53376

Ne d’ordre 157 1957

34

THESES

présentées a la

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE LILLE

pour obtenir le grade de Docteur Es-Sciences

par

Marc BRAYER

*

PREMIERE THESE

Contribution a l'étude
de la propagation des ondes électromagnétiques

Etude d'une classe d'onde cylindrique
en milieu anisotrope et hétérogene

DEUXIEME THESE

Propositions données @aiiRy Faculté

Soutenues le Juillet 1967, devant la COMMISSION DEXAMEN

MM. R. GABILLARD Président
M. BOUIX Examinateur
M. DECUYPER Examinateur
A. LEBRUN Examinateur



UNIVERSITE DE LILLE

FACULTE DES SCIENCES

DOYENS HONORAIRES:

PROFESSEURS HONORAIRES:

e isn wnn s esw ewih s o e e

MM. PRUVOST,LEFEEVRE,PARREAU

MM. ARNOULT,BEGHIN,CAU,CHAPELON,CHAUDRON,
CORDONNIER,DEHEUVELS, DEHORNE, DOLLE, FLEURY,
GERMAIN,KOURGANOFF,LAMOTTE, LELONG,Mme LELONG,
MAZET,MICHRL,NORMANT, PARISELLE,PASCAL,
PAUTHENIER,ROIG,ROSEAU, ROUBINE, WIEMANN,
ZAMANSKY,KAMPE de FERIET.

M.TILLIEU,Professeur de Physique

ASSESSEURS:

MM,

DURCHON
HEUBEL

PROFESSEURS:

-

'.Jim Ll

BACCHUSB
BECART
BEREER
BLOCE
BONNEMAN BEMIA
BONTE
BOUGHON
BOUISESET
BOURIQUET
CELE
CORSIN
DECUYPER
DEDEKER
DEFRETIN
DEHORS
DELATTRE
DELEAU
DELEAYE
DESCOMBES
GABILLARD
GLRMAIN
GLACET
GONTIER
HEIY de BALZAC
HOCQUETTE

Professeur de Zoologie
Professeur de Chimie minérale

Lstronomie,Calcul numérigue
Physigue

Mécanigque des fluides
Psychophysiologie

Chimie et Physicow-chimie
GEologie appliquée
Mathématiques

Physioclogie animale
Botanigque

Géologie .
Paléobotanique
Mathématigues

Mathématiqgues

Biolegie marine

Physique industrielle
Geologie

Géologie

Chimie miné&rale

Calecul différentiel et intégral
Electronigue

Chimie générale et organique
Chimie

Mécanigue des fluides
Zoologie

Botanique générale



MM .
Mme
MM,
Mle
MM,

Mle
MM,

LEBEGUE

LEBEGUE

LEBRUN

LENOBLE

LIEBAERT

LINDER

LUCQUIN

MARION

MAEQUET

MARTINOT LAGARDE

- MAUREL

Mme

MAITRES DE CORFEREHCES:

— o otatn

Mimme

MENESSIER
MONTREUIL
PARREAU
PEREZ
PHAN MAU QUAN
PCUZET
PROUVOST
SAVARD
SCHALLER
SCHILTZ
SCHWARTZ
TRIDOT
VIVIER
WATERLOT
WERTHEIMEL

BUY TRONG LIEU

.CHASTRETTE

COMBET

CONSBTANT

DERCOURT
DEVRAINHE

DRAN

FOATA

FOURET

GAVORET

HERZ

HUARD de 1la MARRE
LACOMBE

MAES

MONTARIOL
MORIAMEZ

MOUVIER

NGUYEN PHONG CHAU
PANET

Botanigue

Physique

Electronique

Physique
Radioélectricité
Botanigue.

Chimie minérale
Chimie

Mathémat iques
Mécanique des fluides
Chimie

Géologie

Chimie biologile
Mathémat iques
Physique expérimentale
Mécamique rationelle
Calcul numérigue
Géologie

Chimie générale
Zoologie

Physigue

Analyse supérieure
Chimie

Boilogie animale
Géologie et minéralogie
Physigue '

Chimie appliguée

Chimie générale
Physigue
Methémat iques
Chimie générale
Mathénatigues
Physigue
Géologie et minéralogie
Chimie minérale
Chimie appliguée
Mathémat iques
Physigue
Physique
Mathématiques
Caleul numérigue
Mathématigques
Physique

Chimie

Physique

Chimie

Physigue
Electromécanique



RAUZY
SAADA
SEGARD
TUDC
VAZART

VAILLART

PO
VIDATL.

tiathémet igues

Physique

Chimie biologie A
Chimie min&rale appliquée
Botanigue '
Mathématiques

Phvesigue industrielle

ATTACHES D' ADMIH]

*

M. COLLIGH

FACOH
JAES

LEROY

SECRETAIRE



A HMEE PAREUTS



Ce travail a £té &ffectué au Laboratoire de

Radioélectricité et d'Flectronigue de la Faculté
i

Je remercie vivement son Directeur,Monsieur le
Professeur GABILLAERD,de m'avoir z2cceuilli au Labora-

toire.tout en me permettant de poursuivre ce travail

;

Je remercie ézslement Monsieur le Professeur

2

LEBRUN pour son aide bienveillante et sa parfaite

1

compréhension des problémes.Grice & lui,toutes les

-

difficultés gui se sont posées ont &té résolues.

2]

s

Je remercie encore toute l'€quipe de recherche
u

e

tai e e fructueuses

S

Diélectriguesd,avec laquelle
versations,et enfin tout le Personnel du Labora-

o
cire de l'aide synmpsthigue gu'il m'a sans cesse
r



Depuis unz dizaine d'années,d'importants travaux ont été
entrepris pour €tudier la propagation des ondes électromagnéti-
gues dang les milieux anisotropes et hétérogénes:milieux ferri-
magnétiques,nilieux ionisés et plasmas,milieuxr semi~conducteurs.

Malgré leur apparente diversité&,tous ces problémes ont un
support commun:ls recherche d'une solution d'onde dans un milieu
dont les caractéristigues sont supposées parfaitement connues
ou Aterminées & 1l'avance.

Hous n'envisagerons pas l'aspect physigue,fondamental,de la
recherche de telles caractéristiques.flotre ambition est tout 2
fait différente: quel que zo0it le milieu,c'est souvent la méme
Eguipe de travail et le méme ordinateur qui conduisent au résul-
tat définitif de la solution numérigue.

Hous avons donc cherché des méthodes synthétiques trés géné-
rales,valables & priori pour tous les milieux,mais s'appliquant
bien entendu,d un c¢as particulier:celui des structures cylindri-

ques unifeormes.

Par cette désignation,il faut entendre tout systéme de propagation
restant identigue & lui-méme dans une direction donnée.Bn fait, il
ge présente alors.en coordonnées cylindrigues,comme un probléme

Z deux variables,

A ceuse dee relations imposées par le milieu aux diverses
conmposantes du champ &lectromagnétigue,il n'est plus possible
de résoudre,en général,les €quations d'ondes sur chacune de ces
composantes.Il existe entre elles un certain couplage gui provient
de la réaction du milieu sur l'onde qui s'y propage.

ra,rechercher systématiguement son éxistence,
ie pouveir appliguer directement les méthodes
on d'éguations d'onde,

ce la théorie des opérateurs linéaires.

3
classiques de résol
Yous utiliserons dan

'o
e
o+



Aprés une bréve présentation de leur décomposition,nous
montrercns comment l'étude d'une onde cylindrique s'identifie
en fait au probléme spectral d'opérateurs particuliers.

Dans le second chapitre,nous effectuerons son étude compléte
sur une base scalaire.Comme ce proc&dé n'est malheuresement pas
valable dans tous les cas,le chapitre suivant présentera une solu=-
tion plus générale,bien gque plus délicate 3 utiliser.

Enfin,aprés guelques remarcues sur des ondes particuliéres,
nous donnerons des exemples d'application sur les structures en
multi-nilieux gue l'on rencontre le plus souvent en pratigue.

PRINCIPALES NOTATIONS

Nous employons le systéme M.X.S.A. En régime harmonigue,le
facteur exp( jwut ) sera systématiquement sous-entendu.

(Xlsxg,z) (u,v,z) : coordonnées curvilignes cylindriques.
a4, &

n et y: paramétres et facteur de propagation.

=

g " N ]

u : dyades représentatives des tenseurs permittivité et per-
P T S TR

s méabllité.

jf.

: les mémes apres transformation géonmétrique.

: Opérateur de rotation et de transformsatioen,.

It : Dyade uniteire transversale.
©t » ¢ : facteurs de couplage.
L d L el e . PP .
Iﬁj’ Ai’mii°ﬁi : Opérateurs linéaires maxwelllens.
E,H ,E,H . A ;
I oo B . A : Opérateurs différentiels.
e,h .e,h e, h o e s 3
ai’ ,bi’ sevs T2?": coéfficients des fonctions longitudinales.
e.h e . G g s - 5 o
Ki’ : Coéfficients des systémes linéeaires en multi-milieux.
R,8 : Eléments de 1'équation caractéristique.
Poapy 't polyndme et polyndme normslisé de lféquation caractérist.
L@ h
2 2 2 e I U h I U
sy = Y+ wiep B ® e amt M™ = —
£t U U
§% = ueM2

sccents désigrant les limites supérieures et inférieures
d'un mlieu intermédiare.



Chapitre I

L'ESPACE ELECTROMAGHETIQUE LINEAIRE

I-I DECOMPOSITION DES OPERATEURS LIFFERENTIELS

I-I-I Cas de l'opérateur dyadique purement lin€aire

Avent d'entreprendre une &tude systématigue des
structures cylindrigues,nous allons préciser la décom-
positicn des opérateurs linéaires et différentiels gui
seront utilisés.

La description du champ électromagnétigue se failt
sur la base d'un espace vectoriel (C) de configuration
dont la dimension est imposée.

On le décompose en deux SOUS~ES5DPACES (C.)t et (C)
correspondant aux regroupements de toubtes les composantes
de champ,respectivement transversales et longitudinales.

Chacun d'eux ezt muni de ses lois propres,et tout
opérateur de liaison est noté selon son sens d'application:

tz
- . SR
(el - (c),
z%

Le décomposition des champs électromagnétigues est
immédiate:

.
T = E  + B,
% z
H = B + EH.

P
N



Celle des opérateurs dyadiques s'oggient par partition-
nement .,Par exemple,l'opérateur linéaire € peut' se partitionner
sous la forme suivante:

|22 o € e - F_.“ - £
i ia, ia eé ] 2 € 3 fe 2
i b e &2
€  wpn| £ € € i, £ € £
2% 2& 23 E&s 22 <3 3a
[ -4 £
3 e A% € - €
= = 1
R = e e o
. € - 4+ € Z° & o zg, -

o X e
On 1Yéecrit alors: € = & +
.

- A g ..’ ) - "
L'application D = ¢+E se déconpose imm€diatement sous

la forme:

oy P . e

D= gE + ¢ (25 E)

oo b e - -1
D=¢g¢E + 2°(E +E,) (£-1}
& z & A &

Théoriquement,il serait possible de relier chaque partie
de la décomposition d'une dyade & celles de la dyade inverse et
vice versa.Cependant,en pratique,les relations obtenues sont
beaucoup trop compliguées,et il est préférable de partitionner
la dyade seulement apres inversion.Il existe toutefois un cas

ol la correspondance se fait terme & terme,et 1l est tres utile
dans l1'€tude des milieux gyrotropes:

e 0 fiiwaé 0
L aadd a'r A .
€ = ekpN SN & € " ¥ % G : 1
0 € Y
& 5 &

I~I-2 .Cas des opérateurs différentiels

En coordonnfes cylindrigques orthogonales,l'opérateur nabla (12)

Te L2 s 1 9 32
I®rJ%g 2 €5 JX, d=

peut s'écrire encore:



. B ol

V= vé+§7:z

si on convient que fise réduit & son application aux seules
variebles transversales de 1'élément & transformer,et < &

la seule variable longitudinale z. '

il Cette régle s'étend aux opérateurs usuels construits sur

Y et on obtient rapidement le tableau n®l page suivante.

L'enploil de cette décomposition n'a pas un sens purement
formel.S8i elle compligue parfois les notations,elle présente
1'intéret considérable de faire disparaitre totalement l'opéra-
teur "rotetionnel” lorsgue la dépendance des champs est en
S o Ty=
Alxyx,) €

-
Pour le montrer,transformons M. A en la dyade différentielle:

o ”‘——3—-»‘)6:’"

P D e'a _=
€y

Q v emosacigm: Er oz 0 0
0 0

Puisqu'en coordonnées cylindrigues les coéfficients métri-
ques e, ne dépendent pas de z ,on peut l'Ecrire,avec l'opérateur

», -

linéaire P:

¢ I O
T e
= P‘f"))-; ‘;4....,. I C
4
9] 9] o
et on obtient alors:
i e i i
Vnk = P22 = Py FA _, (1-2)

g

De méme,en réintroduisant P,on montre tres facilement que:
e B P
l VH\A = w] v); <A Yz®= Po‘?{Am (1~3)

Finslement ,on donne ci-dessous les formes nouvelles prises
par un opérateur rotationnel lorsqu'il est appligué dans un des
deux sous~espace:



Tableau 1

opérateurs

déecompasition -

VU(xxz2)

FASE
0
- g
szA = ~;;LJQ¢A3

: AU(:‘L::::)

.'V

R
>4
L
T
L
>
!
o~y
X

|

(g
N |
#
>y ) Py
!
<3 u;?& N

NI <3 sl
) Ay Y

X
>y

X

M

X X
>t By >y
+ ot

X
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i g“ S

Nnhy = - PeA )z

Ink, = Fo2k

=" = (1-4)
e " ) ' {fﬁg

g

2,\.@3 = 0

Bl ) " . .
, L'opératﬂur P possdde une interprétation géométrique remarquar
ble :il représente le produit d'une projection sur le plan trens-
versal et d'une rotation positive de W/2 autour de Oz.

I-I~3 Application sux distributions

En coordonnées cylindrigues,les opérateurs transversaux
possé&dent la presque totelité des propriétés des opfrateurs
ordinaires dont ilé sont issus.

En partlculzer nous allons montrer tres rapidement qu'ils
sont les seuls & supporter les distributions de Dirac introduites
par BOUIX [$3 4] dans 1'étude des discontinuités du champ glec~
tromagnétigue.

\
Prenons une surface cylindrique gui décompose l'espace en
deux régions I et II,et définie par Xy = Xg

La fonction de Heaviside relative 3 chacune d'elle est donnée par:

HI (xzxzz) PoXy P Xg

p{xgxp2) K < Ry



-~ B -

Comme ,pour x. fixé,H est invariante, ¥ x,,2 on en déduit
+ P 3 : »
gu'au sens des diStributions le gradient de H ne dépendra que

de xI.En fait,on montre gue:

.—’- i
- @ - =
Vi, = xl.g(xz x: ) (K = I,II)

en prenant ls quantité g(xT - %I) avec son signe réel sur
1'axe curviligne. -
Ceci se développe en:

L Oon = x°.8(x,. -~ x.) O, = © DH, = 0
€1 DK I I~ oI &ax .k SK
et conduit fTinalement &
o .
. (1~-5)
Q&HK =
Puisque les relations bien connues:
Val = a¥VU + UWVa
(f?'-a.x = aﬁ’eﬁa + Va-z

g R i 5 e
Task = aVah + Vanl
: g o P ‘
s'appliquent intégralement aux opérateurs Y&et . ,toute distri-

bution scalaire discontinue sur la surface Xp =Xg posséde un
gradient décomposable en:

i e e -ty — e
U o=Nus, + UE;.) = B U+ B U+ UVE ¢ UNHEpg
= P 4 1 ¥ '

Vu = HIVZU + H U

i O désigne le saut de U: O = U{x_ +0,%,,2) = U{x.=0,%,,2)

on peut écrire,evec les notations 4@ EGU%X ot l'actoladé repré-
.3 . . i T
sente un opérateur ordinaire pris en dehors de la discontinuité:

2%}} + O R Slxp - %)

G - J)

S .
<
il

(1-6)

wJ
<
i



De méme,une distribution voctorlelle A de saut G‘condult aux
relatlons‘

s';?:K = §§K§ + f.?‘g(xl - %1/ (i’
G7 - | G7)
52“7:,\21* = 5(‘5:,\'5} + 52”0,\3?5(::1 - %) -_
T - 19]

Par sommation,tous ces résultats se généralisent & des disconti-
nuités multiples. ‘

I-2 PROPRIETE FONDAMENTALE DES STRUCTURES CYLINDRIQUES UNIFQRMES

I-2-1 Facteur de propagation scalaire

Consid&rons une structuze cylindriaue quelconque hétérogéne et
snisotrope.Toute source d'énergie ne determlnant gd une repartitlon
en intensité des ondes suceptibles de s'y propager,il suffit,pour
étudier la formation de ces dernidres, d’utiliser les équations de
Maxwell hors des sources:

. j%?f +6Aﬁ" = ¢
(1-9)

it
o

“’Aﬁi‘f <+ jw‘if- E

Présentées sous cette forme,c'est un systeme différentiel
homogeéne dont la solution condult aux &gusations dite de propa-
gation:

o og o & *» ¥
VA‘,S«V,‘E - £ 5 = 4]

c»; P 2 o > (I"‘IQ)
FAESIAH - w p-H = O

Par hypothése,les caractéristiques e(x x u(x X, ) du
milieu sont invariantes avec la distance longlgudlnale.

I1 est alors naturel d'admettre que l'onde en propagation conserve
cette propriété et prend la forme,en régime harmonique:

= ) = Elx.x2)¥(za)
E{x,x, zw) = E(x_ x")¥(zu)
S Dt (TS
H(xlxaw) = Hix x)¥(zuw)



Ceci revient & admettre gue seules les variations transversa=- .
les du milieu de propagation suffisent & déterminer le caractére
intrinséque de cette onde,le facteur longitudinal ne modifiant

gue d'une fagon globale sa phase et son amplitude,

Une telle hypothése est vérifiée si (II) est solution des
€équations de propagation.On vérifie aisément ,par substitution,
que la premiére peut s'Eerire:

< P yin g
J e B . poug y
SETTEET %! IATEFE) o+ »p'%(vbﬂ}] + Y [

Cette équation ne se réduit effectivement & un problénme
vectoriel sur (x,x,) qu'd la double condition:
&~

s Oy 2
—53zf = Cste = Y
¥ Sy (1-12)
-3:"—*; = C(ste
¥
. -4
dont la sclution unique egt: ¥ (z0) = Alw)e Yﬂnz+ B(w)gwﬁ

. . . . H .

Un raisonnement identique s'applique 4 ¥ .Mais comme les
fonetions ¥“ne dépendent ni des milieux,ni des champs,il n'y
e sucune raison de les différentier et on prendrs désormais
¥ = ¥ = ¥,

Dans un milieu hétérogéne et anisotrope,invariant
selon 0z,1il existe toujours des solutions d'onde cylin-
drigue uniforme dépendant d'un facteur de propagation
scalaire.

L'uniformité de l'onde apparait sinsi comme une conséguence
directe de celle du milieu.

I-2~2 Généralisation aux structures curvilignes

On peut étre tenté de généraliser ceg résultats & une
structure curviligne dont la géométrie reste invariante selon

la direction x3:




“ O =

Il apparalt un coéfficient métrigue e (x X, ) # 1.En séparant,
par une normalisation sux dimensions, ?e caractere métrique de
l1'allure variationnelle:

e U
3 = 3 - 373
3
on trouve immédistement le nouveau systéme:
&
J
E%r z, Cste = b
AR | (1~13)
?f‘?f%= Cf;‘ce
~Ye,x ey . . < &
dont 1s solution: ¥ = Ae” | S pelH est identique & la

précédente 4 un fecteur métrique prés.
La généralisetion est donc possible.

On donners simplement les nouvelles expressions pour (2) et (3):

=~ == F
Vind = P (I-Ik)
o “"'I“ = I < >

- - b s - & e _.D. - -
Ak = 93{‘2 = PeA)x? - = P.Vesd, (I-15)

L
3

car toute la suite des rasisconnements que nous zallons effectuer
peut se reprendre pas & pas.

, En pratigue,c'est avec des conditions aux limites longitu-

dinales que ce type d'onde devient interessant,car il permet de
résoudre tout probléme anisotrope et hétérogéne dans un di&dre
donné.,

Pour certamns problémes,structure courbée par exemple, e3
est aussi fonetion de x
8i son expre*51on est séparable c'est & dire si on peut écrire:

eq = €, (x } ,1la solution d'onde de (I3) est alors non uniforme:
.J .J 3‘3 . u"
, m‘/f et dx f o
¥ = f ” 3 3 + B ;Y 33 dx3
es(x3) : e3(x3)

Lorsque la courbure est feible,un développement limité de el(x.)
donne en premiére approximation une onde uniforme:c'esi la e tBode
classique.

Dans le cas général d'une fonction guelcongue de x,,il n'existe
plus de solution pour ¥ indépendante de XyXy ,sdone ?1na1ement pas
d'onde de la forme (I-II).
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I-3 LE PROBLEME AUX VALEURE PROPRES

Puisque les &quations de Mamwell et de propagation le sont,
on peut chercher & obtenir le maximum de renseignements de la
théorie particulidrements féconde des opérateurs linéaires.

Pour cels,on définit tout d'aberd un espace electromagnétigue
{(C) de dimension six,qui regroupe l'ensemble des champs:

¢ = (8. E,E H,_H, H)
= MEp Bp &y Hyp fp By
Les relations (9) s'écrivent alors sous la forme opérationnelle

condensée:

L:C =0 avec: T R g (1-16)
Val ? Jup

~ Sous cette forme,ﬁfs'a@plique 4 tous les types d'onde
quelgue so0it le milieu.Introduit par MARCUVITZ,BRESLER [2331 61
et guelgues asutres,il permet 1'étude rationnelle des structures
passives,actives et des transmission d'énergie.

Nous 1'utilisons ici parce gue convenablement remanié&,il
permet une séparstion remarquable des équations du champ elec-
tromagnétique.

. . -Yz
L'existence d'une onde progressive en e Y étant assurée
(En considérant Y comme une quantité algébrique,les résultats
obtenus s'appliqueront formellement,chacun pour sa part,aux
-~

deux sens de propagation) on peut décomposer (I6) & l'aide de
(2) sous la forme:

f* e R
(L, ~Yﬂ}-c'{x1x2} = 0 (T-17)
o ¥F
avec: . il §
v& ]DOU.T’ L at X = J;"
E oo

L'équation (I7) est fondamentale en théorie des opérateurs
linéaires:elle correspond 4 la recherche des vecteurs propres
C,associés aux valeurs.%?npres Y ,de l'opérateur Lt relativement

-~

& la fonetion de poids



Ce probleme aepenﬁ éﬁa1ement d'un certain nombre de conditions
aux limites qui sont imposées de facgon. 1ndependante et qui s'appli~
guent ici au champ C,

. oy

La recherche de ¥ s'identifiant & celle du spectre de L,,
on peut introduire immédiatement s&rdce aux propriérés spectrales
d'un opérateur,des ré sultats gui sont parfois délicats & démon-
trer directement.

Par exemple,pulsqteles milieux physiques passifs vérifient
des relations fondamentales de conservation d'épergie et sont
alors représentés par des tenseurs £4193 tels que:

b 3
,Eij(w) I Eji( - )

on peut affirmer,pour ces mémes milieux,que : #(m) = - y( -w).
En l'sbsence totale de pertes,les tenseurs deviennent purement
hermitiques et vérifient dans L (1e facteur j y est introduit
par définition)ls relation:

T = - §(EW°
on & donc également : y = = y* ——py = jf.
Les pertes légéres,qui se traduisent par un tenseur additionnel
anti-hermitique,conduisent aussi au terme additionnel .

Dans les milieux anisotropes réels{ferrites,plasmas,semi~
conducteurs)les paramdtres g,et u,s'introduisent tres souvent
comme des termes apperents ou d‘equzvalence.Leur loi. de varia-
tion en fonction de la fréquence peut présenter des points sin-
guliers pdles et zéros.

La constante vy posséde alors des phénoméhes de coupure et de
résonnance associés,dépendent du milieu et non des conditions
aux limites,

Celles-ci régissent d'ailleurs le spectre de y comme tout
spectre & deux variables,et on peut 1l'obtenir alors:

discret - continu - mixte

selon qu'elles sont compldtes ou non.Nous préciserons dans les
applications.

I-4 DEFINITION DE NOUVEAUX OPERATEURS MAXWELLIENS

I-k=-I Opérateur vectoriel principal

. <y
L'utilisation directe de (I7) n'est cependant pas possible car A
n'est pas régulier dans (C),son déterminant étant de rang kL.
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Pour éviter cette difficulté,on décompose (C) en deux sous-espaces
transversaux et longltudlnaux.

oo
H. H,) e = (EZHZ)

T = (E
5 By By Hy By 2

t 2

. o » - N kg & “
et on introduit l'opérateur régulier et inversible Pt:

- 0 -X
Pt PP —— avec ¢ 3?"1= »'ﬁl

I 0 &

Le formalisme du g(I ?)s appligue alors intégralement evec la
~
substitution: P-@rF
- - -~ . m
On partitionne ensuite une seconde fols en décomposant Lt et A
sous la forme donnée au tableau n®3 page I5 «

L'équation (I7) se scinde en deux et on obtient finalement
les relations fondamentales,valsbles pour n'importe gquelle struc-
ture cylindrigue et équivalente aux &guations de Maxzwell:

R e g pr P
(Ltt N t).gt + L C = 0 (1-18)
'z‘f' A " .7 0 (1-19)
-CJc + Lzz’ cz = ~19

Remarqgue:0n leur donnera beauccup plus de souplesse en contra@-
tant le s/espace transversal dans yn espace de confi=-

guration de dimension 2 : Ct = ( E, Ht).

Ceci permet en effet d'abandonner le partitionnement
et d'utiliser des matrices symboliques 2X 2.

I-k-2 Principales propriérés

a)= La relation (I8) montre immédiatement que le probléme
aux valeurs propres reste limité au s/espace transversal.

Ce sont donc les seuls champs transversaux gui fournissent le
systéme de vecteurs propres{modes) et gui supportent les rela-
tions d'orthogonalité(flux d'énergiel.

Les théories modernes montrent d'ailleurs que l'&tude
compléte des propriétés €nergétiques d'une onde cyllndrlque
peut se d&duire de deux scalaires: y.P et . P ol P est
le flux total du vecteur de Poyting 4 “travers “un plan trans-
versal.[87]



b))~ Leg deux s/espaces {(C), et (C)_ sont toujours reliés entre
eux car L et L ne c’annu&entfjamais,méme en milieu homogéne
et 1%0trop§.L‘onge Electromegnétigue forme en effet un tout et
durant une période de temps réel,C appartient tour & tour 2 fois
8 C_ et a'ﬁy exclusivement .Les transformations intermédiaires
proviennent®justement desff;j. ‘

< €)= Les opérateurs propres 3 chaque s/espece: ( L ~Y7T) et
L_,_,sont purement linéaires.Il est alors possible, scus réserve
dé€”leur régularité,de les inverser vour éliminer l'un des champs
entre (IB) et (I9).

Dans chague cas,on obtient une équation résultante gui peut

8tre considérée comme une &quivalence des &guations de Maxwell
dans le s/espace utilisé.Toutes ces relations fondamentales seront
étudides en détail.

* 5

d)=- 8i C, = 0 ,il faut d'apres (18):
I N.)-<,

(L, — Y RAeC, = 0

L'onde TEH ainsi obtenue est une solution appartenant nécéssai-
rement au noyau de l'opérateur (L w»YhQ En ce sens,nous verrons
gque c'est une sclution singulidre ges Egustions de Maxwell,l'onde
réguliére &tant l'onde TD3E des milieux anisotropes.

. s -
e)- £i ¢, = 0 ,il faut de méme avec (19):
ip .
L_ = C = 0
ZZ &
Dans les milieux ;J sigues ordlnalre e, et u ne sont jamais
nuls,et on & done L = 0211 n'existe pa° d*onde LEH purement

longitudinale.

Cependant,dans certsains cas de résonnance de milieux,on peut
avoir € (ov u _, = 0 et il peut exister une onde LE (ou LH)
gui nteft pas ﬁ%e onfle &lectromagnétique & proprement parler,
mais plutdt une onde ultra-soncre.

I-h=3 Opéreteur scalaire auxiliaire

Les €quations de Maxwell aux divergences,en l'absence de
sources et en répime harmonigue,sont une conséguence de celles
aux rotationnels.Elles ne sont done pas théoriquement indispen-
sables.



w ITh =

Cependant ,contrairement aux précédentes,elles sont totalement
découplées entre E et H.Elles fournissent donc une base d'équa-
tions scalaires tres utiles lorsgu'on veut élimiiner une seule
composante longitudinale dans un s/espace transversal ou vice

versa.
. e
Avec l'opérateur: V.I

i

i ) .
%,elles s'éeriventtout d'abord:

e el i

g E 0 I'Tfpnl{ = 0

i

oS
. e P s .
puis en dfcomposant Ny = iy~ Yze° on peut les transformer flna~
lement en: v

(1-20)
Hee B + N,.B = Q -2
&t £ Tz
R -

. WpeH = -
%ﬁ H, + TpeH, 0 (I-21)

8i l'anisotropie du milieu est quelcongue,les relations ainsi
obtenues sont différentielles.lMais si elle est au purement

e f“’ -“-* ame A y X o Z 3 X 3 by Y
transversalel €rp = H = 0 )} N  se réduit & un simple scalaire
et on obtient un moyed”commode d¥exprimer E ouH en fonction

du champ transversal correspondant.

I-h-l QOpérsteur de propagation

Les équations de propagation peuvent aussi s'exprimer sous la
forme opérationnelle:

B G ol T

oo o2&,
) VI‘P'V’.I’“ we O
3’1‘ C - O aVec ?\,E . .-;...,.<..-..--.<-......»-"u.; R LT S I SRy
: s s o Few
-d
O ‘: VAEQVAI"' wF&

En décomposant successivement chacun des termes de ces produits
d*'opérateurs,on arrive sans grande difficulté a4 l'expressilon:

P NS L g
M, -0 + M «C
t Tt F A

i
o

(1~-22)

- P t‘? <> . 5
o les dyades My et Mz sent données dans le tableau 5 page
suivante. '
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Tableau n°3
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Chapitre II

LE PROBLEME SCALAIRE FOIEAW"QMAL

II1~-I RECHERCEE D'UNE SOLUTION GENERALE

o - e
Ii~I~I Relations entre 5; et CZ.

Les transformations indispensables éffectuées,il nous
est meintenant possible d'étudier systématiquement chaque
s/espace de 1l'onde €lectromagnétique sur une base scealaire

ou vectorielle.

Tout probléme cylindrique peut se ramener & la recherche
de deux €tres mathématiques compatibles 1'un & 1l'autre et
satisfaisant la totalité des conditions imposées.Les deux

composantes de f; ou de § o fournissent des éxemples.

En milieu isotrope,il peut €tre intéressant de rechercher,
s'il éxiste,un €treunique,type potentiel de Hertz,dont dérive
l'onde toute entidre.Cependant,en milieu anisotrope,l'éxistence
de 6 composantes de champs entraine simultanément celle de deux
potentléls 1ndepenaants.b‘etuae directe de l'onde sur les champs
eux-mémes s'impose alors de toute évidence:e’est ce gque nous
allons faire,

Il éxiste deux méthodes de résolution des_ éguations géné-
ralec(l I8 et I@ Dans la premlere on élimine C. pour obtenir
une équation résclvante en vl .ce gui donne deux scalaires,
Dans la seconde,on &limine ks pour obtenir cette feois,avec E:,
deux vecteurs non colinéeairef.

Les schémas sont indiqués page suivante.
Elles sont €quivalentes,mais seulement dans les limites d'uti-

\

lisation des différents opérateurs appartenant & chagque s/espace.



- 1F -

METHODE - > “ ~
3 ( ';é-ﬂ‘(he)‘ C,|+ Ltzci =0
I e
zt.Ct + (;’. Cz' =0
II ;t(E“YAe) Cé + n»C;.-.—.O
- - A
6 +T[C] - 0
zé & zz | B
~JWE, “ngaz 0 Y
~JWE, —jOE, Y 0
0 Y j&}!J“ JWP,
...Y O J“‘}Pu pru'
F (e TEN ) T EY-E
Eﬁ'( *D : é) ~YUE —w*E e,
&
+jw‘;‘:§ Vz-"i "J“’YH..B H—f
(m-4){ e e el = - -~
. Hé= Y+ fsl"e) _\(V‘H ._w"H‘&,' ¢z
Dee ~ o -
-JC"E:'EV ,H“’YEE Eer-g

HORDOIR-LILE 3



En fait,c est la méthode I qui est presgque toujours utilisée:
d'abord parce qu'il est plus aisé de résoudre deux équatiocns
dlfferentlelles(counlees)scalalres plutot gue deux vectorlelles,
ensuite parce gu'elle conduit,en revenant dans (C),,& résoudre
le probleme aux valeurs propres dans le s/espace transversal.
Clest la methode normale,développée dans ce chapltre.
Cependant,il n aat pas toujours po%sible de 1l'employer,et la
seconde méthode s’ 1mpooe alorscommm nous le vérrons au chapitre

ILI.

2 * g - S . P . Pd - *A.-
L'élimination de C, entraine la régularité de (L -Y b),
afin de l'inverser.Pour une onde hybride,ceci est presque toujours
vérifié{@ous admettrons,dans tout ce chapitre,que le déterminant

D,, de sa matrice essociée est non null.

e g
On peut alors résoudre en Ct par:

. ‘-’*‘“1‘»—&- g
= = (L, =Y Ny-n ¢, {TXn2}

i
t

Pour utiliser cette relation.il faut connaitre l'opérateur in-
verse.On peut inverser directement laz matrice de rang k,page IT.
Mais il est plus souple de pa¥tir de l'expression ci-dessous et
de l'inverser bloe par bloc:

. ' ?
. i - Jmet ‘ =X t
(Byy =YA) = bl

By

A 1'aide des indications et des définitions de 1'annexe I,il
vient assez facilement:

wX .
r,}u}(y + wgﬁ;g )‘; ' o ied -i«.—._l
d t% £ ; yiy™ + @ Pﬁst)’Pt
( e} w : S A 6 R AR R B8
2 2(-':“ ‘1“ i “o—i.“i'ﬂ
y(y® + w a*pt) Pt f ~july® + w stpe~et

et on obtient finsalement la forme développée (II-I).



Ces relations sont absolument générales et valhbles dans toute
structure cylindrique uniforme,quel que soit le milieu.

Elles montrent que les champs transversaux s'expriment
toujours en combinaiscon linéaire vectorielle des compo-
santes longitudinales et de leurs gradients.

En milieu isotrope,seuls les gradients subsistent.

En pretigue,pour une structure donnée,il faut connaitre l1'ex-
pression détaillée des tenseurs permittivité et verméabilité
donnée par les théories physigues des milieux.

On rappelle,id ce sujet,les travaux de GOLANT,DENISSE~-DELCROIX,
ALLIS [\g)[13lf&let de POLDER,KITTEL,HOGAN [24024020], .

g . o ¥ -, o . .
En posant : € =g + o/jw on peut &videmment introduire

des milieux semi-conducteurs & conductivité tensorielle.

Les quantités e.. et u,. sont,en générel,complexes pour
tenir compie des dif%érenteégpert&s d'énergie,et en outre des
fonctions assgez compliquées de la fréquence 4 cause des phéno-
ménes physigues mis en jeu.

Elles peuvent encore dépendre localement de la température,des
chemps E ou H de polarisstion,de la pression,etc...

Notre but étant l'analyse systématique des structures,nous con=-
serverons # ces termes leur caractére indéterminé,tout en res-
pectant leurs éventuelles variations.

Il est nécéssaire d'expliciter totalement ,composantes par come
posantes,les relations{II-I).Nous avons choisi,pour éviter de
tres longs dgveloppements,les notations suivantes,ol les coéf-

v N [ -
ficients ai’ sont tous donnés en annexe II.
| E JE. - i
& JE, & oll,
E, = a‘?EZ + pSH. o+ ol =2 as :}z + e° =
i iz i %g;; 1 ey dx, 1 e,0%
JH
@ 2
o - 1z
gebzé 12
{(11-3)
H; = Idem, e ~»h

» B —
Remargues:Comme on peut le vérifier,les champs E. et H, ne sont
pas orthogonaux,sauf parfois en quelqués poidts de la
section droite.



Toutefois,en milieu isotrope et homogéne,ils le deviennent en
tout point de la section droite pour les ondes transverses,

Leur polarisation est fixée par le milieu,et varie en général
dans le plan transversal .Elle varie aussi au cours de la période,

q«-ﬁn
La relation E = H def;nlt une dysade fonction du pointqui
perd sa sxgnl?lcatlg 'impédence d'onde qu'elle posséde en
milieu homogéne is atrope.

Leg flux d'énergie sont exprimés par un vecteur de Poynting,mais
ne sont pas nécéssairement dirigés en tout point dans le sens de
. propagation de l'onde,car l'énergie tourbillonne en général.

II~I«2 Loi de dispersion.

R et
Puisque (L & ~'YA) est régulier,la solution T obtenue l'est aussi
et & une véleur qe C correspont une et une seule,de Ct

Cn peut alors rechercher,aans {(C), .un systéme homogéne aux com=
posantes transversales. Par exemple,en utilisant directement

Il conduit,puis son déterminant doit &tre identiquement nul,d
une relation f£{y,w)}=0 qui est l'éguation de dispersion.

En milieu indéfini,c'est souvent une &quation algébrique du L4°
ordre.Pour ll'onde plane,par exemple,en milieu totalement aniso-
trope mais homogéne,elle est donnée par (III-22) page §O.

Avec des conditions aux limites.,le probléme est plus complexe
et sera &tudié au chapitre IV,

L'égquation de dispersi&n admet ,en générel, 2 racines en .
ou ¥ en¥Y.Il leur correspond deux types d'onde électromagnétique,
différents en nature,et pouvant,simultanément ou non,se propager
sur la structure.
Ce sont les ondes hybrides: EH et HE .
Leur distinction est basée sur le fait que la premiére composente
citée joue un rdle primordisl .Melheuresement,au cours de son exis-
tence de w = 0 jusqu'd w = w»,une m&me onde peut,dans certains cas,
se modifier entiérement: démarrage en H pure & la coupure,pour

5]

tendre vers une limite E pure & fréquence infinie.

La mise en ordre du spectre de ces ondes est 1l'un des problé-
mes actuels des structures anisotropes.Il nécéssite d'importants
moyens de celcul numérigque.



w BT

8i le milieu le permet,les ondes hybrides peuvent prendre
les formes réduites: TE,TH,LE,LH,TEH,

Nous rappelons gue l'éxistence simultanée de deux de ces ondes
est .4 l'origine des effets de rotation Faraday et de biréfringence
dens les milieux anisotropes.Il suffit gue l'isotrople soit trans-
versale pour qgue ces effelts cessent.
‘D ' . ; 2 .
Pour chaque type d'onde,par exemple pour la valeur T4 521
existe deux ondes correspondant au deux sens possible de “propa-
gation selon la direction longitudinale.Elles ne sont pas identi-
ques,car les composantes dépendent de y et de son signe.
Ce résultat est automatiquement vérifié pour une détermination
4 guatre valeurs de v.

L'ordre 4 de 1'2guation de dispersion est caractéristigue
des équations de Maxwell.Comme nous l'avons vu,celles aux rota=-
tianela(et sans se borner aux probldmes cylindriqgues) peuvent

"nterpreter comme un systéme linéaire & 6 équations Mais celles
aux leergences, simultanément vérifiées,permettent d'€liminer
deux ineconnues et de ramener le systéme au rang k.

Cependant ,ceci n'est plus valable en presence d'lﬁteractlan
entre le champ et le milien.
Par exemple,dsns un plasma,ls proﬁa atlen d'une cnde peut entraln
ner une perturbation suffisante,dans les distributions electroni-~
ques et ionigues,pour réagir sur le champ.Il faut alors ajouter
sux Eguations de Maxwell telles de la conservation dela charge
et de la guantité de mouvement,ce qui allonge le systéme initial.
On sboutit & une €quation de dispersion en \*N+”63N'étant le nom=-
bre de type d'ions présents dans le milieu,et il existe alors
(W+3)types d'ondes différents.

II-2 LE S0US-LESPACE LONGITUDINAL
I[I-2~1 Systéme fondanmental

Puisque C, est connu(II 2} ,1il1 suffit &'achever la substitution
pour mbﬁeﬁlr 1'éguation résolvante en C

it il ot e .
wl e (I o . L - = o
Bt (g, YAt) Lyz t Ipg|eC, 0 (II-k)

Apres qguelgues manipulations,on peut lui donner la Torme
d'un systéme différentiel homogéne aux composantes longitudi=-
nakes .
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i
o

[ CE
Q. (E_) + A (H )
t z t A (II-S)

i
0

H . M
At(EZ) e Qt(Hz)

Ce systéme,dont les é#léments sont donnés au tableau n°6,
page 23,est constitué de deux équations différentielles du second
ordre,aux dérivées partielles et couplées.
‘Le couplage,caractéristique des ondes hybrides,est impesé par le
milieu lui~méme ou par les conditions aux limites.Nous reviendrons
sur ce point & la fin de ce chapitre.

Il est tre utilg de connaitre la forme non renseignée de
(II-4) lotsque E, et B, ny sont pas encore transformés.
On trouve:

‘%'-ﬁ Ht + Jwe Et + gwﬁzﬁz = 0
o e W R . . (11-6)
ARFAR A L Jop H, = 40

Nota: Une relation un peu plus éloignée,qui s'obtieyt directement
en prenant le rotationnel transversal des équations de
Mauwell transversales,est donnée par:

B e o . e ol WO
‘ﬁ\'Z + ‘fctﬁt +  duw &:Pt' t‘Ht =
. (1I-7)
-—t-." . P . . .,:‘ _ \
QHZ + Y‘K;:.rf_t - Jw Q.Pt. £y’ ht = 0

Théoriquement,il es t possible de découpler les éqguations
(II-5) par €limination de H ,ou de B,, et on obtient alors deux
équations 1ntegro dlffﬁrentlelles du h“ ordre,totalement symé=-
trigues ( e.

ijwHi;
-4
£ _ o, -
Qt°(At}° Qt(hz} + At(hz) = 0 a)
(11-8)
n (A“i':L "r ) + a%(m) = o :
Queld, ) e QAH g g f T b)
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Tableau n°6

Operateurs longitudrnaux:

G- TR (LS ERI[0ZRT orR L] -
({3
oSSR o] e
Q:z 14° &€ e Py

- &“:f, E — -
A7 = R (CeLEl) [y, 4 &b | +

Déé |
. & w«’-ﬂ»«:—: t L e . ww
Jwg‘(\[*‘ Dé“ pt)‘["ﬁjw Pe'?‘vé +JCJY e pe:}
13
A:‘ = Id‘ 5;_4' r—— P‘d

Operdlteurs IIPANSVErsSaQux g

- | PV - - £ . EaxCae
QE ¢ erP&VeE'!'J“’(e 6“ )
-a o
Qe = Id <&~-p By =+ €
N 0*—,6 -y e -
& P
Ae =BV g, T 5;;_223-—‘(9 :;
- | .
Ae = Id 6’;44-» 5

HORDOIMLILLE 2
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C'est & partir de l'une d'elle que l'on obtient,comme nous
le verrons,la solution &’ande pour une. structure donnee.

Avant de poursuivre,nous proposons un exemple tres simple
de recherche de solution d'onde,qui illustre les méthodes intro-
duites jusqgu'ici:le milieu est homogéne,anisotrope, myromagnetique
8 aimantation transversale.On cherche une onde 1ndef1n1e satig=-
faisant aux conditions suivantes imposées: :

= >,
E, =0 uniforme en y wg._O)

et on montre gue la solution est une TE dont on donne les compo -
santes;les détails sont en peage 25 et 26,

II-2-2 L'&qguation intégro-différentielle

Les &qguations intégro~différentielles (II-8) nécessitent le
calecul formel des op@rateurs AZ* .
En coordonnées cyllndrlques les AYprenne la forme développée
d'un opérateur L®aux dérivées pa%tlﬂlles.

k =4
(2)
L =2 a2 Al-egletzl_ + bt :l_eI/eE.SL, + e v“) +
ere, ‘)x:t L Ix, eIeZJXa WE ere, .Jat,)xg

Méme en milieu howmogéne,et & cause des facteurs métrigues
eI(x x,) et e, (x X1%,),11 n'est pas & coéfficients constants.

L'inversion de l'éguation différentielle: Y = LCE%K),qui en-
traine la connaissance de ¥ = L®"*Y), n'est passible que stil
existe une solution fordelle de cette &quation;ce gui n'est pas
tou3ours vérifié.Sans aborder 1'étude de‘lcate de 1'éxistence
d'une telle solution,vr peut affirmer gu'elle £xiste si on connait

la fonction de Green G de 1'opérateur LT}

Par exemple,en coordonnées cartésiennes,on a immédiatement:

ixy) = “déy Glxy,.x'y')}¥{x'y"') éx'dy"

Pour un probléme monovariable,on vappelle que:

X (X)XT(X') - X (x)X (x')

#

Glxx')

é xt )Y (x') — Y (X }K (K )
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d)

YW‘E& - | e P ‘
- i [YUHt e HE + jocBTE ]
B 0 Yi-w'el,
Exao = \{ ’)E wy JH. =

‘JB

Oﬁr.kod"?mua.E = %—L; ____O

3 cesle afors pour d) ¢

| Es 1 (ja}p J He +YwH,Hx)

R AS N P
'De.ui',m)b)lctduik PN Hgﬂo ok &
Hx o R L (j j H’ e wﬁé’ PmH‘_)

Ya'f" w'e P-ﬂ J=

Bloss , R:c‘ucdh‘on (6) Gaend £a zea,wg , Goee c.) S A) :

E.))l—i'_(_‘(Y_’_wapﬂ p13)H =.".O
del,aves 1 Y-&-M‘G(p&—l’u)/ﬂ. = 5;'

Hz = A&'n&{x + B co:.‘.s.?a:

HORDOWR-LILLE 3
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Rd"uum direcksment ce tesullal avoe Lo \'to‘\-u'c‘u.t.
eles o&nfw}wu Rudaltes 1 ' .

E: 2 e oa)
H o« 46
La. comeliiow Eu.EO erShoime Cuadre :
£ -0
PLA
or

O\\A&t&‘m‘.m: A‘é(H:) == O ::@ &?cm&g
Sfmyfmu&". Q:(Ha) -_-_-_.O

o~ P 0 -
B« = H
; Pté—m—)[o H"] éz

dts
0

'"J Hs
0

L

féim prend ko forume s Fous callecls effeakuds

2 e 2 2, e
Q=2 HulYraed ) t ota B
¢ Jx2 + ﬁ(ytwtgw J‘je‘ + ik R pn

.?ua’n-ﬂ‘u- Se c—\um.p ab wiforme sadow Oy , “aq!-ua&\m 3
[
Qé(H) =0 s tdeubfie bion asee €).

HORDOIRALILLE 3
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ol XI 5 representh deux solutions . indépendantes de LMJ(X) .

Pour un probléme & 2 varlables la fonctionde Green est
beaucocup plus compliguée.ll en xlste guelques’ unes en Electro-
nagnétisme,mais on notera gque L est plus complet qu'unm laplacien
ou un d'alembertien,et comprent en particulier des termes croisés.

Finalement ,la solution proposée n'est valable gue si L'€xis~-
(2% p/ P ” . - q

tence de G,ou de L est assurée.Dang la négative,il daut une

néthode de rechange que nous allons proposer.

IT~2-3 Méthode des combinaisons différentielles

. . « e
Ré&crivons les relstions (II-5),avec les opérateurs L®sous la
forme plus symétrigue:

LI(E) L;(Hz} % B
(11-9)

TF. 34 ~
UE(EZ) + LECHZ) = 0

Le découplage est immédiat s'il est possible d'obtenir une com=
nutativité de certains opérateurs,c'est & dire,par exemple,si:

H H H #
Loel, = L_oL
2 I

I

Il vient slors,en applliiquant senarement L2 et L; & chacune des
equat10ns(11~9)

H _E Mo e . E _
{LEQLI . LIOLEE () = L (B) =0 (;1~Io)

Ceci donne £, par une €qguation différentielle aux dérivées par-
tielles du L%ordre.C'est d'ailleurs la méme guli donnera H et
on a:

@WE  ayH

L =1L (11-11)

Une telle éguation peut sembler lourde & ubiliser,mais nous allons
volr gu'en réalité on cherche & la dissoccier.

Malheuresement,la methoée dlrertp gue nous venons de proposer
n'est toujours pos slble qufen coordonnées cartésiennes.En coordon-
nées circulaires,et & fortiori dans les autres systémes,ls commuta-
tivité n'éxiste plus 4 cause des coéfficients métriques:

J .4 J ?é 1 J .

X 3 3¢ 06 o6 or
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Il faut slors chercher,par tatonnements des comblnalsons diffé-
rentielles gqui orientent les calculs vers la méthode de séparation
gue nous allons décrire en coordonnées cartésiennes.

Pogons:

%
L= a8 :;~ ) e 2 + f ﬁxi +
Iq— L)xs‘)s LR t) 4 ¢ ¢ o st 5 @ "
% Sl
J‘:‘)‘;‘e * sae M ¥ e +p

L'intégration de (II-I0) est toujours possible,par séparation des
variables,avec des solutions élémentaires en exp(px + qy).

Cependant ;00 ne cherche pas toubtes les solutions,mais seule—
ment celles gui proviennent d'un opérateur 7

Pour préciser le probléme,supposons tout d'abord gue L®peut
se décomposer en un produit opérationnel:
A 2y (2)
A S A (II-I2)

si BT et EZ sont respectivement solutions de L. et L,,le solu-
tion“de (IiuIC),et une solution convenable,s'éCrit:

B (II-I3)

i
+
&

Z 122 &Z

sans coéfficients arbitraires apperents puisgu'ils sont implici~-
tement compris dans chaque champ partiel.

La solution cherchée apparait donc,finalement,comme la
somme de deux solutions indépendantes provennnt de deux opé~
rateurs Le’appropr;es.

C'est la recherche de ces opérateurs guil guide les calculs en
coordonnées générales.

On obtient m; de faoon classique:& tout L on associe le poly~
ndme 4 deux varlables P, tel gue:

i =

L 2 ; b X + <> P, = & & 2w +
P = 8y Sxe i Oxoy T et i ® 84F iPd

et les deux couples de racines de l1'équation: Pi(pq} = O donnent
la solution cherchée:

™. [z
&

= <A eR ¥ 4 A; TePr x)(B %Y 4 B eq y) (II-1k)
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On notera que (II-I2) entraine: P = P2 T

Lorsque (II-I2) n'apparait pas possible,et méme sxmplement
si on le désire,on peut tcugours utiliser la solution generale
de L avee les b4 couples (p 193 } racines de P(pgq) = 0:

- ¥ :
E ={= A ¥ .&:B ed (TT-Tk)
L &4 X J"'

- Il suffira alors de déterminer les coéfficients (ils sont évidem-
ment en surnombre) pour conserver une sclution convenable.

Compte-tenu de (II~II} on pose de méme:

B (a—:."Catx>(_£:DeJy> (II-15)

erg é"’ J

Cependant & cause 4du VQHDL&gE les coeff:c;enta C et D, ne sont
pas tous arbitraires. “
Pour les déterminer,on pose:

Ci = fiAi D, = o.B,

et on réintroduit {(II-Ik et IS5} dens (II-9).Comme chaque onde
élémentaire possé&de un couple,et un seul,de champs longitudinaux,
on peut annuler tous les A.B. ne correspondant pas & la solution
retenue,et déterminer ainsi fes 1.,04 terme 4 ternme, '
L'indétermination qui subsiste su?¥ 1% choix des A.,B. & retenir
est définitivement levée par les conditions aux 11m1§es 1mposees
& la styucture.

II-2-4 Cas des coordonnées cylindrigues.

. a . s
Les opérateurs L( )sont ici de la forme:

" o¢ ¥ 4o - 4 4
= a 3¢t +br3r'3'+ cr‘)rae-a- dm¢+e rtIinte

Leur solution générale n'est malheuresement pas une fonction
connue tabulée.Dans guelques cas tres particuliers,et lorsque
certaines relations convensbles sont vérifiées par les coéffi-
cients,il existe des solutions de la_forme:

7 r,essel [ £(r)])
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mais,dans le cas général,il faudra rechercher des solutions
approchées par les méthodes classiques: développement en série,
par exemple, : o -

On ne retient évidemment,pour H_, que la mémg symétrie de révo-
lution que E_.La solution sera donc en exp( _jme) pour les deux
composantes; et comme elles doivent posséder en outre la ménme
péricdicité radiale,elles dérivent d'un méme degré indiciel.
Finalement,on cherchera directement les solutions:

. +jme
. (§?\r) + gp(r)‘)e

G v an)

avec:H = 1B et H_= TEZ

o]
i

=
]

II~3 APPLICATION A QUELQUES MILIEUX PARTICULIERS
II-3-1 Milieu gyrotrope homogéne.

wn oD cause de le forme tres simple prise par les tenseurs
€ ety {(ef Annexe I)le probléme du découplage se résoud ici
immédiatement ,quelle que soit les coordonnées transversales.

Les relations (II-9) s'fcrivent,toub calculs effectués:

2 2
: ag 2 oy, — Y. Ea My 4+ € U
AE +( — > :;_ﬁﬁ) + 1’4 2 H = 0
t z Y €y W Es U E’z Yw% €q My z
2 2 _ gl .
an + (e oy Saz fali - yue SlMetfale g2 o
tz M, 3 TE, z 3 €, Ps - z
ou encore,pour simplifier:
AN o =
(&>, &)hz + bH o
| (11-16)
( -lf:\-it, + C)gﬂ + dEZ = 6]

Evidemment ,les opérateurs: {({Qp+ c¢) et b commutent .En les appli-
gquant respectivement & la premiére et seconde équation,on forme
immédiatement l'opérateur L%

L(g-f.‘kﬁ_+ (a + cl)& + (ac — vd)
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On peut le mettre sous la forme d’un prodult operatlonnel en
posant: .

(4-‘) | @) gay
13 Pa v
L e + 8, )( P 31} = %o&

2 2 2 2

Par identification,il vient: sl + s = a + ¢ et s .8, = ac - bd
ce gui donne s comme racine de 1l'équation:
, : Y.
o+
sh - (a + c)zs2 + ac - bd = 0 sf = -a-'-m§-5+—§[£a-c)2+ hbé}
8, = Id avec =
On a donec: E =E + E avec : (& + s2)E =0
Z 12 ez < ‘uz :
et de meme- H TR + TE ot les v ,rapidement calculés de
z T5iiz Py ¢

(II I6) sont donnés par:

To= (52 - a)/o = a/(sE - )

To = (32 - Q)/b

i

d/(si - c)

D'autres méthodes de séparatdon ont été proposées pour ce
milieu:celle de KALES U2, reprise par de nombreux auteurs,est
originale.Blle revient & effectuer un changement de fonction,
analogue an changement de variable en algébre linéaire,pour
obtenir une diasgonalidation de (II-k},

Celle de WALDROM,qui est presque identique & la notre,revient &
la déconposition systématique d'un opérateur 1°" en ses composan-
tes de vibration L% . ‘

II-3-2 Milieu isoﬁrcpe

L]
m

o T . " PR 2 2
En nmilieu 1sotrcpe,ncn homog&ne en général,et avec: Yy + w €y
les relations (II-5) sfécrivent:

, oty e
Yﬁ'ﬂé‘:‘% _.,jwﬁgleveEz — 'j-mEEZ = O
E ' t ]
<3
(11-17)
L R -
) Pt‘ql'El’a ?mﬁﬂg&g;f + "Tmp)i = 0O
\('vt_.m +u (3 2‘4 ' z
- <1 .
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Sous cette forme,elles conviénnert particuliérement bien,en
milieu discontinu,sux méthodes de décomposation du§ I-I-3.
En developpant les opérateurs,on obtient finalement le systeme
dlfferentlel couple non homegene.

,.» N
Ry > 2 -
AaE + &% = W’VE + =L Vi{1/s%) .P..VHE

2 z Juwe t ¢z
e/s 1/32
ff* R 6 , (11-18)
& i 4 P ’
SE, s*n, = W&%MWLVHZ - ‘::(u ‘(HZ P VE,
t z w/s® J T/s% t

Il existe plusieurs variantes pour le second membre,cbtenues en
dévoppant 4ifféremment chacun des gradients.

Les operateurs du tableau n%6{page 23) s'éecrivent ici:

E DRI
9 \?[‘Z Tq) - ‘:]
Qs = Id: £ -» J {(11-19)
- o=
A = Al =\';?,P~t'2{;
$

L'inversion de A, est relativement fecile.Par exemple,si ¢ et u
ne dépendent que de %ys0n trouve immédistement:

oy

A‘.d‘ = - em— 2.8 ('tc.) &x

Ivz
st ) -

e

Evidemment ,on peut sussi appliquer la méthode des combinaisons
différentielles.

En milieu homogéne: 32 = Uste,et on retrouve les €quations bien
connues:
’ 2
N E + g E = 0
t 'z z _
(I11-20)

ENH + szﬁ = O
t'z A



IT~3«3 Remarqgues sur le ceuplag& des champSe

Considérons tout d'abord un mllleu isotrope.Les termes de
couplage proviennentdes opérateurs At de (II-I9}).

Ils sont identiquerient nuls en milieu homogéne car:

P s ST el I d

Voebpq = Vebp s 0 (YEG=0)

On retrouve ainsi un résultat connu démontré par ADLERCX]de
fagon différente:les champs sont toujours decauples en milieu
homagane indéfini.

La raison phya:que du couplage en milieu hétérogéne est évidente:

Touteﬁyarlatmon du milieu entraine des wvaristions dlfferentes
pour E et H,et ceux~ci doivent reaglr lt'un sur lfautre pour
.

satisfaire de nouveau les équstions de Maxwell & chague ins-
tant.

Cependant ,les opéreteurs At peuvent encore s'annuler dans certains
cas particuliers.

Par exemple,supposons l'onde uniforme per rapport & la variable
xZ.Il reste slors:

A =

Y ] I o
" ( )..—-—-

5
G385 be.y +w2eu Jxy

8i le milieu ne dépend pas,lui aussi,de x_,le couplage cesse.Il
n'y a plus réaction,une fois l'onde €tablie ,du milieu sur le
champ et celui-ci posséde l'uniformité du milieu.

C'est ce raisonnement guil explique l'existence d'onde TE et
TH (donc totalement dfcouplées) en milieu hétérogéne.

Revenons au milieu isotrope homogéne.Si on impose
conditions aux limites, celle ~ci différent pour E
particulier pour o4 ef 7.

Les valeurs propref <, gfi g'identifient ,pour une fréguence donnée.
aux valeurs s sonten général différentes pour chacune des éguations
aux limites(II-20).Une onde hybride n'existe donc gue si elles
possédent une partie comnune.

Toute sclution correspondante prend un rapport E /H bien déter-
miné,et les conditions eux limites,en ce sens,provoguent un cer-
tain couplage,fieme en milieu homogéne.S'il u'apparait pas formel-
lement dans les équations d'onde,c'est par ce gu'il n'est pas
sutomat iquement vErifié en cours de propagstion dens le milieu.

4 l'onde des
e ;done en
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Une variation continue des conditiond sux limites entraine une
modification continue de 1l'onde qui peut ainsi se découpler
totalement,le cas &chéant.Ce phénoméne se prodiuit asussi en mul~
ti~milieux,mais,évidemment,pour un ensemble dlscret de points
de frequence.

En miliew anisotrope hétérogéne,le couplage ex1ste pour les
mémes raisons gue précédemment.C'est en milieu homogdne que
1'8tude est intéressante.

Dans le cas d'une anisotropie gquelconque,le couplage n'est pas
nul car les différentes dérivations introduites par les A, ne
'se compensent pas.Physiquement,le couplage intervient pouf la
conservation du flux d‘pnergle,puzsqu une anlwotrople guelcongue
le modifie constamment,l*axe longitudinal n'étant pas un axe
optique.

Pour une anisotropie transversale pure,il vient:

V"“ Y2 + w Eent T -1
= * - £} o - IS
At T % ( ' ) O At = e &

Le couplage cesse si les dyades coéfficients de P \7 ont une
réduite scaleire.

Cecil entraine les conditions simultanées:

— . - 0
12 a2 Sata
€ i £ = O
12y Y

} = € U = G
2 ﬁaa 2212
€ u e € = o
2t 1Y [T T4
E W = £ = O
i 2é 22 R

.

gui ne sont pas vérifiées en général,et conduisent encore & une
onde hjbrlde¢

Cependant,en milieu anisotrope homogéne,il existe des conditions
moins rigoureuses de découplage lorsque le champ &lectromagnéti-
gque ne dépend gque d'une seule variable.

Le lecteur vérifiers sans nexnequp les milieux suivants sont &
découplage total:



Dépendance des chanmps Permittivité Permé&abilité
0 u
it 13
Xy £ Q Wy 0
"u s
€, 0 O
* 2 g s:g gs @
0 € £
32 33

Physiquement ,ce découplage existe pour des raisons analogues
au cas isotrope.

Pour terminer ce chapitre,on donne en annexe une application
de la méthode des ecombinaisons différentielles.
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Application :
‘£, 0 0]  [H O O]
Md&m\umgﬁeg 0 & &L, 0 Fa Pe
L 0 84- 83- _0 H‘I- P_SJ

On dherene une soluhion donde ‘wddjendonte de Y .
Le 43&‘:41\«. A:ﬁim&ﬁ )

L(E.) + LyH) =0
€ (E

LE.) + UaH) =0
s ek
PO 2
LE - a_g:_ = Ea J _ S s
* ,)x‘+ N i, Jx* +<s Yot Ee Ve
Ll sbd = ‘w( Vs Suvs
2= s ® J= / Y4rw & s Y‘-ﬁ-@‘f«#z)
+ e
L,. '—Qi- ! LE} J _ _afEals
asajx"*c = YwiEads )t +1 Yi+rwis Pe

Le dionplage de Ez downe :
%) -
[L,0 ~ GG )E) = ((E) =0
&6«. fa. solubion Qté?x: e \o!gn%am. Aol deuleul:

QQ'P4~(aa'+ cal -B")p&+ ce'=0

P+ BP*+C-0

HORDOBAULE 3
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B \{‘k";# E,H,) + W fqpq(fapg + E3Pe — - Lol )
(Yiweap Y+ w'éiys)

C o gy, et B85 [t b

(i EaPe) (Y v w Eapy)
Eupasaur: (P =[—..;Q + %...(B‘- 403"]7‘
323 =[ " - u Jy"

Ow bt e ot pob ants checehes
Bapy Bm=eh Bt Pi=-f

A ‘QA %a\u.k‘um % Ea = A Jf‘ A "'4 e WJ- s
HJ‘ = Cg A 4“& e Z‘; A; -5?‘:&
B njorhant dous fad’ dquakine du agaliive M|ctebial roive:

L e Ty = @:.‘E%‘_El
& o3 x H,__._.(“ﬁ ~<l A "?'--A'"
1. J b?:i. ( )

Poes %o tudsthubin ditudie 442 Lon blink Yo totoude taludiou -

Om downe des @ ond MU&M 3
Eu Ha.

Ao CD&‘P‘X (a.:::c) A At\q ‘&X-

Ao sinpae |~( v )Acospar

B, cos Py (ﬁégrﬁi) B. Sin g%

B.&n P —-( ) B, cos P, 2

HORDOW-LILLE 3
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Chapifre III

LE PROBLEME VECTORIEL ., LES ONDES TRANSVERSES ET PRINCIPALES

III-I RETOCUR AU SQUS-ESPACE TRANSVEREAL

I1II~I Recherche directe des composantes transversales.

Neus allons décrire trés rapidement la seconde méthode de résolu-
- tion des_gquations d'onde. .

Puisque L _ est toujours régul ier,on &limine C. entre (I-I8 et I9)
et on obtient 1'équation fondsmentale aux cham%s transverssaux:

b 8

e e e aw B e |
e 1 - 1 '3 - .p © o= o
Ltt _ Ytz Lzz th “Y‘t Ct “ (11I-1)

Comme prévu,c'est un probléme aux valeurs propres.

Par analogie aux développements précédents,on lui donne la forme:

T 4+ mSE 0

s A t t Tt (III~2)
&oﬂir 7T“qp o

TR

‘On obtient cette fois un systdme de deux €qguations différentielles
vectorielles,de second ordre et couplées.
Les éléments de ce systéme sont donnés en bas du tableau n®6,page 23.
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Il egt encore possible de le découplér par &€limination de H_,ou
de E, ,et on obtient les éguations résclvantes du 4° ordre:

+
=
‘x.
bt
it
("

(r11-3)

*
5
x
¥
St
+
o d
R W
i
#
(o

La seule diff
i R
rateurs 4

En illustra *10n nous donneng page 40 le ealeul d'un opérateur
inverse,pour une onde uniforme selon la variable x.I1 s'é&ffec-
tue rapidement cax l est Tmss’ble,par €liminetion d'une compo-
sante,de ramener 2 ¢ fPoguastion différentielle ordinaire 4u

-

TE 3 ng &
second ordre § cae?ficienﬁs constants.

gue la résolu-

la forme néme des opédrs ieﬂr
tion du probléme s'effectue sans

—tpe b - e
o @ $ o { ¢ j H,
- Mot Q pour I,
e P
o i
£ " 2
2t = Pz o= 0O it

Ceei est sutomatiguement milieu¥ & ani

=t SO
tropie transvercsale et les milieux 1 Hous allons traiter
en détail le premier cas,le second y déd ant ilumédiatement
par réducticon deg &léments dvad

I7I~-I-2 Cas {4u milieu anisotrope transversal pur
P 1 _@:aé MM - - 4 g
our ce milieu,on a: A% = A¢H = ..YP o B e
: R E v

e
conduit & Lla méme Equation formelle vour Ht

La symétrie ¢
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Ag : ' . -
5 4% %
SRS — - ?4—-—)- é‘ i §5 / Po
3 ?1— 33~
“’H
=.=,..\(F’
i 's‘.:z-n Y “
‘e £=Jy
l. -
Ea )
= m\( £z Jld i
_g.ﬁnr‘-;-\r‘ O —» 0 e,
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En milieu gyrotrope homogene,quelques glmpllf}cat1ons se pro-
duisent parce que les dyades se deggﬁpoaent en redultes scalaires,

Avec: [ = * Jeg P i g“* epl, - Jath)/(E — £ )

b

- %1 t
I¢ pour Wy

on transforme 1'éguation précédente en:

- e b Gt P e odin (III h‘
B, = A= B, - BYV-P,. . E CL. = o -
AL, AVkVt:t e )\‘,:37& B b N )
e ¥ )e—u v e 4wy g B,
aveo: A= " “N"* 1 Tz A Te, B Yy
2 2
(u—y, e
Py & ( ‘u‘;}
B=j 2= a7 0% Tt
Ia
Gt &, A oy,
c=yh e 4 guoe-jlyded=. 2 e )P
b S X ] 2 b
PR 3 K-y F I
By

La relative compléxité de (III-4) fait évidemment préférer,comnme
d'ailleurs dans la plupart des cas,l'éqguation aux composantes
longitudinale correspondante ( II-I6}.

atpunda oy
c

=
3
o
-
+
2
30
p ind
el
i
e
]
o

111~2 T’D“EFATZUP DE PROPAGATION

I1iw2-I Le problénme transversal sans couplage

P

La résoluticn de{III~3) est liée & la possiblité d'inverser
formellement les dysdes A . Celle de (III-2) ,qui évite appa-
remment cette difficulté fonduit en fait 3 un systéme de L équa-
tione différentielles couplées.le découplage,effectué pas & pas
sur chague compocante,peut condulre tres rapidement & des calculs
inextricables

Pour réscudre le probléme,on revient & {(I-22) qui,& l'aide de
(I~20 et 21I),permet d'obtenir deux éguations différentielles
vectorielles,du second ordre et non couplées,
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51 le milieu est totalement anisotrope,la recherche de E_s'éf-
fectue & partir d'une €qguation différentielle aux dérivées par-
tielles du premier ordre.Sa solution é€xiste toujours,mais con-
duira finalement & une équation intégrale pour‘Et.

Heuresement,il n'éxiste pas en pratique de milieu possédant
& la fois une perm1tt1v1te et une perméabilité en anisotropie
quelcongue.L'une des grandeur est tres souvent scalaire,ou tout
av moing posséde des €léments d'anisotropie négligables devant
1'autre. D&ns ce cas,on a aussltot.

ﬁl
S t -
hz 5 7,*-~z-— (111-5)
S
L r By
H, = A . (111-6)
Y o
En .fait,il suffit que : ¢ .Vﬁ = ;;E‘ZHZ = 0 pour qu'aucune

1ntegrat10n ne soit necessalre.

La résolution de E, é&ffectuée,on en déduit pas & pas la
totalité du champ électrfomagnétigue & partir des €quations de
Mexwell,modifiées ou non,selon le schéma:

ﬁ; ?-}\ pous g e ﬁf
\ J:ﬁt  a +

5 — ] N\,
2 ﬁz S Hz

Une méthode 1dent1que s'applique pour ﬁ’

III-2-2 Perméabilité scalaire

Par hypothése: u{=x. X } est une grandeur scalaire,tandis que
(x X, } est un tefsBur guelcongue

Avec (I 22) et (III-6),on forme 1'équation résolvante pour H
(III-7),page 3.

e et e P . —
Aprés calecul du champ tetal: § = Ht + Hz ,on déduit E de la
seconde Zguation de Maxwell:

e 1 ¢4~»

U 1
Tom = YT

: -
On peut aussi,avec(III-8 et 9),calculer directement Et et E



<t = 23 33

—~(£& - £€) £ - &€

(-8) E=£=

22 x1 a3y

QLA

(-9) E, = —(YeReH, _,__________é%‘eé)

JWE,

&

12 Z4
5 A {
jo gfeles-ge) —£legr<5) - ks 59
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Ces expressions,en général assez complxquees sk réduisent ra-
pidement dans les cas usuels:

Eir ex&&ple,pou¢ un plasma & aimantation longitudinale,avec:
Thm = Cgp ® 0O et u = K ,11 vient aussitdt:

4

n Y
g —-od - o 2 = 4 2 - _
b+ (e C t)‘i‘%ﬂt 4+ (v e ey *+ wie p )ﬂt = 0
. .
e - A ‘_,,-.1“ ( v l,"Ht ;}
S 2 A T S

“

Pour un milieu totalement isotrope: é{x X, ) P(xng),on t rouve
alors: '

i

T Vie > Vo 2 2 >
AR, = ([P +H )P " z( ........ ~EY 4 (v7 4 wSeu)E

VA =

Vet =4 -

?2 = - mwlmwm.??. e ,J%éﬁkjlﬁm‘g T4 g&
JBE tL Yd y' ' H t t

-

En milieu homogéne,ces relations se réduisent & celles bien
connues

-

> e e
‘ﬁeﬁ + \(dﬂk mds;u)H = 0

b %
P P

7 = o mw).’._.,m o H
Be Twe Ty By

I1I1~2-3 Permittivité scalaire

3

Les résultats du § précédent se transposent directement au cas
du milieu: e(x_x_ )}, ul{x.x,).I1 suffit d'utiliser la symétrie:

€g 5wyl Nous s Pingiativhns pasici d'avantage.

b}

€.
g,..

III-3 REDUCTION DES ONDES HYBRIDES

ITII-3~I Les ondes & champ &lectrigue transversal

Jusqu'ici,la solution d'onde générale est une onde hybride EH ou
HE.Cependant ,nous avons vu gue le couplage des composantes lon-
gitudinales n'est pas toujours indispenssable et que l'on peut



choisir B_ et Hz de fagon indépendante,sous réserve de compatibi~-
1ité avec les cOnditions aux limites annexées.

Il est donc intéressant de rechercher systématiguement les
ondes & découplage total ne comprenant gu'une seule composante
longitudinale.

En milieu hétérogéne et anisotrove,elles ont en général 5 compo-
santes qui dérivent toutes d'une seule fonction scalaire de deux
. variables.tMais il existe aussi des ondes plus simples & 3 compo-
santes,d polarisation transversale 1linfaire,et uniforme selon
1'une des varisbles transversales,

. -
Si1 B, = 0,1'éqguation de propazgation pour le champ total E
devient afitomatiquement celle de T, .

Elle est immédiatement donnée par ¥a 10 équation du systéme(I-22).
En prenant la divergence transversale de cette £oguation vecto~
rielle,on obtient la relation suivante gui est caractéristique
d'une onde TE :

5]

)
Sl T e - 2 e =
Vol Yeei,, (V-F,B) = (Y7jf, + w6 )8, | = o (II1-10)

En fait,c'est une condition suffisante d'éxistence,la condition
nécéssaire étant obtenue en s'assurant gue le systéme fondamental
sux composantes couplées (II-5; reste velable pour H_  lorsqu'on

y fait E_ = O. 8

Nous allons préciser ce problime tout G'abord en milieu isotrope.
Le systéme (II-5) se réduit I:
g = 0
YA
4 e -
- & g LU/
t 2 z 2 %
: uls

En principe,il est toujours possible,quelles gue soient les

conditions sux limites.Lz relation (III-I0) donne alors:
g 2 2
(Xt B By o g (I1II-11)
& ¥ t

On l'interpreéte facilement comme une relation entre l'onde et le
milieu.En effet,si on développe cette diverfence,et avec:

&
<
¥

) e AR s o o - B

=t £ 2

o
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~

(e¢f. I-20) on trouve la forme €quivalente & (III-II):

sl ot . :
VeueE, =0 (111-12)

51 une onde TE existe en milieu isotrope hétérogéne,son
champ électrique transversal reste orthogonal au gradient
de 1l'indice du milieu.

La polarisation de l'onde est ainsi déterminée par le milieu
lui-méme.Il se peut gqu'elle ne soit pas compatidble’. avec les
conditions sux limites ,ou d'exitation,d'une structure donnée.
L'onde TE n'existe alors pas pour la structure considérée.

Tres souvent,en pratigue, 1'indice eu reste uniforme selon une
des coordonnées transversales.L'onde TE sera alors elle-aussi
uniforme selon cette direction.Par exemple,comme le montre le
schéfie ci~dessous,si eu ne dépend pas de y,il suffit de prendre
QH =0 pour avoir E_sz= 0O,ce gui entraine bien la vérification
59 % de (IIX-I2).
Meme raisonnement en coordonnées circulaires avec:ilgﬁ .
. 5
45

1'

RY

{
!
|
*‘72‘;8@
|
I
|
|

| ”"““‘””ﬁ;;::aj;Eiz*

.

Dens le cas particulier d'un milieu discontinu selon la
coordonnée x.,par exemple,on applique directement (III-II) en
considérant.ag vecteur: {YL+QfEPL4)ﬁ; comme une distribution
vectorielle A discontinue. N e
Stil est homogéne par morceau:%?&%& =0 puisque qﬁEtEE 0 dans
chaque milieu partiel;il reste,sur chaque surface de disconti-
nuité,ls condition:

o =
xf.Vﬂ\E(xI*~ xI)
X
—.’n P v
gui montre immédiatement cue E_ est tangentiel & la surface de
discontinuité,compte-tenu des éonditions générales aux limites
pour un champ &lectrigue.



~hT =

En milieu anisotrope, l'interpretatlcn ‘des résultats est plus
délicate,car l'onde n'est plus 3 poiarlsatlon linéaire et les
champs ne sont plus simplement reliés au milieu.

En milieu gyrotrope &lectrigue,par exemple,(II-6) conduit a:

o
3 (" + ueuly I L
Vi DEL Py, = ©
v& o+ wu )
. H + H = 0O
\4 e kVE, vE,

. o - . . . « " it~
S*'il est homogéne,on vérifie immédiatement avec la forme de &
gue la solution de ce systéme est Hz = 0,11 n'existe donc pas
d'onde TE.Ce résultat s'étend en mili&u hétérogeéne.

Prenons encore un exemple avec le milieu anisotrope scalaire:

e, 0 O Cette fois,on cbtient le systéme
0 e, 0}.I4 pour p. différentiel sulvant:
00 ¢
3 } 2
=) 4 n jﬂz + I J Hz
Jac 2, 2 oY 2 , .2, DDy
Y w ew ¥ wogn .
2
Jl g, 7HZ Wa. 3 EZ .
S : 3 e S + uHZ = 0
: 2 4 w® u - 2 & u¢ x4 *
¥ i Y 1Y

Il posséde deux solutions d'onde classées dans le tableau:

Dépendance de:

%X ¥ | Cste
v i
H
z
ey
E
b4 ~
S MY
H
z
E.x: y



- 48 -

Pour ls I°,E B, est orthogonal au gradient de Qﬁ}hpg,alors qu'il
l'est & celul de (&} Ps)pour la seconde.

Une onde & pbl&rlsatlon elliptique guelcongue ,résultant de leur
superposition,n'est donc possible gue si ces deux conditions sont
compatibles,c‘est & dire finalement en milieu homogéne.

IITI~3~2 Les ondes & champ magnétigue transversal

Tout ce qui vient d’etre dit s'aspplique aux ondes TH,compte-tenu
de la symétrie entre < et .

Etant domnné l'importance des ondes transverses,et plus parti-
culiérement des ondes uniformes.nous avons systemathuement
recherché leur éxistence.Nous donnons 81mplement,1c1 le tablenu

du résultat obtenu sous la forme nécéssaire que doit prendre le
milieu.0n donne &galement les composantes de champ correspondantes
Ce tableau permet,en particulier,de vérifier immédiatement lea
possibilité d’exltatlon d'une onde TE cu TE en structure
rectangulaire chargée par un ou p1u51eurs slags de matériau
anisotrope.Il est donné page 49,

I11-3~3 Les ondes T E E

831 on s' 1mpose C = 0 ,les relations ( I-I8 et I9) se réduisent
aussitot 4:

: i ) '
&Ttt - r\&).‘e’g = 0 {EET-13)
P i
L ,+C, = 0 (III-1k)

En éliminant Et,pUl ,dans(III-I3) ,on trouve facilement les
relations (IITZI5 et IE} Cer. page 503,
Deméme, (ITI-Ik) conduit aux &quations fondementales pour les

composantes transversales: (III-IT7 et I8 )

Nota: Il est parfois tres utile de leur associer les €quations
aux divergences écrites ici sous la forme (III-I9 et 20)

Des que e £ 200 u est nul,on peut faire dériver l'onde TEH d'un
gradient sous la gorme donnée page 50.
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'\.,'r~
Lhes s

Ondes uniformes en: 3¢ Ar,wunFmOv x, A,Wuun. mOv
(£ 0 &) £, 0 &,
| =_lo&aea Hi| z.,]0 &o Eq
TE | En 0 & mm. = mnm@ I.w.
o [wo pl He} o [wmoow] H=
P<> 10 Vo O P> 0 H o
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(-9 (i oETYR,
(u-16) (Y+ w‘::f:) E,
o [ EEJEE -
- (u-g) ['iy: —-Ygg E‘ij’fég; =0
l (n-13) [i}: nyé‘;,]-‘iua
(ni-20 [i?’:—‘(ﬁe]ﬁ:=0
Vearntd &, .
AT G
i, I
(w-23)

orotvb-5ag i), %ff’)*@'““ %‘Xp“" Eﬁ‘g")
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L'éxistence des relations (III-I5 et I6) ,avec évidemment'ﬁz et

Rt7£ O,entraine alors nécéssairement:

D = Dét(ya - wgﬁi-?)
tt * t

2% oo
e.

= DEtly® + w ) =0 (III-15)

puisque ces zhamps doivent appartenir aux noyaux des opérateurs
linéaires indiqués.

. L*équation D, = 0O E.explicitée en (III-2I,page 50)] est,par
définition,1l4a lol de dispersion de l'onde TEH.
On notera que y dépend directement des conditions aux limites

-

qug fix%pt la forme des fonctions d'onde & retenir,par exemple
P etfg .

La loi de dispersion est bi-guadratique en yz.Il existe
donc,en général,deux ondes TEH indépendantes. Des que le milieu
devient isotrope transversal,(III-2I) poss&de une racine double
et ces deux ondes se confondent.L'onde unigue est a4 polarisation

arbitraire,alors que celle du cas général est imposée par le
milieu.

i .2
En posa : + - - = les deux valeurs de sont
PO B Ewta’ G2 Gt~ %My L0 Y '
donnée par :

2 -l <« ye_
2 o woF |oaf;  ipes(Ce)pes(ly)
- 5 +|1

F2

Dans les applications,on se souviendra que F est une fonction
assez compliguée de w,et qu'en milieu anisotrope,la lol de
dispersion n'ést pratiguement jamais représentée par une droite.

Puisgue Y2 est une constante,l'équation de dispersion ne
peut &tre vérifide 3 coup sur qu'en milieu homogéne.En milieu
hétérogdne,il faut que les variations de “E(x.x )‘K(xlx ) se
compensent exactement.En particulier,l'onde %Eﬁ n'existe prati-
guement jamais dans les milieux homogénes par morceaux.

L'onde TEE des strip-line et des coaxiaux est rigoureusement une
onde hybride ou transversemagnétiquel quasi TEH].
D'ailleurs,dans les structures hétérogénes ou anisotropes,cette
onde est remplacée par une solution singuliére des &quations de
Maxwell,l'onde principake,dont nous allons exposer les principa-
les propri&tés. '

III-4 LES ONDES PRINCIPALES

III-4~I Définition

Nous avons vu gque la relation fondamentale(II-2) n'est valable .,

'S - - - . . e g P _-\
gu'a la condition Dttiﬁ 0 qui entraine la régulariké de (Ltt {AJ

»



Les tenseurs € et § n'étant jamais nuls,on vérifie immédiate-
ment que si D tend vers zéro,les champs transversagﬁ ne peu-
vent conserver une valeur flnle que 51 les quantités I ",définies
ci-dessous,tendent aussi vers zéro:

re o g8 e_g > :.ie-\- .. e
I = ""'Y pe . + . . T,, — -
V&EZ ¢ ub EZE qul:- P‘t vt— Z JOYEy Lc‘:zHZ
o o (III-16)
~ 4 - e > _ =AY -,
=2 e - - f— & - i g .
1 \(veﬁz wEe -n H Jue Py V&Ez juyPe € E,
. . & > E > H
Ainsi,toute sclution d'onde avec D =0 = I = I = 0.

tt.

Revenons maintenant aux equathgg tres générales: (I~-I8 et I9).
On peut y éliminer tour & tour H et E, ,et obtenir assez faci-~
lemsient les expressions suivantes, valabies dans tous les cas

2 25 o~ e . -
(v" + w utet)'Et = I
. (III-1I7)
(72 + maﬁﬂﬁ;)-ﬁz = .f“

On enqgedu;gyau531tot gue la condltlon D = 0 est compatible
avec I® = Ih= O lorsque-ﬁ; et H apparglennent aux noyaux de
leurs opérateurs associés.

NHous donnons alors la définition:

On appelle onde cylindrique principale toute solution
d'onde,en général hybride,qui verifie les relations:

2 24’:4—* o
(Y + W u.t‘). " = 0
(1II-18)
2 2& aw > _
(v + w€, t)»ht = 0

Ses composantes longitudinales,lorsqu'elles éxistent,vérifient
évidemment (III-IT) par:



= 2 .:_\",_,,, . :_I,,» ~- -
YveEz - Ez"l Stz + Jup t t-Hz - JwYHzPiutz S
(I11-I
—— 2 ‘_“i__’ ‘A—L“ ..,.‘ . & e 9)
“le;Hz —wH ey, = JuegPeME, + JuvE Pre,, = 0

~

-L'onde TEH,qui est la principale onde cylindrique appartient a
cette classe,comme le montre (III-I5 et I6).

En milieu isotrope,les opérateurs linéaires se réduisent
i des scalaires,et on obtient pour (III-I8) la condition unique:

£
2+ wlep =% = o0 (II1~20)

Les composantes longitudinales éventuellesvérifient alors les
relations suivantes,déduites de (III~I9) et démontrées par
GARAULT qul a particulidrement étudié ce type d'onde en milieun
isotrope L I6XIF:

\(VEE = JwuF tVsz = 0

(I11-21)

e e

| YV{-HZ + JNEP‘bV(-Ez

i

III-L-2 Propriété fondamentale des ondes principales.

L'onde principale est,en général,une onde hybride EH ou HE.Mais
la condition D = O,qu elle vérifie automathuement est la loi
de dispersion &eu ondes TEH.On peut donc enoncer

Toute onde principale cylindrique vérifie la loi de
dispersion des ondes TEH dans le milieu considéré.

‘Les composantes longitudinales permettent ainsi & cette "pseudo-
transverse pure” de vérifier les conditions aux limites,ou les
conditions de propagation en milieu hétérogéne ou anisotrope.

Remarque: En milieu anisotrope quelconque,la loi de dispersion
des ondes TEH n'est pas celle de la 1umiére,qui est
celle des ondes TDB.I1l faut un milieu & anisotropile
transversale pure,ocu ev1demment isotrope,pour gqufelles

se confondent.
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Pour préciser ce probléme,il est 1nteressant d'env1sager 1'onde

plane ordinaire en propagation selon Oz (ﬁ> et 'H, = Cste).

Les relations (III~IT) se réduisent alors i:

2 231» g ,2_4::4— . Sy
(T 0TUEE ) By = - WTE TR - JevH Prw
~
2 2e» - 2 -~ . _z?""""--—
(v“+ w €¢ u ). H = - wH e+ JuyE Pee,
- PSR
Avec en outre: w,H o+ (Ht zt)z = 0
— (:-;r-» )_b.n 0
Bghy T LBLE. J2T =

déduites de (I-20 et 2I),on peut éliminer E et H, pour former
un systéme homogéne aux seules composantes %ransversales.

Apres un long calcul,on trouve que l'équation de dispersion dans
le milieu 1ndef1n1,qu1 est celle de la lumiére,est donnée par la
relation (III-22),page 50.La comparaison avec (III 2I) est alors
immédiate.

L'onde principale vérifient encore d'autres points inter®sants:
P P

Les relations (III-I9) sont équivalentes.On le montre en
€liminant un des gradients,et nges quelgues manipulations de
mise en forme avec l'opérateur &

Les équations de Maxwell ne sont plus, ‘indépendantes.C'est
une conséquence directe de (III-I7) avec 1€ = H=0,

Comme l'onde TEH,l'onde principale n'existe presque jamais
dans un mllleu heterogene Mais par contre,dens un milieu homo-
géne par morceaux,elle peut exister dans l'un(ou plusieurs) des
milieux partlels en liaison avec des ondes hybrides ordinaires.
Evidemment ,ceci n'est valable qu’ en un ensemble dicret de points
de frequence.

III-L~3 Equations propres aux sous-espaces.

En prenant le rotationnel transversal de(III-I9),on forme,apres
réarrangement ,le systdme d'équations aux composantes longltudl-
nales:

L e —-t sy | e
Y'“t'veﬂz T Ve, VH = JungFee, A8, = 0

- (IIr-23
I @e > ,__’ i .4«&.&-'—-» - £
‘Z‘et'VrEz “tz v‘__ JUEL tutz‘lﬂz =0
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I1 n'y a découplage qu'en milieu anisotope transversal,d permit-
tivité ou perméabilité scalaire,et isotrope.Dans ce dernier cas,
il reste:‘éiEz = A%Hz = 0., -

La connaissance de E’ ne donne plus directement E?JCeci pro=-
vient de ce que le s/espa%e transversal est quelque peu indépen-
dant du longitudinal,puisgu'une onde hybride principale vérifie
la méme équation de dispersioh qu'une onde purement transverse.

‘Pour déterminer les champs transversaux,on applique alors les mé-
thodes des § III-I et 2.Une simplification importante est apportée
par 1'hypothése du milieu homogéne,et par les relations (III-I8).

En milieu anisotrope transversal pur,il vient par exemple:

~N =g
oy w > =P g ? _

%%WP'G'VE(VJ v - = 4 e’et)}'mt - e
z z
P e = - i

g{-eé VIR ) - I v (G t)}'Ht =8
z Mz

R .- -.) “, - - -
Ceci se réduit 3 : ZSEt = 4311t = 0 en milieu isotrope.

Les solutions § retenir sont souvent des solutions particulidres
de d$¥pomme noug 1l'avons montré pour les structures circulaires(S1.

Nous terminerons sur un type vaerticulier d'onde principale:
l'onde principale &lémentaire pour laguelle B et Hz sont des
constantes.Oh les rencontre tres souvent en s%ructures guide d'onde

Les équations {I 20 et 2I) donnent immédiatement les champs trans=-
versaux en résolvant le systéme différentiel:

ve R
z 2

™Y
<4
o
i
.-(
s
ct
\...-.:-/
N
i

t
= e —p i
Vod, = TR } o Yw H_
; ¢t zt Ht z 2
Dans tous les cas,on retiendra la solution convenable vérifiant
les conditions aux limites,car il peut éxister plusieurs,voir une

infinité de solutions C, compatibles avec la solution E: initiale.
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Chapitre IV

LES STRUCTURES CYLINDRIQUES EN MULTI-MILIEUX.

APPLICATIONS

IV-I OGKDITIONS AUX LIMITES EN STRUCTURES HETEROGENES,ANISOTROPES.

IV-1I-I Les conditions aux limites de discontinuité.

Considérons une structure cylindrique décomposée en morceaux: I,
II,....N généralement hétérogénes et anisotropes.

Dans chacun d'eux,l'équation (I-I8) peut s'écrire:



-“> —> —

Pyl TR Yﬁt) T guly =0 (1V-I)

N e - L e

P, - ( &Iiz + YE“) + szt = 0 (1v-2)
K: I,.0. N

En considérant chaque composante comme une distribution
valable dans tout l'espace,il estupossible de transformer 1la
relation (IV~I) en [pf § I—I~3] g "

N <> S e N - P
& §Pt'( V,__'E + - yET;) - Juw Bt *.Ex?,\(? - E ) S(XI - xI) = 0
KaX Kz K K Kea \<z k+z:i: K

La somme sur l'accolade étant &videmment nulle,et puisque les
équations de Maxwell doivent etre vérifiées simultanément et
séparément dans chaque milieu,on doit imposer:

E-E =0 Yk (1v-3)
K K41

Un raisonnement analogue avec la transformation de (IV-2) donne:

—p
_z?z —~ H, = O N K (IV-4)
K KeX

En prenant cette fois la seconde équation fondamentale (I-I9) des
structures cylindriques,on refgjt“pas 8 pas des _raisonnements
identiques pour aboutir,avec: x°.P.. () = — ¥=.(J,aux relations:

It - 2
-, T _ G . "
XQ'(Et Et) = 0 N K (IV=5)
K aX
xy.(H, — H) =0 MK (1IV-6)
< L

Finslement ,on retrouve un résultat bien connu en milieu isotrope:

ute surface de discontinuité,les champs tangentiels

o
et H restent continus.,

gar t
E
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En développant les relations (IV-I et.2),et par ce que (Ez - Ez)

=0 ::?___Q__(Ez - EZ)EO,on obtient finalement: . K K+I
€, . ’
iy T —3 O — —~
x2. (D, ~ D ) = —L- x°.(H, — H,)
z Kt kfx Ju = Kt kfr_
~o e — - — “’.
- — - e 0‘ ——
X7 (Bt Bt) ~%E~ x5 (Et E,)
(24 KX 13 Kex

g

Ces relations conduisent alors 3 une propriété particulidre des
- ondes cylindriques:

En structures cylindrigues uniforme,la continuité des
champs tangentiels entraine automatigquement celle des
inductions normales.

I1 y a donc,par surface de discontinuité, 4 équations indépen~
dantes disponibles pour la détermination des composantes du
champ électromagnétique.

On peut etre asmené & rechercher certaines identités,sur les sur-~
faces de discontinuités,entre les dérivées normales ou tangentiel-
les.0n notera simplement gque si les dérivées tangentielles de

(IV- 3 & 6) sont = 0,il n'en est plus de méme des dérivées nor-
males,et on a,par exemple:

(B, ~ B) = - yZp(E, ~ B,) + juxs. (B, - 3,
.. = - yx. 2 (E E,) + jwx2.(B B, )
Gox, 2 i R kg 2 Wb el
2(H — B) = - yie.H -~ H) - juxe.(D. - D
e;oa(c,_z o ke i r<+1:) JUxy (kt b

IV~I-2 Les conditions aux limites d'imvédance.

Dans la plupart des structures réelles,on impose des frontidres
particuliéres & certains milieux:enceinte métallique,nurs 4'im-
pédance,etc...

De fagon générale,pour gu'une onde &lectromagnétigue puisse exis-
ter le long de ces frontidres,il suffit d'imposer au champ'E:,ou
C.,que l'on recherche,un systéme de deux éguations appropriées.

-

Ce sont les conditions aux limltes annexées & L'operateur utilisé.

g .
Pour Cz,ce_sont deux équations différenyielles scalaires classique:

alk 4+ bH + c.gfz + d.gfz + e.ggz + fﬁigz + g = 0
Z Z e dx, € Ox, €, ox, €0,



’+ P . ‘ - )
Pour C,,ce sont deux éguations vectorielles,de forme généralement
compliqduée: - ‘

- e i o - il A
BeE + pH + (e.)-G.E + (::ﬂ{)-f.ﬁ + g

t t t t t .

Bien entendu,on peut utiliser des conditions mixtes: une pour E:

et l'autre pour C_. Ceci devient d'silleurs nécéssaire s'il n'eXis-
te plus de relatidn bien définie entre les deux s/espaces,comnme
‘pour certaines ondes principales,par exenple.

Nous nous contenterons de donner gquelgues expressions formelles
de ces conditions aux limites ,page 60.0n notera cependant gque
leur forme dépend bien du milieu avec leguel l:s parois d'impé-
dance sont en contact. Ceci s'explique parce gque ce n'est pas le
méme champ qui travaille.

IV-I-3 Application aux solutions séparables des éguations d'onde

Dans la recherche,avec les deux méthodes décrites dans les cha-
pitres précédents,des. champs C.,ou C,,satisfaisant aux conditions
aux limites,on n'obtient de sofution rigoureusement analytigue
que si l'opérateur utilisé est sévarable selon les coordonnées
transversales.Nous l'admettrons désormais.

L'opérateur différentiel étant en général du 4° ordre,la solution
d'onde correspondante dépend de 8 constantes arbitraires sous lsa
forme:

E =(=Ea.x k-

= (a=1Ai“I(XI) ) ( J:;Bjxe(xe)

(Iv-T7)

o

= ( gt . < :
z ﬁTiAiXI(xI)) (§5333X2(k2))

Les coéfficients de couplage prennent des valeurs imposées par
la compatibilité des champs aux conditions sux limites,et &4 la
propagation dans chague milieu.

La séparetion des variables fait toujours intervenir deux para-
métres de séparation: £ et n tels que chague solution séparée en
dépende: XI(xI,E,q) Xe(xz,g,q). '

On sait en outre qu'ils vérifient une &quation généralement algé-
brique,du méme que l'opérateur,et gue nous écrirons tres générale-
ment :

ale,q) = o0 (1v-8)
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Cette 1mportanue relation est 17 eouatlon auxiliaire aux paramé-
tres de nropagatlon Elle n'est pas unlque car il en existe au
molns une par millleu.

De plus,si L_.L2oLI,on la remplace par le systéme associé

QI(E-)Y) 0

i
O

Qz(i,n)

En coordonnées cartésiennes ( c¢f § II-2-~3) on a immédiatement:

(51
It

o

9 (¢n)=P.(vq)

1

]

n Q

En coordonnées circulaires,on pose tres souvent: £ = s,et n =m
(péricdicité angulaire).On donne deux exemples:

L5 ~
Le O+ (vT+ wen) = 0= f 82 - (v2+ wfen)
ke
By = + s = %(A + YA2~ Lenl )
2, o BN
L O+ AA + C.D =
9y =+ s, - s(a - [A™- cp{

En ccordonnées quel onque-,_es gguations Q. conservent une forme
presgue identique & ci-dessus,et dlrectemeﬁt liéde & la technique
de séparation utilisée.

On notera bien que £ et n sont des fonctions de (y,w) et restent

donc des paramétres inconnus qu'il faut déterminer.

Les solutions d'onde séparées,le probléme aux limites et aux
surfaces de discontinuité n'est directement solvable gue si les
surface de discontinuité sont aussi des surfaces de coordonnées
du systime représentatif de l'onde.Dans le négative,il faudrait
rechercher en effet des solutions développables en série de modes
propres,et réscudre alors des systémes linfaires & une infinité.
d'équations.Nous admettrons donc l'hypothése initiale.

Pour clarifier les notations,nous é&ffectuons le changement de

variables: Lp—ru 3 A,>V XIJ’U 3 xéa-v "

Avec (IV-T) et (II-3),on peut regrouper toutes les expressions
des composantes transversalet sous la forme type suivante,afin
de mettre en évidence leur dépendance de la variable tangentiel-
le : u
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e h
5 g e = h e J Yy e ~)Uj
iy = PR {mm AU 4 Qu(ijUJ) + ﬁu(""‘__—‘Ai"‘“jle“ m R su(«?: C; e.Ju)

Il ne peut y avoir égalité de composantes gque si leurs variations
en fonctionde u sont identigues,dans chaque milieu.

I°: Si U.{u,&,n) ne dépend que de £ arbitraire pris dans une
suite cofitinue ou discrdte de valeurs convenables [ généralement
imposée par des conditions auxilisires,une périodicité,un rang
de mode,...:}on pose:

=2 v} =1v° ¥ K
A - K
© oK (1v-9)
==c, u? =y i
é ](J \<J ¥
- € e oy
En prenant alocrs: U, = U = L. = U
' h _ .h _ b
Ui i J][. - . e 3 s 9}
e,h

et en imvosant aux fonections U de vérifier les conditions,

avec Mem = (Cste:

Ju® = uy®

€3¢ (IV-I0)
Ju° « whe®

e

on vérifie immédiatement gue les conditions aux limites ne dé-
pendront plus de la variable tangentielle u.

Ceci peut toujours se réaliser en coordonnées cartésiennes et
circulaires car les relations (IV~IO) sont caractéristiques des
fonctions circulaires C(—).0On posera donc:

(pu) ou Ce’h(me)

EZ:hSi U, dépend de E&,n 11l faut alors construire les fonctions
U~°" avet des sommes infinies comme(IV-9) 3 l'aide de fonection
propres Ui correspondant aux valeurs propres £. dans chague
milieu.

En imposant les conditions aux limites,on doit ré&soudre encore
un systéme & une infinité d'éguations simultanées.

-
s
rs

Nous n'envisagerons pas ce probléme,et nous nous limiterons
désormais aux fonctions U vérifiant (IV-IO).
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IV~-2 EQUATION CARACTERISTIQUE

Admettons 1l'éxistence de la solution Cz,ddns le milieu K:

E o= U (u)smB.VS(v)

K L (IV-II)
H = Uh(u)éE:T.B.V?(V)

KZ < Kl Kl

En transportant dens (II-3),et en regroupant les facteurs des
coéfficients indéterninés Bi,on peut écrire:

- e
S - (u)'f;i(g]ki
(IVv-I2)
B = UMNu)=K"v.B.
u ¢ K‘il!( K1
e,h

Les expressions K sont données page €7.

Nous choisissong £,associ& & u,arbitrairement.Dans chague milieu
les veleurs correspondantes de n sont racines des éguations au-
xiliaires de propagation:

Bz(g’”1> = 0 32(5’“2) = 0 {Tv-13)

Eventuellement,il ne subsgiste qu'une seule d'entre elles.

Les conditions aux limites de la srtucture (extérieures et in-
térieures) détermine le choix de & ,la forme des fonctions

U™" et V, & retenir,et erfin certaines relations entre les coéf-
ficients B, des milieux extrémes,provenant des systémes d'équa-
tions aux limites.

En inposant la continuité des composantes tangentielles sur
toute les surfaces de discontinuité de milieux,on détermine

complétement l'onde,car on obtient alors un systéme linéaire
homogéne correspondant aux coéfficients indéterminés B..

guation sécu-

Son déterminant,nécéssairemebt nul,conduit o une €
structure.

laire qui est l'équation caractéristigue de la
C'est elle,conjointement avec les éguations auxiliaires (IV-I3)
qui donne.,en définitive,les valeurs du spectre y{w).

Le schéme général de résolution d'une structure cylindrique est
donné& ci-apres:
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En pratique,avec la résolution des équations d'onde,les valeurs
complexes de e€.,,u..,& n y,les relations transcendante avec les
variables géoméﬂriéﬁes,la détermination d'une onde dans une struc~
ture en multi-milieu présente rapidement des difficultés consi-
dérables qui ne sont surmontées qu'avec des machines mathémati-
gues appropriées, '

C'est d'ailleurs un des buts de ce travail,que de permettre 1'étu
de et la mise en ceuvre d'un programme de réalisation sur machine.

IV-3 LA STRUCTURE A TROIS MILIEUX ANISOTROPES

IV-3-1 Bguation caractéristique.

Les quatre coéfficients B, disponibles par milieu sont 3
répartir comme indigué sur le Echéma.

Nota: A l'exclusion du §IV-3-6 , nous désignerons désormais par
les accents ' et " les valeurs prises sur les frontiéres extérieu-
- re ot intérieure du milieu central,

Tz e==es : Frontidre &éventuelle
7

Dens les milieux I et III.,les systémes d'équations aux limites
: ¥ 4



: . |
5'ils existent,permettent d'exprimer les coéffivients B, et B, en

fonction des deux autres et de regrouper ainsi les foncglons

e,h s .
VI,3 deux &4 deux.

I1 est donec suffisant,pour traiter le probléme dans toute sa
généralité,de poser iei:

Z I I 4313 ( h)
IV=-1
8 w(r.8.v% + ¢ B vE)0"
1% 1211 2253,.3
Pour le milieu III: Id avee 1l'indice I-»III.
e .e
E = B V + B V + B V + B, V,y,U
su " Egly * Bl * Bxls * BTi) YT
h h . h h h
H = 4o + : U
B =l By 323{:2 b+ ol Ba¥s + BuYy, )

en ne retenant que deux coéfficients de couplege par milieu.En effe
deux solutions d'onde suffisent avec las forme envisagée.Ce n'est
vas le cas général,et les guatre solutions s'imposent pour des
structures de la forme ci-dessous que nous n'envisagerons pas.

Avec ces expressions des champs
longitudinaux,on calcule les com=-
posantes transversales Eu et Hu

par (IV-I2).Les coéfficients K,
sont donnés page suivante.
Théoriguement ,les &quations de
continuité des champs tangentiels
conduisent & 1'équation séculaire
d'ordre 8 :{ IV-16)

Heuresement,on peut simplifier ici le probléme en éliminant, grace
aux composantes longitudinales,les coéfficients: B B3 BI’BB en
fonction de tous les B, du milieu central. It x m I

Les conditions. aux limites de discontinuités se réduisent alors
au systdme de quatre équations:
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En explicitant,elles conduisent au systéme (IV-IT),qui donne
finalement une &€quation caractéristique de rang 4: (IV-I8).

Les développements des facteurs R et S sont donnés en (IV-I9).

ous expliciterons plus loin ces relations tres générales;mais
nous allons tout d'abord présenter les simplifications pour des
cas particuliers fondamentaux.

IV-3~2 Cas partivuliers.

Cas de deux milieux: Le milieu III dlsyaralt Outre les coéfficient

t,
MMMMMMMMMM B. = O,on réduira (IV~I5) & la forme (IV-IL)
o e,h e,h
en prenant:,B2 = Bh = K °7 = Kh’ = 0
™ ar ™ I

Avec la méthode précédente,le systéme:

- E =0
.
H ~ 2 =0
% xb

R.S. — R_.8_. = 0 _ (Iv-20)

Nota: Les coé&fficients R 5. sont en fait les valeurs Ri et Si de

la page 69. 1
Cas d'un milieu extérieur isotrope: S8i l'un des milieus I,III

{ou les deux)devient isotrope
on fers dans ce dernier:

e

V3 = 0 Ty = 0

h

VI = 0 T, =1

Ceci entreinera d'importantes simplifications dans les expressions
o P
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des facteurs K.,R et S.

Cas du milieu central isotrope: Il suffira de faire ici:

= = 0

:KV}_; o= O :n'-_rI L

VB = 0 1, = I
b it &

IV~3~3 Compléments sur le cas totalement isotrope.

-

C'est un cas pratique d'une importance considérable,et nous allons
le développer tout particulidrement.

Pour éviter 1'abus de notations,nous effecturons le changement
suivant dans les désignations:

e i & h a4
7T P~ 3 P 74
J1 v Ypo 73 Vs
e ' e h h
V., = ¥ V., =V
ITI" i 4 o 3 IIT
e e - e i h h___m .0
321 3 JII Vv "wll JB ~+-V11 Vh ?'MII
ar 2 I iy

Puis,on introduit les quantités:

gh . e OV & o swe VS
. ¥ % th',DU" v Y€ vyt e, o

qnl permettent de remplacer les groupements:K ~,R,5 par des poly~-
némes P.,et p.,définis ﬁmge suivante.Ces polynofies sont connus
dds que les fonctions d'onde sont choisies,et simplifient consi-
dérablement les calculs algébrigues.

En posant enfin: M'eY‘ = u'? et "eM"n = “"2 ,on montre,apres
de longs calculg,que 1'équation caracterlstluua séculaire (IV-18)
peut encore s'écrire sous la forme de 1' expression algébrique:

4,2 w27 I - IN2g 1 I \2 o ,2f 1 I )2
AR 2 AL e T ( I “ET’ P3Py
s St Srrr ®rir ' R
2zu2(*£” Y T I . e
+ ¥°u ¥ 27 s — (5 -3 )( L X ) 1hyn
III II SI Syt Sryy
T .
popg + M M"pgprol b PrrPr; = o (IV-21)
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Lorsque les coéfficients métriques ne dépendeht plus des surfaces
de coordonnées,comme en coordonnees carte81enneb on peut simpli-
fier en posant:

2 - N”2 eM"h - 2

1
N = MrBure =y N

L'équation caractéristigue est invariante selon gque la ccordonnée
tangentielle est uyou v.Il suffit d'y faire la substitution for-
melle: U <=V,

Elle_ donne directement,par l'intermédiaire de ses deux racines
en vy ,les deux ondes hybrides que peut propager la structure.
Selon le cas,elles peuvent €tre,simultanément ou non,en coupure
ou en propagation.

Si on cherche uyne solut ion transverse,on avu qu'il fallait:
soit Ev = 0,so0it Hv = 0.Ceci entraine:

JUh 0 ,ou encore Ju® = 0.
0w €. Jee

' e,h .
Dans chaque cas,tous les termes en M *° sont nuls ,et 1'équation
caractéristique se réduit & la forme trés simple:

PesPra 0 (1v-22)

Le premier terme: p = 0 représente l'onde TE seule,le second
- IT
l'onde TH.

IV-3-4 Interprétation dyedique
En posant ici:

E H
E =" B =
s s

E H
2 z

~on peut écrire,dans chaque

milieu:
r
l o p/
-> - > uz
Es = ZS-HS avec: ZS,*$
Z 0

Avec ces notations,l'équation caractéristique se d&duit du
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systéme homogéne:

!
- g A4
Z:L_ eI = O
¥ xu s
¥
e - § e
2% T I = 0
=5 25 s
- On peut montrer rapidement que 1'on peut mettre les termes de
ZS sous la forme:
2 = . g2
uz uz v
¥, = —L a2 5, - ¥
Zu Z1u v
Z
zZu
ol les :u” et N, Sont encore indéterminés.Mais & 1'aide des
relationsg”:
-2 2
- CT = s..r! 2 - 2 "
A L5351 St11r1r T S11%11
2 - 2 ., 2 — 2 u
e Srri1 Ssxxfeer T Peplity

vérifiées entre milieux,on peut éliminer ces quantités,et il vient:

2, ,4h _  ,h
' _ SI( ZII ZI) — 1 =
B _ == 3 5 byz & &4
II SII - sI i -"-III_

52( Y,e ~ Ye)
- I° "II I A = 1A
11 2 .l - 11

TE %

L'équation caractéristique prend alors la forme nouvelle:

b 2, 52 I I 2,1 I \2 \ € e
I 511 IIT TI

2 h ne _ o€ v
(211 Zpd(Yyy = Yopp)(23; Grre




- Th -

.

On démontre ici de fagon tout & fait générale une relation que
CLARRICOATS a récemment proposéelg]pour les structures c1rcula1r¢
en utilisant la propagation radiale.

Nous n'insisterons pas sur les trés importantes applications
de la théorie des réseaux & ces structures;mais nous donnerons
n€anmoins les formules de transformation générales pour les
ondes hybrides:

) 2 2 2 i h
, n S5q syrrPrr * (877 - SIII)(Z * Zy1q)pg
Z = - Z_ +
uz I = . Y (2 . ) (2" .
1T ~ 1t P1rzPu ke i III wzt Zo_ )
IIT
2 2 2 wo_ v©
v = y® 51 Sy1rPrp = (8771 - III)(Y 23 Y1117Ps5
zu 2 2 2 2 " e
spp - St SprpPy * (spp - SIII)(qu“ Yrrp)

On peut ainsi pas & pas transformer Z" en Z' ,et vice versa.
P~ 5

L'avantage de ces notations et que l'on peut essayer,sur une
structure donnée,n'importe quel type de frontidre(connue éxac-
tement ou avec une approximatiob arbitraire) donnant les valeurs
ZI et Y : 2 utiliser.L'équation caractéristique se trouve

I,
g1f8§1 formée’a la demande.

En mode transverses,les relations précédentes sont 2 remplacer par
les suivantes:

Pry = ZugP6

TE ¢ Zzu = 0 Z&z =
. 11]
Py * Zuz
, Pry * Y, P
TH : Y = oo Y = u2
uz Zu ' - Y”
P3 zZ1u

IV-3-~5 Le probléme rectangulaire

Nous allons expliciter complétement l'équation caractéristique,en
ondes hybrides,pour une structure guelconque isotrope en coordon-
nées cartésiennes.



= TH

On prendra ici:

‘ e s
4 <::> : U sin px , cos px
‘ h .

- S ¥ : U cos px , sSin px

avec p arbitraire.

I1 vient alors:
e +

M~ = - Mh = - P
NE - . p2
" e,h We h
Les fonctions V ainsi gue les polyndmes normaelisés sont
donnés page T6.Les coefflclents . peuvent 8tre complétement déter-

minés en se fixant des condltlons aux limites extérieures dans
les milieux I et III.

L'€quation caractéristique de cette structure pourrait se donner
sous la forme normale(IV-2I).Mais en posant:

2 2 2 2
2 _ _ Fr¥r®rx T f1r¥1rSr = - frrzMrrcfir T frifirfrmn

< = —= = -
Cppipy = S4lig €r1¥rr ~ SrzrMrIrz

on peut transformer successiveitent les termes en yh et 7 ,et obten

nir,apres un regrounement torrect des termes,l'expression équiva-
lente(IV-23).

On montre alsement que le I® crochet est relatif & 1l'onde HE,et
le second 4 l'onde EH.Ces ondes hybrides ont la propriété par-
ticuliére de posséder respectivement les composantes normales:

Ey et Hy identiquement nulles.

L'équation caractéristique (IV-23) ne dépend pas formellement de
p et s'applique donc,dans le cas p = 0O,aux ondes transverses TE
et TH de la structure.

Dens tous les cas,les €quations auxiliares de propagation sont:

Yo+ wep = p° + g5 = s ¢= I,II,III.
P

avec en général: p,q,y complexes,méme si eu réel.
¢
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Ay
Par un choix correct des
b conditiond aux limites,on
A B B T AP Y WS B A DS détermine aussitdt les va-
(::) leurs & retenir pour p.
Par exemple,avec deux murs
. - €lectriques parfaits en:
G:D , les conditions aux limites
sont satisfaites avec:
B N TR U
—P s
e 2jqb
s pp =~ € Jq._y- I"; =
> et e S ~E = w 3 "
jeotg ql(b-y') PrrT I —>Tyqqg jeotg q ¥
h - qub h . . ¢ h - h = 1
py = e " =T, = - jtg q(b-y") errr® Lo Trpr= J tg ay

En remplacant,et apres arrangement,on trouve aisément les €quations
.caractéristiques pour les modes hybrides ou transverses de la
structure: ' '

£ tg q(v - y') 4+ wte ay”
0 q 1 m
HE tg q(y' - yn) & EJ:E X qm-_
I
| k2 o hkte qlb - y)tg "
a’” agq x =
ar I *
(IV-24)
_— W, q,
EH : Id.Mais les -é deviennent : -
< ¢

Bien entendu,toute frontiére d'impédance connue conduit & un
regroupement analogue.

Il est int@recsant de noter gue la structure peut aussi porter
des murs métalliques paralléles au plan z0y.I1 n'y a rien de
changé pour les fonctions U si on les place en x = 0 et x = a.
Ii faut alors prendre:
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au lieu de p arbitraire.

Finalement ,comme le montre le schéma ci-dessus,la structure peut
représenter tout guide & plans paralléles,ou rectangulaire,et
méme tout montage intermédiare,avec un feuilletage dans chacune
des deux directions possibles.

On neut évidemment remplacer 1'un des murs métalliques par un
mur d'impédahece connue.

IV-3~6 Le probléme pirculaire.

Wous abandonnons ici les accents ' et " pour la désignation des
distances,les rayons : a,b,c,d, &tant suffisants.

Ces accents sont repris,de fagon classique,pour 1la dérivation
selon l'argument des fonctions de Bessel cylindrique utilisées.

Celles-ci ne sont pas les fonctions ordinaires de I° et 2° espéce,
mais leur combinaiscon linfaire sous la forme des deux fonctions
cylindriques fondamentales:

Pm(sr,sri) Sm(sr,sri)

ou r. représente l'une des limites de milieu: a,b,c, ou d. Leur
définiition est donnée page 80.

La quantité s ,qui dépend du milieu,est la grandeur complexe



.

. G 2 2 2
définie par : v~ + . w'ep = s . (1V-25)
- -8 . B . .
En prenant: U = cos ou sin mé ; U = sin ou?cos m8,on a cette fois:
e = ,wh - tm prC€yuni e B m
£ JH T -—_-:? 1% M R L334 bc
2 2
(Rl 2 = . = i "2 = e m_
-~ X 2 A 2
b o
. o ) X 3 S - A
Comme précademment,les fonctions V Y et les polynomes nor-
melisés sont donnés ensenmble pace 80. A cause des conditions aux

0
g) encore indéterminées,on &

res{en r =, 3,80 T
F dans les milieux correspon=-

limitesextérisu
s fonctions F *7 et ¢

introduit de
dants.

e,

La forme normale{IV-2I) de 1'équation caractéristique de cette
stucture s'obtient alors,apres regroupement,en(IV-26).
Contrairement sux coordonnées cartésiennes,elle ne se déconpose

plus parce gu'il n'éxiste pas de relation simple pour les for-
mules d'addition(en argument) avec les fonctions de Bessel.
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CootAmu.'u cenlaites o

Vx il H(sr)-«—? "'Hcsr) = ch
..J(sr) o ?"hN('sr) B (.sr)
v mu) We W

N(sr)
x I ™

Ou fnbedull du daum ,%weh'oua %LLJ.‘,;Q“.. &owé«u«eu\'duz

MP(sr,sb) - {(sr)l\iCsb) — NesmrJ ¢s

Nh(sr)xlésk)

| -—acsnsb) = \_Ih(sr)NEsb) —-

Aou.‘: P‘g PZ. = e Ptcab) ew o 3
g 5 G B, (e |
v? =J(&J..,.E %ﬁ — L ex: » :
3 s® (‘;ﬁsq ) st % R (e.b)
£y = Jm G(gts m%% B, («.6)
m‘ {SC.) I E‘CC B)
ie
$s = J“’% 5 E\C?:k) j & s S,,,("H
L e St @
S CLY = P ek
p F’hb\
- 2 € (5
'?G....._Jw_g_{fi uk.r. "‘,)""%_]Fiscc'm
x F (35) = Pch.h)
-F __Jw 6‘m~53<c C.) ‘?3-_:_‘3.«’-{215 S(E,L)
P (<, ) S Pecewd
P
S,(b.b)
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Chacune de ses racines Yg correspond & une onde hybride EH,ou HE.

Les ondes transverses,nécéssairement de révolution,correspondentd

Py = 0 et & Pyp = 0 ,puisqu'ailleurs m = 0.

Avec une psroi métallique extérieure en r = a,on vérifie rapidement
gue les conditions aux limites sont vé&rifiées pour les nouvelles
valeurs des foncticn F et G données en (IV-2T7).Apres remplacement,
on obtient l'équation caractéristigue du guide chargé.

Le passage & lz limite: c-—0,avec en conséguence:

if Jé(sc) sc P;(sc,sb) Sm(if’ip)
® e ow s e ® o ow
Jm(:f) Pm(ip,ib) Pm(if,i?)
-~ J'{sb)
x
donne une &quation caractéristigue bien connuefMl]: I (sb)
=
22 L _ LIy2, |5 ss'- & s3'||5% sBt - & ositf = 0
A B Z g 2 %7 2P 217
w b b o am °r by I i

On peut munir la structure d'autres frontiéres.Par exemple,en ajou-
tant une frontiére métalligue pour r = d,on obtient une structure

coaxiale chargée.Son mode (fondamental )TH s'obtient immédiatement
d& partir de pI2 .en prenant cette fois: ©

n _ .
Gm(sr) = Sm(sr,sa)

Aprés manipulations,on trouve l'une des formes possibles de 1l'équa-
tion caractéristique de ce quasi-~-TEH:

e P'(sb,sa) e l'(sv)
_‘.:_t cC I X o @ O N (Sb)
P (sb,sa) N |
\%'Po ib’ia %.Jo ggj'J O I _—
e P'(sb,sa) e J'(sb)
I o I o - .o 3 (Sb)
s P (sb,sa) s J_(sb J
LI' O 1 'x o 5
7’
1 A N
S 7o0aest) o g Molze) I (sc)
L:sn_ Po(an_c,i:d §: Noi_i_cj J o'
>l ey
4 1 4
ULl i S S ) PR
s P (sc,sd) s J (sc) °'x
(F o wm mw ® 0w
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Nous venons de voir gquelgues aspects de larecherche del'@quation
caractéristique d'une structure cylindrique uniforme,

Bien d'autres probldmes sont & envisager:recherche des coéfficients
et des composantes de champs,étude des flux d'énergie,jonction de
structures différentes,etc.. :

Nous signalerons cependantqu'ils ne peuvent &tre résolus qu'avec
la connaissance de y.Il est donc indispensable,si on &ffectue une
8tude numérique sur une structure donnée,de prévolr toutes ces
questions séparément,et de placer dans le programme général des
opérations i mettre en place,les entrées et sorties d'informations
qui permettent de résoudre,éventuellement,chacune d'elles & la
demande.



ANNEZXE I

TRANSFORMATION GEOMETRIQUE DES DYADES TRANSVERSALES

e A toute dyale transversale'ff,on associe la transformde

A, par l'opérateur P, -La loi de tF*ansformetion est donnée en(A-I)
R R

Comme on le voit, At est reliée & 1l'inverse transposée de At'

Les deux matrices étant semblables au sens de 1l'algdbre matriciel-
le,on en déduit les propriétés rapellées en A-2.En outre,A, et A
ont méme rang,méme déterminant,mémes valeurs et vecteurs propres.

Cette transformation n'est pas utilisée dans le seul but d'alléger
les calculs,mais encore parce gu'elle s'introduit d'elle-méme dans
la décomposition des opérateurs de 1'électromagnétisme.

Parmi les transformations utiles 3 connaitre de ces dyades et de
leurs groupements,on donne les relations (A-3 3 6).Elles servent
notemment 24 dégager une composante de'ﬁ;.

En général,les produits dyadigues ne sont pas commutables.
Cependant ,il existe des exeptions pour certains types de dyades,
comme on peut le vérifier immédiatement ci-dessous.

Dyades remarguables: On donne ci-apres guelques dyades remarqguables
et leurs transformées.

-
A

-
+ —.AIt

Dyade scalaire: Elle est définie par

Elle est égale & sa transformée

Dyade disgonale:Elle est définie par:

- Au 0 D -4
Afea On a: At = A AAAt . Elle est commutable.
® J2
0 A
=% Dyade axiale{symétrie de révolution):0n a:

@5 A B g ‘—'\-i - > -%
A < TRl movient: K = E, = AT, + AR N

A2 AI Elle commute selon la loi: A-B = B-A

En milieu gyrotrope,A. est une gquantité déphasée
de W/2 par rapport & £2.On pose done: A, = %5 A,
dans ce cas.En fait,nols retiendrons:

<> >

A = A

% iy YIASF,



Yy Aﬁ 2 .,
Aé <>
A Al
<> e iy A4 A ad av
Ar= RAR = RTAR
-
<o A:a "'A.e:.
Aé >
—Alz. An
| P 4-__1 t | o
EE = atey
Trans posikion (Aé) = Pé Aee
~ ne=d
b “r o 4 os
'Twversion (Ae) = P{,'A‘_ b *
'R.A..:\-,x.s.d,\“_ Kg _ E.K»'F«S-_A.
X € Tee #
(Ve fE ) = (TrelBE Y
£ e . Dee
2 &:‘“ u L."F
+ W & - (Y““Q & Ve
(Y é G') D“ )
0, = (o) - ()
ety L4 ‘“x i
B-(Y+w'pE) = (Yow'EE)-R

Rl o) = (woil)

(A-1)

(A-2)

(A-3)

(A-4)

(A-5)

( A-6]
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QUELQUES DYADES REMARQUABLES

DYADES DIAGONALES : B ]
1 . 1
Wz 0 \(‘-w'gl.')‘ 0
1 1
] O Y‘;\" ‘dl. 5&"— g 0 \(l. _‘_w&‘é
DYADES AXIALES : |
. -
e RARCATERAY) W&+ EY)
D“. Dté
_ ot (eprep) YWt (=P - &)
- De D, _

Die = Y4 2 ut(Ep-£1) + w* (€ €5 i+ 1)

CAS GENERAL :

Yiaﬁ"g BEsbE)  _co'(her BE)
D Dee

D, = (*+ &Y (&p +

e RE) o (BE- bE)
D“ D“

W 2a

aw'Enz g wilgu-em)
D Ce
W' (Ep-€n) Viedep-£p)
D, D,
- -

BE, —

1 - gR) +w &N

T~
5 1

£ o0,
/ flic
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ANNEXE II

Les c oefticients des expressions (][-5) s ecrivent:

a _[_)i{y.,.w HE~ M%y ep].,_w(gé p&.{zp ap‘ﬁ

faJﬂi(p[\H—w(pe pa_)} - p(pe pe.))

D.
_D__( Y Sl - pel— Julve - ve))

(%<l (i dtee- v Sutueve)

3 ﬁv‘«- Slug - vellen - 4] + Slpe - vefen - *—'vj ~-

‘f“f%-“; ([ ates,-ue) - Sulve -ve)
2Ll

dE :_L[y‘-.- w(pe - peﬂ

€ juw "E(P[ Y (pe- pe.)] W p( pe - ps.))

e
(=i (g e pe) - Filus -ve)

&




Tm-jut (s Sley, - ge] - & e:-,_,‘év..-ég;’) ’
b =5“:' Cedlep-¢ P.’;I‘f&“ H%J + lep-¢ E.-{Ef;‘ h’:‘:j
= —%‘—’-(g[v":c- Jlgp- *—‘PE - deley - 4.&.))
d"= é{i (a[f-» (ep - ep)] —walep- ‘T-."h'))
" _01[14. Wlgy- sp)]
=Y

e =
1
f==Laley-gp)

- D,

'L

a:-ij(é_[Y’;- ::\(é:p-epa — w‘e_(ap—ep))
‘L-'“ % dlep - «EP)EPE pe] -+ eSlen - cplpe - UJJ
- (a[\(-;-a)(ep ep!] Weley - £p))

= =0 (el Slgp-gu] - Sglsp-£1))
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CONCLUSION

Nous avons présenté les structures cylindriques et leur
étude comme une application de la théorie des opérateurs liné-
aires.

En effet,celle~ci lemr apporte de nombreux avantages:

C'est tout d'abord la décomposition des ensembles analytiques,
comne les champs €lectromagnétiques ou les solutions d'équat ion
différenticlle,en sous-espace particuliérement adaptés a la géo-
métrie du probléme.

Ensmnite,c'est l'utilisation systématique des représentations
opérationelles linéaires:calcul matriciel,calcul dyadique,ta.
bulation d'opérateurs,etc... qui prépare,toujoursavec succés.,

au conditionnement indispensable des opérations analytiques en vuc
de leurs inscriptions sur un programme de machine mathématique
moderne.

Enfin,c'est la simplification importante dans le choix des opé-
rations,puiqu’il ne subsiste que des combinaisons linéaires
d'opérateurs en I/e. 3/93x, ou&fe.dx. parfaitement accessibles
sux méthodes de caldul actuellest

Indépendamment de cet aspect technique,nous pensons avoir
nmontré qu'en propagation électromagnétique le milieu se suffit
8 lui-méme.C'est lui qui fixe l'smplitude,la polarisation,la
forme intrinséque de l'onde qui s'y propage.Lecs succés importants
avec les théories récentes des guides atmosphériques,souterrains,
lumineux le prouvent bien.
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