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Depuis unz dizaine d'années,d'importants travaux ont été
entrepris pour €tudier la propagation des ondes électromagnéti-
gues dang les milieux anisotropes et hétérogénes:milieux ferri-
magnétiques,nilieux ionisés et plasmas,milieuxr semi~conducteurs.

Malgré leur apparente diversité&,tous ces problémes ont un
support commun:ls recherche d'une solution d'onde dans un milieu
dont les caractéristigues sont supposées parfaitement connues
ou Aterminées & 1l'avance.

Hous n'envisagerons pas l'aspect physigue,fondamental,de la
recherche de telles caractéristiques.flotre ambition est tout 2
fait différente: quel que zo0it le milieu,c'est souvent la méme
Eguipe de travail et le méme ordinateur qui conduisent au résul-
tat définitif de la solution numérigue.

Hous avons donc cherché des méthodes synthétiques trés géné-
rales,valables & priori pour tous les milieux,mais s'appliquant
bien entendu,d un c¢as particulier:celui des structures cylindri-

ques unifeormes.

Par cette désignation,il faut entendre tout systéme de propagation
restant identigue & lui-méme dans une direction donnée.Bn fait, il
ge présente alors.en coordonnées cylindrigues,comme un probléme

Z deux variables,

A ceuse dee relations imposées par le milieu aux diverses
conmposantes du champ &lectromagnétigue,il n'est plus possible
de résoudre,en général,les €quations d'ondes sur chacune de ces
composantes.Il existe entre elles un certain couplage gui provient
de la réaction du milieu sur l'onde qui s'y propage.

ra,rechercher systématiguement son éxistence,
ie pouveir appliguer directement les méthodes
on d'éguations d'onde,

ce la théorie des opérateurs linéaires.

3
classiques de résol
Yous utiliserons dan

'o
e
o+



Aprés une bréve présentation de leur décomposition,nous
montrercns comment l'étude d'une onde cylindrique s'identifie
en fait au probléme spectral d'opérateurs particuliers.

Dans le second chapitre,nous effectuerons son étude compléte
sur une base scalaire.Comme ce proc&dé n'est malheuresement pas
valable dans tous les cas,le chapitre suivant présentera une solu=-
tion plus générale,bien gque plus délicate 3 utiliser.

Enfin,aprés guelques remarcues sur des ondes particuliéres,
nous donnerons des exemples d'application sur les structures en
multi-nilieux gue l'on rencontre le plus souvent en pratigue.

PRINCIPALES NOTATIONS

Nous employons le systéme M.X.S.A. En régime harmonigue,le
facteur exp( jwut ) sera systématiquement sous-entendu.

(Xlsxg,z) (u,v,z) : coordonnées curvilignes cylindriques.
a4, &

n et y: paramétres et facteur de propagation.

=

g " N ]

u : dyades représentatives des tenseurs permittivité et per-
P T S TR

s méabllité.

jf.

: les mémes apres transformation géonmétrique.

: Opérateur de rotation et de transformsatioen,.

It : Dyade uniteire transversale.
©t » ¢ : facteurs de couplage.
L d L el e . PP .
Iﬁj’ Ai’mii°ﬁi : Opérateurs linéaires maxwelllens.
E,H ,E,H . A ;
I oo B . A : Opérateurs différentiels.
e,h .e,h e, h o e s 3
ai’ ,bi’ sevs T2?": coéfficients des fonctions longitudinales.
e.h e . G g s - 5 o
Ki’ : Coéfficients des systémes linéeaires en multi-milieux.
R,8 : Eléments de 1'équation caractéristique.
Poapy 't polyndme et polyndme normslisé de lféquation caractérist.
L@ h
2 2 2 e I U h I U
sy = Y+ wiep B ® e amt M™ = —
£t U U
§% = ueM2

sccents désigrant les limites supérieures et inférieures
d'un mlieu intermédiare.



Chapitre I

L'ESPACE ELECTROMAGHETIQUE LINEAIRE

I-I DECOMPOSITION DES OPERATEURS LIFFERENTIELS

I-I-I Cas de l'opérateur dyadique purement lin€aire

Avent d'entreprendre une &tude systématigue des
structures cylindrigues,nous allons préciser la décom-
positicn des opérateurs linéaires et différentiels gui
seront utilisés.

La description du champ électromagnétigue se failt
sur la base d'un espace vectoriel (C) de configuration
dont la dimension est imposée.

On le décompose en deux SOUS~ES5DPACES (C.)t et (C)
correspondant aux regroupements de toubtes les composantes
de champ,respectivement transversales et longitudinales.

Chacun d'eux ezt muni de ses lois propres,et tout
opérateur de liaison est noté selon son sens d'application:

tz
- . SR
(el - (c),
z%

Le décomposition des champs électromagnétigues est
immédiate:

.
T = E  + B,
% z
H = B + EH.

P
N



Celle des opérateurs dyadiques s'oggient par partition-
nement .,Par exemple,l'opérateur linéaire € peut' se partitionner
sous la forme suivante:

|22 o € e - F_.“ - £
i ia, ia eé ] 2 € 3 fe 2
i b e &2
€  wpn| £ € € i, £ € £
2% 2& 23 E&s 22 <3 3a
[ -4 £
3 e A% € - €
= = 1
R = e e o
. € - 4+ € Z° & o zg, -

o X e
On 1Yéecrit alors: € = & +
.

- A g ..’ ) - "
L'application D = ¢+E se déconpose imm€diatement sous

la forme:

oy P . e

D= gE + ¢ (25 E)

oo b e - -1
D=¢g¢E + 2°(E +E,) (£-1}
& z & A &

Théoriquement,il serait possible de relier chaque partie
de la décomposition d'une dyade & celles de la dyade inverse et
vice versa.Cependant,en pratique,les relations obtenues sont
beaucoup trop compliguées,et il est préférable de partitionner
la dyade seulement apres inversion.Il existe toutefois un cas

ol la correspondance se fait terme & terme,et 1l est tres utile
dans l1'€tude des milieux gyrotropes:

e 0 fiiwaé 0
L aadd a'r A .
€ = ekpN SN & € " ¥ % G : 1
0 € Y
& 5 &

I~I-2 .Cas des opérateurs différentiels

En coordonnfes cylindrigques orthogonales,l'opérateur nabla (12)

Te L2 s 1 9 32
I®rJ%g 2 €5 JX, d=

peut s'écrire encore:



. B ol

V= vé+§7:z

si on convient que fise réduit & son application aux seules
variebles transversales de 1'élément & transformer,et < &

la seule variable longitudinale z. '

il Cette régle s'étend aux opérateurs usuels construits sur

Y et on obtient rapidement le tableau n®l page suivante.

L'enploil de cette décomposition n'a pas un sens purement
formel.S8i elle compligue parfois les notations,elle présente
1'intéret considérable de faire disparaitre totalement l'opéra-
teur "rotetionnel” lorsgue la dépendance des champs est en
S o Ty=
Alxyx,) €

-
Pour le montrer,transformons M. A en la dyade différentielle:

o ”‘——3—-»‘)6:’"

P D e'a _=
€y

Q v emosacigm: Er oz 0 0
0 0

Puisqu'en coordonnées cylindrigues les coéfficients métri-
ques e, ne dépendent pas de z ,on peut l'Ecrire,avec l'opérateur

», -

linéaire P:

¢ I O
T e
= P‘f"))-; ‘;4....,. I C
4
9] 9] o
et on obtient alors:
i e i i
Vnk = P22 = Py FA _, (1-2)

g

De méme,en réintroduisant P,on montre tres facilement que:
e B P
l VH\A = w] v); <A Yz®= Po‘?{Am (1~3)

Finslement ,on donne ci-dessous les formes nouvelles prises
par un opérateur rotationnel lorsqu'il est appligué dans un des
deux sous~espace:



Tableau 1

opérateurs

déecompasition -

VU(xxz2)

FASE
0
- g
szA = ~;;LJQ¢A3

: AU(:‘L::::)

.'V

R
>4
L
T
L
>
!
o~y
X

|

(g
N |
#
>y ) Py
!
<3 u;?& N

NI <3 sl
) Ay Y

X
>y

X

M

X X
>t By >y
+ ot

X
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i g“ S

Nnhy = - PeA )z

Ink, = Fo2k

=" = (1-4)
e " ) ' {fﬁg

g

2,\.@3 = 0

Bl ) " . .
, L'opératﬂur P possdde une interprétation géométrique remarquar
ble :il représente le produit d'une projection sur le plan trens-
versal et d'une rotation positive de W/2 autour de Oz.

I-I~3 Application sux distributions

En coordonnées cylindrigues,les opérateurs transversaux
possé&dent la presque totelité des propriétés des opfrateurs
ordinaires dont ilé sont issus.

En partlculzer nous allons montrer tres rapidement qu'ils
sont les seuls & supporter les distributions de Dirac introduites
par BOUIX [$3 4] dans 1'étude des discontinuités du champ glec~
tromagnétigue.

\
Prenons une surface cylindrique gui décompose l'espace en
deux régions I et II,et définie par Xy = Xg

La fonction de Heaviside relative 3 chacune d'elle est donnée par:

HI (xzxzz) PoXy P Xg

p{xgxp2) K < Ry



-~ B -

Comme ,pour x. fixé,H est invariante, ¥ x,,2 on en déduit
+ P 3 : »
gu'au sens des diStributions le gradient de H ne dépendra que

de xI.En fait,on montre gue:

.—’- i
- @ - =
Vi, = xl.g(xz x: ) (K = I,II)

en prenant ls quantité g(xT - %I) avec son signe réel sur
1'axe curviligne. -
Ceci se développe en:

L Oon = x°.8(x,. -~ x.) O, = © DH, = 0
€1 DK I I~ oI &ax .k SK
et conduit fTinalement &
o .
. (1~-5)
Q&HK =
Puisque les relations bien connues:
Val = a¥VU + UWVa
(f?'-a.x = aﬁ’eﬁa + Va-z

g R i 5 e
Task = aVah + Vanl
: g o P ‘
s'appliquent intégralement aux opérateurs Y&et . ,toute distri-

bution scalaire discontinue sur la surface Xp =Xg posséde un
gradient décomposable en:

i e e -ty — e
U o=Nus, + UE;.) = B U+ B U+ UVE ¢ UNHEpg
= P 4 1 ¥ '

Vu = HIVZU + H U

i O désigne le saut de U: O = U{x_ +0,%,,2) = U{x.=0,%,,2)

on peut écrire,evec les notations 4@ EGU%X ot l'actoladé repré-
.3 . . i T
sente un opérateur ordinaire pris en dehors de la discontinuité:

2%}} + O R Slxp - %)

G - J)

S .
<
il

(1-6)

wJ
<
i



De méme,une distribution voctorlelle A de saut G‘condult aux
relatlons‘

s';?:K = §§K§ + f.?‘g(xl - %1/ (i’
G7 - | G7)
52“7:,\21* = 5(‘5:,\'5} + 52”0,\3?5(::1 - %) -_
T - 19]

Par sommation,tous ces résultats se généralisent & des disconti-
nuités multiples. ‘

I-2 PROPRIETE FONDAMENTALE DES STRUCTURES CYLINDRIQUES UNIFQRMES

I-2-1 Facteur de propagation scalaire

Consid&rons une structuze cylindriaue quelconque hétérogéne et
snisotrope.Toute source d'énergie ne determlnant gd une repartitlon
en intensité des ondes suceptibles de s'y propager,il suffit,pour
étudier la formation de ces dernidres, d’utiliser les équations de
Maxwell hors des sources:

. j%?f +6Aﬁ" = ¢
(1-9)

it
o

“’Aﬁi‘f <+ jw‘if- E

Présentées sous cette forme,c'est un systeme différentiel
homogeéne dont la solution condult aux &gusations dite de propa-
gation:

o og o & *» ¥
VA‘,S«V,‘E - £ 5 = 4]

c»; P 2 o > (I"‘IQ)
FAESIAH - w p-H = O

Par hypothése,les caractéristiques e(x x u(x X, ) du
milieu sont invariantes avec la distance longlgudlnale.

I1 est alors naturel d'admettre que l'onde en propagation conserve
cette propriété et prend la forme,en régime harmonique:

= ) = Elx.x2)¥(za)
E{x,x, zw) = E(x_ x")¥(zu)
S Dt (TS
H(xlxaw) = Hix x)¥(zuw)



Ceci revient & admettre gue seules les variations transversa=- .
les du milieu de propagation suffisent & déterminer le caractére
intrinséque de cette onde,le facteur longitudinal ne modifiant

gue d'une fagon globale sa phase et son amplitude,

Une telle hypothése est vérifiée si (II) est solution des
€équations de propagation.On vérifie aisément ,par substitution,
que la premiére peut s'Eerire:

< P yin g
J e B . poug y
SETTEET %! IATEFE) o+ »p'%(vbﬂ}] + Y [

Cette équation ne se réduit effectivement & un problénme
vectoriel sur (x,x,) qu'd la double condition:
&~

s Oy 2
—53zf = Cste = Y
¥ Sy (1-12)
-3:"—*; = C(ste
¥
. -4
dont la sclution unique egt: ¥ (z0) = Alw)e Yﬂnz+ B(w)gwﬁ

. . . . H .

Un raisonnement identique s'applique 4 ¥ .Mais comme les
fonetions ¥“ne dépendent ni des milieux,ni des champs,il n'y
e sucune raison de les différentier et on prendrs désormais
¥ = ¥ = ¥,

Dans un milieu hétérogéne et anisotrope,invariant
selon 0z,1il existe toujours des solutions d'onde cylin-
drigue uniforme dépendant d'un facteur de propagation
scalaire.

L'uniformité de l'onde apparait sinsi comme une conséguence
directe de celle du milieu.

I-2~2 Généralisation aux structures curvilignes

On peut étre tenté de généraliser ceg résultats & une
structure curviligne dont la géométrie reste invariante selon

la direction x3:




“ O =

Il apparalt un coéfficient métrigue e (x X, ) # 1.En séparant,
par une normalisation sux dimensions, ?e caractere métrique de
l1'allure variationnelle:

e U
3 = 3 - 373
3
on trouve immédistement le nouveau systéme:
&
J
E%r z, Cste = b
AR | (1~13)
?f‘?f%= Cf;‘ce
~Ye,x ey . . < &
dont 1s solution: ¥ = Ae” | S pelH est identique & la

précédente 4 un fecteur métrique prés.
La généralisetion est donc possible.

On donners simplement les nouvelles expressions pour (2) et (3):

=~ == F
Vind = P (I-Ik)
o “"'I“ = I < >

- - b s - & e _.D. - -
Ak = 93{‘2 = PeA)x? - = P.Vesd, (I-15)

L
3

car toute la suite des rasisconnements que nous zallons effectuer
peut se reprendre pas & pas.

, En pratigue,c'est avec des conditions aux limites longitu-

dinales que ce type d'onde devient interessant,car il permet de
résoudre tout probléme anisotrope et hétérogéne dans un di&dre
donné.,

Pour certamns problémes,structure courbée par exemple, e3
est aussi fonetion de x
8i son expre*51on est séparable c'est & dire si on peut écrire:

eq = €, (x } ,1la solution d'onde de (I3) est alors non uniforme:
.J .J 3‘3 . u"
, m‘/f et dx f o
¥ = f ” 3 3 + B ;Y 33 dx3
es(x3) : e3(x3)

Lorsque la courbure est feible,un développement limité de el(x.)
donne en premiére approximation une onde uniforme:c'esi la e tBode
classique.

Dans le cas général d'une fonction guelcongue de x,,il n'existe
plus de solution pour ¥ indépendante de XyXy ,sdone ?1na1ement pas
d'onde de la forme (I-II).










































































































































































































































































