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Depuis  une dizaine d'ann6es,dVimportants travaux ont été 
entrepris p o u r  é t u d i e r  Xa p r o p a g a t i o n  des ondes électromagnéti- 
ques dans Ses m i l i e u x  a n i s o t r o p e s  e t  h é t 6 r o g è n e s : r n i l i e u x  f e r r i -  
magnétiques , m i l i e u x  i o n i s é s  e t  plasmas ,milieuxf semi-conducteurs. 

Malgré leur apparente diversit6,tous ces  problèmes o n t  un 
support commun: la r e c h e r c h e  d r  une solution d 'onde  d a n s  un milieu 
d o n t  Les c a r a c t d r i s t i g u e s  sont suppos6es  p a r f a i t e m e n t  connues 
o u  déterxnin6es à L'avance .  

Nous n ' e n v i s a g e r o n s  pas  1' a s p e c t  physique, fondamental,de l a  
recherche de t e l l e s  c a r a e t é r i s t i q u e ç . l l o t r e  a m b i t i o n  e s t  t o u t  
fait différente: q u e l  que s o i t  l e  r n i l i e u , c t e s 2 ;  s o u v e n t  l a  même 
8quipe  de t r a v a i l  c t  l e  m ê m e  o r d i n a t e u r  qui  conduisent ;  a u  r 6 s u l -  
tat diif  initif de la solution numgrique. 

Mous avons donc che rch6  d e s  méthodes s y n t h é t i q u e s  très g6n6- 
rales,valables à p r i o r i  p o u r  tous l e s  mi l i eux ,maiç  s'appliquant 
b i e n  e n t e n d u , $  un cas p a r t i c u l i e r : c e l u i  des structures c y l i n d r i -  
ques uniformes .  
Par cette d é s i g n a t i o n , i l  Faut  e n t e n a r e  tout systsme de propagation 
r e s t a n t  identique à lui-raême dans  une d i r e c t  i o n  donnée  .$n f a i t ,  il 
s e  p r é s e n t e  alors , e n  coordonndes c y l i n d r i q u e s  ,corne un ~robL8me 
à deux variables. 

A cause des r e l a t i o n s  imposées par l e  milieu aux d iYeraes  
composantes du champ é l e c t r a m a g n é t i g u e ,  il n'est ' p l u s  p o s s i b l e  
de  résoudre, en g6néra1,les équations d.tondcs  s u r  chacune de ces 
cornposantes . l l  ex is t ;e  e n t r e  elles, un c e r t a i n  couplétge qui  provient 
de  l a  r é a c t . i o n  du milieu sur l'onde qui s ' y  propage. 

11 faut donc ,alors,rechcircher systémat iguement  son d x i s t e n c e ,  
p u i s  l ' é l i m i n e r  a f i n  de  pouvoi r  a p p l i q u e r  d i r e c t e m e n t  les methodes  
classiques d e  résolut5on d ' é q u a t i o n s  d'onde. 
Bous u t i l i s e r o n s  dans ce b u t  l a  t h é o r i e  des operateurs linéaires. 



Apr6s une brève p r é s e n t a t i o n  de l e u r  d6eomposi t ion ,nous  
mont re rons  comment 1' é t u d e  d ' u n e  onde. c y l i n d r 5 q u e  s ' i d e n t  i î i e  
en fait au  problème spectral df  opérateurs 8 p a r t i c u J i e r s .  

Dans l e  second c h a p i t r e , n o u s  e f f e c t u e r o n s  son étude compl$te  
s u r  une base scalaire,Comme ce p r s c g ô é  n ' e s t  malheuresement  pas 
valable dans t o u s  l e s  c a s , l e  chapi tre  s u i v a n t  présentera une s o l u -  
t i o n  plus gén6rale.bien que p l u s  d é l i c a t e  & u t i l i s e r .  

Enfin , a p r Q s  quelques remarquas sur des ondes p a r t i c u l i è r e s ,  
nous  donnerons d e s  exemples d ' a p p l i c a t i o n  sur Zes s t r u c t u r e s  en 
r n u l t i - m i l i e u x  que  l'on rencontre l e  p l u s  souvent en pratique.  

PRINCIPALES XOTATIOBS 

N O U S  employons l e  systsme i4 .K.S .A .  En régime ha rmonique , l e  
f a c t e u r  expf j w t  ) s e r a  sys t émat  iqt tenent  SOUE-entendu.  

( X ~ , X ~ ~ E I  ( U , V , Z  : coordontl&es c u r v i l i g n e s  c y l i n d r i q u e s .  

p,q,ET,ri e t  y :  p a r a m è t r e s  e t  facteur  d e  p r o p a g a t i o n ,  
e - 
E , CL : dyades regrSsentat ives  des t e n s e u r s  p e r m i t t i v i t g  e t  per -  

du m é a b i l i t é .  - 
L , : l e s  mêmes apres t r a n s f o r m a t i o n  ~ é o n é t r i q u e .  
*r, 
P, : O p é r a t e u r  6e r o t a t i o n  e t  de t r a n s f o r m a t i o n .  
eu 
1% : Dyade u n i t a i r e  t r a n s v e r s a l e .  

T , a : f a c t e u r s  de couplage. 
13 .He -21 

lij, hi,Mi ,Bi : O p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  maxwel l i ens .  

E y H  A'*' : Opérateurs d i f f é r e n t i e l s .  L , Q  , 
e ,h  e,h a ,bi ,... i T?'~: c o 6 f f i e i e n t s  des f o n c t i o n s  l o n g i t u d i n a l e s .  

3 

K:'~: C o é f f i c i e n t s  des sys t èmes  l i n é a i r e s  en n u l t i - m i l i e u x .  

R,S : Elérnents de l ' é q u a t i o n  caractéristique, 

Pi, p i .  : polynôme e t  polynôme n o r m a l i s é  de l t 6 q u a t  i o n  caract6r i s t .  
1 ue ?,je 8% - 1 uh * h r - -  

uh ue 

? II : accents  d 6 s i g n a n t  l e s  L i m i t e s  s u p é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  
d'un m l i e u  i n t e r m É d i a r e .  



Chapitre 1 

Lt ESPACE ELECTROMAGNETIQUE LINEAIRE 

1-1 DECOWPOSITJON DES OPERATEURS DIFFEREMTIELS 

1-1-1 Cas de 1' opgrateur d y l d i q u e  purement l i n é a i r e  

Avant d'entreprendre une 6tude  systsmatique des 
structures cylindriques,nous allons prgciser la décom- 
pos i t ion  des op6rateurs l i n é a i r e s  e t  d i f f é r e n t i e l s  q u i  
s e r o n t  utilisés, 

L a  d e s c r i p t  i o n  du champ électromagnétique se fait 
sur La base d'un espace vec to r i eL  ( c )  de configuration 
dont; la dimension est' imposée. 

On le d6cornpcse en deux sous-espaces ( C )  et ( C l z  t eorresponde.nt aux regroupements de t o u t e t ;  X e a  composantes 
de chmp , r e spec t  ivement transversales et l o n g i t u d i n a l e s .  

Chacun d 'eux  e s t  muni de ses lais propres,et t o u t  
opérateur de liaison est n o t e  s e lan  son, sens d f  application: 

~a décomposition des chanps dlectromagndtigues est 
iniddiat  e : 



Celle  d e s  opérateurs dyadiques s'obLieient par part i t ion-  
nement .Par exenple ,l' opérateur . l i n é a i r e  E peut se par t i t  ionner 
sous l a  forne suivante: 

-a+ (L - C e  -C 'c On l ' é c r i t  a lors:  E = rc+ <Lza+ C Z ~ Z *  -c z Q h  - *-C 

L' a p p l i c a t i o n  D = c -  E se  d6compose irnrn6diatenent sous 
l a  forme: 

Th&osiquement, il serait poss ib le  de relier chaque p a r t i e  
d e  l a  décomposition d'une dyade $ celles de la dyade inverse et 
v i c e  versa.Cependant ,en prat ique,les relations obtenues sont 
beaucoup trop compliquées ,et II e s t  préférable d e  p a r t i t i o n n e r  
l a  dysde seulement après Inversion.If  existe toutefois un cas 
où l e  correspondance se f a i t  terme terme,et i3, e s t  tres u t i l e  
dans l'étude des milieux gyratropes: 

1-X-2 .Cas  des opgrateurs d i f f érent  i a l s  

En coorclonnées cylindriques orthogonales,l'ap6rateur n a b l a l l f ]  

peut s '  écrire encore: 



s i  on convient que q s t  rEduit à son a p p l i c a t i o n  sur seules 
variables t r a n s v e r s a l e s  de 1'618nent & transfornisr,et v= $ 
La s e u l e  variable longit tzdiniale  zr 

Cet te  ragle s t  k tend  aux opgrateurs usuels construits sur 3 e t  on o b t i e n t  rapidement l e  t sbleau nOI page suivante. 

L'emploi de c e t t e  d6composit ion n t a  pas un sens purement 
formel .Si e l l e  co~p l ique  parfo is  l e s  n o t a t i o n s  , e l l e  présente 
f 'iintéree consid6rable de  fa ire  d i spara i t re  totalement l'opéra- 
t e u r  "rotationnel" iarsque l a  dépendance des champs est en 
__lr 

+ Y= A(x1x21 e- . 
+ 

Four l e  mcrntrer,transformons A en l a  dyado d i f f é r e n t i e l l e :  

.H 

fi- 

Puisquten eaordonndes c y l i n d r i ~ u e s  l e s  c a é f f i c i e n t s  metri- 
~ u e s  e n& dépendent pas de z ,an peut l"crire,avec l top6rstsur 
l i n é a i $ t  P: -- 

et on o b t i e n t  a l o r s :  

De même ,en rkintroduJsant  7,an montre krès facilement que: 

Fiaslement,an donne ci-dessous les formes nouvelles prises 
par un opérateur rotat ionne1 l o r s q u t i l  e s t  appliqué dans un des 
deux sous-espace: 



.i 

Tableau n"I 

opérateurs 1 décomporiti~n 

i@,;04 3U +gai -- 3.J 
TUS,) S 33=% CLJ% 

+ V*U = -. =-- 3U 
3= 

4 - C  kA - L ( J ~ & A *  + J*A) -+ 
V*A(ZI.=) PP 3% 3xa 

1 4  ** 
4 3e4e,A* VfA,, 
:'1 32 

t x A  P =*-- I JAS -2;- J_At + 

ab 3x4 P 3- - -r, 
VXAGL~CL) =*A - - 

t *  - $1 3x1 
Jedi) 

3==l 
* 

-0 1 3eLAs V'xA -~LJ& 
*& JL 3= 

..-T -m 

AU(=..) n,u . v;gu 
t a  e F - C  a,u, eeu 

I 

-- + + + A&A= ~V;A  - V X V X A  4 b 

-.F J C - 3  I+C -.r - 
AA t = V,V;A -QxVxA .t t 

- 3 3  - -r r 

0,V;A -VxVxA + x 4 
4 3 -  -+ + -*- 

!,A -KxVxA x 



- 
L1ap6rateur P posshde une i n t e r p r é t a t i o n  géomdtrique  remarqua^ 

bPe :il reprdsente l e  produit d'une p r o j e c t i o n  sur l e  plan trans- 
versal et d'une r o t a t i o n  p o s i t i v e  de O f 2  autour de Oz. 

1-1-3 Application aux dis tr ibut  i o n s  

En coordonnées cylindriques,les opdrateurs transversaux 
possbdent la presque t o t a i i t 6  des psopxi4tés des opérateurs 
ordinaires dont il& sont issus, 

En particulier,nous rtllons montrer tres  rapidement qu'ils 
sont les seuls B supporter les d i s t r i b u t i o n s  de Dirac i n t r o d u i t e e  
par BOUIX C33GW dans l'étude des &isccrntinuit6s du champ é3ec- 
f romagngt i que. 

Prenons une surface cylindrique qui à6composè l'espace en 
deux régions I et II,et d é f i n i e  par xI = x 

01 
La f o n c t i o n  de Beaviside re lat ive  à chacune d'elle e s t  àonnge par: 



Comme,pour x fixE ,H est invariante, x g B z  on an d e d u i t  
qu'eu sens des d i g t r i b u t i o n s  l e  gradient 8,e H ne dépendra pus 
de xI.En fait,on montre que: 

en prenant la quantité S ( x I  - k)  avec aon s i g n e  réel sur 
1' axe curv i l i gne .  

Cec i  se dgveloppe en: 

et conduit finalement $ : 

P u i ~ q u e  les relations bien connues: 

s' appliquent i n t é g r a l e m e n t  aux opérateurs e t  V=,toute d is tr i -  

bution scalaire discontinue sur la surface xI  m g x  porsède un 
gradient décomposable en: 

S i  r a b s i g n e  le saut de U: CJ-= U ( X  +O,X , z f  - U(X - 0 , ~  , z )  
on peut écr ire ,evec  les notations da B O U ~ X  o$ l v a c $ o l a d 8  repr6- 
sente un opgrateur ordinaire  pris en dehors de l a  d i s c o n t i n u i t 6 :  



3 -5 

De mêmesuna distr ibut ic in  v e c t o r i e l l e  A d e  saut CS- conduit aux 
relations : 

Par sornmation,tous c e s  r6sultats  se gGnéralisent à des  d i s c o n t i -  
n u i t e s  multiples. 

1-2 FROPRLETE FOBDAMEMTALE DES STRUCTURES CYLINDRIQUES UNIFORMES 

1-2-1 Facteur de propagation sca la ire  

Cansi6érons une structure cy l inar ique  ,hétgsog&ne e t  
anisotrope .Toute source d'bnergie ne déterminant qGune r é p a r t i t i o n  
en i n t e n s i t 6  des ondes sucept ib l e s  &e s'y propager ,il s u f f i t  ,pour 
Gtudier La formation de c e s  d e r n i . ~ r e s , d * u t i l i s e r  l e s  équations de 
Maxwell hors des sources: 

Pr6sent6es sous c e t t e  forme, c e s t  un système différentiel 
homogène dont  Is s o l u t i o n  conduit aux gquatlons d i t e  de propa- 
gat ion: 

a..v 
Par hypothèae, les  carsr tér ia t iques  c ( r  x ) y ( x  x2 )  du 

s i l i e u  sont invar iantes  avec l a  d i s tance  lon$i8udinala .  

Il e s t  a l o r s  naturel  dpadmettre que l'onde en propagation conserve 
c e t t e  propriété  e t  prend l a  forme,en régime harmonique: 



Ceci r e v i e n t  a d m e t t r e  pue s e u l e s  l e s  v a r i a t i o n s  t r a n s v e r s a -  ; 

l e s  du m i l i e u  de p r o p a g ~ ~ t i o n  s u f f i s e n t . $  déterminer l e  caractère 
i n t r i n s é q u e  de c e t t e  o n d e , l e  f a c t e u r  l o n g i t b d i n a l  ne  modifiant 
que d t u n e  façon g l o b a l e  sa phase et  son ampl i tude .  

Une t e l l e  hypothsse est v g r i f i é e  s i  (11) est s o l u t i o n  des 
é q u a t i o n s  de propagat ion .0n d r i f  ie aisément ,par  s u b s t i t u t  i o n ,  
que l a  premiere peut  s l $ c r i r e :  

B e t t e  é q u a t i o n  ne se ~ 6 d u i t  e f f e c t i v e m e n t  3 un problème 
v e c t o r i e l  sur ( x y x p )  qut& l a  double  c o n d i t i o n :  

A h e v ~  
yS;T  = Cste = y' 

Y 
$ 3 ~ "  -- = C s t e  y. J= 

d o n t  1s s o l u t i o n  unique est : 

Un ra isonnement  i d e n t i q u e  s ' a p p l i q u e  à ' ~ ~ . ~ a i a  comme l e s  
f o n c t i o n s  Y6ne dependent n i  des m i l i e u x , n i  des champs ,il n 'y  
a aucune r a i s o n  de l e s  d i f f é r e n t i e r  e t  on p r e n d r a  dgsornais 
'Y= a: y H  = Y. 

Dans un m i l i e u  hétgrogsne e t  a n i s o t r o p e  , i n v a r i a n t  
selon Oz, il e x i s t e  t o u j o u r s  des solut  ione d'onde c y l i n -  
d r i q u e  u n i f o r n e  dtipendant d'un f a c t e u r  de p r o p a g a t i o n  
scalaire, 

L r  u n i  fo rmi t  6 de L'onde apparait a i n s i  comme une cons6quence 
d i r e c t e  de c e l l e  du m i l i e u .  

1-2-2 - Généralisa% ion  aux s tructures  curv i l i gnes  

On peut étre t e n t d  cie g é n 6 r a l i s e r  ces  résultats une 
structure curviligne d o n t  la géomét r i e  reste invariante s e l o n  
l a  d i r e c t i o n  x 

3 = 
I 



11 spparait un coEfiicient métrique a (xIx2) # S .En sgparant, 
par une normalisation aux dimenaions,$e earac+ère metripue Ba 
1' allure varia* ionnel-e : 

on trouve immédiatement le nouveau système : 

- 
, ye'x Y@$r, 

dont la so lut ion:  \Y = Ae + Be 
prgcgdente B un Pacteur  métrique prss. 
L a  gén6ralisation est donc p o s s i b l e ,  

est, jidentique B la 

On donnera simplement les nouvelLes expressions pour (2) et 13) :  

ca r  t o u t e  la suiLe  des raisonnements  que nous a l l o n s  effectuer 
peut se reprendre pas $ pas .  

En pratique,  c f  e s t  avec des conditions aux limites l o n g i t u -  - 
d i n a l e s  que ce  type df  onde devient in.teressant,car il permet d e  
r6soudre t o u t  problame aaisotrope et  h g t é r o g s n e  dans un dièdre  
donnd . 

Pour cert a&ns problèmes ,structure courbde par exemple,  e 
e s t  a u s s i  fonction de x . 3 
Si son expression e s t  saparable,ctest & dire a i  on peut ( m i r e :  

= 7 eb ( x  )' ,la s o l u t i o n  d'onde de (13) est  alors non uniforme: 3 3  3 
p3 n "1 

Lorsque la courbure est faible,un développement l i m i t é  de e g ( x  ) 
donne en première approximation une onde u n i f c n n c : c * e s f  l a  a ~ t a o d e  
clsssique. 
Dans l e  cas général d'une fonction quelconque de x ,il n'existe 
plue de solution pour Y indrpendante de xIxg,donc Pinalement pas 
d'onde de l a  forae (X-II) .  



1-3 LE PROBLEME AUX VALEURS PROPRES 

Puisque  l e s  é q u a t i o n s  de Maxwell e t  de p r o p a g a t i o n  l e  s o n t ,  
oa p e u t  c h e r c h e r  $ o b t e n i r  l e  maximum de rense ignements  de l a  
t h é o r i e  g a r t i c u l i 8 r e m e n t s  f6conde des o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s ,  

Pour c e i a , o n  d é f i n i t  t o u t  d ' abord  un espace  s l e c t r o m a g n é t i q u e  
(C) de dimension s i x , q u i  r eg roupe  l ' ensemble  d e s  chsmps: 

Les r e l a t i o n s  ( 9 )  s ' b c r i v e n t  a l o r s  sous la forme o p é r a t i o n n e l l e  
condensda : 

- 4  

L * C  = O avec: 

.3L 
Sous c e t t e  f o r m e , l  s'applique $ t o u s  l e s  t y p e s  d 'onde 

quelque  s o i t  le m i l i e u .  Snt  r o d u i t  par MARCUVITZ ,BRESLER E233163 
e t  que lques  a u t r e s , i l  permet ll&tude r a t i o n n e l l e  d e s  s t r u c t u r e s  
passive~,aetives e t  des t r a n s m i s s i o n  d f 6 n e r g i e .  

Nous 1 ' utilisons ici garce que convenablement remanib,  il 
pemet une s k p a r a t l a n  remarquable  des équations du chastp e l e c -  
t rom agn6t i que. 

L ' e x i s t e n c e  d'une onde progressive en e  étant a s s u r é e  
(En c o n s i d é r a n t  y comme une quan* i t b  a l g d b r i q u e  , l e s  r é s u l t a t s  
o b t e n u s  s t  a p p l i q u e r o n t  formel lement ,  chacun pour  sa par t  ,aux 
deux sens de propagation) on peut décomposer (16) l'aide de 
( 2 )  sous le forme: 

avec: ,  -+ a - ~  

Y$ pour Lt 

L' g q u a t i o n  f 17) es t  fondamentale en t h e o r i e  d e s  o p g r s t e u r s  
3Çinéa i ros :e l l e  correspond a IR r e c h e r c h e  des vect  u r s  p r o p r e s  
C , s s s o e i é s  aux v a l e u r s  roprea y ,de  i t  o p é r a t e u r  *t r r & a t i v e m e n t  
$ l a  f o n c t i o n  de p o i d s  a , 



Ce probl8me d6pend dgalement d' un c e r t a i n  nombre be c o n d i t  ions 
aux l i m i t e s  q u i  son t  impos6es de  f a ç o n .  indépendan te  e t  qui s'appli- 
quen t  i c i  a u  champ 

N 
L a  r e c h e r c h e  da Y s r  i d e n t  i f  i a n t  à c e l l a  du s p e c t r e  de Lt , 

on peut i n t r o d u i r e  imm6diatement,gr$ce aux propriBDés s p e c t r a l e s  
àtun o p 6 r a t a u r , d e s  r & s u l t a t s  g u i  s o n t  p a r f o i s  d g l i c a t s  à d6mon- 
t r e r  d i r e c t e m e n t ,  

Pa r  e x e m p l e , p u i s ~ l e s  m i l i e u x  physiques p a s s i f s  v d r i f i e n t  
des r e l a t i o n s  fondamenta les  de conservatÈon d i 6 n s r g i e  e t  s o n t  
a l o r s  r e p r e s e n t é s  p a r  des tenseurs C49 3 t e l s  que: 

* 
on p e u t  a f f i r m e r , p o u r  c e s  mGmes m i l i e u x , q u e  : y ( & )  = - y (  - w ) .  
En 1 ' absence  t o t a l e  B e  pe r t eeo ,+eç  t e n s e u r s  dev iennen t  purement 
h e m i t i q u e s  e t  v g r i f i e n t  dans L ( l e  f a c t e u r  j y e s t  i n t r o d u i t  
p a r  d é f i n i t i o n ) l a  r e l a t i o n :  

# t JT = - j ( e * I  

Jt on a donc également : y r= - y ----"P y = j p .  
Les pertes 1 6 g k r e s , g u i  se t r a d u i s e n t  p a r  un tenseur a d d i t i o n n e l  
anti-hermitique,c<anduisent aussi au terme a d d i t i o n n e l  a. 

Dans l e s  milieux a n i s o t r o p e s  r6els(ferrites,plasmas,semi- 
conduc teurs  )les paramèt res   et yij a ' i n t r o d u i s e n t  t r e s .  souvent  
cornne des t e r m e s  apparents ou d9équ iva lence .Leur  l o i  de v a r i a -  
t i o n  e n  f o n c t i o n  de l a  f r é q u e n c e  peut  p r 6 s e n t e r  d e s  p o i n t s  sin- 
g u l i e r s  p ô l e s  e t  z é r o s .  
L a  c o n s t a n t e  y posssde  a l o r s  des  ph6nomèhes de coupure e t  de  
résonnance  a s s a c i & s ,  ddpendsnt  du m i l i e u  e t  non des  c o n a i t  i o n s  
aux l i m i t e s ,  

Celles-ci r g g i s s e n t  Plsailleurs l e  s p e c t r e  de  y conime,tout 
spectre 3 deux v a r i a b l e s s e t  on  p e u t  l ' o b t e n i r  a l o r s :  

d i s c r e t  - c o n t i n u  - m i x t e  

s e l o n  q u ' e l l e s  sont eompl&tes  ou non.Nous p r 6 c i ~ e r o n s  dans l e s  
a p p l i c a t i o n s .  

1-4 DEFIMITIOM DE HOUVEA- OPERASEURS MAXWELLIENR' 

I-4-1 Opgrat eu r  v e c t o r i e l  p r i n c i p a l  

e 
L t u t i l i s a t i o n  d i r e c t e  be (17) n ' e s t  cependant  p a s  p o s s i b l e  c a r h  

n ' e s t  p a s  r é g u l i e r  dans   son d e t e r m i n a n t  6 t a n t  de  rang  4. 



Pour 6viter c e t t e  d i f i ' l c u l t 6  ,on d6compose (c) en deux sous-espaces 
t r a n s v e r s a u x  e t  l ong i tua inaux :  

iLI 
e t  on i n t r o d u i t  lT o p é r a t e u r  régulier e t  L i n v e r a i b l e  Pt: 

L e  formalisme &u §LI-2) s ' applique a l o r s  i n t é g r a l e m e n t  avec l a  
s u b s t i t u t i o n :  P -+Pt. 

On p a r t i t i o n n e  e n s u i t e  une seconde f o i s  en décomposant Lt e t 3  
sous l a  forme donnée a u  t a b l e a u  n03 page 15 . 

L'équat ion (17) se sc inde  e n  deux e t  on o b t i e n t  f i n a l e m e n t  
l e s  r e l a t i o n s  fondamentales , v a l a b l e s  pour n t  impor te  q u e l l e  s t r u c -  
ture c y l i n d r i q u e  e t  éguivalen-be aux 6quat i o n s  de  Maxwell: 

arque:On l e u r  donnera beaucoup p lus  de souplesse en c o n t r a l -  
t a n t  l e  s l e s p s c e  t ransver*  dans  ZsFace de confi- 
g u r a t  ion de aimens i o n  2 : Ct = ( Et Ht ) . 
Ceci permet e n  ef f'et d' abandonner l e  partit ionnement 
e t  d ' u t i l i s e r  des matrices symboliques 2 X  2. 

8.)- L a  re lçz t ion  (18 )  morm.t;re iméd ia t e l aen l  que le probl8me 
aux valeura propres r e s t e  l i m i t 6  au %/espace  transversal. 

Cc son t  donc les seuls chsmpa transversaux q u i  f o u r n i s s e n t  l e  
système da vecteurs propres(modes) e t  q u i  suppor ten t  l e s  rela-  
t i o n s  d i  o r t h o g o n a l i t b  (flux d ' é n e r g i e ) .  

Les théories modernes montrent  d ' a i l l e u r s  que 186tude 
complète des p r o p r i g t é s  Bnarggkiques d'uns onde c y l i n d r i q u e  
peut se dédu i r e  de deux   cal air es: y .PI  e t  Y ? ~ ,  où Pa est 
l e  flux total, du v e c t e u r  fie (8oyting à t r a v e r s  un plan trans- 
versal.CB3 



b)- Les deux s espaces  (Cl e t  (ClZ &ont toujours rel ies  entre 
eux car fir et 4 rie stannu?ent' jaraaia,ni$me en m i l i e u  homogène 
e t  isotro$@.lton&8 électromagnkfi  ue forme en e f f e t  un t o u t  et 
dupnt une ériode de temps r6el, appartient .tour $. tour 2 fois 
$ c  e t i l  

6 3 exclusivement Les t ransfomat'ions, intermédiaires 
protbiennentZ justement des j. 

, c l -  Les op6rtlt;eurs propres à chaque s/éspace: y %  - Y ~ I  et 
L , son t  purement linésires.11 est alors possible,sous réserve 
a6"ieur régularité, de e s  inverser pour é l i m i n e r  ï un des champs 
e n t r e  (18) et (19). 

. Dans chaque cas,on obtient une égtrat ion résultante qui peut 
être tons id&rée  comme une équivalence des équations de Maxwell 
dans le siespace ut i l i s 6  .Tautes ces  r e l a t i o n s  fondamentales seront 
étudiées  en dCtaiZ. 

* 
d l -  S i  C E  = O ,il faut d'apres (18): 

L' onde TEH a i n s i  obtenue e s t  une so lut  ion appartenant ngcéssai- 
rement  au noyau de 110p6rateur (L - YS).EEI ce sens,naus verrons 
que e' est une so lu t ion  singulièret%es é q p a t i o n s  de  Maxwell , l t  onde 
régul i sre  étant l'onde TD3 des m i l i e u x  anisotropes .  

,il faut de même avec (19): 

Dans les milieux p4J.aiques ordinairea,~~ et rz ne sant  jamais 
n u l s , &  a n  a donc Cz = 0 : I l  n'existe pas d'onde LEE purement 
S o n g i t u h i n a l e .  

Ceaendant,dans c e r t a i n s  c a s  de resonnance de milieux,on p e u t  
avoir E ( O U  D = O et il peut ex is ter  une onde LE (ou LW) 
qui n'egt pas fide onae électromagnétique à proprement parler, 
mats pf utôt  une onde u l t r a - s o n o r e .  

Bpgrateur û c a l a l r e  a u x i l i a i r e  

Les &qua% iorzs de I.laxwel1 aux divergences , e n  I r  absence de 
sources et en r6glne harmanique,sant une cons6quence de celles 
aux rota% ionr ie l  s .Elles ne s o n t  donc pas thgariquenent indispen- 
sabf e s .  



Cependant, contrairement aux pr%cé.dent es ,elles sont tot alemsnt 
d6cûuplées  entre E et H . E l l e s  fournissent donc une base df6qua- 
t i o n s  scalaires t res  u t i l e s  lorsgu'on veut dlim5ner une seule 
composante l a n g i t u d i u a l e  dans un s/espace tiranaversal ou v i c e  
V e r s & .  

+CC -c. 
Avec 110p6rateur: V-I = N elles s 6 c s i v e n t t o u t  d t  abord: 

x, 

4 a 
puis en d6composant Ilx = I - Y T ~  on peut les transformer fina- 
lement en:  ks 

Si l'enisotrapie du milieu e s t  quelconque,les relations a i n s i  
obtenues sont ~fP6rentielles.Mais s i  elle e s t  au purement 

4 transversale( c t Z  = i l t l  = O ) N se r6duit à un simple sca la ire  
T e t  on o b t i e n t  un moyen commode c i  exprimer EZ ou HZ en f o n c t i o n  

du champ transversal correspondant.  

Les équat ions  de propagation peuvent aussi s ' exprimer sous  l a  
forme operat i o n n e l l e  : 

En dgcomgosant successivement chacun des termes de ces produits 
d'opgrgteiurs ,on arrive sans grande d i f f ' i c u l t 6  à l'expression: 

U +* 
où l e s  dyades Mt e t  Me s ~ n t  données dans l e  tableau 5 page 
suivante  . 





Chap i t r e  II 

LE PROBLEME SCALAIRE FONDAWENTAL 
- - P b - -  

11-1 RECBERCHE D'UNE SOLUTION GEMERALE 

11-1-1 R e l a t i o n s  entre Tt - et tz. 
Lets transformations indispensables éffttctu6es,  il nous 

e s t  maintenant p o s s i b l e  d l k t u a i e r  ûystbmatiquement chaque 
s / e s p a c e  de lFonde fiLectromagn6tlque sur une base scalaire  
ou v e c t o r i e l l e .  

Tout problème cylindrique peu t  se ramener $ Ls r e c h e r c h e  
de deux 6 t r e s  mathématiques c o m p a t i b l e s  l ' u n  & l ' a u t r e  e t  
sa t i s fa i sant  l a  t o t a l i t k  des conditions imposdes . les  deux 
composantes de 5 ou de Tt en fournissent &es (xempies .  

En lailieu isotrope, il peut ê t r e  i n t g r e s s - t  de r e c h e r c h e r ,  
8'33. gxiste,un 2 t r e u n i q u e , t y p e  p o t e n t i e l  de Hertz,dont ddrive 
l'onde toute ent i Z r e  ,Cependant,  en mil ieu  a n i s o t r o p e  ,196xistence 
de 6 composantes de champs entraine simultanément c e l l e  do deux 
p o t e n t i & l s  indépendan t s  .l'étude d i r e c t e  de l'onde sur l e s  champs 
eux-mêmes s'impose a l o r s  d e  % o u t e  éviden<ie?:etest c e  que nous 
a l l o n s  f a i r e .  

11 éxiste deux méthodes de r e s o l u t i o n  d e s  é q u a t i o n s  géné- 
rales (1-18 et 19)~ans l a  p r s i è r e , o n  d l i m i n e  C pour o b t e n i r  
une é q u a t i o n  résolvante en C ,ce qui donne deax s c a l a i r e s  -, 
Dans la seconde,on élimine pour o b t e n i r  c e t t e  f o i s , a v e c  Ct, 
deux vec teurs  non c o l i n é a i r e s .  
Les schémas s o n t  indiqués page suivante. 
E l l e s  sont E q u i v a l e n t e s , m s i s  seulement  dans les l ~ m i t e s  d t u t i -  
l i s a t i o n  des  différents o p é r a t e u r s  a p p a r t e n a n t  $ chaque s l e s g a c e .  



METHOOE 



En fait,ctest la mgthode I qui est presque toujours utilisée: 
d'abord parce  qu'il e s t  plus a i s6  de r&soudre  deux équations 
d i f  f é r e r i t i e l l e s  (coupl6es) s c a l a i r e s  p l u t ô t  que deux v e c t o r i e l l e s  ; 
e n s u i t e  parce  qut e l l e  conduit  ,en revenant  dans ( c ) ~ ,  rgsoudre  
l e  problbme aux v a l e u r s  p ropres  dans l e  s/espace transversal. 
C'  e s t  Is méthode normale,développbe dans ce  chapitre. 
Cependant,il n ' e s t  pas t o u j o u r s  po%$%ble de l f e m p l o y e r , e t  l a  
seconde mgthode s l impase  alorscomme nuus l e  vkrrons au chapitre  
113. 

L'élimination de < e n t r a i n e  Is r é g u l a r i t 6  de (L - Y ~ I . ,  
a f i n  de 1 ' i n v e r s e r . P a u r  une onde h y b r i d e , c e c i  est preg$ue t o u j o u r s  
vérif  i6 $ous admettrons ,dans t o u t  ce c h a p i t r e ,  que l e  dgterminant  
D,, da sa ma t r i ce  a s soc i ée  e s t  non nug. 

- - 
On peut  alors résoudre  e n  par: 

Pour utiliser cette r e l a t i o n ,  il faut c o n n a i t r e  l ' o p é r a t e u r  in- 
verse.0n peut inverser direc$$ment l a  matrice de rang 4,page 17. 
Mais il est plus souple  de ps'ktir de l t e x p r e s s i o n  c i -dessous  e t  
de l'inverser bloc par b loc ;  

A l ' a i d e  des indications e t  des d é f i n i t i o n s  de  :*annexe i,il 
vient a s s e z  fac i lement  : 

e t  on o b t i e n t  finalement la forme d6veloppée (11-1). 



Ces r e l a t i o n s  sont  absolument génd ra l e s  e t  valhbles dans t o u t e  
s t r u c t u r e  c y l i n d r i q u e  uniforme, que l  que sQit l e  milieu, 

E l l e s  montrent que les champs t r a n s v e r s a u x  s'expriment 
t o u j o u r s  en  combinaison l i n é a i r e  vect a r i e l l e  d e s  campo- 
s a n t e s  l o n g i t u d i n a l e s  e t  de leurs g r a d i e n t s .  
En milieu i s o t r o p e  ,seuls les g r a d i e n t s  s u b s i s t e n t .  

En pratique ,pour une structure donnée, il faut e o n n a i t r e  l ' e x -  
' pres s ion  d & t s i l l g e  des  t e n s e u r s  p e r m i t t i v i t é  e t  pe rm6ab i l i t é  

donnge par l e s d t h é o r i e s  physiques  des mil ieux .  

On r a p p e l l e , $  ce s u j e t , l e s  t r a v a u x  de GOLANT,DENISSE-DELCROLX, 
ALLISt rs>~i~ taJe t  de POLf)ER,KIICTEL,ROGAM IL24312rlC203. - ..w' * En posant : E = E + o / j w  on peut & v i d e m e n t  i n t r o d u i r e  
des  mi-lieux semi-conducteurs $ conduct i v i t 6  t e n s o r i e l l e .  

Les q u a n t i t é s  e . .  e t  u i j  son t , en  général,complexes pour  
t e n i r  compte d e s  diz$'$rentes* p e r t e s  d fé .nerg ia ,e t  en o u t r e  des 
f o n c t i o n s  assez compliqudes de 18 fréquence B cause des phéno- 
menes physiques mis en jeu, 
E l l e s  peuvent encore  dépendre localement  de l a  t empéra tu re  ,des  
champs E ou H de p o l a r i s s t l o n , d e  l a  p r e s s i o n , e t c . , .  
Notre but 6 t a n t  l'arzalyse systématique des s t r u c t u r e s , n o u s  con- 
serverons à c e s  termes leur c a r a c t è r e  indgterrniné , t o u t  en rets* 
pec t an t  l e u r s  é v e n t u e l l e s  var ia t ions ,  

IL e s t  n6c6ssa;ire d'expliciter totalernent,compoa~antes par  com- 
p o s a n t e s , l e s  r e l a t i o n s ( 1 1 - 1 ) . ~ o u ç  avons cho i s i , pou r  6 v i t e r  de 
t r e s  longs  d'veloppements , l e s  n o t a t i o n s  suivantes ,oi'i les co6f- 
f i c i e n t s  son t  tous Bonnés en annexe II. 

Remarques:Comme on peut  l e  v ( r i f i e r , l a s  champs 3 e t  t ne sont 
pas orthogonaux,sauf parfois en quelques p o i g t s  d e  1s 
s e c t i o n  d r o i t e ,  



T o u t e f o i s , e n  m i l i e u  i so trope '  e t  honag8ne, i l s  l e  deviennent en 
t o u t  point de 1s s e c t i o n  d r o i t e  pour les ondes. t ransverse s ,  
Leur po lar i sa t ion  es t  fixée par le rn,ilfeu,'et varie en gBnéra3 
dans l e  plan transversa1 ,El le  varie aussi au cours de La p é r i o d e ,  

e- 
La r e l a t i o n  = z d é f i n i t  une dyade fonction du p o i n t  qui 
perd ss signi%'icati8h d t  impédance d'onde qu'elle possède en 
m i l i e u  homogsne i so t rope .  

Les flux d8énergie sont exprirngs par un vecteur de ~oynt ing ,mai s  
ne sont pas néc8asairement dir iges  en  tout point dans le sens de 
propagation de 1' onde, car 1 ' hnergle tourbillonne en général .  

IL-1-2 Loi de dispersion. 
ru sr 

Puisque (r -YA,)  p t  rdgulier,~a solution C obtenuQtest  aussi 
e t  $ une vkkeur de C ccrrespont. une,et une seule,de Ct. 

2 

On peut aiore  rechercher,dsns   un systètne homogène aux com- 
posantes t ransversa l e s .  Par excmple,en u t i l i s a n t  eirectement 
(XII-1) , 
11 c o n d u i t ,  p a i s  son dGtermlnant do i t  6tre i d e n t  iquement nul ,& 
une r e l a t i o n  f E U  qui e s t  Zf6quei.t;ion de  dispersion. 

En milPeu inàéf ini , e t  est souvent une 6guat ion alggbrique d u  4' 
ordre.Pour L'onde planespar  exernple,en milieu t o t a l e m e n t  anisa- 
trope mais ho laoghe , e l l e  e s t  donn6e par (1XI-;Lil) page 50.  

Avec des c o n d i t i o n s  aux limiles,le problème est plus  complexe 
et sera 6tudiE au c h a p i t r e  IV. 

L'équation de dispersion admet,en g g n b r a l ,  2 racines en Y 2 
a u  k en y. 12. l e u r  corresponO deux types  d t  ontle Blectromagndt igue, 
d i f  f6rent s en nature , e t  pouvant, simultanément ou non ,se propager 
sur l a  s t ruc ture ,  
Ce sont les ondes hybrides: EH e t  BE . 
Leur d i s t i n c t i o n  est  basée sur be fait que fa première composante 
c i t é e  joue un r6le prinordial,Malheuresement~au. cours de son e x i s -  
t e n c e  de w = Q jusqutà w - =,une même onde peut,dans cer ta ins  cas, 
s e  modifier entièrement: demsrrage en H pure l a  coupure,pour 
t e n d r e  vers une Limite E pure & fsGquence infinie. 

La mise  e n  ordre du spectre  de  ces ondes e s t  l ' u n  des probfk- 
mes ac tue l s  &es structures anisotropts.l2 n é c é a s f t e  d'importants 
moyens de calcul numdrique. 



S i  l e  m i l i e u  Te permet , l e s  ondes hybrides peuvent prendre  
les formes r g d u i t e a :  TE,THsLE,LRsTENo 

Mous rappelons que S r é x i s t e n c o  s i m u l t a n é e  de deux de ces  ondes 
e s t  . a  l ' o r i g i n e  deo effets de r o t a t i o n  Faraday e t  de b i r é f r i n g e n c e  
dans l e s  mil ieux  a n i s o t r o p e s  .Il s u f f i t  que 1' isotropie s o i t  t r a n s -  
versale pour que c e s  e f f e t s  c e s s e n t .  

Pour chaque type d t o n d e , p a t  exemple pour l a  valeur y: ,il 
e x i s t e  deux ondes cor respondan t  a u  deux sens  possible de propa- 
gation s e l o n  l a  d i r e c t  i o n  l o n g i t u d i n a l e  . E l l e s  ne s o n t  pas i d e n t  i- 
iues,cas l e s  contposantes dgpendent de y e t  de  son signe. 
Ce r é s u l t a t  e s t  automatiquement  v g r i f i 6  pour une d é t e r m i n a t i o n  

q u a t r e  valeurs de y .  

L'ordre 4 de l t  é q u a t i o n  de d i s p e r s i o n  e s t  c a r a c t é r i s t i q u e  
des équations de Msxwe2.1, Comme nous 1' avons vu,  celles aux rota- 
t i o n e l s  ( e t  sans se borner aux problcCmes c y l i n d r i q u e s  ) peuvent 
s ' i n t e r p r e t e r  comme un systgme l i n é a i r e  & 6 6guat ions .Mais  c e l l e s  
aux divergences, simultanément  v é r i f i é e s , p e r m e t t e n t  d ' é l i m i n e r  
deux inconnues  e t  de ramener l e  systgme s u  r a n g  4 ,  

Cependant ,  c e c i  n'est pPus v a l a b l e  en prgsence d' i n t e r a c t i o n  
e n t r e  l e  champ e t  Le miliea. . * 

Par  exemple, dans un p ~ ~ s m a , l a  p r o p a g a t i o n  d k n e  onde peu t  e n t r a i -  
ner une perturbation suff isan'ke,dans l e s  d i s t r i b u t i o n s  a l e c t r o n i -  
guea e t  i o n i q u e s , p o u r  r6agir sur Je  champ.Il faut a l o r s  a j o u t e r  
aux hquations de Maxwell &elJ.es de l a  c o n s e r v a t i o n  deXa charge 
et de  l a  quanti tg  d.e mouvement ,ce qui a l l a n g e  le systame initial. 
On a b o u t i t  une Squation de d i s p e r s i o n  en  yC*"',I? é t a n t  ie non- . -- 

bse  d e  t y p e  d'ions pr6sents  dans l e  m i l i e u s e t  il e x i s t e  a l o r s  
(N+3) types d 'ondes  d i f f g r e n t  S .  

If-2 LE SOUS-ESPACE LONCITUDIMAL 

I I - 2 - I  Sgstsne fandamental 

Puisque est connu(11-2) ,il suffit s a c h e v e r  l a  s u b s f  i t u t i o n  
pour ob.te6ir  l t e q u a t i o n  résoluante en  c ~ :  

Apres quelques manipu la t ions ,on  peut l u i  donner l e  forme 
d'un sys thme d i f f é r e n t i e l  homoghne aux composantes i o n g i t u d i -  
nskes : 



Ce systène ,dont les 616ments sont donnes au tableau n06,  
page 2 3 , e s t  c o n s t  i tuè  de deux gguat ions  d i f f é r e n t i e l l e s  du second 
ordre,aux d é r i v b e s  partielles e t  couplées. 

' L e  couplage,caract6ristique des  ondes h y b r i d e s , e s t  imposé par l e  
mi l ieu  lui-même ou par les eondit  ions aux l i m i t e s  .Rous reviendrons 
sur ce  point $ l a  f i n  d e  ce  c h a p i t r e .  

f l  est t s 2  u t i l ~ d e  conna i tre  l a  forme non rense ignge  d e  
(11-4) i o taque  * e t  Et "#>Y sont pas encore transformés. 
On trouve: t 

Nota: Une r e l a t i o n  un peu p l u s  êLoign6e ,qui s * o b t i e p t  directemeat 
en prenant l e  r o t a t i o n n a l  t r a n s v e r s a l  des équat ions  d e  

Maxwell t r a n s v e r s a l e s  ,est donn&e par: 

Thgoriquement ,il e s t  possible de découpler  les 6quat ions 
(11-5) par él imination de Rz ,ou d e  B e t  on o b t i e n t  alors deux 
equationa intggro-différentxelles du'Lo ordre , tota lement  sgn6- 
triques ( E i . j ~ ~ i  1: 
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Tableau n06 

1 Ope rot ours transversaux ; 

I 



C'est b part ir  de l'une df  elle que l t ' o n  obt ient  ,comme nous 
l e  verrons , l a  s o l u t  ion d'onde pour uae. structure donnge. 

Avant de poursuiv~e,naus proposons un exemple t r e s  simple 
de recherche d e  s o l u t i o n  dr  onde ,qui illustre les m l t h o d e s  i n t r o -  
d u i t e s  jusqu' i c l : l e  milieu est homoghe ,an i so trope  ,gyromagnétique 
à aimantation transversale.0n cherche une onde i n d g f i n i e  satis- 
f a i s a n t  aux conditions suivantes impos6es: 

3 uniforme en y ( - = 0 )  
3 Y  

e t  on montre que l a  solution est une TE aont on donne l e s  compa- 
s a n t e s ; l e s  détails sont en page 25  e t  26. 

11-2-2 L'équation i n t é g r a - d i f f é r e n t  ielle 

Les équations i n t h g r o - d i f f l e n t  ielles (11-8) n 6 c e s s i t a n t  l e  
calcul formel des opérateurs A- . 
En coordonnles cylindriquea,leg  prenne l a  forme développée 
d'un o p é ~ a t e u r   aux dérivges paf i t ie l les  : 

(a) 1 3  J 3 . 3  3 a 3" 
L = a - e  /e  - + b e  /e - + c - +  

eXe2Jx2 * JXI e e  Jxa ' J x ~  
1 2  JTtJxi 

Même en milieu homogène,et $ cause &es facteurs  &triques 
s1(xIx2) et ~ ~ ( x ~ x ~ ) * i l  n'est pas B c o é f f i c i e n t s  cons tanta .  

f2) 
L q  invers ion  de 1 '6quat ion  d i f f é r e n t i e l l e :  Y = L (x) ,gui en- 
t ra ine  l a  connaissance de X =r L~'-'(Y), n ' e s t  possible que sti3. 
e x i s t e  u i e  s o l u t i o n  forihelle de cette équaf ion;ce qui n ' e s t  pas 
toujours v6rifiG.Sans aborder l'étude délicate de l'éxistence 8 4 

d t  une telle s o l u t i o n , m  peut affirmer qu'elle 6 x i s t e  a i  on connait 
l a  f o n c t i o n  de Green G de l'opérateur L?' ,. 

Par exemple ,en coordaandes cart Gsieanes ,on a i m g d i a t  ement : 

~ ( r y )  -J ~ ( > ; y , x ' y '  ) ~ i x ' y '  ) d i 'dy '  

Pour un probléme monovsriab2.e,on $appel le  que: 







oa X 
I , 2  

représente deux solut ions  . inalpendantes de L'"(x) = O .  

Pour un probléme h 2 v a r i a b l e s , l s  fanceionde Green est 
beaucoup plus compliquée .Il en é x i s ~ e  quelques' unes en Electro- 
magnbtisme,msis on notera que L est pXus complet qu'un l ap lac i en  
ou un d' rtlembextien,et cornprent en particulier des termes c r o i s é s .  

Finalement ,la s o l u t i o n  proposée n'est valabLe qge si 1Ckxis- 
termce de  G,ou de L"' e s t  8ssurée.Dans l a  mzégative,il Qaut une 
mgthode de rechange que nous allons proposer, 

Méthode des combinaisons d i f f g r e a t  i e l l e s  

R6écrivons l e s  relations (II-5), avec l e s  opérateurs  sous la 
forme plus symétrique: 

L e  d6couplage e s t  imm6diat s ' i l  e s t  p o s s i b l e  d'obtenir une corn- 
mutatiuité  da certa ins  opérateurs , c t  est & dire,par exemple , s i :  

W Il v i e n t  alcrs,en applliquant séparénent L; e t  Lx $ chacune d e s  
Bquations(1f-9): 

Ceci donne E par une 6quation d i f f g r e n t i e l l e  aux dEriv6es par- 
%e t i e l l e s  du 4 ordre.Cf est d t a i l l $ u r s  l a  m ê m e  qui donnera Hz et 

on a: 
,f*, F_ <&)H 

-,L (11-11) 

Une telle 6quat i on  peut sembler lourde $ u t i l i s e r  ,mais nous allons 
v o i r  qu'en r 6 s L i t 6  on cherche à la dissacier. 

Malheuresement,la mgthode d i r e c t e  que nous venons de proposer 
n t  est toujours possible qu' en coardonnées cartés iennes  .En coordon- 
a6es circulaires,et à fortiori dans l e s  autres syst&mes,la conmuta- 
t i v i t é  nrBxiste p l u s  $ cause des co t i f f i c i en t s  mdtriques: 
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11 faut a lors  chercher ,par t âtonnenents ,des coybinaiaons dif fé- 
rentielles qui or ientent  l e s  calculs vers $ 8  methode de s6p8Dation 
que nous 'allons.décrire en coordonn6es cartbsiennes .  
Posons: 

Li intggration de (1 X-IO) est toujoure possible ,par sÉparat ion d e s  
varisbSes ,avec des solut ions elgrnent a i r e s  en  exp(px + qy) . 

Cependant ,on na cherche pas t o u t e s  l e s  solutions ,mais seule- 
ment c e l l e s  qui proviennent dtun opgrateur L~). 

Pour pr&ci ser  l e  problème ,supposons tout d t  abord que  eut 
se d6composer en un produit opé ra t ionne l :  

Si E: et E' sont respectivement so lu t ions  de  L et L2,1a soLu- 
t i o n  de (12-10) , e t  une so lu t ion  convenable ,s t é 8 r i t :  

sans c o b f f i c i e n t  s arbitraires apparents puisgut i l s  sont i m p l i c i -  
tement compris dans chaque champ partiel. 

La solut ion cherchée spparrti't donc, f inalement, comme l a  
somme d e  deux s o l u t i o n s  indépendantes  provenant de deux opé- 
rateurs fi'*'appropriés, 
C'est ls recherche 'de ces  opérateurs qui guide les calculs en 
coordcnndes g6néraîes.  

On obtient g i  de façon clasaiquei8 tou t  ly'on a s s o c i e  l e  poly- 
nôme 3 deux @&riables  P i t e l  que: 

e t  l e s  deux couples de racines de l ' équat ion :  Pi(pq) = O donnent 
1% solution cherchée: 



On notera que (11-12) entraine: P = P2.PI  . 
Lorsque ( 11-12?. n1 apparait pas pos s ib l e  , e t  même simpkeazent 

s i  on l e  d6sire ,on peut toujours ü C i l i s e r  l a  sb lu t ion  g6nérale 
de L avec les 4 couples ( p . 9 . )  racines de ~ ( p q )  = O; 

3 3 

( II- 14 ) 

IL s u f f i r a  a l o r s  de ddterminer l e s  co6f ' f ie ients  ( i l s  sont évidem- 
ment en surnombre} pour conserver une s o l u t i a n  convenable. 

Campte-tenu de (11-11) on pose de. même: 

Cependant,& cause du couplage,las coéff ' ic ients  Ci et D ne sont 
pas tous a r b i t r a i r e s ,  j 

Pour les déterminerson pose: 

, - -- 
et on r 6 l n t r o d u i t  (11-14 et 15) dans (11-9) .comme chaque onde 
éIkmentaire posssde un couple ,et un seul ,de champs longitudinaux, 
on peut rannder tous les A . B  ne correspondant pas l a  s o l u t i o n  
retenue,& ddtera iner  s i n s f  l e s  r isu$ terne à ternie. 
Lt ind6texmination qui subsiste sur l e  choix de% A .  ,B. & retenir 
e s t  d 6 f  ini t ivement  l e v é e  par l a s  ccndit ions  sur l$miaes impos6.s 

la s#pueture.  

11-2-4 Cas des coorùqnnbes cy l indr iques ,  

Les ogérs teurs   sont i c i  de l a  forme: 

Leur s o l u t i o n  géndrale n ' e s t  malheuresement pas une fonct ion  
connue t s b u l g e  .Dans quelques cas t r e s  particuliers , e t  lorsque 
certaines relations convenables sont v é r i f i e e s  par l e s  c o é f f i -  
c i e n t  s ,  i l  e x i s t e  des so lu t  i o n s  de lq, forme: 



mais ,dans l e  cas ggngral ,  il fauara rechercher.  des so lu t  ions 
approch6es par l e s  nEthodes classiques: d6vcloppement en sgr ie ,  
par exemple, 
On ne r e t i e n t  évidemment,pcur H , que la mêmg symétrie de riho- 
l u t i o n  que E .la so lu t ion  sera Benc en exp( jme) pour l e s  deux 
composantes ;'et comme e l l e s  doivent posséder-en outre  l a  même 
p é r i o d i c i t é  radiale,ellea dérivent d l  un meme degr6 indiciel. 
Fiaalenent,on cherchera directement l e s  so lu t ions :  

11-3 APPLICA3ION A QUELQUES MILIEUX PARTICULIERS 

11-3-1 Milieu ~ r o t  rope hornbgsne 

.Ll 
A cause de l a  forme t r e s  simple prise par les tenseurs  

L e t T  ( c f  Annexe 1)1e problème du découplage se réscud i c i  
immédistement,quelle que s o i t  les coordonnées t r a n s v e r s a l e s 8  

Les r e l a t i o n s  (31-9) sq6crivent ,tau* c a l c u ~ s  e f f e c t u g s  : 

ou encorespour simpllf i e r :  

(Ab + n ) ~ ~  + bAZ = O 

Evidemment ,les oparateurs: (At+ c )  et b cornmutent .En l e s  a p p l i -  
quant respectivement & l a  premisre et seconde 6quat ion,on forme 
immédiatement l 'opérateur  bC4) : 



On peut l e  met-bre sous l a  forme d'un produit  op6rationnel  en 
posant : 

2 Par identification,'il vient: 8, + = a + c et szs:  = ac - bd 
ce qui donne s comme racine de lv6quat ion:  

2 On s d o n c :  E .E + E avec : (At+ 
$2 2 2  

e t  de aême: HZ . . = rE +. r E où l e s  r,. ,rapidement calculés de 
1 + Z  2 9 2  

(11-16) sont donnés par: 

2 * - af/b = d/(sl - C )  T& = (s, 

D'autres méthodes de séparathan ont été propos6es pour ce 
m i l i e u :  c e l l e  de KALES @il, reprise par de nombreux auteurs, est  
originale.~lle rev ient  à e f f e c t u e r  un changement de f o n c t i o n ,  
analogue au changement de variable en alge'bre linéaire,pour 
o b t e n i r  une diagonal ie lat ion de (13-4). 
Celle de W A L D R Q & $ , ~ U ~  est presque i d e n t i q u e  à l a  n o t r e , r e v i e n t  
la décomposit i o n  systt$mstique d'un opLreteur L" en ses composan- 
tes de vibration L' . 

11-3-2 - M i l i e u  isotrope 
2 '  2 

En m i l f e u  isotrope,non homogane en ganérsl , e t  avec :  y2 + u rv = s 
les r e l a t i o n s  ( I X - 5 )  sf6criuent: 



Sous c e t t e  forme , e x l e s  c o n v i e n n e d l  par%icul iè rement  bien,en 
m i l i e u  d i s c a n t i n u ,  &ux ~ é t h o d c s  de dEcompasktion au$ 1-I-3. 
En d6veEoppant l e s  og6rateurs ,na obt i e n k  f ina lement  le système 
d i f f e r e n t i e l  e o u p f f  non homogène: 

IL existe plusieurs  v a r i a n ~ e s  paur Xe s c ~ o n d  membre,obtenues en 
dgvoppant  & i f  Pgrernnent chacun  des g r a d i e n t s .  

Les op6setteurs du. Labl.e%u nb6[pagcr 2 3 )  s t  Q c r i v e n t  ici: 

L'inversion c?e A es5  re la t ivement ;  faciJe.Par exem_ul.e,si E et ~s t ne dépendent  que de x x  ,on trouve inimédiot ement : 

Evidemment,on peut a u s s i  appl iquer  la mgthode des combinaisons 
diffkrentiel2es. 

En m i l i e u  homogène: s2 = C s t e , e t  on retrouve les équations b i e n  
Connues : 



11-3-3 Remarqués sur l e  couplaae dés champs; 

Considgrons tout d' abord un milieu i sotrope .Les termes de 
couplage proviennentdes opersteurs At d e  (II-19). 

33s sont  identiquement nuls en m i l i e u  honoghe car: 

On retrouve a i n s i  un rdsult  at connu dbmontré par AEILER'Cî3 de  
façon d i f f g r e n t e  : l e s  champs sont toujours d6coupl6s en milieu 
homogane in06 f lni. 
La raison physique du couplage en n i l i e y  h6tgrogène e s t  évidente:  

Toute-vari3t %on du m i l i e u  eatraine des var iat ions  d i f  fkrentes 
pour E et; E,et ceux-c i  doivent réagir l ' u n  sur l'autre pour 
sa t i s fa i re  de nouveau les 6quations de !$sxwelL i3 chaque i n s -  
tant . 

Cependruit ,le& opérateurs At peuvent encore s annuler dans ccrt a ins  
cas p a r t i c u l i e r s .  

Par exemple,supposons l%onde uniforme par rapport $ l a  variable 
x .Il r e s t e  alors: 2 

S& l e  m i l i e u  ae dépend pas,2ui s u e s i , d e  x ,le couplage cesse.11 
n!y s plus  r é a c t i o n , u n e  fois l'onde itab~blse ,du milieu sur l e  
champ e t  c e l u i - c i  posssde l t  u n i f o r m i t 6  du mil ieu.  

C'est ce  raisonriement qui explique l'existence d'onde TE e t  
TH (donc t o t  rrlément d6coupl6es) en milieu hétlirogbne. 

Revenons au m i l i e u  isotrope homogGne.Si on impose B l'onde des 
conditions aux l imites  e l l e s - c i  ' dif fèrent  pour Ë? e t  3,doiic en 
par t i cu l i er  pour e~ '3 . 

2 .  Les valeurs pàopre8 y ,qux a *  i d e n t i f i e n t  ,pour une frépuenea donnée, 
. aux valeurs  s sontea gén&raZ d i f f g r e n t ç s  pour chacune des g q u a t i o n ~  
aux l imi tas  (11-20) .une onde hybride n ' e x i s t e  donc que s i  elles 
gossadent une p a r t i e  commune. 
Toute s o l u t i o n  correspondante prcna un rapport B /H. bien déter- 
minb,et  l e s  cond i t  i o n s  aux l i m i t e s  , en  ce ~ e n s , ~ r % v o ~ u e n t  un cer- 
t a i n  couplage ,Berne en  mi l i eu  honogsne .SB il n' apparait pas formel- 
lement dans les squat ions  dtonde,ctest par ce q u ' i l  n C e s t  pas 
sutornatiquement v 6 r i f i b  en cours de propagation dans le m i l i e u .  



Une variation continue des condition$ aux l i m i t e s  entra ine  urze 
modification continua d e  l'onde qui peut a i n s i  se dlaoupler 
totalement , l e  cas Qchéant .Ce ph6namane se proddit aussi en nul- 
t i -mil ieux,mais ,&viaement, pour un essembf é diecret  de p o i n t s  
de fréquence. 

En m i l i e u  anisotrope hbtérogène,le couplage e x i s t e  pour Les 
mêmes' ra isons  que grdc8demment ,C'est en m i l i e u  homog8n.e que 
l'étude est in t êre s sante .  
Dans le cas  c i f  une anisotropie  quelconque ,la couplage n T  e s t  p&8 
nul car les di f férentes  d6r ivat îons  in trodu i t e s  par les At ne 
se compensent pas  .Phyaiguement , l e  couplage intervient pour l a  
conservation du flux d t  &énergie ,puisqut une anisotropie  quelconque 
l e  modifie constamment;l'qate laag i tudina1  n'étant pas un axe 
optique . 
Pour une anisotropie  transversale pure, il vient:  

-Pd 
le couplage cesse s i  les asades roéf f ic ients  de pt-Qkont une 
réduite scalaire. 

Ceci ea tr s ine  les condit  ions simultanées : 

qui ne sont pas vdrifiées en gdn6ra1,et conduident encore une 
onde hybride,  

Cependant ,en milieu aaisot rope homogène, il  e x i s t  s des  eondit  ions 
moins rigoureuses de d6coupLage lorsque le champ 6lectromagn6ti- 
que ne depend que d'une seule variable. 

L e  l e c t e u r  v é r i f i e r a  sans peineque l e s  mi l i eur  suivants sont $ 
&&couplage total : 



Dgpendance des chçtmps 

Physiquement,ce decouplage e x i s t e  pour des raisons analogues 
au cas isotrope. 

pour terminer c e  chapitre,on donne en annexe une application 
de la méthode des combinaisons d i f f Ê r e n t i e l l e s .  



Application : 





Chapitre III 

LE PROBLEWE VECTORlEL ; LES ONDES TRAMSVERSES ET PRIMCIPALES 

111-1 RETOUR AU SOUS-ESPACE TRAMSVERSAL 

III-I: Recherche ibirecte des composanntss transuersalee,  

Nous a l l o n s  décrire t r è s  rapidement La seconde mgthode de r6solu- 
tion a e ~ ~ q u a t i o n s  d 8  onde. 
Puisque L e s t  toujours régal i e r , o n  é l i m i n e  7% entre (1-10 et 19) 
e t  on obt f  ent l é q u a t i o n  fondament ale aux champs transversaux: 

Comme pr6vu,ctest un problème aux valeurs propres. 

Par a n a l o g i e  aux ddveloppenen.t s grécgdent s ,on lui donne la forme: 

.On o b t i e n t  c e t t e  f o i s  un systsme de deux équations différentielles 
vectorielle8,ds second ordre et couplées. 
Les 616ments de ce systame sont donnés en bas du tableau n06,page 23 .  



-W. 
Il e_st encore possible de l e  d6couplér  par é l ' hn ina t i on  de Ht,ou 
de Et ,et en o b t i e n t  les  équation,^ r ê s o l v & t e $  du k 0  ordre: 

La seule-difficulté consiste encore daus L'inversion des opé- 
rateurs A t ,  
En ilLustration,nous donnons page 1" le c a l c u l  d'un up6rateur 
inverse,puur unp  onde uniforme selon 1% v a r i a b l e  x . l ï  s'Éffec- 
t u e  rapidement c a ~  ". est, possible,par élirainaLian d'une campo- 
san%e ,&e ransener A E  5 une é q u a t i o n  d i f t ' 6 r e n t i e l l e  o r d i n a i r e  du 
second  ordre 3 coé$f  icient s c o n s t a n t  S .  - 

De la forane r:̂ eire des  u p g r a t e u r s  A ,on deduit que Xa rgsolu-  
t t i o n  i?u problème s te f fec*cue  srrns i n t 6 g r a t k o n  si: 

C e c i  est automadt iquement  v 6 r i f i d  d a n s  les mil i eux  à anisa -  
t r o r i e  t r a n s v e r ~ a l c  et les n i l i e u x  isotscpas,I3aus a l l a n s  t r a i t e r  
en d e t a i l  le premie r  eas,ie second  s'en d 6 d u i s a n t  imm6diatement 
par r é d u c t i s n  d e s  616rnenls dyadiuues .  

1x1-1-2 - Cas iiu m i l i e u  ---------- a n i e ç i l r o ~ e  t r a n s v e r s a l .  p u r  
.e-) 4 .Ur -,A 

Pour c e  nilieu,on a :  ILr - A c  = :-YI?% =p 
At 

.. ~ r j )  
,t Y t  

La premi5i*e 6 q u a t  ion ( I I T - ~ ]  p r e n d  la forme r d d u i t e (  l e s  termes 
du h0 o r d r e  d i ç :pa r a i s s en t  1 : 

+ 
La syrn6tri.e c .- pi conduit La même é q u a t i o n  f o r m e l l e  pour Et. 

i~ 





En m i l i e u  g y r o t  rope homogène, quelques simplif $cati i o n s  se pro- 
d u i s e n t  parce que le& dyades se décomposent-en rgduites scakaires . 

6, ~vec:l?%= txyt + jeept + E t s= ( E ~ I ~  - j c 2 P t ) / ( € : -  c;) 

1 ~d pour Tt. 

on t r a n s f o r m e  If é q u a t i o n  pr6cEdente  en : 

4 -*-BbrL &-)+Y, J W 1  

d tut x: neQ"yst + aQ?":.Pt. 12% +. CE+, 

2 a - ( 5 - g  ) ~ - Y u = B ~ + ~ u  L( c Pt a v e c :  1 A = ??- 

La r e l a t i v e  c o m p l & x i t é  de ' (111-4) f a i t  E v i d e m e n t  préférer,comme 
d'ailleurs dans la plu-part  &es cas,J . 'Equa%i.on aux composantes  
l o n g i t u d i n a l e  c o r r e s n o n d a n t e  ( 11-16), 

n rr d - 2 - 
dn n i l i e u  isotrope: A = O ; B = 0 C = ( y 2  + w ~ l i ) I+  et il 
r e s t e :  

111-2 -- L'OPEHATEUR DE PROPAGATIOC 

111-2-1 Le aroblène t r a n s v e r s a l  -- sans couplage 

La r e s o l u t i o n  ~ . ~ ( X I I - 3 )  st l i g e  à l a  p c a s i b l i t 6  d'inverser 
formellement i e s  dÿaiies At. Celle de (111-2) ,qui  é v i t e  appa- 
remment c e t t e  d i f f i c u l t f i  c o n d u i t  en f a i t  i un s y s tkme  de 4 équa- 
t i o n s  diffêsentielfes coup16es ,le &dcouplage,effectué pas  & pas  
sur chaque c ~ ~ p o s a n t e ,  p e u l  conduire t r e s  rap idement  t?i des c a l c u l s  
i n e x t r i c a b l e s .  

Pour résoudre l e  prabl&~e,on r e v i e n t  a (1-22)  qui,$ ltaide de 
(1-20 et 21) ,permet d 1  o b t e n i r  deux équations différentielles 
vectorielles,du second o r d r e  eL non couplees .  



Si l e  m i l i e u  e s t  t o t a l e m e n t  a n i s o t r o p e , l a  recherche. de E sV6f- 
f e c t u e  à partir d'une 6 q u a t i a n  d i f f 6 r e n t i e J l e  aux dbrivdeg par- 
t S e l l e s  du p remie r  o r d r e  .Se s o l u t i o n  é x i s t e  t o u & u r s  ,mais con- 
d u i r a  f i n a l e m e n t  à une équat ion i n t 6 g r a l e  pour Et .  

H t u r e s e m e n t , i l  n g 6 x i s t e  pas e n  p r a t i q u e  ae milieu possédan t  
B Za f o i s  uae g e r m i t t i v i t d  e t  une p e r m é a b i l i t é  en a n i s o t r o p i e  
quelconque . l ' une  d e s  g randeur  est très souven t  s c a l a i r e  ,ou t o u t  
a u  moins poss6de des 6léments d r a n i s o t r a p i e  n 6 g l i g a b l e s  devant 
l q a u t r e . D a b s  c e  c a s  ,an a a u s s i t o t :  

-".r 

- *  QB zz O pour  qut aucune E n . f a i t . i l .  s u f f i t  que : E = ptz t 2, i n t é g r a t i o n  ne  soit nécés%gire.  

L a  r é s o l u t i o n  de Et éffectuEt5,on an  dédui t  pas à pas l a ,  
t o t a l i t g  du cham? 6 l e c t r o m a g n é t i q u e  iZ p a r t i r ,  d e s  éq ,us t ions  de 
Haxwell ,modif i6es ou non,selon ie schéma: 

4 
Une méthode i d e n t i q u e  s' a p p l i q u e  pour Ht . 

111-2-2 P e r m é a b i l i t g  scalaire 

P2r hypothésc: pi-x r ) 'est une grandeur s c a l s i r e , t a n d i s  pue 2 2 
E ( X  x } est un t e n s e u r  -quelconqne. = .2 
Avec (1-22) et ( I I I -6)  ,on forme l * i . q u s t i o n  r é s o l v a n t e  pour q: 
( f ~ 3 - 7 ) , ~ a ~ é  43' 

4 3 
Après c a l c u l  du champ t o t a l :  11 = Et + ,on d é d u i t  Ê d e  la 

Z seconde gquat ion de Kaxwell: 

-). 

On peut  a u s a i , a r e c ( I I I - 8  et ~),ealculer directement Et et EZ 



&g'pm y?.'>yAF 7- -. > 8 i , *  
SnL .# ' 

-43- 8 8 

' P -  
.+: -- - 



Ces expressions,en général assez  compliquées,sk réduisent ra- 
pidement dans Tes cas usuels : 
Par exemple,pour un plasma à a i m a n t a t i o n  longltudinsle,avec: 
3 
E =-z = O e t 5 i . =  tz 2% va 

,il v i e n t  a u s s l t â t :  

Pour un, m i l i e u  t o t  alenent i s o t r o p e  : ~ ( x ~ x ~ ) ,  JJ(X x ) ,on trouve 
alors: 1 2  

En m i l i e u  h o m o g è n e , c e s  r e l a t i o n s  se  r é h i s e n t  à celles bien 
connues:  

If 1-2-3 F e r m i t t i v l t 6  s c a l a i r e  

Les résultats  du  S p r é c é d e n t  se t r a n s p o s e n t  directement au cas 
du m i l i e u :  e(xIx,), ~ ( x .  r 1.11 s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  symgtrie: 

i 2 c i j C f v  . .Bous n ' i n s i s t e r o n s  p a s i c i  d'avantage. 
i 3 

111-3 REDUCTION DES ONDES HYBRIDES 
----II------ '.. 

111-3-1 Les orides & ehaurp é l e c t r i g u e  Lransverse~l - 

Jusqu'ici,la s o l u t i o n  d ' o n d e  g é n é r a l e  e s t  une o n d e  hybride EH ou 
EE.Cependsnt,nous avons vu que le couplage des c o ~ p o s a g t e s  Lon- 
g i t u à i n a f e s  n'est pas t o u j o u r s  indispensable e t  que Iton peut 



choisir Ez e t  HZ d e  façon  indf ipendante ,  sous réserve de eompst ibi- 
l i t 6  avec l a s  conditions aux  l i m i t e s  annexges. 

11. est donc i n t é m a n t  d e  rechercher sys.t;$matiquernent les 
o n d e s  $ découp lage  L o t a l  n e  comprenant qu'une s e u l e  composante 
L o n g i t u d i n a l e ,  
En m i l i e u  h é t g r o g è n e  e t  a n i s o t r o p e ,  e l l e s  o n t  e n  général  5 compo- 
s a n t e s  qui d g r i v e n t  t o u t e s  d'une seule f o n c t i o n  s ca l a i r e  de deux 

. vsr iables . f la i s  il e x i s t e  aussi d e s  ondes p3us simples 3 3 compo- 
s a n t e s  ,$ p o l a r i s a t  ion t r a n s v e r s a l e  lin6aire,et un i fo rme  selon 
l ' u n e  d e s  v a r i a b l e s  t r a n s v e r s a l e â ,  

+ 
Si EZ = O,lféquation de p r o p a g a t i o n  pour  l e  champ t o t a l  E 

d e v i e n t  au tomat iquement  c e l l e  de 3 . 
E l l e  est immédiatement  donnée par i a  1' é q u a t i o n  du syatème(1-22). 
En prenant l a  divergence  t r a n s v e r s a l e  d e  c e t t e  équation vecto-  
r i e l l e  ,on obt 5ent l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  q u i  e s t  c a r a c t é r i s t i q u e  
d'une onde TE : 

En f a i t  , e t e s t  une  c o n d i t i o n  suffisante d'éxist ence,la c o n d i t i o n  
n é c 6 s s û i r e  6 t  a n t  o b t e n u e  en s r  assurant que l e  sys tème fondaisent a l  
aux corapessntes couplées (11-5) r e s t e  valable gour Rz l o r s q u t o n  
y fait EZ E 0. 

Nous a l l o n s  preciser ce probliime t o u t  d t  abord e n  n i l i e u  isotrope. 
L e  système (11-5) se  r e d u i t  à:  

<n principe,il es t  t o u j o u r s  p o s s i b l e , q u e l l c s  que s c i e n t  les 
c o n d i t i o n s  aux 1imites.La relation (111-10) donne a lo r s :  

(ILI-II 1 

On 2.' in te rp l -$ te  facilement comme une r e l a t i o n  e n t r e  1' onde e t  l e  
mi l i eu .En  e f f e t ,  s i  on déve loppe  cette divergence , e t  avec: 



(cf. 1-20) on trouve l a  forme é q u i v a l e n t e  à ( ~ 1 1 - X I ) :  

S i  une onde TE e x i s t e  en  milieu isotrope h @ t & r o g è n e , s o n  
champ g l e c t r i q u e  transversal r e s t e  o r t h o g o n a l  au gradient 
de Z f i n d i c o  du milieu. 

La p o l a r i s a t i o n  de l t o n d e  e s t  a i n s i  détermin6e p a r  l e  m i l i e u  
lui-même.11 se peut  q u ' e l l e  ne  s o i t  pas compat ib le2  avec l e s  
c o n d i t i o n s  aux l imi tes  ,ou d l e x i t a t  i o n  , aq  une k t  ructure donnée. 
L'onde TE n'existe alors pas pour  l a  structure considér6e.  

T r e s  souvent  ,en pratique, l ' i n d i c e  e p  r e s t e  uni forme selon une 
des coordonnées t r a n s v e r s a l e s . L r o n d e  TE sera  alors elle-aussi 
uniforme s e l o n  c e t t e  d5.rection.Pa.r exenple,comme l e  montre Pe 
sché&s c i - d c s s o u s , s i  EU ne  dépend pas de y,il s u f f i t  d e  p r e n d r e  
3~~~ O pour  a v o i r  Ex= 0,ce q u i  e n t r a i n e  b i e n  l a  v é r i f i c a t i o n  
Zï de (XIX-12). 
Meme raisonnement en  coordannées e i r c u l ~ i r e s  avec: LEI . 

3 € 3 %  

Dans le cas p a r t i c u l i e r  d'un m i l i e u  d i s c o n t i n u  selon l a  
coordonnge x ,par exenple,fn applique d i r e c t e m e n t  ( I I I - I I )  en  
cons idGrant  fe vecteur: ( Y  + roa&ii)/p comme une d i s t r i b u t  i o n  
v e c t o r i e l l e  A discontinue. 3 a 4  

S f  il e s t  hornosène par morceau: ) 'G$*A$-0 puisque qeJ3% .' Q dans 
chaque milieu p a r t i e l  ;il reste, sur chaque surface de d i s c a a t  i- 
n u i t 6  , l a  c o n d i t  i on :  

-t 
qui montre immédiatement nue Et est tangentiel P l a  surface de 
d i s c o n t  i n u i t g  ,compte-t enu des  c o n d i t  ions génEraLes aux l i m i t e 8  
pour un champ B l e c t r i q u e .  



En m i l i e u  anisotrope,lV interprétation 'des résultats est plus 
d é l i c a t e , c a r  l'onde n ' e s t  plus à polarisation Linéaire e t  l e s  
champs ne  sont  plus simplement reliés au m i l i e u .  

En milieu gyrotrope  électrique ,par exemple, ( 11-6) conduit  $: 

l q.(. Y 2  + W 2 2 Y - l y * ~ A  = * 
Dtt t . c  z 

S'il est hornogène,on v e r i f i e  immédiatement avec l a  forme d e 7  
pue la s o l u t i o n  de e s  système e s t  : H = 0.11 n t e x i 6 t e  donc 
d'onde TE .Ce rgsultat s16tend en miiigu h6tgrogène .  

Prenons encore  un exemple avec l e  milieu a n i s o t r o p e  scalaire: 

Cette P o i s , o n  obtient l e  système 
- I d  pour p. différentiel suivant: 

O O 
ê, 

I 
3* 33 

= O 
3x 2 v 

II possède deux ' s a l u t  ions d f  onde classées dans le tableau: 

D6pendance de: 

-- 



Pour l a   IO,^ e s t  o r t h o g o n a l  a u  g r a d i e n t  de (6, pt);),alors sut il 
l ' e s t  $ c e l u t  de (&fi ();)pour 1s seconde. 
Une onde $: p i b l a r i s a t  i o n  e l l i p t i q u e  quelconque , r é s u l t a n t  de l e u r  
s u p e r p o s i t  i o n , n t  est donc p o s s i b l e  que s i  c e s  deux c o n d i t i o n s  sont 
compat ib les  , c f  est 8 d i r e  f i n a l e m e n t  en m i l i e u  homogène. 

L e s  ondes à champ rnagngtique t r s n s v e r s a l  

Tout c e  q u i  v i e n t  dl&tre d i t  s'applique aux ondes TIl,compte-tenu 
de l a  s y m g t r i e  e n t r e  E e t  Ü . 
H a n t  donnd 1' importance des ondes t r a n s v e r s e s  ,et p l u s  parti- 
c u l i è r e m e n t  des ondes  uniformes ,nous avons syst6matiquement  
r e c h e r c h é  l e u r  6xistence.Nous donnons s i m p l e m e n t , i c i , l e  t a b l e a u  
du r é s u l t a t  o b t e n u  sous  l a  forme n 6 c 6 s s a i r e  que d o i t  p r e n d r e  l e  
mi f i eu .0n  donne également l e s  composantes de champ cor res j jondan tes  
Ce t a b l e a u  permet ,en  part i c u l i e r , d e  v e r i f  i e r  imm6diatement l a  
p o s s i b i l i t é  d ' e x i t a t i o n  d ' u n e  onde TE ou TE en s t r u c t u r e  
r e c t a n g u l a i r e  c h a r g e e  par un ou  pïuaiEQrs s ï a % a  de matériau 
a n i s o t r o p e , I l  e s t  donné page 49. 

111-3-3 ~ s s  ondes T E H 

3 
Si on s '  impose Cz - O , l e s  r e l e t  i o n s  ( 1-18 et 19) se réduisent 
a u s s i t o t  iC: 

* It 
En é l i m i n a n t  Et , p u i s  H ,dans (III-13) ,on t r o u v e  f a c i l e m e n t  l e s  
r e l a t i o n s  (111-15 e t  18) t e r .  page 503. 
~ e m ê m q ,  (11 X-lk) c o n d u i t  aux é q u a t i o n s  fondamenta les  pour  l e s  
composantes t r a n s v e r s a l e s :  (XIIvIX e t  18 ) 

Eota: 13 eé;t p a r f a i s  t r e s  u t i l e  de l e u r  a s s o c i e r  les équations 
aux d i v e r g e n c e s  écrites i c i  sous  l a  forme ( I Z X - 1 9  e t  20) 

4 4 
Des pue e t , o u  M, , e s t  nu1,on peut  f a i r e  d é r i v e r  l ' o n d e  TEH d 'un 
gradient s o u s  l a  %orme donn6a page 50. 







- g é x i s t e n c e  des  r e l a t i o n s  (111-15 e t  16) , avec  évidemment Et e t  
Et f 0 , e n t  r a i n e  a l o r s  n é c é s s a i r e m i n t  : 

puisque  c e s  ehanps d o i v e n t  a p p a r t e n i r  aux noyaux d e s  o p g r a t e u r s  
l i n d a i r e s  i n d i q u é s .  

L ' é q u a t i o n  Dtt  = O Il e x p l i c i t é e  en (III-21,page 5 0 ) )  e s t  , p a r  
d é f i n i t i o n , l a  l o i  de d i s p e r s i o n  de l ' o n d e  TEH. 
On n o t e r a  que y dgpend d i r e c t e m e n t  des c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  
q u i  f i x e p t  l a  forme d e s  f o n c t i o n s  d f o n d e  à r e t e n i r , p a r  exemple 
y ' e t  9 , 

L a  l o i  de d i s p e r s i o n  e s t  b i - q u a d r a t i q u e  en  y2.11 e x i s t e  
donc,en généra1 ,deux ondes TEH ind6pendant  e s ,  Des que l e  m i l i e u  
d e v i e n t  i s o t r o p e  t r a n s v e r s a l ,  (111-21) possède  une r a c i n e  double  
e t  c e s  deux ondes s e  confondent  , l ' o n d e  unique  e s t  à p o l a r i s a t i o n  
a r b i t r a i r e , a l o r s  que c e l l e  du c a s  g h n é r a l  e s t  imposée p a r  l e  
m i l i e u .  

Dans l e s  a p p l i c a t i o n s , o n  s e  s o u v i e n d r a  que F e s t  une f o n c t i o n  
a s s e z  compliquée d e  w , e t  qu 'en m i l i e u  a n i s o t r o p e , l a  l o i  de 
d i s p e r s i o n  n ' e s t  p ra t iquement  jamais r e p r é s e n t g e  p a r  une d r o i t e .  

Puisque  y* e s t  une c o n s t a n t e , l V é q u a t  i o n  de d i s p e r s i o n  ne  
p e u t  ê t r e  v é r i f i é e  1 coup s u r  qu'en milieu homogk?e,En m i l i e u  
h & t é r o g b n e , i l  f a u t  que les v a r i a t i o n s  d e 3 x . x  ) v(x x ) s e  
compensent exactement  .En p a r t  i c u l i e r , l t  onde $EZ n 'axzsge  p r a t i -  
quement jamais dans l e s  m i l i e u x  homogsnes p a r  morceaux. 
L'onde TEE des  s t r i p - l i n e  e t  des '  coaxiaux e s t  r igoureusement  une 
onde h y b r i d e  ou t r a n s v e r s e a e g n 6 t i q u e  L quss.5 TEH 3 . 
D ' a i l l e u r s ,  dans les s t r u c t u r e s  h 6 t é r o g ~ n e s - ' o u  a n i s o t r o p e s  , c e t t e ,  
onde e s t  remplacde p a r  une s o l u t i o n  s i n g u l i k r e  des Bquations de  
Maxwel l , l tonde  p r i n c i p a k e , d o n t  nous a l l o n s  e x p o s e r  l e s  p r i n c i p a -  
les p r o p r i é t é s .  

111-4 LES ONDES PRIHCIPALES 

111-4-1 D é f a i t  i o n  

Nous avons vu que l a  r e l a t i o n  fondamenta le ( I1 -2 )  n ' e s t  v a l a b l e  , 
qu 'à  l a  c o n d i t i o n  D t t #  O q u i  e n t r a i n e -  i a  r é g u l a r i b é  d e  (Lt t  - Y A )  

t 



Les t e n s e u r s  E e t  y n ' & t a n t  jamais  nuXs,on v é r i f i e  imm6diats- 
ment que s i  D t e n d  v e r s  z é r o , l e s  c h a m p s ~ t r a n s v e r s a u x  ne peu- t t  vent  c o n s e r v e r  une v a l e u r  f i n i e  que . s i  l e s  q u 8 n t i t 6 s  F * , d 6 f i n i e ~  
c i -dessous  , t e n d e n t  a u s s i  v e r s  241-0 t 

3 ru n, 
c'- -s +- .CI* TC = - Y V E  - w lice E E + jw11.P 1Vl.J - j u ~ P ~ - n H ~  

c 2 tz Z t t t Z  

J E  +M 
A i n s i , t o u t e  s o l u t i o n  d 'onde avec D t t  = O 3 1 = 1 = 0. 

Revenons main tenan t  aux é q u a t  i o q s  t r r ~  g é n é r a l e s  : (1-18 e t  19). 
On peut  y é l i m i n e r  t o u r  B t o u r  Ht e t  E , e t  o b t e n i r  a s s e z  f a c i -  
l e i l en t  l e s  e x p r e s s i o n s  s u i v a n t e s , v s l a b i e s  dans  t o u s  l e s  caa : 

On e n  d é d u i t a u s s i t ô t  que l a  c o n g t i o n  D = O e s t  compa t ib le  
avec 'iCF = I* S O l o r s q u e  3 .  e t  Et apparexennent  aux noyaux da 
l e u r s  o p é r a t e u r s  a s s o c i d s  . 
l o u s  donnons a l o r s  l a  ddf i n i t  ion :  

On a p p e l l e  onde.  c y l i n d r i q u e  p r i n c i p a l e  t o u t e  s o l u t i o n  
d 'onde ,en' général h y b r i d e ,  qu i  v e r i f i e  l e s  r e l a t i o n s :  

Ses  composantes l o n g i t u d i n a l e s  , l o r s q u t e l l e s  é x i s t  e n t  , v é r i f i e n t  
dvidemment (111-17) par: 



, L'onde TEH, q u i  e s t  l a  p r i n c i p a l e  onde c y l i n d r i q u e  a p p a r t i e n t  b 
c e t t e  clrrsse,comme l e  montre (311-15 e t  I6), 

En m i l i e u  i s o t r o p e , l e s  o p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  s e  r é d u i s e n t  
à d e s  s c a l a i r e s , e t  on o b t i e n t  pour (111-18) la c o n d i t i o n  unique:  

Les composantes l o n g i t u d i n a l e s  é v e n t u e l l e s v 6 r i f i e n t  a l o r s  l e s  
r e l a t i o n s  s u i v a n t e s ,  d é d u i t e s  de (III-19) e t  déraont r é e s  p a r  
GARAULT q u i  a p a r t i c u l i è r e m e n t  é t u d i é  ce type d'onde en m i l i e u  
i s o t r o p e f  IbJCIXI: 

111-4-2 P r o p r i é t é  fondamenta le  des ondes p r i n c i p a l e s .  

L'onde p r i n c i p a l e  est, en- g 6 n é r a l  , une  oncle h y b r i d e  EH ou HE.Mais 
l a  c o n d i t i o n  D = O , q u f é l l e  v é r i f i e  automat iquement ,es t  l a  l o i  
de  d i s p e r s i o n  25s ondes  TEH.On peu t  donc énoncer :  

1 Toute  onde p r i n c i p a l e  c y l i n d r i q u e  v é r i f i e  l a  l o i  de  
d i s p e r s i o n  des ondes  TEH Qans l e  m i l i e u  c o n s i d é r é .  

Les composantes l o n g i t u d i n a l e s  p e r m e t t e n t  a i n s i  à c e t t e  "pseudo- 
t r a n s v e r s e  pure"  de v é r i f i e r  l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  ,ou l e s  
c o n d i t  i o n s  de p r o p a g a t i o n  en m i l i e u  h é t é r o g è n e  ou a n i s o t r o p e .  

Remarque: En m i l i e u  a n i s o t r o p e  q u e l c o n q u e , l a  l o i  de d i s p e r s i o n  
des ondes TEH n ' e s t  pas c e l l e  de l a  l u m i è r e , q u i  e s t  
c e l l e  des  ondes TDB.11 f a u t  un m i l i e u  à a n i s o t r o p i e  
t r a n s v e r s a l e  pure ,ou  $videinment i s o t r o p e , p o u r  q u ' e l l e s  

s e  confondent .  



Pour p r é c i s e r  ce  problème, il est i n t e i e s s - t  dt  e n v i s a g e r  l ' o n à e  
p l a n e  o r d i n a i r e  en  p r o p a g a t i o n  s e l o n . 0 .  (E e t  'q = C s t e ) .  t 

Les r e l a t i o n s  (111-17) se r é d u i s e n t  a l o r s  à: 

Avec en  o u t r e :  

d é d u i t e s  de (1-20 e t  21),on peu t  é l i m i n e r  E e t  HZ pour  former  
un systame homogène aux s e u l e s  composantes g r a n s v e r s a l e s .  

Apres un long .  c a l c u l , o n  t r o u v e  que l ' é q u a t i o n  de  d i s p e r s i o n  dans 
l e  m i l i e u  i n d 6 f i n i , q u i  e s t  c e l l e  de l a  l u m i è r e , e s t  donnée par l a  
r e l s t  i o n  (111-22 ) ,page 50 . L a  comparaison avec ( 111-21) e s t  a l o r s '  
imm6diat e . 

L'onde p r i n c i p a l e  v é r i f i e n t  e n c o r e  d ' a u t r e s  p o i n t s  i n t e r s s a n t s :  

Les r e l a t i o n s  (111-19) s o n t  é q u i v a l e n t e s  .On Le montre  en 
é l i m i n a n t  un des g r a d i e n t s ,  e t  a res que lques  m a n i p u l a t i o n s  de 
mise en forme avec Z ' o p k r a t e u r  3- t '  

Les kquat i o n s  de  Maxwell ne s o n t  p l u s  bnd6 endant  e s  . C l  e s t  
une conséquence d i r e c t e  de (111-17) avec  IF ~ M Z O .  

Comme l ' o n d e  TEH,llonde p r i n c i p a l e  n ' e x i s t e .  p r e s q u e  jamais  
dans un m i l i e u r  h é t é r o g è n e  .lulais p a r  c o n t r e ,  dans un m i l i e u  homo- 
g&ne p a r  morceaux, e l i e  peut  e x i s t e r  dans  lf un(ou p l u s i e u r s  ) des  
m i l i e u x  p a r t i e l s , e n  l i a i s o n  avec  d e s  ondes  h y b r i d e s  o r d i n a i r e s .  
Evidemment , c e c i  n ' e s t  valable qu 'en  un ensemble d i c r e t  d e  p o i n t s  
de  f r s q u e n c e .  

111-4-3 Equa t ions  p r o p r e s  aux sous-espaces .  

En p renan t  l e  r o t a t i o n n e l  t r a n s v e r s a l  de(111-19) ,on forme , a p r e s  
r g a r r a n g e m e n t , l e  sys tsme d ' é q u a t i o n s  aux composantes l o n g i t u d i -  
n a l e s :  



11 n'y a  d6couplage qu 'en  m i l i e u  a n i s o t o p e  , t r a n s v e r s a l , $  permi t -  
t i v i t é  ou p e r m é a b i l i t é  s c a l a i r e , e t ,  i s o t r o p e  .Dans ce d e r n i e r  c a s ,  
il r e s t e :  q E Z  = A H  = O .  

t Z  

3 
L a  conna i s sance  de C n e  donne p l u s  d i rec tement  %, . cec i  pro- 

v i e n t  de  ce  que l e  s / e s p a g e  t r a n s v e r s a l  e s t  quelque  peu indépen- 
dan t  du l o n g i t u d i n a l  , p u i s q u V u n e  onde h y b r i d e  p r i n c i p a l e  v é r i f i e  
l a  même 6quat  ion de d i s @ e r s i a h  qu'une onde purement t r a n s v e r s e .  

Pour d e t e r m i n e r  l e s  champs t r a n s v e r s a u x , o n  a p p l i q u e  a l o r s  l e s  m6- 
t h o d e s  des  3 111-1 e t  2.Une s i m p l i f i c a t i o n  i m p o r t a n t e  e s t  a p p o r t 6 e  
p a r  l ' h y p o t h è s e  du m i l i e u  homogSne,et par l e s  r e l a t i o n s  (111-18). 

En m i l i e u  a n i s o t r o p e  C r a n s v e r s a l  p u r , i l  v i e n t  p a r  exemple: 

Ceci  BC r é d u i t  ii : ~2~ = = 0 e n  m i l i e u  i s o t r o p e .  

Les s o l u t  i o n s  r e t e n i r  s o n t  souvent d e s  s o l u t  i o n s  p a r t i c u l i è r e s  
de  LCltcomrne nous 1' avons mont r é  pour l e s  s t r u c t u r e s  c i r c u l a i r e s L 5 3 .  

Mous t e r m i n e r o n s  s u r  un type p a r t i c u l i e r  d'onde p r i n c i p a l e :  
l ' o n d e  p r i n c i p a l e  é l é m e n t a i r e . p o u r  l a q u e l l e  E e t  Hz s o n t  des 
c o n s t a n t e s  -08 l e s  rencontre t r e s  souven t  en s t r u c t u r e s  g u i d e  d p o n d e  

L e s  g q u a t i o n s  f I  20 e t  21) donnent immédiatement l e s  champs t r a n s -  
v e r s a u x  en r é s o l v a n t  l e  systeme d i f f f i r e n t i e l :  

Dans t o u s  les cas ,on r e t i e n d r a  l a  s o l u t  i o n  convenable v 6 r i f  i a n t  
les  c o n d i t i o n s  aux l i m 9 e s , c a r  il peu t  t x i s t e r  p l u s i e u r s , v o i r  une 
i n f i n i t é  de s o l u t  i o n s  Ct compa t ib les  avec  l a  s o l u t  i o n  $ i n i t i a l e .  



Chapitre I V  

LES STRUCTURES CYLIRDRIQUES EN MULTI-MILIEUX. 

APPLICATIONS 

IV-1 4WBBXTIORS AUX LIMITES EN STRUCTURES HETEROGEMES,ANISOTROPES. 

IV-1-1 Les condit ions  aux l i m i t e s  de d i s c o n t i n u i t é .  

Coneidérons une structure cyl indrique décomposke en morceaux: 1, 
II,. . . .N g6nbraïtiment h6k6rogbnes e t  an isotropes .  

Dans chacun d1eux , l '6quat ion  (1-18) peut s 8 8 c r i r e :  



K: I,... N 

En c o n s i d é r a n t  chaque composante comme une d i s t r i b u t i o n  
v a l a b l e  dans  t o u t  1' e s p a c e , i l  e s t ~ g o s s i b l e  d e  t r a n s f o r m e r  l a  
r e l a t i o n  (IV-1) en [cf 6 1-1-31 : 

L a  somme s u r  l ' a c c o l a d e  é t a n t  évidemment ' n u l l e , e t  pu i sque  l e s  
g q u a t i o n s  d e  Maxwell d o i v e n t  e t  r e  v é r i f i é e s  s i m u l t  angrnent e t  
sépsr6ment  dans chaque m i l i e u  ,on d o i t  . imposer: 

Un ra isonnement  analogue avec  l a  t r a n s f o r m a t i o n  de ('IV-2) donne: 

En p r e n a n t  c e t t e  f o i s  l a  seconde é q u a t i o n  fondamenta le  (1-19) des 
s t r u c t u r e s  c y l i n d r i q u e s  ,on  r e f a i t  a s  à p a s  d e s  ra isonnements  
i d e n t i q u e s  pour a b o u t i r , a v e c :  3;1.f-n E - q . v , a u x  r e i a t i o n q :  

a - H ~ )  a O ( IV-'Q ) 
K V I X  

Finalernent ,on r e t r o u v e  un r é s u l t a t  b i e n  connu en m i l i e u  i s o t r o p e :  

S u r  t o u t e  s u r f a c é  de d i s c o n t i n u i t é , l e s  champs t a n g e n t i e l s  
r e s t  e n t  c o n t i n u s .  



En développant  l e s  r e l a t i o n s  ( I V - 1  et .  2 )  , e t  pan c e  que ( E ~  - EZ) 
e O ~ F ( E ~  - B=) szO,on o b t i e n t  f i n a l e m e n t  : K K+r 

@a 

Ces r e l a t i o n s  condu i sen t  a l o r s  à une p r o p r i g t k  p a r t i c u l i è r e  des 
ondes  c y l i n d r i q u e s :  

I En s t r u c t u r e s  c y l i n d r i q u e s  uni forme , l a  con t  i n u i f  6 des  
champs t a n g e n t i e l s  e n t  r a i n e  automatiquement c e l l e  d e s  
i n d u c t i o n s  normales.  

Il y a donc,par  s u r f a c e  de d i s c o n t i n u i t é ,  4 é q u a t i o n s  ind6pen- 
d a n t e s  d i s p o n i b l e s  pour  l a  d g t e r m i n a t i o n  des composantes du 
champ 6 l e c t r o m a g n é t i q u e .  

On peu t  ê t r e  amené à r e c h e r c h e r  c e r t a i n e s  i d e n t i t é s , s u r  les aur- 
f a c e s  de d i s c o n t  i n u i t é s , e n t r e  l e s  d6ri t rdes normales  ou  t a n g e n t i e l -  
ies.On n o t e r a  simplement que si l e s  dérivges t a n g e n t i e l l e s  de 
( I V -  3 à 6) s o n t  5 O , i l  n'en est p l u s  de m ê m e  d e s  d 6 r i v 6 e s  nor- 
m a l e s , e t  on a , p a r  exemple: 

IV-1-2 Les c o n d i t  i o n s  aux limites d' impédance. 

Dans l a  p l u p a r t  d e s  . s t r u c t u r e s  r g e l l e s  ,on impose des front i h e s  
p a r t  i c u l i k r e s  Bi c e r t a i n s  m i l i e u x :  e n c e i n t e  m é t a ~ l i q u e , n u r s  d'im- 
pedance,etc. .. 
D e  façon gGnéra le ,pour  qu'une onde Blect romagn6t ique  p u i s s e  ex ia -  
t e r  l e  l o n g  de ces  f r o n t i k r e 8 , i l  s u f f i t  d t  imposer  a u  chanp r , o u  5 ,que 1' on r e c h e ~ e h e ~ u n  sys t sme  de deux 6quat  ions appropr iée&.  
C e  s o n t  les conditions aux l i m i t e s  annexées 3 1' o p d r a t e u r  u t  ilif&. 
a 

Pour CE,ce sont deux g q u a t i o n s  d i f f & r e q $ i e l l e s  s c a l a i r e s  c l a s s i q u e :  
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Pour Ct , c e  s o n t  deux é q u a t i o n s  v e c t o r i i l l e s  , de  forme géné ra lemen t  
compliquée : 

-CI 
Bien e n t e n d u , o n  e u t  u t i l i s e r  des  c o n d i t i o n s  m i x t e s :  une pour  CZ 
e t  l ' a u t r e  pour  Ct. Ceci  d e v i e n t  df  a i l l e u r s  n é c é s s a i r e  s ' i l  n ' e x i s -  
t e  p l u s  de r e l a t i o n  b i e n  d é f i n i e  e n t r e  l e s  deux s/espaces,comrne 
'pour  c e r t a i n e s  ondes  p r i n c i p â l e s , p a r  exemple.  

Nous nous c o n t e n t e r o n s  de  donner  u u e l q u e s  e x p r e s s i o n s  f o r m e l l e s  
de  c e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  ,page 60.011 n o t e r a  cependant  que 
l e u r  forme dépend b i e n  du n i l i e u  avec  l e q u e l  l a s  p a r o i s  d t impê-  
dance  s o n t  e n  c o n t a c f ,  Ceci  s ' e x p l i q u e  g a r c e  que c e  n ' e s t  p a s  l e  
même champ q u i  t r a v a i l l e .  

A p p l i c a t i o n  aux s o l u t  i o n s  s é p a r a b l e s  d e s  é q u a t i o n s  d'  onde  

Dans l a  r e c h e r c h e , a v e c  l e s  deux rn&t%des d é c r i t e s  dans  les cha- 
p i t r e s  p r é c é d e n t s ,  des. champs r , o u  C t ,  sat i s f a i s a n t  aux c o n d i t i o n s  
aux  l i m i t e s  ,on n ' o b t  i e n t  d e  so f  u t  i o n  r igoureusemen t  a n a l y t i q u e  
que s i  L ' o p é r a t e u r  u t i l i s e  e s t  s é n a r a b l e  s e l o n  l e s  coordonnées  
t r a n s v e r s a l e s  .Nous 1 a d m e t t r o n s  dEsormais  . 
L ' o p d r a t e u r  o i f f d r e n - t i e l  é t a n t  en g S n é r a l  du 4* o r d r e , l a  s o l u t i o n  
d' onde c o r r e s p o n d a n t e  depend d e  8 c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e -  s o u s  l a  
forme : 

Les c o é f f i c i e n t s  de  couplage  p rennen t  d e s  v a l e u r s  imposées p a r  
l a  c o m p a t i b i l i t é  d e s  champs aux c o n d i t i o n s  aux  l i n i t e s , e t  & l a  
p r o p a g a t i o n  dans  chaque m i l i e u .  

L a  s g p a r a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  f a i t  t o u j o u r s  i n t e r v e n i r  deux p a r a -  
m è t r e s  a e  s f p a r a t i o n :  5 e t  7 t e l s  que chaque s o l u t i o n  s é p a r 6 e  en 
dépende: XI(xI.E,~) x ~ ( x ~ , E , ~ )  

On s a i t  en o u t r e  q u ' i l s  v é r i f i e n t  une é q u a t i o n  généra lement  a lgé-  
b r i q u e  ,&u m ê m e  que l ' o p é r a t e u r ,  e t  que nous  é c r i r o n s  tres g é n é r a l e -  
nient : 

I 1 





C e t t e  i m p o r t a n t e  r e l a t i o n  e s t  l ' é q u a t i o n  a u x i l i a i r e  a u s  paramè- 
t r e s  de p s o p a g a t i o n . E l l a  n f e s t  pas ,  u n i q u e , c a r  11 en e x i s t e  au - 
moins une p a r  m i l i e u .  
De: p l u s , s i  L tL20L1,0n  l a  remplace  p a r  l e  système a s s o c i é :  

Eri coordonnées c a r t é s i e n n e s  ( c f  'S 11-2-3) on a immédiatement:  

Eri coordonnées  c i r c u l a i r e s , o n  pose  t r e s  souven t :  C 1 5 , e t  ri = rri 
( p é r i o d i c i t é  a n g u l a i r e ) .  On donne deux exemples : 

En coordonnées  quelconques  , l e ' s  6qua t  i o n s  Q .  c o n s e r v e n t  une forme 
p r e s q u e  i d e n t i q u e  à c i - d e s s u s , &  d i rec te rneh t  l i é e  à l a  t e c h n i q u e  
de s é p a r a t i o n  u t  i l i s g e .  
On n o t e r a  b i e n  que 6 et q s o n t  des f o n c t i o n s  de ( y , w )  e t  r e s t e n t  
donc d e s  p a r a m è t r e s  inconnus  qu' il f a u t  d é t e r m i n e r .  

Les s o l u t i o n s  d 'onde  s é p a r é e s , l e  problsme aux l i m i t e s  e t  aux 
s i a r f aces  de  d i s c o n t i n u i t g  n ' e s t  d i r e c t e n e n t  s o l v a b l e  que s i  l e s  
s u r f a c e  d e  discontinuité sont a u s s i  d e s  s u r f a c e s  de  coordonnées  
du  sys t sme  r e p r 6 s e n t a t i . f  de  l t  onde .Dans l a  n é g a t i v e  ,il f a u d r a i t  
r e c h e r c h e r  en  e f f e t  des s o l u t i o n s  d é v e l o p p a b l e s  e n  s é r i e  de  modes 
p s o p r e s , e t  r é s o u d r e  a l o r s  des  sys t èmes  l i n g a i r e s  $ une i n f i n i t é  
d Q 6 q u a t i o n s  .NOUS admet t rons  donc l ' h y p o t h è s e  i n i t i a l e .  

Pour  c l a r i f i e r  les n o t a t i o n s , n o u s  é f f e c t u o n s  l e  changement de 
v a r i a b l e s :  x I a u  ; x +v ; XI+U ; X p V  , 

2 
Avec ( IV-7)  e t  ( I I -3) ,on  peut  r e g r o u p e r  t o u t e s  les e x p r e s s i o n s  
d e s  composantes  t r a n s v e r s a l e s  s o u s  l a  forme t y p e  s u i v a n t e , a f i n  
de m e t t r e  en é v i d e n c e  l e u r  dépendance d e  l a  v a r i a b l e  t a n g e n t i e l -  
l e  : u  



I l  ne  peu t  y a v o i r  é g a l i t é  de  composantes  que s i  l e u r s  v a r i a t i o n s  
e n  f o n c t  i o n d e  u  s o n t  i d e n t  i g u e s ,  dans chaque  m i l i e u ,  

1': S i  u i ( u , E , q )  n e  dépend que de 5 a r b i t r a i r e  p r i s  dans une 
s u i t e  c o n t i n u e  ou d i s c r s t e  de v a l e u r s  convenab les  Cgén6ra lement  
imposée p a r  des  c o n d i t i o n s  a u x i l i a i r e s , u n e  p é r i o d i c i t d , u n  r a n g  
d e  mode,. . .J o n  pose:  

+ Ai UT = ue 
' K K  K 

En p r e n a n t  a l o r s :  lu: = U: = 

e t  en  i n ~ o s a n t  aux f o n c t i o n s  U e s h  d e  v é r i f i e r  les c o n d i t i o n s ,  
a v e c  u *ah-= e s t e :  

on v é r i f i e  immediatement que les c o n d i t i o n s  aux limites ne  dé- 
pendron t  p l u s  de  l a  v a r i a b l e  t a n g e n t i e l l e  u .  

Cec i  peut  t o u j o u r s  se  r é a l i s e r  en  coordonnées  c a r t é s i e n n e s  e t  
c i r c u l a i r e s  c a r  l e s  r e l a t i o n s  (IV-IO) sont c a r & c t g r i s t i q u e s  d e s  
f o n c t i o n s  c i r c u l a i r e s  C(-),on p o s e r a  donc: 

2': S i  Ui dépend de  5,n i l  f a u t  a l o r s  c o n s t r u i r e  les f o n c t i o n s  
u~~~ avec  d e s  sommes i n f i n i e s  comme(1~-9)  ?i 3 , ' s i d e  de f o n c t i o n  
p r o p r e s  Ui c o r r e s p o n d a n t  aux v a l e u r s  p r o g r e c  C i  dans  chaque 
m i l i e u .  
En imposant l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s , o n  d o i t  r é s o u d r e  e n c o r e  
un s y s t t m e  à une i n f i n i t é  d '  gguat  i o n s  s i m u l t a n é e s .  

Nous n ' e n v i s a g e r o n s  p a s  ce  proble'rne,et nous  nous l i m i t e r o n s  
déso rmai s  aux  f o n c t i o n s  U v 6 r i f  i a n t  (IV-ID) . 



I V - 2  EQUATION CARACTERISTIQYE 

Admettons l ' é x i s t e n c e  de  l a  s o l u t i o n  CZ,dans  l e  milieu K: 

En t r a n s p o r t a n t  d a n s  ( I I - 3 ) , e t  en  r e g r o u p a n t  l e s  f a c t e u r s  d e s  
c o é f f i c i e n t s  i n d é t e r m i n é s  Bi,on p e u t  é c r i r e :  

Les  exp res s i ' ons  K e 3 h  s o n t  iionnées page 67. 

Nous c h o i s i s s o n s  S , a s s o c i é  à u , a r b i t r a i r e m e n t . D a n s  chaque  m i l i e u  
l e s  valeurs c o r r e s p o n d a n t e s  de rj s o n t  r a c i n e s  des  é q u a t i o n s  au- 
x i l i a i r e s  de p r o p a g a t i o n :  

E v e n t u e l l e m e n t  ,il n e  s u b s i s t e  qu 'une  s e u l e  d 1  e n t r e  e l l e s .  

L e s  c o n d i t i o n s  aux  l i m i t e s  de l a  s r t u c t u r e  ( e x t é r i e u r e s  e t  i n -  
t é  i e u r e s )  d é t e r m i n e  l e  c h o i x  de 2 , l a  forme d e s  f o n c t i o n s  
Ue5 e t  Vi à r e t e n i r , e t  e z f i n  c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  c o é f -  
f i c i e n t s  B .  d e s  m i l i e u x  e x t r ê m e s , p r o v e n a n t  d e s . s y s t è m e s  d ' équa -  
t i o n s  aux l i m i t e s .  

En imposan t  l a  c o n t i n u i t d  d e s  composantes  t a n g e n t i e l l e s  s u r  
t o u t e  l e s  surfaces de  d i s c o n t i n u i t é  de  n i l i e u x , o n  d g t e r m i n e  
c o n p l é t e m e n t  l S o n d e , c a r  on o b t i e n t  a l o r s  un systsme l i n é a i r e  
homogène c o r r e s p o n d a n t  s u x  c o 6 f f i c i e n t s  i n d é t e r m i n é s  Bi. 

Son d é t e r r n i n a n t , n é c é s s a i r e ~ ~ ~ e b t  n u 1 , c o n d u i t  2, une Gquat ion  séc'u- 
l a i r e  q u i  e s t  l ' é q u a t i o n  c a r a c t e r i s t i q u e  d e  3a  s t r u c t u r e .  

C ' e s t  e l l e , c o n j o i n t e m e n t  a v e c  l e s  é q u a t i o n s  a u x i l i a i r e s  (IV-13) 
q u i  donne , en  d é f i n i t i v e , l e s  v a l e u r s  d u  s p e c t r e  y(o). 

L e  schéma g g n é r a l  de  r é s o l u t i o n  d ' une  s t r u c t u r e  c y l i n d r i q u e  e s t  
donné c i - a p r e s :  





En p r a t i q u e , a v e c  La r 6 s o l u t i o n  des  é q u a t i o n s  d l o n d e , l e s  v a l e u r s  
complexes de c i .  ,yi., E n y , i e s  r e l a t i o n s  t r a n s c e n d a n t e  avec  l e s  
v a r i a b L e s  g60medrrqdes ,la d 6 t e r m i n a t i o n  d 'une  onde dans  une s t r u c -  
ture en m u l t i - m i l i e u  p r g s e n t  e rapidement  des d i f f i c u l t é s  c o n s i -  
d e r a b l e s  qui n e  s o n t  su rmontées  qu ' avec  des machines mathQmati-  
ques  a p p r o p r i é e s .  

C ' e s t  d ' a i l l e u r s  un d e s  b u t s  d e  ce  t r a v a i 1 , q u e  de p e r m e t t r e  1'6%~ 
d e  et l a  m i s e  en o e u v r e  d'un programme de  r 6 a l i s s t i o n  s u r  machine.  

IV-3 LA STRUCTURE A TROIS - MILIEUX AHISOTROPES 

Les q u a t r e  c o 6 f f i c i e n t s  B .  d i s p o n i b l e s  gar m i l i e u  s o n t  3 
r é p a r t i r  comme i n d i q u g  s u r  l e  hchéma. 

Hota:  A l ' e x c l u s i o n  du $ 1 ~ ~ 3 - 6  , nous d é s i g n e r o n s  désormais  p a r  
les a c c e n t s  ' e t  '' Les v a l e u r s   rise es s u r  Les f r o n t i è r e s  e x t Q r i e u -  
r e  et i n t é r i e u r e  du milieu c e n t r a l .  

-a : Frontière é v e n t u e l l e  

Dans les m i l i e u x  1 e t  I I 1 , l e s  sys t èmes  d'équations aux limites 



J 

s ' i l s  e x i s t e n t , p e r m e t t e n t  d ' ë x p r i m e r  l e s  c o é f f i w i e n t , ~  B e t  Bq e n  
f o n c t i o n  d e s  deux a u t r e s  e t  de  r e g r o u p e r  a i n s i  l e s  f o n d i o n s  

v ~ ' ~  deux à deux. 
1 9 3  

Il e s t  donc s u f f i s a n t , p o u r  t r a i t e r  l e  probldme dans  t o u t e  s a  
g é n é r a l i t 6 , d e  p o s e r  i c i :  

Pour  l e  m i l i e u  III: l d o a v e c  l ' i n d i c e  I+IIIe 

e n  n e  r e t e n a n t  que deux c o é f f i c i e n t s  de c o u p l w s  p a r  mi l ieu .En effey 
deux  s o l u t  i o n s  d 'onde  s u f f i s e n t  avec l a  forme e n v i s a g é e s C e  n ' e s t  
pas l e  c a s  g é n ( r a 1 , e t  l e s  q u a t r e  s o l u t i o n s  s ' imposen t  pour  d e s  
s t r u c t u r e s  de l a  forme c i - d e s s o u s  que nous n t  e n v i s a g e r o n s  p a s .  

Avec c e s  e x p r e s s i o n s  d e s  champs 
l o n g i t u d i n a u x , o n  c a l c u l e  les com- 
p o s a n t e s  t r a n s v e r s a l e s  EU et Hu 

p a r  (IV-I2).Les c o é f f i c i e n t s  KU 
s o n t  donnés page  s u i v a n t e  . 
Théoriquement  , l e s  é q u a t i o n s  de  
c o n t i n u i t é  des champs t a n g e n t i e l s  
c o n d u i s e n t  à l ' é q u a t i o n  s g c u l a i r e  
d t o r & r e  8 : ( IV-16)  

Heuresement ,on peut  s i m p l i f i e r  i c i  l e  p r o b l è n e  en é l i m i n a n t ,  g r a c e  
aux  composantes  l o n g i t u d i n a l e s , l e s  c o é f f i c i e n t  s :B B BI,B3 en  
f o n c t i o n  d e  t o u s  l e s  Bi du m i l i e u  central. z1 ' f3  m e 

Les c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  d e  d i s c o n t i n u i t d s  s e  r d d u i s e n t  a l o r s  
a u  sys t sme  de q u a t r e  égua t  i o n s :  





En e x p l i c i t a n t  , e l l e s  condu i sen t  au sys tsme ( IV-17) , g u i  donne 
f i n a l e m e n t  une é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  de rang 4:  ( IV-18). 

L e s  développements  d e s  f a c t e u r s  R e t  S son t  donnés en (IV-19). 

lious e x p l i c i t e r o n s  p l u s  l o i n  c e s  r e l a t i o n s  t r e s  g é n 6 r a l e s ; m a i s  
nous a l l o n s  t o u t  d ' abord  p r é s e n t e r  l e s  s i m p L i f i c a t i o n s  pour des 
cas p a r t i c u l i e r s  fondamentaux. 

IV-3-2 Cas p a r t i u u l i s r s .  

Cas de deux m i l i e u x :  Le  m i l i e u  III d i s p a r a i t . 0 u t r e  l e s  c o é f f i c i e n k  - - - -  - - - 
B .  = 0,on r é d u i r a  ( I V - 1 5 )  à l a  forme (IV-14) 

?&r% 
en p r e n a n t :  = Kesh = Ke,h = O 

B2 =24 ,2 P Zr4 

Avec l a  mgthode p r é c é d e n t e  , l e  système: 

donne 116quatmon c a r a c t é r i s t i q u e :  

Nota:.  L e s  c o é f f i c i e n t s  RiSi s o n t  en fait l e s  v a l e u r s  R! e t  Si d e  
l a  page 69. 1 

Cas d 'un  m i l i e u  e x t é r i e u r  isotrope_:_ S i  l ' u n  des m i l i e u s  1,111 - - - - - - - - - - - - - - - -  
( o u  l e s  deux)dev ien t  i s o t r o p e  
on f e r a  dans c e  d e r n i e r :  

Ceci  e n t r a i n e r a  d ' i m p o r t a n t e s  s i m p l i f i c a t i o n s  dans l e s  e x p r e s s i o n s  





d e s  f a c t e u r s  K , R  e t  S. 

Ca? du  m i l i e u  c e o t l a &  i s g t y o e e :  Il s ' u f f i r a  de f a i r e  i c i :  - - - 

I V -  3-3 Compléments s u r  l e  c a s  t o t a l e m e n t  i s o t r o p e  , 

C ' e s t  u11 c a s  p r a t i q u e  d t  une im-ort ance  c o n s i d é r a b l e  , e t  nous a l l o n s  
l e  d é v e l o g p e r  t o u t  p a r t i c u l i è r e n e n t  . 
Pour g v i t e r  1' abus  de  n o t a t i o n s  ,nous  e f f e c t u r o n s  l e  changement 
s u i v a n t  dans  l e s  d é s i g n a t i o n s :  

P u i s , o n  i n t r o d u i t  l e s  q u a n t i t é s :  

q u i  p e r m e t t e n t  de r e m p l a c e r  les g r o u p e r n e n t s : ~ e h  , R , S  par des  po ly -  
nômes P e t  pi, déf i n i s  page s u i v a n t e .  Ces polynoiûes s o n t  ,connus i ' dès que l e s  f o n c t i o n s  d 'onde  s o n t  c h o i s i e s  , e t  s . i m p l i f i e n t  c o n s i -  
dé rab lemen t  les c a l c u l s  a l g g b r i q u e s .  

2 En p o s a n t  e n f i n :  M ' ~ M ~ ~  = p i 2  e t  M " ~ M " ~  = Nt' ,on  m o n t r e , a p r è s  
de l o n g s  c a l c u l s , q u e  l t  & q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  s é c u l a i r e  (IV-18) 
peut  e n c o r e  s ' é c r i r e  sous  l a  f o r n e  de l t e x p r e s s i o n  a l g 6 b r i q u e :  

FC 

s s III 

( I V - 2 1 )  C 



Polvn ôrnes : 



Lorsque  les c o é f f i c i . e n t s  m g t r i q u e s  n e  dépendeht  p l u s  d e s  s u r f a c e s  
d e  coo rdonn~es , comme e n  coo rdonnées  c a r t @ s i e n n e s , o n  p e u t  s iahpl i -  
f i e r  en p o s a n t :  

L ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  i n v a r i a n t e  s e l o n  que l a  coo rdonnée  
t a n g e n t i e l l e  e s t  u ,ou v . 1 1  s u f f i t  d ' y  f a i r e  l a  s u b s t i t u t i o n  f o r -  
m e l l e :  u  - c t v .  

E l l e  donne d i r e c t e n e n t , p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  de  s e s  deux  r a c i n e s  2 en  y , l e s  deux o n d e s  h y b r i d e s  que p e u t  p r o p a g e r  l a  s t r u c t u r e .  
S e l o n  l e  c a s , e l l e s  peuven t  ê t r e ,  s i m u l t a n é m e n t  ou non , en  c o u p u r e  
ou  en p r o p a g a t i o n .  

S i  on c h e r c h e  une s o l u t i o n  t r a n s v e r s e , o n  a v u  q u ' i l  f a l l a i t :  
s o i t  Ey = 0 , s o i t  Ilv = O.Ceci e n t r a i n e :  

J U ~  - O , ou e n c o r e  - Jue  O. 
ex = e, 3 ~ .  

Dans chaque  c a s  , t o u s  l e s  t e r m e s  e n  M e s h  s o n t  n u l s  , e t  l t é q u a t i o n  
c a r a c t é r i s t i q u e  se r é d u i t  à. l a  fo rme  t r è s  s i m p l e :  

L e  p r e m i e r  t e r m e :  pII  = O r e p r é s e n t e  l ' o n d e  T E  s e u l e , l c  s e c o n d  
l ' o n d e  TH. 

IV-3-4 I n t e r p r é t a t i o n  d y a d i q u e  

a v e c  : 

En p o s a n t  i c i :  

. o n  p e u t  é c r i r e  , d a n s  chaque  
m i l i e u :  

Avec c e s  n o t a t i o n s  , 1 * 6 q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  s e , . . d6du i t  du 



système homogène: 

On peut montrer rapidement que l ' o n  peut m e t t r e  les termes  de 
.ç-, 
Zs sous la forme: 

où les i e t  p,_ sont  encore i n d é t e m i n é s . l a i s  l ' a i d e  des 
r e ï a t  ion#': 

v é r i f i é e s  e n t r e  milieux,on peut 6 l i m i n e r  c e s  q u a n t i t & s , e t  i l  v ient:  

L'équation c a r a c t é r i s t i q u e  prend a l o r s  l a  forme n o u v e l l e :  

2B112 1 1 2 1  ) 2  - (2 - 2) (2 - (Y;; - Y;).( 
8 
1 

s II s III s II 

h e h ; - Y - Y ~ Z ;  - ZIII) ' O 

" 



On démontre i c i  de f a ç o n  t o u t  à f a i t  gén6ra le '  une r e l a t i o n  que 
CLARRICOATS a recemment proposéatg3 pour S e s  s f r u c t  u r e s  c i r c u l a i r e  
en  u t i l i s a n t  l a  p r o p a g a t i o n  r a d i a l e . .  

Mous n t  i n s i s t e r o n s  pas s u r  l e s  t r è s  i m p o r t a n t e s  a p p l i c a t i o n s  
d e  l a  t h g o r i e  des  rgseaux  à c e s  s t r u c t u r e s ; m a i s  nous donnerons 
néanmoins Les fo rmules  de t r a n s f o r m a t i o n  g é n é r a l e s  pour l e s  
ondes h y b r i d e s :  

On peut a i n s i  pas  pas t r a n s f o r m e r  Z" en 2' ,et v i c e  v e r s a .  

L 'avantage  de c e s  n o t a t i o n s  e t  que l ' o n  peu t  e s s a y e r , s u r  une 
s t r u c t u r e  donnde,n ' impor te  q u e l  t y p e  de f r o n t i $ r e ( c o n n u e  Sxac- 
tement  ou avec  une approximat  i o b  a r b i t r a i r e )  donnant l e s  v a l e u r s  
Z e t  Y B uf i l i s e r . L 1 é q u a t  i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  s e  t r o u v e  
af f iQI1formé&>QIia  demande. 

- - 

En mode t r a n s v e r s e s  , l e s  r e l a t i o n s  p récéden t  es son t  à remplace r  p a r  
l e s  s u i v a n t e s :  

IV-3-5 Le  problème r e c t a n g u l a i r e  

Mous a l l o n s  e x p l i c i t e r  compléternent l ' é q u a t i o n  c a r a c t  6 r i s t  i q u e  ,en  
andes h y b r i d e s  ,pour  une s t r u c $ u r e  quelconque i s o t r o p e  e n  coordon- 
n é e s  c a r t é s i e n n e s .  



On p r e n d r a  i c i :  

ue = s i n  px , c o s  px 

uh = c o s  px , s i n  px 

avec p  a r b i t r a i r e .  

I L  v i e n t  a l o r s :  

Les f o n c t i o n s  V e 5 h  w~~~ a i n s i  que l e s  polynômes n o r m a l i s é s  son t  
donnés page '76 .Les c o é f f i c i e n t s  fi peuvent  ê t r e  complétement d é t e r -  
minés e n  s e  f i x a n t  d e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  e x t e r i e u r e s  dans 
l e s  m i l i e u x  1 e t  III. 

L ' é q u a t i o n  c a r a c t g r i s t  i q u e  de c e t t e  s t r u c t u r e  p o u r r a i t  s e  donner 
sous  l a  forme n o r m a l e ( 1 V - 2 I ) . ~ a i s  en  posan t :  

4 2 on peu t  t r a n s f o r m e r  successivolEant l e s  t e r m e s  en y e t  y , e t  o b t e ~ .  
n i r 9 a p r e s  un regroupement C0rrec.G d e s . t e ~ e s , l ~ e x p r e s s i o n  6quiva-  
l e n t e ( I V - 2 3 ) .  

On montre aisErnent que l e  Io c r o c h e t  e s t  r e l a t i f  l ' o n d e  HE,et 
l e  second l ' o n d e  EH.Ces ondes  h y b r i d e s  o n t  l a  p r o p r i e t é  par-  
t i c u l i è r e  de  p o s s é d e r  r e s p e c t i v e m e n t  l e s  composantes normales:  
E e t  H ident iquenient  n u l l e s .  

Y Y 

6quat  i o n  c a r a c t g r i s t i q u e  (IV-23) ne  dépend p a s  formel lement  de 
e t  s t a p p l i q u e  donc,dans l e  c a s  p  = 0 ,aux  ondes t r a n s v e r s e s  TE 

TH de l a  s t r u c t u r e .  

Dans t o u s  l e s  c a s , l e s  é q u a t i o n s  a u x i l i a r e s  de p r o p a g a t i o n  s o n t :  

avec  en  g é n é r a l :  p , q , y  complexes,màme s i  c p  r é e l .  
i 





j c o t g  q(b-yl.)  

Par un c h o i x  c o r r e c t  d e s  
c o n d i t  iond aux l a m i t e s  ,on 
dktermine  s u s s i t ô t  l e s  ya- 
l e u r s  $ r e t e n i r  pour 8 .  

Par  exemple,avec deux murs 
,' e l e c t r i q u e s  p a r f a i t s  en: 

l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  
s o n t  s a t i s f a i t e s  ayec:  

e = - 1-7 e 
P~~~ III = - j c o t g  q y" 

0: = e 2j qb h 
--t rI = - j t g  q(b-y '  ) 

En remplaçant  ,et a p r e s  arrangement  ,on t r o u v e  a isément  l e s  équa t ione  
c a r a c t é r i s t i q u e s  pour l e s  @odes h y b r i d e s  ou t r a n e v e r s e s  de l a  
s t r u c t u r e :  

Fi. 
1 d : ~ a i s  l e s  -' qc. dev iennen t  : - 

CLL Ei 

Bien e n t e n d u , t o u t e  frontière d' impddance connue c o n d u i t  8 un 
regroupement ana logue .  

Il e s t  i n t ê r e e s a n t  de noter 'que l a  s t r u c t u r e  peu t  a u s s i  p o r t e r  
des murs m é t a l l i q u e s  p a r a l l S l e s  au p l a n  zOy.11 n ' y  a r i e n  de 
changé pour  l e s  f o n c t i o n s  U s i  on l e s  p l a c e  e n  x = O e t  x = a. 
Il f a p t  a l o r s  p r e n d r e :  

Tr p = m -  
& 



a u  l i e u  de a r b i t r a i r e .  

Finalement,cornme l e  montre  l e  schéma c i - d e s s u s , l a  s t r u c t u r e  p e u t  
r e p r é s e n t e r  t o u t  g u i d e  à p l a n s  p a r a l l d l e s  ,ou r e c t a n g u l a i r e , e t  
même t o u t  montage i n t e r m é d i a r e , a v e c  un f e u i l l e t a g e  dans  chacune 
d e s  deux d i r e c t i o n s  p o s s i b l e s .  

On peu* évidemment r e m p l a c e r  l ' u n  d e s  murs m é t a l l i q u e s  p a r  un 
mur d t  i npédabce  connue,  

IV-3-6 Le problème c i r c u l a i r e .  

Nous abandonnons i c i  l e s  a c c e n t s  y e t  " pour  l a  d é s i g n a t i o n  des 
d i s t a n c e s  , l e s  r ayons  : a , b , c , d ,  é t a n t  s u f f i s a n t e .  

Ces a c c e n t s  s o n t  r e p r i s  , de  f açon  c l a s s i q u e  ,pour  l a  d é r i v a t  i o n  
s e l o n  l ' a rgument  d e s  f o n c t i o n s  de B e s s e l  c y l i n d r i q u e  u t i l i s é e s .  

C e l l e s - c i  n e  s o n t  pas les f o n c t i o n s  o r d i n a i r e s  de  Io e t  2' e s p d c e ,  
mais l e u r  combinaison l i n é a i r e  soiis l a  forme d e s  deux f o n c t i o n s  
c y l i n d r i q u e s  fondamenta le s  : 

o u  ri r e p r é s e n t e  l ' u n e  des l i m i t e s  de m i l i e u :  a , b , c ,  ou d.  Leur  
d é f i n i t  i o n  e s t  donnée page 80. 

L a  q u a n t i t é  s , q u i  dépend du m i l i e u , e s t  l a  g r a n d e u r  complexe 



2 2 définie p a r  : y 2  + . o EU = s , 
e En p r e n a n t :  ü = c o s  ou s i n  m 0  ; in= s i n  o u  c o s  m8,on a c e t t e  f o i s :  

+ rn rn 2 - _., _ _  
bc 

Comme p réc6demmen t , l e s  f o n c t i o n s  V e , h  e t  l e s  polynômes n o r -  
xetlisés sont donnGs e n s e n b l e  pa-e 80. A cause des c o n d i t i o n s  aux 
l i m i t e s e x t é r i e u r e s ( e n  r = a et r = fi) encore i n d é t e r m i n é e s  ,on a 
i n t r o d u i t  des  f o n c t i o n s  3' e,h et d a n s  l e s  n i l i e u x  c o r r e s p o n -  
d a n t  S .  

La forme normale(1~-21) de l ' é q u a t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  de c e t t e  
st  u c t u r e  s ' o b t  l e n t  a l o r s ,  apres r eg roupemen t ,  e n  ( IV-26) . 
C o n t r a i r e m e n t  aux c o o r d o n n e e s  c a r t 6 s i e n n e s , e l l e  ne se décompose 
p l u s  p a r c e  qu'il n ' é x i s t e  pas de  r e l a t i o n  s i m p l e  p o u r  les f o r -  

mules d'addition( en argument  ) avec l e s  f o n c t i o n s  de Bessel. 
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Chacune de  s e s  r a c i n e s  y 2  co r re spond  à: une ,onde h y b r i d e  EH,ou HE. 

Les onàes  t r a n s v e r s e s  ,nécdssa i remer i t  'de révolut~on,correspondentà 

Avec une p a r o i  m 6 t a l l i q u e  e x t g r i e u r e  e n  r = a ,on  v é r i f i e  r ap idemen t  
que l e s  c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  son t  v é r i f i é e s  pour  l e s  n o u v e l l e s  
v a l e u r s  d e s  foncLPon F e t  G données en (IV-27) . ~ p r e s  remplacement ,  
on o b t i e n t  1' é q u a t i o n  c a r a c t  érist igue du gu ide  cha rgé .  

Le p a s s a g e  à l a  l i m i t e :  c ; r O , a v e e  e n  cons6quence:  

1 - J ; ( S ~ )  
3c 

donne une 6quat  i o n  c a r a c t d r i s t i q u e  b i e n  connue Elâ3 : 
~ ~ ( s b )  

n: 

On peut  munir  l a  s t r u c t u r e  d ' a u t r e s  f r o n t i S r e ~ P s r  exemple,en a jou-  
tant une f r o n t i 8 r e  m é t a l l i q u e  pour  r = d,on o b t i e n t  une s t r u c t u r e  
c o a x i a l e  chargée. Son mode ( fondamenta l    TH^ s ' o b t i e n t  immédiatement 
à p a r t i r  d e  pIp , en  p r e n a n t  c e t t e  f o i s :  

Après m a n i p u l a t i o n s , o n  t r o u v e  l ' u n e  d e s  formes  p o s s i b l e s  de  l ' é q u a -  
t i o n  c a r a c t d r i s t i q u e  de c e  quasi-TEH: 



Bous venons de  v o i r  quelques  a s p e c t s  de - l a r e c h e r c h e  d e l ' é g u a t i o n  
c a r a c t g r i s t i q u e  d 'une  s t r u c t u r e  c y l i n d r i q u e  uniforme.  

Bien d ' a u t r e s  problèmes s o n t  à env i sager . : r echerche  des c o é f f i c i e n t s  
e t  des  corngosentes de champs,6tude des  f l u x  d t é n e r g i e , j o n c t i o n  de 
s t r u c t u r e s  d i f f % r e n t e s , e t c . .  

Bous s i g n a l e r o n s  cependant gu' i l s  ne peuvent  S t r e  r é s o l u s  qut  avec 
l a  conna i s sance  de y . I 1  e s t  donc i n d i s p e n s a b l e , s i  on é f f e c t u e  une ' .  
6 t u d e  numérique s u r  une s t r u c t u r e  donnbe ,de p r é v o i s  t o u t e s  c e s  
q u e s t i o n s  séparément , e t  de p l a c e r  dans l e  prograinme g é n é r a l  des  
o p é r a t i o n s  à m e t t r e  en p l a c e ,  l e s  e n t r é e s  e t  s o r t i e s  dl in fo rmat  i o n s  
q u i  p e r m e t t e n t  de  résoudre;6ventuellement,chacune d ' e l l e s  à l a  
demande. 



A N N E X E .  s 

TRAnISFORMATIOll GEOMETRIQUE DES DYADES TRAPSVERSALES 

ry 
4-b 

A t o u t e  d y s l e  t r a n s v e r s a l e  %,on a s s o c i e  l a  t r a n s f o r m é e  

At p a r  l ' o p é r a t e u r  Pt .La l o i  de t r ans foxrna t ion  e s t  donnée c n ( ~ - 1 )  
4.1 

& .c-) 

Comme on l e  v o i t ,  A e s t  r e l i é e  & l ' i n v e r s e  t r a n s p o s é e  de At. t 

Les  deux m a t r i c e s  é t a n t  semblables  au  s e n s  de l ' a l g è b r e  m ~ t r i c i  1- 4t l e , o n  en  d é d u i t  l e s  p r o p r i è t é s  r a ~ e l l é e s  en A-2.En outre ,At  e t  
o n t  même rang,m$me dSterminant,mêmes v a l e u r s  e t  v e c t e u r s  p r o p r e s .  

C e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  n ' e s t  pas u t i l i s 6 e  dans l e  s e u l  b u t  d ' a l l é g e r  
l e s  c a l c u l s , m s i s  e n c o r e  parce q u ' e l l e  s r  i n t r o d u i t  d '  elle-même dans 
l a  décomposi t ion  des  o s é r a t  e u r s  de 1' 6lec t romagn6t  isme. 

Parmi l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  u t i l e s  à c o n n a i t r e  de ces  dyades e t  de 
l e u r s  g roupenen t s ,on  donne l e s  r e l a t i o n s  ( A - 3  à 6 ) . E l l e s  s e r v e n t  
notemment à dégager  une composante de -et. 
En g é n l r a 1 , l e s  p r o d u i t s  dyadiques  n e  s o n t  pas  cornmutables. 
Cependant, il e x i s t e  d e s  exep t  i o n s  pour  c e r t a i n s  t y p e s  de dyades ,  
comme on peu t  l e  v é r i f i e r  immédiatement c i -dessous .  

Dyades remarquab les  : On donne c i - a p r e s  que lques  dyades  remarquables  
e t  l e u r s  ' t r a n s f o r m 6 e s .  

C-) m 
Dyade s c a l a i r e :  E l l e  e s t  d é f i n i e  par  At = A I t  

E l l e  e s t  é g a l e  ii sa t rans fo rm6e  I 

nJ 
.- - ' 4 4 

Il v i e n t  : At = ,At = AIXt + Aagt tu 
U r i L )  

N 
d+ ).L 

E l l e  commute se1.o-n l a  l o i :  A . B  = B - A  

Dyade d i a g o n a l e :  E l l e  e s t  d é f i n i e  p a r :  

En m i l i e u  gyrot rope ,A e s t  une q u a n t i t g  déphasée 
de ~ / 2  par r a p p o r t  2 i2 .0n pose donc: A:, = f j Ag 
dans c e  cas  .En f a i t  ,nous r e t i e n d r o n s :  

C) 

At 4-- 
A O 

11 

O A  
Y 

rulr --A I 

On a: At = A A At . E l l e  est cornmutable. 
Il 

Dyade a x i a l e  ( s y m é t r i e  de r é v o l u t  i o n )  : 0n a: 





- - 

CAS 6ENERAL : 
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Mous avons p r é s e n t é  l e s  s t r u c t u r e s  c y l i n d r i q u e s  e t  l e u r  
é t u d e  comme une a p p l i c a t i o n  de l a  t h é o r i e  des  o p é r a t e u r s  l i n é -  
a i r e s .  

En e f f e t , c e l l e - c i  l e g r  a p p o r t e  de nombreux avan tages :  
C ' e s t  t o u t  d ' a b o r d  l a  décomposi t ion  d e s  ensembles a n a l y t i q u e s ,  
comme l e s  champs E lec t romagné t iques  ou  l e s  s o l u t  i o n s  d' équa t  i o n  
d i f f é r e n t i e l l e , e n  sous=-espace  p a r t i c u l i è r e m e n t  a d a p t é s  à l a  géo- 
m é t r i e  du problème. 

E n s i i t e , ~  ' e s t  l ' u t i l i s a t i o n  s y s t é n a t i q u e  d e s  r e p r e s e n t a t  i o n s  
o p é r a t i o n e l l e s  l i n é a i r e s :  c a l c u l  m a t r i c i e 1 , c a l c u l  dyadique , ta .  
b u l a t i o n  d ' o p é r a t e u r s  , e t c . .  . q u i  p r ê p a r e  , t o u j o u r s a v e c  succi3s+, 
a u  c o n d i t  ionnement i n d i s p e n s a b l e  d e s  o p é r a t i o n s  a n a l y t i q u e s  en vue 
de l e u r s  i n s c r i p t i o n s  s u r  un programme de machine mathématiq,ue 
moderne. 

E n f i n , c V e s t  l a  s i m p l i f i c a t i o n  i m p o r t a n t e  dans l e  cho ix  d e s  ope-  
r a t i o n s , p u i q u ' i l  n e  s u b s i s t e  que d e s  combinaisons l i n é a i r e s  
d ' o p é r a t e u r s  en I / e i  a / a x .  ouJe.dxi  p a r f a i t e m e n t  a c c e s s i b l e s  
aux méthodes de c a l c u l  a c t u e l l e s ?  

Indépendamment de  c e t  a s p e c t  t e c h n i q u e , n o u s  pensons a v o i r  
mont r 6  qu 'en p r o p a g a t i o n  é l e c t r o m a g n é t i q u e  l e  m i l i e u  s e  s u f f i t  
à lui-même.C1est l u i  q u i  f i x e  1' amplitude , l a  p o l a r i s a t i o n , l a  
forme i n t r i n s è q u e  d e  1 onde qu i  s ' y  propage.  Les s u c c è s  i n p o r t  a n t  9 
avec  l e s  t h é o r i e s  r é c e n t e s  des  g u i d e s  atmosphé+iques,souterrains, 
lumineux l e  prouvent  b i e n .  
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