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Depuis  une dizaine d'ann6es,dVimportants travaux ont été 
entrepris p o u r  é t u d i e r  Xa p r o p a g a t i o n  des ondes électromagnéti- 
ques dans Ses m i l i e u x  a n i s o t r o p e s  e t  h é t 6 r o g è n e s : r n i l i e u x  f e r r i -  
magnétiques , m i l i e u x  i o n i s é s  e t  plasmas ,milieuxf semi-conducteurs. 

Malgré leur apparente diversit6,tous ces  problèmes o n t  un 
support commun: la r e c h e r c h e  d r  une solution d 'onde  d a n s  un milieu 
d o n t  Les c a r a c t d r i s t i g u e s  sont suppos6es  p a r f a i t e m e n t  connues 
o u  déterxnin6es à L'avance .  

Nous n ' e n v i s a g e r o n s  pas  1' a s p e c t  physique, fondamental,de l a  
recherche de t e l l e s  c a r a e t é r i s t i q u e ç . l l o t r e  a m b i t i o n  e s t  t o u t  
fait différente: q u e l  que s o i t  l e  r n i l i e u , c t e s 2 ;  s o u v e n t  l a  même 
8quipe  de t r a v a i l  c t  l e  m ê m e  o r d i n a t e u r  qui  conduisent ;  a u  r 6 s u l -  
tat diif  initif de la solution numgrique. 

Mous avons donc che rch6  d e s  méthodes s y n t h é t i q u e s  très g6n6- 
rales,valables à p r i o r i  p o u r  tous l e s  mi l i eux ,maiç  s'appliquant 
b i e n  e n t e n d u , $  un cas p a r t i c u l i e r : c e l u i  des structures c y l i n d r i -  
ques uniformes .  
Par cette d é s i g n a t i o n , i l  Faut  e n t e n a r e  tout systsme de propagation 
r e s t a n t  identique à lui-raême dans  une d i r e c t  i o n  donnée  .$n f a i t ,  il 
s e  p r é s e n t e  alors , e n  coordonndes c y l i n d r i q u e s  ,corne un ~robL8me 
à deux variables. 

A cause des r e l a t i o n s  imposées par l e  milieu aux d iYeraes  
composantes du champ é l e c t r a m a g n é t i g u e ,  il n'est ' p l u s  p o s s i b l e  
de  résoudre, en g6néra1,les équations d.tondcs  s u r  chacune de ces 
cornposantes . l l  ex is t ;e  e n t r e  elles, un c e r t a i n  couplétge qui  provient 
de  l a  r é a c t . i o n  du milieu sur l'onde qui s ' y  propage. 

11 faut donc ,alors,rechcircher systémat iguement  son d x i s t e n c e ,  
p u i s  l ' é l i m i n e r  a f i n  de  pouvoi r  a p p l i q u e r  d i r e c t e m e n t  les methodes  
classiques d e  résolut5on d ' é q u a t i o n s  d'onde. 
Bous u t i l i s e r o n s  dans ce b u t  l a  t h é o r i e  des operateurs linéaires. 



Apr6s une brève p r é s e n t a t i o n  de l e u r  d6eomposi t ion ,nous  
mont re rons  comment 1' é t u d e  d ' u n e  onde. c y l i n d r 5 q u e  s ' i d e n t  i î i e  
en fait au  problème spectral df  opérateurs 8 p a r t i c u J i e r s .  

Dans l e  second c h a p i t r e , n o u s  e f f e c t u e r o n s  son étude compl$te  
s u r  une base scalaire,Comme ce p r s c g ô é  n ' e s t  malheuresement  pas 
valable dans t o u s  l e s  c a s , l e  chapi tre  s u i v a n t  présentera une s o l u -  
t i o n  plus gén6rale.bien que p l u s  d é l i c a t e  & u t i l i s e r .  

Enfin , a p r Q s  quelques remarquas sur des ondes p a r t i c u l i è r e s ,  
nous  donnerons d e s  exemples d ' a p p l i c a t i o n  sur Zes s t r u c t u r e s  en 
r n u l t i - m i l i e u x  que  l'on rencontre l e  p l u s  souvent en pratique.  

PRINCIPALES XOTATIOBS 

N O U S  employons l e  systsme i4 .K.S .A .  En régime ha rmonique , l e  
f a c t e u r  expf j w t  ) s e r a  sys t émat  iqt tenent  SOUE-entendu.  

( X ~ , X ~ ~ E I  ( U , V , Z  : coordontl&es c u r v i l i g n e s  c y l i n d r i q u e s .  

p,q,ET,ri e t  y :  p a r a m è t r e s  e t  facteur  d e  p r o p a g a t i o n ,  
e - 
E , CL : dyades regrSsentat ives  des t e n s e u r s  p e r m i t t i v i t g  e t  per -  

du m é a b i l i t é .  - 
L , : l e s  mêmes apres t r a n s f o r m a t i o n  ~ é o n é t r i q u e .  
*r, 
P, : O p é r a t e u r  6e r o t a t i o n  e t  de t r a n s f o r m a t i o n .  
eu 
1% : Dyade u n i t a i r e  t r a n s v e r s a l e .  

T , a : f a c t e u r s  de couplage. 
13 .He -21 

lij, hi,Mi ,Bi : O p é r a t e u r s  l i n é a i r e s  maxwel l i ens .  

E y H  A'*' : Opérateurs d i f f é r e n t i e l s .  L , Q  , 
e ,h  e,h a ,bi ,... i T?'~: c o 6 f f i e i e n t s  des f o n c t i o n s  l o n g i t u d i n a l e s .  

3 

K:'~: C o é f f i c i e n t s  des sys t èmes  l i n é a i r e s  en n u l t i - m i l i e u x .  

R,S : Elérnents de l ' é q u a t i o n  caractéristique, 

Pi, p i .  : polynôme e t  polynôme n o r m a l i s é  de l t 6 q u a t  i o n  caract6r i s t .  
1 ue ?,je 8% - 1 uh * h r - -  

uh ue 

? II : accents  d 6 s i g n a n t  l e s  L i m i t e s  s u p é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  
d'un m l i e u  i n t e r m É d i a r e .  



Chapitre 1 

Lt ESPACE ELECTROMAGNETIQUE LINEAIRE 

1-1 DECOWPOSITJON DES OPERATEURS DIFFEREMTIELS 

1-1-1 Cas de 1' opgrateur d y l d i q u e  purement l i n é a i r e  

Avant d'entreprendre une 6tude  systsmatique des 
structures cylindriques,nous allons prgciser la décom- 
pos i t ion  des op6rateurs l i n é a i r e s  e t  d i f f é r e n t i e l s  q u i  
s e r o n t  utilisés, 

L a  d e s c r i p t  i o n  du champ électromagnétique se fait 
sur La base d'un espace vec to r i eL  ( c )  de configuration 
dont; la dimension est' imposée. 

On le d6cornpcse en deux sous-espaces ( C )  et ( C l z  t eorresponde.nt aux regroupements de t o u t e t ;  X e a  composantes 
de chmp , r e spec t  ivement transversales et l o n g i t u d i n a l e s .  

Chacun d 'eux  e s t  muni de ses lais propres,et t o u t  
opérateur de liaison est n o t e  s e lan  son, sens d f  application: 

~a décomposition des chanps dlectromagndtigues est 
iniddiat  e : 



Celle  d e s  opérateurs dyadiques s'obLieient par part i t ion-  
nement .Par exenple ,l' opérateur . l i n é a i r e  E peut se par t i t  ionner 
sous l a  forne suivante: 

-a+ (L - C e  -C 'c On l ' é c r i t  a lors:  E = rc+ <Lza+ C Z ~ Z *  -c z Q h  - *-C 

L' a p p l i c a t i o n  D = c -  E se  d6compose irnrn6diatenent sous 
l a  forme: 

Th&osiquement, il serait poss ib le  de relier chaque p a r t i e  
d e  l a  décomposition d'une dyade $ celles de la dyade inverse et 
v i c e  versa.Cependant ,en prat ique,les relations obtenues sont 
beaucoup trop compliquées ,et II e s t  préférable d e  p a r t i t i o n n e r  
l a  dysde seulement après Inversion.If  existe toutefois un cas 
où l e  correspondance se f a i t  terme terme,et i3, e s t  tres u t i l e  
dans l'étude des milieux gyratropes: 

1-X-2 .Cas  des opgrateurs d i f f érent  i a l s  

En coorclonnées cylindriques orthogonales,l'ap6rateur n a b l a l l f ]  

peut s '  écrire encore: 



s i  on convient que q s t  rEduit à son a p p l i c a t i o n  sur seules 
variables t r a n s v e r s a l e s  de 1'618nent & transfornisr,et v= $ 
La s e u l e  variable longit tzdiniale  zr 

Cet te  ragle s t  k tend  aux opgrateurs usuels construits sur 3 e t  on o b t i e n t  rapidement l e  t sbleau nOI page suivante. 

L'emploi de c e t t e  d6composit ion n t a  pas un sens purement 
formel .Si e l l e  co~p l ique  parfo is  l e s  n o t a t i o n s  , e l l e  présente 
f 'iintéree consid6rable de  fa ire  d i spara i t re  totalement l'opéra- 
t e u r  "rotationnel" iarsque l a  dépendance des champs est en 
__lr 

+ Y= A(x1x21 e- . 
+ 

Four l e  mcrntrer,transformons A en l a  dyado d i f f é r e n t i e l l e :  

.H 

fi- 

Puisquten eaordonndes c y l i n d r i ~ u e s  l e s  c a é f f i c i e n t s  metri- 
~ u e s  e n& dépendent pas de z ,an peut l"crire,avec l top6rstsur 
l i n é a i $ t  P: -- 

et on o b t i e n t  a l o r s :  

De même ,en rkintroduJsant  7,an montre krès facilement que: 

Fiaslement,an donne ci-dessous les formes nouvelles prises 
par un opérateur rotat ionne1 l o r s q u t i l  e s t  appliqué dans un des 
deux sous-espace: 



.i 

Tableau n"I 

opérateurs 1 décomporiti~n 

i@,;04 3U +gai -- 3.J 
TUS,) S 33=% CLJ% 

+ V*U = -. =-- 3U 
3= 

4 - C  kA - L ( J ~ & A *  + J*A) -+ 
V*A(ZI.=) PP 3% 3xa 

1 4  ** 
4 3e4e,A* VfA,, 
:'1 32 

t x A  P =*-- I JAS -2;- J_At + 

ab 3x4 P 3- - -r, 
VXAGL~CL) =*A - - 

t *  - $1 3x1 
Jedi) 

3==l 
* 

-0 1 3eLAs V'xA -~LJ& 
*& JL 3= 

..-T -m 

AU(=..) n,u . v;gu 
t a  e F - C  a,u, eeu 

I 

-- + + + A&A= ~V;A  - V X V X A  4 b 

-.F J C - 3  I+C -.r - 
AA t = V,V;A -QxVxA .t t 

- 3 3  - -r r 

0,V;A -VxVxA + x 4 
4 3 -  -+ + -*- 

!,A -KxVxA x 



- 
L1ap6rateur P posshde une i n t e r p r é t a t i o n  géomdtrique  remarqua^ 

bPe :il reprdsente l e  produit d'une p r o j e c t i o n  sur l e  plan trans- 
versal et d'une r o t a t i o n  p o s i t i v e  de O f 2  autour de Oz. 

1-1-3 Application aux dis tr ibut  i o n s  

En coordonnées cylindriques,les opdrateurs transversaux 
possbdent la presque t o t a i i t 6  des psopxi4tés des opérateurs 
ordinaires dont il& sont issus, 

En particulier,nous rtllons montrer tres  rapidement qu'ils 
sont les seuls B supporter les d i s t r i b u t i o n s  de Dirac i n t r o d u i t e e  
par BOUIX C33GW dans l'étude des &isccrntinuit6s du champ é3ec- 
f romagngt i que. 

Prenons une surface cylindrique qui à6composè l'espace en 
deux régions I et II,et d é f i n i e  par xI = x 

01 
La f o n c t i o n  de Beaviside re lat ive  à chacune d'elle e s t  àonnge par: 



Comme,pour x fixE ,H est invariante, x g B z  on an d e d u i t  
qu'eu sens des d i g t r i b u t i o n s  l e  gradient 8,e H ne dépendra pus 
de xI.En fait,on montre que: 

en prenant la quantité S ( x I  - k)  avec aon s i g n e  réel sur 
1' axe curv i l i gne .  

Cec i  se dgveloppe en: 

et conduit finalement $ : 

P u i ~ q u e  les relations bien connues: 

s' appliquent i n t é g r a l e m e n t  aux opérateurs e t  V=,toute d is tr i -  

bution scalaire discontinue sur la surface xI  m g x  porsède un 
gradient décomposable en: 

S i  r a b s i g n e  le saut de U: CJ-= U ( X  +O,X , z f  - U(X - 0 , ~  , z )  
on peut écr ire ,evec  les notations da B O U ~ X  o$ l v a c $ o l a d 8  repr6- 
sente un opgrateur ordinaire  pris en dehors de l a  d i s c o n t i n u i t 6 :  



3 -5 

De mêmesuna distr ibut ic in  v e c t o r i e l l e  A d e  saut CS- conduit aux 
relations : 

Par sornmation,tous c e s  r6sultats  se gGnéralisent à des  d i s c o n t i -  
n u i t e s  multiples. 

1-2 FROPRLETE FOBDAMEMTALE DES STRUCTURES CYLINDRIQUES UNIFORMES 

1-2-1 Facteur de propagation sca la ire  

Cansi6érons une structure cy l inar ique  ,hétgsog&ne e t  
anisotrope .Toute source d'bnergie ne déterminant qGune r é p a r t i t i o n  
en i n t e n s i t 6  des ondes sucept ib l e s  &e s'y propager ,il s u f f i t  ,pour 
Gtudier La formation de c e s  d e r n i . ~ r e s , d * u t i l i s e r  l e s  équations de 
Maxwell hors des sources: 

Pr6sent6es sous c e t t e  forme, c e s t  un système différentiel 
homogène dont  Is s o l u t i o n  conduit aux gquatlons d i t e  de propa- 
gat ion: 

a..v 
Par hypothèae, les  carsr tér ia t iques  c ( r  x ) y ( x  x2 )  du 

s i l i e u  sont invar iantes  avec l a  d i s tance  lon$i8udinala .  

Il e s t  a l o r s  naturel  dpadmettre que l'onde en propagation conserve 
c e t t e  propriété  e t  prend l a  forme,en régime harmonique: 



Ceci r e v i e n t  a d m e t t r e  pue s e u l e s  l e s  v a r i a t i o n s  t r a n s v e r s a -  ; 

l e s  du m i l i e u  de p r o p a g ~ ~ t i o n  s u f f i s e n t . $  déterminer l e  caractère 
i n t r i n s é q u e  de c e t t e  o n d e , l e  f a c t e u r  l o n g i t b d i n a l  ne  modifiant 
que d t u n e  façon g l o b a l e  sa phase et  son ampl i tude .  

Une t e l l e  hypothsse est v g r i f i é e  s i  (11) est s o l u t i o n  des 
é q u a t i o n s  de propagat ion .0n d r i f  ie aisément ,par  s u b s t i t u t  i o n ,  
que l a  premiere peut  s l $ c r i r e :  

B e t t e  é q u a t i o n  ne se ~ 6 d u i t  e f f e c t i v e m e n t  3 un problème 
v e c t o r i e l  sur ( x y x p )  qut& l a  double  c o n d i t i o n :  

A h e v ~  
yS;T  = Cste = y' 

Y 
$ 3 ~ "  -- = C s t e  y. J= 

d o n t  1s s o l u t i o n  unique est : 

Un ra isonnement  i d e n t i q u e  s ' a p p l i q u e  à ' ~ ~ . ~ a i a  comme l e s  
f o n c t i o n s  Y6ne dependent n i  des m i l i e u x , n i  des champs ,il n 'y  
a aucune r a i s o n  de l e s  d i f f é r e n t i e r  e t  on p r e n d r a  dgsornais 
'Y= a: y H  = Y. 

Dans un m i l i e u  hétgrogsne e t  a n i s o t r o p e  , i n v a r i a n t  
selon Oz, il e x i s t e  t o u j o u r s  des solut  ione d'onde c y l i n -  
d r i q u e  u n i f o r n e  dtipendant d'un f a c t e u r  de p r o p a g a t i o n  
scalaire, 

L r  u n i  fo rmi t  6 de L'onde apparait a i n s i  comme une cons6quence 
d i r e c t e  de c e l l e  du m i l i e u .  

1-2-2 - Généralisa% ion  aux s tructures  curv i l i gnes  

On peut étre t e n t d  cie g é n 6 r a l i s e r  ces  résultats une 
structure curviligne d o n t  la géomét r i e  reste invariante s e l o n  
l a  d i r e c t i o n  x 

3 = 
I 



11 spparait un coEfiicient métrique a (xIx2) # S .En sgparant, 
par une normalisation aux dimenaions,$e earac+ère metripue Ba 
1' allure varia* ionnel-e : 

on trouve immédiatement le nouveau système : 

- 
, ye'x Y@$r, 

dont la so lut ion:  \Y = Ae + Be 
prgcgdente B un Pacteur  métrique prss. 
L a  gén6ralisation est donc p o s s i b l e ,  

est, jidentique B la 

On donnera simplement les nouvelLes expressions pour (2) et 13) :  

ca r  t o u t e  la suiLe  des raisonnements  que nous a l l o n s  effectuer 
peut se reprendre pas $ pas .  

En pratique,  c f  e s t  avec des conditions aux limites l o n g i t u -  - 
d i n a l e s  que ce  type df  onde devient in.teressant,car il permet d e  
r6soudre t o u t  problame aaisotrope et  h g t é r o g s n e  dans un dièdre  
donnd . 

Pour cert a&ns problèmes ,structure courbde par exemple,  e 
e s t  a u s s i  fonction de x . 3 
Si son expression e s t  saparable,ctest & dire a i  on peut ( m i r e :  

= 7 eb ( x  )' ,la s o l u t i o n  d'onde de (13) est  alors non uniforme: 3 3  3 
p3 n "1 

Lorsque la courbure est faible,un développement l i m i t é  de e g ( x  ) 
donne en première approximation une onde u n i f c n n c : c * e s f  l a  a ~ t a o d e  
clsssique. 
Dans l e  cas général d'une fonction quelconque de x ,il n'existe 
plue de solution pour Y indrpendante de xIxg,donc Pinalement pas 
d'onde de l a  forae (X-II) .  


















































































































































































