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Le but de notre recherche &était initialement 1'&tude des régimes

dynamiques du moteur asynchrone diphasé, en fonctionnement libre ou asservi.

Cet organe qui entre dans la réalisation de trés nombreux appa-
reils automatiques est ordinairement assimilé 3 un moteur & courant continu "équi-
valent', régi par une équation différentielle linZaire 3 coefficients constants.
Cette idéalisation grossi@re ne permet pas de tenir compte dans un projet d'asser-
vissement de certaines particularités typiquement non linZaires de cet &lément ,
qui ont une incidence considérable sur les performances de la boucle fermée :
limitation de la vitesse & la vitesse de synchronisme, variation de 1'amortissement

interne en fonction du signal de commande, etc...

C'est pourquoi nous avons entrepris 1'étude des régimes variables
du moteur diphasé en considérant délibérément celui-ci comme un systéme non liné-
aire, non séparable. L'analyse du fonctionnement en chaine ouverte nous a permis
d'aborder ensuite celle de boucles fermées d'asservissement comportant cet organe

constitutif, et de mettre en &vidence le rdle capital des non-liniarités.

Les caractéres particuliers de ce servomoteur nous ont amené 3

développer diverses méthodes spécialement adaptées & son étude, mais qui peuvent

-

se généraliser avec succés & toute une classe de systdmes continus non-linéaires

d'ordre quelconque. C'est la raison pour laquelle ncus avons choisi d'exposer

les résultats de nos travaux en deux parties distinctes; la premiére est consacrée

-~

3 un essali de théorie géndrale des systémes 3 coefficients fonctions de 1'entrée

(A.C.F.E.), tandis que la seconde est réservie au moteur diphasé et aux problimes

qui lui sont propres.
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Sur une classe particuliére de systdmes

non linéaires et non séparables
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INTRODUCTION -~

Un systéme physique S , de grandeur d'entrée x et
de grandeur de sortie y , est dit "linéaire"” s'il est régi par

une équation différentielle linéaire & coefficients constants.

Un systéme non linéaire est dit "séparable" s'il peut
8tre scindé en une cascade de systémes linéaires, et de systémes

non-linéaires & réponse instantanée.

1.1.1 Définition =~

Nous appellerons 'systéme & coefficients fonctions de
1'entrée”, ou en abrégé "systéme ACFE" tout systéme régi par

1'équation générale

i=n . j=n .
(1) t a; (%) yi) _ 2 bi(x) x1)
1=0 . 1=0

ol x est une fonction du temps t , prenant ses valeurs dansn
un certain domaine C '

Les notations x(l) et y(l) représentent respectivement
les dérivées d'ordre i de x et de y par rapport & t

(2) x(i> _ QE& y(i) _ giz
dti ’ dti

I1 est & remarquer que le temps ne figure pas expli-
citement dans (1).



1.1.2 Cas particuliers -

La définition précédente recouvre plusieurs types par-
ticuliers d'une grande importance pratique, parmi lesquels nous
citerons :

- les systemes linéaires, caractérisés par :

te te
Z 1 o — — > — —_ “
(%) \fl 2 ai(x) = a; = C 5 bi(x) = bi = C 5

- les non-linéarités instantanées, correspondant & n = 0 ,

pour lesquels 1'équation (1) se réduit & :

(4) a (x)y = b (x) x ;

- certains systemes non-linéaires séparables trés courants,
constitués d'une non-lindarité instantande :

(5) Z = bo(x) x
plaoée‘en amont d'un systéme lindaire régi par
L (1)
(6) g;g a; ¥ = oz .,

1.1.3 Cas général -

Dans la plupart des cas, un systeme ACFE est & la fois
non~linéaire, et non séparable ; nous en fournirons au § 12 de

nombreux exemples.

Lorsque l'entrée x varie suivant une loi spécirfiée
x(t) , v est la solution d'une équation différentielle linéaire
(au sens large des mathématiciens) puisque les coefficients ay
et bi sont des fonctions déterminées du temps, par 1'intermé-
diaire de la fonction x . Mais en général,la loi de variation
de x peut &tre absolument quelconque. Le systéme se trouve donc

déecrit par 1'équation (1) dans laquelle la forme de x(t) n'est

pas spécifide, c'est-a-dire, en fait, par une famille d'équations

différentielles, dont chacune correspond & une loi x(%t) particu-
liere. ’

Nous nous proposons d'détudier le transfert de 1'infor-
mation & travers S endéterminant des relations significatives entre
x et y , permettant de caractériser les performances du systéme,
notamment en ce qui concerne la vélocité de ses‘régimés transitoires,
et la stabilité de ses régimes permanents.
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1.2 EXEMPLES DE SYSTEMES ACFE -

1.2.1 Moteur & courant continu (1) [ﬂ

En dehors des fonctionnements linéaires du moteur a

courant continu, tels que :

- commande par 1'inducteur avec courant d'induit constant,
- commande par la tension d'induit avec flux Znducteur cons-

tant,

il existe de nombreux modes de fonctionnement non-linéaires

A - Commande par 1'inducteur, sous tension d'induit constante[Q]
(Figure1l).

._-_-__—J-:__/g:am] __f_ﬁ))._. Figure 1.1

A%

Le systéme est régi par deux équations, 1'une linéaire,
1'autre de type ACFE

[eh] —
(7) lgg + vd = v ,
2 k u
d ) 2
(8) I +F+ 5 e = 23,
avec k = e/jw = Cte.

-

(1) On admettra les hypothéses simplificatrices généralement auto-
risées pour 1'étude des régimes transitoires, & savoir que la satu-
ration, 1'hystérésis, la réaction magnétique d'induit et la chute
de tension au contact des balais et du collecteur sont négligeables,
ainsi que 1'inductance de 1'induit et les couples de pertes non

proportionnels a la vitesse.
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B - Moteur shunt commandé par la tension (Figurel2) - .

Ie systéme est encore régi par une équation linéaire

et une équation ACFE

aJ .
(9) 1 E% + rJj = u ,
. dw kK= .2 _ k1 . 4] Ke .y
(10) IgE F+g 37w = =J @ * R 33

C - Moteur série commandé par le courant (Figurel?) -

~~ ¥ )
R .Q }ﬂm %.;}M Figure 1.3
m{ . .

Lo
»

On peut considérer ce systéme comme séparable en une

partie linéaire et un organe de 1oi quadratique instantanée

(11) J %% + Fw = k 17 éguivaut a :
(12) 7R v e o= 2, et 7 =k 1° .

D - Moteur chargé par un frottement visqueux réglable (Fig. 4)
Considérons un moteur & flux constant alimenté sous ten-
sion d'induit constante et chargé par une génératrice & excitation

variable, débitant sur résistance.



Figure 1.4

Le systeme est décrit par les deux équations :

aj'

(13) 1S 4 'yt o= v
2.2 .
k7] 12,12 k u J
(14) 399 L opy 0 By = o .9yt
dt R R'+ R" R J

dont la seconde est bien du type ACFE.

1.2.2 Moteur asynchrone diphasé d'asservissement [3, @ -

Le servomoteur diphasé auquel est consacrée la seconde
partie de nos travaux constitue un excellent exemple de systeme
ACFE,

Suivant que la commande s'effectue en jouant :

-~ sur l'amplitude de la tension appliquée & l'une des phases,

- sur 1'amplitude commune de tensions équilibrées appliquées
aux deux phases, .

~ ou sur le déphasege ¢ entre les deux tensions d'alimentation,

on obtient, ainsi que nous le montrerons ultérieurement, 1'une des
trois équations suivantes

(15) J %%- + (F+a+0D Ug)w = ¢U |,
(16) J %%~ + (P ra Ve = bt U,

(17) J %% + (F+a"w = Db" sin ¢ .
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Chacune de ces équations est celle d'un systeme ACFE ;
la derniére se sépare d'ailleurs en un systéme linéaire du pre-

mier ordre en cascade avec une non-linéarité instantanée.

1.2.3 Autres exemples -

Les systémes régis par une équation du type (1) ne se
limitent pas & ceux Jue nous venons d’envisagere Ainsi -un dispo-
sitif de synchronisation &4 double vitesse "approche-précision’ {5}
constitue un systime ACFE, dans lequel on peut séparer une partie

non-lindaire de la forme

( (1 + (- g |
18) vy = 0,5 (1 + —=)sin x + 0,5(1 - Jsin k x .
IXEXOI ’ IX-XO

I/f~ sin x ,
u/} f

i .
7
g sin kx

|

o ' > ‘*;\__E
- ;

Figure 15 : Systeme approche-précision.

Comme systéme non séparable on peut indiquer le moteur

hydraulique rotatif & barillet,a cylindrée réglable x , alimenté
par une pompe & débit constant g ; 1'équation différentielle

aw 2 '
(19) J g ¢t (F + px ) w = pax .,
dans laquelle P désigne le quotient de la pression pour le débit
des fuites totales, est & rapprocher des équations (8) et (15)
(Figure 16) .
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Pompe , Moteur
xd

Figure 16 : Transmisstion hydraulique.

Pour terminer cette énumération qui n'est pas exhaustive,
nous nous réfeérerons a une étude de M. A.BRYCH [6] concernant la
régulation par tout ou rien d'un four, et selon laquelle on doit
considérer deux fonctions de transfert différentes pour la montée
en température et pour le refroidissement. Si 1l'on désigne par x
le signal d'erreur et par y la température obtenue, 1'équation
différentielle peut s'éerire

2
(20) ag(x) ay al(x) dy v o= ( Py b ) x o,

at° datc 2 x 2Ix
1& + T; pour x >0,
avec : al(x) = , y
Ti + fé pour x <0 ,
T%_Tb pour x > 0 ,
et _ag(x) =

I{ Té’ pour x <0 .

Les exemples précédents montrent que les systémes a pa-

 ramdétres variables avec la grandeur d'entrée sont largement ré-

pandus, et ils nous incitent & entreprendre une étude théorique
générale de cette classe particuliére de systémes non-linéaires.

HYPOTHESES GENERALES -

Les équations de type (1) gue nous considérerons seront
supposées irréductibles ; il faut entendre par la que les systémes
correspondants ne pourront plus &tre scindés en un systéme ACFE
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en cascade avec un systéme linéaire placé en aval. Ceci implique
en particulier 1'absence d'intégration, donc

(21) ao(x) £ 0 .
Nous supposerons également que 1'éguation (1) représente
un systéme du n'®™ ordre non dégénéré, c'est-a-dire que an(x)%o,

sauf éventuellement pour quelques valeurs particulieres de x
(22) an(X)ﬂﬁ 0

Nous admettrons que le systéme ne présente pas de déri-
vation, c'est-a-dire que

bo(x) £ 0
Enfin, nous supposerons gue tous les coefficients sont

des fonctions définies et dérivables de. X , ce qui exclut en par-
ticulier les phénomeénes héréditaires et les loils discontinues.

ETATS D'EQUILIBRE - STABILITE -

Les états d'équilibre d'un systéme (S) sont définis par

c®®-¢c , avec c €C ;

X =
y(i>= 0

2
(23) , pour ¥i # 0O .

Pour 1'entrée constante ¢ , la sortie a une valeur per-
manente constante d , telle gue
b, (e)

(24) d = -é—o—(-c—y C .._

Ia courbe représentative des variations de d en fonc-

tion de ¢ est la caractéristique statique du systéme (S) considéré.

Pour'un systéme non-linéaire forcé par une entrée quel-
conque non spécifiéde, le probléme de la stabilité se prééentevsous
divers aspects ; en ce qui concerne la stabilité asymptotique d'un
régime d'équilibre ( ¢ , d ), elle est assurée lorsque x(t) = c
pour t > 0 entraine

(25) lim  y(t) = a .
-t +o00 ’

Le systéme se trouvant & 1l'instant. 't = 0 dans un état

arbitraire et soumis & une entrée quelcongue, si l'on impose &
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1'instant t = 07 une entrée constante x = c , la réponse y(t)
est fournie par 1'équation différentielle linéaire & coefficients

constants

i=n . ' -
(26) 2 a;(e) gy~ (o) e ,

£ o}
1=0

assortie de conditions initiales y<l) (o") convenables.

Quelles que soient ces dernidres, la stabilité du ré-
gime transitoire est déterminée exclusivement par la nature des
zéros du polyndme caractéristique P (¢, p)

i=n

(27) P(c.p) = v a, (c) p*

E 1
1=0

On peut donc énoncer une condition nécessaire et suf-

fisante de stabilité globale d'un égquilibre (c,d) : les zéros

de P(ec,p) doivent présenter une partie réelle strictement néga-
tive.

Cette étude peut &tre menée a 1'aide des conditions
d'Hurwitz ou au moyen du critére de Routh.

Ceci permet de définir le domaine E C C pour lequel
tous les équilibres sont asymptotiquement stables ; les points
de la caractéristique statique ayant leur abscisse hors de E ne
correspondent 4 aucun équilibre physiquement réalisable.

REMARQUE -

I1 est nécessaire que tous les coefficients du polyndme
caractéristique soient strictement positifs ; d'ol une condition

nécessaire de stabilité de tous les équilibres possibles

ﬁdii 5 O 1 ¢n c
(28) V. . cec :oa; (e) > 0.

Inversement, la condition (28) définit un domaine D
auquel ¢ doit appartenir pour que S soit partout globalement

stable. On a évidemment

(29) E ¢ D < C .

REPONSES INDICIELLES - VELOCITE -~

Si, a partir d'un état donné, on applique une entrée
constante x(t) = ¢ , 1'équation (1) devient linéaire & coeffi-
cients constants. La réponse y(t) est donc la méme que celle d'un



systéme linéaire L, de transmittance isomorphe

i=n i
N ; by (e) p
(30) Lo 5= — = W (c,p)
* a. (c¢) p'
i=0 +

La transmittance équivalente dépend du niveau ¢ de

(15.

1'échelon appliqué Le temps de réponse correspondant peut

8tre évalué par la formule de Parseval [71

T

(51> tr = Z\; 5
@]

dans laquelle la pulsation de coupure W doit théoriquement E€tre

calculée par 1'intégrale
+ 00

(i w)

2

(%2) W= dw

0

0

Pratiquement, pour un systéme passe-bas (numérateur de
W de degré m strictement inférieur & n ), on peut se contenter
d'assimiler la courbe de gain & deux branches qui lul sont asymp-
totiquement équivalentes pour les fréquences respectivement tres

basses et trés élevées

'b
W () w) = EO pour W KO,
0 ‘
(33) 5
W) w) o~ "R pour W > W .
an O

On prend alors comme pulsation de coupure 1'abscisse

d'intersection des deux branches considérées, soit

: ao bm n-m -
(3%) o T a_ v
A n o
Cette méthode donne pour (S) un temps de réponse fonc-
. . 1
tion de ¢ : an(o) bo(c) i
(55) CI’(O> = I Y (C) B (C)
o m

Ia formule (35) permet d'apprécier la vélocité de (S),

et de déceler 1'influence de ¢ sur celle-ci.

{1) Cette circonstance montre bien qu'il est en général imprudent

d'identifier un processus au moyen d'un test indiciel unique.
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REMARQUE -

Les entrées constantes ne constituent qu'un type parti-
culier de loi x = x(t) ; mais il arrive souvent qu'un systéme
ACFE soit constamment précédé d'un systéme élaborant une succes-

sion de niveaux constants, tel que

- modulateur de largeur ou de nombre d'impulsions ;
- échantillonneur-bloqueur (périodique ou non) ;
- relais plus-ou-moins, avec ou sangs seull

- quantifieur, etc...

En ce cas, dans chaque intervalle de temps ol X garde
une valeur constante, la réponse de (S) est identique & celle d'un
certain systéme linéaire d'ordre n , et son calcul n'offre pas de
difficulté de principe.

»
PETITS MOUVEMENTS AUTOUR D'UNE POSITION D'EQUILIBRE -

Considérons un équilibre {3 défini par x =¢ , y = d,
selon la relation (24). Supposons qu'a partir de conditions ini-
tiales voisines de 1'équilibre, le systéme soit soumis & une en-
trée variable voisine de ¢ , donnant & la sortie des valeurs voi-

sines de d

Posons

(26) R
Y = y - d .

On peut écrire, en effectuant un développement limité

(; "
X+ P[ai(mynl)j y (1)
’gy(l) J%

au premier ordre

r

ra (x)y(iﬂ + B[ai(X)y(l
i

a X

€ ( ! ( )]I

_ ) i i
l%KX)J{l ~ kﬁ(belj +{ L 5% X -+L 1Dx(i)l Y
] € € 2

En notant f une quantité telle que 2;- s> et en ex-

oX

plicitant les relations précédentes tout en tenant compte de (23)

a, (x) y(i)'_v_

(37) €

— —

il vient

9
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ao(x)y ~ a (c)d + a (c)daX + a(c)yY

o o) o ’
al(X)y(laz a, (c) (1) ; (1i#£0) ;
(28) .
oo(x)x ~ bo(c)c + bo(c)o X+ bo(c) X
bi(x)x(i.)'zbi(o) x (1) , (i#£0)
En définitive 1'éguation différentielle linéarisée
s'éerit
(39) S a. (c) vt Jil b. (c) x) (ﬁ (c)e . )d) X
Z AR | T i “o - aéc )
i=o i=0 .
I1 lui correspond la transmittance équivalente
i=n i . v
? S bi(c) o+ (bQC - aod)
i=0
(40) x - = W' (c,p)

12:.;_@ a, (e b
1=0

Cette transmittance permet de calculer effectivement la
réponse de (S) & une sollicitation de nature quelcongue mais n'en-
trafnant que de petits écarts autour d'un régime d'équilibre. Elle
ne differe de W(c.p) (Cf:(30)) que par le terme constant figu-
rant au numérateur ; son gain statiqge

b (¢) + b_(e)e - A (c)a
(41) W' (c,0) = == © ©
a,(c)
peut s'interpréter comme la pente de la caractéristique statique

d(c) au point considéré.

L'application de la premiére méthode de Ljapunov ﬁ] con-
duit & 1'étude des zéros d'un polynbme caractéristique identique
a (27) : on retrouve done, concernant la stabilité locale de 4%
vis-a-vis des variations de 1l'entrée des conditions dont 11 a été
montré qu'elles assuraient aussi la stabilité globale vis-a-vis

des conditions initiales.

la vélocité des régimes transitoires des systémes passe-
bas peut encore &tre estimée au moyen de la formule (35). En ef-
fet, pour m > 0 , les quantités intervenant dans le calcul du
temps de réponse sont les mémes pour W(e,p) et W' (c,p).
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Pour m = 0 1la formule générale se simplifie en
an(c) n
(42) tl” = 7T 'é'o—(-c—j' 9

expression indépendante du numérateur de la fonction de transfert,

donec identique pour W et W'.

LINEARISATION PAR MORCEAUX -

Les résultats des § 15 et 16 montrent que 1'étude de (S)
se raméne rigovreusement & celle d'un systéme linéaire en deux cas
bien précis

- pour une entrée constante x = ¢ , la sortie y pouvant
varier dans des proportions quelconques ;
- pour une entrée variable x = c¢ , la sortie y devant alors

rester voisine de la valeur d'équilibre 4 .

Ceci nous incite & tenter de linédariser 1'équation (1)
pour x appartenant & un intervalle étroit centré en ¢ , les dé-
rivées de x et les variations de y n'étant plus assujetties a

aucune restriction particuliere.

En posant X = x - ¢ et en effectuant un développement
de premier ordre 11 vient

HEY (1) (1) 4

ai(x ~ ai(c) v + ai(0> v

43) ; i . i
( bi(x) x(l> Iy bi(c) X(l) + bi(c) x(l) X

L'équation différentielle devient

é
i=n

(24) 3 [a;(c) + a,(e) x ]y o Jil[bi(w v by (e) ] =)
1=0 1=0

Cette équation est non linéaire, mais si 1'écart x-c = X
est suffisamment petit, on obtient

a.(c)

3 [ ‘1;1(0’)’« A

i
X

(45) Vi |a (o)«

d'ou

i=n N i= .
(46) > agle) v Zn b, (c) 1)
1=0 i=0
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La linéarisation aurait pu 8tre effectuée a priori |
toutefois, les concitions (45) permettent de préciser dans quel
intervalle de centre c¢ 1'équation (46) approche convenablement

1'équation générale (1).

Lorsque x est susceptible de balayer tout son domaine
de définition C . on peut découper celui-ci en un nombre q fini,
dans chacun desquels on peut

s

d'intervalles I, , centrés en ¢
linéariser 1'équation (1)
| L d=a
|
(47)

i=n . i=n ;
x e I.¢< >  a. (c.) y(l> = E:j b. (c.) x(l>
© i=s *t 4 i=s *+ Y

Le systémne non linéaire (S) est ainsi remplacé par q
systémes linéaires (Lj) , obtenus par quantification des valeurs

de x dans les coefficients ai(x) et bi(x)°

Te nombre g peut étre relativement faible lorsque les
coefficients présentent des variations modérées, et également lors-

gque ce sont des fonctions paires de x

STMUTATION ANALOGIQUE -

La méthode précédente permet de calculer 1'expression
de la réponse y(t) de (S) a une sollicitation x(t) quelcongue.
I1 est néanmoins souvent utile de recourir & des procédés électro-
niques de calcul. L'artifice du 5 1.7 ne ferait que compliquer
les méthodes numériques, déja lourdes lorsque l'ordre n est élevé:

en revanche 11 permet de simplifier les méthodes analogiques.

1.8.1 Simulation exacte. -

En vertu de 1'hypothese (22) le coefficient an(x) n'est
pas ildentiquement nul : en divisant les deux membres de 1'équation

(1) par a, on obtient une équation de méme type ; on peut donc,

sans restreindre la généralité de cette étude, poser an(x) = 1,
ce qui permet d'écrire
3 i=n i 3 i=n-1 .
(48) y(né E{j bi(x) X( - EZj ai(x) y<l) .
1=0 i=0



Figure 1.7 : Grophes de tfransfert developpeés .
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ILa simulation d'une équation linéaire & coefficients
constants est calquée ordinairement sur 1'un [9] ou 1'autre ﬁo]
des deux graphes de transfert représentés & la Figure 17. Ces
méthodes ne peuvent &tre directement transposées dans le cas de
coefficients fonctions de x (on vérifie aisément pour n = 1
ou n = 2 gque les montages 17-a et 17-b ne satisfont pas

[N

a4 1'équation (48) si les coefficients sont variables).

, Lorsque les dérivées successives de .x 1interviennent
effeotivement au second membre de (1), nous supposerons que le
signal x(t) est fourni par un systéme dans lequel ces dérivées
sont égalenent disponibles. Dans ces conditions, fréquemment réa-
lisables, le montage de la Figure 18 résoud parfaitement le pro-
bléme. Le signal y(t) est élaboré par une chafne de n intégra-
teurs & partir de la combinaison linédaire (48), obtenue au moyen
des potentiometres fonctionnels ai(x) et bi(x) commandés par

un méme axe asservi a4 x

(1)
X ()

O&l(ﬂ y
Wi S § fT”"Mf T
‘ A1)

ocen TN 0

: o

Y e

X
Y el

Figure 18 : Schéma fonctionnel pour la
simulation d'un systéme ACFE.

1.8.2 Simulation approchée -

L'emploi d'un servomécanisme de position soumis & x(t)
et entrafnant une batterie de potentiométres fonctionnels s'avére
beaucoup plus €conomique que l'utilisation de traducteurs de fonc-

tions associés & des multiplieurs & diodes.
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On peut toutefois simplifier encore le processus de
simulation, & la lumieére du § 1.7 ; il suffit de remplacer chaque
potentiométre par un commutateur rotatif & q plages, insérant
a4 1'entrée du sommateur général une résistance réalisant le coef-
ficient ai(cJ) - respectivement bi(cj) - pour x € Ij'

GENERALISATION -

1.9.1 Formulation équivalente -

Comme pour un systéme linéaire, on peut représenter (S)
par un systéme de n équations différentielles du premier ordre
en posant yi(t) = y(l)(t) , i1 vient (avec a=~ 1 )

r 1 _
yO = yl
v —
I = o
(49) .
? —
Yp-2 = Yna1
' i=n~1 i=n (1)
RAEEEE g;; a; (x) y; + g;; by (x) x* 7.

Ce systeme correspond exactement au schéma fonctionnel
de la Figure 18 ; associé éventuellement aux équations analogues
représentant les dispositifs placés en aval et en amont, il se
préte &4 1'étude dans 1'espace de phase de tout ensemble incluant(S).

1.9.2 Généralisation -

Les équations (49) s'écrivent sous forme matricilelle.

<y

a

(50) = A(X)Y + B(x)X ]

|

(o}
o

avec v
:? : vecteur de composantes yi(t) » 0 €1 < n-1

A(x) : matrice carrée d'ordre n , & coefficients fonctions
de X ;

- ¥ : vecteur entidrement déterminé par la donnée de x(t),
de composantes x(l>(t) s 0gign ,

- B(x) ¢ matrice & n lignes et (n+l) colonnes, & coeffi-
cients fonctions de x



e 22...

En revanche, toute équatioh de la forme (50) , avec
A(x) et B(x) quelconque, ne permet pas de remonter & une équa-
tion de type (1), car en général les éliminations successives
font apparaitre des coefficients fonctions non seulement de X

mais aussi de x', x" etec...

Ainsi le systeme

i

(51) y? = - XYy, * ¥
Y= Vo< Yt E
conduit a :
(52) (-1 +x+x")y + (1L+x)y" +y" = x.,

Néanmoins, certains résultats des paragraphes précédents
s'étendent aisément. Ies états d'équilibre sont définis par
—
ay
(53) X =2¢a P a—%‘—oa
Le vecteur de sortie correspondant est donné par 1'é-
guation algébrique

(54) A(c) Y + B(e) X = 0 ,
dans laquelle X est un vecteur dont la seule composante non
nulle est x(o> = C

Ia stabilité globale d'un égquilibre est caractérisée par
les racines de 1'éguation caractéristique

(55) P (c,p) =aét (A(x) -pI )= 0 ,
I, désignant la matrice unité d'ordre n . |

La réponse indicielle pour le niveau x = ¢ et les
—_— —
conditions initiales Y(o) = Y est la méme que celle d'un sys-

téme linéaire régi par

(56) S oae)Y + Ble)X

On peut de méme généraliser les processus de linédari-

sation locale ou par morceaux indiqués aux § 1.6 et 1.7.
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1.9.35 Conclusion -

Les systémes ACFE sont des dispositifs linéaires dont

les paramétres de structure varient en fonction de 1'entrde ;

il peut s'agir d'un effet naturel,mais aussi d'une propriété

introduite intentionnellement (systémes adaptatifs).

Nous avons montré que les régimes transitoires d'un
systéme ACFE peuvent s'étudier d'une maniére qualitative (stabi-
1ité, vélocité, ...), et méme quantitative en considérant une
famille de systemes linéaires associés, obtenue par quantifica-
tion des coefficients variables. Une simulation analogique basée
sur ce principe permet d'obtenir aisément la réponse & un signal

d'entrée quelcongue.
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CHAPITRE 2

REPONSE HARMONIQUE ~ FONCTION DE TRANSFERT GENERALISEE

. . - ° . . ° . e . e ° ° . .
-l =l em e e - S w3 e 3 - A -2 -

GENERALITES -

Par extension des techniques développées pour les sys-
témes linédaires, on caractérise souvent les performances d'un sys-
téme non-linéaire par sa réponse permanente 4 un signal sinusofdal,
pour différentes valeurs de 1'amplitude et de la fréquence. La con-
naissance de cette réponse harmonique permet, en particulier, de
déterminer les oscillations éventuelles d'un dispositif bouclé com-

2

portant le systéme considéré.

Les méthodes précédentes permettent en principe de cal-
culer la réponse d'un systéme ACFE & une excitation quelconque ;
toutefois leur mise en oeuvre serait lourde pour la recherche de
la réponse permanente & un signal périodique, et nous allons nous
efforcer de mettre au point des techniques appropriées & cette ca-
tégorie de problémes.

Notre but n'est plus de donner la solution de 1'équation
fondamentale (1) dans tel ou tel cas concret, mais d'obtenir une
expression synthétique (ou "fonction de transfert généralisée")
rendant compte de tous les comportements harmoniques possibles, et
mettant clairement en évidence les effets respectifs de 1'amplitude
et de la fréquence.

HYPOTHESES PARTICULIERES -

X=y =20 est une position d'équilibre stable du sys-
téme ; nous supposerons de plus que c'est un "centre de symétrie"
c'est-a-dire que y(t) étant la réponse & x(t) pour.cértaines
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conditions initiales, - y(t) est la réponse a - x(t) pour les

conditions initiales opposées.

Cette propriété se présente fréquemment en pratique
elle assure en particulier que la réponse permanente & un signal
sinusofdal est a valeur moyenne nulle, et exempte d'harmonique
pair. ' ' '

il faut

Pour gque x = y = O soit centre de symétrie,

et 11 suffit que : ;a (_ %) =

, {
(57) SESHA S FIE

k(x) ai(x)

N

by (- x)

il

k(x) bj(X) ,

avec k(x) # 0 .

Ia condition (57) est évidemment suffisante ; montrons
qu'elle est hien nécessaire. La définition que nous avons donnée

satisfaite 1'éguation

y(i) _ %;D b (- x) X(J) ;

j=o

exige que soit

i=n
(58) )

2. - ayl=x)
1=0

" en particulier si 4 partir de conditions initiales nulles nous

donnons & x une valeur constante ¢ quelconque, nous aurons

(cf. § 1.5) :
(59)

et par raison de "symétrie"

o] -
y(t) = E&J [ . W o(c, pﬂ

;»G‘O

=1 1
(60) y(t) = g ! -= W (-c,p)
i iy 4
Tl en résulte
EZW b, (e) p* 2 by(-c) pY
> a;(c)p v aj(-¢)op
1 i ’
d'OL\l H - 2'— . .
r . i+
. Z_tay(-c) b.le) - a;(c) b.(- 0>] pT Y =0
La relation (62) devant 8tre valable pour toute valeur
de p , il vient ( ' (
, Y a, (- ¢) b.(- ¢c)
(63) V) (V) L J

ay (cy = bj (c) .



2.3

..27..
Appelons k(c) la valeur commune non nulle de tous ces

rapports ; une relation du type (63) doit exister pour toute va-
leur de ¢ e C . ce qui entraine (57).

REMARQUE 1

On peut toujours admettre que 1l'un au moins des coeffi-
cients de (1) est constant (Cf. § 181). Les conditions (57) se
réduisent alors, puisque k(x)= 1 , &

(64) (7x) (V1) (Vi) @ a;(-x) = a;(x) 5 by(=x) = by(x)

Nous supposerons donc désormais que tous les coefficients

de (1) sont des fonctions paires de x .

REMARQUE 2

Dans ce chapitre il n'est pas indispensable de suppo-
ser que les coefficients sont des fonctions bien définies et dé-
rivables de x .

FORME PARTICULIERE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE -

Pour une entrée x = a sin wt , 1'équation zénérale (1)
présente une expression particuliére, dans laquelle tous les coef-
ficients sont périodiques.

Chaque coefficient peut étre développé en série de Fourier.
La parité de ai(x) entraine pour 1'entrée considérée

al(t) ai(- t) 5

ai(t) = ai( t +‘%")

(65)

I1 en résulte que le développement de ai(t) ne comporte
que des termes en cosinus, de rang pair, et peut donc s'écrire

k=co
(66) a,;(a sin wt) = fgb c<i;2k(a) cos 2 k wt .

Chaque coefficient c%i o D€ dépend que de l'amplitude a,
3
puisque la non-linéarité ai(x) est une relation instantanée entre
ai(x) et x .

De méme : h= o
(67) bj(a sin wt) = P @j,eh(a) cos 2 h wt .
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L'équation différentielle devient

:—-—- . . )
ST— K. cos 2 kwt y(l)- > }‘ 3, cos 2 hwt x(l’= 0
S e S — - L
(68) L 4— i 2k 5 5, 2h

Nous allons rechercher par différentes méthodes une ex-
pression approchée yx(t) de la solution permanente exacte v(t),
qui est en général inaccessible au calcul direct.

Si nous substituons une solution approchée yx(t) a y(t),
1'équation (68) n'est plus satisfaite qu'au prix d'une certaine
approximation, qui peut &tre représentée par le terme résiduel R(t)
gqu'il faut introduire au second membre

> (1) Ty
Lom Z- ; cos 2 k wt y7 - 7
— 4ok .

. ;mméij oy COS 2 h wt X(J)= R(t).
J h g

La détermination de Vs doit répondre & deux exigences

-~ d'une part Vg doit présenter une forme relativement simple
pour pouvoir -8tre utilisée. ;
- d'autre part le résidu R(t) doit 8tre d'importance aussi

réduite gue possible.

METHODE DE L'EQUIVALENT HARMONIQUE -
2.4.,1 Principe -

La réponse du systémé & une excitation sinusofdale est
généralement une fonction périodique de méme fréquence [11}°
Lorsque 1'ensemble du systéme ACFE et des systémes gui lui sont
associés en aval constitue un filtre passe-bas efficace (ce qui
est le plus souvent le cas dans les dispositifs d'asservissement),
on peut légitimement assimiler la réponse au terme fondamental de
son développement en série de Fourier.

I1 est donc naturel de cherchér une solution approchée

4 yx(t) sinusoTdale, de la forme

(70) yx(t)l= a P(a,w) sin wt + a Q(a,w) cos wt .
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L'équation devient

i=n =0 .
i . I . It
E:: C{iygk cos 2 kut a w {P sin(wt + 1 5) + Q cos(wt + 1 2)}
i=o k=0
(71) J=n =0 J. i o
- ) {Sjjzh cos 2 hot a w' sin(wt + J 5) = R(%).

Nous déterminerons P et Q en imposant & R(t) d'étre
exempt de terme & la pulsation fondamentale ; ainsi 1'équation (68)
se trouvera exactement satisfaite pour les termes de pulsation
gui sont, par hypotheése, prépondérants ; le résidu, composé unique-
ment d'harmoniques, pourra alors &tre négligé.

2.4.2. Mise en oeuvre -

L'expression Rl(t) du fondamental de R(t) ne fait in-
tervenir que les deux premiers termes des développements en série
de Fourier des coefficients variables, c¢'est-a-dire

- pour ai(t) I VA (a) + o 5 (a) cos 2 wt
- b.(t : . a) + X )
pour J( ) (3390 (a) {3332 (a) cos 2 wt

Tous calculs effectués, Rl(t) s'éeriy
i:*“: i . 7 " . i+l
L a m} ino P sin(wt + 1 2) + X9 sin(wt + == 77)

. . T R i+l
(72) - 0,5 (xi2 P sin(et - i 5) - O,5¢d12 Q sin{wt - =5 ﬂﬂ
- ) aw [ {530 sin(wt + i 5) = 0,5 /532 sin(wt - 1 -2~)] = Rl(t) .
=5 - ‘

'La'condition dé nullité de.>Bl(t) se scinde en deux, en
isoclant les termes en sin wt et les termes en cos wt , et en
tenant compte du fait que 1'identité Rl(t)EE() doit &tre vraie
a chaque instant ; il vient pour les termes en sin 0t

[ Wl b \ 2 x.
P” L(o(oo - w (Xgo + W o(lko"” - 0,5(9(02 - W °<22 + W 0(42...

L5y

[ B}

1 2 4 : 2 ‘ 4
(73) - ‘”Q_(‘*lo - d}o + 0 o«So...) - 0,5(cty5 - X 30t 0K gaeen

(=1
L

= _({300 - (‘)2[520 + w4P hottt) = 0,5([502 - wg(ﬁgg + wb'(j yot e
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Ceci peut s'écrire sous forme condensée

(74) AP - wALQ = B , avec
© pgn/2 - '
2 p 2D
A R N SR LSO 0,50y, 5(2)]
(75) Al(a,m ) = fa (- 1)7 w -o(2p+l,o(a) - 0’50(2p+ly2<al
i - pgn/2 r |
B, (a,0%) = S« VP WP, (@) - 0,58, ,(2)]
De méme, on obtient pour les termes en cos wt
i ! T 4
w P _(CXlO— wgtiBO + W c{50+...) + 035(c412 - m%x32 + CKSQ...)J

- : )
(76) + @ _(c(oo- wgcxgo + wacx40+...) + 055(0(02 - w%xgg +'w4o(42.°.)]

, ., \ - | )
=0 [ (Pygm WPsp * W Rsg or) * 05(p - Pyt W By

ou encore

(77) W Ai‘P + AlQ = 0B , avec

B (2,0%) = pig (- 0P P S )+ 0,5y L]
(78) | (a0 = pgf (- 1P W?7] °<2p+lso<:a> L 0,50, 1 (a)]

Bil(?fwg? _ pen/2 (- 1)P w2p:/32p+lyo(a) + oy5(32p+132(aﬂ :

b=0

Entre les divers coefficients des équations (74) et (77)
exlstent les relations suivantes ' )
. BQ se dedult de AQ en changeant cgij gen‘v(bij 5
1 z = 1
. Bl se deduit de Al
A' se déduit de A_ en changeant en + le signe =

o)
figurant dans chaque terme o - 0,5 O<2p o

en changeant dij en ﬁ’ij, 5

2p,0°

. A se déduit de A, en changeant en + le signe - de

Aopr1,0 = 953%sp50 0
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En résolvant les deux équations précédentes on obtient

Poet Q A' B+ o° A B!
P = 0 0 5 1 71
t 1
AO AO + W Al A1
(79) .

AO Bl - Al BO

P =W - R

Avo + W AlAl

2.4.3 Transmittance généralisée -
3

La relation (70) permet d'interpréter P et Q comme
étant respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de
la transmittance généralisée du systéme

(80) W(a,j w) = Pa,w) + j Qa,w)
Cette transmittance est une fraction rationnelle de
degré 2 n ' - ? Y '
(Ao B, + o AlBl) + Jw(AOBl - Ay BO)

(81) W(a,j w) = 5 ;
Al Al

A A"+ W
o o
Cette transmittance,dont les parties réelle et imagi-
naire se trouvent séparées, se préte fort bien & la représenta-
tion cartésienne de Nyquist. Pour d'autres représentations, il

est intéressant de connaftre 1'expression du gain :

1/2
(82) iW(agj w)l _ [(Aé B, + of 4,82 + W2(a 81~ AIB)° |
Ao By @7 Ay A
et de la phase
(83) //W (8, 39) = pretg w to®) AéBo
3 A'R + wA,B!

REMARQUES :

2) En notant que (- 1)P WP = (j w)gp , on peut expri-
mer les divers termes de W(a,j w) en fonction de Jjw au lieu
de w .

b) Le gain statique du systéme a comme expression :
B,(a,0) Po,o(a) = 0,58 ,(a)

B (a,0) 7 e, (8) - 0,5 (&)

&) |wia, s o) =



¢) Un cas particulier ﬁE] dont 1l'importance est illus-
trée par les exemples donnés au § 1.2 est celui des systémes du

1° ordre régis par une équation de la forme

(85) H o oa(x)y = x .
On a alors
Ao - ddo —”0;5 0(02 ’ A;);OLOO+O’5O<02 g
A, = B = Ai =1 , Bi =0 ,
oo * 05X gp = du

il

d'od : (86) W(a,j o) 5

(0koo+ O”5(><O2)(°<"oo“ 095c<02) tw

2.5 METHODE DU PREMIER HARMONIQUE -

On peut généraliser la démarche précédente et chercher
un "équivalent pgriodique” (et non plus sinusofdal), de la forme

: m
(87) yémél(t) —a g;; (:X2p+l sin(2p+l)wt + p2p+lcos(2p+l)wt)

A@n dcrivant que les harmoniques de R(t) sont identique-
ment nuls jusqu’a 1l'ordre - 2m+1 inclus, on a, pour déterminer les
coefficients tels que 'X2p+l et 92p+l , & résoudre un systeéeme
de 2m+2 équations & 2m+2 1inconnu-ss. v

Méme si 1l'on se contente des seules valeurs de Al_et de
By o le calecul est généralement inextricable ; d'aiileurs, on doit
tenir compte désormais des (m+l) premiers termes des développements

de ai(t) et de bj(t) , au lieu de deux termes précédemment.

L'intérét de cette méthode est donc purement théorigue :
en prenant m asséz élevé3 on obtiendrait pratiquement le déve-
loppement de Fourier de y(t) 1limité & 1'ordre 2m+l ; par consé-
quent 1'expression a(t\l sin wt + p, cos wt) représenterait le
premier harmonigue de y(t) , fonction qu'on a coutume d'utiliser
pour déterminer le gain complexe des systémes non linéaires sépa-

rables.

2.6 METHODE DE GALERKIN -

Le "premier harmorique’ de "y(t) est donc inaccessible ;

o

1'"équivalent harmonique” du § 2.4 a été déterminé en annulant le



fondamental de R(t) et en négligeant le reste ; mais c'est en
minimisant le résidu R(t) qu'on obtiendrait la meilleure appro-
ximation sinusofdale de y(t) ., de la forme générale (70).

D'aprés (7I) R(t) est une fonction périodique & va-
leur moyenne nulle, dont on minimiserait 1'intégrale du carré

(c'est-a-Cire la valeur efficace) en écrivant

3 27 3 27
w 2 _ ) 2 _
(88) 55 f R°(t) dt| = 0 , <5 ‘ R°(t) dt | = 0 ,
0 : 0
ou, en dérivant sous le signe somme
21 2n
W 'b ®w
R BR
(89) ~j R dt = 0 5 ‘j R dt = 0 .,
A TP A 59

De ces deux équations, il est en général treés difficile
de tirer P et Q. D'ailleurs, la complexité des rdésultats ren-
drait ceux-ci inutilisables.

Nous utiliserons néanmoins cette méthode, ainsi que 1la
précédente; dans le seconde partie de notre étude, & propos d'un
systéme du premier ordre, présentant un seul coefficient variable,
dont le développement ne comporte que deux termes. M8me dans ce
cas particulierement simple, les expressions obtenues ne nous ser-
viront qu'a vérifier le bien-fondé de la méthcde de 1'équivalent

harmonique qui s'impose par sa simplicité.

COMMANDE PAR PLUS-QU-MOINS -

Lorsque le systéme ACFE est commandé par un dispositif
"plus-ou-moins’, symétrique et sans seull, on peut obtenir, selon
une approximation usuelle, la transmittance généralisée de 1l'en-
semble en mulﬁipliant 1'expression (81) par le gain complexe équi-
valent du relais. Si ¢ désigne le niveau (positif ou négatif)
commuté a 1’entrée,'il faut considérer pour W(a , jw) une ampli-

tude a = % c .

Mails en fait 11 est aisé de connafitre la réponse exacte
de (8) ; grfce a 1'hypothése (64) de parité des coefficients fonc-
tions de 1l'entrée, le systéme répond & une succession d'échelons
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de niveau + ¢ et - ¢ comme un systéme linéaire (Cf. § 15)

de transmittance isomorphe.

k=n
E:: b (c) p*
(90) W(e,p) — :
. a,(c) p
1=0 1

la transmittance isochrone généralisée de 1'ensemble

s'obtient en multipliaﬁt le gain complexe du relals par

K=n
11 , k
(91) o (a,j w) = —33 -
gg; a, (F2a) (3w

Cette expression, déduite de (90) en remplagcant ¢ par
% é .et p par J w , représente rigoureusement le rapport des
amplitudes complexes des composantes fondamentales des signaux
issus de (S) et du relais.

De degré n , d'écriture immédiate & partir de 1'équa-
tion différentielle“(l),c%?(ag 5 w) peut également servir de re-
préséntatibﬁ'- grossidrement approchée - de la réponse de (S) seul
4 une excitation sinusofdale par assimilation d'un signal carré

'3 son premier harmonique.
2.8 CONCLUSION -

En déterminant un équivalent,harmonique‘é la réponse
d'un systéme ACFE d'ordre n & des signaux sinusoIdaux, nous avons
établi une expression générale de la transmittance généralisée
W(a,Jj w). |

En considérant d'autre part la réponse a des signaux
carrés, nous avons mis en évidence une fonction :ﬁ(agjw) suscep-
tible de fournir rapidement des renseignements gqualitatifs sur

le comportement vis-a-vis de 1'ampliitude et de la fréquence.

Nous sommes donc en mesure d'étudier les régimes perma-
nents périodiques des. systemes ACFE, et notamment. les oscillations
dé pompage pouvant prendre naissance dans des boucles d'asservis-
sements.
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CHAPITRE 3
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AUTO-OSCILLATIONS DES ASSERVISSEMENTS

3

COMPORTANT UN EILEMENT ACFE

o s
—— - - - -
o o ° ° ° s

CAS GENERAL -

Ie schéma fonctionnel d un asservissement comportant
un systéme ACFE associé & un certain nombre de systémes liné-
aires, peut se ramener, pour 1'étude des auto-oscillations, au
schéma type de la Figure 3.1.

X 1| Etement || Element | X
ACFE lineatre

-1

Figure %

Le systeme ACFE est défini par son éguation différen-
tielle de type (1) dont on peut déduire, selon la technigue ex-
posée au Chapitre précédent, une transmittance généralisée W(a, jw)

La partie linéaire est définie par son éguabion diffé-
rentielle, d'ol 1'on tire immédiatemént la transmittance isochrone
L (; w).

L'amplitude a® de l'oscillation & 1'entrée de 1'é1é-
ment non-linéaire et sa pulsation w® sont fournies par la réso-

lution de 1'équation complexe

(92) Wia , jw) ’»L(j w) = -1

-
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Lorsque 1l'ordre de la transmittance globale de la boucle

est élevé, il est vain de rechercher une solution analytique ; il
est préférable de recourir & une méthode graphique ﬁ ].

Comme nous 1'avons déja indiqué, le plan P , Q@ se préte
particulierement bien & la représentation du nombre complexe
W(a ,j w) . Dans ce plan nous tracerons une famille de lieux "iso-
pulsation”" gradués en amplitude, dont chacun représente, pour une
pulsation fixée, la quantité uW(a , j 0, )

Nous tracerons également le lieu "critique’, figurant

- —Tl—T gradué en pulsation
L j (A) 9 L .

Une pulsation donnée W, sera une pulsation d'oscilla-
tion si le lieu de W(a , J wk) coupe le lieu critique en un
point correspondant sur ce dernier & la méme pulsation @k
L'amplitude se détermine immédiatement sur la graduation du lieu
de W(a , mk);

La recherche d'une oscillation limite est toujours
Justiciable de cette méthode, mais elle peut aussi &tre mende

o

beaucoup plus simplement lorsque la partie linéaire se réduit
une”constante ou & une intégration pure. Nous allons examiner
maintenant ces deux cas particuliers, fréquemment rencontrés en
pratique.
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3.2 PARTIE LINEATIRE CONSTANTE -

2.3

Lorsque L{(J w)= K , 1'équation (92) se réduit a :

(93) K (P(a,w) + § Qla,w)) = - 1
d'ou
(o) Qla,w) = 0 ,
K P(a,w) = = 1 .

En se reportant aux relations (74) et (77), on peut
expliciter les équations précédentes sous la forme

i

Ao(apw) + K Bo(a,w) o,

(95)

Al(a,w) + K B!(a,w)

l l O L]

I

Ces équations peuvent parfois €tre résoclues directement
lorsque l'ordre n du systéme n'est pas trop élevé,

Si de plus le second membre de 1l'dquation fondamentale
(1) se réduit & x , les dquations (95) se simplifient encore ;
en tenant compte de Bos 1 et BiE-O 11 vient en effet

Ao(ajw) + K = 0 ,
(96) ,
Al(a,w) = 0 .
Ainsi, pour un systéme du second ordre régi par

(97) as(x) y" +a(x) ¥y +a x)y = x,

on obtient les deux éguations qui fournissent respectivement 1'am-
i . S :
pliitude a® et la pulsation w

| dlo(a) + 0,5 O<12(a> = O Ty
(98) ’ L Xola) - 0,5 X, (a)

PARTIE LINEAIRE REDUITE A UNE INTEGRATION -

Pour L(j w) 2-355 » (92) se scinde en :

P(a, w)=0
K = (a , w) = -1
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Les relations (74) et (77) conduisent a :

2
W Al(a,w) - K Bo(a,w) =0 |,

(100)

f ! —
Ao(a,w) + K Bl(a,w) = 0

. . . % *
De ces deux équations, on peut tirer a et w”. En

particulier, si B = 1 et B{==O , comme au § précédent, il

vient
w° Al(agw) - K = 0 ,
(101) A' (a,w) = 0
0 7 a
Par exemple, pour un systéme du premier ordre régi par
(102) al(x) y' o+ ao(x} vy = X |

cn arrive aux équations suivantes

ol ola) + 0,5 (a) = 0 ,

00

(103) "

l
leo@w»-og5<¥lgkw

() ==

dont la premigre fournit 1'amplitude, et la seconde la pulsation.

3.4 APPLICATIONS -

‘La méthode exposée en 3.1 permet d'étendre aux boucles
comportant un élément ACFE les techniques harmoniques propores aux
systémes linéaires. En particulier, on est amené & raisonner sur
les fonctions de transfert des €éléments de la boucle "ouverte’ ce
qui est du plus grand intérét, car 1'équation différentielle de
la boucle fermée est essentiellement non linéaire, et treés diffi-

| cile & étudier directement. |

Par exemple, pour L(p) 1 on obtient, en tenant compte
de la parité des coefficients : ’

i=n .
(104) P ENCOR NN FARTIE

Inversement, certaines équations différentielles de type
(104) peuvent avantageusement &tre interprftées comme représentant
une boucle dans laquelle figufe un systeme ACFE.
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. En calculant la transmittance généralisée selon 1l'ex-
- pression (81) et en résolvant (92) on peut déterminer 1l'oscilla-
tion-limite par la méthode précédemment exposée. Nous allons

illustrer ce procédé en 1'appliquant & deux équations non-liné-
aires classiques.

3.4.1 Equation de DHffing -

L'équation différentielle non-linéaire bien connue
1 H 2 2 _
(105) vy o+ o(woy + wo(l + (6 v )y = 0

est équivalente au systéme

I

_.;Y.;?..' + %— y' + |.; Xey = X
(106) Yo © -
Xx = -¥ 3

représentant un systéme ACFE du type général (97) associé & une
partie lindaire IL(p) = 1

Le seul coefficient variable est ao(x) = fixe , d'ou

(107) Okoo(a) = - dog(a) = @é' a® .

ILes conditions d'oscillation (98) donnent ici

o

S!Q

= 0 (lorsque cette condition indépendante de a est

. O Py z . Id e I3 rd
remplie ; a est indéterminé ; 1'amplitude est donc rixée par

les conditions initiales imposées au systéme).
3 5 1/2 )
8 W = wo(l + F {3 a”) s, résultat classique [14] .

3.,4.2. Equation de Van der Pol -

L'équation différentielle
KT 2 ' 2 _
(108) x' o+ o(wo( Px : )x' + wlx = 0

peut se ramener a :

- (109)
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On a donc affaire & un systérne ACFE du premier ordre

tel que (102), associé & un intégrateur pur L(p) =

f\)"dll—'

d'o&

~

Le coefficient variable est a (x) = 6— (@
| = a “
(110) - Hola) = & (P -1) Xpla a) =

wF

Les conditions (10%) donnent immédiatement le résultat
cherché ﬁ4] '

./c 5
(111) 2
W o
O

3.4,%, Remarques

Ainsi que nous l'avons indiqué au § 27 , on peut uti-
liser comme premiére approximation de la transmittance généralisée
1'expression 7 (a , jw) obtenue & partir de la réponse a des

signaux carrés.

A) Pour 1'équation de DUffing on obtient

1
(112) CZ?l(as jw) = 5 2

{3§% 2% + o =+ (35

0] o

cle

Les conditions d'oscillations donnent alors
o — = 0 R

2 5 1/2
- 7T 2
= w—wo(1+-i—6(3a)
La pulsation est trés voisine de la pulsation calculée

plus haut (0,62 comme coefficient de & a2 , au lieu de 0,75).
t

B) Pour 1'équation de Van der Pol, on parvient~é;:

1
(113)  Tple, w) = . .
| S (PIg et + 1%
O Q)()‘

On en déduit aisément les caractéristiques de 1'oscil-

lation limite :

s = b/ _ L2t
(114) (2 (2" |
)] = w .

O
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L4 encore les résultats sont trés voisins des résultats
obtenus en (111).

3.4.4, Conclusion -

Grace & 1l'expression W(a, jwo) de la transmittance géné-
ralisée établie au chapitre précédent, on peut trouver rapidement
les oscillations-limites d'une boucle comportant un élément ACFE,

ou méme d'un systéme non linéaire plus général ramené & cette forme.

La validité de la méthode préconisée est celle de la
méthode classique de "1'équivalent harmonique"”, dont nous avons
donné une formulation analytique compléte dans le cas d un sys-
téme ACFE quelconque d'ordre n .

Des indications qualitatives extrémement intéressantes
peuvent &tre obtenues plus rapidement encore par l'emploi de la
transmittance approchée G (a, Jw).
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CHAPITRE 4

ETATS D'EQUILIBRE ET STABILITE

- e ® .
-— . -— s - 4 — M

LOCALE

°
e

DES ASSERVISSEMENTS COMPORTANT UN ELEMENT ACFE

° — ° ° - ° °
- b4 - M - s b - M — P4 2 b4 . - M -

INTRODUCTION =~

Il est important de pouvoir déterminer les conditions
permettant 1'apparition d'oscillations auto-entretenues dans un
systéme bouclé en régime libre ; mais pour un asservissement, il
est peut-€tre plus important encore de connaltre la réponse per-
manente a4 un ordre donné, et la stabilité. .du. régime correspondant.
C'est pourquoi nous allons nous pencher sur le probleme de la
stabilité locale (Chapitre 4) et de la stabilité globale (Chap.5).
Nous examinerons successivement le cas d'un systéme asservi de
classe 0 , et celui d'un systéme de classe 1 (rappelons que la
classe d'un systéme asservi est égale au nombre d'intégrations
de la boucle ouverte).

Suivant la disposition relative des éléments linéaires
et de 1'élément ACFE on peut frouver différents schémas fonc-

tionnels, susceptibles d'ailleurs de se ramener les uns aux autres.

Pour notre part,nous adopterons comme structures cano-
niques les modeles représentés & la Figure 41.

( Les schémas fonctionnels retenus ne restreignent pas
la généralité du probléme et ne font que normaliser la présen-
tation des résultats.

REMARQUE -

L'hypothése de parité des coefficients variables de
1'équation, introduite aux Chapitres 2 et 3, ne présente plus un
intér€t majeur et sera désormais abandopnée pour 1'étude du cas
général.
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X || Etéement vyl 1 -
ACFE P

Fig 44-b

Figure 44 Asservissements de

4.2 SYSTEME ASSERVI DE CLASSE o¢idsse 0O &’

Un systeme asservi de classe O ne comporte aucune in-
tégration (ou dérivation) pure en boucle ouverte. Il résulte de
hypothéses 1.3 que la partie linéaire doit elle-méme 8tre dé-
pourvue d'intégration ou de dérivation :; nous désignerons sa
fonction de ftransfert par A H (p) , o A est le gain statiqu

4.2.1 Etats d'équilibre -

A un signal dfentrée constant e correspondant a 1'er

trée et la sortie de 1'élément non-linéaire, les grandeurs col

a
-~ tantes x=¢ , y=d .

Entre ¢ et d existe la relation (24), dont la re~
présentation dans le plan X , y constitue la caractéristique
statique (") du systéme A.C.F.E.

b, (c)

(115> d = W c .

- La-réaction d'asservissement se traduit en régime

statique “par la relation linéaire

’a

C(116) A= e - £ . "
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Le point figuratif M d'un équilibre donné se trouve

donc & 1'intersection de la caractéristique statique et de la
droite d'asservissement (A) , d'équation (116).

ds
e\JP
C%A‘

CM Ae\ vC

Figure 42.

Les coefficients ao(x) et bo(x) sont des fonctions
bien définies de x et par conséquent & chaque valeur de c
correspond sur (") wune valeur unique de d . En revanche (A)
peut couper (V") en O , 1 ou plusieurs points, suivant 1'or-
donnée & 1l'origine e et la pente - % de la droite d'asservis-
sement.

Si aucune position d'équilibre ne correspond & une
certaine entrée e , le systéme est continuellement en régime

(1)

un maximum et que le gain est trés élevé (droite (A ) quasi-ho-

transitoire Le cas peut se produire lorsque 1" ) présente
rizontale) pour tout signal d'entrée supérieur & 1l'ordonnée du
maximum.

Si au contruire plusieurs états d'équilibre sont théo-
riquement possibles, le systéme“choisit”entre les diverses posi-
tions stables en fonction des conditions initiales qui lui sont

imposées.

(1) Ce comportement est & rapprocher de celui d'une liaison de
‘télé-affichage par synchromachines, soumise & une rampe de pente
trop élevée. Le systéme "décroche", la sortie accélére et décélére
alternativement sans parvenir a atteindre le régime imposé a vi-
tesse constante.
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4,2,2, Précision =~

L'asservissement & retour unitaire a pour but de réa-
liser approximativement y = e . La relation (116) montre qu'il
existe toujours une erreur permanente, de valeur

(117) €= e -qy= ¢

Cette erreur est représentée par le segment P Q sur
la figure 42 , elle peut 8&tre réduite si 1'on fait tendre vers
zéro la pente de (B) , c'est-a-dire si 1'on accrolt le gain A.

T1 est intéressant de représenter dans le plan (e,d)
la caractéristique statique (§§A) du systéme asservi correspon-
dant a4 une valeur donnée de A , afin de la comparer a la carac-
téristique d = e du systéme idéal.

Ia Figure 43, ol la grandeur de sortie et le signal
d'erreur relatifs & une entrée donnée sont mis en évidence, ré-
sume parfaitement les performances statiques du systéme asservi
pour un gain fixé.

di‘i ‘{d: )

Al

oY

N

Pigure 43.

4,2.3, Condition nécessaire et suffisante de stabilité locale -

D'aprés les travaux de Ljapunov, la stabilité d'une
position d'équilibre peut s'étudier sur le systéme linédarisé
autour de celle-ci pour de.petits mouvements.
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En posant X =x-~c¢ , Y=y -d nous avons établi
au § 1.6 1'expression (40) de la transmittance

WY(C)p) = Z
' : X

du systéme ACFE linéarisé autour de 1'équilibre c¢,d .

L'asservissement complet peut &tre assimilé & la com-
binaison de deux systémes asservis . Le premier est non-linéaire,
mais & réponse instantanée ; & partir de e 11 élabore ¢ et d.
Le second est linéaire et fonctionne en régulateur (entrée nulle);
ses coefficients sont imposés par la sortie ¢ du premier systéme.

A HpP)

Figure 44 : Schéma-équivalent & un S.A.
de classe 0 au voisinage d'un état d'équilibre.

Le premier systéme fournit donc le régime permanent,
tandis que le second représente les régimes transitoires.

La stabilité de ces derniers est déterminée par la po-
sition dans le plan éomplexe des racines de 1'équation caracté-
ristique

(118) 1+ A H(p) W' (c,p) =0 .

Pour que 1'équilibre soit asymptotiquement stable, il

fautret il suffit que les racines soient & partie réelle stricte- |
ment négative (ce qui peut s'étudier & 1'aide du critére de Routh).
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h,2,4, Condition suffisante d'instabilité d'une position

d'équilibre -

En réduisant au méme dénominateur les deux termes du
premier membre de 1'équation (118), on obtient une fraction ra-
tionnelle dont le numérateur constitue le "polyndme caractéris-
tique" du systéme asservi.

Une condition nécessaire de stabilité est que les coe:.
ficients de ce polyndme doivent tous €tre strictement positifs.
En particulier le terme constant doit @tre positif

(119) 1 + AW (c,0) >0 .

Inversement, il suffit que ce terme soit négatif pour
que 1'équilibre considéré soit instable.

la relation (41) permet d'interpréter W'(c,o) comme
la pente de la caractéristique statique (VU') au point c¢ , d

(120) W (e.0) — b, (c) f b (c)e - a (c) bo(c)c/ao(c): :

a,(c)

Nous pouvons donc érioncer
pour qu'une position d'équilibre soit instable, il suffit que 1:

pente de (M) au point représentatif solt supérieure & la pente
de la droite d'asservissement (A )

(121) a(e) > - F .

Ainsi, tout point de l'arc A B de la caractéristiquc

(") représentée a la Figure 45 correspond nécessairement & ur
équilibre instable.

d

>Figure 4.5,
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D'autre part, on montre sans peine que la pente en un
point (e,d) de la caractéristique ( @A) a comme valeur

é(e) = [1 + A é(c)] - .

~

Sur la caractéristique (@)A) représentée a la Figure 46,
1'arc portant les points d'équilibre instable donnés par la con-
dition (119) est donc limité par les points & tangente verticale

1 1
A" et Bdi

/(d 2@ )
AI
(Qp)
B‘ /
5 S p
Figure 46.

Cette condition suffisante d'instabilité est d'une grande
importance pratigue ; d'une part elle permet de déceler certaines
instabilités sur le vu des seules caractéristiques statiques du
systéme asservi ; d'autre part elle permet d'affirmer gque tout
correcteur stabilisant modifiant la dynamique de H(p) sans modi-
fier le gain A  sera inopérant. ' '

SYSTEME - ASSERVI DE CLASSE 1 =

4.,3,1 Etats d'équilibre -

Nous considérerons que le systéme asservi (Fig. 41-b)
est en équilibre lorsque le signal d'erreur e - z garde une va-
leur constante £ . On a alors

b (c)
—_— — -—o —
X——AE = C P’ y~a—o-<—c—5'0—d.
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Ceci implique une entrée sous forme de rampe :
e =dt + €, s
(122) '
z=dt + e =~ €&
O .
Inversement, si 1'on impose une entrée croissant liné-
airement avec t , telle que e = mt + €y » il peut y avoir O ,
1 ou plusieurs états d'équilibres ; en effet, selon la forme de
la caractéristique (U ) , 1'horizontale (&) d'ordonnée m peut
couper (") en O, 1 ou plusieurs points (Figure 47). Cette con-

figuration est indépendante du gain A .

4y

m3

mo 4/”-~\¥\\\\~;

my / N — ()

O -E

Figure 47.

4.3029 PréCiSion -

Les raisonnements précédents montrent que

- En réponse & un échelon e = e_, le systéme présente une

: o
erreur permanente nulle : C=x=y =0 , 2z =¢ .

- En réponse & une rampe de pente m compatible avee la ca-

ractéristique (IM ), le systéme présente une erreur permanente cons-
tante : & = oAm ; o(m) est l'abscisse (indépendante de A) du
point M de (T ) correspondant & d = m et aux conditions ini-
tiales particuliéres.

~ 'Pour une entrée donnée, 1l'erreur est donc inversement
proportionnelle a A ; la loi donnant € en fonction de m est,
4 une affinité verticale prés, la symetrlque de (V) par rapport

-

& la premiére bissectrice.
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4,3,3, Condition nécessaire et suffisante de stabilité locale -

Avec les m@mes notations que précédemment; le systéme
sera en équilibre asymptotiquement stable si les racines de 1'é-
quation caractéristique

(123) p + AH(p) W (ec,p) = O

sont toutes a partie réelle strictement négative.

gx. C%DQ:) P ‘
K
?\ * i *
X '.“ 4 Y QF b4
AH 1 W' | 1
P} ¥ Wic,p v 5 >

Figure 49 : Schéma équivalent & un S.A.

de classe 1 au voisinage d'un état

d'équilibre.
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4.3.4, Condition suffisante d'instabilité d'une position

d'équilibre -

En appliquant & 1'équation caractéristique (123) le méme
raisonnement qu'au § 424 on obtient la condition suffisante d'ins
tabilité :

(124) A W' (c,0) € © .

En conséquence : pour un asservissement de gain A po-
sitif (ou négatif), tout arc de la caractéristique statique (T )
oll la pente est négative (ou positive) correspond a des équilibre
instables.

REMARQUE -

Ce résultat peut &tre considéré comme un cas limite du

résultat relatif aux asservissements de classe zéro ; en effet,

on peut assimiler, au point de vue statique, le r8le. d'une inté-
gration 4 celui d'un gain infini.

CONCLUSION -

Pour chaque position d'équilibre, 1'étude d'un asservis-
sement comportant un syStéme ACFE peut se ramener a celle d'un
systéme linéaire, grice & la linéarisation pour de petits mouve-
ments opérée au Chapitre 1.

I1 existe des conditions statiques d'instabilité qui,

‘pour un SA de classe 1, sont indépendantes du gain de boucle, et

intrinséquement liées & la forme de la caractéristique de 1'élémen
ACFE de la boucle ouverte. -
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CHAPITRE 5

STABILITE GLOBALE DES ASSERVISSEMENTS

COMPORTANT UN ELEMENT ACFE

L3 o
— M - e

INTRODUCTION -

Lorsqu'une position d'équilibre a été reconnue comme
localement stable, il convient de rechercher le domaine dans
lequel cette stabilité est assurée pour toutes les valeurs pos-
sibles des variables & 1'intérieur de ce domaine. Cette étude,
qui compléte celle de la stabilité locale, peut &tre entreprise
au moyen de la méthode "directe" de Ljapunov qui fournit des
conditions suffisantes (mais généralement non nécessaires) de

stabilité globale.

En développant certaines techniques particuliéeres pour
1'obtention de fonctions de Ljapundv) nous allons établir des
conditions suffisantes de stabilité globale pour un systeme non
linéaire quelconque ., nous en examinerons ensuite 1'application

au probléme des asservissements comportant un élément ACFE.

CONDITIONS SUFEFISANTES DE STABILITE ASYMPTOTIQUE POUR UN SYSTEME

NON LINEAIRE QUELCONQUE [15] -

5.2.1 Formulation du probléme -

Nous-considérons un systéme d'ordre n décrit par une
équation différentielle vectorielle non linéaire du premier ordre.
La position d'équilibre dont nous désirons étudier le domaine de
stabilité ayant été préalablement amende & 1'origine par une transe
lation convenable du repére, ncus pouvons écrire 1'équation géné-
rale

(125) %%. = R .U ,
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oi U désigne le vecteur d'état du systéme, de composantes
Ups Useoo Uy et ol R est une matrice carrée d'ordre n dont
les coefficients rij sont des fonctions réelles, en général non

constantes, des Uy et éventuellement de ¢

L'équation vectorielle (125) est équivalente au systéme
scalaire (126), d'ordre n

du., =
(126) e E rou. (1=1,2 ... n)
5

5.2.1.1. Principe de la méthode -

IL'ensemble des vecteurs U constitue un espace vecto-
riel sur le corps des réels, de dimension n . Nous pouvons munir
cet espace vectoriel d'une norme que nous désignerons, sans pré-

ciser davantage pour 1'instant, par (Ul

Par définition (Ul est une fonctimréelle strictement

positive des u; » sauf pour U = 0 , auquel cas |U| s'anulle.

Si 1'on peut trouver un domaine ﬂ}(ul, Uy coe un)
dans lequel on a toujours et partout

d_liul
(127) 9T < 0 ;
d ol

" ‘sauf peut-8tre a 1'origine ol il suffit d'avoir ~—g = 0, le
second théoréme de Ljapunov permet d'affirmcr que D est un do-
naine de stabilité globale asymptotique ; Ul est alors une fonc-

“tion de Ljapunov.
REMARQUE ~

.= Le .sens‘:exact.du mot ."domaine de stabilité globale” est
le suivant : toute trajectoire qui pénétre'dans.§3 et n'en res-
sort pas tend asymptotiquement vers 1l'origine. En revanche, on
ne peut rien conclure au sujet d'une trajectoire de phase qui
ressortirait.de;gD.; c'est pourquoi nous nous bornerons & con-
sidérer la plus grande boul: ouverte incluse dans 33 s soit 85 .

N

Il est alors évident- que toute trajectoire pénétrant dans 35 a
un instant quelconqgue tl tend asymptotiquement vers O , puisque
1'inégalité (127) est satisfaite et que B est par définition 1'en-
semble des points tels que Ul < HU(tl)H






5.2.1.4 Normes usuelles p6},ﬁ7} -

Pour n =1, l'espace d'état est isomorphe & la droite

‘réelle, sur laquelle la norme usuelle d'un vecteur V n'est au-

tre que la valeur absolue de la composante VvV :

(133) v ® = v

Pour n)>l , l'espace d'état est isomorphe & la puis-

sance n-iéme de 1'ensemble des réels, et 1'on définit usuellemen

trois normes

WwiE = sup |v.! ,
1 1gi¢n §
i=n
(134) Wiz = % vl
i=1
i= 5 T1/2
WiE =S [v.f |
: > = 74 J

Chacune de ces ﬁérmes usuelles engendre par changement
de base une famille de fonctions de Ljapunov de type (1%2), a
laquelle correspond un’ certain type de conditions suffisantes sur
les ¢rafificionts Sij de la matrice S . On en déduilt les condi-
tions sur les coefficients Ty de la matrice R en utilisant

w

les relations
(135) Si3 = Y Ty Py g

dans lesquelles plj représente un coefficient de la matrice de

- passage P , et A4 un coefficient de la matrice inverse P—l.

5.2.2. Condibions sur les lignes de S -

En choisissant la norme ]}Vi]f , la condition (127)
s'éerit

!

¢ dl!VﬂAf d {’ | ] ‘
(126) —w - < ogel e Il <o

soit, en désignant par m 1'indice de la plus grande composante
de V : ' ' '

dt

alfvip ¥ . -
<137> . = <1 * sign Vm a \fm < Q



Au moyen de la relation (130),oﬁApeut encore écrire
J=n

Pour que

a vy * .
(138) —3g— 1 = sign v, ; Sy V3o
J=1
Par une suite de majorations simples 11 vient
a vy * .
(139) SV s v |+ |2 s v,
at mm 1m jZm mJj J
a v * . v .
(40) 7 \<\ SV‘( VY + / !S B} V:‘ 5
dt mm I m l J;‘rﬁ md ‘ J
a v * 5 o
(141) Tar L Uspy o Z;-!Smjg) !fm1 ‘
~ J#m
allv i o |
soit négatif, il suffit 4 avoir

dt
1'inégalité relative & la ligne d'indice m :

(142) S + Is | 0 .
< Si cette inégalité est satisfaite pour toutes les lignes,
a llv 1 est toujours négatif, puisque négatif pour toutes les

valeurs de m ; on obtient donc une condition suffisante de sta-

bilité asymptotique relative aux ligneé:de S

(143) ¥ i Syy * }Z: !s.

i
Cette condition peut &tre explicitée en écrivant d'une

£ 0

l-part

(144) s;; <0 s
et d'autre part
! | =
(145) i”i { SlJ ; \/ ‘ull 3
¥

ce qui traduit que chaque terme de la diagonale principale de 3
doit étre a la fois négatif et prépondérant en valeur absolue sur
les autres termes de sa lignen
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5.2.3. Conditions sur les colonnes de S -

Pour la seconde norme usuelle on a

allvil 3 =0 d v,
(146) —_— = sign Vv, -—— , soit en utilisanc(13
dt i at
. -
aviy = o
(147) —— = ) sign v, _ Syy V5 o, ou
o =1 l=n
d H V| o) %’"—' v . .
(148) — = Z_~ vy ) s;j sign v, , ou encore
J=1 i=1
j=n i=n
d ” v H 2 %—* . .
(149) =t = | ivj[ sy sign vy sign vy
J=1 i=1

Par une majoration analogue & celle pratiquée au § pré-

cédent, on peut écrire 1'inédgalité

alvyz J=n
(150) "'%‘E—“"% < 2__. [Vj‘ (syy * Z; ‘Siji ).
j=1 1#J . -
Pour gqme la dérivée de Hvﬁ§ soit négative, il suffit
que solt satisfaite la condition
| v |
(151) Y gz S5y + %;ﬁ Sy 5 < 0 .

On obtient ainsi une condition suffisante de stabilité

asymptotique relative aux colonnes de S , quli traduit le fait

que les termes de la diagonale principale doivent &tre négatifs
152 S . 0 5
(152) 5 <

et prépondérants en valeur absoclue par rapport aux autres termes

de leur colonne

(153) 1[%3 s, 51 < s
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5.2.4, Conditions mixtes -

La troisiéme norme usuelle est la norme euclidienne

N [» 1=1 . 1/2
[lvllj 1 E:: Vi }
1=
En dérivant le carré de cette norme 11 vient
. i=n d v, i=n j=n
- Eim ¥4 gt = EL_ Z.. B13 V1 Y3 °
1=

i=1 J=1

N P

(154) ilvH j d”gi

ou encore, en séparant termes carrés et termes rectangles

% — .
x a |V i A=
p) 2 S. s+S ..
(155) ’lvllj T i:_ S13 V3 Y E:j }:j A
i=1 i-1 A ° 10
. v§+ ve
L'inégalité bien connue v, Vv, ¢ J  entraine
i JN 2
1'inégalité N
= { = 2 .2
x d ”V” %-—- o N S, «+S.. | Vi+V.
_ I p) 2. _ ij “Ji i " J
(156) i|V|I3 FT=$ ) si5 vyt ya 5 5
=il i=1 j%i
qui peut encore s'écrire
e alvly e -
N 2 |8, + 8.,
(157) llviij g § L vy Usyy = 1] )
i=1 A

Une condition suffisante de stabilité est donc fournie par:

N S.. + S..|
(158) L T e I
I i

Comme les conditions (lﬂj) et (151) , (158) exprime que
les termes de la diagonale principale de S doivent €tre négatifs

et prépondérants.

REMARQUE =~

On peut d'ailleurs considérer que.(151) et (158) tradui-
sent la méme inégalité que (143), appliquée respectivement aux
lignes de T et & celles de é—gly-en désignant par T la trans-

posée de S .



5.3 CRITERE D'AMORTISSEMENT -

Si dans les inégalités (143), (151) et (158) on remplace

le signe < par le signe £ , et, au second membre O par - %F 5
on impose dans les trois cas 1la condition ’
¥ .3
i
a vl vl
(159) sl
En intégrant & partir d'un état initial V = Vo il vient
T
x . x - =
1 “ -~
aso) v < i e

I1 en résulte que, dans le domaine olU cette inégalité
est satisfaite, la "distance” 4 1'origine du point courant de la
trajectoire de phase décroit au cours du temps au moins aussi rapi-

dement gu'une exponentielle de constante de temps 7 .

5.4 APPLICATIONS GENERALES -

La principale difficulté d'utilisation des critéres pré-

cédents réside dans le choix arbitraire d'une matrice de passage P.

Pour un systéme donné, on pourrait employer chague critere
avec un certain nombre de matrices P et prendre la réunion des
boules ouvertes de rayon maximal (au sens de la norme considérée)
incluses dans chacun des donaines obtenus ; de tels tatonnements

sont évidemment & proscrire.

On peut toutefois recommander le choix d'une certaine
classe de matrices P , qui donne les meilleurs résultats dans le

cas particulier des systeémes linéaires & coefficients constants.

5.4.1 Systémes lindaires d'ordre n -

Soit R une matrice réelle constante, de valeurs propres

K o e rk les valeurs

‘ + + .
propres réelles, et par Prsl = 3 9y o cees Pryn — 0 d Qg

distinctes et non-nulles. Désignons par r r

les couples de valeurs propres complexes conjugues. 2

Par un changement de base convenable la matrice R peut

se mettre sous la forme canonique [18]



Localisaton des valeurs propres
dans le plan complexe. c

T

i

(161) S
=G Pryy

Prin Y%in
2 2

“Ayin  Prxan
2 2

. -t

Les conditions sur les lignes donnent les résultats

suivants
Vi e [1, k] ry <0,
. { p; <0 ,
Hi.e{k+l 5 K%Q} % 1 ‘
i!qii<5pi!°

Ces conditions suffisantes de stabillté peuvent s'inter-
préter dans le plan complexe (p,q) ; elles imposent aux valeurs

propres de se trouver dans le quart de plan (Q) défini par
p <0 ; la| < e}

alors que les conditions nécessaires et suffisantes imposent seule-

ment aux valeurs pfopres d'appartenir au demi-plan p < 0O .

t}q
Figure 5.1 | . ‘ l :b ({}}
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On peut encore dire qgue les conditions (162) attribuent
aux divers modes périodiques du systéme un coefficient d'amortis-
e o e 2
sement supéricsur a 5 -
Ies conditions sur les colonnes donnent les mémes résul-

tats. En revanche les conditions "mixtes” s'avérent les plus inté-

ressantes ; la matrice §—%—£ est diagonale, et les inézalités
. . . : i, k+n 7.
(163) Vi e[kl :r . ¢o, Vielmwr, SR p <0,

se confondent avec les conditions nécessaires et suffisantes de
stabilité.

5.4.2., Systémes non-linéaires d'ordre n -

A la lumiére des résultats précédents, nous préconisons
d'une maniére générale 1l'emploi des conditions mixtes établies au

paragraphe 5.2.4. , selon le processus sulvant :

- la matrice R sera scindée en une matrice constante RL R

représentant le systéme linéarisé pour de petits mouvemnents autour
de sa position d'équilibre, et une matrice non constante, s'annu-

lant & l'origine, R,, = R - R, ;

- on effectuera un changement de base transformant RL en une

matrice Sp antisymétrique du type (161)

- la restriction a SI des inégalités mixtes donnera les con-
ditions nécessaires et suffisantes de stabilité du systéme linéaire

de matrice RI , quli sont les conditions nécessaires et suffisantes
v}

de stabilité locale de 1'équilibre considéré ;

- la stabilité locale étant assurée, 1l'application des inéga-

~

1ités (158) & S donnera des conditions suffisantes de stabilité

globale , définissant dans 1'espace d'état un certain domaine ;

& 1'intérieur de la plus grande boule inscrite dans ce domaine, le
systéme réel de matrice R pourra €tre considéré comme équivalent
au systéme linéarisé de matrice RL , gquant & la convergence vers
la position d'équilibre.

Nous illustrerons cette méthode sur 1'exemple trés im-

portant des systémes non-linéaires du second ordre.
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5.4.3, Systémes non linéaires du second ordre -

Considérons 1'équation différentielle du 2&me ordre

2
ay ] ay w2 v =
(164) 3 + 2z wn(* + ) =t wn(l + 1)y =0
dans laquelle A et 2 sont des expressions variables non pré-

cisées, s'annulant pour y = 0 S% = 0

Le changement de temps ©

s

w ©  permet d'écrire

a4y o+ dy 4 =
(165) —3 + 22 (1 +) ot f(3) v =0
(les
. : o am - 4y
En posant suilvant 1'usage U =Yy s Uy = g5 s Nous
obtenons pour décrire le systéme la matrice
T
(166) R =( 0 I
L'(I+P) -2 7(1+c<)

Nous envisagerons successivement le cas ol le systéme
linéarisé présente un coefficient d'amortissement =z inférieur

-

& 1 et le cas o 2z est supérieur a 1

5.4.3.1 Amortissement réduit inférieur a 1'unité -

Prenant comme matrice de changement de base

1 O
(167) P o= 2 ?
-Z \“/l"“z ,
nous8 obtenons
oz 1-2° ]
(168) S, = - ’
L ’ f 5
- \1-2 - 7
L7\ i
] -
0 0
(169) Sy = R 2
N - P4+ 27 - 2 7
Ji-2 -
Les conditions
_ 3 2
- 7+ e + 2,252«2 <0 ,
2\/1 - 7 -
(170) . 3\ 5ol o2
_z{ivodl) + | TR 2 gz <o,
' 2\J1 -7

peuvent s'interpréﬁer dans le plan des variables c{et(B selon la

figure 5.2.
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Figure 5.2.: Domaine de stabilité globale dans
le plan ok;(?; pour O < Z < 1

5.4,3,2, Amortissement réduit supéricur & 1'unité -

Prenant comme changement de base la transformation de

1 1

; ]
-Z~\].7,2-1 A P )

nous obtenons la matrice diagonale

matrice r~ ]

(171) P =

-7 - \/z -1 0 |
(172) S, o= 2
L 0 -7+ \[Z°- 1)
ainsi que :. ) g -
§«2d2(2+\}£l ‘(5-2042(2-‘J22—l)
(173) 8y = \fz’l o 2\]—4“?-
-+ 2K 7(Z +\/z— ) -+ po(z(zn- \42-1)
v —-—2—-—-—' Ly
| 2 75~ 1 2\(2-1
Les conditions
-~ 2
-7 - \Z°- 1 o+ E’ 2 7(7 +7°-1) +|tz| <0,
(174) BV
' 5 ‘-(5~upotz(z-\122 1) |
{ -7+ \z5°- 1 + 4= == - +jlz| <o
2\ Z '

s'interprétent dans le plan des variables X et(B selon la Fig. 5.3.
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Figure 5.3%.: Domaine de stabilité dans le plan o , 2 pour Z>1.

APPLICATION AUX SYSTEMES ACFE -~

Les systémes asservis, comportant un élément de boucle
"4 coefficients fonctions de 1'entrée”, sont régis par une équation
différentielle non linéaire (Cf. 3.4.), et donc justiciables des
techniques précédentes. La matrice R ne dépend en général que de X,
et en conséquence les conditions suffisantes de stabilité se tradui-
sent par des conditions sur x , qui est astreint & appartenir a un

certain domaine inclus dans C

La discussion de la stabilité globale se raméne donc pour
de tels systémes & une discussion relative & une seule variable d'é-

tat, ce qui en facilite grandement 1'étude.

CONCLUSION DE TA PREMIERE PARTIE -

Les systeémes ACFE apparaissent comme une classe remarqua-
ble de systemes & coefficients non constants ; nous avons pu établir
a leur sujet un certain nombre de résultats, concernant notamment

leurs réponses indicielles et harmoniques -h9]°

Leur présence dans une boucle d'asservissement se manifeste
par certaines particularités, qui nous ont conduit & élaborer des

techniques adaptées aux systémes de ce type pour la recherche des
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oscillations limites [20] et 1'étude de la stabilité locale. Par
contre, le délicat probléme de la stabilité globale a €té envisagé
dans le cadre général des systémes non linéaires ; la contribution
que nous avons apportée a cette importante question consiste sur-
tout en 1'énoncé d'une famille de critéres de stabilité et d'amor-

tissement, 1iés & la notion de norme d'un vecteur d'état.

Les outils ainsi mis au point seront employés tout au
long de la seconde parftie de cette thése, consacrée au moteur asyn-

chrone diphasé et & son utilisation dans les servomécanismes.
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SECONDE PARTIE

- s O o 8
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.
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Les régimes variables du moteur asynchrone diphasé

en fonctionnement libre ou asservi
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CHAPITRE 6

ETUDES ET RECHERCHES

. g w 8 em 8 ws O
. ° .

SUR LE MOTEUR D' ASSDRVISSEMENT DIPHASE

@ O em O e O wmm B e ® wm O am D ° a0
° . ° ° ° ° o ° -

6.1. INTRODUCTION

L'automaticien qui doit concevoir et réaliser un asservissement de
faible puissance mettant en oeuvre un moteur asynchrone diphasé posséde deux sources

principales d'information.

La premiére est la théorie générale du moteur asynchrone polyphasé,

dont le moteur diphasé apparait comme un cas partlculler, caractérisé par son nom—
bre de phases, sa résistance rotorlque élevée, et par son fonctlonnement systéma-
tiquement déséquilibré ; le contrdle de la vitesse est en effet généralement obtenu
en réglant 1'une des tensions appliquées,l'autre demeurant fize. Toutes les gran-
deurs intervenant dans les régimes permanents déséquilibrés : forces &lectromotrices.
courants,flux, couple, peuvent &tre déterminées par la méthode des composantes
Szgétrigues ; les résultats en ‘sont ordinairement représentds par des diagrammes
?ectoriels; des schémas &lectriques &quivalents, et par le tracé des caractéristi=-

ques mécaniques (couple-vitesse) correspondantes.

En fait ces divers renseignements ne suffisent pas 3 l'automaticien,

essentiellement préoccupé des régimes transitoires, qui conditionnent la stabilité

et la vélocité d'un asservissement ; il dispose cependant d'une seconde source

d'lnformatlon dans 1es notices technlques des constructeurs. Celles-ci contiennent

habltuellement ?.. B : »w~n‘<";w, - Do

i T LR O L v STy

- un réseau de caract@ristiques mécaniques expérimentales, analogue. .

3 celui de la figure ¢i-aprds.; !



M en g.cm
N en t/mn
0 <V4 <100 v
Vz_._._'lOOv
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C 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000 N

Figure 6.1 - Caractéristiques mécaniques.
~ la donnée d'une constante de tempp mécanique T

~ et (parfois) : l'indication d'une constante de temps &lectrique T,

L'utilisateur est donc implicitement amené 3 identifier le moteur .

diphasé 3 un systéme linéaire du ler ordre, d’équation différentielle :
1
T +y=Kx
Sty =K
ou méme 3 un systéme du 28me ordre :
T T "yt + 7T "+ y = Rx |
o T t vy +y

Par assimilation 3 un moteur 3 courant continu, commandé per la tension

d'induit & flux constant et ayant sensiblement la méme caractéristique nominale, on
peut définir : ' '
- le gain statique K, comme le quétient de la vitesse nominale par

la tension nominale ;

- la constante de temps mécanique T comme.le quotient de 1'inertie par

la pente moyenne de la caractéristique nominale.

Bien qu'elle soit trés employée en pratique, ¢t méme si les diverses
caractéristiques peuvent @tre légitimement considér@es comme quasi-rectilignes, cette

assimilation & un systéme linéaire nous parait abusive. La validité de la définition

de T exigerait que le frottement interne du moteur soit comstant, donc que les
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caractéristiques mécaniques soient des droites paralléles ; et la validité@ de la dé-
finition de K exigerait de plus que ces droites sient une distance 3 1l’origine pro-
portionnelle & la tension d'alimentation. La figure 6.1 montre bien que ces conditions
ne sont absolument pas réalisées. Il ne saurait donc &tre question selon nous, de
décrire par une &quation différentielle linaire les régimes transitoires d'un

moteur diphasé asservi (en position par exemple) : au cours de ces fonctionnements,

le rapport de la tension de commande & la tension de référence peut varier de 0
jusqu'a des valeurs supérieures a 1, et le réseau de caractdristiques se trouve en
quelque sorte "balayé", souvent méme au-deld de la caractéristique nominale qui 1i-

mite les régimes permanents normaux.

C'est pourquoi nous nous sommes attaché 3 donner du moteur diphasé un
modéle réaliste, donc non linaire, rendant compte des particularités essentieclles
du réseau de ses caractéristiques, et ndanmoins utilisable par 1'ingénieur dans

1'étude des asservissements.

Avant d'exposer aux chapitres suivants les résultats de nos recherches
personnelles, nous commencerons par brosser un tableau d'ensemble des nombreux
travaux effectués dans le monde entier autour du moteur diphasé@ ; ce tableau nous

permettra de poser les problémes, et de situer 1'esprit de notre propre travail.
P prop

Remarque : afin d'alléger 1'exposé&, nous avons rejeté en Annexe I la mise en
équations compl@te du moteur en régime variable, et en Annexe II la détermination

des régimes permanents par la méthode des composantes symétriques.

6.2. CLASSIFICATION DES DIFFERENTES RECHERCHES -

6.2.1. Géndéralités

On a pu assister, aux alentours de l'année 1962, & une véritable con-
vergence d'8tudes sur le moteur diphasé, qui n'avait suscité jusque 13 que quelques
travaux isolés (86, 51, 32, 42). Il est permis de s'interroger sur les raisons de
ce renouveau d'int&rét pour une machine depuis longtemps connue et utilisée. Certes
le progrés technique, notamment en a&ronautique ou dans le domaine des enregistreurs,
exige un composant toujours meilleur, ainsi que des asservissements de mieux en
mieux étudiés ; mais ce souci permanent de 1'amélioration des performances ne suffit

pas. 3 .expliquer une aussi soudaine relance de la recherche.

Par contre 1'aviénement des redresseurs contrdlés i semi-conducteurs,
en ouvrant de prometteuses perspectives sur la variation de vitesse des moteurs

asynchrones traditionnels, a provoqué la constitution d'&quipes de recherche attelées
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3 des problémes nouveaux pour l'Electrotechnique : alimentation sous tensions non
sinusoidales, alimentation 3 fréquence variable, etc... Dans ce cadre général le
moteur diphasé a souvent &ét& considéré comme une sorte de prototype du moteur asyn-—

chrone polyphasé d'ordre q, et a fait 1'objet de travaux trés variés.

I1 faut d'autre part signaler que beaucoup de ces recherches n'au-
raient pu étre mendes i bien sans 1'existence & cette époque de puissants moyens de

calcul numérique et de simulation analogique.

Bien que la voie que nous avons choisie soit assez différente, nous
avons suivi de tré@s prés 1’évolution de tous les travaux paralléles effectu@s par
d'autres chercheurs, et nous allons tdcher d'en rendre compte briévement, en les

classant pour plus de commodité en 4 catégories.

6.2.2. Point de vue des constructeurs -~

) Une premilre grande classe est constituée par les travaux concernant
le calcul des performances d'un moteur 3 partir de sa gBométrie exacte, conduisant
principalement & 1l'expression du couple des forces &lectromagnétiques et au tracé

de la caractéristique. mécanique.

Ces travaux ont pour but la prédétermination des caractéristiques 3
partir des paramétres de construction, et la ré@alisation d'une machine cptimale vis-

d-vis de certains critdres : rendement, temps de réponse, facteurs de mérite divers.

Entrent dans cette cat@gorie. les Ztudes cit&es en bibliographie sous
les références suivantes : 1, 16, 17, 22, 25, 26, 29, 30, 39, 41, 43, 68, 79, 80,
95, 105, 106, 117.

On peut y remarquer une participation particuli&rement importante de
la Roumanie, avec les publications de Messieurs : FRANSUA, IFRIM, RADULET, SAVIUC
et TEODORESCU.

Cependant, malgré leur int&rét pratique &vident, ces travaux généra-~
lement basés sur le fonctionmement permanent nominal n'apportent aucun &l&ment nou—

veau pour 1'&tude du moteur asservi.

6.2.3. Point de vue classique des utilisateurs -

Tandis que le constructeur essaye de déterminer & priori les caraecté-

ristiques d'une machine, un utilisateur doit faire cette détermination & posteriori.

-~

I1 peut employer & cette fin une méthode expérimentale , ou semi

expérimentale.



Dans le premier cas il reldvera expérimentalement le réseau des ca-
ractéristiques mécaniques (27, 28, 49), éventuellement avec le secours d'un oscil=~

loscope cathodique (23,24, 72, 92, 93).

o~

Dans le second, il se bornera 3 mesurer un certain nombre de gran-
deurs purement &lectriques, 3 partir desquelles il pourra calculer les grandeurs

mécaniques qui 1'intéressent. Les résultats seront figurds par des diagrammes vec-

toriels, ou par des schémas &lectriques &quivalents. Ces schémas équiyalents peuvent
8tre plus ou moins raffinés selon les hypoth&ses admises au‘sujét des pertes, de

la nature des sources d'alimentation, de la symétrie des enrbulements, de 1'importan-
ce des résistances statoriques et rotoriques devant les r@actances correspondantes,
etc... De nombreux travaux ont &été consacrés 3 ces questions, traitant de 17&tablis-
sement des schémas &quivalents et de leur emploi pour le calculldes éaractéristiQues
mécaniques en régime permanent : 4, 6, 8, 9, 34, 37, 40, 42, 61, 62, 65, 67, 71, 77,
81, 101, 102, 103, 104, 107, 109, 110, 114.

D'une maniéra géndrale la démarche suivie consiste 3 &tudier, avec
plus ou moins d'hypothéses simplificatrices, le régime permanent sinusoidal &qui-
1ibré. Les régimes permanents d&séquilibrés sont alors obtenus par application de
la théorie des coordonnées symétriques, qui pérmet en particulier de déterminef le
réseau des caractéristiques mécaniques ; on peut aussi en tirer des coneclusions sur
des fonctionnements spéciaux : alimentation par une source de courant, fonctionne~

ment monophasé&, déphasage par capacité, etc...

Nous donnons 3 1l'Annexe II, dans le cas d'une machine symétrique, une
synthése de ces différents travaux ; les hypoth&@ses que nous avons introduites sont
assez générales pour que notre étude englobe comme cas particuliers la plupart de

celles que nous venons de citer.

Ces recherchas. sont spécialement en faveur aux Etats-Unis, od il‘ .
faut signaler les noms de N.L. SCHMITZ , de R.J.W. KOUPMAN, et de leurs collabo-
rateurs. Cette tepdance est également bien représent8e en Union Soviétique, no-
tamment par L;I.'STOLOV ; mais en ce dernier pays quelques auteurs dont‘A.I. ARTEMOV
et P.J. KAAZIK se préoccupent de la validité des caractéristiques mécéﬁidﬁes'ainsi
obtenues (4, 34, 36, 37). Ce probléme ayant &galement retenu notfe‘a;tention, nous
renvoyons le lecteur intéressé a 1'Amnexe III, oli nous exprimons quelques iddes

personnelles sur ce sujet en marge de notre &tude principale.

6.2.4. Recherches nouvelles sur le moteur asynchrone -

‘En vue d'étudier la possibilité de régler ou d'asservir la vitesse
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d'un moteur asynchrone polyphasé au moyen de dispositifs & redresseurs contrSlés, on
s'est beaucoup intéressé au cours des dernilres amnnées au fonctionnement des moteurs
. - . . o - -
asynchrones alimentés par des tensions non sinusoidales, ou de fréquence variable ;
accessbi:emant on a egalement considéré des régimes varlabTes Just1c1ab1es d'un

traltement analythue comparable : démarrage, ralenthsement etc...

Lé‘point de départ de ces études.est presque toujours un systéme non
lindaire de_Sfédgéﬁidhs dlfferentlelles apparenté soit au systéme I1.22 (equatlons
de,STANLEY),Fsoit_au systéme I.29 dont nous avons &tabli les expre531ons dans 1'An-
neXG.I-‘W,,. _: ‘ A
| » Hormls 1uS reglmes permanents 31nu501daux, ce systéme reglssant 1es
régimes dynamlques du moteur asynchrone ne peut 8tre résolu par une méthode analy—
tique.. C'est pourquoi la plupart des auteurs se tournent vers une reprcsentatlon
numérique ou analogique du systéme d'équations ; ils peuvent alors, grace a cette

simulation, étudier A loisir n'importe quel régime de fonctionnement.

C'est dans cet ordre d'id&e qu'il faut classer les travaux figurant
en Bibliographie sous les références suivantes : 5, 7, 9, 11, 12, 13, 15, 18, 21,
31, 33, 35, .38, 44, 45, 46, 47, 48, 52, 53, 54, 59, 60, 61, 63, 72, 73, 74, 75, 76,
78, 82, 83, 84, 87, 88, 89, 98, 99, 100, 108, 113, 115, 116.

Ce genre d'étude est essentieilement 1'apanage des Universités améri-
caines, notamment celle du Wisconsin, avec 1'8quipe du Professeur N.L SCHMITZ. Il
faut cependant mentionner en Europe les recherches du Hongrois K.P. KOVACS et de

ses collaborateurs

Ces travaux visent le moteur polyphasé d'ordre quelconque; mais sont
trés souvent appliqués au moteur diphasé@ d'asservissmment parce que celui-ci compte
un nombre de paramdtres plus réduit, et permet certaines hypothéses simplificatrices
d'ailleurs sa faible puissance nominale en fait un banc d'essai privilégié pour tous

les aocuveaux modes de commande des moteurs asynchrones.

Toutefois les ré@sultats obtenus pcur les régimes dynamiques sont trés
décevants : l'expérimentation sur modéle (nurérique ou analogique) fournit, comme
toute expérimentation, une masse d'enregistrements et de mesures dont il ne semble
pas qu’on ait pu tirer parti pour formuler des généralisations intéressantes, mni

meéme pour obtenir des enseignements utiles concernant les systimes asservis,

6.2.5. Servomécanismes 3 courant porteur—

Les travaux les plus int&ressants pour 1'Automaticien sont naturelle-
ment ceux qui consid@rent le moteur diphasé en fonction de son utilisation dans un

wo



asservissement ; mais ils sont trés rares, et semblent constituer ume exclusivité
des chercheurs soviédtiques. Pour plus de commodit&, nous distinguerons deux types

de recherches.

6.2.5.1. Détermination de la fonction de transfert du servomoteur
diphasé -

Hous rangeons sous ce titre une série d'études qui se proposent effec-

tivement cet objectif ; 1'intitulé méme des publications est significatif du point

de vue implicitement adopté : représenter le moteur par une transmittance, c'est-a-

dire par un systéme linéaire .

-~ » -

Sans revenir sur l'assimilation & priori 3 un moteur & courant con-
tinu (flux constant), nous indiquerons les deux modes de raisonnement que nous

avons pu reconnaitre dans ces différents travaux :

1°) On néglige les transitoires d'ordre proprement électrique qui

se produisent au stator et au rotor devant les transitoires Electromécaniques, et

on admet que le couple I' correspondant & des tensions d'slimentation variables dif-

fére peu du couple T, en régime permanent sinusocidal dés8quilibré (ef. Annexe II,

§ 2.5).

Certaines hypothéses simplificatrices et notamment la linéarisation
autour d'un point de fonctionnement moyen permettent alors d'exprimer le couple
linéairement en fonction du signal de commande et de la vitesse, ce qui- conduit
Z des asservissermients lindaires : (3, 14, 71, 94).

_29)_Sinong on veut tenir compte des transitoires "électriques®.
On part d'une mise en Equations "exacte" du moteur, du tyse : &quations de Stanley,
dans laquélie‘on‘introduit néanmoins certaines hypothéses simplificatrices devant

rendre comptec des particularités de fonctionnement du moteur diphasé,

_ dwla' : dWib : '
telles e B . £. squati .29).
eés que U it s Uy 3t (cf. Annexe I, &quations 1.29).

Le systéme de cing &quations ne comporte qu'une &quation non linéaire,

celle du couple, qui est alors linéarisée au moyen d'hypothéses telles que :

dont la justification et la port&e ne sont généralement pas clairement indiquées. -

On peut ensuite tirer de ce syst@me linaire une transmittance donnant



la vitesse du moteur en fonction du signal d'entrée instantané. Mais le moteur di-

phasé se comporte en fait comme un démodulateur &lectromécanique, command@ par ume

. . - . w - .
tension porteuse sinusoidale, de fréquence fixe Sy 2 modulée en amplitude par le

signal d'entrde, et la transmittance vis-i-vis de ce cigral modulateur s'obtient en
b 32

utilisant une méthode de transposition (66)-.

Cette démarche correspond aux références 50, 90, 91, 97, 111 et 112 ;

elle est principalement illustrée par N.P. VLASOV et son disciple S.G. SAPFIROV.

Malgré les approximations faites en chemin, les calculs sont trés
lourds et conduisent & des transmittances dordre &levé (4° ordre au moins), dont

les coefficients sont des fcnctions complexes des paramétres &lectriques du moteur.

Pour notre part, nous faisons les plus expresses réserves quant & la
validité de ces expressions, dont la rigueur des prémisses est loin de se retrou-

ver dans le résultat final.

11 est clair par exemple que, si &levé que soit l'ordre d'une transmit-
tance, celle-ci est de peu de valeur si elle ne permet méme pas de rendre compte
du régime statique. D'ailleurs 1l'emploi de techniques de calcul propres aux
démodulateurs suppose que la pulsation du signal modulateur est trés inférieure
a celle de la porteuse , condition qui ne permet donc pas de rendre compte des tran-
gsitoires "électriques™ dont la durée est de 1l'crdre de grandeur de la période du

réseau d'alimentation.

6.2.5.2. Etudes du moteur diphasé asservi ea cant que systéme bouclé

non lin€aire -

Ces &tudes, soviétiques pour la plupart, sont trés peu nombreuses

(2, 10, 64, 69, 96), et géndralement consacrées # des asservissements par plus ou

moins ¢ la loi du couple y est celle qui résulte du régime permanent sinusoidal.

Un seul auteur, R.F. BEULIGMANN, s'est vraiment attaqué de front au
probldme (10). Il a d'abord procédé a “1'identification" du systéme,; en procé&dant
4 une détermination expérimentale du couple moteur instantané. Il en a ensuite tird
une &quation différentielle du premier ordre, qui lui a permis d'étudier dans le
plan de phase (vitesse - position angulaire) les régimes libres d'un asservissement

de position, en employant la technique graphique des isoclines. Notons que le prin-

cipe méme de la méthode employée (plan de phase) emp@chait 1'auteur de proposer
pour le moteur un modéle mathématique d'ordre supérieur 3 1'unité (intégration non

comprise), et de considérer la réponse du servomScanisme 3 des entrées non constantes.



6.3. CONCLUSIONS-

6.3.1. De tous les travaux que nous vencns de passer en revue, il semble que
1'autcomaticien ne puisse retirer aucun résultat vralment p051t1f et que 1'étude dy-
namique du moteur diphasé doive attendre encore dc nombreuses contributions avant

que les principaux problémes soient définitivement &lucidés.

Ceci tient sans doute au fait que les éqﬁations de Stanley constituent
un point de depart d'une excessive complexité. En effet deux voies s ouvrent pour

1'étude des régimes variables :

~ la simulation, efficace dans des cas particuliers numériquement bien

précisés, mais que le trop grand nombre de paramétres relatifs au moteur et 3 sa

commande rend stérile dans le cas général ;

- le traitement analytique, gradce 3 une cascade d'approximations et

de manipulations algébriques. I1 faut bien convenir que l'on fait souvent dispa-
raltre ainsi les non*llnearltes v151b1es en reglme permanent dont nous montrerons
qu elles jouent un role essentiel dans la prec131on et la stablllte des asserv1sse*
ments. Par contre on obtient des indications (de caractere 11nea1re) sur le com~
portement du moteur aux hautes fréquences, alors que ce comportement est générale-
ment sans intérét majeur ; pour &Stre logique, il faudrait aussi tenir compte de la
transmittance véritable des synchromachines; de 1l'amplificateur et de l'alternateur
tachymétrique &ssociés au moteur diphasé asservi et dont les constantes de temps
ont le méme ordre de grandeur que celles du moteur. En fait ces facteurs intervien-
nent hors de la bande passante d'un servomécanisme ; sincn, c'est que la fré@quence
de coupure de celui-ci s'approche excessivement de la fréquence porteuse, et il est

alors recommandé d'augmenter cette derniére !

Le systéme d'équations de Stanley apparait donc ici comme un luxe
inutile qui, tenant compte de certains phénoménes secondaires, risque de masquer
les principaux. Il est d'ailleurs illusoire de voir en ces €quations une représen-
tation rigoureuse, car elles négligent des phénoménes dont 1'influence est notable

sur ce petit moteur au rendement médiocre :

~ saturation, hystérésis, et pertes correspondantes dans le fer 3
frottements des paliers ; résistanece de 1'air ;

- &chauffement des conducteurs, etec...
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6.3.2.5'il n'est ni possible ni souhaitable de donner une représentation
analytique rigoureuse du moteur, on peut néanmoins serrer la réalité d'assez prés
en adoptant comme expression du couple moteur en fonction du signal de commande et
de la vitesse une relation décrivant le réseau des caractéristiques mécaniques sta-

tiques (obtenues théoriquement ou expérimentalement).

On parvient ainsi 3 une &quation différentielle non linaire du premie
ordre, d'ailleurs souvent donnée par différents auteurs, et dont il est curieux de
constater qu'elle n'a jamais &té& &tudiée pour elle-méme (sinon pour de petits signau
ou dans le cadre d'asservissements par "plus ou moins', ol elle se raméne 3 une &qua

tion linéaire).

La fid2lité de ce modéle mathématique peut d'ailleurs €tre améliorée
(si nécessaire) en introduisant globalement les transitoires €lectriques sous forme

d'un systéme linaire du 1° ordre placé en amont du systéme non linéaire précédent

et fournissant un terme correctif pour les fréquences &levées,

~Tel est le point de vue que nous adopterons dans les chapitres suivant

i

et qui nous permettra de tenir compte de toutes les caractéristiques que 1'on peut

dé€celer expérimentalement, au moyen d'un transférométre par exemple.
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CHAPITRE 7

EQUATION DIFFERENTIELLE FONDAMENTALE

- s 0 o= 8 em A w6 e» O mm ¢ e €
. e . ° b ° c ° °

7.1. HYPOTEESES -

Nous négligeons les phénoménes liZs & 1'échauffement du moteur, a la
saturation et 3 1'hystérésis du circuit magnétique, aux courants de Foucault, au
caractérec discontinu des bobinages, etc..., dont il est difficile de tenir exacte-

ment compte en régime transitoire.

Nous restreignons notre &étude au cas classique d'une machine symétri-
que, aliment&e par un réseau de pulsation constante w dé€livrant deux tensions sinu-~

soldales qui présentent entre elles un déphasage ¥ constant :

1]

u (t)

U cos wt,
la a

(175)

() U, cos (nt =~ ¥).

b b

1b

Nous laissons ainsi de c¢Oté la commande par variation de fréquence
ou de phase, pour ne considérer plus précisément que le cas ol la tension U, garde
une amplitude Ua constante (tension de référecnce), tandis que la tension ulb pPré-

sente une amplitude variable Ub (t) qui constitue le signal de commande.

Le cas d'une machine asymétriquc, comme celui des machines commandies
a4 travers des impédances externes telles que capacitis ou inductances saturables,
serait certainement justiciable d'un traitement analogue, mais nous préférons bien
distinguer les divers problémes, et réserver pour une étude ultérieure ces questions

particulidres.

7.2. CAPACTERISTIQUES MECANIQUES STATIQUES -

Le réseau des caractéristiques statiques peut Etre représenté par

1l'expression :

U2 + Ui Q
= - . . a
(175) T A (ua U, sin ¥ 5 5 b I

ot A désigne une constante, et QS la vitesse angulaire de synchronisme (&gale 3 la

pulsation w du réseau pour une machine & une seule paire de pdles).
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Cette relation pourrait &tre déduite théoriquement de la relation
II.36 (Annexe II) ; on en trouvera une démonstration et une discussion & 1'Annexe III
ol nous donnors également les ré&sultats d'un certain nombre de tests de validité

expérimentaux.

7.2.1. Fonctionnement &quilibré ( en amplitude, avec déphasage quelconque)

La figure 7.1 représente le réseau de caractéristiques pour des ten—

sions &quilibrées Ua = Ub définies par leur rapport o & la tension nominale Un'

Pour une valeur donnée de o la caractéristique est une droite d'Gquation

Q

Qa77n ' =Aa U Sln‘i’(l"m

).

=2 8]

Cette droite passe par les points M et N, figurant respectlvement

le démarrage et le fonctionnement 3 vide :

Q
(178) M

0

T, =A uz U2 sin V¥ . ‘
d n .

\_
Q =0 sin ¥ ,
v s

(179) N
. 9

T = 0,

N

Figure 7.1 = Caractéristiques en fonctionnement

équilibré.
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Toutes les caractéristiques conccurent au point N , dont les coordon-~

nées sont ind&pendantes de a .

On remarquera que le ré@seau I' (Q) pour ¥ queiconque peut se déduire
- < L st s
du réseau correspondant 3 la quadrature (¥ = Ev) par une homothétie de centre O
et de rapport sin V¥ -

7.2.2. Fonctionnement déséquilibré -

Dans un asservissement Ua demeure fixe (avec, généralement Ua = Un)’

tandis que U, varie. Le ré&seau de caract@ristiques corﬁespcndant est tracé 3 la

b
figure 7.2, en foncticn du paramétre de commande B =—ﬁh- ; contrairement 3 la ma=-
a

jorité des auteurs, nous ne limitons pas la valeur de B 3 1'unité car la tensien
de commande d'un moteur asservi peut dépasser largement la tension nominale en

fonctionnement transitoire, ou intermittent.

Pour une valeyr donnée de B la caractéristique est encore une
9

droite d'équation 3

1 + 82 Q
28 QS sinV¥

(180) L= A Ui 6 sin ¥ (I ).

On peut faire les constatations suivantes :

a) Le couple au démarrage est proportionnel au rapport de commande :

(181) Fd = A Ui B sin ¥ .
b) La vitesse i vide est fonction du rapport de cormande
(182) o = —25 0 sinv,
I +8
Cette vitesse est maximale pour B = 1 (régime équilibr@) et vaut alors
(183) (Qv)m = Qg sin ¥ .

c) Le frottement interne est une fonction quadratique du rapport de

commande (indépendante de Y) :



[

@)

Figure 7-2 : Caracteristiques

Osstintp (9]

en fonchionnement

non equilibre

v
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o 2

, aT (R, B) 2 1 +8

184 £, = = ———————e = AU —_—r
( ) i 20 a ZQS

-

d) du réseau correspondant 3 une valeur particulidre de V¥ (par exem~

ple V¥ = g) on peut déduire le réseau correspondant & un déphasage quelconque V¥’
sin ¥'
au moyen d'une homothétie de pdle 0 et de module e
o , r,
La figure 7.3. montre les variations de Pd, Qv’ et fi = Er- en fonc-—
v

tion de B pour sin ¥ = 1,

7.3. EQUATION DIFFERENTIELLE EN REGIME DYNAMIQUE -

Nous nous plagons dans le cas ol la charge du moteur est constituée
par une impédance mécanique Z (p) = Jp + f, oli J désigne 1'inertie totale (tenant

compte de 1'inertie propre du moteur), et £ un frottement visqueux extérieur.

Comme indiqué 3 la fin du éhapitfe précédent, nous supposons que les
transitoires &lectriques dans les enroulements sont brefs en regard des transitoi~
res mécaniques, ce qui permet de conserver en régime variable 1'expression (180) du
couple établie en riégime permanent. Cette hypoth&se peut &tre précisée par la

condition. ;

wo

(185) VB ¢ ———— Q > 1

£+ £, s
1

elle est satisfaite en pratique dé@s que le moteur entraine une charge de quelque

“inertie. -

(On pourra cependant tenir compte ~ si nécessaire - des transitoires électriques en
assimilant leurs effets & ceux d'un systéme linéaire du premier ordre placé en cas-

cade (amont) aVec le moteur iddalisd) .

Dans ces conditions 1l'équation de la dynamique peut 's'@crire :

(186) &2 Ui B sin ¥ (1 - X5 L ) - £

de 28 o sin

On en tire 1'équation différentielle donnant 9 en fonction de 8 ¢

S 2
(187) Jg-g-+(f+AU2 8y o = Av? 8 sinv
t a a

2 0
s
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7.4. NORMALISATION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE -

L'équation (187) est une &quation différentielle non linéaire (au sens
des automaticiens), qui présente un coefficient fonction du signal d'entrée B(t).
Cette particularité explique que l'on n'ait pas, jusqu'ici, &tudié cette &quaticn
d'un type inhabituel,~d'autant plus qu'elle dépend de 6 paramétres : J, f, A, Uas
QS et V. v

-~

Nous allons pourtant montrer qu‘elle peut se ramener 3 une &quation

ne comportant plus aucun paramétre, au moyen du changement de variables suivant :

( e
X=8 11+ f 5 (signal de commande réduit)
AU
a —
2 Q "V%
(188) L Y= S | — 1 + f ———5—5 (vitesse angulaire réduite)
Q  siny AU
Av? ¢ 2
T = a 1+ f ; ( temps réduit)
Je avl _

.

On obtient 1'équation réduite

& 1+X

(189) 3T 5

Cette &quation a une forme particuli@rement simple, et montre gque
1'on peut, sans restreindre la généralité du probléme, donner aux 6 paramdtres de

1'équation (187) les valeurs particulidres (exprimées dans un systéme cchérent d'u-

nités) :
, ' ' T
(190) J=1 , £=0, A=1, Ua =1, QS =1 , ¥ = _E_

Le r&sultat que nous venons d'établir est nouveau, et assez surpre-
nant car il permet de représenter tout servomoteur diphasé par une seule et méme

équation différentielle.

Désormais nous raisonnerons toujours sur 1'équation camonique (189) ;
les résultats de notre &tude s'appliqueront facilement A un .cas particulier quelcor-

que, grace aux relations (188) que l'on peut inverser en :
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1
/ 20 ]
B = o 1+ f ; )
AU
L -
— 1
" 29 2
(191) { @ = Yo sinV 1+f_._§_ )
L Aﬂa i
Ja_ ™ zns""
o Av? L AU?
a L" a =
)

Cette étude sera toute entiére bas&e sur notre théorie des systémes

A.C.F.E, dont le moteur diphasé apparalt comme un exemple typique, d'ordre n = 1,

avec :
2, = 1, )
W = 1*ZX
o 2 '
(192) | < bl -,
b =1
Q
o
Ce systéme satisfait d'ailleurs 3 la condition de parité (64)
(193) -ag x) = a_ (-X)

7.5. AUTRES SYSTEMES REGIS PAR LA MEHE EQUATION -~

7.5.1. Moteur d courant continu commandé par l'inducteur sous tension

d'induit constante.

Reportons-nous & la fi~ure 1.1,paragraphe 1.2.1 ; le couple moteur s'é-

crit avec ces notations :

U0 - kj

(194) ¥ = &j
R

Pour une charge constituée par une impédance Jp + F on obtient l'é&qua-

tion différentielle :

2 kU
dw k 2
—_— o+ + W = — .
L J dt L E R 1) R

I1 suffit de poser :
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X = s
Y RF
(196) ‘Y‘:.‘.Z‘—GI—)\—E‘—-;U‘)’
o
F
T = 2=~ t,
J
.

pour étre ramené & l'équation réduite (189) .

Remargue :

La grandeur de commande est le courant j dans 1'inducteur. Celui=-ci
peut 8tre considéré comme fourni, 3 partir de la tension v appliquée & 1'inducteur,

par un systéme du premier ordre placé en amont du systéme A.C.F.E.

L'analogie est donc compldte avec le mod&le que nous avons pris pour

le moteur diphasé en tenant compte globalement de ses transitoires Electriques.

7.5.2. HMoteur rotatif hydraulique 3 cylindré@e variable alimenté per

une pompe 3 débit constant (figure 1.6.)

Soit x la cylindrée d'un moteur volumétrique alimenté per un débit g
constant, ce débit est €gal 3 la somme d'un d&bit utile 4, et d'un débit de fuite
e

Le débit q, est égal au produit de la cyliundrée (par radizn) et de

la vitesse angulaire :

(197) q = X

Le débit des fuites est pronortionnel 3 la différence de pression p

entre le circuit d'admission et le circuit de refoulement :
(198) P =r.q

Enfin la pre sion p est telle que la puissance hydraulique utile

p.q, se transforme inté&gralement en la puissance mécanique YW , d'ol :

(199) Y=x7p
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On en dé&duit la loi du couple :

(200) Y= px (q- xw) ,

et 1'équation différentielle :
dw 2
(201) J Ty + (F + px Y gx

Cette derniére se met sous la forme (189) si 1'on pose :

//X = 4 £ X ,

(202) <Y=-%V£w7
q ®
t

C'est donc trois systémes, technologiquement trés différents, que

1'équation différentielle réduite nous permettra d'étudier simultanément.

7.6. ETATS D'EQUILIBRE (cf. § 1.4)

La caractéristique statique de transfert (I') a comme &quation, d‘a~
prés (24) :

2¢
2
1+c

(203) d

Représentée 3 la figure 7.4, la courbe comporte un centre de symétrie

(c =d=0), et deux extrema (¢ =d = ¥ 1)

Tous les points de (I') figurent des positions d'@quilibre stables,

car pour toute valeur de € :

(204) a, €y =

7.7. REPONSE INDICIELLE -

Si 3 partir d'un état initial quelconque, on applique une entrée
constante X = ¢, la réponse est la méme que celle d'un systime linaire de

transmittance opérationnelle :
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(205) W (c,p) =

Cette transmittance est fonction de C ; son gain statique K et sa

constante de temps T ont comme expression :

(206) K@ = 1(C) = —
1+C

Figure 7.5. Gain statique et constante de temps

7.8. LINFARISATION POUR DE PETITS SIGNAUX -~

Lorsque le rapport de commande X présente des variations de faible
amplitude autour d'une valeur moyenne ¢, le coefficient a (X) varie peu autour
de a c).

L ©
Les &carts autour du point moyen de fonctionnement (¢, d) peuvent

étre, d'aprés (40), représentés par la transmittance :

2 (1 = cd)

I + c2 + 2p

(207) W' (c,p) =

que l'on peut encore &crire :
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2
- C

(208) W' (c,p) = W (c,p)

1 +c¢

W'(c,p) peut servir en particulier 3 1'@tude des performances d'un

asservissement de vitesse, autour de la valeur & de la grandeur de consigne.

La linéarisation est valable 3 condition que 1'@cart X - ¢ = ¢

satisfasse 3 :

2 a9
(209) 1 + (¢ + ¢) = 1 +¢ ,
L P T

d'otd - 02

(210) e ] << 3
2|e |

soit encore :

2t | € | << 1
- La transm1ttance (207) est donc valable pour toute loi X (T) telle

que ]X (T) - c ] << ‘1 s en partlculler pour des signaux 51nuso;daqx de la forme :
(212) X (D =c+e_sin ol .

Les lieux de transfert dans le plan de Nyquist ont Lte tracus g la
figure 7. 6 pour dlverses valeurs de ©; ce sont des deml-cercles dont 1e dlaﬁetrc,

cgal au gain stathue, est une fonction de e .

7.9 - SIMULATICN ANALOGIQUE -

L’Lquatlon ulffcrentlexle fondamentale ne présentant qu'un seul
coeff1c1ent varlable, 11 n y a aucune dlfflculte d effectuer une simulation exacte
'ﬂu systeme. Le schena en est dvnne i la flgurc 7.7 5 il comporte seulement trois

ampllflcateurs, et deux multlplleurs d diodes.
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Figure 7.7. Modéle analogique du moteur diphasé

7.10. CONCLUSION -

_ Lorsque le coefficient a, (X) garde une valeur constante (reponse
'1nd1c1e11e, commande par plus—ou-m01ns ou par impulsions de largeur variable),
moteur se comporte exactement comme un systeme lin&aire, dont.les caractéristiques
dépendent cependant tris largement du point représentatif du fonctionnement sur la
caractéristique statique. Lorsque le coefficient a_ (X) garde une valeur presque
constante (travail au voisinage d'un point moyen de fonctionnement), le moteur se
comporte approximativement comme un systéme lin€airc, “tangent” au systéme réel

-

au point considéré.

Par contre lorsque le signal de commande présente des variations
importantes, il n'est plus possible d'assimiler les performances du moteur % celles
d'un systéme linéaire ; ce cas &tant lec plus fré&quent pour un moteur asservi, nous

devrons procéder aux. chapitres suivants 3 une &tude de caractére non lingaire. La

recherche d'une "fonctlon descriptive”, ou transmittance généralise sera notre pre-

mier objectif.
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CHAPITRE 8

——————

TRANSMITTANCE GENERALISEE

- 8w b mm O e O e 6 e O am
e °

8.1. METHODE DE L'EQUIVALENT HARMONIQUE -

Soumis & un signal de commande X = a sin T, le moteur prend une
vitesse Y (T), fonction périodique de méme fréquence que X (T). Une solution ana-
lytique directe de 1l'équation fondamentale ne peut plus @tre obtenue, le coefficient

“equiva-

a (X) Etant désormais essentiellement variable. Mais on peut chercher un
lent harmonique" de Y (T) selon la technique expos&e au paragraphe 2.4 ; la trans-—
mittance généralisée correspondante est donnée par l'expression (81), ou, pour un
systéme du premier ordre régi par 1l'équation (85), par l'expression suivante :
o + 0,5 «a - jw
. Qo 02
(86) W (ast) =

(uoo + 0,5 %, ) (a

2
oo 0,5 o‘02) T

Dans cette forrule e o et o , représentent les coefficients des

o2
. . I . . , 2
deux premiers termes du développement en sCrie de Fourier de a, ) = 0,5(l+azs1n wT) .

soit ¢
2
a _ 1 + 2
=y T o
(213) { 00 2 824
%2 T T %
On en déduit 1l'expression finale
1 a2 .
GG+3 - Jw
(214) W (a, ju) = 5 3
1 a 1 . a R
(7 +g ) (5+3 5—-) ( ju)

C'est une transmittance du second ordre, dont la représentation dans

le plan de Nyquist (P, Q) est une ellipse, d‘'&quation :

3a2 2 a2
(215) P” ( Ml )+ Q7 ( t 5 ) -P=0

DO
(SR

Le petit axe, horizontal, a une longueur &égale au gain statique ¢
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On remarque que le gain statique est une fonction rapidement décrois—
sante de 1'amplitude a, comme on pouvait s'y attendre aprés examen de la caracté-
ristique statique (figure 7.4), qui me: en &vidence la "saturaticm en vitesse" du

moteur diphasé. Le grand axe de 1'ellipse est vertical et a pour longueur:

2

(217) 2p =
1/2

‘(1+o,25 8% £F % 0,052

L'excentricité

a
(218) e =

IZ * 155 a2 l1/2

croit avec le rapport de commande : nulle pour a = ¢ , elle tend vers 0,816 pour
les grandes valeurs de a. On a tracé & la figure 8.1 une famille de lieux de trans-
fert pour différentes valeurs de a. Cette figure peut servir diabaque ¢ pour .
obtenir le lieu correspondant 2 une valeur quelconque de'a, illsuffit de calculer
le point appartenant d 1'axe réel par la relation (216), puis de tracer le lieu de
proche en proche par interpolation entre les lieux d&j3 tracés. Les courbes 3

te . p s
w = C  permettent de graduer facilement le lieu: obtenu en valeurs de la pulsation.

Remarque 1 :

On peut vérifier que lorsque a tend vers 0, l'expression de W (a,jw)

se confond avec celle de la transmittance isochrone W (¢, jw) du systéme linéarisé

pour de petits signaux autour de la valeur moyenne ¢ = O

Remarque 2 :
Le lieu de Nyquist peut Etre tracé en portant Q (a,w) en fonction de
P (a,w). Il est toutefois plus simple de déterminer d'abord le support du lieu ,
c'est-a-dire 1'ellipse d'équation (215), puis de le graduer en fréquences en notant
que la phase de W s'exprime trés simplement en fonction de w:
(219) W _(a, jw) = - Arctg 2 5
' 1 + 0,25 a

Remarque 3 : interprétation de la méthode.

_ L'équivalent harmonique Y¥ ne satisfait pas exactement 1'équation
différentielle (189). Si nous remplagons au premier membre Y par Y#* , nous obtenons

une expression périodique non nulle R (T) que nous avons appelé résidu de 1°‘Equation

°
.
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- 2 - 3
R(T)=a|P( %‘+ é%“ ) - Qw -1 | sinwT - g— P sin3wT
(220) - | 2 - 3
+ a ﬁ?w + Q ( 3 + %»-)n— coswT - %» Q cos3uwT.

R(T) contient un terme R, (T) de pulsation w,; et un terme R3 (T) de pulsation 3w ;

1

la méthode utilis&e consiste 3 annuler R1 (T) de maniére que 1l'équation soit sa-

tisfaite pour les termes de pulsation fondamentale w . Ce procédé revient & imposer

au couple résiduel R (T) de ne fournir aucun travail au cours d'une période ;: en

effet la condition R] (T) = 0 entralne que 3

20 2
(221) f& R (@ sinur. dT = [ R (D) coseI. dT =0,
0 5

dfol :

Wi - , _
(222) 6[~w R (T) l P sinuT + Q coseT | 4T = O,
soit encore :
2
(223) J% RM (@ 4ar =0
S

8.2. GENERALISATION : EQUIVALENT PERTODIQUE -

La généralisation esquissée au paragraphe 2.5 &tait inexploitable
dans le cas général ; elle peut cependant Etre tent@e dans le cas simple du moteur
diphasé.

8.2.1. Principe

Pour une entrée sinuscidale, 1'équation différentielle s'@crit

2 2
+ EZ-) Y ~ 2~ cos 20T. Y - 2 sin wT = 0

(224) ¥ L
A

1
dT 2

Cherchons une solution approchie sous la forme :

cos (2p+l1) T

p=m+] -

T =
(225) Y (I} = azx A2p+1

P sin (2p+1) wT + u
p=0 '

2p+1
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Le remplacement de Y par Y, ., dans (224) fournit un r@sidu R (T)

périodique & valeur moyennec nulle dont le développement de Fourier ne compte que

des harmoniques impairs, jusqu'd 1'ordre 2m+3 inclus :

p=m+l
(226) R(T) = =
p=0

R2p+1 (T .

Si nous admettons que R est suffisamment petit devant a pour

2m+3

étre négligé, il est possible de choisir A pour annuler R

() .

2p+1 % Poph
jusqu'2 p = m , ce qui détermine complétement 1'expression de Y

2p+1
2m+1

8.2.2. Mise en oeuvre

Tenant compte des relations :

sin (2p+3)wT + sin (2p~1) wT

i
|

cos 2wT . sin (2p+l) wT

1

(227) - N —
cos 2wT. cos (2p+1) wT = = cos (2p+3)wT + cos (2p~1) wT 5
) énVCélcule successivement :
R, (T) = ot | & 3a’ Y A - wu, - a’ v -1
()T a s smet ) Tty 1.7 T3 3 _
Rty o § = Lo 2 Y
(228) 1, a" _ 2 .
+ coswT _Avfﬁl f.(2‘+ T Mg \p§_4 R
(229) 0<p<m: R2p+1 (T) =
- 2 2
a {sin (2p+1) T | - e A2p—l (2 P ) A2p+l - (2p+l)wp2 +1
— az _
’ 8 >‘213+?>
a2 1 2
-2 + (2p+1 14 a2
+ cos (2p*1) oI 5 Mopel (2p+1) Woprt ¥ G T ) My
) -

;




(230) | p = m : R2m+l (1) =
- a2 1 a2 -
a {sin (2m+1) T | = T 12m=l + 65 + T ) A2m+l - (2m+1) WHore
- a2 1 a2 -
+ cos (2m+l) WT | = 5= o 4 * (Zm&I)wAZm*l + (§-+'Z— ) Homel B‘

En écrivant la condition R2p+1 () =0, 6 < p € m, on obtient un
systdme linéaire de 2m+2 &quations 3 2m+2 inconnues, représenté& par 1'équation

matricielle de al figure 8.2 , ol 1'on a posé :

A—l. +3..a.3. o B=—1_+.a_2_ )

T2 8 ’ 2 8 ’
(231) C=—1- + E’.?; ° D=-=§..2—
2 4 ’ 8

Les calculs sont compliqués d&s que m dépasse 2, ce qui est pourtant

nécessaire pour que Y2m soit une bonne approximation de Y (T).

+1

Les coefficients x2P+1 et p2p+1 dépendent de a et de w 3 vis-3~vis
de w , ce sont des fractions rationnelles de degré 2m + 2 ; le fondamental de Y2m+l

peut donc &tre représenté par une transmittance d'ordre 2m +2 :

(232) w'o(a, ju) = A (a,0) + ju, (a;0).
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8.2.3., Conclusion

La méthode que nous venons de décrire conduit & 1l'alternative suivante :

1°) prendre une valeur €levée de m , ct obtenir ainsi, pratiquement,

" le développement de Fourier, limité au rang 2m*l, de Y (T). Dans ces conditions

X (ay) sinT + My (a, @ cosul représente le premier harmonique de la solution

exacte de l'équation différentielle,

Malheureusement la transmittance correspondante a une expression

beaucoup trop complexe pour etre utilisable.

2°) prendre seulement m = 1 (m = o correspond 3 la méthode du § 8.1) ;

on aboutit alors 3 :

@3-c?p-c0?) - €E3dHGY - 95 GOZ + 9 (ol

(233) W'(a,jw) =

c*3c?ioty - o3P )+ 9 ()t

Mais on ne peut attribuer de signification précise i cette expression,
d'ailleurs mettement plus compliquée que W (a,jw) ; en particulier on ne peut dire
A PRIORI qu'elle repré@sente correctement le fondamental de Y (T), ni qu'elle
fournisse une meilleure approximatiom sinusoidale de Y que celle donnée par W(a,jw).

Cette question sera examinZe plus loin (paragraphe 8.4) -

Remargue :

La condition :

(234) ‘ O<ps<m R2p+l (T) = 0
peut s'écrire :
27 z. i
(235) wa R (T) sin (2p+1)J dT = uf.w R (T) cos (2p+IWT 4T = G
) 0

I1 en résulte que :

(236) %F N _
(T Y2m+! (T) dT =0

o}
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Si 1%on interpréte R (T) comme un couple résiduel, différence entre
les valeurs instantanées du couple moteur et du couple résistant, on s'apergoit
que la méthodc générale comsiste 3 imposer & ce couple de fournir un travail 3

valeur moyenne nulle.

8.3. METHODE DE GALERKIN -

Liexpression du premier harmonique de Y (T) &tant en pratique inac-

cesssible, il est préférable de rechercher la meillecure approximation sinusoidale

de Y, en minimisant la valeur efficace du r&sidu (220), selon la technique exposée

au paragraphe 2.6.

I1 vient :

2 3
3R (1) a ( 3 g = ) sin T + aw coswT =~ 2. sin 3w Ty
2 8 g
oP
(237)
- 2 3
2B AE) a ( L 2 ) cos wTl - aw sin wT - 2 cosw3 T.
3 2 8 8
Q
D'ol les &quations :
- 2 2 4 = 2 2
1, 3a + 2 2 | g &, = 1 ,3a
P'_(7+8) *’64-‘“‘”_! g =3 T
(238)
aZ ~ a2 2 A 5
P Z—- w - Q |-( -,7 . —8 + ——6- -+ w_ = W
On en déduit P (a,w) , Q (a,w), ainsi que
(239) W' (a,jw) =P (a,w) + jQ (2,w) ,:
soit , avec les notations (231) :
2 2 2 ., .2 .
(240) W"(a,jw) A(B™+D7) C (Jw) B (jw) +_ (Jw)°

aZo? @%0% - 262 Gw? ¢ ot
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La transmittance obtenue est du quatriéme ordre. Les lieux de trans-
fert ont &été tracés dans le plan de Nyquist pour différentes valeurs de a (figure 8.3)

le réseau de courbes peut éventuellement servir d'abaque.

8.4. COMPARAISON ET DISCUSSION DES RESULTATS -

Par différentes méthodes, nous avons &tabli trois expressionspour

la transmittance généralisée : W, W' et W".

Le tracé des lieux de transfert de W' et WY donne des courbes trés
voisines de celles de la figure 8.1. On a ainsi représenté a la figure 8.4 les
trois lieux de Nyquist pour une amplitude a = 1 correspondant 3 l'utilisation la
plus courante du moteur. Ces lieux sont d'autant plus rapprochés que la fréquence

est plus élevée ; pour une pulsation o quelconque, on a toujours pour les mcdules :

(241) - P wr | o<w | < |w' |

les écarts avec | W | étant inférieurs 2 3% , tandis que pour les

phases :

(242) I W | W o> l W',

Ies écarts avecl W &tant toujours inférieurs 3 2°.

P
=005

Figure 8.4. Lieux de Nyquist de W,W' et W" pour a = 1.
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Plus généralement on peut faire en comparant les expressions (214), (232)

et (240) les trois remarques suivantes :

1°) aux hautes fréquences, la transmittance se réduit toujours &

celle d'un intégrateur pur :

(243) Wa, 39 =W (s, §9) = W (a, 3 = g

2°) aux faibles amplitudes, la transmittance tend, dans les trois

cas, vers l'expression du premier ordre :

i
0,5 + jw

(244) . W (o; jw) = W' (o, jw W' (o, jw) =

Ce résultat correspond d'ailleurs 3 la transmittance harmonique du

moteur linéarisé autour de ¢ = 0 pour de petits signaux (cf. § 8.1, remarque 1).

3°) enfin les gains statiques W' (a, jo) et W" (a, jo) sont &quiva-

lents pour les faibles amplitudes 3 :

(216) W (a, jo) = L

1 +0,75 a

En résumé il apparait donc que W' et W' sont proches de W, d‘autant
plus que les amplitudes sont plus faibles, ou les fréquences plus Elevées. Comme
de plus les hypoth&ses conduisant & 1l'&quation différentielle de départ ne sont
jamais rigoureusement réalisées, ce qui rend illusoire la recherche d'une expres-
sion vraiment trés précise, nous proposons comme fonction de transfert généralisée

1'expression la plus simple, c'est~3-dire W (a, jw).

8.5. COMPARAISON AVEC L'APPROXIMATION DU PREMIER HARMONIQUE -

Le terme fondamental du développement en série de Fourier de Y (T)
est souvent utilisé pour &tablir la transmittance généralisée d'un systéme - sans
qu'il soit d'ailleurs possible de justifier cette méthode, dite "approximation
du premier harmonique". Il est intéressant de comparer l'équivalent harmonique
donné par W (a, jw) avec le premier harmonique ; celui-ci n'ayant pu étre calculé

par une méthode analytique (cf. § 8.2), il est avantageux de recourir au calcul

analogique.
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8.5.1. Schéma de calcul

Le schéma du montage 2 réaliser est donné & la figure 8.5 ; il com-—

prend trois parties :

1°) Un générateur tétraphasé, de pulsation réglable , fournissant

simultanément les signaux + sin T, * cos wl, ainsi que X = a sinwT et - X.

2°) Un dispositif représentant le moteur diphasé, sclon le schéma
P P 1D

indiqué au chapitre précédent (figure 7.7).

~

3°) Un multiplieur, M3, associé 3 un amplificateur et 3 un veltmétre
magnétoélectrique, indiquant successivement les valeurs moyennes P et Q des quan-—

tités 2Y (T) sinyT et 2Y (T) coswI, c'est—-d=-dire les amplitudes des composantes

du premier harmonique de Y (T) respectivement en phase et en quadrature avec

X (1),

- %
o i {a/ i
i & H i
P S A T S .
B ‘g i i Lifir
3 $ ’: &
i i i
| p i ; B P T ;
f e : -+ # i £ 455 ot
SEVELEY od : ik 4 ; S
LA * -t S T i A wsorsfan smsence » X
i b Y H f
% H '
{ ¥ & R
i H
¢ i ¥
: H (Vs 3 o
i '..‘Z ¥ 2 { ;’ ~ .‘.“\,»
R P .
. ¥
; ; a)d
[% - £
i
il B Y

Figure 8.5. Calcul analogique du premier harmonique de Y (T)
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8.5.2. Cons€quences de la simulation

La simulation permet d'abord de constater que la distorsion harmonique
de la réponse est maximale aux trés basses frdquences, tandis qu'aux fréquences
Glevées la forme d'onde de Y (T) tené vers une sinusoide.

D'autre part les courbes représentant, pour une amplitude donnée,

. L. . P .
les variations du rapport —§- en fonction de - (figure 8.6) sont confondues

(avec la précision qui est celle du calcul) avec les lieux de transfert de la
transmittance W' &tablie au § 8.2 ; W' (a,ju) représente donc correctement le
fondamental H1 de Y (T). On peut en conclure gue la transmittance acdoptée, W (a,j,.),

résulte d'un compromis entre la méthode bas@e sur le premier harmonique de 13 so-

lution exacte de 1'équation différentielle, et la méthode de Galerkin, qui donme
la meilleure solution approchée selon une loi sinusoildale.

8.5.3. Observations complémentaires

Les résultats précédents peuvent &tre confirmés par une &tude directe

aux pulsations infiniment basses, pour lesquelles le taux de distorsion est maxi-
mal (figure 8.7). Y
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Figure 8.7. Réponse du mcteur pour w = 0
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Figure B8-8 :

Gains statiques
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On a alors :

(245) Y (T) = 2; 81“2T
l +a" sin 0w T

Le premier harmonique H;(T) a comme amplitude :

(246) Ho= = (1 -—t

m  a T
(1 +a%) 32

La valeur efficace Ye de Y (T) est donnée par :

-3
(247) Y = a/ZT (14 at) 9

H Ye/TE"

La représentation des quantités _EE et

en fonction de a

montre bien 1'augmentation du taux de distorsion

(248) i o= - im

avec l'amplitude ; la comparaison avec les variations de W (a,jo), W' (a,jo) et
. . H : s .
W' (a;jo) confirme que -"lm et W' sont pratiquement identiques, et que W est
. B 3 ; a .
toujours & mi-chemin entre W' et W". D'autre part ces cinq quantités admettent

un méme Eéquivalent pour les faibles amplitudes, i savoir :

(216) W (a, jo) =

2
1 + 0,75a2

8,6. CONCLUSION -

La fonction de transfert W (a, jw), &tablie par une méthode & priori
peu rigoureuse, se trouve donc justifie et &clairée par la comparaison faite avec
les résultats de méthodes plus &laborées. D'expression relativement simple; elle
doit permettre d'aborder 1'étude des asservissements mettant en oeuvre un moteur
diphasé, en tenant réellement compte de son caractére non linéaire, qui joue un

role capital.



- 110 -

(nf'D) ] eop isiNbAN op xnaif

6-9 9uanbiyg

1 11

9€%0 9990 60 Sl Sy

N " T
pianis




- 111 -

Remarque -

Le cas échéant, des renseignements qualitatifs pourront &tre
obtenus plus rapidement encore en considérant la transmittance T (a, jw) définie
au § 2.7 3 partir de la réponse 2 un signal en créncaux ; son expression se d&duit
de la formule (205) donnant W {(c,p) en y substituant —%— adcy,et jw &p, d'0l :

1
@ T (a, jw) =

(0,5 + 0,31 a2) + jw

Les lieux de Nyquist (circulaires) correspondants sont donnés
par la figure 8.9,






= 113 =

CHAPITRE 9

MOTEUR DIPHASE

- 0 = ® > 8 e
s o

ASSERVI EN VITESSE

ws 6 wem O wm O mn O e
° ° °

9.1. GENERALITES -

Nous nous proposons d'é@tudier dans ce chapitre les propriétés
des asservissements de classe O comportant un servomoteur diphasé comme seul &1&-
ment non linéaire. On peut toujours en ramener le schéma fonctionnel 3 la forme
générale de la figure 4.1.a, et interpréter celle-ci comme une boucle d'asservisse-

ment de vitesse.

Afin d'accorder les notations avec celles de la premiére partie,
nous substituerons désormais x 3 X et y & Y pour désigner respectivement la gran-
deur d'entrée et la grandeur dé sortie du moteur ; € représentera le signal d'er-
reur, e le signal de consigne, et AH (p) la transmittance globale de la partie

linéaire supposée stable (figure 9.0) .

Nous nous intéresserons notamment aux deux cas particuliers les

plus importants :

(218) AHO (p) A (amplificateur parfait de gain A)

(219) AHI (p) = ———  (cf. § 7;3 et 7:5:1).
1+ TP

9.2. ETATS D'EQUILIBRE -

9.2.1., Etude dens le plan y = £ (x)

Les régimes permanents constants dépendent & la fois de la

valeur du signal d'entrée e, et de celle du gain statique A de 1la partie linéaire.

Dans le plan (x,y), le point figuratif d'un &tat d'équilibre se

trouve déterminé par l'intersection de la caractéristique statique (¥), du moteur
. ; i = s e 1
avec une droite d'asservissement (4), d'ordonnée i 1l'origine e, et de pente - T

(figure 9.1) .
(M) étant une cubique, d'Equation

(220) (41 d~2¢ =0,
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X Y+ j—'%)—{fynx Y

Figure 9-0 : Schéma fonctionnel .

A =10

10 12

Figure 9.1 . Determination graphique

des

etats d equilibre |
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elle compte nécessairement 0, 1, 2 ou 3 intersections avec une droite quelconque ;
le ou les points de fonctionnement correspondant & un couple (e,A) donné peuvent
ainsi 8tre obtenus immédiatement par cette méthode graphique. Mais ce mode de repré-
sentation ne permet pas de figurer explicitement l'ensemble des fonctionnemerts 1liés

4 une méme valeur de A, et ne se préte donc pas 3 une discussion commode du rdle

de ce gain.

9.2.2, Etude dans le plan y = £ (e)

Nous avons tracé dans le plan (e,y) une famille de courbes @A (figu-
re 9.2) donnant, pour A fix&, la caractéristique statique 4 (e) de 1'asservissement

et représentant donc 1l'8quation implicite :

221 A® (e = ) + 1 d- 20(e=-4a)=0.

Celle-ci peut &tre comparée & la droite d = e représentant 1'asser-

-

vissement 3 retour unitaire idéal : 1l'écart ¢ entre ¢, et cette premi&re bissectrice

A
n'est autre que l'erreur permanente du systéme.

Les courbes &, présentent diverses propriétés qu'il est utile de
, P , prop q

A
donner dés maintenant.
a) Qﬁ admet 1'origine comme centre de symétrie : la pente de la
&

tangente en-ce point d'inflexion a comme valeur :

(222) y'©) = — 5

b) ®£ est tangente aux deux droites horizontales y = + 1 ety = - 1,
2%

. . . =1
aux points d'abscisses respectives e = eM =1 +A ete=~- €y 3

c¢) il existe suivant la valeur de A quatre types de courbes, sché-~

matisés & la figure 9.3. On remarque que pour — 0,5 <A <0 et 0 < A < 4, il

existe pour toute entrée e une cortie d unique. Par contre pour A < = 0, 5 il existe
deux points 3 tangente verticale, d'abscisse * e, et 1'on a° trois valeurs possibles

de la grandeur de sortie lorsque e appartient & 1l'intervalle - e + e - Enfin
pour A > 4 la situation est plus complexe encore ; il y a.quatre points é‘tangente

verticale, d'abscisses respectives e et - e ey et - e,, avec e < e, Les diverses
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 Figure 9.3 : Caraciéristiques statiques Qp :

classement suivant la forme des courbes .
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possibilités sont résumées par le tableau ci-dessous :

T T T T
5 1 1 ! !
Valeur de e - w - e2 - e e ez +

t ! ! [

T 7 ] L

i

Nombre des f f : ]
sorties d 1 2 3 2 1 2 3 2 1
possibles ‘ ' ' ;

t } |

| ! ' 1

Dans la suite nous nous limiterons & 1€tude de ce cas A > 4, qui

°

correspond seul aux caractéristiques exigées de tout asservissement, & savoir :

- réacticn négative (donc A > 0) ;

- gain de boucle &levé (donc A >> 1),

9.3. STABILITE LOCALE INTRINSEQUE -

Les résultats du chapitre 4 (§4.2.4) nous indiquent que, quelque
soit H (p), tous les points de l'arc A B de @A (ou de son symétrique) sont néces—

sairement des positions d'équilibre instables.

i
-l

e

Figure 9.4. Caractéristique statique théorique @A de

1'asservissement
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Lorsque tous les autres points représentent des équilibres stables,

nous pouvons conclure que la caractéristique statique réelle YA a la forme indiquée

3 la figure 9.5.

- -
-

o
Ll
-3
D
N
1]

Figure 9.5 : Caractéristique statique réelle WA'de 1'asservissement

En effet si on fait croitre e de 0 & e, 34 une vitesse infiniment

lente, on décrira 1'arc 0CB, selon un processus réversible ; si e vient ensuite 3 dé-

passer e, le point figuratif sautera sur la branche réversible DE, mais le saut

-> N . R
BD sera irréversible.

Inversement si e décroit, 3 partir de valeurs &levées, jusqu'a

e=e , le point décrira réversiblement la branche EDA ; enfin si e revient 3 des
valeurs inférieures 3 e,s on repassera sur la branche réversible OC par 1l'intermé-

- * L3 - » +
diaire du saut irréversible AC.

Le résultat obtenu est un cycle d'hystérésis, dont il nous faut
maintenant préciser les caractéristiques.

2L~

A partir de la condition nécessaire de stabilité

(119) 1 + AW (C, 0) >0,

on peut déterminer les points A et B qui limitent 1'arc correspondant de @A. En

effet
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tenant compte de

| - c?
(223) W', 0) = 2
( + c%?
on Obtieﬂ.t successivement H
- 1= 1
e=|A-1 £ @ -4 a2 2
-1t @ -w 7] 3
2260 | a= 2 1= 21 2,
a + (A% - 4a) 7
N 2 L7 L ‘— 2 M1
lg-li(A -4A)2__J 2 ., 1A -1 % (A" -4A) 2. 1 2
e= 2 - 2 1
Ax (A - 4h) 5 . A

Ces relations permettent le calcul effectif de e;s e, et des or-
données correspondantes dl et d2, mais ne sont pas aisées 3 interpréter. En revancl

en écrivant :

I - cd

1+ Cz

(225) W (e, 0 = 2

et en y remplagant ¢ par A (e ~ d), on peut définir les coordonnées de A et B par

le systéme de deux &quations & deux inconnues :

(226) d(d-ed2 28 2.,
3 A
A
(227) (@ -¢e) (3d - e) + -‘--E—Z-A- =0,
A

dont la premiére est 1‘'équation de la cubique 9,, et la seconde celle d'une hyper-

bole H, dont les intersections avec &, sont les points cherchés.

A A
La famille des hyperboles HA’ dont 1'importance apparaltra & maintes
reprises, peut Stre tracée facilement (figure 9.6) : il s'agit d'hyperboles Egpotbé-
tiduésmée centre 0, d'asymptotes d = ¢c et d = %—, d'axes d = 5;1 eetd-= —é%ii~q.

V]+2A

» se rapproche de 1l'origise au fur et 3 mesure
A

Leur sommet, d'abscisse 1,752

que l'on augmente:A.
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Figure 9-6 : Hyperboles Hja
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Remarque 1 : comportement du systéme pour un gain trés &levé

. Lorsque A >> 1 (cf. figure 9.2, courbe A = 100), on constate que
1'arc OB dg N tend a Seaconfondre, ainsi que 1l'arc "interdit" BA, avec la premiére
bissectrice, tandis que la branche ADE se confond avec son asymptote, 1'axe horizen-
tal. Cherchons & préciser ce point : -
pour les grandes valeurs de A on peut décomposer (226) en :

d-e =0,

(228)

d (d-e) + =0.

>

On peut donc assimiler O C.M (figure 9.5) 3 un segment de la premiére
bissectrice, et B AD E 3 une hyperbole d'asymptotes d = e et d = 0, dont 1le

point le plus & gauche est A d'abscisse

(229) e, = Zl/_—z-_-

Yy } On en déduit les caractéristiques QA et WA correspondantes {(figure 9.7)

Figure 9.7. Caractéristique statique approchée de 1'aseervissement

(gain élevé)
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Le trés large cycle d'hystérésis obtenu correspond bien la plage de varia-

-~

tion normale du signal d'entré@e e, car celui-ci est généralement limité 3 une valeur
légérement supérieure i la valeur ey qui permet d'atteindre la sortie maximale

= + 1, Mis 3 part le cas des petits signaux (e < 2° 2[) on se trouve donc le

4Y x

plus souvent en présence de deux régimes possibles :

- un régime 3 grande'vitesse figuré par un point de la droite OM ;

for

- un régime 3 vitesse lente, caractérisé par un point de la branche

AD .

I1 est capital de noter que si le segment CM peut -@tre décrit grice

a une évolution lente de e.d partir de O, ce méme segment n'est généralement pas

'

atteint lorsqu'a partir du repos on &tablit brusquement l'entrée & une valeur e

0
satisfaisant 3 :

e, <e < e

~.Remarque 2 -

Le point de vue classique, consistant & linéariser la caractéristi-
que de transfert d (c) du moteur diphasé (ou simplement & ne pas la tracer au-deld
de ¢ = 1) ne permet pas d'observer le repliement de la caractéristique QA sur elle-
méme, et donc de rendre compte des performances véritables des asservissements :
ceci explique que les divers phénoménes que nous venons de décrire n'aient jamais

été signalés jusqu'ici.

9.4. PRECISION -

La précision d'un asservissement de classe O est caractérisée par
son erreur permanente €_ en réponse d une entr@e constante (erreur de statisme).
Nous en ferons 1'étude en supposant que H (p) est tel que tous les points de N
n'appartenant pas 3 1l'arc AB sont localement stables ; cette hypothé&se doit &tre
vérifiée dans chaque cas particulier, mais on peut éventuellement se ramener A ce
cas gr3ce 2 une compersation linéaire appropriée (cf. § 9.5.4).

Nous remarquerons d'abord que pour une vitesse de sortie d donnée

on peut avoir, d'aprés la forme de la caractéristique (I) du moteur, deux valeurs
c' et c" du signal de commande, et donc deux valeurs €', et €' de l'erreur

de statisme :

ve

(230) e' = & ; eV =
A
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dans les deux cas l'erreur est inversement proportionnelle au gain A,

La loi e(d) peut &tre déduite de la loi c (d) par simple affinité

verticale de rapport %‘.

Si maintenant nous raisonnons i partir d'une entrée e donnée trois

cas peuvent se produire :

1°) siec<e il y a un seul régime, et donc une seule valeur de

-

i
1'erreur (figure 9.8 ; cas e.

i

es) ;3 il s'agit toujours d'une erreur faible, ma-
. 1 PR i
jorée par =+ 3 plus précisément :

(231) -4 € <

1424

>]e

2°) si e, <e <e, , il y a deux régimes stables, correspondant 3
1 2

deux valeurs trés différentes de l'erreur (figure 9.8 ; cas e = e4) :

-~

a) un régime 3 erreur faible, figuré par un point de 1l'arc 0B’ de

la loi €(d) et satisfaisant & 1'inégalité

—

A

1 - a2 - 4n) -;~
(232) e < -

m
]
[

A

pour les grandes valeurs de A on a d'ailleurs €y %-;

b) un régime 3 erreur ‘mportante, représenté par un point de la

branche B'A'D'E' de &(d) ol la pente est inférieure a - 1, ce qui exclut 1°arc

B'A' ; on a ici : _ _

2 LY
A-14+ (8" -4a) 2| 2
(233) z >€] = ‘ ’

A
avec g, = V:%— pour A >> 1,

De ces deux régimes, seul le premier correspond au fonctionnement
d'un asserviséement normal ; malheureusement, comme nous le montreromns plus loin,
c'est généralement le second qui est atteint par la réponse indicielle de 1'ensem-
ble initialement au repos. Le swstdme considéré ne pourra donc jamais &tre utilisé

tel quel.

3°) si e, < e, il n'y a plus qu'un seul régime, ol 1l'erreur est
d'ailleurs tr@s importante ; mais il s'agit 12 d'un signal d'entrde anormal car en

pratique on ne dénasse pas la valeur ey = 1+ -% <e, qui permet d'atteindre la
[2%
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vitesse maximale YV ™ 1 en fonctionnement''précis'.

La figure 9.9 résume les résultats précédents en donnant la loi

de £ en fonction de e, tirée des deux graphiques de la figure 9.8.

4

Figure 9.9.Précision du systéme asservi

9.5. REGLAGE ET COMPENSATION -

9.5.1. Non diveigence

I1 est permis de supposer, &tant donnée la forme de la carac—
téristique d (c), que la vitesse y du moteur asservi ne peut sortir spontanément
de 1l'intervalle (-1, +1), quelles que soient les valeurs de e et detA, et la nature

de H (p). Cette propriété peut c¢tre démontrée par 1l'absurde de 1a mani@re suivante

a) supposons qu'd un instant quelconque le moteur se trouve

animé d'une vitesse y > 1 ; & ce méme instant, d'aprés 1'équation fondamentale,
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1'accélération y' est &gale 3 :

2
(234) yex- BE oy
on a donc 1l'inégalité :
(235) y' < x - l;x 3
d'ol :
(236) Vx : y' <0,

Il en résulte que le moteur va ralentir, et ce tant que la

vitesse restera supérieure 3 1.

b) de méme s'il arrive que la vitesse soit inférieure 3 -1,

sa dérivée y' sera positive quel que soit x et y augmentera jusqu'a -I.

Conclusions :
- 3 partir d'un &tat initial

toujours 3 la plage naturelle de vitesse : =1 g ¥y

quelconque le systéme revient

g+ 13

- il est exclu que l'asservissement puisse diverger car il

-

faudrait pour cela que l'on puisse avoir 3 certains instants soit y > 1 avec y'>

scit y < - 1 avec y' < 0.

Notons d'ailleurs que ce résultat de non divergence concerne

également la tension x appliquée au moteur, car la

au signal borné € = e (t) -~ y (t) a nécessairement

9.5.2. Non oscillation -

Des oscillations symétriques
paraitre autour de l'état de repos que s'il existe

satisfaisant, d'apr&s le chapitre 3, 3 la relation

(237) W (2, ju) AH (Guw) =-1,

partie linéaire AH (p) scumise

une sortie bornée.

auto—~entretenues ne peuvent ap-
* ¥
un couple de valeurs (a', w )

complexe :

qui peut également s'exprimer par les deux relations réelles :

2w

(238) o 1R Juwy -~ Arctg
—— 1 +.0,25

a’

2



= 9 .__1_
1 a” |2 2 {2
ol e e
(239) AH Go) | — > = 1.
(L +H (3 + 3247
2. 8 2 8

I1 est clair que la premire de ces deux &quations ne

saurait avoir de solution en w lorsque H (p) n'est pas d'un ordre supérieur ou

égal 3 2 ; il ne peut donc y avoir de pompage dans les deux cas particuliers (218)
et (219).

Dans le cas général, on &vitera le pompage en donnant au gain

A une valeur inférieure au gain critique AC donné& par

A I:O,ZS + wi:’:']z
(240) =

b/
c

|1 (jwc)]

la pulsation W désignant dans cette formule la solution de 1'&quation (238) pour

a = 0.

" Les notions classiques de marge de gain et de marge de phase
pourront &tre utilisé@es pour effectuer le réglage du systéme. Toutefois 1'absence

d'oscillation auto-enttetenue autour de 1'origine ne suffit pas 3 garantir la

stabilité des divers régimes de fonctionnement possibles.

9.5.3. Stabilité locale -

Au paragraphe 2.3 ncus n'avons &tudié qu'une partie du pro-
bléme, en examinant uniquement les propriétés liées intrinséquement au moteur dipha-

s&, sans tenir compte de l'expression exacte de H (p).

En vertu du premier thécrZme de Ljapunov, la stabilité locale

est déterminéde par le signe de la partie réellie des racines de 1l'Equation caracté-
P q

ristique
(118) 1 + A (p) W' (c,p) =0,
. avec : »
241y S (é,p) =2 1 -~ cd
S o 1+¢? + 2p

Pour une partie lin€aire constante, la condition nécessaire

~

et suffisante de stabilité se réduit 3 la condition nécessaire intrinséque (119) ;

sont stables tous les équilibres situés 3 1'extérieur de 1'hyperbole HA d'équation
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@21 . @-e) @d-e + S <0,
. . s - o A - )

Pour une rartie linéaire du premier ordre, de transmittance

(219) o A, (p) = A,

1 + p

1'équation caractéristique s'écrit :

(242) 28 (1 - cd) + 1 +c%+ | 2+t (+cD) | pr2rpl=0;

la condition nécessaire et suffisante de stabilité@ est alors :

(243) 28 (1 = cd) + 1 + c2 >0,

condition qui redonne (227) si l'ony fait ¢ = A (e ~d ).

Pour une partie linéaire du deuxiéme ordre, de transmittance

A

22

(264) - aH, () =
e 1+ 2 Ztp + T°p°

1'équation caractéristique est :

(245) 28 (1=cd) + 1+c2 + éF¥'2if(l+cz)} p +

4lt+ 2 (1+cz) p2+...

ve 21:2p3 =0 .

© . L'application du critére de Routh montre que la condition

(243) n'est généralement plus suffisante.

Il en va de méme pour toute transmittance d'ordre supérieur 3 2.

9.5.4. Compensation :

Pour une partie linéaire du second ordre il est toujours

possible (si nécessaire) de substituer 3 1l'amplificateur proportionnel A un correc-

teur actif 3 actions proportionnelle et dérivée, de transmittance A (1 + Dp), tel que

la condition (243) devienne nécessaire et suffisante; en eftet il suffit de prendre

par exemple :

P

@6 . Dy s
~4Z + T (lfC )
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Plus généralement, &tant donnée une partie lin€aire d'ordrem , de transmittance

n -
(247) AHRH(P) = A+ I a
. 1

an pourra toujours faire en sorte que la condition de stabilité intrins&que soit
nécessaire et suffisante, en déterminant un correcteur actif & actions dérivées
successives, de transmittance

2 n-1

' ) 2
(248) c(p)= (1 + Dlp + sz + .. Dn_]p )

on peut par exemple choisir les Di pour que le systéme compensé admette comme nou~
velle transmittance de sa partie lindaire :
1 + Dp

(249) B (p) = 5
1 +22Tp +TTp

ol le dénominateur est un facteur du 28me ordre figurant initialement dans H (p) ;

on est alors ramené au cas précé&dent.

9.5.5. CONCLUSION

Ainsi que nous venons de le montrer, un asservissement de vi-
tesse 3 moteur diphasé ne diverge pas ; on peut &galement le régler pour &éviter
le.fonctionnement en oscillateur symétrique, et méme le compenser au moyen de cor-
recteurs -linéaires pour que tous.les équilibres non intrinséquemenc.instables soient
stables. Mais 1'existence de deux régimes stables possibles pour certaines valeurs

de 1'entrée demeure génante, d'autant que l'un de ces régimes s'accompagne d°une

erreur 1mportante. C'est pourqu01 nous etudlerons plus loin une technique de

compensatlon non linéaire, aprés av01r .au pr"alable complete les resultats 6» 178~
tude precedente dans les deux cas partxcullers (218) et (219) dont nous savons
déik que : .

1°) Ils ne peuvent en aucun cas présenter des oscillations
auto—-entretenues symetrlques 5 : o

"0 ) tous leurs etats d“;qulllbre non 1ntr1nsequement insta-

bles sont étables. C ' ’ : o ' LR

9.6. ASSERVISSEMENTS A PARTIE LINEAIRE CONSTANTE =~

Ce cas correspond 3 l'utilisation d'un amplificateur "alterna-
tif" dont la courbe de gain garde une ordonnée constante, égale 3 A, dans une trés

large gamme de fréquence autour de la fréquence porteuse du servomécanisme.
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9.6.1. Stabilité globaie :

Lorsqu'une entréec constante e, est appliquée au systéme a
partir d'un &tat initial y (0) quelconque, 1'&volution correspondante est figurée
dans le plan (e,y) par un segment de droite vertical. Les positions d'&quilibre
localement stables compatibles avec l'entrée e, sont définies par 1'intersection
de cette droite d'abscisse e = e  avec la caractéristique réelle WA de 1'asservis-
sement; il nous reste 3 déterminer le domaine de stabilité@ globale de chacun de ces
&tats, c'est-3-dire l'ensemble des conditions initiales y (o) & partir desquelles ils
peuvent 8tre effectivement atteints. Nous proposons une méthode de "r&gionnement™
(figure 9. 10), de préférence 3 la méthodé de Ljapunov qui ne donne que des con-
ditions suffisantes de convergence asymptotique.

On a, d'aprés (234) :

(250) y'=f (e, y)
avec :
1 +_A2 ( e-y)2
(251) fle,y) =h(e-y - > Ve
L'équation f-(e’o9 y) = 0 définit la cav2ctéristique statique ¢A s les points situés

a4 gauche de cette courbe quand on la décrit dans le sens OBAE sont caract@risés par
'1a~condition*f'(eo, y) €0, tandis que les points gitués i droite satisfont 3 1'i=~
négalité contraire £ (eo, y) > 0.

1l appardlt Qonc gue 13 uerivee Qe L3 SOTT1E Yy eSTt negative

dans les régions I, I1I, V, VII, et positive dans les autres, ce qui conduit 3

considérer 3 cas fen se limitant 3 e > Q) :

- <
17) e0 el

Les différents points de la branche OC jouissent d'une

stabilité illimitée, car en tout point de I y' est négative, alors qu'en tout point
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de II cette méme dérivée est positive : on parvient ainsi nécessairement a 1'arc OC,

quellés que soient les conditions initiales.

L'arc CB admet comme domaine de stabilité globale la réunion
des domaines III et IV, 1%arc AD la réunion de V et VI ; la fronti&re entre ces
deux domaines distincts propres 3 chacun des deux régimes possibles est donc cons—
tituée par 1'arc interdit AB ; au-dessus de AB on se dirige toujours vers CB,

en~dessous vers AD.

s
I AVALRE)
14
(} Eﬁ n o
i
I« AVANSS VT

Figure 9.10. Partition du plan ( e, vy )
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90 61 2 . Vélocité -

Pour achever cette étude, il faudrait savoir comment se produit 1'é-
volution transitoire du systéme entre les deux pcints représentatifs de 1'&tat ini-

tial et du régime permanent.

Considérons & nouveau l'équation (250).
Soient v, la valeur prise par la vitesse 3 un instant quelconque ts

et y la valeur de cette méme vitesse 3 un instant suivant t, tré&s proche de t,.
Nous pourrons &crire, en raison de la continuité de la fonction
— of (eo,y) -

oo

]

(252) | £ (éov,y) = £ (e,y)) + (r7yy) ‘
7

- Ay -

a7

d'ol nous tirerons 1'@quation différentielle lindaire équivalente 3 1'instant t

1'équation différentielle non linaire exacte :

—_— — v — -
(253) dy _ | of o _ | s
dt oy -y = f (eo’ yl) 3y * Y

_7_y ~ -y,

Cette équation nous permettrait de calculer, grdce d& un &échantillon-
nage dans le temps, un transitoire approché du transitoire réel ; en pratique nous
nous intéresserons surtout A la constante de temps T du systéme du premier ordre

équivalent :

1 2

(254) T = = ————
of

2
A (yl - eo) (3y1 - eo) + 1 + 24
3y .

V=N

Cette constante de temps serait négative & l'intérieur de 1'hyperbole HA ; elle est

positive 3 l'extérieur, et infinie sur la courbe elle-méme (figure 9.6).

Pour une valeur donnée de A, le lieu des points du plan (e,y) ol la constante de
temps T présente une méme valeur est encore une hyperbole. A différentes valeurs de T

correspondent les différentes hyperboles d'une famille ET admettant, comme HA’

e . .
les asymptotes d = e et d = § § pour ume valeur particuliére :

I ™
(255) TO = 1 + ZA _ 3 i

HT dégénére en ses deux asymptotes. Lorsque T > To,‘le sommet de HT’ se trouve sur
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- Figure 911 : Famille d hyperba(es “{T pour
o ’A A = 10 .
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V/5+ 1
2

Nous en tirerons plusieurs conséquences concernant les régi-

la droite perpendiculaire d = = (figure 9.11),

mes transitoires de 1'asservissement :

A - Transitoires de mise en vitesse (application d'une consigne e constante, le

moteur &étant initialement 3 1'arrét)

Trois cas peuvent se produire :

- e > e, : 1'évolution du systéme est représentée par un

]

segment vertical issu de 1'axe horizontal et parvenant en un point M de la branche

ADE de &, ; la constante de temps instantan&e T crolt tout au long de ce fonction-

nement et atteint une valeur finale Tf caractérisée par 1'hyperbole HT passant par

le point M.
- e <e, , avec :
(256) ey = —2150 Y3+ 6A
A

Le systéme parvient en un point de la branche OC de QA’ avec
une constante de temps instantande d'abord croissante, puis décroissante ; elle pas-
se pare une valeur maximale Tm’ définie par 1'hyperbole HT tangente 3 la verticale

d'abscisse e :

‘ 2
T = -
(257) o A2e2
1 + 24 = ——men
3
e <e<e : la trajectoire du systéme traverse l'hyperbole H, ol T prend une

3 1 A
valeur infinie ; pendant cette traversée, la réponse indicielle y (t) présente un

renversement dans le sens de sa concavitd, ce qui accélére 1l'é@volution du systéme

3 1'intérieur de HA'

La réponse transitoire présente deux inflexions, pour les deux

ordonnées correspondant aux deux points d'abscisse e de HA'

B - Transitoires de ralentissement (vitesse initiale &levée, par exemple y (0) = 1).

Deux cas sont maintenant i distinguer :

- e < ep : on parvient en un point de l'arc OCB, avec une

constante de temps qui augmente 3 mesure qu'on s'approche de 1'équilibre, mais

demeure finie ;



Y
41
A .—,.ﬂo H y(;;a
e<e3«;,0,’.?93 : &‘)ezaO,SéB
10,75

0,5 | 0,75 [t

Figure 912.a : Transitoires de mise en vitesse
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b4
A m"O H anO
@3( e < 6‘1
10,75

o 0.25 0.5 0.75 _t

F}gure 9.12_b : Transitoires de mise en vitesse .
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Figure 9-12-c :

' 3

Transitoires de ralentissement
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= e>e, : on passe a un point de l'arc DE, aprés traversée

de 1'hyperbole H,, & 1'intdrieur de laquelle se produit un renversement de la

HA
concavité de la réponse y (t).

L'existence de ces divers régimes a pu €tre contrdlée sur
un calculateur analogique, comme en témoignent les enregistrements reproduits 3

la figure 9.12, correspondant & A = 10.

9.7. ASSERVISSEMENTS A PARTIE LINEAIRE DU PREMIER ORDRE -

Ce cas permet de rendre compte globalement des phénoménes
électriques transitoires du moteur diphasé, et représente d'autre part, rigoureu-

sement, le fonctionnement du moteur d courant continu commandé par 1'inducteur.

Le systéme est alors régi par les deux &quations différentielles

dx __X , A& (.. =
s - + T (ey) =P (xy).

(258) |+ x
gl: X - y Q(X:Y)-
dt 2

9.7.1. Etude topologique -

Le plan (e,y), ne présente plus l'intérét qu'il possédait pour
une partie linéaire constante, car les trajectoires du s&stéme ne sont plus des
segments de droites verticales. Nous raisonnerons plutdt dans le plan des variables
X et y.

L'étude dépend désormais des trois paramétres : A, T et e ;
pour A, 1 et e fixés, les états d'équilibres sont les points singuliers définis

par la condition. :
(259) P (x,y) = Q (x,y) =0,

oi P (x,y) = 0 n'est autre que 1l'équation de la droite d'asservissement 4 , et
Q (x,y) = O celle de la caractéristique statique I du moteur.
La nature de chaque point singulier M = (c,d) peut &tre pré~

cisée ‘én considérant le systéme lin&aire "tangent” :

r¥st



dx 3P } B3
i (x = ¢) = + (y - d) 3y ;
- Iy - M
(260) - —_ -
y - 9 + (v - 3 ;
at - 5 | *O-D 1T
— —u - -
avec
%1.). = - 1 ki3 - - A
X L Y T
| — M — —IM
(261) o L
| 2 - 1 - ed 2Q o1t

Les valeurs propres du systéme sont les racines A, et A, de

S 1 2
1'équation : '
e 17 R R P N i re? ), 2 (med) » xe?
1 2 21 ’
la somme x] + xz est toujours négative.
a) 2A (I1-cd) +' 1 + 62 <0 : Al et Az sont alors deux racines

réelles de signe contraire ; le point singulier est instable (comme nous_l'aVions
montré dans 1'étude de la stabilité locale intrins&que) ': c'est un col.

b) 2A (I=cd) +.1 + 62 > 0 le point singulier est stable

(cf : 247)

, . - si le discriminant de (262) est positif, Ay et Xz sont
réelles, et 1'on a un noeud stable (mode apériodique)

- si le discriminant est négatif, les valeurs propres sont

complexes,_on obtient un foyer stable (mode oscillatoire amorti).

... . Le discriminant a comme expression :

(263) (.‘T.,,._}_ts___): -

> (2A (1=ecd) + 1 + cz),

Al

et il est difficile d'Gtudier son signe lorsque les 3 paramétres ont des valeurs

quelconques.
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On peut cependant réécrire le discriminant sous la forme(tenant

compte de 233) :

2 2 s 1 - c?

1+C
y - 8L =5

2 T el

(264) (-

on constate que 1l'on a toujours un noeud pour C » 1, et que d'autre part e pour

C << 1 (voisinage de 1l'origine), il y a noeud seulement si :

2

T 1 1
(265) A < 7 ( m E-) .

9.7.2. Stabilité globale -

Les techniques du chapitre 5 s‘appliquent parfaitement 3 la recher-
che du domaine de stabilité de chaque position d‘'équilibre localement stable. Tou-
tefois les calculs sont 3 reprendre pour chaque triplet de paramdtres (4, T , €),
et méme en ayant recours 3 un procédé de calcul numérique, il parait difficilement
possible d'exploiter 1'atlas de domaines qu'on cobtiendrait ainsi. Nous considérerons
donc la méthode comme applicable dans n'importe quel cas numériquement spécifié
(ainsi que nous 1'avohs vérifié en traitant divers cas particuliers), mais nous

la tiendrons comme impropre pour l'étude du cas général.

Nous nous bornerons & énoncer des propri&tés permettant de domner

un apergu synthétique du probléme.

9,7.2.1. Non existencz de cycle limite

Nous savons déjid que le systéme ne peut diverger (§9.5.1) ; nous
allons montrer de plus qu'il ne peut présenter d'oscillations auto-entretenues,

en effet 1l'expression :

: : , 2
9P 9 1 1 + 3
(266) ‘535*5‘3’""{""“}{‘”

2

garde partout un signe constant ; il ne peut donc y avoir, nulle part, de cycle
limite (critére de BENDIXON).

9.7.2.2. Existence d'un domaine fermé de fonctionnement

Le systéme &volue naturellement & 1'intérieur de la bande du plen
de phase limite par les droites y =+ 1 et y = = 1 ; ce domaine de non~divergence

peut encore étre réduit dans le cas présent.

-

Nous nous limiterons 3 envisager un signal d'entrée e > 0 (le cas

e < 0 s'en déduisant par simple symétrie).
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Considérons le rectangle R (figure 9.13) défini par les horizontales

y =+ 1, et les verticales x = A (e £+ 1) : il contient tous les points singuliers

du systéme.

De plus toute trajectoire traversant ce contour y rentre, car en

tout point du contour le vecteur vitesse est dirigé vers l'intérieur :

2
y=+1 = y=0Gn» = -4ZE <o,
2
1 +
y= =1} _r y'=Q(X9_l) = (ZX) »0,
x=A(e+1) =» x' =P I A (etl), ¥y l = - = (l+y) < 0,
. - 1. A
x=A(e=1) = x' =P | A (2-1), ¥ = ;-(l-y) > 0.

D'autre part tous les rectangles paralléles au précédent et le con-

-

tenant jouissent des mémes propriétés ; il en résulte que :

1°) Quelles que socient les conditions initiales, 1'évolution tran-

sitoire du systéme 17améne nécessairement & 1'intérieur de R ;

2°) 8'il existe un seul peint singulier, la stabilité de celui-ci

est illimitée ; en effet toute trajectoire pZnétrant R ne peut en ressortir, ni

conduire & un cycle (critdre de Bendix-n), ni. se recouper, car du fait de la con-
tinuité de P et Q par rappert 3 x et y, il passe par tout point non singulier une
trajectoire unique (condition de Cauchy-Lipchitz) ; clle tend donc vers le point

singulier, et y demeurc puisque la stabilité est localement asymptotique.

3°) $'il existe plusieurs points singuliers, on tend vers l'un ou

1'autre des deux points localement stables ; en fonction des conditions initiales,
il y aurait lieu de déterminer le domaine de stabilité de chacun de ces points pour

lever 1'ambiguité sur le régime final atteint.

Remarque : Lorsque e > 1, il est possible de r&duire davantage encore le domaine

de fonctionnement. Considérons en effet le rectangle p (figure 9.14), délimité& par :

(268) y

1]
+

;s ¥y=0, x=A (e-1) et x = Ae,

Désormais x et y sont positifs en tout point de ce domaine ;

On peut en déduire les deux inégalités :
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9-13 . Reclangle de fonchionnement |

Figure

914 . Rectangle de fonctionnement

pour es1 v_
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y=0 =% y' ' =Q (x0) =x > 0,
(269)
X = Ae =3~ x' =P (he, y) = - %Z- < 0.
Jointes aux inégalités déji &tablies
( y=+1 - y' <0,
(270) 3
Lx=A (c = )= x' >0,

ces expressions montrent que toute trajectoire pénétrant 3 1'intérieur de p ne

peut en ressortir.

9.7.2.3. Role séparateur de 1'zrc intrinséquement instable

Il nous reste i tenter de préciser le domaine d'attraction de
chaque point singulier lorsque la droite d'asservissement (A) coupe (I) en plus d'un
point.

I1 est avantageux pour cela de substituer au systéme (258) le syste-

me équivalent :

2 2
du - 2 b+ A (u-y) e - u _
dt—A(u .V) 2 y + T 'P(us}')n
(271) 9 2
1 + A G
g%= A (u - Y) - ;U y) y =0Q (uy Y) s

qui résulte du changement de variable :
272 =y + = .
(272) u=sy+ =

Dans le plan (u, y), les points singuliers s.nt définis par la

condition :
(273) ; P (u, y) =Q (u, y) =0,
d'ol
u=e
2 2
(274).. .. 1 1 + A - ¥) - .
1 A (e~y) - : (e =~ 3) y = 0.

2

Ceci s'interpréte comme 1'intersection de la caractéristique

statique QA de 1'asservissement avec une verticale u = e.
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Le régionnement effectud au § 9.6.1. concernant le signe de y' de-
meure valable.
8i nous considérons l'intersection d'une trajectoire de ce nouveau

plan de phase avec l'arc AB, deux cas peuvent se produire (figure 9.15) :

~<

R R
5

L

Figure 9.15 - RGle séparateur de l%arc AB

a) Intersection A droite de la verticale u = e.

. e-u
En ce point : y' = O, u' = - < 0.

La trajectoire se dirige vers la gauche, et viendra nécessairement

couper l'arc OCB, puisque y' reste positif dans cette zone.

b) Intersection 3 gauche de la verticale u = e.
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En ce point :

(275) y'=0 ,u'=

> 0.

La trajectoire part vers la droite, avec une concavité vers le
tas du fait que dans cette région y' garde un 51gne négatif ; 1e»systéme évolue
en direction de 1l'arc ADE. -

Cette &tude pourrait atre pfécisée bour des valeurs barficuliéfeé
de A, T et e par le tracéd des trajectoires de phase |dans le plan (x, y) ou (u,jf‘
obtenues par la méthode des isoclines, ou par 51mulat10n Nous y avons cependant

renoncé, en raison de la triple infinitude du probléme.

9.7.3. Vélocité -

Soient X ¥y 1es valeurs prises par x et y & un instant quelconque

1 1 le systeme est approx1mat1vement régi par

les €quations différentielles linéaires : .= -

t, ; dans les instant qui SUlVLnt t

dx _ _ P _ 3P
‘d—t‘ = P (Xls Yl) + (X Xl) 3% . ‘+ ('y yl) 13   7
— "tl R B _tl
(276) o o
oo |8 voe (B

‘On peut alors définir y par une S8quation différentielle linéaire

du 2éme ordre, dont le premier membre va qualifier .la réponse transitoire du systéme :

5Q 9P : 3Q

\p " op R .
| 1 - 1 —— — —m—n— — - —— — =
(277 oyt U )t Y U gy T sy w ey TF )
1
Compte tenu de :
z
3 1 1 +
- ( 59_ )t = -_F -+ Xl
Y5 2
(278) - 2
2P 5Q _ oP EQ_) ) 2A (1 xlyl) + 1+ X,
X ay dy  9x ¢ 21

nous constatons que le systéme linéaire assccié& au systime réel n'est stable si @

(279) 2 (1 - X9, ) + 1+ xf" > 0.
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Nous interpréterons cette condition dans le plan (u, y), en rem-

plagant x par A (u -~y ) :
(280) Az (y1 - ul) (yl - 3u1) + 1 +24> 0

Ce domaine de stabilité n'est autre que 1l'extérieur de 1'hyperbole

H,, comme pour un systéme & partie linZaire constante.

A

-

Nous pourrons identifier le premier membre de (277) & :

Z . 1
VTt Tt

oli T est la constante de temps déjd définie en (254) ; tous les résultats &tablis au

(281) oy 2 v,

§ 9.6.2 concernant T demeurent valables.

, Le point important est que sur l'hyperbole HAgla constante de temps
est inf}nie ;3 chaque fois qu'une trajectoire de phase.,y = £.(u) coupera 1'hyperbole
HA’ on aura un point d’'inflexion, et y &évoluera en fonction du temps suivant la loi:
(282) y-y, = K (t -t ).

9.8. COMPENSATION NON LINEAIRE -

Le but 3 atteindre est la suppression du régime intrins@quement
instable et du régime stable & faible vitesse et erreur importante : ces régimes

résultent du repliement de la caractéristique ¢,, di lui-méme au fait que la ca-

k4
F3Y
ractéristique statique naturelle du moteur présente unc zone décroissante pour
x > 1. La maniére la plus simple de rendre monoctone non d&croissante la caractéris-
. tique statique de la chalne d'action est d'introduire, en amont du moteur, un

-~

€lément 3 saturation (figure 9.16).

{ AH(P)

Figure 9.16 : Schéma fonctionnel du systéme compensé
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5 . . . 1
La valeur optimale du seuil de saturation S est manifestement S = A , car pour

-1 G E =~
S > A la caractéristique 1 n'est pas monotone et pour S < A = elle ne permet plus

d'atteindre la vitesse de synchronisme y = 1 (figure 9.17).

9.8.1. Précision -

Dans les conditions optimales, la caractéristique statique ¢'A de

; . ; N 1
1'asservissement devient celle de la figure 5.18 ; pour e < eF =1 + T o 1'erreur
i

-~ . - . - l - -~ . - -
du systéme demeure inférieure a K-; au-dela de ey s l'erreur croit linéairement
1
avec l'entrée (cf. figure 9.19) :

(283) e=e -1,

v

mais il s'agit 13 de valeurs anormales du signal de consigne.

9.8.2. Stabilité -

(e, $ecxc+ eM)

M
le systéme n'est pas en saturation si (et seulement si) :

(284) le-y | <al

la zone correspondante du plan (e, y) est une bande 3 laquelle appartiennent tous

les @tats d'équilibre utiles du systéme ; les conditions de stabilité locale et

~

les possibilités de compensation linaire restent donc identiques & celles du

systéme initial.

Concernant la stabilité globale, on peut encore montrer que le

un

for

moteur ne peut diverger ; d'autre part le systime peut toujours &tre régléd
gain inférieur au gain critique Ac donné par la relation (240), de maniére 3 8viter
le "pompage" pour une entrée nulle.

Cas particuliers :

- Partie linéaire constante.

Tout &quilibre dont la stabilité locale est assurée jouit d'une

stabilité illimitée (démonstration basée sur le signe de %% ).

- Partie linéaire du premier ordre. -

Le carré C défini par x = * ], y = £ | contient toujours le point

singulier unique correspondant 3 une entrée e donnée ; toute trajectoire traversant

ce contour y rentre, et ne peut ni se recouper (condition de Cauchy-Lipshitz), ni
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Figure 9.17 . Caracteristique en B8.0.

_non saturahon

N

Figure 9-18 : Caractéristique en B.F,

80

- e

O..t--s:—' - 4_?" 1‘;1 . o

Figure 919 : Precision apres compensation
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-~

conduire 3 un cycle limite (crit&re de Bendixon) : elle tend donc vers le point
singulier.
Ce carré est donc un domaine de stabilité asymptotique ; comme

tous les carrés de cOtés paralléles & C et le contenant jouissent des mémes propri-

8tés, nous en concluerons que la stabilité est illimitée.

N.B : Nous ne donnons pas la démonstration, calquée sur celle du § 9.7.2, ol il

suffit de remplacer P (x, y) par :

X A

T

(285) P (x,7) = -2 +

f(e=1vy),

~

ot f (e - y) désigne la sortiec V, appartenant 3 l'intervalle - 1, + 1, de 1'élément

Z saturation.

9.8.3. Vélocité

En fonctionnement non saturé, la vélocité est la méme que celle

du systéme initial. Pour une partic linéaire d'ordre O ou 1, on montre aisément
Pl ”~ -~ i - o -l

que l'hyperbole HA ne péndtre pas & l'intérieur de la bande y = ¢ + A ', et par

conséquent la constante de temps instantanéc T reste toujours positive.

-~

En fonctionnement saturé, ncus nous barnerons 3 considérer le cas

d'une partie linéaire constante. Il convient de faire x = * | dans 1'@quation Jdif~

férentielle :
(286) dy _ v - 1+x2 .
dt : 2 v

la réponse de l'asservissement est donc identique 2 la réponse indicielle d'un

systéme lin@aire du premier ordre, i gain statique unité et constante de temps

variable :
(287) T=1.

9.9. CONCLUSION =~

1

L'analyse approfondie des performances du moteur diphasé asservi
en vitesse nous a montré l'absolue d'une saturation totale du systdme de commande 3
il semble bien que cette r3gle, que nous n'avons jamais vu formuler, soit appliquée
en pratique dans la majorité des automatigmes industriels, dans “lesquels la tension
nominale du moteur et la tension de saturation de son amplificateur de puissance

ont des valeurs 3 peu prds identiques.
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CHAPITRE:1G...

MOTEUR DIPHASE

wr 8 em O mm & wm
° .

ASSERVI EN POSITION

- 9 e 0 mm 3 @s 0
e °

> °

10.1. REPONSE A UNE ENTREE COHSTANTE -

Les asservissements de position comportant un moteur diphasé comme
unique élément non linéaire constituent le type méme des asservissements de classe 1

&étudiés au chapitre 4, et nous pourrons leur appliquer l'ensemble des résultats &ta-
blis au pavagraphe 4.3.

Le schéma fonctionnel 10.1 rappelle les principales notaticns.

X
~
™

|

A (D) e 7’+«-§«~'n

e o e e wm e

e & w o a o X o w3 v aw

o
H

Figure 10.1 : Schéma fonctionnel (en pointillés : réactiou

tachymZtrique éventuelle)
. Pour une entrée constante e = e s il existe un seul &tat d'&quili-
bre caractérisé par z = e €=x =y = 0. Cet &quilibre correspondant 3 une
précision statique parfaite, ncus allons en examiner la stabilité successivement

pour une partie linéaire constante, et pour une partie linéaire du premier ordre.
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10.1.1. Pazcie linéaire constante ( H (p) =1 )

10.1.1.1. Stabilité locale

Le régime d'équilibre est localement stable quel que soit A ; la

transmittance du moteur linéarisé autour de x = y = 0 s'écrit en effet :

(205) W' (o, p) = ————

d'ol la transmittance de 1'asservissement ¢

- (288) Z (p) A
E (p) A+ 0,5p+ p2

(290)

Le systéme se comporte comme un systéme linéaire du 28me ordre, dont le facteur

d'amortissement

0,25
(289) r =

v A

est toujours positif.

10.1.1.2. Réglage

Le gain peut &tre réglé d la valeur 0,125 donnant 1'amortissement
optimal (¢ = 0,707) ; cependant il peut &8tre ndcessaire de porter le gain 3 une

valeur supé@rieure pour accrolitre la vélocitié du systéme.

10.1.1.3. Compensation

L'introduction d'une réaction tachymétrique A permet 1'obtention

de la nouvelle transmittance en boucle fermée :

A
A+ (0,5+AN) p+ pz

Z .
E

On peut alors choisir A arbitrairement, et déterminer A pour

assurer l'amortissement optimal :

24 - 0,5
A

(291) = A =
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10.1.1.4., Stabilité globale (avec réaction tachymétrique)

Nous ferons la recherche d'un domaine de convergence asymptotique
dans le cas particulier d'ume entrée nulle, auquel on peut toujours se ramener par

le changement d'origine :

©
—
"

e - e,
0
(292)

(2]
L]

z -z .
)
Le systdme est alors régi par 1'Zquation différentielle non liné-
aire du second ordre :

: 2 2
(293) gt LFA (2* Az) 27+ A2+ Az') =0 .

2

Cette derniére équation peut se mettre sous la forme :

P2 v E 4w 20
s
(294) 202 2o

de manigre d utiliser les résultats du § 5.4.3.

I1 vient en posant 6 = ¥ A t ¢

1 + 2 AX

¢ = —
4 VA
295) % dz (2
( a = f__ﬁi_..__. (z+ AW A 53 )
. : E 1 + 2 A)
g = 0.

Sachant que [ est 'généralement inféricur 3 1'unité, nous cbtenons
des conditions suffisantes de stabilité“en;nousArépdftht_au § 5.4.3.1., I1 faut
considérer le plus grand cercle intérieur au domaine de la figure 52 ; comme ici 8
est nul, la condition ne porte que sur o, qui est astreint 3 appartenir au plus

grand intervalle centré 3 l'origine qui scit inclus dans le domaine non hachuré :

(296) | o l < o,



. ; 2
297y a, = oo =9
¢ z+ 2V 1 -
On en déduit aisément la limite de variation de A (z + ) /A %g')s

quantit® qui n'est autre que le signal de commande x du moteur.

- En 1'absence de réaction tachymétrique (A = 0),

, et la valeur limite de o est-: .

1'amortissement 7 est égal i

4 VA

1 + 2 1/16A—vl‘_'“

quantit@ voisine de 0,5 pour les valeurs habituelles du gain.

I1 en résulte que la stabilité@ est garantie 3 condition que soit

respectée la double inégalité :

< X €

(299) - L
V2 )

- Avec une réaction tachymétrique optimale (: = 10), 1'amortis~-

- s v . . -
sement Z est &gal a ——2-, et la valeur limite de o 3 :
2 e e .

1
a = —.
3
La stabilité est alors assurde 3 l'intérieur de la plage :
1 1

(300) - 0,965 A% < x <0,95 4%

qui ‘est nettement supérieure 3 la précédente pour A >> 1. -

“:710 1.2. Partie linZaire du premier ordre ‘-

".10 1. 2 l. Stablllte locale -

Avec une partie lindaire de tranSmlttance

A

(219) AH (p) =
1 + 1p
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Le systéme asservi linéarisé@ autour de 1'origine a2 comme transmittance (en boucle

fermée) :
A

N
~
3
~

}.

1
-
3
~

A+ 0,59 + (1 + 0,51) p2 + Tp3

Le systéme n'est localement stable que pour un gain inférieur au gain critique :

(301) A = IF2 :

= 41

si de plus A est inférieur & 0,25 , le systéme est stable quclle que eoit la valeur

de la constante de temps T .

10.1.2.2. Pompage

S'il existe une oscillation zdto-entretenue de 1'asservisdement, scn

i * 5 * s = . s et - —_—
amplitude a et sa pulsation w satisfont 3 1'&quation générale (92), qui. s'crit

ici :
2
(3+ & - jw A
(302) — 5 5 . w - ]
1 a 1. 3a 2 ju (1 + jwt )
’(2 *g) Gt
On en tire sans difficulté : 1 -
Tl—%)2+12;x’§-(2+{~) 2
a* = 2 = — *
(303) = w2 - 3 -
1y a_ |1
- 2 3 2
w =
T
Notons que l'oscillation ne peut se produire si :
2 R I
(304) (1 -=) + 124 2 < 2 + —
L T ’
d'ol
(305) © oA ‘<‘J5LJ;JL__ =&, 3

4t
" "La"§tabilité locale de 1'origine garantit donc en méme temps

1'absence de toute oscillation de nompage.
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10.1.2.2, Réglage

Le gain peut &tre ajusté Z ume valeur, inférieure & Ac, procurant
une marge de stabilité déterminée (marga de gain, ou de phase), Il est cependant
plus fréquent d'imposer au gain une valeur fixée par les performances désirées, et

de compenser le systéme de mani&re que le fonctionnement demeure stable.

10.1.2.3. Compensation

La présence d'une réaction tachymétrique permet de modifier la

transmittance de l’asservissement :

z . : :
E A+ (0,5+ AN p + (1+0,50) p> + 1p°

(306)

Si le gain est supérieur au gain critique Ac’ il suffit pour ob~

tenir un fonctionnement stable de satisfaire 1°inégalité :

T A

C
Y rwese (o)

(307)

On obtiendra une marge de stabilité de 12 décibels en imposant
. PR 1 . .
au produit des rapports caractéristiques o une valeur &gale a 4 :
(0,5 + &x ) (1 + 0,51 )

(308) r., r = . =4
AT

d'ol le taux de réaction optimal :

T A(3
(309) A= I (4~ =F
1 + 0,51 ‘

10.1.2.4, Stabilité glebale

Le nombre des paramétres intervenant dans cette étude (gain A,
constante de temps T et taux de rlaction tachymétrique A ) ne permet pas d'effectuer

une fois pour toutes la détermination d'un domaine de stabilité globale autour de

(1) J.M DUPRIEZ : Diagrammes pseudo-asymptotiques : application 3 un asservissement
a4 réactions secondaires. Thése d'Ingénieur C.N.A.M, Lille (26 Février 1968-),

Chapitre 3, p. 50 - 59.
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l'origine. Par contre cette recherche n'offre aucune difficulté spéciale lorsque

A, T et X sont numériquement précisés.

10.2. REPONSE A UNE RAMPE -~

Lorsque l'asservissement 2 pour fonction d'assurer la poursuite d'une
grandeur d'entrée essentiellement variable, la réponse indicielle ne constitue plus
un test suffisant pour apprécier les performances du systéme, et il faut alors con-

sidérer la réponse d un signal rampe.

10.2.1. Précision

Le comportement normal d'un systéme asservi de classe 1 est de

présenter, en réponse & un signal d'entrée
310) e=¢e +mt

une erreur de trainage constante €.

Dans le cas présent nous aurions donc (en régime permanent) un

signal de sortie

(311) z

e +mt - e,
o o
d’ol une vitesse constante

(312)

~<
i
=]

J
correspondant 3 un..signal.de coimande constant.

(313) - e & e 35T

Les grandeurs x et y &tant 1iées par la formule

(314) y = 2x ,
1 + x

traduisant la caractéristique statique (T') du moteur,l'erreur de trainage devrait
satisfaire a 1'équation :

. ; A
AB15) . imAT el =246 + m =0,

dont les solutions sont représentées & la figure 10.2. o ; R
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> W

>

P[>

Figure 10.2. Erreur de trainage en fonction de m

Il en résulte que :

1°) Si la pente de la rampe est supériewed 1'unité, la sortie

ne peut 8tre asservie A l'entre, et l'erreur fluctue largement, sans atteindre

aucune valeur permanente.

2°) Lorsque la pente m:est-inférieure 3 1'unité, il existe deux .
et

; régimes permanents théoriquement possibles :

-

- un régime 2 erreur faible (inférieure & 1/A);

-~

| ' - un régime 3 erreur importante (sup@ricure 3 1/A), et d'autant

plus &levée que m est plus faible).

10.2.2. Stabilité

Le régime 3 erreur elevce est intrinséquement 1nstab1e, car il

correspond 3 un arc de 1a caractéristique statique du moteur ot la pente ést nega~
tive.

Le régime d erreur faible peut par contreAétre localement stable
pour certaines formes de transmittance AH (p). Un domaine de stabilité globale peut

alors &tre déterminé selon les techniques déjid indiquées; nous ne nous &tendrons pas
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sur cette détermination et nous nous bornerons 3 remarquer que :

1°) les conditions suffisantes de stabilitd dépendent non seule-
ment de la "dynamigue" de la partie linfaire (et du taux A de la réaction tachymétri-
que éventuelle), mais encore des coordonnées y = m, X = Aeo du point représentatif
du régime permanent sur la caractéristique statique (I'), ce qui complique le calcul,

et 1'exploitation pratique des résultats.
P P q

2°) le respect de ces conditions impose des limites au signal de

commande x, et donc des restrictions 3 la loi de variation e (t) du signal de con-

signe qu'il est possible d'appliquer 3 partir d'un &tat initial donné.

Ces restrictions sont impératives, car le syst&me asservi peut
dans certaines circonstances entrer en divergence, ce que nous allons mettre en
€vidence pour un asservissement 3 partie linéaire constante. De la figure 10.1.

nous pouvons tirer les Equations de fonctionnement pour A= 0 et H (p) = 1 :

/—x = A (eo +mt - z) ,
2
(3]6) y': —_l._.-’._..}.{._ y+x’
Z
z' =y,
TR P :
ou encoré )
x"=Am-vy),
(317) . 2
7 1 + x .
gyl = = — v+ x..
2

Soit M le point courant d'une trajectoire de phase dans le plan (%, y) ; le région-

-

nement .représenté & la figure 10.3. montre que :

e . o~ L

x' >0 si M€ {r,11, 111 } |

L ANEE T Tl g X' <0 L LI T A ’{IV9 7 R £ o ,
Giey . Jd - |

o Tyt ro si Me {11, 1V 1

y' <0 si M€ { 1, 111, V } .
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Figure 10.3, Partition du plan de phase

A partir d'un point de III on verra donc X croitre, et y décroitre
si M vient 3 passer en II, le sens de variation de y changera, mais celui de x
restera le méme. Par consdquent, que M franchisse la caractéristique (T) ou non,

1'abscisse x de M augmentera indéfiniment.

Cette divergence se traduit par des valeurs prohibitives de la
tension appliquée au moteur, entrainant éventuellement des &échauffements irrémédi-
ables ; elle peut se produire 3 la suite de régimes anormaux - comme 1'ouverture for-
tuite de la boucle d'asservissement - contre lesquels il est difficile de se prémunir.
C'est pourquoi on préférera généralement éviter ce risque en ayant recours a une

technique de compensation non-lindaire.

Une saturation totale de l'amplificateur d‘'asservissement pour

le niveau x = | permettra, comme pour les asservissements de vitesse, de supprimer
les régimes intrinséquement instables tout en utilisant complétement la gamme de

vitesse du moteur

10.3. CONCLUSION -~
L'étude précédente fait ressortir 3 nouveau la nécessité absolue

d'adapter avec précision la caractéristique de 1l‘amplificateur, 3 celle du moteur



diphasé pour obtenir les meilleures performances de 1l’ensemble.

Cependant nous n'aborderons pas ici 1'analyse des régimes tramsi-
toires de l'asservissement saturé , qui nous ferait largement déborder du ca.re que
nous nous &étions fix@ et qui se limitait au comportement "naturel"” du moteur asser-

I3

V1.

CONCLUSION GENERALE

Notre travail sur le moteur diphasé a &té mené avec le souci d’adop-
ter pour cet organe un modéle mathématique r&aliste, tout en maintenant les déve-
loppements analytiques dans des limites raisonnables de complexité ; nous avons
obtenu ainsi un ensemble de ré&sultats utilisables par 1l'ingénieur pour la prédéter-
mination des performances des automatismes les plus classiques. Ces ré&sultats
s'appliquent d'ailleurs intégralement au mocteur 2 courant continu commandé par
1'inducteur (sous tension d'induit constante), ou au moteur hydraulique 3 cylindrée

variable (alimenté 3 débit comstant).

Cependant nous avons conscience de n'avoir pas épuisé 1l'ensemble
des probl&mes posés par le moteur diphasé. Il y aurait lieu de poursuivre 1'étude des
asservissements comportant la saturation que nous avons préconis@e. On pourrait
aussi envisager d'autres types d'asservissement, tels que : commande par plus-ou-
moins (avec hystérésis et seuil) ; commande par le déphasage entre tensions, etc...
I1 faudrait enfin se pencher sur le cas du moteur 3 phases non symétriques, ou

aliment& par une source d°imp&@dance interne non négligeakle (linéaire ou non).

Quant aux systémes A.C.F.E, il est bien certain que de nouvelles
propriétés pourraient en €tre recherchées, en s’attachant peut-étre plus spécialement

aux systémes du premier et du second ordre.

Le terrain que nous avons exploré reclle donc encore de mnombreux
domaines de recherche, et nous nous proposons d'en poursuivre, & l'avenir, 1'intéres-

sante investigation.
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ANNEXE I

MISE EN EQUATIONS DU MOTEUR

0 om0 e O o O wen O o B wme O hs B e U oaum O mas © irm O oo O wm
o ° ° . ° . s o o 2 ° © 5

ASYHCHRONE DTPHASE

o D am O ww O um O om0 o 8 vw Y omm O em D oe
B ? e o 9 o

Nous utilisons la technique des Equations de Lagrange des systdmes

)

€lectromécaniques E559851, qui permet une formulation trés synthétique du probléme

nous optons pour la premire analogie &lectromécanique , qui parait ici plus inté-

ressante que 1l'analogie de Darrieus.

| - HYPOTHESES -

Afin d'alléger 1'écriture, nous supposerons que le moteur est de cons-
truction parfaitement symétrique (gé€ométriquement et &lectriquement), et qu'il ne

résente qu'une paire de pdles par phase.
k

_ Nous négligeons les phénoménes liés au ferromagnétisme : saturation,
hystérdsis, courants de Foucault, dont il est difficile de tenir compte en régime

transitoire.

2 = NOTATIONS -

Les principaux symboles sont portés sur la figure I.1, oii le rotor

est assimilé 3 un bobinage diphasé.

Figure 1I.1.a

Yib

Sehéna électrique
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Moteur

Figure I.1.b - Schéma mécanique

3 -~ EQUATIONS GENERALES DE LAGRANGE -

Le moteur diphasé, comportant 4 mailles &lectriques et.une maille
mécanique couplées, est décrit par un systime de 5 &quations de la forme :
(I.1) oL + oR
qu Bq‘i

d oL :
- (57 - =0 (1<1isg5)),

ou les qi représentent les coordonnées généralisées du systéme, L le Lagrangien, et

R la fonction de dissipation de Rayleigh.

Les 4 premidres coordonnées scnt les charges électriques :

t

- . ! S
q J i (t) dt > q, J ip (t) dt ,
o » c ,
t t
45 = g i, (1) dr s vq4 = { iy () dt ,

tandis que la cinquidme est la position angulaire du rotor :

P . P . C
Les forces généralisées non dissipatives Qi sont

| c

C C C
Q =u s @ = upy Qg =uy 5 Q =ugy,
et @
Q§= Y - 0k

Elles dérivent de l'énergie potentielle V, définie par la relation :

oV c
(1.2) Vi : aqi Qi s




=~ F85 =

solt &
t t i t
= e 1 - 1 A - : - >
v ula Of 1IadT u]b S 1lbur Uy, s 12adT u2b0/ 12bd1 %
5
sae =yl * L3
2

. o - o : d
D'une maniére semblable les forces généralisées dissipatives Qi

dérivent de 1'énergic dissipée R définie par
g P

‘ R _ d
(Iu4) I ) Vi ° aqli - Qi 9
d'ou :
1 .2 ) .2 L a0 .2
«5) = — (R R * ¥ —_— ’
(T.5) R (Pl 11 + i llb'+ R212a R2 12b £ )

2 ¢ ' dt

Le Lagrangien a comme expression
(1.6) L=-V+T,

oli T désigne 1l'énergie cinétique totale du systéme, somme de l'énergie cinétique
g

mnécanique

(I.7) R = J ( ) S

et de l'énergie cinétique &lectrique , ou énergie Zlectromagnétique

(1.8) T =¥ A o+ ¥4

o, .
s 1z Lia b Y1p T Y2a foa Y Yop 1op

En vertu des hypothéses préalablement poséeé les flux totaux em-

brassés par les divers enroulements : VY , V¥ ¥y , et ¥ s'expriment lin€aire-

. 12> "1b° 24 2b
ment en fonction des ccurants

v ] [ L 0 M cos 6 - M sin® [ i
la 1 la
A 1 \ A :
wlb 0 Ll M sin 6 M cos6 11b
{I.9) = ‘ o - .
" _ s . : :
24 M cos 9 M sin 0 L2 0 12a
Y, J - M si M i i
L b "L M sin © cos 6 0 12‘ 1oy
] ‘ ] !
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L'énergie cinétique peut donc s'écrire, en fonction des 9 et q'i :

2 .2 de .2

1 ) ) .
T=— (L iy, + Ly A L, do Ly iy v I C)
(1.10)
+ 2M ( coso i1, sin®b 100 + sinh 1pisa + cosb 11b12b) } .

4 - EQUATIONS PRIMITIVES DU MOTEUR -

En remplagant dans les &quations générales (I.1) L par son expres-
sion tirée de (I.3), (I.6) et (I1.10), et R par 1l'expression (I.5) , on obtient le

systéme différentiel non linéaire :

di

i _ . la g .8 - e d s .
Suy, = Rllla + L1 o + M It (cosb 123) M e (sinb 12b)
w, = Ri R M-S (sin6 i, ) + M S (cost i)
b 171b 1 dt dt 2a dt 2b
' : di
d . d . . . 2a
(I.11) ] Uy, M'dt (cosb 11a) + M Tt (sin® 1lb) + R2 iy, * L2 5
di
e d ! . : 2b
Ugy = M dt(51n6 lla)+ M It {cosH 1lb) + R2 iy + L2 T2
d29 do
Y =3 — f prd ke + M sin 6 (1la i, * iy 12b) L.
] dt
oo 4+ Mcos 8 (lla R 12a)°

La parenté des quatre premidres &quations nous suggére de traiter
i part 1'équation mécanique, et d'adopter pour les autres la représentation matri-
cielle suivante, dans laquelle la variable symboligque s représente 1l'opérateur non-

. . . .. . d
associatif et non-commutatif de dérivation -—

dt
Ei;— "RI+L1S 0 Mé cos® - Ms sin6+ - ilé—
ulb. 0 | R 4L s 8 Ms siné Ms cos® ilb
(1.12) ju, | = Ms coée Ms sinb Ry*Lys 0 . | i,
Uy -Ms sin® Ms cos® 0 R,+L,s 1y




ques.
(I.13) c = (J 32 + fs + k)6 -y
d'ot
(1634) ¢ =~ M sin 6 (ila i23 # i]b i2b) - M cos 8 (i1a i2b - ilb iZa)

5~ NOTATION COMPLEXE ~

Le systéme (I.12) 2 coefficients et variables peut se ramener &
un syst@me de deux &quations complexes équivalent , grace au changement de varia-
bles

(1.15) Xk =X + ] Xy (k =1,2 3 x - g,i)

On obtient alors :

(1.16)

o
=
g
+
e
)
7]
=~
N

tandis que le couple devient :

(1.17) C=-tIm (IJI, ey . (D

£ - TRANSFORMATION DE PARK

La forme des &quations (I.16) et (I.17) suggdre un changement de

variables pour les grandeurs rotoriques, consistant & noser :

(D

. o .. *
Nous désignons par Im (X) la partie imaginaire de ¥ , et par X 1le mombre com-—

plexe conjygué de X.




<3

fl
©
(=]

(1.18) ja

U1 Rl + LIS s I]
(1.19) =
. _de de.
1, - ——— ") - 9
V2 M(s-] It ) kz + L (s~] el K2
(I.20) c=-MIn (IT K,)

Ces €quations seront exploitées soit sous forme complexe (notamment
pour les régimes permanents sinusoidaux), soit sous forme réelle, en projetant

V2 et K2 sur un axe direct et un axe en quadrature (liés au stator) :

(1.21)

on obtient alors les équations, dites de STANLEY l 99 ]

u Rl + Lls 4] Ms 0 1,
M 1
u O Rl + Ll s 0 s 11b
(1.22) —_ o
u s 1 48 B
2d Ms E e R2+LZS 2 ’TY lZd
ds de - R I
-1 ¥ - == ]
u2q I§ at ks L2 ac P2+Lzs l2q
(1.23) c=M (i i -i, i, ).
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Ces équations sont d& la base de la plupart des travaux anglosaxons
sur le moteur asynchrone ; ne comportant pas de fonction trigonométrique de la po=
sition angulaire du rotor, elles se pr@tent mieux que les &quations primitives (I.12)

et (I.13) aux simulations ou aux tentatives de résolution approchée.

7 = FORMULATION EQUIVALENTE -

Les auteurs des pays de 1'Est et des pays germaniques semblent préfé-
rer manipuler, au départ, des &quations contenant comme variables des flux et non des
courants. Ceci présente 1l'avantage de ne pas linéariser obligatoirement les phénomé-
nes magnétiques, et fournit une teprésentatioﬁ plus compacte. Ces équations peuvent
étre établies de la maniére suivante : des quatre relations (I.9) on peut tirer, se-—

lon la notation (I.15)

ie
'y L, Me I,
(1-24) .
) ~i6 ’
2 Me L2 - -12._
d'ol par inversion :
.10
- Ma
I, L,/a Me?® /a 4
(I.25) = )
I - ue™39/, L/ & e, |
s D — 1 - S
ol A désigne le déterminant Lle = MZ.
Une rotation de =6 du repére utilisé pour les variables rotoriques
‘5 ' ,
transforme 12 en K2 et ¢2 en Wz = ¢2 eJ ¢ ‘on obtient les nouvelles relations
Il L2/A - M/A ¢1
(1.26) = :
K, -M /A L1/ A e

1'emploi de ces relations permet de transformer les équations (I.19)

en °



U =R Iy vsgyo

(1.27) -
= - A — Y
Vys Ry K+ (s -3 3 %y
et 1'équation (I.20) en :
(1.28) c= -~ —2 ¥ v,
3 )
Lle - M

Ces équations, d'@criture simple, sont &galement utilisées sous forme

réelle par de nombreux auteurs :

r _ . la
S PR S PR ic
1b 1 71b dt >

dy
2d + de

(1.29) {1 g TRy iy ¥ dt dt qu ’
dy -
u = R 1 + ._~gﬂ_ - _gg_ v s
2q 2 2 dt dt 2d
c = 1 (¥, Y. - vy )
\ L L - 1b 24 la 2q
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ANNEXE II

COMPOQANiES SYMETRIQUES

- mm O wem 9 om ¥ ew O wm O wma T e O e O cm O aw O om0 maw
o ° Q ° a ° o

! - ALIMENTATION SINUSOIDALE DIPHASEE EQUILIBREE -

En fonctionnement permanent au régime nominal le moteur asynchrone

diphasé est alimenté par deux tensions en quadrature de méme amplitude :

= 1T cos t u = U sin
Y1a m w g 1b m nowt,

et le rotor est en court—circuit :

Y2 7 Y2 T Y2a T "2q T 0

Le recours aux équations complexes (I.19 et I,20) s'impose tout

= 0 et remplacant dans ce cas particulier

de
at
1'opérateur symbollquc s par le nombre complex jow:

naturellement ; il vient , en posant

jwt B . o

(11.1) o Um e = (R1 + ] le) I] | + 3w Rz,

0 = iM (0= I] + _32 +.JL2 (Q‘“ Qz- KZ .

On en déduit
(II-Z) K2 = - j Ii ( w = 9 ) Il )

R, +3 L, (w -2 )

d'old : )
. . Ryt em ,, e
(1I.3) ) I, = S (e

(R, + jLw ) [R, + jLz-(w-Q):] + M w(u-0)
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I1 est alors aisé de calculer le couple, d'aprds (I.20) :

Mz R2 (w - Q) 2
(II.[}) c = 2 — —

— 5 — — )
E]Rz (L,L, - M) (u Q)i il“z (0-9) + R

m
+

2
2 ke

Remarque :

Les équations (II.1) peuvent s'interpré@ter au moyen du schéma
équivalent ci-dessous, ol Ré représente une rZsistance variable avec la vitesse

angulaire Q :

v = w
(11.5) R} =
- - ?
R, LM L, R
| —_— e
Uy L Ma Ky

-

l

Figure II.1 : Schéma &quivalent au moteur &quilibré

Le couple lui~méme peut &tre considéré comme fonction de 1la vi=
tesse par 1'intermédiaire de R"2 , les autres grandeurs figurant dans 1'expression

(I1.4) étant des constantes :

MZ R, w
2 2
(11.6) c = U -
2,2 2.2 gl 02 12, 2 _ w2y 2 4 *
R1 R 2 + (R1 L2 + ZRIRZM + R ’ Ll) W+ (Lle )" w

2 =~ ALIMENTATION SINUSOIDALE NON EQUILIBREE -

Nous nous proposons d'étudier les régimes permanents obtenus en
soumettant le moteur 4 des tensions sinuscidales de fréquence fixe, d8sdquilibrées
3 la fois en phase et en amplitude. Il est encore possible de résoudre les &quations
primitives (ce qui est impossible dans le cas géhéral) s le recours a4 la méthode
des composantes symétriques permet une présentation €légante de la solution, et une

interprétation intéressante des résultats.



= 73 —~

2.1. Représentation de Fresnel

Le stator étant soumls aux deux tensions ¢

(11.7) u, (t) U cos ut .

la a

(t) = U, cos (w ~-Y)

Y1 b

et le rotor &tant court-circuité, consid&rons les &quations &lectriques (I.12),

écrites sous la forme matricielle condensée :

(11.8) [:%

i}
LT

avec
(11.9) r‘ul(2 " ’_i]a B
B “1b B b
I PO I 3 R
"2p Lop
- - L e

Les diverses composantes de [:?:] et [:}:J sont de la forme

générale :

(et = B) (I).

X

it
>
(2]
(o]
2]

Effectuons la transformation classique, consistant 3 associer au

nombre réel x le nombre réel

x" = X sin (ot - B),

et le nombre complexe

x+ jx'= % =

on a évidemment : x =Re (%), x'=Mm (%) .

1) Onn'a pas en général o = w , car les courants rotoriques ne sont: pas 3.la

fréquence du réseau d'alimentation.
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On obtient ainsi de nouveaux vecteurs : [:?" ,[:?'l . [}f‘

Bien que cette propriété ne soit pas &évidente du fait que la

matrice réelle[:? l n'est pas constante, on peut vérifier que l'on a la relation :

ww  [#] - G0

et par conséquent :

wn [ - 0]

Nous pourrioms donc résoudre (II.8) en écrivant :
(1I.12) [1] Re ([%i”}}[?] )

2.2. Composantes symétriques

(]

3

Afin de faciliter les calculs, introduiscns de nouvelles varia-—

bles complexes en posant :

4 + 1 .
(1I1.13) Xk =3 ( ika + ] xkb) s
(k = 1,2 ; x=u, 1)
& 1 ~ ~ L, 2
B = 3 (Fy m i)
N

On a, inversement :

+ -

e v % o
(11.14) .

xp = 73 X; +3ix .

Ce changement de variables a pour effet de substituer au couple

*a

de vecteurs quelconques X o ikb un couple de vecteurs diphasé équilibri a
‘ ka > oo SRR

séquence directe Xk s~ ] Xk , et un couple diphamsé i séquence inverse

%o i %



Figure II.2

Composantes symétriques des vecteurs % et
P YREETIg ks °F B4

En effectuant les transformations indiquées on obtient les &qua-

tions suivantes :

. + ; a i 1 i -

By R, + Lys Msed® 0 0 1;'

+ -j8 +

U2 Mse R2+Lzs ¢ C 12

- = < ) . '—jB.‘ Al _

(IL.15) U, 0 0 R +L;s Mse foT
i 0 0 Msed® R_+L.s 1.

2 St 2
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Ry=-fC(-0 I,
N +
I: =g (-Q) ut el (we = ¥ )s
(11.25) n
K2=-f(+s2) :[1 s
- _ - j (wt - W-)
Il =g (+ Q) Um e .
avec : M - )
(11.28) £ (-Q = )
R, * jL2 (w - Q)
Ry + jL, (0 = @)
(11.27) g (- = .

® +iLw) |By#iL, -2 7| + M0 (0 - 9)

Ces résultats permettent de calculer les quatre termes figurant

dans 1'expression (11}22)'du couple, ‘3 savoir ;

a) deux termes constants :

(11.28) M= - MIn [I+ " K :
et
(11.29) o= M Im [ ; | )

qui donnent: respectivement :

(1. 30) e nap?e e 0 m [
et 3
(11.31) o= (U,;)2 g (+0) g (+@) Im Ef(m)‘* .

b) deux termes fluctuants, de pulsation 2w:

(I1.32) vV oe M Im 1'1’ K, l ,
tet H
(I1.33) Y e-um |1 K;I ,
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rooo- + 1
fg=Re (I + 1),
R - + _ -
= L = 1),
(11.20) d . . _
sin 6 i,, + cos 8 iy = Im ( K2 - Kz ),
. . . L + -
sin 6 inp cos © i), = Re ( K2 + K2 ).
.

En reportant ces expressions dans la formule du couple (I.14) on

obtient : ‘
(I1.21) = =M |Re (IT +I.)Im (K -K.) -Imn (I -1I) Re (KF +K)
: c = e (v L) ImK =% SR S A T 1 I
ou encore :
[ % _+ + - - 4 - % -
(11.22) c=-uIm | DT EK - ITK T K - (DY K ]

-

2.5. Calcul effectif du couple en fonction de la vitesse et /des tensions sta-
toriques

A partir de :

-

Uia = Ua cos wt ,
U= Ub cos (wt - ¥),
Uy, = 0,

(I1. 23) Uy, =05
B = Qt.

On peut ré@soudre les &quations I1.18 et II.19 en y faisant :

+
- . 1 . -3 iwt + j (wt -~ V¥Y)
= — | J = J
U1 3 (Ua +3U e ¥ ) e Um e
 +
Vz - Ol
S S et £ BN 3? & T C ')
b Y-‘ = -“- o T.:- 3 :w" ' .' Jwt - i J wt - q‘
' Ll , 5 ([a i U£_e ) "e Um e 1
V2 = 0.

Des calculs identiques & ccux du premier paragraphe de la présente

annexe donnent immédiatement :
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+ , +
K2="f("9) Il s
. +
1";=g(-9)u+ ed Wt =¥
(11.25) »
K2=—f(+$2) Il s
I;=g(+§2) U;;ej(wt—w).
avec * M @ - Q)
(11.28) £ (-Q) = y
R, + jL2 (w = Q)
R2 + jL2 (w - Q)
(1I1.27) g (-9 = ;

R HLyw) [Ry#iL, -0 | + Moo (o - @)

Ces résultats permettent de calculer les quatre termes figurant

dans 1l'expression (11}22)'du couple, 3 savoir i

a) deux termes constants :

(11.28) F= - M [ 1 ) .l
et [ :

(11.29) i

M Im

qui donnent : respectivement :

(II. 30) e (U;)z ¢ D) & (-0 In [:f (-9)—| ’
et
(I1.31) o= (U;l)2 g (+0) g (+Q) Im [f(m)‘* .

b) deux termes fluctuants, de pulsation 2uw:

(I1.32) v =M In E‘; K; ' ,

(11.33) Y = -MIn [1; x;’ ;



= N9, =

respectivement égaux & :

[}

+ - —
- 3 y -y =y
(11.34) Y - M U; U Im 'g (-0) g (+0) £ (+0) ol (20t ) l

et =

jut - ¥ - ¥)

-4

(X1.35) Y

M u; U; Im E; +2) g (-9) g g-n) £ (-Q) e

En définitive le couple résultant moyen est égal a la somme du

+ e R . < et
couple T créé par le systéme diphasé équilibré & séquence dlrecte{ U;,-JU]} 5

-

et du couple T T créé par le systéme # séquence inverse {U], le} H

2 +,2
MR, (w=5) (Um)

) N
EIRZ (Lle M) (=Qw

2 -2
+[§}L2 (w=Q) + thlm

(11.36)

2 -2
MR, (w+@) (U)

“] 2 (w+) + Rlew

2 2 )
E{l 9 (L (LM ) (w+w | ©

Remargue 1s

Les équations (II.18) et (IL.19) peuvent s'interpréter au moyen du

schéma &quivalent ci-dessous, avec

(11.37) R, = R, ———— , R, = R

Figure II.3 Schéma &quivalent au moteur non équilibré

On pourrait de méme cxprimer le couple en onction des deux résis-

; + -
tances variables R2 et R2
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Remarque 2. o
Un traitement par la technique des composantes symétriques des

&quations primitives faisant intervenir les flux conduirait aux équations :

+ + +
Ul = RlJ1 + s ¢1 ,
(11.38) (analogues & I.27)
+ + . dé +
v, RK, + (s - J—d—t-) ¥, ¢
= Ry o+ sy
(11.39)
_ - S, 48, -

dt

Les &quations sont principalement employées pour &tablir le diagram-

me vectoriel correspondant 3 un régime de ‘fonctionnement donné.
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ANNEXE III

CARACTERISTIQUES D'UTILISATION

m © wm B e C e - 9 e O emm O e

O wm O eme 4 am O e O  am
2 .

1 - REPRESENTATION CLASSIQUE DU RESEAU DE CARACTERISTIQUES -

L'expression compléte du couple moteur en foortionnement permanent

non équilibré a été &tablie a 1'Anmexe II; la formule (II,36) peut encore s'écrire :

U:;1 2 v 2
(I11.1) rQ) = c(® - c(-2) ,
Ll v

ot U; désigne 1'amplitude de la tension nominale, et C () 1l'expression du couple

en régime équilibré nominal :

MZR (w = ) (U )

E‘ R2 (L M ) (w—Q)_ui

(II1.2) .  C (Q) =

.

RL (w-Q)+RLm

2 2
* 2%

En fait les différents auteurs partent généralement d'expressions

beaucoup plus simples de C (), obtenues au moyen de deux hypothéses principales.,

‘N.B. ‘I1 est important de remarquer que toute caractéristique T () peut
se déduire de 1a caractéristique C (2) , donnée sous forme analytique ou expéri~
mentale, et que cette derniére doit €tre utilise de R =-w A Q=+ w I
en résulte que la forme des caractéristiques I' (2) pour § > O dépend de la’

forme de la courbe C (Q) pour Q < 0.

1.1. Premiére hypothése

Il est admis que dans un moteur asynchrone queléonque les pertes

Joule au stator sont négligeables, ce qui permet d'établir simplement 1'expression

usuelle du couple C (Q) :

2 Q.
W™ Ry (1 ~—=)
M.2 m 2 W
(I11.3) c (%) =(L1) . . . 2 -7 0
_ W o R2 2 (1 ""‘“)
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ol N2 représente 1l'inductance des fuites totales ramenées au secondaire.

La relation (III.3) peut étre déduite de (III.2) en y faisant Rl = 0,

et tenant compte de :

(II1.4) N, =L~ ~—

La loi du couple peut &tre mise sous la forme équivalente :

n 2
M 2 (,um ) £
(111.5) C (&) =( ) 5
1 Rp¥ L g 1
e |-
&
avec
Q .
(I11.6) g=1- — (glissement) ,
RZ
g, = '"EZE' (glissement critique) .

Le couple est maximal pour g = 8, la portion de la ecaractéristique

correspondant a g.>“gc‘est inutilisable, elle conduit & une association instable

avec un récepteur donné.

1.2. Seconde hypothése

Pour un servomoteur destiné 3 fonctionner 3 n'importe quelle vitesse
entre Q = 0-et le synchronisme Q = w ; il est nécessaire de rejeter le maximum

-~

de la caractéristique vers les vitesses négatives, de maniére & assurer :

Iy Vee 0w  X@ o
D'ol la condition :
On suppose généralément que :
gc >> 1, o
2

ce qui permet de négliger devant 1 , et d'dcrire :

&
N
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n, 2 s
(II1.10) CE®@ = A®@)Y" (i~ —),
avec
1
(I1I.11) A= -
Ll sz

L'adoption d'une relation C () linBaire conduit 3 ume loi T (Q)

également linéaire :
+,2 Q -2 Q
] Y = 1 - — - ————
(I11.12) T (Q) A(Ct ) (1 " Yy -A (U ) (1 + " ).

e . . _ ) . ~
Dans cette expression on peut, d'aprés (I1.24), remplacer Um et Um par :

g ) iy .
& —— +
o N . Um» 2 Ua ] Ub N ?
(I1I1.13) -
’ ' : v o= 1 vo-su e?jw
m 2 a % :
I1 vient fin.lement :
vl + Ui o ]
(111.14) I(Q) =A (U U siny - -2 . ).
a b 2 w

Le réseau de caractéristiquesest un faisceau de droites, représenté

“ad la figure 7.2. "

2 = DISCUSSION

En pratique 8, n'est pas infiniment grand, et les caractéristiques
réelles présentent une certaine courbure ; ceci est encore plus vrai si 1'on ne
fait plus-la premiére hypothése (R1 = 0) .

" 'Pour tenir compte de la loi exacte C () donnge par la formule (III.2),

Q
posons x = —— = 1 - g, d'cl

(III.15) C (x) = A (U;‘I)2 F (x) ,
avec : ... . PO : ) T
(I11.16) F (x) = A 1-x .

1 + pux + VXZ
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Dans le cas particulier ol 1'on admet R] = 0 , les coefficients A ,
et v sont donnés par :

2
8¢
A
g
(1I1.17) ) -9
v o= 2 ’
1 + gc
v o= !
1 + gi

Pour TI'(x) la loi devient :

- 2 2 -
F(x) + F(-x) l . Ua * Ub lF(X) - F (“§l'} .
2 _ 2 i_ 2 _

(I11.18) I'{x) = A {Uan sinV

La forme de F (x) rend 1'expression de T(x) trop compliquée pour &tre
réellement utilisable. Mais on peut songer 3 remplacer F (x) par une expression
approchée, G (x), qui permette d'améliorer les résultats du §1.1 , ot F (x) avait

€té assimilé a (1 - x).

2.1. Premiére approximation

Prenons par exemple :

(II1.19) G (x = -x) (1+ ax) ;

nous remplacons ainsi la partie utile de F (x) par un arc de parabole ;

il est clair que 1l'cn a :

(I11.20) 6 (0)=F (O = 2,
G (1) =F (1) =0.

On peut de plus choisir a pour rendre F (x) et G (x) aussi voisines

que possibles dans 1'intervalle (-1 , + 1) en imposant 1l'une des deux conditions :

(I11.22) G (-1)

L}

F (-,

(11I1.23) G' (0) F' (0)

Si nous retenons la condition (III.22) , nous devons prendre :

(III.24) a =
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La figdre III.] permet dans un cas particulier (gC = +3) une comparai-

son entre F (x) et G (x) : le résultat est excellent.

La loi du couple en fonctionnement déséquilibré devient :

st v? + y? -

(II1.25) r(x) = Ax | U U siny (1 - axz) -2 B ey o
2

On peut en déduire pour représenter les régimes dynamiques 1'é@quation

différentielle suivante :

(I11.26) dg + Ko +L BZQ + Mg 92 = NR,
dt
U
en désignant par g le rapport de commande T et par ¥; L, M et N des constantes
a

aisément calculables.
Une équation de méme forma a &té établie par A.C. ANISIMOV {1 2] dans

le cadre de la premiére hypothése, au: moyen d'un-déveleppement en série de Taylor; -

1limité au second ordre, de TI' (x) autour de x = O. Cet auteur obtient ainsi 1'équa-—

tion de la parabole osculatrice a la caracterlsthue,theorlque au point d'abscisse

x=0. |60} =T (0) ;G (0) =T (2 , 6" (0 = F" (0)

Notre méthode présente 1l'avantage de pouvoirsappliquer & des caracté-
& ppirq

ristiques C () données expérimentalement, ou & des expressions C (Q) théoriques
établies hors de 1'hypothése Rl = Q ; d'autre part elle respecte le fait que la
vitesse théorique 3 vide est égale, en régime équilibré, i la pulsation w du ré-

seau; d'alimentation, propriété selon nous importante du moteur asynchrone.

; L'équation différentielle (III1.26) peut servir & l'étude de certains
régipes particuliers od |B|= cte (réponse indicielle, commande par plus - ou - moins)
maisjelle est encore trop compliquée pour qu'om songe aborder grice & elle 1'&tude

de fonctionnements plus généraux.

Remakgue 3
Une approximation de la forme
(111t27) & (=) = % €1 = 53 (1 * ax #* bx")

aurajt permis de satisfaire 3 la fois aux conditioms III.20, III.21, III.22, et

III.?3, en . enant :

(IIIQZS) a=u, b (1 - u+ v)‘l'— | I |
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(X=1)6 0=y —

X=]  =00H — —
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NXvO...XNOsv.
X~

6'0=tx)4
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-

La loi du couple aurait été :

1 + (b-a) x 2

(111.29) T(x) = A\ {UU, siny (1=a#bxyx T .

b

2

Mais la qualité de 1’approximation (III.19) est telle que le bénéfice
retiré de 1'adjonction du paramdtre b serait trés mince quant 3 la représentation
du réseau des caractéristiques ; d'autre part l'é@quation différentielle en serait

inutilement compliquée.

2.2. Seconde approximation

L'hypothése 82 >> 1 revient & assimiler C (9) & sa tangente en £ = w

(cf III 10), c'est- a~d1re a reﬂplacer F (x) par sa tangente en x = 1, d'équation :
(I11.30) H(x) =1-x%

Ce faisant, on obtient une approximation systématiquement par ex

de F (x), corme le montre 1& flgure IIT.1:

-

Pour notre part nous inclinons 3 rejeter les hypothéses (1) et (2),

-

car celles-c1 ne sont pas 1ndlspensables i la détermination d'une approx1mat10n

linéaire K (x) de 1a caractéristique F (%) réelle.

Quelque soit le critére retenu pour déterminer les deux paramétres de

K (x) :

(III.31) K(x) =4 -mx ,

le couple en régime non &quilibré est une fonction lindaire de x :
b B dmmg e d ) . : Uz * U‘i :
(II1.32) ') = A ( Ua Ub"sinw AR, DI x ),

. ee

et 1'équation différentielle correspondante demeure de la forme

2
do 2 1 +8 S
(II1.33) rra (f+AU m _'2?3;_) Q -AUai’.31n‘1‘ . B(t)

I1 s'agit toujours d'un systéme A.C.F.E’ qu peut se ramener 3 la forme
canonique :
(189):" dy b x
o ar 2

moyennant les changements de variables :



1
- 20 | T T2
([ x =38 |1 + _ér_. 2s
AU
—— a —
— —_ 1
o y. _am T S Y
(I11.34) ﬁ o siny § m AU®
s a —
AU® mt - p 20
| T — .
Ja, B AU

Pratiquement on pourrait choisir £ et m pour que K (x) représente la
meilleure approximation linéaire de F (x) sur l'intervalle (-1, + 1) , en mini~-
misant par exemple la quantité :

+1

(111.35) 1= f
- 4

— - 2
F (x) - K (x) dx

—

Mais il nous semble juste de pénaliser la portion de courbe correspon-
dant;a x < O,uni:hfiﬁtérviéhf dans la valeur du couple T que pour de forts désé-
quilibres ; c'est pourquoi nous proposons de prendre £ =m =1 , de maniére 3 sa~

tisfaire aux relations (I11.20) et (III.21).
La loi correspondante :

(111.36) K (x) =2 (1 - %)

respecte le régime 2 vide"et le régime de démarrage réels en fonctionnement &qui-
1ibré ; elle approche F (x) par la corde joighant des deux points représentatifs

de ces régimes extrémes, et constitue un progrés semsible sur la loi H (x) géné-

ralement adoptée par les autres auteurs, qui aﬁproche F (x) par sa tangente au

point représentatif du synchronisme.

3 - VERIFICATIONS EXPERIMENTALES

A 1'appui du choix de 1'approximation linéaire, et de mani&re 3 prou-
ver que l'équation (III.33) - ou sa forme réduite (189) - ne néglige aucune par-
ticularité significative du moteur diphasé, nous avons réalisé un certain nombre

de tests expérimentaux, dont nous reproduisons ici les r@sultats prineipaux.
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3.1. Role du déphasage ¥ entre tensions d'alimentation

La figure III1.2 représente le couple de démarrage TI', d'un moteur dipha-

d
sé alimenté par des tensions équilibrées en amplitude, en fonction du déphasage V¥
entre ces tensions ; l'accord avec la loi théorique T4 (y) = sin YTy (-%— ) est

excellent. L'accord est un peu moins bon pour 1'évolution en fonc%ion de ¥ de la

vitesse 3 vide, dont la loi théorique est : Q, (y) = siny . Q, (—5— ).

3.2. Loi du couple de démarrage en fonction du rapport de commandeg (figureIII.4)

Fd est sensiblement proportionnel au rapport de commande, selon la loi

théorique déduite de la formule (III.18) ou (III.25) ou (III.29) ou (III.32) :

(II1.37) O TR 0 AR T g A ) MR ) T S
d ab ) a

3.3. Loi de la vitesse 3@ vide en fonction du rapport de commande

 La loifﬂv (B) a &té représentée.a la figure III.5 pour trois moteurs
différents. L'accord est excellent avec la loi théorique correspondant..3 1'appro-
ximation linéaire (III.26)
(182) Q = . . QS sin ¥ , avec Y = -%- .

v 1 +8 2

On remarque gue cette loi est pluo rigoureusement suivie par les machi-

nes de plus petlte tallle (moteurs C.5.F et PRECILEC,

3.4. Gain statique en fonction du rapport de commande

Le gain statique a comme expressicn, pour un frottement isqueux exter-—

ne nul et un déphasage de —g-:

(111.38) K= — = 2 5 o
8 1+ 8

La figure III.6 représente pour les trois machines précédentes 1'&vo~
. K ; : =
lution de o~ en fonction de B ; les courbes obtenues suivent d'assez prés la
loi théoriqug.

3.5. Constante de temps en fonction du rapport 8

La constante de temps a &té mesurée sur un moteur chargé par inertie

et soumis 3 des créneaux d'amplitude variable £

s

© les variations de T en fonction 2-
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sont trés importantes, et s'éloignent assez peu de l'expression th&orique ( en co-

ordonnées réduites)

2

(206) T = ———

La forme des courbes obtenues (figure III.7) est analogue & celle des

courbes données au § précédernt.

3.6, Lieu de Nyquist expérimental

Nous donnons & la figure III.8 le résultat d'essais harmoniques effeec~
tués 3 1'aide du transférométre S.E.A sur un moteur PRECILEC , chargé par sa
seule inertie. Bien que 'mous ayons lvitl d'aupgmenter la constante e terps mecani-
que "naturelle', et que nous nous soyons entourd d'un maximum de pré@cautions opé-
ratoires, il ne nous a pas été possible de mettre en évidence un déphasage supéri-
eur 3 *%— qui aurait indiqué la présence d’'une seconde constante de temps. La
fréquence d'essai la plus &levée a pourtant été de 20 Hz, le moteur &tant lui-"

méme alimenté sous 50 Hz.

3.7. CONCLUSION

Les expériences que mous avons faites et dont nous venons de donner
un bref apercu ne présentent aucun caract@re d'originalité ; mais elles montrent
clairement que 1'équation différentielle réduite (189) rend compte d'une maniére
tout 3 fait satisfaisante des principales propriétés statiques et dynamiques du

servomoteur diphasé.
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