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Avant - propos 
- . - . - . - . - . - O - O -  . . . . . .  O 
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INTRODUCTION 
- . - . - * - . - . - O -  . . .  0 0 0  

Le but de notre recherche était initialement l'étude des régimes 

dynamiques du moteur asynchrone diphasé, en fonctionnement libre ou asservi. 

Cet organe qui entre dans la réalisation de très nombreux appa- 

reils automatiques est or2inairement assimilé à un moteur à courant continu "équi- 

valent", régi par une équation différentielle linéaire à coefficients constants. 

Cette idéalisation grossiérc ne permet pas de tenir compte dans un projet dvasser- 

vissement de certaines particularités typiquement non linGaires de cet Slément , 
qui ont une incidence considérable sur les performances de la boucle f e d e  : 

limitation de la vitesse à la vitesse de synchronisme, variation de l'amortissement 

interne en fonction du signal de commande, etc... 

C'est pourquoi nous avons entrepris l'Stude des régimes variables 

du moteur diphasé en considérant délibérément celui-ci comme un système non liné- 

aire, non séparable. L'analyse du fonctionnement en chaîne ouverte nous a permis 

d'aborder ensuite celle de boucles fermées dqasservissement comportant cet organe 

constitutif, et de mettre en évidence le rôle capital des non-1inGarités. 

Les caractères particuliers de ce servomoteur nous ont amené à 

développer diverses méthodes spécialement adaptées à son étude, mais qui peuvent 

se généraliser avec succés à toute une classe de systèmes continus non-linéaires 

d'ordre quelconque. C'est la rôison pour laquelle nous avons choisi d'exposer 

les résultats de nos travaux en deux parties distinctes; la première est consacrée 

à un essai de théorie gènérale des systèmes à coefficients fonctions de l'entrée 

(A.C.F.E.), tandis que la seconde est réservee au moteur diphasé et aux problGmes 

qui lui sont propres. 
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Sur une classe particulière de systèmes 

non linéaires e t  non séparables 





CHAPITRE 1 

PROPRIETES GENERALES 
- : - ; - : - : - : -  

REPONSE TRANSITOIRE 
- : - : - : - ; - ;  

1.1 INTRODUCTION - 

Un système physique S , de grandeur d'entrée x et 

de grandeur de sortie y , est dit "linéaireq' s'il est régi par 
une équation différentielle linéaire à coefficients constants. 

Un système non linéaire est dit ''séparable" s'il peut 
h etre scindé en une cascade de systèmes linéaires, et de systèmes 

non-linéaires a réponse instantanée. 

1.1.1 Définition - 
Y! Nous appellerons système à coefficients fonctions de 

l'entrée", ou en abrégé "système ACFE" tout système régi par 
l'équation générale ; 

où x est une fonction du temps t , prenant ses valeurs dans 
i 

un certain domaine C . 
Les notations x (i) et Y (i ) représentent respectivement 

les dérivées d'ordre i de x et de y par rapport & t : 

Il est à remarquer que le temps ne figure pas expli- 

citement dans (1). 



1 2  Cas particuliers - 

La déîinltion précédente recouvre plusieurs types par- 

ticuliers d'une grande importance pratique,, parmi lesquels nous 

citerons : 

- les systkrnes linéairesj caractérisés par : 

- les non-linéarités instantanées, correspondant ii n = O , 
pour lesquels l'équation (1) se réduit à : 

- certains systèmes non-linéaires séparables très courants, 
constitués d'une non-linéarité instantanée : 

placée en amont d'un système lln(5aire régi par 

1.1.3 Cas général - - 
Dans la plupart des cas, un système ACFE est 5 la fois 

non-linéaire, et non séparable , nous en fournirons au $ 12 de 

nombreux exemples, 

Lorsque l'entrée x varie suivant une loi spécifiée 

x(t) , y est 1-a sol.ution d'ane équation différentielle linéaire 

(au sens large des mathématiciens) puisque les coefficients ai 
et bi sont des fonctions déterminées du temps, par 1' interrné- 

diaire de la fonction x . Mais en généra1,la loi de variation 
de x peut être ahsolument quelconque. Le système se trouve donc 

décrit par l'équation (1) dans laquelle la forme de x(t) n'est 

passpéelfiée, c'est-&-dire3 en fait, par une fami-lle d'équations 

différentielles, dont chacune correspond à une loi x(t) particu- 

lière. 

Nous nous proposons d'étudier le transfert de 19infor- 

mation 5 travers S endéterminant des relations significatives entre 

x et y , permettant de caractériser les performances du système, 
notamment en ce qui concerne la vélocité de ses régimes transitoires, 

et la stabilité de ses régimes permanents. 
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1.2 EXEMPIXS DE SYSTEMl3S ACFE - 

1.2.1 Moteur à courant continu (') [l] - 
En dehors des fonctionnements linéaires du moteur à 

courant continu, tels que : 

- commande par l'inducteur avec courant d'induit constant, 
- commande par la tension d'induit avec flux hducteur cons- 

tant, 

il existe de nombreux modes de fonctionnement non-linéaires : 

A - Commande par 1 ' inducteur, sous tension d' induit constante [2] 
(Figure U 1. . Jil 

Figure 1.1 

. . 

Le système est régi par deux équations, l'une linéaire, . . ' i  
l'autre de type ACFE : 

(8)  

avec 

, . . - 

. - (1) On admettra les hypothèses simplificatrices généralement auto- . -  
risées pour 1' étude des régimes transitoires, à savoir que la satu. 

ration, 1 'hystkrésis, la réaction magnétique d' induit et la chute 

de tension au contact des balais et du collecteur sont négligeables, 

ainsi que 1' inductance de 1' induit et les couples de pertes non , . (':,;! 
a . 

proportionnels à la vitesse. 
, .($ . .c- 

. .In, 
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B - Moteur shunt comxendé par la tension (F'igurel.2) - 

Le systCme est encore régi par une équation lineaire 

et une gquation ACFE : 

(10) 
k" 2 kl 

< f * + ( ~ + ~  dt j ) ~  = - R dt + (%j)j0 

C - Moteur série commandé par le courant (~igureu) - 

a 
F .  

Figure 1-3 

On peut considérer ce système comme separable en une 

partie linéaire et un organe delgiquadratique instantanée o 

(11 
dw 

J- 

+ P o  = k i  équivaut à : 

D - Moteur chargé par un frottement visqueux iéglable (~ig. 4) 
Considérons ua moteur 5 flux canstant alimenté sous ten- 

sion d'induit constante et chargé par une genératrice 5 excitation 

variable, débitant sur résistance. 



Figure 

Le système est décrit par les deux équations : 

dont la seconde est bien du type ACFE. 

1.2 .P Moteur asynchrone diphasé d'asservissement [3 , 4 - 
Le servomoteur diphasé auquel est consacrée la seconde 

partie de nos travaux constitue un excellent exemple de système 

ACFE . 
Suivant que la commande s'effectue en jouant : 

- sur l'amplitude de la tension appliquée à l'une des phases, 

- sur l'amplitude commune de tensions équilibrées appliquées 

aux deux phases, 

- ou sur le déphasage 9 entre les deux tensions d'alimentation, 

on obtient, ainsi que nous le montrerons ultérieurement, l'une des 

trois équations suivantes o 

do 
dt + (F + a " ) w  = b" sin y 
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Chacune de ces équations est celle d'un systèine ACFE 9 

la dernière se sépare d'ailleurs en un système linéa5re du pre- 

mier ordre en cascade avec une non-linéarité instantanée. 

1.2.3 Autres exeaples - 

Les systèmes régls par une équation du type (1) ne se 

lîmitent pas à ceux que nous venons d'envisager. Ainsj- un dispo- 

sitif de synchronisation & double vitesse "a.pproche-pr6cision" [5] 
constitue un syst&rne ACFE, dans lequel c.n peut séparer une part-ie 

non-linéaire de la forrne : 

X-X X-X 
')sin x + 0 ,5 (1 -~$~) s1n  k x . (18) y := O , 5  (1 + - 

l~-xoI 

l 
l Figure l.5 : Systèae ayproche-précision. 

I Commle système non ssparable on peut indiquer le moteur 

hydraulique rotatif 2 barillet,u cylindrée réglable x , alimenté 
1 

par une pompe a débit constant q ; l'équation différentielle 

dans laquelle f désigne le quotient de la pression pour le débit 

des fuites totales, est & rapprocher des équations (8) et (15) 
(~igure 16) . 



Pompe - - , - - ,  Msleui-. "I 

Figure 16 r Transmisstion hydraulique. 

Pour terminer cette énumération qui n' est pas exhaustive, 

nous nous réfèrerons à une 6tud.e de M. A.BRYCH 161 concernant la 
régulation par tout ou rien d'un four, et selon laquelle on doit 

considérer deux fonctions de transfert différentes pour la montée 

en température et pour le refroidissement. Si l'on désigne par x 

le signal d'erreur et par y la température obtenue,  équation 
différentielle peut s'écrire : 

+ T pour x > O , 
avec : al(.) = q -F ri pour x < O , 

pour x > O , 
et : a (x) = 2 

pour x < O . 
Les exemples précédents montrent que les systèmes à pa- 

ramètres variables avec la grandeur d'entrée sont largement ré- 

pandus, et ils nous incitent h entreprendre une étude théorique 

générale de cette classe particulière de systèmes non-linéaires. 

1.3 HYPOTHESES GENERALES - 

Les équations de type (1) que nous considérerons seront 

supposées irréductibles : il faut entendre par là que les systèmes 
correspondants ne pourront plus être scindés en un système ACFE 
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en cascade avec un système linéaire placé en aval. Ceci implique 

en particulier l'absence d'intégration, donc o 

Nous supposerons également que l'équation (1) représente 
i ème un système du n ordre nori dbgénéré, c ' est-à-dire que an(x)fO, 

sauf éventuellement pour quelques valeurs particulières de x : 

(22 ) an(x) + 0 

Nous adinettrons que le système ne présente pas de déri- 

vation, c'est-â-dire que : 

bo(x) ii 0 0 

Enfin, nous supposerons que tous les coefficients sont 

des fonctions définies et dériva?)les de x , ce qui exclut en par- 
ticulier les phénomènes héréditaires et les lois discontinues. 

1,4 ETATS D'EQUILIBRE - STABILITE - 

Les états d'équilibre d'un système (s) sont définis par : 

Pour l'entrée constante c , la sortie a une valeur per- 
manente constante d , telle que : 

La courbe représentative des variations de d en fonc- 

tion de c est la caractéristique statique du système (s) considéré. 

Pour un système non-linéaire forcé par une entrée.que1- 

conque non spécLfiée, le problème de la stabilité se présente sous 

divers aspects , en ce qui concerne la stabilité asymptotique d'un 
régime d'équilibre ( c , d ), elle est assurée lorsque x(t) = c 

pour t > O entrafne : 

(25) lim y(t) = d . 
t + + m  

Le système se trouvant â l'instant t = O- dans un état 

arbitraire et soumis à une entrée quelconque, si l'on impose à 



f l'instant t = O une entrée constante x = c , la réponse y(t) 
est fournie par l'équation différentielle linéaire a coefficients 

assortie de conditions initiales y (O+) convenables. 

Quelles que soient ces dernières, la stabilité du ré- 

gime transitoire est déterminée exclusivement par la nature des 
zéros du polynôme caractéristique P (c, p) : 

On peut donc énoncer une condition nécessaire et suf- 

fisante de stabilité globale d'un équilibre (c,d) : les zéros 

de ~(c,p) doivent présenter une partie réelle strictement néga- 

tive. 

Cette étude peut être menée 6. l'aide des conditions 

dTHurwitz ou au moyen du critère de Routh. 

Ceci permet de définir le dornaine E C C  pour lequel 

tous les équilibres sont asymptotiquement stables ; les points 

de la caractéristique statique ayant leur abscisse hors de E ne 

correspondent à aucun équilibre physiquement réalisable. 

Il est nécessaire qce tous les coefficients du polynôme 

caractéristique soient strictement positifs ; d'où une condition 

nécessaire de stabilité de tous les équilibres possibles : 

Inversement, la condition (28) définit un domaine D 
auquel c doit appartenir pour que S soit partout globalement 

stable. On a évidemment : 

(29) E C D  C C .  

1.5 REPONSES INDICIELIZS - VELOCITE - 
Si, a partir d'un état donné, on applique une entrée 

constante x(t) = c , l'équation (1) devient linéaire 5 coeffi- 
cients constants. La réponse y(t) est donc la même que celle d'un 



système linéaire Lc de transimittance isomorphe : 

= Id (c3p) 

La transniittance équivalente dépend du nivzau c de 

l'échelon appliqué (l'. Le ter,~ps de réponse correspondent peut 

être évalué par la formule de Parseval [71 2 

dans, laquelle la pulsation de coupure wo doit théoriquement être 

calculée par 1 ' intégrale : 

(32) (h) O = 

O 

Pratiquement, pour un syst-me passe-Sas (numérateur de 

W de degré s'crictement inférieur B n ), on peut se coritenter 

d'assimiler la courbe de gain ü deux branches qul lul sont asymp- 

totiquement équivalentes pour lcs fréquences respectivement très 

basses et très élevées : - 

On prend alors comie pulsation de coupure l'abscisse 

d'intersection des deux branches considérées, soit o 
1 

Cette méthode donne pour (s) un temps de réponse fonc- 
1 

tion de c : 

(35) t(c) Y = n 

:,a formule (35) pe~riet d'apprécier la vélocité de (S), 
et de déceler l''influence de c sur celle-ci. 

(1) Cette circonstance montre bien qu'il est en général frnrrudent 

d'identifier un processus au ;noyen d'un test indiciel unique. 
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REMARQUE - 

Les entrées constantes ne constituent qu'un type parti- 

culier de loi x = x(t) ; mals il arrive souvent qu'un système 

ACFE soit constamment précédé d'un système élaborant une succes- 

sion de niveaux constants, tel que : 

- modulateur de largeur ou de nombre d'impulsions 9 
- 6chantill.onneur-bloqueur (périodique ou non) ; 
- relais plus-ou-moins, avec ou sans seuil ; 

- quantlf ieur, etc,. . 
En ce cas, dans chaque intervalle de temps où x garde 

une valeur constante, la réponse de (S) est identique à celle d'un 

certain système linéaire d'ordre n , et son cal-cul n'offre pas de 
difficulté de principe. 

1.6 PETITS MOUVEMENTS AUTOUR D ''JN13 POSITION D 'EQUILIBRE - 

Considérons un équilibre défini par x = c , y = d, 

selon la relation (24). Supposons qu'à partir de conditions ini- 
tiales voisines de l'équilibre, le système soit soumis à une en- - 
trée variable voisine de c , donnant à la sortie des valeurs voi- 

sines de d . 
Posons : 

( 3 6 )  l X = X - C  , 
Y = y - c i .  . 

On peut écrire, en effectuant un développemenk limité 

au premier ordre : 

. a f En notant f une quantité telle que - a~ et en ex- 

plleitant les relations prscéd~ntes tout en tenant compte de (23) 

il vient : 



En définitive l'équation différentielle linéarîsée 
s'écrit : 

Il lui correspond la transmittance équivalente : 

Cette transmittance permet de calculer effectivement 1-a 

réponse de ( 3 )  à une sollicitation de nature quelconque maïs n'en- 

trafnant que de petits écarts autour d'un régine d'équilibre. Elle 

ne diffère de W(c,p) (cf: (30)) que par le terme constant figu- 
rant au numerateur , son gain statique 

s 

bo(c) + ùo(c)c - ao(c)d 
(41) TJ'  (c,o) = 

ao(c) 
peut s'interpréter cornne la pente de la caractéristique statique 

d(c) au point considéré. 

 application de la première méthode de Ljapunov [8] con- 
duit à l'étude des zéros d'un polynôme caractéristique identique 

à (27) : on retrouve dsnc, concernant la stabilité locale de % 
vis-à-vis des-variations de l'entrée des conditions dont il a été 

montré qu'elles assuraient aussi I n  stabilité globale vis-&-vis 

des conditions initiales. 

La .vélocité des régimes transitoires des systirfles passe- 

bas peut encore être estimée au moyen de la formule (35). En ef- 
fet, pour m > O , les quantitgs intervenant dans le calcul du 
temps de réponse sont les mêmes pour hr(c,p) et W' (c,p). 
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Pour m = O la forinule générale se simplifie en 

7 

expression indépendante du numérateur de la fonction de transfert, 

donc identique pour W et v ' .  

Les résultats des 9 15 et 1.6 montrent que l'étude de (s) 
se ramène rigoureusement à cell'e d'un système linéaire en deux cas 

bien précis s 

- pour une entrée constante x = c , la sortie y pouvant 

varier dans des proportions quelconques ; 

- pour une entrée variable x e c  , la sortie y devant alors 

rester voisine de la valeur df&quilibre d . 
Ceci nous incite à tenter de linéariser l'équation (1) 

pour x appartenant à un intervalle étroit centré en c , les dé- 
rivées de x et les variations de y n'étant plus assujetties à 

aucune restriction particulière. 

En posant X = x - c et en effectuant un développement 

de premier ordre 11 vient : 

 équation différentielle devient : 

Cette équation est non linéaire, mais si l'écart x-c = X 

est suffisamment petit, on obtient r 

a. (c) 
(45) v ( 4  1 lx 1 . /bi(C)l& 

d'où : I bi*c ) / , 



7- 1 8 -. 

La 1-inéarisation aurait pu être effectuée à priori , 

toutefois, 12s conditions (45) permettent de préciser dans quel 
intervall e de cen'cre c 1' équation (46) approche convenablement 
1 ' 4quat ion génér:lie (1 ) . 

Lorsque x est susclptl!!le de balayer tout son domaine 

de définition C , on peut décoaper celui-ci en un nombre q fini, 

d'intervalles 1 , centrés en c 
J J ' 

dans chacun desquels on peut 

linéariser l i  Cqua'c~on (1 ) o 

Le systèrile non linéaire (s) est ainsi retriplacé par q 

systèmes linéaires ( L  ) , ob.cenus par quantif ieation des valeurs 
J 

de x dans les coefficients ai(x) et bi(x). 

Le noinbrc q peut être relativement faible lorsque les 

coefficients présentent des variations modérées, et également lors- 

que ce sont des fonctions - paires de x . 

.Y IMULATION ANALOGIQUE - 

TJa rnétizocie précédente perine.t de zalculer 1 ' expression 
de la réponse y(t) de (s) CL .!:i-ne soli.ïci.tation x(t) quelconque. 

11 est néanmoins souvent utile de recourir 3 des procédés électro- 

niques de calcul. T.,'artifice du 1.7 ne ferait que compliquer 

].es néthodes nujn6,riques, d 6 J à  .Lourdes lorsque 1 ' ordre n est élevé j 

èn revanche il pcrrnet de simplifier les méthodes analogïques. 

1 Simulation exacte.- 

En vertu de 17hypotlièse (22) le coefficient an(x) n'est 

pas identiquement nul : en aivisant les deux membres dc l'équation 

(1) par an on obtient une équation de m&ne typz , on pe~.t donc, 

sans restreindre la généralité dc cette étude, poser an(x) = 1 . 
ce qui permet d'écrire : 



Figure 1-7 : G r a p h e s  de transfert déve loppés . 



La simulation d'une équation linéaire à coefficients 

constants est calquée ordinairement sur l'un [g ]  ou l'autre 
des deux graphes de transfert représentés la Figure 17, Ces 
méthodes ne peuvent être directement transposées dans le cas de 

coefficients fonctions de x (on vérifie aisément pour n := 1 

ou n = 2 que les montages 17-a et 17-b ne satisfont pas 

à l'équation (48) si les coefficients sont variables). 

L,orsque les dérivées successives de x interviennent 

effectivement au second membre de (l), nous supposerons que le 

signal x ( t )  est fourni par un système dans lequel ces dérivées 

sont également disponibles. Dans ces conditions, fréquemment réa- 

lisables, le nontage de la Figure 18 résoud parfaitement le pro- 
blème. Le signal y(t) est élaboré par une chafne de n intégra- 

teurs 5, partir de la combinaison linéaire (48), obtenue au moyen 
des potentiomètres fonctionnels ai(x) et bi(x) commandés par 

un même axe asservi 2 x . 

Figure 18 o Schéma fonctionnel pour la 

simulation d'un système ACFE. 

1.8.2 Simulation approchée - 

~'ernploi d'un servomecanisme de position soumis 5 x(t) 
et entrabant une batterie de potentiomètres fonctionnels s'avère 

beaucoup plus économique que l'utilisation de traducteurs de fonc- 

tions associés à des multiplieurs à diodes. 
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On peut toutefots simplifier encore le processus de 

simulation, & la lumière du § 1.7 p il suffit de remplacer chaque 

potentiomètre par un commutateur rotatif q plages, insérant 

5 l'entrée du sommateur général une résistance réalisant le coef- 

f icient ai (c- ) - respectivement bi (c ) - pour x E 1 
,J j ' 

1 1  Formulation équivalente - 

Cornqe pour un système linéaire, on peut représenter (s) 
par un système de n équations différentielles du premier ordre 

en posant ~ ~ ( t )  = y(i) (t) il vient (avec an= 1 ) : 

Ce système correspond exactement au schéma fonctionnel 

de la Figure 18 ; associé éventuellement aux équations anal-ogues 
représentant les dispositifs placés en aval et en amont, il se 

prête a l'étude dans l'espace de phase d-e tout ensemble lncluant(s). 

1.9.2 Généralisation - 

Les équations (49) s'écrivent sous forme matricielle. 

avec O 
4 - Y : vecteur de conposantes yi(t) , O < i ( n-l 

- A(x) : matrice carrée d'ordrc n , à coefficients fonctions 
de x ; 

- 3 : vecteur entièrement cléterniné par la donnae de x(t ), 
de composantes ~ ( ~ ) ( t )  , O g i ( n 

1 

- B ( x )  o matrice à n lignes et ( n + l )  colonnes, & coeffi- 
cients fonctions de x . 



En revanche, toute équation de la forme (50) avec 

~ ( x )  et ~ ( x )  quelconque, ne perixt pas de remonter à une équa- 

tion de type (l), car en général les éliminations successives 

font apparaître des coefficients fonctions non seulement de x , 
t mais aussi de x , x" etc... 

Ainsi le système r 

conduit 2 : 

(52 ( -  1 + x + x')y + (1 + x)y' + y" = X 0 

Néanmoins, certains résultats des paragraphes précédents 

s'étendent aisément. Les états d'équilibre sont définis par : 
d 

Le vecteur de sortie correspondant est donné par 1'6- 

quation algébrique : 

dans laquelle X est un vecteur dont la seule composante non 
0 > nulle est x( = c . 

La stabilité globale d'un équilibre est caractérisée par 
1 les racines de 1 équation caractéristique 

(55) P (c9p) = dét (A(x) - p In ) = O 

In désignant la matrice unité d'ordre n . 
La réponse indicielle pour le niveau x = c et les 

.-) d 

conditions initiales ~ ( o )  = Y. est la meme que celle d'un sys- 

tème uge-gi'_~g régi par o 
A 

On peut de même généraliser les processus de linéari- 

sation locale ou par morceaux indiqués aux $ 1.6 et 1.7. 



109.3 Concluston - 

Les systèmes ACFE sont des dispositifs linéaires dont 

les paramètres de structure vâricnt en fonction Ge l'entrée , - ---- - - 
il peut s 'agir d'un effet naturel, inais aussi d'une propriété 

introduite intentionnelle(rent (~ystè~ries adaptatifs). 

Nous avons montré quc lès régimes transitoires à'un 

système ACFE peuvent s'étaaier. (?'une manière qualitative (stabi- 

lité, vélocité, , ) et &:ne quantitative en considérant une 

famille de S Y S ~ ~ ~ ~ I ~ S  linéaires associés, obtenue par quantifica- 

tion des coefficivnts variables. Une slniulation analogique basée 

sur ce principe pcrrnet d'obtenir aisément la réponse a un signal 

d' entrée quelconque. 





CHAPITRE 2 

REPONSE HARMONIQUE - FONCTION DE TRANSFERT GENERALISEE 
- : - * - : - : - : - : - : - : - : - : - : - O  a - : - : -  

Par extension des techniques développées pour les sys- 

tèmes linéaires, on caractérise souvent les performances d'un sys- 

tème non-lingaire par sa réponse permanente à un signal sinusordal, 
pour différentes valeurs de l'amplitude et de la fréquence. La con- 

naissance de cette réponse harmonique permet, en particulier, de 

déterminer les oscillations éventuelles d'un dispositif bouclé com- 

portant le système considéré. 

Les méthodes précédentes permettent en principe de cal- 

culer la réponse d'un système ACFE à une excitation quelconque ; 

toutefois leur mise en oeuvre serait lourde pour la recherche de 

la réponse permanente à un signal périodique, et nous allons nous 

efforcer de mettre au point des techniques appropriées à cette ca- 

tégorie de problèmes. 

Notre but n'est plus de donner la solution de l'équation 

fondamentale (1) dans tel ou tel cas concret, mais d'obtenir une 

expression synthétique (ou "fonction de transfert généralisée") 

rendant compte de tous les comportements harmoniques possibles, et 

mettant clairement en évidence les effets respectifs de l'amplitude 
et de la fréquence. 

HYPOTHESES PARTICULIERES - 
x = y = O est une position d'équilibre stable du sys- 

11 tème g nous supposerons de plus que c'est un centre de symétrie" 

c'est-à-dire que y(t) étant la réponse à x(t). pour-certaines 



conditions initiales, - y(t) est la réponse & - x(t) pour les 
conditions initiales opposées. 

Cette propriété se présente fréquemment en pratique ; 

elle assure en particulier que la réponse sermanente 5 un signal 

sinusoïdal est a valeur moyenne nulle, et exenipte d'harmonique 

pair. 

Pour que x = y = O soit centre de symétrie, il faut 

et il suffit que : 1 1 ai ( -  X )  = k(x) ai(x) ;; 

(57) 'j x (\Ji) ( jj : 1 
1 b ( -  x) - k(x) b. (x) , 1 J J 

avec k ( x )  # O . 
La condition (57) est évidenment suffisante ; montrons 

qu'elle est bien ngcessaire. La définition que nous avons donnée 

exige que soit satisfaite l'équation : 

en particulier si à partir de conditions initiales nulles nous 

donnons à x une valeur constante c quelconque, nous aurons 

(cf. $ 105) : 

(59 y(t) = P 
i î et par raison de symétrie" : 

y ( t >  = - &,-1 r 
(60) - - 'd ( - c p ) ,  7 j p - -1 

Il en résulte o 

d'où c - .IZ L [ai<- b (c) - b j ( -  C)] P 
i+j 

(62) 
= O 

I < l  J 

La relation (62) Gevant être valable pour toute valeur 
de p , il vient : 

, ,  ai(- C) bj(- c) 
( 6 3 )  (ri) ('y 0 a i ( c T = h j "  



:* 
Appelons k(c) la valeur commune non nulle de tous ces 3 

rapports : une relation du type (63) doit exister pour toute va- ;3 
( 

leur de c c C , ce qui entraîne (57) : 
- 
- 

REMARQUE 1 : 1 

On peut toujours admettre que l'un au moins des coeffi- Ç 

cients de (1) est constant (cf $ 8 Les conditions (57) se .- 

réduisent alors, puisque k(x) E 1 , à : A .  

d 1 

(64) (Vx) (Hi) (b j )  : ai(-x) = ai(x) ; * 7 .  - 7' 

Nous supposerons donc désormais que tous les coefficients 

de (1) sont des fonctions paires de x . 
REMARQUE 2 : 

Dans ce chapitre il n'est pas indispensable de suppo- 

ser que les coefficients sont des fonctions bien définies et dé- 
rivables de x . 

2.3 FORME PARTICULIERE DE L ' EQUATION DIPFERENTIELLF: - 
Pour une entrée x = a sin ut , 1 ' équation générale (1 ) . 't 

présente une expression particulière, dans laquelle tous les coef-, .' 

ficients sont périodiques. 
-1 

Chaque coefficient peut être développé en série de ~ourier~î 

La parité de ai(x) entraine pour l'entrée considérée ; . .a! 
rY! 

, - f  

ai(t) = ai(- t )  3 [ J . , 2. 
, 15 

ai(t) = ai( t + S . )  . , .> 
!'{r 

,." . : J  

Il en résulte que le développement de a i ( t )  ne comporte 
13 que des termes en cosinus, de rang pair, et peut donc s'écrire : . 

k_-sQ 
ai(a sin ut)'= 1 -  di,21r (a) cos 2 k ot . 

k=o 

Chaque coefficient di, 2k ne dépend que de 1 'amplitude a, 

puisque la non-linéarité ai(x) est une relationLinstantanée entre 

ai(x) et x . 
8 8 .  

De même : . . c  

(67) ' ,' 

h= co 
b (a sin ut) = 3 h-O & (3j,2h(a) cos 2 h ut . 



 équation différentielle devient 
.--- .-a 

II cos 2 kmt >-- )4(3j32h i) (68) T cos 2 hot r( / =  O 
J h  

Nous allons recherclier par différentes méthodes une ex- 

pression approclit'i; yp(t) de la solution permanente exacte y(t), 

qui est en général iraccessi33le au calcul direct. 

Si nous substituons une solution approchée yE(t) à y(t), 
i'éqilation (68) n'est plus satisf'aite qu'au prix d'une certaine 
approximation, qui peut être reprgsentée par le terme résiduel ~ ( t )  

qu' il faut introduire au second membre : 

(i) Y-" Y- 
@9) L-- COS 2 k t yx - ,  -- .'-.-. j , 2h cos 2 h wt x i k  j h 

La détermination de yx doit répondre à deux exigences : 

- d'une part y% doit présenter une forme relativement simple 

pour pouvoir.être utilisée 9 

- d'autre part le résidu ~ ( t )  doit être d'importance aussi 

réduite que possible, 

2.4 iQX"TODE DE L ' EQUIVALENT HARMONIQUE - 

2.4.1 Principe - 
La réponse du système & une excitation sinusordale est 

généralement une fonction periodique de même fréquence [ 111. 
Lorsque l'ensemble du système ACFE et des systèmes qui lui sont 

associés en aval constitue un filtre passe-bas efficace (ce qui 
est le plus souvent le cas dans les dispositifs d'asservissement), 

on peut légitirnelilent assiniler la réponse au terme fondamental de 

son développement en série Ue Fourier. 

Il est donc naturel de chercher une solution approchée 

~,(t) sinusoïdale, de la forme : 

( 7 0 )  yp(t) = a ~(a,w) sin wt + a &(a,w) cos wt . 



 équation devient : 

(71 
- n 

J 9 2l-l 
cos 2 hot a wJ sin(ot + j 2 )  = ~(t). 

j =o  

Nous dgterminerons P et Q en imposant à ~ ( t )  d'être 

exempt de terme 5 la pulsation fondamentale , ainsi l'équation (68) 
se trouvera exacturnent satisfaite pour les termes de pulsation o 

qui sont, par hypothèse, prépondérants j le résidu, composé unique- 

ment d'harmoniques, pourra alors être négligé. 

2.4.2. Mise en oeuvre - 

 expression Rl(t) du fondamental de ~ ( t )  ne fait in- 

tervenir que les deux premiers termes des développements en série 
de Fourier des coefficients variables, c'est-à-dire : 

- POUT ai(t) qi9* (a) + (a) cos s w t  g 

- pour bj(t) : p J J o  (a) + pjJ2 (a) COS 2 w t  . 
Tous calculs effectues, Rl(t) s '  écrit : 

La condition de nullité de Rl(t) se scinde en deux, en 
isolant les termes en sin w t  et les termes en cos ot , et en 
tenant compte du fait que l'identité ~ ~ ( t ) i O  doit être vraie 

à chaque instant 9 il vient pour les termes en sin L J ~  : 



Ceci peut s'écrire sous forme condensée : 

(74) A o P  - L J A ~ Q  = B O j avec : 

De même, on obtient pour les termes en cos wt o 

OU encore . 

(77) w A; P + A; Q = w B; avec : 

( -  1)' w 2 f d  (a) + 0'5 d,p3,(a)] 
p=o 2 ~ 9  0 

Entre les divers coefficients des équations (74) et (77) 
existent les relations suivantes : 

se déciuit de A. en changeant dij en Bo P i j  " 
. B; se déduit de A; en changeant d en P i j  
. A; se déduit de A. en changeant en + le signe - 

figurant dans chaque terme d. 2p30.- Oj5 4 2 - p 9 2  

. A; se déduit de Al en changeant en c le signe - de 



En résolvant les deux équations précédentes on obtient 

P et Q :  

O O 

(79) 

2 . 4 . 3  Transmittance généralisée - 
9 - 

La relation (70) permet d'interprêter P et Q comme 

étant respectiveinent la partie réelle et la partie imaginaire de 

la transmittance généralisée du système u 

Cette transmittance est une fraction rationnelle de 

degré 2 n : 2 (A; Bo + w A~B;) + jw(AoB; - A; B ~ )  
(81) ~ ( a , ~ w ) =  

A. A; + w2 Al A; 

Cette transmittan~e~dont les parties réelle et imagi- 

naire se trouvent séparées, se prête fort bien à la représenta- 

tion cartésienne de Nyquist. Pour d'autres représentations, il 

est intéressant d.e connaftre l'expression du gain : 

et de la phase t 

REMARQUES -- o 

a) En notant que ( -  llP w 2 ~  = (j w)2p y on peut expri- 

mer les divers termes de ~(a,j (1)) en fonction de j au lieu 

de o- . 
b) Le gain statique du système a comme expression : 
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c) Un cas particulier [12] dont l'importance est illus- 

trée par les exemples donnés au. $ 1.2 est celui des systèmes du 

1" ordre régis par une équation de la forme : 

On a alors o 

A. - - 0,5 y A; = d  + 0,5 d02 y 
O 0  O0 

doo + 035doe - J O  
d'où : (86) W(a, j o) = 

(d ,,,-'- 0,5d 02) (0,- 0. 5HO2 ) + 
2 

2.5 METHODE DU PREMIER HARMONIQUE - 

On peut généraliser la. d6marche précéaente et chercher 
P i  un équivalent p6riodiqueU (et non plus sinusoïdal), de la forme o 

m 
(87) y2mii (t) = a t sin(ep+l)wt + p2p+l cos (2pcl)wt ) 

p= 1 

En écrivant que les ha~moniques de ~ ( t )  sont identique- 

ment nuls jusqu'5. l'ordre 2m-t.1 inclus, on a, pour déte-miner les 

coefficients tels que X2p+l et 1 ~ 2 ~ + l  ' à résoudre un système 

de 2m+2 équations 2 2m+2 inconnu as. 

~êrne si l'on se contente des seules valeurs de et de 

pl , le calcul est généralement inextricable ; d'ailleurs, on doit 
tenir compte désormais des (m+l) premiers termes des développements 

de ai(%) et de oj(t) . au Lieu de deux teraes précédemment. 
 intérêt de cette riiétliode est donc purement théoriqce : 

en prenant rn assez élevé, on obtiendrait pratiquement le déve- 

loppement de FourSer de y(t) 1ir.lité a l'ordre 2m+l ; par consé- 

quent 1' expression a(%l sin wt + cos ot) représenterait le 
1 .. 

premier harmonique de y(t) , fonction qu on a coutume dsutiliser 
pour déterminer le gain complexe des systèmes non linéaires sépa- 

rables. 

2.6 METHODE DE GALERKIN - 

Le "premier harmoriquei' de ' ~ ( t !  est donc inaccessible ; 

1' "équivalent harmonique" du 2.4 a été déterminé en annulant le 



fondamental de R(t) et en négligeant le reste ; mais c'est en 

minimisant le résidu ~ ( t )  qu'on obtiendrait la meilleure appro- 

ximation sinusofdale de y(t) , de la forme générale (70). 

~ ' a ~ r è s  (7~) ~ ( t )  est une fonction périodique à va- 

leur moyenne nulle, dont on minimiserait l'intégrale du carré 

(c'est-&-tire la valeur efficace) en écrivant o 

ouj en dérivant sous le signe somme : 

De ces deux équations, il est en général très difficile 

de tirer P et Q, ~'ailleurs, la complexité des résultats ren- 

drait ceux-ci inutilisables. 

Nous utiliserons néanmoins cette méthode, ainsi que la 

précédente, dans le seconde partie de notre étude, a propos d'un 

système du premier ord~e, présentant un seul coefficient variable, 

dont le développement ne co,nporte que deux termes. ~ ê m e  dans ce 

cas particulièrement simple, les expressions obtenues ne nous ser- 

viront qu'à vérifier le bien-fondé de la méthcde de l'équivalent 

harmonique qui s'impose par sa simplicité. 

COMMANDE PAR PLUS-OU-MOINS - - 

Lorsque le système ACFE est commandé par un dispositif' 
Tl plus-ou-mins", symétrique et sans seuil, on peut o.btenir, selon 

une approximation usuelle, la transmittance généralisée d.e l'en- 

semble en multipliant l'expression (81) par le gain complexe équi- 
valent du relais. Si c désigne le niveau (positif ou négatif) 

commuté à l'entrée, il faut considérer pour ~ ( a  , j w )  une ampli- 
4 tude a = - n C * 

Mais en fait il est aisé de connaître la réponse exacte 

de (s) 5 grâce a l'hypothèse (64) de parité des coefficients fonc- 
tions de l'entrée, le système répond à une succession d'échelons 
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de niveau + c et - c comme un système linéaire (cf.  9 15) 
de transmittance isomorphe. 

La transmittance isociirone généralisée de l'ensemble 

s'obtient en multipliant le gain co:npleire du relais par 

Gf: (a, j I ~ J )  

Cette expression, déduite de (90) en remplaçant c par 
TI a et p par ; oi , représente rigoureuse-nent le rapaort des 
an?litudes coinpl?x~s des coixposantes fondamentales des slgnaux 

issus de (S) et du relais. 

De degré n , d'écriture immédiate 5 partir de ltéqua- 

tion différentielle (l), *(a, j o,) peut également servir de re- 

présentation - grossièrement approchée - de la réponse de (s) seul 
k une excitation sinusordale par assimilation d'un signal carré 

à son premier harmonique. 

CONCLUSION - 

En déterminant un équivalent harmonique 5 la réponse 

d'un système ACFE d'ordre n a des signaux sinusoTdaux, nous avons 

établi une expression générale de la transmittance généralisée 

w(~,J @ > .  

En considérant d'autrc part la réponse & des signaux 

carrés, nous avons mis en évidence une fonction %?(a, j w )  suscep- 

tible de fournir rapidement dcs renseignements qualitatifs sur 

le comportement vîs-à-vis de l'amplitude et de la fréquence. 

Nous sommes donc en mesure d'étudier les régimes perma- 

nents périodiques des systèrnes ACFE, et notamment les oscillations 

de pompage pouvant prendre naissance dans des boucles d'asservis- 

sements. 



CHAPITRE 3 

AUTO-OSCILLATIONS DES ASSERVISSEMENTS - - - : - O  O - *  . - Y - "  a - : - : - "  O - 
COMPORTANT UN ELEIvrYZNT ACFE 
- : - : - " - 3  - - : -  - - "  

3.1 CAS GENERAL - 

Le schéma fonctionnel d un asservissement comportant 

un syetème ACFE associé à un certain nombre de systèmes liné- 

aires, peut se ramener, pour l'étude des auto-oscillations, au 

schéma type de la Figure 3.1. 

Figure 31 

Le système ACFE est défini par son équation différen- 

tielle de type (1) dont on peut déduire, selon la technique ex- 

posée au chapitre précédent, une transmittance généralisée ~ ( a ,  j w ) .  

La partie linéaire est définie par son équation diffé- 

rentielle, d'où l'on tire immédiatement la transmittance isochrone 

L ( j  4. 
 a amplitude a* de l'oscillation Ei l'entrée de 1'616- 

ment non-linéaire et sa pulsation wf sont fournies par la réso- 
lution de l'équation complexe 

(92) ~ ( a  , ~ o )  L(J a) = - 1 . 
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... 

Lorsque l'ordre de la transmittance globale de la boucle 

est élevé, il est vain de rechercher une solution analytique ; il. 

est préférable de recourir & une méthode graphique [l~]. 

Co~ine nous l'avons déj& indiqué, le plan P , Q se prête 

particulièrement bien à la representation du nombre complexe 
r! W(a , J  w )  . Dans ce plan nous tracerons une famille de lieux iso- 

pulsation'' grad-ués en amplitude, dont chacun représente, pour une 

pulsation oi fixée, la quantité ~ ( a  , j mi). 
I I  Nous tracerons également le lieu critiquefP, figurant 

1 
- mj gradué en pulsation. 

Une pulsation donnée wk sera une pulsation d'oscilla- 
tion si le lieu de ~ ( a  , j N ~ )  coupe le lieu critique en un 

point correspondant sur ce dernier à la même pulsation aJk . 
~'am~litude se détermine immédiatement sur la graduation du lieu 

de ~ ( a  , 5 ak). 

La recherche d'une oscillation limite est touJours 

justiciable de cette méthode, mais elle peut aussi être menée 

beaucoup plus simplement lqrsque la partie linéaire se réduit à 

une"constante ou à une intégration pure. Nous allons examiner 

maintenant ces deux cas particuliers, fréquemment rencontrés en 

pratique. 
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3.2 PARTIE LINEAIRE CONSTANTE - 

Lorsque L( j w) i- K . 1 ' équation (92 ) se réduit à : 

(93) K (p(a,w) + j ~ ( a , w ) )  = - 1 
d'où : 

En se reportant aux relations (74) et (77), on peut 
expliciter les équations précédentes sous la forme : 

Ces équations peuvent parfois être résolues directement 

lorsque l'ordre n du système n'est pas trop élevé. 

Si de plus le second membre de l'équation fondamentale 

(1) se réduit à x , les équations (95) se simplifient encore ; 
en tenant compte de Bo=l et B;=O il vient en effet. : 

Ainsi, pour un système du second ordre régi par 

on obtient les deux 6ql~at ions gi i i  fournissent respectivernent 1 ' am- 
plitude a" et la pulsation ~ d %  v":: 

3.3 PARTIE LINEAIRE REDUITE A UNE INTEGRATION - 

Pour ~ ( j  w j  = J w 9  (92) se scinde en : 



Les relations (74) et (77) conduisent à : 

De ces deux équations, on peut tirer ax et wX. En 

particulier, si E = 1 et 3 '= 0 , comme au fj précédent, il 
O 1. 

vient : 

Par exeinple, pour un système du premier ordre régi par 

(102) al(x)yT + a o ( x ; y  = x , 

on arrive aux équations suivantes : 

1 ~ O O ( ~ )  + 0,5 do,(a) = 0 , 

dont la première fournit l'amplitude, et la seconde la pulsation. 

3 .4  APPLICATIONS - 

La néthode exposée en 3.1 permet d'étendre aux boucles 

comportant un klément ACFE les techniques harmoniques propores aux 

systèmes linéaires. En particulier, on est amené à raisonner sur 

les fonctions dt transfert des éléments de la boucle "ouverte" ce 

qui est du plus grand intéret, car l'équation différentielle de 

la boucle fermée est essentlellernent non linéaire, et 'crès diffi- 

cile 3 étudier directement. 

Par exemple, pour 1,(p) 1 on obtient, en tenant compte 

de la parité des coefficients r 

Inversement, certaines équations différentielles de type 
A (104) peuvent avantageusement ctre interprêtées comme représentant 

une boucle dans laquelle figure un système ACFE. 



En calculant la transmittance généralisée selon l'ex- 
pression (81) et en résolvant (92) on peut déterminer l'oscilla- 
tion-limite pa? la méthode précédemment exposée. Nous allons 

illustrer ce procédé en l'appliquant à deux équations non-liné- 

aires classiques. 

3.4.1 Equatîon de Düffing - 

 équation différentielle non-linéaire blen connue 

est équivalente au système 

représentant un système ACFE du type général (37) associé à une 

partie linéaire ~ ( p )  = 1 . 
Le seul coefficient variable est a. (x) = 3 x' . d'où : 

(107) 
2 doo(a) = - do,(a) = @ a 

I 

Les conditions d'oscillation (98) donnent icl : 

d 
P - -  

Gi) 
- O (1-orsque cette condition indépend-ante de a est 

remplie , O a est indéterminé g l'amplitude est donc fîxée par 

les conditions initiales irnposécs au système). 

Q W = N ( l +  
1/2 

O 
résultat classique 1141 . 

3.4.2. Equa-tion de Van der Pol - 

L' équation différentielle 

peut se ramener à o 
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On a donc affaire à un systèi le ACFE du premier ordre 

1 tel que (102)~ associé 5 un intégrateur pur ~ ( p )  = - 
P 

Le coefficient variable est ao(x) = - O (?xi- 1)' d'oh : 
d 2 a O cd 2 

(110) %,(a) = ( - 1) do2(a) = - - O r -$ 
O O 

Les conditions (103) donnent immédiatement le résultat 

3.4.3. Remarques - 

Ainsi que nous l'avons indiqué au 5 27 . on peut uti- 
liser comme premlère approxl:natlon de la transmittance généralisée 

1' expression 9 (a , jw) obtenue & partir de la réponse à des 

signaux carrés. 

A) Pour l'équation de Düffing on obtient : 

1 
(1x2) 

(3n 2 O O 
2 

(16 a + j d w +  ( J E )  
O O 

Les conditions d'oscillations donnent alors v 

La pulsation est trks voisine de la pulsation calculée 

plus haut (0~62 comme coefficient de ,3 a* , au lieu de 0~75). 
l t 
l 

B) Pour l'équation de - Van der Pol, on parvient A- : 

On en deduit aisément les caractéristiques de l'oscil- 

lation limite o 
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Là encore les résultats sont très voisins des résultats 

obtenus en (111). 

3 . 4 . 4 .  Conclusion - 

~ r â c e  l'expression ~ ( a ,  20) de la transrriit'cance géné- 

ralisée établie au chapitre précédent, on peut trouver rapidement 

les oscillations-limites d'une boucle comportant un élément ACFE, 

ou même d'un système non linéaire plus général ramené à cette forme. 

La valldité de la méthode préconisée est celle de la 

méthode classique de "l'équivalent harmoniquefs, dont nous avons 

donne une formulation analytique compl.ète dans le cas d un sys- 

tème ACFE quelconque d'ordre n . 
Des indications qualitatives extrêmement intéressantes 

peuvent être obtenues plus rapidement encore par l'emploi de la 

transmittance approchée (a, jw) . 





< 

CHAPITRE 4 

ETATS D'EQUILIBRE ET STABILITE LOCALE 
- : - : - : - : - : - : - : - : - O -  

DES ASSERVISSEMENTS COMPORTANT UN ELENENT ACFE 
- : - : - ; - ; - : - : - : - : - : - : - ; -  

4.1 INTRODUCTION - 
Il est important de pouvoir déterminer les conditions 

permettant l'apparition d'oscillations auto-entretenues dans un 

système bouclé en régime libre ; mais pour un asservissement, il 

est peut-être plus important encore de connaltre la réponse per- 

manente à un ordre donné, et la stabilité du régime correspondant. 

c'est pourquoi nous allons nous pencher sur le problèrne de la 

stabilité locale (chapitre 4) et de la stabilité globale (~hap.5). 
Nous examinerons successivement le cas d'un système asservi de 

classe O , et celui d'un système de classe 1 (rappelons que la 
classe d'un système asservi est égale au nombre d'intégrations 

de la boucle ouverte). 

Suivant la disposition relative des éléments linéaires 

et de l'élément ACFE on peut trouver différents schémas fonc- 

tionnels,susceptibles d'ailleurs de se ramener les uns aux autres. 

Pour notre part,nous adopterons comme structures Cano- 

niques les modèles représentés à la Figure 4.1. 

Les schémas fonctionnels retenus ne restreignent pas 

la généralité du problème et ne font que normaliser la présen- 

tation des résultats. 

REMARQUE - 
 hypothèse de parité des coefficients variables de 

l'équation, introduite aux Chapitres 2 et 3, ne présente plus un 
intéret majeur et sera désormais abandornée pour l'étude du cas 

général. 



4.2 SYSTEME ASSERVI DE CLASSE o c j  c b ? ' I  . 

Un système asservi de classe O ne comporte aucune in- 

tégration (ou dérivation) pure en boucle ouverte, Il resulte de 

hypothèses 1.3 que la partie linéaire doit elle-même être dé- 

pourvue d'intégration ou de CiSrivation ; nous désignerons sa 

fonction de transfert par A H (p) , où A est le gain statiqui 

4.2.1 Etats d'équilibre - 

A un signal d'entrée constant e correspondant l'el 

trée et & la sortie de l'élément non-linéaire, les grandeurs coi 

tantes x = c y = d . 
Entre c et d existe la relation (24), dont la re- 

presentation d.ans le plan x , y constitue la caractéristique 

statique ( r  ) du système A.C.F.E. : 

.., La réaction d'asservissement se traduit en régime 

statique..par la relation linéaire 

(116) d . =  e - - c A ' 



donc à 

droite 

Le point figuratif M d'un é.quilibre donné s 
intersection de la caractéristique statique et 
asservissement ( b )  , à' équation (116). 

e trouve 

de la 

Figure 42. 

Les coefficients ao(x) et bo(x) sont des fonctions 

bien définies de x et par conséquent à chaque valeur de c 

correspond sur ( T )  une valeur unique de d . En revanche ( A )  
peut couper ( r )  en O , 1 ou plusieurs points, suivant l'or- 

' de la droite d'asservis- donnée $ l'origine e et la pente - A 
sement. 

Si aucune position d'équilibre ne correspond à une 

certaine entrée e , le système est continuellement en régime 
transitoire (l). Le cas peut se produire lorsque '? ) présente 

un maximum et que le gain est très élevé (droite ( A )  quasi-ho- 
rizontale) pour tout signal d'entrée supérieur à l'ordonnée du 

maximum. 

Si au contxire plusieurs états d'équilibre sont théo- 

riquement possibles, le système "choisit' entre les diverses posi- 

tions stables en fonction des conditions initiales qui lui sont 

imposées. 

(1) Ce comportement est à rapprocher de celui d'une liaison de 

télé-affichage par synchromachines, soumise à une rampe de pente 

trop élevée. Le système ''décroche", la sortie accélère et décélère 
alternativement sans parvenir à atteindre le régime imposé B vi- 
tesse constante. 



4.2.2, Précision - 

 asservissement à retour unitaire a pour but de réa- 

liser approximativement y = e . La relation (116) montre qu'il 
existe toujours une erreur peimanente, de valeur 

Cette erreur est représentée par le segment P Q sur 

la figure 4.2 , elle peut être réduite si l'on fait tendre vers 

zéro la pente de (A) , c'est-5-dlre si l'on accroft le gain A, 

Il est intéressant de représenter dans le plan (e,d) 

la caractéristique statique (aA) du système asservi correspon- 
dant a une valeur donnje de A , afin de la comparer 5 la carac- 

téristique d = e du système idéal. 

La Figure 43, où la grandeur de sortie et le signal 
d'erreur relatifs à une entrée donnée sont mis en évidence, ré- 

sume parfaitement les performances statiques du système asservi 

pour un gain fixé. 

x u r e  ---- 4-3. 

4.2.3. Condition nécessaire et sufrisante de stabilité locale - 

su après les travaux de L~apunov, la stabilité d'une 
position d'équilibre peut s'étudier sur le système linéarisé 

autour de celle-ci pour de petits mouvements. 



En posant X = x - c , Y = y - d nous avons établi 

au 1.6 l'expression (40) de la transmittance 

du système ACFE linéarisé autour de l'équilibre c,d . 
 a asservissement complet peut être assimilé à la com- 

binaison de deux systèmes asservis . Le premier est non-linéaire, 
mais à réponse instantanée ; à partir de e il élabore c et d. 

Le second est linéaire et fonctionne en régulateur (entrée nulle) ; 

ses coefficients sont imposés par la sortie c du premier système. 

Figure 4.4 : Schéma - équivalent à un S.A. 

de classe O au voisinage d'un état d'équilibre. 

Le premier système fournit donc le régime permanent, 
tandis que le second représente les régimes transitoires. 

La stabilité de ces derniers est déterminée par la po- 

sition dans le plan complexe des racines de l'équation caracté- 

ristique 

(118) 1 + A ~ ( p )  ~ ' ( c , p )  = O . 
Pour que l'équilibre soit asymptotiquement stable, il 

faut' et il suffit que les racines soient à partie réelle stricte- 

ment négative (ce qui peut s'étudier à l'aide du critère de Routh). 



4.2.4. Condition suffisante d'instabilité d'une position 

d'équilibre - 

En réduisant au même dénominateur les deux termes du 

premier membre de l'équation (:18), on obtient une fraction ra- 
1 1  tionnelle dont 'le numérateur constitue le polynôme caractéris- 

tiques' du système asservi. 

Une condition nécessaire de stabilité est que les coe. 

ficients de ce polynôme doivent tous être strictement positifs. 

En particulier le terme constant dolt être positif : 

Inversement, il suffit que ce terme soit négatif pour 

que l'équilibre considéré soit instable. 

La relation (41) permet d'interpréter w1(c,o) comme 

la pente de la caractéristique statique ( f )  au point c , d r 
* 

bo(c) + bo(c)c - ao(c) bo(c)c/ao(c) 
(120) w~(c,o) = d 

ao(c) 

Nous pouvons donc énoncer : 

lpour qu'une position d'équilibre soit instable, il suffit que 1: 

pente de (T '  ) au polnt représentatif soit supérieure â la pente 

de la droite d'asservissement (a  ) o 

(121 
1 d(c) > - A . 

Ainsi, tout point de l'arc A B de la caractéristique 

( r ) représentée à la Figure 4.5 correspond nécessairement à ur 

équilibre instable. 

4 

Figure 4.5. 

.., . 



D ' autre part, on montre sans peine que la pente en un 
point (e,d) de la caractéristique ( @, ) a comme valeur 

Sur la caractéristique (DA) représentée à la Figure 46, 
arc portant les points d'équilibre instable donnés par la con- 

.tion (119) est donc limité par les points à tangente verticale 

O 
D 

e 

Figure k6 .  

Cette condition suffisante d'instabilité est d'une grande 
importance pratique ; d'une part elle permet de déceler certaines 
instabilités sur le vu des seules caractéristiques statiques du 
système asservi ; d'autre part elle permet d'affirmer que tout 
correcteur stabilisant modifiant la dynamique de ~ ( p )  sans modi- 
fier le gain A sera inopérant. 

4 . 3  SYSTEME. ASSERVI DE CLASSE 1 - 
4.3.1 Etats d'équilibre - 

Nous considérerons que le systbme asservi (Pig. kl-b) 
est en équilibre lorsque le signal d'erreur e - z garde une va- 

leur constante & . On a alors : 



Ceci implique une entrée sous forme de rampe a 

Inversement, si l'on impose une entrée croissant liné- 
airement avec t , telle que e = mt + eo , il peut y avoir O , 
1 ou plusieurs états d'équilibres p en effet, selon la forme de 
la caractéristique ( r ) , l'horizontale ( A  ) d'ordonnée m peut 
couper ( P  ) en O , 1 ou plusieurs points (~igure 4.7). Cette con- 
figuration est indépendante du gain A . 

Figure 4.7. 

4.3.2. Précision - 

Les raisonnements précédents montrent que : 

- En réponse & un échelon e = eo , le système présente une 
erreur permanente nulle : E = x = y = O , z = e . 

- En réponse à une rampe de pente m compatible avec la ca- 
ractéristique ( r  ), le système présente une erreur permanente cons- 

& = ; c(m) est l'abscisse (indépendante de A) du tante . 
point M de (r ) correspondant à d = m et aux conditions ini- 
tiales particulières. 

'pour une entrée donnée, l'erreur est donc inversement 
proportionnelle B A ; la loi donnant & en fonction de m est, 
à une affinité verticale près, la symétrique de ( r  ) par rapport 
à la première bissectrice. 



Figure 4.8 

4.3.3. Condition nécessaire et suffisante de stabilité locale - 

Avec les memes notations que précédemment, le système 

sera en équilibre asymptotiquement stable si les raoines de l'é- 

quation caractéristique 

(123 P + A H ( P )  W1(c,p) = 0 

sont toutes à partie réelle strictement négative. 

Figure 4.9 : Schéma équivalent à un S.A. 

de classe 1 au voisinage d'un état 

d'équilibre. 
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4.3.4. Condition suffisante d'instabilité d'une position 

- 

d'équilibre - 

En appliquant à l'équation caractéristique (123) le nême 

raisonnement qu'au 5 42.4 on obtient la condition suffisante d'ins 

tabilité : 

(124 ) A Wt(c,o) < O . 
En conséquence : pour un asservissement de gain A E- 

sitif (ou négatif), tout arc de la caractéristique statique ( r  ) 
où la pente est négative (ou positive) correspond à dbs équilibre 

instables. 

REMARQUE - 
Ce résultat peut être considéré comme un cas limite du 

résultat relatif aux asservissements de classe zéro p en effet, 

on peut assimiler, au point de vue statique, le rôle d'une inté- 

gration à celui d'un gain infini. 

Pour chaque position d'équilibre, l'étude d'un asservis- 

sement comportant un système ACFE peut se ramener à celle d'un 

système linéaire, grâce à la linéarisation pour de petits mouve- 

ments opérée au Chapitre 1. 

Il existe des conditions statiques d'instabilité qui, 

pour un SA de classe 1, sont indépendantes du gain de boucle, et 

intrinsèquement liées à la forme de la caractéristique de l'élémen 

ACFE de la boucle ouverte. 



CHAPITRE 5 

STAAILITE GLOBAL23 DEES ASSERVISSEMEWS 
- z - : - " - " - : - : - L  ' - * -  

COMPORTANT UN ELEMENT ACFE 
- Z - Z - ' '  " - : , - ; - : -  

5.1 INTRODUCTION - 

~orsqu'une position d'équilibre a été reconnue comme 

localement stable, il convient de rechercher le domaine dans 

lequel cette stabilité est assurée pour toutes les valeurs pos- 

sibles des variables à l'intérieur de ce domaine. Cette étude, 

qui complète celle de la stabilité locale, peut être entreprise 
f '  au moyen de la méthode directe" de Ljapunov qui fournit des 

conditions suffisantes (mais généralement non nécessaires) de 

stabilité globale. 

En développant certaines techniques particulières pour 

l'obtention de fonctions de Ljapunov, nous allons établir des 

conditions suffisantes de stak,ilité globale pour un système n m  

linéaire quelconque , nous en examinerons ensuite l'application 

au problème des asservissemeilts comportant un élément ACFE. 

5.2 CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE ASYMPTOTIQUE POUR UN SYSTEME 
NON LINEAIRE QUELCONQUE [15] - 

5.2.1 Formulation du problème - 

Nous considérons un système d'ordre n décrit par une 

équation diff.érentielle vectorielle non linéaire du premier ordre. " .  

La position d'équilibre dont noua désirons étudier le domaine de 

stabilité ayant été préalablement amenée à l'origine par une trans- 

lation convenable du repère, ncus pouvons écrire l'équation géné- 

rale : 



- - - -  - 

- 5 4  - 
où U désigne le vecteur d'état du système, de composantes 

Ul9 U2.. . Un 9 et où R est une matrice carrée d'ordre n dont 
les coefficients r i j son\ des fonctions réelles,en général non 

constantes,des ui et éventuelIoment de t . 
 équation vectorielle (125) est équivalente au système 

scalaire (126), d'ordre n : 

2 Principe de la méthode - 

me ensemble des vecteurs U constitue un espace vecto- 

riel sur le corps des réels, de dimension n . Nous pouvons munir 
cet espace vectoriel d'une norme que nous désignerons, sans pré- 

ciser davantage pour 1' instant, par \luil * 

Par définition iiUll est une fonctia réelle strictement 

positive des ui , sauf pour U = O , auquel cas !\U\ s'anulle. 

Si 1' on peut trouver un domaine (ul, u2 . . . - _  Un ) 
dans lequel on a touJours et partout : 

(127 ) 
d iiiJlI 
dt s 

C - 
sauf peut-être à l'origine où il suffit d'avoir d IiUll = O , l c  

second théorème de Ljapunov permet d' aff irnL,r que d t s s t  un ao- 

mainte de stabilité globale asgaptotique ; ] I u ! I  est alors une fonc- 

tion de Ljapunov. 

REMARQUE - 
1' Le sens exact du a o t  domaine de stabilité globale" est 

le suivant i toute trajectoire qui penètre dans a et n'en res- 
sort pas tend asymptotiquenent vers l'origine. En revanche, on 
ne peut rien conclure au sujet d'une trajectoire de phase qui 

ressortirait de 9 ; c.'.cst pourquoi nous nous bornerons à con- 

sidérer la plus grande b o u l ~  ouverte incluse dans $ , soit % . 
c- Il est alors évident- que toute trajectoire pénétrant dans h à 

un instant quelconque tl tend asymptotiquement vers O , puisque 
l'inégalité (127) est satisfaite et que 'S, est par définition l'en- 
semble des points tels que < lIu(tl)ll . 
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5.2.1.4 Normes usuelles [16], [17] - 

Pour n = 1 , l'espace d'état est isomorphe à la droite 

réelle, sur laquelle la norrle usuelle d'un vecteur V n'est au- 

tre que la valeur absolue de l n  composante v : 

( 133 ) / j  v I I  'L - - 

Pour n) 1 l'espace d'état est isomorphe & la puis- 

sance n-ième de l'ense~ble ies réels, et l'on définit usuellemen 

trois normes o 

Chacune de ces norriies usuelles engendre par changement 

de base une famille de fonctions de Ljapunov de type (132)~ à 

laquelle correspond un certain type de conditions suffisantes sur 
les r?offici,nts s de la ,natrice S . On en déduit les condi- 

IJ 
tions sur les coefficients r. 1 j de la matrice R en utilisant 

les relations 

(135) s - 
- Clik CI Plj TJ 

dans lesquelles 
P 1 ~  

reprbsente un coefficient de la matrice de 

passage P , et qi~c un coefficient de la matrice inverse P-l. 

5.2.2. Condibions sur les lignes de S - 

En choisissant 1-a norme 1 V la condition (127) 

soit. en désignant par m l'indice de la plus grande composante 



Au moyen de la relation (130) on peut encore écrire u 

Par une suite de ma~orations simples il vient : 

Pour que 
d ilv 11: 

dt soit négatif, il suffit d'avoir 

l'inégalité relative à la ligne d'indice in : 
r 

Si cette inégalité est satisfaite pour toutes les lignes, 
d 1 1 ~ 1  1; est toujours négatif, puisque négatif pour toutes les dt 
valeurs de YI ; on obtient d ~ n c  une condition suffisante de sta- 

i: 

bilité asymptotique relative aux lignes de S : 
I 7 1 

Cette condition peut être explicitée en écrivant d'une 

part 
(1i4) 'ii < 0 3 

et d'autre part o 
7 

ce qui traduit que chaque tcrrne de la diagonale principale de S 

doit être à la fois négatif et prépondérant en valeur absolue sur 

les autres termes de sa ligne. 



5.2.3, Conditions sur les colonnes de S - 

Pour la seconde norme usuelle on a :, 

d / I V / / :  i=n d vi 
(146 ) 1 sign vi - tit soit en utilisarL,(13i dt 

i.=l 

i=n 
d il V I /  : j=n 

(147) - - 
dt j- sign vi il sij 

i_ OU 
i=l J=l 

d ll vil 2 j =n 
'ï-- 

(148) dt = i i" 
V~ 'ij sign vi , ou encore : 

L 
j=l i-1 

2 j=n i=n 
d / I V / /  2 7 

(1-49) dt = I V J I  i 3 sign v i sign v j a 

Par une majoration analogue à celle pratiquée au $ pré- 

cédent, on peut dcrire 1 ' inégalité : 

Pour qae la dériv6e dc /IV!!$ soit négative, il suffit 

que soit satisfaite la conditi.on 
1 I r , 

On obtient ainsi une --- condition suffisante de stabilitÉ 
asymptotique relative aux colnnnes de S , qui tradurt le fait 
que les termes de la diagonale principale doivent être n4gatils : 

(152) S. J j (O 9 

et prépondérants en valeur absolue par rapport aux autres termes 

de leur colonne y : 



5.2.4. Conditions mixtes - 

La troisième norme usuelle est la norme euclidienne 

En dirivant le carré de cette norme il vient : 

ou encore, en séparant termes carrés et termes rectangles : 
1-n' i=n 

.3= 
d t  

s v2 + 'ij+'j ii i 
' i 

2 v. v 
i=l i=l jfi 1 J 

i- 2 v.+ v 
< entraîne ~'irk~alité bien connue vi vj , 

l'inégalité o 
i=n 

dt 
1-1 i=l jfi 

qui peut encore s'écrire : 

Une condition suffisante de stabilité est donc fournie par: 

Comme les conditions (143) et (151) , (158) exprime que 
les termes de la diagonale principale de S doivent être négatifs 

et prépondérants. 

REMARQUE - 
On peut d'ailleurs considérer que (151) et (158) tradui- 

sent la même inégalité que (143), appliquée respectivement aux 

en désignant par T la trans- lignes de T et à celles de 7- 
posée de S . 



5.3 CRITERE D'AMORTISSEMENT - 

Si dans les inégalités (143), (151) et (158) on remplace 1 

L le signe ( par le signe ,( , et, au second membre O par - - 
T y 

on impose dans les trois cas la condition : 

En intégrant à partir d'un état initial V = V il vient : 
4- O 

Il en résulte que, dans le domaine où cette inégalité 

est satisfaite, la "distance" à l'origine du point courant de la 

trajectoire de phase décroft au cours du temps au tnoins aussi rapi- 

dement qu'une exponentielle de constante de temps 't: . 

5.4 APPLICATIONS GENERALES - 

La principale difficulté d'utilisation des critères pré- 

cédents réside dans le choix arbitraire d'une matrice de passage P o  

Pour un système donn6,on pîurra7-t employer chaque critère 

avec un certain nombre de matrices P et prendre la réunion des 

boules ouvertes de rayon inaxiiial (a'w sens de la norme considérée) 

incluses dans chacun des donaGnes obtenus ; de tels tâtonnements 

sont évidemment à proscrire. 

On peut toutefois reconimander le choix d'une certaine 

classe de matx3ices P , qui donne les meilleurs résultats dans le 
cas particulier des systèmes linéaires 2 coefficients constants. 

5.4.1 Systèmes linéaires d'ordre n - 
-- 

Soit R une matrice réelle constante, de valeurs propres 

distinctes et non-nulles. Désignons par r 1 ' r . r k .  les valeurb 
2 i + propres réelles, et par pk+l ,, 9k+l , - a O j  Pk+n - j qk+-> - - 

les couples de valeurs propres complexes conjugués. 2 2 

Par un changement de base convenable la matrice R peut 

se mettre sous la forme canonique [l8] : 



Les conditions sur les lignes donnent les résultats 

suivants : 

Ces conditions suffisantes de stabilité pcuvent s'inter- 

préter dans le plan complexe (p,q) ; elles imposent aux valeurs 

propres de se trouver dans le quart de p l a n  (8) defint par 

alors que les conditions nécessaires et suffisances imposent seule- 

ment aux valeurs propres d'appartenir au demi-pla,n p < O . 

Figure 5.1 
1,ocalisaEon des va? eurs 
dans l e plan complexe. 

propres 



On peut encore dire que les conditions (162) ûttribuent 

aux divers mocies périodiques du systeme un coefficient dfamortis- 
\/2 sement supérieur à s . 

Les conditions sur 12s --- colonnes donnent les inêmes ~ é s u l -  

tats. En revanckie les condïtlonx "ri~ixtes'~ -- s'avèrent les plus inté- 
+ ' est diagonale, et les in6;alites ressantes ; la matrice 

se confondent avec les conditions nécessaires et suffisan'ces de 

stabilité. 

5.4.2. SystSrnes non-linéaires d'ordre n - 

A la lumière des résultats précédents, nous préconisons 
d'une manière générale Ifemploj. des conditions mixtes établies au 

paragraphe 5.2.4. , selon le processus suivant : 

- la matrice R sera sctndée en une matrice constante R~ 
représentant le système linézrisé pour de petits rnouvevents autour 

de sa position d'équilibre, et une matrice non constante, s'annu- 

lant à l'origine, RN = R - RI, 
- on effectuera un changement de base transformant RL en une 

matrice S antisymétrique du type (161) - L 

- la rcstrïction à S d,s inégalités mixtes donnera les con- 1, 
ditions nécessaires et suffisantes de stabilité du système linéaire 

de matrice RI, , qui sont les - coriditions nécessaires et suff isantes 
de stabilit6 locale de ls6quilibre considéré ; 

- la stabilité locale dtant assurée, l'application des inéga- 
lités (158) à S donnera des -- conditions - suffisantes distabilité 

globale , définissant dans lfcspace d'état un certain donaine ; 
& l'intérieur de la plus grande houle inscrite dans ce domaine, le 

système réel. de matrice R pourra être considéré 'comme équival-ent 

au système linéarisé de aatrice R~ ' quant a la convergence vers 
la position d'équilibre. 

Nous illustrerons cette methode sur l'exemple très im- 

portant des systèmes non-linéaires du second ordre. 



504s3. Systèmes non linéaires du second ordre - 
------ .- 

Consiuérons l'équation différentielle du 2è3e ordre : 

dans laquelle ?i et sont des expressions variables non pré- 
s cisées, s amlulant pour y = G d;t'= O . dt 

Le changement de temps 8 = (ù t scrmet ds6cslre : n 

En possnt suivant liusnge u = g -- %y ,,,, 1 5 U 2 . - - d Q '  
obtenons pour décrire le systgme la matrice v 

Nous envisagerons successivement le cas où le système 

linéarisé présente un coefficient d'amortissement u inférieur 

à 1 et le cas où z est superleur à 1 . 
5.4.3.; Amortissement réduit inférj-eur à l'unité - 

Prenant comme matrice de changement de base 

nous obtenons o 

(168) s = 
r - r  

L 
tp- 1 

' i 2  
9 

1 - L i 1 - z  - z  j 
i - 

Les conditions : 

peuvent s'interpréter dans le plan des variables d e t  

figure 5.2. 



Figure 5.2.: Doqaine de stabilité globale dans 
le plan d rJ pour O i Z < 1 . 

ainsi que 'I l 

(173) SN = 

4 2  Amortissement réduit supérieur b l'unité --- - 
Prenant comme changement de base la transformation de 

Zes conditions : 

i - 7 , -  -Ii -2- 
2 ,/z - 1 

(174) 4 

\ix 4- I r 2 -  
2 1 2 - 1  

matrice : 

s'interprètent dans le plan des variables O( et? salon la Pig. 5.3. 

- 
1 1 

(171) P = 
-- 

1 
' 1  

- z - j z 2 -  1 - Z +  



Figure 5.3,: Domaine de stabLlité dans pour Z > 1. 

).5 APPLICATION AUX SYSTEMES ACFE - 
Les systèmes asservis, comportant un élément de boucle 

"à coefficients fonctions de l'entrée", sont régis par une équation 

différentielle non linéaire ( C r ,  3 . 4 . ) ,  et donc justiciables aes 
techniques précédentes. La matrice R ne dépend en général que de x, 

et en conséquence les conditions suffisantes de stabilitd se tradui- 

sent par des conditions sur x , qui est astreint à appartenir à un 

certain domaine inclus dans C . 
La discussion de la stabilit4 globale se ramène donc pour 

de tels systèmes ii une discussion relative 2 une seule variable d'é- 

tat, ce qui en facflite grandelnent l'étudeo 

5 6 CONCLUSION DE LA PFG3MIERE PARSIE - 
Les systèmes ACFE apparaissent comme une classe remarqua- 

ble de systèmes & coefficients non constants ; nous avons pu éta~lir 

a leur su~et un certain nombre de résultats, concernant notamment 

leurs réponses indicielles et harmoniques .[19] . 
Leur pl-ésence dans .une boucle d ' asservissenent se manif este 

par certaines particularités, qui nous ont conduit & élaborer des 

techniques adaptées aux systèmes de ce type pour la rûcherche des 



oscillations 1i;nites [20] et l'étude dc le stabilité locale. Par 

contre, le délicat problème de 1.a stabilité globale a été envisagé 

dans le cadre général des systèmes non linéaires , la contribution 
que nous avons apportée & cette importante question consiste sur- 

tout en l'énoncé d'une famille de critères Ge staSllit6 et d'amor- 

tissement, liés 1-a notion de norme d'un vecteur d'état. 

Les outils ainsi mis au point seront employés tout au 

long de la seconde partie de cette thèse, consacrée au moteur asyn- 

chrone diphasé et A son utilisation dans les servomécanlsrnes. 



SECONDE PARTIE 
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Les régimes variables du moteur asynchrone diphasé 

en fonctionnement libre ou asservi 
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CHAPITRE 6 

ETUDES ET RECHERCNES 
- . - . - . - . * ~ 0 -  

SUR LE WTEUR D'ASSERVISSEFBNT DIPHASE 
- 0 1 0 - 0 1 0 1 . - . - 3 - . - 0 -  

6 . 1 .  INTRODUCTION 

L'automaticien qui doit concevoir et réaliser un asservissement de 

faible puissance mettant en oeuvre un moteur asynchrone diphasé possède deux sources 

principales d'information. 

La première est la théorie générale du moteur asynchrone polyphasé, 

dont le moteur diphasé apparaît c o m ~  un cas particulier, caractérisé par son nom- 

bre de phases, sa résistance rotorique élevée, et par son fonctionnement syst6ma- 

tiquement déséquilibré ; le contrôle de la vitesse est en effet généralement obtenu 

en réglant l'une des tensions appliquées,lgautre demeurant fixe. Toutes les gran- 

deurs intervenant dans les régimes permanents déséquilibrés o forces électromotrices, 

courants,flux, couple, peuvent être détermin6es par la méthode des composantes 

pymétriques 5 les résultats en sont ordinairement représentés par des diagrames 

vectoriels, des schémas électriques équivalents, et par le trac6 des caract6risti:- 

ques mécaniques (couple-vitesse) correspondantes, 

En fait ces divers renseignemnts ne suffisent pas à l'automaticien, 

essentiellement préoccupé des régimes transitoires, qui conditionnent la stabilité 

et la vélocité d'un asservissement 9 il dispose cependant d'une seconde source 

d'information dans les notices techniques des constructeurs. Celles-ci contiennent 

habituellement : 

- un réseau de caractéristiques mécaniques expiSrimentales, analogue. 
à celui de la figure ~ 1 - % ~ ~ g ~ - ;  ; 



Figure 6.1 - Caraetézistiques mécaniques. 
- la donnée d'une constante de tempp mécanique T m 

- et (parfois) : l'indication d'une constante de temps électrique re. 

L'utilisateur est donc implicitement amené à identifier le moteur 

diphasé à un systême linéaire du lcr ordre, dei5quation différentielle : 

y + y ' Ku, 

ou même à un système du 2eme ordre : 

Par assimilation à un moteur à courant continu, commandé par la tension 

d'induit à flux constant et ayant sensiblement la même caractéristique nominale, on 

peut définir : 

- le gain statique K, comme le qubtient de la vitesse nominale par 
la tension nominale p 

- la constante de temps mécanique T ma comme.le quotient de l'inertie par 
la pente moyenne de la caractéristique nominale. 

Bien qu'elle soit très employée en pratique, et même si les diverses 

caractéristiques peuvent être légitimement considérées comme quasi-rectilignes, cette 

assimilation à un système linéaire nous paraît abusive. La validité de la dEfinition 

de T exigerait que le frottement interne du moteur soit constant, donc que les m 



caractéristiques arécaniques soient des droites parallèles p et la validité de 1s de- 

finition de K exigerait de plus que ces droites aient une distance à l'origine pro- 

portionnelle à la tension d'alimentation. La figure 6.1 montre bien que ces conditions 

ne sont absolument pas réalisées. Il ne saurait donc être question selon nous, de 

décrire par une équation différentielle linéaire les régimes transitoires d'un 

moteur diphasé asservi (en position par exemple) : au cours de ces fonctionnements, 

le rapport de la tension de commande à la tension de référence peut varier de O 

jusqu'a des valeurs supérieures à 1, et le réseau de caractéristiques se trouve en 

quelque sorte nbalayé", souvent même au-delà de la caractéristique nominale qui 1 i- 

mite les régimes permanents normaux. 

C'est pourquoi nous nous sommes attaché à donner du moteur diphasé un 

modDle réaliste, donc non linéaire, rendant compte des particularit6s essentielles 

du réseau de ses caractéristiques, et néanmoins utilisable par l'ingénieur dans 

l'étude des asservissements. 

Avant d'exposer aux chapitres suivants les résultats de nos recherches 

personnelles, nous commencerons par brosser un tableau d'ensemble des nombreux 

trava-JX effectués dans le monde entier autour du moteur diphasé ; ce tableau nous 

permettra de poser les problèmes, et de situer l'esprit de notre propre travail. 

Remarque : afin d'alléger l'exposé, nous avons rejet6 en Annexe 1 la mise en 

équations complète du moteur en régime variable, et en Annexe II la détermination 

des régimes permanents par la méthode des composantes symétriques. 

6-20 CLASSIFICATION DES DIFFERENTES RECHERCHES - 
6.2.1. Généralités 

On a pu assister, aux alentours de l'année 1962, S une véritable con- 

vergence d'études aur le moteur diphasé, qui n'avait suscité jusque là que quelques 

travaux isolés (86, 51, 32, 4 2 ) .  Il est permis de s'interroger sur les raisons de 

ce renouveau d'intérêt pour une machine depuis longtemps connue et utilisée. Certes 

le progrès technique, notamment en aéronautique ou dans le domaine des enregistreurs, 

exige un composant toujours meilleur, ainsi que des asservissements de mieux en 

mieux étudiés ; mais ce souci permanent de l'amélioration des performances ne suffit 

pas.8,expliquer une aussi soudaine relance de la recherche. 

Par contre 1 ' avènement des redresseurs contrôlés 3 semi-conducteurs, 

en ouvrant de promettr;nses perspectives sur la variation de vitesse des moteurs 

asynchrones traditionnels, a provoqué la constitution d'équipes de recherche attelées 



à des problèmes nouveaux pour 1 'Electrotechnique : alimentation sous tensions non 

sinusoïdales, alimentation à frSquence variable, etc.. . Dans ce cadre géneral le 
moteur diphasé a souvent été considéré coiinne une sorte de prototype du moteur asyn- 

chrone polyphasé dqordre q, et a fait l'objet de travaux tres variés, 

11 faut d'autre part signaler que beaucoup de ces recherches nqau- 

raient pu être menées à bien sans l'existence 2 cette Epoque de puissants moyens de 

calcul nufirique et de simulation analogique. 

Bien que la voie que nous avons choisie soit assez différente, nous 

avons suivi de très pres l'évolution de tous les travaux parallèles effectués par 

d'autres chercheurs, et nous allons tâcher d'en rendre ccnpte brièvement, en les 

classant pour plus de commodité en 4 catégories. 

6.2.2. Point de vue des constructeurs - 
Une première grande classe est constituee par les trzvaux concernant 

le calcul des performances d'un moteur à partir de sa g5ométrie exacte, conduisant 

principalement à l'expression du couple des forces électromagnétiques et au tracé 

de la caractéristique mgcanique. 

Ces travaux ont pour but la pr6détermination des caractéristiques à 

partir des para&tres de construction, et la rÉalisation d'une machine cptimale vis- 

à-vis de certains critères : rendement, temps de rzponse, facteurs de mérite divers. 

Entrent dans cette catégorie les 6tudes citées en bibliographie sous 

les reférences suivantes o 1 ,  16, 17,  22, 25, 25, 29, 30, 39 ,  4 1 ,  4 3 ,  GE, 78,  80, 

95, 105, 106, 117.  

On peut y remarquer une participation perticuliérenent i~portante de 

la Roumanie, avec les publications de Messieurs : FRANSUA, IFRIPI, RADULET, SAVIUC 

et TEODORESCU . 
Cependant, malgré leur intérêt pratique évident, ces travaux généra- 

lement basés sur le fonctionnement permanent noninal n'apportent aucun élement nou- 

veau pour l'étude du moteur asservi. 

6.2.3. Point de vue classique des utilisateurs - 
Tandis que le constructeur essaye de déterminer à priori les caraeté- 

ristiques d'une machine, un utilisateur doit faire cette détermination à posteriori. 

Il peut employer cette fin une méthode expérimantale , ou semi 
expérimentale. 



Dans le premier cas il relèvera expérimentalement le réseeu des ca- 

ractéristiques mécaniques (27, 28, 49), éventuellement avec le secours d'un oscil- 

loscope cathodique ( 2 3 , 2 4 ,  72, 92, 93). 

Dans le second, il se bornera 2 mesurer un certain nombre de gran- 

deurs purement électriques, à partir desquelles il pourra calculer les grandeurs 

mécaniques qui l'intéressent. Les résultats seront figurés par des diagrammes vec- 

toriels, ou par des schémas électriques équivalents. Ces schémas Gquivzlents peuvent 

être plus ou moins raffinés selon les hypothèses admises au sujet des pertes, de 

la nature des sources d'alinentation, de la swtrie des enroulements, de lqimportan- 

ce des résistznces statoriques et rotoriques devant les réactances correspondantes, 

etc... De nombreux travaux ont été consacrés 2 ces questions, traitant de l7établis- 

sement des schemas équivalents et de leur emploi pour le calcul des caractéristiques 

mécaniques en régime permanent : 4, 6 ,  8, 9, 3 4 ,  37, 40, 4 2 ,  61, 62, 65, 67, 71, 77, 

D'une manière génerale la démarche suivie consiste à étudier, avec 

plus ou moins d'hypothèses siqlificatrices, le régime p~rmanent sinusoïdal équi-- 

libré. Les régimes peimanents déséquilibrés sont alors obtenus par application de 

la théorie des coordonnées symétriques, qui permet en particulier de déterminer le 

réseau des caractéristiques mécaoiques ; on peut aussi en tirer des conelusions sur 

des fonctionnements spéciaux : alimentation par une source dc courant, fonctionne- 

inent monophas6, déphasage par capacité, etc... 

Nous donnons à l'Annexe II, dans le cas d'une machine spEtrique, une 

synthèse de ces différents travaux ; les hypothèses que nous avons introduites sont 

assez gGnérales pour que notre étude englobe comme cas particuliers la plupsrt de 

celles que nous venons de citer. 

Ces recherches sont spgcialement en faveur aux Etats-Unis, où il 

faut signaler les noms de 1J.L. SCLIITZ , d c  R. J.V. KOQPIWJ, et dc leurs collabo- 

rateurs, Cette tendance est égelement bien représentée en Union Soviétique, no- 

tamment par L . I .  STOLOV ; mais en ce dernier pays quelques auteurs dont X . I .  ARTEMOV 

et P.J. W I K  se préoccupent do la validitE des caractéristiques mGcaniques' ainsi 

obtenues (4, 34, 36, 37). Ce problsme ayant également retenu notre attention, nous 

renvoyons le lecteur intéressé à l'Annexe IIL, où nous exprimons quelques idées 

personnelles sur ce sujet en marge de notre étude principale. 

6.2.4. Recherches nouvelles sur le mteur asynchrone - 
En vue d'étudier la possibi1it.G d e  régler ou d'asservir la vitesse 



d'un moteur asynchrone polyphasé au moyen de dispositifs à redresseurs contrôlés, on 

s'est beaucoup intéressé au cours des dernières ~nnées au fonctionnement des moteurs 

asynchrones alimentés par des tensions non sinuso~dales, ou de fréquence variable ; 

occesmFzemat,on a également considéré des régimes variables justiciables ctqun 

traitement analytique comparable : démarrage, ralentissement, etc... 

Le point de départ de ces études est presque toujours un systcme non 
. . 

linéaire de 5 équations différentielles apparenté soit au systsme 1.22 (équations 

de STANLEY), soit au système 1.29 dont nous avons établi les expressions dans l'h- 

nexe 1. 

Hormis lss régimes permanents sinuso~daux, ce système régissant les 

régimes dynamiques du moteur asynchrone ne peut Gtre résolu par une méthode analy- 

tique. C'est pourquoi la plupart des auteurs se tournent vers une représentation 

numgrique ou analogique du systeme d'équations ils peuvent alors, grâce à cette 

simulation, étudier à loisir n'importe quel régime de fonctionnement. 

C'est dans cet ordre d'idée qu'il faut classer les travaux figurant 

en Bibliographie sous les références suivantes : 5, 7, 9, 11, 12, 13, 15, 18, 21, 

31, 33, 35, 33, 44, 45,46, 47, 48, 52, 53, 54, 59, 6 0 ,  61, 63, 72, 73, 74, 75 ,  76, 

78, 82, 83, 84, 87, 88, 89, 98, 99, 100, 108, 113, 115, 116. 

Ce genre dPGtudc est essentieilenent l'apanage des UniversitSs améri- 

caines, notamment celle du Wisconsin, avec ltéquip"c du Professeur R.L SCHEITZ. 11 

faut cependant mentionner en Europe les recherches du Hangrois K.P. KOVACS et 2e 

ses collaborateurs. 

Ces travaux visent le moteur polyphesé d'ordre quelconque, mais  ont 

très souvent appliqués au moteur diphasf d'asservissmment parce que celui-ci compte 

un nombre de par~mètres plus réduit, et pemet certaines hypothèses simplificatrices ; 

d'ailleurs s2 faible puissance nominale en fait un banc d'essai privilégié pour tous 

les auveaux mode@ de commande des moteurs asynchrones. 

Toutefois les résultats obtenus pour les rfgimes dynamiques sont très 

dgcevznts : l'expérimentation sur modSle (nungrique ou analogique) fournit, com.e 

toute expérimentation, une masse d'enregistrements et de mesures dont il ne semble 

pas qu'on ait pu tirer parti pour formuler d m  g6néralisations intéressantes, ni 

même pour obtenir des enseignements utiles concernant les syst2mes asservis, 

6.2.5. Servomécanis,mes à courant porteur- 

Les travaux les plus intBressants pour l1Autonaticien sont naturelle- 

ment ceux qui considerent le moteur diphasé en fonction de son utilisation dans un 



asservissement ; mais ils sont très rares, et semblent constituer une exclusivité 

des chercheurs soviétiques. Pour plus de commodité, nous distinguerons deux types 

de recherches. 

6.2.5.1. Détermination de la fonction de transfert du servomoteur 

diphasé - 
Nous rangeons sous ce titre unc serie d'études qui se proposent effec- 

tivement cet objectif ; l'intitulé même des publications est significatif du point 

de vue implicitement adopté : représenter le mteur par une transmittance, cvest-à- 

dire par un système linéaire . 
Sans revenir sur l'assimilation B priori à un moteur à courant con- 

tinu (flux constant), nous indiquerons les deux nodes de raisonnement que nous 

avons pu reconnaître dans ces différents travaux : 

1') On néglige les transitoires d'ordre proprement électrique qui 

se produisent au stator et au rotor devant les transitoires électronécaniques, et 

on admet que le couple r correspond~nt à des te~isions d'rilimentation variables dif- 

fère peu du couple r, en régime permanent sinuso%dal déséquilibrf (cf. Annexe II, 

S 2.5). 

Certaines hypothèses simplificatrices et notamment la linéarisation 

autour d'un ?oint de fonctionnement moyen permettent alors d'exprimer le couple 

linéairement en fonction du signal de commande et de la vitesse, ce qui- conduit 

G des asservissements linGaires : (3, 14, 71, 3 4 ) .  

2') Sinons on veut tenir compte des trsnsitoires "électriques". 

On part d'une mise en Gquations "exacte" du moteur, du ty?e r équations d e  Stanley, 

dans laquelle on introduit n6anmoins certaines hypothèses simplificatrices devant 

rendre compte des particularités de fonctionnement du moteur diphasé, . 

telles que : ' u c= 
dyl a w 

ulb - (cf. Annexe 1, équaf ions 1.29) . 
1 a dr  dt 

Le système de cinq 6quaëions ne comporte qu'une équation non linéaire, 

celle du couple, qui est alors linGarisGe au moyen d'hypothèses telles que o 

dont la justification et la portee ne sont généralement pas clairement indiquées. 

On peut ensuite tirer de ce systane linéaire une transmittance donnant 



la vitesse du moteur en fonction du signal d'entrée instantanS. Mais le moteur di- 

phasé se comporte en fait comme un démodulateur électromGcanique, conunandé par une 
W 

tension porteuse sinusoïdale, de f rÉquencê fixe - modulée en amplitude par le 
2~ 

signal d'entrée, et la transmittance vis-à-vis de ce rigcal zodulateur s'obtient en 

utilisant une néthode de transposition (66). 

Cette démarche correspond aux r2SÉrences 50, 90, 91, 97, 1 1 1  et 112 ; 

elle est principelement illustrGe par N.P. U S 3 V  et son disciple S . G .  SAPFIROV. 

Malgré les approximations faites en chemin, les calculs sont très 

lourds et conduisent à des transmittcinces d30r8re 6lev5 (4' ordre au moins), dont 

les coefficients sont des fcnctions complexes des paramètres Clectriques du moteur. 

Pour notre part, nous faisons les plus expresses réserves quant à la 

validité de ces expressions, dont la rigueur des prémisses est loin de se retrou- 

ver dans le résultat final. 

Il est clair par exemple que, si Clevé que soit lsordre d'une transmit- 

tance, celle-ci est de peu de valeur si elle ne permet même pas de rendre compte 

du régime statique, D'ailleurs l'emploi de techniques de calcul propres aux 

démodulateurs suppose que la pulsation du signal modulateur est très infErieure 

à celle de la porteusa , condition qui ne permet donc pas de rendre compte des tran- 
sitoires "électriquesP' dont la durée est de l'ordre de grandeur de la période du 

réseau d'alimentation. 

6 . 2 . 5 . 2 .  Etudes du moteur diphasé asservi d.1 ~ a n t  que système bouclé 

non linGaire - 
Ces études, soviétiques pour la plupart, sont très peu nombreuses 

(2, 10, 64, 69, 3 6 ) ,  et généralement consacrées ii des asservissements par plus ou 

moins la loi du couple y est celle qui résulte du regime permanent sinuso~dal. - '  

Un seul auteur, R.F. BE U L I G W ,  s'est vraiment attaqué de front au 

problème (10). Il a d'abord procédé à "l'identificationqÎ du système, en procédant 

à une détermination expérimentale du couple moteur instantané. Il en a ensuite tiré 

une équation différentielle du premier ordre, qui lui a perrtis d'étudier 22ns le 

plan de phase (vitesse - position angulaire) les regimes libres d'un asservissenent 

de position, en employant la technique graphique des isoclines. Notons que le prin- 

cipe même de la mGthode employée (plzn de phase) empêchait l'auteur de proposer 

pour le moteur un modèle mathematique d'ordre supgrieur à l'unité (intégration non 

compriee), et de considérer la réponse du servomécanisme à des entrées non constantes. 



6.3.1. De tous les travaux que nous venons d e  passer en revue, il semble que 

l'automaticien ne puisse retirer aucun résultat vraiment positif et que l'étude dy- 

namique du moteur diphasé doive attendre encore de nonbreuses ccntributions avant 

que les principaux problèmes soient définitivement élucidés. 

Ceci tient sans doute au fait que les équations de Stanley constituent 

un point de départ d'une excessive complexité. En effet deux voies s'ouvrent pour 

l'étude des rCgimes variables : 

- la simulation, efficace dans des cas particuliers numEriquement bien 
précisés, mais que le trop grand nombre de paramètres relatifs au moteur et 5 sa 

commande rend stérile dans le cas général g 

- le traitement analytique, grâce 2 une casczde d'approximations et 

de manipulations algébriques. Il faut bien convenir que l'on fait souvent dispa- 

raître ainsi les non-linéarités visibles en régime permanent, dont nous montrerons 

qu'elles jouent un rôle essentiel dans la précision et la stabilité des zsservisse- 

ments. Par contre on obtient des indications (de caractère linéaire) sur le com- 

portement du moteur aux hautes fréquences, alors que ce comportement est gcnérale- 

ment sans intérêt majeur ; pour être logique, il faudrait aussi tenir compte de la 

transmittance véritable des synchromac3ines9 de lvamplificateur et de l'alternateur 

tachyrn6trique associ6s au moteur diphasr asservi et dont les constantes de temps 

ont le même ordre de grandeur que celles du mteur. En fait ces focteurs intervien- 

nent hors de la bande passante d'un servomécanisme ; sinon, c'est que la fréquence 

de coupure de celui-ci s'approche excessivement de la fréquence porteuse, et il est 

alors recomrrandf d'augmenter cette dernière I 

L e  système dvGquations de Stanley apparaît donc ici corne un luxe 

inutile qui, tenant compte de certains phénomsnes secondaires, risque de masquer 

les principaux. Il est d'ailleurs illusoire de voir en ces équations une représen- 

tation rigoureuse, car elles négligent des phfnomZnes dont l'influence est notable 

sur ce petit moteur au rendement m6Siocre : 

- saturation, hystGrGsis, et pertes correspondantes dans le fer ; 
- frottements des paliers ; résistance de l'air g 

- Echauffement des conducteurs, etc.., 



6.3.2.S9il n'est ni possible ni souhaitable de donner une représentation 

analytique rigoureuse du moteur, on peut naanmoins serrer la réalite d'assez près 

en adoptant comme expression du couple moteur en fonction du signal de commande et 

de la vitesse une relation décrivant le réseau des caractéristiques mécaniques sta- 

tiques (obtenues théoriquement ou expérimentalement). 

On parvient ainsi à une equation différentielle non lingaire du premie 

ordre, d'ailleurs souvent donnée par différents auteurs, et dont il est curieux de 

constater qu'elle n'a jamais été étudiée pour ellemSrne (sinon pour de petits signau 

ou dans le cadre d'asservissements par "plus ou moins", où elle se raGne à une équa 

tion linéaire). 

La fidslité de ce modèle mathématique peut d'ailleurs être am6liorse 

(si nécessaire) en introduisant globalement les transitoires électriques sous forme 

d'un système linéaire du l 0  ordre placé en amont du système non linéaire précédent 

et fournissant un terme correctif pour les fraquences élev6cs. 

Tel est le point de vue que nous adopterons dans les chapitres suivant 

et qui nGus permettra de tenir compte de toutes les caractGristiques que l'on peut 

dcceler expGrimentalement, au moyen d'un transfSromèrre par exemple. 



EQUATION DIFFERENTIELLE PONDN4ENTALE . . , .  

7 . 1 .  HYPOTHESES - 

Nous n&ligeons les phGnomènes liés à 18Bchauf fement du moteur, à la 

saturation et à lshystérésis du circuit magnetique, aux courants de Foucault, au 

caractèrc discontinu des bobinages, etc..., dont il cst difficile de tenir exacte- 

ment conpte en régime transitoire. 

Nous restreignons notre étude au cas classique d'une machine symétri- 

que, alimentée par un réseau de pulsation constante o délivrant deux tensions sinu< a 
soïdales qui présentent entre elles un dephasage Y constant : 

(t) = U cos ut, 
a 

P l b  
(t) = Ilb COS (ut - Y). 

Nous laissons ainsi de côte la commande par variation de fréquence 

ou de phase, pour ne considérer plus précisémsnt que le cas où la tension u garde 
1 a 

une amplitude U constante (tension de référence), tandis que la tension ulb prC- a 
sente une amplitude variable U (t) qui constitue le signal de comande. b 

Le cas d'une machine asymétrique, comme celui des makhines commandées 

à travers des impédances externes telles que capacités ou inductances saturables, 

serait certainenent justiciable d'un traitement analogue, mais nous préférons bien 

distinguer les divers problèmes, et réserver pour une étude ultérieure ces questions 

particulières. 

7 . 2 .  CARACTERISTIQUES MECANIQUES STATIQUES - 
Le réseau des caractéristiqucs statiques peut être représenté par 

l'expression : 

2 u2 + U b  
r = A (Ua Ub sin Y - a - 

2 Q 1 ,  
S 

où A désigne une constante, et $2 la vitesse angulaire de synchronisme (égale à la s 
pulsation w du rSseau pour une machine à une seule paire de pôles). 



Cette relation pourrait être déduite théoriquement de la relation 

11.36 (Annexe II) ; on en trouvera une démonstration et une discussion B l'Annexe III 

où nous donnors également les résultats d'un certain nombre de tests de validité 

expérimentaux. 

7.2 .1 .  Fonctionnement équilibré ( en srmplitude, avec déphasage quelconque) 

La figure 7 . 1  represente le résezu de caractéristiques pour des ten- 

sions équilibrées U = U 2éfinies par leur rapport a à la tension nominale U . 
a b  n 

Pour une valeur donnée de a la caractéristique est une droite d'équation 

2 u2 r = ~ a  sin Y ( 1 - R 
n R sinY * 

s 

Cette droite passe par les points Ff et N, figurant respectivement 

le démarrage et le fonctionnement à vide : 

f n - o ,  

Figure 7 .1  - Caractéristiques en fonctionnement 
Zquilibrii. 



Toutes les caractéristiques conccurent au point N , dont les coordon- 
nées sont independantes dc a . 

On renrarquera que le résonu r (R) pour Y quelconque peut se déduire 
Tr 

du réseau correspondant 2 l a  quadrature (Y = - ) par une ho~othStie de centre 9 2 
et de repport sin Y - 

7.2.2. Fonctionnement dGséqullibrf - 
Dans un asservissement U demeure fixe (avec, gEnéralement : U 

a  B = un)$ 
tandis que U varie. Lc raseau de caractéristiques cor es ondant est tracé 2 la b 6 

b 
figure 7.2, cn f~ncticn du paramètre d c  cormnandir B =Ü-- ; contrairement à l a  ma- 

a 
jorité des auteurs, nous ne limitons pas l a  valeur dc B 5 l'unit; car la tensi~n 

de commande d'un moteur asservi peut depesser lsrgenent ln tension nominale en 

fonctionnement transitoirs, ou intermittent. 

Pour une valeur donnée de B , la caractgristique est encore une 

droite d'équation : 

1 +- B~ n r = A u2 B sin Y ( 1  - 
a R sinY 1. 

2 B s 

On peut faire les constatatinns suivantes : 

a) Le couple au démarrage est prorortionnel au rapport de cob~1snr:e : 

b) La vitesse à vide cst fonction du rapport de comande : 

R = 28 R sin Y .  
v 1 + B  2 s 

Cette vitesse est maximale pour B = 1 (régime équilibré) et vaut alors 

c) Le frottement interne est une fonction quadratique du rapport de 

commande (indGpendante de Y) : 



Figure  7-2 : ~ a r a c 6 r i s t i q u c s  e n  font tionn e m e n t  
non équi l i  b r b  

Figure z3 



il) d u . r é s e a u  correspondant à une va l eu r  p a r t i c u l i è r e  de  Y (par exem- 
71 p l e  Y = on peut déduire  l e  réseau  correspondant à un déphasage quelconque Y' 

s i n  Y '  
au moyen d'une homothétie de  pôle  O e t  de module 

s i n  Y 

La  f i g u r e  7.3. montre l e s  v a r i a t i o n s  de r d  rd)  jlv, e t  f .  = en  fonc- 
1 

t i o n  de B pour s i n  Y = 1 ,  v 

Nous noCs plaqons dans l e  cas  où l a  charge du moteur e s t  c o n s t i t u é e  

par  une impédance mécznique Z (p) = Jp + f s  où J désigne l ' i n e r t i e  t o t a l e  ( t enan t  

compte de l ' i n e r t i e  p ïopre  6 , ~  moteur), e t  E un f ro t tement  visqueux extGrieur .  

Corne indiqué à l a  f i n  du c h a p i t r e  précGdent, nous supposons que l e s  

t r a n s i t o i r e s  é l e c t r i q u e s  <ans l e s  enroulements sont  b r e f s  en  regard des  t r a n s i t o i -  

r e s  mzcaniques, c e  qu i  permet de conserver  en  rcgime v a r i a b l e  l ' exp res s ion  (180) du 

couple é t a b l i e  en rcgime permanent. C e t t e  hypothèse peut ê t r e  p r é c i s s e  par  l a  

condi t ion  : 

e l l e  e s t  s a t i s f a i t e  en prat iqi ie  dès  que le moteur e n t r a î n e  une charge de quelque 

i n e r t i e  . 
(On pourra  cependant t e n i r  compte - s i  nGcessaire  - des t r a n s i t o i r e s  é l e c t r i q u e s  e n  

a s s imi l an t  l e u r s  e f f e t s  à cenx d'un système l i nGa i r e  du premier o rd re  p lacé  en  cas- 

cade (amont) avec l e  rmteur i d é a l i s é )  . 
Dans ces  condi t ions  l ' 6qua t ion  de  l a  dynamique peut ' s ' é c r i r e  : 

( 1  86)  
dSZ 

J - = . A u ~  B s i n  Y ( 1  - I + B ~  
61 

d t  a ) - £ Q  . 
213 R sinY 

S 

. On en t i r e  l ' 6qua t ion  d i f f i k e n t i e l l e ' d o n n a n t  61 en fonc t ion  de 6 : 

2 1+e2 Je+ ( f  + A U a  - ) = A U a B s i n Y  2 . 
d t  



7.4, NORMALISATION DE LPEQUATION DIFFERENTIELLE - 
Lséquation (187) est une équation différentielle non linéaire (au sens 

des automaticiens), qui présente un coefficient fonction du signal d1entr5e B(t). 

Cette particularitG explique que l'on nPait pas, jusqu'ici, étudié cette équaticn 

d'un type inhabituel,-d'autant plus qu'elle dépend de 6 paramètres : J, f, A, Ua, " et Y. 
Nous allons pourtant montrer qu'elle peut se ramener à une équation 

ne comportant plus aucun paramètre, au moyen du changement de variables suivant o 

(signal de commande réduit) 

\ 
On obtient l'équation réduite : 

- 1 

Cette équation a une forme particulièrement simple, et montre que 

l'on peut, sans restreindre la généralité du problème, donner aux 6 paramztres de 

l'équation (187) les valeurs particulières (exprimées dôns un systzme cchérent dfu- 

nités) : 

52 f 2 c l  (188) S 
Y = 

S1 sinY 

Le resultat que nous venons d'établir est nouveau, et assez surpre- 

nant car il permet de reprGsenter tout servmoteur diphasé par une seule et même 

équation différentielle. 

- 
2(vitesse angulaire réduite) 

DGsormais nous raisonnerons toujours sur l'équation canonique (189) p 

les résultats de notre étude s'appliqueront facilement à un cas particulier quelcor- 

que, grâce aux relatians (188) que l'on peut inverser en : 

s 
nu2 

a - 



YRs sin Y r 

Cette étude sera toute entisre basée sur notre théorie des systènies 

A.C.P.E, dont le moteur diphasé apparaît corn un exemple typique, d'ordre n = 1,  

avec : 

e = l ,  1 

a = 1 + x2 
2 O 

b l - O ,  

b P l .  
O 

Ce système satisfait d'ailleurs à la condition de parité (64) : 

7.5. AUTRES SYSTEMES REGIS PAR LA MEPZ EQUATION - 
7.5.1 . Moteur à courant continu commandé par 1 ' inducteur sous tensionT 
d'induit constante. 

Reportons-nous à la f iyure 1 . 1 ,paragraphe 1 .2.1 ; le couple moteur s ' 6 -  

crit avec ces notations : 

!A 
Pour une charge constituie par une impédance Jp + P on obtient q u a -  il 

. .* 
tion différentielle : 

Il suffit de poser : 



C, 
pour être ramené à l'équation réduite (189) - 

Remarque : 

La grandeur de commande est le courant j dôns l'inducteur. Celui-ci 

peut être considéré comme fourni, à partir de la tension v appliquée à l'inducteur, 

par un système du premier ordre placé en amont du système A.C.F.E. 

L'analogie est donc com~lète avec le modèle que nous avons pris pour 

le moteur diphasé en tenant compte globalement de  ses transitoires électriques. 

7.5.2. &loteur rotatif hydraulique à cylindrée variable alimenté per 

une pompe à &bit constant (figure 1.6,) 

Soit x la cylindrée d'un moteur volumétrique dimenté per un debit q 

constant, ce débit c ç t  égal à la sonme d'un c'.<bit utile q et d'un débit de fuite 
U 

Qf 
Le d&it qU est égal au produit di la cyl;i>dïOc (par r d i 2 ~ )  et de 

la vitesse angulaire o 

Le débit des fuites est proyortionnel à la diffSrence de pression p 

entre le circuit u'adriission et le circuit de refoulement : 

Enfin la pre sion p est kclle que la puissance hydraulique utile 

p.qu se transforme intégralement en la puissance mécanique YU d'où : 



On en déduit la loi du couple : 

et l'équation différentielle : 

Cette dernière se met sous la forne (189) si l'on pose : 

C'est donc trois systèmes, technologiquement trBs différents. que 

l'équation différentielle réduite nous permettra d'étudier simultanément. 

7.6, ETATS D'EQUILIB,W (cf. 1 1.4) 

La caractéristique statique de transfert (I') a comme équation, dve- 

près (24 )  : 

Représentée à la figure 7.4, le courbe comporte un centre de symétrie 

( C  = d = O), et deux extrema (C = d = ?  1 )  

Tous les points de (r)  figurent des positions d18quilibre stables, 
car pour toute valeur de c e 

REPONSE INDICIELLE - 
Si à partir d'un état initial quelconque, on applique une entrée 

constante X = c, la réponse est la même que celle d'un systfme linéaire de 

transmittance opérationnelle : 





Cette trznsmittance est fonction de C ; son gain statique K et sa 

constante de temps T ont corne expression : 

Figure 7.5. Gain statique et constante de temps 

7.8. LINEARIÇA'AON POUR DE PETITS SIGIIJAUX - 
Lorsque le rapport de commande X présente des variations de faible 

amplitude autour d'une valeur moyenne C, le coefficient a (X) varie peu autour 
O 

de a. (c) a 

Les Gcarts autour du point noyen Ce fonctionnement (c, d) peuvent 
CI etre, d'après ( 4 0 ) ,  reprgçentés par la transnittance : 

(207) W v  (c,P) = 
2 (1  - cd) 

2 
1 + c  + 2 p  

que l'on peut encore écrire : 





Wi(c,p) peut servir en îarticulier 2 l'gtude des performances d'un 

asservissement de vitesse, autour de la valeur d de la grandeur de consigne. 

La linéarisation est valable 5 condition que l'écart X - d = E 

satisfasse à : 

(209) 1 + (C 4- E l 2  z 
2 

1 + c  , 
d'où : 

1 + c  
2 

(210) l e 1  << . 1 

2 / ( =  1 
soit encore : 

La transmittance (207) est donc valablc pour toute loi X (T) telle 

que x T - c 1 1 , en particulier Four des signaux sinusoïdzux de la forme : 

(212) X (Tl = C, + E sin UT . la 

Les lieux de transfert dans le plan de Nyquist ont été tracés à la 

figure 7.6 pour diverses valeurs de c; cc sont des demi-cercles dont le d i a d t r c ,  

Ggal au gain statique, est une fonctioo de c . 

7.9 - SIl4IJLA'rION AN1LLOGIQUE - 
L9équatian différentielle fonZam\?ntale nc prCsentant qu'un seul 

coefficient variable, il n'y a aucune difficulté 3 effectuer une sinulation exacte 

du système. Le schérx? en est donné à la figure 7 , 7  ; il comporte seulement trois 

anplificateurs, et deux multiplieurs à diodes. 



Figare 7.7. T+lodèle analogique du moteur diphas6 

7.10. CONCLUSION - 
Lorsque le coefficient a (X) garde une valeur constante (réponse 

O 

indicielle, commande par plus-ou-moins ou par impulsions de largeur variable), le 

moteur se comporte exactenent corne un systhe linéaire, dont les caractéristiques 

dépendant cependant trcs largement du point représentatif du fonctionaement sur la 

caractéristique statique, Lorsque le coefficient a (X) garde une valeur presque 
C) 

constante (travail 3u voisinage d'un point mgyen de fonctionnencnt), le moteur se 

comporte approximativenent comme un .systGne linéairc, "taagcnt" au systhe r6el 

au point considéré. 

Par contre lorsque f e  signal de  commande prEsente des variations 

important,es, il n'est plus possible d'assimiler les performznces du moteur 3. celles 

d'un système linéairc g cc cas Gtant le plus fréquent pour un moteur asservi, nous 

devrons procéder aux chapitres suivants à une étude de caractère non linéaire. La 

recherche d'une "fonction descriptive", ou trznsmittance gén~ralisée sera notre pre- 

mier objectif. 



CHAPITRE 8 - 

TRANSl4XTTAEaCE GENERAL XSEE 
- . - . - . - ' - . - a *  

8.1. HETHODE DE L'EQUIVALENT HARMONIQUE - 
Soumis 2 un signal de commande X = a sin T, le moteur prend une 

vitesse Y (T), fonction psriodique de &me frSquence que X (T). Une solution ana- 

lytique directe de l'équation fondamentale ne peut plus être obtenue, le coefficient 

a (X) étant désormais essentiellement variable, on peur chercher un '%quiva- 
O 

lent harmonique" de Y (T) selon la tucimique exposée su paragraphe 2.4  g la trans- 

mittance généralisée correspondante est donnée par l'expression (BI), ou, pour un 

système du premier ordre régi par l'équation (85), par l'expression suivante : 

Dans cette fornule a et a représentent les coefficients des 
00 02 2 2 

deux premiers ternes du dGveloppement en strie ee Fourier de a (X) = 0,5(l+a sin UT), 
O 

soit : 

On en déduit l'ex~ression finale i 
9 

1 aL ( Z + R )  - ju 
W (a, ju) = 3 '3 - .  

C'est une transmittance du second crdre, dont la représentation d m s  

le plan de Nyquist (P, Q) est une ellipse, dqôquation : 

Le petit axe, horizontal, a une longue~r 6gale au gain statique : l 

(21 6 )  2a = w ( a ,  j o )  = 2 
2 ; 

1 + 0,75 a 

- - - - 





On .remarque que le gain statique est une fonction rapidement décrois- 

sante de l'amplitude a, comme on pouvait s'y attendre après examen de la caracté- 

ristique statique (figure 7.4), qui mer- en évidence la "saturaticn en vitesse" du 

moteur diphasé. Le grand axe de l'ellipse est vertical et a pour longueur: 

L'excentricité 

croit avec le rapport de coumande : nulle pour a -: O , elle tend vers 0,816 pour 
les grandes valeurs de a. On a tracé à la figure 8.1 une famille de lieux de trans- 

fert pour différentes valeurs de a. Cette figure peut servir d',abaque : pour. 

obtenir le lieu correspondant à une valeur quelconque de a, il suffit de calculer 

le point appartenant à l'axe réel par la relation (216), puis de tracer le lieu de 

proche en proche par interpolation entre les lieux dêjà tracés. Les courbes à 
te 

w = C permettent de graduer facilement le lieu: obtenu en valeurs de la pulsation. 

Remarque 1 : 

On peut verifier que lorsque a tend vers 0, l'expression de W (a,jw) 

se confond avec celle de la transmittance isochrone W (c, jw) du système linéarisé 

pour de petits signaux autour de la valeur moyenne c = O 

Remarque 2 : 

Le lieu de Nyquist peut être tracé en portant Q (a,~) en fonction de 

P (a,w). Il est toutefois plus simple de déterminer d'abord le support du lieu, 

c'est-à-dire l'ellipse d'équation (215), puis de le graduer en fréquences en notant 

que la phase de W s'exprime très simplement en fonction de w: , 

IW (a, j w )  = - Arctg , 
2w 

1 + 0,25 a 2 ,  

Remarqu~ 3 : interprétation de la méthode. 

: .  , . L'équivalent hamnique Y* ne satisfait pas exactement l'équation 

différentielle (189). Si nous remplaçons au premier membre Y par Y* , nous obtenons 
une expression périodique non nulle R (T) que nous avons appelé rQsidu de l'équation : 



- 
1 3a 

2 3 a 
R (T) = a  1 P ( ~ + - g - )  - Q u  - 1 sinwT - -  a P sin3wT 

- - 
(220) - 

1 a 

-1 
a 3 

Pw + Q ( 5  + F )  CGSWT - -  
8 

Q cos3oT. 
+ a  l- - -1 

R(T) contient un ternie R (T) de pulsation w, et un terme R (T) de pulsation 301 ; 
1 3 

la méthode utilisée consiste 5 annuler RI (T) dc  ma11iSre que l'équation soit sa- 

tisfôite pour les termes de pulsation fondamentale w . Ce procédé revient B im~oser - 
au couple rgsiduel R (T) de ne fournir aucun travail au cours d'une période ; en 

effet la condition R I  (T) = O entraîiie que : 

2n 2 IT 

lr R (T) sinwT. dT = P. (T) coswT. ùT = O , 
O O 

soit encore r 

2n 
(223) Sr R (T) Y* (T) dT = O . 

O 

8.2. GENERALIStiTIOIJ i EQUIVhLENT PERIODIQUE -. 

La  généralisation esquissée au psragraphe 2,s Gtait inexploitable 

dans le cas gÊnéral g elle peut cependant être  tenté^ d ~ n s  le cas simple du moteur 

diphasé. 

8.2.1. Principe 

Pour une entrée sinusoidale, I 'êquztion di£ férentielle sTf crit o 

1 a 
2 

a 
2 

3 + ( ( ?  + 4) Y - 4  
dT 

cos 2wL Y - a sin UT = O , 

Cherchons une solution epprorhcc mus la ferme e 

*2m+ 1 
(0 = a c sin (2p+l) UT + 2p+ 1 cos (2p+l) UT , 

p=o - -1 



Le remplacement de Y par Y 2nri-1 dans (224) fournit un résidu R (T) 

périodique à valeur moyenne nulle dont le développement de Fourier ne compte quc 

des harmoniques impairs, jusqu'2 l'ordre 2m+3 i~clus : 

Si nous admettons que RlmcJ est suffisamment petit devant a pour 
A 

- --- - 
etre négligG, il est possible de choisir X 

2p+ 1 et "2+1 
pour annuler R 

2p+ 1 
jusqu'2 p = m O ce qui détermine complStenent l'expression de Y 

2mcl (Tl . 

8.2.2. Mise en oeuvre 

Tenant compte des relations : 

cos ZUT . siri (2p+l) UT = - I lsin (2p+3)wT + sin (2p-1) UT 

(227) 
2 -  

cos 2wT. cos (2p+l) UT = - 
2 cos [2p+3)wT + cos (2p-1) UT 

on calcule successivement : 

- 2 
1 a 

2 
sin (2p+I) UT 1-- A + ( 7 + 4  ) h2p+l - (~P+~)UJ~~+~ - a 2p-1 * . .  

1 a2 
+ (2P+l) 0A2P+l + (7 + 4 ) "2++1 - + cos (2p+l) UT 

8 '2p-1 r- " 



- - 
a 2 1 a 

2 
sin (2m+l) UT - - 8 '2m-1 + ( +  4 h 2m+ 1 

- (2m+l) WLI 2m+ 1 - - 
a 2 1 a 2 

+ cos (2n+l) UT + (2m+l)whsm+, * ( 2 + 4 )  

En écrivant la condition R 2p+ l (T) = O , O d p É n, on obtient un 

système linéaire de 2mt2 équations à 2m+2 inconnues, représenté par l'bquation 

matricielle de al figure 8.2 , où l'on a posé : 

Les calculs sont compliquds dès que m dépasse 2, ce qui esf pourtant 

nécessaire pour que Y soit une bonne approximation de Y (T). 
2m+ 1 

Les coefficients X et p2p+ l 
dépendent de a et de w ; vis-à-vis 

2p+ 1 
de o , ce sont des fractions rationnelles de degré 2m + 2 p le fondamental de 

peut donc être représenté par une transmittmee d'ordre 2m +2 : 

(232) W' (a, jw) = a, (a90) + j u l  (a2u Io  





8.2.3, Conclusion 

La méthode que nous venons de décrire conduit à l'alternative suivznte : 

I o )  prendre une - valeur élevée de m , et okt~?ir ainsi, pratiquement, 
le développement de Fourier, limité au rang 2m+l, de Y (T). Dans ces conditions 

h l  (a0) simT + 1 (a, $ cos& représente le premier harmonique de la soluti~n 

exacte de l'equation différentielle. 

14alheureusement la transmittance correspondante a une expression 

beaucoup trop complexe pour être utilisable. 

2') prendre seulement m = 1 (m = O correspond 2 la mcthode du 5 8.1) g 

on aboutit alors à : 

3 2  2 
(C -C D-CD ) - (c'+~D') (j 6.)) - 9B (j g2 + 9 (j 93  

(233) w'(a, j IJ.) = - 

Mais on ne peut attribuer de signification précise 3 cette expression, 

d'ailleurs nettement plus compliquée que W (a,j~) ; en particulier on ne peut dire 

A PRIORI qu'elle represente correctement le fondamental de Y (T), ni qu'elle 

fournisse une meilleure approximation sinusoïdale de Y que celle donnée par W(a, jw, , 

Cette question sera examinGe plus loin (paragraphe 8.4). 

Remarque : 

La condition : 

peut s'écrire : 

R 
2p+ 1 

(T) = O 

jrL. R (T) sin (Zp+l)ù ciT - - -jY R (T) cos (ip+lPT d ~ =  i . 
O O 

Il en résulte que : 



' : ..ta 
Si l'on interprète R (T) comme un couple rÉsidue1, différence entre 4 

les valeurs instantanées du couple moteur et du couple résistant, on s'aperçoit 
I 

que la mGthode générale consiste 3 imposer 2 ce couple de fournir un travail 2 

valeur moyenne nulle. 

L'expression du premier harmonique de Y (T) étant en pratique inac- 

cesssible, il est prÉf érable de rechercher la meilleure approximation sinusoïdale 

de Y, en minimisant la valeur efficace du résidu (220),  selon la technique exposée 

au paragraphe 2 .6 .  

Il vient : 

a R  (Tl 1 a 
2 a 3 

= a ( - + 3 - ) sin UT + au coswT - - 
2 8 8 sin 3w T,  

a P 

1 a 2 a 3 
a R  = a ( - + - ) cos UT - au sin LT - - 

2 8 8 cosw3 T .  
aQ 

D'où les Gquations : 

ûn en dÉduit P (a,u) , Q (a,w),  ainsi que : 

soit , avec les notations (231) : 

2 2 2 
A(B +D ) - C (ju) - B (jw)2 + ( ju)  

3 
W1'(a,jw) = 

2 2  2 2  2 2 
( A + D )  ( B + D )  - 2C ( j w )  + (jw) 4 





L a  t ransz~l i t tancc  obtenue e s t  du quatrième ordre .  Les l i e u x  de t r ans -  

f e r t  on t  é t é  t r a c é s  dans l e  p lan  de Nyquist gour d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  d e  a ( f i gu re  8.3)  

l e  réseau  de courbes peut éventuellement s e r v i r  d'abaque. 

8.4. COI@ARAISON ET DISCUSSION DES T3SCLTi:TS - 
Par  d i f f é r e n t e s  nGthodeç, nous avons é t a b l i  t r o i s  expresaionspour 

l a  t ransmi t tance  génÉra l i sée  : W, W' et  W". 

L e  t r a c é  des  lieux de t r a n s f e r t  de W v  e t  \Ji' donne des  courbes trss 
v o i s i n e s  de c e l l e s  de l a  f i g u r e  8.1. On a a i r i s i  représenté.  à l a  f i g u r e  6.4 l e s  

t r o i s  lieux de Nyquist pour une amplitude a = 1 correspondant à l v u t i l i s a t i o n  l a  

p lus  courante  du moteur. Ces l i e u x  sont  d ' au t an t  p lus  rapproch6s que l a  frYquence 

e s t  p lus  Clevée g pour une pulsationcrs quelconque, oa a tou jours  pour l e s  mcdules : 

l e s  é c a r t s  avec 1 W 1 é t a n t  i n f s r i e u r s  à 3% , taf idis  que pour l e s  

phases  : 

I e s  é c a r t s  avec W é t a n t  t ou jou r s  i n f é r i e u r s  à 2'. I _  

F igure  8.4. Lieux de Nyquist de W,Wq e t  W" pour a = I o  



Plus généralement on peut faire en comparant les expressions (214), (233) 

et (240) les trois remarques suivantes : 

1') aux hautes fréquences, la transmittance se réduit toujours â 

celle d'un intégrateur pur : 

(243) W (a, jw) = W s  (a, jw) = W" (a, j-) - - 1 - .  
Jw 

2") aux faibles amplitudes, la transmittance tend, dans les trois 

cas, vers l'expression du premier ordre : 

(244) 
1 w (O, jw) = W v  (O, jw) = WY' (0% j d  = 

0,s + jw 

Ce résultat correspond d'ailleurs à la transmittance harmonique du 

moteur linéarisé autour de c = O pour de petits signaux (cf, 9 8.1, remarque 1). 

3') enfin les gains statiques W' (a, jo) et W" (a, jo) sont équiva- 

lents pour les faibles amplitudes à : 

(21 6) W (a, jo) = 
2 

1 + 0,75 a 
2 

En résumé il apparaît donc que W g  et W" sont proches de W, d'autaot 

plus que les amplitudes sont plus faibles, ou les fréquences plus élevées. Comme 

de plus les hypothèses conduisant 3 l'équation différentielle de dCpart ne sont 

jamais rigoureusement réalisées, ce qui rend illusoire la recherche d'une expres- 

sion vraiment très prGcise, nous proposons comme fonction de transfert généralisGe 

l'expression la plus simple, c'est-3-dire W (a, jw). 

8.5. COMPARAISON AVEC L'APPXOXIMATION DU PREEIER H,mONIQUE - 
Le terme fondamental du développement en série de Fourier de Y (T) 

est souvent utilisé pour établir la transmittance généralisée d'un système - sans 
qu'il soit d'ailleurs possible de justifier cette méthode, dite "approximation 

du premier harmonique", Il est int6ressant de comparer l'équivalent harmonique 

donné par W (a, jw) avec le premier harmonique ; celui-ci n'ayant pu être calcule 

par une méthode analytique (cf. 5 8.2), il est avantageux de recourir au calcul 

analogique. 
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8.5.1 . schéma de calcul 8 , , -  . 
Le scbSma du montage à réaliser est donné à la figure 8.5 p il com- 

prend trois parties : 

1 O )  Un générateur té traphasé, de pulsation réglable , fournissant 
simultanément les signaux -I: sin UT, + cos UT, ainsi que X = a sinwT at - X, 

2") Un dispositif représentant le moteur diphasS, selon le schéma 

incliqué au chapitre précédent (figure 7.7). 

3") Un multiplieur, 113. associé 5 un amplificateur et à un voltmètre 

magnétoélectrique, indiquant successivement les valeurs moyennes P et Q des quan- 

tités 2Y (T) sinUT et 2Y (T) COSUT, c'est-à-dire les amplitudes des composantes 

du premier harmonique de Y .(T) respectivement en phase et en quadrature avec 

x (TI 

Figure 8.5. Calcul analogique du premier harmonique de Y (T) 





8.5.2. ConsEquences de la simulstion 

La simulation permet d'abord tie constater que la distorsion haninnique 

de la réponse est maximale aux très basses frSquences, tandis qu'aux fréquences 

Elevées la forme d'onde de Y (T) tcnc vers une sinuso?dc. 

Dsautre part les courbes reprcsentant, pour une anplitude dsnnÉe, 

(figure 8.6) sont confondues ' en fonction de - les variations du rapport - a a 
(avec la précision qui est celle du calcul) mec les lieux de transfert de la 

tronsmittance W 1  Gtablie au 1 8.2 ; W' (a, jw) représente donc correctement le 

fondamental H de Y (T) . On peut en conclure que le transmittance adoptée, W (a,j,,,) , 
1 

résulte d'un compromis entre la methode basée sur le premier harmonique de la so- - - 
lution exacte de l'équation differentielle, et la mGthode 22 ~alërkin, qui donne 

la meilleure solution approchée selon une loi sinusoïdale. 

8.5.3. Observations complémentaires 

Les rGsultats précedents peuvent être confirmés par une étude dirscte 

aux pulsations infiniment basses, pour lesquelles le taux de distorsion est maxi- 

mal (£  igure 8.7). Y 

Figure 8.7. Réponse du ixoteur pour w - O 



Gains stal iques 
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On a alors : 

Le premier harmonique HI(T) a comme amplitude : 

La valeur efficace Ye de Y (T) eat damée par ; 
9 

Y 

y m  ' .i I 
0 La repr8scntetion des quantités et 7 

a 
en fonction de a 

mntre bien l'augmentation du taux de distorsion : 

4 
avec l'amplitude ; la comparaison avec les variations de W (a,jo), W' (a,jo) et 3 

H W" (a,jo) confirme que et W' sont pratiquement identiques, et que W est J 

toujours il mi-chemin entre W' et W". D'autre part ces cinq quantirgs admettent i 
-1 

un même équivalent pour les faibles amplitudes, à savoir : l , -? 

* A 

W (a, jo) . = 
2 

2 
1 + 0,75a 

8.6. CONCLUSION - 
'- ,Y& 

La fonction de transfert W (a, jw), établie par une méthode à priorr 

peu rigoureuse, se trouve donc justifiée et éclairée par la comparaison faite au 

les résultats de méthodes plus élaborées. D'expression relativement simple, elle  

doit permettre d'aborder llStude des asservissemenfs mettant en oeuvre un moteur 

diphas8, en tenant réellement compte de son caractère non linGaire, qui joue un , :3 
rôle capital. 1, 8 ' 9  





Remarque - 
Le cas échéant, des renseignements qualitatifs pourront être 

obtenus plus rapidement encore en considérant la transnittance T (a, jw) déhinie 

au 5 2.7 à partir de la réponse à un signal en créneaux g son expression se déduit 
TT de le formile (205) donnant W (c,p) en y substituant à à c, et jw à p ,  d'où : 

1 
T (a, Su) = 

Les lieux de Nyquist (circulaires) correspondants sont donnés 

pax la figure 8.9, 





CHAPITRE 9 

MOTEUR D IPHASE 
m m - . - . -  

ASSERVI EN VITESSE 
- . - . - O - * -  

9.1 . GENERALITES - 
Nous nous proposons d'étudier dans ce chapitre les propriétés 

des asservissements de classe O comportant un servomoteur diphasé comme seul &lé* 1 

me~t non linéaire. On peut toujours en ramener le sch6ma fonctionnel à la forme .-i 
3 r 

générale de la figure 4.1 .a, et interprêter celle-ci comme une boucle d'asservisse- 

ment de vitesse. 1 - - <  
'i' 
'4 

Afin d'accorder les notations avec celles de la première partie, a 

nous substituerons désormais x à X et y à Y pour désigner respectivement la gran- 
' 4 deur d'entrée et la grandeur dé sortie du moteur ; E représentera le signal d'er-- lc 

' 3  
reur, e le signal de consigna, et AH (p) la transmittance globale de la partie 

linéaire supposée stable (figure 9.0) . - 3 
E 

Ilous nous intgresserons notamment aux deux cas particuliers les 
.$ 

plus importants : 

- 
NIo (p) - A (amplificateur parfait de gain A) ; . . 1 

- "  
Ml (PI = 

A (cf. 8 7.3 et 7.5.1). "1 

1 +zp .4 - - 5  A 

.z-&$ 

9.2. ETATS D'EQUILIBRE - 
/ ï.d, 

9.2.1. Etude dans le plan y = f (x) 
. . i.+ -=t i  

8 % 
Les régimes permanents constants dépe~dent à la fois de la -.%l 

l 

valeur du signal d'entrée e, et de celle du gain statique A de là partie linéaire. 1 
Dans le plan (x,y), le point figuratif d'un état d'équilibre se 

trouve déterminé par l'intersection de 13 caractéristique statique (y), du moteur 
1 1 1(1 

L. 

avec-une droite d'asservissement (A), d10r40nnée à l'origine e, et de pente - - A , . . f .  
(figure 9.1) . , +  >$ 

(r) 6tant une cubique, d'équation 



Figure 9-0 : Schéma Fonctionnel 

Figure 9-1 ~éterrnination g r a p h i q u e  

des é ~ a k  d *équil ibre . 



elle compte nécessai.rsmcnt 0, A ,  2 ou 3 intersections avec une droite quelconque ; 

le ou les points de fonctionnement correspondant à un couple (e,A) donné peuvent 

ainsi être obteniisimmédiatement par cette mgthocle graphique. Hais ce mode de repré- 

sentation ne peraet pas de figurer explicitement l'ensemble des fonctionnemerts liés 

à une même valeur de A,  et ne se prête donc pas à une discussion comode du rôle 

de ce gain. 

9 . 2 . 2 .  Etude dans le plan y = f (e) - 
Nous avons trac6 dans le plan (e,y) une famille Ge courbes QA (figu- 

re 9.2) donnant, pour 11 fixC, la caractéristique statique c? (e) de l'asservissement 

et représentant donc l'équation implicite : 

Celle-ci pect être comparée à la droite d = e représentant lvasser- 

vissenent à retour unitaire idéal : l'écart r entre mg et cette première bissectrice 

ns est autre que l'erreur permanente du système. 

Les coitrhes @ présentent diverses proprietés qu'ii est utile de 
A 

donner des maintenant. 

a) a, admit l'origine conme centre de synétrie : la pente de la 

tangente en-ce point d'inflexion a comme valeur : 

b) @ es: tangente aux deux droites horizontales y = + 1 et y = - 1 ,  
1% - 1 aux points d'abscisses respectives e = % = ] + A  e t e = -  %1 ; 

c) il existe suivant la valeur de A quatre types de courbes, sché- 

narisGs à la figure 9.3. On remarque que pour - 0,s < A < O et O < A < 4, il 

existe pour route ontr6e n cn.e sortie d unique. Par contre pour A < - 0, 5 il existe - 
deux points à tangente verticale, d'abscisse + el, et l'on a. trois valeurs possibles 

de la grandeur de sortie lorsque e appartient à l'intervalle - el, + e Enfin 
1 ' 

pour A > 4 la situation est plus complexe encore ; il y a quatre points 2 tangente 

verticale, d'abscisses respectives e et - el, e2 et - e avec e < e Les diverses 
1 2  = 1 2 ' 



Figure 9-3 Coracl&risliques statiques GA : 
classement suivanr la Forme des c o u r b e s  . 
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possibilités sont rGsumées par le tableau ci-dessous : 

Nombre des 
sorties d 
possibles 

Dans la suite nous nous limiterons à l'étude de ce cas A > 4, qui 

correspond seul aux caractéristiques exigées de tout asse~issement, à savoir : 

- régictica 16gative (donc A > 0) ; 

- qain de boucle élevé (donc A >> 1). 

9.3. STABILITE LOCALE INTRINSEQUE - 
Les résultats du chapitre 4 ($4.2.4) nous indiquent que, quelque 

soit H (p) ,  tous les points de l'arc A B de @ (ou de son sdtrique) sont néces- 
A 

sairement des positions d'équilibre instables, 

Figure 9.4. Caractéristique statique théorique de A 
l'asservissement 



Lorsque tous les autres points reprgsentent des Equilibres stables, 

nous pouvons conclure que la caractGristique statique réelle Y a la forme indiquée 
A 

à la figure 9.5. 

Figure 9.5 : Caractéristique statique réelle Y de l'asservissement A 

En effet si on fait croître e de O à e à une vitesse infiniment 
2 

lente, on décrira l'arc OCB, selon un Irocessus réversible ; si e vient ensuite à dé- 

passer e le point figuratif sautera sur la branche réversible DE, mais le saut 
-+ 2 ' 
BD sera irréversible. 

Inversement si e décroît, à partir de valeurs élevées, jusquPà 

e = e , le point décrira réversiblement la branche EDA ; enfin si e revient à des 1 
valeurs inf6rieures à e on repassera sur la branche réversible OC par l'interné- 

l P  -+ 
diaire du saut irréversible AC. 

Ge résultat obtenu est un cycle dqhystérésis, dont il nous faut 

maintenant préciser les caractéristiques. 

A partir de la condition nécessaire de stabilité 

( 1  19) 1 + A W' (C, O) > 0, 

on peut déterminer les points A et B qui limitent l'arc corresponclant de QA. En 

effet : 
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tenant compte de 

on obtient successivement : 

Ces relations permettent le calcul effectif de e 1 ' e2 et des or- 
données correspondantes d et d2, mais ne sont pas aisées B interprêter. En revacc: 1 
en écrivant : . 

et en y remplaçant d psir A (e - d), on peut définir les coordonnées de A et B pas 

le système de deux équations à deux inconnues : 

dont la première est l'équation de la cubique @ et la seconde celle d'une hyper- A' 
bole H dont les intersections avec @ sont les points cherchés. A '1 

La famille des hyperboles H dont l'importance apparaîtra à maintes A S  
reprises, peut être tracée facilement (figure 9.6) : il . . s'agit .. d'hyperboles ho~ehG- 

e tiquesA de centre O, d'asymptotes d = e et d = - Gi- 
s d'axes d = - J5 4-1 e et d = ---- 

3 2 
r! . 

J-- 
-. 2 

Leur sommet, d'abscisse 1,752 1+2A , se rapproche de l'origine au fur et à EZEUIC 

que 1 ' on augmente :A. A 



Figure 9 - 6  : Hyperboles HA 



q , . , " .F2-g&TFm +; ' b '  ';$; :- . , - .  . 
, h K - I . , . -  8 '  < .  I I  I ). 

' 8  . . 8 '  

\ 
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Remarque 1 : comportenent du système pour un gain très filevé .- ~j 
, i 

. - 
i :  

l 

Lorsque A >> 1 (cf. figure 9.2, courbe A = 100), on constate que 

l'arc OB de tend à se %confondre, ainsi que l'arc "interdit" BA, avec la première' j A 
bissectrice, tandis que la branche ADE se confond avec son asymptote, l'axe trorrrnn- . 

- . .  
tal. Cherchons à préciser ce point : 

pour les grandes valeurs de A on peut décomposer (226) en : 

2 1 d (d-e) + - = O . A 

On peut donc assimiler O C.M (figure 9.5) à un segment de la premikre : 

bissectrice, et B A D E a une hyperbole d'asymptotes d = e et d = O, dont le 

point le plus à gauche est A d'abscisse 

On en déduit les caract6ristiques @ et YA correspondantes A 

, - - - - - - -  - - - - < -  - - -  

Figure 9.7. Caractéristique statique approchée de l ' a s ~ o s e m e n t  
. . .> :; '" 

- (gain élevé) ., ,. :,#$ , 



Le très large cycle d'hystérésis obtenu correspond bien la plage de varia- 

tion normale du signal d'entrée e, car celui-ci est généralement limité à une valeur 

légérement supérieure à la valeur qui permet d'atteindre la sortie maximale 

y14 = + 1. Mis à part le cas des petits signaux (e < 2 q) on se trouve donc le 

plus souvent en présence de deux régimes possibles : 

- un régime à grande vitesse figuré par un point de la droite 014 , 

- un régime à vitesse lente, caractérise par un point de la branche 

AD . 

Il est capital de noter que si le s e p n t  CM peut.être décrit grâce 

à une évolutian lente de e à partir de O, ce même segment n'est généralement pas 

atteint lorsqu'à partir du repos on établit brusquement l'entrée à une valeur e O 
satisfaisant à : 

Remarque 2 

Le point de vue classique, consistant à linéariser la caractéristi- 

que de transfert d (c) du moteur diphasé (ou simplement à ne pas la tracer au-delà 

de c = 1) ne permet pas d'observer le repliement de la caractéristique @ sur elle- A 
même, et donc de rendre compte des performances véritzbles des asservissenents g 

ceci explique que les divers phénomènes que nous venons de décrire n'aient jamais 

été signalés jusqu'ici. 

9.4. PRECISION - 
La précision d'un asservissement de classe O est caractérisée par 

son erreur permanente cm en réponse à una entrée constante (erreur de ~tatisme)~ 

Nous en ferons l'étude en supposant que H (p) est tel que tous les points de @ 
A 

n'appartenant pas à l'arc AB sont localement stables ; cette hypothèse doit être 

vérifiée dans chaque cas particulier, mais on peut éventuellement se ramener à ce 

cas grâce à une compensation linéaire appropriée (cf. § 9.5.4), 

Nous remarquerons d'abord que pour une vitesse de sortie d donnée 

on peut avoir, d'après la forme de la caractéristique (r)  du moteur, deux valeurs 
c' et c" du signal de commande, et donc deux valeurs E', et E ' ' ~  de l'erreur 

de statisme : 



dans les deux cas l'erreur est inversement proportionnelle au gain A. 

La loi ~(d) peut être déduite de 1s loi c ( 2 )  par simple affinité 
1 

verticale de rapport - . A 

Si maintenant nous raismnons à partir d'une entrfe e donnée trois 

cas peuvent se produire : 

1 O) si e < e , il y a un seul régime, et donc une seule valeur de 1 
l'erreur (figure 9.8 ; cas e = ej) ; il s'agit toujours d'une erreur faible, ma- 

l jorée par - ; plus précisément : A 

ZO) si el < e < e il y a deux régimes stables, correspondant à 
2 

deux valeurs très différentes de l'erreur (figure 9.8 p cas e = e4) : 

a) un régine à erreur faible, figuré par un point de l'arc OBF de 

la loi ~(d) et satisfaisant à l'inégalité - 
2 - 1 - (A - 4A)I$- - 

(232) E < E  = 1 2 h 

1 * pour les grandes valeurs de h on 2. d'ailleurs c = - 
2 A '  

b) un rézimc - à erreur importante, représenté par un point de la 

branche B'A'D'E' de E(d) où la pente cst inférieure à - 1 ,  ce qui exclut l'arc 

BPA' ; on a ici : -- 

la-1 - 
(233) 7 >E = t 1 

A 

avec c 
1 

= E pour iZ >> 1. A 

De ces deux régimes, seul le premier correspond au fonctionnement 

d'un asservisserr~nt rrormal ; malheureusement, comme nous le montrerons plus loin, 

c'est généralemnt le second qui est atteint per la réponse indicielle de l'ensem- 

ble initiale~~ent au r2pc-m- Le .;;*çtCme cogsid6rG ne pourra donc jamais être utilisé 

tel quel. 

3') si e2 < c il n'y a plus qu'un seul régime, où l'erreur est 

d'ailleurs très importante mais il s'agit 12 d'un signal d'entrée anormal car en 

pratique on ne dépasse pas la valeur e = 1 c - 
M 

< e qui permet d'atteindre la 
h 2 





vitesse maximale ylf = 1 en fonctionnement"prScis". 

La figure 9.9 résume les résultats précédents en donnant la loi 

de & en fonction de e, tirée des deux graphiques de la figure 9.8. 

Figure 9.9.PrGcision du système asservi . 

9.5. REGLAGE ET COMPENSATION - 
9.5.1. Non divergence 

Il est permis de supposer, étant donnée la forme de la carac- 

téristique d (cl, que la vitesse y du moteur asservi ne peut sortir spontanément 

de l'intervalle (-1, + 1 ) ,  quelles que soient les valeurs de e et dei A, et la nature 

de H (p). Cette propriété peut être démontrée par l'absurde de la manière suivante : 

a) supposons qu'à un instant quelconque le moteur se trouve 

animé d'une vitesse y > 1 ; 2 ce même instant, d'après l'équation fondamentale, 
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l'accélération y' est égale à : 

on a donc l'inégalité : 9 

d'où : 

(236) 

Il en résulte que le moteur va ralentir, et ce tant que la 

vitesse restera supérieure à 1. 

b) de même s'il arrive que la vitesse soit inférieure à -1, 

sa dérivée y' sera positive quel que soit x et y augmentera jusqu'à -1. 

Conclusions : 

- à partir d'un état initial quelconque le système revient 

toujours à la plage naturelle de vitesse : - 1 6 y d + 1 g 

- il est exclu que l'asservissement puisse diverger car il 
faudrait pour cela que l'on puisse avoir à certains instants soit y > 1 avec y'> O, 

soit y < - 1 avec y' < 0. 

Notons d'ailleurs que ce réaultût de non divergence concerne 

également la tension x appliquée au moteur, car la partie linéaire AH (p) s~mise 

au signal borné E = e (t) - y (t) a nécessairement une sortie bornée. 

9.5.2.  Non oscillation - 
Des oscillations symétriques auto-entretenues ne peuvent ap- 

* * 
paraître autour de l'état de repos que s'il existe un couple de valeurs (a , w ) 
satisfaisant, d'après le chapitre 3, à la relation complexe : 

W (a, jw) A H  (jw) = -  l 9  

qui peut également s'exprimer par les deux relations réelles : 



11 est clair que la première de ces deux équations ne 
saurait avoir de solution en w lorsque W (p) n'est sas d'un ordre supérieur ou 

Ggal à 2 ; il ne peut donc y avoir de pompage dans les deux cas particuliers (218) 

Dans le cas général, on évitera le pompage en donnant au gain 

A une valeur inférieure au gain critique h donné par : 
C 

1 -- --t 1 

la pulsation w désignant dans cette formule la solution de l'équation (238) pour 
C 

a = 0. 

Les notions classiques de marge de gain et de marge de phase 

pourront etre utilisées pour effectuer le réglage du système. Toutefois l'absence 

d'oscillation autn-cmfctew autour de l'origine ne suffit pas à garantir la 

stabilité des divers régimes de fonctionnement 2ossibles. 

9.5.3. Stabilité locale -- 

Au paragraphe 3.3 ncus n'avons étudié qu'une partie du prc- 

blême, en examinant uniquement les propriétés liées intrinsèquement au moteur dipha- 

sé, sans tenir compte de l'expression exacte de N ( p ) .  

En vertu r2u premier théorErne de Ljapunov, la stabilité locale 

est déterminée par le signe de la partie réelle des racines de l'équation caractf- 

ristique 

- avec : 

Pour une partie linéaire constante, la condition nécessaire 

et suffisante de stabilite se réduit à.la condition nécessaire intrinsèque (119) ; 

sont stables tous les équilibres situés à lqextGrieur de l'hyperbole H d'équation 
A 



Pour une rartie linéaire du premier ordre, de transmittance 

L'Cquation caractéristique s'écrit : 

la condition nécessaire et suffisante de stabilité est alors' : 

(243) 2A (1 - cd) + 1 + c2 > 0, 

condition qui redonne (227) si 1'03 y fait C = A ( e - d ). 
Pour une partie linéaire du deuxisme ordre, de transmittance 

l'équation caractéristique est : 

Llapplication du critère de Routh montre que la condition 

(243) n'est généralement plus suffisante. 

Il en va Ce nême pour toute transmittance d'ordre supérieur à 2. 

Pour cne partie linéaire du second ordre il est toujours 

possible (si nécessaire) de substituer à l'amplificateur proportionnel A un correc- 
teur actif 3 actions proportiorinelle et dérivée, de transmittance A ( 1  + Dp), tel que 

la condition (243) devienne néccssd~re et suffisante; en eftet il suffit de prendre 

par exemple : 



Plus gGnéralement, étant donnée une partie linéaire d'ordres, de transnittance 

an pourra toujours faire en sorte que la condition de stabilité intrinsèque soit 

nécessaire et suffisante, en déterminant un correcteur actif 2 actions dérivées 

successives, de transmittance 

on peut par exemple choisir les D. pour que le système compensé admette comme nou- 
1 

velle transmittance de ,.SA partie linéaire : 

où le dénominateur est un facteur du 2ème ordre figurant initialement dans H (p) ; 

on est alors ramené au cas précfdent. 

9.5.5. CONCLUSION 

Ainsi que nous venons Zc le montrer, un asservissement Ce vl- 

tesse à moteur diphasé ne diverge pas ; on peut également le regler pour éviter 

$e,foncti,onnement en oscillateur symétrique, et même le compenser au moyen de cîr-  

recteurs linéaires pour que tous les é*]uiliOres non intrinsèquement instables soient 

stables. Mais l'existence de deux régimes stables possibies pour certaines valeurs 

de l'entrée demeure gênante, d'autant que l'un de  ces .regines s'accompagne d'une 

erreur importante. C'est pourquoi nous étudierons slus . -. loin une technique de 

compensation non linéaire, aprSs avoir au prealable complété les rcsultats c?c lqé- 

tude précédente dans les deux cas particuliers (218) et (219),  dont nous savons 
. . . .  . *  

d é j 2  que : 

1') Ils ne peuvent en aucun cas présenter des oscillations 

auto-entretenues çymi5triques 9 

2") tous leurs états d'gquilibre non intrinsèquement insta- 

bles sont stables. . - 

9.6. ASSERVISSEMENTS A PARTIE LINEAIRE CONSTANTE - 
Ce cas correspond 3 l'utilisation d'un amplificateur "alterna- 

tif" dont la courbe de gain garde une ordonnée constante, égale à & dans une très 

large gamme de fréquence autour de la fréquence porteuse du servomécanisme. 
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9.6.1. Stabilité glo~aie : 

Lorsqu'une entrée constante e est appliqu6e au système à 
O 

partir d'un état initial y (O) quelconque, l'évolution correspondante est figurée 

dans le plan (e,y) par un segment de droite vertical. Les positions d'équilibre 

localement stables compatibles avec l'entrée e sont définies par l'intersection 
O 

de cette droite d'abscisse e = e avec la côrectéristique réelle Y de l'asservis- 
O A 

sementg il nous reste à déterminer le domine de stabilité globale de chacun de ces 

états, c'est-à-dire l'ensemble des conditions initiales y (O) à partir desquelles ils 

peuvent être effectivement atteints. Nous proposons une méthode de "rSgionnementq' 

(figure 9. IO), de préférence à la méthode de Ljapunov qui ne donne que des con- 

ditions suffisantes de convergence asymptotique, 

On a, d'après (234) : 

avec : 

2 
1 + R ( e-y) 

2 

(25 1) f (eo, y) = A (e - y) - 2 Y 

L'équation f (e , y) = O définit la ~a;::~ztéristique statique @ les points situés 
O A 

à gauche de cette courbe quand on la dgcrit dans le sens hBAE sont caractérisés par 

la condition f ( e  y) < 0 , tendis que les points situés à droite satisfont à lvi- 

négalité contraire f (e , y) > 0. 
O 

x i  apparalc amc que la u e m e  a= ra sorrre y esr negative 

dans les régions 1, III, V, VII, et positive dzns les autres, ce qui conduit à 

considérer 3 cas LM se limitant '3 e % 0) : 

1') eo C e 1 

Les différents points de la branche OC jouissent d'une 

stabilité illimitée, car en tout point de 1 y' est négative, alors qu'en tout point 



de II cette même dérivée est positive : on parvient ainsi n&cessairement B l'arc OC, 

quelles que soient les conditions initiales. 

. .  . 

.t .. . ,. 
.La branche DE possède de même une stabilité illimitée . 

L'arc CB admet conne domine de stabilité globale la réunion 

des domaines III et IV, l'arc AD la réunion de V et VI ; la frontière entre ces 

deux domaines distincts propres à chacun des deux régimes possibles est donc cons- 

tituée par l'arc interdit AB ; au-dessus de AB on se dirige toujours vers CB, 

I en-dessous vers AD. 

Figure 9.10. Partition du plan ( e, y ) 



9.6-2. Vélocité - 
Pour achever cette étude, il faudrait savoir cornent se produit lsé- 

volution transitoire du systGme entre les deux peints représentatifs de l'état ini- 

tial et du regime permanent. 

ConsidGrons à nouvezu l.'équation (250). 

Soient y, la valeur prise par la vitesse à un instant quelconque t 1 

et y la valeur de cette même vitesse à un instant suivant t, très proche de t 1 ' 

Nous pourrons Ccrire, en raison de la continuité de la fonction : 

(252) 
O 

f (eo.y) = f (eO,yl) + (Y-Y~) l 

d'où nous tirerons l'équation différentielle linéaire équivalente à l'instant t 1 à 

1'6quation diff6rentielle non linéaire exacte : 

Cette équation nous permettrait de calculer, grâce à un échantillon- 

nage dans le temps, un transitoire approché du transitoire réel ; en pratique nous 

nous intéresserons surtout à la constante de tenps T du système du premier ordre 

équivalent : 

Cette constante de temps serait négative à l'intérieur de l'hyperbole R ellè est A "  

positive à l'extérieur, et infinie sur la courbe elle-même (figure 9.6). 

Pour une valeur donnée de A, le lieu des points du plan (e,y) où la constante de 

tenps T présente une &me valeur est encore une hyperbole. A différentes valeurs de T 

correspondent les différentes hyperboles d'une famille F admettant, comme H 
e T A 

les asymptotes d = e et d = -g g pour une valeur particulière : 

H dégénère en ses deux asymptotes. Lorsque T > T le sommet de , se trouve sur T os MT 



Figure 9-11 Famille d * hyperbol.es HT pour 



la droite perpendiculaire d = - G+ 1 (figure 9.11), 
2 

Nous en tirerons plusieurs conséquences concernant les régi- 

mes transitoires de l'asservissement : 

A - Transitoires de mise en vitesse (application d'une consigne e constante, le 

moteur étant initialement à l'arrêt) 

Trois cas peuvent se produire : 

- e > e : l'évolution du système est représentée par un 
1 

segment vertical issu de l'axe horizontal et parvenant en un point M de la branche 

ADE de @A ; la constante de temps instantanée T croît tout au long de ce fcnction- 

nement et atteint une valeur finale T caractérisée pnr l'hyperbole $ passant par f 
le point M. 

- e < e, , avec : 

Le système parvient en un point de la branche OC de @A, avec 

une constante de temps instantanSe d'abord croissante, puis décroissante g elle pas- 

se pare une valeur maximale T définie par l'hyperbole N tangente à la verticale 
m9 T 

d'abscisse e : 

- e 3 < e < e  
1 : la trajectoire du système traverse l'hyperbole HA où T prend une 

valeur infinie ; pendant cette traversée, la réponse indicielle y (t) présente un 

renversement dans le sens de sa concavitÉ, ce qui accélère 1'6volution du système 

à l'intérieur de H 
A' 

La réponse transitoire présente deux inflexions, pour les deux 

ordonnées correspondant aux deux points d'abscisse e de HA. 

B - Transitoires de ralentissement (vitesse initiale élevée, par exemple y (O) = 1). 
D e w  cas sont maintenant à distinguer : 

- e < e2 : on parvient en un point de l'arc OCB, avec une 

constante de temps qui augmente à mesure qu'on s'approche c!e l'équilibre, mais 

demeure finie ; 



. . 
F' igwe 9-4.12-0 : Tronsiboires de mise en v i tesse 



Figure 9-12.b : T r o n s î t o i ~ e s  de mise en v i t e s s e  , 





- e > e, : on passe à un point de l'arc DE, après traversée 
Li 

de l'hyperbole HA, à l'intérieur de laquelle se produit un renversement de la 

concavité de la réponse y (t). 

L'existence de ces divers régimes a pu être contrôlée sur 

un calculateur analogique, comme en tSmoignent les enregistrements reproduits à 

la figure 9.12, correspondant à A = 10. 

9.7. ASSERVISSEMENTS A PARTIE LINEAIRE DU PREMIER ORDRE - 
Ce cas permet le rendre compte globalement des phénomènes 

électriques transitoires du moteur diphasé, et représente d'autre part, rigoureu- 

sement, le fonctionnement du moteur à courant continu conunandé par l'inducteur. 

Le système est alors régi par les deux équations différentielles 

x + - A ( e-y ) = P ( X,Y ) *  
T 1% - - -  T 

9.7.1. Etude topologique - 
Le plan (e,y), ne présente plus l'intérêt qu'il possédait pour 

une partie linéaire constante, car les trajectoires du système ne sont plus des 

segments de droites verticales. Nous raisonnerons plutôt dans le plan des variables 

x et y. 

L'étude dépend désormais des trois paramètres : A, T et e g 

pour A, T et e fixés, les états d'équilibres sont les points singuliers définis 

par la condition. : 

où P (x,y) = O n'est autre que l'équation de la droite d'asservissement A , et 
Q (x,y) = O celle de la caractéristique statique r du moteur. 

La nature de chaque point singulier M = (c,d) peut être pré- 

cisée en considérant le système linéaire "tangentqq : ,- s 



avec : 

Les valeurs propres du système sont les racines A et h de 1 2 
l'équation : 

la somme A 
1 

+ h2 est toujours négative. 

a) 2A (1-cd) + 1 + e2 < O : hl et h2 sont alors deux racines 

réelles de signe contraire ; le point singulier est instable (comme nous l'avions 

montré dans l'étude de la stabilité locale intrinsèque) .: c'est un col. - 
b) 2A (1-cd) + 1 + c2 > O : le pcint singulier est stable 

(cf : 247) ; 

- si le discriminant de (262) est positif, h et A sont 
1 2 

réelles, et l'on a un noeud stable (mode apériodique) , 

- si le discriminant est négatif, les valeurs propres sont 
complexes,_.on obtient un foyer stable (mode oscillatoire amorti). 

Le discriminant a comme expression : 

et il est difficile d'étudier son signe lorsque les 3 paramètres ont des valeurs 

quelconques. 



On peut cependant réécrire le discriminant sous la forme(tenant 

compte de 233) : 

on constate que l'on a toujours un noeud pour C 3 1 ,  et que d'autre part e pour 

C << 1 (voisinage de lVorigine), il y a noeud seulement si D 

9.7.2. Stabilité globale - 
Les techniques du chapitre 5 s'appliquent parfaitement à la recher- 

che du domaine de stabilité de chaque position d'équilibre localement stable, Tou- 

tefois les calculs sont à reprendre pour chaque triplet de paramètres (A, r , e), 
et même en ayant recours à un procédé de calcul numérique, il paraît difficilement 

possible d'exploiter l'atlas de domaines qu'on obtiandrait ainsi. Nous considérerons 

donc la méthode comme applicable dans n'importe quel cas numériquement spécifié 

(ainsi que nous l'avons vérifié en traitant divers cas particuliers), mais nous 

la tiendrons corne impropre pour l'étude du cas général. 

Nous nous bornerons à énoncer des propriétés permettant de donner 

un apequ synthétique du problème. 

9.7.2.1.  Non existent.? de cycle limite 

Nous savons déjà que le système ne peut diverger (29.5.1) ; nous 

allons montrer de plus qu'il ne peut présenter d'oscillations auto-entretenues, 

en effet l'expression : 

garde partout un signe constant ; il ne peut donc y avoir, nulle part, de cycle 

limite (critère de BENDIXON). 

9.7.2.2. Existence d'un domaine fermg de fonctionnement 

Le système évolue naturellement à l'intérieur de 12 bande du plan 

de phase limitée par les droites y = + 1 et y = - 1 ; ce domaine de non-divergence 
peut encore être réduit dans le cas présent. 

NOUS nous lialterons à envisager un signal d'entrée e > O (le cas 

e O s'sn déduisant par simple symétrie). 



Considérons le rectangle R (figure 9.13) défini par les horizontales 

y = i 1, et les verticales x = A (e I 1) : il contient tous les points singuliers 

du système. 

De plus toute trajectoire traversant ce cdntour y rentre, car en 

tout point du contour le vecteur vitesse est dirigé vers l'intérieur : 

D'autre part tous les rectangles parallèles au précédent et le con- 

renant jouissent des mêmes propriétés ; il en résulte que : 

1 O )  Quelles que soient les conditions initiales, 1 ' évolution tran- 
sitoire du système l'amène nécessairement à l'intérieur de R p 

2') S'il existe un seul point singulier, la stabilité de celui-ci 

est illimitée ; en effet toute trajectoire pénétrant R ne peut en ressortir, ni 

conduire à un cycle (critère de Bendix~n), ni. se recouper, car du fait de la con- 

tinuité de P et Q par rapport à x et y, il passe par tout point non singulier une 

trajectoire unique (condition de Cauchy-Lipchitz) ; elle tend donc vers le point 

singulier, et y demeure puisque la stabilité est localement asymptotique. 

3') S'il existe plusieurs points singuliers, on tend vers l'un ou 

l'autre des deux points localement stables ; en fonction des conditions initiales, 

il y aurait lieu de déterminer le domaine de stabilité de chacun de ces points pour 

lever l'ambigüité sur le régime final atteint. 

Remarque : Lorsque e > 1, il est possible de réduire Cavantage encore le domaine 

de fonctionnement. Considérons en effet le rectangle P (figure 9.14), délimité par : 

y = +1 y = O, x = R (e-1) et x = Ae, 

DBsormais x et y sont positifs en tout point de ce domaine ; 

On peut en déduire les deux inégalités : 



Figure 9 : Reclongle d e  Fonc lionnemeni 

pour e ,l 



M 
X '  = P (Ae, y) = - - -  

T < 0. 

Jointes aux inégalités déjà établies : 

ces expressions mntrent que toute trajectoire pénétrant à l'intérieur de p ne 

peut en resaortir. 

9.7.2.3. Rôle séparateur de l'zrc intrinsèquement instable 

Il nous reste à tenter de préciser le domaine d'attraction de 

chaque point singulier lorsque la droire d'asservissement (A) coupe (r) en plus d'un 
point. 

11 est avantageux pour cela de substituer au système (258) le systè- 

me équivalent : 

2 
1 + A  (u-y) 

2 
[ = A ( ~ - ~ )  - 2 Y +  - e - u  'c = p(u,y), 

qui résulte du changement de variable : 

Dans le plan (u, y), les points singuliers smt définis par la 

condition : 

d'où : 
. . - . . . . . . . . 

Ceci s' interprête comme 1 'intersection de la caractéristique 

statique cP de l'asservissement avec une verticale u = e. A 



Le régionnement effectué au S 9.6.1e'concernant le signe de yv de- 

meure valable. 

Si nous considérons l'intersection d'une trajectoire de ce nouveau 

plan de phase avec l'arc AB, deux cas peuvent se produire (figure 9.15) : 

Figure 9.15 - Rôle séparateur de l\arc AB 

a) Intersection à droite de la verticale u = e. 
e-u En ce point : y '  = O, u' = - < 0. 
T 

La trajectoire se dirige vers la gauche, et viendra nécessairement 

couper l'arc OCB, puisque y' reste positif dans cette zone. 

b) Intersection à gauche de la verticale u = e. - 



En ce point : 

e - u  y> = 0 , u' = - > 0. 
T 

La trajectoire part vers la droite, avec une concavité vers le 

bas Cu fait que dans cette région y' garde un signe négatif ; le système évolue 

en direction de l'arc MIE. 

Cette étude pourrait être pécisée pour des valeurs particulières 

de A, T et e p2r le tracé des trajectoires de phase laans le plan (x, y) ou (u,yTl - 
obtenues par la méthode des isoclines, ou pas simulation. Nous y avons cependant 

renoncé, en raison de la triple infinitude Zu problème. 

9.7.3. Vélocité - 

Soient x , ,  yl les valeurs prises par x et y à un instant quelconque 

tl ; dans les instant qui suivent t le systame est approximativement réei par 1 
les équations différentielles linéaires : 

On peut alors dGfinir y par une gquation différentielle linéaire 

du 2ème ordre, dont le premier membre va qua1ifier.l.a réponse transitoire du systzme e 

Compte tenu de : 

nous constatons que le système linéaire associé au système réel n'est stable si : 



Nous interprêterons cette condition dans le plan (u, y), en rem- 

plaçant x par A ( u - y ) : 

(280) - u1) (y, - 3u,) + 1 + 28 > O 

Ce domaine de stabilité n'est autre que l'extérieur de l'hyperbole 

HA, comme pour un systeme S. partie linsaire constante. 

Nous pourrons identifier le premier membre de (277) à : 

où T est la constante de temps déjà définie en (254) 5 tous les résultats établis au 

§ 9.6.2 concernant T demeurent valables, 

Le point important est que sur lshyperbole H la constante ?e tenps A * est in£ inie ; chaque fois qu'une trajectoire de phase-, y = f. (u) coupera l'hyperbole 
HA, on k r a  un point àqinflexion, et y évoluera en fonction du temps suivant la loi: 
(282) y - y ,  = K ( t - t l ) .  

9.8. COMPENSATION NON LINEAIRE - 
Le but 5 atteindre est la suppression du régime intrinsèquement 

instable et du régime stable à faible vitesse et erreur importante ; ces régimes 

résultent du repliement de la caractéristique @ , dû lui-même au fait que la ca- A 
ractéristique statique naturelle du moteur présente une zone décroissante pour 

x > 1. La manicre la plus simple de rendre monotone non décroissante la caractéris- 

tique statique de la chaîne d'action est d'introduire, en amont du moteur, un 

él6ment à saturat ion (figure 9.16) . 

Figure 9.16 : Schéma fonctionnel du système compensé 
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La valeur optimale du seuil de saturation S est manifestement S = A , car pour 

-1 S > A-' la caractéristique r n'est pas monotone et pour S < A elle ne permet plus 

d'atteindre la vitesse de synchronisme y = 1 (figure 9.17). 

9.8.1. Précision - 
Dans les conditions optimales, la caractéristique statique Q q ,  de 

1 n 

l'asservissement devient celle de la figure 9.18 ; pour e < e = 1 + - 
1 M 

A , 1 'erreur 
du système demeure inférieure à au-delà de e 

A '  M 3  l'erreur croît linéairement 

avec l'entrée (cf. figure 9.19) : 

mais il s'agit la de valeurs anormales du signal de consigne. 

9.8.2. Stabilité - 

( - p , r e r + e )  M 

le système n'est pas en saturation si (et seulement si) : 

- 4 la zone correspondante du plan (e, y) est une bande à laquelle appartiennent tous ' 

les états d'équilibre utiles du système ; las conditions de stabilité locale et 
8 8 -. les possibilités de compensation linéaire restent donc identiques à celles du . 
- !,: 

système initial. 

Concernant la stabilité globale, on peut encore montrer que le 

moteur na peut diverger g d'autre part le système peut toujours être réglé à un 

gain inférieur au gain critique A- donné par la relation (240), de manière à éviter 
C 

le "pompage" pour une entrée nulle. 

Cas particuliers : 

I - Partie linéaire constante. '*'2 Tout équilibre dont la stabilité locale est assurée jouit d'une ' 4 ,$  
stabilité illimitée (démonstrztion basée sur le signe de 

- Partie linéaire du premier ordre. P 
Le carré C défini par x = f l 9  y = f 1 contient toujours le point 

singulier unique correspondant à une entrée e donnée, ; toute trajectoire traversant 

ce contour y rentre, et ne peut ni se recouper (condition de Cauchy-Lipshitz), ni 



Figure 9-17 : Caractérist ique en B.0. 

Y non satturation --- - n 

0 . .  
Figure 9-19 : P rec i s~on  apres compensation 



conduire à un cycle limite (critère de Bendixon) : elle tend donc vers le point 

singulier. 

Ce carré est donc un domaine de st2bilit6 asymptotique g conxne 

tous les carrés de côtés perallèles à C et le contenant jouissent des mêmes propri- 

étés, nous en concluerons que 12 stabilité est illimitée, 

N.B o Nous ne donnons pas la démonstration, calquée sur celle du § 9.7.2, où il - 
suffit de remplacer P (x, y) par a 

où f (e - y) designe la sortie V, appartenant à l'intervalle - 1 ,  + 1 ,  tlie l'élément 

à saturation. 

9.6.3. Vélocité 

En fonctionnement non saturc, la vélocité est la même que celle 

du système initial. Pour une partie linéaire d'ordre O ou 1 ,  on montre aisément 
-1 que l'hyperbole H ne pénêtrc pas à l'intérieur de la bande y = e i A , et par A 

conséquent la constante de temps instantanée T reste toujours positive. 

En fonctionnement saturé, nous nous barnerons à considérer le cas 

d'une partie linéaire constante. Il convient de faire x = * 1 dans l'équation di£- 

ferentielle : 

la réponse de l'asservissement est donc identique à la rfponse indicielle d'un 

système linéaire du premier ordre, à gain statique unité et constante de temps 

variable : 

9.9. CONCLUSION - 
L'analyse appr~fondie des parformances du moteur diphasé asservi 

en vitesse nous a montré l'absolue d'une saturation totale du système de comande g 

il semble bien que cette regle, que nous n'avons jamais vu formuler, soit appliquge 

en pratique dans la majorité des automatiqmes industriels, dans -lesquels la tension 

nominale du moteur et la tension de saturation de son amplificateur de puissance 

ont des valeurs à peu près identiques, 





CHAPITRE 10 

MOTEUR DXPmSE - . - . - . -  
ASSERVI EN POSITION 
- . - . - s - 0 - 0 -  

10.1 REPONSE A UNE ERTREE CONSTLINTE - 

Les asservissements de position comportaat un moteur diphasé corne 

unique élément non linéaire constituent le type même des asservissements de classe 1 

Gtudiés au chapitre 4, et nous pourrons leur appliquer l'ensemble des résultats éta- 

blis au paragraphe 4.3. 

Le schéma fonctionnel 10.1 rappelle les principales notations. 

Figure 10.1 : Schéma fonctionnel (en pointillés : réactioiL 

tachm2triquc éventuelle) 

Pour une entrée constante e = e il existe un seul état dgéquili- 
O 

bre caractérisé par z = e , & = x = y = O. Cet 2quilibrc correspondôilt à une 
O 

précision statique parfaite, nous allons en exeminer la stabilité successivement 

pour une partie linéaire constante, et pour une partie linéaire du premier ordre, 
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10.1.1. Partie linéaire constante ( H (p) = 1 ) 

10,l.l.l. Stabilité locale 

Le regime d'équilibre est localement stable quel que soit A g la 

transmittance du moteur linéarisé autour de x = y = O s'écrit en effet : 

d'où la transmittance de l'asservissement : 

Le système se comporte corne un système linéaire du 2ème ordre, dont le facteur 

d'amortissement 

est toujours positif. 

Le gain peut être réglé à la valeur 0,125 donnant l'amortissement 

optimal ( 3  = 0,707) g cependant il peut être nécessaire de porter le gain à une 

valeur supérieure pour accroître la vGlocit5 du systènc, 

10.1.1.3. Compensation 

L'introduction d'une réaction tachymétrique h permet l'obtention 

de la nouvelle transmittance en boucle fermée : 

On peut alors choisir A arbitrairement, et déterminer A pour 

assurer lvamortissement optimal : 



10.1.1.4. S t a b i l i t é  globale (avec réaction t a chpé t r i que )  

Nous ferons l a  recherche d'un dcmaine de convergence asymptotique 

daas l e  cas pa r t i cu l i e r  d'une en t r fc  nul le ,  auquel on peut toujours se  ramener par 

l e  changement d 'or igine  : 

Le système c s t  a lo rs  rég i  par  19<quation d i f f é r e n t i e l l e  non l iné-  

a i r e  du second ordre : 

Cette dernière équation peut  se mettrc sous l a  forme : 

de mançère à u t i l i s e r  l e s  r é su l t a t s  du 5 5.4.3, 

Il v ien t  en posant 0 = : 

Sachant que 5 e s t  généralement infgr ieur  5 l ' u n i t é ,  nous obtenons 

des conditions suff isantes  de s t a b i l i t é  en nous reportant au S 5.4.3.1. Il faut  

considérer l e  plus grand cercle  i n t é r i eu r  au domaine de l a  f igure  52 ; comme i c i  B 

e s t  nul ,  l a  condition ne porte que sur d, qui  e s t  a s t r e i n t  à appartenir  au plus 

grand in te rva l le  centr6 à l ' o r ig ine  qui s o i t  inclus dans l e  domaine non hachuré : 
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avec : 

dz On en d6duit aisément la limite de variation de A ( z  + X fi - de ) , 
quantité qui n'est autre que le signal de commande x du moteur. 

- En l'absence de réaction tachymétrique ( A  = O), 
1 

l'amortissement 5 est égal à - , et la valeur limite de a est*: 
4 K  

quantité voisine de 0,5 pour les valeurs habituelles du gain. 

Il en résulte que la stabilitÉ est garantie à condition que soit 

respectée la double inégalité : 

- Avec une réaction tachymétrique optimale ( A  = X O ) *  l'amortis-- 

et la valeur limite de o à : sement 5 est égal i L- 

La stabilité est alors assurée à l'intérieur de la plage : 

. , 
l qui est nettement supérieure à la précédente pour A >> 1. 

1 .\ . 

lb;'~. 2. Partie îin4aiie du .agemier ordre .- 
* ,  . ., 

10.1.2.1. Stabilité locale - 
Avec une partie linéaire de transmittance 



- 
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.- ' Le syetème asservi linéarisé autour de l'origine a corne transmittance (en boucle - .  

fermée) : 

Le système n'est localement stable que pour'un gain inférieur au gain critique : 

T+2 A ' =  - 0 

C 4T 

si de plus A est inférieur à 0,25 , le système est stable .qwïïe que   oit la valeur 

de la constante de temps T . 

10.1.2.2. Pompage 

S v  il existe une oscillation zGto-entretenoe de ltas&F*ig.bnt:, -son * * 
amplitude a et sa pulsation w satisfont à l'équation générale (92), qui- s'écrit 

ici : 

On en tire sans difficulté - - - - 1 1 - -il2+ 12AI 2 - (2 + - )  IF - T 2 

la* 
= 2  

Notons que l'oscillation ne peut se produire si : 

d'où : 

%'. ' ' *-Xa""stabiTit6 locale de 'l'origine garantit donc en même temps 

l'absence de tqute oscillation de pompage. : . ,,,.(y' 
- 4  



10.1.2.2. Réglage 

Le gain peut être ajusté Z une valeur, inférieure à A , procurant 
C 

une marge de stabilité déterminée (marg- de gain, ou de phase), 11 est cepenGant 

plus fréquent d'imposer au gain une valeur fixee per les performances désirées, et 

de compenser le système de manière que le fonctionnement demeure stable. 

10.1.2.3. Compensation 

La presence d'une réaction taçhym&trique permet de modifier la 

transmittance de l'asservissement : 

(306) z A 
- r: 
E 2 A + (0,s + Ah) p + (1 + O , ~ T )  p + ~p 

3 

Si le gain est supérieur au gain critique A il suffit pour ob- 
c ' 

tenir un fonctionnement stable de satisfaire lPin6galité : 

On obtiendra une marge de stabilité de 12 dccibels en imposant 

au produit des rapports caractéristiques (1 )  une valeur égale à 4 : 

d'où le taux de réaction optimal : 

10.1.2.4. Stabilita globala 

Le nombre des paramètres intervenant dans cette étude (gain A, 

constante de temps r et taux de réaction tachymétrique h ) ne permet pas d'effectuer 

une fois pour toutes la déteminatiûn d'un dnmaine de stabilité globale autour de 

( * )  J.M DUPRIEZ : Diagrammes pseudo-asymptotiques : application à un asservisse~ent 

à réactions secondaires. Thèse d'Ingénieur C.N.A.M, Lille (26 Février 1968-), 

Chapitre 3, p. 50 - 59. 



l'origine. Par contre cette recherche n'offre aucune difficulté spéciale lorsque 

A, r et X sont numériquement précisés. 

10.2. REPONSE A UNE RAIG'E - 
Lorsque l'asservissement a pour fonction d'assurer la poursuite d'une 

grandeur d'entrée essentiellement variable, la réponse indicielle ne constitue plus 

un test suffisant pour apprécier les performances du système, et il faut alors con- 

sidérer la réponse à un signal rampe. 

10.2.1 . Précision 
Le comportement normal d'un système asservi de classe 1 est de 

présenter, en réponse à un signal d'entrée 

une erreur de traînage constante E . 
O 

Dans le cas présent nous aurions donc (en régime permanent) un 

signal de sortie 

d'où une vitesse constante 
I . - 

cdrresponaant 3 &. .s-l-:.de. : c d ; .  constant'. ' . 

Les grandeurs x et y étant liées par la formule . 

(314) 
2x 

... Y = - .  ' 1 .  1 ,  

2 y 
1 + x  

' . -- - 
traduisant la caractérisgjgue statique (I') du mote~r~l'erreur de traînage devrait 

satisfaire à l'équation : 
, I 

dont les solutions sont représentées .à la f i g ~ t e  10.2. 



Figure 10.2, Erreur de traînage en fonction de m 

Il en résulte que : 

1') Si la pente de la ranpe est su~érieire2 l'unitb, la sortie 

ne peut être asservie à l'entrée, et l'erreur fluctue largement, sans atteindre 

Eucune valeur permanente. 

2")  Lorsque la ?ente n est inferieure à l'unit6, il existe deux 

régimes permanents théoriquement possibles : 

- un régime à erreur faible (inférieure à ] / A ) ;  

- un régime 3 erreur importante (supérieure à l / A ) ,  et d'autant 

plus élevée que m est plus faible). 

10.2.2.  Stabilité 

Le rcgime à erreur élevGe est intrinsèquement instable, car il 

correspond à un arc de 12 caractéristique statique du moteur où la pente ést néga- 

tive. 

Le régime à erreur faible peut par contre êtra localement stable 

pour certaines formes de transmittancc AH (p).  Un domaine de stabilité globale peut 

alors être déterminé selon les techniques déjà indiquées; nous ne nous étendrons pas 



sur cette détermination et nous nous bornerons à remarquer que : 

1') les conditions suffisantes de stabilitC dépendent non seule- 

ment de la "dynamique'' de la partie linéaire (et du taux A de la réaction tachymétri- 

que éventuelle), mais encore des coordonnées y = m, x = AE du point représentatif 
O 

du régime permanent sur la caract6ristique statique ( r ) ,  ce qui complique le calcul, 
et l'exploitation pratique des résultats. 

2') le respect de ces conditions impose des limites au signal de 

commande x, et donc des restrictions à la loi de variation e (t) du signal de con- 

signe qu'il est possible d'appliquer à partir d'un état initial donné. 

ces restrictions sont impératives, car le système asservi peut 

dans certaines circonstances entrer en divergence, ce que nous allons mettre en 

évidence pour un asservissement à partie linéaire constante. De la figure 10.1. 

nous pouvons tirer les équations de fonctionnement pour A= O et H (p) 5 1 : 

OU encore : 
, # . ! 

> ~ 

(x9 = A  (m-y) 

L. 2 

Soit M le point courant d'une trajectoire de phase dans le plan (x, y) ; le rêgion- 

nement aeprGsenté à la figure 10.3. montre que : 

(XI > O si M E { I , I ~ ; I I ~  1 , * .  

1 '  

I9 III* v 1 



'II 1 1  J 

Figure 10.3. Partition du plan de phase 

A partir d'un point de III on verra donc x croître, et y décroître ; 

si M vient à passer en II, le sens de variation de y changera, mais celui de x 

restera le même. Par conséquent, que 24 franchisse la caractéristique (r) ou non, 

l'abscisse x de M augmentera indéfiniment. 

Cette divergence se traduit par des valeurs prohibitives de la 

tension appliquée au moteur, entraînant éventuellement des échauffements irrémgdi- 

ables ; elle peut se produire à la suite de régimes anormaux - comme l'ouverture for- 
tuite de la boucle dtasservissemcnt - contre lesquels il est difficile de se prémunir. 
C'est pourquoi on préfèrera gén8ralement Gviter ce risque en ayant recours à une 

technique de compensation non-linGaire. 

Une saturation totale de lPamplificateur d'asservissement pour 

le niveau x = 1 permettra, comme pour les asservlssements de vitesse, de supprimer 

les régimes intrinsèquement instables tout en utilisant complètement la gamme de 

vitesse du moteur 

10.3. CONCLUSION - 
L'étude précédente fait ressortir à nouveau la nécessité absolue 

d'adapter avec précision la caractéristique de lPamplificateur, à celle du moteur 



diphasé pour obtenir les meilleures performances de l'ensemble. 

Cependant aous n'aborderons pas ici ivanalyse des régines trançi- 

toires de l'asservissement saturé , qui nous ferait ler~enlent d6border du ca-re que 
nous nous étions fixé et qui se limitait au camportement "naturel" du moteur asser- 

vi. 

CONCLUSION GENERALE 

Notrr travail sur le moteur diphasé a étG men6 avec le souci d'adop- 

ter pour cet organe un modèle mathématique récrllste, tout en maintenant les rleve- 

loppements analytiques dans des limites  raisonnable^ de complcxit~ 9 nous avons 

obtenu ainsi un ensemble de résultats utilisables par l'inghieur pour la prédÉter- 

nination des performances des automatismes les plus classiques. Ces résultats 

s'appliquent d'ailleurs intGgralement au moteur 2 cotlrznt continu comandé par 

l'inducteur (sous tension d'induit constante), ou au moteur hydraulique à cylindrée 

variable (alimenté à débit constant). 

Cependant nous avons consciencc de n'avoir pas épuisé lPcnsemble 

des problèmes posés par le moteur diphas;. Il y aurait lieu de poursuivre l'étude des 

asservissements comportant la saturation que nous avons préconisée. On pourrait 

aussi envisager dvautrcs types d'asservisser,ert, tels que ; commande par plus-ou- 

moins (avec hystérésis et seuil) g commande par le dephasage entre tensions, etc.,. 

11 faudrait enfin se pencher sur le c a ~  du mtrur à phases non symétriques, ;u 

aliment6 par une source d'impédance interne nos négligeable (linéaire ou non). 

Quant aux systèms A.C.F.E, il est bien certain que de nouvelles 

propriétés pourraient en être recherchées, e~ s'attachant peut-être plus spécialement 

aux systèmes du premier et du second nrdre. 

Le terrain que nous avons explore recèle donc encore de nombreux 

domaines de recherche, et nous nous proposons G'en poursuivre, à lPavenir, lYintéres- 

sante investigation. 
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ANNEXE 1 

MISE EPJ EQUATIOIgS DU MOTEUR 
i O - O - . i O i . - . - e - - . - O - a - o - o - a -  

. . . . . . . . * * O  0 0  

ASYIJCHRONE DIPHASE 
-.-.-.-.-.u.-.-e-o- 

. . a O * . " * O  

Nous utilisons la technique des Equations de Lagrange des systèmes 

éïectromécaniques F55,~5J, qui permet une formulation très sycthétique du problème : 
nous optons pour la première analogie électromécanique , qui paralt ici plus inté- 
ressante que l'analogie de Darrieus. 

Afin d'alléger l'écriture, nous supposerons que le moteur est de cons- 

truction parfaitement symétrique (géométriquement et électriquement), et qu'il ne 1 

'd 
présente qu'une pair'e de'pÔles par phase. . a  , Y  n . 1' 

Nous négligeons les ph6nomGnes liés eu ferromagnétisme : saturation, ,i 
hystérésis, courants de Foucault, dont il est difficile de tenir compte en régime n . 

t -1  

transitoire. '1 
' &.;g 

I' 

2 

2 - NOTATIONS - 
Les principaux symboles sont portés sur la figure 1.1, où le rotor 

est assimilé à un bobinage diphasé. 



Figure 1.l.b - Scbgtna mecanique 

3 -- EQUATIONS GENEPdlLES DE LAGRANGE - 

Le moteur diphasé, comportant 4 mailles électriques et.une maille 

mécanique couplées, est décrit par un système de 5 équations de la forme : 

où les q. représentent les coordonnées généralisées du système, L le Lagrangien, et 
1 

R la fonction de dissipation de Rayleigh. 

Les 4 premières coordonnées scnt les charges électriques : 

tandis que la cinquième est la position angulaire du rotor : 

C 
Les forces généralisées non dissipatives Q. sont : 

1 

Elles dérivent de l'énergie potentielle V, définie par la relation : 



soit : 

D'une manière semblable les forces genéralisées dissipatives Q d 
i 

dérivent de l'Énergie dissipée R définie par 

d'où : 

1 R i -  i2 + I (  i2 + ~ i ~  + R  i2 + f  (A)2). 
2 

(Rl la 1 lb 2 2a 2 2b dt 

Le Lagrangien a comme expression 

où T désigne l'énergie cinétique totalc du système, somme de l'énergie cinétique 

et de l'énergie cinétique électrique , ou énergie Glectromagnétique 

En vertu des hypothèses préalablement les flux totaux em- 

brassés par les divers enroulements : Yla, Y Y , et Y s'expriment linéaire- 
lb9 2a 2b 

ment en fonction des 'courants : 

r 

1 

O 
I 

1 

M cos 8 M sin 8 

,, 1 -  M sin 0 M cos e ' ' .  

M cos 0 

M sin 0 



L'énergie cinétique peut donc s'écrire, en fonction des q et q'i : 
i 

(1. IO) 

4 - EQUATIOEJS PRIMITIVES DU MOTEUR - 
En remplaçant dans les équations gsnérales (1.1) L par son expres- 

sion tirée de ( I . 3 ) ,  (1 .6 )  et (1. IO), et R par lPexpression (1 .5)  , on obtient le 
système différentiel non linéaire : 

de d20 + f - + te + n sin e (il, ils + ilb i2b) 1 y = J 7  

i d t  
dt 

... + I cos 0 (ils iZb - i i l e  lb 2a 

La parenté des quatre premières équations nous suggère de traiter 

à part l'équation mGcanique, et clladopter pour les autres 13 représentation matri- 

cielle suivante, dans laquelle 12 variable symbolique s représente llopErateur non-- 
d 

associatif et non-commutatif de dérivation - : dt 

Pls cos0 



ques . 
D'autre -part nous noterons c le couple des forces électromagnéti 

c =  (J s2+fs + k ) e  - 

d'où : 

5 -  NOTATION COMPLEXE - 
Le système (1.12) à coefficients et variables peut se ramener à 

un système de deux équations complexes équivalerrt , grâce au changement de varia- 
bles 

. . On obtient alors s 

tandis que le couple devient : 

6 -  TRANSFORMATION DE PARK 

La forme des équations (1.16) et (1.17) suggère un changement de 

variables pour les grandeurs rotoriques, consistant B yner : 

* 
( ' )  Nous désignons par I n  (X) la partie imaginaire de X , et par X le nombre corn 

plexe conjGgué de X. 



Il en résulte les équations : 

Ces équations seront exploitées soit sous forme complexe (notanmient 

pour les régimes pemanents sinuso%daux), soit sous forme réelle, en projetant 

V et K sur un axe direct et un axe en quadrature (liés eu stator) : 
2 2 

- - 
on obtient alors les équations, dites de STANLEY 1 - 99 - 1 



Ces équations sont à la base de la plupart des travaux anglosaxons 

sur le moteur asynchrone ; ne comportant pas de fonction trigonométrique de la po- 

sition angulaire du rotor, elles se prêtent mieux que les équations primitives (1.12) 

et (1.13)  aux simulations ou aux tentatives de résolution approchée. 

1 - FORMLTLATION EQUIVALENTE - 
Les auteurs des pays de l'Est et des pays germaniques semblent préfé- 

rer manipuler, au départ, des équations contewnt comme variables des flux et non des 

courants. Ceci présente l'avantage de ne pas linéariser obligatoirement les phénomê- 

nes magnétiques, et fournit une représentation plus compacte. Ces équations peuvent 

être établies de la manière suivante : des quatre relations (1.9) on peut tirer, se- 

lon la notation (1.15) : 

d'où par inversion : 

où A désigne le déterminant L L - d. 
1 2  

Une rotation de -8 du repère utilisé pour les variables rotoriques 

transforme 1 en K et ( en Y2 = m2 eje ; .on obtient les nouvelles relations : 2 2 2 

Z'emploi de ces relations permet de transformer les équations (1.19) 



Ces équations, d'écriture simple, sont également utiliaées sous forme 

réelle par de nombreux zuteurs : 



ANNEXE II 

COMPOSANTES SB.IETRIQUE S 
- 0 _ . _ 0 - 0 - 0 - - _  

APPLICATION AUX REGIMES PERMANENTS DESEQUILIBRES 
- . _ ~ _ " - i - 0 . - o _ ? - r - O . _ O - D _ ~ _ .  

1 - ALIE"IENTATIO?J SINUSOIDALE DIPMSEE EQUILIBEE - - 

En fonctionnenent permanent au ragime nominal le moteur asynchrone 

diphasé est alimenté par deux tensions en quadrature dc merne amplitude o 

u = U  cos ut u l b =  U sin ut, 
la m m 

et le rotor est en court-circuit : 

Le recours aux équations..çomplexes~ (1 .19  et 1.20) s'impose tout 
d 0 naturellement ; il vient , en posarit 7 = R et remplaçant dans ce cas particulier 

- aL_. . 
llopSrateur symbolique s par le nombre complexe j w : 

(II. 1)  

On en déduit : 

( I f .  2) K2 - - - j l i  ( u - a )  
I l  ' 

R + j L2 (W -Q ) 2 

d'où : 

K + j L2 (W - Q) 
- 2 

(II. 3) Il - 2 \ .juta 
(R* + j L  u ) F2 + + L ~  (u-n) + M ~ ( u - n )  1 3 



11 est alors aisé de calculer le couple, d'après (1.20) : 

(II. 4) 

Remarque : 

Les équations (11.1) peuvent s8interprêter au moyen du schéma 

Squivalent ci-dessous, où R '  représente une rgsistance variable avec la vitesse 2 
angulaire L' : 

(II. 5) 

Figure 11.1 D Schéma équivalent au moteur équilibré 

Le couple lui%ême peut être considgré corne fonction de  l i  vi- 

tesse par l'intermédiaire de R q  2 '  les autres grcindeurs figurant dôns l'expression 

(11.4) étant des constantes n 

(II. 6) 

2 - ALIMENTATION SINUSOIDALE NON EQUILIBREE - 
Nous nous proposons d'étudier les régimes permanents obtenus en 

soumettant le moteur à des tensions sinuso?dales de frbquence £ixe, déséquilibrées 

à la fois en phase et en amplitude. Il est encore possible de résoudre les Zquations 

primitives (ce qui est impossible dans le cas général) ; le recours à la méthode 

des composantes symétriques permet une présentation élégante de la solution, et une 

interprétation intéressante des résultats, 



(II. 7) 

2.1. Représentation de Fresnel 

Le stator étant soumis aux deux tensions : 

u (t) '=  U cos u t  , 1 a a 

Ulb (t) = Ub cos ( Q  -y  3 

et le rotor étant court-circuité, considProns les Lquations électriques (1.12) 

écrites sous la forme matricielle condenage : 

(II. 8) 

(II. 9) 

avec : 

on a évidement : x = Re ( 2 ) , x' = Tm ( 2 ) . - 
On n'a pas en général ci = w , car les courants rot6riquss ne sdnt pas à.la 
fréquence du réseau d'alimentation. - 

,,> #-- - - - ,y : ' - -  . .- , -. - 

générale : 

Les diverses composantes de r u ]  et sont de le 

X cos (ctt - B )  (1 > 

Effectuons la transformation c~assique, consistant à associer au 

nombre réel x le nombre réel 

X' = x sin ( at - B I ,  

et le nombre complexe 

+ j = = ej (at,- 6 )  ;. 
P 



On obtient ainsi de nouveaux vecteurs : [ 1 , p-/ 
et I-FI . - - - 

Bien que cette propri6té ne soit pas évidente du fait que la 

matrice réelle z n'est pas constante, on peut vgrifier que l'on a la relation : C -1 
(II. IO) 

et par conséquent r 

(II. 1 1 )  = p-jr-i-1 . L - 

Nous pourrions donc r6soudre (11.8) en écrivant : 

(II. 12) 

2.2. Composantes symétriques 

Afin de faciliter les calculs, introduiscns de nouvelles varis- 

bles complexes en posant : 

(II. 13) 

(LI. 14) 

On a, inversement : 

L 
Ce changement de variables a pour effet de substituer au couple 

de vecteurs quelconques 
Xka ;I<b 

un couple de vecteurs diphasé équilibre à 

séquence directe c 9  - j <  et un ccu~le diphasé à séquence inverse 



Figure. 11.2 

Composantes symétriques des vecteurs 
i r a  et %b 

En effectuant les transformations indiquées on obtient les équa- 

tions suivantes : 

Mse j Q 



l - - j (ut - Y - )  
I l  = g  ( + Q I  U m e  

avec : 

(II. 26)  

R, + jL2 (u - Q) 
( I I .  27) g (- Q) = 

2 (RI+jLlw) ( R 2 + j ~ 2 ( ~ - ~ ) - I  + M U (u - n) - - 
Ces résultats permettent de calculer les quatre termes figurant 

dans l'expression (11.22) du couple, à savoir ; 

a) deux termes constants : 

( I I .  29) 

qui donnent : respectivement : 

(11.31) 

( I I  .32) 

( I I .  33) 

b) deux termes fluctuants, de pulsation 2w: 



(II. 20) + 
s i n û i  +cos 0 i = Im ( K 2 -  K;) , 2 a 2b 

En reportant ces expressions dans la formule du couple (1.14) on 
obtient : 

OU encore :: 

(II. 22) 

2 . 5 .  Calcul effectif du couple en fonction de la viltesse et!des tensions sta- 
toriques 

A partir de : 

U = U COS ut , la a 

U = Ub COS (ut - Y), Ib 

u = O ,  2a 

U2b 9 

0 = n t .  - 
On peut résoudre les équations 11.18 et 11.19 en y faisant : 

Des calculs identiques à ceux du premier paragraphe de la présente 

annexe donnent inmgdiatement : 



avec : j M  (w - 0) 
(II. t g )  f (- n) = Y 

RZ + jL2 (w - 62) 

R2 + jL (w - Q) 
( I I .  27) g (' Q) = 2 

2 
(RI+jLIu) I R 2 + j ~ 2 ( u - ~ )  + M o  (61 - 0) - - -1 

Ces résultats permettent de calculer les quatre termes figurant 

dans l'expression (11.22) du couple, à savoir ; 

a) deux termes constants : 

qui donnent: respectivement : 

( I I .  30) 

( I I .  32) 

( I I .  33) 

b) deux termes fluctuants, de pulsation 20: 



respectivement égaux à : 

(II. 34) 

et : , 

(II. 35) 

En définitive le couple résultant moyen est égal à la somme du 

couple l'+ créi par le système diphasé équilibré à s6quencc directe( U+ *U+I , - 1 9 - 3  1 
et du couple i crBé par le système à sgquence inverse {u;, ju;] : 

(II. 36) 

Remarque 1. 

Les équations (II. 18) et (II. 19) peuvent s ' interprêter au mnyen du 
schéma équivalent ci-dessous, avec 

Finuce 11.3 Schéma équivalent au moteur non équilibré 

On pourrait de même exprimer le couple en onction des deux rhis-  
+ 

tances variables R et R- 
2 1 '  



Remarque 2. 

Un traitement par la technique des composantes symétriques des 

équations primitives faisant intervenir les flux conduirait aux équations : 

i U: = R,J: + s o i  

(II. 38) (analogues à 1.27) 
di3 + 

V; - R~K; + (s - jT y2 E 

(II. 39) - di3 - 
v2 - R~K; + (S + jx y2 

Les équations sont principalement employées pour établir le diagram- 

me vectoriel corxeapondssit-à.~n.régime de -fonctionnement donné. 



fiNNEXE III 

CARACTERISTIQUES D1UTILISLiTION 
- n i B i C i . - . - . - * -  * 

DU SERVOMOTEUR D I P W E  
- 9 - 0 - . - 0 - 0 -  

1 - REPRESENTATION CLASSIQUE DU RESEAU DE CARtlCTERISTIQUES - 

L'expression complète du couple moteur en fonutionnement permanent 

non équilibré a été établie à l'Annexe II; la formule (11.36) peut encore s'écrire : 

où U: désigne l'amplitude de la tension nominale, et C (CL) l'expression du couple 

en régime équilibré nominal : 

(III. 2) 

En fait les différents auteurs partent g6nCralement d'expressions 

beaucoup plus simples de C ( a ) ,  obtenues au moyen de deux hypothèses principales, 

N.B. 11 est important de remarquer que toute caractéristique r (O) peut 

se déduire de lzcaractSri,stique C (0 )  , donnée sous forme analytique ou expgri- 
mentale, et que cette dernière doit être utilisée de R = - w à il = + w . 11 

en résulte que la forme des caractéristiques r ($2) pour R > O dépend de la 

forme de la courbe C (CL) pour n < 0. 

1.1. Première hv~othèse 

11 est admis que dans un moteur asynchrone quelconque les pertes 

Joule au stator sont négligeables, ce qui permet d%tablir simplement .. l'expression 
usuelle - du couple C (SI)  : 

n 2 n 
M 2 'Um) R2 ( 1  -y 1 

(III. 3) 
(O) = (7) 2 

2 n 1 

w R 2 +N:U (1-o l 2  



où N représente l'inductance des fuites totales ramenées au secondaire. 2 

La relation (111.3) peut être déduite de (111.2) en y faisant R = 0, 1 
et tenant compte de : 

(III. 4) 

(III. 5) 

(III. 6) 

La loi du couple peut être mise sous la forme équivalente : 

avec : 

51 & = 1 -  - (glissement) , 
W 

- - (glissement critique) . 
N 2 ~  

Le couple est maximal pour g = gc ; la portion de la caractéristique 
. . 

correspondant à g > 8 est inutilisable, elle conduit à une association instable 
C 

avec un récepteur donné. 

1.2. Seconde hv~othèse 

Pour un servomoteur destiné à fonctionner à n'importe quelle vitesse 

entre R = O-et le synchronisme .Q = w , il est nécessaire de rejeter le maximum 
de la caractéristique vers les vitesses négatives, de manière à assurer : 

(III. 7). 

D'où la condition : 

(III. 8) 

On suppose généralement que : 

gc 
>> 1 ,  

ce qui permet de négliger 

- - 

gc - - 

2 
devant 1 , et d'écrire : 



- 183 - 
(III. 1 O) n 2 n c (n) = A (um) ( i - 1. 

avec : 

14 2 
(III. Il) A = 

L'adoption d'une relation C (R) linéaire conduit à une loi i' (Q) 

également linéaire : 

(III. 12) 
+ 2 R - 2 S1 

r(n> = A  ( U  ( 1  -y m < l + y - ) .  

+ - 
Dans cette expression on peut, d'après (11.24), remplacer Um et U: par : 

(XII. 14) 

11 vient fin Jement : 

Le réseau de caractSristiquesest un faisceau de droites, représenté 

' à la figure 7.2. 

2 - DISCUSSION 

En pratique g n'est pas infiniment grand, et les caractéristiques 
C 

reelles présentent une certaine courbure ; ceci est encore plus vrai si l'on ne 

fait plus la première hypothèse (2 = O) . 
1 

Pour tenir compte de la loi exacte C (52) donde par la formule (III.2), 
n 

posons x = - =  1 - g, d'où : 
W 

(III, 15) n 2 
C (x) = A (Um) F (x) 1 

avec o . 

(III. 16) F (x) = X 1 - x  
2 

* 

1 + ILX + vx 



Dans le cas particulier où l'on admet R " O les coefficients X , y 
et v sont donnés par r 1 

2 
gc 

(III. 1 7) 

(III. 18) 

Pour r(x) la loi devient : 
2 2 

r(x) = A { U,ub siny 

La forme de F (x) rend l'expression de T(x) trop compliquée pour être 

réellement utilisable. Mais on peut songer 2. renplacer F (x) par une expression 

approchée, G (x), qui permette d'améliorer les resultats du 51.1 , où F (x) avait 
été assimilé à (1 - x) . 

2.1. Première approximation 

Prenons par exemple : 

(III. 19) G (x) = A (1 - x) (1 + ax) j 

nous remplaçons ainsi la partie utile de F (x) par un arc de parabole ; 

il est clair que l'on a : 

(III. 20) G (0) = F (O) = A , 
G (1) = F (1) = O . 

On peut de plus choisir a pour rendre F (x) et G (x) aussi voisines 

que possibles dans l'intervalle (-1 , + 1) en imposant l'une des deux conditions : 

(III. 22) G (-1) = F (-1) 9 

(III. 23) G 9  (O) = F P  (O) . 

Si nous retenons la condition (111.22) , nous devons prendre : 

(III. 24) 



' -;i La fi&e III. 1 permet dans un cas particulier (g = +3) une comparai- 
C 

son entre F (x) et G (x) ; le résultat est excellent. 

La loi du couple en fonctionnement déséquilibré devient : 

(III. 25) 

On peut en déduire pour représenter les régimes dynamiques l'équation 

différentielle suivante : 

(III.. 26) 

"b en désignant par le rapport de commande - , et par SC, L, M et N des constantes ' b  
'a . i aisément calculables. - 

Une équation de même forma a été établie par A.C. ANISIMOV [.1,2], dans 

le cadre de la première hyp~thèse, au.moyen d'un . d h l e p p e n w t t  en série derTay1or;- . 

limité au second ordre, de ï' (x) autour de x = O. Cet auteur obtient ainsi l'équa- 

tion de la - parabole osculatrice à la caractéristique théorique au point d'abscisse 

x - 0. /G(r)) = I: (0) ; G1 (0) = P t  (0) , Gu< (0) = Fw (01-1 
- - 

Notre méthode présente l'avantage de pouvoirshppliquer à des caracté- 

ristiques C (51) données expérimentalement, ou à des expressions C (fi) théoriques 

établies hors de l'hypothèse RI  = û ; d'autre part elle respecte le fait que la 

vitesse théorique à vide est égale, en régime équilibré, à la pulsation u du ré- 

seau,d'alimentation, propriété selon nous importante du moteur asynchrone. 

t 
I 
1 L'équation différentielle (111.26) peut servir à l'étude de certains 

'1' fj 

régi es particuliers où I B I =  cte (repense indicielle, couunande par plus - ou - moins) : 1 P1 
mais elle est encore trop compliquée pour songe aborder grâce il elle l'étude i 

P de f nctiomements plus généraux. 

Une approximation de la forme 1 :.'.! . +1,1 'l-l : 
4 -,, 

i 2 (IIIt 27) G (x) = X (1 - X) (1 + ax + bx ) 

t aura t permis de satisfaire 3 la fois aux conditions 111.20, 111.21, 111.22, et 

III. 3, en . -enant : e 1 

(1111 28) 
' 





(III. 29) 

- 187 - 
La loi du couple aurait été : 

. - 

2 2 U +U 
1 

2 . . 
r(x) = A l  { UaUb  sin^ 1 + (b-a) (1-a+bx)x ) . II 

, 
Mais la qua1ité.de l'approximation (111.19) est telle que le bénéfice 

retiré de l'adjonction du paramètre b serait très mince quant à la représentation 

du réseau des caractéristiques ; d'autre part l'équation différentielle en serait 

inutilement compliquée. 

2.2. Seconde approximation 

L'hypothèse g2 >> 1 revient à assimiler C (Q) à sa tangente en Q - o 
C 

(cf. III. IO), c'est-à-dire à reaplacer F '(x) par sa tangente en x = 1 ,  d'équation : 

(III. 30) H (x) = 1 - x 

Ce faisant, on obtient une approximation systématiquement par ex 

de F (x), comme le montre la figure 111.1. 

Pour notre part nous inclinons Zi rejeter les hypothèses (1) et (2), 

car celles-ci ne sont pas indispensables à la détermination d'une approximation 
8 

linéaire K (x) de la caractéristique F (x) réelle; 

Quelque soit le critère retenu pour déterminer les deux paramètres de 

K (x) : 

(111.31) K(x)=&-mx , 
le couple en régime non équilibré est une fonction 'linéaire de x : 

I '  ... . . ..... et' l'éiiation diff é&btiell& 'corres@ckd&nte de&&& de la forme : 
. i l  . .  . .  , 

? .  . . . . ,  ., : / 
. . . . . . . . . 

'2 
. .. . . 

(III. 33) 

. . 

Il s'agit toujours d'un système A .C .F ;E,'.qui- s&?t&kier. ;ala forme 
. .. . . carioniqiw e' : ' . . 

moyennant les changemente Se variables : 



(III. 34) 

Pratiquement on pourrait choisir l et m pour que K (x) représente la 
meilleure approximation linéaire de F (x) sur L'intervalle (- 1, + 1) , en mini- 
misant par exemple la quantitg : 

(III. 35) 1 -  I F  (x) -K(x)I dx - - - 

Mais il nous semble juste de pénaliser la portion de courbe correspon- 

dant à x C 0, qui n'intervient dans la valeur du couple ï que pour de forts désé- 

quilibres ; c'est pourquoi nous proposons de prendre 1 = m = 1 , de manière à sa- 

tisfaire aux relations (111.20) et (111.21). 

La loi correspondante : 

(III. 36) K (x) = A (1 - X) 

respecte le régime à vide et le régime de démarraae réels en fonctionnement équi- 

libré ; elle approche F (x) par la corde joignant des dcw points représentatifs 

de ces régimes extrêmes, et constitue un progrès sensible sur la loi M (x) géné- 

ralement adoptée par les autres auteurs, qui approche F (x) par sa tangente au 

point représentatif du synchronisme. 

3 - VERIFICATIONS EXPILRIBIENTALES 
A l'appui du choix de l'approximation linéaire, et de manière à prou- 

ver que l'équation (111.33) - ou sa forme réduite (189) - ne néglige aucune par- 
ticularité significative du moteur diphasé, nous avons réalisé un certain nombre 

de tests expérimentaux, dont nous reproduisons ici les résultats principaux. 



3.1. Rôle du déphasage Y entre tensions d'alimentation 

La figure 111.2 représente le couple de démarrage rd d'un moteur dipha- 
sé alimenté par des tensions équilibrées en amplitude, en fonction du déphasage y 

entre ces tensions ; l'accord avec la loi théorique r (y) = sin y.r 
d ( 1 est 

excellent. L'accord est un peu moins bon pour l'évolution en fonction de Y de la 
'R 

vitesse à vide, dont la loi théorique est : (Y) = siny . Qv (T ). 

3.2. Loi du couple de démarrage en fonction du .rapport de conmiandeB (figureIII.4) 

r est sensiblement proportionnel au rapport de commande, selon la loi d 
théorique déduite de la formule (111.18) ou (111.25) ou (111.29) ou (111.32) : 

(III. 37) = AUaUb sin y 2 
rd 

F(o) + (-O) * A U ~ A  siny . 0 . 
2 

3.3. Loi de la vitesse à vide en fonction du rapport de commande 

La l o i  Q (8) a.été représentée à la figure 111.5 pour trois moteurs v 
différents. L'accord est'excellent avec la loi théorique correspondant,. à lsappro- 

ximation linéaire (III .36) : 

On remarque que cette loi est plus rigoureusement suivie par les machi- 
4 >* .z 

nes de plus petite taille (moteqrs C.S.F et PRECILEC). 

(III. 38) 

i .  .p 
. . 

. . .  . .. '. . .$ 
3.4. Gain statiqué en fonction du rapport de commande . : , y 

.. . - - .bj . . . "  *- 
Le gain statique a comme expression, pour un frottement isqueux exter 

TI 
ne nul et un déphasage de - : 2 

La figure III. 6 représente pour les trois machines précédentes 1 'évo- 
K 

lution de - en fonction de $ : les courbes obtenues suivent d'assez près la 
as loi théorique. 

3.5. Constante de temps en fonction du rapport f3 . . 

. - . , c g  

La constante de temps a été mesurée sur un moteur chargé par inertie = , : .. ::& 
6 .  . 

et soumis à des créneaux d'amplitude variable ; les variations de r en fonction c-;,_$ ,.-. 
i;l+ 



sont très importantes, et s'éloignent assez peu de l'expression théorique ( en co- 

ordonnées réduites) 

La forme des courbes obtenues (figure 111.7) est analogue ii celle des 

courbes données au O précédeat. 

3.6. Lieu de Nyquist expérimental 

Nous donnons à la figure 111.8 le résultat d'essais harmoniques effec- 

triés à l'aide du transféromètre S.E.A sur un moteur PRECILEC , chargé par sa 
seule inertie. Bien que 'nous ayons :vit; 2'auyrr~enter la constantado Zerps'dcsni- 

que "naturelle!', et que nous nous soyons entouré d'un maximum de précautions opf- 

ratoires, il ne nous a pas été possible de mettre en évidence un déphasage supéri- 
?I 

eur à - 2 qui aurait indiqué la présence d'une seconde constante de temgs. La 

fréquence d'essai la plus élevée a pourtant été de 20 Hz, le moteur étant lui- 

même alimenté sous 50 Hz. 

3.7. CONCLUSION . 

Les expériences que nous avons feites et dont nous venons de donner 

un bref aperçu ne présentent aucun caractère d'originalité g mais elles montrent 

clairement qud l'équation différentielle réduite (189) rend compte d'une manière 

tout à fait satisfaisante des principales propriétés statiques et dynamiques du 

servomoteur diphasé. 
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Figure m-3 : Vitesse 6 v i d e  
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Figure m-5 : V-iiesse 6 vide 
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