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INTRODUCTION

- —— - - -~ - - -

Les problémes d'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

sont lfobjet dfun grand nombre de travaux.

La plupart d'entre eux sont basés sur l'étude de l'existence et de la
convergence de solutions convenablement choisies des équations de vraisemblance
successives. Or, lorsque celles~-ci ont plusieurs solutions, le cthoix que l'on
opére ne correspond pas nécessairement & des maximums pour les fonctions de

vraisemblance. Cette maniére d‘'aborder le probléme s’'est donc averée inadéquate

[7] -

Adoptant la définition selon laquelle un estimateur est le terme géneé-
ral d'une certaine suite d'applications mesurables --ce qui nous permet, par
exemple, de parler de son biais ou de sa variance- nous avons cherche sous
quelles hypothéses liexistence d'un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance

etait assuree.

Hous avons ensuite étudie la convergence presque siire d'un estimateur
du quasi-meximum de vraisemblance dans le cas de certains processus de Markov.
Comme celle de ROUSSAS [13] , la demonstration est directe et ne suppose pas
les hypothéses habituelles de dérivabilite des densités de probabilité par

rapport au paramétre & estimer.



Aprés un chapitre O, dans lequel nous avons reuni les maeteriaux neces-
saires a une definition précise des notions genérales utilisees dens ce travail,

cette etude comporte trois chapitres .

- le premier est consacre & un expose sur un theoréme de projection
de tribu produilt, vu comme conséquence de résultats sur les ensembles analytiques

et sur les capacités.

- dans le second, le probléme de 1l'existence d'un estimateur du quasi-
maximum de vraisemblance nous a conduit & chercher une epplication mesurable dont

le graphe est inclus dans un ensemble borelien.,

.- dans le chapitre III, nous traitons de la convergence presque sire
diun estimateur du quasi-maximum de¢ vraisemblance dans le cas de processus de
Markov discrets homogénes a espace d'etats (X,3), lorsque liespace des paramé..

tres est localement compact a base denombrable.

Une application dans le cas d'une chalne de Markov 4 un nombre fini

d'etats montre, pour terminer, un des aspects positifs de ce travail.
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CHAPITRE 0

Nous nous proposons dens ce chapitre de rappeler quelques definitions

dens le but de preciser les notations et la terminologie.

Soit I wun ensemble. Nous appelons pavage sur E , tout ensemble &

de parties d¢ E contenant la partie vide.

Nous noterons Es (resp. Eo . Ed i Eé ) 1liensemble des reunions
finies (resp. des reunions denombrables, des intersections finies, des inter-

sections dénombrables) d‘éeléments de € .

Nous adopterons le nom de albu (o 2lgébre) pour un pavage sur L

stable pour les operations o et complementaire.

Nous designerons par ensemble pave (resp. espace probabiliszble ou
mesurable) le couplc (E.E) constitue par un ensemble E et un pavage (resp.

une tribu) € sur E .

Soit (Ei,Ei)i e 7 ume famille d'ensembles paves. Hous appelerons

pavage produit des Ei et nous noterons . I . Ei , le pavage sur
1le

E= 1 E. forme par les parties it A; de E ou AiCE n'est diffe-

ielI 1 ierl
rent de Ei que pour un nombre fini d'indices pour lesquels on o Ai € Ei ”

Dans le cas ou les Ei sont des tribus sur E; , la fuibu produdlt

des Ei que nous noterons suivent [12] 8 €i est engendrée por it s
1 €

i I iel

1
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Scit (R2,A,Pr) un espace de probabilite, ou A designe une tridbu de
parties de © et Pr une mesurc de probabilite. Soit (X,B3) un espace mesu=

reble.

Une application X : (f.A) » (X,B) est dite A-B-mesurable si
an(B)(: A . Tous dirons dans ce cas que X est une variable aleatoire sur

(Q,A) et & valeurs dans (X,B) .

Soit une famille de variables aleatoires Xt indicées par t € £ ou
z est un ensemble totalement ordonne, definies sur (0,A,Pr) et & valeurs dans
des espaces mesurables ((Xt,,"‘t))t ¢ ¢ 3 Pous dirons que cette famille cst une

gonetion akéatoine.
(xt’st) est appelt espace des etats a l'instant t .

Lorsque £ (" Z nous dirons que la fonction sleatoire {Xt}t - est

discrete.
Pour we€ Q , l'application
£ — %, ()

s'appelle la thafectodne correspondent & w .

)

Scient 2 espaces mesurables (X

l) l) et (Xzﬁo ) *

On appelle probabiditi de trhansition (ou de passage) de (Xl‘gl) &

(Xe,ﬁz) toute application P definie sur Xl x 82 a veleurs dans [0,1]

1,2

qui verifie



(1) Vxe X P. .(x,.) est une probabilité sur

1,2

2
&J .
2

(2) Vaice 32 P. (.,A) est une variable aléatoire reelle sur

12
(X,:5,) -

‘ . (1)
S1 ((Xt,ut))
1'application Py definie sur Xs x Bt

3

P t(x,A) =

s, Jx Ps,s+1(Xjos+l) IX Ps+l,s+2(xs+l’axs+2) e Ptmlst(

s+l s+2

est une probabilité de trensition de (Xs

’Es) a (X

t e c¢st une sulte despuces prcbabilisables,

a valeurs dans [Q,l] telle que

s <t A€ Bt s

o+
3y
d_C',
~—

De plus on & l'equation de Chapman-Kolmcgorov :

¥
Vstuel

=y

t

3

s <t <u

P u(xw‘.}) = JX Psyt(x,dy) Pt,u(y’A) Vxe Xs

Viels
u

Xtvl’A)

x e X
S

Remarquens cuns lfequetion precedente en ce qui concerne les mesurcs,

que nous avens note P t(x.,dy) de preférence a d P t(x;y) afin d'eviter

3

des confusions entre x et y .

Soit ((Xt’zt))t e p* une suite G'espaces prcbabilisables. Supposcns

Lk . ; o . .
qu¢ Vn el , il existe une probubilite de transiticn P

(

((xt’B‘))t ¢ ¥ ©t de celle des prcbebilités de passage (P

un processus de Markov que ncus noterons

((%..5) . P

* ) . .
(1) I est 1l'enserble ¢cs entiers > 0

t,t+1

t,t+1

s 4410t e &

)

Xt+l‘dt+l) . llcus dircns alors que la donnee de la suite des espaces

*
t ed

aefinit
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Un processus Ce Markov sera Cit homoglne si

= - -

1) Vtedl (Xt,ut) = (X ,B)
¥ -

2) Vtekw Pt't_!_l—-P .

Ncus evons cdans ce cas

Pn9n+t = Pn‘,n’+t

nous poserons alors

Pn,n+t =P

et notercns le processus de Merkov homogéne
- t
(x,5) . ')

Scit (Q,A.Pr) un espace prcbabil

A
[4)

.

Scit X une variable aleatolre reelle

llotons Pr, 1la restriction de Pr a =
]

3

On appelle esperance nathématigue

a

(t

Vin',nel

)

.)(
t ell

ise et scit B une sous tribu de

Pr intégrable, définie sur (Q,A).

conditicnnelle de X par rapport

8 relativement a Pr et on note B(X) comme dens [12] 1c variable
aléatoire reelle definie sur (Q,J) , Pr, presque partout par
s
J X(w) ¢ Pr(w) = J E¥X) & PrB(w) ) VB e .

B



On appelle probebilitée conditionnelle par rapport & 0, relativement

& Pr et on note P(.|Z) 1la variable sleatoire reclle definie par :
P(AI':Z)=EB[lp] , VAeB .

Scit (n.A . Pr) un espace probazbilise et soit (At)t o pt une sulte

Ge sous-tridbus de A . Hctons Al o n la tribu engendree par les elénents
de A A .

15..05 n

On dit que lo sulte des sous-tuibus (A) est mankovienne

*
t't € I

. . * * . . e
(simple) si Vm et mf e N , Vsel Y Jyseeesdy s klg...,kmv e N

tels que

3y 32<...<Jm<s<k

Pr [A | As’jl""*jmJ =Pr [A | AS] ViedA

Une fonction aléatoire (Xt)t o e oSt aite markovicnne (simple) si

la suite de sous tribus Xt (Lt) de A est markcvienne simple.

On dit que la fcnetion alestolre markovienne (xf)t c N* est attuchée

au processus du Markov X Lo . P . K 5711 existe une version de
P & (X2 t).t+.L)t e i

le probabilité conditicnnelle Pr [X

e 11 e
41 €4 Xt] telle que

*
- 1 1 X
Vit el ., YVaAe Seel - Vxe +

Pr [}(t+l ea|x =x]=p (x4 .

41

o)

Si on pese Qt(B) = Pr [}i eB] , Vse Et ., on

s .t e ¥ 3 10 ]
v el s <t , o) L( ¢ o (x) B (x.3) .

b

S



Le suite (Qt)t . % est appelee suite des probabilités agbsolues de

1la fonetion aleatolre morkovienne (Xt)t T
€ &
Une fonction aleatoire markovienne (Xt)t T* gttachce & un processus
€ ¥

de Markov ((xt’ t) Pt3t+l)t - est dite statlonnaine si

1) le processus est homcgéne ;
2) les veriables aleatoires Xt sont toutes de méme loi, c'est-d-dire
) L
si Vtel ,Qt=Q.

Ncus terninercns ce chapitre par quelques rappels de Statistique.

Scit (¥,) .#* une fonction aleatcire définie sur un espace proba--
t't € I p .

bilisable (R,A) . & valcurs dens (Xt,Bt)t e i Scit Pr(.;0) une fanille
iy

(23]

Ge prcbebilites, O etent un paramétre e

Le probleme de 1'estimaticn ponectuelle auguel nous ncus interesscrons

ici consistera a cetcrminer a lieide d'un morcezu e trejectoire corresponcant

23]

& wef: {Xl(w),OOA,Xn(w)} la valeur vraie, inconnue 0, du paramétre ©O €

On appelera eslimateur cc 6, » Le terwme géntrad d'une sudte de

variables aldatoines (3,) % gefinies sur (Q.A) , a valeurs dans (E,A)

t't el ,
ou L est une tribu de parties Ge Z _ de la maniére suivante
1) i1 existe une suite de fonctions mesursbles (8t)t e it definies
- 4
H * ’ * .j a , I'-‘\ . ‘ .
sur (t r X Xt oy &y Lt) 4 valeurs dans ( — Z\& ‘ ») telles

* : . . Y
que, YVt eUN &y nest effectivement fonction que des t premléres Coor:-

données.



a

* —-—
2) Vtel , 0, =68 [xl;xeg..,,X£]

3) pour le “morceau’ de trajectoire donné {Xl(w),--n,Xn(w)} s la

valeur Gn(w) =e, Exl(w)ﬁ...,Xn(w)] sert de valeur approchee de o .

g un estimateur de 0, - défini sur (Q,A,Pr) &

valeurs dans (Z,A) . On dira que l'estimateur converge Pr-presque ddrement

Soit (en)n .

vers @, s'il existe 9, € A tel que P(Ql) =1 et que

1

Vuoef en(m) A quend n >+ o

Un certain nombre de méthodes permettent dfobtenir des estimateurs.

Nous étudierons celle du maximum de viaisemblance,

Rappelons en briévement la technique :
Soit une fonction aléstoire (Xt)t et definie sur (2,A) . Soit
Pr(.;6) , ©¢€¢ = ;, supposons que, VO e £ , Pr(.;0) est dominee par une

mesure u o-finie : @ € Q@ etant donné, soit { le "morceau’

%%eﬂﬂmm

de trajectoire de taille n , correspondent & w .

On appelera fonction de viaisemblance (au point w) , 1'application

de = dans R ,
Ln(u);..) 0> Ln(tu‘:;@)

X ) evaluée

ou Ln(wge) est la densité de la variable aléatoire (Xl’XQ""’ 0

au point ¢ .



< ) = DB -

La methoce du maxdmum de vraisembiance, comme celle du quasd-maximun
de vhalsemblance, consiste, pour estimer 0, » @ trouver d‘abord une suite

. - * N
d'applications (On)n o y* de @ dans =, definies par

N
Ln(w;u:(w)) >»eL (w0) , Voee:z , celod] ,
¢ = 1 correspondant a la methode du maximum de vralsemblance.

. . ¥
Au chapitre II, nous montrerons sous quelles conditions (On)n c i

est une suite d'applications mesurables et permet de definir un estimateur.



CHAPITRE 1

EY LY L X Tp- N

SUR Ui THEORCME DE PROJECTION DE TRIZU PRODUIT

el Bl K Rt et At il b B R bt ot Rt - B ¥ B £ g 4

Rappelons tout disbord, qu'etant donnés deux ensembles non vides X

-

et et un sous--ensemble A du produit cartésien X x 5 , la section de A

tn

telle que

(3]

en x ¢ X est la partie A de
A ={0ecz: (x,0)eh} .
Nous qualifierons de profection sur X , 1'application de 1'ensemble

P(X x z) des parties de X x £ dans l'ensemble P(X) des parties de X ,

définie par :

VAeP(Xxz) |, projy A = {x e X : A # ¢} .

S1 C est un ensemble de parties de X x £ , nous écriroms projx c

pour {projx C:CelC}.

1. 1. POSITION DU PROCLEML.

Soient (X,3') et (E,A') 2 ensembles paves ; (X,B) et (Z,4)

2 espaces mesurables.

Dans [8] E. MARCZEWSKI ct C. RYLL-NARDZEWSKI firent remarquer que

pour les operations p=s ,d , 0,686, sd=ds , 8s et d 0 on avait

projy [(2' x i JCa .



aI =02 -

Ils montrérent qu‘il falleit faire des hypothéses sur A’ lorsque
p=s68 . o6 ou p repréesente l'operation A de Souslin pour que le pavage

pro,jx [C" x a"] puisse s'exprimer a l'aide du pavage S° seul.

L'exemple suivant o pour but de montrer que si les tribus 5 et A
ne sont pas choisics dc¢ maniére convenoble, 1l peut ne pas y avoir identite entre

pro,jx (b @A) et B .

Exampie., -
Remarquons d’ebord qu'il est evident que ECprojx (L & &) pulsque

VBei , lepave B x 2= {(x,0) e XxE%:xeB,0e€e: a B pour projcc

tion sur X .

Concidérons alors comme espace mesurable (X,3) le segment [0,1] ae
la droite réelle, muni de sa tribu borelienne et pour (Z,7) 1l'espace mesurable

([o,1] , P([0,2])) .

Soient IO = [El—-l‘- X 2] m=1,2 ,..,n nell
m n n
- n U < T O n -n .h ~
et c,= [ x ANID]UIE;, x @I )] .. Uz, (a1)]

ou a9 , aACJ[o1] .

Posons enfin C = 2 L* O C,
n € N n

Comme I; e U et A;WI::1 e P([0,1]) ona

Iz x (A(WI;) e 38 ™[o,1]) .
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On en aeduit que C_ et par suite C | appartient a 5 8 P([0,1]) .
Soit D = {(x,x) € A x A} .
. *
Vn fixé, ne N . Vxed |, :3 me {1,2,...,0} tel que
xeI¥ et done (xx) e IN x (A 1Y) .
i i n
I1 en résulte que

Vaoned . (xx) e c d'ou DL C .

Supposons meintenant que (x,0) € C . Comme alors (x,0) € C_~ pour

tout n , ona Oe€eAh .
Montrons que l'hypothése x # O est wbsurde.
En effet  clle entralneralt que
)
Vnel . Jmed{l,2,...,n} tel que
(x,0) € Io x (ANID)
il m

d'ou x € I; et 0 € IE . Or il est possible de choisir n assez grand pour
que X et O appurticnnent a 1l'interieur de 2 intervelles différents du

partage.

On en deduit que C(_D et de 1'identité des emsembles C et D

1l resulte que

projX C = projx D=A .



Il suffit alors de choisir 1l'ensemble A de telle maniére qu'il ne
solt pas [-mesurable pour demontrer que la projection sur X de 1'ensemble C
niappurtient pas & 3 .

appartenant a 3 € .

F

Dens ce chapitre on ve donc chercher dce conditions (suffisantes)
& imposer aux espaccs mesurables (X.5) et (E.4) pour qu'il y ait identite

cntre projx (38 &) et .

Dans [}2] on semble chercher ce resultat par 1l'intermédiaire de
1l'operation de Souslin et d'un theoréme de capacitabilité des ensembles

sousliniens demontre par CEOQUET.

Dans le présent exposé nous avons préfere parvenir sux resultats rela-
tifs & la projection de tribu produit en adaptant & cc probléme certains des

resultats de [9] .

Wous rappelerons dans le peragrephe 2 , certaines definitions donnecs

dans [9] et nous groupercns en un seul encnct les principaux resultets dont

nous nous servirons.

1. 2. ENSEMLLES E-ANALYTIQUES -~ &-CAPACITES , PROPRIETE

(]
(&)

1. 2.1. Definitions. -

B

(g\ Soit (E,&) un cnscmble pave. On dit quiune famille (Ri):.L -

d'éléments de & posséde la propriéte de 1l'intersection finie si l'on &
Ki # @ pour toute partic finie IO(: I .

L
1 €1
o)



(E) On dit que le pavege € est sani-compact, si toute famille denom-
brable d'élements dc £ , qui posséde la proprietée de 1'intersecticn finie,

a une intersection ncn vide.

(E) Soit (E,€) un cnsemble pave. On dit quiune pertie A de E  est
E-analytique, s*il existe un ensemble auxilicire F muni diun pavege semi-compact
F et une partie B E xF , opporterant a (€ x F)oé telle que A socit lo

-

projection d¢e¢ B sur I .

kAl

On notera (E) 1le pavege sur E constitué par lcs ensembles

£ znalytiques.

1. 2.2, Théorome,~

P L R

Scit (E.&) un ensemble pavé. On a

1 - eCadE)
2 IME], = AE) = O]
3 - si (F,F) est un ensemble pave cn a
ME) x AMF) CAE x F)
b .. si le pauvage F est semi-ccmpact lu projection A  de

A' € A(t x F) sur E est E-enalytique.
5 - AME)) = AE)
6 - la pavaege A(F) contient la tribu cngendree par F si et scule-

ment si le complémentaire de tout element dc F est Feznalytique.



I.2.3. &~ capac&te el théoneme de Choquet.-
1. Definitions :
. Soit E un ensemble muni d'un pavage & stable peur les cpératicns ce
reunion finie et d'intersection finie.
On appelle E-capacit? sur E une application I @éfinie sur P(E)
& valeurs dans R verifiant les propriétés suivantes :

e) I est croissante

b) pour toute sulte croissante (An)n e i de parties de E on a

(¢ U Ar) = sup I(Ah)
nebn ' nel

c) pour toute suite decroissante (Ag)n o * d'elements de £ ona

;"\ iy = 3 i
I( | ' An) 1nf?* I(An)
nell nen

- Une partie A de E est dite E-capacitubie si ¢n u 1l'égalite
I(A) = sup I(B)

Be EG
sC A

2.~ Theoréme de Choquet :

Soit I une € capscité sur E . Tout cnsemble E-snalytique est

capacitable pour I .



1. 3. THEOREME DE PROJECTION VE TRILU PRODUIT.

Tout dabord un lerme.

I. 3.1, Lame,~
34 (X,8,P) est un espace e probablidte complet, alons Al3) = © .
Reppelons qu'une pertie I d'un espace probobilise (X,0.P) est P-négligeable
s7il existe une partic B e 0 telle que H{ B , P(B) =0 et que liespace de

probabilite (X,2.P) est dit complet si . contient tcute partie P-neglipeable

de X .
Dieprés I. 2.2.1. cCAD) .
Montrons que L JAMD) . Hous ferons la démonstration en deux etapes.

. . ; * . L
&) On remarquera tout dfcbord quen notent P le probebilite exte--

rieure définie par

VieP(X) , P(a)= inf ©P() ,

P est une - cepacite sur X .

¥n effet a) et c¢) de la ¢efinition I. 2.3.1. sont evidents.

Quant a b) on peut le demontrer comme sult

(An)q ¢ i etent une suite croissante dfelements de P(X) , on peut trouver
e b
Ve >0 . une suitc croissante (Bn)n e % dielements de o tels que

iy '

%
B _".jAn et P (B ) = P(B

. ) < p*(An) + €

n

diaprés la Gefiniticn de la probabilite extericure.
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I1 en résulte, puisque * B :3 kv) i A et U # B e 3
nel ne N n
que
nk(»:JT.* A) kJI,B)=.>upP(”)\<supP(“)+s .
ne 1 nel
Corme (A ) % est une suite croissante, cn a aussi
nnebh

*, *
sup . P (nn) <P (nkg W An)
nebl

d'ou Ve >0 sup P (A ) < P¥ ( \/! * A ) £ sup PY(A ) + ¢
% It * ¢}
nekbl nel

b) Supposcns maintenant que A scit un ensemble B-analytique.

D'aprés I. 2.3.2. on a

sup P(B) = inf P(C)
€ 0 Ce
C['L G Dl&

[oSH v

Il existe donc B et C' elements de I tels que
"CaC i et P(B') = P(CF) .

On en conclut que 4 € 5, pulsqu’en notant B'® 1le complementeire
b D

de ¥' dans X ,

Ci\ BY = C‘./WB'C et P(C' \ B’) =0 .



flous designercns par (i) 1'hypothése suivante

Un espuace meswwbie (3,1)  est dit vindgden £ hypothese (i) , 44
La dbu o esd engendale par ui pavage seml-compact C sur B el 84 e plus,
pour tout ensembic C we C . AL exdste une suite ((;n)n e 7 aféldments de

¢ tebte que ¢S = U % ¢ (oubden cS=_ (1 x ¢).
< n ke d n

~ v e s e

Soit (X_.,P) un espace de probabidiLfé complet.
Sodt (2,1) un espace probabilisable vinigiant £ hypothese (H) .

ALons projX (e a)C 2.,

Seit B xL e 3 x A .

(3 x L) = (8° x 8) U (X x L)
e Al x 4) et draprés I. 2.2.6.
(3.3.1) AL x £) D58 s .

Or puisque (Z,4) verific 1'hypothese (H) , 1lapplication de
I. 2.2.6. et I. 2.2.2. montre que lc tribu 4 est incluse dans le pavagc

ALC) ocu C est par hypcthese un pavage semi-compact sur 2 .
Dfou ¢n appliquant I. 2.2. on obtient successivement
Goxn CDox MO CAL) x d(C)

MUY x MO AL x ©)



dicu
(3.3.2) AME x ) C AL x )
et &4 1l'cide de (3.3.1) et (3.3.2)
s e aCAlL x0)
Le thecréne I, 2.2.4. permet alcrs d'affirmer que
projy (2@ a) Calw)

D'aprés lc lemme I. 3.1. on sait que o =A(J) d'ou la comclusion.

1. 3.4. Proposdition, -

S4 = est un espace compact mitrnisabie et 84 A est sa lbu bore-

Lenne, £'cspace mesuwrable (8,0) virdfde L'hypothise (H) .

I1 suffit en effet de prendre pour pavage C les fermes (done compacts)
de % . Le pavage C est semi-compact et puisque E est un espace métrisable,

tout ouvert éc = est lo reunion dfune famille déncmbrable de fermes.

1. 3.5. Proposition, -

e e e~

La conciusion du thécrome 1. 3.3. subsisfe 84 (E,4) 8L un espace

rmeswwble fomad dlun espace polonaks mund e da tnlou borntdaienne A .

{1

Hous ncus berncrons & denner ici les grandes lignes diunc demonstra -
: : X, |
tion de [6J . Hotons 1 le cube Ge Hilbert, c'est-a-dire l'ensemble e
. . S S S 1 2 n n
toutes les suiltes infinies 2 = (27,2 404052 5000) CU Z est, pour tout

K . . . P
n € I , un nombre reel cppartenent & [b,l] . Scit € sa tribu borélienne.



Reppelons G'abord les 3 lemmes suivants [3] -

Xo

1) 1 est compact

2) tout espace metrissble separcble est homecmerphe 2 un sous enscnble
. X¢
de 1T 5

. . - ) G .
3) si l'espace est polcnals, ce sous. enscuble de [ est une inter-

section denombrable d'cuverts. (un GS)

Revenons alcrs a lo deéncnstretion de la propesition.
Dieprés lc lemme 2, = est homeumorphe & un sous-espace H de T 7 .

Scit # 1la tribu borelienne é¢e H .

X,
Dfapreés le lemme 3, H est un G e 1 ° , donc He C.

I1 en resulte que

HC¢

et par consequent

I, il

Ae DO FK = AdAe .8C(C.

X _
I° etant ceupect dfapres le lemme 1, M e © @ i 1mplique dfupres

la propesition I, 3.4, et le thecreme I. 3.3. que
projX Ae S .

I. 3.6, Remarngque. -

B R

La propeosition precécente s'applique en particulier pour un espace B

localenent compact a base denombrable puisquiun tel cspuce est polonais [3] .



CHAPITRE 11

Dans ce& chapitre ncus ncus propesons éetudier la mesurabilite d'appli-
cutions definies comme sclutions de problemes ¢ estimation de paramétres. 11 est
importent de demontrer lfexistence de telles applications mesurables pulsque les
grandeurs statistiques, telles le biais ou la variance, n'ont de sens que pour

elles,

BUI TRONG LIEU et DANIEL CARTOL [5] ont examiné cette question cans
le cas de processus de Morkov, en se repcrtunt a lfetude de la mesurabilite des
rucines diequetions ou figurent des veriegbles aleéatcires. Ils furent ainsl wmenés

a enoncer le theoréme suivant

"Soit (X,4,P) un espace probobilise complet et scit (E,8) un

espace mesurable verifiant 1 hypotheése (i) (notation du I. 3.2.).

Scit enfin g : K x £ > B~ une applicution © @ A mesurcble. Suppc

sons gqu'il existc un ensemblc L € A ¢t un ensenble Xl € . avec P(Xl) = 1
tels que, V X ¢ Xl _ liequeticn g(x.0) = 0 alt et n'ait qu’une racinc
@x el .

. . ) * .. ,
Alors on peut trouver des variszbles wleatcires 0 definies sur (X,o)

et a valeurs dans (E,1) telles que leur restriction & Xl scit 1l'applicaticn

)
X >0 .
X
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Ils appliquérent ensuite ce theoréme au probléme de l'estimation de

parauétre, dans le cas nctamment de la methode du maxinum de vraisemblance.

- .. L . il . «
En se limiteant a 5 , pave ouvert de R, 1ls se ranenerent alcrs
a l'etude de 1l'equation obtenue en derivant la fonction vraisemblance par rapport

au paremétre a estimer.

licus avons voulu ici nous debarrasser de I'hypcthése de derivabilite

paer raprort & © dont ils aveient bescin pour leur ctude.

Nous avons donc essaye d'examiner la mesursbilite des applicatiocns
définies par la methcde éu maximum ée vraisemblance, directement, c'est--a dire

sans avoir recours a l'equation de vralsemblance.

lious avons cherche de plus & &€liminer 1l'hypothese dfunicite faite dans
l'encnce du theoréme rappele plus hout, celleci pouvant &tre pratiquement diffi.-

cile a realiser.

IT. 1. THEOREME.

Soit (X, ,P) un espace probabidise complet, T un espace compact
mitnisabice, i sa tudbu bordiienne.

Soit L : X x E~->R unc appication T 8 1 meswwable, felle que

L(x,.) 404t sani-continue supirnieurement sun = , qued que 804t x Elément

k4

de X .

Sodent enfin g une appllcation définic sun X , a valewws dans R

g :x > g(x) = sup L(x,0)
e =
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% A Lacomupomnncem we X d

v o:ox > p(x) = {0 e = . L(x,8) > caglx)} ce [0,1]
Aons g st une appidleation o-mesurabie ef Le graphe G(y) de £a

cornespondance y  appartient a4 L8 A .

Nctens tout de suite que Y(x) # ¢ . puisque l7opplicaticn Lix,.)
de £ dans R est scmi--continue superieurement sur le ccupact £, y atteint
donc sa berne superieurce et que de ce fait il existe pour tout x € X au moins

un € e £ pour lequel L(x,ex) = g(x) .
Soit aeR . Ona

{xeX : glx) 2 al = projx {(x,0) e X x & : L(x,0) > a}

I)l"Oj x H

avee A = {(x,0) e X x & : L(x,0) » 2} e B® &4 . liapplication L(.,.) etant par

hypcthése . @ i mesurable,

D'zprés le thecréme de prejecticn de tribu produit (I. 3.3.) on en

deduilt que
{x e X .glx) >a}te .

d'cu la J-mesurabilite de liapplicaticn g o

(1) D'uprés la terminclogie de Bourbaki, theoric des ensembles Livre I, étant
donnés 2 ensembles E et F |, une correspondance Y de E dans F  ussocie

& chaque €lement x de L un sous enseumble non vicde Wx) de F . Son

grephe est G(y) = {(x,y) e ExF : y e p(x)} .
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L'applicaticn £ . definie sur X x =

% , a valeurs dans R

(x,0) » ¢ (x.0) = glx)
est . © 4 mesurchble. Il en est Gonc de ménme de llapplication qui a
(x,0) ¢ X x =

% fait correspendre L(x,0) - cgl{x) e R .

I1 ¢n résulte que G(y) € © ® A .

11. 2, COROLLAIRE.

S4 y est une appideation de X lans

thionome 11. 1. entrnadnent que ¢ est mesuwrabie,

1}

5, acons Les hypothtscs du

Cecl resulte immediatement du failt que le graphe de 1l'applicaticn
sppartient & . @

i ¢lupres le theorénme prececdent.

Dans la recherche ¢'estimateurs per lo méthede Gu quasil maximun de

vraisemblence, il nous foucra dencntrer l'existence d'une application mesurable
* . =
© de X duns E

xje*(x)) > cg(x) ¢ e ]0,1]

A 1lfaide du ccrellaire precedent nous pouvons deja rependre & cctte
question Cans un grond nombre Ce cas. Hous nous scrmes alors interrcges sur

l'existence d'une tclle epplicaticn nesurable dans le cas ou ¢ fait correspon.-
dre & x € X un ensemble de valeurs de

© non necesscirenent reduit & un point.

Etucions clcrs l'exenple sulvant.
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11, 3. EXEMPLE.

e - n
Precnens pour espace probabilise ccoaplet, R
i B i P

et la mesurc de Lebesgue.
Scit E = [ajb](: R , A lec tribu Ce ses parties bereliennes.

. . ->
Definissons L(x,8) per

3

=
2 4
@
n

] n
3 —3 " a — —
1 81 X (xl;x2¢...,x‘) € ‘O M o + l

X > n . > . . . .
Pcur chague Xx € R fixe, L(x,0) sera donc maXimum sl on a sinul--

tanenment verifiees

1 .
@ - %< min X.
2 . ; 1
1 = 1L ,ee0,00
et
1
0+ %52 max X, .
2 . 1
i=1...,n
. . % . . n . .
Toute applicaticn 0 cefinic sur R | & veleurs dans R pour
laquelle
1 * > . 1
nex x. - g 0(x) < nin x. + =
1 2 - 1 2
1=1.,...1 1 =1,6...0
sera telle que
~_—>*-> -
(1) L{x,0(x)) = sup L{x.0)

0 e E

Or si on etudie la mesurabilite de telles applications il est éevident

que V e [0,1]

5@ =80+ 0,50 - 6,6]
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cu

7 1

61 ( X ) - . J:;uA xl i —é
1= Ll,e40,0

* - . 1

OE(X) = min Xi + 5

i=1,...,n

cst une cpplication mesurcble verifiant (1).

I1 y o A'zutre poart des cpplicaticns § qui vérifient (1) et ne sont

pas mesursbles.

- . n . N .
En effet s1 A(: R n'est pes nesurable pour la mesure de Lebesgue

. n e
Gans R , difinissons 5(%) par

Ve (%) = *92(;2)
V¥en 53) = 31(;2)

8(%) wverifie (1).
Diautre part, puisque
> * > ¥* > > * >
5 = 5,0 & @] - 1,0+ 6,
0% (%) n'est pas mesurable.

A l'aide de cet exemple on voit que

- les applications (%) vérifiant (1) ne sont pas toutes mesurables

- 1l en existe qui le sont.

On peut d‘ailleurs énoncer le resultat suivant



11. 4. PROPOSITIUI,

Soit (X,3,P) un espace probabilidlsl compiok.

3

Soit B un compact dans R, s Lo fulbu de ses parties bontldennes.

{11

Sodt enfdn A un sous-ensembie T8 i meswwable de X x

Liappideation éfinde sun X | & valewis Jund =  par
x ~ inf {0 € & : (x,0) € A}
est L-meswiabic,

fn effet VteR,

1

{xe X :inf {0 € = : (x,0) € A} <t} = projx {AM(X x Je=,t[)}

et puisque A/ (X x | =,t[) e © 8 n , 1l'application du théoréme I. 3.3.

nous donne le résultat cherche.

Reniarque. -

Le succés de la démonstration est lie & la structure d'ordre total de

R et au falt que les ensembles ] w,t[ engendrent la tribu borélienne.

Si lion veut etudier le probléme dans un cadre plus genéral, il peut

s‘enoncer de la maniére suivante :

“Sodt ¢ une comncsponuance de X dams I, dont Le graphe G(y)
et L 8 & meswwable.
Existe-t-Ak une appilcation mesunabie © de X dans E dont &e

graphe est Lnckus cans  G(y) 77



On ne peut pas toujours répondre zffirmativement & cette question.
Blackwell donne dans [l] un exemple d'ensembles boréeliens C,D,2 tels que

a) B(C CcxD

b) la projection de B sur C est C

c) pour aucunc application mesurable ¢ de C dans D , le graphe

de¢e d n'est un sous--ensemble de B .

C'est pourquoi nous avons cherche des conditions (suffisantes) & impo-

ser aux espaces X et E qui assureraient l'existence de © en tant quiappli--

cation mesureble de X dans E=.

On a alors le theoréme suivant

IT. 5, THEORCML.

Sodent X et E 7 cspaces potonaks, o ef A acuwns trdlbus borédien-
nes respectives. On supposcra e pius que (X L,P) est un espace probabilise

compiet.,

Sodt p unc conresponcance ¢e X dans £ cont Le graphe G(v)

appvtient La ubu procudt o 8 L.

Alons AL exisic une appideation o-meswnabie de X dans E qud 4

tout x de X wssocle un o, wilgue de P(x)

Avaont de demontrer ce theoréme nous allons rappeler afin de les preciser

certaines notations et proprietés dont nous nous servirons dans la demonstration.
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X
o I o) . ) . -
Kotons N l'ensemble de toutes les suites o = (nl,n,),...u ) ou
o

Dy sfy,ees sont des entiers positifs.

On définit sur cet ensemble une distance d par

' . *
0 si m, =5 Vvel
df(m, myyeee ) (om0 )] =
172 172 1 . .
S StV est le plus petit
o
indice ve W pour lequel
m #n .
v v
X

* . . ,
Alors W © est un espace métrique complet; qui de plus sst separable

puisque 1fensemblc denombrable de tous les a = (nl’n2"°“ ) pour lesquels
n # 1 n'est realise que pour un nombre fini seulement de v , est partout
3 —~ T *XO

dense aans [ o

X
. *
On peut d‘autre part ordomnner N °  totalement per

(ml;mg).eo ) < (nl;ne,ooa )

sil existe Vo tel que

(1) et m = n pour vV <V .

. . %o
81 o est fixe, {B e U . B < a}l est ouvert.

31 B <a ¢t Vo defini comme dans (1) alors on & 3 < o dens la

sphére d(y,B) <'% .
o

X
" A0 <
Chague sphere dans K est un ensemble de la forme

a; € B < o, (ul et a, fixés) .
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Si son centre est (mlbm ) et son rayon e > o , elors

2,0..

B = (nl,nz,... ) appartient a cette sphére si et seulement si
d{(ml,ma,... ), (n1=n2*‘°° )} < ¢

c'esgﬁévdire

mv = nv pour v = 15...,\)1
. . 1
ou v, est le plus grand entier < T
On peut l'ecrire @ € B <o, si on pose

5 mVl R N R

@ = (ml,...,m

vi-1

a s, o m +1,1,1,...)

= (m, 5eee,m
2 l’ ? \)l

\)l”l

Rappelons enfin deux resultats [3] :

-~ Dans un espace polonais, pour tout ensemble borélien B , 1l existe

* XO

une application continue surjective de W sur B .

- Le produit cartésien d'une famille denombrable d'espaces polonais

est un espace polonais.

1

Etant denne 2z = (x,0) € X x £ |, considérons x comme fonction de 2z
posons X = px(z) . L7application py : X x 2+ X est appelée projection sur

X . On sait que ciest une application continue.
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Vémonstution du théoneme 11, 5.-

Nous la ferons en 4 étapes en adapteant un lemme de Von NEUMANN [11]
1) G(y) €  ® & par hypothése, donc il existe une application conti--
nue f , telle que

™) = 6(y)

X
Soit x e X et soit T(x)={aeN*°:pXof(a)=x} .

T(x) # ¢ puisque la projection sur X de G(y) est X .

X
De plus lapplication Py © £f de N°° sur X étant continue,

?(x) est fermé puisque {x} est fermé dans X .

Notons ni le plus petit n, avec (n 1oRoseee ) € T(x)
)
n, n, (n My oo ) € T{(x)
ng ng (no 0 3,.“,.) € T(x)

Posons aofx) = (n_ n° Y o al(x) e T(x) .

2,-9.

D'aprés sa definition a(x) < B8 , V B8 eT(x) . Il en résulte que
T(x) a un plus petit element et que c'est a(x)

X
2) Soit a«_ € e , a_ fixe .
o o

Considérons M(ao) = {x e X : a(x) < ao}

X
x eli(a) <= Jeew ° , B<a , BeTx)

X

<=>33€1\I¥° s B<01,O . pxof(6)=x .
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X
, . . ok
L'image continue de liouvert {B < ao} de I © par px o f est

3-analytique [10] et comme d'aprés I. 3.1., AZ) =0 , Mla ) est U mesurable.

Xo

. i *
3) 51 T est un sous-cnsemble de I , notons

H(T) = {x e X : a(x) € T}

X
@ 51 T est une sphére, clle a la forme {8 e ' © : oy < B < oy}

et par consequent
B(T) = Mlay) NE (ag)
Le resultat du 2) montre alors que N(T) est o mesurable.

. %o
(g) 51 T est un cuvert de N , alors

X
T = k)T* /s ol T est urne sphére de Ne
nedld n n
N(T) = % N(T ) et comme H(T ) est I-mesurable Vn e Ii ,
nedid n n

il en est de méme de N(T) .

L) Scit finalement O un ouvert de X x 2

. X0
Notons T(0) = {a € N : f(a) € O} &

X
. *
Corme O est ouvert et f continue, T(0) est 1 ouvert de N ©

I1 en resulte d'zprés 3) que N(T(0)) est 3 mesurable.

Remarquons enfin que x e H(T(0)) signifie que a(x) € T(0) dcd

fla(x)) €0 . Or a(x) € T(x) , par conséquent Py of [a(x)] = x .

Liapplication qui & x € X fait correspondre f[a(x)] € G(¢) est
mesurable. Comme de plus py o f [a(x)] =x , one fla(x)] = (x,@x) cll

o, € w(x) .
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Liapplication : x ¢ X » (x,@x) e G(y) étant mesurable, il en est de

méme de lizpplication
xe X~»> G & 8

puisque c’est l'upplication composee de la précédente et de p_ -

I1 surfit clors de remerquer qu'un espace compact metrisable est un
espace polonais pour obtenir le résultat suivant & 1l'oide des thécrémes II. 1.

et II. 5.

11. 6. THEOREME.

Soit (X,2,P) un espace probabilist complet ol X est un espace
polonadls et © sa tnibu bonélienne.

Sodt (E,1) L'espace probabilisabic fommé o'un espace compact méind-

-0 2

sable wmund de sa tlbu horedienne.

Soat L : X x E >R, une applhcation L & LA mesurabie telle que
L(x,.) 404t semi-contdnue supérnlewrement sur = = quek que 04t x  Siément
e X,

-

faons Lo cxadte une appilection 0 meswwabie ce X uans E feklc quc

L(x,0(x)) >c sup L(x,0) , ce o] .
0 € E

VxelX

7



< II - 14 -

Nous pouvens maintenant appliquer les resultats de ce chapitre & un

probléme dfestimeticn.

Supposons que licn etudie un phencméne éccnomique ou physique et une
de ses caracteristiques X . En general celle-ci est variable et on ne peut en
prevoeir exactement les valeurs. On essocie alors au phéencméne un wmodéle aleatoire

et X sera considerée alnsi corme une variable aleatcire.

I1 est bien rare que la lci de prebebilite de X  scoit entiérement
specifiee ; souvent c¢n en ccnnait la forme mais on introduit des paranétres dont
a pricri, on ne sait que leur appartenance & un certain ensemble ; si la loi de
X est a densité, cn aursa celle-ci scus la forme f(x.,0) o f est connue et

ci G € & .

Nous nous interessons ici & l'estimaticn ponctuelle qui, 4 une réali.-

sation d'un echantillon, assceie une seulc valeur Gu paramdtre.

Pour la methode du quasi-maximum de vralsemblance et dans le cas de
variables aléatoires independentes et de méme loi que X , nous ferons les

hypothéses suivantes :

l) oc¢ espuce compact métrisable et A est la tribu berelienne

[$3]

e E .
2) X est definie sur (Q,A) , a valeurs dans (X,3) o X est un
espace polonais | Py(.;@) est sa lci

3) VOe &, il existe une mecsure p o finie telle que (X.,5,n)

soit complet
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et que PX(°;6) << U
¢ P.(.,0)
Scit f(x,0) = g~;—-—- la densite de Raden--Nikeodym de PX(.;O) par
repport a oy oo
L) f(x,0) est B @ A mnesurable et Vxe X , f(x,.) est scmi-

continue superieurenent sur = .

Alcrs si (xl),u.axp) est un n-echantillen de X ., 1l existe une
: . S . * n . _
applicaticn & o-mesurable On de ¥~ dans E telle que
n 5 n -
Voeesz , o flx: , 0. (x .e..x)) >c 1 f(x.,0) , ce ]0.1]
1 n 1 n 1
1=1 1 =1

A-miesurable, de¢ §© dans Z avec

d'cu l'existence dfune applicaticn On B

- * . : _ - : ]
Gn = Gn 0 {?1’X2*°’°>Xn] qul sera un estimateur du quasl -maxlmun de vralsemblance.
Dans le cas &'un processus ce Merkov hemcgene a temps discret,
o5 (t) ; , S L .
((X,8) , PP""(9)) ou X est un espace pclcnais, et pcur la methode du mexinum

de vralsemblance nous avens besoln de eccnciticns dont les sulvantes

1) £ est un espace compact metrisable et A est sa tribu borelicnne.
2) 11 existe une mesurc o finie u sur telle que  (X,2.n)

soit un cspacc mesuré complet et que

V(x,0) e X x 2, P(x,.:0) << yp

3) la densité de Radon llikodym p(x,.3;0) de P(x,.. @) par rapport a
. 2 )
u  e¢st une fonction ©° @ [ mesurable.

L) Y(xyy) e X2 , plx.y;.) est semi continuc supérieurenment en 0 .



CRAPITRE 111
SUR LA CONVCRGENCE PRESQUL SURE VES ESTIMATEURS
DU QUAST -MAXTMUM Tt VRATSEM:LAWCC
POUR VES PROCESSUS DE MARKOV

L'existence d'un estimateur du quesi-muxinum de vraisemblance vient
d'€tre étudiée sous certaines hypothéses dans le chepitre précédent. Remsrquons
que nous n'avens impose cucune condition quent & la derivabilite, par rapport

au parametre etudié, de la fenction de vroisemblance.

En admettont l'existence d'un cstinateur du quasi-maximum de vralsem-
blance, nous etudierons ici sa ccnvergence vers la vrale veleur (inconnuc) du

peramstre,

Ce sujet a deja falt l'objet d'un grand nowbre ce trovaux. Lo plupart
des demonstrations, qui €talent basees sur la convergence dc zercs convencblement
choisis des equations de vraisemblance successives, demandaicnt 1 hypothése forte
de l'existence des dérivées d'ordre trois ces densités par rappoert au parcmétre
etudie, Weld (cf. [13]) :ut le premier a n'y pas feire uppel Gans le cas de

variables cleatoires independuntes ot de méme loi.

Plus recerment ROUSSAS [13] etendit a certains processus de MARKOV

le resultat de WALD.
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Suivant une demcrche analcguc ncus aveons denontrée la convergence pres--
que sire d'un estinateur cu quasi-maximum de vralsemblonce dans le cas du proces:

sus Ge Markov homogénes et & tenmps Ciscret Géfinis comme dens [4] .

Les resultats des chapitres IT et III nous permettront alors de
Conner une demonstration ¢e 1 existence et de la convergence presque sure vers
la vraie velceur ¢'un estimateur du maximum de vraiscmblance et ceel sans faire
appel a la derivebilite ce la foncticn e vruisemblance par repport au parwmétre

etudie.

Ce chapitre cumporte 2 paragraphes: le prepmier est consacre au cas ou
lfespace ues etats est un espace mesurable (X,.) ; dens le seccnd nous nontre-
rons quelles simplificaticns entraine 1'hypcothése que X ne contienne quiun
nombre fini de points. A 1l'aide d'un exemple nous montrercns enfin un aspect

interessant de cette etude.

§$ 1. Cas génirak.-
Scit (9.A,Pr(.,0)) un espuce ce prebabilite ; la mesure de prebabilite
Pr(.;0) depend &'un poranétre 0 € E ou £ est un espace que nous préciserons

per le suite et qui centient la vrale valeur inconnue 0, «u peranetre.

solt (Xn)n c F* une fonction aleatolre narkcovienne definie sur
N

(R,A,Pr(.,0)) a valeurs cans un espace mesurcble (X,U) , telle que

{1}

X . .
Vned , Vaeo. , VxeX on ait pour tocut 0 €

P(x,A;0) = Pr[Xn+l e A | X = x;6] .
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Le foncticn aleatolre (Xn)n et e¢st done attacheée au proecessus de

daRkov  ((X.1) L Pt(e)) .

Lypothesc A
On supposera que pour chaque © € £ il existe une probebilite absclue

staticnnaire unique Q(.,0) sur . telle que
Vaei , Qa0)s= f P(x.4;0) Q(ax;0)
X

et que la forction aléatcire (Xn)n e * et staticnnaire.

Hypotheése B :
I1 existe une mesure u , o finie, sur o , indépeniente de © ,
par rapport a laquelle les probabilités de transition et la probabilite absolue

stationnaire sont absoluwent continues :

Vees , VxeX , P(X,Q;G) <<
et  @(.;0) <<u .
On a done
Vael , Plx.A0) = J p(x.y;0) u(ay)

A

Q(A,0)

alx;0) w(cx) .
A

11

On supposera (e plus que pl(x,y;0) est S?omesurable Vee: .
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iypocthése C :
L ) ) ) (n) \ . )
Pour chaque n € @ , 11 existe un ensemble @ € A , 1ndependant
te © tel que Pr(Q(n);e) =1, Voe:, et pour lequel

n -1
L (w,0) = q[x();0] . E . p[X;(w) X, J(w)6] >0

Vuwe Q(n)

[ous suppuserons poar la suite gue les hypothéses AB et C sont

. e . . . . 3 n
verifiees;en purticulier nous prencreons toujours o dens n{ZEH* Q( ) .

Comee dans [U] , si A et B scnt des clements ce o et si on
dlspose G'un "mercesu’ (e trajectcire (X (w) correspondant &
P ‘ J (Xl [1.0] M5 P
w € & , nous appelercns Nn(A x Bjw) le ncrmbre e feis (eventuellement nul)

que Xt(w) € A et Xt+l(w) € B ; scit
n. 1

N (A xBw) = )
t =1

o(x, .X

(1« 3 ¢ K] (@)

. o 2 .2 .
I1 est clair que nn(,;w) <st une mesure sur (X7,J°) a valeurs Cans

[O,n-1]( 1.

On peut alors ecrire le logarithme de la fonection de vraisemblance

sous la forme suivante

Log L (w3;0) = Leg q[X, (w),0] + Leg p(x,y:0) ai (x,y;w) .
n 1 X2 n

-~

Ccnsiderons alors un estimateur 0, du gquasi-mexinum de vraisemblance

a coefficient c¢ e [0,1] .
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111, 1. PROPOSITION,

54 Voes ., sup q[Xl(w);Q] At findl, alons
w €
. 1 p(x ¥:00)
lim sup = J, Log dL(LyM)<O
n—>+oon )(a p(xy (T)_

En effet, Vo e £ , d'aprés la définition de 0,

R

Log ¢ + Log q[Xl(w)se] + [ 5 Log w{x,y;0) dﬂn(x,y;w)

.

< Log q[Xl(w)56n(w)] + fxe Log p(x,y,0 (w)) an_(x,y50) .

On a en particulier pour 9

1 (%.5:64) - 1 i Al (w50,
n sz Log 115 y:0, (@) iy (xy,0) « - 3 Log ¢ - o Log a[x; (); 8 nlw)]

d'ou 4 1l'aide de l'hypothése

p(x.¥:94)
(

p(x v,0

lim sup ‘% J , Log
X n

an_(x,y;w) €0
T s

w

1TI. 2. PROPOSITION.

Une condition nécessairne et suffisante pour que

ng Og P(X y. @) Q(O-x)eo) P(X,Q} ,@O) >0 V 0 e E 3 ¢] # OO
el que
v 0,0, € £, o #0, ., ng Ip(xsy;Gl) - p(x;y;eg)l Q(ax;0) P(x,dino) >0
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On sait que eZ >1+z , VzeR et P =1+z<=2=0,
. . " : . plx,y:0)
] : ¥ Log S5 3
Scit 0 # OO . remplacgant Z par CE o(x y30 on a

plx,y,0) op PA.3:0)
p(x.y,0,) > 1L+ hoe VY, o)

l'egalite ayant lieu si et seulement si p(x.y.0) = p(xéy;Go)

Or puisque

o(x,y:0) . o) =
ng }W Q(dx,eo) P(x.,dy.,eo)

ng p(x . y:0) Q(X_Oo) du(x) au(y) =

on a

) = px,¥:00)  Arax. . G
H(0) JX2 Log o5y 0) g(dA,@O) P(z,dy,@o) >0 .

Soit A = {(x.y) € X< p(x,y;@o) # plxvy.,0)} .

Si A est négligeable pour la mesure envisagee ci-dessus, alors
H(0) = 0 . Sinon, c'est a-dire sous 1‘'hypothese gque nous avons faite, montrons

que i(e) > 0 .

En effet, supposons que H(0) puisse &tre nul sous la condition

imposée, alors on aurait,

. (x,y:60) . )
0= [A Log f;(;—y—@%’— Qlax;6 ) P(x,dy:0)

> (x.,y;60) -
L (1 - BB gaca,) 2x,a,0,)
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l'inegalite étant stricte puisque A nfest pas negligeable et que sur A

.Q(E.J,.SO) — > l + Log ng,&:’ie)

P(X,Y5OO m X;Y)@;Y
(1. R{xys0q) _, L
Or JA - plx,y.0) ) Q(dxsoo) P(X;dy9go)

. plx.y;00) , o) =
Jz (1 RESO0)) q(axse ) P(x.ayi0y) = O
X

ce qui donne la contradicticn puisque H(0) = O par hypothése.

111. 3. PROPOSITION.

Nous ferons £es hypotheses sulvantes

1

1) 2 et un espace compact metrisable.

2) V(x,y) € X2 , plx.ys.) st semi-conthnue supdrieurement sur

{11

.

1

3) Voects, 4k exdiste un voisdinage W(e) de o Lol que pour chaque
owwert V oavee V2o , v w(e) , sup plx,y,0f) st 2 mesunable.
O e V
4) 4k exaste une fonction hix,y) Zudle que

- - p{x.y:00)
h(x,y) < elrelf: Log p(ﬁy,@

et 1 f , h(x,y) alax,e,) P(x.dy;0 ) | < +

X

5) pour chaque 0 e & , Q(.:0) qul existe et est unique d'apres

LThypothese A veirndifle La proprdeté sudvante :

VxeX , P(x,.,0) << Q(.:0)
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Sous ces hypotheses, on peut trouver pourn chaquc vodsdnage U = U(@o)

e ; = tok >
de o, un nombre ¢ =§[U(e )] > O tel que

lim inf { inf . {% f Log £§§%l%§§)- dNn(x,y;w)}] > 8 P.S. Pr(g;eo)
n -+ + o« O e U 2 P DAL

On definit sur = wune metrigue d compatibtle avec sa topologie. Soit

t € U° , notons Vk(t) = {0 : d(o.t) < i} . Lorsque k aA + o , 1l est evident
que  inf Log E%ﬁi%ég?l- ne décroit pas.
0 e Vi(t) PAEY

La seni continuitée superieure en 0 de p(x,y:;0) implique cclle de
Log Iﬂj&jl&ﬁj, . d'ou la sepi-continuité inférieurc en © de Lo P(AJL4—QL 5
p(x,¥5 € 1(x y;0)

donc Ve>0 , ]V voisinage de t tel que

VoeV , Log E%ﬁ?%—%ﬂ~ . Log E%——Ql—il~ < g .

I1 en resulte que lorsque k p + «

inf Log plx.y, _el. tend sans décroitre vers Log (X’yje ) .
p(x,y,6 plx.y;t)

0 e v, (t)

L'hypothése 3) implique 1la tznmesurabilite de  sup p{x,y;0)

5 ¢ € Vk(t)
pour k suffisamment grand ; d'ou la o~ -mesurabilité de il
inf Lop B{X300)
p(x,y;0)
o€ Vk(t)

On peut alors appliquer le theoréme de convergence monotone , d‘ou

- (Xa 9 ) G - Axr o
o o 0y e R o) pnaney

X2
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tend en croissant, lorsque k p + =, vers

J ) Log *’%LL%)Q(&;GO) P(x.ay,0 ) = i(t)

et H(t) > 0 d'aprés la proposition III. 2.

I1 e¢n resulte que, YV t e U® il existe un ouvert Vk(t) contenant t

et un entier positif N(t) +el que

: : p{x,5.60) . e 1.
k > N(t) =>JX2 elzfvl o) Log o(x v 0) Q(dx,eo) P(xgaybeo) >3 H(t)

Prencns alors U ouvert ; U  est donc compact : on peut recouvrir

i par un nombre fini &'ensembles Vk(ti) (i =1,2,...,m).

51 W = max N(ti) , on choisira k > I de sorte que
i=1 ...,
Vi=12,...,m , J inf Log %32%95%3- a(ax;0 ) P(x,dy:0,) > 6 > 0
2 0€ V() PRX.Y
X kK'71
. R 1
ou § = min é’h(ti) .

i=1,...,m

or VoeU' , Jiefl,2,...,m} tel que O e Vk(ti) et on a

- ‘e )
inf op BGY:00) g Ry
0eV (t.) “XJJ) &MXst
k' 1
or l'hypothese 5) et la 7% pmesurabilite de  inf Log (x,73500) entraine
d'eprés [ 2] (theoréme 2.1) que E
Lin g J inf Log RIS ap (x,y,0)
n->+ 2 0« vk(ti) PAX.Ys n
== J inf Log p{x,¥3500) Q(dxa@O) P(xady;eo)

. p&,y 9)
p.s. Pr(.;0) ‘2 oe v, (t))

X



et j inf Log play:0c) Q(dx;0 ) P(x.dy;0 ) > ;'H(t.)
2 0eV (t.) p(x,y;0) N oo e
X k' i
chcisi k > N .

Par ccunsequent

- TIT -

puisqu'on a

1im  inf [ min iJ inf Leg }2%%.2:7)_ dl‘a’n(x,y)w):l §
n->+o Li=1,,..,m x2 O e Vk(ti) PR -
DS Pr(o;eo)
Mais
lin int [ inf . %—j Log E%ﬁlzéégl-dﬂn(x,y;w)]
P n - - 9 € U \/2 p 3yi
> 1im  inf [ min %~J inf Leg P§§=¥?g‘) dNn(x,y;w)]
n->+o 4 =1 ...,m X2 0 € Vy(ti) pix.ys
d'ou
inf [ inf . i J Log p(z, ?g)l- mr(xjy;w)] > § >0
n -+ o 0elU $2 PAXsT5 : DS Pr(e;Oo)

10 -

$

A l'aide des resultets etablis dans ce paragraphe on peut alors éncncer

le theoreme suivant.

ITI. 4. THEOREME.

S0t (X

n

)

ceginie sun £'espace mesuwrable

n € i

(Q,A) ,

* une gonction aléatoine markovienne stationnaine

atlacnie au processus ae Markov disenct

homogene ((X,5) , P'%(0)) dont La probabirite de transition dépend 'un

paumetre 0 € E ol E sl un space compact mEtlsavie.



On fena Les

1) VoectE,
Q(.;0) et
vV x e X
2) AL exdsfe une mesune uwo dur

we 0 Zeldke que

Q(.;08) << u ,

3) Veez , sup
w e
4} Yee=s , plx,y;0)
ad u, est 152

rlewnement sunr

{1

»
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hypotiieses suivantes

L8 existe une probabllite absokue stationnaire unique

P(x,.,0) << Q(.;0)

(X,L) , o-finie, {ncependante

dQ(.3;0)
dwu

et on noterna q(x30) =
q_[}(l(w);@] est fand

densdte de Radon-iikocym de P parn rapport

-meswweble et V(x,y) € X2 , plx,y..) st samdi-continue Supe-

5) Voes , AL existe un voisinage w(e) de © Lel que pour
chaque ouvert Vv avee V30 , v u(e) , sup plx,y;0") est B2 mesunable.
0 €V
¢) AL exdste une fonction hix,y) zelle que
: p{x.7,8.)
hix,y) ¢ inf Log 2l
oe = p(x,y.0)
et I J n(x,y) Qlax,0 ) P(x.dy,0 )| < +
‘(2 C v}
7}V 6, ¢ 0, ¢k 6, # 0,

J , I p(xay;Ol) - p(x,¥,0,) ‘ Q(dX;@O) P(x,dy;0_ ) > 0
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£) Voecz, onapresque swrenent pour tout w e 9

¥

n - 1
= " - -
Voed , L (w.0)=qf[x(u);0) . I . p[x; (w) X, (w)s0] > 0

Sous ces nypothiscs un estimatewn u quasi-maxdmum ue viaaisenblance @
coeffledent c e JO.1] converge presque swrament vers La vhade vakeur 6, G

parametre.

I1 suffit cn effet de rapprocher les resultets des propositions III. 1.

et III. 3. pour cbtenir la conclusicn du theoréme precedent.

On peut alors reunir les theorémes II. 6. et III. h. et ecrire

1l'enoncé suivant

11T, 5. THEOREME.

34 dans Les hypothlses du théoreme 11T, 4. on suppode que X est un
espace pokonais, que o est sa tribu borédhennc £ que powr © € B LTespace
probebiiise (X, 5,u) st compiet, 54 we phus on appedie I La tnibu borélien-
ne we £'espace compact métndisable E o, alors b oxdste un estdmateun du quasd-

maxlnium e viadlsembiance et AL converge presque surement vers o -

Remarque. -
Dans le cas ou l'espace £ n'est pas compact metrisable mais localement
compact a base dencmbrable, nous allons montrer cue scus certaines hypothéses

supplementaires le resultat du theoréme III. 4. est encorc valable.
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111. 6. PROPOSITION.

Soit = un espace Localement compact d base cinombrabke.

1) 4L exdiste h(x,y) ZLelle que

h(x,y) ¢ inf Log plxy;00) et l J h(x,y) Q(dxaoc) P(x,dy;ﬁo) < w
2

8 e E X
3 2 L o _P(X, ;e ) A~e n e 2]
2) I 5 llm@l_r:fe Leg pTX—,g'TG-?‘ Q(dh,@c) ‘(X‘.d}, ’OC) > k. > 0
X o

{1]

od o cdesdigne Le point cdfoint a pour Lo compactifien sulvant Alexandrogg.

3) (k) Stant une suite ce compacts de E tets que K (C K

nne U n+l
IR ! . R
Vneldl , et E= nLe' 1 I&n ,  on supposec que
inf est f—meéu/cabiic ., Vnel
0k K
4) Veez . sup q'}_l(w);o] est find .

w e &

Abons ik existe un compact K( 5 . Zok quiun estdmalewr cu quasd-

maximun de vhaisamblance prenne, powr n  dufglsanment ghand, presque surement

808 vakewns dans ¥ .

En effet

h(x y) « inf Log PT(_}E—LM ¢ gpd Leg p(x,y;04)

o e = p(x.y.0) 0% K_ p(x,y;0)
9 ; y ¥ \
et inf Lcg 8; - 8 ) 7 1lim inf ILcg ‘(z rfg)" quand n > + @
O & Kn P 33 9 e e Om P ;3 3
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le thecréme de convergence monotone montre clors que V e O<e<d , il

v

-existe un compact K tel que

. 30
E [ inf Dog R{EIO) 7,
ot K p(x,y 0)

orxr

. _!'_ ___ r ]: . . (x)r-ey) - .

0§ K x2 0% K

et en appliquant le thecréme 2.1, de [2] on a pour n suffisamment grand

1 . o(x,y30.) . , .
= [ , 01nf Log p(xggéﬁ?— ﬂn(xjyﬁw) > L - ¢
x2 &K

cn en deduit alors que

1 7,0 . 1 (x,y:0.)
VoxgK , = Log —;‘/—L—‘g— an_(x, > inf = f Lo 3—7-3—7—-3?— an (x.y:
& n é X,¥,0 ( ) n 2 € p(x,y.:,@ \n( ’y-w)

X X
> L =-e>0

d'cu le resultat propose puisque dfaprés la prepositicn IITI, 1., on sait que

lim sup
n =+ «

ij reg RAx.350) an (x,y;w) < O
P n

& plx.y; 6,(w))

§ 2. Cas ot X eat gdnd.-

Dans ce paragraphc, nous regurderons comment écrire les résultats pré:
cedents dans le cas ou lfespace X est fini. Le processus de Markov prend slors

le nom de chafne de Markov & un ncmbre fini detats.
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Par convention (e notaticn, nous supposercns que X consiste en les
k premicrs entiers positifs, {1,2,...,k} =X , et ncus nctercns un point quel-

conque de X par 1 cu Jj .

Hcus ncus placercns dans 1°'hypothése cu E  est un espace métrisable

compact .

La mesure yu intrcduite dans 1'hypothdse B du § 1. sera celle qui

donne pour mesure 1 & chaque point de X .

Les densités p(x,y;d) sont maintenant les probabilités de transition

pli,j;0) 3

p{i,j;0) = Pr [x 5 =3 | x =1i0] .

Y
ye

Les p(i,j:;0) , (i.,j) € X forment une matrice (k k) de transition

nctée P(0) .

On suppousera que lo chulne ce Markov n'a qu’un seul ensemble ergodique
sans sous classes cyeliques, et qu’elle n'a pas d'ensembles de passage, de scrte
qu'il existc un systlme unigue de probebilites absclues staticnnaires

{q(l;O)}i e X telles que

. n),. . )
lim p(l)(l,J;G) = g(j:®) > 0 .
no>+ ®
3cit maintenant (Xn)n _— la fonction alestoire stationnaire du

proccessus, ayant (q(i,@))i o x comme probabilites absolues.
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Licbservation sera faite pour cette foncticn aléatoire a l'aide d'un
“morceau’ Ge trajectoire de tezille n . Nous noterons Hr(iﬁij) le nombre de

4

fois (éventuellement nul) que X, (w) =1 et X++l(w) =j pour lgt g«nl.

Les hypcthéses Taites au paragraphe y 1. se réduiscnt zlors aux
sulvantes
1°) P(i,j;Gl) # p(i,j;Oz) si 0y # 6, au mecins pour un (1,3) € X° .

2 - - s . ~
2°) v(i,i) e X , p(i.j..) est semi continue superieurement sur E.

3%} Wi.d) ¢ X2 , YVoez , plij;0) >0 .

I11. 7. THEOREME.

Dans Les hypoihtses (u paragraphe 2, un estdmateur du quasi-maximum
de vialsamblance @ coefficient c e |0,1] . défdind pan
Voe:s

¢ alX (ws0) 1 p(i,§:0" 00 g e (W] 1 p(iL550 ()
= ijeX ijeX ’

est convergent presque sGrament vins La vrade valewr 0 du paramgirc.

La démcnstration de ce theoréme se fait d'une maniére analoguc a celle

employee cans le cas genercl. iicus ne la ferons pas icl.
ifous ncus bornercns a traiter un exemple ¢ upplication ce ce thecrene.

Nous 1'cvons choisi de telle maniere que les conditicns de derivabilite
de la fcneticn vraisemblance par rapport au parzmétre gul scnt generalement impe-
sees n'etant pas verifiees, le theoréme precedcnt nous permette de cenclure et
que de plus, dans le cas cu celles:-ci sont realisées 1l'estimateur que ncus cbte

nons soit celui nis en evidence daons les expeses ' classiques™.

Hp(i,3:
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111, §. EXEMPLE.

Suit  (X,P(X)) 1licspace des etats. X = {1,2} .
Prencns pour espace des paremetres E = [le] © soit [ sa tribu
borelienne.

Scit la cheine de Markov dont la matrice de transiticn est

/IAl}l;O) pll 28y

P, J
Vp(2.1;0) p(2,2.0)
ou
p(1.1.0) = p(2.1,8) = (5 + a0) 1o L[ (@) + G a)+a 31 o ()
M12m)=p@exn=(% ew)qi%[w)+[ma.%)+%,a]1%A1(m

Remarquons gue les prcebubilités ce tropsiticn p(i,j;.) , (1,3) e X2 ne

; . ; 1 .
sont pas derivebles par ropport & © , pour lo valeur O = 5 si ce n'est pour

1 : 1 .
a = K mals que por contre, Voa € ]O“h] elles scnt contlinues en O sur

lo,1] .

Dfsutre port, la menctonie stricte en © des p(i,j;.) entraine que

. . . . 2
p(i.jse)) # p(i.§;0,) si 0 #6, . v(i,j) e X° .



Lo matrice P . stochastique et & lignes icentiques, est idempotente
Ll
et la chaine de Morkov qui lui est asscciée n'a quiun seul ensemble indecowmpo

seble qui est ergcdigue et scns scus classcs cycliques.

Le systeme unique Ge probebilites absclues staticnnaires est dene le

suivant

l . l 1
a(130) = (5 +80) Ly 1p (6) + [o(5 ~a) +a ~ 5] 1 (o)
E [—sl]
Etant donne un ‘morceau de trajectceire (Xt(m))t c 1.’ 1a

fonction de vraisemblance pourra s'écrire

Ln(w,@) o P(l,lge)Nn(X’lfw)

n 1

p(2.2,0)fn(X.250)

ou N (X.§,0) = ) (w) . j=102

t

I o~

L Ko 61 F X

Des calculs simples permettent alors de trcuver comme estimateur du

maximunm de vralsemblance

@n(w) §1 l[p,%] ( n- )) l[p,%] ( o -1 )
+ ;'. MJ.@)_ }: 5 (EI_&(X)l,w))
a n-1 8 11 _ a n-1
0°8 = 2]
1 Hp(X,150) 1 N(X,1s0)
+ T [ - a+3 l‘;’+ 2 3 ( ) )
2 7 87 2°8



. IIT - 19 -

qui est bien une cpplication mesurable comme le montre scn expression et qui
d'aprés le thecreémc III. 7., converge presque surement vers la vraie valeur

du paramétre O .

. 1 . . .
Dans le cos ou 8 = I rencrquens gue 1l'cn peut prendre comme estima

teurs des probabilites de transition les suivants

s -5 =1 By(X,Lsw)y |, (X 1w) (X 1)
I)n(l“‘l) = 5,(2.0) = 8 1[0%] ( n-l )+ n-1 l]}. 3 T )
89
3 M (X,1.w)
+y 1 3, ("Ilr-l )
8;@
= =2 (00) =2 Np(X.2,w)y , Bp(X,2,w) (X 2;w)
B,(3.,2) = . (2.2) = 3 1[0,%[ e T | [21 nl
88

. 1 a . .
Or g1 a = } » TOuUS strmes sous les hypcthéses de D-l] et on sait
u'alors on peut prendre pcur estimateurs des prebabilités de transition les
L K 1Y P
suivants

~ L. Ho{i - w)
= n - 4(14_
Pn(l’J) 1\;n(1)x;w7

Remarquons alors puisque 1p(1,1;0) = p(2 .1:9) cn o par exenple

Ta(1 1. w) + Hp(2 1;w) - Un(X,1,w)
Iin(l;X) + I‘JP(E X) )

P
4

p (1.1) =p (2.1) =

qui coincide bien avec 'Iin(l,l) fin(2,l) , compte tenu du fait que nous imposons

a2 l'estimateur de prendre ses valeurs cans l'espace des paramétres, c'est d-dire

ici dans [—é s %] °
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