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Les probl6mes d'estimation par la methode du maximum de vraisemblance 

sont l'objet d h grand nombre de travaux. 

La plupart d'entre eux sont bases sur lqétude de lsexistence et de la 

convergence de solutions convenablement choisies des équations de vraisemblance 

successives. Or, lorsque celles-ci ont plusieurs solutions, le choix que l'on 

opère ne correspond pas necessairement & des maximums pour les fonctions de 

vraisemblance. Cette manière àgaborder le problème s'est donc avéree inadéquate 

Adoptant la défirition selon laquelle un estimateur est le terme géné-. 

ral d'une certaine suite dPapplications mesurables .,ce qui nous permet, par 

exemple, de parler de son biais ou de sa variance- nous avons cherche sous 

quelles hypothèses liexistencc d'un estimateur du quasi-niaximum de vraisemblance 

était assurée. 

Nous avons ensuite étudié la convergence prcsque sûre d'un estimateur 

du quasi -naximum de vraise~blance dans le cas de certains processus de Markov. 

Comme celle de ROUSSAS [13] , la demonstration est directe et ne suppose pas 

les hypothèses habituelles de derivabilite des densités de probabilité par 

rapport au parmètre a est irner . 



Aprh  un chapitre 3, dans lequel nous avons reuni l e s  materiaux néces- 

s a i r e s  a une def in i t ion  précise des notions generales u t i l i s é e s  dms  ce t r a v a i l ,  

c e t t e  etude comporte t r o i s  chzpitres . 

- l e  prïmier e s t  consacre à un expose sur un theorème de projection 

de t r i b u  produit ,  vu corrimt- conséquence de r é su l t a t s  sur l e s  e n s e ~ b l e s  analytiques 

e t  sur l e s  capacités.  

dans l e  second, 1~ problème de l 'exis tence d'un e s t h a t e u r  du quasi- 

m a x i m m  de vraisemblcnce nous a conduit a chercl-ier une cpplication mesurable dont 

l e  graphe e s t  inclus dans un enseible borelien,  

d m s  l e  chapitre III, nous trr i i tons de l a  convergence presque sûrs 

d'un estimateur du quasi maximum rie vraisemblance daas l e  cas de processus de 

Markov d i sc r e t s  honogènes a espace d ' é t a t s  ( X , L ~ ) ,  lorsque l 'espace des paxme== 

t r e s  e s t  locdement compact a base aenombrrrble. 

Une application dans l e  cas d'une chsene de Karkov a un nombre f i n i  

d q e t a t s  m o n t r ~ ,  pour terminer, un des aspects p o s i t i f s  de cc t r a v a i l .  
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CHAPITRE O 
---=-=-=-=- - 

RAPPELS DE EIOTTUM GENERALES 
-=-p-=-p-=-=-=-=-=-s-= 

Nous nous proposons dms ce chapitre de rappeler quelques definit ions 

dasis l e  but de preciser l e s  notations e t  l a  terminologie. 

, 41 Soit Z un ensemble. Nous appelons pavqe sur E 

de parties rie E contenant l a  par t ie  vide. 

tout  ensemble k 

Nous noterons 5, (resp. 6 , Ed E6 ) liensemble des reunions 
O 

f i n i e s  (resp. des réunions denoabrables , des intersections f i n i e s ,  des inter- 

sections denombrables) d'éléments de € . 
IJous adopterons l e  nom de A;iUbu ( a  -clcebre) pour un pavtLge sur E 

s tab le  pour l e s  operat ions a e t  corlplenentaire - 

I?ous desi,gerons par knsenble pave (resp. espace probabiliscble ou 

mesurable) l e  couple (i3.E) cocstitué par un ensemble E e t  un pavage (rssp. 

une t r ibu )  E sur  E . 

bit (x i>€ . )  l i e 1  une famille d'ensembles paves. Bous ~ppclerons 

pavage produit des 6 e t  nous noterons iï Ei , l e  pavage sur i  SI 
B = ïi E. forné par l e s  par t ies  ïi A. de B ou Ai C E n'est  diffé-. 

i a I  1 ~ E I  
1 

- - 
rent de Ei que pour un nmbre f i n i  d'indices pour lesquels on o Ai a ci . 

Dans l e  cas ou l e s  sont des t r ibus  sur E i i '  l a  ~u 

des Ei que nous noterons suivcnt [12] B E .  est  engendrée par i'i Ei. 
i e I  1 i c 1  



* So i t  ( un L ' S ~ C C L  de probabi l i te ,  ou A designe une t r i b u  de 

pa r t i e s  de R e t  Pr  unc nesurc de probabi l i te .  Soit  (A ,G) un espac? mesu- 

rtible. 

Une cpplicotion X : ( C  , A )  -t (X,E) e s t  d i t e  A-43-mesurable s i  

x."(B) C A . Bous dirons dms  ce cas que X e s t  UEE var iable  n lee to i rc  sur 

(s2,A) e t  a valeurs dans ( X 5 G )  

Soi t  une f m i l l e  de var iables  a lea to i res  Xt indicées par t E 5 OU 

5 e s t  un ensenble totalement ordonne, dcf inies  sur ( R  ,A,Pr) e t  a valeurs dans 

des espaces nesurables ( (Xt ,Gt >t) l t  - nous dirons que c c t t e  f m i l l r  c s t  une 

~avic;t.ioit déc&o.&i~, 

(Xt ;t. Bt ) e s t  appe11: C 6 p c  d ï 6  état6 a 1 ' ins tan t  t . 
c). 

Lorsque 5 L Z nous dirons que l a  fonctiori e l ea to i r e  {xt } t  E 5 
e s t  

a i s c r e t e  . 

Pour w e R , liapplicsvtion 

s 'appelle l a  Rhajec-tohe corresponàtnt a w . 

Soient 2 espaces mesurables (X,,?) e t  (Xp.j2) . 

On cppelle p h ~ b & m C  de &ul.nh.&bn (ou de passage) de (xl,%) 2 

(X2,02) t ou t e  applicction P ùef inié  sur  
1,2 

X1 x a2 a valeurs dans [O J] 

qui v e r i f i e  ; 



P x . )  e s t  une probirbilit6 sur . 
1 , 2  

P . A )  e s t  une var iable  a lga to i re  r e e l l e  sur  
1 , 2  

si ( (X, ?zt ) It f l  ~ s t  une s u i t e  dresp&ces probabil isables,  

l ' appl icat ion P déf inie  sur X x 3 à v d e w s  dans [0,1] t e l l e  que 
s 3% s t 

s < t  

e s t  une p r ~ b a b i l i t é  de t r ans i t i on  de (xs,rs)  a (Xt,Ct) . 

D e  plus on n lgequo;tior? de Chapman-Kolmogorov : 

Remizrquckis dcas 19equ&tion precedente cn ce qui concerne l e s  mesures, 

que nous avens notk Ps ,t (x,ily) de prefértnce a Ps , t (x,y) a f i n  d v e v i t e r  

des confusions entre x e t  y . 

* s o i t  ( ( x t , t ) ) t  * une su i t e  Ciespaces prcbabiliscrbles. Supposons 

* 
que n c 3 il exis te  une probabil i té de t rüns i t i cn  P 

t ,t+l Ge (Xt9Bt) à 

(Xt+l,g+l) . Hcus dirons a lors  que l n  Gonnee dt l a  s u i t e  des espaces 

( (Xt >Bt) It . &* e t  de c e l l e  des probabi l i tés  de possoge 1 * de f in i t  
(P t , t+ l  t € 11 

un p/LaCQ66u6 d~ ~ a l i k o v  que nous noterons 

(1) H* e s t  lwensei7ble Ù k s  en t i e r s  > O . 



Un processus ie ~ a r k o v  se rz  L i t  hc)nogSne s i  

Bcus cvons Caris c t  cas 

nous pciserom a lo r s  

e t  rioterons l e  processus Ge ikrkov iioaogene 

;I( Soi t  P r )  un espcce prcbübil isc e t  s o i t  une sous, t r i b u  de 

. S ~ i t  X une variable olecstoire r t e l l e  Pr in tegrab l t  , &fin i e  sur ( Q , A ) .  

iiotons Prg l o  r e s t r i c t i o n  clc Pr a 11 . 

On u p p ~ l l c  espèrancc nothénatique coiiiLiti~iinelle Cé X par rapport 

a 2 rc-lativerri~nt a P r  e t  cin note L'(x) ccrmt dans [12] lc. variable 

a l ez to i r e  r e e l l t  def inie  sur (CL,;) , Pr - 1:resq-d~ pnrtout  pr;r 
5 



On appellc p r b b ~ b i l i t é  conditionnelle par rzppcrt  a G , relativement 

a Pr e t  on note P( . I S )  l a  v r r iab le  z lea to i re  r e c l l e  def inie  rcr : 

Suit  (51 ,A , ~ r )  un espacé prcbcL5ilise c t  s o i t  ("4 E e * une su i t e  

ùe sous t r i b u s  ae A . iictons A1.2, . . .dn 
l a  t r i b u  engendree pdr l e s  el6zents 

on ü i t  qui. Ir 6 d c  d u  ~ o ~ ~ 6 - m t . t ~  (i$,It fi * cçt  mmkov.Lenne 

t e l s  que 

une bonoüon d&xtoirrr (xt I t  fl c s t  d i t e  iliahkav~cnne ( s i n p l t )  s i  

l a  su i t ;  it sous t r i bus  X;'{C~) de es t  ~nrkcvienrie s k p l t .  

On ~ i t  que 12 fcnctioiî a loz to i re  z~rkovienne  .-x cs t  &chZc! ( % ) t  C Li 

au ~ ~ Û C L S S U S  iiu ~ i a r k ~ v  ( (Xt , - . t )  , P ~ , ~ + ~  1 . s ~ i l e x i s t e u n e v e r s i c n a c  

la p r o b ~ b i l i t r  c ï i i d i t i ~ n n ~ l l e  Pr  E i~ .Xt] t c l l a  que t + l  

. .Ii Y t  E :J : V A E L  til " 
v x s x  

t 



Lr, s u i t e  . e s t  appelte s u i t e  des T,robabilités a b s o l u ~ s  de ( B ) t  c :: 

l u  fcnction a l ea to i r e  xcrhovienne (';t)t E il 
+ 0 

Une foiictibn a l ea to i r e  r s ~ r k o v i e n r ~ ~  ('t)t r id 
zttcc;1ec a un processus 

ce PIarKcv ) * es t  d i t e  A ; C & O V ~ ~ ~  s i  ((Xt32t)  Ft>t+l t E 1, 

1) l e  p r c c ~ s s u s  e s t  hancgène g 

2)  l e s  vcr iables  n l e ~ t c i r e s  Xt som toutes  ùs ïêne  l o i .  c t t s t  à Cire 

* 
s i  V t c l ,  :, Q t = Q .  

Bcuo tcminercns  cc chzpitre pzr quelques r a p p e l d e  S ta t i s t ique .  

* Sai t  ( x ~ ) ~  ,.*  US^ f i n c t i ~ n  n l e ~ t c i r e  dkfiaia sur  un r s p ~ c e  liroba 
i. 

b i l i s a b l e  (n ,A) a v r l i u r s  urns (Xt ,ÿt ) t  ip . Sci t  ~ r ( .  ;O) une far:ille 

- 
Le p r c b ~ b i l i t e s ,  O e t ~ r i t  un pcrmèt re  c 2 . 

Le probleae de l P e s t i m a t i ~ n  ponctuelle auquel nous ncus interesserons 

i c i  consisterc. a ceter~i i r icr  a l s c i c e  G'un E:c;rc=r?u LG t r c j e c t c i r c  corrus~oncant  

w E n : Ix,( a), a ,xn( w) 1 l a  valeur v r a i e ,  incoriue O O du parsmètre O E 2 . 

On appeiern adiwu.teun C:L , Li Z ~ I C  g Z n W  d'unr b&o d~ 

v & b i a  acéU.t~.&~ (Gt It * def inies  sur  (R,A) : a valeurs dans ( E .',) , 

ou I?, e s t  une t r i b u  Ge pa r t i e s  ue 3 . de l a  mai?iSre suivante : 

1) il ex i s t e  une s u i t e  de fonctions mesursbles ($4 E :il 
déf inies  

/- 
8 ,* I:) a v a l e u r s d a n s  ( - 

Xt ' t E h  t 
) t e î l e s  

u J 
il! 

que, b t c N ; n ' e s t  effectivement fonction pue des t premieres coor 

aonnees. 



3) pour l e  "morceau. de t r a j ec to i r e  donne {>;,(o) , . . . ,X ( W) } > l a  n 
LI 

valeur On(o) = gn [xl(o) >.  . . .X (u)]  s e r t  de valeur ogprochée de Bo . n 

A 

Soit (O,), + un estimateur de O O >  
déf ini  sur ( n , A , ~ r )  2 

valeurs dans ( 3  A) . On di ra  que 1' estimateur cunvage P&-pf~eôqu& bhement 

vers O,, s ' i l  exis te  R1 E A t e l  que P ( R ~ )  = 1 e t  que 

A 

V W E ~  on(&)) -+ @O quand n -+ + co . 
Un certain nombre de méthodes permettent diobtenir  des e s t imteur s .  

Nous etudierons ce l le  du m h w n  de vdembknce.  

Rappelons en bri&vement l a  technique : 

Soit une fonction a l é ~ t o i r e  (xtIt définie sur (&A) . Soit 

Pr(. ;O) O E E ; supposons que, V O e E , Pr(. ;O) es t  dominée par une 

mesure a--finie : w s fi etant  donne, s o i t  {'tlt , [iJdn N l e  "morccau' 

de t r a j ec to i r e  de t a i l l e  n , corresponciant a o . 

On appelera bon&i.on de v/raibenlbbce (au point w )  , l 'appl icat ion 

de 5 dans IR 

où L (U ;O) es t  l a  densité de l a  variable a léa to i re  ( x ~  ,X2,. . . n 
,Xn) evaluee 

au point w . 



La rnathoae du nwxirnurn de v ~ m i b h c e ,  corne celle du qw6i-muxhnwfi 

de v&.&rr~b&ce, consiste, pour estimer Bo , a trouver d'abord une suite 
* 

d1 applications ($In o N * de SZ dans 2 , définies par 

~~(w;i;'(w)) c L~(u;o) , O r E 
n 

c = 1 correspondant a la methode du maxbum de vraisemblance. 

* * Au chapitre II, nous montrerons sous quelles conditions 
(On)n 

est une suite d'applications nesurables et permet de definir un estimateur. 



SUR UR TtiEOREME D E  PROJEC71ON DE TRZQU PRODUIT 
-=-=-=-s-= -=-=-=-= -=-=-=-=-=-3-=-=-=-=-= 

Rappelons tout d'abord, qu'étant donnés deux ensembles non vides X 

et 3 et un sous~~ensemble A du produit cartésien X x S , la hection de A 

en x e X est la pertie Ax de S  telle que 

Nous qualifierons de p j e & b n  sur X , 1 'application de 1 @ensemble 

P(X x S )  des parties de X x E dans l'ensemble P(X) des parties de X , 

définie par : 

Si C est un ensemble de parties de X x 2 , nous ecrirons projX C 

pour {projX C : C E C) . 

Soient (X,;') et (S,li) 2 ensembles paves ; (X,6) et ( 5 , ~ )  

2 espaces mesurables. 

Dans [8] E'. WCZE;UISKI et C. RYLL~--NARDZEWSKI firent remarquer que 

pour les opérations p = s , d , a , 6 , sd = ds 6 s et d a on avait 



I l s  montrerent q u ' i l  f d l c i t  fa i r t .  des hypoth€ses sur fiP lorsque 

p = s 6  , a 6 ou p réprescnte l ' ose ra t ion  A dc Souslin pour que 1c  pavage 

projX [;' x i:'] puisse s ï ex~ r i r . i i r  a l ' a i a c  au yzvagi seul .  

L ' ~ x e ~ ~ p l c  suivarit pour but d t  montrer quc s i  l e s  t r i b u s  U et f; 

ne sont pas choisies ud nanièr t  convcnablt, il peut né  pas y avoir  i d e n t i t e  t n t r t  

projX ( L  O A) e t  3 

Exoui!pte. - 

nemarquons 8 ' ~ b o r d  q u ' i l  est evidrnt  qu; 2 C projX (L B 8) puisque 

l e  pavé 3 x E = { ( x , ~ )  s X x E : x E B , O E Z )  s B pour projcc- 

t i o n  sur X . 

Considerons a l o r s  corne espace mesurable ( X ,  3) l c  segment [O $11 dè 
lci d ro i te  r e e l l e ,  nuni d~ sa  t r i b u  borelienne ct pour ( ;.) l'espace mesurablt. 

([0,1] , ~ ( ~ > l ] > )  

joient  I~ = p$ : 4 ï: = 1,2- . a .  i n  L tz IJ a m 

e t  C fi = [I; x ( I L ,  \I;)] (-j [I: x ( A ~ \ I ; ) ] ( )  *.. x (AI.Ï~)] n 

ou A # @  , A(I[0,1] , 

Posons enfin C = C . 
n e lu II 



On en oedui t  quc Cn e t  par s u i t ç  C appart is ir t  a  l j  63 ?( [0,l] 

Soi t  D = { (x ,x )  E A x A) . 

V n  f i x i ,  n  r ; Y x E A a r { l . .  n  t e l  que 

X E  f e t  donc (x.xj E I~ x (~'71:) . m 

11 en r d s u l t é  que 

Suppoç~ns naïntcnunt  que ( x  , O )  s C . Ccme alors (x , O )  r C pour n 

t o u t  n ,  o n a  O e A .  

hbntrons que l 'hypothèse  x # O e s t  thsurde, 

5i e f f e t *  el12 é n t r a i n r r ü i t  que 

n  n  
d'ou x E 1 e t  O E IID . O r  il e s t  poss ib le  di' c h o i s i r  n  assez  grand pour 

rn 

qui  x  e t  O appkr t i innsnt  a 1 i n t e r i e u r  dt 2 i n t t r v L l l e s  d i f f é r e n t s  du 

p a r t a e t  . 
-. 

On en deduit  que C \- D e t  de 1 l' i d é n t i t e  des er,sér:bles C e t  D , 

il r e s u l t e  que 



11 s u f f i t  - lors  de c r ~ o i s i r  l*ens?r;iDlc 1 àe t d l e  manier6 q u ' i l  ne 

s o i t  pas U.mesurable Four denontrer que l a  projec t ion  s u r  X de lFeilsemble C 

-. 
appartenant a ; 8 , , n a appur t ient  pas a ,J 

9nns C L  c n a p i t r t  on vc donc chercnèr d ~ s  cork i t ions  ( s u f f i s u n t t s )  

a imposcr û.ux espnccs üitsurcbles ( X  ;) e t  ( ) pciur qtlqiï y a i t  i d ~ n t i t e  

c c t r e  projX (.: 63 :) e t  G 

Dans [12] OC semble chercher ce r e s u l t u t  par  l v i n t e r m i d i a i r c  dc 

l q o p e r z t i o n  dé Souslin e t  cl'ufi theoreme de c u p a c i t a b i l i t é  des e n s a b l e s  

sous l in iens  demontre pur CEOQWT. 

Dans l e  présent  expose nous cvons p ré fe re  parvenir  r e s u l t a t s  relsc 

t i f s  a l a  projection de t r i b u  r r o d u i t  t n  adb.ptant a CG problème c e r t ~ i n s  Ü d s  

r 6 s u l t a t s  de [9] - 

I'Jcus ril.ypclerons düns l e  pura~rnphc  2 , ce r t a ines  d é f i n i t i o n s  cionnecs 

dans [g] e t  nous groiipercns cc un s e , .  enonct l e s  I;i-incip~ux rtsultcts dont 

nous nous servi rons ,  

f i )  Soi t  ( E , E )  un cnse i~ble  pave. On d i t  quAune fmil l ; .  (6. ) 
>us l i s 1  

d'éléments de & possède l a  p ropr ié t e  ce 1 ' i n t e r s e c t i o n  f i n i e  s i  l ' o n  2 

,*, 

~ ' ' E ' I ~  Pii # @ pour t o u t e  sertir f i n i e  Io(: 1 . 



@ On ai t  qut l c  ~ÎYÏÇL E e s t  ~ @ H ~ - c o ~ I ~ c L G ~ ~  s i  tou te  f a n i l l c  ùenom- 

b r ~ b l e  dvelernents dc , qui p ~ s s z d c  l a  propriete de l ' i n t e r s e c t i ~ n  f i n i e  

a unc i n t e r s t c t i ~ n  nc r  v i a e ,  

@ boi t  <;,e) un ~ n s c c b i r  p o e .  On d i t  queun<: p ~ r t i i  f i  d~ E e s t  

é-um&Lg~quc s ' i l  e x i s t e  un cnse1:1blt. auxi l i l - i re  F muni d*un pcvnge semi -coizpact 

F e t  une p a r t i e  3 C i x F , cppistanunt. a ( E  x F)og t e l l 6  que A s c i t  l a  

projec t ion  ae U s u r  Z . 

On nc te re  J , (E )  l e  pcvege sur  E ccns t i tu& par  l e s  enseables 

E e.nalyt iques . 

1, 2.2, Thiiort&vne, - -------- 
Soi t  (E - E) un enstmble pme.  On a 

3 si ( F , F )  c s t  un énsêmblc pave cn z 

4 .. si l é  p;;vctl;e F est s e a i -  c c n p c t  ILL p x j e c t i o n  A de 

A' E: ii(l x F) s u r  L e s t  E miülytique . 
5 A(24E)) = u t ( € )  

6 l a  pav~gc A F) cont ient  l u  t r i b u  cngenùree par  F s i  e t  scu le  

ment s i  ~c conpienentaire de t o u t  e lenrnt  iie f est Fs-cnciytiqur. 



1.. Définitions : 

- Soi t  E un enserüble muni dtua pavage & stable pcur les cperccticus ie 

rémion  f i n i e  e t  d ' in tersect ion f i n i e .  

Ori appelle $-cap&& sur E une application 1 déf inie  sur P(E) 

a valeurs dans R ve r i f i an t  le6 proprikti.s suivctntes : 

a) 1 e s t  croissante 

b) pour tou te  s u i t e  croissante  ( A ~ ) ~  II* de pa r t i e s  de E ûii n 

c )  pour tou te  s u i t e  decroissante ('A'n E 11 
* d'éléments de E on a 

n i ) =  in f  I(A;) I( i ? *  
n t z B  n E: IJ* 

- Une p a r t i e  A Ge E est d i t e  E-c~:)~(~c,i&bie s i  L n  L, 1 ' C ~ i t l i t e  

2.'- Theoreme ae Ch~quct : - 

Soit  1 une 6-capaci te  sur E . Tcut ensemble 6-analytique e s t  

capacitable pour 1 . 



1,  3 .  TI{Ei)RE!dL "3 EWJECTIljl, GE T27Llb ROPUlT. - ---- ---- ----------. ---- - 

Tout d',bord un I c m ~ e .  

1. 3 . 1 .  Laime.- 
..,..,W....., 

5 (X,U,P)  ait UK Uiap~iCQ :CI. pmliabkLtE con~jde-t~ d o j t 6  A(:) = . 
Rzppeloiis ququriL pt:Ir(:.ie i u'un espacr. probzbi l i sé  (X,; ,P) e s t  P..négliguable 

7, s ' i l  e x i s t e  une p ~ r t i e  B E  t t l l c  que iIC3 , ~ ( 5 )  = O c t  qilc l E c s p a c e  dt 

p r o b a b i l i t t  X P est; d i t  ccrnpltt s i  C ccntierit t c u t e  p a r t i e  P .negli,:eable 

dé X . 

Montrons quc ) Iaous ferons  l c  dtmonstrat icn en deux e t a p ~ s .  

* 
G )  On r e n a r q u e r ~  t o u t  d i ~ b o r d  q u S e n  nct?,nt P 1~ p r c 5 ~ b i l i t e  exte  

r i e w e  d e f i n i e  par  

* V il a P(;t) , P (12) = i n f  P(L) 

13 E ;> 

ACB 

. . 
P* e s t  une .,. ccpaci tc  sur X . 

En e f f e t  a)  e t  c )  de l a  Lef in i t ion  1, 2.3.1. sont evidentç . 
Quant a b )  on p ~ u t  l e  Seiaontrer corné s u i t  : 

(A ) , j  e t c n t  une  suit^ c ro i s scn te  G'ele:str,t;s Zc;. ? ( X )  , on peut t r o u v t r  
n n e -\i 

V E: > O , unt s u i t e  croisscntt :  (B ) ,,* i?.t.ler-tnts Cie Q t c l s  que 
~ ~ E L V  



11 en r é su i t e ,  puisque u (3 u u * Bric; n t I~T* Bn n E $ n et n e Y 

* P*( U * n) 4 P ( U ~ B ~ )  = s u p * ~ ( ~ )  ( sup P (A ) + E 
n c 1; n sI\j .# n 

ne iT n E Ti 

( A ~ ) ~ ~  
* e s t  une s u i t e  c ro i s smte ,  on a aussi  

b) Supposons naintenant que A s o i t  un e n s a b l e  ü-analytique. 

 après 1. 2.3.2. on û 

sup P(B) = in f  P(C)  

B E L ,  C s ù  

B C A  c > A  

11 exis te  donc B v  e t  C i  elenents de S t e l s  que 

C On en conclut que c d puisqu Y en notant B' l e  caplementaire  

de iJs dans X , 



1. 3 . 2 .  kypakh&e ( I I ) . -  
.,,------------- 

~ ~ G U S  &signercris pzr ( I I )  l'hypcthèsc; suivante . 

p o w ~  XouX e126mU~i c LL C Lt cÿU6.t~ une d&c ( cnIn * ~;U&IQ~'L&~ cie 

c t u e  quc cc = 5, ( O U  bien cc = ,(? ,* i ) 
Ii 

/ i 0 & 5  proj  ( 2  8 C Y . x 

Soi t  B x L c 5 x A  . 

3r puisqiir ( I )  v e r i f i ~  l:hypoth&st ( 1 )  , l i aPp l i cz t i on  de 

1. 2.2.6. e t  1. 2.2.2. n,cjntrt q u ~  1~ t r i b u  1, es t  incluse  d ~ n s  l e  pavagc 

& C )  GU C cst  par hypct:ikse uri p~vcgi. scmi. cozpact sur  S . 

D'ou en 2-ppliquant 1. 2.2. on obt ient  successive~ient 



Le t h ~ ~ i r S ~ 1 ~ '  1. 2.2.4. p c r ~ ~ e t  d c r s  d t ~ f f i r m e r  que 

Uvaprès IL 1t.ri11.i~ 1. 3.1. on s a i t  q u ~  . = ) o.ou ln conclusicn. 

1. 3.4. PhopobXon, -  
------.-..--- 

Si u.t un npace compact r n W ~ 3 i e  CX a i  A ai au  M b u  bon&- 

11 s u f f i t  cn e f f e t  Ce prenCre pour pavage C l e s  fermes (dcnc coi'pacts) 

de 5 . Lt pnvage C tst sen i  cc)cyczct e t  puisiyuc. 3 e s t  uri espace n e t r i s a b l e ,  

t o u t  ouvert CL 3 e s t  1- reuziion C'une fzn i l l e  d t n c ~ b r a b l e  Le f e r i x s .  

iious ncus bcrncrons a ccnner i c i  l e s  grcndcs l i ~ n è s  d'unc c e n c n s t r û 3  

xc 
t i o n  dé [6]  . iistons 1 l e  cube ' e  i i i ibz r t  , c'est--rt..Gire l g ~ n s e i ; l b l é  ;c 

i z2 n n 
tou tes  l c s  s u i t e s  i n f i n i e s  z = ( z  , . . cu z e s t ,  pour t o u t  

* 
n E IJ , ur? ncnbre r e e l  ~ p p z r t e n t n t  [0,1] . S ~ i t  C sci. t r i b u  bçrel ienne.  



R~ppeloiis L' clucrci l e s  3 ïcmr..ies suivuiîts [3] . 

1) es t  C G L Y P L C ~  

2 )  t o u t  P S ~ ; L C ~  ~ ~ e t r i s a b l t  s e p ~ r r b l c  c s t  hû~jinta.,cr-tle EL un s ~ u s  6nsi;;nblr 

x G 3) s i  l ' t s p ~ c e  e s t  polcnais,  ce sous ens~i .h l r  c;e 1 est  une inter- .  

s i c t i ~ n  drnombrrblc u 'cuvtr ts .  (un G & )  

Revenons d c r s  a 1~ cièï.~onstrzt ion dc 1~: propcsit icn.  

G ü iapr&s  l e  l e ~ m e  2 ,  5 e s t  hcraêboorphe a un SCUS.-espace li de 1 

Sci t  H 13 t r i b u  bcreliccne LC 11 

0 D'rprès lt. 1ei.m~ 3, B e s t  uc G6 c i t  1 , donc E E  C .  

Il en result t .  que 

ii C C 

e t  par conséquent 

3'' e tun t  ccipnct d'après Ic l c ~ m e  1, .2 r i- 8 .. ~ ~ i p l i q u e  uq;ipr6s 

l n  prcpcsit icn I. 3.4. ct l t  tiie~rez:ile I. 3.3. qut. 

- Lti prcpcsi t icn  y r ecC~ tn t c  s îLppl iqu t  en pa r t i cu l i e r  p o u  un espace : 

localenent cczpact a  bas^ ~ênombri'ble puisqufun t e l  ~ s y ~ c c  e s t  polonois [31 . 



Dsns cc chcpi t re  ncus nous prcposons G'etuGitr  l a  n e s u r a b i l i t é  d q a p p l i  

cciticns duf in ies  ccmlc- s c l u t i c n s  dc prc'oiëiies cl estiuiztion de pr;ra:.ètres. Il e s t  

i :q,ortdït  GC ueuontrer 1 ' t x i s t e n c e  üe t t l l c s  zpp l i ca t  ions  i lesurables puisque l e s  

grandeurs s t a t i s t i q u e s ,  t c l l d s  lL b i n i s  ou 1'1 vuriancc - n'ont  de sens quc püur 

c l l e s .  

EU1 TRGiJG LILU c t  DAiiICL CARTOi: [5] cnt  exmint .  c e t t e  question 

l e  ces de processus uc K ~ r k o v .  én se  r cpc r t en t  a  l ' e t u c i ~  uc l a  n e s u r a b i l i t e  des 

r ~ c i r e s  d'equctions GU f ipur sn t  Ccs v ~ r i ~ b l t s  a l e ü t ~ i r c s .  I ls  fu ren t  a i n s i  z w n e s  

a erioncer l e  thcurèrne suivant ; 

"Soit  A ,  UI. esp::~t f r ~ b c b i l i s e  rc;i:plct e t  s c i t  ( ur, 

espace nesurab l t  v L r i f  i an t  1 ' n y ~ ~ t i i ~ s u  ( J i )  (r,otcticr, du 1. 3.2. ) . 

S c i t  en f in  : x 5 + une cppl icut ion  ; 63 A nesurrble .  Suppc 

sons q u - i l  exii.ti: un L L ~ E L D I ~ ~ L  L c . it Uri e n s ~ ' ~ i b 1 ~  5 E i: avec ~(3) = 1 

t ~ l s  que, V x E Xl * l î ~ q u c . t i c n  z ( x , ~ )  = O c i t  c t  n ' c i t  qulunc rccine 

* 
Aiors c.n peut t rouver  dcs v a r i ~ b l e s  t i e c t c i r t s  O uefinie.; su r  (X,*-) 

e t  a v z l t u r s  dans (z,A) t e l l e s  qui. l e u r  r e s t r i c t i ~ n  a X1 s o i t  l ' r p p l i c i i t i c n  



Ils appliquèrent ensui te  cc theorè~ne au problène de l r e s t i n a t i o n  de 

pn rme t r e ,  üans l e  cas t c t m ~ e i i t  de l a  aethcdk uu maiicinm ue ~ r a i s c n b l a ~ c e .  

En s e  l i n i t a n t  s B , pave ouvert de 8 , i l s  se r a ~ e n ë r e n t  izlcrs 

a l P e t u u c  de lVequüt ion obtenue en té r ivan t  l a  fonction v r a i s e~~b lznce  par rapport 

au parmètre a estimer. 

Ilous avcns voulu i c i  nous ùeùnrrnsser de lfh.ypcthèse d? dê r ivzb i l i t e  

p m  rapport à O dont i l s  avaient besoin pour l e u r  ctuCc. 

Hous avcns donc tssayc duexmine r  l a  r.iesurzbilitt: des applicctions 

&f in i e s  pur l a  r l e t h ~ d i  Cu r~axinun de vraiserlblnnce , directement, c 'est.-a d i r e  

sans iivoir reccurs a lGequa t ion  de vraisemblance, 

NGUS avons cherche Ce plus à é l in iner  lvhypcthkçe d ' un i c i t é  f ~ i t e  dans 

laenonce LU theoreme r a p p ~ l e  plus h ~ u t ,  c c l l e . c i  pouvant S t r e  pratiquement i l i f f i - -  

c i l e  a r ea i i s e r .  

S o i t  L : X x E -+ IR unc app~ca.t.br.i t 8 !i m c 6 d l c ) ,  k@e que 

L(X, . ) ~o.tX o crlu-con&inue ~ u p & w m &  6WL qud que a o L t  x Xhent 

Le X . 
Soient w&i.n g une a p p f i U n  dZb.i& 4wc X , h v d w  c2zn.h iR 

: x -+ g(x) = sup L(X,O) 
O s 5  



ALarrb g u k  une uppUcakion i - r n a ~ ~ ~ b i . ~  & Le gmpke G ( + )  cie lu 

co~~apoluCaMcc! J, appumXwtA à ;, 8 A . 

Botons t c u t  cic s u i t e  que J,(x) f 8 , puiçqus l ia.pplication ~ ( x , .  ) 

d i  dans W e s t  s ea i  continue suptrieurenent sur l e  ccxpact S y a t t e i n t  

donc s a  bcrne supcrieure e t  que de cc. f r i t  il exis te  pour t ou t  x E X au cloins 

un ex E o pour lequel L ( x , ~ )  = g(x) . 

Soit  a E M . On a 

cvcc 1~ = { ( x , ~ )  E X x s : L ( X , Q )  5 a} s 8 Q L\ . l i t lppl icat ion L . .  é t a i t  par 

hypcthèse Q t nesurable. 

~ ~ a p r e s  l e  theorème de prcjection de t r i b u  produit 1 3.3.) on en 

deduit que 

d'ou l a  2.-mesurabilitG Ce l 'applic=ttion r, . 

(1)  D'après i a  terminologie de BcurbcLki , theor ie  des enscables Livre 1, etant  

donnes 2 ensembles E e t  F , une correspon2ance J, de E dans F .~ssocie 

a chaque elenent x ce E un sous enseiable non vide $(x) de F . Son 

grcphe e s t  G($)  = {(x,y) e E x F : y a $(x) )  . 



L'appl ica t i sn  cl , defiriie su r  X x 2 . a valeurs  ï m s  R 

I l  ~n r c s u l t t  que ~ ( 6 )  E !, 8 1, . 

Ceci r c s u l t e  imeuia tcnen t  Lu fa i t  que l c  ~ r a p h e  de l P a p p l i c & t i c n  $ 

~ p p n r t i e n t  a 8 .i ~ ' ~ ~ r é s  1~ theor&x ~ r e c e d ~ n t .  

D ~ n s  1 z  r tchcrckc c g  est irxi teurs - g ~  12 rsethcce Cu qur*si r a i n u -  GL 

v r a i s m b l c ~ c e  , il tious f C U ~ J .  dt: , cn t rcr  1 e x i s t  encc c i  'un< appl ica t ion uésurable 

* 
O de X duns 2 t L l ~  r;ue 

k 17;iLie GU c c r c l l n i r e  prccederit nou:~ pouvons ~ e j a  r ~ p c n d r e  a c c t t t  

question i a r ~ s  un gï~-rïu n ~ n b r ~  6t' c m .  ~ J C ~ U S  nGus S O ~ ~ C S  ûlcrs i n t ~ r r c g e s  su r  

l ' e x i s t e n c e  d 'une  t L l l c  cpplicuticin iiesurciblt: Lrins Ic czs GU J, f a i t  corrcspcn 

dre a x  tz X un ecs tnblc  2-e valeurs  he O non n e c e s s ~ i r m e n t  rtdait u l  p i n % .  



17. 3.  EAEMPLt. - 

Pmnens pcur espace prob'bilisi cc-~plet , IRn et 1.. iaçsuri Z<L L~bespe. 

Scit S = [a ,d c !R 2i 12 tribu st-s pcrties bcreliennes, 

-f 
Definissons L ( X , G )  prr 

* 
Toutt zpplicaticn O ~efinic sur Rn 

, a vcleurs dans W p ~ i w  

lequel1 e 

1 * +  
ain 

1 
r , l s  Y,. - ,< O(X) < II. + - 3 . 2  1 2  i = l,,.o n i = i , o u o n  

sera telle que 

Or si tiil e tu~is la ccsura'oilite ut. télies upplic&ticns il est éviüent 

que V A c [0*1] 



c s t  une z.pplicaticn i?:sur:.bis ve r i f i an t  (1). 

Il y n r:'riutrï f î r t  ties î p p l i c z t i ~ n s  8 v k r i f i i n t  (1) c t  nc s i n t  

pus i i i e s u r ~ b l ~ ~  

Yi1 r f fc t  s i  AC IR* n' t s t  -2s ~ e s u r z ' o l ~  pour 1c Cesurc G e  Le3esgue 

&ans R" ,  finissons b(X)  par 

D ' au t re  par t  , puis que 

* -t 
8 (x) n ' e s t  ?as rnesur~ble.  

k l ' a i d e  de ce t  exemple on vo i t  que 

l e s  applications 8 )  vér i f i an t  (1) ne sont pas tou tes  mesurables 

- il en ex i s te  qui l e  sont .  

On peut d i e i l l e u r s  énoncer l e  r e s u l t a t  suivant : 



I l .  Y .  PRU?OSITIOi~. 

SoLt  ( - P ) un. upcrcc pko b a b U  Z cornp~d,  

S o i x  un cofi~put dcnb IR , Li f i5u  Ge a a  pc-&u Surri?kLk.nnu. 

S o a  cn6in A un  60uh -cm m1b~c! J 8 MIC~WLÜSLQ c k  X x 5 . 
L ' trpjGLcc&ion uLdinLc: a m  X . v i ~ ~ w -  ~ ~ ~ v i d  3 ~ C V L  

x -t i n f  {O E 5 : ( x , ~ )  E A l  

Sn e f f e t  'd t e [R , 

{x E X : i n f  {O E 5 : ( ~ ~ 0 )  B A l  < t }  = projX {A /-I (X  x 1 - - m , t  [) 

e t  puisque k f 7  (X x ] .m,t[) E i @ 6 ,  , l ' a p p l i c a t i o n  du theorème 1. 3.3. 

nous donnc l e  r e s u l t a t  cherche. 

Rei?imqui. - 
Le çucc6s dc. l a  deri~onstration e s t  l i e  a l a  s t r u c t u r c  d i o r d r e  t o t a l  de 

R e t  au f a i t  que l e s  cnscmbles ] -,t [ enf;zndrext l a  t r i b u  borél ienne,  

S i  l'cri veut é tud ie r  l e  problème dans un c ~ d r e  p lus  general ;  il peut 

s 'enoncer d e  l a  nazière  suivante : 

l,Soi,t $ une cohtrcspon~ance I;o X La~d E , dord Lc! gmphs G( +) 



On ne peut p ~ s  toujours repondrc ,zff i rmcvt  ivement à c e t t e  quést ion .  

Blackwell donnc dails [l] LUI cxemple d ' ènseilibïcs boré l iens  C ,D ,Z t e l s  que 

'0) l a  projection de 5 s u r  C e s t  C 

c )  pour tmcunc t'pplicatior, mcsurzbï,- d de C dans D , l e  graphz 

dc d ri-est  u r ~  sous er~sezcble de B . 

C ' e s t  pourquoi nous avons cherche dcs condit ions ( suf f i san tes  ) à impo- 
A 

s e r  aux especes X e t  E qui assurera ient  lnax i s te r , ce  de O en t a n t  qu 'appl i -  

ca t ion riesurzbie de ;"i dans E, 

On a a l o r s  l e  theorSrne suivant  

Sui& X cLf 5 2 a p u c a  yolunaifi, CA A & C W L ~  .Or.duh i>on&LcIn- 

h~)3cI&v(?6. On auppos;ra ilc. p h  que ( A  P c.td un ~AJC~:CC p h o b a ~ ) U U  

cuy11pLLt. 

Avsnt de demontrer CE theorsme nous c l lons  rappeler  & f i n  de l e s  p r t e i s e r  

ce r t a ines  nota t ions  e t  ~ r c p r i e t e s  dont nous r~ous çcjrvirons dans l a  denonstration. 



i<otons 14 *'O l 'ensenbi; de tout23 l e s  su i tes  a = (n1.n2.. . . ) ou 

n n  sont des en t i e r s  pos i t i f s .  

On d é f i n i t  sur  cet  ensêrnbl* une dis tsnce d par 

* 
v  

v v c r i  
v  

d[(m 1 2  ) . (nl,n 2, . . .  )] 
si  v  e s t  l e  plus p e t i t  

V O 
O * 

indicc  v  c  1 pour lequel  

3'0 
Alors Ir e s t  un espzcc métriquc corfipiet, qui de plus z s t  separable 

/ p u i s q u ~  1 ' eiiseibl.. dtnombrable cic tous Les a = ml ,n2 .. . . ) pour l i sque l s  

n # 1 n ' e s t  recllise q ~ e  pour un nombre Ï i n i  seLilement d i  v  , e s t  ?artout 
V 

dense Ûens 13 
*x O 

X 
On peut d ' a u t r e  par t  ordonner N* O totalement p;r 

s ' i l  ex i s te  v  t e l  quc 
O 

< n 
mvo Vo 

(1) et; r0 = n  pour v < v  . v  V O 

X 
S i  a e s t  f i xk ,  (6 E II* : B < a )  t s t  ouvert.  

O i  B c ct t;t v def in i  comme daas (1) a lors  on ; ; < ct dans l a  
O 

1 
sphère ~ ! ( ~ , f 3 )  < -  

X 
0 Chquc sphsre dans L, e s t  un enscmblc de l a  fome 

al 4 B < ct2 (al e t  ag f ixés)  . 



S i  son centre  e s t  (ml m . . . ) e t  son rayon E > O . a lo r s  

0 = (nl,n2.. . ) appartient  a c e t t e  sphere s i  e t  seulenent s i  

c ' e s t  à- d i r e  

rn = n  pour v a l , .D. ,~  
v v 1 

ou V1 
1 e s t  l e  plus grand en t i e r  4 - . 
E 

On peut l î e c r i r e  al 6 8 < a2 si  on pose 

Rappelons enf in  deux r e s u l t a t s  [3] : 

.= D u s  un espace polonais, pour tou t  ensemble borelien B , il exis te  
X 

une application continue sur ject ive  de II* sur B . 
-. Le produit car tés ien d'une f a n i l l e  dknombrable d'espaces polonais 

e s t  un espace polonais. 

Etant donne z = ( x , ~ )  E X x S , considérons x comme fonction de z 

posons x = pX(z) L'application px : X x S + X e s t  appelée projection sur  

X . On s o i t  que c i  e s t  une application continue. 



;li;manb&&i.on du ;th&okèrne 11, 5. - 
Nous l a  ferons en 4 r tapes  en adaptant un lepme de Von I~~~ [ll] 

1 )  G(+) e .; 8 ;, par hypothese, donc il ex i s t e  une application conti. .  

nue f , t e l l e  que 

bit x g X e t  s o i t  ~ ( x )  = {a e N 'XO : px O f(u) = XI . 
~ ( x )  # $ puisque l a  projection sur  X de G($) e s t  % . 

X 
De @us 1 ' application p o f  de N* O sur  é t  mt continua , X 

~ ( x )  est fermé puisque {x) e s t  fermé dans X . 
O Notons n l e  plus p e t i t  nl avec (nl.n2.. . 1 ) e T h )  

O O n 2 n 2 (n19n2.. ) E T(X) 
O O O 

n3 
n 

3 (nl ,n2 'n3 - ) e T(X) 

O O Posons a = n i  . ) ; 4 x 1  c ~ ( x )  

D'après sa def in i t ion  a (x )  < B 'd 8 E ~ ( x )  . I l  en r e su l t e  que 

~ ( x )  a un plus p e t i t  élement e t  que c ' e s t  a(x)  , 

X 
2) s o i t  a. c N* O , a. f ixe  



LqMage continue de l'ouvert {fj < ao) de B 
*Xe 

par PX O f est 

8-analytique O et comme d'après 1. 3.1., ~ ~ ( 2 )  = (; bl(ao) est ii~rnesurable. 

3) Si T est un sous-ensemble de NfXO , notons 

ex0 @ Si T est une sphère, elle a la forme { B  r. Ii : al 6 B < a2} 

et par consequent 

Le résultat du 2) montre alors que M(T) est 2-nesurable. 

@ Si T est un ouvert de N *xo dors 

où T est une sphere de N*x~ 
n 

-* 
et comme IJ(Tn) est L8.*mesurable v n a à , 

il en est de même de M(T) . 
4)  Soit finalement O un ouvert de X x 2 

Notons ~(0) = {a E flXO : f(a) E 0) . 
m* x~ 

Comme O est ouvert et f cçntinue, T(O) est 1 ouvert de D 

11 en resulte d'après 3) que N(T(0)) est :2--mesurable. 

Remarquons enfin que x E. N(T(o)) signifie que a(x) a T(O) dqoa 

f (a(x) ) c O . Or a(x) c ~ ( x )  , par consCquent p o f [~(x)] = x . X 

Lsapplicütion qui A x a X fait correspondre f [a(x)] E G($) est 

mesurable. Comme de plus p O f [a(x)] = x , on e f b(x)] = (x,\) 03 X 

€& E $(XI . 



L'application : x E X + (x,oX) E ~ ( a )  étant mesurable, il en est de 

même de l'application 

x e X + % e  F 

puisque c'est l'application conpesée de la précédente et de p, . - 

Il suffit d o r s  de remmquer qu'un espace ccnpact métrisable est un 

espace polonais p u r  obtenir le rSsultat suivat a liuide des thécrèmes II. 1, 

et II. 5. 

1.1. 6. THEOREME. 

S o i t  (X,, :, P) un ehpicce p b a b U é  m@et où X ut un ebpace 

p o b n d  eZ U su &.&u b o / ~ U e n n e .  

S o i t  L : X x E + IR une app&c&ion L @ P mawralLe t&e que 

L(x,. ) soi$ sd--wY&&U.U 4up5/Uew~L?l& 4uR 2 . QU& QU(? b o a  x ~ h Q &  

c;e X . 

* 

2 ~ ( x , ~ ( x ) )  >, c sup L(x,O) 
O € E  



Nous pcuvcns ~ x i n t e n a n t  appliquer l e s  r e s u l t z t s  Le ce chapitre à un 

probl&~e d i  estintition. 

Supposcns que l ' c n  e tuc ic  un phencnène eccno~lique ou physique e t  une 

de ses  caracter is t iques  X . En general c e l l e - c i  e s t  var iable  e t  cn ne peut en 

p r e v ~ i r  exactenent l e s  vclleurs. On ~s sc i c i e  a lo r s  au phen~~:ène un ;;?odèlé. e l ea to i r c  

e t  X se ra  ccnsiherée = in s i  cmme unc variable a lka tc i re .  

Il  e s t  bien rare que l a  I c i  de p r c b ~ b i l i t e  de X s o i t  entisrenent 

spec i f i ee  , souvent Ln en ccnnait la forne na i s  on i n t r cau i t  des parmet res  dont 

a piciri, on ne s a i t  que l e u r  zppnrtenancè a iui ce r t a in  ensemble ; si  l a  l o i  ue 

X e s t  ct uensi te ,  cn zurr, celle-.ci scus 12 fûrme f ( x , ~ )  cù f e s t  connue e t  

où O c S .  

Mous nous Interessons i c i  a l i e s t ima t i çn  ponctuelle qu i ,  a une r êa l i . .  

sa t ion  d'un echant i l lcn ,  n s s~ i c i c  une sculc valeur Gu pare~r,ètre. 

Peur l n  nethcee du quasi-maxîrnur: (:a vrzisenblance e t  üans l e  cas de 

var iables  a léa to i res  indepenùsntes e t  de même l o i  que X , nous ferons l e s  

hypothèses suivantes : 

1 )  O c Z espGct. c~rnpact raetrisa'ule e t  A e s t  l a  t r i b u  bcrelienne 

- CLe =. 0 

2 )  X e s t  d é f i n i i  su r  (R,A) , a valeurs dans (X:;) cù X e s t  un 

espace pc l inc i s  , pX( . ;O) e s t  s c  l c i  , 

3 )  v O a 2 , il ex i s t e  une nesure p a. f i n i e  t e l l t .  que (X,C;,iJ.) 

s o i t  complet 



e t  que 

ü P- i, ,O) X Sci t  f ( x , ~ )  = l a  densite de Radon-4ikoC:pi de pX(.;O) par 
d !J 

rcppcrt a p 

4) f ( x , ~ )  est "3 9, nesurable e t  x E X , f ( x ,  .) es t  sea i . .  

continue superieurment sur  E . 

Alors s i  ( x ~ , .  . . .X ) e s t  un n-=C?chnntillcn de X il ex is te  une n 
* 

appl ics t icn 8 ,3-~esurable O de xn dans E t e l l e  que n 

dgoù 1 qexistence d'une appl icat icn 6 A-mesurable, de R dans avec n "  
A * 
On = O, o [X X , . . . ,X ] qui se ra  un e s t  i m r t  i u r  du quasi -naxiiaun de vraisemblance. 

1' 2 n 

Dans l e  cas &'un processus Ge Markov honcgene a temps &iscre t ,  

(t ( ( ~ ~ 5 )  , P ( O )  ) GU X e s t  un espece pclcnais , e t  pcur l a  nethode ÜG mcxi1~uc1  

de vraisemblance nous avcns besoin de cbncitions dont l e s  suivantes : 

1) E est  un t-spilct cor~pact r~e t r i s ab i e  e t  A es t  sa  t r i b u  borelienne. 

2 )  il existe une mesurL a. f i n i e  P sur 2 t e l l e  que (X,;J,p) 

s o i t  un espack nesur6 c o ~ l e t  e t  que 

3 )  la densi.';& de Radon .!Tikodyn p( x , . ; 0) de P(X , . , 0) par rapport ti 

!J est  une fonction g2 63 1% mesuroble. 

4 )  V(x,y) P )? p(x,y;. ) e s t  semi continue supérieurenent en O . 



SUR LA CONVLRGEiJCE PRESQUL SURE VES ESTSMATEURS 

L'existencs u ' u r~  e s t i s z t e u r  du qunsi~-i;1~xic:urn de vraisenblanca v ien t  

d q e t r e  e tudiee  sous c c r t c i n e s  hypothèses dans 1 6  chi'.pitre précedent. Rem~rquons 

qui: nous n'avcns inpost cucune conbit ion q u m t  a 1~ d e r i v a b i l i t e ,  pzr rapport  

au p t t rmetre  e tud ié ,  de 12 fcnctiori de vr~isa : :b l t~nce ,  

En uuiiettant 1 ' exis tence  2 'un cs t i r ia tcur  Gu quasi-~laxirawn uc- vrcrisern- 

b l m c e ,  nous etuuierons i c i  s a  ccnvergence vz r s  l u  v r a i e  veleur (inconnue) Au 

p t raue t re .  

Ce s u j e t  t! dejrz f c i t  l ' o b j e t  d'un gran2 nor~bre Le t r t v . ~ ~ .  Lc. plupar t  

tics denonstrat ions,  qui  g t u i e n t  bas tes  s u r  l a  convergence dc z e r m  convencblenent 

c h o i s i s  des tqunticns dc vruisenblctcce success ives ,  clemmàaitnt l ' hypc these  f o r t t  

de l ' e x i s t e n c e  &es d é r i ~ 6 e E $ c ? ' ~ r u r e  t r ~ i s  des d ~ n s i t t s  par rczppcrt  tu p a r m è t r e  

e t u u i e .  Wcld ( c f ,  Cl31 ) - u t  l c  prcnicr  a n ' y  p s  f a i r t  ;p-kl Lans l e  cus LE- 

vzr iab les  z l e a t o i r c s  incepcc:antés êt Ce uGne l o i .  

Plus recerzient ROUSSAS Cl31 t t e n d i t  a cer t  z ins  processus U t  :CARKOV 

1 c  r t s u l t a t  dé ;;ALDO 
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Suivant une i k c ~ r c h e  iznalcguL ncus zvons i-enontrt- 1~ convcrgencé prcç-. 

que sur€ C'un est ir~clteur LU quasi n.aximw de vraisei;lblc.nce cans l c  czs du proces 

sus Gc IY3tlrkcv h o ~ ~ g è n e s  e t  & terips Giscret & f i n i s  comc dens p] . 

Les r e s u l t s t s  LLS chapitres II e t  III ncus permettront d o r s  ds 

conner un€ cenonstrzt icn  L é 1 : tx is tcnce e t  ce lu convergence presque sûre  vers 

l a  v ra ie  v ~ ~ . l t u r  L1un es t i~ î i i t eur  du r?axi~um cc v r a i ç ~ ~ b l ~ i ~ c e  t;t ceci  sans f ~ i r e  

eppel a l a  d e r i v ~ b i l i t e  LL l a  foncticn ~c vrdiseizbldncs par rcpport uu par rae t re  

e t u ~ i e  . 

C c  ch s lp i t r~  c~rnporte 2 pcragraphes: l e  prcrlier e s t  consacre au cas LU 

l ' espace  es t-tats e s t  uri espcct- xesurrtole ) ; ilans It secon< nous t-antre. 

rcns quel les  s i np l i f  i ca t i cns  entraine 1 fhypothèse que X ne contienne qu 'un 

nonbrt: f i n i  üt pbints.  I; l ' a i d e  d 'un exemple nous ryontrerons enfin un aspect 

in teressant  de c c t t e  t t u ~ t .  

5 1 .  Ca g & n W , -  - 

Sci t  ( ~ , k , p r ( . , O ) )  un ~ S F L C ~  ~e prcbu;bilité ; 1=, nesure de p r ~ b r h i l i t ~  

~ r ( .  ; O )  ÜepenC d'Uri pc?rx.,etrt. O E I ou e s t  un espace que nous preciserons 

per 1c s u i t e  e t  qui ccntient  lc, vr;ic valeur inconrluc O0 LU pe rmet re .  

xit ( x ~ ) ,  . UIX foncticn r l t . ~ t c i r t  narhcvi~iinc ce f in ie  sur  

(R,~,P~(.,o)) a va l t u r s   ans un espace nesurzble ( X , L )  , t e l l e  QUE 



- III =- 03 

L; fanct icn f l c ~ t b i r t  (xn)n . ri * ds t  cionc ~ t t r c h d e  au yrccessus de 

i-iARkOY ((Ky-) , F'(t)(0))  . 

iyyothesc A . 
On suppGsdru q t e  p u r  chaque O 6 2 il ex i s t e  m e  p r ~ b ~ b i l i t e  zbscluc 

st i i t ionnaire unique Q( . ;O) s-m .. t e l l e  que 

e t  que l n  f o ~ c t i o r i  u lkatoi rz  ( L  ) * e s t  s t a t i i n n ~ i r k .  n n ~ l J  

Hypothèse B : 

Il ex i s t e  une ncsure ri , a f i n i e ,  su r  _ , inCtpenLcnte de 8 , 

par rappcrt  a lcquêl lc  l e s  probabi l i tés  ue t r ans i t i on  e t  1c probabi l i te  cbsolue 

0x1 a donc 

- .2 On suppos~ ra  Le plus qu; p(x,y; O )  e s t  J -r,esurc?ble O tz Z . 



-- 
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i lyp~these  C : 

. _* (n )  Pcur chaque n e 14 il ex is te  Uri ense~ible R E A , inLe~endant 

ire O t e l  que ~ r ( f i ( ~ ) ; û )  = 1 , v O E E e t  pLur l c q u t i  

iJous suFpcserons p3r l a  s u i t r  que l e s  hypothèses A,B e t  C scnt 

ver i f  i e e s  , en p::r t iculi tr  nbus prcnwrcns t ~ u j o u r s  w ct: ns - * iZ (n  
n E: ii 

Corne ;ims Ch] , s i  A e t  3 scrit Ces t l e r e n t s  de e t  s i  (rn 

w e ~1 , nous eppélercns X (A x B,w) l e  n~iJ?3rê ie f c i s  ( e v t n t u e l l e ~ e n t  nul)  
n 

- - que A ~ ( o )  E X  e t  X - ( O )  E 6 ;  s ~ i t  
t + L  

Il e s t  c l a i r  que i d  ( ,  ; w )  dst  une mesure sur (X2 -2 
n , ) a valeurs dans 

[03n- 11 ('i 11 . 

On p~ui;  a lors  e c r i r c  le l o g a r i t h e  l e  l a  fcnction de vraisernblanct 

sous l a  forme suivarite 

Log ~Jui;0) = L C ~  q[X1(o),û] + Log * ( X , ~ ; O )  Gkïn(in(x,y;w) e 

jx2 

a coeff ic ient  c E ]0,1] . 



1 l i m  sup - P(% y;oa) 
LOC gXy,b,c~ dl! ,(~,Y>w) " 0 

n + + w  1; 

* 
En e f f e t  , V O c B , d ' apres  l a  a e î i n i t  ion  de 

'il 

Log c -+ Log s [ ~ 3  (o);q + [ L O ~  r(x,y;~) ~~x(x,Y~u) 
I 

* x2 

On a en p r t i c u l i e r  pour 
O. 

d 'ou a l ' a i d e  de l 'hypothese 

117.  2 .  PRSPOSZTZOri, --- -p. 

li'ne cand&Lon M ~ C ~ ~ ~ J L Q  C/t aud&bav&c pom que 



Z 
O n s a i t q u e  e > 1 + z  Q Z E R  e t  e Z = l + z < = > z = O .  

p ( x ; ~ . ; e )  or. a Soi t  O , renqlaçant z par L ~ E .  P ~ , x ~ j  

l b e g a l i t e  ayant l i e u  s i  e t  seuienent s i  p (x ,y ,0 )  = p(x,y;Oo) . 

O r  puisque 

s o i t  A = { ( r . . y )  e X' ; F(x,y;oo) + n ( x + s , ~ )  j . 

S i  A e s t  négligeable pour l a  nesure envisagee ~ i ~ d e s s u s ,  a l o r s  

H ( O )  = O . Sinori, c b  ebt  a .dire sous i 'hy+othese que nous avcns f a i t e ,  nontrons 

que L(Q) > O . 

En e f f e t ,  supposons que E ( O )  puisse  Ztre nu l  sous l a  condition 

inposee, a l o r s  on c u r a i t ,  



l ' i c e g a l i t e  é t a n t  s t r i c t e  puisque A n ' c s t  pas negligeable e t  que s u r  A 

ce qui donne l a  coritradicticil puisque B(O) = O par kypoth&e. 

2 )  Q ( X , Y )  E x2 . p(x ,y ; . )  s ai-continue supMeunement AW E . 
3 )  V o E 2 , .Li L ~ Z C  un vadinagc  N o )  dc o R d  que pam chaque 



$ 0 ~ 6  CU hypoZha a ; 012 peut .t>Luuvm pcw chaqui3 v o i 6 i n . q ~  U = U( ao) 

cic un noribke 6 = 6[u(oo)] > O L d  que 

i i m  i n f  L~~ F ( X  ;Y ;O,)- dv ( 
p(" .y;@) 1. n X<Y,U))] > 6 P*S p r (  0 ,Oo) 

x2 

On d e f i n i t  sur  une metrique d compati t le  avec s a  topologie,  S o i t  

1 
t o uC , notons v K ( t )  = { O  : d ( ~  t )  < . }  LO~SQUL k p  + , il e s t  Gviùent 

&.. 

que i n f  ne decroi t  pas.  
o € v,(t> 

La s e n i  con t inu i t e  s u ~ e r i e u r e  en O de p ( x j y ; ~ )  implique c d l e  de 

Log P*- d r  ou l a  seni<-cont inui té  i n f é r i e u r <  cn O d u  Log p(x ,~.%) ' 

P(X,Y, r ( x  .Y;@) 

aonc V E > O , 1 V voisinage Ce t t e l  que 

Il en r k s u l t e  que lorsque  k $ + - 
i n f  Log E(sT)- tend  sans dec ro î t r e  v e r s  Log 

o s v,(t) p (x ,y ,o  

L'hypothèçt 3 )  i np l ique  l a  L~ mesurabi l i té  de sup P(X ,Y , O 1  

- 2 6 E vlL(t) 
pour k suffisam.ént  grand , d; ou l a  L, - m ~ s u r a b i l i t 6  de 

i n f  P(X,Y ,@O). 
p(x,y:o) . o e v k ( t )  

On peut a l o r s  appl iquer  l e  theoreme dc convergence monotone , d:ou 



t end  en c r o i s s a n t ,  l o r s ~ u e  Ir ;li + a, vers  

i Log -)q(br,oo) ~ ( x , i y , o ~ )  = i i ( t )  

x2 
p(x ,y ; t  

e t  ~ ( t )  > O d7apr&s  l a  proposi t ion III. 2. 

I l  en resul t i :  q u t ,  b' t r uC il e x i s t e  un ouvert v k ( t )  contenant t 

e t  un e n t i e r  p o s i t i f  id(t) t e l  que 

k > N(t )  s i n  f  Log p(x,i-.  6 0 )  ~ ( d . x ; O ~ )  ~ ( x , a ~ ; O ~ )  3 , ~ ( t )  . 1 

P(x,Y,@) 

Prencns a l o r s  U ouvert uC e s t  donc compact : on peut recouvr i r  

LIC par  un ncmbrc f i n i  d 'ens tnbles  vk( t i )  ( i  = l 3 Z 3  =.. ,m.). 

if = m m  iT(ti) , on c h o i s i r a  h > II de s o r t e  que 
i = 1, ...,a 

où 6 = min - h ( t i )  O 

1 
2 i = 120. o j m  

O r  0 E uC 1 i E 11.2 ,... 4i) t e l  que O t v;,(ti) e t  on a 

Lcg i n f  
o E vk( t i )  

; 2 or  l shypothese  5 )  e t  l n  , -ncsurab i l i t e  dç i n f  LOC r ( X y y i g ~ )  cn t ra ine  
o E V II ( t i )  p(x,y;o) 

d 'apres  [ 2 ]  ( thec r tnc  2.1) quc 

= i in f  
P.S. pr(.;Oo) x 2 O E v k ( t i )  



e t  i n f  Log pk. . . .~~ 1 ~ ( d x ; ~ ~ )  p(x,dy;oo) , 2 1 ~ ( t  . ) puisquqon a 

2 O E vg(t i)  p(x,y;o) 1 X 

Par conséqusnt 

1i.m inf  min 1 i n f  Log n -& c 3 1 ~ ( x ~ ~ ~ ' , ,  
n + + = Li = I$...?= x 2 O E vk( t i )  p ( x , y ; ~ )  )] , a  

Mais 

+ lin inf  [i min L n J' i n f  
n + + -  = lj. ..=m 2 O F vk(t i)  X 

1 
d'ou 

in f  inf &. j dii ( x jY iu )  
w 

n & > O  
x2 O 

A 1 7 a i d e  des r é s u l t a t s  e t a b l i s  d m s  cc  raragraphe on peut a lors  énoncer 

l e  théorème suivant. 

SoCt (xnIn * une b a n d o n  déai tahe makovimne btatianna.û~e 

dq&.Le 4uh L9 espace rncb&6e ( ci, A)  , a;tlach&e. au p c a & u ~  dè jlfmkov dL6cnc.X 

homogZne ( X )  O dont La pnobabLCLtE de Xtaisit ion d@en<i d'un 

pcurcun-e O e 5 où E ~2 un npace wmplzat r n ~ a l . L e .  
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2 )  a e&kc UKZ I ~ ~ I ~ L L I L C :  6uh (X, L) T J - ~ ~ ~ L G . ~  inclQpcndunte 

" L  O ;tue. que 

5 )  V o s S ; 2 ex,ihXe. un vodhnag~  ;!#(O) Le 8 Z& que pain 
r. 

O 1 2 exhkc une d and on h(x ,y)  X&e que 

h(x,y) 6 i n f  LOG F(x,~; ,Q. 
O S E  p(x,y,O) 



Il s u f f i t  cn c f f e t  de rapprocher 13s r e s u l t z t s  dLs p r o p o s i t i ~ n s  III. 1. 

e t  III. 3. pcur c b t i n i r  lt ccnclusicn du thocreme precedent. 

On ~ j ~ u t  a lo r s  seun i r  l e s  theor$meç II 6 c t  III. 4.  e t  e c r i r c  

l ienonce suivant 

Rmirnque. - -- 
- 

Dans ie cas ou l ' e space  2 n ' e s t  pas compact metr isable  mis localement 

ccmpact a bast  uencmbrable, ncus a l lons  montrrr G e  scus certiiines hypoth~ses  

~upp l emen ta~ re s  1ê r c su l t a t  du theorsme III. 4. e s t  cnccrc va lab l s .  
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111. 6. PRUPOSITIOIJ, - 

SoLt z un espace L o d w ~ e n t  compact à base &wtnbmbLe. 

) &te h(x,y) . t a c  quo. 

. . 
où or 6é6Cgi1~ Le ppoM cxijoînt Zi a pouh Le c a r n p a ~ 6 i ~  suivant Uexa&odb. 

3' cKn)n c il Wwt une b&c Li e p u c t d  de o .ta que K n C K ~ ~ + ~  

' d n ~ H  , (g = =  LI n c 11 In an AuppaAe que 

4 )  V O € E  , sup s[;;l(W);e] e b X @ .  
W E S i  

&o/t~ .ii: ~ X i b t ~  un compact K o , td quCutz u ; t imaku  du quasi- 

En e f f e t  

;O ) h(xdy)  s inf  LOG p* s inf  
(x,y;O,) 

@ E S  
p x . Y ; ~  

0 h; Kn P(x,y;O) 



l e  thecrème dc convwgencc monotcne nontrk cilors que E , O < E < 2 , il 

ex is te  un compact K t e l  que 

# E E [ inf f ( x . Y > o ~  ] , * < ,  - 
LGG p(x,y;o)  2 

O 4 K  

e t  er, appliquant l e  thecrème 2 .le de [2] on a pcur n suffisanment grsn6 

cri en deduit a l ~ r s  quc 

V O ~ K  , -  E(x ,g ,~ , )  drin(x,ylo) . i n f  d ~ t  n (x ,y ;u)  
P ( X  ,Y 30) 

a ' cu  l e  r é s u l t a t  propose puisque d rapr2s  l a  proposit icn III. l., on s a i t  que 

5 2 .  Ca6 oc X OAX Zj ini . -  

Dans ce  paragrzpht, nous regzrocrons conmerit écrirf i  l e s  r e s u l t a t s  pré* 

ceZcnts ums l e  cas où l ' espacc  a s t  f i n i .  LE processus de Murkov prend a lo r s  

l e  nom üe chaîne ae blarkov à un ricmbre f i n i  d 7 e t a t s ,  



Par convention Ce no tc t i cn ,  ncjus supposercns que X consis te  en l e s  

k premiers en t i e r s  p o s i t i f s ,  { 1 2 k  = X , e t  ncus noterons un point quel-- 

conque âe X r i CU j . 

Bcus nous placerons dans lChypothese GU E e s t  un espace métrieable 

compact, 

La mesure i n t r cdu i t e  dans lsliypotnèse 3 du $ 1. sera  c e l l e  qui 

donne pour mesure 1 â chaque pclint de X . 

Les densités p(x,y;O) sont maintenant l e s  probabi l i tés  cie t r ans i t i on  

p ( i 9 j , @ )  : 

p ( i , j ; ~ )  = Pr [ x ~ + ~  = j 1 Xn = i , ~ ]  . 
Les ( i  j )  > ( i , j )  E )S fcrment une matrice (k ,k)  de t r a n s i t i o n  

nctee P(O) . 

On supposera que 1z churne de 14~rkov n ' a  qu'un s eu l  ensemble ergodique 

s u s  sous c lasses  cycliques, e t  qu 'e l l e  n ' a  pas d'ensembles de passage, dé s ~ r t e  

q u ' i l  e x i s t e  un système unique de probebi l i tes  absulues s tc t ionna i res  

{q(i ;O)li  t e l l d s  que 

Soi t  maintenant (%ln N + l a  fonction a l t c t o i r e  s t ~ t i o n n a i r e  ùu 

processus, ayant ( q ( i , ~ ) ) ~  corne probabi l i tes  absolues. 



F T  

l 

'r z 7 

Il 

l 

Eous l'avens chois i  aé t e l l e  nanikre que l e s  conditions dc der ivab i l i tk  

de l a  fcnction vraisemblance par rapport au p a r m è t r e  qui sunt g~neralement inpc- 

sees n ' e t ~ n t  pizs ver i f ikes ,  1e theorène ~ r e c e d c n t  nous peme t t ê  d e  ccncluré e t  

que de p lus ,  dans l e  cas ou cel lesLci  sont rea l i sées  l ' e s t b a t e u r  que ncus cbte. 

nons s o i t  c e lu i  n i s  en évidence dans l e s  exposes c lass iques '~ .  

- 

L'observation sera  f u i t e  pour c e t t e  fonction a l ea to i r e  à l i o i d e  d'un 

"m~rceou oc t r a j e c t o i r e  de t n i l l e  n . Nous noterons i n  ) l e  nombre de 

f c i s  (év-lituellement nu l )  que X, ( w  ) = i e t  Xt+l( w) = j  peur 1 x t 4 n -1 
u 

Les hypcvthsses f z i t e s  au paragraphe 1. s e  rgduiscnt c lo rs  aux 

s u i v m t t s  : 

2 
1°) ( i ,  j 0 )  # ( i  j 0 )  s i  # O2 au mcins pour un ( i  , j ) e X . 

2 2O) V ( i , j )  c X  , ( i , . )  e s t  semi ccntinue su~er ieurenen t  su r  

2 3O) ~ ( i , j )  e X V O e : p ( i , j ; 0 )  > 0 

La dencnstration de ce theorthe s e  f a i t  d'une rnaniere u a l o g u e  a c e l l e  

mployee dans l e  ccs p r i e r c l .  iicus rie l a  ferons pas i c i .  

ibus  nclus bo rne r~ns  a t r a i t e r  un exemple d;i;pplicaticn de ce theorene, 
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III. 8. EXEMPLE. - -  

Sbit  (X,P(X)) l ' c spac t  des e t u t s .  X = {1,2) . 
Prenons piur espace dis pa rmk t r t s  E = [0,1] ; s o i t  li sa t r i b u  

borelienne. 

Soit  l a  chnine de Narkbv dont l a  a i t r i c e  Eie t r a n s i t i ~ n  e s t  

1 
avec D E ] O ~ ]  - 

2 !,- 
Rt~urrqu~ils  qua ies  p r c b ~ b i l i t i s  Le t r z n s i t i c a  p ( i , j ; .  ( i , j )  E ne - t- 

I 
sont pas d e r i v ~ b l e s  par rcpport O , p u r  l u  valeur O = - 2 s i  ce n q e s t  pour 

1 
& ' - -  

1 
4 '  

na i s  que pzr con t re .  E ]oi);l e l l e s  s ï n t  continues en B sur  

l 0 J l  

D'cutre p z t  , l a  n o n ~ t o n i e  s t r i c t e  en 0 des i j . entraine que 

2 ( j )  # ( i j 2 )  s i  0 1 # O2 v ( i , j )  E x - 



La ~ a t r i c t  Po , stochastique e t  & l i cnes  i ~ e n t i q u e s ,  e s t  idenpotente 

e t  l a  chcine üe 1vIc.rkov qui l u i  e s t  essociée n 'a qu'un s eu l  ensmblc indécoapo 

scble  qui  e s t  ergociquc e t  suns scus c lasses  cycliquss. 

Le  systkne unique dt p r ~ ~ b ~ b i l i t e s  absclues s ta t ionna i res  e s t  donc l e  

suivent 

Etant d ~ n n e  un ..r~circeou de t r a j t c t ~ i r e  ( ~ ~ ( u ) ) ~  - - l , . . . , n  3 l a  

fonction de vraiseablance pourra s ' é c r i r e  

Des csllculs s i ~ p l e s  pemet ten t  a lo r s  Qe t r cuver  corne es t inateur  uu 



qui e s t  bien une i : p p l i ~ a t i n l  ~ t s u r a b l t  C G ~ L  IL i c n t r e  s i n  txpressian it qui 

d9uprËs l e  thecrknc III. 7..  ccnvergi Iresque sürment  vcrs l a  vrz ie  va1iU.r 

du pa rmc t r e  O . 
1 

Dzns lt c d  ou a = rer;<:rqubns quc l ' a   eut prencke corne ostirfia 

t e u r s  C e s  probcbi l i tés  Ce t r a n s i t i o n  l e s  suivcnts : 

O r  s i  
1 

&'4 ncus scrsines scus l c s  hypcthèses Cx [hl e t  on s a i t  

quu 'a lars  on peut prendm pcur esti?.ÏQ.t-tuurs des pribuldi l i t i s  de t r ans i t i on  l e s  

suivants : 

R c n ~ ~ r q ~ o r ~ s  a l c r s  puisquc *,(1 , i ; O )  = p ( 2  1 , O )  cn c pcr exer.:ple 

qui coîncide bien avec n( l , l )  = n ( 2 , 1 ) ,  compte tenu au f n i t  que nous imposons 

a l ' s s t i m t e u r  de prendre ses  valeurs ians l 'espace des parami'tres, c l e s t  à-dire 

i c i  dans 81 
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