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Etant donné une cut6gorie C , il n'existe pns en général 

d<J structure sur H01.1 C. (X, Y) qui en fn:.:;se un objet de C ct pour 

laquelle los applications d'uvnluntion et de composition 

(i) EV HomC(x, Y) x x --> y 

(f , x)~f(x) 

( ii ) f x Y z : Hom (x, Y) x · HonC ( y, z) --> Home( x, z) 
' ' t 

(f g )~g 0 f 

sont des morphismes de C • 
\ 

Nous désignerons purE la catégorie dont les objets sont les 

espaces vectoriels topologiques réels (E, F, G, •••• ) et dont les 

morphsines sont los applications cont~nues (non n6cessnirenont 

linéaires) et par L (E, F) 1 1 espace vectoriel sur lR des appli entions 

continues de E dans F. 

Il n'est pas possible, en généra~, de munir canoniquement 

1 'ensemble L (E, F) d'une topologie telle que 1 'application de 

composition 

P.E F G : L(E,F) x L (F, G) 

' ' 
---"> L ( E' G) 

(f g)~-->g 0 f 

soit continue. De là, ln difficulté à définir une notion d'applica­

tion différentiable f de classe c1 d'un ouvert U de E dans F 

lllllllllllllllllllllllllllll 
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po:.wéd.:nt une diff;.,rentiullo Df : U->L(B, F) qui aoit un r.JOr~):dm;:G 

en un sons convennble ct q<.!~- v6rifie le théorè<:lo de trnnsitivité 

ponctuelle. 

D.-ms un pret:li cr tcnpo, nous somraes donc .:mené à général i-

ser ln notion d'espace vectoriel topologique. Nous définissions un 

type de structure (di te g_unsi-topolonique) dont peuvent se r.1Unir les 

eapnces vectoriels réels de telle sorte que, si E et F sont des 

espaces vectoriels munis d'une telle structure, on nit les propriétés 

suivantes : 

1°/ L'espace vectoriel des applications linéaires co~pa­

tibles (en un sens à préciser) avec les structures est muni lui-

~ftme canoniqueoent d'une structure de la n8~e espèce ; 

2°/ L'application d'évaluation 

\ 
L(E, F) x E --> F 

ont cor.tpatiblc avec les structures 

J 0 / Il en va do uftr.te do 1' application èle composition 

~ : L(E,F) x /._ (F,G) 
E,F,G -> L(E,G) 

( f ' g) ~-> 9 0 f 

Les conditions 1°, 2°, ) 0 sont liées à la notion de eut~-

gorie fermée nu sens d'Antoine ( ~] " 
ct [3] bis), notion qui est 

discutée nu ch.<pi tre I • La catégorie T des espaces quasi-topolo­

giques et celle ~des espaces vectoriels (réels) quasi-topologiques 

sont des excnples de catégories fermées. La catégorie T des espaces 
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topologiques (rosp. celle ~ des espaces vectoriels topologiques) 

se plonge co~~c 3oUG-cntégorie pleine dans la cnt6gorie ~ (resp. 

dans ln catégorie f ) " Les norphisr.tcs de f (resp. de E) sont 

appelés nppli entions quasi-continu~; ils généralisent les appli­

cations continuos. 

Par rapport nu r.téooire de A. Dnstiani [4,] , notre 

notion. d'espace vectoriel quasi-topologique est légèrement plua 

générale, car nous n'exigeons pas do condition de convexité localeo 
.... 

D'autre part, pour tout objet de E , nous démontrons l'existence 

d'une topologie localenont convexe, dite sous-jacente à ln quasi­

topologie, pour laquelle tout filtre quasi-convergent convergeo 

On notera que dans le travail t4,] de A. Bnstiani cette condition 

est imposée avec, en plus, une condition de séparation. 

Comoe l'n montri A. Bnstinni, ln notion de différentia­

bilité s'étend n~ espaces vectoriels quasi-topologiques. Ceci nous 
1 

permet de généraliser les applications de classe Cr entre espaces de 
r 

Bnnach en introduisnnt ln notion d'applications de classe D entre ,_.. 
espaces vectoriels quasi-topologiques. Si Er désigne ln cnt&gorie 

dont les objets sont les espaces vectoriels quasi-topologiques et 

dont les morpl1isnos sont les applications de classe Dr, nous o~nt~ons 

que les enser.1bles Hor.lgf'(E, F) se r.1Unissent canoniquement d'une quasi­

topologie not~e é telle que 
r 

1°/ Les applications (i) et (ii) sont les morphismes 

dans les ens r = o et r = CD (catégories fermées). 

" 
2o/ L'application ~ i) est un morphisme dans tous les cas 

(catégories fermées). 

Il est alors aisé d'introduire ln notion de variété de 

classe Dr modelée sur un espace vectoriel (réel) quasi-topologique 

et, parallèlement, ln notion de structure fibrée de elusse Dr qui 

se prête à l'étude de suites exactes. Soit ~la catégorie dont les 
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objot3 sont des vnri6t~s ~c claaae Dr uodul6es sur des espncea 

vect0riels qunni-topologiques sÔj)~réa et dont les r.10rphisi:~es sont 

les ~pplicntions d0 classe Dro Pour décrire ln structure de 

Ho:~(X, Y), nous introduisons une nouvelle notion, celle de 

qunsi--~ri~t6 diff6rentinble 1 ca qui per~c~ sous certaines hypoth~sa~ 

de g~n6ralisb~ les r6sulta~s d 1 Abrahnn, Smala et P~lais en munissant . 
HorJ,..., (X, Y) ë 1 une structure de quasi-vari ét6 du cl.::tssc n·. • çr 

L~ cut6gorie~r, dont les objets sont les vcri~t6s 

banachiques de Classe Cr et les corphisQeS les applications de ma~e 

1 t ' t ' · 1 · d ,.;;r c asse, cs cnnon1queuen une sous-categor1e non p e1ne e ~ • 

Cependant, si la variété source X est de dir.1ension finie et si Y est 

un objet quelconque de 'tf', 1 'cnser.1ble Hor.1if(X, Y) coïncide avec 

1' ensemble Hom (X, Y) • En particulier, si X est corapacte et si Y 
"'\r 

poss~de une fonction exponentielle de classe suffisante, l'ensemble 

IlonV(X, Y) admet, pour r < ro , une structure de variüté différen­

tiable banachiqu\ (vo r le cours [1 J de Sr.~cle par Abraham). Nous 

établissons en outre au chapitre VI que, sous les 1:1êr.~es hypoth~scs, 

1 1 ensemble Hom"lf' (X, Y) adnet une structure de variét~ de classe D
00 

modelée sur un espace de Fr~chet. 

,. 
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CHAPITRE PREIUE.R 
-----------------

.fENL .• 
NOTION DE CATEG01.UE FERI>IEE (RESP. FERI4EE) 
-------------------------------------------------

1 - Nous utiliserons dans la suite des catégories 

d'ensemble structurées (on dira encore c.e.s.) c'est-à-dire des 

couples ( ~, V) formés d'une catégorie~ et d'un foncteur fidèle 

èe e dans la catégorie des ensembles vérifiant les axiomes 

( [2) P• 1.389-1.392): 
€9 Si f : X --. Y, g : Y~;:.. X sont deux morphismes de -e 

tels que VX a VY = A, Vf = Vg = 1A' alors X et Y coïncident dans~ • 

@Soient X un objet de C, A l'enser.lble VX, Bun ensemble 

quelconque et ~ une bijection de A sur B, alors il existe un objet y 

de 'e et un isomorphisme f :a X-> Y tel que VY = B, Vf = tf' • 
Nous considérons les catégories d'ensembles structurés 

suivantes a (T, v), (~rr, V), ( E , V) •••••• , ouT désigne la 

Catégorie des espaces topologiques, [ celle des espaces vector~els 

topologiques, toutes deux admettant pour morphismes les applications 

continues, Vr la catégorie des variétés de Banach de classe Cr dont 

les morphismes sont les applications de classe cr. Le foncteur v 
sera toujours le foncteur oubli. 

L'ensemble VX sera appelé ensemble sous jacent à l'objet 

X de B r si f est un morphisme de X dans Y, l'application 

Vf 1 VX ~ VY sera appelée morphisme sous ,jlcent à fe 
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2 - Supposons maintenant que la catêgorie ~ admette des 

produits finis et que V commuta à ces produits. 

Etant donn6 X, Y, T troi3 objets do~ , u un élément 

Hom6(T xX, Y), il existe une trc.nsforr.tation naturelle 

À u 2 Hor:"e,( • , T) --:> Ho171 ( • x X, Y) 
IG 

qui à f 2 n ~ T as.socie ~:x X fxidx> T x X __ u_~ y • 

Appliquon9 ceci à la catégorie~= Ens on prenant pour T l'objet 

Homr (VX, VY) et pour u l'np~lication d'êvaluation EV a~ sens 
ens -

ensembliste, nous avons une transformation naturelle injective 

ÀEV 2 Hom~ 
c;ns (VZ, HomE (VX, VY~--> Hor.t ,.-ns 

~..!!!!. c:.. 

f 

\ 

(v z·x v x, VY) ....._____......, 
EV (f) 

Holi\e(X, Y) est un sous-ensemble de Hom ~ ( VX, VY) • 

Nous somr:1es donc amenés à poser la définition suivante. 

définition 2.1. Si Ho~(X, Y) est sous jacent à un ensemble structuré 

U da~ tel que la restriction de l'application d'évaluation 

Ev 
EV 

Ev 1 Hom"6(X, Y)x VX 1 Hom-e,( X, Y)x VX <:..,.Hom Ens (VX, VY)x VX >VY 

soit sous jacente à un morphisme 

u 1 U xX -->Y dans e , 
Nous dirons que 1 1 ensemble Bor.~( X, Y) possède une structure " 

privilégiée et que 1 1 objet U est précisément "l'ensemble Hom-.6 (X, Y) 

lt!Uilie do cette structure privilégiée"• 



---
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Proposition 2.2. : Souo les conditions de la défini ti::>n 2.1. 7 la 

tranefornatio~ naturellH Àu est injective, 

Le diagratme suivant est, en effet, com~.mtatif 

Hor.'s( z, U) 

J 
Hon"'" (vg, VU) 

ens 
-------;;:.. Horne- (VZ x Vx, VY) 

~::ns 

~ Il 
>..Ev 

Hon,. ( VZ, HomE ( VX, VY)) -> Ho.-.tc ( VZ· xVX, VY) 
c:ns ns ~:::ns -

Comme toutes les flèches verticales et la flèche ~Evsont 
injectives, il en est donc de mêrae de Àu • 

Définition 2.3. : S'il existe sur HorltJ(X, Y) une structure privi-

légiée pour 1aquelle la transfornation Àu est bijective, nous 

dirono que Hor.'e(X, Y) possède une strlilcture canonique. 

L' enser:tble structuré correspondant U de 'e sera appelé 

"ensewhle Ho~Tle(X, Y) t•mni de sn otructure cnnonigue 11 • 

Proposition 2.~. & S'il existe une structure canonique sur 

.!:!2,t:~(X, Y) 1 cette dernière est unique • 

Supposons, en effet, qu'il existe deux bonnes structures 

sur Hon~ X, Y) • Il existe alors deux enseubles structurés U et U' 

dans~ tels que V (U) = V (U') = Hot.~X, Y) et deux morphismes 

u:UxX >Y 

u' : U'x X > Y 

tels que V(u) = V(u 1 ) soit la restriction de l'application d•lvalua­

tion ensembliste à Hor.~(X, Y) • Au norphi sme u, il correspond une 

bijection /\u telle que le mor phi sne 

-1 
( À u) ( u' ) 1 u' --> u 



c,d>.Jctte pour application sous jacente 1 1 application identité de 

Holle,(X, Y) • De la m~nc façon, il correspond au morphisme u 1 une 
\UI 

autre bijection ~ telle 1ue 

u ->ur 

"' 1 · t · · r:ue ( \ u) - 1 ( u 1 ) • ad~ette la meme app 1ca 1on sous Jacente , A 

La condition@ de 1 t!ntraine alors U == U 1 • 

Il n'y a pns de résultat semblable pour les structures 

privi16giées. 

J - Un exer.1pl e 

-4.-

Considérons la catégorie d 1 ensembles structurés ( T, V) • 

Du théorème 3.1. suivant <[ 6] p.4.5), il résulte que la topologie 

de la convergence conpacte est une structure privilégiée sur 

Hor.t-6(X, Y) si X est localenent compact. 

Théorème J .1. : ,Si X est localement compact, la topologie de la 

convergence co~)acte est la topologie la noins fine pour la~uelle 

l'a~~lication d'évaluûtion us (g, x)--->g(x) de Hom
13

(x, Y) x X 

dans Y est continue. 

Si X est localement compact et Hon~(X, Y) muni de la 

topologie de la convergence cor.tpucte, à une applicatioljl 

f 1 Z --:;>Hor.t-e_(X, Y) continue, il correspond donc une application 

s ~x x 
~i~ u 
---7 Ho~( X, Y) x X ->y 

qui est, elle aussi, continue. 

On a même le résultat suivant [ 6 J qui assure, toujours 

sous l'hypothèse X localement compac~ que la topologie de la 

convergence compacte est, en fait, une structure canonique c'est à 

dire que l'application Àu est bijective. 

Théorème ).2. a Soient Z, X, Y trois espaces topologiques, f une 

~":>plication de g xX dans Y. Si fest continue, f 1 z ~f (z, .) 

est une nEplicntion continue de ~ dan3 Ho~(X, Y) muni de la topolo­

gie de la convergegce compacte. 
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~ - Plon~ement d'une Coe.s~ dans une o~e.s, fermée 

Ce qui suit reprend la partie çui nous int~rcose le plus 

dans l'articule [3 - 3bis] J'Antoine (voir l..!S pages 387 à 39_ ). 

Nous espérons avoi~ sirnpl~~ié les notations, 

Si Ce , V) ct Ce 1 , V1 ) désignent deux catégories d 1 ense::tbles 

structurés, on ~ppcle~a, dans ce paragraphe foncteur de (~, V) 

dans ( 'e', V'} un foncteu:~ de 'e d.:mn e: qai conr.tute a-vec V et V' • 

Dôfini ti on ~.ln _12ne cat6!1orie d' enscnbles structurés (.(3, V} sera 

dite semi-ferr.tôe (reop, fer1,1ée} si pour tout couple (X, Y) d'objets 

de~, il existe une structure privilégiée (resp. canonique) sur 

fr!nf_;,(X, Y), 

E;:::. : le couple ( Ens , idr:- ) constitue une c.e. s. fermée 
- c.ns 

Définition ~.2. Nous dirons que ( 'e, V) contient les morphismes 

constants si, pour tout couple (X, Y) d'objets de 'e, toute 

application constante de VX dans VY est sous jacente à un morphiane 

de X dans Y. 
\ 

Nous supposerons dana la suite que toutes les c.e.s. 

contiennent les morphismes constants 1 c'est le cas de (lr, V), 

< E , v> , cv; v> • 
Proposition ~.3....!. Toute o.e .. s, fermée ( 'e, V) contient les mornhisnes 

constants. 

Notons ~(X, Y} l'ensemble Ho~(X, Y) muni de sa structure 

canonique (il en sera ainsi dans la suite), A tout morphisme de 

ZX X dans Y il correspond un morpH.sme de i! dans alom (X, Y) pour tout __,;-e 
Z € O.G '8 , 

Faisons Z .. Y à la projection 

-----'> y ' ?!1 1 y x x 

Il correspond un morphisme 

7C2 1 Y --> athm-e_(X, Y) 

w lV 
y ,...,.,....,-,. 7("1 ( y ) 

tel que, pour tout y ( Y fini, '7t' 
1 

(y) (x) c Y• Le r.torphisrne 



')(
1 

(y) ~st dcnc un norphis::1e constant. 

1\ 

Pooons '6 = Hon ('e 0
, Ens) ; soit h 

---Cat --- • 

canonique pleinarnant fid~ie J6fini par 
A 

h '& .. =:> ~ 
• 

X~> hX = Hom-d•' X). 

" 
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le foncteur 

Intéressons-nous à la sous catégorie de e form6e des foncteurs HE 

d~finis com~e suit 

X""'--> HomE (VX, E), sur les objets 
ns 

x HE (X) 3lf D Vf 

j HE ( f) , sur les morphismes. 

" ~ 
Appelons 'e la souo catégorie pleine do f, dont los objets sont, 

1 

pour tout enser.1ble E, les sou:.J-foncteura F de HE contenant le sous 

foncteur KE défini comr.1c suit 

--:> ens 

X ~)' K~(X) = Ensorable des applications 
;c. 

constantes de VX dans E. 

Pour tout objet X de~' on a donc 

JCE (X) c F(X) c HE(X) = HomE (VX, E)• ns -" " Il existe un foncteur v• : 'Ô'-> Ens qui associe l'ensemble 
A " E à l'objet F de '61 • Sa définition sur les flèches de '(JI se fait 

comme suit. Soient KEC F ( HE ,KE, C F 1 
CHE' et À 1 F-~F 1 une 

transformation naturelle. Nous avons le diagramme commutatif suivant: 

x 

f F(f) 

y 

F(X) 
/' 

F(Y) 

-----'> F 1 (X) 

1 F· (f) 

À y 
----~F'(Y), 



----~~-·'-=--=·--=-====~--

Donc, si aX (resp ay) désigne l'application constante de VX 

(res~ VY) dans E qui prend la valeur a, nous avons aussi le 
1. 
caa!;;r~::~r.te 

Vf 

commutatif 

v x 

1 

~ 
VY 

-~X(ax) 
> E' 

> E' 
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x y 
3i Vf est une npplicati on quelconque constnnte, ,\ ( ~) et À ( 2y) 

sont const.:!lltes et prennent la m~me vnlour a' • Par définition, on 

prendra pour application V' ( ~) de E dans E l'application a-->a 1• 

Le foncteur V' ainsi construit est fidèle. En effet, soft 

fun morphisme de X dans Y tel que Vf soit l'application constante 

de VX dans VY de valeur Y• Nous avons le diagramme commutatif 
~ y À y 

/1' 
À rn 

y F(Y) > F' (Y) 

/':.. 

t l f F( f) F' (f) 

\ 
x 

À x F(X) > F' (X) 
UJ \Y 

F(f) ( tp> F 1 ( f) (À y (Cf) ). 

F(f) (Cf) est l'application constante de VX dansE de valeurq>(y), 

F'(f) (t\y (tp)) l'application constante de VX dans E 1 de valeur 

~y(lf) (y). Donc, pour tout y E VY, A y(tf) (y) est l'image par 

·y~ ... \) def(y), d'où:~. CA) (tp (~))=~y (!.p) (y) et la fidélité 

da V' • 

Nous avons, d'autre part, les injections suivantes si E .. VY : 

hy est donc un sous foncteur de HVY qui contient KE. 
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Aut.!'ement dit, pour tout objet Y de 'tf, lo foncteur ty est un objet 

de ~ ', On définit donc un foncteur 
A 

h '6 ----> '(;' 
• 

en posant 

1\ 

c.R 
h ~ > 
~ i - -........._ " h ----... YJ' • 

• 
fidèle qui commute aux produits finis. 

" " Proposition 4.5. :Le couple(~ '• V') est une c.e.s. possédant 

les morphismes constants et admettant des produits auxquels V• 
x 

commute. Le foncteur h : Y'J-)~1 induit un foncteur que nous . ~ 

noterons encore h do la c.e.s. (~, V) dons la c.e.s. (~ 1 , V')• 
• 

h comr.mto aux structures canoniques qui existent éventuell<~l:tent 
• 

dans ln c.e.s. ('&, V). 

Do cette\proposition, nous ne d6montrerons que la dernière 

partie. Soit un couple (X, Y) d'objets de~ tel qu 1 il exista une 

structure canonique su:, Hom~(X, Y) ; soit U = :Jtor:~t}X, Y2 1 '~bjet 

correopondant de'(], • h. étant pleiner:~ent fidèle,_ Homr/hx, hy) 

est isor.torphe à Hom'6(X, Y) • Démontrons alors que hU est 1 1 ensemble 

Hm.1tf.hx' hy) muni de on struct~e c:nonique, c'est à dire que 

hu = ~" (hx, hy) 

Or, c'est une conséquence des~points a), b), c) ci-dessous: 

" a) hu est un objet de'&'· 

b) le J!lorphisme u : U x X -->Y dnns ~ (Cf. 2) induit un 
,. 1 

morphisme hu a hUxX --> hy dans t. Or h• commute avec les produits 

finis et 

h 
u 

"" est un morphisme de '-et tel que 
A 

V1 (h ) coïncide avec la restric­
u 

tion de l'application d 1 évaluation à Hon~ X, Y) x X • hu est ainsi 

une structure privilégiée sur Hom2; (~, hy)• 



~-----~====~___,...,.-.----

1'\ 
,() 1 

c) Soit un ruorphisoe de u 

----> 
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p est induite p~r un norphisrne de Z x X dans Y auquel correspond 

d~ns <f, un morphisme ~ ~ dans ~l{om~:x, Y) qui induit lui-t!lêne dans 

f, ' un m~rphisr.10 d~ h~ duns hU • hu est ainsi 1 'ensenble 

Hom (hX' hy) muni de sn structure canonique. 

Il " Pronosition ~.6. : ln c.e.s. (f,r, V') est une c.e.s. fermée • 

"' Soient F et G deux obj cts de ~' • Nous allons munir 
"' Hom~(F, G) d'une structure canonique. L'objet obtenu dans~· doit 

être un sous foncteur de HH ( F ) • omê, , G 

Pour tout objet X da '6 , considérons 

U(X) C. HH ,. ( F G) (X) des applications Or.lti t 

donc le sous ensemble 

À a ~~ (hX) = VX---> Hom"'(F, G) telles que l'application carres-
" oe,;_ . 

pond.::.nte de VX l1f V' F dans V' G soit sous jacente à un morphisr:1e - ~ 
de 'e' • Le lecteur vérifiera que U : '&~> tns est un objet de '($' 

et que sa structure est structure c.::monique pour 1' enser.tble 

HomA(F, G) (cf. ln d6monstration de la proposition 4.5.). 
-~· 

Soient : ,. 
- ~la sous cnt6gorie pleine de e' dont les objets sont isomorphes 

0 

aux hX pour XE 0 b'6. 

""* - ~ 1 ln sous catégorie pleine de ~ 1 dont les objet~ sont ceux 

de'f'cr ainsi que1 pour tout couple (F, G) d'objets de ... ~ les objets 

de rê"iso;;1orphes àâfbm ;-,(F, G). 
,.... - l) " ce2 la sous catégorie pleine de re, 1 dont les objets sont les,' 

A ~* 

produits finis dans~· d'objets de '6
1

• 

Par récurrence, on construit ainsi une suite de sous cat~go-
" ~ 

ries <8
211 

emboitées dans <e'• 
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( ~2n ' 
1\ " 

V 1 ) = ( ~2n ' V 1 2n 

A 

1 re > 2n 
ent pour tout n une c.e.s. 

""-' 

::>i ce est 1 a r~union des 
,... ~,....., ........,.~\ ,.J 

'& ( ~ ' v ) = ( 0' ' v 1{ ce ) _e,.;:;s..;.t....;.;u..;,;n;.;;e.....;;c..:•..::e:.::•..::s;.:;.. 2;.1.' (_) -

adnettant des nroduits fini~. ·- -
Le foncteur h so factorise cor:me suit 

• 

<te, 
h " 1\ v ) • =-? ( te: v 1 ) 

~ ~T~ 
h ~ <ce , v> 

• 
,v 

où le foncteur h est ;ploiner.1ent fidèle et co:.:mute aux structures 
• 

canoniques ~ui existe.i.1.t éventucller:mnt dans ( C8, V) • 

La c.e.s. (~, V) est fermée car si F et G sont deux objets 
......_ A 

de ~ , il existe un indice n tel que F et G soient objets de <e 2 , 
l1. 

alors afom~( Ii', G) =dib: 1~tF, G) est l'enseuble Ho~~F, G) muni 
'6 ---~ "U2n+1 

de sn structure canonique. 

Théorè:.1e 4. 7. : ~tnnt don:n6 U:::le catégorie dr ensembles structurés 

( '6, V) 2 il existe un ;Jlonger:wnt pleiner.rent fidèle 

""" ,..._ . • • 
<re, V)-->(~, V) h 

~·t~sfnisant aux conditions suivantes 

(a) ( 1€, V) est une catCgorie dlensenbles structurés ferm~! 

et nossudnnt des Eroctuits finis. 

(b) le plonge~ent h commute aux structures canoniques. . -

(c) il est universel dans le sens suivant : pour tout 

plongenent pleine~Jent fidèle k : <'B' V)--> (B'' vr) v8rifiant 

les propriét&s analogues à (a) et (b), il existe un et un seul 

rcnct~ur cee, v> -> <~ ', v• > rendant commutnti r 1e triangle 

h 
- ,._J 

( C(J,v> ·-----·--7;> (1{J , V) 

J 
~(te', V') • 
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5 - Propriétés des c~tégories d 1 enDenbles structurés fernées 

:.ü·,ppelons que ln notation ~c),., •) est utilisée pour 

caract6riser l'ensemble Hon'8(., .) r.mnf de sa structure canoni~.tue 

dans une cat.Jgorie ferr.H~e. 

Hom~( z, ~rn (X, Y) est isomorphe dans les ensmables à 
o -~e 

Hor.1t:',(~ x X, Y) • On a alors le résultat suivélflt plus précis. 

Proposition 5.1. : ~~(~,.;e'om~X, Y)) est iso1.1orphe (dans la 

catégorie~) à ~01:1~Z x X, Y). 

C'est une conséquence de l'axiome ~ do 1. 

Proposition 5.2. 1 L'application 

(g 

est un morphisme de tB • 

~-<() { 
<·'~-' om Y, 
-~:: :_, 

En effet; 1 'application 

Z) xrl'f.o~(X, Y) x X --> Z 

f) --v~----> 

(g f x ).-vv-)(gof) (x) 

g of 

est un 
l') 

morphisme de 6 puisqu'elle se factorise comme suit 

r'leom'B(Y, Z) x1f.,om~X, Y) x X-----

1 

i<!~om~~ Y, i!.)x u 

t 
YComtfY, Z) x Y -c 

" 
où l'on a désigné pnr u l'applicationoeo~(X, Y) x X->Y qui admet 

pour npplicnti~n sousjacente V(u) la restriction de l'application 

d'évaluation. En vertu de la proposition 5.1., il lui correspond 

donc un norphisme 

(g, f) ~----"> g 0 f 



de d&omC(Y, Z) 

l'application 

x /J!;or.\ (X, Y) dans ~ om (X, Z) 
- G -~ 
.Px Y rz • 

t t LI 
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qui coïncide avec 

C'est cette proposition 5.2. qui jouere un rôle pr6po,d&rant 

dans le chapitre II - § II. 

Définissons les deux foncteurs suivants de 'e dans \[', , 

pour tout objet fixé X de ~ , par 

sX Z "'--'V"--> SX (Z) = Z x X 

~tom (X, Y) • -<e 
x ~ x 

Proposition 5·3• 1 ~s. deux foncteurs S et R sont adjoints, R 

adjoint à droite de SX (ou S.l. adjoint .à gauche de RX). 

On a, en effet, l'isomorphisme suivant qui traduit 

l'adjonction 

Y) .x 
Homc.d-Z, R (Y) ) 

. . .x' , En partJ.culJ.er R 'commute aux limites gauches et est exact a 

gauche, pourvu que, dans ce,, il existe une notion de suite exacte. 

i: 
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CHAPITRE LEUXIEHE 

NOTION DE QUASI-TOPOLOGIE ET DE DIFFERENTIABILITE 
-------------------------------------------------

DANS LA CATEGOHIE DES ESPACES VECTORIELS QUASI-TOPOLOGIQUES 
-----------------------------------------------------------

1 - Notion de Quasi-topologie 

1 - Si X et l' désignent des filtres sur un ensemble X, 

Y..' <X signifiera dans la suite "X' plus fin que X "• 

Définition 1.1. : Un en3~mble X sera appelé espace quasi-topologique 

si, à chaque point xE X, on a associé une famille TI(x) de 

filtres de X satisfaisant les conditions suivantes & 

a) pour tout x ~ x, [x]~ rr (x) où [xJ est le filtre 

formé de tous les \nsembles contenant le point x. 

b) siX~<1.. et X.e TT<x) , alorsX'eTI(x). 

c) Si x € Thx> et X' E TT (x) ' alors"!.. u x· E TT<x>' 

J_ u x· désignant le filtre engendré par les ensembles ~ u ~ 1 

~ E. r', 5 E X' • On notera encore X~ x la relation d'appartenance 

XE Tf (x) et on dira que le filtre X quasi-converge vers x. 

Une telle relation est appelée quasi-topologie sur X J un 

espace quasi-topologique est donc la donnée d'un couple (X,1tx) où 

X est un ensemble et JtX une quasi-topologie. " 

Si X~ x et X "J(K x' entratnent x = x', on dira que 

l'espace quasi-topologique est séparé. 

Consi dé.l()~n autre couple (X, 'i(' x> où TC'~ est une quasi-

topologie sur X telle queX '7(X x~X1t''xx on dira alors que ')(X 
est moins fine que 'J'( x· 
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Toute topologie sur X engendre une quasi-topologie asi 

T.x est uno topologie sur X, la relation "1TX x si et seulement 

si l converge vers x" est une quasi-topologie. 

D6finition 1.2. : Etant donni deux espaces quasi-topologiques 

(X, 1t X) et (X', 'TC X'), on dira que 1 1 application f 1 X -->X' 

est quasi-continue en x si la relation~ '7T'X x entraîne 

f(~)ïi f(.x) où f('J..) est le filtre engendré par l'image du 
X' 

filtre* par fe 

Si f est quasi-continue en tout point x de X, on dira 

que f est quasi-continue sur x. 

Si X' est un sous-ensemble d'un espace quasi-topologique 

(X, ?{X), on définit sur X1 une quasi-topolowie 'Tf X 1 X' par la 

condition que l'injection X 1~X soit quasi-continœ. 

La composie de deux applications quasi-continues est 

quasi-continue. Nous pouvons donc considérer la catégorie T Œs 

. t \, . . t 1 l' t' espaces qua31- opo~og1ques dont les rnorph1smes son es app 1ca 1ons 
,....... 

quasi-continues. Dans T , un isomorphisme f est une application 

biunivoque quasi-continue telle que f- 1 soit aussi quasi-continue 

on dira encore que f est un quasi-homéomorphisme. 

La catégorie ;- des espaces topologiques est une sous 
-.;' 

catégorie pleine de T • -La catégoz io Test une catégorie avec produits. Si 

{(Xi, '1T' Xi) J est une famille d 1 espaces quasi-topologiques, 

i€1 

on définit sur n x. 
1 

une quasi-topologie (dite produit et 

notée 

i~I 

TT - ) par la condition 1 i € I •• i 

"X Tf 71'i x si et seulement si 1i 1t" i 
i€1 

x. pour tout 
1 

i € I", J.. i (rosp. xi) désignant la projection du filtre 1. 

(resp. de x) sur X. • On vérifie facilement les conditions a), b), 
1 

c) de la définition 1 - 1. 
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Soient X, Y, Z dGs espaces quasi-topologiques et f une 

application quasi-continue de X x Y dans z. Las applications 

x-:> (x, Yo ) ---::>f (x, y 0 ) de X dans Z, 

y ->(X 0 , y) -···---> f (x 0 , y) de Y dans z, associés 

respectivement à un point y 0 E. Y, x
0 

€. X sont chacunes quasi­

continue comme co~posées de deux applications quasi-continues. 

2. Définition 2.1. : Soit E ua espace vectoriel sur il. Une quasi­

topologie ~E sur E sara dite compatible avec la structure vecto­

rielle si les applications 

( i) 

(ii) 

{v, v 1 ) 

( t, v) 

--->v: + v' 

----> t • v 

où v, v• € E, t E R sont des applications quasi-continues de 

(Ex E, 7(E :x: 7(E) dans (E , "ifE) et de (R xE, T(Rx]t'E) dans (E, 1( E) 

respecti vemont. 

Un espàce vectoriel ~uni d'une quasi-topologie 

compatible avec la structure vectorielle sera appelé espace vectoriel 

quasi-topologique. 

Si (Ei) i E: 
1 

est une famille d'espaces v~riels 

quasi~topologiques, la quasi-topologie produit sur 1 1 E. est 
i€1 1 

compatible avec la structure vectorielle de !TE. 
i €. I 1 

• Plus 

généralement, soient E un espace vectoriel, (Ei)i~I une famille 

d'espaces vectoriels q~asi-topologiques et (fi)i€I une famille 

d'applications linéaires de E dans~., la quasi-topologie surE 
1 

défin~ comr;~e la quasi-topologie la moin::; fine rendant quasi-conti-

nues toutes les applications f. e:>t une quasi-topologie cor.1patible 
1 

avec la structure vectorielle de E (quasi-topologie initiale). 

Définition 2.2.: Etant donné un espace vectoriel quasi-topologique 

( F, ~ F) et (X, X x> un espace qua::;i-topologique, on appel.;..era quasi­

topologie de la convergence locale sur Hom_lX 1 F) la quasi-topologie T . 
À définie par z 
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":F À. f si et seuler.1ent si i. 7T"X x entraine 'Y ( 1:. ) ?1' F f(x)" 

oùP' est un filtre sur Hor.1,..JX 1 F) et-:;.~ ( 'f) le filtre sur F ad;&ettant 
T 

pour base les enser.1bles u f (~) oùpe:~et} E :f. 
fEf , 

Huni de cette quasi-topologie, Ho1:1..JX 1 F) sera noté 
T 

deom,JX, F) ; cctto notation sera justifiée par les théorèmes 2.8 et -..,. 
J .1. 
Théorème 2•l• : La qunsi-topologie de la convergence lo~ale sur 

!!2.rn'f-X 2 F) est compatible avec la structure vectorielle. 

Vérifions les conditions (i) et(ii). Soient ::F, y·· 
deux filtres de dlom ..J.X, F) quasi•convergents respectivement vers -r 
f et f' ; établissons la relation 1 (:J"+'J="') À. (f + f' ), 

JÀf~( ~1'(x x~r·( .. ~.")ll}.. f'(x) ). 

\ 
Or, puisque F est un espace vectoriel quasi-topologique, 

( ~(~?tF f(x), :Jt'(~)'l(F f' (xp===;::.{Y(X)+ :F(X))Jt F (f(x) + f' (x)} 

Donc :F" A f, .:;t" 'A f 1 entrainent la rel a ti on 1 

.et cette dernière implication est équivalente à 

( 'Y+ :F) À ( f + f 1 ) 1 

D'autre part, sous les hypothèses ']{ 'K~t,7Àt, ~ 7( x x 

(]( ï7' /1{ t ' ']: (:f..) 7( F f (x»-===> 1( • '.Ji (~ 'T( F t. f(x) , 

d'oÙ :l: 7/XX ~](. g;-(~ 7(. 
F 

t. f(x), donc 

JI.. :J',\ t .f J ce qui établit le théorème. 



-17-

Notation Etant donné une far.lille JI iJ de filtre sur un 
1 i € I 

ense;·,ible X, nous not<)rons sup ~1. le filtre consistant de tous les 
iE.I 

ensembles de la forr.1e u X. o·:.t 
J. 

x. € 
J. 

Y .• En particulier 
]. 

:J... i < sup 

iEI 

x. 
]. 

A tout espace vectoriel quasi-topologique (E, J( E), nous 

pouvons associe~une topologie (localement convoxe, ~ais ceci ne 

servira pas) de la façon sui vante r à tout filtre .~ , œsocions le 
"' 

filtre 1:, engendrée par les ensembles convexes de .X. • 
A 

et posons 

~~1.. 

Introduisons ensuite le filtre sur E défini par 

V = sup X x 

" ~r = x u. . x 
.,r Yhéorème 2.4. : (lx est le filtre des voisinages de x pour une unique 

topologie compatible avec la structure d'espace vectoriel E, locale-· 

ment convexe et pour laquelle fout filtre quasi-convergent converge. 

La premier partie du résultat a été établie par 

Frolicher dans "calcul us in vcctor spaces wi th out norm 11 ( ~J J 
p.24)et pour la topologie que l'on construit ainsi, tout filtre ~ 

tel que 1. ~ x est plus fin que le filtre zr~ donc eonverge. 

~emarque 2.4. Dans la définition 1.2. Chap II(p. 26 [4] )d'une~ 
quasi-topologie localement convexe sur un espace vectoriel E, 

A. Bastiani i~pose l'existence d'une topologie sur E localeMent 
.. 

convexe séparée pour laquelle tout filtre quasi-convergent converge. 

Le théorème 2.4. montre en partie que cette hypothèse est satisfaite. 
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Etant donné un es?ace vectoriel quasi-topologique 

(E, 7( E), il existe donc une topologie cor.1patible avec la structur8 

vectoriell:3 de E et pour laq~,elle tout filtre quasi-convergent 

converge. Lu borne supérieure de telles topologies est encore conpa­

tible avec la structure vectorielle de E ( [7] - chap. I - §1 -

corolla~re ~).Elle sera dite Gous jacente à la quasi-topologierrE 

et nous la noterons 

m8r.1e de ( E, 7( r.-) • 
.!.. 

• Si ((7r') 
E 

est séparée, il en est do 

En particulier la topologie ?:' (À) sous jacente à la 

quasi-topologie do la convergence locale dont est nuni ~orn . ...{X, F) 
-~ 

sera appelée topologie de la convergence locale. 

Si 11' X et 7f F sont des rel a ti ons de convergence 

définies par dos topologies, la topologie de la convergence locale 

coïncide avec la topologie de la convergence uniforme sur les 

voisinages de X ( [10~ - P• 9~ ) et entre les différentes 

topologies, nous avons les relations suivantes 

Topologie do la convergence Topologie de la Topologie de la 
<. . L.. 

uniforme \ convergence locale convergence campa~ 

la topologie de la convergence locale et celle de la convergence 

comp·acte coïncidant si X est localoment compact. 

Si E et F sont deux espaces vectoriels quasi-topologiques, 

toute application quasi-continue de E dans F eGt continue pour les 

topologies r: ( 7fE) et -c (Tf F) d'où l'existence d'un foncteur C: de 

J.a cat8gorie ~s espaces vectoriels qu~si-topologiques dans la 

catégorie des espaces vectoriels topologiques. Ce foncteur ne commute 

pas avec les produits puisqu'en général 

[7] - p.JO ex. 1~) 

En outre, si (E, 1r~) est un espace vectoriel quasi­

topologique, Fun espace topologique, l'ensemble des applications 

quasi-continues de E dans F est identique à l'enser.lble des applications 

continues de E dans F où E est muni de la topologie Y ('tf E) • 
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........ 
Appelons donc E la catégorie des espaces vectoriels 

,--J 

qu~si-topologiquos.é est une sous catégorie pleine de E . Soit 

.-..;' 

E ----> E 
le plonge1aent de E d::ms E 

F ~-> 

Les deux foncteurs T eto- sont adjoints (cr-adjoint à droite de L'). 

E:t effet, d'après la re1:1arque précédente,Homg(E 1 o-F)est isomorphe à 

HOI;JE(TE' F). 

La définition 2.2. se généralise au cas où l'espace 

d'arrivée est seulement un espace quasi-topologique. 

Définition 2.5. : Soient (X, 'ZfX) et (Y, T(y) deux espaces quasi­

topologiques. On appel,.,.era quasi-topologie de la convergence locale 

sur Hor:y<X, Y) la quasi-topologie ~ définie par 

11 f À \ si et seulement si.~'71"X x entraine :f' (j.)-rr y f(x) 11 

' r;;- r:- 'L. ou J'" est un filtre sur Horn,.(X, Y) et :.r (;;;..) le filtre sur Y admettant 

pour base les enser.1bles u f ( ·p où j € Y et ' t "'t • 
fei 

Huni de cette quasi-topologie, Hoï:~X, Y) sera noté 

,7Com":f,X 1 Y). (Notation qui sera justifiée par le théorème 2.8.) 

.Proposition 2.6. : La quasi-topologieÀsur Ho•:~X, Y) rend quasi­

~ontinue l'application d 1 évàuation 

Ev : (x, f) =.:>f(x) 

de X x Hor·~, Y) dans Y (par abus de langage, on note Ev l'application 

précédente au lieu de u (cf. chapitre r>} 
En effet, d'après la définition de~ 

<1 7fx x,~ À f)==:> 

ce qui, en vertu de la définition de la quasi-topologie produit sur 

X x Ho~X, Y) ass~e la quasi-continuité de EV. 
T 
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Théorèr:~e 2.7. : ~X) , (Y, 'lry), (.zr, 'Jrz) dôsignant trois objets 

d\3 7; Hom,J 2:\ 1 :t6Q;J.....(X, Y)) est isomorp;1e à Ho~Z x X, Y) d;~ns 't,ns 
T T T 

Soit h une applicc,tion qu~si-continue : -D-> ~on....(X, Y)Î --r 
hE: Ho;·.J...(Z, 7(>0r.JjY., Y~ .. Il lui correspond une «pplicution h : Z x X-,.Y 

r ::-r ~ 
défini~ pur h = EV ( h x 1). Cor.1r.1e 11 applicn.ti on EV est quasi-conti-

nue en vertu de 2.6, il on eat de ~ame de h. 

Réciproquement, soit h un élément de Hom_!Z x X, Y) 
'T 

h DXX--;>y. 

définisaons h ~->h par b(z)(x)=h (z,x) z 

où h est l'application quasi-continW2 
z x -->h (z, x) 

h ('~ ;~) = h ~) ( jt) 'il h (z, x) = h (x). 
y z 

\ ' , ""' Or, d 1 àpres la definition meme de la quasi-topologie de 

la convergence locale : 

(x) ) __ ..._ h (~) )... h 
-;/ z 

Finalenent ~ -rr z z 7 h(~) À hz ce qui assure 11 -")par-

tenance de h à Horyz, ~' Y) ) 

De la proposition 2.6. et du théorine 2.7, il résulte : 

Théorème 2.8. : La quasi-topologie de fu convergence locale est une 

l!::_ucture canonique sur Ho~, Y) et la catégorie d 1 enser.1bles structurés 
~ T 

( 1, V) est ferm~e (V désigne le fonoteur oubli deT dans Ens). 

En vertu de la propriété 5.1. du chapitre I, l'isor.10r-
,...; 

phisme du théorème 2.7. est aussi un isor.~orphisme dans la catégorieT. 
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~~aue ~~ : Si X, Y, Z so~t des espaces topologiques, X 

localement coopnct, on retrouve les r6sultats do 3. Chapitre I, la 

quasi-topologie de la co~v3~gence locnle coincidant alors uvee la 

topologie de ln convergence compacte. 

....-
J - Soient E et F deux objets de E • 

Théorèr:1e 3.1. : La quasi-topologie de la convergence locale sur 

.!:!2,H~, F) est ~ne atrunture canoni~la catégorie d 1 ensembles 

structurés (E; V) est ferr.Jée. -En outre E admet des limites projectives. -Soient E ct F deux objets de E et ;J:, (E, F) 1 1 enser.1ble 

des applications linéaires quasi-continues (c'est à dire compatibles 

avec les structures vectorielles quasi-topologiques do E et F, 

suivant la terrid. nologie employée dans 1' introduction) • 

~ (E, F) 

\ 

c: Hot:}...(E, F) 
T 

I..funiasons ~ (E, 

induite et notons 

F) de ln quasi-topologie do la convergence locale 

~) (E, F) l'espace vectoriel qucsi-topologique 

ainsi obtenu. 

Proposition 3.2. : Les applications 

a) EV :~(E, F) x E -">' F 

b) IE, F, G:;iA(E, F)x_!-,,(F', G)->5A\(E, G) 

où TI:, F, G sont trois objets de E , définies ref!Pectiver.1ent pnr 

(f, g) ~> g of 

sont quasi-continues. 



-22-

a) r6sultc du t~ôorime ).1. ; quant à b), il suffit do 

l'établir corn:.w la propo~lition 5.2. du ch.1.pitre I. L'application 

F, G 
.;f: À ( E , F) x èEÀ ( F, G ) x E ---> G se factor: se 

cç,m;Jc suit 

~ (E, F) xE x ~A (F, G) 

EV x "d 1
d';_(F, G) l 

cf.')., (F, G) x F 

Elle est donc quasi-continue. D'apris le théorème J.t., 

il lui correspond une application quasi-continue deaf~ (E, F) x 

~ (F, G) dans ot'À (E, G) qui est précisément l'application PE,F,G• 

-
Remnrque J •2• : Le foncteur RG : f ----> E défini en 5. 

chapitre !,admet un adjoint à gauche SG, commute aux li~ites gauches 
. . \ ' 

~c est exact a gauche. D1 ou 

- Si lu suite 

0--->E ----> F est exacte, il en est de mêne de lu 

suite 

ru ;j(J()m (G, •) désigne 1 1 espace Hor}jG, • ) muni do la quasi-topologie _.,.. e: 
de la ~onvergence locale (proposition 5.3. - Chapitre I). 
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~ - Nous avons v~ que la quasi-topologie de la convergence 

locale nur Hom (E, F) g~n6rnlisait la topologie de la convergence 

uniforme sur leB voisinages de E dans le cas où E et F étaient des 

esp:1ces vectoriels topologiques. Frolicher e:.<.hibe comme suit Ll 

enseuble et un ty:,:>e dG quasi-topologie sur cet ensemble qui dans le 

c~s espaces vectoriels quasi-topolooiques généralise la topologie 

de la convergence uniforac sur les parties bornées dans le cas dos 

espaces vectoriels topologiquGs normés! [13]). 

Définition ~-1 : Sur un espace vectoriel quasi-topoloaiquG E1 les 

.fil tres 1:. tels que )( • 'i. 51: E 0~ où R désigne le .filtre des voisina-

ges de l'origine duns ~et 0~ l'origine dans E, sont appelés 
~ 

filtres quasi-bornés. Une fonction .f de E dans F où F est un autre 

espace vectoriel quasi-topologique, est appelée quasi-bornée si elle 

transforme un filtre qu::1si-born6 en un .fi 1 tre quasi-borné c 1 ost à 

dire si 

Munissons l' enser.1ble (?; (E, F) des .fonctions quasi-bornées 

de E dans F d0 la quasi-topologie~ définie par : 

.01po~(E,F) si et seuler.tentsi:X.X~ oE-=:>:;.::; <l>1tFoF. 

On établit fnciler.10nt queOJ(E, F) muni de la quasi-topologie est 

un espace vectoriel quasi-topologique. 

Proposition ~.2 : Si E est un espace vectoriel normé et F un espace 

unifor1ne 1 la quasi-topologie & sur tf!> (E, F) corncide avec la 

topologie de la converaence uniforme sur les ensembles bornés. 

03(E, F) peut être muni de la topologie de la convergence 
,..-;-:·" 

uniforme sur les parties bornées J soit Q cette topologie. :}"Q f 

dans~(E, F) si et seulement si pour chaque partie bornée X de E 

contenant x, .:J"::t""(x) Jt F f(x). Utilisant alors le résultat suivant 

dQ à Frolicher ( [13] p.15) : 



11 Sur un cspr:ce vectoriel nor::~é, un filtre est quasi-borné si et 

seuloP.Jent si il contient une partie ùornée 11 , on voit ir.1médiel.tement 

que : 

J: Q f <--~-> q~ f 

Toute application linéaire quasi-continue de ~ dans F est 

quasi-bornée, d'où 1~ propoàtion suivante : 

Proposition 4.]. : Si E et F sont des espaces vectoriels nor~~s, ln 

quasi-topologie 
1
P., induite sur of3 (E, F)(ensenble des applications 

continues et linéaires de E dans F) coïncide avec la topologie 

définie à partir de la norr.1e sur cil (E, F) 

On sait, en effet, que la topologie définie à partir de 

la norme s~ (E, F) coïncide avec la topologie de la convergence 

uniforP.Je sur les parties bornées. 
J? . 

Notons ~~(E, F) l'espace c;E(E, F) muni de cette dernière 

topologie. 

La topologie de;et(E, F) coïncide avec la topologie de la 

convergence uniforme sur les parties fermées bornées ( [6] § 1 -

n°6 - prop. 1) qui coïncide elle-même si E est de dimension finie av9c 

la topologie de la convergence compacte (il y n identité entre les 

parties fermées bornées et les parties compactes), c'est à dire encore 

avec la topologie de la convergence locale puisque E est alors 

localement compact. 

Proposit~on 4.4. : Si E et F sont des espaces vectoriels nDr~és 1 E 

étant en plus de dimenaion fini!, la quasi topologiei4.sur~ (E, F) " 

coïncide avec la topologie de la convergence locale. 
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""" II - Différcntinhilito dans la catégorie E des espac_~ 
~oriels qunsi-to~olo~~les 

1 - Définition 1 .. 1 : (A. Bla.STIANI [4] ) : Soient E et F 

deux espaces vectoriels quwd-t.opologiques et f une application de 

E dans F. On dira que f e:Jt différentiable sur une partie X de E 

muni de la qunsi-topologia induite si pour tout x e x, il existe une 

application linéaire quasi-continue Df(x) de E dans F appelée 

différentielle de f sur X en x rendant quasi-continue l'application 

4 f définie COIJIYle SUit 
.,...J 

Soient X l'ensemble des triplets (x, t, v) où xe X, ,..., 
t e R, v € X, x + tv €. X ; alors~ f est 1 'application de X dans F qui 

vaut 1 

li f(x, t, v) = 

~f(x, o, v)= 0 

f(x+tv)- f(x) 

t 

\ 

-< Df(x),v> si t 1 0 

si t = 0 • 

Propri~tés des applications différentiables : les démonstrations 

de a), b), c), e) sont identiques à celles données par BA.STIANI 

dans [4} p.J9 - 4o. 
- a) Si f est différentiable sur X, alors f est quasi-

continue sur x. 
- b) Si f est diff~rentiable sur X, l'application 

Df : x ~ > Df(x) de X dans J: À (E, F) est 

quasi-continue. En effet, selon [4]1 ln défini ti on 1.1. entratne ln 

quasi continuité de l'application 

(x, v} ----~ < Df(x), v > ) c'est à dire la 

quasi-continuité de Df en vertu du théorème 2.8 §X (Cette remarque 

nous perr.1ettra de remplacer 1' expression "application différent iable 11 

Pnr l'expression "application de classe D
1
")• 
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Supposons que E soit métrisublù et tonnelé(par exemple un 

espace de Frechet) et soit F un objet de E • Si f est une applir~.ation 

de X dans F dérivable sur X, c'est à dire admettant une dérivée en 

tout point de X dans toute direction, désignons par D.f l'application 

(x, v>--···--:>< Df(x), v> de X xE dans F. Si les applications 

D.f 
v x ------~ < Df(x), v > de X dans F 

D.f x v --------·--> < Df( x) , v '7 de E dans F 

sont continues, autrenent dit si D.f est séparément continue, D.f est 

continue (= quasi continue) (Voir [8]§~ théor.J p.28). Donc l'appli­

cation Df : X--> ;f,.\( E, F) est quasi continue ( théor.2. 8. § I) et f 

est diff6rentiable. 

c) La composée de deux applications différentiables est 

diff~rentiablee La démonstration est exactement celle de ~] • Faisons 

toutefois la remarque suivante. Soient E, F, G trois objets de E si 

f est ~ne application différentiable d'un sous-espace X de E dans F 

et g une application diff{-.rentiable de F di.ll1s G, Dg (f(x))oDf(x) est 

la différentielle de go fen un point x de x. D'autre part,l 1 appli­

ca tian 

x ............... >Dg o f (x) = Dg (f(x)) o Df(x) 

de X dnns se factorise comme suit fiA (E, G) 

x -----::~~E, F) x~ (F, G) 

x ~> (Df(x), Dg( f(x)) 

-~-E,;_, _F .... ~,_G ___ > .eÀ ( E' G) 

__......_.. .. ----->Dg( f(x) )oDf(x). 

La quasi-continuité de l'application ~E F G(proposition 

' ' assure alors la quasi-continuité de l'application 

x 
x .......-..---> Dg( f(x)) o Df(x) 

3.2. § I) 

ce qui est une condition nécessaire de validité du théorème de 

transitivité ponctuelle. 

c 1 ) toute application linéaire quasi-continue est différen-

ti able. 
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d) Si F est séparé, lu différentiülle est unique. 

Supposons, en affet, qu'il existe deux applications 

liné~ires D
1
f(x) et D2f(x) satisfaisant aux conditions de ln 

dértnition 1.1. Soient ~1! et ô
2

f les applications définies par 

o, v) = 0 

= 

f (x+tv) f(x) 
t - - < D 

1 
f( x), v > 

f(x+tv) - f(x) 
t 

Considérons 1 1upplication 

(4
2
f- ~1f) (x, t, v) =<D

1
f(x), v>- .c:::D

2
f(x), v>· 

Nous avons 1 1 éga,ité suivante entre filtres 

En particulier pour t = o, 
[ v2 f - ~ 1 f) (x , o , v ) J = ( t1 2 f - 6 

1 
f) ( [x J , [o J , [v J ) J{ F o 

d'où 1 ( t,
2

f - .61f) (x, o, v) = 0 

et <D
1
f(x), V>= < D2f(x), v > , '~ v 

Nous supposerons dans lu suite du chapitre lu quasi-topologie de 

F séparnc. 

" e) le produit de deux applications différentiables est 

différentiable. 

f) Ln nouvelle notion de différentiabilité est plus 

forte que celle de Frolicher dans [13] qui n'entraîne pas néces­

sairement lu quasi-continuité de l'application 

Df 1 x ->Df(x) de X dans~ (E, F) 
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(la structure ~ise p~r Frolicher suroe(E, F) est différente de ln 

qu~si-topologie de la convergence locnle). 

Si le souG-espnco X est réduit à un point x, la 

notion de différentiabilit& de Frolicher au point x va coincidot 

avec celle de A. BASTiilNI si l'on renplace ln quasi-topologie 7( E 

par ln quasi-topologie 7[.'E définie comno suit : "X n.'E x si et 

seule~ent si j XEx et si f est quasi bornée" • 

g) Si E
1 

et E
2 

sont deux espaces vectoriels quasi-topo­

logiques et f : (x, y) -> f(x, y) une application différentiable 

de E
1 

x E2 

f2 : x 

dans F, les applications 

il 
(x, ) f > f(x, ) de E

1 
dans F > Yo Yo 

i2 
(x y) f 

f(x , y) de E
2 

dans F > o' > 0 

a3sociées respective~>tcnt à un point yo €. E2, x
0 

€. E1 sont 

différentiables. 

Posons Dl f(x, Y\= D fl (x) 

D2 f(x, y) = D f2 (y) 

D
1
f(x, y) = Df (x, y) 0 il 

D
2
f(x, y) = Df (x, y) 0 i2 

2 - Généralisation de la différentiabilité à l'ordre n. 

Définition 2.1. : On dira que f et r fois différentiable sur X, èa 
ièr:te (r) E. .9 '1. 

r différentielle sur X étant D f "à.... À (E, F) si f est 

(r-1) fois différentiable sur X et •i D(r-l) f est une application 

différentiable de X dans cer-l (E, F) de différentielle D(D(r-l)f)= 

D(r)f où ~t (E, F) est définie par récurrence par l'égalité 

'Qfi .() l(.)i -1 
~(E, F) = ~À(E, ovÀ (E, F)). fest un~ fois différentiable si 

f est différentiable nu sens de 1.1. 
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f sera dite de classe Dr si f est r fois différentiable dans le cas 

r 1 0 ou si f ost quasi continue dans le cas r = 0, 

Remarques ~.1,. 

1° Si f est do classe Dr, l'application 

.f·r . 
X ···--7a:.-À (E, F) est quasi continue, 

2° Si E et F sont dos espaces de Banach, une application 

de classe cr 

applications 

1' application 

est de classe Dr, Il y a,en effet, identité entre les 

de classe 0 1 et les applications dérivables telles que 

x~J!.. (E, F) est quasi continue, l'indice c c 
sigrifL~nt que 1' ensemble des applications linéaires continues de E 

dans F est muni de ln. topologie de la convergence compacte 

(ce résultat s'établit strictement comme le corollaire 1. P• ~6 de 

[~] ), Or une application de classe c1 est dérivable et l'appli­

cation X-:>~b(E.,\F) est continue, où db (E, F) est muni de la 

topologie dôfinie à partir de la norrae, plus fine que la topologiE! 

de la convergence compacte, ce qui assure la continuité de l'appli­

cation 

x ----:---

On voit ainsi de pr0che on proche que toute application de classe 

Cr est de classe Dr, mais non réciproquement• 
-
Toutefois, si E est un espace de Banach réflexif (par exemple si E 

est de dimension finie), il y a identité entre ms applications de 

classe Dr et les applications do classe Cr puisqu'n.lors 

ln. quasi-continuité de l'application .. 

D(r) f : X --~=>èfA(E, F) 

entraîne la continuité de l'application X->ot'~(E, F) (voir c~] , 
p, ~8 corollaire 5 ~t la proposition ~.4. du § I), 



Pronosition 2~ : Pour tout entier i ~ r, si f est r fois 

diff6rentiable sur X, l'application 
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v.) 
1 

( . ) 
<D 

1 
f(x),(v

1
, ••••••• vi)> 

est uno ôpplication qunai- continue de X x Ei dnns F. 

En effet les applications x~>J~ (E, F) sent qunsi­

continues, d'où, pur application. du théorèr.te 2.8 § I 1 la proposition: 

Proposition 2.,3. Ln cornpos(~e de deux appli entions r fois di ffé-

renti~bles est une application r fois différentiable. 

Défini ti on 2.4. : Une application de classe Dr, 'r/ r, est di te do 

1 Dro. c asse 

Appelons maintennnt llr(resp. ô~ la catégorie des sous 

espaces d'espaces vectoriels quasi-topologiques munis des quasi­

topologies induites, ouverts pour les topologies sous jacentes et 

dont les morphism~s sont les applications de classe Dr (resp. de 
1 

classe Del). 

Pour X objet de Llr (resp. Ll~ et F espace vectoriel quasi­

topologique, munissons Ho~r(X, F) (resp. Ho~Â~X, F))de la quasi-

topologie~ (resp.&) définie cor.tme suit: 
r ro 

Définition 2.5. : la quasi-topologie <5 r J r < ro , est la quasi-topolo­

gie la moins fine ren~ant quasi-continues les applications 

i 
D. : 

de Hom r(X, F) dans 
tl 

f 
i 

----> D • f 

~x x Ei, F) où Di. f désigne l'application 

introduite dans la proposition 2.2. i variant entre 0 et r inclus. 

Proposition 2.6. : L'injection Hor:~r' (X, F)-> Hornt{(X, F) ,r' ~ r, 

ett qunsi-continue quand on munit les espaces respectivement des 

gunsi topolo~ies ~r' ~r• 



Proposition 2.7 : Ln quasi-topologie J r est conpatible avec la 

structure vectorielle de Hor.r1.1r (X, F). 
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C 1 c:.;t une quasi-topologie initiale : Hort1
6

r (X, F) muni de 

la quasi-topologie~ est ln limite projective du système constitué 
r 

par Homt\.r(X, F) et la seule flèche 

-
..1/) i 
.;tC• or.~....,.( X x E , 
-T 

F) • 

Or nous savons que E adr:~et des lini tes projectives. 

Définition 2.8. : On nppelera quasi-topologie [ 
00 

sur HomLlœ (X, F) 

ln quasi-topologie la moins fine rendant quasi continues toutes les 

injections Holilt1ro (X, F) -> Hom
4

r(X, F) oÙ HomAr(X, F) est muni 

de la quasi- topologie ~ ( quusi-topologi e initiale) • 

Pronosition 2.9. : La quasi-topologie d est compatible uvee ln 
-·-··· Q) ---·--

structure vectorielle de Ho"}1cc (X, F) • 

Nous noterons :J{,on r(X, F) (rcsp. rf/.orn tx, F)\ l'ensemble 
-A -b.,ro '1 

Hom
6

r(X, F) (resp. lion
6

<a> (X, F) ) muni do la quasi-topologie 

J. r(resp. & oc) • ~o~o:( X, F) np parait alors comme la limite projecti vc 

du systèrae constitué pur lcsvf.on~r(X, F) ct les injections 1 

;ilom r' (X, F) --->Jtùm (X, F), r 1 ~ r. -a --~r 

Soit r.taintonunt tr (resp.Ë<l) lu catégorie des espaces 

vectoriels quasi topologiques àont le3 morphismes sont les applica­

tions do cl asse Dr (rcsp. D~. Nous avons le théorèr.1e suivant et son 

corollaire 1 

Théorème 2.10 : L'application d'évaluation 

EV : (f, x)~>f(x) 

do~omdr(X, F) x X (resp.~<)'r.tflCP(X, F) x X) dans Fest de classe Dr 

irosp. de classe D~. 
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D6signons parE l'espace vectoriel quasi topologique 

dont X est un ouvert pour 

cntionfl EV dcdSonilr(X, F) 

par : 

la topologie ?:, ( ?r'E ). C:msidérons 1' appli­

x X x R x ~om r(X, F) x X dans F défin~ 
-tJ. 

x, t,tf,V> (f+t<f)(x+tv) - f(x) 
-< Df(x),v> -E vo 1 x) :: 

t rEV (f, 

si t 1- o. 
.1EV (f, x, o 7 (f 7 v) = o. 

1.1 upplication <'f, v)-->< Df(x), v> + Ev .o ( tp, x) 

.t:.Df(x), v > + tp (x) 

deôfor.t .A <X, F) x E dans F est linéaire puisque Df(x) 1' est et 
-.ur 

quasi-continue car JPJr Cf\ V?"( X v entraînent : 

<: Df(x), f..'t> +J"(x) 'J'CF< D:f(x), v> + lf<x) 

puisque D:f(x) est quasi cantine. 

Si, en outre,-:f'drf' ')( J( fR t, alors 

~Ci.> 'If F f(x) 

"J)r <~)1Tb€ (E F)o:r_ (x) 
). ' 

J/' ( 'J:.. + 'J<'li)J( F lp(x+ tv), relations quj/ontratnent 

l'autre relation :~Ev (P',Y:.,JI.,JI"l,2r)7(FÂEv (f, x, t,c.f, v). 

Cette dernière assure la différentiabilité de l'applicati~ EV. De 

proche en proche, on établirait ainsi quo Ev est de classe Dr. 

Le th6orème 2.10 est ainsi ftabli. 

Corollaire 2.11. : Sur Hom....r(E, F) (resp. Holï)...,cJE, F)), la quasi 

.!_apologie~ r(resp. d
0

} est ~ne str.ucture pri~ilégiéee Le couple - ,..., 
.!fr,V) (rosp.E

00 
V) constitue une catôgorie d'ensemble structurés 

sooi -form<'!e • 
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, • , • • IIŒ) Plus pruc1o~ment si z, X sont des obJets de o 

·(~ sous espuce de G, X soue espace de E) et F un espace vectoriel 

quasi topologique, nous allons démontrer que l'application (notéeÀEV 

par abus de langage au lieu de /.u suivant les notations employées 

dans le chapitre I) 

est une bijection. 

Compte tenu du corollaire 2.11, il suffit de montrer 

qu'à une application h :Z x X---~ F de classe D00
, il correspond 

une application h : z_ -";> é/t omllœ(X, F) de classe D
00 

définie 

par h(z) = h (.) = h(z, .) (confer le théorème 2.7. du § I) z 

Procédons par récurrence. Posons. 

Dh o i
1 

( z) = 

Dh o f
2 

(x) = 
D h (z, x) 

z 
D h ( z, x) 

x 

où i
1 

et i
2 

ont été définies en g) - 1- § II. Supposons 1 1 appli-
r r+l 

cation h de clasne D et démontrons qu'elle est de classe D • 

Il existe alors, par hypothèse, pour tout z, une application 

(_.) d6finie sw· Gr à valeurs dans ;Jf omncr:J..X, F) 

(v1•••••vr) 

multilinéaire (par rapport aux ·zr.) ·et quasi continue. L'application 
1 

(v1, ••••••r v, v)--~<D [<or h )( (.) >]'v r z z z v
1

, •••• vr > 

!1 

de Gr x G dans ::Co,., (X, F) est 
'-tp:.-

aussi, pour tout z, multilinéaire 

par rapport aux v. Elle est, en outre, quasi- continue car si 7!". 
J 

désignent des fi 1 tres quasi-convergents vers v. ( 1 ~ j 'r) et 
J 

un filtre quasi convergent vers v dans G1 en a la relation z 

1/. 
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Et~blir cette derni~re relation revient,en effet, i hlontrer q~e, 

V l'entier i, pour un filtre X tel quel':7rEx' 

Or, c'est une conséquence du fait que l'application h est de classe 

Reste alors à démontrer la quasi-continuité de l'application 

définie par 

A(D(r)h 
z (z, t, 

(D(r) 
z 

))( )(.) v v
1

, ••• v 
\ r 

~ ) ( )(.)-z+tv , v 1 , ••• vr 
= 

t 

- < n [<n(r) h ) (.) 
z z ~ (vl, ••• vr) >] v> si t 1 0 

·ldD(r) - ( . ) 
h v)) (vl, ••• vr) 

= qi z (z, o, 

cr est à dire que, :Z ,J(, Jf->, 1. dé si gn.:1nt dœ fil tres quasi conter- · 

gents vers z, t, v, x 1 
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ce qui est équivalent à démontrer ln relation suivante , V l'entier i, 

ou encore 

( • ) (r).. 
D ~ D h( z+tV, x) ( v

1
• • • 

x z 

-D(i)D(r) h (z, x)(v
1

, •••• v ) 
x z 

t 

\ 

x)' 

Mais cette dernière relation résulte de la différentiabilité de 

classe 0
00 

de 1 'application h. On a ainsi, puisque, pour r = 1, 

le raisonnoment que 1 'on vient do ·tenir est vrai, le théorèr.te 

Théorème 2.12. : Sur Homda{X, F), la quasi 

~tructure canonique. 

topologie d 
00 

est une 

Théorème 2.13. 1 Sur Hor.t:w.a: (B, F) la qunsi topologie A est une 
~ 00 -"'' ~ture cnnonigue. ( f 2 V) est une cat{)gorie d 1 enser.tbles structurées 

" 
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Corollaire 2.14. : L'application 

(g f ) ~> g 0 f 

est de classe D
00

• Plus gé~érnleracnt, 1 'applicati~ 

(f g) -----> gof 

o~ F et G sont des espnces vectoriels quasi topologiques et U un 

ouvert de F pour ln topologie "t' ( ?(F), est de classe D
00

• 

La première partie du corollaire est conséquence de la 

proposition 5.2. du chapitre I, la deuxième du théorème 2.12 cor.1r:1e 

suit r ln quasi topologie & est une structure canonique sur 
œ 

Hor.Jl}c;JX, G) ; donc\ pour tout objet Z de .1 00
, à une application de 

classe D
00

de Z x X dans G, il correspond une application de classe 

D
00 

de Z dans étor:1 tx, G). 
-tl" 

Considérons r.Jaintcnant le sous espacec1'ornL1JX, U) de 

$om fX, F) muni de la quasi topologie induite et appliquons le 
-.c.1~ 
rés·11tnt préc6dent nu cas o~ Z =~m~<D (X,F) x'Ji.omAœ (U,G). 

_ Puisque 1 1 application 

----> G 

(f 
' 

g 

est de classe D
00

, l'application 

(f g) ,._....,. _____ ) g 0 f 

est nus si de classe D
00 

(confer la démonstration de 5 .2. chap. I) • 



L'npplication~X U G se factorise 

' ' 
alors comme suit 

~x, u, G 
----> JC on (X, U ) x (/tom 4i U, G ) -AoO -Cl 

[ 1! 

cSeom 00(X, F) x [l. or.1 ( U, G) 
-,d -~oo 

,'1) 
et est, par conséquent, de classe D • 

Jl or.1 (X, G) -c1oO 
-:-, 

Remarque : Le fni t que les quasi-topologiques). et ~ soient 
r 
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définies directer.tent ù partir des v~l eurs que prennent les fonctions 

a joué un r8le priaordial dans l'établissement des catégories 

fermues. 

Interprétation des résultats du chapitre II ù 1' aide de [JJ et 

rJ-: bis • 
&.. • 

- Appliqtions les résultats du chapitre I 1 il est possible 

de plonger la catégorie des espaces topologiques dans une 

catégorie T 11 rnininale" telle que le foncteur ~qui réalise le 
__, 

plongement de ~ mns la catégorie fermée jr se factorise comme suit 

,_... _.TL ,......., 
L identifié 7 à une sous catégorie pleine de 7 

En exprir.w.nt simplement queT; est une catégorie fermée, nous pou­

vons retrouver pour~~ un certain nombre de résultats énoncés au 

chapitre II. Appelons application épicontinue un morphisme de;rq 

T-~r espace épitopologique un objet de • Un espace épitopologique 

(resp. un morphisme épicontinue)peut-~tre identifié à un espace 

quasi-topologique (resp. un morphisme quasi-continu). 

--, 
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a) Ph. Antoine dans [3] ct; [3] bis définit un foncteur 

R :T' Jr_>T adjoint au foncteur I qui à tout objet de X de T 'r associe 

un espuce topologique (dit ~ous jacent d X)• 

La topologie de R(X) est la moins fine pour luquelle tout 

filtre quasi convergent converge. On retrouve ainsi le résultat 

exprimé par A. BASTIAN! dans [4] P• 24- qui permet d 1 ass::J cier à tout 

espace épitopologique un espace topologique ayant même ensemble 

sous jacent. 

b) Soient X un espace épitopologique, VX l'ensemble sous 

jacont, 1_ un filtre de Ee Posons A = (1 -~ J A est éventuellement 
1E* . 

vide • Soient a E E E' = cA E et Ê = E' U ( a J l'union 
,.. 

disjointe de E' et du point a. E 

dont les ouverts sont 

peut être muni de ln topologie 

- les parties de E 1 

-les ensembles de la forme {aJ U 
Notons 1 1 espac~ topologique ainsi construit. 

Associons à l'application identique f : E --~E, pour x fini E E, 
"" l'application f dôfinie comme suit x 

Et = f E 

= x 

Définition ).1. : On dira que le filtre ~quasi-converge vers x 

si 1 'application fx ..:__.!~->X est épï.continue. 

Cette notion de filtre quasi convergent coincide avec la 

définition 1.1. § I chap. I. (cf [J]bis). 

c) Dans [3] bis, il est établi qu'une condition nécessaire 

et suffisante pour qu'une application f entre deux espaces épitopo­

logiques X et Y soit épicontinue (= quasi continue) est que f 

transforme tout filtre quasi-convergent en un filtre quasi-convergent. 
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Proposition ,3 .2. : La structure cnnonique do Hom_Jx, Y), conséquence 
- T? . 

de 1 ~ fermeture do T,l:, coïncide avec ln quasi- topologie de lu 

~nvoroenco lo~ définie en 2.5. § I. 

Puisque T bJ est une catégorie formée, 1' application 

d'évaluation 

--__;>y 

où Ho~~(X, Y) ost muni do sa bonne structure, doit être épicontinue 

En vertu de la condition nécessaire et suffisante exprimée 

précédemment, ccci revient à dire que l'image par EV d'un filtre 

(~JE) quasi convergent de Ho~#(X, Y) x X doit être un filtre 

quasi-convergent de Y, ce qui est équivalent à dire que ~quasi­

converge sur Ho~~(X, Y) suivant lu quasi-topologie de la 
T 

convergence locale À. 

Les ;ésultats du chapitre II peuvent être généralisés: 

Soit (T~V') une catégorie d'ensembles structurés fermée telle qu'il 
1 

existe un plongement pleinement fidèle de 7 dans T commutant avec 

V et vr. Si ~et F sont des espaces vectoriels topologiques, la 

structure canonique de dWom 
7

tE, F) induit sur ~(E, F) (ensemble 

des applications linéaires continuos de E dans F) une structure 

tolle que les applications 

--~> ~ (E, G) 

{

: (E, F) x èi (F, G) 

t::::J/.J (E, F) x E ----=)- F 

sont des morphismes deir'. Ceci permet de définir une notion de 

différentiabilité dans la catégorie des espaces vectoriels topolo­

giques considérée comme sous catégorie delf', notion pour laquelle 

le théorème de transitivité ponctuelle est valable. 



CHAPITRE TROISIEME 

Variitis diff~rentiables ~odelies sur des espaces 

vectoriels quasi-topologiques et structures fibrées. 

1 - Dans la suite, nous considérons les catigories 

suivantes : 
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a) la catigorie P = FL ( T) c'est à dire la catigorie - -
des flèches de lr où jrest la catigorie avec produits introduits 

dans le chapitre II. Un objet de Pest un triple ((fl., ~),f(.!l' ,1l'_Q•)) 

où ( n. '15,_) et en: ''Jjt> sont des espaces quasi-topologiques et f une 
1 

application quasi continue de St dans SL • P est une catigorie pour la 

multiplication suivante ( [12] p.15.) 

« n , "lt , f , < .n ', "".rr » . c c sr , 1C.n· > , f , , c .n ", :rr .n .. ) > 

= « n , X.n> , f' o f, <52..,, 1fu."» • 
b) le groupoïde 1T dea éléments inversibles de P. 

c) la sous catégorie ~ de P formie des triples 

«n'~' f, c.Q',':rë> où Sl (resp. Sl') est un sous-espace d'un 

espace vectoriel quasi-topnlogique, ouvert pour la topologie sous-

r r ("r). jacente et où f est de classe D , r~ o • L = FL t...:.. 

d) si (E, nE) est un espace vectoriel quasi-topologique, 

~r(E) le sous groupoïde plein de ~r ayan~ pour uniti les 

- (Jt , 7l',n) oùJlc:E est O'!JVert pour la topologie 7: (?tE) (sous 

groupoïde des quasi· autor.torphismes locaux de E ). 1\ r ( E) peut encore 

être considéré comme un pseudo-groupe. 

e) 1\r le groupoïde des iliments inversibles de ~r • 

2 - Définition 2.1. : Soit (E, 7fE) un espace vectoriel 
r 

quasi-topologique. On appelle E - variété de classe D un couple 

X • (X', a) formi d'un ensemble X' et d'un atlas a cornplet et 

compatible avec 1\.r (E). 



Une carte de a_ est elle-u8r.1e un couple ( g, n_) où 'J 

est une application biunivoque de CX: (g) sur un sous-espace Q de 

E ouvert pour la topologie 7: ("7T'E), ot. ( g) désignant la source de 

l'application g dans x•. 
La topologie sous j acente à a, c'est à dire ayant pour 

base d'ouverts les ensembles ~(g) sera notée ?: x• 

La structure quasi-topologique ?( E de E induit par 

transport sur chaque ~ (g) une structure quasi-topologique d'où 

l'existence sur X d'une quasi-topologie sous jacente à~' notée 

Pour cette quasi-topologie, un filtre "X. quasi-converge vers x si 

et seulement si, (2, g) désignant la carte locale en x, 

~ t~(g)7(.n x. 

'11 • x· 

Etant donné X et Y deux variétés de classe Dr, on dira 

que f est une application de classe Dr de X dans Y s'il existe un 

atlas { (S\ i' gi)}i~I de X et un atlas {<Sl'j' g'j)J j €J de Y tels 

que V (i, j) l'application 

Boit de classe Dr au sens de la définition 2.1. du chapitre II. § II; 

~éfinition qui n'est intéressante que si Y est modelée sur un 

espace vectoriel quasi-topologique séparé, et qui est indépendante 

du choix d'atlas sur X et Y sous réserve que les structures définies 

sur X et Y par ces derniers restent inchangées. 

""' On obtient ainsi une nouvelle catégorie yr dont les 
" 

objets sont les va;iétés de classe Dr modelée sur les espaces 

Vectoriels quasi-topologiques séparée et les morphismes les appli-
r "'r 

cations de classe D de X dans Y.~ est un catégorie avec produits 

finis z si X et Y sont deux variétés de classe Dr modelées respecti­

Vement surE et F, X x Y est une Ex F variété de classe Dr([4J • 

p. 10.3). 



On peut étendre à Ho~(X, Y) la quasi-topologie drr 

introduite au n°2 § II. Cha)itre II ct d6fin~ la topologie sous 

jncente à cette dernière (ou d - topologie) comr:tc la borne supérieure 
r 

des topologies compatibles avec la structure localement vectorielle 

de Hom,..., (X, Y) ct pour lesquclle tout fi 1 tre quasi-convergent trr 
converge. (Il en existe nu moins une, ne serait-ce que la topologie 

de la convergence simple pour Y muni de la topologie 'Z"'y). 

Toute application quasi-continue de X dans Y est continue 

pour les topologies ~JX et ~y et l'application qui, à tout X de ~r, 
associe 1' ensemble sous j acent muni de la topologie 'CX apparai t 

,.,... ""r . . 
donc comme un foncteur c,... de la catégorie 77 dans la categorJ.e 

des espaces topologiques, foncteur qui ne commute pas aux limites 

puisqu'en général 

Nous avons déjà vu, en particulier, que si on avait une 

famille d'espaces vectoriels quasi-topologiqu~s, la topologie sous­

jacente à la quasi-topologie produit était plus fine que la topolo­

gie produit des topologies sous jacentes. 

Rappelons que ~ désigne la cdégorie des variétés de 

Banach de classe Cr dont les morphismes sont les applications de 

classe Cr. Si X et Y sont deux objets de zrr, X et Y sont en m~me 

temps des objets de ~r. En outre, une application de classe Cr est 

aussi de classe Dr (remarque n°2. §II • Chapitre II). Il existe ,..., 
donc un plongement f~dèle de z,r dans Zrr. Si X est de dimension ? 

fin~ d'après la m~me remarque, Ho~r(X, Y) est isomorphe à 

HomiC(X, Y). La sous catégorie de1fr constituée des v~étés de 

dimension finie est donc une sous catégorie pleine de vr. Nous 

Utiliserons ce résultat dans le chapitre VI. 
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Etant donn6 une F-vnriétû Y, nous dirons qu'un sous 

ensc~ble X de Y est una sous vnri&t6 de Y si X est une E-variit~ 

telle qu'il existe une d6composition de F en un produit Ex E· 

où E est fcrm~ d:ms F pour la topologie 7:' ( 7'( F) et si g 

cJ.. ( g) ~ n. , g 1 : ct.. ( g 1 ) ~ ~1 
désignant des cartes d'un ma me 

point rospoctivet.1Cnt de y et x, n coïncide avec la propriété 

de .Si sur E et g 1 ol.. ( g 1 ) : eX ( g' ) -> Sl• avec 9' • 

J - Définition ).1. : Soient X = (X', eJ..) et Y = (Y', tJ0 ) 
'""'r 

deux objets de 1r , deux morphismes f et f' de X dans Y sont r-~qui-

vnlents en x € X si f(x) = f(x) et, si pour tout entier i ~ r, 

il existe g f tL et 9 1 € q3 tels que l'on ait : 

Définition ).2. : Soient f un objet de Homif(X, Y) et J: f ln 

r-clnsse de f en x. On appelle r-jet de X dnns Y l'ense~ble 

Jr(X, Y) de toute~ les classes diéquivnlence J: f, x et f décrivant 

respoctivenent X et Ho~(X, Y). 

Si X et Y sont model~es respectivenent sur des espaces 
r 

vectoriels quasi-topologiques E et F, une r-classe Jx f est nlors 

une suite 

(f(x), Di f(x) ).~ EFx 
1 _ r 

}f ~i (E, F). 
i ~r 

-Définition 3.3. Soit X une E-variéti, un élément de J
1 

(R, X) 

ayant pour but x € X et pour origine 0 t R sera appelé vecteur 

tangent d'origine x. L'ensemble Tx (X) des vecteurs tangents d'ori­

gine x constitue 1 1 espnce tangent à X en x. 

T (X) ost isonorphe à E. On pose T(X) = 
x 

u 
xe x 

T x 
(X). 
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4- P · (rcsp ~r) désigne l'ensemble des unités de P 
0 0 

(resp. r> 
r 

Dc'!finition 4o1o : (G, 'ffG) ê. P (resp L ) ser::t appelé 
0 0 

groupe d'opérnteurs de classe P (resp L_r) sur (Y, ']["y) P
0 

( <:"r) resp. '- si 
0 

(i) G est un grou~e multiplicatif tel que 

((G x G, "J(G x ?!'G)' c, (G, ,y"G)) f. P (resp "L> où C désigne 

l'application (s, s 1 ) ----~ s.s•. 

(ii) G est un groupe d'opérateurs sur Y tel que l'appli­

cation (s, y) _.,. s.y de (G x Y, ?l'G x 7ty) dans (Y, 7( y) 

appartienne à P (resp ~r). 

Supposons que (G, '~G) soit un groupe d'opérateurs de 

clnsse P (resp. L.._r) sur (Y, 7fy) et appelons ~(Y, G, 17') 

(resp. p (Y, G, 1\t-)) le pseudo-groupe formé des qunsi-hornéoKtor­

phismes 

(( Sl.
1 

x Y, 'h x?ty),t.p, 
1 

(Sl
2 

x Y, .:r!.n x :n'Y)) € 1r (resp. tt> 
2 

tels que 

~(x, y) = (h(x), s • y), s e G dépendant quasi-continQ~ent 
x x 

(resp. Dr différentiuble~o1ent) de x, ((S2
1

,XSl ), h, (S2
2

,-,rS2 ))E .Tr 

(rcup. Ar). 1 2 

Définition 4.1. s On appelera fibré quasi-topologique (resp. de ~ 
,.J -

classe Dr) un couple (X, 6t ) formé d'un ensemble X et d'un 

atlas complet sur X compatible uvee le pseudo-groupe i (Y, G, 7f) 

(resp f (Y, G, 1\.r)) • Une carte locale de e: est un couple 

( f, (n_ x Y, %51. x 7t.Y)) où f est une application bi uni vaque de 

,.., 
~ ( f) C. X sur .n x Y • 
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Les enseï.1bles f (Y) pour x ~n , f décrivant <Q'.., forment 

- x -une partition d~ x. L 1 ens~mble quct;~nt de X par la relation 

d 1 &quivalence correspondante est appel& la bas~ ; on la note X. X 

est un espace quasi-topologique (resp. une variété de classe Dr) 

(Voir ~.a=] P• 93) et 1 1 application p : X -> X est quasi continue 

(resp. de classe Dr). 

Dans la suite nous désignerons pr~ci~~hl~cnt un fibr& par -l'application p X -> X ; par variété fibrée, il faudra 
r 

entendre un espace fibré de classe D , r ~o. 

L'espace Y est appelé la fibre ; si cette dernière 

est un espace vectoriel quasi-topologique, nous appelerons 

topologie sous jacente ~Jê à la structure vectorielle fibrée quasi­

topologique {resp. de classe Dr) de Jr la topologie admettant pour 

base les ensemblesn xn' où S'L' est ouvert dans y pour la topologie 

"(: ('il'y)• 
\ 

REHARQUE : Nous pourrions définir une fivration de classe Dr par 
,... ,..., 

la donn~e d'un triple (X, X, p) où X et X sont des variétés de 

classe Dr, p une application surjective de classe Dr jouissant de 

la propriété suivante 

11 Pour tout x e X, il existe un voisinage ouvert !L de 

~ pour la topologie TX' une variété Y et un isomorphisme c..p de 

p-i {Sl) sur.tl.x Y tel que p (l:f'- 1 (x,y)) =x pour tout x(J2et 

tout y ( Y" • 

Considérons un espace fibré quasi-topologique défini de 

cette manière. Nous pouvons lui associer un fibré quasi-topologiqu~ 

au sens de 4.1. comme suit. Appelons QAUTY le grpupe des quasi-auto­

morphismes (de classe D0 ) de Y. QAUTY est un groupe quasi-topologique 
1 

car l'application 

QAUTY x QAUTY ---~') QAUTY 

(s s' ) ~ .. > s o s' 
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est quasi-continue puisqu'olle se factorise ninm 

QAUTY QAUTY 

ifCon-(Y, f) x dtom~} Y) ~orn (Y, Y) 
-T -r I -r-

Y, Y, Y 

où l'application !Y, Y, y est qunsi-continue (cf.le théorème 2.8. 

§ I. Chapitre II et la prop. 2.5. Chap I).QAUTY opère alors quasi-_, 
continOment sur Y et le triple (X, X, p) est un fibré quasi-topo-

logique au sens de 4.1. 

Etant donné deux fibr6s quasi-topologiques (resp. de 
"'' 

classe Dr) p : \ X --~X et p' : 
,..., 
Y ~y, un morphisr.1e ,_, 

du premier vers le second est une paire, (f, f) d'applications 

quasi-continues (resp. de classe Dr) rendant commutatif le 

diagramme 

_., - f 
.-J 

x _..,. y 

p l t p' 

x f 
:;,.Y 

Les fibrés quasi-topologiques (resp. de classe Dr) 

forment une catégorie 7' pour ces mo~_;phismes. Comme dans le cas 

topologique, on définirait les classes d 1 isomorphie de fibrés 

vectoriels quasi-topologiques (resp. de classe Dr). 

Nous donnerons au chapitre V une définition plus précise 

des morphismes de fibrés vectoriels. 
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""'r k 
Théorème 4.3. : Soient X et Y deux objets de'} , 1 1 onscnble J (X, Y) 

· · ' ' · ' 1 Dr-l.: d · ost mun1 d'une structv.re d,·._ var1eto f1brcc de c asse e :nse 

X x Y oi k:5" r, r <oo 2 d'une structure de variété fibrée de classe 

D00 de même bnse si r = CD , \f k , 

Pour la démonstrntion, Voir (4] P• 107. 
r 

Corollaire 4.4. : Si X ent une E-vnriété de classe D , T(X) est 
r-1 muni d'une structure d'espace fibré de classe D de base X, de 

fibre E. L'application p est de classe Dr- 1 

5 - Il existe une notion duale à la notion de fibr~ 

tangent à une E-variété X de classe Dr. Un élément de J
1 (X, R} 

d'origine x et de but 0 sera appelé vecteur cotangent ; l'ensemble 

des vecteurs cotan~ents d'origine x 
' * 

tion, on pose : T (X) = u 
x x 

* * 

* sera noté T 
* x 

T (X) • 
x 

(X}. Par défini-

S~it E la fibre de T (X} au-dessus de x € X et soit 
* x 

E 1 = cf.. (E- 2 R) • Un élément du produit tensoriel 
x 1\ x 

( p 
@ 

sorn appelé tenseur de type (p, q) sur X d'origine x. 

Théorème 5.1. : L'ensemble des tenseurs de type (p, q) sur une 
r r-1 

variété X de classe D admet une structure fibré de classe D • 

Pour ln démonstration , Voir (4] • 



Défini ti on 5~ : Etnnt donné un fibré quani-topologique (resp. 
,v 

de classe Dr) X de b~Ge X, on appülle section quasi-continue 

( resp. du cl:1.ssu Dr) une application ode classe Dr de X dans x· 
' telle qua p o ~ = idX o~ p d6ni~ne l'application X -)'X. En -particulier, on appolcra section nulle l'injection X -->x. 

Un c~nmp de tenoeurs de type (p, q) est une section du 

fibré défini dans le théorème 5.1. 

Définition 5.3. 
r 

de classe D ) p 

Etant donné un fibré quasi-topologique (resp. 

Y --->Y et f une ~pplication quasi-continue 
r 

(resp. de classe D ) d'un espace quasi-topologique X (resp. d'une 

variété X de classe Dr) dans Y, on appelle image réciproque du 

fibré p par l'application f le produit fibré f ~ P• On le.note 
*,-J 

encore :f Y. 

f est continue pour les topologies?:X et 7._.:-y ; ot si la 
- \ * • ...., 

fibre de Y est vectorielle, l'application p f y -?X est une 
r 

fibrntion vectorielle quasi-continue {resp. de classe D ) dont la 

fibre -
........ 

( f Y) au-dessus de x E X peut être identifiée à la fibre 
x 

de Y au dussus de f(x). 

Dn.ns le chapitre suivant, nous ferons intcrt'erit 1 'espace 

r(f* TY) des sections quasi-continues (resp. de classe Dr) du 

* - fibr& p • 



CHAPITHE QUATRIEHE 

Structura du l'ensanble des morphismes d'un objet dnns 

un nutre dnn::; ln catégorie 71r • 

r 
Dano la 13Uito, Y désignera une vn.riété de cln::wa D , r~ 1, 
~ 

objet de V • Noua noterons quelquefois (s'il n'y 1. pus d 1 a;abiguit8) 

de la nêr.1e façon 1 1 ensemble Ho~(X, Y) muni de su structure 

différentiable (quand elle existe) et l'ensemble àous-jncent. 

1 - Définition 1.1. : On dira que Y possède un~onction exponentielle 
r-1 

généralisée de classe D s'il existe un~asi-homéomorphisme de 
r-1 

classe D d'un voisinage de la section nulle de TY ouvert pour la 

topologie ~y définie nu n°~. Chapitre III muni de la qunsi-topolo-

. . d . t . . \{d 1 d. 1 d y y t g~e ~n u~ a SU» un vo1s1nnge e a 1agona e e x ouver pour 

la tnoologie ~~ x ~~ muni de ln quasi-topologie produit induite. 

Un tel qunsi-homuo\mor:t>hisme sera noté exp W ·• 

EXEMPLES : Si Y admet une fonction exponentielle au sens de Lang­

Abraham (cf [1] et [1~ ), cette dernière est une fonction 

exponentielle généralisée ua sens de lu défini ti on 1.1. Dans [1] et 

~6] , l'existence d'une fonction exponentielle est liée à la notion· 

de 11 sprc.y 11 , dans [9] - exposé 1 à la théorie des connexions et des 

-voisinages tubulaires. D<:ns la suite, chaque fois que nous parlerons 

d'une fonction exponentielle de classe Dr-
1 

(resp. de classe Cr- 1
), 

il faudra entendre fonction exponentielle généralisée au sens de 

la définition 1.1. (resp au sens de ''Lang-Abraham"• [1] et [16] ) • 

2- Pour décrire la structure différentiable de Hor.1-(X, Y) nous" vr 
devons utiliser une notion plus fine que la notion de variété de 

classe Dr donnée au n°2. Chapitre III. Soit E un espace vectoriel 
,v 

quasi~pologique 1 introduisons l'ensemble ~r(E) des quasi-homéomor-

phismes f : l ~ s:'' de classe Dr où \ (resp 1') appartient à un 
1 ~ ; / 

filtre 1. (resp. :l,') de E convergent wrs x (resp. f(x)) pour la topolo-

gie "C ("JTE) 1 ~ (resp "";' 
1

) étant muni de la quasi-topologie induite. 
,-.J l ) 
1\r (E) est un J tz-groupe. 

1Q.\.O.. -
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Défini ti on 2,. 1. Nous nppclorons E-quasi-variété différentiable 

de classe Dr un couple X = (X' ~ ) forné d'ua ensemble X 1 et ~'un ,..., 
atlas~ cor.1plut compatible avec 11 r (E). 

La dGfini ti on 2.1. ne J.lrésente d'intérêt quo si la 

quasi-topologie 7( ost ::>éparéeo 
E 

Une E- vari6té de classe Dr (cf. 2-Chapitre III) est une 

E-quasi vari6t~ de n8ca classeo 

Do ln o8ce façon qu'au n° 2 chapitre III, nous définisnons 

les morphiomes d'une quasi-variété différentiable X dans une quasi­

variété différentiable Y, ce qui est ici possible puisque la 

notion de différentiabilité a été dé.finie sur un sous-espace 

quelconque d 1 un espace vectoriel quasi-topologique. 

Théorème 2.2. : Soient X et Y deux variétés de classe ~ • Si la 

F-vnriété Y de clnsse D1 ad.-.1et une fonction exponentielle gonéralisée 

do classe D0
, HomV~(X, Y) possède une structure de quasi-variété 

topologique (= quasi-vnriété de classe D0 ). 

Etant donné une application f fixée de Hom~~ (X, Y), 

appelons U~ l'enseMble inclus dans Hon~JX,Y) défini de la 
w · cr· 

façon sui vante z U. f est conti tué des applications g quasi-continues. 

telles que ( f(x), g(x)) € W, 'V x € X, \'/ désignant le voisina;_:·3 de 

la diagonale de y x y pour la topologie cry x ~y' sur lequel la 

fonction exp~1 introduite dans 1-1 est définie. L'application 

> Hom T (X, T Y) 

g ~> (f, g) """--""'"''"---~ 
-1 exp W o ( f , g ) 

où exp- 1 o (f, g) désigne l'application 

-1 
x --> expw o (f(x). g(x) ) , 

w 
envoie bi uni voqueü1ent 'U 

f 
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* Soit gaintennnt l'irnnge réciproque f TY du fibr6 TY 

* par l'application f ; la fiJre de f TY au-lessuo de x est o~ ~enue 

en transportant la fibre F4 ) de TY au-dessus de x. Dans ce 
.L\X =Y 

trnnoport, si la fibro de f * TY ent r:mnia de ln topologie --:( ( 7CF), S~ f 
slidentifio à un voisinage ouvert d() H ( f) dnns r ( f • TY) pour la 

f * 
topologie do la convergence uniforme, où r ( f TY) représente 

* l'eopace vectoriel des sections quasi-continues de f TY. Munissons 

r(f*TY) de ln quasi-topologie de la convergence local~À; soit 

r * ~- n 
A(f TY) l'objet de 7 ainsi obtenu. ~f appartient, 

au filtredes voisinages de Hf(f) pour la topologie de la convergence 

uniforoe, filtre qui converge puisqu'il est plus fin que le filtre 

des voisinages do Hf (f) pour la topologie sous jacente de 

~ ( f* TY) • 

Dans ces conditions, Hon~~(X, Y) sera une quasi-variété 

de classe D0 dont uno carte locale au point f est un couple 

w 
{Hf, <U f si on parvient à montrer que les changements 

w uw· do cartes sont de clasno D0
• Soient donc (Hf' Uf), (Hf' , ·f,) doux 

N w• -1 
carteo locales telles que Uf n?/.. f' 'f ~ .. L' é\pplication QlCpll o exp"t--T' 

induit u~morphismo local k objet do A 0 (F) {on pourrait encore· 

dire qu'elle est verticalement de classe D0 ) ; le changement de 

_ cartes sera alors de classe D 0 si 1 1 application 

t ~>k oo 
~ * 

est de classe D0 où U est un voisinage ouvert de X dans f TY , 

pour la topologie ~f*TY et où k* est induite par l'application k. 



Or c'est une conséquence de la propoation suivante 

appliquée au cas où g = k ast fixé avec H = G = F, avec 

U = ol.. (Ide 

Proposition 2.3 .. L'application 

Y, G { 9 t f) -----> g 0 f 
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de ~m ........ (U, G) x c::tom....,..(X, V) dans;{tom ,.....{X, G) où H ct G sont des -r -r -r 
espaces vectoriels quasi-topologiques et U un ouvert de H pour la 

topologie 7: ( 7tH), est quasi-continue 

Puisque ~fest une c.e.s. fermée, cette propos.tion 

est conséqœnce de la proposition 5.2. du chapitre I. 

Rcmarnuons, enfin, pour achever la démonstration du 

théorème 2.2. que ~a quasi-topologie de la convergence locale sur 

rÀ (f* TY) est séparée. 

Corollaire 2.4-. : Si X est compacte et si Y possède une fonction 

exponentielle généralisée de classe 0°, la structure quasi-topolo­

gique de Hom ~(X, Y) est une structure canonique). zro 
~est, en effet, un voisinage ouvert de Hf (f) pour la 

-topologie de la convergence locale, cette dernière coïncidant alors 

avec la topologie de la convergence uniforme. Hom~X, Y) est alors 

une variété quasi-topolog~et le corollaire est conséquence du 

théorème 2.8. du § I du chapitre II. 

Théorème 2.4-. : Soit X une variété différentiable de ~ 
r r+1 classe D , r ~ 1. Si Y, supposée de classe D , admet une 

fonction exponentielle généralisée de classe Dr, Hom~(X, Y) possède 
t?t 

une structure de quasi-variété de classe D0 • 
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Toutes les applications sont do elusse Dr et la 

d6;.10nst:::-ntion sc cvndui t co.11!le celle du théc-:-ème 2.1. à condi-'· ion 

de munir 1 1 espace r ( f * TY) des sections de elusse Dr de f* TY 

de la quasi-topologie cÇ • Notons r; ( f* TY) 1 1 espace dnsi 

obtenu. Le résultat du théorème 2.4. eit valable même pour r = oo 

Dans ce ens, ~~f * TY)d0fini par l'égalité 

(1) 

n 
k=o 

'5
00 

(f * TY) = ( f * TY) 

appnrntt comme une limite projective (cf~ la définition 1.8. -§II Chapitre II. ) qui appartient encore à~. 

EXE!~LE 1 Soient X de Y deux variétés de Banach de classe~; X 

sera suppos6e localement compact d6nonbrable à l'infini, Y do 

dimension un ; on supposera, en outre, quo Y admet une fonction 

exponentielle do classe C
00

• Ecrivons X sous la forme 
\ 

x = u 
n 

K • Soit f E 
n 

Honz;a:(x, Y) ; Hom~X, Y) est isomorphe à 

HomZ~ (X, Y) au sons ensembliste en vertu de 2 - chapitre III. 

Pour toute fonction {E 7' ( f*TY), posons 

= sup 
XE K n 

j D(r) ! (x) 1 

Les p sont dos ser.i-normes sur f' ( f* TY) o-t définissent sur cet 
n,r 

espace une topologie localement convexe métrisable et couplète 

(voir [B] p.89) qui fait do r (f*TY) un espace de Frechet. 

Hor.1.-... (X, Y) et, par conséquent, HomlrJ.X, Y) possède ainsi une struc-
~~ - ~ 

ture de quasi-variété de classe no modelée sur un espace de Frechet. 

En réalité, à l'aide de la proposition 2.6. établ~ ultérieurement, 

nous pourrions exprimer un résultat plus fort(quasi-variété de classe 

D
00 

) et nu chapitre VI, nous verrons que la topologie d 1 espace de 

Fr echet de r ( f * TY) coïncide avec la topologie de la convergence 

compacte qui coïncide elle-même avec la ~nsi-topologie $. 
00 



T~ùorè·n~~ : .§_oient X et Y deux variétés différentiables de 

classe Dw,. Si Y possède une ~si_ion exponentielle généralisée 
<D 

~~.JL.D---1.......!i?.Et.r (.?.f_t2:._~d_!:~~~e structure de quasi-vari_ili 

différentiable de classe Dœo 
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Coi:,~Jte-tenu du théorème 2.4., montrons que des changements 

de cartes sont de clas.'Je Dw. A cet effet, rep:o.~enons les dér.wnstra­

tions et notations du théorirne 2.2.; montrons que la fonction k 

automorphin~e local de classe ilœ de la fibre F de TY induit une 

application 

-----> 

Q) 
de classe D • Or c'est une conséquence de la proposition suivante 

appliquée au cas où g = k avec H = G = fibre de TY. 

Q) 
Proposition 2.6. : SiXdésiqne une variété de classe D, G etH 

des esryaces vectorfels ~uasi-topoJ~o~g~1~·~q~u~e~s~1~U~~u~n~o~u~v~e~r~t~d•e~_H_.p.o.ur~_.l~a 

topologie 'C (?CH), 1 'application 

P U G : Hom..,.cx:( X, U ) x Hom,..,oo( U 1 G) 
x, ' 7/ ?/ 

(f g) 

----> Ho!!!,....co(X, H) 
V" 

où les espace;;; Hom-œ (.,.) sont munis de la quasi-topologie & 1 
~ 00 

Q) 
est de classe D • 

confer le corollaire 2.14. du chapitre II. 

Cotollaire 2.~ ,· Sous les hypothèses du théorèr.1e 2.5. 1 1 'application 

d'évaluation 

Ev Ho~1 .... ro (X 1 Y) x X 
zr ---"'7Y 

(f ' x) ~.-.---::;> f ( x) 
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où Ho~~œiK1 Y) est mL~j--~ sa structure de quasi-var~été 

différentiable, et~~~e D
00

• 

Ceci revient à établir que Y (i, j), l'ap~Jication 

+" 
Ev.~ 

l.J 
.n x x. 

f l. 

d ,., "'~ D00 X Y est e ~ .• a ...... e , . , . , 

----> Y. 
J 

Qf re~résentant respactivcment des 
l. J 

cartes locales de X, Y, Hor.y.W:x, Y) aux points x, f(x), f. Or ~ 
un sous-espace de ~œ (f* TY) muni de la quasi-topologie induite 

l'application Ev.~ se factorise de la manière suivante où Fest 
l.J 

la fibre de TY : 

x x. 
l. 

f 
Ev .. 

l.J 

--------------~ Y. 

.~·· 
........ ··· 

F) x X. 
1 

~~/ 
___...7J 

f 
• En vertu du théorème 2.12. Cha~itre II. § II, Ev .. est donc de 

l.J œ 
classe D • 

est 

et 

Corollaire 2. 7' : Si X est co11pacte et si Y nossède une fonction 

exponcn t i_Ë .!.2..J:L énér ~s_é ~ d_e __ c_I~s_e D ~L 1 a s_~!-~<?.t_ ~-'! !1_ if f ér ..E:_n..!_ ~.ab...!,2.. 
œ 

de classe ~__<!~_Ho:·:r;.œ (if, __ -~.LJ:..~:;_e_p_tJ"_u_ç_tuz:e canonique. 

L'ouvert Slf pour la topologie de la convergence uniforme 

(cf dér.wnntration du théorèu1e 2. 2.) est al ors un ouvert pour la 

topologie sous-jacente de ~$0 f* TY , cette dernière coïncidant 

avec la to~ologie de la convergence uniforme. 
, 

Holll.,. (X, Y) e ot donc une Vi~r iétù (pas seuler.tent une v-œ 
quasi-variété) de classe D00

• Compte tenu du corollaire 2.7., il suffit 
-œ , 

d 1 établir pour tout objet Z de V , a une application Z x X ->Y de 

classe U
00

1 il correnpond une application de classe D00
de Z dans 

Ho~'D (X, Y) muni de sa structure différentiable. Or ceci s'établit 
'2t 

de la m81:1e façon que pour le théorème 2.12. Chap. II. § II. 
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Tl1éorè1.1e_ 2 • 8!. : .;>_o..L~nt X u:r.e vari ét ~ quasi-topolog_ie L Y une 

F- Vari f~t~ di ff~renti abl~s~~ ;) le Si Y Dossèdc une fonction 

_expon8ntiGlle g_(mérali.::;é~~ clEtESG :J
1 

1 Ho11t,..., 0 (X, Y) adr.tet~ 
t t d . . , ' d. ""'f, t. bl V" Dl s rue ure .; quara var~ete :. .1. ·ercl}_}~_ e de classe---!. 

Co:'II,Je dans le théorè~,le 2.2., il suffit, là encore, d'établir 
1 

çue les chanGements de cartes sont de classe D • 

Introduisons, cor.ti.te dé.UtS le théorème 2.2. 1 la fonction 1-: 

auto~orphismc local de classe n1 
de la fibre F do TY et montrons 

qu'elle induit • .. me a;Jplication.k* de cl?.sse D
1 

de Ho:~ (X, U) dans uo 
Hom..-0 (X, F) muni de la quasi-topologie À , où U' = CX. (Id ent 

1J 
ouvert dans F pour la topologie 'l:: ( ?t'F). 

Considérons l'application 6 k* 

dans Ho~ (X, F) définie par 

de Ho;.l-o(X, 'Tf) x H x Hor.t,.,..o(X,U) 
li 1F 

'lro 
k 0 (<( + t<.p) 

tn •• <a, t ,Cf>= t 

- ko ({ 
- Ev c ( k ' o !', c.f J pour t -1 0 

\ 
= 0 

où Ev o [k' o ({,tV] est le fonction cp1:1posée suivante : 

X-> X x X k'o ~'!.<..V> ~À(?, F) x F __ E_v_~F. 

L 1 ap:t,1lication : t.l'->Ev o [ k' otf ,Lf] de Hm.-~0 (X, F) 

dans Ho;n,._,.. (X, F) ost linéaire. Elle est aussi quasi-continue, 
70 ~ 

.car siJ" désigne un filtre de Hou.... (X, F) tel que cA"Âl.V, alors 1"0 1 

Ev 0 Lt 1 0 ~·'' c-·f':l] ~ Ev 0 [ k 1 0 • r ' CJ{] 

En effet, c.I'0Àc? est équivalent à rry_,r x x :;> c.fcf) ,-F c.f <x > 11 et 

====>Ev o (k' oc ( ?(),JP (:i) ) 7t F Ev o (kfi'(x),l.f(x)} 

Il Il 

Ev o ( k • ~ '( , J/' ) ( :t) Ev o (k •o.~,Cf> (x), 

en vertu de la q~asi-continuité de l'application d'évaluation. 
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Donc :["](X x -=-=-)- Ev o (k 1 oo' ,Jf) (~) JC.F Ev o (k 1 oa 1Cf)(x). 

Mais par d6finition de la quasi-topologie~, ceci i~pliqua 

Ev o (k' o )f ,.J") À Ev o (l>:' o 4·, t.p) 

Final e1.wnt : JIJ 1\ tp =---- ~Ev 0 (le' o ?f, df' ) ~Ev 0 ( k 1 o (/ ,l.f ) 

Reste alors à montr~r la quasi-continuité de l'application ô k*. 

Soient :Ji: ~1{, fdes filtres respectivor.1ent de Hom,_ 0 (X,U ), 

IR, Hom.....,
0

(X,U ), 
?! 

?f 

Nous devons montrer que ::FÀ ~~ J1. )tIR t, t.IÂLf entratnont 

' à k * ( J1' jf ' J.fa) À tl k * ( <f ' t ' t.f ) () 
Or,~t si et seulement si : ~TX x -'YC:J) 7(. F;( (x) et J' ;\ty si 

et seulement si :;('.)t'X x= -=-> J.f<"f:J ':SC F ~(x). Donc, sous las 

hypothèses Qi' A a et JI' .A l.P1 

~7rx x =·~Jr (~ "J'( Ft (x) et c.JP (~) JCFlf (x). 

\ 
Mais en vert~ de la différentiabilité de k, l'application Ak définie 

par 

_ est quasi-continue. Donc : 

):-,tX x->Ak o(!;J(~), 'J{,J/' (oX))')'(FAko <t<x), t,(.f(x)), 

soit:~ '](X x--.>4k o (:f/]{ ,/) (f:) )t' F il k o (a' , t ,Gr) (x) 

et en vertu de la définition de la quasi-topologie de la convergence 

locale, cette implication est équivalente à 

r 
Théorè~e 2.9. : Soient X une E-vari,té de classe D , r~ 1. Y une 

F · 't' d 1 Dr+ 1 S · Y ' · t · ll -var~e e e c asse • ~ possede une fonct~on exponen ~a e 
, , . , 1 r+ 1 ( ) t d peneral1see de c asse D , Ho~ X, Y admet une struc ure e 

quasi-variété différentiable d~ classe D1 é 



Ce théorème, généraliaation du théorème 2.8. est une 

conséquence du lemme suivant : 
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Lemme 2.10. : Soit F ull.. esp.:tce vecto_riel qunsi-to_Eologie 1 si k est 
r+1 

une ap~licntion de clanse D d'un ouvert U da F pour la topologie 

T ( ?f.F).J.... k induit cne ap::>lication k de classe D
1 

do Ho;·!...r(X, U) 
'ti 

muni de la qun::li-topoloqic; S dc.ns Hora..--r(X,. F) muni de ln t:1Ù::1e 
. r 'ô -

quasi-t o:1ologic • 

Rbprcnant la démonstration du théorème 2.8., nous devons 

montrer que JI br J~ 'JI 'Ir {R t 1 cJfJ r Lf entratnent 1 

à k* < Jt~ ~ ,r.~> ar ~ k* < '(, t, Cf> 
Or, en ve~tu de la définition de la $ quasi-topologie, 

r 

" I'L4 qJ lp r v a' u k* (...r , .n ,,. · ) br ~ k* ( o 1 t ,lf) ent équivalent 

l'ensemble des doux propriétés suivantes (1) et (2) qua nous 

établiosons J \ 

(1) âl-::* (F,:Jl,~f') À ~k* (d,t,Lf) ce qui a déjà été établi ,....... r 
dans la démonstration du théorème 2.~. puisque f' b 4'"'(rcsp. J. J Cf) 

~ r r 
implique d 1 abord JtAJ"(resp. dl'ACf>. 
(2) D(i) A k 0 (~F','J{,a/) À D(i)4 k of(,~,~) dans Hom~0(X,~(Ei, P)). 

";tJx x • ~D(i) :F' (:!) 7'C. • D(i)t (x) 

~A (r!-1' F) 

D(i)f(~)7'C . Dilf{x)) 11 Vi~r. 
~)_ (E

1 
1 F) 
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Cetin relation donne 

i ~ r. 

Il ne reste plus alors quti montrer la qunsi-continuit~ de 

11 c.ppiication linéaire t~ --':)> Ev 0 ( k 1 o ~ ,lf] de Hor.t~r (X, F) 

r.1uni de ln quasi-topologie $ dûtls 1 ui-mêr.te, ce qui se fait de 
r 

façon analoouo è.. partir de la d6~.tonstration correspondante du 

théorèr.1e 2.7. en rcr.tpl2.çnnt la quasi-topologieÀ par la quasi-topo­

logie S compte tenu du théorème 2.10. Chap II. § II suivant 
r 

lequel l'application Ev est de classe Dr. 

Le lcmr.te 2.10. est ainsi dér.tontré. On pourmi.t,d'ailleurs, plus 

g~nérulement établ~ de la côme façon que si k est une application 
r+l 

do classe D , d'un ouvûrt U d'un espace vectoriel quasi-topologi-

que F dans un rutre G, k induite une application k* de classe D
1 

de 

Hom r(X, U) dans Ho~(X, G) où les deux espaces 

munis de la quasi-topologie S • 
Holl\-r(.,.) sont 

v-
r 

Théorèïne 2.11. :\Soit X une variét:~ de classe Dr, Y une vari:.i!:i. 
r+1+1 ' 

de cl~sse D , s ~ 1. Si Y possède une fonction exponentielle 

généralisée de classe Dr+s/ Ho~(X,Y) admet une structttre de 

qunsi variété différentiable de classe D
8

• 

C'est une généralisation immédiate du théorème précédent 

Corollaire 2.111: Sous les hypothèses du théorè~e 2.11., l'applica­

tion 

Ev : Hot;f! (X, Y) x X --:> Y est do classe D
8 

si 

cf. Le corollaire 2.7. co~pte tenu du théorème 2.10 Chapitre II.§II. 
" 
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Remar_g__ue 2~ : Sous les hypothènes des théorèmes 2.8. et 2.9., 

Ho1>î~ (X, TY) (resp. Hor.1...., ...(X, TY) muni de la quasi-topologie À (resp., 
VD v·· 

~ ) peut être consid(~ré cou.1e le fibre tangent à Horn ·(X, Y) 
r ~e 

(resp. Homfr,..(X, Y)) dont la fibre au-dessus de f ent identifié à 

rÀ (f *l'Y) (resp. ~r(f * TY)) ou encore à l'enDer.Jble des 

applications J" de X dans TY quc.si-continues (resp. de classe Dr) 

telles que si p : TY ---> Y, p o c1" = f, ce dernier enser.tbl e étant 

muni de la quasi-topoloaie À (resp. t5 ) • 
r 

J - Théorèr,le J .1. : Soient X, Y, Z trois variétés de classes 
. r r+l+l r+s+l 

respect1ves D , D , D , Y et Z possédant des fonctions 

· 11 ' ' 1 · ' r+ 1 · 1· t · exponent1e es genera 1sees de classe D • S1 h est une a._p.E.:! 1ca 10..!!, 

de class_o Dr+s de Y d~~~ h in_d_uit _'!_~~l_i_caÜo.E_ 

---> h,.. ( f) = h 0 f 

s 
de classe D de Hom...... (X, Y) dans Hor.1 (X, Z) • Si r = œ, h• est do 

ro z,-t• - l{-r - - -
classe D • 

\ 
Hom.,. (X, Y) 

:lr'"' 
de classe Ds. Soient 

aux points f et h 0 fe 

et Ho;,\,y (X, Z) sont alors des quasi-variétés 
n frf 
w~ et ~l des ca~tcs locales respectivement 

f h 0 f ,_J .-..,/ 

Déterminons U et V pnrf),f=r$ (U), J~h f=r$ (\f). 
r 0 r - ~ U (resp. V) est un voisinage de la section nulle X dans f* TY 

(rcsp f* h"' TZ) pour lu topologic~'"f*TY(re~.?; r"'~Tt•L'application 

_ h induit une application de classe nr+s de U duns V qui induit 

elle-m8r.Je l'application 

.Q 
f 

-= rs <u> 
r 

Q 
,y 

> -r'. ( v ) 
hof- ~ 

t 
r " 

r$ (f* h* TZ) 
r 



~· s En vertu d~ le":tme 2.t., h* est donc de cla:Jse D • La dernière 

assertion est conséquonce do la proposition 2.6. 

• Nous avons une propri~t6 duale de celle du théorème 

J.1. Si h €. Hüï'\,J'(X, Y), l'application 
v-

* * h : f ---> f oh = h {f) 

do Hor.~r(Y, Z) dann Ho~(X, Z) est de classe D
8 

et, en ce ens, 

l'hypothèse Y de classe Dr suffit. 
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Il exist0 1 d'ailleurs, un résultat plus fort que celui 

du théorème ).1. qui réalise la synthèse dœrésultats précédents. 

Théorè~o 3.2. : Outre les hypothèses du théorème ).1, si Z supposée 
' r+2s+l r+2s 

de classe D ad~et une fonction exponentielle de classe D ! 

1 r application 

PX,Y,Z :(f,h) -> hof do llomvr(X, Y) x Ho~r+s(Y,Z) 
s 

dnns Ho1:1 ·(X, Z) est do classe D • 
îr' 

A partir du résultat du théorè1:1e ).2. On retrouve la 

différentiabilité do classe D
8 

de l'application 

Ev : Hor.~(X, Y) x X 
'V" 

---oili~.,. Y, pour s 6 r. 

Preuve du théorène 3.2. Soient f, g, g o f des points quelconques 

rospecti vernant de Ho~:~V,:.(X, Y), Ifor1~ (Y,Z), Ho~,.(X, Z)e Notons 
v r+s 'V 

dro~~ (f * TY, f*g* TZ) l'ensonble dos applications de classe -...r r+s 
Dr+s du fibré f*TY do base X dans la fibré f*g*TZ de même base qui 

-se projettent sur l'identité de X, muni de la quasi-topologie 

~ • Si .flf 1 ..Q , .Q f sont dos cartes local os aux points f, g, g f r+a g go 
res~ cti veuent pour Hor~r(X, Y), Ho;~,..+a (Y, Z), Hom'2f~X, Z), dér:lon-

trer que l'application composition dos fonctions de 11 xn dans 

n_ est de cl asse Ds revient à montrer que 1 r application ~ 
~0& 

f*TY 

cri 
t' ---------> f* g * 'fZ 

':7 

x 

<o, t·>-> Vro Y'do r( (f* TY) xé.ltom (f*TY, f* g* TZ) a Q Pr ---~r+s 

hz 



dansr~ (f* g* TZ) est do classe D5
1 ce qui ust conséquence du 

th6or~illo suivant nppliqu6 au cas u~ F = fibre de TY, 

G = .fibre do TZ. 

théorème 3.3. : L 1 anolic;ction 2....::. lX F G 
. ' ' 

: (g,f) 

&'.~r+s(F,G) x 1f>mdr(X, F) d:m,2 /Jt. om Llr(X, G) est do classe Ds. 
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Le thé:orème s'établit par récurrence sur s. Démontrons qu'il 

est vrai pour s = 1 

(t'('+g)-2(tl(+f)- gQf = t[< Dg(f),Cf>+ll g(f, t, ~)J 

2 
+ tt' 0 f + t *' otf • 

Posons donc DC (g, f): ('f 1 lf)---> L. Dg(f), tf>+ <.y 0 f. 

DC ( g, f) est uno application lin&aire de flo1;1Ar+s( F, G) x1îoÏ{ (X, F) 

dans /lGo~r (X, G), q uasi-eon-tinue, car si :J' ~/f , 9 Jr '{ 1 

Di .?iÀ nic.y et Di' À Di'{ pour i ~ r, d'où 

Di [ < Dg(f), :F,.. +:rf J À o1
[ < Dg(f),<j'> +'(• f} 

Considérons alors l'application AC dûfinie par 

(( ) ( U.I f)) (g+t\V) 0 .(f+ttP)) -gof ( ) ( ) g , f , t , 1 , (.. = t - < DC g , f , o/ , lf > 

(

6c 

GC ((g,f), 0, (Cf',lf» = 0 

, 

Si g~r g,{F Jr f, c,f$r~/ tc/f.Zar lf' J{ )C.'Rt, 

llc <&x!F',J(,e.sf'x(.·}t) Jr dC({g, f),t, ({J!,q)) , ce" 

qui assure la quasi-continuité de l'application ~ C et la différen­

tiabilité de l'application c. De proche en proche, on démontre 

ainsi quo l'application C est de classe D9
• 

Remarque 1 au lieu de < Dg ( f), lf :;:::. , on pourrait encore noter 

Evo [g'•f,tf] commedanslethéorème 2.7. 



~ - Dans ~' noes allons considérer des F quasi-variétés Y pour 

lequelles~s ensembles~ qui ont servi à les définir sont des 

voisinages pour une certaine topologie (plus fine que 't'(~.)) 
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non nécessairer.1ent compatible avec la structure vectorielle de F 

et notre p F• 

Définition 4.1. Etant donné un F quasi-variété Y, nous dirons qu'un 

sous-ensemble X de Y est uœsous-quasi-variété de Y si X est une 

E quasi-variété telle qu'il existe une décomposition de Fen un 

produit E x E 1 où E est fermée dans F pour rF et si 

g : o<. ( g) --:::.. Sl. , g 1 : <-..{. { g 1 )-> Q' désignant 

des cartes d 1 un r.tôue point respectivement de Y et X, Q1 
coïncide 

avec la projection de Sl sur E ct g j «. { g 1 ) : ç( ( g 1 )-::;> 0 1 
avec g 1 • 

\ 
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1~emarque : On pourrait d[!finir le groupe libre K(X) de Grottendiech 

à partir du monoïde Z(X) de la m6r.1e façon que pour les variétés de 
r 

classe C , r ~ o. 

J - s~ l'ensemble de fibrés vectoriels quasi-topologiques (resp. 

de classe Dr) do rn&no base, nous pouvons définir d'autres opérations 

que la nom:ae de \lh::.t~w:ro 

u) Le produit tensoriel~& p de deux fibrés vectoriels 

qüasi-topologiques (resp. de classe Dr) ~ ct r de même base X sera, 

par définition, le fibr~ vectoriel quasi-topologique (rosp. de 

classe Dr) de base X, de fibre nu-dessus de x € X le produit tenso­

riel ()(x ®~x des fibres do o< et ~ au-dessus de x. 
~ _...._, 

b) Appelons ~ r(X) (resp. ~(X)) la catégorie des 

fibrés vectoriels de classe Dr (resp. quasi-topologiques) de base X. 

Soiento< et f deux objets defr(X) (resp. p (X)) de fibres respec­

tives ol.. et ,; au-dessus de x ; int~resson3-nous aux morphi:Jmcs x rx 
de ~ vers r qui induisent l'identité sur la base. Nous pouvons 

définir un nouvoau fibré vectoriel de classe Dr (resp. quasi- topo-

logique) noté 'Jto:n f;.·(X)( ot.., ~) (resp. '3{o•.l p(X)( ot, f->)) de base X 

et dont la fibre au-dessus de x est donnée par 

:;t, ( C<. fi, )) ) 
r. x, r x 

Proposition 3.1.: L 1 cnser.1ble dca sections dedbomf(x)(~ 
(rcsp. cif82.!:! ... f(x) (CO\ P.>)) s'identifie à l'ensenblerde"'.or hisr.10s 

de~ vers~ qui se projettent sur l'identité de x. ~ 
j 

En effet, sc donner une section de :Jeom /[. (X) (ct , [3) 
(re.op. G1f;'om .f(x)(cJ.., ~) revient à se donner, pour toul x de X, 

une applicationt de cf,(cX. ,{~)c'est à dire, en fait, un morphis-
x 1\ x x 

mc de~ vers f qui se projette sur l'identité de x. 
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(cl.,{}6or:t[cx><f,t» ) 

e;;t iool.1orphc à m:om p"" (X)(~ ŒJp 1 l) (rcopo éff.or.j(X)((J(fi)/3 ,J') (dans 
~ r ,...., 

la catégorie fr(X) (rcsp, f (X) ) ). 

Pro·,osi t ion J ,J •- : Le foncteur c1&o;a_,..., (d ) 
___;.J·(X) ,. 

~ ,.._, 
(renp. (fjo;.t_p{x) (cl.,.) : ~~ -> dt'o:j{x) ( 01., (» de f~(X)(renp. p (X) ) 

.-.J ......... 

dansfr·{X) (resp.p{x)) est exact à gauche. 

Ln proposition ).2, est une cons6quence de 1 1 isomorphisrnc 

suivant dnno t: 

èt:À <~'~,\<?x• )j'x> > ~,:t>-.<~ x px' 0 x> -::::.~tA<~ efx' ix> 
\ 

et la proposition ].]. de la remarque J,J. du chapitre II - §I 
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CHAPITRE SIXIEME 

1 - E ot F d~signant des espaces vectoriels quasi-topologiques, 

appelons fr l'application qui, à x ~ E, associe l'ensemble des 

jets d'ordre r do f : E--> Fen x et désignons par (j'/' (E, F) 
. . r r t. l'ensemble des appl1cat1ons f de classe D telles que f appar 1onne 

à~(E, Jr(E,F)). On peut munir ~r (E, F) de la quasi-topologie la 

moins fine rendant quasi-continue 1' application f--> fr de 03r ( E, .F) 

dans Œ, (E, Jr(E, F)). Si E et F sont des espaces de Banach, la 

quasi-topologie ainsi défini ccrncido avec la topologie de la 

convcrgenco uniforme dos fonctions et do leurs r premières dérivées 

sur les ensombl~s bornés (proposition 4.2. § I. Chapitre II.) 

et si E est de dimension finie, elle coïncide avec la topologie de ln 

convergence compàcte que nous rappelons (voir [ 1] def 16.1. P•52). 

Si X et Y sont doux objets de ~r, la topologie de la con­

vergence compacte sur Hor.1 v-r(X, Y) ou Cr topologie est la topologie 

image réciproque de la topologie de ~a conver~ence compacte sur 

sur Hom (X, Jr~X,Y)) par l'application f-->fr de Homzrr(X,Y) 

dans Hol:t'lr
0
(X, J (X, Y)) • 

Ello est métrisable dans les deux cas suivants : 

1°/ X compact, Y m&trisable. Rappelons, par exemple, que si 

Y est un espace de Banach et X compact, Hom yr(X, Y) est un espace 

de Banach si r <. ID (voir ) , un espace de Fl"Q chet si r = CD • 

2°/ X localern~nt compact dénombrable à l'infini (voir 

P• J4 cf. l'exenple qui suit le' théorème a.L.~:e Chap. IV.) 
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Si X est une variété dG Dûllach uodelée sur un espace 

vectoriel E du dimension finie donc locnler.wat cor.tpn.ct et Y u1.e 
r 

autre vnri0t0 do Banach uodclée sur F, la C topologie coïncide 

avec ln quasi-topologio S et pur conséquent aussi avec la 6 -topo-
r r 

logie (= topologie sous jucente âlu quasi-topologie 6 définie 
. r 

dans le chapitre III en 2), carc#otl,_.(X xE\ F) (introduit en 2.5. 
-r 

§.Il Chapitre II) coïncide alors avec l'nnso~ble dos npplications 

continues de X dans '-.fÂ (E, F) = c)f! (E,F) r.tuni do la topologie 

do la convergence compacte. 

Dnns le paragrnphe 2 suivant, nous utiliserons le théorèr.lo 

5.~. p.16 de[1] selon lequel, si la base X d'un fibré de B.~ach est 

cor.tpucte, l'eopacc do ses sections do classe Cr possède une struc­

ture d'espace de Banach. : la définition do la norme dépend essentiel­

lement du recouvrcr.wnt ouvert choisi pour X, r.1ais toutes les nor~es 

ainsi déterminées sont équivalentes. Ln topologie do cet espace do 

Bnnach coïncide \vec ln Cr topologie (et par conséquent aussi avec 

la quasi-topologie ~ ). 
r 

0 

~-Théorème 2.1. : Soient X une vnri6té de classe D et Y une F-vnri~té 

de Bnnnch de classe cr, r.:;.1, ndr.10ttant une fonction exponentielle 

de clnsse C 0
• Si X est co;apac1:2 pour la topologie ~X' ~ 7J.--ç;(.'!-, Y) 

possède une structure do variété topologique de Banach. 

Nous savons déjà quo HoM~ (X,Y) possède une structure -zro 
do variété do classe D0 (chapitre IV.2) D'autre part, l'ensemtlc 

Horn-y,JX, Y) dos applications quasi-continuo do X dans Y est identique 
1 

à l'ensemble noté Homt~(X,Y) des applications continues de X dans Y 

où X est muni ?o la topologie oz;. Il est possible de recouvrir" 
1 

Homz,ru(X,Y) par dos enser.tblos ol..... (Hf) contenûllt f où Hf est une 

bijection de ç( (Hf) sur un voisinage ouvert de Hf(f) dans rc(f*TY)~t((•r'f) 
(cf. le chapitre IV. Théorème 2.J.) 
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Or' .:.n vertu de la conpaci t~ de x pour rx, T1 
c ( f'*TY) est un 

cspnc0 de B~12..ch et, en vertu de ln propo:3i ti on 2. J. du chélpi. .. re IV, 

cor.1ptc tenu de la re.té\rque 2.9. du chapitre II. §I, oi U dusigne un 

ouvert de F et :Ji le:=;; espt'lccs Ho•.tz, 0(.,.) sont munis de la topologie 

de l·'l convergenco cou:)ncte, 1 1 o.:1plication 

---> 

induite par une applicntion continue h : D -> F , est continue. 

Les changeme.."lts de cartes sont donc continues ct Hor.t~.,(X, Y) possède 

ainsi une structure do variété topologique de Banach qui induit une 

structure de r.têne nature sur Hom...., (X, Y). 
tr• 

Soient maintenant X et Y deux objets de r, r ~ 1. Munis­

sons l' ensel!lble Hor.2r'r(X, Y) de ln Cr- topologie ; il en sera ainsi 

dans la suite du chapitre. Dnns le ens o~ X est conpncte, on ~tnbli­

rait, on reprenant la démonstration du théorène 2.2. du chnpitre IV 

que, pour r ... CD~ Hor.tz,rr(X,Y) peut être r.tuni d'une structure de 
.. .. r+1 , 

variete topologique de Banach si Y est de classe C et possede 

une fonction exponentielle de classe Cr : pour tout point f de 

HomV"r(X,Y), il existe un ensemble 0<. (Hf) C Homzrr(X,Y) contenant 

f et une bijection Hf' de of.. (Hf') sur un ouvert de 1 1 espace de Dano.çh 

-rcr(f* TY) :::T'br(f*TY) des sections de classe Cr de f'*TY (l'indice 

cr r~ppelle que la topologie de ce dernier espace est ln cr topolo-

gie). En partic~liur 1~c(f*TY) == rc 0 (f*TY) et, pour r ::: 0, on 

retrouve lo théorène 1.1. Sous certaines hypothP.scs cette structure 

est meme diff'crentiable en vertu du théorème suivant qui précise 

le résultat du chapitre IV selon lequel Hom~r(X,Y) adnet une 
CJ 

structure de variété do clns3e D • 
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r 
Théorème 2.2. : Soient X uno vnril'~té de Banach cor.Ipncto do classe C 

Y . 't' B :~+s+1 0 ct une autre V<U'l. e G do émnch de clnsse C , . ~ s ~ r ~:: œ , .. __ ----------------
ndrJottnnt une fonction oxponentiello de elusse Cr+s, ~yr(X, Y) 

(ct pnr conof::quont H:)n-z7'r(X 2 Y)) possède alors une otructure de 

variété de Bunacl1 de classe CD (confer. le th8orèue 2.10 chap.IV) 

Compte-tenu do ce qui précède, 
s changc1'1ents dG curteo sont du elusse C • 

il suffit du montrer quo les 

U"l Soient donc (Hf, f), 
1'[, 

(Hf')'IJ....[,) deux cartes locales ; suivant lu dé1.10nstrution et les 

notations du théorème 2.2. du chapitre IV, ceci revient à établir 

qu 1 une application de elusse Cr+s de ln fibre de f*TY duns celle 

de f 1 *TY induit une application de classe Cs de ,r (f*TY) dans 
.cr, 

~ (f'*TY) ce qui résulte du lemme suivant up~lJ.que au cas où k 
cr 

est la fonction qui a été définie dans la fin de la démonstration 

du théorème 2.2. chapitre IV• 

r 
Lemme 2.J. : Soit' X une variété de Banach compacte de classe C , 

r+s r< ro, et k une application de cl;--.sse C d'un ouvert U d 1 un espnce 

de Bnnnch G dans un autre H, 0 ~ s ~ r, alors l'application 

k* z (f --···-------"> ko ({ = k* <r> 

de Hom (X, tJ) d.-ms Hom (X, H) est de classe Cs (confer. le 
77r ~r 

lemme 1.9. Chapitre IV). 

Voir [t]. 
Le théorèllte 2.2. n'est pus seulement valable pour s ~r. 

Par exemple, si Y est de classe C
00 

et ndmet une fonction exponen­

tielle de elusse ~' toujours sous l'hypothèse X compact, Homlfr(X,Y) 

est une variété de Bnnach de classe ~ .( [1~ p.47 et [t5j)c•est 

qu'en réalit6, le lemme 2.3. est valable sous des hypothèses légère­

ment moins restrictives. 
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T'1 é or è r.w 2 • 4 • : .;..S...;;o.;;i;;.;e;.;n;.;;.t.~.;;.;X~,_Y~, _;;Z,.._;t..;;r_<.;..) 1;.;..· .;;.s_.;.v..;;a;,;;r.;;i;.;e;.;' t.;;.e.;;.,'.;.;.s_d.;..;o--.c.;..l;;...;.;a_s..;;s.;;œ;.;;....;r;.;e.;.;;;.s.ti.p.;;e..;c;...t;...1_· v_e_s 

Cr cr+s+l, r+a·:·l ..::: ., .. , _ C , 0 .... s ..;;.;..--::_r __ ..::_oo ___ ,.__X_..;.c_o_r • ..~,lp_a_c_'~~-Y_e_t __ Z~p_o_s_s_e_' _d_a_n_t 

des fé·nctions exp0_!1_cnetielles de classe Cr+s. Une application h 

r+s 
de classe C do 7 dan~~~it une application 

Hom 2fr (X, Y) ---> Hom (X, Z) 
Î/r 

do clnsse C
8 

d6fini par h* (f) = h o f (confer le th6orime 3.1. 

chapitre IV.) 

Nous pouyons donner une formulation plus précise quo celle 

du théorème 2.4. com1.1e suit : 

" Outre les hypothises du théorime 2.4., si on suppose quo 
r+2s+1 Y est compacttet que Z de elusse C admet une fonction exponen-

tielle do classe c
2
r+s' 0 <- s ~ r •r:: <D ' 1 1 application 

Hom" (X,Y) x 
{,}r , 

Hon (Y,Z) 
zrr+s ---> Hom (X, Z) 

?fr 

( f h ) A../V"'-4-::> h 0 f 

est de classe cs. " (confer Chapitre IV Théor. 3.2.), 

Il en réxulte, en particulier que l'application d 1 évalu;-

ti on 

EV Hom (X, Y) x X--> Y 
zrr 

( f x)~·>f(x) 

s 
est do elusse C , pourvu que Hom~r(X, Y) posside une structure de 

C
3 

variété, c'est à dire que les conditions d 1upplicution du ~ 

théor~ne 2.a. soient réulis6os. 
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Il existe un rûnultnt dual du théorènc 2.~. 

r 
".3i X et Y sont cot1pactcc et de classe C , Z de elusse 

cr+c.+l admettant tUlC C
r+s 

fonction exponentielle de classe , uno 

applicntion h de I-iumzrr(X, Y) induit une application 

• 
h Ho1J (Y, Z) 

7fr -----> Hom (X, Z) 
r 

f ~-> f 0 h 

s 
de classe C "• 

Etude du eus r = oo 

Tout point t de Hom;-JX, Y) admet alors un voisinage 

hom6omorphe i un ouvert de 

a;. 

n 
k=O 

• 

· 7_. k ( f • TY) = c 

'rk(f TY) n'est pus un espace de Banach, mais un espace 
c 

de Fréchet dont la métrique p est donnée par 

(f) 

ru.o>. L_ 1 f - 9! r k ( f*TY) 

c --------------------

k=O 

* pour f et g E j1 ( f TY) , où • ( f TY) 
coo 

désigne une norme dans * ( f TY) • 

En particulier, si X est une variété compacte de Banach, G un espace 

de Banach, l'espace Homp-~X, G) possède une structure d'espace de 

Frechet. 

Duno 1 o cas r = w , le 1 emme 2 .J • devient 



-77-

Lem~e 2.3'•: Soient X une vari6t6 compacte de Banach, de classe C
00 

et k une application do cl<~;Jso Ccn d 1 un ouvert U d 1 un espace d, 

Banach G dans un autre H, alors l'application 

k • • .r ·--··> ... 

ID 
de Ho:.11rJX, TJ.) dann Hm;~Zrj,X, H) est une application de classe D • 

L'inclusion 

Hon (X, U) = uoo 
ID 

fJ 
est continue pom- tout r (Hoiilzro:.(X, G) est l<}'iir:lite projective d'une 

suite d'espace de Banach), c'est à dire de classa Dr. D'autre part, 
œ r+s u si k est do classe C, k est de classe C , 11r, s finis, s~r; 

or, en vertu du ler.u:~e 2.3 • pour r fini, 1' application 

de HomUr(X, U) dans Hom~rr(X, H) eot de classe cs. Donc l'applica­

tion composée k* 

Horn (X, U) -> 
z~r . Hom (X,H) c-., Hom (X, H) 

fr.o Z7r . 

~-·------·-- > k o o' 
est do classe Ds ct cela, Vs, c 1 eet à dire est de classe Dœ. 

Le leuuo 2.) r • peut aussi ~tre considéré comme une consé­

quence de la proposition 2.6. chapitre rv. 

Gr&ce au leuue 2.J•.,on voit alors que les changements 

de cartes sont de classe D
00 

et HomzrJX, Y) possède une structure 

de variété de dasse D<D I.lodclüe local er.1ent au voisinage de f sur 

l'espace do Frichet r (f,..TY)e D'où : 
ct'9 
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Th6nr~mc 2.2'• : Si X est ~ne variét~ banachique conpacte de 
00 

~se C 7 Y une .-.llltre vnribté bnnnchique de mêrao classe adt.lùttant 
• (1) 1 ) uno fonctiDn exponentielle de classe C 7 l' enscr.1ble Hor.12r.,.x, Y 

.EOSSf~de une structure de vnri6t,1 de classe D<D 1.:cc.~el6e sur un 

ecpnce de Frechet 

L'applic,~tion k* du len111e 2.). 1 est aussi indéfinir11ent c­

tlifférent iuble et b-di fférent iable au sens de [!:~:] • 

Hon 17Jx, G) (resp. Hor.lÔ"~X,H)) est un espace localement 

convexe. 

~ topologie peut donc Otre définie par un enser.1ble de seni­

norr.ws. Dire que k* est différentiable en f uu sens de Frechet, 

c'est dira que quelle que soit la semi-norme 
() p sur HomlrJX, F), 

il existe une seni-norme~ 

linéaire Dk.(f) continue de 
\ 

sur Hum JX 7 G) 
li 

Hor.1lrJ,X, G) duns 

et une application 

Hom (X,H) telles que zr-

L'npplication k* est indéfininent différentiable en ce sens, r.Iais 

cette notion de différentiabilité est plus difficile i manier que 

la notion du différentiabilit~ de classe n1
, car l'application 

composition 

~E, F, G 
cfb (E, F) x .?f b (F,G) ->.;i,b (E, G) 

(où b désigne la topologie de la oonvergence bornée) n'est pas 

nécessairenent continue • 
, 

Quant nu théor~ne 2.4., il devient dans le cas r = oo : 
, ' 1. • • , , coo x y Theoreme 2.~,'1 So1ent X, Y, Z tro1s varietes de classe , , 

cor:~pnctes, Y et Z adr:wtta.ilt des fonctions exponentielles de classe 

C00
, l'npplication 

~X, Y, Z & HoralrJx, Y) 

(f 
. <D 

est de classe D 

x Homb" .. { Y, Z) 

h) 

---> Hom fX, Z) 1ioà 
____....___ > h 0 f 
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Il en rüsulte, en particulier, que l'application 

EV : HottV._,(X, Y) x x > y 

(f x ) """"'-·- ""-") f ( x ) 

est de elus no DGD. 

Reprenc,no 1 1 -:mser.tbl·~ des applications (cf. l'exemple chap 

IV. qui suit le th~orèr:1e 2.L.~:.) de classe C<L d'une variôté X de classe 

C 
00 

local er.10nt conpncte, réunion ùunombrabl e dG C<X1llacts Kn, dans 

une variété Y de elusse C00 
adr.tettant une fonction exponentielle de 

;.1ôme clar;se. Posons J(n = ~ Kn• Soit f € HomêrJX,Y); 

::x.. * k 
notons T' k ( f TY) l'ensemble des sections de classe C 

c 
f*TY /J<'n • On a le systèi:te projectif suivant : 

.n 
J{ * 1k 

Î k "" { f TY) ~------'=> 
c 

[
\.n-1 

1
lc-1 

V/ 

'J< n-1 

* 
!c-1 c 

( f TY) 

/ 
1){., 

r k-1 c 
* ( f TY) 

du fibré 

r (f*TY) en est la liiaite ; c'est un espace de Frechet , limite 
CGD 

projective d'une suite d'espaces de Banach (donc,en particulier, 

localenent convexes, tl~tris.::.bl es et complets) .un raisonnement 

analogue à celui du ]marne 2.3'. montre alors que les changer.1ents de 
([) 

cartes sont de classe D et 

. . , t, d 1 DCD quas1-var1u e e c asse 

Homt"~X, Y) possède une structure de 

1:10delée sur cet espaoe de Frechet. 



Citons enfin le résultat nuivant 

~èn1o 2.5. : Soit f une in<Jcrsion d 1 ... ne variété Z dnns une 

v~ri6t6 Y, toutes ùeux de classe Cr+l• Alors si : 
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(ii) 

(iii) 

Y possèùo une fonction exponentielle de classo cr, 

ln suite : 

* 0 ----> TZ -----> f TY se fend , 

Hom (X,Z) est une souD-variété de Hom (X, Y). -ur - r -
Ce résultat est valnbl e même pour r = m (confer le théorème 

2.3. chupitre V). 

\ 
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