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Etant donné une catégorie C y 11 n'existe pas en général
do structure sur Hom(:(x, Y) qui en fasse un objet de C et pour

laqueclle les applications d'évaluation et de composition

(i) EV Homc(X,Y) x X

> Y

(f , x)arr—1f(x)

(ii) §x,y,z : Homc(x’Y) x ‘HomC(Y,Z) > HomC(X,Z)

(f , g )~~~ rr—>g o f

sont des morphismes de C .

\

Nous désignecrons par£ 1a catégorie dont les objets sont les
espaces vectoriels topologiques réels (E, F, G,eees) et dont les
norphsimes sont 1les applications continues (nhon nécessairencnt
linézires) et par ‘-(E, F) 1l'espace vectoriel sur R des applicatiops

continues de E dans F.

Il n'est pas possible, en général, de munir canoniquenent
l'ensemble L (E, F) d'une topologie telle que 1l'application de
composition

>L(E,G)

§E,F,G : L(E,F) x L (F, G)
(f s g) ~r~ > g o £

soit continuce De la, la difficulté i définir une notion d'applica-

tion différentiable f de classe C1 d'un ouvert U de E dans F
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possédant une difflrentielle DY : U->L(E, F) qui soit un morphisue
en un scns convenable et qul vérifie le théoréime de transitivité

ponctuclle.

Dans un premier tenps, nous sommes donc amené a générali-
ser la notion d'cespace vectoriel topologiques Nous définissions un
D giq

type de structure (dite guasi-topologique) dont peuvent se nunir les

espaces vectoriels réels de telle sorte que, si E et F sont des
espaces vectoriels munis d'une telle structure, on ait les propriétés

suivantes @

1°/ L'espace vectoriel des applications linéaires compa-
tibles (en un scns a préciser) avec les structures est muni lui-

m8me canoniquement d'une structure de la méne espéce 3

2°/ L'application d'évaluation

\
L.(E, F) x  E —> F

est compatible avec les structures j

3°/ Il en va de uéne de l'application de composition .

éE pg ¢ L(E,F) x L (F,G) > L (E,G)
L Bl |

(f, g)w—-—)gof

Les conditions 1°, 2°, 3° sont liées 4 la notion de caté-
gorie fermée au sens G'Antoine ( Eﬂ ct [?1 bis), notion qui e;t
discutée au chnapitre I. La catégorie 7: des espaces quasi~topolo-
giques et celle E:des espaces vectoriels (réels) quasi~topologiques

sont des excnples de catégories fermées. La catégorie T des espaces
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topolegiques (resp. celle E des espaces vectoriels topologiques)

se plonge coume sSous-catégorie pleine dans la catlégorie ¥ (respe.

-~

dans la catégoric £ )e Les norphismcs de ¥ (respe. de E ) sont

appelés applications quasi-continuesy ils généralisent les appli-

cations continucs.

Par rapport au ménoire de A. Bastiani [}] s notre
notion. .. d'espace vectoriel quasi-topologique est légeérement plus
générale, car nous n'exigeons pas de condition de convexité locale,
Dtautre part, pour tout objet de é? , nous démontrons l'existence

d'une topologie localenent convexe, dite sous~jacente a la quasi-

topologie, pour laquelle tout filtre quasi-convergent convergeo
On notera que dans le travail [4] de A, Bastiani cette condition

est imposée avec, en plus, une condition de séparation.

Comme 1l'a montré L. Bastiani, la notion de différentia~
bilité s'étend aux espaces vectoriels quasi-topologiquese Ceci nous
permet de généraliser les applications de classe c’ entre espaces de
Banach en introduisant la notion dtapplications de classe D" entre
espaces vectoriels quasi-topologiques, Si E&'désigne la catcégorie
doht les objets sont les espaces vectoriels quasi-topologiques et
dont les morphismes sont lces applications de classe Dr, nous nmontrons

que les ensembles Homgf(E, F) se munissent canoniquement d'une quasi-

topologie notée é; telle que

1°/ Les applications (i) et (ii) sont les morphismes
dans les cas r = 0 et r = @ (catégories ferméecs),.

2% L'application (i) est un morphisme dans tous les cas
(catégories pumsmes fermées),

4%’ -
Il est alors aisé dtintroduire la notion de variété de
r , . , . .

classe D° modelée sur un espace vectoriel (réel) quasi-~-topologique
et, parallélement, la notion de structure fibrée de classe p* qui

se pré&te & 1l'&tude de suites exactes. Soit " 1la catéporie dont les
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. oy s r ,
objets sont des varidtdés de classe D nodelées sur des espaces
vectoriels guasi-topologiques géparés et dont les morphisies sont
. . . r . .
leyg applicaticns de classce b o Pour décrire la structure de

Hoq;}(x, Y), nous iantroduisons une nouvelle notion, celle de

guasi=-torilté diffirentiable, ce qui permet, sous certaines hypotheses,

7
de généralisier les résultats d'Abraham, Smale et Pulais en munissant

.
s -

1«»5}(x, Y) é¢tune structure de quasi-variétdé de classe D o

L. cutégnriefvr, dont les objets sont les variltés
banachiques de classe c’ et les morphismes les applications de néne
classe, est canoniquement une sous-catégorie non pleine de .
Cependant, si la variété source X est de dimension finie et si Y est
un objet quelconque de er, l1'ensenble Homﬁ;(x, Y) coincide avec
ltensemble HO@vr(X, Y)e En particulier, si X est compacte et si Y
posséde une fonction exponentielle de classe suffisante, l'enseible
”omvr(x’ Y) admet, pour r <« @ , une structure de variété différen-
tiable banachiqui (vo r le cours [}] de Smale par Abraham)e. Nous
établissons en outre au chapitre VI que, sous les mémes hypothéses,

l'ensemble Hoqmg;(X,Y) adnet une structure de variété de classe o’

modelée sur un espace de Fréchet,



CHAPITRE PREMIER

JEML -

1 = Nous utiliserons dans la suite des catégories
d'ensemble structurdes (on dira encore ce.e.Se) clest-i-dire des
couples ([,, V) formés d'une catégorie ¥ et d'un foncteur fidéle

e B dans la catégorie des ensembles vérifiant les axiomes

( 2] p. 1389-1392) s
@ sifiX—Y, 9
tels que VX = VY = A, Vf = Vg = 1.,

® Soient X un objet de C
Quelconque et ¢ une bijection de A sur B, alors il existe un objet Y

de ¥, et un isomorphisme f 3 X—>Y tel que VY = B, Vf = ¢,
nsidérons les catégories d'ensembles structurés

¢ Y—> X sont deux morphismes de‘g
alors X et Y coincident dans -8 ,

A l'ensenble VX, B un ensemble

Nous co

Suivantes s (T,
catégorie des espaces topologiques, E celle des espaces vectoriels

v, (v_r, V), (E 4 V)eosses, ou 7 désigne la

tOpologiques, toutes deux admettant pour morphismes les applications

continues, V¥ 1a catégorie des variétés de Banach de classe C' dont

. r
les morphismes sont les applications de classe C o, Le foncteur V

8era toujours le foncteur oubli.
L'ensenmble VX sera appelé ensemble sous jacent & 1l'objet

X de B { si £ est un morphisme de X dans Y, 1ltapplication

VE 1 vx > VY sera appelée morphisme sous jacent & f,
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2 - Supposons maintenant que la catégorie é admette des
produits finis et que V commute & ces produits.
Etant donné X, Y, T trois objets de € , u un élément

Home(T xX, Y), il existe une transformation naturelle

)\u : Home e, T)

> Hom (e x X, Y)
Q

indx u

qui &4 £ ¢+ 3 —> T associe AU (£) : ZxX > TxX—> Y,

Appliquons ceci & la catégorie® = Ens en prenant pour T l'objet

HomE-ns (VX, VY) et pour u 1'application d'évaluation EV au sens

ensembliste, nous avons une transformation naturelle injective

EV
A+ Homg  (V8, Homp (VX, VY)— 5 Homp __ (VZx VX, XY)
\.‘.,_,/

f EV (f)

\
Holﬂe(x, Y) est un sous-ensemble de Hom Ens(vx’ vVY),

Nous somnes donc amenés a poser la définition suivante,

définition 2.1. Si Hon\e(x, Y) est sous jacent & un ensemble structuré

U de'd tel que la restriction de 1'application d'évaluation

Ey
Ev
Ev'Homg(x,Y)x VX 3 Hom{,(x, Y)x VX €, Hom Ens (VX, VY)x "X ———>vY

soit sous jacente a un morphisme

>Y dans B N

Nous dirons quec l'ensemble Hozn\te(x, Y) posséde une structure

ut UxX

privilégidée et que l'objet U est précisément "l'ensemble Homgp (x, Y)

munie de cette structure privilégiée'.




Proposition 2¢2. ¢ Sous les conditions de la définition 2.1., la

s n P .
transfornatior. naturelle A° ect injective,

Le diagramme suivant est, en effet, comautatif :

Hor.\e(z, u) S, Home(Z;xX, Y)

I !

Hom (vz, W) ————— HomEns(VZxVx, VY)

—— e

[ I

E
HomEnS(VZ,HomEnS(VX, vY)) >HomEns(VZ‘ xVX, VY)

-~ \ E
Comme toutes les fleéches verticales et la fleche /\ Ysont
injectives, il en est donc de méme de N,

Définition 2+3e ¢ S'il existe sur Hon,(X, Y) une structure privi-

13

1égice pour laquelle la transfornation }\u est bijective, nous

dirons que Hor.xg(x, Y) posséde une stricture canoniques

L'ensemble structuré correspondant U de © sera appelé

"ensemble Honlg(x, Y) wmuni de sa structure canonigue’ o

Proposition 2044 3 S'il existe une structure canonique sur

ﬂgy,&x, Y), cette derniére est unique,
Supposons, en effet, qu'il existe deux bonnes structures
sur Home,(x, Y)e Il existe alors deux ensecmbles structurés U et U!
dans & tels que V (U) = V (U') = Hor.lea(X, Y) et deux morphismes
u:UVUxX —m-> Y
u' ¢t U'x X —>Y

tels que V(u) = V(u') soit la restriction de 1l'application a'évalua~
tion ensembliste a Home)(x, Y)s Au norphisme u, il correspond une

bijection A telle que le morphisne

1
(A (u') s Uur — s U



adiictte pour application sous jacente l'application identité de
}kmkﬁx, Y)s De la méne fagon, il correspond au morphisme u' une

u!?
autre bijection X telle jue

(Nt w s v > Ut

. . . -1
adnette la m&me application sous jacente que (Au) (u').
La condition(Ep de 1 entraine alors U = U!,
Il n'y a pas de résultat semblable pour les structures

privilégiées,.

3 - Un_exenple

Considérons la catégorie d'ensembles structurés (T, V).
Du théoréme 3.1 suivant ([ 6] pPe45), il résulte que la topologie

de la convergence corppacte est une structure privilégiée sur
Home(x, Y) si X est localenent compact.

Théoréme 341, ¢ Si X est localement compact, la topologie de 1la

AY
convergence compacte est la topologie la moins fine pour laquelle

l'apnlication d'évaluation u 1 (g, x)——>g(x) de Hom (X, ¥) x X

©

dans Y est continue,

Si X est localcment compact et Hoqg(x, Y) muni de la
topologie de la convergence compacte, & une application
fi1 2 ___>Hom€ﬂx, Y) continue, il correspond donc une application

u fxidy
MAN(f) $ 2xX —

> Homf(x, Y) x X —% 5y

qui est, elle aussi, continues
On a m@me le résultat suivant [6] qui assure, toujours
sous l'hypothése X localement compact, que la topologie de la -

convergence compacte est, en fait, une structure canonique cltest a

dire que 1l'application Au est bijective,

Théoréme 3,2, § Soient Z, X, Y trois espaces topologiques, f une

application de 8 xX dans Y, Si f est continue, f 3 z —5>f (2, )

est une application continue de & dans Hoqa(x, Y) muni de la topolo-

gie de la convergence compacte.




4 -« Plongement d'une cCo.e.S. dans une GoeeSe fermée

Ce qui suit reprend la partie gui nous intéresse le plus
dans l'articule [3 ~ 3bis| d'Antoine (voir 1:s pages 387 a 39.).
Nous espérons avoir simplifié les notations.

si (8, V) et (8!, V') désignent deux catégories d'enscmbles
structurés, on appelera, dans ce paragraphe foncteur de (€, V)
dans ('@',V!) un foncteur de § dans € qui commute avec V et V!,

Définition 4.1, Une catégorie d'ensenbles structurés €, V) sera

dite semi=fernée (respe ferinée) si pour tout couple (X, Y) d'objets

de%, il existe une structure privilégiée (resp. canonique) sur

E_gmg(x; Y) °

xe ¢t le couple ( Ens , idEns) constitue une ceeese fermée

Définition 4426 Nous dirons que (€, V) contient les morphismes

constants si, pour tout couple (X, Y) d'objets de ©, toute

application constante de VX dans VY est sous jacente a un morphigne

de X dans Y.

\ R
Nous supposerons dans la suite que toutes les Ce€eSe
contimnnent les morphismes constants § c'est le cas de (F, V),

(E, V), V).

Proposition 4.3, Toutoc 0.e-s, fermée (&, V) contient les morphismes

constants.

Notonszgm¥§x, Y) l'ensemble Hoqg(x, Y) muni de sa structure
canonique (il en sera ainsi dans la suite)e A tout morphisme de
Zx X dans Y il correspond un morphisme de 2 dansagég (X,Y) pour tout
z2€0g%8, ©

Faisons 2 = Y § & la projection

*JtizYxx

Il correspond un morphisme

> Y,

7t.2 ! Y —> %mz(x, Y)

w w

tel que, pour tout y € Y fini, 1f1 (y) (x) = yo Le morphisme



Y

')(l(y) ¢st decunc un norphisme constant.

A
Posons ¥ = Honm ('Cvo, Ens) ; seit h 1le foncteur
Cat ¢

canonique pleinecitent fidéie Jdéfini par
’~

hot ol > P

X >

hx = Homé., X)o
A

Intéressons-nous 4 la sous catégorie de § formée des foncteurs HE

définis comme suit

E : 6

E > Ens

Xan—> HomE-ns (VX, E), sur les objets

X HE (X)BLFO A2 3§
fl t HE (£) , sur les morphismes,
Y H (Y) ENY

Appelons % 1la soug catégorie pleine de ¥> dont les objets sont,

pour tout ensemble E, les sous-foncteurs F de HE contenant le sous

foncteur KE défini comme suit
KE H ‘C» —_— Ens
X An——> K_(X) = Ensemble des applications

constantes de VX dans E,
Pour tout objet X de k&, on a donc

KE (X) C F(x) C HE(X) = HomEnS (VX, E)

N ~
11 existe un foncteur V' 3 G'— 5 Ens qui associe 1l'ensemble
A A
E & 1tobjet F de ¥'e Sa définition sur les fléches de %' se fait

comme suit. Soient KEC FCH K, CFt C HE' et)\ ¢t F—=F!' une

E ’'E
transformation naturelle. Nous avons le diagramme commutatif suivant:

)\X

X F(X) > F1(X)

£ ‘L F(f£) F'(f)
_ Y

Y F(Y) >F1(Y),




Donc, si ay (resp aY) désigne 1'application constante de VX
(resp VY) dans E qui prend la valeur a, nous avons aussi le

diagramme commutatif

X(a,)
VX % X > E!
\'5 ¥ $
Y
VY A(%) E!

- >

5i Vf est une application quelconque constante, A ( ) et A (a,)
* '

sont constantes et prcennent la méme valeur a'y Par définition, on

prendra pour application v (A) de E dans E ltapp}ication a—sat

Le foncteur V! ainsi construit est fidéles En effet, soit

f un morphisme de X dans Y tel que Vf soit l'application constante

de VX dans VY de valewr y, Nous avons le diagramme commutatif

g Y

N XY Afh
Y F(Y) ~ F'(Y)
JAN

£ F(£) F' (£)
: X

X F(X) A 5 F1(X)

w Voo

F(£) () Fr(f) (A () )e

F(f) (f) est 1'application constante de VX dans E de valeur(f(y),

F'(f) (\Y (W)) 1'application constante de VX dans E!' de valeur
AY(@) (y). Donc, pour tout y € VY, AY() (y) est l'image par

'V(/\) delf(y), dtod ¢ ¥ (A) (P (4)) =AY () (y) et 1a fidélits

do V'

Nous avons, d'autre part, les injections suivantes 8i E = VY

hY est donc un sous foncteur de HVY qui contient K_,
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Autrement dit, pour tout objet Y de 8 , le foncteur l\‘ est un objet
A
de 'y On définit donc un foncteur

- A
h. : @ - B!

en posant hy = h, et on a,dés lors, la factorisation
A~
P h N 14
~ ]
h. \ ‘6'

Proposition 4.4, ¢ Le foncteur h est un foncteur pleinement
[ ]

fidéle qui commute aux produits finis,

Proposition 4.,5. : Le couple (8 1t, V') est une csesSe possédant

les morphismes constants et admettant des produits auxquels V!

) ~
comnute, Le foncteur h ¢ 5—>%' induit un foncteur que nous

FaN
noterons encore h de la CeceSe (B, V) dans la ceces. (B!, V'),

h commnute aux structures canoniques qui existent éventuellenent
L 4

dans 1a ceces. (¥, V),

De cette\ proposition, nous ne démontrerons que la derniére
partiecs Soit un couple (X, Y) d'objets deHtel qu'il existe une
structure canonique sur Hong(x Y) 3 soit U -Z!-fonz;(X, Y) l'objet
correspondant G . h ¢&tant plecinement fidéle, HonA(hx, h )
est isomorphe a HomB(x,.Y). Démontrons alors que hU est l'ensemble

Hoia ,éh , h ) muni de sa structure canonique, c'est & dire que

h, = Hon , (hX’ hY)

Or, c'est une cons&quence des points a), b), c) ci-dessous:

- A
a) h  est un objet de¥".

U
b) le norphlsne us Ux ans % (Cf, 2) induit un
morphisme h ] hUxX —_— hY dans 'f} Or h comaute avec les produits
finis et
hu H hU x hx ——— hY

~ - -
est un morphisme de ‘G' tel que V! (hu) colincide avec la restric-
tion de lt'application d'évaluation a Homg(x, Y) x X.h_ est ainsi

U
une structure privilégiée sur Homa (hx, hY)o

6



N

2
c) Soit un morphisme de ¥

}; H hZ X hx ~ .17x X _ hY’

}4 est induite par un morghisme de 2 x X dans Y auquel correspond

dans % un morphisme & 2 dans Hom (X, Y) qui induit lui-mdme dans

A %

{; ! un morphisnc de gz dans h,, « h, est ainsi l'enscnble

- U U
Hom (hx, hY) muni de sa structure canonique.

A A
Proposition 446s 3 la cCecese (%', V') est une ce.ceSe fermée .

A
Soient F et G deux objcts de §'s Nous allons munir
el
Hom‘f;(F, G) d'une structure canonique. L'objet obtcnu dans g' doit

P

=] us fonct
étre un so eur de HHomg(F, G)o

Pour tout objet X de Y3 , considérons donc le sous ensemble

u(x) C HHom*(F, G)(X) des applications

/\: v (}:x) = VX/\

'~ .
pondante de VX x V! F dans V' G soit sous jacente & un morphisnme

> Hom,\('F, G) telles que ltapplication corres-

de $'e Le lecteur vérifiera que U 3‘82-> Ens est un objet de G
et que sa structure est structure canonique pour l'ensenble

Hom,\(’F, G) (cfe la diémonstration de la proposition 4.5.).

Soient

”» ~
- '"Cala sous catlgorie pleine de ¥ dont les objets sont isomorphes

aux hx pour X6 0 b6,

- ‘g: la sous catégorie pleine de 3! dont les objets sont ceux

de‘f’; ainsi que,pour tout couple (F, G) d'objets de‘é,l les objets
de ‘elisomorphes éa_@ "),(F, G)e
- ‘é'\ la sous catégorie pleine de B! dont les objets sont les

2 N Ak
produits finis dans {§' d'objets de 81.

~

Par récurrence, on construit ainsi une suite de sous catégo=-

A -~
ries ‘6’21‘.\ emboitées dans B’
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A

~ A ~
') = ' . s
(€2n . VZn) (ifzn , v J%zn) est pour tout n une Ce.e.Se

Si g est la réunion des 6

—~ ~ -~ A at
0 (B, V) = (B, V!l €) esit unc ce2es,

adrettant des pnroduits finis,

Le foncteur k so factorise conrrie suit

5 le

((gi V) .___.’.___.__7( (e') V')

>~ .1

h A(<6,’\7)

~s
ou le foncteur h est pleinenent fidéle et coumute aux structures
®

canoniques ¢ui existent éventuellenmsnt dans (B, V).

La Ce€eSe (?6 s V) est fermdée car si F et G sont deux/sbjets

de ¢, il existe un indice n tel que F et G scient objets de ‘621,1,
clors Hom (F, G) =Ho 1 xfF, G est l'ensemble Hom (F, G) muni
—% "’“%n+’1. ) e’

de sa structure canonique,

Théoréie Le7. @ Etant donnd& une catdgorie d'ensembles structurés

((64_\’),_ il existe un nlongement pleinemnent fidéle

~s

h.= (B, v)

_gatisfaisant aux conditions suivantes
~—~~ K

(a) ((@, V) est une catlgorie d'enscnbles structurés fermée

et possédant des produits finis,.

k.

L
(b) le plongciient h commute aux structures canoniques.
L]

(¢) il est universel dans le sens suivant : pour tout

plongenent pleinemnent fidéle k (‘8, V) > (er, V') vérifiant

les propriétés analogues & (a) et (b), il existe un et un seul

fcncteur (4, V) —>(@ ', V') rendant commutatif le triangle

h ~—~ s
(@,v) : > (@, v)

N
(g, V1) .
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5 = Propriétés des catégorics d'ensenbles structurés fernées

Rceppelons que la notation 3om (., o) est utilisée pour
caractériser l'cnsemble Hom%(., o) muni de sa structure canonique

dans unce catégorie ferndée.

Ly

Homg(Z', %m‘f(x, Y) est isomorphe dans les enseumbles a
>

Homg(z x X, Y) ¢ On a alors le résultat suivant plus précis,

Proposition S5e1le $ }5008(2,987oméx, Y)) est isoumorphe (dans la

catégorie‘g) éJ{foméz x X, Y

C'est une conséquence de 1'axiome ﬁ de 1.

Proposition 5.2 ¢ L'application

éx, Y, z ! szegg(x, Y) x %@_mg(r, z)———>9f_/;gn_n€(x, z)

(g ’ £) e > gof
. (/‘ ’
est un morphisme de O,
En effet,\ lt'application
19
‘,a,.omf’(y, Z) x#fom (X, Y) x X > 2
(o ’ £ ’ X Jw—>(gef) (x)
est un morphi sine de'@ puisqutelle se factorise comme suit @
FHom (Y, Z) xFbon (X, Y) x X > Z

-—-—8 @l 4
id{f;_‘g_g(éy, g)* ¢ u

y

fffom(éY, Z) x Y

ou l'on a désigné par u l'application%omg(x, Y) x X—>Y qui admet
pour application sousjacente V(u) la restriction de ltapplication
d'évaluations En vertu de la proposition 5.1s, il lui correspond

donc un norphisme

(g, f)’w———-—-——-—-) g of



Y7 7 Vs - s
de 9gom(§Y, Z) g:ﬂbm{}X, Y) dans /Zom%§x, Z) qui cofncide avec

' icati
ltapplication ‘¢X, Y, Z
C'est cettc proposition 5.2. qui jouera un rdle prépoadérant
dans le chapitre II - § II,

D¢éfinissons les deux foncteurs suivants de § dans \g ,

pour tout objet fixé X de e s par

X i 2 s5¥(2)=2xX

R 4 Y e RY(Y) = Hom (X, Y)
!

Proposition 5e3e t Les dcux foncteurs Sx et Rx sont adjoints, R

adjoint a droite de sX (ou 5% adjoint & gauche de Rx).

On a, en effet, l!'isomorphisme suivant qui traduit

ltadjonction
Homg(sx (8) , Y) =  Hom (Z, RX (Y) )

En particulier Rx\commute aux limites gauches et est exact a

gauche, pourvu que, dans %, il existe une notion de suite exacte,
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CHAP ITRE DEUXIEME

I - Notion de Quasi-topologie

1~ SiX et¥' désignent des filtres sur un ensemble X,

K' <I signifiera dans la suite "_I' plus fin que X ",

Définition 1.1s ¢ Un ensemble X sera appelé espace guasi=-topologique

si, 4 chaque point x € X, on a associé une famille |](x) de

filtres de X satisfaisant les conditions suivantes @

a) pour tout x € X, [x]é TT {x) ol [xJ est le filtre

formé de tous les ensembles contenant le point X
/ . ]
b) si X'<X et X TT(x) , alors Xe TT (x)

c) si Xe ﬂ—(x) et I'G TT(x) ’ alors £ U X' € TT(x)
X u x desngnant le filtre engendré par les ensembles €U £'
§6X ge X « On notera encoreX‘ﬂx x la relation d'appartenance

I‘e TT (x) et on dira que le filtre % quasi-converge vers Xx.

Une telle relation est appelée quasi-topologie sur X § un
espace quasi-topologique est donc la donnée d'un couple (x,nx) ou

X est un ensemble et 7, une yuasi-topologie. g

SiIT(x x et Xxx x! entrafnent x = x', on dira que
l'espace quasi~topologique est séparé,
Considérorfun autre couple (X, ';t'x) ol 'IT'x est une quasie-

topologie sur X telle queX'ﬂx xéXﬂ'xx § on dira alors que '}f}'(

est moins fine que 'mx.
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Toute topologie sur X engendre une quasi-topologie :si

Tx est une topologie sur X, la relation "X '[’x X si et seulement

si % converge vers X" est une quasi-topologies

Définition 1.2 ¢ Etant donné deux espaces quasi-tcpologiques

(x, 7(x) et (X', 7Cx,), on dira que l'application f : X > X!
est quasi-continue en x si la relation X’fo x entraine
f(%)'ﬂx,f(x) ou f(X ) est le filtre engendré par ltimage du

filtre ¥ par fo

Si f est quasi-continue en tout point x de X, on dira

que f est quasi-continue sur X,

Si X' est un sous~ensemble d'un espace quasi-topologique
(x, 7(.x), on définit sur X' une quasi~topologie lex' par la

condition que 1l'injection X'—>>X s0it quasi-continue .

La composée de deux applications quasi-continues est
~
quasi-continuees Nous pouvons donc considérer la catégorie 7 s !
espaces quasi-topo\logiques dont les morphismes sont les applications [
quasi-continues, Dans "7\:, un isomorphisme f est une application
biunivoque quasi~continue telle que f-1 soit aussi quasi-continue ;j

on dira encore que f est un quasi-homéomorphisme.

La catégorie T des espaces topologiques est une sous

—_
catégorie pleine de T

—~—
La catégorie 7T est une catégorie avec produits, Si |

{(xi, "rrx )} est une famille d'espaces quasi-topologiques, i
i 5
i€l

on définit sur I I Xi une quasi=-topologie (dite produit et 3
i€rI :

& condition :'.'
notée ier "fi) par la I

ny Tr 7(1 x si et seulement si ¥i w
i€l

i xi pour tout |

i € 1n, Xi (rcspe xi) désignant la projection du filtre X

(resps, de x) sur X e On vérifie facilement les conditions a), b),

c) de la définition 1 - 1, O

-
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Soient X, Y, 2 dcs espaces quasi-~-topologiques et f une

application quasi-continue de X x Y dans Z., Les applications

X —>{(xy, ¥o ) ———=f (x, y,) de X dans 2,

y —>(x,, ¥y) - >f (x,, ¥y) de Y dans Z, associés
respectivement a un point y, € Y, x,€ X sont chacunes quasi-

continue comme composées de deux applications quasi-continues,

2, Définition 2.,1. : Soit E w1 espace vectoriel sur R, Une quasi-

topologie ")'(E sur E scra dite compatible avec la structure vecto-~

riclle si les applications
(i) (viv!) ———>v + ¥

(ii) (ty v) —m—/m—> t + v

o vy v' € E, t € R sont des applications quasi-continues de
(E x E,TfE x 7TE) dans (E , Tg) et de (R x E,T(RX%) dans (E, T(E)

respectivement,

Un espace vectoriel muni d'une quasi-topologie

compatible avec la structure vectorielle sera appelé espace vectoriel

gquasi=topologiques
Si (Ei) s €1 eSt une famille d'espaces vectoriels
quasietopologiques, la quasi-topologie produit sur T;TI—Ei est
i
compatible avec la structure vectorielle de ;]_E‘-I—IEi o Plus
généralement, soient E un espace vectoriel, (Ei)iGI une famille
d'espaces vectoriels guasi-topologiques et (fi)iGI une famille

d'applications linéaires de E dans Ei’ la quasi-topologie sur E
définie comme la quasi-topologie la moins fine rendant quasi-~conti-
nues toutes les applications fi est une quasi-topologie compatible

avec la structure vectorielle de E (quasi-topologie initiale),

Définition 2,2,: Etant donné un espace vectoriel quasi-topologique

(F, WF) et (X,‘Kx) un espace quasi~topologique, on appel_era gquasi=
topologie do la convergence locale sur Hom.i_,(x‘, F) la quasi-topologie

>\ définie par
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nFAf si et seulement siX‘";c x entraine JF (X¥) 7fF f(x)"
ouF est un filtre sur Hom,i_.(x , F) et :}‘v(i) le filtre sur F adnettant

pour base les ensembles u f (;) oﬁ%f?‘et? € X.

ze§

Muni de cette quasi-topologie, Hom _f{X , F) sera noté
T

%om'\(x, F) ; cette notation sera justifiée par les théorémes 2.8 et
T

3ol

Théoréme 243+ ¢ La quasi-topologie de la convergence loe¢ale sur

_l_{_o_m?(x, F) est compatible avec la structure vectorielles

Vérifions les conditions (i) et{ii)e. Soient F, F
deux filtres de Hom ,_(X F) quasieconvergents respectivement vers

f et £ etabllssons la relation 1 (5:4-?) A(f + ')

F At ( X7, x =—-9\7’(X)7fF £(x) )

F A X7, x=nF ()T, £1(x) Do

Or, puisque F est un espace vectoriel quasi-topologique,

(F D, 1), F' @, £ <)=(F )+ F XN (£ + £ (x)

,'\,,i
Dongc u“'/\f /\ f! entrainent la relation @

[ — ' t
Xy x =m—=> RF)X) 7 (£+ 1) (x)
.et cette derniére implication est équivalente a

(F+F)y N+,
D'autre part, sous les hypothéses 7{ Waty PNz, ¥ My X
(Kmpt [ Fe) i, £(x))
drod 1 ¥ 7y x ==3>K.F@7 ¢, £(x), donc

KA (3071' te £(x) .

y laond
. f‘;\t.f ce qui établit le théoréme,




Notation ¢ Etant donné une famille{fi} de filtre sur un
i€1

enseamble X, nous noterons sup ¥, le filtre consistant de tous les

ig1lr i
enscmbles de la forme u Xi oa Xi € 3€i. En particulier
i€1
11 ¥ fz = sup (11) 12).
Xi < sup Xi

i€l
A tout espace vectoriel quasi-topologique (E, XE)’ nous
pouvons associepune topologie (localement convexe, mais ceci ne
serviraApas) de la fagon suivante : a tout filtre X , é8socions le

filtre i engendrée par les ensembles convexes dei .
A

X <%

Introduisons ensuite le filtre sur E défini par ¢

UX = sup X
Xteqe X 'lTE x
A
[ 'r' = °
et posons ’& x ux

Théoréne 2+ke ¢ er est le filtre des voisinages de X pour une unique

topologie compatible avec la structure d'espace vectoriel E, locale--

ment convexe et pour laguelle fout filtre quasi-convergent converge.

- La premicr partie du résultat a été établie par
Frdlicher dans "calculus in vactor spaces without norm'" ( [13]
Pe2h)et pour la topologie que l'on construit ainsi, tout filtre *

tel queI'ﬂi x est plus fin que le filtre ?/;‘ donc eonvergee.

Remarque 2.4 ¢ Dans la définition 1.,2. Chap II(p. 26 [4] Yd'une”

guasi-topologic localement convexe sur un espace vectoriel E,
A, Bastiani impose l'existence d'une topologie sur E localement
convexe séparée pour laquelle tout filtre quasi-convergent converges

Le théoréme 2.4, montre en partie que cette hypothése est satisfaite.
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Etant donné un espace vectoriel quasi-topologique
(E,'WE), il existe donc une topologie compatible avec la structure
vectorielle de E et pour laquelle tout filtre quasi-convergent
converges, La borne supérieure de telles topologies est encore conpa-

tible avec la structure vectorielle de E ( f?] - chane I ~ §1 =~

corollaire 4). Elle scra dite sous jacente a la quasi-topologie"rE
et nous la notcrons (7fE) o Si Z'(7VE) est séparée, il en est de
méne de (E,7fE)o

En particulier la topologie YT(X) sous jacente a la
quasi-topologie de la convergence locale dont est muni%égmifx, F)

sera appelée topologiec de la convergence locale,

Si 7rx et 'ﬁF sont des relations de convergence
définies par des topologies, la topologie de la convergence locale
cofncide avec la topologie de la convergence uniforme sur les
voisinages de X ([}Oﬂ - Po 94 ) et entre les différentes

topologies, nous avons les relations suivantes :

Topologie de la convergence‘<‘Topologie de la Topologie de la

uni forme \ convergence locale T convergence compacty

12 topologie de la convergence locale et celle de la convergence

compacte coincidant si X est localement compacte

Si E et F sont deux espaces vectoriels quasi-topologiques,
toute application quasi-continue de E dans F est continue pour 1les
topologies Z’(?TE) et T (77F) d'ol l'existence d'un foncteur T de
la catégorie cdes espaces vectoriels quasi-~topologigques dans la
catégorie des espaces vectoriels topologiques. Ce foncteur ne commute

ras avec les produits puisqu'en général :

T, oy 2 TP xT (M) (cr (7] - pa30 exo 14)

F)
En oﬁtre,~si (E,'xé) est un espace vectoriel quasi-

topologique, F un espace topologique, l'ensemble des applications

quasi~continues de E dans F est identique a l'ensemble des applications

continues de E dans F ol E est muni de la topologie T’(WTE).
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—~

Appelons donc £ la catégorie des espaces vectoriecls
— :

quasi-topologiqueSef est une sous catégorie pleine de £ . Soit

E —_— E
o~ 3 | : le plongement de E dans 4
F /\/\A-___> o“;

Les deux fonctecurs T et d  sont adjoints {0 adjoint & droite de Ty,
Ea effet, d'aprés la remarque précédeute,l{omg(E, O*F)est isomorphe a
HomE(‘(E, F)e

La définition 2.2, se généralise au cas ol l'espace

d'arrivée est sculement un espace quasi-topologique.

Définition 2.5. : Soient (X, ’[Tx) et (Y, 7TY) deux espaces quasi-

topologiqueses On appel.cera guasi-topologie de la convergence locale

sur Homi:(x, Y) la quasi-topologie N définie par :

".7>\ ii si et seulement six'lfx x entraine F (X)"’fY £x)"

Y

ot F ost un filtre sur HOH!?_(X, Y) et P (¥) 1e filtre sur Y admettant

pour base les ensembles U f (;) ou § € ? et ’2; é X.

red

Muni de cette quasi-topologie, HOEL;.‘(X, Y) sera noté
<7lfom~7'_(x, Y)s (Notation qui sera justifiée par le théoréme 2,8,)

Proposition 2.6, : La quasi-topologieksur Hom#XL Y) rend quasi-

continue l'appnlication d'évduation

Ev : (x, f) ——> f(x)

de X x Hom#)(, Y) dans Y (par abus de langage, on note Ev l'application

précédente au lieu de u (cfe chapitre I)

En effet, d'aprés la définition de A\ i
(X 7, x,F X £ > 5«“0{)«71* (x)

ce qui, en vertu de la définition de la quasi-topologie produit sur

X x Hom?_( X, Y) asswre la quasi-continuité de EV,

—
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Théoréne 2e¢7¢ ¢ (XL’IJ’X) , (Y, '7T'Y), (%, 7T'Z) désignant trois objets
de?}Homi.,( g, o {X, Y))est isomorpne a Hon;(Z x X, Y) dans ¥'ns
’ T

Soit h une application quasi-continue : Z2—> ’Jgom,.?,_(x, Y),
h € HomF(Z, 7(om’~_0:, Y)), I1 lui correspond une application h 3 Z x X—>Y
définie par h = EV (h x 1). Conne 1'application EV est quasi-conti~

nue en vertu de 2,6, il en est de m3me de he

Réciproquement, soit h un élément de Hom‘_,\r,(z x X, Y)

h

Z X X~——>Y.
Soient:Z'W'Z z et X-,rx X ; définissons h Z——>Ez par h(z){(x)=h (z,x)

0y

ot hz est l'application quasi-continue ¢ x —>h (z, x)

;l (Z, X) = .}-1 (X)o
4

R (EX) =0 @ (B) T,

’ N fon ot A . .
Or, d'aprés la définition méme de la quasi-topologie de

la convergence locale :

X7, x, 0B (O T, h (x) ) => h (B X n

Finalenent Z 4 2 2 => h(#) h\ h ce qui assure 1ll'esopar-
tenance de h a Hom (2, 7{/_0_;3,@(, Y) )
T

De la proposition 2,6, et du théoréme 2,7, il résulte 1

Théoréme 2,8, ¢ La quasi-tonologie de la convergence locale est une

tructure canonique sur Hoxg},O(, Y) et la catégorie d'ensembles structurés

—
(7, V) est fermée (V désigne le fonnteur oubli de7 dans _gns).

En vertu de la propriété 5,1. du chapitre I, ltisonor-

o~
phisme du théoréme 2,7. est aussi un isomorphisme dans la catégorie7,
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Reunrgue 2496 ¢t 51 X, Y, Z sont des espaces topclogiques, X

localement compact, on retrouve les résultats de 34 Chapitre I, la
quasi-topologie de la convergence locale coIncidant alors avec la

topologie de la convergence compacte.

3 -~ Boient E et F deux objets de Er o

Théoreme 3e1e ¢ La quasi-topologie de la convergence locale sur

iqu , .
Hom (2, F) cst une struaeture canon At 1a catégorie d'ensembles

structurés (£ V) est fernée.
L d
En outre E admet des limites projectives.

~

Soient E ot F deux objets de & et 58»(E, F) l'ensenble
des applications linéaires quasi-continues (c'est 4 dire compatibles
avec les structures vectorielles quasi~topologiques de E et F,

suivant la termlnologie employée dans 1l'introduction).

&€ (e, F) c Hor.;i_,(E, F)
. .

Munissons ég (E, F) de la quasi-~topologie de la convergence locale
induite et notons &QA(E, F) lt'espace vectoriel quasi-~topologique

ainsi obtecnue

Proposition 3.2+ ¢t Les applications

a) EV 3&%(E, F) x E —>F

b)-ég’ F, G:ngE, F)xéﬂA(F, G)—-_>3QA(E9 G)

ou B, F, G sont trois objets de £ , définies resnectivement par

(£, x) ~Avae—> f (x)
(f, g) A g o f

sont quasi-continues,
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a) résulte du théoréme 3.1, ; quant a b), il suffit de

1'établir comme la proposition 5.2, du chapitre I, L'application

§E, F, G ° of)\ (E, F) x 6£)/\(F, G) X E ————> G se factor. se

comiae suit ¢

‘éj\ (E, F) x E va",\(F, G)

BV x idp (5, o) -

)\ (F, 6) x F

Elle est donc quasi-continue, D'aprés le théoreme 3e1.,
il lui correspond une application quasi-continue dechA (E, F) x

’5)‘\ (F, G) dans OEA (E, G) qui est précisément 1l'application §E F.G*
9 ]

~

Remarque 3.3, ¢ Le foncteur RG : E > £ aéfini en 5,

b

chapitre I, admet un adjoint & gauche SG, commute aux limites gauches

. \
.t est exact a gauches D'ou

-g(omz_(G, E x F) =on G, E) xé%mEgG, F) (proposition 5.3« Chape I).
—— = — :
- Si la suite

- o — > E

Buite

>F est exacte, il en est de méne de 1la

0————>:”Z_6_0_W1§(G, E) —0> 'JfomEgG, F)

o Som (G, «) désigne 1l'espace Horj (G, ) muni de la quasi—topblog’ie

£ :
de la convergence locale (proposition 5.3, = Chapitre I).
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. 4 - Nous avons vu que la quasi-topologie de la convergence
locale sur Hom (E, F) généralisait la topologie de la convergence
uniforme sur les voisinages de E dans le cas ou E et F étaient des
espaces vectoriels topologigues, Frdlicher eshibe comme suit 1a
ensenble et un type de quasi-topologie sur cet ensemble qui dans le
cas espaces vectoriels quasi-topologiques généralise la topologie
de la convergence uniforiie sur les parties bornées dans le cas dcs

espaces vectoriels topologiques normésf{ [13])-

Définition 4=1 ¢ Sur un espace vectoriel quasi-topologique E,les

filtres ¥ tels que IX .X f}‘[E OE ou K désigne le filtre des voisina-

ges de lforigine dans [Ret O,. l'origine dans E, sont appelés
N

filtres quasi~bornés. Une fonction f de E dans F ou F est un autre

espace vectoricl quasi-topologique, est appelée quasi-bornie si eclle

transforme un filtre quasi-borné en un filtre quasi-borné ctest a

dire si
']( .}C‘TTE OE ‘-:>7(.f X) ’TfFOF (voir [4] ).

Munissons l'ensecmnble (P (E, F) des fonctions quasi-bornées

de E dans F dc¢ la quasi-topologie}% définie par ¢

(q
JJ,‘M@(E,F)

On établit facilement que(J(E, F) muni de la quasi-topologie est

si et seulementsf:g(.X’ffE N = F X ’ITFOF.

un espace vectoricl quasi-topologiques

Proposition 4.2 : Si E est un espace vectoriel normé et F un espace

uniforme, la q‘uasi—topologieﬁx;iurﬂ3 (E, F) cofncide avec la

tonologie de la convercence uniforme sur les ensembles bornés,

GB(E, F) peut &tre muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les parties bornées § soit O cette topologie.\’j;"‘e f
dans@(E, F) si et sculement si pour chaque partie bornée X de E
contenant x,CJ"?’"(X)']fF f(x)e Utilisant alors le résultat suivant

dd & Frd8licher (EJ.B] pPel15)
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"Sur un espace vectoriel norné, un filtre est quasi-borné si ct
seulcment si il contient une partie bLornée", on voit immédiatement

que

Fo s> FBe

Toute application linéaire quasi-continue de & dans F est

quasi-bornée, d'ou la propodtion suivante @

Proposition 4,3« ¢ Si E et F sont des espaces vectoriels nornés, la

quasi~topologic B induite sur ob (E, I')(enseinble des applications
7

continues et linéaires de E dans [) coIncide avec la topologie

définie & partir de la norme sur'&g(E, F)

On sait, en effet, que la topologie définie a partir de
la norme surcd (E, F) coTfncide avec la topologie de la convergence
uniforme sur les parties bornéecs,

Notons d&;ﬂE, F) 1'08paée SE(E, F) nmuni de cette derniére
topologie,

La topologie de.;E&(E, F) cofncide avec la topologie de la
convergence uniforme sur les parties fermées bornées ( [6] §1-
n°6 = prope 1) qui cofncide elle-méme si E est de dimension finie avec
la topologie de la convergence coﬁpacte (il y a identité entre les
parties fermées bornées et les parties compactes), c'est & dire encore
avec la topologie de la convergence locale puisque E est alors

localement conmpactes

Proposition 4.4, : Si E et F sont des espaces vectoricls nornés, E

, . . s s . . 2
étant en plus de dimension finie, la quasi tqpologle!gsurww (E, F) -

co¥ncide avec la topologie de la convergence localee




~25=

~s
I1 -~ Différcntiabilitd dans la catégorie & des espaces
vectoriels quasi-topclogiques

1 - D&éfinition 1.1 ¢ (A. BASTIANI [#] ) : Soient E et F

deux espaces vectoriels quasi-topologiques et £ une application de

E dans F, On dira que f est différcntiable sur une partie X de E

muni de la quasi-topologie induite si pour tout x € X, il existe une
application linéaire quasi-continue Df(x) de E dans F appeclée
différentielle de f sur X en x rendant quasi-continue l'application
Af définie coime suit
Soient 3: l'ensemble des triplets (x, t, v) ou x€ X,
t€ R, vEX, x + tv € X j alorsA f est 1ltapplication de ;dans F qui

vaut

Af(x, t, v) = flxetv)s LX) _ < pe(x),v>sit £ 0

t

41£(x, o, v)

i
(@]

si t = 0.

Propriités des applications différentiables : les démonstrations

de a), b), ¢), e) sont identiques a4 celles domnnées par BASTIANI
dans [&1 pe39 ~ 4O, '

- a) Si f est différentiable sur X, alors f est quasi-
continue sur X,

~ b) Si f est difflirentiable sur X, l'application

Df : x > Df(x) de X dans ;;8/\ (E, F) est
quasi-continue, En effet, selon Bﬂ,la définition 1.1, entrafne la
quasi continuité de 1tapplication

(xy v} ———= < Df(x), v > , c'est & dire la
Quasi~=continuité de Df en vertu du théorémé 2,8 8T (Cette remarque
hous permettra de remplacer l'expression "application différentiable™

Par )'expression "application de classe Dl").
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SupposollS que E soit métrisable et tonnelé(par exemple un
espace de Frechet)et soit F un objet de £ o+ Si f est une application
de X dans F dérivable sur X, c'est & dire admettant une dérivée cn
tout point de X dans toute direction, désignons par Def l'application

(xy v) —eoee> < Df(x), v > de X x E dans F. Si les applications

> < Df(x), v » de X dans F
> < Df(x), v » de E dans F

L]
¥
.o

o
[ ]
)-”

gont continues, autrenment dit si D.f est séparément continue, Deof est
continue (= quasi continuc) (Voir [§]§4 théore3 pe28). Donc l'appli~
cation Df : X—> £ (E, F) est quasi continue (théor.2.8. § I) et f

) A
est différentiable,

c) La composée de deux applications différentiables est
différentiables La démonstration est exactcment celle de E&] e« Faisons
toutefois la rcmarque suivante, Soient E, F, G trois objets de E’; si
f est Yne applicafﬁon différentiable d'un sous-espace X de E dans F
et g unc application difflérentiable de F dans G, Dg (£f(x)oDf(x) est
la différentielle de g o £ en un point x de X. D'autre part,l'appli-

ca tion

x >Dg o f (x) = Dg (f(x)) o Df(x)

de X dans j;\(E, G) se factorisc comme suit

X ——>HE, P xfr, ) 2D 8 > &\(E, @)
x o—~———> (Df(x), Dg(£f(x)) —— > Dg(f(x))oDf(x).

La quasi-continuité de 1'application @E) F G(proposition 3.2 § I)
} H

assurc alors la quasi-continuité de 1l'application g

X >cf>\(E, G)
x ~~—~—~——> Dg(f(x)) o Df(x)
ce qui est une condition nécessaire de validité du théoréme de
transitivité ponctuelle.
c') toute application linéaire quasi-continue est différen=-

tiable,
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d) Si F est séparé, la différentieclle est unique.

Supposons, en =ffet, qu'il existe deux applicatiocns
linéaires Dif(x) et sz(x) satisfaisant aux conditions de la

définition 1.1, Soient Aﬁf et Azf les applications définies par @

f (x+tv) = f£(x)
t

Aif(x, t, v)= - <D1f(x), v >

[}
(o

Alf(x, 0, V)

f(x+tv) - f(x)
t

Azf(x, t, v) = --<D2f(x), v >

L}
(@)

Azf(x, o, V)

Considérons l'application _
(4,1 - 4,1) (x, t, v) =<D f(x), v>=- <D, f(x), v >-

Nous avons l'éga{ité suivante centre filtres :

[:(Azf- a.1) (x, t, v)J = (4,8 -4 1) ( x], ], Do

En particulier pour t = O,
[Q.zf - Alf) (x, o, v)] = (Azf -Alf) ( [x] , [o] R [v] ) 7[Fo

dtou s ( Azf - Aif) (x, o, v) = 0
et-<D1f(x), v>=‘<.D2f(x), v>, Vv
Nous supposerons dans la suite du chapitre la quasi-topologic de
F séparéce

e) le produit de deux applications différentiables est
différentiable.

f) La nouvelle notion de différentiabilité est plus
forte que celle de Fr&licher dans [}3] qui n'entraine pas néces-

sairement la quasi-continuité de l'application

Df + x —>Df(x) de X dansé{%\(E, F)
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(la structure mise par Frdlicher sur&g(E, F) est différente de 1la
qudsi-topologie de la convergence locale).

Si le sous-egpacc X c¢st réduit &4 un point x, la
notion de différentiabilité de Fr8licher au point x va colncidet
avee celle de Ae BASTIANI 3i 1lt'on remplace la quasi-topologie 7(E
par la quasi=-topologie 7(_'E définie corme suit "X TL'E x si et
seulement si % %Ex et si f est quasi bornée",

g) Si E, et Ez sont deux espaces vectoriels quasi-topo=

i 1
logiques et £ : (x, y) —> f(x, y) une application différentiable

de E1 X E2 dans F, les applications
i

f, ¢ x ————~—1>. (xy yo ) —~£;__~>.f(x, Yo ) de E, dans F

iz
fz $ Y ——s (xo, y)

> f(xo, y) de E, dans F

assocides respectivencnt & un point Y, € E2, X, € E1 sont

différentiablese

Pogons D, f(x, y)\= P £, (x)

1

D2 f(x, y) = D £, (y)

Df (x, y) o i

le(x, y) 1

Df (x, y) o i

sz(Xs Y) 2
Oor (vl, vz) =i (vz) + i, (vz), dfou ¢

Df (x, y) (vi, Vz) = D f (x, y) v, o+ sz(x, y) vy

2 -~ Généralisation de la différentiabilité a 1'ordre ne

Définition 2a41s ¢ On dira que f et r fois différentiable sur X, Sa
; &r Ty
r'®7® gifférentielle sur X é&tant D(r) £ € EQ'X.(E' F) si f est
(r-1)

(r-1) fois différentiable sur X ct »i D f est une application
différentiable de X dans aﬁi'l (E, F) de différentielle p(p{* Vg

D(r)f ou afi (E, F) est définie par récurrence par 1'égalité

Bg;i(E, F) = JK(E,1§2(1 (E, F))o £ est une fois différentieble si

f est différcentiable au sens de 1.1
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f sera dite de classe Dr si f est r fois différentiable dans le cas

r # 0 ou si f est quasi continue dans le cas r = O,

Remarques 261e 2

1° Si f est de classe Dr, 1tapplication

D(r)

f X-m»__%>5$i (E, F) esthuasi cont inue,
2° Si E et F sont des espaces de Banach, une application

de classe C* est de classe DY, Il y a,en cffet, identité entre les
applications de classe D1 et les applications dérivables telles que
l1tapplication X*——4>5€c (E, F) est qguasi continue, l'indice ¢
significnt que l'ensemble des applications linéaires continues de E
dans F est muni de la topologie de la convergence compacte
(ce résultat s'établit strictement comme le corollaire 1. pe 46 de

[4] ) Or une application de classe c! est dérivable et l'appli-
cation X-f>§fb(Ev\F) est continue, ou ofb (E, F) est muni de la
topologie définie & partir de la norme, plus fine gque la topologie
de la convergence compacte, ce qui assure la continuité de l'appli-
cation

X

> c‘-fc(E, F)

On voit ainsi de pronche cen proche que toute application de classe

> C‘lpb(E, F)

c’ est do classe Dr, mais non réciproquemente

-Toutefois, si B est un cspace de Banach réflexif (par excmple si E
est de dimension finie), il y a identité entre les applications de
classe D' et les applications de classe Cr puisqu'alors

la quasi~continuité de l'application

p{t) £, x -~—————>£K(E, F)

entraine la continuité de l'application x-—>¢£§(E, F) (voir [4] o
Pe 48 corollaire 5 et la proposition 4.4, du § I).
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Proposition 242. 3 Pour tout entier i € r, si f est r fois

Gifférentiable sur X, l'application

Di- £ (x, Vl,ooooo Vi) <D(i)f(X),(V190000000 Vi)>

. . . . i
est une application quasi-continue de X x E° dans Fe.

En effet les applications X~——>,‘[;\ (E, F) scnt quasi-

comt inues, d'oll, par application. du théoréne 2,8 § I,1la proposition?

Proposition 2¢3e. ¢ La composie de deux applications r fois diffé-

rentinbles est unce application r fois différentiable.

Définition 2.,4s ¢ Une application de classe Dr, V’r, est dite de

®
classe D

Appelons maintenant Ar(resp. Aa5 la catégorie des sous
espaces dlespaces vectoriels quasi-topologiques munis des quasi~-
topologies induites, ouverts pour les topologies sous jacentes et

dont les morphismaes sont les applications de classe p* (respe de
classe Daﬁ.

Pour X objet de<ﬂr (respe. Aa3 et F espace vectoriel quasi-
topologique, munissons Hoqﬂr(x, F) (resp. HO”AP&X’ F))de la quasi-

topologie § r (resp.(ga) définie comme suit @

_Définition 2.5 ¢ la quasi-topologie éx_)r-<<n y est la quasi-topolo=~

gie la moins fine remndaent quasi-continues les applications

pl, ¢ 5ol ¢

i N |
de Hom _(X, F) dans Fom (X x E y F) ou D°, f désigne 1'application
ar —

”

introduite dans la proposition 2.2, i variant entre O et r inclus.

Proposition 2.6, : L'injection Hom (X, F)—> HomAr_()gJ F),r'>r,
4

et quasi-continue quand on munit les espaces respectivement des

gquasi topologies 5;, ct Sro
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Proposition 2,7 : La quasi-topologie Jr est comnatible avec la

structure vectoriclle de HomAr (x, F).
C'est unc quasi-topologice initiale HomAr (X, F) muni de

1a quasi—topologiecgr est la limite projective du systéme cnnstitué

par HomA,(x, F) et la scule fléche

r
vy i
HomAr(X, F)—>;T=_§ cf“gomc;_(x x El, F).

Or nous savons que A admet des limites projectives,

Définition 2.8. ¢ On appelera guasi-topologie Jcn sur HomAco (x, F)

la quasi-topologie la moins fine rendant quasi continues toutes les

injections Homdm (X, F) > HomAr(x, F) ou Homar(x, F) est muni
de la quasi-topologie & (quasi-topologie initiale),

Pronosition 2.9« ¢ La quasi-topologie JQ) est conpatible avec la

structure vectorielle de Hom, . (X, F) .

Nous noterons g'(’omar(x, F) (respe r"jJ{?omAa(X, F))l'ensemble
Hoqﬂr(x, F) (respe Homy @ (X, F) ) muni de la quasi-topologie

gr(resp. &o:-)' % .'Oon:(x’ F) apparait alors comme la limite projective

du systéme constitué par lesfon r(X, F) et les injections 3
c/f:omdr.(x, F) .._._._.__>(féomar(x, F), r'* 2 r.

Soit maintenant fr (resp.Ea)) la catégorie des espaces
vectoriels quasi topclogiques dont le3 morphismes sont les applica-
tions de classe Dr(rcsp. DCD). Nous avons le théoréme suivant et son

corollaire

Théoréme 2410 ¢ L'application d'évaluation

EV : (£, x)~ 5 f(x)

X, F) x X) dans F est de classe D'

deggomAr(xJ_ F) x X (resp.%o'mAm(

L{esp. de classe DCD),
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Désignons par E l'espace vectoriel quasi topologique
dont X est un ouvert pour la topologie T ( ‘7f ). Considérons 1'appli-
cationA EV dedhon r(X, F) x X x R x Hom Ap(X., F) x X dans F dé&finie

—A

par ¢

AEV (£, x, t,Lf W) = (f+t(P)(x+;c;v) = f(x) ~-< Df(x),v> -E vo /x)

si t £ 0O,

1

AEV (f, x, o,(f, 0.
Ltapplication (Lf, V) ——> < Df(x), v > + Eveo(4, x)
<Df(x), v > + G (x)

dec'()on (X, F) x E dans F est lindaire puisque Df(x) l'est et
quasi- contlnue car «/V)J Cf V’I( v entrainent

< p(x), U +J(x) T, < pe(x), v> + P (x)

puisque Df(x) est quasi contine.
Si, en outre,%rf, j{ ’Ith, alors
P T, £(x)
DI 07T (E F)Df(x)

) de(x_'_'](v—)}(F (f(x+ tv), relations quifntrafnent

) .
1'autre relation :4 Ev (T,X’,}(,J/,Z’)TFAEV (f, x, t, 0, v)e
Cette derniére assure la différentiabilité de 1l'applicatim EVe De

proche en proche, on é&tablirait ainsi que Ev est de classe D',

Le théoréme 2,10 est ainsi établi,

Corollaire 2411, 8 Sur Honz_.,r(EL F) (resp. Hor;voéE F)), la quasi
o POlO_QIPS (re~’Po é ) est une structure_privilegiee. Le couple

~

r ’
E7,v) (respe E®, V) constitue une catlgorie d'ensemble structurés

Beni ~fermdée,
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Plus précis’iment si Z, X sont des objets de A™
(2 sous espace de G, X sous espace de E) et F un espace vectoricl
. , . . . . EV
guasi topologique, nous allons démontrcer que l'application (notée A

par abus de langage au liecu de %u suivant les notations employées

dans le chapitre I)

>\EV : HomA@( Z,Zf&_’_»_;.l (x, F) )————> HomAw(z'x X, F)

[yn
est une bijection,

Compte tenu du corollaire 2,11, il suffit de montrer
qu'a une application h :Z x X — F de classe Dai il correspond

une application h :2 '——4>3#2m2§§X, F) de classe D® définie

par h(z) = h, (¢) = h(z, &) (confer le théoréme 247 du § I)

Procédons par récurrence, Posons,

Dh o i, (z) = h (z, x)
- \1 z
Dh o i, (x) = Dx h (z, x)

ou i1 et iz ont été définies en g) - 1 - § II, Supposons l'appli-
. r+1
cation h de classe " et démontrons qu'elle est de classe D .

11 existe alors, par hypothése, pour tout z, une application

(Dir) Lz ) (o) '. . définie sur GT & valeurs dans égbmésix, F)

(Vlooooovr)

multilinéaire (par rapport auxzfi)~et quasi continue, L'application
s <D [(DF n) (o) v
Z Z 1 (Vi,...ovr) ' >

(r+1)
(DZ hz)(vl,.s:o)vr,\’)

(vl’ seesccoy Vr, V)

de G x G dans"omAa;(x, F) est aussi, pour tout z, multilinéaire
par rapport aux ve Elle est, en outre, quasi-continue car si 7.
désignent des filtres quasi-convergents vers vj (1sjgr) et V.

un filtre quasi convergent vers v dans G, en a la relation :
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(r+1) B )

D .
( Zz Z ('Ui’ v-z""'

8 (r+1)-
S'L.yr,y) ® (Dz hz)(vl,.g:zvr,v).

Etablir cette derniére relation revient,en effet, a montrer que,

Vitentier i, pour un filtre X tel que%ﬂ'Ex,

i (r+1) (*)- ."r (r+1) (x)~

Dy [(D z hz) .(Z“l,... Zfr,b") }1&3 (Ei B 13:(|sz hz)(vl,...vr,v)
A b}

Or, c'est une conséquence du fait que l'application h est de classe

p%,

e

Reste alors & dlémontrer la quasi-continuité de l'application

définie par

([ ()
a(p z h(z, t, v))(v1,...vr)(')
\
(r) by (r)- (o)
(Dz hz+tv),(v1,...vr)(°)- (Dzr hz)(vl,...vr)

t

- < Dz{(Dir) fmz)(v v(;) )] sy V> si t #0
1,000 r
aeplr) = (o) _
\ A(DZ h(z, O, v)) (vi’...vr) - Ol

c'est 4 dire que, Z ,J{, (/{p, f désignant de filtres quasi conver-

gents vers z, t, v, x,

o (. 9= (r); (o)
A (Dz h(z’jyﬁ)(vi,o..v;r) ‘s A(Dz h

(Z,t,V) (V17ccoovr)



“35m-

ce qui est équivalent a démontrer la relation suivante , Y 1tentier i,

(i) -
() b (0); (x)
) [‘“DJ B, ) (v s eeev )(X)qu P* 2002 Pz, 6,90 (v yeeav)

ou encore

) (r)e - EY ;
p{i) Lpiﬂh(é+3(Jf?%)(v1,....vrﬂ ~D_ [D;ﬂh(z,a() (Vi,....vr)]
X

(i) &; )
-Dii)< (r+1)h (z X‘)(Vl,oooov ,V)) \PA(Ei,F) Dx Dz (Z+tV’ X V10.0

(1) (r)

oo.ooovr) h (Z, x)(vi,oo.ov )

Dii)é D(;+1k(2, x),

\ (Vl,;ooovr, V) 7} .

Mais cette derniére relation résulte de la différentiabilité de
classe D® de ltapplication he On a ainsi, puisque, pour r = 1,

le raisonnement que l'on vient de tenir est vrai,le théoréne

Théoréme 24124 ¢ Sur HOﬂﬂciKA F), la quasi topologie 5&) est une

Structure canonique,

Théoréme 24136 ¢ Sur Hoqgg:(E F) la quasi topologie S est une

Ucture canocniques( é V) est une catdégorie d'ensembles structurees/

foernée,
e ——
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Corollaire 2,14, : L'application

3—6;-@"'0(01?’ G) x‘%om (E F}—> gfon ~(EeG)
£

(g y f ) > gof

@® - . .
est de classe D o Plus généralemcnt, l'application

Pon , fx, U) xFom (U, 6) —— Fhon (x,6)

(r ’ g)

> gof

ou F et G sont des espaces vectoriels quasi topologiques et U un

ouvort de F pour la topologie? (’XF), est de classe D%,

La premiére partie du corollaire est conséquence de la
proporsition 52, du chapitre I, la decuxiéme du théoreéme 2,12 comne

suit ¢ la quasi topologie o est une structure canonique sur

HomAw(X, G) i donc\‘, pour tout objet Z de A(D, a une application de
classe p® de Z x X dans G, il correspond une application de classe

D® de 2 dans Ghon RESOR

Cons:.dc,rons naintcnant le sous espace'd_‘z’on OJX U) de

%om °¢(X F) wmuni de la quasi topologie induite et appliquons le
resxltat précédent au cas ou 2 -%m A% (X,F) xlg{om <n (u,G).
_ Puisque 1'application

Fom X, F) xbom U, 6) x X

(f ) g y X)arn~—5(g o £)(x)

est de classe Dm, 1'application

gé’."ll\a‘x7 F) x @‘.’ﬂﬂw(u’ G) '>’<Zo_mﬂw()(, G)

(f 9 g) M—-——-——)gor

est aussi de classe Da? (confer la déronstration de 5e2e chape I)e



L'application§ se factorise alors comme suit

X, U, G

Fon %, v) x don) LU, 6 b, v, > Ko (x, @
7

%ﬂdo"(x, F) xgﬁon LUy G)

L4 \D
et est, par conscéquent, de classe D,

arque : Le fait qu S quasi-t i A oient
Remargue a que les quasi-topologiques A et Sr soie
définies directement a partir des valeurs que prennent les fonctions

a joué un réle prinordial dans l'établissement des catégories

fermées,

Interprétation des résultats du chapitre II & 1l'aide de [3] et

F;Bq' bis

- Appliqt}ons les riésultats du chapitre I § il est possible
de plonger la catégorie des espaces topologiques dans une
catégorie"; "minimale" telle que le foncteur Z qui réalise le

P d

plongcement de 7 cns la catégoric fermée 7 se factorise comme suit 3

/ i TsE
- \A—-_;"

o~ ~

2. identifié ’f# 4 une sous catégorie pleine de 7
En exprimant simplenent que:;"est une catégorie fermée, nous pou=
vons rctrouver pour?b un certain nombre de résultats énoncés au
chapitre II, Appelons application eplcontlnue un morphisme de 7"7 s
espace dpitopologique un objet de 7 74 « Un espace épitopologique
(respe un morphisme épicontinue) peut-8tre identifié a4 un espace

quasi-topologique (respe. un morphisne quasi-continu),
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a) Phe Antoine dans [3] & [3] bis définit un foncteur
R 27"{77_>7~ adjoint au foncteur I qui a tout objet de X de’féassocie

un espace topologique (dit sous jacent a X).

La topologie de R(X) est la moins fine pour laquelle tout
filtrce quasi convergent converge. On retrouve ainsi le résultat
exprimé par A. BASTIANI dans [@] Pe 24 qui permet d'associer d tout
espace ¢épitopologique un espace topologique ayant méme ensemble
sous jacent,

b) Socient X un espace &pitopologique, VX l'ensemble sous
jacent, ¥ un filtre de E. Posons A = () £ ; A est éventuellenment

JEX

A
vide o Soient a € E y E!' = CA E et E=E' {J { a} ltunion

disjointe de E! et du point ae E peut &tre muni de la topclogie
dont les ouverts sont

- les parties de E! , ‘

~ les ensembles de la forme {a} U ( SfTE') ,g{ X
Notons Eéc liespacé\topologique ainsi construit,
Associons & l'application identique f : E —»E, pour x fini € E,

~
1ltapplication fx définie comme suit :

ol
f ( E'=f| E
X

)

. (a) = X .

béfinition 3ele ¢ On dira que le filtre }'quasi-converge vers Xx
X
Cette notion de filtre quasi convergent colIncide avec la

définition 1.1, § I chape L. (cf [3]bis),

si 1ltapplication fx : E > X est épicontinueg.

.
c) Dans [j] bis, il est &tabli qu'une condition nécessaire

et suffisante pour qu'une application f entre deux espaces épitopo=

logiques X et Y soit épieontinue (= quasi continue) est que f

transforme tout filtre quasi-convergent en un filtre quasi~convergent,



Proposition 3.2 ¢ La structure canonique de Hom,i__ (X, Y), conséquence

de la fermecture de T'f’ cofncide avec la quasi-topologie de la

convergence locale définie en 2.5. § I.

~
Puisque 7 qest une catégorie fermée, l'application

d?'évaluation

EV : Hom?__#(x, Y) x X > Y

ou Homf#(x, Y) est muni de sa bonne structure, doit 8tre épicontinue
En vertu de la condition nécessaire et suffisante exprimée
précédemment, ceci revient 4 dire que 1'image par EV d'un filtre
(‘/’:"’x) quasi convergent de Hom.u(X, Y) x X doit &tre un filtre
quasi-convergent de Y, ce qui eZt équivalent a4 dire que F quasi-

converge sur Hom;_,#(x, Y) suivant la quasi- topologie de la

convergence locale >\ .

Les résultats du chapitre II peuvent 8tre généralisés:
Soit (7,V') une catégorie d'ensembles structurés fermée telle qu'il
existe un plongemnent pleinement fidéle de 7 dansTlcommutant avec
V et V!g Si T et F sont des espaces vectoriels topolcgiques, la
structurc canonique de 5_8’_’_(3_':,_,,,(1«:, F) induit sur &?(E’ F) (ensenble
des applications linéaires conti‘nuos de E dans F) une structure

telle que les applications

& (e, F) x 30 (F, 6) ———> XL (E, G)

& (E, F) x E > F

sont des morphismecs deT'. Ceci pernet de définir une notion de
différentiabilité dans la catégorie des espaces vectoriels topolo-
giques considérée comme sous catégorie de7 ', motion pour laquelle

le théoréme de transitivité ponctuelle est valable,



0=

CHAPITRE TROISIEME

Variétés différentiables modelées sur des espaces

vectoriels quasitopologiques et structures fibrées,

1 - Dans la suite, nous considérons les catégories

suivantes
o~

a) la_catégorie P = FL (7)) c'est a4 dire la catégorie
des fléches de 7 ou 7 est la catégorie avec produits introduits
dans le chapitre II. Un objet de P est un triple (({, ﬂ_n),f(ﬂ',V_Q'))
ou (R,7) et (s ,73.£)sont des espaces quasi-topologiques et f une

]

application quasi continue de S dans Sty P est une catégorie pour 1la

multiplication suivante( [12] p.15.)

((ﬂ ,’S-), f’ (Q"wn'))o((sz"ﬂﬂ'), £ [} (n” Jrn"))
= ((N,Xg), £'0 £, (', TD)

b) le groupoide Tl des éléments inversibles de P.
c) la sous catégorie zr de P formée des triples
((Q W, 1, (Q.,Wﬂ')) o §! (respe NN') est un sous-espace d'un
espace vectoriel quasi-topnlogique, ouvert pour la topologie sous-
jacente et ou f est de classe Dr, r2o0 . =F = FL (Ar)-
d) si (E, nE) est un espace vectoriel quasi-topologique,
/\r(E) le sous groupofde plein de 5 ayant pour unité les
TR,y ouSl CE est ouvert pour la topologie T (7fE) (sous
groupof¥de des quasi-autonmorphismes locaux de E). AT(E) peut encore
8tre considéré comme un pseudo-groupe,
e) AT 1e groupoide des éléments inversibles de =5,

2 - Définition 2.,1. : Soit (E, "TE) un espace vectoriel

quasi-topologique. On appelle E - variété de classe D" un couple

X= (X', Q) formé d'un ensemble X' et d'un atlas Q complet et

compatible avec AT (E)s
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Une carte de & est elle-nméme un couple (g,-Q) ou 9
est une application biunivoque de ® (g) sur un sous—espace-Q de
E ouvert pour la topologie T ('77‘E), & (g) désignant la source de
ltapplication g dans X',

La topologie sous jacente a &, c'est & dire ayant pour

base d'ouverts les ensembles «®(g) sera notée ’Z'x.

La structure quasi-~topologique 7Z'E de E induit par
transport sur chaque ™ (g) une structure quasi-topologique d'ol
l'existence sur X d'une quasi-topologie sous jacente & s notée QTx..
Pour cette quasi-topologie, un filtre Xquasi-converge vers x si
et seulement si, (Sl s 0) désignant la carte locale en x,

¥ |« gy x

Etant donné X et Y deux variétés de classe Dr, on dira

que f est une application de classe D de X dans Y s'il existe un
i } \ { g '
d
atlas (ﬂ.., g.) i eI de X et un atlas (sv., g i) e e Y tels

que V (i, j) 1'application

g';j ofogi-i ‘zﬂlf > "(-Q'j‘

80it de classe D au sens de la définition 2e.1. du chapitre II. § II,
définition qui n'est intéressante que si Y est modelée sur un -
espace vectoriel quasi-topologique séparé, et qui est indépendante

du choix d'atlas sur X et Y sous réserve que les structures définies

sur X et Y par ces derniers restent inchangées.

Lot d
On obtient ainsi une nouvelle catégorie UY' dont les

objets sont les var:iétés de classe D' modelée sur les espaces
vectoriels quasi-topologiques séparés et les morphismes les appli=-
cations de classe Dr de X dans Y, 2'}'1" est un catégorie avec produits
finis : si X et Y sont deux variétés de classe D' modelées respecti-
vement sur E et F, X x Y est une E x F variété de classe D" ( [&] .

p. 103).
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On peut ¢étendre a Homﬁ}(x, Y) la quasi-topologie J;
introduite au n°2 § II, Chanitre II et définik la topologie sous
jacente & cette derniére (ou éﬂr -~ topologie) comme la borne supérieure
des topologies compatibles avec la structure localement vectorielle
de Homa;(x, Y) et pour lesquclle tout filtre quasi-convergent
convergees (Il en existe au moins une, ne serait-ce que la topologie

de la convergcnce simple pour Y muni de la topologie?fy).

Toute application quasi-continue de X dans Y est continue
pour les topologies 27 et 'Zf et 1l'application qui, a tout X de i;f,
associe l'ensemble sous jacent muni de la topologle ’C' apparait
donc comme un foncteur C de la catégorie Zf dans la categorle
des espaces topologiques, fonctaur qui ne commute pas aux limites

puisqulen général

Q:X {Y < ‘Z& x ‘Z&

Nous avons déja vu, en particulier, que si on avait une
famille d!'espaces vectoriels quasi-topologiques, la topologie sous-
Jacente a la quasi~-topologie produit était plus fine que la topolo-

gie produit des topologies sous jacentes.

Rappelons que 2fr désigne la cdigorie des variétés de
Banach de classe Cr dont les morphismes sont les applications de
classe C'o Si X et Y sont deux objets de & °, X et Y sont en mlme
temps des objets de 57r. En outre, une application de classe ct est
aussi de clasee D' (remarque n°2, §II . Chapitre II)., Il existe
donc un plongement f%déle de er dans é7r. Si X est de dimension -
finie, d'aprés la méme remarque, Homyr(x, Y) est isomorphe a
Homa-(x, Y)e La sous catégorie de?f constituée des varletes de

dlmen51on finie est donc une sous catégorie pleine de W Nous

Utiliserons ce résultat dans le chapitre VI,
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Etant donné une F-variété Y, nous dirons qu'un sous

enscnble X de Y cst une sous variété de Y si X est une E-variété

telle qu'il existe une décomposgsition de F en un produit E x E-
ou E est fermé dans F pour la topologie T(WF) et si g :

o (g) —> L, g': K (g')—-—>J’L' désignant des cartes d'un méme
point respectivement de Y et X, N coincide avec la propriété

de & sur E et gl°<(g') : o (g')—> S avec g'e

3 - Définition 3.1, : Soient X = (X',8) et Y = (Y',® )

L
deux objets de 'Ur, deux morphismes f et f' de X dans Y sont r-équi-
valents en x € X si f(x) = f(x) et, si pour tout entier i 4r,

il existe g€ @ et g'e P tels que l'on ait :

ol (gr £¢™Y) (g (x)) = DY (o' £ g”1) (g (x))

Définition 3.2, : Soient f un objet de Hom{;r(x, Y) et J; £ la

r-classe de f en xs On appelle r-jet de X dans Y 1'enseumble

JT(X, Y) de toutes lcs classes d'équivalence J; f, x et f décrivant

respectivenent X et Hombe;(x, Y.

Si X et Y sont modelées respectivencnt sur des espaces
r
vectoriels quasi-topologiques E et F, une r-classe Jx f est alors

une suite

(£(x), p f(x)' )i (p €F x "[‘r L1 (E, F).

igr

Définition 3.3 Soit X une E~variété, un élément de J1 (R, X)

ayant pour but x €X et pour origine O € R sera appelé vecteur
tangent d'origine x. L'ecnsemble T, (X) des vecteurs tangents d'ori=-

gine x constitue l'espace tangent a X en X

T (X) est isomorphec & E, On pose T(X) = U T. (X)e
x ' x€X x



.

b - P, (resp ZZ) désigne 1'ensemble des unités de P

(respe Zr)

Définition 4o1e ¢ (G, W’G) €Po (resp 2_2) sera appelé

groupe d'onérateurs de classe P (resp z_r) sur (Y, Wy) %

(respe. Zr) si

{i) G est un groupe multiplicatif tel que

((G x G, XG x"'rG), c, (qG, WG)) € P (resp f) ou C désigne
> S.S'Q
(ii) G est un groupe d'opérateurs sur Y tel que l'appli-

cation (s, y) —> s.y de (G x Y, %G x 7fY) dans (Y, 7fY)

1tapplication (s, s')

. R r
appartienne & P (resp 5 ).

Supposons que (G, 7tf ) soit un groupe d'opérateurs de
classe P (resp. Z) sur (Y, 7f ) ‘et appelons § (Y, G, )

(respe § (y, G, A )) le pseudo-groupe formé des quasi-homéomor-

phismes
(( Qi x Y, 73;11 xi'lfY),l{J, (512 x Y, ﬁﬂz foY)) € T (respe A')
tels que

WP (x, v) = (b(x), s ), s_ € G dépendant quasi~continfiment

(respe D' différentiableuecnt) de x, ((.Q“,WfQ ), h, (QZ”J{Q Y)e T
(rcupo A )o

Définition 4e1e ¢ On aBJpelera fibré quasi-topologique (respe. de -
o~
classe Dr) un couple (X, @ ) formé d'un ensemble X et d'un
P d

atlas complet sur X compatible avec le pseudo~groupe é-(Y, G, 7T)

(resp §(Y, G, AT))s Une carte locale de & est un couple
(f, (S x Y, V'UQx TLY)) ou f est une application biunivoque de

d.(f)C;(' sur U x Y.
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Les ens:imbles £ (Y) pour x ef0, Ldécrivant &., forment
une partition de X. L'ensemble quctient de X par la relation
d'équivalence correspondante est appelé la base § on la note X, X
est un espace quasi-tcpologique (resp. une variété de classe Dr)

~

(Voir [@J Pe93) et l'application p : X —> X est quasi continue

(respe de classe p¥).

Dans la suite nous désignerons préciséument un fibré par
-~
1'application p ¢+ X =~> X § par variété fibrée, il faudra

entendre un espace fibré de classe D', r > 0.

L'espace Y est appelé la fibre j si cette derniére
est un espace vectoriel quasi-topologique, nous appelerons

topologie sous jacente ZF;’& la structure vectorielle fibrée quasi-

a4
topologique (resp. de classe Dr) de X la topologie admettant pour

4 ’ . .
base les enscmblesfx§ ot Sl est ouvert dans Y pour la topologie

T (7).
! \

[ 4 3 . . * r
REMARQUE : Nous pourrions définir une fibration de classe D par
la donnée d'un triple (X, X, p) ot X et X sont des variétés de
classa Dr, p une application surjective de classe p* jouissant de

la propriété suivante :

"Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert R de
X pour la topclogie 'Z%, une variété Y et un isomorphisme (P de
pm1 (V) surflx Y tel que p (q»’"1 (x,y)) = x pour tout xecflet

tout y € Y",

Considérons un espace fibré quasi-topologique défini de
cette maniére, Nous pouvons lui associer un fibré quasi-topologique
au sens de 4,1, comme suits. Appelons QAUTY le grpupe des quasi-auto-
morphismecs (de classe D°) de Y} QAUTY est un groupe quasi-topologique

car l'application
QAUTY x QAUTY  ~se—— QAUTY

(s . ' s! ) ~5 8 0 s!
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est quasi-continue puisqu'elle se factorise ainsi

QAUTY ¥ QAUTY

po T~

%on—u(l’, Y) x dgom,..(Y, Y)-—-—--> Y’ Y)
4 Y, Y, Y

ol l'application §. est quasi-continue (cf.le théoréme 2,8,

Y, Y, Y
§ I. Chapitre II et la prope 2¢5. Chap I). QAUTY opére alors quasi-
-~
continliment sur Y et le triple (X, X, p) est un fibré quasi=-topo-

logique au scns de 4.1,

Etant donnéAQeux fibrés quasi-topologiques (resp. de
classc Dr) p ¢ \ X’——4>X et p! : ?F——A?Y, un morphisne
du premier vers le scecond est une paire, (;: f) d'applications
quasi~continucs {(resp. de classe Dr) rendant commutatif le

diagranme

Les fibrés quasi~topologiques (resp. de classe Dr)
forment une catégorie.?x pour ces mogphismes. Comme dans le cas
topologiqde, on définirait les classes d!'isomorphie de fibrés

vectoriels quasi-topologiques (resp. de classe DY),

Nous donnerons au chapitre V une définition plus précise

des morphismes de fibrés vectoriels,



e

~
Théoréme 4e3. ¢ Scicnt X et Y deux objets deQ}rLrl'ensemble Jk(XL Y)

. P . . r-k .
est muni d'une structure dvo variété fibrde de classe D de “:ase

X x Y si ksr, r<w, d'unc structure de variété fibrée de classe

@ .
D de mére base si r = o,V k,

Pour la démonstration, Voir (4] p. 107,

Corollaire 4.4, ¢ Si X est une E=variété de classe Dr, T(X) est
1

muni d'une structure d'espace fibré de classe Dr- de base X, de

1

fibre E, L'application p est de classe p'”

5 = Il existe une notion duale & la notion de fibré
tangent & une E-variété X de classe D¥. Un élément de J- (X, R)
d'origine x et de but O sera appclé vecteur cotangent § l'ensemble
des vecteurs cotangents d'originé X sera noté T; (X)e Par défini-

* *
tion, on pose : T (X)) =u T, (X)e
x X

* *
Seit Ex la fibre de T (X) au~dessus de x € X et soit
»
E'x = 62\(Ek’ R) o Un élément du produit tensoriel
/

p L . q 1
(@ Ex)@. (@ Ex)
scra appelé tenseur de type (p, q) sur X d'origine x.

Théoréme 5.1, : L'enscmble des tenscurs de type (p, q) sur une
r-1

variété X de classe D admet une structure fibré de classe D

L]
’

Pour la démonstration , Voir [4] .
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Définition 5.,2. ¢t Etant donné un fibré quasi-topologique (resp.

de classe Dr) X de base X, on appclle scction gquasi-continue

(respe. de classe Dr) une applicationd de classe ¥ de X dans X
telle que p o X = idx ou p désigyne 1'application X~—»>X. En

particulier, on appclera section nulle l'injection X ~> X,

Un champ de tenscurs de type (p, q) est une section du

fibré défini dans le théoréme 5.1,

Définition 543 ¢ Etant donnd un fibré quasi-topologique (resp.

r ~/
de classe D) p Y

~>Y et f une application quasi-continue
(resp. de classe D') d'un espace quasi-topologique X (respe d'une

variété X de classe Dr) dans Y, on appelle image réciprogue du

fibré p par l'application f le produit fibré £ A p. On le . note
x ~
encore £ Y,

f est coetinue pour les topologies'?f.x et 'Z}
-~ * * .
fibre de Y est vectorielle, l'applicationp : f §’ —>X est une

3 et si 1la

fibration vectorielle quasi~-continue (resp. de classe D) dont 1a
*M .
fibre (f Y)x au~degsus de x € X peut &tre identifiée & la fibre
o~

de Y au dessus de f(x).

Dans le chapitre suivant, nous ferons intcrvem: l'espace

*
M(f TY) des sections quasi-continues (resp. de classec Dr) du
*
fibré P o
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CHAPITRE QUATRIEME

Structure de l'ensenble des morphismes d'un objet dans

. . r
un autre dang la catdégorie v,

. P s sy r
Dans la suite, Y désignera une variété de classe Dy, r> 1,
—
objet de 7)}‘ o Nous noterons quelquefois (s'il n'y 2 pas dtaubiguitd)
de la néme fagon l'ensemble Hom~ (X, Y) muni de sa structure

différentiable (quand clle existe) et l'ensemble dous~jacente

1 - Définition 1.,1. : On dira que Y posséde unefonction exponcnticlle

- s r-1 . : : . .
généralisce de classe D s'il existe un asi-homéomorphisme de

classe Dr“1 d'un voisinage de la section nulle de TY ouvert‘pour la
topologie /EI‘Y définie au n°4, Chapitre III muni de la quasi-topolo-
gie induite supr un voisinagewde la diagonale de Y x Y ouvert pour
la trooologie 'Z; x 2; muni de la quasi~topologie pr‘oduit induite,
Un tel quasi-homéo\morphisme sera noté CXD 1 e

EXEMPLES : Si Y admct une fonction exponentielle au sens de Lang-

Abraham (cf [1] et [1(3 )y cette derniére est une fonction

exponenticeclle généralisée au sens de la définition 1.1. Dans El] et

[16] y l'existence d'une fonction exponentielle est liée a la notion’
de '"spray", dans [9] - exposé 1 & la théorie des connexions et des
- voisinages tubulaires. Dans la suite, chaque fois que nous parlerons
d'une fonction exponcnticlle de classe pr-1 (respe. de classe Cr-i),
il faudra cntendre fonction exponenticlle généralisée au sens de

la définition 1.1, (resp au scns de '"Lange=Abraham', [1] & [16] Ye

2 - Pour décrire la structure différentiable de Hom&—;(x, Y) nous”
devons utiliser une notion plus fine que la notion de variété de
classe D' donnée au n°2, Chapitre III, So:i.tﬁl} un espace vectoriel
quésidk)pologique $§ introduisons 1l'ensemble Ar(E) des quasi-~-homéomor-
phismes f : /t ——~>?'de classe D¥ ou { (resp ?') appartient a un
filtre X (respe X’) de E convergent wrs x (resp. £f(x)) pour la topolo-
Qlet('ﬂ' )y i (resp 3 ') étant muni de 1la quasi-topologie induite.

/\ (E) ebt un Ppassads - groupe .
Toro -
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Définition 3n1. ¢ Nous appelcrons E-quasi-varidété différentiable

de classe ¥ un couple X = (X' & )Nformé d'un enscmble X' et ulun
atlas@ complet compatible aveec AF (E).

La difinition 2.1. ne présente d'intérét que si 1la
quasi-topologie 7(11‘, est séparée,

Une E - varidté de classe D° (cfs 2~Chapitre III) est une
E-quasi varidété de mbine classe.

De la m8ne fagon qu'au n° 2 chapitre III, nous définissons
les morphismes dtune quasi-variété différentiable X dans une quasi~
variété différentiable Y, ce qui est ici possible puisque la
notion de différentiabilité a été définie sur un sous-espace

quelconque d'un espace vertoriel gquasi-topologique,

Théoréme 2.2, ¢ Soient X et Y deux variétés de classe P, Si la

F-variété Y de classe DY admet une fonction exponentielle généralisée

de classe D°, Hom ,r{(X, Y) posséde une structure de quasi-variété
v

topologique (= quasi-variété de classe D°),

Etant donné une application f fixée de Honiv (x, Y),

appelons 2[ £

1'cnsenmble inclus dans Honﬁz(x ,Y) défini de la
fagen suivante :'u

e est con‘tltue des applications g quasi- contlnues
telles que (f(x), g(x)) €W,V x €X, W désignant le voisina;2 de
la diagonale de Y x Y pour la topologie TY x TY' sur lequel la

fonction exp}l introduite dans 1-1 est définie, L'application
I

W
H_ Zl»f_.«.>fx sz

£ S Hom,-f(x, T Y)

g ~f~>(f, g) A exp-‘g' o (f ,9 ) p

ou expm1 o (f, g) désigne l'application

X Daa

> exp‘{,1 o (f(x)e g(x) ) ,

C e W W
envoie biunivoqueaent % ¢ sur Hy (ZLf ) =5?f C Hom.f(X,i‘Y)
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3
Scit maintenant 1l'image réciproque f TY du fibré TY
E 3
par l'application £ § la fiore de f TY au-lessus de X est ol enue

en transportant la fibre gﬁ Y=y de TY au~dessus de xe Dans ce

transport, si la fibro de f TY cst nunie de la topologie “C( X ) 52
gidentific & un voisinage ouvert deo H (f) dans r (;‘ TY) pour la
topologie de la convergence uniforme, ou r (f TY) represente
l'espace vectoriel des sections quasi-continues de f TY., Munissons
f1(f*TY) de la quasi-topologie de la convergence locaJ?«X; soit

L Y4

Tt&(f*TY) 1'objet de 7 ainsi obtenu, gﬂ,appartient,
au filtre des voisinages de Hf(f) pour la topologie de la convergence
uniforne, filtre qui converge puisqu'il est plus fin que le filtre
des voisinages de Hf (f) pour la topologie sous jacente de
f; (£* TY).
Dans ces conditions, Ho?gg(x, Y) sera une quasi-varicété

de classe D° dont unc carte locale au point f est un couple
W .
(Hf, (uf 1) X

W LAl
de cartes sont de classe D°, Soient donc (Hf,léf), (Hf' ) df,) deux

-Qf)) si on parvient & montrer que les changements

¢ e -
cartes locales telles que?Lf{7u £1 # @s L'application axpwlo expw,

oM« .
induit ufyaUtomorphisme local k objet de A° (F) (on pourrait encore-

dire qu'elle est verticalement de classe D°) ; le changement de

cartes sera alors de classe D° si l'tapplication

k, 1 [)(0) N~ [ (gre 1Y)

K P oa(

~ *
est de classe D° ot U est un voisinage ouvert de X dans £ TY -

pour la topologie ?:f*TY et oi k, est induite par l'application k.
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Or c'est une conséquence de la propodtion suivante
appliquée au cas ou g = k est fixé avec H = G = F, avec

U= (k)

Proposition 2.3, : L'application

@x, Y,G: (g, f) ~mr——p> q 0 £

de ‘;.{"C’_'“.rf(u’ G) x 5;'_’{9_“1,7!(3(, V) danséfé_'é)_g,f(x, G) ol H et G sont des

espaces vectoriels guasi-topologiques et U un ouvert de H pour la

topologie T ( 7%{)’ est quasi=-continue

Puisque 7 est une cs.ess. fermée, cette propodtion

est conséquw nce de la proposition 5.2. du chapitre I,

Remarauons, enfin, pour achever la démonstration du
théoreéme 2,2, que %a quasi~-topologie de la convergence locale sur

qu (£* TY) est séparéec,

Corollaire 2,4y ¢ Si X est compacte et si Y posséde une fonction

exponentielle géndralisée de classe D°, la structure quasi-topolo=

gique de Hom 4,§X, Y) est une gtructure canonique).

Saest, en effet, un voisinage ouvert de H (f) pour la
- topologie de la convergence locale, cette derniére coincidant alors
avec la topologie dec la convergence uniforme, Homeygx, Y) est alors
une variété quasi-topologidfet le corollaire est conséquence du
théoréme 2,8, du § I du chapitre II.

Théoréme 244e ¢ Soit X une variété différentiable de -
r+i

classe Dr, r » 1, Si Y, supposée dc classe D . admet une

fonction exponentielle généralisée de classe Dr, Hom (X, Y) posséde
-

une structure de quasi-variété de classe D%,
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Toutes les applications sont de classe D et la
d&uaonstration sc ccnduit coame celle du thécwéme 2¢1s & condi“ion

de munir l'espace [~ (f * TY) des sections de classe p¥ de £* TY

de la quasi-topologie{z « Notons TL (£* TY) 1l'espace ainsi
obtenue Le résultat du théoréme 2.4, es’slt valable méme pour r = ®
Dans ce cas, 7;(1‘ * TY)d&fini par 1'égalité
= ®
.ot = Tg (£ * TY)
5@ k=o k
apparailt comme une limite projective (cfe¢ la définition 1.8,

L

§ II Chapitre II, ) qui appartient encore a &£ .

EXEMPLE § Soient X de Y deux variétés de Banach de classe CCD; X
sera supposte localement compact dénombrable & 1l'infini, Y de
dimension un j on supposera, en outre, que Y admet ﬁne fonction
exponentielle de classe C(D. Ecrivons X sous la forme

X=U K. Soit f & Homz;'ot(X, Y) ; Hom%b{x, Y) est isomorphe a

n
Homzoc (X, Y) au sens enscmbliste en vertu de 2 - chapitre III,

Pour toute fonction ¢€ 77 (f£*TY), posons :

p (¥) = sup l D(r) g (x) |
. X€ Kn

Les pn,r sont des seri-normes sur [7(f* TY) ot définissent sur cet
espace une topologie localement convexe métrisable et compléte

(voir [8} Pe89) qui fait de [ (£*TY) un espace de Frecheto

Hom~°(ox, Y) et, par conséquent , Homz[O(DX,Y) posséde ainsi une struc-
ture de quasi-variété de classe D° modelée sur un espace de Frechet,
En réalité, a ltaide de la proposition 2.6, établie uttérieurement,
nous pourrions exprimer un résultat plus fort(quasi-variété de classe
DCD) et au chapitre VI, nous verrons que la topologie d'espace de
Frechet de T (f * TY) cofncide avec la topologie de la convergence

compacte qui coincide elle~-méme avec la wuasi-topologie 5@.



I — )

=5l

Thioréne 245 ¢ Boient X et Y deux variétés différentiables de

@® . N . . ;. . .
classe D, Si Y possade une fonction exponentielle généralisée

® . .ol s
de classe D LHorq,ﬁgx: (X,Y) adnet une structure de quasi-variété

différentiable de classe b%,

Comnte=-tenu du théoréme 2,4, , montrons que des changements
® .
de cartes sont de classe D 4 A cet effet, reprenons les dcnonstra-
tions et notations du théoréme 2,2,; montrons que la fonction k

automorphisme local de classe 2% ge la fibre I de TY induit une

application
-~ *
k, *. T2 (v) > T(e™ 1y)
500 éao

® . 4 :
de classe D o Or c'est une conségquence de la proposition suivante

appliquée au cas ol g = k avec K = G = fibre de TY.

Proposition 2.6, : Si X désigne une variété de classe qu G et H

des esnaces vectorjels quasi-~topologiques, U un ouvert de H pour 1la

tovologie f(’JCH), 1'application

§X, U, G : Hor:x.?,}d(X,U) x Hom%oo(U, G) > Hom,?j_m(x, H)

(t , g) ~m— > g of

ou les espaces HOKE?D (ey¢) sont munis de la quasi=topologie 5;0,

est de classe Dai

confer le corollaire 2,14, du chapitre II,

Cotollaire 2.7 & Sous les hypothéses du théoréme 2.5., l'application

d'évaluation

Ev Ho:‘.x,.z)c_n (X,Y) x X w3y

(f y X) 7 £(x)



ol Homiya;(x, Y) est muni de sa structure de quasi-variété

différentiable, ett de clasce D

Ceci revient a établir que V (i, j), l'application

Ev. ¥ Slc x X, —_> Y
i

ij I J
@® . .
est de classe D Xi, Yj’ QY renrésentant respactivement des
cartes locales de¢ X, Y, Homwal(X, Y) aux points x, f(x), fe Or U est

iy
(£* TY) muni de la quasi-topologie induite et

[_,
2

l'application Evi§ se factorise de la maniére suivante ou F est

la fibre de TY ¢ f

un sous-c¢space de

Ev, .
1J
Slf x Xi 7 Y,
f -
v e
i
Glon a;xi, F) x X,

\
s En vertu du théoréme 2,12, Chapitre II. § II, Evig est donc de
classe Dai
Corollaire 2.,7' : Si X est conpacte et si Y posséde une fonction

. . . @® e pns )
exponentielle généralisée de classe D, la s@;qggggg‘gggfgpggigpble.

®
de classe D dcg_H‘c_)‘rf.i,rcn (X, Y) est uze structure_ canonique,

L'ouvert Slf pour la topologie de la convergence uniforme
(cf démonstration du théoréme 2,2,) est alors un ouvert pour la
topologie sous~jacente de T' £* TY , cette derniére cofncidant

oo
avec la topologie de la convergence unifornmes

”

Hoqu)(x, Y) est donc une variété (pas seulement une
quasi-variété) de classe Dal Compte tenu du corollaire 247., il suffit
d'établir pour tout objet 2 de?&qi 4 une application Z x X—>Y de
classe qu il correspond une anplication de classe p® de Z dans
Homao (X, Y) muni de sa structure différentiables Or ceci s'établit

de la méie fagon que pour le théoréme 2.12, Chape IIe § II.
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Théoréme 2,8, ¢ Soient X une variéts quasi-topologie, Y une

s i s oyt e : 1, . \ .
F-= Vari&té difarentiable de classe D76 Si Y nossede une fonction

. .. . . 1
exponentielle généralisée de classe D, Hom. o(X, Y) adwet unec

. .. . . . 1
structure de quasi variété differcentiable de classe D o

Coumie dans le théoréme 242,, il suffit, 1la encore, d'établir
que les changements de cartes sont de classe D1.

Introduisons, comiie dans le théoréme 2.,2,, la fonction k
auto.aorphisme local de classe D1 de la fibre F dc¢ TY et montrons
qu'elle induit une application k, de classe I.)1 de Hom. (X, U) dans
Homw (X, F) muni de la quasi-topoclogie )\, ou U =X (k) est
ouert dans F pour la topologie T (WF).

Considérons 1'application & k, de Hoio(X,V ) x R x Hom_o(XU)
v

dans Homﬁo(x, F) définie par :

ko(¥+ tf) -~ koy -
Ok, (X, t, )= s - Eve{ 1 oi,b?_\ pour t £ O

\
Lk, (5, @0 =0

ol Ev o [k'o b’,(.?] est la fonction cpmposée suivante 3

1!
X—>% x x X oxyxy Ev > F.

—- &A(F, F) x F

L'application :CY >LEv © [k' ob’,t,?] de Homgo(x, F) .

dans Hom,, (X, F) est linéaire. Elle est aussi quasi-continue,

car sid’ désigne un filtre de Hou, (X, F) tel que e/:\(—f, alors
4

Ev 0[‘-.c' oa",ul’n] X Ev °[k'°.X '("?]
>l (D) TP (x) " et

y)
En effet, A ALY est équivalent a "X 7L'x x

df CH T f(x) ==—=>5v o (' o (X),d° (%) ) T Bv o (ke (x),f(x)

1" "

Ev e (k' 0 ¥, d”)( T g Eve (ke df)(x),

en vertu de la quasi-continuité de ltapplication d'évaluation,



Don.c : Z’fﬂx X ===> Ev o (k' o¥ ,Jd) (¥ ‘)C Ev o (k'od,¢)(x).
Mais par définition de la quasi-topologie/\ , ceci implique

Ev o (k'o X ,d°) AEv o (k' &)
Finaleuent C/’O,\(Y __*___>Ev o (k' o ¥, Jp) X Ev o (k! ob/,bf’)
Reste alors a montrer la quasi-continuité de lt'application A k.

ot
Soient J", .j{, ./)des filtres respectivenent de Hom _o(X,U )y
v
R, HOmNO(X,U ).
l4

Nous devons montrer que A Y, K 1t Rt oﬁlf entrafnont ¢

Dx, (F,H, Mok, (8, ¢, &)

Or,./’)«X51 et seulement si xf x___;.f(f) v X(x) etr}/\(x? si
et seulement si 56’2 X S—> dV’(BE) ‘SC Ly(x). Donc, sous las
hypothéses A J et L/V/\ LP,

*®7, x =,__:,_>7(3€) T E(x) et o BT K(x).

Mais en vertuw de la différentiabilité de k, l'application Ak définie

par

Bk o (S(x), £,9 6) = k o(d(x) + :Cf’('x))-k o & (x) -Ev[k'OX(x),L?(x)]

.

Ak o (8(x), 0,4 (x)) =0
est quasi~continue, .Donc H
Xot, x=>4k oF @, K (XN, 8ke x), t,(f(x)),
soit::f')'(x x=eD4k o (.’F—,j{,/)&) :TF Ako (b’,t,q’) (x)

et en vertu de la définition de la quasi-topologie de la convergence

locale, cette implication est équivalente a “
Ar, (FLH,J)ABx, (&, t,4).

Théoreéna 249, § Soicnt X une E=variété de classe Dr, r? 1., Y une

F-variété de classe Dr+1. Si Y posséde une fonction exponentieclle

généralisée de classe Dr+1L HomNr(X, Y) admet une structure de

quasi-variété différentiable de classe pl,
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Ce théoréme, généralisation du théoreme 2,8, est une

conséquence du lemme suivant :

Lemme 24,106 ¢ Scoit F un espace vectoriel quasi-topclogic, si k est

. . r+i .
unc apnlication de classe D d'un ouvert U de F pour la tonologie

A ('71'~F)J~ k induit uvne apnlication k., de classe pl 4o Hou . (X, U)

muni de la quasi-topologic ‘Sr dons Hom,\,r(x, F) muni de la néme

gquasi-tonologic,

Roprenant la démonstration du théoréme 2,8., nous devons

montrer queﬁér Y, H jtmt,d/)‘f rL'F entratnent :

(FH Y 5. Bk, (X, )

Or, en vertu de la définition de la ér quasi-topologie,

(ﬁ;ﬁ’u};’) Sr Ak, (&, t C?) est équivalent a

A

1'censemble des deux pronriétiés sulvantes (1) et (2) que nous
établissons 3 \

(1) Ak, (P W) A L x, (&t v ) ce qui a dOJa été etab11

dans la démonstration du théorénme 2.Ye puisque Jdé‘ (resp.d (; (‘Y)
implique dfabord J’A(f’(re spe ¢ /l(f,)o

(2) D“)A k o (F W,cl/') )\ D(l_)A k o((,t,xl() dans Homﬁzr,o(x,i)\'(Ei, F)),

, o .
Vier, soit : 08 2w, (P % a0y, (&t )

Or'%r"/(resp'él:.frq} implique DF Ay (resp, pUELa D (g,

implique 4 son tour la relation :

" x 30 I () 7 ')y (x)

o!/\(*-' 1F)
(resne D(i)c}p(:f)’n

&P)\(Fi F) qu(X))" Vigre
i |



Cettie relation donne :

D(i) a4 x , (:F:j¥,dp) )D(i) 4k o (3:t,Lp pour tout i< r.

Il ne reste plus alors qu'a montrer la quasi-continuité de
l'application lin¢aire § —> Ev , (k' oXﬂQﬂ de Hom_.p (X, F)
nuni de la quasi=topologie é; dans lui-m8ne, ce qui sg,fait de
fagon analoguc¢ & partir de la démonstration correspondante du
théoreéne 247. en remplacant la quasi-topologie)\ par la quasi-topo-
logie 51_compte tenu du théoreme 2,10, Chap II. § II suivant
lequel l'application Ev est de classe Dr.

Le lemne 2410, est ainsi démontrés. On pourmit,dtailleurs, plus
généralcment établir de la mémc fagon que si k est une application
de classe Dr+1, d'un ouvert U d'un espace vectoriel quasi-topologi=-
que F dans un aitre G, k induite une application k, de classe D1 de
Hom r(X, U) dans Hong(x, G) ol les deux espaces Homzf(.,.) sont

munis de la quasi-topologie 5r'

w 2 by : s 2 32 r 2 2. 0
Théoréme 2,11e ¢ Soit X une variétd de classe D, Y une varieéte

de classe Dr+1+1, 3> 1. 3i Y posséde une fonction exponentielle

généralisée de classe Dr+s’ Hom. r(X,Y) admet une structure de
’ (%4

. sy s . . . S
quasi variétée diffdérentiable de classe D

C'est une généralisation immédiate du théoreme précédent

2. 100

Corollaire 24118: Sous lecs hypothéses du théoréme 2.,11,, l'applica-

tion

Ev : Honﬁf (X,Y) x X —> Y est de classe p° 5i s<r.

cf. Le corollaire 2.7 compte tenu du théoréme 2,10 Chapitre II.SII.
. Il
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Remarque 2,12, : Sou

4]

les hypothéses des théorémes 2.8. et 2.9,

Homz,_o(x, TY) (respe. Hom?,?h(x, PY) muni de la quasi~topologie A (respe
ér) peut &tre considCéré corme le fibre tangent a Hom 6(}(, Y)
(respe Hom. {X, Y)) dont la fibre au-dessus de f est identifié &
F)\ (f * TY) (respe. T' (f * TY)) ou encore a l'ensemble des
applicationsd de X dan:, TY quasi-continues (resp. de classe D )
telles que 8i p ¢ TY —> ¥, p o &'= f, ce dernier ensemble étant

muni de la gquasi=topologie >\ (respe ér).

3 - Théoréme 3ele : Soient X, Y, Z trois variétés de classes

. r r
respectives D', D +1+1¢ Dr+s+i’ Y et Z possédant des fonctions

exponenticlles généralisées de classe D" 1. Si h est une application

r
de classe D '° de Y dans Z, h induit une appl_i_ca£103

h, t+ £f —— % h, (f) =hof

de classe D° de Horl;_, (X, Y) dans Hom_ (X, Z) o Si r = a h, est de

1,
classe p%, . a8
\
Hom,‘_ (X, Y) et Hoia,, (X, Z) sont alors des quasi~-variétés
de classe D°, So:.ent .‘2 et th £ des cartes locales respectivement
aux points f et hof. Dctermlnons T etV parﬁf=r§ (?J/), ‘Qhof= S (V).
r r

-~ 4
U (respe V) est un voisinage de la section nulle X dans f* TY

S * * s . . * % ) : .
(resp £* h * TZ) pour la topologie 'Cf*TY(rei? T, h,TQ'L application
- h induit une application de classe DY*S de U dans V qui induit

elle-méme l'application

h, o St = 05 —> R e (V)

, ’ ]
fé (£* h* TZ)
r
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de

s . s
En vertu du lemnme 2.8., h, est donc de classe D ¢ La derniere

assertion est conséquence de la proposition 2,6,

» Nous avons une propridté duale de celle du théoréime

3¢1e Si h € Hon r(X, Y), l'application
* U . *

h ¢ f ——>> foh = h{f)
de Hoqu(Y, Z) dans Hon%;(x Z) est de classe D° et, en ce cas,
1thypothése Y de classe p* suffit,

Il existe, d'aillewrs, un résultat plus fort que celui
du théoréme 3e.1es qui réalisc la synthése des résultats précédents,
Théoréme 3.2 § Outre leg hypothéses du théoréme 3,1, §i Z supnoscée

235 r+2
de classe D' 7 +1 admet une fonction exponentielle de classe D S,

1'application

éx,y,z :(f,h) > hof de Homﬁr(x, Y) x Ho%r+s(Y,Z)

dans H0Q~-(X, Z) est de classe D° .

il

A partir du résultat du théoréme 3,2, On retrouve la
sy e\ . .
différentiabilité de classe D° de 1'application
Ev : Hoqzr(x, Y) x X —=———> Y, pour s < r.

e

Preuve du théoréne 3.2, ¢ Soient f, g, g o £ des points quelconques

respectivement de Homg (X, Y), “°m€$r+s (y,z), Homavjx, Z), Notons

é?ém s (f *» TY, £*g* TZ) 1l'ensemble des applications de classe
DF*S du fibré £*TY dec base X dans la fibré f*g*TZ de mdme base qui
- 8e projettent sur ltidentité de X, muni de 1la quasi-topologie
5r+a' Si-ﬂ;, £2 ﬁg £ sont des cartes locales aux points f, g, g £
resme ctiveuent pour Hoqanﬁx, Y), Ho@p¢ws (Y,z), Hom AX Z), dérnon-
trer que l'application composition des fonctions de J? xS) dans
Ql est de classe D° revient & montrer que lt'application ? -

3 y

f*TY > f* g* 2

R [ /

(a’,{')......> (Y'” a(de 5r(r* TY) xc."_?gj_:j?r+s (£*TY, £* g* TZ)
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dans f‘& (f* g* TZ) est de classe Ds, ce qui ¢st conséquence du
thloréme suivant appliqué au cas o F = fibre de TY,

G = fibre dc TZ.

t (g,f)——>9,.f de

hé en o o ! icati =
théoreme 3.3‘ Lt'anpplication C EX, F, G

" g4 ' by S
-‘_._sO_rr_lAr+s(FJG) x;[omdr(l(_,_ F) dans o]['.qomAr-(XL G) est de classe D”,

Le théoréme s'établit par récurrence sur s. Déinontrons qu'il
est vral pour s = 1

(ew+9) 2(t¢+) = oo = t[ < Do(),9> 40 g(e, ¢, )]

+ LY f + £ ¥ olf .
Posons donc DC (g, f) : (\{,Lf) > <& Dg(f), > + W , T

DC (g,f) est une application linéaire de &'omAr.,s(F,G) x%omAr(x, F)

danS(.rj_g_rgAr(X, G), quasi-eontinue, car si:FcSr(f,g ér Yy

p* T\ DiC.Y et Dig A Di\-r pour i £ r, d'ou :

pt [< Dg(f),j’;)\> + go f ] A Di[< Dg(f), P> +Y'o f:].
¢

Considérons alors 1l'application & C définie par :

8¢ ((g,2),,(, ¢f)) = Loxtedolleth) —0of _ o pe (g,1),(y ) >

Ac ((g,8), 0, (,4))

Si 3 ér d, ?‘Sr £, (,()grty ,(,..'t'ZJr (f ' -7{ 'I-[Rti

)

1

ac (§xF X, M xl) S sclo, 0,5, (Y, ), ce

qui assure la quasi=-continuité de 1l'application 4 C et la différen=-

”

tiabilité de 1l'application C. De proche en proche, on démontre

ainsi que ltapplication C est de classe DS.

Remarque : au lieu de < Dg (£), Lf > , on pourrait encore noter

Evoe [g' ¢ f, (.‘Y] comme dans le théoréme 267

F—*
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4 -’Dans 4, nous allons considérer des F quasi-variétés Y pour
lequelles les ensembles E qui ont scrvi a4 les définir sont des
voisinages pour une certaine topologie (plus fine que'f(’}(',F))
non nécessairenent compatible avec la structure vectorielle de F

et notre PF'

Définition 4.1, Etant donné un F quasi-variété Y, nous dirons qu'un

sous=engemble X de Y est um sous-quasi-variété de Y si X est une

E quasi-variété telle qu'il existe une décomposition de F en un
produit E x E' ou E est fermée dans F pour fF et si

g : X (g)—>%R s gt ¢t X (g')-—->Q.' désignant

des cartes d'un nénme point respectivement de Y et X,SZ’ coincide

s
avec la projection de S0 sur E et g Io((g') : C’((g')-—-—>g avec g',
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Remarque ¢ On pourrait d&finir le groupe libre K(X) de Grottendicch
a partir du monoide E(X) de la nmlne fagon que pour les variétés de

classe Cr, r > 0.

3 = Sur l'enscmble de fibrés vectoriels quasi-topologiques (respe.
de classe Dr) de wdme base, nous pouvons définir d'autres opérations
que la somame de Whitaeye

a) Le produit tensoriel « @ P de deux fibrés vectoriels
gquaasi-topologiques (resp. de classe DY) o et FJ dc méme base X sera,
par définition, le fibré vectoriel quasi-topologique (resp. de
classe D) de base X, de fibre au-dessus de x € X le produit tenso=

riel O(x @Px des fibre’s\ie X et @ au-dessus de X

b) Appelons @r(x) (resp. @)) la catégorie des
fibrés vectoriels de classe D* (respe. quasi-topologiques) de base X,
Soient o etF deux objets de _,5r(x) (resp. @(X)) de fibres respec-
tives dx et Px au-dessus de x § intéressons-nous aux morphismes
de X vers F qui induisent 1l'identité sur la base, Nous pouvons
définir un nouvdau fibré vectoriel de classe D (respe quasi- topo-

logique) not é %ﬁf’(x)( ‘xg F’) (reSp. gﬁl@()‘)(’( [ ﬁ>)) de base X
r

ed dont la fibre au-~dessus de x est donnée par
; ad A, = 3 SDe Y 3 =
(Hon 50 ) 3 =y (o, py) (resp (%’om@x)(m, B

Ly 0, B

Proposition 3s1s : L'cnsemble des scctions de??zom ’:J(X)(.(’E)

(respe o1 ,-f(x) (X,B)) stidentific & 1'cnscmble deghorphismes
re— " ’

de ™ vers & ‘qui ge projettent sur 1l'identité de X, P
i

En effet, sc donner une section de Jfom - (x) (& ,}3)
(respe a.om é'\(jx)(d\ ,)E)) revient & se donner, pour tout x de X,
P

unc application ‘Ex de 00\( O(x";%x) c'est a dire, en fait, un morphis-
/

ne de & vers‘a qui se projette gur ltidentité de X,
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Proposition 3.2, : o'!(-';om 5;.(}{) (°<} c'f(f'om:(x)(P,é’) (resp.jonf(x)

(*, Homsiyy (o) )

25t 190140 s Jom o~ 2.5 S} f A g s
est 1soxurphe~a Fom fr(X)(“,\@‘é”x ) (resp. Jon (X)( @‘B ) (dan

la catégerie §r(x) (resps f(x) ) Do

Pro-,osition 3.3e : Le foncteur c7g0n~ (& 8)

Hon: ,
ﬁ\ (x)(o(,.) S —> _-Q- (X) {

(resp.zg_()-_é(x)(ds,.) o o‘eomf(x)(cx,@)) deg§ (x)(re,p@(x) )

dansé (X) (resp.f(x) ) est exact 4 gauche,

La proposition 3.2, est une conséquence de l'isomorphisme
~

suivant dans £:

gz:/\<°<x,cs-c,\(f5x,\z’x) ) AN %Py 8D =% BB K

et la proposition 3.3. de la remarque 3.3, du chapitre II = §I
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CHAPITRE SIXIEME

Apnlic~tions

1 - E ot F désignant des espaces vectoriels quasi-topologiques,

appelons £* 1tapplication qui, & x € E, associe l'enscimble des

jets d'ordre r de f : E > F en x et désignons par 3 (E, F)
l1'ensemble des applications f de classe Dr telles que fr apparticenne
add(E, Jr(E,F». On peut munir dg.(E, F) de la quasi-topologie la
moins fine rendant quasi-continue l'application f—-——-:>fr de Gir(E,F)
dans ® (E, Jr(E, F))e Si E et F sont des espaces de Banach, la
quasi-topologie ainsi défini ccfncide avec la topologie de la
convcrgence uniforme des fonctions et de leurs r premiéres dérivées
sur les cnscmbles bornés (proposition 4.2. § I, Chapitre II.)
et si E est de dimension finie, elle cofncide avec la topologie de 1la
convergenée compActe que nous féppelons (voir [1] def 16e1s pe52).
Si X et Y sont decux objets de er, la topologie de la con-
vergence compacte sur Hom r(X, Y) ou ct topologie est la topologie
image réciproque de la topologie de la convergence compacte sur

>f° de Hom (X, Y)

sur Hom (X, J¥(X,Y)) par 1'application f
dans Hom?,o(x, JF (X,Y)). '

Ello est métrisable dans les deux cas suivants

1°/ X compact, Y métrisable, Rappelons, par exemple, que Si
Y est un espace de Banach et X compact, lkmlv?(x, Y) est un capace
de Banach si r¢<w (voir [1] ), un espace de Frachet si r = @ o

2°/ X localement compact dénombrable a 1'infini (voir [?]

Pe 34 cfe 1l'exenple qui suit le théoréme 2.4e Chape IVe)
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Si X est une variété de Banach ilodelée swr un espace
vectoriel E de¢ dimension finie donc localement compact et Y une
autre varidté de Banach nodclée sur F, la c’ topologie cofncide
avec la quasi~topologia ér et par consiquent aussi avec la 5r-topo~
logie (= topologie sous jacente ala quasi-topologie ‘Sr définie
dans le chapitre III en 2), car%n_g,_;.,(x x Ei, F) (introduit en 2,5.
§e1I Chapitre II) coincide alors avec l'mnscmble des applications
continues de¢ X dans Jxﬁj\ (E, F) = df; (E,F) muni de la topologiec

de 1la convergence compactes

Dans le paragraphe 2 suivant, nous utiliscrons le théoréne

S5elte pel6 dec [1] selon lequel, si la base X d'un fibré de Banach est

. r .
conmpacte, l'espacc de ses sections de classe C° posséde une struc-

ture d'espace de Banach. : la définition de la norme dépend essentiel-

lement du recouvrement ouvert choisi pour X, mais toutes les nornes

ainsi détermindes sont équivalentes. La topologie de cet espace de
. r . . .

Banach colincide ixvec la C° topologie (et par conséquent aussi avec

la quasi-topologie 6r Je

o
2 -Théoréme 2,1 ¢ Soient X une variété de classe D et Y une F-variété

de Banach de classe CrL r21, adnettant une fonction exponaentielle

de classe C° Si X est compacte pour la topologie T, Hom 2"‘6()(, Y)

posséde une structure de variété topologique de Banach,

- Nousg savons déja que Hon go(X,Y) posséde une structure
de variété de classe D° (chapitre IV.2) D'autre part, l'cnsemHe
Hom%o(x,Y) des applications quasi~continue de X dang Y est identique
4 l'cnsemble noté Hom :;5(X,Y) des applications continues de X dans Y
ou X est muni de la topologie Z;(. Il est possible de recouvrir )
Homb'.a(x,Y) par des ensembles X (Hf) contenant f ou H_ est une
bijection de & (Hf) sur un voisinage ouvert de Hf(f) dans r‘c(f*TY):T:({'r‘f)
(cfe le chapitre IV, Théoréne 2.3.)
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Or, <n vertu de la corpaciti de X pour Z"x, T‘c(f"‘TY) est un

cspace de Banach et, en vertu de la proposition 2.8. du chapi.re IV,
compte tenu de la renarque 2.9. du chapitre II. §I, si U désigne un
ouvert de [ et 3i lc.s e¢spaces Hom&o(.,.) sont munis de la topologic

de la convergence coapacte, 1l'anplication

a, t Rom &O(X, U) —m > Homz_o(x, F)

induite par unc application continue h : U >F , est continue.
Les changements de cartes sont donc continues et Homz'_'(x,Y) posséde
ainsi une structure de variété topologique de Banach qui induit une

structure dec méme nature sur Hom g‘(X,Y).

Scient maintenant X et Y deux objets de 2}'r, r 1. Munis-
sons l'enscmble HOﬂyr(X,Y) de la Ct—topologie ; i1l en sera ainsi
dans la suite du chapitres. Dans le cas ou X est cornpacte, on établi=-
rait, cn reprenant la démonstration du théoréme 2,2, du chapitre IV

vl“

variété topologique de Banach si Y est de classe ct*

(X,Y) pecut &tre muni d'une structure de
1

que, powr r e cn\ Hon
et possede
unce fonction exponcnticlle de classe Cr : pour tout point f de
Hom?/r(x,Y), il existe un cnscmble 0((Hf) C HomZ/_

f et une bijection Hf de & (Hf) sur un ouvert de l'espace de DBanach

r(X, Y) contenant:

Tcr(f* TY) =T‘S (£*TY) des scctions de classe C' de f£*TY (l'indice
r

ct rappelle que la topologie de ce dernicr espace Bst la Cr topolo~
gie)e En particulicr T‘c(f*TY) = rco(f*TY) et, pour r = 0, on
retrouve le théoréme 1.1, Sous certaines hypothéses cette structure
est m8me différentiable en vertu du théoréme suivant qui précise
le résultat du chapitre IV selon lequel Hom ~ (X,Y) admet une -

a-r

cra s e
structure de variété dc classe D .
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Théorema 2426 3 Soient X une varicté de Banach conpacte de classe C

sy . ~+S+1
et Y une autrce variete de Banach de classe C

s O

/A

SsI’«:CD,

adructtant une fonction exponcnticlle de classe Cr+s’ Homzfr(X,Y)

(et par conséquent Homé;%(X,Y))posséde alors une structure dec

variété de Banacl: de¢ classe Cs (confere le théoréne 3.10 chape.IV)

Compte-~tenu de ce qui précéde, il suffit de montrer que les
changeciments de cartes sont de classe Cs. Soient donc (Hf,/uf‘;{),
(Hfﬁﬂkzs deux cartes locales j suivant la déuonstration et les
notations du théoréme 2,2+ du chapitre IV, ceci revient a établir
qu'une application de classe Cr+s de la fibre de f*TY dans celle
de f£'*TY induit une application de classe c® ge T r (£*TY) dans

. ’ . .C rd A
T' (£'*TY) ce qui résulte du lemme suivant appliqué au cas ol k
ct A
est la fonction qui a été définie dans la fin de la démonstration

du théoréme 2424 chapitre IV,

; s o4z r
Lemme 2¢3e¢ ¢ Soit' X une variété de Banach compacte de classe C

. . r+s
r<m, et k une application de classe C d'un ouvert U d'un espace

de Banach G dans un autre H, O £ s £ r, alors l'application

k, t & ——————n- > ko =k, (¥)

de Hom r()(,U) dans Homa_r(xL H) est de classe C° (confer, le
(4

lemme 1.9« Chapitre IV),

Voir [1] o

Le théoréme 2426 n'est pas seulement valable pour 8 &re

Par exemple, si Y est de classe c® et admet une fonction exponen-
tielle de classe éD, toujours sous l'hypothése X compact, Hom r(X,Y)
est une variété de Banach de classe Cm.( [11] pek7 et [15])C'est
qulen réalité, le lemme 243« est valable sous des hypothéses légére=-

ment moins restrictives,
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Théoréme 24.4e 3 Soient X, Y, Z trois variétés de classes respectives

Cr, Cr+s+1L Cr+s-.-1, 0 €8 = r «<<w, X compacte, Y et Z possédant

. . r+s : . 5
des fionctions exponcnetielles de classe C « Une application h

de classe C''° de ¥ dans Z induit une application

h, @ Homzfr(x, Y) > Homzﬁr(x, Z)

de classe C° difini par hy (f) = h o f (confer le théoreme 3.1,

chapitre 1V,)

Nous pouvons donner une formulation plus précise que celle

du théoréme 244, comme suit :

" Qutre les hypothéses du thdéoréme 2.4., si on suppose que

Y est compacte et que Z de classe Cr+25+1 admet une fonction exponcne-

2
tielle de classe C r+s, O ¢« s€£r .- w, ltapplication

Hom, (X,Y) x Honm (Y,2)

2 orres > Hom?fr(X,Z)

( f , h ) AAra—> hof

est de classeo Cs. " (confer Chapitre IV Théore 3e¢2e¢)s

I1 en résulte, cn particulier que l'application d'évalua-

tion

EV : Hom rr(x’Y) x X

2 > Y

( £ y  X)a~—> f(x)

est de classe Cs, pourvu que Hom r(X, Y) posséde une structure de

v

s o # ” Y * . . .
C” variété, c'est a dire que les conditions d'application du -~

théoréme 2.3, soient réalisdes,.
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Il existe un résultat dual du théorénme 2.4 :

"3i X et Y sont coimpacte® et de classe Cr, Z de classe

r+s+1 .\ . r+s
Cc admettant unce fonction exponcntielle de¢ classe C y unoc

application h de Hon r(X,Y) induit une application

a_

*

h ¢ Hon (Y, 2) —u
rr

> Hom r(x, z)

s
de classe C !,

Etude du cas r = @

Tout point £ de Homa_ogx, Y) admet alors un voisinage

homé&omorphe & un ouvert de

@
* m - * T *
fé,{f TYQ = -0 T ck (£ 1Y) = 550(f TY) s
@D *
Or l@ T‘k(f TY) n'est pas un espace de Banach, mais un espace
C

de Fréchet dont la métrique ? est donnée par

£« g] ¢, (£*1y)
c

F(f,g) =
k
k=0 2 L1+ ] o= lThk (£7TY) }
* . ] *
pour f et g€ T' (f TY), ou P, (£ TY)
00 k
. C C Id
*

désigne une norme dans T (f TY),

Ck

En particulier, si X est une variété compacte de Banach, G un espace
de Banach, l'espace Hom&_pgx, G) posséde une structure dtespace de
Frechet,

Dans le cas r = @, le lemme 2,3, devient :
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fp s @®
Lemne 243'e¢ Scient X une variété compacte de Banach, de classe C

et k une application de claasse Cmd'un ouvert U d'un espace d:

Banach G dans un autre H, alors 1l'application

k* : f————— k o J’ = Kk ()')

. . ®
de Hon ,UAX,U.) dang Homvogx, H) est une application de classe D .

L'inclusion

a@®

Honvw(x, U) = Q Homsz(x, U) ——ss  Hom 1»(X, U)
k—

/4
est conlinue pour tout r (Hon\b_d(x, G) est lalinite projective d'une
suite dtespace de Banach), c'est a dire de classe Dr. D'autre part,
si k est de¢ classc CCD, k est de claasse cr+s, Vr, s finis, s<r 3}

or, en vertu du lerme 2,3es pour r fini, l'application

\X'VM'———->k oX

de HomUr(X, U) dans Homv_r(x, H) est de classe C®. Donc l'applica-

tion composce k,

—_— [
Hoxnp_m(x, U Homa_r(lx, uU) > Homo_.(qX,H) > Hom?;r(x,.l{)

7 .
a S~~~ > K o 6’
S N . @®
est de classe D~ et cela, Y3, c'est & dire est de classe D

Le lenue 243's peut aussi &tre considéré comme une consé-

quence de la proposition 2,6, chapitre IV.

Grice au lemme 243'e,0n voit alors que les changements
de cartes sont de classe DCD et Homvw(x, Y) posséde une structure
de variété de dasse D<l> modelde localement au voisinage de f sur

»
1'espace de Frichet [ m(f TY)e D'ou 3
C
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Théoreémne 242'e 3 Si X est ane variété banachique compacte de

@ gz X
classe C, Y une autre vari&td& banachique de mémc classe aduecttant

unc fonction exponenfielle de classe C?lﬁl’enscmble Homyﬁ(x, Y)

N ol @ -1z
posscede une structure de variété de classc D woGelée sur un

ecspnce de Frechet

Ltapplication k, du lemie 2+3.' est aussi indéfiniment c-

différentiable et b-différentiable au scns de [4] .

H0m2JJX,‘G) (resp. Hogyogx,ﬂ)) est un espace localement
convexe,

Sa topologie peut donc &tre définie par un enscmble de semi-
nortiese Dire que k* est différentiable en f au sens de Frechet,
ctest dire que quelle que soit la seni-norme % sur HoTyojx, F),

il existe une semi-norme ® sur Ho%yogx, G) et une application

lindéaire Dk*(fx continue de HomZNLX,G) dans Hoer&},H) telles que

Y

|k, (£+48)= k, £ - Dk, (f).q’lﬁ < € (n) .|l

L'application k, est indéfininent différentiable en ce sens, uais
cette notion de di fférentiabilité est plus difficile & manier que
la notion dc¢ différentiabilité de classe D1, car ltapplicaticn -

composition
@E, F, G oCb (E, F) x 3£, (F,G)——><§Z,b (E, G)

(ot b désigne la topologie de la oonvergence bornée) n'est pas

nécessairerient continue,

7
.
.

Quant au théoréme 2.4, il devient dang le cas r = ®
®

Théoréme 244,': Soient X, Y, Z trois variétés de classe C , X, Y

conpactes, Y et Z adnettnint des fonctions exponentielles de classe

Ca: ltapplication

éE'x,ir,z : Ho*"&oﬁst) x Hom, (Y,Z)

(f [} h) AN

> Hom'vogx,z)
h o ¢

est‘de classe Dcn
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I1 en résulte, en particulier, que 1l'application

EV Hom, (X,Y) x X — —-> Y

(£ iy X ) £(x)

est de classe DGD.

Reprenons l'censcmble des applications (cfe 1l'exemple chap
qui suit le thloréme 2e.4s) de classe C* d'une variété X de classe
Cw localenent conpacte, réunion dénombrable de coupacts Kn, dans
une varidété Y de classe Cm admettant une fonction exponentielle de
a8me classee. Posons J(n = (j K o Soit f € Hom_ (X,Y) 3

5 o

n *
notcns T‘k (f TY) 1'censemble des sections de classe Ck du fibré
C

*
f TY ’7(“ e On a le systéme projectif suivant

n

o ’¢ i K
T (£fry) K gV (£ 1Y)
(o} C
\
in-l
k-1 n
\C;( 2 k-1

n-1

*
L1 (£ 1Y)

x®
rao (f TY) en est la limite § c'est un espace de Frechet , limite
o}

projective d'une suite d'espaces de Banach (donc,en particulier,
localenent convexes, undltrisables et complets).Un raisonncment
analogue a celui du lerime 2,3', montre alors que les changcments de
cartes sont de classe D<D et Homtosx,Y) posséde une structure de

. <oy s @ . .
quasi=-variité de classe D modelée sur cet espeoce de Frechet.



=80=

Citons enfin le résultat suivant

Théoréne 245 ¢ Soit £ une imnersion d'.une variété Z dans une

P r+i .
varicté Y, toutes deux de classe C ¢« Alors si

(i) X est cowmpact,

- \ . . r
(ii) Y posséde une fonction exponentielle de classe C',

(iii) la suite

*
> Tz ——> fTY se fend ,

Hom r(X,Z) est une soug-varidté de Hom r(X, Y)e

r

Ce résultat est valable m@me pour r = @ (confer le théoréme

2e¢3e chapitre V),
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