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INTBODUCTION -- -- --- -- 

En résînance mzgnétique nue téa i re  (R.M.N 1, au c Iurs 
d'une expérience d e  r e t a x a t i ~ n  des p r 9 t ~ n s  de t ' eau  par 
exenpee, .)n dis t ingue deux rnqdes d t  échanges c l 1  énergie : 

a) un n ~ d e  d 1  échange dl  énergie avec te bain thermique 
au réseau c ~ r i s t i t u é  par P1environnernent du systérne de 
sp ins  é tudié  e t  que t t ? n  c a r a c t é r i s e  p a r  ee tonps de  
r c  Paxa t im  T4 ' sp5n-réseau1. 

b) un mqdc d'échange d '  énergie en t r e  sp ins  ca rac t é r i s e  
par un temps d e  r e  Paxati in 'spin-spin '  Tz 

Ces échanges d16ne:rgie vgnt dépendre des ~riouvements 
des n3yaux por teurs  de sp ins  au s e i n  du oiquide. On con- 
çcjit de c e t t e  f a ~ m  tres bien que Pa température de 
P ' eau u t i  t i s é e  dans n13s expériences de: r e  P a x a t i m ,  j m e r a  
un r3ee important,  puisquleP ee s e ra  e1un des principaux 
paramétres dans o étude des m~uvaments d e  d i f f u s i î n  des 
m8:eécuees d 'eau dans ~ ' é c h m t i t e o n .  

Cxime t e s  temps de rolaxat i~ 'n  e t  ea température smt 
des grandeurs macrosc~piques c -)mp témentaires directement 
access ib tes  2 elexpérience, i P  s e r a  ùe ce  f a i t  i n t é r e s -  
s a n t  d e  c,lnna?tre fes t ~ i s  de v a r i a t i a s  de ces temps d e  
r e  eaxat isn  en f ~ i n c t i f ~ n  de ta température ambiante. 

D1 m t r e  p a r t ,  Pa c ~ n n n i s s a n c e  des tc~is de var ia t i : )n  
des temps e t  en f ~ n c t i o n  de ta température est 
nécessai re  dans te cadre d'un étude pPus vas t e  cjrme Pa 
reeaxat iqn nuceéalre pa r  c m t a c t  avec des surfaces  sr>- 
t ides .  En e f f e t  dans une t e t e c  étude iQ f a u t  r é u s s i r  à 
sépare r  t a  r e t a x a t i r ~ n  duo 5 t ' a g i t a t i o n  n ~ ~ é c u ~ a i r e  de  
P 'eau, donc 2 t a  tenpérature ,  d e  cep te due aux parqis  dc 
t ' échan t i t  P m  e t  e n f i n  de ce t  te due aux phénonénes cl1 
échanges, d ' a t m e s  c)u de g r  ~upe  dtatqmes d'une moeécuee 
à P ' au t r e .  

Dans sgn Eivre 'Les pr incipes  du magnétisme nuceéaire 
A.ABHAGAIV1 expme t r è s  schématiquencnt un des rnéth~dcs de 
carcut  des temps d e  reecixati,-m d'un Piquide en fonct ion 
du spec t re  d 'agi ta t ic jn  m3eécueairc du l iquide ,  qui e s t  
due à REDFIELD e t  P. BLOCH. 



Dans ec chap i t r e  II n m s  nclus pr~posf-jns de  r é t a b t i r  
ees r e t a t i j n s  en t r e  T 4 e t  Ta e t  ee spec t re  d ' a g i t i x t i ~ n  
msrécueaire du eiquide. 

~ ~ é t a b t i s s e n o n t  d e  ces  reea t i r jns  fmGamentafes f a i t  
appe P 5 Pa t hé7 r i e  quantique des m(~nents c iné t iques  e t  
au f ~ r n a e i s m e  de t a  matrice densi té .  IP EUS a  paru 
nécessai re  d e  rappe f e r  dans fe chap i t r e  1, ces n o t i m s  
t rès  u t i f e s  en R.fi1.N e t  d 'en exptiquer t e  f:~rnaeisrne. 

Enf i f i  dans fe chap i t re  III n lus  clr~nner\ns quetques 
aspec t s  des r é s u e t a t s  t h b r i q u e s  e t  exp6rirnentaux obtenus 
par d ivers  au teurs  dans ce domaine. 



IE e s t  n ~ c e s s a i r e  d e  ra3pefer  quceques résuetizts d e  Pa 
t h é o r i e  quantique des moments c inét iques  dans Paqueeee nous 
eng e obons moments c iné t iques  orbi taux ( j e n t i e r  p o s i t i f )  e t  
moments c iné t iques  de s p i n  ( j  m u ~ t i p e e  impair  de 1 ) e t  d e  

2 
j u s t i f i e r  t ' in t roduc t ion  du formatisme d e  t a  matrice dens i té ,  

TXXOHIE QUATJTIOUE DES ~ ~ O I ' J ~ L V T ~ C I ~ V ~ T I O U ~ S  A -- - - -  .--.-- "- 

1) ---- Déf in i t ion  .- - - - du moment ---- c i n é t u u e  - 
Dans un espace rapporté a  un t r i e d r e  t r i r e c t a n g t e  

te moment c inét ique e s t  d é f i n i  en mécanique c tass ique 
v-3 p a r  te vecteur  M = (4 - A) 

dont t es  composabtes sont  : 

= îCLp3-Jap2 j X ~ P - X ~ P ~  ,j & = ~ p - ~ p j ( 2 - * ~  
Compte tenu des r e t a t i o n s  de  commutation 

sL pr - pi xi, = iMij j A i p o  
bia = 

5.i i -a  @-A) 

en t r e  ees observabees d e  posi t ion 'Xi, c t  ecs "observab~es 
de quant i té  de mouvement p; ir o s t  c i a i r  que E on  peut 
d é f i n i r  t r o i s  observabees M4, M2 e t  M3 (1  ) c o r n  
fonc t ion  des obscmabaes xi+ e t  p; . C e t  ensembtc de- 
t r o i s  observabecs cons t i t ue  e ' observabte vectorioc Pc r\ 
que e ' on appe e t e  moment ciné t i que  en mécanique quantique. 

III) Régres - de commutation ---- ---- -- ..-.- -- 

Nous ateons rappe te r  eos rcgccs d e  commutation c n t r c  
ces  nouvot ces observabees M2 e t  M3 e t  [os  anciennes 

p; e t  Xi e t  e n t r e  ces  nouve P Cos o b s c r v a b t ~ s  c C tes- 
mêmes. Ces r o  Eations son t  : 



& ' & e s t  te  t enseur  de LEVI-CIVIFTA. 1 t possâde t e s  
p r  I p r i é t é s  s u i v a n t e s  t 

- i e  e s t  nue corsque deux quefconques des  t r o i s  i n d i c e s  
s o n t  iden t iques .  

- i f  vau t  -I- 1 Porsque t e s  t r o i s  i n d i c e s  s o n t  d i f f é -  
r e n t s  e t  forment une permutation qui se dédu i t  de 
e t o r d r e  n a t u r e t  1,2,3, par  un nombre p a i r  de t ranspo-  
s i t i o n s .  

- i f  vaut  - 1 Porsque fes  t r o i s  i n d i c e s  son t  d i f f é -  
r e n t s  e t  forment une permutation qui s e  dédui t  de 
t ' o r d r e  na turee  1,2,3, par  un nombre impai r  de t r a n s -  
pos i t ions .  

1 E nous r e s t e  à c i t e r  Pu r eg te  de commutation - 
importante  

Ces rCgees de cornmutation montrent que t ' o n  peut 
t i r e r  deux observab t e s  compatibAep du moment c i n é t i -  
que : t e  c a r r é  de sa tongueur (M \ = fl;+M:4 
e t  e tune de s e s  composantes s u r  un axe que Eton peut 
c h o i s i r  a r b i t r a i r e m e n t ,  par  exemp P e 

III ) a e c t r e  de  v a t e u r s  q r o p r e s  e t  v e c t c u r s ~ ~ p r o ~ r c s  du ------ 7 -  - -  -- 
moment c i n e t i q u e  

Comme e f a  montré DIRAC (21, t e s  rCates  de comnluta- 
t i o n  vérifiées p a r  ees composantes du moment c i n é t i -  
que s u f f i s e n t  au caecut  du s p e c t r  e s  v a t e u r s  pro- 
p res  des obscrvabtes  compatibles e t  Mg a i n s i  
qu'à t a  déterminat ion  des matr ices  des  deux a u t r e s  
composantes M4 e t  Ma p a r  r appor t  à ta base de voc- 
t e u r s  propres  a i n s i  d e f i n i é .  

Nous n'énoncerons que E C S  r é s u t  ta ts ,  t e s  dénonstra- 
t i o n s  f i g u r a n t  dans tous  t e s  ouvrages genéraux ( 3 )  

-2% 
L 'observabte  1 y \ t e  s p e c t r c  de va tours  

propres  a4tl)hZ( ,>O e n t i e r  .iu muetipec i m p a i r  de - 1 
L 

e t  ees vec teur s  propres  1 d) repéré  p a r  P ' i n d i c c  . % 
L 'observabte  M possède ec s p e c t r e  de va teur s  pro- 

pres  kk ,d e t  tes vec tcurs  propres  \&> 
r c p é r é s  D a r  t ' i n d i c e  k . 



Ces observabacs sont compatibtes, etecs ont donc 
te même système de vecteurs propres que E ' on notera 
dans fasuite : 

la&> 
Nous raoportcrons donc etespace des états d'unc par- 

ticuee dotée d'un moment cinetique @ cctte base de vec- 
tours propres ldjh). Nous supposerons ces vcctaurs ortho- 
normés : 

< a '  k'\ k)= $i,b,,,avec 6, jg1= 4 si 

bjj '  O 5i 
et une si~nification anatogue pour b& k' 

-A 2, 

-- _-.* ----- ---.--- -.--- - - ----- - -  - M, , J ~ I , ~ ~ e t r h  I V )  Xe~résentation matriciï i t a  des operat-e--gs ___- --- -- 
Notrc but, dans ce paragrapnc, est dlcxpeiqucr 

ttutitisation du formapisme de DIHAC et de Ec rendre 
peus concret en v u e  dc E ' app Eiqucr dans Ees chapitres 
suivants. Nous ferons donc t'hypothésc que 
par vateurs entières et positives. 

On peut tout de suite construiri: tes matricos des 
opérateurs M3 et \fl\zdans t a  base da vcctuurs propres 

Id.) . Ecrivons c+cs vecteurs et ctassons ~ c s  : 
d 7 0 j  a.0 1.9 --1<&<4 d=2 -2 4 4 C+Z etc.. . 

P 1 OP) ' ' ~ (m> 72,3> 1 21-q>j I 2 1 2~ >j l 2  
On apptique alors tes rdgtcs du caecue matricice e 

+ f remarquant que dans Pa base choisie t e s  matrices \H 1 
et M3 s,ont diagonat~s. 

as2 
. ... . . . - 

' . -.-. ---7 
/1;1)(2-~)1~-1>,kO) (24> 122) ---,etc -.. 



- 
r a t e u r s  conju-ués hcrrnitiques qul nc sont  pas  dcs obser- 
vab e e s  

@,O\ 

(2 q l  

(2: 1 
ctk 

e t  exarnincr tes  p rop r i é t é s  de ces opéra teurs  : 

ur;Z 

O ch2 
6h' 't \ 

u t o ù  tes  commutateurs M,M--M_M+=zk% (40-A) 

Pour cons t ru i r e  E ~ S  opérateurs  M4 e t  ML s u r  ce 
mgme modGec, i e  nous faut d'abord i n t r o 6 u i r c  deux ope- 

L a  rii tn t i nn  (44-4) apptiquéa à un vcctcur propre Id lh) 
commun à \v712 e t  à Mg donne : 



L a  r e i a t i o n  (43-4) nous montre que 1 vd(j  k>) e s t  vec- 
t e u r  propre dc Mg correspondant à <a va teur  propre (&-l)& 

De l a  même maniore, t a  règte  de commutation (42-A) 
donne un r é s u l t a t  opposé : 

On peut t ou t  de s u i t e  remarquer que s i  Ees vecteurs 
\$a? sont  normés, i t  n 'en e s t  peus de m$me pour tas  
vccteurs / f i \ ) R ~  qui sont  eux auss i  des 
vecteurs propres c Z u ' l S - P R &  e t  à miz 

Déterminons tes  matr ices M+M- o t  Merlç , on remar- 
quant q u ' e l l e s  son t  d i a g o n a î ~ s  (BA) e t ( g - ~ )  , e t  don* 
t es  é eémcnts diagonaux son t  ; 

( ~ n ~ ~ + ~ . l - ~ ~  ~ i )= [a (a  +.i)-k(k-~)I+~<éR~j %> (15-A) 

<a al M - ~ G I *  k ~ = [ ~ ( ~ + ~ ! - a ( a 4 ~ , 1 1 i L < j ~ i p ~ >  @-A) 

 es r e  tations(15- A) e t .  montrent que i on peut 

e f f e t  d apr& ('&A) ; 
norrncr tes  vcctcurs  /M+l$ lM\é k>> , en 

(8 B I  M . M - I ~  4 ~ - / ~ - 1 j b = [ a ( a + 9  - a( k - j ! G ~ q k >  
cn tenant  compto d u  f a i t ,  que u t o p é r a t i u r  M+ a g i t  
s u r  un vecteur 'bra' < a & \  par sonconjugué ( 4 ) M  - 2 

e t  on pose : 

(17- A) 

~ c t t c  f o i s  te vecteur  Iji g-d>i;st normé, c t c s t  un 
vecteur propre commun à Mg c t  à \  M l z  correspondant à 
t a v a l e u r p r o p r e  (A-1)4 ; o n s t c n r e n d c o m p t e p s r  
Ea r o t a t i o n  (1%~) 

On peut norrncr do ta  même facon tes  vccteurs  IV+\) La 
6 t ' a i d e  de ta  re l i i t ion  (46.-A) e t  poser : 



Construisons t e s  é~érncn t s  de  Ea mat r i ce  M+ on 
u t i  f i s c  (18-A) 

M+I++ = I I ,  IL +47 k/'- 
<aJ8'1~+lj k)= <j%q j,h+1>'i,d- 

L u s  étémcnts non nuls de  ta matr icc  M+ s o n t  tcfs quo 
à ) =  a 

On c o n s t r u i t  pa r e i  e îcrncnt Pa matr icc  cn t cnan t  
compte de (\y-&) 

M- ( R) = 1 j , k - ~  'h\i i ( a . 4 ) -  ~ i k - 4 )  

Les é térnents non nues dc M- sont  donnés par  eo 
cond i t ion  



P& sommc et par differcncc on cn déduit f a c i  tement 
tes éfémcnts des matriccs Md et M L  puisque : 



1) __ Cas - -_ d'une -- ~articuee _ - --- de  spin 5 
4 

Notre moment cinétique de spin 1 é t m t  repéré dans 
t e  triédre OXYZ, nous pouvons écrire tes natricas des 

- a  
opératuurslI 1 , IZ , 1 ,  1- , 1 , e t  Iy dans Pa base 
des vecteurs propres l a - 1  L i >  si+> e t  I a - $ j  je-$> 

s 1 -> des observabtcs 1f 



Les résuttats s saoptiquont directement au caecut de 
i ' énereie 2 '  orientation dl un proton p P ongé dans un champ 
statique 8, diripe suivant 02 

Cet hamietonien s'écrit : 

OU encore 

O +HA = 

/ on pose 

a tes dimensions d'une puisation ; clr: t Pa pue- 
sation de LAXMOR du proton dans t e  champ o. . IP est 
facite de voir que flhaEmitonien % H o  possede deux 
vateurs propres -$A& et tiw ; ~e proton poss8de 
aeors deux niveaux d'éncrgic d'orientation equldistant 
de hcu, . 

2 )  -_II Cas de _- deux spins identiques couptes dans ec chamg - -  ---W. 

statique . - 
Cc prob~éme est Pa c t é  du voûte de notre étude ; Les 

résuetats que nous aEtons formue~r servirons dsns ee 
second chapitre puisque c'est avec ce systême de deux 
spins identiques couptés que nous étab tirons tes reea- 
tions entre TI , 3 et PC spectre d'agitation moeécu- 
Paire de P 'eau 

~'hamictonien d'une tce ec paire 
s'écrit : 

t i H  = %H0+JhH4 

1 - 0 (1 + 1 ) esmi P t onien zmnm @A) 
O 

J 2 2  7-4 
x +H, s"~*[r,Iz- 4nr3 jF7) 

rL Hamietonion dlintér~c- 
tion dipoeaire (5) (24 - A) 



On peut exprimer *.H4 sous ka forme ( 6  ) 
a= e 

 os F(" é t a n t  'des fonct ions  dcs va r i ab t e s  r 0 e t  Y) 
3 t  < U S  ~ ( q )  des opérateurs f o n c t q s  des _qpérsteurs cons- 
t r u i t s  6 p a r t i r  des de3 sp ins  ' e t  1' (on notorû 
tes  exprcsslons des e t  des F ~ '  dans e 'appendice A )  

Le probi6mc e s t  maintenant de c h o i s i r  une base de vec- 
t e u r s  propres pour représen te r  tes  matrices des d ivers  
opérateurs qui in terviennent  dans e lexprcss ion de t1ha- 
mietonien t o t a l  %H.  C'est un probtémc d 'add i t ion  de 
deux moments c iné t iques  dont Pa théo r i e  occupe une Parge 
peace dans t e s  ouvrages généraux (7) de mécanique qusn- 
t i que  i Nous ne donnerons i c i  que des r é s u t t a t s  appro- 
p r i é s  a no t re  étude, 

t e s  é t a t s  propres de P'hamiitonien ZBEl%AIJ 

h Ho= -3% b(C+ 1:) sont  t es  quatre é t a t s  

Le symbole &, signifie: quc Elon a eff'e ué t e  produit  
t ensor ie  e de E 'espace de é t a t s  du sp in  9 par t ' e s -  
psce des é t a t s  du s p i n  e t  que i 'espace produit  e s t  
rapporté 2 une base de vecteurs orthonormés obtenus 
par ee produit  t a n s o r i e ~  des vecteurs d e  base de chacun 
des espaces composants. 

Ie e s t  commode ( 8 )  de rcmpencer ces vcctcurs(26-A) 
par des combinaisons f i néa i r e s  de ces vecteurs  : 



On d é f i n i t  a i n s i  un changement de basc. La n a t r i c e  P 

On vérifie que L o o 0 1  

It\')j= 0 à a 
On peut écrire tes matrices Zz  ,T+ et dans ta  

0 4  O 0 

-4 O O O 0 0  

ta  base 
1 4 7 ,  Ir> ,\3>,\4>grâcc aux retntions 



Ces matrices s ? n t  é c r i t e s  en u n i t é s 6  car c ' e s t  s~us 



O n  v ;it faciecment que r ' é t a t  14') n ' e s t  jamais crjupeé 
aux 6 t a t s  ( 4 >  /Z> e t  /3> pzr F ' i n t é r a c t i n n  d i p l  t a i r e  
(24 -4 ) .  Autreme t d i t  dans c e t t e  n2uvePPc base t es  
étément, < ~ l ; i ~ ~ i ~ >  ( a  = - ~ - / l o  4 2 ) ci ' une 
matr ice  AG) s e r m t  nues s i  ; 

8 4  ; )=O quai que s , i t  Q 

(4) Les matrices A 4x4 se  réduisent  dmc à ùes na- 
t r i c e s  3x3. 

B - POR~~IALISME DE LA NATRICE DENSITE -- -- 
1) D é f i n i t i î n s  e t  p ropr ié tés  

Cms idé r  ~ n s  un systéne quantique d m t  P 'espace des 
é t a t s  est r a p p l r t é  à une base d i sc rè t e  d e  n vectours 
qrth~n-irmés que P ' ln n3tora  1 i> . A un i n s t a n t  Z t e  
systéne e s t  dans t ' é t a t  /@) rep ré sen té  par : 

L a  vaeeur rn3yenne d'une grandeur A de  ce systeme dans 
un é t r i t  4 dr~nné, e s t  en écriture b r 3  e t  k e t l  (1 ) 



où A e s t  elobservabfe quantique qui correspond à l a  
mesure d e  ea grandeur c tassiquc A de ce systémc . 

En repptacont  l@> par son déve r oppement en s é r i e  de 
vecteurs  de base orthonormés, i P  s ' e n  s u i t  que 

S i  i ' é t a t  /@>' é v o o ~ e  dans Pc temps, t es  ai é-t*ant 
des fonct ions  du temps e t  k"é~énierit d e  matrice < $ / A I L >  
r e s t a n t  identique 6 l u i  même,  i l  s c r a  commode de con- 
s i d é r e r  t es  Q! Cti comme des éléments de matrice d 'un 
op i ra teur  P hermitique t e  e que : 

( , ~ - 3 j  s ' é c r i t  a ro r s  : 

O r  d t ap re s  t a  condi t ion de fermeture ( 2 )  
n 

S i  maintenant on a a f f a i r e  a un systémc macroscopique 
composé d 'un ensemb ee de systémes quantiques identiques 
a c e r u i  que nous venons d ' é tud i e r ,  ~ ' é ~ é m e n t  de matrice 
a-' 5 va r i e  d'un systemc 5 t ' a u t r e  m a i s  eléeément 

Q I A ~ ~ >  r e s t e  ee môme. 

LÛ A r r m d e u r < A i ) m a c r o s ~ q u e  moyenne mesurée s e r a  ta 
vnteur moyenne s u r  tous ees systémcs de ta grundeur A 
d'un s ~ u e  systémc ce que e ' d e r i r a  idcntiqucmont à (B-3) 

e t  P 'on d é f t n i t  en matrice dans i te  6 pnr une r e l a t i o n  
ident ique a (8- -4 



I P e s t  c e a i r  que CS- s e r a  un opérateur hermitique e t  
que : 

Terminons ce bref exposé de queeques une dcs p ro -  
p r i é t é s  dc P f opérateur densi te  CT par son équation 
dtévo Eution dans Ee 'po in t  d e  vuet  de Schroddngor ( 3 )  

v 1 
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On s a i t  que tes  temps TI e t  TL dtzns une expericnce 
de r e  r?xstion dis t inguent  deux modes dléch:~nges d 'énergie ; 
ce t e m ~ s  T, clzractérise un mode dléch,znpc d 'énergie  avec 
te bain thermique e t  te temps T L  , un mode d'échcngc. 
d 1  énurpie e n t r e  spins.  

Ces temps de r e  taxat ion vont dépendre des mouvr-.ments 
motécucaires rcpides,  de grande ampeitudc e t  dc nature  
a t é a t o i r e ,  torsqulon u t i  eise des &ch?-nti e e ons Piquides. 
O r  d m s  tes  eiquides ces échanges d ' é n ~ r g i e  sont  fn ibees  
c t  comparabtes (T, ++ T, ) e t  on a ee d r o i t  de  considérer  
deux sp ins  en intérclction comme un systéme séparé,  coupté 
%u réser; .~, e t  de passer ensu i te  aux grrxndcurs moyennes 
s u r  t ~ u t  etéchrtntiteon cons t i tue  p a r  une assembeee de  
t e  es systémes identiques ( 1 ) . 

Nous aP tons c a ~ c u f e r  ees taux de re taxa t ion  e t  1 B)T T2 (4 
en fonct ion des densi tés  s p e c t r l e e s  J'&, J (u,,)ct J!!LI, 
que nous déf in i rons  ; Ces dens i tés  spectx&ees ca rnc t e r i -  
se ron t  P C  spec t r e  d 1  zgit: i t ion motécueaire dc f 'eau. 

1) DéfinitTons des temps de r e ~ a x a t i o ~  -- ----- -* 
Choisissons un r e f é r c n t i e  t ?, 3') k , P 10 3u eiiborî- 

t o i r e .  D ~ n s  ce r é f é ren t i e  P P equation phénoméno t ogiquc 
de BLOCH ( 2  ) s ' é c r i t  

X Le tcmps TI ca rac t é r i s e  etévo9ution de ta composante 
M z  de ~ ' a i n u n t a t i o n  eo îong  du champ magne- 

t ique  s t a t i q u e  f3,, en fonct ion du temps 2 p a r t i r  d'un 
é t a t  hors d',é qui eAQrc jusqul 5 P état d 1  équi t i b r e  repre-  
sen té  par  Mo = Bo 

où e s t  Pa s u s c e p t i b i ~ i t é  m9gnétiquo de t ' e au  : 



Le temps T2 ~ n ~ c t é r i s e  e ' évoeut ion de ka composante 
t r x t s v c r s z r c  de m d.ins PL. Pt_-? perpendicuP:iira ; P Û  
d i r a c t i o n  du champ magnétiqua 6, . 

II) Pr inc ipe  du caccuî --- 

Le cfzCcut de e t  % c o n s i s t e  en ~a  rcchcrche de P 'évo- 
P u t i ~ n  de en matr ice d e n s i t e  déc r ivan t  t e  systéme dc 
deux s p i n s  i d c n t i q u e s  c o u p ~ é s  e n t r e  cux, en i n t é r d i o n  
avec ee réseau  à p a r t i r  d 'un é t a t  hors  d l é q u i r i h r o  jus-  

E ' é t a t  d16quî  t i b r e  ( 3 ) .  

D t  a u t r e  p a r t ,  moyenn2nt que P ques précaut ions ,  ce pro- 
hçéme s e  t r a i t e  de fason serni-ceussique e t  co t r a i t e m e n t  
e s t  é q u i v a ~ e n t  s u  t r a i t e m e n t  quantioue quant aux r é s u t -  
t n t s  . Le t r a i t e m e n t  semi-c E ass ique  e s t  s u r t o u t  beaucoup 
pGus s împtc,  c a r  i a  nü n é c ~ s s i t e  pxs de c ~ n s i d é r e r  t e  
Sain thermique d 'un po in t  de -me qu~mt igue  ( 4 ) .  Ce mode 
de cL%EcuF e s t  dévc~9ppS dzns E ' Q U V ~ ~ ~ G  : t e s  principes 
du m2gnétismc nuc chai re  de A . R B X i i G ~ 1  ; m a i s  iI nous zt 

s e m b ~ é  i ~ t i t e  de Ee reprendre e t  d ' e n  e c r a i r c i r  i c i  CGT-  

t a i n s  po in t s  a f i n  d 'en f a c i t i t e r  no t re  compréhens i~n.  

III ) --- P o s i t i o n  duXobtèmo -- -- - -a-- 
% 

Pour d é c r i r e  no t re  systemc de dcux s p i n s  i d e n t i q u e s  
7 c t  Îz ( a - 1 )  en i n t é r a c t i n n  e t  coupeé au  réscou,  
nous c h 9 i s i r a n s  ae systéme de coordonnees OXYL dont 

-Y 
f 'nxc OZ s e n  s u i v a n t  r:L d i r e c t i o n  du champ 0, 
( v o i r  c h a p i t r e  p3ge 4 1  ) 

z -+ 

cT9 Les deux s p i n s  I)O e t  I~ s o n t  
-7 r c t i é s  pzir es vec teur  r de ton- 1. gucur e t  d l ~ r i c n t a t i m  var inbees  

,/' j en f ~ n c t i ~ n  du temps 
On a vu que EfhamiEtonicn t o t a e  
d 'un tek sysgémc d m s  P C  chemp 
mc~pét iquc:  Bo s f e c r i r u i t  

-7- Y 
-h tt , dh Ho tek il, (k) (2) 

X ave C 

H a m i  E t oni  ~n  Zl3EMA.N 



' [  (i?rlFq Hzmi c t &i?n per turbateur  4 - 
tf.T r3 P 

opérateur a t é a t ~ i r e  s t a t i onna i r e  (4) 

~c c o e f f i c i e n t  -d f iguran t  dans CGS O X P ~ U S S ~ Q ~ S  e s t  

Dans t e  t r i d d r e  do référence H4(t)sgécrit sous ru fnrmc * 

qetz 

où  tes  ~ " ' s n n t  d o s  opérateurs f m c t i o n s  d e s  opér.lteurs 
c o n s t r ~ i t ~ ~ ~ B  p a r t i r  d e s  opérr teurs  de spins e t  P 
e t  t e s  F (t) des  f ~ n c t i o n s  ateûtoires s t a t i onnx i r c s  
du temps d6pcndi.n-t du bain thermique par r(t) e(k) ct<P(k) 

On montre quc : 

et que 
I 

avec t e s  r ee l t i r tns  

qu' nn déduit d e  P Ihcrmi t ic i t é  do t npér î t eur  5 H 4  



3 
La mnyenn3 dii &Y(k) pgur toutos  t es  o r i en t a t i ons  do 

P e s t  nue te l i n s i  ut. Ea. moyenne pour tou tes  Ees oricn-  
t a t i o n s  do 3 e t  . En pr:itiquo ce fa  s e  t r a d u i t  
par une f a i b l e  ezrgeur de r a i e  de résonance des oiquides 
e t  cn p a r t i c u t i e r  de P 'eau 

I V )  Matrice dens i t é  

~ ' e q u a t i o n  d ' é v o ~ u t i o n  de Pa matrice densi té  pour 
notre  systéme s ' é c r i t  

4 d r  -- = -  
i d t  

On résoud habitue r t ement c e t t e  é q u n t i ~ n  d m s  Pa repré-  
sen t2 t i3n  d i t e  d t i n t e r a c t i 9 n  QÙ Eton d é f i n i t  un opérx- 
t c u r  Q-*(t) t o t  que 

s - itt,t ;Hot 
O-(t)= Q. r ( t )  Q 

Dans n ~ t r e  prob eéme P ' operzteur 6 ( k )  déc r i r a  f c m m -  
vement des sp ins  dsns Pe systéme du E a b o r n t ~ i r e  t and i s  
quo C T * ( ~ )  r e n d r î  c?mpti? du m ê m e  m.-iuvern~-t dzns ec sys- 
terne t , ~ u r n 2 n t  ~ u t ? u r  du chlmp c m t i n u  & 5 ta E r e -  
qucnce d e  LIIKIJ~OK u->, = ' a ~ ,  

Dans fa r e p r é s e n t a t i ~ n  c h ~ i s i e  , f ' équation d '  évotut ion 
dc etpper-i.teur ~ ' ( t )  s ' é c r i t  

e t  en dé$inissant  un nouver ~ p e r x t o u r  a t é a t i i r u  s t a t i o n -  
nnirc  H4 (t) t e  î que : 

iHo t - ; H o t  
H,(= e .H,(t).Ci3 

r ' é g u n t i ~ n  (40) devient : 
1 

4 do-" - - - - ( t )  jll) 
i, dt. - 



Etant  donné re carrictGre s t s t i : ,nna i re  de ~: ( t )  on 
peut mettre O-*(t) S ~ U S  ea f9rme i n t e g r ï t e  : ( ~ p p e n d i c e  B) 

L ' équation ( 12 ) s e  rés9udE aP o r s  par i t é r a t i o n  ( ~ p p e n -  
d ice  B )  e t  on s e  Pimite 2ux deux premiers termes dans ee 
déveîonpement de cr-*(k) ce qui donne 

Dé&rivms c e t t e  e x p r e s s i m  ( 1 3 )  par rapport  au tcmps 
t 

-_- a< dt J t (19 
O 

Pour un ensembte s t a t i s t i q u e  de systémcs, 13n gbserve 
une é ~ ~ ~ u t i 9 n  dans te  systéme - to2urnnnt d é c r i t  par un 
opérateur donsi te  m9yen C* obéissant  2 E'équatiQn : 

& .  d6 AI-  =-  $-~:(t)~r?o)/- 1 /=H;(~),[H,, (t-d, c ? o ~ ~ & T ~ ,  

V )  H~pqth6ses  e t  précaution -- -- irnpl~rtantes 

On suppQse que : 
w W 

I ) P ' l n  peut nég t iper  i a  c q r r e t o t i c ~ n  en t r e  H,,(k) e t  6(0) 
P ~ r s q u '  ?n prend Ea mfjyenne s u r  un ensemb oc: s t a t i s t i q u ~  
de systémes 

jt. 
2 ) r on peut remp i acer  Cf(0,) par 6*(t) 
3 )  t 'on peut étendre Pa Pimite supér ieure  de [ ' i n t é -  

g ra t e  à t ' i n f i n i  

4 )  P 'on peut négt iger  tms tes  termes d l ~ r d r o  supér ieurs  
à ceux é c r i t s  dans t e  dévc eoppement do a"Tt)(équntim 13) 



Ces hyp3théscs s e r ~ n t  va tab tes  pC.)ur des systémcs ca- 
r a c t é r i s é s  par u-n temps de c o r r é t a t i f i n  r=, de H4(k) 
t r è s  c m r t .  E P E C S  s e r ~ n t  en p a r t i c u f i c r  v e r i f i é e s  p m r  
un Piquide peu visqueux tee que e teau.  

L e  temps de c r 1 r r é e a t i ~ n  'SC représente e ' i n te rvae  Ee 
de temps nécessai re  pgur qu'une aistributi1-n quePcQnqua 
des nîgaux pf) r teurs  de spins  soit remptacée, grâce 6 
c 1 a ~ i t a t i 2 n  mf~eécueaire pnr une au t re  c f )nf igura t i ,m 
comptétement indépendante de  prcmiCre. 

C 
r é s  
c or 

avc 
d e  

e t ra i tement  semi ceassique où te c,,upeage a -. 

eau H4(k) e s t  une per turbat iyn atécit ) i r e  d ~ i t  
r i g é  cn remp~uçant  ~ " ( t )  p a r  ~-*(t)-~z& - T-I ( k+qM) * a---=-- 
- 

c H,(t)= 0 du paragraphe 
ce chapi t re .  
4 

U, e s t  ta matrice dens i té  de notre systéme dc deux 
sp ins  en equitEbre Pa tempernture T du bain thermique. 
Cet3 s i g n i f i e  qu'on peut décr i re  l e  c ~ m p ~ r t e m e n t  s t a t i s -  
tique d e  nl3tre ensemhte de systéme en a t t r i b u a n t  aux 
tr-lis niveaux d 'énergie %EL d'un systéme, des pqpuea- 
tj,r,ns p r ? p ) r t i  ;nnet tes  2 

G Ea 
Q -rf 

Avec 
précaut 

e*s hypr~théses précedentds e t  c e t t e  de 
i 2n f ' équzti ,>n ( 16 ) devient 

.CO - - - 

V I  ) EO'JATIOï\T DIEVOLUTIOl\S SOUS POHieE OPXHATOKIiiLLE - _ _ _ _ _ _ _  - ...----.------- --_II- 

Ngus üt tqns  dans ce p a r a ~ r a p h e ,  transformer eléquatif>n 
(18) p m r  ta  mettre squs une fgrme ~ p e r a t u r i e t  te direc-  
tement u t2  eisa,b t e  p m r  te  ca ecuF des temps de r e  e a x a t i ~ n  
T, et r, 



e t  que 
;Hot -;Hot 

H;(C)= Q W,(t) C- 

e t  pour ce Pa, i . ~  nous f a u t  é c r i r e  ces opérateurs +$Il 
(~3=-2,-1 0 , 4 , ~ )  'Hot ,t Q-'Hot 

r e x p t i c i t q  s f ~ u s  forme matr ic ie  E Ee ces ~ p é r a t o u r s  
e t  Q-' " i t e s t  c?miimds d 1  é c r i r e ,  P 'hamiEto- 

ZEEMAiY : 

svec puesat i?n d c  LARMOR 

4 O 

L 

En a ~ p c i q u a n t  Ces r è f ? ~ e s  d e  r n u t t i p ~ i c a t i ~ n  d e s  n a t r i -  
ces ,  c m  ob t i en t  : 



C~mpte tenu des r é s u r t a t s  (20) , (Jn e c r i t  : 
q=+2 

-;qat ~:(t)=z ~ @ ( t )  A Q 
q=-2 

D'après tes  p r ~ p r i é t e s  de t i n é a r i t é  des cl~mlutateurs 
r ' é q u a t i ~ n  (1 53) devient : CO 

- -  

On suppi>se un ci..iuve~.icnt s e i i t o i r e  i so t rope  p m r  
E ' ar ienta t ic)n  du vecteur  r de t e  E le s g r t e  uuc : 

(9 ) 
Cet te  r e r a t i ~ n  d é f i n i t  iû f>nc t i f , n  dc c o r r e i a t i m  (2) 

d e  Ea f 2ncti.tn a f e a t  )ire d e  p ? s i t i  >n F(T'(~). L a  f f )nc-  
t i  )n de c ,xréeût î . in  e s t  une f o n c t i m  réeE Ce e t  paire 
de t a  seuCc va r i ab t e  2 

I n t r r ) d u i s ~ n s  ac Jrs t e s  t r s n s  !ruées d e  $' 'OU~l&ri de 
t a  f 9 n c t i ~ n  do c ? r r é  Eltitin G ' q ) o q ~ ~  nr)us appe r t c r  m û  

CO 



avec 
dr 

/O 

 es quant i t és  ~ ( ~ ) ( q ~ ) ) e t  p)(qao) s f ;n t  réa I r es  e t  
i e  e s t  6 remarquer que : 

Ces nr>uve E t e s  d é f i n i t i  >ns nous pernct tent  ci' Gcrire 
e ' 6 qu%tir)n d ' é v  3 ~ u t i  3n : 

dt 

A cc moment A. ABJsAGAM affîrrnc ( 7  ) que ee terrile ima- 
nina i re  i kcqlolqub) d e  $(91(qa) n '  i i ~ t o r v i c n t  pas dans 
r ' équnti  m d e  r e  t a x a t i ~ n  (24) qui devient : 

do-* 

dt 

---- - -a----- - -- -- ---- 4 0x1) Caecut des taux de r o t a x z t i ~ n  . e t  - ' ( 8 )  
7; TZ , 

dt 
?u ), représente ta ~i-jyennc à tléquiribre the r -  
miuuc. Cette  6quatilJn dpnne : 

w 



1 C a ~ c u E  ons d'abord t e  taux cle re taxation - . ~'équa- 
tion ( 2 ~ )  est identique 6 : T 

I 

OU encore 

qc-L i 

tes opérateurs C)\;r,sont définis par: 

On vérifie aisément que : 

Ca o CU P ons par exenp P e 
I 

l-' 1 



On t r ~ j u v e  que 

Le C ~ E C U P  de s ' e f f e c t u e  de Pa 
A 

nene foçrin e t  ?n vé r i f ae  aisément que : 

Ln même méth'de d c  catcut? est u t i f i s é c  pour c a t c u l e r  
ios ,:~péroteurs hiz) e t  &% 

0 0 1 

2 O O 

On a r r i v e  au r é s u t t a t  

D e  t ' équa t ion  @SL) et des ca tcu te  ci-dessus on déduit  
fnciEcment : 

On obt ien t  à p a r t i r  d e  c e t t e  derni6re r c t s t i l ? n  t lexpres-  
s ion  du temps do rc t?axa t i fm TA : 

4 Terminlins par Q c  caCcuP du taux d e  r e  Eaxati _,n - 
On pa r t  de rtésuatiîn (29) T2 



gui est identique 6 : 

OU encore : q=tr 
Q, j cl+ d tr F~(IX +J,") = - 1. Z 5 (yuo) -1 dt r 1 ?=-. 1 

E ' opéra 

- Iii 

t eur  

[A (9)) 
e que ; 

 près quetques cnecues en tous points se12bPsboes à 
f a i t s  pour l a  reeaxation Fe Pong d e  t 'axe on 
trouve : 



e t  etéqusti , ;n (20) roise sous ?a firme 7 

d é f i n i t  t e  temps de r e  taxati jn TL par : 
1 

(1 ) A. ABHAGAI4 - Les pr incipes  Ju magnétisme nue ~ & a i r e  
C h .  V I I I ,  II page 272 

( 2  ) A. ABRAGAM - Les pr incipes  du nûgnétisne nucléai re  
C h .  II ,  page 42 

(3) A.G K ~ D F I E L D  1B.N J. HESEAHCH and Dcvetopeiÿent 1, N 1 
1957 e t  F. BLOCH Phys. Rev., 105, 1206 
( 1957 ) 

( 4 )  A. ABRAGAM - Les pr incipes  du ciagnétisme nuc léa i re  
C h .  V I I I ,  II, C pages 275-284 

( 5 )  A. ABHAGAM - Les principes du magnétisme nuc téa i rc  
C h .  V I I I ,  II, C page 278 

( 6 )  A.  ABRAGAM - Les pr incipes  du  magnétisme nuciéai re  
Ch.  V I I I ,  II, C page 279 

( 7 )  A. ABRAGM - Les pr incipes  du niagnétisae nuc t éa i ro  
Ch. V I I I ,  II, C page 281 

(8 )  A. ABRAGAM - Les pr incipes  du nagnétisne nucléai re  
C h .  V I I I ,  II ,  E puge 291-293 



RESULTATS THEORIQUES ET EXPERIlYEMTAUX 
_ I _ -  - - -  . - -  --- 

A - RESULTATS THEORIQUES 

Nous venons Ctét-beir tes expressions des taux de 
reeaxatian !L et en fonction  les densités spectraees 

J(o'(~) J W ~ ~ ~ ) %  & ;f2 J@) (Yqui caractérisent te spectre 
dtagitction motécutaire de eteau. Ces densités spectraees 
sont respectivement tes transformées d c  FOURIER rée t tes 
des fonctions de corré tation ciCO'(s), @")7)ct $@)cz) 
qui représentent ee mouvement désordanné des noyaux 
porteurs de spins (.I= 2 )  . Certaines fréquences dans 
ce spectre sont responsabees de en re~axation tongitu- 
dinate  T4 , d'autres et en partie ees mêmes, de ta retaxa- 
tion transversaes TL . 

LC c~ECUD cies fonctions d e  corréîation G'O'~Z), G0 1. i 2.l 
et ~ " ( r )  et enpite i:es densités spectraees J ~ o ) ,  
J@'[û+,) et 3 {t~) nécessite (le distinguer deux né- 

csnismes essentiets de retaxation : 

- tes intéractions intra-moléculair@s entre deux spins 
appartenant à une même  moeécuee; 

- [es intéractions inter-moeécueaires entrc spins de 
moeécuees différentes 

1 ) Intéractions intra-mo~écutaires - ----------- --I_ -- .--- -- --- -- 
D2ns ce cas, Pa retaxation provient de ta rotation de 

en noeécuee. Iliverses méthodes (1 ) (2 ) basées sur E 'hy- 
pothése du mouvement brownien des mo l écufl es correcte- 
ment décrit par une équation de ùiffusion, conduisent 
nwr expressions des taux de retûxation dus 6 Pa rotation t 



La  détermination du temps de cQrré~ation Z c  s'effec- 
tue en supposant que te mouvenent de rotation de t a  uo té- 
cuee d'eau peut être assimilé 2 cePui d'une sphorc rigide 
de rayon la* dans un ni lieu de viscosité 7 ( 3 )  

Le c~eff5cient Ce seef-diffusion D de P'eau est donné 
par Pa formute clc STOCKES 

0, LT- 
671- ar7 

o ù  k e a t  ta constante d e  BOLTZPIAXN, Pa viscositk 
nascroscopique ct T ta tenpérature absi>euo de P ' échan- 
tit ton. 

On v~it apparaître ici ta Biaison entre tes c~ntribu- 
\ tiens /&) et (A aux taux de rotmation globaux et L?- 

( 3 .  \ T r / R  
de P 'eau, et ta température 7- par -G % 

C. 1. == - 
3 h -7- 

( 4 )  La figure (1 ) représente ta variation 7 en 
fonction de ta températurc?; ambiante d e  P ' 6chanti P E on  OC . 
Si Pe temps . est beaucoup peus cmrt que Pa période 

de LARMOR U o  
Zlr 

II ) - Intérnctlgas inter-mo técuîaires - w- 

Dans tes intéractions entre no lécules, intervient eeur 
m~uvenent de transeation. Une étude générate éeaboréc de 
Pa retaxation par Pa diffusion de transtütion a 6té  faite 
par TORBEY ( 5 )  ( 6 ) .  A. ABHAGAM ta  reprend dans ee cas 
particufier ou te spectre. de transtcltion uioeécueairc ost 
bEanc. 





Nous n'entrerons pas dans tc détaie de ces thé~ries 
et indiquer~ns seulement que pour 4 Es contribution 

74 , duo au mouvenent d e  transeation est a peu près Po tiers 
de ce t t e  duc au mouvement ue rotation. Ici encore, 

ta liaison des contributions /A L e t  ($-&avec ta tom- 
\ 7'4 

pérature apparaît par Fe coefficient de se ef -diffusi~n D. 

B - RESULTATS EXPEHIMENTAUX 
_I -_I - - -  
Le carzctere principal des résuttats expérimentaux 

est eeur diversité suivant Pa nature de elcau cnpi3yée 
(eau désionisée, eau dégazée etc..), Ea taitee de t'&han- 
tietc~n, et Ees méthodes de nesure, I P  apparalt d m c  
ndcessaire de rassei~brer toutes tes nesures des temps 
de reeaxatilm de e 'eau faite jusquf à nos jours avant de 
ees c~nfronter avec nos résuttats expérimentaux : c'est 
te but d 'un travai O en cfJurs t 

Wassembtons sur un graphique f ig .  (2 ) les résuetats 
rlbtenus p3ur A par : 
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I - J . H  SIIVIPSON and H,Y CKRR (7) 

II - G.B. BENEDBK and E,M PUHCELL (8) 

III - G. CHIAROTTI,, G, C R I S T I f i V I  and L. GIULOTTO ( 9 )  
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CONCL US'ION -- .- 

Seton certains auteurs Jans eeurs nesures des temps 
de re~axati1-m de t'eau, ees effets reeaxateurs des 
par~is de etéchantie E3n interviennent cmme ee rapp~rt 
surface sur meurne ; Ces effets expeiquent en partie 
fa grande diversité des vapeurs expérimentates pour 
7, et T* 

P ~ u r  nos mesures, dans ee chaiap riiagnétique terrestre, 
avec nos échantiteons de grand vqeune, ees effets reeaxa- 
teurs des parois devraient être ninimisés ; If sera 
intéressant de ce fait de emparer nos vateurs à ceeees 
données précédemment. 

4 - tes reratims entre feS taux de TG taxatiln et TL 
et te spectre dtagitati(sn noeécueaire, ont été obtenues 
avec e 'hypothése d 'une grande synetrie dans Pe processus 
de diffusign, hypothése bien adaptée n9s échantit~ons 
de grand vc~eume. Ces reeations seront te p~2in-t de départ 
de ngtre étude expérimentate 



APPENDICE A -- 

Interact i ;3n d i . ~ ~  f a i r e  -- ------. -- 
Examinsns en déta ie  ot lntéract3. in en t r c  deux sp ins  

que n.us iiésigneri>ns par Iht Ir .  aio ont 6 e t  
-4 

t e s  angees p3Paires du vecteur  r qui t es  j ~ i n t  dans 
un t r i è d r e  t r i r e c t a n  te OXYZ d i n t  f ' m e  OZ e s t  pBrae t é  te 
au champ e x t é r i e u r  $, 

X 
Cette i n t e r a c t i m  s '  é c r i t  : 

ou en tenant  c:>mpte des r e l a t i o n s  (/1) 



L ' expressi'n (3) devient  : 

4 .z 4 2 - 4 Up\ *Hi = "oa'r, / Irl +5.1y +I:.I: - 3[C&3+15i- JP:~ +I e 1 
4T r3 2 - A- 

1 

L. ;y' 
3 S i n  €3. CosQ. Q . (1: - -. -, 



Transformq~ns ee terme B 

--3 

L i n t 6 r l c t i ~ ; n  dipf:  f a i r e  en t re  deux sp ins  I' e t  7 
peut s ' é c r i r e  : 

I 

c;ù t e s  
4) 

sont  des f ~ j n c t i - n s  a f é a t j i r e s  de  Pa p m i -  
t i m  rcea t ive  de deux sp ins  e t  r,; tes Aq)s-,nt des npé- 
r a t e u r s  ~ , ~ n s t r u l t s  à par t i r  des ~ p é r a t e u r s  de sp ins  de r e t  3: -, 



Les reeations 

viennent d e  ta nécessité plur I *harnirt(,nien d i p ~ t a i r o ' H ,  
d ' ê t r e  un l ~ p é r a t e u r  hermitique : 

+$ signifie ; crmjugue compeexe 

4- signifie : transposé csnjugué cqmpeexe 



APPENDICE B -- 

1) Passage de ~'équati3n dlév?eutif~n de .- --- ~ ( t )  - ---- à eteq,uatisn -- 
A-."- - 

dlév?euti?n de b'*(t) . 
;Ho t -iHok 

r y t ,  = e . r ( t )  . Q 
On a p ~ s é  ;Cf, t -C 4 0 k 

$(t) = Q . H, (t). Q 

V:~yons E ' e f f e t  de ces transf ~rmati ~ n s  sur E 'équatisn 

(3) 
-iHot iH.t-. H 

+ Q .  6*Q . C  0 dei 
J E -  dt 

0 u 
i ttok 

do-" Q 

dt 3 
Or c ~ m p t e  tenu de (3) 

dt 

Ce qui d m n e  : 



On en déduit que 

-IHk t,tdCrg i h k  iH,t 
e - 

dts 
dtr1Ù on tire ~'équatiqn 

dt 
gr 

On peut atr>rs mettre 6 it) s9u. ta f ~ r m e  intégrale 

En mettant ( 4 )  S ~ U S  ea f3rme 

et en dérivant p w  rapp~rt au temps 
\ 

III) Rés-jrutiqn -- de eté*ti3n - -- ( 5 )  par .-- +tér=~tP-in 
34 

On uti iise i cxpressi 3n (4 ) do ~7- (t)s ;us f grme in té -  
gritee 



SC r 
dans Paquet ie -ln remplace une p r i i ~ i é r e  f 2 i s  CS- (t)~ar : 

t r*(t"dt7 

2 

On rempence à n-luveau 6 * ( t 1  par une oxprossif>n ana- 
e?pue ; (6) et î n  se Eimite aux 3 premicrs termes dans 
te déve eoppement 

$(. 

O-"([) = 6(0) - - - - _  


