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CONTRIBUTION A LA THEORIE QUAHTIQUE 

DU POUVOIR ROTATOIRE MAGNETIQUE DES MOLECULES 



I N T R O D U C T I O N  
--=-=-¶-a=s-~=..=rC-3.=C=- 

Une substance quelconque soumise h un champ magnétique acquiert 

des propriété8 optiques particulières.  Lorsque le milieu magnétisé est  traver- 

s é  par un faisceau lumineux polarisé rectilignement, s e  propageant parallèle- 

ment à l a  direction du champ magnétique, on observe une ro ta t ion  du plan de 

polarisation : c ' e s t  l ' e f f e t  FARADAY ou pouvoir rotatoire  magnétique. 

Pour une direction de propagation de l a  lumihre perpendiculaire 

au champ magnétique, l a  substance, supposée naturellement isotrope, devient 

birefringente e t  s e  comporte comme un milieu uniaxe ; c ' e s t  l ' e f f e t  COTTON- 

Irlmolo 
Citons également un troisième ef fe t  magnéto-optique qui con- 

s i s t e  en une modification de l ' é t a t  de polarisation d'une onde lumineuse 

rdfldchie sur l a  surface d'une substance faromagnétique soumise & un champ 

magnetique ; ce phénomène est  appelé e f f e t  magnéto-optique de K m ,  Il ne fau t  

pas l e  confondre avec l ' e f f e t  ou birefringence électrique qui est l ina-  

logue électrique de l ' e f f e t  COTTON-MOUTON. 

L'effet  FARADAY, que nous Btudierons dans ce t r ava i l ,  a é t é  

observé dans l e s  gaz, l e s  l iquides,  l e s  cristaux, l e s  milieux fwmagnétiquee - 
e t ,  plus rdcemment, dans l e s  semi-conducteurs. NOUS nous limiterons i c i  au cas 

des molécules diamagnétiques dans un é ta t  physique peu condensé. 

L 'effet  FARADAY d'une substance déterminée peut e t r e  étudié 

de deux points de vue différents.  D'une part ,  on considère l e s  prepriétés 

du spectre optique de l a  molécule, en présence d'un champ magnétique : c 'es t  

l a  dispension ro ta to i re  magnétique. D'autre par t ,  on calcule l e s  grandeur8 

caractérisant l a  rotat ion du ~ l a n  de polarisation d'une onde électromagnétique 

de frdquence trbs différente  des fréquenccsd'absorption de l a  molécule. Nous 

nous attacherons ici au deuxième point de vue. 

Après avoir rappel6 l e s  premiéres i n t  erprét a t  ions du ph6nomène 

e t  l e s  thdories quantiques existantes, nous appliquerons l a  méthode de varia- 

t i o n  - pe*urbation h notre problème e t  conduirons l e  calcul h 8on terme pour 

l a  molécule d ' hydrogène, 1' eau e t  l e s  premiers hydrooarbums saturés. * 



C H A P I T R E  1 

-*a-=-= =-=-=-3i=-%=--rii 

GENERALITES ET TRAVAUX ANTERIEKRS 

A - Premieres expériences, l o i s  fondamentales, déf ini t ions .  ------------------ ------------mi---- ----i---i.- 

Le pouvoir r o t a to i r e  magnétique f u t  découvert en 1845 

par FARADAY (1). Son expérience i n i t i a l e ,  effectuée sur une plaque de verre  

f u t  améliorée e t  étendue à divers l iqu ides  e t  so l ides  ; cela  lui permit 

d t  énoncer l e s  premières l o i s  du phénomène. Ces l o i s ,  complétées par VERDEIF (2)  

de 1854 à 1858, sont  l e s  suivaptes : 

l g  - La ro ta t ion  ~4 du plan de polar isa t ion d'un fa isceau 

lumineux po la r i sé  rectilignement, t raversant  

une épaisseur 1 de substance soumise à un 

champ magnétostatique uniforme d ' i n t ens i t é  

B' es t  donnée par l a  formule suivante : 

tA = V 1 BI c o s 0  (1) 

où @ reprdsente l ' ang le  que fait l a  d i rec t ion  de propagation du fqisceau 

lumineux avec c e l l e  du champ magnétique e t  V ,  appelée constante de 

e s t  ca rac té r i s t ique  de l a  substance étudiée. 

29 - Le sens de l a  ro ta t ion ,  dans l e  plan d'onde, es t  

déterminé par l e  sens du champ magnétique e t  ne dépend nullement du sens de  

propagation du fa isceau lumineux. Contrairement à ce qui s e  paase pour l e  

pouvoir r o t a to i r e  na ture l ,  l a  ro ta t ion  es t  mul t ip l iée  lorsqu'on f a i t  subir  

au faisceaulumineux plusiours a l ler - re tours  dans l a  substance magnétisée. 

Cette propriété e s t  u t i l i s é e  pour augmenter l a  s e n s i b i l i t é  des mesures d e  l a  

constante de VERDET des milieux ayant un faibLe pouvoir r o t a t o i r e  magnéticpe 

e t  pour éliminer l a  contribution du pouvoir r o t a t o i r e  n a t u r d  l o r s  de l 'é tude 

de l ' e f f e t  FARADAY de substances optiquement actives. 

. ./. . 



Pour l a  plupart des corps, l e  pouvoir r o t a t o i r e  magnétique 

e s t  d i t  p o s i t i f ,  c'est-à-dire que l a  r o t a t i on  s ' e f fec tue  dans l e  sens du 

courant produisant l e  champ magnétique. VZDET a montré q u ' i l  e x i s t a i t ,  

nbanmoins, un ce r t a in  nombre de substances produisant un e f f e t  i n v w e ,  d i t  

négatif .  On observe cela  pour des molécules paramagnétiques. . 

La constante de VERDET s u f f i t  à carac tdr i se r  l e  pouvoir 

r o t a to i r e  magnétique d'une substance mais, il e s t  in té ressan t  d ' in t rodui re  

quelques grandeurs dérivées qui sont par fo i s  u t i l i s é e s  : 

- l e  pouvoir r o t a t o i r e  magnétique spécifique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

obtenu en d iv i san t  l a  constante de VERDE? par l a  masse 

spécifique de l a  substance. 

- l e  pouvoir r o t a t o i r e  magnétique moléculaire 
- - - - - - - - - - - - . - - - - - - i - - -  

déduit du pouvoir r o t a to i r e  spécifique par mul t ip l icat ion 

par l a  masse moléculaire M. 

- l a  r o t s t i v i t é  magnétique moléculaire - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

Comme nous l e  verrons par l a  su i t e ,  l ' express ion de l a  

constante de VWDCP V contient en fac teur  l e  terme (n2 + 2)* , par 
V 

conséquent, la  r o t a t i v i t é  magnétique moléculaire 9 nn sera  indépen- 
u 

dante de l ' i nd i ce  de ré f rac t ion  moyen n laIll possède également l 'avantage 
O 

d ' ê t r e  indépendante de l ' é t a t  physique de l a  substance étudiée. 



- Dans l a  l i t t é r a t u r e ,  on r encon t r e  également l a  r o t a t i o n  

molécula i re ,  r e l a t i v e  à c e l l e  de l ' e au .  - 

P r o p r i é t é s  d ' a d d i t i v i t é ,  sys témat iques-  expérimentales  

Les p r o p r i é t é s  a d d i t i v e s  de l ' e f f e t  FARADAY ont é t é  mises  

en évidence dès l e s  premières é tudcs  du phénomène. 

Dans s e s  t ravaux fondamentaux, VERDm ( 2 )  é t a b l i t  que l e  

pouvoir r o t a t o i r e  magnétique spéc i f ique  d 'un mélange de substances s a n s  

i n t é r a c t i o s p o u v a i t  ê t r e  dédui t  des  pouvoirs r o t a t o i r e s  magnétiques spéc i f ique ,  

des  c o n s t i t u a n t s  par  l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

L 'ex i s t ence  de p r o p r i é t é s  d ' a d d i t i v i t é ,  p a r  rappor t  aux 

atomes ou aux l i a i s o n s  c o n s t i t u a n t  une molécule déterminée,  pour c e r t a i n e s  

grandeurs  physiques t e l l e s  que l e s  r é f r a c t i v i t é s  e t  l e s  s u s c e p t i b i l i t é s  

diamagnétiques e t  l ' o b t e n t i o n  de systématiques a conduit  d i v e r s  chercheurs  à 

é t endre  c e s  r é s u l t a t s  à l ' e f f e t  FARADAY. Après l e s  t ravaux p ré l imina i r e s  

de PERKIN (3 )  , BHBTWAFdaB' e t  MP THUR (4 )  , e t  de MRLLEMANN ( 5 )  , GALLLIS, Li",BARRE, 

LJURENT e t  VOIGT ( 6 )  é d i f i è r e n t  une systématique de  l a  k o t a t i o n  magnétique. 

A p a r t i r  des r o t a t i o n s  molécula i res  d 'un  ensemble de molécules,  i ls  ob t in ren t  

l e s  va l eu r s  des  r o t a t i o n s  de  l a  p lupar t  des  l i a i s o n s  chimiques. 

De mgne que GUY e t  TILLIEU (7)  j u s t i f i è r e n t  pa r t i e l l emen t  

l a  systématique expérimentale  des  s u s c e p t i b i l i t é s  diamagnétiques é d i f i é e  

pa r  P?,SC,'L, PtClULT e t  HOI,REl U ( a ) ,  nous é t a b l i r o n s  l e s  fondements t héo r iques  

de  l ' a d d i t i v i t é  du pouvoir r o t a t o i r e  magnétique. 

B - Premières i n t e r p r é t a t i o n s  e t  t h é o r i e s  c lass iqwas  -------------------------------------------- 
Les premières  t e n t a t i v e s  dl i n t e r p r é t a t i o n  de  1' e f f e t  FARADAY 

ont naturel lement  é t é  guidées par  l ' a n a l o g i e  avec l e  pouvoir r o t a t o i r e  

na tu re l .  

. ./. . 



AIRY (t?) e t  VERDFT ( 2 )  appliquérent au pouvoir r o t a t o i r e  

magnétique l a  théor ie  proposée par FRESNEL pour l ' a c t i v i t é  optique na ture l l e ,  

qui  consiste à d i r e  que l 'onde plane incidente,  polarisée recti l ignement,  

s e  décompose en deux ondes polarisées circulairement en sens inverse ,  s e  

propageant dans l e  milieu avec des v i t e s se s  di f férentes .  

Cette idée  f-ut  confirmée par diverses expr4riences , r éa l i s ée s  

d'abord par RIGHI  (IO) e t  B.BECQUEREL (II) en 1878 e t  surtout  par BRACE (12). 

en 1901. 

L'étude de l a  dispersion r o t a t o i r e  magnétique, après des 

comparaisons infructueuses avec l a  dispersion ro t a to i r e  na ture l l e ,  a é t é  

effectuée par analogie avec l a  dispersion de l ' i n d i c e  de ré f rac t ion ,  ; 
' '3 diverses formules t r è s  approximatives r e l i a n t  l a  constante de TJERDET à , , 

l ' i n d i c e  de r é f r ac t i on  ont é t é  proposées par VERDE2 (13) e t  H.BECQUD'EL (14). 

Le découverte de l ' e f f e t  ZEEMAN , apparenté à l ' e f f e t  FhRLDliY, 

i n s p i r a  à H.BECQUEREL en If397 (15) fine théor ie  qui  l e  conduisit à l a  fameuse 

formule qui porte son nom : 

La première théorie électronique , basée su r  l ' ex i s tence  de 

par t icules  chargées dans l a  molécule, a é t é  proposée par DRUDE (16) en 1900. 

I l  abouti t  à diverses formules de l ' i n d i c e  de r6 f rac t ion  e t  de l a  constante 

de VERDEE ; d'abord : 

v 

puis ensui te  : 

La connaissance des r e l a t i ons  de dispersion de l ' i n d i c e  de 

ré f rac t ion  ( re la t ionsde DRUDE e t  de KETTELER-HELMHOLTZ) permit à RICH@XDSON 

(17) d ' u t i l i s e r  l a  formule de BEC6PJmEL pour obtenir  l 'expression suivante de 

l a  constante de VERDE)r : 



(où \ k = 1, 2 ,... ... désignent l e s  longueurs d'onde des 

vibrat ions  propres de l a  molécule ) 

Après l ' appar i t ion  de l a  théor ie  des é lect rons  de LORENTZ, 

divers  auteurs (DORFMAN (18) , HERZFELD (19), FRENKEX (20 ) , LADENBURG (21)) 

ont é tud ié  l e  mouvement des 5lectrons élastiquement l iés , ' soumis  simulta- 

nément à une onde lumineuse e t  à un champ magnétostatique. 

Ces calculs ,  généralisant  l a  théor ie  classique de l a  disper- 

sion,  ont conduit à l ' express ion de deux indices de ré f rac t ion  d i f f é r en t s  

pour des vibrations polarisées circulairement à dro i t e  e t  à gauche. 

C;jitons également l e s  travaux de MALLEM,~,,NN (5) qui ,  dans l e  
t 

cadre de la théor ie  classique des é lect rons  a exprimé l a  r o t a t i v i t e  moléculpll 

en fonction des r 4 f r a c t i v i t i s  des atomes consti tuants l a  molécule, par l a  7 
formule suivante : CRI A 

2 '2  
.'a 

T r  
. . Ca = Z 

2 ~ e X *  A 
P A  

où [ P ]  désigne l a  r é f r a c t i v i t é  de l 'atome B contenant p électrons 
A 

optiques. 

''O) '4 -3 
7 

., cl 
4 : J 
,3 

C -Théories quantiques 
--------------i- 

Avec l e  mécanisme quantique, apparuent de nouvelles t e n t a t i v ~  

d t i n t e rp ré t a t i on .du  pouvoir r o t a t o i r e  magnétique. 'If '0 
Après l e s  travaux préliminaires de LADENBURG (22) , DARWIN .*$ 

e t  WATSON (23) e t  KRONIG (24) é t eb l i r en t  des expressions de l a  ro ta t ion  7 
magnétique à p a r t i r  de l a  formule fournie par Z'UMEItj e t  HEISENBERG pour l e  

-! 
moment é lec t r ique  indui t  dans une molécule par une onde électromagnétique. - 9  

ROSENIiYELD (25) en f i t  l a  discussion dans l e  cas d' atomes 
' 1 

P 
' ? 

paramagnétiques ayant une s t ruc tu r e  normale de multiplet  ; il étudia l a  
4 

dépendance de l a  constance de VERDE2 par rapport à l a  température e t  son 4 

comportement par des r a i e s  d'absorption e t  des r a i e s  de ZEEF'LAN. : a  
-A 



Dans l e u r  l i v r e  fondamental de mécanique quantique, BORN 

e t  JORDLN (26) présentèrent  un c a l c u l  complet de  l ' express ion  de l a  r o t a t i o n  

magnétique. Ces auteurs  procédèrent en deux é t apes  : étudiant  d'abord l a  

seu le  ac t ion  d 'un  champ magn6tique s u r  un atome, i l s  en dédu i s i r en t  l e s  

fonct ions d'ondes perturbées e t  l e s  éléments m a t r i c i e l s  de l ' o p é r a t e u r  
-3 

moment d i p o l a i r e  é l ec t r ique  P . Puis per turbant  l e  sys t èm précédent par  

l e  champ é l e c t r i q u e  d'une onde lumineuse do fréquence a n g u l a i r e w ,  ils 

ca lcu lè ren t  l ' express ion  du moment d i p o l a i r e  i n d u i t  à l ' a i d e  de le t h é o r i e  

des pe r tu rba t ions  dépendant du temps ; c e l c  l e u r  permit d 'ob ten i r  l a  r e l a t i o n  

e n t r e  l e s  vocteurs  champ e t  e x c i t a t i o n  é l e c t r i q u e s  e t  .de résoudre l e s  équa- 

t i o n s  de 14,LXWELL. Ils trouvèrent  finalement l ' express ion  su ivante  de l a  

constante de VERDEVpour un atome etans un é t a t  s i n p l e t  : 
(* 4 T W ~ J  t < ~ i ! p  \ Q 0 ) > 1 2  (31- .O > (11 1 

3 n m c 2  fl 1 

L 

SEHBEl (27) é t end i t  l e s  ~ ~ é s u l t a t s  préc6dents aux mol6cules 

para ou diamagnétiques e t  proposa l a  formule su ivante  : 

Citons également l e s  t ravaùx de  CAKROLL (28) qui  é t u d i a  

par t icu l iè rement  l e s  molécules diatomiques, e t  p lus  récemment de TOI3Ii-S e t  

t e " L F i N N  (29) e t  de GOOSSENS (30). 

En 1962, GROENEWEGE (31) a publ ié  un important a r t i c l e  d a n ~  

l eque l  il reprend l a  t h é o r i e  générale de l a  r o t a t i o n  magnéto-optique des  

molécules diamagnétiques. Contrairement à s e s  prédécesseurs,  il u é tud ié  

simultanément l a  pe r tu rba t ion  par l e  champ magnétostatique e t  par  l 'onde  

électromagnétique e t  il t i e n t  compte de l a  présence d 'un moment d i p o l a i r e  

magnétique i n d u i t .  La thdor i e  des pe r tu rba t ions  dépendant du temps de  DIRAC 

l u i  permet d 'ob ten i r  l e s  fonct ions  d'onde de  l a  molécule per turbée  en 

fonct ion  des chtgnps. 



k 
C 

Ensuite ,  su ivan t  un processus que nous u t i l i s e r o n s  dans n o t r e  

t r a v a i l ,  il ca lcu le  l e s  moyennes quantiques dos opéra teurs  moments d i p o l a i r e s ,  y. 
-9 9. 

é l e c t r i q u e  e t  magnétique P e t  M , pu i s  lou r  moyenne s t a t i s t i q u e  sur  t o u t e s  t 
l e s  o r i en ta t ions  de l a  molécule. I l  ob t i en t  finalement l e s  développements 

su ivan t s  des moments é l e c t r i q u e  e t  magnitique macroscop iqu~  i n d u i t s  en fonc- - 
4 d , , 

t i o n  des champs Clectr ique e t  magnétique e t  B de  ].?onde lumineuse e t  du 4 4 
L 9 S  -c' 

champ magnétostatique B1 3 
4 4 
P H = - ( # $ + ) 3 % +  T r ~  B r B A B ' )  (13-1) 

5 
o ~ . ~ ~  + Y B  . r '1 - - , >2, 

Etudiant  la propagation d'une onde électromagnétique dans un mi l i eu  c a r a c t é r i s é  

par  l e s  r e l a t i o n s  (13) ( v o i r  appendice) ,CifOEi!lENlgGE montre que l a  constante 

de  VERDET d'une molécule d iamgné t ique  peut ê t r e  expripée en fonct ion  des 

grandeurs y et  f par l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

V =  - 2 T  7% w2 
C (14) 

(où%représente l a  nombre de molécules par  u n i t é  de  volume e t  n désigne 
"d 

O A 9. 
, -R 

l ' i n d i c e  de r é f r a c t i o n  moyen dh mi l ieu) .  :, il 
L - ;I 

Les deux c o e f f i c i e n t s  importants y e t p  sont  donnés , en fonc- 

su ivantes  : 

b d a 



En r a i s o n  de  l e u r  complexité e t  de l a  nnuvaise connaissance des fonckions 

d'onde des  é t a t s  e x c i t s s  d 'une mol3cule, l e s  formules précédentes  s e  p re t en t  

d i f f i c i l emen t  à un c a l c u l  numérique. NSanmoins, ap rè s  avo i r  dQvelopp6 une 

t h é o r i e  g sné ra l e  assez  semblable à c e l l e  de  GROENEWEGE, 11H,2YkA (32)  a ef fec-  

t u 4  une a p p l i c a t i o n  numérique pour l a  molécule d'hydrogène. 

U t i l i s a n t  des  formules analogues à (15) e t  (16) e t  en con- 

s i d é r a n t  l e s  é t a t s  e x c i t é s  jusqu 'à  n  = 4 ,  ce t  au t eu r  a  obtenu un r é s u l t a t  

s a t i s f a i s a n t .  

Cepencisnt, pour des  molécules p lus  complexes, il e s t  préfé-  

r a b l e  d ' u t i l i s e r  une a u t r e  méthode ; c ' e s t  pourquoi,  dans n o t r e  t r a v a i l ,  nous 

avons géné ru l i s é  l a  t h Q o r i e  de  v c r i a t i o n  - pe r tu rba t ion ,  i n t r o d u i t e  par GUY 

e t  TILLIEX (33)  l o r s  des  c a l c u l s  des  s u s c e p t i b i l i t é s  diamagnétiques s t a t i q u e s  
9 

? , e t  par  KXPLUS e t  KOLKER (34) d ' une  p a r t  e t  M~VRayrnnL e t  STEPHEN (35) 

de  l ' a u t r e  , à propos de l ' d t u d e  de I a  p o l a r i s a b i l i t é  é l e c t r i q u e  dynamique 
=# 
d (w) e t  d ' a u t r e s  grandeurs du premier ordre.  

Ce t t e  méthode a  l ' a v a n t a g e  d e  ne réclamer que l a  connaissance 

de  l a  s e u l e  f o n c t i o n  d 'onde de l ' é t a t  que l ' o n  perturbe. 



C H A P I T R E  II 

--=-=-=-=i=-=i=---=-=-=-=- 

UTILIShTION DE LA BTETHODE DE V/iRIATION - PERTURBATION 

A - Equations générales. 
----------------IN 

5 

Nous considérons une molécule (ou un atome) diamagnétique, - r  

'4 possédint N é lect rons  repérés par l ' i nd i ce  j ( j  = 1,2, .  . .. N) , soumise simul- , 

tandment à l ' a c t i on  d'un champ magn8to;itatique homogbne % e t  à c e l l e  d'une i 
onde lumineuse plane, polar isée  rectilignement, de fréquence angulaire U) . d  

-9 9 13 (d i f fé ren te  des f r é  uences de r é scn  ance de l a  rnol6cule) e t  de vecteur dlonde%,.. 

k pa r a l l è l e  à B1 . !i 
Le th8orème de BORN--0PPENREIIUIER nous permet de nous borner 

uniquement à considérer l ' a c t i o n  des champs sur  l e s  électrons. 

-3 r. é tan t  l e  rayon-vecteur (déf in i  à p a r t i r  d'une or ig ine  
J 

O quelconque) de l ' e l e c t r o n  j, celui-ci  se ra  soumis au po ten t ie l  - vecteur 

où 
+O -2 -9 +O* / ( $  ,t) = erp [i ( u t - l c . r . ) l + ~ ~  erp  ci ( w t -  

J 

représente l e  po ten t ie l  - vecteur de l 'onde lumineuse, tandis que 
- -,d - -, 

d 1 &  4 . i J r 

A '  ( r j  ) = - 
2 

Bf A r 
j -. 

désigne ce lu i  du ch~mp magnétostatique. 

Les champs électromagnétiques sont i c i  déf inis  à l ' a i d e  

d'une jauge de COULOMB : 



i 
La longueur d'onde de l a  vibration lumineuse e s t  grande 

par rapport aux dimensions de l a  molécule, de sor te  que nous pouvons, 21 - 
l ' i n t é r i e u r  du volume moléculaire, renplacer l 'expression (2) par l a  fomuïe i 
approchée 

* 9 + * % (lj * t )  = [ (  tg (1) + (rj -3) .[if&* (rd . t)]  (T) (4) 
4 
0 

obtenue en ne gardant que l e s  deux premiers termes de d6veloppement de TATIXR :$ 

1) + 5 
d e ?  (2 , t )  a u t o u r d l u n p o A n t I ,  d e r a y o n w v e c t w  R = 0 1 ,  s i tu6  

j 
h l t i n t 8 r i e u r  de l a  mol6cule, 3 

O 

A l ' a ide  de (2). nous obtenons ( a )  : 

\ 51 - R représente l e  rayon - vecteur de 1161ectron j , 
repéré B p a r t i r  du point 1. 

12 

(* ) Nous ut i l isons,  pour l e s  contractions de vecteurs e t  de tenseurs, 4 
;I l e s  conventions pr6conieéea par l'Union Internationale de Physique pure e t  2 

appliquée ! 36). 



1 )  Hamiltonien de l a  molécule perturbée 

L'opkrateur hamiltonien d'un système d'électron<.de spin  

t o t a l  nul ,  e s t  habituellement exprimé à l ' a i d e  des po ten t ie l s  par l a  formule 

suivante : N 

t ) ) + ~  ( 6 )  

Suivant une idée de M.G~PP~%~T-MAYER (37) e t  de H N T Z  (38).  nous a l lons  

p lu tô t  u t i l i s e r  i c i  un développement du type mul t ipola i re  de H, mieux 

adapté à nos besoins. 

Ce changenent d'hamiltonien es t  l i é  à une transformation 

de jauge des potentie S. 

-b # - 4  *4 ( r 7  3 9%) + & ( r j  , t )  = 3S(r;j, t) + V. f (r , t )  
J j (7-1 

4 9 (r, 3 t ) + p ( r j ,  t )  =?(<, t ) -  -A (+,) a* J 

f qui ,  dans l e  cas gsnéral ,  e s t  une fonction a r b i t r a i r e  des coordonnées e t  

du temps se ra  choisie i c i  sous l a  forme : 

3 
So i t ,  B 1 'aide  des formules (1) e t  (3 )  e t  en remplaçant A (r ,t) par s a  

j 3  3 
forme approchée % & , t )  : 

3 " +b 3 7) 
f ( r j  , t )  = - B .  ( B t A r . )  

J 
(9) 

-+ 
Le gradient de f ( r  , t )  sera  

j 

Le nouveau po ten t ie l  - vecteur pourra donc ê t r e  é c r i t  sous l a  forme 

su iv  n t e  : 4 - + a  3 + iwt + 3% 
9 t )  = ( k a o )  exp(- ik .~)e  - i ( h @ ~  ) 

j O 

l > +  + -  2 B I A P J  (11) 



Compte-tenu de l a  jauge do Coulomb init ialement chois ie ,  

= O) ,  l e  po ten t ie l  sca la i rese ra  : 
, A iwt -*  + - i w t  . 2 ex, (-ik.R)e - i A' O exp(+ i k. R) e 3 

Remarque : 

Nous pouvons remarquer que l e s  nouveaux potent ie ls  vér i f i en t  

l a  conditior. de LORENTZ. 

En e f f e t ,  après l a  t r ana fo~na t ion  de jauge caractér isée  par 

l e s  r e l a t i ons  ( 7 )  e t  ( 8 ) ,  nous obtenons : 

e t  nous pouvons é c r i r e  : 
I 

2 
C 

d iv  & +  @;- 
= - 

2 7  - - 

Noys constatons aisément ue l e  terme entre  crochets e s t  nul en ra i son  de l a  0;. 
forme de l 'expression de*, e t  comme nous avions init ialement une jauge de 

9 
Coulomb (div  $ = 9 

d i  v 
C 

Ainsi l a  transformation de jauge u t i l i s é e ,  correspond au passage d'une jauge 

de  C! CUXMB à une jauge de LOREIJTZ. 

En mécanique quantique, l 'opérateur  moment canc.nSquement 
3 

conjugu6 p .  do i t  ê t r e  considéré comme invariant  dans une transformation de 
J 

jauge (contrairement au cas de l a  mécanique c lass ique)  ; l lhamiltonien (6) 

devient a lo r s  : 



f i  N + $4. -+a iwt  -i. :* 4- 
4% 

H= j = 1  ' f kk - 2 c [ ( k @ ~ i )  exp (-ik.R ); - i ( k  * A ~  ) exp(+ik.R):iwj*[j 

e 
rr 

-9 -+ + iwt 
+ -p c b [iz exp(- i k . ~  ) C  - L. ?aY do 

+ 3 

j exp ( i k  .R)e 

3 4 
e W  + +O 

3 +%- 

+ - C 
) : @ O ex, (- 2 .aeiUlt+(k @go )exp ( + i  k .R)e 

O 

Les r e l a t i o n s  de commutation e n t r e  l e s  o p t r a t e u r s  - ,  

* -3 
e t  p j  e t  l a  condit ion de t r a n s v e r s a l i t é  de % ( d i v  1% = O ou k. 2 = O )  

O 
permettent d ' é c r i r e  : 

J 

2 
- 3  - - &  - - t - -jr, -A 4 -iwi 

- L,L[~@ 2nc J 
(;'AC)]: [- i (k 8 ~ 0 )  O x p  (-ik . R)e + i ( k @ ~ ) e i p ( + i l c . ~ ) i  

2 4 -* 
+ i ~ t  + *  

a 
+ E:(k Bk0) exp(-ik- a ) e  + i ( k  BA0 ) * [ exp (+ik . nc O O 

En in t rodu i san t  l e s  opérateurs  su ivan t s ,  d é f i n i s  à p a r t i r  de  l ' o r i g i n e  1 : 

l e  moment d i p o l a i r e  - - - - - -  - -4 - 
? =  e 

é l e c t r i q u e  : - - - - - -  



- l e  moment quadrupolaire é lec t r ique 

3 - - - - - -  -&- - 
& =  e 

- l e  moment d ipo la i re  magnétique de l a  molécule non perturbée - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

e t  l e s  valeurs  des champs é lec t r ique  e t  mgnétique de l 'onde lumineuse 

au point 1 : (21) 

C 
-+ -+ 

C . . 

(22) 
La formule (16) prend l a  forme suivante,  où apparaît  clairement l e  c a a c t è r e  

de développement mul t ipola i re  i n t rodu i t  par l 'usage des po t en t i e l s  de 

G ~ P P E R T - ~ Y E R .  (* ) 

A 4 0 )  0 + -4 

Il =A É p2+ V - M  . B '  - 1 1  (0  
2 n  j j Bo 

- -z* '% 

-5. -* 9 -3 

( % ) ( A 8 ~ ) ~  désigne l n  p a r t i e  synétrique du tenseur A 6) B 



L e  pouvoir r o t a t o i r e  magnetique e s t  un e f f e t  l i n é a i r e  à l a  f o i s  par  rappor t  

aux champs de  l ' onde  lumineuse e t  au champ s t a t i q u e ,  il s u f f i r a  donc , en 

négl igeant  l e s  termes l i é s  au quadruNe é l e c t r i q u e  dont l ' i n f l u e n c e  s u r  l e s  

phénomènes op t iques  e s t  f a i b l e ,  de cons idé re r  dans l a  s u i t e  de  l a  p ré sen te  

étude,  l ' hami l ton ien  r é d u i t  : 

A. 
H = H(o) + H (l) + H ( 2 )  (24) 

avec 

*(O) = 1 I; - + 2  
j 

+ v 
2m J 

2 ) Fonct ion  d'onde de l a  molécule pe r tu rbee  

a  - Développement de l a  fonc t ion  d'onde - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
En géné ra l i s an t  une méthode de v a r i a t i o n  - p e r t u r b a t i o n  

u t i l i s é e  par  GUY e t  TILLIEU (33)  , ( 3 9 ) ,  l o r s  du c a l c u l  des  s u s c e p t i b i l i t é s  

diamagnetiques s t a t i q u e s  '9 e t  par  MAVROYAIJNIS e t  STEPHEN d 'une  pa r t  (55) 

e t  M.KARPLUS (34) de l ' a u t r e  pour l e  c a l c u l  des  p o l a r i s a b i l i t é s  dynamiques 

c z ( W )  nous pouvons é c r i r e  l a  fonc t ion  d'onde du syitè.ne per turbée  sous 

une forme f a i s a n t  a p p a r a î t r e  l a  c o n t r i b u t i o n  des d i v e r s  paramètres  d e  per- .  ' 

t u rba t ion .  

En supposant que l a  molécule s e  t rouve dans son é t a t  fonda- 

mental avant 1 ' i n t roduc t ion  des  pe r tu rba t ions  , nous avons ( en prenant 

l ' o r i g i n e  des  coordonnées au c e n t r e  1 da developpenent mu l t ipo la ike )  : 





b - Conditions de  normalisation - - - - - - - - - - - - - -  
Nous allons é t a b l i r  l e s  diverses r e l a t i ons  que doivent v e r i f i e r  

l e s  vecteurs e t  tenseurs précidemment in t rodui t s  a f i n  que l a  fonction d'onde 

de la molécule perturbée s o i t  normalisée à l ' un i t é .  

h déve loppan ty  selon (%), nous obtenons : 

En prenant l a  fonction d'onde de l ' é t a t  fondamental de l a  molécule non 

perturbée normalisée selon : 

nous obtenons aux premier e t  second ordre de perturbation 

A l ' a i d e  de l 'expression (27-2) e t  de son imaginaire conjuguée, l a  fornule 

(31) conduit aux re la t ions  shivantes (*) : 

( f i )  Nous désignons 
-3 ld(?)p(3 d;* + 9 3  r )  d r  d r  ... drN. 4 

N 1 2  



De même, au deuxième o rd re ,  en ddvcloppant (31-2) à l ' a i d e  

de  ( 2 7 - 3 ' )  , nous obtenons l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  e t  l e u r  complexes con- 

jugués : 

O r ,  nous ver rons  par l n  s u i t e  que s e u l e s  l e s  p a r t i e s  an t i sy -  
e - 3  
-5 

métriques des  t e n s e u r s  T e t  T: ( = + 1 )  i n t e rv i ennen t  dans l ' e x p r e s s i c  
1 - 

des  grandeurs responsables  de  l ' e f f e t  FARADAY. I l  e s t  a l o r s  i n t é r e s s a n t  d e  
-4. 

remplacer ces  t e n s e u r s  an t i symétr iques  par  leurs v e c t e u r s  duaux T t- e t  
1 

-@L 

t e l s  que : 
2 

F' -t 
- - T; - 

2 i jk 
"s; ( p a r t i e  an t i symétr ique  de  T ) 

i J jk 

1 - -  != & % 
- 4 (TJ  

- Tj ) ; (5  = 1 , 2 )  (34 
j Ir k  j 

( E i j k  e s t  l e  t enseu r  complètenent a r i t i synSt r ique  de LEVI-CIVITA). 

Les r e l a t i o n s  (33) permet ten t  d  ' é c r i r e  l e s  cond i t i ons  de  normal i sa t ion  pour 
G'c Pe e t  T ; nous obtenons : 

1 2 

a i n s i  que l e s  r e l a t i o n s  complexes conjuguées. 



3 - Equations d ' évo lu t ion  

L a  fonc t ion  d'onde i( ( f t )  e s t  s o l u t i o n  de 1' équat ion  

d ' é v o l u t i o n  : 

i (36) 
-2 t 

que nous pouvons dévclopier  par  rappor t  aux d i f f é r z n t s  o rd re s  d e  pe r tu rba t ion  

à l ' a i d e  des  r e l a t i o n s  (24)  e t  (26) ; nous obtenons : 

Les expressions (25-2) e t  (27-2) permettent  d  ' é c r i r e  1' équat ion  dl  évolu t ion  

du premier o r d r e  (37-2) sous l a  forme : 

Pour que c e t t e  équat ion  s o i t  v é r i f i é e  à chaque i n s t a n t  t ,  il f a u t  e t  il 

-+& '+ s u f f i t  que l e s  vec t eu r s  F1 , F: e t  .$ G voient  respectivement so lu t io i s  des  

équat ionrsu ivante  s : 



%* a 
Nous remarquons que l e  v e c t e u r  G e s t  l i é  au  vec teur  g in t rc rdui t  

par  GUY e t  TILLIEU ( 3 3 ) ,  (39),  l o r s  du c a l c u l  des  s u s c e p t i b i l i t é s  diamagnétiqu 

s t a t i q u e s  e t  que 
-4 l i m  -5' 
G = F ~ E  (4 

" / O  

Au deuxième ordre ,  l e s  r e l a t i o n s  (25), ( 2 7 ) ,  e t  (37-3') permettent  d ' é c r i r e  : 

2 
2 

I c i  en re ,  nous constatons que l n  r e l a t i o n  (41) e s t  v e r i f i é e  , quel  que s o i t  

t , s i  T C e t  (t= + 1) sont s o l u t i o n s  des  equat ions  su ivan te s  : 
1 2 - 



0 
Sachant que,  dans l e  cas  de l ' e f f e t  FARADl,Y, l e  c h m p  aagné tos t a t ique  B' 

'-3 
e s t  perpendicula i re  à Bo , nous pouvons é c r i r e  : I 

Par  conséquent,  à p a r t i r  des  équat ions  (42) nous obtenons faci lement  l e s  -+ - E  t qua t ions  auxquel les  doivent  s a t i s f a i r e  l e s  vec t eu r s  T: e t  Ta , duaux 
L/\ 4 
-3 

des  p a r t i e s  an t i symétr iques  de  T-S e t  T E  , s o i t  : 

4 - Mo~ennes quant iaues des  opéra teurs  nonents d i p o l a i r e s  de  l a  molécule. 

a - Moment d i p o l a i r e  é l e c t r i q u e  - - - - - - - - - - - - - - -  
Lorsque ?a molécule per turbée  s e  t rouve  dans l ' é t a t  d d c r i t  

pa r  l a  fonc t ion  ( t , I n  v a r  o 1 e  a ic roscopiquc  du moment 

d i p o l a i r e  é l e c t r i q u e  P s e r a  fou rn ie  par l a  noyenne quant ique 

(45) 



En u t i l i s a n t  l a  décomposition (16) d e $ ~ ~ a r  rappor t  aux d i f f é r e n t s  o rd re s  

de  p e r t u r b a t i o n ,  nous pouvons d ive lopper  (45) s e l o n  : 

+ (TJ2) + ..... (46) 

avec : 

Les expressions (27) en t r a înen t  : 

- A 1' ordre zero : 

- du premier o rd re  : 

A l ' a i d e  de  (27-2), d e  ( m ) ,  (21)  e t  de  l e u r s  dé r ivés  

tempore l les ,  (47-2) devient  : (%) 

- Au deuxième o rd re  : 

(9 ) Re Z désigne l a  p a r t i e  r é e l l e  d e  a e t  7 n  Z,sa p a r t i e  i nag ina i r  e. . ./. . 



En développant cette expression à l'aide (27-3') et en ne tenant 

compte que des termes croisés par rapport aux champs dynamiques et au chanp 

stûtique, nous obtenons : 

b - Moment dipolaire nügnét ique - - - - - - - - - - - - - -  
En prSsence d'un chanp électronagnltique, l'opérateur nonent 

dipolaire nagnétique prend la forme suivante : 

avec l'opérüteur nonent pemüncnt : 

et l'opérateur noment induit : -> 

A l'aide de l'expression (ll), nous obtenons : 

?l> 2 -3 4 -3 3 -7 i ~ t  M p . [i (AO O *)erg( - i lk. .R)c O 

4% 4 
- i ( A: @ k) exp (+ ik.,~) e 



+ +* 
+ i (f! A: ) exp ( + 

De même que pour l e  moment dipola i re  é lect r ique,  l a  moyenne quait ique s e r a  

développée se lon : 

avec 

O O 

Nous n t  étudierone pas 1s moléculas paramagnétiques, par conséquent, ce t e m e  

caractkr isant  l e  moment d ipo la i re  magnétique permanent da l a  molécule se ra  

i c i  nul, 

, y p ~  $11 

~ b i  + <y:'fiyOs 
(60) 

A l ' a i d e  des expressions (27) e t  ( 5 6 ) ,  nous obtenons après un calta sem- 

blable .& ce lu i  effectué pour l e  moment dipoloire  é lect r ique : 
X 

c ~ i ~ > ( l h R e  <+(O) 0 ($ + ? - j  >,S) 1 O 





5 -Expressions nacroscopiques des moments d ipo la i res  é lect r ique e t  marnétique 

Au paragraphe précédent, nous avons é t a b l i  l e s  expressions des 

moments d ipo la i res  é lect r ique e t  magnétique d'une molécule i so l ée  soumise 

à l ' a c t i on  d'un champ magnétostatique e t  d'une onde lumineuse. Nous a l lons  

maintenant calculer  , à p a r t i r  de ces moyennes microscopiques e t  individuel les  

l d s  moments dipola i res  indu i t s  d'un système contenant un grand nombre de mo- 

lécules  s e  trouvant dans l ' é t a t  fondamental avant l l in t roduc t ion  des pertur- 

bations. 

Ne considérant que des molécules dimagnétiques, négligeant 

l e  f a i b l e  e f f e t  d 'o r ien ta t ion  d u  champ é lec t r ique  de l 'onde lumineuse sur. l e  

moment é lect r ique permanent dans l e  cas de molécules pola i res ,  e t  tenant compte 

que l e  moment d ipo la i re  magnétique indui t  par l e  champ s ta t ique  in t rodui t  un 
'O 2 

terme d 'or ienta t ion proportionnel à B' , nous pouvons dans l e  ca lcu l  des 

grandeurs responsables de l ' e f f e t  FARADAY, lesquel les  sont proportionnelles 
4" 

à 1 B1( , ignorer l e s  e f f e t s  oriienteurs du champ magnétique e t  considérer que 

l a  molécule peut avoir  une or ienta t ion quelconque par rapport aux champs. 

Pour un milieu siffisamment d i lué ,  nous pouvons également 

négliger l e s  in te rac t ions  moléculaires. Les moments dipola i res  é lec t r ique  
-9 

e t  magnétique PN e t  M seront donc obtenus en effectuant une moyenne 
N -+ U7 

s t a t i s t i q u e  des moments individuels ( P > e t  ( M) par rapport à toutes  l e s  

or ienta t ions  de l a  molécule. -* 
C_C 

d G\ 
En désignant par 4 P> e t  (M ) l a  valeur moyenne des moments 

dipola i res  d'une molécule par rapport aux or ienta t ions ,  l e s  moments macros- 

copiques indu i t s  seront  : 

(%étant l e  nombre de molécules par un i t é  de vàltme). 



3 U 
Les expressions des  moments d i p o l a i r e s  i n d i v i d u e l s  ( P> e t  (PI> 

contiennent  des  t e r n e s  formgs à p a r t i r  de vec t eu r s  e t  t e n s e u r s  t e l s  que P' 
=9€ ... T ,...., l i é s  à l a  molécule e t  des  v e c t e u r s  f i x e s  t e l s  
l=+ % , k , . . . . . , l i é s  à 1' observateur.  

En désignant  respectivement par  des  l e t t r e s  grecques e t  l a t i n e s ,  

l e s  vec teurs  l i é s  à l a  molécule e t  l e s  vec t eu r s  f i x e s ,  nous avons rassembléA 

ci-dessous l e s  r e l a t i o n s  néces sa i r e s  au  c a l c u l  des noyennes s t a t i s t i q u e s  des  

moments S l e c t r i q u e  e t  magnétique. 

6 (66) 

*' -4 -+ -ir 
(67)  

dual  de  l a  p a r t i e  a n t i ~ y m é t r i ~ u o  de%) 
++' 4 +  P*%a$1.* - =(Zh*,(F.B)= $ ( A . ~ ) ( B A * )  

-+* +.cg 
(68)  

A * B 2 .  ) = O (69 

Les moyennes macroscopiques des express ions  (49), ( 5 2 ) ,  (61) e t  (62) s e ron t  

donc : 





Pour l e s  molécules diamagnétiques,  l a  fonc t ion  d'onde non , . 

per turbée  $ 'O) peut ê t r e  c h o i s i e  r é e l l e  : l e s  r e l a t i o n s  ( 3 9 )  e t  (44) 
O montrent que , dans ces  cond i t i ons ,  l e s  VecteursF '  e t  si 

1 
sont r é e l s ,  

*& 2 
t a n d i s  que 7: , G e t  T sont  imagina i res  purs.  

1 

Cer ta ins  t e r n e s  des expressions (71), (72) ,  (73) e t  (74) son t  

a l o r s  n u l s  e t  l e s  moments é l e c t r i q u e  e t  magnétique ülacroscopiques i n d u i t s  

peuvent ê t r e  é c r i t s  sous l a  forme : 
47 

(75) 

( 7 6 )  

Rela t ions  e n t r e  c e r t a i n s  c o e f f i c i e n t s  : 
~-=P , I I=u=G. I=P=ç I= ip=rn=m=rn=~=~ .== -  

En désignant  pa r  = 0,1,2, .  . . . . ) l 'ensemble ortho- 

normé complet des  fonc t ions  H(o) d e  I n  molécule non 

per turbée ,  l a  r e l a t i o n  de  fermeture + 4 -b 

permet d e  développer l e s  e o e f f i c i e n t s p e t  P de l a  façon  su ivan te  : 
4 

> <$ k f2-)> (78) 

D'autre  p a r t ,  

sur l ' e s p a c e  , nous obtenons : k 

L 'he rmi f io i t é  de H(o) e t  la r e l a t i o n  aux va l eu r s  p rop res  : 

H q- (O)* 
k k 

e n t r a î n e n t  : 

avec W ok a 
~ $ 5 4 ~  - y 

Un c a l c u l  semblable , e f f e c t u é  à l ' a i d e  des équat ion (39-2) e t  (39-3) 

a b o u t i t  aux formules su ivan te s  : 



En repor tant  respectivement (80) e t  (81) dans (78) e t  ( 7 9 ) ,  nous obtenons 

f ina lenent  : 

j> =4)3b4. 2 <j D<y;o)? 
3 %  k 

Compte tenu des f ornules  (80) , (6) , (8@ e t  des  r e l a t i o n s  su ivantes  dédu i t e s  

des équations (44) : 

W"-J 

( 8 3  

9 
k rhw-UJ 

(85fk 
un d6veloppment de 2 e t  5 ' effec tué  à l ' a i d e  de l a  r e l a t i o n  de fermeture 

conduit à : 

On peut remarquer que sous l a  forme (84) ,  l ' e x p r e s s i o n  du?. coe f f i c i en t ;  .Y3 
responsable de l ' a c t i v i t é  optique n a t u r e l l e ,  e s t  ident ique  à c e l l e  qui  e s t  

fou rn ie  par l a  théor i e  des per turbat ions  (40). Pour des nolécules dépourvues 

de pouvoir r o t a t o i r e  n a t u r e l ,  c 'est-à-dire ayant s o i t  un cen t re ,  s o i t  un plan 

de symétr ie ,  il es t  f a c i l e  de cons ta t e r  , en u t i l i s a n t  l e s  p ropr i é t é s  d e  

symétr ie  des fonct ions  d'onde non per turbées ,  que l e s  c o e f f i c i e n t s  \\et 

(; sont  nuis.  / 



En t enan t  compte du f a i t  que l e s  chanps a g i s s a n t  effect ivement  

s u r  l a  molécule d i f f é r e n t  des  champs e x t é r i e u r s  en r a i s o n  des  p rop r i é t é s  

du mi l i eu  entourant  l a  molécule,  lesdéveloppenents  des  vec t eu r s  p o l a r i s a t i o n s  

é l e c t r i q u e  e t  magnétique seront  donc de  l a  forna  su ivante  ( l ' i n d i c e  i cmac- 

Cér i san t  des  champs i n t e r n e s )  : 

6 - E x ~ r e s s i o n  des  grandeurs responsables  de  l ' e f f e t  FARLDAY. 

L 'é tude  de  l a  propagat ion  d 'une onde électromagnét ique dans un 

n i l i e u  soumis à un champ magnétique p a r a l l è l e  à l a  d i r e c t i o n  du vec teur  d 'ande 
-3 
k , montre ( v o i r  appendice) l ' e x i s t e n c e  d 'un  pouvoir r o t a t o i r e  c a r a c t é r i s é  

pa r  l a  cons tan te  d e  VERDEF V qui  e s t  exprimée en fonc t ion  du coe f f i c i en t  
35 

BI du moment d i p o l a i r e  é l e c t r i q u e  macroscopique C P > e t  du 
-3 -5 

terme en B h B' du moment d i p o l a i r e  magnétique macroscopique 
O 

Les f ornules  (72) e t  (74) fou rn i s sen t  inmédiatefisnt l a s  expressions 

de  ces  deux c o e f f i c i e n t s  : 

Nous a l l o n s  montrer maintenant , qu à l ' a i d e  des équations d ' évofut ion  

(39) e t  (44) , il e s t  poss ib l e  d ' o b t e n i r  des  formes d e  e t Y  respectivement 
a 9 

indGpendantes de  $& e t  T:. 
7 J 

En m u l t i p l i a n t  s c a l a i r e n e n t  l ' é q u a t i o n  (39-1) p a r  l e  vecteur  
I*, :* 
T k. e t  en i n t é g r a n t  s u r  l ' e s p a c e ,  nous obtenons l e  r e l a t i o n  su ivan te  : 1 



(91 ) 

1, 

- 
'quaiion Ç~..;!.L,c ). . j : . r k l  ::A Sera, coTc?;tenu du l ' h e r ~ ~ i t i ~ i t é  aes opéra- +* 

tours  B ( O )  e t  P 

obtenons après in t6grat ion SUE l 'espace : 

Les r e l a t i ons  (92) e t  (93) entraînent : 

(94) 
En reportant  c e t t e  r e l a t i o n  dans l 'expression (89), nous obtenons finalement 

-s- 
l a  forme suivante d e 7  , indépdndante de 

7 - - b 3 n  " 3 u  

- 2 

Un ca lcu l  semblable peut ê t r e  effectué pour l e  coefficent  5 ; l ' u t i l i s a t i o n  

des équations (39-2) e t  (44-2) conduit à l ' express ion s inp l i8 iée  suivante de 

Y :  

4 2 )  e s t  à Cette élimination des gran eurs l i é e s  à l a  fonction d'onde 
.J 

rappuocher d'un r é su l t a t  général ,  valable ~ a u r  l e s  perturbations indépen- 

d ~ m t e s  du temps (41). 



C o r n e o n  avec l e s  formules fournies par l a  théorie_desperturbations r 
L-.. ==üTa---=---œaP- 

i 
T 

L ' u t i l i s a t i o n  de l a  r e l a t i on  de fermeture (77) a i n s i  que des d 

fornules (80) , (81) e t  (82) permet dl é c r i r e  "ft 3 de l a  fapon suivante 

dans l e  cas d'une fonction d'onde ('-f r ée l l e .  
- 

n 

2 U J o p  U o k  

w2 * 

(31) dans l e  cas où on s e  l im i t e  à un système perturbé à p a r t i r  de l ' é t a t  

fondamental. 

L'accord e s t  évident pour . En sEparant l e s  termes pour 
.d 

lesquels  l e s  é t a t s  k ou 1 sont égaux à l ' é t a t  fondamental peut ê t r e  encore ;'1 
é c r i t  : 

hi retranchant l e  t e rne  nul suivant : . y 

- 2 
L 

- 

w ufo l  
2 



C e t t e  express ion  e s t  d i r e c t e u e n t  corsparable à l a  formule fou rn ie  par  

GROEMEWEGE. La. seul:, d i f f é r e n c e  r w i d e  en un f a c t e u r  deux, dans l e  t r o i s i è ~  

terme, dont l ' absence  chez GROENEIdEGE, es4 due à un développement incomplet 

de  l a  fonc t ion  d'onde per turbée .  (En e f f e t ,  dans s a  formule ( l l ) ,  c e t  au t eu r  

a exc lu  l e  cas  a = b). 



d - Invariance des f o r x u l e s  dans un  changenent d ' o r i g i n e  
------------------------------y----------- ...................................... 

Dans l e  formalisme généra l ,  é t a b l i  précéderlinont, t o u t e s  l e s  

formules sont  é c r i t e s  à l ' a i d e  de grandeurs d é f i n i e s  par  rapport  à une o r i -  

g ine  s i t u é e  au cen t re  1 du developpenent mul t ipola i re .  I l  nous f a u t  maintenant 

montrer que tou tes  nos r e l a t i o n s  deneurent i n v a r i a n t e s  lorsqu 'on  e f f e c t u e  l e  

développement n u l t i p o l a i r e  autour d'un a u t r e  poin t  Ï s i t u é  encore à l ' i n t é r i e u r  

de l a  molécule. 

1 - Varia t ion  des p o t e n t i e l s  é lec t romamét iaues~ 

En nous r epor t an t  au paragraphe 8-1, nous pouvons d'abord 

cons ta t e r  qu'un changement de l ' o r i g i n e  0, i n i t i a l e n e n t  cho i s i e  pour l e s  

p o t e n t i e l s  - vecteurs  , n t  en t ra îne  qu'une modif icat ion du f a c t e u r  d e  phase 

des champs é l ec t r ique  e t  magnétique de  l 'onde  l u i n e u s e ,  l aque l l e  n ' s f f ec -  

t e r a  pas l e s  f ormules u l t é r i e u r e s  

I 

En cho i s i s san t  un a u t r e  c e n t r e  de développement m u l t i p o l a i r e  1 d é f i n i  par 
3 3  - 7 3  -9a I-S 
O 1 = R (1 1 = R - R = 6 ) , i e  p o t e n t i e l  vec teur  de  l 'onde lumineuse 

peut ê t r e  remplacé par  l e s  ddux preniers  t e r n e s  de  son développement de  TAYLOR 
-C 

autour du poin t  1. 
- 4 ~  3 -0% 4 -iwt -b %(pj, t \:A o x i i +  i 0  e x  + i R ) e  



En e f f ec tuan t  une t ransformat ion  de jauge à l ' a i d e  de 

les_l~ouvcaux p o t e n t i e l s  se ront  : - * * k@t +*-id 
(p , t  ) Z z ( ? @ % ) e x p ( - i k .  R )c 

L O - i ( * @ ? o ~ e < + i k q e  ]a[ 

(103) 
-I 3 -- 4*it %% A 3 *Lut 

~ ( ~ , t ) ; % ~ .  c i i ?eq? ( -+~?+?)e  o - i e x p i .  o  R ) e  

=i& rila * 3 + -i4 - +  -.9. " i u ~ ;  
+ + (, @ e ) : k @ F b x b - i k .  O R )e +(t@.;.)~.%)~ 

-a, 
O 

(104) 
1 

O r ,  R = R + a e t  cormc l n  d i s t a n c e \  s\ ,  do l ' o r d r e  de grandeur des  diiien- 

s iona  .molSculaires ,  e s t  p e t i t e  devant l a  longueinr h de l n  r c d i a  t i o n  i n c i d e n t e ,  

nous pouvons é c r i r e  : 

+ 2 -+ 4 
-3- -9 

e x p ( +  - i k . ~ )  = ( 1  + - i k .  6 )  exp ( + i k . ~ )  - (105) 

Ce t t e  r e l a t i o n  permet de d4velopper l e s  expressions (103) e t  (104), e t ,  en 
le 

l e s  conparant avec (11 )  e t  ( 1 2 ) ,  nous cons ta tons  qub-6hangernent du c e n t r e  de 

développement m u l t i p o l a i r e  s e  rniiène à une t r l insf  ormat i o n  de  ;jauge : 

a 3 e A 4 
-4- 

-+w & ( p t t )  3 d ( p t ' )  z J % ( ~ , t ) * ? ~ ~ j  (106-1) 

f 4 -- P- 
- 

l. S n .  9 (sjlt) " C?;i(rjIt)=$ (r,t) - F  -J (106-2) 

S 
avec 

-+ 

(107) 
Ou encore,  en u h i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  (20)  e t  (21) e t  en négl igeant  l e s  

4 3 
termes l i é s  à l a  p a r t i e  s r n é t r i q u e  du t enseu r  ( k @ L I ) ,  c t e s t - à -d i r e  au 

g rad ien t  de f : 



En ca l cu lan t  l ' h a m i l t o n i c n  l ' x i d e  des  r e l a t i o n s  (6), (103) e t  (104), nous 

trouvons s 
5 
44L 

' C o  

Dans c e t t e  express ions ,  l e s  opéra teurs  moments d i p o l a i r e s  é l e c t r i q u e  e t  
*(O) C 

n a g é t i q u e  P e t  PI sont  d é f i n i s  pa r  rappor t  à l ' o r i g i n e  1 : 

- M - + 
' ) A  - 2nc E s h p j  (111) 

j 
designent  l e s  va l eu r s  des  ehanps é l e c t r i q u e  e t  nagnét ique de 

O -C 

l ' o n d e  lunineuse au poin t  1 

(113) 
En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  (105) e t  en nous l i m i t z n t  nu p ren ie r  degré  en k , 
nous trouvons ap rès  comparaison avec l e s  fo rnu le s  (20)  e t  (21) : 



2  - T ~ a n s f o r m ~ t i o n  de l a  fonc t ion  d'onde 

Nous savons qu 'en  a h i n i q u e  quant ique,  l o r sque  l e s  p o t e n t i e l s  

é l c c t r o ~ a g n é t i q u e s  sub i s sen t  une t r t n s f o r z a t i o n  de jeugc de deuxiè :e espèce, 

c a r a c t é r i s é e  p2r  l e s  r e l a t i o n s  (107) ,  1' iqi iot ion d t  &vo lu t ion  du sys tèoe  

demeure i n v a r i a n t e  s i  l a  fonc t ion  d'onde e s t  elle-&ne u o d i f i - e  par  une t rnns-  

f o r n a t i o n  de jauge de p ren iè re  espèce de l n  forne  : 

j=l 
Lors  d 'un  d8veloppc-nent par  riipport aux pa rcnè t r e s  de pe r tu rba t ion  , nous 

/oar - 
pouvons é c r i r e  l a  r e l a t i o n  p r ~ c t : d e n t  e"".-'l:I fornc  s u i v a n t e  : 

-30) 3) 
- + y 1 +  */ = + y  - t ~ ~ , , ~ . ] ~ ~ z ~ . - ~  J (*.%;j 

J J =,ô< 
/$ etcint du p r e ~ i e r  o rd re  par  r ~ p p o r t  aux pa raoè t r e s  de  p e r t u r b a t i o n ,  nous 

obtenons en séparant  l e s  d i f f s r e n t s  ordres  : 

J 

(116-2) 

(116-3) 

chmps  , B 6 t  
O 

par  des  îor i iu lzs  ~ n a l o g u e s  à (27-2) e t  (27-3' ). 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  (108) e t  (114), en nbgl igeant  i c i  encore, l e s  
a, -s 

t e r n e s  l i e s  à la p a r t i e  symétrique de  ( k @  d ) e t  en séparant  l e s  t e r n e s  

correspondant au nEae p a r i ~ u è t r e  de  pe r tu rba t ion ,  nous obtenons,  à p a r t i r  

de  (116-2) : 



3 
Au deuxiène ordre,  en in t roduisant  l a  tenseur 3 pa r  l a  r e l a t i o n  : 

-+ -3 
e t  en négligeant l e s  t e rnes  l i é s  à 1:i p a r t i e  sy r~é t r ique  de ( k m  A)  , 
l a  r e l a t i o n  (116-3) ent ra îne  : 

&us i n t é r e q a n t  aux vecteurs  duaux des p a r t i e s  ant isyriétr iques des tenseurs  + "r, 
TlG e t  T E , nous obtenons, en in t roduisant  l e  pseudo-vecteur %te l  que 

2 

, - - r €  E -€. 5 
2 

i j k  J k 4 i j k  j l u  Tllk n 

d> 
-+ + k7 i c TE= +a 6 p ; c  +% 

J 

u 
ul 

e € - [Tc. 2-1 J - $ A r ) +  - 45c ie - € A  F2 

3 - Invariance des ésuations d 'évolut ion  

a - Equations du premier ordre - - - - - - - - - - - - -  
En por tant  l e s  fornqles (110) e t  (117-1) dans l ' équa t ion  (39-1) 

nous obtenons : 



t:' :!s I,.-~.-?L-;'? , corapte-tenu d ~ :  i J . . ~ L L ~ , ;  pi.ùprk; : 

O (122) 

L ' équat ion  (39-1) demeure donc i n v a r i a n t e  dans un changenent d  ' or ig ine .  

d 1 ' a i d e  des  r e l a t i o n s  (111) e t  617-2), nous pouvons de  nêne 

d c r i r e  l ' é q u a t i o n  (39-2) sous l a  forne  : 

l ' é q u a t i o n  (124) devien t  : 

Les deux d e r n i e r s  t e r n e s  é t a n t  nu l s  en r a i s o n  de (122) e t  (123) ,  nous 

cons ta tons  l ' i n v a r i a n c e  de  (39-2). 

Nous pouvons, de nan iè re  i d e n t i q u e ,  z o n t r e r  l ' i n v a r i a n c e  de 1' équat ion (39-3) 
LI 

en G . 
b - iilquations du deuxiège ordre  - - - - - - - -  - - - - - -  
Les for i iules  ( I I ~ ) ,  (111) , ( 1 7 - 1 3 )  e t  (121-1) p e m e t t e n t  

d ' é c r i r e  l ' é q u a t i o n  (44-1) sous l a  forne  su ivante  : 



En tonant  conptc de l a  r e l a t i o n  de  counutat ion (125), c e t t e  équat ion peut 

S t r e  développée selon 

i.- 3. 
E 1- 

1 
YT 1% 

( E w - w f i ~ - H ! O ) i l  Ti> A G  - 7 n  A rl 
-B k='7 -7 

O 
+a 5 A [ n u  T + i J 0 ) <  + 

C] 
* -3 w 

opg 
A ( A )  ~ d % ( ~ W - L u o ) ~ d  F + 3&)] -4 Tic 1 i O 

2 
i e  E N 

j --4 2 --b. 
+4 1i12 C Q  2 h ( J A rj) Ch % ~ ) - k ) b L O ?  z 0 

4,- 

Et nùus constatons que 1 ' i nvz r i ance  des  équet ions (39-1) e t  (39-3) en t r a îne  

c e l l e  de (44-1). 

Nous pouvons montrer de  nonièr  e analogue, 1 ' i nva r i ance  de 1 ' équat ion (44-2) 
,/7$ 

e n T 4 .  
2 

4 - Invar ianca  d w c o e f f i c i e n t  /L1 
1 

- 
L'express ion  (89)  de peut e t r e  B c r i t e  : 7 



1, *+* g* -r 3 i r : s  > * s * f ( ~  h<>-+$$?h~\? 
O r ,  il e s t  f n c i i c  de cons t a t e r  l ' i n v a r i a n c e  de ln cond i t i on  de 

1 < 
nornc1is:i t ion (35-l) , par conséquent Ic deuxièr~e t e r u e  de l a  précédente 

forr iule  e s t  nu l  c t  il s ' e n s u i t  queA de.,cure i n v a r i a n t  dans un chmgcilent 

d  ' or ig ine .  

5 - Cas du c o e f f i c i e n t  4. 
Cer ta ins  c o e f f i c i c i i t s  du d~veloppece i l t  du nonent d i p o l a i r e  nagnétique 

vy 
ilncroscoDique M ne sont  pas invariiants dans l e  chmgellent d ' o r i g i n e .  C ' e s t  M w 
l e  c s s  de  11 s u s c e p t i b i l i t é  diatictgnétique d y n a n i q u e s e t  du c o e f f i c i e n t  

i n t e rvenan t  dans l ' e x p r e s s i o n  dc l n  cons tan te  de VERDET. 

I'J&anmoPns, nous poumns c o n s t a t e r  que l e  passage de l ' e x p r e s s i o n  
t a  6 

de  à c e l l e  de& s '  e f f e c t u e  en reriplaçant respec t iveuent  l ' o p g r a t e u r  P e t  l e  7 ,  3 -a d ( o >  2' & ( O )  
vec t eu r  F~ ( l i ~  à P )  par  1 ~ 0 p i r a t e u r  M e t  l e  vec t eu r  F & ( l i é  à M ) , ce  1 2 
qui  e n t r a î n e  l ' i n t r o d u c t i o n  du f a c t e u r  t r è s  f a i b l e  1 . Vous pouvons donc 

C présuiller e t  c e l a  s e r a  v é r i f i h  l o r s  du c a l c u l  nui4 r i q u e  ( I) ) , que s e r a  t r è s  

p e t i t  devant y.  
I 

Dl ? u t r e  pz r t  , à p a r t i r  dc 1' express ion  de sous s a  fo rne  (98) , nous P 
obtenons, à l ' a i d e  de  l n  r e l a t i o n  (111) , l n  fo rnu le  su ivante  pour 13" v a r i a t i o n  3 =$ -7 l o r s  d ' u n  cliangeieiit d'origine. 

y ( %-) Pour t o u t c s  l e s  nolGcules ;tudiGes, nous avons + y I O  -9 

'7 



%. 
2 

--2- - -2- ?- -'JT&--* -.-. u2.J a ~ ~ - T  

L ~ % T ~ - Y J  ( w 2 - + k p ~ 2  
En conp:!rant chacun des  ter i les  d c  c e t t e  cxpresslon avec l n  

nous cons ta tons  q u ' i l s  peuvent & t r e  d s d u t t s  de l ' e x p r e s s i o n  de  

l e s  vec teurs  d ~ n s  un ou deux op6rt:tcurs < i 0 > -. z 
d 

P 
2 ,ne j 

par  l e  vec teu  t r : i n s l ~ t i o n  . 
-+ 

O r ,  (51 e s t  de l ' o z r e  de  g rmdeur  des d inens ions  n o l é c u l r i r e s ,  

c  ' es t -à -d i re  conpt~r'able à 1 ; l e s  d i v e r s  t e r r e s  de  (126) s e ron t  donc de 

l ' o r d r e  de  grandeur de  , c 'es t -à -d i rc  t r è s  p e t i t  d e v ~ n t  . 7 
Pcr  consgquent, s i  l a  non-invarience de  e s t  g6n;znte d ' un  point de  

vue purer-lent théor ique ,  e l l e  n' nf f e c t e r a  IE. valeur  nmér ique  d e  1:: 

cons tan te  de  VERDET d 'une  nolécule .  

L t  invar iance  du t e r r e  dei-Anant , dans un c h a n g a  cnt d ' o r i g i n e ,  e s t  Y 
d ' u n  grsnd i n t é r ê t  p r a t i q u e  l o r s  d u  c a l c u l  e f f e c t i f  du pouvoir c o t e t o i r e  

nagnét ique d ' une  molécule,  ce r  e l l e  perne t  de c h o i s i r  l ' o r i g i n e  da façon à 

s i n p l i f i e r  l e s  cc:lculs au  naxi?iilri. P,zr exe~ ip l e ,  l o r s  du c a l c u l  nu:l6rique du 

c o e f f i c i e n t  7 d'une l i a i s o n ,  il s e r a  t r è s  u t i l f e  de f i x e r  l ' o r i g i n e  nu cen t r e  

de  grnvi t é  Slectronique.  



C - Dét er i l innt ion v a r i a t i  onnc l l e  des  fonc t ions  du pr en i e r  ordre.  
-U--ii-i---id-ii---i-ii----------------------------------------- 

Nous zvons é t a b l i  des  fo rnu le s  f o u r n i s s ~ . n t  7 ett; p a r t i r  des  
9 

fonc t ions  v e c t o r i e l l e s  du p r e n i e r  ordre  , ~h e t  G. 
F1 

Ces vec t eu r s  sont  respec t ivenent  s o l u t i o n  des  équat ions (39-1) 

(39-2) e t  (39-3) q u ' i l  s u f f i r a i t  de résoudre pour o b t e n i r  l e s  expressions 

nna ly t iques  de  h( e t 3  , puis  l e u r s  v?.leurs nun6riques. Malheureuseiient , une . 

t e l l e  r é s o l u t i o n  n ' e s t  p o s s i b l e  que dans l e  cz s  d e  systèmes t r è s  s i ~ l p l e s  

( l ' a tome  d'hydrogène dans son : t r t  fonda.ientn1, l ' o s c i l l o t c u r  h ~ r r i o n i ~ u e )  ,t, j 
.1 

dans l e  ca s  généra l ,  pour d é t e r n i n e r  des  fonc t ions  approchées, il f a u t  u t i -  

l i s e r  une néthode v e r i a t i o n n e l l e  2nalogue à c e l l e  b ien  connue dans l ' é t u d e  

des  p r o p r i é t é s  s t a t i q u e s  (39) .  

Nous savons que l a  fonc t ion  d'onde du sgstèi-ie e t  l a  f o n c t i o n  
3 

coiuplexe conjugu6e Btre  considérées  conne des  grandeurs carac- 

t é r i s e n t  an chenp d i f i n i  s u r  l ' e s p a c e  de c o n f i m a t i o n  (%') e t  obdissant  
c 

eux équat ions d ' é v o l u t i o n  1 

* 
A p a r t i r  d e y ,  y a t  de  l c u r s  

pouvons c o n s t r u i r e  une d e n s i t é  

e t  o b t e n i r  l e s  équat ions (127) en pos tu lan t  que l a  fonc t ionne l l e  

1 
e s t  ex thénale  l o r i  de  l ' é v o l u t i o n  du sys tène  e n t r e  l e s  tenps t e t  t2  (42) .  "!  

Ce pr inc ipe  v a r i a t i o n n e l  indique que l ' o n  d o i t  avoi r  ; -7 



. ./. . 
- =K 

l o r s  d 'une  v m i e t i o n  a r b i t r a i r e  2 o u i  des  f o n c t i o n s  e t  g*, qu i ,  

b ien  q u ' e l l e s  s o i e n t  l i é e s ,  peuvent n ~ a m o i r i s  Gtre  v d r i é e s  d e  façon indépendan- 

t e .  Leurs v a r i a t i o n s  sont  seu lenent  sowai%s aux condi t ions  aux l i a i t e s  : 

On montre, en c a l c u l  des  v a r i a t i o n s ,  que l a  cond i t i on  (128) équivaut 

, aux équat ions  d'EULER-LI Gt. MGE : 

a (129-2) 

respectivement - 
i den t iques  à (127-2) e t  (127-1). Nous écr irons$ sous l a  f a r u e  suivnnte 

avec 

Cet te  express ion  e s t  cornparable aux fo rnes  v s r i a t i o n n e l l e s  proposées pa r  

FRENKEL (44) e t  par  K1,RPLUS e t  KOLKEH (34).  MAC LACHLIW (45)  suggère éga- 

lement l a  d e n s i t é  lagrangienne su ivante  : 

q u i  p ré sen te  l ' aven tage  d ' ê t r e  t ou jou r s  mininale  l o r s  d 'une v a r i a t i o n  de  , Y# 
d a i s  a u s s i  l ' i nconvén ien t  de  na1 s e  p r ê t e r  à des c a l c u l s  nunériques en r a i s o n  

de l a  présence du car& d e  l 'hrrr i i l tonien,  

Pour un sys tène  per turbé  : 

avec 



dn utilisent l e s  développcnents h a b i t u e l s  : 

- 
Y' nous obtenons un développeui-.nt analogue de=./. 

avec : 

4- [ pl ,jo)y<1> , ylilP ,p.> @(O> + 

J 
-/ 

I 
# 3 .... e t c  ..... ($76-2) 

u n i  v t r i a t i o n  Siy = A e s t  obtcnue 5, p a r t i r  d ' unc  v a r i a t i o n  

indépendante de l ' u n e  quclconquc des  fonc t ions  (i = 0 ~ 1 ~ 2  ....,) 

e t  e n t r a î n e  une v a r i a t i o n  j ; 2 de  2 
I 

Coqte - t enu  du dt5veloppcuent (135) , l o  , , r inc ipe  va r in t ionne l  f o u r n i t  

l o r s  d ' une  v a r i a t i o n  . y': 
1 

L. 



Les r e l a t i o n s  (130) et (134) non t r sn t  q u e z  ( j )  n f  e s t  f o n c t i o n  que 

d e y  (k)(;j Jdt de l e u r s  d L r i d e s ,  ;vec k = O ,  1, 2..  . . j ; par cons6quent,  

Si 3 e s t  nu l  pour j ( i i t  après  d i v i s i o n  par  hi , l ' e x p r e s s i o n  

(137) s e  rCduit  à : 

En séparant  l e s  d i v e r s  o r d r e s  de  p e r t u r b a t i o n ,  nous obtenons l ' e n s e n h l e  

d ' é g a l i t é s  

s i ~ " ' d %  d t  = O 9 (j = i9 i + 1, ...) (139) 
.L 

équivakent au système d  ' équat ions  d  'EDLER-L!.GRI,NGE 

- 5 
3 u  

Ces équat ions son t  seiablables à c e l l e s  que l ' o n  o b t i e n t  en développant 

(127-2) aux d i f f é r e n t s  o r d r e s ,  à l ' a i d e  d e  (133) et(134-2). 

De n8ue; l o r s  d e  Ir va r i a t i on&( i )ÿdu  t e r n e  d ' o rd re  i du développa- 
J 

i -ent  d e  Y: nous about i ssons  une s a r i e  d1  équat ions  d '  EULER-LAGRIIBGE 

iden t iques  à c e l l e s  que l ' o n  t rouve l o r s  du développement de (127-1) à l ' a i d e  

Par  conséquent,  en f i x a n t  j ,  il s u f f i t  des  
v a r i a t i o n s  de ~ ( j ) :  yy(j-i)*,  y ( j -2 )*? ..... dans 

pour obten i r  l e s  éyuntions d t 6 v o l u t i o ~  d '  o r d r e  0 ,1 ,2 , .  . . . . j. 



une v a r i a t i o n  de e n t r a î n e  

3 

e t  l o r s  de  v a r i a t i o n s  de nous obtenons respectivement 

i k 

i + 

2  - Expressions s n r i a t i o n n e l l e s  fou rn i s san t  l e s  vec t eu r s  du premier - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
ord re  , 

L'é tude  précédente a  c o n t r é  que l ' é q u a t i o n  d ' évo lu t ion  en 
J 

peut ê t r e  dédu i t e  de  l ' é q u a t i o n  dtELTLER-LJGR'MGE obtenue l o r s  d 'une v a r i a t i o n  

de dans 1' express ion  de  $(2) ; puisque nous n'avons besoin  , pour 
u5 

c a l c u l e r  9 e t  $ , que des fonc t ions  vectorielles *' 3 e t  G contenues % .  2  
dans y ' )  , il nous e s t  l o i s i b l e  d e  ne cons idé re r  qu'une f o r n e  d e  o;o,( 2) 

l i m i t é e  aux termes en  $ ( 1 )  p ) *  

3 J 
i l t t A i d e  de  l ' e x p r e s s i o n  (27-2),  nous obtenons : 

,.- 
iwt a* 4 j - M - i ~  Li'-*$ iwt $&+ 3' + - 
e + F  B O e  

2  
-+ F BO e  +G , BI 

2n O 
2 '  O 

* iwt ++- +*duit fl+<iu-t 3 $*-iwt 8% 3 
2 "  O 

. + F l . l E e  -+ F2. B o e  c F -  EiOe -r G .  BI 1 



.J 

de v a r i e r  de :iar G r e  indépendante chacune des  coaposantes des  d i v e r s  vec t eu r s  
d 3~ 1 ,?: , G (ou de  

Pour c e l a ,  il e s t  corlinode de développer l e s  p rodu i t s  f i g u r a n t  dans 

1' expression de  a'') e t  de n e t t r e  ce l l e - c i  sous  l n  forne  d 'une sonne de 
# V 

t e r n e s  %? (1% , B) t e l s  qu 'une v a r i a t i o n  de d e n t r d n e  l ' é q u a t i o n  d1EULER- 

LI GRINGE en B ( A  e t  B dés ignent  deux conposantes quelconques des vec t eu r s  

%. ,;+ ,Y). 
I l  e s t  en  p a r t i c u l i e r  i n t é r e s s m t  d e  cons idé re r  l e s  expressions 

su ivan te s  , e x t r a i t e s  de  (142) : 



9 -i 
Q $01 : a' 9f)  

3 
;O ( 2 )  

( 145) 
Les co~mposantes  du tenseur  (~;c) pe rne t t en t  12 dé t  e r n i n a t i o n  va- 

- I r  

r i a t i o n n e l l e  c o n s t a t e  en e f f e t ,  que l o r s  d 'une  v a r i a t i o n  

de Ff :dans l ' é q u a t i o n  d'EULER-LLGRiNGE correspondante 

conduit  à : 

c '  es t-à-dire  f o u r n i t  12. composante V de  1 ' équat ion (39-1) 

L 'express ion  
d F  s e r a  extrémun l o r s  d'une v a r i a t i o n  d e  

jcr 
F k  ou de F % ; pa r  nous écr ivons  F sogs l a  forme d 'un 

l u  l u  .. 

développement par  r appor t  àun ensenble de  f o n c t i o n  connues 'F; 

l e s  paramètres a se ron t  dé t e rn inés  par  l a  r é s o l u t i o n  du système d 'équat ions  
i 

a lgébr iques  

A G  - O 
E'ic 

ri. a ai 3 

Les conposantes de  
*(2) 

et ;e(2) permettent  , de fapon iden- 
2 t i q u e ,  1 z  dé te rmina t ion  des  pnranè t res  i 6% rvenant  dans des développements de  

Ft 6: Ç analogues à (146). 2 ü -  ,, 

Carac tère  de  l l e x t r è n u u  
œ=i.=o.zz---FC-PI = 

= Jctc)T&ci3 peut g t r e  d6copposé s e l o n  

. ./. , 



où, corilpte-tenu d'une in tégrat ion par pt!rties : 

%* > (148) - <byo 
""E O  ors d'c~e var ia t ion  6 ?'E d e  F~ , l e e  va r ia t ions  pernibre e t  s a c o ~ e  

de <*)& > 1 
sont  respectivenent : 

CF E )  -+ 
--(LI t 54s ) = r ( t ~ - % )  

( 7 6 )  



fl l ' a i d e  de l l S q u a t i o n  (39-l) , c e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  devient  : 

+ 
En développant 6 F* en s é r i e  pcr  rcpport  au sys t ène  orthonorié coriplet 

des  fonc t ions  propres 
{ )  

de  11; ~1014cule non perturbge 

C J -  - C 
k 

nous obtenons 

"r 
Pour l e s  conpos::ntes diagonales  du t e n s e u r ,  & ( = J E  > , 

(5 c)  que +E nous u t i l i s e r o n s  p ré fé ren t i e l l e i3en t  pour d é t e n ~ i n e r  l e s  conposnnts de F 
1 ' 

nous avons : 

sL c x I I ) - -  2 c \ ( w 0 - w )  (152-2) 
( f,-)UU ' k u 

NOUS remarquons que s Z a ( 2 ) +  c ~ , * j  > e s t  t ou jou r s  p o s i t i f ,  que l  que 

s o i t  q), donc ( c & ( ~ )  + \ e s t  tou jours  n in iuuu ,  l o r s  d 'une v a r i a t i o n  
t: r i, +) de  F 

l u  
P î r  cont re ,  <Y: (2) -  \ , ne s e r a  iiini,iuri que s i  

c q -) uu 

W L y o  (k = l,2) ...) 

c 'es t -à -d i re  : W L. Y. OU A ) hlo 

C e t t e  condi t ion  s e r a  t o u t e f o i s  r é a l i s é e  l o r s  de nos c a l c u l s  n m é r i q u e s  

nar nous cohsidérons des  r iolécules  (H ,H O ,  hydrocarbures s a t u r é s )  pour 
2 2 

l e s q u e l l e s  .h s e  t rouve  dans l ' u l t r a - v i o l e t ,  t a n d i s  que l a  longueur d 'onde 
I O  

de l a  v a r i a t i o n  inc iden te  s e r a  de  l ' o r d r e  de 5000 2 , 



54 - . ./. . - 

)est  c o i ~ p : ~ ~ ~ b l e  à l ' e x p r e s s i o n  va r i - . t i onn ï l l c  t rouv ie  par  
(CF j 

l o r s  d i  c a l c u l  des  s u s c e p t i b i l i t i s  d i anagn t t i ques  s t i t i q u e s  e t  s e r a  t ou jou r s  
3' 

nininun l o r s  d'une v a r i a t i o n  de G. 

3 - S i c n i f i c a t i o n  physique des  prandeurs - - - - - - - - - - - - - - 'L , - , , , 
- 4 %  L '  équzt ion (39-1) ~ n u l t i p l i é e  t e n s o r i e l l e r ~ e n t  par  F f o u r n i t  
1 

après  i n t s g r a t i o n  s u r  l t sep : .ce  

Ccnpte-tenu de 1 ' express ion  

c e t t e  r e l a t i o n  devien t  ap rè s  une i n t 6 g r a t i o n  p r r  p a r t i e s  

En po r t en t  l ' é q u a t i o n  (153) e t  s a  conplexe conjuguée dans 
-4- 
--b 

nous obtenons 

Une conparaison avec l n  f o r n u l e  (49) non t r c  que c e t t e  expression (au s i g n e  

p r è s ) ,  n ' e s t  a u t r e  que c e l l e  du tenseur  de  p o l a r i s a b i l i t 6  é l e c t r i q u e  dynailique 

de l a  nolécule  -4 + 
-3 

-%- 
(155) 

?[ 2) 
Par  un raisonnenent  i d e n t i q u e ,  nous pouvons z o n t r e r  que et 

( F&) . >  sont r e spec t ivenen t  l i é s  s u i  t e r n e s  de  c r r r i c t i o r  paransgnétiqiic de 

des  t enseu r s  de s u s c e p t i b i l i t é  diaiiagnétique dynasique e t  s t a t i q u e  





C H i - P I  T R E  III 

Dans l e  c h ~ ~ p i t r e  II, nous avons 6 t a b l i  l e s  expressions géné ra l e s  

des  g r ~ n d e u r s  carac tGr is2nt  l e  pouvoir r o t a t o i r e  nagnétique. Nous a l l o n s  

I ic intenant  nppl iquer  cc  f  orr.ialisne PLU Balcul e f f e c t i f  de  l a  cons tan te  de 

VERDET de quelques molécules s inp le s .  

A - Rela t ions  d ' a d d i t i v i t é  --------------- ------ ---------------------- 

Toutes l e s  f o r n u l e s  données prGcéderiuent, e t  en p a r t i c u l i e r  l e s  

express ions  de  7 e t  3 , s o n t  app l i cab le s  B l a  i io lécule  e n t i è r e  e t  sont 

d é f i n i e s  à p î r t i r  de l a  f o n c t i o n  d'onde +(O) de l ' é t a t  fondamental de l a  
L 0 

nol6cule  non perturbée. C e t t e  fonc t ion  n'esf jamais connue de  façon r igoureuse ,  

r,?is e s t  t ou jou r s  exprimée à 1' a i d e  de  fonc t ions  p lus  s i n p l e s  c a r a c t é r i s a n t  

c e r t a i n s  groupes d ' é l  ec t rons  . De p l u s ,  l e s  s y s t i n a t i q u e s  expér inenta les  (6 )  

nontaent  l ' e x i s t e n c e  d'un carac tè . ie  a d d i t i f  de  l ' e f f e t  Fî.RrD:.Y ; l a  

r o t a t i v i t é  magnétique d'une no lécu le  peut ,  en e f f e t ,  ê t r e  c a l c u l é e  en e f fec-  

t u a n t  l a  s o m e  des r o t a t i v i t é s  des  d i f f é r e n t e s  l i a i s o n s .  C'est  pourquoi, n o t r e  

but e s t  ï~a in t cnnn t  de r2ontrer que, s i  l ' o n  peut d6conposer une co lécu le  en 

un c e r t a i n  nonbre de sous-systènss  indépendants ,  t o u t  l e  f o r n a l i s n e  é t a b l i  

pour l a  no lécule  e n t i è r e  e s t  ::pplicable à l ' u n  de  c e s  sous-systènes,  e t  q u ' i l  

e x i s t e  e l o r s  des  rd:-{tiens d '  a d d i t i v i t é  e n t r e  l e s  grandeurs  d é f i n i e s  s u r  t o u t e  

l a  r n ~ l é c u l \ ~  e t  l e u r s  co r ro~pond~an t s spour  l e s  sous-systèrnsi;. 

Ces groupes d ' o l e c t r o n s ,  peuvent ê t r e  s o i t  l e s  é l e c t r o n s  eux- 

mêmes lorsqu 'on  d é c r i t  l n  f o n c t i o n  d'onde pa r  l n  cs thode  des o r b i t a l e s  

. . ;oléculaires ,  s o i t  des p a i r e a  d ' e l e c t r o n s  dans l e  cad re  de l a  t h é o r i e  de 

HEITLER-LONDON, s o i t  l e s  l o g é s  i n t r o d u i t e s  par  DiUDEL (46) 



1 )  Déconposition de  l a  f o n c t i o n  d'onde ................................... 
Nous considérons i c i  l e  ca s  géné ra l  d 'un  découpage de  l a  

wolécule en L sous-systènes,  r epé ré s  p2r l ' i n d i c e  u (n = 1,2,f.. . . . 1 )  , 
contenant chacun N Blec t rons  e t  d é c r i t s  p a r  l 'ensemble de f o n c t i o n s  d 'onde 

r / "".,, 
i + l  

En supposant que l a  fonc t ion  d 'onde t o t a l e  va) pu i s se  ~ t r e  

exprimée par  un p rodu i t  simple de f o n c t i o m p n r t i e l l e s  

e t  que l ' h a a i l t o n i e n  d e  l a  no lécule  non per turbee  puisse  ê t r e  é c r i t  sous l a  

fo rne  approchée su ivante? :  

nous aurons : 

P a r  conséquent, i n t r o d u i s a n t  l a  fonc t ion  d'onde dépendant du tenps du 

sous-systène n par  

nous obtenons n 

m = 
En dés ignant  par  (n = 1 ,2 ; .  .... L )  l ' e n s e a b l e  des  

fonc t ions  per turbées  des  d i v e r !  sois-systèmes i n t r o d u i t s  , nous pouvons 

u t i l i s s r  l e  développenent h a b i t u e l  e t  é c r i r e  : 



Par des  fo rnu le s  ïnulogues à (II-27),  il e s t  poss ib l e  d ' exp r ine r  

en fonc t ions  de vec t eu r s  3 E 
1 ,ri 

$ 6  2,n , G 51 e t d e  

tenseurs  dont l e s  p a r t i e s  nnt isyr iétr iques :idriettent r e spec t i -  

e t  T 'CL conne vec t eu r s  duaun. venent T  
1 , r l  2 , L q  

En éc r ivan t  Sgalenent 12 fonc t ion  d'onde perturbGe t o t a l e  sous 

nous pouvons r e l i e r  l e s  fonc t ions  v e c t o r i e l l e s  *& Q € ,  
Fl,a ' F2,a 

. ,... e t c .  

aux fonc t ions  g loba le s  * F . . . e t  nous obtenons f i n t i l e ~ i e n t  l e s  r e l a t i o n s  
1 F29 

d ' a d d i t i v i t é  su ivan te s  : 

D'autre  p a r t ,  nous pouvons é c r i r e  : (J = 1 , 2 )  (9-3) 

2) Déconposi t i on  des éaua t ions  d  ' éuolut ion  

Les prdcédentes  r e l a t i o n s  pè rne t t en t  de s é p a r e r  l e s  équat ions 

(11-39) e t  (11-44) en équat ions dont les  so lu t ions  sont  l e s  vec t eu r s  
s' E 
T2 ,n 

Ains i  , à l ' a i d e  des r e l a t i o n s  ( 1 )  , (4), (9-1) e t  ( IO),  

1' équat ion (11-39-1) devien t  : 
T 



où l e s  r e l e t i o n s  aux va leurs  propres  (3) annulent  l e  deuxiène t e r  le. 

Nous renarquons que 1 i i  f o rnu le  (12) e s t  v S r i f i é e  en Qgalank à 

zéro chacun des  te r i ïes  de l a  sori;le s u r  n, ce qui  conduit  au sys tène  d 'équat ions  

De façon analogue, nous trouvons que l e s  équat ions  (11-39-2) 

e t  (11-39-3) peuvent ê t r e  déconposées respec t ivenent  s e l o n  l e s  sys tènes  

d ' équa t ions  suivan.;e3: 

Compte-tenu des r é s u l t a t s  précédents ,  une senblable  déconposi t ion peut ê t r e  - 
- ' s r  L+ 

obtenue an deuxièoe ordre  ; l e s  vec t eu r s  T c- c t  T sont  a i n s i  reapec- 
1 ,n 2 ,n 

t i venen t  s o l u t i o n  des  équat ions su iven te s  : 

3) Addi t i v i t é  des  grandeurs  physiques ---------------------------------- 
Voyons ;.leint enznt co i~ ron t  s e  conport en t  l e s  grandeurs  r 

dans l e  découpage de l a  no lécu le  en sous-systènes. 

A l l e i d e  des r e l c t i o n s  (1) ( 9 )  e t  (IO), l ' e x p r e s s i o n  (11-89) peut 

ê t r e  développée s e l o n  : 



O r ,  l e s  condi t ions  de nor : îa l i sa t ion  f o u r n i s s e n t ,  pour chacun 

des  s o u s - s y s t è ~ ~ e s ,  l e s  r e l a t i o n s  su iven te s  analogues à (11-32) e t  (11-35) 



q u i ,  avec l e u r s  conplexes conjuguées , p e r n e t t e n t  d ' annu le r  La seconde 

perenthèse  de  1 ' express ion  (18).  

Nous pouvons donc é c r i r e  : 

Pour un c a l c u l  t ou t  à f a i t  iden t ique ,  nous pouvons n o n t r e r  que : 

A l ' a i d e  des  r e l a t i o n s  (13)~ (14 ) ,  (16) e t  (17), il e s t  Sgalenent poss ib l e  

d ' o b t e n i r  des  expressions de  , indépiindantes de  -& T 
1 ,a 2,n' 

analogues aux fo rnu le s  

Nous avons donc nont ré  l ' e x i s t e n c e  de  r e l a t i o n s  d ' a d d i t i v i t é  pour 

l e s  grandeurs  7 e t T l o r s q u e  l a  fonc t ion  d'onde t o t a l e  de l a  no lécu le  peut  

ê t r e  p r i s e  sous l a  f o m e  d 'un  produi t  non-ant i syné t r i sé  de fonc t iors  p a r t i e l l e s  

c a r a c t g r i s a n t  c e r t a i n s  groupes d '  é l ec t rons .  Cet t e  d e r n i è r e  approxinat ion ne 

v é r i f i e  ~mlheureusenent  pas l e  p r inc ipe  de P,'ULI ; néamioins c e t t e  d i f f i c u l t é  

d i s p c r a î t  dans l e  cadre de  l a  t h g o r i e  des l o g e s ,  où D S D E L  (46) a  ?:ontré que, 

l o r s  du c a l c u l  de  l a  v a l c u r  noyenne d 'un  opéra teur  sonne d 'opdra teurs  non04 

k l ec t ron iques ,  il e s t  p o s s i b l e ,  corîpte-tenu d ' u n  bon découpage de l a  nomécule 

en l o g e s ,  de r e i ~ p l a c e r  un Produi t  an t i synékr i sé  de  fonc t ions  de loges  par  un 

produi t  s i n p l e  de t e l l e s  fonc t ions  ; une d é ~ l o n s t r a t i o n  du c a r a c t è r e  a d d i t i f  

de  l ' e f f e t  FARBDLY, u t i l i s a n t  ce r é s u l t a t  a é t é  présentée  a i l l e u r s  (47).  

D'ûutre  p a r t ,  on s a i t ,  que dans une n o l é c u l e ,  l e s  d l ec t rons  

peuvent ê t r e  r é p a r t i s  en d i v e r s e s  rbgions c a r a c t é r i s t i q u e s  t e l l e s  l e s  

1ia.isons i n t e r a t o i i q u e s ,  l e s  p i i r e s  l i b r e s  e t  l e s  coeurs  atorriiques. Pa r  

conséquent,  dans un t e l  d6coupage, *ourra 8 t r e  ca l cu l4  se lon  l a  

formule su ivante  : 1 



Il e s t  poss ib le  d ' o b t e n i r  une expression analogue pour , 

'Y 
3 

néanmoins, coi-ine ce t e r n e  e s t  t r è s  p e t i t  devant , nous pouvons l e  nég l ige r  

dans l ' express ion  (1-14) de l a  constante de VERDEI' e t  é c r i r e  + 

Lu l i e u  de  V, il e s t  pa r fo i s  in to res san t  de considérer  l a  

r o t a t i v i t é  magnétique n o l é c u l a i r e  : 

(où d ~ s i g n e  l e  noobre d'8vogadro). 

pour l aque l l e  l a  r e l a t i o n  (22)  en t ra îne  : 

[ m p a i r e s  + X coeurs(a5)  Cd = 'r D I l i a i S z n S  
lY 1ii;;isons 

l i b r e s  Coeurs atomiques 
pa i r e s  
l i b r e s  a t  o!iiques 

Cette expression epporte  un fondement théor ique ,  au noins 

p a r t i e l ,  aux systématiques expér inenta les  (6)  qui  procèdent pa r fo i s  à un 

découpage d i f f é r e n t  e t ,  en p a r t i c u l i e r ,  ne considèrent  pas 18 con t r ibu t ion  des 

cosurs  atoniques (d '  a i l l e u r s  t r è s  f a i b l e )  qu' e l l e s  r é p a r t i s s e n t  donc iwpli-  

c i t enen t  e n t r e  l e s  t e r n e s  de l i e i s o n s  e t  ceux de  p a i r e s  l i b r e s ,  



d 
1 )  Cas particulier des atones dans l ' é t a t  S - ......................................... 

Fornule de 3ECQüEREZI .................... 
1 Pour un atone dans un é t a t  S, l a  f . )nction d'onde %O) ,  qui 

peut ê t r e  chois ie  rbe l l e ,  possède l a  synot r ie  sphérique e t  v o r i f i e  l a  r e l a t i o :  

suivante : 

- - O 

O 

qui e n t r ~ î n e ,  d 'après  l e s  é uetions (11-39-2), (11-39-3) e t  (11-44-2) l a  
'31& .3 n u l l i t é  des vecteurs F , C et$," . On s a i t  qu 'a lors  l ' a tone  e s t  

2 
dianagnét ique. 

Les expressions (11-89) e t  (11-90) se  réduisant à : 

Le vecteur ?' e s t  naintenant solut ion de 1 ' équation 
1 

-?(O) O r ,  en ïml t ip l i an t  1' Qquation (11-39-1) extérieurepent p r  M , nous 

obtenons : 

Conpte-tenu de l a  comnutativité de H(o) et?") dans l e  cas d'un systkne à 

symetrie sphérique e t  de l a  r e l a t i on  usuel le  : 

1 ' équation (30) devient 



Une c o ~ ~ p a r a i s o n  avec (11-39-1) a o n t r e  que : 

*& Par  conséquent, T s e r a  riaintenant s o l u t i o n  de  
1 

D'autre p a r t ,  1' Qquation (11-39-1) dér ivée  par  rapport  à W f o u r n i t  : 
4 

a flE - 4  ( E u - w )  - - H  = *  
O 3~ 

Et en conparant (32) à (33)  nous c ns t a tons  que : 3 

' _! 
En portant  (34 dans (27) e t  en rapprochant l ' express ion  a i n s i  obtenue pour 

de c e l l e  de l a  p o l a r i s i b i l i t é  é l e c t r i q u e  dynanique : 
y 

nous obtenons l a  r e l a t i o n  suivante : 

*:, fi 
n 1 En in t rodu i san t  l e s  expressions de l a  cons tante  de VERDFP e t  de l ' i n d i c e  de i+ 

r é f r a c t i o n  noyen n  , c 'es t -à-d i re  : 
O 

L 
V T  - ? . - x w  

c  n  
O 

VXZGGC 
. A  

lorsque  l e  chmp é l e c t r i q u e  l o c a l  ag i s san t  s u r  l ' a tone  e s t  confondu avec . II 

c e l u i  de l ' o n d e  lu3ineuse.  



lorsque l e  chanp l o c a l  e s t  d i f f é re r i  du chmp e x t s r i e u r  e t  déduit  de l a  

théor i e  de  LORENTZ-LORENZ, l ' a p p l i c a t i o n  de l a  r e l a t i o n  ( 3 6 )  conduit à l a  

formule , bien connue, de BECQUEREL. (15). 

- Nous pouvons également renarquer que l ' u t i l i s a t i o n  de l a  r e l a t i o n  de 

ferr leture (11-77) dans l a  fornule  (27) conduit ,  à l ' a i d e  des  r e l a t i o n s  (32) 6, 

(11-39-1). à l ' express ion  (1-11) de l a  constî.nte de VERDE2 $rouvée par  BORN 

2) Calcul  de %pour l e s  é l ec t rons  1 s d 'un a toae  ---------- .............................. 
4 

Les relztion:.  J ' a d d i t i v i t é  é t a b l i e 8  au paragraphe précédent 4 9 
nontrent  que 1' on peut c a l c u l e r  séparénent  l a  con t r ibu t ion  à 1' e f f e t  FARADLX 

des é l e c t r o n s  i n t e r n e s  des %tones cons t i tuan t  une nolécule. 8 i 
-87 

J 

Désirant c a l c u l e r  u l t é r i e u r e ~ ~ e n t  l a  constante de  VEBDET des  - 

8 - 
hydrocarbures s a t u r é s  e t  de  l a  nolécule  d 'eau,  nous devons conna î t r e  l a  

valeur  de  pour l e s  é l ec t rons  1 s du carbone e t  de l 'oxygène. 7 ?i 
8 , -  4 

De façon générale,  l e s  é l ec t rons  1 s d 'un a tone  sont d é c r i t s  paA6 
-.A - 

une fonc t ion  d'onde r é e l l e  ? ( O )  possédant l a  sy i ié t r ie  sph6rique ; par  . .' t 

1s , .-F conséquent : 'U 

e t  l e s  fonct ions  v e c t o r i e l l e s  sont nul les .  
et F2, 1s 

:-i 
4 

La fonct ion  d'onde +')ne présente pas de s u r f a c e  nodale e t  
'1 "E 

il e s t  cormode d'éoî-ire l e  vec teur  f! maintenant r é e l  sous l a  forme 
At 

1.1s # n - 



Les deux é l e c t r o n s  1 s jouent l e  r:êt:e r ô l e  e t  donnent une 

c o n t r i b u t i o n  èga le  à l a  va leur  de ; nous avons : 

'.G 

( 0 +'z- 
-'YB f1,18 

(43) 
1s , 

Lc r e l a t i o n  (31) periiet cncore d t é c r r r e  : 

En prenant l ' o r i g i n e  des  coordonn3es au noyau de l ' a t ~ ; ~ e ,  l a  s y r s t r i e  

sphér ique  du  systè!le nous i n c i t e  à prendre pour l e  vec t eu r  -& P , l a  f o r u e  
1,ls 

approchée à un ps renè t r e  

Les p n r y è t r e s  a' ( c= + 1) sont  déter i l in& par  un c a l c u l  
1 - 

v a r i a t i o n n e l  s u r  4 .$ q u i ,  en r a i s o n  de  l n  r e l a t i o n  (41) e t  du ca rac t è re  
( 

r é e l  des  fonc t ions ,  devien t  après  une i n t g g r a t i o n  par  p s r t i e s  e t  l ' u t i l i s n t i o r  

de l a  r e l a t i o n  aux va l eu r s  propres  4% 



E De façon pra t ique l a  déternination de a peut ê t r e  effectu6e 
1 

sur  l n  congosanteXY de ( 9'') )qu i ,  compte-tenu des r e l a t i ons  
CLt)  

fE = a €  x 
1, lsx 1 

devient : 

2 

( a,' 

- 2 e < ~ ~ ~ ~  ( a '  + a -  ) 1 1 (47 
Conrze nous l 'avons uontré précédeunent, l e s  paranètres aE. sont solut ions  

1 ' 
des équations 

a<àeC'' > 
( 6 6 )  

Ta& = O  , 
E L =  + 1 - 

I s o i t  : 

En supposant l a  fonction (O)  nornaliséc,  e t  en posant : 

3 
nous trouvons, en unit&atoniqu@, c'est-à-dire avec : 

Nous obtenons donc une expression approch6e de -7 1s 
à l ' a i d e  

d'un s e u l  paramètre, s o i t  : 



Les s inp l i f i ca t ions  apycmtées aux équations par l a  syuétr ie  

sphérique du systbme consti tué par l e s  électrons 1 s d'un atome permettent : 

d ' év i t e r  un ca lcu l  variat ionnel approché ca r  l a  résolut ion rigoureuse de 

l 'équat ion en3 '  ebt  a lo r s  possible. KARPLUS e t  KOLKER (3) ont ainsi ob- 
1 

tenu, après des calculs  assez longs, l 'expression de l a  p o l a r i s i b i l i t é  

é lect r ique dynamique de l ' a tone  d'hydrogène, laquelle permet l ' u t i l i s a t i o n  

de l a  formule (36) en vue de l 'obtent ion de 

Une t e l l e  néthode peut ê t r e  facilement étendue à l a  déternination 

pour l e s  Bleotrons 1 s d'un atone quelconque. 

Toutefois, l e  calcul  numérique approché, à l ' a i d e  de  l a  fornule 

( 5 0 ) ,  conduit à des valeurs négligeables de 7 ls pour l e  carbone e2 1 oxygène ; 

il n 'es t  donc pas u t i l e  d4ef fec tuer  un ca lcu l  rigoureux pow l e s  é lect rons  

in te rnes  de ces  éldnents. 



C - Systèries à syné t r ie  cylindrique .......................... ----------------------- 

Nous a l lons  é t a b l i r  naintenant l e s  fornules pernettant  l e  calcul 

e f f ec t i f  de l a  contr ibut ion d'une l i a i s o n c e t  d'une paire  l i b r e  d'un atone 

dans l 'hybr idat ion sp3 à l a  constante de VERDCP dtune ilol6cule. 

De t e l s  systènes sont déc r i t s  par une fonction d'onde à deux 

électrons O )  (1,2) r6o l lc .  possédant l a  sy rd t r i e  cylindrique e t  qui ,  

dans l e  cadre de l a  théor ie  des o rb i ta les  noléculs i res ,  peut ê t r e  é c r i t e  sous 

l a  forne d'un produit s inp le  de deux o rb i t a l e s  noléculaires identiques 

Dans ces  conditions, e t  par un raisonne~îent analogue à ce lu i  qui 

a é t é  u t i l i s é  pour montrer l ' a d d i t i v i t é  des grandeurs 7 e t 3  l o r s  d'un 

découpage de l a  nolécule en L sous-systènes, nous constatons que l e s  coeffi-  

c ien t s  1 e t  3 d'une l i a i son  6 ou d'une pa i re  l i b r e ,  s e  décooposant chacun 

en deux ernes nonoélectroniq ues égaux. 

De plus ,  l a  fonction d' onde 'f n'a pas de surface nodeles e t  
0 LM 

en Eunsidérqnt naintenant des fonctions-?& , F , G nonoélectroniques, 
1 2 

nous pouvons poser : 

A 1 ' s ide  d . 2 ~  équations (II-39-1,2, 3) , nous constatons que, pour une fonction 

--?& w % r é e l l e ,  l e  vecteur f e s t  r é e l  t u i d i s  que f e t  g sont i m g i m i r e s  purs, 
1 2 

çrt 
P e t  :(O) représentant  maintenant des .pérateurs rnanoélectroniques, l e s  

expressions de "/ e t  Mpour  une l i a i s o n b  ou une pzira l i b r e  (d'un atome 
-4 

dans l 'hybr idat ion sp') seront donc : 



IL 
UT+ \ 

- & 2 2. (& fi  y.))-<y ~.(~'hf~'f'}]) + O 2 

1 - Détermination des fonc t ions  f - - - - - - - - - - - - - _ - - -  -1 (54) 

d l ' r i d e  d e  l ' é q u e t i o n  (11-39-1) q u i ,  dnns ce  c a s  p a r t i c u l i e r ,  

deviant  : 

Les p r o p r i é t i s  d e  s y r d t r i e  de la  fonc t ion  y. p e m e t t e n t  de  
-;h 

déduire  l a  p a r i t é  des  corapos:intes de  f F p a r  rappor t  aux v a r i a b l e s  x ,y .  z 

e t  i n c i t e n t  à prendre l e s  d é v e l o p p e ~ e n t s  approch6s su ivan t s  : 

La  dé ter i r ina t ion  de  ces  fonc t ions  avec un no,?bre plus  ou noins  

g r ~ n d  de  parar lètres  e s t  e f f ec tuée  s u r  l e s  conposcntes x x e t  z z de  l a  forrie 

v a r i a t i o n n e l l e .  



+e a )  Fonction f a un seul  pa rmè t r e  
. 1 . .  o . . .  o . . . . . . .  

En l i i l i tnn t  l e s  développenents (56) à un seu l  paranhtre, c ' est* 

à-dire en posant : 

l e s  paroriètres a E  e t  d k  sont diter:unés par l n  resolut ion des Bquations : 

En posant : 

nous obtenons (en un i tés  stol-1iques) : 

b)   onction ?%à deux paranètres 
.1.. . . . .  . o . . . . .  

A p a r t i r  des développenent a deux paranètres : 



e t  en posant : 

a 
c 

nous obtenons par un calcul de  n in i i i i sa t ion  de (2 5 par rapport  aux 

d ive r s  paranètres  : c f ,E]  



3 -% 
e t  2 - Déteruinntion des fonctions -g- - - - z2 , - - - - - - - - - - - - - -  

a .i 
La fonct ion g e s t  déternihée par un ca lcu l  var ia t ionnel  e f fec tue  Y 

sur  l ' express ion de l z  s u s c e p t i b i l i t é  diniagnétique s t a t i que  déduite d e  l e  

formule ( I I -  en tenant  conpte de l n  r e l a t i o n  (52-3) e t  du c e r . c t è r a  
a 

imaginaire pur de g , s o i t  

9 
Cette expression e s t  ident ique à c e l l e  obtenue par TILLIEXJ (39) par  l ' i n -  M 

-! 
3 

t e rnéd ia i re  du calcul  de  l a  uoyenne qucntique de l ' énerg ie  d'une nolécule C 

L 

perturbée par  un chûnp mgnétique s ta t ique.  L'étude des propriétés de syné t r i e  
3 iF 

des conposantss de g dans l e  cas d'une l.ieison6-a conduit cet  auteur à u t i l i s ~  
3 

l e s  développenents suivants  : 

Les expressions à un s e u l  paranètre,  svec : 

cy& entr. .fn<, de bonnes valeurs nuiiériques de l n  su scep t i b i l i t é  dimagnétique 
'1 ; 

8 - 
s t a t i q w  d 6  ruelques nolécules ,  nous u t i l i s e rons  donc . - 2 i c i ,  ce  r é su l t a t .  4. 

i- 3 La fonction f possède 1~ G n e  syné t r i e  que g ; nous pouvons - $ 
2 4 

donc prendre l e s  for-ies approchées suivantes : h 



L a  d é t e m i n a t i o n  des  purtl & t r e s  (h$  h').. .) d o i t  ê t r e  e f fec tué t  

à p e r t i r  d e  l r i  f o m e  v r r i a t i o n n e l l e  su ivan te  , dédui te  de (11-144) 

211 u=x, y z Y. 
J'& 

-+, r y o  (Y++?-) B @)y z 
2 C O 

(77) 

Le vec teur  f n ' i n t o r v i a n t  que dnns 1' express ion  d e y  que nous présunons 
2 3 

ê t r e  t r è s  f a i b l e  ; a u s s i  nous nous li i i ; terons à un développenent à un s e u l  

p a r a ~ è t r e  h' , l eque l  s e r a  d é t e m i n 6  par  l n  condi t ion  d'extreour? : 

Nous pouvons rcmirquer qu 'à  l a  l i n i t e  W O , nous retrouvons bien : 

&(O) = b  
u"l 

c 'est-à-dire  : f $ ( ~ =  O)  = g  

2 - _ - - - _ _ _ _  Expression de 7-e:'fi -+ 0 
Las d i f f é r e n t s  vec t eu r s  FE, 

1 , f 2  
e t  g  ont éti expriiiés en 

fonc t ion  d ' i n t é g r a l e s  i lo lécule ias  1 1, Iê,  13, ..... dont il e s t  poss ib l e  dè  

c a l c u l e r  l a  v a l e u r  n ~ - ~ é r i q u e  ; en i n t r o d u i s a n t  ces  r é su l t i i t s  dcns l e s  expres- 

s i o n s  de 7 e t 3  , nous pouvons , inintenant  ob ten i r  des  fo rnu le s  -p riiett::nt l e  

dé t e rn ina t ion  nunerique de ces  deux grandeurs.  

-% 
Nous trouvons a i n s i ,  e n  u t i l i s a n t  une fonc t ion  f à un s e u l  1 

p a r a e t r e  
2 - 

a 1 - 4 b I l  



*L L o r s  d'un développenent de f à deux p a r a : i è t r e s , T  e s t  exprin6 de la façon 
l 8 %  E 'E  

suivante ,  en fonct ion  de & , a , d , d , e t  b : 

= - [2 (2 Ir ( d+ - d- - a+ + ;;) + ( d l +  - dl - )  I7 

- 2 ( a  
'+ - a 1~1 

2 + - 2 
+ '+ - 1 -  - ' i(a c - a  I 1 l + 2 ( a a  - a  a )13  

'+ 2 ' - 2 + + - + (a  - a ) I4 + (a  d - o d-) (Il + 12) 

'+ + ' - + (a d - a  do) ( I ~ - I ~ )  

1 + '+ - 1, 1 '+ '+ + (a d - a d ) I ( a  à - a '- d t - )  I 
2 

Qu~int  , 188 fozmules (541, (75) e t  (78) fournissent  l ' e x p r e s s i o n  
. - 

suivante : 



D - Calcul  de  l a  cons tan te  de  VERDET de quelques ---------- noléculcs  ................................................. 

Nous soluies rxiintenant en iîesure de c a l c u l e r  nm6riquc-lent l n  

cons t an te  d e  VERDE2 d e  quelques noldcules  : 

Lcs r e l a t i o n s  d '  aciiditivité pe rze t t en t  de c a l c u l e r  séparéilent l e s  

grandeurs 9 et? d e s  é lec t2ons  de coeurs ,  des  p c i r e s  l i b r e s  e t  des  l i a i s o n s  

d'une nolécule  . Les f o r r ~ u l e s  é t a b l i e s  aux deux paragraphes précédents  

réduisent  l e  problèrie à l a  déter . i inat ion des  i n t é g r a l e s  i i o l écu la i r e s  (r2) , 
II, I*, ..... 

I 7 *  Lz f o n c t i o n  , i n t e rvenan t  dans c e s  i n t é g r a l e s  e s t  une Y0 
o r b i t a l e  n o l é c u l a i r e  p r i s e  sous l a  forile d 'une conhinaison l i n é a i r e  d ' o r b i t a l e s  

a toniques  pour l e s q u e l l e s  nous choisSssons des fonc t ions  de  SUATER (48). 

Les i n t e g r a l e s  nolcjcul:~.ires sont  c a l c u l é e s  en prenant 1' o r i g i n e  au c e n t r e  du 

noyau a tonique  pour l e s  é l ec t rons  d e  coeurs  e t  l e s  p a i r e s  l i b r e s  e t  au c e n t r e  

de g r a v i t é  é l ec t ron ique  pour l e s  l i a i s o n s .  

Nous avons e f f ec tu6  de t e l s  ca l cu l s  pour l a  no lécu le  d'hydrogène 

(49) , l a  no lécu le  d '  eau e t  l e s  prer i iers  hydrocarbures s a t u r é s  (50). 

1 - Molécule d'hydrogène - - - - -  - - - - - -  
Lc fonc t ion  d'onde %{ ! ~ ) a  é t 6  p r i s e  sous l a  fo rne  d f u n  produit  40 

' 4  

de deux o r b i t a l e s  n o l é c u l a i r e s  L. C. A.  O. i den t iques ,  avec : 



Le c a l c u l  nuigérique E é t é  e f fec tué ,  avec un developperient d e  
+ F  l e  fonc t ion  f à un e t  deux pnranèt res ,  pour d ive r ses  va leurs  du c o e f f i c i e n t &  

1 ' 
e t  de  l a  d i s t ence  i n t e r n u c l é e i r e  L. 

Nous avons u t i l i s é  l e s  va leurs  indiquées par  PAULING e t  

WILSON (51) : 

e t  p s r  COULSON (52) : 

d = 1,197 /a0 , L = 0 , 7 3 2 1  

Les r é s u l t a t s  obtenus sont rasse:;iblés dans l e  tab leau  1, où l e s  grandeurs 

vt 3 sont  données en u n i t Q s  atoniques. La const:intc: de VERDE2 V, en- - - 
-1 p r i i ~ é e  en a inutes .  ~auss-'. cn , e s t  ca lculée  pour l e s  condit ions nornnles 

de tenp6ra ture  e t  de pression. 

Le c o e f f i c i e n t  é t a n t  négligeable devant , nous avons égalenent 'Pi -1 
indiqu6 l a  valeur  de le  r o t a t i v i t é  no lécu la i r e  exprimée en radians  . Gauss . 
cn2 e t  d é f i n i e  par  : 



T A B L E A U  1 
--------------- ------------- 

C21cul Calcul : 1 
C û l c u l  T h é o r i q u e  : 1 

--------------------------------------- : quantique : par l a  : Résultats!  

Coef f i c i en t s  de : t h é o r i e :  exp&ri- 1 
( P N L I N G  e t  LJILSON 

de LtHAYL : classique rientaux j : COIJLSO~U~ (32) : (56) : 1 ------- ......................... -------- ---------- --------- ---------W. 

L e  c h i f f r e  en t re  parenthèses indique l ' e r r e u r  r e l a t i v e  pa& rapport  à l a  
valeur exp6riuent n l e  6,29. 



Le rnpport des constantes de VERDET, calculées .  pour l e s  

longueurs d'onde = 5780 2 e t  5460 2 . s o i t  : 

I 

e s t  proche de l a  valeur expéririentale 1,12, 

mesurée par GABIANO (53). 
1 

h c o ~ ~ p a r a n t  nos r é su l t a t s  21 l a  valeur expérinontale indiquee .' 

par R o  de MALLEMANI? (54) e t  par INGERSOLL e t  LIEBENBERG (55), nous constatons ,s 
que 1' accord e s t  assez bon e t  va r ie  avec l a  valeur des paranhtres O: e t  L 

- :) 

intervenant dans Y0 II' 

A t i t r e  i n d i c a t i f ,  nous avons nehtionné quelques r é s u l t a t s  4 
3 

théor ique fournis ,  par l a  théor ie  classique (55) e t  par un calcul  quantique. ' 4  

u t i l i s a n t  l a  théor ie  des perturbations,  ef fectué  récement  par Y. L'ILIYA (32). 

2 - Molécule d'eau - - - - - - - -  
L e  nolécule H O peut Btre déconposée en deux l i a i sons  O - H, 

2 
deux paires  l i b r e s  e t  deux électrons 1s de l ' a tone  dtoxyg8ne ; l e s  deux 

coef f ic ien t s  lHzO e t  seront donc colculés selon ïi. expressions 

suivantes : 

la20 = 7 - H + ' T p 3 i r e  l i b r e  + 3 (1 s)  
de 1 ' oxygène 

5 H20 = ' y 0  - H ' ?paire l i b r e  
, -y - LR contr ibut ion des électrons de coeur 1 s e s t  obtenue B p a r t i r  . -  
-81 

de l a  fornule (50) en prenant pour l a  fonction y(:) une fonction de SLATER. i 
' . _  



Nous trouvons l a  valeur négligeable : 

Vls = - 1.9 I O  -8 un i tés  atomiques 

- Les é lect rons  des paires l i b r e s  de l'oxygène sont d é c r i t s  par 

l ' o r b i t a l e  atonique correspondant à l 'hybr idat ion tetraédrique s p 3 

avec 

(pz , 0) = (j35 r cos i 

T O O 
f, e -.Po (90) 

- LA fonction d'onde de l a  l i a i s o n  O - H e s t  pr ise  sous l a  forae 

d'un produit d 'o rb i ta les  nolécula i res  L.C.PL.O. de type : 

où est l a  fonction (88) e t  

€ 1  -€rH 
= (7) e 

%us prenons l ' o r ig ine  au centre  de gravité électronique I de l a  l i a i s o n ,  

d é f i n i  par 

Le ca lcu l  a é t é  effectué ,  pour plus ieurs  longueurs d'onde, avec 

les  valeurs suivantes des c o e f f i c i e d s  (48) : 

d =P= 2,275 /ao , E =  1 /$ 



------------- ----------- ----------- ----------- ----------- 
: - *3 p a i r e  : i 

l i b r e  : 0,01142 : 0,01143 : 0,01145 : 0,01157 ) 
oxygène : ------------- ----------- ----------- ----------- ----------- 1 

Irn1 105 1 I , 9 5  
1 

M ' 2,04 : 2,29 : 3 ,& 
) 

( 
------------- ----------- ----------- ----------- ----------- 
: Ec--rt re la t i f :  

( 
j 

:par rapport  à: 66 $ : 66 $ : 66 $ : 67 % ) 
: l n  va leur  exp: (-------------- ----me-- ---- -----------: -----------: ----------: ----------- 

( 
1 

( : - 7 : 0,03468 : 0,03493 : 0,03504 : 0,03568 ) 
( 

O - H  * ) 

( 
-------------- ----------- ------- --------I ----------- 

p a i r e  : 
( 

j -7 l i b r e  : 0,01158 i 0,01159 0,01161 0,01174 ) 
( de- oxygène : 
( 

------------- ----------- ----------- ----------- ----------- 1 
: 

i par :In],= 10 2,50 2,6I : 2,93 : 4,67 ) 
1 

( 
------------- ----------- ----------- ...................... ) 
: Ecart re la t i f :  < :par rapport à: 5 7 %  : 5 7 %  : 5 7 $  : 5 8 $  ) 
: l a  valeur exp: (-------------- -- ----- - ----- -----------: -----------: -----------: ----------- 

( Valeur expér iaenta le  de : 
1 
1 



dis tance in ternucléai re  L - 0,96 1 (57) O - H -  

Lc  coeff ic ient  & , n t ,  i c i  encore, négligeable (de l ' o r d r e  de T 
10-'Ou.a), nous o n  préféré indiquer,  nu l i e u  de V,  l e  r o t a t i v i t é  noldcu- 

l a i r e  @$ qui possède 1 ' nvantage d1 ê t r e  indépendante de l ' i n d i c e  de réfrac- 

t i o n  e t  de l ' é t a t  physique de l a  substance étudiEe. 

Les r é s u l t a t s  nunériques sont rassenbl6s dans l e  tableau II. 



3 - Hydrocarbures sa turés  - - - - - - - - - - -  
Afin d 'obtenir  l a  r o t a t i v i t é  no l jcu la i re  des hydrocarbures sa turés ,  

il es t  nécessaire de calculer  l a  valeur d e r  pour l e s  é lect rons  1 s du carbone, 

e t  pour l e s  l i a i s o n s  C - H e t  C - C. 

Le  ca lcu l  de l a  contribution des électrons 1 s du carbone e s t  tout  

à f a i t  identique à ce lu i  qui  a é t é  effectue  pour l'oxygène ; avec l a  fonction 

d'onde %(O) donnée p r  l a  fornule (8'7) e t  pour O(=  5,70 /ao , nous trouvons 

l a  veleur t r è s  f a i b l e  

qls = - 2 .  IO-^ uni tés  atoniques 

que nous négligeons. 

Les nodules de 7 e t ?  pour l e s  l i a i sons  C - B e t  C - C sont 

calculés à p a r t i r  des fornules du paragraphe (c ) ,  à l ' a i d e  des fonctions 

d'onde L.C.A.O. : 

Dans l e s  aloanes, l e  carbone s e  trouvant dans un é t a t  d 'hybridation té t rae -  

drique sp3 , l ' o r b i t a l e  yc sera  : 

1 
2 

G - - * Y - 
( Pz < c )  

avec 

~ ' o r b i t a l e y !  es t  donnée par l a  formule (92) avec = l/ao 

En prenant , pour l e s  d is tances  in ternucléai res ,  l e s  valeurs 

suivantes,  indiquées par WHELAND (57) 



! 
Le calcul nunérique a étd effectué , avec un et  deux paranétres, 

pour l a  longueur d'onde h -- 5780 (d e t  pour- diverses valeurs des coeff ic ients  

..,p., k. 1 

Nous avons u t i l i s é  l e s  chiffres  fournis par SUTER (48) 

e t  par COULSON (58) : 

d= 2~98 /ao ,P = 1962 /ao . k = 0,943. 

Le tableau III indique l e s  modules de ro ta t iv i t6  nagnetique 
-5 

des l ia isons C - H e t  C - C, nécessaires au calcul des ro t a t iv i tds  noldcu- 4 
l a i r e s  des hydrocarbures saturés. 1 4 

Nous pouvon., i c i  encore, renarquer 1s t d s  fa ib le  valeur d e 5  wf.i 
La ro ta t iv i td  des carbures satures acycliques de fornule - ' 5  

-2 

gendrale Cn HZ 
+ 

es t  donnbe. en fonction des n o d u l e s t ~ i ) ~  - 
,- c 

par l a  re la t ion  suivante : -i 

talc II = ( n - 1 )  [,fi1 c - c  + (2 n + *)Cmc 
n 2 n + 2  - H 

Pour l e s  carbures saturés cycliques Cn Ha n, il faut u t i l i s e r  ', 
.A 

l 'expression : 

= n CRI + 2 n  Ln) C - C  0 - H 
, 1.' Les valeurs de la  ro t a t iv i td  nagndtique noléculaire de quelques . 

. . , 
hydrocarbures sont rassemblées dans l e  tableau I V .  . 1 

n '  R 



COEFFICIErnS 
de COULSON 

(. : C H :  C C :  C - H C H  ) 

* 1 

( I ( 10-Io I ( 10-Io ) 
- (u . a) I ( 10-Io I ( 10-Io ) 

( 
( 

) 

( 
'r 

(u. a): 0,16212 : 0,09315 : 0,14780 : 0,10305 ) 
( a  : -7 



COETFICIENTS DE SLATER COEFFICIENTS DE COULSON 
: Valeur 

1 

' expéri- 
: Un paramètre : Deux parauètres : Un paranètre : Deux parenètres : 

: nentale ) 

( 5 . Ecart 5: Ecart 
* ~ ~ 1 ~ a 1 0 ~  

: Ecart 5 . Ec3rt 
r e l a t i f  ;BIN*'O i r e l a t i f  ~@IM*IO 1 r e l a t i f  ~ ~ I N * ' O  1 relatif : ) 

(--------------: ---------: --------- --------- II------ --------- --------- --------- ---a ---------------- (54) ) 

: 1 8 , s  : 5 9 $  : I8,9 : 6 6 $  : I6 ,6  : 4 5 %  : I 7 , 9  : 5 7 5  : 11,4 

: 29,8 9 6 %  : 3 1 , O  : I 0 4 $  : 27,7 : 8 2 $  : 3 0 , 3  : 99 $ : I5 ,2  
f""""""" 

T A B L E A U  I V  



C O N C L U S I O N  
-=-=-=-=-=-=-p=-- 

La udthode de var ia t ion  - perturbation que nous avons appliquée 

à 116tude du pouvoir r o t a t o i r e  na;;nétique des r_iolécules dimagnétiques per- 

net  l e  ca lcu l  e f f ec t i f  de l a  constante de VERDm à p a r t i r  de l a  seule con- 

naissance de l a  fonction d'onde de l ' é t a t  fondanental de l a  nolécule non 

perturbée. 

E l le  s e  r adu i t  à l a  déteri-iination des coef f ic ien t s  r e t  surtout  

obtenus respectivecient à p a r t i r  des développeiients des iionents d ipola i res  
'-7 

nagnétique e t  é lect r ique nacroscopiques de l a  substance étudiée. 

Ces coef f ic ien t s ,  indépendants du terrie du deuxiène ordre de l a  

fonction d'onde perturbee, sont exprinés en fonction des vecteurs du p r e d e r  
-'& -4 

u 
ordre F , F: e t  G ,  d é f i n i s  par des équations aux dérivées p e r t i e l l e s  1 
q u ' i l  n ' e s t  pas possible de résoudre rigoureusenent. 

Les propr ié tés  de syné t r ie  du systène pernettent  d 'obtenir  pour 

ces d i f f é r en t s  vecteurs, des fornes approchées expririiées en fonction d'un 

ce r t a in  noriibre de parnnètres a justables. 

Les pnraiiètres intervenant dans l e  dkveloppcnent des vecteurs 3 e t  
1 

F , l i é s  à une perturbation dépendant du terips, sont détsrninés par un 
2 

calcul  var ia t ionnel  portant  su r  des expressions, d j r ivées  d'une densi té  la-  

grangienne dont l e  choix conporte un ce r t a in  a r b i t r a i r e ,  na i s  qui peuvent 

néamoins ê t r e  à des grandeurs physiques t e l l e s  que l a  polarisa- 

b i l i t é  é lect r ique dynanique e t  l a  suscep t ib i l i t é  nagnétique dynanique, appa- 

rentées à cer ta ins  t e rnes  de l ' énerg ie  de l a  r~oldcule. 
4 

A l'opposé du cas de l ' ob ten t ion  du vecteur G intervenant dans l e  

calcul  des su scep t ib i l i t é s  dianagnétiques s ta t iques ,  un processus de nini-  

n i sa t ion  d i r e c t  de l ' éne rg i e  t o t a l e  de l a  nolécule perturbée ne peut pas ê t r e  

appliqué, c a r  c e t t e  grandeur n ' e s t  plus clairenent définissable.  De plus, l e  

fai t  de de teminer  nj e t  < par un calcul  var ia t ionnel  ne portant directerient 

n i  su r  ces grandeurs, ni su r  l ' énerg ie  t o t a l e ,  empêche de préciser  si l e s  

valeurs nwériques  approchées obtenues sont s u p 6 r i e u . e ~  ou infhr ieures  aux 

valeurs exactes e t  que l le  e s t  l eu r  évolution en fonct ion du nonbre de 

paranètres utilIs6s. 



Notre forr.ialis;-ie a peruis d ' o t ab i i r  des propriétés d ' add i t i v i t é  

e t  de j u s t i f i e r  , au r~o ins  par t i e l l enen t  , l e s  syst&i?atiques expéririentales de 

l ' e f f e t  F,FR:,DriY. Ces propr ié tss  ont l e  grand intérê t :  prat ique,  l o r s  du calcuf 

de l a  constante de VERDET d'une substance quelconque, de p e r i e t t r e  l a  décori- 

posi t ion des rioL6cules en sous-systèries ayant une syrlétrie sphérique ou 

cylindrique (électrons de coeurs, paires l i b r e s ,  l i a i sons)  pour lesquels  l e  

ca lcu l  nuaérique e s t  plus a isé .  . 

L'invariance du coeff ic ient-?  dans on chmgeuent de repère entra îne  

l a  pos s ib i l i t é  de cho is i r  l ' o r i g i n e  de façon à in t rodui re  égalenont l e  naxi- 

n m  de s i ap l i f i c a t i on  l o r s  du cglcul  nmérique. La d i f f i c u l t é  de pr incipe  

in t rodui te  p%r 13 non-invrriance de5 a heureuseoent peu de conséquences 

pratiques en raison du caractère  négligeable , de l a  var ia t ion  de 5 dans un 

ch~.ngexent d' origine,  e t  du coeff ic ient  <f lui-nene. 

-+€ Par l ' i n t e rnéd i a i r e  de vecteurs,  F d6veloppés avec un ou deux 
La 4 1 

parariètres, F; e t  G B un seu l  parmèt re ,  l e s  coef f ic ien t s  7 e t 1  ont é té  

exprinés en fonction d'une s é r i e  d ' in tégra les  nolécula i res  dont l e  c a ï cu l  

nmjr ique  e s t  tr&s long, bien qu'obtenu à p a r t i r  de fonctions d'onde t r è s  

s inp les ,  il a é t é  effectué  sur un ordinateur I.B.M. 1620, à l a  l i n i t e  de 

sa tu ra t ion  de l c  cachine e t  a pemis  l ' ob ten t ion  de l a  valeur nunérique de 

l a  consto.nte de VJBDET ou de l a  r o t a t i v i t é  nagnétique noléculaire de quelques 

aol4cules sinples. 

Ces r é s u l t a t s  nunbriques, l e s  p r e~ i i e r s  à notre connzissance, obtenus 

par voie pure lent thzorique ( l e  calcul  quantique de Y.LfHAYL (32) e s t  postérieur 

au no t re ) ,  sont de 1' ordre de grandeur convenable e t  sont nêne, pour 1' hydro- 

gène, assez proches de l a  valeur expérinentale ; i l s  rendent conpte du sens 

de ro t a t i on  attendu pour l e s  nol6cules diaaagnétiques. 

Ils sont néanaoins plus  éloignés des valeurs exp6rinentales que dans 

l e  cas du calcul  de propriét4s plus siriples t e l l e s  que l e s  su scep t ib i l i t é s  ., $ 
dianagnétiques s ta t iques .  Cetéoart e s t  dû vraisenblablenent , d'une par t  à 

l ' i ~ p e r f e c t i o n  des fonctions d'onde non perturbées u t i l i s é e s ,  e t  d ' au t r e  pa r t ,  

au plus grand nonbre de fonctions à déter:~inér. 



On peut reriarquer en o u t r e  que l o  d t ' t tml ina t ion  de  l n  r o t a t i v i t é  

( iagnst ique e s t  f " , i t e  pper 1 ' i n t e r . i é d i ü i r e  de c e l l e  de l a  p o l a r i s a b i l i t é  élec- 

t r i q u e  dont l e  c a l c u l ,  e f f e c t u é  à l ' a i d e  de fonc t ions  d'onde si:-$les, con- 

d u i t  souvent à des  r L s ~ i t a t s  rioihs exac t s  que ceux obtenus pour l a  suscept ib i -  

l i t é  dialiagnstique. 

I l  e s t  probizble que l ' e r ip lo i  de  fonc t ions  d'onde p lus  é laborées  con- 

d u i r ~ i t  a de : l e i l l e u r s  Y huit ~t s ,  - , w i s  c e l a  e n t r a î n e r a i t  des  c a l c u l s  n w é r i q u e s  

beaucoup p l u s  longs e t  n r c e s s i t e r a i t  l ' u s a g e  de rioyens de c a l c u l  beaucoup p lus  

pu i s san t s  que ceux dont naus disposans. 

W ~ l g r é  l e  c a r a c t è r e  ;rpproché de:; r l s u l t ~ ~ t s  nunériques,  l e  présent  

t r a v a i l  nont re  d é j h  l ' i n t z r ê t  de l ' z p p l i c a t i o n  de la ,.léthode de v a r i a t i o n  - 
p e r t u r b a t i o n  à l ' é t u d e  d e  l ' e f f e t  i"i?RkDBY ?n p a r t i c u l i e r ,  e t  aux d i v e r s  pro- 

b l è ~ l e s  d ' i n t é r a c t i o n s  e n t r e  cha~ips  4 lec t ronagn<t iques  e t  ilo14cules en g6néral  

e t  s a  s u p & r i o r i t é  s u r  l e s  néthodes h a b i t u e l l e s  de  perturbationsdépend,int 

du terips pour l e s q u e l l e s  un c a l c u l  nw,ér ique e s t  gi:néraletlent t r è s  d i f f i c i l e  

ou !iê!.~e souvent i r lpossible .  

Nous tnvisageons de noilbreux per fec t ionner ien ts  e t  développenents 

à c e  t r ~ v a i l  : d'une p a r t ,  l a  q u a n t i f i c a t i o n  du cha,lp 4lectror:agnétique per- 

n e t t r a i t  peut-être  d rC luc ide r  c e r t a i n e s  d i f f i c u l t é s  ;encontrees l o r s  de 

l ' a p p l i c a t i o n  du p r inc ipe  va r i a t i onne1  e t ,  d ' a u t r e  p a r t ,  une ex tens ion  du 

f ori;alisr,e aux s y s t è ~ ~ c s  scluilis à une onde électron,zgiiétique de  f réquence  vo i s ine  

des  fréquences d ' abso rp t ion  pzr;,et t ra i t  , vraisei;blablei lent,  t i '  é t u d i e r ,  dans 

l l i ! -médiat ,  l e s  ,hbno .èn*s le  d i s p e r s i o n  r o t a :  q i r e  uagn :t ique e t  de  dichroïs7le 

nagn Aique dont l ' i n t t $ r $ t  p ra t ique  devien t  de  p l u s  en p lus  grand e t ,  p a r  l a  

s u i t e ,  lss d i v e r s  ph6noliènes de r6:;~nance in te rvenant  en opt ique  non l i n é a i r e .  
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PROP! GATION D'UNI: ONDE ELECTROm!GiLTmI~m PL/ NE 

DANS UN 3TILIEU SOUMIS A UN CHfJQ WAGNl3TOSTI'~TIQUE 

-=-=-=-=-=-=-=- -=i=-=- 

Vous sevons qul un r i i l ieu  , cons t i  t u6 de@.nolécules diariagnétiques 

par  u n i t é  de volune, s o u l i s  & l ' a c t i o n  s inu l t anse  d'une onde luriineuse p lane  
dl 

de fréquence a n g u l a i r e u r  e t  d 'un chaxp eiaynétostatique B' possède des vec teurs  

p o l a r i s a t i o n s  e l ec t r ique  e t  magnétique de l a  forne  su ivante  : 

Pour l e s  gaz e t  vapeurs sous f a i b l e  press ion ,  nous pouvons 

confondre l e s  charips i n t e r n e s  avec l e s  chmps ex té r i eu r s .  

De ianihre plus r igoureuse ,  l e  chalp é l e c t r i q u e  l o c a l  peut ê t r e  

dédui t  du charlp . l ec t r ique  extGrieur  pa r  l a  t h é o r i e  de LORE2JTZ-LORENZ e t  

nous avons a l o r s  : % 
-L/ 
-9 

3 
P 

En ra i son  de l a  f a i b l e  ! îagnét isat ion du u i l i e u  considéré nous 

pouvons toujours  confondre l e s  char~ps magnétiques i n t e r n e s  e t  ex tér ieurs .  



En chr ivant  l e s  vec t eu r s  ch,idps é l e c t r i q u e  e t  iiagnétique de l ' onde  

plane i n c i d e n t e  s e l o n  l a  r e p r s s e n t a t i o n  c o ~ ~ p l e x e  : 

l e s  i ieriv6es t e-porel les  de c e s  ch:: ips s e r ~ n t  : 
> 
..& 

A- 

- - 

Nous so7u ' ~ s  :sointenant en 1 lesure d '  e x p l i c i  ter  l e s  r e l a t i o n s  "co:l!>lé;lentaires" 

e n t r e  ch::rips e t  e x c i t a t i o n  : 

17 5n ne gardant  que l e s  t e r n e s  d6pendant du te,:ps e t  en posant : 

dans l e  c a s  03 on coi~fond l e  chnrîp i l e c t r i q u e  l o c a l  iivec c e l ; ~ i  de  l ' onde  

l u ~ i n e u s e .  

('*) Cont ra i r e  >ent  i 1 convent ion-habi tue l le ,  nous Fvons i c i  i n t r o d u i t  
L/ 1 - .w -- -Tl 

l e  c o e f f i c i e n t , '  par  l a  r e l z t i o n  ll =r 3 e t  d é f i n i t  l a  s u s c e p t i b i l i t 6  
+ 7 

nagnGtique per  1: r s l a t i o n  14 =')c Lu3. Cc t t e  fyon  de procéder rend nieux 
-\ 

corJpte du p r n l l è l i c - i e  e n t r e  l e s  vec t eu r s   et B. Pour une onde luiii- 
CI,, -Cu 

nri , i"o  ./ n+ +-y" C- 4 l.1- .--- 2 --- - 7 . -  *1 -i . - - - 



lorsqu 'on  t i e n t  co:ipte de lc .  t héor i e  de LORENTZ-LOiIJ3NZ; nous 

obtenons : 

-7 - n LU s 
Pour une onde lu r~ ineuse ,  plane, de vecteur  d'onde k = - 

C '  

l e s  eyuations de MXWELL peuvent ê t r e  é c r i t e s  sous l a  forne su ivante  : 

Conpte tenu des  r e l a t i o n s  (A-?) , 1' équation (n.8-2) devient : 

Dans l e  c:is d e  l ' e f f e t  F,iRCiDZ?Y, en cho i s i s san t  l ' a x e  Oz dans la-: 
- -3 3' 

d i r e c t i o n  de  s'et de 8' e t  en 6 l in inan t  l e  vec teur  3 h l ' a i d e  de  (fi.8-1) 

nous aboutissons au sys tèue  d'équationshouogènes su ivant  : 



-aqTo.xp y qa 

ayanz.8 quar ian?r j~adsa~  quarjaq-cTnDqa saps-pT:od sapuo s a p  axrp-n-qsq,:, 

anb?;cqûa~- dr,:zy:, np saqu-esodnoa 

saT ~ n o d  saqum'ns suorqnTos xna quapuodsaxxo~ u ap  s z n a p n  s a 3  

A 

O . . 
suouaqqo snou *3/\= u al?z.urpJo UOJ~DDJJ?J a p  aoypuy,7: snd q u a s s w z n o j  

n 

quxir:r~aq?p ai: q u ~ r 3 - p ~ ~  

u a p  sxnaT:-'n s a 1  ~ n o d  saT:?:?ATq uou suognT:os s ap  apqssod ar_i?qsÂs a 3  



Le , i l i e u  prchente donc unc b i r  Qfr ingence  c i r c u l c i r e .  Par 

cons&quent,  l e  l n  de p o l a r i ï e t i u n  d'.;ne onde p lane  po1;zisdc l i n 6 n i r e  l e n t  

t ou rne ra ,  2pri.s l a  tr:.vers~:e d'iim s u r  1 i t l  . iub~t ,mct . ,  ila -a . . d 'un  

i s p l e  ( c  \ *ptr l  1 a s i t i v ~ ,  dnr dans l e  sens  t r i g o n o y é t r i  p e )  : 

s o i t ,  pour des  substiinces d;pour.r~es de pouvoir r o t c t o i r e  n a t u r e l  (g = O)  : 
fl 

O r ,  l ' é t u d e  phénol-~énologiquo a  lon t ré  que : 

O= v 1 3' 

donc, en t e m n t  c o ~ p t i .  des  r e l a t i o n s  (11.6-4) e t  (8.6-5), l ' e x p r e s s i o n  de 

l a  cons tan te  de  VERDET s e r a  : 

dans l e  c ~ s  où on confond l e  charip é l e c t r i q u e  l o c a l  avec l e  chaxp ex té r i eu r .  

Lorsqu'on t i e n t  co..pte du chn .~p  de LO:?ENTZ, 1 s  expressions ( 1 . 6 )  e t  

(A. 6-5 ' ) e n t r a î n e n t  : 

iiou; constatons que s i  V e s t  p o s i t i f  ( n t g a t i f s )  , ' s a e r c  du s i g n e  de 

z 
B' , c 'es t -à -d i re  que l a  r o f a t i o n  s ' e f f e c t u e r a  dans l e  sens  du courant  

: ~ a g n é  t i s a n t  . 
L e  c a l c u l  thgorique ' ion t re  que ces condi t ions  sont  rGa l i s ées ,  

en accord avec l ' e x p é r i e n c e ,  pour l e s  no lécu le s  diaiiagnétiques é tudiées .  
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