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INTRUDUCTION GENERALE 

L ' a n a l y s e  e t  l a  s y n t h è s e  d e s  s y s t è m e s  é c h a n t i l l o n n é s  

n o n - l i n g a i r e s ,  a  s u r t o u t  E t é  e n v i s a g é e  d a n s  u n  c a d r e  d é t e r m i -  

n i s t e  ( 1 )  à ( 9 ) ,  m a i s  d e p u i s  q u e l q u e s  a n n é e s ,  c e  p o i n t  d e  v u e  

s e m b l e  i n s u f f i s a n t  p o u r  a p p r é h e n d e r  t o u s  l e s  p h b n o m è n e s  q u i  s o n t  

s u s c e p t i b l e s  d e  se m a n i f e s t e r .  

D a n s  ce  s e n s ,  e t  d a n s  l e  c a d r e  d e s  r e c h e r c h e s  e n t r e -  

p r i s e s  a u  L a b o r a t o i r e  d ' A u t o m a t i q u e  d e  l a  F a c u l t é  d e s  S c i e n c e s  

d e  L I L L E ,  c e t t e  E t u d e  p r o p o s e  u n e  c o n t r i b u t i o n  à l a  d e s c r i p t i o n  

d e s  s y s t è m e s  a u t o m a t i q u e s  s o u m i s  à d e s  p e r t u r b a t i o n s  a l é a t o i r e s .  

La m é t h o d e  e n v i s a g é e  c o n s i s t e  à r a m e n e r  d a n s  u n  c a d r e  d é t e r m i -  

n i s t e ,  l e s  p r o b l è m e s  n o u v e a u x  q u i  s e  p o s e n t  d ' u n  p o i n t  d e  v u e  

p r o b a b i l i s t e .  

D e u x  q u e s t i o n s  s o n t  a b o r d é e s  : d ' u n e  p a r t  l a  s t a b i l i t é  

a s y m p t o t i q u e  e t  d ' a u t r e  p a r t  l e  p r o b l è m e  d e  l a  m a j o r a t i o n  d e s  

o s c i l l a t i o n s  l i m i t e s  ; d e u x  a p p l i c a t i o n s ,  l ' u n e  c o n s a c r e e  à l a  

r é g u l a k i o n  d ' u n  m o t e u r ,  l ' a u t r e  à u n  f i l t r e  d u  d e u x i è m e  o r d r e ,  

s o n t  e n s u i t e  e n v i s a g é e s  d a n s  u n e  d e r n i è r e  p a r t i e .  



D a n s  ce  q u i  s u i t  n o u s  n o t e r o n s  p a r  : 

1 
R : l a  d r o i t e  r é e l l e  / - n3 , + ÿ3 [ 
N : l ' e n s e m b l e  d e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n u l s  

N* : l ' e n s e m b l e  d e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  

+ : l a  1/2 d r o i t s  r é e l l e  [ O ,  + CQ 1 
d : l ' e n s e m b l e  v i d e  

X : v a l e u r  d e  X à l ' i n s t a n t  nT 
n  

3 : p e r t u r b a t i o n  e x t e r n e  

b  : p e r t u r b a t i o n  i n t e r n e  

B : B c h a n t i l l o n n e u r  - b l o q u e u r  d ' o r d r e  z é r o  
O 

L e s  s y m b o l e s  s u i v a n t s  d é s i g n e r o n t  : 

Li : r é u n i o n  

n : i n t e r s e c t i o n  

ç : l ' a p p a r t e n a n c e  

: q u e l q u e  s o i t . . .  



E T U D E  T H E O R I U U E  - A P P L I C A T I O N S  
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C H A P I T R E  1 

INTRODUCTION D E  L'ASPECT ALEATOIRE 

L ' a n a l y s e  d e  l ' a s p e c t  a l é a t o i r e  d e  c e r t a i n s  p h é n o m è n e s  

i m p o s e  u n e  m o d i f i c a t i o n  p r o f o n d e  d e  l a  f o r m u l a t i o n  d e s  s y s t è m e s  d e  

c o m m a n d e  e t  d e s  m o d è l e s  m a t h é m a t . i q u e s -  q u i  l e s  r e p r é s e n t e n t .  

N o u s  c h e r c h o n s  t o u t  d ' a b o r d  à c o r n p l g t e r  l e s  r e c h e r c h e s  
C 

p r o p o s é e s  a n t é r i e u r e m e n t  d a n s  u n  c a d r e  d é t e r m i n i s t e  f o l  - - e n  f a i s a n t  

i n t e r v e n i r  n a t u r e l l e m e n t ,  d i v e r s  p h é n o m è n e s  a l é a t o i r e s  s o u v e n t  

n é g l i g  C s ,  

A p a r t i r  d e  ce premier  r & s u l t a t ,  n o u s  e n v i s a g e o n s  un m o d e  

d e  d e s c r i p t i o n  a d a p t é  a u  n o u v e l  a s p e c t  a i n s i  m i s  e n  é v i d e n c e .  

L ' é t u d e  e s t  p r é s e n t é e  e n  v u e  d e  l ' a n a l y s e  d e s  s y s t è m e s  

é c h a n t i l l o n n é s  n o n - l i n é a i r e s  ; c e p e n d a n t  il c o n v i e n t  d e  s i g n a l e r  

q u e  l e s  n o t i o n s  c o n s i d é r é e s  c i - d e s s o u s  p e u v e n t  s ' é t e n d r e  d e  l a  meme 

m a n i è r e  a u x  ' s y s t è m e s  c o n t i n u s .  

1 

1.1.1. F o r m u l a t i o n  d e s  s v s t è m e s  a s s e r v i s  é c h a n t i l l o n n é s  

d ' u n  p o i n t  d e  v u e  d é t e r m i n i s t e  

a )  S y s t è m e s  ZI r e t o u r  u n i t a i r e  ---- c-------------------...- 
C o n s i d é r o n s  un  s e r v o - m é c a n i e a e  à r o t o u r  u n i t a i r e ,  

c o p p o r t a n t  d a n s  s a  c h a i n e  d ' a c t i o n ,  u n  é c h a n t i l l o n n e u r  n o n - l i n é a i r e  

s a n s  m é m o i r e  ( p é r i o d e  ' T )  e-t u n  f i l t r e  l i n é a i r e  d ' o r d r e  m ,  d e  f o n c t i o n  

d e  t r a n s f e r t  L ( p ) .  ( f i g u r e  1). 



F i q u r c  1 

P o s a n t  a ( n T )  = n l f e n t r C e  e t  l ' e r r e u r  é c h a n t i l l o n n é e s  
n r  

s o n t  r d s p e c t i v e r n d n t  n o t e e s  x e t  . n  n  

L 1 h q u a t i o n  d u  s y s t è m e  b o u c l e  s l h c r i t  : 

i 
A e s t  u n e  m a t r i c e  à c o e f f i c i e n t s  c o n s t s n t s  a  , Y r c p r 5 s c n t e . l ' i n -  

j n  
f o r m a t i o n  d e  s o r t i e  à l ' i n s t a n t  nT  e t  H n  s y m b o l i s e  u n  v ~ c t o u r  c o l o n n e  

d c p e n d n n t  d e  l ' e r r e u r  G c h - ~ n t i l l o n n f i c ,  d e  l n  n o n  l i n é a r i t e ,  e t  d u  

f i 1 f ; r e .  

L ' é q u a t i o n  ( 1 )  s l f i c r i t  s o u s  f o r m e  e x p l i c i t e  : 

I L e  s y s t è m e  l i b r z '  é t a n t  r k g i  p - s r  - u n e  é q u a t i o n  d e  r é c u r r e n c e  

' d e  l a  f o r m e  : 

i 
A' c o n s t a n t e  f o n c t i o n  d e  a 

j 

L ' é q u a t i o n  d u  s y s t è m e  g l o b a l  e s t  d e  l a  f o r m e  : 
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L ' o r g a n e  d o  m o d u l a t i o n  d e ~ l ' e r r e u r  d t a n t  s u p p o s 6  s a n s  m G -  

m o i r e ,  il v i e n t  : 
1 

N o u s  o b t s n o n s  a i n s i  u n e  r e l a t i o n  d u  t y p e  d e  1 1 6 q u a t i o n  ( 3 )  

1 . 1 . 2 .  M o d g l e  m a t h o m a t i q u e  d e s  processus d i s - c r e t s  d a n s  u n  

n a d r e  p r o b a b i l i s t e  

a )  l e s  t y p e s  d e  p e r t u r b q t i o n s  a l 5 a t o i r e s  ..................................... 
'g - C ~ ~ s ~ g ~ e - a & e ~ t g i ~ c  ( O U  b r u i t  d u  à l ' e c h a n -  

t i l l o n n a g e  s e  m a n i f e s t a n t  c o m m e  u n e  c o n s i g n e  a l é a t o i r e  s u p e r p o s d e  

n u  s i g h q l  d 1  e n t r é e ) .  

N o u s  c o n s i d é r o n s  d a n s  c e  c a s  q u e  l ' e n t r é e  c e s s e  d l ê t r e  u n e  

i n f o r m a t i o n  t o t a l e m e n t  c o n n u e .  P o u r  t r a d u i r e  m a t h g m a t i q u e m c n t  c e t  

a s p e c t ,  o n  p e u t  c o n s i d é r e r  c c o m m e  u n e  v s r i a b l z  a l 6 a t o i r ~  d i s r è t e  

d o n t  l ' é v o l u t i o n  e s t  c a r a c t e r i s é e  p a r  u n  n o m b r e  p l u s  o u  m o i n s  g r a n d  

d e  d o n n e e s  statistiques. L i  l ' o n  e n v i s a g e  l e  C ~ S  c o n t i n u ,  l a  c o n s i -  

g n e  c s t  u n e  v a r i a b l e  a l 6 a t o i r e  c o n t i n u e .  

l S i  :!, d é s i g n ~  l c  b r u i t  l e  s u p e r p o s a n t  2 l n  c o n s i g n e  e ,  l n  

l g r e n d e u r  d t e n t r 6 c  x d u  s y s t g m e  d e v i e n t  : 

P n u r  u n  f o n c t i o n n e m e n t  d u  s y s t è m e  e n  r E g u l a L e u r ,  n o u s  

a v o n s  x = i, 

N o u s  a l l o n s  c o n s i d 6 r e . r  l e  c a s  o ù  . l l u v o l u t i o n  d u  

. p r o c e s s u s  d é p e n d ,  n o n  s e u l e m e n t  d e  l a  c o m m 3 n ~ c  r i t  d e  l ' 6 t a J c  d u  

s y s t è m e  m a i s  3 u s s i  d 1 z n t r 6 i %  a n n e x e s  m a l  c o n n u e s ,  p a r a s i t e s  e t  b r u i t s  



t 
1 

* 
q u i  o n t  l e s  o r i g i n e s  l e s  p l u s  d i v e r s e s  e t  s o n t  c l a s s é s  g C n b r a l e m e n t ,  

d a n s  l e  c a s  d ' u n  m o d è l e  Q l e c t r i q u c , ,  en q u a t r e  g r o u p e s  : 

- b r u i t s  t h e r m i q u e s  p r o v o q u é s  p a r  l e  m o u v e f o e n t  d G s o r d o n n é  

d e s  6 l e c t r o n s  d a n s  l e s  c o n d u c t e u r s .  

- e f f e t  d e  g r e n a i l l e  d h  a u x  f l u ç t u o t i o n s  d u  f l u x  d 1 6 1 e c t r o n s  
' ; 

émis  p a r  l a  c a t h o d e  d ' u n e  l a m p e .  

,4 - b r u i t s  p r o v o q u é s  p a r  l e  f o n c t i o n n e m e n t  d e s  c o n t a c t s ,  p o t e n -  " 

t i o m è t r e s ,  e t c . . .  

- b r u i t s  d e  f o n d  p r o v e n a n t  d e s  s o u r c e s  d l e l i m e n t a t i o n .  
. xr 

~ J o u s  q u a l i f i a r o n s  d e s  p e r t u r b a t i o n s .  d ' i n t e r n e s  p a r  o p p o s i t i o r  

a u x  p r é c é d e n t e s  q u e  n o u s  c o n s i d é r e r o n s  comme e x t e r n e s .  

b )  F o r m u l a t i o n .  C a s  d u  f o n c t i o n n e m e n t  e n  r é g u l a t e u r  
------------i-i---i----------------------------- 1 
D a n s  c e  c a s ,  il e s t  p o s s i b l e  d ' e n v i s a g e r  u n  m o d è l e '  '1 

ri 

p r o b a b i l i s t e  d é f i n i  p a r  l ' é q u a t i o n  : 

L a  r e l a t i o n  ( 3 )  s t t 5 c r i t  a l o r s  : 

m ' , *  

z é t a n t  u n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e ,  ' n+m + L: f i  ( c  n + m - i  ) e s t  d e  marne i 
i=l n a t u r e ,  f e t  3 é t a n t  r é a l i s a t i o ' n  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  . . ' 

' I 

L e  m o d è l e  m a t h e m a t i q u e  a d o p t g  d a n s  ce c a s  e s t  a l o r s  r é g i  p a r .  

l ' é q u a t i o n  : 



S u p p o s o n s  l e  s y s t è m e  s o u m i s  à d e s  p e r t u r b a t i o n s  

i n t e r n e s  b  q u i  n g i s s e n t  u n i q u e m e n t  s u r  l e s  c o e f f i c i e n t s  d u  s y s t è m e  
n  

s e l o n  l e s  . d i v e r s  m o d e s  d é j 3  e n v i s z i g C s  : 

L ' é q u a t i o n  (4) s ' é c r i t  a l o r s  ( E  e t  b r é a l i s a t i o n  d e s  

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  s e t  B )  : 

L e  m o d è l e  m a t h é m a t i q u e  r é g i s s a n t  ce  p r o c e s s u s  
-. . 
p l u s  c o m p l e x e  e s t  o b t e n u  p a r  s u p e r p o s i t l o n  d é ' s - . s c h é m a s  p r G c é d e n t a  : 

C e t t o  f o r m u l a t i o n  p r o b a b i l i s t e  d e s  s y s t è m e s  a s s e r v i s  Echan-  

t i l l o n n é s ,  a n a l o g u e  à c e l l e  d é j à  p r o p o s E e  d a n s  l e  c a d r e  d g t e r m i n i s t e ,  

p e r m e t  a l o r s  d ' e n v i s a g e r  u n e  e x t e n s i o n  d e s  r h s u l t a t s  d C j à  o b t e n u s .  

C e p e n d a n t ,  l ' a n a l y s e  d e  c e s  m o d è l e s  i m p l i q u e  d ' u n e  p a r t  

l ' a p p l i c a t i o n  d e  m g t h o d e s  m a t h é m a t i q u e s  a d a p t é e s  à l a  n o u v e l l e  f o r m u 4  

l a t i o n ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  i m p o s e  d e  p r é c i s e r  l e s  n o t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  

i n t r o d u i t e s  p a r  l e s  m o d è l c s  p r o p o s é s .  



C H A P I T R E  I I  



D Y N A M I d U E  UES S Y S T E M L S  A S S E R V I S  E C H I ; N T I L L U N I \ I E S  

NON L I N E , ' \ I R E 5  S O U M I S  A DES P E R T U R B k T I O N S  A L E A T  I I R E S  
LW- - - 

L 1 6 t u d e  e t  l o  s y n t h è s e  d e s  s y s t è m e s  a s s e r v i s  t c h ~ n t i l l o n n ~ s  

n o n - l i n G a i r e s  c o n d u i t  à e n v i s a g e r  d e u x  p r o b l è m e s  p r i n c i p - ~ u x  l i é s  

d ' u n ;  p n r t  à l a  s t a b i l i t 6  n s y m p t o t i q u e  e t  d ' l u t r z  p n r t  n u x  o s c i l l a -  

t i o n -  l i m i t e s  e n  r 6 g i m e  2 u t o n o m e .  

N o u s  n o u s  s o m m e s  e f f o r c e s  d l c ' t e n d r c  l e s  r é s u l ? ; r L s  o b t c n u s  

d o n s  l e  c o d r c  d é t e r m i n i s t e  , [ 9  , e n  t e n a n t  c o r n p i e  d u  c ' r a c -  

t è r e  aléatoire d u  p h 2 n o m è n e .  

C e  m o d e  d e  description f a i s a n t  i n t e r v e n i r  u n  n o u ~ r c l  n s p e c t ,  

c o r n p l E m e n t a i r e  d e  l a  r G a l i t 6 ,  c o n d u i t  à u n c  ) , ~ c i l l e u r e  a p p r o x i m a t i o n  

d u  s y s t è m e  r é e l  ; t o u t e f o i s  l e  c o m p l e x i t ~  même d e s  n o u v d n u x  m o d è l e s  

i m p o u c ,  l o r s  d ' u n e  e x p l o i t n t i o n ,  d e s  h y p o t h è s e s  m n t h f i m ~ t i q u e s  s i m p l i -  

f i c n t r i c e s  ; d , 2 n s  c c  s e n s ,  n o u s  n ' e n v i s ~ g c o n s ,  d - ~ n s  c e  c n d r e ,  q u e  b 

c l a s s e s  l e s   lus c n u r a n i n s  d e s  s y s t è m e s  p h y s i q u e s .  

L s s  d e u x  p r e m i è r e s  p a r t i e s  d e  c e  c h a p i t r e  s o n t  o r i e n t é e s  

v e r s  l a  r e c h e r c h ~ :  d ' u n c :  p a r t  d ' u n t :  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  d e  s t n b i l i t c  

a s y m p t o t i q u e  e t  d t n u t r c  p - r t  d c  d o m 2 i n e s  d c  m a j o r ~ t i o n  e t  d e  m i n o -  

r 2 l i n n  d e s  o s c i l l - ~ t i o n s  l i m i t e s  ; e n s u i t e  u n  troisième v o l e t  e s t  

c o n s o c r 6  à L ' a p p r o c h e  d e s  s y s t è m e s  s o u m i s  s i n u l t ~ n é r n e n t  2 d e s  p e r t u r -  

b a t i o n s  e x t e r n c s  e t  internes. 



I I  .1. CONDITION S U F F I S A N T E  D E  S T A B I L I T E  ASYMPTOTIQUE EN PR ESENCE 

D'UNE PERTURBATION C1LEATOII3E INTERNE . . 
D a n s  ce  p a r a g r a p h e ,  n o u s  n o u s  s o m m e s  e f f o r c é s  d ' o b t e n i r ,  

e n  s u p p o s a n t  l e s  p e r t u r b a t i o n s  e x t e r n e s  n u l l e s ,  u n e  c o n d i t i o n  d e  

s t a b i l i t é  a s y m p t o t i q u e  d e s  s y s t è m e s  n o n  l i n 8 a i r e s ,  a n a l o g u e  à c e l l e  

d u  c a d r e  d é t e r m i n i s t e ,  p o u r  u n  f o n c t i o n n e m e n t  d n  r é g u l a t e u r .  

C e t t e  h y p o t h è s e  p e r m e t  u n e  é t u d e  d G t a i l l é e  e t  c o r r e s p o n d  

p r a t i q u e m e n t  à u n  f o n c t i o n n e m e n t  r é e l .  

I I  .1.1. C r i t & r e  

L a  s o l u t i o n  d e  l ' é q u a t i o n  d e  r 6 c u r r c n c e  3 u x  v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  

e s t  s t a b l e  û s y m p t o t i q u e m e n t  s ' i l  e s t  p o s s i b l e  d e  t r o u v e r  u n  n o m b r e  

t e l  q u e  

x  v a r i a b l e  d o n s  l e  d o m a i n e  d e  d é f i n i t i o n  d e  f j  ( . ,  Bnimmj 
j 

) 

S u p p o s a n t  B k  i n d e p e n d a n t  d e  6 e t  f i  v é r i f i a n t  l c s  c o n d i -  k 
t i o n s  d e  r E g u l a r i t é  n é c e s s a i r e  p o u r  q u e  c e l l e s - c i  s o i e n t  d c s  v a r i a -  

b l e s  a l é a t o i r e s ,  n o u s  a v o n s  : 

[cf - a n n e x e  -11 



. N o u s  s u p p o s o n s  l a s  B k  i n d 6 p u n d o n t  d e  h k  u t  I c s  f ,  f o n c t i o n s  

r G g u l i è r c s  ; d a n s  cz c a s  l t @ q u n t i o n  ( 1 )  i m p l i q u e  r e l n t i v c m e n t  a u x  

e s p é r a n c e s  m a t h e m a t i q u e s  d e s  m o d u l e s  d e  c h a q u e  t e r m e ,  l f i n b g a l i t 6  : 

P o u r  t o u t ,  j ,  n o u s  a v o n s  

i ; v e c  E(X/Y) e s p b r a n c e  c o n d i t i o n n e l l ï  X p o u r  Y [cf - n n s x e  4 
e t  p o u r  t o u t e  v 2 l o u r  p o s L s i b l e  d e  y j  d e  h n + m - j  , n o u s  o b t c n o n s  : 

n c i G c r i v . n t  l a  d o m ~ i n u  d o  d b f i n i t i o n  d e  1; f o n c t i o n  f j  ( . , B n + m - j  ) 9 

j 

) 1 ,< Max E I f j  ( x j  B n+m-  j n+m-  j 
X 

1 1  
j 

d ' o W  c o m p t e  t e n u  d e s  d q u n t i o n s  ( 2 )  e t  ( 3 )  

il v i e n t  3 l o r s  : 

m 
I r  ( 4 )  E b n c m l  < M ~ X  E 1 n+m- j 1 .  1 M-ix  E I f j  ( X  , il 

j n i m -  j lS j4 n  j=l x .  
) l 

J 



. .  . .  
' S L i l  e s t ' p o k s i b l e  d e  t r o u v e r  u n  n o m b r e  4 c o m p r i s  e n t r e  O 

e t  1 t e l  q u e  : 

m 
Max E 1 f j  ( x j  s Bn+m-j  1 1  < T œ d  

j=1 

L ' i n é g a l i t é  ( 4 )  s ' é c r i t  : 

P o s o n s  u  = E / A k  I 
k 

d ' o ù  

( 4  b i s )  u  
n+m 

< (3 - a  u n  u 
n+m-1 1 

e t  l e  r é s u l t a t  c h e r c h 6  e n  d G c o u l c .  

R e m a r q u e  : C e t  é n o n c é  c o n s t i t u e  e n  q u e l q u e  s o r t e  u n e  g 6 n @ r z t l i s a t i o n  f 

d u  c r i t è r e  d e  s t a b i l i t é  a s y m p t o t i q u e  d e  W e g r z y n - V i d a l  141 E n n c x e  21 

e t  é t e n d  s e s  a p p l i c s t i o n s  a u  c ~ d r e  p r o b a b i l i s t e .  

' $ 

1 1 . 2 .  CYNOITIUN DE MAJUHiTIUN DE L f E C l i l T  PERMANENT EN PKESENCE D I U N E  4 
;<I Comme p r é c B d e m m e n t ,  l l i d b e  d i r e c t r i c e  d e  c e t t e  B t u d e  e s t  

, ,#:d 
l a  r e c h e r c h e  d t u n e  f o r m u l a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  p r o p o s G e  d a n s  u n  

c a d r e  d é t e r m i n i s t e  [ s ]  , p o u r  l a q u e l l e  ild , s o i t  p o s s i b l e  d ' a p p l i q u e r  

d e s  r u s u l t 3 t s  a n t é r i e u r s .  

P a r t a n t  d ' u n e  é q u a t i o n  d u  t y p e  I ( 3 ) ,  n o u s  r e c h e r c h o n s  u n e  

c o n d i t i o n  e n t r e  v a r i a b l e s d é t o r r n i n é e s .  

1 1 . 2 . 1 ,  C o n d i t i o n  d e  m a j o r a t i o n  d e  l t C c r i r t  p e r m a - n c n t  : 

E n o n c é  : S o i t  un s y s t è m e  é c h a n t i l l o n n 6  r é p o n d a n t  à u n e  l o i  

d e  l a  f o r m e  : 



( 5 )  V n  // O V < f ( V n  , . . . ,  V S . . . ,  V .  
n+m \ j n + m - l '  n  

V k  ( O  < k < 'b )  v l r i i b l c  i 1 6 a t o i r e  n o n - n é g - t i v o  ; f v C r i f i ~ n t  l e s  

c o n d i i i o n s  d e  r L g u l 7 r i t é  n E c e s s ~ i r e s  p o u r  ê t r e  u n e  v n r i ~ b l c  n l 6 a t o i r c  

e-ii & t a n t  m a j o r a b l e  p ~ r  unL!  v a r i a b l a  a l h o t o i r c  g  ( V n ,  ..., V 
j ' * * '  

V n )  t e l l s  q u c  g (xl ,..., a n )  s a i t  u n e  f o n c v , i o n  c o n c a v e  
n + m - l  ' m ' 

m 
d e  X p o u r  t o u t e  v y l e u r  d e  n  ( X  d t s i g n e  l e  v e c ~ e u r  d e  R d e  c o m p o -  

s n n t c s  xT, . a . ,  x m )  

D r i n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  s i  1' c r i t S r c  d 5 t e r r n i n i s L i ~  /-5J 

I - i n n e x o  41 , ~ p p l i q u 6  2 l l O q u r t i o n  : 

p e r m ~ ? - L  d e  t r o u v c r  u n  n o m b r e  p o s i t i f  i t c l  q u e  : 

A l o r s  V p o s s è d e  l n  p r o p r i e t e  : 
n  

u < ' j  < 3. 1 
P r o b  v n  < 7 

D é m o n s t r a t i o n  

L ' G q u a t i o n  ( 5 )  e n t r a i n e  

v 
n-km 4 g  ( V n  , * * . >  v n + m - 1  ' n )  = g ( t i n t " )  

m 
(B : v e c t e u r  a 1 6 - 1 t o i r c  d c  R d e  c o m p o s n n t e s  V n  ., \J n i m - 1  1 

n  

P r e n n n t  l ! t s p G r ? n c e  m a t h é m a t i q u e  d e  c h a q u e  m o m b r e  : 
. - . - 7 .  
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i n d c p c n d a n t e  d e  n  e t  d o n t  l ' e s p 6 r 7 n c e  m a t h e m a t i q u e  e s t t f i n i e .  

S i ,  q u e l q u e  s o i t  i ,  l a  f o n c t i o n  i f . ( x ) /  e s t  r i i ~ j o r a e  p i . r  
1 

1 u n u  f o n c t i o n  c o n c q v ç  d e  1x1 ; , f i  1 < g i  ( l x 1 ]  , l ' é q u a t i o n  ( 7 )  
1 

p e r m e t  d f  6 c r i r e  a l o r s  : 

1 +-- -- m i ' n + m  1 s - i ( 1 5  ;1 
z 1 

+ 1 'n+m + L- m - i  n t m - i l  n + p - i  ' 
t i=l i=l 

O U  e n c o r e  p a r  a p p l i c a t i o n  d u  r 6 ~ u l t ; ~ t  p r G c C d e n t ,  il v i z n t  : 

I l  e n  r é s u l t e  u n  d o m l i n s  d e  m a j o r a t i o n  d e  l l B c ; r t  p e r m s n e n t  

a v e c  u n e c e r t a i n e  p r o b a b i l i t é .  

R e m a r q u e  : - 
L ' u t i l i s ~ t i o n  d ' u n e  m q j o r a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  f n ' e s t  p a s  

i 
n L c e ç s 3 i r e  s i  f e s t  c l l c - m ê m e  u n e  f o n c t i o n  c o n c a v e  ; c e  c i s  e n g l o -  

i 
t i c  c n  p 3 r t i c u l i t : r  l u s  f o n c t i o n s  l i n 6 r i i r ~ s ,  0. t  l e  p r o b l è m e  p e u t  

d o n c  s e  t r a i t e r  directement s a n s  u t i l i s e r  l 1 i n é g 7 l i 2 5  d e  J c n ~ e n .  

11 .3 .  C J K D I T I O N  DE INIII'JCIFi/4TION DE L 'ECl-T FEiU4ANENT E N  PRESENCE D ' U N E  

FERTURB,*,TIUN EXTERNE.  

L e  p r o c G s s u s  d e  c e t t e  2 t u d e  e s t  ~ n , l o g u e  à c d l u i  d u  p 3 r c 2 -  

g r a p h c  p r é c h d e n t .  

L ' u t i l i s a t i o n  s i m u l t ~ n L e  d ~ s  i n 6 g 3 l i t 6 s  d e  L R S ~  e t  d e  

J ~ n s e n  c o n d u i t  2 u n e  g L n 5 r 2 l i s 3 t i o n  d e s  r c s u l t a t s  p m é s s n t 6 s  ~ n t è -  

r i e u r e m e n t  d 2 n s  u n  c - + d r e  d a t e r m i n i s t e .  

I I  . 3 . I .  C o n d i t i o n  d e  m i n o r a t i o n  d e  l v 6 c > r t  p k r - m ? , n e n t  

S o i t  u n  s y s t è m e  G c h a n t i l l o n n E  r é , ~ o n d ~ n t  à u n e  l o i  d c  l a  

f o r m e  : 



V k  ( O  < k < @ )  v 3 r i a b l e  û 1 E a t o i r e  n o n - n é g a t i v e .  

S u p p o s o n s  q u c  f i  ( 6 ,  , n )  ( a b  f3 e s t  l a  v e c t e u r  d e  c o m p o -  

s a n t e s  V . V  ... V  
n  j 

) s o i t  a i n o r a b l e  p a r  u n e  f o n c t i o n  
n + m - l  

g ( B, , n )  p o s s é d a n t  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 
1 

I1g l (  B n , n )  e s t  uni2 f o n c t i o n  c o n v e x e  d u  v e c t e u r  6 " 
n 

L t é q u ~ t i o n  ( 9 )  e n t r a i n e  : 

P r e n o n s  l ' e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  d e  c h a q u e  m e m b r e  d e  

l ' i 2 q u n t i o n  ( 1 0 )  : 

A p p l i q u o n s  a l o r s  l ' i n é g a l i t é  d e  J e n s e n ,  g l  é t a n t  c o n v e x e  : 

o ù  E B  d é s i g n e  l e  v e c t e u r  d e  c o m p o s a n t e s  E V  ,..., E V  ... , 
n  

E V 
j ' 

. . A l o r s  il v i e n t  : 
n + m - i  ". 

.- 

E  V  > g1 ( E  Vn,  . . .  E V  ,... E V  
n+m j n + m - 1  * n )  

P o s o n s  E V k  = uk  e t  a p p l i q u o n s  l e s  r é s u l t a t s  d e s  é t u d e s  

d e  Lf ,URENT-VID. IL  à 1' i n 6 g a 2 i t é  s u i v a n t e  : 



s o i t  u n e  m i n o r û n t e  d e  l n  f o n c t i o n  g l ( c 9 , . , . , c  , * . - ,  
. . .  j 

c ) ,  l o r s q u e  l c s  p a r a m & t r d s  C v ~ r i e n t  d 2 n s  l ' i n t e r v n l l z s  ( - c ,  c ) .  
m-1 j 

S i  1 2  s u i t e  d e  n o m b r e s  r e e l s  p o s i t i f s  r S p o n d 2 n t  à l a  r e l a -  

t i o n  d e  r é c u r r e n c e  

L c n d  v e r s  u n e  l i m i t e  1, s n  c r o i s s  ? n t  p o u r  L o u t e  v < ~ l ~ u r  'k 
< 1 e t  

q u c l q u c  s o i t  l n  c o n d i t i o n  i n i t i n l e  n ; V k  e t  p o u r  k 7 s s e . z  c j r 7 n d ,  
0 

il e s t  t o u j o u r s  p o s J i o l e  d e  t r o u v e r  d e ,  v . l e u r s  d e  u  t ~ l l e s  q u e  
k 

( 1 2 )  ? p > n  t e l  q u e  E V  >,1 
P  

P a r  ? p p l i c a t i o n  d e  l ' i n é g ~ l i t é  d e  1 3 ~ 1 ~ s  ( ?. ) ,  o n  o b t i e n t  

1- c o n d i t i o n  v L r i f i é e  p ~r V : 
P  

E V  - r :  

( 1 3 )  i6.- 
s u p  v 

n  

L e  S U P  V é t a n t  p r i s  s u r  l l t ; n s c r i i b l e  d z  p r o b : : b i l i t é  1, p  i r  

P  
, ~ p p l i c l t i o n  d u  r é s u l t a t  ( 1 2 )  e t  c n  c h o i s i s s n n t  1; t e l  i ~ u ;  : 

s u p  V / 

6' 

D a n s  l e  c a s  e x t r è m e ; n o u s  2 v o n s  u n c  p r o b a b i l i t ~  C g - . , l e  3 "1 

p o u r  q u e  , p o u r  t o u t  n  ~ ç s e z  g r s n d ,  il s o i t  p o s s i b l e  d e  t r o u v e r  p 

t e l  q u e  V > 1 - s u p  V 
P n  
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m 
D é s i g n a n t - p a r  K l a  c o n s t q n t e  E - 1  Z - r a  z 1 e t  

n + m  m - i  n + m - i  
i=l a p p l i q u a n t  l t i n t g a l i t a  d e  J e n s e n ,  n o u s  o b t e n o n s  

D ' a p r è s  l e s  ~ é s u l t a t s  p r é c e d e n t s  c e t t e  i n i - g a l i b 6  c o n d u i t  

à l a  c o n d i t i o n  

Il e n  r é s u l t e  u n  d o m a i n e  d e  m i n o r a t i o n  d e  l t k c o r t  p e r m a -  

n e n t  z v e c  u n e  c e r t  i i n e  p r o b n b i l i t t 5 .  

11.1" S Y S T E M E  A S S E R V I  E C H A N T I L L O N N E  N U N - L I N E A I R E  SUUM1.S A DES 

P E R T U R B A T I O N S  =ERNE5 E T  E X T E R N E S  

L e  m o d è l e  m z i t h 6 m n t i q u e  d é c r i v a n t  l e  f o n c t i o n n c m e n ~  d u  

s y s t è m e  d e v i e n t  i i 1 o r . s  :, - 

I I , 4 . 1 .  C r i t è r e  d e  m a . j o r ~ t i o n  e t  m i n o r a t i o n  d g A s 2 s c i l -  

l a t i o n s  l i m i t e s  

P a r  d e s , r a i s o n n e m e n t s  a n a l o g u e s  a u x  p r é c é d e n t s ,  s u p p o s q n t  

q u e  l e s  p e r t u r b a t i o n s  B  e t  Z p o s s è d e n t  u n  m o m e n t  d ' o r d r e  'l f i n i ,  

n o u s  o b t e n o n s  d e s  r 6 s u l t n t s  i d e n t i q u e s  c o n c e r n s n t  l e s  c r i t è r e s  d e  

m a j o r a t i o n  e t  d e  m i n o r a t i o n  -- d e s  o s c i l l ~ t i o n s  l i m i t e s .  



I I  . 4 * 2 .  S t a b i l i t G  a s v ' m p t o t i c i u e  

E n  c e  q u i  c o n c e r n e  l e  c r i t è r e  d e  s t a b i l i t é  a s y m p t o t i q u e .  

l c s  r é s u l t 3 t s  s o n t  m o d i f i é s .  : 

e f f e t  d ' é q u 3 t i o n  4 b i s  d e v i e n t ,  e n  d g s i g n a n t  p o r  K  l a  v a l e u r  de l a  

c o n s t a n t e  E 1 Z + f a  Z 1 c o n s t 2 n t e  d é p c n d ~ n t  u n i -  
n+m n - i  n + m - i  ! 

i=l 
q u e m e n t  d e  1' é c a r t  t y p e  6 d u  b r u i t  Z : 

( 2 0 )  

D é s i g n o n s  p ï r  U ,  v e c t e u r ,  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s ,  d e  c o m p o -  

s a n t e s  1 u o  , ..., u  z, 
> 
-5 

P o s o n s  : 

Dens c e s  c o n d i t i o n s  n o u s  d é f i n i s s o n s  u n e  l i m i t e  d e  s t a b i -  r 
l i t 6  p ; l r  r a p p u r t  à l ' é c a r t  t y p e  ci- p a r  l a  r e l a t i o n  : 

A l o r s  K  + (1 - 4) M o  < , P l  e t  ( 2 0 )  s ' é c r i t  : 
O 

- 1 
i t 

N o u s  o b t e n o n s  u n  r é s u 1 t . t  a n a l o g u e  n u  p a r a g r n p h o  1 ,  c ' e s t  

à d i r e  : c o n v e r g e n c e  l e n t e  v e r s  z é r o  e n  m o y e n n e  d ' o r d r e  1 d e  Sn, 
L 

L '- 
l n  c o n d i t i o n  d e  s t y b i l i t 6  3 s y r n p t o t ' i q u e  E t a n t  c e l l e  G n o n c é e  e n  1. 

b )  S i  K ( c - )  = ~2 FI 
O 

A l o r s  = U = U = M 
n+m n + m + l  n+m+2 O 



e t  il v i e n t  e n  t o u t e  r i g u e u r  

k-+w 
e t  l ' o n  d é f i n i t  a l o r s  u n  d o m a i n e  d e  c o n v e r g e n c e  d é f i n i  p n r  

C )  S i  K(53 > d M o  

- *  
L e s  U k  f o r m e n t  d o n s  ce c a s  u n e  s u i t e  c r o i s s ; n t e  t e l l e  q u e  

, . 
à p a r t i r  d ' u n  c e r t a i n  r a n g  

D a n s  c e s  c o n d i t i o n s ,  n o u s  n o  p o u v o n s  p l u s  a f f i r m e r  q u e  l e  

s y s t è m e  e s t  s t a b l e .  

En  c o n c l u s i o n ,  l e s  c o n d i t i o n s  s u f f i s 3 n t e s  d e  s t a b i l i t é  

1 a s y m p t o t i q u e  d ' u n  s y s t è m e  a s s e r v i  é c h a n t i l l o n n 6  n o n - l i n g a i r e  s o u m i s  

[ a d e s  p e r t u r b a t i o n s  i n t e r n e s  e t  e x t e r n e s ,  s > é c r i v e n t  : 
L 



L a  m e t h o d e  d t 5 i - u d e  d e s  s y s t è m e s  a s s e r v i s  6 c h n n t i l l o n n é s  

s o u m i s  à d e s  p e r t u r b û t i a n s  ~ 1 6 n t o i r e s  p r o p o s é e  d a n s  c e  c h a p i t r e ,  

p e r m e t  d ' é t e n d r e  c e r t a i n s  ~ r a v a u x  e f f e c t u é s  d 3 n s  u n  c a d r e  d é t e r m i -  

n i s t e .  

S o u s  c e r t a i n e s  h y p o t h h s c s  s i m p l i f i c n t r i c e s  m q i s  n o n  r e s -  

t r i c t i v e s  d u  p o i n t  d e  v u e  p h y s i q u e ,  il e s t  p o s s i b l e  d ' a b o r d e r  p l u s  

a i s é m e n t  d i v e r s  p r o b l a m e s  c o n c e r n a n t  c e s  s y s t è m e s ,  f o u r n i s s a n t  8 i n s i  

u n e  m e i l l e u r e  c o n n o i s s ~ n c e  d e  l e u r  e o n c t i o n n e m e n t  r é e l .  

Des a p p l i c a t i o n s  d e  c e s  r é s u l t a t s  s ~ n t  e n v i s a g e e s  d a n s  l e  

c h a p i t r s  s u i v a n t ,  p o u r  d e s  s y s t è m e s  3 s s e r v i s  é c h a n t i l l o n n 6 s  l i n é -  

a i r e s  e t  n o n - l i n é a i r e s  a v e c  o u  s a n s  r e t o u r  t a c h y m é t r i q u e .  



C H A P I T R E  I I I  



CHAPITRE :II.I 

A P P L I C A T I ~ N  A U X  SYSTEMES' AÇSEHVIS 

III ' . l , .  INTRODUCTION 

L e  p o i n t  d e  v u e  p u r e m e n t  a n a l y t i q u e  a d o p t é  l o r s  d e  l ' é t u d e  

p r é c é d e n t e  r e v i e n t  à l ' e x a m e n  d ' u n  m o d è l e  . m a t h é m a t i q u e .  

L ' a p p l i c a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  a i n s i  o b t e n u s .  a u x  s y s t è m e s  a s -  

s e r v i s  s u p p o s e  l e u r  i d e n t i f i c a t i o h  f o r m e l l e  a u x  s c h é m a s  b l o c  d u  t y p e .  + 
d é j à  é t u d i é .  

L e  p r o b l è m e  d e  l ' i d e n t i f i c a t i o n  n ' e s t  j a m a i s  a i s é  e t  n o u s  

n o u s  e f f o r c e r o n s  d e . l l e . n v i s a g e r  p o u r  l e s  s y s t è m e s  p h y s i q u e s  l e s  p l u s  

s o u v e n t  u t i l i s é s ,  e t  e n  p 2 r t i c u l i e r  p o u r  c e u x  q u i  o n t  f a i t  l ' o b j e t  

d e  t r a v a ' u x  d a n s  l e  ' c a d r e  d é t e r m i n i s t e  ( 4 )  ( 5 )  ( 1 3 )  ( 1 4  1. 

. 
D a n s  ce  s e n s ,  n o u s  e n v i s a g e r o n s  s u c c e s s i v e m e n t  d i v e r s  a s -  

p e c t s  d e  l a  r é g u l a t i o n  d ' u n  m o t e u r  ( 9 )  e t  d ' u n  a s s e r v i s s e m e n t  d e  l a  

g r a n d e u r  d e  s o r t - i e  $' 'Ln ' f i l t r e  d u  s e c o n d  o r d r e  ( 3 ) ,  e n  r e c h e r c h a n t  

d a n s  ces  a p p l i c a t i o n s  à p r é c i s e r  l ' a s p e c t  p r o b a b i l i s t e  d e s  p h é n o -  

m è n e s .  

P a r  u n e  c i n a l y s e  a p p r o f o n d i e  d u  s y s t è m e ,  o n  p e u t  e n  g é n é r a l  

p r e d i r e  q u e  1 2  p e r t u r b a t i o n ,  v a r i a b l e  a l é a t o i r e ,  e s t  e n  g é n é r a l  

i n d ê p e n d a n t e  d u  t e m p s  e t  g a ' u s s i e n n s .  I l  e s t  t o u t e f o i s  s o u v e n t  d i f f i -  

c i l o  d e  r e m o n t e r  a u  c a r a c t è r e  p h y s i q u e  d u  p h é n o m è n e  e t  il f a u t  n l o r s  

c h o i s i r  u n  m o d è l e ,  e t  a j u s t e r  s e s  p a r a m è t r e s  p o u r  r e p r e s e n t e r  a u  

m i e u x  l e  p r o c e s s u s  é t u d i é .  



La c o r r e s p o n d a n c e  e n t r e  l e  m o d è l e  e t  l e  p h é n o m è n e  r é e l  

n ' e s t  j a m a i s  p a r f a i t e  e t  r e v i e n t  b i e n  s o u v e n t  à c o n s t a t e r  q u ' a  

c e r t a i n s  i n s t a n t s ,  l e s  d e n s i t é s  d e  p r o b a b i l i t 6  s o n t  a p p r o x i m a t i -  

v e m e n t  g a u s s i e n n e  ( 1 5 ) .  M a l g r è  c e s  d i f f i c u l t é s ,  u n  m o d è l e  r e p r é s e n -  

t a t i f  d u  b r u i t  permet d t 8 l a b o r e x  c e r t a i n s  - r é s u l t a t s .  

D a n s  c e t t e  é t u d e ,  n o u s  s u p p o s o n s  l e s  p e r t u r b a t i o n s  r e p r é -  

s e n t é e s  p a r  u n e  l o i  d e  L a p l a ~ e ~ G o u s s ,  ~ a r ~ c t é r i s é e  p a r  u n e , m o y e n n e  

m et; u n  é c a r t  t y p e  cr ; s e l o n  l a  p l a g e  d e  v a r i a t i o n  d e  T, n o u s  

a l l o n s  c h e r c h e r  l e s  d o m a i n e s  d e  s t a b i l i t é  e t  d ~ o s c i l l a t i o n s  l i m i t e s  

d e s  s y s t è m e s  a s s e r v i s  s u i v a n t s  : 

+ S y s t è m e  l i n é a i r e  

+ S y s t è m e  n o n - l i n g a i r e  

1. S a n s  c o r r e c t i o n  t a c h v m é t r i q u e  

a )  R é g u l a t i o n  d ' u n  f i l t r e  d u  d e u x l è m e  o r d r e  

s e l o n  u n  p r o c e s s u s  n o n - l i n é a i r e  e t  d i s c r e t .  

b )  C o m p e n s a t i o n  d ' u n  f i l t r e  d u  d e u x i è m e  o r d r e  

p a r  e c h a n t i l l o n n a g e - b l o c a g e  e t  i n t r o d u c t i o n  d ' u n e  n o n - l i n é a r i t é  

p o l y n o m i a l e  d a n s  l a  c h s i n e  d ' a c t i o n .  

2 .  A v e c  c o r r e c t i o n  t a c h v m é t r i s u e  

A s s e r v i s s e m e n t  d ' u n  m o t e u r  p a r  6 c h a n t i l l o n n a g e  

b l o c a g e  a v e c  r e t o u r  t a c h y m é t r i q u e  e t  n o n - l i n é a r j . t é .  

L ' a p p l i c a t i o n  d e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  à u n  s y s t è m , e  l i n é -  

a i r e  p e r m e t  d e  p r é c i s e r  s i m p l e m e n t  l e s  n o t i o n s  i n t r o d u i t e s  a u x  

c h a p i t r e s  1 e t  I I .  L e s  t r o i s  e x e m p l e s  n o n - l i n é a i r e s  o n t  é t é  c h o i s i s  

d e  f a ç o n  à r e c o u v r i r  a u  m i e u x  l e s  s y s t è m e s  a s s e r v i s  l e s  p l u s  u s u e l s ;  

l e s  d e u x  a p p l i c a t i o n s  a ~ x  s y s t è m e s  s a n s  c o r r è c t i o n  t a c h g m é t r i q u e  

p e r m e t t e n t  d e  f a i r e  a p p a r a i t r e  d e u x  n o n - l i n é a r i t é s  d e  t y p e  d i f f é r e n t ,  

l e  d e r n i e r  e x e m p l e  p e r m e t t a n t  d t S t u d i e r  l ' i n f l u e n c e  d e  l a  c o r r e c t i o n  

t a c h y m é t r i q u e  s u r  l a  s t a b i l i t E  d u  s y s t è m e .  



1 1 1 . 2 .  REGULATIJN ECHANTIL 

1 1 1 . 2 . 1 .  L e  m o d è l e  G t u d i é  e s t  p r é s e n t é  f i g u r e  ( l ) ,  

é c h û n t i l l 3 n n é e  e s t  s i m p l e m e n t  b l o q u 6 e .  

~ c ~ k ? l ~ r  

3 
:j 

". - -. 8 . . . -  . . 
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1 1 1 . 2 . 2 .  F o r m u l a t i o n  d e t e r m i n i s t e  

L e  f i l ~ r e  d u  d e u x i è m e  o r d r e  ( m o t e u r )  p e u t  etrc d15com 

comme s u i t  : 

-T /T 
P o s o n s  D = e. 

; = p é r i o d e  d t B c h 3 n t i l l o n n a g e  

t P c o n s t a n t e  d e  ~ e m p s  d u  m o t e u r .  

I l  v i e n t  ( O )  : 

l ' e r r e u r  

p o s é  

d ' o ù  



C o m p t e  t e n u  d-e 6 = e - 'n 
1' é q u a t i o n  d e  f n n c t i o n n e m e n t  

n  n  
a u x  e r r e u r s  d u  s y s t è m e  s ' é c r i t  : 

I I I  . 2 . 3 .  R é s u l t : ? t s  d e t e r m i n i s t e s  

L o r s  d ' u n e  6 t u d e  d u  f o n c t i o n n e m e n t  d u  m o t e u r  e n  r é g u l a t e u r ,  . 

e k O ,  d ' o ù  1 1 6 q u a t i o n  : 

a )  ~ s c i l l ~ t i u n s  l i m i t e s  .................... 
L e  s y s t è m e ,  f o n c t i o n n a n t  e n  r é g u l - î t c u r ,  e t  n e  p o s -  

s d d û n t  p a s  d e  n o n - l i n é a r i t é  d a n s  s s  c h 3 i n e  d ' a c t i o n ,  n ' o s c i l l e  p a s .  

b )  s t a b i l i t é  a s y m p t o t i q u e  : L s a p ~ l i c a t i o n  d i r e c t e  du ---------------------- 
c r i t è r e  de Routh-IIurwitz ( O )  donne l e  donaine ii.c stabilité suivant : 

i l + a + b  > O  
I 

1 1 1 . 2 . 4 .  F o r m u l a t i o n ,  p r o b a b i l i s t e  

a )  P e r t u r b a t i o n  i n t e r n e s  n u l l e s  ---------------------------- 
A p a r t i r  d e s  r k s u l t a t s  d u  p a r ; ~ g r ~ p h e  4 ( c h s p .  I ) ,  

n o u s  o b t e n o n s  l e  m o d è l e  m a t h é m a t i q u e  d u  p r o c e s s u s  : 

o ù  a e t  b s o n t  d e s  c o n s t 7 n t e s .  



L ' é t u d e  d e s  o s c i l 1 a t i : ~ n . s  .du s y s . t è m e  d u e s , : à  l ' e n t r é e  a l é a -  

t o i r e  c o n d u i t  à 1 1 i n 6 g û l i t é  

P o s o n s  E I Z 1 = 7 ; p u i s q u e  m = 
k  i 2  Z 

v i e n t  : 

P o s o n s  : 

En a p p l i q u a n t  l e s  r é s u l t 3 t s  d e  l ' a n n e x e  4 ,  l t e x p r c s s i o n  

.- . . . 

e s t  u n e  m a j o r a n t e  d u  d e u x i è m e  t e r m e  d e  l ' i n é g a l i t é  ( 6 )  . 

S o i t  l a  s u i t e  d e  t e r m e  g G n é r a l  a d é f i n i e  p n r  : 
k ' ... - .. . " 

I l  v i e n t  : 

k 
a k  

= 4 a + K ( 1  + d + ... + dk-'1 
O' 

a  v a l e u r  i n i t i a l e  , d e  l a  s u i t e  ql( 
O 

4 ! a l  + /ù /  

y 

S u p p o s a n t  l a  c o n d i t i o n  r e s t r i c t i v e  d e  s t a b i l i t é  a s y m p t o -  

t i q u e  d é t e r m i n i s t e  r e m p l i e  : Y ( 1 , n o u s  o b t e n o n s  : 



1 : l i m i t e  i n d é p e n d a n t e  d e  a e t  a 
O '1 

P o u r  n ,  a s s e z  g r a n d ,  n o u s  a v o n s  t o u j o u r s  : 

s o i t  : 

R e m a r a u e  : 

N o t o n s  q u e  s i  l e  b r u i t  e s x  i n e x i s t a n t ,  %' e s t  n u l  e t  n o u s  

r e x r o u v o n s  b i e n  l e  d o m ~ i n e  d é t e r m i n i s t e  1 = O n 6 c e s s a i r e  e t  s u f f i -  

s n n t  ( I I I . 2 . 3 . b ) .  

A ~ p l i c a t i o n  n u m E r i a u e  : 

T = 1 s e c .  
\ 1 
1. = - s e c .  

d ' o ù  

e t  c o m p t e  t e n u  d e  l ' e x p r e s s i o n  ( 7 1 ,  p r e n a n ~  7 = 0 , 5  il v i e n t  : 

P r o b  1 1gnW 5 . 6  1 > 0 , 5  
( 2 )  

n+ C> 

R é s u l t a t  q u i  e s t  r e p r é s e n t é  s u r  l e  s c h b m a  ( f i g .  2 )  



b )  P e r t u r b a t i o n s  i n t e r n e s  n o n - n u l l e s  --------------------------------- 
.. L ' é q u a t i o n  r é g i s s q n t  l e  f o n c t i o n n e m e n t  d u  s y s t è m e  

e s t  : 

5 + a  S + 'n+~ = z n + 2  - ( ? L + D )  z + D Z  
n + 2  n + l  n + l  n a 

.$ - I 

a v s c  a e t  b v a r i a b l e s  a l G û t o i r e s  g î u s s i e n n e s  d ' é c a r t - t y p e  e t  
a b 

( c f .  p a r s g r q p h e  5 c h a p .  1 ) .  
4 

O .  

P a r  a p p l i c a t i o n  d e s  c r i t è r e s  d e  s t a b i l i t g  a s y m p t o t i q u e  

o b t e n u s  a u  c h a p i t r e  I I ,  l e s  c o n d i t i o n s  d e  s t a b i l i t é  s ' é c r i v e n t  

e t  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s ,  n o n  a l é a t o i r e  d o n c  i d e n t i q u e s  a u x  
O 3 

v n l e u r s  c û n s t a n t e s '  F . e t  f 
O 1 

L e s  r e l 3 t i o n s  ( 8 )  p e u v e n t  a l o r s  s ' é c r i r e  : 
- 



N o u s  d e f i n i s s o n s  l e  d o m a i n e  d e  s t a b i l i t é  p o u r  l e s  é c q r t s  

t y p e s  r e p r é s e n t é s  ( f i g .  3 )  

D o m a i n e  d e  s t n b i l i t é  a s y m p t o -  
i q u e  n u  s e n s  p r o b a b i l i s t e .  

+QT 

O 
2 

La s e u l e  d o n n é e  d e  /3 f i x e  l e s  p o i n t s  h-B-C p o u r  u n  s y s t è p e  

d o n n é .  Le d o r n s i n e  p y r a m i d a l  O - ABC r e p r é s e n t e  l e  d o m a i n e  d e  s t a b i -  

l i t 6  a s y m p t o t i q u e  d u  s y s t è m e  p a r  r q p p o r t  a u x  é c a r t s  t y p e s  d e s  p e r -  

t u r b a t i o n s .  C e  d o r n s i n e  p r g s e n t e  u n  v o l u m e  maximum p a s  r a p p o r t  à B 

q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  d e  c û l c u l e r  e n  f o n c t i o n  d e  K .  

En e f f e t  p o u r  q = , n o u s  o b t e n o n s  
Max { I E ~ I  > IE.$ 

1 + 

i< q = CF = * = O- v a l e u r  l i m i t e  d u  d o m a i n e  d e  s t a b i l i t E .  
a b  z 

R e m n r a u e  : ( 1 )  I l  e s t  d i f f i c i l e  d e  c o m p a r e r  c e  d o m a i n e  à c e l u i  - 
o b t e n u  d a n s  l e  c a d r e  d é t e r m i n i s t e  ( f i g .  4 1 ,  t o u t e f 2 i s  n o u s  p o u v o n s  

lAha 
d o m a i n e  d e  s t a b i l i t é  d g t e r m i n i s t e  

p =  1 : 6 i  = C f  = O  
a  b  

.. -...- "- 

F i s .  4 



r o m i r q u e r  q u e  d a n s  ce  c e s  ( a l  = E 1 al. 

D a n s  ce s e n s  l e s  d o m a i n e s  p r o b a b i l i s t e s  e t  d é + e r m i n i s t e s  

s o n t  c o m p a r a b l e s .  ( t r i û n g l e  U k B  f i g .  4 )  

( 2 )  L ' é t u d e  p r é c e d e n t e  p e u t  é g a l e m e n t  ê t r e  f 3 i t e  p o u r  u n  

s y s t è m e  p o s ~ E d a n t  u n  g a i n  k d s n s  l a  c h a i n e  d t 2 c t i o n  : l e s  é q u a t i o n s  

e t  l e s  r é s u l t a t s  s o n t  î n e l o g u e a ,  s e u l e s  l e s  v a l e u r s  d e  a  e t  b  s o n t  

I I I  . 3 .  

B L O C A G E  AUEC UNE NON-LINEARITE 

-. 

1 1 1 . 3 . 1 .  S c h 6 m a  b l o c  d u  s v ~ t è t n e  

L a  n o n - A i n é a r i t 6  e s t ,  p 3 r  e x e m p l e ,  d b f i n i e  p n r  l a  r e l a t i o n  

9 ( t n )  = 4 E + s i g n e  t? 
n  n  

I I I  . 3 . 2 .  F o r m u l a t i o n  d é t e r m i n i s t e  

P o s o n s  : D l  = e -T / T  1 

L ' é q u a t i o n  a u x  d i f f é r e n c e s  r g g i s s a n t  l e s  v a r i a b l e s  d 1 e n -  

t r e e  e t  d e  s o r t i e  s ' é c r i t  : 



C o m p t e  t e n u  d e  l L 3  n o n - l i n é a r i t é  c h o i s i ,  il v i e n t  : 

111 .3 .3 .  F o r m u l ~ t i o n  p r o b a b i l i s t e  - P e r t u r b a u n s  i n t e r n e s  

n u l l e s  . . 
L s  m o d è l e  m s t h g m a t i q u e  d u  p r 3 c e s s u s  e s t  a l o r s  : 

- [ ( D 2 + D l )  - 4 4  LJ + n s i g n e  ( ' n + l  )+(D1D2 + 4 b )  + b  s i g n e ( & n )  
n  i- 2 n + l  n - 

Comme p r a c b d e m m e n t  r e c h e r c h o n s  l e  d o m 3 i n e  d e s  u s c i l l ~ t i o n s  

l i m i t e s  d u  s y s t è m e  s u i v i n t  17 n a t u r e  d u  b r u i t  à l t c n t r C c .  

L 1 G q u 3 t i o n  ( 3 )  p e r m e t  d t 6 c r i r e  e n  p o s a n t  : 

il v i e n t  : 



L ' s p p l i c a t i o n  d u  c r i t è r e  p r o p o s é  c o n d u i t  à 1 3  m n j o r a n t e  : 

 étude s ' e f f e c t u e  g r s p h i q u e m e n t  e n  r e c h e r c h a n t  l e s  c o n d i -  

t i o n s  d ' i n t e r s e c t i o n  d e  f ( c )  a v e c  13 p r e m i è r e  b i s s e c t r i c e .  

F i u u r e  6 

Q u , e l l e s  q u e  s o i e n t  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  l a  s u i t e  

c o n v e r g e  a u  p o i n t  L s i  

p u i s q u e  l a  / + 1 b  { + i e s t  t o u j o u r s  p o s i t i f .  

* .  

C e t t e  c o n d i t i o n  s ' e x p r i m e  p a r  : 



e t  e s t  a n a l o g u ~  3 l a  c o n d i t i o n  d e  s t a b i l i t é  a s y m p t o t i q u e  d u  s y s t è m e  

s a n s  n o n - l i n é a r i t h .  

A e p l i c a t i o n  n u r n é r i a u e  : T l  = 2 s e c .  T 2  5; 1 s e c .  T = L s e c  

N o u s  o b t e n o n s  : 

- i 1 , 1 5 5  s i g n e  - 0 , 0 9 4  s i g n e  6 n 

L ' i n é g a l i t é  13  d e v i e n t  a l o r s  : 

13 c o n d i t i o n  d e  c o n v e r g e n c e  s ' é c r i t  t 

G r a p h i q u e m e n t  ( f i g . 7 ) ,  n o u s  c o n s t n t o n s  q u ' i l  est p o s s i b l e  

d e  p r e n d r e  u n e  m a j o r a n t e  p l u s  f i n e  e'n c h o i s i s s a n t  t 





c l .  
n  

N o u s  o b t e n o n s  a i n s i  u n e  m a j o r a n t e  p l u s  s i m p l e  d e  l a  s u i t e  

D é t e r m i n o n s  ( f i g .  8 )  g (  x ,  c )  : 

1 

N o u s  o b t e n o n s  : 



La l i m i t e  s t a b l e  d e  l a  s u i t e  u  i n d é p e n d a n t e  d e  c e s t  a l o r s  
n  

5 e s t  t r h o  p e t i t  l a  l i m i t e  s e  r e p p r o c h e  d e  1 2  v a l e u r  
( 2 )  

l , 0 8 .  E n  u t i l i s a n t  c e t t e  m a j o r a n t e ,  n o u s  o b t e n o n s  u n e  l i m i t e  d é t e r -  

m i n i s t e  d e  1,08. 

L ' a p p l i c a t i o n  d ' u n e  m a j o r a n t u  p r o p r e  à l ' é q u a t i o n  d 6 t e r -  
. ' . . 

m i n i s t e  a v a i t  a b r ~ u t i  à u n e  l i m i t e  p l u s  f i n e  ( 0 , 6 2  p a r  e x e m p l e  ( 9  ) ) .  

C e ' t t e c i i f f é r e n c e  s ' e x p l i q u e  p a r  l e  f ~ i t  q u e  d a n s  l c  c a d r e  

p r o b a b i l i s t e ,  n o u s  a v o n s  é t é  a m e n é  à p r e n d r e  o b l i g a t o i r e m e n t  u n e  

m a j o r a n t e  p l u s  f o r t e ,  n e  r a i s o n n a n t  p l u s  s u r  l e  m o d u l e  d e  l ' é c a r t ,  

m n i s  aur s o n  e s p é r a n c e ,  

Le  r é s u l t a t  s e  t r a d u i t  p a r  l n  r e l a t i o n  : 

r é s u l t a t  q u i  e s t  s c h é m a t i s é  ( f i g .  9 )  
.. . 



d o m a i n e  d c  f o n c t i o n n e m e n t  . 
b i l i t h  n u  m o i n s  

1 

1-, , 4 
4 

, 'r - 
> 
1' 

d e  s t a b i l i t é  -1 
.:[ 

III .4. R E G U L h T I O N  Di U N  F I L T R E  DU D E U X I E M E  ORDRE P A R  E C H I ~ N T I L L O N N U -  
I' 

1 1 1 . 4 .  1. S c h b m a  b l o c  

C o n s i d é r o n s  l e  s c h é m a  b l o c  d e  1 7  fig. 1 d  

L a  n o n  l i n 6 û r i t é  e s t  d é f i n i e  p 3 r  : 

a v e c  ~ ( t  ) = k ' m  
n  n  

II 1 . 4 . 2 .  F o r m u l a t i o n  d é t e r m i n i s t e  

L ' é q u a t i o n  d e  f o n c t i o n n e m e n t  d u  s y s t 5 m e  e s t  s t r i c t e m e n t  , 4 

n n n l o g u e  à c e l l e  p r é s e n t é e  p l u s  h a u t  e t  s ' é c r i t  : 



+q((En,,) 1- (Dl -D2) (1 -Dl ) -D1+D D  + - - 1 = x - ( D2+D )x 
1- 2 2 1  T - T  - n+2 1 n + l  

1 2  

111.4.3. F o r m u l a t i o n  p r o b a b i l i s t e  - P e r t u r b a t i o n s  i n t e r n e s  

n u l l e s  

P r e n a n t  l l i n é g = i l i t é  e n t r e  e s p é r a n c e  m a t h é m a t i q u e  d e s  m o d u l e s ,  

n o u s  o b t e n o n s  : 

a )  C o n d i t i o n s  d e  s t a b i l i t é  

S e l o n  l e s  r é s u l t a t s  i n d i q u é s  .u c h a p i t r e  I I ,  il c o n v i e n t  

q u e  d(F ) s o i t  m r j o r a b l e  p - i r  u n e  f ~ n c i i o n  @()'fi n (  ) c o n c a v e ,  e t  d 3 n s  
n 

c e s  c o n d i t i o n s  1 1 i n 6 g a l i t 6  (17) @'écrit : 

. . 
N o u s  a v o n s  a l o z s  à r e c h e r c h e r  l ' i n t e r s e c t i o n  d e  F a v e c  l a  

p r e m i è r e  b i s e c t r i c e  e t  à r e g a r d e r  s i  c e t t e  l i m i t e  e s t  e f f e c t i v e m e n t  

a t t e i n - t e .  



- "il f a u t  q u e  l e  d é r i v é e  d e  F p a r  r a p p o r t  à E /  O 1 s o i t  e n  
k 

t o u t  p o i n t  i n f é r i e u r  à f d a n s  u n e  c e r t a i n e  z o n e  a n t o u r a n t  Ln .  

L a  f i g u r e  31 v i s u n l i s e  c e  r é s u l t a t  : 

F i q u r e  11 

F ( c ) .  = (D1+D2+D D. ) C  + 5 + ( l a i  + \ b l  ) P ( c )  1 2  

d ' o ù  l a  c o n d i t i a n  c o n c e r n a n t  6 :  

b )  A p p l i c a t i o n  n ' u m é r i q u e  

T. = 1 s e c  T l  = 2 s ec  T 2  = 1 s e c  .i r 
-7 
' L 

N ~ U S  c o n s t n t o n s  d è s  à p r é s e n t  s u r  c e t  e x e m p l e  q u e  la m é t h o d e  . :  
p r o p o s é e  n e  n o u s  f o u r n i t  jbae d e ' l i m i t e  1, s i  n o u s  n c  t e n o n s  p a s  

c o m p t e  d e  l a  n o n - l i n é a r i t é  C a r  : 

D +O2 
1 + D1D2 > 1 

C o m p t e  t e n u  d e  l a  n o n - l i n é a r i t é  il v i e n t  : 



e t  L n  ~ p p l i q u ~ n t  1 - 1  o o n d i t i o n  ( 1 9 ) ,  n o u s  o b t e n 3 n s  : 

,"' ( c )  4 0 , 1 9  = k 

C o m p t z  t z n u  d e  1 3  v ~ l e u r  d u  c o e f f i c i e n t  k ,  l a  n o n - l i n é a r i t é  

s '  h c r i t  : 

L 1 i n 6 g 3 1 i t 6  ( L a )  d e v i e n t  : 

S u r  17 f i g u r e  ( 1 2 ) ,  n o u s  a v o n s  r e p r 2 s c n t é  l ' i n t e r s e c t i o n  

d e  F ( c )  e t  B ( l e r e  b i s s e c ~ r i c e ) .  
1 

Si l e  b r u i t  e s t  q b s e n t , - d =  9 ,  n o u s  o b t e n o n s  u n e  l i m i t e  

1' = 1 , 1 4  a n a l o g u e  à c e l l e  o b t e n u e  p a r  u n e  r n 6 t h g d e  d i r e c t e  c n  

d ~ t c r r n i n i s t e .  

E n  p r G s e n c e  d e  b r u i t ,  l a  l i m i t e  1 c s t  t e l l e  q u e  : 



.. . - - -  ' . *  
ri- e x i s t e  t o u j b u r s  u n e  r a ~ i n e ' * ~ o s l t i v e  'et u n e  ' s e u l e  : 

.. , .  ..,.. .% -.. 

D ' o ù  

1 1 
J,57 + y + \ 1,-l4' + 2 , 2 8  K 

P r o b  1 1  S n \  < -- 
7 

P o u r  4 6 =  0 ~ 0 1 ,  l e  b r u i t  e x t e r n e  e s t  c a r z c t é r i s é  p ? r  u n  B c n r t  t y p e  
T 

Y z )  
ir 0 , O l l 5  

1 = 1 , 6 2  : r é s u l t 2 t  s c h k m a t i s é  f i g u r e  1 3 .  

tr $0 4 ,  

f o n c t i o n n e m e n t  a v e c  
m o i n s  u n e  p r o b a b i l i t b  0 , 5  
u n  é c a r t  t y p e  = 0 , 0 0 5  

F i q u r e  1 3  

.. 
F i q u r e  1 2  



I I I  .S. HEGULAT I c J N  D' U N  MùTEUFt P r \ t l  ECHtINT 1 L L ù N N A L t - B L J C , t G L  N J N -  

LINEAAIT-E E T  R E T U U R -  Tt+CHYMETr<IdUE 

I I I  . 5 . I .  S c h g m n  b l o c  

C e l u i - c i  e ; t  r e p r G s e n t é  S i g .  1 4  

F i q u r e  1 4  

L;i n o n - l i n é 2 r i t t  e s t  d b f i n i e  p a r  1: r e l ~ t i o n  : " f n ) = k  1 E n  + k Z s i g n e  n  

I I I  . 5 . 2 .  F o r m u l a t i o n  déterministe 

Comme p r 6 c e d e m m e n t ,  n o u s  o b t z n o n s  d e  s u i t e  1 ' 6 q u ; t i o n  

A p p l i q u 3 n t  1 3  m g t h û d e  d e  c o m p c n s n t i n n  d e  T o u l o t t e - L ~ u r c n t  

V i d x l  ( 1 2 ) ,  n o u s  d 6 t e r m i n o n s  17 c o r r e c t i a n  t a c h y m é t r i q u c  A p a r  : 



D ' a n s  c e s  c o n d i t i a n s  f l e x p r e s s i o n  ( 1 )  d e v i e n t  : 

1 1 1 . 5 . 3 .  R é s u l t ~ t s  d é t e r m i n i s t e s  

U n e  c o n d i t . i u n  s u f f i s a n t e  d e  s t a b i l i t t !  a s y m p t o t i q u e  ( 1 8 )  

s t  é c r i t  : 

P o u r  T = T = 1 s 

0,67 < Y ( €  ) < 2 , 5 3  
n  

111.5 .4 .  F o r m u l a t i o n  ~ r o b a b i l i s t e .  P e r t u s b a t i o n s  i n t e r n e s  

n u l l e s  

L e s  p e r t u r b a t i o n s  i n t e r n o s  E t a n t  s u p p o s é e s  n u l l e s ,  l a  

c o n d i t i o n  d é t , e r m i n i s t e  ( 1 2 )  e s t  ~ E c e s s a i r e  p o u r  a s s u r o r  l a  s t n b i l i -  

tC. d u  s y s t è m e .  S u p p o s o n s  c e l l e - c i  r e m p l i e  e t  r e c h e r c h o n s  l e  d o m a i n e  . 

d t o s c i l l n t i o n  l i m i t e  d u  s y s t è m e  s o u m i s  3 u x  s e u l e s  p e r t u r b a t i o n s  

e x t e r n e s .  

C o m p t e  t e n u  d u  c h o i x  d e  l a  n o n - l i n h a r i t é ,  l ' e q u  n t i o n  (22) 

d e v i e n t  : 



d ' o ù  

2 
E 1 6 n + 2 ~ ( 1 ( 1 + ~ ) - k 1 ~ ( 1 - ~  ) / E ( $  n + l  [ + k 2 ~ I . 1 - ~ i + I ~ - k  1 T D ( ~ - D )  E ( L  n  1 

+ r o t b i - ~ 1 k 2  + Y ( % )  

l n  c o n d i t i o n  d e  c o n v e r Q e n c e  o u  d e  s t a b i l i t é  e s t  a l o r s  : 

2  
( 2 4 )  + D - k T - D  ) + I D  - 1 T D ( 1 - D ) r < ' l  

C e t t e  c o n d i t i o n  r e m p l i e ,  l e s  r 6 s u l t a t s  o b t e n u s  s o n t  s t r i c -  . . 
t e m e n t  3 n a l o g u e s  à c e u x  d u  p a r a g r 3 p h e  p r é c é d e n t .  

A p u l i c a t i o n  n u m é r i q u e  

T  = 1 s e c .  T =  1 s e c .  
. . 

P r e n o n s  k l  = 1 , 5  k 2  = 1, l a  condition (24) est renplie e t  

1; s u i t e  u  = E S k \  c o n v e r g e  r o p i . d r m e n t  v e r s  s s  l i m i t e .  
k' 

N o u a . ~ p ~ u v ; i . " s  r o m - r q u e r  q u e  1 7  v- . lLeur .  d.e .k 1 = 1 , 5  e s t  t r è s  

p r o c h e  d e  l a  v a l e u r  o p t i m a l e  

p o u r  l a q u e l l e  1 3  c o n v e r g e n c e  e s t  l a  p l u s  r a p i d e .  

11 c o n v i e n t  a l o r s  d e  r e c h e r c h e r  l ' i n t e r s e c t i n n  d e  

a v e c  l a  p r e m i è r e  b i s s e c t r i c e .  



l i m  u ,( 1 = U , 4 4  + 1 , 3 8  
n  ( 2 )  

n  2- n 

S o i t  

0 , 4 4 + 1 , 3 8  6 
P r o b  1 1 i z 

II 
1 

P o u r  7 = d,5 n o u s  o b t e n o n s  l e  d o m a i n e  s u i v a n t  ( 2 )  
, 6 , , + ,  1' 

n t  
i l i t é  

s t a b i l i t é  d 2 t e r m i n i s t . e  1 
F i q u r e  1 5 )  

R e m - o r q u e  : Il e s t  à n o . t e r  q u e  s i  n o u s  f a i s o n s  k l  = ù l a  c o n d i t i o n  

( 2 4 )  n ' e s  L p a s  r e m p l i e .  N o t r e  r n h t h o d e ,  s e u l e m e n t  s u f  f i ç a n t e  n e  

p e r m e t  p 2 s  d e  c h ü i s i r  c o m m e  n o n - l i n é a r i t é  u n  r e l a i s  s n n s  s e u i l  n i  

h y s t é r é s i s .  



N o u s  n v ~ n s  t e n t 6  d ' a p p l i q u e r  d 3 n s  c e  c h a p i t r e ,  l e s  r é s u l -  

t a t s  g 6 n é r - u x  o b t e n u s  à p r o p o s  d e  1 3  s t a b i l i t h  a s y m p t o t i q u e  d e  m o d è -  

l a s  G c h a n t i l l o n n é s  n o n - l i n é ~ i r e s ,  à d e s  s y s t è m e s  r é e l s .  

. - 

En s u p p o s s n t  l e s  d e n s i t é s  d e  p r o b a b i l i t é  G ê u s s i e n n e s ,  ( c a r  

s o u v e n t  r e n c o n t r é e s  d x n s  l a  p r a t i q u e ) ,  n o u s  a v ~ n s  E t e n d u  l o s  r G s u l -  

t n t s  f o r m e l s  o b t e n u s  p r u c é d e r n m e n t  e t  e n v i s a g é  e n  p a r t i c u l i e r  d i v e r s e s  

2 p p l i c a t i o n s  p o s s i b l e s  c o n c e r n a n t  l a  r 6 g u l ~ t i o n  d e s  s y s t & m e s  c l a s -  

s i q u e s .  

h 1 3  s u i t e  d e  c e t t e  a n a l y a s ,  il r e s s o r t  q u e  l n  m r t h o d e  

é l ~ b o r é e  t o n d u i t  3 d e s  d o m a i n e s  d e  s t a b i l i t é  p r o b n b i l i s t e  c o m p a -  

r n b l e s  à c e u x  o b t e n u s  a n t é r i e u r e m e n t  p a r  u n  g r a n d  n o m b r e  d ' a u t e u r s  1 

d a n s  u n  c a d r e  d é t e r m i n i s t e .  



C O N C L U S I O N  

C e t t e  B t u d e  p r o p o s e  u n e  c o n t r i b u t i o n  à l a  d e s c r i p t i o n  d e s  

s y s t è m e s  a u t o m a t i q u e s  s o u m i s  à d e s  p e r t u r b a t i o n s  a l é n t o i r e s .  

D e s  é t u d e s  e n t r e p r i s e s  d a n s  u n  c o d r e  p r o b a b i l i s t e  p a r  

d i f f é r e n t s  a u t e u r s  ( O )  ( 9 )  s o n t  r a m e n é e s  à c e l l e s  e f f e c t u é e s  d ' u n  

p o i n t  d e  v u e  d é t e r m i n i s t e .  

A i n s i  q u e  n o u s  a v o n s  p u  l e  c o n s t a t e r ,  c e t t e  a n , ~ l y s e  p e r m e t  

u n e  a p p r o c h e  s i m p l e  e t  p r é c i s e  d e s  d i v e r s  p r o b l è m e s  c o n c e r n a n t  c e s  

s y s t è m e s  d o n t  1 ' E t a t  e s t  d é f i n i  a v e c  u n e  p r o b a b i l i t é  d o n n é e  ; l e s  

r é s u l t a t s  o b t e n u s  e n g l o b e n t  n o t a m m e n t  l e u r s  h o m o l o g u e s  d e t e r m i n i e t e s .  

C e t t e  m e t h o d e  t r è s  s i m p l e  n o u s  n c o n d u i t  à d i v e r s  r é s u l -  

t a t s ,  a i n s i  n o u s  n o u s  p r o p o s g n s  d e  p o u r s u i v r e  n o s  r e c h e r c h e s  d a n s  

c e t t e  m 3 m e  v o i e  e t  e n  p 3 r t i c u l i e r  d ' é t e n d r e  n o t r e  t r a v a i l  a u x  

s y s t è m e s  c o r ~ t i n u s  n o n - l i n é a i r e s  a i n s i  q u ' ~ u  p r o b l è m e  d ' o p t i r n i ~ a t i o n  

p r o b a b i l i s t e .  U n e  s y n t h è s e  g l o b s l e  q p p q r a i t  é g a l e m e n t  p o s s i b l e  à 

u n  s t a d e  u l t é r i e u r  e t  d e  n o m b r e u s e s  r e c h e r c h e s  s e m b l e n t  c o n v e r g e r  

a c t u e l l e m e n t  d a n s  c e  s e n s .  
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A N N E X E  1. 

NOTIONS DE P r i O B H B I L I T E S  

L ' é t u d e  p r é c 6 d e n t e  a  f a i t  a p p e l  à d e s  n o t i o n s  d e  l a  t h é o r i e  

d e s  p r o b a b i l i t é s  q u e  n o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d e  r a p p e l e r  s i m p l e m e n t  d a n s  

c e  p a r a g r a p h e  n o t a m m e n t  p o u r  l a  n o t i o n  d l é s p é r a n c e  m q t h é m a t i q u e  

c o n d i t i o n n e l l e .  
1 

1 .  E S P A C E S  M E S U R E 5  E T  E S P A C E S  P R O B r \ B I L I S E S  

Un a p p e l l e  e s p a c e  m e s u r 6 ,  u n  t r i p l e t  (J., a, p ) c o m p r e n a n t  
.- 

- u n  e n s e m b l e - Q  n n o n - v i d e  

- u n e  t r i b u  o u  rr a l g è b r e  a; d e  p a r t i e  d e  A, c ' e s t  à d i r e  . d 

n u n e  c l - l s s e  d e  p a r t i e s  d e  A L  c o n t e n a n t  l ' e n s e m b l e  v i d e ,  e t  s t a b l e  

p o u r  l e s  o p é r a t i o n s  d e  r g u n i o n s  d é n o m b r a b l e s  e t  d e  c o m p l g m e n t a t i o n  3 
' 3 - - u n e  m e s u r e  ji su r  Q c f e 9 t  à d i r e  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  Q d n n s ? ;  . . 

R +  t e l i e  q u e  

- p ( d l  = O 
T 

- s - P o u r  t o u t e  s u i t e  d l  é 1 é m e n . t ~  d e  Cl d e u x  A 
. . 

I 
I 

à d e u x  d i s j o i n t s ,  ( U  A k )  ,- - 2.- 
k €  N*  

Y ( E l k )  
k <  N *  

8 ' 
On a p p e l l e  e s D a c e  ~ r o b ' a b i l i s é ,  u n  e s p a c e  m e s u r É  (fi , O,, P )  'f,; 

o ù  ? e s t  u n e  m e s u r e  d e  p r o b a b i l i t é  s u r  (-i ( o u  u n e .  p r o b a b i l i t é  s u r a ) ,  ;i 
c ' e s t  à d i r e  u n e  m e s u r e  v E r i f i a n t  d e  p l u s  l ' a x i o m e  : 



i-. 
e s t  l ' e s p a c e  d e s  é p r e u v e s .  

a e s t  1 3  t r i b u  d e s  é v E n e m t l n t s  o u  d e s  c a s  p o s s i b l e s .  
. . .-- . 

On a p p e l l e  e s o a c e  m e s u r a b l e  o u  c s p s c e  p r o b a b i l i s a b l e  u n  

c ~ u p l e  (Ji , & )  c o m p r e n a n t  u n  e n s e m b l e  n o n - v i d e  e t  u n c  t r i b u  \J 
n d e  p ~ r t i e s  d e  -IL. . -. . . 

2 ,  _ .# L 11. T R I B U  B O R E L I E N N E S  

5.- 
f i ,  On a p p e l l e  t r i b u  b o r é l i e n n e  d e  7"n, e t  o u  n o t e  ( A ) ,  l a  p l u s  

, . 
E . p e t i t s  t r i b u  d e  p a r t i e s  d e  H q u i  c o n t i e n t  t o u s  l e s  i n t e r v a l l e s  d e  13. 

', 
L 

L e s  G l G m e n t s  d e  t?. s o n t  s p p e l b s  e n s e m b l e  b o r é l i c n s  d e  iR ( o u  

b o r é l i e n s )  . 
( N o t , o n s  q u e  l e s  o u v e r t s  e t  1 c s  f e r m E s  d e  TFI s o n t  G l t 5 m e n t s  

d e  ) .  Un a p p e l l e  r n e ç u r c  d e  L e b e s q u e  L s u r  l a  % r i b u  b o r g l i e n n e  d e  

3, l a  m e s u r e  ( u n i q u e )  s u r %  q u i  e s t  k l l e  que p o u r  t o u t  i n t e r v a l l e  

( a ,  b )  , ~ ( a ,  b )  = b  - a 

I I I .  j A R I H B L E 5  A L E A T J I t j E S  REELLES A UNE D I M E N S I J N  

. . 
S o i t  , (1 ) u n  e s p a c e  m e s u r n b l c  o u  p r o b , l b i l i s n b l e  ; o n  

d i t  q u ' u n e  ; i p p l i c - i t i o n  X d e  -(; d a n s  ;i.l e s t  u n e  v a r i - i b l e  a l é a t o i r e  

r é e l l e  3 u n e  d i m e n s i o n ,  d G f i n i e  s u r  (??L , ' ? L ~ ) ,  s i  l l i r n z g c  i n v e r s e  p a r  

X dt ;  t o u t  e n s e m b l e  b o r e l i e n  e s t  é l g m e n t  d e  C I .  

J n  d i t  q u ' u n e  r p l i c a t i o n  Y = (Y1 ... Y n )  d e  $2 d - n s n n  e s t  

u n e  v a r i a b l e  a l é a t a i r e  à n  d i m e n s i o n s  ( o u  v e c t e u r  a l é a t o i r e  d e  d i m e n -  

s i o n  n )  s i  s e s  c o m p o s a n t e s  Y1 ... Y s o n t  d e s  v a r i a b l e s  ~ l b a t o i r e s  
n  

à u n e  . d i m e n s i o n .  . - . - 

U u a n d  a u c u n e  c o n f u s i o n  n e  s e r a  p o s s i b l e ,  n o u s  p n r l e r o n s  

p l u s  b r i 6 v e m e n t  d e  v a r i 7 b l e  a l é a t o i r e .  

U n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  e s t  e n c o r e  a p p e l l é e  f o n c t i o n  n u &  - 



' 1 1  
I V .  L O I  DE P R U B h B I L I T E  E T  F d N C T I U N  DE R E P ; \ R T I T I O N  PUUR UNE V A R I A B L E  . . 

A L E A T ù I R E  A U N E  D I M E N 5 1 3 N  
\ 

S o i t  X u n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d é f i n i e  s u r  u n  e s p a c e  p r o b a -  

b i s a b l e  ( 3 ,  3 )  ; o n  a p p e l l e  l o i  d e  p r o b s b i l i t e  d e  X, l t a p p l i c a t i o n  

P  d e  il d a n s  [0,1] d é f i n i  p a r  : 
X 

- p X ( a )  = P 1 x"(B)  / = P 1, C O  x ( L . ~ )  E B 

q u e  n o u s  n o t e r o n s  p a r .  u n e  c o n v e n t i o n  d e  n o t a t i o n  a P ( X  F B )  

.. On m o n t r e  f a c i l e m e n t  q u e  P  e s t  u n e  p r o b a b i l i t E  s u r  la 
X 

t r i b u  b o r é l i e n n e .  

On a p p e l l e  f o n c t i o n  d e  r 6 p 2 r t i t i o n  d e  X, l ' a p p l i c a t i o n  F ,?J 

X 
d e  iR d a n s  [ d , l ]  d é f i n i e  p a r  . * - - - - - -  

V X E R  F ~ ( x )  = p X (  j -?-, x [ )  = P ( X  4 X )  

d 
L a  l o i  d e  p r o b a b i l i t é  d e : X  e s t  d u  t y p e  d i s c r e t  s r i l  e x i s t e  ',4 

d e u x  s u i t e s  d e  n o m b r e s  r é e l s .  

a v e c  

a v e c  

tels q u e  X p r e n n e  ses  v a l e u r s  d a n s  l a  s u i t e  
x i  I i E N  

P r o b ( X  = x . )  = p i  
1 

\ O i C  N a v e c  

La  f o n c t i : ~ n  d e  r é p a r t i t i ~ n  F e s t  d e  l a  f o r m e  : 
1 X 



.. . . - .- - .  . . ---. . 
La l o i  d e  p r o b l b i l i t é  d e  X e s t  u n e  l o i  à d e n s i t e  s ' i l  

+ - - . + .  -.- * 

e x i s i e  u n e  a p p l i c a t i o n  f d e  TH d a n s  73 i e l l e  q u e  : 

f e s t  1 3  d e n s i t e  d e  p r o b n b i l i t e  d e  X  , e l l e  v é r i r i e  : 

L ' i n t e g r - i l e  c i - d e s s u s  e s t  unfi.: i n t E g r ~ l e  d e  L ~ b o s g u e ,  m ~ i s  

n o u s  p o u v o n s  c e p e n d 3 n t  ~ d m e t t p e  i c i  q u e  c ' e s t  u n e  i n $ G g r ~ l c  d e  

F t i e r n ~ n n .  

V, F O N C  i I dN  D E  R E P I ~ R T I T I L I N  D'UNE VI IRIRBLE ~ L L ~ I T I J I R E  A D E U X  D1i ' :ENSI  LINS 

S o i t  17 v a r i ~ b l e  o l f i a t o i r e  V = ( X ,  Y )  d é f i n i e  s u r  (A*! ,<la, P) 

N o u s  d C f i n i s s o n s  11 f o n c  i o n  d e  r G p l r t i t i ~ n  d e  V c o m m e  1 ' 7 p p l i c n t i , ~ n  
2 f - 

F y  d e  :R d d i n s  L3,l-1 d G f i n i e  p g r  : 

v,;, k R 

C 3 s  d i s c r e t  

V e s t  u n e  v n r i : b l e  a l h i t o i r e  à d e u x  d i m e n s i o n s  d e  t y p e  

d i s c r c t , s l l  e x i s t e  d e u x  s u i t e s  d e  n u m b r e  

s u i t e  d o u b l e  1 i i j  1 t a l l e s  q u e  : 
\ i i  r N' V j  E i \ in  



- '  ' -m?p--E- 7nL - 
-!PT+ - .-. ,- ., .i. 8 -,, I -,-: , , , . , . - -  -A . .  8 : - i ,,.i.,v~m , , . ,,t z p p y & ~ ~ ~ f I ~ - 3 ~  , . - .  .: A -  , .  . . -  . 
- .- ,. . . . . . . -, ,.. , .- .. . . < - '  1; , 1 .  
: ,; 

i o n  a  a l o r s  r = P = X i /  [\ / Y  = y  i j  .. . . 
. . 

On v o i *  i m m é d i a t e m e n t  q u e  X e t  Y s o n t  d u  t y p e  d i s c r e t ,  l a  

l o i  d e  X é t a n t  d é f i n i e  p a r  l e s  v a l e u r s  a v e c  l e s  p r o b a b i l i t é s  

- Pi - Er e t  1 3  l o i  d e  Y E t a n t  
i j i E  N 

j E N~ 

d e f i n i e  p a r  l e s  v a l e u r s  a v e c  l t  s p r o b a b i l i t e s  - P j  - Z r i j  

j c N" ~ É N *  

L e s  l o i s  d e  X e t  Y s o n t  d i t e s  m a r g i n a l e s .  

C3s a d e n s i t é  

. V e s t  u n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  à d e n s i t é ,  s ' i l  e x i s t e  u n e  
2 + 

n p p l i c a t i o n  f d e  ?R d a n s  33 t e l l e  q u e  : 

f e s t  l a  d e n s i t e .  

- l a  d e n s i t é  d e  l a  i o i  d e  X e s t  d o f i n i e  p a r  

- l a  d e n s i t e  d e  l a  l o i  d e  Y e s t  d é f i n i e  p a r  

V I .  I N T E G R A  L E  E T  E S P E R A N C E  M A T H E I V 1 E i T I Q U E  

S o i t  (fi , C L ,  y ) u n  e s p a c e  m e s u r é .  

.- 4 . - 3 n  d i t  q u e  X e s t  u n e  v z r i a b l e  a l é a t o i r e  é t a g é e  d e f i n i e  

s u r  ( J I ,  C-) s ' i l  e a i s t e  u n e  p 4 r t i t i o n  f i n i e  d e  A, ? '  

+ 



- 65 - 
e t  u n  e n s e m b l e  d a  n o m b r ï s ' r t e l s  ( x l ,  ..., x ) t e l s  q u e  

n  

I / \ i  f o n c t i o n  i n d i c î t r i c e  d e  k t e l l e  q u e  
i 

( d n  d i t  e n c o r e  q u e  X c s t  u n e  v l r i n b l e  d i s c r è t e  d'ordre f i n i ) .  

N o u s  3 p p e l z r o n s  i n t é g r l l e  s u r  _fi pc-ir r q p p o r t  21 \) d ' u n e  
I 

v p r i l b l e  a l c n t o i r e  X ,  e t  n i l u s  n o t z r o n s  X d p  , l e  n o m b r e  d k f i n i  

d e  1:j f a ç o n  s u i v ~ n t e  : 

a )  S i  X  e s t  u n e  v 2 r i 3 b l e  q l é n t o i r e  G t n g e e  n o n - n é g a t i v e  

b )  S i  X e s t  u r i e  v 2 r i i l b l e  a l & n t o i r e  p r i s i t i v c ,  - : l o r s  

X n  } * e s t  u n e  s u i t e  n ? n - d G c r o i s s ~ n t a  d e  v n r i n b l c ,  3 1 6 3 -  
n E N  

t l i r e s  é t t g B e s  n o n - n G g 7 t i v i > s  c i i n v t - r g  3 n t  v e r s  X 

c )  s i  X e s t  u n c  v  i r i 2 b l e  3 1 5 z t o i . r ~  q u e l c - ~ n q u c ,  - l o r s  



( R n i ' p e l o n s  q u e  t o u t e  f o n c t i o n  f p e u t  s e  d é c o m p o s e r  e n  f = f f  - f- 

. - . . "  -.. . , . , W .  

a v e c  f+  = s U p  [ f ,  O ]  

m.2. E s ~ é r a n c e  m a t h é r n a t i a u e  d ' u n e  v a r i a b l e  a 1 G a t o i r e  

u n i d i m e n i h n n e l l e  

- .  - 
S o i t  (fi , , P )  u n  e s p a c e  p r o b n b i l i s é  e t  s o i t  X u n e  v a r i a -  

b l e  a l é a t o i r e  r é e l l e  à u n e  d i r n e n s i c ~ n  d s f i n i e  s u r  ( C L ,  n) ; l ' e s p é -  

r a f t c e  m a t h é m a t i q u e  d e  X, n o t é e  E ( X ) ,  e s t  l l i n t é g r l l e  d e  X s u r  p 3 r  

r a p p o r t  à P 

C n s  p a r t i c u l i e r  : .- " .  

V a r i a b l e  a l é a t o i r e  d i s c r è t e  

5 i  l a  l o i  d e  X e s t  d u  t y p e  d i s c r e t  d é f i n i e  p a r  l e s  n o m b r e s  

i x i * P i /  o n a :  

i <  N 

Y- 
E ( X )  = 4- .ci P i  ( à  c o n d i t i o n  q u e  c e t t e  s é r i e  s o i t  

i G  N a b s o l u m e n t  c o n v e r g e n t e ) .  

V a r i î b l e  a l é a t o i r e  à d e n s i t é  

5 i  l a  l o i  d e  X e s t  à d e n s i t é  f ,  G,, a . 

( i n t é g r a l e  d e  x' f ( x )  p a r  r a p p o r t  à l a  mësure d e  L e b e k G e ) .  Un d é m o n -  

t re  q u e - - c e t t e  i n t B g r à i e  e s t ;  d a n s  l e s  -cas u s u e l s  ( . a b s o l u e  c o n v e r -  

g e n c e )  é g a l e  à l ' i n t é g r a l e  d e  R i e m a n n  e t  o n  l a  n o t e  : 



V i . 3 ,  E s p é r q n c e  m n t h 6 m a t i q u e  d ' u n  v e c t e u r  a l b a t o i r e  à - Q 

d i m e n s i o n s  

S o i t  Y = (Y1 ... Y ) v a r i a b l e  a l é a t o r r e  à n  d i m e n s i o n s  
n  

d c f i n i e  s u r  (A, C I  ) ,  l l e s p é r s n c e  m a t h é m a t i q u e  d e  Y ,  n o t é e  E ( Y ) ,  

e s t  l e  v e c t e u r  n  d i r n e n t i o n n e l  [ E  Y l ,  ..., E  Y -1 
n  ..! 

. -- . . 
VII. P R U B ; i B I L I T E  E T  ESPERLNCE MhTHEMhTI4UE C O N D I T I J N N E L L E  

VII.1.  I n d G ~ e n d n n c e  d e s  6 v E n e m e n t s  

S o i t  u n  e s p a c e  p r o b 3 b i l i s é  ( 3 , a, P )  e t ,  A e t  B a p p a r -  

t a n a n t  à a; I\ e.t B  s o n t  d e s  E v i I n e m e n t s  i n d & p e n d . i n t s  s i  : 

V I I . 2 .  I n d é p e n d a n c e  d e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  
8 .- 

a )  S o i t  X e t  Y d e u x  v a r i l b l e s  a l é a t o i r e s  2 u n e  d i m e n s i o n ,  

d s f i n i e s  s u r  ( -I?i ,Cl.) ; e l l e s  s o n t  i n d é p e n d a n t e s  s i  

V B1 e t  B a  E k, l e s  Ç v A n e m e n t s  

x - ~  (B1)  e t  Y - ~ ( B ~ )  s o n t  i n d g p e n d n n t s .  

b )  S o i t  X e t  Y ,  d e u x  v a r i a b l e s  a 1 6 3 t s i r ~ s  r e s p e c t i v e m e n t  

n  e t  m d i m e n s i o n n e l l e s  . X e t  Y s q n t  i n d é p e n d a n t s  s i  

X i e t  i s o n t  i n d é p e n d a n t e s .  
j 

VI1.3. P r o b a b i l i t é  c t  e s p 6 r û n c e  m a t h é m a t i q e  c o n d i t i o n n e l l e  

p o u r  d e s  v s r i n b l e s  a l & a t o i r - e s  - u n i - d i m c n > _ i o n n e l & .  

N o u s  n ' é t u d i ~ r o n s  q u e  l e s  c - s  d ' u n e  l o i  d i s c r è t e  e t  d ' u n e  

l o i  à d e n s i t é ,  l a  d é f i n i t i o n  d e s  p r o b a b i l i t g s  c o n d i t i o n n c l l e s  d a n s  

l e  c a s  g 6 n G r û l  & t a n t  t r o p  t h é ~ r i q u s .  



a )  v a r i s b l e  n l t 2 a t o i r e  d i s c r è t e  

S o i t  u n e  v a r i a b l e  a l . é ; t ~ i r e  b i d i r n e n t i o n n e l l e  V = ( X ,  Y ) '  e t  

s o i i l X i /  e t / y j /  e t j r i j /  ( n o n  n u l ) ,  l e s  t r o i s  
i E N  j E N 

i ,  j C N %  

s u i t e s  q u i  d é f i n i s s e n t  l a  l o i  d u  v e c t e u r  V .  

( l o i  m 2 r g i n a l e )  

P o u r  t 2 u t  c o u p l e  d e  v a l e u r  p o s s i b l e  ( x i ,  y j ) ,  n o u s  d g f i n i -  
. -7 

r o n s  l a  p r o b ô b i l i t E  c o n d i t i o n n e l l e  d e  l 1 é v 2 n e m e n t  1 X = xi  1 s a c h a n t  ,n 

q u e  1 Y = y j  p a r :  
[.< 

'j 
é t ~ n t  f i x é ,  l ' e n s e m b l e  d e  c e s  n o m b r e s  d é f i n i t  u n e  l o i  d e  -: 

L=L) r o b a b i l i t é  ( o n  o n  a  b i e n  
i=l 

i 
r d  

7 
C ' e s t  l a  l o i  d e  p r o b n b i l i t E  c o n d i t i o n n e l l e  d e  X s a c h a n t  q u e  - 

a l o r s  : 

L r e s p 6 r o n c e  c o n d i t i o n n e l l e  d e  X s a c h a n t  q u e  1 = y j  e s t  
. . 

'Y- x r 
E ( X / Y  = y . )  = i- 

i i . i  

J  EN% 
q  4 

= 
P o u r  Y = y  f i x e  o n  ~ b t i e n t  u n  n o m b r e  ; q u a n d  y d é c r i t  

j j 
l t e n s e r n b l e  d e s  v 3 l e u r s  p o s s i b l e s ,  o n  o b t i e n t  u n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e ,  ;I . 
n o t é e  E ( X / Y ) ,  p a r  1 1 i n i e r r n é d i 3 i r e  d e  Y', t e l l e  q u e  ' 1 

'd L.d  E Y-l ( y . )  
J 



E ( X / Y )  e s t  l ' e s p é r a n c e  c o n d i t i o n n e l l e  d e  X p n r  Y .  

b )  V a r i a b l e  a l é q t o i r e  à d e n s i t é  

S o i t  V = ( X ,  Y) u n e  v n r i a b l e  a l é a t o i r e  d i f i n i e  s u r  (i,Q) 
à d e n s i t é  f ( x , y ) .  

S o i t  f ( x )  e t  f ( y )  l e s  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s ,  p o u r  t o u t  y  
1 

$ o p p n r t e n a n t  à R ,  n o u s  d é  i n i s s ~ n s . l n  d e n s i t é  d e  p r o b ; i b i l i t é  c o n d i -  

t i o n n e l l e  d e  X s a c h 2 n t  q u e  Y = y p a r  : 

LEI l o i , d e  p r o b a b i l i t é  c o n d i t i o n n e l l e  d e  X s a c h r i n t  q u e  Y=y 
/+ fz 

e s t  l a  l o i  3 d e n s i t é  f ( x )  . ( o n  a  b i e n  ) -  f l y = y / ( ~ )  d x  = 1 )  

L ' e s p é r a n c e  c o n d i t i o n n e l l e  d e  X s q c h a n t  q u e  Y = y e s t  a l o r s :  

s o i t  

Q u a n d  y d é c r i t  R ,  o n  o b t i e n t  u n e  v - ~ r i a b l e  a l é a t o i r e  q u i  

e t a p p e l l e  e s p g r a n c e  c o n d i t i o n n e l l c  d e  X p a r  Y .  

On v 6 r i f . i . e  f a c i l e m e n t  d : n s  l e s  d e u x  c a s  q u e  : 



VI I I .  D E F I N I T I d N  

Un a p p e l l e  v a r i a n c e  d ' u n e  v a r i : b l e  n l g a t o i r e  X, l e  n o m b r e  

L .. 
V l r  X  = E ( X  - E X )  s o i t  

2 
V a r  X = E X - ( E X )  

2 

L t é c 7 r t  t y p e  d e  13  v a r i a b l e  ' 3 1 B a t o i r e  x e s t  l e  n o m b r e  : 

IX.1. I n é s a l i t ê  d e  B a s e  

S o i t  X  u n e  v a r i a b l e  a l e a t o i r e  e t  g  u n e  f o n c t i o n  n u m g r i q u e  

m e s u r a b l e  n o n  n é g a t i v e  d 2 f i n i e  s u r  Û 

S i  g  e s t  n o n - d G c r o i s s s n t e  s u r  U, + crc;, , 1 1 o r s  

E t â n t  d o n n é  u n e  v a r i a b l e  a l 6 a t o i r e  X ,  d é f i n i e  s u r   CL) 

u n e  p r o p r i e t é  d c  X  e s t  v é r i f i é e  p r e s q u e  s u r e m e n t  ( p .  S . )  p a r  r a p p o r t  

à u n e  m e s u r e r  - s u r  Q s i  c l l e  e s t  d 6 f i n i e  e n  t o u s  p o i n t s  ci; d e  fl 

e x c e p t é  s u r  u n  e n s e m b l e  A ,  d e  ':L, t e l  q u e  : /i ( h o )  = O 

S i  o n  p r e n d  g ( X )  = 1 X  / e t  r = 2 ,  o n  o b t i e n t  l t i n 8 g s l i t é  



A l ' o r d r e  1 n d u s  o b t e n o n s  1 1 i n 6 g a l i t k  d e  B i e n a y m é  

E  X 
Y r o b  1 X <  3 / >  1 - 

a 

I X . 2 .  I n é q a l i t 6  d e  J e n s e n  

S i  g e s t  u n s  f o n c t i ~ n  c o n v e x e  e t  E X  f i n i ,  ~ l o r s  

Un d i t  q u ' u n e  v a r i a b l e  a l é n t o i r e  X e s t  g ~ u s s i e n n e  ( o u  
2  

n o r m a l e )  à v a l e u r  m o y e n n e  rn e t  à v a r i a n c e  0 -  s i -  s a  d e n s i t é  d e  . 

p r o b v b i l i t e  e s t  : 

o n  la n o t e  N ( m ,  ..;- 



A N N E X E  I I  



A N N E X E  I I  

CRITERE D E  S T A B I L I T E  ASYviPTUTIQUE DES ÇYSTEMES 
. . -  

A S S E R V I S  ECHkN I ILLUNNES N J N - L I N E / \ I R E S  D E  WEGRZYN-VIDAL ( 4 )  
4-- 

L e s  s y s t è m e s  G c h n n t i l l o n n é s  n o n  l i n é a i r e s  s o n t  d é c r i t s  p q r  

d e s  G q u a t i o n s  d e  r é c u r r e n c e  q u i  d a n s  l e s  cas u s u e l s  s e  r a m è n e n t  à 

! ! n e  f o r m e  à c o e f f i c i e n t s  f 
1"' 

f  n o n - l i n b a i r e s  : 
m 

L e s  c o e f f i c i e n t s  f s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  x  
i x  e t  -( 

n + m - l 8  n  

S u p p o s o n s  l e  p o i n t  d ' é q u i l i b r e  d é f i n i  p a r  * 

Y - - . r r  = x = Il 
n+m-1  n  

r n m e n é  p s r  u n  c h a n g e m e n t  c ù n v e n t b l e  d e  v q r i ~ b l e  à l ' o r i g i n e  d e s  

c o o r d o n n é e s .  

E n o n c G  d u  c r i t è r e  

L a  f o n c t i o n  t 

n+m-1  n+m-2 
Y- T- 

n - l  
V ( X , + ~ , - - ~ , X  n  i = V =  

( l - V ) / x k I -  % I f i /  1xk1 1fml 1xl<j N 

e s t  u n e  f o n c t i û n  d e  L j I p u n o v ,  s i  n  é t s n t  s u p e r i e u r  à N ,  il e s t  , 1 - 
p o s s i b l e  d e  t r o u v e r  u n  n o m b r e  1' p o s i t i ô  t e l  q u e  l ' i n é ç a l i t é  

s o i t  v e r i f  i é e .  

C e t t e  c o n d i t i o n  e s t  a l o r s  u n e  c o n d i t i o n  s u f f i s z n t e  d e  

s t a b i l i t t  a s y m p t o t i q u e .  



A N N E X E  I I I  



A N N E X E  I I I  

I N E G I , L I T E S  D E  JENS'EN E T  UE BASE - ( 1 )  

111.1. JENSEN ,,", ,. 

a )  F o n c t i o r s  c o n v e x e s  

S o i t  g  u n e  f o n c t i o n  n u m E r i q u e  m e s u r a b l e  d é f i n i e  s u r  u n  
4. 

i n t 8 r v a l l e  1 o u v e r t  f ï n i  o u  i n f i n i  d e  ; g e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n v e x e  

s i ,  p o ' u t  t o u t  c o u p l e  d e  v n l e u r s  x ,  x t  d e  1 : 

(1) 
+ x '  1 1 

.'! g (  " 2 4 g ( x )  + 7 g ( x f )  .. . 
1 

S i  g e s t  d é r i v n b l e  d e u x  f o i s  s u r  1 ,  l a  p r o p r i 6 t S  d e  c a n v e x i t é  

e s t  é q u i v a l e n t e  à g l '  ), D s u r  1. L a  m ê m e  d d f i n i t i o n  s t a p p ' l i q u e  à d e s  

f o n c t i o n s  g  d é f i n i e s  s u r  X n .  

L e s  f o n c t i o n s  c o n v e x e s  p o s s è d e n t  e n  p î r t i c u l i e r  l n  p r o -  

p r i 6 t É  s u i v a n t e  : 

" g  e s t  c o n v e x e  s u r  1 s i ,  e t  s e u l e m e n t  s i ,  p o u r  t o u t  

x C 1 il c o r r e s p o n d  u n  n o m b r e  X ( x  ) t e l  q u e ,  p o u r  t o u t  x  é 1 : 
O c 

b )  I n B q . ? l i t é  d g  J e n s e n  

S i  X e s t  u n e  v a r i a b l e  a l & : t q i r c  n  d i r n e n t i o n n e l l e  d o n t  

l ' e s p é r a n c e  EX e x i s t e  e t  e s t  f i n i e  e t  g u n e  f o n c t i o n  d d f i n i e  s u r  

R",  r e r n p l a g o n s  a. p a r  E X  e t  x  p a r  X e t  p r e n o n s  l t e s p é r n n c e  d e s  d e u x  

m e m b r e s ,  d e  ( 2 )  il v i e n t  : 

i n e g a l i t é  d e  J e n s e n  



S o i t  X u n e  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  e t  s o i t  g ,  d e f i n i e  s u r i R ,  

f o n c t i o n  B q r é l i e n n e  n o n - n g g a t i v e .  

S i  g  e s t  f i n i e  e t  n o n  d 6 c r o i s s , n t e  s u r  [u, 1 ,  a l o r s  

S i  g  e s t  n o n  d é c r o i s s a n & e  s u r  ?Ra,  a l o r s  l e  terme m i l i e u  

e s t  r e m p l a c é  p s r  P X > a o ù  a e s t  u n  n o m b r e  a r b i t r a i r e .  I 
D é m o n s t r a t i o n  : 

P u i s q u e  g  e s t  u n e  f o n c t i o n  B o r é l i u n n e  s u r  H ,  il s ' e n  s u i t  

q u e  g ( X )  e s t  u n e  f o n c t i o n  m e s u r a b l e  s u r s  , e t  p u i s . q u e  g  e s t  n o n -  

n é g a t i v e  . s u r  R ,  s o n  i n t é g r a l e  e x i s t e .  S i  g e s t  f i n i  e t  n o n - d é c r o i s -  

s a n t e  sur [O, +a], abrs p o s o n s  

Ues d e u x  r e l a t i o n s  : 

il v i e n t  



il e n  d i c o u l e  le m e m b r e  d e  g a u c h e  d e  l ' i n é g a l i t é  d e  B a s e .  La d é m o n s -  

t r a t i o n  de l a  2 è m e  p a r t i e  e s t  a n a l o g u e .  



A N N E X E  I V  



M h L J R A T I  JN DE L t E C ; + R T  î\UTOUR D E  Li, P 3 S I T I 1 3 N '  D I E Q U I -  - -- 

L I B R E  D A N S  U N  Cî\I)HE D E T E R M I N I S T E  -- 

IV,I .  ' C U N D I T I  J N  DE M ~ A J J R A T I J N D E  L ' E C k R T  PERMiiNENT 

V ; 4 r e p r é s e n t ~ n t  l ' é q u a t i o n  d ' u n e  s u r f a c e  6 q u l p o t e ~ : i e l l e  . 
d e  L $ q p . * n o v ,  s o i t  u n  s y s t è m e  é c h n n t i l l o n n 6  r é p o n d a n t  à u n e  l o i  d e  

8 '  
1 3  f o r m e  

e t  s i i i t  F ( c )  u n e  r n a j o r c i n t e  d e  12 f o n c t i o n  s c o l a i r e  p o s i t i v e  I 

n ) ,  n  q u e l c o n q u e ,  l o r s q u e  l e s  p a r a m è t r e s  f ( C o ,  ~ l > * . * ' C  ? * . . ' C m - l .  
j 

J 

C v a r i e n t  d a n s  l ' i n t e r v  mile c c). 
j . .  ... 

S i  l a  s u i t e  d e  n o m b r e s  r e e l s  a d g f i n i s  p a r  l a  r e l a t i o n  
m 

a 2 V I  (j = U ,  -.., m - 1 )  
O 

t e n d  v e r s  u ~ e  l i m i t e  1, il eii r é s u ? t c  q u e  

L e  p r i n c i p e  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  d o n n é e  p a r  F. L a u r e n t  ( 5 )  

e s t  b a s é  s u r  l a  d é f i n i t i o n  d ' u n e  s u i t e  M m a j o r a n t e  d e  V 
n  



IV.2. C R I T E R E  P R A T I Q U E  

De n o m b r e u x  s y s t è m e s  q s s e r v i s  & c h a n t i l l o n n é s  d e  t y p e  u s u e l s  

p e u v e n t  Btre d é c r i t s  p a r  d e s  é q u a t i o n s  d e  l a  f o r m e  * 

e t  d a n s  c e  c a s  u n  r é s u l t a t  p l u s  p r 6 c i s  p e u t  B t r e  d o n n e  ( 9 )  

C r i - t è s  : 

S o i t  l a  s u i t e  d e  terme g e n é r a l  3 d é f i n i e  p a r  l ' é q u a t i o n  m 
d e  r C 5 c u r r e n c e  : 

La sortie é c h a n t i l l o n n 6 e  d u  s y s t è m e  d é c r i t  p a r  l ' é q u a t i o n  

( 1 )  e s t  a l o r s  t e l l e  q u e  : 



( O )  P.  V I D A L ,  S y s t è m e s  é c h a n t i l l o n n é s  n o n - 1 i n G a i r e . s  ( 1 9 6 8 )  
( G o r d o n  a n d  B r e a c h )  

(1) P r 6 ' t > a b i l i t y  t h e o r y ,  M. LJEVE 1 9 6 q V a n  N o s t c a n d )  

( 2 )  S t a t i s t i q u e .  C. FdUHGEhUD - A. FUCHS ( D u n o d )  

( 3 )  C o n t r i b u t i o n  à l ' é t u d e  d e s  c i r c u i t s  d e  r G g u l a t i o n  c o m p o r t a n t  
d e s  r e d r e s s e u r s  c o n t r o l é s .  P .  V I D h L ,  T h è s e  D o c t o r a t  e s  S c i e n c e s  
T o u l o u s e  1 9 6 4 .  

(4) " S u r  l a  s t n b i l i t é  a s y m p t o t i q u e  d e s  s y s t è m e s  & c h n n t i l l o n n é s f l  
C.R. ~ c ~ d .  S c .  t .  2 5 6 ,  1 9 6 3 ,  p .  2 7 8 1 . ,  S .  WEGRZYN-P.VIDAL 

( 5 )  S u r  l a  d y n a m i q u e  d e s  s y s t è m e s  d i s c r e t s  n o n - l i n e û i r e s .  S e c o n d e  
c o n f é r e n c e  d 1 / t u t o m a t i q u c  d e  B u l g ~ r i e - V ~ r n a  - S e p t e m b r e  1 9 6 7  
S .  WEGRZYN - P .  V I D \ L  - L. P J V Y  - F .  Lt\URENT 

( 6 )  M é t h z t d e s  m o d e r n e s  d ' é t u d e  d e s  s y s t è m e s  a s s e r v i s  ( D u n o d '  
J . C .  G I L L E  - P .  DECliULNE - M .  DELEGRIN 

( 7 )  M é t h o d e s  p r a t i q u e s  d f C t u d e  d e s  f o n c t i o n s  a l ~ a t o i r e s  ( U u n o d )  
J. S T E R N  - J. DE BARBEYRitC - R .  P J G G I  

( 8 )  S t a b i l i t é  p r o b a b i l i s t e  d e s  s y s t è m e s  E c h a n t i l l o n n 6 s  n r i n - l i n é a i r e s  
C.R. h c .  S c .  P a r i s  - M x r s  1 9 6 8  
P .  V I D i \ L ,  Z .  B U B N I C K I ,  F. L;\UltENT 

( 9 )  C o n t r i b u t i o n  5 l ' é t u d e  d e s  s y s t e m e s  é c h : ~ n t i l l o n n 6 s  n o n - l i n é a i r e s  
e n  r é g i m e  d y n a m i q u e .  
T h è s e  d e  U o c t o r s t  e s  S c i e n c e s ,  M T ~  1 9 6 8 ,  L I L L E  
F. Ll.{URENT 

( 1 0 )  b u r  l a  m a j o r 7 t i o n  d e s  o s c i l l ~ t i o n s  l i m i t e s  d ' u n  s y s t b m e  é c h a n -  
t i l l o n n é  n o n - l i n c l i r e  à p a r t i e  c o n t i n u e  d ' o r d r e  m ,  s o u m i s  à u n e  
e n t r 6 e  a l é a t o i r e .  
c o i ? .  A c a d .  S c .  P a r i s  1 9 6 8 ,  8 E I . v r i l .  
M m e  H .  UEBERGHES,  iJ. DEBERGHES,  F .  LAURENT 

( $ 1 )  S u r  l a  s t - i b i l i t G  a s y m p t o t i q u e  d e s  s y s t è r n e s  d c h - i n - k i l l o n n É s  n o n -  
l i n é a i r e s  s o u m i s  à u n e  z n t r G e  a l é a t o i r e  
C . , ; .  A c a d .  S c .  P a r i s  1 9 6 8 ,  1 etvril 
 me H .  DEBERGHES, J.M. TJULLITTE,  F .  LAUIiENT, D .  DEBLIiGHES,  
P .  V I D l i L  



( 1 2 )  R g g u l a t i o n  p 3 r  E c h ~ n t l l l o n n e g e  e t  c o r r e c t i o n  t a c h y r n G t r i q u e '  
B u d a p e s t  , i v r i l  1 9 6 8 ,  I n t e r n a t i o n a l  p u l s e  s y m p n s i u m  
J.H. T ù U L d T l E ,  F .  Li,URENT, P .  V I D l t L  

( 1 3 )  On t h e  p é r i o d i c  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  i n  p u l s e  w i t h  m o d u l û t e d  
f c e d b o c k  s y s t e m s  - E R L  - R e p o r t  n a  6il  I s s u e 3  2UI N o v e m b e r  2 9 ,  
1 9 6 J ,  U n i v e r s i t y  o f  C a l i f o r n i a  B c r k e l c y  
E . I . J U R Y ,  T .  NISHIIvlUHit 

( 1 4 )  F o n d a m e n t a l  o f  t h e  t h e o r y  o f  n o n  i i n a n r  p u l s e  c o n t z o l  
s y s t è m s .  C o m m u n i c ~ t i o n ~ n o  5 3 7 ,  C o n g r è s  IFAC B a i e  1 9 6 3  
J . A .  CYPKIN 

( 1 5 )  C o m m a n d e  o p t i m a l e  p r o c e s s u s  
R .  BdUDAREL, J .  D E L M A S ,  ( a u n o d ) .  
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