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Introduction 

Un des problkxies G e  ;a topologie difLérentlLlle est 

2e savoir si une équiv~lanze  hozoco~ique f : K 4 X2 entre  1 
GLUX vcr ié tés  ciiÉSérerAli&bleç L2zut çc r 5 ~ 1 2 ~ 2 r  ? C r  un diff6oxûr- 

?hisrne, L'existence Ze s t r ü c t ~ r e s  différenl lcbleç non d i f f éc  - 

 orp ph es s u r  l a  spkère de dimonslo~ 7 ( c , f .  pq) & moritzQ w a  il 
* .  

r.' e s t  pas t o u  jouis possible C e  trouver un t e l  dif féo:&o~~~-,;z.-:~ê. 

. - 
On peut se  deinarider"a1ors s 8 1 i  ~ s - 2  possible de crouver G ~ I  hûaéo- 

rnorphisne qui r é a l i s e  iu6quivaience homotoplque f . Dans ce  cas, 

l a  réponse e s t  encore Z i f f i c i i e  : par exen?le, oz ne s a i t  pas 

encore s i  une var ié té  d f f f i r en t i ab le  de dimension 3 homotopi- 

quement équivalnnt à l a  sphère ,S3 est  hoaéomorphe, ou non, à 

3 
S . Ceci e s t  l a  célèbre conjecture de POISCX23. Lz conjecture de 

0 ,  TOINCARE (générdl isésj  en ci-ension $us grccCc cpe q t i u - ~ i e  a e t e  

répondue par SNALE 7 . O n  :,cüt se  f cmule r  zcsii un prob:b;,~e 

plus f a i b l e  : étant  donnée un2 équiv~Pence homotopique 

f : Ml - M2 entre  deux varié tés  dif férent iables ,  trouver 

k2 un difféornorphisme F : 2':; x Zikl -> v *2 x 23 pour cer ta ins  
.A. 

ent ie rs  
kl 

e t  k2 e t  ~e t e l l e  so r t e  que l e  diagramme : 



s o i ï  coixnidiatif à une homoiopie près. Dans l e  c ~ î  oc 4 ,  e t  
* 

iq 
2 

sont tous l e s  deux cor:~zctes, on a nécess~lsenent  

d i m  M 
1 

= d i m  M2. Ce problè-e z é t é  iormuié pzr :LàZUX [SI dans 

l e  cas où N e t  lq7 1 sû?:k des variék6s coxp~ctes  sens bord,  - 
l a  solution étant  ex>rlcSe en te-nes de l a  X-théorie. L a  çénéiâ- 

l i s a t i o n  aux var ié tés  c o a 2 ~ e t e s  avec bord a é-ig discutée p i ~ s  

t a rd  dans 191 oh YAZUX refozr:.ule l e  problème en teriaes du type 

slrxple d'homotopie e s  WZITZEZ3.3. Xa ls  i c i ,  on ne  sa ie  22s s i  

tou te  équivalence hor~oto$cpe ? e u t  s s c r i r e  corne une é q ~ i v a  - 
lence homotopique s i ap le  ec d 'cü t re  p a x ,  avec ces rn6t5oZ~s, on 

ne seüt  pas considérer Pe cuç de var ié tés  non corn~actcç. 

préc&der,t au  cas où ;es var ié tés  . e t  X2 sont a hard 
i 

l i s s e  (compactes ou non), ainsi que de le -6çoudre. 2. e s t  cbordé 

en adaptant les mék?.odes iri-z~oduites par ICAZUR dans [a] aux 

s i tua t ions  p l u s  conslexss. Lù corcplexité provient d'une pczt,  de 

l a  présence du bord (non v ide) ,  ce qui conduit & plonger l a  coté- 
?- 
L 

çor ie  ?r des var ié tés  Sifférent iables  ( z  bord anguleux) daris une 
r 

categorie 4 ( ) (chap. 1) constituée des cer ta ins  couples de 

variétés.  D'autre parc, l e s  var ié tés  é tzn t  r~on nécessairenent 

compactes, l e s  probièaes de  ?longement e t  dsisotopfes sont l i é s  
7- 

aux propriétés des e--topoloo;les des ensembles d s â ~ ~ l l c a t i o n s  

r 
d e  c lasse  C (cf .  1 1, ce qui présente, e n  g&n6ral, plus de 

d i f f i cu l t é s  que dans l e  cas corn2acz. Une sous-cateçorie 
r 

P O ( r )  de /i( $ ) est coaQ2d6r6e ensuite avec l a  propriéké 

d'avoir Ges systèmes I n 6 u c t Z 2 s  f i l t r a n t s  r e s r d ç e ~ ~ t ~ ~ l ~ u  e t  oc 

discute l e  problème de 2rolocçaïrtené des vbinages  tubulaires.  



Les  r é s u l t a t s  fondamentaux (chap.  2 )  s o n t  f o r m u l é s  
/ 

dans  u n  c o n t e x t e  p l u s  g é n é r a l  : par ,exemple, les p r o d u i t s  

kl M 1 x R  , M 2 x R  k2 s o n t  remplacés p a r  d e s  f ibrés  v e c t o -  

r i e l s  réels l o c a l e m e n t  t r i v i a u x  de bases M e t  M2 r e s p e c t i v e -  
1 

k 

ment. Les  s o l u t i o n s  trouvées f o n t  i n t e r v e n i r  l a  K - t h é o r i e  

( K - t h é o r i e  r é d u i t e )  e t  on remarque  (2.1.8. ) q u e  ces s o l u t i o n s  

g é n é r a l i s e n t  q u e l q u e s  c o n s t r u c t i o n s  é v i d e n t e s  c o n c e r n a n t  d e s  

f i b r é s  v e c t o r i e l s .  La g é n é r a l i t é  d e  ces r é s u l t a t s  ( s u r t o u t  l e  

f a i t  q u e  Ml e t  M2 p e u v e n t  être de d imens ions  d i f f é r e n t e s )  

permet  d e s  a p p l i c a t i o n s  i m p o r t a n t e s  c o m m e  l e  théorème  d e  
0 

r e t r a c t i o n  (2.3.5.). 

M. SIEBENMANN a remarqué  u n e  e r r e u r  d a n s  les a rgu-  

ments  q u i  - ramènent  l a  d é m o n s t r a t i o n  du  théorèke 2.2.2. à cel le  

du  théorème 2.2.'3. D'une m a n i è r e  p r é c i s e ,  dans  l a  p a g e  69, 

f ' g '  e t  g n f l  n e  s o n t  pas homotopes a u x  i d e n t i t é s  de M 2 x  R 

e t  M x W r e s p e c t i v e m e n t .  P a r  c o n s é q u e n t ,  on  a démontré  l é  r é s u l -  
1 

t a t  f o n d a m e n t a l  q u ' a v e c  l ' h y p o t h è s e  s u p p l é m e n t a i r e  i n t r o d u i t e  

d a n s  2.2.3. 
. . A  -- - --  - r - - - - - .- - - - - - ----- --... ... 

Comme i n d i q u é  p l u s  h a u t ,  nous a v i o n s  p r o p o s é  t r o u v e r  

l e  théorème  2.2.2. e n  a d o p t a n t  u n e  méthode d e  MAZUR. La conc lu -  

s i o n  est  l a  s u i v a n t e  : l a  méthode d e  MAZUR ne  pe rme t  p a s  de 

démont re r  l e  théorème  2.2.2. Une d i s c u s s i o n  d e  ceci est donnée  

d a n s  u n  p a r a g r a p h e  complémen ta i r e  (PP. 95-98). T o u t e f o i s ,  é t a n t  

donné q u e  M. SIEBENiMANN a pu é tab l i r  un r é s u l t a t  (Th. 2.2. 15  1. 

qui e n t r a i n e ,  s a n s  p e i n e ,  n o t r e  énoncé  2.2.2.. nous avons  pu  

c o n s e r v e r  s a n s  changement les a p p l i c a t i o n s  ( v o i r  2.2.5. e t  2.3.5.). 
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.:a, 

j ' a i  re t i ré ,  pour  mon i n i t i a t i o n  à l a  recherche ,  des c o u r s  e t .  -., . *  ., : 
' ,  2 sémina i r e s  t e n u s  a u    épar te ment d e  ~ a t h é i n a t i q u e s  Pures  de  l a  , ,  : 41 
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Chap. 1. catégorie 4( +) de& couples de variétés 

1.1. ~ é f i n i t i o n  de l a  catégorie <( vr) . 
Dans ce paragraphe, pour un entier r 71 o. ur 

dénote l a  catdgorie des variét6s (à bord anguleux) de classe cr 

définie par CERF dans [lI.La plupart des résultats concernant 

ces vari8tés, dont nous ferons usage. sont exposés dans 121. 

On d6finit  une catdgorio &'If) de la fagon 

suivante a 

1.1.1. ~ é f i n i t i o n  r a) Les oblets .?\($) sont les  couples M = (Ml, M2)  

t e l s  que r 

i l  M~ é obj (vr 1 
i i)  M2 es t  1 ensemble vide ou bien il est  une sous- 

varfét6 fernée de M de codimensfon P contenue dans l e  bord de 
1 

b) S M =  (Ml, M 2 )  V =  (VI. V 2 )  sont l e s  deux 

objets de &J),  une application de classe 

dans V es t  une application de classe cS f r Ml- V1 t e l l e  que 

f (M2)  C V2. On dékote ~om' (M, V) 18ensaolble des applications 

de classe C" de M dans V. 

C )  Les morphismes de l a  catégorie B(  J )  sont les  

applications da classe cr. 

La composition d'applications différentiables 

l3orns (M. V) x tlomSs (V, W )  -4 ~om" (M. W )  

0. = m i a  ( 8 ,  m e  1 est d6f in ie  d'une xnanibre dvidente. 
\ 
\ 



La c a t é g o r i e  $ s l i d e n t i f i e  à l a  sous-catégorie 

p l a i n e  de  b($ )  dont les o b j e t s  s o n t  de l a  forme (M, 2 ) .  La 

p l u p a r t  des  not ions  concernant l e s  o b j e t s  de \yr donnent l i e u  

à des  not ions analogues pour les o b j e t s  de d ( ' 8 ) .  

1.1.2. ~ é f  i n i t i o n  r S o i t  M = (Ml, M 2 )  un o b j e t  de  $(#). Une sous- - 
v a r i é t é  de  M est un o b j e t  M o  = M e l ,  MaZ) $(u&) t e l  s u e  r 

i)  Me1 e s t  une soue-variété  de Ml 

ii) M o 2  = Molnx2 est une sous-variété  de M2. 

On dira que M n  e s t  sans  bord r e l a t i f  (dans M )  & M e i  est une .. 
sous-variété  sans  bord relat if  de  Mi, i = 1. 2, g& M@l e s t  un 

f erm6 (resp.  ouver t )  on d i t  que M o  est une sous-var ié té  f emee 

(resp. ouver te )  de M. 

Parmi les not ions de sous-variété  dans #, pour 

B D e f f e t  de cette d e f i n i t i o n ,  nous adopterons l a  su ivan te  o 

s o i t  M une v a r i é t é  a bord anguleux d e  classe C' 7 s o i t  a son 

C' - a t l a s  complet de  c a r t e s  loca les .  Un 618ment ( 6  a est un 

homéomorphi s m e  

y '  - c M 
Y 

dDum ouver t  ey d'un K-secteur  A de R s u r  un ouver t  M de PI, 

8f 9, Y é a , alors 

(Mi n M y )  

est un d i f féomrphisme cr s u r  un ouver t  de  U. Une partie M œ  d e  

M est une sous-var ié té  de PI eP pour t o u t  po in t  x6M0 P l  e x i s t e  

Qe et  un sous-secteur A+ de Ayl tels que 

Le. cartes y' = Vlul  a i n s i  obtenue. c o n s t i t u e n t  un CI-atlas 
\ 

et, par ' c ~ n s 6 ~ u e n t ,  déterminent  sur Ma une ts t ructure de C' - . . */  



variétd. On remarquera que la topologie de Mg est alors la 

topologie induite par celle de M. On dit que Ml est sans bord 

relatif (dans M) si les A g  peuvent 8tre choisis sans faces 

relatives dans A. 

1.1.3. ~éfinition r Un morphisme f r (Ml, 5 )  -+ (VLr V2) 

4(vr)t r7,1t est dit une immersion si f r M V1 est une 1 
immersion, c'est à dire, - si 

(df r TX (Ml) Tf (X) (Vl ) 

est injective pour tout X 6 Ml 

On verif ie facilement qie si f r (Ml, -+ (V1,V2) 
est une immersion, f / M2 i M2 - V2 leest aussi. 
r 1, est un plongement si t n Ml 4 V1 est un plongement, 

c'est à dire P 

i) f est injectif 

if) f est une immersion. 

fl faut remarquer que mous ne demandons pas qusun 

, plongement f 8 (Ml, M2) -2 (Vit V2 ) soit un homéomorphisme 
sur son image t mais cette condition sera automatiquement 

remplie si f est une application propre. Deautre part (Ml, M2) 

ne aiidentifie pas. en général, une sous-variété de (VI. v~). 

Dans le cas où VI = $, on sait quaun plongement propre est bien 

un plongement au; une sous-variét6 de Vl. Si IV~/@ , le problème 
d@existence de plongemant Bur une sous-variété de (VI. V2) est 

plus diffici-le p il sera discute dans le paragraphe 1.3. 



r 
1.1.5. ~ é f i n i t i o n  r - S o i t  M = (Ml, M 2 )  un o b j e t  d e  4(r). A l o r s  - 

l ' i n t é r i e u r  d e  M est l a  sous-var ié té  ouve r t e  d e  M 

i n t  M = ( i n t  M~ U i n t  M2 t i n t  M2) 

où i n t  Mi = M i  - ) M i ,  i = 1, 2. 

11 est facile d e  v é r i f i e r  que i n t  M est 

vraiment  une sous-var ié té  ouve r t e  d e  M. 

r 
1.1.6. ~ é f i n i t i o n  a S o i t  M = ( M  M 2 )  un o b j e t  d e  4 ( ). Alors  - 1 - 

nous appelerons bord d e  M l e  fermé 

3~ &- (Ml - i n t  Ml u i n t  M2. M2 - i n t  M ~ )  

Nous remarquons tque %H n o  est  pas  nécessairement 

une sous-var ié té  fermée d e  M. En e f f e t .  l e  bord d 'une 

v a r i é t é  à bord anguleux n ' e s t  pas une v a r i d t é  d i f f é r e n -  

e i a b l e  en général .  

1.1.7. ~ é f i n i t i o n  r La c a t é g o r i e  4 (vr) est l a  sous-catéqorie  
r 

p l a i n e  d e  4 (v ) don t  les o b j e t s  s o n t  les  couples  

(Ml,, M 2 )  te ls  que M2 est une sous-var ié td  sans  bord 

relatif dans Ml. 

Au début  d e  1.3., on t rouve ra  une c a r a c t é r i s a t i o n  
P 

des  o b j a  d e  1. r) , la 

H 
1.1.8. Exemples x - S o i t  V un o b j e t  d e  h bord lisse r 

> V  s o n b o r d .  Alors  ( V , > V )  e s t u n o b j e t d e  4@(vr). 
'C 
L. - Soien t  M e t  V o b j e t s  d e  et considérons 

l a  v a r i d t é  p r o d u i t  Ic X V .  on sa i t  que a 



dooù il s'ensuit que si V, par exemple, est h bord lisse, 

M x (IV) est une sous-variété de M x V incluse dans le 

bord et de codimension 1 t il est facile de vérifier que : 

(M x V, M x 2V) est un objet de 4' ( $1 . 

l.f.9. Remarque g a) Nous ne considérons que des variétés diffé- 

rentiables dont l'espace sous-jacent est un espace locale 

ment compact dénombrable à lainfini. 

b) Pour chaque variét6 M, de classe cr, r3, O, 
* 

nous dénotons %(MI, 1 ensemble des composantes connexes. 

On sait que o 

c'est à dire M est la somme de ces composantes connexes. , 

Dans chaque composante connexe Md, M a dimension 

constants n,,ce qui permet donc de définir une application t 

A W n  
Cette application sera appelée la dimension de M et on 

écrf ra souvent : . 
n = dim M. 

On remarquera que G ( M )  est dBap$s a) ddnombrable. 

r 
C I  soit M (Ml@ M21Z) t .d('f 1. Alors on 

convient dsécrire 8 

qim M = dim Ml. 



1.2. Applications intérieures. 

1.2.1. ~éfinition r soient M et V deux objets de 4 (  3) (cf.l.1). 
Une application f Homr(M, V) est dite une application 

intérieure s'il se factorise à travers l'inclusion int V C V 

Leensemble de toutes les applications intérieures de M dans V 

est dénoté Intr(~, V). 

Dire que f 8 ( M ~ ,  M ~ )  (vl, v2) est intérieure 

4 équivaut h dire que f(Ml - Ma) C int VI. f(MZ) C int V2. 

~emarqiier que leapplication identique 
r l v  ' 

V 6 0bj(. )!neest intérieure que si b~ = 8. Dans l'exemple 

(1) ae 1.1.8., l'identité 1 
(V, a v )  est intérieure à la condi< 

tion de ce que int ( 2 V) = JV, c'est h dire si dim V 71 2. si 

V = f ,  1' intervale \O, 11 de nombres réels, il est clair que 

l(1. b I )  
n'est pas intérieure, 

Si W est une partie de H O ~ ~ ( M ,  V) et s 7, r, on 

appelle ~~-to~olocjie (resp.  to topologie) sur W la topologid 

r induite par loinclusion de W dans Hom (Ml, Vl) quand cet 

ensemble est muni de la ~ ~ - t o ~ o l o g i e  (resp. cr-topologie) 

cf. 3, exposé 4 : 1, 3, voir aussi Appendice 1). Une partie 

de nomr(~. V) est supposée avec la $-topologie s a  il n'y a 

indication du contraire. 

Nous allons démontrer le théorème suivant o 
P 

1.2.2. ~héorème r Soient M et V deux objets de 4 ( < ), alors 

lntr(M, V) est un ouvert partout dense de Hornr(~, VI. 

~dmonstration i Tout d'abord démontrons que xntr(v,M) est un 

ouvert de H O ~ ~ ( M .  V) beur la (f=topologie). si ~LHOI~'(M. V), 

il e~.'te une application entre un système de bonnes cartes 

. . ./ 



d e  Ml e t  un système de  bonnes c a r t e s  (v? ) r P C J  

de  V1 t e l l e  que f t ~ o m ~ (  )L,M1,V1) (cf. exposé 4: 1: 1. OU 

~ p p .  1). L e s  cartes (Ma , f A )  (resp. (vP ,Yi , ))seront  c h o i s i e s  

e n t r e  c e l l e s  q u i  s o n t  adaptées  à l a  sous-variété  M2.(resp. V 2 )  

c'est- h d i r e  s i  M * ~  M2 # j8 , il e x i s t e  un sous-secteur *; 
du s e c t e u r  A, (où (MI ) e s t  un ouver t )  t e l  que 

f- ( M d ( p l )  = y ,  (M* 90 A:, 

L e a p p l i c a t i o n  f é t a n t  i n t é r i e u r e ,  nous avons, 
O ),(.O 

(1) f ( M d )  C V n ( i n t  V 1 u  i n t  v2) = id,, y ~ e I  

où (") dénote 1 Lintér ieur  topologique d e  V A (dl dan8 VI. 

La compacité de  M permet donc de  t rouver  un n o a r e  réel 

p o s i t i f  t e l  que 

4 
(f (Ma)) B' - U , QU& L dist ( Yh(a) 

I 

B é t a n t  l e  s e c t e u r  d e  R dim '1 dans l e q u e l  a (4) i l 

est un ouvert .  L e  recouvrement (M*) d e  Ml é t a n t  loca le -  

ment f i n i ,  i f  est p o s s i b l e  de  t rouver  une fonc t ion  cont inue 

f 8 Ml - 8 t e l l e  que i 
0 C p )  6 f, si x G M" 

1 

1 
1 
i 11 en r é s u l t e  que l e  vois inage  $ ((3, f ,  r )  de  f dans H O ~ ~ ( M ~ , , V ~ )  , 
I 

(cf. App, 3.) a son i n t e r s e c t i o n  h ( p , f , r )  T\ HO~'(M,V) contenue i 1 
dans lntr(M,V), ce q u i  montre que I n t r ( ~ , V )  est un ouver t  de 1 

l 

H O ~ ~ ( V , H ) .  1 

est un fermé pour la  cr-topologie d e  Homr(A, M V ) e t  p a r  
1' 1 

P eonsdquent rnuni.de sa CI -topologie,  il est en espace de Baire 



(cf. 3, exposé 4, 1, 3 ) .  On peut montrer -c8est Ilobjet du 

lemme 1.1.3. à continuation- que l'ensemble des éléments 

f t ~ o r n ~  ( A ,  M, V) qui satisfont les conditions i (Ml-MZ) fl M~ ( int V1 

est un ouvert partout dense x de 
r 

Hom (~,M,v). Il en résultera que lntr (A,M,v) = fl xdest un 
OLG 1 

ensemble partout dense de Hornr(h,M,~), ce qui entrafnera 1. 

théorème car les Homr( h ,  M, V) , A' variable, constituent un 
recouvrement ouvert de Homr (M, V) . 

Lemme r Avec les notations introduites plus haut, l'on a t lo2o3e 

i pour tout voisinase n ; de t dans ~ o m ~  ( 1, M. V) 

il. existe g t  n x" ) 

ii) pour tout f 6 X" il existe un voisinage ai 
eA 

de f inclus dans X . 

~émonstration r La démonstration du ii) est analogue à celle 

de notre assertion de ce que 1ntr(h,~,v) est ouvert ; il suffit 

de prendre fif égal à , f r) où t> désigne la fonc- 

tion constante de valeur le nombre 
c 4  

défini par 1 équation( 1 ) . 
Afin de démontrer le thkorème P . 1 . 3 . ,  il suffit de 

démontrer i) dans le cas laapplication A satisfait aux 

conditions suivantes t 

a) La carte ( M ~ ,  t) (resp. v 
ff %el)  1 se - .  

A(& 1 prolonge dans une carte ( (resp. ( , ) 

que fA( fld) ( respe yh(dl ( '(*) 1 est la trace daun s-ur 



- (*) de ) avec l a  boule ouverte 
A: (resp. B~ 
O 
B ( 3 )  de centre l 'origine de ERm (resp. ZtV) e t  rayon 3. 

d 
b) ( M ~ )  es t  l a  trace de Al avec l a  boule fermée 

A 

D (1) de centre, origine e t  rayon 1 t e t  une condition analogue 

c )  Les cartes ainsi prolongées sont encore adaptées 

aux sous-variétés M2 ou V2 selon l e  cas. 

En effet ,  on peut acouvrir ~ o n f  (M. V )  par des I3omr ( A ,  M v  V) 

avec A satisfaisant pour tout a les  di tes conditions. Nous ne 

d&.montronszrtia i) du lemme que pour les  h de ce type. 

Nous supposons donc que sa t i s f a i t  a), b) et c) pour 

Le secteur Al est  ddfini par des relations 

J1 Qtant une partie (éventuellement vide) de le intervale  ml 

( [l,rn] c N, ce est  8i dire. Al e s t  la partie de m m  constituée 

des points x . . . , avec xi ),, O, i r J1. S i  JI,, a une intersec- 

t ion non vide avec M2, l a  carte (na#fA) l ' e s t  adaptée. ce qui 

revient B dire  que %(fi6 0 M 2 ?  es t  la  trace de D ( 3  avec un 
a 

sous-secteur A2 de d. Mais M2 étant une sous-variété de codi- 
a d 

mension 3. incluse dans lM1, on peut supposer Al de sorte que A2 

ssobtient en ajoutant aux relations ( 2 )  l es  relations 8 

xi1 = O, il 8tant un indice de J1 

x i  7, 0, 9 i e J z  



J2 étant une partie de m] - J1. Pour la carte ( V h (4 
'Yh (d )  1 

nous d6finissons analoguement Ji , iit Ji. 

I Dm (t) dénote la boule fermée de centre O et rayon t de S. 

m = dia 5. 'V = dim V1j. Alors la condition f b H O ~ ~ ( ~ , M .  V) 

P @ exprime dans M~ par 1 implication r 

teapplication f satisfait f((M1 - M2) M.') int V1 

si r 

( Xi 7, 0. V i E J1 : Xil) :O ou 3v r J~ tel que xl 4 0 )  

( 6 )  

i 

1 

Elle satisfait f ( ~ * f i M  ) Cint V2 
1 

si 

E ouvert ~ ( 2  O f-1 (; h(d') est un ouvert de Da O (3) qui 

contient ~,(l), il existe donc des nombres réels el, 3, 

l L f < 6 , 4  
31 2 3, tels que 

ce qui permet de prolonger fa (en utilisant la formule (4) 

dans une àppllcation de Dm (C2 ) dans &(l) 
l . ./ 



Nous définissons : 

- 6j : t bj = 6 0  projj8 prof, étant la 

projection de d? sur le j-&me facteur : 

- 1 une fonction différentiable cr da valeur 1 dans 
, 

D~ (1) et nulle sur d! - D ~ (  Cl). 

Toutes les fonctions que nous venons de définir sont de 

classe cr. 

Soit un voisinage de f 6 ~orn~( ,M8V). f 

tel que 

Pour tout j d J i  V J i .  il existe un nombre positif 'J 
tel que les applications r 



ont ces dérivées partielles dlordre L_ r de valeur absolue 

inférieure à dans n1 importe quel point x € Il?. Cela G 
fait8 nous définissons g4 de la manière suivante : 

Finalement, en posant t 

nous av,ons une application différentiable de classe C' 

g n Ml 4 V1. Puisque le nombre de cartes (M'. 'fj) qui ont 
intersection non vide avec fid est fini, il est possible de 

choisir et les 
aj 

de manière que ge ($\f 8p8r). 
d 

Cela fait, il ne reste qu'à démontrer qu'on a ga X , ce qui 
est immédiat d'après la construction de g. Ainsi flf fi X' # pl8 

ce qui démontre Pa partie P )  du lemme dans le cas où 

M& M2 # Id. Si MIL n M, = Id8 la démonstration est analogue : 

il suffit d a  enlever les conditions concernant 1 indice i .C. Q. F.D. 1 

1.2.4, Corollaire r Soient f E H O ~ ~ ( M ~ V )  et F un fermé de 

Si la restriction de f à F est intérieure, ceest à dire 

alors il existe, dans tout voisinage de f pour la Cr-topologie8 

une application intérieure qui corncide avec f sur F. 



Ce corollaire s'obtient en remarquant que l'ensemble 

~ ( f ,  F) des éléments de H O ~ ~ ( M , V )  qui coî'ncident avec f sur F 

est un espace de Baire et que si les implications (6) et (7) sont 

réalisées pour un fermé de ~ ~ ( t ~ ) ,  elles sont encore réalisées 

dans un voisinage de tel fermé. 

1.2.5. Remarque t Nous donnons ici une manière de construire un élément 

r 
de l n t r ( ~ , ~ )  v dans un SSf ,?,r) de f Hom (MeV). NOUS consi- 

dérons une application h r (m) -+ (v?) entre un système de 

bonnes cartes de Ml et un systbme de bonnes cartes de V1 

satisfaisant aux conditions a), b), c), décrites dans la démons- 
O 

tration du 1.2.3. Le recouvrement ( M ~ ) ~ ~  admet un sous-recou- 

vrement dénombrable M On construit une suite 

, fl, fZ-0 d'applications inductivement comme il suit t 

ayant défini que f,, fn+l est l'application donnée par les 

formules (8) dans la démonstration de 1.2.3., en prenant fn au 

lieu de f, 2 au lieu de p.  dn au lieu de d . On va montrer 
que 

g = lim f h ,  

existe et que ge flL(fVp,r). Si la suite est finie tout est 
*. a4.t 

immédiat en posant g = fN, étant le ?- dernier terme de la 
l 

suite M d I R  MdZ, ... Supposons maintenant la suite (fn) ! 
i 

infinie. Pour chaque x t Ml, soit M une carte telle que I 

"1 
8 

x t  Md . Or, le recouvrement (M ) est localement 
4 d i  i , ,  

r 

f i n i .  i1 existe L' I / J  l 

tel que MdpnMd; PI si P> @' 
. ./ 



et par suite : 

ce qui entraine, d'une part que lim fn(x) existe pour tout 

--f Y 

x € M  et d'autre part, que cette limite est de classe cr0 

Leapplication g r x lim fn(x) est donc de classe cr 
T' h 

dans tout point de x t Ml. La condition gt (L) (f r) est 

bien satisfaite car 

- -  c 
(quoon obtient sans hifficultd par recourrence sur p) 

entraf ne t 

On sait (cf. 3, exposé 7, corollaire 11) que 

H O ~ ~ ( M ~ , V ~ ) ,  s >, rr, est un ensemble partout dense de 

H O ~ ( M  V ) pour la ~~-to~ologie. 
1' 1 

Des résultats analogues pour les espaces HO~~(M,V) 

semblent plus difficiles à obtenir. Pourtant, on peut approcher 
6 

daapplications de classe cr entre objets de 4 ( v , s 7, r, par 
des applications de classe cs au sens de la CO-topologie. 

Compte tenu que ces approxfmations sont suffisantes afin de 

démontrer les résultats du chapitre 2, on se bornera à étudier 

ce caso 



1.3. Approximation d o a p p l i c a t i o n s  propres  p a r  

des plongaicnls  i n t é r i e u r s  

f 
S o i t  M =(Ky, M2) un o b j e t  de  4 (vr) ,  r 7/ 1, 

iL 

c.f. 1.1.7., ca.st à dire, E 4 ($1 e t  M2 est  une sous- 

v a r i é t é  s ans  bord re la t i f  d e  X, . 11 s ' e n s u i t  que M2 a un 
.b 

v o i s i n a g e  t u b u l a i r e  ( c , f .  2 ,  11. 5. ) 

t e l  que  Y(M x E 1- es< ur. o u v e r t  d e  :+il. En effet ,  l e  f i b r é  2 + 
en s e c t e u r s  t r a n s v e r s e s  T ( K 1  : M 2 )  (c.f. 2 , 1.9. ) est, dans  

+ ce cas, de  groupe s t r u c t u r e l  2 car M est une sous-var ié té  de 2 

codirnension e t  co Inc ide  1, donc il est t r i v i a l  : et ,  d ' a u t r e  

p a r t ,  M2 é t a n t  une sous -va r i é t é  fernée s a n s  bord re la t i f ,  il 

e x i s t e  un difféomorphisme B B  --3 M d 'un v o i s i n a g e  BI d e  l a  
1 

s e c t i o n  n u l l e  j : M2 -+ 'j: ( M ~  : M ) s u r  un v o i s i n a g e  d e  2 

M2 dans  M q u i  s e  r é d u i t  l ' i d e n t i t é  s u r  M2 : ce q u i  permet de 1 

c o n s t r u i r e  y s a n s  d i f f i c u l t é .  ~ & c i p r o q u a i e n t ,  d i re  q u ' i l  e x i s t e  

un v o i s i n a g e  t u b u l a i r e  Y :  M2 x W + -5 Ml d e  M2, t e l  que 

Y(M~ x 2R +)  est un o u v e r t  de Ml e n t r a l n e  M g  4 ' ( 2 ~ ~ ) .  C e s  

r a i s o n s  j u s t i f i e n t  l a  forme du théorème s u i v a n t  : 

1.3.1. ~héor&me : S o i e n t  M = (II, N2) , V = (V1, Va) deux o b j e t s  de 

s 4' (VI),  ri, 1 e t  s o i t  f 6 ~ o m  (M,  V I  ( c . f .  1.1.1.) a 
a p p l i c a t i o n  propre, s Ar, C-i:ssid&rons des  v o l s i n a q e s  tubula i res .  

o u v e r t s  

y :  M xB+-> N 
2 1 ' y :  v2 x x+--+vl 



d e s  jnc lus ions  M C M e t  V 2 C  V, r e s p e c t i v e m e n t .  A l o r s  s i  2 1 J. 

2dim M + 1 & dim V1, 6 t r r t  donné u n  v o i s i n a q e A d e  f 
1 
9 p o u r  l a  C - t o p o l o q i e  de  "on" (V ,  221, il e x i s t e  u n e  f o n c t i o n  

r c o n t i n u e  ( e t  même u n e  f o n c t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  C ) 

+ 
G : M2 - R 

e t  un p longenen t  ir,;lc;'rieüz pr-opre de c l z s s e  C r 

h : :4 -> V 

dans  q u i  s a t i s f a i t  : 

e t  p+r conséquen t ,  (h (y), h (M2) ) est Ln- s o u s - v a r i é t é  d e  V 

Avant  d e a b o r d e r  l a  d é m o n s t r a t i o n  de ce théorème, 

nous avons  b e s o i n  de quelques lumies .  Nous commençons p a r  lemme 

t r i v i a l  ( q u i  est donné s a n s  p reuve) .  

1.3.2. Lemme.: S o i e n t  M e t  V deux v a r i é t é s  d i f f é r e n t i z . b l e s  de  r 
O O 

r7/ 1 , F1 e t  F2 deux  fermés de  M t e l s  q u e  F U F = M. S i  1 2 

f l  : F1 -7 V , f 2  : F2 -> V, s o n t  deux a p p l i c a t i o n s  c o n t i -  

nues t e l les  que 

O 

i )  f l  [ F1 # f2 / P2 s o n t  de classe C r 

1 f l  / F ~  II F2 = f 2  / Fl n F~ 

A l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  f : M -> V, d o n t  l e u r s  r e s t r i c t i o n s  à 

F et  F2 1 s o n t  f l  e t  f 2  r e s p e c t i v e m e n t ,  est u n e  a p p l i c a t i o n  d e  

c l a s s e  c", 



Af in  d e  s i m p l i f i e r  l a  f o r n a t i o n  d ' un  deuxième 

lemme, nous i n t r o d u i s o n s  l e s  n o t a t i o n s  s u i v a n t e s  : E t a n t  

donnés ( M ~ ,  M 2 ) t  $(ür) , Y: M2x 3-> Ml, a :  M 2 4 R  
t ' 

on pose 

On remarquera que s i - f e s k  un v o i s i n a g e  t u b u l a i r e  de M e t  P 2 

une Zonction cont inue ,  U 'i', 6- est a l o r s  un vo i s inage  d e  Ma dans  
- 

1 r Ml. Pour l a  n o t i o n  dahomotopie dans  3 (u) v o i r  1.4.1. 
., 

1.3.3. Lmme : S o i e n t  M = (Pl1, M 2 )  , V = (V1, V 2 )  deux o b j e t s  de  

( '(s), O jii : M x ii+ -2 i)"i,,p: V2 2 I 
x a + -4 vl 

d e s  vo i s inages  t u b u l a i r e s  des i n c l u s i o n s  i?ri C M  
2 l t V 2 C V l  

r r e s p e c t i v e i e n t .  Alors ,  6tzn-t donné un vo i s inage  a d e  q 6 Hom [M, V )  

pour  l a  ~ c t o p o l o q i e ,  il existe un v o i s i n a g e  Z:. g/iv2 : M2+ V2 

r dans ~ o m ~  ( M ~ ,  V2) pour  l a  C - t opo loq ie  e t  une f o n c t i o n  con t inue  
P. 

G : Mî -3 E' sa t i s fa i sa i i ' k  l a  p r o p r i é t é  s u i v z n t e  : 

(9) : UPour t o u t  h e  JL, l @ a p > l l c a t i o n  hl : u w,r -> V d é f i n i e  

p a r  l a  formule h,  ( V ( -k ) = Teh (x) , t )  se prolonge dans  une 
A. 

a p p l i c a t i o n  h2 d q u i  est homotope à q e t  q u i  coSncide avec g 

U ' Y t Z ~  B s u r  Ml - - . D e  p lu s .  s i  q Q l n t r  (M. V) - e t  h 6 1ntr(iX2, v ~ )  

on  peu t  c h o i s i r ,  h2 I n t  (M,v) .  Enfin.  s i  g est propre ,  l thomotopi i  

e n t r e  h2 gt- g p e u t  Etre c h o i s i e  propre.  

rq r ~ 6 r n o n s t r a t i o n  : Le v o i s i n a g e  'es t  d e  l a  forme J-(\Hom (Ml V ) ,  
Cr O PL é t a n t  un v o i s i n a g e  de c: : X_ -7 V, pour 1~ C - t opo log ie  d e  

.b -L 



~ o n s i à é r o n s  un plongcxient propre p" : V2 -2 R 

S o i t  0' ua vo i s inase  ouver t  de  P"(V ) q u i  s e  r é t r a c t e  cont i -  2 

nûment s u r  p"(v2) e t  s o i t  ri" une t e l l e  r é t r a c t i o n .  On va 

supposer g s u f f i s z m e n t  ç r ~ ~ d  pour que l e  plongement 

pl : U ~ ~ ~ - - ~ B ~ X ~ +  

d é f i n i  p a r  l a  formule 

se prolonge dans un plongrnent .- 
p : vi 3 Liq X ii+ 

g Sans d i f f i c u l t é ,  on peué t rouver .  un ouvert  (3 de  B x Li + 

e t  une r é t r a c t i o n  cont inue  

+: 0 -p(vl)  

t e l  que 

On s a i t  que l ' a p p l i c a t i o n  

est cont inue  pour l e s  c'-topologies ( ~ p p e n d i c e  2 ) .  e t  par 

s u i t e ,  qu'il e x i s t e  un vois inage  fia de p g  dans Hom O (Ml< (Il 
FI 

-1 (pour sa CO-topologie)  , tel que ( p  03 ( ) C fi. Nous 
. h 

prenons PI" de la  fo rne  p g ,  p , O )  où h e s t  une app l i ca t ion  

e n t r e  un système de  bonnes c a r t e s  de M adapté  & M dans un 
1 2 . . ., 



système d e  bonnes cartes de  O e t  j une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  d e  M 
1 

dans  Ii + ( v o i r  les déta i l s  d i n s  1'~pippendice 1). 

~ é t a ~ m i n a t i o n  de ,T : S o i t  la f o n c t i o n  c o n t i n u e  e t  p o s i t i v e  P 
d é f i n i e  sur M p a r  l a  fo rmule  1 

Nous c h o i s i s s o n s  une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  

t e l  que  

Il est c la i r  qu 'une t e l l e  f o n c t i o n  existe. A lo r s ,  nous prenons  

1\' é t a n t  l a  r e s t r i c r i o n  de CU système d e  bonnes cartes s u r  M2 

d é c e m i n é  par l e  sys tème de  bonnes cartes d e  M. a d a p t é  & M2 u t i -  
1 

82 l i s 6  dans  l a  d é f i n i t i o n  de A , e t  p :Hom (MZ, V 2 )  H O ~ ( M ~ ,  4 x~ 
l ' a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  (c.f. Appendice 2) d é f i n i e  p a r  composi t ion 

avec  p. 

~ é t c r m i n a t i o n  de  G- : S o i t  ( M ~  ) l e  recouvrenen t  loca lement  
d o s  

f i n i  p a r  d e s  compacts u t i l i s é  dans  P a  d é f i n i t i o n  de h. Pour t o u t  

x e  M2 s o i t  W, x Co, t 7 un v o i s i n a g e  de  (x, O) dans  M2 x E$ t e l  que x .a 

J W x  , pour un  ceztc;ir, A &y 



$ + :  
D ( p i  ) ,  (9' ) é t a n t  l a  b o u l e  de de  c e n t r e  p ç (  

oL 

e t  r a y o n  

Remarquons q u e  l e  c h o i x  C s z n  d p o u r  chaque  x que nous  

avons  f a i t ,  i n t r o c u i h  un2 a 2 p l i c ~ t i o i - i  : 

Remarquons s u s s i  que  ckusr&s ce t t e  c o n s t r u c t i o n ,  on  a l a  

p r o p r i é t é  : 

Nous c h o i s i s s o n s  m a i n t e n z n t  un r e f i n e m e n t  l o c a l e m e n t  f i n i  e t  

dénombrable  (wi ) e t  u n e  

a p p l i c a t i o n  : 

; : 2' ---+M2 

q u i  s a t i s f a i t  , i ~ :  JI. C e l a  f a i t ,  nous  

c o n s i d é r o n s  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  s u r  N a v e c  
2 

0 4 & ( X I  4 t 
' 

s i  x é  Wi , e t  nous  dé f  î n i s s o n s  

f i n a l e m e n t  

c : X2 , de classe C' , 
de m a n i è r e  q u e  

 après l a  c o n s t r u c t i o n ,  51 e s t  c l a i r  ç u l o n  a : 

(2) ( y ,  , O L t 2 G ( Y )  1 ,-> 



C o n s t r u c t i o n  d e  h, : P a r  t o ÿ t  é lément  ii; , noos 

d i f i n i s s o n s  hl : u':'-7 V, corme i n d i q u é  dans  1 ' énoncé 

du lemme ; en p a r t i c u l i e r ,  s o i t  
gl 

= ( X 2  D 'après  les 

d é f i n i t i o n s ,  on o b t f e n t  sans p e i n e  : 

p h ( y i  - phl ( y ,  t) \: <* \[ t ri & ~ ( y )  5 p '  ( y )  e t  
( 3 )  

En u t i l i s a n t  (21, ( 3  j e t  1~ d é f i n i t i o n  G e  p l  on t r o u v e  : 

si ( y ,  t ) O M ~ X [ O , G ~  . C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  e t  ( 2 )  mont ren t  

b i e n  qde pour  t o u t  ( y ,  t )  C -6 x[o,G], les p o i n t s  phlY ( y ,  t) "2  

e t  p g y  ( y ,  t )  a p p a r t i e n n e z t  à l a  t r a c e  d e  l a  b o u l e  de c e n t r e  

p 4 ( y )  e t  rayon ? & < ( y )  avec  ld? x 5. C e t t e  t r a c e  est  un 

ensemble convexe d a n s  l ' o u v e r t  (0" x n+)n 0, d ' a p r è s  l a  

d é f i n i t i o n  de  ". 
S o i t  8 : 2.. -2 une f o n c t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  

r 
d e  c l a s s e  C s a t i s f a i s a n t  : 

S o i e n t  d8cutre p a r t  : 

ce s o n t  deux  f e r m é s  de Â4- c a r  est un d i f féomorpkisme 
I 

O 

s u r  un o u v e r t  d e  ri e t  n c c i i f s t e n e n t  X = G. F2. 
1 A 

Nous d é f i n i s s o n s  : 



pa r  l es  formules : 

11 en r é s u l t e  imnédiateinent que e t  " " 2  
c o l n c i d e n t  

e n t r e  eux s u r  F l r i  Z2 eJc. qae e s t  d e  c l a s s e  Cr s u r  
, C 3 

l e  complémentaire de ~ 9 ( : * : ~ x l 2 ~ ,  2 4). P z r  cons tquent  , 
L L: 

dont  l e u r s  r e s t r i c t i o n s  2 F e t  F  s o n t  i e spec t ive i i en t  
1 2 

1- 

f l  e t  f 2  est Ge c l ~ s s e  C- dans  hi,-\i)(bq x[? 1 ). 
* "2 4 ,  4 

D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l a  662 i n i t i o n  de  hi e t  ( 4 ) ,  on 

o b t i e n t  

c e  q u i  e n t r a i n e  h i cn  Il  e s t  manifestement c l a i r  que 
V . 9 6  

h i  coSnci.de avec g s u r  ,Y -U 1 
. Il ne reste donc 

r qu ' à  t r o u v e r  une a p p i o x i n ~ t l o n  d e  h; d e  c l a s s e  C 
&. 

contenue dans fi e t  q u i  co rnc ide  avec s u r  l e  complé- 

r rnenta i re  d e  ( 2  ce q u i  e s t  p o s s i b l e  c a r  
L 

r est d e  c l a s s e  C , dans un v o i s i n a g e  de  cet ensemble. 11 est 

c l a i r  que h2 é 4. 

Homotopie e n t r e  h e t  g : On va c o n s t r u i r e  une homotopie 
2 

H e n t r e  hi e t  g pi l a i s s e  i n v a r i a n t  h2/F2. Nous 

posons simplement : 

, I- x 1 : ( y .  s )L) g ( y )  



- e t  nous avons Ho - g ,  :il = h.. Ltapplic&tion ii e t  
i 

i i appl ica t ion  G : N.xI- '. V18 G (x ,g )  = g ( x )  soat  
I 

t e l l e s  que 

où I r ,  p : M I  , (3 , x , s )  = ?(xi. Donc, enprenant  
.A. 

un p convenable, on obkianZra H dzns un voisinrge ~ r b i -  

t r a i r e  rie G (pour l a  ~ ~ - ~ o p o 7 o g i e ) .  S i  g  e s t  propre, 

7 .  

I 
il s 'ensui t  donc quoon peÿt cnolçir  fi de manière que h 8  2 

e t  g  soient  r e l i & s  pcz üne honotople 2rogre. Finalanent, on 

peut trouver une $motopîe (p iosre  s i  h a  e s t  propre) entre  2 

hi e t  h2 qui l a i s s e  f i x e  h2/(l'll - ( ~ ~ ~ 1 6  , 2 BL). 

F i n  de La d~monstrztion : Dans l a  construction précèaente, s i  

h e s t  in t é r i eu r ,  h, l J  e s t  aussi  ; par su i te ,  a f i n  que 
i 

h i  s o i t  i n t é r i eu r ,  il s u f f i t  a lo r s  que g l e  s o i t  ; puis 

e n  choisissant h2 sui~lsz~ilc>.ent proche de h2, on aura 

h2 in té r ieur .  La démonstration du lemme e s t  donc achevée. 

Remarque : O n  renarquera qüDon ne peut pas toujours trouvez 

fl différent iable .  Supposons par exemple V2 = I 

( I f ntervale r ée l  0 , l  ) , z lors  pour l e  plongmaent de 1 

dans W déf in i  par 18inc8usion canonique, il n 'exis te  pas 

un voisinage ouvert de I Sans B qui s e  r é t r a c t e  dif fé-  

rentiablement s u r  1. En eLlct, toute  zééractïon d'un voisinage 

ouvert de I dans 3 Conne l i e u  à un graphis~ne de  la 

forme 

7 

qui c ' e s t  jamais ClifZéren.~kable aux points O e t  1. 



nr 
1.3.4. ~ & n ~ ~ s t r s ^ , . i , o n  d e  f,3,:. : Soit cionné un vois inage JL. 2e f 

* -  s l o ü r  l a  CO-Jcopoloqle ce <: i ,V) .  D'après l e  tlîéor&rne 1.2.2, 

il. exis-Lc crie dppLlcctiofi i n t é r i e u r e  g c f i  . On va c h o i s i r  

g a s s e z  proche de  f pour que f e t  g s o i 3 c t  homo- 

topes p a r  une homotopie propre ( v o i r  1-3.5.) Soien t  A' e t  

S 
C le vois inzge  Ze q/.': 6 iiom ( X 2 , V 2 )  et 1s fonct ion  

2 -- 
2 3: s ~ t i s i c i s a n t  l a  conc*ition ( ? )  du continue ;"I 

i? 
lemme 1.3.2. s o c r  l e  v c i s i c a g e  'et g. Cela f a i t ,  noüs consi- 

i dérons l e  plongement h c -!L de c l a s s e  C : un t e l  plongement 

e x i s t e  car g/î4 2 e s t  ~ r o g r e  e t  2dimX2 i 1 Cdimv2. En 

e f f e t ,  s i  g/P4 n'es2 pas de  c l i s s e  r,  d a a p r è s  [3], exposé ' 
2 

c o r o l l a i r e  11, il exis te  g o  de c l a s s e  r dans fi e t  il 

s u f f i r a  d 'appl iquer  l e  théorème de plongement de  WBITXEY 

( v o i r  p a r  exemple 01, excoçé 7. IV) .  

~'uprès l e  lemme 1.3.2., l s a p p l i c a t i o n  : 

s e  prolonge dans une a p p l i c a t i o n  h2 : Ml -4 V1 € fi de 

c l a s s e  cr e t  2dirLh, i 1 & dirnV ce qui  permet de t rouver  1 ' 
un plongernent d e  c l a s s e  h, 6 fi prolongeant hl ; h3 

4 

peut ê t re  c h o i s i  i n t é r i e u r  d 8 a p r è s  1-2.4. La cond i t ion  du 

théorème 1.2.1.  e s t  bien s a t i s f a i t e  pour h3 e t  O- d 'ap rès  

l a  cons t ruc t ion  même, c e  qui achève l a  démonstration. 

Remarque : Le théorkme 3.3 .5 .  va e n t r a l n e r  que h 3 peut 

ê t r e  c h o i s i  homotope 2 f par  une homotosie p o p r e .  



1.3.5. ~:16or&me : Soient X = i , 2 )  V = (V., V2 j deux o b j e t s  
r - i 

de ç ,,, /jO(v 1 r7/ 1 ; - O , - ,  . V )  O i sir. Alors il existe un -. , 2ÿci 1;; 
voisinaoe fi se :i ~~-~co~slocie de iiorns(:4, V )  satisfaisant - 
1, proprie~é s,,ivczkc ii2- ,"LI 3 tout g il existe 

i) pour tout t ii~~olic~tion 
L L 

Gt : x -G(x,~) 

est un élément de aomo(i\l,v) 

DC plus si f e s t  Froore, ~ T U C  Gtre choisi de manière que 

j?OCr tout & fi G 7 C Ï L  CkiC? C ~ O ~ S A  pï'03re. 

~6xocstrstion : Nous prenoas un voisinaqe tubulaire de 

la inclusion V2 C V1, le plozçe~eat p et 1a rétraction 

continue : @ d V L  cozsid6rés ùzns la démonstration de 

1.3.2., puis nous cossid6rons la fonction continue 

.: N - dbfinic pcr 
\ 1 

I\ 

11 est clair que si g E e  f i l p o f ,  ,9", 0) (Aw. 1) Pour tout 

ce qui permet de trouver une hornotopie M x I --+ V par 
4 1 I 

composition avec Ti- .  après la ,forme de 71 dans 

ïiiq X{O) 0 S , si gl(x) et pf(x)t~Px(o)flO , 

s Soit fi un v ~ i ~ i ~ i g e  de fg EIon ( K I  V) (2our 

SG CortopologPejtel que 
A p,(-fw C 14 (P 0 2 , , 0 )  



(SOür la &ef. et la CQ-~~----;~-' r i ~ . * r i L r  ~e de 
P* 

voir ~ p ? .  2 ) . ;LIGLÇ 

goÿr tout go,nL , c-ipz-&s les considérations précèderites, 

lihomotopie 

G : iY XI- 
1 

v 

défini par la formule 

satisfait pour toüt t & I 

- .c 
et évidemment - .c 

Go 
L I  G1 = g. si L est ?ropre, 

on peut choisir fl ne contenant que des applîcâtionç propres, 

et alors, à condicion qcc soit assez petit, G défini 

par la formule préc&dente est propre par les mêmes arguments 

donnés dans la dérnoiîstiation de 1.3.3. C.Q.F.D. 

On va donner une application importante àu théorène 

r 
Alors dans tout voisinage de 1, .. (pour la C -topslo~ie), il 

r r /lg (v ) , alors danstout voisinzge da 12< (pour la C - 
/ ,  

topoloqie) il existe un plonqemect (7 sur une sous-variete 

fermée de M (cf. _5,:,2,) et une rétraction conti~ue 

~~monçtr~tion : Remarquons d'-*bord que si i% 2 # M,, A le 

théorème nasst pas Lïlvkzl car ? nDest pus, dans ce cas, 

une app2ication iïAtérFcure. 

La sren,sre 2;:wfz de  énoncé s'obtient diiec- 

tenent du théorème 1.2.2, . . ./ 



A f i n  d e   ontse se: l a  decxik;:<s ? a r t i e ,  c o n s i d i r o n s  

un  sys tème de bonnes C G L ~ L ~  

s a t i s f  a i s a n t  â u x  condk-Lions G )  , b l  i c )  données d a n s  l e  

c o u r s  d e  l a  démonst ïa 'c ion du 1,2.3., e t  l a  c o n d i t i o n  

d )  i e r e c o u v r e ; 7 , e n t  (-/J I . ( 3 ( 2 ) )  j .  est  l o c a l e -  
l=I# S. o .  " A  

,, .,,,,e Zi i n d i c e s  sera defioté  J. sent f i n i  (cf .  h;.p. 3 ) .  3%;-cri'-' 

pour  t o c c  q soit xwle système de bonnes  cartes 

e t  s o i t  

i ' a p 2 l i c a t ï o u  d é d u i t e  

- - 
de l ' i d e n t i t é  de 1 D e n s t s ~ 5 1 e  c?S;nCices J, est  clziir q u e  : 

r f l  Horn ( L~~~ , .Ni) . f26 u O ~  (a,,,. H, XI 

e n t r a î n e  : 

I \ 
f 2 f 1 6 H o n  A ,  . N I  Ml. 

On s a i t  que i n e n s e i i b l e  d e s  p longa%ents  p r o p r e s  

d ' u n e  v a r i é t é  d i f f  é r e n t î u ù L e  CI, r )/ 1, d a c s  une  autre est 

r un o u v e r t  p o u r  l a  c - t o g o l o g i e  (cf .  3 exposé 5, c o r o l l a i r e  2 ) .  

ce q u i  nous permet  d e  c o n s i d é r e r  une  f o n c t i o n  c o n t i n u z  : 

t e l l e  que  n e  c o n t i e n t  que  des 
- 

plongements  p r o p r e s .  S o i t  d ' a u t r e  p a r t  : 

/ 

u n e  a p 2 l i c a t i o n  q u e i c o n q ~ i - .  POW (k, n )  k J X ~  s o i t  g! 

\ - C A , C . * * L  t i o n  de 1.2,3. ,  en  ?"--"-"" A a u  l i e u  ic A . l M à  k-l,k 

l a  p l a c e  de  f e t  2-"î à l a  p l a c e  de f , t a n d i s  qi i i lon c h m g  

. . ./ 



i i 
l e s  6éf i r ic ions  des  cJ oz ?osant au l i ec  2c 8 e t  1 

1 e t  O respx2ivercac-k. L a  as2lPcation 
g: 

a i n s i  obter,ue 

e s t  in té r ieure  loc~ll-went en 24 k parce que ;./riê n'a pas 

bord r e l a t i f  dans K ek B envoie f n t X  sur lui-mhe. 
1 it: 1 

Cela G i t ,  nous d & ~ i n i u s c ~ . s  : 

~ ~ a p z è s  ce  que nous zvox icx,uqiié plus h u t ,  1 n a 2 2 1 i c ~ t i o n  

i', 
gk . appartient  à XO;L , h X, i?). Ls contl:xité C c  12 C, ; ï9 

con?poçition d8appllca*ciczs propres (c f .  A s p .  2) 2erxet C e  

chois i r  /M de fis03 2 2vûi.z : .. 

Le f a i t  que l e  recouvzciisnt ( f i  ( D ( 2 )  )i t J t  s o i t  ioca- 

Penent f i n i  entraîne qu1fI  ex i s t e  l a  l imite  

g = l i n  g 

-r 
n &J 

On obtient ,  sans d i f? ic~: t&,  que 1 r j  7 

a ins i  g e s t  un piongzzéz'c propre. 

On va ït~or.trez c i ïe  ( (  , g(x2 j ) e s t  une 

n sous-variété de AL:. ~ 1 ~ ü p z 3 s  La forme des c 
'A 

on voLt c:i;a 

( g ( ~ ~ ) ,  g ( ~ ~ )  e s t  b ien  localment  une sous-variété de iVi 

dans tout  point g ( x )  avec xi-Int " L) I n t  x2. Pour tout  
A '1 

point x  tr a N ,  ( c f  1 . 6 .  ) il exis te  un indice k te?. que 

qp(x) = X I  P < k ,  gk(x)  # x 7 et, d8üpr&s l a  forme des 

5. " ( e t  l e  f a i t  cpe K2 e s t  sans borZ r e l a t i f  dans 
K ?/il 

quand x ( i v I 2 ) ,  on seut  prologer l a  c a r t e  Gic yk de 9k ("- ) 
& 

(àans une carte l e 1 ù v a r i é t a  ,Y ( a d a p t é à X 2  s i  
k i 

A x & X s ) ,  c e  qui e n t r r ~ n o  que. 



r e s t r e i n t  & un vo;si:.;ge ~ 0 2 ~ 2 i - i ~ b l ~  6s - 1 ( x >  k 

est une  c a r t e  Z O C ~ ~ L S  C c  >A.. ( a d & p t é e i  K, si iC M )  - t 2 

, A c - ~ l o f ,  e a n d i s  que  l a  rest-+ 

est  u n e  carte d e  c<; . : -  > , ce c ~ i  raoritre que  s ( X ,  f est l o c a -  - i 

i e n e n t  une  s o u s - v a r i 6 t é  Zi- Id- C ~ n s  g (x j .  ALnsi : - 
- .  

( g(xi) , g(K2) ) es; ;zen ÿne  s o u s - v ~ r i t - c f  d e  24. 

II n e  r e s t e  qusk t r o u v e r  l a  r é t z ~ c t l o n ,  Pour c e l a ,  

il s u f f i t  d e  conshLzul~e  ~ O C T  (k, n )  J x 2 c n e  r é t r a c t i o n  

c o n t i n u e  : 
L 

ce q u i  n e  p r é s e n t e  p ~ s  62 i i 2 f i c u l k é ,  e t  d e  d é ~ i n i r  

P 

En e f f e t ,  l ' e x i s t e n c e  et 1.5 c o ~ t i r r u i t é  d e  2 p r o v i e n t  du 

f a i t  que (*li(D(2) ) i G J  est l o c a l e n e n t  f i n i  e t  de l a  

r e l a t i o n  

;qk(3(2) )c-<~(D(z) k 
-r n On a Q ( x 2 ) C  c ~ ; i < ~ )  c i r  chaque c 2 i c ( ~ 2 )  C k(ivi2). 

Pour un é lément  q u e i c o n ç ~ e  ~Cg(i".~), on p e u t  choisir  kCJ 

a v e c  xCN 
k e t  d 6 t a r m i n s r  des i n d i c e s  e t  L' t e l s  que  

g . D ) = i d e n t i t é  s i  p  > & 
P K 

k 
( ~ ( 2 )  cm;l{ ) - - @ si P >  &' 

' L 

ce q u i  permet  < a é c r l i e  : 

.* 
oh m = s u  , ) , A i n s i  on a b i en  montré q u e  9 est  l a  

r é t r a c t i o n  c o n t i n u e  cherchGe. C, Q.F.D. 



- 
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1.4. ~h&or&ne  e8isotopie der; le dot2aine sicble 

Dans toute la suite i dénote 18 in*ce rv&le  

ïéei \0,1] . Si 24 = ( X - ,  X2) e s t  un objet Ge ;(y) 
.& 

(c.2. 1.1.1.) X A I ~ésigne 1803jet (X7 x 1, M2 x 1) : 
i 

pour t 4 1 

est 1 'application : m Û 3 (ln, ic ) . .. 
NOUS p~6cisons 1e.s notions d8hoinotopie et 

isotopie dans /i(?.f). 

: -r 1.4.1. ~éfinition : Soient L et V, deux objets de (U ). 

a) On dit que f. q a rom3 (K. V) sont homotopes 

s'il existe h ~ o n j  (ii, x 1. V) t e l  que le Ziaqranme 

soit conimutatkf. L8appl ica-Lion h eec ' dite alors une 

homotopie entre f et q. 

b) On dirz que f ,, c ?:smO ( K ,  V )  sont pro?omotopes 

s'il existe une homoto?:-e sro3rc 2; rslii:-: i 2-2 ç. O n  dit 

donc  m e  h est une nro-,o~~.:o->ie e n t r e  f et q. 



Puise;-CS iG, i: ss2 t  C e s  r?~l icrkLons progres, on 
* 

voi t  bien c;ae s i  I c-L c; soas aroaomoko:ï, i l s  sont d o r s  

des applications pro?z&s. 

1.4,2, D5"!--1"2 ..-. .-. .oz :: D~z;:-: pl.G.- c--,c.-.- -. r - f, g& 130~ ( : s i t  V), r?,l, 

no.-.,- ,.?.."-.-+ 
.,A- L,-bO ~ S G ~ O ~ C S  S" - n.-'-.--.^ 1-; 130nr e-,. - -  3 ,  V )  tE:- qLc 

. . n 1 = f , h il = g c k  P - - -  
O 

,.-,.-r xsïr k 5 -? eest un ~ l o r i g ~ z n t ,  
t 

;'-;?plication er:c 51.- ;-:oit =ne icatosis entre g et f. 

1.4. 3 ,  3 6 f i n i t i o n  f: Deux o i r : ~ ~ ~ ~ < ~ * ~ ~ : : ~  " L~ g ?I--Ioril ï (3 Ip V j ,  r>/:, 

L 5 & Hom ( V x 1, V )  zr;?l.c C:C.Z : 

1) pour tout  ,, h b  = h O i e s t  un di?feonor - 
-d t 

misme de V su r  V, 

." S i  F est un ferni  Ce V. .-el que F fi g ( ' Y ~ ) O  PI) g(xL) = @, 
i 

on d i r a  que f et g sont F' - isotopes, s i  h s a t i s f a i t  de 

p l u s  

iii) h, (rn) = m ,d(n, t j i F x I. 
b. 

Soient M et V G ~ U X  varié tés  2 bord anguleux de 

i classe  C 712. S i  M est cortpac-L ec V sans bord, on s a i t ,  

d'après TES:.: que les notions dBiso topie  e t  da i so top ie  3 

fozte c o P n c i d ~ ~ ~ k ,  22r CO?-- .-..et si V a un bord ;?on vide, il 

n'est pas Coujouzs v*-- qü2uze Isotopie est uzz i sotopie  f o r t e  r 
... 

pas: -a-izple, si V est 1~: boi;Le L e n é e  àc L' (avec sa scirüc- 

ture de sous-variété de 2) e t  I I 8 i n t e m 1 e  unité,  a lors  

. . ./ 



deux p lonc~e i - .~ ;  CG 4; C L -  V diterminQs r ~ ~ 2 e ~ t i v ~ : ~ e h t  

par un diea>kia 2.: --- L A &  r 2 1 7 ~ ~ * ~  CG V R O ~ L  ~ S O ~ O ? ~ S  a ~ i s  2 2 s  ne 

sont ais 2o;ca~zn-L 2sotc-,ï. 5; 2 Cim ir, + 2 22 in  V, e t  ivi 

esL sans bord, deux p2c~gc:1er,.cu ii?+- GL- "--2 eîrs de ALI dans V 

cc11 sont p r o ~ o n o t a ~ e s ,  soi2.L Coxte----- ... L..L + r ~ c ~ g e ~  ' --- (c. f. ~ \ , l & ~ ; i c  r ? J,), 

- .  - - . *  l ~ i 3  de noïvezu on 2 ~ ;  i ~ - ; i ~ ~ l t & ~  c&&e;isor c- z6;alïat 

~ü y a bord ---- .,-.L vide. Powrtcizt ~ v e c  la co~,d.LLfon 

p ius  foij;e 2 dim 2: + ;;I CL= V, ( " d ~ ~ s  -2 ixîç s t a b l e u ) ,  nous 

&lions donner une f0rri.e 2lilr ~ s n é r a l e  2 cs r o ~ u l t a t  : 

.. 

, . 
1.4.4. Theozeme : Soiei,-c ;\: - t~*. . .  " "  . ~ ' ~ 1  . , , V = ( v ~ ,  V2) deux objets - 

* f  r de k' (y 1, r àp l, et ~ 3 . 3 ~ 3 ~ ~ 3  
S 

ii) IN = ii; ( ~ ï .  le:.s) 

Alors deux plonge?e:?tx ~=rt:riçc:-s 6 -  x sur  des sous-variétés 

P de V propornotones cor.= xozi~x-icni isotûper .% - 
Prouvons cuaSoid un larme qui f a c i l i t e r a  la 

démonstration t h n s  le cas a"=: # @. 
2 

b j  
1.4.5. - Lemne ; Soient (K1, K2) , v V 2 )  d ~ u x o 3 j e t s  de ~('8) , 

1 0 1 ,  = ,d et f : ibVaLt :<? j -2 (Vil v2) un plonqment - 
i n t é r i e u r  s u r  une sois;-v;i~tc: ~ c - 6 , ~  de V. Alors. il extste 

Zes voisinaçeç tubuPziz~s 

W : x2 x xq -3 r i -  \ j : v  x,? - 
.L * \  2 Vl 

des -'.nclz.siloir: iV, C X, , V- V. " 2  une fr;ncJ:rlcv cont;li.ue 
2 .. Ci d. 

-iL : M - t e l s  qüs 
2 



~énonuzracicn r Sac; ~:i~ic~;~é, le cas çénéral se r ~ n a n e  au 
O - B 

CÛS où ,Y. = K x 9 1 , i:- = M X ~ G )  , = v x~0.2.j , 
i .. 

vs e - - m  = V x;0) ; X e-c V éc,nt des variétés Se classe C & G A 1 3  

bozd. ~si-isidérons donc on ;3ion?~$icnt intérieur ferr& : 

f : (MxI, P i x ~ 0 ~ )  (VxI, VX+O'~ ) 

sur une sous-variété de V x 1. 

Soit B un z ~ b e  normal à iû sous-var~jté 

- 7 A f (PSI) (cf. Ll]chap. A , J ~ + ) ,  c'est &dire B estune 

sous-variété de V x I Se codlxtension O munie C'üne 

rétraction B - f (5: x 1) c y i  lait de B UiÂ fiSr6 en 

boules (fermées) Be bzse P ( X  x 1). Le fiSr6 en boules f * 3, 
image réciproque de 3 PGI ilapplication f est un flbré scr 

le produit M x I : il est donc difféomorpl-,e 2 un fiSr& de la 

forme : 

,, 5 8 --- q =  +CI - A r  --+ 
n< : B 1  - X étant un fibré en boules sur 24 (cf. 1.4.6. &. 

continuation). Par conséquent, on a un diagrarme de la forne 

C 

où f est un diff6omorphisme fibré. 

La restriction Ce 3 à 2 ) est un LuSe 
" '1 

nornal de :(&'il \oJ ) dens VX~O'J et f \ ( B 8 x  40) ) est i;n diiféo- 

morphisme de B 8 x j 0 ~  sur B / ~ ( ~ , ~ ( ~ ~  ) .Daautre >art, ayaat 

supposé@ M à SorZ vide, f ( X )  est bien une soüs-varijté 

sans bord relatif, et par suite, (m  101 ) est un 

. . ./ 



v o i s i n a g e  de f (Xx40)) dans N x 1, 

On d é f i n i t  les  u s 2 l i c a t i o n s  d i f f é r e n t i a b l e s  de  

classe er: 

p :  3 - v xi01 I ), : i3 -? [o. 11 

par les lormüles : 

- 
PL e t  PL é t an t  les pro; e c t i o n s  de 2 x , sur Y- x 4 01 
e t  I r e s p e c t l v a ~ z n t -  On v&if  ie sans difficuTLcé que P e t  h 

s a t i s f o n t  les  propriék6s : 

Il e s t  Éccf f e ce d é f i n i r  m a i n t e n a n t ,  e . ~  u t i l i s a n k  

ces  f o n c t f ~ z s ,  une  r&~ïzetlon iif~6zentizbie c*frtn vois i l r age  3 de 

V x\03 d a n s  - V x I sur V X ~ O )  e t  une f o n c t i o n  d i f f é r e r , -  

t i a b l e  U -7 zT # que zocs notons  e n c o r e  

r e s p e c t i v e m e n t ,  s ~ t ' i s f a i s ü n ' c  : 



Ce12 d i t ,  consi2érous 1 kpplicz'cion ù i f f6ren~iabLs  (c') 

déf inie  par : 

= C P  ( z :  8 n,l: ) 

Alors lsençemble U ces pi:-:cz Qe 3 est de r- 
1 ~rr9  

\ - maximal e s t ,  dkoprês con6l-Lion ( 3  ), un v o i s i n ~ ç e  ouvert de 

V X L O \  dans V x I .  S i  
/A 

ngest pas b i  jecl ive,  on peut 

t r o ~ v e i  un voisf nzse us C e  V xi01 dans V x I contcnu 

dans Ul où ,& e s t  b i ject ive .  Zn effet, s o i t  D le sas- 

ensemble de U1 x U, - constitu. des coupes (x,  y)  avec 
4. 

car  ,bi. e s t  un hom6onor~?1.i-;ae local .  Soi t  à une a6trii;ue 

sur 
U1 

corr.patible zvec sa to,-Logïe, d 1  l a  distance sur  

u1 X u 
1 

déf in ie  par : 

e t  posons : 

Il est c l a i r  que l s e n s e n l b l e  des points 
# 

x t Ul tels que d(x ,  p ( x ]  ) C (p (xi  ) consti tue un voisi-  

nage de V x&0\i dcns V x 2 .  DDaütre p a r t ,  s i  

/(x) = (y ),  X. y i UÎ , a io r s  p(x)  = p ( y )  mais x 

e t  y ayant des distances V ( X )  infér ieures  k ~ ( c ( x ) ) ,  on a 

(y, x )  # D, c ' e s t  d i r e  x = : / . A i n s i  e s t  une a2pli- 

cat ion b i jec t ive ,  

. . .  Cela fait, on cr.û;s;c Gne ~ - ~ 2 1 i c a t i o n  de c iasse  

cr 
G: ; v -> -?- - * Z i  'LiliC que : 



e s t  contenu dans r , ,  1 
/$: idi' 

y ' : V x I  - V X I  

e t  on d é f i n i t '  : 

par l a  formule 
S-k 

-1, . ? ( x , t )  = p LX, " kpxj  > B " x ) )  , ( x , t ) €  V X I  

e s t  une fonction difféïe:.ciÿb?e cr, croissant ~ d i  s a t i s r a i t  : 

6 ( s )  = r si 0 6 ~ 4 . 6 .  

II e s t  f a c i l e  d e  vGri5ler c ' l o r s  que U,J = ~ x X  1 3 
e t  ci (p - 

2 
satisfozt 3;sn les  conditions du lemme C.Q.F,D, .. 

r2-ePs d i f f  &icntj.2.bies ~ s ( - , . c , ~ ~ . ; ~ . t ~ c . ~  t rkx~izcx e@ ;? : E -3 
C 

un  isomorphisme de ~ L V L - ~  V C C ~ O ~ ~ Z ~  c o n t i n u  indcis~nt sur les  

bases un diff&oir,orp:c?f3~i.~?~ h : :4 -2 - 3 ~ ; ~ .  P,lorc, j.1 e:-ciste ux 

isomorphisme de f l b ~ s  v,.-;crizl d i i f  G r c 2 t i c b i e  h ir,duLçcn- c: 
aussi  h s u r  les bzses. 

c )  5'n 3articu;icr t o u t  2iki4 vec.co--zl d i f ~ é r e n t j & l z  -- 
E iocâlenent t r P v i & i  scr  :? x I est di5f6o-r.orL~lie k ür, ": L 113. " 

.." -' x II : El x I -2 >( x 1 
i i 

a E s  étant u n  t l T *  

zijz& vectoriel  ~ . ~ ~ f ~ r ~ ; - ~ ~ ~ ~ . ' ~ L e ,  



2 j -  r i -- * - A c  c) sont  a~ssi vclzkles pour 

. , 1c.s ~ibréç e;? houles <ssecr.eu. 

n "  ~~~~~~~~~kion : a) O r t  i 23-c. GA espace parzcoiri;~act Be dixen-  

skon g is ie ,  touk  fi^& v ~ c ~ o ~ ~ ~  2o-ole~fien.k t r i v i a l  su r  x 
0 .  est isomor?he 1 a i n ù ~ j  res- - ;>ïs~;~~ d'un Z i ~ r é  c l h s s i f i r n t  

I -7 G U"' rY- - - . - - r?  ,- . 
L L ~  3- ~ . a b . ~ . ~ . ~ n l e n i ? e  f f nie G 

nt 2 
'3ar une 

n, s fi#p * - 

3 Y- ' . ,/ asplication continue 2 : PL - G_ -. .+ais, Pi est ür;e vciïi:;~~ 
* A #  1. 

c j i ~ f & ~ ~ t i , ~ l ~  t L -d i s  p+e i- e s t  " L i b ~ &  " vectorief d ~ L ? é -  1 
fi# P 

(ce  qui e s t  possible)  on obt iect  bien En isomorphisme 

L' r c p i  permet de inunir Z Z s  1c ~ t r u c t u r e  d i ~ f é -  
n, P 

rent iable  cherchGe, 

b) 11 suffit Ca Cïouver un isoxorphisrne de L i 3 ~ 6  

7 4: vector ie l  difL6renéiabie între n 3 '  e t  3 s e  p r o j e t ~ n t  sur 
Q 

l~ . On se  rzmène donc s u  czs ok iY = X e t  h  = lx. Cela Çic, 

I s o i t  kii(ï<# O(njc) (respectivement B (X. ~ ( n ) ~ )  18ansa - ;~ le  

de cohorfiologie (non-übzllenne) Ge ivi à valeur dans l e  faisceau 

de germes de fonctions con-~inües (rasp. ~ i f f é r e n t i a b l e s )  de :(i 

dans O ( n ) ,  n é tant  l a  d i x e n s i o n  S i r é  ede E. Soiene b st b 8  

3. i e s  éléments de i L i deterninés pùr 3 i et 

-P 
- 

I " p  
- m a i s  on s c i t  q u e  est une bijsction ;O!, ch&?. i psrag 4)  

ce qui entrÿSne I e:%:l~ -sscr 2 lr.? 622 f 6omor2::i;se de fiSr6 



1.4.7. ~ b m o a s t r c t i o n  de :-*ce 4 

a) S i  M = gi 13:7y;30.kh&iC ii) enLra lce ç , ~  ;4, est  
2 i 

une  v a r i é t é  d i f f & r r n t i i b ; e  szns 30-8 : l e  théorème est donc  

une conséqüence  d ü  lenqe 1 <tins 01. 

ii) e n t r a î n e  q u e  Yi est  une  v iz idJ - '  
1 Le sans bord  l i s se  e t  

que  13 = J N ,  2 i. 

S o i e n t  f,, fl ( -  2 :  - ( V ,  V ) deüx  p lonçe -  
& e i 

ments i n t é r i e u r s  propozioko>es, c g s s t  à d i r e  il existe une  

a2A31icatPon p r o 2 r e  

t e l l e  que l e  diagrarias 

cçz commuta t i f ,  

h Nous r e n a r q u o n s  que f petit e t r e  c h o i s i  i n t é r i e u r  ek  de  
Y 

c l a s s e  c ~ ,  à c a u s e  d e  1.2.1.  O n  va docc  s u 2 g o s e r  que  f 

r est une  homotopie  p r o p r s  20 c1;s;e C e t  i n t é r i e u r e .  



NOUS CO- ,Aaic;2ror.s - 2  - ' 6 le cas f ;;J:- )nf? (xl) = 7;. 
0 ... i. .. - 

7 ---/ .ye, ,2  = - 1. - soit s = 4 (x, y ,  -, . .  0 - 1 A G  sphère un;ae 

. - .  avzc l a  s t r u c t u r e  CtZf&rsn t ; ib , r  - & S i t u e l l e .  Sous d é f i n i s s o n s  

- x l- I. 
f (m, (x, y) ) = f (:;-,, 1 

e n  posant 
l 

n 

Les r e s t r i c t i o n s  de Lr h 24- > < & ! ~ j  et à X $ ( l j  s o n t  l e s  " i i l  

= s+ 
= 1 (x, y ;  2 5 i Y >, 0 

; 

Soient y : :t2x2 -2 2 , ~9 : v XZJ. -/ vl , -- 
i I 2 

des voisinzges ~ ü b u l a i r c ç  des i n c l u s i o n s  

Pi2 C M,, * v2 = et =fie ~ ? s l i c z t i o n  d i f f é r e n t f a b l e  sa t is fa i -  

sant 

si. o h s *r ';$in) . 

Une t e l l e  donnée existe d s a s ~ & s  l e  l e r n ü q e  1.4.5. ? u i s  nous 

d é f i n i s s o n s  : 

- 
a l o r s ,  y est un voisir.;c,; t c b u l a i r e  6s K n x S  d a n s  i":xS 

L .L 



<- 
POL;~  Ur .  ~0l,l=,?.:,c7i-: - -  = -  

- 
L'G 

. - 
A 62.25 

\ s  - Hom . x S 1- x s (V. Vil , -, LI 2 ° - . i ~ ' ~ ; ~ ~ i e  co;.stit& - 2 - 
. / .  d 8 ap21icLt~ofis ~ ~ - A t e ~ ; ~ ü ~ c s  ~j-o;o-o-'- 4 ... LOSE~S G Tm . <1,J,5.), s û f t ~ t  

r 
ment de c lzsse  C proior..;eiA.k lo ~;czqcr;,e~'c C/.L:< d , ; G ) ,  ( 5 ( 2 .  ) : ... 
ÿ.2 -el plongement axLç-2~ ci- 26id,:-:<S (2LnV2 (cf. 3, ex2oçé 7 ,  

e 

coroi lu i re  8 1. S o i t  g,&fi l e  pioLongeiilent de 1 i ~ ~ l i c a t f û n  : - A. L 

déf in i  par l e s  équa t ions  ( 5 2  C = - -  ,&&, l a  C6xonstration du 1.3.3.; 

corme ( i n t  V u i n t  V2, i i .~ V,) = i i l t  V e s t  tel que 
1 .- - -.P.c r j i n t  v2 = 6, ia projection ?cet @cre choisie de c-~a,e C , 

9 

e t  par consépent  q2 est Cc c f ~ s s e  c'. Sans d i f f i cu l t é ,  on 

* T t  vér iz i e  que l a  restric-tio:! Ge o, 2 ,.:-,j,o~ e s t  " 
& O  

tanGls 
L i 

t ' çue l a  r e s t r i c t i o n  de o 5 X.Xca, 2 1  e s t  9 ,  à cause de ' 2 * \ A. - 

ce que gs e t  f coXnc12cA:t s r i  :): .X; - y( ( &  - x xs) x ' [ o , G ~ >  

e t  que pour O C 5 6 ~ Ü ( X )  25-k ;j:e;1 ç~->is faf i=  (3). 

L'application 2 
es+c i ,? j ecJ,--ve " 2 ~  

# 

e t  se r ang  rnaxinz.un silr {(>+s) x 5,~))~ do;.c il es2 possible 

2e trouver une &ss l icz t ion  g? voisine dc g, ou sens de 16 
J - 

1: a -tosologfe, coT;lci2c ~ v c c  sî sur X e-k de  rang  r;-,zxinîr*:i., 
<j. 

sur x ( ~ 3 1 ,  IV ~ 6 s . .  c o r o l l ~ i ~ ~  g ) 



'* 9 Le coro l l a i r e  II ~e i3 expos6 7,  cr , t raPne z lors  f 8 exis- 

C\ tence d'un plongenent g 4 < i ,  qui co'incide avec g scr X. 
2 

/ / -  ment sur  S A ~  sous-vcrie'ce LEZ~::~ de ( V , ,  v2) car dans un - 
voisinage de a o ~ d  62 l<, r; s il e û t  ~ 3 2 . 1 6  1~ ~ ~ O Z Z ; I U ~ C  (43.  

L 

sous-variété sans bord ~~liL;f Zc V,. 
.A 

Celz d i t ,  conz l&~uo: -z  l e  fibr& en seckeurs 
h 

tasverses '7 v x x 5 corres)oi,Gznt 2 li sous- 
Z 

vüri4ké g4 (iq x s ) de v.. / hc 
3, . a b G , ,  + , 3 j , C E e ç t  un fiSr6 

vector ie l  r ée l  de dirriensior-, = C.rli;î v - ~ i r n  f.t, x s  . 
2. i 

Soi t  B = (3? B2) - (14- x S , X2 x s  f lc f i b r 4  e:l b& 
a. r 

associé au L i b r é  g 4  ( y ( V . :  2- 4 x s ) )  et identiZions 
* 3 

à la section nulle de 3; 2 X1 xS . ~ ' a ~ r è s  c%>,  
i 

/ ,- 
\ \  3 P l  exiskc ~n ci~L&i~~ûr~hissne G r B -+ i n t  V - 1 

s u r  une sous-variété feïïi~ée de int V tel que : 

G 
B ).y L n t  V C V  

est un diagrarriae co~mutz t l 2 .  Xcxrquons que 3 3 )  est bien 

i;n voisinage de g (:~i n 5 ) C,nz V. 
4 

G.8 t 

s o i t  5 3 ( (x, y )  - , e-e j=uei ie  



S o u s  a l l o n s  c o n s t r u i r e  une  i s o 2 o 2 2 e  f o r t e  

C iI 

H : E x i  - 3 

e n t r e  l e s  s l o n y e n e s t s  4 . - t - 3 d e f i n i s  psr  
JLm - AvA 

t e l l e  que  pour t a u i  t & I .  2 -  Gu- -,-. .- 18i6cz.kiré s u z  un voiçi- 
' L  

n&ge Cu bord  r e l u t i f  d e  e a d c i ~  -- 3 e t  s u  

N 

Y =  i y & 3  / +  ~ ~ y i i  i I I .  

A i n s i ,  p o u r  c h a q u e  -LIEt - V I  se p r o l ~ n q r r  Bi23 ün di~f6onior- 

- ?hisrne d e  a ,  n o t é  e n c o r e  I= 
*t 

"2 90'7RL xL/(3-s) = 7 
i -i3-3)- 

7 

C e s  p r o l o n g e r ~ e n t s  s e r o n t  e n c o r 3  i F C ~ E Z ~ ~ Q  sur y =$ a/-:= 
i a î i  Y ii 4 {'j, 

ensemble  q u i  c o n t i a r t  Le bore Le 3 = ;3- ., 3 2 ) .  :<ais i 8 i n c g a  

G(>B) f s t  p ~ é ~ I S & m e n t  bord T G L ~ C ~ Z  G e  ~ ( 3 )  d a n s  V. 

A y ~ n t  d é f i n i  2, n o ï s  d f ~ i n i a s o n s  : 

- 
5 : V X I  v 

par les  é q u a t i o n s  

- 
A l o r s ,  caa;>rès l e  lerave 1 . 3 . 2 . ,  - ., est une cppiication 2e  

T - 
classe C e t  pour chaque  t & 2 ,  ;<.- est  un d l f f & o m o r p h i s n e  

L 

- y  
- 

d s  V d'après les  propriQï&; 1s z. D e  2 i ~ s ,  S es t  u n e  

i sotopic  ZorLe e n t r e  f et 1-. - Zn efzet 
O A 



, . e t  par s u i t e ,  on p u t  eczree 2 

" \ 11 n c  re s t e  l ccc  qü.2 CO::L.:LU::~ 13. 

N L B  E; csé CL~T;-,.----;- . : - doacI daü:=rCs le LcaUric 

0 c ,4 1.4,6., le fibre i;l -A? .; X S  est de iü. forme : 

;tl : 3' -2 K é t ~ r , t  un  f i h i &  e2 ~ou~c-. cO- ~ i ~ , d é z o n s  ,.-. une 

isotopie forte b 

.-4 ..d 

: I X S - = .  s 

entre les ploncjcrneri'~~ x W-L-,;;~) k, 
I 

( * e s t u n  

point) qui Usse i n v - - '  aL l ~ r i t  

Soit, doau t r e  part : 

h(b8) = O 3 b y  nvec L b !  ( 1 
L 

),cil:, = 41) 

N o ~ s  d é f i n i s s o n s  alors : 
M 

K : ( ~ 3 ~ x 2 )  x 1 -> 3 ' x S  

par la formule 

E ( b ' ,  ( x , y ) , t )  = (56 \ ' - *  
u '  7 ,  JC*h:sc> ) - 

On v & r i l i e  aisécent que enL A L  de c L u s s e  C" et qEe pour 

tout , est Gn diifdoncz2Xcnc qui i-isse i n v a r i z ~ ~ t  
L 



l e s  2ofnts de Y. G 2  c, l e  plcs c.dC - = 7 
O '3 

et 

( r n , p ( O )  ) = ï ) si ni 6 M. $.j,.n;i , e s t  
* 

deux plongerncnts propr;.otoacr f 0  E -  zvec ( A < -  ) f i  f, (x) = @. 
A. i i 

, , , . L e  cas cenerul se  ~-c.zS~:e ~u eus preceCêc3c de 2.2 

7,- 

2-,unière suivante. Soient " 2 O v deux ploncje-en-cc -op - 
propornotopes s u r  des varlet6s de V? . Alors, il exis te  d a ~ s  un 

P - 

i 

à fo/x2 transverse I ~ ~ L - ~ C L  - .  & .- A- - ec c* f  cür 
O/:.:, l /x., ' 

LEensernb;e daapplica-t lozs traxsvezses-r6güiicr ?.i une sous-variété 
-+ 

L fermée e s t  un ouvezt pazt~ut ccnse pocr 9.2 c -Lo?oioçic. Ayant 

chof s i  sufii~a;î.~nei-il voLsin C e  " ' G/X 
, on seut l e  

2 2 
prolonger dans un p lonç~ ienc  ~ropurnotope & 

"O * f o  e t  trans- 

verse régulier  È f a t  f. s ï r  X 2  e:~ u t i l ~ s a n t  le théorème 
O i 

1.3.1. Kaiç, dans ce cas, f 3  O 
e u t  tzançveise régulier  a f  e t  

G 

dans un voisinage Se X C ~ n s  i v Z ?  e t  on poürra trouver 
2 & 

f 8 a ,- ciacsverse régul ier  A " e~ = A ,  avec f ipd - ';i/U, - 
'O i 

U &'cent un voisinace de  i Bans X-, A i n s i ,  f" e ; ~  bien 
L i O 

un ?lafigement in té r ieur  sur Sn2 s o u s - v ~ i i é t é  de V qüi e s t  

propo~~otope à f 
O 

et à f 7  ; %ais deaprès  Ighypoth&se (i), - 

ce qui r ~ n è i - ~ e  l e  cùs ç6zL-ol GU cc3 26;k ktü5Li C.Q.F.3. 



Duns cc 22z~cic-L-&2, i-.ûcz vadlons C < t e ~ z i i n s r  une 

- . T t  ; o u - c ~ t i g o r i e  PO(; j O e  , (ci. -.,. I Gins 

laweile, les limites i n d u c t i v e s  E l t r ù n t c a ,  s o n t  représcn- 

tables. 

1.5.1. ~&f:n<.:+:-on : Soj.en-2 X etLV Cc-,: c:-,'-k:: ;:a ( i r  i r>; .  

Un ? l o z r ~ x e n t  i n t é r i s u :  h : ", -> v es", .:-: rLi>i.~c- 

mezc Fnt6 : : ieura-~e~t  ooviz-  ri t r318  ~ 0 3 d t f i o n ~  Ci-aDr&B 

s o n t  satisfaites : 

i) h est C:?G EY,~~~CZ=I.:-VZ :G:T~;~ ; 

i3) h ( K )  e s t  uile S~L:,-V~ .-.. . - A  -"- ' de  V (cf .  l .1 .2 .)  : 

iii) h ( i n t  M .  ) est un z.-vort se V; , 2 = 7 
1 A 

A, 2. 

La f j .C--E.i~.~e -P.? fi.- que h est  un  honéo- 

r iorphisme sur soi? image : les cor.c2L;ions i) oc fi) e n t r a l n e n t  

que h / i n t  3 est un Iioxéonor~h~iae si;r un o u v e r t  de Vit i=l, 2. 

," , 1.5.2. L ~ i r - n e :  S o i c n t X ,  V Gbj i-$!!rj , r x l ,  3 t a -2 v 

Zn ~ l 0 ~ ~ E m e i i t  in-kérie~rc.f2-l  o ï ~ i c r t e  hlûrs h (in'; X )  e s t  un ouver t  

de i n t  V (cf. 1.1.) 

-, I . ~ d - m n s t r * t f o n  : si x~ ir,t id;, :* I ; r ;  c .. îzt ;<_ ) q;i e s t  un - - 
. . <  - ' - .  o u v e r t  Be iat V. C8i ip-bs  i) L-L ~2:) ckb:.s 2 2  ~ z ~ : ~ ~ : t i o n  1.5.1. 

a. 

S ~ r > p o s o n s  z a i n k e n a n t  x & i n t  K, ct ...,lc*é~~as A- ' une carte locale 
ii 

. . ./ 
- 



47 
Ù vu SLre choisie kc;rnéo~î.orsh~ CG ; ~ q i - ~ l ~ n  G e  ,x, r; = air? V, 

d 4 f f  ni par y -  14 O. Su2soçoi,s c c 2  ia czr'ce r~ f ~ h ( 8 ; -  ) de h(X 
* i 1 

soit donnée 2nr : 

y ,  ), O, 17- 7/ 0 )  . . . , y;< p, O 
4. & 

3; - = (h ( x ) ?  i * - O ;Â (îij- \, <; ELIC cosiCor,:iée h (x), = O, * A.. .L 

i 7 2 ,  j; <a~?,s LG c~r.;-e ---A I A ( - I  \ ;1,;4, 1 ) , c;;t Ui? point de  
& 

coinCice )1, ce qui e s t  corï-krc~zo k lQ.iy2at";;3re x ;- int b1h2 " 
L 

Ainsi hix> carnet un v o i s i ~ ~ ç e  o s v c z ~  coztc-;.,~ di;nr; i n t  V-u i n t  V, 
i i. 

Y 

1.5.2. ~6firiition : po:r) 4' ($1 qui contie~t 

tous les plonqzxenls i?l"c~elcr;rz:..r-'.x?,c ouverts z-t - icc, Fsomo~?~Ss; ; ieç  

de /j \ ( $ ) .  O n  1 8zppzleri LL c.-:~qszie des  71oïqc;le~.~s oiiveits. - 

13 est i r a & < i ü t  que ?û{r) ese effectivement une 

sous-catr égorie de /; ' (gr j . 
par un syst&r,e fn&dckif z i i k r a n t  G Z ~ P  Une catégorie 

& , nous voulons dire 1- àonn&e i w u a  enaazbke èPlcdPces 1, 

.. - 
un  système insuctif F esai 6 l t  r c u r é s e n t ~ b l e  si s u  l f rn ike  



-- 3 & m o n s ~ ~ - z t l o ~  : S o i t  2' 2 A -' ?o{r), un syslène i n d u c t i z '  

f i l t r a n t .  On va n o t e r  : 

e t ,  s ' i l  n ' y  a pas coz!fcsio:~ h c r a i n d r e ,  on p o a e r r  : 

On s ~ i t  q u e  lz ;4:~1te Iix v,? existe, -> 

s o i t - e l l e  r e p r 6 s e n t e e  pür (x, ( y&) ) ,  c ' e s t  2 dire : 
x g I  

i) X es t  un  c o ï 2 l e  6'e;>cceî t o p o l o c i q u e s  (Xi, X 2 )  e t  

Les 'j'& sont des a g p l l c ~ r i o n s  c o n t i n u e s  - j;* -> x 
'f4 

t e l  q u e  s i  d I= p le dic;~~a=i:e 

est  c o m ~ u t ~ t i f .  



O : xa-> y7 son- 2;- : ; i ~ ~ ' 7 ~ 2 : l i 3 : : . ~ 3  UC! 4 (-kt) q i  font, 
ih 

pour chaque couple (i, ? )  , ,+s i) , coxj(iüLatif, l e  Cicgrsrme : 

a lo r s  il e x i s t e  üce e>>lle,c;lor, c c c . l i ~ u z  CL seü le  

vsnte, O n  ncnf X: & B  .,--, - i -  
LL-G d LA. UL LL.L L di~~&zex~-6~le - -- 

y -  l a  v  -+-1' ' ""' . - i i ~ ~ e i e  d ~ r ï e r e c r i ~ S , ~  { c L  )  ins si ohtecue- Ge r rzn lè re  
1 

c;ü e x2 de vien: une saïs-variét6 f e z d e  YZ 2e coii- 

- 1 xension 1 contecue L;rA, ,e ~o;e de i< - ,  ec ce cei2e 
i 

. * 
Sor te  que les divic;.r.~ar de; xïiorp;.lsmcs Ce ? O ( r ) .  

, \ -:, x = i Y 2 ) ,  e s t  1; Puis, on moritre que i X d  i a + 
1 

l imi t e  de ?OF et f ~ i > , ~ ~ - ; ; ~ n - ~  fx,j% est ciussi l a  

i .,' 
L )  Xi y a deux cas 2 coilçicexer, Lc 2za~iief ce lu i  <ont 

& s i r 3  F est stationneire, c Y , ~ " "  L, il existe d e i  tel O 
43 d 

cpe pour t ou t  4 2 ,  OCO,LaC,, : 24 -7 M est un isomor- 

phisme (dcns  PO(^) ), Dznç cc ccs, il s ü f f l t  de prendre : 

avec 

5 

et s u r  X "0 la structure <itf~-~--~- A . , ~ ~ . a ~ l e  < -,* de X r 



es: un plongexsrt i.:s&2ai;ri;,cr4t. oüvcr-c. C~:c;te tenu c;dc ;es 

+= . . . -  
L 7 

- . -  
O; 1% CI 

. .. soaf tous I n , a c ~ i ~ s  C" x ; L t r ~ z ~ L ~  :A e s t  c l u i r  
\ 

q~. ix,, %/x,) Cc-q J- LL - :--:,ji;-e QU sl/=;~L~r;tc ~ Î I < ; ~ ; C L : ~  2 ~ 2 s  qw? 
L- i -- - : -r \ -+ ii,o(vo?) t I . 6, $ 1  -7 : . / f i  d t ~ n t  iz fc,;~;ecz rizi 

L. i 

. \ associe & chzqüo cîü?lc ;Y. ,Y3 ; LO:I de---  d.*-L.r;rïtz eoz_;lc=;ank Y 
i- - 2 ' 

. . par le; m a n e s  r~isûns. li; J se-k Ze5 a>~;ic~icFor.s 2ii;ec- 
' ric 

t ives .  

ok on a posé 
h - , p i .  . 

i n t  XI = v (LLC I ~ . ~ , )  in= " -5, 
A2 = v(int A~.,), 

* - L 

i 

4 1. .A ~a va montrer que .i ; n t  X- j illt x i  > e s t  un i.oz.éor;,or - 
' C k i  & 

q .  pn~s ïae  sur un ouvert C e  X,, S o i t  ci? ouveie de 
4 

cc d- 
i n t  X, u int X a il ssùgit L o  &&montrer qus ,  poï; tout 

* 2 
O( 

p i  2 ,  , u ) est un ouver t  iz X. . ~ y t n C  L - X ~  
P W  I 

il existe y- t e l  %cf > J , y- 7 p )ce qui d 1 écrire : 

\ 

manière ~nalogi ie ,  1 'hypt>-; ise  ie "coïs les 
f, t. son2 des 



! 
4 f Z .- :nt Si * ,  /4k, SOrik t e l6  

\ * * - -  

C A  - l 

- .  2.2 zci~cctlvenenr. Zn cr.3;~ i ~ ~ i i 2 ~  Y)?, i j ) d ,  on peut 

écrire ciors ; 

;* - . re-'ciable s u r  Z' î, Z . ni;iii, on 2 dozc rzc  skrüccüre ~ ~ f f é -  

ço;;c d e s  dif féoi?tor;i'2-' , i31i,La c-- c.- c e c l   PT" .,,,LAne qî e s t  une 

d i f  fére- , , L ; ~ b l e  - 2 3oi-d lisse X soit X la S ~ ~ U C -  
2 ' L 

turc de var;éga sr;r - 7 e bo~-c G e  X - .  ; v : e l s  Lghy2o- kgs se de ce que 
4 

F n 8  est p a s  s t i t i s . r~ i r ; - , ,  no;::re que fA: ?did -2 X =(X. 
a. Y L  ) 

est  u n  plongerrient  sui un2 sons-viriété d s  iv.. ?ai conséquacdc, 

r * 

c à ~ n ~  )J ( bF ) tel qüa ci h i  6. 
I 

- ,  . est un diaçr~r:x,e cor?cLil::cr2ciZ, û;-, . v j est -::r,ita 
6 . +  . . de vorp 02 er, c 6 . 2 u ~ t  zr,z cl-;~:tz-c~cn c~fi-ti:,r*e L x - 'P V 

- .. 
montrer qüe k, est de c;il:re C , >:;S; celu es.:. i i i ~ i & ~ i ï ~ , t  CLP 



. . 2oi;r t o ~ t  x k i< II z.,l;le ;,"i i.-dLce s st un V O L L ~ E ~ ~ C  3 

Ce dans tel ~ L L  

I,, -2-1 ! 
( 2 '  

J j = \ * - I J  

b&J 
I es-; r;oi?i-re gue lo~,:c.-:~::--t i:- ?;orlgep,éïit SUL  fie YVUÇ-  

. f . . \  " variété Si- V et que n,,v,i L i ~ c  V, :.:cij f ~ ~ i C  ~ U C  :CS 

+> . . C et \; sont t ocs  ;fi;ic~;~f-; ,; ~ ~ ~ g ; ,  03 3~ ~ 5 ~ ~ j . k  2~13  

, ,  est i .n. jec~iS et ferr,a.Alnsi il 3s-c un p;cris;e=;.,ent i n t e r i e u -  

rexierit 0uvert.C. Q. F.D. 

. \ 1. 5 .  4. S o i t  F . J -j p"".- ' - -:? u{ - 1 CA* - Y J . : . - . " V O  2 &J L.L.&&~L *.~.* +.-<G,.e"- L.-&- 5 -= I I L L - . C ~ I L  - ' ii-.----- 
2 . -7 , \ . . 

non s t a t i o n s a b r e ,  AGl.~r~ __ .' , ' . . .  ., ~ 2 2  va;ci%.ke 6 bord ilszu, 

(1) Soit f : i< -*p X un plonqa;r,ei:-c intérle~za1nent ouvert. 

O n  cenote s Ç C )  Te sysk&,ze iz.Ccc.cli de ~ l o n g e r e n c  



a v e c  : 

" -  \ plus ~0~~ ccs sqsL&- L"L.J -,- I r i ~ u ~ ~ - ~ ~  - --^-.--- - -- - 2 V G ~ C E L  d h n ~   PO:^). 

De 1 %üniversali~é des  iini':s;, ,-., A ~ i ~ L  ,-. -.,- LL ~OZ:[~G:Z : 

l i r a  Sç(f,  g )  = - ~ { ~ o ~ )  = lim ~ ( g o é )  
-9 - "/ -7 



,... ., . 7 * - Y F -  - - - ' Cçm<-4e (cf. &.*.A. 1 .  -2, -,Li L û  e 3 ~ c c c  eot& ,<&*OI,, , Lul;"C ' J ~ c L O L -  

/- 
. . 

c ~ t L o n  i; : y -> esdc - - 11; 55 1. f i b z é  de 
- - -9 

c? tyL2e s e i a  ; noté j= ; ,'- y 5 ,  / ,  QLZ;;~ & 1~ S c ~ e ~  il se rü  
h - - 

,,,c > - , g - ~ : - ; ~ ~ ~ e  rl~i,,;nzienne 6cns le A y ~ ; ; t  choisi '--- - 
9 
L -. -- 

/ T  ., f ibré  3 , pour un eie;nent  & i-icrri ( * v i 7  ,3 ' )  nous poSerOnS : 
* 



O ùn rz-.-,-iq-~ r- . - , ,  
icjL4L 5- (q') Cs,C ~;.=~~oF&-Gz2;lc z 2  c-i; c ,ügf2  eut 

* - 
1 8 2  ----  '---'-A,- - ~ ~ r  to?o-ioq-iqzc ZL 2 1 )  C L ; ? ~  2.. - .h 

C '  est Isonozpke à 5; 

- i 1 - -  + z )  Soit 4; - -4-P.& (CE-  :-:.S. 1. Alors, si 5= ( X , T , ~ J : )  
d GQ( >: ) 

c s t  Ln f l b r j  vectoriei zée1 loc~iexient tzlvicl sur :<, LL 

- - dinofision des fibres 3 c A,, c;t c;.e co~.~';rn'ici kd . 
.% 

c2plic~tion c;ue nous c22eLczc- -' A& ' - 6;rriençion de  Y3 , et 

LiOUS écrirons r 

k z 6' *: 
A.' > 



-if / \ bj 11 exiuct- ï n e  3i;ect;si. crro- icue ( 2 )  [ ( 2  = 1 (.v-, , 
û V 

cc; c;ui peiiiiet de  cor,;lC&=zi, Ci:.-c X, 2îm5, ~ i ï s  s CO;?S~~G f~;.c- 

t-. A ,Ad d & i n i c s  SIX 'f (;.*;* 2 V,-L;lL B,23 L i ,  Avec cotte con- 
CJ 

/ .  vention, on ?~L,C. ecrxrz : 

E:ri:r.?le : Soi t  f 2 (P. . j -2 (VT V- ) un 2lor;ge~enc .. k 

i n t é r i e u r  sur  une soïs-v~~iécé ;Vit V2) fer~se s a s  bord 

rêi,tif (c 8 es-k d i z e  Fh,* ' - * -  
A \.A 7 t L~ " 8  ont aaî de - 

bord r e l ~ t i f  dans V, e t  V, r~~~rctivenect), Alors, d'ucz 
A. &. 

p;r-c, le fibré en secteuis tracsvcises es-c GA 2ibz-6 vecto- 

~2.~1 -5 = ( 3 ,  rtf(;+:) ) e<c csL-G-c.e pczdC.t = - ex i s t e  un - 
voisinage tubul~ire eskerisi5ie . - v 6s :(Lx) 

. \ LU iyc;,;,-r asçeyti~n esd: z v - j ~ e x ~ e  CL ï J  - ~ J ï - e3.c i n t é -  
* \ r i e ~ z .  ,?A;?:.:. d c  ~ o n C z ~ z r  IL Z c ~ x : ~ ~ : : . ~  Z S Ç C ~ ~ ~ G ; ? ,  CG--. L ~ G ! I L A C Z ' ~ ~ ~ S  



de f();), un te: volslnûçe c:;i- ciur ( es", sans bord 

relcLiE. Soicnt U, Zr, CCS olivezCs Z z  V. e t  V2 contenus 
A' L i 

rêz~;~eckiveri.,zak cj;i.i.s 2-  :T) ) ek ~9'- s2 (L) ).  ;CS inrgcs 
t - 3 - 

ÿi(~.) # A'.... \. inverses L '  I ~ . - , I  scr.o <CS VGIS~~?~CCS de - 1 * 

systèmes Londemeïitaux ce volsincq-ù Cr X. 2 ~ : : s  5- ('t 1, 
i i 

4x" 
r +\ iY. dans  E2 { P L )  respectivccai.nt. S o i t  t ;-;on (A. , 2. J chois i  

2 A. 

de sorte que : 

Alors = Y/z( v 2 )  est ~2 voisiiq-.-Fe Au Y tch.,3. , kA&;ïe e:ctensible 

c&r ~/E(A ) est un gloric;aeilt i r . i é r i e u r a ~ ~ e n t  oavcz'i, ce 
O 

qui s e  ver i f  ie sans ùiff icuLt6 a;> zenarquznt que 1 z1 ( h )  

est  un dïff&orr,orphisxe s x  rûn  i xuge ,  i m a ~ c  qwi e s t  un oüvert 

d e  vl. cl e s t  i c i  c;u "fi;teïvie;-,k I"".,- aL2,J~k:?k~~ que 2 est ün 

plongement fermé. 

ii) / e s t  ir szc",40:1 nïlle 



m,,, ,3,i c.--,-. 
-t ..A.t L. -; i-*-oi, : 21 ~ ~ 2 L l i :  f <'L~; ,LLT C-2 ~ i ~ ~ & o . i . ; ~ ~ : ~ ~ ~ : i , ~  5: 

? 7-7 

O \7, 2 , A- - 2 - ) iür I:CZ(L). ZL c ~ z e - 2 ,  
* i ii 

~ ( i )  - ~[1/23 eut :r,,*2,Tc-. % --- - , , J -  - * c-z ' 
b L.L ~.i;'* c ci.&& ;~ÛCCL$!-LC L x et 

i \ nous rûxencns le proS1Z::.c, c :, ,::; r~ 2 L2r;iu.îk-cr c;cc pour 

C  LOU^ L71ai-A~~rr,~r.L C J G 2  v0:;::*,q2 cc in-"--  - !  - XU, -. 2 ;  & ) L . . i i Â S  1::s { 1; 

J- 'I (fi'..- --, ' - * LI/+ 
,uc s;; ,"c,Cilctfcr, c ,,; ,, ,, -, ,-sr ( P C Z L  L.i. * 4 r e ï .  P 

/ * A .  3 . A . -  

- - - :ui-~c22e ; or. psi;t t-ouvzr ~ ~ ~ : ; ; ; : , ~ = i ~ ~ ~ i ; ~ ~ o  E e  A &, -, Z O A - ~  * xp/- 

sa ~-s"-,~~c~~oa & c, - - \  J corl'ncids ~ v e c  2 s  

I .  p l o r . ~ m e n k  eon.~o. C ' i  sr i - -  isi.c:- ~,:r.s 1.6- 4. 

e t !  , \  % \  

E i - ,  - - ,  j pour t o ù t  
i & .- 

F 
r -  \ u t 2  r \ !  - O 

0 z O /  2, ( -  \ - j e s t  
* 2 

dif f60morpha à ixZ(1). 

or, lL s c ~ t i o i i  na:;-. ~ z n s  d i z C '  liLcuité, on 

&7euJc bxouve- A : ;t:- -) (O, l / Z  ;, c,üe la S O . ; ~ - Y J ; ~ ~ < + -  < 
A 

L C L  

5 {bi:(),> e.7- a ~ ,  pour t0u.k 7 Y ? { - *  , .L L Z G ; Â S V C ~ ~ ~ C  rz~- ,Likre  à 2.3 - 
couz2e c : 1 - z 1) - = y <-L y(33{ÀP) îou2e 

Y A 1.' 

C dans un seul poizt \rs ; t ; ~ j - y *  t ;~-:O--V- 

Y 
ïi est clzir que 1°oppli- 

cztion y -4 ri"(y) es-L l u  c i - z se  c'. Ce qui ?alnet  de 6éf ix i r  : 

pur la stipulation : 



. ' :<.icnstzztton : on p a c 8  ZC:ÏS -::::cu-:s, se r ~ ; , ~ z z c r  ZG CLS 

où IF = - 1);. S U ~ ~ O S O ~ S  ~ Û C C  ; : - -5 voiçin~ce 

tubul- .  a A A i  4 -,- de 18inclüsion X : - : d x ~ 4 8 L 2  - a :<XI. 

A c;-,aç;üe c3cxiK (x, 1) , nous .â;socions son graghe : 

ce qui donne lieu à une ~22;ic,tioa c o n t i ~ ü e  

3- . , "  / pour lac'-to2010gie, dgactr~ - .  icT.2-?p. S ) ,  les L ~ S , ~ C Z -  

pondontes) 

r ." : iom ( 4  >::<-ri - > E;ar~- -Y (Tb<, x-2 ; 
r ,- (P,L : Horn ( 2 ~ ~  ;.,ix:j -> i30r:LA(;,.~, ;<) 

L A  f l  



----ï . / 0 i; ' # 2 )  1CFc----- L A .  b- . Le - 7 
. " 

A* ,. Lê A~.. Gr, 2cüt 
4'' 

ï I *? ?,* 

O 2 X s m  (X,  1), C e  s o r ~ c  c ; u ~  , p - 1  nz conc;erac. qi,o 
\ 

. - dcs  s;onc;aen'cs, ~ z l s ,  CG;:?.:, - -  bi--At - - - -  C, -t, *'O-,: Ce q t  

soit 

- .  et positive, tandis F e  c2-c un C i L L é o : î . > ~ , ~ f i i ~ ~  de  

i"i X L0, ),; SUT :$,; x [O , i ; 

\ 7 , I .  -, 
ce: q e  CA;< X ~ O ,  - ct E. ,  hvb 2: L3, q soc t  kcs inclü - 

.i i 





e;?tz3 v zsi .--  .. . ". " .- .. - , - -- O 
- 5 L ZCC~ ( V ,  ::) ::~1. c . 3 ~  



Exemple : Soit , J= (E,$,M) un fibré 

(pour les notations voir 1.6.1.). ~ïors f: E-M 
est une équivalence homotopique qui n'est propre que si 

dims= 0. 

2.1.2. a) On va noter pour chaque variété différentiable 

le groupe de Grothendieck généré par les fibrés 

vectoriels réels sur M. Rappelons la définition de 
ry 

KO(M) : dans l'ensemble V(M) des classes CTisomorphisme 

de fibrés vectoriels réels localement triviaux sur M, on .. 
introduit la relation d'équivalence suivante : 

3 -  5' 
s'il existe des fibrés triviaux 8,  8' sur M tel que 

3 c  e est isomorphe à j' P, 9' ; la loi de groupe de 

provient de la somme de Whitney. 

b) Si 8 est un fibré vectoriel réel localement trivial 

sur M, on va dénoter [3] llélement correspondant dans 

. 
c) Soient M,MB deux variétés diff6rentiabl.e~ et 

une application continue. On sait alors 

induit un morphisme de 'groupe : 

On écrira le plus souvent 

liter l'écriture. 

afin de faci- 

d) On va dénoter T(M) le fibré tangent à la variété 

différentiable M. On écrira aussi Y(M) = -(M. 





2-1.7, ,.,. . -", . . . . . C -* - -'- - ,  
t ..? . . 

L &4 -.i . ._, i, -.- . .- , ! . ,  . - .  ....--.. .;. :...-;, ::j.'3xs T,:'"-. '-----' i." --=.. 7 2- 
\-- Lw.,,. ~ 4 t - e .  . -.. , a- ,. .JL* "2. . .,<&" 6- 





<?*iJC f ..c '-.; - 
V 

. L e *  " .- G:3 -: -.'- "' '-. , ',--,, .-,:i . ; Le &. * ,,> . 2: 5iïrre-- - i o n  2 







en stipulant : 

et analoguement t 

g' : (M2xR1 M2xn) (MlxRl M2xR) 

en utilisant g et A 2. NOUS montrons que f et g' sont 

des équivalences homotopiques propres laun inverse de l'autre. 

En effet, laapplication définie par : 

où (d (5x1, (ON) X 1) 3 (M1,>M1) est une homotopie 
* 

entre gof et ' est une homotopie propre entre 

g1ofg et l'application 

D'autre part, cette dernière application est propomotope à 

l(~lxlR, &M1xR). Dans la démonstration de cette assertion, on 

utilise les hypothèses sur les hg introduites par la rela- 

tion (1). En effet, l'application : 

((x,t)ts) + (x1t.s + (1-s).t.), (x,t)) 

de (MlxR) X 1 dans MlxR est propre si : MlxR t R 

est une application propre avec ((xN \ ), \t\ 
Ainsi gsofs est ~ro~omoto~e à l(MlxB, D ' une 

manière analogue, on montre que f ogs et 

1 (M2xR, M2xR) sont reliées par une homotopie propre. 



. / - "  les ~i~f6oz~or$...lsseç. *O:-, LLZL.:,.: : 

--> e , 7 0  - i . . A *  
+, - *  -- . . a-. -, : 3 

9 
2 -/ sG " 2  * ... 

C L " 

2ûr les ex2resz,ions ; 

. . - :  ri-.er*.c, ce qui peraek ic c ç ~ , ~ c 2 - c i -  ,. cor=,l,,e LZ 2;aré v e c ~ o v l e l  
W 

. > de dimension 6 ~ ~ l e  5 CL::, 5: - - ac ùzse ;(3 - - X x T7 
2 i 

et, s,ns dif ficu;t&, on v %.- 
A'. G A  La. qtc 2;t 

A 
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e <i";- \ I ri , -9 =. 
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. . . - .  
du ;2ionc;ernent h, . 3c r..c;llexe ;;r.;'ûçüe, en il.:i;;sciïi", une inv&xze 

* 

P. r \  ~/ / 

C ~ U ~ I  plonçe;nefi"-, 3? dc . . s ~ r  uce socs-v~riéte Cr3 ... - - 
9ros i, 09. 2 ;  iicllc cc v&fz~er muinJce::~nL i E i ,  xi) , kz ;v 

5 ,  coxpt? t e n u  c p o  ? ec J2 s o n t  en p r t i c u l i c r  des plonçe- 



m ' t 7 q - \  
Z L - ~ ~  A l  7 z7 (2r) 
A 4. 

est un d i & ç i u m ~ e  cozr.-,-.;,tcJ:lL , 

avec . .- - -3 . - - + O - - :  * -,;CL" psLvoI-AS P."-"- 

i 1 ' 1: c ; A ~ J . ~  ,ril31 . . 
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A. - .& -L i * 

C.Q.F.D. 



2;2.4.' ~héorème, . - Soit A un ensemble denombrabl?, n : A. ---PI N 

une application. Soient ( M ~  , 1 (M2 , <PZ) deux objets . 
d r  

de &;(A) 8 7 & f: (Ml , SM1) -3 (M2 , M2) - une - 
équivalence homotopique qui est un morphisme de $:(A ) 

(cf. 2.1.8 exemple (2) ) Alors pour tout fibré q 2 ( E ~ ,  CM 1 

avec dim 3 ) n+5 , il existe un fibré - 2 1 Y1 = ( ~ 1 ,  rl,~l) & 
un difféornorphisme F : El+ E2 tel' que le diaqramme 

soit commutatif une homotopie près. De plus , 'El est - 
déterminé sauf isomorphisme, 

On peut exprimer z2 sous la forme: 

€3 étant le fibré trivial de dimension 2 sur PI2 car 

diai 4, 7 dim M2 + 1 (cf. 2.L.7 ). Nous définissons 

A :  Ml -2 R étant une application continue propre et in 
2 

la section nulle de '2; . Puis, on considère un plongement 
intérieur 

h : (H~, a~, )  L (E2 , 2E2) 
* :  , ,i ' : .' . 2.- 

sur une sous variéte de qui soit propornotope % -  a - g 



. + . d-,!, ,:  3. ,: . .  . ; ,. . ... 8 A, - .. c . 
7 : . - r  , 4 [  > A -.;L?,;d Y-,,!, ... . ,.?.'. ,?:!;,jyg::[ ,-.! :?!<; &..; . '  , '  , 

(cf. 1.31' e t  1.3.5 1. si  . .' - . 5 - . , , i . ,  . ,  .?- ,:. ,7,1 e s t  u,ne au t re  application 

propre de M dans ' 1R  e t  
1 9 ,  l 'application e t  l e  

plongements obtenus par l a  méthode déc r i t e  plus haut, h e t  

sont des plongements propomotopes. En e f f e t  on peut écr i re '  

ZI - - ( x w  ( ; ; ( f ( x ) ) , h ( x > ,  O )= g 93 prop 

e t  par conséquent 

h g g Fi . or, o n a p a r  
ProP prop. prop . 

hypothèse 2dimM1 + 3 L dimE2, il exis tedonc  ( cf. 1.44 ) 

une isotopie f o r t e  entre  h e t  h. On a-  en part icukier un 

diffeomorphisrne H de 
E2 t e l  que 

ce qui e n t r a h e  par des arguments bien connus que l e s  

f ib rés  normaux aux plongements h e 5 sont isomorphes. 
4. 

l 
Soi t  = (El,  Il1, M ~ )  l e  f i b r é  normal au plongement h. 

/ 

Alors une v&ri f ica t ion  t r i v i a l  montre que F= i20 f 0-5 
, ,f r. 9 Il, 

l,' 8 .  A 

e s t  une équivalence homotopiQue tangent ie l le  de (El ,  2 El)  dans 

(E , 2 E ~ ) .  On v é r i f i e  de même que 
. 2  



(dim El) o-&(F) = dim El , dim El )/ 2 c i l m  M ~ '  + 5 

de sorte qu'en vertu de 2.2.2 
- 
F : (El, E l  , E2) 

F. Ce difféomorphisme satisfait 

il existe un difféomorphisme 

dans la classe dlhomotopie de 

les conditions du théorème ; 

C;Q.F.D. 

Corollaire, Si pour chaque morphisme 

de ~ b n ( A )  , nous définissons - 
>(il m : rm(.2) - m(~,) 

m n + 5, en faisant correspondre 2 tout espace total 

E2 d8ilnfibré T2 M2 - de m(.,, 1' espace total 

El duïfibré 5, E donné par le théorème 2.2.4 

on obtient un foncteur à valeurs dans la catéqorie de 

??-ensembles. 

~émonstration. 11 ne manque qu8a montrer la fonctokiaiité. Si 

f l: Mi 3 M2 , f M2 -> M3 sont deux morphismes de 

$:(A) et x3 un fibré sur M3 d'espace total E3 dans 

%(Ma) , ont obtient un diagramme . , : .?', 

commutatif à une homotopie près, où F2 est le difféomorphisme 

donné par le théorème 2.2.4 appliqué 



'1 celui associe au couple . 2 ).  lors d8après la 
dernière assertion du 2.2.4 , le fibré est le fibre 

associe à l'equivalence homotopique fZo fl. C.Q.F.D. 
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;,,+. ;* ,,;j:;.: ' 
" ' "' 9 >.."' ,%;,:fi- : . . -  . r '?< .:-- :> ;: ,.* , .,:+:: <:,; 

\ . /  . .  
,' : !;i &.: : : . .. . , 

: - ,$/  " , ' ,  ' , ,, , -  . ., ~ 
. ,  . C r  . . . , 

L .. , - 
. -  , - - .  . : , x; ,."ai:$ . .  . , , N b ' ,  

. 1 .  
ii, . . .. . :-<., !:,'-', ! . - : , ; . B ! : ' ; 2 ; ;  

, . . . r 5  l i  a ,. fi, . *  . 
, , . ' .  ' .  ..' . . .';. ,; .. . ". 

. .  . , ouant p r b b i h e  . . . . 2.;3-. 2, noifs - pou+bn< . %..,. c l p k  - d q b , , : : ~  
r. . 

A .  , , :, , 7. ??,*+?;,:F; +-r J 'Y-. 
', . -au,@ Y$$ 

que sl il existe une Solution, al&?, toutes lé&, &ol&$on& s o n t ;  -,,,.i 
, . -, 

" I 

de la même dimension. 11 est un problème difficile de savoir sl-. . . .. 
ces solutions sont hom~omorphes I par exemple, si K est une 

sphère triangulée de dimension 3, il siagi+ cle savoir si une 

variété compacte de dimension 3 homotopiquement équivalente à , . $ x  ( _ 
s3 l'est hom6ornorphe. Pour les sphères de dimension supérieure 

à 4, le problème a et6 résolu par SMALE 7 et la réponse est : , 
( \ 

"toute variété différentiable homotopiquement 6quivalente.à 
L 

$ ,  s", n 4, est homéomorphe à sn. D1ailleurs, il y a plusieurg 

structures dif f érentiables non dif féomorphes sur S? pour ' 

quelques valeurs de n : ( n  = 7 ,  cf. [1~] ). 

2.3.4. problème ;  onn née une variété dif f érentiablz M & X(A)  
(cf. 2.1.8. ) de dimension n : A --+ 2, existe-t-il une apgli- 

cation rn : A , N de m a n i è r e  oue tout ~é X ( A ) ,  avec 

dim V a  m est un fibré (veftori~l si possible) localement 

trivial de base M ? I 

La considération de ce va nous conduire au 

théorème du rétracte. Pour la simplicité, nous ne considérons 1 

! 
I que des variétés connexes mais cette restriction n8est pas essen-..; 
1 

tielle, 
, - , !  

1 

~hdorèrne. Soient M et M' deux variétés différentiables ' ,, 

: .  

e s  et. f M une bpmao_pique ,,&t ' 
XI .- 

1 .  

3& dg:?% 1,;' ;*/ p dio& - + 1 .“;. 2 
* i '  

f kl @a% f ~ p @ ~ ~ r ,  il sue~bt gikfr%&g.ar d $ ~ ~ ~ i ) ~ $  q&w , 9. m ) 
- % -  

M est un retracte par d&formntion différentiable de Mt, 



r)6;nonstration; 11 existe un plongement 

homotope a f, d'aprèes l e s  conditions s u r  l e s  dimenbions de 

M e t  M 1  ( dans l e  cas M compact d'après 11 ). Nous consi- 

dérons un nombre n t e l  que n + d i m  M1 ) 2 d i m  M 1  +5. 

Alors en vertu du théorème 6 2.2.4 , il existe  un f ib ré  

t e l  que 

. - - "' >;!A 
8 . '  . ' 4 4  ,, . .  . 

es t  commutatif à une homotopie près. Soient i e t  il les sections 

nulles de 3 e t  5' =(Max R", projH, , M t  ) respectivement 

On peut choisir n et F de manière que 

soient propomotopes. Dans ces conditions 

une isotopie fo r t e  entre p-'O i1 0 h e t  i: En part icul ier  

t e l  que 



2.3.6. problème. Soient données: deux variétes d~rrerentiablès E 

et M et une application continue f: 'E M. ~éterminer 
i- 

l'ensemble des flbrés vectoriels différentiables localement 

tiiviaux de la forme 3 = (E, T,M j , avec homotope à f. ; 

Il y a des conditions homologiques et homotop~,ques, 
. -  - . " .  J ,hX 

. 3  . - .  . 
évidentes à remplir pour que tel ensemble ne soit néceAsàir&%t 

vide, 

supposons cque ' ?; = ( E J 8  , M I  et 

sont deux solutions de ce problème. On a d'une part 

8 . .  'A 

D'autre part 7 et étant des applications homotopes 
\* -jk 

on a 77 = 1 1  , Par conséquent (1) entraine 

. . i. i 

Ceci montre que la donnée (E, f ,M) détermine, 

dans le cas où il y a des solutions au problème, un élément 

de K(M). En particulier si dim E ) 2 dim M , il existe 

au plus, une structure fibré vectoriel reél de base M espace 

total E et projection homotope à f, 



On obtient donc le diagramme commutatif 

où on a posé G = H;~F. 

Nous définissons pour chaque t 1, l'application 

yt : Ma ,Ma en stipulant : 
/ 
I 

>(ml = .. ( t  G m ) 

la multiplication par 

le fibré 

étant la multiplication dans 

. 
Il est clair que qt est différentiable 

et qu'elle dépend différentiablement de t. On a d'ailleurs 

ce sui montre que '%(MI ) C h(~). D'autre part, si 

m' = h(m), l'on trouve : 

ce qui montre bien que h(~) 

mation de M'.C.Q.F.D. 

est un rétracte par défor- 



Appendice 

s 
1. systèmes fondamentaux de v o i s i n a g e s  d e  l a  e - topologie .  

Soit  V une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  (à  bord 

anguleux)  de classe cr. 

Un système d e  bonnes cartes l o c a l e s  s u r  
.. 

est l a  donnée d 'un  cr-atlas ( gi8 'fi lie d e  V e t  une 

famille localement  f i n i e  d e  compacts ( v ~ ) ~ ~ ~  don t  l e u r s  

i n t é r i e u r s  r ecouvren t  V e t  t e l l e  que, pour tout i, 

~e système de bonnes cartes ( Ji, f i , ~ i ) i t I  sera n o t é  

simplement (Vit  Yi). 11 est f ac i l e  de v e r i f  i e r  q u e  il 

e x i s t e  d e s  systèmes d e  bonnes cartes s u r  V t e l  que l e  

recouvrement (Vi ) s o i t  p l u s  f i n  qu'un recouvrement 

o u v e r t  ( w ~ ) ~ ~ ~  donné d e  V ( v o i r  App. 3).  

cons idérons  maintenant  deux v a r i é t é s  d e  classe 

C I , M  et  V. 

Une " a p p l i c a t i o n  A e n t r e  un système d e  

bonnes cartes de M e t  un système de bonnes cartes de VI1 

est l a  donnée des systèmes d e  bonnes cartes 

( ~ i ~ ~ i ) i c I  et (vj#F)jrJ de M e t  V respec t ivement  

e t  d 'une a p p l i c a t i o n ,  n o t é e  enco re  )\ , de 1 dans J. 



On écrira alors r 

O 

( 2 )  ~ o m ~ (  A,M.V)  = 1 1 6  Homr(M8v) / f (Mi8) c i e I  . 
D e  p lu s ,  pour chaque f &Homr( ),.M.v) e t  un i n d i c e  i 61. 

on 14 no te ra  

e t  c o m m e .  

t i e l s  d e  

\I 
f i  t Ui R 8  dimV = S. on é c r i r a  

Soi t  gS(n) l ' ensemble  d e s  opé ra t eu r s  d i f f é r e n -  ' 

L '  

R? n e n t i e r .  d e  l a  forme 

avec (kt = kl+ . . . + kn 4 s + 1 : e t  considérons  

f & H O ~ ~ ( ~ ~ M . V )  e t  une f o n c t i o n  c o n t i n u e  p r M 9 a+. 

A l o r s ,  on déno te ra  

A 
( 3  $ (f.p.s) . (0 4 s  ~ r )  

l 'ensemble  des éléments  g t H o m r ( ) , . ~ .  V )  te ls  que. pour a #;-* 
.ln] . - 4  

t o u t  i 6 1. 1 

@el que s o i t  D k & ( d i m  M). e t i l  .... .v) e t  x & M i .  

h 
Nous rappe lons  que les ensembles d E S ~ . C . S L  8 

x: 
', . :.;,il 

P t H o m O  (M. Et') c o n s t i t u e n t  un système fondamental des . . )  

. .  ... .: .70%iq . . 
. . , : - p . .  

v o i s i n a a e s  d e  f - onur la cS - f P I ~ O  .J 



En particulier, ceci entratne que les ensembles 

H O ~ ~ ( ~ , M , V )  sont des ouverts pour la ~ ~ - t o ~ o l o ~ i e  de 



2. Composition d'applications de classe cr et cs-topoloqie. 

Soient M, V, W des variétés dif f érentiables 

de classe cr. Nous sommes intéressés à montrer les deux 

propriétés. suivantes : 

C36 Hornr(~,V1 ' ~ropriété (1) : Pour toute application propre 

l'application 

est continue pour les ~ ~ - t o ~ o l o ~ i e s ,  

~ropriété (2) r Pour tout ' f H ~ ~ ~ ( v , w ) ,  l'application 

est continue pour les ~ ~ - t o ~ o l o ~ i e s ,  O 4 s L_ r. 

~émontrons la continuité de g* ' au point 

f & Homr(V, W) . Ayant choisi un système de bonnes cartes 
de W , on déterminera (VP) et une 

V B  
application 

de manière que 

(cf. App. 1). Puis, nous déterminons un système de bonnes 
6 

cartes. (M L A de M et une application 

de façon à avoir 



Alors, 

w;. ' ' Y 1  ,>,* #>! !! 

A : est une a p p l i c a t i o n  

e n t r e  systèmes de bonnes c a r t e s  t e l l e  que : 

f o g  C Homr(~oh' # M # w )  

s o i t  p*' ( f o g ,  s )  un vois inage  de t og pour l a  

$-topologie et considérons d c A. 

Alors l a  formule 

( v o i r  les n o t a t i o n s  dans App, 11, e n t r a h e  pour t o u t  
4 

D t  d ( m ) ,  m =  d i m ~ ,  que ~ ( h o g ) L ( x )  e s t  une somme f i n i e  

d e  termes de  l a  forme 

r lp ( . Dm9* 

où A est un nombre e n t i e r  ( p a r f o i s  n u l )  q u i  ne dépend que 

des opéra teurs  D, 5, Dl 
i 

Dm* O r t  l e s  DigA s o n t  t o u s  
, * - - #  

bornés,  s u r  M' : il e i t  p o s s i b l e  d e  t rouver  pour t o u t  
1 

P t B  
un nombre 7 O, t e l  que 

t> 

pour t o u t  

en t ra fne  

l , ,  W = d i m  W : e t  D c & ( v ) ,  v = dim V, 
1,;'4 

car sl(?) e s t  f i n i  d ' ap rès  l 'hypothèse  que 

propre, S o i t  C' une f o n c t i o n  cont inue  s u r  

g e s t  
' 1  

. . * - , I d  
t e l l e  que 



Une telle fonction existe. Il est imrnediat que 

ce qui montre la continuité de gx au point 

La démonstration de la propriété (2) est analogue 

à celle de la propriété (1). 

Rappelons enfin que CERF a montré dans [l] 

propriété (3) t L'application 

est continue pour les cr-topologies dans tout point 

(f18f2! avec fl propre, si r 7 1. 



3. Exis tence  d ' un  système d e  bonnes c a r t e s  adapté  à une 

sous -va r i é t é  fermée d 'une v a r i é t é .  

S o i t  une sous -va r i é t é  fermée d 'une  

v a r i é t é  Ml de classe CI, r O. S o i t  { ~ ~ 3 ~ ~  un . 

recouvrement o u v e r t  d e  M On va montrer  l ' e x i s t e n c e  
1 

d 'un  système d e  cartes ( f i # ~ i ) i h  J #  don t  l ' ensemble  

d l i n d i c e s ' e s t  dénombrable, s a t i s f a i s a n t  aux  cond i t i ons  

s u i v a n t e s  : 
b 

O 
' .  

-1 i 'i Bi 
, x ,  

a )  f i ( M )  = D m ( 3 ) f i ~ .  é t a n t  un sous- \ ;; 'n 

O 
s e c t e u r  d e  IRm e t  ~ ~ ( 3 )  l a  bou le  o u v e r t e  d e  c e n t r e ,  

1 o r i g i n e  O de IRm e t  d e  rayon 3. 

b, (Y'i(Bm(l) î\ B ~ ) ~  6 j ek un recouvrement d e  

c )  L e s  cartes 

v a r i é t é  M2. 

s o n t  adap tées  à l a  sous- 
( 

C 

i 
d )  ( M  I i  t est un recouvrement localement  f i n i  

p l u s  f i n  que l e  recouvrement (w,),~ 

il 

L'espace topolog ique  s o u s j a c e n t  à Ml est  un , - 

espace  sépa ré  localement  compact e t  dénombrable à l ' i n f i n i .  

soit @ili& N une base d e  t e l  que Ui est  

compact e t d é f i n i s s o n s  l a  s u i t e  d e s  compacts Ai de 

. l a  manière s u i v a n t e  a 



2) Ayant défini Ai, nous' considérons le plus 

petit indice j tel que 

Nous posons 

Alors, les - Ai. sont des compacts, et on a x 

Remarquons que pour chaque 

Wd W A i + 2  O Ai-l ) est un ouvert et que 

1 

Ayant fixé i, soit 

Alors, pour chaque i , i  ;;h (x,d.) K , nous choisissons une J 

carte locale 
(Sx,,8 M ~ # *  ) 

'2'$ 
satisfaisant aux conditions 

a) et C) (ici on utilise le fait que M2 est une 

sous-variété fermée) et avec 



Alors, il est clair que 

O 
est un recouvrement ouvert du compact Ai+l - *i* 

Nous pouvons y extraire un sous-r,ecouvrement fini d'ensemble 

d'indices J ~ .  Nous définissons finalement 

et une vérification facile montre que 

est un système de cartes satisfaisant a), b), c )  et d), 



WG 
,.. , 4;;:s ,,- , ..I ,- . r. 5 '. ' 

' ,  < : <  ,<:; /.;#. 
- . . . .  , . I  ' 8 , , .. , ,.'t. . .. 4 , .  I . -- 

, . + - - . . . 
. - . ,, .' .. .. . ' . . ' L - , - . . - 4, " 1. 

> s ' , .  . , '  . -. . . . , ,  - 4 <  . . , ,: ;< ,,:. .'.. . 8 ;  

~onsidéron.&de nouveau les hypothèses du théorème , .. . . ,  
' - 8 . '  " 

. * 
L *: 

/ % , !" t$', 
2.2.2. c'est à dire on a : , ,  , . r .  

( . ,  - 1  

a) des fibrés vectoriels localement triviaux * 

5 = (El. Mllrl, il) l 3? = LISl de bases les variétés différenz 

tiables à bord lisse Ml, = 1,2, tels que 

(1) dim %,7/dim M~ + 5 

, . 
b) un diagramme commutatif à une homotopie près ' '  <1+,K.4~ 

. ,L.+y,4, -2 
F 

1' *,- *-: 
(El# >El) (E21J~2) , 

7 %. y *  1 , '  , .-. - q  . . 

où F est une application tangentielle (cf. 2.1.3. ) telle. ,_,., 

(ii) dim El = dim E20 fb(~) 
et f une équivalence homotopique, 

Soit g une inverse homotope de f, 

La démonstration du théorème 2.2.2, que nous avons 

envisagé comptait les étapes suivantes : 

(1) Trouver des plongements propres 

. , .f !, S.,.., 
2. .. ,.;.<I : .. : 1. 

, *fi' 
8 .  

1. .. ' V i C y e  
, , . , 
: - ,. . r%* b 



Qb 
+f < .YI. ?y- . !-** g, ?ii ,'. 8 Z ,< , !7  'y . ' '.',y .,-.., .L. .. !.!. ,,, > ' 

..) t .- 
-:r- a&..,- ; S m  ' 4 r .  ;: 1 '  4 : . . , < .II. 

.i.. ,î '*.. 
I , .  II 

, l i s  . ,. . - , ..,-., - - , .  
' 7  -.. i 

- ,  
' 1  ' . ;  , i  . 1:. ..,.,r. ' : .  8 .  , .  . ,, ,, . . 

u - !: ~ , . '  .,.,:'. , , 5 ,: . '  : . .- ' ,? .I : .  .' I 

- .. ! ..'* ~. .! 1 ,,' . !!.. ,$*$',.? y;.:;$+ 
' .." . 

. S .  I " ,  . .. ,. . , . ., , 
. !.. . +.: ...' <+ , ,, ;> *,, ., .' 

,O' , !:fT: ., :",/, .B 

' sur des SOUS-~6riétés de E2(r) et El(r). les n&a-'+" 

tions voir 1.6.1. ) qui soient homotopes à i of et i og 
P 2 1 < . .  . 

- 8  . : 

(2) Construire des voisinages tubulaires extensibles 

des plongements respectivement - 

'(3) Construire des isomorphismes 

(pour les notations cf. 1.5.5.). 

On remarque que les étapes 
, - .  ; *  

siaccomplir même si on remplace la condition (i) par la 
' ) < '  

condition r : , . -!$' 
(i)' dim %4>/dimMt + 1 , , ..y Y Li . Ir 

+ :: 4- kt 
. i + y 

- Dans le cas où M et M2 sont des variétés compactes, liétape 1 

( 3 )  est aussi possible car diaprès des résultats de de 

Haefiiger [$JI et (1.6.3.') tout voisinage,tubulaire extensible 

,..,< - 
est homotope à il, se prolonge dans un difféorcorphisme 

-.? 1: i, *y,< 

M 

: 2 - El(r) et de mapière que 'f : E1(2r) 3 
, El 'b  ,*;; 

# - * .  5 + l  .. ., 
est un voisinage tubulaire extensible, et par conséquent,' on 

, 
peut appliquer la construction décrite dans la démonstration du 

' théorème 2.2.3. , . ,  1 

* A 



\ 

- Dans le cas où 
Ml n'est pas compact (donc ( i2 O 11) ~i 1 

n'est pas nécessairement propomotope à la section nulle de 

E1(r) ) ,  il peut 'arriver que y2"'( ne se prolonge pas dans 
w 

un dif féomorphisme i2 fl : E1(2r) -.5 E~ (r ) et par consé- 

quent la construction décrite dans la démonstration du thgo - 
rème 2.2.3. ne donne pas les difféomorphismes cherchés dans 

+ 

Ilétape (3). En changeant la condition (i)' par la condition 

(i)" : dim Fi!ildim M t  + 2 , 
une construction des étapes (1) et (2) peut donner des qi et 

f2 tels que laapplication y2, yoil considérée à valeurs 

dans (El,, J E  ) soit propomotope à la section nulle de 
1 

Pourtant, cette condition étant .satisfaite, il peut arriver 

que 1 'application 3 O f1oil considérée à valeurs dans 

E~(T), ne soit propomotope à la section nulle de E ~ ( U  

quelle que soit la fonction différentiable : Ml - IR+ 
Prenons par exemple : 

Ml = M2 = n 

f : 3-7 M2 : x d  1x1 

9 = lu( 

'fi = le fibré trivial de dimension n sur R 

Alors ~ ~ ( r )  = E2(r) = ïR x ~,(r) , Dn(r) étant le disque de 

centre l'origine de IR" et rayon r. 

, Dans l'étape (1) prenons h2 = lR et hl un plongement 

voisin de f au sens de lac0-topologie. Alors f20-?1 sera un 

, voisinage tubulaire d'un plongement voisin de f (au sens de la 



Co-topologie'. si y = '4 . 
2 O  1 se prolonge dans un difféomorphisme 

q:  E (2r) -> ~(r), on obtient par restrict'ion un difféomor - 
~hisme de V=.É(2r) - E?(r) sur w = ~ ( r )  - y20yl($(r)). 
Un tel plongement n'existe pas car W et V ne sont pas 

difféomorphes. En effet, on voit sans difficulté que le bord de " 

:V = IRxS x 1 a deux composantes connexes 

(%v), =. ni x S - O , (bvI2 = E x  sn-l x 413 dont les 

inclusions (bV)l c> V et (&V), V induisent des isomor - 
phismes en homotopie, tandis que W = E(r) - ' f i0  'f2(Éyr) ) à 

une composante connexe du bord, à savoir 

( w ) ~  = 42.w 1 \ \?I I= r] 2 IRX s n-l dont 1 l inclusion induit 
I ' 

dans l'homotopie l'application nulle. On illustre la situatior 

dans la figure ci-après 
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