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Introduction

Un des problimes de la topologie différenticlle est

de savoir si une égquivalence homotopigue £ : Ml — MZ entre
deux varidtés différentiables peut se réaliszer par un difféomor-

pnisme, L'existence de structures différentiebles non difféc -

morphes sur la sphére de dimension 7 {c. f.[;dW a montré qutil
test pas toujours possible de trouver un tel dlffeomohaaisme.

On peut se demander alors s'il est possible de trouver un homéo-

morphisme gui réalise l'équivalence homotopigue £ . Dans ce cas,

-

ficile : par exemple, on ne sait pas

th
Hh

la réponse est encore di

Ay

L]

encore si une variété différentiable de dimension 3 homotopi-

o

quement equlvalant a la sphére S est homdéomorphe, ou non, a

3 ; 2= 2 AR ;
S”. Ceci est la ce¢eb*e conjectcure de POINCARE. La conjecture de

s

OINCARE (généralisde

(&

) en dimension plus grande gue guatre a été

’ -" - . PSRN
repondue par SMALE [75. On peut se formuler aussi un prop.eme

/

plus faible : étant donnée une éguivalence homotopique

f : M, —>M entre deux variétés différentiables, trouver

1 2

k X
un difféomorphisme P M,ox Ezl —_— M2 X 322 pour certains
entiers kl et k2 et de telle sorte que le diagramme :
kl I K
Ml x R 4 M2 f R
projM projM
| 2
i
v (»_ M
' 5 )
My > M,

coo/



soit commutatif a une homotopie prés. Dans le cas ou i, et
M2 sont tous les deux compactes, on a nécessairement

dim M, = dim M,. Ce probléme a été formulé par MAZUR [ 8) dans
le cas ou Ml et M2 sont des variétés compactes sans bord,

la solution étant exprimée en termes de la XK~théorie. La généra-

2

lisation aux variétés compactes avec bord a été discutée plus
tard dans [91 ol MAZUR reformule le probléme en termes du type
imple d'homotople de WHITEEEAD. Mais ici, on ne sait pas si

\

toute équivalence homotopique peut siécrire comme une équiva -

lence homotopique simple et dfautre part, avec ces méthodes, on

. I - e /
ne peut pas considérer le cas de variétés non compactes.

lisse (compactes ou non), ainsi que de le résoudre. Il est abordé
en adaptant les méthodes intfoduites par MAZUR dans E8] aux

situations plus complexes, La complexité provient d'une part, de
la présence du bord {non vide), ce qui conduit & plonger la caté-

4 ]

gorie V  des variétds différentiables (& bord anguleux) dans une

t

catégorie /S(Rf ) (chap. 1) constitudedes certains couples de

variétés., D'autre part, les variétés étant non nécessairement

compactes, les problémes de plongement et dfisotopies sont liés
I r . < \ . .

aux propriétés des g -topologies des ensembles d'applications

nlus de

ey

r . ” Id 7’
de classe C (cf. 1 ), ce qui présente, en général,
difficultés gue dans le cas compact, Une sous-catégorie
! .
PO(zx) de 5(V ) est consldér ée ensuite avec la propriété

d'avoir des systémes inductifs filtrants représentzbles et on

discute le probleme de prolongement des vdsinages tubulaires,

/2



Les résultats fondamentaux {(chap. 2) sont formulés
dans un contexte plus général : par exemple, les produits

K K

2 o 7 - .
Ml X R 7, M2 x R sont remplacés par des fibrés vecto-

riels réels localement triviaux de bases Ml et MZ respective-
ment. Les solutions trouvées font intervenir la K-théorie
(K—théérie réduite) et on remarque (2.1.8.) que ces solutions
généralisent quelques constructions évidentes concernant des
fibrés vectoriels. La généralité de ces résultats (surtout le
fait que M, et M, peuvent 8tre de dimensions différentes)
permet des applications importantes comme le théoréme de
rétraction (2.3.5.).

M. SIEBENMANN a remarqué une erreur dans les argu-
ments qui raménent la démonstration du théoréme 2.2.2. & celle
du théoréme 2.2.3. D'une maniére précise, dans la page 69,

f'g! et g'f' ne sont pas homotopes aux identités de szv}{
et M;x R respectivement, Par conséquent, on a démontré le résul-

tat fondamental qulavec lithypothése supplémentaire introduite

dans 2.2.3.

E ‘ Corame indiéué plﬁé héﬁﬁ; néusraQionsrpfopﬁééﬁérouvef
le théoréme 2.2.2. en adoptant une méthode de MAZUR, La conclu-
sicn est la suivante : la méthode de MAZUR ne permet pas de
démontrer le théoréme 2.2.2. Une discussion de ceci est donnde
dans un paragraphe complémentaire (PP, 95-98), Toutefois, étant
donné .que M., SIEBENMANN a pu établir un résultat (Th. 2.2. 15 )
gui entraine, sans peine, notre énoncé 2.2.2,., nous avons pu

conserver sans changement les applications (voir 2.2.5. et 2.3.5.).
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Chap, 1. catégorie 4( V') des couples de variétés

1.1. Définition de la catégorie ’S( ‘U‘r).

Dang ce paragraphe, pour un entier ryo, Ur
dénote la catégorie des variétés (A& bord anguleux) de classe ct
définie par CERF dans (1].La plupart des résultats concernant

ces variétés, dont nous ferons usage, sont exposés dans [2].

On définit une catégorie 'j(‘br) de la fagon

suivante @

1.1.1. Définition s a) Les objets 4(VF) sont les couples M = (Ml’ M)

tels que 3 r
1) M, & obj (V ]

11) M2 egt l'ensemble vide ou bien 11 est une sous-

variété fermée de M, de codimengion 1 contenue dans le bord de

Ml°

b) Si M = (M M ) V = (V V ) sont les deux

objets de 4_(3{), une application de classe C°®, 0of{sir, de M

dans V est une application de classe C £f s Ml—-v Vl telle que

£ (Mz) C V,. On dénote Hom® (M, V) 1'ensemble des applications

de classe cs de M dans V.

c) Les morphismes de la catégorie 4(\)’- ) sont_les

applications de classe ct.

La composition d'applications différentiables

. ‘
Hom® (M, V) x Hom® (v, W) f-—éaomsn (M, W)

'8 =mim {8, 8')] est définie d'une manidre évidente,

N \ -’ ' ) . 0../
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La catégorie y* s'identifie a la sous-catégorie
plaine de 4(v) dont les objets sont de la forme (M, #). La
plupart des notions concernant les objets de u’r donnent 1lieu

a des notions analogues pour les objets de 4(0’).

Définition ¢ Soit M = (Ml, Mz) un objet de 1(U’r). Une sous-
variété de M est un objet M' = (M'l, M'z) de 6(U'r) tel que 3

i) M'l est une sous-variété de M

1
ii) M'2 = M'lf\ M, est une sous-variété de M.,.

On dira que M' est sans bord relatif (dans M) si M'i est une

gous-variété sans bord relatif de M,, 1 = 1, 2. Si M', est un

1° 1
fermé (resp. ouvert) on dit que M' est une sous-variété fermée

(resp. ouverte) de M.

Parmi les notions de sous-variété dans y*, pour

l'effet de cette définition, nous adopterons la suivante ;3

soit M une variété 3 bord anguleux de classe C° ; soit (A son

r

¢ - atlas complet de cartes locales, Un dlément {& & est un

homéomorphisme

X Up—> M, ¢ M
dfun ouvert U d'un k-secteur A de Rn sur un ouvert M de M,
Si ¢,ye QA , alors
Sly= w1 o - (M. () My)
¥ = q’/ ‘f ?tﬁ @

est un difféomorphisme c® sur un ouvert de U . Une partie M' de

1

M est une sous-variété de M si pour tout point x¢ M’ il existe
Wwe J et un sous-secteur AfY, de A tels que
- ' def v
\‘,1 (MgnM') = vy A EF oy,
Les cartes ¢* = \PI U' ainsi obtenues constituent un C -atlas
\

et, par conséquent, déterminent sur M' une structure de c© -

4



1.1.3.

1.1.4.

‘variété, On remarquera que la topologie de M' est alors la

topologie induite par celle de M, On dit que M' est sans bord
relatif (dans M) si les A' peuvent 8tre choisis sans faces

relatives dans A,

Définition : Un morphisme f (M), M) —> (V,, v,) de

- Vv

AwT), ry 1, est dit une immersion si f s M

b3

immersion, c'est a dire, si

1 est une

(df)x 3 T (M

X ) — T

(v,)

1
est injective pour tout x. ¢M;

£ (x) 1

on vérifie facilement qie 81 f 3 (Ml, Mz) — (Vl,Vz)

est une immersion, f / M, 3 M2 — V2 l'est aussi,

Définition : Un morphisme £ 3 (Ml, sz'——é (Vl, V2) de jw’),

ryl, est un plongement si £ : M, —> V, est un plongement,

1 1

clest a dire :

i) £ est injectif

ii) £ est une immersion.

Il faut remarquer que nous ne demandons pas qu'un
plongement f 3 (Ml, M2) —_— (Vl,'Vz) soit un homéomorphisme
sur son image ¢ m?ie cette condition sera automatiquement
remplie si £ est une application propre., D'autre part (Ml, Mz)
ne s'identifie pas, en général, & une sous-variété de (Vl, V2).

ans le cas ou V1 = ¢; on sait gqu'un plongement propre est bien

' un plongement sur une sous-variété de Vl.81.3vi/¢ , le probléme

d'existence de plongement sur une sous-variété de (Vl, Vz) est
plus difficile ; il sera discuté dans le paragraphe 1.3.

00./
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1.1.6,

101‘70

1.1.8.

1
|
|
|

. r
Définition s Soit M = (Ml, Mz) un objet de /S (U ). Alors

l'intérieur de M est la sous-variété ouverte de M
int M = (int Ml\ ) int Mz :‘§nt M2)

ou int M. = M

i -bMil 1 = ll 20

i
Il est facile de vérifier que int M est

vraiment une sous~variété ouverte de M,

r
Définition + Soit M = (M,, M,) un objet de 4(V ). Alors

nous appelerons bord de M le fermé

oM = (M, - int M) \J int My, M

5 - int M2)

de M.

Nous remarquons que’éM n'est pas nécessairement
une sous-variété fermée de M, En effet, le bord d'une
variété a bord anguleux n'est pas une variété différen-

tiable en général,

14

r ,
Définition : La catégorie /j'(U' ) est la sous-catégorie

r
plaine de /ﬁ('\)’ ) dont les objets sont les couples

(Mi, Mz) tels que M, est une sous-variété sans bord

relatif dans Ml’
Au début de 1.3., on trouvera une caractérisation

by
des objds de /S'(U' ), Ty l.

c -
Exemples 3 - Soit V un objet de +J & bord lisse ;

IV son bord, Alors (V, }V). est un objet de 4'(\)’r).
'~ Solent M et V objeté de \fr et considéroné
la variété produit M X V. On sait qug 3 '
WINXV) = QM) X VU MX Q).
' 4



d'ou 1l s'ensuit que si V, par exemple, est i bord lisse,
M x (3V) est une sous-variété de M x V incluse dans le

bord et de codimension 1 ; il est facile de vérifier que 3

.r
(M xV, Mx3) est un objet de A'(lf ).

'1.1.9. Remarque : a) Nous ne considérons que des variétés diffé-
rentiables dont l'espace sous-jacent est un espace locale-

ment compact dénombrable a 1‘ihfini.

b) Pour chaque variété M, de classe C°, ryo,
nous dénotons TE(M), l'ensemble des compos&ntes connexes,

On sait que

M= —-L—L— Mg ol = M"

& ¢ T(M)
ctest a dire M est la somme de ces composantes connexes,
Dans chaque composante connexe' M,, M a dimension

constante ng.ce qui permet donc de définir une application @
nt fﬂgm) — N
& M n
Cette application sera appelée la dimension de M et on
écrira souvent

n = dim M,

On remarquera que TE(M) est d'ap®s a) dénombrable,

- r
| c) soit M= (M, M) e.'/S('\f ). Alors on
convient d'écrire 3 '
| 41m’M = dim Ml'

\ | . ’ o | .V. o/



1.2.1.

1.2.2,

équivaut A dire que £(M, - M) C int V

1.2..Applications intérieures.

Définition : Soient M et V deux objets de 4(vr) (cf.1.1).

Une_application f ¢ IkmFXM, V) est dite une application

intérieure s'il se factorise a travers l'inclusion int V(¢ V

L'ensemble de toutes les applications intérieures de M dans V

est dénoté IntT(M, V).

Dire que f : (Ml’ Mz) — (Vl, Vz) est intérieure
1’ f(Mz) C int Vv
Remarqﬁer que l'application identique

2.
r v o
V € Obj( V );n'est intérieure que si 9V = @, Dans 1l'exemple
(1) de 1,1.8., l'identité 1 est intérieure 3 la condi
(v, 3Vv) _
tion de ce que int (V) = }V, c'est a dire si dim V 7 2. si
V = I, l'intervale [0,1] de nombres réels, il est clair que
- .
1(1, 1) n egt pas intérieure,
Si W est une partie de Hom (M, V) et sy r, on
appelle Cr-tOpologie (resp. Gr-topologie) sur W la topologi«

induite par l'inclusion de W dans HomF(Ml, v quand cet

1!
ensemble est muni de la Cr—tOpologie (resp. Cr-tOpologie)

cf, 3, exposé 4 ; 1, 3, voir aussi Appendice 1). Une partie

de Hom® (M, V) est supposée avec laggr-tOpologie s'il n'y a

indication du contraire,
Nous allons démontrer le théoréme suivant @

' r
Théoréme : Soient M et V deux objets de .4(‘v'), alors

Intr(M, V) est un ouvert partout dense de Homr(M, V).

Démonstration : Tout d'abord démontrons que Intr(V,M) est un

ouvert de ,H'omr(M, V) (pour la cr-toPologie). si feHom™ (M, V),

il existe une application )\ entre un systiéme de bonnes cartes

oct/,
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o _ @
(M '\b’)del de Ml et un systéme de bonnes cartes (V '%)pe 3
de v, telle que f & Hom®( }\,Ml,vl) (cf. exposé 4; 1; 1. ou
App. 1). Les cartes (M* ,{&) (resp. -(V"J ,%@))seront choisies
entre celles qui sont adaptées & la sous-variété Mz,(resp. Vz)
c'est - & dire si Mdf\ M2 # @, i1 existe un sous-secteur A&
du secteur A, (ou ﬂ}& (M*) est un ouvert) tel que
1l rd -
{9. tmnm) = Y.
L'application f étant intérieure, nous avons,

(1) £ (M%) ¢ vM

A ()

Tomtn ay

n (int v, U int v,) = U%, yaer
N ()

[
ou V dans Vl'

dénote liintérieur topologique de V
La compacité de M permet donc de trouver un nombre réel
positif (J‘ tel que

| o«
049 L ast (Y, (0, 5= o),

B étant le secteur de RI™ V1 gans lequel 471 (d)(V A (d))
est un ouvert, Le recouvrement (M"') del de - Ml étant locale-

ment fini, il est possible de trouver une fonction continue

(° H Ml —> R telle que
° LQ(x) ¢f, st x € M

11 en résulte que le voisinage fg(e,f,r) de f dans Homr(Ml,Vl)
(cf. App. 1) a son intersection SQA(F,f,r)(W Homr(M,V) contenue
dans Intr(M,V), ce qui montre que Int®(M,V) est un ouvert de

.Homr(V,M).

L'ensemble Hom® (\,M,V) = Homr(M,V)(\ Homr(A,Ml,Vl)
est un fermé pour la C-topologie de Hom® ( ), Ml,Vl) et par

conséquent muni ‘de sa cr-topologie, il est en espace de Baire




1.2.3.

(cf. 3, exposé 4, 1, 3). On peut montrer =-c'est l'objet du
lemme 1.1.3. a continuation- que l'ensemble des éléments

feHomr(}\,M,V) qui satisfont les conditions £ (Ml- 5)
£ (MN M“’ }) ¢ int V, est un ouvert partout dense X de

(M*C dnt v,

Homr()\,M,V). Il en résultera que Int® (A,M,V) = nxdest un
aél

ensemble partout dense de’ Homr(/\,M,V), ce qui entrafnera le
théoréme car les Hom™ (A, M, V), A variable, constituent un

recouvrement ouvert de Homr(M,V).

Lemme : Avec les notations 1ntroduites‘ plus haut, lfon a

i) pour tout voisinage . .ﬂ-f"de £ dans Hom' (),M,V)

i1 existe ge J]-f N x* _ )

ii) pour tout f ¢ x“ il existe un voisinage _nf

de f inclus dans x"‘.

Démonstration : La démonstration du ii) est analogue a celle

de notre assertion de ce que Intr(A, M,V) est ouvert ; il suffit

~

A
"de prendre .ﬂ.f égal a N((J , £, r) ou ﬁ désigne la fonc-
A v

tion constante de valeur. le nombre e défini par lt'équation(l).
ot 4

Afin de démontrer le théoréme 1.1.3., il suffit de
démontrer i) dans le cas ou l'application )\ satisfait aux

conditions suivantes

a) La carte (M%, ‘f*) (resp. V Md), L\ih(ol) ) se

prolonge dans une carte (r{*,ﬁ) (resp. lde)

A NCOR
Ma)

) eét la trace d'un secteur

telle que \f&(ﬂd) (resp. ‘f“&)( N

A

N ' . ' ’ - ooc/
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Ad‘l de R™ (resp. Bi\ (@) de R ) avec la boule ouverte
0
D (3) de centre l'origine de E" (resp. R') et rayon 3,

A
b) ‘( (M‘L) est la trace de Al avec la boule fermée
A

D (1) de centre, origine et rayon 1 ; et une condition analogue
A (A)

pour \Kﬁi)( v ) .

c) Les cartes ainsi prolongées sont encore adaptées

aux sous-~variétés M2 ou V2 selon le cas.

En effet, on peut mcouvrir Hom® (M, V) par des Hom™ (), M, V)
avec A satisfaisant ‘pour tout 4 les dites conditions, Nous ne

| démontrons]%h)rtie i) du lemme que pour les A de ce type,

Nous supposons donc que satisfait a), b) et ¢) pour

un indice fixé ¢ 1.

Le secteur A, est défini par des relations

(2) X3y 0 ie Jl

Jq étant une partie (éventuellement vide) de l'intervale {_1, m-}

( [l,m]( N, c'est a dire, A,

des points (xl,...,xm) avec X, yo,Nied

est la partie de R™ constituée

1° si J‘\&a une intersec-

tion non vide avec Mz, la carte (n“, *{&) l'est adaptée, ce qui

' revient & dire que -&(N¢nnz) est la trace de D (3) avec.un

& o’ r'd
sous-gecteur A2 de K‘l. Mais M2 étant une sous-variété de codi-

ok ol
mension 1 incluse dans )Ml, on peut supposer Al de sorte que A2

‘s'obtient en ajoutant aux relations (2) les relations 3

(3) x:l.l = o, :I.l étant un indice de J
xg 7{ o, v 1@ 0‘2

N

1

V4



< A )
J, eétant une partie de EL, m]- Jl. Pour la carte (IV 'YM&) |

nous définissons analoguement Ji, ii, Ji.

Soit f € Hom (A,M,V) et soit

-1 1
(4)  g= Yy 0 £oY, = lgireearfl Vs Dp(1) —> D,(1)

(Dm (t) dénote la boule fermée de centre O et rayon t de ﬁn,

m = dim M ‘v = dim Vl;.Alors la condition f ¢ Homr()s,M,V)

l'
s8'exprime dans Md par l'implication

| ( %70 Vice JIUJ_Z';xilso ) =
(5) $ . \ 1‘1

( £, (x)7,o,‘¢ieJiUJ5 ? fok (x) =0 )
L'application f satisfait f«Ml - Mz) N M%) C int Vv,
8l

( %9 0, ‘?'1 € J, x117 o oudye J, tel que x ¢O)
(6) i a

= ( £y (x) y o ¥ieJ} ‘)
Elle satisfait £ (M*(\Ml),cint 2 si

(7) ((xy0, N1ea, U g, 7 X =0 ) =
1

!
(Fa (%) Yo, ¥1e(@ UTy -atd)r £ 2x) = o )

_ _ - )
L'ouvert *f&l o £l (v Nd")) est un ouvert de lgm (3) qui

contient Dm(l), il existe donc des nombres réels el, 62,

1¢ El< 6‘2‘( 3,  tels que

-4 : , [
o £0, (D (€3)) C Dy(1)

ce qui permet de prolonger (en utilisant la formule (4)

dans une appiication de D, (&) dans lgv(l). /
| . : e e



Nous définissons :

- $ t: R — R () = o , ty o
=t¥Y | tio0

- 83 H H — ]3_ ' %J =$o projj, pr«':’_jj étant. la

projection de H' sur le j-2me facteur i

-’6(;{) = (_proj:Ll (x)]2r

+ 7 ()
Je Jz
~P ) =, ey -ty

i 2r

il '
Y o = [proj11 (x) ]

- M une fonction différentiable c* de valeur 1 dans

[

D, (1) et nulle sur =1 - Dm( Gl).-

Toutes les fonctions que nous venons de définir sont de

classe Cr.

Soit Jlf un voisinage de f ¢ Homr( M, V).
Alors -nf contient un voisinage de £ de la forme
A ‘ _ .
QQ (f,f,r) N Hom® (M,V). Nous considérons un nombre r;
 tel que ' ' ' ,
$ ‘ o M%) )
0 < Q* ‘<. min (infxeM‘(e(x) ), dist (W\(d)(f(. ?'Bl ~=-~D_(1) )

Pour tout jé-Ji U Jl, 11 existe un nombre positif ..aj

tel que les applications :
Ty(x) =2, . YJ'(x)-o\(x) U Y]
’C~ = - i3 )
isl(X) 24 ‘Yl (x). 0(x). Y(x) |
..0/



ont ces dérivées partielles d'ordre L r de valeur absolue

inférieure a e' dans n'importe quel point xe K. Cela
"

fait, nous définissons g, de la maniére suivante 3

1

g, = (g7, ceees gv) t D (62) — 5v(1)

gi(x) = f;,f(x) + ), Jedsy U 3y
= 3, 3 (v)- 3 U a3

Finalement, en posant :

g/ My =YD, (€))). = £ / (M -Y(D(e)))
= , -1

9 /X0, (&) ) = Yyayeee ]

nous avons une application différentiable de classe cT

(8)

g + M —V,. éuisque le nombre de cartes (MJ,_‘%) qui ont
intersection non vide avec MM, est fini, il est possible de
choisir ’el et les aj, de maniére que de f@@f,ﬁ,r).

Cela fait, il ne reste qu'a démontrer qu'on a ge X°t ce qui
est immédiat d'aprés la construction de g. Ainsi jlf{\xé‘# 2,
ce qui démontre la partie i) du lemme dans le cas ou

M“(W M2 # #. si Md¢ﬁ M2 = @, la démonstration est analogue

il suffit dt'enlever les conditions concernant l'indice il.C.Q.F;D.

1.2.4. Corollaire 3 Soient fe Homr(M,V) et F un fermé de Ml‘
| 'si la restriction de f a F est intérieure, c'est a dire

si

T T EHFE AWM - M) Cint Vv,

£(F N Mz) (. int vy ’

alors il existe, dans tout voisinage de f pour la cr-tOpologie,

une}application intérieure qui cofncide avec f sur F,

e/



Ce corollaire s'obtient en remarquant que l'ensemble
A(f,F) des éléments de Hom™(M,V) qui coIncident avec f sur F
est un espace de Baire et que si les implicationé (6) et (7) sont
réalisées pour un fermé de va(éé), elles sont encore réalisées

dans un voisinage de tel fermé,

1.2.5. Remarque : Nous donnons icil une manidre de construire un élément
de Intr(M,V), dans un N]\(f,F,r) de f Homr(M;.V). Nous consi-
dérons une application \: (M) —> (V(’) entre un systéme de
bonnes cartes de Ml et un systéme de bonnes cartes de Vl

satisfaisant aux conditions a), b), c), décrites dans la démons-

-4

tration du 1.2.3. Le recouvrement (Mi)é,\ admet un sous-recou-
vrement dénombrable Md,' Md reeep On construit une suite
1 2

fl' fz... d'applications inductivement éomme il suit

ayant défini que £, £ 1 est l'application donnée par les

n+
formules (8) dans la démonstration de 1.2.3., en prenant fn au

lieu de f, 2 "'“(a au lieu de @, o, au lieu de o . On va montrer
que
‘ g = lim fh,

n-—;
ne J

existe et que ge N’(f,p,r). Si la suite est finie tout est
» ' nowy dn
immédiat en posant g=fg N étant le [dernier terme de la

suite M , M s+ e« Supposons maintenant la suite (f_)
oy 012 n

infinie, Pour chaque x &€ M,, soit M‘L une carte telle que

ll

o .
X & M&Q . Or, le recouvrement ( ) est localement

M
oy i de W
fini, 11 existe L' 5 4

tel que M*P“M{f g si p7€, |
AN T v .../




et par suite 3

s

£ /M = f M our '
p/ y, €y / <, P Py ¢
ce qui entratine, d'une part que lim fn(x) existe pour tout
n—yty
X €M et d'autre part, que cette limite est de classe ct.

L'application g 3 x ~> {ig fn(x) est donc de classe c©
L] v }\ .
dans tout point de xe:Ml. La condition ge {9 (f,f,r) est
bien satisfaite car
t | t -1
|p g (0 - ey, (0]& p (§,, =)
(qu'on obtient sans difficulté par recourrence sur p)
entraine :
t t _ | net ot -1
Lim | ey (x) = Dep), (x) | = |DEQ (%) = Dy (x)|L (o020
¢ ¢ o
Pty : ¢
On sait (cf. 3, exposé 7, corollaire 11) que

Homs(Ml,Vl), 8 % r, est un ensemble partout dense de

Homr(Ml,Vl) pour 1la er-topologie,

Des résultats analogues pour les espaces Hom#(M,V)
semblent plus difficiles a obtenir, Pourtant, on peut approcher
d'applications de classe ¢ entre objets de .4(176), sy r, par
des applications de classe c® au sens de la ¢%-topologie, |
Compte tenu que ceé approximations aont suffisantes afin dé
démontrer les résultats du chapitre 2, on se bornera & étudier

ceée cas,

s/



1.3, Approximation dapplications propres par

des plongements intérieurs

/
soit M =(M,, M,) un objet de 4 (V'), ry 1,

c.£. 1.1.7., clest a dire, Me {}(‘gr) et M, est une sous-

2

variété sans bord relatif de M,. Il s'ensuit que M,
e

voisinage tubulaire (c.f. 2, II.5.)

a un

W:szm+——~>ml

tel que (M, x R, ) est un ouvert de M,. En effet, le fibré
2 + 1

en secteurs transverses T (Ml : Mz) (c.f. 2, I.9.) est, dans
ce cas, de groupe structurel RT car M, est une sous-variété de
codimension et cofincide 1, donc il est trivial ; et, dlautre
part, M, étant une sous-variété fermée sans bord relatif, il

existe un difféomorphisme B' —> M. d'un voisinage B' de la

1
section nulle j : M, —> 7 (Ml : Mz) sur un voisinage de
M, dans M; qui se réduit a liidentité sur M, ; ce qui permet de

construire ¢ sans difficulté, Réciproquement, dire qu'il existe

un voisinage tubulaire \iJ: M2 XR, —> M de M tel que

1 2!

\P(Mz X IR+) est un ouvert de M, entraine Mg /j '('\Sr). Ces

1
raisons justifient la forme du théoréme suivant :

1.3.1. Théoréme : Soient M = (Ml, uz) , V.= (Vl' Vz) deux obijets de

/31(,0.1')' ry, 1 et soit £ ¢ Hom® (M, V) {c.f£. 1.1.1.) une

application propre, s {l{r, Considérons des voisinages tubulaires

ocuverts

,\fz VZXJ*R+—->V1

eed/
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des inclusions MZC Ml et v2<_v, respectivement, Alors si
.

2dim M, + 1 & dim V,, dtant donné un voisinagedflde f

o, s 4 s , . .
pour la C -topologie de Hom~ (V, M), il existe une fonction

continue (et méme une fonction différentiable cT)

G M2 — R

.t r
et un plongement incérieur propre de classe C

e

h : M =——> Vv

dans {l cui satisfait :

h(v(x, £) ) = Y(h(x), £ ), olté 6(x)

et par consécuent, (h~(Ml): h (M2)) est une sous-variété de V

difféomorphe a M.

Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme,
nous avons besoin de quelgueslemmes, Nous commengons par lemme
trivial (qui est donné sans preuve),

Lemme.: Soient M et V deux variétds diffdérenticbles de <~

Q kv}
ryl, Fl et F, deux fermés de M tels que FlL) F2 = M. S8i

fl : Fl _ vV, f2 H F2 —> V, sont deux applications conti-

nues telles gue

. 9 £ 4 1 r
l)‘fl / Fl ’ 2 /JFZ sont de classe C
1) £, [P Fp = £ [P0 F,

Alors l'application f : M —> V, dont leurs restrictions a

Fl et F2 sont fl et f2

b
classe C”.

regpectivement, est une application de

e/
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Afin de simplifier la formation d'un deuxieéme
lemme, nous introduisons les notations suivantes : Etant

donnés (Ml, Mz)e ’j(b“‘) P Y MX R —> M

& s M, —¥ R
2 +

2

’

ll
on pose

M2 X Lo,v}

G

1}

{E(x, t)/oé. t‘:.G;(x)\]

U ek o o Lete(x) )

On remarquera que si ¥ est un voisinage tubulaire de M2 et &

. 12 - 2
une fonction continue, U’ est alors un voisinage de M2 dans

7
Ml' Pour la notion d'homotopie dans ¢ (F) voir 1.4.1.

~

Lemme : Soient M = (Ml, Mz) , V= (Vl' V2) deux obiets de

2
(W), ryos ¢rM, xR, —¥ M, f:Vyx R, —> V

2

des voisinages tubulaires des inclusions Mzc,Ml , Vzc'vl

1

. ‘. .. r ,.
respectivement, Alors, étant donné un voisinageflde ge Hom™ (M,V)

pour la C@-topoloqie, il existe un voisinage ﬁﬁ,@g_g/Mz : Mz——%»v

2

dans‘Homr (Mz, V2) pour la Cr—topologie et une fonction continue

¢ M, —2 R" _satisfaisant la propriété suivante :

(?) : “Pour tout heS¢, l'appolication hl g —> V définie

par la formule h, (¥ (x,t) ) = ¥Y(h (x), t) se prolonge dans une
o

application hﬂtaiq- qui est homotope a g et qui coincide avec g
4

3 ¥ .
suz M, - U¥" 7, De plus, si g&Int” (M, V) et heInt(M,,V,)

on peut choisir h2 ¢ Int (M,V)., Enfin, si g est propre, l'homotopic

entre h2 et g peut &tre choisie propre,

~~
. PR » 0 r
Démonstration : Le voisinage ‘~est de la forme Je\Hom™ (M, V),

~ 2 . . < .
fL étant un voisinage de g : M, —? V. pour la C -topologie de

3
whe

o
Hom” (M, Vj).

4
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Considérons un plongement propre p" : V2 —y r¢

soit " un voisinacge ouvert de ?%Vz) qui se rétracte conti-
nlment sur P%VZ) et soit <" une telle rétraction., On va
supposer ¢ suffisamment grand pour que le plongement

3
y,3 » 29 %x R

o]

pl
défini par la formule

p' (¥ (x,t) = (p* (%), t)
se prolonge dans un plongement

. o q -

Sans difficulté, on peut trouver un ouvert (y de RY x Ii+

et une rétraction continue

T: O 7’?(%[)

tel que
7t (p wP®) cv xR,

T(x, £) = (7w (%, ), ¥ (x, )exqt ( (g"?)

On sait que l'application
(prom ) & Hm® (M
£ —— P offo £

est continue pour les Co—topologies (Appendice 2), et par
suite, qutil existe un voisinage £ e pog dans Hom0 (Ml,.w)

(pour sa Ce°-topologie), tel que (p—l o?{)m ()¢ S, Nous
N

prenons JL' dela forme [y pag,? , O) ouM est une application

adapté a M, dans un

entre un systéme de bonnes cartes de M 2
'.0/’

1



systéme de bonnes cartes de & et ¢ une fonction continue de Ml

dans R* (voir les détails dans l'Appendice 1).

Détermination de /' : Soit ?" la fonction continue et positive
définie sur Ml par la formule
3 (x) =aist (pl(g{x) ), RIxR_~-0)

Nous choisissons une fonction continue

+
' @ ——
e H Ml 7 R

tel que

oLt (x) & minie" f‘) , :met‘:2 e (@ (x, t) )
oety

Il est clair qu'une telle fonction existe, Alors, nous prenons

L= (p*)7h (A HoS (M,, V)
ou

Lo [

ﬂ' = 5\(/ ( p”gfmzl {#ﬁ ’ O)

}' étant la restriction de au systeme de bonnes cartes sur M,

déterminé par le systéme de bonnes cartes de My adapté a M, uti-

2 .
lisé dans la définition de A ; et p&:Hom (MZ' V2) —_ Hom(Mz,ﬁgxﬁg

l'application continue (c.f. Appendice 2) définie par composition

avec p.

2

Détermination de ¢ : Soit (Ma‘) © le recouvrement localement
Re3J

fini par des compacts utilisé dans la définition de A, Pour tout

. . i ; :
x"MZ soit W, X {o, txl un voisinage de (x, O; dans My, X R tel que
A : )
ﬂwx (M , pour un certain A éJ

ip(g (9w, x{o, £ ) ) C Dlpg (x), g‘s;)

eeo/



=20

e .+
. ] . G+ 1
D(pg (x), e ) étant la boule de R de centre pg(.
o

et rayon

@' = inf p* (x)

o o

X & M

Remarquons que le choix d'un « pour chagque X gue nous

avons fait, introduit une application :

r)
/4 s M. > J
4 2

Remarquons aussi que d'aprés cette construction, on a la

propriété

(1) ( (y,7t) & WX \'9, tx~§ ) :5
| po (v) - pg Y (v, 0)]¢ g‘/,l(y) pr )

Nous choisissons maintenant un refinement localement fini et

dénombrable (w.). de (WX) X & Mz et une

application :

Hoy I N,

qui satisfait W, C;‘ﬂﬁ(i) , % i€ J'. Cela fait, nous

considérons une fonction continue ¢ sur M2 avec

o { ¢! (x) ¢ t (1) si XxegW, , et nous définissons

I l

finalement

& M2 — ® , de classe Cr .
de maniére que
G(x) £ mini{ ¢ (x), é(x), 1} N x e M,
D'apres la construction, il est clair qu'on a :
(2) ( Gy, &), 0 <&t ofy)) —>
| poly) - pc,t;f:y,tﬂ\é&g(y) N Y e n,

oo/
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. o o o PPN
Constcruction de n2 : Pour tout é&lément nG@fL , nous

<
E

|

<

définissons h, , comme indiqué dans 1'énoncé
du lemme ; en particulier, soit 9, = (g/MZ)l. D'apres les

définitions, on obtient sans peine :

) ph(y) - phy Wy, 0)id 1 elé ()€ p'(y) et
3
py(y) - pg;w (v, )i & | tlle  6(y) p'{y) '

(y,t) sz[o,cs]
En utilisant (2), (3) et la &éfinition de p, on trouve :

lpg ¥ (x,t) - phl‘*?(y,t)\i &
(4)llps W(y,t) - pg¥(y,0) ¥ + Ul poly) - pn(y) |+

dpn(y) - pn¥(z, ol iy ;
(5)lpg(y) - pny{y,t) & Uy) .

si (y,t)€ sz[o,é]. Cette derniére relation et {(2) montrent

bien gue pour tout (y,t)Eznzx[o,G], les points  ph, ¥ (y,t)

et pg¥(y,t) appartiennent a la trace de la boule de centre
' o

pg(y) et rayon €"(y) avec =R x R . Cette trace est un

ensemble convexe dans l'cuvert (0" x mg)(\o, dtaprés la

définition de ¢ .

Soit & : R — R une fonction différentiable
r . .
de classe C satisfaisant :

6 ((o, 5/4)) =(075‘, 6(3/4, +3’”=4(11‘
Soient d'autre part : |

Fl = \i}(MZ xio'z]) , Foo= M, =% (M X{O,3/2[) 7

2
ce sont deux fermés de M car ¥ est un difféomorphisme
o 1 ©
sur un ouvert de M et manifestement Ml = ka) Fz.
b

Nous définissons :

1
.o/



par les formules

__ T ) \ L, t
5 F2(TeueD) =Tlte —y) -pa¥ix, £)+ (1-e(—zy))-p(h(x), &) )

£, = g/
F
2 2
Il en résulte immédiatement que fl et I, cofncident
- r
entre eux sur Fl(? 7, et que f, est de classe C” sur
ps N - e T,L—' . 3 -,
le complémentaire de &;)(;v';zxikéc P Zép’ Paxr conséquent ,
n! o« M Y V.
i
dont leurs restrictions a Fl et F, sont respectivement
o r 9 5 3
£ et f est de classe ¢ dans M. =N{(M x[— , 7) ).
1 2 1 274 4 -
D'autre part, d'aprés la définition de hy et (4), on
obtient

po(W(x,t) ) - phi,“;f(x,t) Y L pr ()€ piy,t) )

ce qui entraine hiCJL. Il est manifestement clair que
‘\‘"%6‘

hé coincide avec g sur Ml—U . Il ne reste donc

PN . . N r
quta trouver une approximation de h de classe C

8
-
&

? Vl

contenue dans N et qui coincide avec hé sur le complé-

mentaire de W (sz}c,2<3D ce qui est possible car hé

est de classe Cr, dans un voisinage de cet ensemble, Il est

clair que h, cdl.

Homotopie entre h et g : On va construire une homotopie

H entre h} et g qui laisse invariant h2/F

posons simplement :

5 Nous

H/leI. ( (x,c), s) M——
VTT(@(;7§§—)°P9 {V(x,t) )+s -(l—eig(z))pCf(h(x),t) )
H/Fe) XTIz (Y,S)AM——-) al{v)

4
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-

et nous avons H h,. L'application H et
.

H
Q
o

|

l'application G : M.,xI > G (x,9) = g(x) sont

ll
telles que

lpu(z) - »pe(2)14p(2)

~ S ~

ou e s MxI—> R, ¢ x,8) = e(x). Donc, en prenant
e

un f convenable, on obtlendra H dans un voisinage arbi-

traire de G (pour la Ce°-:topologie). Si g est propre,

i
il s'ensuit donc gufon peut choisir fL  de manidre gue - n!l

Id

et g soient reliés par une homotopie propre. Finalement, on
peut trouver une homotopie {(propre si h% est propre) entre

§ 5 < ’ ‘Fix Vi —lj A o -
h} et h, qui laisse fixe hz/(’v’l \(szlg') 207()

rin de la démonstration : Dans la construction précaddente, si

n est intérieur, h, lfest aussi ; par suite, afin que
. EN
hi soit intérieur, il suffit alors que g le soit ; puis
2 ’ g
en choilsissant h2 suffisamment proche de h}l, on aura
h intérieur. La démonstration du lemme est donc achevée,
2

Remargque : On remarquera qu'on ne peut pas toujours trouver

1 différentiable. Supposons par exemple v, = I

(I intervale réel 0,1 ), alors pour le plongement de I

dans R défini par l'inclusion canonique, il n'existe pas
un voisinage ouvert de = I dans R qui se rétracte diffé-

rentiablement sur I. En effet, toute rétraction d'un voisinage

-

ouvert de I dans R donne lieu a un graphisme de la

forme

o

qui n'est jamais différentiable aux points O et 1.

4
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. . . Fa!
Soit cdonné un voisinage i de £

U
Ies
3
O
w3
n
cr
H
o
g
i.J-
0]
bl
o7
o
}.J
&
(93]
*
!,.J
L ]
8¢

: - - S/,, S N ~ -
pour la Ce°-topologie de Hom© {(M4,V). D'aprés le théoreme 1.2.2.
il existe une application intérieure g@Jﬂ. . On va choisir
g assez proche de £ pour que £ et g soient homo-

|
topes par une homotopie propre (voir 1.3.5.) Soient JU et

. . . e S )
¢ le voisinage ce g/mj ¢ Hom (Mo'vz> et la fonction
continue M, > X  satisfaisant & la condition ?) du

lemme 1.3.2. pour le voisinage="et g. Cela £ait, nous consi-

oz . r
dérons le plongement n¢ L8 de classe C¢° ; un tel plongement

il

existe car  g/M, est propre et  2dimM, + 1 ' dimV,. En

effet, si g/M2 niest pas de classe r, d'aprés [3], exposé’

. . ) \ 0
corollaire 11, il existe g? de classe r dans JL et il
suffira d'appliquer le théoréme de plongement de WHITNEY
(voir par exemple {3}, exposé 7.1V),.

D'aprés le lemme 1.3.2., l'application :

X,
U —_—

hl 1

Y (x,8) m—>$(h (x),t)

se prolonge dans une application hz': Ml _ Vl ¢ {L ge

classe C¥ et 24imM, + 1 £ dimvl, ce qgui perinet de trouver

e

un plongement de classe Cr, h3e {1 prolongeant hl : h

peut &tre choisi intérieur dfaprés 1.2.4. La condition du

3

théoréme 1.2.1. est bien satisfaite pour h3 et 0 d'aprés

la construction méme, ce qgui achéve la démonstration,

Remarcue : Le théordme 1.3.5. va entralner que h peut
o —————n

3

étre choisi homotope a £ par une homotopie propre,

4



1.3.5,

Théoreme : Soient M = (M., Mz), v o= (V., V2) deux obiets
r [ s
T, V) Q&£ str, Alors il existe un

. ! . . s . s .
O_topoiocie de Hom” {M,V) satisfaisant

“Pour tout g il existe

i) pour tout t ltapplication G_ : x &% G(x,t)

T
. sa s - vy O/
est un éliément de Hom (M,V)
ii) ey = £ , G = g
De plus si £ est proore, peut 8tre choisi de maniéere gue

pour tout g & {L ¢ oceut &tre cn isi propre.

}IN

1

Demonstr

(i
£

tion : Nous prenons un voisinage tubulaire P de

l'inclusion V2 C Vl, le plongement p et la rétraction
continge T :(9———%Vi considérés dans la démonstration de

1.3.2., puis nous considérons la fonction continue

Al My —> ®  @éfinie par

tofi-
o)
-t
15}
t
T
»
%
g
i
S
[ ]

(.)"(X) =

A :
Il est clair que si gle fQ(p;zf, f“, 0) (app. 1) pour tout
x,t) é_MlxI

(teg'{x) + (1 -*%t)-pf(x)e @ ,

ce qui permet de trouver une homotopie Mlxii——%'vl par
composition avec T . D'aprés la forme de T dans
R x {0} (\@ , si g'(x) et pf(x) € = x {O}ﬂ@

Tlegi{x) + (1 -¢t) . pi(x) )& V

. . . s
soit AL un voisinzge de  £& Hom™(M,V) (pour

sa C57topologie}tel que
A
p L) C N(p o

th
-0
A
O
N

ced/
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th

(pour la def. et la continuité de p,  voir App. 2). klors

la)

pour tout ggJfL , ciaprés les considérations précédentes,

1l'homotopie

G MlXIE v
défini par la formule
G (x,t) = Tt e pgix) + (1 - %) » pE(x) )

satisfait pour tout t & I
G, & HomO(x,V)

et évidemment G, = £, G, = g.si £ est propre,
on peut choisir AL ne contenant que des applications propres,
et alors, & condition que IY soit assez petit, G défini
par la formule précadente est propre par.les mémes arguments
donnés dans la démonstration de 1.3.3. C.Q.F.D.

On va donner une application importante du théoreéme

1.2.2,

r
tae (V) syl

M

SV
o
o3
(@]
o’

L%
(]
C

Théoréme : Soit M= (M

- r " -
Alors dans tout voisinage de. 1, (pour la C -topologie), il

existe un plongement intérieur., Si M est un obijet de

r
) . r
/6‘(17 ), alors dans tout voisinage de 1., (pour la C° -

topologie) il existe un plongement g sur une sous-~variété

fermée de M (cf. 1.1.2.) et une rétraction continue

§7

M —> g(M).

# M

ntest pas, dans ce cas,

Démonstration : Remarquons d&'abord que si M , le

N

1
e

théoreme n'est pas trivial car 1,

La premidre paritie de l'énoncé s'obtient direc-

tement du théoréme 1.2.2.

e/



Afin de démontrer laz deuxi&me partie, considérons
- p - —~ e &) l 9 £ g 2 9
un systéme de bonnes cartes (M4, X,) (M \2) ) eeees
satisfaisant aux conditions a), ©), <) données dans le
cours de la démonstration du 1.2.3,.,, et la condition

d) le recouvrenent (~ {D{(2)) ). est locale-

ment fini (cf. App. 3). Liensemble &'indices sera dénoté  J.

Pour tout A soit'wmle systéme de bonnes cartes
, e R \ :
(D T —) . et soit
\61( (1 n+2 ' b \\1 b,
ie J
A flj’ qé’ <A s
t > W ’ mLn lfappiication deduite

m,m m n =

de l'identité de I'ensemble diindices J. Ii est clair que

-
-

.. r P - " -
ll\f; & Hom ( >\m,n - M, M Lour md n .
D'autre mrt, si mi{ndk,
r r
£ 2z Hom M, M < Hom hﬁ M, M
1 & oK ( )\rﬁ' a ’ aa, 1) » fz & ( ,k, ’ i, & )

entraine :

f. £. & Homr ( R

2 71 m, M, M).

o

On sait que l'ensemble des plongements propres
. s P, . ’ . A= I'
d'une varidété différentiabie C°, r ¥ 1, dans une autre est
r . s . .
un ouvert pour la C -topologie (cf. 3 expose 3, corollaire 2),

ce qui nous permet de considérer une fonction continue :
f 2 My —_— X

A
telle que jﬂ . (1 Ly ?, r) ne contient que des

plongements propres. Soit d autre part
S N—> N
. . . . . n
une application quelcongue, Pour (k, n) & JxI soit Ty

l'application donnée par les formules (8) dans la démonstra-

. ~ : 3 : - ¥ b
tion de 1.2.3., en prenantc Ak e au lieu de A , 1., @&
: -1,

la place de: £ et 2 e a la place de 6 ,tandis gqu'on chang

eos/
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; i
Lmos PR 3 . a :
ies definitions des 7¢- en posant au lieu de & et T’l
. . n . .
i et O respectivement, Llapplication gk ainsi obtenue
e ] £ k I i
est intérieure localement en M parce gue %2 n'a pas

bord relatif dans M ec 1, envoie intM sur lui-méme,

A1)

o g © ... 04

e
i
Q
R
-
Z
LY
P
I
|
N

)J

D'aprés ce que nous avons remarqué plus ? aut, liappiication

. . eI, . - . - -
9, . appartient a Hom" {/ o M, M). La continuité de la

4
oi
= 3 - O { P ~ Y PR
composition d'applicaticns propres {(cf, App. 2) permet de
choisir //4 de fagon & avoir
Fd ""k
N Vs 2 \/')' z)
Le fait que le recouvrement ({i (D(2) ). ¢ It soit loca-
lement fini entrafne qu'il existe la limite
g = 1lim g
>
neg
- [ a4 ‘\)ko +D" -
On obtient, sans difficulté, que gt} <1M‘<7' o B
ainsi g est un y¢oncbn‘.t propre.
On va montrer que {(g(M,), g(Mz)) ‘est une
e .
. 7 s W ~ n s
sous-variéteé de M, D'apres la forme des Iy on voit que

( g(Mi), g(MZ) ) est bien localement une sous-variété de M
dans tout point g(x) avec xeInt MlKJ Int Mz. Pour tout

point x&9dM, (cf. 1.1.6.), il existe un indice k tel que

gp(x) = x, plKk, gk(x) # X ; et, d'aprés la forme des
02 (et le fait que M2 est sans bord relatif dans Ml
quand X ¢ P%), on peut prologer la carte 9y f% de gk(M?)

(dans une carte de la variété M

}

X & Ba), ce qui entraine.cue

Aey

ge © ... 0 g
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. s C s - - 2/ -1
restreint & un voisincce convenable de Y « (x)
est une carte locale de M. {(aGaptée & M. si X Mz)
- &

tandis que la restriction

4 A} s
. VAT L ~

O0...0 ¢._, O,
gp . K+ 'K

(%4
est une carte de ¢{}.,, ce cui montre que g{M,) est loca-

. - -

lement une sous-variété de M. dans g{x). Ainsi
( g(Ml) , g(Mz) ) est bien une sous-variété de M.

Il ne reste qu'ad trouver la rétraction. Pour cela,
il suffit de construire pour (kx, n)€J x X «une rétraction

continue :

Op = (Mg, M) =7 (gp(uy) L, gp(i) )
ce qui ne présente pas de difficulté, et de définir
o b - ’ sl
é?_= lim E,T:‘) Ou.aO é:’{x)
k—>
JXN)
En effet, l'existence et la continuité de O provient du
fait que ({i(D(Z) )iGJ est localement fini et de la
relation |
Q. (. (0(2) )& (p(2) )
On a D (11,) & g(M,) car chaque §§§(M2) - Q(MZ).

Pour un élément quelconque xﬁg(Ml), on peut choisir k$¢J

k oz . A /
avec xXEM et déterminer des indices & et L tels que

A, N
gg/\P) /‘QK(D(Z) ) = identité si p > 4L
(p{2)

= 2 si py &

ce qui permet diécrire

€3

( glx) =0, . .0

-7

ou m = sup ({,<%). Ainsi, on a bien montré que { est la

rétraction continue cherchée. C.Q.F.D.



l.4. Théordne diisotopie dans le domaine stebl:

2

Dans toute la suite I dénote l'intervale

K
'
i ok

est un objet de (v

i
"
=
&

)
e
)

.

“~
réel {o,1] . si x

(c.f. 1.1.1.) M x I é&ésigne liocbjet (M, x I, M, x I) ;
dn

M — Mx1I

*°

est l'application : m p——s{m, t).

-

Nous précisons les notions d'homotopie et

isotopie dans /4 (V).

R : 4 - . ‘:1"r
Définition : Soient M et V, deux cbiets de {¥ ).

a) On dit que f, g & rom® (M, V) sont homotopes

s'il existe h HomV¥ (M x I, V) tel cue le diacramme

> V

soit commutatif, Llavplication h est dite alors une

homotopie entre £ et g.

b) On dira cue £, ¢ Hom® {M, V) sont propomotopes

s'il existe une homotonie oronre h relisnt 7 et g, On dit

donc cue h est une prononctonie entre £ et g,

-30
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des applications propres,

. e X,
zments £, g¢ Hom~ (M, V), ryl,

. r -
& Hon™ (M x I, V) tel que

n io =f , h i, = g_et pour tout t nh it est un nlongeznt.

Lizpplication b est &2 clors une isotonie entre g _et £,

i) pour tout ¢, h, = h o i, est un dif éomor -
<

misme de V sur V.

ii) £ = hlo

[Le]

o
il

’._I

P

> < "~
Si F est un fermé

(1)
O

<<
{¢

cel cue F g (Ml)L}Fﬁ g(Ml) = g,

on dira gue f et g sont I - isoctopes, si h satisfait de

-

pius

N

1ii) h, (@) = n\V(m, t)&F x I.
e

Soient M et V deux variétés & bord anguleux de

’J.

r A , . .
classe C "y 2. S M est compact et V sans bord, on sait,

4

3

d'aprés THOY [4)

(4o que les notions diisotopie et diisotopie

b+

forte cofncident. Par contre, si V a un bord non vide, il

ntest pas toujours vral qulune isctopie est une isotopie forte

»?

-
—k

par eecmple, si V est la boule Fermée de R (avec sa struc-

- - 3 - . :
ture de sous~variété de K') et I ltintervale unité, alors

eed/
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est sans bord, deux plongementcs intérieurs de M dans V

nals de nouveau on & des Aifficultés
au cas ol M a un bord non vide. Pourtant avec la condition
pius faible 2 dim M + 37 dim V, ( “dans le rang stable"), nous

allons donner une forme plus générale & ce résultat

Trnéoréme : Soient M = (., ¥.) vV = (V,, V.,) Geux objets
’ 1 2

de ié((g'), ryl, et _suppozons

i) 2 dim M + 3y dim V

ii) yMm =g {(cf, 1...8)

Alors deux plongements intdrieurs de M sur des sous-variétés

de V propomotopes scnt fortement isotop

Prouvons dfabord un lemme qui facilitera la

N

émonstration dans le cas ol M, # @,

[eX

I
Lemme : Soient (Ml' Mz) , (V,, V.) desux objets de Q(Ur) .

, My ) — V., v, ) un p;owge.eﬁt

i

intérieur sur une sous-variété fermde de V. Alors, il existe

3 e ’ 5 £ ol n F -~ B -
cdeg inclusicns Mv(,M s V_ V. et une fonction continue
PA "

(W(x, t)) = V(£ (x), £), odt &a(x) .../

gul sont propomotopes, sont fortement igotopes (c.f. (S ,lemmel).



Démonzstration : Sans difficulté, le cas général se ramdne au

s el . ’i LGP
cas ou M. = M x{0,1] , M. = M xi{0) , v, =V x[0,1] ,
. . r
5 ae classe C gans

[U1N

b
-

(0N

e N P . = .
V, =V x0y: M et V é&tant des vari

bord. Considérons donc un plongement intérieur fermé :

f 2 (MxI, Mx{OY) —= (VxI, Vx{0Yy )

”

[

sur une sous-variété de V x I.
Soit B un tube normal & la sous-variété

= ! = T 2 2 8 p1 3 0
£ (MxI) (cf. [lichap. I,3,4), c'est & dire B est une

s 2L 2 - . o . . -
sous-variete de V x I de codimension O munie d'une
rétraction B —> £(¥ x I) cui fait de B un fibré en
boules (fermées) de base fFf(M x I). Le fibré en boules
image réciprogue de B par l'application £ est un fibré sur
ie produit. M x I ; il est donc difféomorphe & un fibré de la

forme :

A

= nﬂxlz ¢ B¥xI —» MxI

’

Tf s B! —> M étant un fibré en boules sur M (cf. 1.4.6. a

continuation). Par conséquent, on a un diagramme de la forme

P d
B'XI = 7 B
l/ = v
i
MxI 5> £ (MxI)
) ~ - e - * o b
ou £ est un diffeomorphisme f£ibré,

La restriction de B & =£{Mx{0}) est un tube

”,

. .
normal de £(Mx)\0J) dans Vx40Y et fﬁB‘xioj)'est un Gifféo-~

morphisme de B'x{0Y sur B/,

X,

4X{OX).D'autre part, ayant

Fh
o
»*>

supposée M a bord vide, (M est bien une sous-variété

sans bord relatif, et par suite, B/f(MxAOX) est un
.../
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voisinage de  £{Mx40Y) dans Mx I.
On définit les applications différentiables de

T
classe C:

p: B — V x|0) , N: B — [0, 1)

[ 1R
'u.)

(o}

~

G =% o p. © L A= p

P et p, étan

o]
A

ct

les proiections de 3% x I sur B' x (O}
et I respectivement. On vérifie sans difficulté que P et A

satisfont les propriétés :

-~

()\(B/f(MX o ) = lB/f(mﬁ

-8

M x 0 )
(D(f (x,£) ) = £ (x) ; ME(x,t)) = t 3
Mywo . (My) = 0) &> v Vo] ;
ah
T (x, 037 0
Il est facile de définir maintenant, en utilisant

ces fonctions, une rétraction différentiable &'un voisinage U de

et une fonction différen-

| &)
[¢4]
c
R
<
»
e}
-t

V xA0} dans -V x

tiable U —» R , que nous notons encore 9 et A

respectivement, satisfaisant

(x} , X £{x,t) & U

H

(1) %f’(f(x,t)) =
ME(x,t))

1

o
4.
Hh
e
ct
(45
[}

O
a]
'
wn
a4
O

(2) ( Ny, ) 7
"{Ny, o) = ©

4



«iz) = (p (z) , M\z))
Alcrs l'ensemble U, des points de ou U est de rang

maximal est, d'aprés la condition (3), un voisinage ouvert de

0]
0
ct
'.J
<
®
O
o}
ol
)
£
s

V x40y dans V x I, Si Y nfest pas bij
trouver un voisinage U e V x|{0y dans V x I contenu
dans Ul ou /u, est bijective, En effet, scit D ile sous=-

ensemble de Ul X U,~ constitue des coupes (x, y) avec

//A(y) =/%(y) et x ¥y s clest un ensenble ferné e Ul X U
car /VC est un homéomorphisme local, Soit &  une métrique
sur Ul compatible avec sa tozlogie, 4! la distance sur
U, XU définie par :
1 1 :
ar ( (x,y) , (x*, v') ) = Max|{d(x, x') , da(y, v'))

et posons :

-

%(X) = dista"ace((x, X) D).

~

-

Il est clair cque l'ensemble U2 des points
X & U, tels que a{x, p{x) ) < g(?_(x) ) constitue un voisi-
nage de V xX0% dans V x I. D'autre part

/M(x) = /A(y), X, yeU, , alors p(x) = ply) : ma

is x
et y ayant des distances a  p(x) inférieures ég(f(X)L on a
(v, x) #D, clest a dire x = y,Aimsi U est une appli-

2
cation bijective,

Cela fait, on choigit une application de classe

¢ 1V TV ® telle que

~

X
W/x@,gﬂ"%{&t)e\lxI / oLts ¢ {x

4
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1.4.7. Démonstration de 1.4.4

a) Si M, = g 1*aypotl

3

b) Supposons maintenant M, ¥ @ ; zlors, lihypothése

-

2
ii} entraine que M, est une variété sans bord lisse et
que M, = 3 M,
o »
Soient £, £, =+ (M., M) —>» (V,, V.) deux plonge-
O 4 . “ “ 1 <
ments intérieurs propomotopes, ciest a dire il existe une

application propre

= 3 Y -\
£ s (M, x I, My X I —> {v,, V,)
b . e
telle gue le diagramme
£
. o
i
"o
v AN
i x 1 ) RS 4
(Myx7 Myx D) — (V,, V)
A
H
|
il
(Mg, M, )
est commutatif,
Nous remarguons que £ peut &tre choisi intérieur e: de

>

classe C°, & cause de 1.2.1. On va donc supposer que £

r

est 'une homotopie propre de classe C et intérieure.

ces/
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Nous considérons dichbord e cas F (ug)nr,(d ) = &,
e A l

soit  § = §{x,y) =°/ x"+y® = 1} la sphire unitd

OLiT = VX,V <] ry = - J LG sphnere uynice

m

vec la structure diffdrentialble habituelle. Nous définissons

(2) £ : (M,x8, M,x89) > {V.,, V.)
l & - 2
en posant
X o+ 1
f(m, (x,v) ) = £{x, = )

en posgant

}

[ ’ -
G;(t)=(t—-l, V1=t =107 ).
Les restrictions de f & M. Kfio) et a M, ¥»s(l) sont les
Y 4
plongements £ et £ respectivement, et dlaprés la défi-

o 1

nition-méme de Q)

G(I) =5, = {(x,y)érs ; vy O

3 e W T eme—mD> M e g R,
Soient Vo2 MoxE My, 03 VoXR 7 Vl '
+ . . | e s
T s Ml - R des voisinages tubulaires des inclusions
M, C M,, V2 c Vl et une application différentiable satisfai-
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Le corollaire 11 de {37, exposé 7, entraflne alors l'exis-

tence d'un plongement g[é,ﬂ. gui coincide avec g
r's

e .

Le plongement ¢, ezt nécessairement un plonge-

4

; = r une = 3 2ridtrd Farnis A { 2 aa .
ment sur une gous-~variete Ierrnce ae (V. Car aans un

a formule {4).

\
9
L2
Pt

voisinage de bord de M, x g il est donné

(M, x8) est Ean

tzngverses T (V,; g, (M.xJ) ) correspondant & la sous-
e r e
oot L L W o P \ i v R R T4
variété g, (Ml:<s) de V.({2;, . , 9 ).C'est un fibré

associé au fibré gj‘ ( ©{Vv.: ¢, (M, x g)) et identifions
; :

> M, %8 . DYaprés £2)

1 1 !
Tfi 5 , 11 existe un difféomorphisme G : B —> int V
o’ ¢

sur une sous-variété fermée de int V tel que

L 1]

B = int VLV
24

est un diagramme commutatif. Romarquons gue G{B) est bien

U

un voisinage de = {M %

»

o
- — i - " - - PR i
Soit §= é(g:, v) o Sl %= 3] . Il est facile
& vérifier que B = B/ . . €t un voisinage de M x{%(l).
Nx 5

~43



Nous allons construire une isotopie forte

T = T’
H: B x I B
entre les plongements 3., Jg =M —¥ B définis par
K y — 14 L~y
Jo(m> - \m, (5\01' /
: — AR T % 3 a0
Jl(m) = {(m, pill ) ;¥ moe M ‘
telle que pour tout te I, H. est l'identité sur un voisi-
o 1, 3 CN4 3 ‘:‘ 2 4
nage cdu bord relatif de B aans 3 et sur
e § = /1 / TR
Y = ﬁyé}3I§ L Lyl £+ 5.

Ainsi, pour chague {,Ht " vea se prolonger Gans un diffdomor

Phisme de B, noté encore 2,, en posant H /{B=-2) = 1ig 3)"
- LD
Ces prolongements seront encore 1'identitd sur Y =?’&B/§é§yﬁéﬂ%,
ensemble qui contient le bord de B = (Bl' 82). Mais llimage
G(3B) est précisément le bord relatif de  G(B) dans V.
Ayant défini  H, nous définissons

par les équations

- — PSPl S

yIUBIxI = identité,

Alors, d'aprés le lemme 1.3.2., H est une application de
~% + P P . g z .
classe C° et pour chagque e &I, = est un difféomorphisme
-

de V. d'aprés les propriétés de  H. De plus, H  est une

isotopie forte entre fo et L£,. En effet,
A
- _ . §
o T GQ'JO , f* = G -

4
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et par suite,
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P ) . .. 2 T .
Definition : Solent M et™V doux chiehs de /g {777, ryl

. ’

Un »nloncement intérieur h ¢+ M —> V ezt

; q L o S T o de . 34 G S po
nent intérieurement ouvert zi lez trois conditions CiL=-aDpres

1 . - T D oy en - 4
i est une aonplicatlion fermée H

P

h (M) est une sous-varidtd de V. (cf. 1.1.2.)

iii) h (int M,) est un cuvert de V,, i = 1, 2.

La condition i) entraine gue h est un homéo-

~e

morphisme sur son image ; les conditions 1) et ii) entralinent

gue n/int V est un homéomorphisme sur un ouvert de Vi' i=1, 2.

\Y - T amm——
j o, ryl, nh_ M > v

un plongement intérieurement ouvert. Alors h {(int M) est un ouvert

ouvert de int V., dlaprés i) ct 11i) dans la définition 1

-

Supposons maintenant x ¢int M. et considérons une carte locale
N o)



l.5o2.

~

U de V. adaptée & h{M,) cui ezt unce sous-varidcé de V
d

7y %

'apres 1ii), avec h (x)& U . Or, © (x) ¢ int V, la carte

yl v o, v-7/ O,, ., y;{>/ O
Si n{x) = {(a (=), ++ - v7a {x)_) a une coordonnée h <w); = 0,
3 b ~r oibe T e ) -.’z—i ’ g Y ) Yokl el eo ok o iz
1L, X, dans .a carte o { Ay, 70, est un point de
b
coindice 1, ce qui est contraire & lihypothise x g int Mz.

~
-

Ainsi h{x) admet un voisinage ouvert contenu dans int V.\Uint V,

C.Q.7.D.

Définition ¢ POIr) es: la sous-natdcorie de aé\(ﬁA) cui contient

tous les plongements

r . C 4 ,
de /ﬁ\(v ). On l'appelera la cutdcorie des nlongements ouverts,

tivement une

{
g
[0}
[47]
4]
o
Hh
H
[
(9]
ﬁ“

I1 est immédiat cue 20{z

. A r
sous-cat égorie de 4@‘(6 Ve
Par un systéme inductif filtrant dans une catégorie
% , nous voulons dire la donnée d'un ensemble d'indices I,

ordonnée filtrant & droite,et d'un facteur covariant F :3
(ol on considére I comme une catdgorie diune manidre évidente).

Un systeme inductif F est Git reprdésentable si ga limite

k] b R B 5y b e oo % - I S VG mm T
droite existe, Elle est alors notdle lim P,
it

eeo/



e L > 2 b Lo Y ¢ og i R
.5.3. Théoréme : Soient w«: 20{zx) —= 4 (J ) le forgteur

}w.l

inclusion et v oo /6 () — /3(&?} le fonmteur Gloubll

.
2 . ! 3y am P N D m e T o A o 3
de A (V)  cdans la 5{4?; les _couples dlespaces
N elelal] oalicuag T e, e Toeen msrande Sem s 4oy T eade 2 SR aTe
LOnOCLOgLouas, ALOYs, L0 SURTEeNEs LnGulstiis ang
4 \ oy . 4 PR T p - -~ P SR P 3.
PO{x) sont renresentaylo De plus, pour tout svstere induc-
PR < S B S, - pn -~ —— 1ot . «
AL LiLltranc L9 4 SV, Onoa g
— T W yem 4 -
@ (lim ) = lirm {4 oF)
.——J)
. - s 1 =
a{lim 7 ) = I (Veol'y
—

4 [ K - % : 2 s <
Démonsgtration : Soit 7 i I > PO{r), un systéme inductif

ry
i
e
0
—~
<

0
'u!
e
-
s
-
[}
*2
I
=<
T

®
[0
k4
o
(1]

et, 8'il n'y a pas confusion & craindre, on po

Q(fd(b> = V<f¢(§) = fal(b .

On s&ait cque la limite lim VoF existe.
< plini %

o~

Soit-elle représentée par X, (\{'al)w eI>' clest a dire :

i) X est un couple d'eszpaces topologiques (X

ct

ies f& sont des applications continues Yz —> X

tel que si <& 3 le diagramme

est commutatif.

4
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Dans le cas ol F niest pas stationnaire pour
";_ . 3 4 7 o~ 3 o ! (‘,
tout L ¢ I, il existe (7 & tel qu }."d(b T M > B
est un plongement intérieurcment ouvert, Compte tenu cue le
Tin sont tous injectiifis et ? filtrant, i1 est clair
\
que (X?,"&/Xq) est Lfa lixmite du systéme inductif dans Eﬁw
& “ '
T ! ™ -7 é,”r % 7 £ o b . - L2
h?o\Voz) , sy o 4R o) 7 bp étant le foncteur cqui
r'4 L= i i
associe & chague ccudle {Y.,Y.,) gcon deuxiime composant ..
i “ L
Par les mémes raisons, les < sont des applications injec-
oh
LiVeo.
Du fait gue ® nfest pas stationnaire et quiil
- -
est filtrant, on déduitl sans Gifficulté
, ‘
, « i 9 I .
X, = \_/ Tiint X. Uint X.)
(1) ser B -
X, = i Jvlint X.)
2 u\“\ “ A
acl
ou on a posé
ol T . .
int Xw = v {int rl}}lﬁt X, = v{int mz).
N 1] ®
. N/ VISP 2 e o = ) 5 <4
On ve montrer gue Lo dnt X, U int X.) est un homéomor -
i -
phisme sur un ouvert de X,. Soit U un cuvert de
. ol . - . e s s ‘
int X, U int X, ; il sfagit de démontrer que our tout
3 P ] 4 ¥
by
- - "“l : < rd' A 2. IR 4
pe I, (v (U) ) est un ouvert de X, . Ayant fixé )
v_-, o~ .
il existe Y- tel que ¥\7018X”7P ,ce quil permet d'écrire
Y = ¥ of RN
d ) =
&~ r *r \\(b T T
d'ou il s'‘ensuit :
(2) “l / A "‘2. = 7 \
7 (Y (u) ) = ¢ (£ (Ul
( & : e
car les . sont injectives. Mals iﬁf. étant un plonge-
] e
: . - ey : = ]
ment intérieurement ouvaor: £, {U) est un ocuvert de X, et
e "'l PR . . . _YDL '
par suite 2= (¢ (U) ) est bien un ouvert de X,. D'une
FEY ~ -
{
maniere analogue, l'hypotidse de tous les £ sont des

~
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Exemple : Soit MeObj(f(@”) , 9= (Ejﬁbﬂ un fibré
(pour les notations voir 1.6.1.). Alors Tf: E—>M

est une équivalence homotopique qui n'est propre que si

«2
dimg= 0.
a) On va noter pour chaque variété différentiable
ol
M, KO(M) le groupe de Grothendieck généré par les fibrés

vectoriels réels sur M. Rappelons la définition de

ot

KO(M) : dans l'ensemble V(M) des classes disomorphisme

de fibrés vectoriels réels localement triviaux sur M, on

introduit la relation d'équivalence suivante :
/i

< <
S ™~ 9
s'il existe des fibrés triviaux o, o' sur M tel que

21

e o est isomorphe a &' & €' ; la loi de groupe de

KO(M) provient de la somme de Whitney.

b) si § est un fibré vectoriel réel localement trivial

sur M, on va dénoter tg] l*élement correspondant dans

L

KO(M).

c) soient M,M! deux varidtés différentiables et

£ s M—> M une application continue, On sait alors

que f induit un morphisme de groupe :
KO(f) : KO(M') —>» KO(M)

e
On écrira le plus souvent £% = KO(£f) afin de faci-

liter l'écriture.

d) on va d@énoter (M) le fibré tangent a la variété
différentiable M. On écrira aussi T(M) = 7qn. .

s
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en stipulant :

£r(x,£) = (£(x), \(xt))

et analoguement

T .
g' : (sz]R, M 1

xR) —7 (M,xR, szm)

2
en utilisant g et Az' Nous montrons que f* et g' sont
des équivalences homotopiques propres l'un inverse de l'autre,

En effet, l'application définie par :
g'(x,t,8) = (P(x,8), M(£(x), A (x,t)),

ou @ (MlxI, (dM) X I) —> (Ml,)Ml) est une homotopie

entre gof et 1 est une homotopie propre entre

(M2, )

S glof! et l'application
g+ (x,8) — (X,)‘z(f(x),)\l(X,t)).
D'autre part, cette dernidre application est propomotope a

1(M1xJR, 2;Mlx]R). Dans la démonstration de cette assertion, on
utilise les hypothéses sur les )e_ introduites par la rela-

tion (1). En effet, l'application :
((x,t),s) —> (x,t.s + (1-s).t. )\ (x,t))

de (Mlx]R) X I dans M,XR est propre si s M, XR—> R

est une application propre avec (=, £) )y, (eV .

Ainsi g'of' est propomotope a D'une
b

1 .
(M, XR, } M, XR)
maniére analogue, on montre que f'og' et

l(M XR, M_xR) sont reliées par une homotopie propre.
27 2
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H = A s
: el O
2;2.4, Théoreme, Soit A un _ensemble dénombrable, n : A > IV
Y s A v S s D / R Y P g
une applACthon_‘ Soient (M, , ‘l) o (M, ?2) deux objets
r
* \
e %R(A) , ryl, et £f: (M, , 33«11) — (M, , Moy ) une
Smm————— - - %r'
éguivalence homotopigue gui est un morphisme de n{a )

- 3 - S, -1
(cf., 2.1.8 exemple (2) ). 2Alors pour tout fibré 5, = (32,15,
avec dim % +5 il existe un fibré ¥. = (BE,, U.,M,) et
avec 52>/ n+ - i1l existe un fibre - \Eyy 1% et
un difféomorphisme F : E, ~—> = tel que le diagramme

= 1 2
E ———t K
1 2

T \\ L
A4
M = M
2 2

soit commutatif & une homotopie prés. De plus , ”El est

déterminé sauf isomorphisme,

Démonstration ¢ On peut exprimer §2 sous la forme:

"(gz = ?ig © © 7 g% = (E ‘ﬂ.l M2 )

©® étant le fibré trivial de dimension 2 sur M car

2
dim §é 7 dim M2 + 1 (ef. 2.1.7 ). Nous définissons
gs (My , 3My) v (2)x ® NEME®) = (E, , 3E,)
- l ? hll A_d2 -4‘ ¥ 4..2 Pty 4-42 ? J.l2

A: My —> R étant une application continue propre et i}

2
la section nulle de 'gé . Puis, on considére un plongement
intérieur

ho: (Mg, ¥ M) > (B, , ¥E,)

. 7 . . “
sSur une sous variete de E gul soit propomotope a g



(cf. 1.31 et 1.3.5 ). si - est une autre application
propre de M, dans R ot 3 , h ltapplication et le
plongenents obtenus par la méthode décrite plus haut, h et

h sont des plongements propomotopes. En effet on peut écrire

—_—

g /‘5;;9 ( xt—> (11(£(x)), M=), Nx))) = g ,
9; '/;;ggf ( x m—> ( i;(f(X>>, o, -k(X))) = g,
9, o (mae—s (430260, ), NE) ) = gy
9 Trop. (xa—> (1(260), M0, 0) )= 3
et par conséquent ~
P g ——~ g ——— h . or, ona par

prop. prop. prop.

hypothése  2dim My + 3 L dim E,, il existe donc ( cf. 1.44 )
une isotopie forte entre h et h., On a en particulier un
diffeomorphisme H de E2 tel que
Hoh= h

ce‘qui entraine par des arguments bilen connus gue ies
fibrés normaux aux plongements h e h sont isomorphes,

: % = 2
Soit éi = (El' ”1' Ml) le £ibré normal au plongement h,
Alors une vérification trivial montre qua F= 120 N

ot

est une équivalence homotopigue tangentielle de (E., ¥ E,) dans
XN

_(EZ,‘}EZ). On vérifie de méme que



(dim Ez)ojﬂé(p) = dim B, , dim By 7 2 dim My + 3

de sorte qu'en vertu de 2.2.2 il existe un difféomorphisme
P (El, El) i, (32, E2) dans la classe d'homotopie de
F. Ce difféomorphisme satisfait les conditions du théoréme ;
CsQ.FaDy
- o < N T o £ o ’
Corollaire, Si pour chagque morphisme £:(My ’fl) S (leﬁg)
T
de (Dﬁn(A) , hous définissons
P o iy 3
(E) s i) > 3 ()
m 'n + 5, en faisant correspondre & tout espace total
E, _d'un fibré 55 sur M, de ?ﬁ(mz) l'espace total
E; durfibré .gl sur M; donné par le théoréme 2.2.4

on obtient un foncteur a valeurs dans la catégorie de

\fr~ensembles.

Démonstration, Il ne mangue qu'a montrer la fonctofialité., si

R = M. , o2 M, §>M3 sont deux morphismes de
r;, o
(kgn(A) et ¥, un fibré sur M; d'espace total E, dans
zi(MB) , ont obtient un diagramme
i
o -
i« FQ
w E
=7 25 '7S3
H 4 M
A B
M . 1
My > M, > iy
commutatif & une homotopie prés, ol §9 est le difféomorphisme
7z L - gzl ~ ! . e . K b
donné par le théoreme 2.2.4 applique au (cuple (52, 53 ) )



' _79-

£ N - | S

% celui associe au couple (zl, 2). Alors dlapres la
derniére assertion du 2.2.4 , le fibré g, est le fibre
associe & 1l'equivalence homotopique £,0 £y. C.Q.F.D,
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Quant au prol

iy

o S e - NN N = L L
2.3.2., nous pouvons donc dire,

structures différentiables non difféomorphes sur S pour

(cf. 2.1.8.) de dimension n : A — N, existe-t-il une appli-

.La considération de ce probléme va nous conduire au
théoréme du rétracte. Pour la simplicité, nous ne considérons
que des variétés connexes mais cette restriction nlest pas essen-

tielle.

o 3 -~ oy v 7 5 2
2.3.5. Théoreme, Solent M et ¥ la
- A o - e S
conne et f: M > M'  une est
+ 1
Z
B e X
SET T o=
2
M retra le de MY,

Preats



s

homotope a £, dlaprees les conditions sur les dimensions de

Met M' ( dans le cas M compact d'apreés 11 ). Nous consi-
dérons un nombre n tel que n + dim M'» 2dim M' +5,

Alors en vertu du théoréme é 2,2.4 , il existe un fibré
- i > L . —— 9 ‘q -
§= (E, T,M ) et un difféomorphisme F: E —— M'x R = E!

tel que

¥
e

, .
=\
4__4___-
g

=
=
-

est commutatif a une homotopie prés. Soient i et 1i' les sections

. - n .

nulles de g et f' =(M'x R, projM, , Mb) respectivement
. . . N ‘ "‘l . .

On peut choisir n el F de manieére que P 7o i'0 h et 1.

soient propomotopes. Dans ces conditions (cf. 1.4.4 ) il existe

; . -1 . S .
une isotopie forte entre T "o i' oh et 1i; En particulier
on a un difféomorphisme

H: E——wSE
°h

commute,



Ty o 2 e 7 P
deux varigtées difféerentiables E

et M et un

L
o
T
J
}‘J
}.4‘.
0
o
ot
P
@]

n continue f: E

——> M, Déterminer

'ensemble des fibrés

ft

[47]

vectoriels

”
iy

differentiables localement

6
al

triviaux de la forme

Il y a des

g = (E, W, ) , avec 4r homotope & f

conditions

homologiques et homotopiques

évidentes a remplir pour que tel ensemble ne soit nécessairement

vide.

Supposons

sont deux solutions de ce probléme., On a

\ i F
(1) m T, ®
D'autre part

on a W=

[zl

Ceci montre
dans le cas ou il y a des

de K(M).

au plus, une structure fibré vectoriel reél

total E

cgue

En particulier

ESE T et g = (E T,H)

d'une part
C,ell 9

A

étant des applications homotopes

. Par conséquent (1) entraine

- ']

que la donnée (E,£,M) détermine,

solutions au probléme, un élément
si dim £ >y 2 dim M, il existe

de base M espace

~
et projection homotope a £.



On obtient donc le diagramme commutatif

- G S B

Q T

ii \’\\N) i

M h AI I\/ii ’
ol on a posé G = Hle.

Nous définissons pour chaque t€ I, l'application

‘?t s MV —3 M! en stipulant
7
/ —
Rom) = T(e(e.c™ i (m') ) )

la multiplication par t étant la multiplication dans

le fibré .

Il est clair que W?t est différentiable

et qu'elle dépend différentiablement de t. On a d'ailleurs

K (m*) w(e(iT(c i (mr) )

n(c™tit(mr)) )

ce qui montre que ﬁ;(M')C.h(M). D'autre part, si

m' = h(m), l'on trouve :

(e i (h(m) ) )

X (h(m) )

= n(Mc tei(m) )
= h(Mm) = h{m) ,

ce qui montre bien que  h(M) est un rétracte par défor-

mation de MY . C.Q.F.D.

wmnd
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Appendice

1. Systémes fondamentaux de voisinages de la cs-topoloqie.

soit Vv une variété différentiable (a bord

anguleux) de classe ct.

Un systéme de bonnes cartes locales sur \'
. . r
est la donnée d'un C -atlas (\yi'{i)ieI de V et une

famille localement finie de compacts dont leurs

(Vi)ieI
intérieurs recouvrent \Y et telle que, pour tout 15
g € V5.

Le systéme de bonnes cartes (-6;’{1'V

v

). sera noté
i7iel

simplement (Vi,{i). Il est facile de vérifier qu'il
existe des systémes de bonnes cartes sur \' tel que le

recouvrement (v soit plus fin qu'un recouvrement

i)i&I'
ouvert (weL)“A donné de V (voir App. 3).
Considérons maintenant deux variétés de classe

c, M et V,

Une "application A entre un systéme de

bonnes cartes de M et un systéme de bonnes cartes de V"

est la donnée des systémes de bonnes cartes

(Mi,ei) et (Vj'*a)jeJ de M et V respectivement

iel
et d'une application, notée encore A , de I dans J.

swnd



On écrira alors :

(1) A ( (v,)

Midier PRETT B

(2) Homr()\,M,V) =ife Homr(M,V) / f(Mi’)(_\"/}‘(i), iel

De plus, pour chaque £ ¢ Hom” ( MM, V) et un indice 1iel,

" on i notera
— -1
i YY) X '

.‘r 7
et comme £ U, —» R, dimV = S, on écrira

-
e

i

Hh
]

N(fi\" ”\fi)

Soit Qs(n) l'ensemble des opérateurs différen-

tiels de ]Rn, n entier, de la forme

DK

k] K
(bxl) eee (¥x)

avec [k| = Ky ... + k ( s+ 1 : et considérons

f eHomr()\,M,V) et une fonction continue p:M—> R,

Alors, on dénotera.

R |
(3) ¥ (cps) ) (eusen)

l'ensemble des éléments géHomr()\,M,V) tels que, pour

tout i€ I,
) L =7
|pg;(x) - DE (x| L P g )
quel que soit De & (dim M), €e‘{1,...,v\j et xeM,.

A
Nous rappelons que les ensembles J\) (£, g,s} -

(Oc':Hom°(M, ]R+) constituent un systéme fondamental des

voiginagés de £ pour la ‘Gs-fopnlngip de Homr(M.jL). J



En particulier, ceci entraine que les ensembles

‘Homr(A,M,V)

Hom?(M,V).

sont des ouverts pour la

Gs-topologie de

sond
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2. Composition d'applications de classe et et Cs-topologie.

Soient M, V, W des variétés différentiables
de classe Cr. Nous sommes intéressés a montrer les deux

propriétés suivantes :

Propriété (1) : Pour toute application propre g ¢ Hom™ (M, V)

l'application
g® : Hom™(V,w) ——> Hom"(M,W)

f m—fog

~

est continue pour les Cs-topologies, OdLstr,

Propriété (2) : Pour tout £ Hom™ (V,W), l'application

£ : Hom (M,V) — Hom®(M,W)

g M fog
est continue pour les cs-topologies, oé&scer.,

Démontrons la continuité de g* ' au point

£ ¢ Homr(V,w). Ayant choisi un systéme de bonnes cartes

) de W , on déterminera (v®) et une

(w (5éB

7eC
application

Ne vy —= @)

pe re €

de maniére que
o
f ¢ Hom™ (\,V,W)

(cf. App. 1). Puis, nous déterminons un systéme de bonnes
cartes . (M*l‘é A de M et une application

\. o 13 . . 2 .../
Nz (M ),“ B ~—P (¥ )(,,e B de fagon a avo



g & Homr(A,M,V).

Alors, A (M>L L’eA —_— (w\r) est une application

re C

entre systémes de bonnes cartes telle que :
r \
fog ¢ Hom (\e) ,M,W)

)\°l\'
Soit fQ (fog,r,s) un voisinage de feog pour la
@ -topologie et considérons « & A,

Alors la formule
¢ ¢ ,
(h°g)’L(x) = (hA‘(“)ogA)(x)
(voir les notations dans App. 1), entrafne pour tout

{
D& 9§(m), m = dim M, que D(hog)'éx) est une somme finie

de termes de la forme

)

2
SN RN [Dmg;nl

oi A est un nombre entier (parfois nul) qui ne dépend que

Y,

m

D

des opérateurs D, D, D L sont tous

i

194
. o .

bornés sur M ; il est possible de trouver pour tout @ € B

Oor, les D

l'ooo'

\
un nombre ?v“yo, tel que

2 4 .
’Dh?(x) - ch(x)\ ¢ €¢

pour tout le{l,...,w} , W=dim W ; et D ¢ gf(v), v = dim V,

entraine
] y ; 1
|D(hg) (x) - D(eg)(x) | & P ¥ae 1)
car “{l(?) est fini d'aprés l'hypothése que g est

propre, Soit ' une fonction continue sur \' telle que
¢ ,

049'(){) z_._() si xev.(5
¢

wnad



Une telle fonction existe. Il est immédiat que
A s

% A \
(Y (£,0,5)) C 39(fog,lo,s)
ce qui montre la continuité de g* au point £,

La démonstration de la propriété (2) est analogue

a celle de la propriété (1).

Rappelons enfin que CERF a montré dans [l]

Propriété (3) : L'application

~

Hom™ (M,V) x Hom™ (V,W) —> Hom® (M, W)

est continue pour les Cr—topoloéies dans tout point

(fl'fz). avec f, propre, si e ¥ 1.

ww md



3. Existence d'un systéme de bonnes cartes adapté a une

sous-variété fermée d'une variété.

Soit M2 une sous-variété fermée d'une
’ 7’ r
variété M, de classe C°, r 0. Soit {Wd3JA un
recouvrement ouvert de Ml' On va montrer l'existence
- 2 [l
d'un systeéme de cartes (‘(’i,Mi)ié I dont l'ensemble

" d'indices est dénombrable, satisfaisant aux conditions

suivantes :

—to.ds _ 2 - | i .
a) {i (M~) = Dm(B)(\B ) B étant un sous-
Q
secteur de R™ et Dm(3) la boule ouverte de centre,

l'origine O de R et de rayon '3.

b) (fi(ﬁm(l) ) N Bi)ié 7 &t un recouvrement de

c) Les cartes (Q,Mi) sont adaptées a la sous-
variété M, .

4d) (Mi)i e est un recouvrement localement fini

plus fin que le recouvrement (WF)JéA

L'espace topologique sousjacent a M, est un

espace séparé localement compaét et dénombrable a l'infini,

Soit {UiXié.IJ une base de M, tel que U, est

compact et définissons la suite des compacts Ai de
la maniére suivante :

-



1) A, = Uy

2) Ayant défini A, nous considérons le plus
petit indice j tel que

a, cuy UL, qu = vy .

Nous posons Ai+l = Vj .

Alors, les Ay sont des compacts, et on a :

Ai C hE N
>
S
i=o
Remarquons que pour chaque i et o & N

Wi(\(Ai+2 - Aifl) est un ouvert et que

2 cU A )

iy = By QYW AR, - B
A

Ayant fixé i, soit

i
K

(x,d) & (By, = By.) xl\/x € (By,p =2y )N, Y

B d o
Alors, pour chaque (x, o) K, nous choisissons une

&
carte locale (?X , M%)  satisfaisant aux conditions
0

a) et c¢) (ici on utilise le fait que M, est une
sous-variété fermée) et avec

el (0) = x

X, ’

& [/
M C (Ai+2 - Ai-l\ () Ve, ./



Alors, il est clair que
Y(5(1) ABI) ), i
(j D(1 N B J.éKl

0
est un recouvrement ouvert du compact Ai+l = Ai.

Nous pouvons y extraire un sous-recouvrement f£ini d'ensemble

d'indices Jl. Nous définissons finalement

g = JJt
i¢ N

et une vérification facile montre que ({i, Mi)i e g

est un systéme de cartes satisfaisant a), b), c) et 4).
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- Paracraphe complémentaire

Considérons de nouveau les hypothéses du théoréme
2.2.2. c'est a dire on a :
a) des fibrés vectoriels localement triviaux

-

5= (B, My, T, i), 2 = 1,2, de bases les variétés différen=
tiables a bord lisse My, £ =1,2, tels que

(i) dim izz/dim My + 5

b) un diagramme commutatif a une homotopie prés

(E), ) E) P N (E,, 2E,) »
KN
N g AR
ﬁ @

(Ml,znﬁ) . (Lb,amz)

~

ou F est une application tangentielle (cf. 2.1.3.) telle

que

(ii) dim El = dim mzofb(z)
et £ une équivalence homotopique.
soit g une inverse homotope de f.

La démonstration du théoréme 2.2.2. Que nous avons

envisagé comptait les étapes suivantes :

(1) Trouver des plongements propres

h" . c-'/i'-‘, EM / _———‘:7 (E';‘:‘-—), .\';‘E;i\*«//
h, ¢ (M, YM,) — (E (r), (&, )(r
"2 (*21 B")) ( l\*—)l \J‘-‘l}\ ))

I



sur des sous-variétés de Ez(r) et El(r) (pour les nota-
tions voir 1.6.1.) qui soient homotopes a i,of et i, g
respectivement,

(2) Construire des voisinages tubulaires extensibles
{12 (B (2), QE(E)) —5 (E,(r), (3B )(x))
$,: (E,(x), (UE)(r)) —% (8,(r), QE

des plongements hl et h2 respectivement,

(3) construire des isomorphismes

B

, E 2ndCf)

~ v R
E, = 1ims(Y, of)

(pour les notations cof. 1.5.5.).

On remarque que les étapes (1) et (2) peuvent
- —

slaccomplir méme si on remplace la condition (i) par la

(1)' - aim %,/ aim My + 1

condition

- Dans le cas ou M, et M, sont des variétés compactes, l'étape

(3) est aussi possible car dl'aprés des résultats de de

2

Haefliger [I1] et (1.6.3.) tout voisinage tubulaire extensible

Y (B (r), QE () —> (E(r), (3E{)(x)) tel que iloY

h
i
AN

i
@
0
0O
B
)]
5
;__l.
1G]
5
®

est homotope a il, se prolonge dans un dif
) peet

= . e W -

 : E.(2r) —> E,(r) et de maniére que ¥ : E

{ " o

est un voisinage tubulaire extensible, et par conséquent, on

peut appliquer la construction décrite dans la démonstration du

"théoréme 2.2.3.
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o]

- ~ ‘ 4 {0 o
- Dans le cas ou Ml n'est pas compact (donc (izo{l)ol

s}
]
9]

t pas nécessairement propomotope a la section nulle de

3

; ‘ : : %

l(r)), il peut arrlvesvgue \€2°\l ne se prolonge pas dans

un difféomorphisme '{2o‘g : E,(2r) —> E,(r) et par consé-
- <~

quent la construction décrite dans la démonstration du théo -
reme 2.2.3. ne donne pas les difféomorphismes cherchés dans
liétape (3). En changeant la condition (i)' par la condition
(1)* 2 aim %, ydim M, + 2

une construction des étapes (1) et (2) peut donner des 4i et

{2 tels que l'application f2°%a°il considérée a valeurs
dans (El,'aEl) soit propomotope & la section nulle de El.
Pourtant, cette condition étant satisfaite, il peut arriver
que ltapplication fzofioil considérée i valeurs dans
El@f), ne soit propomotope a la section nulle de 21(77

quelle que soit la fonction différentiable T My -3 R

Prenons par exemple :

Ml.= M2 = R
£ s M-l—-—-> M. : x~ |xi
g = IR

fi = %5 le fibré trivial de dimension n sur R

Alors El(r) = Ez(r) = RxX Dn(r) ) Dn(r) étant le disque de

centre ltorigine de RrY et rayon r.

Dans l'étape (1) premons h, = 1 et h. un plongement
3 o 3 = - . M, Tis 22 S omum o H i AT v »?
volsin de I au sens de lag =Copologie, ALOXS \820 ~ sSera un

voisinage tubulaire d‘'un plongement voisin de f {(au sens de la

on il



Ce—~topologie, Si ky = YL°T1 se prolonge dans un difféomorphisme
s

v/
W: EBE (2r) —> E(r), on cbtient par restriction un difféomor -

L & X (R(r)).

1=

phisme de V = E(2r) - Er) sur W =
Un tel plongement n'existe pas car W et v ne sont pas

difféomorphes. En effet, on voit sans difficulté que le bord de

- n- ,
¥V = Rx S R a deux composantes connexes

(YWV), =.Rx gh-1 x40l ,  (¥V) = mx s™1 x 17 dont les
1 2

inclusions (av)lca v et (}V)2 v induisent des isomor -

~

phismes en homotopie, tandis que W = E(r) - Yl°f5(EYr)) a
une composante connexe du bord, a savoir
Bl

(W = {gew / Igl=r] ¥ Rxs dont l'inclusion induit

dans l'homotopie l'application nulle. On illustre la situation

dans la figure ci-apreés
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