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INTRODUCTION

Le modele d'automates le plus universellement admis actuel-
lement a été donné par GINSBURG en (1) et KROHN et RHODES en (2). Ces
derniers définissent une ''quasi-machine'', comme un quintuplet, (K,W,Y,s,A)
tel que

K est un ensemble non vide pas nécessairement fini
W et Y sont deux demi-groupes

§ est une fonction de KxW dans K telle que pour tout I, J & W
et q € K, §(q,1J) = §(8(q,1), J)

» est une fonction de KxW dans Y telle que pour tout I, J € W,
q € K, x(q,19) = x(q,I) r(s(q,1),d).

Ce modéle mathématique peut &étre interprété, du point de vue
comportement d'une quasi-machine, de la facon suivante : L'ensemble K est
1'ensemble des &tats internes, W le demi-groupe des chaines de symboles
d'entrée, Y le demi-groupe des chaines de symboles de sortie, & 1'opérateur
qui porte la machine de 1'é@tat q dans un nouvel état, a réception d'une
chaine d'entrée, et 1 est 1l'opérateur qui délivre, 4 partir de 1'état q,
une chaine de sortie & réception d'une chaine d'entrée. Les conditions sur

¢ et X peuvent &tre énoncées de la facon suivante :

L'état atteint, c'est-d-dire §(q,1J), quand la chaine d'entrée
I suivie de la chalne d'entrée J est appliquée 3 la quasi-machine, est le
méme que celui atteint quand la chaine d'entrée J est appliquée 3 1'état
§(q,I), c'est-a-dire, celui obtenu en appliquant la chaine d'entrée I 3 la
quasi-machine initialement dans 1'état q.



La chaine de sortie, c'est-a-dire A(q,I1J), que la quasi-machine
délivre quand une chaine d'entrée I suivie d'une chaine J est appliquée a
la quasi-machine dans 1'état q, est la méme que la chaine de sortie, A(q,I),
c'est-a-dire celle que la quasi-machine délivre quand la chaine I est appli-
quée 3 la quasi-machine initialement dans 1'état q, suivie de la chaine de
sortie A (8(q,I),J), émise par la quasi-machine quand la chaine d'entrée J
est appliquée 3 la quasi-machine, initialement dans 1'état &(q,I) mentionné
plus haut.

Ce modéle est trés pratique pour décrire les machines du type
Mealy (3) quand elles sont complétement spécifi€es. En effet, quels que
soient 1'état q et la chaine d'entrée I, §(q,I) et A(q,I) doivent &tre
définis. Paull et Unger (4) ont étendu cette définition i des états ''puits'',
et étudié le probléme de la minimisation de machines incomplétement spécifiées.
Yamada (5) considére 1'équivalence des graphes d'état complétement spécifiés
et des partitions réguliéres définies sur 1'alphabet des chaines d'entrée. On
peut rapprocher cette A2tude de celle de Mezei (6) qui définit les Automates

comme des sextuplets (S,z,M,5(,2,8) ol :

S est 1'ensemble des €tats internes

£ est 1'ensemble des symboles d'entrée

M est une fonction de Sxx dans S, la fonction de transition
S est 1'état initial, So €S

Q est 1'ensemble des symboles de sortie

g est une fonction de S dans @, la fonction de sortie.
M et g sont équivalents aux fonctions § et A respectivement du premier modéle.

Cependant, dans le cas de machines non-déterministes, ces définitions
ne peuvent s'appliquer, car ces machines ne font pas intervenir des fonctions dans
le sens oi les modéles ci-dessus les utilisent. En fait, les partitions peuvent
€tre regardées comme des €léments particuliers de 1'ensemble des parties de

1'ensemble des parties d'un ensemble S. Leur particularité est de constituer



une couverture de S par des sous-ensembles de S disjoints deux a deux.

Dans la premiére partie, nous &tudions quelques propriétés des
éléments, appelés divisions, de 1'ensemble des parties de 1l'ensemble des
parties de S ; elle est composée de cing chapitres. Le premier chapitre
donne les définitions et €tend la relation d'ordre qui existe déja dans
les partitions (sous-partition). Cette relation devient une relation de
préordre dans le cas général, mais reste une relation d'ordre pour une
certaine classe de divisions, qui est pius grande que la classe des parti-
tions de S. Nous étudions Eégalement quelques propriétés sur les cardinalités
des divisions. Dans le chapitre 2, on montre 1'existence de sous-divisions
séparées d'une division donnée, c'est-a-dire des divisions constituées de
sous-ensembles disjoints de S. De plus on démontre 1'existence d'un majorant
unique pour l'ensemble des sous-divisions séparées d'une division donnée. Le
chapitre 3 €tudie ce probléme pour deux divisions données. 11 améne la notion
de sous-division au sens large et démontre 1'existence d'un majorant unique
pour 1'ensemble des sous-divisions au sens large de deux divisions données.
Le chapitre 4 démontre 1'existence d'un minor:nt unique de 1'ensemble des
surdivisions séparées d'une ou de deux divisiviis données. Infin, le chapitre
5 termine cette partie en montrant que les divisions séparées constituent un
treillis par rapport a4 la relation d'ordre au sens large. Il montre &galement

que les autres propriétés du chapitre 1 ne dennent pas lieu a3 un treillis.

Revenons au modeéle de Mezei. Mc Naughton et Yamada en (7) ont
imaginé une extension des diagrammes de position. En (8), Yamada a développé
cette idée dont il a montré l'intérét du point de vue réalisation pratique
d'un automate fini. I1 s'est également étendu sur le probléme de minimisation
du nombre des &tats d'un diagramme de position, ou d'un automate non détermi-
niste. I1 est alors nécessaire de Jdéfinir un medéic mathématique qui puisse
dicrire ces €léments. La restriction du modéle de Mezei provient des fonctions
Met g et de 1'élément g+ Dans la deuxiéme partie, nons considérons qu'un
diagramme de positions est un quadruplet, (z,7,f,S)



- L est 1l'ensemble des lettres de 1'alphabet d'entrée, fini
- I est 1'ensemble des états, non nécessairement fini
- £ est une fonction de IxI dans 1'ensemble des parties de =

- S est une division de I, le catalogue des états de départ (@ £ S).

En r€alité, nous &tendons la notion de fonction de transition,
de fagon a obtenir la possibilité d'aller d'un état donné dans plusieurs
états de I, par la méme lettre de 1'alabet z. Dans le modéle de Mezei,
cette fonction, M est une fonction de i»f dans I, c'est-d-dire que pour
tout 1 € I, o € 7 domnés, M(i,a) est un élément déterminé et unique de I.
Par contre, dans notre modéle nous pouvons avoir i, j, k € I, a € £ tels
que o € f(i,j), o € £(i,k) avec j # k. Notons de plus qu'il est possible
€galement que pour i € I, o € % donnés o & }J £(i,j) c'est-a-dire que de
1'état i, par o on ne peut aller dans aucunjgiat (1'information est alors
perdue) ; nous avons alors une machine non complétement spécifiée. L'élément
S0 du modéle de Mezei peut &tre &tendu 2 un sous-ensemble S\,3 de I, ce qui
nous définit une classe d'états de départ. I1 semble intéressant d'étendre
un peu plus cette notion et obtenir plusieurs classes possibles d'états de
départ. Dans ce cas, si nous numérotons les €léments de S, 3 toute chaine
X € I* seront associés les couples (x,k), k C [1, |S|], déterminant ainsi
a quelle classe d'états de départ est appliquée la chaine x. Le chapitre 6
étudie la relation entre les diagrammes de position définis sur 1 et les

divisions réguliéres de V = g* x [1, |S|], A = x(<5,I,f,S>).

Du point de vue des &états de sortie, les lettres de 1'alphabet
de sortie sont d'un intéré€t secondaire. Dans le modéle de Mezei, on considére
et g : S~ Q. Cela revient en fait a considérer une partition de S, définie
par la relation d'équivalence, s, s' 6 S, s v s' <===> g(s) = g(s'). Dans le
cadre de cette étude, 1'extension naturelle de g, 9 est donc une division §
de 1'ensemble des &tats. Nous considérons donc qu'un automate est un quintuplet
<z,I,£,S,8>



£ est 1'ensemble des lettres d'entrée, fini

I est 1'ensemble des états, non nécessairement fini

- f est une fonction de IxI dans 1'ensemble des part1es de =

S est une division de I, le catalogue des états de départ (@ & SJ

§ est une division de I, le catalogue des états de sortie (@ € 6).

Le comportement d'une telle machine est alors défini comme une
division de V, r(a,8) ou A = x(<2,1,1,5>). Les relations entre A et r(a,s)
ainsi qu'avec d'autres automates de méme comportement sont &tudiées dans le
chapitre 7. Le chapitre 8 donne un algorithme de réduction des &tats qui,
dans le cas oli 1'automate est déterministe, aboutit 3 1'automate déterministe
de méme comportement qui poss€de le moins d'état. Le chapitre 9 &tudie quelques
propriétés de cet algorithme appliqué 3 des automates non déterministes. I1
montre un certain lien avec le travail de Hartmanis (11).

La troisiéme partie étudie le probléme de minimisation des automates
non déterministes. Considérant la symétrie entre S et &, qui est apparue encore
plus importante dans le chapitre 9, aprés numérotation des éléments de §, nous
posons V' = z* x [1, |6]|]1. Un automate quelconque &tant donné, définit une rela-
tion binaire entre V et V'. Le chapitre 10 étudie 1es'propriétés des relations
binaires entre deux ensembles quelconques et les correspondances de Galois,
induites par une telle relation binaire, entre les sous-ensembles de V et V'.
Les définitions des correspondances sont données par ORE dans (9). Utilisant:
la notion de décomposition d'une relation binaire R, ou d'un sous-ensemble
W de VxV', c'est-a-dire une division compléte de W dont tous les €1éments: 'sent
des produits de deux sous-ensembles de V et V', nous montrons que le‘prbbléme>”
de trouver la plus petite décomposition de W (en terme de cardinalité) tevient
d un probléme de Quine dans le graphe des sous-ensembles clos de V. La solution
~d'un tel probléme a été €tudié par Mc Cluskey, Roth, Wells (10). Le chapitre-11
considére un ensemble de langages Lij avec i € [1,ml, j € [1,nl définis sur %,
et construit une relation binaire entre V = * x [1,m} et V' = 3% x [1,n] par :



(x,i) R(y,j) <===> x§ € Lij oﬁ.§ désigne la chaine miroir

-

de y. Les propriétés précédentes s'appliquent alors 3 cette relation binaire. On
montre que les parties closes de V se déduisent de 1'automate minimum déterminis-
te, et que de plus 1'ensemble des parties closes est fini si et seulement si les
langages L. . sont tous réguliers. On introduit la notion de décomposition régu-
liére définie sur VxV'. Le chapitre 12 étudie la relation entre ces décompositions
réguliéres et les automates reconnaissant les langages Lis. (i désigne la classe
des états de départ, j la classe des états de sortie). On démontre qu'on peut
associer,a tout automate,un automate comportant au plus le méme nombre d'états,
issu directement des parties closes induites de V et V', et de méme comportement.
Le chapitre 13 raméne le probléme de la minimisation d'un automate non détermi-
niste 3 un probléme de couverture d'un graphe fini, qui est une extension du
graphe donné au chapitre 10. I1 est i noter que dans bien des cas le graphe du
chapitre 10 est suffisant. Le chapitre 14 &tudie la méthode A suivre pour cons-
truire les parties closes de V ou de V'. I1 donne la stratégie a-utiliser pour
obtenir efficacement 1'automate minimum.

e
"



PARTIE I

DIVISIONS
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I.1

CHAPTTRE I

GENERALITES

I.1 DEFINITIONS

Une partition est généralement considérée comme un élément de
1'ensemble des parties de 1'ensemble des parties d'un ensemble S, qui
posséde certaines propriétés. En d'autres termes, une partition est un
sous-ensemble des parties de S tel que la réunion des &léments de ce
sous-ensemble constitue 1l'ensemble S lui-méme, et tel que les éléments
de ce sous-ensemble soient deux 3 deux disjoints. Nous allons étendre
cette définition et considérer certaines propriétés. Nous noterons PPS

1'ensemble des parties de 1'ensemble des parties de 1l'ensemble S.

Deginition 1. Nous appellerons division de S fout eLément de PPS. Nous
La noterons b € PPS. |A| désignera La cardinalité de A.

Deginition 2.  Nous appellerons réunion (intersection) d'une division A,

La ndunion (intersection) de ses eléments. Ra = U X. I1a = N X.
Xea Xea

Déginition 3. Nous dirons qu'une divisdion de S, A € PPS est séparée 44
pour tout X, Y€ A, 64 XNY # @ alors X =Y.

Définition 4.  Nows dirons qu'une division de S, A € PPS est complete 44
sa neunion est egale a S ; RA = S.

Nous voyons tout de suite que nous ne faisons que préciser la

notion de partition en écrivant d'aprés les définitions ci-dessus :



1.2

Déginition 5.  Une partition de S est une division de S (n € PPS) qui est
complete et separie.

Pour une division, la propriété d'€tre une partition est trés
forte.

Nous aurons trés souvent besoin de conditions plus faibles. La
premiere de ces conditions indique que nous ne pouvons enlever un élément
de la division sans perdre quelque chose dans la réunion de ces &léments
(irrédondante). La seconde précise qu'aucun des éléments de la division
n'est la réunion d'autres €léments. Notons que nous permettons 1'ensemble

vide dans une partition telle qu'elle est définie ici.

Deginition 6. Nous dirons qu'une division de S, A € PPS est irnrnédondante
84 pour tout X € A, X & R(A - {X}),

Déginition 7. Nous dirons qu'une division de S, s € PPS est propre s4
pour tout X € A L& n'existe pas de sous-ensemble non vide A de o - {X}
Zel que X = RA.

En d'autres termes, une division irrédondante a la propriété
suivante : tout €lément A contient au moins un élément de S qui n'est
contenu dans aucun autre €lément de A. Dans le cas de divisions séparées,
ceci est équivalent (Lemme 1) au fait que 1'ensemble vide ne fait pas partie

de A puisque 1'ensemble vide est un sous-ensemble de n'importe quel ensemble.

De plus la condition d'irrédondance est plus forte que la

condition d'€tre propre (Lemme 2). Montrons-le sur un exemple :

Considérons les sous-ensembles suivants de 1'ensemble des

entiers positifs N :



1.3

b
1

;= {x | xe N et x/2¢€N}

el
I

, = x | xe N et x/3¢eN}

o<
]

5 = {x | x €N et x/6¢e N}

<
]

X1LJ XZ

Soit A = {X1,X2,X3} et A" = {X1,X2,X4}. Ce sont deux divisions
de N. La division A n'est pas irrédondante car X3<12X1KJ1X2, cependant elle
est propre. De toute évidence la division A' n'est ni irrédondante ni propre.

Notons que ni A, ni A' ne sont des divisions complétes de N.

I.2 RELATIONS ENTRE LES DEFINITIONS

Nous allons étudier les différentes relations qui existent
entre ces définitions. I1 faut remarquer qu'une division séparé€e n'est pas
toujours irrédondante. En effet si 1'un des é€léments de la division est
1'ensemble vide, et si la division contient plusAd'un élément, 1'ensemble
vide sera un sous-ensemble de 1'union des autres éléments restants de la
division qui ne sera pas irrédondante.

Lemme 1.1.  Une divisdion s8parge d'un ensemble S est Luédondante s4 et
seuwlement 84, S04t elle ne contlent pas L'ensemble vide, s0it elle ne
contient qu'un seul eLement.

Lemme 1.2.  Une divisdion séparle est toufours prophe.
Lamme 1.3. Une division {iuildondante est propre.

La démonstration se fait par I'absurde : une division qui n'est
pas propre ne peut étre irrédondante puisqu'il existe un &élément X de A et

un sous-ensemble de A de A - {X} tel que X = RA, ce qui implique
X € R(x - {X}1).



1.4

I.3 RELATIONS SUR LES DIVISIONS

Avant d'aller plus loin il nous faut définir 1'égalité de deux

divisions et la relation de sous-division.

Déginition §. Deux divisions de S, Ays A, € PPS sont Zgales si efles Le
sont au sens de La théornie des ensembles. ’

Les éléments de PPS sont en effet des sous-ensembles de PS.Nous
dirons donc que deux €léments de PPS sont &gaux s'ils représentent les mémes

sous-ensembles de PS.

Definition 9.  Soit Ay et A, deux divisions de S, c'est-da-dire

bys by € PPS. Nous dirnons que Ay est une sous-division de by 84

1- pour Lout X € A,, L existe Y € A, tel que X C Y

'])

Z- powr tout Y € b, 4L existe un sous-ensemble non vide de
A, A C A tel que Y = RA.

Etudions tout de suite les propriétés de cette relation :
Lemme 7.4. La rnelation de sous-division est néflexive et trhansitive.

1- La réflexivité est évidente : Soit A € PPS, pour tout X € A, X=X

et nous avons lés deux propriétés de la relation.

2- Prenons trois divisions de S, AO, A1, AZ € PPS telles que AZ est

L ]
une sous-division de A1 et A1 une sous-division de AO.

Par définition, - pour tout X € A, il existe Y € Ay Tel que XCy

2

- pour tout Y € A il existe Z € Aq tel que Y C Z
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donc pour fout X € AZ il existe Z € AO tel que X& Z. De plus,

- pour tout Z € A, 11 existe A = A non vide tel
que Z = RA.

- pour tout Y € A, il existe BY < by, BY non vide
tel que Y = RBY. Ceci est vrai en particulier pour tout Y € A.

Soit C = U alors Z =RA = U RB, = RC.
Y€ABY YEA %y

D'autre part A n'est pas vide, c'est-a-dire contient au moins un
élément Y pour lequel BY n'est pas vide non plus. Donc C est un
sous-ensemble non vide de AO. Ce qui montre gue A, est une sous-

division de AO.
(C.Q.E.D.)
Nous avons donc maintenant une relation de préordre.

Lemme 1.5.  Soient Ay et 4, deux divisions propres de S, Ays by € PPS.
Si Ay est une sous-division de A, et AL A, est une sous-division de Ay
alons Ay = b,

Nous allons montrer que A1c: Ay s étant donnée la symétrie de

I"énoncé, il en découlera A1 = Az.
Supposons que cela ne soit pas vrai. Soit X € Ay tel que X¢ Aye

Comme AZ est une sous-division de A1, il existe A.C:AZ Tel que

De plus, pour tout Y € A, YC X. Nous ne pouvons avoir Y = X
puisque X € Az. Utilisons maintenant le fait que A1 est une sous-division
de 4,, c'est-a-dire, pour tout Y € A, il existe Byrc: A, tel que Y = RBY.

soit C= U Eyn Notons que X € BY puisque pour tout Z € C, il existe Y € A
YEA
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tel que Z C Y € X. Donc C & Ay = {X}, et par conséquence,

X=rA= U = RC
YGARBY

La division A1 n'est donc pas propre, ce qui est confraire a
I 'hypothése d'avoir pris deux divisions propres. Donc A4 C 4,, et par

symétrie Ay = 8y-
(C.Q.F.D.)
Ce lemme n'est pas vrai pour toutes les divisions ; cela

apparait dans la démonstration. Voici un contre exemple. Soit X1,X2,X3

trois sous-ensembres différents de S et tels que quﬁ Xﬁ UX2 et soit

X4 = X1\J XZ les, et X; = X1\J X,. Prenons 4, = {X1,X2,X3,X4} et
A, = {X1,X2,X3,X ,XS}. X1,X2,X3,X4,X5 sont tous différents donc A1,
A, € PPS. Aucune des deux divisions n'est une division propre. On voit

aisément que Ay est une sous-division de A, €t Ay une sous-division de Bqe

Cependant By # Ay-

Les lemmes ci-dessus montrent que la relation de sous-division
est
- une relation de pré-ordre dans le cas général

- une relation d'ordre partiel dans le cas de divisions qul sont propres.

Nous écrirons Ay € b, pour signifier que Ay est une sous-division
de Ay Démontrons maintenant que cette relation est une extension de la notion
de sous=partition, c'est-a-dire, que dias le cas ou A, et A, sont des parti-
tions, dire que m, est une sous-division de m, est identique au fait de dire
que 7 est une sous-partition de Ty Rappelons que ™ est une sous-partition
de o) si et seulement si tout élément de my est contenu dans un élément de
Moo Nous ne considérerons pas le cas oll 1'une des partitions contient 1'ensem-
ble vide car dans ce cas nous n'aurions qu'une relation de pré-ordre et non

d'ordre partiel. Nous notons s<' la relation de sous-partition.
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Lemme 1.6.  Solent uF et o deux parntitions de S, My W
Aieié&wmmntéiﬂ1s‘nT

€ PPS, 7w, <

2 15 ™

De toute évidence, si TS T, alors i <! ™ puisque la défini-
tion de sous-partition est incluse dans la définition de sous~division. Nous
n'avons donc qu'a montrer que la partie 1 de la définition de sous-division

implique la partie 2 dans le cas de partition sans ensemb le vide, et nous

aurons la deuxiéme partie du lemme (g'==> g},

Soit X & my et soit A={Y [Yermn etY CK}

1
donc RAC X.

Soit x € X. my est une division compléte, c'est-a-dire, qu'il
existe Z € m tel que X € & Montrons que Z € A : puisque 1 <! M il existe
X' e 4 tel que ZC X'. Alors X M X' # P et puisque Ty est une partition,

elle est séparée, et nous avons X = X' et donc Z € A. Par conséquent
X = RA.

Puisque X n'est pas vide par hypothése, A ne peut étre vide.

Donc si mq &' 7., alors m, £ T,
1 2° 1 2

(C.Q.F.D.)

I.4 PROPRIETES DES DIVISIONS LIEES PAR LA RELATION DE SOUS-DIVISION

Nous considérons maintenant quelques propriétés des divisions
qui sont reliées par la relation précédemment définie. Une propriété évidente
apparait tout d'abord :

Lemme 1.7. Si Ay £ A, alors RA, = RA

1 2 1 2°

[l suffit d'utiliser successivement les parties 1 et 2 de la

définition.
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A

Conollaine 1.8.  SL by s bys By est complete s4L et sewlement 54 A
est complete.

2

Nous avons vu que dans le cas de partitions, la définition de
la relation était simplifi€e. Nous allons montrer que si A, est séparée, la
simplification est sensiblement la méme.

Lesmie 1.9,  Une division Ay est une sous-division d'une division qui est
separle, b,, 44 et seulament 84 : '

(a) pour tout X € A U.ex/{AteYeAZ/tdqueXCY

1

{b) RA1 = RAZ

(¢) 44 A, contient L'ensemble vide, alons A1 Le contient aussd.

Si Ay s 4, alors nous obtenons (a) par 1 de la définition et
{(b) par le lemme 1.7. De plus si {@} € A, alors par 2 de la définition il

existe A C A1, A non vide tel que {@} = RA et {P} € A1. Supposons que A1

et A, satisfont {a), (b) et (c) et que A, soit séparée. Nous obtenons déja

1 de la définition. Prenons Y € A, et soit A ={X | X€ A, et X N Y # @}.

2 1

D'aprés (a) nous voyons que, pour tout X € A, il existe Z € A,

tel que X € Z mais alors Z MY # P ce qui implique Z = Y puisque A, est
séparée. Donc RACTY.

De plus, prenons b € Y. Puisque RA1 = RAZ, il existe X € 4, tel

que bE X ; il s'en suit que X MY #P et X €A ce qui implique que Y = RA.
Enfin, si Y # @ alors A ne peut &ftre vide. Si Y est vide, alors par (¢}, A1
contient aussi |'ensemble vide et A = {{@}} C A1 est tel que

{#} = RA
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ce qui démontre la partie 2 de la définition pour tout Y € AZ. Par

conséquent A1 $ by
(C.Q.F.D.)
Conollaire 1.10.  Si une division by est une sous-division d'une

division Ay qul est separie, alons bdwv. fout X€ "A1 tel que X # @,
AL existe un et un seul Y € Aztel que X MY # @ ef wlons X CY.

La démonstration de ce corollaire découle de celle du

lemme 1.9.

L'unicité de Y est intéressante et est liée & la propriété de

A, d'€tre séparée. Ceci sera mis en évidence dans le lemme suivant.

Lemme 1.11.  Une divisdon A, est sepanie 84 et seulement 5'iL existe une
sous-divisLion By de Ay telle que pour tout X € Ay tel que X # @, LL existe
un et un seul Y € A, el que X M Y # @. De plus dans ce cas X C Y.

La relation de sous-division étant réflexive, AZ < AZ, il existe,
au moins une sous-division de AZ’ A1 = AZ, qui, par le corollaire 1.10 est
telle que, pour tout X € by tel que X # @, il existe un et un seul Y € A
tel que X MY # @ et alors X Y.

2

Supposons maintenant que A1 et AZ soient deux divisions Telles

que A, € AZ et pour tout X € A], tel que X # @, il existe un et un seul

1
Y e a, tel que X Ny # @.

Supposons que YMY' # @ avec Y, Y' € A, par 2 de la définition
de sous-division, il existe A C A1 tel que

Y = RA et A n'est pas vide.
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par conséquent il existe X € A tel que X M Y' # @ et par hypothése, ceci

implique que Y = Y' puisque Y est unique, donc A, est séparée.

(C.Q.F.D.)

I.5 CARDINALITE D'UNE DIVISION ET LA RELATION DE SOUS-DIVISION

Le probléme de la cardinalité d'une division de S, A € PPS
est assez important pour que nous nous y intéressions ici. Avant de définir
les limites de cette cardinalité, nous &tudirons comment sont liées les
cardinalités de deux divisions dont 1l'une est une sous-division de 1'autre.
Nous ne considérerons pas le cas général, car il n'y a gu€re de propriétés.
Nous nous restreignons donc au cas de divisions irrédondantes et montrerons
que le théoréme n'est pas toujours vrai dans les autres cas.

Theoneme 1.12.  Sodt A, une division ikdondante de S, A, € PPS. S4 A
une sous-division de b,, alorns |Aq] > |8,]. De plus, sé |8,] est gink,

alors [A1I = |a)| 84 et seukement &4 ny = A

1

5

1= Par définition, A, est irrédondante si pour tout X € Bos
;X & R(AZ - {X1), clest-a-dire, pour tout X € Boy 11 existe b € X
tel que b ¢ R(Az - {X}). Nous noterons b(X) |'élément de X ainsi

associé a X.

Par 2 de la définition de sous-division, pour tout X € AZ’ il
existe BX C A tel que X = RBX avec BX # 0. 1l existe donc Y € BX
tel que b(X) € Y. Soit h une application de A, dans Ay telle que a
tout X € Ass h(X) € i tel que b(X) € h(X) ¢ X.

De ce qui précéde, il existe une telle application définie pour tout
Xe By Montrons qu'elle est injective. Soient X et X' deux éléments
différents de A
et b(X') € X.

2 alors par définition de b(x), nous avons b(Xjg¢ X'
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De plus, b(X) € h(X) € X donc b(X') 2 h(X)

et b(X') € h(X') « X' implique que h(X) # h(X").

L'application h est injective, et il existe au moins autant
d'éléments dans A1 qu'il y en a dans AZ’ et IA | > !A |

2= Si 8p =04, il est évident que ]A]I = ]AZI,

3- Supposons que |b,| soif finie et que 1A1[ = [AZI.

L'application h définie ci-dessus est donc bijective. Montrons
qu'alors B = {h(X)}. Supposons que BX contienne un autre élément
Y e Ag- L'appl:cafuon h étant bijective, il existe X' € A, tel que
Y = h(X') et b(X') € h(X') C X' c'est-a~dire que b(X') € X. Mais
comme A, est irrédondante, cela implique que X' = X et Y = h(X) et
BX = {h(X)}. Il s'en suit que pour tout X € Ars il existe Y € A1
fel que X =Y et 8, C 4, et fe fait que IAzl = ]A1|, implique que

»
(C.Q.F.D.)

Voici un exemple qui montre la nécessité que Ay soit irrédon-

dante. Prenons 4 sous-ensembles disjoints de S, X1,X2,X3,X4 Soient

Xo = X, U X, et Xg = X, (W X« Considérons &, = {X;,X,,X5,X,} et

By = {X1,X2,X3,X5,X6}. A, est une division propre de S. A1 est séparée.

De plus A; s 4,. Cependant IA1[ =4 et [a,| =5 : nous n'avons pas

IA1I 2 . De plus prenons Ay = {X1 29 3,X }. Ici encore, A3 est propre

et A, s Az. Nous avons de plus [A1] = |A3] cependant 4, # Az.
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I.6 LIMITES DE LA CARDINALIT: DES DIVISIONS D'UN ENSEMBLE S

Nous considérons d'abord la borne supérieure précise des
cardinalités. Les limites sont différentes suivant que nous considérons
des divisions séparées, irrédondantes ou propres. De toute évidence, dans
le cas général, la division qui contient le plus d'€léments sera en fait
PS lui-méme, c'est-d-dire que la limite supérieure précise est ZISIG
Cependant cette division ne sera pas propre. On congoit qu'il faille
enlever beaucoup d'éléments de PS pour trouver une division propre de S.

I1 semble difficile de trouver quelle est la limite dans ce cas.

Considérons d'abord le cas des divisions qui sont séparées.
Dans ce cas la borne supérieure précise est |S|.+ 1. Pour le voir, il
Csuffit de considérer la division A € PPS telle que tout élément de A
contienne au plus un élément de S, et que A soit séparée. Nous avons donc
|S| + 1 sous-ensembles de S qui sont différents et contiennent au plus un
glément de S, et |A| = |S| + 1. Considérons maintenant une division séparée
de S, qui ne contienne pas 1'énsemble vide, A' € PPS. Elle sera complete
sur un sous-ensemble A de S. Soit A, la partition de A telle que tout
élément de A contient un et un seul ‘lément de A, alors |4,| = [A]. De
plus, il est &vident que 4, s A' et par le théoréme 1 [A'| < [4,] c'est-
j-dire |a'| < |A| < |S|. Si maintenant A" contient 1'ensemble vide nous
considérerons A' = A" - {{@}} et |a'| 5 |A] < |S| d'ou |a"] 5 |S| +1. Donc

|S| + 1 est la borne supérieure précise.

Considérons maintenant une division irrédondante, A, qui n'est
pas séparée. C'est une division compléte sur un certain sous-ensemble de S,

A. La division A, qui a été définie ci-dessus, est encore une sous-division

de A, et le théoﬁéme 1 est encore vrai. Donc |A] < |A] s |S|. Si S est fini,
|a] = |4A| si et seulement si A = 4,. Mais nous avons supposée A non séparée.
I1 s'en suit que |A| < |S|. Nous allons montrer que la borne supérieure
précise est en fait |S| - 1. Pour cela, nous isolons un élément particulier
de S,0, et nous considérons les sous-ensembles de S qui contiennent o plus
un élément quelconque de S. I1 y en a |S| - 1. L'ensemble de ces sous-

ensembles constitue une division de S, A, qui est irrédondante et |a| = |S|-1.
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Si S est infini, nous avons en fait |[S| - 1 = |S|. En régle

générale, la borne supérieure précise est donc |S| - 1.

Considérons maintenant la borne inférieure précise. Nous
savons que le minimum est O, c'est-a-dire, A = @. Ce cas est trivial et
sans grand intérét. Nous ne pouvons parler des propriétés d'une telle
division. Notons que si |A] = 1 alors A est séparée, et nous dirons que

la borne inférieure précise des cardinalités des divisions de S est 1.

Prenons maintenant une division irrédondante qui n'est pas
séparée. Par conséquent |[A| > 2. Notons que si |S| < 2, A n'existe pas
puisque la borne supérieure est inférieure ou égale 3 1. Si |S| = 3,
montrons qu'il en existe une dont la cardinalité est 2 : nous prenons
trois éléments différents de S et considérons A = {{a,b},{a,c}}. Cette

division est irrédondante, mais non séparée.

Si A est propre mais non irrédondante, |a| » 2. Cependant
nous n'avons besoin ici que de |S| > 1 pour avoir une division propre et
non irrédondante : A = {{@} , {al}. Si A n'est pas propre alors il nous
faut |a| > 3 puisqu'il doit exister X € A tel que X = RA avec A < A-{X}.
En effet A ne p.ut €tre vide, et s'il contient un seul &lément Y, alors
X = Y mais X ¢ A par définition. Enfin pour qu'une telle division existe
il faut que |S| 2 2 (sinon on ne peut trouver trois sous-ensembles diffé-
rents de S) ; alors A = {{a}, {b}, {a,bl} est une division de S q... n'est

pas propre.

En résumé :

N

Séparée 1 < |a] |S] + 1

Irrédondante 2 |S| - 1

IN
[
[ZaY

(non séparée)

Propre 2 < || < ZISI
(non irrédondante)
Non propre 3 < || < 2|S|
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CHAPITRE 11

PLUS GRANDE SOUS - DIVISION SEPAREE D'UNE DIVISION

2.1 GENERALITES

Nous avons vu 1'importance de la propriété pour une division
d'étre séparée. Nous voulons montrer tout d'abord que pour toute division,
il existe au moins une sous-division qui est séparée. Pour cela nous en

construirons une particuliére et étudierons ses propriétés.

Nous nous supposons donnée une division de S,soit'AoePPS.Pour
cette premicre €tude nous considérons que |AO{ est fini. Nous dé€gagerons
de cette étude le moyen de construire une division séparée dans le cas ol
[AOI n'est pas fini. Notons que du fait de notre restriction, le nombre
des sous-ensembles différents de A9 qui ne sont pas vides est fini (2|A0|-1).
La cardinalité de chacun de ces sous-ensembles est également finie. Montrons

-sur un exemple ce que nous allons faire :

Considérons trois sous-ensembles de S, soit X1,X2,.X3 et la
division By = {X1,X2,X3} (figure II.1)
¢ considérons la division Ay définie
comme suit : Ay = {ZA,ZB,ZC,ZD,ZE,ZF,ZG}
=X, - ((XZU Xs)f\ X1)
X, - ((X1\J Xs)f\ Xz)
X, - ((X1LJ XZ)(\ XS)

avec Z 1
2
3
X1f\ X, —X1ﬂ X,NX
1
2
1

=

3
3
3

il

X m<3 -X1(\ XZ(\X
X m<3 —X1r\xzf'\x
xﬂ&ﬂ%

NN N DN NN
(oI 5 B v u I o R qb B v v

figure II.1
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nous pouvons constater que A, est une sous-division séparée de By Cette
division by a €té constituée en prenant d'abord pour ZG 1'intersection des
3 sous-ensembles ; puis pour ZD,ZE,ZF 1'intersection de sous-ensembles 2 3
2 moins ZG, c'est-a-dire, moins les €léments de S déja dans un élément de
Ag: ZG ; puis pour Z,, ZB’ ZC 1'intersection de sous-ensembles 1 4 1 (donc
les sous-ensembles eux-mé€mes) moins ZG\LIZ[)k)ZE k)ZF, c'est-a-dire, moins

les éléments de S déja dans un €lément de Byt ZG’ZD’ZE’ZF'

2.2 EXISTENCE D'UNE SOUS-DIVISION SEPAREE D'UNE DIVISION DONNEE

Formalisons maintenant le processus. Nous avons utilisé une
construction des ensembles Z basés sur 1'intersection d'un certain nombre

k d'€léments de A en partant de k = IAOI et en ordre décroissant.
Considérons les ensembles L, = {A | A C by et |A| = k}

et D, = U 1A,

Considérons 1'application Z de 1'ensemble des parties non vides
de Ao dans 1'ensemble des parties de S définie par :

Z(A) =IA-IAND pour tout A C A

[A|+1 0

en prenant D @ par définition.

INE
I1 est facile de voir que nous avons bien formalisé le processus
utilisé dans 1'exemple pour constituer la division Ay Cependant, ce forma-
lisme ne peut €tre étendu aux divisions infinies, c'est-d-dire, telles que
]AOI soit infini. Nous allons établir une propriété des TA qui nous permette

de généraliser le processus. Auparavant faisons trois remarques :
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hemarque 1. 44 A © B alons IB © TA.

remarque 2. 34 C=A U B alors IC = TA N 1B,

remarque 3. D = o Z(A).
T AeLy

|2
par définition Iay = Z(4y) donc pour k = |a,] la relation est bien vérifise.

Cela se fait par récurrence : remarquons que D l = IAO et
0

Supposons qu'elie le soit pour k. Alors D = U 1
BT peL
k-1

or Dy_q = ( IAk];)k% ) U Dy

&=
!

g = [|A|§d_1 W VA N DI U D
k-1 = (agsteg 200) U Dy

et comme la relation est vraie pour Dk’
= \J
R RON= RRICHICTON RN

- (jajfog 2D = AS‘I:J Z(A)
k-1

ce qui montre que la relation est vraie pour tout k = 1,..., |AO|.

Lemme 2.1. IA =7(A) W (\J 1A U
Xea-A

Notons que IA = Z(A) U (IA N DlAl+1) par définition de Z(A).

Prenons b € TAMND Il existe CE€ L tel que b € Z(C) € IC par la

A[+1° A[+1



remarque 3. Considérons E € A tel que E = A U C. Par hypothése b € IA

et b € IC et par la remarque 2, IE = TIA M IC c'est-a-dire b € IE. De plus
|E| = |C|. Supposons que |E| > |C| ou |E| 2 |C| + 1 alors IE CD|C|+1 et
puisque b € IE, b serait dans D|C|+1 et ne pourrait étre dans Z(C), ce qui
est contraire & la définition de C. Donc |E| = |C| ou encore E = C et AC C.
L'égalité de ces deux ensembles est impossible car C € L|A|+1 c'est-a-dire
IC| » |A|+1. Par conséquent il existe X € (4-A) M C et par la remarque 1,
IC = I(A U {X}) < IA. Ce qui montre que pour tout b e I(A) N D

A1
il existe X € A-A tel que
be IA U {X}) < IA.
De plus, pour tout X € A-A, I(A U {X}) < IA.
Donc M=z U (V1@ U
XEeA-A
(C.Q.E.D.)

Examinons 3 présent le cas général, c'est-a-dire, que nous ne
restreignons pas la cardinalité de Ao Nous considérons 1'application Z de
1'ensemble des parties non vides de Ao dans 1'ensemble des parties de S

définies par :

Z(A) =IA-IA O (U I(A W {X})) pour tout A C A

Xea-A 0

et Z(AO) = IAO.

Définissons maintenant une division A de S, soit Ay € PPS :

si@e AO alors A1 {Z | Z# 0 et il existe A © AO tel que Z = Z(A)}

i ¥ e A _alors A

{Z | il existe A € A, tel que Z = Z(A)}
0 1 0
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Etudiions'les propriétés de By
CLemme 2.2, S{iZ € etXE by sont Zels que ZNX # @ alons Z c X.

Z €A

1’ il existe donc AcAO tel que Z = Z(A).

- si X € A alors Z(A) © TA =X

2- sl X & A, c'est-3-dire X € A-A alors, comme

ZAN( U 1aUXD) =9
Xea-A

ZA) N IAUXY)= @ et par la remarque 2

Z(A) N (IANX) =@, clest-a-dire, Z(A) N X

]
=

(C.Q.F.D.)

Lemme 2.3. A, est une sous-division de by.

1- pour tout Z € Aqs il existe AC,AO tel que Z = Z(A) < TA, comme

A n'est pas vide, il existe X € ACAO tel que Z<X

2- prenons X € Bq

2.1 X =0 alors Z({X}) =@ et Z({X}) € i
donc il existe un sous-ensemble de A;, B = {Z({X})},

non vide, tel que X = RB

2.2 X#@. SoitB={Z | Z¢€an
cela implique que RB cX.

1 et ZNX # P}. Par le lemme 2.1,

De plus, prenons b & X(# @) et soit ACAO tel que

A={X"|beX ey
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cela implique b € TA. (A n'est pas vide car il contient au
moins X). Si b & Z(A) alors be U 14 U{XM)
X"'eA-A

clest-a-dire qu'il existe X" € A-A tel que b € T(A U{X"})
ou b € X" et par définition X" € A. Donc b € Z(A) et

Z(A) € p, et Z(A) € B puisque Z(A) M X # @. Ceci montre
qu'il existe un sous-ensemble non vide de A1, B, tel que
X = RB. B

Donc A1 < AO.
(C .Q.F.D‘)

Lemme 2.4. by est sepanie.

Supposons qu'il existe Z, Z' € Ay tel que Z M Z' # 0
c'est-a-dire qu'il existe A et A' C Ay tel que Z = Z(A), Z' = Z(A') et
que Z(A) MY Z(A") # 0.

En conséquence IA M T A' # @. Soit B=AUA', IB # @,
soit b € IB.

Supposons A # A'.

1= A=A A" #@prenons X € A - A A" alors X € A5-A'
et IB C I(A'" U {X}) ou be I(A' U {X}) ce qui implique que
b € Z(A') qui est confraire & |'hypothése.

2- A-AMA" =@, ou AC A'. Par hypothése, A # A' donc il existe
X€ (AO -A) N A" et IBCIA U{X}) oube IA \U{X}) ce qui
implique que b € Z(A) qui est contraire & |'hypothése.

- Par conséquent A = A' et Z(A) = Z(A') ou Z = Z'. La division

By est séparée.

(C.Q.EF.D.)



2.3 A EST LA PLUS GRANDE SOUS-DIVISION SEPAREE DE AO

Par les lemmes 2.3 et 2.4 nous avons montré 1'existence d'au
moins une sous-division séparée d'une division donnée Ay I1 est trés
facile d'en construire d'autres, en partitionnant les éléments de Age Si
donc RAO est infini, nous aurons une infinité de sous-divisions séparées
de 4. Nous aimerions savoir s'il existe des sous-divisions séparées de
Ay que nous ne pouvons atteindre par ce partitionnement des éléments de
Ays c'est-a-dire, qui ne soient pas une sous-division de Bqe Le lemme

suivant démontre que cela est impossible.

Lemme 2.5. Toute sous-division sépanrée de By» 804t by, est une sous-division

de A1.

Soit A, une sous-division séparée de 8- A1 étant séparée,
nous utiliserons le lemme 1.9 au lieu de la définition pour montrer que

Ag € A1-

(a) par hypothése AS $ A et A1 < AO donc, par le lemme 1.7
RA_ = RA, = RA

s
(b) soit U€ Ag, et soit A c by tel que

X € A si et seulement si XNU # @

si U=0@ alors A =@, mais pour tout Z € b, U € Z

si U# @ alors A# @, soit X € A. |l existe un sous-ensemble non

vide de A, BX tel que X = RBX.

Donc U N RBX # @ et comme h, est séparée, U € BX'

Par conséquent, pour tout X € A, UC X et U C IA.
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Supposons que A # Ay et que U’F\R(AO—AJ # @ c'est-a-dire, qu'il
existe X' € AO—A tel que U M X' # @ ce qui implique par défini-
tion que X' € A. 1! stensuit que U N R(AO-AJ =@ et que

UcC Z(A). Comme Z(A) € Ay (Z(A) ne peut en aucun cas &tre vide
puisque U n'est pas vide) il existe donc Z € Ay tel que U < Z.

Supposons que A = A, alors TA = Z(A) et U & Z(A). Donc pour tout
P 0

Ue AS, il existe Z € A1 tel que U < Z.

(c) si Qe A1, alors par définition de A1, @ e Ay et il existe un

sous—ensemble non vide de A soit.B tel que
@ = RB

et P C A

En réunissant a, b, ¢, et en utilisant le lemme 1.9, on obtient

AS < A1.

(C.Q.F.D.)
Résumons les propriétés de By

Lemme 2.6. Ay est La plus grande sous-division séparie de A., et elle est

unique. C'est aussi celle dont La cardinalite esit mindmum.

O)

Le lemme 2.5 indique que pour toute sous-division séparée de AO’
soH'AS, on a AS g A1, A1 et donc bien la plus grande. Elle est unique
puisque la relation est antisymétrique dans le cas de division séparée.

De plus si A1 ne contient pas |'ensemble vide, elle est irrédondante

(lemme 1.1) et par le théoréme 1.12. [a| > [24].
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Si A1 contient I'ensemble vide, nous avons vu que AS le
contient aussi. 4] = Ay - (@} est irrédondante et AL = A - {@} est
telle que Al s A]. Donc |Aé( > |Ai{ comme |Aé| = ‘AS|-1 et IAil = |A1|—1

il sensuit que [A ] > laq1

De plus si |A1[ est fini, [AS[ = |A1| si et seulement si.
A = A1‘

(C.Q.F.D.)

Résumons maintenant cette partie.

Theoreme 2.7. Etant donnée une division Ay d'un ensemble S, AL existe
une et une seule sous-division de by qui i sZparle et maximale, c'est-
a-dirne, telle que toute sous-division Aéparde de By 46k une sous-division
de La sous-division maximale.

Nous avons maintenant un dessin pour les sous-divisions séparées
d'une division donnée A (figl2) . De plus, la méthode pour montrer 1'exis-
tence de la sous-division maximale s€parée de b, est une méthode constructive,
c'est-a-dire que, si 1'on sait comment est construite la division 4y» on sera

capable d'en construire sa sous-division maximale séparée.

ensemble des

sous-divisions

séparées de o

figgre I1.2
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CHAPITRE III

PLUS GRANDE SOUS -  DIVISION  SEPAREE

DE DEUX DIVISIONS DONNEES

———————

Nous avons une relation d'ordre dans 1'ensemble des divisions.
Dans le précédent chapitre, nous avons montré que pour toute division il
existait une sous-division séparée, majorante de 1'ensemble des sous-
divisions séparées. En nous servant de cette propriété nous étudions le
méme probléme pour deux divisions données. Le lemme 1.7 nous ameénera a
étendre la relation d'ordre de fagon 3 pouvoir considérer des divisions

quelconques.

3.1 PREMIER POINT DE VUE

Soient deux divisions de S, <isoms A1;,A? € PP3 ot telles que
RA1 = RAZ. Soit A = 4, U A,
Lemme 3.1. Une division sEparZe A' est une sous-division de A 44 et
seulement 54 A' < by oL AT 5 b,

1- Soit A' une sous-division séparée de A

1.1 pour tout Y € A', il existe X € A tel que Y < X,
Supposons que X € A;. Notons que si Y = @, pour tout
XE Ay Y < X et pour tout X € Ay» Y < X.
Supposons Y # . Soit b € Y et soit X' € b, tel que
b € X', X' existe puisque RA1 = RAZ par hypofhése.
De plus X' € A.



111.2

Comme A' < A, il existe BX' < A (BX, non vide) tel que

X' = RBX,. Il existe donc Y' € By, tel que b € Y' mais

alors Y' N Y # @ et comme A' est séparée, Y' =Y ou
Y € BX' et Y C X'.

Donc pour fout Y € A' il existe X € by et X' € A, tel que
YC XetY c X',

1.2 Soit X € A puisque A' s A, il existe B A' tel que X = RB

et B est non vide.
Par consgquent A' g A4 et A' < By
2- Supposons que A' g by et A' < A, avec A' séparée.

2.1 Soit Y€ A', il existe X € A1 et X' € Az tel que Y € X

et Y € X' et en particulier X, X! € A.

2.2 Soit X € A alors soit X € A1 soit X € AZ ;

si X € A1, puisque A' g A1, il existe B A' tel que
X = RB et B n'est pas vide;

si X€ Ass puisque A' g By» il existe B & A' Tel que
X = RB et B n'est pas vide.

Donc A' < A.
(C.Q.E.D.)

Etant donnée Anous savons qu'il existe une unique division
My telle que

- by est séparée

- toute sous-division séparée de A est une sous-

division de AM'
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Nous avons donc le théoréme suivant :

Théoneme 3.2. Etant données deux divisions Ay e A, qui sont completes sur
Le meme sous-ensembfe A de S, AL existe une division spare unique by telle
que by s Apyly € 8, et que pour Ztoute sous-division Aépanéeage A 2L A
disons A', on alt A" g By

2,

By est donc la division majorante de toutes les sous-divisions

séparées de A, et A,. Nous écrirons que Byp = Byedye

3.2 [EXTENSION DE LA NOTION DE SOUS-DIVISIONS

Dans la premie€re partie nous avons été contraints de considérer
des divisions qui sont complétes sur le méme sous-ensemble A de S. Dans les
autres cas nous ne pouvons considérer de sous-division commune 3 deux divi-
sions données qui ne sont pas complétes sur le méme sous-ensemble A de S,
étant donnée la propriété du lemme 1.7. Ceci restreint beaucoup la relation
de sous-division et méme la notion de division en général. En effet, puisqu’
il nous faut considérer des divisions complétes sur un sous-ensemble A de S,
une division qui est séparée et compléte sur A est en fait une partition de
A. Nous définissons d'abord une notation qui apparaitra fort utile par la

suite.

Deginition 3.1. Soilt A une division de S, A € PPS et A un sous-ensemble
de S. AlA est une division de A définie comme suit :

pouwr Zout X € &, X N A e A|A 54 et seulement 54
XOVA#EQ ouX=0.

Notons que si RA C A, A = A|A, c'est-3-dire que nous ne chan-
geons pas la division A. Nous pouvons définir une relation de sous~-division,
notée qui est une extension de 1'ancienne relation notée g, qui affaiblit
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la propriété du lemme 1.7.

Deginition 3.2.  Soient deux divisions de S, disons by By € PPS. Nous

dirons que A, A, 84 et seulement si b < AleA1.

Nous voyons tout de suite que nous avons en remplacement du

lemme 1.7, le lemme suivant :

Lemme 3.3. Si Ay ©® 1, ators RA; < RA,.

En effet, A, < A,|RA, signifie que RA, = U (Y M Ray), d'aprés
1 217 T ver 17?2
2

< Ra,.

te lemme 1.7. Par conséquent RA1 = RAZ N RA1 ou RA1 2

(C.Q.F.D.)

Notons que si RA1 = RAZ, nous avons alors A2|RA1 = b, et donc
en fait by s By Nous avons donc bien une extension de la premiére défini-
tion. I1 nous faut vérifier que nous avons bien une relation d'ordre partiel

dans le cas de divisions propres, et de préordre dans le cas général.
Lemme 3.4. La nelation est néglexive et transitive.
1. La réflexivité découle de la remarque suivante :

si RA1

cette relation est réflexive.

= RAZ, alors en fait A1 < AZ’ et nous avons vu que

2. Considérons trois divisions Aps Doy Bg € PPS, et supposons

que A1 AZ et 4y @ AS'
Clest-a-dire 4; s AZIRA1 et 4, s ASLRAZ. Nous savons par
le lemme 1.7 que RA1 < RAZ < RAS' Démontrons que

By|RAy < Ag|RAL.
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Soit Y' € A,[Ra;. Alors il existe Y € by Tel que Y' =Y /) R, .
Comme 4, s bz|RA, 11 existe Z' € bz |Rb, tel que Y& Z', et i
existe Z € AS tel que Z' = Z 1\ RA,. Considérons Z'" = Z M Ra

; 2
Puisque Y' € AZIRA1, soit Y' # 0, soit Y = @.

1
Si Y' # @, ceci veut dire Y M R, #@, et coome Y < Z', il s'en-
suit que Z2' N RA1 #@, ou (Z N RAZ) N RA1 # @ ; étant donnée
que RA] c RAZ, z N RA1 # @ ou encore Z'" # @ ; par conséquent
'€ bg|Raq. Dol Y =Y M R, < 20 N Ray = Z" et il existe
" e AS{RA1 tel que Y' & Z'".

Si Y' =@, alors, pour tout Z'" € A3IRA1: Y' < Z".RA1 étant supposé
non vide, AS}RA1 # @ et Z" existe. Donc, pour tout Y' € AZIRA1, il
existe Z'" € A3|RA1 tel que Y' < ZI".

Soit Z'" € ASIRA], il existe Z & A tel que 2'" = Z f\RA1. Soi+t
' =7 N RAZ, ou bien Z N RA1 F0etz N RAZ # @, ou bien

Z = (. Donc, dans les deux cas Z' € ASIRAZ' Il existe B C:AZ

tel que Z' = RB.

r=2"N Ry = Myn Ra).

YeB

Soit B' =B | R, .

Soit Y € B, alors, si Y' =Y M RA1 #0, Y' € B' ef, inversement,
si Y' € B'", alors, Y € B.

Donc Z" = RB' avec B' ¢ AZIRAT'

Notons que B n'est pas vide. Si B' =@, cela veut dire que pour
tout YE B, Y M RA1 = @ donc Z" =@ ; et comme Z'" € ASIRA1

il s'ensuit que Z = @ et que Z' = @. Comme Z' = RB avec B non
vide, il doit donc exister Y€ B tel que Y = @, et alors Y' € B',

donc B' n'est pas vide.
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Etant donné Z" € A3|RA1, il existe un sous-ensemble non vide de

A2|RA1 tel que Z'" = RB' et A2|RA1 < A3|RA1. En utilisant la tran-

sitivité de la relation s il s'ensuit que By s A3|RA1 ou 4, CDA3'
(C.Q.F.D.)

Lemme 3.5. Dans Le cas de divisions qui sont propres, La relation (5) est
antisymetrnique.

Supposons que A1 (:) AZ et A2 C) A1. Par le lemme 3.3, nous

avons :
RA1 < RAZ et RAZ <~ RA1
ou encore RA1 = RAZ.
Nous avons donc en fait A1s AZ et Az < A1 ; comme les deux
divisions sont propres, par le lemme 1.5, il s'ensuit que A1 = AZ.

(C.Q.F.D.)

3.3 PLUS GRANDE DIVISION SEPAREE QUI EST UNE SOUS-DIVISION AU SENS LARGE,

() D'UNE DIVISION DONNEE

Etant donnée une division Ay, TOUS avons montré dans la
deuxiéme partie qu'il existe une sous-division de Bys By qui est séparée
et que toute sous-division séparée de Ay est une sous-division de Ay
Démontrons que ceci est encore vrai dans la nouvelle relation (:).

Lemme 3.6. Toute sous-division au sens Large de Ao qui est separie, est
une sous-division au sens Large de Ay
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: . L ' .
Soit A Bys bg &tant séparée. |1 s'ensuit que A s AO|RAS.

Nous devons montrer qu'alors 4 s A1]RAS.

Comme A, est séparée, A1|RAS 'est aussi. Nous utiliserons le

lemme 1.8 de préférence & la définition.
a) Noussavons déja que Ra_ = R(a, IRAS).
La suite se démontre de la méme fagon que pour le lemme 2.5 :
b) Soit U e A et soit A' < AO|RAS tel que
X' € A" si et seulement si X'MU £ @

Si U= @ alors A' = @, mais pour tout Z' € A1|RAS, Uc Z.

Si U# P alors A' # @. Soit X' € A'. Il existe un sous-ensemble
non vide de A, BX' tel que X' = RBX,. C'est-a-dire que

Uun RBX, # @ et comme A  est séparée, U € BX" Par conséquent,
pour tout X' € A', U c X'.

Considérons A= {X | X € by et X M Ra, € A'}. Par définition de
AO]RAS, pour tout X' € AO]RAS, il existe X € 4, tel que X' = XNR4,
A n'est donc pas vide. De plus, pour tout X € A, il existe X' € A"
tel que U X' € X. Donc U € TA. Supposons que A # Ay et que

UunN (R(85-A)) # P c'est-3-dire qu'il existe X" € Ay~A tel que
UNXxX" # @. Soi+t X' =x"N RAS. Il s'ensuit que X"'N U # @,

alors X''' € A', et X" € A,

Donc U N R(ag - A) = 9
Il en découle que U € Z(A). Si A = A alors IA=Z(A) et Uc Z(A).

Comme U n'est pas vide, Z(A) N Ra #@ et il existe Z' € A1|RAS
tel que UC Z'.
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c) Enfin si @€ A]IRAS, il faut que @ € By. Par définition de 4,

@ e AO et donc @ € AO]RAS. Il existe alors un sous-ensemble non
vide de A, B tel que @ = RBet @ € A

En réunissant a, b, ¢ et en utilisant le lemme 1.9, on montre

que A < A1|RAS et par conséquent A By

(C.Q.F.D.)

3.4 CAS DE DEUX DIVISIONS DONNEES

Prenons deux divisions quelconques de S, soient Agsby, € PPS et
considérons 4 = (a|Ra,) U (AZ!RA1).

Lemme 3.7. Une division s8parBe A' est une sous-division de & au sens
Larnge s4 et seulement 84 A' by et a! Dy

Notons d'abord que RA = RA1 N RAZ.

Si donc RA' < RaA, A|RA' = (A1]RA') U (AZIRA').

En effet soit X' € A1|RA'.

Si X' =0, alors § € a,, B € 6y[Ra,, P E D et PE A|RA'.

Si X" #@, il existe X € A1 tel que X' = X NRA' et
XN R = XN RA,) M Rs', puisque RA' < Ra,. Alors XNRa, € A1|RA2<: A
et X' = (X N Ra,) M RA' € A|RAY, puisque X' # @. 11 en serait de méme pour

X' € 4,|RA". Donc (8;1Ra") U (8,[Ra") < a[Ra'.

Inversement, soit X' € A|RA’.
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Si X' =@ alors § € A et soit @ € A1]RA2 soit @ € AZIRA1 ;
clest-a-dire, soit @ € Ay soit @ € A, et alors soit P& A1|RA', soit
P e bRt

Si X' #@, 1l existe alors X € A tel que X' =X N RA', et
soit X € A;|Ra,y, soit X € AZIRA1. Il existe donc Y € A (ou 4,) fel que

X=YM RAZ (ou Y M RAT)’ et on a :

Soit X' =Y N RAZ N RA" soit X' =Y N RA1 N RA'.

Comme RA' < RA1 N RAZ, dans les deux cas on a X' =Y M Ra'
et soit X' € A1]RA‘ soit X' € A,|RA'. Ceci indique que

A|RA ='(A1|RA') U (4,[Ra").
Nous avons alors A' A si et seulement si A' g A|RA'.

Par le lemme 3.1, A' s A|RA' si et seulement si A' g A1[RA'
et &' < 8,[RA".

Par définition, 4" s A |RA" et A" < 4,[RA" si et seulement si

8 Q) oy et ' @) 8,
En résumé A' (5) A si et seulement si A' A1 et A" ©) Boe
(C.Q.EF.D.)
Etant donnée une division A, nous savons qu'il existe une

unique division M telle que

_Al\/[SA

- by est séparée

- toute sous-division au sens large de A qui est séparée

est une sous-division au sens large de iy (lemme 3.6).
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Avec le lemme 3.7 nous en déduisons le théoréme suivant :

Théoneme 3.8. Etant donnes deux divisions A et A, d'un ensemble S, L
existe une division séparde unique by telle que by (D) 4y et by ) by, et
telle que toute sous-division au sens Large de A et A, qui est séparie
80t une sous-division au sens Large de My

by est donc la division majorante de toutes les sous-divisions
au sens large de 6y et b, qui sont séparées. Nous écrirons Ay = Byeby. Cet
opérateur est ici défini pour toutes divisions Ay et A,



CHAPITRE 1V

PLUS PETITE DIVISION SEPAREE  SURDIVISION

DE DEUX DIVISIONS DONNEES

Dans le chapitre 3 nous avons construit le majorant de 1'ensemble
des sous-divisions de deux divisions données. Nous nous posons ici le problé-
me semblable, dans 1l'autre sens de la relation d'ordre. Il est naturel
d'utiliser le terme surdivision d'une division A, pour désigner une division
dont A est sous-division. Nous faisons dans ce chapitre, 1'étude du minorant

de 1'ensemble des surdivisions séparées d'une ou plusieurs divisions.

4.1 GENERALITES

Nous allons d'abord étudier le probléme, dans le cas d'une
seule division. Etant donnée une division A, existe-t-il une division

séparée By telle que A < 8y et quelles peuvent €tre ses propriétés 7

Considérons une suite d'applications de A dans Pa telle que :
pour tout X € A, Aﬁo)(X) = {X'|X' e Aet X'NX # @}

A(ﬂ'”) X) = X'GAL(B}) © A(n) X"

A = &A@y

n=0

et la suite d'applications de A dans PS telle que :
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pour tout X € A, Z(n) X) = RA(n) X

7x) = & 2™
n=0

Lemme 4.1. X € A(n) (X') 54 et sewlement 54 X' € A(n) (X) pour tout n.
La démohsfraﬂon se fait par récurrence sur n

1. Par définition X'€ A(O) (X) <===> XV X' #9
ot Xe AP <= xN x #9

donc X' e A(O) (X) <===> X & A(O) (X')
2. Supposons que la propriété soit vraie & |'ordre n

Xt e A (X)) oo 11 existe X" 6 AW () tel que X' € A® ) (xm)
¥ e A <e==> x e AD @M par hypothese
X' e A(n) X" <===> X" &€ A(n) (X') par hypothése

Xt e A () coes i) existe X" e A (X1) tei que X & AM (x)
c'est-a-dire X' € A(n+1)(X) <===> X € A(n+1)(X').
Ce qui montre que la propriété est vraie pour tout n.
(C.Q.E.D.)

Corollaine 4.2. Sin <n', alors pour tout X € A, on a

AW e Aty e 2®Wx < M.



Démontrons-le pour n' = n+l. Dans les autres cas, il suffit

de considérer A(m) (X) avec m variant de n+t1 a n'.

| Si A(n) (X) =@, il est évident que @ < A(n+1)(X) et
Z(n) X) =90 cC Z(n+1)(X). Si A(n) (X) # @, prenons X' € A(n) X). Par le
lemme 4.1, X € A(n)(X'), et il s'ensuit que A(n)(X)CA(n+1)(X). De |3
découle Z(n) X) < Z(n+1)(X).

(C.Q.E.D.)

Conollaine 4.3. X € A(X") 44 et seulement 54 X' € A(X).

X e A(X") si et seulement s'il existe n tel que X € A(n) x")

Xe A(n)(X') si et seulement si X' € A(n)(X) par le lemme 4.1.

D'oll X € A(X'") si et seulement s'il existe n tel que X' € A(n)(X)

clest-3-dire si et seulement si X' € A(X).

(C.Q.E.D.)
Ceci nous améne 3 la propriété suivante :

Lomme 4.4. SLX# @ et X' # @ alorns Les propridtis sulvantes sont
equivalentes :

- ZI(X) = Z(X")
2- ZX) N (X)) #9
3-  XeAX")

4- X' e A
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Par le corollaire 4.3 nous savons que 3 et 4 sont équivalents.

a) Supposons que nous ayons la propriété 1. Comme X € A(O)(X), puisque
X#@, il s'ensuit que Z(X) # @ et par conséquent Z(X) N Z(X') # Q.

b) Supposons que nous ayons la propriété 2., c'est-a-dire
ZX) N\ Z(X') # @. Soit b e Z(X) N Z(X").

b € Z(X) implique qu'il existe n, Tel que b € Z(n1)(X)

1

(n,)
b € Z(X"') implique qu'il existe n, tel que bel 2 X").

Soit n = max (n1,n§). Par le corollaire 4.2 nous avons
b e Z(n)(X) N Z(n'(X'). Cela signifie qu'il existe X1 € A(n)(X)
et X G.A(n)(X') tel que b € X, et b € X,. Alors X, N X, )

2 1 2
et X1 € A(O)(XZ) et par le corollaire 4.2, X1 € A(n)(XZ). Comme
X2 e A(n)(X'), il s'ensuit que A(n)(Xz) cC A(n+1)(X'), ou encore

X1 € A(n+1)(X'). Comme de plus, X1 € AﬁnJ(X), en utilisant le lemme
4,1 et le corollaire 4.2, nous avons X € A(n+1)(X1), ce qui montre

que X € Aﬁn+2)(X') ou X € A(X"), qui est la propriété 3.

c) Supposons que nous ayons la propriété 3. De la méme fagon que dans

a), nous savons que Z(X) # @. Soit b e Z(X). Il existe alors n

1
(n] ) (1’11 )
tel que b C Z (X) ce qui veut dire qu'il existe X" € A X)
tel que b C X",
(n,)
De plus, il existe n, tel que X € A (X"). Prenons n = max (n1,n2);

par le corollaire 4.2, X € A(n)(X') et X" € A(n)(X) ; donc
X" G.A(n+1)(X'), ce qui implique que X" < Z(X') et b e Z(X'). Nous
avons montré que Z(X) &< Z(X'). Par le corollaire 4.3, nous savons

que les propriétés 3 et 4 sont équivalentes. Par le méme raisonnement,
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de la propriété 4, nous déduisons que Z(X')e= Z(X). D'ol
Z(X"y = L(X).

a) montre gque 1 ===> 2
b) montre que J ===> 3
c) montre que 3 ===>

Par conzéguent ies quatre propriétés sont équivalentes.

(C.Q.F.D.)

4.2 PLUS PETITE SURDIVISION SEPAREE D'UNE DIVISION DONNEE

Considérons la division s, = {Z | il existe X € A tel que

Z=12(X)}. DA w.ons, en prem: < licu, que cette division est séparée.
Levme 4.5. By est sépanee.

Supposons que pour Z € Ay et Z' € A, ZMZ' # @, Par définition,
il existe X et X' € A tels que Z = Z(X) et Z' = Z(X'). Par le lemme 4.4,
ZXNZIX') #0 implique que Z(X) = Z(X'), ce qui montre que Z = Z' et

A1 est séparée.

(C.Q.E.D.)

Comme A] est séparée, nous utiliserons le lemme 1.9 & la place

de la définition de sous-division elle-méme.
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a) Soit X € A. Si X=0, alors pour tout X' € 4, X& Z(X"),
donc pour tout Z € A1, X<z,

Si X # @, alors X € A(O) X)) cAX) et X Z(X) € Aq donc pour
tout X € 4, il existe Z € Ay tel que X < Z.

b) Par la proposition a) nous avons RA C:RAT. Prenons b € RA1.
I'l existe Z € 44 tel que b € Z, et il existe X € A tel que
Z = Z(X). Par conséquent, il existe n tel que b € Z(n)(X) ;
il existe alors X' € A(n)(X) tel que b € X' et b € RA, D'oll
RA = RAT'

c) Supposons que @ € Ay c'est-a-dire qu'il existe X € A tel que
Z(X) = @. Alors, ou bien A(n)(X) = @ pour tout n, ou bien, pour
tout n et pour tout X' € A(n)(X), X' =@ ; en particulier pour
tout X' € A(O)(X), X' =0, et alors X'MX =P et X' & A(O)(X)
ce qui est impossible. Donc nous avons en fait Aﬁn)(X) = @ pour
tout n. En particulier A(O)(X) =@ ce qui implique que X & A(O)(X)
ou XNX = Q.‘Donc X=0et Qe A

En utilisant te lemme 1.9, on a donc A g A1.
(C.Q.F.D.)

Cette division A1 est bien la division cherchée comme le montre

la propriété suivante :

Lemme 4.7. Ay est une sous-division au sens Large de toute division séparée
dont A est une sous-division au sens Large.

Soit A2 une division telle que A (:) AZ, c'est-a-dire que
A g A2|RA. Nous avons a démontrer que A1 < AZIRA. Comme Az est séparée,

AZIRA I'est aussi, Le lemme 1.9 est & nouveau utilisé ici. Nous adoptons



Iv.7

la notation Y pour les &léments de AZIRA.

a)

b)

c)

Soit Z € &y. |l existe X € & fel que Z = Z(X). Puisque 4 < A2|RA,
1l existe Y € AZIRA tel que X €Y. Démontrons par récurrence que

pour tout X' € A(X) alors X' & Y.

Soit X' € A(O) (X). (Si A(O) (X) =@, il est facile de voir que

A(n) (X) = @ pour tout n, donc que Z(n) X) =@ et que ZX) =@ ;

et alors pour fout Y € AZIRA, ZcY). Puisque XY, il s'ensuit
que XN Y # @. De plus, il existe Y' € A2|RA tel que X' Y'.
Comme AleA est séparée, YN Y' # P entratne Y = Y'. Par conséquent
pour tout X' € A(O) X), X'cy.

Soit |'hypothése de la récurrence : pour tout X € A, si X&Y
alors pour tout X' € A(n) X)), X'ecY. Soit X' € A(nﬂ)(X), il
existe alors X' € A[R) (X) tel que X' € A(n) X. si Xey, il
s'ensuit par hypothése que X' &Y et donc X' Y. Ce qui montre
que pour tout X € A, si X& Y alors pour tout n et pour tout

X' e A(n) X), X'ez Y. Par suite ZX) &« Y. Pour tout Z € A
existe Y € AleA tel que Z €Y.

1 il

Nous avons vu que RA1 = RA. De & © A, on en déduit :
RA = R(AZIRA). En réunissant les deux égalités, Ra, = R(AZIRA).

Supposons que P € AZIRA. Puisque A < A2|RA et que A2|RA est séparée,
il existe X € A tel que X = . Dans ce cas, A(O)(X) =P et il est
évident que pour tout n, A(n) (X) = @. Par conséquent, pour tout n,
Z(n) X) =@ et Z(X) = @. Comme Z(X) € Ay, T s'ensuit que P € Aje

Par le temme 1.9 nous avons donc by s A2|RA, ou bien, 4, @ by

(C.Q.F.D.)
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Résumons ceci dans le théoréme suivant :

Theondme 4.8.  Pour toute division A, il existe une unique division séparde
By telle que A s Ay, ef pour toute dévision sepante 4,, telle que By
alorns b, By c'est-a-dine Ay est La plus petite sundivision séparie de A.

4.3 PLUS PETITE DIVISION SEPAREE QUI EST SURDIVISION AU SENS LARGE DE DEUX
DIVISIONS DONNEES '

Soient deux divisions de S données , disons Ays By € PPS ;
considérons 4 = 4,U 4, - (P} si 0 € 4, N,

=A1UA2 siQ¢g A1f\ By

Lerme 4.9. A est une sous-division au sens Large d'une division séparie A'
. AL@téu&Zmem‘.AiM (<) o' et 4, At

A' étant séparée, nous utiliserons foujours le lemme 1.9.

t- Soit A' une division séparée telle que A A'.
Nous avons donc A g A'|RA.
Soit X € 4. Si X = @ alors pour tout Y' € A'lRAP Xcy'.
Si X# @ alors X€ A et il existe Y' € A'|RA tel que X CY'.

Pour tout Y' € A'|Ra, il existe Y € A' tel que

Y'=YNRA=YN (Ra,U Ra,). Comme X CRA;, XY (\(RA1URA2)
implique que XC Y ﬁRA1. X n'étant pas vide, YﬂRA1 ne |'est pas
et Yr\RA1 € A'|RA;. Donc pour fout X € Ay il existe Y' € A'[RA,
tel que XCY'.

Par définition de A'IRA1, Ra, = R(A'|RA1).
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Enfin si @ € 4'[Ra;, cela veut dire que @ € A" et @ < a'[Ra.
Comme A s A'|RA, @ € A et par définition de A, ceci n'est possible
H 1 ' t

que si @ € A1 mAz. Ce qui montre que A < A |RA1 ou A1 @ At

Par le méme argument, on démontrerait que AZ @ At

2- Supposons maintenant que |'on ait A © 1" et Ay A' avec A'

une division séparée de S.

Soit X 8 A. Si X = @ alors pour tout Y € A'|RA, X Y.

Supposons X # . Supposons que X € A alors il existe Y' € A'[RA1
tel que X Y', c'est-a-dire qu'il existe Y € A' tel que

XcY' =YNRa, ouXCY r‘\(RA1 URa,) =Y NRa.

Mais X # @ donc Y' # @, YNRA # @ et YNRA € A'|Ra.

La méme démonstration serait valable pour X € A,. Donc pour tout
X €4, il existe Y' € A'|RA tel que XCY'.

Par définition de A'|Ra, RA = R(A'|RA).

Enfin si @€ A'"|RA, DE A" et P € A'IRA1 et P € A'IRAZ‘ Comme
by s A'[RA; et By s A'IRAZ il s'ensuit que @ € 4, N b, et par
conséquent @ € A. Ce qui montre que A s A'|RA ou A ® 2.

(C.Q.F.D.)

Etant donnée une division A, nous savons qu'il existe une unique

division Ae telle que :



- by est séparée

- toute division séparée telle que A (:) A
e s .
satisfait & A ® .

Avec 1le lemme 4.9 nous en déduisons le théoréme suivant :

Theoneme 4.10. Etant donndes deux divisions A et Ay d'un ensemble S, AL
existe une division stparle unique by felle que A ® by et b, ® by et

Zelle que Zoute division sZparte A' satisfaisant a A, ® A" et Ay ® o

satisgait a by ® 1.

Ag est donc la division minorante de toutes les surdivisions au
sens large de Ay et b, qui sont séparées. Nous &crirons A = By * by, opéra-
teur défini pour tout couple de divisions.
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CHAPITRE V

TREILLIS DE  DIVISIONS

5.1 TREILLIS DES DIVISIONS SEPAREES

Nous voyons en considérant les conclusions des chapitres 3 et
4, que 1l'ensemble des divisions séparées d'un ensemble constitue un treillis.

De plus ce treillis admet un majorant et un minorant :

soit 1 = {S} la division séparée ne contenant que 1l'ensemble S lui-méme

soit O = {@} la division séparée ne contenant que 1'ensemble vide.

I1 apparait alors clairement que pour toute division séparée A,

on a :

0 2 1.

Nous pouvons regarder s'il existe un complément, c'est-3-dire

étant donnée A, existe-t-il A' telle que

1l
—_

NN
A . AT =0,
Nous savons que A. A' est compldte sur 1'ensemble Ra () Ra!
Pour que A.A' = 0, nous devons alors avoir Ra N Ra' = @, 11

est facile de voir qu'alors a + A' = A UJA', si@ e arNa',
A+ A" =AUA - {@}, siP € aNA'. Les seules divisions ayant un complé-
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ment sont donc 1 et O. Le treillis des divisions séparées de S n'est pas
complémenté.

Remarquons que l'ensemble des partitions de AcC S, ou 1l'ensemble
des divisions séparées de S, complétes sur 1'ensemble A forme un treillis
complémenté, avec la relation d'ordre '"s'". Appelons m(A) 1l'ensemble des
partitions de A.

Pour tout A, A' € w(A), RA = RA' = A donc A + A' et A.A' sont
toutes deux complétes sur A ; d'ou A + A' € 1(A)

Ao AT ET(A).

Nous avons donc un treillis.

Prenons 1 = {A}

0

i

{{93}, {u1}, fasd, «v. {un}, ees }

a; € A, et tout bloc de O contient au plus un élément de A, et tout &€lément
de A est dans un bloc de O.

Alors pour tout A € n(A), O £ & 5 1.

De plus, étant domné A € n(A), A = {X1,X2 cee Xn cee to

Considérons les sous-ensembles de A définis successivement

(1 1 .
Y, = {a£ ) | u£ ) e X; pour 1 =1 ... |a] tel que X; # @}

k-1
Y = o | B ox U P nour i =1 ... |al}
1 1 1 p=1 i :

Nous nous arréterons a n tel que Yn = .



Vu3

Soit A = {Y1, coe Yn} si @& A

A = {Y1, ceey Y }osi D€A.

n-1
Nous voyons alors que pour tout X € A, si X # @, X f\Yj # 0.
De plus, P& A MY A'; donc @ & A + A'.

De la définition de A+ A', on constate que A + A' = {A} = 1.

De la définition de A.A', il apparait : A.A' = O.

Ceci montre que le treillis des partitions d'un ensemble A est
complémenté.

"Il est facile de vérifier les propriétés des treillis :

L Ay + Ay =4y
Ay - By =8y 0 By Ay *+ by = By + A
Ay - (AZ.AS) = (A1.A2) . Ag

by ¥ (prag) = (8g * 8)) * Ag.
Enfin, le treillis n'est pas distributif. Nous aurons en fait :

t LiMéqB.].ﬁ Po‘wihtau/tez» MQMLOMA1, A, et Ag de S, on a :

R S N IR (VY

. 3) < (A1+A2) . (A1 + AS).
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En effet 4, . 4, ® 14
SRR ORS

donc by e byt by - by @ Yy
1002 © 8 © 4yt oy
10050 45 @ 8yt 4

donc By v Byt by - g ©) By * Ay

d'oll Ay o By * By . g © 2y - (8, + 185).

D'autre part, la premiére division est compléte sur |'ensemble
(RA1 N RAZ) v (RA1 N RAS) ; donc par distributivité de ces lois,
RA1 f\(RAZ ) RAS) qui est I'ensemble sur lequel la seconde division est
comp l&te. Nous avons donc en fait By o By *+ By« Bg s Ap (A2 + AS)'

On-vérifierait de la méme fagon la seconde relation.

(C.Q.F.D.)

5.2. CAS DES AUTRES DIVISIONS

A 1'aide d'exemples, nous allons démontrer que nous n'avons pas
de treillis dans les autres cas. Considérons d'abord le cas des divisions en
général.

Soit )(1 ’XZ’XS’X4’XS’X6’X7’ des sous-ensembles de S arrangés
comme sur la figureV3c'est-3-dire tels que :



X, 0% = ¢ Xg
N =
X, N x, =0
XS(W X. = ¢ X, HilaY X,
X, < X, UX,
X, = XsﬂX6
_ X3
= 2
XZUX4 XZUX6
figure V.5
Soit by = 1X5X5,Xz5,X, X}
et By = 1X,X,,Xe X Xo b
Soit b= X UX, X, UX,}
et A= (XU X, X0

I1 est facile de constater que by s bet b, s A d'une part,

Ay £ A" et Ay < A' d'autre part.

1

Nous voulons savoir s'il existe A" telle que Ay s A" < A,

Considérons Y € A. Il existerait B < A" tel que

Y = RB.

Pour tout Z € B, il existe C1(Z) < A1 et CZ(Z) < b, tel que

-

Z = RC,(2) = RC,(2)
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et alors U
- - U
Y = 758 RG1(2) = 555 RC,(D)
Y = R(; € (D) = R( C,(@0).

En particulier pour Y = X, U X,, on voit alors que

U

zep C1(2) = {X5,%,}

U -
768 €, (2) = 1X,,X,}

et B est constitué obligatoirement de un et un seul élément, XZU X4 ,

c'est-a-dire Y.

Mais A" ¢ A' entralne que pour tout Z € A", il existe Y € A'
tel que Z¢ Y'. Donc pour Z =Y = XZU X4 il devrait exister Y' € A' tel
que Z c Y' ce qui n'est pas possible et A" n'existe pas et 1'ensemble des

divisions ne constitue pas un treillis.

En remarquant d'autre part que b, et 4, sont toutes deux propres,
nous voyons aussi que l'ensemble des divisions propres ne forme pas non plus
un treillis.

Etudions maintenant le cas des divisions irrédondantes. Prenons
encore un exemple figure V.4; nous allons montrer ici que la plus petite des

divisions majorantes de 8, et A, ne peut étre irrédondante.
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B
X bZ
b pa S
T B «.-.._‘_,____T X
X, &-«m«% , be 2
Xg
bs X
C_I :
C
Y x 72
v 6
/7
y 77 2
4 L« Saf LS5/ < 6
/ /
L] ——
C3
Y

figure V.4
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Nous considérons les divisions by = {_X] ’XZ’XS’X4’X5} et
A, = {Y1 ’YZ’YS’Y4’YS’Y6}'

Les points b1 cee b5 et ¢q ... Cg montrent que les deux

divisions sont irrédondantes.

Nous recherchons A € PPS, qui soit irrédondante telle que
Ay sbetd, s et qui soit une sous-division de toutes les divisions
irrédondantes ayant cette propriété. Pour toute division A ayant cette
propriété, et tout Z € A, il existe D] () = Ay et DZ(Z)c:: A, tel que

Z = RD] (Z) = RDZ(Z).

Etudions les possibilités pour D1 et D2 : aucun des X n'est égal 3 un Y

donc [D] > 2 et [D,| > 2

|D1| = 2 : nous avons les possibilités :

Z =X]UX4 =Y1UY4UY5

Z, =XZUX5 =Y2UY5 UY6
Z3 = X4UX5 = Y4UY5L/Y6
IDTI = 3 ! nous pouvons avoir :
Zy = X1UX4UX5 = Y1UY4UY5UY6
Lg =X2U X4UX5 =Y2UY4LJYSUY6
Zg =X3UX4UX5 =Y3L) Y4UY5LJY6
lD]I = 4 : nous pouvons avoir :
Zy = X1U XZUX4UX5 = Y]UYZ\.)Y4UY5UY6
= \ = j ! L}
Zg X]\J XS\JX4UX5 Y,]LJ Yz Y, Yol Y
Lg = XZ\J XSUX4 UXS =Y, U YSUY4U YSUY6
et enfin |D1[ =5 : ou
Zip = Ray = Ra,.
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Soit B = {Zy, Zy, «+vs Zygle

10

I1 est &vident que Apsbet ), s si et seulement si :

AC B tel que RA = RA1.
Prenons A' = {Z1,ZZ,Z6} et A" = {22,24,26}. Nous avons bien

Ay s A', Ay s AT, By s A" et A, s A". De plus toutes deux sont irrédon-

dantes, (b1,b2,b3 pour A' et b2,b1,b3 pour A" respectivement aux ensembles

composants A' et A").

Cherchons A telle que by s b g A" et Ay s b s A". Pour Z1’ZZ’Z6’
il n'existe pas de Z qui en soit sous-ensemble, ce qul entraine que ZT’ZZ’Z6
sont dans A. De plus Zy € A" entraine :

- soit Z, € aet Z4c: Z1\J 26 empéche A d'étre irrédondante

- soit il existe D € A tel que Z4 = RD ce qui entraine
D = {Z,,Z5} et Z; € A et ici encore ZSC:26 emp€che A d'étre
irrédondante.

Ceci montre que 1l'ensemble des divisions irrédondantes ne
constitue pas un treillis.
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CHAPTIRE VI

DIAGRAMMES DE  POSITIONS ET  DIVISIONS

6.1 DIVISIONS SUR LES MONOIDES

6.1.1. Algébres et Monoides

Dans les précédents chapitres, nous avons étudié les divisions
d'un ensemble S, mais nous n'avons considéré aucune propriété sur S. Cela
entralne que nous ne pouvons savoir quelles sont les propriétés de telles
divisions. De plus, le théoréme 2.7 perd de son efficacité, si nous ne pou-
vons décider si deux €léments d'une division sont des ensembles disjoints
ou non. Si nous ne connaissons aucune propriété de S, la connaissance réelle
d'une division ne peut €tre faite qu'en listant les sous-ensembles de S qui

le composent.

Par contre, si nous supposons qu'il existe des propriétés pour
tels ou tels éléments de S, et qu'il existe des algorithmes pour trouver
si un élément de S a ou non cette propriété, nous serons alors capables de

définir des sous-ensembles de S comme suit :

U=1{x | x €S et x posséde telle ou telle propriété}.
I1 existera alors des divisions de S pour lesquelles le théoréme 2.7 sera
efficace. En général lorsque S est infini, il est parfois plus facile de
définir une propriété sur ses €léments par récurrence. Nous écrirons : si

x a la propriété et si xRy, alors y a la propriété, c'est-a-dire :

(V) (Vy) (Px & xRy ===> Py)
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P est une fonction de S dans {xo,yo}

X, étant un €lément de S ayant la propriété, s'il en existe.

Yo étant un élément de S n'ayant pas la propriété, s'il en existe.

Plus généralement nous considérerons les algébres définies

comme suit :

Deginition 6.1. Une algebre A = < A, £., ... fm > est un systeme compos

d'un domaine non vide A et m+1 fonctions fi tA->Apouri=0, ..., m;

oll fO est L'application Ldentite.

En posant F = {f; | i =0, ..., m}, nous 1'écrirons <A,F>.
En considérant les algebres <A,F>, il semble intéressant de les étudier
relativement a F*, c'est-a-dire, 1'ensemble de toutes les fonctions
obtenues par une composition finie de fonctions de F. On dira que F*
est le monoide engendré par F relativement a la loi de composition de

fonctions.

Montrons une importante propriété qui nous permettra de ne
considérer par la suite que les ensembles de la forme V = F*xG, G ensemble

fini, oll la composition dans F* est &tendue d V par
V£ g€ P, ke, £(g,k) = (fog,k) = g(£,k)

f est ainsi une fonction de V dans V ainsi que g. On notera F et F 1'ensemble

des fonctions fi et %i respéctivement, avec fi € F.

Théondme 6.1. Une algebre <A,F> est isomorphe & <V,E> 54 et seulement
540 existe une application infective © de G dans A telle que pour tout
a €A, L existe un unique (p,k) €V

a=¢((K).
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1-  Supposons que <A,F> soit isomorphe & <V,?>, c'est-a-dire, qu'il
existe une application bijective y de A dans V telle que
v(£;(a) = Ei(¢(a)) pour tout a € A, i =0, ..., m.

Soit o(k) = w_1(fo,k) pour tout k € G. C'est une application

injective de G dans A puisque ¥ estbijective.

Soit a €A, (6,K) =v(@) = (f: of. , eu.of. ,k)

i i i
n n-1 1
ol fi € F pour toutp=1, ..., n, K€G
p
En utilisant la propriété de |'isomorphisme,
$(O0)) = (£, ¥
V(g (0= (5 o £ K
w(fl (fl (e(®)))= (fl 0 fi 0 fO’ k)
2 M 2 1
w(fin(... (fi1(@(k)))"') = (fin 0 vus fi1 0 fo, k)
ce qui entrafne b(e(0(k))) = (¢,k)

Comme ¢ est bijective, a = ¢(0(k)).

De plus s'il existe (¢',k') € V tel que a = ¢'(0(k")), soit b
I'élément de A tel que (¢',k') = y(b). Par I'argument ci-dessus
ona:b=¢"'"6k")) =a. Mais comme ¢ est bijective, (¢',k')=(¢,k).

2- Inversement, supposons donnée une algébre <A,F> et G un ensemble

fini tels qu'il existe une application fnjecTive © de G dans A,

il existe un élément unique de V = F*xG, (¢,k) tel
que a = ¢(0(k)).
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Considérons |'application de A dans V, § définie par
y(a) = (¢,k). Notons que (fo,k) = 9(0(k)) car o(k) = fo(e(k)).
De plus ¢ est bijective par définifion.

Soit a € A, (¢,k) = vy(a) et a = ¢(0(k)).
Soit fi e F fi(a) eAet £:(a) = fi(qn(@(k))).
Soit (8,k;) = ¥(E; (@), alors s1(0(k)) = £ (@) = £ (+(00))),

et alors (¢],k1) = (ffﬂgk) car(¢1,k1) est unique pour fi(a)

donné.

Ce qui entraine w(fi(a)) = (fio¢,k) = fi(w(aD et ¥ est un iso-

morphisme de A sur V.

(C.Q.F.D.)

Conollaire 6.1. Une algebre <A,F> est isomorphe & <F* F> s4 et seulement
5" existe un eLement unique, © € A tel que pouwr tout a € A, AL existe un
unique ¢ € F* tel que a = ¢(0).

6.1.2. Définition des Transitions et Divisions réguliéres

Nous nous intéressons maintenant aux divisions d'un ensemble
V = %xG ol ¥ est un monoide engendré par un alphabet fini £, G un
ensemble fini.Dans V, on a, pour tout x, y € %, k € G :

I

x(y,k) = (xy,k)

(y,k) x = (yx,k)
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Notation : il est pratique d'écrire B.x pour " 1'ensemble des €léments

a.x tels que a € B " ou encore B.x = {a.x | a € B}.
De méme
B/x = {y | y.x € B}.

Soient A € PPV et X, X' € A. Supposons que pour tout a € X,
a.x € X' pour un x donné de r. x a une importante propriété relativement
3 la paire ordomnée <X,X'>. Nous appellerons ''transition de X a X' ',
1'ensemble des éléments de I ayant cette propriété.

Déginition 6.2. Solent Be V et A une division de V, s0it A € PPV, La
thansition de B a A est £'application de A dans Pz définie par :

Tp(X) = {x | x € £ et B.x €X}.

Par analogie des divisions, nous dirons que les transitions
sont complétes si £g£ TB(X) = 1 ; elles sont séparées si ¥ X, X' € 4,
TB(X)(\ Tz(X') # @ entrafne X = X'.

Nous pouvons étendre la précédente définition aux transitions
d'une division.
Définition 6.3. Soient By et A, deux divisions de V, by by € PPV. Les
thansitions de by & b, sont L'ensemble des transitions de chacun des eLements

-~

de Ay a Ay

-~

Les transitions de Ay @ b, peuvent encore étre interprétées

comme une application de Ay X by dans 1l'ensemble des parties de I.
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Nous parlerons souvent des transitions d'une division
donnée ; nous voulons dire par 1a, les transitions de la division a
elle-méme. Cette notion de transitions nous permet de définir récursi-

vement quelques parties de la division. Par exemple :
- pour tout a € X1, aoq € X2

ao, € X,.

- pour tout a € XZ’ 2 1

Généralement, ceci ne définit pas en totalité les ensembles
X1 et XZ' Cependant, si une division peut &tre complétement définie comme
cela, elle a une importante propriété. Ces divisions seront appelées régu-

liéres.

Deginition 6.4. Une division de V est dite néguliere s4i, pour tout
ke G, X€ et aj €z, (a1...a-...an,k) € X 54 et sewlement 5'AL existe

J
une swite d'éléments de A, X ...X telle que :
0 n

- (a,k) € X5 Xn =X
-ajeﬂﬁ4,%)mmtwtjeﬂmL

Une telle définition est un non sens si elle est définie sur
un :ensemble S qui n'a pas la propriété du théoréme 6.1, c'est-a-dire qu'il
existe une application injective © de G sur A telle que pour tout a € S il
existe un unique (¢,k) € V tel que a = ¢(0(k)). Notons que si © n'est pas
injective ou si ¢ n'est pas unique, la définition deviendrait ambiglie. De
plus il est difficile d'établir une définition de divisions réguliere si
une telle correspondance entre S et F*xG n'est pas unique. Le théoréme 6.1
montre que nous ne restreignons pas le probléme en ne considérant que les
ensembles de la forme V. Dans certaines divisions, 1'€lément XO tel que

(r,k) € X, ne sera pas unique.
0
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Definition 6.5. Une divisdon de V est dite initiate a4 (A,k) est dans
un et un seul éLément de A pour tout k € G.

6.1.3. Relations entre divisions et leurs transitions

Nous regardons maintenant certaines propriétés des transitions
qui entrainent une propriété pour les divisions et inversement. Considérons

d'abord la propriété de complétude.

Lemme 6.2.  S{ une division contien® (A,k) dans au moins un eLément pour
tout k € G, et 84 ses trnansitions sont completes, alors La division elle-
méme. est complete.

Soit (u1 cen an,k) € V avec a; € T pour i=1,...,n.

Par hypothése il existe XO € A tel que (A,k) € XO. Notons que
XO n'est peut &tre pas unique.

Supposons que nous ayons une suite d'éléments de A, XO .o Xk

telle que (a1 ces aj,k) € Xj pour j =1 ... p <n.

En particulier, (a1 . up,k) € Xp. Les transitions de Xp étant

18 TOGX )

complétes il existe X.p+1 € A tel que Ot

Alors pour fout a € X , a.a € X
P pt1 = “p+l
(a1 cee ap,k) € Xp entratne (a1 . ap+1,k) € Xp+1' Par conséquent, il

existe Xn € A tel que (u1 ces an,k) € Xn et la division est compléte.

et en particulier

(C.Q.F.D.)

Evidemment nous ne pouvons supprimer la condition 'la division
contient (A,k) dans au moins un &lé&ment pour tout k € G'", car cette condition

est nécessaire en elle-méme pour que A soit complete.
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La réciproque de ce lemme n'est pas vraie en général. On

peut facilement la comprendre en considérant 1'exemple suivant :
G = {1} et sera donc ici omis.

X, =1{0 ... 0 | n=0,2,4...2p...}

1 e W
n
X, ={0 ... 0 | n = 3,6...3q...}
‘-"V*'“n .

Xy = 0% = (X, UX,)

A= X1 ) X2 U X3 est une division compléte de O* et cependant ses

transitions sont toutes vides. En effet, par exemple :

0=1{0...0]n=1,3,...2p+1...}

mais 000 € X etO@X'Z.

2

De plus, il existe aussi des divisions complétes réguliéres

dont les transitions ne sont pas complétes.
Considérons maintenant la propriété d'é€tre séparée.

Lemme 6.3.  Si une division est sépande et ne contient pas L'ensemble
vide, alons ses thansitions sont séparies.

Soit X € A. Par hypothése, X # @. Soit a € X.

Supposons que pour Y, Y' € A, T(X,Y) NT(X,Y') # @ et soit
o € TN TE,Y'"). Par définition des transitions, ac € Y et aa € Y!
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et puisque A est séparée, cela entraine que Y = Y', et les fransitions

sont séparées.

(C.Q.F.D.)

Remarquons que la condition de ne pas contenir 1'ensemble
vide est essentielle. En effet si A contient un tel ensemble X, les
transitions de X a A ne peuvent &tre séparées car pour tout Y € A,
TX,Y) = £ : si X est vide, X.o est aussi vide et est par conséquent
un sous-ensemble de tout Y € A.

Lemme 6.4.  Soit A une division initiale et réguliere. Si ses transitions
sont sepanies, alons La division est sépanie.

Supposons que X MX' # @ avec X, X' € A et soit
(a1 ...;an,k) e XNX', avec oy € = pour tout j = 1,...,n.

A étant réguliére, il existe deux suites d'éléments de A,

XO,...,Xn et Xb,...,Xﬁ telles que :

- (4,k) € X, (4,k) € XY, X =X, X! = X'

- t 1 s =
o5 € T(Xj_1,Xj)(W T(Xj_1,Xj) pour j = 1,...,n.
La division est initiale, c'est-a-dire que Xo est unique,
ou XO = Xé. Supposons alors que Xj_1 = X!_1, alors les transitions étant
séparées, a. € T(X. ,,X:)MTX. ,,X!) entratne que X. = X!.
paree OLJ (3_1’ J) (J"1’ J) ne q j j
Ceci montre que Xj = Xj pour tout j = 0,...,n. En particulier

pour j = n, Xn =X = Xﬁ = X' et la division est séparée.

(C.Q.F.D.)
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Nous ne pouvons enlever aucune des deux conditions : tout
d'abord si A n'est pas initiale, et encore réguliére, cela veut dire que
(A,k) est dans plus d'un élément de A qui ne peut alors &tre séparée. Si
la division n'est pas réguliére, nous ne pouvons rien dire. En reprenant
les ensembles X1 et X2 précédemment définis :

X;=10...0 | n=0,2...,2p,...}
' n
X, = {0 ... 0 | n=3,...,3q,...)
sty prtisone .
n

A ='{X1,X2} n'est pas réguliére. Ses transitions sont vides, donc séparées.
Cependant A n'est pas séparée car 000000 € X1/W XZ'

Remarquons une autre propriété des divisions réguliéres séparées.
Lomme 6.5. Soit A une divisdion sEparée tLelle que RA/o < RA pour tout

o € . A est néguliene s4 et seulement 54 pour tout X, X' € A, a € I, &L
X.aMX' # @ alorns X.a CX'.

Supposons A réguliére. |l est évident que RA/a & RA pour tout
a € I.

Supposons que pour X, X' € A, et o € %, X.a MNX' # @ c'est-a-
dire qu'il existe a € X tel que a.a € X'. La division étant réguliére, il

existe une suite d'éléments de A, X ,...,X.n telle que :

- (1,K) € X5, X =X

- O eT(Xj-1,Xj) pourj =1, o.o’n
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'l est évident alors que a = (a1 . un_1,k) € Xn_1 et puisque
= '
a € T(Xn_1,Xn) T(X,X")

i

A est séparée et que a € X, on a X = Xn—]' Donc a
clest-a-dire X.a &X',

Inversement soit x = (u1...a.... k) € X avec aj € . Soit

o)
n’

XO""Xj"°'Xn € A tels que (a1...aj,k) e Xj pour j =1,..., net (A,k) € XO.
Alors Xj_1ajf\ Xj # @, d'ol uj e T(Xj_1,Xj). La propriété Ra/a € RA, entrafne
|'existence de la suite XO’ X1 ces Xn ; du fait que A soit séparée, il découle

que X est dans le seul élément X de A tel que X = Xn ; ce qui démontre que la

division est réguliére.

(C.Q.F.D.)

Ceci indique que dans le cas de partitions nous retrouvons la
définition déja connue des partitions régulieéres. Comme nous parlons de
partitions, €tablissons deux lemmes relatifs a la relation entre une parti-

tion et ses transitions.

Lemme 6.6.  Soit A une divisdion initiale néguliéne. SL ses trhansitions sont
des partitions, La division elle-méme est une parntition.

La démonstration découle des lemmes 6.2 et 6.4,

Lemme 6.7, Dans une partition rneguldiene, ses thansitions sont des parntitions,
Par le lemme 6.5, si X a X' # @ alors o € T(X,X'").
Soita€ I etaelX, alorsaa€V. Comme A est compléte, il

existe X' tel que a a € X' d'oll X o MX' # @ ce qui entrafne a € T(X,X").

Les fransitions sont donc complétes. De plus, par le lemme 6.3 (une partition

est supposée ici ne pas avoir d'ensembles vides) les transitions sont
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séparées. Donc ce sont des partifions.

(C.Q.F.D.)

Ces lemmes mettent en évidence une forte corrélation entre
les transitions et les divisions régulieres. Leurs définitions peuvent
nous faire penser d des graphes orientés. Nous allons étudier cette

 association.

6.2 RELATIONS ENTRE DIAGRAMMES DE POSITION ET DIVISIONS REGULIERES

6.2.1. Diagrammes

Nous considérerons les diagrammes de position comme €tant

un quadruplet, D = < %,I,£,S > ol

% est 1'ensemble des lettres de 1l'alphabet d'entrée, fini

I est 1'ensemble des &tats non nécessairement fini

f est une application de I x I dans Pz

S est une division de I, le catalogue des états de départ, (@ £ S).

En général : sera toujours le méme, et nous ne le mettrons
pas dans le quatruple, c'est-3-dire que nous considérerons parfois les

triplets D = < I,f,S > avec I sous-entendu.

Notons que la notion du diagramme de position a été d'abord
introduit par Mc Naughton et Yamada dans (7) et par Yamada dans (8). Le
premier de ces papiers donne un algorithme pour exprimer 1'é&vénement

d'un état d'un graphe d'état par une expression réguliére.
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Déginition 6.6.  L'evenement d'un etat i dans un diaghamme de position
Zel que S n'est pas vide et ne contient pas L'ensemble vide est L'ensemble
des couples (x,k) ol x est une chaine de z* qui va de L'un des états de

5, (€S) sur L'état i.

Déginition 6.7. Un graphe d'états est un diagramme de positions
D=<1,f,S> tel que, tout S € S ne contient qu'un seul elément et
pour tout i,j,p € I, 44 £(i,j) ME(,p) # # alors j = p.

De plus, nous supposerons que tout Sk € S n'est jamais vide.
Si pour tout Sk €S, Sk ne contient qu'un seul &€lément, nous dirons que
le diagramme de position est initial, par analogie avec les divisions
initiales. Nous supposons de plus que les &léments de S sont indexés par

les €léments de G de facon biunivoque.

6.2.2. Premier théoréme

Nous avons maintenant deux ensembles :

- 1'ensemble des diagrammes de position définis sur z, G

- 1'ensemble des divisions réguliéres de V.

Etudions comment ils sont reliés entre eux. Pour cela définis-
sons une application X de 1'ensemble des diagrammes de position dans
1'ensemble des divisions réguliéres de V, telle que pour tout i € I, il
corresponde un sous-ensemble de V"Xi qui est 1'événement de 1'état i
dans le diagramme de position D.

A=XD) ={X; [1i€T}

Lemme 6.8. A = X(D) est une division rnégulierne de V.



VI.14

Il est facile de voir d'abord que A € PPV. De plus remarquons
que £(i,j) e T(Xi,Xj) pour tout i, j € I.En effet, pour tout a = (x,k) € Xi’
X est une chafne allant de 1'un des états de Sk ad |'état i et alors Xa est
une chatfne allant de |'un des états de Sk sur |'état j, c'est-a-dire aa € X.;
ce qui entrafne que a € T(Xi’xj) ou £f(i,j) e T(Xi,Xj).

Enfin, soit a € Xi’ a-= (a1 ees an,k) € V. Il existe alors
une suite d'éléments de I, iO cee in telle que

-1y € Sk’ 1,1

- aj € f(ij_1, ij) pour j = 1,...,n.

Si i, € S, alors (A,k) € X. par définition de |'dvénement
0 k i,
de iO. Par la remarque ci-dessus, f(i._1,ij)c:T(Xi ,Xi ) pour tout

J
S
j=1...n. 1l existe donc une suite d'éléments de A,

Xi ces Xi Telle que :
0 n

- (A,k) € Xio’ X, =X
n

- ey € T(Xi. ’Xi.) pour j =1 ... n.
-1 73

Réciproquement, si une telle suite existe, il est évident,
par définition des transitions que (a1 cee an,k) € Xi'

La division A est donc réguliere.

(C.Q.F.D.)
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Déginition 6.8. Soit D un diagramme de position sur £, G et A une
division néguliene de V. Nous dirnons que D est homomorphe a b, 4'iL
existe une application de D sun b, ¢ telle que

- pour tout i, j € I, £(i,j) € T(e(1), ¢(3)).
2- 1 €S €5 ===> (A,K) € ¢(i).
Deginition 6.9. Soit D un diagramme de position sur z, G et A une

division neguliere de V. Nous dirons que D est isomorphe @ A, 5'4L
existe une application bijective de D sur 4, ¢ telle que :

I- pour fout i, j € I, £(1,3) = T(e(d), ¢(3)).
2- 1€ S € S <===> (A,k) € ¢(i).
Nous voyons que nous avons la propriété suivante :

Corollaine 6.9. D est homomonphe & X(D).

Lemme 6.10.  L'application X est swijective.

Soit A une division réguliére de V, A € PPV. Soit I un

ensemble tel que |I| = |A] et ¢ une bijection de I sur A.
Soit D = < I,£,5 > tel que
- £(3,3) = T(e (D), ¢(3))
-S = {Sk | Sk = {i](a,k) € ¢(i)} k € G}

A étant réguliére, a € X si et seulement s'il existe une suite d'éléments

de A, X, ... Xn telle que
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- (1,K) € Xy, X =X

- o, € T(X,

j 5-17 Xj) pour j = 1,..., nol a= Ogeeslly .

Mais la suite ¢_1(XO), cee, ¢_1(Xn) est une suife d'éléments de I telle que
-1
(rk) € XO <===> ¢ (XO) € Sk €S
- -1 = -1
X =X<===>9¢ (X)=¢ X

T s 0T X)) = 0 € T

-1 J)

pour j =1 ...n,

donc a € X si et seulement si a est dans |'événement de |'état ¢—1(X),

ce qui montre que A = X(D). L'application est donc surjective.

(C.Q.F.D.)

En résumant nous avons :

Theoneme 6.11.  L'application X de L£'ensemble des diagrammes de position
dans £'ensemble des divisions négulizres de V est une application surfective
telle que 84 A = X(D), D est homomorphe & A.

Généralement 1'application ne sera pas injective. I1 existe
des diagrammes de positions auxquels 1'application fera correspondre la
méme division. Un exemple simple le montre lorsque 1'un des €tats est
inaccessible de tous les états d'entrée. Dans ce cas, son &vénement est -
vide, et nous avons vu ce qu'est la transition de 1'él€ément de A & A dans
ce cas. Cependant, il n'est pas nécessaire que le diagramme de transition
ait cette transition. Considérons par exemple le diagramme de position de
la figureVi.1, il lui correspond une division réguliere A = {X1, 25 3,X4}
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état d'entrée

(16l =1)

figure VL1 ’ figure VL.2

Pour le diagramme de position de la figureVL2, il corres-
pond la méme division réguliére A. Les diagrammes sont cependant différents.
Cette non-unicité vient du fait que certaines des fléches ne sont pas néces-
saires dans 1érdiagramme de position pour avoir une chaine de r* dans
1'événement d'un état, car une autre fléche d'un autre &tat s'en charge.
Par contre aucune des '"'fléches'" ne sont enlevées des transitions de la
division.

De plus, nous pouvons considérer une relation d'équivalence
dans 1'ensemble des diagrammes de position. Soit R cette relation telle
que DRD' <===> X(D) = X(D'). Si P est 1l'ensemble des diagrammes de posi-
tions et P/R 1'ensemble quotient, il existe une application bijective de
P/R sur 1'ensemble des divisions de V.
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6.2.3. Relations entre les propriétés d'un diagramme de position et

des divisions réguligres

Nous voulons maintenant considérer quelques propriétés des
diagrammes ou des divisions et leur influence 1l'une sur l'autre. Consi-
dérons d'abord les diagrammes connectés, c'est-a-dire tels que tout &tat
est accessible d'au moins un état de RS.

Lemme 6.12. D est connect? s4i et seulement s4 X(D) n'a pas d'ensemble vide.

- En effet, si tout état est accessible d'un état de RS,
| 'événement de chaque état ne peut &tre vide et la division correspon-

dante ne contient pas l'ensemble vide.

- Inversement, si X(D) n'a pas d'ensemble vide, alors pour

tout état, son événement ne peut étre vide et tout état est accessible.
(C.Q.E.D.)

Regardons maintenant la relation entre divisions séparées

et les graphes d'état.
Lemme 6.13. Si D est un graphe d'états, X(D) est stparie.

Si D est un graphe d'états, il a un et un seul état dans
tout S et X(D) est initiale. De plus si f£(i,j)MN £(i,p) # @ alors
j = p, pour tout i,j,p € I. Nous ne pouvons utiliser le lemme 6.4
car nous n'avons que f(i,j)c:'T(Xi,Xj) et nous ne pouvons pas dire si
les transitions sont séparées. Nous allons le montrer par induction
mathématique sur la longueur des chaines. Supposons que pour tout X
tel que 1g(xX) < n, si (x,k) € Xi et (x,k) € Xp alors 1 = p. Remarquons

que ceci est vrai pour 1lg(x) = 0, c'est-a-dire x = A.
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Soit x = Ggeee0y OU 1g(x) = n ; et supposons que (x,k) € Xi
et (x,k) € Xq alors (x,k) est dans ['événement de |'état 1 et il existe

p eI tel que X = g0 g5 (x],k) e Xp et a € f(p,i).

Il existe aussi m € I tel que (Xl’k) € Xm et o, € f(m,q).
Mais 1g(x1) = n-1 et par hypothése p = m, ou o e £f(p,1) N £(p,q) et
puisque D est un graphe d'état, i = q. L'hypothése de |'induction est
donc vraie pour tout n.; ou si Xi/W Xq # @, alors Xi = Xq et X(D) est

séparée.
(C.Q.E.D.)

Nous avons vu dans le lemme 6.10 que pour toute division
réguliere A de V, il existe un diagramme de position D tel que A = X(D)
et D isomorphique a 4, ou £(i,j) = T(Xi,Xj) pour tout i, j € I.

De plus, si A a un ensemble vide, X, alors T(X,X') = » pour
tout X' € A. Ce diagramme de position ne peut alors €tre un graphe d'état.
Nous n'avons donc pas la réciproque compléte du lemme précédent. De plus,
si pour i et j différents de I, Xi = X.j le diagramme ne pourra pas non
plus &tre un graphe d'état.

Deginition 6.10.  Nous dirons que D est simple 54 powr tout i, j € I,
Xi;éxj.

Lomme 6.14., S& X(D) est sparie et n'a pas d'ensemble vide et 34 D
est simple, alors D est un grhaphe d'état.

Supposons gue nous ayons les propriétés, alors par le lemme
6.2, les transitions de X(D) sont séparées. Donc si £(i,q) M £(i,p) # @,
alors T(Xi,Xq)fW T(Xi,Xp) #F 0 et Xp = Xq. Comme D est simple cela entraine

P = q.
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De plus, il existe un et un seul élément de X(D) qui contienne
(A,K) et il existe un et un seul élément de I, qui soit dans Sk pour tout
Sk € S, donc D est un graphe d'états.

(C.Q.F.D.)

Regardons maintenant la complétude d'une division relativement
aux diagrammes de position complétement spécifiés, c'est-d-dire que pour
tout 1 € T et o € &, il existe j € I tel que o € £(i1,]).

Lerme 6.15. S4 D est completement spécifie alors X(D) est complete.
Si D est complétement spécifié, cela veut dire que

U ers o1 o :
561 f(i,j) = £ pour tout 1 € 1

alors ;5& T(Xi’xj) =7

et les transitions de X(D) sont complétes.

Par hypothéses Sk n'est pas vide pour tout Sk € S, donc D
a au moins un état dans tous Sk € S et X(D) a au moins un élément contenant

(A,k). Par le lemme 6.2 on en déduit que X(D) est compléte.
(C.Q.F.D.)

Dans la premiére partie, nous n'avons pas obtenu la réciproque
du lemme similaire. Montrons sur un exemple qu'ici aussi la réciproque
n'est pas toujours vraie. Prenons un diagramme de position qui soit
complétement spécifié, et ajoutons un état avec des transitions incomplétes.

figure VL 3.
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g
]

1< {1,2}, £, {{1}} > est un diagramme de position
complétement spécifié, X(D1) est alors compléte.

jowr)
[

1 = < 11,2,3}, £, {{1]1} > n'est pas complétement spécifié
et cependant X(Dz) est compléte

figure VI.3

Regardons maintenant la relation entre partitions et graphe
d'état complétement spécifié et connecté.

Theoneme 6.16. Etant donné un diagramme de position connect? et simple,
c'est un graphe d'état completement spécifil 84 et seulement s4 La division
néguliene correspondante est une partition.

Soit D un diagramme connecté et simple ; par le lemme 6.12
X(D) ne contient pas d'ensemble vide. Nous sommes dans les conditions
du lemme 6.14. Alors par les lemmes 6.13 et 6.14, X(D) est séparée si

et seulement si D est un graphe d'état.

Par le lemme 6.15 si D est complétement spécifié, X(D) est
compleéte. Par conséquent si D est un graphe d'état compiétement spécifié,
X(D) est une partition.

Inversement, supposons que X(D) soit une partition, alors D
est un graphe d'état. De plus X(D) est réguliére. D'ol par le lemme 6.7,
dans une partition réguliére, sans ensemble vide, les transitions sont

des partitions.
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Soit a € T(Xi,Xj) et a € Xi' Ceci entrafne aa € Xj c'est-a-
dire aa dans !'événement de |'état j et il existe i' € I fel que a estT
dans |'événement de |'état i', c'est-a~dire a € Xi' et o€ £f(1i',j).
Comme X(D) est une partition, Xi' = Xi' D étant simple, i' = 1 et
o € £(1,j). D'ol T(Xi,Xj) < f£(i,j) comme on a déjé‘f(i,j)c:'T(Xi,Xj)
nous avons donc égalité pour fout 1, j € I. Comme les t::zisitions sont
des partitions, il en va de méme de {f(i,j) | j € I} pour tout iel et

le graphe d'état est complétement spécifié.
(C.Q.F.D.)

6.2.4. L'application X

X ne sera jamais une correspondance injective ; &tant donné
un diagramme de position D = <I,f,S>, nous pouvons ajouter un état a I
qui soit identique i un état déja dans I, c'est-a-dire, soit q € I,

soit I' = T U{q}, et soit 1 un €lément particulier de I.
f'(j,q) = £(j,1) pour tout j eI
£f'(,p) = £(j,p) pour tout j,pel
S' = {Si \ Sp = Sy si i¢ S, Si =S Ufql siie Sk}
Soit D' = <I',f',S'>. Nous avons X(D) = X(D') et cepéndant
D #Z D'. Nous allons nous intéresser aux diagrammes de position qui sont

simples. I1 n'est gu€re intéressant d'ajouter un état dont 1'événement

soit strictement €gal a 1'événement d'un autre état !

Lemme 6.17. SL D est sdmple et 54 & = X(D) est une division Lrrddon-
dante, alons D est L'unique diagramme de position simple el que A = X(D).

Supposons que A soit une division réguliére irrédondante. Soit
D un diagramme de position simple tel que A = X(D). Si nous pouvons définir

exactement ce qu'est D, nous aurons montré que D est unique.
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Tout d'abord, nous savons que pour tout 1, j € I,
£(1,5) € TOG,X;)- Soit o & TCY,X;). Soit by € X; Tel que by # qe}:{i} X,
Un tel bi existe pour tout 1 € I car A est irrédondante et D est simple.
D'ol bia € Xj. Ceci enfraine que bia esT dans |'événement de |'état j et
il existe g € I tel que bi est dans ['événement de |'état q et o € £(q,]).
Alors bi € Xq et comme X(D) est irrédondante et que D est simple il s'ensuit
que q = i et o € £(i,j). Ceci montre que £(i,j) = T(Xi,Xj) pour tout i,
jeI.

De plus S = {S | pour tout k € G, S = i | (0,K) € X; ).

Nous avons démontré que D est complétement défini ; il est

donc unique.
(C.Q.E.D.)

Nous pouvons nous demander quelle serait la propriété d'une
division réguliére A telle qu'il existe un unique diagramme de position
D tel que A = X(D).

Lenwme 6.18.  Si une divisdon néguliere A est telle que D est £'unique
diagramme de position simple pour Lequel A = X(D), alkors D et A sont
Lsomonphes ; de plus A est une division propre, ou bien {L existe un
Glement de I, i tel que jkejl T(Xi,Xj) = @.

- Soit A et D tel que & = X(D). Nous supposons que D soit
unique. Soit D1 = <I,f1,S > ol f1(i,j) = T(Xi,Xj) pour tout i, j € I.
Nous avons vu qu'alors A = X(D]) et comme D1 est également simple,

D= D1 et D est isomorphique a A.

- Supposons qu'il existe X € A tel que pour Ac & - {X}

X =RA
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et supposons que X¥§Z TX,X") # 0.

Soit alors X" € A tel que T(X,X") # @ et prenons a € T(X,X").
Alors pour tout a € X, aa € X'"' et pour tout X' € A et pour tout a' € X',
a'a € X", ce qui implique que a € T(X",X") pour tout X' € A,

De plus D est simple, c'est-a-dire, que pour tout X € 4, il

existe un unique 1 € I fel que X = Xi' Soient 1 et q € I tels que X = Xi
et X" =X .
q

Soit D] = <I],f1,81> avec :

I, =1,8 =5

f1(m,n) = f(m,n) sim#3iouniq

£,G,9) = £(i,q) - {al.
Notons que o € f(i,q) car D est isomorphique a A.

Soif Ay = X(D1). Montrons que A = Ay par induction mathématique
sur la longueur des chaines.

Pour cela, remarquons d'abord que pour tout m € I, X£1) Lond Xm.
: ().
De plus, si (A,k) € X, alors (r,k) € Xm pour tout m € I.

Supposons que pour tfoute chaine x = Gq «ee Op telle que n < p,

on ait : pour tout me I, si (x,k) € Xm alors (x,k) € X£1).

Soit x = g eee @ et supposons que pour me I, (x,k) € Xm.

P
Alors il existe une suite d'éléments de I, io...i tels que
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- io € Sk et ip = m

"oy € f(ij—1’ij) pour tout j =i, «e. , P

k) € Xi et

c'est-a-dire qu'il existe ip_1 € I tel que (a1..
p-1

.ap_1,

oy € £(,_qm).

Deux cas a considérer :

1- % # o ou ip_1 Fioum#q a!ofs f(ip_1,n0 = f1(ip_1,nﬂ et par
hypothése (a1 ces ap_1,k) € Xg;iT donc (a1 . ap,k) € XéT).
2- % = a, ip_1 =1etm=q. Alors il existe X' € A tel que

(0q «oe a__+,K) € X', et nous avons vu que pour tout X' € A,
1 p-1

si a € T(X,X") alors o € T(X',X"). Soit j € I tel que X' = Xj.

Nous aurons alors o € £(j,q) car A et D sont isomorphiques et

donc a € f1(j,q) car j#1 (X' #X).

Par hypothése (u1 ‘o k) € X§1) done (a1 cus ap,k)ejxé1)=x£1),

ap_1,

La propriété est donc vraie pour toute chafne, et pour tout
mel, Xilc: Xé?), et par la remarque donnée plus haut, Xm = X£1). Donc
A=Ay, mais D étant unique D1 z D ce qui est impossible par construction

de D1. Par conséquent |'une des deux hypothéses est fausse et nous avons :
ou bien A est une division propre

ou bien il existe 1 € 1 tel qué ;E& T(xi’xj) = 0.

(C.Q.F.D.)
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Les hypothéses du lemme 6.17 s at plus fortes que les conclusions
du lemme 6.18. L'exemple suivant indiquera que cependant nous ne pouvons la
généraliser. Nous voulons montrer qu'il existe une division propre pour laquelle
D n'est pas unique. Nous pouvons prendre une division réguliére séparée qui
contienne 1'ensemble vide. Par le lemme 1.2 nous savons que c'est une division

propre, mais les valeurs de f(i,j) (Xi = ) ne sont pas bien définies pour tout

J.

figure VI.4
En prenant la figure VI.4, X(D1) = X(DZ) et D1 Z D,.

De plus nous pouvons montrer qu'il existe une division propre

pour laquelle D est unique (figure VI.5).

D3 figure VI.S

D3 est 1'unique diagramme de position correspondant i

A = {{A}, {0}, {0,171}, {{O O}}}.
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Nous voyons que A est propre mais n'est pas irrédondante.
Nous énoncerons le théoréme suivant :

Theoreme 6.19 La nestniction de X & L£'ensemble des graphes d'état
conmnects est une bifection dans L'ensemblLe des divisions sépanées sans
ensemble vide.

Par les femmes 6.12, 6.13, 6.14, D est un graphe d'état
connecté si et seulement si X(D) est séparée et ne contient pas |'ensemble

vide. Les lemmes 6.17 et 6.18 montrent que la correspondance est biunivoque.
(C.Q.E.D.)

Le contenu de ce chapitre a donc mis en évidence la forte
corrélation entre les diagrammes de position et les divisions réguliéres.
I1 suffit 3 montrer 1'intérét des divisions réguliéres pour décrire les
diagrammes de position. Nous allons étudier dans les chapitres suivants
des algorithmes de simplification de diagrammes de position, dans lesquels
on considére des "états de sortie'.
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CHAPITRE VII

MACHINES AVEC ETATS DE  SORTIE

EQUIVALENCE DE TELLES  MACHINES

7.1 MACHINES AVEC ETATS DE SORTIE

Dans le chapitre VI, nous avons parlé de diagrammes de
position et nous n'avons pas spécifié les €tats de sortie. Nous allons
parler maintenant de machines, c'est-a-dire de diagrammes de position
avec états de sortie. Tout d'abord, disons que généralement le Modéle
donné par MOORE ne considére qu'un seul ensemble d'états de sortie.
C'est pourquoi un tel mode€le est appelé 'accepteur'. Etant donnée une
chaine, nous démarrons la machine avec elle. Si, 4 la fin, la machine
est dans un état de sortie, la chalne est 'acceptée'', autrement elle
est 'rejetée'. Considérons maintenant que nous pouvons avoir plusieurs
ensembles d'états de sortie (généralement disjoints) et supposons que
tout état est caractérisé dans une classe d'état de sortie, nous aurons
un "'traducteur'. La machine donnera 3 la sortie une chaine de méme lon-
gueur que la chafne d'entrée, en considérant la suite des classes des
états de sortie dans lesquels nous passons successivement avec une telle
chaine a 1'entrée. Prenons, par exemple, le graphe d'état de la figure 6,
et supposons que, chaque fois que nous sommes dans 1, la sortie est 1 ;
chaque fois que nous sommes dans 2, la sortie est 2 ; chaque fois que
nous sommes dans 3 la sortie est 3. Considérons la chaine

00010110122200002
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la traduction en sera

11122122131333331

2 A
k0
O @ \v/ O M..,_,_..ﬁ// @é)

2 1 figure VII.1

La définition de ces classes d'états de sortie peut &tre
faite par une fonction g de 1'ensemble des &tats I dans 1'ensemble des
lettres de sortie, c'est-a-dire, l'alphabet de sortie Ly En fait, cette
fonction définit une division de I : si f (u) represente 1'ensemble des
€léments de I qul sont appliqués sur 1'élément u de Z, , la division est
1'ensemble {g (u) | ue .

Nous considérerons la division elle-méme sans parler de la
fonction g ni de 1'alphabet de sortie.

7.2 MACHINES AVEC CLASSES D'ETAT DE SORTIE, OU TRADUCTEURS

Soit A une division réguliére, A € PPV et soit § une division
de A, ne contenant pas @, § € PPA. Soit r(a,s) = {RU | U € §}. C'est une
division de V qui définit le comportement de la machine. Nous pouvons
considérer que 1'alphabet utilisé pour nommer les &€léments de r(a,$) est
1'alphabet de sortie. Soit (x,k) € V, la chalne de sortie, ou chaine tra-
duite par la machine, est la chaine Y]"'Yn’ si elle existe telle que
(a1 ces ai,k) € Yi pour tout i = 1...n avec x = Cgeee Ope

Immédiatement deux questions se posent :
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1- Est-ce qu'une tc le chalne existe ? Nous ne nous en préoccupons
pas. Si la chaine Y1 cee Yn n'existe pas, cela veut dire que la
chaine d'entrée n'est pas dans 1'ensemble des chaines acceptées

par la machine qui n'en connalt pas alors le sens.

2- Est-elle unique ? Cecl est beaucoup plus important, et nous devons
en prendre soin. Si Ir(a,8) n'est pas séparée, nous ne savons pas
ce que sera le résultat dans bien des cas. Nous pouvons dire que
la machine a un comportement ambigué€. Cependant, nous ne faisons
aucune restriction sur T'(A,S8) en général. Les restrictions seront

faites dans chaque cas particulier.

Nous pouvons aussi considérer le fait qu'il existe peut &tre
plus d'une machine pour un comportement donné, et chercher un moyen de les
caractériser. Pour cela nous pourrions utiliser la propriété intéressante
de A et T(A,8) du premier lemme. Soit 8y = RS appelée division réduite de
<h, &>.

Lemme 7.1 A1 < T(4,8).

- & est une division compléte de A1. Donc pour tout X € A1,
il existe € & tel que X e U et X @ RU.

- Par définition de I'(4,8) pour tout Y € I'(A,8) il existe
U€ § tel que Y = RU, et U n'est pas vide.

Par conséquent A1 £ T'(a,8).

(C.Q.F.D.)

Considérons maintenant deux divisions réguliéres A et A' et

supposons qu'elles aient le méme comportement, c'est-3-dire, qu'il existe
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deux divisions de A et A' qui domment le méme comportement :

r(a,8) = r(a',s8'). Par le lemme 7.1 Ai < T(a',8'") = 1(Ar,8). Nous en

déduisons la propriété : étant données deux divisions réguliéres qui

ont le méme comportement, leurs divisions réduites sont toutes deux
sous-division de ce comportement. Maintenant, si une division réguliére
A' est telle qu'il existe une division réduite, Ai c A' telle que Ai

soit sous-division de ce comportement, que peut-on dire ?

Supposons que deux divisions réguliéres A et A' soient telles
qu'il existe Ai < A', telle que Ai < I'(A,8) pour une certaine division §
de A. Le probléme est : existe-t-il une division de A{, §' telle que
r(a',s") =1(s,68) ?

Considérons pour tout Y € r'(a,8), U'(Y) = {X"|X' € 83, X' #0
et X' < Y.

Soit &' = {U'(Y) | Y € 1(4,8)}.

Remarquons que si I'(A,8) est séparée, alors §' sera également
séparée. En effet supposons que U'(Y) N U'(Y1) # @ alors il existe
X' € U'(Y) N U'(Y) c'est-a-dire X'C Y N Y, et comme X' # @ cela
entraine Y = Y1 et U'(Y) = U'(Y1).

Etudions maintenant r'(a', §').

Puisque Ai < r(a,8), pour tout U € §, il existe A © Ai tel
que Y = RA. Par conséquent A < U'(Y) ou Y < RU'(Y). Comme par construc-
tion RU'(Y) < Y nous avons Y = RU'(Y). I1 s'ensuit que Ir'(a,8) = r(a',s').

Nous avons le théoréme suivant :

Theoneme 7.2.  Soit A une division réguliere de V. Soit hyune division
(s2pante) sans ensemble vide de V. 1L existe une division (sZpanée) sans
L'ensemble vide de A pour Laquelle T(A,8) = 84 et seulement 5'AL

50
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extiste Az b fek que Ay € By

Conollaine 7.3.  Etant donnle une division de V ne contenant pas @,
c'est Le compontement d'une machine 54 et seulement 5'AL existe une
division néguliene A de V et Ay C A telles que Ay s04E 1ne Aous-

division de AO.

7.3 TRADUCTEURS NON COMPLETEMENT SPECi}iES

Considérons une machine, c'est-a-dire un diagramme de position
3

auquel est associé la classification des états de sortie.

La machine domn€e, ou le "'traducteur", est capable de traduire
tous les éléments (a1 ces ap,k) pour lesquels (a1 ces uq,k) se trouvent
dans un état inclus dans Ay pour tout q € [1,pl. Pour les autres chaines,
la traduction de la chaine d'entrée ne peut €tre faite complétement. De
telles machines sont cependant intéressantes : dans ce cas les chalnes
non complétement traduites peuvent €tre considérées comme des chaines
dont la traduction compléte ne nous intéresse pas. Dans tous les cas,
si nous disposons d'une autre machine qui, 3 tout élément (u1...ap,k) eV
fait correspondre le méme €lément Bp (s'il existe) de 1l'alphabet de sortie,
cette deuxiéme machine peut trés bien nous satisfaire. Formalisons ce que

nous venons de dire.

Soit une machine M = <I,f,S5,8>. La définition est une analogie
avec celle des diagrammes de position. Nous ajoutons la division & (ne conte-
nant pas ¢) de 1l'ensemble I qui indique la classification des états de sortie.
Par 1'application x sur D = <I,f,5>, nous obtenons une division réguliére de
V, A = x(D). Enfin 1(A,8) est le comportement de cette machine M. L'ensemble
des €léments d'entrée de la machine, pour lequel 1'élément Bp est défini,

avec p = 1lg(x), est A = RA1 avec A, = RS.
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Pour tout élément (X,k) qui n'appartient pas a A, nous ne
nous préoccupons pas de 1'élément Bp correspondant ; il n'est méme pas
donné par M. Supposons que nous ayons une autre machine M' = <I',f',5',8'>
avec D' = <I',f',S'>, o' = x(D"). Alors r(a',8') est le comportement de la
machine M'. L'ensemble des chafnes traitées, dont 1'é€lément Bp est défini,
est A' = RAi avec Ai = RS§'. Supposons que Ac A' et que de plus
r(a,8) = r(a',s') | A. Alors pour tout &élément (x,k) € A, 1'élément Bp

défini par M est le méme que celui défini par M'. Nous dirons que M'

satisfait au comportement I'(a,8).

Déginition 7.1.  Etant donnCe une dévision by, nous dirons qu'une machine
M= <I,f,S,8> satisfalt au comportement A AL by = r(a,s) | RAO avec
A = x(<1,£,5>).

Si by est compléte sur V, il est évident qu'alors nous avons

A = T(4,8).

0

7.4 TRADUCTEUR DETERMINISTE AYANT LE MEME COMPORTEMENT QU'UN TRADUCTEUR

NON DETERMINISTE DONNE

Nous parlerons ici en termes de divisions. Soit ume division
réguliére donnée A, et une division ne contenant pas @, § de A. Son com-
portement est donc I'(4,8). Nous allons chercher une machine déterministe
qui ait le comportement r(4,8). Pour cela, il nous faut trouver une divi-

sion séparée et réguliere A, et une division de Ags S telles que
F(AS,GS) = r(a,8).

Cherchons tout d'abord B Nous avons vu dans le chapitre II
que pour toute division, il existe une sous-division qui soit séparée.
Soit Ag la plus grande sous-division séparée de A. Démontrons qu'elle

est réguliere.
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Théoréme 7.4. La plus grande sous-division séparde d'une division
rneguliene est néguliine.

Soit A une division réguliére et AS sa plus grande sous-
division séparée : nous voulons démontrer que pour fout Z € Ag» aj €z
(u1 cen an,k) € Z si et seulement s'il existe une suite d'éléments de

As’ ZO’ cees Zn'Telle que :

- (A’k) e Zo, Zn =7

- o3 € T(Zj_1,Zj) pour tout j =1, ..., n.

Tout d'abord si une telle suite existe, il est évident par
définition de T que (a1 “ee un,k) € Z.

La démonstration inverse va se faire par récurrence sur n.
Sin=0c'est-a-dire g s 0 = A, nous avons (A,k) € Z si et seulement
si (Ak) € ZO’ et ZO = Z. Ce qui est bien évident.

Supposons que pour n = 1...q, (a1 cen an,k) € Z si et seulement

s'i| existe une suite d'éléments de Ag» ZO . Zn felle que

- (0,K) €Zg, 2 =7

- oy € T(Zj_1,Zj) pour j =1 ... n.

prenons n = q+1 et supposons X = ap e o (xaq+1,k) € Z. |l existe
alors A = A tel que Z = Z(A). Soit d'autre part A.q ={X | X€anet
(x,k) € X}. Mais X € A si et seulement si (Xuq+1,k) € X. Il existe donc

. une suite d'éléments de 4, X5 ... Xq+1 telle que
- (0,k) € X, Xq+1 =X

- aj S T(Xj_1,Xj) pour fout j =1 ... q*l
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donc il existe X, tel que (x,K) € X, ot ag,q € T(X,,N) ot X, € 'Aq. A,
n'est donc pas vide ; de plus, par définition de A _,

(k) € TA, - (IAqﬂ D Aq1+1) et i1 existe Z € b tel que Z, = ACHE

Par hypothése, il existe alors une suite d'éléments de bgs ZO . Zq

telle que

- (1,K) & 7,

- aj € T(ZJ 1 J) pour j =1 ... q.

Soit (x',k") € Zq alors (x',k') € X si et seulement si X € Aq. Or pour
tout X € A, il existe X"' € Aq tel que o e T(X'",X) donc peour tout
X€eA xa

qt1
k') € X. Supposons qu'il existe X' € A=A tel que

qt1’
x'a q+]’k ) € X'. Alors il existe X" € A tel que (x',k') € X" et
aq* e TX',X"). Il s'en suit que X" € Aq donc (x,k) € X" et
(xo q+]’k) € X'. Par définition de A, alors X' € A ce qui est contraire

a |'hypothése X' € A-A. Par conséquent, (Xx'a

q+1’k') € Z(A) ou Z(Aq)
. . . Vo z
uq+] < Z(A). Donc il existe une suite d'éléments de A, ZO “ee Zq+1
tel que
- oy e T(ZJ 1° J) pour j =1 ... q+l.

Ce qui wonire ~ue la propriété est vraie pour tout q et donc que As est
réculiére.

(C.Q.F.D.)

I1 nous faut maintenant trouver 65, telle que F(AS,GS) = T(4,8),
Pour tout U € § nous associons U'(U) = {Z | Z € A, ZEPetUM A # @ ol
Aest tel que Z = Z(A) }.
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Considérons 5, = {U'(U) | U € §}. Etudions P(As,ds). Notons

que par définition 8, ne contient pas @ puisque P € s.
Lemme 7.5, F(AS,GS) = 1(A,8).

Pour cela nous allons montrer que RU = RU'(U) pour tout
U e s.

AS ¢ A et nous avons vu dans le femme 2.3 que pour X € A,
si B(X) = {Z | ZSASeTZ(\X#Q}

alors X = RB(X) lorsque X # @.

Mais siZf\X#¢celaveu+direqueZ%Q)eTXGAoDA

est tel que Z = Z(A) puisque Z(A) N k{ RAUV{X}) =9
, XEA-A

ou encore Z(A) N R(a-A) = @.
Inversement si X € A, alors si Z#@, Z (VX #@ et XE B.

Soit DX) = {Z | ZSAS,Z#QeTXerDAesffeI que

Z = Z(A)}. Nous avons alors D(X) = B(X) et RU = M. RD(X) = R(M DY)
Xeu XeU

I

Mais par définition, U'(U) = X%{J D(X) donc RU
) =T(8,9).

RU* (U)
r(Ag, 6,

(C.Q.F.D.)

Etant donnée que A est séparée, 8, est la seule division
possible de AS telle que F(As,ds) = r(s,8). Démontrons que dans certains
cas &, est une division séparée.
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Lemme 7.6. S4L r'(r,8) est séparie alons N est une divisdion séparie.

Supposons que U'(U1)f\ U'(UZ) # @ clest-a-dire qu'il existe
Z € U'(U1)f\lJ'(U2). Pour un tel Z, il existe AC A tel que Z = Z(A)
et nous avons U1nA #0 et UyMA# Q. Soit X; EUMNAetX, e sz\A,
alors ZCX1r\X2. Par définition de U'(U), Z # @ donc Z CRU1('\RU2 R
Comme T(A,8) est séparée, il s'ensulf que RU1 = RU2 et par le lemme 7.5
RU'(Ud) = RU'(UZ). La division A  étant séparée si Z € U'(Ud)(Z # @), alors
ZC:]@J'(UZ), ou Z € U'(UZ) ; la symétrie entre U1 et U2 entraine
U'(U1) = U'(Ué) et 8  est séparée.

(C.Q.F.D.)
Nous avons le théoréme suivant.

Theoneme 7.7. Etant données une division négulirne A et une division ne

contenant pas @, § de A, AL existe une division régulienre separie by et
une division ne contenant pas P, 8 de Ay telles que T(A,8) = P(As,és).
De plus 1(4,8) est séparle 84 et seulement 44 8¢ est sepanie.

La premiére partie découle du théoréme 7.4 et du lemme 7.5.

Par le lemme 7.6 nous savons que si I'(A,8) est séparée, 8

|'est aussi.

Si r(a,8) n'est pas séparée, et si on suppose qu'il existe
une division séparée régulieére Ag et une division & telle que
r{a,s) = F(AS,SS), alors 8. ne peut étre séparée : il existe Y et
Y' € T(A,8) tel que YAYY' # P et Y # Y'. Donc il existe U, € 6, ef
U; € &, tel que Y = RUS et Y = RUé et RUSfW RU; # @ ; par conséquent
Usf\ljé # @ puisque Ag est séparée. Si alors 65 était séparée, cela
entrafnerait US = Ué et donc Y = Y' ce qui est contraire au choix de
Y et Y'.

(C.Q.F.D.)
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I1 est possible que dans la division §, on ait @ € §.

7.5 CAS DES ACCEPTEURS

Ce qui nous intéresse, dans ce type de machines, c'est de
connaitre quelles sont les chalnes qui sont 'acceptées' quelles sont
celles qui sont refus€es. Nous pouvons considérer alors, comme pour les
traducteurs, une division de 1'ensemble des €tats, §. Si le comportement
r(a,s) d'une telle machine n'est pas séparé, nous dirons alors qu'il y
a ambiguité, c'est-d-dire que pour certaines chaines elles sont 3 la

fois acceptées et rejetées. L'étude revient alors 3 celle des traducteurs.

Cependant, il est parfois plus logique de dire, que si une
chalne est acceptée et rejetée en terme de traduction, elle est en réa-
1ité acceptée en terme de reconnaissance de chaines, c'est-d-dire qu'il
y a priorité du terme '"accepté' sur le terme "rejeté'". Ce qui nous inté-
resse alors, ce n'est plus I'(A,8) mais 1'ensemble des chalnes acceptées,
E et 1'ensemble des chaines rejetées F. Cela revient au méme de dire que
nous nous intéressons aux chaines acceptées, et aux chalnes reconnues par
la machine, &tant entendu que si une chaine est reconnue et n'est pas
acceptée, elle est considérée comme rejetée. Dans ce cas, § est une divi-
sion compléte de A, & = {21,22}, ol Z] est 1'ensemble des états dont
1'éveénement est un sous-ensemble des chaines acceptées et Z, = A.

On a : RZ1 = E

RZ

]

2 E U F ensemble des chaines reconnues.

De plus, & étant une division compléte, le lemme 7.1 est en
fait : A <T(4,9).
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Nous utiliserons plutdt la notation r(a,Z,) avec Z] < A
au lieu de r(a,s) car nous n'avons plus la méme interprétation de §.
Posons par définition r(A,Z]) = T(a, {Z1,A}) pour Z1 < A,

A la place du théoréme 7.2, nous énongons le théoréme suivant :
Theorneme 7.8. Soit A une division régulizgre de V, A = Ra. Soit E < A.

12 existe un sous-ensemble de A, Z tel que TI'(A,Z) = {E,A} 54 et seulement
84 A < {E,A}.

Corollaire 7.9. Une division domnée {E,A} de V avec E ¢ A est Le
comportement d'une machine 44 et sewlement 4'AL existe une s0us-
division de {E,A} qul s0it nguliere.

Notons qu'il est impératif que pour tout (a1 cee un,k) € A,
on ait (A,k) € A et (a1 ces as,k) € Apour s =1 ... n. Cette condition
est suffisante si on ne considére pas la cardinalité de la sous-division
réguliére. Elle n'est pas suffisante si on désire des machines & nombres

d'état finis.

Pour les traducteurs, nous avons ensuite introduit la notion
de machine satisfaisant 3 un comportement donné. Nous ne modifions pas 1la

définition.

En effet soit by = {EO,AO} avec]%)c: AO. Soit M un accepteur
de comportement I'(4,Z) = {E,A} tel que 4y = I'(4,Z) | Ay Six € Ej, alors
x€E f\AO et elle est acceptée par M. Si x € AO - EO, x ¢ E puisque
By = E N Ay et x € A-E elle est donc rejetée par M.

Notons de plus que le théoréme 7.4 est toujours vrai.

De plus le lemme 7.5 devient :
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Lemme 7.10. F(AS,US) = 1(s,0).
Nous remplacons le théoréme 7.7 par :
Theoneme 7.11.  Etant donnes une division néguliere A et un sous-ensemble

U de A, L existe une division rnégulierne sépanie A et un sous-ensemble US
de Ag tels que I‘(AS,US) = 1(a,0).

Remarquons que si A est séparée, il est équivalent de consi-
dérer la machine en tant que traducteur ou en tant qu'accepteur. Soient
A et A' deux divisions séparées, U et U' des sous-ensembles de A et A'.

Démontrons le lemme suivant.

Levme 7.12. T(4a,U0) = 1(a',U') 84 et seulement 54
r(48,8) = T(a',8') oit § = {U,A-U} et §' = {U',a"-U'}.
r(a,u) = r(a',U") <===> RU = RU' et RA = RA"
RA = Ra! <===> RUUJR(A-U) = RU' UR(A'-U").

Comme RU NR(A-U) = @
et RU'NR(A'-U")

?
r(a,u) = r(a',U") <===> RU = RU' et R(a-U) = R(A'-U")

c'est-a-dire I'(A,8) = I'(a',8"') en utilisant le terme "=" pour indiquer

la correspondance entre RU et RU', et R(a-U) et R(a',U').

(C.Q.F.D.)
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Le chapitre VI a montré que les divisions régulifres permettait
de décrire les diagrammes de position. Ce chapitre associe a une machine
ou diagramme de position avec &tats de sortie ume division qui est le com-
portement de cette machine. A une telle division correspond une classe de
machines, celles qui ont le méme comportement. Nous avons pu dégager des
propriétés qui caractérisent les éléments d'une classe donnée (théoréme 7.2).
Nous avons vu également que dans chaque classe il existait des machines
déterministes, c'est-a-dire données par un graphe d'état (théorémes 7.7 et
7.11).
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CHAPITRE VIII

MINIMISATION DES  MACHINES  DETERMINISTES

8.1 GENERALITES

Etant données une division réguliére A et une division & de
A, ne contenant pas @, I'(4,8) est le comportement de la machine associée.
En général T(A,8) ne sera pas réguliére, mais il est intuitif qu'il peut
exister de nombreuses divisions réguliéres A' et de sous-ensembles A{ de
A' tels que Ai £ I'(8,8). Par le théoréme 7.2, il existe alors une division
de A', &' telle que r(a',s') = r(4,8). Nous voulons trouver un algorithme
qui construise certaines de ces divisions réguliéres A' qui contiennent
moins d'éléments que A. Pour cela nous allons essayer de regrouper les
€léments de A, c'est-a-dire que nous cherchons une partition n' de A telle

que :

1- un de ses sous-ensembles est sous-division de § de facon a

garder le méme comportement
2- T(s,7n") est une division réguliére.
Comme nous recherchons ume partition =' de A, considérons T,
la plus grande sous-division séparée de SUA4}.n est en fait une partition,

et toute partition n' répondant 3 la question sera une sous-partition de .

De plus r(a,m) < I'(a, 8§ U{a}) en effet :



1-

2-
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X € r(a,m) entraine qu'il existe Z € 7 tel que X = RZ
mg 6 U {A} et il existe Z1 € s U {Attel que Z2C Z
il en découle RZ € RZ] € r(a,s U {A}).

1 9

Y e r(A,8 U {A}) entraine qu'il existe 21 € s U {a}
tel que Y = RZ]. De m £ 6§ U {A} il en découle qu'il
existe un sous-ensemble non vide de B de n tel que

= - U =
Z, = RB. Alors RZ, Xez, X zkeJB RZ

C = {RZ | Z € B} est un sous-ensemble non vide de I'(a,w)

tel que RZ1 = RC.

En général la division A sera donnée par un diagramme de

positions D. Par les théorémes précédents nous savons qu'il y a une et
une seule division réguliére AL = x(D). La division § étant alors ume

division de 1'ensemble des états, I. Nous ne considérerons que les dia-

grammes de position qui sont simples. Nous avons alors une correspondance
biunivoque entre les €léments de I et les €léments de A. Nous utiliserons

parfois 1'un pour 1'autre. De plus nous supposerons que tout état est
accessible (Xi #0).

¢¢ﬂ1.

Elle induit une partition A de I. Soit

Soit F(i,Z2) = ) f(i,q) pour tout 1 € I et Z € .

geZ

Considérons une relation d'équivalence sur les €léments de I ;

i = p si et seulement si :
pour tout Z € w, F(i,Z) = F(p,Z).

mo= A.m. Notons que
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Considérons la division F(A,ﬂ1) et étudions ses propriétés
relativement 3 r(a,=) et a A.

Lemme §.1. r(A,m.) < T(a,m).

1- Soit Z] € e Alors Z1 =Y\ Z avec Y € A, ZE T

alors RZ] C RZ.

Pour tout Y1 € F(A,ﬂ]) il existe Z1 € o ZenmetYeEA
tel que Y1 = RZ1 C RZ =Y.

2- Soit Z €& m et soit B(Z) = {Z, | Z; & et Z, < L)
I'l s'ensuit que Z = RB(Z) car TS M.

Prenons Y € T(A,m) ; il existe Z € 7 tel que Y = RZ.

Puisque Z # @, B(Z) # @. Soit C(Z)
Z1 € B(Z)} alors C(Z) # Q.

{Y, | Y, = RZ, et

1 1 1

C(Z) est un sous-ensembie non vide de T(A,n1) tel que

Y = RZ = 21%'13)(2) RZ, = RC(Z)

ce qui démontre que F(A,n1) < T(a,m).
(C.Q.F.D.)
Leomme §.2. A g F(A,n1).

Ceci est écident puisque up est une partition de A et

qu'alors le lemme 7.1 s'applique.

Considérons maintenant les cardinalités des divisions.
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Lomme §.3. Si T(a,m) est Lunédondante aﬂonAIP(A,n1)| z |r(a,m)| et
IF(A,W1)| = |r(a,m)| 44 et seulement 4 r(a,m) = r(a,m).

|l suffit d'utiliser le théoréme 1.12.

Lenme 8.4. |bo] 2 |F(A,w1)| et |al| = IT(A,"1)| 54 et seulement 84
A= I'(A,TT.I).

1- !F(A,ﬂ1)| < |n1\ par définition de r(4,m,).
ﬂ1 étant une division irrédondante de A, on a vu que
|n1] < |a] d'ol la premiére relation.

2= fmyl = faf <===> V2 € 1y, {21‘ = 1 par définition d'une
partition.
Si |F(A,ﬂ1)| = [a], par 1 on en déduit [m | = [4]

vYye F(A,’H.‘), 3 Z1 € tel que Y = RZ1
]Z1] =1 enfrafne 3 X € A tel que Y =X et Y € A

donc T(A,my) € A

VXea, m étant compléte 3 Z1 € m tel que X € Z1 et comme
‘21‘ =1
X = RZ1 € T(A,ﬂ1) (car X # @)
et A C F(A,ﬂ1) d'ol égalité.
3- Inversement si F(A,ﬂ1) = A on a évidemment |'égalité des

cardinal ités.

(C.Q.F.D.)

Lomme 8.5.  |A] = |ﬂ1| x |n| et [n1[ = |r| si ef seulement si m, = m.
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T et ™ sont des partitions de 4 ncus savons que |4] est
une borne supérieure de leur cardinalité, Comre 7 est irrédondante,

nous obtenons le résultat par le théoréme i.1Z.

La procédure précédente peut €tre répetée avec w et
F(A,w1) et ainsi de suite. Par le lemme 8.5, nous savons que aprés n
itération, n ¢ |ao| - |n| le processus nous redomnera la méme partition

' _5_Aa2 = } 1 117 r . = T
de A, c'est-3a-dire " I1 s'en suivra i(A,ﬂn) J(A,nn+1) ces

T 4.
n+l
Nous voulons savoir maintenant quelles seront les propriétés de F(A,nn).

8.2 DPROPRIETES DE LA DERNIERE DIVISION TROUVEE

Le premier lemme montre que ce sera une division régulicre.

C'est-a-dire que le processus se termine sur une machine.
Lemme 8.6. Si‘n] = v alons T(b,w) est néguliene.

Supposons LET c'est-a-dire que pour tout Z € n et 1,
g€ ZonafF(,2') =F(q,2") pour tout Z' € n. Notons que a € RZ si et
seulement s'il existe 1 € Z tel que a € Xi' Soit x = O . 0 BVEC

o € Zpourm=1...n,

1- Si (x,k) € Xi’ cela veut dire que (x,k) est dans |'événement de
I'état 1, clest-a-dire qu'il existe une suite d'éléments de I,

iO’ ceos, in telle gue :

- (8,k) € Xio et i =1

- am_e f(im—]’im) pourm=1 ... n.

T est une partition de I, par conséquent pour toutm =1 ... n,
il existe ZIn € 1 tel que 1m.€ Zm et en particulier 1 S ZO et

par conséquent (A,k) € RZO ; Zn = 7 car w est séparée., De plus
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am.e f(imr1’im)€5 F(%n—1’zm) et par définition de T4 = ™, pour
tout q € Zm—1’ o € F(q,ZHQ ou encore pour tout q € Zm—1’ il
existe p € Z_ tel que

e fk,p € TX ,X ).
oy € £06,p) © TR,X)

Alors pour fout a € RZm_1, il existe q € Zm_1 tel que a € Xq,

. . s
et il existe p € Zm_Tel que o, € T(Xq,Xp) alors a.o, g X . D'l |
a.o € RZm, ce qui montre que (RZm_1)am‘c: RZm ou o € T(RZm_1,RZm).
Mais pour fout Zm, il existe Ym € I'(a,m) tel que Ym = RZm.

|| existe alors une suite d'éléments de TI'(A,n), YO ces Yn tel que
- (Ak) € Yo, Y, =Y
- am.e T(Yﬁh1,th pour toutm =1 ... n.

2- Inversement, supposons que ces propriétés soient vraies. Alors
par définition des transitions, on montre de proche en proche

que (a1 ces am,k) € Ym pour tout m = 1...n et en particulier
(a1 ces an,k) e Y.

Par conséquent T(A,m) est réguliére.

(C.Q.F.D.)

Lemme 8.7. SA D donne est sdimple et 84 A est inédondante et T(A,m)
est néguliene, alons m = T

meETmE m.A si et seulement si m £ A.

Puisque m et A sont des partitions de A et @ € A, la seule
propriété a démontrer est que pour tout Z € m, il existe U € A fel que

Z < U. Soitp € Z et Z' € .
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Si la fonction x n'est pas injective, nous avons vu qu'il
existait des diagrammes de positions D pour lesquels f(p,q) < T(Xp,Xq).
La propriété I'(A,m) réguliére implique des propriétés sur T(Xp,Xq) mais
non sur £, et nous ne pouvons rien démontrer dans le cas ol x n'est pas

injective d'ol les propriétés nécessaires sur D et A, (lemme 6.17).

Soit o € F(p,Z'). Alors pour tout a € X, aa € RZ'. || existe
donc Y" € T(A,nm) tel que a € Y'" et o € T(Y',RZ").

Si A n'est pas irrédondante, nous savons qu'il existe des
éléments X de A qui sont sous-ensembles de ['union d'autres éléments de
" A. Pour ces éléments, nous ne pourrons démontrer que o € T(X ,RZ'), ce

qui est pourtant la seule fagon de montrer que F(p,Z') = F(q,2').

Cependant si A est irrédondante, soit a_ € X_ tel que
ap € R(A—{Xp}) alors apa € RZ' et il existe Y'" € I'(a,n) tel que ap ey"
et a € T(Y'", RZ'). De plus si ap € Y", il existe alors Z" € n tel que
Y' = RZ" et 1 € 2" tel que ap € Xi ce qui implique Xi = Xp, et comme nous

avons supposé D simple, 1 = p. Comme 7 est une partition de I, il s'ensuit
que Z = Z" et que Y" =Y. D'ol o € T(Y,RZ'").

Inversement, soit o € T(Y,Y') ; reprenons le méme ap ; ap ey
et a o €Y'. |l existe alors q € Z' tel que apu € Xq. [l existe donc 1 € 1

tel que ap € Xi et o € £(1,q). D étant simple et ap choisi de telle fagon

qu'il n'est que dans X, il s'ensuit que 1 = p et o € £(p,q) et par consé-
quent pour tout p € Z, T(Y,RZ') = F(p,2'). Z est donc contenue totalement
dans une méme classe d'équivalence, et par conséquent il existe U € A tel

que Z & Uet 7 g A

(C.Q.F.D.)

Considérant les lemmes 8.6 et 8.7 nous avons
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Theoneme §.8. Si A est une division Luédondante, T(A,m) est néguliere
84 et seulement A4 m = .

Considérons quelques propriétés de A qui sont conservées dans
r(a,m) et I‘(A,ﬂ1).

Lemme §.9. SL D est simple, 54 A est iwddondante, alors T(a,m) et
F(A,ﬂ1) sont uédondantes.,

En effet si A est irrédondante, alors pour tout 1 € I, il

. . W v .
existe un unique Xi € A et ay € Xi tel que a; ¢ qu_{i}Xq. Puisque =

. T+i = H 1]
et ™ sont des partitions, pour 8 = @,1, si a; € RZB alors a; € Z,é;gfﬁzs}RZ .
De plus pour tout Y € F(A,ﬂs), il existe ZB #0 tel que Y = RZB et par
conséquent il existe un tel a -
(C.Q.F.D.)

Lomme §.10. S4 D est simple et 54 A est sepante, alors T(4,n) ek
I’(A,ﬂ1) Le sont.

T et L sont des partitions de I ; comme D est simple, nous
pouvons dire que ce sont des partitions de A, étant donnée la correspondance
biunivoque entre les éléments de I et ceux de A. Donc pour B =@ ou 1, nous

1 N ' - = 71
avons pour tout ZB’ ZB € Tas ZB ZB # @ entratne ZB ZB'

De plus YBf\'Yé # @ pour YB, Yé € F(A,WB) entraine qu'il
i ! g = T = 1 1 A A
existe ZB et ZB € o tels que YB RZB’ YE RZ8 et puisque A est séparée,

1 oy 70 = 7Y = y! Az
ZBlﬁ\ ZB #9 d'ol ZB ZB et YB YB et F(A,wB) est séparée.

(C.Q.F.D.)
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8.3 MACHINE DE MEME COMPORTEMENT

Nous avons démarré le processus avec un diagramme de position.
Nous aimerions le finir avec un diagramme de position qui ait le méme com-
portement. Dans le cas ou la division A irrédondante, cela est treés facile.
Nous avons vu dans le lemme 8.9 que T'(4,n) est irrédondante et que, par
conséquent, le diagramme de position D qui est simple et tel que
r(a,1) = x(D) est unique. Dans le lemme 8.7, nous avons démontré que
lorsque A est irrédondante et r'(a,m) est réguliére

T(Y,Y') = F(p,Z2') pour tout p € Z

avec Y = RZ et Y' = RZ'.

Par conséquent, les transitions du nouveau diagramme de position sont

faciles & trouver. Dans le cas général, supposons que m = m,. Soit J

1 0
un ensemble d'indexage tel que |J0| = |n| et ¢ une application bijective
de JO sur m. Soit DO = <JO,fO,SO>

avec 80D = (50 | s =5 | jeg et oINS, # o1

£,(3,a) = </ f(p,q) pour un certain p € ¢(j)
qcé (q)

La définition est consistante puisque n = T c'est-a-dire

que pour tout p € ¢(j) nous obtiendrons le méme fo(j,q). Démontrons que
DO est blen le diagramme cherché.

Lemme 8.11.  r(a,m) = (D)

Rappebns que si T(A,n) = F(A,w1) alors T(A,n) est réguliére.

Autrement ce serait un non sens de considérer une telle application.
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(a1 cen an,k) €Y si et seulement s'il existe i1 € Z tel que
(oc1 ces an,k) € Xi avec Y = RZ.

(u1 “ee an,k) € Xi si et seulement s'il existe une suite

d'étéments de I, iO . in telle que

- i € Sk’ =1

- o € f(lm_1,1ng pourm =1 ... n.

Pour tout 1 il existe Zm € m fel que 1 € vaeT il existe

ig € Jo Tel que Z = ¢(i)-

1- Supposons (a1 cee an,k) € Y. Alors une telle suite d'éléments

de JO existe et

o, € f(im—1’im) entraine a, € fO(jm—1’jm)
- iy € S entratne j, € SO

~si j€ JO est tel que Z = ¢(j) alors jn = j car m est
séparée et i € ¢(jn)f"\¢(j) #0.

Alors (a1 cee un,k) est dans |'événement de ['état j de DO'

2- Supposons que (u1 ces an,k) est dans |'événement de |'état j de
DO alors il existe une suite d'éiéments de JO, jO e jn’ Telle

que :

e 5O

~Jo jn=j
- o, € fO(jm—1’jH9 pourm =1 ... n.

Si jO € Sﬁo), il existe iO e ¢(j0) N Sk'



VIIT. 1}

De plus pour tout im—] € ¢(jm-])’ fO(jmhl’jm) - U f(im_1,q).

qes (J)
Alors il existe i € ¢(]m) te! que o € f(lmrl,lm).
En d'autres termes, il existe une suite d'éléments de I, iO oo in
Telle que :

-1y € S et iy € 9(J)
- am‘e f(imr]’lm) pour m =1 ... n.

Par conséquent (a] voo qn,k) S Xi C Ro(j) = RZ avec Z = ¢(j).
Par conséguent, pour fout j € Jo,n'il existe Z 6 m et Y € T(a,n)
tels que Y = RZ, Z = ¢(j) et Y représente !|'événement de |'état
j de DOE De plus pour tout Y € I'(A,n) il existe Z€ 7 et j € JO
tels que Y = RZ, Z = ¢(j) et Y représente |'événement de |'état

j de DO” Par conséquent T'(b,n) = X(DO).
(C.Q.F.D.)

Supposons qu'étant partisd'une division réguliére A et d'une
partition = de A, nous ayons construit par le processus une suite de par-

titions de 4, Ty oees T Supposons que n soit tel que r Nous

=TT+.
savons alors par le lemme 8.6 que F(A,nn) est réguliére? Congtluisant le
diagramme de positionD0 par le l