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I N T R O D U C T I O N  

Le modèle d'automates le plus universellement admis actuel- 

lement a été donné par GINSBURG en (1) et KROHN et RHODES en (2). Ces 

derniers deiinissent une "quasi-machine", comme un quintuplet, (K,N,Y,G,X) 
tel que 

K est un ensemble non vide pas nécessairement fini 

W et Y sont deux demi-groupes 

6 est une fonction de KxW dans K telle que pour tout 1, J E W 

et q 6 K, A(q,IJ) = W(q,I), JI 
A est une fonction de KxW dans Y telle que pour tout 1, J 6 W, 

s s K ,  A(q,IJ) = m , I )  X(G(q,I) ,JI 

Ce modèle mathématique peut être interprêté, du point de vue 

comportement d'une quasi-machine, de la façon suivante : L'ensemble K est 

1 'ensemble des états internes, W le demi-groupe des chaînes de symboles 
d'entrée, Y le demi-groupe des chaînes de symboles de sortie, 6 l'opérateur 
qui porte la machine de l'état q dans un nouvel état, à réception d'une 

chalne d'entrée, et h est l'opérateur qui délivre, à partir de l'état q, 

une chaîne de sortie à réception d'une chaîne d'entrée. Les conditions sur 

6 et A peuvent être énoncées de la façon suivante : 

L'état atteint, c'est-à-dire 6(q,IJ), quand la chaîne d'entrée 

1 suivie de la chaîne d'entrée J est appliquée à la quasi-machine, est le 

même que celui atteint quand la chaîne d'entrée J est appliquée à l'état 

6 (q, 1) , c'est-à-dire, celui obtenu en appliquant la chaîne d'entrée 1 à la . 
quasi-machine initialement dans l'état q. 



La chaîne de sortie, c 'est-à-dire A (q, IJ) , que la quasi-machine 
délivre quand une chaîne d'entrée 1 suivie d'une chaîne J est appliquée à 

la quasi-machine dans l'état q, est la même que la chaîne de sortie, A(q,I), 

c'est-à-dire celle que la quasi-machine délivre quand la chaîne 1 est appli- 

quée à la quasi-machine initialement dans l'état q, suivie de la chaîne de 

sortie x (6 (q, 1) ,J) , émise par la quasi-machine quand la chaîne d'entrée J 
est appliquée à la quasi-machine, initialement dans l'état 6(q,I) mentionné 

plus haut. 

Ce modèle est très pratique pour décrire les machines du type 

Mealy (3) quand elles sont complètement sperlfiées. En effet, quels que 

soient l'état q et la chaîne d'entrée 1, 6(q,I) et A(q,I) doivent être 

définis. Paul1 et Unger (4) ont étendu cette définition à des états "puits", 

et étudié le problème de la minimisation de machines incomplètement spécifiées. 

Yamada (5) considère l'équivalence des graphes d'état complètement spécifiés 

et des partitions régulières définies sur l'alphabet des chaînes d'entrée. On 

peut rapprocher cette Gtude de celle de Mezei ( 6 )  qui définit les Automates 

comme des sextuplets (S,c,M,sO,n,g) où : 

S est l'ensemble des états internes 

c est l'ensemble des symboles d'entrée 

M est une fonction de SXC dans S, la fonction de transition 

s0 est l'état initial, so 6 S 

n est l'ensemble des symboles de sortie 

g est une fonction de S dans a ,  la fonction de sortie. 

M et g sont équivalents aux fonctions 6 et A respectivement du premier modèle. 

Cependant, dans le cas de machines non-déterministes, ces définitions 

ne peuvent s'appliquer, car ces machines ne font pas intervenir des fonctions dans 

le sens où les modèles ci-dessus les utilisent. En fait, les partitions peuvent 
être regardées comme des éléments particuliers de l'ensemble des parties de 

l'ensemble des parties d'un ensemble S. Leur particularité est de constituer 



une couverture de S par des sous-ensembles de S disjoints deux à deux. 

Dans la pre~nière partie, nous étudions quelques propriétés des 

élGments, appelés divisions, de l'ensemble des parties de l'ensemble des 

parties de S ; elle est composée de cinq chapitres. Le premler chapitre 

donne les définitions 2t étend la relation d'ordre qui existe déjà dans 

les partitions (sous-partition). Cette relation devient une relation de 

préordre dans le cas général, mais reste une relation d'ordre pour une 

certaine classe de divisions, qui est 1 ~ 3 ~ s  grande que la classe des parti- 

tions de S. Nous étudions également quelques propriétés sur les cardinalités 

des divisions. Dans le chapitre 2, on montre l'existence de sous-divisions 

séparées d'une division donnée, c'est-à-dire des divisions constituées de 

sous-ensembles dlsjoints de S. De plus on démontre l'existence d'un majorant 

unique pour l'ensemble des sous-divisions séparées d'une division donnée. Le 

chapitre 3 étudies ce problème pour deux divisions données. Il amène la notion 

de sous-division au sens large et démontre l'existence d'un majorant unique 

pour l'ensemble des sous-divisions au seris large de deux divisions données. 

Le chapitre 4 démontre l'existence d'un ciinor -ît unique de l'ensemble des 

surdivisions séparées d'une ou de deux clïv L:,J:~~LJ ilclririées. QlTin ,  le chapitre 

5 termine cette partie en montrant que les dlvisions séparées constituent un 

treillis par rapport à la relation d'ordre au sens large. 11 montre également 

que les autres propriétés du chapitre 1 nc .h:rrf:c i i t  i-~i.. l icii à im treillis. 

Revenons au modèle de Mezei. blc Naughton et Yamada en (7) ont 

imaginé une extension des diagranmes de poçit lor i ,  13-1 [8 ) ,  Yamada a développé 

cette Idée dont il a montré 1 ' ~nr;C!u$t du p o l r ~ t  de vue s6alisatlon pratique 

d'un automate fini. Il s'est également étendu sur le problème de minimisation 

du nombre des états d'un diagramme de position, ou d'un automate non détermi- 

niste. Il est alors nécessaire C I L *  i l <  i~ trii. u:i ria ,,i: ; 2 ,,A théiriatïque qui puisse 

dScrire ces éléments. La restriction du modèle de Mezei provient des fonctions 

M et g et de l'élément so. Dans la deuxième partie, nons considérons qu'un 

diagramme de positions est un quadruplet, (z,T,f,l,) 



- c est l'ensemble des lettres de l'alphabet d'entrée, fini 

- 1 est l'ensemble des états, non nécessairement fini 

- f est une fonction de 1 x 1  dans l'ensemble des parties de c 

- S est une division de 1, le catalogue des états de départ ((d jif S). 

En réalité, nous étendons la notion de fonction de transition, 

de façon à obtenir la possibilité d'aller d'lm état donné dans plusieurs 

états de 1, par la même lettre de 1 : a l i  ,,,abet. L. "ans le modèle de Mezei, 

cette fonction, M est une fonction de 1.L dans 1, c'est-à-dire que pour 

tout i Ê 1, a 8 F donnés, M(i,a) est un élément déterminé et unique de 1. 

Par contre, dans notre modèle nous pouvons avoir i, j, k 6 1, a 6 z tels 
que a Ê f (i, j) , a 6 f (i,k) avec j # k. Notons de plus qu'il est possible 
également que pour i E 1, a 6 z donnés a & U f (i,j) c'est-à-dire que de 

j SI 
l'état i, par a ne peut aller dans aucun-état (l'information est alors 

perdue) ; nous avons alors mie machiric. non complètement spécifiée. L'élément 

sO du modèle de Mezei peut être étendu à un sous-ensemble S, de 1, ce qui 
<-> 

nous définit une classe d'états de départ. TI semble intéressant d'étendre 

un peu plus cette notion et obtenir piusieurs classes possibles d'états de 

départ. Dans ce cas, si nous numérotons les éléments de S, à toute chaîne 

x 6 C* seront associés les couples (x ,k) , k C Cl , 1 S 1 1 , déterminant ainsi 
à quelle classe d'états de départ es t  appliquée la c-iiaînne x. Le chapitre 6 

étudie la relation entre les diagrammes de position définis sur c et les 
divisions régulières de V = ~;'r x Cl, /SI], A = X(c~,I,f,S>). 

Du point de vue des états de sortie, les lettres de l'alphabet 

de sortie sont d'un intérêt secondaire. Dans le modèle de Mezei, on considère 

n et g : S + n. Cela revient en fait à considérer une partition de S, définie 

par la relation d'équivalence, s, s' 6 S, s L s' -=== > g (s) = g (s ' ) . Dans le 
cadre de cette étude, l'extension naturelle de g, M est donc une division 6 

de l'ensemble des états. Nous considérons donc qu'un automate est un quintuplet 

<Z,I,f,S,6. 



- c est l'ensemble des lettres d'entrée, fini 

- 1 est l'ensemble des états, non nécessairement fini 

- f est une fonction de 1 x 1  dans l'ensemble des parties de c 

- S est une division de 1, le catalogue des états de départ (Q) B: S) 

- 6 est une division de 1, le catalogue des états de sortie (0 & 6). 

Le comportement d'une telle machine est alors défini corne une 

division de V, r(~,6) où A = ~ ( C Z  ,I ,i ,S,) . Les relations entre A et l" (b,6) 

ainsi qu'avec d'autres automates de même comportement sont étudiées dans le 

chapitre 7. Le chapitre 8 donne un algorithme de réduction des états qui, 

dans le cas où l'automate est déterministe, aboutit à l'automate déterministe 
de même comportement qui possède le moins d'état. Le chapitre 9 étudie quelques 
propriétés de cet algorithme appliqué à des automates non déterministes. Il 

montre un certain lien avec le travail de Hartmanis (11). 

La troisième partie étudie le problème de minimisation des automates 

mm déterministes. Considérant la symétrie entre S et 6, qui est apparue encore 

plus importante dans le chapitre 9, après numérotation des éléments de 6, nous 

posons Vf = 2;'; x El , 1 6 1 1 . Un automate quelconque étant donné, définit une rela- 
tion binaire entre V et V'. Le chapitre 10 étudie les propriétés des relations 

binaires entre deux ensembles quelcorkques et les correspondances de Galois, 

induites par une telle relation binaire, entre les sous-ensembles de V et V I .  

Les définitions des correspondances sont données par ORE dâns (9). Utilisant 

la notion de décomposition d'une relation binaire R , ou d'un sous-ensemble 
W de VxV1, c'est-à-dire une division complète de W dont tous les éléments *sont 
des produits de deux sous-ensembles de V et V', nous montrons que le problème, 
de trouver la plus petite décomposition de W (en terne de cardinalité) revient 

à m problème de Quine dans le graphe des sous-eiisembles clos de V. La solution 

d'un tel problème a été étudié par Mc Cluskey, Roth, Hells (10). Le chapitre 11 

cmsidsre un ensemble de langages Lij avec i E CI ,ml , j 6 [l ,nl définis nir H, 

et construit une relation binaire entre V = Z* x El ,ml et V1 = c* x Cl ,nl par : 



% 
(x,i) R(y,j) <=---> x y € Lij où 7 désigne la chaîne miroir 

de y.  Les propriétés précédentes s'appliquent alors à cette relation binaire. On 

montre que les parties closes de V se déduisent de l'automate minimum déterminis- 
te, et que de plus l'ensemble des parties closes est fini si et seulement si les 

langages Lij sont tous réguliers. On introduit la notion de décomposition régu- 
lière définie sur VxV'. Le chapitre 12 étudie la relation entre ces décompositions 

régulières et les automates reconnaissant les langages L (i désigne la classe ij ' 
des états de départ, j la classe des 5tats de sortie). On démontre qu'on peut 

associer ,à tout automate ,un automate comportant au plus le même nombre d'états, 

issu directement des parties closes induites de V et V', et de même comportement. 

Le chapitre 13 ramène le problème de la minimisation d'un automate n6n détermi- 
niste à un problème de couverture d'un graphe fini, qui est une extension du 

graphe donné au chapitre 40. Il est à noter que dans bien des cas le graphe du 

chapitre 10 est suffisant. Le chapitre 14 étudie la méthode à suivre pour cons- 

truire les parties closes de V ou de V ' .  Il donne la stratégie à utiliser pour 

obtenir efficacement l'automate minimum. 



PARTIE I 

D I V I S I O N S  



1.1 

CHAPITRE 1 

G E N E R A L I T E S  

------- 

1.1 DEFINITIONS 

Une partition est généralement considérée comme un élément de 

l'ensemble des parties de l'ensemble des parties d'un ensemble S, qui 

possède certaines propriétés. En d'autres termes, une partition est un 

sous-ensemble des parties de S tel que la réunion des éléments de ce 

sous-ensemble constitue l'ensemble S lui-même, et tel que les éléments 

de ce sous-ensemble soient deux à deux disjoints. Nous allons étendre 

cette définition et considérer certaines propriétés. Nous noterons PPS 

l'ensemble des parties de l'ensemble des parties de l'ensemble S. 

Qé&inikion 1 .  N O M  uppQRe~no~n d i v h i o n  de S ROUX éRhent  de PPS. N O U A  

la M O R Q ~ O ~ A  a s PPS. 1 A 1 d é a i g n m  la c m d i n u é  de A. 

Q é ~ i W u n  2 .  N O M  uppQRemo~n héunion ( i n t m e c t L a n )  d'une d i v h i o n  A, 

héunian ( i w t m e c t i a n )  de a u  é~~unev~tn.  RA = u X. ZA = n X. 
XG n ~e A 

Q é & I m o n  3 .  NOM &om qu'une d i v h i o n  de S, A € PPS ut népmée n i  
pawr ROUA X ,  Y e A, a i  x ~ Y  f Q) ~ O A A  X = Y .  

Qédinikion 4 .  N O M  & O M ~  qu'une d i v h i o n  de S, A € PPS u k  complèRe a i  
na héunion UR é g d e  ù S ; Ra = S. 

Nous voyons tout de suite que nous ne faisons que préciser la 

notion de partition en écrivant d'après les définitions ci-dessus : 
* 



Dédivcikion 5. Une p W a n  de S eAL une ci%vhian de S I n  8 PPS) qui u;t 
compLéke et h Qpahée. 

Pour une division, la propriété d'être une partition est très 

forte. 

Nous aurons très souvent besoin de conditions plus faibles. La 

première de ces conditions indique que nous ne pouvons enlever un élément 

de la division sans perdre quelque chose dans la réunion de ces éléments 

(irrédondante). La seconde précise qu'aucun des éléments de la division 

n'est la réunion d'autres éléments. Notons que nous permettons l'ensemble 

vide dans une partition telle qu'elle est définie ici. 

DQ&Lvcikion 6 .  Noun dinom qu'une d i v A i a n  de S, n E PPS e ~ ; t  imédonduYLte 

h i  pauh ;tuu;t X € A, X pt' R ( @  - i X 1 ) .  

DQ~ivcikion 7 .  Noun &am qu'une ci%vibion de S ,  A 6 PPS e ~ l t  puph& h i  

pauh  ;taUA X E A il ntexin;te PUA de ~ a ~ c l - e m m b R e  non vide A de A - I X )  

;teL que X = UA. 

En d'autres termes, une division irrédondante a la propriété 

suivante : tout élément A contient au moins un élément de S qui n'est 

contenu dans aucun autre élément de n. Dans le cas de divisions séparées, 

ceci est équivalent ( R m e  1 )  au fait que l'ensemble vide ne fait pas partie 

de A puisque l'ensemble vide est un sous-ensemble de n'importe quel ensemble. 

De plus la condition d'irrédondance est plus forte que la 

condition d'être propre ( l m e  2) . Montrons-le sur un exemple : 

Considérons les sous-ensembles suivants de l'ensemble des 

entiers positifs N : 



Soit a = {X ,X X I et A' = {XI ,X2,X41. Ce sont deux divisions 1 2' 3 
de N. La division A n'est pas irrédondante car X 3 C  X1 U X2, cependant elle 

est propre. De toute évidence la division A' n'est ni irrédondante ni propre. 

Notons que ni a, ni A' ne sont des divisions complètes de N. 

1.2 REUTIONS ENTRE LES DEFINITIONS 

Nous allons étudier les différentes relations qui existent 

entre ces définitions. Il faut remarquer qu'une division séparée n'est pas 

toujours irrédondante. En effet si l'un des élémènts de la division est 

l'ensemble vide, et si la division contient plus'd'un élément, l'ensemble 

vide sera un sous-ensemble de l'union des autres éléments restants de la 

division qui ne sera pas irrédondante. 

Lemne 7 . 7 .  Une d i v d i o n  a épmée d 'un e m  m6Re S u;t hédondante  h i  QA: 

aeuLmevtl a i ,  a o d  &e ne com%eYLt pacl L1emem6Re vide, a o d  QRee ne 

conCient qu'un a d  éLQme,vtl. 

L m e  1 .2 .  Une d i v h i o n  a épcutée u;t ;tou j o w  phopte. 

L m e  1 . 3 .  Une d i v d i o n  hédondavtle u;t phope. 

La démonst ra t ion se f a i t  pa r  l ' absurde  : une d i v i s i o n  qu i  n ' e s t  

pas p rop re  ne peu t  ê t r e  i r rédondan te  p u i s q u ' i l  e x i s t e  un élément X de A e t  

un sous-ensemble de A de A - {XI t e l  que X = RA, ce  q u i  imp l ique  

X C R(A - {XI). 



1.3 RELATIONS SUR LES DIVISIONS 

Avant d'aller plus loin il nous faut définir l'égalité de deux 

divisions et la relation de sous-division. 

D é d i f i o n  8 .  Veux divhio116 de S, Al, A2 G W S  6ont égala d i  &a l e  

Les éléments de PPS sont en effet des sous-ensembles de PS.Nous 
dirons donc que deux éléments de PPS sont égaux s'ils représentent les mêmes 

sous-ensembles de PS. 

D é d i f i o n  9 .  S o L t  et nz deux d i v D i o m  de S, c'a*-ù-diire 
dl, b2 6 PPS. N O U ~  d i tom que nl a* une aorra-chDion de az n i  : 

1 -  puw XouA X € Al, ie e M t e  Y E d2 -tel pue X C Y 

2-  pow *ou$ Y 6 n2, ie e M X e  un nos-em emble non vide de 

A, A c A X e l  que Y = RA'. 

Etudions tout de suite les propriétés de cette relation : 

1 -  La réflexivité est évidente : Soit A 6 PPS, pour tout X 6 A, X=X 
et nous avons Ic's deux propriétés de la relation. 

2- Prenons trois divisions de S, AO, Al, A2 6 PPS tel les que A2 est 
une sous-division de A et A une sous-division de A 1 1 0 ' 

Par définition, - pour tout X 6 A2 i l  existe Y 6 Al tel que X C Y 

- pour toutY 6 Al i l  existe Z 6 A. tel que Y C Z  



donc pour tout X € A2 i l  existe Z € A0 tel que X C  Z. De plus, 

- pour tout Z € A2 i l  existe A CA,, A non vide tel 
que Z = RA. 

- pour tout Y € A2 i l  existe By C Ag, By non vide 
tel que Y = RI$. Ceci est vrai en particulier pour tout Y € A. 
Soit C = U By alors Z = R A =  U RBy = RC. 

Y€A Y6A 

D'autre part A n'est pas vide, c'est-à-dire contient au moins un 

élément Y pour lequel By n'est pas vide non plus. Donc C est un 

sous-ensemble non vide de Ag. Ce qui montre que A2 est une sous- 

division de AO. 

(C.Q.F.D.) 

Nous avons donc maintenant une relation de préordre. 

Lemne 1 . 5 .  Soient Al et A2 d w x  du>dion6 pnopen de S, A,, n2 € PPS. 

Si bl enL une s o u - d i v h i o n  de n2 et s i  n2 en* une s o u - d i v d i o n  de nl, 
& o u  Al = A2. 

Nous allons montrer que A C A ; étant donnée la symétrie de 1 2 
l'énoncé, i l  en découlera A = A2. 1 

Supposons que ce la ne soit pas vrai . Soit X € Al tel que X @ A2. 

Comme A2 est une sous-division de A i l  existe A C  A2 tel que 1 ' 
X = RA. 

De plus, pour tout Y 6 A, Y C X .  Nous ne pouvons avoir Y = X 

puisque X & A2. Utilisons maintenant le fait que A est une sous-division 1 
de A2, c'est-à-dire, pour tout Y € A, i l  existe % C A 2  tel que Y = 

Soit C = By. Notons que X & By pu i sque pour tout Z 6 C, i I exi ste Y E A 
Y€A 



t e l  que Z C Y C X. Donc C C Al - {XI, e t  par  conséquence, 

La d i v i s i o n  A n ' e s t  donc pas propre, ce qu i  e s t  c o n t r a i r e  à 1 
l 'hypothèse d ' a v o i r  p r i s  deux d i v i s i o n s  propres. Donc Al C il2, e t  par  

symét r ie  A = A2. 1 

(C.Q.F.D.) 

Ce lemme n'est pas vrai pour toutes les divisions ; cela 

apparaît dans la démonstration. Voici un contre exenrple. Soit X 1' X 2' X 3 

trois sous-ensembres différents de S et tels que x3$ XI U X2 et soit 
X4 = X I U  X2 WX3, et X5 = X I U  X2. Prenons A 1 = {X 1 2 3 4  ,X ,X ,X I et 

n2 = {X1,X2,X3,X4,X5). X1,X2,X3,X4,X5 sont tous différents donc Al, 
6 PPS. Aucune des deux divisions n'est une division propre. On voit 

aisément que al est une sous-division de n2 et n2 une sous-division de a 1 ' 
Cependant nl # A2. 

Les lemmes ci-dessus montrent que la relation de sous-division 

est : 

- une relation de pré-ordre dans le cas général 
- une relation d'ordre partiel dans le cas de divisions qui sont propres. 

Nous écrirons Al i- n2 pour signifier que Al est une sous-division 
de A2. Démontrons maintenant que cette relation est une extension de la notion 

de sous-?artition, c'est-à-dire, que d..ls le cas où nl et A sont des parti- 2 
tions, dire que n est une sous-division de n2 est identique au fait de dire 1 
que rl est une sous-partition de n2. Rappelons que nl est une sous-partition 

de n2 si et seulement si tout élément de nl est contenu dans un élément de 

n2. Nous ne considérerons pas le cas où l'une des partitions contient l'ensem- 

ble vide car dans ce cas nous n'aurions qu'une relation de pré-ordre et non 

d'ordre partiel. Nous notons s '  la relation de sous-partition. 



Lemne 1.6. Soient nl et nZ deux pcwtikLan6 de S, nl, n2 8 PPS, n, I n2 

h i  et heuLement h i  nl 6' n2. 

De toute évidence, si nl i nZ alors nl i' puisque la défini- ?! 
tion de sous-partition est incluse dans la définition de sous-division. Nous 

n'avons donc qu'à montrer que la partie 1 de la définition de sous-division 

implique la partie 2 dans le cas de partition sans ensemble vide, et nous 

aurons la deuxième partie du lemme (i'l+ 5 ) .  

Soit X E n2 et soit A = {Y 1 Y € nl et Y C dl 

donc RA C X. 

Soit x 8 X. n1 est une division complète, c'est-à-dire, qu'il 
existe Z 6 nl tel que x € 2 Montrons que Z 8 A : puisque nl ' n2 i 1 existe 

X1 E rr2 tel que ZCX'. Alors X A X' # @ et puisque n est une partition, 2 
elle est séparée, et nous avons X = X' et donc Z 8 A. Par conséquent 

X = RA. 

Puisque X n'est pas vide par hypothèse, A ne peut être vide. 
Donc si n, 6 '  n2, alors T ,  6 n2. 

(C.Q.F.D.) 

1.4 PROPRIETES DES DIVISIONS LIEES PAR LA RELATION DE SOUS-DIVISION 

Nous considérons maintenant quelques propriétés des divisions 

qui sont reliées par la relation précédemment définie. Une propriété évidente 

apparaît tout d ' abord : 

I I  suffit d'utiliser successivement les parties 1 et 2 de la 

définition. 



Cuilo&hi~~e 1 .  B .  Si Al 6 AZ, Al e s t  complète ai et aeuLement ai AZ 
a;t cumpl2;te. 

Nous avons vu que dans le cas de partitions, la définition de 

la relation était simplifiée. Nous allons montrer que si A2 est séparée, la 

simplification est sensiblement la même. 

L ~ i c  1.9. Une &vMion Al une 6ou~-divdion d'une du>hion q u i  e ~ ; t  

épmée, nz, ai eA a d m e n t  ai : 

(a) p o w  tau* X € Al 2 exhte Y 6 n2 ;teL pue X C Y 

(b) Rnl = Rd2 

(c)  si dz contient l'e~emble vide, d o m  nl Le cont*ent au66i. 

S I  A 6 A alors nous obtenons (a) par 1 de la définition et 1 2 
( b )  par le lemme 1.7. De plus si {@} E A2 alors par 2 de la définition i l  

existe A C Al, A non vide tel que {@l = RA et ($31 E Al. Supposons que A 1 
et A2 satisfont (a), (6) et (CI et que A2 soit séparée. Nous obtenons déjà 

1 de ia définition. Prenons Y 6 A2 et soitA = {X 1 X 6 A e t X  n Y + $3). 1 

D'après (a) nous voyons que, pour tout X 6 A, i l  existe Z 6 A2 

tel que X C Z mais alors Z n Y # $3 ce qui implique Z = Y puisque A2 est 
séparée. Donc M C Y .  

De plus, prenons b E Y. Puisque Rd = RAZ, i l  existe X 6  Al tel 1 
que b 8 X ; i l  s'en suit que X Y # @ et X 6 A ce qui implique que Y = UA. 

Enfin, si Y # $3 alors A ne peut être vide. Si Y est vide, alors par (cl, Al 
contient aussi l'ensemble vide et A = {{@Il C Al est tel que 



ce qu i  démontre l a  p a r t i e  2 de l a  d é f i n i t i o n  pour t o u t  Y 6 A2. Par 

conséquent Al s A2. 

(C.Q.F.D.) 

ConoRecuhe 1 .  I O .  SA. une d i v h i o n  A ,  U X  une na&-divhion d 'une 

d i v h i o n  a2 qlM es t  députée, d o h s  pouh Xolrt X'X Al tel pue X  # @, 

La démonstrat ion de ce c o r o l l a i r e  découle de c e l l e  du 

lemme 1.9. 

L'unicité de Y e s t  intéressante e t  es t  l i ée  à l a  propriété de 

n2 d'être séparée. Ceci sera m i s  en évidence dans l e  lemme suivant. 

Lemne 1 . 1 1 .  Unedivh ion  n2 e n i a é p m é e n i  etne&ementn1*e exinXeune 
6o~~b-div*6ion nl de AZ que p o m  Xoat X  X A, tel que X f $3, *e exinXe 

un et un neut Y E a2 tel pue X  n Y # 0. De plus danh ce can X  C Y .  

La r e l a t i o n  de sous-d iv is ion  é t a n t  r é f l e x i v e ,  A s A i l  e x i s t e .  
- 

2 2' 
au moins une sous-d iv is ion  de D 2 ,  Al - A2, qui ,  par  l e  c o r o l l a i r e  1.10 e s t  

t e l l e  que, pour t o u t X  € A l ,  t e l  que X  f @, i l  e x i s t e  un e t  un seul  Y € n 2 
t e l  que X (1 Y f $3 e t  a l o r s  X C Y .  

. Supposons maintenant  que A e t  A s o i e n t  deux d i v i s i o n s  t e l l e s  
1 2 

que Al s A2 e t  pour t o u t  X  € A t e l  que X  f $3, i l e x i s t e  un e t  un seul a ' 
Y E A2 t e l  que X  r\ Y # $3. 

Supposons que Y n Y '  # $3 avec Y ,  Y '  !S A par  2 de l a  d é f i n i t i o n  2 
de sous-d iv is ion ,  i l  e x i s t e  A C Al t e l  que 

Y = UA e t  A n ' e s t  pas v i de .  



par  conséquent i l  ex i s t e  X G A t e l  que X Y' # @ e t  pa r  hypothèse, cec i  

imp l ique  que Y = Y' puisque Y e s t  unique, donc A e s t  séparée. 2  

(C.Q.F.D.) 

1.5 CARDINALITE D'UNE DIVISION ET LA RELATION DE SOUS-DIVISION 

Le problème de la cardinalité d'une division de S, A 6 PPS 

est assez important pour que nous nous y intéressions ici. Avant de définir 

les limites de cette cardinalité, nous étudirons comment sont liées les 

cardinalités de deux divisions dont l'une est une sous-division de l'autre. 

Nous ne considérerons pas le cas général, car il n'y a guère de propriétés. 

Nous nous restreignons donc au cas de divisions irrédondantes et montrerons 

que le théorème n'est pas toujours vrai dans les autres cas. 

Théoiréme 1 . 1 2 .  Su i t  d2 une d i v h i o n  &édondante de S, a2 e PPS. S i  A, 

une s o u - d i v h i o n  de a2, d o u  / Al 1 3 1 A2  1 . De p h ,  1 A 2  1 M* d i n i ,  

1 -  Par d é f , i n i t i o n ,  A 2  e s t  i r rédondan te  s i  pour t o u t  X E A2, 

X f.# R(A2 - {XI), c 'es t -à -d i re ,  pour  t o u t  X B A2, i I e x i s t e  b 6 X 

t e l  que b $2 R(n2 - {XI). Nous no te rons  b(X) l 'é lément  de X a i n s i  

assoc ié  à X. 

P ~ P  2 de l a  d é f i n i t i o n  de sous-d iv i s ion ,  pour  t o u t  X E A2, i l  

e x i s t e  BX C Al t e l  que X = R% avec BX # B .  I I  e x i s t e  donc Y 6 BX 

t e l  que b(X) 6 Y. S o i t  h une a p p l i c a t i o n  de A 2  dans Al t e l l e  que à 

t o u t  X 6 d2, h(X) 6 A, t e l  que b(X) 6 h(X) C X. 

De ce q u l  précède, i l  e x i s t e  une t e l l e  a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  pour t o u t  

X 6 A2. Montrons q u ' e l l e  e s t  i n j e c t i v e .  So ien t  X e t  X' deux éléments 

d i f f é r e n t s  de A2 : a l o r s  par  d é f i n i t i o n  de b(x), nous avons b(X)B X' 

e t  b(X1) B X. 



De p lus,  b(X) 6 h(X) C X donc b(X1) $ h(X) 

e t  b(X1) E h(X1) c X' imp l ique  que h(X) # h(X1). 

L1app l i c a t i o n  h e s t  i n j e c t i v e ,  e t  i l  e x i s t e  au moins a u t a n t  

d'éléments dans A q u ' i l  y en a  dans A2, e t  [ A l /  2 /A2/. 1 

2- S i  Al = n i l  e s t  éviden? que / A  1 = / A 2 / .  2 1 

3- Supposons que ln2/ s o i t  f i n i e  et que / A l \  = Inz]. 

L ' a p p l i c a t i o n  h d é f i n i e  c i-dessus e s t  donc b i j e c t i v e .  Montrons 

q u ' a l o r s  Bx = th(X)l. Supposons que BX cont ienne un a u t r e  élément 

Y E Al. L ' a p p l i c a t i o n  h é t a n t  b i j e c t i v e ,  i l  e x i s t e  X' 6 A2 t e l  que 

Y = h(X1) e t  b(X1) 6 h(X1) C X1 c  'est-à-d i r e  que b(X1) 6 X. Mais 

comme A e s t  I r rédondante, ce la  imp l ique  que X1 = X  e t  Y = h(X) e t  2 
BX= {h(X)l. I I  s 'en s u i t  que pour t o u t  X 8  A2, i l  e x i s t e  Y C Al 

t e l  que X = Y e t  A2 C Al e-t l e  f a i t  que A = A imp l ique  que 

(C.Q.F.D.) 

Voici un exemple qui montre l a  nécessité que n2 so i t  irrédon- 

dante. Prenons 4 sous-ensembles disjoints de S, X1,X2,X3,X4. Soient 

X5 = XI U X4 e t  X6 = X2 L' X4. Considérons = {XI ,X2 ,X3 ,X4 1 e t  
A2 = IX1,X2,X3,X5,X61 A2 es t  une division propre de S. al es t  séparée. 

De plus Al s A2. Cependant /Al 1 = 4 e t  lnZ[ = 5 : nous n'avons pas 

1 Al 1 f l  In2 1 . De plus prenons Ag = tX1 ,X2 ,X3 ,X5 1 .  I c i  encore, A3 es t  propre 

e t  dl a3. Nous avons de plus lnl 1 = 1 a31 cependant nl # a3. 



1.6 LIMITES DE LA CARDINALIT, DES DIVISIONS D'UN ENSEMBLE S 

Nous considérons d'abord la borne supérieure précise des 

cardinalités. Les limites sont différentes suivant que nous considérons 

des divisions séparées, irrédondantes ou propres. De toute évidence, dans 

le cas général, la division qui contient le plus d'éléments sera en fait 
ISI PS lui-même, c'est-à-dire que la limite supérieure précise est 2 a 

Cependant cette division ne sera pas propre. On conçoit qu'il faille 

enlever beaucoup d'éléments de PS pour trouver une division propre de S. 

Il semble difficile de trouver quelle est la limite dans ce cas. 

Considérons d'abord le cas des divisions qui sont séparées. 

Dans ce cas la borne supérieure précise est 1 S 1 + 1 . Pour le voir, il 
'suffit de considérer la division A 6 PPS telle que tout élément de A 

contienne au plus un élément de S, et que A soit séparée. Nous avons donc 

ISI + 1 sous-ensembles de S qui sont différents et contiennent au plus un 

élément de S, et 1 n 1 = 1 S 1 + 1. Considérons maintenant une division séparée 

de S, qui ne contienne pas l'énsemble vide, A' G PPS. Elle sera complète 

sur un sous-ensemble A de S. Soit AA la partition de A telle que tout 

élément de A contient un et un seul :lément de A, alors AAl = IAl . De 
plus, il est évident que AA a A' et par le théorème 1 1 A' 1 r 1 AA 1 c'est- 
à-dire 1 A' 1 6 1 A 1 6 1 S 1 . Si maintenant A" contient 1 'ensemble vide nous 
considérerons a '  = A" ({(dl) et ~A'I 6 [Al 6 ISI d'où [~l'l 6 ISl +l. Donc 

1 S 1 + 1 est la borne supérieure précise. 

Considérons maintenant une division irrédonclante, A, qui n'est 

pas séparée. C'est une division complète sur un certain sous-ensemble de S, 

A. La division nA qui a été définie ci-dessus, est encore une sous-division 
de A, et le théorème 1 est encore vrai. Donc In 1 6 [ A I  s ISI . Si S est fini, 

1 n 1 = 1 nA si et seulement si n = A ~ .  Mais nous avons supposée A non séparée. 
Il s'en suit que 1 A I  c 1 S 1 . Nous allons montrer que la borne supérieure 
précise est en fait 1 S 1 - 1 . Pour cela, nous isolons un élément particulier 
de S,a, et nous considérons les sous-ensembles de S qui contiennent a plus 

un élément quelconque de S. Il y en a \SI - 1. L'ensemble de ces sous- 

ensembles constitue une division de S , A, qui est irrédondante et 1 A ] = 1 S 1 -1 . 



Si S est infini , nous avons en fait 1 S 1 - 1 = 1 S 1 . En règle 
générale, la borne supérieure précise est donc 1 S 1 - 1 . 

Considérons maintenant la borne inférieure précise. Nous 

savons que le minimum est 0, c'est-à-dire, A = $3. Ce cas est trivial et 

sans grand intérêt. Nous ne pouvons parler des propriétés d'une telle 

division. Notons que si 1 Al = 1 alors A est séparée, et nous dirons que 

la borne inférieure précise des cardinalités des divisions de S est 1. 

Prenons maintenant une division irrédondante qui n'est pas 

séparée. Par conséquent 1 A 1 2 2. Notons que si (S ( s 2, a n'existe pas 
puisque la borne supérieure est inferieure ou égale à 1 . Si 1 S 1 2 3, 

montrons qu'il en existe une dont la cardinalité est 2 : nous prenons 

trois éléments différents de S et considérons a = {{a,b),{a,c)). Cette 

division est irrédondante, mais non séparée. 

Si A est propre mais non irrédondante, 1 A 1 2 2. Cependant 

nous n'avons besoin ici que de ISI 2 1 pour avoir une division propre et 

non irrédondante : A = CC@} , {a)). Si A n'est pas propre alors il nous 

faut 1 A 1 a 3 puisqul il doit exister X 6 A tel que X = RA avec A c A-{X) . 
En effet A ne F,~t être vide, et s'il contient un seul élément Y, alors 
X = Y mais X (2 A par définition. Enfin pour qu'une telle division existe 
il faut que [SI 2 2 (sinon on ne peut trouver trois sous-ensembles diffé- 

rents de S) ; alors A = {{al, {bl, Ca,b)lest une division de S q . L  n'est 

pas propre. 

En résumé : 

Séparée 1 s 6' ISI + 1 

Irrédondante 2 I i [ S I  - 1 

(non séparée) 

Propre 2 < 6 21S/ 

(non irrédondante) 

Non propre 3 I [ A [  s 2 IsI 





CHAPITRE II 

PLUS GRANDE SOUS - DIVISION SEPAREE D'UNE DIVISION 

2.1 GENERALITES 

Nous avons vu l'importance de la propriété pour une division 

d'être séparée. Nous voulons montrer tout d'abord que pour toute division, 

il existe au moins une sous-division qui est séparée. Pour cela nous en 

construirons une particulière et étudierons ses propriétés. 

Nous nous supposons donnée une division de S,soit Ao€PPS.Pour 

cette première étude nous considérons que 1 A 1 est fini . Nous dégagerons O 
de cette étude le moyen de construire une division séparée dans le cas où 

lao/ n'est pas fini. Notons que du fait de notre restriction, le nombre 
des sous-ensembles différents de Ag qui ne sont pas vides est fini (2 -1) . 
La cardinalité de chacun de ces sous-ensembles est également finie. Montrons 

sur un exemple ce que nous allons faire : 

Considérons trois sous-ensembles de S, soit X1,X2,X3 et la 

division do = {XI ,X2 ,X3) (figure II. 1) 

t; cmsidérons la division n définie 1 
comme suit : Al = {ZA,ZB,ZC9ZD9ZE,ZF,ZG} 

avec Z = Xl - ((X2U X3) r\ XI) A 
ZB = X2 - ((xi X3)n x2) 
zc = x3 - ((xl u .,ln x3) 

figure 11.1 



nous pouvons constater que a est une sous-division séparée de no. Cette 1 
division A a été constituée en prenant d'abord pour ZG l'intersection des 1 
3 sous-ensembles ; puis pour ZD,ZE,ZF l'intersection de sous-ensembles 2 à 

2 moins ZG, c'est-à-dire, moins les éléments de S déjà dans un élément de 

a,: ZG ; puis pour ZA, ZB, ZC l'intersection de sous-ensembles 1 à 1 (donc 

les sous-ensembles eux-mêmes) moins ZG \ I ZD U Z V Z c'est-à-dire, moins E F' 
les éléments de S déjà dans un élément de nl: ZG,ZD,ZE,ZF. 

2.2 EXISTENCE D'UNE SOUS-DIVISION SEPAREE D'UNE DIVISION DONNEE 

Formalisons maintenant le processus. Nous avons utilisé une 

construction des ensembles Z basés sur l'intersection d'un certain nombre 

k d' éléments de A en partant de k = 1 no 1 et en ordre décroissant. O 

Considérons les ensembles Lk = {A 1 A C A. et IAl s kl 

Dk = u ZA. 
A€Lk 

Considérons l'application Z de l'ensemble des parties non vides 

de Ag dans l'ensemble des parties de S définie par : 

Z(A) = ZA - ZA n D 
IAl+1 

pour tout A C no 

en prenant D = @ par définition. 
lbol+l 

Il est facile de voir que nous avons bien formalisé le processus 

utilisé dans l'exemple pour constituer la division A Cependant, ce forma- 1 ' 
lisme ne peut être étendu aux divisions infinies, c'est-à-dire, telles que 

1 A. 1 soit infini. Nous allons établir une propriété des IA qui nous permette 
de généraliser le processus. Auparavant faisons trois remarques : 



Cela se f a i t  par  récurrence : remarquons que D = l n o  e t  
Ibo/ 

par  d é f i n i t i o n  l b O  = Z(AO) donc pour k = \ A ~ /  l a  r e l a t i o n  e s t  b i e n  v é r i f i é e .  

Supposons qu 'e l  l e  l e  s o i t  pour k. A l o r s  D = U I A  
k- 1 

A6Lk- 

e t  comme l a  r e l a t i o n  e s t  v r a i e  pour D k' 

- - 'J z (A)) = LJ z (A) 
D1c-l ( / A [  =k-1 

AG=Jk- 

ce qu i  montre que l a  r e l a t i o n  e s t  v r a i e  pour t o u t  k = 1 ,  ..., \ A o \ .  

L ~ ~ 2 * l .  7 A = Z ( A )  LJ ( \3 T ( A ~ { X } ) ) .  
XC A-A 

Notons que 1A = Z(A) U ( IA II D 
lAl+1 

) par  d é f i n i t i o n  de Z(A). 

Prenons b 8 1A n D 
IAl+1 

. I I e x i s t e  C € L 
IAl+1 

t e l  que b 8 Z(C) C - 1C p a r  l a  



remarque 3. Considérons E C A0 t e l  que E = A C. Par hypothèse b 6 I A  

e t  b G IC e t  pa r  l a  remarque 2, I E  = I A  n I C  c ' e s t - à - d i r e  b 6 I E .  De p l  us 

I E ~  t ICI.  Supposons que [ E l  > (CI  ou I E ~  2 ICI + 1  a l o r s  I E  C D  
I c I + 1  

e t  

pu isque b 8 I E ,  b s e r a i t  dans D 
IcI+1 

e t  ne p o u r r a i t  ê t r e  dans Z(C), ce q u i  

e s t  c o n t r a i r e  à l a  d é f i n i t i o n  de C. Donc \ E l  = (CI  ou encore E = C e t  A C C .  

L ' é g a l i t é  de ces deux ensembles e s t  imposs ib le  c a r  C 6 L 
IAl+1 

c 'est-à-d i r e  

IC 1 t IAl+1. Par conséquent i l e x i s t e  X 6 (A-A) (\ C e t  par  l a  remarque 1, 

I C  c 1 (A U {XI)  c IA. Ce qui  montre que pour t o u t  b 6 1 (A) n D IAl+1'  
i l  e x i s t e  X 6  a - A t e l  que 

b G 1 (A CP {XI) c IA.  

De p lus ,  pour t o u t  X 6 A-A, I ( A  U {XI) C IA. 

Donc I A  = Z(A) u ( U I ( A  { X I ) )  
X€ A -A 

(C.Q.F.D.) 

Examinons à présent le cas général, c'est-à-dire, que nous ne 

restreignons pas la cardinalité de no. Nous considérons l'application Z de 

l'ensemble des parties non vides de, do dans l'ensemble des parties de S 

définies par : 

Z(A) = IA - IA n ( U r ( A  U {XI))  pour tout A C A, 
XE A -A 

Définissons maintenant une division A de S, soit nl  6 PPS : 1 

si @ & A0 alors A l  = {Z 1 Z # @ et il existe A C A. tel que Z = Z(A)} 

.;i $3 c: A alors A l  = {Z 1 il existe A C A. tel que Z = Z(A) I 
O 



II. 5 

Etudions les propriétés de A,. 

Z E Al, i I  e x i s t e  donc A c A O  t e l  que Z = Z(A). 

1-  s i  X € A  a l o r s  Z(A) c 1 A C X  

2- s i  X  !2 A, c 'es t -à -d i re  X  € A-A a lo rs ,  comme 

Z(A) n 1 (A WB))= @ e t  par l a  remarque 2 

ZIA) (IA n x )  = @, c 'est -à-d i re,  Z(A) n X = @. 

L m e  2 . 3 .  A, ebt  une s0~~6-divhibion de no. 

(C.Q.F.D.) 

1 -  pour t o u t  Z 8 A ~ ,  i 1 e x i s t e  A c n 0  t e l  que Z = Z(A)C IA, comme 

A  n 'es t  pas v ide,  i l  e x i s t e  X 8 A C A ~  t e l  que Z C X  

2- prenons X  6 A0 

2.1 X  = @ a l o r s  Z(IX1) = $3 e t  Z(IX1) 6 Al 

donc i l  ex i  s te  un sous-ensemb l e  de A,, B = {Z({X}) 1 ,  
non vide, t e l  que X  = RB 

2.2 X # $3. S o i t  B = I Z  1 Z F n, e t  Z AX # @}. Par l e  lemme 2.1, 

ce la  implique que RB C X .  - 
De plus,  prenons b 8 X(# @) e t  s o i t  A c A O  t e l  que 



c e l a  impl ique b € IA. (A n ' e s t  pas v ide  ca r  i l  c o n t i e n t  au 

m o i n s X ) .  S i  b @  Z(A) a l o r s  b 6  u I ( A  U t X " ) )  
X' 'BA-A 

c 'est-à-d i r e  qu ' i I e x i  s t e  X" € A-A t e  l que b 8 1 (A C/ {X")) 

ou b G XI' e t  par  déf i n i t i on X" € A. Donc b 6 Z(A) e t  

Z(A) E A, e t  Z(A) € B puisque Z(A) n X # 0. Ceci montre 

q u ' i l  e x i s t e  un sous-ensemble non v ide  de A , ,  B. t e l  que 

X = RB. 

Donc A S A  1 0 ' 

(C.Q.F.D.) 

Supposons qul i l e x i s t e  Z, Z '  6 A l  t e l  que Z r\ Z 1  # 0 
c 'est -à-d i re q u ' i  I e x i s t e  A e t  A' C Ag t e l  que Z = Z(A), Z '  = Z(A1) e t  

que Z(A) Z(A1) # $3. 

En conséquence I A  n 1 A' # 0. S o i t  B = A u A ' ,  7B # 0, 
s o i t  b E IB. 

Supposons A # A ' .  

1 -  A - A n A' # $3 prenons X E A - A n A' a l o r s  X C Ao-A' 

e t  1B C 1 (A' U {XI)  ou b 8 I (A' W {XI) ce qui  imp l i que que 

b & Z(A1) qui e s t  c o n t r a i r e  à l 'hypothèse. 

2- A - A f l  A '  = p), ou A C A ' .  Par hypothèse, A # A'  donc i l e x i s t e  

X € ( A ~  - A) n A' e t  I B c  I ( A  U {XI) ou b € I ( A  U t X ) )  ce qui  

impl ique que b & Z(A) qui  e s t  c o n t r a i r e  à l 'hypothèse. 

Par conséquent A = A '  e t  Z(A) = Z(A1) ou Z = Z'  . La d i v  i s ion  

A e s t  séparée. 1 

(C.Q.F.D.) 



2.3 Al EST LA PLUS GRANDE SOUS-DIVISION SEPAFEE DE A. 

Par les lemmes 2.3 et 2.4 nous avons montré l'existence d'au 

moins une sous-division séparée d'une division donnée A I l  est très 0 ' 
facile d'en construire d'autres, en partitionnant les éléments de A S i  1 ' 
donc RAo est infini, nous aurons une infinité de sous-divisions séparées 

de Ag. Nous aimerions savoir s'il existe des sous-divisions séparées de 

A que nous ne pouvons atteindre par ce partitionnement des éléments de O 

Al' c'est-à-dire, qui ne soient pas une sous-division de al. Le lemme 
suivant démontre que cela est impossible. 

Lemne 2.5. Tolrte sou-divhion népaiée de no, ~ o * t  As, e&t une sou-divdion 

de A, . 

S o i t  A une sous-d iv is ion séparée de A A é t a n t  séparée, s O' 1 
nous u t i l i s e r o n s  l e  lemme 1.9 au l i e u  de l a  d é f i n i t i o n  pour montrer que 

A S A  s 1' 

( a )  par  hypothèse A 6 A0 e t  Al f A0 donc, par l e  lemme 1.7 s 

( b )  s o i t  U € As, e t  s o i t  A C A. t e l  que 

X 8 A s i  e t  seulement s i  X î \ ~  # @ 

s i  U = @ a l o r s  A = g, mais pour t o u t  Z F Al, U C Z ; 

s i  U # g a l o r s  A # p), s o i t  X 6 A. I I  e x i s t e  un sous-ensemble non 

v i d e  de As, % t e l  que X = . RBX 

Donc U R% # p) e t  comme A e s t  séparée, U F BX. s 

Par conséquent, pour t o u t  X 8 A, U C X e t  U C TA. 



Supposons que A  # A0 e t  que U n R(AO-A) # @ c 'es t -à -d i re ,  qul  i I  

e x i s t e  X1 E Ag-A t e l  que U n X1 # @ ce qu i  impl ique par  d é f i n i -  

t i o n  que X 1  € A. I I  s ' e n s u i t  que U f l  R(AO-A) = @ e t  que 

U C  Z(A). Comme Z(A) E Al, (Z(A) ne peu t  en aucun cas ê t r e  v i d e  

puisque U n ' e s t  pas v i de )  i l  e x i s t e  donc Z  C A t e l  que U C Z. 
1  

Supposons que A  = Po a  l o r s  I A  = Z(A) e t  U t Z(A) . Donc pour t o u t  

U 6 As, i l  e x i s t e  Z & Al t e l  que U C Z. 

( C I  s i  $3 6 Al, a l o r s  par  d é f i n i t i o n  de Al, @ F A. e t  i l  e x i s t e  un 

sous-ensemble non v i de  de A s o i t  B t e l  que s ' 

En réun i ssan t  a, b, c, e t  en u t i l i s a n t  l e  lemme 1.9, on o b t i e n t  

(C.Q.F.D.) 

Résumons l e s  propriétés de A, : 

Lemne 2.6 .  al esk la p b  gnande hous-divhion sepanée de a0, et &e e s X  
unique. C l  enk w h i  c&e do& Ra ccvtdin&é u k  minimum. 

Le lemme 2.5 ind ique que pour  t o u t e  sous-d iv is ion  séparée de AO, 

S O ~ A  on a  A 6 Al, A e t  donc b i en  l a  p l u s  grande. E l l e  e s t  unique 
s ' s 1 

puisque l a  r e l a t i o n  e s t  an t i symét r ique  dans l e  cas de d i v i s i o n  séparée. 

De p l u s  s i  A ne c o n t i e n t  pas I1ensemble v ide ,  e l  l e  e s t  i r rédondante  1 
(lemme 1.1) e t  p a r  l e  théorème 1.12. I A ~ I  2 [ A 1  1 .  



S i  A c o n t i e n t  l 'ensemble vide, nous avons vu que A l e  1 S 
contient aussi.  Ai = Al - I@)  e s t  i rrédondante e t  A' = s As - {@) e s t  

t e l  l e  que A; r Ai* Donc I A ; ~  5 IL'/ comme (A;( = l ~ ~ l - 1  e t   il = 1 ~ ~ 1 - 1  1 
i l  s , a n s u i t  que 1 ~ ~ 1  z I A , ~ .  

De p l u s  s i  Idl/ e s t  f i n i ,  /As/ = ] A l /  s i  e t  seulement s i  

As = Al. 

(C.Q.F.D.) 

Résumons maintenant cette partie. 

Théonème 2.7. EXantdonnée une divi.tdon do d'un ememble S, il ieexia*e 
une et une s u e  sou-ckvDLon de no q u l  ,;..'.. aépanée et maximale, cles.t- 

à-di te ,  ,t&e que $ o d e  hou-div is ion  nEpanEe de a& une h o u - d i v d i o n  
de l a  hou-ciLvision maximate. 

Nous avons maintenant un dessin pour les sous-divisions séparées 

d'une division donnée do (figJi2). De plus, la méthode pour montrer l'exis- 

tence de la sous-division maximale séparée de ho est une méthode constructive, 

c'est-à-dire que, si l'on sait cornent est construite la division AO, on sera 

capable d'en construire sa sous-division maximale séparée. 

figure 11.2 





III. 1 

CHAPITRE III 

PLUS GRANDE SOUS - DIVISION SEPAREE 

DE DEUX DIVISIONS DONNEES 

Nous avons une relation d'ordre dans l'ensemble des divisions. 

Dans le précédent chapitre, nous avons montré que pour toute division il 

existait une sous-division séparée, maj orante de 1 'ensemble des sous- 

divisions séparées. En nous servant de cette propriété nous étudions le 
même problème pour deux divisions données. Le lemme 1.7 nous amènera à 

étendre la relation dlordre de façon à pouvoir considérer des divisions 

quelconques. 

3.1 PFEMIER POINT DE WE 

Soient deux divisions de S, i'iço3bç A A, 6 PPS 7t telles que 1' /, 

RA1 = R A 2  Soit A = Al U A2. 

Lemne 3 . 7 .  Une aXvhian aépmée A' e ~ - t  une a a ~ - c k v ~ i o n  de A AL et 
d d e m e n t  a i  A' r nl et A' r A 2 ' 

1 -  S o i t  A' une sous-d iv is ion séparée de A 

1 .1  pour t o u t  Y € A', i l  e x i s t e  X 6 A t e l  que Y C X. 

Supposons que X 6 Al. Notons que s i  Y = @, pour t o u t  

X E Al, Y C X e t  pour t o u t X  € A2, Y C X. 
Supposons Y f @. S o i t  b E Y e t  s o i t  X' 6 A2 t e l  que 

b Ê XI,  X' e x i s t e  puisque RA = RA par hypothèse. 1 2 



Comme A' 6 A, i l  existe BX, c A' (BX, non vide) tel que 

X' = RB I I  existe donc Y' 6 BX, tel que b O Y' mais 
X' 

alors Y' f\ Y # @ et comme A' est séparée, Y' = Y ou 

Y E BX' etY C X'. 

Donc pour tout Y 6 A' i l  existe X F Al et X' € A2 tel que 

Y C X et Y C X'. 

1 . 2  Soit X 8 A puisque A' s A, i l  existe B CA' tel que X =  RB 

et B est non vide. 

Par cons,équent A' 6 Al et A' 6 PZ. 

2- Supposons que A' i Al et A' 6 A2 avec A' séparée. 

2.1 SoitYC A', i l  existeXe Al etX'8 A2tel q u e Y C  X 
et Y C X' et en particu l ier X, X' 8 A. 

2.2 Soit X E A alors soit X 6 Al soit X E A2 ; 

s i  X 8 A,, puisque A' 6 A,, i I existe B c A' tel que 
X = RB et B n'est pas vide; 

si X E A2, puisque A' i A2, i l  existe B C A' tel que 

X = RB et B n'est pas vide. 

Donc A' 6 A. 

(C.Q.F.D.) 

Etânt donnée &nous savons qu'il existe une unique division 

telle que 

- A M S A  

- % est séparée 

- toute sous-division séparée de A est une sous- 
division de aM. 
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Nous avons donc le théorème suivant : 

TMoirème 3 . 2 .  €kant données deux c ü w i h i o ~  n, et n2 ~ L L L  sont completes swr 
Le même sou-emembte A de S, 2 e&te une diwihion hépmée unique $ k&e 

que % 6 A,, nM 6 A 2 et que p o u  kotolLte hou.h-ilLvdi~n hépw~iio. de. n i  a: n2, 
CA0126 A ' ,  on A' 6 $. 

n est donc la division majorante de toutes les sous-divisions M 
séparées de A, et n2. Nous écrirons que nM = A .A 1 2 '  

3 .2  EXTENSION DE LA NOTION DE SOUS-DIVISIONS 

Dans la première partie nous avons été contraints de considérer 

des divisions qui sont complètes sur le même sous-ensemble A de S. Dans les 
autres cas nous ne pouvons considérer de sous-division commune à deux divi- 

sions données qui ne sont pas complètes sur le même sous-ensemble A de S, 

étant donnée la propriété du lemme 1.7. Ceci restreint beaucoup la relation 

de sous-division et même la notion de division en général. En effet, puisqu' 

il nous faut considérer des divisions complètes sur un sous-ensemble A de S, 

une division qui est séparée et complète sur A est en fait une partition de 

A. Nous définissons d'abord une notation qui apparaîtra fort utile par la 

suite. 

DéQivti;tion 3 . 1 .  S u a  A une ciivihion de S, A € PPS et A un houcl-evinemble 

de S .  A(A e ~ ; t  une divihion de A d é Q i L e  cornne : 

Notons que si RA C A ,  A = AlA, c'est-à-dire que nous ne chan- 

geons pas la division LI. Nous pouvons définir une relation de sous-division, 

notée @ qui est une extension de l'ancienne relation notée 5 ,  qui affaiblit 
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la propriété du lemme 1.7. 

D Z d i W o n  3.2. Soient deux ciLudM~6 de S, disoizs al, a2 û PPS. NOU 

&on6 que nl @ a i  et a d e m e n t  si al r n2 / RA 1 ' 

Nous voyons tout de suite que nous avons en remplacement du 

lemme 1.7, le l e ~ e  suivant : 

En effet, Al 6 A lRA,signifie que RAl = (Y n RAl), d'après 2 Y€ A, 
L 

le lemme 1.7. Par conséquent RAl = RA2 n RAl ou Ral C RA2. 

(C.Q.F.D.) 

Notons que si Ral = Ra2, nous avons alors n2 \Rhl = n2 et donc 
en fait nl < n2. Nous avons donc bien une extension de la première défini- 
tion. Il nous faut vérifier que nous avons bien une relation d'ordre partiel 

dans le cas de divisions propres, et de préordre dans le cas général. 

1. La réflexivité découle de la remarque suivante : 

s i  RA1 =  RA^, alors en fait A 6 A2, et nous avons vu que 1 
cette relation est réflexive. 

2. Considérons trois divisions Al, A2, A Û PPS, et supposons 3 
que Al @ A2 et A2 @ Ag. 
C'est-à-d ire A s A2 \RAl et A2 6 Ag IRA2. Nous savons par 1 
le lemme 1.7 que RAl C RA2 C R A 3  Démontrons que 



1-  SoitY1 6 n21Rnl. Alors i l  existeY6 A2 tel queY1 = Y n  Rd1. 

Comme A Rn i l  existe Z' 8 n3/Ra2 tel que Y c Z', et i 1 2 M  2 
exi ste Z f A tel que Z' = Z n Rn2. Considérons Z1' = Z n Rnl. 3 
Puisque Y' E A ~ I R A ~ ,  soit Y' # $3, soit Y = $3. 

Si Y' # $3, ceci veut dire Y n RAl $ 3  et comme Y C Z r ,  i l  s1en- 

suit que Z' f l  Ra, # $3, ou (Z f l  RAZ) n RAl # $3 ; étant donnée 

que Ral c RA2, Z n RAl # $3 ou encore Z" # $3 ; par conséqueni 

Z1' E AglRA,. D'où, Y' = Y n Rnl C Z' f i  RAl = Zl1 et i I existe 

Zl1 6 a31Rnl tel que Y' c Z'l. 

Si Y' = $3, a lors, pour tout Z1' 6 n3 IRAl, Y' C Z1!RAl étant supposé 

non vide, A3/RA1 f @ et Z" existe. Donc, pour tout Y' € A2/RA1, i I 

existe Z1' € a3 1 Rnl tel que Y' C Z". 

2- Soit Z1'E AglRAl, i l  existez€ A3 tel que Z " = Z n R A , .  Soit 

Z' = Z n Rn2, ou bien Z n RAl # $3 et Z n RA2 f e), ou bien 

Z = $3. Donc, dans les deux cas Z' 6 A IRA2. I I  existe B C A2 3 
tel que Z' = RB. 

Soit B' = B  1 Rnl. 
Soit Y f B, alors, si Y' = Y RAl # e), Y' C B' et, inversement, 

si Y' € B', alors, Y € B. 

Donc Z1' = RB' avec B' c A2 1 RA 1 ' 

Notons que B n'est pas vide. Si B' = $3, cela veut di re que pour 

tout Y 6 B, Y n Rd1 = $3 donc Z1' = @ ; et comme Zfl E A3 1 RAl 
i l  s'ensuit que Z = $3 et que Z' = $3. Comme Z' = RB avec B non 

vide, i l  doit donc exister Y 6 B tel que Y = @, et alors Y' 6 B', 
donc B' n'est pas vide. 



Etant donné Z" û A3 1 Rnl, i I ex i  s t e  un sous-ensemb l e  non v ide  de 

A2 lRnl t e l  que Z" = RB' e t  A2 IRA, 6 A3 IRAl. En u t i  l i sant  l a  t r a n -  

s i t i v i t é  de la  r e l a t i o n  6 i l s ' e n s u i t  que Al E A31RAl ou Al On3. 

(C.Q.F.D.) 

L m e  3.5. Dam l e  cab de d i v A i o m  y lL i  h0fl.t p o p ~ u ,  Ra h ~ o n  @ u$ 
am% p&txLque. 

Supposons que A @ A2 e t  A2 @ Al. Par l e  lemme 3.3, nous 
1 

avons : 

Rnl c R A 2  e t  R A 2  C RA, 

OU encore Rnl = Rb2. 

Nous avons donc en f a i t  Al s A2 e t  A2 s Al ; comme les deux 

d i v i s i o n s  sont propres, par  l e  lemme 1.5, i l  s ' e n s u i t  que A = A2. 1 

(C.Q.F.D.) 

3.3 PLUS GRANDE DIVISION SEPAREE QUI EST UNE SOUS-DIVISION AU SENS LARGE, 

@ D'UNE DIVISION DONNEE 

Etant donnée une division Ao, nous avons montré dans la 

deuxième partie qu'il existe une sous-division de A ~ ,  d l  qui est séparée 

et que toute sous-division séparée de nl est une sous-division de do. 
Démontrons que ceci est encore vrai dans la nouvelle relation @ . 

Lemne 3 . 6 .  T o d e  hous-cihision au hem h g e  de no qlL i  hépanée, es$ 
une hou-division au hem m g e  de bl. 





C )  En f i n  s i  @ E  nllRnS, i l  f a u t  que @ €  Al. Par d é f i n i t i o n  de Al, 

0 6 A. e t  donc @ B no/ Rns I I ex i s t e  a l  o r s  un sous-ensemb l e  non 

v i de  de as, B t e l  que @ = RB e t  @ B As. 

En réun issan t  a, b, c e t  en u t i l i s a n t  l e  lemme 1.9, on montre 

que A 6 lRaS e t  par  conséquent nS @ nl. 
S 

(C.Q.F.D.) 

3.4 CAS DE DEUX DIVISIONS DONNEES 

Prenons deux divisions quelconques de S, soient A, , A ~  6 PPS et 

considérons A = (Al 1 Rn2) U (A2 1 Ral ) . 

Lme  3 . 7 .  Une divhian nEpcurEe A' ~cl;t une houn-divhian de n au aem 
&mge h i  et s&ement h i  A' @ nl et A' @ 

Notons d'abord que Rn = Ral n Rn2. 

S i  donc RA' c RA, A IRA' = (A, IRA') (J (a2 / RA'). 

En e f f e t  s o i t  X' E Al IRA'. 

s i  X' = @, a l o r s  @ e nl, $4 6 al IRA2, @ € A e t  $3 E alRa'. 

S i  X' # i l  e x i s t e  X € Al t e l  que X' = X ~ R A '  e t  

x f l  RA' = (X f7 Rn2) fl Rnt, pu i sque RA' c  RA^. A I  o r s  XnRn2 6 A, lune c n 
e t  X' = (X n Ra2) A RA' € A~RA', puisque X' # @. 1 1 en s e r a i t  de même pour 

X1 € a2IRa1. Donc (allRnf) U (a21Rn1) c A~RA'. 

Inversement, s o i t  X' E AIRAI. 



Si X' =@alors @ €  A et soit @ 6 AllRAZ soit @ €  AZIRAl ; 

c'est-à-dire, soit 0 6 Al soit (8 C A2 et alors soit @ 6 AllRh', soit 

0 E A21RA1. 

Si X' f @, i l  existe alors X 6  A tel que X' = X n Rn', et 
soitXB A ~ ~ R A ~ ,  soitXB A2lRA I I  existe doncYB Al (ou n2) tel que 1 ' 
X = Y f7 Rn2 (ou Y Rb,,, et on a : 

Soit xf = Y n Ra2 r7 RA' soir X' = Y n Rn, n RA'. 

Comme RA' C RAl 0 RnZ, dans les deux Lai on a X' = Y n RA' 
et soit X' E AllRAq soit X' E b2/Ra7. Ceci indique que 

Nous avons a lors A' @ A si et seu lement si A' % A~RA'. 

Par le lemme 3.1, A' s nlRnf si et seulement si a1 r Al [Raf 
et A' s A ~ I R A ' .  

Par définition, A' i Al IRA' et A' É A21RAf si et seulement si 

A' @ A, et A' @ n2. 

En résumé A' @ A si et seulement si A' @hl et A' @ nZ. 

(C.Q.F.D.) 

Etant donnée une division A, nous savons qu'il. existe une 

unique division % telle que 

- % S A  

- % est séparée 

- toute sous-division au sens large de A qui est séparée 
est une sous-division au sens large de A~ (lemme 3.6). 
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Avec le lemme 3.7 nous en déduisons le théorème suivant : 

ThZokème 3 . 8 .  E;tantdonnEes deux c l ivhiom al et d'un erzsernble S ,  2 

&Xe une division 6Zpahée unique % t&e que nM @ A, et nM a A ~ ,  et 
t&e que XotoiLte 60~~6-diuision au hem u g g e  de Al et A2 pu* e s t  ~ZpanEe 
 une 6o~6-divisLon au hem leahge de AM. 

est donc la division majorante de toutes les sous-divisions 

au sens large de al et n2 qui sont séparées. Nous écrirons nM = nl.n2. Cet 

opgrateur est ici défini pour toutes divisions al et A ~ .  
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CHAPITRE IV 

PLUS PETITE D IV1 S ION SEPAREE SURD IVISION 

DE DEUX DIVISIONS DONNEES 

------- 

Dans le chapitre 3 nous avons construit le majorant de l'ensemble 

des sous-divisions de deux divisions données. Nous nous posons ici le problè- 

me semblable, dans l'autre sens de la relation d'ordre. Il est naturel 

d'utiliser le terme surdivision d'une division A, pour désigner une division 

dont A est sous-division. Nous faisons dans ce chapitre, l'étude du minorant 

de l'ensemble des surdivisions séparées d'une ou plusieurs divisions. 

Nous allons d'abord étudier le problème, dans le cas d'une 

seule division. Etant donnée une division A, existe-t-il une division 

séparée A telle que A s A et quelles peuvent être ses propriétés ? 1 1 

Considérons une suite d'applications de A dans PA telle que : 

pour tout x 6 A, A(') (XI = 1x1 1x1 F A e+ XI n x + @I 

U 
X ' €A (") (X) 

A(X) = A(") (X) 
n=O 

et la suite d'applications de A dans PS telle que : 
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La démonst ra t ion se f a i t  pa r  récur rence  su r  n 

1 . Par d é f i  n i  + i on X1€ A(') (x) <===, x o  X '  # ( b  

e t  x 6 A(') (x) <===> x n  X I  + g  

donc X' 6 A(') (X) <===> x 6 A(') (XI) 

2. Supposons que l a  p r o p r i é t é  s o i t  v r a i e  à l ' o r d r e  n 

xl 6 (x) c=F=> i I  e x i s t e  XI1 B A(")(x) t e l  que X1 € A(" )(XI1) 

X" € A(") (x) <===> X 6 (XI') pa r  hypothèse 

X1 6 A(") (XI') = =  XI' 6 A(") ( X I )  p a r  hypothèse 

xl 6 (x) <===, i 1 e x i s t e  X" @ A ( ~ ) ( X ' )  t e l  que X B A(")(X1l) 

Ce qu i  montre que l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour t o u t  n. 

(C.Q.F.D.) 

C a t r a U e 4 . 2 .  S i n  < n ' ,  d o m  p o u h ; t o u k X G  A ,  o n a  

A(")(x) C A("')(x) et z(")(x) C z("')(x). 



Démontrons-le pour n' = n+l. Dans les  au t res  cas, i l  s u f f i t  

de considérer  (X) avec m v a r i a n t  de n+l à n t .  

S i  A(") (x) = @, i I e s t  év ident  que 9 t A ("*' ) (x) e t  

z(")(x) = @ c z("+~)(x). S i  A(")(X) # @, prenons X '  6 A(")(x). Par l e  

lemme 4.1, X 6 A(")(x'), e t  i I s ' e n s u i t  que A(")(x) c A ("*ll(X). De l à  

décou l e  z(") (XI c z (n+ 1 (XI . 

(C.Q.F.D.) 

X 6 A(X1) s i  e t  seu l ement s '  i I ex i s t e  n t e  l que X 6 A(") (XI)  

X 6 A(")(x') s i  e t  seulement s i  X'  F A(")(x) par l e  lemme 4.1. 

D'où X 6 A(X1) s i  e t  seu lement s ' i I e x i s t e  n t e l  que X '  Ç A(") (x) 

c 'es t -à -d i re  s i  e t  seulement s i  X '  6 A(X). 

(C.Q.F.D.) 

Ceci nous amène à l a  propriété suivante : 



Par l e  c o r o l l a i r e  4.3 nous savons que 3  e t  4 son t  équ iva len ts .  

a )  Supposons que nous ayons l a  p r o p r i é t é  1 .  Comme X 8 A(')(x), puisque 

X # @, i i s ' e n s u i t  que Z(X) # @ e t  p a r  conséquent Z(X) f l  Z(Xf) # @. 

b )  Supposons que nous ayons l a  p r o p r i é t é  2., c ' es t -à -d i r e  

z(x) A Z(Xf) # @. S o i t  b E Z(X) fi z(xf ) .  

b ê Z(X) impl ique q u f i  1 e x i s t e  n t e l  que b 6 z("~)(x) 1 

(n,) 
b 6 Z(X1) imp l ique  q u ' i l  e x i s t e  n t e l  que b 6 Z (Xf). 2 

S o i t  n = max (nl,n ). Par l e  c o r o l l a i r e  4.2 nous avons 
cn7 b 6 z(")(x) 0 Z (Xf). Cela s i g n i f i e  q u ' i  i e x i s t e  X1 8 A(")(x) 

e t  X2 E A(")(x') t e l  que b E XI e t  b 8 X2. A l o r s  XI n X2 # @ 

e t  X1 6 A") (X2) e t  par  l  e  co r0  l  l  a  i r e  4.2,  X G A(") (Xe) . Comme 1 

X2 G A(")(X'), i I s ' e n s u i t  que A(")(X~) c A ("+') (x'), ou encore 

XI ê A ( n * l ) ( ~ ' ) .  Comme de p lus,  X1 G A(")(x), en u t i l i s a n t  l e  lemme 

4.1 e t  l e  c o r o l l a i r e  4.2 ,  nous avons X â A ( +  ( x )  , ce qui  montre 

que X 6 A ("') (XI)  ou X 6 A(X1), qui  e s t  l a  p r o p r i é t é  3 .  

c9 Supposons que nous ayons l a  p r o p r i é t é  3. De l a  même façon que dans 

a ) ,  nous savons que Z(X) # @. S o i t  b € Z(X). I I e x i s t e  a l o r s  nl 
(n, (n, 1 

- ; c l  que ù E Z (X) ce qu i veu t  d i r e  qu i l e x i  s t e  X" G A (X) 

t e l  que b C X". 

(n2) 
De plus,  i I e x i s t e  n2 t e l  que X 6 A (Xf). Prenons n = max (nl ,n2); 

par l e  c o r o l  l a i r e  4.2, X G A(")(X1) e t  Xfl  G A(")(X) ; donc 

XI1 6 A ("+l) (XI) ,  ce qu i  imp l ique que X" C Z(Xf) e t  b B Z(X1). Nous 

avons montré que Z(X) t Z(X1). Par l e  co ro l  l a i  r e  4.3, nous savons 

que l e s  p r o p r i é t é s  3  e t  4 son t  équ iva len tes .  Par l e  même raisonnement, 
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de l a  p r o p r i é t é  4, nous déduisons que Z ( X ' ) c  Z ( X ) .  D'où 

Z ( X V )  = Z(X) .  

a )  montre que 1 ===, 2 

b )  montre q u e  , -==> 3 

c l  montre que 3 - - = >  1 

Par ccrizéqirarik , e s  q u a t r e  p r o p r i 6 t é s  sont  équ i va l en tes .  

(C.Q.F.D.) 

4.2 PLUS P E T I T E  S U R D I V I S I O N  SEPAREE D'UNE D I V I S I O N  DONNEE 

Considérons la divis  i on , = i Z 1 il existe X 6 A tel que 

Z = Z (X) 1 .  96 !: , JIAS, en p-i-exl ! i - d, que cette division est séparée. 

Supposons que pour Z 6 A l  e t  Z '  € A l ,  Z n  Z '  # @. Par d é f i n i t i o n ,  

i l  e x i s t e  X e t  X '  e A t e l s  que Z = Z(X) e t  Z '  = Z ( X ' ) .  Par l e  lemme 4.4, 

Z ( X ) a  Z ( X 1 )  # @ imp l ique  que Z(X) = Z ( X f ) ,  ce qu i  mont-re que Z = Z r  e t  

A e s t  séparée. 1 

(C.Q.F.D.) 

Comme A e s t  séparée, nous u t i  l i s e r o n s  l e  lemme 1.9 à l a  p l ace  1 
de l a  d é f i n i t i o n  de sous -d i v i s i on  elle-même. 
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a )  S o i t  X €  A. S i  X = $3, a l o r s  pour t o u t  X '  8 A, XcZ(X1),  

donc pour t o u t  Z 8 Al, X C Z .  

S i  X # $3, a 1 o r s  X € A'') (X) cA(X) e t  X cZ(X) C Al donc pour 

t o u t  X € A, i I e x i s t e  Z 8 Al t e l  que X c Z .  

b )  Par l a  p ropos i t i on  a)  nous avons RA c R A  Prenons b 6  RA^. 
1 ' 

I I  e x i s t e  Z C Al t e l  que b 6 Z ,  e t  i l  e x i s t e  X 8 A t e l  que 

Z = Z(X) . Par conséquent, i I e x i s t e  n t e l  que b 6 z(") (X) ; 

i l e x i  s t e  a l o r s  X' € A(") (x) t e  l que b 43 X I  e t  b 6 RA. D'où 

RA = Rnl. 

C )  Supposons que $3 13 Al, c 'es t -à -d i re  q u ' i l  e x i s t e  X C A t e l  que 

Z(X) = . Alors, ou b ien  A(")(x) = $3 pour t o u t  n, ou bien, pour 

t o u t  n e t  pour t o u t  X f  6 A(")(X), X I  = $3 ; en p a r t i c u l i e r  pour 

t o u t  X I  6 A(') (X) , X'  = @, e t  a o r s  X I  n X = @ e t  X 1  B A(') (X) 

ce qui  e s t  impossible. Donc nous avons en f a i t  A(") (X) = 0 pour 

t o u t  n. En p d r t i  CU l i e r  A'') (X) = fl ce qu i i mp l i que que X @ A(') (X) 
* 

OU Xnx = $3. Donc X =  @ e t @ €  A.  

En u t i l i s a n t  l e  lemme 1.9, on a donc A d A 1 

(C.Q.F.D.) 

Cette dividion pl es t  bien l a  division cherchée conune l e  montre 

l a  propriété suivante : 

L m e  4.7.  bl ut une sou-dLvAion au h e u  h g e  de to&e div*6ion &panée 
d o n t  A ut une daw-divAion au aem M g e .  

S o i t  A2  une d i v i s i o n  t e l  l e  que A @ A2, c 'es t -à -d i re  que 

A 6 A IRA. Nous avons à démontrer que A d A 2 1 R ~ .  Comme A2 e s t  séparée, 
2 1 

d21Rd I ' e s t  aussi .  Le lemme 1.9 e s t  à nouveau u t i  l  i sé  i c i .  Nous adoptons 
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l a  n o t a t i o n  Y pour l es  éléments de A21RA. 

a )  S o i t  Z F A,. l l e x i s t e  X € A t e l  que Z = Z(X). Puisque A s A ~ ~ R A ,  

i I  e x i s t e  Y € A2 (RA t e  i que X c Y. Démontrons pa r  récur rence  que 

pour t o u t  X' 6 A(X) a l o r s  X' cY. 

S o i t  X' € A(')(x). ( S i  A(')(x) = , i I e s t  f a c i  l e  de v o i r  que 

A(") (X) = @ pour  t o u t  n, donc que z(") (X) = @ e t  que Z(X) = @ ; 

e t  a l o r s  pour  t o u t  Y F A21RA, Z C Y i .  Puisque X C Y ,  i I s ' e n s u i t  

que X'n Y # m. De p lus ,  i l  e x i s t e  Y' 8 A ~ ~ R A  t e l  que X'CY'. 

Comme A I R A  e s t  séparée, Y n Y' f fl e n t r a i n e  Y = Y'. Par conséquent 2 
pour t o u t  X' 6 A") (XI, X' C Y. 

S o i t  l ' hypo thèse  de l a  récur rence  : pour  t o u t  X 8 A, s i  X C Y  

a l o r s  pour t o u t  X' ê A(")(x), Xv 6 Y .  S o i t  X' € A (n+l)(~), i 1 

e x i s t e  a i o r s  K" 6 A'")(x) t e l  que X' @ A(~)(x"). Si  X c Y ,  i 

s ' e n s u i t  pa r  hypothèse que X"CY e t  donc X ' c  Y. Ce qui  montre  

que pour t o u t  X G A, s i  X C Y  a l o r s  pour  t o u t  n e t  pour t o u t  

X' C A(")(x), X ' c  Y. Par s u i t e  Z(X) C Y. Pour t o u t  Z 6 A,, i i 

e x i s t e  Y 6 A2(RA t e l  que Z CY. 

b )  Nous avons vu que RA, = RA. De A @ A2 on en d é d u i t  : 

RA = R(A2 IRA). En réun i  ssan t  les  deux éga l  i t és ,  RA, = R(A2 IRA). 

C )  Supposons que @ C A2 IRA. Pu i sque A r A2 IRA e t  que A2 IRA e s t  séparée, 

i l  e x i s t e  X C A t e l  que X = @. Dans ce  cas, A(')(x) = @ e t  i l e s t  

é v i d e n t  que pour  t o u t  n, A(") (X) = @. Par conséquent, pour t o u t  n, 

z(")(x) = @ e t  Z(X) = @. Comme Z(X) 6 Al, i I s ' e n s u i t  que @ ê Al. 

Par l e  lemme 1.9 nous avons donc A r A2 IRA, ou b ien,  1 A, @ A2* 

(C.Q.F.D.) 
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Résunaons ceci dans le théorème suivant : 

Théoaème 4 . 8 .  Powr &de diuAion A, i l  &.te u v ~ e  mique divAion népanée 

.t&e que A 6 A,, et poù~ ,touite diuhion sepanée A,, k&e que A @ n2, 
d o m  bl @ d2 ; ~'u*-dL-dMe A~ eb.t p(us p&e ~ M v A * o n  hépanée de A. 

4.3 PLUS PETITE DIVISION SEPAREE QUI EST SURDIVISION AU SENS LARGE DE DEUX 

DIVISIONS DONNEES 

Soient deux divisions de S données, disons A,, A, € PPS ; 

considérons n = nl U d2 - 1 si B nl n 

L m e  4 . 9 ,  A en& une nous-dkvhion au nenb Lmge d'une divhLan népanée A' 
6i et&ef&?mentni A, @ A' et d2 @ A'. 

A' é t a n t  séparée, nous uPl l lserons tou jou rs  l e  lemme 1.9. 

1- S o i t  A' une d i v i s i o n  séparée t e l l e  que A @ A'. 
Nous avons donc A 6 A' SRA. 
S o i t  X € Al. S i  X = (d a l o r s  pour  t o u t  Y' E A'IRA,, XCY'. 
S i  X # fd a l o r s  X E: A e t  i l e x i s t e  Y '  E: A' IRA Tel que X CY'. 

Pour +ouf Y' C3 A' IRA, i 1 exisd-e Y 8 A' l-el que 

YI = Y n RA = Y n (Rd1 U  RA^). Comme x c  RA^, x c Y n (RA, u RA,) 
impl ique que XCY  RA^. X n 'é fant  pas vide, yr)RAl ne I f e s t  pas 

e t  Y  RA, € A'lRA,. Donc pour t o u t  X € A, i l  e x i s t e  Y' 6 A'IRA, 
tel que XCY'. 

Par définition de A'  IRA^, RA, = R(A' (Rdl). 
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E n f i n  s i  p) E A' (RAl, ce l a  veu t  d i  r e  que p) 6 A' e t  p) s A' (RA. 
Comme A 6 A'lRA, p ) G  A e t  par  d é f i n i t i o n  de A, cec i  n ' e s t  poss ib l e  

que s i  p) E Al n A2. Ce qu i  montre que A i. A1\RAl ou Al @ A'. 
Par l e  même argument, on démont re ra i t  que A2 @ A'. 

2- Supposons maintenant que I 'on a i t  Al @ A' e t  A2 @ A' avec A' 

une d i v i s i o n  séparée de S. 

S o i t  X e A. S i  X = @ a l o r s  pour t o u t  Y G n'IRA, XcY. 

Supposons X f e). Supposons que X 6 A a l o r s  i 1 e x i s t e  Y' £ A' \RA 1 1 
t e l  que XCY', c ' es t -à -d i r e  q u ' i l  e x i s t e  Y € A' t e l  que 

x c Y' = Y n  RA^, OU x c Y   RA^ U = Y A RA. 

Mais x f p) donc Y' f p), Y ~ R A  f @ e t  Y ~ R A  e A I I R A .  

La même démonstrat ion s e r a i t  v a l a b l e  pour X € A2. Donc pour t o u t  

X G A, i l  e x i s t e  Y' € A'IRA t e l  que XCY'. 

Par d é f i n i t i o n  de A' IRA, RA = R(A1lRn). 

E n f i n  s i  p) 6 At/RA, p) E A' e t  $3 € A1lRAl e t  p) 6 A1lRAZ Comme 

nl 6 A' /Rnl e t  A~ 0' (RA2 i I  s ' e n s u i t  que p) 6 n n2 e t  par  

conséquent p) 6 A. Ce qu i  montre que A 6 A' IRA ou A @ A'. 

(C.Q.F.D.) 

Etant donnée une division A, nous savons qu'il existe une unique 
division A~ telle que : 



- nK est séparée 

- toute division séparée telle que A @ A '  

satisfait à nK @ A '  . 

Avec le lemme 4.9 nous en déduisons le théorème suivant : 

Théo~ème 4.10. €&tant donnees deux cü.vMi0~6 A l  et n2  d'un euernble S, ie 

e x h t e  une d i v h i o n  dépahée unique AK t&e pue A, @ AK et A 2  @ AK et 
X&e pue tolLte divhision sépmée A '  dati66ai6ant à nl  @ A '  et A 2  @ A '  

n a X h ~ a i t  à aK @ A ' .  

AK est donc la division minorante de toutes les surdivisions au 

sens large de A, et A 2  qui sont séparées. Nous écrirons A = n l  + A K 2 ,  opéra- 

teur défini pour tout couple de divisions. 



TREILLIS DE DIVISIONS 

------- 

5.1 TREILLIS DES DIVISIONS SEPAREES 

Nous voyons en considérant les conclusions des chapitres 3 et 

4, que l'ensemble des divisions séparées d'un ensemble constitue un treillis. 

De plus ce treillis admet un majorant et un minorant : 

soit 1 = {SI la division séparée ne contenant que l'ensemble S lui-même 

soit O = ($31 la division séparée ne contenant que l'ensemble vide. 

Il apparaît alors clairement que pour toute division séparée A, 

on a : 

O @ A !$-J 1. 

Nous pouvons regarder s'il existe un compl6ment, c'est-à-dire 

étant donnée A, existe-t-il n1 telle que 

Nous savons que A. A' est complète sur l'ensemble RA RA' 

Pour que A.A' = O, nous devons alors avoir RA n Rnr = @. Il 
est facile de voir qu'alors A + A' = A UA', si @ 8 A T)A', 

A + A' = A U A '  - ($31, si $3 & A A A'. Les seules divisions ayant un complé- 



ment sont donc 1 et O. Le treillis des divisions séparées de S n'est pas 

complémenté. 

Remarquons que l'ensemble des partitions de AcS, ou l'ensemble 

des divisions séparées de S, complètes sur l'ensemble A forme un treillis 

complémenté, avec la relation d'ordre "5". Appelons T(A) l'ensemble des 

partitions de A. 

Pour tout A, A' € T(A), Rn = RA' = A donc A + A' et A.A' sont 

toutes deux complétes sur A ; d'où n + a' € n(A) 

Nous avons donc un treillis. 

Prenons 1 = {A) 

O = {{pi}, a l  {a2}, ... a ,  * . *  1 

a Ê A, et tout bloc de O contient au plus un élément de A, et tout élément i 
de A est dans un bloc de O. 

Alors pour tout A € TI (A), O ,< A 6 1. 

De plus, étant donné A € dA), A = {X X ... Xn ... 1. 1' 2 
Considérons les sous-ensembles de A définis successivement 

YI = {al1) 1 a )  € X. 1 pour i = 1 ... In1 tel que xi i( 

Nous nous arrêterons à n tel que Yn = @. 





En effet A l  . A 2  @ A l  

Al  A3 @ A l  

donc A 1 . A 2 + A  1 . A3 @ A 1  

A l  . A 2  @ A 2  @ A 2  + A3 

A l  . A3 @ A3 @ A 2  + A3 

donc A~ . b2 + A . A3 @ A2 + A3 1 

D'autre part, la première division est complète sur l'ensemble 

(RA, n Rn2) u (Rnl n Rn3) ; donc par distributivité de ces lois, 
- 

Rnl  (Rb2 U Rb3) qu i est I 'ensemb le sur lequel la seconde d ivi si on est 
complète. Nous avons donc en fait A . A 2  + A . A 6 A, . (A2 + As) .  1 1 3  

On-vérifierait de la même façon la seconde relation. 

(C.Q.F.D.) 

5 . 2 .  CAS DES AUTRES DIVISIONS 

A l'aide d'exemples, nous allons démontrer que nous n'avons pas 
de treillis dans les autres cas. Considérons d'abord le cas des divisions en 
général. 

Soit X1 ,X2 ,X3 ,X4 ,X5 ,X6 ,X7, des sous-ensembles de 5 arrangés 

comme sur la figureV3 c'est-à-dire tels que : 



x2 x4 = x2 x6 "2 

figure V . 3  

Soit Al = IXl > X Z > X 3 > X 4 , X 5 ~  

et A 2  = {XI y x 2  ,X5 yx6 2X7 

Soit A = i X l U X 7 ,  x2Ux4} 

Il est facile de constater que nl  A et n2  s n d'une part, 

n l  0' et A 2  2 A' d'autre part. 

Nous voulons savoir s'il existe A" telle que A l  s A" i A ,  

A 6 A,' $ A'. 2 

Considérons Y ô A. Il existerait B c A M  tel que 

Y = RB. 

Pour tout Z 6 B ,  il existe Cl (Z) c A l  et C2(Z)  C A 2  tel que 

Z = RC1 (Z) = RC2(Z) 



et alors 

u RC1 (Z) = Y = ZôB Z6B R c 2 ( z )  

En particulier pour Y = X2 U X4, on voit alors que 

U c (Z) = tx2,x,1 Z€B 2 

et B est constitué obligatoirement de un et un seul élément, X 2 U  X4, 

c'est-à-dire Y. 

Mais A'' 6 A '  entraîne que pour tout Z G a'', il existe Y € A' 

tel que Z c Y ' .  Donc pour Z = Y = X 2 U  X4 il devrait exister Y' € A' tel 

que Z c Y' ce qui n'est pas possible et al1 n'existe pas et l'ensemble des 
divisions ne constitue pas un treillis. 

En remarquant d'autre part que nl et n sont toutes deux propres, 2 
nous voyons aussi que l'ensemble des divisions propres ne forme pas non plus 

un treillis. 

Etudions maintenant le cas des divisions irrédondantes. Prenons 

encore un exemple figureV.4; nous allons montrer ici que la plus petite des 

divisions majorantes de nl  et n2  ne peut être irrédondante. 



Y3 
figure V,4  



Nous considérons l e s  divisions A = 1X,,X2,X3,X4,X5) e t  1 

A 2 = Iy1 9'2 >Y3 9'4 9'5 >Y6} 

Les points b, ... b, e t  cl ... c montrent que l e s  deux 6 
divisions sont irrédondantes. 

Nous recherchons A E: PPS, qui so i t  irrédondante t e l l e  que 

A 6 A e t  A s A e t  qui s o i t  une so-ds-division de toutes l e s  divisions 1 2  
irrédondantes ayant cet te  propriété. Pour toute division A ayant ce t te  

propriété, e t  tout  Z B A ,  il existe Dl (Z) c A l  e t  D2 (Z) c A 2  t e l  que 

Etudions l e s  possibi l i tés  pour Dl e t  De : aucun des X n ' e s t  égal à un Y 

donc I D , /  2  e t   ID^/ 2  

IDl 1 = 2  : nous avons l e s  possibi l i tés  : 

z, = X1 U X4 = Y, L ' Y 4  U Y ,  

z2 = X2 u X, = Y2 w Y5 \) Y6 

z = x4 U x, = Y4 u Y, V Y6 3 

IDl 1 = 3 : nous pouvons avoir : 

z4 = xlu x4ux5 = y l u  y 4 u  y 5 u y 6  

z, = x2u x4wx, = Y 2 U Y 4 U Y 5 U Y 6  

z, = x3u X 4 U X 5  = Y 3 U  Y 4 U Y 5 U Y 6  

/ D ~  1 = 4  : nous pouvons avoir : 

z7 = x1u x 2 W x 4  W X 5  = Y 1 u ~ 2 U Y 4 V Y 5 u Y 6  

Zs = X1 U X3 w X4 w X5 = Y, L" Y3 ? Y4 i . Y5 L i  Y6 

z9 = x2u x3 u x4 x5 = Y2 0 Y3 y4u y5 u Y6 

e t e n f i n  I D l /  = 5 :  ou 

Z I 0  = Rnl = Rn2.  



Soit B = {Z 1, z2, . - . y  Zl0}. 

Il est évident que al 5 A et A2 ( A si et seulement si : 

A c B tel que RA = Ral. 

Prenons a' = {Z1 Z Z 1 et A" = !Z2yZ4yZ6). Nous avons bien 
y 2' 6 

A ,<a1, 1 A2 2 A', Al S A "  et A2 s a". De plus toutes deux sont irrédon- 

dantes, (bl,b2,b3 pour al et b2,bl,b3 pour A" respectivement aux ensembles 
composants a ' et A") . 

Cherchons a telle que al s a 6 a' et a2 $ A : al1. Pour Z Z Z 1 2' 6, 
il n'existe pas de Z qui en soit sous-ensemble, ce qui entraîne que Z1,Z2,Z6 

sont dans a. De plus Z4 F A" entraîne : 

- soit Z 6 A et Z 4 c  Z I U  Z6 empêche A d'être irrédondante 4 

- soit il existe D C A tel que Z4 = W ce qui entraîne 

D = iZ2,Z31 et Z3 E A et ici encore Z3CZ6 empêche a d'être 
irrédondante. 

Ceci montre que l'ensemble des divisions irrédondantes ne 

constitue pas un treillis. 
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CHAPITRE VI 

DIAGRAMMES DE POSITIONS ET DIVISIONS 

6.1 DIVISIONS SUR LES MONOÏDES 

6.1 .l. Algèbres et Monoldes 

Dans les précédents chapitres, nous avons étudié les divisions 

d'un ensemble S, mais nous n'avons considéré aucune propriété sur S. Cela 

entraîne que nous ne pouvons savoir quelles sont les propriétés de telles 

divisions. De plus, le théorème 2.7 perd de son efficacité, si nous ne pou- 

vons décider si deux éléments d'une division sont des ensembles disjoints 

ou non. Si nous ne connaissons aucune propriété de S, la connaissance réelle 

d'une division ne peut être faite qu'en listant les sous-ensembles de S qui 

le composent. 

Par contre, si nous supposons qu'il existe des propriétés pour 

tels ou tels éléments de S, et qu'il existe des algorithmes pour trouver 

si un élément de S a ou non cette propriété, nous serons alors capables de 

définir des sous-ensembles de S comme suit : 

U = {X 1 x € S et x possède telle ou telle propriété). 

Il existera alors des divisions de S pour lesquelles le théorème 2.7 sera 

efficace. En général lorsque S est infini, il est parfois plus facile de 

définir une propriété sur ses éléments par récurrence. Nous écrirons : si 

x a la propriété et si xRy, alors y a la propriété, c'est-à-dire : 

(Vx) (Vy) (Px & xRy = = = > Py) 



P est une fonction de S dans {xo,yol 

xO étant un élément de S ayant la propriété, s'il en existe. 

y. étant un élément de S n'ayant pas la propriété, s'il en existe. 

Plus généralement nous considérerons les algèbres définies 

comme suit : 

Dé~Cvi$ion 6 . 1 .  Une d g è b f i e A  = c A, fo, ... fm > en* unsys&&ne composé 

d'un domaine non vide A et m+l donctioa fi : A - A  p o w  i = 0, ..., m ; 
où fo ea-t L'appficution Cdenüté.  

Fm posant F = {fi 1 i = 0, . . . , ml, nous 1 'écrirons <A,F>. 
Fm considérant les algèbres <A,F>, il semble intéressant de les étudier 
relativement à F*, c'est-à-dire, l'ensemble de toutes les fonctions 

obtenues par une composition finie de fonctions de F. On dira que F9: 

est le monoide engendré par F relativement à la loi de composition de 

fonctions. 

Montrons une importante propriété qui nous permettra de ne 

considérer par la suite que les ensembles de la forme V = F;kxG, G ensemble 

fini, où la composition dans F;' est étendue à V par 

f est ainsi une fonction de V dans V ainsi que 2. On notera F et F 1' ensemble 
des fonctions Pi et Fi respectivement, avec fi F F. 

ThQohhe 6 . 7 .  Une dgëbhe cA,F> ~ c l - t  Anomokphe à <v,F> b i  Q;t auiknen;t 

a'he QxinRe une appficckion in j ec t i ve  O de G dam A ;telle que pow ZoUk 

a 6 A, il exinXe un unique ($,k) 6 V 



- 
1 -  Supposons que <A,F> soit isomorphe à :V,F>, c'est-à-dire, qu'il 

existe une application bijective I) de A dans V telle que 

$(f.(a)) = z.($(a)) pour tout a 6 A, i = 0, ..., m. 
1 1 

Soit ~(k) = $-'(fo,k) pour tout k E G. C'est une application 

injective de G dans A puisque $ estbijective. 

Soit a 6 A, ($,k) = $(a) = (fi 
O fi , . . . 0 fi , k) 

n n- 1 1 
où fi € F pour toutp = 1, ..., n, k E G. 

P 

En utilisant la propriété de I'isomorphisme, 

ce qui entraine $($(O(k))) = (+,kI 

Comme $ est bijective, a = $(@(k)). 

De plus s'il existe ($',kt) 6 V tel que a = $'(@(kl)), soit b 

l'élément de A tel que ($',kl) = $(b). Par l'argument ci-dessus 

on a : b = $'(@(kt)) = a. Mais comme I) est bije~tive,($',k')=($~k). 

2- Inversement, supposons donnée une algèbre <A,F> et G un ensemble 

fini tels qu'il exîste une application injective O de G dans A, 

i l  existe un élément unique de V = F*xG, ($,k) tel 

que a = $(@(k)). 



Considérons l ' a p p l i c a t i o n  de A dans V, $ d é f i n i e  par  

$(a) = ( k ) .  Notons que (fo,k) = $(o(k)) ca r  ~ ( k )  = fo(O(k)). 

De p l u s  $ e s t  b i j e c t i v e  par  d é f i n i t i o n .  

S o i t  a 6 A, (@,k) = $(a) e t  a = +(o(k)).  

S o i t  f i  C F fi(a) E A e t  fi(a) = f i (@(8(k))) .  

s o i t  (+, ,k,) = +(fi(a)) ,  a l o r s  q1 (O(kl)) = fi(a) = f i (+(@(k))) ,  

e t  a l o r s  ( m l  ,kl)  = (f.o+,k) c a r  (ml ,kl) e s t  unique pour fi(a) 
1 

donné. 

Ce q u i  e n t r a i n e  +(fi(a)) = (fio+,k) = f .  ($(a) e t  $ e s t  un i so- 
I 

morphisme de A sur  V, 

(C.Q.F.D.) 

- 
Cut~oUdt~e  6.7 .  Une dgébke <A,FJ u k  Aorno~phe ù <F ,F> a i  eA n e d m e n t  

a l i l  exinRe un ER&ea unique, 0 € A kel  que p o ~ h  kouZ a Ê A, il exinke un 
uLquc? + € F* ltQe que a = +(O) .  

Définition des Transitions e t  Divisions régulières 

Nous nous intéressons maintenant aux divisions d'un ensemble 

V = c*xG où c;? e s t  un monofde engendré par un alphabet f i n i  c, G un 

ensemble fini.Dans V, on a ,  pour tout x, y 6 Pk, k G G : 
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Notation : il est pratique d'écrire 13.x pour " l'ensemble des éléments 
a.x tels que a 6 B " ou encore B.x = Ca.x 1 a 8 BI. 

De même 

B/x = {y 1 y.x G BI. 

Soient A 6 PW et X, X' G A. Supposons que pour tout a 6 X, 

a.x 6 XI pour un x donné de Z. x a une importante propriété relativement 
à la paire ordonnée <X,X1>. Nous appellerons "transition de X à XI ", 
l'ensemble des éléments de z ayant cette propriété. 

DZdinLCion 6 . 2 .  Soie& B c V  et A une d i v h i o n  d e V ,  s o a  A Ê PW. La 

& a m X o n  de B à A esk l1appficaXLon de A dam PL dédinie pm : 

Par analogie des divisions, nous dirons que les transitions 

sont complètes si XvA TB(X) = C ; elles sont séparées si V X, X' 6 A, 
TB(X)n TB(X1) # (l~ entraîne X = X I .  

Nous pouvons étendre la précédente définition aux transitions 

d'une division. 

DZ~inLCian 6 .3 .  Soient Al et A~ d u  d i v h i o ~  de V ,  Al n2 E PW. LU 

&amiLiam de nl à n2 sont L'ememble des ttc~miLiovcl de chacun d e s  éléments 

de nl à n2. 

Les transitions de nl à n2 peuvent encore être interprêtées 
conune une application de nl x A~ dans l'ensemble des parties de Z. 



Nous parlerons souvent des transitions d'une division 

donnée ; nous voulons dire par là, les transitions de la division à 

elle-même. Cette notion de transitions nous permet de définir récursi- 

vement quelques parties de la division. Par exemple : 

- pour tout a 8 XI, au, 8 X2 

- pour tout a E X2, au2 8 XI. 

Généralement, ceci ne définit pas en totalité les ensembles 

XI et Xe. Cependant, si une division peut être complètement définie comme 

cela, elle a une importante propriété. Ces divisions seront appelées régu- 

lières. 

Dé&in&Lon 6.4 .  Une d ivA ian  de V ~ n ; t  &e kQgulXêke h i ,  p o w  do& 

k E G, X E A et € z, (ul...uj...u ,k) E X h i  et h d e m e n t  d ' i l  e&de 
j n 

une d' éléments de n, Xo. . .Xn LdXe pue : 

- aj 6 T(Xjml, X.) pauh ;tu& j G Cl ,nl . 
J 

Une telle définition est un non sens si elle est définie sur 

un-ensemble S qui n'a pas la propriété du théorème 6.1, c'est-à-dire qu'il 

existe une application injective O de G sur A telle que pour tout a G S il 

existe un unique ($ ,k) 6 V tel que a = C$ (o(k)). Notons que si O n'est pas 

injective ou si C$ n'est pas unique, la définition deviendrait ambigüe. De 

plus il est difficile d'établir une définition de divisions régulière si 

une telle correspondance entre S et F k x G  n'est pas unique. Le théorème 6.1 

montre que nous ne restreignons pas le problème en ne considérant que les 

ensembles de la forme V. Dans certaines divisions, l'élément Xo tel que 

(A ,k) € Xo ne sera pas unique. 
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C J Q ~ i W o n  6.5. Une divhLon de V  AL diRe LuiXkiuJe h i  (A,k) MR da~lcl 

un eX un 6 d  QRQriievct de A pouh Rod  k € G. 

6.1.3. Relations entre divisions et leurs . - transitions 

Nous regardons maintenant certaines propriétés des transitions 

qui entraînent une propriété pour les divisions et inversement. Considérons 

d'abord la propriété de complétude. 

L m e  6 . 2 .  Si une &vAiun covu2en" (A ,k) dam au m o i n n  un QRQriieYLC: pouh 

k € G, eX n i  na ZtannLtionn n o n t  compRèRu , dom Ra d i v h i o n  el le-  

même a R  complèke. 

S o i t  (al ... a ,k) C V avec ai E L pour i = 1 ,..., n. n 

Par hypothèse i l  e x i s t e  Xo E A t e l  que (A,k) 6 Xo. Notons que 

% n ' e s t  peut  ê t r e  pas unique. 

Supposons que nous ayons une s u i t e  d 'éléments de A, Xo ... xk 
t e  l l e  que (a, 

* * '  "j 
,k) 6 X. pour j = 1 .. . p n. 

3 

En p a r t i c u ! i e r ,  (al ... a ,k) 8 Xp. Les t r a n s i t i o n s  de X é t a n t  
P P 

complètes I I  e x i s t e X  € A t e l  q u e a  € T ( X  X ). 
p+1 P+ 1 P' p+l 

A l o r s  pour t o u t  a 6 Xp, a.ap+l G X e t  en p a r t i c u  l i e r  
p+1 

(a1 . .. a ,k) 8 X e n t r a î n e  (a , ... a ,k) €Xp+l. P+ 1 
Par conséquent, i l  

P P 
e x i s t e  Xn € A t e !  que (a ... a ,k) F Xn e t  l a  d i v i s i o n  e s t  complète. 1 n 

(C.Q.F.D.) 

Evidemment nous ne pouvons supprimer la condition "la division 

contient (A,k) dans au moins un élément pour tout k 6 G", car cette condition 

est nécessaire en elle-même pour que A soit complète. 



La réciproque de ce lemme n'est pas vraie en général. On 
peut facilement la comprendre en considérant l'exemple suivant : 

G = { 11 et sera donc ici omis. 

A = XI U X2 U X3 est une division complète de O* et cependant ses 

transitions sont toutes vides. En effet, par exemple : 

mais 033 6 X2 et O k X2. 

De plus, il existe aussi des divisions complètes régulières 

dont les transitions ne sont pas complètes. 

Considérons maintenant la propriété d'être séparée. 

L m e  6.3 .  S i  une divhion u k  ~épcvrée & ne conCient pan 1' enh mbLe 

vide, & o u  aa Ztam&am a a n t  sépméu.  

Soit X 6 A. P a r  hypothèse, X # fl. Soit a 8 X. 

Supposons que pour Y, Y' 6 A, T(X,Y) n T(X,Y1) # fl et soit 
a € T(X,Y)n T(X9Y1). Par définition des transitions, aa € Y et aa 8 Y' 



e t  puisque A e s t  séparée, c e l a  en t ra ine  que Y = Y', e t  les t r a n s i t i o n s  

sont  séparées. 

(C.Q.F.D.) 

Remarquons que la condition de ne pas contenir l'ensemble 

vide est essentielle. En effet si A contient un tel ensemble X, les 

transitions de X à A ne peuvent être séparées car pour tout Y G A, 

T(X,Y) = c : si X est vide, X.a est aussi vide et est par conséquent 

un sous-ensemble de tout Y ô A. 

L m e  6.4. S u a  A une d i v h i a n  i & d e  G nQg&ène. S i  a u  .Otanb~on.4 

aovi/t a&panQa, & o u  .tu d i v h i o n  ut aépanQe. 

Supposons que X n ~ '  # @ avec X, X1 6 A e t  s o i t  

(a, ... a ,k) û XnX', avec a û L pour t o u t  j = 1 ,..., n. n j 

A é t a n t  régu l i è re ,  I I  e x i s t e  deux s u i t e s  d'éléments de A, 

% ,..., X e t  XA,..=,XA t e l l e s  que : n 

- € T(X X-) (7 T(Xj-l ,Xj) pour j = 1 ,..., n. 
a j j-1, J 

La d i v i s i o n  e s t  i n i t i a l e ,  c 'es t -à -d i re  que X e s t  unique, O 
ou Xo = q. Supposons a l o r s  que X j-1 = xj-l, ' a l o r s  l es  t r a n s i t i o n s  é t a n t  

séparées, 6 T(X x.) n T(x~-~ ,Xj) en t ra îne  que X = X!. " j j-1, J j~ 

Ceci montre que X = X! pour t o u t  j = O, ..., n. En p a r t i c u l i e r  
j~ 

pour j = n, Xn = X = XA = X' e t  l a  d i v i s i o n  e s t  séparée. 

(C.Q.F.D.) 



Nous ne pouvons enlever aucune des deux conditions : tout 

d'abord si A n'est pas initiale, et encore régulière, cela veut dire que 

(A,k) est dans plus d'un élément de A qui ne peut alors être séparée. Si 

la division n'est pas régulière, nous ne pouvons rien dire. En reprenant 
les ensembles X1 et X2 précédemment définis : 

A = {X ,X ) n'est pas régulière. Ses transitions sont vides, donc séparées. 1 2  
Cependant A n'est pas séparée car MM030 6 Xl n X2. 

Remarquons une autre propriété des divisions régulières séparées. 

L m e  6.5.  S a L t  A une dLvAian aépahée ;t&e que  RA/^ C RA pauh .ta& 
a 8 c. A hégu&Zhe a i  e.t a d m e n t  a i  pauh ;tout X, XI G A, a 8 C, AL 
X.U n x '  + pb x . ~  c X I .  

Supposons A régu l i è re .  I I  e s t  év ident  que  RA/^ C RA pour t o u t  

a 6 C. 

Supposons que pour X, X' 8 A, e t  a G C, X.a nX' f (3 c 'est -à-  

d i r e  q u ' i l  e x i s t e  a € X t e l  que a.a € X ' .  La d i v i s i o n  é t a n t  régu l iè re ,  i l  

e x i s t e  une s u i t e  d'éléments de A, XO, ..., X t e l l e  que : n 

- (A,k) E Xg, Xn = X 

- "j 
â T(X X.) pour j = 1, ..., n j-1' J 

où a.a = (a1 ... a ,k). n 



l  I e s t  év i den t  a  l o r s  que a = (al . . . a ,k) B xn-, e t  pu i sque n-1 
A e s t  séparée e t  que a B X, on a  X = X . Donc a ; a F T(Xn-l ,Xn) = T(X,XV) n- 1 n 
c'est-à-d i r e  X.a c X' . 

1 nversement s o i t  x = (a ... a ,k) 8 X avec a 8 C.  S o i t  
~ ' " " ~ j  n j 

XO,...X ,... Xn F A t e l s  que (a 
j 1 " *"J 

,k) E X .  pour j = 1 , .  , n e t  (A,k) 8 % .  
J 

A l o r s  Xj-,aj X j  f @, d 'où aj F T(Xj-l ,X,). La p r o p r i é t é  RA/a C R A ,  e n t r a i n e  

l ' e x i s t e n c e  de l a  s u i t e  %, XI ... Xn , du f a i t  que A s o i t  séparée, i l  découle 

que x e s t  dans l e  seul élément X de A t e l  que X = Xn ; ce qui  démontre que l a  

d i v i s i o n  e s t  r é g u l i è r e .  

(C.Q.F.D.) 

Ceci indlque que dans l e  cas de partitions nous retrouvons l a  

définition déjà connue des partitions régulières. Comme nous parlons de 

parti.tions, établissons deux lemmes re la t i f s  à l a  relation entre une part i-  

tion e t  ses transitions. 

L m e  6 . 6 .  SoAR: A une clCuhion i&&e ttéguL&e. S i  a u  k t r a n b ~ o n h  aan t  

d a  p a t t t i k i o u ,  d i v h i o n  &e-m&ne eh;& une p u o n .  

La démonstrat ion découle des lemmes 6.2 e t  6.4. 

L m e  6.7, Dam une patc;t.ikCon ttQgidiGhe, heh ktravlnLtionb a a n t  deh  patr;tctiona, 

Par l e  lemme 6.5, s i  X a 0 x 1  f 0 a l o r s  a 8 T(X,X1). 

S o i t  a 8 C e t  a € X, a l o r s  a a 6 V. Comme A e s t  complète, 1 1  

e x i s t e  X' Se 1 que a a 6 X'  d  'où X a n ~ '  # e) ce qu l e n t r a î n e  a 8 T(X,Xf) . 
Les t r a n s i t i o n s  son t  donc complètes. De p lus ,  par  l e  lemme 6.3 (une p a r t i t i o n  

e s t  supposée i c i  ne pas a v o i r  d'ensembles v i d e s %  l e s  t r a n s i t i o n s  son t  



séparées. Donc ce sont des partitions. 

(C.Q.F.D.) 

Ces lemmes mettent en évidence une forte corrélation entre 

les transitions et les divisions régulières. Leurs définitions peuvent 

nous faire penser à des graphes orientés. Nous allons étudier cette 

association. 

6.2 RELATIONS ENTRE DIAGRAMMES DE POSITION ET DIVISIONS REGULIERES 

6.2.1 . Diagrammes 
Nous considérerons les diagrammes de position corne étant 

un quadruplet, D = c c,I,f,S . où 
- c est l'ensemble des lettres de l'alphabet d'entrée, fini 

- I est l'ensemble des états non nécessairement fini 

- f est une application de 1 x I dans PL 

- S est une division de 1, le catalogue des états de départ, (@ @ S) 

Eh général c sera toujours le même, et nous ne le mettrons 
pas dans le quatruple, c'est-à-dire que nous considérerons parfois les 

triplets D = I,f,S . avec c sous-entendu. 
Notons que la notion du diagramme de position a été d'abord 

introduit par Mc Naughton et Yamada dans (7) et par Yamada dans (8). Le 

premier de ces papiers donne un algorithme pour exprimer l'évènement 

d'un état d'un graphe d'état par une expression régulière. 



V é & L W o n  6 . 6 .  L' évènement d'un W i dam un dhghawvne de poiL&ion 

.t& que s n' a k  pan vide & ne c o d e n t  p a  R' ememble vide a.t 1' ensemble 
d a  coupla (x,k) où x a.t une chclhne de z.; q u i  va de l ' u n  d a  éXm2 de 

SI<(") l'état i. 

V é B i W o n  6.7. Un gmphe d '  W a k  un d.iugtrcrwme de panXom 

D = < 1,f ,S > ke l  que, .toLLt Sk 6 S ne contient qu'un id Zément et 
pou  ItouA: i,j,p 6 1, h i  f(i,j) nf(i,p) # W o h 4  j = p. 

De plus, nous supposerons que tout 6 S n'est jamais vide. 

Si pour tout Sk € S, Sk ne contient qu'un seul élément, nous dirons que 

le diagramme de position est initial, par analogie avec les divisions 

initiales. Nous supposons de plus que les élements de S sont indexés par 

les éléments de G de façon biunivoque. 

6.2.2. Premier théorème 

Nous avons maintenant deux ensembles : 

- l'ensemble des diagrammes de position définis sur c, G 

- l'ensemble des divisions régulières de V. 

Etudions comment ils sont reliés entre eux. Pour cela définis- 

sons une application X de l'ensemble des diagrammes de position dans 

l'ensemble des divisions régulières de V, telle que pour tout i 6 1, il 

corresponde un sous-ensemble de V, Xi qui est 1 'évènement de 1 'état i 
dans le diagramme de position D. 

L m e  6 .6 .  A = X(D) a;t une aXvAion rtZg&iZtk de V. 



I I  e s t  f a c i l e  de v o i r  d 'abord que A G PW. De p lus  remarquons 

que f ( i , j ) c  T(Xi ,X-)  pour t o u t  i, j 6 I.En e f f e t ,  pour t o u t  a = (x,k) C Xi, 
J 

x e s t  une chaine a l l a n t  de l ' u n  des é t a t s  de Sk à I  ' é t a t  i e t  a  l o r s  xa e s t  

une chaine a l l a n t  de l ' un  des é t a t s  de Sk sur l ' é t a t  j ,  c 'es t -à -d i re  au 6 X 

ce qui  en t ra ine  que a 8 T(X. ,X.) ou f (i, j) c T(X.  X.) . j ' 
1 J 1' J 

Enf in,  s o i t  a F Xi, a = (a ... o ,k) F V. I I  e x i s t e  a l o r s  1 n 
une s u i t e  d'éléments de 1, i0 ... i t e l l e  que n 

- a € f(ij-l, 
j i.) pour j = 1 ,..., n. 

J 

S i  i0 E Sk a l o r s  (A,k) € Xi par d é f i n i t i o n  de l'évènement 
O 

de iO. Par l a  remarque ci-dessus, f(ij-l,ij) c T(Xi ,X. ) pour t o u t  
1 j-1 j 

j = 1 ... n. I I  e x i s t e  donc une s u i t e  d'éléments de A, 

X. ... Xi t e l l e  que : 
Io n 

- û T(Xi ,X. ) pour j = 1 ... n. 
a j j - 1  1 j 

Réciproquement, s i  une t e l l e  s u i t e  ex is te ,  i l  e s t  évident,  

par d é f i n i t i o n  des t r a n s i t i o n s  que (a ... a ,k) F Xi. 1 n 

La d i v i s i o n  A e s t  donc r é g u l i è r e .  

(C.Q.F.D.) 



Pé&LYCi;tion 6 . 8 .  S a L t  D un d-iugtramne de p o n ~ o n  a u h  c, G e,t A une 

ciivhian h é g d a e  de V. N a u  & ~ O M  que D U A  harnornohphe Ü A ,  n '2 

exinXe une uppficaLLon de D 6Uh A, + R&e que 

PE&iYCi;tion 6 .9 .  . S o i 2  D un cliugt~awane de pon&ion a u h  c, G e,t A une 

ciivhictn h é g d a e  de V .  NOM cühom que D u;t hornahphe Ü A ,  n ' a  
exinXe une uppficaLLon b i j e d v e  de D nuh A ,  + R&e que : 

Nous voyons que nous avons l a  propriété suivante : 

S o i t  A une d i v i s i o n  régu l i è re  de V, A € PW. S o i t  1 un 

ensemble t e l  que III = [ A /  e t  41 une bijection de 1 sur  A .  

S o i t  D = < I , f ,S  > t e l  que 

A é t a n t  régu l iè re ,  a Ê X s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  d'éléments 

de A, Xo, ... Xn t e l l e  que 



- aj E T(Xj--,, X.) pour j = 1, ..., n où a = 
J ' 'an* 

Mais l a  s u i t e  $-'(%), . l ( ~ n )  e s t  une s u i t e  d 'éléments de 1 t e l  l e  que 

pour j = 1 ... n, 

donc a û X s i  e t  seu lement s i  a e s t  dans I 'évènement de I ' é t a t  $ - '  (X) , 
ce qu i  montre que A = X(D) . L 'app l  i c a t i o n  e s t  donc s u r j e c t i v e .  

(C.Q.F.D.) 

En résumant nous avons : 

ThEahème 6.7 7 . L ' app&ca&iun X de 1' enn m b 1 e  d a  diaghawma de poauon  

d m  R ' e m m b R e  d a  c k v A h o a  /réguLièhu d e  V a k  une appfication aut jeaZve 

k&e que a i  A = X(D), D e ~ k  hamomahphe à A .  

Généralement l'application ne sera pas injective. Il existe 

des diagrammes de positions auxquels l'application fera correspondre la 

même division. ün exemple simple le montre lorsque l'un des états est 

inaccessible de tous les états d'entrée. Dans ce cas, son évènement est 

vide, et nous avons vu ce qu'est la transition de l'élément de A à A dans 

ce cas. Cependant, il n'est pas nécessaire que le diagramme de transition 

ait cette transition. Considérons par exemple le diagramme de position de 

la figure VI. 1 , il lui correspond une division régulière A = {XI ,X2 ,X3 ,X4 1 



figure VI. 1 

état d'entrée 

( I G l  = 1 1 

figure VI. 2 

Pour le diagramme de position de la figureVL2, il corres- 

pond la même division régulière A. Les diagrammes sont cependant différents. 

Cette non-unicité vient du fait que certaines des flèches ne sont pas néces- 

saires dans le diagramme de position pour avoir une chaîne de 15' dans 

l'évènement d'un état, car une autre flèche d'un autre état s'en charge. 

Par contre aucune des "flèches" ne sont enlevées des transitions de la 

division. 

De plus, nous pouvons considérer une relation d'équivalence 

dans l'ensemble des diagrammes de position. Soit R cette relation telle 

que DRD1 c=-=> X(D) = X(D1). Si P est l'ensemble des diagrammes de posi- 

tions et P/R l'ensemble quotient, il existe une application bijective de 

P/R sur l'ensemble des divisions de V. 



6 . 2 . 3 .  Relations entre les propriétés d'un diagramme de position et 

des divisions régulières 

Nous voulons maintenant considérer quelques propriétés des 

diagrammes ou des divisions et leur influence l'une sur l'autre. Consi- 

dérons d'abord les diagrammes connectes, c'est-à-dlre tels que tout état 
est accessible d'au moins un état de RS. 

Lme 6.72. D ut conneclé d i  eA adrne@.ai X(D) n'a p u  dlenhmbRe vide. 

- En e f f e t ,  s i  t o u t  é t a t  e s t  access ib le  d 'un é t a t  de RS, 

l 'évènement de chaque é t a t  ne peut  ê t r e  v i d e  e t  l a  d i v i s i o n  correspon- 

dante ne c o n t i e n t  pas l1ensemble v ide .  

- Inversement, s i  X(D) n'a pas d'ensemble vide, a l o r s  pour 

t o u t  é t a t ,  son évènement ne peu t  ê t r e  v i d e  e t  t o u t  é t a t  e s t  access ib le .  

(C.Q.F.D.) 

Regardons maintenant la relation entre divisions séparées 

et les graphes d'état. 

S i  D e s t  un graphe d ' é ta t s ,  i l  a un e t  un seul é t a t  dans 

t o u t  Sk e t  X(D) e s t  i n i t i a l e .  De p l u s  s i  f(i,j) n f(i,p) # @ a l o r s  

j = p, pour t o u t  i,j,p G 1. Nous ne pouvons u t i l i s e r  l e  lemme 6.4 

c a r  nous n'avons que f(i,j)cT(Xi,X.) e t  nous ne pouvons pas d i r e  s i  
J 

l e s  t r a n s i t i o n s  son t  séparées. Nous a l  Ions l e  montrer  par  i n d u c t i o n  

mathématique su r  l a  longueur des chalnes. Supposons que pour t o u t  x 

t e l  que lg(x) < n, s i  (x,k) C Xi e t  (x,k) E X a l o r s  i = p. Remarquons 
P 

que cec i  e s t  v r a i  pour lg(x) = 0, c 'es t -à -d i  r e  x = A. 
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S o i t  x = al.. .an OU lg(x) = n ; e t  supposons que (x,k) € Xi 

e t  (x,k) € X a l o r s  (x,k) e s t  dans l'évènement de l ' é t a t  i e t  I l  e x i s t e  
9 

p € 1 t e l  que x, = alO..a n-1' (xl,k) F X e t  an G f(p,i). 
P 

I I e x i s t e  aussi m 6 1 t e l  que (x, ,k) 6 Xm e t  an E f (m,q) . 
Mais lg(xl) = n-1 e t  par  hypothèse p = m, ou a 6 f (p,i) A f (p,q) e t  n 
puisque D e s t  un graphe d 'é ta t ,  i = q. L'hypothèse de l ' i n d u c t i o n  e s t  

donc v r a i e  pour t o u t  n ; ou s i  xin X # @, a  l o r s  Xi = X e t  X(D) e s t  
q 9 

séparée. 

(C.Q.F.D.) 

Nous avons vu dans le lemme 6.10 que pour toute division 

régulière A de V, il existe un diagramme de position D tel que a = X(D) 

et D isomorphique à A, ou f(i,j) = T(X.,X.) pour tout i, j € 1. 
1 J 

De plus, si n a un ensemble vide, X, alors T(X,X1) = c pour 
tout X1 6 A. Ce diagramme de position ne peut alors être un graphe d'état. 

Nous n'avons donc pas la réciproque complète du lemme précédent. De plus, 

si pour i et j différents de 1, Xi = X. le diagramme ne pourra pas non 
J 

plus être un graphe d'état. 

L m e  6.74. SiX(D) e~XaQpcvtée Q;tn1apun d1evinembXe vicie Q;taiD 

e.hX ahnpRe, dos D e ~ k  U Y ~  gnuphe d' Qka;t. 

Supposons que nous ayons les propr ié tés ,  a l o r s  par  l e  lemme 

6.2, l es  t rans iT ions  de X(D) sont séparées. Donc s i  f(i,q) n f(i,p) # @, 

a l o r s  T(Xi,Xq) n T(X- ,X ) # @ e t  X = X . Comme D e s t  simple ce la  en t ra ine  
1 P P 9 

P = q* 
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De p lus,  i l  e x i s t e  un e t  un seul élément de X(D) qu i  cont ienne 

(A,k) e t  i l  e x i s t e  un e t  un seul élément de 1, qui  s o i t  dans Sk pour t o u t  

Sk G S, donc D e s t  un graphe d ' é t a t s .  

(C.Q.F.D.) 

Regardons maintenant la complétude d'me division relativement 

a m  diagrmes de position complètement spécifiés, c'est-à-dire que pour 

tout i G 1 et cl € Z, il existe j € 1 tel que a 6 f ( i  ,j) . 

L m e  6.7 S. Si D u;t corn)3Rë;tment apCci&ié GLeonn X ( D )  e ~ ; t  c ~ u m p l ë k e .  

S i  D e s t  complètement s p é c i f i é ,  c e l a  veu t  d i r e  que 

.U f(i,j) = L pour t o u t  i C 1 
~ € 1  

a l o r s  

e t  l e s  t r a n s i t i o n s  de X(D) son t  complètes. 

Par hypothèses Sk n ' e s t  pas v i d e  pour t o u t  Sk € S, donc D 

a au moins un é t a t  dans t o u s  Sk € S e t  X(D) a au moins un élément contenant 

(A,k). Par l e  lemme 6.2 on en dédu i t  que X(D) e s t  complète. 

(C.Q.F.D.) 

Dans la première partie, nous n'avons pas obtenu la réciproque 

du lemme similaire. Montrons sur un exemple qu'ici aussi la réciproque 

n'est pas toujours vraie. Prenons un diagramme de position qui soit 

complètement spécifié, et ajoutons un état avec des transitions incomplètes. 

figure VI. 3. 
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Dl = < 1 , 2 ,  f, {il}} > est un diagramme de position 

complètement spécifié, X(Dl) est alors complète. 

D = < {1,2,3}, f, {{Il) > n'est pas complètement spécifié 1 
et cependant X(D2) est complète 

f imire VI. 3 

Regardons maintenant la relation entre partitions et graphe 

d'état complètement spécifié et connecté. 

Théohème 6.7 6 .  E;tant donné un diqhcrrmre de panXun connec;té & a h p l e ,  

c ' ucl;t un ghaphe d ' éka;t compREtement apécidié a i  & A euLement a i  la d i v d i o n  

rrég&&e coirhupondante u-t une p U o n .  

S o i t  D un diagramme connecté e t  s imple ; p a r  l e  lemme 6.12 

X(D) ne c o n t i e n t  pas d'ensemble v ide ,  Nous sommes dans l es  c o n d i t i o n s  

du lemme 6.14. A l o r s  par  les  lemmes 6.13 e t  6.14, X(D) e s t  séparée s i  

e t  seulement s i  D e s t  un graphe d ' é t a t .  

Par l e  lemme 6.15 s i  D e s t  complètement s p é c i f i é ,  X(D) e s t  

complète. Par conséquent s i  D e s t  un graphe d ' é t a t  complètement s p é c i f i é ,  

X(D) e s t  une p a r t i t i o n .  

Inversement, supposons que X(D) s o i t  une p a r t i t i o n ,  a l o r s  D 

e s t  un graphe d ' é t a t .  De p l u s  X(D) e s t  r é g u l i è r e .  D'où pa r  l e  lemme 6.7, 

dans une p a r t i t i o n  r é g u l i è r e ,  sans ensemble v ide,  l e s  t r a n s i t i o n s  son t  

des p a r t i t i o n s .  



VI. 22 

Soit a 6 T(Xi,X-) et a 6 Xi. Ceci entraîne aa € X. c'est-à- 
J J 

dire aa dans I'évènement de l'état j et i I existe i' 6 1 tel que a est 

dans l'évènement de l'état il, clest-à-dire a € X et a 6 f(il,j). 1 ' 
- Comme X(D) est une partition, Xi, - Xi. D étant simple, i' = i et 

a ô fi,). D'où T(Xi,X.) Cf(i,j) comme on a déjà f(i,j) c T(X- X.) 
7 1' J 

nous avons donc égalité pour tout i, j 6 1. Comme les t ,,laitions sont- 

des partitions, i I en va de même de (f(i,j) 1 j ô I l  pour tout i € 1 et 

le graphe d'état est complètement spécifié. 

(C.Q.F.D.) 

6.2.4. L'application X 

X ne sera jamais une correspondance injective ; étant donné 

ui diagramme de position D = <I,f,S>, nous pouvons ajouter un état à 1 

qui soit idcr~tique à un état déjà dans 1, c'est-à-dire, soit q $ 1, 

soit 1' = 1 U{q}, et soit i un élément particulier de 1. 

fl(j,q) = f ( j , i )  pour tout j 6 1 

fl(j,p) = f(j,p) pour tout j, p 6 1 

S' = {S1 k 1 Si = S k si i B S,, Si = SkU{q} si i 6 Sk) 

Soit Dl = <I',fl ,Sr>. Nous avons X(D) = X(D') et cependant 

D f Dl. Nous allons nous intéresser aux diagrammes de position qui sont 

simples. Il n'est guère intéressant d'ajouter un état dont l'évènement 

soit strictement égal à l'évènement d'un autre état ! 

L m e  6.11. Si D ~ A Z  ahpl@ c/t: h i  n = X(D) (?nit rnnc cü.vhi.on aédon- 

dante, dom D ~ A X  R 1 u ~ q u e  cü,ugt~mc de poabX.on simple Ze l  que A = X(D) . 

Supposons que A soit une division régulière irrédondante. Soit 

D un diagramme de position simple tel que a = X(D). SI nous pouvons définir 

exactement ce qu'est D, nous aurons montré que D est unique. 
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Tout d'abord, nous savons que pour t o u t  i, j 6 1, 

f ( )  c ( X  X . ) .  S o i t  a B T(X.  ,X. ) .  S o i t  bi E Xi t e l  que b. $3 
1 J 1 J 

u x 
i q€I-{il q '  

Un t e l  bi e x i s t e  pour t o u t  i 6 1 ca r  A e s t  i rrédondante e t  D e s t  simple. 

D'où bia E X Ceci en t ra îne  que bia e s t  dans l'évènement de l ' é t a t  j e t  
j 

i l  e x i s t e  q 6 1 t e l  que bi e s t  dans l'évènement de l ' é t a t  q e t  a E f (q , j ) .  

Alo rs  b-  6 X e t  comme X(D) e s t  i rrédondante e t  que D e s t  simple i l  s ' ensu i t  
1 q 

que q = i e t  o C f ( i , j )  . Ceci montre que f ( i , j )  = T(Xi,Xj)  pour t o u t  i, 

De p lus  S = CSk 1 pour t o u t  k E G, Sk = i i  1 ( ~ , k )  E Xi]}. 

Nous avons démontré que D e s t  complètement d é f i n i  ; i l  e s t  

donc unique. 

(C.Q.F.D.) 

Nous pouvons nous demander quelle s e r a i t  l a  propriété d'une 

division régulière A t e l l e  q u ' i l  existe un unique diagramme de position 

D t e l  que A = X(D). 

kiwne 6.7 8. S i  une d ivh ion  h é g f i a e  A QclX X&e que D QclX R1uk%ique 
d iagnme de poaXon ahyJRe pauh Lequel A = X(D), d c r a  D Q;t A a o n t  
humohpheh ; de p.lu4 A u;t une d ivh ion  p o p e ,  ou bien 2 exinXe un 
Uhen-t de 1, i tel que .u T ( X .  ,X.) = @. 

~ € 1  1 J 

- S o i t  A e t  D t e l  que A = X(D).  Nous supposons que D s o i t  

unique. S o i t  Dl = < I , f , , S  où f , ( i , j )  = T ( X . , X . )  pour t o u t  i, j E 1. 
1 J 

Nous avons vu qu 'a lo rs  A = X(D ) e t  comme D e s t  également simple, 1 1 
D = Dl e t  D e s t  isomorphique à A.  

- Supposons q u ' i l  e x i s t e  X 6 A t e l  que pour A c A  - { X I  
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e t  supposons que T(X,Xt') # P). xI1ôn 

S o i t  a  l o r s  X" ô A t e l  que T(X,X") # (8 e t  prenons a 6 T(X,XW).  

A l o r s  pour tout. a 6 X, aa 6 X" e t  pour t o u t  X '  6 A e t  pour t o u t  a' € X I ,  

a'a ô X", ce qu i  imp l ique  que a G T(X1,X") pour t o u t  X '  6 A. 

De p l u s  D e s t  s imple,  c 'es t -à -d i re ,  que pour  t o u t  X E  A, i l  

e x i s t e  un unique i 6 1 t e l  que X = X So ien t  i e t  q E 1 t e l s  que X = Xi i ' 

S o i t  Dl = <I l  , f l  ,S I  avec : 

Notons que a 6 f ( i , q )  ca r  D e s t  isomorphique à A.  

S o i t  A l  = X(D1).  Montrons que A = A par  i nduc t i on  mathématique 1 
sur  l a  longueur des chaines. 

Pour ce la ,  remarquons d 'abord que pour t o u t  m e 1, x:) C Xm. 

De p lus ,  s i  (A,k) € Xm, a l o r s  (A,k) € xi1) pour t o u t  m 6 1. 

Supposons que pour  t o u t e  cha lne x = al ... an t e l l e  que n < p, 
(1 on a i t  : pour t o u t  m E 1, s i  (x,k) 6 Xm a l o r s  (x,k) ô Xm . 

s o i t  x = a 1 "' P e t  supposons que pour  m 6 1, (x,k) 6 Xm. 

A i o r s  i i  e x i s t e  une s u i t e  d 'é léments de 1, iO...i t e l s  que 
P 
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- aj 6 f(ij-l ,ij) pour tout j = i, . . . , p 

c'est-à-dire qu ' i l existe i O I tel que (al.. ,k) F Xi P- 1 
et 

P- 1 
a € f(i ,m) . 
P P- 1 

Deux cas à considérer 

1 -  a # a OU i f i ou m f  q alors f(i ,m) = f (i ,m) et par 
13 P- 1 P-1 1 p-1 
hypothèse (a ... a ,k) 6 xfl) donc (a (1) 

1 . O *  Xm P-1 P-1 

2- a = a ,  i 
P 

= i et m = q. Alors i l  existe X' 6 Atel que 
P-1 

(a, ... G ,k) 6 X1, et nous avons vu que pour tout X' 6 A, 
P-1 

si a 8 T(X,XV1) alors a f3 T(X1,X1'). Soit j 6 1 tel que XI = X.. 
J 

Nous aurons alors a 6 f(j,q) car A et D son? ismorphiques et 

donc ci 8 fl(j,q) car j # i (X' # X). 

(19- (1) Par hypothèse (al ... a ,k) Û x!" donc (a1 ... ci ,k)E Xq 
P- 1 3 P -% 

La proprié-!-é est donc vraie pour ?ou%e chafne, et pour tout 

n 6 1, X, c x:), et par l a remarque donnée p lus haut. X,,, = 4'). Donc 

A = Al. mals D étant unique D 5 D ce qui est impossible par construction 1 
de Dl. Par conséquent l'une des deux hypothèses est fausse et nous avons : 

ou bien A est une division propre 

ou bien i l existe i E 1 tel que .u T(X. ,X.) = $3. 
161 1 3 

(C.Q.F.D.) 



Les hypothèses du lemme 6.17 s 11t plus fortes que les conclusions 

du leme 6.18. L'exemple suivant indiquera que cependant nous ne pouvons la 

généraliser. Nous voulons montrer qu'il existe une division propre pour laquelle 

D n'est pas unique. Nous pouvons prendre une division régulière séparée qui 

contienne l'ensemble vide. Par le lemme 1.2 nous savons que c'est une division 

propre, mais les valeurs de f(i,j) (Xi = @) ne sont pas bien définies pour tout 

j 

figure VI. 4 

En prenant la figure VI.4, X(D,) = X(D2) et Dl f D2. 

De plus nous pouvons montrer qu'il existe une division propre 

pour laquelle D est unique (figure VI. 5) . 

f imire VI. 5 

D est l'unique diagramme de position correspondant à 3 

a = {{A), COI,  CO,^}, {CO O)}}. 
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Nous voyons que n est propre mais n'est pas irrédondante. 

Nous énoncerons le théorème suivant : 

Théoitème 6 .1  9 La n ~ M c t i o n  de X ù L' ens mbLe d a  gitapha d ' W 

covmecké a;t une b i j e d a n  dam 1' ensembLe d a  o%vdiovin ~Zpatréa sans 

evLclmbLe v ide .  

Par les  lemmes 6.12, 6.13, 6.14, D e s t  un graphe d ' é t a t  

connecté s i  e t  seulement s i  X(D) e s t  séparée e t  ne c o n t i e n t  pas l 'ensemble 

v ide .  Les lemmes 6.17 e t  6.18 montrent  que l a  correspondance e s t  biunivoque. 

(C.Q.F.D.) 

Le contenu de ce chapitre a donc mis en évidence la forte 

corrélation entre les diagrammes de position et les divisions régulières. 

Il suffit à montrer l'intérêt des divisions régulières pour décrire les 

diagrammes de position. Nous allons étudier dans les chapitres suivants 

des algorithmes de simplification de diagrammes de position, dans lesquels 

on considère des "états de sortie". 
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CHAPITRE VI1 

MACHINES AVEC ETATS DE SORTIE 

EQUnrALENCE DE TELLES MACHINES 

7.1 MACHINES AVEC ETATS DE SORTIE 

Dans le chapitre VI, nous avons parlé de diagrammes de 

position et nous n'avons pas spécifié les états de sortie. Nous allons 

parler maintenant de machines, c'est-à-dire de diagrammes de position 

avec états de sortie. Tout d'abord, disons que généralement le Modèle 

donné par MCORE ne considère qu'un seul ensemble d'états de sortie. 

C'est pourquoi un tel modèle est appelé "accepteur". Etant donnée une 

chaîne, nous démarrons la machine avec elle. Si, à la fin, la machine 

est dans un état de sortie, la chaîne est "acceptée", autrement elle 

est "rejetée". Considérons maintenant que nous pouvons avoir plusieurs 

ensembles d'états de sortie (généralement disjoints) et supposons que 

tout état est caractérisé dans une classe d'état de sortie, nous aurons 

un "traducteur". La machine donnera à la sortie une chaîne de même lon- 

gueur que la chaîne d'entrée, en considérant la suite des classes des 

états de sortie dans lesquels nous passons successivement avec une telle 

chaîne à l'entrée. Prenons, par exemple, le graphe d'état de la figure 6, 

et supposons que, chaque fois que nous sommes dans 1,  la sortie est 1 ; 
chaque fois que nous sommes dans 2, la sortie est 2 ; chaque fois que 
nous sommes dans 3 la sortie est 3. Considérons la chaîne 



la traduction en sera 

La définition de ces classes d'états de sortie peut être 

faite par une fonction g de l'ensemble des états 1 dans l'ensemble des 

lettres de sortie, c'est-à-dire, l'alphabet de sortie LU. En fait, cette 

fonction définit une division de 1 : si fel(u) représente l'ensemble des 

éléments de 1 qui sont appliqués sur l'élément u de ru, la division est 

1 'ensemble t g-l (u) 1 u € LUI. 

Nous considérerons la division elle-même sans parler de la 

fonction g ni de l'alphabet de sortie. 

7.2 W H I N E S  AVEC CLASSES D'ETAT DE SORTIE, OU TRADUCTEURS 

Soit A une division régulière, n 8 P W  et soit 6 une division 

de A, ne contenant pas $3, 6 Ê P P n .  Soit T(A,B) = {RU 1 U € 6 ) .  C'est une 

division de V qui définit le comportement de la machine. Nous pouvons 

considérer que l'alphabet utilisé pour nommer les éléments de r(a,6) est 

l'alphabet de sortie. Soit (x,k) 6 V, la chaîne de sortie, ou chaîne tra- 

duite par la machine, est la chaîne YI.. .Yn, si elle existe telle que 

(a1  . . cx ,k) f Yi pour tout i = 1.. .n avec x = a i 1'"' a no 

Immédiatement deux questions se posent : 



1- Est-ce qu'une ,t, le chaîne existe ? Nous ne nous en préoccupons 

pas. Si la chaîne Y, ... Y ntexiste pas, cela veut dire que la n 
chaîne d'entrée n'est pas dans l'ensemble des chaînes acceptées 

par la machine qui n' en connaît pas alors le sens. 

2- Est-elle unique ? Ceci est beaucoup plus important, et nous devons 

en prendre soin. Si r (A, 6) n'est pas séparée, nous ne savons pas 
ce que sera le résultat dans bien des cas. Nous pouvons dire que 

la machine a un comportement ambiguë. Cependant, nous ne faisons 

aucune restriction sur r(A,S) en général. Les restrictions seront 

faites dans chaque cas particulier. 

Nous pouvons aussi considérer le fait qu ' il existe peut être 
plus d'une machine pour un comportement donné, et chercher un moyen de les 

caractériser. Pour cela nous pourrions utiliser la propriété intéressante 

de A et r(n,s) du premier lemme. Soit A = Rô appelée division réduite de 1 
<a, ô>. 

- S e s t  une d i v i s i o n  complète de A Donc pour t o u t X  6 Al, 1 ' 
i l  e x i s t e  U 6 f i  t e l  que X  € U  e t X  C R U .  

- Par d é f i n i t i o n  de I'(A,~) pour t o u t  Y 8 r(A,S) i l  e x i s t e  

U € S t e l  que Y = RU, e t  U  n ' e s t  pas v i d e .  

Par conséquent A s i? (A,S) . 1 

(C.Q.F.D.) 

Considérons maintenant deux divisions régulières A et A' et 

supposons qu'elles aient le même comportement, c'est-à-dire, qu'il existe 



deux divisions de a et A' qui donnent le même comportement : 
r(a,s) = ( A , ) .  Par le lemme 7.1 ni i ( 6  = r(d,S). Nous en 

déduisons la propriété : étant données deux divisions régulières qui 

ont le même comportement, leurs divisions réduites sont toutes deux 

sous-division de ce comportement. Maintenant, si une division régulière 

nt est telle qu'il existe une division réduite, ni c A' telle que A{ 
soit sous-division de ce comportement, que peut-on dire ? 

Supposons que deux divisions régulières A et A' soient telles 

qu'il existe ni c nt, telle que ni S. r(n,6) pour une certaine division 6 

de A. Le problème est : existe-t-il une division de Ai, 6' telle que 

r(n1,6') = T'(A,&) ? 

Considérons pour tout Y € r (A, 6) , U' (Y) = IX' 1 X' 6 A{ , X' # $?J 

et X' c YI. 

Soit 6' = {u'(Y) 1 Y 6 r(n,6)). 

Remarquons que si r(A,6) est séparée, alors 6' sera également 

séparée. En effet supposons que U' (Y) n U' (Yl) # 0 alors il existe 
XI B Ut (Y) ri U' (Y1) c'est-à-dire X' c Y n Yl et comme X' # $?J cela 

entraîne Y = YI et U'(Y) = Uf(Yl). 

Etudions maintenant T(A', 6'). 

Puisque Ai $ r (A, A), pour tout U 6 6, il existe A c Ai tel 
que Y = RA. Par conséquent A c - U ' (Y) ou Y c RU ' (Y) . Comme par construc- 
tion RU' (Y) c Y nous avons Y = RU' (Y). Il s'ensuit que r(a,6) = r(af , 6 ' ) .  

Nous avons le théorème suivant : 

Théonème 7.2. S o a  A une d i v h i o n  )iégulièt(e de V .  S u a  Q une ~ v ~ ~ u n  

(aépmée) aam e~nembRe vide de V .  IL exinXe une d i v h i u n  (hépanée) han6 
L1emembLe vide de n polvl hqu&e r(n,6) = ho h i  et heuLement 6 ' 2  



o x h t e  al c a tel que nl r bO. 

CotroUGwte 7.3. €ta& donnée une di.vA&on de V ne co&ena& pa?l 0, 
c' ut Le curnpo&emevLt d'une mackine a i  e.t aeuRment a '2 exinite une 

divhion iiéguliëne n de V e* nl c A X & ~ A  que nl fiMe h o u -  

divhion de A ~ .  

TRADUCTEURS NON COMPLETEMENT SPEC 1 1. i ES 

Considérons une machine, c'est-à-dire un diagramme de position 

auquel est associé la classification des états de sortie. 

La machine donnée, ou le "traducteur", est capable de traduire 

tous les éléments (a, ... a ,k) pour lesquels (al ... a ,k) se trouvent 
P 9 

dans un E t n t  iiiclus dans al pour tout q 6 il ,pl . Pour les autres chaînes, 
la traduction de la chaîne d'entrée ne peut être faite complètement. De 

telles machines sont cependant intéressantes : dans ce cas les chaînes 

non complètement traduites peuvent être considérées comme des chaînes 

dont la traduction complète ne nous intéresse pas. Dans tous les cas, 

si nous disposons d'une autre machine qui, à tout élément a . .  . ,k) G V 
P 

fait correspondre le même élément 6 (s'il existe) de l'alphabet de sortie, 
P 

cette deuxième machine peut très bien nous satisfaire. Formalisons ce que 

nous venons de dire. 

Soit une machine M = <I,f,S,d>. La définition est une analogie 

avec celle des diagrammes de position. Nous ajoutons la division 6 (ne conte- 

nant pas $3) de l'ensemble 1 qui indique la classification des états de sortie. 

Par l'application x sur D = <I,f,S,, nous obtenons m e  division régulière de 

V, a = X(D). Enfin r(n,6) est le comportement de cette machine M. L'ensemble 
des éléments d'entrée de la machine, pour lequel llélément 6 est défini, 

P 
avec p = lg(x), est A = Rn, avec al = Rd. 



Pour tout élément (x,k) qui n'appartient pas à A, nous ne 

nous préoccupons pas de l'élément B correspondant ; il n'est même pas 
P 

donné par M. Supposons que nous ayons une autre machine Ml = <I1,f',S1,6'> 

avec Dl = <I1,fl,S1>, A' = x(D'). Alors r(n1,6') est le comportement de la 

machine Ml . L'ensemble des chaînes traitées, dont l'élément B est défini, 
P 

est A' = RA; avec Ai = RA'. Supposons que AcA' et que de plus 

r(A, 6) = r (A1 ,6 ') 1 A. Alors pour tout élément (x,k) 6 A, 1 'élément B P 
défini par M est le même que celui défini par Ml. Nous dirons que Ml 

satisfait au comportement r (A, 6) . 

P é d i W o n  1.1. €;ta@ donnee une divhion no, noua d h o n ~  qu'une machine 

M = <I,f,S,6> aa,tLh@Lt CU compoiLtement no 6 i  no = r(a,69 1  RA^ avec 
A = x(<I,f,S>). 

Si no est complète sur V, il est évident qu'alors nous avons 
no = r ( b , a ) .  

7.4 TRADUCTEUR DETERMINISTE AYANT LE MEME COMPORTEMENT QU'UN TRADUCTEUR 

NON DETERMINISTE DONNE 

Nous parlerons ici en termes de divisions. Soit une division 

régulière donnée A, et une division ne contenant pas 0, 6 de A. Son com- 

portement est donc r(s,s). Nous allons chercher une machine déterministe 

qui ait le comportement r (A, 6) . Pour cela, il nous faut trouver une divi- 
sion séparée et régulière as et une division de as, AS telles que 

r(ns,ss) = r(A,a) 

Cherchons tout d'abord As. NOUS avons vu dans le chapitre II 

que pour toute division, il existe une sous-division qui soit séparée. 

Soit As la plus grande sous-division séparée de A. Démontrons qu'elle 

est régulière. 



Théuhème 7 .4 .  La p u  gnande hou-&vhi.arz n é p m é e  d 'une  & v h i a n  

h é g d è h e  Mx h é g a è h ~ .  

S o i t  A une d i v i s i o n  r é g u l i è r e  e t  As sa p l u s  grande sous- 

d i v i s i o n  séparée : nous voulons démontrer que pour t o u t  Z € As, a € C 
j 

(a1 ... a ,k) € Z s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  d 'éléments de n 
As, ZO, ..., Z n t e l l e  que : 

- Ê T(Z Z.) pour t o u t  j = 1 ,  ..., n. " j j - l Y  J 

Tout  d 'abord s i  une t e l l e  s u i t e  e x i s t e ,  i l  e s t  é v i d e n t  pa r  

d é f i n i t i o n  de T que (a ... a ,k) € Z .  
1 n 

La démonstrat ion inverse  va se f a i r e  par  récurrence su r  n. 

S i  n = O c ' e s t - à - d i r e  a 1 " '  n = A, nous avons (A,k) ô Z s i  e t  seulement 

s i  (h,k) € ZO, e t  ZO = Z.  Ce qui  e s t  b i en  év iden t .  

Supposons que pour n = 1.. .q, (al . . . a ,k) E Z s i  e t  seulement n 
s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  d 'éléments de As, ZO ... Zn t e l l e  que 

- 6 T(Z Z.)  pour J = 1 . . . n. " j j-1' J 

prenons n = q+l e t  supposons x = 
O 1  " '  q' (xaq+l ,k) 6 Z .  I I  e x i s t e  

a l o r s  A c A t e l  que Z = Z(A). Soi? d ' a u t r e  p a r t  A = CX 1 X € A e t  
9 

(x,k) € X}. Mais X € A s i  e t  seulement s i  ( ~ a ~ + ~ , k )  € X. I I  e x i s t e  donc 

une s u i t e  d 'éléments de A, Xo ... X t e l l e  que 
9+ 1 

- s xg, Xq+, = X  

- a ê T(X X.) pour t o u t  j = 1 . . . q+l 
j j-1' J 



donc i l  ex i s t eX tel que (x,k) E X  e t  a ET(Xq,X) e t X  € A  
9 9 qt1 

n'est  donc pas vide ; de plus, par définition de A 
s q e A q  

4 ' 
(x,k) € IA - ( I A ~ ~  II A +1 ) e t  i l  exis te  Z E Astel que Z = Z(Aq). 

q ! 91 q 9 
Par hypothèse, i l  existe alors  une sui te  d'éléments de A s, Zo ... Z 

9 
te l  le que 

- o €T(Zj-l ,Zj) pour j = 1 ... q. 
j 

Soit  (xl ,k ' )  G Z aiors (x1,k ' )  62 X si e t  seulement si X € A . O r  pour 
ç cl 

t . o u t X € A ,  I I  exis teXM e A  tel  que a €T(XM,X) donc pourtout  
9 9+1 

X 8 A, (xla , k t )  6 X. Suppoçonç q u ' î  l exis te  X '  € A-A te l  que 
991 

(x'a , k t )  € X 1 .  Alors i l existe X" 6 A t e l  que (xl ,k ' )  6 X" e t  
s*l 

a € T(X1,X". I l s'en s u i t  que XI' € A donc (x,k) € X" e t  
s+l q 

( ~ c i ~ + ~ , k )  € X ' .  Par définition de A, a lors  X'  6 A ce q u i  e s t  contraire 

à I1hypol-hèçe X' 8 A-A. Par conséquent, (x'a , k t )  6 Z(A) ou Z(A ) 
9+1 q 

a C Z(A). Donc i l  existe  une su i te  d'éléments de AS, ZO ... Z 
991 9+1 

+el que 

- € T(Z Z.) pour j = 1 ... q91. 
a j j-1' J 

Ce qb i -->:rl c 8 ~ e  la propriété e s t  vraie pour tout q e t  donc que As e s t  

recul ière. 

(C.Q.F.D.) 

11 nous faut maintenant trouver 6 t e l l e  que r(AS,ôs) = r ( A , 6 ) .  s ' 
Pour tout U F 6 nous associons U1(U) = {Z 1 Z 6 As, Z # @ et U A # 0 00 
A e s t  t e l  que Z = Z(A)). 



Considérons 6s = I U T  (U) 1 U C 6 1. Etudions r (as, . Notons 

que par définition as ne contient pas @ puisque @ & 6 .  

Pour c e l a  nous a l  Ions montrer que RU = RU' OJ) pour t o u t  

u e  6. 

A A e t  nous avons vu dans l e  lemme 2.3 que pour X 8 A ,  s 
s i  B(X) = { Z  1 Z E As e t  Z n X # $31 

a l o r s  X = RB(X) lorsque X # @. 

Mais s i  Z n X # @ c e l a  veu t  d i r e  que Z # @ e t  X 8 A où A 

e s t  t e  1 que Z = Z(A) pu i sque Z(A) fI XEA-A U ,(A U {Xi) = e) 

ou encore Z(A) n R(A-A) = @. 

Inversement s i  X 6 A, a l o r s  s i  Z # e), Z X # @ e t  X E B. 

S o i t  D(X) = i Z  1 Z E AS,  Z # @ e t  X € A où A e s t  t e l  que 

Z = Z(A)}. Nous avons a l o r s  D(X) = B(X) e t  RU = Zu D(X) = R ( ~ %  D(X)). 

Mais par  d é f i n i t i o n ,  U1(U) = Xyu D(X) donc RU = RU1(U) 

r(n 6 ) = r(a,6). s' S 

(C.Q.F.D.) 

Etant donnée que As e s t  séparée, 6 e s t  l a  seule division 
S 

possible de As t e l l e  que r(As,as) = r(A,6). Démontrons que dans certains 

cas 6s e s t  une division séparée. 
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L m e  7 .6 .  S i  r ( A , & )  en* aépahée dom Ss ut une d i v h i o n  aépahée. 

Supposons que U' (Ul)  n U'  (U2) # @ c 'est -à-d i r e  qu ' i l ex i  s t e  

Z  € U ' ( U , ) A U ' ( U , ) .  Pour un t e l  Z, i l  e x i s t e  A C A  t e l  que Z = Z(A) 
I & 

e t  nous avons U 1 n A  f (d e t  U 2 n ~  # (d. S o i t  XI € U l n A  e t  X, L 6 U 2 n A ,  

a l o r s  z c x l n X 2 .  Par d é f i n i t i o n  de U 1 ( U ) ,  Z f @ donc Z  c R U ~ ~ R U ~  f @. 

Comme I '(A,6) e s t  séparée, i l  s ' e n s u i t  que RU1 = RU2 e t  pa r  l e  lemme 7.5 

R U 1 ( U I )  = RU'(U2) .  La d i v i s i o n  As é t a n t  séparée s i  Z  € U 1 ( U 1 ) ( Z  # ) ,  a l o r s  

Z C RU1 (U2),  ou Z e U'  (U2) ; l a  symét r ie  e n f r e  U  e t  U2 e n t r a î n e  1 
U r ( U 1 )  = U T ( U Z )  e t  6  e s t  séparée. 

S 

(C.Q.F.D.) 

N o u s  avons le théorème suivant. 

Théon&ne 7 .7 .  Ekant donnéu une dLvhion héguRé&e A et une d i v d i a n  ne 

contenant p u  @, 6  de A ,  Lt eerisfe une d i v h i o n  xéglLeCèke aépaiiée nS eA 
une d i v h i o n  ne contenant p a  @, 6, de nS $&a pue r ( A ,  a )  = r (nS,  as) . 
De p h  r (a ,  6)  a$ aépahée a i  et sedement n i  a s  u$ oépmée. 

La première p a r t i e  découle du -?héor&me 7.4 e t  du lemme 7.5. 

Par l e  lemme 7.6 nous savons que s i  I ' (A,6)  e s t  séparée, s 
l ' e s t  auss i .  

S i  r (n , s )  n ' e s t  pas séparée, e f  s i  on suppose q u ' i l  e x i s t e  

une d i v i s i o n  séparée r é g u l i è r e  A e t  une d i v i s i o n  6  t e l l e  que s S 

T ( A , ~ )  = r (a  6  ), a l o r s  ôs ne peut  ê t r e  séparée : i l e x i s t e  Y  e t  s' S 
Y' € r(A,s) t e !  que Y n Y '  f (d e t  Y # Y ' .  Donc i l  e x i s t e  Us € SS e t  

U r  € 6  t e l  que Y = RUS e t  Y = RU; e t   RU^^ RU; f @ ; par  conséquent 
S s 

U  t? U; f @ pu i sque As e s t  séparée. S i  a  l o r s  6  é t a i  t séparée, ce la  
S S 

e n t r a î n e r a i t  Us = U; e t  donc Y = Y '  ce qu i  e s t  c o n t r a i r e  au cho i x  de 

Y e t  Y ' .  

(C.Q.F.D.) 



Il est possible que dans la division 6, on ait P) & 6. 

CAS DES ACCEPTEURS 

Ce qui nous intèresse, dans ce type de machines, c'est de 

connaître quelles sont les chaînes qui sont "acceptées" quelles sont 

celles qui sont refusées. Nous pouvons considérer alors, comme pour les 

traducteurs, une division de l'ensemble des états, 6. Si le comportement 

r (a,6) d'une telle machine n'est pas séparé, nous dirons alors qu'il y 
a ambiguïté, c'est-à-dire que pour certaines chaînes elles sont à la 

fois acceptées et rejetées. L'étude revient alors à celle des traducteurs. 

Cependant, il est parfois plus logique de dire, que si une 

chaîne est acceptée et rejetée en terme de traduction, elle est en réa- 

lité acceptée en terme de reconnaissance de chaînes, c'est-à-dire qu'il 

y a priorité du terme "accepté" sur le terme "rejeté". Ce qui nous inté- 

resse alors, ce n'est plus r (A, ô) mais l'ensemble des chaînes acceptées, 

E et l'ensemble des chaînes rejetées F. Cela revient au même de dire que 
nous nous intéressons aux chaînes acceptées, et aux chaînes reconnues par 

la machine, étant entendu que si une chaîne est reconnue et n'est pas 

acceptée, elle est considérée comme rejetée. Dans ce cas, 6 est une divi- 

sion complète de a, 6 = { Z 1 , Z 2 1 ,  où Z1 est l'ensemble des états dont 

l'évènement est un sous-ensemble des chaînes acceptées et Z2 = A. 

û n a :  RZ1 = E 

RZ2 = E V F ensemble des chaînes reconnues. 

De plus, 6 étant une division complète, le lemme 7.1 est en 

fait : n $r(a,ô). 



Nous utiliserons plutôt la notation r(n,Z1) avec Z, C A 

au lieu de r(n,s) car nous n'avons plus la même interprétation de 6 .  

Posons par définition r(a,Z1) = r(n, IZ,,A~) pour Z, CZ a. 

A la place du théorème 7.2, nous énonçons le théorème suivant : 

Théohhe 7.8. S u i t  n une d ivA ian  trZguRi&e de V ,  A = RA. S u d  E c-z A. 

I R  exinXe un aow-ennmbRe de A, Z ;td que r(a,Z) = (E,AI a i  Q;t aedciuuient 

a i  A s {E,A). 

CutroLLuhe 7 . 9 .  Une divAi,on damée CE ,Al de V avec E c A u;t Le 
compotr;tment d'une mackne d i  et n d m e d  a 'a exinXe une aow- 
d i v b i o n  de (E,AI q u i  4oi.Z kZguRi&e. 

Notons qu'il est impératif que pour tout (a, ... a k) E A, n ' 
on ait (A,k) 6 A et (a l  ... a ,k) E A pour s = 1 ... n. Cette condition 

S 
est suffisante si on ne considère pas la cardinalité de la sous-division 

régulière. Elle n'est pas suffisante si on désire des machines à nombres 

d1 état finis . 

Pour les traducteurs, nous avons ensuite introduit la notion 

de machine satisfaisant à un comportement'donné. Nous ne modifions pas la 

définition. 

En effet soit A0 = IEO,AO1 avec Eo C Ag. Soit M un accepteur 
de comportement r (A, Z) = I E ,A} tel que no = r (A, Z) 1 Ag. Si x 6 Eo, alors 

x E E n% et elle est acceptée par M. Si x € - Eo, x 63 E puisque 
Eo = E n A, et x 6 A-E elle est donc rejetée par M. 

Notons de plus que le théorème 7.4 est toujours vrai. 

De plus le lemme 7.5 devient : 



Nous remplaçons le théorème 7.7 par : 

Théotrème 7.7 7 .  €;tant donnén une d i v h i o n  trég&.&e A eX un dous-emembte 

U de A ,  2 e M t e  une d i v h i o n  néguLiène hépanée As et un nous -ememble US 

de A, ta pue r (ns ,Us) = r (n,U) . 

Remarquons que si A est séparée, 11 est équivalent de consi- 

dérer la machine en tant que traducteur ou en tant qu'accepteur. Soient 

A et A' deux divisions séparées, U et Ur des sous-ensembles de A et A'. 

Démontrons le lemme suivant. 

Comme RU ~R(A-U) = @ 

e  t RU~~R(A'-U<) = @ 

r(a,U) = r(a',Ut) c = = = >  RU = RU' e t  R(A-U) = R(A1-Ur) 

c ' es t -à -d i r e  r(A,6) : r(~',6') en u t i l i s a n t  l e  terme "=" pour i nd ique r  

l a  correspondance e n t r e  RU e t  RU', e t  R(A-U) e t  R(A',U1). 

(C.Q.F.D.) 



Le chapitre VI a montré que les divisions régulières permettait 
de décrire les diagrammes de position. Ce chapitre associe à une machine 

ou diagramme de position avec états de sortie une division qui est le com- 

portement de cette machine. A une telle division correspond une classe de 
machines, celles qui ont le même comportement. Nous avons pu dégager des 

propriétés qui caractérisent les éléments d'une classe donnée (théorème 7.2). 

Nous avons vu également que dans chaque classe il existait des machines 

déterministes, c ' est-à-dire données par un graphe d1 état (théorèmes 7.7 et 

7.11). 



MINIMISATION DES MACHINES DETERMINISTES 

Etant données une division régulière A et une division 6 de 

A, ne contenant pas $3, r(n,s) est le comportement de la machine associée. 

En général r[a,s) ne sera pas régulière, mais il est intuitif qu'il peut 

exister de nombreuses divisions régulières A' et de sous-ensembles A! de 

A' tels que A; s r (A, ô) . Par le théorème 7.2, il existe alors une division 
de a\ 6 '  telle que r(n',st) = r(n,ô). Nous voulons trouver un algorithme 

qui construise certaines de ces divisions régulières A '  qui contiennent 

moins d'éléments que A. Pour cela nous allons essayer de regrouper les 

éléments de A, c'est-à-dire que nous cherchons une partition TF' de A telle 
que : 

1- un de ses sous-ensembles est sous-division de ô de façon à 

garder le même comportement 

2- r(a,rt) est une division régulière. 

Comme nous recherchons une partition n '  de A, considérons T ,  

la plus grande sous-division séparée de stpl 1 On est en fait une partition, 

et toute partition TF' répondant à la question sera une sous-partition de a. 

De plus r(a,~) 6 r(A, ôU(A)) eneffet : 
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1- X € ~(A,T) entraîne qu'il existe Z 6 TI tel que X = RZ 

n $ 6 U {A) et il existe Z1 6 6 U {A} tel que Z C  Z1 ; 

il en découle RZ C RZ1 B r(A,6 V {Al). 

2- Y C r(A,6 U {A}) entraîne qu'il existe Z1 6 6 {Al 

tel que Y = RZr De n 2 6 l.J {A} il en découle qu'il 

existe un sous-ensemble non vide de B de IT tel que 

z1 = R B .   lors RZ, =XB1 X =  ZBB RZ 

C = { RZ 1 Z ê B 1 est un sous-ensemble non vide de r (A, T) 
tel que RZ1 = RC . 

En général la division A sera donnée par un diagramme de 

positions D. Par les théorèmes précédents nous savons qu'il y a une et 

une seule division régulière A = x(D) .  La division 6 étant alors une r 
division de l'ensemble des états, 1. Nous ne considérerons que les dia- 

grammes de position qui sont simples. Nous avons alors une correspondance 

biunivoque entre les éléments de 1 et les éléments de n. Nous utiliserons 
parfois l'un pour l'autre. De plus nous supposerons que tout état est 

accessible (Xi f O). 

Soit f(i,Z) = U f(i,q) pour tout i € I et Z 8 n.  
qcz 

Considérons une relation dqquivalence sur les éléments de 1 ; 

i - p si et seulement si : 
pour tout Z 8 n ,  f(i,Z) = f(p,Z). 

Elle induit une partition i de 1. Soit n, = 1.n. Notons que 

O e Tl* 



Considérons la division r(n,iil) et étudions ses propriétés 

relativement à .r(n,~) et à A. 

1- Soit Z1 6 nl. Alors Z1 = Y r )  Z avecY 6 A, Z 8 n 

a lors RZ1 c RZ. 

Pour tout Y, E r(A,nl) i I existe Z1 E n , ,  Z D n et Y 6 A 

tel que Y1 = RZ1 C R Z  = Y. 

2- Soit Z e n et soit B(Z) = {Z1 1 Z 6 et Zl t Z}. 1 
I I s'ensuit que Z = RB(Z) car nl i n .  

Prenons Y 8 ~(A,T) ; i l existe Z 6 T tel que Y = RZ. 

Puisque Z # @ ,  B(Z) # @ .  Soif C(Z) = {Y1 1 Y, = RZ, et 

Z, E B(Z)l alors C(Z) f @. 

C(Z) est un sous-ensemble non vide de T ( A , T  ) tel que 1 

Y = R Z =  RZ, = RC(Z) 
ZIEB(Z) 

ce qu i  démontre que T ( A , T  ) 4 T(A,~). 1 

(C.Q.F.D.) 

Ceci est écide~l- puisque n est ur?e partîtion de A et 1 
qu'alors le lemme 7,1 s'applique. 

Considérons maintenant les cardinalités des divisions. 



I I s u f f i t  d ' u t i  l i s e r  l e  théorème 1.12, 

1 -  I r ( n , ~ ~ ) l  r I T  1 pa r  d é f i n i r i o n  de I ' (A,nl ) .  1 
n l  é t a n t  une d i v i s i o n  i r rédondan te  de A ,  on a  vu que 

In l  / s \ A \  d 'où i a  première r e l a t i o n .  

2- T l  = A = v z e 1 n l ,  / Z 1  / = 1 pa r  d é f i n i t i o n  d'une 

p a r t i t i o n .  

S i  I r ( n , n l ) l  = [ A ] ,  pa r  1 on en d é d u i t  /n,/ = ] A I  
Y Y € ( A ~ )  3 Z1 hl t e l  que Y = RZ1 

Izll  = 1 e n t r a i n e  3 X E A t e l  que Y = X e t  Y F A 

donc r ( n , n l )  C A 

Y X E A ,  n1 é t a n t  complète j Z1 € n l  t e l  que X 6 Z e t  comme 1 
/ P l  1 = 1 

X = RZ, 6 r ( A , n l )  (car  X + (8) 

e t  A C r ( A , n l )  d'où é g a l i t é .  

3- Inversement s i  r (A,n  ) = A on a  évidemment I ' é g a l i t é  des 1 
card i na l i t é s .  

(C.Q.F.D.) 

L m e  8.5. [ A I  2 I n l [  3 In1 e t  I n l l  = In1 s i  e t  seulement s i  ii = n .  1 



T eS n sont  deç p a r t i t i o n s  de ? n:ub çavorc que e s t  a 
une borne super i eure de l e u r  ca rd  î na l I i-6. LOI'I \? n e s .  1 r rédondarite, 

nous ob+enons l e  r é s u l t a t  par  l e  théorèrne ! , I r .  

La procédure précédente peut être répetée avec n a  et 

r(n,~,) et ainsi de suite. Par le lemne 8.5, nais savons que après n 

itération, n 5 1 A 1 - 1 n 1 le processus nous redonnera la même partition 
de A, c'est-à-dire nn = nn+l. Il s'en suivra i(A,n,) = i'(~,n ) . . . n+ 1 
Nous voulons savoir maintenant quelles seront les propriétés de r(A,%). 

8.2 PROPRIETES DE LA DERNIER. DIVISION TROUVEE 

Le premier lemme montre que ce sera une division régulière. 

C'est-à-dire que le processus se termine sur une machine. 

Supposons T = T, c ' e s t - à - d i r e  que pour t o u t  Z 6 TI SC i, 1 
q 6 Z on a F(i,Z1) = F(q,Z1) pour  t o u t  Z' 6 TT. Notons que a ô RZ s i  e i  

seulement s q  ll e x i s t e  i € Z t e l  que a 6 Xi. S o i t  x = n " ' a 
a € c pour m = 1 ... n, m 

1 -  S i  (x,k) € Xi, c e l a  v e u t  d i r e  que (x,k) e s t  dans l 'évènemeni de 

l ' é t a t  i, c ' e s t - à - d i r e  q u ' i l  e x i s t e  une s u i t e  d 'é léments de 1, 

iOy ...> i t e l l e  que : n 

- (n,k) € Xi e t  in = i 
O 

- a E f(im-l,im) pour m = 1 ... n. m 

n e s t  une p a r t i t i o n  de 1, par  conséquent pour t o u t  m = 1 ... n, 
i l  e x i s t e  Zm 6 n t e l  que im € Zm e t  en p a r t i c u l i e r  i0 € ZO e t  

par  conséquent (n,k) 6 RZo ; Z = Z c a r  n e s t  séparée. ûe p l u s  n 



a E f(im-l,im)c F(im-l,Zm) e t  pa r  d é f i n i t i o n  de n ,  = n, pour m 
t o u t  q E Zm-l, a 6 F(q,Zm) ou encore pour  t o u t  q € Z m m-1' i l 

e x i s t e  p ô Zm t e l  que 

A lo rs  pour  t o u t  a € RZm-l, i I e x i s t e  q 6 Zm-l t e l  que a 6 X 
9 ' 

e t  i I e x i s t e  p 8 Zm t e l  que am 6 T(X ,X ) a l o r s  a.am € X D'où 
4 P P ' 

a.am € RZ,, ce qu i montre que (RZm-l) am c RZm OU am E T(RZm-l ,RZm) . 
Mais pour  t o u t  Zm, i I  e x i s i e  Ym ô r (a ,n)  t e l  que Ym = Rm. 

I I  e x i s t e  a l o r s  une s u i t e  d 'éléments de (A,), Y. ... Yn t e l  que 

- a ô T(Ym-l,Ym) pour t o u t  m = 1 ... n. m 

2- Inversement, supposons que ces p r o p r i é t é s  s o i e n t  v r a i e s .  A l o r s  

par d é f i n i t i o n  des t r a n s i t i o n s ,  on montre de proche en proche 

que (al ... a k) 6 Ym pour t o u t  m = l...n e t  en p a r t i c u l i e r  m ' 
a ... a ,k) E Y. n 

Par conséquent r [A,T) e s t  régu l i ère.  

(C.Q.F.D.) 

L m e  8.7.  S i  D donné u;t nhpLe. et n i  A U R  htédondanfe e;t r(n,~) 

a;t héglLeihe, deoa  T = T, . 

= v = n.h s i  e t  seulement s i  n 6 A. 

Puisque n e t  h son t  des p a r t i t i o n s  de A e t  $!J @ A, l a  seu l e  

p r o p r i é t é  à démontrer e s t  que pour t o u t  Z 6 T, I I  e x i s t e  U € X t e l  que 

Z U. S o i t  p ô Z e t  Z' € T. 
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Si la fonction x n'est pas injective, nous avons vu qu'il 
exi stai t des diagrammes de positions D pour lesque l s f (p,q) C+ T(X ,X ) . 

P q 
La propriété r(A,v) régu l ière impl ique des propriétés sur T(X ,X ) mais 

P 9 
non sur f, et nous ne pouvons rien démontrer dans le cas où x n'est pas 
injective d'où les propriétés nécessaires sur D et A. (lemme 6.17). 

Soit a ô f(p,Z1). Alors pour fout. a C X aa € RZ'. I l  existe 
P ' 

donc Y" 6 ~(A,T) tel que a € Y" et a G T(Y",RZ1). 

S i  A n'est pas irrédondante, nous savons qu'il existe des 

éléments X de A qui sont sous-ensembles de l'union d'autres éléments de 

A. Pour ces éléments, nous ne pourrons démontrer que a 8 T(X ,RZ1), ce 
P 

qui est pourtant la seule façon de montrer que F(p,Z1) = F(q,Z1). 

Cependant si A est Irrédondante, soit a & X tel que 
P P 

a & R(A-{Xp1) a lors a a 8 RZ' et i I existe Y" € r(A,n) ie l que ii. E Y'' 
P P P 
et cl G T(Y1', RZ'). De plus si a € YI1, i l  existe alors Zll € n tel que 

P 
Y" = RZ" et i C Z" tel que a Exi ce qui imp I ique Xi = X , et comme nous 

P P 
avons supposé D simple, i = p. Comme n est une partition de 1, i l  s'ensuit 

que Z = Z" et que Y" = Y. D'où a 6 T(Y,RZ1). 

Inversement, soit a 6 T(Y,Y1) ; reprenons le même a ; a ê Y 
P P 

et a a 8 Y'. I I  existe alors q G Z '  tel que a a ô X I I  existe donc i 6  I 
P P 9' 

tel que a 6 Xi et a € f(i,q). D étant simple et a choisi de telle façon 
P P 

qu'il n'est que dans X i l  s'ensuit que i = p et a € f(p,q) et par consé- 
P ' 

quent pour tout p € Z, T(Y,RZ1) = f(p,Z'). Z est donc contenue totalement 

dans une même classe d'équivalence, et par conséquent I I  existe U € X tel 

que Z C U et v 4< A. 

(C.Q.F.D.) 

Considérant les lemmes 8.6 et 8.7 nous avons 



ThéotLhe 6.6. SA. A ~clk une dcvhiovi .  h é d o n d u n t e ,  r (A, IT) u k  tLéguRi&e 

nh et heuLement 6 i  n = n,. 

Considérons quelques propriétés de A qui sont conservées dans 

I'(b,n) et r(A,nl). 

Lemne 6.9. S i  D ak  n h p l e ,  n i  A ut &édond&e, d o m  r ( A  , n )  eL 

r(~,n,) 60n t  LaédondantQcl. 

En e f f e t  s i  A e s t  i rrédondante, a l o r s  pour t o u t  i 6 1, I I  

e x i s t e  un unique Xi 6 A e t  ai f Xi t e l  que a i ' q€I-{il LJ x qm Puisque n 

L) RZ1. e t  n1 son,? des p a r t i t i o n s ,  pour B = @,1, s i  ai 6 RZB a l o r s  ai @ zIen -IZBl 
B 

De p lus  pour t o u t Y €  r ( A , r  ) ,  i l  e x i s t e  Z # @ t e l  que Y = RZ e t  par 
B B B 

conséquent I I  e x i s t e  un t e l  ai. 

(C.Q.F.D.) 

Lemne 6.70. S D u k n h p l e  e k a i  A u k n é p m é e ,  d o m  T(A,T) eL 
r(a,Tl) L e  6ont. 

IT e t  T sont des p a r t i t i o n s  de 1 ; comme D e s t  simple, nous 1 
pouvons d i r e  que ce sont des p a r t i t i o n s  de A, & t a n t  donnée l a  correspondance 

biunivoque en t re  les  éléments de 1 e t  ceux de A. Donc pour B = @ ou 1, nous 

avons pour t o u t  ZB, Z i  ê n ZB  n Z b  f @ entraîne Z = Zb. 
P ' B 

De p l u s  y B n  Yb # @ pour YB, Y b  E r(A,n en t ra ine  qu l i  l 
B 

e x i s t e  Z e t  Z '  8 n t e l s  que Y = RZg, Y' = RZ' e t  puisque A e s t  séparée, 
B B P B P B 

Z B "  Z; # @ d'où ZB = Z '  e t  YB = Y' e t  r ( n , ~  ) e s t  séparée. 
B B B 

(C.Q.F.D.) 



8 .3 MACHINE DE MEME COMPORTEMENT 

Nous avons démarré le processus avec un diagramme de position. 

Nous aimerions le £inkr avec un diagramme de position qui ait le même com- 

portement. Dans le cas où la division A irrédondante, cela est très facile. 

Nous avons vu dans le lemme 8.9 que r(n,~) est irrédondante et que, par 

conséquent, le diagramme de position D qui est simple et tel que 

r(n,n) = x(D) est unique. Dans le lemme 8.7, nous avons démontré que 

lorsque h est irrédondante et r (A,TI) est régulière 

T(Y,Yt) = f(p,Z") pour tout p G Z 

avec Y = RZ et Y' = RZ'. 

Par conséquent, les transitions du nouveau diagramme de position sont 

faciles à trouver. Dans le cas général, supposons que TI = n l  . Soit JO 
un ensemble d'indexage tel que /JO/ = In1 et ( une application bijective 

de JO sur 7. Soit Do = 7 fo 9 so-' 

avec s(O) = (Sk (O) 1 ,$O) = {j 1 j E  et m(j)nS,~~Il 

fo(j ,q) = u f(p,q) pour un certain p € (J (j) 
qcm (q) 

La définition est consistante puisque n = T c'est-à-dire 1 ' 
que pour tout p 6 4 (j ) nous obtiendrons le même fo (J ,q) . Démontrons que 
Il est bien le diagramme cherché. O 

Rappebns que s i  T(A,T) = r(~,n ) a l o r s  r(a,n) e s t  r é g u l i è r e .  1 
Aufsement c,e s e r a i t  un non sens de considérer  une t e l  l e  a p p l i c a t i o n .  
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(al ... a ,k) C Y s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  i E Z t e l  que n 
(a, ... a ,k) 6 Xi avec Y = RZ.  n 

(a, .,. a ,k) 6 Xi s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  n 

d'éléments de 1, i0 ... i t e l l e  que n 

- a C f (im-l ,im) pour  m = 1 . . . n. m 

Pour t o u t  im i l  e x i s t e  Zm € n t e l  que im € Zm e t  i l  e x i s t e  

j € JO t e l  que Zm = + (jm).  m 

1-  Supposons (a, ... a ,k) f Y. A l o r s  une t e l l e  s u i t e  d 'é léments  n 
de JO e x i s t e  e t  

- a € f (i,-, ,in) e n t r a î n e  am C fo(jm-, , lm m - 1 

(0) - i 8 Sk e n t r a i n e  jo € Sk O 

- s i  j € JO e s t  t e l  que Z = +(J )  a l o r s  j = j c a r  n e s t  n 
séparée e t  i € +(jn) n + ( j )  f @. 

Al o r s  (al . . . ci ,k) e s t  dans I 'évènement de l ' é t a t  J de Do. n 

2- Supposons que (a, ... a k) e s t  dans l'évènement de l ' é t a t  j de n ' 
D a l o r s  i l  e x i s t e  une s u i t e  d 'é léments de JO, jo ... jn, t e l l e  O 
que : 

- am 8 fo(jm-l , jm) pour m = 1 . . . n. 

S i  j0 G s P ) ,  i l  e x i s t e  i0 63 +(jO) Sk. 



> = U f ( i  ,q). De p lus  pour t o u t  im-i 8 J -  fo(j,-l ,J, m- 1 
q6rn (jm) 

A i  o r s  i I ex s t e  im 6 6 (J,) t e '  q~ am 6 fS im- l  ,im) 

Eri a ' au t r ec  termes, i i e x i s t e  une s u i t e  d 'é léments de 1, i0 ... i n 
t e l  l e  que : 

- n E f ( i  ,-,, i,) pour m = 1 ... n. m 

Par co l iéquen f  (a ... ,k) € Xi C_ R((j) = RZ avec Z = ( ( j ) .  1 n n 
Par conséquent, pour t o u i  j 8 JO, i l  e x i s t e  Z 6 e t  Y E T(A,T) 

t e l s  que Y = RZ, Z = $ ( j )  e t  Y rep résen te  l 'évènement de l ' é t a t  

j de Do. De p l u s  pour t o u i  Y 8 r(4,n) i l  e x i s t e  Z 6 n e t  j E JO 

t e l s  que Y - RZ,  Z = $ ( J )  e t  Y représente l 'évènement de l ' é t a t  

j de Do. Par conséquenf i(d,n) = x(D0). 

(C.Q.F.D.) 

Supposons qu%tant p a r t i s d b e  division régulière A e t  d'une 

par t i t ion  - de a ,  nous ayons construi t  par l e  processus une su i t e  de par- 

t i t i ons  de a ,  T ,  ,.. n . Supposons que n s o i t  t e l  que rn = n n+l . Nous n 
savons a lors  par l e  l e m e  8.6 que r(n,nn) e s t  régulière. Construisant l e  

diagramme de position Do par l e  lemme 8.1 1 nous avons r (A ,  vn) = x (Do) I l  

nous faut  maintenant déterminer une division de l'ensemble JO, appelons-la 

t e l l e  que i ( r ( ~ , n ~ ) , & ~ )  = r(A,6). Par l e  lemme 8.1 nous avons 
/ r(A,nn) c  AT^) a ... 2 I'(d,$ &- r(A,& u {A)) en plus T~ a rrnm1 ... 

... 4 n 2 8 { A i .  

Pour tout Z 6 ô, 

s o i t  B(Z) = { Z n  / Zn 8 n n' Z n c ZI. 



VIII. 1 2  

Comme @ & 6, B(Z) est un sous-ensemble non vide de nn tel 

'l'Je 
RB(Z) C Z. 

De plus comme nn est une sous-division séparée de 6 U {A} , 
nous avons en fait Z = RB(Z) . 

Soit maintenant = iZo 1 il existe Z 6 6 tel que 

2, = i j  j € JO et $(j) = Zn € B(Z)ll. 

Il est évident que @ 63 60 car pour tout Z B 6, B(Z) n'est 

pas vide. 

En e f f e t ,  s o i t  U 6 r(r(~,n~),6~). C'es t -à -d i re  q u ' i  l e x i s f e  

ZO 6 t e l  que U = U(Zo) = U Y où Y. e s t  I 'évènement de I ' é t a t  j 
j eZo j J 

dans Do. I I  e x i s t e  a l o r s  Z 6 6 t e l  que 

a  I o r s  u = C.J RZ = L.I U 
Zn6B (Z) 

n Z,€B(Z) iEZn Xi 

l 'argument inverse  démontre que s i  Y E r(~,6) a l o r s  Y E r(r(n,nn) ce 

qu i  montre l ' é g a l i t é  des deux d i v i s i o n s .  

(C.Q.F.D.) 

En résumant, nous avons donc trouvé un diagramme de position 

Do et une division ne contenant pas @ de son ensemble des états 60, tels 

que la machine associée ait le même comportement que la machine donnée. 



De plus 1 JO 1 = 1 1 par construction. 

Comme xn est une partition de 1, Ivnl où 1 est 

lbnsemble des états de la machi.ne donnée. 

Nous avons donc trouvé une machine qui. a le même comportement 

que la machine donnée et qui a au plus le même nombre d'états Supposons 

que /JO/ = 1 II, c'est-à-dire que la machine trouvée ait le même nombre 
d'états. Alors dans ce cas , tout élément de nn ne peut contenir 
plus d'un élément de 1 puisque qn est séparée. Alors il est évident que 

les deux machines sont, les mêmes. 

8.4 CAS D'UNE DIVISION SEPAREE REGULIERE 

Nous voulons maintenant savoir si r(n,nl) est indépendant 

ou non de A. Si nous démarrons le procédé avec n et n 1  nous trouverons 

une division régulière r (n,~ ) qui a le même comportement que celui de n 
a. De plus nous savons que si n est irrédondante, r (a, n,) l 'est aussi, 

que si A est séparée, r(n,rn) l'est aussi. Supposons que nous démarrions 

le processus avec A '  et T '  tels que r ( Q , v )  = r(A\,nl) qu'allons-nous 

obtenir, une autre '(a,",) OU bien la même, c'est-à-dire a-t-on 

I'[A,F ) = T(A'~VA) ? n 

En fait si A est séparée, le résultat est plutôt facile. 

Autrement 11 ne semble pas que nous puissions obtenir un tel résultat. 

Nous allons considérer le cas de divisions régulières séparées 

dont le comportement ne contient pas lknsemble vide. Notons que ici nous 

avons pour tout i, j € 1, f(i,j) -. T(X.,X.). De plus par le lemme 6.3 les 
1 J 

transitions de A sont séparées. Par conséquent F(i, Z) = T(Xi, Z) pour tout 

i e 1 et Z e n.  La fonction f n'apparaitra donc pas ici du fait de cette 

équivalence. 
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L m e  8 . 1 3 ,  Soient A QA: 8' deux d i v A i o n h  a Z p m Z e A ,  t ~ Z g d i . h e b  Q;t n ct 

r f  d a  p W o n h  de n n f  rteApec&Lvement, k & e ~  que r ( n , ~ )  = r ( A , n f ) .  

k e o ~  I ' ( A , ~ , )  = I ' ( A f  , T i )  - 
1 -  Supposons que X  E A e t  X '  8 A '  s o i e n t  t e l s  que X  n X' # @. 

S o i t  Z  8 n e t  a 6 T(X,RZ) .  A l o r s  pour t o u t  a € X, a.a 6 RZ. 

I I  e x i s t e  Z '  ô T '  t e l  que RZ = RZ' e t  a.a E R Z ' .  A l o r s  i l  

e x i s t e  X" 6 Z'  t e l  que a.a G X". A l o r s  nous avons X V . a ( 1 x "  # @ 

e t  par  l e  lemme 6.6 a 6 T(X' ,Xf ' )  c ' es t -à -d i r e  pour  t o u t  a 6 X ' ,  

a.a E X" C RZ' e t  a € T ( X ' , R Z 1 ) .  Le même argument montrera l a  

r é c i  proque, Par conséquent s i  X  n ~ '  # $3 a  l o r s  pour t o u t  

Y  G r ( n , n ) ,  T(X,Y) = T ( X f  ,Y). 

2- Supposons que pour Z, 6 n, e t  Z i  8 n i ,  RZ, n R Z i  # @, nous 

voulons moni rer  q u l a l o r s  RZ = RZ;. Supposons l e  c o n t r a i r e ,  1 
c ' es t -à -d i r e  par  exemple q u ' i l  e x i s t e  a 8 R Z i  t e l  que a @ RZ,.  

S o i t  X  6 A t e l  que a € X  e t  X' € Z i  t e l  que a e X'  a l o r s  

X  n X f  # (il e t  par  1, pour t o u t  Y  G r ( a , ~ ) ,  T(X,Y) = T ( X f  ,Y).  

Prenons b E RZ1 T )  R Z i .  I I e x i s t e  XI 8 Z1 e t  X i  ô Z '  t e l  que 1 
b E XI e t  b 6 X i .  D'où encore, pour t o u t  Y C ~ ( A , T ) ,  

T(X ,Y) = T ( X f , Y ) .  Mais nous avons auss i  X f  6 Z i  donc par  d é f i -  1 1 
n i t i o n  de Z i ,  pour t o u t  Y  € r ( A , n ) ,  T ( X i  ,Y) = T ( X V  ,Y) = T(X,Y) = 

T ( X  Y .  X e t X ,  son t  donc dans l a  même c lasse  d 'équiva lence de A .  1 
I I  ne nous r e s t e  p l u s  a l o r s  qu'à montrer  q u ' i l  e x i s t e  Z  6 n t e l  

que X  8 Z  e t  XI € Z. 

S o i t  Z '  6 n '  t e l  que R Z i  C RZ' e t  s o i t  Z  F n t e l  que RZ' = RZ 

ce qu i  e s t  p o s s i b l e  puisque r(A,n) = ( A , )  A l o r s  R Z i  r \ R z l  # @ 

e n t r a i n e  RZ1 n RZ # @ e t  puisque r ( A , n l )  6 r (A,n)  e t  que r(A,n) 

e s t  séparée par  l e  c o r o l l a i r e  1.10 RZ t RZ ou Z, C Z  puisque A 1 
e s t  séparée. 

De p l u s  X  n RZ # @ e t  puisque A 6 r ( A , n )  par  l e  même c o r o l l a i r e  

1.10 X C  RZ ou X  8 Z. Ce qui  montre que X, XI € Z. Comme pour 



tout Y 6 r (A,v-) , T(X,Y) = T(X1 ,Y). X et X1 sont équ iva lents et 

sont tous deux dans Z1 ce qui montre que a E R Z 1  C'est une 

contradiction avec l'hypothèse a 6' RZ1, qui est donc fausse et 

RZ1 = RZi. 

3- Puisque r(A,nl) et ~(A',ni) sont toutes deux séparées, et que de 

plus elles sont complètes sur le même sous-ensemble de V. I I  

s'ensuit que Y € r(A,nl) si ei seulement si, i l  existe Y' € r(A1,ni) 

tel que Y n Y' # (8 c'est-à-dire Y = Y'. Nous supposons en effet 
que 0 @ r(A,n) donc ne peut être ni dans r(A,vl) ni dans r(A' ,ni). 

Ceci montre alors que r(A,v ) = ~(A',T'). 1 1 

(C.Q.F.D.) 

Ce lemme montre que si nous prenons n'importe quelle sous- 

division régulière séparée de r(n,~), a', nous savons par le théorème 
7.2 qu'il existe une partition IT' de A' telle que r(A,IT) = r(A1, n')et 

si nous appliquons le processus à nt, n' nous obtenons la même suite de 

divisions r(A,nl) ... r(A,rin). 

Théotrème 6 .14 .  So i t  A une noun-divhion népanée trégfi&e eA IT une 

p W o n  de a. 11 e h 2 e  une et une ride n o ~ ~ ? ~ - d i v h i o n  népanée tr&guLi&e 

de r(n,~), d o n t  la c a n d i n a é  es2 la p& p&e. 

En effet, nous savons que A < T(A,T) et que A est régulière 

et séparée. Appliquons le processus à A, n, par le lemme 8.11 nous obtenons 

une sous-d i v i si on régu l ière séparée de r(A,n), nrn = r(n,\). 

Supposons qu'il existe une autre sous-division régulière 

séparée de r(~,n), A' dont la cardinal ité serait inférieure ou égale à m 
celle de Am. Soit n' la partition de Ah  telle que r(~;,n') = r(A,s) 

(elle existe : théorème 7-21, appliquons le processus à et n' .  Par 



l e  lemme 8.13 nous obtenons A = r ( ~ ' , n ' )  e t  p a r  l e  lemme 8.4 m m q 
I A ~ I  3 A ,  ) ou \ml 2 \hl. Etan? donnée l 'hypothèse sur  la 

m q  
c a r d i n a l  i t é  de A;, nous avons IdAl = / A  1 e t  l e  méme lemme 8.4 i n ~ i i i l  

q u ' a l o r s  Am = A; . Le minimum e s t  unique. 

(C.Q.F.D.) 

Théahème 8.75. TauXe auun-&vAion tréyuLièhe népcuiée de r  (A ,x )  u;t 
une aoun-dcvAian de Ra pRUcl gt~and~ ~ a ~ - ~ v ~ i o n  aépcuiée héguRiQ/re de 

r ( n , ~ ) .  ( P U  p d e  en $ m e  de C C V L ~ C M ~ ~ Q ] .  

La démonst ra t ion se fait p a r  l e  Ierrime 8.13 e t  8 - 2 .  

Considérons maintenant une division séparée régulière A et 

une division 6 de a. La machine associée a pour comportement r (n ,s) .  
Soit a '  une division régulière séparée telle qu'il existe a; sous-ensemble 
de A t  tel que A i  6 r(A,S), et de plus RA'  = R n .  En réalité A '  a ces pro- 

priétés si et seulement si A >  r (a ,s  U Cal). En effet : 

1. a; r r(n,s)  et R A '  = R n  entraîne que pour tout X € n t ,  X C RA 

et comme r(n,6 U ( A ) )  = r(n,s) V { R A )  il existe Y @ r(n,s \3 { A ) )  

tel que X CI Y. 

Soit Y e r(n,6 U C a ) )  si Y = Ra alors A '  C a y e l  que Y = R A 1 .  

Si Y f RA alors Y 6 r(a,ô) et il existe un sous-ensemble non 
vide B de A i  i A '  tel que Y = RB et al 6 r ( ~ , 6  i l  {A}).  

2 .  Si A '  6 r(A,6 C) { A ) ) .  soit a i  = i X  / X €  A '  3 Z E 6 tel que 

X C R Z )  

- V X e a i ,  par définition de a; , il existe Y € r  (a, 6)  tel 

que X C Y 

- If Y € r (A ,  6)  , Y e r  ( A ,  6 u C a))  il existe un sous-ensemble 



non vide de A '  t e l  que Y = RC. I l  existe Z 8 6 t e l  que 

Y = RZ donc pour tout X 8 C ,  X c  RZ e t  X € A i  e t  C C A ;  

donc A{ 6 r ( ~ , 6 ) .  

Par l e  lemme 1 . 7  R A '  = R r ( n , 6  U {A})  = R n .  

L m e  8.76. S i  une d i v d i v n  clépattée A '  ut une clou-divhion de r ( A ,  6 )  

avec A d.ivdion hégdhtre eX clépattée, 6 divdbon complète de A, (@ $ 6 )  , 
e.t AL .rr u;t l a  p h  ghande, auun-divdion clépanée de 6 ,  & o u  A '  s r ( a , ~ ) .  

1.  S o i t  X 6  A ' .  C o n s i d é r o n s A =  CU 1 U ô  A e t  X n U f  0). 
s i  X = @ a l o r s  pour t o u t  Y 6 r ( A , n ) ,  X C Y. 

S i  X f @ a l o r s  A  n ' e s t  pas v ide  e t  puisque RA = R a 1 ,  X C UA. 

s o i t  B = {z, 1 z1 6 6 ,  x n RZ, # @I.  
S o i t  Z, 8 B a l o r s  X ~ R Z ~  # @ donc UA n R Z ,  # @ e t  comme A e s t  

séparée, ce la  en t ra îne  A  n Z1 f @. 
l nversement s i  A  n Z, # @ a  l o r s  UA fl RZ1 # 0, e t  comme A e s t  

séparée, i l  e x i s t e  U 6 A  n z l .  Comme U € A, X nu # @ ce qui 

en t ra ine  X n RZ1 # @ e t  Z1 € B.  

Donc z û B .-==:=, A f7 z, # @. 1 

S o i t  Z 6 B. De A '  $ I'(A,6) i l  s u i t  q u ' i l  e x î s t e  un sous-ensemble 1 
non v ide  de A ' ,  C t e l  que RZ, = RC. O r  Z, ô B en t ra ine  X n RZ, f @. 
Comme A '  e s t  séparée on a  donc X û C ou X C RZ,. Alo rs  s o i t  U 6 A, 

U T\ X f @ donc U n RZ, # @ e t  comme A e s t  séparée, U € Z1. Donc 

A C Z, pour t o u t  Z1 E B. Ceci montre que A C I B .  Montrons que 

A C  Z(B) = I B  - 1 D I B + )  r e l a t i o n  qu i  d é f i n i t  l a  p lus  grande 

sous-d iv is ion séparée de 6 .  Supposons U G A  t e l  que U € D I B I + 1 *  ' '  
e x i s t e  a l o r s  I B I + 1  éléments de 6 qui cont iennent  U. Chacun de ces 

éléments a  donc une i n t e r s e c t i o n  non v ide  avec A  e t  se t rouve donc 

dans B qui ne peut en con ten i r  que [ B I  d'où contrad i c t l o n  e t  

@ D ~ ~ ~ + l  donc A  C Z(B) € n .  Alors  X C RA C R Z ( B )  8 r(A,n) 



e t  i l  e x i s t e  Y 8 r(~,n) Te! que X C Y. 

2 .  Rr(~,n) = Rr(n,s) = Rn' 

3 .  fl & r(A,n) car  @ & T et fl $ A, par hypothèse. 

On peut donc u t i l  lser l e  lemme 1.9 pour montrer que 

A' s r(a,~). 

(C.Q.F.D.) 

En conséquence, soient A et A' deux divisions régulières 

séparées, telles que Rn = RA\ 6 et L 6 '  deux divisions de A et A' respec- 

tivement telles que r(n,s) - i7(nX ,6'). On a alors r(a,6 U (AI) = r(nf ,GvU{a' 1 ) .  
Soient n et TT'  les plus grandes sous-divisions séparées de 6VtAl et 6'U{At1 

respectivement. Alors I'(A,~;) = I'(n',nv puisque le lemme précédent montre que 

ces deux divisions sont les plus grandes sous-divisions séparées d'une même 

division ; or cette borne est unique. En utilisant le théorème 8.15 nous 

obtenons : 

ThéohErne 8.7 7 .  TouXe &v&Lon hEguRiQxe cl Zpuhée n ' ;t&e que Rn = Ra ' 
e,t quli.l exA;te une cü.viAion 6' de nt t e l l e  que r(n,s) = r(nl ,6') ~ n . t  une 

noun-diviAion de Lu ~ 4 . ~ 6  gxunde clou-dCvi~ion sQpuhQe xQguRCQhe de ~(A,T) 

où T ut La p h  gxund~ ao&s - p u o n  de 6 U { A 1. % PRun pea%te en R m e  

de c a h d i u é  1 . 

Ce théorème justifie la considération de II dans l'algorithme 

donné dans ce chapitre pour le cas des divisions régulières et séparées, 

c'est-à-dire dans le cas des graphes d'états. Il montre que l'algorithme 

donnera le plus petit graphe d'état dont u~i: (~hvlsion des Gtats donnera 

le comportement r (A, 6) 



IX. 1 

CHAPITRE IX 

PROPRIETES DE L'ALGORITHME DANS LE CAS GENERAL 

Dans le précédent chapitre, nous avons vu l'effet de l'algo- 

rithme dans le cas de divisions séparées. Nous allons étudier le cas 

général et examiner pourquoi nous ne pouvons obtenlr alors de tels 

résultats. 

Considérons un diagramme de position, D = <I,f,S> 

et une division 6 de 1. Soit n la plus grande sous-division séparée 

de 6 U tIS 

Considérons les ensembles suivants pour tout m 2 O, i € 1, 

Z € d  

V(m,i,Z) = (x 1 x = "1 '"n9 n s m et il existe iO...i i E 1 
n' q 

tels que - i O = i , i  E Z  n 

- a  6 f(i i )  pour toutq= 1 O . .  n3 
9 q-1' q 

Voyons ce que signifie le fait que i, q soient dans le même 

élément d'une des partitions de la suite n ,  Tl . . . obtenues par n 
applications successives de l'algorithme. 

Lemne 9 .1 .  PowhUltm et i, q €  1, 6'ieeILi6.temE nm.t&quei, 

q E Zm dom pow .tout Z € 6, V(m,i,Z) = V(m,q,Z) . 



IX.  2 

La démonst ra t ion sz f d i t  par  i n d u c t i o n  mathématique sur  m. 

1- S i  m  = 0, a l o r s  V(O,i,Z) - E h )  s l  i 6 Z 

= (ll autrement.  

A l o r s  s ' i  e x i z t c  ZCi 6' T,, = que i, q 6 ZO, par d é f i n i t i o n  

- - -s  q 6 Z donc V(O, i ,Z )  = V(O,q ,Z) .  de n ,  pour  t o u t  k. ? ,  i C 2 

2- Supposons que pour i o t i i  ri -. m, si i, q E Zn e nn  a l o r s  pour t o u t  

Z 6 6  

V ( n , i , Z )  = V ( n , q , Z )  . 

Supposons que, p,Jur 1, q 1 1, i i e x i s t e  Zm € nm t e l  que i, 

q E Zm. Alors  i I ex  l i i e  ZIii-l t R ~ - ~  t e l  que i, q C Zm-l e t  p a r  

hypothèse pour tout Z E 5, V(m-d , i  ,Z) = V(m-1 ,q ,Z)  c ' es t - à -d i r e  

a l .* .a  C V(m-1 ,i,Z) .==-.. ...a 6' V(m-l , q ,Z )  pour p=l . . .m-1. 
P p 

Prenons ZO 8 6, soit L ,  ... (i € V ( m , i 2 Z d  a i o r s  i l  e x i s t e  une rn 
s u i t e  d 'é lérne i t t i  de 1, iOe..im t e l  l e  que : 

- u C f i l  1,-,, i p )  pour p = 1 ... m. 
P 

en p a r t i c u l i e r  U ,  t f ( i , i , ) .  De p lus ,  s i  i, q E Zm, c e l a  

e n t r a i n e  que pour i u u f  In-, 8 n,--,, F i m l )  = F(q,Zm-,), en 

prenant Zmql t e l  que il f Z m-1 ' i l  e x i s t e  r 6 Zm-l t e l  que 

CLI 6 f(q9-1 * 

De p l u s  il et r i Z E i I  Le q u i  e r l t r d i ne  V(m-1 ,il ,Z) = V(m-1 ,r,Z) 
pour +ou t Z E: 6. i,cJnirrie i e s t  t e l  que a 1 2" ' m  

€ V(m-l ,il ,Zd 
donc a 2 '  " "'m 

e V(m- i , r ,Zo )  e t  i i  e x i s t e  une s u i t e  d 'é léments 

de 1, ql .. .qm te I ! ,  quri : 



IX. 3 

- a 6 f(qp-l,qp) pour p = 2 ... m. 
P 

I I  e x i s t e  donc une s u i t e  d 'é léments de 1, 40 ... q t e l l e  que m 

a 6 f ( ~ - ~  ,qp) pour p = 1 . . . m 
P 

I I  e s t  é v i d e n t  que l a  même démonst ra t ion m o n t r e r a i t  l a  

réc ip roque  e t  que pa r  conséquent, pour t o u t  Z 6 6, 

V(m,q,Z) = V(m,i,Z) . 

Ce qu i  montre que l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour t o u t  m. 

(C.Q.F.D.) 

Si nous essayons d'obtenir la propriété contraire de ce 

lemme, nous devons considérer que la division a est séparée. Nous 
obtenons alors un très intéressant théorème. 

ThQot~ème 9.2 .  S o L t  a une divdion xitégu&&e hépmEe ne contenant pan 
-tle>isemb-te vide. P ~ w  X o u t  m I O et i, q 6 1, il e&Xe Zm 6 nm td que 
i, q E Zrn h i  et hdement  h i  poW t o u t  Z 6 6, V(m,i,Z) = V(m,q,Z). 

- Nous avons l e  p remie r  sens par  l e  lemme 9.1. 

- Nous a l l o n s  démontrer l ' a u t r e  sens p a r  i n d u c t i o n  mathéma- 

t i q u e  su r  m. I I  e s t  é v i d e n t  que l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  

pour m = 0.  



- Supposons que, pour t o u t  n < m, l a  p r o p r i é t é  "pour , tout 

Z C 6 ,  V(n,i,Z) = V(n,q,Z)" ent ra îne  I 'ex is tence de Zn 6 n n 
t e l  que i, q € Zn. 

Supposons que pour 1, q 6 1, pour t o u t  Z 6 6, V(m,i,Z)=V(m,q,Z) . 
Alors, évidemment pour t o u t  p < m, pour t o u t  Z 6 6, V(p,i,Z) = V(p,q,Z) 

e t  par hypothèse i l  e x i s t e  Z 6 IT t e l  que i, q G Z En p a r t i c u l i e r  i l  
P P P ' 

e x i s t e  Zm-l E T ~ - ~  t e l  que i, q C Zm-l. 

Nous voulons montrer que pour t o u t  Z& € T ~ - ~ ,  - 
F(i,Zm-l) = F(q,Z' ). S o i t  al € F(i,ZAml) pour ZAml 6 I T ~ - ~ .  C'est-à-d i re m- l 
q u ' i l  e x i s t e  il 6 ZA - t e l  que al 6 f i ,  ) Comme A e s t  séparée e t  ne 1 
c o n t i e n t  pas l'ensemble vide, ses t r a n s i t i o n s  son? séparées e t  i e s t  1 
unique. 

Par conséquent a 2 "' a 
G V(m-1 ,il ,Z) <===> a n . . .a 6 V(m,i,Z) . 1 a 2  n 

Mais par hypothèse pour t o u t  Z 6 6 ,  V(m,i,Z) = V(m,q,Z) 

S o i t  ql t e l  que al  6 f(q,ql) (ql e x i s t e  e t  e s t  unique), 

donc al  "' a 
ô V(m,q,Z) <===> a n 2 "' a n E V(m-1 ,ql ,Z) 

e t  par  hypothèse i l  e x i s t e  t e l  que i 1 ' q1 € Z i - l .  Comme n e s t  m- 1 
- une p a r t i  ti on e t  il C Z , Zm-l - ZA-l e t  al ô ( q ,  - ) Le même 

argument démontre l a  réciproque. I I  s ' e n s u i t  que pour t o u t  

z&- 1 6 ~ ~ - 1 ,  F(i¶Z;-l) = F(q,ZA-l) ccmme i, q ô Zm-l i l e x i s t e  
Z 6 n t e l  que i, q € Zm. E t  ceci  e s t  v r a i  pour t o u t  m 3 0. m m 

(C.Q.F.D.) 



IX. 5 

Dans l e  cas général, ceci n 'es t  pas toujours vrai. On peut 

l e  voir sur 1 ' exemple suivant : figure IX. 1 

La division régulière e s t  irrédondante 

A = { { A l ,  {O),  (11, {2),(00), {11,20) 

{20,10), {ooo,001 ,i10,200,101,201)). 

Prenons 

6 = 

figure IX .  1 

Cependant 

V(2,2, (1,2,3,41) = @ = V(2,4, 11,2,3,4)) 

V(2,2, {5,6,7)) = CO) = V(2,4, 65,6,7)1 

V(2,2, (8)) = {00,01) = V(2,4, 

Ce que nous obtenons dans l e  cas général peut ê t re  énoncé 

comme suit .  

Soit g(i,x) = { S  1 il existe io...i 6 I avec i0 = i, i = s, n n 

e t  at 6 f (it-, , i t 9  pour t = 1. .  .n e t  

x = a ,  ... a 1 .  n 
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Lemne 9.3. Powz *ou* m, et i, q 6 1, e&te Zm E nm t e l  que i ,  
q E Zm n i  et heuLement n i  : 

2-  pow touX n s m Qk x Ê C* t e l  que lg(x) = n, powz t a &  
z 6Tr m-n m-n 

La démonstration se f a i t  par  induc t ion  mathématique sut- m. 

1 -  Pour m=O l a  seule p o s s i b i l i t é  pour x e s t  A e t  a l o r s  1 e t  2 sont  

équivalents.  Pour t o u t  Z 8 6, i 6 Z <-==> q 6 Z e s t  v r a i  s i  e t  

seulement s ' i l  e x i s t e  ZO ô n t e l  que i, q € ZO (par  d é f i n i t i o n  

de VI. 

2- Supposons que l a  p r o p r i é t é  s o i t  v r a i e  pour t o u t  m < p 

2.1 Supposons que i, q 6 Z avec Z 6 n ; i l  e x i s t e  a l o r s  
P P P 

Z C n t e l  que i, q E Z e t  ?(i,Z1 ) = F(q,ZP-l) p-1 p-1 P-1 P-1 

pour t o u t  Z '  p-1 np-l y 

E t  i l  s ' e n s u i t  qu ' i  l e x i s t e  Z Ê 6 

t e l  que i, q 6 Z.  

S o i t  x = a,... a a v e c n s p e t  s o i t Z  € 7 1  n p-n p-n' 

Supposons g(i,x) n Z $ @. Alors  i I e x i s t e  il E I t e l  
P-n 

que al E f ( i , i l )  e t  g(i l  ,a2.. .an) n Zpmn f @. 

Puisque F(i,Z1 ) = F(q,Z1 ) pour t o u t  Z 1  
P-1 P-1 p-1 P - 1 ,  

I I 

e x i s t e  Z" E n t e l  que il E Z" e t  i l  e x i s t e  ql € Z" p-1 p-l P-1 P-1 

t e l  que al 6 f(q.q1b 
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Comme il, ql 6 Z P - l ,  par  hypothèse nous avons : 

Par conséquent s i  g(i,x) f l  Z f $3, a l o r s  i e x i s t e  a i n s i  
P-n 1 

que 'll 

La symé t r i e  de i, q montre le " s i  e t  seulement s i "  de l a  

p r o p r i é t é .  

2.2 Supposons maintenant  que pour i, q 6 I on a i t  : 

- pour  t o u t  Z 6 6 , i G Z <=lm> q Ê  Z 

- pour  t o u t  n $ p e t  x G C ~ C  t e l  que lg(x) = n,  
pour  t o u t  Z 8 n p-n p-n 

Prenons n = 1 ; g(i,x) f l  Z f (3 cc==> x 6 F(i,Z ) P-1 P-1 
par  conséquent x 6 F(i,Z ) <===> x ô F(q,Z ) 

P-1 P-1 

e t  F(i,Zp-l) = F(q,Z ) pour  t o u t  Zpml € T ~ - ~ .  
P-1 

I I e s t  é v i d e n t  que s i  F(i,Z ) = F(q,Zp-l) pour t o u t  P- 1 
ZP-l h P - l  9 a l o r s  

F(i,Zm) = F(q,Zm) pour t o u t  Zm E rm est pour t o u t  

m=O . . . p-1. 

Comme pour  t o u t  Z 6 6, i E Z q € Z ,  i l  e x i s t e  ZO 6 TT 
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t e l  que i, q 6 ZO e t  i l  s ' e n s u i t  que pour t o u t  m = I...p 

I l  e x i s t e  Zm C T~ t e l  que i, q B Z m ' 

En p a r t i c u l i e r  pour m = p, i l  e x i s t e  Z 8 n t e l  que i, 
P P 

q 8 Zp. Ce qui  montre que l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour t o u t  m. 

(C.Q.F.D.) 

Ce lemme n'explique pas beaucoup l e  mécanisme du processus. 

Cependant, nous savons qu ' i l  exis te  m t e l  que  TI^+^ = ~ ; n  pour tout n :: 0. 

Nous pouvons énoncer alors l a  propriété d'une autre façon : 

ThEohème 9.4. S o L t  ~ ~ h d e h n i é t r e p U o n M o u v é e p ~ ~ e  phoceddun. 

Pom t o u t  i, q E 1, 2 e d t e  Zm € nm 2& que i, q G Zm d i  e;t bedemel.Lt n i  

1 -  Supposons q u ' i l  e x i s t e  Zm E B t e l  que i, q 6 Z a l o r s  par  m 
hypothèse, pour p = m+n, I I e x i s t e  Z ô n = nm(n = lg(x)) P P 
t e l  que i, q G Z = Z e t  par  l e  lemme 9.3, 

P m 

- pour  t o u t  Z 6 6 ,  i 8 Z <===:> q 6 Z 

- pour  t o u t  z c n = .  g ( i , x ) n ~ ~ - ~ #  B p-n p-n m y  . 

<-==> g(q,x) n z + 
P-n 

OU g(i,x) n Z; + @ .===-. g(q,x) A z; # B. 
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2- Supposons que i, q Ê 1 sont  t e l s  que : 

- pour t o u t  Z G 6, i 6 Z <===> q 8 Z 

- pour t o u t  x € L* e t  t o u t  ZA G rm, 

S o i t  n 6 m e t  x B L* t e l  que lg(x) = n. S o i t  Zm - ' 'm-n 
' m ' 'm-n e t  i l e x i s t e  K m c  5 t e l  que 

Nous avons a  l o r s  g(i,x) n Zm - + (ZJ <===, g(i,x) r\ mm # !J par 

hypothèse, ceci n ' es t  v r a i  que s i  g(q,x) n RKm # @ 

c 'es t -à -d i re  g(q,x) n zm-, + B 

e t  par  l e  lemme 9.3, i l e x i s t e  Z € n t e l  que i, q C Z m m m ' 

(C.Q.F.D. 

Rappelons une définition donnée par Hartmanis dans(l9. 

r P é & i W o n  : Une partition IT sur l'ensemble des états d'une machine : 

r séquentielle M est dite avoir la propriété de substitution (P.S.) si : 

z pour tout couple d'états Si, S appartenant au même bloc de n, et une E 
j y 

r chaîne d'entrée 1, les états ISi et 1s. sont encore contenus dans un i 
J 

i bloc commun de n. (ISi est l'état dans lequel va la machine démarrée E 

i en Si, lorsqu'on lui applique la chaîne 1). - - - 



Comme notre machine n'est pas déterministe, ISi n'est pas 

unique mais consiste en l'ensemble g(i, 1) ici défini. Nous pouvons alors 

dire que n a la propriété de substitution, si pour tout couple i,j appar- 

tenant au même bloc de T, et une chaîne d'entrée x, les ensembles g(i,x) 

et g(j,x) contiennent des états qui sont dans les mêmes blocs c'est-à- 

dire que g(i,x) a un état dans un bloc de TI si et seulement si g(j ,x) 

a un état dans ce bloc. 

En ce sens 6 étant une division de l'ensemble des états, le 

processus nous donne la plus grande sous-partition de ir qui a la propriété 

de substitution. 



PARTIE III 

""'7'"11L ,, ,\ . ,, #, 

REDUCTION DES AUTOMATES 

NON - DETERMINISTES 





CHAPITRE X 

DECOMPOSITION D'UNE RELATION BINAIRE 

------- 

Au cours du chapitre IX, nous avons introduit les ensembles 

V(m,i,Z) qui se sont avérés importants dans l'algorithme de minimisation 

donnée au chapitre VIII. Nous allons maintenant étudier la signification 

de ces ensembles et en déduire des propriétés intéressantes. 

Rappelons que V(m,i,Z) = Ix 1 x = al ... a n 6 met il n ' 
existe i0 ... i , ik 6 1 tels n 
que iO=i, i 6 Z et a 6 f(ik ,,ik) n k - 
pour tout k € C l  ,nl). 

En d'autres termes, V(m,i,Z) est l'ensemble des chaînes de 

longueur inférieure ou égale à m telles que si elles sont appliquées à 

la machine démarrée dans l'état i, on se trouve à la fin dans un des 

états de Z. Nous pouvons immédiatement constituer des ensembles fonction 
de i et de Z : 

Ici, V(i,Z) est l'ensemble des chaînes de longueur quelconque 

telles que si elles sont appliquées à la machine démarrée dans l'état 1 ,  

on se trouve, à la fin, dans l'un des états de Z. Pour le rapprocher de 

l'évènement d'un état dans une machine, nous introduisons 1 'opérateur de 

renversement de chaînes, 'L 



% - pour tout a 6 1, a = a 

% 
- A = A  

'V % %  - pour tout a, b 6 z*, ab = b a. 

De même pour un ensemble B C L*, nous aurons 2 = iX 1 x E BI. 

Soit D = <I,f ,S> un diagramme de position donné, et rr une division séparée 

de 1, pour tout Z 8 n nous définissons : 

avec ?(i,j) = f(j,i) pour tout i, j € 1. - w 
Alors V(i,Z) est l'évènement de l'état i du diagramme de position D(Z) . 

Considérons x et y chaînes de P, la chaîne xy amènera la 

machine de l'ensemble des états de départ dans un des états de Z si et - 
seulement s'il existe i 6 1 tel que x € Xi et y 8 V(i,Z). Nous avons 

ainsi une relation binaire dans P. Nous allons généraliser et étudier 
les propriétés de telles relations binaires. 

10.2 RELATIONS BINAIRES ENTRE ENSEMBLES 

Considérons deux ensembles V et V1 et une relation binaire R 

entre V et V' , c'est-à-dire, aRal est vrai pour certains éléments (a,at) 

du produit V x V' et faux pour d'autres. 

Soit W = { (a,al) 1 aRal 1.  



P ~ ~ ~ ~ o n  10.7. OH appel&& ddc~nposition de W (ou de RI,  une c k v d h n  
canptete A dewteeee  q u e V X ~  A, X = XI x XZ avec XI c V et X 2 C  V'. 

Etudions les propriétes des d&amgositions. 

Soient R(a) = {a' 1 aRal 1 pour tout a 6 V 

A n ,(a) pour tout A c V. R(A) = agA 

l)e inême nous introduisons les mêmes définitions avec la 

relatlon binaire inverse K.', &lln: t .  par a'X a - - - -  2 $aT. 

5- Soient R (a1) = i a  1 alR.'ar pour tout  a' 6, V '  

A .  * ,'(a1) pour tout A' C VI. RT(A') = ateAt 

R ,Avec les notations déjà utilisées, nous écrirons 1 A pour 
A 

U E(A) et a .(a), I ~ B  pour R(A), R ~ A  pour a~ ~(a) , RRB pour a6 
de façon similaire pour Rt. 

NOUS savons (cf. ORE (9)) que nous obtenons ainsi des 
A ^t correspondances de Galois : A + R(A), Al + R (A1) pour les sous-ensembles 
A A ~ A  -?-At 

des ensembles V et V' de plus on RR R(A) = R(A), R RR (A1) = Et(A1). 

Enfin, les clôtures de A et A' sont : 

r(A) = Rtii(~) et r+(A1) = I îRt (~ ' ) .  

Nous noterons parfois A pour r (A) . 

Nous appellerons f l'ensemble des parties closes de V. 

Soient P = {A / 3 x € V tel que A = r((x1) 1 

Q = {B 1 3 y E VI tel que B = 2(1~1)1. 



Etudions les propriétés d.es décompositions de R. 

L m e  70.1. S i  A a;t une dEcompar,Ltion de W ,  poun ;taut A E P eX 

B 6 Q ;te,& pue A c 8, il eeris;te xl x X2 B n tee que A c X 1  c 8. 

S o i t  A une décomposition de W e t  A € P, B 6 Q t e l  s  que 
At AcB. Alors  i 1 e x i s t e  a 6 V e t  b 6 V teelsque A = r(Ia1) eX B = R ((b}). 

t 
De a 8  AC^, on en t i r e  dR a ou, aRb, i .e. (a,b) 6 W. 

A e s t  une d i v i s i o n  complète de W, en t ra ine  q u ' i l  e x i s t e  X1 x X2 6 A 

t e l  que a E XI e t  b E X2. 

t 
De plus, x 6 XI, Y y E X2, (x,y) 6 W ou y R  x ; en p a r t i -  

i- - 
cul  ie r ,  pour y = b, on a  bR x. Nous avons donc Eal c X1 C B  ; en passant 

aux c l ô t u r e s  on a  c 3, CE. 

(C.Q.F.D.) 

Nous allons rattacher les décompositions de R à des sous- 

ensembles de parties closes de V. 

Q Q ~ i W o n  10.2, Un emmbRe E de pc#u%e~  d o a u  de V e ~ k  cikt 

satisfaisant 6 i  e;t hdmelz; t  ni p o W  ;tout A 6 P,  B 6 Q ;te,& pue 
A c B ~ e x i n ; t e X ~ ~ ; t & ~ u e A c X ~ B .  

L m e  10.2. E a;t aatingainawt h i  e.t heuRanent n i  La d ivb ion  

n = iz x a(%) 1 i E E} a 2  une décornpohiLLon de W. 

1 - S i  n = {R x R(x) 1 X 6 E} e s t  une décomposition de W a  l o r s  

par l e  lemme 10.1, pour t o u t  A E P e t  B E Q t e l s  que ici, i 1 e x i s t e  

X R(%) E a t e l  que A C %  C B  o r  f E E, donc E e s t  s a f i s f a i s a n t .  



2 - Inversement, soit E un ensemble satisfaisant et 
A = {% x ;()O 1 X 6 El. Nous devons démontrer que A est une division 

complète de W. Soient a ô V et b 8 V', (a,b) 8 W <===> aRb 

<===> a € R(b) 
^t 

<===> r({al) c R ({bl) 

2.1 Si (a ,b)€W, i l  existeX6Etel que 

ce qui entraîne rt({bl) c R(R) c &({al) 

par conséquent, b 8 R(X) et a 8 % ou (a,b) € RA. 

2.2  Si (a,b) 8 Ra, i l  existe 3 8  E tel que a 6  %et 

b € i ( ~ )  ou, b 6 lRz en particu l ier b 8 R(a) ou aRb 

et (a,b) 8 W. 

(C.Q.F.D.) 

CoiroUmhe 10.3. S i  A ut une dZcompos&on de W, E = {XI 1 3 XI x X2 E A l 

est saZih~ainavtt. 

CoiroUmhe 10.4. S i  A ut une décomposi.tion de W, & ciivAion deV  x V', 
- 
A = {XI x ;(XI) 3 xl x X2 e A l  est une dZcompoaLCion de W. 

La plus pet i te  décomposition de W correspondra donc au plus 

p e t i t  sous-ensemble sat isfaisant  de ?. 

Montrons que toute part ie  close de V se déduit des ensembles 



Soit C une partie close de V, i .e. C 6 f. 

soient K(C) = (A 1 A 6  P e t  A C C I  

A A 

1 -  Par définition RK(S) C C CIJC..) ; R ~ J ( c ) C  g ( C ) C  lRK(E). 

- 
2- Soit x 6 C ==-> x 6 r ( i x 1 ) ~  C or r({x}) 6 P donc 

r((x1) 6 K(C) 

ce q u i  entraîne C R K ( ~ )  d'où égal i t é .  

e t  donc y € ;r(ix}) = $({XI) = R(x) 

ou y E zRc = R(c) 

iz - 
e t  donc I K(C) C C(6) d 'où éga 1 i t é .  

4- y F W(C) ===, C ciit(iy!) or Wt(iy}) 6 Q 

donc izt({y}) € J(C) A 

or  y 6 Z t ( { y > )  e t  donc K(C9 c R~J(C)  

d'où égal i t é  

5- x e ZJ(,,) i.e. B e J(C), x E i? 

mai s v y E Iî(E), I î t (~y})  e J(C) 

At t 
e t  donc x 8 R ({y)) = R (y) 

R';'" 
donc x E 2 R(C) = ?E(E) = C 

donc IJ(J) C C  d'où égal i té .  

(C.Q.F.D.) 



Nous obtenons alors le lemme suivant sur la cardinalité des 

ensembles f, P, Q  et l'existence d'un ensemble satisfaisant fini. 

2 3 ,  1 - - = >  4 - I I  e s t  é v i d e n t  que 1 ===>  2, 1 ===-  

- Le lemme 10.5 montre que 2  -=- )a  e t  3 ===> 1 ca r  l e  nombre des 
I Q I  K(C) e t  J(C) e s t  respect ivement i n f é r i e u r  ou égal à 21'1 e t  2 . 

Montrons que 4 ===-  2. S o i t  E C  f, E s a t i s f a i s a n t ,  de c a r d i -  

n a l l t é  f i n i e .  

s o i t  D(A) = { C  1 C 8 E e t  A C  CI pour t o u t  A 6 P. On a  a l o r s ,  

pour t o u t  A 6 P, A C ID(A), de p  ius, pour  f o u t  B € J(A), A C E  ===> 3 C € E 

t e l  que A c C  C E  donc V B  6 J(A), 3 C 8 D(A) t e l  que C C B  

donc ID(A) c IJ(A) = A 

donc A = ID(A) 

l e  nombre dTensemb l es  D(A) e s t  i n f é r i e u r  à 2 I E 1 ,  donc P e s t  de c a r d i n a l  i t é  

f i n i e .  

(C.Q.F.D.) 



1 0 . 3  CAS PARTICULIER : F DE CARDINALITE FINIE 

Démontrons que dans le cas où F est fini, nous pouvons 

restreindre nos recherches à des sous-ensembles de F au lieu de f tout 

entier. Pour toute partie close C ,  i.e. C 8 F,  soient : 

u(C) = (A 1 A 8 K(C) et ~d A' 8 K(C) ,  si A C A '  alors A = A ' )  

v(C) = t B  1 B c ~ ( ë )  et V B1 € J c C ) ,  si B 1 c B  alors B = B I } .  

soit Z = {C 13 A E ~ ( ë ) ,  B E v(C) tels que A € u(B) et B € v(À)}. 

L m e  70.7. S i  f ut de c a h . d i w é  IjivLie, pauh t o u k  C Ê F, CZX pou& 

;tout A e K(C),  2 exinke A' 6 u(C) XQe que c A ' .  

- 
S o i t  6 F de card ina l  i t é  f i n i e ,  e t  A 8 ~ ( ë ) .  S o i t  % = A. 

Nous constru i sons une sui t e  d  '6  l éments de K(C) par récurrence. Supposons 
- 

que I f o n  a i t  Ak-l, 

A E K(C) t e l  que Ak 1~ A s f i  I e x i s t e  - f A = 
k - 

( Ak-l autrement 

Nous avons une su i t e  : GC À1 C . . . c xk . . . c E.  

- 
Nous avons de p l u s  : *k+l 

= (=-=> Àk € u(C) par d é f i n i t i o n .  

- - 
Enf in  A ~ + ,  = Ak en t ra ine  À = pour t o u t  p 3 k. 

P 

Comme F es t  f i n i ,  P e s t  f i n i  donc K(C) e s t  f i n i .  I l  e x i s t e  - 
donc k e t  k '  te lsque Àk = A k I ,  e t  par cons t ruc t i on  = Ak, pour t o u t  

P - 
p 2 min (k,kl) .  En posant A' = Àk, on a  a l o r s  , %C A ' C  E,  e t  i I 

ex i  ç t e  b ien A' € K(C) -te que A c A ' .  
(C.Q.F.D.) 



La propriété pour F d'être de cardinalité finie apparaît 
clairement dans cette démonstration. Donnons un contre exemple du lemme 

dans le cas où F est dénombrable. 

Soit V = N, ensemble des entiers positifs ou nuls. 

+ 
Soit V'= R , ensemble des réels positifs ou nuls. 

Soit la relation binaire : 

x € v, y 8 V', XRy <==-> xy 6 1 

1 1 pour tout x E V, R(x) = [O, ou l'ensemble des réels y tels que O I y 5 - 
X 

<---> 1 1 v v c  [O, u . - v 

1 1 <==-. u inf {- 1 v € CO, -11 = x 
V X 

et P = { C0,nl 1 n E NI, ou C0,nl désigne l'ensemble des entiers m tels 
que O < m a' n. 

Prenons pour 6 F, l'élément B = Kt(t0}) (O 6 R'). On voit 

que l'on a en fait B = N. Ceci entraîne K(B) = P. Cependant u(B) - @, car 

P ne contient aucun élément maximal, i . e . , pour tout A 6 P, il existe 
A' € P tel que 1 ; si A = CO,nl il suffit de prendre A' = [O,n+ll . 
Le lemme 10.7 n'est donc pas vérifié. 

Par la suite, nous supposerons toujours que F est fini. 



Lenme 10.8. Si F est  ain i . ,  pvuh Xout C E F, e;t powt Zout B 8 J(C),  
2 exinte B' 6 v(C) ;t& que B i  c B. 

Même démonstrat ion que c e l l e  du lemme 10.7. 

Les lemmes 10.7 et 10.8 entraînent alors le lemme suivant . 

So ien t  1 E P e t  B E Q t e l  que A C E .  Ceci e n t r a i n e  A E K(B).  
Par l e  lemme 10.7, i I e x i s t e  1' 8 u(Ë) t e l  que À CA'. Comme B 8 J(AI)  
i I  e x i s t e  B' 6 ~(1') "rel que B' C E  (lemme 10.8). 

supposons À1 G u(B' )  ; i I e x i s t e  A" B K(B')  t e l  que A I  5 A". 
Comme B ' c B ,  A" 6 K(B) e t  A' f$ u(B) ce qu i  e s t  c o n t r a i r e  à l a  d é f i n i t i o n  

de A' donc on a  1' 8 u ( B 1 ) .  

 ous savons l a c o n f i g u r a t i o n A ~ A ' ~ B ' ~ B  ( 1 1  

e t  l e s p r o p r i é t é s  1' 6 I J ( B 1 ) , B ' 6 ~ ( A 1 )  ( 2 )  

de ( 1 1 ,  comme E e s t  sa^ t i s fa isan t ,  i l  e x i s t e  C Ê E t e l  que A ' c C  

de (21,  nous en déduisons C € Z. 

Donc i l  e x i s t e  C 8 E n~ t e l  que À c C  CB e t  E n Z  e s t  

s a t i s f a i s a n t .  

(C.Q.F.D.) 



Dans la définition 10.2  d'a2 ensemble satisfaisant, la 

totalité des éléments de P et de Q a été considérée. Le lemme suivant 

permet de restreindre ces ensembles. 

L m e  70.12. E u;t aaLL&~aina&, clk cd ac?uReme& cl i ,  puut ;tau;t 

A € P, Ë 6 Q te!,! que A 63 u(B) cd B 6 v@), 2 e&;te 6 E ;tel que 
A c ë  cB. 

S i  E e s t  s a t i s f a i s a n t ,  l a  p r o p r i é t é  e s t  év îdente.  S i  E 

v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é ,  nous avons vu dans l a  démonst ra t ion du lemme 10.9, 

que pour t o u t  A e P, B Q t e  I s  que A c B, i I e x i s t e  A' e t  Ë'  t e  I s  que 

de 2 e t  de I 'hypothèse f a i t e  su r  E, on en dédu lt qu ' i 1 e x l  s t e  ë 8 E t e l  

que A' C C CE' e t  ( 1  1 n o n f r e  que I 'on a  a  l o r s  AC C cB. E e s t  donc 

s a f  l s f a i s a n t .  

(C.Q.F.D.) 

Le plus petit ensemble satisfaisant doit donc être recherché 

dans l'ensemble des sous-ensembles de Z qui vérifient la propriété du 

lemme 10.12.  

Soit G le graphe défini par G = { (Â,B) 1 A e u(B), B 6 v(A) 1 .  

A tout 6 Z, on associe p(ë) = { (A,B) I & K ( ~ )  ,BEJ(~), (A,B) B G l .  

Soit T = ip(C) 1 ë 6 Z).  

Par définition, T est un ensemble de sous-ensemble non vide de G. 



On dit que D(cT) est une couverture de G si G = RD. 

On dira encore que E(cZ) est une couverture de G si G = R~E. 

On voit que le lemme 10.12 revient à exprimer que E est satis- 

faisant si et seulement s'il constitue une couverture de G. La recherche 

du plus petit E satisfaisant est donc la recherche de la couverture minimum 
de (G,T). Ce problème se ramène au problème de Quine pour les fonctions 

booléennes. (cf. Wells (1 0)). 

10.4 PROPRIETES COMPLEMENTAIRES 

Etudions quelques propriétés des divisions de V ou de VI que y 

l'on peut déduire d'une décomposition de W. 

h 

Notons n une décomposition de W 

n = {xl 1 3 X 6 Â tel que X = X, x x2, xl C V ,  x~cV') 

a'= ( X  3 x B d tel que x = x x x ~ ,  xl CV, X~CV'I. 
2 1 

ut d i t e  sbparée à gauche, ni. lu d i v h i o n  A U t  aEpatrEe LX a i  kouk él&evLt 

d e  A pxovient d'un é l é m e n t  unique de i. 

Dé~inLtLon 10.4. Une décompoah%on d d'une h&ativn binuihe a u h  V x V' 
t U t  &e séparée à droite, h i  la d i v h i o n  A u k  aépatrée LX b i  touk éR&nevL;t 

t d e  A p.wvient d'un éeément unique de 2. 

A partir des ensembles P et Q définis précédemment, on peut 
construire des décompositions particulières de W. Considérons, d'abord, 

CI 

pour tout A O P, 4 (A) = ix / A = r ({xi) . Soit np = {((A) x S(A) 1 À 8 P, 

et i(A> # @ J .  



A 

L m e  10.1 3. A est une décomponLtion de W. 
P 

Nous devons en fait montrer que W =  RA^. 

Or (a ,al)  € W <=-=> aRal 
A 

<==-> a1 € R(a) = R({a)) 

<===> 3 A G P tel que al € 6(À) et A = r(ia1) 
A 

<=-=> 3 A G P tel que (a ,al)  ô $(A) x R(A) 

<===> (a ,al)  G uÂp 

(C.Q.F.D.) 

L m e  10.14. Âp est dépairée ir gauche. 

Considérons A et supposons que $ (A) = $(A1) . Par défi ni ti on P ' 
de P, i I existe x € $(A) tel que A = r(Cx)) ce qui entraîne x €$(A) = $(A1). 

Mai s a lors r({x}) = À 1 ,  ou A = A l .  On a donc R(1) = fi(A1) et enf i n 

((A) x i ( À )  = +(AI) x a(A1). Tout élément de Ap provient d'un élément 
A 

unique de Ap. 

De plus, si $(A) n $ ( A 1 )  # 0, i 1 existe alors x 6 $(A) n $(A1) 

ce qui entraine A = r((x1) = A' et $(A) = $(A1). 

(C.Q.F.D.) 

Etudions maintenant les propriétés de Âp vis-à-vis des autres 
décompositions de W. 

L m e  10.15. Si Â est une décomposLtion de W, powrXolLtX € â, 
x = X, x X ,  poiur Z O L L ~ Y  ô Âp, Y = y1 x y2, d i  x1 n y l  + @ d o m  



S ~ i e n t X E ~ e t Y E Â ~ t e l s q u e X ~ ~ ~ ~  # S ~ i t a € X ~ n ~ ~ .  

Pour tout a' 6 X2, aRa', c'est-à-dire a' 6 R(a) = R({a}). Mais Y G Âp 
A 

entraîne qu' i l existe A E P tel que Y, = @(K)etY2 = R(A) c'est-à-dire 
A = r({a}) et par suite i(({a}) = Y2. Par conséquent a' 6 Y2, ou X 2 C  Y2. 

(C.Q.F.D.) 

Nous obtenons alors successivement les théorèmes suivants. 

Théohème 10.16. Si ô emt une décampaniLion de W ;telle que @ & A deou 
t t A 6 Ap. 

t t 
1 -  Soit X2 € A . S i  X2 = @, pour tout Y2 € Ap, X2CYZeSi X2 # @, 

h 

i l  existe X 6 A tel que X = XI x X2 et par hypothèse, XI # @. 
A 

Soit (a,al) € X, alors (a,al) E W et i l existe Y 6 tel que 

(a,at) € Y (car îp décornposit ion de W) . Or Y = YI x Y2 et 

X, n YI + @ entraine X2 C Y2. 

7- h 

2- Soit Y2 € Ap. I l  existe Y G Ap tel que Y = Y1 x Y2. 
h 

Considérons = iX2 1 3  X 6 A tel que X = XI ;; " p-2 et 

x, Y, # Pl 

Par le lemme 10.15, RE$ C Y2. 
2 

A 

Par définition de Ap, Y1 # et Y2 # @. Soit a 8 YI. Pour tout 

a' € Y2, (a,al) € W, et i l  existe au moins un a'. I I  existe 
A 

alors X € P tel que (a,at) E X = XI x X2 et a € XI, a' E X2 

ce qui entraine X2 "Y . Ceci démontre que 
-t ensemble non vide de P tel que Y2 = RBy2. 

t t Par conséquent A 5 Pp. 

(C.Q.F.D.) 



t 
A 

CohokXahe IO.  17. Si ap eoX hnédondante, P - IGI, id que R(%) = @, 
ut Re plun pu% enamble aatindainant.  

t t t 
l A p l  = IP - {&,Il e t  l e  thgorème 1.12 e n t r a î n e  I A  1 z [ A p [  

A 

pour  t o u t e  décomposi t ion Â de W, ou 3 [ A i l .  Or pour t o u t  ensemble 

s a t i s f a i s a n t ,  I I  correspond une décomposi t ion de même c a r d i n a l i t é  de K. 

Donc c e t  ensemble s a t i s f a i s a n t  aura au moins a u t a n t  d 'é léments  que 

(C.Q.F.D.) 

Théohème 10.78. Si 2 est une décornpoa&ion aépm2e à gauche de W, 

t&e  que @ B A W nt, &e poaaède R e s  phophiété6 a u h a n t e s  : 

Remarquons, d 'abord,  qu'une décomposi t ion séparée à gauche 

e s t  o b l i g a t o i r e m e n t  une d i v i s i o n  séparée. De p l u s  pa r  cons t ruc t i on ,  n i  
t 

A n i  A ne con t iennen t  @. Pour l es  deux premières p r o p r i é t é s  nous u t i -  P P 
l i s e r o n s  donc l e  lemme 1.9. 

A A t t 
De p l u s  RA = RAp = M i  ; e t  du f a i t  que 0 $3 A @ B Ap, on a 

a l o r s  RA = Rnp. 

Considérons X = X1 r X2 8 Â. S o i t  a € X I .  Pour t o u t  a ' ,  

(a,al) G W s i  e t  seulement s '  i l e x i s t e  X '  t e l  que (a7a1) 6 X' ; mais 
A 

comme A e s t  séparée à gauche, cec i  e s t  p o s s i b l e  s i  e t  seulement s i  

X = X'. Par conséquent R(a) = X2 pour t o u t  a E X I .  S o i t  maintenant  

Y € Âp t e l  que (a,al) E Y, a l o r s  de Xl n y l  # @, pa r  l e  lemme 10.15, 

X2CIY2 e t  de p l u s  Y2 = R(a). On a donc en f a i t  X2 = Y2. 



En prenant a l o r s  n ' importe quel b 6 X on o b t i e n t  également 1 ' 
X2 = R(b) ou R(b) = R(a), c 'es t -à -d i re  r( ib}) = r(ia1) e t  par d é f i n i t i o n  

A 

de Ap, b E Y . Ceci démontre que X I C  Y, e t  X C Y .  Nous obtenons a i n s i  1 t l es  deux premières propr ié tés .  De p lus  pour -tout X E A , i l  e x i s t e  
t t t  

2 
Y2 € A p  Teel que X2 = Y2, c 'est -à-d i  r e  A c A  P ' 

-t A 

Inversement, s o i t  Y2 8 Ap ; i l  p r o v i e n t  d'un c e r t a i n  Y 6 Ap, 

avec Y = Y, x Y2. Y # @ en t ra îne  I ' ex i  stence d'un é Iément (a,a') 8 Y c W 

donc I  'ex i stence de X € Â t e l  que xl n Y, # $? avec X = XI x X2. Par ce qui  

précède, i l  s ' ensu i t  que X2 = 
t Y 2 ,  OU A p C  A t  ; d'où l a  t ro is ième p rop r ié té .  

(C.Q.F.D.) 

De même, considérons, pour tout E Q, iy (B) = {y 1 B = 6' } . 
Soit Â = { B  x iy(8) ( B € Q e t  B # (81. De l a  même façon que pour Âp nous 

Q 
obtenons les  lemmes e t  théorèmes suivants : 

Lemne 10.79. Â es* une décomponLtion deW. Q 

L m e  10.2 1 .  Si â es t  une décompooiLion de W ,  pouh *ou* X = XI x X2 € Â, 
pouh tou*  Y = Y, x y2 6 Z d i  xZ n y2 + dos X, c Y,. Q ' 

Théoilème 10.22. Si â es t  une décomposLtion de W t&e que @ @ A' & o u  

A 

Théoilhe 10.24. Si Â es t  une décompoai.tion népmée ù dtrode et W t&e 
t que @ f2 A UA  , e t l e  poddede L a  pilopkiétéa duhvanta : 



Ce chapitre nous a permis d'étudier le problème de décomposer 

une relation binaire entre deux ensembles V et V' de façon à la décrire 

par des produits cartésiens de sous-ensembles de V et V'. Dans le cas oit 

il existe une décomposition finie, nous savons comment trouver la décom- 

position comportant le moins d'éléments. De plus, Âp et Â sont les Q 
majorants des décompositions de W respectivement séparées à gauche et 

séparées à droite, qui ne contiement pas (d. 





XI. 1 

CHAPITRE XI 

RELATION BINAIRE ET LANGAGES 

Nous venons d'étudier quelques propriétés des relations 

binaires entre deux ensembles V et V'. Supposons maintenant que 
V = 19; x C l  ,ml et V1 = C* x C l  ,nl oii m ek n sont deux entiers positifs 

donnés. Rappelons que pour tout a = (x , i) € V ou V1 , a € C* , nous avons : 

De plus nous considérons 1 'application de V x V' dans Cl ,ml:x x C l  ,nl 
définie par : 

pour tout a = (x,i) 6 V, b = (y,j) e V 1 ,  a.b = (i,xy,j). 

Il est facile de voir que pour tout a 6 V, a' 6 V' ,  a 6 c*, on a : 

(am) b = a(ab) , que l'on peut noter aab. 

Considérons les langages Lij définis sur C* (L..c z*) avec 
11 

m n 
Posons L = ! ' .u {(i,x,j) 1 x € L. - 1  

1=1 ~ = 1  1 J 



X I .  2 

Soit R la relation binaire induite entre V et V' par : 

'L V a € V, 'd a' € V', aRal <===> aal 6 L. 

Etant données nos notations, si a = (x,i) , al = (y,j) il 
% 

est facile de voir que aRa' si et seulement si xy 6 Lij. 

De plus, pour tout a 6 V, a' 6 V', a 6 c*, aaRal <===> &>% a. 

Etudions l'influence des correspondances de Galois induites 

par R sur les transitions. 

Lme11.7. V A c V e X V a Z  C, fi(Aa) =R(A)/a. 

En effet y € fi(Aa) <===> V xa € Aa, xaRy 

% 
<==-> Y x € A, xRya (car  a = a 6 1) 

<===> Y. E R(A) 

donc W(A~) = W(A)/a. 

c o t r o ~ e  11.2. VA, B . V, v a  c C. A ~ C B  entm,ZrzeR(~) acii(~). 

A 

En e f f e t ,  A a C  B = = = >  R(B) c R(Aa) = R(A)/a 

A 

et W(B) c R(A)/~ ===, R(B) a c ;(A) . 

Par analogie, nous obtenons également : 

L m e  11.3. V A' CV', B a € z,W'(A1a) = St(A')/a. 

CoiioReaihe 11.4. V A 1 ,  B'CV', V a  6 C, A'acB' ===> at(B1) ~c;'(A'). 



La réunion des corollaires 11.2 et 11.4 donne alors : 

C o h o U e  1 7 . 5 .  V A ,  B C V , b n f  r ,  i ( ~ )  r c r ( B )  - - = ; > R ( B )  ~ c R ( A ) .  

Nous pouvons construire sur R tout ce qui a été défini dans 

le chapitre X. 

Notamment P = {A 1 3 x C V tel que À = r((x1) 1. 

Considérons pour tout À e P, 4(A) = Cx 1 A = r ( ix l )} .  

Soit np = {.m(À) 1 À c P et R(A) + (31. Notons que le seul 

élément de P qui puisse ne pas donner lieu à un élément dans ap, i.e., 
R(A) = @, est unique par les propriétés de clôture. 

Lemne I 7.6. np edC une d i u i ~ i o n  A ZpahEe nég&.Lète de V. 

1 -  @ e s t  séparée : lemme 10.14, P 

2- S i  xa E R o ,  avec x 6 V e t  a e I, i l  e x i s t e  À 6 P t e l  que 

xa E +(A) e t  &A) + p) ou encore ~ ( x a )  + g. s o i t  y ô ~ ( x a ) .  
A l o r s  xaRy = = = >  xRya (a=$ c a r  a € L) e t  R(x) @ Mais 

~ ( { x i )  € P e t  x 6 +( r ( ix l ) )  € np ou x 6 Rnp. 

3- np e s t  régu i i è r e  : Supposons @(A) a n ((A1) f $3 avec 

+(A),  +(At) a A,, a E I. I I  e x i s t e  x c @(A) t e l  que x a  ô +(Af) ,  

pour f o u t  y e 4 (A), A = r  ({y)) 

o r  R(+).J) = R({y~)/a  par  l e  lemme 1 I . I  

= Iî(A)/o puisque y ô +(A) 

= E(txl)/a puisque x 8 +(A) 
A 

= R((xa1) pat- l e  l emme 4 1 - 1  

= i I ( i i 1 )  pu i  ;que xa B +(A') 

Ce qu i  entraTne If = r ( { y d )  e t  ya 6 @(A1) 



Par conséquent 9 (A) cl c @(A'). 

Comme A est une division séparée et vérifie xa E RA ===> X€RA~, P P 
le lemme 6.5 montre que A est régulière. P 

(C.Q.F.D.) 

Considérons F = {A 1 € P et (h,j) € R(A)I c dp. 
j 

Soit 6p = {F. 1 j € [l,nl}. 
1 

 et^ = U $(Alce qui entraine r(np,sp)=~~ 1 j E [I,nI} 
4 ,F % 

j 
(C.Q.F.D.) 

Considérons la règle d'équivalence sur V, x .i, y si et 

seulement s'il existe A € P tel que x, y € @(A). 

Le lemme 11.6 montre que nous avons bien la règle d'équivalence, 

car dpU{V -RAp} est une partition. 



x 2. y <--=> i l  e x i s t e  A 8 P i e l  que n, y 6 $(A) 
- 

<=-=> i l exî s-be A ô P tel que r( ix))  = A = r ({Y)) 

c l = - >  r (Cx}) = r (fyl) 

===> R(ix1) = R(iy}) 

< = = = 3  RCX) = R(y). 

(C.Q.F.D.) 

Appliquons l'algorithme du chapitre VI11 à Ap et Sp, nous 

obtenons une suite de partitions de np (ou de P) nl ... n ... n 

Regardons ce que sont les ensembles V(r,i,Z) définis au 

chapitre IX. 1 correspond ici à P. 

Pour tout F. 8 Sp, 
J 

v(~,A,F~) = { y  1 y = al . . . a s s r et il existe s ' 

$,, ..., <, A e P tels que î$ = A, As F F 
q j 

4 (Aq-, 1 ac+(A ) pour tout q = 1,***, s} 9 

Soit x F + (A) , y 8 c;? tel que 1 y 1 ,< r (longueur de y 6 r) . 
Alors y € v(~,A,F.) <----> xy E LM < = - = >  x(y,j) E L 

J 

- 
OU encore y 8 V(r,A,Fj) <===> CY,~) e C d  



Par l e  théorème 9.2: comme A e s t  séparée e t  ne contient pas P 
@ (car pour tout A 6 P, il existe x G V t e l  que A = r((x1) e t  x ô $(A)) ,  
pour tout r s O e t  À, A' E P, il existe Zr 6 o r  t e l  que A, 1' ô Zr s i  e t  

seulement s i  pour tout F .  6 s ~ ,  v(r,À,F .) = v(r,A1 , Fj) . 
J J 

Soit x 6 $(A) e t  x' ô $(A1), pour tout r 2 O, y 6 Ci? t e l  que 

/ y !  s r, pour tout F 6 sp, y 6 v(~,A,F.)  <==-> 
j 

y 6 v(r,A' , F ~ )  
J 

OU encore (y, j) € R(x) <===> (y, j) 6 R(xl). 

Ceci étant vrai pour tout j € Ci ,nl , r s O, y 6 t e l  que l y l  s r,  on a 

donc R(x) = R(xl) e t  x x l .  I l  existe alors À" 8 P t e l  que x, x' 6 $(A"). - - - 
Corne a es t  séparée, A = A' = A" P . La part i t ion de hp, nr t e l l e  que 

TI = n est  t e l l e  que chaque élément de TI contient un e t  un seul élément r r+i  r 
de ap. Donc r (a , n ) = Ap. Par l e  théorème 8.7, toute division régulière P r 
séparée A '  t e l le  que RAp = R A  ' e t  qu' il existe une division de n ' , 6 ' 
t e l l e  que r )  = r(np,ôp) e s t  une sous-division de l a  plus grande sous- 

division séparée régulière de r(Ap,n) où n e s t  l a  plus grande sous-partition 

de sp U ($1. Or i c i  on vient de voir que cet te plus grande sous-division 

régulière séparée de r(ap,n) é t a i t  précisément A donc ni f dp. Par l e  P 
théorème 1 .12, 1 A '  1 s 1 A 1 . Nous obtenons l e  théorème suivant : P 

Théoxhe 1 1 . 9 .  ap en* La plw giiande divOion hég&Me aépmée i&e 

q u ' i l  eeris.te une d i v h i o n  ap de np &&Le que r(ap,sp) = iLgj  1 j 6 Cl ,nl}. 

S i  P e s t  f i n i ,  Inpl e s t  f i n i ,  o r  c ' e s t  une d i v i s i o n  r é g u l i è r e  

qu i  correspond donc à un automate f i n i  qu i  ne peu t  r econna i t r e  que des 

langages r é g u l i e r s .  Inversement s i  l es  langages s o n t  r é g u l i e r s ,  on s a i t  

que I l o n  peut l e s  r e c o n n a i t r e  pa r  un automate f i n i .  I I  e x i s t e  donc une 

d i v i s i o n  r é g u l i è r e  e t  séparée A '  de c a r d i n a l i t é  f i n i e  e t  une d i v i s i o n  de 



A I ,  6 '  t e l l e  que r(d',S1) = T ( A  S ). A lc rs  LI' 3 Ap et Inpl $ / A ' /  donc P' P 
P e s t  f i n i .  

(C.Q.F.D.) 

Nous pouvons construire les mêmes éléments avec Q ; la 

dualité des correspondances de Galois entraînera les théorèmes similaires : 

soit Q = {Ë 1 3 y 6 V1 tel que Ë = Rt({yi)>. 

Considérons pour tout Ë G Q, +(B) = {y 1 B = kt(iy})).  

soit n t  = B 1 B 6 Q et E i( @>. Q 

Lemne I 1 . 1 1 .  n t  en* une chhis ion népmée fiéglLeiehe de V1 . 
Q 

t 1 -  A e s t  séparée : lemme 10.19. Q 
t 2- S i  ya 6 R A  avec y 6 V h e t  a 6 C ,  i l  e x i s t e  B C Q t e l  que 
Q t 

ya 6 $(B) e t  B # $3 ou R '  (ya) # @. S o i t  x € R (ya). Alors  
t '-b t i yaR x - - - -  xRya --=> xaRy (car  a = a 6 1) ou yR xa e t  R (y) # $3, 

mais R'(~)  = 6t({yl) 6 Q e t  y 8 j ~ ( k ~ ( { ~ l ) )  6 n t  ou y 8 Rnt  Q Q ' 

t 3-  a est- régu I i è r e  : Supposons $(B) a n $(Gy + $3 avec + ( B ) ,  
Q 

$(Ë1) BA:, a 6  1. I I  e x i s t e y 6  ~ ( 8 )  t e l  que yr E $(Et) .  

pour t o u t  z E $(BI, . B  = Rt({z?) = 

^t ~t 
o r  R ( ( ~ a ; )  = R (Cz?)/a lemme 1 1 . 4  

^t 
= - R  ({yl)/a 

=  al) lemme 11.4 

= Ë 1  puisque ym 6 $(BI) 



ce qu i en-trai"ne za C $ ( B r )  e t  par  conséquent $(B) a c $(BI). 

i- 
Comme A e s t  une d i v i s i o n  séparée e t  v é r i f i e  ya € RA+ e n t r a i n e  Q 
y E RA+, l e  lemme 6.5 montre que A' e s t  régu l i è r e .  

Q 
Q Q 

(C.Q.F.D.) 

t Considérons F: = té 1 B F Q et (A ,i) & B} , A . 

Soit S~ = {F: 1 i c [l,ml}. Q 

(y,j) c L~~:; < y = = >  F c L~~ <== :>  (i,F,j) L 

<===> (t,,i) R (y, j) 

A t  
:-=> (A ,i) € R ({ (y, j) 1 )  

: = =  R y ,  j 1 E F i i 

(C.Q.F.D.) 

+ En considérant la règle d'équivalence sur V I ,  x % y si et 

seulement s'il existe B C Q tel que x, y € $(B), nous obtenons de la 

même façon que le lemme 11.8 : 

De même, nous obtenons le théorème suivant similaire au 

théorème 11.9 : 



Théokème 11.14. at es* lu p h  ggnande divhioî gnYgdièke séptée L&e 
Q 

qu'il eexiste une divhion ai de nt $elle que Q Q 

Les propriétés définissent les ensembles P et Q puisqu'ils 
sont associés à des graphes simples bien définis une fois L défini 
(chapitre IX). Sur les divisions A; et A nous n'aurons pas des propriétés Q 
aussi fortes. Cependant on peut montrer qu'elles sont régulières. 

L m e  1 1 . 7 5 .  A; u.-t une divAion néguliène de V' . 

t 
1 -  Supposons qu ' î  l e x i s t e  une s u i t e  d 'éléments de Ap, x0,* ,xq 

t e l s  que - (A,k) 6 %, Xn = X 

- a  €T(X X.) pour t o u t  j = l ,  ..., q. 
j j-1' J 

I I e s t  é v i d e n t  a l o r s ,  pa r  d é f i n i t i o n  de T, que (a ... a ,k) € X. 1 9 

2- d nversement, supposons (a . . . a ,k) € X avec 1 " j € c ,  k 6 [l,nl, 
t 9 

X û Ap. On a  donc À € P t e l  que X = fi(A). S o i t  a E ) On a  

;(A) = K(ia1) = R(a), ce qu i  e n i r a i n e  aR(o  . . . a ,k). De p lus ,  1 9 
h 

pour t o u t  r = 0, . . . , q-1 ,au,, . . . a R(al . . . a ,k) . Comme Ap r+l r 
e s t  une décomposit ion de R (Eemme 10.139, pour t o u t  r = O, ...,q- 1, 

i I e x i s t e  Y 6 Pp t e l  que (aa .. . a ,k)) 6 Yr. Posons 
- 9 r+l 

Y = $(A) x R(A). Comme x # @, Y E Âp.  Pour t o u t  r = O ,..., q, 
9 9 

t Y r = xjr) xZr)avec XI') û np, xir) F A ~ .  pour t o u t  r = 1,. . . ,q, 
x .ar n x # @ pu i sque i i n t e r s e c t i  on c o n t i e n t  aa 

q' *ar+l *arw 
Comme A e s t  une d i v i s i o n  séparée r é g u l i è r e ,  c e l a  e n t r a l n e  P 

(r-l) e t  par  l  e  co ro  I I a  i r e  1 2 K X ~ '  a r c  ii(xFr)) xir) a r c  x1 
e t  par  d é f i n i t i o n  des c l ô t u r e s ,  xir-') ar C xir) ou arc T (Xz Cr-1) 'X2 (r)) . 



' (O) ... ~ $ 4 )  t e l s  que : On a donc une s u i t e  d 'é léments  de Ap, X2 

(01 Cq) = x - ,k) E X2 , X2 

r C r - ' ) ,  x i r ))  pour r = 1 ,  . . . , q - -  ct 6 T(X2 

La d i v i s i o n  A; e s t  donc régu l  i è r e .  

(C.Q.F.D.) 

De même : 

L m e  1 7 . 7 6 .  A es2 une d i v h i o n  h é g d ë h e  d e V .  Q 

Ces deux lemmes nous conduisent aux définitions suivantes : 

D é d i W o n  1 1 . 1 .  Soient B I C V ,  B 2 C V 1 ,  B = B 1 x B2 et A une décomposLiAon 

de Rn c V x V I .  La ;tnamA/tion de B à A es;t R1appfica;tion de a dam PZ dédinie 

D é ~ i f i o n  i i .2. Soient A, et A 2  deux décompositiom de RA, et Rn2 a u -  
p,:c.tivement, 6ou-emmbles  de V x V ' .  Les Z tami t iom de nl  à n2 sont 

l ' e ~ e m b l e  d e s  fiamA/tioah de chacun d e s  Elbe& de al à n2. 

Elles peuvent être interprêtées comme une application 

T : A l  x A 2  + Pz. 

Ué~i&on 7 7 . 3 .  Une divhhon A de V x V '  a k  dike régulière s i  

7 - c' une décomposition de RA 



2- p o u  XvLLt Y B A, Y = XI X2, OU encoke Y = XI (Y) x X2(Y) 

- (a1 . . . a ,k) 8 XI(\) ni et seulement ni 2 e u h X e  une nuite 
9 

d'éeéments de a, Yo, ..., Y ,telle que : 
9 

- a E T(Y Y.) pouh j = 1, ...,ci 
j j-1, J 

- (ai . . . , k) E X2 (Y) ni et n eulement ni 2 ezidte une nuite 
9 

d'éléments de A, Yo, ..., Y telle que : 
9 

Nous avons alors le lemme suivant : 

h 

Pal- l es  lemmes 11.6 e t  11.15 pour AD e t  les  lemmes 1 1 . 1 1  e t  
* 

h 

11.16 pour A, : dans la démonstrat ion du lemme 11.45, nous avons I m p l i -  
J. 

A 

c i tement  u t i  l i s é  T(Y,Y1) avec Y, Y' 6 Ap. 

Ce chapitre nous a permis d'associer à un ensemble de langages 

L.. une relation binaire entre deux ensembles V et V' .  Nous avons montré 
1 3  
alors que les ensembles P et Q des parties closes de V, associées à cette 

relation binaire dans le chapitre X, correspondent aux plus petits automates 

déterministes reconnaissant respectivement i L , . 1 j 6 Il ,nl 1 et 
bJ 

{ L ~ ~ J  i i 81 ,ml 1 : Nous avons montré la dualité existante entre ces deux 

divisions de V et de V' respectivement, qui nous a amené à considérer des 

divisions régulières de V K V', qui tient compte de cette dualité. 





CHAPITRE XII 

FERMETURE D'UN AUTOMATE 

------- 

Nous allons faire ici une étude semblable à celle faite dans 

le chapitre VI, c'est-à-dire que nous considérerons une application de 

l'ensemble des automates définis sur V, V' et les divisions régulières 

de V x V' .  

Un automate est un quintuplet M = <c,I,f,S,G> 

- c est l'ensemble des lettres de l'alphabet d'entrée, fini 

- 1 est l'ensemble des états, non nécessairement fini 
- f est une application de 1 x 1 dans Pc 

- S est une division de 1, 1.e catalogue des états de départ, 

on posera 1 SI = m et on supposera @ &' S 
- 6 est une division de 1, le catalogue des états de sortie, 

on posera 16 1 = n et on supposera @ 6? 6, 

Nous posons V = x Cl ,ml et V' = c* x [l ,nl . 

De cet automate, nous pouvons construire deux diagrammes de 

position : D = < c , I , f , S >  et = <~,1,$,6> 

où i , )  = f(j,i) pour tout i, j 6 1. 



D é ~ i n W o n  1 2 . 1 .  L ' é v è n e m e n t Y i d ' u n e t a t i d ' u n a u A : o m a t e M $ ~ q u e S  

e.t s ne h o n t  p u  v i d a  cd ne con;tCennent p u  L' emmbLe vide a$ 
Yi = XI (Yi) X X2 (Yi) où : 

- X1 (Yi) es t  L1 évènement de L ' etat i dam l e  dutg~nmne de po6x;tiam 

D6M) (donc now-ememble de V I .  

- x2Ri) es$ L1 évènement de P'~ZaX d a u  Le dulgiuwme de po6A;tian~ 

8 0  (donc now ememble di. V Y ). 

Considérons i(M) = {Yi i € Il. Remarquons que lÂ(M) 1 r III. 

On dira que M est simpZe si Yi = Y - entraîne i = j pour tout i, j 8 1. 
J 

A 

Lemne 7 2.1. A(M) at une d i v a i o n  hég&i.&e de V x V' . 
A 

1 -  n(M) e s t  par d é f i n i  f i o n  une décomposition de RÂO. 

2- S o i t  i ,  -j 8 1, ci 6 f ( i , j ) .  ( S i  a n ' e x i s t e  pas, f ( i , j )  = @cT(Y. Y . ) ) .  
1' 3 

Par d é f i n i t i o n  de l'évènement d'un é t a t  dans un diagramme de posi-  

l i ons ,  V a € X I O i )  , au E X (Y.) ou X1(Yi) ~ c X  (Y ) 
1 1  1 j 

OU a € T(Y. ,Y . )  e-t f(i , j]C T(Y.  ,Y . ) .  
I J  1 3  

3- La dérnonç%ra%lon du lemme 6.8 montre a l o r s  les p rop r ié tés  2 e t  3 
A 

des d i v i s i o n s  r é g u l i è r e s  pour A(M) e " r 0  e s t  une d i v i s i o n  régu- 

l i è r e  de V x V'. 

(C.Q.F.D.) 

Inversement, montrons qu'à toute division régulière de V x V' 

correspond un automate. 



L m e  1 2 . 2 .  Powt X o l L t e  d i v A i o n  hEguRi2,t.e i, iR. exd;te. un aLLto~a;te M 

tee que 8 = Âp). 

Soit A une division régulière de V x V I .  Soit 1 un ensemble 

de cardinalité égale à !il, et @ une bijection de 1 sur Â. 

Soit M = -;Z,I,f,S,G> tel que : 

- f ( i , j )  = T ( @ ( i ) ,  @( j ) )  pour tout i, j € 1 

- S = tSk 1 S, = i i  1 (A,k) € Xl(@(i)) l ,  k € [l,mll 

- 6 = { a k  S~ = {i 1 (n,k) s X,(+(i))l, k s [ I ,n l l  

La démonstration analogue au lemme 6.10 montre alors que 
A A 

A = A(M). 

(C.Q.F.D.) 

Considérons Â une division régulière de V x V I .  RÂ définit  

une relation binaire entre l es  éléments de V x V f ,  R i  : 

Elle possède l a  propriété suivante : 

Posons x = a ... a avec a € C pour tout j = 1 ,  ...p. 1 P j 

1 - &zaf entraîne q u l  i I exi ste Y 8 tel que (ax,af) € Y. 

c XI (Y) <=z= '  1 I existe Y ..., Y tel que O' P 

- a F X1(Yo) , Y = Y 
P 

Y.) j = 1 ,. . . ,p. - a j  "(yj-l, , 



(ax,al) 8 Y e n t r a î n e  qu'une t e l  l e  s u i t e  e x i s t e  e t  a l o r s  
% 

(a,alX) E Yo, OU aR-a'x. a 

% 
2- l nversement s i  aR-a'x, a l  o r s  i l e x i s t e  Y' € Â t e l  que (a,alX) 6 Y' A 

Z 
a'x € X2(Y1) <===' i l  e x i s t e  Yb,  ..., Y' t e l s  que 

P 

- a  €T(Y1 Y' ) pour j = 1 ,  . . . , p  
j j '  j-1 

% 
(a,alx) 8 Y' e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  d'une t e l l e  s u i t e  e t  a l o r s  

(ax,al) € Y6 ou axR~a' 
'-u 

et. on a  b i e n  %a' c - - ->  aR -alx. n 

(C.Q.F.D.) 

A 

Posons LA = lagr 1 aR-,a11. 

î, L m e  12.4. aRaaal .==-> aa' L$. 

'L 
En e f f e t , p a r  d é f i n i t i o n  s i  aRAal, a l o r s  aa' E LE. Inversement, n 

% 'L 
supposons &' € La ; a lo r s ,  a = x , i ,  a' = (y,j) e t  aal = ( i , ) .  I l  

% 
e x i s t e  b e t  b' t e l  que b = (u,i), b' = (v,j), bR*bl e t  u? = xy. Ceci a 
e n t r a î n e  : 

'L % 
1 -  s o i t  u = xf, y = fv au y = v? 

OU encore b = af, a' = b'2. 

De bRabl, c 'es t -à -d i re ,  aaAbl, par  l e  lemme 12.3 on o b i i e n t  

a%bl?, c 'est -à-d i r e  aREal. 



2i 2i 
2-' soit x = u f ,  v = fy ou v = yr ou encore a = bfqb' = a'?. 

De bLbl c'est-à-dire, b%al?, p a r  le lemme 12.3 on obtient a 
bf%a',clest-à-dire %a1. 

(C.Q.F.D.) 

Posons LEij = ix 1 (i,x,j) E La) 

A = {XI (Y) 1 Y F 81 division régulière par la 
propriété 2 de la régularité de 8 

Soit k 6 Cl,nl 

(x,i) e RSk <===, 3 Y € 8 tel que (x,i) F XI (Y), (n,k) 6 X2(Y) 

<===> ((x,i), (A,k)) e Rfi 

<===> (x,i) Ra(A,k) p a r  définition 

<===> (i,x,k) € Lfi lemme 12.4. 

<=SE> (x,i) C La p a r  définition 
@k 

(C.Q.F.D.) 



Considérons un ensemble de langages Li , i 6 [l ,ml , j E [I ,nl 
avec les notations précédentes, posons no = L 1 j C [l ,nl}. 

Théonhe 7 2 . 6 .  Une d i v h i o n  ~EguRiQrte 8 é;tavLt donnEe, eX M un u&omcl;te 

t& que = 2, M ama pow compohtment do, 6 i  et  dem ment 6 i  H ent 
une décomposhtion de lu eatieeaLion binaite indu& pm ten langagei Li 

( c h a p h e  X I ) .  

S o i t  R l a  r e l a t i o n  b i n a i r e  i n d u i t e  par  l e s  langages L i j  ' 
s o i t  L = (i,x, j) 1 x 6 L. -1. Â e s t  une décomposi t l o n  de R s i  e t  seulement 

1J 
s i  Ra 2 R, ou s i  e t  seulemeni s i  L a  = L (lemme 1 2 . 4 ) .  ou s i  e t  seulement 

s i  Laij = Li j pa r  d é f i n i t i o n ,  ou encore s i  e t  seulement s i  r(d,6) = A 0 ' 
(lemme 12.5.1, c ' es t -à -d i r e  e n f i n  s i  e t  seulement s i  M a pour comportement 

(C.Q.F.D.) 

12.2 FERMETURE D'UN AUTOMATE 

Considérons maintenant un automate M = <c,I,f,S,G>, nous 

construisons un automate sur les mêmes ensembles 1 et C, obtenu de M 

en rajoutant à f ,S, 6 le maximum d'éléments sans changer le comportement 
de M. Un tel automate induit une relation binaire entre V et V' qui 

possède les propriétés du chapitre XI. 

- 
6 = {ZK 1 Zk = (i ( (n,k) B kl(yi)l poun 2ou.Z k 6 [l ,nll 

avec m = I s (  e,tn = 161. 



X I I .  7 

( i , )  = T(R'x,(Y~), k'x (Y ))  poUh t o u t  i, j 6 1 
2 j 

s ' = 1 $ = i i  1 ( ~ , k )  F Iî'x2(yi)} p o m  *ou* k e [1,m11 

s ' - - i~i  1 61: = {i j ( ~ , k )  F Etx2(yi)} p u a  *ou* k E [ l ,n l i .  

Démontrons l e s  propriétés qui permettront de vér i f ier  que 

nous avons conservé l e  comportement de l'automate. 

S~ c S; c èk p o m  * o u t  k e ri ,ni . 

I I e s t  c l a i r ,  en e f f e t ,  que pour t o u t  i 6 1, X2(Yi)C kl(Yi)  

donc 

x1 (Yi) atr;tl PX, ( Y ~ )  

ce  q u i  démontre l a  première p r o p r i é t é .  

On a auss i  

ce q u i  démontre l a  deuxième p r o p r i é t é .  

(C.Q.F.D.) 

L m e  1 2 . 8 .  f ( i , j )  C f ( i , j )  n f t ( i , j )  p o m  t o u t  i, j 8 1. 

S i  a G f ( i , j )  nous avons a l o r s  X (Y ) a C X  (Y ) e t  1 i 1 j 

X (Y.) a CX2(Yi). 
2 7  



Par l e s  co ro l  l a i r e s  11.2 e t  11.5 l a  première r e l a t i o n  e n t r a i n e  

a 63 f ( i , j ) .  Par l e s  c o r o l l a i r e s  11.4 e t  11.5 l a  deuxième r e l a t i o n  e n t r a i n e  

a G f f ( i , j ) .  

(C.Q.F.D.) 

Notons 7 les éléments de $(m et Y' les éléments de fi@') . 

x, (Yi) c x2 (7;) c RRtx2 (Y,) . 

La démonstrat ion se f a i t  pa r  i n d u c t i o n  mathématique su r  l a  

longueur des chaines : pour  t o u t  a  I V  (ou V ' ) ,  a  = (x,k) avec x 6 F k ,  

on pose la  longueur de a, ou la1 = longueur de x ou 1x1 . 

Hypothèse d1  i n d u c t i o n  : pour la1 = p,si a  € X1 (Yi) a  l o r s  aCX (y.) 1 1  

s i  a  6 x, (Ti) a i o r s  a&'kl v2 
pour t o u t  i G 1. 

Par l e  lemme 12.7 nous voyons que l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour 

p=O. Supposons-la v r a i e  pour  p=q e t  considérons i € 1, a  € X (Y.) avec 1 1  
la1 = q+ l .  A l o r s  a  = a'a,  avec l a ' l  = q. 

I l  e x i s t e  a l o r s  j € 1 t e l  que a' € X (Y.) e t  a  € f ( j , i ) .  
1 J  

Par hypothèse, comme l a ' /  = q,  a '  € X (Y.). 
1 1  

Par l e  lemme 12.8, a E ?(j , i)  donc a ' a  6 xl(Ti). 



Supposons maintenant  a 6 X (Y.) a\:ec la/ = q+l . i c i  encore 
1 1  

a = a'a avec la1l = q e t  i l  e x i s t e  j 5 i t e l  que al R X. (Y.) e t  a E f(j,i). 
J 

Par hypothèse, comme la1 1 = q, a' 8 fith (Y.). 
1 1  

Par d é f i  n i  t i o n  de ( j  i) , fiik (Y .) . a C  Rikl (Yi) e t  
1 J  

ala s fitikl (yi). 

La p r o p r i é t é  e s t  donc v r a i e  pour t o u t  p. 

La même démonstrat ion e t  l e  c o r o l l a i r e  11.5 démontrent que 

nous avons l e s  au t res  p r o p r i é t é s .  

(C.Q.F.D.) 

Ce lemme démontre alors la propriété suivante : 

Les deux opérateurs sont idempotents, ce qui justifie llappella- 

tion de fermeture. Le lemme 12.9 montre en effet que pour tout i, j € 1, 

=tt = fit. et donc fi = fi, M 

Cette étude montre que tout automate de comportement donné est 

homomorphe à un automate directement issu d'un sous-ensemble de l'ensemble 

des parties de V (ou de V1) closes par rapport à la relation binaïre induite 

par le comportement. 





XIII. 1 

CHAPITRE XIII 

RECHERCHE THEORIQUE DE L 'AUTOMATE MINIMüM 

Pour cette recherche, or1 salt que l'on peut se restreindre à 

l'ensemble des parties closes de V, f,(ou de VI) par rapport à la relation 

binaire induite par ILS langages [cf. 3" partle, chapitre XII). Démontrons 

que l'on peut se ramener à un sous-ensemble de l'ensemble des parties clo- 

ses de V. Nous supposons f de cardinalité finie. 

A t i : .ü t  sous-ensemble de F ,  soit E, on peut associer un automate 

T étant la fonction de transition des éléments de E. 

S = {Sk 1 Sk = te  1 E F E et (A,k) € Cl pour tout k 6 [I,mll 

a = {sk 1 sk = ië 1 C 6 E et (n,k) 6 K(ë91 pour tout k B [l,nI}. 

A h 

A E peut donc être associé a@) - a(M[E) j . 

Nous noterons XI (C j X2 [C j 1 ' évènement de 1 'état B E dans 
l ' automate M (E) . 

Considér~r~s Zl = iC 1 3 A € K[C) tel que B B v[A) si ii c C 
alors B = CI- 



XIII. 2 

Remarquons que P c Z, . 

Lemne 13.7. S i  Â(E) e a X  une décomponiXLon de ûr ir&at*on binaoie R, 
A 

A(E n Z,) e a X  u n i  une décomponifion de R. 

Notons XI (C) ' x2(C) I 'évènement de I ' é t a t  E 8 E dans I ' a u t o -  

mate M(E) e i  Xi (C) ' x~[C) l 'évènement de  I ' é i a t  C € E n Z, dans I ' au tomate  

M(E n z,) . 

I I e s t  é v i d e n t  que pour  f o u i  C D E nZ,, X i  (c) x X1(c) c 2 
X, (Cl x,(c) e i  donc ~ i ( ~ n  z l )  c RÂ(E). 

M ~ r i i r ~ d r i s  d ' a b o r d  qu 'un  a en f a  i t XI (c) = X i  (c),  p a r  i n d u c t i o n  

s u r  l a  longueur  d e i  cha lnes  : 

hypothèse d ' t i d u i t i u r  : pour t u ~ i i  C F Enz,, pour  t o u t  a € V t e l  que 

/al = p, s i  a 6 X, (C) a l o r s  a E xi(c) .  

Ceci eii v r d  pour p=O, pdr d é f  I r i ~ t  ion de M(E) e t  de  M(E n Z 1 ) .  

Supposons- l a v r a  l e  pour p=q e t  cons i déror is  C € E n Z ,  e t  a 6 XI (6) t e l  que 

la1 = q+1. A l o r s  a = a'a avec la ' i  = p. I I e x i s t e  a l o r s  C '  € E t e l  que 

a' € ~ ~ ( 6 ' )  FI i fi ~ ' [ c ' , ? ) ,  

a- s i  C '  € Z , ,  posons Cl1 = C '  . 

I I e s t  c l  a i r  que X I  (c') C C '  (une  d é m o n s t r a t i o n  a é t é  f a i t e  dans 
- 

l e  lemme 12 -91 e t  donc 1 € K(C ') . r i  h! Z, 

3 B 6 B[A) t e l  que B c C t .  
f 

s o i t  b 8 $ ( B ) ,  (al ,b)  €W. 



Comme $(E) e s t  une décomposi t i on de W par  hypothèse, i l  

e x i s t e  C'' E E t e l  que a '  C ~ ~ ( ë " ) ,  b E: ~ ~ ( c ' t )  c-K(C1) ce qu i  e n t r a î n e  

Comme iS E v(A), pour t o u t  B' E v(À), s i  Ë' C C f '  a l o r s  
- 

8' c Ë e t  Ë = B' ou E" = B' . Donc C" C Z1. 

De p l u s  Ë c C'  en t ra rne  C'' C C ' ,  e t  comme a 6 T(C' ,C) , 
I 

a 6 T(C~~,E) .  

Dans t ous  l e s  cas, i I  e x i s t e  Cr'  G E Z1 t e l  que a '  C X1 (C") 

e t  a 6 T(S~~ ,C) .  Par I 'hypothèse de récurrence, la' 1 = q e n t r a î n e  a16Xi (Cf') 
e t  donc a ' a  = a 6 xi (E) , avec 1 a l  = q+1. La p r o p r i é t é  e s t  donc v r a i e  pour 

l 
t o u t  q e t  Xl (C) = X i  (E) pour t o u t  E B E n Z1. 

S o i t  maintenant  (a,b) 6 R$(E) ou b = (x,k), e t  

( 0 ) )  6 Rfi(E). 

Posons A = r ({a X I )  e t  8 = Rt({ (n ,k) l ) .  

5 8 J(A) e t  i I e x i s t e  Ë' 6 v(A) t e l  que B'  C B (lemme 10.8). 

S o i t  b' ô J I @ ' ) ,  (&,bl )  6 W e n t r a f n e  q u ' i  l  e x i s t e  c 6 E t e l  que 

(&,bl) 6 X1 (ë) x x2(C) ce qu i  e n t r a i n e  

Nous en dédu i sons a  l o r s  que 6 C Z, . 

Par conséquent, & E Xi  (E). 

De p l  us C : B e n t r a t n e  @,k) € 6(C), e t  pa r  d é f i  n i  t i o n  de 

M(E fi Z1), (A,k) 6 X;(E) e t  ( (A,k)) e Rb(E n z l ) .  



Comme A ( E n Z 1 )  e s t  r é g u l i è r e ,  (a,b) 6 RB(E n Z1) (lemme 12.31. 

A(E n Z,) e s t  donc b i en  une décomposi t ion de R. 

(C.Q.F.D.) 

Considérons Z2 = 1 C  1 6 J(C) tel que Y A B u(B) si ë C A  
alors = A}. Remarquons que Q c Z2. 

L m e  7 3 . 2 .  S i  8 ( E )  e ~ k  une décompoaLtiun de Ra t t ~ ~ o n  b i f i d e  R, 

f (E n Z2) es* c u b a i  une décompo6Ltio~ de R. 

Démonstrat ion analogue au lemme 13.1. 

Posons Z l = Z1 f l  Z2. En réunissant les lemmes 13 .1  et 1 3 . 2  

nous obtenons : 

Théoxè.me 1 3 . 3 .  S i  2(E) une décompoa~un de R, 8 ( E  n Z ') ut uunai 

une décompoaXon de R. 

Ce théorème démontre que nous pouvons nous restreindre à 

l'ensemble Z1 pour notre recherche. Le lemme suivant relie Z1 à l'ensemble 

Z défini au chapitre 10. 

C e  z <==-> 3 As u(C) ,  B e  ~ ( ë )  tels que : 

S i  5: € Z,  de t e l s  A e t  B e x i s t e n t .  Mals u(C) C K(C) e t  

v(C) CJ(C) e n t r a î n e n t  : 
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1 -  3 A € K(C) tel que V 8' 6 v(A), .,i Ë'cC alors B'c B ; et comme 
B 6 v(A), B' = B ou B1 = E et C G Z1 

2- 3 B .S J(C) tel que VA' 6 UCB), si C CA' alors AcA' ; et comme 
A 6 u(Ë), A' = A c C ou A' = C et C 8 Z2.  

(C.Q.F.D.) 

Pour les éléments de P U Q, nous avons une propriété plus 

forte que celle du lemme 13.5. 

Par l e  lemme 13.4., Z n (P U Q) C Z1 (P UQ). 

Soit À E P et supposons A € Z '  alors À E Z2. I I  existe donc 
- 
B I  G J(A) tel q u e ~ A '  6 u(B') si ACA' aiorsA=A'. 

Par le lemme 10.8, 3 B 6 v(A) tel que 5 -  B ' .  

Par le lemme 10.7, 3A"€u(Ë) tel queAtA", de 

A"c B CE' i I s'ensuit q u l  i l existe A'€ u(B') tel que A" CI'. 

Maîs pour tout À 8 u(Ë1), si À C A '  alors A = A'. Par consé- 
quent, A = A 1  =A" ou A â u(B), B 8 v(A) et A 6 Z. 

De même si Ë 6 Q ~ z ' ,  on démontrerait que Ë 6 Q n Z .  

(C.Q.F.D.) 

Nous obtenons alors le lemme suivant donnant deux exemplaires 

d'automates plus petits que ceux déduits de P et Q respectivement. 



bp e t  b sont des d i v i s i o n s  régu l i è res  (lemme 11.7). E l l e s  Q 
sont  associées à des automates, disons Mg e t  Ml respectivement. Ce sont  

des décompositions de R (lemmes 10.13 e t  10.18). Par cons t ruc t ion ,  i l  

e s t  év ident  que b(P) = b(%) et b(Q) = fi@') qui sont par  l e  coro l  l a i  r e  1 
12.10 des décompositions de R. E(P /\ Z) e t  b(Q n Z) sont donc des décom- 

p o s i t i o n s  de R par l e  théorème 13.3 e t  l e  lemme 13.5. 

(C.Q.F.D.) 

On trouvera en annexe l'exemple 1 qui montre que Z est trop 
restrictif, et pour lequel il existe un ensemble E , tel que 8 (E) soit 
une décomposition de R sans que b (E n Z) le soit. 

13.2 GRAPHE A COUVRIR 

Dans le chapitre 10, nous avons montré que la recherche de 

la décomposition minimum consistait en un problème de Quine. La solution 

d'un tel proHème pour une relation binaire induite par des langages régu- 

liers, ne nous donnera pas forcément une décomposition régulière. Ceci 

provient du fait qu'il est nécessaire de choisir les éléments de Z', avec 

une certaine coordination entre eux, de façon à obtenir un automate de 

même comportement. Etant donné que nous avons déjà vu que Z était insuffi- 

sant dans certains cas, il est intuitif qu'il faut ici encore accroître le 

graphe à couvrir. 

Considérons H = {(A,B,x) 1 x ô z.;, Ixl=p, A ê P, B e Q, 
P 

3x1 s K ( B ) ,  B '  G J(A) tel que 

B 6 v(A'), A e u ( F )  
$(A) x c + ( A 1 ) ,  JI(@ X C  ~ i ( B ' ) l .  



%consiste donc en les éléments qui sont à couvrir pour une 

relation binaire quelconque. 

Soit H = 0 H p=O p. 

Par extension de la définition 10.2, nous dirons qu'un ensemble 

E de parties closes de V est satisfaisant à l'ordre p, si pour tout x 6 c*, 

A € P, B E Q tels que k c B avec x = al . . . cir, rsp, il existe une suite 
dl éléments de E, Co, . . . , Cr tels que 

- ncco, crc~ 

- a j € T(C~-~, C-) J pour j = 1, ..., r. 

Il est facile de voir qu'en prenant x = A, on retrouve la 

précédente définition, c'est-à-dire que la précédente définition est en 

fait "satisfaisant à llordre O". Le lemme suivant montre que cette défi- 

nition concorde avec ce que l'on cherche à obtenir. 

L m e  1 3 . 7 .  E ut acl;ths@ha& à L1a/tdtre p powt kou;t p20 h i  eA ae.ule~ne& 
a i  â (E) ut une décampaaLiion de la &&cuXon binaihe. 

1-  Supposons que S(E) s o i t  une décomposition de R. 

S o i t  x 8 C* , A 6 P, B 6 Q t e l s  que h CB, avec x = al "' r' 
Soient  a €  $(A), b € +(B). On a a l o r s  axRb, e t  i l  e x i s t e  Cr € E - 
t e l  que ax € XI (Cr), b 6 xZ(Cr). I I e x i s t e  a l o rs  CO, . . . , Cr-l , 
éléments de E t e l s  que : 



b € XZ(Cr) n $(B) e n t r a i n e  C C B < i i e s t  f a c i  le de montrer  que r 
b € Er, é t a n t  donnée l a  d é f i  n i  t i o n  de b(E)) . 

a B XI(CO) n +(A) e n t r a i n e  A CCO. 

Ceci é t a n t  v r a i  pour r b O ,  I l en découle que E  e s t  s a t i s f a l s a n t  à 

I ' o rd re  p pour t o u t  pbO. 

2- Inversement, supposons que E s o i t  s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  p, pour 

t o u t  p2O. 

En reprenant  les  n o t a t i o n s  du c h a p i t r e  12, 

aRBat .:===> a;' 8 Lb ( lemme 1 2 . 4 ) .  

'% 'ù % 
A lo r s  a = (x, i ) ,  a' = ( y , j ) ,  aa' = ( i , x y , j ) .  

% 
Posons xy = a 

'x. 
1  "' a ~ '  - - 

aal € LB .===, i l  e x i s t e  Co, ..., C éléments de E  t e l s  que 
P ' 

- ( n , i )  XI (Co), (h ,k )  6 xZ(Cp) 

- a 6 T ( C ~ - ~ ,  
j 

C.) pour j = 1, ..., 
7 P 

Posons A = , i  B = i i t ( { ~ , k l ) .  

- - 
On a  a l o r s  par d é f i n i t i o n  de 8 ( E ) ,  ( h , i )  8 XI (Co) '===> A C C  O  

- - 
(n ,k)  € X  (C ) e - = = >  C  CB. 

2 P P 

S i  une t e  l l e  su i  t e  e x i  s te ,  comme COxY c aal F L. I nversement 
% P ' 

s i  aat 6 L ,  &$ c B, e t  comme E  e s t  s a t i s f a i s a n t  à un o rd re  quel  - 

conque, I I e s t  s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  p, e t  l a  s u i t e  e x i s t e ,  ce 



'L % 
q u i  montre que aal G LE <=-=> aa' 6 L. 

8(E) e s t  donc une décomposit ion de R. 

(C.Q.F.D.) 

Considérons H(E) = i (À,B ,x) 1 (À,B ,x) C H et il existe CO, . . . ,Cr@~ 
teis que A c C O ,  C T c B  

- - 

"3 6 T(C ë.) pour j = 1, ..., r j-1' J 
avec x = al  ... arl. 

Nous allons rattacher les ensembles Hr, H(E) et la propriété 

que E soit satisfaisant à l'ordre p. Deux propriétés sont nécessaires 

d'abord. 

Considérons %, A, B P, Go, B1 E Q, x B z*, teis que A g c B 0 ,  
Al c E l ,  rn(Q x crn(A,) et +(El) ~ c $ @ ~ ) .  

De + ( E l )  ~ c + ( G ~ )  par le coro l  l a i r e  1 1  .4, B X C ~  O 1 ' 

So i t  a 63 $(+!,) ; a l o r s  a 6 B e t  donc ax C E l .  O 

Posons Al1 = r ({ax}) , nous avons 3 C E l .  1 

De p l u s  +(AU) x n @ ( À ! )  # @ ce qui en t ra îne  

4 % )  x c + ( E i )  e t  par le coro i  i a i r e  1 1  $2 



Considérons E' 8 ~ ( i y ) ,  e t  b E +[Et )  on a  a  l o r s  b E fi(z!) 
e t  p a r  conséquent bX G fi(%) c R C A ~ ) .  

Pour t o u t  y E $(%), y ~ b ? >  ce qu i  ent raTne yxgb 

c ' es t - à -d i r e  b i-' R(yx)  = ?j iyx1) = F;(Â, ) pu isque $($:) X t $[A,) 

ou encore Al c bi(ib1) = ' c B '  ~ ( 3 1 , )  

c ' es t - à -d i r e  J(\Y) C J ( A ~ ;  eT eii u i i l i - ù n t  I e  lemme 10.5 Â CA!. 1 

(C.Q.F.D.) 

L ~ C Z  13.9. ~ o l u r i t a l ~ t B ;  I ô ~ . : i ~ j  . : ~ , L q u e Ë i c B 1 ,  eféeementE;xee 
pue + (Bi 1 ; i (50) e>Lis*. ex u ~t t. i. que Ag G 8; c BO. 

Meme démonstrai- ion que p e u r  l e  iemme 43.8. 

rdOUç avons a  il o r s  l e  l emnie su i var, t . 

1- S i  E  e s t  s a t i s f a i ç a n k  à % ! o r d r e  p I I e s l  é v i d e n t  que r=O r 

2- Supposons que H C H(E). r=O s 

So ien t  x € c;., A L P, f3 E (2 t e l s  qile &CE,  1x1 = r 9: p 

avec x = u ... ix . S o i t  Al t e l  que $(A) x c $ ( A , ) .  1 r 

S o i t  Eo t e i  que yi@) X C + ( B ~ I .  
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En prenan t  a 6 $(A), b ê $(B), ax E B ind ique que 
- 
Al = r(!axl) B e t  b; C R(A) me! en évidence que 

A c Bo = i?+(ib;i). 

Le lemme 13.8 démontre que pour % 6 u(GO) +e l  que À C Gy 
i lélémen? A! t e l  que ((q) x t  $(A!) e x i s t e ,  e t  e s t  t e l  que 

À l c  YcB.  

Le lemme 13.9 démontre que pour B1 ê v(A!,') t e l  que Bi C B ,  1 
I l é l émen t  BO t e l  que +(Bi) ; c + ( B ~ )  e x i s t e ,  e t  e s t  t e l  que 

c Bo c B 0 .  

Comme A' € u(Bo), i i e s t  é v i d e n t  que Àh E u(BO). (%,Bi ,x) O 
e s t  a  l o r s  t e  I que 3 E K ( G ~ ) ,  B; 6 J(A()) t e  I que 

3; ~ ( q ) ,  i$ UU(B~), +(ne) x c  $(Ai), +(Bi) X c + ( B ~ )  

c ' es t - à -d i r e ,  s i  1x1 = r, ( x )  E Hr C H(E),  i I e x i s t e  
- 

a l o r s  Co, ... .% E E t e l s  que r 

- 
- a 8 T(C C - )  pour  j = l , . . . ~ .  

j j-1' J 

Par cons t ruc t i on ,  c % c CO e t  Sr c Bi c B .  

Ce qu i  démontre que E e s t  s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  p. 

(C.Q.F.D.) 

Le lemme suivant montre, enfin, que l e  t e s t  "satisfaisant à 

l k r d r e  p, pour tout pzO", peut ê t r e  ramtil5 à un t e s t  f i n i .  



S ' i l  e s t  s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  r,  i l  e s t  s a t i s f a i s a n t  à 

l ' o r d r e  p pour t o u t  O $ p h r. 

Supposons q u ' i  l  s o i t  s a t i s f a i s a n t  Jusqu'à l ' o r d r e  p2r, 

démontrons q u ' a l o r s  I I  e s t  s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  p+l. 

So ien t  x 6 ~ ; k ,  E P, B € Q t e l s  que & C E  avec x = " 4 ' 

S i  qgp l a  s u i t e  dléléments de E e x i s t e .  

S o i t  q = p+l. 

Considérons Mg = {Co 1 A c Co E E}. 

Supposons c o n s t r u i t  M 5-1 ' avec s 4 p+l. 

posons M~ = {Es 1 a s 6 - U T(C~-,  , CS) 1 .  
CS-1GM5-~ 

Etud ions l e s  ensernb l es Ms. Montrons que C 6 Ms s i  e t  seu lement 
- - s 

s i  i l  e x i s t e  Co, ..., C t e l  que s-1 

C e t t e  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour s=T. S i  e l l e  e s t  v r a i e  pour s=t, 

- 
6 MScl <===-) 3 s E M s t e l  que as+, € T ( ~ ~ , ~ ~ + ~ )  

- 
< : - p - i  3 Co ,..., C C .  B M j = O ,..., s s '  J j '  

- 
a F T(Cj-, ,Sj) j=1, ..., s+1 
j 

par  I 'hypothèse de récurrence.  



Considérons .$ t e l  que C(A) al  . . . as C C (1,) (% = 1) 

Bs t e l  que +(E) 
Cicl" 

a ci (Es) (Bq = B) . s+l  

De kc C 8, on en d é d u i t  A,c Es pour t o u t  s = O,.  . . ,q. Pour 

t o u t  i' F J(Q, Àal .. . a C E ' ,  e t  comme E e s t  s a t i s f a i s a n t  à I  ' o rd re  s 
p, i I e x i s t e  Cs € Ms t e l  que C S c  Ë' .  

Pour t o u t  Cs E Ms, on a qc Cs 

e t  J ( A ~ )  = -U J ( C ~ )  pour t o u t  ssp .  
CS€MS 

De p lus,  comme par, i l  e x i s t e  s e t  s s p t e l s  que Ms = M 
1 2 1 s2 

avec s1 f s2. En e f f e t ,  l e  nombre de Ms d i f f é r e n t  e s t  ZIEl-1, c a r  aucun 
Ir< l 

n ' e s t  v i d e  ; comme on en a au moins r + l  c ' es t - à -d i r e  2 I C I ,  deux au moi nç 

son t  égaux. 

Considérons x'  = al  " ' a  a "' a9' l x ' ]  s p, e t  de p l u s  
SI s2+1 

- 
Àx'c A pu i sque de Ms = M ; on en dédu i t As = A . Comme & c À CE, 

9' 1 S2 1 s2 9 
A x t c  B. 

- 
I  I  e x i  s t e  donc Co, . . . , C s l l  ,Cs . . . C t e  I  s que : 

2 9 

- 
- a j  c T ( C ~ - ~ ,  C.) pour j = 1 ,  1 s + l , . . . ,  q 

3 2 

- 
Comme A c C O ,  CO € Mg e t  Ct 8 Mt pour t = l , . . . ,  S I ,  s2 ,..., q. 



- - 
Enf i n  s2 6 p, Cs Ms2 <;;=> C '  

0 ' . ' t e l s  que 
2 S2-1 

- ! 6 M. pour j = 0 ,  ..., s2-1 
J J 

- 
- a D T(E;-~,  c!) pour j = i ,..., s2 

j J 
( en posant  = Cs2). 

2 

En posant  E! = C pour j = s 2 + l ,  ..., q, on v o i t  q u ' i l  
- J j 

e x i s t e  Eb, . . . , C'  t e l s  que 
q 

- "j 
6 T(C' C!) pour j = 1 ,. .. ,q j-1' J 

e t  E e s t  s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  q = p+l. Ce qui  démontre que E e s t  s a t i s -  

f a i s a n t  à un o r d r e  p quelconque, p2O. 

(C.Q.F.D.) 

En conclusion nous obtenons : 

ThEuhème 7 3.12.  2 (E) U R :  une décumpoaiLLun d e  R a i  eA a Q1Lernen-t a i  

8 H CH(E) o ù  p = 21E1-1. r=O r 

2(E) e s t  une décomposit ion de R s i  e t  seulement s i  E e s t  

s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  p pour  t o u t  p3O. (lemme 13.7).  E e s t  s a t i s f a i s a n t  

à l ' o r d r e  p pour t o u t  pbO s i  e t  seulement s i  E s a t i s f a i s a n t  à l ' o r d r e  

p = 21El-1 (lemme 13.111, e t  cec i  e s t  v r a i  s i  e t  seulement s i  

(C.Q.F.D.) 



La borne p dans le théorème 13.12 est fonction de l'ensemble E, 

qui est l'ensemble que l'on cherche. Cependant, par le théorème 13.6, nous 

savons que E(P n Z) et 8(Q n Z )  sont des décompositions de R. La décomposi- 

tion minimum contiendra donc au plus n éléments avec n = min ( 1 P n Z 1 , 1 Q n Z 1 ) . 
Nous chercherons donc le plus petit ensemble satisfaisant d'ordre p = zn-1. 

Soit E cet ensemble (ou l'un des plus petits en terme de car- 

dinalité) , il a alors la propriété IE / s n puisqu'autrement il ne serait 
pas l'un des plus petits, et il s'ensuit que a(E) est la plus petite décom- 

position régulière de E (ou l'une des plus petites car elle n'est pas 

forcément unique). La stratégie à suivre sera donnée dans le chapitre 

suivant. Il est évident que le graphe à couvrir pour trouver le plus petit 

ensemble satisfaisant d'ordre 2"-1 est trop grand pour l'utiliser dès le 

départ. Il est préférable de chercher s'il existe i 2"-1 tel que le plus 

petit ensemble satisfaisant à l'ordre i le soit à l'ordre zn-1. ûn trouvera 
en annexe l'exemple 2 pour lequel l'ensemble minimum satisfaisant à l'ordre 

1 n'est pas satisfaisant à l'ordre 2. 
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CHAPITRE XIV 

RECHERCHE PRAT IQUE 

Nous nous proposons de rechercher pratiquement les parties 

closes de V (ou de V' ) , pour un ensemble de langages réguliers Li donnés 

par un automate déterministe que nous supposerons minimum. Ceci n'est pas 

restrictif, étant donnés les résultats des chapitres VII, VI11 et IX. Soit 

M = <z,I,f,S,S,. Nous supposons également que <Z,I,f,S> et s~,1,f,6> sont 

connectés (s'ils ne le sont pas on peut supprimer les éléments de 1 qui ne 

sont accessibles d'aucun état de RS ou R6 sans changer le comportement de M). 

Par le théorème 6.19 et le lemme 6.18, x(sc,I,f,S>) est isomorphe à <c,I,f,S>. 

De plus x(cc,I,f,S>) est la plus grande sous-division régulière séparée, telle 

qu'il existe une division 6 possédant la propriété r(X(<c,I,f,S>), 6) 

= {Lgj 1 j 6 Cl, 1 6 11 1 .  Les théorèmes 8.14 et 8.17 montrent que cette division 
est unique et le théorème 11.9 indique alors qil'elle est égale à Ap qui est 

donc isomorphe à <z,I,f,S>. Nous indicerons chaque élément de P-{%} par 

l'élément de 1 qui est en correspondance avec lui dans cet isomorphisme. % 
désigne 1 'élément de P, s ' il existe, tel que W(%) = g. 

Nous avons : 

De plus A = x(c,~,,6) (conséquence du lemme 11.15). 
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Comme M est déterministe, pour tout k € Cl, 1 S / 1 , Sk contient un 

unique élément, par exemple pk ; il s'ensuit que X (Y ) = L Nous avons 
2 Plr kP 

4 
R 

donc r (Ap, S) = L 1 i € [ 1 ,ml 1 .  Le théorème 1 1 .14 indique alors que A "r 
i@ Q 

est la plus grande division régulière séparée, telle qu'il existe une divi- 
t 4 sion 6 de A telle que r(a t 
Q Q 

= r(A,,S) . Le théorème 10.16 stipule que 
t Q ~ ~ Q )  n s A$. Le théorème 7.4 et le lemme 7.5 permettent alors de conclure que A 4 
Q t 
est la plus grande sous-division séparée de np. Il est facile de voir que 

Q 

nous avons alors : 

(Définition de la plus grande sous-division séparée, cf. chapitre II). 

Seuls les éléments tels que $(B)  f p) sont retenus lors de la construction 

de cette division par tous les sous-ensembles possibles de P - t%l. Etant 

donnée la correspondance biunivoque qui existe entre $(B) et K(B) pour ces 

éléments non vides, nous avons à déterminer les sous-ensembles de P - 
qui les définissent. Ils sont de deux sortes : 

1 - ceux qui donnent lieu à un certain q~ (B) contenant un élément de la 
forme (A,k) avec k ô [1, 1611 

2- ceux qui donnent lieu à un certain $(fi) tel qu'il existe +(BI) # $3, 
a € c avec $(BI) a C  +(59. 

Nous avons ainsi une définition par récurrence, en partant des 
- 

éléments de la classe 1. Il est facile de voir que (n,k) € $(B) c - = - >  K(B) = 6 k 
en tenant compte de l'isomorphisme défini plus haut entre I et P - {%l. Nous 
identifierons dorénavant I et P - {%l. Le lemme suivant permettra dlinterprêter 
la deuxième classe : 
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1- +(B') a c $(ii), par l e  cor01 i a î r e  11.4, B a c G 1  e t  par l e  lemme 10.5 

RKCB) c RK(B').  

1.1  S o i t  À 8  K(E), +(A) a c I ? K ( B 1 ) ,  c 'es t -à -d i re  pour a û  +(A), 
aa 8 RK(B') ou A' = r((aa)) 6 K(B') .  NOUS avons a l o r s  

$ (A) a n + ( A t )  f $3 e t  l a  régu i a r i  t é  de A~ en t ra îne  - 
+(A) a  C $[A1),  c1est-à-d î r e  a ô f (À,À1) ou encore 

1.2 I n v e r s e m e n t , s i a E  U ? ( A 1 , ~ ) ,  i I e n d é c o u l e q u l i l  
A'BK(B?) 

e x i s t e  A' 6 K(B'] t e l  que +(A) a c + ( A 1 ) ,  c 'es t -à -d i re  

$(If) a  c rl(A'9 a c $(A>. comme $(B1) + 0, +(BI fl C(Aj + 0, 
e t  l e  lemme 40.21 en t ra ine  A c B ,  c 'es t -à -d i re  A € K(B). 

2- S i  K(B) e t  K(B" sont  r e l  lés par- l a  r e l a t i o n  de I  'énoncé, i I 

s ' e n s u i t  que CI 

rRK(E1) CY c I R K ( ~ ) .  
-- 
R 

S o i t  a €  + [ E 1 ) c  2 K(B ' ) .  I I  s u i f i t  d e  démontrer que s i  aa € i(~),  
avec A € P, a l o r s  A € K(B), é t a n t  donnée l a  d é f i n i t i o n  de ( )  O r  

l a  régu l a r i  t é  de A; en t ra ine  I l e x i  stence de A' € P t e l  que a C i (~ ' )  
e t  G € ?(Àf,Â) .  Comme a E q ( B r ) ,  A'  E K ( R I )  e t  de c e t t e  dern iè re  

p r o p r i é t é  I I  s ' e n s u i t  qu 'a lo rs  À ô K(B). 

(C.Q.F.D.) 

Nous pouvons ainsi définir les ensembles K(B) pour tout 8 Q. 

Les deux lemmes suivants vor ... nous permettre de définir complè- 
$ tement toutes les parties closes. En utilisant les notations R et R' pour 

indiquer que l'on prend la réunion des éléments obtenus après application 

de l'opérateur 4 ou +, nous avons : 



Lemne 14.2.  P o u  XouZe pcvrtitie clone., C = R@K(C) e,tW(è) = R"(c). 

Le lemme 10.5 et les propr ié+é;  m(A)CAet ~ ( 3 1 ~  R(B) permettent 

de conclure à R'K(C)C c et R'J(C)C R(c). De p i u s  a € C enlraîne 
A = r({al) (2 K(C) e t  a € (A), c 'est-à-d i r e  C CZ R'K(C). b 6 RI?) entraine 

* -t B = R (Ibl) E J(C) ei b B +(El,  c l e i t - à - d  1 r e  R(c) c R%(c). 

(C.Q.F.D.) 

En effet, l es  lemmes 14,2 e f  10.5 donqent : 

i, 
Le5 d i  v l i i u r ~ s  hp  e t  AQ e t s r ~ t  o r  c e l a  er:fraine l a  propriété 

du lemme. 

(C.Q.F.D.) 

L'ensemble des parties closes de V s'obtient par intersection 
de celles contenues dans Q (leme 10.5) . Le lenirrie 14,J indique que nous 

obtiendrons toutes les partles closes de V en recherchant tous les sous- 

ensembles de P, qui sont intersection de certains K(B) avec 3 dans Q, ces 
ensembles K(B) étant déterminés par les ensembles 6 ê 6 et le lemme 14 "1. k 

Les ensembles K(C) et J(?) étant déterminés pour toute partie 
close de V (ou de V' )  , nous pouvons préciser les ensembles u(B) pour 8 E Q 

et v(A) pour A P et ensuite l'ensemble des parties closes Z l qui intervien- 

dront pour la réalisation de l'automate minlmum. 



Précisons maintenant la détermination de l'automate 

M(E) = <c,E,T,S1,G1> défini au chapitre XIII, E étant un ensemble de parties 

closes. 

- - 
Le coro i  l a i  r e  11.5 montre que a e T(C,C~) <===> Ca CC'. 

Le lemme 14.2 permet de d i r e  a C T(C,C~) <===> R'K(c)~ CR'K(C') 
OU encore a G T(C,P) <===> pour t o u t  A 6 K(C), +(A) a c R@K(c'). 

La p r o p r i é t é  : $(A) a n $(A1) f jb ent ra ine  $(A) a C $ ( A 1 ) ,  permet 

a l o r s  de conclure à T(6,E1) = n U f(A,A1). 
ÀGK(C) Afe~(C1) 

u(C) C K(C) montre a l o r s  que T(C,C~) e s t  i nc lus  dans l e  second 

membre de I 'énoncé. Inversement s i  a e s t  dans ce second membre, s o i t  À € K(C), 

i l  e x i s t e * €  IJ(C) t e l  q u e A c p .  Pour c e t A " ,  i l  e x i s t e P l 6  K(C~) t e l  

que a 6 f (*,A"') ce qu i  en t ra ine  A"a C A"'. Comme $ (A) C A", i 1 e x i s t e  

A1 (3 K(A"') c K(C1) t e  l que $(A) a n $(A1) f 0 e t  i I en décou l e  a 6 f (A,A1), 

ce qui achève l a  démonstration. 

(C.Q.F.D.) 

Dans la définition, S1 = { 1 % = {C 1 C € E et 
(A,k) 6 Cl Y k C [l,nl ce qui démontre que Si = {C 1 C 6 E et S~CK(C)I 
en tenant compte de l'isomorphisme entre 1 et P - {%l. 

Enfin 6' = i6i 1 6; = {C 1 C 6 E et (A,k) 6 i(~)l Y k €  [l,nl). 

Si $ désigne l'élément de Q tel que (A,k) € +(Bk), nous avons 
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L'algorithme se continue alors de la façon suivante : 

1- faire i = O 

2- rechercher le (ou les) plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre i, 

problème analogue au problème de Quine. 

3- si aucun n'est tel que M(E) a le même comportement, 

faire i = i+l et aller au pas 2. 

Le leme 13.9 montre que l'on doit s'arrêter. Si n(i) est la 

cardinalité du (ou des) plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre i, il 

est inutile de les considérer si n(i) = n(i-1). En effet ceux qui sont 

satisfaisants à l'ordre i le sont également à l'ordre i-1. Par conséquent 

si nous n'avons pas trouvé d'ensemble satisfaisant à l'ordre i-1 tel que 

M(E) ait le même comportement, nous n'en trouverons pas à l'ordre i. Soit 

n = min ( 1 P Z 1 , 1 Q n Z 1 ) ; si nous ne trouvons pas d'ensemble satisfaisant 
à l'ordre i avec n(i) = n-1, il faut arrêter le processus, puisque nous avons 

déjà trouvé une machine qui est de cardinalité n et donc minimum. Nous avons 

remarqué, dais les exemples essayés, que bien souvent le plus petit ensemble 

satisfaisant à l'ordre O était satisfaisant à l'ordre p pour tout ~$0. L'exem- 

ple 2 de l'annexe montre qu'il n'en est pas toujours ainsi. De plus, tous les 

cas testés nous ont donné un ensemble satisfaisant pour tout pz0 dont la car- 

dinalité était voisine de n (en fait n ou n-1), ce qui laisse à penser que 

l'algorithme est assez rapide. 

L'exemple suivant indique clairement la marche à suivre. L'automate 

est décrit par la figure XIV.l, S = CC111 et 6 = C{2,6,71). 
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Nous noterons par des lettres les éléments de Q, par des 
chiffres les éléments de P. 

fimire XIV. 1 

Posons A = 2,6,7 seul élément de 6. Les autres éléments de Q seront donnés 
par Ea relation du lemme 14.1 . Le tableau suivant donne 1 'élément $ (B) , ou 
1 'ensemble K(B) correspondant, pour + (B ' ) déjà déterminé, et a donné, tels 
que +(BI) a C +(B) .  Chaque fois qu'un nouvel élément apparaît dans une des 

trois colonnes de droite, nous donnons un nouveau nom à cet élément et le 

faisons entrer à la suite dans la colonne de gauche. Nous terminons lorsque 

toutes les lignes des éléments ainsi construits sont remplies. 



Tableau XIV.2 

Le tableau suivant donne les ensembles K(A) , J(A) pour A 8 P, K(B) , J(B) 
pour B 6? Q ; J(A) est déterminé par J(R) = {B 1 A 6? K(B) 1 (relation de 
définition) K(A) et J(B) sont déterminés par le lemme 14.3. 
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Tableau XIV. 3 

J (Cl 

B HO N P  R S T  V  

A 0 M  Q R  
c 6) J K  M  R S T U  
CO H K ~ M  R S T U V W  

@ E @  J M N P Q R S T U V W  
A C OH ON Q R S  U V W  

@ @ J@ M N  Q R S T U V W  
E@ J@ M N P Q R S T U V W  

@ M Q R  

@ N P  R S T  V  

0 M  R S  U  

tus) J K  M  R S T U  
6 J M N  Q R S T U V W  
E @  J M N P Q R S T U V W  

A 0 M  Q R  
0 R  S  V  

B HG) N P  R S T  V  

O M  R S T U  

J@ M  R S T U  
C H (DM R S  U V W  

@ R  
@ R S T  V  
N@ R S T  V  

OR 
GD 
RO 
R sO 

M  R S  @ 
R S  @ 

M  R S  UV@ 

K (Cl 

@ 
@ 6  

(9 4  

@ 
0 

@ 
0 

0 

O 6 0  

a) é) 
(34 @ 
0 4  

Q 063 
0 @ 

@ 6  

H O  @ @  
0 

0 4 0  @@ 
0 4  O@ 

@ @ 
0 0 4 0 6 0 6 )  

@ 0 @@ 
0 0 @ 

O 0 6 0 @  
0 @ @ 4 @ 6 @ @  

O 0 4  O@O@ 
O 0 4 0  BQ 
O 4  @am 

6) @@@O@ 
@@@@@ 

C 

P  ' 

/ 1  

2 

3 

4  

5 

6  

7 

1 8  

Q 4, 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

1 

J 

K 

L 

M  
N 

p 

Q 
R 
s 
T 
U 
v 

\ W  
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Nous classons ensuite les éléments, par ordre de cardinalité 

de K(C), en mettant sur une même ligne ceux qui ont même cardinalité . On 
peut alors tracer le graphe entre les éléments, indiquant par un trait la 

propriété K(C) c ~(c'). Pour la clarté du graphe, on ne tracera le trait 
que si, de plus, il n'existe aucune partie close entre ces deux éléments. 

Les parties closes qui ne sont pas dans PUQ seront données par intersec- 

tion de deux parties closes de cardinalités supérieures. 

Dans l'exemple considéré, R dénote l'ensemble de cardinalité 

maximum (8). M et S dénotent les deux ensembles de cardinalité 7. Il ne 
peut y en avoir d'autres, car ceux qui ne sont pas dans P U Q proviennent 
de l'intersection d'au moins deux éléments de Q qui sont de cardinalités 

supérieures, or R est le seul de cardinalité 8. 

On peut alors tracer le trait entre M et R d'une part, S et R 
d'autre part, puisque K(M) C K(R) et K(S) C: K(R). Les éléments de cardina- 

lit6 6 sont T, U et V. De plus l'intersection de M et S donne U. Il ne peut 
donc y en avoir d'autres. On a alors les traits T - S, U - S, V - S, U -M. 
Les ensembles de cardinalité 5 sont W,J,Q. De plus 1' intersection 

K(V) n K(T) = C1,4,5,7,8) qui n'est ni dans P ni dans Q. Appelons cette 

nouvelle partie close "a". C'est la seule que l'on peut obtenir. Pour 4, 

nous obtenons N et K, puis 

Pour 3, nous aurons H,E,P,C,A puis 
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Pour 2, nous aurons L,F,B,D,G puis 

: K ( E )  = K(H) n K ( ~ )  = {1,41 

ri : K(Q) = K(E) n ~ ( 6 )  = ( 7  ,s> 

0 : K ( 0 )  = a (y )  K(A) = C6,7). 

Pour 1, nous aurons 1, 4,5,6,7,8 

Pour les nouvelles parties closes, nous aurons le tableau XIV.5. 
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Tableau XIV. 5 

C 

B 

Y 

6 

& O  
rl 

0 

Déterminons u(C) et V(c) . On se base sur les propriétés suivantes : pour 

tout A G P, si A c K(C) alors (K(A) -   AI)^ u(C) = e) 

pour 

tout E 6 Q, si B 6 J(C) alors (J(B) -  BI)^ v(C) = @. 

K (0 
0 @O 069 

@é> O@ 
@@O@ 

@ O@ 
@ 

@@ 
@O 

Par conséquent dans les tableaux XIV. 3 et XIV. 5, si 1 est dans 
une ligne on barre K(A) - {A) dans cette ligne, et si E est dans une ligne 
on barre J(B) - {BI dans cette ligne. Les éléments restants sont respecti- 
vement u(C) et v(C) . Nous avons entouré ces éléments d'un cercle. On peut 
remarquer que 

pour tout A 8 P, u(A) - {A) 

J (Cl 

RSO O 
@ M R S T U V @  

M OR s UV@ 

J @  M R S T U V @  

@ R S @  v 
€5) J@ M N Q R S T U V W  

@ M Q R S  UV@ 

pour tout B e Q, v(B) = { B ) .  

On voit alors que Z = {1,2,3,4,5,6,7,8,A,B,E,F,KYL,~,OI. Du lemme 13.5, 
les seuls éléments de Z' qui ne sont pas dans Z sont à prendre dans les 

éléments de f qui ne sont pas dans P U Q ,  c'est-à-dire, ceux dénotés par 

une lettre grecque. On voit alors que {a,B,y,6,~} C Zl n Z2, ce qui déter- 
mine complètement Z'. Il nous faut maintenant chercher le plus petit 

ensemble satisfaisant à l'ordre 0. Remarquons que si A = B avec A e P, 
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B 6 Q, alors on doit obligatoirement prendre cet élément pour couvrir 

(A,B,A). Ceci nous amène à dire que 1,2,3 sont dans tout ensemble satis- 

faisant à l'ordre O. I l  reste à couvrir les autres triplets. Nous pouvons 

pour le moment nous restreindre à Z (chapitre X). 

f imre . XIV. 6 

La figure XIV.6 précise les éléments the couverts par les éléments de Z. 

Lklgorithme de Mc Cluskey-Roth précisé brièvement par !';;k (11) 
élimine alors 4, 6 car l'ensemble des points couverts par 4 ou par 6 est sous- 

ensemble de celui de L. 

De même A est éliminé par 7 

B " 
t 1 5 

E "  1 1  7 
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Pour couvrir (4,L) il faut donc prendre nécessairement L 
II  (5)B) " If  I I  I I  I I  5 

11 I f  (7 ,A) I f  I l  I I  I I  7. 

Il reste alors la figure XIV. 7 

figure XIV.7 

Comme 8 élimine F,K,q il nous faut prendre 8. 

Le plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre O est donc : 

C l  ,2,3,L,5,7,81 

L'automate correspondant est donné figure XIV.8. 

figure XIV.8 



avec S = {{Ill 

En rendant l'automate déterministe, on retrouve celui de la 

figure XIV.1. Ils ont donc même comportement. L'ensemble considéré est 

donc en fait satisfaisant à l'ordre p pour tout p>O. 

Nous avons ainsi un algorithme assez simple qui permet de 

trouver l'automate non déterministe minimum. Nous avons vu dans ce chapitre 

comment définir les parties closes de V (ou de V') ainsi que l'ensemble Z', 

et les automates correspondants à ensemble donné de parties closes. Il y 
aurait lieu d'étudier plus en détail la stratégie à utiliser, dans le cas 

où le plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre O ne donne pas un automate 

de même comportement, afin de ne pas perdre ce qu'a apporté cet ensemble. 





Dans la première partle, nous avons étudié les propriétés des 

divisions et montré que cette notion constîtuait une extension de la notion 

de partition. Nous avons pu étendre certaines propriétés des partitions, 

notamment la relation de sous-partition, et voir que l k n  ne conserve la 

structure de treillis que pour les divisions séparées, mals que ce treillis 

n'est plus complémenté. 

Connaissant le lien entre les partitions d b  ensemble et les 

relations d%quivalence dans cet ensemble, on pourrait étudier plus généra- 

lement le llen entre les divisions dhn ensemble et les relations binaires 

symétriques de cet ensemble, Toute divlsion o d b  ensemble S définit, en 
effet, une relation binaire symétrique, R, par la propriété suivante 

Y a,b, 6 S, aRb cL--- 3 X € n tel que a, b â X. 

La troisième partle étudie d'abord les relations binaires entre 

deux ensembles V et V', à l'aide de la théorie des correspondances de Galois. 

Il y aurait lieu d'étudier en détail les relations entre certaines propriétés 
des décompositions d'une relatlon binaire et cette relation elle-même. Cette 

étude, appliquée à un ensemble de langages réguliers permet de voir l'inipor- 

tance de l'automate déterministe minimm vis-à-vis de cet ensemble. Nous avons 

vu en effet qu'il était directement issu d'un sous-ensemble déterminé de parties 

closes vis-à-vis de la correspondance de Galois. 

Cette thèse venait dqtre rédigée lorsque j'ai reçu un article, 

publlé par Kameda et Weiner (14) sur ce sujet. Dans ce papier, les auteurs 
ont également remarqué la symétrie existante entre les états de départ et 



les états de sortie. Ils n'ont cependant pas généralisé le modèle de Moore, 

c'est-à-dire qu'ils ne considèrent qu'une seule classe d'états de départ et 

une seule classe d'états de sortie. La généralisation faite ici n'enlève 

cependant aucune propriété. 

Leur définition des automates n'est pas tout à fait la même que 

celle donnée ici. Un automate est un quadruplet, A = cQ,M,%,F> où : 

- Q est l'ensemble des états 

- M est une application de QXC dans PQ 

- Q g t  Q états de départ 

- F C Q 6tats de sortie. 

En dehors de notre généralisation de % et F à respectivement S et 6, leur 

définition ne change que par la fonction M. Si f est la fonction de notre 
modèle, on peut dire que : 

Leur modèle est plus adapté pour les démonstrations théoriques travaillant 

directement sur l'automate ; notre modèle est plus adapté pour les démons- 

trations sur les divisions régulières. 

Ils construisent, à partir d'un automate déterministe minimum, 

la matrice canonique de l'automate quYls notent CAM (Canonical Automaton 

Matrix) dont les lignes sont indéxées par les éléments de l'automate déter- 

ministe minimum, c'est-à-dire notre ensemble P et les colonnes par notre 

ensemble Q. Ses éléments sont O ou 1 ; on a avec nos notations : 



i dénote la l igr~e i , c'sst - -dire cul 6 crit;r i G P .  

j dénote Pa colwne j , c ' est--à-dire in-, ' i Sm~y[* : # .  6 i l .  

Un ensemble de "1" de la matsic= *sr appel6 m e  gnXRee si ;DUS 

ses éléments sont à des intersections d'im e~~semble de lignes et d'un ensein- 

ble de colonnes et que tous 132s élémer,rs '5 ces intersections z~~?TI^C:  des "1" 

appartenant à iknsemble. Une grifle peut donc être définie par -m couple 

(D,E), avec D e  P, et E c Q tel que RI)$= TE. 

Une ghille ph~unLQir~  est alors définie comme une grille qui ne 

peut être étendue à aucune ligne ou colorme. Soit (D,E) une grille première, 

cela veut dire que pour tout À 8 P-D, il existe 6 G E tel que A Q B .  Dans 
notre théorie, TE étant une partie close de V, nous avons D C  K(1E). De 

cette propriéte on voit que poix une grille première, D = K(1E). De plus, 

pour tout li 8 Q-E, il existe À € D tel que A $  B ; il en découle alors que 
E = J(7E). De là, on volt qu'il y a une correspondance biunivoque entre les 

grilles premières et les parties closes de V : (D,E) + -  C avec D = K(C) et 
E = s ( C ) .  

A partir d'un ensemble de grillcç, Kameda et Wiener ccnstruisent 

un automate. I l s  l'appellent ensemble RégLtirric de grilles, si cet auromatr 

a le même comportement que celrii l u l  esz donné et sur iec~uel est construi- 

la CAM. Ils démontrent que si un ensemble de grilles est légitlmis, il existe 

un ensemble légitime de grilles premières qui sont leinrs extensions, Ceci 

revient en fait à notre corollaire 12.10 sur la fermeture d'un automate. Ils 

en concluent que l'automate minimum doit être ~echercb6 dans l'ensemble des 

grilles premières, c'est-à-dire de nos parties closes. Remarquons que iior?.~ 

avons, pour notre part, effectivement réduit cet ensemble, en consid6rant 

l'ensemble Z' : dans ltexenrple du chapitre 14, 11 y a 34 parties closes, 

mais l'ensemble Z' est de cai-dinalité 21 et Z de cardinalité 16,  bppeloris 

que dans ce cas 1"utomate minimwri était associé a lm soas-ensemble de Z .  



Les auteurs considèrent qu'un ensemble de grilles est campLeA 

si tous les "1" de la matrice sont couverts par au moins une grille. Cela 

revient à dire que pour tout A 8 P, B 6 Q tel que A t B il existe une grille 
(D,E) dans l'ensemble tel que A e D et B G E. Dans le cas de grilles premières, 

cela veut dire qu'il existe ç dans l'ensemble tel que A c C cB. Nous pouvons 

alors énoncer la propriété suivante : un ensemble de grilles premières est 

complet si et seulement slil est satisfaisant à l'ordre 0. Il est à noter 

que l'article ne donne aucune méthode pour trouver le plus petit ensemble 

complet de grilles premières. Il semble que la méthode employée consiste 

à étudier tous les ensembles de grilles premières de 1, 2, 3, etc... éléments 

et de voir s'ils sont complets, puis de voir s'ils sont légitimes. Une très 

nette anélioration de cet algorithme est donc de ne considérer que les grilles 

premières (ou parties closes) qui sont dans Z'. De plus, le test de complétude 

pour un ensemble de grilles est réduit à la couverture de l'ensemble Hg, qui 
ne conrprend, dans l'exemple du chapitre XIV, que 12 éléments contre 89 éléments 
'11'1 dans la CAM. Nous avons donné, d'autre part, un algorithme pour déterminer 

le plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre 0, c'est-à-dire le plus petit 

ensemble complet, ce qui détermine le nombre minimum d'éléments à considérer. 

Enfin, le fait que P n Z et Q t? Z soient des ensembles légitimes donne une 

borne supérieure à ce nombre d'éléments. 

Dans 1:: dernière partie de cet article, on donne une condition 

nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble complet soit légitime. Nous 

allons étudier ces propriétés. Considérons d'abord deux définitions traduites 

dans nos notations : 

1- Un ensemble E de grilles mume ("to spanl') un élément A € P si 
pour tout B € ~(1) il existe C 8 E tel que A CC CB ou encore, 
il existe F c E tel que J(A) = -Cd J (C) . 

CGF 



2- Soieiit A 6 f )  et F C 112) x J(-T'~ dor nés, 7 ',hugrî_ de F par a E: z 
est l'ensemble : 

F" = ( il existe (i. 13) r F tel que $(A) a c $(A1) et 

o ( B 1 ]  O c $ ( Q I .  

Kameda et Weinel considèrent la propriété suivante, notée Pl : 

un ensemble complet E de grilles premières vérifie la propriété Pl si et 

seulement sl pour tout A, 1' 8 P tel que $(A) 0 c o(Â1) ,  il existe un 

ensemble de grilles F c E tel que A' C C pour tout C 6 F et 

1- F mesure At 

2- pour tout C '  E F il existe C 6 E tel que A C  C et pour tout 
B 1  6 Q si C '  cB' alors (A1,B1) E [{AI x J(~)I" 

On peut démontrer que la propriété P l ,  pour un ensemble complet est synonyme 

de "satisfaisant à l 'ordre 1". (Cf. annexe 3) . 

Ils énoncent alors le théorème 6.2 : un ensemble complet de 

grilles premières eqt légitime si et seulement s'il vérifie la propriété 

P l ,  c'est-à-dïre SI et seulement S'IL est satisfaisant à l'ordre 1. L'exemple 

de l'annexe 2 montre que ceci n'est pas toujours vrai. Il semble donc que des 

restrictions soient à apporter à ce théorème. L'article ne donnant aucune 

démonstration nous ne pouvons qu'être prudents d'autant plus qu'une mauvaise 

interprêtation de la notion d'image et de La ploprieté Pl est toujours possi- 

ble, 

En conclusion, nous pouvons dire que Kameda et Wiener sont arrivés, 

par une autre voie que les correspondances de Galois, à obtenir une structure 

assez voisine de la nôtre* Cependant une borne part de l'algorithme est la 

même : recherche des parties closes de V. Ils ne donnent cependant pas de 



méthode aussi automatique que la nôtre pour trouver 1 ' ensemble des parties 
closes. De plus, par rapport à ce travail, nous apportons une réduction 

sensible de l'ensemble dans lequel on poursuit la recherche (Z pour satis- 

faisant à l'ordre 0, Z' pour les autres). Enfin nous avons rattaché le 

problème de trouver le plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre O ou plus 

à un problème de Quine, alors que l'article ne donne aucune indication à ce 

sujet. 

Nous suggérons d'étudier les structures possibles de l'ensemble 

des parties closes dans le cas de langages non réguliers. Le problème est 

beaucoup plus complexe du fait que nous n'avons plus un ensemble fini de 

parties closes. Cependant cette voie de recherche semble intéressante étant 

données les propriétés trouvées dans le cas régulier , notamment la corres- 
pondance entre P et l'automate déterministe minimum peut,peut-être, être 
étendue dans les autres cas. 

Enfin nous avons ici un modèle pour reconnaître une matrice de 

langages réguliers Lij Une étude sur la composition des automates à l'aide 

de ce modèle peut être intéressante et donner des résultats fructueux. 



I N D E X  

Accepteurs 

Automates 
Conrportement d 'une machine 

Complète (division) 

Connectés (diagrammes-) 

Décomposition d'une relation binaire 

Déterministe (traducteur-) 

Diagramme de position 

Division 

Egalité de divisions 

Evènement dans un automate 
Evènement dans un diagramme de position 

Fermeture directe d'un automate 

Fermeture indirecte d'un automate 
Graphe d'états 

Homomorphisme entre diagramme et division 

Initial (diagramme de position) 

Initiale (division) 

Intersection d'une division 
Irrédondante (division) 

Isomorphisme entre diagramme et division 

Machine 

Partition 

Propre (division) 
-1. 

Régulière dans Z" x G (division) 
>k 

Régulière dans Z x G (partition) 

Régulière dans V x V1 (division) 

Réunion d'une division 

Satisfaisant (ensemble) 



Satisfaisant à 1 ' ordre p (ensemble) 
Satisfaire à un comportement 

Séparée (division) 

Séparée à droite (décomposition) 

Séparée à gauche (décomposition) 

Simple (diagramme) 

Sous-division 

Sous-division au sens large 

Sous -partit ion 

Spécifié (diagramme complètement) 

Surdivision 

Traducteur 

Transition dans c;k x G 

Transition dans V x V' 



N O T A T I O N S  





1 B C  E F  I 1 B D F  

3 1 A B C  

4 / A 

3 4  j A  

E F  1 

I 
1 B 



Il existe une partie close non dans P W Q  ; appelions-la a : 

On remarque que D et 2 sont identiques, c'est-à-dire que nous avons une 

partie close commune à P et Q. 

Le graphe est le suivant : 

Considérons l'ensemble de parties closes G = 12,E,4,C,aI nous obtenons 

l'automate suivant : 



Rendons-le déterministe, nous obtenons 

O 

avec SI = {EuCl, 6 ,  = :3C,4,4E!. 

En le simplifiant par l'algorithme du chapitre VIII, on obtient 

l ' automa te donné. L ' automate constrini t sur G a donc même cor1i:ortement, Consi- 

dérons G '  -- G A 2 .  SI-ul n disparaît, nous obtenons : 



avec SI = {E,Cl et 61 = {3,41. 

Nous voyons tout de suite que la chaîne "O" qui nous menait 

de l'état 1 dans l'état 4 dans l'automate donné, c'est-à-dire d'un état 

d'entrée à un état de sortie ne se retrouve pas ici : 

de C il n'y a pas de sortie par O 

de E la seule sortie par O fait rester dans E qui 
n'est pas état de sdrtie. 

Remarquons que la recherche du plus petit ensemble satisfaisant 

à l'ordre O (chapitre X) nous donne soit 1,2,3,4 soit C,E,A,2 c'est-à-dire 

P (\ Z ou Q n Z qui donnent tous deux des automates de même comportement 

(théorème 13.6) et qui sont minimum. 





Le graphe se décompose en 3 : 



On voit alors que Z = Z '  = P U Q  - (11,C). 

D'autre part 5,9,7,10,4,13 constituent Pfl Q et doivent obliga- 

toirement être dans tout ensemble satisfaisant à l'ordre 0. Pour le reste, 

nous avons le tableau suivant : 

Nous éliminons 1,2,6,12,A,B,E,H car l'ensemble des croix qui leurs corres- 

pondent est sous-ensemble de l'ensemble des croix d'un autre élément. Il 

reste : 3,8 ,F, 1 et il est facile de voir que leurs ensembles de croix res- 
pectifs sont disjoints deux à deux. Ils sont donc tous nécessaires. 

Le plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre O est donc 

L'automate correspondant est : 



avec S = CCI,1331 e t  6 = {{3,71} . 

Rendons cet automate déterministe : 

avec S =(((1,13) 13 e t  6 = C{3,733. 

Nous n ' obtenons pas l e  même conrportement . L ' ensemble es t  cependant s a t i s  - 
faisant à l 'ordre 1 .  En effet ,  Hl e s t  défini corne suit avec les  couvertures 

associées : 

I O 
F -1 (l,F,O) couvert par (1,F) 

O M - K éliminé car 1 BI U(K) 



1 O A - B éliminé : 2 $ U(B) 
O L-M I f  : 2 & U(M) 

1 2  J - F (2 , J ,  2) couvert par (F, 13) 

1 O 
1 -A (3,I,O) couvert par (3 , I )  

O J -A (3 ,J ,0)  couvert par (3,13) 

1 1  1 - E (3,1,1) couvert par (3 , I )  
1 K -E (3,K,1) couvert par (3,4) 

1 O M t----- K (4 ,M,O) couvert par (4,5) 

' O L - M (5 ,L ,O) couvert par (5,lO) 

1 O D -G éliminé 

1 2. J - F (6 ,J ,2)  couvert par (F,13) 

1 O 1 - A (7,1  ,O) couvert par (7 , I )  
O J - A (7,J ,0)  couvert par (7,13) 



B 4 D (7,B,l)couvertpar(7,8) 

H D (7,H,1) couvert par (7,8) 

O 8-3 

1 O A c--- B (8 ,A ,O) couvert par (8 ,3) 
O E -H (8,E,O) couvert par (8,3) 

1 ,  1 1 E (10,1,1) couvert par (10,I) 
1 K - E (10,K,1) couvert par (10,4) 

2 10 - 4 
K ' -+ L (10,K,2) couvert par (10,4) 

1 O F - 1 (12,F,O) couvert par (1,F) 
O G - J éliminé 

1 O 
G - J (13,G,O) couvert par (13,9). 

L'ensemble est donc bien satisfaisant à l'ordre 1. Il ne l'est pas à 

l'ordre 2. Lorsque l'on a rendu l'automate déterministe, on s'est aperçu 

que l'on obtenait 



Il nous aurait fallu obtenir au lieu de 10 tout seul, un ensemble d'éléments 
O définissant l'état 1 1 étant donné que dans l'automate on a @ - @ 4 . 

On voit alors que (I,A,ûû) E H2 n'est pas couvert par lle.:semble. En rajoutant 

l'état A, on obtient l'automate suivant : 

avec S = ({I,13)1 et 6 = {{3,7,A)). 

En rendant ce dernier déterministe, on retrouve l'automate donné. Il est 

facile de voir que le plus petit ensemble satisfaisant à l'ordre O considéré 
est en fait unique. En conséquence, puisqu'il n'est pas satisfaisant à l'ordre 

2, tout ensemble satisfaisant à l'ordre 2 est de cardinalité strictement supé- 

rieure, c'est-à-dire de cardinalité 11 au moins. Nous en avons trouvé un de 

cardinalité 11. L'automate associé est donc minimum. 





A N N E X E  5 

Un ensemble est complet et vérifie la propriété Pl si et 

seulement s'il est satisfaisant à l'ordre 1. 

1- Si E est satisfaisant à l'ordre 1, il est satisfaisant à l'ordre 

O donc complet. De plus soient A, A' 6 P tels que $(A) a c 4 (A') . 
Soit F = { E l  1 C' e E et il existe C 6 E tel que a 6 T(C,C') et 

A C C I .  

1.1 ;le AcC et o € T(C,C>) on en déduit 1' CC' pour tout C '  8 F. 

1 .2  Soit B' € J(A1) , alors Ao c B' . Comme E  est satisfaisant à 

l'ordre 1, il existe C, C' 8 E  tels que a € T(C,C1) 

A C  et C' C ET. Ceci entraîne C1 6 F et démontre que F 
mesure A' . 

1.3 Soit C' € F et C 6 E  tels que o 8 T(C,C') et AcC. Consi- 
dérons B' 8 J(C') , par définition de T, il existe B 8 J(C) 
tel que +(Et) a c$(B), ce qui signifie (A',Bt) F [{AIxJ(C)I~. 

Par conséquent E  vérifie la propriété Pl. 

2- Inversement si E  est complet et vérifie la propriété Pl , il est 
satisfaisant à l'ordre 0. De plus soit (Â,Ë,o) tel que Aa CE et 
soit A' tel que 4 (A) a c 4 (A') . Il existe alors F C E  tel que F 
mesure A', c'est-à-dire qu'il existe Cf 6 F tel que C' C B. Par 2 
de la propriété Pl, il existe C 6 E tel que A C C  et pour tout 
Et 6 ~(ë'), on ait (A',E') C [{A} x J(C)lo ; c'est-à-dire pour 

tout B1 6 J(C'), il existe Bvl 6 J(C) tel que $(Et) oc$(BVf) et 

par conséquent o 8 T(C,C1) et E  est satisfaisant à l'ordre 1 . 
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