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I N T R O D U C T I O N  

De p lus  en plus l a  logique mathématique, dont l e  but i n i t i a l  e s t  

d'exprimer les ob je ts  e t  l e  raisonnement mathématique dans un langage 

formel, a f i n  de r6du i re  les  démonstrations à un simple calcul,  se cons- 

t i t u e  en branche autonome des mathématiques. Les études des logic iens 

semblent avo i r  de moins en m i n s  d'incidences sur  l e  t rava i  1 habi tuel  du 

mathémat i c i  en. El 1 es por tent  davantage sur  1 '&tude des théor ies  e t  du 

r a i  sonnement en gbnéral que sur  1 'étude du raisonnemont t e l  quv i 1 e s t  

u t i l i s é  dans un quelconque ouvrage de mathématiques. Les systèmes de 

déduction nature ls  on t  é té  relat ivement peu t r a i t és .  

Dans l e  domaine de la  démonstration automatique, des résu l ta ts  

intéressants on t  é té  obtenus, mais sont d i f f i c i l e m e n t  exploitables, entre 

autres à cause de l a  di f f  i cu l  t é  de t ransc r ip t ion  d'un énoncé en langue 

naturel  l e  en une formule du ca lcu l  des prédicats. Dsaut re  part ,  l a  démonstra- 

t i o n  fourn ie  ne ressemble que de t r ès  l o i n  2 l a  démor?stration au sens où 

1 'entend un mathématicien. Enfin, les processus de démonstration sont encore 

purement combi natoi  res e t  ne f on t  pratiquement pas i nterven i r les résu l ta ts  

intermédiaires d9une théor ie  (dé f in i t i ons ,  lemmes e t  théorhes) .  

Pour amCi i o r e r  l e  rendement de l a  démonstration automatique c t  

pour l a  rendre p l  us proche de l a  démonstration, i l s e r a i t  bon d'y in t rodu i re  

des heurist iques. Pour ce but  pa r t i cu l  i e r  e t  aussi pour des raisons d'ordre 

pédagogiques ou autres, i l e s t  intéressant de connaît re de façon p l  us précise 

ce qu'est une démonstration. Un t r a v a i l  préalable à c e t t e  6tude e s t  de for -  

ma 1 i s e r  les démonstrations, c'est-à-di r e  de les  é c r i  re dans un l angage formel 

dont l a  sémantique e t  l a  syntaxe sont bien déf in ies  (en remarquent que dans 

l a  logique mathématique, les deux points de vue syntaxique e t  sémantique sont 

pratiquement équivalents : une démonstration syntaxiquement correcte l ' e s t  

aussi sémantiquement). Un t e l  langage une f o i s  déf in i ,  l a  v é r i f i c a t i o n  dtune 



démonstration se r é d u i t  à un problème d'analyse syntaxique e t  peut donc 

ê t r e  réa l  is6esur machine. 

Pau 1 Abrahams a proposé un système de forma 1 i s a t i o n  qui  e s t  en 

f a i t  une app l i ca t i on  du langage LISP au langage mathématique. S ' i l  a Ivavan-  

tage de se rapprocher davantage de l a  langue nature l  l e  t a n t  au p o i n t  de 

vue de l q 6 c r i t u r e  qu'à ce1 u i  de l a  s t r u c t u r e  d7 une démonstration, i 1 r e s t e  

encore t r o p  fortement 1 i é à la  syntaxe de L l SP e t  demande pour ê t r e  compris 

une connaissance préa lab le  d s  LISP e t  de son é c r i t u r e  fortement parenthésée. 

Le langage que nous proposons i c i  e s t  indépendant de t o u t  langage de 

programmation e t  res te  assez pres de l a  langue na tu re l  l e  pour ê t r e  assimi- 

l a b l e  par  un mathématicien ayant un minimum de connaissances en ca lcu l  des 

prédicats,  e t  en programmation j u s t e  ce q u ç i l  f a u t  pour savo i r  qu'on ne rem: 

p lace pas impunément un s igne par  un autre.  

Les express ions mathématiques sont  & c r i  t e s  dans un forma 1 i sme t r è s  

v o i s i n  de ce lu i  du calcul  des prédicats.  Une démonstration e s t  une s u i t e  

de l ignes, chacune é tan t  une d é f i n i t i o n ,  un théorème, ou une expression 

s u i v i e  s o i t  d'une ~ u s t i f i c a t i o n " ~  indiquant  comment o b t e n i r  c e t t e  expression 

à p a r t i r  des précédentes, s o i t  par  une au t re  demonstration. Nous int roduisons 

a i n s i  une s t r u c t u r e  de b loc  à l ' i n t é r i e u r  dvune démonstration. D'autres 

s t ruc tu res  de b locs  sont u t i  l isées pour l a  q u a n t i f i c a t i o n  e t  pour l a  dér iva-  

t i o n  sous condi t ions.  Ce t r a v a i l  é t a n t  une approche dpun domaine encore t r è s  

peu exploré, i l sou1 ève p l  us de quest ions quv i 1 n'en résout. b u s  nous sommes 

e f fo rcés  de corner e t ' d o  p r é c i s e r  ces quest ions en suspens en donnant p a r f o i s  

les  d i rec t i ons  dans lesquel les i l  nous semble poss ib le  de t rouve r  l e u r  so lu t i on .  

Corne a p p l i c a t i o n  irnmédirte de c e t t e  fo rma l i sa t i on  des démnst ra t ions ,  

nous pensons b ien sûr  à l a  v 6 r i f i c a t i o n  automatique, mais nous espérons que 

ce t r a v a  i 1 pourra se rv i  r d 'ou t  i 1 dans I '6tude d s  doma i nes t e l  s que I ' heur i  s- 

t i q u e  en démonstration automatique, 1 'ensoi gnment programmé des mathématiques, 

l a  s imulat ion du raisonnement en i n t e l l i g e n c e  a r t i f i c i e l l e .  



III 

P l u t ô t  que de donner "ex abruptot1 l a  déf i n  i t ion comp tète du langage, 

nous avons préféré  in t rodu i re  progressivement les éléments q u q i l  comporte, 

q u i t t e  à reveni r  en a r r i è r e  par l a  su i te .  Dans l e  chapi t re I nous donnons 

l ' a l l u r e  générale du langage, ses caractér is t iques essent ie l les  e t  les  

éléments qui permettent de t r a i t e r  1 'aspect logique dos mathématiques. Le 

chapi t re I I  apporte quelques affinements e t  précise l a  manière de t r a i t e r  

ce qui  o s t  p lus  spécifiquement mathématique. Dans l e  chapi t re  il1 nous en- 

visageons quelques questions qui on t  p lus ieurs  solut ions possibles ent re  

1 esquel les nous n'avons pas tranché, ou des probl &mes non encore résol us. 

En annexe 1, l e  langage es t  redé f in i  par ses tableaux syntaxiques e t  en 

annexe 2 nous donnons quelques aperçus sur  l implémentation du langage en 

mach i ne. 
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CARACTERES GENERAUX du LANGAGE 

Le langage d é f i n i  i c i  devra nous permett re d s é c r i  r e  de façon p réc i se  

les  é I  éments nécessai res  à t o u t e  démonstration : l e s  expressions mathémati - 
ques, l es  d é f i n i t i o n s  e t  les  thOor&nes u t i l i s é s  au cours do l a  démonstration, 

des  justification^^^ exp l i quan t  de quel l e  façon on passe d'une expression à 

une autre.  

Pour d é f i n i r  l a  syntaxe du langage nous u t i l f s e r o n s  l a  no ta t i on  de 

Backus. 

1.1, I d e n t i f i c a t e u r s .  

Nous consi dérons un a l  phabet comprenant les l e t t r e s  l a t i  nes e t  grecques, 

minuscui es e t  majuscules, les c h i f f r e s ,  e t  t o u t  a u t r e  signe dont nous aurons 

besoin, à l sexclus ion de ceux rencontrés va r  l a  sui . te  qui  jouent  un r ô l e  p a r t i -  

c u l i s r .  Nous appel lerons i d e n t i f i c a t e u r s  l es  m t s  formés su r  c e t  alphabet. 

1.2. Exnressions 

Les expressions sont  cons t ru i tes  à p a r t i r  de formules élémentaires, 

ou préd ica ts  au moyen de connecteurs logiques z,%,V,A, 3 e t  des q u a n t i f i c a -  

teu rs  V, 3, 3! .  

Les p r i o r i t é s  que nous avons cho is ies  pour ces opérateurs ne sont  

pas c e l l e s  quton u t i l i s e  habituel lement en logique. Pour des raisons de 

ccmmodité nous avons donné à l 'opérateur  l e  p l u s  u t i l i s é  l a  p lus  f a i b l e  

p r i o r i t é ,  c'est-à-di r e  l a  p l  us grande portée. I I nous a paru que dans 

I 'usage habi tuel  l es  deux connecteurs les p l u s  u t i  l i sés  é t a i e n t  -A e t  3. 
Le premier é t a n t  ass ioca t i  f, mais pas I 'autre, i 1 e s t  in téressant  d ' a v o i r  

A comme connecteur p r i n c i p a l .  

Par ordre  de p r i o r i t é  décroissante les  connecteurs sont  h,>et r ,  
V, 5. Pour B v i t e r  l e s  confusions avec l'usage des logiciens. e t  pour se 

rapprocher davantage de l ' é c r i t u r e  hab i tue l  le, nous remplaçons A pa r  une 

v i rgu le ,  par  ou 3 e t  E par  => e t  <=>. -, 



Ains i  a, b => b ou c se l i t  logiquement - 
ail (b> (bvc)) 

De façon p lus  précise, une expression se d é f i n i t  a i n s i  

<expression>: : <sous-formul e> / <express i on  , <sous-fomul e> 

csous-formul e,: :<dis jonct ion> / < d i s  jonct ion> => <d is jonc t i on>  / 

<d is jonc t ion> <=> <d is jonc t ion> 

<d is jonc t ion> : := <primaire> /. <pr imaire>/  

<formule quan t i f i ée> :  := <Q><vsr iable> (<formule>)/ 

<Q><variable><formule quan t i f  i@e> 

<Q>::=V/ 7/ 3! 

<prbdicat>::=<objet> e s t  un < i d e n t i f i c a t e u r  de préd ica t>  

<arguments> / <Préd ica t  élémentaire> 

<arguments> : :=<vide>/ C< l i s t e  d 'ob je ts>]  

< l i s t e  dlobjets>::=<objet> / < l i s t e  dPobjets>,  <ob je t>  

< i  denti f i c a t e u r  de prédicat>:  : =c i  dent i  f icateur> 

L v o b j e t  sera d é f i n i  u l tér ieurement (2.2 e t  11.1.2). Pour l e  moment i l 

s u f f i t  de s a v o i r  que c ' e s t  une v a r i a b l e  (<objet>: :=<var iable>)  ou que c ' e s t  

une ce r ta ine  s u i t e  de signes contenant des var iables.  

Un p réd ica t  élémentaire e s t  formé d 'ob je ts  e t  d9un symbole re la t i onne l .  

Les symboles re la t i onne ls  sont  d é f i n i s  dans l e  système, comme =, s, ou appa- 

ra i ssen t  dans une d é f i n i t i o n .  ( c f  111.1.2.) 

e - . q ~ g  G e s t  un groupe Co,el= VgVyVz( (xsG,yêG,xoy=z)'~~eG) 

3F ( F  e s t  une appl i c a t i o n  biunivoque[P,RI) 

Comme en logique c lass ique on d is t inguera  les  va r iab les  l i é e s  e t  

les  var iables l i b r e s  su i van t  q u ' e l l e s  f i g u r e n t  ou non dans l a  por tée dPun 

quanti  f i  cateur. 
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2. Notions u t i  1 i t a i r e s  
e=r============t=== 

Pour démontrer un théorème d'une théor ie,  i l f a u t  connaî t re les d é f i n i -  

t i o n s  e t  les axiomes de c e t t e  théorie, a i n s i  que d'autres théorèmes supposés 

v ra i s .  1 I  f au t  aussi " i n t rodu i re "  ce r ta ines  var iab les  représentant les o b j e t s  

s u r  lesquels on raisonne. 

< p a r t i e  u t i  1 i t a i  re>:= < p a r t i e  s o i t > < l  i s t e  de d é f i n i t i o n s >  

<ax i ornes> < 1 i s t e  de théorèmes> 

2.1. ' In t roduct ions 

<introduct ion>::= - s o i t  < l i s t e  de var iab les> 

< 1 i s t e  de var iab les>:  :=<variable> / < l i s t e  de variables>,<variable> 

2..2. D é f i n i t i o n s  

< l i s f e  de d é f i n i t i o n s > :  :=<vi  de>/<l i s t e  de déf in i t ions><déf  i n i t i o n > ;  

<déf in i t ion>: :=  d é f i n i t i o n < p a r t i e  dé f in ie>= def<expression > 

< p a r t i e  déf in ie>: :=<var iable> e s t  un < i d e n t i f i c a t e u r  de prédicat. 

<paramètres>/<opérateur> compose <pararn&tres> 

<pararnètres>::=<vide>/[<l i s t e  de var iab les>]  

d é f i n i t i o n  R e s t  une r e l a t i o n  d'équivalence su r  [El = def 

Vx(xsE => xRx), 

VxVy((xsE,ycE,xRy) => yRx), 

VxVyVz( (x~E,ysE,zeE,xRy, yF?)o => xRz) ; 

d é f i n i t i o n  U coxpose [A,83 = def 

Vx(xcU(A,B)<=> xeA - ou xsB); 

Le premier t ype  de déf i n i  t i o n  permet de c rée r  de nouveaux préd ica ts ,  

l e  second d é f i n i t  les op6rateurs p ré f i xés .  



Des o b j e t s  composés pa r  un opérateur  d.onnent un nouvel o b j e t .  

2.3 Axiomes 

<axiomes>: :=<vide>/ - h <expression>; 

2.4. Théorèmes 

< l i s t e  de théorèmes>::=<vide> / <i i s t e  de théorèmes><théorèrne>; 

<théorème>::= théorème < i d e n t i f i c a t e u r  de t h é o r h o >  

théor&me RI[E,P,R]~ - Vx (xeP => x e s t  une p a r t i t i o n  de CE]), 

Vx(xeR => x e s t  une r e l a t i o n  dqéquivalence su r  I E I )  

c 3f ( f  e s t  une a p p l i c a t i o n  biunivoqueCP,R]); - 

2.5. Enoncé 
, > 

E n ~ u i t c -  i l  faudra donner I 9énoncé du théorème qu i  sera s u i v i  de sa 

démonstration. 

L'énoncé comprendra i ' i n t roduc t ion  des var iab les  p a r t i c u l  i è res  à ce 

théorème, ses hypothèses e t  I 'express ion à démontrer ou concl us ion 

<énoncé>: : = < p a r t i e  soi  t><axiomes><express ion> 

S o i t  E, d, r, a, X; h X e s t  une boule[E, d, r, a]; - - 
X e s t  un ouvert[E, d l~démons t ra t i on>  

S o i t  E, d ,  r, a; V X ( X  e s t  une boule fE,d, r, al<=> - 
X e s t  un ouver t  EE, d l  <démonstration> 



3. Démonstration 

Une démonstration sera const i tuée d'une s u i t e  d'expressions, chaque 

expression é tan t  é t iquetée pour pouvoi r l a  repérer f a c i  lement, e t  su i  v i e  

d'une preuve permettant  de v é r i f i e r  qu'on a b ien  l e  d r o i t  d ' é c r i r e  c e t t e  

expression. On se donnera l a  possi b i  l i t é  d '  i n t r o d u i r e  au cours dvune démons- 

t r a t i o n  de nouvel les d é f i n i t i o n s  e t  de nouveaux théorèmes. Une preuve pourra 

ê t r e  ent re  autres une démonstration ce qu i  f a i t  appara i t re  dans une démons- 

t r a t i o n  une s t r u c t u r e  récurs ive  dont on examinera p l u s  l o i n  les  conséquences. 

<démonstration> : := en e f f e t  < l i s t e  de 1 ignes> cq fd  

c l  i s t e  de i ignes>: :=c l  igne>/<l i s t e  de l ignes>;<l igne> 

<ét iquet te> :<général i s a t  ion-V>/ 

<ét iquette>/<généra 1 i sa t ion-  3> 

<ét iquet te>:  : = c i  dent i  f i  catour> 

<preuve>: :=<démonstration> / par c j u s t i  f i  c a t i  on> 

Pour qu'une démonstration so i  t correcte, i l f a u t  que 1 'expression 

f i g u r a n t  dans l i g n e  j u s t e  avant cqfd s o i t  formollement ident ique à l 'ex -  

pression à démontrer-(crest-à-di r e  ce1 l e  qu i  précède l e  en e f f e t  corres- 

pondant) . 
Nous d i rons  que deux expressions sont formel lanent ident iques s i  e l l e s  

s 'éc r i ven t  de l a  mêmo façon à une s u b s t i t u t i o n  près des va r iab les  quant i f iées .  

e3cem~!Ze 
3x ( X  e s t  un t r u c  Ca,xl) e s t  formellement ident ique à 

-y (y  e s t  un t r u c  Ca,yl) 

x e y, y ,< x n 'es t  pas f - ident ique (formel lement ident ique)  



3.1. Déduction 

déduction 

Une déduct ion syntaxiquement co r rec te  a donc l a  forme su ivante  : 

h fo; - 
n, : f,<prcuve> ; 

- 
De p l u s  on d o i t  a v o i r  f i+l f - ident ique à fo =>f i 

f = f s i  f e s t  une d i s j o n c t i o n  

f = ( f )  dans les autres cas avec i' 
(ceci  pour s fassu re r  que => e s t  b ien  l 'opéra teur  p r i n c i p a l  de f '  1 t * l  

Nous int roduisons i c i  un nouveau type de b loc  dé1 i m i  t 6  pa r  - h e t  

déduction dont nous v e r r m s  p l  us l o i n  I ' u t i  l i t 6 .  

On u t i l i s e r a  l a  déduction chaque f o i s  quvon d o i t  u t i l i s e r  l e  théorème 

de l a  déduction : 

s i  d'une expression f o  on dédu i t  f i  (ce qu i  s ' é c r i t  f o  c f a l o r s  
i 

fo  3 f i  e s t  un t h b r è m e  ( c fo -> f i  1 .  

L 'app l i ca t i on  récurs ive  de ces blocs e s t  aussi lég i t imée pa r  l e  

théorème de l a  déduc$ion : 

s i  f,, f 1 9 . .  ., fn t- f a l o r s  + f,-)(fl> (...(f,,Jfn+l..)) 
n + l  

3.2 Général i s a t i o n  - V 

<général isat ion-Q> : :=<int roduct ion> ;cl i s t e  de l i gnes>; 

<dern i ère  l i gris> généra l i satlon-V 



Une général isat ion-V e s t  un nouveau t ype  de b loc  qu i  a l a  forme 

s o i t  x x - 1 > 2 9  " 8 Xn; 

n f l  <preuve>; 1 ' 

"i+l : f i+ l  génQral i sa t  ion-V 

avec f 
i + l  

f - ident ique à Vx, Vx2 . .. . Vxn fX# 
i 

Où I f* = f s i  f e s t  une formule q u a n t i f i é e  

If* = ( f )  s inon 

(ceci  é v i t e  d v i n t r o d u i r e  des parenthèses superf lues dans une s u i t e  de quant i -  

f i  cateurs) . 

L ' u t i l i s a t i o n  de l a  général isat ion-V e s t  ce qui  se f a i t  habituel lement 

lorsquvon veut démontrer une formule q u a n t i f i é e  universel lement : on démontre 

l a  formule pour un x quelconque ... comme e l  l e  v ra ie  pour un x quelconque e l  l e  

e s t  v ra ie  pour t o u t  x.En logique formel l e  on o b t i e n t  ce résul  t a t  en u t i  l i san t  

l a  règ le  de général i s a t i o n  dans l e  système de Hi I b e r t  e t  Ackermann ou l e  schéma 

AES dans l e  c a l  cu l  déducti f de Gentzen (On ver ra  p l  us l o i n  cornent l a  s t r u c t u r e  

de bloc f a i t  i n t e r v e n i r  les r e s t r i c t i o n s  s u r  l v m p l o i  de c e t t e  règ le ) .  

3.3. Général i s a t i o n  -3 

<général i s a t  i on- 3> : : =<détermi nat ion>; 

< l i s t e  de l i gnes>; <dernière l i gne> général i sation-7 

<détermination>::= prenons <var iab le> d é f i n i  par  

<express ion> cexi stence>/ 

prenons <var iable> déjà d é f i n i  / 

prenons <var iable> = <ob je t>  

La détermi n a t i o n  permet d 9  i n t r o d u i  r e  une va r iab le  possédant cer ta ines  

carac tér is t iques.  Le premier type de determinat ion i n t r o d u i t  une v a r i a b l e  

possédant une ce r ta ine  propr iété;  dans ce cas i l fau t  s 'assurer  qu'une t e l  l e  

va r iab le  ex is te,  c ' e s t  ce qu'on f a i t  par  l'cxistencen 



L'expression suivant  existence e s t  f r ident ique à Iqexpression suivant 

d é f i n i  par quan t i f i ée  existent ie l tement.  

Prenons x dé f in i  par x d y existence 3x(x 6 y )  <preuve> 

Le deuxième type de détermination i n t r o d u i t  une var iab le  déjà connue 

a i  l leurs. 

Le troisième type de détermination permet de donner un nom à un objet .  

Une général i sat ion correcte s v é c r i  t donc 

Prenons x ......; 

n i + 1 : f i+l 
général isat ion-3 avec f i+ l  f-sidentique à 3 x f'f 

C1ost ce qu'on f a i t  dans l e  raisannement usuel lorsqulon u t i l i s e  l a  

quan t i f i ca t i on  pour démontrer une expression quant i f iée ex i s t en t i e l  lement : 

on c h o i s i t  un x p a r t i c u l i e r  (qu'on d é f i n i t  à ce moment l à  ou qulon a dé jà  

u t i l i s é )  e t  on démontre q u ' i l  v é r i f i e  l a  propr ié té  en uestion. La général i -  

sa t ion  -3 correspond en logique formel l e  au 6 
ème 

axiome de Hi I b e r t  e t  

Ackermann ou au schéma EES de Gentzen. 

3.4. Structure de bloc 

Cette s t ruc ture  de b loc  appliquée à l a  démonstration nous semble ê t r e  

un des t r a i t s  tes plus caractér is t iques du langage que nous définissons i c i .  

Nous avons donc quatre types de blocs en e f f e t  ... cqfd, h... déduction, 

S o i t  ... général isat ion - V,  Prenons ... général isat ion-3 que nous appellerons - 
respect i vement b O b,, b e t  b3. 2 

D'après les dé f i n i t i ons  syntaxiques précgdentes, ces blocs ne peuvent 

jamai s se chevaucher, mais i l s peuvent s '  imbriquer les  uns dans les autres. 



- Portée des d é f i n i t i o n s  e t  des théorèmes 

Les d é f i n i t i o n s  f i g u r a n t  dans l a  p a r t i e  u t i l i t a i r e  sont  va l ides  dans 

t o u t  l e  reste du l'p rog ramme" 

Lorsququne d é f i n i t i o n  appara i t  dans un bloc, on l a  considère val  i de  

depuis son appar i t i on  jusquvau cqfd qui  termine l e  b loc  où e l  l e  apparai t .  

La portée des théorèmes e s t  d é f i  n i e  pa r  les mêmes r&g les. 

- Portée des var iab les  i n t r o d u i t e s  

On appel l e  va r iab le  i n t r o d u i t e  une va r iab le  f i g u r a n t  dans une i n t r o -  

duction, ou d e r r i  è re  prenons, ou devant compose dans une déf i n i  t i o n .  

S i  une va r iab le  e s t  i n t r o d u i t e  dans l a  p a r t i e  u t i l i t a i r e  ou dans 

I  sénoncé, e l  l e  e s t  connue dans t o u t  l e  res te  du programme. 

~ ' i  une v a r i a b l e  e s t  i n t r o d u i t e  en t é t e  d'un b l w  b2 ou d'un b loc  b3 

e l l e  e s t  connue seulement dans ce b loc.  

S i  une v a r i  ab l e  e s t  i n t r v d u i  t e  devant compose, e l  l e  e s t  connue pa r tou t  

où l a  d é f i n i t i o n  e s t  val ide. 

Toute express ion f i g u r a n t  dans une démonstration devra répondre aux 

cond i t ions  sui vantes : 

- tous les i d e n t i f i c a t e u r s  de préd ica ts  doivent  f i g u r e r  dans l a  p a r t i e  

dé f i n ie  d'une d é f i n i t i o n  va l ide .  

- toutes l es  var iab les  doivent ê t r e  s o i t  quant i f iées ,  s o i t  connues; s i  

1 'sxpression en quest ion f i g u r e  dans un théoreme ou dans une d é f i n i t i o n ,  l es  

v a r i  ables de I  'expression peuvcnt ê t r e  aussi ce1 les  f i g u r a n t  dans l a  " p a r t i e  

d é f i n i  e7' de l a  dé f  in i - t ion  ou dans les  paramètres du théorème. 

Cos condi t ions expriment l a  nécessité de n 9 u t i l i s e r  que des i d e n t i f i c a -  

teu rs  que I t o n  connait ,  qu'en rnath5matiques i l  f a u t  savo i r  avec quoi on p a r l e  

s l i  1 n v e s t  pas nécessaire de savoi r de quoi on p a r l e !  On ret rouve des condi- 

t i o n s  analogues dans un langage de programmation comme Algol où tous les  iden- 

tif ica teurs  doivent  ê t r e  d5cl arés à moins quq i l s  ne so ien t  paramètres formels 

de procédures . 



Les var iab les  i n t r o d u i t e s  en t ê t e  des b locs  b sont  absolument 2 
quelconques, E l  les doivent  donc ê t r e  d i f f é r e n t e s  en t re  e l  l es  e t  d i f f é r e n t e s  

de c e l l e s  i n t rodu i tes  en t ê t e  des b locs  b3 e t  de c e l l e s  i n t r o d u i t e s  dans 

l a  p a r t i e  u t i  l i t a i  r e  ou dans I  'énoncé. En d 'autres t e r w s  e l  les ne peuvent 

pas f i g u r e r  a i  l leurs. C'est  c e t t e  cond i t i on  quvon re t rouve en logique formel l e  

s u r  l 'emploi de l a  r è g l e  de q u a n t i f i c a t i o n  un iverse l  le.  En tenant compte de 

l a  por tée  des in t roduct ions  ce la  nécessi te quQune expression f i g u r a n t  dans un 

b loc  b2 ne s o i t  pas u t i  l l s a b l e  à I P e x t é r i e u r  de ce b loc  ( à  I 'exception de l a  

dern ière  où ces var iab les  sont  quant i f iées) ,  c a r  a l o r s  e l  l e  c o n t i e n d r a i t  une 

va r iab le  non in t rodu i te .  Ceci permet do r é u t i l i s e r  p lus ieu rs  f o i s  une môme 

va r iab le  dans des b locs d i s j o i n t s  : comme e l l e s  sont  loca les  aJ bloc, co ne 

sont  en f a i t  pas les  mêmes. 

Remarque.-onne pourra d b t e n i r  des expressions du t ype  Vx(Px=> Vx(Qx)) 

(qu i  ne sont  pas cor rec tes  dans ce r ta ins  systèmes de logique formel le) ,  s i  

c e l a  nécessi t e  que l a  même va r iab le  x s o i t  i n t r o d u i t e  deux f o i s  dans des 

b locs  non d i s j o i n t s .  

De même pour é v i t e r  qu'une v a r i a b l e  i n t r o d u i t e  par  prenons en t ê t e  

d'un b loc  b3 s o i t  confondue avec une va r iab le  i n t r o d u i t e  dans un b loc  b 2 
nous poserons su r  I ' u t i  l i s a t  i on  des expressions de b l es mêmes condi t ions 3 
que pour b2. 

L'en-tête de b loc  prenons <variab1 e> déjà d é f i n i  nous permettra de 

généraliser e x i s t e n t i e l  lement sur  des var iab les  f i g u r a n t  3 l ' e x t é r i e u r  

du bloc, ce qu i  e s t  par fa i tement  légi t ime.  

Pour les express ions du b loc  b, on a aussi l es  mêmcs condi t ions 

d v u t i  l isat ions,  mais pour d 'autres r a i  sons : t o u t e  expression, sauf l a 

dern ière  e s t  déduite de I 'hypothèse, ce quq i l f a u t  f a i r e  appara î t re  

quand on u t i  l i se ra  c e t t e  formule. Nous l e  faisons appara î t re  en I  ' é c r i -  

vant  exp l ic i tement  ( h  => c l  dans l a  dern ière  expression. A ins i  lorsquvune 

formule o s t  "déduite sous condi t ionss '  ( c  'est-à-di r e  à p a r t i  r de supposi- 

t l o n s ) ,  ces suppos~ i t i ons ,  ou prSmisses, f i g u r e n t  s o i t  impl ic i tement, s o i t  

expl ic i tement ,  e t  on passe de I  ' i m p l i c i t e  à I  ' e x p l i c i t e  en fermant l e  b loc  b 
1 '  
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A l ' e x t é r i e u r  de ce b loc on ne peut  u t i l i s e r  que l a  fo rmula t ion  e x p l i c i t e .  

Nous convisndrons (mais ceci  sans j u s t i  f i c a t i o n  théorique) qu'une 

expression ne peut  ê t r e  u t i l i s é e  hors du b loc  b où e l l e  se trouve, ce O 
qu i  f a i t  qu'une f o i s  une expression démontrée, on n'aura p lus  besoin de 

conserver sa démonstration. 

Outro c e t  i n t é r ê t  prat ique,  les b tocs b permettent l a  ~ l s t ruc tu ra t i onu  O 
d'une démonstration. Pour un l o g i c i e n  l a  démonstration e s t  l inéai  r e  : on p a r t  

des axiomes e t  on a b o u t i t  à l a  formule à d h o n t r c r ;  c e t t e  no t ion  de bloc e s t  

t r è s  peu u t i l i s é e  en logique ( ' )  e t  on p o u r r a i t  f o r t  b ien  s'en passer dans l e  

langage que nous déf inissons. Mais i l  e s t  c l a i r  quo 13 s t ruc ture ,  I to rgan isa-  

t i o n  sont un élément important de tou te  démonstration .Cette organ isa t ion  ap- 

p a r a i t  non seulement par  I v u t i l i s a t i o n  de d é f i n i t i o n s  e t  de lemmes, mais aussi 

p a r  l e  f a i t  qu9à I ' i n t é r i e u r  d9une démonstration bien f a i t e  on met en évidence 

les  p r inc ipa les  étapes du cheminement logique. Une "be l le t1  démns t ra t i on  n P e s t  

pas qu'une démonstration r igoureuse qui s a t i s f a i t  I û  pensée analytique, mais 

s u r t o u t  une démonstration b ien const ru i te ,  b i  en s t ruc turée,  e t  qu i s !adresse 

davantage à la  pensée synthét ique. 

( 1  1 
La méthode de démonstration p a r  ré fu ta t i on ,  d i t e  des tableaux sémantiques 

de Beth f a i t  appara i t re  une s t r u c t u r o  de b loc  d i f f e r e n t e  de ce1 l e  qu i  appa- 

r a i t  i c i .  Smul lyan dans son a r t i c l e  "Ana ly t ic  natura l  deduction" (Journal o f  

symbolic logic ,  j u i n  65) u t i l i s e  l e  b loc - h ... déduction. 



S' i l nous e s t  permis de p a r l e r  en parabole, disons que pour cons- 

t r u i r e  une démonstration, i l  ne s u f f i t  pas de disposer de bons matériaux. 

i l  f a u t  encore savo i r  les agencer i n t e l  l igomment dans l ' é d i f i c e .  Cet 

aspect de l a  démonstration a é té  peu envisagé e t  nous osons espérer que ce 
en 

t rava  i h ~ e r m e t t r a  une mi l l eure approche expéri  monta l e. 

Notons à ce s u j e t  que c e r t a i n s  pédagogues se sont  at tachés à ensei- 

gner les mathématiques en mettant en évidence des sch6mas de démonstration 

au moyen de graphes. La s t r u c t u r e  de blocs b quo nous u t i  l isons i c i  e s t  O 
t r i v i a l e m e n t  isomorphe à un grapho arborescent. 

f, en e f f e t  
r - - - - -  - - -- - -- - . - -- -- - - - O 

en e f f e t  1 

l .... 
l 

cqfd; 
1 

i ' / 
l 

--.- 1 l 
1 -- --- 

f5 /  en e f f e t  7 ! 
i ..... l 1 cqfd; 
i- 

/ cafd: --.-A 1 

- -- - - -- --- 
! 

.... . 
1 cqfd; 

1 
L 

I l  
I 

'-="A--'--.- - 1 

B r - -  
- 

f en e f f e t  1 

f 2  

..... 
cqfd; 

e n e f f e t  1 

-- ---A 

cqfd; 

cq f  d 



S i  en p l  üs des b  locs b  nous cons i dérons aussi les  b locs b  b2 e t  O 1' 
b3, une démns t ra t i on  aura une s t r u c t u r e  p l u s  complexe. I I  paraTt f o r t  

poss ib le  que c e t t e  s t r u c t u r e  s o i t  da teminée par  l a  forme de I  'expression 

à démontrer e t  l es  axiomes e t  d é f i n i t i o n s  de l a  t h é o r i e  considérée. S i  

I 'on pouvai t  conna i t re  c e t t e  r e l  a t i o n  de façon p l  us précise, i l e s t  proba- 

b l e  que l a  démonçtrafion automatique p o u r r a i t  ê t r e  chase qu'un a lgor i thme 

comb i nato i re. 

4. JgstifikJatignç. -------------- 
Une j u s t i f i c a t i o n  indique comrnent on a  obtenu une expression à p a r t i r  

des formu les précédentes repérées pa r  l eur é t i q u e t t e .  Ces j u s t i  f i c a t  ions 

doivent ê t r e  régul ières,  c fes t -8 -d i re  que Iqexpress ion obtenue e s t  v r a i e  s i  

les expressions drsquel tes on I 'a déduites sont  vra ies.  I  I e s t  c l a i r  que les 

expressions repérées par l e u r  é t iquet te ,  que pour s i m p l i f i e r  nous appel lerons 

expressions ét iquetées, doivent  ê t r e  u t i  l i s a b l e s  ( c f  ci-dessus) à l ' e n d r o i t  

où on donne l a  j u s t i f i c a t i o n .  

Défi nissons de r n ~ z i è r c  p l  us p rgc i  se ce que nous entendons a r  expres- 

s ion  ét iquetée. 

S i  I v é t i q u e l t o  e s t  s u i v i e  dvune expression, (on ne. t i e n t  pas compte des 

deux po in ts  qui doivent  tou jours  f i g u r e r  d e r r i  ère une é t i q u e t t e )  c ' e s t  c e t t e  

expression qui e s t  Ivex?ress ion ét iquetée.  S i  e l  l e  e s t  s u i v i e  dvune hypothèse, 

I Texpression é t i qus t4e  sera I  'expression qui  s u i t  l e  - h. S i  e l  l e  e s t  s u i v i e  de 

prenons <var iable> -- d e f i n i  par - <expression> ... ce sera l  Pexpression qui  s u i t  

déf i n ;  Dar. S i  e l  i e  e s t  s u i v i e  de prenons <var iable>=<objet> ce sera <var iable> 

=<objet>. Les hypoj-heses f i g u r a n t  dans la  p a r t i e  u t  i i i t a i  r e  e t  dans I 'énoncé 

ne sont pas é t i que t fes .  On les repèrera pa r  deux é t i que t tes  conventionnel les, 

p a r  exemple O e t  00. 

Nous donnons ci-dossous une l i s t e  de j u s t i f i c a t i o n s .  Cet te l i s t e  n v e s t  

n i  exhaustive, n i  d é f i n i t i v e .  A I  'usage i l svevèrera  peut -ê t re  que cer ta ines  

j u s t i f i c a t i o n s  sont  i n u i i  les a lo rs  quv  i 1 s e r a i t  in té ressant  de pouvoi r en u t i -  

l i s e r  dvaut res  non signalées. I I  ne sera pas d i f f i c i l e  de mod i f i e r  c e t t e  l i s t e  

en conséquence . 



< j u s t i  f i c a t  ion> : : = modus-ponens <ét iquet te> ,<étique+te> 

S i  l a  première expression ét iquetée e s t  f e t  l a  seconde Tl = 3, 1 
I 'expression j u s t i f i é e  es t  f - ident ique à f 2 

exemple 1 : x e K = x.e = e,x <preuve>; 

2 : x s K <preuve> 

3 : x.e = e.x par modus-ponens 2 , l ;  

@ < j u s t i f i c a t i o n > :  := conjonction de C I  i s t e  d fé t ique t tes>  

< 1 i s t e  d'ét iquettes> : : =<ét i quctte>/<l i s t e  dvétiquettes>,<ét i auette> 

Lfexpression j u s t i f i é e  o s t  f - ident ique à l a  conjonction des expressions 

étiquetées, c'est-à-dire à l 'expression obtsnue en mettant bout à bout ces 

expressions sépsrées par  des v i rgules.  I I nvy  a pas de problème de parenthé- 

sage puisque l a  v i r gu le  es t  I vopérateur de p lus  f a i b l e  p r i o r i t é .  

exegdg 5 : Hx, Ry <preuve>; --- 

9 : VyiPy), Hx, Fiy E r  conjonction de 8,5; 

j-) < jus t i  f i c a t  ion?: := cas <I i s t c  de nombres ent i ors> de <Ét iquet te> - 
< l i s t e  de nombres entiers>::=<nombre en t i e r> /  

< l  i s t e  de nombres ent iers>,  <nombrê en t i e r>  

S i  i, j, k ... sont les nombres en t i e r s  de l a  l i s te ,  l a  formule just in- 
ème . ième i è m  f i é e  e s t  f - ident ique à la  conjonction des i , J 9 k . . , sous-f,?nnules 

de I 9express ion ét iquetée. 

c ? ~ &  1 : x e K, y  s k, k e s t  un sous-groupe IG,~,T~ -- 

en e f f e t  

7 : So i t  x,y; - 
8 : h x e E, xRy; 



f f mus semb 1 e Bv 1 dent .que ces j+t i f F ca7 f ans m n t  dgu l f Pres (ce sont 

Lei var1 ab 1 e mns i dê&e est i n t  mdu l Te devaht compose e t  rq3r4serrte 

un opdra?eur doni. I o  d8f in i t ton  es t  val ide. L8&xpressi ori Justf  f Ph@ est 

f- ldent.l-qua b I "xpress lm d&f i n f ssante ap rBs subst iW1 an des abjei's aux - .  . a . . w . .  

pa ram2t.Itres. . - 

L9sxpmsoion d l i que tb  es t  un prédimi dQ+tnf. : 

Zwne Iàme lTexpression J u ~ t f f , i &  as3 f3dentique b la  con j~nct ion des i , j 
kiBne, . aour-formules de I ye@ress io~  d6flnlssant je pl.gdicat (Apds avoi r  

substi tu8 aux paramètres les argrnrehts k f  fedl f s i  

exemple -- d é f i n i t i o n  x e s t  un inverse y, CE, ~ , e l  = def 

x e E p  y G E, e  e s t  un élément neutre CE,Q~,  

72 : a e s t  un inversefb, G, T, u l  <preuve>; 

73 : u  e s t  un élément neut re  CG, T l  par - cas 3 

de l a  d é f i n i t i o n  de 72 ; 

La r é g u l a r i t é  de c e t t e  j u s t i f i c a t i o n  prov ien t  de l a  r é g u l a r i t é  de l a  



j u s t i  f i  ca t  i on  précédente e t  du .fa i t qu 'un p réd ica t  d é f i  n i es t  l o g i  quement 

équivalent  à I vexpression déf in issanto.  On u t i  1 i s e  c e t t e  même p r o p r i é t é  dans 

l a  j u s t i  f i c a t i o n  suivante. 

a < j u s t i f i c a t i o n > : : =  d é f i n i t i o n  on < 1 i s t e  dvé t ique t tes>  

Lvexpression j u s t i f i é e  e s t  l e  p r é d i c a t  d é f i n i  pa r  I qexprossion 

f-i dent ique à l a  con j o n c t i o n  des express ions é t iquetées (après l e s  subst i  t u -  

t i ons nécessa i res ) 

e x e z g g  --- d é f i n i t i o n  x e s t  un inverse [y, E. O, e l  = def ... 

3 : a e E, b e E, u e s t  un élément neutre [E,T~, 
__1L 

a T b = u9 b T a = u <preuve> 

4 : a e s t  un inverse [b,E,T, u l  par 
d é f i n i t i o n  en 3; 

< j u s t i f i c a t i o n > :  := appl i ca t i on  du théorème Cident i f  i c a t e u r  de théo- 

-rème> <arguments> <référence> 

<référence>: :=<vi de>/<l i s t e  d v 6 t i q u e t t o s >  

On subst i tue  aux paramètres du théorème repéré par  son i d e n t i f i c a t e u r ,  

les arguments. Lvhypothèse ( s i  e l  l e  e x i s t e )  e s t  f - i den t ique  à la conjonct ion 

des expressions ét iquetées.  L'expression j u s t i f i é e  e s t  f - ident ique à l a  

conclusion de ce théorème. 

gge?& t h é o r h e  RlfE,P,RI - h Vx (xeP => x e s t  une p a r t i t i o n  de CE], 

Vx ( x r r  => x e s t  une r e l a t i o n  d'équivalence [ E l  c 3 iff e s t  une - 
appl i c a f i o n  biunivoque [P,RI); 

5 : Vz ( Z  G k = >  z e s t  une p a r t i t i o n  de TG]) <preuve>; 

6 : V Z ( Z  B i => z e s t  une r e l a t i o n  dT6quivatence [ G ] )  <preuve>; 

7 : 39 ( g  e s t  une appl  i ca t i on  biunivoque Ik, i 1 )  par appl i c a t i o n  du 

- .  théorème R I  [G,K, i 1 5,6; 

La r é g u l a r i t é  de c e t t e  j u s t i f i c a t i o n  p rov ien t  de l a  r é g u l a r i t é  du 

modus-ponens e t  des règles de s u b s t i t u t i o n s  . 



c j u s t  i f i  cation> : : = décompos i t i on de <ét iquet te> 

Lfexpression ét iquetée e s t  du type f - ou g => h e s t  l 'expression j u s t i -  

f i é e  e s t  f  => h,g => h. 

Nous n'avons pas à nous occuper du parenthésage : f e s t  uno dis jonct ion,  

a i ns i  que g e t  h; f => h, g => h e s t  donc une expression bien construi te.  

< j u s t i  f ication, : := recompos i t i o n  de <ét iquet te> 

Cette j u s t i f i c a t i o n  f a i t  exactement l inverse de l a précédente. Là 

non p lus  pas de problèmes de parenthésages. LPopérateur p r i nc i pa l  de f e t  de 

g ne pouvant ê t r e  que l e  ou, f  - ou g => h es t  correcte. 

@ <jus t i f i ca t ion> : :=  impl i c a t i o n  en <ét iquet te> 

L'expression ét iquetée es t  de l a  forme a <=> b 

L'expression j u s t i  f i é e  e s t  a l o r s  a => b ou b=> a 

< j us t i f i ca t i on> : :=  double impl icat ion en <ét iquet te> 

A p a r t i r  de a => b, b => a on peut é c r i r e  a <=> b 

< j u s t i  f ication,: : = p a r t i c u l  a r i  sat ion de <ét iquet te> 

< l i s t e  d 'objets> 

Tous les  objets de l a  l i s t e  doivent  ê t r e  formés.de variables%connues. 

S i  1 9expression ét iquetée comnence par  n quant i f  içateurs universels, l a  l i s t e  

d'objets cont ient  m i n s  de n objets.  

Lvexpression j u s t i f i é e  e s t  a l o r s  f- identique à I 'expréssion ét iquetée 

à laque1 l e  on a en1 evé les  premiers quanti f  i cateurs e t  les parenthèses exté- 

r ieures s i  l a  formule n q e s t  p lus quan t i f i ée  e t  où les  var iables correspondan- 

tes on t  ét6 remplacées par les ob je ts  de l a  l i s t e .  

~2Etlp3k 3 : VxVyVz((xry,yrz) = x rz )  <preuve>; 
.... . 
7 : V Z ( (  a r b, b r z ) )  => a r Z) ~r ~ a r f i c u l a r i s a t i o n  de 3 

par a, b; 

Cette règ le  ex is te  t e l l e  que l le  en logique formel le. 



< j u s t i f i c a t i o n >  ::= simpl i f  i c a t i o n  de <ét iquet te> 

Cet te  j u s t i f i c a t i o n  permet d'enlever les quan t i f i ca teu rs  super f lus  

(c 'est-à-di  r e  que s i  on 1 'en1 ève, l a  v a r i  ab l e  correspondante ne devient  pas 

1 i bre, s o i t  parce qu'el l e  ne f i g u r e  pas dans 1 vexpression, s o i t  parce qu9e l  l e  

e s t  q u a n t i f i é e  pa r  un aut re  q u a n t i f i c a t e u r )  e t  aussi l es  parenthèses exté- 

r ieures  s i c ' e s t  nécessai re. 

e x e ~ t e  --- -- 1 : V i  (K  e s t  un groupe Ee, +l <preuve>; 

2 : K e s t  un gmupe Ce,+] par simpl i f  i c a t i o n  de 1; 

3 : 3x Vy 3x  ( y  e s t  un t r u c  Cxl 1 <preuve> ; 

4 : Yu 3v ( u  e s t  un t r u c  Cvl po slmpl i f  i c a t i o n  de 3; 

Cet te  j u s t i f i c a t i o n  permet d 'ob ten i r  f ,  => f à p a r t i r  do f l  3 f 2 e t  
3 

On p o u r r a i t  o b t e n i r  la même chose en u t i l i s a n t  des j u s t i f i c a t i o n s  défi- 

n ies  : 

- 
désignons par  f 9  fi, f; les expressions t e l  les que i9 = f l, f i  = 

1 ' 1 2 
e t  7; =,f 

3' 

modus-ponens n4, n2; 

n6 : f1  => f 
3 

déduction; 

Cet te j u s t i f i c a t i o n  e s t  donc redondante. C'est précisément 1 ' u t i  l i s a t i o n  

des règles de déduction redondantes qui d i s t i ngue  l e  raisonnement na ture l  de l a  

déduction logique formel le. 

6 3  ' j u s t i  f /ca t ion>:  := égal i t é  <é t ique t te>  dans <é t ique t te>  
'-.- - 

Nous avons vu que nous pouvons a v o i r  des préd ica ts  bl .&entaires du t ypc  



<objet>=<objet>. Ceci s i  gni f i e  que deux é c r l  t u res  d i  f férentes désignent l e  

même ob je t ,  e t  on peut  donc s u b s t i t u e r  1 !un par  1 ?au t re  dans une expression. 

La première expression é t iquetée e s t  une é g a l i t é .  Lsexpression j u s t i f i é e  

e s t  f - ident ique à l a  seconde expression é t i que tée  à une s u b s t i t u t i o n  près de 

cer ta ines  occurences des o b j e t s  égaux. 

@ < j u s t i f i c a t i o n > : : =  i d e n t i t é  <ét iquet te> - dans <é t ique t te>  

Cette j u s t i f i c a t i o n  fonct ionne de l a  &me façon que l a  précédente, m i s  

au l i e u  de s u b s t i t u e r  des ob je ts  égaux, on  subs t i t ue  des expressions logique- 

merrt identiques. La première expression é t iquetée a donc l a  forme a<=>b 

Quand on f e r a  ces subs t i t u t i ons ,  i l faudra vei  1 l e r  au parenthésage, de 

façon à ce que l es express ions que l von subs t i t ue  .a ient  l e  même opérateur  

p r inc ipa l ,  ou p l  us exactement so ient  du même type. 

E E Z ~  1 : a, b, c <preuve>; 
2 : (a, b )<=>  d - ou <preuve>; 

3 : d - o u  e, c par i d e n t i t é  2 dans 1 g - 
< j u s t i f i c a t i o n > :  :=  contraposi t i o n  de <ét iquet te> 

L'expression é t iquetée e s t  de l a  forme f => g 

% 
L9expression j u s t i f i é e  e s t  de l a  forme g => ? 

% - 
avec g = g ' ,  s i  g e s t  de l a  forme %(gl) 

= 9 '  s i  9 e s t  de l a  forme %gl, où q '  e s t  un préd ica t  

= s i  g e s t  p r imai re  

= ~ ( g )  s i  g e s t  une d is jonc t ion .  

@ < j u s t i f i c a t i o n > :  := I  'absurde <ét iquet te>:  <expression>; 

<l  i s t e  de 1 ignes> con t rad ic t i on  

S i  1 'expression à j u s t i f i e r  e s t  f, l a  première expression qui s u i t  

l !absurde e s t  f, 
A 

avec f =  f f  s i  f e s t  de l a  forme % ( f v ) ,  OU de l a  forme % f V  où f v  

e s t  un p réd i c a t  

= %f s i  f e s t  un pr imai re  

= % ( f )  sinon 



A 

L'express ion de l a dernière l igne d o i t  ê t r e  du t ype  9, 9. 

Le raisonnement par  I 'absurde e s t  une règ le  dér ivée de logique formel l e  

qui  s ' é c r i t  

~ 3 %  y A y t--- x e t  qui  nécessite l e  " t ie rs -exc lu"  

I c i  encore appara î t  un nouveau type de b loc  dont aucune expression 

n f e s t  u t i  l i sab le  21 1 ' ex té r ieu r  pour des ra isons b ien compr~hensib les.  Ce 

type de b loc  a une importance b ine  moins grande que les  aut res  dans l a  

s t r u c t u r e  d'une démon~t ra t ion .  - 
?, 

Les t ransformat ions g +<$ g->g$c, 9->g, 9->g o n t  tou tes  l e  même 

but, à savo i r reparenthéser correctement l es  expressions obtenues pa r  

combinai sons logiques ds autres expressi ons, Les t ransformat ions ne sera ien t  

pas nécessaires s i  l es  expressions é t a i e n t  totalement parenthésées, mais 

a l o r s  les  express ions auraient  une é c r i t u r e  beaucoup p l  us comp l exe, l e u t  

u t i l i s a t i o n  s o r a i t  moins simple dans dqau t res  cas, e t  on s ' é l o i g n e r a i t  de 

I q é c r i t u r e  habi tuel lement  u t i l i s é e  en mathématiques. Par contre, en mathé- 

matiques, l e s  expressions sont souvent insuffisamment s t ruc turées e t  seule 

une analyse - d v a i l  leurs t r è s  i n t u i t i v e -  du contexte permet de lever  les 

ambiguités. 

ex Vx, y e E, xcy, y ~ x ,  a l o r s  'x = y dvoù r e s t  an t isymét r ique e t  r - 
e s t  une r e l a t i o n  d v o r d r e  s i  E c F, V F. 

I I  e s t  c l a i r  que c e t t e  fo rmula t ion  e s t  hautement ambigüe. 

Les j u s t i f i c a t i o n s  que nous avons s i g n a l j e s  sont  c e l l e s  qui appa- 

ra i ssen t  l e  p l u s  fréquemment -croyons-nous- dans un raisonnement. Mais c e t  

ensemble de règ les  n v e s t  pas complet en ce sens q u v i l  ne permet pas de f a i r e  

tou tes  les dér , ivat ions logiques q u v i l  e s t  poss ib le  de f a i r e .  Par exemple i l  

ne permet pas dP  u t  i'l i s z r  l a  déf i n  iti on des connecteurç logiques redondants 

t e l s  que *A ou B = (A=>B) ou - 
% l x  P(x)<=>Vx(aP(x)> 

Les règ les  qui  nous manquent pour obten i r un système complet appa- 

ra i ssen t  beaucoup moins souvent e t  ce s e r a i t  l e u r  donner t r o p  d'importance 

que de d é f i n i r  une nouvel le j u s t i f i c a t i o n  pour chacune d 'e l  les. Nous les 



grouperons en deux j u s t i f i c a t i o n s  p r i  ncipalesg I vune s e r v i r a  quand i l fau- 

dra t r a i t e r  I f opé ra teu r  de negation 

G-9 c j u s t i  f ication,: := négation de <é t ique t te>  '--- - 
1 ' au t re  pour les autres connecteurs logiques 

C'est volontairemen-t que nous ne déf in issons pas de façon préc ise  

l e u r  fonctionnement car  nous ne savons pas encore s v  i l e s t  p lus  in téressant  

de les d é f i n i r  s u r  l e  modèle des ?récédentes (mais e l l e s  se ra ien t  p lus  com- 

plexes) ou d v u t i l  i s e r  des procédures de démonstration automatique rudimen- 

ta i res .  Nous repar lerons p l u s  l o i n  de c e t t e  démonstration. 

5 Q~olqucs-ex~me.!es ----------------- 

5.1 Démonstration des axiomes de Hilbert-Ackermann 

Pour que ce système de démonstration permette e f fec t ivement  de 

démontrer des théorèmes v ra i s ,  i l  ne s u f f i t  pas que les  j u s t i f i c a t i o n s  

so ient  régul ières, i l  f a u t  q u ' i l  contienne impl ic i tement  les  axiomes de 

l a  logique. 

Dans ce qu i  s u i t  nous noterons les  propos i t ions  (préd ica ts  sans va r ia -  

b les  l i b r e s )  par  une l e t t r e  majuscule; i l  n v e s t  pas nécessaire de les  d é f i -  

n i r  puisque ce sont  des propos i t ions  quelconques. Les préd ica ts  à une var ia -  

ble, quelconques eux aussi, seront  notés F(x) .  

en e f f e t  01 : - h %X; 

02 : %X9 %X p a r  conjonct ion de 01,01; 

03 : % ( X  ou X I  F r  négation de 02; - 
04 : %X => %(X  ou X I  déduction; - 
05 : X ou X => X par contraposit ion de 04 - 

cqfd; 

en e f f e t  1 1  : - h % ( X  ou Y) ;  - 



13 : %X, par - cas 1 - de 12; 

14 : % ( X  ou Y)  => %X déduction; - 
15 : X => X ou Y par con t rapos i t i on  de 14; 

cqfd; 

HA3 : X ou Y = Y ou X; - - 
en e f f e t  21 : - (Y  ou X I ;  - 

22 :%y,%X par négation de 21; 

23 :%y par cas 1 de 22; - - 
24 :%X par cas 2 de 22; - - 
25 :%X,%y par conjonct ion de 24,23; 

26 :%(X - ou Y)  par négation de 25; 

27 :%(Y ou X) => % ( X  ou Y) déduction; - - 
28 : X ou Y => Y ou X par con t rapos i t i on  de 27; - 7 

cqfd; 

HA4 : ( X  =>Y) => ( X  ou Z => X ou Y )  - - 
en e f f e t  31 : h Z => Y; - 

32 : Z => X ou Y - 
en e f f e t  33 : h %(X ou Y ) ;  - - 

34 : %X, %Y par négation de 33; 

35 : %Y par cas 2 de 34; - - 
36 : %Y =>%Z par con t rapos i t i on  de 31 

37 : 2.Z par  modus-ponens 35,36; ..- 

38 : % ( X  ou Y)  => QJZ déduction; - 
39 : Z => X ou Y par négation de 38 - 

390 : X => X ou Y, Z => X ou Y par con jonct ion  de HA1,39 - - 
391 : X ou Z =>X ou Y par recomposition de 390; - - 

- 392 : ( Z  => Y)  => ( X  ou X => X ou Y >  déduction - - 

cqfd; 



HA5 : Vx(Fx)) => F(y )  [On suppose y dé jà  i n t r o d u i t ]  

en e f f e t  41 : - h Vx ( F ( x ) ) ;  

42 : F(y)  par p a r t i c u l a r i s a t i o n  de 41 par y; 

43 : Vx (F(x1) => F(y)  déduction 

cqfd; 

en e f f e t  53 : prenons y d i j à  d é f i n i ;  - 
. - - -  " 54 : F(y)  e a r  cas 1 de 51; 

a 55 : Ix ( F ( x ) )  généra l isa t ion-3  

cqfd; 

.. . " - 56 : F(y)  => 3I((F(x)) déduction 

cqfd; 

5.2. Permutation d s  au3n-i-i f i  cateurs 

3xVy(P(x,y) => Vy3x(P(x,y) 

e n e f f e t  01 : h 3xVy(P(x,y)); - 
02 : Prenons x d é f i n i  par  Vy (P(x,y)) existence - 

3xVy(P(x,y)) p a r  cas 1 de 01; -- - 
03 : - S o i t  y; 

04 : Prenons x d6 j à  d é f i n i ;  -- 
05 : P ( ~ , y )  par  ~ a r t i c u l a r i s a t i o n  de 02 par  y; --- ---- 
06 : 3x(P(x,y) 1 @<,?êral isat ion-3; 

- 07 : try3x(P(x,y) 1 général isation-d; 

08 : 3x~y3;((P(x,y) général isat ion-3; 

09 : Vy3;:(P(x,y) 1 par  simpl i f  i c a t i o n  de 08; . - 
*. 10 : 3xYy (Pix,y)) => Vy?x(P(x,y)) déduct ion 

cqf d; 



5.3. D'après Lewis Carrel - 

a)  - h Vx (X  e s t  un canard => %x e s t  un danseur), 

Vx ( X  e s t  un o f f i c i e r  => x e s t  un danseur), 

Vx ( X  es4 utio v o l a i  f ! e  => x e s t  un canard); -- 
V t  (t e s t  une vo la i  1 le => %t e s t  ilri c f f i c i e r )  

en e f f e t  

1 : S o i t  tt; - 
2 : h t e s t  uns vo la i  l le; - 
3 : Vx ( X  e s t  une v o l a i l l e  => x  e s t  un canard) par cas 3 de 00; -- - - 
'"c t e s t  une v ~ l a i  l l e  => t e s t  un canard par p a r t i c u l  a r i s a t i o n  de 

3 par t; 
5 : t e s t  un canard modus--ponens 2,4; 

6 : Vx ( X  o s t  un canard => ".i x  OS^ un danseur) par cas 1 de 00 - 
7 : t e s t  un canard => %T e s t  un danseur par p a r t i c u l  a r i  s a t i o n  de - 

6 par t; 
8 : %t e s t  [.ln dsnseqlr p a r  modus-ponens 5,7; -- 
9 : Vx (X  e s t  un o f f i c i e r  => x e s t  un danseur) p a r  cas 2  de 00; -- - 

10 : t e s t  un o f f i c i e r  =>  t e s t  un danseur Far p a r t i c u l a r i s a t i o n  de -- - 
9 par  t; - 

11 :%t e s t  un danseur => Qt es+ un o f f i c i e r  par contrapos i t i o n  de 10; -- 
12 :%t e s t  un o f f  i c l e r  pa r  modus-ponens 8,11; -- 
13 : t e s t  une v o i â i  l l e  = >  %t e s t  un o f f i c i e r  déduction; 

14 : V t  (t e s t  uns v o l e i l ! e  = > ~ t  e s t  un o f f i c i e r )  --. - - 
g6néral i s a t i o n - l  

cq fd  ; 

b) - h Vx ( X  e s t  un cheval => x e s t  un animal); .-- 

Vx(3y(y -..- e s t  ~ i n  chcval,  x e s t  une t ê t e  de [ y ] ) ) = >  ---.- 

/ ( y  - s5-I -- un anima!, x  e s t  une t ê t e  de l y l ) )  -- 

1 : S o i t  x; 2 : h  3y(y  e s t  un cheval, x  e s t  une t ê t e  de [ y ] ) ) ;  -- - -- 
3 : 3 y ( y  es? u:i ac;mzI, x  e s t  unv t d t e  de l y l ) )  

p- 



en e f f e t  

4 : Prenons y d é f i n i  par  y e s t  un cheval, x e s t  une t ê t e  de [y1 

exis tence 3y(y  e s t  un cheval, x e s t  une t ê t e  de [y])  

5 : y e s t  un cheval par cas 1 de 4; - - 
p a r  cas 1 de 2 ;  

6 : x e s t  une t ê t e  de [y]  par cas 2 de 4; - - 
7 : y e s t  un cheval => y e s t  un animal par p a r t i c u l a r i s a t i o n  de 

00 par Y; 
8 : y e s t  un animal par modus-ponons 5,7; 

9 : y e s t  un animal, x e s t  une t ê t e  de [y] par con jonct ion  de 8,6; 

10 : 3 y  ( y  e s t  un )animal, x e s t  une t ê t e  ds Cy1)général i sa t i on -  3 
cqfd; 

1 1  : 3 y  ( y  e s t  un cheval, x e s t  une t ê t e  de [y])  => 

] y  (y  e s t  un animal, x e s t  une t 6 t e  de [y])  déduction; 

12 : v x  (3y(y e s t  un cheval, x e s t  une t ê t e  de [y])  => 

3 y (y e s t  un animal, x e s t  une t ê t e  deCy1) 1 général isat ion-V 
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OOMPLEMENTS e t  SUPPLEMENTS 

Dans l e  premier chap i t re  nous avons vu les  caractères généraux du l an- 

gage. Ces j u s t i f i c a t i o n s  que nous avons dbnnées sont dPordre  purement logique 

e t  ne permettent pas de t r a i t e r  l e  formai i sme habi tuel  courant. 

Nous a l  Ions d9abord r a j o u t e r  à ce langage ce qu i  permett ra de t r a i t e r  

l a  théo r ie  des ensembles. 

1 Eogaliçme-8asombiisto. --.. ------------------ 
1.1 Ensemb l es 

<objet>:  :=<ensemble> 

Lgexpress ion  servant  à déf i n  i r un ensemble ne peut conteni  r comme seul e 

va r iab le  non connue que ce1 l e  qui  f i g u r e  avant  les deux po in ts .  

b u s  savons p a r  l a  théo r ie  des ensembles que pour qu'une r e l a t i o n  puisse 

ef fect ivement d é f i n i r  un ensemble (formé des o b j e t s  qui v é r i f i e n t  c e t t e  r a l a t i o n )  

i l f au t  q u s e l  l e  s o i t  co l  l ec t i v i san te .  En p a r t i c u l  i e r  i l s u f f i t  que les  o b j e t s  

qu i  v é r i f i e n t  l a  p r o p r i é t é  appart iennent à un ensemble déjà connu. l 1 nous sem- 

b l e  que c P e s t  tou jou rs  l e  cas puisquqon ne se préoccupe prat iquement jamais de 

c e t t e  quest ion. S i  à 19usage i l  se r é v é l a i t  nécessaire d9en t e n i r  compte on 

p o u r r a i t  déf i n i  r dans ce cas un ensembl e par  (<var i  ab le> B <msenble>: <expression>) 

1.2. Re la t ion  d'appartenance 

Le s igne e f a i t  p a r t i e  dos symboles de base. C'est  un symbole r e l a t i o n -  

nel  qui permet d v o b t e n i r  des préd ica ts  élémentaires. 

<préd ica t  élémentai re>: : =<objet>ô<objet>) 

(Le signe = permet aussi d v o b t e n i r  des p réd ica ts  élémentaires : 

<préd ica t  élémentaire>::=<objet>=<objet> 

En f a i t  i I ne nous p a r a i t  pas nécessaire de p réc i se r  que 1 v o b j e t  su i -  

vant E e s t  du t ype  flensemble" c a r  c ' e s t  i nsu f f  i san t  pour svassu re r  qu'on a 

b ien  I o  d r o i t  d ' é c r i r e  x c X (par  exemple; s i  x  E Y e t  X =Q(Y) ,x  e s t  b ien  



un ensemb l s  e t  x e X n  !es t  pas cor rec te)  . Nous reviendrons p l  us l o i n  sur  

c e t t e  question. 

1.3. J u s t i f i c a t i o n s  

Lorsqu'un o b j e t  appar t i en t  à un ensembl e  d é f i  n i  pa r  une re la t i on ,  i l 

e s t  évident que ce t  o b j e t  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n .  Réciproquement, s i  un o b j e t  

v6r i  f i e  une r e l a t i o n ,  i I  appar t i en t  à I  'ensemble d é f i n i  par  c e t t e  ' r e l a t i o n .  

Enf in I I  nous e s t  apparu qu'on a v a i t  rarement des expressions de l a  forme 

y  e { y  : P(y))  mais beaucoup p lus  souvent Y = { y  : P(y ) )  ... y e Y 

C'est pourquoi quand on se r é f è r e r a  à un ensemble, l a  première ex- 

prossion é t iquetée sera tou jours  de l a forme c va r i  ab lez=censemb l e, 

< j u s t i  f i  cat ion>:  := appartenance à I  qensemble <ét iquet te>,<ét iquet te> 

De X = { x  : Px) e t  y  s X on d é d u i t  Py. 

< j u s t i f i c a t i o n > : : =  d é f i n i t i o n  de lPensemble <ét iquet te>,<ét iquet te> 

De X =  { x  : Px) e t  Py on dédu i t  y  e X 

c?.?& 1 : Prenons X = { x  : Px); 

3 : Py par appartenance à I1ensembls 1,2; 

4 : y  c x  pa r  d é f i n i t i o n  de l'ensemble 1,3; - 

. a 

S i  on a  ef fect ivement une expression y  c { x  : Px) on pourra se ramener 

au cas précédent en ouvrant un b loc Prenons X = { x  : Px) pui  s  on subst i  tuera 

X à { x  : Px), ou I  inverse su ivant  l a  j u s t i f i c a t i o n ,  ensu i te  o n  général i se ra  

e x i s t e n t i e l  lement su r  X st on pourra en lever  ce quan t i f  i ca teu r  puisque X nc 

f i g u r e r a  pas dans l 'expression quan t i f i ée .  

2  : Prenons Y = (y  : Py); 

3 : x  s Y  par  é g a l i t é  2  dans 1; - 
4 : Px par appartenance à I1ensembls 2,3; 



5 : 3 Y  (Px) général i s a t i  on- 3 
6 : Px par simpl i f  i c s t i o n  de 5 ;  

dans I ' au t re  cas 

1 : Px c preuve 7;  

2 : Prenons Y = {y : Py); 

3 : x e Y par d é f i n i t i o n  de I !ensemble 2, l ;  

4 : x  e { y  : P y l  p a r  égal i t é  2 dans 3; 

5 : ~ Y ( X  e i y  : P y l  l général i s a t i o n -  3 
G : x  e Cy : Py) par s i m p l i f i c a t i o n  - de 5; 

Encore une f o i s  s i  n o t r e  hypothèse se r é v é l a i t  fausse, i l conv iendra i t  

de m o d i f i e r  en conséquence ces j u s t i f i c a t i o n s .  

1.4. Théorèmes 

I I  e s t  commode aussi, pour é v i t e r  d 9 a v o i r  un t r o p  grand nombre de jus-  

t i f i c a t i o n s ,  de ra isonner su r  les ensembles en u t i l i s a n t  des théorèmes 

e x q Z e  --- .-- 

théorème égal i t é  d'ensembles PA,RJ -- h  Vx (xeA<=>xeB) c  A = B ; - 

2. Appl icat ions - Su i tes  - N-Up l e t s  

On peut considérer  une appl i c a t i o n  comme un opérateur  en ce sens que 

s i  f e s t  une a p p l i c a t i o n  e t  x  un objet ,  f ( x )  e s t  encore un o b j e t  qu i  possède 

ce r ta ines  p rop r ié tés  p a r t i c u l  i ères. Mais i c i  on s v  in téresse davantage à 1 9ap- 

p l  i c a t i o n  e l  le-même q u v à  sa valeur .  

On u t i  1 îsera donc I c  p réd ica t  dé f i  n i  pa r  : 

d é f i n i t i o n  f e s t  une a p p l i c a t i o n  CE,FI = def 

Vx(xeE => f ( x )  6 FI, 

Vx(xeE =>3! y (y  = f ( x ) ) ) ;  

Ce p réd ica t  sera spécia l  puisque non seulement i l  donne l a  d é f i n i t i o n  

de 1 'appl i c a t i o n  mais i l permet d 7 é c r i r e  f ( x ) .  On ne l e  fera donc pas f i g u r e r  

dans les  dé f in i t i ons ,  on l e  supposera d é f i n i  dans l e  métalangage. 



Les deux préd ica ts  suivants sont  dans l e  même cas 

d é f i n i t i o n  X e s t  une s u i t e  EI,EI = - def 

V i ( i e 1  =a X ( i  )sE) 

Ce p r é d i c a t  e s t  l e  même que l e  précédent mais avec l a  d i  f férence que I 

d o i t  ob l i g a t o i  rement ê t r e  un ensemble de nombres e n t i e r s .  

X e s t  un n-uplet [ p l  

nous assure que pour t o u t  e n t i e r  i compris e n t r e  1 e t  p on peut é c r i r e  

X ( i )  

eceerplg --- 
d é f i n i t i o n  X compose E,F = def 

QX(X e X (E,F) <=> 

( X  e s t  un n-uplet  C21, x ( l )  e E, x ( 3 )  e FI ) ;  

3. Traitement du quanti f i  cateur3!  

Le q u a n t i f i c a t e u r  3 !  ne f a i t  pas p a r t i e  du formalisme logique c lass ique 

mais apparaît  fréquemment en mathématiques. Lvexpression 

J!x(Px) e s t  une ab rév ia t i on  pour 

3x(Px), QxVy ((Px,Py) => x = y ) ;  

On a donc 3!x(Px) i-- 3x(Px) 

e t  pour é v i t e r  une j u s t i f i c a t i o n  spéc ia le  pour f a i r e  c e t t e  d é r i v a t i o n  nous; 

poserons !es deux règles su i  vantes : 

1 .  S i  une expressicn f i g u r a n t  devant en e f f e t  c o n t i e n t  3 e t  que. l 'ex--, 

pression devant - cqfd l u i  e s t  f - i den t ique  avec en p l u s  3 remplacé par 3! 
l a  d6monstration e s t  correcte.  

2. Chaque f o i s  qu'on app! ique une j u s t i f i c a t i o n  on peut  remplacer il! 

p a r 1  dans I texpression j u s t i f i é e .  
. . 

e x e ~ Z e  ---. a- 1 : Prenons x d é f i n i  p a r  Px<exi stence> 

3 x  (Px) en e f f e t  3! (Px) <preuve> 

c q f  d; . . . . . . . 



3 : 3 x  ( X  & y ,  x s ~ )  par cas 3 de 2; - - 
1 1  e s t  bien év ident  qu'on ne peut  pas f a i r e  I ' inverse c a r  a l o r s  on ajou- 

t e r a  i t des p rop r ié tés  sans les avo i r démontrées. 

< j u s t i f i c a t i o n > : : =  u n i c i t é  en <étiquette> 

Cette j u s t i f i c a t i o n  permet d ' é c r i r e  VxVy((Px,Py) =>  x = y) à p a r t i r  

I I  n v y  a pas i c i  de problèmes de parenthésages mais i l  faudra f a i r e  

a t t e n t i o n  à ce que l a  nouve l le  va r iab le  y ne f i g u r e  pas dans Px c a r  a l o r s  

on q u a n t i f i e r a i t  une va r iab le  qui d o i t  ê t r e  1 ibre.  

Réciproquement, à p a r t i r  de 3x(Px) e t  VxVy((Px,Py) => x = y )  on peut  

déduire ~ ! x ( P x )  p a r  

c j u s t i  f i c a t i o n ? :  := ex is tence unique en <ét iquet te? ,cé t iquet te?  

I I  n 'es t  pas poss ib le  d ' u t i l i s e r  un b loc  p a r t i c u l i e r  pour ce  quant i -  

f i c a t e u r  parce que l ' u n i c i t é  ne se conserve pas forcément au cours d'une 

d é r i  va t ion  

3x(Px), Vx (Px => 0x1 1- 3 x  (Qx) 

mais de 3!x(Px), Vx (Px => Qx) on ne peut pas déduire 3 !  x (Qx) 

De même 3 x  (Px,Qx) I- ~ X ( P X ,  3 x  (Qx) 

Bien que I s u t i l i s a t i o n  des j u s t i f i c a t i o n s ,  qu i  sont prat iquement des 

règles dérivées de l a  logique formel l e  permette de rédu i re  l e  nombre de pas 

nécessaires à une démonstration ( c9es t -à -d i re  d'étapes permettant de passer 

d9une expression à une au t re  en appl iquant  une seule règle),  une démonstra- 

t i o n  formal isée e s t  encore t r è s  longue propor t ionne l  lement à sa longueur 

l o rsquve l  l e  e s t  écr i l -e  en langue nature l  le ,  1 I f a u t  donc encore condenser 

I v é c r i t u r e  formal isée, rédu i re  l e  nombre de pas t o u t  en é v i t a n t  d'augmenter 

l e  nombre de j u s t i f i c a t i o n s .  



Une première méthode pour rédui  r e  l a  longueur df  une démonstration 

consiste à f a i r e  ce quvon f a i t  dans l a  pra t ique : ne s i g n a l e r  que les po in ts  

importants de l a  démnstrat ion,  l s  i n t u i t i o n  du lec teu r  f a i s a n t  l e  reste. Nous 

rvviendrons au chap i t re  su i  vant s u r  c e t  aspect dc l a  quest ion.  Pour l e  moment 

nous nous intéressons à un lec teu r  dénué d v  i n t u i t i o n  (une mschine!) à qui i 1 

f a u t  p réc iser  tous les déta i  l S. 

4.1 Condensation 

Nous avons vu dôns l e  chap i t re  précédent que c e r t a i  nes j u s t i f i c a t i o n s  

ava i ent  un fonctionnement r c  l a t  i vement comp l exe. Au paragraphe précédent nous 

avons s igna lé  que t o u t  une p a r t i e  du t ra i tement  du quan t i f  i c a t e u r  l! se f a i -  

s a i t  de façon i m p l i c i t e  lo rsquvon t e s t a i t  l a  f - i d e n t i t é  de 2 formules. De 

même, cer ta ines  j u s t i f i c a t i o n s  en u t i l i s a n t  dvau t res  imp l ic i tement  (pa r  exem- 

p l e  app l i ca t i on  du théorène u t i l i s e  l a  conjonct ion)  

On peut  u t i l  i s e r  l e  même p r i n c i p e  pour dFaut res  j u s t i f i c a t i o n s  s 2 i  l se 

t rouve que p lus ieu rs  j u s t i f i c a t i o n s  sont  t r e s  souvent groupées. En p a r t i c u l i e r  

chaque f o i s  qu'on 3ppl ique l a  généra l isa t ion ,  on appl iquera aussi l a  s i m p l i f i -  

c s t i o n  ce qu i  é v i t e r a  de général i s e r  s u r  des vs r iab les  qu i  n rex f  s t e n t  pas dans 

I  'expression. 

4.2. Générateurs dVexpressions 

On peut considérer I a p l u p a r t  des j u s t i  f i  ca t ions  comme des app l i ca t i ons  

univoques de @dans f où f e s t  I  'ensernb l e  des expressionsp e t  ;ri':= O U U (fR. 

n >O. On pourra donc composer ces app 1 i ca t ions ,  e t  au 1 i eu d fob-ten i r une 

oxpression en p lus ieu rs  l ignes, on pourra 190b ten i r  en une seule l i gne  au 

rmyen de j u s t i f i c a t i o n s  composées 

exemple au l i e u  de 

3 : x s y = >  x  e H, x 6 y, y e H <preuve>; 

4 : x i y =  x e H p a r c a s 1  - - de34 



5 : x s y p a r  cas 2 c& 3; 

6 : x e H modus-ponens 5#4; 

nous é c r i  m n s  

4 : x E H modus-ponens (cas 2 de 31, (o 1 3 ) ;  - - 
Pour d é f i n i r  rigoureusement une j u s t i f i c a t i o n  composée nous a l l o n s  mo- 

d i f i e r  légèrement l a  grammaire du langage de l a  façon suivante : 

Nous a l  Ions grouper les  j u s t i  f i ca t i ons  en deux, ce1 les  qui sont  

univoques e t  ce1 los qu i  ne l e  sont pas. Les seules j u s t i f i c a t i o n s  multivoques 

d é f i n i e s  sont : é g a l i t é  ...en 
I d e n t i t é  ... en - 
impl i ca t i on  - en 

ca l  cu l  logique 

négation de 

c 'est-à-d i re cell.es qu i  à p a r t i r  des mêmes expressions permettent d 'ob ten i r  
# 4 \  

I J  
p l u s i s u r s  expressions d i f f é r e n t e s  

C j u s t i  f i c a t i o n  multivoque> 

A une é t i q u e t t e  e s t  associée univoquement une expression(cf  1.4) 

e t  nous posons 

<générateur dfexpression>: := <é t i que t te> /  

( { j u s t i f i c a t i o n  univoque>) 

e t  dans l a  d é f i n i t i o n  syntaxique des j u s t i f i c a t i o n s  nous remplaçons pa r tou t  

é t i q u e t t e  par  générateur d 'express ion  . 
Dans I 'expl i c a t i o n  du fonctionnement de ces j u s t i f i c a t i o n s  nous ne 

nous rSfèrerons p l  us aux express ions ét iquetées mais aux express ions c$hé- 

rées. Dans l e  cas p a r t i  cu l  i e r  où l e  générateur d q  expression e s t  une é t  iquet-  

te,  on ret rouvera l a même chose que précédemment. 

C 'u t i  l i s a t i o n  des j u s t i f i c a t i o n s  composées permet de rédu i re  l e  nombre 

de l ignes dsune démonstration en nc f a i s a n t  pas f i g u r e r  cer ta ines  expressions 

k 1 )  
Nous ajouterons aussi à c e t t e  l i s t e  l a j u s t i  f i c a t i o n  déf i n i  t i o n  en (qui 

n 'es t  pas mu1 t ivoque) parce q u t i  l vaut mieux f a i  r e  f i g u r e r  expl i c i tement  l e  
~ r é d i c a t  d é f i n i  Dour l e  re t rouver  ~ l u s  f a c i  loment dans l a  l i s t e  de d é f i n i -  
t ions ,  e t  l a  j u s t i f i c a t i o n  l'absurde . . . c o n t r a d i c t i o n  qui  e s t  formée de 
façon d i f f é ren te .  



i nterméd i a i res, mai s i l res te  i ndi  spensab l e de s i gna l e r  t ou tes  l es étapes du 

r a i  sonnement qui permet d'obten i r une expression. La j u s t i  f i  ca t ion  composée 

e s t  donc une simpl i f i c a t i o n  de I  9 é c r i t u r e  dPune d h o n s t r a t i o n  qui  nous rap- 

proche davantage do I v é c r i t u r e  hab i tue l  l e  dvune démonstration où, même s i  on 

préc ise  l a  règ le  u t i  l iséc, on n v é c r i t  pas forcément l e  r é s u l t a t  (ex. - en appl i- 

quant l e  théorème x pu is  l e  théorème y e t  en u t i  l i s a n t  l a  d é f i n i t i o n  z on ob- 

t i en t . . . ) .  Mais e l l e  n s e s t  pas une s i m p l i f i c a t i o n  de l a  démonstration e l  le-me- 

me. 

Lorsqulon a démontr6 un thsorème, i l e s t  impnrtant de pouvoir  conser- 

ve r  son énoncé pour pouvoir  l e  r é u t i  l i s e r  sans ê t r e  o b l i g é  de l e  rcdémon- 

t r e r  à chaque u t i l i s a t i o n .  C'est  peur a v o i r  c e t t e  p o s s i b i l  i t é  que nous i n t r c -  

duiçons une nouvel le extension au langage. Cet te  même extension nous permet- 

t r a  ( aus i de démontrer p l us i eu r s  théorèmes dans un même 

<programme>::= < p a r t i e  u t i  l  i t a i r e >  <l  i s t e  de travaux> 

< l i s t e  de t ravaux>: :=<travai  l > / < l  i s t e  de t ravaux>;<travai  l>  

Pour conserver un théorème que l !on v i e n t  de démontrer, on u t i  l i - 
sera I  f i n s t r u c t i o n  

conserver <i dent i  f i  cateur  de th6orème> 

qu i  sera place en t re  l e  cq fd  qui termine l a  dGmonstration e t  l e  p o i n t  v i r g u l e  

qu i  s u i t  ce cq fd  ( s i  l e  programme n ' e s t  pas termine) 

Pl us rigoureusement i l f a u t  dans la  d é f i n i t i o n  syntaxique de l a  d6mons-- 

t r a t i o n  (1.3) remplacer cq fd  par  < f i n  de d&onstrat ion> avec 

< f i n  de démonstration>::= 'cqfd / - cqfd conserver < i d e n t i f i c a t e u r  de 

théorème> 

L f  i n s t r u c t i o n  conserver i d e n t i f i c a t e u r  rangera dans l a  l i s t e  de théo- 

rèmes l a seq urnce 

théorème <i dent i f i c a t e ~ r >  <paramètres> <hypot hèser <concl us i on> 

où l a  conclusion e s t  - c s u i v i e  de l 'expression quvon a démontrée e t  les para- 

mètres e t  Ifhypothèses sont respectivement les  var iab les  e t  les hypothèses 

qu i  o n t  serv i  pour l a  démanstration. 

De façon p lus  préc ise  i l  f a u t  cons id6rcr  2 cas selon que l ' i n s t r u c t i o n  



conserver f i gu re  ou non à I i n t é r i eu r  d'un bloc en e f f e t  . .. cqfd (ce qui 

e s t  fac i  l e  à déterminer) 

1. S i  e l l e  f i gu re  au elus _____--________ haut nlveau les para iètres sont les var iables f igu-  

ran t  dans 1 ' introduct ion de I 'enoncé. Pour les retrouver on u t  i 1 i se 1 'a l go r i  th -  

me suivant : 

on désigne par  I  e t  l2 les deux sequences en? r e  ; précédent I 'ex- 
1 

pression à démontrer 

; XXXXX ; X X X X X  ; expression en e f f e t  .... cqfd conserver 

h p t h b e  : , 
LU< Fre i s  con 
S ~ . ~ ' V C L I X  t h daos + 



On supprime ensu i te  c e l l e s  des séquences I e t  I qu i  o n t  se rv i  pour 
1 2 

former l es parama-tres e t  I 'hypothèse du tnéorème. 

I I  n q y  a pas de d i f fé rences e n t r e  l e s  i n t roduc t i ons  e t  hypothèses f i g u -  

r a n t  dans I 'énoncé dqun théorème à démontrer e t  ce1 les f i g u r a n t  dans 1 a par- 

t i e  u t i  l i t a i r e .  Mais pour que 1 va lgo r i t hme  précédent nous donne les  axiomes 

de l a  p a r t i e  u t i i  i t a i r e  i i  f a u d r a i t  que l e  théorème à démontrer n ' a i t  pas 

dvhypothèses, pas de var iab les  i n t r o d u i t e s  e t  que la  l i s t e  de théorèmes s o i t  

vide, ce qui e s t  hautement im~robab le .  Pour que l v o n  obt ienne les  va r iab les  

i n t r o d u i t e s  dans l a  p a r t i e  u t  i l i t a i  r e  i l f a u d r a i t  des cond i t i ons  encore p lus  

r e s t r i c t i v e s  (pas de var iab les  i n t rodu i tes ,  pas dvaxiomes, de théorèmes e t  de 

d é f i n i t i o n s ) .  Ceci e s t  pratiquement impossible. Pour p lus  de s é c u r i t é  i l  e s t  

poss ib le  de f a i  r e  f i g u r e r  un théorème "bidontv dans l a  l i s t e  de théorèmes. 

rernaxpg s i  p lus ieu rs  théorèmes à démontrer f i g u r e n t  dans l e  même programme 

I ! é t i q u e t t e  conventionnel l e  00 désigne t o u j o u r s  I hypothèse f i g u r a n t  dans 

I Pénoncé du théorème en cours de démonstration. 

2. S i  I ' i n s t r u c t i o n  conserver f i g u r e  à l i n t é r i e u r  d'un bloc en e f f e t  .. . 
cqfd, on prendra ccmme paramètres tou tes  l es  var iab les  i n t r o d u i t e s  en t re  

I 'expression à démontrer e t  l e  premier en e f f e t  qui  précède, e t  comme hypo- 

thèse, l a  con jonc t ion  de -toutos les hypothèses e t  de tou tes  l es  expressions 

servant  à préc i  s e r  une v a r i  ab l e (dans i es l i gnes commençant par  prenons) . 
Vari ab les  c t  hypothSçes seront  rangées dans l vo rd re  où e l  les apparaissent 

dans l a  d6monstration. Comne en rangeant l e  théorème on f a i t  f i g u r e r  e x p l i c i -  

tement les  va r iab les  e t  les hypothèses desquel les dépend l a  conclusion, 

conserver f e r r e  -IOUS les b locs c~ rrespondanis. Le théorème a i  ns i conservé 

n F e s i  va l  ide que dans l e  b loc  en e f f e t  . . . cqfd O; I 9 i n s t r u c t i o n  conserver 

f i gu re .  

~3cez.1~ 
1 : P(x,y,z) 

en e f f e t  

2 : S o i t  u; 3 r h Q(u) ;  - - 

5 : R(u,v) - en e f f e t  



. . . . . cqfd conserver t ruc ;  théorème t r u c  [u,vl 

géndre - h Q(u), v = Op(u) 

c R(u,v) - 
- - 

1 
17 : S o i t  a, B; 18 : h Q (a), B= Op(a); 

19 : Fi (a,f3) par appl i c a t i o n  du théorèpne t r u c  [a,flI 18; 

... .. 

Remarque 1 : ----- ---- 
A cause de l a  façon dont on prend les  paramètres e t  l es  hypothèses dvun 

théorème à conserver,lcutes les démonstrations de ces théorèmes doivent  f i g u r e r  

en t ê t e  de bloc, sinon on r isque de perdre des hypothèses e t  des in t roduct ions  

u t i l e s  p a r  l a  s u i t e  

Romargue --- 2 -- 
Lorsququne l igne du type prenons x d é f i n i  par  Px .... ou prenons 

x = y f i g u r e  dans l a  p a r t i e  dvune démonstration oil on va prendre les para- 

mètres e t  les  hypothèses dgun théorème à conserver, on fermera l e  b loc  

ouver t  pa r  c e t t e  l igne sans avoi r général i s é  e x i s t e n t i e l  lement s u r  l a  

va r iab l  e i n t rodu i  t e  (en d 'autres termes, on ne s !es t  in téressé quq au 

f a i t  que c e t t e  v a r i a b l e  possédait  une ce r ta in9  p rop r ié té ) .  On pourra 

donc remp l acer  

n : prenons x d é f i n i  par  Px 

Par 

n : - S o i t x ;  n b i s  : h Px; - 
e t  n : prenons x = y 

n : S o i t  x, nb is  : h x  = y ;  - ( 1 )  

( ' '  On ne t i e n d r a  pas compte d'une va r iab le  f i g u r a n t  dans prenons va r iab le  

déjà d é f i n i e  puisquson l a  ret rouvera a i  l leurs  



Dans l a  prat ique on retrouve l a  même chose : "prenons l e  t r i a n g l e  ABC 
L. - 

t e l  que AB = AC e t  montrons que B = Cl1 peut ê t r e  remplacé par "tout t r i a n g l e  

ayant deux côtés égaux a les angles opposés égaux" 

6.1 Ltensmble des palnfs d'un espace hpotogfque e s t  un ouvsrl, 

S o i t  voi?~Trtoge, C; (11 - 
d g f l n i t l o n  x es-t urt po in t  * def 3F (F - est. un wlslnags, x G F); 

- d $ f l n f t l o n F c ~ . s t  un vo ls inagede 1x3 = d e l  F s s t  un volsinâge, x @  F; 

.. d 4 f i n l t f o n  F e s t  un@ ciasse de pa ln tç  = def Vx(r c F=%z 0 s t  un v i n t ) ;  

d4f in f tJon x e s t  un po in t  in7.Brieur 3 IF1 = def F est une classe3 de 

polnts, 3 G t G  etst un volsinage de 1x3 , k e F; 
d 4 f t n i t i o n  F es$ un ouvert 9 def F açt une classe de points, 

kC;x Ê F => x est un pain+ i n t 6 r i o u r  Sr fFi1; 

db f i n l t l on  R compose EA,B3 = def YxCx cp:fllA,B).<=) (x E: A, x e 8 ) ) ;  
- - h YxVFIVFZ((F1 es$ un mis inage  de [xl ,  F2qst qwlslnage de x =, 

~ G ( G  ~ U F ,  ,F,>. 

WxVyl(x e s t  wn point, y est un point,%x = y )  => 

3F E ( F  es t  un voisinage de lx], G est  un volsinage da [y], 

n (F,G) = 0 11; 

fhéor&me d é f i n i t i o n  de l t i n c l u s i d n  r A , & l  - c A C B <=> 

Vx [ x e A => x e 51; 

S o i t  P; h P=(x : x e s t  WI poi'ntf; - - 
P e s t  un ouvert 

en e f f e t  

1 : P e s t  une classe de po in ts  

( 1 )  - La fason d v  in t rodui  r e  les i denti f  icateurs élémentaires dlune th6or le  
sera discutée au chapi t re  I I I  

- Axiomatique e t  dé f i n i t i ons  tl rées de R. Carnap :" Introduct ion t o  symbol i c  
logic and I t s  app l icat ions" - New York 1958. 



en e f f e t  

l 13 : x  e s t  un p o i n t  par appartenance à I 'ensemble 

00,12; 

14 : x e P => x  e s t  un p o i n t  déduction; 

15 : Vx(x e P => x e s t  un p o i n t )  général isat ion-V; 

1 16 : P e s t  une classe de po in ts  d é f i n i t i o n  en 15 

cqfd; 

2 : Vx ( x  e P => x e s t  un p o i n t  i n t é r i e u r  à [P l )  

en e f f e t  

21 : S o i t  x; - 
2 2 :  - h x e P ;  

23 : x  e s t  un p o i n t  i n t b r i e u r  à [Pl  

en e f f e t ;  

231 : Prenons Ç d é f i n i  pa r  F e s t  un voisinage, 

x e F ex is tence 3F (F e s t  un voisinage, x  s F) 

en e f f e t  2310 : x  e s t  un p o i n t  par appartenance 

à l'ensemble 00,22; 2311 : 3 F  (F  e s t  un v o i s i -  

nage, x s FI  par - cas 1 de l a  d é f i n i t i o n  de 

2310 cqfd; 

232 : F e s t  un voisinage de 1x1 par d é f i n i t i o n  en 

331; 

233 : F  c P  

en e f f e t  

2331 : S o i t  zg 

2332 : h z e F; - 
2333 : prenons F déjà d é f i n i  ; 

2334 : F e s t  un voi s i  nage, z ê F  par con jonc- 

t i o n  de (cas - 1 de 2311, 2332; 

2335 : 3F ( F e s t  un voisinage, z c  FI 

général i s a t  ion- 3 ; 

2336 : z e s t  un p o i n t  p a r  d é f i n i t i o n  en 2335; 



2337 : z  e P  par d é f i n i t i o n  de l'ensemble 

00,2336 

2338 : z e F => z  e P déduction; 

2339 : V z  ( z  s F  => z s P) général isation-V; 

2340 : F e P <=> Vx(x c F<=> x  6 P) par 
appl i c a t i o n  du théorème d é f i n i t i o n  de 

1 inc lus ion  CF,PI; 

2341 : Vx(x G F => x e Pl  => F  c  P par i m p l i c a t i o n  en 2340; 

2342 : F s P  par modus-ponens 2239,2341 

cqf d; 

234 : F e s t  un voi s i  nage de [XI , F  c P par con jonct ion  de 232,233; 

235 : 3F (F e s t  un voisinage de Ex], F c P) général i sa t i on -  3; 
236 : P  e s t  une c lasse de po in ts ,  3F (F  e s t  un vois inage de [XI, 

F c P) par con j o n c t i o n  1 ,  235 ; 

237 : x  es t  un p o i n t  i n t é r i e u r  à [Pl pa r  d é f i n i t i o n  en 236 - 
cqfd; 

238 : x  e P  => x e s t  un p o i n t  i n t é r i e u r  à [PI déduction; 

239 : Vx ( x  -e P  => x  e s t  un poi  n t  i n t é r i e u r  à [Pl  général i s a t  ion-V 

cqfd; 

3 : P  e s t  un ouver t  par  d é f i n i t i o n  en (con jonc t ion  de 1,2); - 
cqfdp 

6.2 La r e l a t i o n  d 'ordre s t r i c t  e s t  t r a n s i t i v e .  

d é f i n i t i o n  r e s t  une r e l a t i o n  d 'ordre CE] = def 

Vx ( x G E => x r XI; 

VxVy((x e E, y  G E, x  r y, y  r x )  =>  x  = y ) )  

d é f i n i t i o n  7 e s t  un o rd re  s t r i c t  associé à [ r , E l  = def  

r e s t  une r e l a t i o n  d'ordre CE], 
- .  

VxVy((x s E, y  e E) => ( x r y < = >  4x r y, zx  = y ) ) ) ;  

S o i t  E, r, 7; h  7 e s t  un o r d r e  s t r i c t  associé à Cr, El;  - - 
- 

VxVyVz((x e E, y  e E, z  e E, x F y, y  F z) = >  x r z) ;  
. - - .  

en e f f e t  



1 : S o i t  x, y, z; - - - 
2 : h x e E , y e E ,  - z c E , x r y , y r z ;  

3 : (X  ê E, y  c E, z , e, x  r y, y  r Z )  => x r z p a r  p a r t i Ç u l a r i s a t i o n  de 

(cas - 3 de l a  d é f i n i t i o n  de (cas 1 de l a  d é f i n i t i o n  de 00 ) )  - 
par x, Y, z; - 

4 : VxVy((x e E, y  e E) => ( x  r y  <=> ( x  r y,%x = y ) ) )  

a r  cas 2 de la d é f i n i t i o n  de 00; P- - .  - 
5 : x  r y  = (X r y, %x = y )  p a r  imp l i ca t i on  en 

(modus-ponens (cas - 1,2 de 21, - 
( p a r t i c u l a r i s a t i o n  de 4 par x,y)); - 

6 : y r z => ( y  r z, %y = Z )  pa r  imp l i ca t i on  en 

(modus-ponens (cas - 2,3 - de 21, ( p a r t i c u l a r i s a t i o n  de 4 par y,z));  

7 : ( X  r Z ,  Q X  = Z)  => x r z par imp l i ca t i on  en 

(modus-ponens(cas - 1,3 - de 21, ( p a r t i c u l a r i s a t i o n  de 4  - par x,z)); 

8 : x  r y, ~ x  = y  par modus-ponens (caç 4 - de 2),5; 

9 : y  r z, %y = z  par modus-ponens (cas 5 de 21, 6; - - 
10 : x  r z  par modus-ponens fcon jonc t i  on de (cas - 1,2,3 de 21, - 

(cas - 1, do 81, (cas 1 de 911, 3; - - 

11 : LX = z par l 'absurde 1 1 1  : x  = z; 

112 : z  r y  p a r  é g a l i t é  111 dans - 
(cas 1 de 8) ; - - 

113 : y  = z par modus-ponens 

(conjonct ion de (cas 2,3 de 21, (cas 1 de 9),112), - - - - 
( p a r t i c u l a r i s a t i o n  de (cas 2  de l a  d é f i n i t i o n  de - - 
(cas 1 de l a  d é f i n i t i o n  de 00) )  pa r  y,z); - 

114 : y  = z, Qy=z par con jonct ion  113, 

(cas 2 de 9 )  con t rad ic t i on ;  - - 
12 : x 7 z  modus-ponens (con jonc t ion  de O ,  1 , 7; 

13 : ( x  s E, y  E: E, z  s E, x r y ,  y  7 z) => x  r z  déduction; 
- 

14 : VxVyVz((x e E, y  c E, z  e E, x  y, y  r z) => x  7 z ) )  

généra l i s a t i  on-V 

cq f  d; 



2.1 . DGnonçtraeir~ "proc6dura leW 
2.2. Calml aLg6?nique 
2.3. 1,tilisztion di1 c o n t e x t e  
2.4. Feurlstia;ie 



Chapitre l l I 

A p a r t  quelques p o i n t s  encore incomplètement précisés, t e l s  que 

I ' in t roduc t ion  des préd ica ts  é l  émeni-ai res  d'une théo r ie  (ex x e s t  un - 
voisinage en topo log ie) ,  o t  dont l a  fo rma l i sa t i on  complète dépend é t r o i t e -  

ment de l a  façon dont le  langage sera t r a i T 6  en machin-e, l e  langage que nous 

avons d é f i n i  permet e f fec t ivement  de fo rma l i se r  des démonstrations d'une ma- 

n i è r e  qui se rapproche davantage de l a  p ra t i que  couran+ie. 

A t i t r e  d'exemple v o i c i  deux démonstrations de l a  p ropos i t i on  suivante : 

so ient  deux opéra? ions + r i  . t e l  l es que 

1 )  x + x .y  = x pour tocs  x e t  y .  

2 )  O + x = :: pout. t o u t  x 

a l o r s  O-x = O pour t o u t  x 

La première démonsfîai ion u t i  l i s e  l a  mé-ihode de r é f u t a t i o n  de Robinson. 

1 )  ~ P x y  u, % S x  u v, E x v  

2 )  S o x x  

3 ) P o b c  

5 )  QS O c v, E O v 3, 1; o/x, b /y ,  c/u 

6 )  E o c  5,2; c/x, c /v  

7 )  il 4,6 

La seconde d6rnonsti-aticjn u i i !  !se ! e  !sngcige d é f i n i  précédemment 



III - t 

S o i t  +, x,O; h VxVy ( x  + x  y  = x) ,  - - 
Vx(O+ x = x); 

en e f f e t  

1 : S o i t  y; - 
2 : O + O y = O par p a r t i c u l a r i s a t i o n  de (cas - 1 - de 00) pa r  0,y); 

3 : O + O y  = O y  p a r . p a r t i c u l a r i s a t i o n  de (cas - 2 - de 00) - par O y; 

4 : O y = O par é g a l i t é  3 dans 2; - 
5 : Vy ( O  y  = 0) général isat ion-V 

cqfd 

Cependant ce langage ne nous permet pas encore de fo rma l i se r  toutes les 

p o s s i b i l i t é s  d ' é c r i t u r e  e t  de raisonnement dont dispose l e  mathématicien. 

C'est ce que nous a l l o n s  examiner dans les deux p a r t i e s  suivantes. 

1. Aspects à développer 
.................... 

1.1. Notion de f - i d e n t i t é  

La not ion de f - i d e n t i t é  e s t  t r è s  r e s t r e i n t e  p u i s q u ' i l  f a u t  que deux 

expressions so ien t  é c r i t e s  de l a  même façon , à I  'exception des var iab les  

quant i f iées,  ce q u i  e s t  vraiment l e  moins qu'on puisse ex ige r .  

A l ' a u t r e  ex t rémi t6  nous avons 1 ' i d e n t i t é  logique qu i  n ' e s t  pas 

u t i l i s a b l e  non p l u s  puisque l a  quest ion de s a v o i r  s i  deux expressions du ca l -  

cu l  des prédicats sont  ident iques e s t  indécidable, (Sinon l e  problème de l a  

démonstration automatique s e r a i t  réso lu  : s i  T e s t  un théorème, T z ( m a )  ! 1 

Entre 1 es deux, nous pouvons u t i  l i s e r  1 i denti  t é  de ca l cu l  des 

propos i t ions  ( l e  ca l cu l  des propos i t ions  e s t  i nc lus  dans l e  ca lcu l  des 

préd ica ts ) .  I c i  l e  problème e s t  décidable e t  I 'on connaî t  p lus ieu rs  

méthodes pour l e  résoudre dont l a  p l  us élémentsi r e  e s t  de former l es  tab les  

de v é r i t é .  
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U t i  1 i s e r  I ' i d e n t i t é  proposi t i onne l  l e  nous permettant de supprimer 

l a  règ le  ca l  cul logique ne nous p e r m e t t r a i t  pas de t e s t e r  dês i d e n t i t é s  

aussi s imp lesque  x(Px) Vx(Px). 

D'autre par t ,  i l  ne fau t  pas perdre de vue l e  p r i n c i p e  qui nous 

guide : se rapprocher autant que poss ib le  du t r a v a i l  d'un mathématicien. 

Nous considérons comme ident iques deux express ions qu'un mathémati c ien  

cons i dère comme t e l  1 es. 

C'est  pourquoi nous pensons q u 7 i  l conv iendra i t  s o i t  de d é f i n i r  un 

système formel génBrant à p a r t i  r d'une expression donnée un ensemble 

d'expressions qu i  l u i  s e r a i t  ident iques e t  t e l  que l e  problème de l 'ap-  

partenance à une c l  asse d'équi valence s o i t  déci dab le, s o i t  de t rouve r  un 

a l  go r i  thme permettant de t e s t e r  I ' i dent i t é  ' ' rest re i  rite" de deux expres- 

s ions. 

I I  f a u d r a i t  naturel lement que ces méthodes so ient  simples e t  rapides 

pour qu'el les  so ien t  rée l  lement intéressantes, ef d 'au t re  p a r t  qu 'e l  les 

recouvrent au moins les j u s t i f i c a t i o n s  négation de e t  ca lcu l  logique. 

Signalons q u ' i l  nous semble q u ' i l  y a deux po in ts  de vue pour aborder 

c e t t e  quest ion : un p o i n t  de vue logique s i  I t o n  d é f i n i t  à l ' i n t é r i e u r  du 

ca lcu l  logique une r e l a t i o n  d l  i d e n t i t é  res t re in te ;  1 ' au t re  p o i n t  de vue 

probnblement p l  u; fécond, e t  p l  us général que l e  précédent, e s t  syntaxique, 

e t  r e v i e n t  à considérer c e t t e  quest ion comme cas p a r t i c u l  i e r  du problème 

du mot. 

1.2. Déclarat ions de types 

Nous avons s igna lé  déjà q u ' i l  se p o s a i t  ce r ta ins  problèmes r e l a t i f s  

à l ' i n s t r u c t i o n  d s  i d e n t i f i c a t e u r s  qu i  ne sont  n i  des i d e n t i f i c a t e u r s  do 

préd ica ts  d é f i n i s  n i  des var iab les  ou des opérateurs p ré f i xés .  Dans cor- 

t a i n s  cas ces problèmes ne se posent qu'en fonc t i on  de l a  façon dont on 
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programme sera t r a i  t é  en machi ne, dans df  autres ces prob 1 èmes sont  l i és 

au formal isme e t  i l convient  de les regarder de p l u s  près. 

a) p r é d i  ca ts  élémentai res 

l 1s sont  de deux sor tes  

1 - <variable> e s t  un <i  dent i  f i ca teu r  de préd ica ts> <paramètres> mais où 
I 

l e  p réd ica t  en quest ion e s t  un p réd ica t  de base dans l a  théo r ie  e t  n 'a  pas 

à ê t r e  d é f i n i  

2 - <objet> < i d e n t i f i c a t e u r >  <objet> où l ' i d e n t i f i c a t e u r  représente un 

symbole re la t i onne l  de l a  théor ie;  son a p p a r i t i o n  dans des dCf i n i t i o n s  ou des 

théorèmes permet de l e  t r a i t e r .  

Les i d e n t i f i c a t e u r s  " vo i s i  nago" e t  "cf' f i g u r a n t  dans I  'exemple 11.6.1. 

correspondent respectivement à ces deux cas. 

On peut les  i n t rodu i re ,  comme nous I ' a v ~ n s  f a i t  par  s o i t  ce qui r e v i e n t  - 
simplement à s igna le r  que ce ne sont pas des i d e n t i f i c a t e u r s  inconnus (ou l o r s  

du passage _en machine, à l e u r  a t t r i b u e r  un code in te rne ) .  

S i  1 >on exécute une analyse syntaxique p l  u's p réc ise  i l e s t  probable 

I q u ' i  l f o i  l l e  ê t r e  p lus  rigoureux. Pour le  p r e d i c a t  de base, pu i squ ' i  l n 'a 

i pas de do f in i t i ons ,  i l  semble nature l  de l e  ranger dans l a  l i s t e  des d é f i -  

n i t i o n s  avec une p a r t i e  dé f in issante  v ide  : 

exm& --- d é f i n i t i o n  x e s t  un voisinage = def; 

Le symbole re la t i onne l  peut, l u i ,  ê t r e  u t i  i i s é  comme v a r i a b l e  ' (c f  l a  

r e l a t i o n  dqordre  en 11.6.2) e t  d o i t  donc nécessairement ê t r e  

i n t r o d u i t  par  - s o i t  mais on peut  r a j o u t e r  dans les hypothèses un "méta-prédicat" 

indiquant  l a  na ture  de c e t  i dent i f i  cateur. 
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emnp7Ze S o i t  C ; h C e s t  un symbole re la t i onne l ;  - 
OU 

d é f i n i t i o n  r e s t  une r e l a t i o n  d 'ordre [ E l  = def 

r e s t  un symbole re la t i onne l ,  ...; 
Cette u t i l i s a t i o n  de méta-prédicats nous semble in téressante  c a r  on 

p o u r r a i t  l ' u t i l i s e r  aussi dans les  préd ica ts  "es t  une appl icat ion","est un 

n-up l et1' où l e  &ta-préd i cat  

"est  un symbole fonct ionnel  " 

p e r m e t t r a i t  dlécr i  r e  une séquence du type f (n) . Le p r é d i c a t  "es t  une app l i cat ion"  

p o u r r a i t  a l o r s  f i g u r e r  dans l a  l i s t e  de d é f i n i t i o n s  : 

d é f i n i t i o n  f e s t  une app l i ca t i on  [E,Fl = def 

f e s t  un symbole fonct ionnel ,  

Vx(x c E  => f ( x )  s FI, 

Vx(x c E  => 3!y(y = f ( x ) ) ) ;  

b)  opérateurs i n f i x é s  - -------- ------- 
Le problème qui se pose i c i  e s t  analogue à c e l u i  du symbole re la -  

t i onne l  avec des comp 1 i ca t i ons  provenant de l a not ion de p r i o r i  t é  d'opérateurs 

Au premier abord, i l appara i t  su f f i san t ,  pour qu'une séquence du 

type a + b = c s o i t  cor rec te  que + a i t  é t é  i n t r o d u i t  précédemment, e t  que 

c ' e s t  seulement dans l e  cas où l 'analyse syntaxique e s t  p lus  dé-bail lée q u q i l  

f a i l l e  u t i l i s e i -  un méta-prédicat de façon à ce que l a  séquence a  + b  s o i t  

analysée de l a  façon suivante : 

i n f  i x é  o b j e t  

o b j e t  



Mais s i  un o b j e t  e s t  formé à p a r t i r  de p lus ieu rs  opérateurs i n f i x e s  

i l  va se poser des problèmes de parenthésage de p r i o r i t é  en p a r t i c u l i e r  

l o r s  des subs t i t u t i ons  

l e  résu l ta t ,  après s u b s t i t u t i o n  d 'objets égaux devra ô t r e  ( c  + d l  .b = e 

e t  non c + d.b = e s i  l ' opé ra t i on  . e s t  p r i o r i t a i r e  sur  t ' opé ra t i on  +. 

Remarquuons au passage que c e t t e  n o t i o n  de p r i o r i  t é  d'opérateurs ne 

f i g u r e  pratiquement jamais exp l ic i tement  dans les tex tes  mathématiques. Le 

parenthésage se f a i t  de façon i n t u i t i v e .  Seulement dans l e  cas d'une opé- 

r a t i o n  assoc ia t ive  on s igna le  p a r f o i s  "qu'on pourra donc enlever  les  paren- 

I  I faudra donc i n t r o d u i r e  des méta-préd i cats  qui  i nd iquent  qu'un 

i dent i  f i ca teur  e s t  un opérateur  i n f  i x é  avec sa p r i o r i  t é  par  rappor t  aux 

aut res  opérateurs e t  que les  ob je ts  formés à p a r t i  r de t e l s  opérateurs 

s o i  o n t  t r a i t é s  en conséquence. 

Dans l a  nouvel l e  vers ion  d'Algol, i l e s t  poss ib le  d l  i n t r o d u i r e  des 

opérateurs dont on f i x e  a rb i t ra i remen t  l a  p r i o r i  té; i l d o i t  ê t r e  poss ib le  

de s'en i nsp i r e r  pour résoudre c e t t e  quest ion. 

De manière p l u s  générale, I ' u t i  l i s a t i o n  de méta-prédicats semble 

ê t r e  une méthode intéressante pour i n t r o d u i r e  ce r ta ines  nota t ions  mathémati- 

ques p a r t i c u l  ières. 

L t é c r i  t u r e  des rnétas-prédi cats de l a  même maniere que les préd ica ts  o r -  

d i n a i r e s  permet d ' u n i f i e r  I  '&ri t u r e  dvune expression. 

S i  nous d is t inguons les  nombres ( e n t i e r s  e t  r é e l s )  des aut res  o b j e t s  
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mathémôti ques c ' e s t  quo i i ç sont souvent t r a i  t és  de façon i n t u  i ti ve. 

I I e x i s t e  b isn dos const ruc t ions  ax ima t iques  des nombres mais 

lorsqulun mathêmaticien u r i  l i s c  ces nombres i l ne se r é f è r e  pas à leurs  

axiornes mais à un ensemble de p rop r ié tés  supposées connues (sauf s i  bien 

s û r  i l  sfoccupe par  exomple dv théor ies  ar i thmét iques ou de l a  topo log ie  

de R I .  I I faudrai ' t  déterminer emp l riquement c e t  ensemble de propr iét&s,  

qu i  peut  ne pas êti-e constanf.  A ins i  lorsquvon é c r i t  : 

on n 'a pas besoin dos fiêmss choses que s i  I t o n  é c r i t  

"Les so lu t i ons  dc. I 'Cqcat io i i  xP = n avec n p a i r  e t  p premier 

i n f é r i e u r  à q- -9v 

l l nous faudra i -t do;,c bâ-ii r un sys-:&ne qui permette de t r a i t e r  les 

nombres de l a  même façor, qun dan5 les mathématiques usue l les  e t  qui 

t i enne  compte aussi de l e u r  ê c r i  t u r e  symbol ique. Là encore c ' e s t  I 'étude 

dPexempl es qu i  permettra de d52ager quo1 les  sont les p rop r ié tés  des nombres 

e t  de l a  n u ~ h r a t i o n  hab i tue l  1e:ev-t ui-i l isés. 

C'est  à ce problème des nombres que nous rat tacherons ce1 u i  du f i n i  e t  

de l ' i n f i n i .  Ces deux n a t i o r s  sont, e l i e s  aussi, u t i l i s é e s  de manière i n t u i -  

t i v e  : 

" S i  E e s t  bn cnscmbie f i n i  o t  A une s ~ i i t e  i n f i n i e  dséléments de E 

a l o r s  I I e x i s t e  au r11~3Fns un 6I6mcnt de t qui  appara î t '  une I n f i n i t é  de f o i s  

dans A". 

I I  e x i s t a  en l o c ~ ; c j ~ v  foi-r?,êi ! e  des axiomes d ' i n f i n i t é ,  mais indé- 

pendamment du f a i t  q k i P  i l c eppa- t  iennent à un ca l cu l  du second ordre, ce - 

qu i  importe, comm dans ! e  ccs ucs nombres, c ' e s t  d t u t i  l i s e r  non pas les 

axiomes, mais . les p i -op i - iQ t6~  incui i - ives.  

Le problèrrz de l a  r6cur.-snce, dans les d é f i n i t i o n s  e t  dans les r a i -  

sonnements dépvnci 6vi'dc;iment du t r a i t e n e n t  du nombre, mais prov ien t  

aussi du f a i t  quqon u t i l i s e  das nombres indgtôrminés (ce  qui se mani- 



fes te  en mathématiques par  l e  p o i n t  de suspension : S o i t  x,; x2 . . .. xn) 

D é f i n i t i o n  récurs ives ..................... 

Essayons par.exemple de d6f i n i  r E ~ ,  où E e s t  un ensemble 

Nous supposons connu l 'opérateur  X ( p r o d u i t  car tés ien,  c f  11.21 

d é f i n i t i o n  P compose Cn,EI = def 

n = 2 => P(n,E) = X(E,E), 

n >2 => P(n,E) = X(P(n-l,E),E); 

d'après l a  déf i n i  t i o n  du p r o d u i t  ca r tés ien  

x e P(n,E) s i g n i f i e  

x e s t  un n-uplet 121 , x ( 1 )  ô P(n-1,E), x(2)c E 

e t  i 1 f a u t  recommencer avec x (  1)  G P(n-1 ,El, mais comme n e s t  indéterminé, 

on ne pourra pas a r r ê t e r  l a  récurrence, e t  à moins d' i n t r o d u i r e  de façon 

formel l e  les p o i n t s  de suspension, on ne pourra pas donner l a  forme exac- 

t e  d'un élément de P(n,E). 

Dans ce cas p a r t i c u l  i e r  on pourra i  t ddf i n i  r l a  puissance car tés ienne 

d'une aut re  façon 

d é f i n i t i o n  P compose Cn,El = def 

Vx(x c P<=> ( X  e s t  un n-up l e t  Cnl, 

V i ( ( l b i , i < n )  => x ( i )  e E l ) ) ;  

mais on se h e u r t e r a i t  à des probièmes s imi  l a i r e s  lorsque par  exemple on 

voudrai t démont r e r  que 

X(P(n,E), P(m,E)) = P(n + m, E) 

Ra i sonnement ea r récurrence ------------- -------------. 

Nous ne voulons pas p a r l e r  i c i  du raisonnement p a r  induct ion  qui e s t  

un axiome de l a  logique formel l e  du second o rd re  avec fonc t i on  successeur 

e t  que nous pouvons u t i  1 i s e r  sous forme de théorèmes 

ex  théorème -d' induct ion  s u r  la  longueur du mot CE] - 
h Vx( l1x)  = O => x e El, - 
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V -  ( n  e s t  un ent ie r ,  Vx ([(XI = n =>x s E) => 
n 

c Vn (n e s t  un en t ie r ,  Vx,( l (x)  = n => x e E l ) ;  - 

Nous voulons p a r l e r  des raisonncrnents qui  fo,nt appara î t re  les  p o i n t s  de 

suspens ion 

ex Lorsqulon veut démontrer que deux bases f i n i e s  d'un espace v e c t o r i e l  - 
ont  même dimension on pose VI, V2 ... V e t  

P 
V ,  V V les deux bases (p'q); 

q 

On o b t i e n t  une nouvel le base 

même chose pour V i  = f ( V , ,  V2, V; ... V q )  
9 

etc..  . 
V = f ( V , ,  V2 .. .. V e  impossible 

P 4 
Ce mode de r a  i sonnement nt  u t i  l i se pas exactement I ' i nduct ion t e l  l e 

qu le l l e  e s t  d é f i n i e  ci-dessus mais une "généra l isa t ion  induct ive  f i n i e "  

qu' i l f a u t  a r r i v e r  à formal i se r .  

On ret rouvera des problèmes de c e t  o r d r e  chaque f o i s  qu'on manipulera 

des su i  tes  f i  n i  es, des opérateurs f i  nement i térés  etc..  . 

1.4. Théories du second o rd re  

Le langage que nous u t i l i s o n s  ne nous permet de t r a i t e r  les expressions 

e t  l es  déductions que dans l a  logique du ler ord re  (c 'est-à-di  r e  où seules les 

var iab les  sont  subst i tuab les  ou q u a n t i f i a b l e s ) .  Or i l e x i s t e  en mathématique 

des express ions e t  des règles de déduction qui  sont  du second ordre; nous ve- 

nons de v o i r  que c ' e s t  l e  cas pour l e  raisonnement par  induct ion qu i  peu t  

slapp l iquer quel l e  que s o i t  1 a p rop r ié te  en quest ion e t  que nous ne pouvons 

appl iquer  que pour chaque p r o p r i é t é  p a r t i c u l  ière.  
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1 I en e s t  de même pour l a  no t ion  de fami 1 l e  e t  même de s u i t e .  

Les é léments d9 une fami 1 l e  peuvent avoi r en commun de v é r i  f i e r  une ce r ta ine  

propr ié té .  

ex $est une f a m i l l e  de sous-groupe de G ind icée par  1 s i g n i f i e  que pour - 
t o u t  i c  1 I 'élément correspondant de l a  fami 1 l e  e s t  un sous-groupe 

de G. 

S i  nous déf in issons un p réd ica t  e s t  une famil  le, nous serons . 

obl igés de f a i r e  des subs t i t u t i ons  dlexpressions. 

Evidemment nous pouvons tourner  l a  d i f f i c u l t é  de deux façons : 

- pour chaque fami 1 l e  p a r t i c u l  i è r e  u t i  l i s e r  un p r é d i c a t  spéc ia l .  

Par exemple dans l e  cas ci-dessus d é f i n i r  l e  p r é d i c a t  '!est une 

fami l l e  de sous-groupesff. 

- considérer que toutes les p rop r ié tés  en quest ion sont co l  l e c t i v i -  

santes e t  prendre comme r e l a t i o n  dé f in i ssan t  l a  fami l le ,  I1ap- , . 

partenance à un ensemble désf i n i .  aittérieurement, 

ex G1 = { x  : x  e s t  un sous-groupe de CG] - 
G e s t  une fami l l e  de sous-groupes de G s v é c r i r a  a l o r s  G e s t  une 

f a m i l l e  CG1, i l  

e t  l e  préd ica t  e s t  une fami l l e  sera d é f i n i  pa r  d é f i  n i  t i o n  X e s t  une 

f a m i l l e  [Y,z] = def 

X e s t  un symbole fonct ionnel  ; - - 

'dz ( Z  ê Z = X ( Z )  6 Y ) ;  

Cet te méthode a  un désavantage, c ' e s t  que toutes les p r o p r i é t é s  ne sont  

pas c o l l e c t i v i s a n t e s  (par  exemple on ne p a r l e  pas de I1ensenble des groupes, 

mais de l a  classe des groupes). 

D'autre par t ,  pour a v o i r  ;>lus de g é n é r a l i t é  i l  nous semble q u ' i l  

f a i  1 l e  quand même é t u d i e r  l a  possi b i  l i t é  de s u s b t i t u e r  des p rop r ié tés  

c 'est -à-d i re d ' i n t r o d u i r e  dans ce langage des expressions e t  raisonnements 
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du second ordre. 

2. S i m p l i f i c a t i o n  du raisonnement 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Le p r i n c i p a  1 inconvénient de l a  formal i s a t i o n  des démonstrations 

e s t  actuel lement l a  longueur presque repoussante d l  une démonstration 

forma l isée , à cause de l a  nécessi t é  de s i g n a l e r  toutes les étapes du 

raisonnement. Nous avons déjà proposé une méthode de réduct ion, mais 

comme nous l 'avons vu, nous sommes encore o b l i g é  de ra isonner pas à 

pas. 

L ' u t i l i s a t i o n  d'une not ion  d ' i d e n t i t é  p lus  large ( c f  1 . 1 )  permett ra 

probablement de supprimer cer ta ines  étapes, mais ce sera encore i n s u f f  i- 

sant; I ' i déal s e r a i t  de pouvoi r se rapprocher de ce qui se f a i t  en 

mathématiques où on ne s igna le  que les  p o i n t s  les p lus  importants de l a  

démonstration. 

2.1. Démonstration "procédurale" 

Ce q u a l i f i c a t i f  de procedural v i e n t  de I vana log ie  que nous a l l o n s  

étab l i r avec l es l angages de programmation. 

Nous pouvons considérer les j u s t i  f i  ca t ions  comme des i n s t r u c t i  ons 

d9un l angage de programmai- ion. Lorsque dans un programme, on re t rouve 

p lus ieu rs  f o i s  l a  même séquence d ' i ns t ruc t i ons ,  on les groupe en pro- 

cédures. 

De même en démnst ra t ion ,  i l e s t  poss ib le  de re t rouver  p lus ieu rs  

f o i s  l a  même s u i t e  de j u s t i f i c a t i o n s  (pa r  exemple les l ignes 5,8 e t  6,9 

dans 1 1.6.2). 1 1 s e r a i t  in téressant  a l o r s  de les  grouper pour former 

une "procédure" ce qui  a l  l è g e r a i t  I ' é c r i  t u r e  dvune démonstration. Dans 

l a  pra t ique de l a  démonstration c ' e s t  ce qui  se passe lorsque I t o n  d i t  : 

"De l a  même façon en montre que ...", "En u t i l i s a n t  l e  même raisonnement...!' 
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De manière p l u s  générale, i l  semble que selon l a  t h é o r i e  mathéma- 

t i q u e  que I f o n  t r a i t e ,  on u t i l i s e  p lus  souvent t e l l e  ou t e l l e  forme de 

r a i  sonnement. 

Une procédure de raisonnement n ' e s t  pas exactement analogue à l a  

générat ion de théorèmes quoique ces deux not ions  so ient  re lat ivement 

vo is ine  (un Théorème é tan t  iine forme p a r t i c u l  i a r e  d'une règ le  de d é r i -  

va t i on ) .  Mais s u r t o u t  leurs  fonct ions dans l e  raisonnement sont d i f f é -  

rentes; l a  démonstration procédurale d e v r a i t  a v o i r  une importance beau- 

coup p l  us grande l o r s  de I  ? u t i l  i s a t i o n  de méthodes heur is t iques.  

2.2. Calcul algébrique 

Comme cas p a r t i  cu l  i e r  important de l a  démonstration procédurale, 

nous pensons au c a l c u l  al'gt3brique q ~ i  concerne les expressions de l a  

forme <objet>=<objet> où les o b j e t s  sont formés avec ces opérateurs. 

La d é r i v a t i o n  de t e l  l es express ions peut  se f a i  r e  au moyen d' un forma- 

l isme purement logique, mais i l  s e r a i t  p l u s  in téressant  e t  p lus  nature l  

de les t r a i t e r  de façon p a r t i c u l i è r e .  I  I  nous semble que l a  méthode à 

prendre e s t  de considérer à I  ' i n t é r i e u r  du langage des "sous-systèmes" 

formel s qui aura ien t  un i r a i  tement propre. Ces sous-systèmes se ra ien t  dé- 

f i n i s  par  l e  langage; les meta-prédicats donnant l a  p r i o r i  t é  des opéra . 

teurs  pour ra ien t  ê t r e  u t i  l isés à c e t  e f f e t .  

Des systèmes f o r m ~ l s  pe r~ i i e t tan i  de t r a i t e r  des égal i t é s ,  sont  déjà 

étudiés. Le p lus  connu es? l e  A-calcul de Church. 

2.3. U t i l i s a t i o n  du contexte 

De même que nous sommes ob l i gés  de s i g n a l e r  tou tes  les étapes du 

raisonnement, nous sommes ob l igés  aussi de s i g n a l e r  tous les  o b j e t s  

auxquels on se ré fère ,  a l o r s  qu'en démonstration habi tuel  l e  ça n ' e s t  

pas l e  cas : l v i n t u i t i o n  e t  l e  contex te  permettent au l ec teu r  de pré-  

c i s e r  les imprécisions de i vau teu r .  
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En t o u t e  r i g ~ i e u r  l a  d é f i n i t i o n  d'une Loule dans un espace métr ique 

dépend de I  'cspUce e t  de sa :nétr iqua, du centre de l a  bou'le e t  de son 

rayon, c ' e s t  pourquoi rioCs t i t i  l isons I c  p r é d i c a t  B e s t  une boule CE, d, a, p l  

e t  chaque f o i s  que nous vcudcons indique; qu'une v a r i  ab le  donnée e s t  une 

boule,nous devons ui-i l i se i -  ce p r é d i c a t  à 4 arguments. 

Par contre, l orçqiie Oans clr\ texi-e mathématique un auteur  a introduit 

un espace mé-trique e-l- q i l ' i l  d i t -  qir'une v a r i a b l e  e s t  une boule, i l  ne pré-- 

c i s e  pratiquemeiit jr=,ïiais que c e t t e  boule e s t  d é f i n i e  pa r  rappor t  à l vespace 

métr ique en question, e t  mêm~ i l  ne préc ise  pas son cen t re  e t  son rayon. 

I  I  f a u d r a i t  donc a r r i  v2r  à forma l i s z r  c e t t e  p ra t i que  e t  à pouvoi r se dispen- 

s e r  de f a i r e  ' ; igureï 6sris u1-1 p r é d i c a t  les zrguments qu i  sont  b ien  d é f i n i s  par  

l e  contexte. 1 1 s e r a i t  é~alr;i.~sn-: in té ressant  que dans ce cas p a r t i c u l  i e r  

IthypothSse "B e s t  i?ne boule" i n t rodu ise  en même temps deux var iab les qu i  

s e r a i e n t  son c e ~ t î e  e t  son rayon. 

Ce mani6r-e çénéi-,-lie on devra i? pouvoii- supprimer parmi les arguments 

d fun  p r é d i c a t  ceux qii i  sont  ciéf i n i ç  p s r  16 contexte, et- ceux qu i  sont  

totalerrient i22'-z >:,:;inEr, 1 v é c r i t u  -e du p réd i ca t  permet tant  de les  i n t r o d u i r e ,  

Cet?? moci i f i ce i  i c n  r~p:-~":m-,-~r~-I RUSS i vn a 1 l èçement cons kdérab l e  de 

I s é c r i t u r e  , P a r  sxevpi-? nous pourr,ions nozs dispenser d ' é c r i r e  les  8 

arguments d'un esp: ca ver- lor i  2'  ( : >ddi t i o i i  v e c t o r i e l  l e  e t  son 61 ément neutre, 

la  r n u l ~ i p l i c a t i o n  çczlai,-,+, ic cor?-, ces dzu;: opsra t ions  e t  ses deux & lé -  

ments neul-rcs, e t  ei7~3:z 110~;s rie d i s  i - inou~qç pas e n t r e  une s t r u c t u r e  e t  son 

ensomb l e suppor i !  1 . 

D'autres t6:<$;-711~ s cvi iA~x'+c cia\!raiezi. aussi permet t re de rédu i re  

ce r ta ines  J i i s t i  S i c ~ ~ - i o n s  : 

- ne pas prSc iser  m e c  q:!ei 5 arçu3ents on appl ique un théorème 

- ne pas prgc içc i -  Fvec. qzel s argu 7en-I-s on p a r t i  cul  a r i s e  une expression 

q u a n t i f i e s  uleivc!rçcI ! e , :~n t  
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- n e  pas p réc i se r  à p a r t i  r de quel les  express icns on app l ique une 

j u s t i f i c a t i o n  donnée ( s u r t o u t  quand i 1 s  ' a g i t  de I 'expression 

précédente) 

- app l i ca t i on  i m p l i c i t e  de d é f i n i t i o n s  simples etc... 

Mais i c i  nous cormençons à aborder des problèmes de recherche 

heur i s t i que  que nous a l  Ions regarder en déta i  1 dans l e  paragraphe suivant .  

2.4. Heur is t iques 

Enfin, l a  seule méthode qui  permettra rée l  lement de fo rmal iser  les 

démonstrations t e l  les qu 'e l l es  sont é c r i t e s  dans les tex tes  mathématiques, 

c'est-à-di r e  en formal i sant seulement le  1 angage mais en n'appariant au- 

cune préc is ion  à ce quvà e f fec t ivement  é c r i t  l *auteur  e s t  d ' u t i  l i s e r  des 

heur is t iques.  

Nous entendons par  l à  que les étapes qui  manquent dans l a  démons- 

t r a t i o n  devront ê t r e  trouvées pa r  l a  machi ne non pas en u t i  l i sant des a  190- 

r i  thmes comb i nato i res, mai s  p a r  des processus u t  i l i sant  au maxi mum toutes  

les i n f ~ r m a t i o n s  d isponib les (farme della théorie., forme de I  'expression 

à j u s t i f i e r  etc. ..). En p a r t i c u l  ie r ,  I  ' u t i  l i s a t i o n  des théorèmes de l a  

I t h é o r i e  e t  des procédures de r a  isonnement d e v r a i t  avoi r beaucoup p l  us 

4 d' importance. 

Une f o i s  connue l a  s t r a t é g i e  à adopter, son appl i c a t i o n  e  d e v r a i t  

pas causer de grosses d i f f i c u l t é s .  Par contre l e  problème de l a  détermina- 

t i o n  de c e t t e  s t r a t é g i e  e s t  beaucoup p l  us important. 

Ce problème se décompose en deux p a r t i e s  qui  sont  d 'a i  l leurs é t r o i t e -  

ment l i ées .  

1 - Quel les sont  les  heur is t iques u t i l i s é e s  en démonstration? 

2 - Etant donné une ce r ta ine  s i t u a t i o n  q u e l l e  e s t  l ' h e u r i s t i q u e  qu i  

a  l e  p lus de chance de mener au résu l t a t ?  
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I I  nous semble que pour pouvoir  répondre précisément à ces questions, 

i l  f a u d r a i t  disposer d'une masse importante de renseignements expérimentaux 

qu' i 1 f a u d r a i t  ensui t e  c l  asser e t  ana lyser .  Nous pensons que ce t r a v a i  1 se- 

r a i t  beaucoup p lus  f a c i l e  à entreprendre s i  les  démonstrations é t a i e n t  forma- 

l i sées  e t  c ' e s t  une des u t i l i s a t i o n s  possib les du langage que nous étudions. 

Une mei l leure connaissance de l a  p a r t i e  heur is t ique,  ou i n t u i t i v e ,  

d'une démonstration p o u r r a i t  a v o i r  un t r è s  grand i n t é r ê t  dans l e  domaine 

de l'enseignement : on p o u r r a i i  met t re  en évidence p l u s  rat ionnel lement  l a  

marche à s u i v r e  pour démontrer t e l  l e  ou t e l  l e  p rop r ié té .  D'autre p a r t  i l 

s e r a i t  peut-êt re possible, justement en fonc t ion  de l a  d i  f f  i cul t é  de déter- 

miner l ' heu r i s t i que  convonable de forma1 i s e r  l a  n o t i o n  p lus  ou moins subjec- 

t i v e  de d i f f i c u l t é  d'une démonstration en ce1 le, encore p l  us r e l a t i v e ,  d 'év i -  

den ce. 

Des programmes de démonstration automatique u t i  1 i sant  des &thodes 

heur is t iques on t  déjà é t é  réal  i sés  par  Gelernter  pour l a  géométrie euc 1 i- 

dienne é I  érnentai re, par  SI ag l e  pour l f i n tég ra t i on  formel le .  P i  t r a t  dans sa 

thèse u t i  l i s e  des méthodes heur is t iques,  mais seulement pour l e  c a l c u l  propo- 

s i  t i onne l  . 

3. Etude formel l e  du 1 angage . ......................... 

Le bu t  essent ie l  de ce t r a v a i l  é t a i t  de d é f i n i r  un langage qui  

permette de fo rmal iser  1 P é c r i t u r e  des démns t ra t i ons  e t  nous nous sommes 

pr inc ipalement attachés à son contenu : cVes t -à -d i re  aux not ions mathémati- 

quesuti  l i sées  en démonstration e t  à la  manière de les  formal i ser .  Nous 

avons r e l  a t  i vement peu envi sagé ce l angage comme système formel \autonome. 

I I  s e r a i t  souhai table de l ' é t u d i e r  encore p lus  systématiquement d'un p o i n t  

de vue formel en t a n t  que système logique e t  en t a n t  que langage formel. 

3.1. Aspect logique 

Nous avons montré sans -nous y a t t a r d e r  que l es j u s t  i f i  ca t ions  u t i  l i sées 

é t a i e n t  régul iè res  e t  cohérentes d'une p a r t  avec l a  p ra t i que  de l a  démonstra- 
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t i on ,  d 'autre p a r t  avec des systèmes logiques formels. 

On p o u r r a i t  considérer ce langage comme un système de IogFque formel l e  

e t  en é t u d i e r  les p rcp r ié tés  ( r é g u l a r i t é  des règles, non con t rad ic t i on  etc..) 

de l a  même façon que pour l e  ca l cu l  des préd ica ts  c lassiques ou que paur l es  

cal  CU l s  de Gent zen. 

Pour comnencer i l faudra i t ,  à n o t r e  avis, t rouve r  une au t re  

manière de déc r i re  ce système a f i n  de met t re  davantage en évidence sa s t r u c t u r e  

logique; l a  méthode que nous avons employée mettant davantage en évidence les  

p r o p r i  étés syntaxiques. 

Une f o i s  ce t r a v a i  l pré1 i m i  na i  r e  réal  isé, nous croyons que nous obt ien-  

drons un formalisme assez semblable à c e l u i  de Gentzen ou à c e l u i  de Suppes, 

avec tou jou rs  c e t t e  d i  f férence importante qui e s t  I  I u t i  l i sa t ion  d v  une s t ruc -  

t u r e  de bloc, e t  i l s e r a i t  possible. a l o r s  d 'é tud ie r  formel lement l e  système 

obtenut Comme nous avons constamment essayé de r e s t e r  l e  p l u s  près poss ib le  

des méthodes na tu re l l es  de déduction, nous aurions de nouveaux éléments pour 

é t u d i e r  formellement l a  déduction n a t u r e l l e .  

I 3.2. .Aspect syntaxique 

4 

Nous avons éga lement tenu compte en dé f in i ssan t  ce l angage qu' i l é t a i t  

des t iné  à ê t r e  t r a i t é  en machine. Nous avons donc essayé de f a i r e  en s o r t e  

que l a  syntaxe s o i t  l a  p lus  simple possib le.  En p a r t i c u l i e r  nous avons f a i t  

en so r te  que l 'analyse s o i t  l e  p lus  poss ib le  détermin is te  c 'est -à-d i re que 

dans l a  p l u s  grande m a j o r i t é  des cas, l a  l ec tu re  de l ' u n i t é  syntaxique su i -  

vante s u f f i s e  à déterminer I I é t a t  de I 'automate i nterpré teur .  

Signalons aussi que l a  v é r i f i c a t i o n  dvune démonstration par  l a  machine 

peut  se f a i r e  en un seul passage, en même temps que l 'analyse syntaxique : i l  

s u f f i t  lorsqulon a r r i v e  su r  l a  ca tégor ie  syntaxique < j u s t i f i c a t i o n >  de t e s t e r  

que 1 'expression j u s t i f i é e  e s t  b i e n  ce1 l e  qui  a s t  é c r i t e .  Ce t e s t  é t a n t  l u i -  

même une quest ion d'analyse s  ntaxique, l a  v é r i f i c a t i o n  en machine d'une démons- 
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t r a t i o n  dev ient  un problème purement syntaxique, ce à quoi on pouva i t  

s 'a t iendre  pui  squqon connait  dé jà  1 léqui valence en t re  l es  poi n t s  de vue séman- 

t i q u e  e t  syntaxique en logique fo rmel le  (théorèmes de Godel, de Tarski,  de 

Henkin aux envi rons de 1930. 

I c i  aussi i 1 d e v r a i t  ê t r e  poss ib le  de t rouver  une fo rmula t ion  du i angage 

qui  fasse m i  eux appara î t re  l e  caractère purement syntaxique d'une démonstration. 

4. Appl i cat ions  ------------ ------------ 

Enfin, en p l  us de ces t ravaux sur  l e  langage lui-même, nous entrevoyons 

des domaines de recherche où i l s e r v i r a  d 'ou t i  1 .  Nous les avons déjà s ignalés 

au passage; nous les  c i t e rons  i c i  en guise de concl usion. 

- mise en évidence de l a  s t r u c t u r e  d9une démonstration; étude 

du rapport  de c e t t e  s t r u c t u r e  avec ce1 l e  de l a  t h é o r i e  mathématique 

considérée e t  ce1 l e  du théorème à démontrer 

- étude des processus heu ri s t iques de démonstration e t  du mécan i sine 

de l i n t u i t i o n  mathématique; recherche systématique de 1 a mei l l eure 

s t r a t é g i e .  

- connaissance p lus approfondie de l a  déduction na tu re l  l e  

- u t i l i s a t i o n  de ces nouvel les connaissances e t  peut-êt re du langage 

lui-même dans des domaines t e l s  que l a  démonstration automatique, 

l'enseignement des méthodes mathématiques, Ifenseignernent programmé 

des mathémati ques . 



Annexe I 

TABLEAUX SYNTAX 1 QUES 

Les tableaux syntaxiques qui su i ven t  correspondent au langage t e  1 

qu i l e s t  dé f  l n  i dans les chap i t res  I e t  I 1, auquel nous avons r a j o u t é  

c e l l e s  des extensions envisagées au chap i t re  I I I  qui  nous o n t  semblé 

suffisamment précises pour pouvoir  ê t r e  u t i l i s é e s  dès maintenant. 

La p lus  grande p a r t i e  de ces tableaux a é t é  é c r i t e  par Messieurs 

HENNERON e t  GU l LLERMINET dans l e  cadre d '  un p r o j e t  d'é lèves-ingén ieurs 

de 3ème année. 



















Annexe 2 

INTERPRETATION DU LANGAGE 

Comme nous I 'avons déjà signalé, une des appl i ca t i ons  poss ib les  du 

langage de format i s a t i o n  des démonstrations e s t  la v é r i f i c a t i o n  automatique. 

Le t r a v a i  l de l a  machine consistera à l i r e  le  programme e t  à v é r i f i e r  que 

chaque express ion e s t  é c r i t e  correctement, que les var iab les e t  préd i c a t s  

qu i  y f i g u r e n t  sont  respectivement i n t r o d u i t s  e t  d é f i n i s  e t  que la preuve 

donnée (démonstration ou j u s t i f i c a t i o n )  permet b ien  d ' é c r i r e  c e t t e  expression. 

Ce t te  v é r i f i c a t i o n  se f a i t  séquentiel  lement ; en même temps l e  programme 

In terpré teur  se charge do ranger les d é f i n i t i o n s  e t  théorèmes, de t r a i t e r  

les in t roduct ions  de var  iab les, les hypothèses, les ouvertures e t  fermetures 

de b locs. 

Le programme in te rp ré teu r  u t i  l isera p lus ieu rs  p i  les pour ranger 

1) les va r iab les  i n t rodu i tes  

2 )  les d é f i n i t i o n s  

3 )  les expressions dé jà  v é r i f i é e s  e t  les  hypothèses 

4 les théorèmes 

5 )  les expressions en cours de v é r i f i c a t i o n  (cec i  dû à l a  

r é c u r s i v i t é  de la démonstration) 

6 )  les j u s t i f i c a t i o n s  à e f f e c t u e r  ( d é f i n i t i o n  récu rs i ve  des 

j u s t i f i c a t i o n s )  

Les 5 premières p i l e s  seront  chargées e t  déchargées l o r s  des ouvertures 

e t  fermetures de b l oc par I in te rpré teur  -qui fonct ionnera lui-même de man i è r c  

récurs ive-  ce q u i  assure qu'une va r iab le  i n t r o d u i t e  en t ê t e  d'un b loc,  ou une 



expression f i g u r a n t  à l ' i n t é r i e u r  sont  b ien  locales à ce b loc  puisquqà 

I  'ex tér  ieur  e l  les ne f igureront  p l  us dans les p i  les correspondantes. De 

même pour les déf 1 n i  t i o n s  e t  les théorèmes. 

I  I  ne nous p a r a î t  pas nécessaire de fa i re ,  avant I 9  i n t e r p r é t a t i o n  

proprement d i te, une ana lyse syntaxi  quo déta i l lée d'une démonstration, 

car  on peut est imer que l ' i n t e r p r é t e u r  e s t  en msme temps automate de 

reconnaissance du langage, cec i  sera d 'au tant  p lus  f a c i  l e  que ce langage 

nous semble ê t r e  en grande p a r t i e  dé termin is te ,  L'analyse syntaxique des 

expressions e s t  uns analyse syntaxique c lass ique e t  ne semble pas devo i r  

présenter de d i f f i c u l t é s  p a r t i c u  l  ières. (Ce sera probab lement l a  p a r t i e  

non détermin is te  de I  'ana lyse).  

On aura probablement i n t é r ê t  à e f f e c t u e r  les j u s t i f i c a t i o n s  récur-  

sivement: à p a r t i r  des expressions é t iquetées on g6nère Iqexpress ion 

résu l t a t  e t  on t e s t e  sa f- i d e n t i  t é  à I  'expression j u s t  i f  iée - dans l e  cas 

des j u s t i  f i ca t ions  un ivoques ; pour ce  l les qu i sont mu1 t ivoques i l faudra 

au c o n t r a i r e  p a r t i r  de l 'expression j u s t i f i é e .  

Une p a r t  importante du t rava  i l d'  i n t e r p r b t a t  ion cons is tera  donc à 

v é r i f i e r  que deux expressions sont f - ident iques.  A ce s u j e t  se pose la 

I quest ion de la représentat ion in terne des express ions. 

Après codage des é Iéments c o n s t i t u t i f s ,  on peut las représenter  s o i t  

sous forme l inéai re, t e l  les qu'el  les sont  écr  i t e s  dans une démonstration, 

s o i t  sous forme arborescente (aux noeuds : des operateurs ; brsnches 

terminales : s o i t  des i den t i f i ca teu rs ,  s o i t  des préd ica ts ) .  Selon la  

j u s t i f i c a t i o n  à appl iquer l 'une ou I s a u t r e  forme s e r a i t  p lus  commode à 

manipuler. Peut-être faud ra i t - i  l envisager des sol u t i ons  mixtes où cer- 

ta ines  pa r t i es  de l 'express ion se ra ien t  é c r i t e s  l inéairemcnt, d 'au t res  

déve l opp6es en arboresconce l orsquo ce la sera i t nécessa i re .  

Mess ieurs HENNERON e t  GUI LLERMINET t rava  i l l e n t  actuel  lement à 

I  ' imp lémentafion du langage de démonstration sur IBM 7044. 1 1 e s t  ra ison-  



nab l e de penser que d '  i c  i peu, on d isposera donc de moyens permettant 

d'une p a r t  de t e s t e r  de façon p l  us e f f i c a c e  l e  langage que nous avons 

dé f in i ,  d 'autre p a r t  de f r a n c h i r  une nouvel l e  étape dans c e t t e  approche 

expérimentale de la  démonstration mathématique. 
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Introduction to Zog.55~ 
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- En ce qui concerne l a  démonstration automatique nous renvoyons aux 

ouvrages e t  a r t i c l e s  signalés dans l a  t h k e  de Mme H. NGOA 

- Sur -quelques unes des questions sou levées au chap i t r e  I I I on trouvera 
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