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INTRODUCTION

De plus en plus la logique mathématique, dont te but initial est
d'exprimer les objefé et le ralsonnement mathématique dans un langage
formel,.afih'de réduire les démonstrations 3 Un simple calcul, se cons;
Titue en branche autonome des maThémaTidues. Les études des logiciens
sembient aQbiE de moins en moins d'incidences sur Ié travai| habituel du
mathématicien. Elles portent davantage sur |'étude désf+héorie$ et du
raisonnement en général que sur |'étude du raisonnement tel qu'il est
utilisé dans un quelconque ouvrage de mathématiques. Les systémes de

déduction naturels ont ét+€é relativement peu‘+rai+és.

Dans le domaine de la démonstration automatique, des résultats
intéressants ont été obtenus, mais sont difficilement exp!oifables,:eh+Fe
autres & cause de la difficulté de transcription d'un &noncé en langue
naturelle en une formule du calcul des prédicats. D'autre part, la démonstra-
tion fournie ne ressemble que de trés loin & la démonstration au sens ol
I Yentend un maThémaficien. Enfin, leslprobeSSUS'de'démons+ra+ion sont encore
purement combinatoires et ne font pra+iquemen+'paé intervenir les résultats

intermédiaires d'une théorie (définitions, lemmes et théorémes).

Pour améliorer le rendement de la démonsfrafion'éufomafique ot

pour Ja rendre plus proche de la démonsfrafion, il serait bon'd'y in+rquire
des heurisfiques.vPour ce but particulier et aussi pour des raisons d'drdre
pédagogiques ou autres, il est intéressant de connaftre de fagon plus précise
ce qu'est une démonstration. Un travail préalable & cette étude est de for-
maliser les démonsfraffons, clest-a-dire de les écrire dans un langage formel
dont la sémantique et la syntaxe sont bien définies (en remarquent que dans
la fogique mathématique, les deux points de vue syntaxique et sémantique sont
pratiquement équi&alen?s : une démonsfrafion syntaxiquement correcte |'est

aussi sémantiquement). Un tel langage une fois défini, la vérification d'une
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démonstration se réduit & un probléme d'analyse syntaxique et peut donc

é&tre réalisé& sur machine.

Paul Abrahams a proposé un systéme de formalisation qui est en
fait une application du langage LISP au langage mathématique. S'il a |'avan-
tage de se rapprocher davantage de la langue naturelle tant au point de
vue de' |'écriture qu'a celui de la structure d'une démonstration, il reste
encore trop fortement 1ié & la syntaxe de LISP et demande pour &tre compris

une connalissance préalable de LISP et de son écriture fortement parenthésée.

Le 'langage que nous proposons ici est indépendant de tout langage de
programmation et reste assez prés de la langue naturelle pour &tre assimi-
lable par un mathématicien ayant un minimum de connaissances en calcul des
orédicats, et en programmation juste ce qu'il faut pour savoir qu'on ne rem-

place pas impunément un signe par un autre,

Les expressions mathématiques sont écrites dans un formalisme trés
voisin de celui du calcul des prédicats. Une démonstration est une suite
de lignes, chacune étant une définition, un théoréme, ou une expression
suivie soit d'une "Justification'™ indiquant comment obtenir cette expression
3 partir des précédentes, soit par une autre démonstration. Nous introduisons
ainsi une structure de bloc & I'intérieur d'une démonstration. D'autres
structures de blocs sont utilisées pour la quantification et pour la dériva-
tion sous conditions. Ce travail étant une approche d'un domaine encore trés
peu exploré, il souléve plus de questions qu'il n'en résout. Nous nous sommes
efforcés de cerner et de préciser ces questions en suspens en donnant parfols

les directions dans lesquelles il nous semble possible de trouver leur solution.

Comme application immédiate de cette formalisation des démonstrations,

nous pensons bien sir & la vérification automatique, mais nous espérons que

ce travail pourra servir d'outil dans |'étude de domaines tels que |'heuris-

tique en démonstration automatique, |'enseignement programmé des mathématiques,

la simulation du raisonnement en intelligence artificielle.
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Plutdt que de donner "ex abrupto" la définition compléte du langage,
nous avons préféré introduire progressivement las éléments qu'il comporte,
quitte @ revenir en arriére par la suite. Dans le chapitre | nous donnons
I"allure générale du langage, ses caractéristiques essentielles et les
éléments qui permettent de traiter |'aspect logique des mathématiques. Le
chapitre || apporte quelques affinements et précise la maniére de traiter
ce qui aest plus spécifiquement mathématique. Dans le chepitre i1} nous en-
visageons quelques questions qui ont plusieurs solutions possibles entre
lesquel les nous n'avons pas tranché, ou des problé&mes non encore résolus.
En annexe 1, le langage est redéfini par ses tableaux syntaxiques et en
annexe 2 nous donnons quelques apercgus sur |'implémentation du langage en
machine.
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CARACTERES GENERAUX du LANGAGE

Le Iangage deflni ici devra nous permettre d'écrire de fagon précise
les &léments nécessaires & toute démonstration : les expressions mathémati-
ques, les définitions et les théorémes utilisés au cours de la demonsfraflon,
des "justifications" expliquant de quelle fagon on passe d'une expression 3

une autre.

Pour définir la syntaxe du langage nous utifiserons la notation de
Backus. o ’

1.1, Idenfifiéafeurs.

Nous considérons un alphabet comprenant les lettres latines et grecques,
minuscules et majuscules, les chiffres, et tout autre signe dont nous aurons
besoin, & I'exclusion de ceux rencontrés par la suite qui jouent un réle parti-

culier. Nous appel lerons identificateurs les mots formés sur cet alphabet.

1.2. Expressions

Les expressions sont construites a partir de formules &lémentaires,
ou prédicats au moyen de connecteurs logiques z,v,V, A, D et des quantifica-
teurs ¥, 3, I, ' '

Les priorités que nous avons choisies pour ces opérateurs ne sont
pas celles qu'on utilise habituellement en logique. Pour des raisons de
commodité nous avons donné & i'opérateur le plus utilisé la plus faible
priorité, c'est-a-dire la plus grande portée. || nous a paru que dans
I'usage habituel les deux connecteurs les plus utilisés étaient A et D.
Le premier étant assiocatif, mais pas |'autre, il est intéressant d'avoir

A comme connecteur principal.,

Par ordre de priorité décroissante les connecteurs sont A det =,
V n. Pour eV|+er les confusions avec | 'usage des logiciens, et pour se
rapprocher davantage de |'écriture habituelle, nous remplagons A par une
virgule, par{gg,:> et = par => et <=>, o |



Ainsi a, b = b ou ¢ se |it logiquement
al (b> (bVc))

De fagon plus précise, une expression se définit ainsi

<expression>::<sous-formule> / <expression , <sous-formule>
<sous-formule>::<disjonction> / <disjonction> => <disjonction> /
<disjonction> <=> <disjonctior
<disjonction»::= <primaire> / <primaire>/
<disjonction> ou <primaire> /
<disjonction> ou v <primaire>

<primaire>::= (<expression>) / <prédicat> /

<formule quantifiée>

<formute quantifiée>::= <Q><variable> (<formule>)/

<Q><variable><formule quantifiée>
<Q>::=y/ I/ I o
éprédica+>ﬁ:=<obje+> est un <identificateur de prédicat>
’ <arguments> / <Prédicat élémentaire>
<arguments>::=<vide>/l[<liste d'objets>]
<liste d'objets>::=<objet> / <liste d'objets>, <objet>

<identificateur de prédicat>::=<identificateur>

L'objet sera défini ultérieurement (2.2 et 11.1.2). Pour le moment il
suffit de savoir que c'est une variable (<objet>::=<variable>) ou que c'est

une certaine suite de signes contenant des varjables.

Un prédicat élémentaire est formé dfobjets et d'un symbole relationnel.
Les symboles relationnels sont définis dans le systéme, comme =, ¢, ou appa-

raissent dans une définition. (cf I11.1.2.)

exemple G est un groupe [o,el= VgVyVz((xeG,yeG,xoy=2)ezeG)

3F (F est une application biunivoquelP,R])

Comme en logique classique on distinguera les. variables |iées et
les variabtes libres suivant qu'elles figurent ou non dans la portée d'un

quantificateur.
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2. Notions utilitaires

Pour démontrer un théoréme d'une théorie, il faut connaftre les défini-
+ions et les axiomes de cette théorie, ainsi que d'autres théorémes supposés
vrais. || faut aussi "introduire" certaines variables représentant les objets

sur lesquels on raisonne.

<partie utilitaire>:= <partie soit><liste de définitions>

<axiomes> <liste de théorémes>

2.1. Introductions

<partie soit>::= <vide> / <introduction>;
<in+roduc+ion>::= soit <liste de variables>

<liste de variables>::=<variable> / <liste de variables>,<variable>

2.2. Définitions

<liste de définitions>::=<vide>/<liste de définitions><définition>;
<définition>::= définition<partie définie>= def<expression >
<partie définie>::=<variable> est un <identificateur de prédicat>
<paramétres>/<opérateur> compose <paramétres>
<paramétres>::=<vide>/[<liste de variables>]

<opérateur>::=<variable>

exerple

définition R est une relation d'équivalence sur [E] = def

Vx(xeE => xRx),

VxVy ((xeE,yeE,xRy) => yRx),

VxVyVz((xeE,yeE,z€E,XRy, yRx) => xRz);
définition U compose [A,B] = def

Vx(xeU(A,B) <=> xeA ou xeB);

Le premier type de définition permet de créer de nouveaux prédicats,

le second définit les opérateurs préfixés.



Des objets composés par un opérateur donnent un nouvel oﬁjéf.

<objet>::=<opérateur> (<liste d'objets>) -

2.3 Axiomes

<axiomes>::=<vide>/ h <expression>;

2.4, Théorémes

<liste de théorémes>::=<vide> / <liste de théorémes><théoréme>;

<théoréme>::= théoréme <identificateur de théoréme>
<paramétres><hypothése><conclusion>

<hypothése>::= <vide> / ﬁ;<expression§

<conclusion>::= ¢ <expression>

exemple

théoréme R1[E,P,RIh Vx (xeP => x est une partition de [ED),
¥x(xeR => x est une relation d'équivalence sur [ED])

¢ 3f (f est une application biunivoquelP,R]);

2.5. Enoncé
En-suite: il faudra donner |'énoncé du théoréme qui sera suivi de sa
démonstration.: ’

<programme>: :=<partie utilitaire><énoncé><démonstration>

L'&noncé comprendra |'introduction des variables particuliéres & ce
théoréme, ses hypothéses et |'expression & démontrer ou conclusion ' ’

<énoncé>::= <partie soit><axiomes><expression>

exenple
Soit E, d, r, a, X; h X est une boulefk, d, r, a];

X est un ouvertlE, dl<démonstration>

Soit E, d, r, a; ¥ X (X est une boule {E,d, r, al<=>

X est un ouvert [E, d1) <démonstration>



3, Démonstration

Une démonstration sera constituée d'une suite d'expfessioné, chaque
expression étant &tiquetée pour pouvoir la repérer facilement, et suivie
d'une preuve permettant de vérifier qu'on a bien le droit d'écrire cette
expression. On se donnera la possibilité d'introduire au cours d'une démons-
tration de nouvelles définitions et de nouveaux théorémes. Une preuve pourra
8tre entre autres une démonstration ce qui fait apparattre dans une démons-

tration une structure récursive dont on examinera plus loin les conséquences.

<démonstration>::= en effet <liste de lignes> cqfd

<liste de lignes>::=<ligne>/<liste de lignes>;<ligne>

<ligney:=<théoréme>/<définition>/<derniére ligne><preuve>/
<étiquette>:<déduction>/
<gtiquette>:<généralisation-¥>/
<étiquette>/<généralisation-3
<dernidre ligne>::=<étiquette>:<expression>
<étiquette>::=<identificateur>

<preuve>: :=<démonstration> / par <justification>"

Pour qu'une démonstration soit correcte, il faut que |'expression
figurant dans ligne juste avant cqfd soit formellement identique & |'ex-
pression & démontrer-(c'est-a-dire celle qui précéde le en effet corres-

pondant) .

Nous dirons que deux expressions sont formellement identiques si elles

=~

s'écrivent de la méme fagon & une substitution prés des variables quantifiées.

exemple

Ix (x est un truc [a,x]) est formellement identique &
Iy (y est un truc [a,yD) :
X £y, y £ x n'est pas f-—idenfique'(formelIemen# identique)

dy %X, X £Y.
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3.1, Déduction

<déductions::= h <expressions;<liste de lignes>;<derniere Iigne>
déduction

Une déduction syntaxiquement correcte a donc la forme suivante :

—— o - - o

n, : f, <preuve>;

n, ,: f. déduction
i+l j+l ———
De plus on doit avoir f, . f-Identique & o =§?i
avec%j? = f si f est une disjonction
f = (f) dans les autres cas

(ceci pour s'assurer que => est bien |'opérateur principal de fi+l)

Nous introduisons icl un nouveau type de bloc délimité par h et

déduction dont nous verrons plus loin I'utilité.

On utilisera la déduction chaque fois qu'on doit utiliser le théoréme
de la déduction : ' -

si d'une expression f, on déduit fi (ce qui s'écrit f, h—-fi alors
fo O f est un théordme (+— fo J f). '

L'application récursive de ces blocs est aussi 1égitimée par le
théoréme de la. déduction : ‘

si fo, f1’“_’ fn [— fn-'l-*]' allors — fs (fr) (...(fn_)fn*]..))

3.2 Généralisation - V¥

<généralisation-V¥>::=<introductions;<liste de |ignes>;

<derniére ligne> généralisation-v



Une généralisation~V est un nouveau type de bloc qui a la forme

SOTT X, ,Xmpesey, X 3
________ 1’ 29__ » n}

n, : f1 <preuve>;

3

fi <preuve>;

as

P41 fi+1 général isation-V

avec fi+ f-identique a Vx1 Vx

ceas Vxn f*,
i

2

Q

<

-
u

* = f si f est une formule quantifiée

-
1]

(f) sinon ;
(ceci évite d'introduire des parenth&ses superflues dans une suite de quanti-

ficateurs).

L'utilisation de la généralisation-VY est ce qui se fait habituellement
lorsqu'on veut démontrer une formule quantifiée universelliement : on démontre
la formule pour un x quelconque ... comme elle vraie pour un x guelcongue elle
est vraie pour tout x.En logique formelle on obtient ce résu!fgf en utilisant
la régle de généralisation dans le systéme de Hilbert et Ackermann ou le schéma
AES dans le calcul déductif de Gentzen (On verra plus loin comment la structure

de bloc fait intervenir les restrictions sur |'emploi de cette régle).

3.3. Généralisation -3

<généralisation-3>::=<détermination>;

<liste de lignes>;<derniére ligne> généralisation-3

<détermination>::= prenons <variable> défini par

<gxpression> <existence>/

prenons <variable> déja défini /

prenons <variable> = <objet>

La détermination permet d'introduire une variable possédant certaines

caractéristiques. Le premier fype de‘déferminaTion introduit une variable
possédant une certaine propriété; dans ce cas il faut s'assurer qu'une telle
variable existe, c'est ce qu'on fait par "existence"

<existence>::=<existence><expression><preuve>



I-2

~

L'expression suivant existence est fsidentique & |'expression suivant

‘défini par quantifiée existentieltement.

exemple

Prenons x défini par x < y existence Ix(x 5 y) <preuve>

 Le deuxi&me type de détermination introduit une variable déj3 connue

allleurs.

Le froisiéme type de détermination permet de donner un nom & un objet.

Une généralisation correcte s'écrit donc

Prenons X eeeees;

n, : fl <preuve>
LUPREIS PO gengraltsaf;on—3 avgc‘fi+

1 f-identique 3 3 x f?

C'est ce qu'on fait dans le raisonnement usuel lorsqu'on utilise la
quantification pour démontrer une expression quantifiée existentiellement :
on choisit un x particulier (qu'on définit & ce moment 13 ou qu'on a déja
utilisé) et on démontre qu'il vérifie la propfiéTé en uestion. La générali-
sation -3 correspond en logique formelle au 6" axiome de Hilbert et

Ackermann ou au schéma EES de Gentzen.

3.4. STrucfure de bloc

-

Cette structure de bloc appliquée & la démonstration nous semble &tre

un des traits les plus caractéristiques du langage que nous définissons ici.

Nous avons donc quatre types de blocs en effet ... cqfd, h... déduction,

Soit ... généralisation - V, Prenons ... généralisation-3 que nous appellerons

respecttvemen+;bO,Ab1, bz et b3;

D'aprés les définitions syntaxiques précédentes, ces blocs ne peuvent

jamais se chevaucher, mais ils peuvent s'imbriquer les uns dans les autres.
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- Portée des définitions et des +héoréﬁé§

Les définitions figurant dans la partie utilitaire sont valides dans

tout le reste du “programme

Lorsqu'une définition apparait dans un bloc, on la considére valide

depuis son apparition jusqu'au cqfd qui termine le bloc ol elle apparaf+t.

La portée des théordmes est définie par les mémes régles.
- Portée des variables introduites

On appelle variable introduite une variable figurant dans une intro-

duction, ou derriére prenons, ou devant compose dans une définition.

Si une variable est introduite dans la partie utilitaire ou dans

["énoncé, elle est connue dans tout le reste du programme.

*Si une variable est introduite en téte d'un bloc b2 ou d'un bloc b3

elle est connue seulement dans ce bloc.
Si une variable est introduite devant compose, elle est connue partout

ol la définition est valide.

Toute expression figurant dans une démonstration devra répondre aux

conditions suivantes :

- tous les identificateurs de prédicats doivent figurer dans la partie
définie d'une définition valide.
- toutes les variables doivent &tre soit quantifiées, soit connues; si
| toxpression en question figure dans un théoréme ou dans une définition, les
variables de |'expression peuvent étre aussi celles figurant dans la "partie

définie" dé la définition ou dans les paramétres du théoréme.

Ces conditions expriment la nécessité de n'utiliser qué des identifica-
teurs que l'on connaft, qu'en mathimatiques il faut savoir avec quoi on parle
s'il n'est pas nécessaire de savoir de quoi on parle! On retrouve des condi-
tions analogues dans un fangage de programmation comme Algol ou tous les iden-
tificateurs doivent étre déclarés & moins qu'ils ne soient paramétres formels

de procédures.
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Les variables introduites en té&te des blocs b2 sont absolument
quelconques. Elles doivent donc étre différentes entre elles et différentes
de celies introduites en téte des blocs b3 et de celles introduites dans
la partie utilitaire ou dans |'énoncé. En d'autres termes elles ne peuvent
pas figurer ailleurs. Clest cette condition qu'on retrouve en logique formelle
sur I'emploi de la régle de quantification universelle. En tenant compte de
fa portée des introductions cela nécessite qu'une expression figurant dans un
bloc b, ne soit pas utillsablé a I'ex+érieur de ce bloc (a ['exception de la
derniére ol ces variables sont quantifiées), car alors elle contiendrait une
variable non infroduifef Ceci permet de réutiliser plusieurs fois une méme
variable dans des blocs disjoints : comme efles sont locales au bloc, ce ne

sont en fait pas les mémes.

Remarque.-On ne pourra dbtenir des expressions du type ¥x(Px=> Vx(Qx))
(qui ne sont pas correctes dans certains sysfémes de logique formelle), si
cela nécessite que la méme variable X soit introduite deux fois dans des

blocs non disjoints.

De méme pour éviter qu'une variable introduite par prenons en téte
d'un bloc b3 soit confondue avec une variable introduite dans un bloc b2,

nous poserons sur |'utilisation des expressions de b, les mémes conditions

3
que pourvbz.;

L'en-t&te de bloc prenons <variable> déja défini nous permettra de
généraliser existentiellement sur des variables figurant 3 I'extérieur

du bloc, ce qui est parfaitement légitime.

Pour les expressions du bloc b] on a aussi les mémes conditions
d'utilisations, mais pour d'autres raisons : toute expression, sauf la
derniére est déduite de | 'hypothése, ce qu'il faut faire apparaitre
quand on utilisera cette formule. Nous le faisons apparaftre en |'écri-
vant explicitement (h => c) dans la derniére expression. Ainsi lorsqu'une
formute est "déduite sous conditions" (c'est-a-dire & partir de supposi-
tions), ces supposritions, ou prémisses, figurent soit implicitement, soit

explicitement, et on passe de I'implicite & |'explicite en fermant le bloc b1.
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A 1'extérieur de ce bloc on ne peut utiliser que la formulation explicite.

Nous conviendrons (mais ceci sans justification théorique) qu'une

expression ne peut étre utilisée hors du bloc b, ol elle se frouve, ce

0
qui fait qu'une fois une expression démentrée, on nfaura plus besoin de

conserver sa démonstration.

Outre cet intérét pratique, les blocs b, permettent la "structuration”

0
d'une démonstration. Pour un logicien fa démonstration est linéaire : on part
des axiomes et on aboutit & la formule & démontrer; cette notion de bioc est
trés peu utilisée en logique (1) et on pourrait fort bien s'en passer dans le
langage que nous définissons. Mais il est clair que la structure, |‘'organisa-
+ion sont un élément important de toute démonstration.Cette organisation ap-
paralt non seulement par |'utilisation de définitions et de lemmes, mais aussi
par le fait qu'd I'intérieur d'une démonstration bien faite on met en évidence
les, principales étapes du cheminement logique. Une "belle" démonstration n'est
pa$ qu'une démonstration rigoureuse qui satisfait la pensée analytique, mais
surtout une démonstration bien construite, bien structurée, et qui s'adresse

davantage a la pensée synthétique.

nm . L
La méthode de démonstration par réfutation, dite des tableaux sémantiques

de Beth fait apparaitre une structure de bloc différente de celle qui appa-
raft ici. Smullyan dans son article "Analytic natural deduction" (Journal of

symbolic logic, juin 65) utilise le b!oc.ﬂ .+ déduction.
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S'il nous est permis de parler en parabole, disons que pouf cons-
truire une démonstration, il ne suffit pas de disposer de bons matériaux,
il faut encore savoir les agencer intelligemment dans |'édifice. Cet
aspecT de la démonstration a été peu envisagé et nous osons espérer que ce

+ravaif\perme++ra une meilleure aoproche expérimentale.

Notons & ce sujet que cerTalns pedagogues se sont attachés a ensci-
gner Ies ma+hema+nques en mettant en évidence des schémas de démonstration

au moyen de graphes. La structure de blocs b que nous utilisons ici est

0
triviatement isomorphe & un graphe arborescent,

fo en effet f

f1 en effet
fa] “on effet j

! al :
f6 ‘en effefg
%. Cg fd 5 - { : . / /

" cqfd;
f en effet

f_|en effet |

DI AR 'Y

cqfd;

f | en offet
8—.______.—....
cqfd;
~cqfd;

f 'en effet
¢qtd;

cqfd
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0 1’ b2 et

une démonstration aura une structure plus complexe. |l paraft fort

Si en plus des blocs b,, nous considérons aussi les blocs b
b3,
possible que cette structure soit déterminée par la forme de |'expression
a démontrer et les axiomes et définitions de la théorie considérée. Si

| on pouvait connaltre cette relation de fagon plus précise, il est proba-
ble que la démons+ra+ion’auToma+ique pourrait &tre chose qu'un algofi#hme

combinatoire.

4. Justifications.

-

Une justification indique comment on a obtenu une expression a partir
des formules précédentes repérées par leur étiquette. Ces justifications
doivent &tre réquliéres, c'est-é-dire que |'expression obtenue est vraie si
les expressions desquelles dn | 'a déduites sont vraies. |l est clair que les
expressions repérées par leur étiquette, que pour simplifier nous appellerons
expressions étiquetées, doivent étre utilisables (cf ci-dessus) a I'endroit

ol on donne la justification.

Définissons de maniére plus précise ce que nous entendons ar expres-

sion étiquetée.

Si |'étiquette est suivie d'une expression, (on ne. tient pas compte des
ceux points qui doivent toujours figurer derriére une étiquette) c'est cette
expression qui est l'expression étiquetée. Si elle est suivie d'une hypothése,
I'expression étiquetée sera |'expression qui suit le h. Si elle est suivie de
prenons <variable> défini par <expression>... ce sera |'expression qui suit
défini par. Si elie est suivie de prencns <variable>=<objet> ce sera <variable>
=<ob jet>.Les hypothéses figurant dans la partie utilitaire et dans |'énoncé
ne sont pas étiquetées. On les repérera par deux étiquettes conventionnelles,

par exemple 0 et 00.

Nous donnons ci-dessous une liste de justifications. Cette liste nfest
ni exhaustive, ni définitive. A I'usage il s'avérera peut-étre que certaines
Justifications sont inutiles alors qu'il serait intéressant de pouvoir en uti-
liser d'autres non signalées. |l ne sera pas difficile de modifier cette liste

en conséquence.
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@D

<justification>::= modus-ponens <é+ique+fe>,<é+ique++e>

Si la premiére expression étiquetée est f1 et la seconde ?} = ?é,

I'expression justifiée est f-identique a fz

exemple 1:xeK=x.e=e.,x <preuve>;

2 : x € K <preuve> -

X
®
i

e.x par modus-ponens 2,1;

C:::) <justification>::= conjonction de <liste d'étiquettes>
<liste d'étiquettes>::=<étiquette>/<liste d'étiquettes>,<étiquette>

L'expression justifiée est f-identique & la conjonction des cxpressions
étiquetées, c'est-a-dire a |'expression ob+ehue en mettant bout & bout ces
expressions séparées par des virgules. |l n'y a pas de probléme de parenthé-

sage puisque la virgute est |'opérateur de plus faible priorité.

exemple 5 : Hx, Ry <preuve>;
8 : ¥x(Px) <preuve>; ;
9 : V¥y(Py), Hx, Ry par conjonction de 8,5;
Qi:g:} <justification>::= cas <liste de nombres entiers> de <étiquette>

~ <liste de nombres entiers>::=<nombre entier>/

<liste de nombres entiers>, <nombré entier>

Si i, Jj, kK ... sont les nombres entiers de la liste, la formute justi-
. . gy T C.eme  Lidme i@ -
fiée est f-identique & la conjonction des i s J > Kk MS ... sous-formules

de l'expression étiquetée.

exermple 1:xekK, yek, kestun sQus~groUpe [c,e,T]
= Z <preuve>; o

x Ty
5:xTy =2, xekparcas 4, 1 de 1;
6 : VxVy((xeE, xRy) => yeF)

" en offet
7 : Soit x,y;
8 : h xeE, xRy;
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9 : x Ry par cas 2 de 8;

Il nous semble &vident que ces justifications sont réguliéres (ce sont
des régles, élémentaires ou dérivées, de la logique classique)

(?i}{) <justification>::= composition de <liste d'objets> par <opérateur>

La variable considérée est introduite devant compose et représente
un opérateur dont la définition est valide. L'expression justifiée est
f-identique & I'expression définissante aprés substifution des objets aux

paramétres.

exemples définition U compose [A,B]l = def

VYx (x € U(A,B)<=> x ¢ A ou x € B);

3 : Vx(x € Up(A),A) = x € p (A) ou x € A)
par composition de p(A), A par U;
(jfg) <justification>::= cas <liste de nombres entiers>

de la définition de <étiquette>

Lfexpression étiquetée est un prédicat défini.

. s . . < S i .éme  .iémc
L'expression justifiée est f-identique & la conjonction des i s J =
iéme - S ‘ 4 e . :

k , +.+, sous—formules de |'expressian définissant le prédicat (Apres avoir

substitué aux paramétres les arguments effectifs)

exemple définition x est un inverse vy,I[E, o,e]l = def

x € E, y e E, e est un &lément neutre [E,ol,

X0y =€, yoX=e;

72 : a est un inverselb, G, T, ul <preuve>;
73 : u est un élément neutre [G, Tl par cas 3
de la définition de 72 ;

La régularité de cette justification provient de la régularité de la
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justification précédente et du fait qu'un prédicat défini est logiquement
équivalent & I'expression définissante. On utilise cette méme propriété dans

la justification suivante.

(J 6) <justification>::= définition en <liste d'étiquettes>

L'expression justifiée est le prédicat défini par I'expressidn
f-identique & la conjonction des expressions étiquetées (aprés les substitu-

+ions nécessaires)

exemples  définition x est un inverse Ly, E; o, el = def ...

3:a¢ckE, bekE, uest un élément neutre [E,TI,
aTb=u,bTa= u<preuve>
4 : a est un inverse ib,E,T, ul par
définition en 3; L
(Ei}i) <Jus+|f|ca+|on> := application du théoréme <identificateur de théo-

—reme> <argumen+s> <références>

<référence>: -<vude>/<lasfe d'étiquettes>

On substitue aux paramétres du théorémec repéré par son idenfificaTeur,
tes arguments. L'hypothése (si elle existe) est f-identique & la conjonction
des expressions étiquetées. L'expression justifiée est f-identique & la

conclusion de ce théoréme.

exemp Le théoréme R1[E,P,R] h Vx (xeP => x est une partition de [E],

Vx (xec => x est une relation d'équivalence {El ¢ 3 (f est une

application biunivoque [P,RD);
: Yz (z € k => z est une partition de [G]) <preuve>;

: Vz(z € 1 => z est une relation dféquivélence G <preuve>;

IR ST

: 39 (g est une application biunivoque [k,il) par application du
- théordme RI1[G,K,i] 5,6; B |
La régularité de cette justification pnOV|enT de la regulartfe du-

modus—-ponens et des régles de substitutions.
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<justification>::= décomposition de <&tiquette>

L'expression étiquetée est du type f ou g => h est |'expression justi-

fiée est f => h,g => h.

Nous n'avons pas & nous occuper du parenthésage : f est une disjonction,

ainsi que g et h; f => h, g => h est donc une expression bien construite.

QZ::) <justification>::= recomposition de <é&tiquette>

Cette justification fait exactement |'inverse de la précédente. La
non plus pas de problémes de parenthésages. L'opérateur principal de f et de

g ne pouvant étre que le ou, f ou g => h est correcte.

J 10 <justification>::= implication en <Ctiquette>
L'expression étiquetée est de la forme a <=> b

L'expression justifiée est alors a => b ou b=> a

(J 11 <justification>::= double implication en <é+ique#+e>

A parffr de a => b, b => a on peut écrire a <=> b

:i‘£€> <justification>::= particularisation de <étiquette> par
i <liste d'objets>
Tous les objets de la liste doivent étre formés. de variables connues.
Si I'expression étiquetée commence par n quantificateurs universels, la liste
d'objets contient moins de n objets.
L'expression justifiée est alors f-identique & |'expression étiquetée
a laquelle on a. enlevé les premiers quantificateurs et les parenthéses exté-
rieures si la formule n'est plus quantifiée et ol les variables correspondan-

tes ont été remplacées par les objets de la liste.

exemple 3 1 VxVyVz({(xry,yrz) = xrz) <preuve>;

7 :V¥z((arb, brz)=>arz)par particularisation de 3

par a, b;
Cette régle existe telle quelle en logique formelle.
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7 13 <Justification>::= simplification de <étiquette>

Cette justification permet d'enlever les quantificateurs superflus
(c'est-3~dire que si on ['enléve, la variable correspondante ne devient pas
Iibre,'soif parce qu'elle ne‘figure pas dans |'expression, soit parce qu'elle
est quantifiée par Qn autre quantificateur) et aussi les parenthéses exté-
rieures si c'est nécessaire.

exemple 1 : Vi (K est un groupe. [e,+1) <preuves;
- 2 : K est un groupe [e,+) par simplification de 1;
3 : dxVy Ix (y est un truc [x]) <preuve>;
4 : ¥Yu v (u est un truc [vl par simplification de 3;

* <justification>::= transivité de |'implication <étiquettes,

<étiquette>

Cette justification permet d'obtenir fl = f3 a partir de f1 = f2 et
de f2 = f3.
On pourrait obtenir la méme chose en utilisant des justifications défi-
nies : B
Ao v 1 1 ree | r3 I Fr o=
_ désignons par f!, f2, f3 les expressions tel les que f1 fl’ 2 f2
LIPS
et 3 f3.
n1 : f1 => f2 <preuve>;
Ny f2.=>’f3 <preuve>;
. t.
ng : ﬁ_f1,
¥ - .
Ny f2 par modus-ponens Nzs Nys
. ] - .
ng : fsipar modus Ponens Ngs Nos
Ng : f1 => f3 déduction; :

Cette justification est donc redondante. C'est précisément |'utilisation
des régles de déduction redondantes qui distingue le raisonnement naturel de la
educfion logique formelle,

(/#EED <Jjustification>::= &galité <étiquette> dans <étiquette>

Nous avons vu que nous pouvons avoir des prédicats élémentaires du type
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<objet>=<objet>. Ceci signifie que deux écritures différentes désignent le

méme objet, et on peut donc substituer |'un par |autre dans une expression.

“La premiére expression &tiquetée est une égalité. L'expression. justifiée
est f-identique & la seconde expression étiquetée & une substitution prés de

certaines occurences des objets égaux.
<justification>::= identité <étiquette> dans <étiquette>

Cette justification fonctionne de la méme fagon que la précédente, mais
au lieu de substituer des objets égaux, on substitue des expressions logique-

merrt identiques. La premiére expression étiquetée a donc la forme a<=>b

Quand on fera ces substitutions, il faudra veiiler au parenthésage, de
facon & ce que les expressions que |'on substitue aient le méme opérateur

principal, ou plus exactement soient du méme type.

exemple 1 : a, b, ¢ <preuve>;
2 : (a, b)<=> d ou <preuve>;
- 3:doue, cpar idenfité 2 dans 1;

<::::) <justification>::= contraposition de <étiquette>

L'expression étiquetée est de la forme f => g

L'expression justifiée est de la forme 5 => ¥

avec g = g', si g est de la forme ~(g")

g' si g est de la forme ~g', ol g% est un prédicat

i

nvg si g est primaire

it

v(g) si g est une disjonction.

J 18) <justification>::= |'absurde <étiquette>:<expression>;

<liste de lignes> contradiction

Si I'expression & justifier est f, la premiére expression qui suit
| Yabsurde est ;, ’ .
avec f= f' si f est de la forme ~(f'), ou de la forme “f' ol f‘
est un prédicat

~f si f est un primaire

i

v(f) sinon
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L'expression de la derniére ligne doit &tre du type g, g.

Le raisonnement par |'absurde est une régle dérivée de logique formelle
qui s'écrit

vxDvy Ayr— x et qui nécessite le "tiers-exclu"

Ici encore apparait un nouveau type de bloc dont aucune expression
ntest utilisable & |'extérieur pour des raisons bien compréhensibles. Ce
type de bloc a une importance bine moins grande que les autres dans la
structure d'une démonatra+ion. R

Les transformations 9 ->g, g—>g%, g—>§; g—>g ont toutes le méme
but, & savoir reparenthéser correctement les expressions obtenues par
combinaisons logiques d'au‘f‘l’“es_expressidns° Les transformations ne seraient
pas nécessaires si les expressions étaient totalement parenthésées, mais
alors les expressions auraient une écriture beaucoup plus complexe, leur
utilisation serait moins simple dans d'autres cas, et on s'éloignerait de
['écriture habituel lement utilisée en mathématiques. Par contre, en mathé-
matiques, les expressions sont souvent insuffisamment structurées et seule
une analyse ~ d'ailleurs Trés‘Tn¢u1+5ve~'dU’confexTe permet de lever les

ambiguités.

ox ¥x, y € E, x¢y, y<x, alors 'x = y d'ol r‘esfvanffévmé§rfqdéhé+ F?
est une relation d'ordre si Ec F, ¥ F. [ |

'l est clair que cette formulation est hautement ambigle.

Les justifications que nous avons signalées sont celles qui appa-
raissent Ie‘plus fréquemmen+‘—Croyéns—nous~ dans un raisonnement. Mais cet
ensemble de régles h'eé+ pas complet en ce sens qu'il ne permet pas de faire
toutes les dCFIVBTIOﬂS logiques qu'il est possible de faire. Par exemple il
ne permet pas d‘u+|llsor la définition des connecteurs logiques redondants
tels que VA ou B = (A=>B) ou

Vix P(x)<=>¥Yx(WP(x))

Les régles qui nous manquent pour obtenir un systéme complet appa-
raissent beaucoup moins souvent et ce serait leur donner trop d'importance

que de définir une nouvelle justification pour chacune d'el les. Nous les
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grouperons en deux justifications principales; |'une servira quand il fau-
dra traiter |'opérateur de négation
<§if2:> <justification>::= négation de <étiquette>

[ 'autre pour les autres connecteurs logiques

<justification>::= calcul logique de <étiquette>.

C'est volontairement que nous ne def;nlssons pas de facon. précise

leur fonctionnement car nous nc savons pas encore s’ il est plus intéressant
de les définir sur le modéle des prccedenfes (mais elles seraient plus com-
plexes) ou d'utiliser des procédurcs de démonstration automatique rudimen-

taires. Nous reparlerons plus loin de cette démonstration.

5.1 Démonstration des axiomes de Hilbert-Ackermann

Pour que ce systéme de démonstration permette effectivement de

démontrer des théorémes vrais, il ne suffit pas que les Jus+|f|ca+|ons
soient réguliéres, il faut qu'il contienne implicitement les axiomes de
la fogique.

Dans ce qui suit nous noterons les propositions (prédicats sans varia-
bles libres) par une lettre majuscule; il n'est pas nécessaire de les défi-
nir puisque ce sont des propositions quelconques. Les prédicats & une varia-

ble, quelconques eux aussi, seront notés F(x).

HAT: X ou X => X
en effet O1 : h ~X;
02 : ~X, X par conjonction de 01,01;

03 : ~(X ou X) par négation de 02;
04 : X => ~v(X ou X) déduction;
05 : X ou X => X par contraposition de 04

cqfd;

HAZ : X => X ou Y
en effet 11 : h ~(X ou, Y)
12 ¢ X, Y par ncgaTuon de 11;
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13 : ~X, par cas 1 de 12;
14 : ~(X ou Y) => X déduction;
15 : X => X ou Y par contraposition de 14;
cqfd;
HA3 : Xou Y =Y ou X;
en effet 21 : hv(Y ou X);
22 :vy,~X par négation de 21;
23 :vy par cas 1 de 22; o
24 X par cas 2 gé 22}
25 :\X,%y par conjonction de 24,23;
26 :n(X ou Y) par négation de 25;
27 (Y ou X) => ~(X ou Y) déduction;
28 : X ou Y => Y ou X par contraposition de 27;
cqfd;
HA4 : (X =>Y) => (X ou Z =>.X ou V)
en effet 31 : h Z =>Y;
32 : Z=>XouY
en effet 33 : h (X ou Y);
34 : ~X, Y par négation de 33;
35 : AY par cas 2 de 34;
36 : Y =>\Z par contraposition de 31
37 : AZ par modus-ponens 35,36;
38 : (X ou Y) => aZ déduction;
39 : Z => X ou Y par négation de 38
390 : X => XouY, Z => X ou Y par conjonction de HA1,39
391 : X ou Z =>X ou Y par recomposition de 390;
392 1 (Z =>Y) => (Xou X = X ou Y) déduction

cqfd;
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HAS : Vx(Fx)) => F(y) IOn suppose y déja introduit]

en effet 41

i h ¥x (F(x));
: F(y) par particularisation de 41 par y;

: ¥x (F(x)) = F(y) déduction

HA6 : F(y) =>3x (F(x)})

en effet 51
2 ¢ 3w (Fex)d

en effet 53 : prenons y d4ja défini;

cqfd;

: h Fly);

.54 : Fly) par cas 1 de 51;

55 ¢ Ax (F(x)) oénéralisation-3

cqfd;

F(y) => Ix(F(x)) déduction

U1
Oh

5.2. Permutation de quantificateurs

IxVy (P(x,y)) =>
¢ h3AxVy(Pix,y));

en effgj 01

Vy3dx (P(x,y))

—— 02 : Prenons x défini par Vy (P(x,y)) existence
IxVy(P(x,y)) par cas 1 de Ot;
03 : Solt s
04 : Prenons x déja défini;
[05.: P (x,y) par particularisation de 02 par y;
06 : Ix(P(x,v)) ginéralisation-3;
L_07 : WyIx(Plx,y)) oénéralisation-V;
08 : IxVyIx(P(x,y)) généralisation-3;
09 : Vy3x(P(x,y)) par simplification de 08;
10 1y (Pix,y)) => V¥yIx(P(x,y)) déduction
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5.3. D'aprés Lewis Carrol

a)‘ngx (x est un canard => ~x est un danseur),

‘ Vx (x est un officier => x est un danseur),
¥x (x est une volaille => x est un canard);
¥+ (+ est une volaille => it esTvun‘officier)'
“en effet R

: Soit t;

: h t est une volailie;

WON =

17¥x (x est une volaille => x est un canard) par cas 3 de 00;

,.
L

: + est une wolallle => f est un canard par particularisation de

5 par t;

5 : t est un canard par modus-ponens 2,4;

6 : ¥x (x est un canard => v x gst un danseur) par cas 1.de 00

7 : T est un canard => T est un danseur par particularisation de

6 par t;

8 : vt est un danseur par modus-ponens 5,7;

9 ¢ ¥x (x est un officier => x est un danseur) par cas 2 de 00;

10 : t+ est un officier => 1 est un danseur par particularisation de

9 par t;

t1 :nvt est un danseur => vt est un officier par contraposition de 10;

12 :vt est un officier par modus-ponens 8,11;

13 : t est une voiaille => vt est un officier déduction;
14 ¢ Y+ (+ est une volaille =>vt est un officier)

généralisation~v

cqfd ;

b) h V¥x (x est un cheval => x est un animal);

Vx(3y(y est un cheval, x est une téte de [y1))=>
v(y esT un animal, x est une téte de Iyl))

en effet )

1 Soit x; 2 : h 3y(y est un cheval, x est une téte de [y1));

3 :3yly est un an'mal, x est uns t3te de [yD)



I - 26

en effet

: Prenons y défini par y est un chevél,kx eéf une +é+e de Iyl

existence Jy(y est un cheval, x est une téte de [yD

par cas 1 de 2;

: y est un cheval par cas 1 de 4;

x est une t&te de [yl par cas 2 de 4;

7 : y est un cheval => y est un animal par particularisation de

00 par y;

8 : y est un animal par modus-ponens 5,7;

11

12v:

: y est un animal, x est une téte de [yl par conjonction de 8,6;

10 :

3y (y est un animal, x est une t&te de [yl)généralisation- 3

cqfd;

: Jy (y est un cheval, x est une téte de [yl) =>

Jy (y est un animal, x est une téte de [y]) déduction;

Vx (Qyly est un cheval, x est une téte de [y]) =>

Jy (y est un animal, x est une tdte delyl)) généralisation-V

cqfd
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Chapitre II IT -1
COMPLEMENTS et SUPPLEMENTS

Dans le premier chapitre nous avons wvu les caractéres généraux du tan-
gage. Les justifications que nous. avons: données sont d'ordre purcment logique

et ne permettent pas de traiter le formalisme habituel courant.

Nous al lons d'abord rajouter & ce Iangage ce qui permettra de traiter

la théorie des ensemblies.

1. Formalisme ensembliste.

e e e e m o I e e e s te o e
EETSESSSoSSsEESSS TSR ERSS

1.1 Ensembles

<obje+>::=<ensémble>
<ensemble>::= {<liste d'objets>}/ 8 /

{<variable>: <expression>}

L'expression servant & définir un ensemble ne peut contenir comme seule

variable non connue que celle qui figure avant les deux points.

Nous savons par la théorie des ensembles que pour qu'une relation puisse
effectivement définir un ensemble (forméldes objets qui vérifient cette ralation)
il faut qu'elle soit collectivisante. En particulier il suffit que les objets
qui vérifient la propriété appaf+iennéhfié un ensemble déja connu. Il nous sem-
ble que c'est toujours le cas puisqu'on ne se préoccupe pratiquement jamais de
cette question. Si & I'usage il se révélait nécessaire d'en tenir compte on

pourrait définir dans ce cas un ensemble par {<variable> ¢ <ensemble>:<expression>}

1.2, Relaffon d'appartenance |

Le signe e fait partie des symboles de base. C'est un symbole relation-
nel qui permet d'obtenir des prédicats élémentaires. '

<prédicat élémentaire>::=<objet>e<objet>)
(Le signe = permet aussi d'obtenir des prédicats élémentaires :

<prédicat élémenfaire>::=<obje+>=<obje+>

En fait il ne nous paraft pas necessa;re de prGC|ser que I'objet sui-
vant e est du type "ensembie" car ¢ es+ insuffisant pOUr s Tassurer qu'on a
bien le droit d'écrire x € X (par exemple; si x e Y ot X =-?(Y),X est bien
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un ensemble et x € X n'est pas correcte). Nous reviendrons plus loin sur

cette question.

1.3, Justifications

Lorsqutun objet appartient & un ensembie défini par une relation, il
est évident que cet objet vérifie la relation. Réciproquement, si un objet
vérifie une relation, 1| appartient & I'ensemble défini par cette relation.
Enfin 1l nous est apparu qu'on avait rarement des expressions de la forme

y e {y : P(y)} mais beaucoup plus souvent Y = {y : P(y)} ... y eV

C'est pourquoi quand on se référera & un ensemble, la premiédre ex-

pression étiquetée sera toujours de la forme ¢ variabler=<ensemble>

<justification>::= appartenance a |'ensemble <étiquette>,<étiquette>

De X = {x : Px} et y € X on déduit Py.

<justification>::= définition de ['ensemble <étiquette>,<étiquette>

De X = {x : Px} et Py on déduit y € X

exerple 1 : Prenons X = {x : Px};
2 :y e X <preuve>;

N

2
3 : Py par appartenance & |'ensemblc 1,2;
4

:y € x par définition de l'ensemble 1,3;

ca e e

g S| on a effectivement une expression y e {x : Px} on pourra se ramener

' au cas precedenf en ouvrant un bloc Prenons X ={x : Px} puis on substituera
a {x : Px}, ou I'inverse suivant la justification, ensuite on généralisera

existentiel lement sur X et on pourra enlever ce quantificateur puisque X nc

figurera pas dans |'expression quantifiée.

exenp le 1: xe{y : Py} <preuve>;

: Prenons Y = {y : Py};
: x €Y par égalité 2 dans 1;

SWN

: Px par appartenance & |'ensemble 2,3;
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: 3Y(Px) généralisation-3

(8]

6 : Px par simplification de 5;

dans l'autre cas

1 @ Px ;prebveyg ‘ :
2 : Prenons Y = {y . P v};
3 : xeY par définition de I'ensemble 2,1;
4 : xe{y: Py} par égalité 2 dans 35
5 : AY(x ely : Pyh generaltsafton-3
6 : xe{y : Pyl par simplification de 5;
Encore une fois si notre hypofhese se revela(* fausse, I| conv1endra1f

de modifier en conséquence ces Jusfafica+|ons

1.4, Théorémes

Il est commode aussi, pour éviter d'avoir:un trop grand nombre de jus-

tifications, de raisonner sur les ensembles en utilisant des théorémes

exemple
théoréme égalité d'ensembles [A,B] h ¥x (xeA<=>xeB) cA=8;

2. Applications - Suites - N-Uplets

‘ On peut considérer une application comme un opérateur en ce sens que
si f est une application et x un objet, f(x) est encore un objet qui posséde
certaines propriétfés particuliéres. Mais ici on s aneresse davantage & |'ap~

pllcafion el!e-meme qu '3 sa valeur.
On utilisera donc le prédicat défini par :

définition f est une application [E,F] = def
Vx(xeE => f(x) & F),
Vx(xeE =>31 yly = f(x)));

Ce prédicat sera spécial puisque non seulement il donne la définition

de )'application mais il permet d'écrire f(x). On ne.le fera donc pas figurer

dans les définitions, on le supposera définivdansflé°Mé+alangage.
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Les deux prédicats suivants sont dans le méme cas.

définition X est une suite [1,E]l = def
Vi(iel =» X(i)eE)
Vitiel ==3! a(a = X(i)N));

Ce prédicat est le méme que le précédent mais avec la différence que |

doit obligatoirement &tre un ensemble de nombres entiers.

X est un n=-uplet [p]
nous assure que pour tout entier i compris entre 1 et p on peut écrire
X(1)

exzemple
définition X compose E,F = def
Vx{x e X (E,F)<=>
(x est un n-uplet [2], x(1) € E, x (2) e F));

3. Traitement du quantificateur3!

Le quantificateur 3! ne fait pas partie du formalisme logique classique
mais apparalt fréguemment en mathématiques. L'expression

JIx(Px) est une abréviation pour

Ix(Px), VxVy ((Px,Py) => x = y);

On a donc 31x(Px) +—- 3Ix(Px)
et pour éviter une justification spéciale pour faire cette dérivation nous:

poserons les deux régles suivantes :

1. Si une expressicn figurant devant en effet contient '3 et que.l'ex-
pression devant cqfd lui est f-identique avec en plus 1 remplacé par J!

la démonstration est correcte.

2. Chaque fois qu'on applique une justification on peut remplacer 3!

par Idans |'expression justifiée.

exemple 1 : Prenons x défini par Px<existence>

3Ix (Px) en effet 3! (Px) <preuve>

cqfd;eeene.n



2:yek, zeE, Ixxgy, xg 2) <preuves;

3:3x (x gy, x g2) par cas 3 de 2;

Il est bien évident qu'on ne peut pas faire |'inverse car alors on ajou-

terait des propriétés sans les avoir démontrées.

<justification>::= unicité en <étliquette>
Cette justification permet d'écrire VxVy((Px,Py) => x = y) & partir
de Ax(Px) ' i

It n'y a pas ici de problémeé de parenthésages mais il faudra faire

attention 3 ce que la nouvelle variable y ne figbre pas dans Px car alors

on quantifierait une variable qui doit &tre libre.

Réciprdquemenf, & partir de Ix(Px) et YxVy ((Px,Py) => x = y) on peut
déduire IIx(Px) par

<justificationy::= existence unique en <étiquetter,¢<étiquetter

By ntest pas possible d'utiliser un bloc particulier pour ce quanti-
ficafeﬁr parée.que J'unici%é ne se conserve pas forcément au cours d'une
dérivation

I(Px), ¥x (Px => Qx) i — 3Ix (Qx)
mais de I!x(Px), ¥x (Px => Qx) on ne peut pas. déduire 3! x (Qx)
De méme Ix (Px,Qx) +— 3x(Px, Ix (Q£)4'”wvv‘
31 x (Px,Qx) 31 x(Px),31 (Qx)

Bien que |*utilisation des justifications, qui sont pratiquement des
régles dérivées de la logique formelle permette de réduire te nombre de pas
nécessaires 3 une démonstration (c'est-a-dire d'étapes permettant de passer
d'une expression & une autre en appliquant une seule régle), une démonstra-
tion formalisée est encore trés longue proportionneliement & sa longueur
lorsqu'elle est &crite en langue naturelle. 11 faut donc encore condenser
I'"écriture formalisée, réduire le nombre de pas tout en évitant d'augmenter
le nombre de justifications,
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Une premiére méthode pour rédhire'léllongUeur d'une démonstration
consiste & faire ce qu'on fait dans Ta pratique : ne signaler que les points
importants de la démonstration, I"intuition du lecteur faisant le reste. Nous
reviendrons aQ chapitre suivan#‘surygef aspect de la question. Pour ie moment
nous nous intéressons a un lecteur dénué d'intuition (une machine!) & qui il

faut préciser tous les détails.

4.1 Condensation

Nous avons vu dans le chapitre précédent que certaines justifications
avaient un fonctionnement retativement complexe. Au paragranhe précédent nous
avons signalé que tout une partie du traitement du quan*ificafeuf 1! se fai-
sait de fagon implicite lorsqu'on testait la f-identité de 2 formules. De
méme, certaines justifications en utilisent d'autres implicitement (par exem-

ple application du théoréme utilise la conjonction)

On peut utiliser le méme pkincipe ébdr dfautres justifications s'il se
trouve que plusieurs justifications sont trés souvent groupées. En particulier
chaque fois qu'on applique la généralisation, on appliquera aussi la simplifi-
cation ce qui évitera de généraliser sur des variables qui n'existent pas dans

| texpression.

4,2, Générateurs d'expressions

On peut considérer la plupart des justifications comme des applications
univoques de £*dans ¢ ol € est I'ensemble des expressions et &%= g U U %h.
n>0. On pourra donc>composer ces applications; et au lieu d'obtenir une
expression en plusieurs lignes, on pourra |'obfenir en une seule ligne au

moyen de justifications composées

exemple = au lieu de

-
.

£y=>xeH, Xx £y, y eH <preuve>;

X
4 :xsy= xeHparcas | de 3;
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31 xgy par cas 2 de 3;

6‘3 X e H par modus—-ponens 5, 4
nous &crirons
3:xgy=>xeH, x5y, yeH <preuve>;

4 : x € H par modus-ponens (cas 2 de 3), (cas 1 de 3);

Pour définir rigoureusement une justification composée nous allons mo=
difier légérement la grammaire du langage de la fagon suivante :

Nous al lons grouper les justifications en deux, celles qui sont
univoques et celles qui ne le sont pas. Les seules justifications multivoques
définies sont : égalité ...en

ldentité ...en

implication en

.calcul logique

négation de

c esf-a dlre celles qui & partir des mémes express1ons permettent d'obtenir

plusieurs expressions dnfferenTes,(1)

<justification>: -<Jus+lftca+non univoque>/
, <justification multivoque>
A une equue*Te est associée unuvoquemenT une expressnon(cf 1.4)
et nous posons
| <généra+eur d'expression>::= <étiquette>/
(Zjustification univoque>)
et dans la définition syntaxique des justifications nous remplagons partout

étiquette par générateur d'expression .

Dans |'explication du fonctionnement de ces justifications nous ne
nous référerons plus aux expressions étiquetées mais aux expressions géné-
rées. Dans le cas particulier ol le générateur d'expression est une étiquet-

te, on retrouvera la méme chose que précédemment.

Ltutilisation des justifications composées permet de réduire le nombre

de lignes d'une démonstration en ne faisant pas figurer certaines expressions

(D Nous ajouterons aussi & ceffe liste la justification définition en (qui
n'est pas multivoque) parce qu'il vaut mieux faire figurer explicitement le
prédicat défini pour le retrouver plus facnlemenf dans la liste de défini-
tions, et la justification i'absurde ... contradiction qui est formée de
fagon. di fférente.
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intermédiaires, mais il reste indispensable de signaler toutes les étapes du
raisonnement qui permet d'obtenir une expression. La justification composée
est donc une simplification de |'écriture d'une démonstration qui nous rap-
proche davantage de |'écriture habituelle d'une démonstration ol, méme si on
précise la régle utilisée, on n'écrit pas forcément le résultat (ex. en appli-
quant le théoréme x puis le théoréme y et en utilisant la définition z on ob-
tient...). Mais clle n'est pas une simplification de Ia démonstration el le-mé-
ne. _ ; ,

5. Génération de théorémes

Lorsqu'on a démontré un théoréme, il est important de pouvoir conser-
ver son énoncé pour pouvoir le réutiliser sahs &tre obligé de le rcdémon-
trer & chaque utilisation. C'est pour avoir cette possibilité que nous intrc-
duisons une nouvelle extension au langage. Cette méme extension nous permet-
tra causi de démontrer plusieurs théorémes dans un méme "programme".

<programme>::= <partie utilitaire> <liste de travaux>
<liste de travaux>::=<travail>/<liste de travaux>;<travail>
<travai | >::=<énoncé><démonstration>
Pour conserver un théoréme que |'on vient de démontrer, on utili-
sera | 'instruction v ‘
conserver <identificateur de théoréme>
qui sera placé entre le cgfd qui Termiﬁe la démenstration et le point vfrgule

qui suit ce cqfd (si le programme n'est pas terminé)

Plus rigoureusement il faut dans la définition syntaxique de la démons-
tration (1.3) remplacer cgfd par <fin de démons+r5+i0h> avec
<fin de démonsTraTion>::=’cqfd / cqgfd conserver <identificateur de

théoréme>
L'instruction conserver identificateur rangera dans la liste de théo-
rémes la séquence ' V
théoréme <identificateur> <paramétres> <hypothése» - <conclusion>
ol la conclusion est ¢ suivie de |'expression qu'on a démontrée et les para-
‘_méfres et | 'hypothéses sont respectivement les variables et les hypothdses
qui ont servi pour la démonstration. ' o

De fagon plus précise il faut considérer 2 cas selon que |'instruction
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conserver figure ou non & |'intérieur d'un bloc en effet ... cqfd (ce qui
9 ! 9 q

est facile a déterminer)

rant dans |'introduction de |'énoncé. Pour les retrouver on utilise |'algorith-
me suivant :

on déSigne'par I1 et !2 les deux séquences entre ; précédent |'ex-

pression 3 démontrer

D090 ¢ ;'XXXXX ; expression en effet .... cqfd conserver

Y

N

.

°_'~Fi}—~ &2 commence (xo,r‘b_ ™

] 7

M{Lothe‘}e P : i hypothese : =
axpression vide
suirant b daos !

Ys

!

S
‘21 ommende par

DL @ —“*—\_..\924"“’“?9

I panr sotb

e /”' — _—

l

parametres ;=
: variables

croched s

suivant soilt enire o para,n\é'(—z"zs .
vide

\¢/ N/

\
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On supprime ensuite celles des séquences 11 et 12 qui ont servi pour

former les paramétres et | 'hypothése du *héoréme.

[l n'y a pas de différences entre les introductions et hypothéses figu-
rant dans |'énoncé d'un théoréme & démontrer et cel les figurant dans la par-
tie utilitaire. Mais pour que |'algorithme précédent nous donne les axiomes
de la partie utititaire i! faudrait que le théoréme & démontrer n'ait pas
d'hypothéses, pas de variables introduites et que la liste de théorémes soit
vide, ce qui est hautement improbable. Pour que |'on obtienne les variables
intfroduites dans la parTie utilitaire il faudrait des conditions encore plus
restrictives (pas de variables introduites, pas d'axiomes, de théorémes et de
définitions). Ceci est pratiquement impossible. Pour plus de sécurité il est

possible de faire figurer un thé&oréme "bidon" dans la liste de Théorémes.

remarque si plusieurs théorémes a démontrer figurent dans le méme programme

I tétiquette conventionnelle 00 désigne toujours |'hypothése figurant dans

| "énoncé du théoréme en cours de démonstration.

2. Si I'instruction conserver figure & |'intérieur d'un bloc en effet ...
cafd, on prendra comme paramétres toutes les variables introduites entre

I 'Texpression & démontrer et le premier en effet qui précéde, et comme hypo*
thése, la conjonction de toutes les hypothéses et de toutes les expressions
servant a préciser une variable (dans les l|ignes commengant par prenons).
Variables et hypothéses seront rangées dans 1'ordre ol el les apparaissent
dans la démonstration. Comme en rangeant le théoréme on fait figurer explici-
tement les variables et les hypothéses desquelles dépend la conclusion,
conserver ferme ious les blocs correspondants. Le théoréme ainsi conservé

n'est valide que dans le bloc en effet ... cqfd ol |'instruction conserver

figure.

T Plx,y,2)

en effet

2 : Soit u; 3@ h QGu);
4 : Prencns v = Op(u);

5 : Rlu,Vv) en effet
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.;:;.‘éqfq‘coﬁserver truc; fhéoréme-_ffuc;[u,y]
géneére h QW v = Oplu)
cRuY)
17 : Soit a, B; 18 : h Q (a), B= Opla);
19 : R (a,B) par application du théoréme truc [o,p) 18;

e vs oo

A cause de la fagon dont on prend les paramétres et les hypothdses d‘un
théoréme & conserver,fufes les démonstrations de ces théorémes doivent figurer
en téte de bloc, sinon on risque de perdre des hypofhéses'ef_des introductions

utiles par la suite

" n v v ] - — o e

Lorsqu'une ligne du type prenons x défini par Px .... ou prenons

x =y figure dans la partie d'une démonstration ol on va prendre les para-
métres et les hypothéses d'un théoréme & conserver, on fermera le bloc
ouvert par cette ligne sans avoir généralisé existentiel lement sur |a
variable introduite (en d'autres termes, on ne s'est intéressé qu'au

fait que cette variable possédait une certaine propriété). On pourra

donc remplacer

n : prenons x défini par Px

par
n : Soit x; n bis : h Px;
et n:prenons x =y -
par
n: Soit x, nbis : h x = y; (1)

‘D on ne tiendra pas compte d'une variable figurant dans prenons variable

déja définie puisqu'on la retrouvera ailleurs .
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Dans la pratique on refrouve la méme chose : "prenons le triangle ABC
tel que AB = AC et montrons que B = C" peut &tre remplacé par "fout friangle

ayant deux cdtés égaux a les angles opposés égaux'

6.1 L'ensemble des points d'un espace Topoldgique est un ouvert.

Soit voisinage, C;(1)

définition x est un point = def 3IF (F est un voisinage, x € F);

définition F est un voisinage de [x] = def F est un voisinage;, x ¢ F;

définition F est une classe de points = def Vz(z ¢ F=>z est un point);

définition x est un point intérieur & [F] = def F est une classe de

points, 3IG(G est un voisinage de (x] , GeF;

définition F est un ouvert = def F est une classe de points,

Ux(x € F => x est un point intérieur a [F1);
définition N compose [A,B] = def Vx(x € 1(A,B)<=> (x € A, x € B));
h YxVF

YF,((F, est un voisinage de [x], F

1YF5 | est un voisinage de x =>

3Gﬂ3§fWFVF2L
G est un voisinage de [x1)),
VxVy((x est un point, y est un point,w = y) =>
3F 1G(F est un voisinage de [x], G est un voisinage de [yl,
N(F,G) =8 ));
théoréme de |'ensemble vide [E]l ¢ E = @ <= ~ Ix (x e E);
théoréme définition de |'inclusion [A,B] c A C B <=>
Vx ( x € A => x € B);

Soit P: h P={x : x est un point};

P est un ouvert
en effet

1 : P est une classe de points

(1) .
- La facon dfintroduire les identificateurs élémentaires d'une théorie
sera discutée au chapitre |11 .
- Axiomatique et définitions tirées de R. Carnap :"Introduction to symbolic
logic and its applications" - New York 1958,
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on effot

11 : Soit x;

12 + h x € P;-

-~

13 : x est un point par appartenance & |'ensemble
00,12;

14+ x € P => x est un point déduction;

~15 & ¥x(x € P => x est un poinf)'généralisafion-V;

16 : P est une classe de points par définition en 15

cqfd; o |
2.5 ¥x ( x € P => x est un point intérieur 3 [P1)

-en_effet
121 1 Soit x;
22 - _h_ X € p,
23 : % est_un point intérieur & [P]
on effet; R

231 : Prenons F défini par F esflun voisinage,

x ¢ F existence 3IF (F est un voisinage, x € F)

en effet 2310 : x est un point par appartenance
& 1'ensemble 00,22; 2311 : 3F (F est un voisi-

nage, x ¢ F) par cas 1 de la définition de

2310 cqfd;
232 : F est un vofsfnagé de [x] par définition en
231;
233 FeP

en effet

2331 : Soit z;

2332 : h z e F; -
2333 : prenons F déj3 défini;

2334 : F est un voisinage, z € F par conjonc~
' tion de (cas 1 de 231), 2332;
2335 : 3F (F est un voisinage, z ¢ F)

général isation- 3;

2336 : z est un point par définition en 2335;
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2337 : z € P par définition de |'ensemble

_ ”ﬁ_WV  00,2336
2338 : z e F => z e P déducfion;
2339 : Yz (z e F => z ¢ P) généralisation-V;
2340 : F e P <=> ¥x(x € F<=> x € P) par

application du théoréme définition de

4 ; | I Yinclusion [F,P];
23471 : Wx(x e F = x € P) => F c P par implication en 2340;
2342 : F € P par modus-ponens 2239,2341

Cafd;
234 : F est un voisinage de [x} , F ¢ P par conjonction de 232,233;

235 : 3F (F est un voisinage de [x], F ¢ P) généralisation-3;

236 : P est une classe de points, IF (F est un voisinage de [x1,

F ¢ P) par conjonction 1, 235;

237 : x est un point intérieur a [Pl par définition en 236
cqfd;

238 : x € P => x est un point intérieur & [P déduction;

239 : Vx (x e P => x est un point intérieur & [P]) généralisation-V
cgfdf
3 : P est un ouvert par définition en (conjonction de 1,2);

',3-bcgfd;

.. 6.2 La relation d'ordre strict est transitive.

définition r est une relation d'ordre [E] = def

¥ ( x € E=>xr x);
¥xVy ((x e E,'y €eE, xry, yrx)=xs=y)
VxVsz((x ¢k, yek,zeE, xry,yrz =>xrz);

def|n|+|on F est un ordre strict associé & [r,E]l = def

r est une relation d'ordre [E],
; VxVy((x €eE,yeE) =>(xry<=>{xry, x=y)));
Soit E, r, r, h T ost un ordre strict associé a [r, E];

VxVsz((x e E, y € E, zeE, xFy,yrz =>xrz);
en effet



: Soit x, v, z;
2:hxek, yek, zcE, X TV, yrz;
(xeE, yeE, zee, xry, yrz = xr z par particularisation de
(cas 3 de la définition de (cas 1 de la définition de 00))

par x, y, z;
4 : VVy((x €E, y €E) => (X ry <=> (X ry,vx =y)))

par cas 2 de_la définition de QO;

5: xry=I(xry, n =y)par implication en

(modus-ponens (cas 1,2 de 2),

(particularisation de 4 par x,y));

6 : Y.F z=>(yrz vy =2z) par implication en

(modus-ponens (cas 2,3 de 2), (particularisation de 4 par y,z));

7:(xrz,vwe=2z) =>xr zpar implication en

(modus~-ponens(cas 1,3 de 2), (particularisation de 4 par x,z));

8 : x ry, wx =y par modus-ponens (cas 4 de 2),5;

9 :vyrz, vw =z par modus-ponens (cas 5 de 2), 6;

10 : x r z par modus—-ponens (conjonction de (cas 1,2,3 de 2),

(cas 1, de 8), (cas 1 de 9)), 3;

11 : wx = 2z par |'absurde 111 : x = z;

112 : z ry par égalité 111 dans
(cas 1 de 8);

113 ¢ y = z par modus-ponens

(conjonction de (cas 2,3 de 2), (cas 1 de 9),112),

{particularisation de (cas 2 de la définition de

(cas 1 de la définition de 00)) par y,z);

114 : y =z, vw=z par conjonction 113,
(cas 2 de 9) contradiction;

12 :xrz par modus-ponens {(conjonction de 10,11), 7;

13:(xe€E, yecE z€E, xTy,yrz =>xr z déduction;
14 : VxVyVz((x ¢ E, y € E, Zzc E, X Ty, yrz=xrz)

généralisation-Vy
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Chapitre |

. POSSIBILITES d'AMELIORATION - = -~

A part quelques points encore incompl&tement précisés, tels que
Hintroduction des prédicats élémentaires d'une théorie (ex x est un
voisinage en topologie), et dont la formalisation compléte dépend étroite-
ment de la fagon dont le langage sera traité en machine, le langage que nous
avons défini permet effectivement de formaliser des démonstrations d'une ma-

niére qui se rapproche davantage de la pratique courante.

A titre d'exemple voici deux démonstrations de |a proposition suivante :

soient deux opérations + ct [ telles que

1) x P X.y = X pour tous x et vy.
2) 0+ x=x per Tbuf X

alors 0.x = 0 pour fout x

La premiére démonstration utilise 1a méthode de réfutation de Robinson.

1) WP xyu, A8 xuv, Exv

2) S o xx

3) Pobec

4) ~E o ¢ ) :

5) v"S oc-v,Eov 3, 1; o/x, bly, c/u
6) Eoc o 5,2; c/x, c/v
»d 4

La seconde démonstiation utilise !e !'angege défini précédemment



Soit +, x,0; h Vx¥y (x + x y = x),

Vx(0+ x = Xx);
¥x (0 x = 0)
en effet
1 Soity;
2 :0+0y =0 par particularisation de (cas 1 de 00) par 0,y);
3:0+0y =0y par particularisation de (cas 2 de 00) par O y;
4 : 0y = 0 par égalité 3 dans 2;
5:Vy (0Oy = 0) généralisation-V

cqfd

Cependant ce langage ne nous"permef pas encore de formaliser toutes les
possibitités“d'écri+ure et de raisonnement dont dispose le mathématicien.

C'est ce que nous al lons examiner dans les deux parties suivantes.

1. Aspects & développer

1.1. Notion de f~identité

La notion de f-identité est trés restreinte puisqu'il faut que deux
expressions soient écrites de la méme fagon , & |'exception des variables

quantifiées, ce qui est vraiment le moins qu'on puisse exiger.

A 1'autre extrémité nous avons ‘| 'identité logique qui n'est pas
utilisable non plus puisque la question de savoir si deux expressions du cal-
cul des prédicats sont identiques est indécidable, (Sinon le probléme de la

démonstration automatique serait résolu : si T est un théoréme, T = (ara)!)

Entre les deux, nous pouvons utiliser I'identité de calcul des
propositions (le calcul des propositions est inclus dans le calcul des
prédicats). Ici le probléme est décidable et I'on connaft plusieurs
méthodes pour le résoudre dont la plus élémentaire est de former les tables

de vérité.
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Uflliser I'ldenfvfe proposnflonnelle nous perme++an+ de suppr;mer

la régle calcul Iogtqye ne nous permettrait pas de tester des i dentités

aussi simples que  x(Px) Vx (Px) .

D'autre part, il ne faut pas perdre de Vue le principe qui nous
guide : se rappnocher autant que p055|ble du +rava|| d'un mathématicien.
Nous cons«derons comme identiques deux expressnons qu un mafhemafncten

considére comme Telles

Clest pourquoi nous pensons qu'il conviendrait soit de definlr un
systéme’ formel genéran+ parTIr d'une expreSSIon donnée un ensemble |
d' expressnons qui fui seranT |denthues et tel que le prob!eme de l'ap— A
partenance 3 une classe d'équivalence soit décidable, soit de trouver un
algorithme permettant de tester 1'identité "restreinte" de deux expres-

sions.

1 faudra:f naturel fement que ces méthodes soient ‘simples e+ rapides
pour qu elles so1en+ reellemen+ lnferessanfes, et d'autre part qu el les

recouvrent au moins les Jus+tf|ca+|ons negaTuon de ef calcul logique.

Sugnalons qu'il nous sembie qu l| y a deux posnfs de vue pour aborder
cette ques+|on Toun ponnT de vue log|que SI I 'on def|n|+ |'|n+erleur du
calcul logique une relafson di |den+i+e res+re|nfe, I'au+re point de vue
probablement plus fecond et plus generut que le preceden+ est synfaanue
et revient a considérer cette question comme cas par+nculuer du probleme

du mot.

1.2, Déclarations de types

Nous avons 5|gnale deJa qu ll se posanT cer+a|ns problemes rela+|fs
a |'|ns+ruc+|on d'identificateurs qui ne son+ ni des 1den+1f|ca+eurs de
prédicats définis ni des variables ou des operafeurs preflxes Dans cer-

tains cas ces problémes ne se posent qu'en fonction de la facon dont on
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programme sera traité en machine, dans d'autres ces problémes sont liés

au formalisme et il convient de les regarder de plus prés.

a) prédicats élémentaires

I1s sont de deux sortes .
1 - <variable> est un <identificateur de prédicats> <paramdtres> mais oDil
le prédicat en question est un prédicat de base dans la théorie e+'q'a_paé

3 étre défini

2 - <objet> <identificateur> <obje+> ol l'lden+|f|ca?eur represenTe un _
symbole relationnel de la théorie; son apparuTuon dans des deflnlflons ou des

théorémes permet de le traiter.

Les identificateurs "voisinage" et "c" figurant dans |'exemple 11.6.1

correspondent respectivement & ces deux cas.

On peut les introduire, comme nous ‘1 'avons fa|+ par sonT ce quu revxenT
simplement & signaler que ce ne sont pas des tdenflflca+eurs lnconnus (ou tors

du passage-en machine, & leur attribuer un code Interne).

Si I'on exécute une analyse synTaanue plus prec;se |I est probable
qu'il faille &tre plus rtgoureux. Pour le pré daca+ de base, puusqu il nta
pas de définitions, il semble naturel de le ranger dans la liste des.def:—‘

nitions avec une partie définissante vide :

exemple définition x est un voisinage = def;

Le symbole relationne! peut, lui, étre utitisé comme variable (cf la
relation d'ordre en 11.6.2) et doit donc nécessairement &tre
introduit par soit mais on peut raJoufer dans les hypo?heses un "mefa prodlcaf"

indiquant la nature de cet ldenfufncafeur.



exgmple Soit C ; h C est un symbole relationnél;

ou

i

définition r est une relation d'ordre [E] def

r est un symbole relationnel, ...;

Cette utilisation de méta-prédicats nous semble intéressante car on
pourrait I'utiliser aussi dans les prédicats "est une applicaTidn","esT un
n-uplet" ol le méta-prédicat ' :

~ Mest un Symbole féncTionnei" .
permettrait d'écrire une séquénce du type f(n). Le prédicat “est une application™

pourrait alors figurer dans la liste de définifions :

définition f est une application [E,F] = def

f est un symbofe>fonc+fbnnél,
¥x(x ¢ E => f(x) ¢ F),
Vx(x ¢ E => 1lyly = f(x)));

~ b) opérateurs Infixés

~

. Le probléme qui se pose ici est analogue & celui du symbole rela~

tionnel avec des complications provenant de la notijon de priorité d'opérateurs

Au premier abord, il apparaft suffisant, pour qu'une séquence du
type a + b = ¢ . soit correcte que + ait été introduit précédemment, et que
c'est seulement dans le cas ol |'analyse syntaxique est plus détaillée qu'il
faille utiliser un méta-prédicat de fagon & ce que la séquence a + b soit

analysée de la fagon suivante :

variable. - . variable

opérateur

objet infixé objet
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Mais si un objet est formé & partir de plusieurs opérateurs infixés
il va se poser des problémes de parenthésage de priorité en particulicr

lors des substitutions

si a. b =¢e

et a=c+ d

le résultat, aprés substitution d'objets égaux devra dtre (c + d).b = &

n

et non c + d.b =e si |'opération . est prioritaire sur |'opération +.
Remarquuons au passage que cette notion de priorité d'opérateurs ne
figure pratiquement jamais explicitement dans les textes mathématiques. Le
parenthésage se fait de fagon infuitive. Seulement dans le cas d'une opé-
ration associative on signale parfois "qu'on pourra donc enlever les paren-

théses"

I'l faudra donc introduire des méta-prédicats qui indiquent qu'un
identificateur est un opérateur infixé avec sa priorité par rapport aux
autres opérateurs et que les objets formés & partir de tels opérateurs

soient traités en conséquence.

Dans la nouvelle version d'Algol, il est possible d'introduire des
opérateurs dont on fixe arbitrairement la priorité; il doit &tre possible

de s'en inspirer pour résoudre cette question.

De maniére plus générale, |'utilisation de méta-prédicats semble
&tre une méthode intéressante pour introduire certaines notations mathémati-

ques particuliéres.

L'écriture des métas-prédicats de la méme maniére que lesprédicats or-

dinaires permet d'unifier |'écriture d'une expression.

Nombres

Si nous distinguons les nombres (entiers et réels) des autres objets
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mathématiques c'est qu'iis sont souvent traités de fagon intuitive.

Il existe bien des constructions axiomatiques des nombres mais
lorsqu'un mathématicien utilise ces nombres il ne se référe pas & leurs
axiomes mais & un censemble de propriétés supposées connues (sauf si bien
sir il s'occupe par exemple de théories.arithmétiques ou de la topologie
de R). Il faudrait déterminer empiriquement cet ensemble de propriétés,
qui. peut ne pas &tre constant. Ainsi lorsqu'on écrit :

X, . = flx,,x.)
i+] i

on n'a pas besoin des mémes choses que si {'on écrit
"Les soluticons de |féquation x? = n avec n pair et p premier

inférieur & g- =" -

[1 nous faudrait donc bATir un systéme qui permette de traiter les

nombres - de: la méme fagor gus-dans’ les mathématiques usuelles et qui

tienne compte aussi de leur écriture symbolique. L3 encore c'est |'étude
d'exemples qui permettra de digager quelles sont les propriétés des nombres

et de la numération habituellenent u%ilisés.’

C'est & ce probléme des nombres que’ nous rattacherons celui du fini et
de I'infini. Ces deux notiohs sonT, elies aussi, utilisées de maniére intui-
Tive : s R

"Si E est un ensembie fini et A une suite infinie d'éléments de E
1

alors il-existe au moins un &lé&ment de E'qui apparatt une infinité de fois
q PP

dans A". e S

Il exista en iogique formelle des axiomes d'infinité, mais indé-
pendamment du fait qu'ils appartiennent & un calcul.du second ordre, -ce -
qui importe, comme dans le cas des nombres, c'est d'utiliser non pas les

axiomes, mais .les proprié&téds intuitives.
1.3. Récurrence
Le problems de la récurcence, dans les définitions et dans les rai-

sonnements dépend évidemment .du traitement du nombre, mais provient

aussi du fait qu'on utilise des nombres. indéterminés: (ce qui se mani-
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feste en mafhémafidues par le point de suspension : Soit X153 Xg eees xn)

Définition récursives
Essayons par-exemple de définir En, ol E est un ensemble
Nous supposons connu |'opérateur X (produit cartésien, cf 11.2)
définition P compose [n,E]l = def
n =2 => P(n,E) = X(E,E),
n >2 => P(n,E) = X(P(n-1,E),E);

d'aprés la définition du produit cartésien

1

1]

x € P(n,E) signifie

x est un n-uplet [2] , x (1) ¢ P(n-1,E), x(2)¢c E
et il faut recommencer avec x(1) e P(n-1,E), mais comme n est indéterminé,
on ne pourra pas arrétéer la récurrence, et & moins d'introduire de fagon
formel le les points de suspension, on ne pourra pas donner |la forme exac-

te d'un élément de P(n,E).

Dans ce cas particulier on pourrait définir la puissance cartésienne
d'une autre fagon

définition P compose [n,E]l = def

Vx(x € P<=> (x est un n-uplet [nl,
Yi((1gi,ign) => x(i) € E)));

mais on se.heurterait a des problémes similaires lorsque par exemple on
voudrait démontrer que
X(P(n,E), P(m,E)) = P(n + m, E)

Nous ne voulons pas parler ici du raisonnement par induction qui est
un axiome de la logique formelle du second ordre avec fonction successeur
VP((P(o) A Vx(P(x) = P(s(x)))) => ¥x(P(x))).

et que nous pouvons utiliser sous forme de théorémes

ex  théoréme d'induction sur la longueur du mot [E]
h Wx(1(x) =0 =>xeBE),
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VH {(n est un enfier,,Vx (1{x) = n =>x.€ E) =
vy (1{y)

< Vn“(n est un entier, Vx,(I(x) = n => x € E));

n+1s>yc¢ E))

Nous voulons parler des raisonncments qui font apparaitre les points de

suspension

ex Lorsqu'on veut démontrer que deux bases finies d'un espace vectoriel

1’-V2 .,,‘Vp.e¢

Vé ...;Va les -déux bases (p>q);

ont méme dimension on pose V

V{,

! = ! ?
| on a V1 f (V Tk V2 "‘_Vq)
On obfaenf une nouvelle base
] '
V], V2 vee Vq
3 - ' v
méme chose pour V2 f(V1, V2, V3 cos Vq)
etc...
Vp = f(V1, V2 v Vd) impossible
Ce mode de raisonnement n'utilise pas exactement |'induction telle

qu'elle est définie ci~dessus mais une "generallsaflon inductive finie"

qu'il faut arriver & formaliser.

On retrouvera des probliémes de cet ordre chaque fois qu'on manipulera
des suites finies, des opérateurs finement itérés etc...

1.4, Théories du second ordre

Le langage que nous utilisons ne nous permet de traiter les expressions
et les déductions que dans la logique du 1°" ordre (c'est-3-dire ol seules les
variables sont substituables ou quanTifiablés).'Or il existe en mathématique
des expressions et des régles de déduction qui sont du second ordre; nous ve-
nons de voir que c'est le cas pour le raisonnement par induction qui peut
s'appliquer quelle que soit Ia propriété en quesTnon e+ que nous ne pouvons

appliquer que pour chaque propr|e+e par+|cullere.
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Il en est de méme pour la notion de famllle et meme de sux+e
Les éléments d'une famille peuvent avoir en commun de vérifier uhe cer+a|ne

propriété,

ex Er;sf une famulle de sous-groupe de G indicée par | signifie que pour
+ou+ icl I'e|emen+ corraspondant de la famille est un sous-groupe
de G.

Si nous définissons un prédicat ast une famille, nous serons .

obligés de faire des substitutions d'expressions.

Evidemment nous pouvons tourner la difficulté de deux fagons :

- pour chague fami!le particuliére utiliser un prédicat spécial.
Par exemple dans le cas ci-dessus définir le prédicat "est une

famille de sous-groupes'.

considérer que toutes les propriétés en question sont collectivi-

santes et prendre comme reIaTlon définissant la famille, |'ap-

partenance & un ensemb!e défini ahtérieurement.

ex G' = {x ::x est un sous-groupe de' [Gl}

G est une famille de sous-groupes de G s'écrira alors G est une
familtle [G', il .

et le prédicat es+ une famllle sera défini par définition X es+ une
famille [v,Z} = def

X est un symbole fonctionnel;
Vz (z e Z = X(2) ¢ Y);

Cette méthode a un désavantage, c'est que toutes ‘les propriétés: ne sont
pas collectivisantes (par exemple on ne parle pas de |'ensemble des groupes,

mals de la classe des groupes).

-DYautre part, pour avoir plus:de généralité il nous semble qu'il:
faille quand méme é&tudier la possibilité de susbtituer des propriétés

c'est-a-dire d'introduire dans ce langage des expressions et raisonnements
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du second ordre.

2. Simplification du raisonnement

s 3 St A 2 333 -+t 2t 2

Le principal inconvénient de la formalisation des démonstrations
est actuel lement la longueur presque repoussante d'une démonstration
formalisée , & cause de la nécessité de signaler toutes les étepes du
raisonnement. Nous avons déjd proposé une méthode de réduction, mais
comme nous |'avons vu, nous sommes encore obligé de raisonner pas a

pas.

L'utitisation d'une notion d'identité plus large (cf 1.1) permettra
probabJemenT de supprimer certaines &tapes, mais ce sera encore insuffi-
sant; 1|'idéal serajt de pouvoir se rapprocher de ce qui se fait en
mathématiques ol on ne signale que les points les plus importants de la -

démonstration.

2.1. Démonstration "procédurale"

.Ce qualificatif de procédural vient de |%analogie que nous allons

établir avec les langages de programmation.

Nous pouvons considérer les justifications comme des instructions
d*un langage de programmation. Lorsque dans un programme, on retrouve
plusieurs fois la méme séquence d'instructions, on les groupe en pro-

cédures.

De méme en démonstration, il est péssible de retrouver plusieurs
fois la méme suite de justifications (par exemple les .lignes 5,8 et 6,9
dans 11.6.2). |l serait.inféressant alors de les grouper pour former
une "procédure" ce qui allégerait |'écriture d'une démonstration. Dans
la pratique de la démonstration c'est ce qui se passe lorsque |'on dit :

"De la méme fagon @n montre que ...", "En utilisant le méme raisonnement..."
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De maniére plus générale, il semble que selon la théorie mathéma-
tique que |'on traite, on utilise plus souvent telle ou telle forme de

raisonnement.

Une procédure de raisonnement n'est bas exactement analogue a la
génération de théorémes quoique ces deux notions soient relativement
voisine (un Fthéoréme &tant une forme particulidre d'une régle de déri-
vation). Mais surtout leurs fonctions dans le raisonnement sont diffé—vv
rentes; la'démonstration procédurale devrait avoir une importance beau-.

coup plus grande lors de {'utilisation de méthodes hedrisfiqués.

2.2, Calcul algébrique

" Comme cas particulier impérfanf de la démonstration procédurale,
nous ‘pensons au calcul algdbrique qui concerne les expressibns de la
forme <obje+>=<obje+>"oﬂ les objets sont formés avec ces opéfafeurs.
La dérivation de telles expressions peut se faire au moyen d'un forma-
lisme purement logique, mais il serait plus intéressant et plus nafurel

de les traiter de facon particuliére. Il nous semble que la mefhode a

prendre est de considérer & ['intérieur- du langage des "sous sysfemes"
formels qui auraient un traitement propre.fCes sous-sysTemes seratenf dé~
finis par l¢ langage; les méta- predxca+s donnant |a prsornfe des opera

teurs pourraient &tre utilisés a cet effet.

Des systémes formals permeT+anT de traiter des egalnTes sonf d:jé

&tudiés. Le plus connu est le A-calcul de Church.

2.3, Utilisation du contexte

De méme que nous sommes obligds de sighéler +ou+es les é+épes‘du:
raisonnement,. nous sommes obl:ges aussi de sxgnaler tous les obJe+s
auxquels on se référe, alors qu ‘en demonsTra+|on habnfuelle ga n' esf
pas le cas : I"intuition et le confexTe permef+en+ au Iecfeur de pre-

ciser les imprécisions de |t auteur.



uxemgla

En toute rigueur la définition d'une boule dans un espace métrique
dépend de |'espace et de sa méfrique, cu centre de la boule éf'dé son
rayon, c'est pourquoi nous utilisons le prédicat B est une bbule'[E, d, a, pl
et chaqun fois Gue nous voudrens indiquer qu'une varlable donnee es? une

boute nous devowo u1n!ssei ce predlca, a 4 arguments.

Par contre, torsquae dans un texie mathématique un auteur a introduit
un espace méirique et qu'il dit qu’une variable est une boule, il ne pré-
cise pratiquement jamais que cette boule est définie par rapport a |'espace
métrique en queéfiow, et méme 1l no précise pas son centre et son rayon.
| I faudrait donc arrnvnr 4 formalicer cette prafique et & pouvoir se dispen-
ser de faire ‘ngurei dans un prédicaf'les arguménTS qui sont bien définis par
le contexte. Il serait égalehen# intéressant que dans ce cas particulier
I'hypothése "B est une bHoule'" introduise en méme temps deux variables qui

seraient son centire et zon rayon.,

De manidre générale on devrai+ pouvoir supprimer parmi Ies argumenfs
d'un prédicat ceux qui sont définis par le contexte, el ceux quq sont

2

totalement indiiar ninés, "CCFITU & du oreducQT permeTTanf de Ies |n+rodUIre.

Cetts modification roprézentant aussi un al | &gement constdérab le de
[Técriture . Par exempl~> nous pourrions nous dispenser d'écrire les 8 |
arguments d'un espzce vecioris! (!’wddi?ion vectoriel le et son élément neutre,
la mul#iplicafioh scalaiiz, ic co#p sés deux opérations et ses deux élé-

ments neutres, et encore nous ne d! o:nguoﬁs‘pas entre une structure et son

ensemb le supporti).

D'autres @7érsnc s au contexte devraient aussi permettre de réduire
certaines justificetions '
- ne pas pr“C|ser avec queis arguments on applique un +héoréme

= ne pas prebtccr avec q“e!s drquﬁenfs on pa”Tlcu!arlse une express;on
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~

- ne pas préciser a partir de quelles expressions on applique une.
Justification donnée (surtout quand il s'agit de |'expression
pfécédenfe) |
- application implicite de définitions simples etc...
Mais ici nous commengons & aborder des problémes de recherche

heuristique que nous allons regarder en défafl dans le paragraphe suivant.

2.4, HeurisTiqués

Enfin, la seule méthode qui permettra réellement de formaliser Ies 
démonsf?afions tel les qu'elles sont écrites dans les textes mathématiques,
c'est-a-dire en formalisant seulement le langage mais en n'apporfant au-
cunevprécision‘é'ce qu'a effectivement écrit |'auteur est d'utiliser des

heuristiques.

Nous entendons par 1& que les étapes qui manquent dans la démons-
tration devront &tre trouvées par la machine non pas en utilisant des algo-
rithmes combinatoires, mais par des processus utilisant au maximum toutes
les informations disponibles (forme deﬁa fhéoriq, forme de |'expression
a justifier etc...). En par+i¢ulier, | 'utilisation des théorémes de la
théorie et des procédures de raisonnement devrait avoir beaucoup plus

d'importance.

Une fois connue la stratégie a adopter, son applicafion e devrait
pas causer de grosses difficult+és. Par contre le probléme de la détermina-

tion de cette stratégie est beaucoup plus important.

Ce probléme se décompose en deux parties qui sont d'ailleurs étroite-

ment |ides.

| - Quelles sont les heuristiques utilisées en démonstration?
2 - Etant donné une certaine situation quelie est ['heuristique qui

a le plus de chance de mener au résultat?
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Il nous semble que pour pouvoir répondre précisément & ces questions,
i1 faudrait disposer d'une masse importante de renseignements expérimentaux
qu'il faudrait ensuite classer et analyser. Nous pensons que ce travail se-
rait beaucoup plus facile & entreprendre si les démonsfrafioné étaient forma-

lisées et c'est une des utilisations possibles du langage que nous é&tudions.

Une meilleure connaissance de la partie heuristique, ou intuitive,
d'une démonstration pourrait avoir un trés grand intérét dans le domaine

de |'enseignement : on pourrait mettre en évidence plus rationnellement la

-

marche & suivre pour démontrer telle ou telle propriété. D'autre part il

serait peut-&tre possible, justement en fonction de la'difficulté de déter-
miner |'heuristique convenable de formaliser la notion plus outmOinélsubjec—
tive de difficulté d'une démonstration en celle, encore plus relative, d'évi-

dence.

- Des programmes de démonstration automatique utilisant des méthodes
heuristiques ont déja 14 réalisés par Gelernter pour la géométrie eucli-
dienne élémentaire, par Slagle pour i 'intégration formelle. Pitrat dans sa
thése utilise des méthodes heuristiques, mais seulement pour le calcul propo-

sitionnel.

Le but essentiel de ce travail était de définir un Iangage qui
permette de formaliser |'écriture des démonstrations ot nous nous sommes
principalement attachés & son contenu : c'est-a- dire aux nof&ons mafhemafu—"‘{
quesutilisées en démonstration et & la ‘maniére de les formaliser. Nous
avons relativement peu envisagé ce langage comme sys+eme formel \autonome.
Il serait souhaitable de ['étudier encore plus sysfemaflquemenf d'un point

de vue formel en tant que systéme logique et en tant que langage formel.

3.1. Aspect logique

Nous avons montré sans nous y attarder que les’ Jus+nf|ca+|ons u+|ltsees

eTa:en+ réguliéres et coherenTes d*une parf avec la prachue de Ia demonsfraff
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tion, d'autre part avec des systémes -logiques formels.

On pourrait considérer ce langage comme un systéme de logique formelle.
et en &étudier les prepriétés (régularité des régles, non contradiction etc..)
de la méme fagon que pour le calcul des prédicats classiques ou que paur les

calculs de Gentzen.

Pour commencer il faudrait, & notre avis, trouver une autre
maniére de décrire ce systéme afin de mettre davantage en évidence sa structure
logique; la méthode que nous avons employée mettant davantage en évidence les

propriétés syntaxiques.

Une fois ce travail préliminaire réalisé, nous croyons que nous obtien-
drons un formalisme assez semblable & celui de Gentzen ou & celui de Suppes,
avec toujours cette différence importante qui est |'utilisation d'une struc-.
ture de bloc, et il serait possible-alors d'étudier formel lement le systéme -
obtenu. Comme nous avons constamment essayé de rester le plus prés possible:
des méthodes naturelies de déduction, nous aurions de nouveaux éiéments pour .

étudier formellement la déduction naturelle.

3.2. ‘Aspect syntaxique

- Nous avons également tenu compte en définissant ce langage qu'il était
destiné & étre traité en machine. Nous avons donc essayé de faire en sorte
que la syntaxe soit la plus simple possible. En particulier nous avons fait
en sorte que ‘1'analyse soit le plus possible déterministe c'est=a-dire que
dans la plus grande majorité des cas, la lecture de |'unité syntaxique sui-

vante suffise & déterminer |'état de |'automate interpréteur.

Signalons aussi que la vérification d'une démonstration par la machine
peut se faire en un seul passage, en méme temps que |'analyse syntaxique : il
suffit lorsqu'on arrive sur la catégorie syntaxique <justification> de tester
que |'expression justifiée est bien celle qui est écrite. Ce test étant lui-

méme une question d'analyse s ntaxique, la vérification en machine d'une démons-
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tration devient un probléme purement syntaxique, ce & quoi on pouvait
s'attendre puisqu'on connait déja |'équivalence entre les points de vue séman-
tique et syntaxique en logique formelle (théorémes de Gddel, de Tarski, de

Henkin aux environs de 1930.

Ici aussi il devrait étre possible de trouver une formulation du langage

qui fasse mieux apparaitre le caractére purement syntaxique d'une démonstration.

4. Applications

SESESxs==s=E=ss

Enfin, en plus de ces travaux sur le langage lui-méme, nous entrevoyons
des domaines de recherche ol il servira d'outil. Nous les avons déja signalés

au passage; nous les citerons ici en guise de conclusion.

~ mise en évidence de la structure d'une démonstration; étude
du rapport de cette structure avec celle de ta théorie mathématique
considérée et celle du théoréme & démontrer

- étude des processus heuristiques de démonstration et du mécanisme
de |'intuition mathématique; recherche systématique de la meilleure
stratégie.

- connaissance plus approfondie de la déduction naturelle

- utilisation de ces nouvelles connaissances et peut-étre du langage
lui-méme dans des domaines tels que la démonstration automatique,
I'enseignement des méthodes mathématiques, | 'enseignement programmé

des mathématiques.



Annexe |

TABLEAUX SYNTAXIQUES

Les tableaux syntaxiques qui suivent correspondent au langage tel
qu'il est défini dans les chapitres | et I, augue! nous avons rajouté
celies des extensions envisagées au chapitre t11 qui nous ont semblé

suffisamment précises pour pouvoir &tre utilisées dés maintenant.

La plus grande partie de ces tableaux a été écrite par Messieurs

HENNERON et GUILLERMINET dans le cadre d'un projet d'éléves-ingénieurs
de 3°™ année.
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Annexe 2

INTERPRETATION DU LANGAGE

Comme nous |'avons déja signalé, une des applications possibles du
langage de formalisation des démonstrations est la vérification automatique,
Le travail de la machine consistera & lire le programme et & vérifier que
chaque expression est écrite correctement, que les variables et prédicats
qui y figurent sont respectivement fnfkoduifs et définis et que la preuve
donnée (démonstration ou jusfificéfion)\permef bien d'écrire cefTé expression,
Cette vérification se fait séquentiel lement ; en méme temps le programme
Interpréteur se charge de ranger les définitions et fhéorémés, de traiter

les introductions de variables, les hypothéses, les ouvertures et fermetures

de blocs.

Le programme interpréteur utilisera plusieurs piles pour ranger

) les variables introduites

2) les définitions

3) les expressions déja vérifiées et les hypothéses

4) les théorémes

5) les expressions en cours de vérification (ceci dG ala
récursivité de la démonstration)

6) fes Justifications a effecTuér (définition récursive des

' Justifications)

Les 5 premiéres piles seront chargées et déchargées lors des ouvertures
et fermetures de bloc par I'in#érpréfeur -qui fonctionnera lui-méme de maniére

récursive- ce qui assure qu'une variable introduite en téte d'un bloc, ou une



~

expression figurant & I'intérieur sont bien locales & ce bloc puisqu'a
I'extérieur elles ne figureront plus dans les piles correspondantes, De

méme pour les définitions et les théorémes,

i1 ne nous parait pas nécessaire de faire, avant I'interprétation
proprement dite, une analyse syntaxique détaillée d'une démonstration,
car on peut estimer que l'ihferpréfeur est en mime Temps automate de
reconnalssance du langage, ceci sera d'autant plus facile que ce langage
nous semble &tre en grande partie déterministe., L'analyse syntaxique des
expressions est une analyse syntaxique classique et ne semble pas devoir
présenter de difficultés particuliéres. (Ce sera‘probablehehf la partie
‘non déterministe de I'analyse). | ' |

On aura probablement intérét & effectuer les justifications récur=
sivement: & partir des expressions étiquetées on génére |'expression
résultat et on teste sa f—ideanTé 3 |'expression justifiée - dans le cas
des jusfifica*ions univoqueé ; pour celles qui sont multivoques il faudra
au contraire partir de I'expression justifide. ‘

a

Une part importante du travail d'interprétation consistera donc 3

vérifier que deux expressions sont f-identiques. A ce sujet se pose la

question de la représentation interne des expressions,

Aprés codage des éléments consTiTufffs, on peut les représen*er soit
sous forme lindaire, telles qu'elles sont &crites dans unc démonstration,
soit sous forme arborescente (aux noeuds : des opérafeurs ; branches
terminales : soit des identificateurs, soit des prédicats). Selon la
justification 3 appliquer |'une ou I'autre forme serait plus commode 3
manipuler, Peut-&tre faudkaif-il envisager des solutions mixtes ol cer=-
talnes parties de i'expression seraient écrites |inéairement, d'autres

développées en arborescence lorsquc cela serait nécessaire,

bMessieurs HENNERON et GUILLERMINET travaillent actuel lement &

I!implémenfafidn dd langage de ‘démonstration sur IBM 7044, || est raison-



nable de penser que d'ici peu, on disposera donc de moyens permettant
d'une part de tester de fagon plus efficace le langage que nous avons
défini, d'autre part de franchir une nouvelle étape dans cette approche

expérimentale de la démonstration mathématique.
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