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I N T R O D U C T I O N  --------------- 

L'un des buts de la théorie de l'estimation statistique est la deter- 

mination d'un critère de choix entre plusieurs estlrnateurs dkne &me 

quantité, Une méthode employée pour réssutire cette question utilise la 

notion dteffîcacirE introduite 2 partir de lfini5galité de Cramer - Rao et 
de la quantité BPinfonnacisn de Fisher, Parmi les conditions de rggularité 

exigées pour obtenir ces résultats, i l  est nécessaire que la famille de 

probabilirés eonsidGr6e m i t  homogêne, Dans cet exposé, nous g6néralisons 

les techniques employBes par S. Kuflback dans "Information theazy and 

statistics" ; cela nous permet de définir une quantité d'information de 

Fisher généralisée et de demontrer 11in6galit& de Cramer - Rao sous des 
conditions moins restrictives que dan8 le cas classique ; en particulier 

la famille de probabilités peut 6tre non-homogene. 

Bans le premier chapitre nous définissons les notations, nous demon- 

trons des rêsultats utiEisés par l a  suite et noris Énonçons les hypothèses 

employées . 

Dans le chapitre deux nous gén6rallsons au cos non-homogène la nation 

d'information sratiatique i n t r o à u i t x  par S. Kullback dans le cas homogène. 

Nous en déduisons, dans le troisi9me chapitre, la définition d'une 

quantité d'information de Fisher généralisée, Cette qiaantité possi3de les 

propriétés de la quantité d'information de Fisher classique et ces deux 

notions se confondent quand Les conditions de rég1rlarit6 sont vérifiées. 

Mous nous inspirons de la d6monstration de Chapman et Robbins r 1 7  pour . 
montrer que I b n  obtient l'inggalité de Cramer - Pao même dans le cas 

non-homogène. Nous traitons enfin un exemple où l'on ne peut appliquer les 

méthodes classiques, mais où cette technique donné des résultats iatéres- 

sants. 





Je m 2 . u L e  V ~ V F M & M , ~  ilfon~Cew~ t e  P ~ & ~ Q M  V a i l 2 m - t  q u i  a bien voueLL 

(abte pahtie de La com'ruhiion d r  u,xcztmen. 

Je aouhaiiké! que MamLewh Lz Pxo~eaaewt BILL-Tmw-Lieu .twuve ici 
&'expe6abn de WC gt~dktw~ie  pou& X e o  enc~umgc-mm.ix q u ' 2  m'a pmdiguéb . 

Je v a u d m i ~  e x p M @ ~  pm.g~ndd &eco&aance a Mademo&&e t e  
Ptro{edaewr li4aquet qui. m5tw $ 0 ~ ~ 2 .  La mayens d1ea6ectum ce &avaLt d m  
h mmomu c o n W o l e t  panaibta, eAt: dcrd corne& m t  o n t  éké p t t é d w x  
p o u  t a  phZpanaZ,io~ de cek-tc? kkGise. 

Je /temetCe Egde~wd MacPoto&&e. Lu& e.t kC)u cux q u i  o n t  pa&îXc.ipit 
h & t t é u d a o z  intr;tePcidXe de ;Uzè~e. 









Daas ce paA-&graphe nods rappeluns certaines propriét6s c l iz~s iques  du 

cakcuX des pxobabilitZis [7; e t  noil6 d6finist:ons pr6cisément les notations 

eriyloykee daris l a  s u i t e  de Igexposi5, 

IiPb'l cxi;a@nel? &? p?rtrbob&ilE (1 ,{LYP) e s t  ~011çtituG par Pa donnée d'un 

ensemble-. non v i d e  -1 , 2 'une t r i b u  LI. de parties de ,! e t  d'une mesure de 

probabil; té E9s~1r ( , CI,) . S a i t  v une nesrrre signe@ sur ( ' '  y et A une 

mesure pr.rsitLs;l sur Le meme espace ::m6j;urablc, O do~t t r le  c : ~  wienw~s ou v a$ 
&doXtrw~tcn:C coàz2intre ptu" hupp~?%f h > , si : 

on note A>:%,, 

soieng :/'.. , 2 i . A ,  -3 t une. fa î î l l la  de prnbabi lités sur ( x  , d-) et; 

2 <-l - s i  V (n O 1 C fi ori a 53 f P -  alors 2 forme WIQ. ~wtCc hmoggne de yka- 
",' 2 b t  V 7  

bnbLfi,t&s. C 

51 - s i  Tb 3 EO 0x3 a *> ' c h ,  on d i t  que est: WCI a d a e  domLnY,e par 1,s r?esurr: ? , 
f ! 



Soient v une mesure signée,6- finie et h une mesure positive, @ - finie, 
sur (1 ,a) avec v<<h,  LI, Shéu&&s de Wn-NLkodym nous montre qu'ii existe 

du une applieatiion nresurrxbZe £ = - de (Y ,a) dans @;RI, h - presque surement 
d l  * 

( A  -p. S.) définie, telle que : 

B A  € a  V C A )  = j 2 a~ 
A 

Si de plus v est une mesure positive, G-- finie, alors 

Osfç+m X - p.S. 

L'espace mesurable (R,$ est formé par l'ensemble fR des nombres r6els et la 

tribu 3 engendrée par les boreliena de 8. 

Etant donné un espace probabilis6 (x,a,P), une mesure X positive et 
dP 

et si g est une application c- finie sur (J ,a)  tel le  que X>>P, si f = - dh 

xre que mesurable de ( x, II ) dans (@,RI d '  

g E &fP ( Y, 2 ,P) signifie que les intégrales suivantes 
ont un sens 

1.2 NOTATIONS. 

Dans l a  suite de l'expos6, sauf indications contraires, nous employons 

les notations et les conventionv suivantes. 

L'espace mesuré (X,(,(,h) est complet pour la mesure positive et 

P - finie A. Soit 9 = {Po  : B €O CIRI une famille de probabilités sur ( x  ,&), 
dominée par A, notans f(.,B) = f la dërivée de Radon-Nikodym de Pe par rap- 

6 
port à h 

dPe O,<fg = - '+" 
d X 

h - P.S. 



Nous supposons @ pl QG& et que le paramètre sépare les probabilités, 
2 

c'est B dire que pour (0 ,  > O 2 )  B O on a : 

Quand il n'y a pas dqambiguXté possible, nous posons pour 8 6 Q i 
et i €IN un indice quelconque : 

Comme ( X , ~ , A )  est complet :ri Ek et xIZ € L i .  
Avec les notations ainsi définies, il vient : 

b) PIE P2 4=) . ( ]  = l2 h - P.S. 

0 6 B I  est homogène si et seulement si il existe C) ~a famille = {P*. 
'ta O 

w € i [ ,  indépendant de 6 E O ,  tel que û E O = > + [ 8 = , l  A - p . a .  

1.2.1 Proposition. 

Montrons rapidement: 1,2, I . a) 

Soit 3 2 A- p. S. et A i9 a tel que PI (A) - O. De proche en proche 

nous avons : 

- 

f2 di - O donc PI>>Pâ. 

Y .  

a) >>P <-> .Cl 3 .Y2 
2 

X - P . S .  



Inversement supposons P >,P * 1 2 "  

1 .3 .  VARZABLE ALE AT0 IIRE . 

Soit X we vtv&xble &&a;to&~? definie sur un espace probabilisé abstrait 

quelconque, 2 valeurs dans ( , ) et de loi PB. Une valeur particulière x 

de X est appeP6e h Q & d a n  de X. Si i. ese une application mesurable et 
intégrable de ( Y, &,P& dans (pl, ;y) nous noterons selon les cas pour la 

variable aléatoire Z - $(XI = qoX 

Soit T WC? viV~&Xble &éa&&e définie sur (X , ; [ ) à valeurs dans 

l'espace mesurable ( , $1. Par dé£ inition 

f i  T ( $ 1  - a 
et suivant les conventions habituelles nous pouvons définir sur (Y ,  ?j) la 
mesure y et la probabiliti. QG (loi de 1') de la manière suivante : 

- (X,d ,A> - + ( ,y) avec 

V B €8 y @ )  = A(T '(BI) 

Corne P < < A  ik e s t  facile d e  vo i r  que Q <<y et l'on peut ainsi définir 
0 6 

les dérivees de Radon - N P k u d p  



Suivant la terminologie habituelle en statistique, nous dirons que fg et 

ge 
sont les densites des lois de X et de T. 

Nous noterons = : O F 81. 

Si 9 est une application rnesureble ec intégrable de ( Yi, 3 >QB) dans 

( @,j* ) alors 9 -  t) O T est une application nesurable et intégrable de 
(2 

( 1 P dans ( , . Le théorème de transfert nous donne en particulier : 

Enfin pour 8 O, i = 1,2, définissons i 

- 1  , 
il vient - Y = T ( ,'i ) - {x E .Y : gis T(x)>o} h - P.S. 

1 
$ /  

- 1  - . X g 2 =  T ( = {X t .c :  g10 T(x)>O et g2 OT(X)>OI A - p . s .  

/ 7 

- J ' homogène <=, homogène 

1.3.1 Définition. - 
La variable aieatoire T est: ILM 1té6wné b?~haCLb&Lb de x concehmut.t l e  pa- 

m2&tne si : v 0 6 f,(x) = g,o T(X) .h(x) h- P.S. 

où go e s t  la densitEi de T et h ne depend pas de 8 

Pour la dhonstration de la proposition 1.3.2 rappelons le leme sui- 

vant. 



. k +' 
Lemme, Une condition nécessaire et su£fisante pour qu'une famille de pro- - 
habilités y= {Po : 63 E O} soit dominée par une nesure positive etc- finie, 

est qu'il existe une partie finie ou dénombrable {P ? de telle que 
'i i61 

A €<let P8 (A) = O V i6I => Pe(A) = O V B 8 O 
i 

(1 La £amille 3 que nous étudions, étant dominée par A ,  nous pouvons 

appliquer le leme. Supposons 1 = { i  ,. . . ,nl ou 1 = ( 1  ,.. . ,n,.. .} et notons 

1, - {x : f,(x)>Ol 
2 n- 1 n = , = - ,  = - Y  n - w Xi n e  r. 

i= I 

i 
La famille des ensembles mesurables (-1 ? forme une partition finie 

ou dénombrable de 1' = u ,xi = u xi. it'1 

iE1 iBI 

Extrayons de cette famille une sous-famille d'indices JCI telle que : 

A( 3ii)>o i~ J 

A (  1 i)=Ci i E  1-J 

fi est clair que .f = t) 'yl ?, -p . sa  
i~ J 

et par une démonstration analogue 3 celle de 1.2.1, il vient 
O 

e E o => . $ c - X  A - P.J. 

j la famille {.le =~j..~B}jOJ £onne A- P . S .  une partition mesurable finie 

ou dénombrable de 3E. 

1.3.2 1 Proposition. Une condition nécessaire et suffisante pour que T soit un - 1 r é d  exhaustif de X concernant le paramètre 0 B O est que : 
h 



tes rapports, ainsi d é f i n i s ,  ont toujours un sens car g oT et go oT 
1 2 

sont A- P.S. strictenent positives sur 42. 
La condition nécessaire est  Bvideizte à partir de Za définition. Pour mon- 

trer la condition suffisante nous allons considerer les deux cas suivants : 

0 ler cas. La famille ,) est homogène, f ixons-noue 0 F O. Nous savons que 
O 

V 0 e 0 P z  Pe et :<= $ A - P.S. donc T est exhaustif par définition 
O O 

en prenant 

6 

2ème cas. la famille pn'est pas homogène, mais V 0 42 O 

Xe C x0 = xj h - P.S. Il est facile de vérifier que T est exhaustif 
jr J 

en prenant 
f R 

1.4  E C W T I L L O N ,  STATISTJQUii:. - 

n 
Notons ( xn, 8 ,Pi) le produit de n espaces probabilisés identiques 

è (1, a ,Po), (rn, 30 , A >  le produit de n espaces mesurés identiques à 

( J C , a , k )  avec la convention classique qui consiste à noter X la mesure 

sur (1. (1) et par la même lettre la mesure sur (y", $0) construite à 

partir de A. 

La variable aleatsire ( X ,X ..., X ) definie sur un espace probabili- 
1 2 "  n n n 

sé abstrait quelconque à valeurs dans (1 , ,cJ~) forme UM fi  - é e h w n  
do X si XI ,X2,. . . ,X sont des variables aléatoires indépendantes, à valeurs n 
dans Cx, J), de.&me loi que X. 



Une valeur x = ( x l  , xZV .  . . > x ) de (XI , X 2 * .  . . ,X ) e s t  u e  &~&A&OR du 
Tb XI 

n - efhanüeeon. La loi <IL n - Ccliantilion c ~ t  1 e t  ra densi té  pa r  

rapport 3 A est : 

Si x = (xl,x Z9...,~ ) est une réalisation du n - échantilloq L ( x , . )  e s t  
R 

une fonction de 8 appel& la vfi.dbt?mbm.c~? as~sci6e 2 ce t te  réa l i sa t ion .  

n n  in 
Soi t  une appliçatisn. mesurable et i n t é g r a b l e  de  Cx J:&[[,P ) dans F/ 

( &,2). Nous noterons sdorr  les cas pour l a  variable alSatoi re  1, : 

El 
Soir S uoe variable a lGa to i r r  ù & l i n ~ . c  sur (y ,  @a) à valeurs  dans 

l 'espace mesurable ( ) Nous appellerons 62%&&5~que de X I ,  X Ia n 
var iable  a l e a t o i r e  S o(X ,..,,X ) déf in ie  su r  Le meme espace probabi l i s6  

1 n 
abstrait que l e  in - &chatmtillon et à valeurs dans ( ,&). P a r  extension 

nous appellerons s t a t i s t i q u e  l a  variable a i G a t a i r e  

Il est facile de g&n&raliser Les notations, e t  les propositions du 
n 

paragraphe 1.3 en r empla~nn t  respectivement ( Y, a )  par (Y", ( 1 )  ; 
K? 

X, Po ,  f g  par (X l , . . .  'Xn), Po,  1( . ,8)  ; et T par 8. 



Dans ce paragraphe nsus rappelons et démontrons les inégalités emplo- 

yees par l a  suite, Ces inégalites sont tuutes d é d u i t e s  de certaines pro- 

priétés de fonction logarithme et leurs dEmonstrations au fur et B 
mesure des besoins alourdi.raient inutilement le texte t o u t  en masquant le 

lien qui h s  mit .  Dan8 la derniere partie du paragraphe nous énonçons les 

hypothèses utilisées dans les chapitres ultGrieurs. 

2.1 RAPPEL. Pour tout  u ôSQS,+=l on a - I 
1 1 - - 3 L O ~  u < u-i 
l.1 

[avec égalité, dans une des deux ii;6galirés, si et seulement si u = 1. 

11 est clair que Log ubu-l ec que Log u = u-1 <=> u = 1 .  

1 1  On en déduit la premiere rehatiot? par -Log u = Log -.. ,< - - S .  
U U 

P m  Ces p~rrpo~&ow G?;t dPman6Ritctkc~nd qtti auive&, auppodaw que 

Red ~kt.@g~'&&eû q L  k&mviwfleM;t, O& ~ l t  a w .  Cette hypothèse sera 

étudiée dans la remarque 2.6, 

Lenane. Soient f l  et f 2  des applications mesurables et intggrables définies - - 
2 * 2  1 sur (y ,d ,A), strictement positives A- p . s i  sur A €4 Si l'on note : . 



avec égalité, dans une des deux inégalités, si et seulement si fl=fp 

X - P.S. sur A. 

A- P.S. sur A 

Si h(A) = O Ja proposition est vraie, supposons h(A)>Ob 

Lee applications £1 et £2 étant strictement positives A- P.S. sur A, l a  
f 1 

relation 2.1 avec u = - devient : 
f 2 

£2 fl fl 
I - -  Log-<-- 1 

f 1 f2 f2 

~ u l  tiplions par £ et intégrons sur A 
f 1 

iA (fi--f2)dh :: flLog f; dh ( I A 
; (f l-f 2)d?L 

(f 1-f 2) 
2 

f l 
rii(A1 - v2(A) <,a fllog- £2 d i  5 Y](*) - u2(*) *l d X 

f2 

D e  plus £1 étant strictement positive h- P.S. sur A, il y a égalité si 

et seulement si fl=fz A- P.S. sur A. 

La démonstration montre de plus que si les applications fl et f 2  sont 

h - intégrables sur A et si l'application f  log fL n'est pas A- intégrable, 
.f 2 

f 2 

alors - dh = +m. jA lLog f, 

~e leme 2.2 est une généralisation du lemme de l'information : 

2.3 Lemme de l'information. Si, avec les notations précédentes, fz et f2 - 
sont les densités des probabilités P et P par rapport B A et si P EP 

1 2 1 2  
(ou simplement P l  ) on obtipnr lfin8galité de l'information en prenant 2 

A = = f x  EJC : f l(x)>O) 

cela donne El (Log £ (X) 1 2 El (Log f 2 CX) 1 
f 1 f l 

ou /laa dp, = jillog i; di 2 O 

71 
avec égalité si et seulement si P P2 (c'est à dire fi-fî A- P.S.) 



NOUS savons (1 .2 .1 )  que P <=, rl c X 2  A -p. 9. 

f f L 
1 2  

le l e m  2.2 fiLog -- dA2 l - P2 ( 1) 20 
f 2  

f 
Si f 1-f A- p. S. il est clair que f f ;Log - d>.=O inverseneqt 

Lx, f 2 

le lemme 2.2 => f l - f 2  A- p . s I  

Avec les notations de 2 ' 2  on a symétriquement .Y 

en sommant cette inégalité et celle du lemme 2.2 on obtient 

fl ,' 2 1 f 0 $ ( f l - f î )  Log - dh 6 (fl-f2) ( - * - ) d A  

)A 
f 2 

)A 
f l  f 2  

Appelons in£ f e t  sup f les appl.ications mesurables définies par i i 

inf f i (x)  = inf (fi(x),f2(x)) 

sup fi("> = SUP (f1(x).f2(x)) on a alors 

La proposition suivante va nous donner un encadrement plus fin du 

terme central. 

2.4 - I Proposition. Avec ].es notations et les hypothèses du lemme 2.2, on a : - 
2.4.1 1 fl 

f l L W  - dh + ZIi2 (A) - 2 p  (A? 
£2 

2 

2.4.2 - 
f 1 inf f i  dX j (f l - f î )  Log - dA 

A 
f 2 i 

; 



avec 6ga l i t é  dans une quelconque der; inGgalités, s i  e t  seulement s i  f l=f2  

X - P.S. s u r  A. En particu1.hcr s?, f l  et E2 sont les densités des probabk- 

l i t é s  P e t  P par rapport à X e t  si P - 
1 2 1 

a lors  en prenant 

avec éga l i t é ,  dans une quslconquc des inegal i tés ,  si et seulement s i  fl=E2 

X - P.S. c'est à d i r e  P l  = Y * ,  

Toutes les fonctions à i .nt&grer sont X - p , s .  f i n i e s  sur  A car par 

hypothèse f r  e t  f 2  sont h- p.s, strictement posi t ives  sur A. Cette 

hypothèse est essent ie l ln  poila- l a  démonstration . Si X(A) = O les  re la t ions  

sont vraies, supposons ACA) > 0. 

Il e s t  clair que 2.4.1 + 2 . 4 . 2  , mis nous a l lons  donner l a  demons- 
f 

t r a t ion  directe de  2.4.2 qui est très simple, Avec u = -3- l"néga1ité 2.1 
£2 

devient 

Log - I .--- 
f 2  - f 2  

X - p , s ,  âur A. 
f 1 

En multipliant par (fl-f2) l e s  t r o i s  membres de La r e l a t i on ,  en exami- 

nant l e s  deux cas possibles, on vo i t  que : 

2 
(f l'f2) f l  

2 
(f1-fz) 

2.4.5 - O h  supf. 6 (Pl-f2) Log- inf fi - P.S. SUT A 
I f2 

L'intiSgration donne l a  r e l a t i o n  2.4.2. 11 e s t  f a c i l e  de montrer que 

f l=f2  X - p . s e  sur A, en~raEne  toutes 'Les éga l i t és  dans 2.4.2 e t  2 . 4 . 5  

e t  qu'me égalité quelconque entrarne £1-£2 X - p . s .  sur A, 



Paur Pa dhonstration de 2.4.1 nous avons besoin des résultats 

suivants : 

eneffet ht(u)  =S(l+Logu-U) < O p o u r u f  1 par (2,2), 

h' ( 1  ) = h(l  ) = O, cela nous donne le résultat désir6. 

1 en effet gr(u)  = 2( - - & l 2  r O pour u # l, 
ult; 

gl(l) = g( l )  = O et naus avons Te résultat cherché. 

Montrons que sur A nous avons 

(f1- f2) 
2 

f l 
2 f , ~ ~ g  -. + 2 f , -- 2 f J, 5 ------ A - P . 8 .  2.486 O < 

fi 
- 

f 2 inf fi 

avec une des trais ia6galiréc; en égalité si et seulement si f l  f2 

X - P . S .  sur A. 

f 1 f 2 
ler cas. f l  > f2 > O u = - et v = - ,  

f l  f 2  

 inégalité de droite (en divisant par f 2  > O) devient 
ii 

2 u Log u + 2 - 2u < (u-llL ou 
2 f 1 h(u) = 2 u L o g  u - u + 1 < O ce qui est vrai car u = - z  1 ,  

f 2 



L'inEgaliéé de gauche (en divisant par f1 > 0) devient 

(1-v12 - 2 ~ o g  v r 2v - 2  au 
f 2 

g(v) = 2 ~ o g  FJ 9 (l-v) (3-v) .: O ce qui est vrai car v = - < 1.  
f l 

2ème cas, f2  > f l  > G d'une mnbere identique. 

2 
L'inégalitg de droite est - 2 Log v + 2 v - 2 < (1-v) ou 

£2  
g(v) > O ce qui est vrai car v = - > 1. 

f l 

LVinégalit6 de gauche est (u-112 2 u Log u - 2(u-1) ou 
f 1 

h(ù) 0 ce qui est vrai car u = - < 1 .  
£2  

3èmecas, f l = f 2 > Q  les t r o i s  rnembres sont égaux à zéro. 

Inversement si une des inegrtlites est: une égalltélpar des raisonnements 

analogues à ceux du fer cas et du 2 2 ~  cas 0x1 montre que f l  = f2 

Cornmi- par hypothèse f a  e t  f 2  sant A. - P . S .  strictement positives 

sur A, la relation 2.4.6 est vaaic A - P.S. et pirr intégration sur A 

nous trouvons les inégaIir6s de 2.4.1 dihirées. 

Les In6gâkit6s de  2 . 4 . 3  et 2 . 4 . 4  sont alors évidentes ; de plus re- 

marquons : 

(f 1-f*)) 
2 

2.4.8 -- - dh 2 
inf fi dX i = 1,2 

avec une quelconque des inégalates en tZgal4té si e t  seulement si E I  = f2 
' 

X - p.se sur A, 

2.5 - Proposition. Avec Tes mtatlc~ras et; les hypoéhgses du l e m  2.2 et de 

p lus  s i  : ?,(A) O 

: f l # f 2  X - p.s* Sur At 



2.7 

1 : 3 E C I O $ I I  tel que 1-E $ 2  , l * ~  i #  j, i =  1,2, j 1 $ 2  

h - P . S .  sur Ik 

alors 1-E s . C  I .C < lec 
[ (£1-f212 

inf f .  dX 
3. 

1 et cela entraîne que le rapport de deux quelconques des quantités suivantes, 

/ est compris entre 1-E et I+E 

2 2 

; Cl s ) / ' " ( ? ~ ~ ~  dh,  
@ ?= :f1-i2: SUP f .  d A 

f 1 
c jg (fl-f2) l o g - d h  

f 2 

Les conditions f l  f f2 X - P . S .  sur A et h ( A )  O entraînent que 

tautes les quantités a, 8,  ai, bi, c sont strictement positives, 2.4.1, 

2.4.2, 2.4.8, Les rapports ont donc toujours un sens. D'autre part 

X - P . S .  sur A : 

f 1 
1-& 4< - 5 1 4 " ~  => Q $ 

ff1-£2 t 
f 2  f2 

,2 & lfl'f21 Ifl'f21 
=> 0 3 

sup f .  ' in£ fi 6 E 

f 2  I f  1-f2I I 
1-E $ - 4. I *E.  => O 2 ------ 5 ç 

f 1 f 1 



(rappelons que f l  e t  f 2  donc inf f .  e t  üup f sont h - p ~ s ,  strictement 
3. i 

positives sur A) 

I 2 I f 
NOUS avons O c a--@ = f ( f i - f z )  C ~;g-q-  - s r  soi r  

a $" t 

et nous obtenons la relation desirGe car 

Corne le rapport d e  deux quelconques des sept quantit6s ci-dessus 
B a précis6es est: toujours con~pr ig  erîtrai - et - par 2 . 4 . 1 ,  2 . 4 . 2 ,  2 . 4 . 8 ,  
a 6 

ce rapport est donc comprlç encre 1-r et I ~ F .  

2.6 - Remarque.. Soient f w , f s  les d c ~ ~ s i t o s  de prob&i.llt& de P P par rapport 
1'  2 

à la mesure h s u r  (1 , i),@rans les hypothèses des propasitions 2.2, 2.4, 

2.5 nous avons supposé que Ics apgllcations f 1  et f 2  sont h - P . S .  

strictement positives sur A ckest k d i r e  que r 

AC. Xia = ,yl. Y 2  x - p . s e  avec 

li = { X  : f i (x )  5 01 1. = 1,2 

11 est facile ci'étab2lr les deux résultats suivants par des démons- 

trations e t  sous des hygoth2çes identiques à ce l les  du leme 2.2. 

f 1 ;1 f' $ ( x 3 4 % p I ) >  P* P 
Si - 8 X ( X , ~ , P ~ )  a l o r s :  L o g - E .  2 

f2 £ 2  

et les intégrales du lemm 2.2 nnî: ua sens B A € et A C  C XYz 
X - p.S .  



f2 , S I  

Si de plus E 4 ( 3 ,  (i >Pz) alors : 
1 

f2 -1 
Log - E 2 ( U , (1 ,PZ), P < c P, (et donc P P ) et toutes les inré- 

f 1 2 1 2 
grales a,@, ai, bi, c de l u  proposition 2.5 ont un sens Y A 6 

et A C X ~  = X2 1. - p . s e  

Les hypothèses de 2.6.1 sont très restrictives. Elles nous ambnent 3 

supposer P 2 P z .  Quand P f P on a l e  résultat suivant : 1 1 2 

Pour que toutes les intégrales a, 8,  ai, bi, c de la proposition 2.5 

aient un sens V A 6 et A (t: Xl2  h. - p. s, il faut et il suif it que 

( X  12, a.  1. ,,,Pif est l'espace mesuré formé par l'ensemble X12, par la 
tribu 0. X l 2  trace de ci sur X12 par la mesure restriction 2 (x 12, a . X12) 
de la probabilité Pi sur ( Y ,  ((1 ; par abus d'écriture nous notons par la 
Srne lettre P. cette mesure. 

1 

2.7 - Hypothèses. 
Cette 6tude noils conduit, pour l a  suite de l'exposé, à définir les 

conditions ci-dessous : 

f7 Fi Soit .y i P e  : % 8 OC&] une famille de probabilités sur ( X , a ) ,  
dominée par La mesure A posi t ive  et cf-- finie : 

No tons X e  = (x  €' X : f , (x)  > 01 e t  



Définissons les hypatheses suivantes : 

/ tels que: 82 E 0, 82 # 81, 161-82 1 < v => 

A-2 - 

MOUS avons : A-1 => A-O. Ces deux hypothèses ont pour but de donner 

un sens aux diverses intégrales préc6demmnt étudiees. Avec les notations 

de 2.5, V A GC[ et A c Y12 A - P . S . ,  il vient : 

1) O est un ouvert de IR 

2) -V 01 6 0, V E > 0, 3 v C e r , ~ )  > 0, 

A-O => existence des intégrales : B, b l ,  b2 et c ,  

A-1 => existence des intégrales : a, B, al, a*, bl, b2 e t  e .  

2 
Pour (8 1, B2) e O , si X ( 3 12) > 0, dé£ inissons 

On montre facilement que : 

Si l'hypothèse A.0  est vérifiee, les intégrales suivantes ont un sens : 



(fi - f i )  Log 7 dX 
-1 .XI, £2  

Si l'hypothèse 8.1 est vérifiee, les intégrales suivantes ont un sens : 

..*. 4c ri. 

. d , 8 ,  c 

; 2. 2 
(f 1 - f d  * 

JI d h )  
12 f .  

bi 
1 

Définissons l'kypothese B 

tel que E 0 ,  e2 3( 6 1 ,  181-82j < v => 

- , ( 1 5 1-r 
J; ;. ><( ". - les quantités al, a ~ ,  bl, b;, c", 

A 

) sont strictement positives et le rapport de deux quelconques d'entre 

B - 

1 elles est compris entre 1-c et Ife. 

1) &vérif ie  l 'hyporhSse A-l  

2) 8 est un ouvert: de rZi. 

3) V E O ,  V E > O, 3 v ( O l , € )  > O 

Différentes hypothèses peuvent être posées sur les densités f de 
i 

manière à obtenir la condition B,en particulier la proposition 2.5 a p p l i -  
-1. 

quée aux E avec A = nous donne : i 

Proposition. S i  jj\vérif ie les hypothèses A- 1 et A-2 alors vPrif ie ' - 1 itDypothlre B. 



-1. Jr .tr 
\ a\ 6% 

Remarquons : exiger ai, bi,  c strictement pos i t ives ,e tes t  exiger 

-'- 4- L I 

Conmie:fï + f; h - P . S .  sur X i ?  c=:> ---f f 2  constante ?I - p.s.sur .Xi2), 

l a  proposition est a l o r s  gvldente.  



N O T T O N  D' I N F O R M A T I O N  
------------------------L-------------- 

Dans ce chapitre nous rappelons et généralisons certains résultats 

sur 1"informatlon telle qu'elle a été définie par Kullback C41, I53, C61. 

La théorie traitée est une application à la statistique de la notion 

d'information introduite par Shannon et Wiener. 

§ 3 DEFINITIONS ----------- 

3.1 NOTATIONS. - 
Soient (1 ,Q .P i ) .  i = 1,2, deux espaces probabilisés ; A une mesure 

positive, O-- finie, sur (a,Q) telle que X > > P i = 1,2 ; i ' 
fy, f2 les dérivées de Radon-Nikodym de P et P par rapport ti X : 

1 2 
dPi 

Osfi. < + -  X - P . S .  

Notons Ji i x  E : fi(x) > 01, i = 1,2, 

ét xlz = 1. Y2. Soit X une variable aleatoire définie sur un espace 

probabilise quelconque, à valeurs dans ( 31,4 ) . 

3.2 NOTIONS D'INFORMATION, - 
ConsidBrons les hypothéses suivantes (i = 1,2) : 

*i : la loi de probabilité de X est Pi. 

S o i t A B a  telquePI(A).P2(A) > O ,  notons (i- I,2) : 

P(Hi) : probabilité a priori de Hi 

P(Hi/A) : probabilité a posteriori de H c ' e s t  à dire la probabilité de 
i' 

H. étant donn6.A 
L 

P ~ ( A )  = P(A/H~) : probabilité de~dans l'hypothèse Hi. 



Par le th&o&&te, de ëidyeil. nous obtenons : 

ce qui nous donne : 

p (A) P ( H ~  /A) N E I )  
Log -- = Log ,T - Log - 

P2 (A) P(H2 A) P (BZ) 

P (HI /A) 
le terme Log -7- traduit ce qui es t  en faveur d e  H 

P(HZ A) 1 
contre N 2 après La donnee de A. 

P m 1 )  
Le terme Log -- traduit ce qui e s t  en faveur d e  £3 

p (8,) i 
contre M. 2 avant l a  donniSe de A. 

P <A) 
Le terme Log - représente donc ttindomatrlcrn gtobde@. 

Y2 CA) 
appohtee pan A E (i en davewr de H~ unthe B2. 

De l a  même manigre, en écrivant la formule de Bayes avec les densités,  

c'est à dire en. ne considi5ran.t que ka réalisation x de X, on obtient : 

f L W  P(H~ /XI P(HI)  
Log -- " Log q r a  - log - X - P.S. 

f 2 ( x )  P (HÎ) 

f l (x> 
Le terne ~ o g  - représente t ' U L 6 0 h n : u ~  appohté~ pm ttob~envation 

f 2  ex) 

de ûr hQd.hbtion x de x, en daveun de H~ conthe H ~ .  Ces notions intuitives 

donnent une premisre justification de la définition suivante 

(selon Kullback) : 

L'L~~orna&Lu~ moyenne appohtee pair A C (1 en ~ a u m  de HI co&e H2 

est  la quantité : 



avec la conventi.on : 

Quand la condition P c < Pz, posée par Kullback, est vérifiée, 
1 

l'intégrale ainsi définie a un sens V A € a  (en supposant : 
f i r I 

. log .- 6 2 ( X .a ,PI ) ) mais dans le cas général où P n'est pas dominée 
£2 1 

par P une Gtude plus précise s'impose. 2 

Considérons la partition mesurable suivante de A € fi : 

A partir du Lemme (2.2) on vait que : 

Notons : P I ( A l 2 )  O AMi2) O P2(AI2) O et 

La signification de ce cas est claire, A12  e s t  un ensemble de proba- 

bilité strictement positive dans les hypothèses tl et H2, la donnée de A12 
1 

ne permet pas de rejeter une des hypothèses mais 1 2  ; A l p )  E ]--,+'] 
' 

est un cae.fficient qui "exprime" l'inforniation apportée en faveur de H 
1 

contre K par A12. C'est: êe terne qui sera étudig uléérieuremenû 2 



1 

Nous avons p2(A12) = O 

t 

A12 est un ensemble de probabilité nulle dans l'hypothèse H 2 ' il est r 

de probabilité strictement positive dans llhyporhGse H 1 ' la donnée de A12  
t 

entraîne le rejet de l'hypothèse H et l'information apportée par A12 
2 

en faveur de B contre H est totale, infinie. 1 2 

t I  I I  

Nous avons P I  (Al Z) ‘ O et 2(1 ,2  ; A i 2 )  = O 
II 

ûn ne sait rien sur P21A12). 

1 f 

A i 2  est uni ensenble de probabilité nulle dans l'hypothèse H et 
1 1, 

l'infomxtion en faveur de H l  contre A apportée par la donnée de A12 
2 

est nulle, quelle que soit lthgpoth8se H2. 

3 .2 .4  Proposition. Avec les notations ainsi definias, il vient : 

- 1 pi(*) I(1.2 ; A) = Y i  ( A i i )  I(1.2 ; A i 2 )  * P ~ ( A ; ~ )  I(l.2 ; ~ i 2 )  

I donne des indications sur la maniete de choisir entre H et H 1 2 ' 

3.2.5 Remarque. Dans la pratique on ne connait pas A G II mais la réalisation x - 
de la variable aléatoire X et x 6 A ; il faut donc distinguer les trois 

v 
cas possibles (PI (Al2)  .Pl  (Ai2)  ' Of 

x G A12 : On ne peut rejeter ni H ni HZ, mais l'étude de 1(1,2 ; A12)  1 



? 

x ô A12 On rejetr te  II7 .  
'II 

x & A I 2  : On rejette K 
t ' 

Cette étude préliaineire nous conduit à poser l e s  dé f in i t ions  du 

paragraphe suivant. 

Défini t ion  : On appel le  " a r r k i e  @ t i é ?  de L ' h ~ a - ~  appotr;tEe pan 
A 6 a w 6aveun de H~ w&r il2, la quan t i t é  f i n i e ,  a i  e l l e  existe, 

déf in ie  par  : 

avec A12 = A . Y 1 2  = ix € A : f t ( x )  > O e t  f2(x) > Oj! 

L 'Ul~omat ion miyeruze appohtee pan A en ,$avem de al contne H p  e s t  : 

Cette déf in i t ion  e s t  conforme à l a  d é f i n i t i o n  3.2.0 par s u i t e  de 3.2.4. 

L'hypothèse A-O est une condition ndcessaire et  su f f i san te  pour que 

l ' i n t é g r a l e  dé f in i s san t  Ji(1,2 ; A) a i t  un sens V A € d , c ' e s t  à d i r e  

qu 'e l le  s o i t  f i n i e  V A € d .  Le lemme 2.2 montre que s i  Ji(1,Z ; A) 'n'est 

pas f i n i e  a lo r s  Ji(1,2 ; A) = * (m exemple de ce type est don& dans E41), 
cefa n ' e s t  pas génanl: mis dans ce cas toutes Tes propr ié tes  que nous . 

montrons dans ce chapi t re ,  sont t r i v i a l e s  ; d 'au t re  p a r t  11 est necessa i re  

dans les chapi t res  u l t é r i e u r s  que rfi(l,2 ; A) s o i t  f i n i e .  C'est  pourquoi 

nous l i d t o n s  fa d é f i n i t i o n  3.3.1 au cas  où + ( I , 2  ; A) e s t  effectivement 

f i n i e  . 



3.3.2 Définition. Soit. A c d ,  A C  X79 X - P . S .  et X(A: > O .  La partie 

- 1 f i n i e  de l'information appareée par A en faveur de H 1 contre W 2 est  l a  

somme de deux termes 
-11  

5 (A) .aa f l 
$(',3. ; A j  .: Log -- i- f l  Log 7 d h  avec f i = 1,2 

P2 (A) f; 1 

P (A) 
Le terme Log ---- reprcsente l ~ i ~ ~ o t i m ~ a n  gao'bde q o h ; t e e  pcttr. A 

Pz (A) 

en Qaveun de H~ conttre H ~ .  .B. 

* 4- f ; 
Le terme + (1,2 ; A) = f i  L o g  dh représente L 1 ~ n ~ o m ~ u n  dine 

f2 

appo&tEe pan A en Qavelih de H~ wnMe wî. 

~ o w n e  A C  Xls 71 - p . s .  A A1 2 x - P . S .  et: 

h(A) > O => P I @ )  ' O et PZ(A) > O donc 

ce qui nous donne la relation désirée. 

P I  (A) 
Le terme Log - 

P (A) ' (3,2) , représente 1 ' informnation apportée par l e  

rapport des masses de probabilité, portées par A, dane les hypo- 

thèses H I  et H 2' 
I; 

L e  terme JI (1,2 ; A) représente l'information apportée par la manière 

différente dont ces massés de probabilites sont distribuées sur A ,  dans 

les hypothèses Hl et Hz. 



3.3 .3  Propositi~n. Si +(B ,2 ; A) est dé£inie V A 6 a, une condition nécessaire 

- l et suffisante pour que P < Y est que I (1 ,2  ; A) = $(1,2 ; A) 
I 2 

V A 6 0 , ou seulement que I(1,2 ; x) - $ ( 1 , 2  ; X )  

En effet X E  II et I ( 1 , 2  ;Y )  = $(1 ,2  ; 1) <=> P l (  Xi2)  = P,(X) 1 

<*> XI Sa q2 X, - p . a .  ç=> P 4 4 P 
1 2' 

3 .3 .4  Proposition. Soit l n  : A E a, n 6 Il une famille finie ou dénombrable 

- i 
n 

d'ensembles mesurables, disjoints deux à deux, alors : 

12 / avec A = li2'~n 
n 

La démonstration de cette proposition est évidente à partir des 

définit ions de 3.3.1 . 

INFORMlaTION, 

Conform6ment aux définitions et notations précédentes, en prenant 

A =x, on peur définir les diverses informâtions apportées par la-donnée 
de 1' espace tout entier. 

Notons x i  - lx e x  : f i ( x )  . O 1 i 5 1,2 et 

x12. = 311. X2Y P l  ( Yi21 = Pl23 P2(X 12) = p21 



3 . 4 . 1  Définition. un izr~nel  f a P o I , - ~ ~ B  ,iiflSe d~ R'i.ndatrwîaLion en ~atlewr de 

- l HI contne Hz, l u  q u s ~ t ~ i t i  f i n i o ,  si e l l e  e x i s t e ,  d e f i n i e  par : 

L ' & ~ u ~ n a t L o n  ~ a u u &  de H* eordxe H~ es t  : 

I ( 1 , 2 )  = $(1,2) si P l %  = 1 c'est à dire si P < < P 1 2 

I f 1  ,2:s = + sinon 

Log -- 
P2 1 

4, Jr ,, f 1 2: 
+ " ( j , ~ )  = f 1 î;ag ci x avec f. - fi 

I - F I  i = 1,2 
9 2 f 2 

e t  nous &vans : 
P j  ;> -1.. 

$(1,2E = Log - + J1 (1 ,2)  
P2 1. 

Rappel ( 2 . 7 ) .  Le couple (P ,P ) vérifie 1,'hypothèse A-O si 
t 2 

3 . 4 . 3  Proposition, Unc ¢ ndition nécessaire et suffisante pour que $(1,2) 

- I 'i! 1 
existe est  que ~ . o g  - fi$' ( l i ï , i ,  

P 9 . ; de plus l'existence de 
I. 

fi 
$(1,2) entraîne l'existence de ~ " ( 1 ~ 2 )  de $(1,2 ; A) et de $, (1,2 ; A) 

v A € Gi. 



I 
Une condition zzecessaire et wufisante pour que $(1,2) et +(2,1) 

existent, est que (P P ) v r r i f i e  lqhypath2se A-O. 
1 '  2 

La prapusitioai 3 , 4 . 3  est GviUente 2 partir: de la défini~ion~3.4.I 

et de ka proposition 3 , 3 . 3 ,  i L  en est de & n ~ e  de la remarque suivante. 

Remarque. 

- p < < P <=> Y Z  i -P .S .  <=> p12 = 1 et P~~ < 1 
1 sr. 2 st. 

- si P n'est pas dominée par P alors I(1,2) = + w et les trois autres 1 2 
quantités sont en général distinctes. 

Kullback suppose que Y, < c P e t  il prend la valeur commune de Ji 2 
et de 1 comme definition de l'information en faveur de 8 ,  contre HZ. II 

9: 
n'introduit rien de comparable à + . Notre généralisation consiste à définir 

qt 

$, et 1 même quand P < < P2 n'est pas vérifiée et à montrer que les 
1 

propriétés trouvées par Kullback se conservent dans la généralisation 
>k 

pour l'une ou plusieurs des infamations 1, 9 ,  $ . 

DIVERGENCE. 

Supposons que (B ,P ) vérifie l'hypothèse A-O 
t 2 



3.5. 1 Définicion. On appelle &~mgegenc@. entre H I  et  H2 : 

[ .Y(1,2) = 1(1,2) + I(2,1) 

QXI appelle pcwrA2e @wle de 2.a div~ngence entre N] e t  H2 : 

i.f(1,2) = $ ( I , h )  4. I h ( Z 1  1 )  

Notre d&fini t ion e s &  cohGrente car il vient inmediaternent 

3,5.2 Proposition. J ( l , 2 )  = v( i ,2E si P I  E P2 

- l 5(1,3) = + sinon 

De plus nous avons Ea çya6trie : 3(1,2) = 3(2,1) e t  

9(1,2) = +(2$ i )  - I Proposition, Avec Tes notaLions du paragraphe 3 . 4 ,  nous avons : 
.(r -*.. 

2 = ' ( 2  + $~^(2,1)  c'est à dire 
9: 

En effet  ( 2  = 9(1,2) + +(2,1) 

J. P l 2  9: p2 1 
= $ ^ ( ? , 2 )  + Log - + @ (2,1) + Log p;; 

Pz 1 

3 .6  - REMARqUE . 
Les différentes informations, ainsi  def inies ,  sont re la t ives  aux 

dençit6s f l  et f2 des lois de probabilité P l  et: P de l a  variable alGataire 2 
X, dans l e s  hypothèses H I  e t  H2. Dans l a  sui te  si nous nous référons P 

d'autres variables a léatoires  Y,5.  .. 



s i  les  Lois de ces variables algatoires peuvent être choisies dans un 

ensemble indic6 par 8 F O, le  cûs &chéant, pour lever toutes ambigu?tGis, 
.Cd 
8% 

nous noterons ti> ( e i , e 2 ) ,  , $x(e1,02), $x(01,e2; A) e t c . .  . . X 
-1- 

pour indiquer précis6ment qu' i l  s ' a g i t  des quantitEs J i ,  1, $", $( , ; A) ,  

.,. calculées à partir des densités f et f de Ta variable a l éa to ire  X.  
6 1 02 





Dans ce paragraphe et le suivant, nous démontrons les principales 

proprietés des dlffgrentes notions d'information précédernent introduites. 

Plus exactement nous gt5néralisuns les proprietés trouvées par Kullback 

en montrant que telle propriQt6 correspond à telle notion d'information et 

que telle autre propriété correspond à une autre notion d' information, 

Reprenons Les notations de 3.1 et 3.4, supposons que les quantités 

employées existent (hypothèse A-O) , e.t: pour éviter un cas trivial supposons 

La remarque suivante va alors nous permettre de déduire directement les 
Jh 

propriétés de 9 (1,2) de celles de 1(1,2)  telles qu'on les trouve dans 141 

sous l'hypothèse P I  E P2. 

Soient les espaces probabilisés ( Y , ( ~ , P ~ )  i = 1,2, et la mesure h 

positive et - f i n i e  sur {x ,a),  A $ 3 P i = 1,2. 
i" 

Hous avons déjà défini : 

Définissons de plus les deux espaces probsbilisés 

.r 13p:) i = 1,2 

formés par l'ensemble X l 2 ,  la tribu 0. X 1 2  trace de fl sur zl2 et la 
probabilité conditionnelle de P. par rapport 3 X l z .  

X 



P. (A. X 1 2 )  

Nous avons V A 8 &E p i W 1 I 1 2 )  ' ,- car Pi(X 12) > O 
1 

et  l'on dé f in i t  B" par k 

.gr 

II e s t  Clair que l a  r e s t r i c t i on  a" à ( 3 2  ,a , 5 2 1  de i e s t  une 
-1. ?; 

mesure posit ive,  0- - f i n i e ,  t e l l e  que h" > >. Pi> i = 1,2. 
r:. * 

On peut donc d6f inir l a  densite .fi d e  Pi par : 
-8, 

3; d ~ ;  
O $ £ .  = . I ' i - r n  ' d?tn 

-*.. fi 
On montre facilement que f .  - -mki2)  X - p. a. sur TI2. L'application 

X 
1 

3- 

mesurable E" est. dgfinie  sur  (*x 12, 0.2 lz) ir mais nous u t i l i s e rons  l a  dime i 
notation pour 1 'sippllcatlon mesurable d & f  in ie  sur ( 2  , (1) par 

I 

2'c +< 
4.1.1 Remarque. MOUS avons P E 

- l -b f : 
La quantité $"(1,2> = f l  Log dX est  lYa-formation I(1,2) en 

12 
f 2  

faveur de B contre H t e l l e  quve13e est definie par 3.2,Q dans C41, en 1 2 .r, d\ 

se plasant dans l e s  espaces ( 12, 0 . X I î  .Pi) i = 1,2. 

r>i 

Toutes les proprlGt6s de # (1," ((et par suite ce l les  de $(Id) 
* = Pz. et I(1,2) ) se démontrent corne dans Le. cas connu I(1,2) avec P - 

Nous nous contenterons d'énancez sans d&mnst ra t i an  les propriÉtés dont 

nous aurons besoin ultérieurement, sauf quand nous possédons une d6mnstra-  

tion originale  ou quand nous 6nonçons une propriété que Kullback a l a i s s é e  

dans l 'ombre, 



4.2.3 - Propriété. Avec les aotntians de 3 . 4 ,  nous avons : 
1 

1 avec 6galité s i  e t  seulenent si 

f': a f: x - p.s, sur xI2. 

f l  P l 2  - W . - - =  constante A - p.  B .  sur Y12 
£2 P21 

**- P l 2  
Le l e m  2.2 e t  la relation Ji(1,2) = $"(1,2) + Log - nous procurent 

p2 1 
les résultats désires. 

Le le- 2.2 appliqué à $, et l e  rappel 2 .1 ,  nous donnent les propriétés 

suivantes. 

P l 2  P l 2  - P21 
4.2.2 - Propriété. flr(1,2) 3 Log - 3 avec en particulier 

I P2 1 Pl2  

P l 2  P l 2  - P z 1  :>t. Jr - $(1,2) = Log - :: f l  = f, A - p . a .  sur Y12 
p2 1 P l 2  

P l 2  P l 2  - P 2 l  - $(1,2) Lag - = 
Pz 1 

<=> f i l  = f 2  
P I Z  A - P . S .  sur XI2 



nous avons P l ( A )  O ,  A 3 O et l e  leme (2.2) naus donne 
i 

5 1 P (A) 
c'est B dire $(1 ,2  ; A) = Log - -  dX $ Log - 

f 2 PÎ (A) 

f i  PI(A) 
avec égalité si et seulement si f;=P2(A] A- p , s .  sur A. 

P , ( A )  P I ( A )  -Pi(A) 
De plus par S. 1 et 2.2 : J1(1,2 ; A) :: Log - 

P, (A) % p (A) 

e t  une étude analogue 2 celle de 4.2.2 e s t  possible.Nous dêduisons de 

cela e t  de 3 . 3 . 4  l a  proposition suivante : 

4 .2 .3  - Proposition. S o i t  {A.  I : A i B a ,  A i C J 1 2  1 - p u s . ,  h ( ~ ~ )  > O ,  i 6  11 1 une famille finie ou dénombrable d'ensembles mesurables deux à deux die- 

jo in te ,  tels que A = VA. mus avons :, 

i GT 1 

La première inégalil6 eut une GgalLtiZ s i  et seulement s i  

f i  P l ( A i )  

qPPZ(Ai) X - P.S. sur k f B i E 1  

I La deuxième inégalité est: une; êgalité si et seulement s i  

P ,  (Ai) ' PZ (Ai.) 'fT i ô1  

Les deux inéga l i t é s  sont des Ggalltes s i  et seulement si  

f l  - f 2  X - pas. sur A. 

3: 
D'autres propuigtés analogues, concernant J1 et 1, peuvent ê t r e  

énoncées , 



Soient X et Y deux variabXe& algatoises independantes, à valeurs 

respecèivement dans (xy ( f )  e t  ( , @> , dont les lois sont: P. e t  Q. dans 
t 1 

l'hypothèse Hi ( i  = l , 2 ) -  

Supposons P. < A e t  Qi y, h et y niesures positives et e- finies 
1 

sur (31 ,a) e t  ( , ) Nous avons donc : 

dPi dai 
E .  = - 
1 dh A - p . s *  e t  $Ji =-- 

dv 
y - p.S. 

La variable aléatoire (X,Y) .3 valeurs dans ( x x  y,a@@) a pour l o i  

Ri, dans l'hypoehèse H R .  est te l le  que : 
i' L 

- Y A @a, Y B ê @  : Ri (AxB) = P. (A). Qi (8) 
1 

R i  
X mesure positive e t c -  f inie sur ( J x ~ , Q Q @ )  

dRi - -- d(X.y) sr+ hi A * Y  - P . S .  de plus 



4 . 3 , l  Propositi- Avec les notations ainsi définies, X et Y étant des variables 

I aliiatoires indépendantes : 

RIZ P12 Q12 
L~~ - = Log -- + Log - 

R2 1 PP 1 62  1 

La démonstration est immédiate et se conduit comme dans le cas classique 

(4.1.1). 

4.3.2 - Proposition. Avec les notations de 1.4, soit (X 1' X 2"  ..., X n ) un n-échantillon 
I d e x :  

Avec $n(1,2) m n L(x,2) L(xs ' )  dA(x) 

car $ = < x  C f : L(x,i) > 01 i = 1,2, 

la proposition se déduit immédiatement de 4 , 3 . 1 .  



4.4 - INFORMATION ET EXMAUSTIVIXE. 

4.4 .1  Proposition. Avec lcs notations de 1 . 3 ,  soit T une application mesurable 

- l de ( X , ( I )  dans , nous avons : 
d 

1 - L,rinformation globale reste identique à elle-même : 

P l 2  912 
Log -- = Log - 

Pz 1 Q2 L 

Dans Les deux premières relations on a égalité si et seulement si T 

[ est un résumé. exhaustif de X. 

La démonsrraéinn est identique au cas classique (4.1.1). 

On montre, avec les notations de 1.3 quê : P12 = q12,  P21 " Q21 e t  que 

sr- 

Le théortirne de transfert: donne cl = $"(! ,2), le lemme 2.2 appliqué à 8 
4- 

IF 
,, 9: 

JI f2 @ 81 0 
avecfl et i: montre que 6 3 O avec égalitE si et seulement si 

82 Q 

f 1 - =z 
&1 T c'est à dire par 1.3.2 si X est exhaustif. 

f 2 
sur x1.2 

&;! 0 T 

On en déduit : 

4.4.2 Proposition. Avec les notations de 1.4, soient (X ,..., X ) un n-échantillon 
1 n - / de X et S me statistique du n-échantillon, on a : 



I 
avec é g a l i t é  s i  er; seulement s i  S est un r6sumé exhaustif du 

n-échantLllon. 

4.5.1 - Proposition. Avec Les notations de 3.5, nous avons : 

<1(1,2) ? 0 -1- 

I. 

avec é g a l i t é  s i  e t  seulenient s i  f i  - f2 X - P.S. sur  

f 1 - P l 2  
c ' e s t  à d i r e  si - - - = constante sur T i 2  A - P . S . .  

f 2 P2 1 

" l 
Proposition. Avec les notations d e  4.3, so ien t  X e t  Y deux var iab les  

a léa to i res  independantes, nous avons : 

4.5.3 Proposition. Avec les nota t ions  de 1.3, s o i t  T une appl ica t ion mesurable 

de (z,L{) dans ( naus avons : 

g c l , 2 )  3 y, 
1 avec é g a l i t é  s i  et seulement s i  T es t  exhaustif .  

4.5.4 Proposition. Avec l e s  notat ions d e  1 .4 ,  so ien t  (X ,..., X ) un n-échantillon 

- l 1 n 
de X e t  S une s t a t i s t i q u e  du n-6chantiïtlon on a : 

1 avec é g a l i t é  s i  e t  seulement s i  S e s t  un résrné exhaustif du n-échantillon. 

Les démonstrations de ces quatre proposi t i o n s  sont évidentes à p a r t i r  

de l a  d é f i n i t i o n  3.5.1 de e t  de 4.2.1,  4 . 3 , 1 ,  4.4.1 e t  4 . 4 . 2 .  



Dans ce paragraphe, nous donnons la généralisation de la notion de 
Cr> v "minimum discrimination information" dans le cas o i i j  n est pas homogii-ne. 

A partir de cette inégalit6 Kullback demontre un certain nombre de relations 

et en particulier, sous certaines conditions, 1' inégalité de Cramer-Rao ; 

mais il semble plus simple et plus génCra1 de démontrer directement: cette 

inégalité (7.2) que de la deduire de la proposition 5.1. 

Avec les notatioris de 3.1, soient £1, E2 les densités de P 1 ,  5 9  et 

T une variable aléatoire réelle d e f i n i e  sur (Y,[[), P - integrable et 
1 

vérifiant : 

1 Proposition. L'information en faveur de B contre H vérifie : 
t 2 

-1, 

- +"(1,2) 3 a - Log M2 
P l 2  

- Ji(1,2) 2 0 - L o g M 2  + I . o g p -  
2 1 

1 avec égalité si et seulement si 

X l  suffit d'appliquer la remrque 4 . 1 . 1  au r6çultat de f 51  si l'on 
% 

note P la mesure de probalilit6: sur ( x , ~ )  dont la densité est : 



la proposition 5.1 peut s'exprimer sous la forme 

?, 
Proposition. Si P vérifie 0 = T ?it ddh 

12 

avec égalité si et seulement si f = ? A - p.. .  

alors 

Proposition. Si 8 vérifie 
I 



D E  F I S H E R  G E N E R A L I S E E  ........................................ 

Dans ce chapitre nous proposons une définition originale de la 

quantité drinfonnation de Fisher (Q.I.F.)  directement dérivbe de la diver- 

gence et de 1' information selon Kullback, étudiées au chapitre II. 

Cette notion sa confond avec la notion classique quand les conditions 

de rSgularité, habituellement demandées pour obtenir l'existence et les 

principales propriétés de la Q.X.F., sont vérifiées ; mais nous montrerons 

que dans l e  cas géneral, nous conservons l a  presque totalité des "bonnes" 

propriétés de la Q e I . F .  et en particulier l'inégalité de Cramer - Rao. 

Si 6 DEFINITIONS ET PEZOPRIEES 
- I - - - - - - -Y~-- l - l - - - - -~- - - - - - -  

6.1 - NOTATIONS. 

Soit y= {Pe : 0 E O C  IR) une famille de probabilités sur (x  ,a),  
dominGe par la mesure positive C F -  finie A : 

fl Mou 41y3p04oru dtlMd ce chap&e que o ed;t un o u v e ~ t  de IR, que J 
vékidie &'hypafii?%e A-O et  comme précédemmzent nous no tons : 



- (p(flo,û1) la p a r t i e  finie do In divergence entre 0 1  et 60  c'est B dire 

6.2.1 - .  D6f initiorr. On appelle qeurn.~,GAé d ' i n b o W o n  de F.i.4hw g&ni?4dh& 

(Q.I .F .G. )  .&LaPt t e  po&n$$&~' 9 0  G O, Ici  quantité finie, si elle e x i s t e ,  

définie par t 

. C'es t  2 d i r e ,  pour B O  G O f j ~ d ,  ~ O U G  supposan;. que l f (O0,0)  possède 

une dérivée secande par rappor? à 0 en La syangtrie de 9 nous montre 

6.2.2 Proposition. Si Pa Q.I.F.G. existe pour 90 6 0 alors - I 

S i  F(e0) existe, nous pouvons écrire la 2ème formule de Taylor pour 

tout 6 assez voisin de 60 : 



avec l i m  E (O) = O 
@+O 0 

La proposi t ion  4.5.1 mus donne : v(00,8)  3 O e t  v(80,80) a O. 

\O(eO, 8) passe donc par  un minimum en 80 ,  corne l a  dgrivée première 
t 

<ao ,  0) e x i s t e  dans un voisinage de go, il v i e n t  : { (ao,e) / = O 
B=OO 

e t  pa r  s u i t e  : 

en passant à l a  l imi te  on o b t i e n t  l e  résultat dés i ré .  

Remarque : S i  l'on considère f$((80,8) comme une fonct ion  pos i t ive ,  

nulle pour ( 3 ~ 3 0 ,  alors la réciproque de ce t t e  proposi t ion  n'est pas v r a i e  

c a r  l a  l i m i t e  peut e x i s t e r  sans que \% s o i t  deux fois dér ivable  / O  en 80, 

par  exemple : 

4 1 
pour v(80,0)  = (@-Bo) ( cos .(- 2) nous avons 

0 $0  

v(eo,e) d2 
1 im = O mais - n ' e s t  pas déf in ie .  

(e-e,12 

Corn dans les chap i t r e s  précbdents ( 3 . 6 3 ,  nous noterons le  cas échéant : 

ÿX(@09B) e t  FX(Bo) pour indiquer précisément que 7 e t  P sont  calculées à 

p a r t i r  d e s  dens i tgs  f f correspondant 2î l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  X. e o 9  e 



6.3.1 - Proposition. FfOO) >, O 

£6 
Si = C(ao,B) h - P.S. sur xOo0, pour tous les 9 appartenant 

1 80 ' à un voisinage de ûo, alors F(eo)  = 0. Cf eo ,e )  étant une constante, indé- 
pendante A - P.S. de x 6 SBBo, qui peut dependre de (80,6).  

De la proposition 4.5.1 : v ( 8 0 , 0 )  3 O on déduit 

0 
La condition - = constante sur yC ==> Q(80r$> = O et f(80,Q) = 0 f 

8 0 
0% 0 

pour tous les 8 dans un voisinage de 80 => F(BO) = O. 

6.3.2 - Proposition. Avec les notations du paragraphe 4.3, si X et Y sont des 

1 variables aléatoires indapendantes, on a : 

La relation est obtenue im6diatement 2 partir de la définition et de 

la proposition 4.5.2 : 

iPx,y(00.6) - <p,<eo,e> * iF,<%,,@) 

6.3 .3  Propasition. Avec les notations du paragraphe 1.3, si T est une application 

mesurable de (7 , a ) dans (Y ,& ) nous avons : 
px(o0) 5 FT(@o) 

( De plus, si T est un résumé exhaustif de X pour 0 0 . 6  O, alors PX(BO) = PT(BO). 

De la proposition 4.5.3 : <QX(fIPi0) z \ ( ~ ~ . e )  on déduit 



De 6.3.1, 6 . 3 . 2  et 6.3.3 avec les notations de 1.4, on déduit 

Proposition. Si (XI,X 2a...,X ) est un n-échantillon de X et S une statis- 
Xt 

tique de ce n-&chcuitilLon, on a : 

De plus,  si S est un résumé exhaustif du n-échantillon pour Ç O, alors : 

Fn(eo) FS(eo) 

6.3.5 - Remarque : Notre Q.1.F.G.  possède donc les propriétés de la Q.I .F .  classique 

sauf le fait que PX = P dans 6.3.3, nrentraine pas nécessairement T ' 
l'exhaustivité. 11 ne semble pas exister de conditions simples pour conserver 

cette propriété. 

0 Si p= IP, : 0 6 8 )  vérifie les hypothèses A. 1 et b.2 de 2.7, J vérifia 
l'hypothèse B : 

B - 0 1) J vérifie A. 1 

2) O est un ouvert d e @  

3) TT O0 E 0, 71 E > O ,  J v ( B 0 , ~ )  > O te l  que 

eleo,elfeo, f e l - e , l <v  => 

l - Po(Y 01) 1-E 

- le rapport de deux quelconques des cinq quantités suivantes, supposées 
1 strictement positives, est: compris entre 1 - E  et If€. 



i'r f 0 
, ( e , , @ d  =lx ( f i  - f l )  Log 7 dh 

O 1 f l ,  

Proposition. Notons B(Oo,O) une quelconque des quatre quantités A ( B 0 , 0 ) ,  .*- -i- 

A(8,8g), 2$"(80,0), 2$"(8,00), s i  pvérifie l'hypothèse B et si la Q.I.F.G. 

F(eO) existe alors : 
B(eo,@) 

F(OO) = l i m  
8+00 (O-80) 

2 

De plus, si B(80y8)  est deux fois dérivable par rapport â 8  en $0, nous avons : 

q(oo ,e )  
S i  ~ ( 0 ~ )  existe, 6.2.2 => F(OO) = lim 

8+Bo (8-e0) 
2 

mais l'hypothèse B entraîne : 

ip(eo , e l  yC@,,e) Ce-@,) 
2 

1 = lim = lim . Lim 
6-+6 O B ( ~ O , ~ I  e+eO (e-eO)2 8+e0 B(O0,8) 

on en déduit le premier résultat demandé. 

ne plus, s i  B(eo,e)  est deux fois difi&rentlabfe /O eneO, la fonwle 

de Taylor et une dGmonstrarion analogue à celle de la proposition 6.2.2 nous 

donnent 
1 d2 

@=a, 



On peut faire une remarque f.iniilaire à celle de la proposition 6.2.2 

indiquant qu'il est indispensable de supposer B ( B 0 , 8 )  deux fois différen- 

tiabl-e /O en R a  ?oua. qixe Ta liaita sol? égale à la moitié de la derivée 

seconde. 

Pour dGf i.nir 3 a Q. L,F, , au sens classique, et obtenir les propriétés 
équivalentes 2. celles des paragraphes 6 et 7, on suppose habituellement 

un certain nombrc cl@ conditlsns de régularité, en particulier 
R J = IPg : 0 8 81 doit Etrc hanogène, [21, I81. 

Cette dernière condition, nous restreint au cas de l'information et 

de la divergence étudi6es par KuZIback aù l'on a : 

On trouvera dms K41 les hypothèses et la d6mornstration qui conduisent aux 

résultats suivants (voir aussi K33) : 

6.5.1 La Q.Z.F. au sens classiq~ie est définie par 
2 (' ~ o g  f(.,e)) f ( .  $ 0 )  d~ 

a - Var, ( =Log f ( X . 0 ) )  

a 
car la variable alGataire - ~ o g  f ( X , % )  est centrge. a e 

6.5.2 - Sous les conditions de regularité de [43  : 



La démonstration se conduit en montrant d'abord que : 

4) J ( e O , e )  X(eo,e) 
1 im = l i m  2 = 2 lim 

0+00 8+60 (8-80) 
2 8+e0 

et ensuite que : 

Nous pouvons donc en conclure 

6.5.3 r) Si J vérifie les conditions de rggularité de 143 : 

1 - ?vérifie l'hypothèse B. 



Dans ce paragraphe nous présentons des inéga l i t és  qui ggnéralisent 

l ' i n éga l i t é  d i t e  de  "Cramer - D a m i s  - Frechet - Rao", NOUS nous inspirons 

de la méthode de Chapman et Robbins dans E 1 3 ,  notre contribution porte 
3 d'une part sur le f a i t  que nous ne supposons pas J homogène e t  d'autre par t  

nous montrons qu'me quanti té tntroduite dans E11,C31 e t  CS], n ' e s t  autre  

que l a  Q. 1 .F.G. du paragraphe 6 e t  cela dans l e  cas général e t  non pas uni- 

quement sous Tes conditions de régu la r i t é  de 6.5. 

Reprenons les notations e t  les hypothèses de 6.1 e t  supposons de plus  
O queJ v é r i f i e  l'hypothèse A-1 de 2.7, c ' e s t  à dire  en pa r t i cu l i e r  que l'in- 

tégrale suivante ex i s te  : 

Nous supposerons que T est urne var iable  a léa to i re  r é e l l e  déf inie  

sur (J , Q,P ), du second ordre V 8 6 O e t  nous noterons : 
8 

2 T f g  d h ,  Varg T = X* (T-Ee(T)) f *  dh 



7.1.1 Proposition. Avec les notations précis6es ci-dessus, si yvî,érif ie 

- l - 
l'hypothèse A-l e t  s i  7: e s t  du second ordre V Û O alors 

Dans le cas particulier où 9 est homogène l'inégalité devient : 
2 

v a  80  T.%(oo,el) 5 ( E ~  -EI(T)) 

L1inégalir6 d e  Schwartz nous donne : 
2 

2 7': 
(T-EOI) E n  d h  . (T-EO 1) -7 

f 0 

Var T 
8 O 2 "  

1)  Nous avons (T-EOi) f o  dX 
P o 1  

en e f f e t  

Varg T 
= a +  b t  + b 2  avec a 1 0 ,  b2 5 Q 

Po 1 

ce que nous cherchions 

donc 



:t i'r 
f a  - f l  * 

il vient  

2 
Var T.%(eo,Olj :: ( E O ~ ( T )  - E I O ( T ) )  -Po1 

00 

* ?'i 
S i P e s t  homggne nous avons P s P  => f o  - f o ,  fl = fl, 

01 eo 

Remarquons que : ~ B o , B l )  = 0 <=> ft = f; A - p . a .  
f 0  - constante X - p,s, => E1O= EO1 e t  l'inégalité dans ce cas 
£1  

est sans intérêt O 5 0, 

7.1.2 - Proposition. On déduit inmgdiatement de 7.1.1 : 
1 

( E o ~ ( T )  - E l o l i ) 1 2  
Var T 3 sup 

$0 ~x(Oo.Ol) 

avec O0=(Bi6Q:A(UO,til) >O). 

Dans l e  cas particulier où 9 est homogène. ce t t e  inégalité devient : 

O Dans le cas homog&ne 00 = O car V(BO,O1) 6 e2 
nous avons P 0 1 * Po = I et  de: plus  nous avons supposé f # f A 7, S. 

si 8 f 8 0  (1.2) 
00 8 

7.2 - INEGALITE DE CIRAMER - RAû GENERALISEE. 
Nous étudions maintenant ce que deviennent les inegalités de 7.1.1 

quand 0 1  + 80, e t  quand l'hygoth6se B de 2.7 est vérifiée. 



Proposition. Si T esr  du second ordre pour 80 6 8,  si p v é r i f i e  l'hypothèse 

I B et si la Q , E . F , G .  F (O0 )  existe alors : 
8 

E O I C T )  - E I O ( T )  
Var TeFX(OO) 3 l i m s u p  

00 8 1+@ O 
00- 01 

Dans le cas particulier où 3 est  homogène, l'inégalité s'écrit : 

Var T.PX(OO) 5 l imsup 
0 O 

01-+00 
60- '31 

s i  de plus dans ce cas, E (T) est  détivable par rapport à 0 en 00 alors : 
8 

C9Me dmni.&e Ln&g&é G k  três exactement t t i r r é g W é  de C&a&Wt - Rao 
mais établie par une d6rnoonstration originale sous des hypoth&ses plus 

faibles que dans la démnstration classique. 

2 
,En divisant les deux membres des inégal i tés  de 7.1.1 par (O0-BI) e t  

en remarquant que sous llhypothZise B 

- lim Pol = PO('2'01> = I 
0 1+0 0 

~ ( O u S e i )  - lim 2 = ~ ~ ( 0 ~ )  par 6.4.1 
81'00 (@0-81) 

le passage à la limite nous procure les deux premières inégalités. 

De plus supposer Ee(T) dérivable /O en 80 c'est dire 

cela  nous donne ltini5galiéé de Cramer - Rao. 



Dans ce paragraphe T est une variable aléatoire réelle du second 
p i  

ordre telle que : (1% F ) 2 ( R i j 1 s ~ 8 )  avec 
8 

les notations des paragraphes 1.3 eL 6.3, en identifiant (Y $5) il ( (R, a), 
il vient : 

etc 

Nous pouvons alors énoncer sans difficulté les propositions 7.1.1, 

7.1.2, 7.2.1, dans l'espace ( I R , ~ , Q ~ )  et non plus , , Po) 

en substituant O = fQe :  '6 8 01 à p o t  en remplagant $(90,81), FX(BO) 

par les quantités 4(80.01), P (80) calculées à partir des gg. (Rappelons T 
qua : Q homogène <-> Q homogène) .  onte en tons-nous d 'énoncer les deux 

propositions suivantes déduites de 7.2.1. 

7.2.2 3 - Proposition. S i  T e s t  du second ordre, si $ et T, vérif ient l'hypothèse B 

et si les Q.I .F .G.  FX(BO) et PT(BO) existent alors : 

i Eo~(T) - glO(T))Z Var T.FX(eO) ) Var T.FT(Oo) b lim sup 
60 8 O 8i3@0 00-81 

Dans le cas particulier où P e s t  homogène et où E (T) est  dérivable /% 
8 

en 60, les In6galités s'écrivent : 

Var T.FX(Bo) 5 Var6 T.FÏ(BO) 
8 0 O 



Proposition. Avec les notations de 1.4 et 6.3, soient (XI, ..., X n ) 
un n-échantillon dc; X er: S une statistique reelle de ce n-Gchantillon. 

Si S est du second ordre, si? e t  vérifient l'hypothèse B et si les Q.I.F.G. 

P (Bu) et FS(BO) existent, alars : X 

Var S.F,(eO) = n.Var S.Px(BO) 3 Var S.FS(Bo) 
00 0 O 00 

e o l ( s )  - 
3 lim sup 

el+-80 
@o-61 

A Dans le cas particulier où ) est homogène et où EB(S) est dérivable /û en 80 ,  

ces inégalités s'ecrivent : 

Var s.Fn(eo) - n.var s.PX(eo) 5 Varff S*FS(BO) 
@O 6 O O 

La premiere inégalité de 7.2.2 est évidente car 

~ ~ ( 0 ~ )  5 ~ ~ ( 0 ~ )  par 6 .3 .3  

3 et la seconde inégalité est la transposition dans ( IR, A,Q ) de 7.2.1. 
6 

La paoposition 7.2.3 se deduit directement de 7.2.2. 

EFFICACZTE. 

' Plaçons-nous dans le cas où 9 est homogène, sous les hypothèses définies 

dans la proposition 7.2.2, nous avons : 



Le teme central donne une minoration plus fine de Var T que le terme 8 
de droite, mais celui-ci sous certaines conditions ?eut donner une minoration 

de Var T indépendante de T, Çupposons que T est un estimateur sans biais 
0 

de h(B) de variance f in ie ,  h(0) etmt une fonction réelle dérivable de 8. 

Nous aurons E,(T) &xa h(0) V 8 6 8  e t  

Var T 3 
1% h ( ~ ) ) ~  (' h(S)j2  

e PT(@) 5 FX(e) 

DBfinissoas 
(Ee - E~~ (T)) %(e,h) P SUP = sup 

8 l€OO 6 lEOo %(o.el)  

pour BE@ fixé : 90 = ( B i € @  : $(8.01) > 01 

A partir de 7.1.2 et 7.2.1 il vient : 

Les deux temes de droite sont inciépendants de T, nous porivons 

alors donner une définition de l'efficacité plus précise que dans le cas 

classique, 

a 
Définition : Si J ' e s t  homogène et vérifie l'hypothèse B, si la Q.I.F.G. 

FX(6) existe, si T est un estimateur du second ordre sans biais de h(8),  

h(B) étant une fanctioa r6elPe dérivable de 860 alors : 



1 et SI est un U&~R-&M, e&&ic.ace. de h(e), si : 

et T est un ebkunaeun de vakianc~ mWwnum si : 

VarOT = ,hl S e 6 0  

Une étude analogue à part5r de la proposition 7.2.3 nous conduit a 
énoncer d'une autre nanière les définitions précédentes. 

Définition. Avec les nctarions de 1.4, soient (XI, ..., X ) un n-échantillon 
n 

de X et S une statistique réelle de ce n-échantillon,Si S est un estimateur 

du second ordre sans biais de kr(0), h(Q) étant une fonction réelle déri- 

vable, si 9 est homigène et v6rilli.e l'hypothèse B CC si la Q . I . * . G .  PX(e0) 

existe, nous pouvons d é f i n i r  : 

pour 0 C I"i f ixé  : O @  I o ~ E O  : A &Q,O1) > 01 n 

Nous savons que Eg(S) = h(Q), alors il vient : 



et s est m ~ ~ t c i n a ; t ~  ~,Q&i,cacro de. hfe) si : 

et S est un ~ n m & u 4  de v&mce r n i m  de h(e) si : 

Var,$ - HJ8,h) V 0 ô O  

Dans un problème concernant l'estimation de h(0)B partir d'un échantillon 

de taille n variable, il est normal. d'ajouter à la définition 7.3.2 le fait 

que les relations doivent être vraies quelque soit n. 

D'autre part le cas échéant, on peut généraliser ces définitions en ajoutant 

le qualificatif asymptotique quand une relation de 7.3.2 est vraie seule- 

ment pour n -t - , 
Notons que sous les hypothèses de 7.3.1 et 7 .3 .2 ,  s'il existe un eeti- 

mateur efficace alors F (8) = PT(@) OU X 

et sril existe un estimateur de variance minimum (éventuellement efficace) 

cet estimateur est unique C21. 



7.3.3 - Remarque. 

' 7) 
Dans le cas aù J n'est pas hemogSne, I I  ne semble pas exister de 

conditions simples et ggnérales pour que Var T soit minorée par une quantité 
l 0 

independante de T. II n'est donc pas possible, par cette méthode, de définir 

une notion suffisamene générale el: satisfaisante dtefficacité ou d'estima- 

teur de vaxi.arèce minimuin. 

0 
Mais il est possible, dans certains cas où J n'est pas homogène, de 

montrer que Les quaa&irés de la £arme (7.2.2) : 

lim sup 
0 1+00 

sont indépendantes d e  T appartenant 2 une certaine classe d'estimateurs, 

les inégalités de 7.2-2  et 7.2.3 permettent alors de définir un critere 

d'effîeacité pour Les estlmateuss de c e t t e  classe.  



Dans ce paragraphe nous traitons succintentent un exemple daas lequel 

nous mettons en oeuvre les techniques définies dans les chapitres précédents. 

La loi choisie ne v4rifie pas les conditions de régularité de 6.5 et en 

particulier l'application de la formule classique 6.5.1 conduit B des 

absurdités. Par contre cette loi vérifie les conditions A et B de 2.7 et 

il est possible d'obtenir la guantitê d'information de Fisher ggnéralisée 

et l'inégalité de Cramer - Rao. 

Etude préliminaire. 

Soit X une variable alGatoire Gelle dont la densité de la loi par 

rapport à Sa mesure de Lebesgue sur ( aC, 8) est : 

f3 8 x 
f(x,e) ,a 7 e t , .O,Bl(~)  avec @ E IO,+=[ 

eo - 1  

Nous avons : 

Si x = (X 1 9 . . . , ~  ) est une réalisation du n-échantillon (XI$.. ,,X ) 
n n 

de X, l a  vraisemblance de 0 est : 



L ( X , $ )  = O ailleurs, 

Enfin on montre facilement que la famille de probabilités considérée, 

vérif ie  les hypothèses A-O, A-1, A-2 donc L%ypothèse B de 2.7, 

Ouantité d'information de Fisher au sens classiaue. 

Pour x '  G 3 0 , 0 E ,  i = I,.,.,n, nous avons : 
1 

a 0 e 
0 

- Log f(xi,B) = X. - EB(X) - - a e 1 a 2 

Calculons Xa quantité d'information au sens efassique (6.5.1) 
* 

donc 



a 
La propriété d'additivité est en défaut car -Log f (X,e)  n'est pas a e 

une variable aléatoire centrée. Cela provient du fait que l'on ne peut 

intervertir, dans ce cas, le signe de dérivation par rapport à 8 avec le 

signe d'intégration. Pour la même raison on ne peut obtenir l'inégalité 

de Cramer - Rao par l e  thGos2rne classique. 

Partie finie de la divergence. 

Pour 0 1 ,  8 1 0 , * ~ [  et 61.,<02 nous avons 



Une autre ecriture est possible en prenant les indicatrices : ll~,,t(~~) 
et 'le,+-[ ( O 0 ) .  Dans le paragraphe suivant nous allons supposer 

80 fixé et faire tendre 8 vers 00, l'écriture choisie est donc plus 
$; 

explicite. A partir de q e t  de y le calcul de JI 1 et 3 est immédiat x ' xs X X 

mais ne présente pas dfintéri2t  dans cet exemple. 

Quantité d'information de Fisher généralisGe. 

Un calcul direct montre. que pour O O  E IO,+..[ fixé : 



et donc que : 

Ce calcul direct est compliqué, mais en remarquant que : 
n 

et que d e l , e 2 )  + f3(e18e2) a(Ol,0,) + B(e1,02) 

1 i m  = lim 
e2+8 (81-82) 

2 
81+82p80 (fj,-e,~ 

La proposition 6.4.1 et la formule de Taylor par une technique 

analogue à celle de 6.2.2 nous prouvent directement les résultats désirés, 

8.5 - Inégalité de Cramer - Raa gén&ralisée. 
. n 
1 

Soit la statistique 2 - 1 X. du n-échantillon (XI .. , . ,X ) de X, n 3. n i= 1 

? est un estimateur sans biais de h(O) : 



Nous avons lFinégalit6 de Cramer - Rao : 

- 
"% O F ~ X 1 9 . s . 9 ~  (a,) r lim sup n 0 

Un calcul s imple  donne 

- 00 " e 
Var* X . 

O F ~ , ,  . . . ,X n 

e t  il vient : 

e t  
1 var, X = - 1 

Vare X = - FX(BO) (8.1) 
O n O n 

Nous avons donc : 

c'est  2 dire égal i té  dans .l'inégalité de Cramer - Rao. 

On en déduit de plus : (0,) - F i ( e 0 b  
n 
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