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1. I N T P O D U C T I O N  





1 - Introduction 

C e  chapitre,  qui  a pour but  de f a i r e  découvrir l e  s u j e t  t r a i t é ,  a 

été volontairement rédigé en termes i n t u i t i f s  de façon à permettre aux lec- 

t eu rs  non-mathématiciens, en p a r t i c u l i e r  l e s  s p é c i a l i s t e s  des sciences hu- 

maines, chez qui  l a  théor ie  des graphes trouve une audience p a r t i c u l i è r e ,  

de se fami l i a r i se r  avec l e  problème e t  d'en avo i r  une vue d'ensemble.le 

mathématicien trouvera dès l e  chapi t re  2 l e s  termes auxquels il e s t  habi- 

tué. 

Tous l e s  graphes considérés sont des graphes f i n i p .  -- 





1.1.  Le problème 

1 . 1 , 1 - Défin i  ï ion  iiitci ti17.r c? ' 4x1 --*ay-.e -- -f2.-:.2 

D é f i n i t i o n  1 Ur, graphz rehit--être rc r i r l sen té  p a r  une f i g u r e  géométrique fornée  

d e  p o i n t s  r e l i e s  p a r  des l i g n e s  o r i e n t é e s .  

l ~ e s  p o i n t s  rcprEser.te-2t l e s  sanimts . 
I l e s  1Lgr.c~ o r i en tges  rcpr6ssntene Ics - a r e s  

Ion appellera fi l e  n~r;?.brc dc sommets e t  m l e  nombre d ' a r c s  

1 . 1 .2 - Enoncé du nro5 1èz.c- 

La figzse géomGtrique r zp ré sen ta t ive  d'un graphe n ' e s t  pas  

unique, I L  y en a me i n f i n i t É  q u i  SC déduisent  de l ' une  

d v e i l c s  pa,r ~JéLomat inn  cont inue,  

1.1.3 - D i f f i c u l t é  ec express ion  du rroblème --- 

Problème 

Pour des grapkes de q n c l q u ~ s  s c m e t ç  e t  quelques a r c s ,  l ' c e i l  

La ques t ion  qui  s e  posc nature l lement  e s t  de s a v o i r  r econna î t r e  

s i  deux f i g u r e s  r c ~ r 6 s e n t e n t  l e  ixême graphe, c 'es t-à-dire  s i  - 
c l l e s  s<mf supcq1osal3'ies par  déformation cont inue.  (Exemple o 

Pig. 1)  

3 1  e s t  évidl-zt q u s î l l e s  doivent  8 v ~ i r  même nombre d ' a r c s  e t  

de s o m e t s .  

permet de lomer ilne soicti.or,, mais dès que l e s  nombres d ' a r c s  

e t  de sonrnt.ts ~ u p z n é ê n t  il devient  néces sa i r e  de r epé re r  l e s  

s o m e t s  ( e t  peut-Strc  mi?mc, l e s  a r c s )  en l e u r  a f f e c t a n t  un 

identi.fic?.tcur ? x i  n_n gEaércnl sera un nombre ou une l e t t r e .  



Expression Le problème devient  a l o r s  : t rouver  une correspondance b iu -  

nivoque e n t r e  l ' ensenb le  des som.ets de l ' une  des f i g u r e s  e t  

l 'ensemble des r,vmets de l ' a u t r a  f i g u r e  q u i  r e spec t e  l e s  

l i a i s o n s  pa r  l e s  a r c s  qui  e x i s t e n t  e n t r e  eux (Exemple : Fig. 2) 

On r é sou t  en  £ a i t  un problème p lus  compliqué, pu isquPon cherche 

une transformation de l ' une  des f i g u r e s  e n  1 ' a u t r e  pour é t a b l i r  

s i  e l l e s  sont  ou non superpcsa3les .  

Notons, en remarque, quo c e t  t e  a p p l i c a t i o n  biunivoque n ' e s t  pas  

nécessairement unique 

1.1.4 - D i f f i c u l t é  supplémentaire : La r e p r ê s e n t a t i o n  d'un graphe 

P lus  un graphe a dc soramcts c t  d ' a r c s ,  p lus  il e s t  - d i f f i c i l e  

de l ' é t u d i e r  2 czuse de l a  t a i l l e  des problèmes de  mathématiques 

combinatoires q u ' i l  f a u t  réçoudre.9n a a l o r s  recours  à des procé- 

dés nécaniques comme ceux qu ' u t i l i s e n t  l e s  c a l c u l a t e u r s  é l ec t ro -  

niques.  L'inconvénient est  que ceux-ci u t i l i s e n t  des graphes q u i  

ne s o n t  pas des f i g u r e s  géométriques e t  q u i  impliquent  une indexa- 

t i o n  des sommets. 

D é f i n i t i o n  Un graphe comportere a l o r s  un ensenble de sommets i nd icés  e t  1 une fonc t ion  exprimant l e s  l i z i s o n s  e x i s t a n t  e n t r e  ce s  sommets, 

e t  l a  r e p r é s e n t a t i m  ~ é o r n 6 t r i . s ~ ~ :  aura  complètement disparue.  'Frais 

il f a u t  s e  rendre compte que l e s  a s i n t s  d'une mêne f i g u r e  peuvent 
LI Ctre  indexés de mul t ip l e s  facons pe r  an nene ensemble d ' ind ices .  

Nouvel l e  1 Involontairement on prendra pour d i f f é r e n t s  deux graphes obtenus 

express ion  1 à p a r t i r  d'une mêne f i g u r e ,  m r i s  indexée de deux façons d i f fé ren=-  

t e s ,  Le  problème s e r a  encore de r econna î t r e  s ' i l  s ' a g i t  bien du 

même graphe (Exeraplc : Fig .  3 ) .  

f l e s t  l e  même que dans l e  cas précedent .  



1.1.5. Graphes isomorphes. Déf in i t i on  i n t u i t i v e  

Part i int  de l a  no t ion  de graphe donnée p a r  l a  D é f i n i t i o n  2( 61.4) 

on d t r a  quz 

Déf in i t i on  3 deux graphes s o n t  isomorphes I 
Is ' il  e x i s t e  u ~ e  coïresp-mdance biunivoque de l 'ensemble des 

( i n d i c e s  des sommets de l ' u n ,  s u r  l 'ensemble des i n d i c e s  des 

1 sommets de l ' a u t r e  q u i  r e spec t e  l e s  l i a i s o n s .  
\ 

S i  l e s  i nd ices  s o n t  l e s  mêmes ,  c e t t e  correspondance est une 

permutation. Les graphes isomorphes permettent  de résoudre l e  

problème posé 

FI e t  F2 s o n t  deux f igu res  q u i  r ep ré sen ten t  un même graphe 

Fig. 2 

P3 e t  F4 sont  2 reprhsenfa t ions  du &ne graphe 

Il f a u t  f a i r e  rorrespondre l e s  sommets de même i n d i c e .  



Fig. 3 

Représentation 

Indice  sommets successeur: 

l 
I nd ices  S o m e t s  successeurs  

1 1 

F 5 e t  FI5  son t  l e  &ne graphe sous des indexations d i f f é r e n t e s  

1.1.6 - C a s  concrets 

Wncontre-t-on effect ivement  ce problème? 

Oui, chaque f o i s  que l ' o n  engendre des graphes pa r  un procédé 

que 1 conq rie. 

Exemple : cons t ruc t ion  pa r  ca1culatel . r  de graphes ayant  une 

p ropr i é t é ,  qui  peut -ê t t?  

- avoi r  un nombre fixe de som1ets , d 'arcs .  

- être hypohanultonien (Problème dc bmqtaet du Club des I r r a s -  

c i 3  l e s )  

- ê t r e  suscept ib le  de suppor ter  des f l o t s  qu i  s e r o n t  aussi des 

tens ions  (Problème de La décomposition de rec tangles  en carrgs 

de cô tés  d i f f é r e n t s )  

etc. .  . 



1.2. P r inc ipe  de r é s o l u t i o n  

1.2.1 - Des tests 

On p u t  Qv idemen t  i n c l u r e  des t e s t s  cl.p,propriés à l a  méthode 

enployée au  cours de l a  cons t ruc t ion  des przphes, mais le p l u s  

souvent c ' e s t  devant l e s  graphes obtenus que s e  pose l e  problème 

de  r econna î t r e  ceux q u i  s o n t  isomorpSes. 

1.2.2 - E t  des Pemuta t ions  

S i  on prend l a  précautiorr d v i n d i c e r  l e s  sommets avec l e s  mêmes 

i d e n t i f i c a t e u r s ,  c ' e s t  a l o r s  un prfsblème de permutation, e t  l a  

méthode l a  p l u s  n a t u r e l l e ,  c e l l e  q u i  v i e n t  à l ' e s p r i t  e s t  de 

permuter de tou te s  les f a ~ o n s '  poss ib l e s  l e s  sommets de 1 'un des 

graphes e t  de l e  conparer à ' l P a u t r e .  Halheurcusement: c e t t e  métho- 

de est très longue. 

Pour des graphes de c = 12 sonrrets, e t  un c a l c u l a t e u r  q u i  engen-  .*- 
d r e  e t  essaye  une permutat ion dtt 0 , l  seconde, il faudra  dans 

l e s p i u s  mauvais cas,  c a l c u l e r  no = 1 2 ?  = 479 001 600 permutations 

p u r  déterminer  s i  deux graphes s o n t  i smorphes .  S i  les graphes 

ne l e  sont  pas ,  on ne l e  s a u r a  qu 'après  avo i r  essayé  ces  n! per- 

mutat ions.  Pour un t e l  c a l c u l a t e u r  c e l a  reprcsente  un fonct ion-  

nenent ininterrompu pendant 1 an  e t  demi ou 2 ans. 

1.2.3 - Respectant l e s  l i a i s o n s  

Aussi,  ne va -t-on pas cssôyer  t nu te s  l e s  permutat ions,  e t  p a r  

d i f f é r e n t s  prûcédés e s saye r  d'en é l imine r  l e  p lus  poss ib l e .  

i't 

Un t e l  calculateur p o u r r a i t  t r a v a i l l e r  comme s u i t  : 
- Xeprésenter les graphes p a r  l e u r s  mat r ices  c a r a c t é r i s t i q u e s  : sr A I  pour l e  1 , A2, pcur l e  sccond. 
- Pour chaque permutation c m s t r u i r e  l z  mritrice permutat ion asso- 

c i é e  P 
-- V é r i f i e r  s i  A l  = P$A~.P- 

Ces opéra t ions  n é c e s s i t e n t  pour chaque permutzt ion 2n3 add i t i ons  + 2n 3 
m u l t i p l i c a t i o n s  e t  2n2 conparaiçc?ns sans  ccmpter l e s  opé ra t ions  s u r  les ind ices  l 



Pour c e l a  on  u t i l i s e r a  : 

l a  p r o p r i é t é  fondamentale 

1.3. La méthode 

, 

3 

1.3.1. - Les d i f f i c u l t é s  

S i  deux sommets son t  r e l i é s  p a r  un a r c  dans l 'un des graphes 

l eu r s  correspondants l e  sont  a u s s i  dans l ' a u t r e  avec r e s p e c t  

On E p s  e a l o r s  t r o i s  ques t ions  

1 de 1 'o r i en t a t io r i  de l ' a r c  

qu i  i n t u i t i v e m e n t  s i ~ n i f i e  que l a  correspondance r e spec t e  l a  
' 1  s t r u c t u r e  dri graphe", conçtb tuée p a r  les l i a i s o n s .  

- connent s'exprime l a  " s t r u c t u r e  du graphe" 

- comment a p p a r a î t  1 isomorphisnc 

- comment l e  c o n s t r u i r e  en  u t i l i s a n t  c e t t e  "s t ruc ture"  

1.3.2 - Les réponses 

On ve r r a  au c h a p i t r e  4 

- que l a  '5tructure ' '  se t r a d u i t  e n  f o n c t i a r ~  d e  s t r u c t u r e  

dont l a  p lus  n a t u r e l l e  e s t  la  c l a s s i q u e  fonc t ion  q u i  

a chaque s o m e t  a s soc i e  ses successeurs  

- que l 'isomorphisme se c o n s t r u i t  à l ' a i d e  du c a l c u l  des 

fonc t ions  in t r in sèques  q u i  déterminent s u r  l e s  graphes 

des pcr r t i t ions  de lPensemblc  des  sovnets ,  p a r t i t i o n s  de 

p lus  e n  p l u s  f i n  dont l e s  c l a s s e s  dans l e s  deux graphes 

son t  n i s e s  en correspondance 

-- qu'une méthode d i t e  "n6thode des deux fonc t ionsss  permet 

d ' a f f i n e r  à l ' a i d e  des fonc t ions  de s t r u c t u r e  l e s  p a r t i t i o n s  

a s soc i ées  aux fonc t ions  i n t r i n s è q u e s  . 



1.4. - Les Résultats  e t  l a  méthode des hypothèses . 

1.4.1 - Aboutissenent 

On zboutira à p1:tsieilrs pos s ib i l i t é s  : 

.- on trouve-riin isomorphisme. Le p rofs lhe  e s t  a lo r s  résolu. 

- on nontre q u ' i l  n'y a pas dqisomorphisne, Le problème 

a encore une réponse 

- on ne parvient  pas à rzpûndre parce qu'on ne s a i t  pas, 

parni les permutations qui  r c s t en t  en cho is i r  ou en 

éliminer , 

1.4.2 - 1;éthodc des hypott~èses 

La néthode des hypothèses qui n k s t  au t r e  quPune méthode de 

"%acktrackingi', suppo::cr une cer ta ine  correspondance en t re  

l e s  sommets, e t  verifie par l a  méthode des deux fonctions 

s i  c e t t e  supposit ion est  valable,  st en f a i t  une au t r e  s i  

nécessaire. 

E l l e  f a i t  ixp1icitemcr.t l e s  essa i s  qui r e s t a i en t  à f a i r e  s u t  

l e s  permutations qui n'avaient ?os é t é  6linrinées. E l l e  pour ra i t  

2 e l l e  seule  résoudre l e  problème. 



1.5 - P r é s e n t a t i o n  de 1°ouvra&ie 

1.5.1 - Théorie ( chap i t r e  2) 

C 'est  l ' e t u d e  ~x-llaly-tique des isomorphes des praphes. En p a r t i -  

c u l i e r  on y t rouvera  l a  d é f i n i t i o n  dt: proripe d'automorphismes d'un graphe. 

1.5.2 - C r i t è r e s  d 'ex is tence  d'isomorphisme e n t r e  - deux grôphes (Chapitre  3) 

C'est  un sur.vo1 des e s s a i s  dé d é t e m i n a t i o n s  de ces c r i t è r e s .  

1.5.3 - Méthode génzrale  de r e c h e r c h e 6  

(Chapitre  Y) 

On y trouver?- 13 d e s c r i p t i o n  des o u t i l s  ~ l t i l i sés  (Fonctions 

in t r in sèques ,  F ~ r ~ c t i ~ ï - ~  de ç t r c c t u r e )  e t  l e u r s  emplois. 

Un paragraphe speciah e s t  consacré à l a  d e s c r i p t i o n  de l a  métho- 

de des hypothèses e t  à s a  nCceçsi té  q u i  ne semble pas  a v o i r  é t é  

c l a i r enen t  é tdbl , r  Jylsquv i c l .  

1.5.4 - Comparaison -- avec les ?.ut =es rnéttlodes (Cl-iapi t r e  5) 

Ce sont  l e s  mzthodes qui  ont dé;2 été publ iées .  Cer ta ines  

s 'en approchert ,  d ' a u t r e s ,  pas  sp6c ia l enen t  é tud iées  en vue 

de l a  recherche ~ ' i s n a o r p h i s m e  dc deux graphes, peuvent quand 

même résoudre ? a r t i e l l c m r a t  l e  problème q u i  nous i n t é r e s s e .  

1.5.5 - Réa l i s a t ion  pratique d'un a l g o r i t h ~ e  (Chapitre  6 )  

En fonct ion  de l a  r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  des  graphes, cons- 

t r u c t i o n  e t  u t i l i s a t t o n  concrete  des o u t i l s  u t i l i s 6 s  pa r  l a  

mé th~de .  

On t rouvera  des procédures ALGOL pour l a  p l u p a r t  des  opéra t ions  

de 1 'Alporith1;:c. 



En p a r t i c u l i e r  on ve r r a  l a  r é a l i s a t i o n  de 12 méthode des 

deux fonc t ions  à 1 ' a ide de l a  technique du p r o d u i t  s c a l a i r e  

inachevé 

1.5.6 - Le programme (Chapitre 7) 

11 r e a l i s e  l ' a l g o r i  thne 2 quelques r e s  t r i e t i o n s  p r è s .  

1.5.7 - Conclusion (Chapitre  8) - 

Dans que l  Rens peut-on amél iorer  19alpori thme.  





I I - T H E O R I E  





2.1. ~ é f i n i t i ~ n  mathihatique d'un graphe 

2.1.1.1 - Défini t ion  

IJn graphe G e s t  un t r i p l e t  (X, U, e )  où 

X e s t  l'ensemble des sommets -- 
U e s t  1 'ensemble des a rcs  - 
e  e s t  l a  fgnction extrémité 

OP. appe l l e ra  n  =loi (= card(X) l e  nombre des sommets 

m = IUi = card(U1 l e  nombre des arcs  

2.1.1.2 - Fonction ext rémité  

C 'es t  rine appl ica t ion  e : U + X x X q u i  à l ' a r c  n associe  l e  

couple de sommcts (x,y) de X x X, t e l  que x  s o i t  l ' o r i g i n e  de 

l ' a r c  u e t  y son extrémité. S o i t  : eu = (x,y). 

P c r p r o j e c ~ i o n  s u r  l e s  ensembles du p rodu i t  X x X, on c o n s t r u i t  

l e s  applica'i  r. on 
4 

e* : U -> X t e l l e  que e u = x = o r i g i n e  de l ' a r c  u 
- -- 

e : U -> t e l l e  gire e  u = y = ext rémité  de l ' a r c  u  

2.1.1.3 - Graphe p l z i n ,  gra?he szns arcs - 

Un graphe p i c i n  e s t  un g r a ~ h e  t e l  que e n t r e  deux sommets il 

e x i s t e  un azc Les re l ie- t  dans chaque sens. 

Pocr  un t e l  graphe l a  fonction e e s t  s u r j e c t i v e  

Dcns un graphe sans 2rcs chaque sommet e s t  i s o l é  : U = fl 

C ' e s t  un graphe t.1 peut e x i s t e r  p lus ieurs  a rcs  de  même 

sens e n t r e  deux SOI-met?. S 'il y en a  au plus p, on p a r l e  de 



p -graphe. Un graphe ordinaire  s e r a i t  un 1-graphe 

Pour l e s  multigraphes (p >1), l a  fonction e n ' e s t  pas in ject ive .  

Pour un graphe ordinaire  l a  fonction e e s t  in jec t ive .  

2.1.2 -- Iuumérotation des somnets e t  des arcs .  

2.1.2.1 -- Numérotation des somnets. 

Pour représenter un graphe il faut  avant tout  pouvoir d is t in-  

guer l e s  sommets e t  l e s  arcs.  

Pour r éa l i s e r  c e t t e  conditior, or, numérote d'abord l e s  sommets 

de 1 à n. On d i r a  que l e s  sommets ont é t é  indicfs .  

2.1.2.2 - Déduction de l a  numérotation des ârcs dans un graphe ordinaire  

Pour un t e l  graphe il e s t  possible de dis t inguer  l e s  arcs par 

l eu r s  extrémités. 

En e f f e t  l a  fonction e : U à. e(U) c X x X e s t  b i j ec t ive .  

Les arcs seront a lo rs  numérotés comme l e u r  image par  l qap -  

p l i ca t ion  e ; cel les-c i  sont des couples d i s t i n c t s  d 'ent iers .  

On peut l e s  c lasse r  e t  l e s  numgrcter de 1 à m. 

2.1.2.3 - Déduction de l a  numCrotation des arcs dans un nul tigraphe 

Dms un P-graphe $122) on peut d is t inguer  deux arcs  qui ont 

des extrémités distinctzs, ne i s ,  à p r i o r i ,  il faudra pouvoir d is-  

t inguer deux a rcs  ayant mSms ex t rén i tés  e t  même sens. 

On construira 1 'application : 

e : U-> X x X x I 1 , 2 ,  . . . ,p  1 
t e l l e  que eu = (x,y,i) où 

- x e s t  1 'origine de l ' a r c  u 

- y son extrérnitf 

- i un nombre qui pernet de dis t inguer  u des au t res  arcs 

ayant mêmev extrémités. 



Une telle fonc t ion  est i n j e c t i v e .  En appl iquant  l e  processus 

ci-dessus on pourra  dédui re  l a  numérotation des a r c s  de la  

numérotation des t r i b l e t c . ,  images p a r  l a  fonc t ion  e .  

Hotons que dans les  nu l t i g raphes  l e  nwn6rotation des arcs 

d'après les s ~ m c t i  n é c e s s i t e  une num6rotation p a r t i e l l e ,  

à p r i o r i ,  des  a r c s  ayant mêmes ex t r émi t é s  e t  nEne sens.  C'est 

l e  r 6 l e  du t ro i s i ème  é l énen t  du t r i p l c t .  
' 

Nous ne po r t e rons  que peu d ' i n t é r ê t  à c c  d e r n i e r  prcblème. 

En e f f e t ,  c e  q u i  i n p o r t e  dans c e t t e  é tude ,  c ' e s t  qu 'en t re  les 

s o m e t s  corrcspcndants  de Jeux graphes s u s c e p t i b l e s  d ' ê t r e  

isomorphes, il y a i t  le mêne nombre d ' a r c s  dans chaque sens.  

o u s  verrons souvent que l e  nombre dsé lements  ayant une pro- 

p r i é t é  d o m s e  e s t  p lus  u t i l e  que l e s '  é l énen t s  euxaêmes.  



2 .1 .3  - Représentation d'un graphe 

11 existe de nombreuses représentations des graphes En voici 

t r o i s  parmi l e s  plus courantes. 

2.1.3.1 - Représentation par l a  fonction e : tableau E 

En tenant compte des mdif ica t ions  prScédentes, l a  fonction e 

sera  déterminée dès que les  couples (ou t r i p l e t s )  de son image 

seront numérotés. 

üne première représentation d'un graphe consistera alors  à se 

donner l a  l i s t e  des élements de W, ce l le  de U e t  à décrire 

l a  fonction e (Fig. 4 )  

En observant l e  résu l ta t ,  on se rend compte q u ' i l  y a redon- 

dance dPinformation e t  qu'en f a i t  seulement l a  fonction e 

presente un in té rê t .  On peut remplacer X e t  U par leurs car- 

dinaux n e t  m, e t  ramener 12 fonction e à un tableau E à n 

l ignes e t  deux colonnes. Les lignes seront indicées par les 
+ <- 

arcs e t  les  colonries seront les  images des fonctions e e t  e . 
On peut avoir plusieurs lignes identiques dans l e  cas des 

multipraphes. 

Représentation par l a  matrice caractéristique A 

Cas des graphes ordinaires 

C'est l a  matrice A de l a  fonction caractéristique de e(U) dans 

X x X. Elle e s t  indicée en ligne e t  en colonne par l'ensemble 

des somets e t  

A x ~  
= 1 s ' i l  ex is te  un arc  de x à y 

8 sinon 

E l l e  caractérise l e  graphe. n est 1 ordre de l a  matrice, m e s t  l e  

nombre de ses éléments non nuls.Elle détermine chaque arc par 

ses  extrémités e t  ne nécessite &ne pas leur numérotation. 

E l l e  permt de dessiner l e  graphe. 



Fig, 4 ~eprésenta t ion  d'un rgrcphe 

l i s t e  de successeurs r 

tableau r l i s t e  r 

293, 



2.1.3.2.2 - Cas des ml t ig raphes  

On généralise l a  matrice A. On posera 
A = l e  nombre d 'arcs de x à y. 

XY 
El le  caractér ise  toujours l e  graphe, en ce sens, qu 'e l le  permet 
de l e  dessiner. m devient a lo rs  l a  somme des éléments de l a  
matrice A. 

2.1.3.3 - Représentation par l a  fonction successeur l? . 
2.1.3.3.0-Monoide -- cornutat i f  engendré par X 

@ 
Déf. 2: 1.3.3.0 - L e  monoïde commutatif X engendré par  X e s t  l'ensemble des 

1 

mots (TI xieX a. etIl sont déf inis  indépendamment de l ' o rd r e  
1 

de leurs  l e t t r e s .  

A chaque mot de ce monolde correspond une appl icat ion a appar- 

tenant à INa de X -> Dl t e l l e  que a(x. j = a. 
1 1 

@ @ 
On appellera X l e  sous-mono~de de X formg des mots pour lesquels 

r' @ 
V i  O g ai 5 .  p .  Aux mots de X crrrespondent des applications de 

P 

2.1.3.3.1-Définition 
Déf. 2.1.3.3.1 - Un sommet y e s t  successeur d'un s o m e t  de x s ' i l  ex i s te  un 

arc de x à y. x c s t  a lo rs  un prédécesseur de y. 

2.1.3.3.2 - Définit ioz -----.- @ 
Déf. 2.1.3.3.2 - LR fcnction ~ucces seu r  l? : X -> X I  associe à chaque 

l 

1 sommet x de L l e  mot i'x e s t  formé par  l e s  successeurs. 

@ 
Remarquons que l e s  mots X sont en correspondance avec l e s  

1 
X 

applications de (0,11 qui e s t  1 'ensemble des fonctions ca rac té r i s -  
t iques des sous-ensembles d e  X. La fonction successeur peut s e  ra- 
mener à une applicatictn : X -> P(X) 

2.1.3.3.3 - Représentation -- 
. l e  s e  fait per  l a  -- l i s t e  des successeurs --A---- qui e s t  s o i t  
- au tableau I' 2 striple entrée,  indicé  en l ignes  par l e s  

sommets e c  &1 que chaque l igne contient  l e  mot associé. 
- une l i s t e  i' obtenue cn juxtaposant l e s  l ignes  du tableau ï, 

précédées de l eur  indice.  

Pour un multigrzphe on répètera un sommet dans l e s  successeurs 
d'un autre  auLant de Cois q u ' i l  y a d 'arcs l e  r e l i a n t  dans l e  
bon sens. Pour un p-gïzphe, l a  fonction successeur e s t  a lo rs  

@ 
une fonction : X -> :: 

-2 



Le tableau ï' e t  l a  metrice A s e  déduisent  l ' un  de l ' a u t r e  

sans ca lcu l ,  p u i s q u 9 i l  s ' a g i t  de l a  représenta t ion  d'un 

même graphe La l i g n e  x de  l a  m a t r i c e  A e s t  l'image de l a  
fonc t ion  a s soc i ée  au mot x. 

2.1.3.4 - Les problèmes de l a  représenta t ion  

2.1.3.4.1 - La forme de l a  reprgsenta t ion  

C'est un problème de stockage d'information, c e l l e  que 

cont ient  l e  graphe. Il fau t  l a  met t re  dans un volume restreint 

e t  en re t rouver  rapidement l a  p a r t i e  u t i l e  a u  problène q u i  m u s  

in té resse .  

Plus lv in fo rmat ion  est concentrée, p lus  il est long de l a  

r econs t i tue r  sous une forme pra t ique  pour 1 9 u t i l i s a t i o n ,  

mais il ne f a u t  tou te fo i s  pas tomber dans l ' excès  inverse où 

pa r  une t r o p  grande d ispers ion ,  on prend du temps à l a  r e t rou-  

ver .  

La l i s t e  ï', puis l e s  tableaux E ,  l? e t  A forment une progres - 
s i o n  en ce qu i  concerne l a  place u t i l i s é e .  

Pour not re  p a r t ,  bien qu ' e l l e  s o i t  l a  plus encombrante nous 

avons chois i  l a  représentacion mat r i c i d l e  P., ca r  e l l e  est  

c e l l e  qui  se p r ê t e  l e  plus facilement à l ' e x p l i c a t i o n  des nétho.- 

des que nous a l lons  déc r i r e .  

2.1.3.4.2 - La numérotation e t  l e  probl&*e de 1 ' i s o m ~ r ~ h & ,  

?bus avons vu en 1.1.4 que l a  numérotation ou 1 'ifidexztion des 

ç o m e t s  é t a i t  l a  d i £  f i c u l  t é  ~ r i n c i c a l e  de l a  re7résenta t ion  

des graphes. Le problème de l "isomorphi e en résu l t e .  

Il s e  pose en deux &tapes. Orabclrd E t a b l i r  l ' ex is tence  d'un 

isomorphisme, ensu i t e  en cons t ru i re  un. En résolvant  l a  

deuxième é tape ,  on résout  naturellement l e  problème au niveau 

de l a  ~ r e m i è r e .  



2.2. - Quelques élfmefies de théor ie  des  graphes ( lex ique)  

On se  r e p o r t e r a  avec i n t 6 r ê t  à un cours de theo r i e  des graphes. Voici  

un rappel de  dCf in i t i ons .  

+ 
graphes graphe G =(Y, U , e )  avec : ?J ---- x2' e=(e  ,e-) - 

sous-graphe - --- de G = ( X q l J V g e )  avec  X'cX e t  U ' = { " l e t ~ ~ x l ~ ~ l )  
L arcs - ar:ête deux a rc s  de  sens c o n t r a i r e s  e n t r e  deux sommets. On l e s  repré-  

sente  p s r  un arc  non or ien t6 .  

graphe symétr iq i~e  : t ou t  a r c  a p p a r t i e n t  à une &te .  C'est  un graphe non 

or ien té .  

arcs  ad j acen t s  : j l s  ont  une ex t r émi t é  e n  cornun. 

a r c  ad j acen t  à un s o m t  : ce  s o m e t  e s t  l ' u n e  de s e s  ex t rémifés .  
9 - 

boucle : e u = e u; a r c  dont l e s  ex t r émi t é s  son t  confondues. 
rel=T. 

sommets deai degr6 ex tCr ieur  "(ntéricur) : nombre d ' a r c s  p.Irtant ( rasp,  c o r t a n t )  

d'un s c ~ m e t .  

depré : somne 6es deux demi-degrés 

successeur  d'un s n m e t  : s o m e t  c::trCmité d'un a r c  i s s u  d e  c e  sommet. 

prédécesseur  2'un soamct o sormet  o r i p i n e  d'un a rc  abou t i s san t  à ce 

some t 

voisin : prédécesseur  gu successeur  

s u i t e s  d "rcs : -- chaîne  : s u i t e  d g  Ercs tels nue chacun d'eux e s t  ad j acen t  au 

précédent.  Ç a  l o n s ~ i e c r  e s t  l e  nonbre d ' a r c s .  

cycle : chaîne fe;mée. 

chenin : cheîne d ' a r c s  o r i e c t é s  dans l e  même sens.  

c i r c u i t  :chemin fend 

cycle GlGrirntaire : cycle ne passant  pas  deux Sois  p a r  l e  même sonmetg 

base de cyc les  - : e~scrn5le minina l  de cyc l e s  é lémenta i res  permettant  de  
1 

cons t ru i r e  tous les a u t r e s ,  

chemin ou c i r c u i t  GlCmcntaire c re passe  pas deux f o i s  p a r  l e  même ---- 
some t . 

firaphes spéciaux 

graphe comexe 1: e n t r e  deux o o m e t s  quclcnnques il e x i s t e  une cha îne ,  

composante connexe : sors--rr-..aphe connexe, non r e l i é  au r e s t e  du -- 
graphe. 



composante f?r$teem-e~mcCqn&e~ : e n t r e  deux sommets que lconques i1  

e x i s t e  un chemin* . -. .-- 

a r b r e  : graphe  connexe, s a n s  c y c l e s *  t - -- 
arbores~-e-n-c-e- : a r b r e  t e l  qu'on chaque sommet n ' a b o u t i t  qu 'un  - --- - -- 

> . r . i  
a r c  au p l u s *  

-. - -  
r a c i n e  : sommet un ique  a u q u e l  n z l a b o u t i t  aucun a r c  dans une ar- --- L 

Propri-é-t$- .d-e -1-a -matrice caracté,ri-st-iqu-e- A - - 
> 

i 
graphe  symét r ique  = m a t r i c e  A symét r ique  

g raphe  p l e i n  = V i ,  V j ,  A i j  - 1. 

graphe  s a n s  a r c s '  = V i ,  V j ,  A .  = O. 
13 

bouc le  s u r  l e  
3 Y 

sommet i = Aii  = 1 



2.3 - Défini t ion de l 'isomorphi e de graphes 

2.3.1 - Défini t ion  

Def. 2.3. 1 l ~ e u x  graphes G ,  = (X U e ) e t  G2 (X2,U2. e ) sont  isomorphes 
1' 1' 1 2 1 s 'il e x i s t e  une correspondance biunivoque e n t r e  l e s  sommets 

(des ensembles X e t  X t e l l e  que s i  deux sommets sont  r e l i é s  
1 2 

par des a rcs  dans l ' un  des graphes, l eu r s  correspondants l e  sont  
b 

auss i  dans l ' a u t r e  graphe, avec respect  du nombre e t  du sens des 

1 arcs. 

Un isomorphisme est  une appl ica t ion  q u i  permet de t ransforuer  

G en G 
1 2 

Il en r é s u l t e  inmédiatement que s i  deux graphes sont  isomorphes 

i ls  ont  même nombre de sommets n. D'autre p a r t  c e t t e  correspon- 

dance biunivoque sous entend en  pra t ique  une indexation des som- 

mets dans chacun des graphes. 

S i  c e t t e  indexation est . f a i t e  avec l e  même ensemble de n indices  

pour l e s  deux graphes, à l a  correspondance biunivoque e n t r e  les 

sommets e s t  associée  une permutation v des indices  des sommets. 

Voir f i g u r e  5. l a  sch6nat isa t ion  de ce raisonnement. 

La p ropr ié t é  d'isomorphisme e n t r e  deux graphes e s t  une r e l a t i o n  

d'équivalence dans tout  ensemble f i n i  de graphes. 

ë r e  
2.3.2 - 1 conséquence : Correspondance e n t r e  l e s  a r c s .  

Nous avons vu que les arcs son t  i d e n t i f i é s  par  l e u r s  extrémités.  

Il en r é s u l t e  de l a  correspondance biunivoque e n t r e  l e s  sommets, . 
une correspondance biunivoque e n t r e  les couples de s o m e t s  d'où 

une correspondance e n t r e  l e s  groupes d ' a r c s  ayant mêmes ext réni -  

tés ,  correspondance qui  e s t  biunivoque e n t r e  l e s  a rcs  dans le 

cas des graphes o rd ina i res ,  e t  qu'on peut  rendre biunivoque dans 

l e  cas des multigraphes. 



correspondance biunivoque u s X < 
X I -' x2 => U V  : UI -> U2 

numérotation 

Fig. 6 P-équivalence de n a t r i c s s  
L , 

. . - n o t a t i o n  : B e s t  une .na t r i ce  d 'ordre 4 dont l e s  couples de l ignes  

e t  coloimes de même i n d i c c  s o n t  n m é r o t é s .  
A:234 est 

l a  mat r ice  dom l e s  renpées sont dans 1 'o rd ré  '1234 

- s o i t  l a  p e r s i t e t i o n  v : { 1 , 2 , 3 , 4 }  - ->12,3,1 ,4}  

- 1 - permutat ioz des rangges par v 1 corresgo?dancc e n t r e  l e s  i n d i c e s  

P'- .P 
A' 

v v +- P,;A.'P~ + = A' 
I- 

1,2,3,Y = A" a ,b ,c ,d  3 ,  ! ,2,4 
dont lcs r w g é e s  dont l e s  rangées dont Les rangées - 

s o n t  dans 1 7 0 r 6 r e ,  . 
- - pont dans I 'orGr% s o n t  dans l 'ordre 

i C  -' 1 
V s 7' ! 1  , 7 , 3 , 4 1  h- I 3 ,  l ,i, ?! Fu-> {bf l , a ,d )  
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Def. 2.3.2 Appelons l a  correspondance biunivoque en t re  l e s  sommets 

e t  pu l a  correspondance en t re  l e s  arcs  .p s e  d é f i n i t  à p a r t i r  
u 

de 11 par  l a  fomule  
X 

1 ~ n  isomorphisme se ra  un couple de correspondance (px,u ) 
u 

11 en résu l te  que s i  deux graphes sont isomorphes i l s  ont 

même nombre d 'arcs  IU, e t  que d 'autre  p a r t  l ' indexation des 

arcs n ' e s t  pas nécessaire pour construire l a  correspondance 

en t re  U, e t  U2. 

L'mbigui té  qui  ex i s te  pour l e s  arcs  de mêmes extrémités e t  

de même sens dans l e s  multigraphes n ' es t  pas une d i f f i c u l t é  

car  il n 'es t  pas nécessaire que l a  correspondance s o i t  biuni- 

voque pour ces arcs  de mêmes extrémités. Il s u f f i t  qu' il y en 

a i t  l e  même nombre entre  l e s  sommets correspondants. 



2.3.3 - 2ème conséquence - P-équivalence de matrices caractér is t iques  

2.3 .3 .1  - P - équivalence de matrices 

Def. 2.3 .3 .  1 Deux matrices A' e t  A" . carrées  de n?êne ordre son t  P-équivzlen- 

t e s ,  s ' i l  ex i s t e  une matrice P de perinutation t e l l e  que 

A" -. P ~ A ' P  

La matrice d'une permutation)lslobtient en permutant par v l e s  

l ignes d'une matrice unité: 
t L'opération P A'P revient  à pernuter  simultanément l e s  rangées 

- 1 ( l ignes e t  colonnes) de A' ,  par l a  p.mutation inverse v de 

c e l l e  qui  a donné P. En é t ab l i s s an t  l ' é g a l i t é  e n t r e  A" e t  
t P AQP on obt ient  une appl ica t ion qui  f a i t  passer  des rangées 

de A' aux rangees de'h". (voir  Fig.6)' 

2 .3 .3 .2  - Application aux matrices ca rac té r i s t iques  

La correspondance biunivoque en t re  l e s  some t s  de deux graphes 

isomorphes, ex i s t e  en t re  l e s  rangées des matrices c a r ac t é r i s t i -  

ques des deux graphes, e t  l a  condit ion sur  l e s  a r c s  r e s t e  vGri- 

f i ée .  E l l e  s'exprime par  : "le nombre qui s e  trouve à l ' i n te r sec -  

t ion  de deux rangÉes (une l i gne  e t  une colonne) de 1 'une des 

matrices e s t  égal à ce lu i  qui  s e  trouve à l ' i n t e r s ec t i on  des 

rangées correspondantes de 1 'aut re  matrice". 

Nous avons l à  l ' é g a l i t é  des deux matrices 2 condit ion de 

pernuter l e s  rangées de l 'une d ' e l l e ,  d'où 

l 

2 .3 .3 ,  

Les matrices ca rac té r i s t iques  de deux graphes isomorphes sont  

P-équivalentes . 



2.4 - Définition d e s ,  autonorphismesde graphes - 

11 peut ex i s t e r  plusieurs correspondances biunivoques ent,re l e s  

sormtlets de deux graphes. Leur étude se  f z i t  en u t i l i s a n t  l e s  

automorphismes de chacun des graphes. 

, , 
2.4.1. - Définit ion 

constate que l 'application biunivoque e s t  une permutation des 

Déf. 2 . 4 . 1 .  

sommets e t  non pas de leurs  indices ,  e t  on peut a lo r s  directement 

exprimer l a  déf ini t ion à l ' a i de  des pernutations v e t  v cons- 
X U 

Un automorphisrne d'un graphe e s t  un isomorphisme de ce  graphe 

sur lui-même. 

t r u i t e s  comme I.I e t  y 
X U ,  

S i  on veut t ranspor ter  i c i  l a  déf in i t ion  des isomorphismes,on 

 soit G =(X,U,e). Un automorphisine a de G e s t  dé f in i  par  une per- 
0 

mutation v des sommets de X t e l l e  que s i  u c U e s t  un a r c  orien- 
X 

ré de x vers y a lo rs  'il ex i s t e  un arc  u '  (I U en t re  vox e t  v. 
0 

X u 
orienté  de v x vers v y. 

3 9  

X X 
5 0 5 

VuoU:a(u)=(x,y) 3 u 1 s U  e(u7)=(vvx9 vxy) (u' = v u). 
,.& u 

On d i ra  d'une permutation v qui  v é r i f i e  l a  condition ci-dessus, 
X 

qu'el le respecte l a  s t ruc ture  - du graphe 

I l  peut e x i s t e r  plusieurs t e l l e s  permutations d i f fé ren tes .  El les  

forment un groupe H qui  e s t  un sous-groupe du groupe Sn des 

permutations de n = l x \  objets .  L a  v6r i f i ca t ion  en e s t  aisGe. 

Comme à chacune d ' e l l e  e s t  assoctée un automorphisrnet 

L'ensemble des automorphismes d'un graphe G forme un groupe H(G) 

qui e s t  isomorphe au sous-groqe H de Sn des permutatioris des 

sommets qui  respectent l a  s t r uc tu r e  du graphe. 



Pour un graphe p l e i n  ( e n t r e  deux sommeCs quelconques il e x i s t e  un .- 
a r c  dans chaque sens)  e t  gour un graphe sans  a r c s  (chaque sommet 

e s t  i s o l é )  l e s  groupes d'automorphismes R(G) son t  isomorphes à 52 

c a r  t ou te s  l e s  pem.utations des sommets r e spec t en t  l e s  a rcs .  

Un graphe G, son  complémentaire ( i l s  ont  mêmes sommets e t  l e u r s  

ensembles d ' a r c s  sont  complémentaires dans XxX) e t  son inve r se  

(obtenu en inve r san t  chaque a rc )  ont même groupe d 'autonorphiemes. 

Une permutation qui  r e spec t e  l e s  a r c s  dens ur~ de ces t r o i s  graphes, 

les r e spec t e  dans l e s  au t r e s .  



2.5. Isomorphisnes e t  automorphismes 

On é t a b l i t  t r o i s  p r o p r i é t é s  

2.5.1. + Propos i t i on  1 '  

/ S i  deux graphes s o n t  isomorphes, l e u r s  groupes d 'automorphisnes 

1 sont  isomorphes 

D6mons t r a t i o n  

Soient  G  = ( X 1 , U l  ,e l)  e t  G2 = (X U e ) deux graphes isomorphes 1  2'  2  2 
et  s o i t  pxla correspondance biunivoque q u i  appl ique  X  s u r  X2. 1 
Soient  H ( G 1 )  e t  H(G2) l e s  groupes d'autooorphismes des graphes 

Soient  H l  e t  H l e s  groupes de permutations qu i  l e u r  s o n t  iso-  
2 

morphes. Ce sont  des permutat ions q u i  r e spec t en t  les arcs .  

L 'appl ica t ion  4 : H l  %; q u i  a v de H a s soc i e  v de B 
2 1 1 2 2 ' 
- 1  

d é f i n i e  Dar v2 = px. v . u e s t  un isomorphisme de H  s u r  H 1  x 1 2' 

2 .5 .2  - Propos i t i on  2 

Tout isomorphisme e n t r e  deux graphes, s e  c o n s t r u i t  e n  f a i s a n t  l e  

p rodu i t  d' un isomorphisne e n t r e  l e s  deux graphes p a r  un automor- 

phisme quelconque de 1 'un des deux graphes, l e  r r o d u i  t s e  f a i s a n t  

à d r o i t e  ou à gauche su ivan t  que 1'automorphisme est d é f i n i  s u r  

l e  graphe de dépa r t  ou s u r  l e  graphe d ' a r r ivée  d e  l 'isomorphisme. 

Démonstration : 

A chaque automorphismc e s t  a s soc i é  au moins une correspondance 

biunivoque %en t re  l e s  sommets des deux graphes : \ : Xl  -> X  
2 ' 

S o i t  v une p e r m t a t i o n  des sommets de X du groupe H  isomorphe 
2 2 2 

au groupe d'autornorphisnes H(G2) du graphe G  p '  = v u e s t  encore 2 ' x  2 x  
une correspondance biunivoque e n t r e  l e s  s o m e t s  des  deux graphes. 

Corne u e t  v r e spec t en t  l e s  a r c s ,  il e n  e s t  de même de p'. D'où 
X 2 X 

à e s t  a s soc i é  un isomorphisme q u i  s ' o b t i e n t  en  f a i s a n t  l e  pro- 

d u i t  à gauche de l ' i somorphisne a s soc i é  à u F a r  l ' au tonorphisne  
X 

as soc ié  à v2. On peut  f a i r e  le  même raisonnement evec tm automor- 

phisme v, de U e t  l e  p r o d u i t  B d r o i t e .  1  



D'autre p a r t  pour tout  couple dlisonï>rphismes de G dans G2 
1 

il e x i s t e  un automorphisme de G t e l  que l ' u n  d'eux s ' ob t i en t  à 1 
l ' a i d e  du produi t  à d r o i t e  de l ' a u t r e  par  l 'automorphisne de G 

1 
(même raisonnement avec un automorphisme de G e t  l e  produit  â 2 
gauche). En appelant p e t  p '  les correspondances biunivoques qu i  

X X 

associent  XI h X associées aux automorphismes de G dans G a l o r s  2 ' 8 1 2 
' - 1  

Px Px e s t  une appl ica t ion  de X dans 2 I  biunivoque, qui  respecte 
1 2 ' 

l e s  a rcs .  Il l u i  e s t  donc associé  un automorphisme de G 
1 ' 

On peut a l o r s  cons t ru i re  à p a r t i r  d'un isomorphisme e t  du groupe 

d'automorphismes de l ' un  des graphes tous lés isomorphismes qui  

e x i s t e n t  e n t r e  l e s  deux graphes. 

2.5.3. - Proposi t ion 3 
L .  

11 e x i s t e  une correspon8ance biunivoque e n t r e  l e s  graphes isomor- 

phes à un praphe donné G e t  l e s  c l a s ses  dans Sn du sous-groupe H 

I isomorphe au 2roupe des au tomo~hismes  H(G) du graphe donné à 

I condit ion que tous ces praphes so ien t  indicés  par  l e  même ensem- 

Démonstration 

2 3 Incliçons par  l e  même ensemble l e s  s o m e t s  G e t  ceux de s e s  graphes 

isomorphes. S i  ~i e s t  l a  correspondance biunivoque e n t r e  l e s  sommets 
X 

de G e t  ceux dt'ufi graphe G' qui l u i  e s t  isomorphe, associée 5 un 

isomorphisme, l e s  correspondances associées iî tous l e s  isomorphis- 
i 1 mes e n t r e  G e t  G P  cons t i tuent  l e  sous-ensemble' p Il de Sn, 

X 

qu i  est une c la s se  dans Sn du sous-groupe H (p e s t  une permutation). 
X 

Inversement, une permutation quelconque des indices  des sommets d'un 

graphe transforme ce graphe en un graphe isomorphe. L a  correspon- 

dance biunivoque p e s t  jus tement l a  permutation, e t  tous l e s  au t res  
X 

isomorphismes s e  cons t ru i ront  à p a r t i r  de l a  c l a s s e  de l a  permuta- 

t ion.  

Cons éq uence 

 IL^ nombre de graphes isomorphes à un graphe donné G est  l ' i nd ice  



I 
du groupe H isomorphe au grocpe H(G) des automorphismes de G, 

dans l e  groupe des permutations Sn 

2.5.4 - Exemple 

So i t  le  graphe G = (X,U,e) de 4 somaets représenté par '  l e  vecteur  i'o 

1(2,3,4). On a n = 4 ,  m = 3 ,  d'où 

On consta te  qu'on pect  échanger l e s  ind ices  des sommets 2,3,4 

sans modifier  le  graphe. Le groupe H(G) e s t  isomorphe au sous-grou- 

pe H du groupe S4 Ces p e m u t a t i o r i  de 4 o b j e t s  qu i  l a i s s e n t  l ' o b j e t  

1 i nva r i an t .  H e s t  isonorphe eü groupe S 3  des permutations de 3 

objets .  

Les graphes isomozphes à ce  graphl ,  s e  déeuisent de ce de rn ie r  

par  des permuta t ior ,~  qni ne l a i s s e n t  pas 1-e s o m e t  1 i nva r i an t ,  

Conmie on ne peut q p l i q i r e r  que les  s o m e t s  2,3,4 s u r  l e  s o m e t  1, 

à t ou tes  l e s  permutatlon; qui  appliquent cn de ces  sommets s u r  l e  

sommet 1 correspond un g r q k e  iomorphe,  dont l e  groupe d'automor- 

phismes e s t  isos,orphc 212 sous-grocpe des permutations de 4 o b j e t s  

qui  l a i s s e n t  le  ~ ~ o r n c t  q p i i q u 5  SC? l e  sonmet 1 i nva r i an t .  

Il e x i s t e  t r o i s  graphcn 2sa7;1oi~hes 5 G ,  e t  6 isomorphismes pour 

chacun d'eux. S i  oii ïep~Gce?te  Ic: g-:~?he par  1 (2,3,4) on aura  

a) ses automorl~hisnss -pl-iqncnt l e  graphe s u r  

b) s e s  isomorphisnes <xi  app1ique;zt l e  graphe s u r  



2.6. - Somets  équivalents  

A l ' a i d e  du groupe d'automorphismes d'un graphe G on peut d é f i n i r  

s u r  l'ensemble des sommets des r e l a t ions  d'équivalence 

l 2 sommets x e t  y de X sont H-Gquivalents s il e x i s t e  une permu- 

t a t i o n  v de H t e l l e  que y = vx 

du groupe 

Alors l a  8-classe H d'un sommet x pour c e t t e  r e l a t i o n  d'équivalence 
X 

s e r a  d é f i n i e  par  H = { j IY  e X, 2veH : y = vx) = H.x. 
X 

I l  n ' e s t  pas i m é d i a t  de c a l c u l e r  l a  H-part i t ion de X associée à 

c e t t e  équivalence sans connaItre l e  groupe H. 

Déf. 2.6.1 

Déf. 2.6.21 2 sommets x e t  y de X sont  S-équivalents s i  l a  t r anspos i t ion  r 
xy j appar t ient  à H 

S o i t  H l e  sous-eroupekies permutations Sn isomorphe au groupe H(G) 

des automorphisnes d'un graphe G = (X,U,e) de n s a m e t s .  

En considérant que 1 ' i d e n t i t é  e s t  une t r anspos i t ion  p a r t i c u l i è r e  

' x x  
= 1) on a une r e l a t i o n  d'équivalence 

La S-classe S d'un sornnot x s e r a  dé f in ie  par  
X 

De l a  dé f in i t ion  des autonorphismes on dédui t  

l T ~ y  
appar t ient  à H s i g n f i e  que x e t  y ont  

- mêmes successeurs,  

- G n e s  prédécesseurs, 

1 -  e t  son t  ou ne son t  pas tous l e s  deux support  d'une bowle. 



il y en a autant dans chaque sens. 

Ce r é s u l t a t  a une grande importance pra t ique car il s e r a  a i s é  de 

const rui re  l a  S-part i t ion de X, ayant découvert l e s  t ransposi t ions  

de H p a r  l e s  sommets sur  lesquels i ls  agissent .  

2.6 .3 .  - Comparaison des équivalences 

ProP 
2 .6 .3 .1  1 ~a S-équivalence implique l a  H-équivalence mais non 1 ' inverse 

d'où la  S-par t i t ion e s t  plus f i ne  que l a  H-partition de X. En 

e f f e t  s i  x e s t  S-équivalent à y,  il e x i s t e  v = T e H t e l l e  
xy 

que y = vx, d'où x e s t  H-équivalent à y. L'inverse n ' e s t  pas 

vrai.  l h e  s i  l e s  permutations de H peuvent e décomposer en 

produits  de transposit ions il n'en e s t  pas moins v r a i  que ces 

transposit ions individuellement ne sont  pas nécessairement des 

éléments. 

ProP 
2 .6 .3 .2   e es S-classes contenues dans une H-classe ont même cardinal  

Démonstration - S i  un sottunet e s t  contenu dans une H-classe, s a  S-classe y e s t  

entièrement contenue d 'après l a  proposit ion 2 . 6 . 3 .  Soient  a l o r s  

deux sommets x e t  y qui ne sont  pas équivalents pour S mais qu i  

l e  sont  pour H. I l s  sont dans une même H-classe e t  il ex i s te  une 

permutation v de H t e l l e  que vx =: y. S i  v e s t  une appl ica t ion 

biunivoque en t re  Sx e t  S , e l l e s  auront même cardinal .  
Y 

Soient z d e  S d i f f é r en t s  de x. Il  e x i s t e  une t ransposi t ion T 
X xz 

de Il t e l l e  que z = 1: x. Posons t = vz. t e s t  S-équivalent à 
XZ 

- 1 
y car  .r v v . Adeux sonmets z e t  z de S d i f f é r en t s ,  

Y t  X Z  1 2 X 
seront associés deux sommets t l  e t  t d i f f é r en t s  de S ca r  v e s t  2 Y' 
biunivoque sur  X. 

L'importance de c e t t e  propr ié té  a p p a r d t r a  dans l ' é tude  des 

fonctions intr insèques.  
% 1 



2.6.4 - Somets invariants par H 

Déf. 2 . 6 . 4 .  I e s t  l'ensemble des sommcts invariants par H 
1 4  

Prop. 
2.6.4 !chaque sonunet de I4 e s t  une H-classe e t  une S-classe 

En ef fe t  1l.x = x pour tout x appartenant à I d'autre part 
H 

r = 1 pour chacun d'eux. 
XX 

2 .6 .5  - Exemples 

Voir Figures 6 , 7  e t  8.  



Ç-équivalence, E!-équivalence, Ig; 

Fig. 6 

I 

"i\ deux S- classes non r6duités à I 

sdbmet 

deux HL-cZasçes non rgduites à 1 

semet I~ = f ~ j  

Le grsupe N se sch&atYse comme suit : 

i H = S3(sur 4,5,6)xS3(sur 7,8,9)xrl 

i '-'lasse .ù r =[2+31[4,71[5,81[6,91. 1 
nste : aa,bl est UR cycle de permuta- 

tien 

Pig.  

2 
Tautes Les S e t  B-classes se 

pas Be s-clssçes m n  réduites 3 

1 seule R-ckasse : X 

cyclique des 6 somtets 



2.6.6 - Comparaison de p a r t i t i o n s ,  

2,6,6,1 - Préc is ion  de vocabul3 i re 

On d i r a  qu'une p a r t i t i o n  p e s t  p lus  f i n e  qu'une p a r t i t i o n  q  s i  
, ' 

t ou te  c lasse de p  e s t  contcnue dans une classe d e  p. 

On d i r a  qu'une p a r t i t i o n  p e s t  str ictemont p lus  f i n e  qu'une p a r t i -  

t i o n  q  s i  p e s t  p l u s  f i n e  que la p a r t i t i o n  q e t  s i  e l l e  con t ien t  

p l u s  da classes que 13 p a r t i t i o n  q .  I I  en r é s u l t e  a l o r s  que au 

moins une c lasse da q c o n t i e n t  au moins deux c lasses dc? p. La pro-  

p o s i t i o n  2.6.3.1 s i g n i f i e  que la S - p a r t i t i o n  e s t  s t r i c t @ m ~ n t  p l u s  

f i n e  que Iû H - p s r t i t i o n .  

2.6.6.2 - Théorème 

S o i t  un ensemble de n ?objets : X. 

S o i t  une p a r t i t i o n  p. d s  ces o b j e t s  e t  1 a p-éauivalenco correspnn- 

dsntû. f e s t  13 fonc t i on  associée à l a  p a r t i t i o n  p : 

x  .\, y -+ f ( x )  = -  f ( y )  
P 

Soiant  les  srjus-grrupes k  do Sn dont l e s  k-par t  i t i c -ns  ISSQC iécs scnt  

p lus f i n e s  que l a  p a r t i t i o n  p.  S o i t  h  un des sous-groupes k  t e l  q u ' i l  

n v c x i s t e  pas de k - p a r t i t i o n  s t r i c t c m s n t - b i n S  f ine .  

S o i t  I  : X + P(X) une fonc t i cn  v é r i f i a n t  +' XE X, Yv E k 

I  ( V X )  = v (1x1 un3 fonc t ion  v é r i f i a n t  c e t t e  p rop r ié té  sur un 

groupe contenant h, l a  v e r i f i e  sur  h .  

f e s t  une fonc t ion  v e r i f  irln; "+XE X, 'd vc h f ( v  X )  = f ( x ) .  

E l  l e  v é r i f i e  c e t t e  p rop r ié té  pour - tou t  sous-groupe de-h e t  même pour 

t o u t  sous-groupe k.  

S o i t  lséquivalence a : 

x  y + x  Q y e t  YA unec lasse  d e  p  ( h x n ~ l  = Iby   AI 
4 P 

1 La a - p a r t i t i o n  e s t  moins f ino que l a  h -pa r t i t i on .  

8n t rouvera f ig.  1 8 (chap i t r c  4 1 unc dérnonstraticn de ce thQcrèrne. 1 1 

exp l ique les  insuf f i sances de l a  méthode des dsux fonc t ions  e t  Jus- 

t i f  i o  l a  méthcdb des hypothèses, 



2.7 - Equivalence e t  Isomorphie 
- 

2,7,1 - Correspondance dûs c lasses 

prop 
2.7.1 1 Lv  iscmorph isme respecte les c i  rsses, 

C'est-à-dire que l e s  isomorph i smes qui e x i  s ten t  en t re  deux graphes 

étab l i s sen t  une correspondance b i un ivo ue o n t r c  13s cnsemb 13s de 

c lasscs do môme c a r d  ina 1 ,  

Cette p rop r ié té  r é s u l t e  de cc l u e  les groupes d'automor~hismvs de 

deux graphes isomorphes sont i somcrphes. 

Soient deux graphes GI  = (X I ,  Ulr O 1 e t  GZ = (XZ, U2, fi 1 I 2 
i somcrphes, 

Soient x o t  y doux sommsts d'une mêma c lasse ds G e t  so ion t  z 2 t  t 
I ' 

leurs correspondants rospect i f  s dans G2.  S c i t  v ,  Is permutat ion d2 H - I 
qui f a i t  passar da x à y dans G a l o r s  v2 = y  v lp  

I  ' ~ s t  unc? ~ 2 r -  

mutation do H nui  f a i t  passer do z à t. Cc raisonnement c s t  aussi 

va lab lô  s i  v e s t  une transoos it ion, aunuel cas v o s t  aussi une 
I  2 

t ranspos i t ion .  D'où i 1 resso r t  n u e  z e t  t sont  dans une même c lassc  

dans G2. Du f a i t  r u r  y e s t  unc correspondance b iun ivonus la  c l  assc 

da x dans G e t  ce1 l e  de son corrcspcndant y dans G sont a l o r s  dc 
1 2 

même c a r d i n a l ,  On ccnsta tc  donc nuqune c lasse do G ne p u t  ccr ros-  
I 

pcndro nu1à une c lass6 do G2 de mjmo ca rd ina l .  

C ~ t t e  p r c l r  i é té  sera u t i  l isée pour simp l i f i a r  la rocherche dc la 

corrf~spondancc b i un i v o ~ u c  assoc i ée à un i scmorph i smc. 

2,7,2 - Correspondance e n t r e  les somats  de S-c lasscs correspondantes 

prc;p Lcs sommets de deux S-classes corrcspondantcs peuvont 3 t r e  mis <XI 

2.7.2 correspondancc d une façcn arb i t r a  i r e .  

Ccci r é s u l t e  de c r  nue les  t ranspos i t i ons  sssociécs à dss S - C I ~ S S ~ S  

engondrcnt un sous-grcupc de H isomorphs au grouDe S des permuta- 
F 

t i o n s  de p ob je ts  s i  l o s  S-classas on t  p pour cardinal ,  e t  dc l a  

p rop r ié té  2 de 2.5. On passera d'un :53morphisme 3 un a u t r s  par  prc- 

d u i t  de c e  premier par une t rsnspos i t ion ,  ce nui rev ien t  3 échanger 

deux sommets d'une S-c lasse d e ,  l 'un ou I ' a u t r e  graphc dans la  corrûs- 

pondance, 



2.8. - Restr ic t ions  du problème 

2.8.1 - S i n p l i f i c a t i o n s  

on a i n t é r ê t ,  comme dans tous l e s  problèmes de combinatoire 

à diminuer au maximum l e  nombre- de choix B f a i r e  dans le  che- 

minement ve r s  l a  so lu t ion ,  ou à se ramener par  décomposition 

du problème 2 des cas  de t a i l l e  p lus  réduite.  En général l e  

problème n ' e r  r e s t e  pas moins encombrant e t  nécess i t e  de puis- 

san t s  moyens pour utrs rosoly- 

Dans le c a s  qui nous in té resse ,  il est poss ib le  éventuellement de 

remplacer l e s  graphes par d 'aut res  graphes dont on s a i t  q u ' i l s  ont  

même groupe d'automorphisrnes, en u t i l i s a n t  en p a r t i c u l i e r  l e s  indi -  

cat ions données au paragraphe 2.4.2. 

Le  graphe complémentaire peut avo i r  moins d 'arcs ,  par exemple, 

ce qui diminue l e  temps de ca lcu l  des chemins, tou te fo i s  il r isque 

de ne p lus  ê t r e  connexe. 
. j 

2.8.2. - Graphes non connexes - 

Pour de t e l s  graphes on conçoit très bien que l'isomorphisme en- 

tre l e s  graphes, implique une corres~ondance biunivoque e n t r e  les 

composantes connexes. Deux composantes correspondantes sont  des 

sous-graphes Isonorphes. On s e r a  donc mené  à chercher des iso- 

m o ~ h i o ; s e n t r e  l e s  composantes connexes. D'où il r é s u l t e  que l e  

problème de lPisornorphisme de graphe d o i t  s e  résoudre dans l e s  

graphes connexes. 

Pour un graphe non-connexe, l e  problème garde t c u t  son encombre- 

ment s i  l e  nombre de composantes e s t  élevé,  car  il y a beaucoup 

d ' i somorph i~s  ; éventuels à t e s t e r ,  



Il  s ' a g i t  de r ep résen te r  une correspondance biunivoque e n t r e  les 

éléments de deux ensembles. 11 e x i s t e  de nombreuses méthodes. 

Par exenple une matrice indicée  en l i g n e  par  les éléments de 

l 'un  des ensembles, en colonne par  l e s  éléments de l ' a u t r e  ensem- 

b le ,  e t  n'ayant ,qu'un élément non nul  pa r  l i p e  e t  pa r  colonne : 

une matrice u n i t é  permutée. 

Cependant v o i c i  deux nStkodes qui  permettent auss i  de représenter  

une correspondance e n t r e  deux ensembles X e t  X2. qu'on s a i t  b i -  
1 

univoque, mais dont on ne s a i t  seulement f a i r e  correspondre 

biunivoquement que des mus-ensembles (de même ca rd ina l ) .  

2.9.1. - Lis  t e  d '  associa t ions  

C'est une l i s t e  des couples de sous-ensembles correspondants. On 

peut é c r i r e  l e s  s o m e t s  du premier sous-ensemble de X s u i v i s  e n t r e  1 
parenthèses des s o m e t s  du sous-ensemble correspondant de X2, pu i s  

p lacer  l e  sous-ensenble su ivant  de X s u i v i  de son correspondant 
1 

dans X2. 

Exemple : Pour l e s  graphes suivants  é tud iés  en 2.5.3 : 

On peut  é t a b l i r  l a  correspondance 

1(4) 293,4(19293), 

mais on ne peut pas d i r e  s i  l e  s m -  

IL A ment met 2 au de sommet G 1 correspond 1 de G 2' nécessaire-  Cela résul -  

2 
t e r a i t  d'un choix à f a i r e  du f a i t  

4 
3 e que l e s  sommets 2,3,4 de G forment 

G z  1 
une S-classe,  a i n s i  que 1,2,3 de G 

2 
Pig. 11 Un isomorphisme s e r a i t  par  exemple 

1 (4)2(1)3(3D4(2) 



2.9.2.- tableaux d9assoc ia t ions  

Affectons des valeurs d i f f é r e n t e s  aux sous-ensembles m i s  en 

correspondance, e t  choisissons arbi t ra i rement  une correspon- 

dance bicaivoque en t re  l e s  s o m e t s  de ces  sous-ensembles. 

Le tableau d 'associat ions aura a l o r s  t r o i s  rangées dont les 

deux premières contiendront les couples de s o m e t s  correspon- 

dants e t  l a  t roisième l a  valeur a f fec tée  à l eu r s  sous-ensembles. 

Dans un t e l  tableau,  s i  l e s  valeurs  dans l a  troisième rangée 

sont  d i f f é r e n t e s ,  l a  correspondance e n t r e  l e s  sommets s e r a  biu- 

nivoque, sinon a l o r s  on Fourra arbi t ra i rement  échanger l e s  sonr 

mets de l 'une des deux premières rangées s i  l e s  valeurs en t r o i -  

sième rangée sont  égales. 

Exemple : l a  l i s  t e  d 'associat ions précédente: devient : 

G 1 '  1 2 3 4  

Val.: 1 2  2  2  

tendis  que L'isomorphe s e r a i t  

G i '  4 1 2 3  

V a l . :  1 2 3  4  
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III. E X I S T E N C E  D ' U N  



Egistence d'un i somorpni sme 

C'est la première étape du problème. Ch ne cherche pas encore à 

construire un isomorphisme mais seulement son existence. Pour cela nous 

allons essayer d'établir des conditions d1isomorphi@ entre deux graphes. 



3.1- Conditions d  ' isomorpni* - 

III. 1 

Une condi t ion s u f f i s a n t e  v é r i f i é e  permet t ra  de d i r e  que deux 

graphes son t  isomorphes. S i  une condi t ion néces sa i r e  n ' e s t  pas 

v é r i f i é e ,  a l o r s  l e s  deux graphes ne se ron t  pas  isomorphes. 

.dn f a i t ,  il n ' a  pas encore é t é  trouvées de condi t ions  suf f i san-  

t e s  effectiveinent f a c i l e s  à vérifier. E l l e s  néces s i t en t  sou- 

ven t  de  longs ca lcu l s .  

Pa r  con t re  on connait  de nombreuscs condi t ions  nécessa i res ,  

f a c i l e s  à é t a b l i r  e t  à v é r i f i e r .  Il e s t  a l o r s  pos s ib l e  de ré- 

soudre l e  problèma inve r se  : DGterminer s i  deux graplies ne sont  

p a s  isomorphes. 

Ge problème a  son importancc quand il s ' a g i t  de reconna î t re  l e s  

grapiies isomorphes parini un ensemble dc graphes cng,,nirc; ,uto- 

matiquemsnt. 3n u t i l i s a n t  l e s  condi t ions  neces sa i r e s  on pourra 

s u r  l o s  grapaas en ques t ion  d é f i n i r  une r e l a t i o n  d 'équivalence 

q u i  d i r a  que deux graphes sont  équivalents s ' i l s  v é r i f i e n t  l e s  

conditions nécessa i res  qu'on a consid6rScs. Deux grapnes non- 

équ iva len t s  ne soront a l o r s  sas isomorp~ics. Il ne r o s t e r a  à com- 

p a r e r  à l ' a i d e  dcs condi t ions  su f f i s an to s  que l e s  graphes d 'une 

même c l a s s e ,  cc qui  l i n i i t e  d ' a u t a n t  l c  nombre de s  comparaisons. 

L ' i d é a l  s e r a i t  d ' a v o i r  uns coridition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  

d  ' isomorphisme 

3.2 - Carac t é r i s t i ques  ( D . J I J . ~ ~ ~  JX) 

3.2.1 - Déf in i t ion  

Déf: 3.2.1, Uns c a r a c t é r i s t i y u c  e s t  un Gtre mathéaatiyuc, compdrable à un 

1 a u t r e  do niCmc? naturc;, ~ w o ë i é  à .un p s p b t  c t  ditsrclinc dlunc'  

- i L  ., 2 L Bjl r~pr6sentz!, t ion.  

On s e  scjrvira d ' e l l e s  pour é t a b l i r  des condi t ions  d'isomorphisme 

à l ' a i d e  de l e u r  comparaison. Pour c e l a  on l e s  c l a s s e  en deux 

typcs.  



l III. 2 

1 

3.2.2 - Type des Caractéristiques 

Uno ~aracteristi~ue est de type 1 si dés grapncs ayant d3s ca- 

ractéristiqucs différtritcs nl; sont pas isomorphes. 

Une caractéristiquc dst de typo 2 si d ~ s  grsphcs ayant des ca- 

l ractéristiques égal~s sont isornoiphcs. 

Avec les caractéristiques du typc i on pourra construire dos 

conditioris nécossairus d' isomorp~lis . avvc los aarsctéristiques 

dc type 2 on aura dss conditions suffisantes. 

Réciproquement en exprimant des conditions d'i~omorp~lisme sous 

des forrncs psrticuli6rcs, on obti~ndra des caractSristiquvs. 



III. 3 

3.3 - Conditions n é c ~ s s a i r ~ s  

E l l e s  s e  dCduisant de l a  d é f i n i t i o n  de l ' i somorpnk.  de 

graphcs. 

3.3.1 - Jcgre des  somiilets corrcspondants 

3.3.1- 1 - Proposi t ion 

prop.3,3,l.lLes sommets correspondants de d ~ w  graphes isomorphes on t  

t mênes demi-degrès i n t 8 r i o u r  d t  dx thr ieur ,  e t  sont  support  du 

mVme noinbrc do boucl,2s. 

Dérnonst. Pour dcux graphes isomorphes Û s.t G considérons deux sonmets 1 2 
correspondants x e t  x Tout successeur  (prédécesseur)  de  x 1 2 ' 1 
correspond à un succGsseur (prédécossour) de x c t  vice-vorsa, 

2, <, 
à cause dc: l a  d e f i n i t i o n  de l f i somors2~ ie  (2.3.1) , puisquf  en t r e  

un soni~net e t  chacun dc ces  succcsscurs  ( p r é d é c e s s e u ~ )  il e x i s t c  

un 2rc ,  e t  c e t  ,arc C ; S ~  r e s p ~ c t é  p a r  but '1 tTsonorpnisnc. Il ci-ré- 

s u l t c  que deux sgmncts corrcspondants ont  neme nombre dc  suc- 

cesseurs  (prédiccsùcurs)  d ' o ù  même dcmi-degré ex t é r i eu r  ( i n t é -  

r i e u r ) .  

S i  1; somnct x e s t  support  d 'une boucle il e s t  successeur  e t  1 
prédécesseur de lui-mGmc. Son corrcspondant s o r s  aus s i  support  

d'uno bcucle  ca r .  c c t  a r c  dst aus s i  respec ta  pa r  tuu t - . . l t i~u l~orph isme.  

Pour l c s  multigraphcs s i  un t rc  deux sommets il e x i s t e  p l u s i e u r s  

a r c s  dc in2mo sens, i l s  sont  au tan t  de f o i s  prédéccssours e t  

succcsseurs  l ' u n  d~ l ' a u t r c  su ivan t  l e  sdns des  a rcs .  

3.3.1-2 - Conséquences " 

On vn dedui t  t ou t  dc s u i t e  

Prop 3.3.1.2 

S i  deux graprics sont  isomorphcs i l s  ont  même nombro de somrnots 

d o  mêinos demi-degres, o t  m3iiiu nombre do sommets supports  du 

mzne nombro de b o u c l ~ s .  



III. 4 

Une a u t r e  conséquence s c r a  ut i l i sé-!dans  l a  construction d 'un 

isor-orphi.;.:ic.. . D a s  l a  recherche de l a  corrvspondancc: en t r e  

sonmet il s e r a  i n u t i l e  d ' e s saye r  l ' a s s o c i a t i o n  do deux sommcts 

de demi-degrés d i f f é r e n t s .  Par  con t re  on a s soc i e r a  l c s  succes- 

sours (prédécesseurs) d 'un somrn~t de l ' u n  des  graphos avec l e s  

successeurs  (préd6cusscurs)  de son correspondant. dans 1' a u t r e  . 

graphe. 

3.3.1.3 y C a r à ~ t é r i s t i ~ u e  associéo 

Dans l a  proposi t ion 3.3.1.2 l e s  éléments à comparer sont  l e s  

raombrcs de  sommcts di! rnêmc domi-dvgrés, ou l e s  nombres dc: sox- 

mets support  du meme nombre de boucles. Cc sont  c e s  nombres 

q u ' i l  f a u t  rassembler dans l a  c a r a c t é r i s t i q u e  associse .  

Ainsi on pourra p a r  oxcmple pour l e s  demi-ddgrés dx t é r i eu r s  

cons t ru i r e  pour chaque graphc un vac t eu r  ind icé  pa r  ces  doini- 

degrés t e l  que l a  coordonnée d ' i nd i ce  i s o i t  l e  nombre de som- 

mets du grapnc de demi-dogré ex t é r i eu r  i. Cc vec t eu r  aura  au 

plus,:m composant~s ,  si l e  graphe a m a r c s ,  

On pourra pareil lcincnt en cons t ru i r e  pour l e s  domi-degrés ex- 

t é r i e u r s  c t  pour l e  nombre de boucles pa r  sommets. 

Ce sont  de s  c a r a c t 6 r i s t i q u e s  de typc 1 d ' ap rè s  l e u r  construc- 

t ion .  Il e s t  a i s é  de  cons t ru i rd  dcs  graphes non isomorphes qui 

auront mêmcs c a r a c t é r i s t i q u e s  de ce  type. Ils prouvoront que ces  

c a r a c t é r i s t i q u e s  ne son-G pas  au  type 2. 

Pour l e s  degrés e t  demi-degrds on pout u t i l i s e r  l e s  deux graphes 

su ivan ts  : 

f i g .  12 



III. 5 

3.3.2 - Longueur de; c i r c u i t s  

Nous avons vu qu'un isomorpnisme e n t r a i n a i t  und cor resp~ndance  

o n t r e  l e s  a rcs .  DG c b t t ~  corrvspondmca on peut t i r e r  das  

r é s u l t a t s  semblables à coux obtenus pour l e s  sommets. 

3.3.2.1 propos i t ion  

prop. 3.3.2.1 

1 Pour d u u  graphes isomorpiies, s i  deux a r c s  sont  ad jacen ts  dans 

1 l ' u n  des graphes l e u r s  correspondants l a  son t  aiissi dans l ' a u t r e  

Ceci r é s u l t e  do l a  d e f i n i t i o n  de l a  correspondance e n t r e  l e s  

a r c s ,  qui  e s t  construite à p a r t i r  dc l a  correspondmcc de  l eu r s ,  

extr6mit6s.  

Il en r é s u l t e r a  a l o r s  que 

prop 3.3.2.2 

I L1isomorph@ en t r e  deux grapncs i n d u i t  unc correspondance 

biunivoque c n t r ~  l b s  cyc l e s  e t  en t r e  l o s  c i r c u i t s .  

Pour s ' e n  rendre  compte il s u f f i t  d'appliquer l a  p ropos i t ion  

préc6dznte 5 chacun dos sommcts d 'un c i r c u i t  ou d 'un cyc le  d 'un 

graphe. On cons t ru i r a  dans l ' a u t r e  grapne un c i r c u i t  ou un cy- 

c l e  correspondant, .;de nisme longueur. Comno deux c i r c u i t s  ou 

deux cycles  d i s t i n c t s  d i f f è r e n t  au ïiioins pa r  un a r c ,  l e s  cir- 

c u i t s  ou cyc les  corruspondants d i f l è r e r o n t  aus s i  pa r  l e s  a r c s  

correspondant à ceux u t i l i s é s  pour l a  d i f f é r e n c i a t i o n  dans l ' a u -  

t r e  graphe. Il cn r é s u l t e  quc l a  correspondance e s t  biunivoque. 



3 .3 .2 .2  - Conséquences 

Comme pour l e s  sommcts on peut d i r e  que 

p o p  3.3.2.2.1 

S i  dcux graphos sont isomorphes i l s  ont môme nombre de cycles  

e t  de c i r c u i t s  de mSmc longueur. 

Une aut re  consSquonce à u t i l i s e r  dans l a  recherche de l a  cor- 

respondance ent re  l e s  sommets e s t  quc 

p p  3.3.2.2.2 

I Pour dcux graphes isornorphcs, par des sommcts correspondants 

il passe l e  môme nombre de c i r c u i t s  ct cycles  de môme lon- 

gueur. 

3 .3 .2 .3  - Caractér is t ique associée 

El le  se  cons t ru i ra  pour chaque grapnc de l a  même façon qu'au 

paragrapne 3.3.1.3. Pour l e s  c i r c u i t s ,  par  exemple, ce s e r a  un 

vocteur indicé pa r  l e s  longueurs de c i r c u i t s  t e l  que l a  compo- 

sante d ' i nd ice  i s o i t  l e  nombre de c i r c u i t s  do longueur i dans 

l e  graphe. La dimension maximale de cc vecteur  e s t  encore m, 

l e  nombre d 'arcs .  

Remarquons que pour chaque sommet on pourra i t  construire  des  

vecteurs du même tj.pb i : ~ d i q a n . t  l e  nombre de c i r c u i t s  (cycles)  

de chaque longueur passant par ce sommet, e t  au cours de l a  

construction d 'un isomorpnis~ne, essayer d 'assoc ier  des sommets 

de mêmes vecteurs. 

Ces carac tLr is t iques  de type 1 sont malheureusement longues à 

calculer.  Les c i r c u i t s ,  par  exemple, peuvent s~ ca lculer  à l ' a i d e  

des elements diagonaux des puissances de l a  matrice carac tér i s -  

tique du graphe. 

On v é r i f i e r a  encore sur  des exemples q u ' e l l e s  no sont pas de 

type 2. ( v o i r  f i g .  13) 
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3.3.3 - Une ca rac t é r i s t i qud  de type 1 : l a  matrice D 

3.3.3.1 - Arcs e t  degrés  -- 

Lvs c a r a c t é r i s t i q u ~ s  quc.nous Avons vues  cons i s t en t  à ind iquer  

l e  nombre de sommots d 'un graphe qui v é r i f i e n t  une propr ié t6  

quan t i t a t i ve .  Zn v o i c i  une cons t ru i t e  s u r  l e s  a r c s  qu i  v é r i f i e n t  

une propri6ti :  q u a n t i t s t i v e .  

S i  l a  p rop r i é t é  quantitative ne depcnd que des  a r c s ,  on cons- 

t r u i r a  un vec teur ,  meis s i  c l l e  dipend dos  sommcts, comme l e s  

a r c s  ont  deux c x t r i m i t é s  il faud r s  u t i l i s c r  une matrice. 

Supposons que l a  p rop r i é t é  Gn qucçtion s o i t  que4!un a r c  r e l i e  

un soml.,et do degr6 i à un soinmet de degré j." On cons t ru i r a  

a l o r s  l a  matricc il, ind icac  cn l i gnes  u t  cn colonncs pa r  l e s  

dogrés d m  sonimets c t  t e l l e  que D . .  s e r a  lc nombre d ' a r c s  re- 
1 J  

l i m t  un sommut d6 d c g r i  i à un sommct de  degrê j. 

Il e s t  a i s 6  de démontrer à p a r t i r  de l a  p r cpos i t i on  3.3.1.1, de  

l a  d é f i n i t i o n  2.3.1 de  l t isomorphic ot dc l a  d é f i n i t i o n  de l a  

correspondance e n t r c  l c s  a r c s ,  que l a  a a t r i c e  D e s t  une carac- 

t e r i s t i q u e  de  type 1. 

Les graphes de l a  f i g .  12 qu i  ont  même matrice D e t  qu i  nc  son t  

pa s  isomorphes montrent q u ' c l l e  n ' e s t  pa s  do t y p ~  2. 

On t rouvcra  f i g .  14 un a u t r c  contre-exemplo. 

3.3.3.2 - Général isa t ion 

Lü processus de cons t ruc t ion  dc ces  ca r ac tCr i s t i qucs  e s t  main- 

t enan t  suffisamment demont&. pour q u ' i l  ne  s o i t  p lu s  n6cessa i re  

d ' en  donner des cxomplcs. Indiquons simplcmcnt qu'on peut en 

invùnte r  un grand nombre, e t  q u ' i l  n ' e s t  pas  necessa i re  d r i n d i -  

c c r  par  l e  même gcnre dc quan t i t é  l e s  l i g n e s  e t  colonnes de l a  

inatricc D. 

Nous ver rons  p lu s  l o i n  (m6thode des deux fonct ions .  4.4.3.5. ) 

unc autri:  géné ra l i s a t i on ,  e t  une méthode simple de  ca lcu l .  Nous 

y verrons  égaleinent l ' i n c ideuoc  de c c t t o  c a r a c t é r i s t i q u e  s u r  l a  
t 

recherche d u12 isomorphisme. 
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3 . 3 . 4  - Les r e l a t i o n s  d 'équivalence 

Un type de r e l a t i o n s  d 'équivalence 

S i  doux graphes son t  isomorphes, l e s  r e l a t i o n s  d 'équivalences  

en t r e  l e s  sommets doivent  ô t r e  respec t&cs ,  à condi t ion que 

cel les-c i  so ien t  d e f i n i e s  directement ou indirectement à l ' a i d e  

des arcs .  C 'es t  l e  c a s  des H-et S - é q u i v d ~ n c e s  qu i  dépendant 

des a r c s  par  l e  graupo d'automorphismes. Il e s t  isomorphe au 

groupe des  permutations de s  sonimots qu i  respec ten t  l e s  arcs .  

Ce s e m i t  auss i  l e  c a s  d'une r c l a t i o n  qu i  i nd ique ra i t  comme 

équivalents  deux sommets qu i  ont  même degré. !.:ais s i  on d i t  que 

. - deux sommets sont équ iva len t s  s i  l e u r s  i n d i c e s  sont p a i r s ,  on 

obt iendra  une équivalence qu i  ne r e n t r e  pas  dans l e  genre envi- 

sage. Co genre de d é f i n i t i o n  d 'âquivalences  e s t  n i c e s s i t d  p a r  

l e  f a i t  qu'un i soaorph isae  e s t  une corrospondzvlce e n t r e  l e s  

sommets associée  à une correspondance, e n t r e  l e s  arcs.  

l 

Un isomorphisinc. r c spec t e  l e s  équivalences ~ n t r e  l e s  sommets s i  
! 
. e l l e s  s o n t  c o n s t r u i t e s  à l ' a i d c  des  a r c s ,  

3 . 3 . 4 . 2  - Conséquences 

L'isomorphisme indu i e r a  a l o r s  une correspondance biunivoque 

en t re  l e s  c l a s se s  d 'gquivalence dos deux graphes, parce  que, 

comme pour l a  H- e t  S - 6quivalencc, deux sommets dquivalents  

dans l ' u n  dcs  graphes ne  p o , r r o n t  correspondre qu 'à  deux sommets 

équ iva len t s  dans 1 ' a u t r e  graphe. On peut 4 t a b l i r  

p o p  3 . 3 . 4 . 2  

S i  deux graphes son t  isomorplies, i l s  ont  pour tou te  r e l a t i o n  

d'équivalencd du type 3.3.4.1 même noinbre dc c l a s s e s  de même 

cardinal .  

3.n su ivan t  l e  mêmc raisonneinent quc pour l e s  degrés de s  sommets 

on t i r e r a  d ' a u t r e s  consdquences u t i l e s  à 1% recherche df<u$'iso- 

morphisme, e t  on pourra  cons t ru i r e  unc ca r ac t e r i s t i que .  



"1 G,, 
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III. I O  

Carac té r i s t ique  

Ce se ra  un vec teur  indic6 p a r  les cardinaux des c l a s s e s  e t  dont 

l a  composante d ' i nd i ce  j s c r a  lc nombre de c l a s se s  dc j sommets. 
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3.3.5 - Les p rop r i é t é s  de s  graphes 

Pour l a  d6termination dc non-isornorphiu de  deux graphes il 

e s t  n a t u r e l  d ' u t i l i s e r  t o u t ~ s  l e s  informat ions  que l ' o n  a ,  ou 

que l ' o n  peut  avo i r  s u r  l e ?  graphes. 

Aussi de l a  d e f i n i t i o n  on déduira  que 

Prop 3.3.5 
S i  deux graphes sont  isomorphes i l s  son t  cnsemble symétriques 

ou non-symétriques 

e t  donc qu'un graphe symitrique e t  un grapho non-symétrique ne  

son t  pas isomorphcs. 

De môme de l t 6 t u d c  prcc iden tc  on s aum qu'un a rbre  (graphe 

connexe sans  cycle)  c t  qu'un grapne hamil tcnien (il e x i s t e  un 

c i r c u i t  passan t  par  tous  l ~ s  sommets) ne pcuvent Ctre  isomor- 

phes. L' inconvénient  e s t  que de t e l l e s  p rop r i é t é s  nc  s e  cons- 

t a t o n t  pas aisément. 

&me si on pouvai t  t rouvcr  ün grand nombre de t e l l e s  proprié-  

t é s ,  e l l e s  n t  auront pas  un i n t e r a t  p r a t i quc  c a r  l e  p lu s  souvent 

l e  problème do l ' isoiïiorphic s e  posc pour de s  graphes cons- 

t r u i t s  in tent ionnel lement  pour v é r i f i e r  une p rop r i é t é ,  qu i  en 

gknhral en exclue beaucoup d t a u t r c s .  

Remarquons t ou t e fo i s  c e c i  : bien que nous ne  l ' ayons  pas cjx- 

primé, 1 ' i sonorpniv cn t r c  deux graphes i n d u i t  une correspon- 

d m c e  en t r e  l a s  chaînes e t  chemins de s  graphes. S i  on s a i t  que 

l e s  cycles  e t  c i r c u i t s  sont  dos chaînes  e t  cncmins fermés, on 

n ' au ra  pas do d i f f i c u l t é s  à l e  inontrer. O r  pour recharcher  un 

isomorphisme e n t r e  doux graphes on u t i l i s e  directement ou in- 

d i r cc t c~ncn t  l e s  chc r in s  c t  l e s  chaînes  dans l o s  deux graphes, 

q u ' i l  f a u t  a l o r s  c a l cu lo r  axplici temunt ou implici tement.  Mo- 

yennant quolques c a l c u l s  supplGmentaires on peut f a i r e  appa- 

r a î t r e  dcs p rops i é t é s  qu i  pourront ê t r e  u t i l i s d c s  pour t e s t e r  

& non-iso~norphi~ - . 
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On peut a i n s i  f a i r e  a p p a r a î t r e  l a  dimension et l e  nombrc de s  " 

composantes fortement connexes. I l  e x i s t o  même une r e l a t i o n  

df6quivalcnce en t r e  l e s  so~nmcts apparcntéc aux composantes fo r -  

tement connexes qu i  s e  c o n s t r u i t  à p a r t i r  dc l ' é g a l i t e  de cou- 

p l e s  de l i g n c s  o t  colonnes dc l a  matrice de l a  fermeture tran- 

s i t i v e  du graphe. C e t t e  dorn iè re  e s t  l a  somme d e s  puissances de  

l a  matrice c a r a c t é r i s t i q u e  du graphe, e t  il e x i s t o  des  algo- 

r i thmes t r è s  rapides  pour l a  ca lcu le r .  Deux graphcs isomorphes 

on t  mêmes nombres de  c l a s s e s  de  même ca rd ina l  pour l a  r e l a t i o n  

d '  équivalencb ci-dessus. 
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3.4 - Conditions s u f f i s a n t e s  

Nous rcvcnons au problèmc de 1' ex is tence  d 'un isomorphisme. 

La première condi t ion s u f f i s a n t <  e s t  l a  dCf in i t ion  mGme de 

1'isomorphi.e de duux graphes. L b s  a u t r e s  n3 s e ron t  que des  

express ions  do c e t t c  coriditiùn, comme pa r  exemple l a  P-équiva- 

l encc  de s  matriccs c a r a c t e r i s t i q u c s  des  deux graplres. 

Pour ê t r e  cffcctivcmcnt u t i l e  une condi t ion s u f f i s a n t e  d o i t  

permet t re  d ' é v i t e r  d'urrvisager l e s  permutations Ovuntuellos de 

l 'onsemblc des  sommets. Pratiquement il n 'en  e x i s t e  pas, du 

moins, à n o t r e  connaissance. 

Les c a r a c t é r i s t i q u e s  dc  type 2 qu i  sont  associ6cs  aux condi t ions  

suffisû.n-tes son t  auss i  a s s u j e t t i e s  a u  memes con t r a in t e s ,  e t  

c e l l e s  qu i  son t  connucs ne s o n t  pas non p lu s  &'un emploi a i s é .  

k v o i c i ,  t o u t e f o i s ,  une i n t é r e s s a n t e  pour son p r inc ipe  de 

cons t ruc t ion .  

3.4.1 - Exprossion pa r  un nonbre de l a  matrice ca r ac t4 r i s t i que  

Juxtaposons l c s  l i gnes  de l a  matr ice  ca rac tOr i s t ique  d 'un 

graphe. On ob t i en t  un vuctcur  dont l e s  coniposantes son t  l e s  

c h i f f r e s  d 'un nombre C c r i t  en b i n a i r e  s ' i l  s ' a g i t  d 'un  graphe 

o r d i n a i r e ,  en beso P- t is ' i l  s ' a g i t  d 'un p - graphc. L1 express ion 

do cc  nombre on base 10 r ep r i sdn t c  d 'une façon unique l a  ma- 

t r i c e ,  e t  c s t  pour l e s  graphes une ca r ac t6 r i s t i quo  de type 2. 

Pour un graphc s inp i e ,  son expression e s t  
(n-i ) .n +n- j 

= f; ,& A i j -  2 
1=1 ~ = 1  

On peu t  même, pour gagner du tsmps on ca l cu l ,  quand l e  graphe 

e s t  symetriquv, sans boucle, app l iquer  ce  procossus à l a  par- 

t i c  t r i a n g u l a i r e  supor icure  de  l a  matricc c c ~ r a c t 9 r i s t i q u e .  
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L ' u t i l i s a t i o n  pra t ique  do ce  nombrc en ca l cu l a t eu r  n ' e s t  f a i s a -  

b l e  que s i  tou t  l o  nombre peut ô t s c  représen té ,  e t  comine c ' e s t  
n  

un grand nombrc (de  l ' o r d r e  de 2 ) il f a u t  que mémoire n ' a i t  

pas  uno s t r u c t u r e  de  mot, cc  q u i  actuellement e s t  ra re .  L'encom- 

bremcnt de ce  nombre e s t  évident  si on s e  souvient  q u ' i l  r cp r i -  

sente  une matrice. 

S i  deux graphes ont  même nombre K i l s  se ron t  isomorphes, c a r  

c c l a  s i g n i f i e  quo l e s  matrices c a r a c t é r i s t i q u e s  des  deux graphes 

sont éga les .  Il n c  f a u t  pas  6 t r c  grand c l e r c  pour s e  rendre  

compte que l a  comparaison d i r e c t e  des  matrices c a r a c t é r i s t i q u e s  

s e r a  p l u s  rapide que l a  comparaison de l e u r  nombre K q u i  pour 

ê t r e  c a l c u l é ,  n6ces s i t c  d ' i s o l e r  successivcmont l e s  6léments de  

l a  matrice,  comme dans une comparaison. 
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3.5 - Conditions n6cessaircs et suffisantes 
Pas plus que pour les conditions suffisantes, il n'existe de 

conditions nôccssairos et suffisantes d'existence dtisomor- 

phi, :- qui soit valrrble. 

Ici encore il faut Gviter d'utiliser toutes permutations des 

sonrilots. On ckisrche alors à numcroter les sommets des graphes 

d'une façon uniforme dans tous lùs graphes. On pourrait essa- 

yer par exemple de faire en sorte que la matrice caractéristique 

ait le plus dt6l6rn~nts non nuls en haut et à gauche. Il n'existe 

pas de méthode valable. 

La magnitude d'identification qui est le maximum du nombre K - 
pour les diffgrentos permutations de la matrice caractéristique 

est un essai dans cc sens, mais pour le calculer il faut en- 

visager les permutations. Ii nt en ast pas moins vrai, qu'elle 

sera indgpendsnto db lfordrc des sommets pour un graphe donné 

et de ce fait sera une caractéristique do type 1 et 2. 

3.6 - Conclusion 
Il résulte en fin de compte qu'il est relativement facile de 

conclure à l'inexistence d'un isomorphisme entre graphes, mais 

que la mcillcuro façon dc prouver son existence est d'en exhi- 

ber un. Pour cela il faut 1s construire, et c'est l'objet du 

chapitre suivant. 
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4 - Méthode d e  - r ~ e ~ ~ g ~ e - d t - u - n n ~ s - o m ~ ~ i ~ ~ e e *  

41 1. P r i n c i p e  

Ce chapf t r e  c o n t i e n t  d'abord l a  d e s c r i p t i o n  du m a t é r i e l  mat/ht?matique 

e t  e n s u i t e  son emploi. 

On cherche une correspondance b,iunivoque qu i  r e s p e c t e  l e s  a r c s ,  e n t r e  

l e s  sommets de  deux graphes s u s c e p t i b l e s  d t d t r e  isomorphes. Pour c e l a  

on é t a b l i t  dans chocun des  graphes une r e l a t i o n  d'équivalence e n t r e  

l e s  sommets e t  on c o n s t r u i t  e n t r e  l e s  c l a s s e s  des  p a r t i t i o n s  a s s o c i é e s  

une correspondance b ~ i u n i v . o q u e  compatible avec 1 risomorphisme 

éven tue l  des deux graphes, c 'est-à-dire que l e s  sommets d'une c l a s s e  

dans l 'un  des graphes ne  pourront correspondre qu'aux sommets d e  l a  

c l a s s e  correspondante dans l ' a u t r e  graphe. 

On a f f i n e  e n s u i t e  l e s  p a r t i t i o n s  obtenues à l ' a i d e  'd'une a u t r e  r e l a -  

t i o n  d 'équivalence ou d'un procédé q u i  f a i t  i n t e r v e n i r  l e s  c l a s s e s  

des  vo i s in s  ( successeurs  e t  prédécesseurs)  .de  chacun des  sommets 

jusqu 'à  ob ten iz  l a  p a r t i t i o n  assoc ide  à l a  S - équivalence. S i  on a 

p r i s  l a  p récau t ion  de conserver  constamment la correspondance e n t r e  

l e s  c l a s s e s  des  deux graphes,  on o b t i e n t  à l a  f i n  une correspondance 

e n t r e  l e s  S-elasses.  En s e  rappelan t  que l e s  ssnmets .de deux S-classes  

corresponda~~~:c.s peuvent e t r e  a s soc i é s  a r b i t r a i r e m e n t ,  on obt iendra 

~ i i somarph i sme  cherché (propb 2.6.5.2), 



11 s e  peut q u t  à une é t a p e  donnée on ne p u i s s e  p l u s  a f f i n e r  l a  

p a r t i t i o n .  On u t i l i s e m  a l o r s  un procédé q u i  c o n s i s t e  à a s s o c i e r  

a rb i t r a i r emen t  dies s r n e t s .  11 faudra-ns l a  s u i t e  de l e  recherche 

. v é r i f i e r  que ces  a s s o c i a t i o n s  son t  acceptab les ,  e t  éventuellement 

en c h o i s i r  d t au t r e s .  

Liisomorphisme peut d t r e  obtenu également dans l e  c a s  où l a  p a r t i -  

t i o n  a é t é  a f f i n é e  jusqu 'à  ne c o n t e n i r  qu'un sommet p a r  c lasse.  

Lc correspondance b ~ i u n i v o q u e  e n t r e  l e s  sommets est l a  m8me que c e l l e  

q u i  e x i s t e  e n t r e  les c l a s ses .  

4. 2. Fonct ions  in- t r inç-èque  

Ce s o n t  e l l e s  qu i  permet ten t  d t o b t e n i r  &s r e l a t i o n s  d 'équivalence 

e n t r e  l e s  sommets des  gsaphes. 

4. 2. 1. Def in i t i on  F.I. -.. 

~éf.4.2.1.i Soien t  un graphe G = ( x ; u , ~ )  e t  un ensemble F quelconque. 

1 Une fonc t ion  f : X ---* F e s t  intrins- s i  l 'image d'un sommet 

p a r  c e t t e  fonc t ion  est i n v a r i a n t e  par  l e s  automorphismes du graphe. 

' Ctes+à-dire 

V t / fH,  V XEX f ( U X )  = f (x). 

L'ensemble F q u i  en géné ra l  e s t  l tensemble iN des e n t i e r s  ne s e r t  
+ 

qu'à d i s t i n g u e r  des  srm-irnets qu i  on t  des images d i s t i n c t e S . p a r  fa f o n e  

t ~ i o n  f. 11 ne prdsente  en f a i t  que peu d T i n t é r d t  e t  on peut  le choi- 

sis de façon à ce  que son emploi s o i t  l e  p l u s  ag réab le  possible .  



4. 2 ,  2. Exemples LI--II de fonc t ions  --- ---- i n t r i n sèques .  - ---- - 

On l e s  c o n s t r u i t  B l ' a i d e  d :  cond i t i ons  néces sa i r e s  dtisomorphismes, 

p J u s  précisément  de leurs conséquences s u r  l e s  sommets. 

' 

En prenant  pour  ensemble F 1 ensemble des  demi-degrés i n t d r i e u r s  

p o s s i b l e s  s u r  les graphes ( l y e n s e m b l e h l )  3 l a  fonc t ion  f : X -3.F 

q u i  à cheque sonmiet a s s o c i e  son demi-degré i i i t é r i e u r  est une fonc t ion  

in t r in sèque .  En e f f e t  un automorphisme est un isomorphisme d e  ce 

graphe dans l u i - m h e  e t  d 'après  l a  prop. 3.3 . 1. l e s  s m e t s  de m h e s  1;/2 

degrés  i n t 4 r i e u r s  ne peuvent s e  permuter q u t e n t r e  e h .  

Par c e  m h e  procédé e t  à l ' a i d e  des  condi t ions  n e c e s s a i r e s  d é f i n i e s  

en 3.3. , on pmiirra cons t r i l i r e  des  fonc t ions  i n t r i n s è q u e s ?  S i  on 

exprime p a r  l a  f l èche  x 1---, l a  phrase  "qui à x as soc iew,  on pourra 

é t a b l i r  l a  f i s t e  su ivan te  

f : x I---r n où n  - nombre de  sommets du graphe 
d 

f : x degré du sommet x 

f : x t - a  demi-demé i n t e ' ~ ? e u r  du sommet x 

f f :  x !--+ demi-degré e x t é r i e u r  du sommet x 
1 

f j x 1-5 l e  nombre de  boucles  s u r  l e  sommet x 

1: x i--+ 1 s i  x a p p a r t i e n t  à un c i r c u i t  de longueur 1, O s inon 

f : x I-I- l e  nombre de c i r c u i t s  passant  pa r  x 

etc.. . . 
On v e r r a  au  paragraphe 4. 3a d t a u t r e s  fonc t ions  in t r in sèques .  



A une fonc t ion  e s t  a s soc i éc  l a  r e l a t i o n  d 'équivalence su ivan te  "deux 

éléments s o n t  Equivalents  si et  seulement s i  i l s  ont  m8me image p a r  

l a  fonction". Pm: Lnc f onct;on i n t r i n s è q u e  c e t t e  équivalence d é f i n i e  

su$ s e r a  appelée l a  F.1 - équi-~aJ- Les F.1, œ_clas~es s e r o n t  les 

images réc iproques  de chaque sommet pa r  l a  fonc t ion  in t r insèque .  , 

A chaque fonc t ion  i n t r i n s è q u e  s e r a  a s soc ide  une F.1, - p a r t i t i o n  . 
A pa:tir de  deux d*ent rc+el les  on peut  en c r é e r  une t ro i s i ème  formée 

p a r  l e s  i n t e r s e c t i o n s  des c l a s s e s  des  deux p a r t i t i o n s .  La r e l a t i o n  
a s s o s i é e  

d téquiva l e s e s t  'Ideux sommets d'un graphe son t  équ iva l en t s  si e t  

seulement s ' i l s  ont meme image p a r  chacune des  deux fonc t ionsN.  En 

g é n é r a l i s a n t  à t o u t e s  l e s  fonc t ions  in t r in sèques  on obt iendra une 

p a r t i t i o n  de  ltensemble X des  sommets d'un graphe q u i  s e r a  p l u s  f i n e  

que t o u t e s  l e s  au t res :  

On peu t  conna i t r e  une p a r t i t i o n  p l u s  f i n e  quc t o u t e s  les F.1.-par- 

tiGi ons. 

Prop, 4.2.4. La H - équivalence implique l a  EIréquivalence.  I 
Ceci  r é s u l t e  de ce  que d r a p r é s  l a  d é f i n i t i o n  42,I une fonc t ion  

i n t r i n s è q u e  a m&ne va l eu r  pGur tous  les sommets des  S - c lasses .  

On en dédui ra  que l a  H - p a r t i t i o n  e s t  p l u s  f i n e  que t o u t e s  l e s  

F -1 , -pa r t i t i ons .  



D e  l a  p ropos i t i on  4,2.4. i l  r 6 s u l t e  que s i  une p a r t i t i o n  e s t  moins 

f i n e  que l a  H - p a r t i t i o n ,  on pourra cons t ru ipe  une nouvel le  fonc t ion  

i n t r i n s è q u e  qu i  es t  ?a _ F _ ~ t i o . i  c ~ ç k ~ i é e  3 l a B i L i 3  

Pour c e l a  on numérote l e s  c l a s s e s  de l a  p a r t i t i o n ,  e t  on a f f e c t e  à 

chaque sommet l e  numéro de sa  c l a s se .  

Pratiquement l e s  s e u l s  cas  où on e s t  a s s u r é  que l a  p a r t i t i o n  e s t  

moins f i n e  que l a  H - p a r t i t i o n  e s t  c e l u i  où on c o n s t r u i t  cette 

p a r t i t i o n  3 p a r t i r  de  àeux F e I o - p a r t i t i o n s .  Au l i e u  de  num4roter l e s  

c ~ l a s s e s  de  l a  p a r t i t i o n  obtenue on peut  numérotes l e s  coupfes des  

Vâleurs des  deux fonc t ions  intr:i.nsèques pour chaque sommet. On o b ~ t i e n -  

d ra  directement  une nouvel le  fonc t ion  q u i  e s t  encore une ' fonc t ion  . 

in t r insèque .  (comparer avec 4 2,3 ) 

Appe 1 ons c e  processus f1 l a  .j ux t a .poç i t l onde  ~eC~U~X~fXonn~~tiioOnnsstl En i t é r a n t  

c e t t e  j ux tapos i t i on  de fonc t ions  dans un ensemble de  fonc t ions  

i n t r i n s è q u e s  on oulierIl.  U I I ~  I C;IC L I U A  i1:crinsèque q u i  a un é v e n t a i l  

de v a l e u r s  beaucoup p l u s  l a r g e  que  t o u t e s  les au t r e s .  

F . 1 r équivalence et--i-~-ogorrh~~e;~ 

Une fonc t ion  i n t r i n s è q u e  a s s o c i e  'a chaque sommet d'un graphe une 

va l eu r  qui exprime l a  mesure d'une p r o p r i é t é  q u a n t i t m t i v e  de ce 

sommet. Mesurons de l a  m h e  facon ces  p r o p r i é t é s  dans l e s  deux 



graphes suscep t ib l e s  d f b t r e  i ~ c m o r p h e s ~  On f e r a  correspondre l e s  

c l a s s e s  de chacun des graphes q u i  ont  meme v a l e u r  p a r  l a  fonct ion 

in t r insèque .  

Ce t t é  correspondance e s t  compst ible  avec l a  correspondance biunivoque 

que I t o n  cherche 3 ob ten i r  e n t r e  l e s  sommets, c ' e s t  à d i r e  qu'un Sm- 

met d'une F.I. - c l a s s e  de  l ' un  des  graphes ne  peut Qtre as soc ié  

qu'avec un sommet de  l a  F.1.-classe correspondante dans l t a u t r e  9- 

phe c a r  on a vu en 2*6.5 qu'un isomorphisme r e s p e c t e  l e s  H - c lasses .  

Quand on u t i l i s e  l a  " jux tapos i t i on  de  deux fonct ions" il f a u t  prendre 

l a  p récaut ion  de  numéroter simultanément l e s  couples des  va l eu r s  des  

deux fonc t ions  dans l e s  deux graphes. 

4. 2 r 6 2. Condit ion néces-saire- A1-i-s-q-orphi-a: '. 

Les F ,I.- équivalences dépendent des  a r c s  par  l e  groupe d r  autamorphismes 

comme l e s  H e t  S - équivalences.  On peut  l e u r  é t a b l i r  l e s  r é s u l t a t s  

obtenus en 3.3.4. e t  en p a r t i c u l i e r  

I 1 l 

S i .  deux graphes son t  isomorphes, i l s  ont meme nombre d e  FaII-classes  

1 de r n h e  card ina l .  

En u t i l i s a n t  l e s  remarques du paraqraphe procédent on a un r é s u l t a t  

p lus  f i n *  

Sf deux graphes sont  isomorphes l e s  F .I .-classes correspondantes  

ont meme ca rd ina l  



4. 21 6. 3. --.y-I,---.-- Fonct ions  i n t r i n s è c p e s  - - -- e t  ma t r i ce  - -- D. 

En se r appe lan t  l a  d é f i n i t i o n  "3.3.3.* de l a  ma t r i ce  D e t  sa généra l i -  

s a t i o n  on c o n s t a t e  qu'on peu t  i n d i c e r  l e s  l i g n e s  p a r  les va l eu r s  d'une 

fonc t ion  in t r in sèque ,  les colonnes p a r  l e s  va l eu r s  de  l a  mhe ou 

d tune  a u t r e  fonc t iondnt r insèque  e t  d é f i n i r  De. p e r  l e  nanbre d ' a r c s  
1J 

r e l i a n t  un sommet ayant  l a  va l eu r  i pour l a  fonc t ion  i n t r i n s è q u e  &un 

sommet ayant l a  valeur 3 pour l a  seconde fonc t ion  in t r inséque .  



4. 3. Fonction de s t r u c t u r e .  

Ce sont  les fonct ions q u i  permet t e n t  d v a f  f  i n e r  l e s  p a r t i t i o n s  

obtenues p a r  l e s  fonc t ions  in t r in sèques .  E l l e s  doivent  répondre 

àdeux c o n t r a i n t e s  : conserver l a  correspondance biunivoque e n t r e  

l e s  c l a s s e s ,  exprimer l e s  l i a i s o n s  e n t r e  l e s  sommets dans chacun 
* 

des graphes. C'est  à c e t t e  seconde con t r a in t e  q u ' e l l e s  do ivent  

l e u r  nom. 

4. 3.  1. D é f i n i t i o n  (FS). 

Def, 4 .  3. 1. Pour un graphe G = ( X , U , e )  une - fonc t ion  de s t r u c t u r e  e s t  une 
4 ?> 

fonc t ion  y  : X ---7' X:@ù X est l e  monoide commutatif engendré 

p a r  X) q u i  à chaque s o m e t  x  de X as soc ie  un mot y x  t e l  que pour 

t ou te  permutat ion v  de H on a i t  y  ( v x )  = v  ( y x ) .  

Dans c e t t e  d é f i n i t i o n  v ( 'yx) e s t  l e  mot formé des transformés par  

l a  permutat ion v des sommets de yx. 

4 .  3 .  2 ,  Exemple. 

La fonc t ion  de s t r u c t u r e  l a  p l u s  n a t u r e l l e  e s t  l a  fonc t ion  

successeur  ( 2 . 1 . 3 . 3 )  . A chaque s o m e t  x on a s soc i e  l e  m t formé 

pa r  les s o m c t s  y qu i  sont  exrémités des a rc s  i s s u s  de x. La  déf i -  

n i t i o n  des automorphismes permet d ' a f f i rmer  q u ' i l  s ' a g i t  b i e n  

d'une fonc t ion  de s t r u c t u r e .  

En v o i c i  d ' a u t r e s  z 

Par  l e s  puissances de l a  f o n c t i o n  Ton envisagera  l e s  sommets y 

q u i  Feuvent ê t r e  a t t e i n t s  à p a r t i r  de x  pa r  un chemin de longueur 

1, s ' i l  s ' a g i t  de r1 ; e t  l e s  somciets y ' ,  à p a r t i r  desquels  on 

-1 
peut  a t t e i n d r e  x p a r  un chemin de longueur 1, s ' i l  s ' a g i t  de r . 



La not ion  d e  chemin peut  e t r e  remplacée pa r  c e l l e  de  chatne. 

P a i r  l e s  c o n s t r u i r e  on superpose au  graphe é t u d i é  son inverse.  

Les chafnes sont  l e s  chemins dans les graphes obtenus. 

Un raf f inement  de  ce  q u i  précède c o n s i s t e  à prendre  les sommets q u i  

peuvent &tre a t t e i n t s  p ~ r  un chemin de long-ueur 1, mais p a s  par  un 

chemin de longueur p l u s  p e t i t e .  Ces sommets forment c e  quron  a p p e l l e  

l t é c a i l l e  d e  t a i l l e  1 assoc iée  au  s o m e t  x q u i  a  s e r v i  à l a  cons- 

t r u i r e .  Ces é c a i l l e s  on t  un l i e n  avec  l e s  chemins &lémenta i res  l e s  

p l u s  c o u r t s  e t  l e s  c i r c u i t s  é lémentaires .  

, 

On peut  également u t - i l i s e r  l e s  c y c l e s  e t  c i r c u i t s :  a s s o c i e r  à x * 

l e s  sommets q u i  appar t iennent  à un c i r c u i t  passant  p a r  x .  Ces solp- 

mets appar t iennent  à l t i n t e r s e c t i o n  des  fermetures  t r n n s i t i v e s  

On peut  encore  envisage^ parmi les successeurs  d 'o rdre  1 dtun 'som- 

met, ceux q u i  sont  d'un d e p é  donné, ou ceux quton  peu t  a t t e i n d r e  p a r  
. < 

p l u s i e u r s  chemins de longueur 1, etc... 

r 1 

Toutes  ce s  fonc t ions  de  s t r u c t u r e  se cons t ru l seh t  Ci- p a r t i r  de l a  , 

-. 
fonc t ion  . E l l e s  sont  l i 6 e s  aux a r c s  p a r  l e  groupo d4aut&orphismes, 

- 
e t  l a  fonc t ion  : qu i  e s t  une r ep ré sen ta t ion  du graphe c o n t i e n t  t o u t e  

l r i n f o r m a t ~ i o n  s u r  l e s  l i û i s o n s  des  sommets p a r  l e s  a rcs .  Il n ' e s t  

p a s  t ou jou r s  p o s s i b l e  d e  t rouve r  une formule s imple pour exprimer 

l e s  fonc t ions  de  s t r u c t u r e  21 p c r t i r  des  p ~ i ç s ~ n c e s  de In fonc t ion  '. 



4 ,  3. 3, Graphe a s s o c i i  à une fonc-tion d e  s t r u c t u r e .  
---YI--II- .-- ----- - - W---.uI-"- 

4.3 .3 -1 R e p r é - s s ~ n t t a ~ n n d e s  fon-cLi>-n-s- ,d_ees-r~-c-ttuUr-er~ 

S i  on compare l a  d é f i n i t i o n  d e s  f o n c t i o n s  de  s t r u c t u r e  avec c e l l e  d e  

l a  f o n c t i o n  s u c c e s s e u r  f (2.1.3.3> on c o n s t a t e  que  dans  l e s  deux c a s  

il s ' a g i t  d ' a s s o c i e r  un mot d e  X B un sommet x a  On p e u t  a l o r s  con- 

c l u r e  q u e  l e u r s  r e p r é s e n t a t i o n s  s e r o n t  l e s  m@rnes. E t  comme il s'agit 

d e  r e p r 4 s e n t a t i o n s  d e  graphes ,  l e s  a u t r e s  méthodes d e  r e p r é s e n t a t i o n  

des  g raphes  s e r o n t  a u s s i  r e p r é s e n t a t i v e s  d e s  f o n c t i o n s  de  s t r u c t u r e .  

4, 3, 3. 2 ,  Graphe a s s o c i é .  

. X  p a r t i r  d e  l a  r e p r é s e n t a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  de  s t r u c t u r e  on p e u t  

donc c o n s t r u i r e  un graphe q u i  s e r a  l e  graphe a s s o c i é  B l a  f o n c t i o n  

d e  s t r u c t u r e .  

D é f - 4 3  e3,.2 Le g raphe  Û a s s o c i é  à une f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  e s t  l e  g raphe  I 8 
1 q u i  admet pour  f o n c t i o n  s u c c e s s e u r  l a  f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e *  

$' e s t  en p a r t i c u l i e r  une f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  pour  G6- 

4. 3, 3. 3. Cornpaqaison de_s_nzoutyis d t a u $ o n ~ o r ~ h i s m e s ~  

4.3 -3 3.1 P r o p o s i t i o n .  

Ce p a b h e  G a mgme nombre d e  sommets que  i; . On p e u t  donc comparer 8 
son groupe d~au tomorph ismes  a v e c  c e l u i  du g rapheÔ On a 

prop. 4.3.3.3 -1 

Le groupe d f a u t ~ o r p h i s m e s  H ( G )  d'un graphe est isomorphe a 

un sous-groupe du Groupe drautomorphismes H ( 6 )  d'un g raphe  G8 

a s s o c i é  a u  graphe e t  à une f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  Y-  



Demonst. : --.- 

On s a i t  que l e  qroupe dfautomorphismes i l  (G) d'un graphe G e s t  

i somorphe a un sous-groupe H du groupe Sn d e s  p e r m u t a t i o n s  d e  n  

sommets du q raphe*  S o i t  H,, l e  s o u s - p o u p e  de Sn i s m o r p h e  à H (G$. 
I ' . , 

si Fi est un sous-qroupe d e  H F  l e  r é s u l t a t  s e r a  prouvé. Pour  c e l a  

exprimons l e  gro;pe H A l ' a i d e  d e  l a  f o n c t i o n  r . b p r o p o s i t i o n  

2.4.1 q u i  d o n n a i t  l a  d é f i n i t i o n  des  p e r m u t a t i o n s  $' d e  H permet 

V é r i f i o n s  e n f i n  que t o u t e  p e r m u t a t i o n ' 3  d e  H e s t  une p e r m u t a t i o n  

d e  Hi . S o i e n t  x  e t  y deux sommets t e l s  que  yeyx. Comme Li e s t  une 

permuta t ion ,  V y a p p a r t i e n t  à \,: (p); e t  p a r  l a  d é f i n i t i o n  d e  f on a 

L> y a p p a r t i e n t  à 8 (vx). y se comporte donc comme une p e r m u t a t i o n  y 
* ,  

d ' O  

4. 3 .  3. 3. 2. G o n s é q u e r l m  

a )  Une conséquence d e  c e t t e  p r o p o s i t i o n  est que 

1 La H - p a r t i t i o n  e s t  n l u s  f i n e  que  l a  H X  - p a r t i t i o n .  

DioÙ une f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  pour  G n e  s e r a  p a s  nécessa i rement  

une f  onctiori  i n t r i n s è q u e  pour  G g  a l o r s  q u e  l ' i n v e r s e  est v r a i .  

b )  Il y a une nuance a p p o r t e r  3 l a  p r e m i è r e  p r o n o s i t i o n .  

On p e u t  a d m e t t r e  que l e  sous-groupe s o i t  l e  p o u p e  t o u t  e n t i e r .  

C e t t e  é v e n t u a l i t é  n 'a j amais  étr?' e x c l u e  j u s q u i i c i ,  marne quand i l  



s t a g i t  de H, sous-groupe d e  Sn. 

Parmi l e s  graphes  G d o n  d i s t i n g u e  ceux pour  l e s q u e l s  H e s t  un 

sous-groupe p r o p r e  ( d i f f 6 r e . i t )  de  Hx e t  ceux pour  l e s q u e l s  H s e  con- 

fond avec  H 8 .  On v e r r a  p l u s  t a r d  (4.4.2.) que  l f é f f i c a c i t é  d 'une 

f o n c t i o n  dépend de  l r  i n c l u s i o n  HC H y . On a u r a i t  i n t é r e t  à s a v o i r  

d tavance  s i  c e t t e  i n c l u s i o n  e s t  s t r i c t e  ou l a r g e ,  Mais H r d é p e n d  d e  
. , 

G e t  d e  21 ; e t  on n e  p e u t  p a s  t e s t e r  f a c i l e m e n t  c e t t e  i n c l u s i o n  

s a n s  c o n n a i t r e  les groupes  H et Fi Y *  
Il p e u t  même s e  produire1 crutune f o n c t i o n  de  s t r u c t u r e  donne avec 

un g raphe  une i n c l u s i o n  s t r i c t e ,  e t  avec un a u t r e  graphe une inc lu -  

s i o n  l a r g e .  Voir  F ige  15. 

L'emploi d e s  f o n c t i o n s  d e  s t r u c t u r e  dans  l a  r e c h e r c h e  d e s  isomor- 

phismes e n t r e  graphes  e s t  c o n d i t i o n n é  p a r  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

h e  4.3.3 e 4  

\ Les g raphes  a s s o c i é s  p a r  l a  mdme f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e ,  à d e u x .  
! 
\ graphes  isomorphes s o n t  isomorphes.  

C e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  une conséquence d e  l ' e x i s t e n c e  d 'une  c o r r e s -  

pondance biunivoque e n t r e  l e s  sommets de deux graphes  isomorphes. 



Comparaison des groupes Ff et ?-lx p w r  deux graphes 
et  l a  fonction ds structure hl = rP 

evec ri 1,2,4,3 rt .: L1.41 
2 . 1  2 

et  rS2 = X (" +* r* ) = I 
1 2 1  



4. 4. Fo_n~.t;i~n~-de ~-ttry-cc;~ur-e et-  f - ~ n - c ~ i ~ n ~ -  iin_ttr-itè_iluUe~~* 

4. 4. 1. -__ Cons tuuc t ion  __  _ _  _ -_ __ de  _ _ f o n c t i o n s  _ _- __ ____ d e  _ _  str-u$-t~-r~.. - 

4, 4. 1. 1. ~ o n s t q u c t i o n  

A l ' a i d e  d 'une forlcl iuri  cie stxuc-bure Zf e t  d 'une  f o n c t i o n  i n t r i n -  

4 sèque F on p e u t  c o n s t  r u i r e  une n o u v e l l e  f o n c t i o n  de  s t r u c t u r e  
1 

p a r  l a  méthode s u i v a n t e  : xa a s s o c i e  à un sommet x  l e s  sommets y d e  

y x  pour l e s q u e l s  î ( y )  a une v a l e u r  donn6e a. Ce s o n t  l e s  sommets 

d e y x  q u i  a p p a r t i e n n e n t  3 une FI,- c l a s s e  donnée. 
l- 

4- 4. 1. 2. P r o p r i é t é .  

Prop. 4.4.1.2 

1 e s t  une f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  pour  Ga 
I 

S o i t  z a p p a r t e n a n t  B )(x. A l o r s  z c r x  e t  f ( Z )  = a ail a  est la  

v a l e u r  donnée. Une permuta t ion  \/ d e  H t r a n s f o r m e  x  e n g x  e t  z en.\)z. 

z e t 3 2  o n t  même v a l e u r  p a r  l a  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e .  D ' a u t r e  p a r t  

$ 2  a p p a r t i e n t  à ~ ( T x ) ,  c ' e s t  à d i r e  à %x. Il en  r é s u l t e  que  3 2  
I 

a p p a r t i e n t  à X3x .  Comme c e c i  e s t  v r a i  pour  t o u t  z d e  x e t  pour  

t o u t e  p e r m u t a t i o n  d e  h,  on a  l e  r k u l t a t  a t t e n d u ,  e t  HYkcon- 

t i e n t  M. 

4. 4. 1. 3. Comparaison de  Hy e t  Hva -- - - m m  - - 

11 n ' e s t  p a s  p o s s i b l e  d e  donner un r é s u l t a t  à p r i o r i  s u r  l a  compa- 
) 

r a i s o n  d e s  groupes HY e t  H ', n i  s u r  I l é v e n t u a l i t é  d e  d f o n c t i o n  o 
de s t r u c t u r e  pour  G On p e u t  c o n s t r u i r e  d e s  f o n c t i o n s  Y '  où H8' Y *  
n'a aucune r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n  avec Hz . V o i r  f i o .  16. 

La s i t u a t i o n  r é c i p r o q u e  d e  H x '  e t  Hydépend de  l a  f i n e s s e  d e  l a  

FOI - p a r t i t i o n  a s s o c i é e  3 l a  f o n c t i o n  i n t r i n s h q u e  p a r  r a p p o r t  ?i 



l a  HF,- p a r t i t i o n .  Il se p r o d u i r a  que s i  l a  F.1 - p a r t i t i o n  e s t  
u 

p l u s  f i n e  que l a  H O  - p a r t i t i o n  a l o r s  l a  H - p a r t i t i o n  s e r a  p l u s  ) i f  
f i n e  q u e  l a  F.1 - P a r t i t i o n .  

Les Hg - p a r t i t i o n s  p l u s  f i n e s  que  l e s  F.1 - p a r t i t i o n s  o n t  un r 8 l e  

i m p o r t a n t  dans  l l a m é l i o r a t i o n  d e s  F.1 - p a r t i t i o n s ,  cotme on l e  v e r r a  

dans  l a  méthode des  deux f o n c t i o n s .  

On v e r r a  un exemple d e  c o n s t r u c t i o n  d e  f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  d/' 

f i y .  16. On remarquera ,  dans  l e  deuxième c a s ,  q u e  h / ' n f e s t  p a s  une 

f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  pour  G C e c i  r é s u l t e  d e  c e  q u l u n c  f o n c t i o n  a 
i n t r i n s è q u e  pour  G n e  l ' e s t  pas  en  g 6 n é r a i  pour  G ( ~ u s t i f i c a t i o n  8 
en 4.5.3) 

4. 4. 2. C;stru.ctiop--deç_ ff~_n_n~~Eiiqnns-~~~~tx3:iin&~e~ 

4. 4 .  2. 1. F o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  s u r  G r  . 
S o i t  une f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  . La f o n c t i o n  q u i  à x a s s o c i e  l e  

c a r d i n a l  d e  )(x e s t  une f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e .  C ' e s t  l a  f o n c t i o n  

demi-degré e x t é r i e u r  s u r  l e  graphe  (; . E l l e  e s t  une f o n c t i o n  in- 8 
t r i n s è q u e  pour  c e  graphe.  Comme H P H ,  l a  H - p a r t i t i o n  e s t  p l u s  f i n e  

que  l a  H r -  p a r t i t i o n  q u i  e s t  p l u s  f i n e  q u e  t o u t e  F.1 - p a r t i t i o n  

s u r  G 3- ' 
On o b t i e n t  donc que  t o u t e  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  s u r  est une Y 
f o n c t i o n  i n t r i n s E q u e  s u r  G. 

11 e n  s e r a  de meme pour  l e s  grgphes  Ca ' 
O$ en p a r t i c u l i e r  l a  fonc- J' ' 

ti on demi-degré e x t é r i e u r  e s t  l e  c a r d i n a l  d e  1 e n ~ s e r n b l e  d e s  som- 

mets  y d e  x x  q u i  v é r i f i e n t  f  ( y )  = a ,  où a e s t  une  v a l e u r  donnée. 
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C e t t e  méthode avec  c e l l e  d e s  hypothèses  forme l a  p a r t i e  e s s e n t i e l l e  

d e  I f a l g o r i t h m e  qu'on d é d u i r a  d e  c e t t e  é tude .  

E l l e  d é r i v e  d e  l a  méthode d e  c o n s t r u c t i o n  d e  f o n c t i o n s  i n t r i n s é q u e s  

c i -dess i is  indiaue'e.  

S o i t  une f o n c t i o n  de  s t r u c t u r e  Zf e t  une f o n c t i o n  in t r insèc rue  f q u i  

Prend ses v a l e u r s  dans un ensemble f i n i  F. S o i t  l ' ensemble  d e s  fonc- 

t i o n s  d e  s t r u c t u r e  a où a  d é c r i t  F. Appelons fa  l a  f o n c t i o n  in- 

t r i n s è q u e  de  Gdonnée p a r  l e  demi-deqré e x t é r i e u r  dans  G 

La méthode des  deux f o n c t i o n s  8 e t  f c o n s i s t e  à c o n s t r u i r e  p a r  l e  

p r o c e s s u s  de  j u x t a p o s i t i o n  (vu en 4.2.5) de  f e t  d e s  f a  une n o u v e l l e  

f o n c t i o n  i n t r i n s è n u e  f 

La F.1 - p a r t i t i o n  a s s o c i é e  à f f  e s t  p l u s  f i n e  que  c e l l e  a s s o c i é e  

a f .  f1 est u n e  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  p a r  c e  que  l e  p rocessus  d e  

j u x t a p o s i t i o n  c o n s t r u i t  d e s  f o n c t i o n s  i n t r i n s è q u e s  à p a r t i r  d e  fonc- 

t i o n s  i n t r i n s è q u e s .  On t r o u v e r a  une a u t r e  démons t ra t ion  d e  c e t t e  af -  

f i r m a t i o n  f i g .  1 7  e t  18. 



Fig. 17 La méthode des deux fonc t ions  cons t ru i  des  fonc t ions  in t r in sèques  

Démonstration. 

f e s t  une fonc t ion  i n t r i n s è q u e  : V&H, VxeX f b x )  = f ( x )  

e s t  une fonc t ion  de s t r u c t u r e  : VxeX, irdeI-1 2f(>)x) = 3(1(x) 

W - équivalence x?. y 3 J G H  y =\)x 
M 

FI- équivalence X-y .++ f ( x )  = f(~) 
FI 

La méthode des deux fonc t ions  c o n s t r u i t  une fonc t ion  q u i  a f f e c t e  la  

mbme va leur  à deux sonunets s ' i ls sont  F I  - équ iva l en t  s e t  si i l s  

ont  a u t a n t  de sommets a s s o c i é s  p a r  4 dans chaque F I  -. c l a s se .  

L'équivalence a s soc i ée  e s t  l a  F I '  - équivalence. 

x ,, y .-,. x . .. y e t  VA une FI - c l a s s e  I q x ? ~ J  = /Y$JA~ - 
FI!  F I  ' 

JcIontrons que H - équiva lence  r;rS FI' - équivalence. 

Démons t . --- 

X- Y 3 $ 4 ~  1 y = g x  e t  =$($X)S 
H 

s o i t  t 6 8xQA ?ilors' 

s o i t  t t e  & x  t t  & .t a l o r s  

z t  = $ t t  e s t  d i f f é r e n t  de z 

d i o i i  v t e ~ ' X O A ,  3? zt c aynn 
c e  q u i  é t a b l i t  une correspondance b iunivoque e n t r e  x A e t  y A 

\ 
d'où [ ? f x n ~ {  = \ J ~ O R /  , e t  c e c i  VA. 

Comme d ' a u t r e  p a r t  H - équivalence d, F I  - équivalence on a b i en  

l e  r é s u l t a t  attendu. 



Fig. 18 Forme a lgéb r ique  de l a  méthode des  deux fonc t ions .  

a S o i t  un ensemble de n o b j e t s  : X. 

. S o i t  une p a r t i t i o n  p de c e s  o b j e t s  e t  l a  p  - équivalenpe corres-  

ponda'htea f est l a  fonc t ion  a s s o c i é e  à l a  p a r t i t i o n  p : 

. So ien t  l e s  sous-groupes k de  Sn dont  les k - p a r t i t i o n s  a s s o c i é e s  

s o n t  p l u s  f i n e s  que l a  p a r t i t i o n  p. S o i t  h un des  sous-groupes k 

t e l  q u ' i l  n i e x i s t e  pas  de k - p a r t i t i o n  s t r i c t e m e n t  moins f i ne .  
Y . S o i t  1 : X ---+ X une fonc t ion  v é r i f i a n t  Vx X, v \ ) Ç ~  

~ ( S X )  = $ ( l x )  

C ' e s t  une fonc t ion  du type  "de s t r u c t u r e t t .  Remarquons qu 'une fonc- 

t i o n  v é r i f i a n t  c e t t e  p r o p r i é t é  s u r  un grcupa contenant  h, l a  véri-  

f i e  s u r  h. 

. f est Line fonc t ion  v é r i f i a n t  V x c X ,  VS -h  f(\Jx) = f(x). 

, C ' e s t  une fonc t ion  du t y p e  " in t r insèquen .  E l l e  v é r i f i e  c e t t e  pro- 
pour  

p r i é t é  pour t o u t  sous-groupe de h,  et meimenout 2:-qroupe ka 

La methode des  deux Tonct ions c o n s i s t e  à c o n s t r u i r e  l a  par t ikkun  

q t e l l e  que . 

x - y  ,=+ x - y  e t  V A une c l a s s e  de p I l x i i A I  = ) l y r \ A ( .  
CI P  

* 

La q - p a r t i t i o n  e s t  moins f i n e  que l a  h  - p a r t i t i o n .  

Démonst . 
4 

X- Y ===z) 3 S t h  t e l  que y = 3 x e t  l y  = S ( ï x )  
h 

VA, s o i t  t t l x ( l A ,  a l o r s  

t < l x  z =St  e d i x  
__) z e l y f \ A  

t 6 A =-) z = g t ,  - =  z e A  

s o i t  tt + IxrIA, t r  # t, a l o r s  z t  =S t t  e s t  d i f f é r e n t  de z 
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F i g e  18  ( s u i t e )  

c e  q u i  é t a b l i t  une correspondance biunivoque e n t r e  l e s  éléments 
1 

de  lx/?A e t  1; lL?hi  .3,?c:: ' ' - r f ' h i  = ' 
1 -  -., l y n q .  

C m e  x~ y --29 x -y 0n.a b i e n  
h P 

4. 4. 2. 2. 2. Emploi* 

La méthode des  deux fonc t ions  peut  d t r e  i t é r é e  avec l a  même fonc- 

t i o n  de s t r u c t u r e  3 e t  en u t i l i s a n t  l a  nouvel le  fonc t ion  in t r in sèque .  

Implici tement  c e c i  r e v i e n t  3 u t i l i s e r  l e s  puissances de l a  fonc t ionS  

qu i  s e  ca l cu len t  comme l e s  puissances  de 1s fonc t ion  successeur  1'. 

S i  e s t  l a  fonc t ion  de s t r u c t u r e ,  corne on s a i t  que II' ind ique  l e s  

sommets qu i  peuvent 8 t r e  a t t e i n t s  à p a r t i r  de chaque sommet pa r  des  

chemins de f ongueur 1, on c o n s t a t e  qut  en i t é r a n t  l a  méthode des  deux 

fonc t ions ,  on cons t ru i  implici tement  tous  l e s  chemins i s s u s  de tous  

l e s  sommets du graphe. L'ensemble des  chemins i s s u s  d'un sommet peut  

B t r e  schématisé ,  avec quelques précaut ions  , par  une arborescence. 

La méthode des deux fonc t ions  i t é r é e  r e v i e n t  a l o r s  à donner pa r  l e s  

nouvel les  fonc t ions  i n t r i n s è q u e s  l a  même va leur  aux sommets r a c i n e s  

d ta rborescences  isomorphes. 

Comme pour l e  processus de  jux tapos i t i on ,  il f a u t  p rendre  l a  pré- 

cau t ion  d ' a f f e c t e r  ces  va l eu r s  çilmutanément dans l e s  deux g-raphes 

dont on cherche l ~ i s m o r p h i s m e  de  façon à r e s p e c t e r  l a  correspon- 

dance biunivoque e n t r e  l e s  F I  - c l a s s e s  des deux graphes. 



b) - S t a b i l i s a t i o n  

Les f o n c t i o n s ' i n t r i n s è q u e s  obtenues s o n t  a s s o c i é e s  à des F I  - p a r t i t i o n s  

d e  p l u s  en p l u s  f i n e s ,  mais  on a  vu en 4.2.4 que l e s  F I  - p a r t i t i o n s  

é t a i e n t  t o u t e s  moins ' f i n e s  que l a  H - p a r t i t i o n .  Comme l 'ensemble 

X des  sommets e s t  f i n i  on a b o u t i t  au  bout d'un c e r t a i n  nombre d ' i t é -  

r a t i o n s  à l t i m p o s s i b i l i t é  d ' a f f i n e r  l a  F I  - p a r t i t i o n .  On d i r a  q u i e l l e  

e s t  stabili*. Ceci  ne sous-entend pas  que l a  F I  - p a r t i t i o n  s o i t  

devenue é g a l e  21 l a  1-i - p a r t i t i o n .  11 e x i s t e  des  ca s  où l ' é g a l i t é  

s e  produi t .  

En t enan t ,  compte des  remarques précédentes ,  on comprendm que l e  

. nombre d ' i t é r a t i o n s  n é c e s s a i r e  pour a r r i v e r  à l a  s t a b i l i t é  d'une 

J .  F I  - p a r t i t i o n  est au p l u s  éga l  à l a  longueur du p l u s  l ong  chemin 

é l émen ta i r e  e x i s t a n t  dans l e  graphe, e t  donc, e s t  i n f é r i e u r  où 

"1 à n. C ' e s t  a u s s i  l e  nombre de p a r t i t i o n s  d i s t i n c t e s  de p l u s  

en p l u s  f i n e s  qu ' on peu t  cons t ru i r e .  

c ) $~;-c-e-d,e~tj~~J,i~o-ns 

La première  i t é r a t i o n  se f a i t  avec une fonc t ion  i n t r i n s è q u e  quel- 

conque. Remarquons qu'on peu t  p a r t i r  d 'une fonc t ion  in t r i n sèque  

a s s o c i ~ n t  à chaque sommet l a  m h e  valeur .  S i  l a '  fonc t ion  de  s t ruc-  

t u r e  u t i l i s g e  est l a  fonc t ion  successeur  P on o b t i e n t  à l a  premiè- 

r e  i t é r a t i o n  la  fonc t ion  demi-degré e x t é r i e u r  du graphe* S i  on prend 

12 pu issance  r "on o b t i e n t  l a  fonc t ion  demi-degré ex t é r i eu r .  On n  1 

o b t i e n d r a i t  pas  l a  fonc t ion  i n t r i n s è q u e  du nombre de boucles  p a r  

sommet à l ' a i d e  de c e  procédé. 



d) Chanqement de  $ c 

Il e s t  i n t é r e s s a n t  d ' u t i l i s e r  quand l a  s t a b i l i s a t i o n  des fonc t ions  

in t r insèques  e s t  rb-Fc-,'-- ~'"r. Ri.+---n , Fn3ction de s t r u c t u r e  e t  d e  re- 

chercher  avec e l l e  une nouvel le  s t a b i l i s q t i o n  s u r  une F * I . p a r t i t i o n  

p l u s  f i n e  que l a  précédente0 - 

On peut même i t é r e s  directement  l a  méthode des  deux fonc t ions  en 

changeant l a  fonc t ion  % h chaque i t é r a t i o n .  Ce procédé ne p r é s e n t e  

pas  grand i n t e r e t ,  c a s  il n é c e s s i t e  quand l a  s t a b i l i s a t i o n  e s t  obtenue 

de v é r i f i e r  q u ' e l l e r e s t  pour t o u t e s  l e s  f o n c t  i ons  de  s t r u c t u r e  

u t i l i s é e s .  Cependant l ' u t i l i s a t i o n  s imultanée des fonc t ions  de  
-? 

s t r u c t u r e  e t  r pennet d f a c c é l é r e r  l a  convergence des F I  - p a r t i -  

t i o n s  v e r s  l a  s t a b i l i s a L i o n ,  en u t i l i s a n t  implici tement  non seule- 

ment l e s  chemins, mais a u s s i  l e s  chafnes,  i s s u e s  de  chaque sommet* 

4, 4. 2. 3. LI_U_._ Généra l i sa t ion  - __._- de _ _- la.. _ mat r i ce  _.. _ _-_ ___ D I  

4, 4, 2. 3, 1. Tableau * *  

On c o n s t r u i t  l e  t ab l eau  T par  j ux tapos i t i on  Ces fonc t ions  i n t r i n -  

sèques fa  dans l a  m6thode des deux fonc t ions  T'et f .  

11 e s t  i nd icé  e n . l i g n e  par  l e s  sommets e t  en colonne p a r  l e s  va l eu r s  

de l a  fonc t ion  i n t r i n s è q u e  f ,  e t  e s t  t e l  que l 'é lément  Txa e s t  l e  

n m b r e  de  sommets y de x x  q u i  v é r i f i e n t  f  (y) = a .  

La cons t ruc t ion  de c e  tab leau  e s t  simple s i  on a  une r e p r é s e n t a t i o n  

m a t r i c i e l l e  de l a  fonct ioi l  de s t r u c t u r e  id Onliobtient en sommant 

l e s  colonnes de c e t t e  mat r ice  dont l e s  i n d i c e s  s o n t  l e s  sommets 

auxquels l a  fonc t ion  in t r in sSque  donne l a  v a l e u r  a. 



' < .'-..A 

Eig i X9 Exrzplle i!e ~ z a p h c s  %>%nt des tohlew:: T difSCri2nts e t  des matrices D 
t.ga le0 3, 

Ces d-ux ~ a p h e s  ne sent pas isrm<agheç puisqas il existe a n s  G, 
k" 

ana houcl& (circuit du lmgurJr >t) qui n*oxis.ta pas dans G '' 2" 

~ m i l  l i t  3 ;  

S ~ I C ~ S  f 2 3 4 !  
--_II . --". -. 1 .:-- j 

p m G g  1 " ~  A ' $  $ 1  2 21 
--- -.-- . - - _. 

Pour Gî 
t-; 

f a  2 1 . 2  2 /  
.. ---4- ----- -I - -- _ 1 



4. 4. 2. 3. 2 ,  . Matr ice  ---- D --- cyénéralisée. --.- --.- 

La m a t r i c e  D va s ' o b t e n i r  à p a r t i r  du tab leau  T en sommant les l i g n e s  

dont l e s  i nd ices  s o n t  des sommets q u i  ont m&me v a l e u r  p a r  l a  fonc- 

t i o n  in t r insèque .  

La m a t r i c e  obtenue e s t  i n d i c é e  en l i g n e  e t  en colonne p a r  l e s  va- 

l e u r s  de l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  e t  on a D i j  &?al  au  nombre de 

s r n e t s ,  de va l eu r  j par  l a  fonc t ion  in t r in sèque ,  a s s o c i é s  pa r  l a  

fonc t ion  de s t r u c t u r e  aux sommets de va leur  i. 

C i e s t  l a  mat r ice  D pour l a  fonc t ion  in t r in sèque  f ,  s u r  l e  graphe G $  . 
Remarquons q u ' i l  peut  s e  p rodu i r e  des  cas  où l e s  tab leaux  T de deux 

graphes son t  d i f f é r e n t s ,  quelque s o i t  l a  permutation de l i g n e s  qu'on 

appl ique  à l ' un  dëux , a l o r s  que l e s  mat r ices  D s o n t  égales .  

s i  les tab leaux  T de deux graphes son t  d i f f é r e n t s ,  l e s  fonc t ions  

in t r in sèques  f t  qu'on c o n s t r u i t  3 p a r t i r  de ce s  tab leaux  pa r  l a  mg- 

thode des  deux fonc t ions  s e r o n t  d i f f é r e n t e s  a u s s i  e t  l e s  caracté-  

r i s t i q u e s  quton l e u r  a s soc i e ra  ind iqueront  3p n o n - i s ~ m o r p h b ~  des  

graphes. 

En conclusion,  l a  mdthode des  deux fonc t ions  permet, t o u t  en l e  re- 

cherchant ,  de v é r i f i e r  à chaaue é t a p e  l ! i nex i s t ence  é v e n t u e l l e  

d'isomorphisme e n t r e  deux graphes G, ce lu i -c i  r é s u l t a n t  de  

liisornorphisme e n t r e  l e s  cpaphes G $ as soc ié s  pour t o u t e  fonc t ion  

de s t r u c t u r e  



4. 5, Méthode des  hypoLh&-~eç* 

C ' e s t  une meChode progreçs-u.t.suivbmt une structure. d'_lrborescence 
ét ' >  permettant  de f a i r e  é c l a t e r  l a  p a r t i t i o n  s u r  la- 

q u e l l e  s e  s o n t  s t a b i l i s é e s  l e s  p a r t i t i o n s  a s soc i ées  aux fonc t ions  

i n t r i n s è q u e s  quand ces  p a r t i t i o n s  ne pe rme t t en t -pas  d l é t a b l i r  Iris* 

morphisme (un sommet p a r  c l a s s e )  La correspondance biunivoque e n t r e  

l e s  sommets e s t  a l o r s  c e l l e  q u i  e x i s t e  e n t r e  l e s  c lasses .  

4. 5. 1, Descript ion.  

Pour deux graphes e n t r e  l e sque l s  on recherche  un isomorphisme ont 

é t é  t rouvées  e t  s t a b i l i s é e s  des  FI - p a r t i t i o n s  t e l l e s  qu'on con- 

n â i t  une correspondance biunivoque e n t r e  l e s  c l a s s e s  des  deux p- 

phes. On a vu que chaque sommet de l ' une  des c l a s s e s  dans l ' u n  des 

graphes ne  peut  'ê t re  appl iqué que s u r  un sommet d e  la  c l a s s e  cor- 

respondante dans l ' a u t r e  graphe, e t  peut-etre ,  meme p a c s u r  tous.  

Comme on n e  peut  p l u s  a f f i n e r  l e s  p a r t i t i o n s  obtenues pa r  les mé- 

thodes employées j u s q u f i c i ,  on va f a i r e  " é c l a t e r u  a r b i t r a i r e m e n t  

l e s  c l a s s e s  de c e s  p a r t i t i o n s .  Pour c e l a  on va admet t re  I fhypothèse  

qulun sommet donné dtune c l a s s e  donnée du premier cmphe d o i t  s r a p  

p l i q u e r  s u r  un sommet donné de l a  c l a s s e  correspond a n t e  dans 

l i a u t r e  graphe. On f a i t  l à  une hypothèse de p i v e a u 2 .  

. %.-crée a i n s i  une p a r t i t i o n  p lus  f i n e  que l a  pre'cédente <dans 

chacun des  graphes. On l ' a p p e l l e r a  l a  FH - p a r t i t i o n .  On va 
I 

a f f i n e r  c e t t e  FH - p a r t i t i o n  & l ' a i d e  'de l a  méthode des 'deux fonc- 

t ions  jusqur?i o b t e n i r  l ' u n  des t r o i s  ca s  su ivan t s  : . 



- Lfisomorphie . Chaque c l a s s e  ne c o n t i e n t  qu'un sommet. 

L'hypothèse & i t u & .  

- Une - i n c o h é r e ~  : des  iff c l a s s e s  correspondantes  ont  des  car- 

dinaux d i f f é r e n t s  dans l e s  deux graphes. L'hypothèse ait fausçec  

11 f a u t  a l o r s  reprendre  l e s  p a r t i t i o n s  s u r  l e s q u e l l e s  l 'hypothése 

a  é t é  f a i t e ,  e t  en f a i r e  une a u t r e  : a s s o c i e r  l e  meme sommet de 

l a  c l a s s e  du premier  graphe s u r  un a u t r e  sommet de  l a  c l a s s e  corres- 

pondante* 

- Une indé termina t ion  _ _  -___ _.--- : l a  FI4 - p a r t i t i o n  a é t é  a f f i n é e  e t  s t a b i l i s é e  

s u r  une p a r t i t i o n  dont une c l a s s e  con t i en t  au moins deux sommets. 

On s e  re t rouve  dans l a  même s i t u a t i o n .  On f e r a  encore une hypw 

thése ,  d'un niveau plus-,$Lgv$-. 

Remarquons l a  n é c e s s i t é  de pouvoir  r e t rouve r  pour l e s  deux graphes 

l e s  p a r t i t i o n s  s u r  l e s q u e l l e s  l a  d e r n i è r e  hypothèse a é t é  f a i t e  e t  

I l a  l is te  des  a s s o c i a t i o n s  qui ont & t é  essaydes a f i n  de permet t re  
, 
l 

une reprise dans l e  ca s  de I 'obtent ioR d'une incohérence. 11 f a u t  

conserver  l e s  hypothèses. ----- -- 

Il s e  p e u t  que,dans l e  ca s  de  l ' incohérence  il ne s o i t  p lus  possi- 

b l e  de t rouve r  un a u t r e  sommet de l a  c l a s s e  du second,graphe : i ls  

ont t o u s  é t é  essayés  et chacun a  condui t  à une incohérence. 

S ' i l  s i a g i t  du premier  niveau d'hypothèses,  c e l l e s  f a i t e s  s u r  l e s  

FI - p a r t i t i o n s  s t a b i l i s G e s ,  on pourra conclure que l e s  deux gra- 

phes ne s o n t  pas isomorphes, pu isqufun  sommet du premier graphe 

ne peut  & t r e  a s soc i é  à auoun des  sommets de la FI-classe correstondante.  



-"*-i-".&-.-- 

de! (j2 se carraspasl- 
pa2$".tjC5n s.éabflfsdr 

t a  

Choix d'un s m s t  Q de - 
que x$ e t  ÿ ss correspadent dans la 

wetetncs btunf v q ~ e * '  
nt une 8%' - p a ~ P t P d n  t ----- "&--- .---.- .- - - --- J - f -~------ 

--Y 



P a r  c o n t r e  s ' i l  s ' a g i t  d l h y p o t h è s e s  d'un n i v e a u  p l u s  é l e v é ,  on devra  

c o n c l u r e  que l l h y p o t h é s e  d e  n i v e a u  immédiatement i n f é r i e u r  é t a i t  

f ausse .  C 'es t -à -d i re  qu'on a l t i n c o h 4 r e n c e  s u r k y p o t  h è s e  de n iveau  

p r é c é d e n t ,  e t  que c ' e s t  à c e  n i v e a u  q u ' i l  f a u t  en c h o i s i r  une a u t r e .  

On t r o u v e r a  f i g .  20 un organigramme d g c r i v a n t  l a  méthode des hypo- 

t h è s e s .  

La méthode des  hypothrses  p r o g r e s s e  parmi l e s  p a r t i t i o n s  s t a b i l i s é e s  

de  l a  m&me façon qu'un voyageur dans  un m i n t h e  q u i  a u r a i t  f a  

forme d'une a r b o r e s c e n c e  d o n t  seulement  les sommets l es  p l u s  é l o i g n é s  

d e  l a  r a c i n e  cor responden t  à d e s  s o r t i e s .  Qunad il a b o u t i t  à une  

impasse ( incohérence)  il f a i t  marche a r r i 8 r e  jusqu 'au d e r n i e r  carre 

f o u r  ( p a r t i t i o n  s u r  l a q u e l l e  a é t é  f a i t e  l a  d e r n i è r e  hypothèse) e t  

c h o i s i t  une r o u t e  q u ' i l  n ' a  p a s  encore  e x p l o r é e  (une a u t r e  hypothèse).  

S r i l  a e x p l o r é  t o u t e s  l e s  r o u t e s  d'un c a r r e f o u r ,  e t  q u ' i l  n ' a  p a s  

t r o u v é  l a  s o r t i e  ( p l u s  d 'hypothèse  3 un n iveau  donné) il r e t o u r n e  

a u  c a r r e f o u r  p r é c é d e n t  (n iveau i n f é r i e u r ) .  S 1 il n e  t r o u v e  pas  d e  

s o r t i e  il r e v i e n t  à l ' e n t r d e  ( p a s  d ' i s m o r p h i s m e ) .  

Dans c e  d e r n i e r  c a s  t o u t e s  l e s  hypothèses  de t o u s  l es  niveaux on t  

été t e s t é e s  : il y a épuisement  d e s  hypothèses* . . * - ------- 



4 0  5. 3 .  Etude d e  - - l r i ndé t e rmina t ion .  --.- - - - - -.- . - --- 
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Quand une hypothèse e s t  f à i t e ,  l a  FH - p a r t i t i o n  obtenue n ' e s t  pas 

en géné ra l  une F I  - parci lLon,  c a r  e l l e  peut & t r e  p lus  f i n e  que l a  

H - p a r t i t i o n ,  

L'exemple de f i g .  18 l e  montre. 

Ce r é s u l t a t  s e  j u s t i f i e  p a r  l a  remarque suivante .  Quand on f a i t  l'hy- 

po thèse  qulun sommet x cki premier  graphe d o i t  é t r e  a s soc i é  4 un som- 

met du second graphe, on é l imine  a p r i o r i  l e s  a u t r e s  sommets des  

deux c l a s s e s  correspondantes  s u r  l e s q u e l l e s  on a  f  a i t  l 'hypothèse. 

Ceci  r e v i e n t  à supposer que ce  s m e t  x ne peut Q t r e  permuté avec 

l e s  a u t r e s , . e t  donc r ; ~ ' i l  e s t  i nva r i an t .  On ne cons idère  donc p lus  

l e  groupe H, mais un de ces  sous-groupes Hi q u i  l a i s s e  x i n v a r i a n t ,  

c 'est-à-dire t e l  que IH, 3Ii i  tJ/xj. 
X 

La fonc t ion  a s s o c i é e  à l a  FH - p a r t i t i o n  ( e l l e  donne des va l eu r s  d i f -  

f é r e n t e s  aux c l a s s e s  e t  a f f e c t e  à chaaue sommet l e s  va l eu r s  de sa  
, 

c l a s s e )  e s t  une fonc t ion  i n t r i n s è q u e  v i s  i3 v i s  de  l a  H t  - p a r t i t i o n ,  
X 

q u i  e s t  p l u s  f i n e  que l a  H - p a r t i t i o n .  Ce n ' e s t  donc pas  une fonc- 

t i o n  in t r inçéque  pour l e  graphe en général .  

Les éléments  du paragraphe précédent  permettent  de  conna f t r e  une 

p a r t i t i o n  p lus  f i n e  que t o u t e s  l e s  FH - p a r t i t i o n s  obtenues ap rè s  

une hypothèse p a r  l a  méthode des deux fonct ions.  C ' e s t  une H t  - par- 
X 

t i t i o n ,  e t  on pourra  conclure que l e s  FH - p a r t i t i o n s  s e  s t a b i l i s e -  
.. , 

r o n t  s u r  une FE - p a r t i t i o n  moins f i n e  qu'une Hlx - p a r t i t i o n .  



La f i g .  21 montre un c a s  oh l ' o n  o b t i e n t  exactement l a  Hl x - p s r t i -  

La démons t ra t ion  d e  c e  r é s u l t a t  s e r a i t  l a  meme que  c e l l e  p roposée  

f i g .  17 p o u r  montrer q u e  l a  méthode des  deux f o n c t i o n s  c o n s t r u i t  

une  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e ,  l e s  FFI - p a r t i t i o n  p r e n a n t  l a  p l a c e  d e s  

F I  - p a r t i t i o n s  e t  H f x  l a  p l a c e  d e  H. 

. . 
Le r é s u l t a t  obtenu dans  c e t t e  démons t ra t ion  e s t  vrai en  g é n é r a l  

pour  l e s  c a s  exposés f i g  . 18. On p e u t  d é d u i r e  des  c o n d i t i o n s  du 

théor ime  q u e  H l x  e s t  t e l  q u ' i l  n ' e x i s t e  p a s  de sous-groupes d e  H q u i  

l a i s s e n t  IHtJ fx j  i n v a r i a n t  e t  q u i  c o n t i e n n e n t  s t r i c t e m e n t  l e  sous- 

qroupe On peu t  a u s s i  l e  d é d u i r e  de  l a  façon d o n t  on c o n s t r u i t  * 
X 

4. 5. 4. &brecl1ltLe2e& 

4. 5 . 4. 1 %bsee f i ~ ~ i i m u 2 - . ~  tJypYP~~hh$g~S. 

C ' e s t  un nombre i n t é r e s s a n t  c a r  il cor respond  au c a s  où l ' o n  

, b t i e n t  l e  r 4 s u l t a t  l e  p l u s  rapidement  p o s s i b l e .  

S i  l e s  deux graphes s o n t  isomorphes on ob t i e n d r a  l e  r 6 s u l t a t  p l u s  

rapidement  s i  à chaque n iveau  on f a i t  une hypothhse j u s t e ,  e n t r a i -  

n a n t  l a  s t a b i l i s a t i o n  r a p i d e  d e s  FH - p a r t i t i o n s ,  e t  s i  on minimise  

l e  n iveau d e  l a  d e r n i b r e  hypothèse.  On n e  p e u t  p a s  c o n n a f t r e  a p r i o r i  

le "pouvoir  s é p a r a t e u r "  d 'une  hypothhse.  

S i  l e s  deux g r a p h e s  ne s o n t  p a s  isomorphes ,  avan t  d ' o b t e n i r  l e  ré- 

s u l t a t  i l  f ~ u t  e s s a y e r  l e s  p  hypoth2ses  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  d e  f a i r e  

s u r  des  F I  - c l a s s e s  cor respondan tes  d e  p  sommets. On c h o i s i r a  a l o r s  

à chaque n i v e a u  l e s  F I  - c l a s s e s  (ou FH - c l a s s e s )  q u i  on t  l e  moins 



F2gC 23 App~iccltlar~ de le mtotb~bde des deux for~cticns et de  La m&thpde des 
hm-thbses pour obtengr dea partitions sur un seul p p k e .  

X0 C d a t f  on de FX - part- i t ion par  14 m ; o ? ~ ~ t t ~ ? ~ t i o n r  de 

fonctions f ntrinaèques 
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Methode des deux fonctions avec 1(= et la fonction asiocf da 

par / T I C  O 0 . 0  O O 

Par -.----.--- 
Juxtaposition f5 

~uxtaposition iI et  

Essais avec f = r '' 

i tableau T 

/ 

-) xi, ~ ~ - p a r t i t t c m  est moins fine qae 
- la  grdc6dente 

on a une nouvelle nm4rotat ion 

tableau T 

Cette FIi-partition n'est pas 
Juxtaposi.t;ion f3 ) canpcrable 3 Ia pr&cédente* 

est plus 
Surtaposition f2. f3:f4 

f i (  

D'autres essais montreront qu'on a une stabiliçat5on sur l a  FH-partition 

@) (2) (3) (4951 (6,V 

ElXe correspond B l a  H' - pa r t i t i on  d'un sous-poupe Hq du poupe Kt 

Pour l a  faire &rater f l  feu- encore faire une hypothhse qui sera de niveau 2. 

La solutiim apparaf tra apr8s une hypo2h;se de ntveau 3,  car alars on aura un san-net 

par class& 

Remarquons que IH* contient deux  ol4.nen-t~ (2 et 3) en plus de I& 



d e  sommets, e t  parmi c e l l e s  l à ,  c e l l e s  q u i  en t r a ine ron t  moins de  ni-  

veaux supé r i eu r s  d'hypothèses$ ou b i en  simplement l e s  c l a s s e s  q u i  

e n t r a i n e r o n t  un nombre t o t a l  minimum d 'hypothèsesb On ne peut  pas  

encore l e s  conna t t r e  a p r i o r i *  

Devant t a n t  d'impondérable , l a  p r a t i q u e  e t  l e  bon sens semblent in- 

d iquer  qut i .1  vaut  mieux c h o i s i r  à chaque niveau dthypothèse des 

FH - c l a s s e s  (non r é d u i t e s  3 un sommet) de c a r d i n a l  minimum. 

I l  e x i s t e  des  graphes OU. c e t t e  p r a t i q u e  ne minimise pas l e  niveau 

maximum d f  hypothsses. Voir f ig .  22. 

Son i n t é r ê t  e s t  de donner l e  nombre maximum de  p a r t i t i o n s  s t a b i l i s é e s  

e t  d 'hypothèses f a i t e s  dessus,  q u ' i l  f a u t  conserver  en vue d'une in- 

cohérence even tue l l e  à un niveau quelconque q u i  e n t r a i n e r a i t  successi-  

vement l t i ncohé rence  a t ous  l e s  niveaux i n f é r i e u r s .  

Ce nombre d6pend du p l u s  grand nombre de sous-groupes propres  emboités 

qu'on peut  t rouve r  dans H. On 6 tud ie ra  c e l a  dans l e  paragraphe suivant .  

On peut  t rouve r  une borne à ce nombre indépendamment de H. Chaque 

hypothèse permet d ' ob ten i r  une p a r t i t i o n  p l u s  f i n e  que l a  précédente.  

Le niveau maximum d'hypothèses s e ra  i n f é r i e u r  au nombre de  p a r t i t i o n s ,  

de  p lus  en p l u s  f i n e s  qu'on peut t rouve r  dans un ensemble de  n ob je t s ,  

c e  nombre é t a n t  dimiriué d'une un i t é .  (Quand il ne r e s t e  qurune  c l a s s e  

de deux o b j e t s ,  une hypothèse s u f f i t )  



Les g raphes  p l e i n s  e t  s a n s  a r c s  q u i  v é r i f i e n t  = Sn n é c e s s i t e n t  ef-  

f e c t i v e m e n t  n-1 niveaux d r h y p o t h è s e s .  E n . e f f e t  quand on a s s o c i e  deux 

sommets p r i s  dans deux graphes  s a n s  a r c s ,  on n e  p e u t  r i e n  conc lure  

pour l e s  a u t r e s  s o m e t s ,  e t  l e  problème r e s t e  l e  même pour  eux. 

Le g raphe  p l e i n  e s t  l e  complémentai re  du g raphe  s a n s  a r c s .  En f a i t  

d e  t e l s  graphes  on t  d e s  m a t x i c e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  p a r t i c u l i é r e s  qu'on 

s a i t  r e c o n n a f t r e  immédiatement. On v e r r a  p l u s  l o i n  un moyen d ' é v i t e r  

l e s  d e r n i e r s  niveaux d r h y p o t k S s e s ,  e t  dans l e  c e s  d e  ces deux graphes ,  

de  n ' e n  f a i r e  aucune. 

Bien q u e  c e  nombre n ' a i t  p a s  une u t i l i t é  p r a t i q u e  pour  nous,  s i  ce 

n r e s t  q u e  pour diminuer  l e s  r e c h e r c h e s  de  l t i somorph isme  dans  l e  c a s  

O?! on p o u r r a i t  mesurer 1 e  ttp-oy~-o-irçéparate-ur-'t d t une hyp o t  hès 3 n  ous 

donnerons des  i n d i c a t i o n s  l e  concernan t ,  On o b t i e n d r a  en mdme temps 

d e s  i n d i c a t i o n s  s u r  l e  n iveau  maximum d f h y p o t h & s e s .  

Sous-groupe s p é c i a l  14'. 

S o i t  un groupe H d e  p e r m u t a t i o n s  de  Sn e t  s o i t  IH l ' ensemble  des  

o b j e t s  i n v a r i a n t s  a s s o c i é s .  

S o i t  x un o b j e t  n ' a p p a r t e n a n t  p a s  3 IH 
H f  e s t  l e  sous-qroupe p r o p r e  d e  14 t e l  que rH, 2 IH ubj e t  qu il n 'en  

e x i s t e  d r a u t r e  v é r i f i 3 n t  c e t t e  p r o p r i é t é  et l e  c o n t e n a n t  s t r i c t e m e n t .  

On d i r a  qu'un sous-groupe v é r i f i a n t  IHt 3 IH l; lx} e s t  un sous- 

groupe s p 6 c i a l  e t  que Hl e s t  un sous-groupe s p é c i a l  maximal* 
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S u i t e  d e  sous-grounes-spéciaux emboités.  

C ' e s t  une  s u i t e  d e  sous-groupes spéc iaux  i n c l u s  s t r i c t e m e n t  l e s  

uns  dans l e s  a u t r e s :  

1 e s t  l e  sous-groupe s p é c i a l  p l u s  p e t i t  que t o u s  l e s  a u t r e s .  - 

y e s t  l a  longueur  d e  l a  s u i t e .  H f i  e s t  maximal pour  Ht i+ l  ; 

Sur  l ' ensemble  d e  c e s  s u i t e s  on p e u t  d é f i n i r  r = min(q) ; s = max(q). 

Hypothèses e t  sous-groupes spéciaux.  

On a vu qu 'une  hypothèse  c o n s i s t e  à a j o u t e r  un é lément  à 1 H 

( s o i t  x cet é lément)  e t  de  p a s s e r  a l o r s  de  H >, un sous-groupe 

s p é c i a l  maximal H f x .  

Les hypothèses  de  niveaux s u c c e s s i f s  nous permetten*. d e  c o n s t r u i r e  

une s u i t e  de  sous-groupes s p Q c i e u x  emboités.  I l  r é s u l t e r a  que pour  

un g raphe  donné, l e  n iveau minimum d thypoth6ses  e s t  r ,  l e  n iveau  

maximum est  S. 

On p e u t  c o n n a î t r e  r e t  s à p a r t i r  d e  l ' é t u d e  des  chemins dans un 

graphe r e p r é s e n t a n t  l a  c l a t u r e  d e  l a  r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n  dans l e  

t r e i l l i s  d e s  sous-groupes spkc iaux  d e  H e  

Voir  f i g .  22 l a  s c h é m a t i s a t i o n  pour  un c a s  concre t .  

J e  pense  q u ' i l  y a une r e l a t i o n  e n t r e  r e t  l e  nombre minimal d e  gé- 

n 6 r a t e u r s  d'un groupe,  e t  e n t r e  s e t  l e  nombre minimal d e  r e l a t i o n s  

q u i  d 6 f i n i s s e n t  un groupe. L ' é tude  des  g é n g r a t e u r s  d'un croupe,  e t  

en p a r t i c u l i e r  d e  l ' ensemble  d e s  r e l a t i o n s  l e  d é f i n i s s e n t  e s t  un 

nt  
problbme d é l i c a t  s u r  l e q u e l  on a que  peu de r é s u l t a t s  a c t u e l l e m e n t .  



4 5 6 R ema aueç-sv.u . 1 a- -m+>h&o_d_e_-ddees- Jy~oth~è~-e-$* 

4. 5 . 6 1. La_-n~c-es~t"c,é- &ce t t e -  -~é>hod.d.g. 

11 e s t  néces sa i r e  en géné ra l  de f a i r e  appel  à l a  méthode des  hypothè- 

s e s  pour rechercher  un isomorphisme éventuel  e n t r e  deux graphes* 

En e f f e t  l e s  i n d i c a t i o n s  données en 4*3.2.2.1, e t  en p a r t i c u l i e r  l e  

théorème démontré dans l a  f i g e  18, montrent que l a  méthode des deux 

fonc t ions  s t a b i l i s e  l e s  p a r t i t i o n s  s u r  une H1 - p a r t i t i o n  moins f i n e  

parmi c e l l e s  qu i  son t  s t r i c t e m e n t  p l u s  f ines .  

La méthode des  hypothèses permet d e  rendre  p l u s  f i n e  l a  p a r t i t i o n  

obtenue en l a  f a i s a n t  N 6 c l a t e r " *  

S i  on é t u d i e  l e s  condi t ions  du théorème de l a  f i g .  18 on cons t a t e  

q u ' i l  s e r a i t  peut-8tre p o s s i b l e  d ' a t t e i n d r e  une H t  - p a r t i t i o n  p lus  

f i n e  que l a  H - p a r t i t i o n  en u t i l i s a n t  des fonc t ions  du t y p e  

"de s t r u c t u r e v  r e l a t i v e s  à un sous-groupe H t  de  H, e t  s a n s  f a i r e  

d'hypothèse. Mais q u ' e l l e  s e r a i t  l a  na tu re  d'une t e l l e  fonc t ion  

v i s  à v i s  du graphe? D ' a u t ~ e  p a r t ,  on n ' e s t  pas  c e r t a i n  d ' a t t e i n d r e  

l a  - p a r t i t i o n  (ou l a  H 1  - p a r t i t i o n ) ,  e t  il f a u d r a i t  t rouve r  

une fonc t ion  du type Ifde s t r u c t u r e n  e t  une fonc t ion  i n t r i n s è q u e  

i d é a l e ,  q u i  donneraient  systématiquement l a  H t  - p ~ r t i t i o n  p a r  la 

méthode des deux fonc t ions .  En a t t e n d a n t  on ne peut  qu'augmenter 

l t a r s e n a l  de c e s  fonc t ions .  



La méthode des  hypothèses  u t i l i s é e  avec ou s a n s  l a  méthode des  deux 
. 

f o n c t i o n s  e s t  s u f f i s a n t e  pour r é s o u d r e  l e  problème d è s  > q u  'on possè- 

de un t e s t  poux v é r i f i e r  que l a  correspondance biunivoque obtenue 

e n t r e  les sommets + .  d e  deux graphes  s u s c e p t i b l e s  d ' ê t r e  isomorphes,  

e s t  c e l l e  d 'un isomorphismeo On p e u t  se p a s s e r  complètement d e s  

f o n c t i o n s  i n t r i n s k q u e s .  

On c o n s i d è r e  que les sommets s o n t  t o u s  dans  l a  meme c l a s s e .  Une 

. hypothèse  de  n iveau  N H  c o n s i s t e  a l o r s  à p a r t i r  d r u n e  p a r t i t i o n  formée 

p a r  NI-1 c l a s s e s ,  t o u t e s  d e  un soumet s a u f  une,  à p a s s e r  à l a  p a r t i -  

t ion s t r i c t e m e n t  p l u s  f i n e  d e  N H  + 1 c l a s s e s ,  t o u t e s  de un sommet 

sauf  une,' obtenue en i s o l a n t  dan; une c l a s s e  un sommet d e  l a  c l a s s e  

en c o n t e n a n t  p l u s i e u r s .  C e t t e  o p é r a t i o n  é t a n t  f a i t e  s i n u l t a n é m e n t  

s u r  les deux graphes  é t u d i é s  à l a  f i n  on o b t i e n t  une correspondance 

biunivorrue quelconque e n t r e  l e s  sommets d e s  deux graphes .  C ' e s t  

a l o r s  q u ' i l  f a u t  t e s t e r  s i  e l l e  cor respond  à uri isomorphisme. 

Par  ce moyen on d o i t  f a i r e  sys témat iquement  n-1 niveaux d 'hypo thèses  

e t  à chaque n iveau  on dog t  c h o i s i r  parmi l e s .  ( n - ~ ~ + l )  p o s s i b i l i t é s  

q u ' o f f r e n t  l e s  c l a s s e s  non - r E d u i t e s  S un s o m e t .  

On , f e r a  a u  p l u s  nx(n- l )x  ---- x ( n - N ~ + l ) x  ---- x2 = n ! hypothèses ,  

c e  q u i  cor respond  à c a l c u l e r  e t  t e s t e r  l a  correspondance biunivoque 

e n t r e  les sommets d e  l ' u n  des  graphes  e t  une des  n! p e r m u t a t i o n s  

des  sommets de  l ' a u t r e  graphe. 



La méthode des deux fonc t ions  permet de diminuer considérablement l e  

nombre des hypothèses, ce  q u i  r e v i e n t  à é l imine r  d'avance un grand 

nombre de permutat ions pou? !es t e s t s .  

4. 5:6. 3. Y---iA- Recherche --- s,dex - - -*----- , -.aut~mqrph>~s~ne&. - 

LVS autornorphismesdiun graphe m n t  d~ i somorph i smeç  de  ce  qraphe dans 

l u i  meme. 11 e s t  poss ib l e  de  l e s  c a l c u l e r  en u t i l i s a n t  l e s  méthodes 

d é c r i t e s  i c i ,  en les appl iquant  c e  graphe e t  à sa  cofiie. 

Le processus e s t  l e  suivant .  A chaque f o i s  q u t  on o b t i e n t  un isomor- 

phisme, c ' e s t  à d i r e  i c i  une permutation du groupe H, on r é a g i t  corn- 

me s ' i l  s i a g i s s a i t  d iune  incohdrence, e t  on modif ie  l a  d e r n i è r e  hy- 

pothèse  f a i t e *  Quand obt iendra l e  non isomorphisme par  dpuisement 

des  -hypo-t;h,èses_ a l o r s  t o u t e s  l e s  permutations t rouvdes const i tuerorct  - 
l e  groupe H. 

S i  on s e  r a p p e l l e  l a  compâraison avec l e  l a b y r i n t h e  (4,542) on peut 

v o i r  que ce  s e r a i t  l e  cheminement d'un voyageur q u i  veut  connaf t re  

t o u t  l e  l aby r in the ,  e t  q u i ,  quand il trouve une s o r t i e  cons idère  

4 u i i l  s ' a i i t  d'une impasse e t  f a i t  demi-tour. Vu l a  s t r u c t u r e  

d i a r b r e  du l aby r in the  il s e  re t rouvera  à l a  f i n  5 l t e n t r é e  (non - 

4. 50  6 ,  4. - - _  Conservat ion _- d e g a r t i t i o n s  e t  des hypqtthXxsSe~. ---- - -- - 

C e l l e  c i  peut  s e  f a i r e  en u t  i l i s n n t  une s t r u c t u r e  de  p i l e  (not ion 

de programmation). C f e s t  en e f f e t  l e  système l e  p l u s  n a t u r e l  pour 

exp lo re r  un arbre.  



Nous avons d é j à  vu q u e  l e  sous-groupe d e s  pe rmuta t ions  d e  H q u i  

l a i s s e n t  t o u s  l e s  sommets i n v a r i a n t s  s a u f  ceux d 'une S - c l a s s e  es t  

i s m o r p h e  a u  qroupe sy:iétr ique S si  l a  S - c l a s s e  e s t  de c a r d i n a l  p. 
P 

Pour  des  S - c l a s s e s  cor respondan tes ,  p r i s e s  dans  deux graphes  suscep- 

t i b l e s  d t 8 t r e  isomorphespn p e u t  c h o i s i r  une correspondance biunivoque 

quelconque e n t r e  les sommets. On p e u t  en u t i l i s a n t  l e s  S - c l a s s e s  

" c o u r t - c i r c u i t e r u  un c e r t a i n  nombre d 'hypo thèses  c e  q u i  diminue l e  

niveau maximum, mais  i l  f a u t  p r e n d r e  l a  p r é c a u t i o n  de  s t a b i l i s e r  l e s  

FH - p a r t i t i o n s  s u r  l a  S - p a r t i t i o n .  

4 . 6 . 2. ---- F 1 - - p a r t i t  ---- i-O-: a-s-s-qcCijde- -5- _la_? ---~a-r>-it~i-o-n.- 

On r é a l i s e  c e l a  en a s s o c i a n t  une f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e ,  e t  donc une 

F I  - p a r t i t i o n  à l a  S - p a r t i t i o n .  11 e s t  f a c i l e  d e  c a l c u l e r  l a  S - 
P a r t i t i o n  e t  on s a i t  que l e s  S - c l a s s e s  c o n t i n u e s  dans chaque 

H - c l a s s e  s o n t  d e  meme c a r d i n a l *  A l a  S - p a r t i t i o n  on a s s o c i e r a  

l a  FI - p a r t i t i o n  cor respondan t  à l ' é q u i v a l e n c e  s u i v a n t e  

x - y +.+ x e t  y a p p a r t i e n n e n t  à d e s  S - c l a s s e s  d e  même c a r d i -  
FI 

n a l .  C i e s t  l a  F I  - p a r t i t i o n  qu'on o b t i e n t  en regroupan t  l e s  S - c l a s -  

ses de même c a r d i n a l ,  C ' e s t  une p a r t i t i o n  moins f i n e  que l a  H - p a r t i -  

t i o n .  

Pour  o r i e n t e r  l a  p r o g r e s s i o n  de  l a  méthode d e s  hypothèses  v e r s  l a  



S - p a r t i t i o n  on r e spec t e ra  l a  cond i t i on  suivante:  à chaque hypo- 

t h è s e  c h o i s i r  une FH - parti-taon moins f i n e  que l a  S - p a r t i t i o n .  

Cela s e  r é a l i s e  fac i l -nr i - :  T. î:c::txt à IH non pas un sommet i s o l é ,  

mais l a  S - c l a s s e  de  ce sommet qu'on c h o i s i r a  parmi c e l l e s  dlune 

c l a s s e  de l a  p a r t i t i o n  s t a b i l i s é e  s u r  l a q u e l l e  on f a i t  l 'hypothèse. 

Tout c e c i  r e v i e n t  à t r a v a i l l e r  s u r  l e s  S - c l a s s e s  du graphe q u i  

ont  é t é  v i r tue l l emen t  remplacées p a r  un sommet, au l i e u  d ' u t i l i s e r  

l e s  sommets directement .  

L t i n t é r & t  de c e t t e  modi f ica t ion  a p p a r a i t  dans l a  recherche d'un 

isomorphisme e n t r e  deux graphes p l e i n s ,  ou deux graphes sitns arcs .  

Pour c e s  graphes l e  groupe dtautomorphismes e s t  Sn , e t  en appl i-  

qunnt l a  d é f i n i t i o n  de l a  S - équivalence à t o u t  couple de sommets 

on c o n s t a t e  q u ' i l  n ' y  a qu'une s a u l e  S - c l a s s e  englobant t o u t  X- 

AU l i e u  de f a i r e  successivement une hypothèse ( j u s t e  d ' a i l l e u r s )  

chacun des  n-1 niveaux d i f f é r e n t s ,  on c h o i s i r a  une correspondance 

a r b i t r a i r e  e n t r e  l e s  sommets des  deux graphes* 

C e t t e  modi f ica t ion  ne gêne pas l a  recherche  d e s  a u t  omorphis- 

mes, puisquton conna i t  l e  sous-groupe de H qu i  ne permute que l e s  

sommets de chaque S - c l a s se .  





V - COI iPARAISOi! AVEC' 

LES AUT;:ES LIETIIODES 





C ompa r a  i s on avec  1 es au tr-e-s. smé~hho~~s- t  5, -- - - --------- -- - - -  

Nous n ' a l l o n s  p a s  comparer l a  méthode proposée avec t o u t e s  c e l l e s  

q u i  e x i s t e n t ,  mais seulement  svec c e l l e s q u i  s o n t  du m e m e  genre.  

5, 1. Méthodes semblables .  
-------A- 

On t r o u v e r a  s a  r é f é r e n c e  en b i b l i o g r a p h i e .  

Il u t i l i s e  1 û  reg-r$s-e>-tat-i-~-des grapP@- p a r  l a  l i s t e  e t  l a  mé- 

thode  q u ' i l  emploie pour  ~ e p r ~ ~ ~ ~ n - t - e ~ ~ ~ ' ~ i s i s  ou l a  c o r r e s -  

pondancd e n t r e  l e s  p a r t i t i o n s  e s t  l a  r e p r é s e n t a t i o n  n a t u r e l l e m e n t  

a s s o c i é e  à l a  l i ~ t e f ' ( ~ a r c e  que du même t y p e )  : l a  l i s t e  d t a s s o c i a -  

' t i o n s  q u ' i l  a p p e l l e   possible node p a i r i n g  l isttt  . 

Les f o n c t i o n s  i n t r i n s è q u e s  - - s r a p p e l l e n t  "nodel f u n c t i o n n  ( f o n c t i o n  

d e  noeud).  E l l e s  correspondent  aux f o n c t i o n s  donn6es en exemple en  

4.2.2.. e t  c e l l e s  c o n s t r u i t e s  en 4*4.2*10 

Les f o n c t i o n s  d ~ - ~ $ r u c t u r e  q u i  s e  r e p r Q s e n t e n t  p a r  d e s  l i s t e s  

semblab les  à l a  l i s t e  s ' a p p e l l e n t  ucorrespondence listtt ou l i s te  

d e  cor respondan ts .  E l l e s  s o n t  du meme t y p e  que c e l l e s  en 4,3.2. 

La méthode des ceux _ _ - _ -  f o n c t i o n s  - - - - - -  : "extendingo ( e x t e n s i o n )  permet  d e  

c a l c u l e r  d e  n o u v e l l e s  "nodal  f u n c t i o n s n  q u i  n e  s o n t  d ' a i l l e u r s  p a s  

en g é n é r a l  d e s  f o n c t i o n s  i n t r i n s è q u e s .  E l l e s  c o n s i s t e n t  à a f f e c t e r  



à chaque sommet l a  somme d e s  v a l e u r s  d 'une f u n c t i o n t t  s u r  l e s  

sommets q u i  l u i  s o n t  a s s o c i é s  p a r  l a  "correspondence l ist t t* Nous 

v e r r o n s  en 5.1.3 l a  nuance q u i  e x i s t e  avec  l a  méthode d e s  deux fonc- 

t i o n s .  

La m é t h ~ ~ e ~ ~ ~ e & ~ ~ o ~ ~ h > s e s ~ e s t  s i g n a l é e  pour f a i r e  " é c l a t e r "  l e s  . 

P a r t i t i o n s  q u i  s e  s t a b i l i s e n t ,  s a n s  t o u t e f o i s  en donner l a  j u s t i f i c a -  

t i o n .  

A 1  ori thme d e  A J .W. DUIJVESTIJFI (19621: 5* 1. 2. 2- -----...-------.----'. 

La r é f é r e n c e  e s t  donnée en b i b l i o g r a p h i e .  

Le probleme d e  l ~ i s o m o r p h i s m e  s 'est  posé pour  c e  c h e r c h e u r  à l 'occa-  

s i o n  du c a l c u l  de g raphes  dans l e s q u e l s  on pouva i t  f a i r e  p a s s e r  un 

f l o t  q u i  s o i t  une t e n s i o n .  I l  p o u v a i t  a i n s i  r é s o u d r e  l e  problème du 

découpage d e s  r e c t a n g l e s  en c a r r é s  de  c 8 t é s  d i f f é r e n t s .  

Le p r  ob lème s e  p  os e  dans  1 e s  g a p h e s  p 1 an-%ires ç - ~ p m ~ ~ ; ~ i - q u ~ s -  çôn-s- boy-- 

c l e s ,  La -r~~6~-een~?_tA-ofi q u ' i l  emploie  e s t  p a r t i c u l i è r e .  E l l e  e s t  .- 

b a s é e  s u r  un codage d e s  f a c e s  du graphe,  c ' e s t  à d i r e .  d e  l ' u n e  d e s  

b a s e s  d e  c y c l e s .  A p a r t i r  de  c e  codage il r e c o n s t r u i t  une  représen-  

t a t i o n  en t a b l e a u  E. La -<epPrj_é~Se-tn_tat_i-o-n~ d-e lfi3-o-mo~pJ-iisSrn~ e s t  proche 

du t a b l e a u  d r a s s o c i a t i o n s .  

Les fon-qti-~ç_int~insè-qu-e-s~ s o n t  d e s  "weightsl '  (po ids )  q u ' i l  donne 

aux sommets. Il  les c h o i s i t  parmi  l e s  p u i s s a n c e s  d e  2 (pour  cons- 

t r u i r e  p l u s  f a c i l e m e n t  . l e s  hypothèses) .  11 p a r t  du p o i d s  c o n s t a n t  2 

s u r  t o u s  les sommets. 



11 u t i l i s e  comme f o n c t i o n  - ----..- d e  s t r u c t u r e  - -- l a  f o n c t i o n  r du graphe e t  ' 

c e l l e  du graphe complémentaire (un sommet p a r  f a c e  - un a r c  e n t r e  

deux sommets s i  l e s  f a c e s  s o n t  a d j a c e n t e s ) .  

La méthode d e s  deux - - .  f o n c t i o n s  _ _______ q u ' i l  a p p e l l e  I1weights and score1' 

(po ids  e t  sommation) c o n s i s t e  à a f f e c t e r  a chaque scmmet l e  p o i d s  

obtenu en f a i s a n t  l a  somme d e s  p o i d s  d e  ses v o i s i n s .  C ' e s t  en t e n a n t  

compte du f a i t  que l e  g raphe  e s t  syinétri-,ue l a  meme méthode que  c e l l e  

d e  S.H UNGER. 

Quand il s e  p r o d u i t  une s t a b i l i s a t i o n  d e s  - _ - - . - _ . .  l a  methode d-es __ 
hy~ot~h~è,ç-gs c o n s i s t e  3 augmenter d l u n e  u n i t é  l e s  p o i d s  d e  deux som- 

mets  p r i s  dans  deux c l a s s e s  cor respondan tes .  Aucune j u s t i f i c a t i o n  

n t e s t  donnée. 



5. 2. -.------ hlétI-:ode du p r o d u i t  ---- -- - scal-a-ire - - -  -- -- ina-c,he&. --- 

C e t t e  méthode permet d e  r e t r o u v e r  l a  méthode d e s  deux f o n c t i o n s  

à paqitir d e s  méthodes d e s  deux a u t e u r s  c i -dessus .  Ille es t  employée 

ptr B O H ~ ~  et' S-LWOLI?JI qui  ne l a  c i t e n t  pas explici tement.  

5 . 2 1 L o g e  ~a~r3-icCiie> le -dg pj>j~-o$-e-s., @ 5 .1  e t  5 . 2 . 
La méthode d e s  deux f o n c t i o n s  pour  l e s  deux a u t e u r s  p r é c é d e n t s  

admet une r e p r é s e n t a t i o n  un ique  s o u s  forme ma8 r i c i e l l e .  

La f o n c t i o n  de  s t r u c t u r e  s e  r e p r é a e n t e  p a r  une m ? t r i c e  du t y p e  

m a t r i c e  c a r a c t é r i s t i q u e  d'un graphe. Lr f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  p a r  

u n  v e c t e u r  i n d i c é  p a r  les sommets du graphe e t  t e l  que  l a  coordonnée 

d e  sonunet x est l a  v a l e u r  de  l a  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  pour  c e  sommet. 

La m a t r i c e  d e  l a  f o n c t i o n  de  s t r u c t u r e  est, pour  l e s  graphes  ordi-  

n a i r e s ,  une  m a t r i c e  d e  O e t  d e  1. F a i r e  l a  somme d e s  v a l e u r s  d e  l a  

f o n c t i o n  i n t r i n s 5 q u e  pour  l e s  sommets a s s o c i é s  p a r  l a  f o n c t i o n  d e  

s t r u c t u r e  à un sommet donné, r e v i e n t  à f a i r e  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  

du v e c t e u r  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  p a r  l e  v e c t e u r  l i g n e  de  l a  m a t r i c e  

f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e  a s s o c i é  au sommet donné. 

La méthode d e s  deux f o n c t i o n s  e s t  a l o r s  l e  p r o d u i t  d e  l a  m a t r i c e  

f o n c t i o n  de s t r u c t u r e  p a r  l e  v e c t e u r  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e .  I l r e s t e  

à f a i r e  l a  j u x t a p o s i t i o n  des  deux v e c t e u r s  f o n c t i o n s  i n t r i n s è q u e s  

Pour o b t e n i r  une f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e  a s s o c i é e  à une p a r t i t i o n  

p l u s  f ine .  

C e t t e d t h o d e  e s t  moins p u i s s a n t e  que  l a  méthode des  deux f o n c t i o n s  

que  nous avons  é t u d i é e  en 4.3.2.2, 



5. 2. 2, L e p r o d u i t  s c a l a i r e  inachevé.  -- -- -.- - - -- " - " --- 

Quand on f a i t  l e  p r c d u i t  s c a l a i r e  de  deux v e c t e u r s  on p e r d  l ' i n f o r - -  

m a t i o n  s u r  l a  r é p a r t i t i o n  r é c i p r o q u e  d e s  coordonnées ,  c ' e s t  à d i r e ,  

s u r  l a  v a l e u r  e t  mdme l a  forme de  chacun d e s  p r o d u i t s  p a r t i e l s e  

Le p r o d u i t  s c a l a i r e  inachevé c o n s i s t e  à a s s o c i e r  l e s  coordonnées 

d e s  deux v e c t e u r s  s a r s  f a i r e  3a somme f i n a l e .  Théorinuement on cons- 

t r u i t  une ~ t r i c e C  i n d i c é e  en l i m e  p a r  l e s  v a l e u r s  d e s  coordon- 

n é e s  d 'un  v e c t e u r ,  en  co lonne  p a r  l e s  v a l e u r s  d e s  coordonnées de  

l ' a u t r e  v e c t e u r ,  e t  on po-pra  C i j  = l e  nombre d e  f o i s  où l e  pro- 

d u i t  i x j  a p p a r a f t  dans  l e  p rod i i ï t  s c a l a i r e  d e s  deux v e c t e u r s *  

Exemple : 

f 
7 La v a l e u r  h a b i t u e l l e  du p r o d u i t  s c a l a i r e  e s t  - C i j  x i x j*  

i , ~  

. * 

Dans l e  c a s  où l e  p remier  v e c t e u r  a s e s  compasantes n u l l e s  ou 

é g a l e s  à 1, on n e  conservera  de l a  m a t r i c e  C que l a  l i g n e  cor res -  

pondant à l a  v a l e u r  i o  En e f f e t  quand une co lonne  e s t  non n u l l e  

dans  une  l i g n e ,  e l l e  e s t  n u l l e  dans I 1 a u t r a u  On o b t i e n t  un v e c t e u r  C --- -- 
dont  l a  coordonnée C i  = l e  nombre de  f o i s  où une  composante de  

v a l e u r  5. a même i n d i c e  que (02 co l raspond  à) une composante non 

n u l l e  dans  l e  premier .  



On peut  a l o r s  e n v i s a g e r  l e  p r o d u i t  d 'une  m a t r i c e  de O e t  d e  1 p a r  , 

u n  vec teur  quelconque,  pu i sque  à chaque l i g n e  d e  l a  m a t r i c e  on 

a s s o c i e r a  un v e c t e u r  C. On v e r r a  en  5 .5 comment f a i r e  un p r o d u i t  

d e  m a t r i c e s 3  l ' a i d e  de c e  p r o d u i t  s c a l a i r e  inachevé.  

Liensemble d e s  v e c t e u r s  obtenus en f a i s a n t  l e  p r o d u i t  d 'une  ma- 

t r i c e  p a r  un v e c t e u r  à l ' a i d e  du p r o d u i t  s c a l a i r e  inachevé forme 

une  m a t r i c e  T ,  i n d i c é  e n  l i g n e  comme l a  m a t r i c e  e t  en colonne p a r  

l e s  v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e ,  t e l l e  que  T i j  = lebnombre 

d e  f o i s  oh u n e  composante de  v a l e u r  j du v e c t e u r  correspond à un 

élément non n u l  dans l a  l i g n e  i. S i  on v e u t  que  l e  p r o d u i t  d 'une  

m a t r i c e  p a r  un v e c t e u r  s o i t  encore  un v e c t e u r  on a f f e c t e r a  aux 

l i g n e s  d i f f 6 r e n t e s  d e  l a  m a t r i c e  T d e s  v a l e u r s  d i f f é r e n t e s ,  e t  on 

conservera  c e s  v a l e u r s  dans  un v e c t e u r  i n d i c é  de  l a  même f a ~ o n  que  

les l i g n e s  d e  l a  m a t r i c e  T. 

Si l a  m a t r i c e  e s t  c e l l e  d 'une f o n c t i o n  d e  s t r u c t u r e ,  s i  l e  vec- 

t e u r  e s t  c e l u i  d 'une f o n c t i o n  i n t r i n s è q u e ,  l a  m a t r i c e  T e s t  l e  

t a b l e a u  T d e  4.4.2.3 

On a r e t r o u v é  l a  méthode des  deux f o n c t i o n s  à l a q u e l l e  nous 

é t i o n s  h a b i t u é s .  



Ltavantage du p rodu i t  s c a l a i r e  inachevé e s t  q u ' i l  permet .de dis-  

X- 
t i n g u e r  non seulement l e s  nombres, mais a u s s i  l e u r s  p a r t i t i o n s  . 
Par  exemple il considèrera  comme d i s t i n c t e s  l 

4 = 3 + 1 ,  4 ~ 2 - l - 2  , 4 = 2 + 1 + i .  l 

C r e s t  ce q u i  l u i  confère  une s u p é r i o r i t é  s u r  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  , 

o r d i n a i r e  quand il s ' a g i t  d t é t u d i e r  l a  r é p a r t i t i o n  des  va l eu r s  des 

coordonnées de vecteurs .  Voir f i g e  23. 

S.H UPXER s r é t a i t  rendu compte de  l t i n s u f f i s a n c e  du p rodu i t  

S c a l a i r e  ord ina i re .  11 s e n t a i t  l a  n é c e s s i t e  d ' avo i r  des nombres 

dont  l a  décomposition s o i t  unique. Il a v a i t  envisagé une arithmé- 

t i q u e  basée s u r  l e s  nombres premiers ,  q u i  v é r i f i e n t  justement cet-  

t e  p rop r i é t é .  

Le p rodu i t  Y = A , X  où A e s t  une ma t r i ce  de 0 e t  de 1 e t  X un 

vec t eu r  dont  l e s  composantes s o n t  des  nombres premiers ,  ne s e r a i t  

p l u s '  

% p a r t i t i o n  d'un nombre c. 

C ' e s t  une s u i t e  d ' e n t i e r s  ai v é r i f i a n t  l e s  r e l a t i o n s .  

t e l l e  que 



mais 
Yi = il A i k a  Xk = n xk 

k  Aik i 0 

L f i n c o n v é n i e n t  e s t  que c e s  nombres d e v i e n n e ~ k  t r è s  v i t e  t r o p  g rands  

pour  & t r e  u t i l i s é s  f a c i l e m e n t  s u r t o u t  en  c a l c u l a t e u r  é l e c t r o n i q u e  

où l e s  g rands  n m b r e s  s o n t  souven t  en " a r i  t h é t i q u e  d i t e  f  l o t t a n t e t '  

( n o t i o n  d e  programmation)a En e f f e t  pour  un graphe d e  n  sommets 

dans l e s  p l u s  mauvais c a s  on s e r a i t  amen6 à c a l c u l e r  l e  p r o d u i t  

d e s  n  p r e m i e r s  nombres premiers .  Pour  n  - 11 c e  p r o d u i t  est é g a l  

à 6, 469. 693. 410 clci e s t . u n  e n t i e r  d e  10 c h i f f r e s .  Les représen-  

t a t i o n s  l t f l o t t a n t e l l  d é s  nombres n ' o n t  l e  p l u s  souvent  que  10 c h i f -  

f r e s  e x a c t s  en m a n t i s s e ,  c e  q u i  nous l i m i t e r a i t  aux g raphes  de  

11 sommets a u  p l u s *  

Notons e n f i n  que  l a  forme m a t r i c i e l l e  d e  l a  méthode d e s  deux fonc- 

t i o n s  montre comment a u  courç d e s  i t é r a t i o n s ,  i n t e r v i e n n e n t  l e s  

P u i s s a n c e s  d e  l a  f o n c t i o n  S. En e f f e t  : si  m a t r i c i e l l e m e n t  

' 2 
f r  = T b f  a l o r s  % o f ?  = d. f* 



,s/9 

Fig. 23 Cmperaisem des produits scalaires ordinai re  et I l i a î b e d ;  

&f~[atz£ce caractdristique 

Fonction de structüre = reprdment6 pzr l a  mitrfce A l  
F a i e t i a i  intxinséque t == der& du <;anne-t.tl 11 y a 3 FI - classer 

atu1~k~ot6es de  3 B 3, 

MQtkode des deux fonct ions  per 

Prwlu5-t scaPa2re ordinsissc  ~radti5.t scaloise fnaeiiev6 

f 
1 I i j 

2 ; Y  2 1 3  4 / 5 !  
. -.-__ - 1  . 4 j  5. S a m e t s  

, . .  I - b 1 ;  
; 2 r 12 2 ;  3 f 1 1  1 . 2  2 1 3  

-1- ------- -t -----. - -- -. --.- - -. .. - - - -  * 

j 4 4 14  4 ;  7 A l  f /  tableau 1 
! I , i ; 
i I i T 2 :  5 
i 
i 

1 x i  r i 
----- - -;.. .. - -i .... . j chaque sownot 

I 
1 2 3 41 5 l est  isolé dans 

l 
I 

i 1 sa classe. 
mdme partitErne C)n ne  pmxrs pas i 

affiner c e t t e  pas.t;i.tlon sf oz7 ne 1 a 
! 

change pas les valeurs de kd fsr-c- : 

t i m  fntrins3quôe Pz-enans les i 
. " -  

s 5 1 D 
1 

i I 

: / 10 16 '4.9 

- i t l  - - -  i 
i 
f 



F i g l  23 ( s u i t e )  

c a s  du p r o d u i t  s c a l a i r e  o r d i n a i r e  : 

Sommets j 1 2 3 4 5 -- -- - -- . - i 

prenons des  va leurs  quelconques 
---.. -. -.- - ------ 

'1 

Aef'  
1 

A.ft3 ' 11 \ 9 18 111 19 

" I - - ;  t---+---- 

f '  
4  

I 1 2 - 3  4  1 5  chaque sommet e s t  i s o l é  
! -. .. -.- -. - .-. A.. - . .  dans ça c l a s se .  

1 1  2 3 ' 4 %  
. -4- - - -. -.. . - 

- i 5 5 : 5  5  9 
- - *  --- - -. 

l 

Remarque : La jux tapos i t i on  de fonc t ions  in t r insbques  é lémenta i res  pe rme t t a i t  
d ' a t t e i n d r e  immédiatement l a  fonc t ion  in t r in sèque  f r  1 

!2 1 1  : 2  13 ' 4  pas d 'amél iora t ion  

Sommets 1 2  3 4  5  
t ----- 1 

i 
demi degré e x t é r i e u r  : 2 2 3 , 2 ; 3 ' 

1 "-- ̂ ".i --- . ' 
i 1 

demi degré i n t é r i e u r  1 2 2 ' 2 ; 3 ; 2 i 
' +. .-"--- -- .-- 

Boucles i O O O , O ' 1 ; 

Echec du produi t  s c a l a i r e  o r d i n a i r e  : 

Qumd on c a l c u l e  A.fe on a : l i g n e  1 e t  4 1: 4  = 1+3* 
l i q n e  2 : 4 = 2 + 2 .  
l i g n e  3 : 4  = 24-14-1. 

S i  on augmente l'es v a l e u r s  de l a  fonc t ion  i n t r i n s è q u e  d rune  mhe 
q u a n t i t é  p  on a  : l i g n e  1 e t  4 

l i g n e  2 
l i g n e  3 

Pour p a s s e r  de f  aux degrds on a p r i s  p 3 .  

C t e s t  en prenant  des q u a n t i t é s  p d i f f é r e n t e s  pour des  v a l e u r s  
d i f f é r e n t e s  de l a  fonc t ion  i n t r i n s è q u e  qu'on a obtenu l e  r é s u l t a t .  



C t e s t  l a  méthode de  D. R. DEUEL e t  A .  GILL. E l l e  s ' app l ique  aux . . 

graphes o r d i n a i r e s  pondérés, c ' e s t  à d i r e ,  pour l e sque l s  les a r c s  

ont  une valeur .  Les automates en p a r t i c u l i e r  s e  r ep ré sen ten t  par  

d e  t e l s  graphes. Voir  en b ib l iographie .  

La méthode c o n s i s t e  à a s s o c i e r  a chaque sommet . . un graphe représen-  

t a n t  l e s  chemins i s s u s  de ce sommet e t  t e n a n t  compte des va l eu r s  

des  a rcs .  En t r a v a i l l a n t  en meme temps s u r  l e s  deux graphes dont  

on recherche  l~ isomorphfsme on peu t  comparer l e s  graphes a s s o c i é s  

aux 'sommets * 

L 1 i n t é r @ t  d e  c e t t e  méthode e s t  de c o n s t r u i r e  $ei5teit l e s  

chemins e t  l e s  c i r c u i t s  des graphes s u s c e p t i b l e s  d t & t r e  isomo* 

Indiquons que l a  méthode que nous avons é t u d i é e  peut  s ' app l i -  

quer  aux graphes pondérBs, moyennant un c e r t a i n  nombre de pré- 

caut ion.  En p a r t i c u l i e r  remplacer l e s  demi-degrés ( i n t é r i e u r  

ou e x t é r i e u r )  pa r  1 !ensemble des  va l eu r s  a f  f e c t k s  aux a r c s  adja- 

c e n t s  ( in té r ieurement  ou extér ieurement) .  



5.  4. Mgthode p o p e  - - -- ----- à l a  - r e l r é s e n t a t i o n  - - - - - - m a  -- m a t r i c i e l l e .  

apparanmen t 
On déborde i c p i e  cadre du problbme de ll isomorphisme d e  graphes 

pour aborder  c e l u i  de l a  P  - équivalence de  mat r ices  (2.3.3). 

Un algori thme a  é t é  é t u d i é  p a r  C. B8M e t  A SANTOLIN1 (19641, 

11 e s t  basé s u r  l e  p rodu i t  s c a l a i r e  inachevé. 

5 . 4 . 1 . Produi t  -- mat - - ---- r i c-i-~l- pa_r_ pr_o_bi>-s-qaL.a-i-rr~ _ie~aacJheeyé.. 

Le produi t  m a t r i c i e l  c a l c u l e  à l ' a i d e  du p rodu i t  s c a l a i r e  chaque 

c o e f f i c i e n t  de l a  ma t r i ce  produi t .  S i  on emploie l a  méthode du 

p rodu i t  s o a l a i r e  inachevé on o b t i e n t  une ma t r i ce  au l i e u  d'un 

s c a l a i r e .  La ma t r i ce  p r o d u i t  a l o r s  peut  é t r e  de t a i l l e  con- 

2 s i d é r a b l e  (n  x n2 s i  l a  ma t r i ce  de  dépar t  é t a i t  n  x  n). Pour s e  

ramener à une mat r ice  n  x n  on a f f e c t e  des  va l eu r s  d i f f é r e n t e s  

aux mat r ices  d i f f é r e n t e s  obtenues. Ce q u i  importe c ' e s t  de pou- 

v o i r  d i s t i n g u e r  l e s  p r o d u i t s  q u i  ne son t  pas  égaux. Ces va leurs  

s u f f i s e n t  e t  c o n s t i t u e n t  l a  ma t r i ce  produi t .  

Pour t rouve r  une correspondance e n t r e  l e s  i nd ices  des  rangées 

de deux mat r ices  on c a l c u l e  l e u r s  puissances success ives  à 

l ' a i d e  du p r o d u i t  s c a l a i r e  inachevé. A chaque é t ape  l a  numéro- 

t a t i o n  des mat r ices  d i f f é r e n t e s  obtenues s e  f a i t  simultanément 

s u r  l e s  deux mat r ices  é t u d i é e s ,  de  façon à a v o i r  une correspon- 

dance e n t r e  des  rangées s e  ressemblznt  dans l e s  deux matr ices .  

On u t i l i s e  l e  m8mo p r i n c i p e  de correspondance e n t r e  l e s  c l a s s e s  



de  p a r t i t i o n s  des  i n d i c e s  des deux graphes,  ces p a r t i t i o n s  é t a n t  

données p a r  une équiva lence  obtenue en comparant les l i g n e s  e t  

colonnes d t u n  m8me i n d i c e  aux rangées correspondantes  des  a u t r e s  

i nd i ce s .  

On é t a b l i t  s u r  l e s  i n d i c e s  une équivalence du meme type  que  l a  

S - Qquivaience pour les sommetsa Les a u t e u r s  proposent  d e  remplacer 

p a r  un s e u l  couple de  rangées,  l e s  couples de  l i g n e  e t  colonne 

d e  chaque S - c l a s s e ,  quelque s o i t  l a  pu issance  de l a  m a t r i c e  où 

c e s  S - c l a s s e s  appara i ssen t .  C e t t e  méthode r e v i e n d r a i t  à rempla- 

cer p a r  un s e u l  d ' e n t r e  eux des  sous-nraphes isomorphes. E l l e  e s t  

en f a i t  l l e x p r e s s i o n  de  l a  méthode des  hypothèses dans l e u r  

t héo r i e .  E l l e  d i f f è r e  de c e l l e  que nous avons é t u d i é e  p a r  l e  f a i t  

que l t a s s o c i a t i o n  e s t  f a i t e  au moment de l a  c o n s t r u c t i o n  de l a  

correspondance, e t  que d ' au t r e  p a r t  on f a i t  t ou jou r s  une hypothèse 

v r a i e .  

Notons que l a  méthode des  deux fonc t ions  correspond au c a l c u l  des 

puissances de  l a  ma t r i ce ,  e t  pour  t e m i n e r  ce  paragraphe remar- 

quons que à une m a t r i c e  à va leu r  e n t i h r e  p o s i t i v e  on p e u t  a s s o c i e r  

un mult igraphe,  e t  donc, th6oriquement, l e  problème de 1 tisomorphis- 

me e n t r e  c e s  mul t ig raphes  e s t  c e l u i  de l a  P - équiva lence  des  

ma t r i c e s .  





VI. L I A L G O i i I T H ' i E  





6. L'Algorithme 

6.1 Description g&nérale, Automatisation 

Il contient trois parties principales 

- création d'une FI partition de dspart. 
- methode des deux fonctions. 
- méthode des hypothèses. 

Bous allons étudier l'automatisation de chacune de ces par- 

ties. Voir fig. 24 l'organigra~x~ie ganéral. Un prograshie en 

language ALGOL a et6 r :alisS. 

6.1.1 Représentations :ztilisées. 

La repr5sentation choisie pour les graphes est la représen- 

tdtion iuatréc ielle (2.1.3.2). 

Les representations des fonctions utilisées en découlent. 

Les fonctions intrinsèques et les fonctions associées aux PH par- 

titions sont nises sous-forme vectorielle (voir 5.2.1). Les fonc- 

tions de structure sont reprGsent5es par des natrices co!,x,:e les 

graphes (voir 4.3.3.1). 

A tout instsnt les classes correspondantes des partitions 

des deux graphes ont :,iême valeur par la fonction associée (4.2.5). 
Seules les S-classes gchappent à cette regle c&r il n'est pas 

possible de connaître à priori une correspondance entre ces classes. 

Elles sont nécessaires pour ,ccélerer 1 'al~orithme (voir 4. 619 
on les calculera ail d+bi*t. 

La corresponSanct; biunivoqpe entre les soii.,.ets sera repré- 

sentée par le tableau dl associations (2.9.2). Les -leurs inter- 

vLnant , en dernière rangGe .ülontt celles de la dernière fonction 

calculse, zssociée a une partition. 

L'intérêt de ces reprssentations est d'automatiser facilement 

la ~~~athode des deux forxtions et la mrthoue des hypothèses. 



m., * c',- X. 'r'? * i C * y *  

/ Canpiraissn de ces FI: \ 



-- 
Cl! z-= cowstm%rrs 
une by~?tF-.~T s c 

-O-- 

--- 
un-hsamarphisme 



6.1.2 Operations sur les partitions 

6.1.2.1 Représentatio~i~. - 
La fonction associEe 3, une pzrtition est suffisante pour 

12 definir. Irous avons vu (6.1.1) que c'est au vecteur indic6 par 

les sorn!,iets. La composante correspondant 3 un soinll,et x est le nu- 

méro de la classe de x dans la partition. On retrouve la partition 

en groupant les somricts qui ont des composantes 5gales. * 

6.1.2.2 Quantitis associ&s 3 une partition. Caractvr~stiques 

Deux types de quantitas associées à une partition sont 

intéressants : 1.e cardinal de chaque classe, le nombre de classes 

de même c2rdinal. 

Ces no111bres sont faciles 2 calculer à partir E1;I vecteur, 

de la fonction associée. Ils pernettent de construire des carac- 

tSristiqucs (voir3.2). On calcule d'abord . -- -- un vectcur (1) indics 

par les nu~léros des classes et dont los coliposantcs sont les cal- 

Ginaux des classcs corrcsponLantes, Or. refait sur ce vecteur le 

rnêm calcd que celui q ~ i  a permis Le lé coiistruirc 2 partir du 

vecteur de 1;) fonction associ6e9 et on olicnt un vecteur --- (2) 

indice par différents cardinaux des classcs et dont les COiXpû- 

santes donnent lc no.~~brc Ge classes ?c curdi2al correspondant. 

La propoçi-Lion 3 .3 .A .2  entraîne yuc les derniers vecteurs 

calculés sont des curact6ristiques Le type 1. 

Pour lcls FI et F'H partitions il n'est pas n4cess~~ire de cal-- 

culer lc sccond vecteur. En efftt >Our ce= partitions les classes 

d c  même ncrn6ro SC corro::pondcnt, et conxe llisornorphic iinpliquc? 

uno correspondance biunivoqu-c ectrc les somirists des 3'1 et PH-c~?~s- 

ses, il est ndcessairc qu'el1-cs aicnt même carLinal. Le preni~r 

vecteur est pour les 2'1 et FI1 partiüions uno caïactjristique de 

type 1. C'est seulcmcnt pour lcs S-gzrtitions qu'on c-lculüra lc 

second vec-t~ur. 

Si on utilisc ces caract5ristiqucs, il n'est pas nicessairc dc 



connaî t re  l e  noinbre de c l a s s ~ s  des  p a r t i t i o n s  des  cleux graphe=. 

Ces noisbrc.~, q u i  sont  des  ca r ac tS r i s t i ques  de type 1 sont ,  s o i t  

l a  diiLiension des premiers 3recti3ursg s o i t  l a  soi-~i~le des  composanti-5 

des  seconds. S i  on prond 1s précaut ion de nuinSroter l o s  c l a s se s  de 

F I  e t  FH-part i t ions à p a r t i r  de 1, e t  sans l a i s s e r  passer  -- 
GO nombrcs dans au lnoins un des d ~ u x  graphes, l c  nombr~ maxiinuiil --- 
u t i l i s é  sera l e  nombre de c l ~ s s e s .  Cela s i ~ ~ i p l i î i e  l a  recherche de 

nombre de c l a s s e s  quand on ne connaî t  que l e  vecteur de 1s fonc- 

t i o n  associée  à 1s p a r t i t i o n .  

On t rouvera  dans 1c propagLl1f~e ALGOL page P3, l i g n e  109 une 

procédure qu i  automatise l e  c a l cu l  du prei-lier vecteur .  

Yrocé6ure CALCUL(II::)POUR: (FI)DE TAILLE: (N)BOIIBX DE CLASSES: (CFI) .- 

RESULTAT(GR) 5 

va leur  YI;, 

e n t i e r  3, CFI; 

e n t i e r  t ab leau  FITS,FI; -- 
boolcan ER; 

F I  e s t  l e  v c c t ~ u r  a s a o c i ~  ?L une p a r t i t i o n .  11 e s t  de dimension B, 

l e  nombre do sommets du graphe. CF1 e s t  l e  p lu s  grand nombre u t i l i -  

sé  pour n u ~ ~ ~ i r o t c r  l e s  c l a s se s .  S i  ?-*un nombre n ' a  ? t 6  oubl i&,  

c ' e s t  l e  nombrç de c l a s s e s .  Pour l e s  noLxbres oub l i$ s  l a  procédure 

indique que l e s  c l ( - . s e s  correspondantes sont  de ca rd ina l  O. ER e s t  

un boolcen qu i  prend l a  valeur v r a i  s i  CF1 e s t  strictex-lent p lus  

grand que ïT, Ccla se produi t  dans l e  grdphe où on a acceptS de pas- 

s e r  des nombres e t  s i g n i f i e  que l e s  c a r ac t5 r i s t i ques  ne sont  pas 

êgales .  Les p a r t i t i o n s  des de= graphcs no son t  pas Sgales parce 

que dans l e  -.srcrliier graphe une des c l a s se s  a un ca rd ina l  p lu s  

grand que c e l u i  de sn  correspondante dans l ' a u t r o  graphe. Les c las-  

s e s  ne peuvent évidc~ilinent <;as SC corr tspondre  . Le nombre maximal 

de c l a s s e s  dans unL p a r t i t i o n  e s t  H=n, 10 nombre de sorri:.iets, c ' e s t  

pour ce l a  que CFDB no pzut pas se  produire dans l e  premier graphe 

( c e l u i  où on ne l a i s s e  pas  passer de nombres). 



D1autrt: part il est pr5ii:rablc quo FE': ne soit a-s un tableau 

de dii2cnsion supérieure W pour ne pas perdre inutilement de la 

place. 

6.1.2.3 Comparaison des partitions 

On coi,lp~re les partitions à l'aide des vecteurs FI3 . 
Lcs comparaisons s~lr le nombre de cla:,scs ne sont pas 

sufîisantcs. II peut arrivér que les classes sc correspondent 

avec des cardinaux différents. 

La procSclure 4-LGOL se trouvo page P3-ligne 124 du pro- 

gr anil: e . 
procédure -- COI PFI (N) GFAPHE1: (CF7 1 ,Fi41 ) 

GEiPIIE2 : (CFI2, FIk2 ) 

RE SULTILT r (EG ) ; 
valeur 1T.,CFIl9CF12; -- 
entier N, Cl'I1, CF12 ; ----- 
cntler tableau FIIIl,FI: 2 ; . -- -- 
boolcen EG; 

Le boolecn EU prend la valeur vrai si les deux vectcurs Fr 1 et 

FIA 2 sont Sgaux. LLS partitions des deux graphcs sont alors 

é~ales. 

6.1.2.4 Partition plus finc: quc dou~grtitions - 
La partition obtcnuc en juxtaposmt les fonctions associ~es 

?L deux partitio~s eut, par~ni lcs plus fines, unc des iioins 

fines. Aux fonctions corr~spon~ent des vcctcurs FI ct la fonc- 

tion de la nouvellc: 9artltion s'obtient cn nuiilSrotant ILS 

couples différents de valeurs de asile indice des FI (voir 4.2.5). 

La proc,Sdurc NLGOL est page F4 1%-ne 33. 

procédure FID2FI (B)GIUPI-E 1 : (3'111, ~ 1 2 1 ~ ~ 1 3 1 )  

Ga4PKI: 2 : (FI12 ?1"122, ~ 1 3 2  ) 

valeur N; 

entier N; 

entier ta'k11~~ F111sF1219FI~ lpP112,F122 ,FI32; 

Ccttc procSdur~) calcule sii.1~1' neinent sur les deux graphes une 
2 

nouvelle partition dont Ie vec&~ur associ; tst FI31 dans le 



premier graphe et FI32 dans le second. Les partitions préc9dcntes 

avaicnt pour vecteurs associas FI11 ~t FI21 dans le pre~iiur paphe, 

FI12 ct FI22 dans le second. 

La plus grande fincsse d c  la nouvel16 partition par rapport 

aux pr6cédcntes9 se traiiuit par un CF131 plus grand qu'un CB132. 

En effet la procédure num&rote, sans pasicr de noiiibris, les 

classos de la nouvelle partition du pror~~ier graphe. C'est donc 

dans ce graphe que le nuxiro le plus Ulevé est le noiiibre de 

classes. 

Cette piocsdure donne le principe dlautosatisation du proces- 

sus de juxtaposition dans un cas siilip16. Il apparaîtra dans une 

forme plus g5n6rale dans dl~utres prociduros (61.42 - 61.6). 



6.1.3 Calcul  des S-claoscs 

Ce ~ ~ l c u l  s e  f a i t  indépendelAirnent dans l e s  deux graphcs dont 

on cherche v.n isoriiorphisrric, puisqut  il n ' y  a pas  de correspondance 

e n t r e  l u s  S-c lasscs ,  

D'après l e u r  d z f i n i t i o n  e t  l a  s r o p o s i t i o n  2.6.2 

prop. 6.1.3 

( x e s t  S-équivalent a y s i  e t  sculciacnt s i  l e u r s  l i g n e s  e t  

I l e u r s  colonnes dans l a  ::ntricaecaract5ristiquc LI. son t  par tout  

égales sauf  pour l c s  6l':i.ients à l e u r s  in te r sc -c t ions  q u i  vé- 

l r i f i e n t .  

8x,=~1yx e t  h x l c = A y y .  

Il s ' a g i t  d 'un  transcodegc en no t a t i on  m a t r i c i e l l e  de l a  

proposi t ion 2.6.2. 

Leur c a l c u l  devient  a l o r s  si . lple car  il e s t  f a c i l e  de v e r i f i c r  

l e s  condi t ions  Ce l a  p ropos i t ion  ci-dessus. Ç t c s t  l a  proc&c?ure 

page P4 l i gne  13E qu i  l e  r é a l i s e .  

procédure SCXiSS3S (N)SUR Ll3 GETHE: ( G)PARTITION: (S)NO!BP,E TC 

CC I J J S :  '1' (CS)C.LRDI~L~L I-"-R SO,' TTS: (sD)I~o:~BXE DE 

CLrSSL'S DL' 1 "E,;E C;iI;31Tu'~,U : (S. ) g 

valeur  N; 

e n t i e r  N,CS; 

e n t i e r  ta1>1eau G ,  2, SBl S 7 ;  

La matrice cx rnc tS r i s t l quc  du graphc c s t  l e  t ab l eau  G. X c s t  l e  

vcctcur  de l a  fonc t ion  s s soc i5  à la p a r t i t i o n .  Les  leurs de c e t t e  

fonc t ion  soh l o s  nut12ros des  c l a s s ~ s  ordonnjcs suivznt  l e  p lu s  

p c t i t  indice  des  soïlmcts q u ' e l l c s  con t i t nncn t .  C 'es t  UR o rdrc  qu i  

prat ique~nncnt e s t  a r b i t r s i r t  . SD c s t  une fonc t i on  qui  5, chsque 

sor,xnet assoc ie  1 c  ca rd ina l  de s a  c l a s s e .  L a  p a r t i t i o n  assoc iee  à 

1s fonction S'D c s t  rioins f i n c  quc l a  H-par t i t ion (vo i r  cn 4.6.2).  

SD o s t  unc fonc t i on  intrinsèque. Si? inziquij 1 c  norfibre de c l a s s e s  

qu i  ont i , i C ï ~ ~  c a rd ina l .  C ' t s t  l a  cr r ract j r i s t ic juo de type 1 correspon- 

dant  au deuxième vcctcur d-t 6.1.2.2. 11 s ~ r t  à co?iip7.rcr ILS S-par- 

t i t i o n s  dc deux graphes & l ' a i e -c  C c  l a  proc5Clurt CO+-PPI (6.1.2.3). 



6.1.4.1 Fonctions intrinsèqucs 61Snentaircs 

Pour amorcer 16s it5rutions du la mithodc des deux fonctl ons. 

il faut connaître unu FI-partition. Nous cn poss6dons L 3 j à  une : 

la SD-partition (6.1.3). Lc paragraphe 4.2.2 Ln donno une séric. 

Dans ltalgorithinc nous lcs apicllorons fonctions intrinsèques 616- 

i,i~ntaircs car ~llcs sont naturtlles ct faciles a calculLr, cn op- 

position a u  autres. 

Le progra~i~nù ILS C ~ ~ C U ~ C  p ~ s ~  P2 ligne 65. 

procidurc: FIELCI~(N, G, DDI,DDE, BOUCLE); 

valeur N t  

cnticr Ng 

~nticr tablcau G,DDI, DDE,BOUCLE; - 
G cst la aatricc caractSristiquc du graphe, DDI ot DDE sont los 

fonctions deLiJi-degrés intericm et cxtùricur. On les obtitnt en 

faisant 1s ~ O I I ~ ~ I I ~  dcs élémcnts dcs colonnes ct dcs lignbs de la na- 

tricc. 3 0 U C L E  COn..iC son; nola l'indique est le noi~~brc de boucles 

par SO~ILIL~S. 

Lo calcul dc c ~ s  fonctions pcut se faire ind5pcnd~1,imcnt sur 

lcs <LUX graphcs. 

6.1.4.2 Juxtzposition do cos fonctions 

Unc procédure se charge de juxtaposcr 1cs quatrc fonctions 

intrinsèqu~s que nous connaissons naintcnant. Ct;st sur la parti- 

tion obtcnue quc la ~i5thode dcs ??LUX fonctions sors apsliqu6c. 

Voir page P2 lignc 76. 

procSdurc- I'IDFIZLE; (N)GR:PHE~ r (~11, DDE~, DDI~,  BOUCLE^, S D ~  ) 

G&!YI3E2 2 (~12, DDE2 DO12 BOUCLE2, SD2 ) ; 

valcur Nq cnticr N; 

cnticr tabl~~?u FIl,DDEl,DDIl, 30UCJJZl9 SD19F129 DDE2,nDI2, 

BOUCLE2, SD2 ; 

FI1 du graphc 1 et FI2 du graphc 2 sont des ionctions intrinsèques 

dont 1cs FI-sartitions sont plus fincs quc lcs quatrc autres. La 

juxtaposition est r6alisSc cn nui.,:rotsnt diff :rc: Lment los diffé- 

ronts 4-uples de conposa ntes do n h e  indicc dans los quatrc 



cle l a  jux tapos i t ion  de deux fonc t ions  a un norilbre quelconque de 
. . 

fonct ions .  

6.1.4.3 Coi~paraison des  F I - p a r t i t i o n s  

Ellc, se f lit cor!il.ie pour t ou t e s  l o s  p a r t i t i o n s  avcc l c s  proce- 

durcs d S c r i t e s  en 6.1.2.2 e t  6.1.2.3. 

6.1.4.4 - Test  de l~isoniorphisinc 

Il Y a isoi.iorpiisnie quand l e s  p a r t i t i o n s  s c  sont  s t a b i l i n 5 e s  

sur l a  S-par t i t ion .  

Lc f a i t  q u ' e l l e s  so ion t  s t a b i l i s S e s  tst ilaiportant. Il e x i s t e  

des  grsphcs pour l c s q u c l s  on ob t i cn t  unc correspondxv.x b i u n i v o q u ~  

en t r c  l c s  S-classes,  sans  que c t t t c  corrtspondancc s o i t  c c l l e  in- 

pliqu9e par  un i s~ i~ io rph i s i~ i e .  Voir f i g .  34. Cels  peut s e  p r o i u i r c  

quand 1cs  p lu s  longs  chtrnins n ' on t  , a s  Sté  explores .  En i t  Srant 

l a  nethode des  deux fonctionr: s i  1s S-sctr t i t ion s t a b i l i s é e  

on ne peut p lu s  avo i r  de p lu s  f i n e  p a r t i t i o n .  S ' i l  n ' y  a pas  d ' i -  

so~~iorphisme on ne peut  pas avo i r  l a  correspondance h a b i t u e l l e  

en t r e  l e s  S-c lass ts  c t  1 1 i t 6 r s t i o n  f a i t  nuw5rotcr d'unc façon d i f -  

i é r cn t c  ( enP , s ;m t  des nornbrcs) l e s  S-C~SSSCS du second graphe. 

La s t a b i l i s a t i o n  ~ s t  d6cel6e a l ' c i d c  oc t c a t a  l s n s  1'21- 

gorithilie. Ces t c s t s  ont  e t  p l ~ c S s  dans l e  yrogr~zr,,~.~e p r i nc ipa l .  

L 1 é g ( ~ l i t :  de l a  p a r t i t i o n  à 1~ S-pa l t i t i on  s e  f a i t  pdr l a  procSdurc 

pagc P3 l i g n e  135. 



v a l e u r  N i  ; e n t i e r  N ; 

e n t i e r  t ab leau  FI1,  FIM1, SD1, FI2, FIn2, SD2 ; 

boolcen ISO ; 

ISO e s t  un boaleen qui  e s t  v r a i  s i  pour chdque sommet l a  

F I  - c l a s s e  e s t  de même ca rd ina l  quo s a  S - classe .  

Il n ' e s t  pas  nécessa i re  que l a  comparaison s e  f a s s e  en 

même temps s u r  l e s  deux graphes. E tan t  donné l e  c a r ac t è r e  p a r t i -  

c u l i e r  de l a  S - p a r t i t i o n ,  il n t u s t  pas s u f f i s a n t  de comparer 

l c s  nombres de c l a s sds  des p a r t i t i o n s .  Le  p l u s  souvent l e s  S - 
c l a s s e s  se rédu isen t  à un sommet. D e  ce  f a i t  l a  procedure ne  

f a i t  pas ,  en moyenne, t r op  de c a l c u l e  i n u t i l e s .  Pour des  c l a s s e s  

de p l u s i e u r s  sommets, e l l e  f a i t  p l u s i e u r s  f o i s  l a  comparaison 

de l e u r s  cardinaux (à  cause de l a  r ep ré sen t a t i on  cho i s i e ) .  



6.1.5 - Fonctions de s t r u c t u r e  

Le c a l c u l  d ' h e  fonc t ion  de  s t r u c t u r e  dépend de  l a  formule 

l a  reprCsentant .  Il e x i s t e  do nombreux algori thmes pour reoher- 

cher des chemins e t  de s  c i r c u i t s  d w s  l e s  graphes. On on trou- 

v e r a  dans l a  l i t t e r a t u r e  s u r  l a  theor ic  des  graphos. 

En p r inc ipe  il e s t  i n u t i l e  de  ca l cu l e r  l e s  f onc t i ons  de 

s t r u c t u r e  du type ' de 4.4.1.1. La mét~iode des deux fonc t ians  & 
l e s  é v i t e  dans l a  cons t ruc t ion  du tableau T (4.4.2.3.) 

Le programme que nous proposons n ' u t i l i s e  que 13 fonct ion 
-1 

successeur o t  l a  fonc t ion  prédécesseur r . La matr ice  asso- 

cié, à c e t t e  scconde e s t  l a  t ransposée de l a  matrice caracte-  

r i s t i q u e  du graphe. La procédure TRLNSP i,iage P4 l i g n e  181 se  

charge de l a  t ranspos i t ion .  Ces deux fonc t ions  sont  théorique- 

ment s u f f i s m t q  e t  l e s  app l i ca t i ons  du programme l e  prouvent, 

pu i squ ' e l l o s  contiennent t ou t e  l ' in format ion  s u r  l o  graphe. 

Les au t r e s  fonct ions  de s t r u c t u r e  ne pour ra ien t  qu ' a ccé l é r e r  



6.1.6 Yethodo des  deux fonc t ions  

L'étude f a i t e  en 5.2.2 su r  l c  produi t  s e l a i r e  inachcv6 

indique l a  repredcn ta t ion  ~ i a t r i c ~ i e l l e  rio l a  rilethode des  deux fonc- 

t i o n s .  - ... 

E l l e  s e  rxriène à ca l cu l c r  l e  tabcoau T e t  j, le  juxtaposer à 

l a  fonc t ion  u t i l i s 2 e  pour ob ten i r  la fonc t i on  associSc j, l a  nou- 

v e l l e  p a r t i t i o n ,  p lu s  f i n a  quc l a  prscédente.  C 'cs t  l a  gAn6rs l i sa -  

t i o n  du processus de jux tapos i t ion  au cas  d ' un  vcc teur  e t  d 'un 

t a b l c a u . , b  cocipossnte du vec teur  e t  l u .  l i g n e  de ilêiile ind ice  du 

tab leau  for,..cnt l e  "couplu dc valeurs"  s num5roter. 

L 'au tonnt i s s t ion  Ge lc, fonc t ion  de s t r u c t u r e  c s t  r 3a l i sSe  dans 

l e  procédure page P6 l i g n e  2 4 '  

procvdure BIIBT&2F (N)GW~PHE~ : ( ~ 1 ,  FI11 9FI:21, TAI, CF111 ) 

GRLPKE2 : ( ~ 2  ,FI12 ,FI22 TA2 ) ; 

va lcur  N, CF111 9 

e n t i e r  N, CF111 ; -- 
entier tc;blcau G 1  ,F1119FI 21, ~ 2 , ~ 1 1 2 , ~ 1 2 2 ,  T A ~ ,  T A ~ ;  

TA1 e t  TA2 sont l e s  tableaux T des  graphes. I ls  son t  c a l cu l é s  

en soi.~..ant l e s  l i g n e s  dont l e s  ind iccs  sont  des  soini.icts de 

rnêiilc v-tlour par l c s  f o ~ ~ c t i o n s  FI11 e t  FI12 dsns chaque graphe. 

CF111 c s t  IL nombrc de colonnes dc ces tableaux.  FI21 c t  FI22 sont  

l e s  nouvcl las  fonc t ions  o b t e n ~ e s  après jux tapos i t ion .  

Bonarquons que l a  façon dc ccilculor I e s  tableaux T permet 

de t r , , i t e r  des , , latr ices Lont 165 Slé,..onts ne sont  pas seu leu tn t  

des  O e t  des  1, c t  donc de t r a i t e r  l e s  fiiultigraphcs. Ceci sous- 

entend une L ~ o d i f i c a t i o n  du procluit s a l a i r e  inschev5 qu i  nc perd 

pas pour au tan t  son e f f i c a c i t é .  

Nous avons vu cn 4.4.2.3 q u ' i l  n ' e s t  pas nécessa i re  de c i l -  

cu l e r  l e s  matr ices  D. 



6.1.7 - 1d16 thode des hypothèses 

L 'automat isa t ion pose quelques d i f f i c u l t é s  qu i  s e  s i t u e n t  

dans deux domaines : d'abord l e  choix de s  sommets à dssoc ic r ,  

ensui te  : l a  cgnservation de s  hypothèses. 

6.1.7.1 - Choix des sommets 

L'étud6 f a i t e  en 4.5.4.1 proppse de f a i r e  à chaque nivoau 

l 'hypothèse  su r  des  sommets appartenant à une c l a s se  ayant l e  

p lus  p e t i t  cà rd ina l ,  L' algorithme c h o i s i t  parmi l e s  c l a s s e s  

a y m t  l e  p l u s  , p e t i t  c a rd ina l ,  c e l l e  qui  c c n t i e n t  l e  sommet qu i  

a l e  p lus  p e t i t  i n d i c c  dans l 'ensemble de s  sam,~iets q u ' e l l e s  

contiennent.  C '  e s t  avec ce  somniet qu'  e l l e  f e r a  l a  première hy- 

pothèse. 

Pour changer l 'hypothèse ,  dans l e  c a s  où e l l e  donne une 

incohtrence,  il f a u t  c h o i s i r  dans l a  c l a s s e  du second graphe un 

sommet q u i  n ' a i t  pas  encore s e r v i  à f a i r e  une hypothèse. L'alga- 

rithme l e s  prend dans l ' o r d r e  c ro i s s an t  de  l e u r s  ind ices .  

6.1.7.2 - Conservation des  choix 

La conservat ion de  ces  chuix e s t  f a i t e  dans un tab leau  H 

à t r a i s  colonnes e t  n-1 l i g n e s  (on ne v o i t  au p lus  que n-1 

niveaux d '  hypothèses d ' ap rè s  3.5.4.2). L a  s remière  colonns con- 

t i e n t  dans l a  l i g n e  NH l e  s<~mrnet du premier graphc cho i s i  pgur 

f a i r e  l f  hypothèse de  niveau NH, l a  secande can t i en t  l e  sommet du 

second graphe,  l a  t ro i s ième con t i en t  l e u r  v a l e u r  par  l e  fonc t ian  

associée à l a  p a r t i t i o n  avant l lhypotnèse .  La va l eu r  après  

l 'hypothèse  e s t  l e  nombre de c l a s s e s  CF1 augment6 d 'une un i té .  

Si  on change d l h y p J t h è s e  à ce niveau on c h o i s i r a  un sommet 

du secund graghe q u i  3 un ind i ce  s t r i c t emen t  supdr ieur  au nombre 

en deuxième colonne e t  qu i  appa r t i en t  à l a  c l a s s e  dont l e  numéro 

e s t  en t ro i s ième colonne. L e  nombre en deuxième colonne s e r a  

changé, s i  on t rùuve une nouvelle hypothèse. 



6.1.7.3 Conservation des partitions. 

Elle peri.~ct dc construire une nouvelle hypothèse $ chaque 

niveau. On ccnserve les partitions sous la i'oriile des fonctions 

associées dans un tablczu indicé en lignc par les sosiliets et en 

colonne pclr les n-1 nivcaux posc~ibles dlhypothèses. Une ligne 

supplémentcire cst ::joutée pour indiqucr le noinbre de classcs. 

Ellc perùict de gagner du teilips ~3,ns l c s  cslculs. 11 existe ?rn ta- 

bleau pour ch;:qus ~ r z p h ~ .  

Ces tnblcaux et le tableau pric5dcnt de conservation du choix 

suffisent pour conscrvsr l ~ s  hypot-ièsos. Dans le progra..:;,c on a 

ajouté des tabltaux idtntiquos ces deux-ci pour conserver les 

partitions après hypothéses. LfintSrGt est de gagner du terips 

dans lc cas où il f,l,ut chdnger d1hy20th?scs, en rtctif innt la Lao- 

dification faite à 13 dtrniere hypothese de ce niveau à l'aide de 

la troisieia,..~ colonne du tabltzu de conservation des choix. 

Notons quc les quatre tablcaux do conservation des partitions 

suffisent pour constrvcr l ~ s  hypothesos à condition dlutilisor le ( 
principe do choix de 6.1.7.1 mais sont d'un e:iiploi bcaucoup plus 1 
lourd. 

6.1.7.4 Automatisation 

Elle cst r6alishi: 6ans lc prograllil,lo par deux procS&urcs. 

1jrocSdurc COBSTHYPOT (N)GN~~I-E~ o (~111, CF111 ,FE 11 ,FI21, CFI21, S1, SD1) 

GIPAPHE2 : (~112;~1~12 pI22, X2;SD2 ) 

HYPOTHl SE (H )DENIv~~_?u: (IEI)DETYPC: (CH) 

T.ESU~LT : ( EG ) ; 
vdlcur N, CF111 ; -- 
entier N, CFI11, CFI21, NE; 

entier tzbleau F111,FI~~119F121,S1,SD1,F112,FIi~12,F122,S2,H; - 
boolocn CH,EG; 

Cett~ procédure r5;7list; 16 c71oix et le conserve. (page P6 ligne 

276) 

~111, C~111 ,PII ,? ? sont lcs infori.~a-t;ions rclntivus à la partition 

du prei,,ier ,pape avant hypothèse g F112,FIT7.12 sont cell~s rels- 

tives au second graphe ( ~ ~ 1 1 1  = CPI21). Sl,SDl,S2, SD2, sont les 



informations rclativ~s a-ux S-partitions d ~ s  graphcs. FI21 et FI22 
I/ sont lcs nouclles fonctions obt~nues. H est le tablcau 2c conser- 

vation des choix, NH le nivczu de 13 dcrnicre hypothèse faite. CI1 

est un boolocn égal à vrai s'il s's~it de construire une prwièrc - 
hypothgse à un nivtau donni. Fans ce cas NH aueente d'une unite. 

CH est faux Cans le cas d'un ch~nzei.~ent $ 'hylh)%~&~~.f :  k . 7  

En sortant de la procVdure CH cst faux dsns le cas où il n'a pas 

St6 possible de trouver unt hypothèse au nivcau proposé. EG est 

un boolecn dc s5curitS qui prcnd la valaur vrzi ai la partition 
F 

proposSe est la S-partition. 

Au cours du parzgraphe 4.6 nous avons remarqué qu'il était 

plus rapide de travdillcr sur les S-classes plutct que sur lcs 

sor~i,i?ets. Pour appliquer ce rEsultat le progr-s.~i!ie ne choisit pas 

un sorn~ilct dsns chaque graphe, ~isis une S-classc. Il la prend dans 

une dcs FH-classes qui en contiont le L,îoins. La conservstion peut 

encore se fairc d,xs lc: tshloau de conservation dcs clioix en nc 

gardant qu'un soL,iJct des S-classes choisies. Les ionctions asso- 

ciées aux FH-partitions sont iilodifiées pour tous les soiirnets des 

La deu,vième procSdure consLrvc les partitions. Elle englobc 

la prci!lière au iionant de l'utilisation. page P7 ligne 305. 

procédure HY10T (N)GE~PHE~ : (~111,~121,~1i111,~~111, S D ~ ,  31 ) 

GEALPH132: (~112,~122,3'1~~12, ~ 2 )  

HYPOTKCSE: (NE, CH) 

valeur N; 

entier N,TSH,CFIll; 



e n t i e r  t ab leau  FI11, FI21, FI12, 3'122, H, FI,&VHl, FI.J'H1, 

FI,dH2, FI,2H2, FIi\l11, SD1, S1, S2, FI1rll2 ; 

booleon CH g 

Lcs symbolcs sont  l e s  msmes que dans l a  procedure HYPOT. Les 

tableaux FI-LVH e t  FIAPA sûnt  ceux qu i  s a v e n t  à l a  ci>nservatian 

de s  p a r t i t i o n s .  C ' c s t  l c  type de t ab leau  à déc l a r e r  r6rnanon-t 

dans un programme LLGOL. Le compilateur employé ne  l a  permet- 

t ra i t  pas. (0rganigramme f ig .  27). 



6/18 

6.1.8 - Construction de  l ' i somorp l~ i~rne  

La correspundancc e n t r e  l e s  sonmcts qu i  donnc l1isomor- 

phisne c s t  ca lcu léc  dans un v e c t ~ u r  SAS. Il e s t  ind ic6  pa r  l e s  

sommets du premier graphe +t s a  c2mposante d ' i nd i ce  x e s t  l ' i n -  

d i c e  du sommet currespondant dans l e  s e c ~ n d  grapne. C ' e s t  une 

représcn ta t ion  du type tab leau  d ' z s s o c i a t i ~ n .  Ce vec t eu r  de 

sommets assoc iés  cdrrespond aux deux premières l i g n e s  du tableau 

cn 2.9.2. 

L'automatisation e s t  r 6 a l i s é e  par  l a  p r ~ c é d u r e  ISO;40RPHISiGE 

page P4 l i gne  145. 



6.2 - Le psogrampe 

Il enchaîne l e s  proccdures, que naus avons d é c r i t e s  en 6.1, 

.'. su ivan t  1 l organigramme da 1 ' a l g o r i  thme ( f ig .  24). Les d i f f é r ences  

e n t r e  l e  programine e t  l ' a lgor i thme s ~ n t  dûes aux . r e s t r i c t i o n s  

apportées  à celui-ai. Il con t i en t  d ' a u t r e  p a r t  un c e r t a i n  nombre 

de procédures dc  service .  

6.2.1 - Les procédures de servicoo , I 

6.2.1.1 - Fonction i n t r i n sèque  p r ea l ab l e  

Une siquence de progrsinras permet d ' i n t r o d u i r e  des  p a r t i -  

t i o n s  prealablement ca l cu l ée s  s u r  l e s  deux grapdes. Ces p a r t i -  

t i o n s  sdnt  t e s t é e s  e t  comparées à l a  S - p a r t i t i ~ n  wmme si e l l ~ ~ ?  

ava i en t  é t é  ca lcu lées  par  l e  programne. 3110s sont  ensu i t e  jux- 

taposQes aux fonc t ions  i n t r i n sèques  él6mentaircs.  

Ceci permet de r c c t i f i e r  l c s  i n su f f i s ances  dues aux rcs-  

t r i c t i a n s  de  llorganigrammc e t  de f a i r c  i n t e r v e n i r  de s  proprié-  

t é s  q u i  ne sont  jamais (ou seulement après  dc nombreux c a l c u l s )  

t e s t é e s ,  e t  qu i  sont  connues de l ' u t i l i s a t e u r  du programme. 

Ce procédé permet aus s i  d ' o r i e n t e r  l a  so lu t i on  en proposant une 

hypothèse qu i  ne pourra pas  ê t r e  changée. ( vo i r  page Pg, l i g n e  

413 e t  page P10, l i g n e  485). 

Ccs procedures ont  pour bu t  d ' i n t r o d u i r e  dans l a  m6inoire du 

c a l c u l a t e u r  l e s  matrices c a r a c t 6 r i s t i q u c s  des  graphes à t r a i t e r .  

E l l e s  s an t  t r o i s  c t  i n t rodu i sen t  l e s  matrices à p a r t i r  de re- 

p r é sen t a t i ons  d i f f é r o n t e s  à l t e x t 6 r i e u r  du ca l cu l a t eu r .  Un code 

assoc ié  au graphe qu i  donne son numéro, l e  npmbre do s c s  som- 

-me t s  e t  de s e s  a r c s ,  indique également l a  procSdure à u t i l i s e r .  



L . 
Lo corps d c  ces  p r o c ? d ~ ~ c s  peut Btrc r.lodifi5 pour permet t re  

d ' u t i l i s e r  une r c p r e s ~ n t a t i o n  d 'un type difî61ent à 1 1 e x t 6 r i s u r .  

Les prociclur~s:  i ; i > i ~ k  *L/I 'L~L i'i 1 ip0s  2 , 9  ~t 17 .  La  forme 

e x t é r i t u r c  des matr ices  c a r a c t é r i s t i q u ~ s  corrcspondante c s t  dm=- 

n6e en T 9 l Y 2 .  

6.2.1.3 Les séc,ucnccs d t  i i .prcssion 

6.2.1.3.1 Impression des  d o n n é ~ s  

Leur i n t s r c t  e s t  d ' i n d i q u ~ r  su r  yué l l c s  nntric,es t r a v a i l l e  

-11 11c . lc!  progray i 

Ce sont de s  procédures 2 '  i l , iprcssion d'une matrice.  E l l e s  sont  

s o r t i c s  l ignc  pa r  l igne à r a i s o n  clc 1 6  5114l1~ents par l i g n e  d'iiilprcs- 

s ion.  LB procCdure SIUTRICE (pûgc P l  l i g n c  29)  imprime une matriceg 

ca r rée  d lo rd rc  qu~lconque  ( v o i r  psgcs p 17  ~ t - ;  2T is p r a s e n t ~ ~ t i o n  

de ces  mat r ices ) .  

Le corps de l n  procSdurc SDONIEES a e t 6  s a c r i f i é  dans l e  pro- 

grarnnie. Le gain de plncc obtcnu (300 ilLots de m6moire) a peri,?is 

au progrnrnnc c o i ~ p l l 6  de t t n i r  clans l a  1~15iaoire du ca l cu l a t eu r .  

6.2'.1.3.2 Irnpsussion des  i i csu l tz t s  

Dans l e  c a s  dfisoi.iorphisï.ic c t c s t  une ssqucnce de prograilL.,c 

qui  r a a l i s e  l t i i l ;press ion dcs  r S s u l t a t s ,  E l l ~  co,ilrilonc,e page P l 3  l i gne  . '. 

610, E l l e  sc  chargc d ' inpr i i~ ic r  l n  l i s t c  des  soil;rlets, pu i s  l e  contenu 

du tab leau  SAS (6.1.7) qu i  donne l e  corr~spond?,nt  clans l e  second 

graphe de chaque sorsnet de prornior p z p b e ,  enf in  en troisièinc l i gne  

l a  l i s t c  des S-classes des grzphes par  l e  vcctcurS, 

I On ob t i cn t  un ta-blcau ? ' s s ~ ~ c i n t i o i ~ ? - ~  typc cn 2.9.2 (vo i r  pages 

P25 e t  ~ 2 9 ) .  

Dans l c  cas du non-iso,iorphisiic une proc5durt TYPORSSULT 

(page P4 l i gne  156)  p r z s ~ n t e  un l i b c l l 5  qu i  indique par  quel  noyen 

a é t e  dScouv,rt ce non-isol,iorphisae. Ces l i b e l l 5 s  sont  ilL1prim5s 

par l e  progralai.ie . 
* oarrée dl ordre  i n f é r i e u r  ou égal à 16. La procédure SDONNEES (page P2-ligne 

60) imprime une matrice.  



6.2.1.3.3 a e s u l t a t s  ir,teriL16dinires 

I l s  sont  inpr in5s  à l a  Cernande de l ' u t i l i s a t t u r  en Gonnznt 

au boolcsn CLCSULT l a  va leur  v r a i  par  in t roduc t ion  du nonbrc 1 

a v m t  16s données r e l a t i v e s  aux graphes t r z i t e r ,  On i n t r o à u i t  O 

quand on ne l e s  dgs i r e  pas. 

Leur i n t z r 8 t  e s t  dld.voir i i ~ c i l i t S  l a  ïzise au point  Elu progra,il- 

i1le e t  naintenznt  de i~iontrer  coiLILL:ent procSde l 'a lgor i th ine .  Ils ont 

1 ' inconvgnient d laugnentcr  l e  teiilps d f  exploitation (environ 10  f o i s ) .  

Deux proc ,dures s e  c h ~ ~ i g e n t  do ce t r a v a i l .  L a  procSdure STOUCTIOIl 

(page P5 l i g n e  206) qu i  irLipri;;ie l e s  fonc t ions  associSes aux par- 

t i t i o n s  e t  l a  proczliure ST:3LEi1U (page P5 l i g n e  223) qu i  imprine 

l e s  tableaux T c a l c u l i s  dans la i.i6thode Les Ceux fonc t ions .  Dans l e  

c a s  où une hypothèse e s t  f a i t e  l c s  so~,i~,,ets cho i s i s  dans chacv.~ 

cies gr;,phcs son t  inprimSs par une s iyuence de ca l cu l  (pageP 12 l i g n e  

575) 
Pour 22s r a i s o n s  de p résen ta t ion  l e s  r 6 s u l t s t s  i a t e r n 5 d i c i r c s  

ne sont  iiliprinc.s que s i  N a 6 .  ( vo i r  l a  prSsentc,tion à n a r t i r  cic 

l a  page 19  ) 
6.2.1.4 Procédure de t e s t s  

Les t e s t s  sur l e s  fonc t ions  dc p a r t i t i o n s  ont 5 t2  r s sse i ib l I s  

dzns une procSdure, pour é q i t t r  'la. r é p é t i t i o n  Cie la. séquence de 
. - 

prograrni,le l e s  contenant. V o i r  l a  p r o c é d u r e ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( p a g e  P4 l i gne  163).  

Ce systerne n t  cinpeche pas 1 l eil:ploi individuel cies procSdures de t e s t s .  

Organipsxne a f i g  25. 

6.2.2 L'enchaînement des  proc6duié's - -  

C'est  ce cjuc r 5 a l i s e  l e  prograin~~ie su ivan t  l lo rgan igranne  f i g  26 

Cet organigrenrae rcsso.nblc à 1 ' organigrara~;o Oe 1 ' algori thme. Lc . 
prog~a;.li~ie coIilc.ctnce pzgc PI gl iGnc 349. 



~ r f f ~ d u r e  ESFI JK) @&FIE 1 ; (FII ,  FZzl, CFi1, 
FE, F 3 2 ,  CF=, S E  
ER, EG, XSO, ~44S)g 

_L__ 

valeur Hiag 2n:p~ N, CFTI., C F E k  
entier t&le:u FX1. TIh' l ,  FE, SD1, sç; 
l%'SZn - T*TC, lS0: 

Calcul dia vecteur 
Cardinal des closses 
pwr G1 : F241 
CFI1 -- nt). de classes 
prockdurr; calWL 

O 1 
Ct~,lcui du vecteur 
Cardina l  des classes 
pour (2 t FfX12 
CF72 = nb. de classes 
procédurc3 (=IIEI=UL 
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,- _ f..n fB ".",=Y - .-... "VQ" une partition 
( P Q ~  La stebf lisa- 



FI1 est l a  partition 
avant hypathkse 

F i2  est l a  partition 
après hypothbse 

ccicul des vecteurs 
F B ? l  e t  FE.2 
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6.3,  Exemples d'utilisation du p r û w  

On trouvera dans les figures qui s~ i i ven t  des graphes qui ont 

été  traités par le programme, e t  entre lesquels on a trouvé 

ou on n'a pas trouvé d~sornorphisme. Pour chacun d e s  essais 

est indiquée la l igne géugrale dtr chemin s u i v i  par le pro- 

g r a m  pour arriver au resultat qu' oli a donné. 



graphe 1 graphe 2 

Traitement des graphes 1 e t  2 

Isomrphlsme ( 3  ittiracions de l a  méthode des deux fonctions) 

GI 1 2 3 4 4 6 7 

G2 7 6 5 2 3 4 1 

S-c lasses 1 2 3 4 4 5 6 

On peut échanger las sommets 2 e t  3 du graphe 2,  



graphe 30 

Traitement des graphes 30 e t  31 

Isomorphisme 

G30 

631 

S-c lasses 

graphe 31 

Le programme a f a i t  3 itérations de l a  mgthode des deux fonctions. 



graphe 10 graphe 11 

Cas graphes sont des circuits d'ordre n. le groupe H est cyc l ique  d'ardre n. 

11 y a n hypothèses, toutes jus tes ,  au niveau 1 qui e s t  le seul niveau. Il 

faut ensu i t e  n-l iterations d e  la mgti~ade des deux focctims. 

Traitement des graphes 10 e t  II 

Isomorphisme 

GlO 1 i 3 4 5 6 

G l 1  l 2 3 4 5 6 

S - c  las ses X 2 3 4 5 6 



f i g .  32 1 

6 

5 

4 

graphe 5 

Traitement des graphes 5 e t  6 (voir page P 17) 

Isomorphisme 

CS l 2 3 4 5 6 

66 1 4 3 6 2 5 

S-c lasses 1 2 3 4 5 6 

Le programme rencontre deux niveaux d'hypothêses. 

Au premier niveau il y a 3 hypotheses possfbles toates justes.  

Au second niveau il y a 2 hypothèses pour chaque hypothèse de 

niveau 1, toutes justes.  11 faut 3 %térations (avec les 

contrôles de s r a b i l i t 6 )  d e  l a  méthade des deux fonctions 

entre les 2 niveaux e t  aussi  après ia dernière hyporhtse. 



f i g  *33 

1 

graphe 12 graphe 13 

g raphes spétr igues ,  pleins, sans boucles. 

Pour ces graphes il n'y a qu'une S-classé, les groupes H sont 

les groupes symétriques Ç 5 .  

Traitement des graphes IL2 e t  13 

Le program s 'arête  des le calcul  des S-classes. 

La correspondance est  arbitraire. 



graphe LIS grapfse 23. 

2 circuits de  longueor 3 .as de c  TC u.3 t~ de longueur 3 

Le graphe 2 1  sksbt,anr. partir dr: ,=ray!w 20 en échangeant Izs 

exmt;lserrtf tés 5 c l  6 d e s  a r z t r s  Essuas d e  3 et 8. 

Ttairemnt des graphes 20 ee 21 

Non-isomrph isme 

Pax épuisement des ti.jpnth6se 1: . 
La plus f ine  F"xartiti~n ne corrtfe=r? qu'une classe (graphes 

sy&trfqües d e  bcgce 3 :  ;f.k y a deux rri*feaeax d'hypoth&âcs, Au 

premier nitreau Li. y a 8 kypotkibs~s  msiP1.~les. Au second niveau, 

i l  y en a 2 paiir chaque hypot:uGçe $8. nxveau 1, Elles ont t c ü k ~ a  

et6 testées, c t  90 p~srf i t forïs  ont 6té calculiies 

Dans le traitenent de tels graphes oa rencontre des cssresponidxnc~:; 

biunivoques entre les somtie?ts (ou les Ç-classes : chacune nec qtzFr~,: 

sammr' non-stabilisées, qui dans ne correspondent pas à un iso-  

morphism (voix  6,1 ,4 ,4 , )  



Figure 35 

graphe 32 graphe 33 

Ces graphes sont sy~iZtci î:r;r!s. 

Le graphe 33 slob?-.ronl- 7:-r ;cP.angennt les ext.zEimitGs 10 e t  11 

des arêtes issws 3 ct G dans le graphe 32. 

Traitement des graphes ;2 et 33 (vair 127) 

La plus fine F-!-parti t i o n  ne contient  qu'une classe. Etant donné 

l'ordre des sonnieta . h o  prograrme a envisagé toutes les liypothèses 

de niveati 1 pvssilte. Pprh  la dernière, qui était la seule juste, 

il a f a l l u  G i t é r a t i ons  de la mE?thode des de-LX fonctiora. Au to ta l  

55 partitions ont GtS calculées .  



Fig. 36 

graphe 40 

4 

graphe 4 1 

(mu1 t igrapheç) 

4 

grap'he 42 

Traitement des graphes 40 ee 41. 

Isomorrphi.;me (après 3 I té ra t ions  de la méthode des deux fonctions). 

Traitement des graphes 40 et 42 

Non-isomorphi sme 

Les S-classes sont  di£férentes,  



4 

graphe 50 

(graphes symétriques) 

4 

graphe 51 

Traitement des graphes 50 et 51. 

Mon-isomorphisme 

F-1-partitions différeotes à la 2ème itération de l a  

méthode des deux fonctions.  

(Voir figure 14) 
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t les  indications nécessaires <Z l ' u t i l i s a t e u r  
* t 

du p r  ogr ame , 
4 

7.1.1, - Langage e t  machine .- 

Le programne e s t  é c r i t  en ALCOL 60, version adaptée au calcula teur  
1 - * ,  

BULL G , E .  1,740 (mémoire de 16 803 mots de 24 b i t s  - tenps de base 24 ps - 
un 1-cteur de ca r t e s  600 c/mn - une imprimante 600 llmn - 4 dérouleurs 

de bande - un tambour de 32 000 mots - l e c t e ~ r - ~ e r f o r a t ~ b ~ * d e  ruban - 
4 machines à é c r i r e ) ,  

Les ent rées-sor t ies  sont  du type GAEIMA 60 

Les données sont  entrées p s , l e s  nombres é t a n t  SOLS ''forme 
t X  

ALCOL, séparés par des virgules.  Tous l e s  nombres sont  en t i e r s ,  

pos i t i f s  , 



s i  @PT # O a l o r s  s o r t i e  des  r é s u l t a t s  - 
intcrméd i a f r e s  

MGs N, ET, Forme d ' en t r ée ,  / Code du graphe 1 

suivant  l a  
forme d ' e n t r é e  Forne d ' en t r ée  = code c h o i s i s s a n t  une 

des 3 procédures d ' en t r ée  

L- matrice C l  

î-,N,Fl, Forrie d ' en t r ée ,  Code du graphe 2 

, . , 
mztrice 6 2  

, ~ s u i v ~ n t  l a  
forme d ' en t r ée  

NG = nunéro du graphe 

N = nombre d e  sonnets  

F i  = nombre d ' a r c s  

s i  EFI = O a l o r s  il n'y a pas d e  fonc t ion  - 
i n t r i n sèque  préalablement c a l c u l é e  

vec teurs  F I  un vecteur a s s o c i é  à une F I   srt titi on pour 
chaque graphe s i  EFI # 0. 

s i  Formc d ' e n t r é e  = 1 a l o r s  - P 

l e s  c z r t e s  cont iennent  l e s  é l enen t s  de l a  n a t r i c e  ca r sc t é -  

r is t i q u e  du graphe, ordonn@ 1 igne par  l i ~ n e  

s i  Forme d ' e n t r é e  = 2 a l o r s  - -- 
Les c a r t e s  cont iennent  l e s  deux indices  de chaque élément 

non nu l s  ( l e u r  va leur  e s t  1 )  

s i  Forme d ' e n t r é e  = 3 a l o r s  - - 
Les cz.r:es ccntieniien? les deux ind ices  e t  l a  va leur  de 

chaque éléme2t non nu l  



s i  Forre d ' e n t r é e  a une a u t r c  va leur  a l o r s  - - 
Le progranme n'  i n t r o d u i t  pas l e s  deux graphes nroposés . 

$ '  

Les r é s u l t a t s  s a n t  expl iqués  à l e u r  s o r t i s  s u r  i r ip r inante ,  

Le prograrme ccmpilé occupe prcitiquerient t o u t e  l a  p l ace  q u i  l u i  e s t  

rgservf  en  ~ & m o i f e ,  'On peut é v i d e m e n t  l ' op t î r r i s e r  encore,  ou TnFner 

de l a  p l a c e  en  supprimant des  séquences d '  i n t b r ê t  secondai re  corn.= 

l a  s o r t i e  des  r é s u l t a t s  in t r r f !éd ia i res  . 
Le nombre d ' e n t i e r  (sens ALCOL) r é se rvé  pour l e s  tab leaux  e s  i ,danné -- 
par  l a  formule s u i v a n t e ,  où n est  l e  nombre de sommets de  chacun des  

graphes t r a i t é s  : 
, , 2 

. . 
nb = 1 0 n  + 27 n -  7 

Le c a l c u l a t e u r  proposant 4 000 e n t i e r  ?Our l e s  tableaux,  11 valeur  

maximale pour  n e s t  a l o r s  n = 1 8  (nb = 3719). 

7.1.4, - La temps de c a l c u l  

Lc l is  taye ,  l a  compilat ion e t  lsassernblage avec l e s  procédures de  l a  

b ib l io thèque  nècess i t e n t  environ 5/130" d 'heure.  

Le t r a i t emen t  de deux gravhes n e c e s s i t e ,  avec 1q s o r t i e  des  rGsv&ta ts ,  
e - au p lus  2/1Q0 ci !heure, sans  r é s u l t a t s  i n t e r n é d i a i r e s  moins de 5 ' ! ,  - t 

7.2. Texte du programme - R é s u l t a t s  

Lc  document q u i  s u i t  e s t  c e l u i  q u i  a é t é  obtenu au  cours  d'une 

ex$lo i ta t ion ,  Aucune retouche n'a é t é  f a i t e  sauf c e l l e  n é c e s s i t é e  

par  l e  cadrage ,  



S i g n i f i c a t i o n s  des  i d e n t i f i c a t e u r s  du programie 

Les nombres r envo ien t  à l a  l i g n e  du p r o g r a m e  O; l ' i d e n t i f i c i l t c u r  e s t  d é c l a r é ,  

, . 
B = booléen, E = e n t i e r ,  E t i  = é t i q u e t t e ,  P = - . a  procédure T = e n t i e r  tab leau .  

Le d e r n i e r  c h i f f r e  d'un i d e n t i f i c a t e u r  e s t  l e  numéro d u  graphe, 

L'avant de rn i e r  c h i f f r e  e s t  l e  num6ro d e  l a  fonct ion.  

A AUTFS E t i  523 Changement d e  f  onc t ion d e  s t r u c  t u r e  

AVECG B 1 Indique l a  fonc t ion  d e  s t r u c t u r e  u t i l i s é e  

B B T 384 Nombre d e  bouc l e s  

BIMETA2 F P 248 Méthode des  2 fonct ions appl iquée su r  l e s  2 ~ r a p h e s  

C CtlLCUL P 109 Calcul  du c e r d i n a l  des  c l a s s e s  

CF1 E O Nombre d e  c l a s s e s  de l a  F I  correspondante 

CH B 1 Cons t r u c t i o n  dPhypothèse - Hypothèse c o n s t r u i t e  

COMPFI P 124 Comparais on des p a r t i t  ions des d e u x ,  graphes . 

CONSTHYPOT P 276 Cons t r u c  t i o n  ou changement d'une hy?othèse 

CRBSULT 

CS 

D DDE 

DDI 

DIMSUF 

E EG 

EINDELEM 

EINDWT 

EMATCAR 

T 

E t i  

B 

Comaande l e s  r é s u l t a t s  in te rmgdia i res  

Noolbre de S-classes 

Den5-degré e x t é r  iem 

Demi-degr é i n t é r i e u r  

Donnée insuf  f i s a n t e  (E t r eu r  s u r  FE) 

P a r t i t i o n s  éga les  dans l e s  deux graphes 

(ou dans CONSTHYPOT, p a r t i t  ion  6gale-.%ï -la 
' 

S-par tit ion)  

Procédure d ' en t r ée  (3)  des ind ices  e t  des éléments 

Procédure d ' en t r ée  ( 2 )  des  ind ices  

Procédure d P  e n t r é e  (1)  des  mtr i c e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  

B 1 P a r t i t i o n  numérotée au-delà d e  N 

E O Forme d ' e n t r z e  

T 384 Fonction a s soc i ée  à une p a r t i t i o n  - Fonction i n t r i n -  

s C que 



FIAPH * 

FIAVH 

FIDZFI 

FIDFIELEI3 

FIELEM 

C, 

H 

HYP i 

NYPOT 

1 

1 SO 

ISOMORPHISME 

J 

K 

LAFIN 

M 

N 

NFS 

REBIMEZIîF 

S 

SAS 

SCLAS SE 

SD 

SDONNE ES 

SFONC T 

sr.: 

: T - , >384 , P a r t i t i o n  ayi;ès une hypothèse 

T 384 ! , P a r t i t i o n  ayant  une hynothèse 

, P - -93 Jux tqpos i t i on  ,de  deux p a r t i t i o n s  

P 7 6 Juxtapos i t ion  des  FI- é l é n e n t a i r e s  

P 65  : Fonc t ions i n  tr i n s  6ques é lémen t a  i r e s  

T 557-566 lifaCr$ce c a r  z ç t é r  i s t i q u e  

T 384 F ~ n c t i o n  de  s t r u c t u r e ,  P a t r i c e  c a r a c t é r i s t i q u e  

p t ransyqsée 

T 384 Corls ervatton des cho ix  des  hylothèses  

. E t i  567 Méthode des hypothèses dans l e  p r o g r a u q  , :L 

P 305 12é thode des hypothèses 

E O Ind i c e  

B 1 Indique l ' é g a l i t é  3 'une par  t i t i o n  avec l a  S-par t i t i c n  

P 145 Calcul  de 1' isomorphisme (SAS) 

E O Ind i c  e 

E O Ind i c  e 

E t i  656 La f i n  du programme 

E O N o ~ b r e  d 'a rcs  

E O Nombre de  sommets 

E O Nombre de  PS essayées à la s t a b i l i s a t i o n  d'une 

p a r t t t i o n  

E O Numero du graphe G 

E O Niveau d 'hypothèses 

E O N?r,bre de FI c a l c ~ l é e s  

E r i  524 

T 384 

T 384 

P 188 

T 384 

P 60 

P 206 

T 384 

Reprise  d e  l a  méthode des  deux fonc t ions  

S-par t i t i o n  

Somets as soc i éç  dans 1 ' is omorphisne 

Calcul  des S-classes 

Cardinal  de  l a  c l a s s e  de  chaque somiet 

S o r t i e  de mZr i c e  c a r a c t é r i s t i q u e  (N>16) 

Impression d ' m e  fonc t ion  a s soc i ée  à une p a r t i t i o n  

Nombre de S-classes de même c a r d i n a l  



WTRICE 

SORTREG 

STABLEAU 

TAC 

TAL 

TES TISO 

TRAN SP 

TYPORESULT 

P 2 9 S o r t i e  de matr ice c a r a c t é r i s t i q u e  (N616) 

E t i  610 S o r t i e  r é s u l i è r e  : impression de  1 'isonorphisme 

P 223 Impression d 'un t ab l eau  T 

B 1 Indique l a  symétr ie  du graphe G ( e t  l e  ncmbre de FS) 

T 384 Tableau T dans l a  méthode des deux fonct ions 

l i b e l l é  Résu l t a t s  1 Tableau T c o n s t r u i t  s u r  G (colonne) 

l i b e l l é  in te rmédia i res  Tableau T c o n s t r u i t  s u r  G t ransoosée ( l i n n e )  

P 163 Tes ts  s u r  l e s  p a r t i t i o n s  

P 135 Comparaison d'une p a r t i t i o n  à l a  S -pa r t i t i on  

P 181 Transpos i t ion  d e  na tr i c e  

P 15 6 Typographie p r é p a r a t o i r e  aux r é s u l t a t s  (non-iso) 
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"SEGI?  ; r .TESEF V i; 

lSG:='FALSE'; 
~ ~ ~ R ~ ~ : ~ ~ ' S ~ ~ ~ ~ ~ ' ~ h i ~ $ L i ~ , ' ~ ~ " ~ F * F f Y f [ F I ~ ( I 1 1 $ S D I [ I J ' O R ' F I M 2 f F I 2 ~ I 3 I f  
S ~ ~ I I I ~ ~ T H E N ~ ~ G O T O ~ S ~ R T E ~ T ~ S C ;  
!SO := 'TR i JE f ;  
SORTESTISO:'ENBvGEIE4TIc;~; 
f C C I 4 M F N ~ ' C O M S T R L C ?  :ON I 5 0 W O R P f i  I 5 h i E  f 
< P R C C F D t R E t  I S O P O R P I ~ I ~ ~ L ~ E I ~ J I F I  f t F l L ~ " s 2 5 1  i 
' V A L U E ' " ;  
r I N f E G f A ' f i : ;  
* I N T E G E R ~ ' A P R A Y ~ F ~ ~ I S I ~ ~ S A ~ :  
~ B E C I ~ " ' I N T E Ç E R ' I F J ;  
* Ç C J P * T : = I  ~ ? E P ' I ~ ~ ~ N T ~ L ' ~ ~ ~ O Q ~ ~ ~ & ~ I N ~ ' F O R ' J : ~ ~ ~ ~ ~ ~ P ' ~ ' ~ ~ T ~ ~ * N ' D ~ ~ ~ I F ~ ~  
! 2 I , ' I = F T I  [ I  1 V T H E N ' ~ S E G ~ R ~ ~ ~ ~ I ~ ~ ~ ' J : ~ J :  
F I ~ ? [ J I : = C ;  
~ 6 0 T C ? * S O R ? d ;  
t f h i n l  : 
S C R T J I ~ E N ~ ~ ;  
* E ~ D Q C E I S O Y O R ~ H I ~ ~ + C ;  

C ~ M V E ' J T  l T'r 'POGRAPh F ; 
f p7gc';ilR" T y 2 p Q - S i i l  T ;  
t nzs N 9 S ! jSP  ; 
T E X T t  r r R C I j t ~ i . T B ? Ç \ )  ; 
P 2 ! N T ! O ~  b 
T ; X I [ * ? ? ? f \ C 4 - : S O Y O & P i - " ! T ; v F \ ) ;  
p q o b l r ( 2 ) ;  
t t T)'pJRCSis]L7 ; 

' C O M ~ Y F ~ ~ T ' T E S T S S U ) ? L E ~ F ;  * I i 

~ ( ? G ~ C ~ D C R ~ ~ ~ ~ E ~ T F ~ ~ ~ ~ F I ~ ~ ~ " I ~ " I ~ I C F I : I ~ S Q ~ I F I ~ ~ F ~ ~ ~ ~ C F I ~ ~ S D ~ ~ E R ~ E G ~ ~ S O ~ ~ ~  
5 ) ;  
*';;iLy 
* 1 !..jTECEQ f f .  Pr 1 1 9 C F  1 2  i 
* j N T E F i F " A R J & v i F ! !  p F ! ' f t I F I ? , r I M ~ t s O I t s ? 2 ~ 5 A 5 ;  
* E 0 0 1 _ F O N ' K 9 1 E C ,  ISC; 
f f ~ P J I t . " C L L C t : L ( F i . k : i  ( F i  I v k d r C F I  f , E n ) ;  
* I f i E R ' T H E ? ~ ~ ' S E G : N ' P Y P O t t E S i i L T ;  
T E X T  ( Y ' " ? ? F  t 1 .9?1Ohi-4CcCFPf 43L.f ? C  f \ i ; 
F C ; ! N I ( L ) ;  
fGOTG'ITE57Fi ; 
w n t ;  
CkiLCt iL  ( F I P L I F ~ ~ ~ \ J , C F ~ % . ~ E = ! I  i 
' I F ~ E ~ ~ T H E ~ ' * G $ T C ' S T E S J F I ;  
C C + h F T ! i k r C ' F i  i a F ! " i  , C F I 2 t F ! M I p F C > ,  
f l F " P \ T ' i ~ ~ ' T t f h ' * C G T O q ~ T F S T f I  i 
T E 5 T ' S C { N t F l l r F I ~  {rCDfrF12rCI"2,592t1$'); 
? f F ~ [ S ~ i 7 h L h ' I S C P G R P n I T F , E ( N I F I t t F i 2 e S A S l ;  
STESiFI : * E % D ' Q E T E S T F i ;  

z f ' h 1 M c ~ T ' C  r t C ~ ' ~ t ' : L & T 2 B N S ~ O S F E r ; E L 4 E " A T *  C A Q f i C T  ; 
* F G O C F D l ' R E  '7CZAb!S7t G I , C > T  1 r : ; 
' VAL:.JE ' Y ; 
1 % \ T L G E A  " S; 

~ ~ I N T F C ~ ~ ~ " A R ? A Y ' ~ ~ I ~ G T ~ ;  
$ ~ E G ~ l ~ ~ i h ~ E : - R f i  ,j; 

" ~ ~ P * ~ : = j ' S ~ f ? t t ' ~ N T I L ~ & * Q o * ~ t Q R ' J : ~ f ' S T E P ' I ' ~ N T I L ' N ' ~ O ' G T t [ i t J ~ : = ~ \  
t J 1 t I ;  
P E $ D ~ C E ~ R A ~ S P ;  

IMYFPwT ' ~ ? E C + E ~ C Y E D E S C I - ~ S S E S ;  
' P ~ Q L F Z 2 R E t Ç ~ ~ ~ S 3 E S [ ' ~ ! ~ f ; , S t C 5 t S S t S W ~ ;  



i-' 3 

~ Y ~ L U E  ' Y ;  
( 1 4 1 : E G E q f % I I  CS;  
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- 8 Conclu.sions -.- -- - . ". -- 
Cet n1:oritli. .c ( ~ ~ x i  ~ ; S O U ~  l e  ~ r o : ~ l >  ic Ge 1' i s o  or-!lis::e 

8.1 fiethode des  deux fonc t ions  --. 

Tout d 'abord,  en ce q u i  concerne l e s  fonc t ions  de s t r u c t u r e ,  e t  

l a  méthode des  deux fonc t ions ,  nous avons vu qu'on ne pouvait 

pas  ê t r e  c e r t a i n  d ' a f  f il3cT- une p a r t i t i o n  jusqul A un( des  H- ou 

Hf -pa r t i t i ons  l e s  moins f i n e s  q u ' e l l e  con t ien t  (4.4.2.2.2 .b ) .  

Il s e r a i t  i n t e r e s s a n t  de p o ~ s s d e r  une fonc t ion  de s t r u c t u r e  

i dSa l e  qui  donnea , i t  syst5matiquement c e t t e  H ou Hf-par t i t ion  

en i t o r a n t  l a  ~ié thode des  deux fonc t ions ,  ou à défaut  d 'une 

s eu l e  fonc t ion  de s t r u c t u r e  idGale, un hchan t i l lon  r 6 d u i t  de 

fonc t i ons  Ce s t r u c t u r e  à u t i l i s e r .  

Une a u t r e  ques t ion  qu'on peut se  poser au s u j e t  de l a  inéthode 

des  deux fonc t ions  e s t  de savo i r  dans quel  o rdre  u t i l i s e r  l e s  

f onc t i ons  de s t r u c t u r e s  qu'on possède pour a r r i v e r  l e  2 lu s  rapi-  

dement posüible un r e s u l t a t .  

Il semble qc tue l le i~ ien t  qu'on ne pu isse  pas donner de rBponses 

g loba l e s  à ces  ob jec t ions ,  e t  que c e l a  d4pend des  graphes t r a i t é s .  

'i a i s  a l o r s ,  pour chaque gra~:he j. é tud i e r  n ' ex i s t e - t - i l  pas un 

type de graphes correspondants pour l e sque l s  l e  groupe d'isorior- . 
phismes so_$t l e  riême, e t  pour l e s q u e l s  on pu isse  r j soud re  l e  pro- 

bleme de i ' isomorphisrne en ern , loyant toujours  l a  ou l e s  nêines 

fonc t i ons  de s t r u c t u r e  ? 

i; .2 Fethode des  h;ypothèses 

Les é tudes  f a i t e s  CU paragraphe 4.5.4 sur l e  noinbre dl;,ypothèseo, 

donnent des i dée s  sur l a  façon dont il f a u t  o r i e n t e r  l e s  recherches 

pour accé l é r e r  l ' a lgor i thme.  

Le problenie e s t  de Ifiesurer l e  "pouvoir s6pardteur d'une hypoth2se " 

O' e s t  d i r e  ,.s dStertLiner s i  c e t t e  hypothèse e n t r a î n e r a  noins de 



niveaux supér ieurs  d'hypothèses qu'une a u t r e  hypothèse e t  , i: 

l a  s t a b i l i s a t i o n  s ' ob t i end ra  à chaque f o i s  en l e  111oins poss ib le  

d t i t S r a t i o n s  de l a  mgthode des deux fonc t ions .  

S i  on pousse l e s  i nves t i ga t i ons  encore p lu s  l o i n  on s e  demandera 

..ses. s ' i l  n ' e s t  pas poss ib le  d ' é v i t e r  l a  1;1éthode des hypothV 

Avec l a  !115t b d e  des  deux fonc t ions  nous avons vu qu '  e l l e  é t a i t  

nécessairepjzisqabe c e t t e  méthode ne donne pas de p a r t i t i o n  p lu s  

f i n e  $%une H ' -8ar t i t ion .  TG un m t r ~  ~ i g o r i  tha .C 03 r~ trouiTerz une t c nique c rrespon- 
dant a l n  méthode des  hypothèses qu i  f e r a  i n t e r v e n i r  un choix 

a r b i t r a i r e ,  car  s i ,  dans chacun des deux graphes su scep t ib l e s  

d ' ê t r e  isoiaorphes, il e x i s t e  des  sous-graphes inogorpbes pn t rb  

eux, qu i  se  correspondront dans l ' i so~~iorph isme,  chacun des sous- 

graphes du p r en i e r  graphe peut pré tendre  correspondre à n ' importe  

l eque l  des  sous-paphes du second graphe. Le choix a r b i t r a i r e  

indique à chacun un correspondant. Il y a une r e l a t i o n  e n t r e  ces 

sous-graphes e t  l e s  sous-gm,les du groupe d' auto,:orphisines. Ce 

sont eux q u i  t ranspor te ron t  l e  problèrne dans un a u t r e  algorithiiie. 

8.3 Existence d 1  isofi~orphisne . 
Nous avons 1;ontré au cours du chap i t r e  3 l ' i n e x i s t e n c e  a c t u e l l e  

de condi t ions  nscessa i res  e t  s u f f i s a n t e s  s i np l e s  d ' i~o~~ io rph io rne .  

Des recherches peuvent ê t r e  f a i t e s  dans ce sens. 

8.4 Conclusion 

L 'exis tence de c e t  a lgor i thce  ne peut pas s a t i s f a i r e  l e  chercheur.  

La i~é thode  théor ique (par  t e s t  de t o u t e s  l e s  perriutat ions des  

sorniiiets d 'un  graphe) ne l e  s a t i s f a i s a i t  s a s  & cause du t e i ~ ~ p s  . 
nécessai re  à son e lLplo i  , ê ~ i e  sur des  graphes Ce peu de s o ~ m e t s .  

Cet algorit>.me, pl-ds rapide ,  repousse à un nombre de soi e t s  

p lus  SlevG l a  l i m i t a t i o n  imposée par l e  tei,ips. Les machines q u i  

ont  des  teiiips de c s l cu l  de p l u s  en p lu s  ~c;,!y~Xq repoussent a u s s i  

c e t t e  l i i ~ i i t e  . iLa i s  on peut cons t ru i r e  des  grsphes pour l e s ~ u e l s  

malgré l a  t a i l l e  e t  l a  v i t e s s e  des ca l cu l a t eu r s  c e t  algori thme 

e t  s e s  seuiblables ne s u f f i s e n t  pas.  Il f a u t  denc en chercher un 

nouveau p lu s  perf  orrilant. 
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Symboles employés 

Les renvois  indiquent l e s  paragraphes où l e s  symboles sont  

d é f i n i s  ou enployés pour l a  première f o i s .  
' 

F. F.I. 

F.H. 

5.2.1. Produit  s c a l a i r e  inachevé d 'un vec t eu r  p a r  une 

matr ice  de  O e t  de 1, . 

3.3.3.1. Aatrice.  Ca rac t é r i s t i que  de type 1. 

2.1.3.1. Tableau de l a  f onc t i on  extrémité.  

2.1.1.1, Fonction extrémité .  

2.1.1.1. Composant de  l a  fonc t ion  extrémité.. 

4.2.3. Abréviation de Fonction Int r insèque.  

4.5.1. D é f i n i u n e p a r t i t i o n o b t e n u e a p r è s u n e h y p o t h è s e .  

4.2.1. Fonction in t r insèque .  

4.4.2.2.1 Fonction i n t r i n sèque  obtenue par  La méthode des  , 

deux fonct ions .  

4.4.2.2.1 Fonction demi-degré e x t é r i e u r  s u r  l e  graphe Gy. . 

2.1-1.1 Grapne. 

Graphe -associé  à une fonc t ion  i n t r i n sèque  y . 
2.1.3.3. Fonction successeur.  

4.3.2. Puissance de la fonc t ion  successeur. 

Fonction p r6ddc~sseu r .  

4.3.1 Fonction de s t r u c t u r e  . 
4.4.1.1. Fonction de s t r u c t u r e  obtenue à . p a r t i r  de G . 

Y 
2.4.2. Groupe des permutations assoc iées  aux automorphismcs 

du graphe G. 

2.4.2. Groupe dl  automorpnismes de  G. . 

4.3.3.3.1 Groupe des  permutations assoc iées  aux automorphismes 

du graphe G . 
Y 



2.6.1. Classe de x pour l a  H - 6quivalerice. 

4.5.4.3. Sous-groupe spéc ia l  de H. 

4.5.4.3. Sous-groupe spéc ia l  de H l a i s s a n t  x invariant .  

Permutation iden t i t é .  

2.6.4. Sommets invar ian t  par  H. 

3.4.1. Nombre associé à une matrice. 

Cardinal de U = nombre d 'arcs .  

Correspondance biunivoque ent re  l o s  a rc s  

2.3.2. Correspondanco biunivoque ent re  l e s  sommets 

(isomorphisme) 
. . ,  

Niveau d hypothèse. 

2.1.1.1. Cardinal de X = nombre de sommets. 

2.3.1. Perrnutation du groupe H. 

2.4.1. Permutation des a rc s  associée à un automorphisme. 

2.4.1. Permutation des sommets associée à un automorphisme. 

0. 

P. P 2.3.3. P - èquivalence de matrice. l k t r i c e  de permutation. 

4 2.5.1. Isomorphisme ent re  groupe H. 

4.5.4.3. Nombre minimum de niveaux d'hypothèses. 

r 4.5.4.3. Générateur d'un groupe. 
i .  

S. Sn 2.4.2. Groupe Symétrique dus permutations de n objets .  

2.6.2. Classe de x dans l a  S- &quivalence. 

4.5.4.3. Nombre maximum de niveaux d'hypothèses. 

2.4.1. Isomorphisme en t re  doux graphes. 

T. T 4.4.2.3. Tableau dans l a  méthode des doux fonctions. 

 datr tri ce r6sul ta&. dans l e  produit  s c a l a i r e  inachevé. 

T 2.6.2. Transpositions do x e t  y. 
XY 

U. U 2.1.1.1. &semble des arcs.  



Xe X 2.1.1.1. Ensemble des s ~ m m e t s .  

X Y , z , ~  B b  Sommets, 

X 2.1.3.3. ~onoïde  commutatif engendré par X 



Index - 
Les ronvois ind iquen t . l e  paragraphe où l e  concept e s t  dé f in i  

ou u t i l i s e  pour l a  première f o i s .  Bo5r auss i  l e  lexique en 2.2. 

:id j acent , 
Arc, 

,lutomorphi sme, 

B 

C Caractdristique, 

Cloture, 

Complémentaire (graphe), 

Conservation (des hypothèses), 

"Court-circuiter" ( l e s  hypothèses), 

Ecai l lo  de t a i l l e  1, 

"Eclater" (une par t i t i on )  , 
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Faux (hypothèse) , 
Fermeture t r a n s i t i v e ,  

Finesse (d'une p a r t i t i o n ) ,  

FI - équivalence, FI - par t i t i on ,F I  - c lasse ,  

FI - p a r t i t i o n  associée à l a  S - équivalence, 

FH - p a r t i t i o n ,  FH - c lasse ,  

Fonction associée à une p a r t i t i o n ,  
11 de s t ruc tu re ,  

extrémité,  

intr insèque,  
II  élémentaire, 

II  p iéa lab l t  calculée,  



Générateur d ' un groupe. 

Graphe, 
II  associé à une fonct. de s t ruc ture ,  

plein,  
11 sans a rcs ,  
I I  s isomorphes, 

Groupe dl automorphismes, 

B - équivalence, H - p a r t i t i o n ,  H - c lasse ,  

H l  - p a r t i t i o n ,  
X 

Hypothèse, 
(1 jus te ,  fausse,  
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Indé terinination, 
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Inverse, 
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l1 de successeurs, 

dagnitude d ' i den t i f i ca t ion ,  

ibiatrice C ,  

l1 Caractér is t ique,  
11 D , 

I l  T , 
l~iéthode des doux fonctions,  

des hypothèses, 



N Niveau (dl hypothèse), 
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