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1 - Introduction

Ce chapitre, qui a pour but de faire découvrir le sujet traité, a
été volontairement rédigé en termes intuitife de facon 3 permettre aux lec~
teurs non-mathématiciens, en particulier les spécialistes des sciences hu-
maines, chez qui la théorie des graphes trouve une audience particuliére,
de se familiariser avec le probléme et d'en avoir une vue d'ensemble.Le
mathématicien trouvera dés le chapitre 2 les termes auxquels il est habi-
tué.

Tous les graphes considérés sont des graphes finig.
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1.1. Le probléme

1.1,1 - Définicion intuitive dun graple

Définition 1

Un graphe peut-8tre reprisentd par une figure géométrique formée
de points reli&s par des lignes orientées.

Les points repré@sentent les sommets,

Les lignes orientfes représentent les arcs

On appellera =n le nombre de sommets et m le nombre d'arcs

1.1.2 - Enoncé du probléne

Probléme

La figure géométrique représentative d'un graphe n'est pas
unigue. I1 v en a une infinité qui se déduisent de 1'une

d'elles par déformation continue.

La question qui se pose naturellement est de savoir reconnaltre

sl deux figures représentent le méme graphe, c'est-d~dire si

elles sont superposables par déformation continue. (Exemple :
Fig. 1)
It est évident qu'elles doivent avoir méme nombre d'arcs et

de sommets,

1.1.3 - Difficulté et expression du probléme

Pour des graphes de quelques sommets et gquelques arcs, 1l'ceil
permet de domner mne sclution, mais dés que les nombres d'arcs
et de sommats augmentent il devient nécessaire de repérer les. -
sormets (et peut-2tre méme, les ares) en leur affectant un
identificateur, qui en gé€adral sera un nombre ou une lettre,

On parlera d'indezation des sommets.
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Expression

Le probléme devient alors : trouver une correspondance biu-
nivoque entre 1'ensemble des sommets de l'une des figures et
1'ensemble des sommets de 1'autre figure qui respecte les
liaisons par les arcs qui existent entre eux (Exemple : Tig. 2)
On résout en fait un probléme plus compliqué, puisqu’on cherche
une transformation de 1'une des figures en l'autre pour établir
si elles sont ou non superposables.

Notons, en remarque, que cette application biunivoque n'est pas

nécessairement unique

1.1.4 - Difficulté supplémentaire : La représentation d'un graphe

Définition

Nouvelle

expression -

Plus un graphe a2 de sommets ot dfarcs, plus il est-difficile

~de 1'étudier 3 cause de la taille des problémes de mathématiques
combinatﬁires qu'il faut résoudre.On a alors recours d des procé-
dés mécaniques comme ceux Qu'utilisent les calculateurs &lectro-—
niques. L'inconvénient est que ceux-ci utilisent des graphes qui
ne sont pas des figures géométriques et qui impliquent une indexa-

tion des sommets.

Un graphe compbrtera alors un cnsemble de sommets indicés et

une fonction exprimant les liaisons existant entre ces sommets
et la représentation géométrique aura complétément disparue. Mais
il faut se rendre compte que les points d'une m@me figure peuvent

8tre indexés de multiples facons par un mime ensemble d'indices.

lInvqlon;airement on prendra pour différents deux graphes obtenus
i partir d'une méme fipgure, mais indexée de deux fagons différem~
tes. Le probléme sera encore de reconmnaftre s'il s'agit bien du
méme graphe (Exemple : Fig. 3),

I1 est le méme que dans le cas précédent.



1/3

1.1.5, Graphes isomorphes. Définition intuitive

Partant de la notion de graphe donnée par la Dé&finition 2( 61.4)
on dira que

Définition 3 ;deux graphes sont isomorphes

s'il existe une correspondance biunivoque de l'ensemble des
indices des sommets de 1°un, sur l'ensemble des indices des
sommets de l'autre qui respecte les liaisons.

.

—

Si les indices sont les m@mes, cette correspondance est une
permutation. Les graphes isomorphes permettent de r@soudre le

probléme posé

Fi
F2
/\N < s
\ .
\, S

Fl1 et F2 sont deux figures qui représentent un méme graphe

5
[

F3 et F4 sont 2 représentations du méme graphe

I1 faut faire correspondre les sommets de méme indice.
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Fig. 3
1
: 2
A
B 7 A
S / b
/ .«.\\ / \
\ ™5 / \
\ AN
FAREY. oA -
/ \
2 3 Lo
Représentation 1 3 #
Indice, sommets successeur: Indices Sommets successeurs
1 1 2,3
2 1,3 2
3 1 2

F 5 et F'5 sont le méme graphe sous des indexations diffé@rentes

1.1.6 = Cas concrets

Reéncontre~t—on effectivement ce probléme?

Oui, chaque fois que 1'on enpendre des graphes par un procédé

-quelconque.

Exemple : construction par calculateur de graphes ayant une

propriété, qui peut-€tr2

~ aveir un nombre fixe de soumets, d'arcs.

-~ @tre hypchanultonien (Probléme de banguet du Ciub des Irras-
cibles)

~- 8tre susceptible de supporter des flots qui seront aussi des
tensions (Probléme de la décomposition de rectangles en carrés
de cOtés différents)

etc. ..
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1.2. Principe de résolution

1.2.1 - Das tests

Y

On ‘peut -&videmment ‘inclure des tests appropriés i la méthode

o

employée ‘au cours ‘de la construction des praphes, mais le plus
souvent c'est devant les graphes obtenus que se pose le probléme

de ‘reconnaltre ceux qui sont isomorphes.

1.2.2 - Et des Permutations

Si on prend la précaution d'indicer les sommets avec les mBmes
identificateurs, c'est alers un probléme de permutation, et la
méthode la plus naturelle, celle qui vient 3 1l'esprit est de
permuter de toutes les facons possibles les sommets de 1'un des
graphes et de 16 comparer & l'autre. Malheurcusement cette métho-
de est trés longue. ' ‘ ‘ /

Pour des‘graph?side n = 12 sommets, ot un calculateur qui engen-
dre et essave N une permutation de 0,1 seconde, il faudra dans
les plus mauvais cas, calculer n! = 121 = 479 001 600“péfﬁutatidns
pour déterminer si deux graphes sont isomorphes. Si les graphes
ne le sont pas, on ne le saura qu'aprds avoir essayé ces n! per-
mutations. Pour un tel calculateur cela représente un fonction=

nement ininterrompu pendant 1 an et demi ou 2 ans.

1.2.3 - Respectant les liaisons

‘Aussi, ne va-t-on pas essayer toutes les permutations, et par

différents procédés essayer d'en €liminer le plus possible.

e —————— .
w

Un tel calculatcur pourrait travailler comme suit :
~ Représenter les graphes par leurs matrices caractéristiques :
Al pour le 177, A2, pour le second.
= Pour chaque permutation construire laz matrice permutation asso-
cide P
~ Vérifier si Al = ptA2.P- 3
Ces opérations nécessitent pour chaque permutation 203 additions + 2n
multiplications et 2n? comparaisons sans ccmpter les opé@rations sur les indices



Pour cela on utilisera :

la propriété fondamentale

|81 deux sommets sont relis par un arc dans 1'un des graphes
{ leurs correspondants le sont_gussi'dansll'autre avec respect
} de 1'orientation de 1'arc

qui intuitivement signifie que la correspondance respecte la

"structure du graphe", constituée par les liaisons.
1.3. La méthode

1.3.1. - Les difficultés

On s pose alors trois questions :
= comment s'exprime la "structure du graphe"
- comment apparalt 1'isomorphisme

- comment le construire en utilisant cette "structure"

1.3.2 - Les réponses

On verra au chapitre 4

,—.quekla’btruqture“ se traduit en fonction de structure
dont la plus naturclle est la classique fonction I qui
a chaque sommet associe ses successeurs

- que l'isomorphisme se construit 3 l'aide du calcul des

fonctions intrinsé@ques qui déterminent sur les graphes

des partitions de l'ensemble des sommets, partitions de
-plus en plus fin - dont les classes dans les deux graphes
sont mises en correspondance

- qu'une méthode dite "méthode des deux fonctions' permet

-

d'affiner 2 1'aide des fonctions de structure les partitions

associées aux fonctions intrinsdques.



1.4, - Les Résultats et la méthode des hypoth@ses

1.4.1 - Aboutissement

On aboutira 3 plusieurs possibilitds :
~ on trouve un isomorphisme. Le protléme est alors résolu.
~ on montre qu'il n'y a pas d'isomorphisme. Le probléme

‘a encore une réponse

-~

=~ on ne parvient pas 3 rZpondre parce qu'on ne sait pas,
parmi les permutations qui restent en choisir ou en

éliminer.

1.4.2 ~ li&thode des hypothéses

La méthode des hypoth@ses , qui n'est autre qu'une méthode de
"Backtracking', suppose une certaine correspondance entre
‘les sommets, et vérifie par la méthode des deux fonctions

si cette supposition est valable, et en fait une autre si

nécessaire.

-

Elle fait implicitemerit les essais qui restaient 3 faire sur
les permutations qui n'avaient pas &6té &liminées. Elle pourrait

& elle seule résoudre le probléme.
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1.5 - Présentation de 1'ouvrage

1.5.1 = Théorie (chapitre 2)

C'est 1'étude analytique des isomorphes des praphes. En parti-

culier on y trouvera la définition du groupe d'automorphismes d'un graphe.

1.5.2 ~ Critdres d'existence d'isomorphisme entre deux graphes (Chapitre 3)

C'est un survol des essais de déterminations de ces critéres.

1.5.3 - Méthode générale de recherche d'un isomorphisme entre 2 graphes

(Chapitre 4)

On y trouvera la description des outils utilisés (Fonc tions
intrinséques, Foncllone de,structuré) et léur§femplois.

Un paragraphe spécial est comsacré @ la description de la métho-
de des hypothéses et 2 sa ntcessité qui ne semble pas avoir &té

clairement &tablie jusqu'icl,

1.5.4 - Comparaison avec les autres méthodes (Chapitre 5)

Ce sont les méthodes nul ont d8i3 &té publies. Certaines
s'en approchent, d'autres, pas spécialement &tudiées en vue
de la recherche de 1'isormorphisme de deux graphes, peuvent quand

méme résoudre partiellement le probléme qui nous inté&resse.

1.5.5 - Réalisation pratique d'un alporithme (Chapitre 6)

En fonction de la représentation matricielle des graphes, cons-—
truction et utilisation concr&te des outils utilisés par 1la
méthode.

On trouvera des procédures ALGOL pour la plupart des opérations

de 1'Algorithme.
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En particulier on verra la r&alisation de la mé&thode des

deux fonctions 3 l'aide de la technique du produit scalaire

inachevé

1.5.6 - Le programme (Chapitre 7)

I1 realise 1'algorithme 3 quelques restrictions prés.

1.5.7 = Conclusion (Chapitre 8)

Dans quel sens peut-on améliorer 1'algorithme.
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2.1, Définition mathématique d'un graphe

2/1

2 -~ Théorie

Sy

Un graphe G est un triplet (zy U, e) ot
X est 1'enscmble des sommets

U est 1%ensemble des arcs

e est la fonction extrémité

On appellera n =!X(= card(X) le nombre des sommets
. m =10l = card(U) le nombre des arcs

2.1.,1.2 ~ Fonction extrémité

C'est une application e : U->X x X qui 3 1'arc n associe le
R ‘couple de sommets (x,y) de X x X, tel que x soit 1'origine de

l'arc u et y son extrémité. Soit : eu = (%,y).

Par projection sur les ensembles du produit X x X, on construit
Proj P _

les application

+ + L.
e : U-> X telle que e u = X = origine de 1'arc u

e : U~— telle que e u = y = extrémité de l'arc u

2.1.1.3 —- Graphe plein, granhe sans arcs

Un graphe piein est un graphe tel que entre deux sommets il
existe un arc les relient dans chaque sens.
Pour un tel graphe la fonction e est surjective

Dans un graphe sans arcs chaque sommet est isolé : U = @

C'est un graphe t21 qu'il peut exister plusieurs arcs de méme

sens entre deux commets, S$°'il en a au plus on parle de
p 3 p



p —graphe. Un graphe ordinaire serait un l-graphe

Pour les multigraphes (p >1), la fonction e n'est pas injective.

Pour un graphe ordinaire la fonction e est injective.

2.1,2 - Numérotation des sommets et des arcs.

2.1.2.1 ~ Numérotation des sommets.

Pour représenter un graphe il faut avant tout pouvoir distin-
guer les sommets et les arcs.
Pour réaliser cette condition on numérote d'abord les sommets

de 1 3 n. On dira que les sommets ont été indicés.

2.1.2.2 - Déduction de la numérotation des arcs dans un graphe ordinaire

Pour un tel graphe il est possible de distinguer les arcs par
leurs extrémités.

En effet la fonction e : U—> e(U) c X x X est bijective.

Les arcs seront alors numérotés comme leur image par 1'ap-
plication e ; celles~ci sont des couples distincts d'entiers.

On peut les classer et les numércter de 1 3 m.

2.1.2.3 - Déduction de la numérotation des arcs dans un nultigraphe

Dans un p-graphe {(p22) on peut distinguer deux ares qui ont
des extrémités distinc®s, mais, 3 priori, il faudra pouvoir dis-
tinguer deux arcs ayant mémes extrémités ot méme sens.
On construira 1'application :
et U— Xx Xx {1,2,...,p}

telle que eu = (x,y,i) ol

~ x est 1'origine de 1'arc u

~ y son extrérité

- i un nombre qui permet de distinguer u des autres arcs

ayant mémes extrémités.
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Une telle fonction est injective. En appliquant le processus
ci-dessus on pourra déduire la numérotation des. arcs de la

numérotation des triplets, images par la fonction e.

Notons que dans les multlgrapheo la numerotatlon des arcs:
d'apré&s les. sommets.nece551te une numerotatlon partlelle,
3 priori, des arcs ayant mémes extrémités et méme sens. C'est

le rfle du troisiéme &lément du triplet.

Noﬁs-ne ﬁorterons que peu d'intérft i ce dernier prebléme.
En effet ce qui importe dans cette étudé ¢'est qu'entre les
sommets correapnndants de  deux graphes susceptlbles d'étre
1somorphesa il y ait le mBme nombre d'arcs dans chaque sens.,
Nous verrons souvent que le nombre d’élements ayant une pro-

priété domnée est plus utile que les' &léments eux-mémes.
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2.1.3 - Représentation d'un grqghé

Il existe de nombreuses représentations des graphes En voici

trois parmi les plus courantes.

2.1.3.1 - RepréSentation paf la fonction e : tableau E

En tenant compte des modifications précédentes, la fonction e

‘sera déterminée dés que les couples (ou triplets) de son image
seront numérotés.

Une premiére représentation d'un graphe consistera alors 3 se

donner la liste des éléments de X, celle de U et & décrire

la fonction ¢ (Fig. 4)

En observant le résultat, on se rend compte qu'il y a redon-
dance d'information et qu'en fait seulement la fonction e
présente un inté&rét. On peut remplacer X et U par leurs car-
dinaux n et m, et ramener la fonction e & un tableau E d m
lignes et deux colonnes. Les lignes seront indicées par les
arcs et les colonnes seront les images des fonctions e’ et e .
On peut avoir plusieurs lignes identiques dans le cas des

mul tigraphes.

2.1.3.2 - Représentation par la matrice caractéristique A

2.1.3.2.1 - Cas des graphes ordinaires

C'est la matrice A de la fonction caractéristique de e(U) dans
X X X. Elle est indicde en ligne et en colonne par 1'ensemble
des somets et

Ay v = 1 s'il existe un arc de x 3 y

O sinon

Elle caractérise le graphe.n est 1'ordre de la matrice; m est le
nombre de ses éléments non nuls.Elle détermine chaque arc par
ses extrémitds et ne nécessite méme pas leur numérotation.

Elle permet de dessiner le graphe.
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Fig, 4 Rébréseﬁtétion d?uﬁig;aphe
x=1{1,2,3}
v={1,2,3,4,5,6}

el = (1,2, (1,2)
Ce2=(1,3,D7 (1,3),
) " e3 = (1,3,2) ou (1,9,
b= (2,31) . (2,3)
‘ e5 = (3,2,1)  (3,2)
eb % 3,3,1) (3,3)
o+ -
tableay B —-Le | e
S I 0N Y .
matrice A
24 1 3
301 3 A 1.2 3
‘4 2 s 3 : L
51 3. 2 1 .12
6f 3 { 3 o 1
:"- i 1 1
‘iiste de successeurs
 ‘”thabieéﬁ-F , - liste T

1(2,3,3) 2(3) 3(2,3)




2.1.3.2,2 - Cas des multigraphes

On généralise la matrice A. On posera
A.xy = le nombre d'arcs de 'x & vy.

Elle caractérise toujours le graphe, en ce sens, qu'elle permet
de le dessiner. m devient alors la somme des &iéments de la
matrice A,

2.1.3.3 - Représentation par la fonction successeur T.

DEf. 2.

Déf.

Déf.

2.1.3.3.0-Monoide commutatif engendré par X

.

2.1,3.3.0 - Le monoide commutatif X ‘engendré par X est 1l'ensemble des

mots {II xiall x;eX aieN} sont définis indépendamment de 1'ordre
de leurs ‘lettres.

A chaque mot de ce monoide correspond une application a appar-

tenant 3 IN® de X —> IN telle que a(xij =

On appellera X le sous-monoide de X(9 formé des mots pour lesquels

')

Vi o ‘='i D Aux mots de X 5 ccrrespondent des applications de
{0,...,p}

3.3.1-péfinition

3.3.1

- Un sommet y est successeur d'un sommet de x s'il existe un
arc de x &4 y. ¥ est alors un prédécesseur de y.

-

La fonction successeur I' : X —> Xl associe i chaque

sommet x de X le mot I'x est formé par les successeurs.

Remarquons que les mots X

.. ;G ’ . .
applications de {0,1}" qui est l'ensemble des fonctions caractéris-
tiques des sous-ensembles de X. La fonction successeur peut se ra-
mener a une application : X —> P(X)

3.3.2 - DOflnlthu
3.3.2 -

sont en correspondance avec les

| 2.1.3.3.3 - Represen*at1on

Elle se fait pur la liste des successeurs qui est soit
- au tableau T 4 simple entrée, indicé en lignes par les
sommets et tel que chaque ligne contient le mot associé.
~ une liste T obtenue en juxtaposant les lignes du tableau T,
précédées de leur indice.

Pour un multlgrgnhe on repetere un sommet dans les successeurs
d'un autre autant de fois qu'il y a d'arcs le reliant dans le
bon sens. Pour un p-grzphe, la fonction successeur est alors

e
( ¥)

~

.

une fonction : X —>

A—Up
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Le tableau et la matfice A se déduisent 1'un de 1'autre
sans calcul, puisqu 11 s Tagit de la representat1on d'un

méme grapbe La ligne x de la matrice A est l'image de la
fonction associde au mot Xe

2.1.3.4 - Les problémes de la représentation

2.1.3.4.1 - La forme de la représentation

C'est un probléme de stockage d'information, celle que

contient le graphe. Il faut la mettre dans un volume restreint

et en retrouver rapldement 1a partle utile au probléme qui nous

1nteresse.

Plus 1°'information est concentrée, plus il est long de la
reconstituer sous une forme pratique pour‘I‘utilisation,

mais il ne faut toutefois pas tomber dans }?excégiinvérse ol
par une trop grande dispersion, on prend du temps 3 la retrou-

ver,

La liste T, puis les tableaux E, T' et A forment une progres-

sion en ce qui concerne la place utilisée.

Pour notre part, bien qu'elle soit la plus encombrante nous
avons choisi la représentation mat riciclle A, car elle est
celle qui se préte le plus facilement 3 1l'explication des métho~

des que nous allons décrire.

2.1.3.4.2 - La nunérotation et le problé&.e de 1'isomorphie,

Nous avons vu en 1.1.4 que la numérotation ou 1'indexation des

sommets était la difficulté principale de la représentation

des graphes. Le probléme de 1'isomorphi e en rdsulte.

11 se pose en deux étapes. D'abord établir 1l'existence d'un
isomorphisme, ensuite en construire un. En résolvant la
deuxiéme &tape, on résout naturellement le probléme au niveau

de la nremiére.
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2.2, - QueIQdes'éléments de théorie des'g;aphes (lexique)

On se reportera avec intér@t 3 un cours de théorie des graphes. Voici

un rappel de définitioms.

graphes graphe G =(X, U,e) avect € i [ —vemm ng e=(e+,e

oy

sous-graphe de G = (X'U',e) avec X' X et U'={*|e"ueX'xX'}

arcs ar.8te deux arcs de scns contraires entre deux sommets. On les repré-

sente pnr un arc non orienté.

graphe symetrlque s tout arc apnartlent i une a®te. C'est un graphe non

orienté.

arcs adjacents ; ils ont une extrémité en commun.

arc adjacent 3 un sommet : ce sommet est 1'une de ses extrémités.

' + - . e
boucle : e u = e u; arc dont les extrémités sont confondues.

resn.

sormets demi degré extlrieur (intéricur): nombre d'arcs partant (rasp. cortant)

d'un sommet.
depré : somme des deux demi~degrés
successeur d'un sommet : sommet cutrémité d'un arc

prédécesseur d'un sommet : sommet origine d'un arc

somme t

voisin : preJecesseur ou successeur

suites d'ares : chaine : suite d'hrcs tels que chacun d'eux

précédent. Sa longueur est le nombre d'arcs°
cycle : chalne fe;mee.
chemin : chaine d'arcs orientés dano le méme sens.

circuit :chemin fermé .

issu de ce sommet.

aboutissant 3 ce

est adjacent au

cycle &l&mentaire : cycle ne passant pas deux fois par le méme sommet;

base de cycles : ersemble minimal de cycles élémentaires permettant de

construire tous les autres.

chemin ou circuit ZlCmentaire : ne passe pas deux fois par le méme

sommet._

praphes spéciaux

graphe comnexe : entre deux sommets quelconques il

existe une chaine.

composante connexe : sous—graphe connexe, non reli€ au reste du

graphe.
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composante fortement connexe : entre deux sommets quelconquesil
existe un chemin. = S KSR R R

arbre : graphe connexe, sans cyclese  i1i

arpborescence : arbre tel qu'en chaque sommet n’aboutit‘qu'un
arc au plus. o |

—.—..,

c;_e : sommet,unique,auquel-n%aboutit aucun arc dans une ar-

_borescence.

Prqprleté de la matrlce caractéristique A

[OAE Res

g

S ' - . ] y
graphe symétrique = matrice A symétrique :

graphe plein = Vi, Vj, Asy = 1.
graphe sans é%bsi"#'ViszvjylAijA%”O;gi ‘
boucle sur 1g | o

somet 1 =AL =1
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. . 2,3 - Définition de 1'isomorphi e de graphes

2.3.1 - Définition

Def. 2.3.1 Deux graphes G, .= (X, U.e)) et G, = (%,,U,, e,) sont isomorphes
s’il existe une correspondance bignivoque entre les sommets

des ensembles X] et X2 telle que si deux sommets sont reliés

par des arcs dans 1l'un des graphes, leurs correspondants le sont
aussi dans l'autre graphe, avec respect du nombre et du sens des
arcs.

Un isomorphisme est une application qui permet de transformer

G] en G2

Il en résulte immédiatement que si deux graphes sont isomorphes

ils ont méme nombre de sommets n. Dfautre part cette correspon-

dance biunivdque sous entend en pratique une indexation des som-
mets dans chacun des graphes. |

Si cette indexation est faite avec le méme ensemble de n indices
pour les deux graphes, 3 la correspondance biunivoque entre les

sommets est assocife une permutation v des indices des sommets.

Voir figure 5. la schématisation de ce raisonnement.

La propriété d'isomorphisme entre deux graphes est une relation

d'équivalence dans tout ensemble fini de graphes.

ére .
2.3.2 - 1 conséquence : Correspondance entre les arcs,

Nous avons vu que les arcs sont identifi@s par leurs extrémités.
Il en résulte de la correspondance biunivoque entre les sommets,
une correspondance biunivoque entre les couples de sommets d'oid
une correspondance entre les groupes d'arcs ayant mémes extrémi-
tés, correspondance qui est biunivoque entre les arcs dans le

cas des graphes ordinaires, et qu'on peut rendre biunivoque dans

le cas des multigraphes.



Fig. 5 : Isomorphiswme et permutation

isomorphisme = = - G > G
n
0o
orrespondance biunivoque ¢ X, > => U, —> U
corresponda ue My " %y B 7 5 2
humérotation . ‘ R T o
permutation v: {1,2,...,n} < > {1,2,...,n}

Fig.6 P-&quivalence de matrices .

:4 ﬁétéiion_} A est une. marvlce d'ordre 4 dont les couples de lignes

o | " “0* colonnes de méme indice sont numérotés. 1234 est
la matrice dont les rangées sont dans 1' ordre 1224

- soit la perm:tation v : {1,2,3,4} -—>{2,3,1,4}

. . 1 s as
=~ permutation des ranges par Vv ccrrespondance entre les indices

t
AN .

Al b~ P AP = Al = A" a,b,c,d

1,2,3,4 v 3.1,2,4 P
dont les rangfes dont les rangées dont les rangées
sont dans 1'ordre, . cont dans 1'ordr%{ sont dans l'ordre

) T o F

{1,2,3,4}) i {3,1,2,4} +—> {b,c,a,d}

|
£ "'i EIE T
- Rappel Iv P Pv~1 d'ocd la correspondance

= {1,2,3,4} >{b,c,a,d}



Def. 2.3.2 Appelons My la correspondance biunivoque entre les sommets

et My la correspondance entre les arcs.u se définit & partir

de §;7par la formule

Vuje Uy 2 equy = (x),y,)<=> ep(u up) = (0 x5 Wy ).

Un isomorphisme sera un couple de correspondance (ux,u )
u

' I1 en résulte que si deux graphes sont isomorphes ils ont
néme nombre d'arcs m, et que d'autre part 1l'indexation des
arcs n'est pas nécessaire pour construire la correspondance
entre Ul'et UZ'

L'ambiguité qui existe pour les arcs de mémes extrémités et
de méme sens dans les multigraphes n'est pas une difficulté
car il n'est pas nécessaire que la correspondance soit biuni-
voque pour ces arcs de mémes extrémités. Il suffit qu'il y en

ait le méme nombre entre les sommets correspondants.
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éme - - . s s
2.3.3 -2 conséquence - P-2quivalence de matrices caract@ristiques

2.3,3.1 = P - &quivalence de matrices

Def. 2.3.3. |Deux matrices A' et A" -carrées de méme ordre sont P-Equivalen-
tes, s'il existe une matrice P de permutation telle que
A" = PEA'P

La matrice d'une permutatlonys obtient en permutant par v les
-lignes d'une matrice unit&.

L'opération P A P revient & permuter‘simultanément les rangées
(lignes et colonnes) de A', 'par la parmutation inverse vl de
celle qui a donné P. - En &tablissant 1'8 gallte entre A" et
PtA'P‘on,obtient une appllcatlon uqui falt passer des rangées

de A' aux ranges' de A (v01r Fig. 6)

2.3.3.2 ~ Application aux matrices caract@ristiques

La correspondance biunivoque entre les sommets de deux graphes
isomorphes, existe entre‘ies'rangées des matrices caractéristi-
ques des deux graphes, et la condition sur'les arcs reste véri-
fiée. Elle s'exprime par : "le nombre qui se trouve i l'intersec-
.. tion de deux rangées (une -ligne et une colonne) de l'une des
matrices est Egal i celui qui se trouve & l'intersection des
rangées corréspondantéé de 1'autre matrice".
Nous avons 14 1'égalité des. deux'matrices 2 condition de
permuter les rangées de 1'une d'elle, d'oli
I b
prop. 2.3.3. .
Les matrices caractéristiques.de deux: graphes isomorphes sont

P-équivalentes.
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2.4 - Définition des. automorphismeéde graphes

I1 peut exister plusieurs correspondances biunivoques entre les
sommets de deux graphes. Leur 8tude se fait en utilisant les

automorphismes de chacun des graphes.

Déf, 2.4.1.|Un automorphisme d'un graphe est un 1somorphlsme de ce graphe
sur lui-méme. »
Si on veut transporféf‘ici la définition des isomorphismes,on

. constate que l'appllcatlon blunlvoque est une permutation des
sommets et non pas de leurs indices, et on peut alors directement
exprimer la définition 3 1'aide des permutations Vo et v, cons—
truites comme L. et My _ A

Prop. Soit G (X U e) Un’ automorphlsme o de G est def1n1 par une per-

2.4.1 mutation vx des sommets de X telle que si u e.U est un arc orien-

té de x vers y dlors il ex1ste un arc u' e U entre vix et vxy,

o

g
orienté de vxx vers vxy

o
i

pxS

g VueU €=(u) (x,y) In GU e(u7>)=(\) xs._’:_\)}q(y) (u' = \)z u).

"'On dira 4 une permuuatlon Ve qu1 vérifie la condition ci-dessus,

qu elle respecte la structuve du graphe

2.4.2, -LGrdﬁpeJd'adfomorphismes

"' I1 peut exister plusieurs telles permutations différentes. Elles
forment un groupe H qui est un sous-groupe du groupe Sn des
permutations de n =ix| objets. La vérification en est aisée.

Comme & chacune d'elle est associe un automorphisme,

prop.
2.4.2 L'ensemble des automorphismes d'un graphe G forme un groupe H(G)
qui est isomorphe au sous-groupe H de Sn des permutations des

sommets qui respectent la structure du graphe,
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Pour un graphe plein (entre déuxvséﬁﬁétQHQueléohquéQ.{i existe un

arc dans chaque sens) et pour un graphe.sans arcs (chaque sommet

est isolé) les groupes d’automérphismes H(G) sont'isomorphes & sy
car toutes les permutatlons aes sommets respectent les arcs.

‘LUn graphe G son comnlementalre (115 ont mémes sommets et leurs

ensembles d'arcs sont complédmentaires dans XxX) et son inverse
(obtenu en inversant chaque arc) ont méme groupe d'automorphismes.
Une permutation qui respecte les arcs dans un de ces trois graphes,

les respecte dans les autres.



2,5. Isomorphismes et automorphismes

‘On ‘établit trois propriétés -

2.5.1. = Proposition 1°

‘|sont isomorphes

18i deux graphes sont isomorphes, leurs groupes d'automorphismes

tir o Démonstration

2.5.2 -

" Soient G, = (X,,U;,e)) et €

2’: (XZ’UééZ) déﬁx'graphes isomorphes
et soit u _la correspondance:biﬁniquﬁe'Qui applique X, sur X,.
X 1 2

Soient H(Gl) et H(Gz) les groupes d'automorphismes des graphes

Soient H1 et H2 les groupes de permutations qui leur sont iso-

morphes. Ce sont des permutations qui respectent les arcs.

[ . . . - » -
L'application ¢ @ H] ~?h2 qui a Vl de H1 assocle v2 de HZ'

défini LV, = U Vel s .
nie pa 2 ux vl u ur H

est un isomorphisme de H, 9

X

Proposition 2

Tout isomorphisme entre deux graphes, se construit en faisant le
produit d'un isomorphisme entre les deux graphes par un automor-
phisme quelconque de 1'un des deux graphes, le produit se faisant

3 droite ou 3 gauche suivant que 1'automorphisme est défini sur

le graphe de départ ou sur le graphe d'arrivée de 1'isomorphisme.

Démonstration :

A chaque automorphisme est associé au moins une correspondance -

biunivoque nentre les sommets des deux graphes : My X]-——> X2.
Soit v, wme permutation des sommets de X2 du groupe H2 isomorphe -

au groupe d'automorphismes H(G,) du graphe G v,U_est encore
2 27x

T =
2 ¥y
une correspondance biunivoque entre les sommets des deux graphes.

Conme u, et v, respectent les arcs, il en est de méme de u;. D'ol

2
est associé un isomorphisme qui s'obtient en faisant le pro-

= )

a
Mx

duit 3 gauche de 1'isomorphisme associé i B, Par 1'automorphisme

associé a v, On peut faire le méme raisonnement evec un automor-

phisme vy de B, et le produit 3 droite.

i
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" D'autre part pour tout couple d'isomorphismes de G, dans G

1 2
il existe un automorphisme de Gl'tél que 1'un d'eux s'obtient 3

1'aide du produit 3 droite de 1'autre par 1'automorphisme de G1
(méme raisonnement avec un automorphisme de G2 et le:produit &’
-gauche) . En appelant My etip'xxlesAcorrespondances biunivoques qui

associent X] a Xz, associées aux automorphismes de.Gl dans G, alors

2

dans Xz, biunivoque, qui respecte

'.-.—
M el est une application de X

—

les arcs. Il lui est donc associd un automorphisme de Gl'
On peut alors construire 3 partir d'un isomorphisme et du groupe
d'automorphismes de 1'un des graphes tous lés isomorphismes qui

existent entre les deux graphes.

2, 5 3. - Prop031tlon 3

,i

RNV

h: ble.

‘ Il ex1ste une correspondance b1un1v0que entrc les graphes isomor-

phes & un praphe domné G et les classes dans Sn du sous-groupe H
1somorphe au groune des automorﬂhlsmes H(G) du graphe donné i

condltlon que tous ces praﬂhes 501ent 1nd1ces par 1e méme ensem-

:....Démons tration

" Indigons par le méme ensemble les sommets G et ceux de ses graphes

isomorphes, Siux est la correspondance biunivoque ‘entre les sommets

" de G et ceux d'uf graphe G' qui lui est isomorphe, associde & un

isomorphisme, les correspondancés assoéiées & tous les isomorphis—
mes entre G et G' constituent le sous—ensemble*ui*ﬁ‘de Sn,

qui est une classe dans .Sn du sous—groupe“Hﬁ(uﬁ ést une permutation).
Inversement, une permutation quelconque des indices des sommets d'un
graphe transforme ce graphe en un graphe isomorphe. La correspon-
.dance biunivoque My est justement la permutation,vet tous les autres
1somorphlsmes se construlront a partlr de 1a classe de la permuta-

tlon»

Conséquence

|Le nombre de graphes isomorphes & un graphe donné G est 1'indice



du groupe H isomorphe au groupe H{G) des automorphismes de G,

~ |dans 1le gfoupe des permutations Sn

2.5.4 - Exeﬁgle
Soit le graphe G
1'1(2,3,4). On a n

il

(X,U,e) de 4 sommets représenté par le vecteur I:
4, m=3, d'od '

X =1{1,2,3,4} -, U= {1,2,3} et
{1,2,), (1,3), (1,4)}

- /l\ @ - ' .
é// ; | by . ' ‘ e

il
o -

On constate qu'on peut &changer les indices des sommets 2,3,4
sans modifier le graphe. Le groupe H(G) est isomorphe au sous-grou-
- pe H duigroupevs4rdes permutatiors de 4 objets'qﬁi 1aissent”i'objet
1 invariant. H est isomorphe au groupe S3 des permutations de 3
objets. , | ’
Les graphes isomorphes 3 ce graphe, se dé@uiseﬁt'de ce dernier
par des permutations qui ne laissent péslle sommet 1 invariant.
Comme on mne peut appliquer que les sommets 2,3,4 sur le sommet 1,
i toutes les permutations qui appliquent tn de ces sommets sur le
sommet 1 correspond un graphe isomorphe, dont le groupe d'automor-
pﬁisﬁés est isomorphe au souc=groupe des permutations de 4 objets
'd§f<1éissent ie"scmmet‘appliqui st* le sommet 1 invariant.
11 existe trois graphes isomorphes & G, et 6 isomorphismes pour
chacun d'eux. Si on repzécente le grephe par 1(2,3,4) on aura
a) ses automorphismes cnui appliquent le graphe sur
(e = {1(2,3,4), 1(3,4,2),1(4,2,3),1(3,2,4),1(2,4,3),1(4,3,2) }

b) ses isomorphismésbﬁgi'appliquent le graphe sur
H(G]) = {2(3949]>92<4a193>92(]9394)92(4939])92(33194)92(]’4;3)}

H(G

2) {3(491,2)33(192,é)33(29491)93(1’492)’ 3(4,2,1), 3(2’194)}

H(Gy) = {4(1,2,3),4(2,2,1),4(2,1,23,4(2,1,3),4(1,3,2),4(3,2, D }
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2.6. - Sommets &quivalents

A 1'aide du groupe d'automorphismes d'uﬁ'gfaphe G on peut définir

sur 1l'ensemble des sommets des relations d‘equxvalence

2.6.1. - H-équivalence

Déf, 2.6.1

du groupe N
Soit H le ‘sous—groupe¥des permutations Sn isomorphe au groupe H(G)

des automorphismes d'un graphe G = (X,U,e) de n sommets.

12 sommets x et y de X sont H-équivalents_s il existe une permu-

- :tatlon v de H telle que y =

xvﬁ y <> JvcH .y

]

VX

' Alors la H—classe H d'un sommet X pour cette relation d'équivalence

sera définie par {yly e X, veH : y = vx} = H.x.
11 n'est pas immédiat de calculer la H-partition de X associée 3

cette &quivalence sans connaftre le groupe H.

Yrereo- el T b

2.6.2 - S-équivalence

Déf. 2.6, 2§2 sommets x ety de X sont S-equlvalents 31 la transp051t10n 1

}‘

appartlent ilH

X‘ S ‘y ) ,?xy HSH

En considérant que l'identité est une transpesition particulidre
(Txx I) on a une re’atlon d équivalence
La S-classe S d'un sommet x sera deflnle par

e o o
S, (yly e X, ¥ Tey? Txy e H}

De 1la définition des automorphismes on déduit
appartient 3 H signfie que x et y ont

- mémes successeurs,
~ mémes prédécesseurs,

- et sont ou ne sont pas tous les deux support d'une bowle.



il y en a autant dans chaque sens.

Ce résultat a une grande importance pratique car il sera aisé de
construire la S-partition de X, ayant d&couvert les - transpositions

de H par les sommets sur lesquels ils agissent.

2.6.3. - Comparaison des &quivalences

2.6.3.1 |La S-8quivalence implique la H-&quivalence mais non 1'inverse

d'ol laFS-partition est plus fine que la H-partition de X, En
effet si x est S—&quivalent 2 y, il existe v = Txy e H telle
que y = vx, d'ol x est H~8quivalent 3 y. L'inverse n'est pas
vrai. Méme si les permutations de H peuvent e décomposer en
pfoduits de transpositions il n'en est pés'moins v:éi que ces
transpositions individuellement ne sont pas nécesSéitement des

éléments.

prop. _ .
2.6.3.2 lLes S~-classes contenues dans une H-classe ont méme cardinal

‘Démonstration — Si un sommet est contenu dans une H—-classe, sa S-classe y est

entidrement contenue d'aprés la proposition 2.6.3. Soient alors
deux sommets X et y qui ne sont pas équivalents pour S mais qui
le sont pour H. Ils sont dans une méme'H—clésse et il existe une
permutation v de H telle que vx = y. Si v est une application
biunivoque éntfe Sx et Sy, elles auront méme cardinal,

Scient z de Sx différents de x. Il existe une transposition Tz

de H telle que z = Tp X Posons t = vz, t est S—8quivalent 3

! year T = VTV !, A deux sommets z, et z, de S différents,
yt Xz 1 2 X

seront associé&s ‘deux sommets t, et t, différents de Sy’ car v est

biunivoque sur X.

L'importance de cette propriété apparaitra dans 1'étude des

fonctions intrinséques.
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2.6.4 - Sormets invariants par H

Déf. 2.6.4., I4 est 1l'ensemble des sommets invariants par H

I, = {x]x e X, Vved vx = x}

.2.6.4 |Chaque sommet de I4 est une H~classe et une S-classe

En effet H.x = x pour tout x appartenant 3 IH’ d'autre part

Tex = I pour chacun d'eux.

2.6.5 - Exemples

Voir Figures 6,7 et 8.



[5%3
el
2

S-&quivalence, Enéquivalence,vlﬂ;»
Fig.6
i
Iy
deux S-classes non réduites 3 |
semet X
2 ' 3 ~ H-classe deux H~classes non réduites i 1
#
A semuet 1., ={1}
\4 y \& e H )
\\ Le groupe H se schématise comme suit :
‘ »A\—;—x ;._Lg.\ | H = 5, (sur 4,5,6)x8,(sur 7,8,9)xr,
\e 5 60> & 8/ T enr =12,3104,7115,8116,9].
t ° c%éé?ﬁm B e lassehvmwj nete :la,b] est un cycle de permuta-
tien
I =X
24
Teutes les S et H~classes se
réduisent 3 un sommet
, H = I{(identicd)}
vy
| ;
5 ‘ 6 &
L
" e
1 pas de s—classes non réduites &
Fig. 8 ékx i semmel
6 N?Z 1 seule H-classe : X
% - 9
‘ H est A"' par la permitation
5 xﬂb3

cyclique des 6 scmmets
u={1,01,2,3,4,5,61°, p < 6}



2,6,6 - Comparaison de partitions,

2,6,6,1 -

2.6.6.2 -

Précision de vocabulaire

On dira qu'une parTlflon p est plus fine qu unc pathTnon q 5|’
foute classe de p est conTcnue dans une classp de Ps

On dira qu' une par+|+|on p est strictoment plus fine qu'une parti-

tion q si p est plus fine que la partition q et si elle contiont
plus de classes que la parTiTioh'q. Il en résulte alors que au
moins une classe de q contient au moins deux classes ds p, La pro-

posifion 2.6.3,1 s:gnlfle que la S = partition est strictement plus

- fine que fa H - parTITlon.

Théoréme

Soit un ensemble de n wbjets : X,

Soif‘unedparfifion p. de ces objets et la p~éauivalence correspon=

~

- dante. f est fa. fonction associée 3 |a partition p :

X B y o= f(x) = f(y)

Soient les sous-grcupes K de Sn dont les k=partiticns asseciées sont

plus fines que ia partition p. Suit h un des sous-groupes k tel qu'il

n'existe pas de k-par#nf:on sfrlcfemenf'malné finb.

Soit | X > P(X) une foncticn verlflan+ ¥ xe X W e k
b vx) = v (lx). une fonction vergf;anT ¢e+Te propriété sur un

groupe contenant h, la vérifie sur h,

f est une fonction vérifiani ¥xe X, ¥ ve b f(yv x) = f(x),

‘Elle vérifie cette propriété. pour tout sous-groupe. dé.h et méme pour

tout sous-groupe k.

Soit 1'équivalence a :

LOX vy X Ny et ¥A une classe de p | bxNA| = |by N\ A]

q

Théoréme

La g-partition &st moins fino que Ia-h—par+i+16h.
Bn trouvers fig. 18 (chapitre 4) uno démonstration de ce théoréme. |1
explique les insuffisances de la méthode des daux fonctions ot Jus-

tifie la méthede des hypothéses,
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Equivalence et |somorphic

2.7.1 = Correspondance des classes

27,1

| L' isomorphisme respecte les ciasses,
Clest=a~dire que les isomorphismes qui existent entre deux graphes

établissent une correspondance biunivo ue entre lss cnsemblss de

classes de mdme cardinatl,

Cotte propriété résulte dec co 4ue les groupes d'automorphismes de

deux graphes isomorphes sont. isomcrphes,

(X|, U, e ) etsC

| 5 = (X

a,)

5 :
Solent deux graphes o) U2, 2

i somorphes,

Soient x ot y deux sommets d'une méme classe de G,, ¢t soiont z ot +

v !
leurs correspondants respectifs dans GZ' Scit v|-|a permutation do H
aui fait passer de x & y dans GI' alors Vo TH Vi ast une per=
mutation de H cui fait passer de z 3 +. Ce raisonnement cst aussi

valable si v, est une transpositicn, au~ue! cas v, ost aussi une

! 2
" transposition, D'oll i} ressort cuc z et t sont -dans une m@me classc
dans GZ' Du fait cue u est unc correspondance blunivonue la classe

de x dans G' et celle de son correspendant y dans G2 sont alors de

méme cardinal. On constate donc au'une classe de G, ne peut corres-

, , {
pcndre qu'a une classe de G2 de méme cardinal.
Cette propriété sera utitisée pour simplifier la raecherche de la

correspondance biunivoous associée & un iscmorphisme,

2,7.2 - Correspondance entre les sommcts de S-classes correspondantes

pro
2.7.2

Les sommets de deux S-classes correspondan+os peuvent &tre mis an
corrospohdanco d'une fagon arbitraire.

Ceci résulte de ce cue les franspositions associées 3 dos S-classas
engendrent un sous-grecupc de H isomorrhe au groupé_S des permuta-~
tions de p objets si les S-classes ont p pour cardinal, et dc la

’
4

propriété 2 de 2,5, On passera d'un ‘'somorphisme 3 un autre par pro-
duit de ce premicer par une fransposition, ce aui revient 3 échanger
deux sommets d'une S-classe de-l'un ou l'autre graphe dans la corres-

pondance,



2,8. ~ Restrictions du probléme -

2.8.1 - Simplifications

2.8.2.

On ‘a intér8t, comme dans ‘tous les problémes de combinatoire

3 diminuer au maximum le nombré’ de choix 3 faire dams le che-
minement vers la solution, ou & gé ramener par décomposition

du probldme 3 des cas de taille pluS‘réduite; En général le
probléme n'er reste pas moins encombrant et nécessite de puis-
gsants moyens pour &tre résolu.

Dans le cas qui nous intéresse, il est possible &ventuellement de
remplacer les graphes par d'autres graphes dont on sait qu'ils ont
méme groupe d'automorphismes, en utilisant en particulier les indi-
cations données au paragraphe 2.4.2.

Le graphe complémentaire peut avoir moins d'arcs, par éxemﬁie;

ce qui diminue le temps de calcul des chemins, toutefois il risque

de ne plus &tre connexe,

- Graphes non- connexes

Pour de tels graphes on congoit tr&s bien que 1'isomorphisme en-
tre les graphes, implique une correspondance biunivoque entre les
composantes connexes, Deux composantes correspondantes sont des
sous—graphes isomorphes. On sera donc amené A chercher des iso-
morphios entre les composantes connexes. D'od il résulte que le
probléme de 1'iscmorphisme de graphe doit se r@soudre dans les
graphes connexes.

Pour un graphe non-connexe, le probléme garde tcut son encombre-
ment si le nombre de composaﬁtes est élevé, car il y a beaucoup

d'isomorphie® ; &ventuels 3 tester.



2.9. - Représentation A'un isomorphisue

-une correspondance entre deux ensembles X et X

I1 s'agit de représenter une correspondance biunivogue entre les
8léments de deux ensembles. Il existe de nombreuses méthodes.

Par exemple une matrice indicée en ligne par les &léments de

1'un des ensembles, en colonne par les &l&ments de l'autre ensem—

ble, et n'ayant qu'un &lément non nul par ligne et par colonne :

une matrice unité permutée.

Cependant voici deux méthodes qui permettent aussi de représenter

i 29 qu'on sait bi-

univoque, mais dont on ne sait seulement faire correspondre

. biunivoquement que des sous-ensembles (de méme cardinal).

2.9.1. - Liste d'associations

.C'est une liste des couples de sous-ensembles correspondants. On

_peut Ecrire les sommets du premier sous—ensemble de X, suivis entre

parenthéses des sommets du sous-ensemble correspondant de XZ’ puis

placer le sous—ensemble suivant de X1 suivi de son correspondant
dans X2. :

- Exemple : Pour les graphes suivants &tudiés en 2.5.3 :

..0n peut &tablir la correspondance
1) 243,4(1,2,3),
mais on ne peut pas dire si le som~

met 2 de Gl correspond nécessaire-

9

§ ment au sommet 1 de G2' Cela résul-
terait d'un choix 3 faire du fait
5 Gy x que les sommets 2,3,4 de G, forment
4 . une S—-classe, ainsi que 1,2,3 de G
Fig. 11 Un isomorphisme serait par exemple

1(4)2(1)3(3)4(2)
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2.9.2,~ tableaux d'associations

Affectons des valeurs différentes aux sous—ensembles mis en
correspondance, et choisissons arbitrairement une correspon-

dance bitnivoque entre les sommets de ces scus-cnsembles.

Le tableau d'associations aura alors trois rangées dont les
deux premiéres contiendront les couples de sommets correspon-

dants et la troisiéme la valeur affectée 3 leurs sous—ensembles.

Dans un tel tableau, si les valeurs dans la troisiéme rangée
sont différentes, la correspondance entre les sommets sera biu-
nivoque, sinon alors on pourra arbitrairement &changer les som—
mets de l'une des deux premidres rangfes si les valeurs en troi-

siéme rangée sont égales.

Exemple : la liste d'associations précédente: devient :
G1 : 1 234

G 4123

e

2
Val.: 1 2 2 2

tandis que 1'isomorphe serait

G,

)

Val.: 1 2 3 4

1234

4123

o






IIT. EXISTENCE D'UN

ISOMORPHIGSUHKE




3 - Existence d'un isomorpaisme

C'est la premiére étape du probléme. On ne cherche pas encore a
construire un isomorphisme mais seulcment son existence. Pour cela nous

allons essayer d'établir des conditions d'isomorphi@  entre deux graphes.



III.1

3.1- Conditions d'isomorphiom

Une condition suffisante vérifiée permettra de dire que deux
graphes sont isomorphes. Si une condition nécessaire n'est pas
vérifiée, alors les deux graphes ne seront pas isomorphes.

iAn fait, 11 n'a pas encore été trouvées de conditions suffisan-
“tes effectivement faciles & vérifier. Blles nécessitent sou-
vent de longs calculs.

Par contre on connait de nombreuses conditions nécessaires,
faciles & établir et a vérifier, Il cst alors possible de ré-

soudre le problémc inverse : Déterminer si deux graphes ne sont

pas isomorphes.

Ce probléme a son importance guand i1l s'agit de reconnaitre les
grapacs isomorphes parmi un ensemble de graphes cngundres cuto-
matiquement. ®n utilisant les conditions nécessaires on pourra
sur les grapnes en gquestion définir une relation d'équivalence
qui dira que deux graphes sont équivalents s'ils vérifient les
conditions nécessaires qu'on a considérécs. Deux graphes non-—
équivalents ne scront alors pas isomorpies. Il ne restera & com—
parer & l'aidec dcs conditions suffisantes que les graphes d'une
méme classc, ce qui limite d'autant le nombre des comparaisons.
L'idéal serait d'avoir une condition nécessaire et suffisante

d'isomorphisme

3.2 - Saractéristiques (DUIJVESTIJN

3.2.1 - Définition

Déf: 3.2.1 Unc caractéristiguec est un &trc mathématique, comparable & un

%autre de méme nature, aoeocié & um graphc ct- ddteraine d'umce’
ifzgon'dni@uc £ Portir 2¢ 44 reprisentation.

On se scrvira d'elles pour établir des conditions d'isomorphisme
4 l'aide de leour comparaison. Pour cela on les classe on deux

types.



3.2.2 - Type des Caractéristigues

Déf.3.2.2

Une caractéristigue est de type 1 si des grapacs ayant des-ca-
ractéristiques différcentes nc sont pas isomorphes.
Une caractéristique est de type 2 si des graphes ayant des ca-

ractéristiques égalcs sont isomorphes,

Avec les caractéristiques de type 1 on pourra construirc des
conditions nécossaircs d'isomorpaie. . avoc les daractéristiques
de type 2 on aura des conditions suffisantes.

Réciproquemeﬁt on‘oxprimant des conditions d'isomorpaisme sous

des formes particuliéres, on obticndra des caractéristiques.



IT1.3

3.3 - Conditions nécessaires

~Blles sc déduisent de la définition de 1'isomorpaic de deux

graphes.

3.3.1 - DCgfe des sommets corrospondants

3.3.1.1 - Proposition

prop.3,3.1.1Les sommets correspondants de deux grapncs isomorphes ont

' mémes demi-degrés "intériecur ot extérieur; et sont support du

‘mé&me nombre de¢ bouclsas.

Démonst. Pour deux graphes isomorphes G1 Gt'G2 considérons deux sommets

correspondants x., et x2; Tout successeur (prédécesscur) de x

1 1
correspond & un succésscur (prédécesscur) de xz; ¢t vice-versa,
a4 cause de la définition de 1'isomorphie :(2.3.1): puisqu'entre
un sommet ot chacun de ces successeurs (prédécesscum) il existe
un arc, ¢t cet arc e¢st rcspecté par wuf-Itisomorpnisme.Il cri-ré-
sulte quc deux sommets correspondants ont méme nombre de suc—
cesseurs (prédécesscurs) d'ou mbme domi-degré extéricur (inté-
‘rieur).

Si le sommet Xi est support d'une boucle il est.successeur ct
prédécesseur de lui-méme. Son corrcspondant sera aussi support
d'unc¢ boucle car'cet arc st aussi respoeeté par. tout ltiganorphisme.

" Pour lcs multigraphes si critre deux sommets:il existe-plusieurs
arcs dc¢ méme scns, ils sont autant de fois prédécesscurs ot

succcsseurs 1'un d¢ 1'autre suivant le scns des arcs.

3.3.1.2 - Conséquences

On c¢n déduit tout de suite

Prop 3.3.1.2 L
Si deux grapncs sont isomorphes ils ont mdme nombre de sommets
de mémes domi-degres, ot mime nombre de sommets supports du

méme nombre de boucles.
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Une autre conséquence scra utilisé dans la construction d 'un
isororphisiic. » Dans la recherche de la corruspondance entre
sommet 11 scera inutile d'essayer 1'association de deux sommets
de demi-degrés différents. Par contre on associcra lcs succes—
seurs (prédéccssecurs) d'un sommct de 1'un des graphes avec les
successeurs (prédécesscurs) de son correspondant.dans 1'autre

graphe.

3.3.1.3 - Caractéristique associéc

Dans la proposition 3.3.1.2 les éléments & comparcr sont les
mombres de sommcts de méme demi-degrés, ou les nombres de¢ som-
mets support du méme nombre de boucles. Ce sont ces nombres
qu'il faut rassembler dans la caractéristique associée.

Ainsi on pourra par cxcmple pour les demi-degrés cxtérieurs
construirc pour chaquc graphc un vecteur indicé par ces demi-
degrés tel que la coordonnéc d'indice i soit le nombre de som-
‘mets du graphe de demi-degré extérieur i. Ce vecteur aura au
plus.:m composantes, si le graphe a m arcs.,

On pourra parcillcment en construire pour les demi-degrés ex-—
téricurs ¢t pour le nombre de boucles par sommets.

Cc sont des caractéristiques de type 1 d'aprés leur construc-
tion. Il c¢st aisé de construire des graphes non isomorphes qui
~auront mémcs caractéristiques de ce type. Ils prouveront que ces

caractéristiques ne sont pas de type 2.
‘Pour les degrés et domi-degrés on peut utiliser les deux graphes

suivants :

T
<> >y
G G2

fig. 12
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3.3.2 - Longueur des circuits

Nous avons vu qu'un isomorphisme ¢ntrainailt une correspondance
cntre les arcs. Do cette correspondance on peut tirer des

résultats semblables a ceux obtenus pour. les sommets.

3.3.2.1 proposition
grog,3.3.2.1

Pour deux graphes isomorphes, si deux arcs sont adjacents dans
1'un des graphes leurs correspondants lo sont ausei dans l'autre
graphe, de¢ la mdme fagon. (arrivant, partant ou sc suivant en

un sommet)

Ceci résulte de la définition de la correspondancc entre les
arcs, gui cst construite 3 partir de la correspondance de. leurs-
extrémités.
Il en résultera alors que
Prop 3.3.2.2 7 v
| VLFisomorphi; entre deux graphes induit une correspondance

biunivogue entrc lcs cycles et entre les circuits.

Pour s'en rendre compte il suffit d'appliquer la proposition
précédente & chacun des sommets d'un circuit ou d'un cycle d'un
graphe. On construira dans l'autre graphe un circuit ou un cy-
cle correspondant,ide méme longucur. Comme deux circuits ou
deux cycles distincts différent au moins par un arc, les cir-
guits ou cycles corrcspondants différeront aussi par les arcs
correspondant & ccux utilisés pour la différenciation dans 1'au-

tre graphe. Il cn‘résulte que la correspondance est biunivogue.



III1.6

3.3.2.2 - Conséquences

Comme pour lcs sommets on peut dirc que

prop 3.3.2.2.1
Si deux graphcs sont isomorphes ils ont mGme nombre de cycles

A

et de circuits de mlme longucur.

Unc autre conséquence a utiliser dans la recherche de la cor-
respondancc entrc lcs sommets est quc
prop 3.3.2.2.2
‘ Pour deux graphcs isomorphes, par des sommets correspondants
il passe le mlmc nombre de circuits ¢t cycles de méme lon-

gueur.

3.3.2.3 - Caractéristique associéc

Elle sc¢ construira pour chague grapnc de la méme fagon qu'au
paragraphe 3.3.1.3. Pour les circuits, par cxcmple, ce sera un
vacteur indicé par les longueurs de circuits tel que la compo-
sante d'indice 1 soit le nombre de circuits de longueur i dans
le graphe. La dimension maximale de cc vecteur est encore m,

le nombre d'arcs.

Remarquons que pour chague sommet on pourrait construire des
vecteurs du méme typc Indiquant le nombre de circuits (cycles)
de chaque longueur passant par ce sommet, et au cours de la
construction d'un isomorphisme, essayer d'associer des sommets
de mémes vecteurs.

Ces caractéristiques de type 1 sont maliacureusement longues a
calculer. Les circuits, par exemple, peuvent se¢ calculcr & l'aide
des éléments diagonaux des puissances de la matrice caractéris-
tique du grapiae.

On vérifiera encore sur des exemples gqu'elles ne sont pas de

type 2. (voir fig. 13)



3.3.3 - Une caractéristiquc de type 1 : la matrice D

3.3.3.1 -~ Arcs et degrés

Les caractéristiques que.nous avons vues consistent & indiquer
lc nombre de sommets d'un graphe qui vérifient une propriété
quantitative. In voici une construite sur les arcg qui vérifient
urie propriété gquantitative.

Si la propriété quantitative ne dépend que des arcs, on cons-
truira un vecteur, meis si elle dépend des sommets, comme les
arcs ont deux oxtrémités il faudra utiliser une matrice.
Supposons ‘que la propri¢té en question soit gqu'''un arc relie

un somuet do degré 1 & un sommet de degré j." On construira
alors la matrice Dy indicée en lignes ¢t e¢n colonnes par les
degrés des sommets. et telle que Dij sera le nombre d'arcs re—
liant un sommct de degré 1.4 un sommet dc degré j.

Il est aisé de démontrer & partir de la proposition 3.3.1.1, de
la définition 2.3.1 dc¢ l'isomorphic ¢t de la définition de la
correspondance entre les arcs, que la matrice D cst une carac-
téristique de type 1. .
Les graphes-de la fig. 12 qui ont méme matricc D et qui nc sont
pas isomorphes montrent qu'clle n'est pas de type 2.

On trouvera fig. 14 un autre contre—-exemple.

3.3.3.2 - Généralisation
L¢ processus . de construction-dc ces caractéristiques est main-
tenant suffisamment démonté. pour qu'il ne soit plus nécessaire
d'en donner des. exemples. Indiquons simplement gu'on peut on
inventer un grand nombrc, ¢t gqu'il n'est pas nécessaire d'indi-
cer par le méme genre de quantité les lignes et colonnes de la
matrice D. 7
Nous verrons plus loin {méthode des deux fonctions. 4.4.2.72.)
unc autre généralisafion;'et’une méthode simple de calcul. Nous
¥y verrons également l'incidence de cette caractéristique sur la

N ! . e
recherche d ypn isomorphisme.
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3.3.4 - Les relations d'éguivalcence

3.3.4.1 - Un type de rclations d'équivalence

prop 3.3.4.

t

i

o

Si deux graphes sont isomorphes, les relations d'éguivalences
entre les sommets doivent &tre respectées, a condition que
celles~ci soient définies dirsctement ou indirectement & 1l'aide
des arcs. C'est le cas .des H-et S - équivalcences qui dépendent
des arcs par le groupe d'automorphismes. Il est isomorphe au
groupe des permutations des sommets qui respectent les arcs.

Ce semait aussi le cas d'une relation qui indiquerait comme
équivalents deux sommets qui ont méme degré. lais si on dit que
deux sommets sont équivalents si leurs indices sont pairs, on
obtiendra une équivalence qui ne rentre pas dans le genre envi-
sagé. Ce genre de définition d'équivalences est nécessité par
le fait gu'un isomorphisme est une correspondance entre les

sommets associée & une correspondance entre les arcs.
1

Un isomorphisme rcespecte les équivalences cntre les sommets si

¢lles sont construites 4 l'aide des arcs.

3.3.4.2 - Conséguences

prop 3.3.4.

L'isomorphisme induiera alors une correspondahce biuniVOQué‘
entre les classes d'éguivalence des deux graphes, parce que,
comme pour la H et S- équivalence, decux sommets équivalents

dans 1l'un des graphes ne pourront correspondre qu'ad deux sommets

équivalents dans 1l'autre graphe. On peut établir
2

81 deux graphes sont isomorphes, ils ont pour toute relation
d'équivalence du type 3.3.4.1 méme nombre de classes de¢ méme

cardinal.

En suivant le méme raisonnement que pour les degrés des sommets
on tirera dfautres conséquences utiles & la recherche dwpn 'iso-

morphisme, ¢t on pourra construire unc caractéristique.
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3.3.4.3 - Caractéristique

Ce scra un vectceur indicé par les cardinaux des classes et dont

la composante d'indice j sera le nombre de classes de j sommets.
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propriétés des graphes

Pour la détermination dc non-isomorphic de deux graphes il

ést naturcl d'utiliser toutes les informations que 1'on a, ou

"Que 1'on peut avoir sur les graphes.'

Eroﬁ 3.3.5

Aussi de la définition on déduira qué

Si deux graphes sont isomorphes ils sont ensemble symétriques

ou non-symétriques

et donc qu'un graphe symétrigque et un graphe non-mymétrique ne
sont pas isomorphcs.

De méme de 1'étudc précédente on saurs qu'un arbre (graphe
connexe sans cycle) et qu'un graphe hamiltonien (il existe un
circuit passant par tous les sommcts) ne peuvent ¢tre isomor—-
phes. L'inconvénient est que de telles propriétés ne se cons-—
tatent pas aisément.

éme si on pouvait trouver un grand nombre de telles proprié-
tés, elles n'auront pas un intérét pratique car le plus souvent
le probléme de 1'isomorphic se posé¢ pour de¢s graphes cons-
truits intentionncllement pour vérifier une propriété, qui en
général en exclue beaucoup d'autres.

Remarquons toutefois ceci : bien que nous ne l'ayons pas ex—
primé, l'isomorphic entre deux graphes induit une correspon-—
dance entre les chaincs ¢t chemins des graphes. Si on sait que
les cycles et circuits sont des chalnes et chemins fermés, on
n'aura pas de difficultés & le montrer. Or pour rechercher un
isomorphisme entre doux graphes on utilise directement ou in-
directement lcs chemins et les chaines dans les deux graphes,
qu'il faut alors calculer cxplicitement ou implicitement. Mo-
yennant quclques calculs supplémentaires on peut faire appa-—
raitre des propriétés qui pourront 8tre utilisdcs pour tester

ls non-isomorphis - .
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On peut ainsi faire apparaitre la dimension ¢t le nombre des
composantes fortcment connexes. Il existe méme une relation
d'équivalence entre les sommets apparentée aux composantes for-
tement connexes qui se construit & partir de 1'égalité de cou~
ples de lignes et colonnes de la matricc de la fermeture tran-
sitive du graphc. Cette derniére est la somme des puissances de
la matrice caractéristique du graphe, ct il cxistc des algd—
rithmes trés rapides pour la calculer. Deux graphes isomorphes
ont mémes nombres dc¢ classes de méme cardinal pour la relation

d'équivalence ci-dessus.
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3.4 - Conditions suffisantes

‘Nous revenons au probléme de 1l'existence d'un isomorphisme.

La premiére condition: suffisantc ' est la définition mlme de
1'isomorphie de deux‘graphes_ Lés autres ne scront que des
expressions de cette condition, comme par exemple la P - équiva-
lénce des matrices caractéristiques des deux graphes..

Pour &tre cffectivement utile une condition suffisante doit
permettre d'éviter d'unvisager les permutations éventuelles de
1'cnsemble des sommets. Pratiquement il n'en existe pas, du
-moins, & notre connzissance.

’L@S'caracféristiques de type 2 qui sont-associées aux conditions
suffisantes sont aussi assujotties aux mbmes contraintes, et
celles qui sont connues ne sont pas non plus d&'un emploi aisé.
En voici, toutefols, une intéressante pour son principc de

consgtruction.

3.4.1 - Expression par un nombre de la matrice caractéristique

Juxtaposons les lignes de la matrice caractéristique d'un
graphe. On obtient un vecteur dont les composantes sont les
chiffres d'un nombre écrit en binaire s'il s'agit d'un graphe
ordinaire, en basc P+ls'il s'agit d'un p- graphe. L'expression
de ce nombre en basc 10 représente d'une fagon unique la ma-
trice, et cst pour les graphes une caractéristique de type 2.

Pour un graphc¢ simpic, son expression est

K= s é Aij -2 (n-1) m +n-j

i=1 J=1
On peut méme, pour gagner du temps en calculy, quand le graphe

¢st symétriquc, sans boucle, appliguer ce processus & la par-

tic triangulaire supérieure de¢ la matricc caractéristique.
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L'utilisation pratiquc de ce nombre en calculateur n'est faisa-
ble que si tout le nombre peut étgo représenté, et comme c'est
un grand nombrc (de l'ordre de 2° ) il faut que mémoire n'ait
pas une structure de mot, ce qui actuellcment e¢st rare. L'oncom-
brement de ce nombre cst évident si on se souvient qu'il repré-
sente une matrice.

Si deux graphes ont m8me nombre K ils seront isomorphes, car
cela signifie que les matrices caractéristiques des deux graphes
sont égales. Il ne faut pas étre grand clerc pour se rendre
compte queila comparaison directe des matrices caractéristiques
sera plus’rapide que la cbmpafaison de leur nombrec K gui pour
8trc calculé, nécessite d'isoler successivement les éléments de

la matrice, comme dans une comparaison.



3.5 - Conditions nécesgaircs et suffisantes

Pas plus que pour les conditions suffisantes, il n'existe de
conditions nécessaircs et suffisantes d'existence d'isomor-

phic 3 qui soit valable.

Ici encore il faut éviter d'utiliser toutcs permutations des
sommets. On cherche alors & numéroter les sommets des graphes
d'une fagon uniforme dans tous les graphes. On pourrait essa-
yer par exemple de faire cen sorte que la matrice caractéristique
ait le plus d'éléments non nuls en haut et & gauche. Il n'existe
pas de méthode valable.

La magnitude d'identification qui est le maximum du nombre K

pour les différentes permutations de la matrice caractéristique
est un essai dans ce sens, mails pour le calculer il faut en-
visager les permutations. Il n'en est pas moins vrai, qu'elle
sora indépendante de l'ordre des sommets pour un graphe donné

et de ce fait sera une caractéristique de type 1 et 2.

3.6 - Conclusion

I1 résulte en fin de compte qu'il est relativement facile de
conclure a2 l'inexistence d'un isomorphisme entre graphes, mals
que la meilleure fagon de prouver son existence est d'en exhi-
ber un. Pour cela il faut le¢ construire, et c'est 1'objet du

chapitre suivant.
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4 - Méthode de xecherche d'un isomorphisme.

4, I, Principe

Cé bhapitre contient dtabord la description du matériel mat-hématique

et ensuite son emplois

On cherche une correspohdance b,iunivoqﬁe qui resbecte les arcs, entre
les sommets de deux graphes susceptlbles d'étre isomorphes. Pour cela
on etabllt dans checun des graphes une relation d’equ1valence entre
les sommets et on construit entre les classes des partitions associées
une correspondance b-riuniwv.-oque compatible avec'l’isomorphisme
eventuel des deux graphes, clest-a~dire que les sommets d'une classe
dans 1tun des graphes ne pourront correSpondre qu’aux sommets de la

classe correspondante dans 1tautre graphee

On affine ensuite les partitions obtenues % 1'aide dtune aufre rela—
tion d'équivalence ou.d'un procédé qui fait intervenir les classes

des voisins (sucggsseursmet prédécesseurs).de chacun des sommets
jusqu'd obtenir la partition associde 3 1a-S_-:équiva1ence; Si on a
pris la précaution de conserver constamment la correspondance entre
les classes des deux graphes, on obtient a la fin une corresﬁondance
entre les S-classes. En se rappelant que les sommets de deux S-classes
coriespondaﬁtes peuvenf éfre associés‘arbifrairement, on obtiendra

1'isomorphisme cherché (prope 2.645.2).
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I1 se peut qu! A une étape donnée on ne puisse plus affiner la
p p p
partitione On utilisera alors un procédé qui consiste & associer

arbitrairement #es sommetse. Il faudradans la suite de la recherche -

. vérifier que ces associations sont acceptables, et éventuellement

en choisir dtautrese.

Ltisomorphisme peut &tre obtenu également dans le cas ou la parti-
tion a été affinde jusqu'3 ne contenir qu'un sommet par classes
La correspondance b-iunivoque entre les sommets est la m&me que celle

qui existe entre les classese.

4. 2. Fonctions intrinsdques.

Ce sont elles qui permettent d'obtenir des relations d*équivalence

entre les sommets des graphese

4 2,_}} Définition FuI,.

Défa4a2. 1. Soienf‘uh'graphg'G = (X;U,e) et un ensemble F quelconque.

Une fonction f : X ——-3 F est intrinsdque si 1'image d'un sommet
‘par cette fonction est invariante par les automorphismes du graphes
Clest-3-dire

¥V eH, V xeX f Wx) = £ (x)e

Ltensemble F qui en général est 1l'ensemble N des entiers ne sert g

quta distinguer des sommets qui ont des images distinotes,par la fong=-
t-ion f. Il ne présente en fait que peu d'intér8t et on peut le choi=-

sir de fagon & ce que son emploi soit le plus agréable possibles



4. 2, 2, Exemples de fonctions intrinséques.

On les construit 3 1'aide d: conditions nécessaires d'isomorphismes,

rplus_précisément de leurs congéquences sur les sommetse .

- o " " En prenant pour ensemble F ltensemble des demi-degrés intérieurs
possibles sur les graphes (1'ensemble IN¥) 3 la fonction £ 3 X —wF
qui 3 chaque sommet associe son demi-~degré intérieur est une fonction
o intrinsdque. En effet un automorphisme est un isomorphisme de ce
'graphe dans lui-méme ot dtaprds la prop. 3.3.I. les sommets de mBmes 172

degrés intérieurs ne peuvent se permuter qu'lentre euxe

Par ce m&me procédé et 3 ltaide des conditions nécessaires définies
en 3.3, , on pourra construire des fonctions intrinsdquess Si on
~exprime par la fléche x j---» la phrase "qui & x associe", on pourra
établ;r la liste suivante .

f { X -3 n oUn = nombre de sommets du graphe

‘

£

3 X —— degré du sommet X
£ x_j-—mf»demimdeqré intérieur du sommet x
ffﬁ X ez demi-degré extérieur du sommet x
f«x )—-—9;le nombre ge bouc;es sur le sommet x
. fy: x |3 I 81 % appartient 5 un circuit de longueur 1, O sinon
f's+ X (~—s le nombre de circuits passant par x
etCesss

- On verra au paragraphe 4. 3, dfautres fonctions intrinsdques.



4/4

4e 24 34 Folo = dquivalence.

A une fonction est associde la relation dtéquivalence suivante "deux
é1léments sont équivalents si et seulement si ils ont m#me image par
la fonction". Poux une fonction intrinstque cette équivalence définie

surX sera appelée la F.I = équivalence. Les Fol. - classes seront les

images réciproques de chaque sommet par la fonction intrinseque.

A chaque fonction intrinsdque sera associée une Fels = partition .
A paztir de deux d'entre-elles on peut en créer une troisidme formée
! 3
par jes intersections des classes des deux partitions. La relation
associée

dtéquivalenceVest "deux sommets d'un grephe sont équivalents si et
seulement stils ont m#me image par chacune des deux fonctions"e En
généralisant 3 toutes les fonctions intrinsdques on obtiendra une

partition de l'ensemble X des sommets d'un graphe qui sera plus fine

que toutes les autress

4. 2. 4. FI=dquivalence et H =équivalences

On peut cohnaitre une partition plus fine que'toutes les F.I;~paru
tit-ions.

Prop. 4:2.4.{La H - équivalence implique la El-équivalences

Ceci résulte de ce que dlaprds la définition 4.2.I une fonction

intrinsdque a méme valeur pour tous les sommets des S - classese

On en déduira que la H - partition est plus fine que toutes les

F.I.-partitions.



4¢ 24 5. Fonctior intrinsdoue associde 3 une partition.

De la proposition 4.2.4. 1! résulte gue si une partition est moins

fine que la H — partition, on pourra construire une nouvelle fonction

4

intrinsdque qui est la fonction associde 3 la partition.

b\

Pour cela on numérote les classes de la partition, et on affecte 3

chaque sommet le numéro de sa classe.

Pratiquement les seuls cas ol on est assuré que la partition est

mqins fine que la H ~ partition est celui ol on construit cette
partition a partir dé deux FQIs*pértitions; Ay lieu de numéroter les
éziasses de 1la pavtitiom obtenué‘on peut numérofer les couples des
valeurs des deux foﬁctions intrinséques pour chaque éommet; On ob.tiene
dra directement une nouvelle fonction qui est encore une .fonction .

intrinstque. (comparer avec 4.2.3)

Appelons ce processus "la juxtaposition de deux fonctions"e. En itérant
cette juxtaposition de fonctions dans un ensemble de fonctions
intrinsdques on optient une Loaction intrinsdque qui a un-dventail

.de.valeurs beaucoup plus large que toutes les autres.

4e 2, 64 EsI~équivalence et isomorphisr-

4, 2, 6. I, Correspondance biunivooue entre les F.I.-classes de deux graphes.

Une fonction intrinsdque associe a chaque sommet d'un.graphe une
valeur qui exprime la mesure d'une propriété quantit.ative de ce

sommets Mesurons de la méme fagon ces propriétés dans les deux



graphes s;sceptibles d'8tre isomorphes. On fera cdrfespbhdré les

¢ lasses de chacun des graphes qui ont m#me valeur par la fonction
intrinséque{
Cetté correspondance est compatible avec la correspondance biunivoque
que l1ton cherche 3 obtenir entre les sommets, c'est & dire qu'un som-
met d‘uhe F.I. - classe de l'un des graphes ne péut 8tre associé
qulavec un sommet de la P;I&-classeicorreSpondante dans 1tautre ora-~

phe car-on a vu en 2.6.5 qu'un isomorphisme respecte les H — classes.

Quand on utilise la "juxtaposition de deux fonctions"™ il faut prendre
la précaution de numéroter simultanément les couples des valeurs des

deux fonctions dans les deux grapheé.

4, 2, 6, 2, Condition nécessaire d'isomorphias - -

Les FeIe-équivalences dépendent des arcs par le groupeud'automorphiSmes
“comme les H et S = équivalences. On peut leur établir les résultats
obtenus en 3.3.4. et en particulier
Propls 44 2. 6. 24 1.

5i. deux graphes sont isomorphes, ils ont mé&me nombre de Fel.-classes

e

de m8me cardinal.
En utilisant les remarques du paragraphe pfécédeht”oﬁ'é"ﬁn résultat

plus fine - - ' S ’ '

Prope 4e 24 6e 24 2.
- 81 deux graphes sont isomorphes les Fel.-classes correspondantes

ont m&me cardinale
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4, 2, 6, 3, Fonctions intrinsdques et matrice D.

En se reppelant 1la définition 13,3,3." de la matrice D et sa générali-
sation on constate qu'on péut inéicerAlégulignes par les valeurs d'une
fonction intrinsdque, les colonnes par les valeurs de la m8me ou
dfune autre fonctioqinﬁ;inééque et définir Dij par le nombre d'arcs
reliant un éommet ayaﬁt la Qaleur i pour la fonction intrinsdque ¥un

sommet ayant la valeur } pour la seconde fonction intrinsdque.
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4, 3. Fonction de structure. . . : .

4. 3. 1.

Def. 4. 3.

4, 3, 2.

Ce sont les fonctioné qui permettent d'affiner‘lés.partitions
éﬁteﬁues par les fonctions intrinséques. Elleg doivent répondre
ddeux céntraintes : conserver la‘cérrgspondance biunivoque entre
les classes, exprimer ies 1iaisons entre les sommets dans chacun

des graphes. C'est 3 cette seconde contrainte qu'elles doivent

leur nom.

Définition (FS).

TI. Pour un graphe G = (X,U,e) une fonction de structure est une
—

,;_-:‘)
oi X est le monoide commutatif engendré

fonction v : X ——=2> X
par X) qui 3 chaque sommet X de X associe un mot y X tel que pour
toute permutation v de H on ait y (vx) = v (yx).

Dans cette définition v ( yx) est le mot formé des transformés par

la permutation v des sommets de yx.

Exemple.

La fonction de structure la plus naturelle est la fonction
successeur (2.I.3.3). A chaque sommet X on associe le mot formé
par les sommets y qui sont exrémit8s des arcs issus de x. La défi-
nition des automorphismes permet d'affirmer qu'il s'agit bien
d'une fonction de structure.

En voici d‘'autres :

Par les puissances de la fonction lon envisagera les sommets y

qui peuvent &tre atteints 3 partir de x par un chemin de longueur
1, s'il s'agit de Pl ; et les sommets y', 3 partir desquels on

peut atteindre x par un chemin de longueur 1, s'il s'agit de P_l .
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La notion de chemin peut 8tre remplacée par celle de cha%ne.
Pour les construire on superpose au graphe étudié son inverse.

Les chatnes sont les chemins dans les draphes 6bténuse

Un rafflnement de ce qu1 precede con31ste A prendre les sommets qui

peuvent étre attelnts pﬂr un chemin de 1onq uveur i, mais pas par un
ohemln de 1ongueur plus petlte. Ces sommets forment ce qu'on appelle

l'écallle de tallle 1 associde au somet x qu1 a servi 3 la cons-

truires Ces ecallles ont un 1len avec les ohemlns elementalres les

plus courts et les circuits élémentaires.

On peut également ut-iliser les cycles et circuits: associer ¥ x °
les sommets qui appartiennent ¥ un circuit passant par x. Ces som-
mets appartiennent é-l’intersection des. fermetures transitives

a - ) et ("' )

On peut encore env131ger parmi les successeurs d'ordre 1 dfun som-
met, ceux qu1 sont d'un decre donné ou ceux qu on peut atteindre par

p1u31eurs chemins de longueur 1, etc...’

Toutes ces fonctions de striucture se construisent Y partir de la

fonction' . Elles sont 1ides aux arcs par le groupe dtautomorphismes,

-

et la fonction ' qui est une représentation du grephe contient toute

1'informat-ion sur les linisons des sommets par les arcsL I1 ntest
pas toujours possible de trouver une formule simple pour exprimer

les fonctions de structure A partir des puisscnces de la fonction '
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4, 3. 3. Graphe associé a une fonction de structure.

4,3.,3.1 Représentation des fonctions de structure..

Si on compare la définition des fonctions de structure avec celle de
la fonction successeurkr‘(Q.lfS;S} on constate que dans les deux cas
i1 s’égit dtassocier un mot de X A un sommet x. On peut alors con—
clure que leurs représentétiqns.seront les mémes. Et comme il s'agit
~ de représentations de graphes, les éutres méthodes de“représentation

des graphes seront aussi représentatives des fonctions de structuree

4. 3. 3. 2. Graphe associé.

‘K partir de la réprésentation de la fonction de structure on peut
“donc construire un graphe qui sera- le graphe associé % 1la fonction
de structures.

Déf.4;3;332 | Le grgphe‘GS associé & une fonction_de structure gst{le graphe
qui admgt pour fonotioﬁ successeur la fonction de structure.

Y est en particulier une fonction de structure ppur(i;.

4. 3¢ 3¢ 3+ Comparaison des grouves d'automorphismese

4;35333;1.Progo$ition,

Ce gfabheﬁzﬁiﬁﬁme nombre de sommets due (¢, On peut ‘donc comparer
“'son groupe dlautomorphismes avec celui du grapheG. On a
props 4:3.3.3.1
"~ Le groupe dtautemorphismes H (G) d'un graphe G est isomorphe a
un sous—groupe du groupe d'automorphismes H (GJ) dtun graphe(?y

associé au graphe G et 3 une fonction de structure;r.
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Demonst.
Cn S“lt que le aroupe d'automorphlsmes H (<) dtun graphe G est
»1somorphe a un sous~groupe H du groupe S des permutatlons de n
v_sommets du qraphe. Soit H le sous~groupe de Sp 1somorphe a2 H <GbJ‘
'S1 H est un sous—qroupe de Hé-le resultat sera prouve. Pour cela
eXprlmons le groupe H % 1'aide de la fonctlonfﬂ. La proposition
2.4.17qui;aoﬁnait lé définition:déé bermutationéxvidégH bermet
d'écrire : | ‘. o o |
y £ H /—--—>'\4x,y VaS rx —--—»\J yE*‘\.:x:x
‘ou ié formule yf—)x 31gn1f1e au 11 ex1ste un érc u;de X 3 vy.
De‘méme : ,
Qg S ng&K:éYX”r:y;J% zgg %iyévrk}.
Vérifions enfin que toute permufatioan de H‘est»gne.permutation
‘de HZ’? Soient x et Y deux sommets tels que yeyXe Comme V) est une

permutatlon V Y% appartlent a\/(Yk) et par 1a deflnltlon dez/ on a

VY appartlent aé'ﬁnc V se comporte donc comme une permutatlon\?,.

44 34 34 3+ 2. Conséquencess

a) Une consequence de cette prop031t10n est que
PrOp. 4.3.3.3 2 . -
} La H- partitlon est nlus f1ne que la HJ’" bartltlon.
Dtoli une tonction intrinséque pour G ne sera pas nécessairement
une fonction intrinsdque pour GH alors gue li'inverse est vrai.
b) I1 vy a une nuance 3 apporter d la premidre propnosition.
Cn peut admettre que le sous-—groupe soit le groupe tout eﬁtier;

Cette éventualité n'a jamais été exclue jusqutici, m@me quand il



slagit de H, sous=-groupe de Sna

Parmi 1les graphes<}écxldistingue ceux pour lesquels H est un
sous-groupe propre (différent) de Hs:et ceux pour lesduels H se con—
fond avec PIJ. On»verfa plus tard (4.4;2.) que‘l'éffiogcité dfune
fonction Zldépend de 1'inclusion HCT{X; On aurait intér&t 3 savoir

dtavance si cette inclusion est stricte_ou larges Mais Hydépend de

G et de y’; et on ne peut pas tester facilement cetfé inclusion

sans connaltre les groupes H et Har. -
‘i; peut méme se produirer qﬁ'ung fonétion.&e structure donne avec
un graphe une incluéion stricte, et avec un autre grapﬁé une inciu~-

sion large. Voir Fig. 15.
4 3. 3. 4. Graphe associé et isomorphe.

Ltemploi des fonctions de structure dans la recherche des isomor-
phismes entre graphes est conditionné par la proposition suivante :

Prop. 4.3 34

i Les graphes associés par la méme fonction de structure, & deux .
‘ graphes 1somorphes sont isomorphes.
Cette proposition est une conséquence de l'existence d'une corres-

pondance biunivogue entre les sommets de deux graphes isomorphess
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Figw; 15 Comparzison des groupes H et My pour deux graphes
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4, 4, Fonctions de structure et fonctions intrinséques.

44 4. 1. Construction de fonctions de structure.

s oAl i A

4, 4. 1. 1. Construction

A 1'aide d'une foncilion de structure }/ et d'une fonction intrin-
sdaue F on peut const ruire une nouvelle fonction de structurea"
par la méthode suivante : Z’e: associe A un sommet x les sommets y de
Xx pour lesquels f (y) a une valeur donnée €. Ce sont les sommets

de Xx qui appartiennent 3 une FI,~ classe donnée.

e
4e 44 1. 2. Propriété.
Prop. 4.4.1.2
‘ Xa/ est une fonction de structure pour G.
Soit z appartenant 2 7{/x. Alors z ¢¥x et £ (;) = a ol a est la
valeur donnée. Une permutation V de H transforme x enyx et z enyz.
z et Yz ont mdme valeur par la fonction intrinséque; Dtautre part
Vz appartient 3 Y (@x), clest 3 dire 3 ¥ox. I1 en résulte que vz
appartient a b’)\?x- Comme ceci est vrai pour tout z de X’x et pour
toute permutation V de H, on a le résultat attendu, et H'X(;' cOon=

tient He

| 4e 4, 1o 3. Comparaison de HY et Hfé o

I1 n'est pas possible de donner un résultat A priori sur la compa-
raison des groupes HB’ et HU’, ni sur l'éventualité de a’)fonction
de structure pour G)" On peut construire des fonctions X) ou H)'
nta aucune relation d!inclusion avec HK « Voir fige I6.

La situation réciproque de Hb/' et Hy dépend de la finesse de la

F.I -~ partition associée & la fonction intrinsdque par rapport 2
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la Hg'— partitions I1 se produira que si la FeI = partition est

plus fine que la H@f - partition alors la H J" partition sera plus
fine que la F.I —.Partition.

Les H3f~ partitions plus fines que les Fel ~ partitions ont un rb;e
important dans l'amélioration_des FeI - partitions, cowmme on le‘verra
dans la méthode des deux fonctions.

On verré un exemple de construction de fonction de structure )"

fige 16. On remarquera, dans le deuxi®me cas, que 3”'n'est pas une
fonction de structure pour GZ.. Ceci résulte de ce qu'unc fonction
intrinsdque pour G ne ltest pas en général pour GJ'; (Justification

en 4,5.3)

NP/l Ao g S ey PSRN o Tl g S as et sty

4. 4, 2. 14 Fonction intrinsdque sur Gy «

Soit une fonction de>sfructure ¥ o La fonction qui é_x associe le
cardinal de E/X est une fonction intrinseque. Clest la fonction
demi-~degré extérieur‘survle graphe (:J.. Elle est une fonction in-
trinsdque pour ce graphes Comme H)LJH, la H - partition est plus fine

~que la le— partition qui est plus fine que toute Fe«l ~ partition
sur GJ” |
On obtient donc que toute fonction intrinséque sur L%y'est une
fonction intrinsgéque sur C.

I1 en sera de méme pour les graphes Gy, oY en particulier la fonc-

tion demi-degré extérieur est le cardinal de 1l'en.semble des som-

mets vy de}f& qui vérifient f(y) = a, ol a est une valeur données
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4e 4. 24 2, Méthode des deux fonctions.

Cette méthode avec celle des hypothdses forme la partie essentielle
de 1'algorithme qu'on déduira de cette étude.
Elle dérive de la méthode de construction de fonctions intrinsdques
ci-dessus indiquée.

4e 4, 24 24 1 Description.
Soit une fonction de structure K’et une fonction intrinsdcue f qui
prend ses valeurs dans un ensemble fini F. Soit 1'ensemble des fonc-
tions de structure”?fza ol 2 décrit Fo, Appelons f, la fonction in-
trinsdque de Gdonnée par le demi-deqré extérieur dans Qﬁq;.
La méthode des deux fonctions Yet f consiste } construire par le
processus de juxtgpositipn (vu en 4,2.,5) de f et des fa une nouvelle
fonction intrinséque fr.
La Fal -~ partition associde 3 f! est plus fine que celle associée
d f. ft est une‘fonction intrinsdque par ce que le processus de
juxtaposition construit des fonctions intrinsdques 3 partir de fonc-
tions intrinséquese. On trouvera une autre démonstration de cette af-

firmation fige 17 et 18,



La méthode des deux fonctions construi des fonetions intrinsdques

Démonstration.

f  est une fonction intrinsdque : VyeH, VxeX  fHx) = £(x)

est une fonction de structure : VYxeX, WeH ¥(x) = Y{¥x)

H - équivalence x»ﬁ y == IVEH y =Yx -
FI.. équivalence X ¥ = f(x) = £(y)
FI -
Propriété X ~awy == X~ Y
H ’ FI

La méthode des deux fonctions construit une fonction qui affecte la
m8me valeur 3 deux sommets s'ils sont FI - équivalent s et si ils
ont autant de sommets associés par § dans chaque FI -~ classe.
Ltéquivalence associde est la FI! ~ équivalence. _
Xmr ¥V ®== X ..y et VA uneFI - classehsxﬂA! :32{0/\’
FI! FI = ‘ Y

Montrons que H - équivalence -===3 FI! —~ dquivalence.
Démonst ‘
Xy ==z 4y ¢H ’ y =¥x et By =V(¥x).
soit t & BxNA alors’

t e Ix —*-*-“—‘% z =t € V¥x =y,

=y z & YyOA

t €A i oz =Vt smes z €A
soit t'éBx t!' # t alors

z! = Vt! est différent de z
dtol V¥ t & Yx0A, 37 z, ¢ Ty0A
ce qui établit une correspondance b iunivoque entre x A et y A
dtolt |¥xnA = )Ky(\/\é , et ceci VA,
Comme dlautre part H -~ équivalence ===e FI ~ équivalence on a bien

le résultat attendu.
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Fige 18

Thé ordme
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Forme algébrique de la méthode des deux fonctions.

Soit un ensemble de n objets 3 X.

Soit une partitidn p de ces objets et la’p - équivalenpe COrTesS=-
pondante. f est la fonction associde A la”pértition p:

Xryy =3 f(x) = £(y)

Soient les sous-groupes k de Sn dont les k - partitions associées
sont plus fines que la partition ps Soit h un des sbus~groupes k
tel qu'il niexisfe pas de k ~ paftifion stricfement moins fine.
Soit 11 X ——> X'une fonotion vérifiant Vx X, VVeh

10%) = (1) - |

Clest une fohction du tyﬁe:"de étructure";‘Remarquons qu'une fonc~—
tion vérifiant cette propriété sur un groups contenant h, la véri-
fie sur h.

f est une-fonction vérifiant —VxeX; VV:h ~£fOx) = £(x).

"Clest une fonction du type"intrinsdque". Elle vérifie cette pro-

pour
priété pour tout sous~groupe de.h, et mBmelTout sz-qroupe k.

La méthode des deux fonctions consiste & construire la partition
q telle que
XY fmmsy, x,;;y et V A.une classe de p |1x NA| = |1ynAl.

La g — partition est moins fine que la h - partitions

Démonst.
Xasy ===y 3 ehtel que y=Vx et 1y =V(1x)
h 7 | - T | _

VA, soit t ¢ 1xNA, alors

telx —m—s z =\)t « ‘\)‘lx-;-'ly
te A == z=VYt == zch

soit t' ¢ Ix\A, t' £ t, alors z' =V+t! est différent de z



Fig. 18 (suite)
ce qui établit une correspondance biunivoque entre les éléments
. [
de 1xNA et 1y(1A d'el ilx(\ﬁg = ﬁly(WAl.

Comme X~y ===3 X-~sy on a bien
x?;y <_-:_:> X~y et VA p, }lxﬂM=‘{1y»’WA1.
p

4’0 40 2. 2‘ 2. Em[zloiO

a) Itération
La méthode des deux fonctions peut 8tre itérée avec la méme fonc-
tion de structure 7§et en utilisant la nouvelle fonction’intrinséque;
Implicitement ceci revient & utiliser les puissances de la fonction &

a
qui se calculent comme les puissances de la fonction successeur ! .

Sifﬁ est la fonction de structure, comme on’sait'quefﬂl indique les
sommets qui peuvent 8tre atteints 3 partir de‘chaque sommet par des
. chemins de longueur 1, on constate quten itérant la méthode des deux
fonctions, on construi implicitement tous les chemins issus de tous
les sommets du graphe. L!ensemble des chemins issus d'un sommet peut
8tre schématisé, avec quelques précautions, pET une arborescences
La méthode des deux fonctions itérée revient alors 3 donner par les
nouvelles fonctions intrinsdques 1la méme valeur aux sommets racines

dlarborescences isomorphess

Comme pour le processus de juxtaposition, il faut prendre la pré—~
caution dl'affecter ces valeurs silmutanément dans les deux graphes
dont on cherche l!'isomorphisme de fagon a respecter la correspon-

dance biunivoque entre les FI ~ classes des deux graphese.



b) Stabilisation

Les fonctions intrinsdques obtenues sont associées d des FI - partitions
de plus en plus fines, mais on a vu en 4.2.4 que les FI — partitions
étaient toutes moins fines que la H — partition. Comme 1l'ensemble

X des sommets est fini on aboutit au bout dfun certain nombre d'ité-
rations A l'impossibilité d'affiner 1a FI - partition;>0n diré gutelle
est stabilisée. Ceci_ne éous-entend pas que la FI ~ partition soit
devéhﬁe égéle'é la H ; partitions I1 existe deé caé ol 1'égalité

se produite

En tenant compte.des remarques précédentes, on comprendra que le
nombre dfitérations nécessaire pour arriver & la stabilité d'une
- FI — partition est au plus égal 3. l1a longueur du plus long chemin
é1émentaire existant dans le graphe, et donc, est inférieur ou
égal & n. Clest aussi le nombre de partitions distinctes de plus

en plus fines qu'on peut construire.

c) Amorce des itérq;iggg;
| La preﬁiére itération se fait‘avec une foncfion intrinséque quel-
conque; Réharquons quton peut partir d'unlebﬁctibn intrinséque
.associant % chaque sommet la mfme valeur. Si la’ fonction de struc—
ture utilisée est la fonction.successeur {' on cbtient 3 la premide
re itération la fonction demi-degré extérieur du graphe. Si on prend
la puissance M~'on obtient 1a fonction demi-degré extérieure. On nt
obﬁiéndrait pas ia fonction intrinééque du nombre de bqucles par

sommet 3 ltaide de ce procédé.
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d) Changement de ¥ «

11 est intéressant d'utiliser quand la stabilisation des fonctions

- intrinsdques est cbteriin e avikme fonction de structure et de re-

4e 44 24 3,

chercher avec elle une nouvelle stabilisation sur une Fel.partition

plus fine que.la précédente.

On ﬁeut méme itérer directement 1a méthode des deux fonctions en
changeént la fonction ¥ A chaque itération. Ce procédé ne présente
éas grand intéfét; car il nécessite quand ia étaﬁilisation est obtenue
de vérifier qulelle Fest pour toutes les fonct ions de structure
utilisées. Cependant 1l'utilisation simultanée des fonctions de
structure I et F.Jpermet dtaccélérer la convergence des FI - parti-

tions vers la stabilisation, en utilisant implicitement non seule-

ment les chemins, mais aussi les chafnes, issues de chadque sommete

Généralisation de la matrice D.

1. Tableau T.

On construit le tableau T par juxtaposition cCes fonctions intrin-

séques f, dans la méthode des deux fonctions Tet fo

I1 est indicé en ligne par ‘les sommets et en colonne par les valeurs
de la fonction intrinsdque f, et est tel que 1'élément Txa est le

ngmbre de sommets y de ¥ x qui vérifient f(y) = a.

La construction de ce tableau est simple si on a une représentation
matricielle de la fonction de structure ¥ . OnTobtient en sommant
les colonnes de cette matrice dont les indices sont les sommets

auxquels la fonction intrinsdque donne la valeur ae
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Lirasvhes
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4. 4. 2. 3. 2. Matrice D ¢généralisée.

La matrice D va s'obtenir 3 partir du tableau T en sommant les lignes
dont les indices sont des sommets gqui ont mBme valeur par la fonc—

tion intrinsdque.

Lz matrice obtenue est indicée en ligne et en colonne par les va-

leurs de la fonction caractéristique et on a D.. écal au nombre de

ij-
sommets, de valeur j par la fonction intrinsdque, associés par la

fonction de structure aux sommets de valeur i.
Ctest la matrice D pour la fonction intrinséque f, sur le graphe Gy .

Remarquons qu'il peut se produire des cas ol les tableaux T de deux
graphes sont différents, quelque soit la permutation de lignes quton
applique 3 1'un deux , alors que les matrices D sont égalese

Or si les tableaux T de deux graphes sont différents)les fonctions
intrinsdques f! qu'on construit 3 partir de ces tableaux par la mé-
thode des deux fonctions seront différentes aussi et les caracté-
ristiques quton leur associera indiqueront }g non-isomorphis- des

graphes.

En conclusion, la méthode des deux fonctions permet, tout en le rTe-
cherchant, de vérifier 3 chaque étape 1l'inexistence éventuelle
d'isomorphisme entre deux graphes G, celui-ci résultant de
1'isomorphisme entre les grephes G y associés pour toute fonction

de structure K.



Méthode des hypothdses.

b'e t une méthode progressant suivint une structure d'arborescence
8t > permettant de falre eclater la partltlon sur la-

quelle se sont stabilisées les partltlons 353001ees aux fonctions

intrlnseques quand ces partitions ne oermettent pas d'etabllr 11iso-

morphlsme (un sommet par classe) La correspondance blunlvoque entre

les sommets est alors celle qui existe entre les classes.

- 44 54 le Description.

Pour deux craphes entre 1esquels on recherche dﬁ iecmorphisme ont
été trouvées ot stablllsees des FI - partltlons telles qu’on con=-
nait une correSpondanceyblunlvoque entre les classes des deux gra-
phess On a vu que chaque sommet de l’une des classes dans 1'un des
graphes ne peut 8tre appllque que sSur un oommet de la classe cor-

respondante dans l'autre graphe, et peut-8tre, mlme pas: sur touss

Comme: on ne peut plus affiner les partitions obtenues par les mé-
thodes employées -jusqutici, on va faire "éclater" arbitrairement
les classes de ces partitions. Pour cela on va admettre 1'hypothése
qu'un sommet donné d'une classe donnée du premier craphe doit s'ap~
pliquer sur un sommet donné de la classe correspocdeente dans

1'autre graphes On fait 13 une hypothése de niveau 1l.

On-erée ainsi une partition plus fine:que.la précédente .dans

chacun des graphes. On-ltappellera la FH - partition. On va

affiner cette FH = partition:& l'aide 'de la méthode: des:'deux fonc-

t ions jusqu'¥ obtenir 1l'un des trois cas suivants ¢ ..



~ L'isomorphie « Chaque classe ne contient qu'un sommet.
Lthypothese dtait juste.

- Une incohérence : des FH classes correspondantes ont des car-

dinaux différenté dans les deﬁx graphes. L'hypothésé’était fausse.
I1 faut alors reprendre les partitipné sur lesqueiles 1thypothese
a étékfaite, et en faire une autre : associer le méme sommet de .
la classe du premier graphe sur un autre sommet de la classe corres—

pondantes

¢

~ Une indétermination : la FH - partition & été affinde et stabilisée
sur une partition dont une classe contient au moins deux sommetss

On se retrouve dans la méme situation. On fera encore une hypo-

thtse, d'un niveau plus élevé.

4, 5, 2. Incohérence et niveau d'hypothése.

Remarquons la nécessité de pouvoir retrouver pour les deux graphes
les partitions sur lesquelles la ‘dérnidre hypothdse a été faite et
la liste des associations qui:ont été essaydes afin de permettre
une reprise dans le cas de l'obtention d'une incohérencee I1 faut

conserver les hypothdses.

I1 se-peut que,dans le cas de l'incohérenée i1l ne soit plus possi-
ble de trouver un autre sommet de la classe du second-graphe : ils -
ont tous été essayés et chacun a conduit i une incohérencees

Stil stagit du premier niveau dthypothéses, celles faites sur les

FI = partitions stabilisdes, on pourra conclure que les deux gre-

phes ne sont pas isomorphes, puisqu'un sommet du premier graphe

ne peut 8tre associé 2 aucun des sommets de la Fl-classe corresyondante.



Fig. 20
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Par contre s!'il s'agit d'hypothéses dfun niveau plus élevé, on devra
conclure que l'hypothise de niveau immédiatement inférieur était
faussee Clest-a~dire quton a 1l'incohérence surlthypot hése de niveau

précédent, et que clest & ce niveau qutil faut en choisir une autre.
s

On trouvera fige. 20 un organigramme décrivant la méthode des hypo-

théses.

La méthode des hypotﬁéses progresse parmi les partitions stabilisées
de la m8me fagon qutun voyageur dans un labyrinthe qui aurait la
forme dfune arborescence dont seulement les sommets les plus éloignés
de la racine correspondent a des sorties; Qunad il aboutit & une
impasse (incohérence) il fait marche arridre jusqu'au dernier carre~
four (partition sur laquelle a été faite la dernidre hypothdse) et
choisit une route qu'il n'a pas encore explorée (une autre hypothése).
Sti1 a exploré toutes les routes dtun carrefour, ef qu'il n'a pas
trouvé la sortie (plus dthypothdse 3 un niveau donné) il retourne

au carrefour précédent (niveau inférieur)s S'il ne trouve pas de
sortie 11 revient & l'entrde (pas d'isomorphisme).

Dans ce dernier cas toutes les hypothdses de tous les niveaux ont

été testées : il y a épuisement des hypothises.

o i T s



4e 5. 3. Etude de 1'indétemmination.

4. 5¢ 30 1o FI et FH - partitions.

Quand une hypothése est faite, la FH — partition obtenue ntest pas
en général une FI « pariition, car elle peut 8tre plus fine que la
H = partition.-

L'exemple de fig. 18 le montre.

Ce résultat se justifie par la remarque suivante. Quand on fait 1'hy-

pothdse qu'un sommet x du premier graphe doit &tre associé d un som~

met du second graphe, on élimine a priori les autres sommets des

deux classes correspondantes sur lesquelles on a f ait 1thypothése.

Ceci reviept a supposer que ce sommet.%vne peut &tre permuté avec

les autres,_et‘donc a'il est invariant. On ne conéidére donc plus
le groupe H, mais un de ces sous-groupes H! qui laisse x invariant,
c'est-3-dire tel que IH,x:)IH h%x}- :

La‘fonction associée a la FH —‘partitiont(elle donne des yaleurs dif-

3,

férentes aux classes et affecte & chaaue sommet les valeurs de sa
classe) est une fonction intrinsdque vis & vis de la H; -~ partition,
qui est plus fine que la H ~ partition. Ce n'est donc pas une fonc-

tion intrinsdque pour le graphe enh général.

. 4. 5. 3. 2, Stabilisation des FH - partitions.

Les é1éments du paragraphe précédent permettent de connaftre une
partition plus fine que toutes les FH — partitions obtenues aprés

une hypothése par la méthode des deux fonctions. Clest une H'X - PaT-

tition, et on pourra conclure que les FH - pariitions se stabilise-

~

ront sur une FH ~ partition moins fine qu'une HY, - partition.



La figs 21 montre un cas ol 1l'on obtient exactémeht la H‘x =“pafti;
tione

La démonstration de ce rdsultat serait la mlme que celle proposée
fig. 17 pour montTer que la méthode des deux fonctions construit
une fonction intrinsdque, les FH — partition prenant la place des

FI - partitions et H', la place de He

Le résultat obtenu dans cette démonstration est vrai en général
pour les cas expdsés fig . 18; On peut déduire deé conditions du
théordme que H'x est telAqu‘il-n'éiiste‘pas de sous~groupes de H qui
laisSenf IHink% invariant et>qui contiennent strictement le sous-

qroupe’H'ié On peut aussi le déduire de la fagon dont on construit H'X.

44 54 4. Nombre d'hypothéses.

4., 5. 4. 1. Nombre minimum d'hypoth®ses.

Ctest un nombre intéressant car il correspond au cas ol l'on

Jptient le résultat lé.plus rapidement possible.

Si les deux graphes sont isomorphes on ob tiendra le résultat plus
rapidement si 3 chaque niveau on fait une hypoth2se juste, entrai-
nant la stabilisation rapide des FH - partitions, et si on minimise
le niveau de la dernidre hypothése.‘oh ne peut pas cbnnaétre a pfiori‘

1e "pouvoir séparateur" d'une hypotheses

51 les deux grapheé ne sont pas isomorphes, avant d'obtenir le ré-
sultat il faut essayer les P hypothéses qutil est possible de faire
sur des FI = classes oorfespondahtés de p sommetse On choisira alors

"3 chaque niveau les FI — classes (ou FH = classes) qui ont le moins



Fig. 21 fZpplication de la méthode des deux fonctions et de la méthode des
hypothdses pour obtenir des partitions sur un seul  graphes

-

G = (X;U;0)

- 1(2,3) 204,5) 3(6,7) 40 ) 5 (3 6() 70 ). -
Le groupe H est le mdme que celul du graphe Fige 16, / \\
H = partition = {TI) (2,3’} (4,5,8,7) \
| | o)
I° Création de FI = partition par la construction de A \

. :, / \
fonctions intrinséques 14 ‘2

A
s 123 4567 &’/ \
ommets J )
foncte demi-degrs exts {2 2 210 0 0 O} 4 5 6 7
' »
fonct, demi-degrs inte { /4 T II 4 I 1)) 2 fonctions intrinsdques
Juxtaposition 112 213 2 3 3! rusérotation des couples de valeurs
' des deux lignes précédentes
FI - partition (2} (2,3) (4,5,6,7) clest 1a H = partition

1a méthode des deux fonctions ne pourrs pas donner d'amélioration
. H H

Essais avec Ef,m i 010 O EQ O 0 0 % ;‘ \Lgix = nb. de sommets
tableau T 200 010.0 0 0 : }' de valeur 2 pour la dernidre
C:‘ £ L0 0 G0 i : fonction intrinsdque dans Tx
Juxtaposition T2 2 ;3 3 3 3 Clest 1a m@me fonction intrinsdque.’

i ‘ i

Ce travail syant été fait simultandment sur un autre graphe, et ayant obtenu des
partitions correspondantes, on doit faire une hypot-hdses
Hypothise : association da 2 de ce graphe avec un somet de la classe correspondante

de 1'autre ¢ raphes

FH . ‘partition : {1y (2) (3) {4,5,6,7)
E l § ;M,u_,x,_.__,,z% ‘3

fonction associée f, 1iZ 4 ;‘? 3 %3 { 1 e ntest pas une fonction
— - - intringdaque.




4 /32
Eig'.b 21 (suite’

Sommets 7T 2 3 4 5 6 7
|
| Méthode des deux fonctions avec 0 =/ et la fonction assoc’fe
| par §y [0]0 0 C 0 0 0]
| y/ : 5 5 &l
par {2 (2 /0 O C O O 0 {
" ;/ tableau T
par {5 (012 20 0 0 0|
’ \
; par XA 710 010 O & G/
| Juxtaposition fy 112 2123 3 3 3|} la FH-partition est moins fine que
et " la précédente
ML,T " S, [UN—
Juxtaposition f, et fyef, (T 213 :4 4 4 4 “ﬁ on a une nouvelle nunérotation
T = SRR T N T I N
4 i B
)/ _4""2
Essais avec ¢ =/
Yool Y 201 3(1) 4(2) 5(2) 6(3) 7(2)
) B .
| par (4 O1X ;I |C O C O}
? roE 3
| per [, 0lojolr 1 0 of]
‘ i > tableau T
par 0{5 ‘0010, 0 0O I X '\
. v s ! i t
par 64 (0jciolo 0 0 o)
o— — ~+y Cette FH-partition n'est vas
Juxtaposition f, 1 I1212:3 3 4 4 } comperable & la précddentes
| e S et SR 3
‘ i P - o
| e ity C@TE@ Fri-partition est plus
Juxtaposition f,, f3:f, 1,23 4 4 5 5t fine que celle associde % la

(1) (2) (3) (4,5) (6,7

+* fonetion fp

Dtautres essais montreront qu'on a une stabilisation sur la FH-partition

Elle correspond 3 la H? « partition d'un sous-groupe HY du groupe Ha

Pour 12 feaire éclater i1 faudra encore fzire une hypothise qui sere de niveau 2.

0

! La solution apparaitra zpres une hypothise de niveau 3, car alors on aura un somnet

| par classee

 Remarquons que Iy’ contient deux 4léments (2 et 3) en plus de L.
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de sommets, et parmi celles 134, celles qui entraineront moins de ni-

veaux supérieurs d!hypothdses; ou bien simplement les classes qui

entraineront un nombre *otal minimum d'hypothdses. On ne peut pas

~‘encore les connattre a priori.

Devant tant d'impondérable » la pratique et le bon sens semblent in-
diquer qu'il vaut mieux chpi§ir a chaque nivegu d'hypothese des

FH ~ classes (non réduites & un sommet) de cardinal minimums

I1 existe des graphes ol cette pratique ne minimise pas le niveau

maximum d'hypothdsese Voir figs 22.

4, 5, 4, 2. Niveau maximum d'hypothdses.

Son intérét est de donner le nombre maximum de partitions stabilisées
et d'hypotheses faites dessus, qu'il faut conserver en vue dlune in-
cohérence eventuelle X un niveau quelconque qui entrainerait successi-

vement 1'incohérence 3 tous les niveaux inférieurs.

Ce nombre dépend du plus grand nombre de sous-groupes propres emboités

qu'on peut trouver dans He. On étudiera cela dans le paragraphe suivante

On peut trouver une borne 3 ce nombre indépendamment de H. Chaque

hypothtse permet dtobtenir une partition plus fine vque la précédente.

Le niveau maximum d'hypotheses sera inférieur au nombre de partitions

de plus en plus fines:qﬁ'oh peut trouver dans un ensemble de n objets,

ce nombre étant diminué d'une unité. (Quand il ne reste qu'tune classe

de deux objets, une hypothdse suffit).



Les graphes pleins et sans arcs qui vérifient H = S nécessitent ef-
fectivement n~1 niveaux d'hypothtses. En-effet quand on associe deux
sommets pris dans deux graphes sans arcs, on ne peut rien conclure
pour les autres sommets, et le probléme reste le méme pour eux.

Le graphe plein est le complémentaire du graphe sans arcs. En fait

de tels graphes ont des matrices caractéristiques particulizres qu'on
sait recoﬁnaitre immédiatements On verra plus loin un moyen d!'éviter

les derniers niveaux d!hypothses, et dans le cas de ces deux graphes;

de nten faire aucune.

4 5. 4, 3. Niveau minimum d'hypothdses.

Bien que ce nombre nfait pas une utilité pratique pour nous, si ce
nlest que pour dimiﬁuer les recherches de l'isomorpﬁisme dans le cas
ol on pourrait mesurer le "pouvoir séparateur" d'une hypothésg nous
donnerons des ihdicétions le concernant. On obtiendra en méme temps

des indications sur lé niveau maximum dfhypothdses.
Yp

Sous~groupe spécial Ht.

Soit un groupe H de permutations de S, et soit Iy l’ense&ble des
objets invariants associés.

Soit x un objet n'appartenant pas 3 IH'
Ht est le sous~-groupe propre de H tel que IH,:)IHijix} et qu'il n'en

existe d'autre vérifiant cette propriété et le contenant strictement.

VOn dira qu'un sous-groupe vérifiant IH¥IDIH(J{f} est un sous=-

groupe spécial et que H! est un sous-groupe spécial maximale
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Pour le graphe O i1 f3

sut 2u moing o= 2 niveaux dUhy

Les nombres inscerits sur les

res sont les sommets qutil
{S’

aut ajouter au I,* & 1'ori-
de 1'are pour obtenir le
sous—-groupe H!' spdeizl maxie
mal de 1fextrémité.

Tous les somnets non inveriants
apporaissent sur les aves
soriant de chagque sousegroupe

ps

vprothises = 2 géndrateurs et

au plus § = 3 niveaux dihvpotidses = 3 relations.
Le chemin le plus court nécessite une hypothlise sur la Heclasse ayant le plus

de somietse
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Suite de sous—qgroupes-spéciaux emboités.
Clest une suite de sous-groupes spéciaux inclus strictement les
uns dans les autres:
HP HYy - NS ZH =1

I est le sous-groupe spécial plus petit que tous les autres. -

-

g est la longueur de la suite. H'i est maximal pour H'i+l

Sur 1'ensemble de ces suites on peut définir r = min(q) ;3 s = max(q).

Hypothdses et sous-groupes spéciauxe

On a vu qu'une hypoth&se consiste a ajouter un éiément a IH
(soit x cet élément) et de passer alors de H & un sous~groupe
spécial maximal H'X.

Les hypothéses de niveaux successifs nous permettent de construire
une suite de sous-groupes spéciaux emboités. il résultera que pour
un.graphe donné, le niveau minimum d'hypothéses est r, le niveau
maximum est S.

On peut connaftre r et s a partir de 1'étude des chemins dans un
graphe représentant la cl®ture de la relation d'iﬁplusion dans le
treillis des sous-groupes spéciaux de He

Voir fige 22 la schématisation pour un cas concrete

Je pense qu'il y a une relation entre T et le nombre minimal de gém
nérateurs dtun groupe, et entre s et le nombre minimal de relations
qui définissent un groupe. L'étude des générateurs d'un qroupe, et

en particulier de ltensemble des relations le définissant est un

nt
probléme délicat sur lequel on a que peu de résultats actuellement.
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4, 5. 6. Remarques sur la méthode des hypothtses.

4, 5. 64 1. La nécessité de cette méthodes

I1 est nécessaire en général de faire appel & la méthyde des hypothd-
ses pour rechercher un isomorphisme éventuel entre deux graphes.

"En effet les indications données en.4;3.2.2.1, et en particulier le
théordme démontré dans la fig. I8, montrent que la méthode des deux
fonctions stabilise les partitions sur une H' - partition moins fine

parmi celles qui sont strictement plus finese.

La méthode des hypothdses permet de rendre plus fine la partition

obtenue en la faisant "éclater".

Si on étudie les conditions du théoréme de la fige 18 on constate
qufil‘serait peut—étre possible d'atteindre une H! - partition plus
fine que la H ~ partition en utilisant des fonctions du type

| "de structure" relatives a un soﬁs—groupe H! de H, et sans faire
d;hypothége; Mais qu'elle serait 1la natﬁre d'une tellé fdnction
vis a vis du graphe? Dtautre part, on nlest pas certain d'atteindre
la Hw partition (ou la H' - partition), et il faudrait trouver
une fonction du type "de structure" et une fonction intrinsdque
idéale, qui donneraient systématiquement la H! - partition par la

- méthode des deux fonctions. En attendant on ne peut qu'augmenter

l'arsenal de ces fonctionse.
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e

4. 54 6. 2. La suffisance de cette méthodes

La méthode des hypothises utilisée avec ou sans la méthode des deuk
fonctions est suffisante pour résoudre le probléme dés\qufon possé-—
de un test pour vérifier que la correspondanqe biunivogue obtenue
entre les sommets de deux graphes susceptibles d'&tre isomorphes,
est celle d'un isomorphismes inpeut se passer complétement des

fonctions intrinsdques.

On considére que les sommets sont tous dans la m&me classes Une

_hypothese de niveau NH consiste alors a partir d'une partition formée

par NH classes, toutes de un sommet sauf une, 2 passer & la parti-

t ion strictement plus fine de NH + 1 classes, toutes de un sommet

sauf uné,“obtenﬁe en isolant dané'unéTclaSSe un sommet de” la classe
én cohtéﬂant pluéieurs. Cétte oﬁération étant faite simultanément

by

sur les deux graphes étudids & la fin on obtient une correspondance

" biunivocue quelconque entre les sommets des deux graphess Ctest

alors qu'il faut tester si elle correspond 3 un isomorphisme.

~ Par .ce .moyen on doit faire systématiquement n-1 niveaux dthypotheses

et A chaque niveau on doit choisir parmi lesn(n—NH+l) possibilités

qu'offrent les classes non - réduites a un sommet.

On fera au plus nx(n-1)x =--- x(n-NH+1)x —~-- ¥2 =n ! hypothéses,

ce qui correspond & calculer et tester la correspondance biunivogque
entre les sommets de l'un des graphes et une des n! permutations

des sommets de l'autre graphee.
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La méthode des deux fonctions permet-dé diminuer considérablement le
nombre des hypothdses, ce qui revient 3 éliminer d'avance un grand

nombre de permutations pour lec tests.

Recherche .. des . --automorphismes.

v -

Les automorphismesdtun graphe suftmhsisomorphismesde ce graphe dans

lui méme. I1 est possible de les calculer en utilisant les méthodes

décrites ici, en les appliquant 3 ce graphe et 3 sa copie.

Le processus est le suivantes A chaque fois qufon obtient un isomor-

phisme, c'est & dire ici une permutation du groupe H, on réagit com-
me s'il s'agissait d'une incohérence, et on modifie la dernidre hy-
pothése faites Quand obtiendra le non isomorphisme par épuisement

des hypoth®ses alors toutes les permutations trouvées constitueront

le groupe He.

51 on se rappelle la comparaison avec le labyrinthe (4.5.2) on peut

"Vvoir que ce serait le cheminement d'un voyageur qui veut connattre

“tout le labyrinthe, et qui, quand il trouve une sortie considdre

4, 5, 6. 4.

qu'il s'agit d'une impasse et fait demi-tour. Vu la structure
darbre du labyrinthe il se retrouvera & la fin 3 1'entrée (non -

s

isomorphisme).

Conservation des partitions et des hypothises.

Celle ci peut se faire en ut ilisant une structure de pile (notion
de programmation). Ctest en effet le systéme le plus naturel pour

explorer un arbre.
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4« 64 S - dquivalence et hypothdses.

4. 6; l-

4, 6. 3,

"Court-circuitor" des hypothbses.

Nous avons déj3d vu que le sous—groupe des permutations de H qui
laissent tous les sommets invariants sauf ceux d'une S -~ classe est
isomorphe au groupe syhétrique Sp si la S5 ~ classe est de cardinal pe
Pour des S ~ classes correspondantes, prises dans deux graphes suscep-
tibles d'&tre isomorphespon peut choisir une correspondance biunivoque
quelconque entre les sommetse On peut en utilisant les S - classes
Moourt-circuiter" un certain nombre d'hypothdses ce qui diminue le

niveau maximum, mais il faut prendre la précaution de stabiliser les

- FH « partitions sur la S - partition.

V Ezg-gpartltlon associée 3 la S ~ partition.

On réalise cela en associant une fonction intrinsdque, et donc une
FI ~ partition & la S - partltlon. I1 est facile de calculer la S -
pﬂrtitlon et on sait que les S -~ classes continues dans chaque

H = classe sont de m8me cardinals A la S - partition on associera

la FI ; partition oorrespondant‘é l'équivaience sulvante

FI Y =2 X et vy appartlennent a des S - classes de méme cardi-
nale Ctest 1a FI — partition qu'on obtient en reqroupant les. S = clas-

ses de mme cardinals C'est une partition moins fine que la H - parti-

tione
Hypothtses sur les S - classes.

Pour orienter la progression de la méthode des hypothdses vers la
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S ~ partition on respectera la condition suivantes i chague hypo-
thése choisir une FH - partition moins fine que la S - partition.
Cela se réalise facilomon® on alcutant A I,y non pas un sommet isolé,
mais la S - classe de ce sommet qu'on choisira parmi celles d'une

classe de la partition stabilisée sur laquelle on fait 1l'hypothése.

Tout ceci revient & travailler sur les S -~ classes du graphe qui
ont été virtuellement remplacées par un sommet, au lieu d'utiliser

les sommets directement.

Ltintér8t de cette modification apparait dans la recherche d'un
isomorphisme entre deux graphes pleins, ou deux graphes sans arcsSe
Pour ces graphes le groupe dlautomorphismes est Sn , et en appli-
quant la définition de la S - équivalence & tout couple de sommets
on constate qu'il n'y a qu'une smule S - classe englobant tout X.
Au lieu de faire successivement une hypothése (juste d’ailleurs)

3 chacun des n=l niveaux différents, on choisira une correspondance

arbitraire entre les sommets des deux graphese

Cette modification ne ¢g8ne pas la recherche des automorphis~
mes, puisqulon connait le sous-groupe de H qui ne permute que les

sommets de chaque S - classe.
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Comparaison avec les autres méthodes.

Nous ntallons pas comparer la méthode proposée avec toutes celles

qui existent, mais seulement avec cellesqui sont du m&me genre.

Méthodes semblables.

1. 1. Algorithme de SH. UNGER. (1964)

T i i

On trouvera sa référence en bibliographiee

I1 utilise la représentation des graphes par la liste [? et la mé-
thode qu'il emploie podr'gfggggyyiteguljigqqquhigmg-ou'ia'COfres—‘

pondancé entre les partitions est la représentation naturellement

associde 3 la liste[” (parce que du mlme type) : la liste d'associa-

" tions qutil appelle Ypossible node pairing list"

Les fonctions intrinsdques s'appellent "nodel function" (fonction

de noeud). Elles correspondent aux fonctions données en exemple en

4.2,2.. et celles construites .en 4.4:2.1e

Les fonctions de structure qui se représentent par des 1istes.K

semblables & la liste F\sfappellent "correspondence list" ou liste

de correspondants. Elles sont du méme type que celles en 4.3,2,

La méthode des deux fonctions : "extending" (extension) permet de

calculer de nouvelles "nodal functions™ qui ne sont d'ailleurs pas

en général des fonctions intrinsdques. Elles consistent & affecter



a chaque sommet la somme des valeurs d'une "nodal function™ sur les
. sommets qui lui sont associés par la "correspondence list". Nous
verrons en 5.1.3 la nuance qui existe avec la méthode des deux fonc-

tionse.

La_méthode des hypothdses est signalée pour faire "éclater" les

partitions qui se stabilisent, sans toutefois en donner la justifica-

tion.

5. 1. 2. Algorithme de A.J.W, DULJVESTIJN (1962).
La référence est donnde en bibliographie.

Le probldme de 1!'isomorphisme s'est posé pour ce chercheur a l'occa-
sion du calcul de graphes dans lesquels on pouvait faire passer un
flot qui soit une tension. Il pouvait ainsi résoudre le probléme du

découpage des rettangles en carrés de cdtés différents.

Le pr cbldme se pose dans les araphes planaizes symétriques sens bou-
~cles. La_géggéggﬁpgﬁigg qu'il emploie est particulidre. Elle est
basée sur un codage déé faces du graphe, clest a direfde‘l;une des
bases de cyclese A partir de ce codage il reconstruit une représen—
tation en tableau E. La représentation de 1'isomorphisme est proche

du tableau d'associations.

Les fonctions intrinsdques sont des "weights" (poids) qu'il donne
aux sommetse Il les cholsit parmi les puissances de 2 (pour cons-
truire plus facilement les hypothdses)s Il part du poids constant 2

sur tous les sommetss
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I1 utilise comme fonction de structure la fonction | du graphe et -

celle du graphe complémentaire (un»sommet par face - un arc entre

deux sommets si les faces sont adjacentes).

La méthode des deux fonctions qu'il appelle "weights and score"

~

(poids et sommation) consiste 3 affecter 3 chaque sommet le poids

" obtenu en faisant 1o somme des poids de ses voisinse C'est en tenant

compte ‘du fait que le graphe est symétricue la mBme méthode que celle

de S.H UNGER.

Quand ‘i1 se produit une ‘stabilisation des "poids" la méthode des
hypothises consiste 3 augmenter d'une unité les poids de deux som—
mets pris dans deux classes correspondantes. Aticune justification

ntest donnde.
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5¢ 2. Méthode du produit scalaire inachevé.

Cette méthode permet de Tetrouver la méthode des deux fonctions

a pagtir des méthodes des deux auteurs ci-dessuse. Dlle est employée
par BOHM et SANTOLINTI qui ne la citent pas explicitement.

5. 2. 1. Forme matricielle de méthodes de 5.1 et 5.2.

La méthode des deux fonctions pour les deux auteurs précédents

admet une représentation unique sous forme mat ricielle.

La fonction de structure se représente par une matrice du type
matrice caractéristique d'un graphee. La fonction intrinséque par
un vecteur indicé par les sommets du graphe et tel que la coordonnée

de sommet x est la valeur de la fonction intrinsdque pour ce sommets

La matrice de la fonction de structure est, pour les graphes ordi-
naires, une matrice de O et de l. Faire la somme des valeurs de la
fonction intrinsdque pour les sommets associés par la fonction de
structure & un sommet donné, rgvient & faire le produit scalaire
du vecteur fonction intrinsdque par le vecteur ligne de la matrice

fonction de structure associé au sommet donnéa.

La méthode des deux fonctions est alors le produit de la matrice
fonction de structure par le vecteur fonction intrinséques Ilreste
A faire la juxtaposition des deux vecteurs fonctions intrinsdques
pour obtenir une fonction intrinstque associde 3 une partition
plus finees

Cettem&hode est moins puissante que la méthode des deux fonctions

que nous avons étudide en 4.3.2.2,
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5. 2. 2.

Le produit scalaire inachevé.

1. Descriptions

_Quand on fait. le prcduit scalaire de deux vecteurs on perd lt'infor-

mation sur la répartition réeciproque des coordonnées, c'est i dire,

sur la valeur et m@me la forme de chacun des produits partielse

by

Le produit scalaire inachevé consiste 3 associer les coordonnées

des deux:vecteurs sans faire la somme finale; Théoriquemenf on consw
truit une ggﬁiiggji indicée en liqné-pér“iés'valeurs des coordon~
néeé d'un vecteﬁr, en.COlonné parlleé véléur§ des éoordonnées de
1'autre Qeoteur,’et on poféra Cij = ie nombre de fois ol le pro-
duit ileapparait dans ie pdeuif scalaire des deux vééteurs.

Exemple

o
La valeur habituelle du produit scalaire est ;ET_Cij X 13 je
i,3 .

D¢ 24 2. 2, Yéfiaqng

@

Dans le cas ol le premier vecteur a ses composantes nulles ou

p ¥
égales A 1, on ne conservera de la matrice C que la ligne corres-
pondant & la valeur 1. En effet quand une colonne est non nulle

dans une ligne, elle est nulle dans 1l'autra. On cbtient un vecteur C

dont la coordeonnée Ci = le nombre de fois ou une composante de
valeur i a méme indice que (ou correspond 3) une composante non

nulle dans le premier.
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On peut alors envisager le produit d'une matrice de O et de 1'par .

un vecteur gquelconque, puisque a chaque ligne de la matrice on

associera un vecteur Ce On verra en 5.5 comment faire un produit

de matricesd 1'aide de ce produit scalaire inachevé.

5. 2. 24 3. Application A la méthode des deux fonctions.

‘Ltensemble des vecteurs obtenus en faisant le .produit d'une ma-
trice par un vecteur & l'aide du produit scalaire inachevé forme
~une matrice T, indicé en ligne comme la matrice et en colonne par

~les valeurs de la fonction intrinsdque, telle que-Tij = le:nombre

de fois ol une compos$ante de valeur j du vecteur correspond a un
é1ément non nul dans la ligne i. Si on veut que le produit d'une
matrice par un vecteur solt encore un vecteur on affectera aux
lignes différentes de la matrice T dés valeurs différentes, et on
conservera ces valeurs dans un vécteur indicé de la m8me fagon que

les lignes de la matrice T.

Si la matrice est celle d'une fonction de structure, si le vec-
teur est celui d'une fonction intrinsdque, la matrice T est le

tableau T de 4.4.,2.3.

by

On a retrouvé la méthode des deux fonctions & laquelle nous

étions habitués.



5. 2. 2. 4. Avantage du produit scalaire inachevé.

Ltavantage du produit scalaire inachevé est»qu'il permet -de dis-
tinguer non seulement les nombres, mais aussi leurs partitions’ .
Par exemple il cbnsidérepa comme distinctes

4=3+1,  4=2+2 , 4 =2+ 1+ 1.

Clest ce qui lui confire une supériorité sur le produit scalaire

ordinaire quand il s'agit d'étudier .la répartition des valeurs des

coordonnées de vecteurse Voir fig. 23,

S.H UNGER s'était rendu compte de 1lt'insuffisance du produit
scalaire ordinaire. Il sentait 1la nébéssite dtavoir des nombres

dont la décomposition soit uhique. I1 avait envisagé une arithmé-

tique basée sur les nombres premiers, qui vérifient justement cet-

te propriété.
Le produit Y =A,X o' A est une matrice de O et de 1 et X un
vecteur dont les éompbéantes sont des nombres premiers, ne serait

plus

¥ partition d'un nombre c.

Ct'est une suite d'entiers ag vérifiant les relations.

<
l\ al

telle que a, ¥ 32-+ PSS a, = ¢

£ a2~§~u €a, Le
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Y. = 2. Aik:. X, = 2. X
K

1 k
Ak £ ©
k Ay £ 0

Ltinconvénient est que ces nombres deviennent trés vite trop grands

pour &tre utilisés facilement surtout en calculateur électronique

ol les grands nombres sont éouvent en'"arithmé?iqge»dite_flottante"
(notion de programmation)alEn effet pour un graphe‘de n sommets
dans les plus mauvails cas én serai% amené A caléuler 1é produit

des n: premiers hombres premiers. Pour n = 11 ce produit est égal

2 64469, 693, 410 gui est’ un entier de 10 chiffres. Les représen—
tations "flottante" des nombres n'ont le plus souvent que 10 chif-
fres exacts en mantisse, ce qui nous limiterait aux graphes de

11 sommets au pluse

Notons enfin que la forme matricielle de. la méthode des deux fonc—
tions montre comment au cours des itérations, interviennent les

puissances de la fonction 7{. En effet : si matriciellement

£t = 0ot , alors Toer = X.Qfo
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Fige 23 (Suite)

cas du produit scalaire ordinaire :

Sommets | 1 2 3 4 5
B R
£ 11 2 3 :4
1 i i
At 5 5 5 5 '9
£, | 11 12 ;3 "4 | pas dlamélioration

prenons des valeurs auelconques

£1 11 43 6 10
. .. [ I PO
{
1119 18 j11 {19 .
R e e
1:2 3 4 ., 5. chaque sommet est isolé
b it e e - BNS S8 classes

-— ——

Remarque : La juxtaposition de fonctions intrinsdques élémentaires permettait
dtatteindre immédiatement la fonction intrinséque f'l

Sommets : 1 2 3 4 b5

: e
i i

demi degré extérieur. 2 2 3 ;2 3
R i

demi degré intérieur? 2 2 '2 13 2 |

RN ..,.._,_._r ..L.... -
Boucles O O 0 ; O 1 g
v J . : 3

£1) 1142 .3 14

Echec du produit scalaire ordinaire :

Quand on calcule A.fe on a : ligne 1 et 4 3 4 =143,
ligne 2 " 4 =242,
ligne 3 1 4 = 2+41+1.

Si on augmente les valeurs de la fonction intrinsdque d'une méme
quantité p on a ¢+ ligne 1 et 4 §1+p)+(3+p) §1+3;+2p—4+2p

ligne 2 2+p)+g2+p; 242 J42p=A+2

ligne 3 (24p )+ (1+p)+(14p)= (2+1+1§+3p=4+3p.

Pour passer de f aux degrés on a pris p=3.

Clest en prenant des quantités p différentes pour des valeurs
différentes de la fonction intrinsdque qu'on a obtenu le résultats
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5. 3. Méthode approchées.

Ctest la méthode de D. R. DEUEL et A, GILL. Elle s'applique aux
graphes ordinaires pondépés, c'est 3 dire, pour lesquels les arcs
ont une valeure Les aytomates en particulier se représentent par

de tels graphes. Voir en bibliographies

La méthode consiste 2 associer_é chaque sommet un graphe représen-
tant les cheminsiissus.dé ce sbmmet et tenant compte des.véleurs
des arcs. En travaillant ‘en méme temps sur les deux graphes dont
‘on rechérche ‘1'isomorphisme on peut comparer les graphes associés

" aux sommetse

Ltintéret de cette méthode est de construire explicitement les
chemins et les circuits des graphes susceptibles d'&tre isomor-

Phes.

Indiquons que la méthode que nous avons étudiée peut s'appli-
quer aux graphes pondérés, moyennant un certain nombre de pré-
cautions En particulier remplacer les demi~-deqrés (intérieur

ou extérieur) par 1’ensembié des'valeurs affectéssaux arcs adjae=

cents (intérieurement ou extérieurement ).
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5. 4. Méthode propre A la représentation matricielle. .

apparamment
On déborde icivle cadre du probleme de l'isomorphisme de graphes

pour aborder celui de la P ~ équivalence de matrices (2.3.3);
~ Un algorithme a 6té étudié par C. BBHM et A. SANTOLINI (I964).

11 est basé sur le produit scalaire inachevé.
5, 4+ 1. Produit matriciel par produit scalaire inachevé.

Le produit matriciel calcule & 1'aide du produit scalaire chaque
coefficient de la matrice produits. Si on émploie la méthode du
produit scalaire inachevé on obtient une matrice au lieu d'un
scalaire. La matrice produit alors peut &tre de taille con-
sidérable (ngx n2 si la matrice de départ &teit n X n),APour se
ramener 3 une matrice n x n on affecte des valeursvdifférentes
aux matrices différentes obtenues. Ce qui importe c'est de pou-

voir distinguer les produits qui ne sont pas égaux. Ces valeurs

suffisent et constituent la matrice produit.-

5. 44 24 Algorithme de la P = gquivalence.

- Pour trouver une corréspondance entre les indices des rangées
de deux matrices on calcule leurs'puissances’sﬁccéésives a
ltaide du produit scalaire inachevé. A chaque étape la numéro-
tation des matrices différentes obtenues se fait simultanément
sur les deux matrices étudiées, de fagon 3 avoir une correspon—
dance entre des rangées se ressemblant dans les deux matricess

On utilise le m&me principe de correspondance entre les classes
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de partitions des indices des deux graphes, ces partitions &tant
données par une équivalence obtenue en comparant les lignes et
colonnes d'un méme indice aux rangées correspondantes des autres

indices.

On établit sur les indices une équivalence du méme type que la

5 = équivalence pour les sommets. Les auteurs proposent de remplacer
par un seul couple de rangées, les couples de ligne et colonne

de chaque 5 - classe, quelque soit la puissance de la matrice ol

ces S ~ classes apparaissent. Cette méthode reviendrait 2 rempla-
cer par un seul d'entre eux des sous-craphes iscmorphes. Elle est

en fait l'expression de la méthode des hypothéses dans leur

théories Elle diffdre de celle que nous avons étudide par le fait
que l'association est faite au moment de la construction de la
correspoﬂdance, et que d'autre part on fait toujours une hypothese

vraies

Notons que la méthode des deux fonctions correspond au calcul des

puissances de la matrice, et pour terminer ce paragraphe remar-

quons que a une matrice A valeur entidre positive on peut associer
un multigraphe, et donc, théoriquement, le probldme de 1'isomorphis—
me entre ces multigraphes est celui de la P ~ équivalence des

matricese.
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6.

L'Algorithme

6.). Description générale. Automatisation

I1 contient trois parties principales 1
- création d'une FI partition de départ.
- méthode des deux fonctions.
- méthode des hypothdses.

Nous allons étudier l'automatisation de chacune de ces par—
ties. Voir fig. 24 1l'organigramme général. Un programme en

-

language ALGOL a été rialisé.

6.1.1 Représentations utilisées.

La représentation choisie pour les graphes est la représen—
tation matrécielle (2.1.3.2).

Les représentations des fonctions utilisdées en découlent.

Les fonctions infrinséques et les fonctions associées aux FH par-
titions sont wises sous- forme vectorielle (voir 5.2.1). Les fonc-
tions de structure sont représentdes par des matrices coume les
graphes (voir 4.3.3.1).

A tout instant les classes correspondantes des partitions
des deux graphes ont néne valeur par la fonction associée (4.2.5).
Seules les S-classes échappent & cette régle car il n'est pas
possible de commaltre & priori une correspondance entre ces classes.
Ellesisont nécessaires pour accélérer l'algorithme (voir 4.6),
on leg calculera au ddbut.

La corresponcance biunivogue centre les som.ets sera repré-
sentée par le tableau d'associations (2.9.2). Les veleurs inter-
‘venant ., en derniere rangée Sontt celles de la derniére fonction
calculde, associsde a une partition.

L'intérét de ces reprisentations est d'automatiser facilement

la wsthode des deux fonctions et la méthode des hypothéses.
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Figs 24 Algori hmee

Graphes G et G
zous forme matrici%lle

Bt S A ST L

$ - classes

|
¥ .
/ Comparaison des Separtitions des
! deux graphes
4 non=isomorphisme
Caleul des fonctions

intrinsdques
2 I »
elémentaires

i
kL

on-isomorphisme
FIN

/
AN

Construction de
NHz=0 1t'isomorphisme
{ i d .
Choix dtune fonetion de
structure
]

//xcr Cb01X?’\X
\ oul ron

Congtruction de Reprise de sa
sa forme forme matricielle
matricielle

thode des 2 fonct10n¢
Calcu¢ de nouvellas

) i

5 & o




oy
A
B

]
e .
.
/ Comparalson
e L83 5 s
! navtitions ¢
i w OTRDNES

4

on-isomorphisme

FIN

e
Construction ds NHp = NB4#1
1'isomorphisme i
CH 2= construira] | CH 2= changer
FIN i une bymothiasa d*hypothbse
L !
|
MEthode des hypothdges
pour ¢hieniy da nouvelles
wartition
f 1.
{ A~ieon eu fpuidement des hype \
{
:&1 non oui
a, &‘"‘Ev .
on=isomorphisme

FIN
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A

6.1.2 Opérations sur les partitiong

6.1.2.1 Représentation

La fonction associée & une partition est suffisante pour
la définir. Yous avons vu (6.1.1) que c'est au vecteur indicé par
les sommets. La cbmposante correspondant & un sommet ¥ est le nu-
méro de la classe de x dans la partition. On retrouve la partition

en groupant les sommets qul ont des composantes dgales.

6.1.2.2 Quantitds assocides 4 une partition. Caractéristiques

Deux types de gquantités associées & une partition sont
intéressants ¢ le cardinal de chague classe, le nombre de classes
de méme cerdinal.

Ces nowbres sont faciles & calculer & partir du vecteur,
de la fonction associée. Ils permettent de construire des carac-—

téristiques (voir3.2). On calcule d'abord un vecteur (1) indicd

par les numéros des classes et dont les composantes sont les car-
dinaux des classes correspondantes. On refait sur ce vecteur le
méme calcul gue celui qui a permis de le construire & partir du

vecteur de la fonction associde, et on obtient un vectcur (2)

indicé par différents cardinaux des classes et dont les COMpO-
santes donhent l¢ nowbre dé classes de cardinal correspondant.

La proposition 3.3.4.2 entraine gue les derniers vecteurs
calculés sont des caractéristiques de type 1.

Pour les FI et FH partitions il n'est pas nécegsaire de cal-
culer le second vecteur. En e¢ffet nour ces partitions les classes
Ge méme numéro se¢ correspondent. et comme 1'igomorphi® implique
une correspondance biunivoquc entre les sommets des FI et FH-clgs—
ses, 11 est ndcessaire qu'elles alent méme cardinal. Le premicr
vecteur est pour les FI et FH partitions une caractiristique de
type 1. C'est sculcment pour les S-partitions gu'on calculera lc
second vecteur.

Si on utilisc ces caractiristiques, il n'cst pas nécessairc de
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connaltre le nombre de classes des partitions des deux graphcg.
Ces nombres, qui sont des caractéristiques de type 1 sont, soit

la dimension des premiers vecteurs, soit la somme des composantcs
des secconds. Si on prend la précaution de numéroter ios classes de

FI et FH;partitions a partir de 1, et sans laisser passer

de nombres dans au moins un des deux graphes, le¢ nombre maximum
utilisé sera le nombre de classes. Cela simplifie la recherche de
nombre dé classes guand on ne connalt que le vecteur de la fonc-
tion associée & la partition.
On trouvera dans le prograume ALGOL page P3, ligne 109 une
procédure qui automatise le calcul du premier vecteur.
Procédure CALCUL(FI)I)POUR:(FI)DE TAILLE:(N)NOMBRE DE CLASSES:(CFI)
RESULTAT(ER);

valeur ilg

entier I,CFI;

entier tableau FII,FI;

boolcan ER;

FI ¢st le vectecur associd & une partition. Il est de dimension I,
le nombre de sommects du graphe. CFI est le plus grand nombre utili-
sé pour nuuéroter les classes. Si- OUcun nombre n'a 3t4 oublis,
c'est le nombre de classes. Pour les nombres oubliss la probédufe
indigue gue lesg cle.sses correspondantes sont de cardinal 0. FER est
un booleen qui prend la valeur vrai si CFI est strictement plus
grand que N. Ccla se produit dans le graphe ol on a aodepté de pas-—-
ser des nombres ot signific que les caractiristiques ne sont pas
égales. Les partitions des deux graphes ne sont pas dgales parce
que dans le premier graphe unc des classes a un cardinal plus

grand que celul de sa correspondantc dans 1'autre graphe. Les clas—
ses ne peuvent évidemment jas se correspondre. Le nombre maximal

de clagses dans unc parftition est N=n, le nombre de sbmmets, clest
pour cela que CFISN ne peut pas se produire dans le premier graphe

(celui ol on ne laissc pas passer de nombres).



D'autre part il est préférable que FPIY ne solit ms un tableau
de dimcnsion supérieure & N pour ne pas perdre inutilement de la
place.

6.1.2.3 Comparaison des partitions

On coupare lecs partitions & l'aide des vecteours FII'.
Lcs comparaisons sur le nombre de classes ne sont pas
suffisantes. Il peut arriver que les classes se corresponaent
avec des cardinaux différents.
Ia procédure ALGOL se¢ trouve page P3-ligne 124 du pro-
gramnne .
procédure COUPFI (N) GRAPHEL:(CF11,Fil1)
GRAPHE? 3 (CFI2,FI1i2)
RESULTAT: (BG);
valeur IT,CFIL,CFIZ; '
enticr N,CFI1,CFIZ2;
entier tableau FINL,FII 23
boolcen EGj

Le booleen EG prend la valeur vrai si les deux vecicurs FL'1 ct

FIL.2 sont égaux. Les partitions des deux graphes sont alors
égales.

6.1.2.4 Partition plus fine guc deoux partitions

La partition obtenue en juxtaposant les fonctions assocides
© &, deux partitions est, parmi les plus fines, unc des woins
fines. Lux fonctions correspondent des vecteurs FI et la fonec-
tion de la nouvelle vwartition s'obtient cn numdrotant les
couples diffédrents de valcurs de méne indice des FI (voir 4.2.5).

la procidure ALGOL est page P4 ligne 93.
procédure PID2FI (N)GRAPHE 1:(FI11,FI21,FI31)

GRAPI: 2:(FI12,FI22,FI32);
valeur N3
entier N3

entier tablcau FI11,FPI21,FIA ,FI12,FI22,FI32;

Cette procddurc calcule simul* aément sur les deux Braphes une

-

nouvelle partition dont le vecieur associé est FI31 dans le
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premier graphe ¢t FI32 dans le gecond. Les partitions précédentes
avaicnt pour vectecurs associés FIL1l ¢t FI21 dans le premier graphe,
FI12 et PI22 dans le sccond.

La plus grande finesse de la nouvelle partition par rapport
aux précédcntes, se traduit par un CFI31 plus grand gu'un CFI32,
En effet la procédure numérote, sans passer de nombres, les
classcs de la nouvelle partition du premicr graphe. Cl'est donc
dans ce graphe gque le numéro le plus élevé cst le nombre de
classes. ’

Cette procédure donne le principe d'automatisation du proces-—
sus de juxtaposition dans un cas siuple. Il apparaitra dans une

forme plus géndrale dans d'autres procidures (61.42 - 61.6).
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6.1.3 Calcul des S-clagses

Ce cnlecul se fait indépendemment dans les deux graphes dont
on cherche un isomorphisme, puisqu'il n'y a pas de corrcspondance
entre les S-clasgscs.

D'apreés leur dé8finition ¢t la proposition 2.6.2

prop. 6.1.3

x est S-équivalent & y si et seulenent si leurs lignes et
leurs colonnes dans la iwatrice caractiristique A sont partout
égales sauf pour les éléments & leurs interseétions gui vé-

rifient.

hxy = Ayx et  Ayyg = Ay

TI1 s'agit d'un transcodage en notation matricielle de la
proposition 2.6.2.

Leur calcul devient alors simple car il est facile de vérifier
les conditions de la proposition ci-~dessus. C'est la procédure
page P4 ligne 130 qui le réalise.
procédure SCLASSES (N)SUR LE CGRAPHE: (G)PARTITION:(S)NOIBRE DE

CLASSES: (CS)CARDINAL PAR SO .ETS:(SD)NOIBRE DE
CLASSES DE I'E.E CARDINAL:(Si);

valeur Ng

entier NyC3;

enticr tableau G,5,5D, 33

La matrice caractiristique du graphce cst le tableau G. © est le
vectour de la fonction associ? a la partition. Les valeurs de cette
fonction zom les numidros des classcs ordonnies suivant le plus

pctit indice des sommcts qu'elles conticnnent. Clest ull ordre qui
pratiquemment est arbitrairc. SD est une fonction qui & chaque
sommet associc le cardinal de sa classc. La partition associée &

1a fonction SD ¢st moins finc que la H-partition (voir cn 4.6.2).

SD cst unc fonction intrinséquc. S indique le nombre de classes

qui ont wémc¢ cardinal. C'est la caractiristique de type 1 correspon-
dant au deuxiéme vectour de 6.1.2.2. Il scrt & comparer los S-par-

titions dc doux graphes & 1l'aide de la procddurc CO.PFI (6.1.2.3).
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6.1.4.1 Fonctions intrinsdqucs élémcntaires

Pour amorccr les itdrations do la méthodc des deux fonctions
il faut connaitrc unc FI-partition. Nous cn pdssédons é3ja unc
la SD-partition (6.1.3). Lc paragraphe 4.2.2 on donne unc séric.
Dans 1l'algorithmc nous les épbollorons.fonctions intrinséques 18-,
mentaires car c¢lles sont naturcllces ot faciles & calcuipr, éh op-
position aux autrcs.
Le programmc les calcule page P2 ligne 65.
procédurc FIELE!N(N,G,DDI,DDE,BOUCLE);
valcur N;
centicr N3
cntior tablcau G,DDI,DDE,BOUCLE;

G c¢st la matrice caractéristiquc du graphc, DDI ¢t DDE sont les

fonctions demi-dogrés intéricur ct cxtéricur. On lcs obticnt on
faisant la somuc dcs éléments des colonnes ¢t des lignes de la ma-—
trice. BOUCLE comuc son' nom l'indiguc est le nowbre de boucles
par somacts. B

Lc calcul de ces fonctions peut sc faire inddpendemment sur
les deux graphes.

6.1.4.2 Juxtaposition do ces fonctions

Une procédurc sc charge de juxtaposcr les quatre fonctions
intrinsdques quc nous connaissons maintcnant. C'cst sur la prarti-
tion obtenue que la wméthode des deux fonctions scra appliquée.
Voir page P2 lignc T76. ' “
procddurc FIDFIELED (N)GRAPHEL:(PI1,DDEl,DDI1,BOUCLEL, SDL)

GRAPHE2: (FI2,DDE2, DDI2, BOUCLE2, SD2 )3
valcur W; cnticr Nj
entier tablcau FI1,DDE1l,DDI1,BOUCLLL,SD1,FI2,DDE2,DDI2,
BOUCLE2, 3D23

FI1 du graphc 1 ot FI2 du graphc 2 sont des fonctions intrinsdques

dont lcs Fl-partitions sont plus fines que les quatre autres. la
Juxtaposition est réalisde cn numsSrotant diff src.ment les diffé-

rents 4yples de composa ntes de mlme indice dans lcs quatre
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vecteurs des:doux graphes. C'est” la’premidre généralisation
de la juxtaposition de deux fonctions & un nombre quelcongue de

fonctiong.

6.1.4.3 Couparaison dcs FI-partitions

Blle se fit comme pour toutes les partitions avec les procé-

dures décrites en 6.1.2.2 et 6.1.2.3.

6.1.4.4 Test_de l'isomorphiéme

I1 y a isoumorphisme gquand les partitions sc sont stabilisdes
sur la S-partition.

Le fait qu'elles soicnt stabilisdes est important. Il existe
des graphcs pour lesquels on obtient une corrcspondance biunivoque
cntre les S-classes, sans que cette correspondance soit celle im-
pliqude par un isomorphisime. Voir fig. 34. Cela peut se. produire
quand les plus longs chenins n'ont pas 8té explorés. En itirant
la méthode des deux fonctions si la S-partition ‘ozt~ stabilisée
on ne peut plus avoir de plus fine partition. $'il n'y a pas a'i-
gororphisme on ne-peut pas avoir la corrcspondance habituelle
entre les S-classcs et 1'itération fait numlrotcr d'unc fagon dif-
fércnte (en b-owant des nombres ) les S-classes du sccond graphe.

La stabilisation cst ddcelée & 1l'aide de temts dans 1'al-
gorithue. Ces tests ont ét3 placés dans le progromme. principal.
L'égalits de la partition & la S-partition se fait par la procédurc

page P3 ligne 135.
procédurc TLSTISO ()GRAPEEL(FI1,FIN1,SDL)

CRAPHE2(RI2, FII'2,SD2)
RESULTAT (IS0)s
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valeur N:; centier N ;
entier tableau FI1, FI¥l, SD1, FI2, FIM2, S5D2 ;
booleen ISO j

ISO est un booleen qui est vrai si pour chaque sommet la

FI - classe est de mdme cardinal que sa S — classe,

I1 n'est pas nécéssaire que la comparaison se fasse en
méme temps sur les deux graphes. Etant donné le caracterec parti-
culier de la S - partition, il n'estkpas suffisant de cémparcr
les nombres de ClaSSpS dcs partltlons. Le plus souvent 1es S -
classes se redulsent a un sommut. De ce fait la procédure ne

fait pas, en moyehne, trop de calculs inutiles. Pour des classes

de plusisurs sommets, ellec fait plusicurs fois la comparaison

de leurs cardinaux (& cause de la représentation choisie).
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6.1.5 - Fonctions de structure

Le 6alcui d'fiine fonction de structure dépend de la formule
la représentant., Il existe de nombreux algorithhés'pour recher-
cher des chemins et des circuits dans les graphes. On en trou-
vera dans la littérature sur-la théoric des graphes.

Eh principe il est anutile de calculer les fonctions de
structurc du type Y. de 4.4.1.1. La métiuode des doux fonctions

les évite dans la construction du tableau T (4.4.2.3.)

Le programme que nous proposons n'utilise que la fonction
successeur P et la fonction prédécesseur [’—l. La matrice asso-
ciée & cetté seconde ?st la transposée de la matrice caracté-
:istique dﬁ graphe, La procédure TR.NSP page P4 ligne 181 se
kcharge de‘la transposition. Ces deux fonctions sont théorique-
‘ment sﬁffisantq; et les applications du programme le prouvent,
puisqu'elles contiennent toute l'information sur l¢ graphe.

Les autres fonctions de structure ne pourraient gu'accélérer

1'algorithme.
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6.1.6 "ethode des deux fonctions

" L'étude faitec en 5.2.2 sur le produit sd laire inachevé
indigue la reprédentation matric.ielle de la néthode des deux fonc-

tions. o ‘ L el

Elle se ramédne a calculer 1¢ tabeeau.T et 3 1o qutaposefné
la fonction utilis3ie poﬁr obtenir 1a fongtidn associde a la nou-
velle partition, plus finec que la précédénte. C'est la g4néralisa-
tion du processus de juxtaposition au cas d'un vccteur et d'un
tableau.. ba composante du vecteur et la lignéwde inéne indice du
tableau forient le ”Couple de valeﬁrs" & numiroter. o

L'automatisation de lo fonction de structure cst rialisde dans
le procédure page P6 ligne 247
prociddure BIIETL2F (N)GRAPHEL:(G1,FIl1,FI21,TAl,CFI11)

GRAPHE?2:(G2,FI12,FI22,TA2);

valeur N,CFI1l;

entier N,CFIll;

entier tablean Gl,FIll,FI21,G2,FII2,FI22,TA1,TA2;
TAL ¢t TA2 sont les tableéux T des graphés. Ils sont calculés
en somuant les lignes dont les indiccs sont des somacts de
méme valeur par les foncfions‘FIll>et FI12 ddns‘chaque graphe.
CFI1l est le¢ nombre de colonncs de ces tableaux. FI21 ¢t FI22 sont
les nouvelles fonctions obtendes aprés juxtaposition.

Remarquons que la fagon dc caléﬁiéf“Iés~taleaux_T permet
de traiter des watrices dont les Sléuents nc sont pas soulemont
des O et des 1, ¢t donc de traiter les multigraphes. Ceci sous~
entend une modification du produit'écrlaire inachevd gquil nec perd
pas pour autant son efficacité.

-Nous avons vu cn 4.4.2.3 qu'il n'est pas. nécessaire de chl~

culer les natrices D. -



6/14

6.1.7 - iéthode des hypothéscs

L'automatisation posc quelques difficultés qui se situent
dans deux domaines : d'abord le choix des sommets & associcr,

ensuite ¢+ la conservation des hypothéses.

6.1.7.1 = Choix des sommets

L'étude faite en 4.5.4.1 propese de faire a chaque niveau
1'hypothése sur des sommets appartenant & une classc ayant le
plus petit cardinal. L'algorithme choisit parmi les classes
ayent le plus petit cardinal, celle qui contient le sommet qui
a le plus petit indice dans 1'ensemble des somamets qu'elles
contiennent. Ctest avec ce sommet qu'elle fera la premiére hy-

pothése.

Pour changer l'hypothése, dans le cas ou elle donne une
incohérence, il faut choisir dans la classe du second graphe un
sommet qui n'ait pas encore servi & faire une hypothése. L'algo-

rithme les prend dans 1l'ordre croissant de leurs indices.

6.1.7.2 ~ Conservation des choix

La conservation de ces chouix est faite dans un tableau H
4 trois colonnes et n-1l lignes (on ne voit au plus que n-1
niveaux d'hypcthéses d'aprés 4.5.4.2). La premiére colonne con-
tient dans la ligne NH le sommet du premier graphe choisi pour
faire 1'hypothése de niveau NH, la seconde contient le sommet du
| second'grapne, la troisiéme contient leur wvaleur par la fonction
associée & la partition avant 1l'hypotnése. La valeur apreés

1l'hypothése est le nombre de classes CFI augmenté d'une unité.

Si on change d'hyp.thése & ce niveau on chouisira un sommet
du second graphe qui a un indice strictement supérieur au nombre
en deuxiéme colonne et qui apparticnt & la classe dont le numéro
est en troisiéme colonne. Le nombre en deuxiéme colonne sera

changé, si on trouve une nouvelle hypothése.



6.1.7.3 Conscrvation des partitions.

Elle perumet de construire une nouvelle hypothé&se 3 chaque

niveau. On ccnserve les partitions sous la forme des fonctions

associées dans un tablcau indicé en ligne par les somucts et on
colonne par les n-l niveaux possibles d'hypothéses. Une ligne
supplémenteire est ajoutée poufvindiquer le nombre de classcs.
Ellc permet de gagner du tewps dans les calculs. I1 existe wn ta-~
bleau pburﬁchaque graphe.

Cos tableaux et le tableau pricident de conservation du choix
suffisent pour conscrver les hypothéses. Dans le prograumc on a
ajouté des- tableaux identiqgos a ces deoux—ci pour conserver les
partitions aprés hypothéses. L'int3rét est de gagner du temps
dans le cas ol il faut changer d'hypoth3ses, en rcctifiant la mo-
dification faite & la dcrnisre hypothése de ce niveau 3 1l'aide de
la troisiemie colonne dﬁ tableau de conservatioh des choix.
Notons gque les quatre tableaux de conservation des partitions
suffisent pour conserver lcs hypothéscs(é condition d'utiliscr le
principe de choix de 6.1.7.1) mais sont d'un cmploi beaucoup plus

lourd.

6el.T+e4 Automatisation

Elle c¢st réaliséc dans le programme par dcux procédurcs.
procédure CONSTHYPOT (N)GRAPHEL:(FIll,CFIl11,FII'11,FI21,CFI21,S1,SD1)
' CRAPHE2: (FI12,FIN12,FI22,S2,S5D2)

HYPOTHL'SE (Y )DENIVEAU: (WH )DETYPE: (CH)
LESULLAT: (EG);

valcur N,CFI1l;

enticr N,CFPI11,CFI21,NH; -

entier tablean FI11,FL111,FI21,S1,SD1,FI12,FII112,FI22,S52,H;

boolecn CH,EG;

Cette procédurc rdalise le choix et le conserve. (page P6 ligne

276)

FI11,CFI11,FI*T sont les informations relatives & la partition

du premier graphe avant hypothése § FI12,FII'12 sont celles rela—
tives au second graphe (CFIll = CFI21). S1,SD1,S52,8D2, sont les



informations rclatives aux S-partitions dcs graphes. FIZ21 et FIZ22
sont les nowélles fonctions obtenucs. T ést le tableau dc conser-—
vation des choix,; NH le niveau de la derniére hypothése faite. CH

est un boolccn égal a vrai s'il s'agit de construire unc premiére

hypothése & un nivecau donnd. Dans cc cas NH augmente d'une unité.

CH est faux Gans le cas d'un changement A'Lylkothéseds 7o

En sortant de la procédure CH cst faux dans le cas ol il n'a pas

§té possible de trouver une hypothésc au niveau proposé. EG cst

un booleen de sécurits qui prend la valcur vrai si la partition
S

proposse est la S-partition.

Au cours du paragraphe 4.6 nous avons remarqué qu'il était
plus rapide de travailler sur les S-classes plutdt que sur lcs
sommets. Pour appliquer ce résultat le progranme ne choisit pas
un sommet dans chaque graphe, maisg unc S-classe. I1 la prend dans
une des FH-classes gul en conticnt le moins. La conscrvation peut
encore se fairc dans le tablcau de conservation des cholx en ne
gardant gqu'un souiet des S-classes cheisies. Les fonctions asso-
ciées aux FH-partitions sont uwodifiées pour tous lecs soumets des
S-classcs choisics (Organigramme fig28)

Lz deuxiéme procédurc conscrve les partitions. Elle englobe
la preumidre au moment de l'utilisation. page P7 ligne 305.
procédure HYPOT (N)GRAPHE1:(FI11,FI21,FIi11,CFI11,SD1,S1)

CRAPHE2: (FIl2,FI22,TII112,82)

HYPOTHESE : (N, CH )

CONSERVATION: (H,FIAVHL, FIAPHL,FI ' VH2,FIAPH? );
valeur N |
enticr N,NH,CFIll;
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enticr tableau FIll, FIZ21, FI1l2, FI22, H, FI;VHl FI“PHl,
FPILVHZ2, FI..PHZ, FIMll, bDl Sl 32 FIsle

9

bocleen CH j

Les symboles sont les m@mes que dans la pfocédure HYPOT. Les
tableaux FPI.VH et FILPH sont ceux qul scrvent 3 la conservafion
des partitions. C'cst le type de¢ tableau 3 déclarer rémanent
dans un programme ALGOL. Le compilateur empldyé ne le permet-

trait pas. (Organigramme fig. 27).



6.1.8 « Construction de l'isomorphiéme

La correspondance ontre les sommets qui donne l'isomor-
phisme est calculéce dans un vecteur SiS. Il est ihdidé par les
~sommets du premicr graphe et sa composante d'indice x est 1l'in-
digé du semmet correspondant dans le¢ second grapac. C'est une
représehtation du type‘tablcau d'asscciation. Ce vecteur de
‘sommets associés correspond aux deux premiéres lignes du tableau
cn'2.9.2.k |

L'automatisation est réalisée par la procédure ISOMORPHISHE

page P4 ligne 145.
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6.2 - Le PTOgTamme. -

I1 enchaine les procédures, gue nous avons décrites en 6.1,
~-suivant 1'organigramme de 1'algorithme (fig. 24). Les différcences
entre le programme et l'algorithme sont dfies aux restrictions
apportées & celu~oci. Il contient d'autre part un certain nombre

de procédurcs de service.

6.2.1 - Les procédures de services

6.2.1.1 - Fonction intrinséque préalable

Une séquence de programme permet d'introduire des parti-
tions préalablement calculées sur les deux grapaes. Ces parti-
tions sont testées et comparées & la S - partition comme si ell:r
avaient été calculées par le programmc. Blles sont ensuite jux—

taposées aux fonctions intrinséques élémentaires.

Ceci pormet de¢ rectifier les insuffisances dues aux res—
trictions de l'organigramme et de faire intervenir des proprié-
tes qui ne sont jamais (ou seulement apres d¢ nombreux calcula)
testees, et qui sont connues de 1l'utilisateur du programme.

Ce procede permet aussi d'orienter la solution en proposant une
hypothése gqui ne pourra pas &tre changée. (volr page P9, llgne
413 et page P10, ligne 485). ’

6.2.1.2 = Procédurcs d'introduction

Ces procédures ont pour but d'introduire dans la mémoire du
calculateur les matrices caractéristiques des graphes & traiter.
Blles sont trois et introduisent les matrices 3 partir de re-
présentations différcntes & 1'extérieur du calculateur. Un code
associé au graphe qui donne son numéro, lc nombre de ses som—

mets et de ses arcs, indique également la procédure & utiliser.
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. .
Le corps de ccs proczdurcs peut &tre nodifid pour permettre
d'utiliscr une représcntation d'un type différent & l'extirieur.
Les_procédurcs‘somt pvage P1 lignes 2,9 et 17. La forme
extérieure des matrices cdraotéristiques correspohdante cst dctte-~
néc cn 7,1,2. ‘

6.2.1.3 Les ségucnces d'iupregsion

6.2.1.3.1 Impression des données

Leur intérét est d'indiquer sur guelles natrices travaille
le prograuiic.

Ce sont des procédurcs d'iupression .d'unc matrice. Blles sont
sortics lignc par ligne & raison de 16 Sndments par ligne d'impres—
sion. Lo procédure SUATRICE (page P1 ligne 29) imprime une matrice®
carrée d'ordrc. quelconque (voir pages p 17 ot o 27 la prisentation

. de ces matrices).

Le corps-de la procédure SDONNEES a é€té sacrifié dans le pro-

gralie . Le gain de place obtenu (300 wots de mémoire) a pernis

au programme compilé de tenir dans la mdmoire du calculateur.

6.2.1.3.2 Impression des Resultais

Dans le cas d'isomorphismc c'est une siquence de programuce
~qui rdalise 1'impression dcs résultatss Elle commence page P13 ligne

610. Elle sc charge d'imprimer la liste des sownets, puis le contenu

du tableau SAS (6.1.7) qui donne le corrcspondont dans le second
graphe de chague sommet de premier graphe, enfin en troisiéme ligne
la liste des S—classcs des grophes pap”}e yectcurS. ‘
- On obticnt un  tablcau Aassociationgau typé‘en é.é.é (véif pages
P25 ot P29). o
_~Dans le cés‘dﬁ non—isomorphisme une procédure TYPORESULT
(page P4 ligne 156) prisunte un 1ibellsd qui indique par quel moyen
a été découvert ce noﬂ—iéomorphisme. Ces libellss sbnt'imprimﬁs
~_par le programme; » ' - o
‘% sarrée d'ordre inférieur ou égal & 16. La procédure SDONNEES (page P2-ligne

60) imprime une matrice.



6.2.1.3.3 fesultats internédiaires

Ils sqnt imprimés a la cdemande de l'utilisateur en donnant
au boolcen CESULT la valeur vrai par introduction du nombre 1
avant les données relatives aux graphes & traiter. On introduit O
quand on ne les désire pas.

Lour intérét est d'avoir facilité la mise au point du program—
me et maintenant de montrer oommeﬁt procéde l'aigorithme. Ils ont
ltinconvénient d'auguenter le teups d'exploitation (environ 10 fois).

Deux procsdures se chargent de ce travail. La procédure SFONCTION
(page P5 ligne 206) qui iuprime les fonctions assocides aux par—
titions et la procidure STABLFAU (page PS5 ligne 223) qui imprine
les tableaux T calculds dans la mdthode desfdeux'fonctions. Dans le
cas ol une hypothése est faite lcs soumets dhoisis dans chacun
ces greophes sont imprimds par une siquence de calcul (pageP 12 ligne
575). |

Pour cdes raisons de présentatioh les résultats intermédiaircs
ne sont imprimés que si N6, (voir la préséntation & partir de
la page ' 19)

6.2.1.4 Procédurc de tests

Les tests sur les fonctions de partitions ont 8t rassemblis
dans une procédurc, pour éviteT 1z Tépdtition de la séquence de
progranme les contenant.yV&ir la procédureTESTFi(ﬁdée P4 ligne 163).
Ce systcme n'empéche pas 1l'emploi individucl des procédures de tests.

Organigramme s fig 25.

6.2.2 L'enchafnement des procédures
C'est ce quc réalise le programwe suivant 1l'organigramme fig 26
Cet organigramme ressemble & 1l'organigramie de l'algorithme. Le

~ programne commence page P19ligne 349.
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Fige 25 Procédure TESTFI

procédure TESTFI (N GraPtE 1 ¢ (FIi, Fu41, CFI1, SD1
GRAPHE 2 ¢ EFI2 FIM2, CFI2, SI2

RESULTATS: (ER, EG, 130 l‘w Y3
valeur N: entier N, CFI1, CFI2 “;
entier %able 23] le rIl , FImM2, SD1, SD2, SAS;

Booleen ER, EG, 1505

Calcul du vecteur
Cardinal des classes
pour G1 ¢ FIM1
CFIl1 = nh. de classes
procédure calCUL

" 1
Calcul du vecteur
Cardinal des classes
pour G2 ¢ FIM2
CFI2 = nbe. de classes
procédure CALCUL

CET2 «:N

SSTA

ER e= vrail ER ¢= faux

¥
Comparaison des \
vecteurs FIM \
pr C’Cé dure COMPFI |\

i

F)“\.fé i"‘/?

Comparaison & la
’ S-parfztzon \&
[ procfdure TESTISO

)\ ?& l = /‘\

! ;
150 = faux | IS0 ¢= vrai

Calcul de 1'isomorphe
procs ISOMORPHISME

k

U 7 -«
X7 . S0 }/
,; I

H
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Figo 27 procédure  HYPOT

FI1 est la partition
avant hypothlse tableau H

FI2 est 1a partition /[

aprds hypothise CH
(‘¢*”:x&ccnstruire ~changer

NI g= MH+I
o FI1
FIAVH = FI1 ‘ Fi2

28

S

s o¥

o

ey

|

caleul des vecteurs
FIMI o+ FIM2

CONSTHYPOT

EC = vral si la
Flle-partition était
12 S~partitione

FIAPY s= FI2 NI s= NH-1

E)

N\
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6.3, Exemples d'utilisation du prograume

On trouvera dans les figures qui sulvent des graphes qui ont
_été traités par le programme, et entre lesquels on a trouvé
ou on n'a pas trouvé d'isomorphisme. Pour chacun des essais
est indiquée la ligne générale du chemin suivi par le pro=- '

gramme pour arriver au résultat qu'il a donné.



fig. 29

graphe 1 ' 1 graphe 2

Traitement des graphes 1 et 2
Isomorphisme (3 itérations de la méthode des deux fonctions)

c1 1 2 3 4

5 & 7
G2 7 6 5 2 3 4 1
S~classes 1 2 3 4 4 5 6

On peut échanger les sommets 2 et 3 du graphe 2,



|

!

1 & '
"

graphe 30 graphe 31

Traitement des graphes 30 et 31

Isomorphisme
G30 1 2 3 4 5 6
G31 2 1 4 6 3 5
S~classes 1 2 3 4 5 6

Le programme a fait 3 itérations de la méthode des deux fonctions,
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1

st
v

r /ﬁ
"f@ 3 3@ ) B3
~. e
- »
h\\// ,ﬁ . \ ’,,.r"é
4 ‘

graphe 10

fig. 31

k-

6
5

graphe 11

Ces graphes sont des circuits d'ordre n, Le groupe H est cyclique d'ordre n.
Il y a n hypothéses, toutes justes, au niveau 1 qui est le seul niveau, Il
faut ensuite n-1 itérations de la méthode des deux fonctious,

Traitement des graphes 10 et 1l

Isomorphisme
G10 1 Z 3 & S €
G1l 1 2 3 4 5 6

S=classes 1 2 "3 4 5 6



6
graphe 5 graphe 6
Traitement des graphes 5 et 6 (voir page P 17)
Isomorphisme A
G5 ‘ 1 2 3 4 5 6
G6 1 4 3 6 2 5
S-classes 1 2 3 4 5 6

Le programme rencentre deux niveaux d'hypothéses,

A&u premier niveau il y a 3 hypoth@ses possibles toutes justes,

Au second niveau i1 v a 2 hypoth@ses pour chaque hypothése de
niveau 1, toutes justes. Il faut 3 itérations (avec les
controles de stabilité) de la méthode des deux fonctions

entre les 2 niveaux et aussi aprés la dernidre hypothése,
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graphe 12 ~ graphe 13

g raphes symétriques, pleins, sans boucles,

Pour ces graphes il n'y a qu'une S-classe, les groupes H sont

les groupes symétriques SS'

Traitement des graphes 12 et 13

Isomorphisme
Gl 1 2 3 4 5
G2 3 2 3 4 5
S-classes 1 1 1 1 1

Le programve s'arrte dds le calcul des S-classes.

La correspondance est arbitraire.



fig .34 .
2 2
. P N
. P
é ; A“"t-_.v fﬁ%\
- : ; L T
; L #
7 A AN 114

A
%‘4
&
4ff*

¢
i
p

graphe 20 graphe 21

graphes symétriques

2 circuits de longueur 3 vas de circuits de longueur 3

Le graphe 21 a’cbtient 4 partir du graphe 20 en échangeant lzs

extrémités 5 et 6 des av@tes issues de 3 et 8,

Traitement des graphes 20 et 21

Non-isomorphisme
Par épuisement des hypothéses,

La plus fine Fi-partition ne contient qu'une classe (graphes
cux niveaux d'hypothdses, Au

&
[~ 9

symétriques de degié 3). Il y
premier niveau i1 y a 8 hypothdses sossibles, Au second nivesu,
il y en a 2 pour chaque hypotli@se d= piveau 1, Elles ont toutes

été testées, ct 90 partitions ont &té calculées,

Dans le traitement de tels graphes on rencontre des correspondancos
biunivocues entre les sommets (ou les S-classes : chacume n'a quiun

sommet} pon~stabilisées, qui donc ne correspondent pas 8 un ise~

worphisme (voir 6.1.4.4,)



Figure 35

graphe 32

graphe 33

Ces graphes sont symétricues,

Le graphe 33 s'obtient on échanpeant les extrémités 10 et 11
grap g

des ar@tes issues d= 3 et 6 dang le graphe 32,

Traitement des graphes 3% et 33 (voir P27)

Isomorphisme.
G 32 1 2 3 4 -3:°6 8. 92 1 i 12 13 i4
G 33 144 3 2 5 & 70113 12 11 10 9 8 !

S~-classes I 2 3 4 5 6 7 8 g 10 i1 12 13 14

La plus fine F-T-partition ne contient qu'une classe. Etant donné
1'ordre dés sommets ie programme a envisagé toutes les hypothéses
de niveau ! possible., Aprés la derniére, gqui Etait la seule juste,
il a fallu 6 itérations de la méthode des deux fonctions. Au total

55 partiticns ont &té calculées.



graphe 40

graphe 41 . graphe 42

(multigraphes)

Traitement des graphes 40 et &1.

Isomorphisme (aprés 3 itérations de la wéthode des deux fonctions).
G 40 i 2
G 41 1 3 2

S-classes i p .

Traitement des graphes 40 et 42
Non-isomorphisme

Les S-classes sont différentes.



graphe 30 graphe 51

(graphes symétriques)

Traitement des graphes 50 et 51.

Non—-isomorphisme
F-I~partitions différentes 3 la 2éme itération de la

méthode des deux fonctions.

(Voir figure 14)
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S R R S TR I St SN V00 A NN RUE S o
7 - Le prog;amme,etqsqn,eXploitation~~*w“w ' S i
7.1, Eléments du dossier du programme .- .1 o= R T T o

Ca paragraphe contient les indications nécessaires 3 1'utilisateur

Ly

du programme .

7.1.1, -~ Langage etfmachinérv

Le prograrme est Ecrit en ALGOL. 60, version adaptee 2u calculateur

BULL G.E. M40 (mémoire de 16 OOO mots de .24 bits - temps de base 24 us f
un lecteur de cartes 600 c/mn - une imprimante 600 1/mn ~ 4 dérouleurs .
de bande - un tambour de 32 000 mots - lecteur-perféféféﬁfﬁaé ruban .-

4 machines 3 €crire),

Les entrées-sorties sont du type GAMMA 60

GoEn

7.1.2. - Données ~ Rés'ul-fa'_t_s_',_

s donnees sont entrees par cartes, ‘les nombres &tant sous forme

ALGOL, séparés par des virgules, Tous les nombres sont entiers,

positifs,



-

NG,N,M," Forme d'entrée," - Code du graphe 2

-

-

- suivant la

v

matriéé 62

forme d'entrée

EFI,

si EFIL = 0 alors il n'y a pas de fonction

=

intrinséque préalablement calculée

vecteurs FI un vecteur associé 3 une FI partition pour
chaque praphe si EFI # O,

Forme d'entrée

si Forme d'entrée = 1 alors
les cartes contiennent les &lérents de 1la matrice caracté-

ristique du graphe, ordonn® ligne par ligne

i Forme d'entrée = 2 alors
Les cartes contiennent les deux iIndices de chaque &lément

non nuls {leur valeur est 1)

i Forme d'entrée = 3 alors
Les curtes contiennent les deux indices et la valeur de

chaque élément non nul

OPT, si OPT # O alors sortie des résultats
o intermédiaires

NG, N, M, Forme d’entrée, Code du graphe 1
//// NG = numérb»dd”gfaphe
////' matrice 61 N = nombre de sorrets

M = nombre d'arcs
suivant la . .
‘// forme d'entrée Forme d'entrée = code choigissant ?ne )
des 3 procédures d'entrée
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si Forre d'entrée a une autre valeur alors
Le prograrme n 11troduit pas les deux oranhes nropOSes.

Les résultats sont expliaues a 1eur sortle sur imprimante.

713, o by = gl s

, Le prograrme compilé occupe pratiquement toute la place qui lui est
réservé en mémoire, 'On peut &viderment 1'optimiser encore, ou gdpner
de la place en supprimant des séquences d'intér@t secondaire comme

1a sortie des résultats intermédiaires,

Le nombre d'entier (sens ALGOL) téservé pour les tableaux estdonné
‘par la formule suivante, ol n est le nombre de sommets de chacun des

graphes traités :
nb = 10 n? 4270 -7

."Le calculateur proposant 4 000 entier pour les tableaux, la valeur

maximale pour n 'est alors n = 18 (nb = 3719),

7.1,4, ~ Le temps de-calcul

Le listage, la compilation et l'assemblage avec les procédures de la
biblioth3que nécessitent environ 5/190¢ d'heure.-:

Le. traitement de deux.granhes nécessite, avec lg sortie des résultats,

e - . . .
. au plus 2/100° d'heure, sans.résultats intermédiaires moins de 5!,

7.2. Texte du programme =~ Résultats

Le document qui Sult est celul qu1 a été obtenu au cours d’ une
exploitaulon. Aucune retouche n'a été faite sauf celle necessitee

')par le cadrago,



Significations des identificateurs du programme

Lé dernier chiffre d'un identificateur est le numdro du.grAPhe.

B = booléen, E = entier, Eti = &tiquette, P = procédure, T = entier tabléau,

©" Les nombres renvoient i la ligne du prograrme ou 1'identificateur est déclaré,

L'avant dernier chiffre est le numéro de la fonction.

AUTFS
AVECG

B
BIMETA2F
CALCUL

© CFI

cH
COMPFI
CONSTHYPOT
CRESULT . .
cs

DDE

DDI

~ DINSUF

EG

EINDELEM
EINDMAT
EMATCAR
ER

FE

FI

Eti

e T e G B e L =

- Eti

Hom w9 Y

523

384
248
109

124
276

384
384

654

17

384

Changement de‘fonétioﬁ de structure

Indique la fonction de structure utilisée

Nombre de boucles

Méthode des 2 fonctions appliquée sur les 2 graphes

.Calcul du cardinal des classes.

. Nombre de classes de la FI correspondante

Construction d'hypothése -~ Hypothése comstruite
Comparaison des partitions des deux;grapheg . [ -
Construction ou changement d'une hypothése

Commande les résultats intermédiaires

" Nombre de S—classes

Deni-degré extérieur
Demi~degré intérieur
Donnée insuffisante (Erreur sur FE)
Partitions &gales dans les deux graphes
(ou dans CQNSTHYBOT;;partitionwégaléﬁiﬁia"T
S-partition)
- procédure d'entrée (3) des indices et des éléments
Procédure d'entrée (2) des indices
Procédure d'entrée (1) des matrices caractéristiques
Partition numérotée au-deld de N
Forme d'entrée

Fonction associée 3 une partition ~ Fonction intrin-

séque



»w W O W O

FIAPH < - -

FIAVH

. FID2FI

FIDFIELEM . -
FIELEM

G

GT

H

HYPOT

I

150
ISOMORPHISME

NG
NH
NUFI

REBIMETAZF
S

SAS
SCLASSE

SD
SDONNE ES
SFONCT

SM

T & S

;2384 :

-

T -

T 384
B 930
;P

P

T 557-566

T 384

T 384 .

567

P 305

E 0

B 1

P 145

E 0

E 0

Eti 656

E

Eeli 524

T 384

T 384

P 188

T 384

P 60

P 206

T 384

7/5

Partition aprés. une hypothése .

i Partition.ayant une hypoth&se .
-.Juxtapositicn de deux partitions
76 0
65 .

Juxtaposition .des FI-élémentaires

rFonctions intrinséques él&mentaires
Matrice caractéristique -

.- Fonction de structure,,Matriceycaractéristique

- -transpgsée

Conservation des choix des hypothéses

Méthode des hypothéses 'dans le .programme: -q; .
Méthode des hypothéses

Indice

Indique 1'8galité d'une partition avec la S-partiticn

Calcul de 1'isomorphisme (SAS)

Indice

Indice

La fin du programme

Nombre d'arcs

Nombre de sommets

Nombre de FS essayées & la stabilisation d'une
partition

Numéroc du graphe G

Niveau d'hypothises

Nombre de Fi calculées

Renrise de la méthode des deux fonctions
S-partition

Sommets associés dans 1'isomorphisme

Calcul des S-classes

Cardinal de la classe de chaque sormet

Sortie de matrice caractéristique (}>16)
Impression d'une fonction assocife & une partition

Nombre de S~classes de méme cardinal



N o< X 9 a

7/6

SMATRICE
SORTREG
STABLEAU
SYM

TA

TAC

TAL

TESTFI
TESTISO
TRANSP
TYPORESULT

. {l;\
=/

~
=
A e

156

P 29 Sortie de matrice caractéristique (Ng16)
Eti 610 Sortie réguliére : impression de 1! isomorphlsme
P 223 Impression d'un tableau T
B 1 Indique la symetrie du graphe G (et le nombre de FS)
T 384 Tableau T dans la méthode des deux fonctions
‘ 11bellé Résultats " Tableau T construit sur G (colonne)
iibell%}intermédiaires Tableau T construit sur G transaosce (llnne)
P 163 : Tests sur les partitions
P 135 Comparaison d'une partition 2 la S~-partition
P 181 Transposition de matrice
P Typographie préparatoire aux resultats (non-iso)



0B,

TEEN~ISCMORPHIAME-|012,000C02,099,9999;

SALGO,LIST

MPILATION ALGCL M 40 NDATE 0602538
0000 'REC{N"'COMMENT ' RECHERCHED 'UNISOMORPH I SMEENTREUNGRAPHEG IETUNGRAPHEG
0oon 2
0noo 'CDMMFNT'DECLARATIGNS.
n00n CINTEGERYNI ML N1 eFETIN2 M2 NG2FEZ/CFITI+CFII2¢CFI21¢CFI22,CFI31,C
o000 F132, CS!,LS<'I.J,K.huFi.NFS'NH-EFI;
0001 'BO0I FAN'ISO/ERIEGSYMI,SYM2,AVECG,CRESULT,CH;
_0002 1COMMENT ' INTRO | :
0032 "PROCEDURE PEMATCAR(G /N ;
0003 'VALUS 'N;
.0004 VINTEGER'N;
0005 VINTECER' "ARRAY G
000€ '"BEGIN' "INTEGER 1 ,.J;
0007 TFOR' 1 =l *STEPY I "UNTILYN'DOY ' FOR ' Jr={*STEP I *UNTIL'N'DO'G(I+»J]:=DATA
noo7 ; '
o008 "END'DEEMATCAR;
0009 'COMMENT P INTRNZ
0009 YPROCEDURE'EINOMATIG v Mo M) ;
0010 'VALUE "N M;
6o11 *INTEGER N, M
0012 VINTEGERY TARRAY 'S
0013 'BEGIN'*INTEGER ' [+ d;
014 TFOR'[t=] *STEP' I 'UNTIL'N' DO"FOQ'J:=I'STPP’I'UNTIL'N'DO'G{I:J]::
0015 PFOR'US= | 'STEPYI "UNTIL'M'GO'GIDATA,DATAY s=1
0016 VEND'DEFE INDMAT;
0017 *COMMENTYINTROZ;
0017 '"PROCEDURETEINDELEM(G N, M)
2018 YWALUF *NoM;
0019 *INTEGDR YN M,
0020 VINTECERY FARRAY ' 7
002! YVBEGIN'SINTEGER' T JoKoly .
np22 PFOR'I:=[ 'STEPY | "UNTILIN'DO' 1EOR Y Js=1 "STEP' { *UNTILN'DO'G[1su) =0
0023 ‘FORYI =1 'STEPYI'UNTIL'M'DO* 12ERIN'K:=DATA;
0024 Li=DATA;
0ozs CIKsL}1=DATA;
0026 VIF'GIK LI P THEN Tt l+0 KoLt
0027 YEND Y ;
0028 YEND'DEEINDELEM;
1029 'COMMENT Y IMPRESSIONDESDONNEES (N<=146)
0029 'PROCEDURE 'SMATRICE (NUMEROG,G /N, M) ;
09030 PYALUE "Ny M, NUMEROG;
0031 VINTEGER'N,M, NUMEROD;
0032 TINTEGERY YARRAY' B
G033 1BEGIN' PINTEGER' 1 v u;
0034 SPACE(3)
gn3s TEXTI"GRAPHE?N Y ;
G036 EDITI"F&+ON,NUMERDOGY;
0037 TEXT("IDE?\);
0038°  EDIT("F6.0\,N}; /ﬁwﬁ
2039 TEXT("2SOMMETS?ET\ )5 LS
0040 EDIT("F6a0\,v); N
co4l TEXT("?ARCS\);
2042 PRINT (&Y )
0043 SPACE(3});




D044 Tr{T(wSATRICE~CARACTERISTIGUEN )
0045 PRINT(Z2);

D04L6E SPACE (S )

0047 TEXT{"SOMMETS\ )3

0048 SPACE(S):

0049 "TFORYLt=l "STERPYI P UNTIL'N'DCEDIT(PFE.0N, 1)

0050 PRINT(2):

0051 PRINT(1 )

0052 YVFORY i [ 'STEP VI 'UNTIL'N'CO P REQCINISPACE(9)

0os3 EDIT{"F&.0N, 1)

0054 SPACE(6); ‘
1055 YFORY =T 'STEP Y 'UNTIL'N'DOEDIT("FE-ONGIT, 1) -
n056 PRINT(2)

0057 CEND Y

5058 PRINT{ 1) .
0059 TEND'DESMATRICE;

00560 tCOMMENT Y IMPRESSIONDESDONNEES:

0060 1PROCEDURE *ADONNEESINUMEROG, G o N, MY

0061 TYALUE "Ny M NUMERDG

1042 VINTEGER YN Mo NUMERGS

n0s3 VINTEBERYPARIAY '

o064 ; _ e
006s 'CDMMENT'FONCTXONS!NTRKMSEQHESELEMENTA1RESPOUQ§GRAPHE;

0065 PROCEDURETFIELEMIN G+ FIDDIFIDDEWBOUCLE Y

0666 'VAL JE YN

n067 VINTEGERTTARRAY'G,FIOD!,FIDDE,BOUCLE:

0068 VINTEQER N

0059 TZEQINTVINTEGERY L v U

AQ7o PEORC 1= [ 'STEPY I CUNTILIN'DOY Y BEGIN'FIDDITIY+=FIDDELI1=0;

2071 PeORY Jis | PSTERPY I YUNTIL'NIDO *BECIN'FIDDIL 1} :=FIDDILIY+GEus1 )

a072 FIDDEMI1:=F10DET 1 +00 1401

3073 TEND Y

0074 BOUCLEIT):=GIT,17:

0075 VENDYTENDTCEF IELEM;

0076 YOOMMENT P CONSTRUCTIONDEL AFTASSOCIEEAUXFIELEM;,

0076 '{PROCEDURE'FIDFIELEMIN,FII FIDDELI«FIDDI1.BOUCL] SDI.F12,FIDDE2,FIDD
0076 2+BOUCL2»522);

0077 TVALUE 'N;

no7> VINTEGES Y PARRAYIF LI LFIODEFINDIT1,830UCL1,SDIL,FI2,F1DDE2,FIDDI2,B0UC
0078 2,802

079 *INTEGER'N;

0080 YBEGIN'VINTEGERY W JCF I

noad COrEOR s YSTEPCIIUNTILON'IDOYFIILI e=F 120 3=m; .
ac82 0 CFl:=zlg;

033 TEORY [ 1= TSTES P CUNTIL NSO P IF PRI 1= THEN'BEGIN'FITI ) t=CFI;
n084 ”JQ'} =1 P tSTEP I YUNTIL'NIDOC Y IF FIILJI=0ANDYFIDBEILJI=FIDDEI(T 1}
I LY MO FINDTILJISFIDDIt T I AND'BALCLIIJI=BOURLI I ANDYSDIEJ}=SDIL])}TH
N84 N Fii{d] =CF13

035 VEORY il PSTEP Y VUNT L’M‘uu"IF'FI2[JJ=O‘AND*FIDDEZ[J]=FIDOEI[I}'AN
Q085 TEINDIZ2IUI=FIDDI I CIIYANRIBOUCL20J1=BOUCLITTIIPANDYSD2IUI=SDIITITTHEN
0085 Flatuls=CF1;

coss CFI =CFI+1:

. !END';

WEORY 3= TSTERPY I TUNTIL'N'DO Y PIFFI201 =0 THEN"'BEGIN'Fl201)3=CF1;
: ‘J¢w1:onvdzzr+y*ST:P'g'UNsz'N'po":F'FIZIJI:D'AND'F!DDEZ[JI=FIDDE2{il'
np8ec NOHFIDDIZIUI=TIDNI2 IV ANS ' BAYCL20J)=BOUCL2IT 1Y AND ' SD2{J1=SD21T1'TH
oos9 N'Fi2[ul:=2CFl;
o0%0 CFIs=CF I+l
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0140
014!
012
0142
0143
OT44
0145
Q145
0146
Q147
0148
0149
D180
015G
3151
oisz
o183
0154
8155
0156
156
0157
ois8
G159
g160
Di&1d
D162
0163
2163
0163
G164
0165
O16¢
0167
0168
0169
0170
0171
t7e
0173
G174
0175
0176
0177
g17¢
0179
Q180
o181
2181
0182
Ci83
0184

g185

J186
o18é
0187
o188
gig8

TREGINYVINTEGER {1

180z FALSE 1

TEORI =] PSTEPC P PUNTIL I N DO P IFFIMI(FITTII)12SOI (I ORFIM2IFI201T)
SD2L1IYTHENT'GOTOYSORTESTIS0;
!SO:s'TRUE';

SORTESTISO: *ENDYDETESTISO
YCOMMENT CONSTRUCTIONISOMORPHISHE
‘PROCEDURE YISOMORPHISME (MIF LT +F1E2+5
YYALUE YA

VINTEGER TN
VINTEGERYFARRAY'F I F 12,348
THEGIN'YINTEGER YT e .
PEQRY IS PSTEPY P YUNTIL'NIDO 'BECINTI 'FOR Y= *STEP | *UNTILN'DOY " [FF
120 Y=F T IV I THENY P REGINYSASTIT Y s = ’
Fi121Jd1:=203 .
TGOTO'SORT

tEND

SORTJUITEND Y,
tENDIDLISOMOROHT SME
COOMMENT Y TYPOGRAPHIE S
tPRQCTOURT P TYPORESULT
TREGINTIUMP,
TEXT{"RESULTATSN )
PRINT(E)
TEXT(#F?2INCON- I SOMORPH]
PEBINT(Z2);
CENDODETYRORESULT
CCOMMENTYTESTSSURLESF 1.

PEROCEDURE N TESTF I (N F I oFIMIZCFIT 8D ,F12:FIM2,CFI2,SD2,ER/EG+150452
SYi

‘JP r'hr

CINTEQRERYL L, CFTT1.CF 12
CIMNTEREDR Y TARRAYIF I L, FIMI,FI2,7IM2,5D1,502,548;
*EOQLEANYERLEG, 180
SEEGINTCALCUL(FIMIZFTII N CFITERYS
CIFYERMTHENC'SEGINTTYPORESULT :
TEXT("9?22F o 1« OMON~ACTERTARLE2CTINT

PRINT(Z2)Y

tGOTOYSTESTFR L

vENDY

CRLCULIFINZ FI2 N CFIZsERY
VIFTERTTHENY P GQTCPSTESTF I
COMPFI(NCFITFIMI(CFI2,FIMD,ECY;

VIFE Y INOTYEGHTHENY YGOTOYSTESTF U

TESTISOIN'F L eF IV 8Dl F12,71M2,502,150);
YIFPISOYTHENY ISCMORPHISME(N,F 11, FI2¢5A3);
STESTFI 1 'END'DETESTF I
ACOMMERTYCALCULDTLATRANSPOSFENGELAMAT«CARACT;
TEROCEDURE " TRANMS (G CT 1 MY,

'VALJE‘Nl

tINTEGER "N

LINTECERY P ARRAYY G071

451

m
e

SBEGIN' VINTESER! 14 d3
PEOR Y1tz CSTEP L UNTIL IN®DOY rFOR szl 'STERYF Y UNTILINIDOYGTI L], JY 220

tJde ]

TENDIDCTRANSE

ICOMMENT IR CHEQC%FS?SCiquEQ

PO OCEOURE 'S0 ASSES (N G,S,CSsSD)5M Yy



0189
0190
O19l
0i9z
0193
o194
D195
0196
0197
0197
Qlg7
0197
J1g98
019%
0200
2201
0202
p2c?
CzZC04
0z08
o206
0206
$207
Q208
Q20¢¢
0210
o711
Qzie
0z2i3
0214
Q215
0216
0217
Q218
az21¢e
0220
{zz1
0z27
0227
0zz3
0224
0223
D22¢&
L2227
0228
ne2s
6230
D231
nz3z2
0233
nP3L
0238

0236

6237
0238
0239
N240
‘0241

YVALUE TNy

CINTEGER 'S, C8%;

FPINTEGER Y "ARRAY YD, 5,80 ,8%;;
YBEGINT P INTEGER [, JsK, T

TEORM I PSTEP I PUNTILINDO'Sr 11 1=8DI 1Y t=8MI 1 ]

CSe=1
YFOR T i= [ "ITEP YL "UNTILIN'DO 'Y IF /ST 120" THEN"'REGIN'S{1)=CS;
Tz

YFORYY =T+ ISTEPY L PUNTIL'N'DOY P IFISTJI=0ANDGIT 1 1=GEJ s JIYAND Gy
126 {Jde LI YTHEN  1BEGINYFORIK sz 1 *STER YL CUNTIL Y [= s I+ {'STEP* I YUNTIL " J~1
P I ISTEP P TPUNTILINIGOY P IF GIU W KIBGII «KI'OR'OIK,JIRCIK 1Y THEN''GOTO

TRETER T TUNTILINIDO P IF P SIKI=CS THEN'SOIK 32T

VERD Y

*ErDDESCLASSES

VCOMMENT Y IMPRESSIOND 'UNFFONCTION(NG=1(8);
VPROCFDURE "SFONCT(F I sF2, 8y

VYALUF TN

CINTEGER Y I

VINTEGERYTARREAY'F I F2;

TREGIN' SV INTEGER Y

SPACE(T7)Y:

TEY.T("G31\};

SPACE(12); '

PFQRY iz L TSTED I s UNTILIMIDOEDITIMFA&-0ONF 11
PRINT(ZY: '

SPLCEET )

TEXT("GA\ )

SPACE(12);

PFORT 2= "STEP Y "UNTIL M'ROTEDTIT("FE+0N\)F2011))
PRINTIZ);

PRINTLIY;

TENDIYDESFONCT

tCOMMENT ' IMPRESSIONTABLEALTA(NC=]6);
CPROCFULRE *STARLFAU(TAL ,TAZ K, CF T}
CVALUE NS CF T

VINTEGER'N.CF

CINTEGER''ARRAY P TAL,TAZ,

VEEGINTVINTESERY 1, J;

STACELT);

TEXT("GIN):

PRINT(2};

CFORYI =] "STEP 1 'UNTIL'CFITROY'BEGIN'SPACE(9) ;
EDIT(MFA«OV, 1)

SPACE(6);

VEORYS sl P STED Y CUNTILINIDOEDIT(PFE0NeTAI T 1))

PRINT(Z2}; : . P
YEND Y _ : Lgﬁﬁ
SPACE(T7); LTHE

TEXT("G2N\)

PRINTLZ)Y

PEORY L :={ "STEP Y 'UNTIL'CFI'DOY*REGIN'SPACE(9) |
EDIT(PF6aON 1)



0242
D2al
0244
N2458
D246
Q247
Q248
Q248
0249
0250
0251
0252
0253
254
n254
"255
n2s56
1256
257
0258
3259
5260
o251
az61
0261
gzs2
0ve3
NpAL
0264
0264
N2485
D266
0287
p2es
nz269
0270
Q270
0270
0271
0272
0273
0274
n275
0276
02786
2276
0277
n272
0279

0280

o281/ 0
ozszimu
0283
02873
n284
0285
1246
0286

SPACELEDY;

'FOQ'J-=£”'?Q°!'UNT LYN'DOYEDITI"F6«ONTAZI U1 1Y

PRINT(Z

tEND '

PRINT()Y

CEND'DESTABLEAY,

tCOMMENTIMETHODEDES2FONCTIONS
PPROCEIUREYBIMETAPFINSGIFI1 1 FI121,TAFCFI11,G2/F112.F122,TA2);
CWALUEY'N.CFI L

INTEGERINLCFI L

FINTEGERYTARRAY'C s F I FI212G2,FI12¢F122:TA}TAZ:
PRESINYYINTESER Y Lo e (rct H .
VINTECERY T, T2,73,T4:
-FQR'Izzg'sTE@s:'UNTIL'N'DD"FGR*Jzzi'STEP'!'UNTxL'CFIi!'DO'TAlti-J
=TAa2 {1, J) =0 .
TFQRY =] "STEPY I '*UNTIL'N'DO'FI210Ts=F122011:=0:

VORI Iz] 'STEPYIAUNTILIN'DO Y 'FOR U=l *STEPY L 'UNTIL'N'DOY'BEGIN'TAL L
yFIEI LY s=TALL T FILILJII+GIE T dY
TAZITFLI2001e=TAZ{I+FI120013+G20Tsd]

TEND

CFle=1i

-
.
=4

TFORTLs= ] "STERPI'UNTILIN'DOY IR FI21 {1 1=0"THEN''BEGIN'FI21(1]:=CFl;
FOR e+l ' STEP S PUNTILINYDO M IF FI21EJI=0YAND ' FITILJUI=FIJIT]1THE
VIBEGINTYFOR Y= 'STEP P YUNTIL'CFITI'DO " IF TALTJoKI#TAFTT K] 'THEN?

QLTC'SJi ; H

Fi21td)e=CF 1

SEITevEIND Y

TEOR Y s TSTEP Y LY UNTIL N DOt IR FI22T 0 =0 AND'FI12(JI=FTIIILT]THEN?
BEGIN''FOR'K:z 1 "STEP Y 'UNTIL ' CFIIIDOf Y IF " TARIJ W KI#TALITI KITTHEN''G
TC'SRLZ;

12210t :=CF 1L ¢

SRIZiPENDY

Crl ::er""i;

lEI-.lﬁi z

TEOQ T PSTED e PUNTILINEDD Y IR FIZ201 050" THEN*'BEGIN'F122[11:=CF1I
TEQR U=+ 'STEP Y YUNTILINYQOYY IFTFI22001=0ANDYFI 2T JI=FLI211)TH g
PR INY P FORYK s i TSTER YL PUNTIL'CF I 'DO I TA2{JoK)I#TAR[ 1 »K]IFTHEN
GOTN1S313:

Fl22(Jd1e=CF 1

SEI3rENDY;

CFle=CFI+t:

PEND !

TENDIDERIMITARZF

POOMMENT ' CONSTRUCTIONDHYPOTHESE ; -

PORNCEDURETCONST YPOTIN, FIT I CF T FIMITFI21CFIZ] oSt SDLWFIIZ,FIN
SaFI22+52sH e NH,CHIEG)

TYALUE TN CF T

CINTEGER'N,OF T, CF 121 e My
’!NTEGEQ"AQQAV‘rIiI;FZM%i.FI?EpS!ySD!oFIIE,FiMIZ:F¥22r52vH3
tROOLEANTCH, EG

BtGIM*'ZNfﬁGEQ’!ndyx:

VEALSE Y :
'EV'FH*'HLW"n;Gi\"FCQ'Z‘*i'QTrp'i"NTIL NENO**BREGINTFIZ21[1)s=FI11
11
Flzzille=Fliptiy:

TEND Y
ROt TSTEP I CURNTIL N DO IR FIMELTIFTII LI TIOSDITT I THENY "BEGIN'H
NH: 1 J1t=13



MraH,Bls=F 11101 Y

YSOTCYSORTIPI P ENT Y

EGi:=3'TRUE ",

*COTO'SORTHYP;

SORTIPII'FOR'1s= i "STEPY I tUNTIL'N'DOY IF'FLI2E11=MINH, 31" THENT'BEGIN?
HINH,2 =]

YGOTOTSCRTORPZ;

YEND Y
SORTOP2:CFI2t:=CFITY+1;

YFORY T iaHINH LY 'STERP T YUNTILIN'DOY Y IF ST 1=S1(HINHs I TITTHENFIZ2111]
t=CFi21;
TENDYTELSEY'BEGIN'PFORY Jr=HINH 21+ PSTEP Y YUNTILINICOY " IF ' FII20J)=HT
NH B 1PANDYS2 T JI#S2IHINA, 211V THEN"'BEGIN 'K 12

CHi=YTRUE*;

PEGR Y LI eHINH, 21 tSTEP Y Y UNTIL'NYDO Y P IF S22 1 1=S2IHINHI2YIYTHENYFIZ22(])
saMHINH,3);

HINH, 21 :1=K;

'GOTO'SORTADIEND Y,

YGOTO'SORTHYD

vEND Y

SORTAP 1 FOR ez [NH, 2 1 *STER T CUMTIL'N'DO Y Y1982 [ 1 1=52{HINH/ 2] THEN
TEI221113=CF 120

SURTHYF: "ENDYDECONRSTHYPRPCT

1CAMMENT*METHODREDESHYPOTHESES

tPROCFLUURE ' HYSBOTUINGFII I FI21 FIMIT CFIT1SDI.SIFI12,FI22,FIMI2,52,N
HeCHiHeFTAVH I W FTAFH T «FTAVH2,FTAPH2)

TWVALUE "8

CINTEGER'N NHsCFI It

VINTEGERY PARRAYYF I FLI21,F112,F122+HsFIAVH] ,FIAPHI+FIAVH2,FIAPH2,F
MIT»SDISEeS2yFI™I2:

tROOLEANICH,

SREGINYYINTESERY L s u,CFI21

"BOOLEANTES;

CIFCNH=O Y THEN 'FOR " L= [ *STERFJTUNTILIN'DOY ' FOR  Ji= 1.2, 3'D0HET,J)=

VIFICHTHEN Y '"BEGININMixNH+ ]
PFORY I PSTERP YL P UNTIL'MIDC'*RECIN'FIAVHTIINH, [ e=F LI LT )
FIAVH2 IMNH» TTs=F 1201 1ENDY;

FTAVHIIMH N+ J1=0F 1113
FTAVH? IMHY N+i}.:c 1H1 : ‘
CONSTHYPOT (N F I CF T i F TN, FI21 e CF 121,581,801 ,F112,FIMI2F122,52,H

sy NHCHIEG Y

VIFYEGITHENYEGOTC FINKYPOT : 4
TEOR'Te= ] 'STEPY{ PUNTIL ' N'DO *REGIN FIAPHIINM, 1) s=F 12101
FIAPHMPINH,I13=F122111);

TEND Y

FIAPHIIMNK N+ 1s=CF L2

FIAPH2 INHoN+IYe=CF 21

YGOTO'FINHYPOT;

YEND Y i
ZEPHYDOTIPFORY | ':{"TFF'Y'L“T!L*N'DF"BFF’N “Iil{II.=FIAVHiQNH:I}.
FLI2e00:=FLAVH2INH, 1] NG

FI21111:=FIARPHIINH, T
F122r13:=FIAPHZ[NH, 1

SEND Y

CFIT e=FlAVHTIINH,N+L )

CFI21s=F1APH]LINH N+

SEOR I s 'STEP LY UNTIL R'DOYFIMET [T Ye=F im0t e=0:



EORY Lt PSTEP Y TUNTIL NIV IREGINCFIMITIF I 1 Y e=FIMILIFTIIL1 2]+
FIM{QIFITIZI I le=FIMI20FTi20111+1;

tEND Y,

CONSTHYPOT(NSFIIL:CF I L, FIMILFI21,CFI21+3],8D1 . FI12,FIMI2)F[22,82
yNHeCHIEG

PIFYCHYTHE N Y INPIFOR Y :x YSTEP Y YUNTIL'NYDO* YREGIN'FIAPHIINH,T]
Fi21111;

FIAPHZINH I 12F12211 1

YEND Y,

*COTOFINHYPOT,
PEND Y
NH s =NH=1; "
'ZV‘MH>*!'TH:N"””TO'9EP YPOT
FINHYPOT s PEND'DERYROT
TCOMMENT Y TYPOGRAPHIE S
HEADING ("I SOMORPHISME?922DES72GRAPHESN )
CRESULT :=DATA#%S;,;
TCOMMENT Y INTRODUCTIONDESGRAPHES
JUpP
TEXT({"OONNEESN Y
PRINT (S
TEXT{"GINYS
PRINT(6);
NG11=DATA;
Nis=DATA;
=0ATA;
TREGINT YV INTESERQCCARRAY AL LT s N o TINT T FIZILTeNTY
FETt=DATA

YIF'FEl=1? ¥4Eﬁ'EMATC&R€G!:NE}‘ELSE"IF"F =2 THEN'EINDMAT (Gl o NT M|
EtSEt ISP FE =3 THENYSINDELEMICGT NI, MIVTELSE**OCOTO'DINSUF;
'}U'zi<*ié‘TH€N’SM&?RECE(NG§nGIeNi,MI)'E&SE’SDONNEES(NG[vGioN!eMi)

TEXT("G2N )

PRINT{6);

NG21=DATA

N2:=DATA;

MziﬁSATé.v

IBEGINY T INTECERY "ARDAY I AL I N2 P eN2T,FI220 ] N2

FE2t=DATA;

VIR R E 2l P THEN T EMATCAR( Ay N2YYELSE P T FIFE2c2 ' THENTEINDMAT (G2 N2y M2

FLSEt Y [FIFER3 s THENTE INDELEM( A2, N2 . MZJ'ELSEY'GOTO'DINSUF

VIF 2= b AV THEN Y SMATRICFING2, 82, N2, M2y "L SE'SDONNEES(NG2+sG2/N2,M2)

EF1:=DATA;

VIF'VEF 140 THEN  *3ESINY I FOR$ T e | 15T EP’I"\TIL N{'DO'YFI3T{T1e=DATA; .

TEQR 1= "STERY] TUNTILINZ'DOYFIR2{ 1) =DATA;

YEND Y

'CDMHENT'PREMIERSTE5T3: .
TFINI#N2 Y THERY PBEGIN TYPORISULT

lFxT‘ﬁq;o“ﬁMﬁmrgﬁgco OMMETS?PDIFFERENTSN b ;

p“!”*{ Vi
GOTOYLAF IN;

cEyQ:~

H

CNF YMIAMR2 T THENT P BEGINT TYPORESULT

TEXT("2228N0MBRES?DIARCSSDIFFERENTS Y
PRINT(3):
tGOTOYLAF IN:
YEND
TCOMMENT DECLARATIONSDETABLEAUX:
VREGINS YV INTEGER PARRAY T ,0T2, TATTAZLI SN, 1tNT11,51+52,501,5D02,F1



0384 FeF 11O FI22:0081 D052, 00 01y 001231 ,B2rSMI+SM2 FIMITFIMIZ2,FIM2{,FIM?

n3s4 Py F T, F I, 121, SASIT N} Hi 130 LENI= 1o FIAYHTI fFLAVH2,FIAPH] FLAD
~384 H2TlsNlel s i eNj+1 1,

0385 FOOMMENT'RESULTATSINTERMEDIALIRES

0385 CIFYCRESULTITHENY 'BEGIN Y JUMP;

03854 TEXTIYRESULTATS?INTERMENDIAIRESNY)

0387 PRINT{H);

n%88 PIFTNIPIG Y THENY IBES TN CRES UL Te= 7 ALSE Y

0389 TEXT("???N}!é?P»S?CZ?QES‘L”I“TEPM\):

0390 TENDYYELSE P BEGIN  PCOMMENT T ORPPARATIONDESRES xLTATSINTERMESIAIREG(N<~
0390 161

D390 TEXT " 29NUMTROSPUESTSIMMETEIN)

0391 PRINT(6)

392 SPACE(ZL )

©393 PEORYY s ST P ONTIL NI IO EDITERFE0N\ s ]2
n394 PRINTI(2):

0395 PRINT{!);

0396 tEND 1

0397 FEND Y

0328 PCOMMENT'CAL CuULDESS-CLASSES;

n3u8 SCLASSES{HI 31315118501 05¥ ]y

1399 SCLASSES (NI (82:52:,C%52:30n2,5M2)

0400 IR CRESUL TP THRAN ' a0 INYTYXT (22 2S=-CLASSESN)
0401 PRINT(2);

0602 SFONCTIST 22N 3

2403 TEXT (" ?22TAILLES?DES?IS~CLASEESN Y

N4 4 PRINT (2

0405 SFONCT(SDI SO2,M1 1

0406 tEND

3407 COMPEFIINTI +CSToSMICS2+5M2,E0)

0408 YIFYOMCTYEGYTHEN"'BESINY'TYPORESULT;

0409 TEXT(#222S=CLASSESPDIFFERENTES Y

N410 PRINT(2Y;

0411 'GOTOLAF L1

0412 FEND

0413 TCOMMENT Y F [aPREEXISTENTES;

0413 NUF1:=20;

0414 VIFIEF =N THENYTGOTCYFISUITE

Cais -§F'QQ”SJLT'T»rN"““GINﬂNpFl =NUF &4

C41s TEXT("R2%F 1«72\ 1

0417 EDIT(PFEsON e NUFT Y

0418 PRINT(2);

0c1s SFONATIFIZIFI32,% 11

B420 VEND Y

04zt 'CGMMFNT'CQMFARAIS?”SryFQN’;

Derld CalCUL{(FIM3II»FIB I NILCF1I], 52

0422 'Ir'EP'*ﬁt4"”E”‘W'?YDOQESJLT

0423 T&XT("???F.Z-"iH*n»D“!*”~NQM°LP*EPTa8LV{G§)\);
g4z4 PRINT(2); :

0425 tGOTOYLAFING.

C626 tEND

nap7 CALCUL(FIME2,F132, 8] CF132,FR) ,
D4z8 PIFYERTTHENY'REGIN TYRPORESULT Fie
G420 TEXT("229F « [ 2 INTRODUITEONON?ACCEPTABLE(G2)\ ) ; N
0430 PRINTIZ2)Y:

0431 CGOTOYLAFIN;

04632 vEND Y

nNg33 COMBFI(NICFIR]FIMIILCFIB2,FIM32,E5);



0434 )IF1INOTIEG T THEN' IBEGIN' TYPORESULT

0435 TEXT("099F . 1+ 2D IFFERENTESN )

0436 PRINT(2}:

0437 'GOTO'LAFIN;

0438 YEND

0439 TESTISOINT s F IS eFINM3I 3D FI32,FIM32,8D02,1%0);
0440 VIF YISO THEN "REGINT I SOMORPHISME (NI FI3I,F132:¢5458);
0441 *GOTO*SORTREG ;

C442 TEND Y

0443 FISUITE:;

f444 CCOMMENTYCONSTRUCTIONDESFIELE W

0444 FIELEM{(NI ST «DOIICDET IR

G445 FIELEM(NIG2:D012/D0E2,R2 5

CLab 1Tt CRESULTCTHENY'BEGINCTEXT("2922DEM «DEGRESP INTERIEYRSN }
0447 PRINT(2);

0448 SFONCTIODI «DDI12,01 )

0449 TEXT("29°0EMI«DEGRESPEXTERIFURSN )

0450 PRINT(2);

0451 SFONCT(NDEL,DDE2.NJ 1

0452 TEXT(w?2?280UCLESN

0453 PRINT(2);

0454 SFONCT(BI+B2 N1,

0455 PEND ¢

0456 FIOFTELEMINTZFI1IsDDIi1+DOE) B oS5DI.FI112,DD12,DDE2+82¢5021);
0457 VIFtARESULT Y THEN ' SEQINSTEXT(M227F 12\

0458 NUF PeaNUFT+1

0459 EDITIOFE&aON,NUF 1)

0460 PRINT(2):

0461 SFONCT(FIII,Fli2,M1;

D462 CEND Y ;

n&e3 CALCLL'rzviz;inx.cz.cfz: [+ERY

[‘3454 vIr:IErsrm § ¢ 'BE”IN’*Y@OQ Sde°

8465 T&xT("O"OVtRIFIEﬁvs.X- CLEM?GINY ¢

0466 PRINT(2);

0467 'GOTOTLAFIN:

04668 YEND Y,

~LED CALPKL(?‘V‘;c*E!l.VIcC?It ERY:

0470 F'¢D'THE\"¢%G!N‘"VPOQ£%U,T:

0471 TEXT("229VERIFIERAF WL CELEMDR2\

0472 PRINT(2);

0473 *GOTO'LAFIN;

Q474 tEND 1

475 COMPEIINI 1 CF I, FIMIT+CFII2FIMIZEG)

0476 'ZF"NOT'EG’THF”"”’FIN'TVPuwF%Ui‘,

04677 TEXT("722F 4 1 ELEM T OIFFERENTESN Y :

0478 PRINT(2);

Q479 *OOTO Y LAFIN;

0480 tEND '

G4nd TESTISOINI JFII . FIMEI.an1,FI12,81MI2,35D2,180);
DLR2 VIFCISOCTHENY PRECINY ISOMORPHISME(N |, FIT1.F112,5AS);
Q483 'COTG*SCRTREG

0484 TEND Y

0455(’7@§Loww5wrfRaUNIQM@ES%1,

T4a85 ¢'EFI#W‘THLN"quiﬂ‘”YU(F*<hisPI?.-FilieF12i.F132uF112vF222):
0486 ARV ARESULT Y THENY TBEGINITEXT (" 222F ¢ [« 72\ )
G487 NUF ! saNUFT+1

0488 EDIT("FRONSNUFT

0489 PRINT{2}:



0490
0491

48
0493
0494
0495
0496
0497
D4G8
0499
Q500
0501

0502
8503
0504
ns0s
0506
0507
0508
0509
0509
0569
0510
0511

0512
asi2
0513
0514
0515
n516
o516
£s517
0518
G519
0520
0520
3521

0522
0523
2524
n8Z4
30524
6525
0525
9526
n&ez7
0528
0529
058320
Q0531

0532
0533
0534
n535
053¢
05837
n838
0839

SFONCTI(FIZ2UF122,081 v
TEND T,
TESTFI(NI v FIRI4FIM2TeCFI21 05D oFI22+FIM224CF122.502¢ERYEGIS0¢SASY;
VIFYER'THENY!'BEGIN' TYPORESULT;
TEXT{("?29F « o 2MON~ACCEPTARLERO2N )
PRINT(2::
tGOTOLAF IN;
TEND '
VIFYCNCTYEGYTHENT'BEGIN ' TYPORFSULT
TEXT{"229F « I« 9D IFFERENTESN )
PRINT(2);
*GOTCYLAFIN;
TENDY
TIFYISOYTHENT'GOTO'SORTRESG
TEORM T e PSTEPY I SUNTIL NI DO BEGIN'FLIIIIYe=FI2101);
Firiz2etle=FI2alils
'END"
CFIL CFizii
FEND Y
YCOMMENTYLAF IDEDEPARTESTTOUJOURSF T
VOCOMMENTTMATRICESTRANSPOSEES :
TRANSPIGI+GTIaNLY;
TRANSP(GZ2:GT2:M1 Y
SYMls=SYMZ2iztTRUR Y
TEORY I = P STERP Y LY UNTILINIYON Y s FORY U= "STEP Y 1 "UNTIL'NI'DOY*BEGIN''IF
PO LT JIECT I, JIPTHENYSYR] 1t FALSE Y
VIFR2 LI JIFST2( e J3 P THEN ' SYMR2 s = FALSE Y
tEND Y
VIFCINDT Y (SYMIYEQUI "SYM2 YT THEN YBEGIN'TYFORESULT;;
VIFPSYMI Y THENYTEXT ("G ISYMETRIGQUEZET?C2INON-SYMETRIQUEN )Y TELSEYTEXT ("¢
[ ONON=SYMETRIGUECETPC22SYMETRIQUEN Y :
PQI NTE6 )
GOTOYLAFIN,
‘END’;
TCOMMENTYCALCUL
NH 3 =0
NFSt=1,;
AVECC :='FALSE Y,
A“TFS A\I"’"":‘«ihl"TlAv""a":
REBIMETAZF st [FYAVECGYTHENBIMETAZF
tF 122, TAR2 Y 'FLEE'BIMETASF (NI CT1+F 1
213
VI F'CRESUL TP THEN  'BEGIN Y " JFYAVECG Y THEN'TEXT (22 2TACN I 'ELSEYTEXT ("9
TALNY
PRINT(2);
STARLEAULTAL»TA2 NTCFIT 1)
NUF T s=NUFl+1;
TEXT{("272F « 1e?2N )
EDIT(vF&.ON W NUFT Y

(NToGLsFIIT2F121,TALICFILT,G2,F 1?2
P1eFI21oTAY+CFITT GT2,F112,F122,72

PRINT(2); )
SFONCT(FI21,F122,N1); (}JQH
N NG

PEORY s "STERP [ 'UNTIL'NI'DOYFIZ2t Y s=sF 122101
TESTFI(NIsFI2L.FIM2I+CFI21 4801 FIB32,FIMP22:CF122,502+EREG,1S0+5A8);
VIFTERYTHENY PSEGIN' Y [F 'NH= O'THEN"%FUIN'TYPn ESULT;
TEXT("?227F » 1« INON=ACCERPTARLE 202N )

PRINT(Z2)Y

"COTO'LAFIN;



0540 PEND ' PELSE 'EC = FALSE

054! tEND

N~42 'IF"NGT'EG'THEN"BEGIN"IF'CRﬁiﬁLT‘THEN"BEG!N'TEXT(“???F.I.?DIFFE
0542 ENTES\ )

0843 PRINT(2):

0844 PRINT(E)

0545 TEND '

0546 VIFPNHSNCTHENYYBEGINTTYPORESULT

0547 TEXT("299F « 14 ¢D]FFERENTESN ]

0548 PRINT(Z2)Y:

0549 TGOTOYLAFIN:

£550 tEND

0551 CHi=tFALSD Y v
0552 tGOTOYHYP,

0553 PEND Y )
nE54 'IF‘CFXI¥<CF121'THEN"BEGIN"FOR'[:=E'STEP'!'UNTIL'N!'DO"BEGIN'F]!
0554 tile=Fi21011;

0555 Flfz2rtls=FIzZ2(11;:

856 TEND Y

557 CFItl:=CFl21:

1588 NFSet=1;

1589 TGOTO'REBIMETARF

0560 tEND Y,

0561 TIF Y INOTPSYMI PTHENT "BEGINY Y IF'NFS<2'THEN''BEGIN'NFSt=aNFS+1;

0862 *GOTOCAUTFS

0583 - fENMD Y

0564 TEND

nses VIFYISOYTHEN''GOTOYSORTRECG:

0566 CH:="TRUE';

nN567 HYP:HYPQT(NLIF!?‘!FI’lCFIMZ!!CFEQ!ISDlOSi!F}ZQ’FIIZOFIMZZOSZONHICHO
- 587 JFTAVHL FIAVH2 ,FIAPHI W FLAPH2 )

3568 CIF Y INOT YRS THEM ' BEG TN VIR Y CRESLT Y THENITTEXT{"?277PLUS?OTHYPOTHESEY
n3568 ;

D569 PRINT{2};

8570 TYPORESULT

G571 TEXT("202EPUISEMENTRES2HYPOTHESES\ )

05752 PRINT{2):

057 TGOTOLAFIN;

0574 TEND Y

0575 '!F'CRESULT*THEN"BEG!N'TEXT(“???HYPO?HESE???\)i

1576 EDIT("F&-0ON,NHY

0877 TEXT(®#?22:27ASS0CIATICONIDE?N Y

2578 EDIT("FADON,HINB,T Y)Y

38579 TEXT("?220E251222AVEC?N Y -
0S80 EDIT(OFA«ONJHINH,Z1 Y

058! TEXTI"I?70FE 202292 (VALEURSFIAVHI?TN )¢

nsg2 EDIT("FReONHINH, 3]

0883 TEXT("?2I\);

0584 PRINT(Z2)

0585 PRINT(LY

0586 TEXT(H?292F e 122203

0587 UNUFle=NUFLI+i;

0588  EDIT("F6+UNSNUFI);

0589 PRINT(Z)

asal SEONOT(FIIL,FI12,01)

3591 tEND Y

0892 tFORY 1= | *STEP L PUNTILINIDGYFIZ201Ys=FII2111

0593 TESTFI(NI{sFIT1FIMI1eCFITI 8D FI32,FIMI2,CF112,302,ER/EG,1504545);



PIFTERCTHENY "BEGIN' TYPORESULT:
TEXT(*799F 4 1. 9NON-ACCEPTABLEIR2 )
PRINT(2):

'GOTOTLAFIN:

YEND Y

TIF Y ONOT'EG P THEN' "ELGING  [F ' OPESUL T THEN 'BEGIN' TEXT("?722F. 1 .DIFFERE

NTESN Y

PRINT(2);

PRINT(L )

YEND

TYPORESULT;
TEXT("ﬁ??F'!"‘?IFFE‘QEMTEQ\) '

PRINT{?);
OTO’L FIN
'END

NFS::?E,
"GOTO'RFBIMETASF ;
"COMMENTPRESULTAYSISO;
SORTREG : JUMD;
TEXT(ORFSULTATSN

PRINT (G
TEXT{#?222 ] SOMORPHISMEN Y ;
PRINT(2};
TEXT("”¢°CORRESPQNDANCEoENTwEvLE>°SOMMETS°\)
PRINT(2);

SPACE (31}
EDITL®F&0NNGLY
TEXT("?2%7C I\ )

SRACE(6)

'FO?'!::!'S?EP‘!'UNTIL'('EF’N{(:{é'THEN'N!'ELSE‘lé)'DO'ED!T(”Fé.c\,g

Vi

PRINT¢2):
SPACE(3)
EDIT("FE«ONING2Y
TEXT("?229G2\):
SPACE(6);

TFOR i 'STEPY L VUNTIL Y (V1P NI A" THEN'NI'ELSE'IG)I'DOTEDIT("F6.0\,8

As{!I1):

PRINT(2);
SFACE(6)
TEXT("S.CLASSESN )
SPACEL(SY;

VEORYEE]ISTER F U TIL Y (IR <=6 THEN'NIYEILSE16)'DCTEDITI"FE40ON,S

101y

PRINT(2);

PIFYNISIG THENY 'FOR'J =t 'STEP' [ FUNTILINI%I6'DOY'BEGIN'SPACE(7)
TEXT(OSUITE2G N &

SPACE(6);

CPFORYM = "STEPT I VUNTIL (Y IF ' U<=NI % 6«1 "THEN |S'ELSE'NI~(NIX%16)%16)'D

QTEDITI"FECN e [E+K)
PRINT(3);
SPACE(7)

TEXT(MSUITE?G2\ 13 RN

SPACE(6Y:

‘FOQ'K'“i'qT”P"‘”YTfL'('IF'J<=Wi%¥6~l'THEN'lﬁ'ELSE'NS'(NI%ié)*lé)’h

'EDxT'"Céou\.SA%‘M*!6+'1
PRINT(Z)
SPACE(D).



Ce4s
0646
n647
0647
n648
0649
0650
D51
0s52
0653
0654
D655
0656
0657
0658

TEXT(*SUITE?S«CL )3
SEACE(6); ‘
VECR K= 'STEP Yt TUNTIL Y (P IF =N %1E~1 ' THEN [ S'ELSE'NI~(NI%I6I*Ig)n

OTEDIT("F6sONsST{IURIE+K ] ) ‘
PRINT(2);

YEND Y

"GOTOYLAFIN; i
VEND * |
VEND Y t
TEND Y ‘
DINSUFtTEAT("PRECISERTFORME2DONNEEN ) .
PRINT(2);

LAF Tt ;
PRINT(3)Y; .
eEND e '

FIN DE COMPILATION

1 ! :-E /l



TCuTs,

TMPLANTATION

"LGOL
goIT
~ATA
TEXT
PRINT
SPACE
JUMP
HEADIN
INITIA
ALGOL?2
ALGOL S
RESTAB
INTA
EMTIER
SYSUL
EXTFLO
INTFLO
INT
VIDE
ADF=27630
ADFC=37774

L R L L L . S S

s sv we

as

o

[

o

Al .p=7431
AT . P=25107
AT e P=25404
ADP=254548
DL.P=2555)
ADP=2557%
AD.Pz25627
ADWD=25664
AD.P=25725

AD.P=26027
AD.P=26072
AD.P=28625
AD.P=26638
ADD=26646
AD.P=27041
AD.P=2727C
AD.P=27573
AD.DP=2T7525
ADLL={3330
AT L C=0NE00

FIN DE CHARGEMERT
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- 8 Conclusions

Cet algorithie gui risoud le probhlliie de l'isoorphisiie

entre deux rraphes laisse wpparaltre un certain noubre C'insu-:fis ncce

8.1 Methnde des deux fonctions

Tout d'abord, en ce qui concerne les fonctions de structure, et
la méthode des deux fonctions, nous avons vu qu'on ne pouvait
pas &tre certain d'affincr. une partition jusqu'a uncdes B ou

H'~partitions les moins fines qu'elle contient (4.4.2.2.2.b).

Il serait intéressant de posséder une fonction de structure
idéale qui donnem it systématiquement cette H ou H'-partition
en itérant la néthode des deux fonctions, ou & défaut d'une
seule fonction de structure idéale, un échantillon réduit de

fonctions de structure & utiliser.

Une autre question qu'on peut se poser au sujet de la méthode
des deux fonctions est de savoir dans quel ordre utiliser les
fonctions de structures gqu'on possdde pour arriver le plus rapi-

dement possible & un résultat.

I1 semble actuellement qu'on ne puisse pas donner de réponses
globales & ces objections, et que cela di3pend des graphes traités.
l"ais alors, pour chagque graphe & étudier n'existe-t~il pas un

type de graphes correspondants pour lesquels le groupe d'igomor— ..
phismes soit le méme, et pour lesquels on puisse résoudre le pPro-—
bléme de l'isomorphisme en em:loyant toujours la ou les mémes

fonctions de structure ?

.2 Methode des hypothdses

Les études faites au paragraphe 4.5.4 sur le nombre 4'iypothéses,
donnent des idées sur la fagon dont il faut orienter les recherches

pour accélérer 1l'algorithme.

Le probleéeme est de mesurer le '"pouvoir séparateur d'une hypothése "

‘0'est & dire (e déterminer si cettée hypothése entrainera moins de



niveaux supérieurs d'hypothéses qu'une autre hypothése et .1>
la stabilisation s'obtiendra a chague fois en le moins possible

dtitérations de la méthode des deux fonctions.

Si on housse les investigations encore plus loin on se demandera

s'il n'est pas possible d'éviter la méthode des hypothises.

Avec la wsthode des deux fonctions nous avons vu qu'elle était
nécessaire puisgue cette méthode ne donne pas de partition plus
é&getggﬁgfgug'g %%gégggEJ Svee un autre olgorithiic on rotrouvera
dant a la méthode des hypothéses qui fera intervenir un choix
arbitraire, car si, dans chacun des deux graphes susceptibles
d'étre isomorphes, il existe des sous-graphes idomorphes cntre
eux, qui se correspondront dans 1'isomorphisme, chacun des sous-—
graphes du premier graphe peut prétendre correspondre & n'importe
lequel des sous-graphes du second graphe. Le choix arbitraire
indique & chacun un correspondant. Il y a une relation entre ces
sous-graphes et les sous-growies du groupe d'autonorphismes. Ce

sont eux qui transporteront le probléme dans un autre algorithime.

8.3 Existence d'isomorphisme.

Nous avons nontré au cours du chapitre 3 l'inexistence actuelle
de conditions nicessaires et suffisantes simples d‘'isoworphisme.

Des recherches peuvent étre faites dans ce sens.

8.4 Conclusion

L'existence de cet algorithme ne peut pas satisfaire le chercheur.
La wuéthode théorique (par test de toutes les permutations des
gommets d'un graphe) ne le satisfaisait pas & cause du temps
nécessaire a son euploi iéme sur des graphes de peu de somﬁets.
Cet algorithme, plus rapide, repousse a un nombre de soir ets

plus 2levé la limitation imposée par le temps. Les machines qui
ont des temps de calcul de plus en plus ¢ murks repoussent aussi
cette limite. i.ais on peut construire des graphes pour lesauels
malgré la taille et la vitesse des calculateurs cet algorithme

et ses semwblables ne suffisent pas. Il faut denc en chercher un

nouveau plus performant.
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