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Les processus de Plarkov construits 3 partir d'un processus de 

Markov homogène donné par 1' intermédiaire d'une fonction mesurable, 

ont été particulièrement étudiés par Rosenblatt (M.) dans Cg1 et 

par Hachigian (J.) et Rosenblatt CM.) dans C41 . 
Dharmadhikari (S.W.), a écudi6 Le problëme inverse du prgcédent 

dans 111 1 , dans le cas des processus de Markov homogènes, &.;un nom- 

bre fini d'états. 

Au chàpitre II, j'ai rappelé l'étude faite dans [91 , à laquelle 

j 'ai ajouté quelques compléments. 

M'inspirant de 131 , j'ai cherché à étudier, au chapitre III, les 

relations qui existent entre l'ergodicité du processus de Markov 

donné et celle d'un des processus de Markov construits dans tg1 . 

Corne application, cette étude est particulièrement intéressante 

dans la mesure 05 elle permet de remplacer l'étude d'un processus 

de Markov homogène par cel le  d S ~ r ;  processus de Markov qui peut-être 

non homogène mis dont l'espace des états est fini ou dénombrable 

(proposition II. 5. ) 

Cette étude comporte également un premier chapitre où sont rap- 

pelés quelques définitions et résultats préliminaires et où sont 

précisées les notations utilisées aux chapitres IL et III. 



Je VUUU e x p n h a  &mte ma gtrctrte&de L? Monbi~~uh Le P / L ~ ~ C ? Q Q U  
PHAM MAU QUAN qst;, wr &it t 'dzonnewi d'accepte& la phcraLdence du 
Jwl y. 

3e amekcAe Ah& vivmoutiF MadmoiÀeLte Le Pttod~aem MARQUET ert 

MOM~L~WL Le P m 6 a b m " t  PGUZET yuA. o ~ 2  biw ua&u @&Q, p d e  du 
.lm y,  

Poun tw'lzidetr à meneh à bon Xmze ce k t t a v d ,  dont LE m'a donni? 
&'.idée, Mombem &G! Pkoljeab euh BU1 m0NG LIEU vtk p a ~  mémgZ ba 

pdne.  Qut-i18 v e u U e  bien ~ Y L O U V ~ ,  dm# cen f ignes,  R'uphebaion 
de ma pmfiunde necamnainalxvrcs. pua% tu nmbkeux e m k ~ e n 6  qu 'U 

nzra accuirdî5s & &xi c a n b m  q u ' a  m'a pm&u& avec ;tauXe t a  
g WUA e qu'an Lui conn&. 

3e ncunlihc.Le iZgdeemer& c a r ~ 1  de c a w t d u  poun CU dis- 
cub~konb qLLi mtovzt auuvevlk ukdc darzs %'iU.a.boWX.on de cc! ;triauaie. 

Je hmu~cie Mdme DUSART y& a p~rrtin Ca hêaRindon m@hi&e 
de ce kttavaiX avec mpidCkE e-t g & L U a a e  e e e a .  



D E F I N T : L X O % J S ,  1 S O ' I : A L X O N S  e t  P R E L I M I N A I R E S  

L'objet de ce chap i t r e  e s t  de  rappeler  ce r t a ines  d é f i n i t i o n s  et 

de p r é c i s e r  les  notat ions que nous u t i l i s e r o n s  par  Ea s u i t e .  

Mous u t i l i s e r o n s  l e s  termes v s ~ e l s  de c l a s s e  monotone, de t r i b u ,  

d'espace probabiliaailsle, d'espace p rahab i l i sé ,  de mesure absolument continue 

par  rappor t  à une au t re ,  d e  mesures équivalentes, de mesure r - f in ie ,  de mesu- 

r e  image d'une a u t r e ,  e tc , .  . 
Nous designerons par  !id*, 1 ' ensmble  des en t i e r s  p o s i t i f s  , par @. 

l 'ensemble des rEele e t  Iioj> irsis l a  t r i b u  borélienne de R, 

1.1. Soient  (& & e t  (9, @) deux espace probabi l i sables .  
V 

Une app l i ca t ion  f de sur e s t  d i t e  g-8 - mesurable s i  on a  : 

- 2 @ Nous noterans par f (C) L'image inverse de C C .  . Mais s i  C e s t  de 
- 1 

forme {y),  où g e  , nous raotemrons c e t t e  image inverse  par  f (y) au 

l i e u  de  f-' (ty 1 )  pour s i m p l i f i e r  I r 6 c r i t u r e .  

Un ensemble B t 63 e s t  Irkt &nle de s'il ne cont ient  pas d 'aut re  

élément. non v ide  de b;3 . 
Comme dans C81, nous d i rons  qu'une t r i b u  % de p a r t i e s  d'un ensemble 9 

L. 
es t  de @pe dénumb&,ubl,k7e, s'il e x i s t e  une famil le  dénombrable de p a r t i e s  

de % engendrant %. a 
L'ensemble 9 e s t  WI e6p1ce p0&8ai6, s'il e s t  séparable,  m î t r i s a b l e  

et complet. 

Remarquons que, si$ e s t  l a  t r i b u  engendrée par  l e s  ouverts  d  '& 
espace polonais ,  a l o r s ,  e s t  de type dénombrable. 



Une classe 9: de parties d e  est. d i t e  chrkrpade s i ,  pour toute  

s u i t e  ( F ~ ) ~ ~ ~  d'élémenf ç d e y t e l l e  que nc 0 \N v Fn = fl il e x i s t e  un 
=> 

no g tek au* i = $3 - 
nhno P 

Soi t  (y9 Sr, q) w e?r? -4  yr?Eabi li3é et une sous-classe compacte 

de - 
NOUS dirons que B jo& de la ph~~p~d,&té dpappmxAvnation t r & a - ï ! i u e m ~  

a la p m b a b ~ i ?  qet la & i b u $ s i ,  +Ce$-, on a : 

(1-1-1) $2 (c) = s u p i 9  (F) ,P É 4(, F C C )  

On démontre (cf. C81) , que s i  $ e s t  un espace polonais  e t  % , l a  

t r i b u  engendrée par  ses ouverts ,  a l o r s ,  i.l e x i s t e  une sous-classe 

compacte de (S , jouissant  de l a  p r o p r i é t é  d  'approxiuîation relat ivement 

à l a  t r i b u  <e e t  à t ou te  p robab i l i t é  s u r  c- 
1.2. S o i t  (Cl, &, P r )  un espace probahil isé.  

L ' in tégra le ,  par  rappor t  à P r ,  sur  un ensemble A -E a d'une va r i ab le  

r é e l l e  X, def in ie  sur ( a ,  ) sera nocé : f X(w) dPr (w) j A  

Mais, dans le cas d'me YJ-araable aléatoire  réeJ.le y ,déf in ie  s u r  un 

espace p rabab i l i se  ( X 2 ,  $) e t  d 'une p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t i o n  P 

d'un espace probabi l i sable  (X XII)  à ( X 2 $  % 2 ~  (dont l a  d é f i n i t i o n  

s e r a  rappelée ci-dessous),  nous écr i rons  / y(r2)P(x ,dx ) 
Be, 1 2  

L 

V(xI ,BZ) XI x ,Q2> au l i e u  de 1 y(x2)dP(xl ,x2), pour é v i t e r  toute  
f32 

confusion e n t r e  x e t  x I 2' 

Soient  (Tl , f $ l ~  e t  (31 ,8 ) deux espaces probabi l i sables .  
2 2 

on appel le  p m b a b U t h  de -#uw*tion (ou de p a s q e )  de ( X I ,  g1) 
à (X2,Q2) t ou te  application P dé f in ie  sur&l x 63 à valeurs  dans 

2 ' 
l ' i n t e r v a l l e  [OsIl, ayant l e s  propr ié tés  su ivantes  : 

( i )  %cl e XI,  P(x . } e s t  une p robab i l i t é  sur r, 



(ii) Y B2 E 63?, P (*  ,B2) e s t  une variable aléatoire rdelle sur ( X I ,  

Soit ((&, & 1) urie s u i ~ r  ri 'espaces prababilisables, e t  supposons 
t t e l ~ d : ~  

que, Q te IN*, il exis~e une probabi i i l ié  de tiransition P 
t , t + l  de 

itespace (XtCt,at) àl'espace (,.X 8 > ) -  
t i .1 '  t + l  

Nous dirons alors, que La doxinée de la suite des espaces 

et de la  suite des p r o b a b i l i t é s  de transition (P d6f ini t 

Par La suite, nous omettrons d'écrire le mot "simple", et noterons 

ie processus de Markav par : (! 3 ~ ~ " ~ )  t)> 

V t e  l# *, l'application P 
t , t+2 définie surXe xMt+2 par : 

est une probabilité de transition de (X ,bJ ) à ( f t+2 ,& ), NOUS la t t t*2 

noterons par : - Pt, t i ~  - [pt,t+la tC23 
Par itération, nous pouvons définir une probabilité de transition 

P 
t,t+n de (3Ct,8.3t) à (XtlnJ3tçn)s par : P ~ , ~ + ~  =CP t,tcl.~t+l,t+2..- 

- - ,P 
t*n- 1 ,  tSn l 

e t  on a I'equation de Chapman-Kolmagorov : 

Pt, ti.n (x,B) j P 
t ,2+S 

(x,dxr) P 
ç+s, t*n (x' ,B) Xt+$ 

.Y s, n e t  calhi*, scn e t  f(xyB) ext x @  
t*' 

Supposons que l'on ait = (X',, 8,) = (,%,fi> Qtr G \t.jft 

Si n est une probabilit-6 sur&, y une variable algatoire réelle sur 

( X  .61) et P, une p r o b a b i l i t é  de transition de (3: ,$<) à (JE ,M) alors, 

on a : 



On en déduit t 
f 

- 
i 

(1-2-2) Il3 l i ,  ~ ~ ( X I P ~ X  d 11 P(Y,B ' )  = 1 dNx)  ~ ( x , d y ) ~ ( y , i j  ' Y~ X 
B ( R , E ~ ) ~  8 3 x 8 .  

) e s t d i t h a n o g è n e s i ,  Un processus d e  Nsrkov ((xe, Qr> ,  Pt 
~ E W  

Nous avons, dans ce cas : P - - 
n,n+t 'nt ,n t+ t  .6rn,n1 et 

Posons a lo rs  : P = P (t>- n,rn+t 

NOUS noterons par l e  processus de Markov homogene 

1.3, So i t  (62,&, P r )  un espace p r o b a b i l i s é ,  e.t: s o i t 8  une sous-tribu de& 

Soit X une var iable  aléatoire  réelle Pr-intégrable, dé f in ie  sur ($2, &) , 
e t  notons par  Br l a  restariet5on d e  P r  2 & . a 
On appel  l e  ~~pi?nai,ce e?rsk!z&ctinuc- eonU.onn~pD,e .  au. c?xpetLance candi- 
-tionn&i de X ~ p p a h t  à 61, neeativment 2 Ph, e t  on l a  note par 
b3 E [ X i ,  com.e dans C81, ?a vzriaRLti a léa to i re  r é e l l e ,  déf in ie  su r  

(.?t,fn), Pr* - presque par toue ,  par : 

-83 

Cette dtsfinition e s t  j u s C i f i G e  p a r  l e  théorsme de Radon-Hikodym, puisque 

l ' on  a : IB X f o j d P r G )  = 0 V Be63 t e l  que Pr (8) = O 8 

D'après le t h é o r b e  de Fatou-Lebesgur, s i  (Xn)nciU" e s t  une s u i t e  

convergente de variables a'Léatoires r6elkes définies sur  (Qr a), 



majorées en valeiirs absolues par me variable alfatoire réelle, 

Pr-intégrab?.@, alors, on a : 

83 6 .  
E Iiiro. xn!n1 = lin E LX,.!. Pra  - presque partout 

i13 r'P1 'il-* & 

on appeiie ph0babA.&tE ulndifioriri&.e p o ~  wP~%t;&, ~ePdium~lLt  

à Ph et on la note par P(. I&), la vziriable alGataire reelle, 

définie par : 

.- x3 
P < A ~ & I  - t  r\*i + A  ft b3 

1.4. Soit (Q,@ un espace probabilisable et soit (& ) une suite d e  
t 2 9: 

sous-tribus de &. Notons par la sous-tribu engendrée par n l ,  n2%....*,n 
P 

les éléments de 4 , Q  " 1 n2 n 
P 

On dit que Pa suite des sous-tribus (& ) 
t 

est  ~1!dhhaviennc! bhpLc!  
t > & *  

si, Y m et m t id*, *, V j ,j2,. . . j C IN* e t  + kl  ,k2,. . . 1 m 
k eu*, 
m 1 

Soiezt (Q, R,Pr) un espace prsbil"Djlis6, ( x  fi ) t 9 ' t  f-61g;k 
une suite 

d'espaces probabilisables et ( X t I t t l N q  m e  fonction aléatoire 

telle que, Y t Ë~U*, X s o i t  3 v a l e a s  dans (J ,Mt) 
1: a- 

ûn dit que (XtjtElM" ~ b t  @fie @~CZ;i.~rlti d Z a k o h e  mmkovien~e ~ h n p k  

si la suite des sous-tribus (x i '  le est markovienne simple. 
. e s t  u.Re 6otzcX i .o~  & é ~ c : ~ c ?  u i m h . o v i ~ ~ f i e  &cklZe On d i t  que (Xt) ,, 

à un ~ L U C ~ A A U A  de I ( a ~ h o v  ( OC t ,  gt) ,pt, ,, 1 , . s'il existe 

une version de la p r o b a b i l i t é  condit ionnelle régulière P r  (X t B If), t+ l 



t B E @ ~ + ~  telle que : 

(II q;:: Y > ; )  c p  
Pr t-i-I - t t,t+f (x, B I  

Si on pose : n t ( B )  = Pr(X E E) V- 8 t8i on 8 : 
t e: ' 

n (B) = r d~ (X)P (x,E) 
t: 

- V s  < r 
' 2 s  s ,t 

La su i te  (II ) 
t t t f h l "  e s t  a p p e l &  s u i t e  des probab i l i t é s  absolues de l a  

fonction aléatoire markovienne (X ) r t: e 3hl** 

Une fonction aléatoire markovienne (X ) ,. attachee à un processus 
t: Is &IN *' 

de Earkov ( Pt, t. e s t  d i t e  4R&onnc,ih~! si : 

(i) k~processus est honiogène 

(il) les varkbles  afcâtûires X sont de même loi, c'est-à-dire 
t. 

1.5. On appelle ptwbabirtl,i%L abaodue ~ W u U . ~ ~ a r h e  itssoci&e à un processus de 
(t) Markov honmg~ne ( ,fi ) ,P ) ce  > t ~ u t e  probabi l i té  JI sur 8 tel le  

que : 

On en déduit que : 

Dans toute I& suite, nous ne cansid6rercns que des processus de Markov 

qui soct tels que (<X. Qt) = (lX,X\) t' 
Ctl 

Le signe r dc O marqcera l a  fin de chaque dt5moastrz.tion au définition 



PROCESSUS de BmfZT;' COESTRUST à PARTIR 

d'un AtTRE pni èrre i4PPLICBTfOPJ f. 

11.1, INTRODUCTION. - 
(t> 

Soient ((%,&), P .c;n processus de Markov homogène e t  

(Xt) r c lrr 
une fonction aléagoire markovienne & & f i n i e  sür un 

espace p rc~bab i l i s& (uf&@, , Pr ) ,  attachée à ce Frc>cessus. Soient  ( 1 , g )  
un espace. probzbi l i sable ,  er f, une a p p l i c a t i a n  d e x  s u r  

d 
<G - 93 -mesurable. 
Nous noterons 1i, t r i b u  f - '@),  sous-tr ibu de a. 

f 

Notre i n t é r ê t  se p o r t e ,  dans ce chapitre, sur  l ' espace  (y ,v,) 
"2 

e t  sur l a  fonctiçn a l é a t o i r e  (Y ) 
t t~lfJi'.' 

d é f i n i e  par  : 

(11-1-1) 
Yt = f o x c  

v t~~t , i  

Plus  précisément, il s'agit d 'é tud ie r  les sui tes  de p robab i l i t é s  de 

t r a n s i t i o n  (O > t y t + j  te84 +c telies que ( 2  $ 3  Qt,&+Qtc IN' s o i t  

un processus de Narkov e t  que (Y ) k &J Y? s o i t  une fanct ion  a l é a t o i r e  

Yarkovier~se attschee 5 ce processus, 

Il e s t  évident que les p r o b a b i l i t 6 s  de t r a n s i t i o n  Q dépecdront en t , t + I  

général de l a  p r o b a b i l i t é  absalue initiale de (Xc) lU 'i 

Je v a i s  rappeler, Ici, une étude f a i t e  par Rosenblatt[M.'j (voi r [9 l )  

à l aque l l e  je vais a j o u t e r  quelques co%plérnents, renarques e t  

exemples suppl%,mentaises 

II. S. ETYPOTHESES _ __.._--- - 

( i )  - t ) x  ex ,  OH a {XI o 
(ii) - V y c $, on a 31 c % 

( i i i )  - POU.% x E. x, h o i k  i? (x,,) .ûz &ebX%iciion 

9 



de l a  meaune I? (x , ) à t a  tfMbu )p. Nuuh 6 U P p 6 0 M 6  q u ' a  &%&te une 
. 

meswre r - d i ~ e  ~ W L  : 7f t&e que, v x i .< , l u  eaume P .-- (x, .) ~ o ~ t  73 f 

(iv) - La R ~ b u  ': u;Ç: dc! .type d&wmbtLab&e, 4;t i& 
existe. U M Q  A O U ~ - C E C M ~ ~  compct&e '5 de. 'l- tell-a, QUE, qu&e que 
!.a p n a b a b U é  Q ,  am '- , La6ouh-.dabe j ' o d  de t a  yjt~ap&iéXé 
d ' a ~ ~ p h a b a l i a n  n&ix.iivwent 6. .:: t? Q. C'~.t-ii-dihe que L'on a 

:II-2-1) ~ ( c )  = a u p C q ( ~ ) ,  P - '  ' , F E C I  
v c ,- t et B ta p t w b a b ~ U Z  Q sa? '-: . 

. r 
On dérnontre (cf.  E84) que, si est un espace polonais et 'r, est 

la tribu engendrée par l es  olxvert-ç de J' , alors, l%ypothèse LI-2-(iv) 

est vérifiée. On sait également (cf. E51), que, sous l'hypothèse 

11-2- (iii), il exis te  une sous-fanille ùénombrai~le (P 7 , f ( ~ i , . )  1.  
1 - ,,.iy 

telle que, V x , la mesure P .  Cx,.) so i t  absolument continue par 
L 

rapport 2% une mesure p de I n  forme 

. .: y i tel que P(X,S)  = O v x :: f-'iy) 
c? 

(ii) Le point y, ainsi défini s'appelle point à une 
~ c ) & c !  e&ée cuhir.e~pondan;t à S .  

(iii) Un ensemble S est dit e n 6 ~ b & ~ .  à udze 6 e d e  I ? M ; D L ~ ~  

vnaximaee si : 

. S est un ensemble à une seule entrée 

. il n'existe pas d'ensemble à une seule entrée S r  contenant S et tel 



11.4. REMARQUES. 

( i )  é t a n t  domGe La fome (TI-2-2) de p, s i  S es t  un ensemble 

à une seu le  e n t r é e ,  pu i sque  u(S) > O ,  i l  e x i s t e  au moins un x f .% 

t e l  q u e  P (x ,S )>  O 

( i l )  Un ensemble '2 une s e u l e  e n t r é e  maximal est d é f i n i  à un 

ensemble p-nul près 

( i i i )  Puisque UN) = 1 ,  il existe au p lus  urtc i n f i n i t é  denom- 

b r a b l e  d'ensembles à une seule  e n t r é e  maximaux, deux à deux d i ç -  

j o i n t  S. 

S o i t  (S ) La f a m i l l e  d e  t e l s  ensembles, 1 ê t a n t  une p a r t i e  
i ieL 

Posons alors : M = C i  U si! 
i; 1 

( iv)  S i  u(Y) - a ,  a lors ,  on a :g= U S i ,  où l e s  S '  s o n t  
ig r i 

des  ensembles à une seule entrée maximaux t e l s  que S' = SiV ic1, 
i 

sauf un S I  = S .  V il. 
10 1 n 

De p lus ,  % es t  i 'er isemble (au p l u s  dénombrable) de s  p o i n t s  à une  1 
s e u l e  entréc correspondant à La famille ( S i l i e  I. En e f fe t ,  ti y 

e t  V x c f - ' i y l ,  on a : ~(: :$$f)  = 1 donc il existe iin S '  t e l  que i 
1 

P(x,Sl  ) o e t  y e s t  Ir p o i n t  B une s e u l e  entrée correspondant à S r  . 
1 i l  

(v) S i  l i (M) = o r  e t  si y i e s t  t e l l e  que ~ ~ ( f - ' i ~ l ) >  0 ,  a l o r s ,  
- 1 

f {y) e s t  un ensemble 2 une c;elrle eatrée. 

En e f f e t ,  d laprPs ,  II-it--(iv) ,x= U Sf  e t  f-'iy? e s t  un atome de 61 
i ex f "  

- 1 
Il e x i s t e  donc un S! tel que F {y)  s o i t  i n c l u s  dans S'  ; p a r  s u i t e ,  

l 2  i - I 
on ne peut e n t r e r  dans f Cy) qu'à p a r t i r  du po in t  une s e u l e  en t r ée  

correspondant à SI  , 

On démontre l e  r é s u l t a t  su ivant  dans C81. 



11.5. S o u  LthypukCz2ae 11.2, ek hi, de. plun, v ( M )  = 0, a.431~ q ~ ~ e . U e  
que 6 0 2  4.a $done#A'.eqn a t é a t ~ i h e  ~ m h o v i e n n e  

C i N  af/tackée au pho- 
cebn~~d de Mo,&au la @nc+tLort okEato&ihe (yt) 

iN 

dé&hi.e p m  (II- I - I ) eh$ ~ra t~kuu ie~ne ,  a%&zchEe à UM phuce~b~d de. 
oc F,$ te, 

d Q ? j i n i a  ci-desauub. 

1) Puisque ii(M) = L', d 'après  11.4. ( i v )  , 9 est un ensemhle au  p lus  

dGnombrable de points à une s e u l e  entree,  e t  d ' après  II.4.(v), t o u t  
- I 

y e t e l  que g(f- ' iyi)>e est t e l  que f {y) soit un ensemble 2 une 

s e u l e  er'trée. 

S o i t  (Ti ) l a  s ü i t e  des p r o b a b i l i t é  absolues de  (X ) 
t t G l N  * t t e 1p.i ;? 

Pour toür tetN *, nous c~nstruisons la p r o b a b i l i t é  absolue Q de Y e t  
t t 

l a  p robab i l i tE  Ze t r an s i t i on  Q de l a  ~ a n i i r e  su ivante  t , t + 1 9  

- 1 
S i  2 (f (y]) o ,  a l o r s  nous poscns : 

t 

, s i  y est le  poi-nt 2 m e  
seule entrée d e  f - l  ( y 9 ]  

Q, Lpr+l ( y ,  (yP 3 ) =  
sinon 

"" 1 . s i  il (f Cyl) = o ,  aicrs, nous pcscns : 
t: 

Qt,t+l = L, 
t 

oii est une probahlZité sur prise e r b i t r a i r e m e ~ t .  
a: 

2) Remarquons que .I te. [M + ,  l a  prctbabi l i t& de  t r a n s i t i o n  Q t , t + l  est: 

d é f i n i e  Q - presque partabt  - 
t 

S i  Qc y a l c r i ,  G n E idii C < > t , r t n  ( y , , )  ne dcpend pas du  choix 

de  La rreçux-e v . t 

6 - 1 
En ef fe t ,  pour t o u t  t c *, soit N = {yc t: n t ( f  iy l )  01 t 



e s t  au  p l u s  dénombrable, on a : Q (N ) = O 
t -  t 

Donc, 9 y & C N t ,  0" a : (2t,t+lf~~N 
t* l = o 

Pour o =: 2,  9 L y i $ ~ ~ ,  On a : 

Qt , t+2 
( y , . )  es t  donc indépendant du choix de l a  mesure v s u r K .  

t 

On g é n e r a l i s e  Eaciletilent à n quelconque. 

Remarquons égalernent que l e  processus d e  Markov 

d é f i n i  ci-dessus,  n ' es t  pas nécessairement homogène, bien que le  

processus (( X,RI , P ( ~ ?  le s o i t .  
t;  CI^ " 

S i  uU?I) < 1 ,  a l o r s ,  if.  existe aes enselrLles à une s e u l e  en t rée .  

Soit Ç un t e l  ensemble, e t  supposons que l ' on  puisse  y e n t r e r  à 

p a r t i r  de I, a p r è s  un nonbrc f i n i  de  transiticns; c ' e s t - à -d i r e  q u ' i l  

e x i s t e  un ent ier  n e t  un? s u i t e  y 9 - ,Ym de points 

t e l s  que : "(i)' Y ~ t 2 ,  (n> 

(i) f-' iym l 3  pov.r j = 2,3 ,  . . .r., soient d e s  efiseables à une 
(5 

s eu le  e n t r é e  e t  f- '  Iym ne Le soit pas ,  
F i >  

c i i )  ym eoit Le point à une seule  entree de f-l {ym 1 %  pour 
(.j-1) (j 1 

j = 2 ,  3 ,  
n9 e t  "lm 

s o i t  c e l u i  de S .  
(nI 



 entier n et les points y 3 Y, . * * ,  Y, , lorsqutils existent, sont 
( 1 )  (2) ta> 

évidement tmiques, 

II. 6 .  L ' en?%en n et 1eA po.lv?? ym , . . . . , 
ym 

, d i ! i i d  c i - d e d b u ,  CURA- 

(!) 

Le cas l e  plus général es t ,  évidement celtii cil L'on a : o < y (M) < 1. 

Mais, avant dtétuaier ce cas, ccus allons établi-r un résultat pr6limi- 

naire. 

Soient, alors, 5 une probabilité quelconque sur et . . 5 l a  restric- 

t i o n  de 5 à 8 a, 
f 

11.7. PROPOSITION --- -- 

roua t'irypo&Pse 11.2. f i ~ ) ,  3 w e  a~p!Acaüon w, de. % x  % dam 
E'iMkekv&cL CO, 1 f , XeR4.c que : 

(i) v C t $, u(. ,c) AU& um e e ~ ~ i o n  8'4 f-~esmf?le, de l t e sp2nance  

cond!fionn&e de P ( . f-' (c) ) , pcn nappoht d Wf et trekativme~ Ù i1.a 

i 
soit go = ( c ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ ~  une algekre de Boole engendrant . On démontre 

$ (cf.[$], que l'on peut considérer la classe compacte stable pour la 

réunion finie. 

r" 
La p r o p r i é t g  d'approximatisn F s r  1.8, relativement à 8 et à la mesure 

c l ,  sur 8 déf in ie  p ~ r  : 



implique a l o r s  que, :pt E c- IFJ.~, il ex i s t e  une stiite cno&aan;te 
f-' 

r c y* d'éléments de t e l s  lue C a  et qLe l'on a i t  : 
6% 

(11-7-2) L l ( G , j  i, - sup 5 (P h ) 
T e  B k 
h i i S o i t  CI 1 ' a l g è b ~ e  de Boala e~.gendrée par les Co e t  les F k, ic iv*  k ' 

(e est donc déno~?l3rahle. Posons :% = -,. 
1 I ,. 

i i 
Pour tout C t nous pouvons cho i s i r  une version ( (. ,C l  ) de 1 1 "  

- 1  i l'espérance conditiori*el l e  de. P (. , f (C *)) par rapport à Mf et 
relativement à 6, te l le  que : 

i . . C,) soit positive ou nulle e t h  - mesurable 
f 

. @ (. 9) = o et é(. , 
i 

La famille ( 4 ( *  , C j ) ) i e j , d +  de ces versions possède les propr ié tés  

suivantes : 

i 
1) Pour tout couple ( C  ~ i ) e & ~  x g I  t e i  que ~fl\~i = @,on a : I '  

4 1̂ E .  -presque par'éz~; r,. ru.?,-,- : .. r x i s - ~ c  
4 au p l u s  une i n f i n i t é  dénom- 

brable de ce16 ensembles ci cf, nous pouvons trouver un ensemble 
I "  

N?$ ,gBf- nui tel qua : 

(f H-7-3) 
i j +(x,cf u c3) = +(x, c.) + +(x, ci) 

3 1 3 

~r x f  N~ et V(C:, ~ i ) t 6 ~  tel que C ~ A C {  = fi 

2) 11 existe un ensemble N E 6 
2 f '  Sg%f - nul, tel que, 9 x 

v ci .e , on ait : 
8 

(11-7-4) 
i 

mcx, c.) =  SU^ mcx, F:) 
k 



i i En e f f e t ,  an a ,  -presque- p a r t o u t  : $ (x, Fk) 3 ((x,C ) V ks IN*, 'B , O 

donc : 

(11-7-5) srip $(x, F, i 1 3 06x, Co> i 
kc 

5 -presque- Far toüt ,  
k gif 

D'autre pa r t ,  on a : 

- 1  i 
F , ( ~ d j  = ! Jt(x)P(x,f  ( C O ) )  

X 

et d'après (11-7-21, on a : 

e t  d ' après  (11-7-5) et î II-?-fi), on a 

i i 
@(. ,CU) = Sup @(. ,Yk) 

k 

-presque- p a r t o u t  
5 

@, 
i (11-7-4) dEcottle alors dtt f a i t  que les CU s o ~ t  au plus dénombrables. 

DTaprès 1) e t  2 ) ,  pour t o u t  x { N I  L' N,, l a  fonction ((x, .) e s t  addi-  
L. 

i - i t i ve  su r  e t  pour tout Co ée,, il existe une mite  (F ) 
i k k t l N  7k 

d'éléments d e C C t e l s  que F V k ~ ~ d *  e t  qile (11-7-4) s o i t  k 

vgrlf lée. 
r, 

On démontre (cf .  CS] fque, dans ces conditi.ons, Ig (x, . ) est i '-additive 

sur %. . Et pcisqire,  de  plus ,  4 ,  = a et 4 ( x ,  21 ) = 1 ,  par construc- 
4 t i o n  de 4, Q (x, .) est une probabilité sur 'f?, Four tou t  x 9 El  U N 

2 ' 

Sait N 6 un ansemble - négligeable quelconque, contenant IV C N 
1 2 



Pour t o u t  x# K,  s o i t  BI ( x i  le prolongenent de +(x, .) à 9, e t  

posons : 

l % ( C l  si x e  M 
où u est  m e  probabilitE quel.ccnque su r  f?. 
(i) tr n t X o ( x , .  ) est une p r o b e b i l i  té sur %, d t  aprÈs le construction 

de tr; 

(ii) iF C E g~i.w(. ,C) e s t  4 lnesurable e t  est  une version de ltsspéranee 
f 

conditiccnelle de P(. *f"(C)) par raFpcrt 2% e t  relativement è 6 

En e f f e t ,  soit g f  la  classe des C ~g t e l l e  que c(.,C) vérifie (ii). 

(6' contient v,, d'après Is construction des p . .  

n i Soit (C )ie $ . une suite croissante d'élé~ents 6e Gt qui converge 
vers CE&. Nontrocs que C e  ce'. En effet, Y - x e  $,ui(x,.) est une 

p r o b a b i l i t é  sur v; &one : 

Donc u ( * , C )  est gji rxesursble 

D'autre part on a : 

n. 
Puisque 6 i P (. , f-' ( C  ) L I , on a, d'après (1-3-2) e t  (11-7-8) 

On déduit de ce qui grécède, que C 6 g' 

%?est donc une classe mnotone qui contient go. 

% contient donc la tribu $ erigendrée par y?, (cf. [81: 
a 

Par me dérrorstration analogue 2 la pr&cédente, on pect établir la : 



- 10 - 

II. 8. PROPOS ITZGS 

Sv& A A Gi et c m e  p t ~ b a b f i j 2 8  y uetconque ~ W L  $3 . S o u  1' hypo.thè6e 

11-2 -(iv), 2 c;xLbXc! U M ~  a~~&iu;i.fimt w de A x % d a ~ ~ 6  [0,13 $&& sut! : 

(i) V c e g,o(. , C )  60i-i w e  v u ~ L o n  A Uf- meawrabLïz de ltedpPnanc-e 

conunne,t+te dde P ( . , f-'  (c)) pan i~appvht  à A f i  M~ et t r ~ v ~ w ~ t  à la 

muwe 5 - 
(ii) P ~ W  t o ï t  x 6 X,W(X, .) 4c.i-t une ~ c ~ c L ~ I ~ x - ~ Q .  .&Un %?. 

On démontre, (cf. Cg]), le  résultat suivant : 

II. 9 .  s~ eu hgp~.tk&e.~ 11-2 aortt ~ W G é e s ,  : 

Une condiA.br; n~c&&&.x.iie eA. 6u{@a~&. poLU que, (Xt)t -h t?&w~t 

une dor .~Xoa déa;to&e waxkouLevir,e donnée, at;ta&é.e au p ~ u c u ~ ~  

(i) ?& ex.&& UIQ. ~anotkori  E, c f ? d i l n i c ?  al;*, ~5 XS 5 u a l t ~ w ~ d  dans 

e t+n tm~ac re  t c , i i  .t@e p l ie ,  u c k $ ,  R(.,c) mi* M Wf- 
~resutaïbLe et: que R'ç.12 ~ i %  : 

- 1 
(11-9-1) 1, ? ? ( ~ : . . Ù Y  I )P(x 1 > f  (Cl) = IB F(x.,dxI) R(xI,C) 

rtx,tX, Y B ~ ( B ~ ,  ~ ~ ~ e t t i  t e $ .  

(ii) Si s un ~;1'16wbl& 2: Ilne. a e d e  eulhét?, eA 6 'il e&$e uz 

chemir, de Rk~tyu~,ut; K, we.~,nit-t à S ,  d a t t 6 ,  il eu2.t.e une ~ v n c / ~ n  

Rn? 
dédinie am s x \e , a valeuna, dam L r L ~ ~ m v c J X e  Lo, i 1 ,  R& 

pue, Y c t q  , %(. ,Ç) m i A  s !q bf -tne6vuxD&e, et que l'cri c i t  : 



Soient : 
- - (n+ 1 ) 

(11-9-3) U r ai P(xi,*) ; %+ i = *lfp: 1 aiP (xi, 0 )  

i&@J* 

Soir "+, 1s restriction de à g 5 f -  
~7 1 

où les a et les x .  sont ce= de (11-2-2) i 1. 

De (TL- .9-1)  et (11-9-2) nous déduisons elors : 

+ c t $, R (. ,C) (resp. \(. , C ) )  est dcnc une version ~ n %  
-mesuretle, (resp. U[ZG -mestirable) de l'espérance conditionnelle de 

f 
P(. , f-'(c)) par rapport B E f l  6 (resp. S na ) relativement à la f f 
mesure (resp. rwi) 
D'après II-? et 11-8, nous pouvons trouver R e t  R tels que, .fi x e  M, n 
(resp. f x (i S) , R(x, .) ( resp .  R ( x ,  .)) soit une protabilité sur % . n 

On construit las probabilités absolues Q de (Y,) t G  et les 
t 

probabilités de transition Q de la nanière suivante : t,l+l 

Soit id la famille des probabilités absoiues correspondant 

Pour tout c E %, nous posons : 

où u1 (. , C) est ur.e version, -cesnrable, de 1 'espérance conditionnelle 
f 

de P(. ,f-'(C)) par rspporl à 8 relativement h 
£ ' IT1 

Nous savoiis, d1apr6e 11-7 et 11-8, que la f a i l l e  (a, (. ,c)) , c E e peut 

être choisie de telle maniPre que, P x r %, ul (x, .) soit une proba- 

b i l i t ê  sur @. 



w (. ,C) é t a n t  63f-nesureble, w (x,C) ne dépend pas du choix de 
1 1 

x t f-'iyj puisque f-'ty.I est ur. atome de 8$. 

- 1 2)  Si y L f ( l ) ,  a l o r s .  f iyICM, car  MC^^ e t  f-'ly) e s t  uc atome 

de& tel que :  MO£-'{^^ #a. Nous posoos a l o r e  : 
f 

Qt, t+ l C Y , ~  = E(x,c> + t 3 2  , x ~ f - ' { ~ }  

Ceci a un sens, car  R (.,C) e s t  En . zlsesuuabie dcnc constante sur % 
f - l i y j ,  qui est wi atone da ~10% 

f 

t - 1 3) s i  y  f(M), alors, f iy) est icclus dans un e n s r ~ b l e  à une seu le  

ent ree  maxini~le S. S il existe ur; chemin de lc~gueur r. rienarit à S, 

nous poscirie, gour t o c t  c e. 

Qt,t+~ ( y , ~ )  = \<.,CI , x 6  f-liy}, + C  2 n * ~  

Q ~ , ~ + ~ ( Y , c )  = * t ~ x , ~ )  , x e f - l I y ! ,  V- t s n 

où ut(. ,C) est une version , ~fl$î~-mesuratle, de l'espérance condi- 

tionnelle Ze P(.  ,f-'(Cl) par r-appcri; 5 E l\fi relativement à II 
f' t 

111 

II. 1 o. EFfARQEI? S . - 

(i) S i  l a  condition (11-9-1) es t  vgrifiée,  a lo r s ,  d'après 

(1-2-21, o n a ,  v t e i ~ ~ ^ , t ; / 2 ,  V B E M ~ ~  BC M ~ ~ F c c < & :  



(II- 10-2) 

Si B est  ~ I E  la f o m e  f - ' i y j ,  où :, 6 ~ i ,  ~ l c r s ,  P.(. ,c) e s t  constante 
d - 1 

sur 18enserhle £-'!y\ qu.i est. un atome de K A kj,. S i  Kt(£ Iy)) e s t  

p o s i t i f ,  a l o r s  on a : 

(II- 10-3) 1 dIi (x )ria c = i d i  (xt)R (xlsC) 
B t l  i 'Il' t . r, 

~t s n t ~ ,  i ~ e t y j ~ ,  ~ L C  

- 1 
Si, de plus,  B es t  de  I n  f o n i  f i y l  où e t  si L t ( f  ZY]) e s t  

p o s i t i f ,  alors, on a : 

(XI- 10-4) 

(II- 10-5) 

(II- 10-6) 

(iii) Suppnscns que I'ün a i t  

/* P(x, .dxI)F(xl  , f - '  (CI) = lgp(x0 .dx I ,Cl 

u x ,  t X, queC que soit et Y- c e %. 

où R( .  ,C) e s t  S / j  -r~esiiri2ble. 
f 

On a alors  : 

. \ r x o t X ,  v B r c c %  e t  e n ~ i ~ *  

La concii t i on  (II- 10-5) implique donc (II--9-21, p u i ç c . i ~ ' i l  suffit de 

prendre  E = B. rJ 



(iv) Les condi t ions  (11-9-1) et 41-9-21 scnt  évj dement v é r i f i é e s  s i  : 

P ( g  sf-l(~)l e s r  2j,-mesorati1e , * C & .  

car la condition ( L i -  iu-2 j e b i  L pour B(. , C)= P(. ,£-"; (c) w C 4 $ 

Remarqrlcns q~:e la ccnadit5an ( I I - IO-?)  n ' e s t  @me condi t ion  suffisante 

pour que les conditions (TL-9-11 et (IT--9-2) soient vérifiées. 

L'exemple suivant Z'illuçtre bien ,  

II. I 1. ErnTPLf 

= r i ,  2 ,  3,  41 

Considerons la matrice stoçhaçtiqu.e : 

Soit f l'application de scr 1 de£ iaie par : i 

La condition (TI-10-7) n'es t  minifestenent pas verifiée puisque, 
- 1  ;. - 1 P ( . , f  il!) n'est constarixe ni sur f , 1 1 n i  sur f - ' & ~ ;  

i C 

par exe~yle  : 
2 P ( i ,  f-'iil) = P l ,  1 )  + P ( 1 , 2 )  = , 
1 P(2 ,  fL'{l!) = F ( 2 $ 1 )  + P(2.2) - - 
2 

Toutefois, il n'y a pas  lieu de vérifier la condition (11-9-2) puisqulil 

n'y a pas d'ensemble à une seu le  entrge. 

Quant à la condition (II-9-i), elle s'écrit : 



Cette condition est vGrifiée pour : 

" (; 7 $ 1 )  = - 5 
12 

; R(i1,2) = - 
12 ' pour i = 1,2 

1 

I I  
R(i,,l) = - 5 

30 ; R(il,2) = - 
12 ' pour i = 3 , 4  1 

8 11 

On a d'ailleurs la proposition suivante : 

II. 12. PROPOSTTLON 

La condkaun (11-10-5) U;t v@r.i&iee, tdanc &c?n condCtian~ (11-9-1) 
et (11-9-2) aii~tnal, dtap& (11-10- (iii)) , h i  la p n a b a b U E  de XhaM- 

bh.t.i~~ P a-t de h 60/wrc? 

OU v a2 UMC) p ~ o b c t b ~ - b E  o ù  g U R  keeee que, v X E  X , p ( x , . )  

6 0 L t  E11f-tn~wm.b& et V x l &  X, g ( .  ,xl) doit ~ ~ - n i e s ~ b ~ e .  

DEMONS TRATION 

i 
Soient C et C'e  %, et soi t E ( .  , C )  la mesure sur 6% définie par : 

C (.̂ ,C) - (x.f-' CC)) du(x) + A G @  

On a alors 

Soit y = f ( x  1 ,  e t  posons : 
1 1 

Ceci a un sens, car p(x. ,  . ) est $3f-mesurable par hypothèse, donc . 

- 1 
constante sur f (y) 

Soit v r  (resp. C r  ( C )  , la mesure image de v (sesp. de E ( .  ,c)) par f, 



( I I -  12-41 

s u r  C&. 
On a a l o r s  d'après l e  théorème du t r a n s f e r t  : 

1 

11 est évident  que l a  mesure g ( . , C )  e s t  absolument continue pa r  

rapport à l a  mesure v ' .  S o i t  a l o r s  s(.,C) l a  dérivée de Radon- 

Nikodym de  ['(. ,C) par  rapport  à v ' .  

D'après (II-12-3), on a : 

Choisissons s ( .  ,C) g rnesurab le ,  e t  posons : 

R(x,C) = s(y,C) Y X E  f - ' ~ ~ )  

Puisque f e s t  (& -&f-wsurable, R(.  , C) est a mesurable. 
f 

Appliquons à nouveau le théorème du transfert; on a alors  : 

De (11-1 2-2) , ( I L -  12-4) e t  (11-1 2-5) , nous déduisons a l o r s  : 

Soi t  P t  une app l i ca t ion  de X%Rf dans l ' i n t e r v a l l e  [O, 11, t e l l e  

que : 

(i) V X E $ ,  P l  (x. .) sdt  une p r o b a b i l i t é  sur Mf, absolument 

continue pa r  rappor t  à p. 

( i i )  9 B E gf, P I  (. ,B)  s o i t  une va r i ab le  a l é a t o i r e  r é e l l e  s u r  

CS ,a)>. 



Soit: g(x,.) ?a ? ~ T ~ v ~ o  de Radon-N~kodym de Pl (x , . )  par rapport à ti 

Prenrns g(s,.) g> - ~ ~ i e ~ t i r a b j e  
f 

Q x1 E g ( .  'x , )  p s i  ulic "~2riabli. a lga to i re  réelle sur (g ,f i). 

Le r6suLtat suivant ,  dGmmrrS d m s  !.81 , caractérise l e s  probabilités 

de transition P de (x .5 fX $60, dominees par une mesure I'-finie 

v sur 8, t e l l e  que : 

(i) V- x c 3 t ' e t  9 B E  8; on a i t  P(w,B) = PI(x,R) 
e 

(ii) la condition ( L I - I  0-5) sait satisfaite. 

II. 13. Une c o n U a n  n i k ~ n 4 ~ ~  ç?k *sud@&e p o u  qu'une p m b a b U  de 

;ttianbifiolil P de (X , &X,) à 6.R ,&> , vQttidLe tu deux condi;tionb phé- 
cédevttu ut qu'e4Re .lio,i;t: d~ La Qume 

(11-13-1) P ( ~ $ 8 )  = [,(l+î(r.~'))~(x.~')d~(~~) 

V ( x , B ) t  Y y  bZi 
OU. a ( x ,  . ) en2 wxe uatkabte d é a t o h e  &Z&e 4 WL (X , & ) 4;t OU - 
v = u  

111 

Lorsaue a(x, .  1 ? o V x s x, on retrouve 'la condition (11-12-1) 

Nous avons renarqu?, (cf, 11-5 et 11--9)É que le processus 
L - I ( + h t , ~ + l i t t ü l j  ':. nkest  pas nécessairement homogène, 

(CI ) bien que((^,%),^ l e  soit, 

Nous avons la propositiori çi~ivarxte : 

II. 14. PROPOSTTTOH 

S ' a  n'extske PLLC, d l e ~ ~ l z i n b & e  à w e  a e d e  euziritée d o &  : 

Une conWovb nEcusaho e.2 ~ ~ a ~ . C b & e  pom que Le pmc~rb4u~ de Mmhov 

i (y9g)8 Q t p t C l I t  au&t hawogènc? ~ a k  que : 



I ) condition suff isanre 
----am- 

. la condition (11-10-5) e s t  vérif iée  pour R(. ,c) = P(. ,f-'(~)) 

V i e t  on a, puisqu'i l  n P y  a pas d'ensemble à une seule entrée : 

a,,,+, (y,C) = P(*,~-'(c)), 4F t 2, +(y,C) C 2 x $ ;  X I c  f-l{yl k 
Dtauere pa r t ,  puisque P(.,~-'(c)) e s t  Qf-mesurable, mus 

pouvons prendre : 

al (. ,C) = ?(. ,f-i(c)) 

2) condi rion nécessaire 

supposons l e  processus ( (1 , $1 ,Qt , t+ ,N homogène V(X b t t e $ / *  
e t  qu ' i l  n'y a i t  pas d'ensemble 3 une seule entrée. 

Posons alors : Qt t + I  = Q 

On a a lors  : Q ( ~ , c )  = R ( X , C )  x c f-i{gl 
Q(Y,C) = a, (x,c) x e f Y  , d'où 

R(. ,CI w l  ( *  

R(. ,C) e s t  gf-mesurable. 

Donc, V la p i r o b a b U  abaulue k W &  n, , i 'espérance conditionnelle 

de P (. ,f-' (C)) par rapporr. à & relativement à . n l  e s t  égale à f 

R(. , f-' ( C ) j  a 

Ceci n 'es t  possible que s i  on a : 

P(. , f - ' ( ~ ) )  = R(.,C) 

c'est-à-dire s i  P (. , 2-1 (c) est -mesurable 
f 

Remarquons que, s ' i l  exis te  des ensembles à une seule entrée, alors 

l a  condition (11-14-1) res te  suffisante.  

Toutefois, ce t te  condition n 'es t  plus  nécessaire. L'exemple suivant 

l e  montre bien. 



= 1 ,  , 2 4 3 6 ; = ( 1 ,  2, 3) 

Considérons l'application f, de% surj , définie par : 

f ( 1 ) = £ ( 2 ) z f  ; f ( 3 ) = f ( 4 ) = 2  ; f ( S ) = f ( 6 ) = 3  

et s o i t  l a  matrice stochastique 

- 1 Il y a. un ençeaiblc 2 une seule entrée qui est f ( 1 . b f  1,2) et son point 
à une seule entrce est f .  M = ( 3 ,  4 ,  5, 6 )  

. * - t 
11 n'y a doac p ~ s  2-2 cil-. ..A .t :.li :.-,t CL fC k 1 ,  et: par suite ,  il n'y a 

pas lieu de vér i f i e r  La condition (11-9-2). 

D'autre port, la condition (11-14-1) s'énonce dans l e  cas f i n i  (ou 

dénombrable) : 

~(i,f-'{k)l= P (j9f-'{k}) 

E l l e  n'est pas vérifiée, puisque l 'on  a ,  par exemple : 

et 

La condition (11-9-1) s 'écr i t  dans l e  cas f i n i  (ou dénombrable) : 



qi,e.iqj v ZC£(M) el: T k c l .  j 
El le  e s t  v6rif iée  gour : 

- 1 
R ( i 1 3 f  121) = ! ; R ( i l  ,i-'{ll,)= ~(i~,f-'{31)= O, pour i a 3 , 4  

1 

R i  " 3  = 1 ; ~ ( i ,  ,f-'ii ))= ~ ( i ~  , f - ' {2 ) )=  O, pour i - 5,6 
1 

S o i t  i'i m e  probabilFt6 absolue i n i t i a l e  
1 

On vgrifie fac i lment  que l ' o n  a : 

nt(3) = n t ( 4 )  ; nt(5) - \ (6) 

Supposons que 1 'on a i t  : ill (i) > o Y i g r  

On en dédu i t  : n t ( i )  > o V i $  et V t~ & * 

D'après (TI-9-10), on a : 

( 1 &) = .- --..! .------. 
~ t ,  t4-1  

nt (2'' { i 11 i i t < l j ~ c ~  2f-1 {ICII + ~ t ~ ~ ~ P ~ 2 , f - 1 ~ ~ ~ ~ ]  

D'ou l a  abahrice de t r a n s i t i o n  : 

Qt, t+l 
= 

3 

2 0  I O 

O O 1 

V t % 2  



Peur t = 1,  on a, d 'après  (11-9-7) : 

On trouve a l o r s  : 

Ainsi  donc, l e  processus de Markov ( (2  ,& ) *Qt9 t+ l )  e s t  k 
homogène bcen que l a  condi t ion  (EL-14-1) ne  s o i t  pas vérifiée. 

Mais remarquons que l e s  p r o b a b i l i t ê s  de t r a n s i t i o n  Q +,, t+l P e w e n t  

dépendre de l a  p r o b a b i l i t é  absolue i n i t i a l e  Ji 1'  

S i  l a  condition (11-14-1) es t  v é r i f i é e ,  non seulement l e  processus 

sera homogène mais de p lus ,  
les Qt,t+l 

n e  

ne dêpendront pas  de TiI, car on aura : 

II. 1 6 .  DEFINITZON 

On QU'UMQ ~ U ~ I C ; ~ / ~ D Y L  &ZLZ-~O,~.*LS in~ahcvia tne  (X ) 
t t ~ l i r l  

* aMa&ée 
(t) au piroce.4sria ( (X ,a) ,P jtc 

ut hévena-ibte si. : 

( i )  ~k ~ ~ . O Y U Z & C !  

+ i L B  e t  B t  .fir s ,  te tdf: 01% ci : 
(ii) 

S i  ïi e s t  l a  lai de  Xt ,  (11-16-1) s 'écrit ,  e n  supposant s<t : 



On démontre l e  resultat suivant dans E41 

(11-18-1) 

(II- 18-2) 

11. i 7. Si lxt] &:*: xi=;~ {CY~C$?)~CYY. ~i?~r/,to,Ltr? w!dLottienne k é v w i b t e  

d!uU (yt) t L V I *  a;t: m e  boncstiorz dEa2mh.e mdrtkavi.cntze &&Qe à 

w pmce~u6 de Mmhov ( i $p$ i ,~ , , , , r ) t c ,k i*  AL ct admen t  AL, 

v c  t~e, o n a :  

p .  f i  ( ] a -mesurable 
f 

il-presque partout 

oiï n es t  la loi de xt, % rcihl* 

11.18. REMeRQUES 

(i) Suppaçons las conditions (11-9-1) e t  (11-9-2) vérifiées.  

c et C'O@ &%,t &id*, s < t, on a : 

P ~ ( Y ~ S  cl ,  yt t C I  = P T ( X ~  t f - ' (c l )  ,xte  r-'(c) 

Posons : 

o (x,C) = Qs,,(y.C) 
s ,t 

9 x s f-l <y1 

11 est évident que, puisque Q (. ,C) es t  %?-mesurable e t  que 
s,t 

f est O- fif-mesurable, on a : w (. C) Mflnesurabie 
s ,t 

Appliquons le théorème du transfert; s i  ïi est l a  restriction d e  
s,  m, 

Il à f i , ,  d'après (11-18-1) et (11-18-2) on a : 
s 

e t  donc 

Donc, w (. ,C) e s t  une version, mesurable, de l'espérance 
s ,t 8 f  

conditionnelle de P ( ~ - ~ )  (, ,f-' (c)) par rapport à !$f et relativement à Iis 



(ii) Supposons que la  condition (12-30-5) so i t  vérif iée ,  c'esr-à- 

dire que l'on a i t  : 

(II- t 8-4) .fg(p(x0 > d X l ) p  (xl > f-' (CI) = j E ~  (x. , ~ X ~ ) R ( X ~  ,c) 

V X *  E X , Q  B C  Mf e t i f ~ t G .  

Posons : 

T(x,C)r xxd; R1(x,.) étant la mesure, auraf, définie par : 

Xl est  évident que l ' o n  a alors : 

et par suite : 

Mais puisque R(. ,C) est Mf-mesurable, on a : 

/ P(x,dx')R(xl,C) = & Pliif (x,dxl)R(x' ,C) 
L 

De (11-18-41, on déduit alors : 

Et plus genéralement : 

(11-1 8-8) / B ~ ( x o  , d x ) ~ ( ~ '  (x,fe' ( ~ ) j  = . fB~(x ,  , d x ) ~ ( ~ )  ( x , ~ )  



( i i i )  De  (11-18-81, nous d é d u i s ~ n s  que, si (11-18-4) e s t  v é r i f i é e  

a l o r s  : 

(11- 18-9) 1, d ~ ( x )  P ( f  ( 1 )  - !Bd~(u)  R(') ( x , ~ )  

(11-18-10) = ~ ~ d u ( x ) ~ ( ~ )  (x,C) 

c a r  R ( ~ )  (. ,C) e s t  !%f-mesurable. 

E t  d'une manière analogue à ( 1 - - (  on a, sous(II-18- 4) : 

(t-s) 
jBdnS (x) P (X,fml (CI) = jBdnS ( X ) R  ( t-s (x, c) 

I ~ F : B E . ~ , T ~  1 2 ,  ~t > s e t  V C E ~ .  f 

De (1 L- 1 8-3) e t  ( L I -  18- 1 1 ) nous déduisons : 

o (. ,C) = a Sr-s) 
( )  IlssM -presque- partout 

s,t f 

et  par  s u i t e  : 

(11-18-12) St-1 
Q , , , ( Y , ~ )  = R (x,C> 9 -presque partout-  

f 
i F s  2 2 , v t  S , . I " C ~ $ .  

Il est f a c i l e  de v é r i f i e r  que, 37s 2 2, Ti e s t  absolument continue 

par  rapport  3 p e t  que f i ' c m  a i 

(11-18-13) Qs, , (~,C) = R ( t -3)  (x,C) , rr f-' {y 1 ,  p-presque-partout. 



CHAPITRE III 
------------ 

ETWE de  E ER GO DI CITE du PROCESSUS 
1 

t SUPPOSE MARKOV'LPN ((1 *$), ~t , t+J, ,  p.i - 

III. 1 .  Nous considérons l ' e r g o d i c i t é  dr un processus de Marlrov ( ( A T ) ~ ~ $  t+l) El* 

au sens de [2], c 'est-&dire que : 

e s t  d i t  fortement ergodique 
( i )  Le processus ( ( A T ) Q ~ ,  t+l) Id x 

l i m  q (z,A) = cs (A) 
t-tco 

s,  t 

où 5 e s t  une p robab i l i t é  sur  T. 
S 

On s a i t  qu'en f a i t ,  5, ne dépend pas de se la*  

) . e s t  d i t  f aiblemenr ergodique ( i i ) '  L e  ((A,?) ,qt, t+ i  * 
si  : 

~ s ~ t f d * , . T ( z , z ' ) t  h * h e t  i f A  c T o n  a : 

111.2. On démontre dans 133 qu'une condition nécessa i re  e t  suffisante pour 

que l e  processus ((A,T),  qt  ,ttl) tCH) +: s o i t  faiblement ergodique e s t  que : 

.r6 S E I N  ir, .tF A t2 T, si ,pour z, ç A et pour une s u i t e  croissante  d'in- 

d ices  (ti) ,rl " l a  s u i t e  {q  ( z , ,  A) I iGiNa converge lorsque iii. 
s,t: 

L 

a l o r s ,  t z a A, l a  s u i t e  converge Qgalenèenr e t  que : 
i & I M n '  

l i m  q (2, ,A) = l i m  q 
s ,ti ¶ ti 

(2 ,A) 
i* 



Nous savons, de p lus ,  que c e t t e  l i m i t e  cornune e s t  indépendante de 

sttli?" c'est-à-dire q u ' e l l e  de l a  forme t C r , A ) ,  où ?' désigne l a  s u i t e  

( t i )  i ;y * 

111.3, Dans ce chapi t re ,  nous considérons l e  processus de Markov 

((>:,'kil, P ( t ) ;  - l ' espace  probabi l i sable  ('q ,$ ), l ' app l i ca t ion  f t c id " *. 
e t  l a  t r i b u  \)f d é f i n i s  au chapi t re  II e t  suppospns v é r i f i é e s  les 

hypothèses 11.2. 

Nous avons vu, (cf . I I .2 . ) ,  que, sous l 'hypothèses I I -2- ( i i i ) ,  s i  
\-I 
" f l  

\ '  p G f ( x s . )  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  de P(x, . )  à a l o r s ,  V x i , ~  , P,., (x,.) 
k>f 

e s t  absolument continue par  r ~ p p e r t  à m e  mesure u de l a  forme 

p = 0 r . P : -  (x , , . )  
1 c:,f 1 

i ;- b ,  ;Y 
\ ci4 

Soi t  

Nous supposons v é r i f i é e  l 'hypothèse suivante  : 

III. 4 .  KYPOTIfESE 

NOUA A U ~ ~ A O Y ~ E ,  la c a v t w o n  (11-1 0-5) ~QtLi&iEe. C f  ut-A-&e qu'il 

e&$c une &oncZiour R d&$iitLe am :c x ';/ à u d 2 e w  d m  [ O ,  11, ;teXe& 
t ,. 

que, I? C L %  , R(.,c) 60 i - t  :'f-medmble CLX que t ' o n  : 

Autrement d i t ,  nous supposons que P e s t  de l a  forme (11-13-1). 



Pour tout C i -  R(. ,C) est une version de l'espérance condition- 
- 1 

nelle de P(.,f (C)) par rapport à%3f relativeo.ent à;. 

Nous savons, (c£. 11.7.), que nous pouvons choisir R de telle manière 

que, V x+..x , R(x,.) soit une probabilité surL%, et q~e~(cf.11-18-13). 

( t-s> -1 Qs,t(~9c) = (x,C) , x i f {y), u-presque-partout. 

où B'~-') (. , C )  est une version de 1 'espérance conditionnelle de 

p(L-s) [. ,f-' (c)) par rapport à$ relativement à i; et où s 5 2. 
f 

Plus précisément, il existe un ensemble N <  . u-négligeable, tel que f 
V s 4 2, V t 5 s ,  V C e L [  , l'on ait, v étant une probabilitg 

L s ? t 
quelconque sur i; : 

Nous pouvons remplacer N par tout autre ensemble N'e \3 p-nul contenant N. 
f i 

Nous considérons particulièrement le cas où l'on a, Vs 3 2 : 

1 '  <? 
où u t  est la probabilité sur 1;- image de p pas f et où N' L .3C 

est un ensemble p-nul -uelconqiie, contenant N. 
C 

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'étudier les relations qui 
(t) existent entre l'ergodicité du processus ((Y ,'$ ) , P ) tc il * 

. .  
et celle du processus (( ; ,; 1, Qt,f+l ,,** 06 les Q 

1, t,t*l 
satisfont à (11-4-4) 

111.5. PROPOSITIOM 

(c)  
IUPPO.AOM &pmce~aus (<?,L~),P t,il,s ~~/rAemeM &t wû(am&- 

ment engaifique (ctesX-t-à-&e que & W e  de P(~)(x,B) X O M ~ U Q  



Supposons le processus /l f , :., )P k 't') t ; !$] -& ** fortement ergodique 

et posons : 

iim ~ ' " ( x ,  .) = 5 V x  6 %  
t- 

r 

oii 5 est une probalsi l i t6  silr?;, . 
. F 

soit%. = (cio) i+.j+: une akgcire de Boole engendrant CP . 
i .,- 

V Co -2 , R't' (. ci) ~ S C  une version de l'espérance conditionnelie 

- 1  ;i 
de P ( t ) ( * ,  f (Ca)) par rapport à h et relativement à c. 

f 
- 1  i , 

Puisque O ,c ~ ' ~ ' ( . , f  (C O, '1 I ti;;?i", d'après (1-3-2), an a, 

v-presque partout : 
6 

- 2  i ' . = - - l i r n ~ ' ~ ) ( . , f  ( c , I ) ~  
t- v t-MU 

- 1  î 
iim R(~)(.,c~) = i l f  (c,}J iI-i$reçque partout 
t" 
i 

Mais, les C, 6tînt au p l u s  dénombrables, il e x i s t e  un ensemble NI Slf, 
p-négligeable, tel que l'un ait : 

i - 1  i iim R ' ~ '  (x,çO) = i j f  (c.)I VA$ N *  
t- 

Démontrons que cette limite est v-presque partout uniforme. 

Par hypothèse, V E > a, ; n ( ~ )  tel que, Vt >  CE), on ait: : 

- 1  i - 1  • a - 1  i - c P (cb)j  5 e + (co)l , v(x,c')c X x  



Cela implique : 
- I  i 

- ~ + < i f  (col j $ R(" ( *  : ~3% 

p-presque-par  tout, 

D'après (111-5-2) et ([II-5-31, lin e i i semhle  IV t b5 p-négligeable, 
2 f 

t e l  que : 

e t  cet te  limite est unifonne par rapporr à X ~ N ~ V N ~  et à C ~ E  <&, 
Soit g'la classe des C c cels qrie (111-5-4) soit vérifiée. 

Y' contient go. Démontrons que gt est une ciasse monotone. 

Soit (Ci) ie iG+: une suite dtél&ents de%',  croissante e t  soit : 

Pour tout xf N ~ U  N ,  on a alors : 
2 

(111-5-5) lim R") fx,C) = lim l i m  R (t) (x,ci) 
t" i ~ o  

car R(" ( x  . est une probabilité sur &. 
Mais, lim R ' ~ '  (x,C.) est uniforme par rapport à C.. On peut donc 

t- 1 1 

intervertir Les ].imites dans (ILI-5-51, d'oc : 

puisque 5 est une prababill te, 

(!IL-5-3) implique que, pour t>n(k],  et pour x N t' N, on a : 
f 2  ! 

-et5 (f-' (ci)) c R"' ( x , c ~ ) s  e + ~  (fe1 (c. 1) 5 E-+< if-' (c)/ , i e IM* 
1 i. 

D'où : 
6 ' - 1  ' 

-i+ s (f- (ci)) c R") ( x , c )  r E + c \ ~  (CI) Y i +g 1 ~ ; .  

La limite {1LI-5-6) est  done unifonne par rapport à x N U N *  e t  à C. t ?  



Donc C . $ ' . . ,- 
Y i e s t  donc une classe monotone qui contient z, et par suite,$' 
contient la tribu % engendrer p a r  g o  

- I 
I)si y j i ( N e . - ' N  ), alors, f <:(, ( N U N ~ ]  et an a, d'après (III-5-6), 

r 2 i 

v s z 2 :  

= ~{f-~(c)i 

V C ; et cette limite est uniforme par rapport 3 y f ( N  i, N ) et à f 1 ,  
.,; 
\ * 

2) s i  y c f (N . N2), alors ,  pour tout s 5 2 e t  V C c : 

et pour t>s+l, on a : 

et d'après (III--3-7) er Sc théorème de Farou-Lebesgue, puisque : 

O Qs+l,t 
C 1 ,  o n a  : 

f lim Qs,t(~ = J d l i ( ~ ~ )  15.m Qst l  ,t (Y SC) 
+ - .  ... ,,-" f (HZ L N) t- 

= <(f- l (c) ;  
9 c t q :  , et: cette limite est uniforme par rapport y t. £(??*il? ) et à 

2 

Pour s = 1 ,  V(y,C)  ."I x. 'Li-' et B tr: 2, on a : 
L 

et d'apres @IL-5-7) et (III-5--8) et le théorème de Fatou-Lebesgue, on a : 

et cette limite est uniforme par rapport à y, 9 et à C t S . 



'. 
1 (111-5-7) et ( - 5 - 9  le processus de Markov ((1 , , Qt, t+i te 

.'J 

est fortement et uniformément ergodique. 

11 1 

Soit C; = {y : ~(f-lty}) > 0) 

C, contient au plus une infinité dénombrable dlél&ments, puisque 

u(l ) 1; et d'aprss l'hypothèse 11-2-(ii), on a : Co t % 
- 1 

Si 'Gl est fini oi i  dénombrable, alars, on a : (f (c,)) = 1 
U 

III. 6. PROPOSITION 

si &e pmcunw f ( 'f: ,$; ) ,P (t) est  dontemeutt mgocüque, e l  di, de 
jb >'c 

p h ,  L(f-'(c0)) = 1 ,  &u, .te pmceasl~a , , Q ~ , ~ + ~  1 tR\', O fi 
. . 

'~ -1 

Qt,,,, 
u2ai~ietz-t (111-4-4) Q;1L où N' - \, f (e,) , ut ~ o d m e n t  

DrnONSTRATLON 
- 1 

11 n'existe pas d'ensemble N' ; S4 ,v-négligeable, contenu dans f (Co) f 

D'après (III-5-61, on a alors : 

Le reste de la démonstration est analogue aux parties 1)  et 2) de la 

démonstration de La proposition précédente. 
11 1 

III. 7. f ROPOSITION 

- ('3 Fi t e  paace~sus de b4ank.o~ I ( i ) ,P u;t 2jaibLme.n.Z ehgadique, 

et hi, de p&hP u ( f - ' ( ~ , ) )  = 1 ,  & o u ,  t e  p~vcedd(L6 ( (  3 ,% ) ,Qt,t+li tg th;t 
t i 

-1 ou l e s  Q ,,,,, , aa t ihgon t  à (111-4-41 et où N' = :.f (c.) , ut daibtenenr 

( i j u  clique* 



-- "9 - 

DEMQNS TRATION 

(i) Soient (xo,C), A x ; :  et r = (t ) .,A une suite croissante i. i r :\ 

(t.) 
1 d'indices telle que la suite {P (x, ,f-' (C)] } ic ih 2 '0" 

convergente 
tti7s9 

D'après Ta-2, B s t 3'c et 'tf x f , la suite (P 

converge vers la m&e limite. Posons alors : 

Nous avons vu (cf (111-5-1 ') 1, que l'on a alors : 

- 1 et comme il n'y a pas d'élément de i3 P-négligeable,contenu dans f (Ce)? 
f 

on a : 

lim n ( x , ~ )  = t(r,c) v x f-' (c.) 
i* 

Par un raisonnement analogue à celui des parties 1) et 2) de la 

démonstration deIZ.5. on a alors : 

- 1  , (ii)Soient(y.,C)t x - < ~ x o ; ~  {yoi,s,?2et!~ (y,,~)\ 
O i Sorti itih '-" 

une suite convergence. Soit Etr, s,, y,) sa Limite, où r désigne 
la suite t i i  , croissante . 

1 )  si y. t C a ,  alors, on a : 
(ti-8d 

Qs. ,t (y, ,CI  = R (x, ,CI 
i 

(ti-s") (ti-so) 
R !x,,ct u j f - l i y ,  J )  = / - I  d 4 (x9P IX,~-' (Cl 1 

cti-s. 1 f (y,) ' 
La suite (P lx0 (0 1 1  est une suite de nombres de - .*, ici.,, *% 



l'intervalle compacte CO,!]; on peut donc en extraire une sous-suite 

(t. - sol 
{p 

- I 
Ik (x.,f (C coz~vergentë, et puisque Le processus 

., est faiblement ergodique, d'après 111-2, (a 9%) 9 P(~)) /M ,. 

9 x a  X, la suite {P converge vers la mgme 

limite - Soit : 
(t -sol 

l i m  P ik 

i* 

où I" désigne la suite des indices (t. 
=k k€ (h:i'i 

Dfaprês (111-7-1) et l e  theoreme de Fatou-Lebesgue, on a alors : 

(t. -sol (t - s o )  

lim R dT(x) ï i m  P ik 
i- k* 

- 1 
et puisque ~ i ( f  (y,)) > o, on a : 

Toutes les sous-suites convergentes de la suite 

ont donc la même limite. La suite est donc convergente et on a : 

(ti-s") 
l i r n  P 
i-+a 

et d'après (i), on a id: y E y et + s c (11 * : 

2) s i  y,) c ~ ,  a l o r s  f-' IyolC [£-'(c,) et on a : 



Soit y,€ Co et soit {QsO+l ,f (Y, une sous-suite 
i k k 

convergente. 

D'après (ii)-1) ,Y y c, , la suite 4 Q soc* ,ti (Y , C l  1 
k k c lCj +: 

converge vers la même limite et d'après le théorùne de Fatou-Lebesgue, 

lim Q 
so ,t. (Y..C) = lC dli'(y)lim Qso+l,t (Y ,C> 

k- 
Ik 

k- 
ik 

= lim 
Qso+l, t (Y, SC) k- ik 

Toutes les sous-suites convergentes de la suite 
so+I, ti 

ont done la même limite. La suite est donc convergente et on a : 

et d'après (ii)-1), an a, V et V s st lkl* d 

= Pim Q' (yo ,C) 
i* S,ti 

Pour soZ 1, on a : 

Soit y2 '7 {q2 ,  ily;k m e  sous-suite convergente. 

D'après (ii)-1) et (ii)-2), Y y e , la suitek*, (Y SC) ) 
k 

k~ ru? 
converge vers la même limite, et d'après le t h é o r è m e  de Fatou-Lebesgue, 

lim Q 
l,t, (y. ,C) = / QI ,2(~1 ,dy)lim Q2,t, (Y,Q k- 1 

k Ik 



Toutes les sous-suites convergentes de la suite 19 i 2 ,  ti(y~sc)) ia iU* 
ont donc la même limite, La suite est donc convergente et on a : 

iim 9 (y2,C) = t<r,s. .yo ,Cl 
i-t.. 2 Pti 

et d'après (ii-1) et ( i i ) - 2 ) ,  on a, 9 sr @ et 9 y 

D'après (III-7-2), (111-7-3) et (1x1-9-4), le processus de Markov 

, est faiblement ergodique. (( t p @ ) *  ~t,t+l) t &id** 



S o i t  f l ' app l i ca t ion  d e x .  sur"";$ t e l l e  que : 
4 

f (1 )  = f (2) = 1 ; f ( 3 )  = f(4) = 2 

Nous pouvons prendre, pour mesure p, une mesure de l a  forme : 

Nous avons donc : 

Dfautre p a r t ,  la  condit ion (III-4-1),  s'écrit dans l e  cas f i n i  (ou dénombra- 

b le)  : - 1 
~ ( i , j ) ~ ( j  ,f-'i111)= p ( i , f - ' i k ~ )  R(jo ,f {hl)  

E l l e  e s t  v é r i f i é e  pour : 

7 - I 
~ ( ~ , f  = i2 7 R(jo , f  {21) 5 pour j = 1,2 

- 1 
K(jo y 

1 1  - 1 
f 

19 
9 R ( j o , f  (21) -5 pour j, = 3 , 4  

2" 

On a a l o r s  : 



(t)  Le processus (X, P 1 hl* est fortement et uniformément ergodique. 

En effet, il suffit de dEmontrer qu'il est fortement ergodique; l'ergo- 

dicité uniforme r6sulte alors du fait que ,x est fini. 

On vérifie que la matrice P ( ~ )  est de la forme : 

où l'on a : 

2(ai,t + bis;= 1 i = 1, 2 , 3, 4 

De l'égalité = P ( ~ " )  = P(". P,  on déduit les relations de rgeurrence : 

Lorsque t*, a fl , et la matrice P(" tend vers la  matrice : i, t 4 7 

D'autre part, si on pose : 



On a les relations de récurrence : 

Lorsque t + , la matrice Q ' ~ )  converge et  on a : 

Pour Q I  * l + t >  on a,  pour t > 2 

car lim e s t  une matrice aux lignes identiques et Q est une 
2î-+= 1,2 

matrice stoçha.srique. 
l l l 

Considérons une matrice stochastique : 



+ - ,, e s t  une mesure sur $ de le forme : 
E ' 

on a alors : p (f- '111) = I ; u ( ~ - ' < z I J  = O 

La condition (XII--4-1) est vérifiée pour : 

f -  - R 2 ,  = I 

- 1 a( i , r  r z i )  = R (2,f-'{~}j = O 

3 %  arbitrairement choisi et ~ ( 3 , f - ' i 2 ) )  = 1 - ~ ( 3 , f - ' { 1 )  

~ù v est une .>ro'Lin!,il;;é quelconque sur fic 
L 

Le prrcessua  ($k5 ~ ' ~ 1 '  1 r.ciU* est uniformément et fortement ergodique. 

En e f fe t ,  or, a : 



(i) Prenons v = IJ 

Nous obtenons alors : 

Le processus obtenu e s t  alors fortement ergodique.(your s = 1 voir la f i n  > 
de l'exemple 1) 

( i i )  Prenons : ~ ( f - ~ ~ l } )  O v(f-'12>) = 1 

e t  le  procrssus obtenu n'est pas fortement ergodique. 

Remarquons qu'il n'est pas n6cessaire de prendre v = p pour obtenir 

un processus de Karkov ["si , 1 % , t + l  t,,, * fortement ergodique. d 
-.1 

En fait, il s u f f i t  de prendre d.ms c e t  exemple : v ( f  ( 1  1) > O; on 

obtient alors : 

Nous aurons alors : 



e t  lorsque t-, on a : 

(Pour s = 1 ,  voir l a  f i n  de l'exemple 1 )  
r l r  

La rgciproque de l a  proposition 111.5. est g6néralement fausse, 

ainsi que 1e montre l'exemple suivant : 

Si ~t est une mesure sur* de la forme f' 

On vérifie que l'on a : 

u(f-l{ll) . O Y !J(f-1{211> O 

La condition (111-4-1) est vérifiée pour : 

D'où l a  matrice stocbstique : 



lim Q 
S , s* t  f i s 3 2  

t-tm 

Pour s = I (voir la fin de l'exemple 1 )  de III-8), on a : 

l i m  Q l,l+t = Iim %,s+t V s 2 2  
t- t 

Le processus , Qt,t+l t c , d "  est donc fortement et uniformément ('Y ) 
ergodique, 

Toutefois, le processus (X ,P (t) ) 
t r M  * n'est pas fortement ergodique. 

En effet, si on pose : 

(t) P(~) = (P (i ,j))  i , j ~ X  
on a les relations de recurrence : 

D'où : 

P ( ~ )  ( 1  ,l) - P (t-2) (1,1)  

et par suite : 

1 dt) ( l , , )  = - [ I  +(-I)~I 
(t) 

2 .  
P (I,l)tEhl* ne converge pas. 

Nous allons introduire de nouvelles hypothèses en vue d'établir la 

récipraait6 de la proposition TII,7c 



III. 10. HYPOTHESES 

(III-11-1) 

(f II- 1 1-2) 

(i) ' t f x c x  , tamutineP(x,.) u t d e t u  borne:  

- 0 

où, polvr .tout x X , g (x, . ) est ': faesMa 

Jtme que ta I P ' ~ ~ )  ( X , B I .  eonvuqe, a ~ o ~ ,  v x 3 .ta 
, iN4 

(ti\ 
A~ {P (x'B) i is Ji canvehgs et O B  a : 

(ci) (ri) 
lim P (x,B) = 1im. P (x' ,B) 
i* i - S W  

Nous avons vu (cf.II.12.) que III-IO-(i) implique l'hypothèse 111-4 

Nous reviendrons, en fin de chapitre, sur l'hypothèse III-IO-(ii) 

Avant d'établir la réciproque de 111-7, nous allons établir un rgsul- 

tat préliminaire. 

III. 1 1 . PROPOSITiON 
SOU L'hypof ihe  III-IO-(i), an a : 

pour t = 2, on a : 



Supposons que l'on a i t  : 

P )  ( B )  = !B gCe-') (x,xt)d~(xr) 

On a alors : 

P ( ~ ) ( x , B )  = 1 P ( ~ - ' )  (x,dx,)p(x ,BI 
x 1 

6 8  x g(xI9x')d;(x') 
B 

= ! g t l ( x , x , )  gl~l ,xt)dT(xl) 1 d i;(x') 
)t 

s IBg ( x  dG(xf) 

Pour tout x r X , g(t) (x, . ) e s t  ?3f-mesurable. 

III.  12. PROPOSITION 

Sy)poloM l e 6  h@o*hbed III.  I O, vé~&ieeA ru! que p (f-' (C ) 1 = 1 

1 m, ai l e  P ~ o C ~ ~ ~  ((y Fit: 1 9  QtSttl t i l N  * ~k 60.tt;te~wt-t 

ehgodique et 4654 Q,, , , v f i y e n t  (111-4-4) oti 1~' f-'(c 1, .te 

DEMûNSTRATION 

Posons : 

(111-12-1) lim Qg,S+t (Y,c) = ~ ( c )  f si:g* ,c  Y e 
t- 

où ïi e s t  une probabilite sur 9 . 
'Y 

Soient xoc?,  y, = f(x,)  e t  C t % 
-1 - 1 - 1 

( i )  s i  x , k f  ( c ~ ) ,  o n a a l o r s :  f ( y a ) < f  ( c ~ ) ,  e t o n a  



Qs ,*+t (y* ,C) = (x. ,c> 

d'où 

~a suite P") (xo ,f-' (c) * esCuune suite de nombres de l'interval- 
t.r- )L 

le compacte f0,11 
(ti)  -1 

On peut en: extraire une sous-suite convergente {P (a ,f (C) 1 li ,~ ,k 

Soit ~ ( x . , r , C )  sa limite, où I' designe Ia suite des indices (ti);, ,& ". 
DraprSs lthypoth&se IIX. IO. ( i i ) ,  on a : 

D'après (III-12-l) , (III-12-2), (111-12-3) et le théorème de Farou- 

Lebesgue, on a : 
( t i )  

l i m  Q i, S,B*t 
(Y. ,Cl -. {p..)) a 1 ml d~(x]l;irnP (x , f e i ( c ) )  

i f {9,3 L-1- 

Toutes les sous-suites convergentes de la suite  { P ' ~ '  (xo ,f-'(C)) 1 ',p: 
ont. donc 19 même limite, La suite  e s t  donc convergente et on a : 

(ii) s i  xo f - l  (c,) , on a alors : 

P ( ~ ) ( ~ , , , F ~ ( C } I  = J - l  p(x,,&jr P (t-r s (x, f - l  (cl i 
f (COS 

e t  d'après (111-12-4) e t  l e  thëorhe de Fatou-Lebesgue, on a : 

l i m  ~ ( " ( x ~ , f - ' ( c ) ~  j' P ( x , , ~ I ~ )  lim P [x,f-l (CI 1 
: -, - f (Ce) t- 



D'après (111-12-4) et (III-12-S), on a : 

(III- 12-6) 1 P f i ( )  = n(c) 

Soit B 53 
Soient x e t  x' i: et posons y '  = f (x f )  

D'après (111-12-6) et III-1.1, on a : 

= lim g ( t ) ~ x , ~ l ~ d ~ ( ~ l )  
t- If-1 {yt 1 

e t  g(') ( x ,  . ) est Sf-mesurable par hypothèse, donc cons tante sur 
f ,  

f-l { y  ' 1 qui est  un atome de '33 f .  D'où : 

( t )  . Nous en déduisons que, V x t X , l a  suite I g  (x, .) lt Cï.. 
converge p-presque-partout e t  que l a  limite g' est indgpendante de 

De ( 1 -  2 7 ,  nous déduisons que le processus ( , ) , Qt, 1 

est  fortement ergodique. 



III. 13. REMARQUE 

J'Jtaprès (111-12-6) e t  I I - - ) ,  on a : C i % et iI x ex. 

ti: et  puisque g' est u> mesurab le ,  on a : f 

S o i t  5 Ir. probabili té s u r  %f, définis par : 

~lf-'cc)l - n(c) v c  c @  
On a alors : 

g' est donc l a  dér ivée  de Radon-Nikodyn de 5 par rappor t  1 p. 

111 

III. 14. 
(e) Un pnace66us de Manhov hnnoghe ( (  bz), q I t  tiN" 

vW&ie  t lhypath&c) de VaebGn h r L l  exiolte une p t r o b a b ~ Z  q, o w ~  A, 
u n e n t L e ~ r e X w l  ~ > o t & q u e :  

v ~6.6, s i  q , ( ~ )  i c , LLLOM, q ( r ) ( z , ~ )  s 1-E, v =;A. 

II  est  évident que, sous l 'hypothèse III-lO,(i), Le processus 

(t) - 
, p lt.i;h, 3c v é r i f i e  l 'hypothèse de Doeblin pour q, p 

I C 

et r = 1, e t  de même, s i  l e  processus ) Qt, t+l  1 \ ~ n  est 
4 u 

- I 
homogène, s i  u(f (CO)) = 1 e t  s i  Qt , t+l  v é r i f i e  (III-4-4), où 

-1 
N' = f (ce), alors, l 'hypothèse de Doeblin e s t  vérifiée pour 

qo = p' et  pour r = 2. 

On démon.tre, (cf. r21) , que, s i  un processus de Markov homogène 

v é r i f i e  l 'hypothëse de Doeblin, a l o r s ,  I t e r g o d i c i r é  f a i b l e  e t  f o r t e  

son t  équivalentes pour ce processus. 



III. 15. PRûîOSITION 

SOU et hqpo*hhe III. I O ,  AL i f - '  (col 1 = 1, et 6i t e  p k u ~ e ~ ~ 6  de 

Y < '  

1 AkvLkov ( (  ,g 1, Q t,t+ tE\h* 
Où Qt,t+~ vz;lti~ien;t (111-4-4) 

et où N *  - E-' (c.) e6+t d & m  W O & U ~ ,  &a, p r n c e ~ ( ~ b  
$oh.teme%t agadique. 

DEWSS TRATI ON 

f , faiblement ergodique. Supposons le processus ( (1 ,YI- , 9, , t+ , ,Q * 
D'après (1114-4). pour tout t 3 2, Q t , t* l  ne dépend pas de t. 

j est doncRomogZneOafble- Le processus de h r b v  ( (3 ,$ 1, Qt, ,+, t32 
ment ergodique et vérifie l'hypothèse de Doeblin. 11 est donc forte- 

ment ergodique. 

Posons alors : 

On a alors : 

Q ~ ,  1 + t  (Y,C) = l Q1,2(~9d~f) Q2,1+t ( y l , c )  V q 3 2 

D'aprGs (111-15-1) et Y e théorème de Fatou-Lebesgue, on a : 

 lap près (111-15-1) et I I - ,  l e  procassus ( ( ,Q , % ) , Q ~  ,t+l 
,fi * 4 

est fortement ergodique et d'après la proposition 111-12, le proces- 

est fortement ergodique. 

Irr. ia(i) Un ensemble B t % est dit con6Zquent d'un état r. X si 
v t c i f i * ,  on a ; P(~)(~.,B) = 1 

(ii) 3 t $3 est dit Oivahiant s ' il est conséquent de chacun de ses 
points 



(iii) Un ensemble 'y t %3 est dit %UJU~&& si, Vst t 3: , on a : 

(iv) Un ensemble E. e$ est d i t  ergodique s i  : 

a) E est invariant 

b) il existe une probabilite -Ji sur \g telle que = 1 
L; 

et que : 
C 

(v) Un ensemble etgodique E 6 @ est dit d2compo~ab& en d o u 6 - d a ~ ~ e b  
,- 

cfj~!&&ued s'il existe des sous-enaemblen disjoints a , F Z , . .  .. t: 1 d 

deux à deux disjoints tels que : 
d 

a)  U E k =  E 
km 1 

b) r d x e E k  on ait ~ ' ( x , E ~ + ~ )  = I et 7 i x h E d  onait P(x ,EI )  = 1. 

c) V k, il existe une probabilité ïï sur 3 telle que 
-k. 

- 
~I(E ) = 1 et que, V x i t  on a i t  : 
k k  

On d k n t r e  (cf. [21), qu'un processus de Markov homogène, vérifiant 

l'hypothèse de Doeblin est fortement ergodique si et seulement s'il 

existe un seul ensemble ergodique sans sous-classes cycliques. 

III. 17. Revenons à l'hypothgse II-10-(ii) 

Elle iaplique tout simplement que, V y 6 , si f-'<y 1 est contenu dans 
-i 

un ensemble ergodique décomposable en usous-classes cycliques 
".. - 1 

l ,  c . . . . E alors, f (y} est inclus dans 1 'une .de  ces sous-classes d 
cycliques . 
En effet , supposons qut il existe deux sous-classes cycliques f e t  

k 
E k t ,  distinctes telles que t k fi ' f-'{y}# 4 etE k,r: f-l{y} # B 



- .  . 
- - - - 

= 8 . - . , . . . . - - . 
. . I - 1 , .  - . - . . . 8,. 

8 .  - , " . , ' , , -  - - ,  . :,&!; F;2u . . 8 7,. - 
'.;$.${ " --,, t ,, , ,-1- (,-)i,".; d-L;lc '., ..71,'kI]I . -II~~:c:~: . . S . , -  - 8 .  .' - - - , I ! '  , . ;  , , ' , , ' L  - ,  .. , ' * - -  

8 . ..L .< . ,- <.2 

l~;+t,; , , i i , ,  : 8 : , r * a . x 7 a  i ~ + ~ ~ + 4 m ~ ~ ! ~ ~ ~ 5 ' f n . ? 7 % 3 ~ ~  p.{:- ,. +A . ,a"-. y ;I+-.,. . . 
,, ,;; ;, - . ., :; .:- , - - ,,- 

! . - , .  8 
" -  :, 4 ..:, ,....,, , , > - -;> 

Phu,," 13-;,r-,.," ( - ;.'2 # L c & ~ 7 ~ c - :  A,. -kq:+ - 8 ,  - w!,L...,! :!41,~..,?-, .-.) +. aq;?;y.;.T ;>- :. +.;! ,: ,.i:; :f 8, ,-:: ... :>!; .-rp: # . 'TLi  
' . ,:,-. ..( i- .. \$ ,. , ;< 

. c . , ; , , , , ,dL-  t -- ,:.. -n,:. .:::.: <-?' . ?'r#-, ,;. , ,! y ,' . :r,, , > ,  ~- ,. % . ,:- . ! ' - . A i -  m i  . 
8 / 

8:. 
\ .. , , ,  ;--y. . -+, , , , ,  8 -  - t, ,*. ,, 8 . . 

' 1  
. . .,,, '* . * ' - I :.: ..., , <  :.':-:" . .  1 ' 1 .  . 

t . 8 . .  " . .  17 *, - ' 

j',, ,,, - ,, . . - ' . . < , ' ,  . 

soient %e E kn f-l et E ~ ,  fl f-l {y) < ':. : ,  , 

On a a l o r s ,  d'après III-16-(v)-c) : 

(na i i m ~  ( % , E k ) = k n ( E k ) = l  
n- 

lim P ' ~ ~ )  x ,  = E = 0 
n --, c+ 

Ithgpothase III-IO-(ii) n'est donc paa dlérifiéa si deux tels ensembles 

Ck et  Ek, existent. 

L'exemple 111-9 ne v6rifi.e pas l'hypoth&se III-IO-(ii), puisque 

f-'{11 - { 1,2) contient deux sous-classes cycliques { I  1 e t  121.  



R E F E R E N C E S  
W .  : > , i l  

[II - BIRCE (C. J.) REEM?LATT@.) - A Mmkouiun jbzetia of  a Mmkuv M n  
Annale of Mathematical Ststistics, 
VoZ 29, (19581, p.p. 1 1  12-1 122 

t21 - IX)OB (J.L.) 

IC31 - DOREL (M.] 

t41 - W I G W J  (J.) I R 0 ~ ' I T  FI) . 
?,* - E"unctions of ReversibZe M&v Proces- i, . 

ses tht are Markovian ç 6  
Journal of Mathematics and Mechanics ' 

Vol 1 1 ,  n82, (1962) - p.p. 951 - 970..;: 
[SI - HALWS (P.R.) SAVAGI2 CL. J.) - AppZicaCiun of the Roda-Niko&n tk- 

rem t u  ï9s theoq of th suffieierct 
s ~ t i s ~ c a :  
Vol 20, (1948) p.p. 225-232 

C61 - iBWQUIN ( P L . )  TORTRAT (A.) - IPhkorts dcü probabiZ.it& st qwz'kqws 
cqpZieatir)*,+re 
Masson et Cie - Paris  (1965) 

- PmbabiZitg tlzsord 
Van Nostrand, 2&me Edition (1 960) , 

rnath&m&2qzree du caZeuZ &s 

Paris (1964) 

r91 - RC)-TT m.) ~ a r k o v  ~ ? P O C W ~ B  t~ . 
Journal of Mathematics and Mechanics 
Vol. 8, no 4, (1959)p.p. 585-595 

- Randan Processes 
Oxford University Press - New York ( 1  

Cl01 - 1RI)SNBWTT (M.) 

- Stoc?hasi&? &0&3~8c3.9 
J o b  Wiley & Sons, New York (1953) 

- SW Za E-~rgodi&td st Za K - s t s t i c n a -  
n a d @  des processus dle Marlcov non 
ho&mghs, , 
These, Facaltd des Sciences de 
l'üniversité de Lille (1966) , 

1,l.Z 
- Functh-zs of f in i te  Markov Chcrins -, 

1 - 
Ann. Math. Star. (1963) 34-1022-1032 -- 

$8 . - ,-y 
c: 
7 

8 $.$ 
. :iQ 


