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Les processus de Markov construits 3 partir d'un processus de
Markov homogéne donné par l'intermédiaire d"une fonction mesurable,
ont &té particulilrement &tudiés par Rosenblatt (M.) dans [9] et

par Hachigian (J.) et Rosenblatt (M.) dans [4] .

Dharmadhikari (S.W.), a &tudié le probléme inverse du précédent
dans [11] , dans le cas des processus de Markov homogénes 3iun nom—

bre fini d'états.

Au chapitre II, j'ai rappelé@ 1'étude faite dans [9] , & laquelle
j'ai ajouté quelques compléments.

-~

M'inspirant de [3] , j'ai cherché 3 &tudier, au chapitre III, les
relations qui existent entre 1'ergodicité du processus de Markov

donné et celle d'un des processus de Markov construits dans [91 .

Comme application, cette Etude est particuli8rement intéressante
dans la mesure oli elle permet de remplacer 1'@tude d'un processus
de Markov homogéne par celle d'un processus de Markov qui peut-&tre
non homogéne mais dont 1'espacé deg Btats est fini ou dénombrable

(proposition II.5.)

Cette étude comporte &galement un premier chapitre ol sont rap-
pelés quelques définitions et ré@sultats préliminaires et ol sont

précisées les notations utilis@es aux chapitres II et III.
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DEFINITIONS, HNOTATIONS et PRELIMINAIRES
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L'objet de ce chapitre est de rappeler certaines définitions et-

de préciser les notations que ncue utiliserons par la suite.

Nous utiliserons les termes usuels de classe monotone, de tribu,
d'espace probabilisable, d'espace prababilisé, de mesure absolument continue
par rapport & ume autre, de mesures &quivalentes, de mesure I'-finie, de mesu-

re image d'une autre, etc...

Nous désignerons par IN*, 1l’ensemble des entiers positifs, par{Q

1'ensemble des réels et §8 est la tribu borélienne de ‘R

I.1. Soient (¥, & et (?é %;) deux espace probabilisables,

Une application f de ¥ sur,lj est dite @ 5?) - meburable si on a @
NI

-1 P . . .
Nous noterons par f " (C) 1'image inverse de C e‘g ., Mais si C est de
N : . . -1
forme {y}, ol yel], nous noterons cette image inverse par f {y} au

lieu de f_‘l'({y}) pour simplifier 1'écriture.

Un ensembie B¢ S{J; est un amm de % s'il ne contient pas d'autre

€lément non vide de 8/,)) .

Comme dans [8], nous dirons qu'une tribu “@ de parties d'un ensemble J\*
est de type dénombrable, s'il existe une famille dénombrable de parties
deu engendrant ‘@

L'ensemble 1} est un espace polonais, s'il est séparable, maTtrisable
et complet.

Remarquons que, si'th est la tribu engendrée par les ouverts-d'un

espace polonais, alors, '-g est de type dénombrable.
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Une classe 3( de parties de ’!j est dite compacfe si, pour toute

i . d'8léments de ¥ telle que N is Fo=§ il i
suite an)nEEN" que . iyx Fp § il existe un
S
1 P Ll o= -
entier no¢iyN* tel que nho @ s
Soit ( ,‘-@,({/‘) un esgpace probabilisé et ¥ une sous-classe compacte
de ¢ -
Nous dirons que gf fouit de La propriérté d'approximation relativement

a ta probabitité @ et ta tnibuGsi, ¥ ce €, on a :

(I1-1-1) (p(C) = sup{P (¥),Fe g;, F¢ C}

I.2.

On démontre (cf.[81), que sig est un espace polonais et (@, la

tribu engendrée par ses ouverts, alors, il existe une sous.classe
compacte de ‘é, jouissant de la propriété d'approximation relativement
3 1a tribu et i toute probabilité §93ur ‘@

Soit (9,&, Pr) un espace probabilisé.

L'intégrale, par rapport & Pr, sur un ensemble A € & d'une variable

réelle X, dé&finie sur (1, &) sera noté : -"fA L(w)dPr (w)

Mais, dans le cas d'ume variable aldatoire réelle y,définie sur un
espace probabilisé (3{?2,3?)2} et d'une probabilité de transition P
d'un espace probabilisable (xl,ﬁ}) a (:Qz,i’;%z} (dont la dé&finition
sera rappelée ci~dessous), nous Bcrirous fBzy(xz)P(xI,dxz)

'V'(xl,Bz) 361 X '%2" au lieu de "{B y(xz)dP(xl,xz), pour &viter toute

2

confusion entre x} et xz.

Soient (%1,5’52) et (962,3/")2) deux espaces probabilisables.

On appelle probabilité de transition (ou de passage) de (351,231)

a (Xz,%z) toute application P définie sur 3{1 xi(32, 3 valeurs dans
1'intervalle [0,1], ayant les propriétés suivantes :

(i) ¥x, ¢ fX’:'], P(x,.) est une probabilité sur K‘)}Z'

1



(ii) ¥ B, € 5?)2, P{.,Bz) est une variable al&atoire réelle sur (‘T],{ﬁ])

2

Soit ((‘xt’sbt)) e NF une suite d'espaces probabilisables, et supposons

que, ¥ te IN*, il existe une probabiiité de transition Pt e+ de
s

ltespace (xt"%t) 3 1'espace (X &1) y o~

t+l? e+l

Nous dirons alors, que la dounée de la suite des espaces ((xt,ﬁt))

)

teiN®

et de la suite des probabilités de transition (P définit

t e+l e

un processus de Markov simple.

Par la suite, nous omettrons d'écrire le mot "simple", et noterons
» p s

le processus de Markov par : ((%t:$t}9 Pt,tﬂ)t«:m*

¥ tefN %, 1'application P définie surf;'ft xiﬂ)t+2 par !

t,t+2
Prea B = [ P (GADRG,B), $(x,B) X =0,
t4+1
est une probabilité de transition de cxt,ﬁ?)t) 3 (933”2,%”2). Nous 1la
noterons par : Pt,t+2 =[Pt’t+1a Ptﬂ, t+2} .

Par ité@ration, nous pouvons définir une probabilité de transition

TR (xt’g‘}“t) & (f)iitm,ﬁ’& t,t-ﬁ-nﬁ[Pt,tH'PtH,t-PZ

-,QP

€ <~

t«i—n)’ par : P

t+n*l,t+n]

et on a 1'Bquation de Chapman-~Kolmogorov :

»

P X,B) = | P (x,dx") P x',B
t,t+n( > ]ge_ug t,t+s ) c+s,t+n( »B)
¥ s, n et telN®, s<n et ¥(x,B) &361: xmtm.
Supposone que 1l'on ait = (xt’ﬁt) = (‘%,g?;) FreiN*

Si T est une probabilit& surkb, y une variable alZatoire réelle sur
(X ,%) et P, une probabilité de tramsition de (X ,f3) 3 (X ,§3) alors,

on a



- fy -

.
(I-2-1) / {’ Al (x)P (x,dN¥(y) = [ dH(x)[ P(x,dy)Y(y)]
& é% J - x ég
On en déduit :r - _
o [ dn(x)P(x,dy)| P(y,B') = [ an [’ P(x,dy)P(y,B)
(1-2-2) IBL,% TGO Cean)| P(7,81) = [ Al [ PGuanpGy |

V(B:B')e %th

Un processus de Markov {(X ,K)) ), P ) est dit homogéne si,-
€0 ey ert)

¥teiN*., On a
@ X8 = K5

ii = P
G Py
: P = ! *
Nous avons, dans ce cas S Pn',n'+f: ¥n,n' et teiN
t
Posons alors : P = P( )

n,n+t

Nous noterons par ((3€ ,5/5), P<t)) e ¥ le processus de Markov homogéne

I.3. Soit (9,&, Pr) un espace probabilisé, et soit 5 une sous-tribu de .
Soit X une variable al@atoire réelle Pr-inté&grable, définie sur (9, @),

et notoms par Fr_, la restriction de Pr 3 §5.

&5

On appelle espirance mathbmeiique conditionnelle lou espbrance condi-
tionnelle) de X par napport & 83, nebativement & Px,et on la note par
£ [X], comme dans [8], la varisble aléatoire r@elle, définie sur

¢L¥b), P - presque partout, par :

s
(I-3-1) [y ¥dprw) = [ E 31 {m}dPrg%{w) - ¥B ¢ §3-

Cette définition est justifiée par le théoréme de Radon-Nikodym, puisque
l'on a : [, X(w)dPr(w) = 0 ¥ BefD rel que Pr, (B) = 0

85

D'aprés le théoréme de Fatou-Lebesgue, si (Xn) + st une suite

et
convergente de variables aléatcires réelles définies sur (Q, @),



(1+3-2)

I.4.

majorées en valeurs absolues par une variable aléatoire réelle,

- Pr-intégrable, alors, on a :
8 s »

E lim ¥ ﬁllmgiifz(,, Pr

35_ presgue partout
praglt I o0 A

On appelle probabilifZ conditionnelle par fz_appon;ta{ 8, netativement

a Pr et on la note par P(. » la variable aléatoire réelle,

définie par :

MM&)sEﬁﬂﬁ | wAe %)

Soit (2,8 un espace probabilisable et soit (@Lt) une suite de

whe

R )
toagd ™

sous-tribus de (. Notons par

, la sous~tribu engendrée par
nl’ nzgaonnn’n

P
les Eléments de &n ,@n s ...,Gl.n .

1 2 D
On dit que la suite des sous-tribus (GRt) est markovienne simple
ten¥
si, % m et m]ei * og4eiN * oy jl,jz,,..jmelN* et ‘V‘k],kz,... kmf I\ES
on a :;
PAI& . . . ) = P(A ¥ A< .
( i A,Jlsjz,ants Jm) (ﬂ!&b) é{k}, 2,‘..,

m

Soient (Q,&,Pr) un espace probabilisé, (X £y une suite

£’ tTtemN*

d'espaces probabilisables et (Xt)t:6“¢*.une fonction aléatoire

telle que, ¥ t «|N¥, Xt soit & valeurs dans (31%,§3t)

On dit que (X)) est une fonction aléatoine marhovienne simple

t te IN¥

si la suite des sous- tribus (X (35 )) ., est markovienne simple.

te N
On dit que (X)), . u ©5t une fonetion aklatoine markovienne attachZe
i / ; LK :
& un processus de Markov (G{t’ggt)’Pt,t+!)tc!M*'s il existe

une version de la probabilité conditionmnelle ré&guliére Pr(Xt+lé:Bth),



I.5.

¥ B e@t-’-l telle que

(X ERIX_ =) =T 3
P e TR Pt,t«-l(&’B) Vx t

Si on pose Ht(B) = Pr(Xré B % B &éﬁt’ on a 3
= [ d4n
Ht(B) % . s(X)Ps,t<x’B) ¥ s <t

La suite (1)

dren est appelde suite des probabilités absolues de la

fonetion aléatoire markovienne (X ) e
et &l

Une fonction aléatoire markovienne (Xt)t

)

eI ¥ attachée & un processus

de Markov ((.?ét)&))t), P est dite sfationncine si

tyt+l teIN®
(i) ®processus est homogéne
(ii) les variasbles aléatoires Xt sont de méme loi, clest—a-dire

Iitﬁ I ¥ LeN*

On appelle probabilit? absofue statiownaire associée 3 un processus de

Markov homogéne ({(X ,XS),P(t>)

e toute probabilité T sur 8 telle
que ¢ ‘

I(B) = [ dn(x)p(x,B) ¥Be &3
X :
On en déduit que :

(t)

ft

T(B) = [ dQiI(x)P

o

(x,B) ¥ telN* et ¥ Be¥3

Dans toute la suite, nous ne considérercns que des processus de Markov
qui sont tels que ((x't’g%t} = (3&,5}3) Yt el

Le signe » # @ marquera la fin de chaque démonstration ou définition



CHAPITRE 1II

o T ' W i ) B s HOO® e

PROCESSUS de MARKOV CONSTRULT 3 PARTIR
d'un AUTRE par ure APPLICATION f.

I1.1. INTRODUCTION.

(I1-1~1)

Soient (36,8, 2%

Ee* un processus de Markov homogéne et

(Xt)tem 4 une fonction aléatoire markcvienne définie sur um

espace probabilisé 48 , Pr), attachée & ce processus. Soient (’LJ,‘@)

un espace probabilisable, et £, une application dedl sur 'LJ s
(6 - 56 -mesurable,

Nous noterons parfﬁf la tribu fwi(ﬁ), sous-tribu de §}.

Notre intérét se porte, dans ce chapitre, sur l'espace (B ,‘.ﬁ;)
et sur la fonction aléatoire (Yt)teﬂs]"“ définie par :
Y =foX ¥Vt *
Y, . eiN

Plus précisément, il s'agit d'étudier les suites de probabilités de

telles que ((H €3, 0 )

. Soit
r,e+l’te Nx °°

ition (Q
transi (Ot,tH)telN X

un processus de Markov et que (Yt) N soit une fonction aléatoire
-

Markovienne attachée 3 ce processus.

I1 est &vident que les probabilités de transition @ déperdront en

t,t+]

général de la probabilité absolue initiale Tf] de (Xt)tew""

Je vais rappeler, ici, une étude faite par Rosenblatt{M.} (voir[9])
ad laquelle je vais ajouter quelques compléments, remarques et

exemples supplémentaires

II.2. HYPOTHESES

(1) -¥xed, onmaix} e ¥
(ii)-?y&%,ona{‘y}é‘@ |
(iii) - Pour fout x e X, s0it P% (%, La hestriction

£



I1-2-1)

(11~-2-2)

- D -

de f£a mesure P(x,.) d La trhibu ‘f Nous supposons qu'il existe une
mesure T-finde sun f telle que, V xc ¥, La mesune P o £(x5.) s0it
absolument continue par rapport & cetfe mesure.

(iv) ~ La tnibu T est de type dénombrable, et il
existe une sous-classe compacte T de v telle gue, quelle que s0ift
Lo probabilite  Q, swr "L, ka sous-classe T jouit de La propnilié
d'approximation relativement & V. oet a Q. Clest-a-dire que L'on a

Q(e) = suplQ(F), F:', Foc)
¥ Ce % et ¥ La probabilitd Q sur - .
On démontre (cf.[81) que, si ' est un espace polonais et % est
la tribu engendrée par les ouverts de %ﬁ, alors, 1'hypothése II-2-(iv)

est vérifiée. On sait également {cf. [5}1), que, sous 1l'hypothése

II-2~ (iii), il existe une sous-famille dénombrable (P‘Qf(xi")}i' s
telle que, V xt_}f . 1a mesure P: (x,.) soit absolument continue par
f:,’,f
rapport & une mesure p de la forme
T 'i &aiP}; (Xi,.)
1 w “f
o, V L. % on a o.> 0 et X o, = 1
. i; o 1
III.3. (i) Un ensemble Sf-iff est dit ensemble & une seule
entrnie si
. u(8) >0
.2y e %g tel que P(x,8) = 0 v xaéf“l{y}

(ii) Le point y, ainsi défini s'appelle point & une
seule entrnie cornespondant a 8.

(iii) Un ensemble § est dit emsemble & une seule entrée
maximale si :

-

. S est un ensemble 3 une seule entrée

. il n'existe pas d'ensemble 3 une seule entrée S' contenant S et tel



que u(S") > n(s8)

IT.4. REMARQUES,

(i) étant donnée la forme (II-2-2) de u, s8i S est un ensemble

3 une seule entrée, puisque u(8) > 0, il existe au moins un x ¢
tel que P(x,S)> 0

(ii) Un ensemble 3 une seule entrée maximal est dé&fini & un
ensemble u-nul prés

(iii) Puisque u¥) = 1, il existe au plus une infinité& dénom=-
brable d'ensembles & une seule entrée maximaux, deux i deux dis-
joints.

Soit (Si)ie la famille de tels ensembles, I Btant une partie

I
finie ou dénombrable de IN*.

Posons alors : MZ=C§U Si¥
1‘ i

(iv) Si ulM) = o, alors, on a :3€== U s!, oii les Si sont
igl

des ensembles & une seule entrée maximaux tels que S{ = siv iel,

sauf un 8! = §, 4 M.
1 Lo

9

'

De plus,%j est 1'ensemble (au plus dénombrable) des points & une

seule entrée correspondant i la famille (S') En effet, ¥ y ¢ EJ

i’ie 1’
et ¥'xé.f"1{y}, on a ¢ P(x,X) = 1 donc il existe un Si tel que
k 1
P(x,Si }> o et y est le point 4 une seule entrée correspondant évsi .
1 i
(v} 8i nM) = o, et si vy eé} est telle que u(f—t{y})> 0, alors,
f“}{y} est un ensemble 4 une seule entrBe.
T 1 = "3 x._, T 1 ml N
En effet, d'aprés, II~4~(iv),d = U Si et £ “{y} est un atome degﬁf.
iel
. -1 .. .
Il existe deonc un S£ tel que £ "{y} soit inclus dans S! ; par suite,
2 t2
on ne peut entrer dans fm!{y} qu'd partir du point 3 une seule entrée
correspondant & Si .

2

On démontre le résultat suivant dans [8].



11.5. Sous L'hypothese 11.2, et 84, de plus, u(M) = 0, alons quelde
£ Attacke au pro-
La fonetion aléatoire (Yt)

que s04it La fonction aliateire warkouvienne (xt)

cessus de Markov ((36,8’%)) ’P(t))tém*’ EeiN*

déginie par [II-1-1) est warkovienne, otiachée @ un processus de
ankov ((Y, SR 1) ofl Les G, .. sont defindes ci-dessous.
&N

o t,t+1

P29

1) Puisque u(M) = o, d'aprés IL.4. (iv), y}est un ensemble au plus
dénombrable de pointe 2 une seule entrée, et d'aprés II.4.(v), tout
y'&lj. tel que y(f-l{yﬁ)xaest tel que ful{y} soit un ensemble & une
seule entrée.

Soit (Ht)t N la suite des probabilité absolues de (X ) eI F

Pour tout teiN *, nous construisoms la probzbilité absolue Qt de Yt et

la probabilité de transition Q de la mani&re sulivante

t,t+1?

. Q, {yi = Ht(fw}{y})

. 5i (f {y}) > o, alors nous posons @
-]

‘ t+1(f y'h
{ , 8L y est le point_3 une
i @ fy}) seule entrée de £ ! {y'}

0 sinon
R |
gl Mt(f {y}) = o, alers, nous pesons :

G {y,.) = Ve

t, b+l

ol Ve est une probabilité sur %z, prise arbitrairement.

2) Remarquons que ¥ tefN ™, la probabilité de transitionm Qt ceq ©St
: Ed

définie Qt -~ presque partout -

Si Q {v} > o, alers, $# ne WN¥ (y,.) ne dépend pas du choix

t T+
de la resure vt.

F) . - . “] -
En effet, pour tout te¢(N*, soit Nt = {ye,'\;l: Ht(f {yD = o}



Puisque %} est au plus dénombrable, on a : Qt(Nt) =0

Qt+1<Nt+!) se= z Qt(y)Qt,t+I(y, Nt+l)
yey
o= ] . Qv 4y ol
ye (N,
Donc, ¥ y & C,Nt, on a : Qt,t+l(y’Nt*!) = o

Pour o = 2, ¥ yé‘;Nt, on a :

]

Qt,t+2(y o) ) Qt,t+1(y’{yﬂ>Qc+l,t+2(y'")

y“eg
= . t t
Lo Qe GO 60
yle( N
Q (v,.) est donc indépendant du choix de la mesure v sur %%,
t,t+2 t
On généralise facilement & n quelccnque.
Remarquons &galement que le processus de MarROV'«?y‘é),Qt t+;) s
. ’ te(”?‘r
défini ci~dessus, n'est pas nécessairement homog@ne, bien que le
processus ((3(,@) ,P(ta le soit.
tEINF

Si u(M < 1, alors, il existe des ensembles & une seule entrée.

Soit S un tel ensemble, et supposons que l'on puisse y entrer 3
partir de M, aprés un nowbre fini de transiticns; c'est~3-dire qu'il
existe un entier n et une suite v » ¥ seves¥y de points

1 @) (n)

tels que :

(i) fm]{ym }y pour 7 = 2,3, ...n, solent des ensembles & une
(i)
seule entrée et ful{y } ne le soit pas.
)

(ii) y goit le point 3 une seule entrée de f“l{ym }, pour

G- &)

j=2,3, ... n, et vy soit celui de S.

(n)



L'entier n et les points y s ¥ cies ¥ » lorsqu'ils existent, sont
m,. m .
(1 (2) (n)

évidemment uniques.

11.6. L'entier n et Les pwoints y serees ¥ s deginis chi-dessus, cons-
ey ™ (n)

Lituent un chemin de Lonqueusr n wenant a S.

Le cas le plus général est, évidemment celui ci 1l'om a : o < (M) < 1.

Mais, avant d'étudier ce cas, ncus allons &tablir un résultat prélimi~

naire.

Soient, alors, £ une probabilité quelconque sur HBet - £ 1la restric-

tiondeié@}f £

II.7. PROPOSITION

Sous L'hypothese 11.2. (iv), June application w, de X x % dans
Llintervalle 10,11, telle que :
1) ¥ e, w(.,0) s0it une version %f—me,sumbﬂe, de £'espérance

conditicnnelle de P(. ,f"l(C)), pen nappont a 8 ¢ et nelativement & La

mesune &
(ii) Pounr fout x e, wix,.) s0it une probabi LAXE sun ‘@ .

DEMONSTRATION

. _ el
soit B, = (C")iem*

(c£.[8), que 1'on peut cousidérer la classe compacteé stable pour la

une algéhbre de Boole engendrant % . On démontre

réunion finie.

[P . . ¢ . - 7 -
La propriété d'approximatiocn par x.'}'(, relativement 2 € et a la mesure

E,], sur '@ définie par :

(II-7-1) £, (C) = f d&:(x)P(x,f-I(C)) ¥ceb.
X



(II-7~2)

(11-7-3)

(1I-7-4)

._7._,

implique alors que, % i e W™, il existe une suite croissante

i. ton s ,,féj, , R ..
(Fk)kew* d'&léments ded tels que F, ( C; et que 1'on ait :

i" = o &i
51(06) w:ip ai(rk)

Soit ﬁi 1'algébre de Boole engendrée par ies Ceo et les F;, k,ieN*
- 778 ¢

L@I est donc dénombrable. Posons .{63 {Cl)iew %

Pour tout Cll'

1'espérance conditionnelle de P (.,,f-l(cjl“)) par rapport éﬁf et

) . . . i
ﬁ‘éi’ nous pouwvons choisiy une version ¢(. ’Ci> de

relativement & £, telle que :

Y AN Cl) solt posgitive ou nulle et 5’3{-* mesurable

-¢(.,¢)~oer¢(,ti)=l

La famille (4:(.,(, )) eIN de ces versions possé@de les propriétés

suivantes ¢
1) Pour tout couple (C:;, C;‘l)éél xgl tel que C’]‘f\ Cg = P, on a :

8¢5, U 6D = 4(,0D) + aC., o)

il ewxlste au plus une infinitéd dénom~

5“ ~presque pariout f s ‘x:,:llf"‘:
brable de tels ensembles Cl’ C? . nous pouvons trouver un ensemble
Nz&ﬁ ﬁg-'nul t:el que

$(x, c v cd) = otx, c b+ e, c3>

¥ x % N, et V{Cl, c{)&f%l xfgl tel que cI{\c{ =

2) 11 existe un ensemble N2€ © T Egg - nul, tel que, ¥ xf N, et
¥ c’ E-é, on ait :
I o

$(x, Ci) = Sup ¢(x, F;)
k
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En effet, on a, 535 ~presque—~ partout : ¢(x, F;) 3 ¢(x,cz) ¥ ke lN%,
£
donc
{(I11~-7-~5) sup ¢(x, F } < G(=, C b] . 531 -presque~ partout.
k 3y
£

D'autre part, on a :

i

£, (0 = [ arGoPGeE ©)

= j{ 4t (x)$(x,C5)
X

d'aprés (II~7-2), on a :

f a, (060,08 = Sup [ dE (0 $GoF D)

. 8%
k% ¢

< f d&, (x)sup ¢(x,Fi)
x By Sk

(1I-7-6) ] ae (X)[fb(:':,(éi)~ Sup ¢(x,Fi)} €0
x Saf ” k k
et d'aprés (II-7-5) et (IT-7-6), on a
i = | i -presque- partout
¢(.,Co) = Sup ¢(.,F) £ p
k k | ¢

(11-7-4) d&coule alors du fait que les €L sont au rlus dénombrables.

D'aprés 1) et 2), pour tout x # N U Nq, la fonction ¢(x,.) estAaddi—

tive sur %f et pour tout Coé%joa il existe une suite (F )ke!N'*

d'éléments de‘“ tels que F QMCO ¥V keW* et que (II-7-4) soit
vérifige.
On démontre (cf.[S}xque, dans ces conditioms, ¢(x,.) est I'-additive

sur 430. Et purisque, de plus, ¢(x,;8) = o et ¢(x,1,) = 1, par construc-

tion de ¢, ¢ (x,.) est une probabilité sur Q?o pour tout x %.DH U N2.

. Y | - . .
Soit Neggvf unl ensemble ggz ~ négligeable quelconque, contenant Nl UN
- f
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Pour tout x47¥, soit ¢! (x,.) le prolongement de ¢(x,.) 5‘6’, et
posons
(4,0,0) si x;{m
(11-7-7) w(x,C) =
v {C) sl xe N

ot v est une probabilité@ gquelconque sur g

(1) % x ¢ X,uw(x,.) est une probabilité sur (é, dtaprds la construction
de w
(ii) ¥+ Cc ¢ ‘g;w(.,c) est (%f -mesurable et est une veraion de 1'espérance
conditiornelle de P(.,nt(C)) par rappert ﬁggf et relativement 2 ¢

En effet, soit €' la classe des € ég telle que (.,C) vérifie (ii).
@G contient €, d'aprés la construction des ¢.

n,
Soit (C l)i&m’ 4. Une suite croissante d'€léments de @' qui converge
vers Ce¥s. Montrons que C¢ (Zé’. En effet, ¥ xe & ,w(x,.) est une
probabilité sur'gg éone :

ho

(11-7-8) w(x,C) = lim w(x,C *) . wxeX
) i-ron
Donc w{.,C) est ﬁf—mesurable

D'autre part on a :

' n, n.
[ QE@PE,E£(€C Y = [ at, ®u(x,C Ly ¥ iewt et ¥ B3
B » g B S f

n.
Puisque ¢ £ P(.,f l(C ) £i, on a, d'aprés (I-3-2) et (II-~7-8)

-1 ~
Jp E@PGE () = de;%f(x)w(x,C) ¥Bef
On déduit de ce qui précéde, que C ¢4’
‘@'est donc une classe monotone qui contient §,.

%' contient domc la tribu % engendrée par ‘eo(cf. 81}
' s s

Par ure démcnstration analogue 3 la précédente, on peut &tablir la :
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I1.8. PROPOSITICH

Soit Aebd , ot £ une probabilité queleongue sur ¥ . Sous L'hypothese
11-2 -(iv), 40 existe une application w de A » ¢ dans [0,1] telle que :
(i) ¥ Ce €,u(.,C) 40i% une version A ﬂS’Zf- mesunable de £'espérance

conditionnetle de (. £ 1(C) par rapport & A N %, et retativement & Lo

mesune g -
(ii) Pour tout x e J,w(x,.) s0it une prcbabilizs sun 4.

On démontre, (cf.[9]), le résultat suivant :

II.9. S Les hypothises 1I-2 sont vinigiées, alons :

tine condition nécessaire el sufgisanie pour que, (Xt)t e IN* étanit

‘une foretion aléatoire mankevienne dennée, atfachle au processus
() , " p . _

((%,%),P )y & IN* La fonction aliatoine (Y )tew « 404t marko

vienne attachée & un processus de Markov ( ?j ‘G)Qt t+l) *(g&

Les Q sonit définies ci- c’mwws}, est oue :

R
(1) 1£ existe une fonction R, deginie sun M %\ & valeurs dans
L'intenvalle [0,11 telle que, ¥ Ceif, R(.,C) s0it M N ‘Qf-
mesuwrable et que L'cn ait

(11-9-1) [g B, DPGe € Q) = [y Blro,dn)) ROx,,0)
¥ xoe¥, FEC€B , BCMer ¥ ce .
(ii) S4 8 est un ensemble & une seule entrée, ef 8'4L existe un
chemin de Rongueur v, werani @ S, alons, L€ existe une fonction
R, dofinie sun s x€, & valewrs, dans 'interveile [0,11, tekle
que, ¥ Ct\e R (.0 doit S’\‘G -mesurable, et que l’,'cn adll :

~1 (n-H) P
(C)) = | (Ko st})Rn (Xl.’ c)

(I1-9-2) ‘(B ?(n+k}(X0 ’dx1> P(X]9f JB

Vx.eX,VRe B.,8Csetvce'g

f’
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Soient :

_ - (n+1)
(,11-9-3) ve ] %3 P(xi") ; Paer T, W of (Xi")
ieN* 1
. . — - o

Soit LI la restriction de ¥oa a g:)f

oli les @y et les X, sont ceux de (II-2-2)

De (II-9-1) et (II1-9~2) nous déduisons alotrs :
(11-9-4) R @) & ) = [y dGx) RGxy,0)

...1 o

(11-9-5) Jp (x, @, ) = fy R GO, )

¥ Ce ‘é R (.,C) (resp. R (.,C)) est denc une version Mﬂ83
-1,resure.ble, (resp. SN& -—mesurab le) de l'espérance condltlonnelle de
P(., (C)} par rappoert & : ¥ AN %f (resp. Sﬂ% ) relativement & la

)

mesure B (resp. M .

D'aprés I1-7 et 11-8, nous pouvons trouver R et Rn tels que, ¥ x& M,
(resp. ¥ xe 8), R(x,.)(reSp.v Rn(x,.)) soit une probabilité sur € .

On construit les probabilités absclues Qt de (Yt) feIN * et lec
probabilités de transition Q‘t 4] de laz maniére suivante :
Ll
Soit (I )teN s la famille des probabilité@s absoiues correspondant
(Xt)t&"\l
Pour tout C & (é, nouUsS posons ¢
-1
(11~9-6) 1)) G (0 = T (£ " (C)) ¥ teiN*
~1

(11~9-7) Q,,z(y, ©) = w,(x,0) , x££ {y}

ot wl(.,C) est ure version, Y)’f*mesurable, de l'espérance conditionnelle

de P(.,f“l(C)) par rapport & S’Bf, relativement i m

Nous savons, &'aprés II-7 et II-8, que la famille (w ("C))Ceﬁ peut

8tre choisie de telle mani&re que, ¥ x ¢ &, w, (x,.) soit une proba-.

bilité sur ‘é



(I1-9~-8)

(11-9-9)

(I1-9-10)

(IT-10-1)

H
[a]
¥

w, {.,0) étant K’}f*'mesurable, wl(x,c) ne dépend pas du choix de

1
“] 4 v ”;. p
x € £ "{y} puisque £ {y} est un atome de KBf

2) 8iy e £(M, alors, f“"{y} C M, car M c’%f et f“l{y} est un atome

deg!)f tel cue : Ml’\fhl{y} # . Nous posons alors :

. -1
t,t+1(y’c) = R{x,C) ¥t=22 ,xe £ {y}

Q

Ceci a un sens, car R (.,C) est Mﬂﬂf-mesurable done constante sur

f*l{y}, qui est un atome de Mﬂ@f

-~

. -1 .
3) si yéf fM), alors, f {y} est irclus dans un enserble 3 une seule
entrée maximele 5. 8'il existe un chemin de lengueur n wmenant 3 S,

nous posong, pour tout C e‘é.

Q ey O = R (,0) , xef 'y}, ¥t 3 el
2

i

(v,0) = w, (x,0) , :<ef’l{y}, ¥Lsn o

Q41
ol wt(.,C) est une version , Sﬂﬂf-ﬂmesurable, de l'espérance condi-

tionnelle de P(.,f~l(C)) par rappoert a Sﬂf’:f, relativement a Ht.

I1,10. REMARQLES

(1) Si la conditicn (II-9-1) est vérifiée, alors, d'aprés
(I-2-2), on a, ¥ te IN® ,t 22, ¥ 8 e{3_, BC Met ¥ Ces €:
[

o ? -1
"’}B \[’éf:dn tn!(x)P(x,dxl)} P(Xl,f «»

f

IB dHt(xl)P(xl ,fwi (cy)

]

[ ar "[' (x,d -1 }
ﬁmd't~1{”) Jg P¢ ,6x2)P(xl,f (C))‘

i

f dntﬂ(‘x) {fEP'(x,éxl)R(xI,C)]

an

it

.
I [éédﬂtwl(x)?(x,dxl)} R(x,,C)

[

/3 dI, (x,)R(x,,C)



(I1-10-2)

(I1-10-3)

(II-10-4)

(11-10~5)

(II-10~-€)

uzs_n

. -1, - ;
Si B est de la forme £ {y}, ot v ¢ %(, elers, R{.,C) est constante
sur 1'enserble wa{yE qui est un atome de M (V€5 . Siﬁﬂt(f_l{y}) est

positif, alors on a :

1 ¢

~1 -
R(x,C) = - { dﬂt(x])P(X,5 £ (C)) , % xef 1{y}
ﬂt(f : .

i R
{v}y £ liy}
(ii) D'une manifre analocgue, on a
F e rm}n. = £ oy .
deHt(kI)lkxigi {CY) deLt(x!)Rn(x},C)
vrxn2, $EEH , BCS et ¥ Ce 6.

Si, de plus, B est de la forme £{y} ol ye71, et si Ht(ful[y}) est
r'd i

positif, alors, on a :
. I
R (%,C) = —————e— . [ dI_(x )P(x,,C).

(iii) Supposcns que l'om ait

dx . g = [ P(x .
[y Ble,dx DPGx L E () = [P (x0,dx IR(x,C)
¥ %0 ¢ ), quel que soit Bebd, et Cce €.

ot R(.,C) est 85f~mesurable.

On a alors :

(n+1)

i

f ™ rosan e 7@ = [y | L P Gron R0 |pee, .67 o)

i

[ e x| 5 Geox Y <c>)]

]

[ P(H)(xo,dx){jB P(x,dx])R(xl,Cﬂ

S

i

J‘Bif;&P @) (x,,ax)P (x,dxl)‘} R(x,,C)

VXQ&QC,VBEK{f,JGCQ% at ¥ neiNT™

La condition (II-10~5) implique donc (IT-9-2), puiscu’il suffit de

prendre }h = R.
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(iv) Les conditions (II-9-1) et §I-9-2) scnt évidemment vérififes si :

(11~10-7) P(. ,fMI(C)) est %{_ﬁmesurable , ¥ Ce €.

Laonweed

car la condition (LI~i0-5} est vérirfi€e pour R({.,()= P(.,f

Remarquens que la condition (II-10-7) n'est qune condition suffisante
pour que les conditions (II-9-1) et (iI-9-2) scient vérifides.

L'exenple suivant 1'illustre bien.

II.11. EXEMPLE

¥=11, 2,3, 4 ;lgsu,u

Considérons la matrice stochastique :

1 2 3 4
L1111
3 3 6 ¢
1T 1 1 1
A
e 1111
3 6 6 3 3
L2233

T0 10 16 10 |

Soit f 1'application de‘%:surzé,définie par :

£(1)y = £(2) = 1 3 £(3) = £(4) = 2

La condition (1I-10-7) n'est menifestement pas vérifiée puisque,
. -1:.. . -1, % . ~1,
¥ 1&13, P(.,f "1{i}) n'est constante ni sur £ ql}nl sur £ 1{&3;

par exemple :

P(1, f"‘{i}) = P(1,1) + P(1,2)
t

i
B e )00

P(2, £ {1}) = F(2,1) + P(2,2)

il

Toutefois, il n'y a pas lieu de vérifier la condition (11—9—25 puisqu'il
n'y a pas d'ensemble & une seule entréé.
Quant 3 la condition (II-9~1), elle s'écrit :
J P(io,i) P(i,f '{k}) = P(ic,f '{j} R (i, )
itf—l{j}
i, e, ¥j et ¥k e?j, ¥i e £33
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Cette condition est vérifiée pour :

R(

‘N

s pour i, = 1,2

i

il’l) H R(ilsz) =

D
T S ]

|

~1u1 utm
) N

R(i],l) = : R(iI,Z) = s pour il = 3,4

[
o

On a d'ailleurs la proposition suivante 3

I1.12. PRCPOSITION

La condition (I1-10-5) est vinifiée, (done Les conditions (II-9~1)
et (II-9-2) aussd, d'aprds (II-10-(iii)) 44 La probabilit? de tran-
sition P est de La gorme

(11-12-1) P(x,B) = [, g(xx)dv(x)) ¥(x,Ble ¥ x %

oll v est une probabitizs sur$ et ol g est telle que, ¥ xe X ,g(x,.)
s0it S’Ef—mefswwbﬁe ot ¥ x & X, g %) s0it R-mesurnable.,

DEMONSTRATION

. 7 . : o PP
Soient C et C'e Q&, et soit £(.,C) la mesure surgg définie par :

£A,0) = | P(xyf“}(c))dv(x) vAc§h
AN

On a alors

- P(xa,dx!)P(xl,f“I(c)) = | -1 2(Xea ,xl)dv(x])l’(x],f-] (C))

£ (CY) f (C")

(11-12~2) = [ | gxe,x2E(dx,,0)
£ 7(C")

¥ o &36.

Soit v, = f(xl), et posons :
8'(X03Y1} = g(xosxl)
Ceci a un sens, car g(Xo,.) est§3f~mesurab1e par hypothése, donc

constante sur f_l{y}

Soit v' (resp. g'(.,c)), la mesure image de v {resp. de £(.,C)) par f,



(11-12-3)

(II-12-4)

(I1I-12-5)
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sur 4, .

On a alors d'aprés le théoréme du transfert :
_] g(xo’x1> Fa(dxlgc) = fcig'(XO’yl)E'(dyl’C)
£ (C"
11 est &vident que la mesure gk.,C) est absolument continue par
rapport 3 la mesure v'. Soit alors s(.,C) la dérivée de Radon-

Nikodym de £'(.,C) par rapport & v’'.

D'aprés (II~12-3), on a :

J -1
£ (Y

Choisissons s(.,C) {,~mesurable, et posons :

g(¥o,x ) E(dx,C) = [, g (xo,y))8(y),00av" (y))

R(x,C) = s(y,C) ¥xe £y
Puisque f est g *33f~mesurable, R(.,C) estg’)f mesurable.

~

Appliquons & nouveau le théoréme du transfert; on a alors :

fC: g'(xoaY])S(YI,C)dv‘(yl) = [f-l(C,)g(x“xl)R(xl’C)d\)(xl)
= [ 1 Plxe,dx)R(x ,0)
£ (CH

De (II-12-2), (II~12-4) et (II~12-5), nous déduisons alors :

-1 P(xo,dxl}P(x,,f”ICC)) = f_, P (%o, dx,)R(x, ,C)
£ (CY) ' £

¥Cet c'e €,

(ch
7

Soit P1 une application de aﬁﬁﬁzf‘dans 1'intervalle [0,1], telle
que

(i) V;ufje, P}(x;.} seit une probabilitd sur Eﬁf, absolument
continue par rapport & yu.

(ii) ¥ B ¢ E%f, PI(.,B) soit une variable aléatoire réelle sur

x.5).



(I1-13-1)

,..27..«

Soit g{x,.) la dérivée de Radon-Nikodym de Pi(x,.) par rapport & u

Prencns g{x,.), ffyf*«me'sumb} e.

vx o€ X, g(,,xl) ast une variable aléatoire réelle sur (X ,£3).

Le résultat suivant, démontrd dans [8] , caractérise les probabilités

de transition P de (X ,¥) i (X,%3), dominées par une mesure Ifinie

Vv sur %, telle que :
(i) ¥ xe X et ¥ Be e%f on ait P(x,B) = P, (x,B)

(ii) la conditien (II~10-35) soit satisfaite.

II.13. Une condition nécessaire ot suffisante powr qu'une probabifité de
q

transiition P de (% ,¥h) a (X,¥h), vinifie Les deux conditions prt-
cédentes est qu'elle so0it de La porme

P(x,B) = [ (1ralx,x"))g(x,x")dv(x")

¥(x,B)¢ 3&): &
ol a(x,.) est une vartable alfatoire &ee&@e sun (X ,8) el oil
v o= u

Lorsque a{x,.} 2 o ¥ x¢& JC, pn retrouve la condition (II-12-1)
Nous avons remarqué, {cf. II-5 et II-9), que le processus

Y i 1 ' ; " . -
((’L},‘@), Qt,,tﬂ/ L‘t_.tﬂ’t(;iﬁx& 4 D'est pas nécessairement homogéne,

bien que ((36,%) ,P<t)

Nous avons la proposition sulvante :

le soit.
te ¥

I1.14. PROPOSITION

S ik n'existe pas d'ensemble & une seule entrie alons :

Une condition nleessaire et sugfisante pour que Le processus de Markov

{'(B,“Q), Q;,:,tﬂ)t e IN* s04t homogéne est que :
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(I1~14~1) P(.,B) 404t §%f~meéumab£a, VB¢ ng.

DEMONSTRATION

1) condition suffisante

. La condition (II-10-5) est vérifige pour R(.,C) = B(.,£ '(C))

¥ {<¢¥s et on a, puisqu'il n'y a pas d'ensemble 3 une seule entrée :

...l r -
Qt tﬂ(y,C) = P(x,f (C), ¥t 2 2, ¥(v,0) ¢ ljx‘@; xe £ l{y}
1]
D'autre part, puisque P(.,fﬂl(C)) est g%f~mesurab1e, nous
pouvons prendre :
-1
w, (., =P8 (C))

2) condition nécessaire

Supposons le processus (('lé , ‘@) ’Qt,tﬂ)t o IN¥ homogéne V(xt)te N *

et qu'il n'y ait pas d'ensemble 3 une seule entrée.

Posons alors : Qt,t+l = Q

R(x,C) x e £ My}

On a alors : Q(y,C)
Qy,0) = v, (x,0) xe £ {y} , d'od

i

R(.,C) = w}(.,C)
R(.,C) estgz -mesurable,

Donc, ¥ £a probabi £itE absolue initiale I, 1'espérance condltlonnelle
de P(.,f (C)) par rapport & &3 relatlvement 4 31 est égale 3

R(., £ (C)).;

Ceci n'est possible que si on a :

P(.,E(C)) = R(.,C)

clest=i~dire si P(.,f_l(C) est 53f“mesurab1e

Remarquons que, s8'il existe des ensembles a une seule entrée, alors

la condition (II-14~1) reste suffisante.

Toutefois, cette condition n'est plus nécessaire. L'exemple suivant

le montre bien.
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II.5. EXEMPLE

Ty ! - oy ; I 1 ‘ 4
A =11, 2, 3, 4, 5, 6] iﬁ = {1, 2, 3}
Congsidérons l'application £, deﬁ( surY , définie par :

£C1) = £(2) = | ; £(3) = £(4) =2 3 £(5) = £(6) = 3

et soit la matrice stochastique

i 2 3 4 5 6

1 3 3
32;0-8—*8‘00
2l 1 L 1 1 1
£ 8 8 4 4
p=30 o + L o o

2 2

1 1

/] .
+002200
i i
500 0O 0 O 3T 35
1 1
610 g 0 0 3 3

Il y a un ensemble & une seule entrée qui est f-l{ij={1i2}_ét'soﬁ point
34 une seule entrée est 1. M = {3, 4, 5, 6}

. =1 . .
ent & £ {1}, et par suite, il n'y a

I1 n'y a donc pas de chenio e

pas lieu de vérifier la condition (II-9-2).

D'autre part, la condition (II~14~-1) s'énonce dans le cas fini (ou

dénombrable) :
P, kb= P (5,8 kb

si £{i}= f{j}l et ¥ k e,lé
Elle n'est pas vérifiée, puisque 1l'on a, par exemple :

P(l,f“l{z}j et

#

e i L7

pe2,£ {2}

La condition (II-9-1) s'écrit dans le cas fini (ou dénombrable) :



Z_ P(io, )P, {k}) = P(h,f"‘{i})a(i ,f“{k}), ¥ief (i}
S i I
jef " {i}

VieeX, Vic fQD) et ¥ key.

Elle est véErifiée pour :

R(il,f”l{z}) =1 R(il,f’*x{i})= R(il,f“l{3})= 0, pour i = 3,4
R(ii’f“I{S}) =b s qu}’fm}{l})= R(il’f_!{Z})= 0, pour 1, = 5,6

Soit Hl une probabilité absolue initiale

On vérifie facilement que l'on 2 :

S ! ] . =.1.—..._»
I =
n.(3) = Ht(4) 3 LG5 = ﬁt(ﬁ)

Supposons que l'on ait : Hl(i) > o ¥ i Q]E
On en déduit : I (1) > o VieX et ¥ te |y *

D'apré&s (II~9~10), on a :

Q (1,k) = e {n een, e 1.(2)p(2,£! ]
t,t+] (s 1{1})  CIEC H o+ t() 2,f "{kb

nlcz)ycx,f”l{k}) + nlcz)P(Z,f"l{k})
- m () + 1,(2)

D'oli 1a matrice de transition :

1 2 3
3 L Imae
11 AL+ 22 5
YW@ 1@ e
Q. ps = 2[00 ! 0
3190 0 1




(11-16-1)

Pour t = 1, on a, d'aprés (II-9-7) :

.. 1 ~-1,.- . .
QI,Z(I’J) = ) Hl(k)P(k,f {3} ¥i,j¢ ?4
Hl(f {ih ke £ }{i}
On trouve alors :
Q,2 ™ Q4 Ve W
| 4 ¥ ]

Ainsi donc, le processus de Markov ((%},fﬁ),qt t+l)tétH 4 est
2

homogéne bien que la condition (II-14-1) ne soit pas vérifiége.

Mais remarguons que les probabilités de tramsition Qt peuvent

,t+l
dépendre de la probabilité absolue initiale H].
Si la condition (II-14-1) est vérifiée, non seulement le processus
((q}’q@%qt,t+l)téfk)* sera homogéne mais de plus, les Qt,t+l ne

ne dépendront pas de H}, car on aura :

Q pyy 320 =BG, ET (D) Vxet iy

¥ te IN%, ¥(y,C)e yx ¢

I1.16. DEFINITION

On dit qu'une gonction aliatoire mathevienne E e ® attachie
au processus ((X,55),P . est nBvernsible si :
(i) elle est stationnaire
.. ' - I F a e
(i #BetB' ¥l ¥s, te on

] enlinnes]
Pr[xse B, X.€ B Pr|X ¢ B', X € 3B
Si I est la lqi de Xt’ (I1-16-1) s'écrit, en supposant s<t -

(t-s)

deH(x)P(t~s)(x,B') = fB,dH(x)P (x,B)

v(s,8"e. Bx



(I1-18-1)

(11-18~2)

(11-18-3)

— 22 -
On démontre le résultat suivant dans [4]

11.17. S£ (X} esd une fonction alBatoine wmarkovienne névensible

t teiN®

alons (Yt) est une fonction allatvine marnkovienne attachie a

te =

un processus de Markov Ug,%)m M*Aiatéwﬂmuwba

t,t+1)te!
¥Ce¥l, ona:

pl. ,f—i (cy) g,) f~mesurable -presque partout

oiit T est La Loi de X, ¥ tCiN ¥

De plus, (Yi)te~N » est Zgalement néversible

II.18. REMARQUES

(i) Supposons les conditions (II-9-1) et (II-9-2) vérifiées.
% Cet C'e exNst ¢, s <t, on a:
b 1 = . -.] ] .—l
Pr(Yse C ,‘Yte:c) Pr(Xse:f ‘(c ),Xté £ (C)

fc' dQs(y)Qs’t(y,C) = ff_l dn_ (x) P(t’s)(x,f“<c))

<"

Posons :
. -1
= (v CY
ws,t(x’c) Qs,t\fﬁcz 3 xef {Y}

I1 est &vident que, puisque Qs t("C) est Cg-'mesurable et que
. s
f est €-ff5 ~-mesurable, on a : w (.C) 3 ~mesurable
£ [ £
Appliquons le théor@me du transfert; si HS g est la restriction de
L
£
HS a f.’)f, d'aprés (II-18-1) et (I11-18-2) on a :
_ an o,  (x,0) = [, 4Q_Q, (7,0
¢ I(C') s)r@f s,t C s §,t
et donc

dns(x)y<t‘s)(x,f"’(C)) = [ ang g ®)u_  (x,0)

f"‘(cp) f'-l (C') £ N

Done, Oy ¢ (.,C) est une versioa,%f—mesurable, de 1l'espérance
bl

conditionnelle de P(t—s) ( ,f"](C)> par rapport & Z’)f et relativement & HS
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(ii) Supposons que la condition (II-10-5) soit vérifiée, c'est—i-
dire que 1l'on ait :
(11-18-4) [ ®(xodx P (x £ () = [ P(xo,dx IR(x,,0)
B os i "1 ;] in LR ] 1 1?
¥x, € X,V B¢ X’)f et ¥ C ¢ 4.
Posons :
1) -
(11-18-5) Y 6,0 = R0 5 RP @0 = [ R eax)R® D L0
k

¥(x,C)e Xx%, R'(x,.) &tant la mesure, surtf\’)f, définie par :

R' (x,B) = R [x,£(B)) ¥ Be b, -
I1 est évident que l'on a alors :

(11~18-6) fg P (x0,dx) P (x,dx') = [P (%o, dx)R(x,dx")
£

et par suite :

[y B xesdne® (x5 (@)

f5 P(xa,dx){ P(x,dx')P(x',f“‘(C))}

I

IB P(X°’dx)[£[

]

P(x,dx')R(x',Cﬂ
Mais puisque R(.,C) est.&%&mesurable, on a :
Plx,dx")R',C) = | P, (x,dx")R(x',C)
De (II-18~6), on d&duit alors :
(D (1) oo , N
. fBgP(xg,dx)P Cx,f (c)} = {i[;BP(xo,dx)Pg%f(x,dx )J R(x‘,C)

- {X[IBP(xo,dx)R' (x,dx") R(x",C)
= fBP(xo,dx)[&R'(x,dx‘)R(x'C)]
= /BP(xu,dx) R(z)(x,c)

Et plus généralement :

(I1-18-8) [P a0 (6,7 (0) = [26x,,a08 (x,0)

¥ B¢ Sflf, ¥t et ¥(xo,0)e X x‘é’.



(I1-18-9)

(II-18-10)

(I1~18-11)

(I1-18~-12)

(I1-18-13)

- -

(iii) De (II-18-8), nous déduisons que, si (II-18-4) est vérifise

alors :

deE(x) P(t){x,f"I<C)} - ;Bdqu) R(t)(x,C)

= [an@r &0
(®

car R (.,C) est gﬁfmmesurable.

.

Et d'une maniére analogue & {II-10-(i);}, on a, sous(II-18- 4) :
g

fgdn GO P(t“S)(x,f"I(c))

deHs(x)R(t;s)(x,C)

i

dens’s%

$¥Behi,¥s 22, %t>set¥Ce %ﬁ.

R x,0)
£

De (11~18~3) et (II-18-11) nous déduisons :

w_  (.,C) = R<t~s>(.,C), I ., =~presque- partout
$,8b ¢

et par suite :

[

Q (v,C) R(tus)(x,c) . X€ f-]{y}, il g, ~Presque partout-~
S,t. S, f

¥s22,¥%¥t>s, ¥cet,

I1 est facile de vérifier que, ¥ s 2 2, Hs s est absolument continue
>

par rapport & p et que l'on g : £

Qs t(Y,C) = R(t~s)(x,C) . xe.f-l{y}, u~presque-partout.
3



(I11-2-1)

CHAPITRE III

e s Vg e e o 5o 1 S i s

ETUDE de 1'ERGODICITE du PROCESSUS

J
((?,4 by, Q ¢ o) ¢ * SUPPOSE MARKOVIEN

A

i s i e o i s o oS

III.1. Nous considérons 1l'ergodicité d'un processus de Markov ((AT}qt t+l)ue!fl*
s

au sens de f?.], c'est-3d~dire que :

. est dit fortement ergodique
3 T ,
(i) Le processus ((Av')Qt,tH)t AL

si : A seN*, ¥ ze A et ¥ A¢T, on a :

lim 4 t(z,A) = ‘ES(A)

{00

ol ES est une probabilité& sur T.
On sait qu'en fait, gs ne dépend pas de seiN *

(ii) Le p'rocessus ((A,T),q N est dit faiblement ergodique

t,t+l>tel

si

-\v‘sell\f"‘,_’i(z,z')& Ay A et ¥A & Ton a:

. : - 1 =
1im [qs’t(z,A) qs’t(z A)J o

Lo

TII.2. On démontre dans [3} qu'une condition nécessaire et suffisante pour

que le processus ((A,T), q, t+l) rem * soit faiblement ergodique est que :
: s

¥ seiN*, #¥A ¢ T, si pour z, ¢ A et pour une suite croissante d'in-

dices (ti)ieN % ti(zo, A}}iem* converge lorsque i-+w

alors, ¥ z &€ A, la suite (qs . (Z,A)\ converge &galement et que :
' ’7L ieN*

la suite {qs
£

]-.1m qs,ti(z" JA) = lim qs,t (z,A)

i->e0 i



Nous savons, de plus, que cette limite commune est ind&pendante de
stiN* c'est-3~dire qu'elle de la forme £(T',A), ol I' désigne la suite

(),

llgf\

I1I.3. Dans ce chapitre, nous considérons le processus de Markov

(CHL8), P(t>3 . & l'espace probabilisable ( %,& ), 1l'application f
. beN T

et la tribu<x% définis au chapitre II et supposons vérifiées les

hypothéses I1.2.

Nous avons vu, (cf.II.2.}, que, sous 1l'hypothéses II-2-(iii), si
P%sf(x,.) est la restriction de P(x,.) 3 igf, alors, V x&}{ » P (x,.ﬁ
. . : . . b

est absolument continue par rappert 3 une mesure u de la forme

= , P K, se
H Z Oll tf;f( l’)
iel™
Soit
L= o, P(x.,.
H z i (1;)

- ate

i W
Nous supposons vérifiée 1'hypothése suivante :

III.4. HYPOTHESE

Nous supposons La condition (11‘10-5) véu‘é&lée. Clest-a-dine qu'il ‘
existe une ﬁoncaon R difinie sur Xx 0 4 valeurns dans [0,1], Zelle
que, ¥ cy , R(.,C) soit «f—me/sunab!,e et que £'on ait :
-1 )
III"‘&"‘I) fB P(x, ,dX1>P (Xlsf )} = '[B P(xsdxl)R(Xl ,C)

»

Ve X, ¥Ce'- et quel que s0it B: s

Autrement dit, nous supposons que P est de la forme (II-13-1).



Pour tout Cff@ s R(.,C) est une version de 1'espérance condition~-

nelle de P(.,f—l(c)) par rapport 5%3f relativement 3 q.

Nous savons, {cf. II.7.), que nous pouvons choisir R de telle maniére

que, V¥ xe ¥ s R(x,.) soit une probabilité suri;, et que}(cf.11-18~13);
(I11-4-2) Qg ,(y,C) = R(tns)(x,c) , X & f-l{y}, u~presque-partout.

s,t
~ t.. >
od R( s)

(.,C) est une wversion de l'espérance conditionnelle de

P(tns)f.,f—l(c)) par rapport E%EE relativement & i'et ol s > 2.
Plus précisément, il existe un ensemble N<£§3f, u~négligeable, tel que

¥Vs>2,Vt=>s, ¥V Cff@ ., 1'on ait, v étant une probabilité

. st
quelconque sur\g:

( x,0)  , xef y}, siye £(N)
(TII-4-3) 0, (3,0 = \
LV <) s si Yé‘ F )

Nous pouvons remplacer N par tout autre ensemble N’C%Bf u-nul}contenant N.

Nous considérons particuliérement le cas oli 1'on a, Vs 2 2

t—-s ) - . s
C R0 er gy L osioyd P
(III-4-4) Q, 5,0 = 4 -
’ e , siye TN

ot u' est la probabilité sur . image de u par f et ot N'¢ Sgﬁ

'3

est un ensemble p-nul quelconque, contenant N.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'étudier les relatioms qui

existent entre l'ergodicité du processus ((3(,%3), P(t))t.,\*
[ |

W oli les Q

et celle du processus ((lg,ﬁj), Qt t+1>t‘
1 'y tel

t,t+l

.

satisfont & (II~4~4)

IIT.5. PROPOSITION

supposons Le processus ((?£,%§),P(t>} . fontement et unifonmé-

LeiNn ™
ment ergodique {(c'est-d-dirne que La Limite de P(t)(x,B) Lonsque



- -

tro et undforme pai rapponi 4 xet d B)

Alons, L0 existe un phrocessus de Markov ((1«-‘ % 0),0 ) o
VU t,t+l/te N7

ot 0 atisfold & (I1I~4-4), gontement ef uniformément engo-

digue.

5
t,t+1

DEMONSTRATION

Supposons le procesSusig}ggg}PCK))

b ¥ fortement ergodique

et posons

(III-5-1) lim P(t)(x,.) = £ ¥x e
iy

od £ est une probabilitd suryl.

. A\ i . i’
Soit L, = (C °)i apx ume algzébre de Boole engendrant %;
© I

(x>

i o i . . ., .
v Coﬁwbcf, R {.,Cs) est une version de l'espérance conditionmelle

de P(t)’,, f—l{ci)) par rapport 3 ﬁﬁf et relativement i y.
Puisque o £ P(t)(.,fkl(clo) 1 ¥ tep®, d'aprés (I-3-2), on a,

u-presque partout :

: B . 1 i.n
C1im R (e - {E};}im PO e
¥

£ Erpoo

. t i NPT
lim R( )(.,Ci) = g (f (Ci)} u-presque partout
§-ron

Mais, les C. &tant au plus dénombrables, il existe un ensemble ng,%gf,
u-négligeable, tel que 1fon ait :
(111-5-2) tim &Y (x,6h = a5 ey v N

gl

s F
L

c g ol
quel que s0it Co ¢ =,
Démontrons que cette limite est p-presque partout uniforme.
Par hypothé&se, V¥V & > o, ﬁ n(e) tel que, ¥t > n(e), on ait :

P NI CS VR R -1, 4 Ly w
gt @)ie B (x,e7 D) < e v aleTied)) L vachi X

d'ol

y® (exste7 €)1

A

[ydieor® (€7D} < e+g<f"l<c§)));<}s>
b8 (rerels 7 (€)) < [uanr'® (eed < (e+€(f'1<C3>))U<B>

¥ Be Y3
°f



Cela implique :

R ¢ . BV ETER
(I11~5-3) ~e+g (7 eh)) £ v )(.:,,Ci} £ wg(f (c?;))
u—-presgque—partout,
D'aprés (III~5-2) et (ILI-5-3), un ensemble N, € %f p-négligeable,
tel que @
P R N i ‘g
(LII-5-4) 1im 8% (s, ¢ty = (57 ch) , # x% NUN, et #Coeb.
haln oz 4
et cette limite est uniforme par rapport 3 x%NZUNI et a C?,'e ‘&
i / . . .-
Soit‘g la classe des C e@ tels que {(I1I11-5-4) soit vérifiéde.
3 ) ,
(g contient % .. Démontrons que ‘é" est une classe monotone.
Soit (C, ) e IN* une suite d'€léments deC@', croissante et soit :
= U ¢
i¢ INF
Pour tout foZU N, on a alors :
(I11-5-5) 1im (8 (x,0) = lim 1im ‘Y (x,C.)
| e 1w 1
(v) , s ¢
car R (x,.) est une probabilité sur b.
Mais, lim R(t) (X’Ci) est uniforme par rapport a Ci' On peut donc
Lo
intervertir les limites dans (III-5~5), d'oi :
1im %Y (x,¢) = 1im 1im &Y @,C.)
oo 10 fepoo 1
= lim c:(f"(c.))
fso0 .
(111-5~6) 1im 8% (x,0) = g(f“}(c)) ¥ x f N U N,
£-sco

puisque £ est une probabilité.
{¥11-5-3) implique que, pour t>n(£), et pour xf:NZU N, on a :
—ere (£ c)) s R4 (x,0 ) a+g(f"(c.)> see(f(@), ¥iews
17 1 1 \

D'oli :

- - \
—erz(e71c)) < R 00) < g7 @) v ieW*
et

o f =1

~ere{e7(0) < (0 < e+5(€7 ()
La limite {III-5-6) est donc uniforme par rapport 3 x% NtuNZ et 3 C,

(t)



Donc C ¢ &',
e

3 . . o . 1
L€ est donc une classe monotone quli contient Y., et par su1te,'\@'

W

contient la tribu %2 engendrée par ng

1)si ngf(Nﬁsz), alors, f-t{y}c:ﬂ,(Nﬁsz) et on a, d'aprés (III-5-6),

Vs 2 2 :
lim @ t(y,C) = lim R(tﬁs)(x,c) &Teif-l{y}
o0 8 Lo
(111-5-7) - (£ )
¥ Ci 3 et cette limite est uniforme par rapport 3 y% f(NIL Nz) et 3
Ce ¢ .

r

2y $i y ¢ f{N;/NZ), alors, pour tout ¢ > 2 et V C.iL% :

Qg 531050 = 4" (@

et pour t>s+l, on a :

= f < ¥ ]
0,0 =1 QG 'O

et d'apréds (III-5-7) et le théordme de Fatou-Lebesgue, puisque -

o < Qs+!,t 1, on a :
lim Q  (y,0) = [ duly") lim Q. ,(5,C)
D (N, L M) toe U0
(11I-5-8) = £ )
4 P
¥ Ce'% , et cette limite est uniforme par rapport y & f(NfiNz) at 2 Ce's
Pour s = 1, v(y,c)’i % ¢ et ¥tz 2, ona:
= 1 1
%, &0 =, Q 0m8 @ GO
et d'aprés (III-5-7) et (III-5-8) et le th&oréme de Fatou-Lébesgue, on a :
. - 1y14 '
e 000 = 0y tin g, 67,0
Vel e :f >0
(111~5~9) = £{£7 )

et cette limite est uniforme par rapport & ygié et 3 C‘tié.



D'aprés (III-5-7) et (III-5-9), le processus de Markov ((% ,%é), Qt t+1)t'=g*
o} ? boll

est fortement et uniformément ergodique.
(3] ]

Soit C, = {y&‘ﬁ : u(fwl{y}) > o}
C, contient au plus une infinité dénombrable d'éléments, puisque
U(ﬁi) = 1; et d'aprés 1l'hypothése II-2~(ii), on a : Co & Yf
Si 1% est fini ou dénombrable, alors, on a : p(f~l(C°)) = 1
J
II1.6. PROPOSITION
(t))
toin®

-1 U "r’
plus, wlf (Co)} = 1, alorns, Le phocessus ((:j 20 ), Qt,t+1):;m='<’ 0

VBrifient (ITI-4-4) ef ol N' = L £ 1(Co), est fontement

8¢ Le processus ((Y,5),p est fontement engodique, et si, de

{i
£eos Qt,t+1

engodique.

DEMONSTRATION

Uy ] X
I1 n'existe pas d'ensemble N‘g;bzf,u—négligeable, contenu dans £ (C,)

D'aprés (II1-5-6), on a alors :

(t) S fd »...; + . o - -1
(ch) = Q{E (C)) V Ct: ,, et V X & f (CO)

(LII-6~1) lim R
{0
Le reste de la démonstration est analogue aux parties 1) et 2) de la

démonstration de la proposition précédente.
ENt

I11.7. PROPOSITION

84 Le processus de Markov ((X55) ,P(t))tg’ . % @8t faiblement engodique,
J

et 44, de plus, u{f"'(co}) = 1, alors, Le processus ((“*-3‘ 4 ),Qt 41

tt'. ;&:’r
oi Les Q.. satisfont & (IIT-4-4) et ol ' = LT (c,), est faiblament

exgodique.



DEMONSTRATION

(i) Soient (%,,C)¢ X7 et I = (ti)i“*w .. une suite croissante
[T

(r.) -
d'indices telle que la suite {P ' (x,,f I(C)}}i‘g\‘* soit
¢iN *
convergente
: _ - (t.-s) -1
D'aprés -2, V sciN*® et ¥ x¢ X , la suite {P ' |(x,f (C))}i "
e
converge vers la méme limite. Posons alors :
(t-8)
. "'I . I
(1II-7-1) lim P ' {x,f (C)) = £(r,c) VscN¥ et Vxe¥.
o o]
Nous avons vu {ef(III-5~1')}, que 1l'on a alors :
(t.-s) -1
lim R % [(x,f (C)) = £(T,C) H-presque-partout

10
et comme il n'y a pas d'élément de;ﬁf u~négligeable/contenu dans f‘l(Co),
on a :
(t.-s) -1
lim R b (x,0) = £(r,0) Vx ¢ £ (Co)

1->w
Par un raisonnement analogue & celui des parties 1) et 2) de 1a

démonstration de YII.5. on a alors :

Lim ¢, (4,00 = £&(T,0) v<y,c>e“'-3 x &
| ‘ -

1->:

wts

‘. . ; 2 -1 N ! 1
(ii) Soient (yosC)f + %, Xot¢ £ {yo},5022 et 1 Q (yo,C)X
) L8osty e ¥

L%
une suite convergente. Soit £(T, s,, y,) sa limite, ol T désigne
la suite (ti)i* +» Croissante .

Lo,

1) si yo ¢ Co, alors, on a :

(ti*So)
Qso,ﬁ‘ (YO,C) = R (XG’C)
i
et ,
(t-‘so) (t.‘S )
-1 - ° -
R Y @e,® s ulf Myl = [ | der b ke @)
(ti*so) iy £ {YQ}

La suite {P {xe,f (C))} est une suite de nombres de

. o e

Lo *



l1'intervalle compacte [0,!]; on peut donc en extraire une sous-suite
(t, = s0)
:Lk'. "1 E 3
{P (xo,f (C))jk c‘:ﬂ‘f convergente, et puisque le processus

(((x,gb), P(t))t& N est faiblement ergodique, d'aprés III-2,

(E~ “So) ~
; . x -1
¥ xe ¥, 1a suite {P (x,f (C))} converge vers la méme
limite - Soit : “kEINF
(t. *So)
" ~1
lim P [x,£ (C)) = £(I,0)
10

ol I'' désigne la suite des indices {t, }

e ke N
D'aprés (ILI-7-1) et le théoréme de Fatou-Lebesgue, on a alors :
(t. "So) (t. - So)
. % -1, - x -1
lim R (%6,C) o nl{f {yot= [ -1 du(x) lim P (x,f (C))
ise f 'yl ko

K(P’SOoYO;C) ° U(f~l{YO}) = Z(P',C) . U(f“I{Yo})
et puisque u(fml{yo}} > 0, on a :

L(T480,¥0,C) = 2(I'*,C)
(t.’So) 1

(et @)} N *

Toutes les sous~-suites convergentes de la suite {P

ont donc la méme limite. La suite est donc convergente et on a :

(ti"'so) _*] 5
Lim P (%o . (©) = £&(T, 8o Yo, O

1-¥o0 s

et d'aprés (i), on a ’ii‘yey et Vs e % :

”

el

lim Q . (y,C) = £(T,80,¥0, C) =
s,t;

i

(I1I-7-2) lim Q. (yo,C)
i+ Sas i

2) si y‘,% Co, alors f”I{yo}c‘: Cf“l(co) et on a 3

Qsc’ti(y,C) = /.. du=(y)Qso+I,ti(y,C)
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Soit v,€ C, et soit {Q (y,,C0)} une sous-suite
1 Sot+1,t. 1 .
i keN>
k
convergente.
D'aprés (ii)-1),¥ yelg, la suite {Q (y,C)}
* SQ+1,t- e
i ke *

converge vers la méme limite et d'apré@s le théoréme de Fatou-Lebesgue,
on a :

lim Q
ko O

. = 1 4 >
(y2,C) fco du'iimQ o (3,0
e i
k k
K(F:soaYOsC) iiz QSg*l,t. (Y],C)
Tk

Toutes les sous-suites convergentes de la suite {és +1.t (yo,C)}
-] » .
i

t.
osts

[

iey™
ont done la méme limite. La suite est donc convergente et on a :

lim Q

(YI ,C} = Z(r 3803¥e )C)
100

s°+1,ti
et d'aprés (ii)-1), on a, Vyefij et ¥ s e IN¥

lim Q. . (7,0) = £(Ts86,5e, ©)
1

1-ro0

(I11-7-3)

lin Q , (2,0)
1

1

Pour s,= 1, on a :

U,e, GorO - I 0,2 0esdN ¢ (750)

. 1 f .
Soit EL C .+ une sous-suite convergente.
oL Yz } ;iqz . ti (yz ¥ )}k& “\J S 8
k ’ )
D'aprés (ii)~1) et (ii)-2), ¥ y & 14, la suite{‘Q2 (y,0) %
. ,t. 3 . [ %
: i ke INF

converge vers la méme limite, et d'aprd@s le théoré&me de Fatou-Lebesgue,

on a 3
lim Q (95:C) = [ Q. . (3o,dy)lim Q (¥,0)
1,t, 1,2 2,t,
k k
£(T,85,¥0,C) = ;im Qz’ti (YZ’C)

k



(I11-7-4)
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Toutes les sous-suites convergentes de la suite Siq%ti(yz’c)}.ielk}*

ont donc la méme limite. La suite est donc convergente et on a :

B ot

iim Qz,ti(yz,c} = ‘e(rssosYO ,C)

et d'aprés (ii-1) et (ii)-2), on a, ¥ se M et ¥ ygg:

lim Q (y,C) = £(T,50,¥0,C)
{00 S,ti
= 1i C
i—t: Qso ’ti(yo, )
Dfaprés (I1I-7-2), (I1I-7-3) et (III-7-4), le processus de Markov

(( %,‘é), Qt,tﬂ)tfﬂ\}"‘ est faiblement ergodique.
i
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111.8. EXEMPLES

N X={1,2,3,4} ; %r- {1,2}
Soit f 1'application deX sur’li telle que :
(1) = £(2) = 1 3 £(3) = £(4) = 2
1 2 3 4?
1 1 11 lﬁ
3 3 % 6
i 1 1 1
20 2 = + <.
o - RS
30 1 1 1 1
5 6 3 3
s 2 2 3 3
i0 10 10 10

Nous pouvons prendre, pour mesure u, une mesure de la forme :

u(f"‘.:;ig) =7 oy PGLE D ¥ie Y:j, a7 0, 2= 1
je¥

Nous avons donc :
s D > o ¥ i e(Lj.

Dlautre part, la condition (ITI-4~1), s'Bcrit dans le cas fini (ou dénombra-

ble) :
T OPGLDPGLE )= PCLE HED RGe,E  {R])
sef ey
¥ied ¥ket he”bj et ¥ jo £ {k}
Elle est vérifiée pour :
R(j f“‘{l}) A : R(j f“}{z}) =32 pour j = 1,2
Jos 12 ’ 12 -
AT I .- .
R(jo, £ {1D)= ié- H R(Go,f {2} = %%- pour i = 3,4
On a alors :
1 2
T2 2
. 12 12 ¥ 2
t,t+4l — - |11 19
130 30
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(t)}

Le processus (36. P te N¥* est fortement et uniformément ergodique.

En effet, il suffit de démontrer qu'il est fortement ergodique; 1l'ergo-
dicité uniforme résulte alors du fait que ¥ est fini.

()

On vérifie que la matrice P est de la forme :

1 e %, Pr,e PiLe :

213y, 2 Py Py ‘
P(t)& 3 aS,t a3,t b3,t b3,t ‘

4 aA,t a4,t b&,t b&,t

od 1'on a :
Z(ai ¢ + bi,t§= 1 , 1=1,2,3, 4.
b}

De 1'égalité = P(t*l) = P(t). P, on déduit les relations de récurrence :

13 11

T o ] .
3 vsl "% %,etee v 400
t- t
31.1,{_(_19_” [.1.9.} -
2 w1 =737 G0 Jtleel 2 P23 4
Lorsque t—=, ai ¢ ~*~%% , et la matrice P(t) tend vers la matrice :
1 2 3 4
(1L 11 25 25
47 47 LA 9%
I L R § N B
47 47 94 94
5] 11 11 25 25
47 47 9% 94
Jl1 1 25 25
47 47 9% 94

D'autre part, si on pose :




On a les relations de ré&currence :

_13 11 - (L) .z:.z_(-.l_?_»t)
241780 % T30 Besl (60 ay * 77\l (6

13 11 > 13t 22/, /1R7F©
t B e t —— ¥ = et t aa— ou———
21780 % T30 8 et (60) a’y* 47(1 (60))

Lorsque t + «, la matrice Q(t) converge et on a
' I 2
V22 2
Lim Q(t) _ 47 47
e |2
47 47

Pour Ql 14¢? on a, pour t > 2
s

= - (e-1)
Ql,}+t Ql,z' Q2,t+1 Ql,z’ Q
. . (t~1)

lim Q = Q . 1im Q
MRS Y £ 120

= lim Q(t"})

o
car lim Q(tml) est une matrice aux lignes identiques et Q1 o est une
toreo 4

matrice stochastique.

2 ¥= (1, 2, 3} ; ?}

i

{1, 2}
£(1) = £(2) = 1 H £(3) = 2

Considérons une matrice stoechastique :



1 2 3
] 1
1 3 5 0
1 1
P-213 3 0
1 1
3-2" 5 0

a

y est une mesure sur hzf, de la forme :

wle k) =7 o, Pli £ k) vk e'%
ie¥ |
ot @, > o V¥ i et Z a, = |
i b
i¢ ¥
On a alors : p (E“I{I}} = 1 ; u(fﬂl{Z}) =0

La condition (ITI~4-1) est vErifiée pour :

e, 1) = R (2,010

i
]

1

R (2,£ 12} = 0

ext
pax
e
-
-
e
iy
D
et
S
]

R(ﬁgf*l{}}} arbitrairement choisi et R(3,f~1{2}) =]~R(3,f~1{lh

Dol 1z matvice ¢

1 2.
1 0
v(f“i{1}) v(f"’{z})

ot v est une probabilité quelconque sur ng
' Y

)fGJk}* est uniformément et fortement ergodique.

Le processus (36, P(t>

En affet, on a :

Pt _p ¥ teIN*



{i) Prenons v = u

Nous obtenons alors :

1 2
11
Qt,t+l sl Yty 2
et
i 2
1
QS;S*‘C .-2 i v SB 2

Le processus obtenu est alors fortement ergodiquef(pour s = 1, voir la fin

de 1'exemple 1)

(ii) Prenmoms : (™11} =0 , vi£ {2} =1

Nous obtenonz alors 3

1 2
11 0
Q = = Vi 2
£, e+l 0 i tyt+n

et le processus obtenu n'est pas fortement ergodique.

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire de prendre v = u pour obtenir

A3 : S Mark i Ve & i .
un processus de Markov ((i, Qt,t+l)tgxg o fortement ergodique

En fait, il suffit de prendre dans cet exemple : v(f-]{l})> o; on

obtient alors :

111 0
Qt,t+]= 2l =g vesz2, @zo
Nous aurons alors :
.l 1 '
| 1
Q - ; Vs 22
8,8+t 9 1_(]_wt (l—a)t;

| ;
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et lorsque to>», on a :

b2
limQ . = b 0 V32
L 2 |1 0

(Pour s = 1, voir la fin de 1l'exemple 1) o
La réciproque de la proposition III.5. est géné&ralement fausse,
ainsi que le montre l'exemple suivant :

g
]

I11.9. EXEMPLE & = {1, 2, 3, 4} ; M ={l 2
£Q) = £(2) =1 ;3 £(3) = £(4) = 2

2

1 10 1 -

2 1 0 0

P =
1 1

3 3 7 ) 0
y 1 1

4 0 0 3 5

Si 1 est une mesure sur *ﬁlf, -de la forme

wEED = T e p (LD Vi
“ 75 |
Jex
ola,>0o¥jek et)] a, =1
] jex 3

On vérifie que 1l'om a :
~1 -1
w(f {11 > o H u(f {21)> o
La condition (III-4-1) est vérifide pour :

R(LEHID = re2, £ =1 5 RULEH2Y) = rE2,EH2D = 0

[}

RG,£ 1 = R, =

#

™ |

» RG,ET2)) = R, E 2D = £

D'ol la matrice stochstique :
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11 2
I}I 0
Q ee1 © 2)‘& 1 Vez2
2 2
et on a @
11 2 |
b1 0
Q,eet = 1 1 Vs3z2
2 e L1
et :
il i
. 11 0
lim
o Qs,s+t ‘ Vs22
211 0

Pour s = 1 (voir la fin de l'’exemple 1) de III-8), on a :

\Y

lim Q = lim Q ¥sz22
fora0 1,1+t t §,8+L

Le proces s( ) , i &
P su 1}, Qt,t+l telN* est donc fortement et un1formemen§

ergadique,

Toutefois, le processus (x ,P(t))te

K n'est pas fortement ergodique.

En effet, si on pose : _
t t),. . ..
P = e, 5) i, je X

on a les relations de récurrence :

PP,y =pE Do gy

p(t) P'P(::—-l):;

P 2,1 = 2D,

D'oll :

p(® (1,1 =D,
et par suite :

(&) (1,1 = %~[1 +-D5
P(t)(l’l)tew* ne converge pas.

e

Nous allons introduire de nouvelles hypothéses en vue d'é&tablir la

réciprocité de la proposition IIL.7.



(I11~10-1)

(I11-10-2)

(III-11-1)

(III-11-2)
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ITI.10. HYPOTHESES

Nous supposons véirnigiées Les hypothises sulvantes :

(1) ¥x¢ ¥ , Lameswre P(x,.) est de La fomme :

P(x,B) = [ g(x,x*) d u(x")
B

oit, pour tout x ¢ X , g(x,.) est iif—mQAaﬁabgg

(ii) V (x,B) ¢ X« 8§, ACh IS ak @8T une suite d'indices eroissante

telle que La suite {P(ti) (x,B} convenge, alons, v x'cf"l{f.(x)}, La

. giN‘,’{

t.,)
suite {P % (x'B)}, ., converge etona :
<
(ti) (ti)
lim P (x,B) = lim P (x',B)
i_-—)m i ey oo

Nous avons vu (cf.II.12.) que III-10-(i) implique l'hypoth&se III~4
Nous reviendrons, en fin de chapitre, sur 1‘'hypothése ITI-10-(ii}

Avant d'établir la réciproque de III~7, nous allons &tablir un résul-

tat préliminaire.

I1I.11. PROPOSITION

Sous £'hypothese III-10-(i), on a :
pt) x,B) = [ g(t) (x,x") d u(x") ¥Vt eINTV(x,B) e X x
B

ol Les g(t) sont définies par Les nelations de néewwence :
(1)
g =3

e x,xy = [ g(tnl)(x.xl)g(xl,:(') d?(xl)

¥x, x'€ £ .

DEMONS TRATION

pour t = 2, on a :

PP (x,B) = [ Pxdx)) P(x;,B) vex,B)e Xx B
X



= f)ﬁ glx,x) d?(xl)fB glx,x")du(x")

= [ ”){ g(x,x)) glx,,x") du(x,)}dn(x")

= f5 8P ) die)

Supposons que 1'on ait :

eV ,my = [, 87 xdnan V(xB)exx
On a alors :
P(t)(x,B) = {X P(t“l)(x,dxl)P(x],B)
= f g(t—l)(xaxl)d:(xl) fg(xl,x’)d;(x')
x B
= L] e x) glx ,x ) dE(x) T d Tx)
B-), 1 1 I
= fBg(t)(x,X') du(x")
Pour tout x ¢ X , g(t) (x,.) est%gf-mesurable.
11

ITI.12. PROPOSITION

Supposons Les hypothlses II1.10, vErifiles et que u(f"I(C )y =1

Alons, a4 Le processus ((1\{5 ), Q‘__’tﬂltUN s« @4t fortement
engodique et Les Qt e+l vBrnigient [I1I-4~4) oll N' = f"l(co)., Le
processus ((%,85), P(t)}tew"‘ est fontement engodique.
DEMONSTRATION
Posons :
(I11I-12-1) lim QS,S'H: (y,C) = 1(C) ¥ s¢N%, ¥y 6.’"‘3
t-yeo .

o R ¥
oi II est une probabilité sur‘, .

Soient Xoe X, Yo = £(%X,) et C ¢ ¢

(i) si xe&f (C.), on a alors : £ ! {yo}C £ 1(Cod, et on a



(I11~12-2)

(111-12-3)

(131~12-4)
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(t)

QS,S"‘t (yo,c) = R (%o ,C)
d'oll .
-1 e t -1
QS s+t(YG;C) » U(f {y'o}) = f -1 dM(X)P( )(X,f (C))
s
£ {YO}
La suite P(t)(xa,f“l(c))t&;\t* est une suite de nombres de 1l'interval-
le compacte [0,1] ! )
On peut en extraire une sous-suite convergente {P * (x°’f“1(c))}191@ "
Soit £(x,,I,C) sa limite, oii T désigne la suite des indices (ti)ieawi*'
D'aprés 1l'hypothése III.10.(ii), on a :
(t0) —- -
lim P 1 (x,£77(C)) = £(x0,T,C) Vxcf {ye)

1-+0
D'aprés (III-12-1), (III-12~2), (ITI-12-3) et le théoréme de Fatou-

Lebesgue, on a :

_ _ €)
er0) ~u(f My ) = [ | di@lime L (x,£ ()

1lim §
s, 8% £ {yol b 20

300
lim Q 30,0 « wlE Hyo}) = £(xorT,C) = ulf yo})
. 8,8+,
ive i
n¢c) = £(xs, T, C)
car u(ful{yo}l > 0.
Toutes les sous-suites convergentes de la suite {P(t){xg,f—l(c))}t{:bzk

ont donc la méme limite. La suite est donc convergente et om a :

1im 0 (o, 271 (0)) = 1(C) ¥ xo ¢ £1(Co)

o

(ii) si xoé fnl(Co), on a alors :

P (ke £710)) = [ Plerax)p &) (x,£7 ()
¥

Puisque p(f_l(ca)) =1, P(x,f‘l(ca)) =1¥x¢c¥ , dod

P o, tN@) = [ L, Rlresan) PP s i)
£ (Co)

et d'aprés (III-12-4) et le théoréme de Fatou-Lebesgue, on a :

Lim P (xo, 2710 = [, Ple,an) 1im 27D (67 ()
PR £ (CQ) te



(111-12-5)

(111~-12~6)

(I11-12-7)
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lim P(t) (Xo sf—l (C)) = H(C)

) o -]

D'aprés (III-12-4) et (III-12-5), on a :

1in 2V [, £ 1)) = 1(O) vx,0) ¢ Xx G

Soit B ¢ %g
Soient x et x'e'}{ et posons y' = f(x')

D'apré&s (I1I-12~6) et III~I1, on a :

lim P(‘)(x,f“’ {y*}) = n{y"}
e 2]
= lim [ -

8P ax )
tr £ {y'}

et g(t>(x,.) est *ﬂ5f~mesurable pét hypothése, donc constante sur
fvl{y'} qui est un atome de ng‘ D'oli :
I{y'}! = lim g(t)(x,x'}u(f-l{y'})
oo
Nous en déduisons que, V x ¢ X , la suite {g(t)(:'c,.)}t Ei %
i
converge u-presque—partout et que la limite g’ est indépendante de

v

Xe o
P(C)(x,B) = IB(g(t)(x,xl)di(xl)
1im 2 x,8) = [} 1im g% Geux Ddi(x))
[ froo
= fBg'(x1>d§le)

De (III-12-7), nous déduisons que le processus ((?iﬁé )Y, Q )

est fortement ergodique.
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III.13. REMARQUE
D'aprés (III-12-6) et (III-12-7), ona : V C etéret ¥ x Q}(.

ey = [ g Gxpdulx)
£ (C)

et puisque g' est %5 f-mesurable, on a :

mey = [, g’ Gepdudx)
£ ©)

Soit £ la probabilité surfﬁf, définie par :

el @) = 1o veet
On a alors :
@) = [ 'tk
£ (C) :
g! est donc la dérivée de Radon-Nikodyn de £ par rapport & u.

II1.14. Un processus de Markov homogéne (( 2B, q(t))t e
vernigie L'hypothese de Doeblin &8'iL existe une probabilit? q. sur f,

un entien v et un e > o fels que :

\ D&%, si qo(D) £ ¢, alons, q(r)(z,n) < 1-e, V zg A

11 est &vident que, sous l'hypoths&se III-10(i), le processus

(.5, P(t))tg’h?* vérifie 1'hypoth&se de Doeblin pour go =
N
et r = 1, et de mEme, si le processus ((ﬁ{»

4
Y

]

homogéne, si u(f""(co)) = 1etsi Q,, verifie (III-4-4), ol
b

N' fal(Co), alors, 1'h§pothése de Doeblin est vérifiée pour

Qo

i

u' et pour r = 2.

On démontre, (cf.[2]1), que, si un processus de Markov homogéne
vérifie 1'hypoth&se de Doeblin, alors, l'ergodicité faible et forte

sont &quivalentes pour ce processus.
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ITI.15. PROPOSITION

Sous L'hypothése III.10, AL uff"l(co)) = 1, ef 54 Le processus de

Markov ((’3,{; )s Qt’tﬂ)t ek 00 Les Q venifdent (1I1~4-4)
-1

et ol N' = £ (Co) est gaiblement engodique, alons, Le processus
(X, %), P(tgt . est fontement engodique.

t,t+l

el
DEMONSTRATION
Supposons le processus ((d st Vs Qt,t+ljtg N* faiblement ergodique.
D'aprés (I1I-4-4), pour tout t > 2, Qt ce1 D€ dépend pas de t.
3

est donc homogéne faible—

Le processus de Markov ((\%,%,), Qt,c+l)t22
L S

ment ergodique et vérifie 1l'hypothé&se de Doeblin. Il est donc forte-

ment ergodigue.

Posons alors :

1i o

(y,C) = TI(C) ¥s32,V(y,0) vx

o

21-15-1) lim Q

o S2SYE

On a alors :
. _ .
Q) 1450 = [ Q") @ 4, (70 V2

D'aprés (ILI~15-1) et lLe théoréme de Fatou-Lebesgue, on a :

b

Lim Q. 50 = [ @ »(y,dy") L Q) 14 T'0)

Lo i
J
D'aprés (III~15-1) et (III-15-2), 1 o v Y
P ( ) ( 5-2), le processus {( 3’YJ)’Qt,t+l}te¢N‘*

est fortement ergodique et d'aprés la proposition ITI-12, le proces-

(t)}

sus ((X,%),P 4. est fortement ergodique.

EeiN

N

IIT.16.(1) Un ensemble B ¢ i est dit cons@quent d'un état x, ¢ £ si
Vtepn*, ona: P(t)(xo,B) = ]

£ s .. ; . = '
(ii) Be ) est dit Lnvarniant s'il est cons8quent de chacun de ses

points
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(iii) Un ensemble 'V ¢ & est dit transitoire si, Vxe ¥ , on a
lim P(t)(x,F) = 0
>0
(iv) Un ensemble E.gHﬁ est dit ergodique si :
a) E est invariant

B) il existe une probabilité

atl

I sur %& telle que .EH(E) = ]

£

et que :
15 @) .
lim= [ 2™ (x,B) = (B v(x,B) £ XxQ

tre T p=l
(v) Un ensemble ergodique E €3 est dit décomposable en sous-classes
cycliques s'il existe des sous—-ensembles disjoints E],ifz,.... £ 4

deux 3 deux disjoints tels que :
d
a) WE, = &
k=1 ©

b) ¥VxcF, onait [ (x,E )= 1let Vxeb , on ait P(x,El) = 1.

k k+1 d
¢) V k, il existe une probabilité 1 sur & telle que

K

: = ot it @
kH(Ek) 1 et que, ¥ x=: o on ait

i PP wy . D) 8L B ek + 8 (Eod.d)
n->o k!

On démontre (cf.[21), qu'un processus de Markov homogéne, vérifiant
1'hypothése de Doeblin est fortement ergodique si et seulement s'il

existe un seul ensemble ergodique sans sous-classes cycliques.

¥1X.17. Revenons a 1'hypothése IIL~-10-(ii)
Elle implique tout simplement que, ¥ y¢ U , si f-I{y} est contenu dans
un ensemble ergodique décomposable enxgous-classes cycliques
EI’EEZ <eee By alors, fml{y} est inclus dans 1l'une-de ces sous—-classes
cycliques.
En effet, supposons qu'il existe deux sous-classes cycliquesE-k et

£ 1 distinctes telles que E'kfﬁf_l{y}# ¢6'et(3k,féf—l{y} o
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Soient x, & Ekﬂf_%y} etx”eEk,ﬂf-uy}

On a alors, d'aprés III-16-(v)-c) :

1im PP (B ) = I(ED =1
jeiga ]

1im 279 (x, 0B ) = L JTED =0
n-=w

L'hypothé&se III-10-(ii) n’est donc pas vérifiée si deux tels ensembles

e i ¢
. ot E#, existent
L'exemple III-9 ne vérifie pas 1'hypoth&se III-10-(ii), puisque

£} = {1,2} contient deux sous-classes cycliques {1} et {2}.
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