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A ma femme,

A mes g4Ls.




Le thavail que nous présentons a e1é effectud a L'Institut
d' Automatique de £'Universite de Lille ainsi qu'au dépantement de Génie
Electrique de La Faculté des Sciences Appliquies de £'Universite de
Shenbrooke (Québec) Canada.

C'est avec La plus grande bienveillance que Monsieur
Le Professewn Dehors nous a perunds df entreprendre nos nechenches en
nous acceptant dans cet Institut. Nous tfenons & Lui exprimer ek
notrne profonde gratitude pour £'intért qu'il nous a toujours témoigné
et pour L'enseignement qu'il a su nous dispensenr.

Monsieun Le Professewr DEHORS nous a grandement hononrd
en voulant bien accepter La présidence de motre Jury et nous voudiions
qu' i trouve ici R'expression de notne nespectueux — attachement.

c'est avee fode que nous pouvons remencien Monsieun Le
Professeurn VIDAL pour £'ensedgnement qu’il nous a d'abond dispenss,
puis pour son accuell au sein d'une dynamique dquipe de nechenche mende
parn Lui avee ferveur, engin Le guide sdn et comsedent qu'il a BLé Lons
de nos premiens pas dans La nechenche et qu'il a 84 demewrer dunant
toute 2'elaboration de cette thése tout en nous procurant sur un plan
monal et humain, sa chaude et sire amitie.

Nous tenons a4 exprimer noine neconnaissance & Monsieur
Le Professewr DECUYPER pour Le préedeux ensedignement qu'il a Au nous
dispensen Lons de nos tudes a £'Institut Industriel du Nord de La
France ; nous sommes porticulidrement sensible d L'honneun qu'il nous a
falt en acceptant de participer & notrne jurny de thése.




Que Monsieurn Le Progesseur S. WEGRZYN, membre de £'Académie
des Sciences de Pologne, thouve icd L'expressdon de notrne thes phrogonde
grhatitude pourn L'inténét et La sympathie qu’il nous a manifesie.

Monsieurn A. DANTHINE, Professeun a £'Univernsite de Li2ge,
nous a grandement honoré en accepiant de particdpern & notre jury de thise.
Nous Lud adressons nos remeredements avec foute nofre reconnaissance.

Nous sommes hewreux de pouvoin hemerclen Monsieur LAURENT
Maitre de Conférences & La Faculte des Sciences de Lille, qud nous a fou-
founs témoigne de sa sympatidle et de som amitii, tout en nous adldant egfdi-
cacement dans nos nechenches. Son dévouement toial envers tous Les mem-
bres de cette feune Zquipe de rechenche nous a aidé tout au Long de nos
thavaux.

Nous tenons a nemencdler Monsdeurn Le Progesseur G. DENIS,
Doyen de La Faculté des Sciences Appliquées de £'Université de
Shenbrooke, qui nous a s34 gentiment accuellli au sein de aa jeune
et dynamique undvernsité québequodise durant notre service militaire.

Que Monsieur Le Professewn J. DELISLE, Directeuwr du
Labonratoine de Génie Efectrique de cefie méme faculté s0it Lcd remerncd@
powr L'accuedd qu’il nous néserva au sein de son département. Que soient
egalement remencdls Les autnes propesseuns du déparntement de Génde
Electrique ainsi que Le Labonatoine de Calcul de £'Univernsite de
Shenbrooke et plus particuliZrement sonm dirnectewr, quid nous a permis &
tout moment, de se servin de son centre.

Qu'il nous s04it permds de nemerncien La Délégation Génerale
d La Rechenche Scdantifique et Techndique, pour L'ailde matérielle que nous
avons trouvé Lons de nos travaux entrepndis dans Le cadre d'un contrat de
rechenche.

Engin nous tenons & nendre hommage @ Monsieun TOULOTTE,
Chenrcheurn a L'Institut, rour £'adide qu'il nous a apportie et pour
L'amitie qu'il nous a Lémoignée.



Nous ne saurions texminernsans adresser nos nemercioments
a tous £es collabornatewns de L'Institut d'Automatique qui, directement
ou indirnectement, ont coninibué a fLa bonne marche de ce trhavail.




INTRODUCTION GENERALE

- - ——— o

Les travaux que nous allons présenter constituent une contribution
a £'ensemble des méthodes d'analyse et de synthise des systemes Echantil-
Lonnds non Lindaines : nous nous sommes plus paticuldenement attaché au
neégime dynamique des asservissements a echantillonneurs non Lintaires.

Ces nechenches ont été entreprises au Laboratoire d'Automatique
de La Faculté des Sciences de Lille, en collaboration avee La chainre de
Theorie de négulation de £'Ecole Polytechnique de Silésie (Pologne), avec
Le Departement de Génie ELectrique de £'Université de Sherbrooke (Province
de Québec - Canada) et avec Le Laboratoine de Génde ELectrique de £'Univen-
8418 de Toulouse.

Les ndsultats proposes font suite & L'ensemble des méthodes dfindies
anténiewrement parn Pierne VIDAL et Frangois LAURENT.

Cette étude se décompose en thois parties principakes. La premigre
essentiellement théonique, propose tout dfabord des modeles math@matiques
thes géndraux permettant d'étudien Le fonctionnement en négime dynamique
des systimes d echantillonneuns non Lintaines. Ensuite diverns criternes sont
envisagls & propos de Reurn ALabilitf globake et RRLumitie ; ik conduisent
a déginin L'évolution des différents points neprésentatigs des systemes
envisagés dans un espace vectoriel de dimension gind.

La seconde partie abonde Le probléme de £a mise en oeuvre des
cnitines de stabilité poun des systemes du second orndre ; de £'application
des nésultats ainsd obtenus, iR devdient possible de deéduirne analytiquement
et géométrniquement des conditions de stabifitZ et de Zemps de rZponse,
ainsi que de traiten Le probleme de La comrection des syst@mes non LinCaires
usuels .

Dans Le dernden volet de ce travail, Le probleme de La construction
des thafectoines de phase discnite des sysiemes en fonetionnement est abondé.




CHAPITRE 1

Intrhoduction.

Dans le but d'analyser le comportement des processus non linéaires
caractérisés par des informations connues et mesurables i des instants pré-
cis du temps, on est naturellement amené 3 introduire la notion d'un espace
métrique au sein duquel une &tude du comportement dypamique du systéme peut

étre entreprise. (1,2)

Le choix de 1'espace vectoriel de référence permet pour un méme
asservissement de présenter plusieurs mod@les mathématiques caractérisant
ce processus. D'autre part, lors de 1'étude de la stabilité des syst@mes
non linéaires, 1'adoption d'une métrique sur cet espace vectoriel conduit

d& différents critéres de convergence de suites de nombres.

Par exemple 1'@laboration du modéle mathématique d'un systéme
€chantillonné & période d'échantillonnage T constante dans 1'espace d'état

(2) améne 3 une formulation matricielle.

De méme le choix d'un espace vectoriel dit "espace séquence" (3
P »

permet d'obtenir la forme normale naturelic d'une &quation de récurrence.

Dans certains cas on est amené & considérer 1'espace produit des
deux espaces précédents, le modéle mathématique caractérisant le systéme

est alors représent@ par une équation de récurrence matricielle.

Nous allons nous attacher tout d'abord & décrire les systémes
discrets considé@rés, puis dans un deuxidme chapitre i aborder la mise en

€quation de ceux-ci sous les différentes formes indiquées ci-dessus.




1.1 - Deseniption des processus Echantillonnés.

1.1.1 - Définitions

Dans notre &tude nous considérons un processus comme un systéme
physique susceptible d'évoluer au cours du temps ; défini 3 l'instant t
d'observation par un certain nombre de grandeurs physiques mesurables

(quelqucfois commandables) et aléatoires.

I1 est possible de classer ces grandeurs en trois catégories : (4)

~ Les r grandeurs de commandes que 1'on peut ordonner en
vecteur de commande {~E _! ; dont les composantes sont les
entrées. L : :

~ Les grandeurs commanddes , mesurables ; dans cette catdgorie

se trouvent les r; grandeurs caractérisant la sortie du

systéme, vecteur de sortie l. J

~ Enfin des grandeurs non commandables (et souvent non me-
surables) : ce sont 1e" pertur batlons auquel le systeme

est soumis.

Un tel emsemble régulé peut 8tre schématisé par le dessin de la

figure 1.1

Perfurbabions

el Piccacin oy

Enrraﬁa

FIGURE 1.1




Remargue g
Dans la suite de 1 exposé nous-noterons { ] un vecteur colonne

comportant a composantes. G el O ca,l.

A ce processus il est quelquefois possible d'attacher un certain
nombre d'équations lin€aires et non linéaires le caractérisant : si l'on
connaft ces &quations et si 1l'on suppose les perturbations connues, on

peut étudier 1'évolution du systéme au cours du temps (cas déterministe).

Aprés avoir identifié 1'asservissement, on dispose donc de son
modéle mathématique, et, & partir de la connaissance d'un certain nombre
de conditions initiales, il est possible de résoudre les &quations du

modéle.

A cette f1n on définit 1e vecteur d'état [}(J comme le nombre
minimum de varlables a choisir, connalssant la command% [ ‘entre
1’1nstant initial t, et 1° 1natant d’ observatlon s afln de dete%mlner la

0
solution des équations representatlves du modéle.

Nous nous bornerons dans nos travaux, 4 1'étude déterministe des
processus échantillonnés non linéaires a période d'échantillonnage constan-
te T, de plus ceux—ci sont supposés Markoviens, c'est-d-dire tels que le
vecteur d'état ‘ X~] , caractérisant le systéme & 1'instant (n+l1) T, soit

bl

de la forme :

oo [oen]  [a] -e[8], ),
qol g q- 5

En cutre le systéme posséde un vecteur de sortie [ ] défini

d 1'instant nT lié 2 X s | By et au temps t = nT par la relation :

i bl b di Ll T
S ) ds 5

1
Les équations (1.1) et (1.2) représentent un modéle mathématique

du processus 3 étudier.
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Généralement 1'équation (1.1) est suffisante pour étudier le compor-
tement dynamique du systéme ; cette relation représente une transformation
ponctuelle dans 1’ espace vectoriel 3 q dimensions. (Les q composantes du
vecteur d'état représentent le nombre minimum de variables 3 choisir afin

de définir enti&rement le systéme).

1.2 - CLassdification des systemes Echantillonngs non LAnCaines .

Avant d'aborder plus précisément la formulation des systémes discrets
non linéaires, il est intéressant de se pencher sur leur classification.
Parmi toutes les classifications pouvant €tre. &laborées, nous pou-

vons dégager deux modéles totalement différents :

a) Il est poss1b1e tout d'abord de comsidérer les systémes possédant
un echantlllonneur 11nea1re, délivrant une suite d'impulsions, normalisées,
(en_amp}}tgde, en hauteur, en position) une partie continue linéaire, et
une non lindaritd séparable. (figure 1.2). Cette classe de systéme est d'un

abord aisé, et son analyse a été effectuée par de nombreux auteurs. (5,6,7,8)

@24 | |+ re M NC] L

Figuge 1.2

= r :

‘Légende : —4::§§}% Réseau correcteur continu
-%i}ﬁjﬁ non lindarité

~4EEE§P processus & asservir

-igzgjk rés=au correcteur tachymétrique
~{j§::F échantillonneur linéaire.




s

b) Il est également aisé de définir la classe de systémes, possédant
un échantilloﬁneur'non linéaire, délivrant une sdi;e d'impﬁlsions, trans-
| formée d'un échpntillon prélevé suivant une loi particuliére, et un objet
lindaire. Dans ce cas, la non linéarité est incluse dans 1‘échantillonneut

et nous la nommeruvns : non linéarité@ non séparable. (figure 1.3).

.Jﬁﬁhafln'ig}) S(L) o

P) }‘

Figure 1.3

|

Légende Ar~4 RC LRéseau correcteur numérique
A
/

1
l—{ NL {-Echantillonneur non linéaire
i

~4 L (p) }*Objet linéaire 3 régler

,45R (p) |-Retour tachymétrique

-
Parmi tous les systémes répondant 4 cette définition nous nous

attacherons plus précisément 3 ceux qui possédent un modulateur ayant une

période dfé;hantillonnage constante, et qui sont par conséquent plus fa-

cilement abordables sous 1'angle des Equations de récurrence.

1.2.1 - Differents types de modulations .
Suivant que le modulateur traite la grandeur de régulation d'une
maniére continue ou quantifiée il est possible de classer les modulateurs

en deux catégories :
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1.2.1.1 = Modulateurs 3 caractéristique continue,

A 1l'instant nT la grandeur d'entrée du modulateur-(wn)'est transformée
en 'une impulsion ayant une ou plusieurs propriétés particuliéres (pa) liées
suivant des lois continues & la grandeur de régulation AT Dans ce cadre on
peut, par exemple, inclure la modulation de largeur, de durée des impulsions :
le modulateur &€labore entre les instants nT. et (n+1)T une impulsion de
hauteur A (wn , n,T ), fonction continue de v, de n, et T et dont la

largeur A est fonction de 1'amplitude de w_ par la relation A = V¥ (| W 1)

{figures 1.4..et 1.5 ).

FIGURE } 4 | FIGURE 1.5
Légende : vy = ¥ (|wy|) : largeur de 1'impulsion émise par le modulateur

u (1) : signal de sortie du modulateur.

Remarque :

Dans le cas particulier ol 1'amplitude de 1'impulsion est indépendante
de n et de T , le modulateur 3¢ comporte comme un élément de gain variable

|
|
‘ A (w,) combiné & un modulateur de largeur classique. ‘

(Dans cette catégorie de non linZarité on peut inclure également

la modulation de position).
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1.2.1.2 - Modulateurs d caractéristique discontinue

La grandeur de régulation w, est au préalable quantifiée et une au

moins des propriétés (p,) de 1'impulsion est liZe suivant une loi quantifige

da la valeur i instant nT de w(t).

a) Modulation quantifiée de position (figures 1.6, 1.7}

La position-de 1'impulsion dans la période d'échantillonnage est liée
P P

directement a4 la grandeur W, en outre cette impulsion ne peut prendre que q

positions précises.

nebﬁ# posibion iy RO, il !
..J’};.}_ .‘f_" i s s s e ARSI % \“‘T.‘ny‘f{ 12 RN
i R ik i;ﬁ’
- 1 aqT ii.?": ' V4
: r &
e v /
PRI Vi ! /
o 1 2 i
(i | LI R (SRR RN [T
‘.’l..r r}tgq isi.: Kj }{: g:'q ¥ i et
FIGURE 1.7

FIGURE 1.6

Lé}endé : u (1) signal de sortie du modulateur.

. b) Modulation quantifiée de cadenéev(figureslf8, 1.9)

Dans ce cus le nombre d'impulsions €galement réparties dans la

péricde d'échantillonnage, est 1ié par une loi & la grandeur de régulation

as
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FIGURE 1.8 FIGURE 1,9

c) Modulation quantifiée de largeur (figures 1.20, '1.21 )

Elle est basée sur une modulation quantifi@e de durée des impulsions :
le modulateur émet un train d'impulsions groupées au début de la période

par exemple et dont le nombre q est fonction de (Wn)‘

“ nombre &i'am-{")uiiﬂ(‘lfb
o

. A — ———

4 @; n+ 1}
: & iwn! : ( rd}-m)“t-
o : B ¥ P
Sy Sord Sorhe A
FIGURE 1.20 Y s

De méme que dans le paragraphe p»écédent, on peut €tre amené &

considérer des doubles modulations. (Amplitude et position par exemple) .

1.3 - Equations caract@rnistiques des systemes discrets non Lintaires & peniode

d' echantillonnage non corvstante.

L'état du processus linaire continu L (p) 2 l'instant t d'obser-
vation est entiérement défini par la connzissance des q composantes de son

vecteur d'état (S(t)) dans 1'espace vectoriel & q dimensionms.

q~l
Notons : St(t) = |s(t %% s . I (ol ST(t) est le vecteur transposé
q-i

de _ de S(t))
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D'autre part 1'objet étant lindaire, il est possible d'obtenir 1'&qua-

n+1
1'équation différentielle, modéle mathématique du processus & réguler. On

tion liant S (t_ ') & S (t ), en intégrant, entre les instants t, et t .
" n n

“tiendra compte de la commande u, (t) : (fonction du temps T , du paramétre n).

En buppOSant le systéme d'ordre q, 1'équation différentielle le ca-

ractérisant est :

q [ o
(1.3) dig(r) + o N A SRR s8(t) = u (t)

Nous supposerons que la fonction u, (t), signal de sortie de
' +
1'échantillonneur non linéaire, posséde r discontinuités entre 1 = 0 et
i Tn (f1gure-l;2.2 )

(ol T représente le "temps d'intégration” :

u'r-'(..t') g
& e m G pour € e g o PO
a2
Eﬁiu) @)
V. Uy
(, / >
Fa /
/X A il
v // —' ‘
W ////
v / Q
v Y0 >7/'*
i '_«’ / / ///
S5V 0 G | '.t"” 49
E:G C e
FIGURE 1.22

En considérant la fonction w {1) comme la ré@union de (r+l) fonctions

¢ IR T (r) (1)) chacune définie dans un intervalle de temps

(o, (o)

particulier :

Tl




| T ——

o @ = W (1) pour T (O, )
: S i e
?n (1) = g (?) pour 't@i(fi, Ti;}.)

u (1) = ur(1r) (T) pour 1 E (T:, T = Tn)

L'équation (1.3) peut étre mise sous la forme :

q e q-1 - i
4 i 4 5.7 S, —d—-—-fg:—)— ¥ e ¥ 3 JBkE) @ u(1) (1)pourt€ T+9 T
(l:4) _dy:q 1 aed 1 q n 17 i+l
S, . ds (1) dq-s:]('r) '
Le choix des vecteurs S (1) = (s(1) —% ... ——=% )
¢ | Wil
dt dt
2 q :
(§§££lﬁt = ( QgﬁT) 4 s(t) L ok ,-d-—ggl-)--)(st vecteur trans-—
dt dr . il YL |
dt dt e
posé de S).
(Uél))t - R uél) (1) )
et de 7a matrice M
1 0 o |
M =
\ \0
0 8 S
L A “

deig s bt e A

permet de mettre 1'équation difforentielle {1.4) sous une forme matricielle g

das(r)
a1

(i) + 5

= M.5 + U .y R
, (1) Un pour TE& [ ‘rl 5 T1+l :{

Remarque : Etant donné un systéme Jiffércntiel de la forme :

dX
—— oA X
1 A, X (e) ' BE)

{1.5)
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(ol A est une matrice carrée d'ordre q i coefficients constants, B (t) un vec-
teur colonne 3 q composantes continues dans 1'intervalle [E;, E] ),on montre (9)
que l'intégration de ce systéme différentiel par la méthode de la variation

des constantes conduit 3 une solution vectorielle de la forme :

(1.6 ) X(t) =C (t, ). X(e)) + [ C(t,0) . B (o) . da
t
o
s (t-t.).A 4]
avec u <) tO) = e 0 RS o i 0o IR e(t o) .A
et X (to) = K.0 un vecteur colomnne Xg = (;éﬁ),,g xéq—l) dont les composantes

sont les conditions initiales.

Dans ces conditions la solution de 1'&quation (1.5 ) est 3 1'instant T,

compte tenu des discontinuités de Un ()

B

! Pl
» i s 3+1 an o v
(1.7) gy walt g P e Sl
' i=0 T, g
+ + - .
avec : Yo" .5 et 1 Rl Tn

& y L : 5 . éme
Démonstration : Compte tenu de 1'équation (1.6 ) nous obtenons 3 la i

discontinuité (figure 1.23).

) Un(E) \

i“é} )

R )

A

// /,// / /

’ /f/ 1

,/ //_/‘

e i
il t.:k // //f/ ////:;

Figure 1.23.
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- € s IR e e (t, ~a) M " : :
LB (8(t, Yomoel | BEETRG g (R Jocu plbaiimynght Dy, do
i e ¢ , n ‘
St : ¥=1 & :
i
Jerq
: & i
En multipliant & gauche 1'équation (1.8) par e it et en effectuant la

somme il vient :

A . T = V]
(Tn ¥ M (.l.n e ™ ' (Tn-'r] M
T { eots :
S(}l) + e " S (Tr) + e . S(Tr“1)+. +.e S (f])
(T -t )M (T ~t M T .M
5 o n L
= g .S(T%) + ... + e . S(Tl) + e . S (0)
T AT oM b
n n . mo_ gl
(1.9 | + [ e o u'E 0) wd o+ e e(:n o) | gl Wi v
n x n
T T
1*]
T (T -a)
+ + f 1 e B » U(O) (). d o
o 2

-

Ainsi en simplifiant i'&quation (1.9)
! q

Remarque :

L'équation (1.7) devient, lorsque le processus posséde une période

d'échantillonnage constante (T) , l'é@quation :

2 k) .
JTM k a.M.U(l)(a)nd 4y |
e

(1.10)

n+1 j1} 10

93]

|
)

€2}

<

™M

N
e e

Exemple :

Considérons un systéme possé&dant un modulateur de largeur des im-
pulsions et un objet & réguler du deuxiéme ordre, poss@dant une int&gration :
i

( Soit L (p) = )
piCl i+ 1p)
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L'équation différentielle caractérisant le processus est :

? ds

dis 1 A 2 + 0

525 allul -0 L Wn pour t £ (T , h | W_|)
et 2

d2s 1 ds +

o S A pour t € (hl W |, (a+)T)

I1 est alors trés simple de déterminer le systéme d'équations

de transition d'état caractérisant le processus L(p) soit

i o s, Blv_| 0, 0 ‘
i oA j &+ e {0 399 i/ § 5 :loc $ 0
v ' Tt &R
8 8 0 } ?~s1g(wn)
: i At I
soit encore :
h|w_|
n
S by r(l—n\'g s hiw | -b(e T -1
l n+]f‘ ‘I ./! n I '"*n ! e
G i + A sig(W ). hiW,
Bt : R g
% ¢ i
sr+!§‘ | 0 D 1 | s “ D (e 1
! 1, : /

Conclusion :

-~

: La description des systémes 3 échantillonneurs non linéaires
conduit 3 considérer naturellement 1'8quation matricielle d'état du filtre
d régler : cette &quation permet dans de nombreux cas d'étudier le com~
portement dynamique de 1'ensemble du processus bouclé. Pourtant, afin
d'étudier la stabilité et le temps de réponse du systéme complet, il est
intéressant de déterminer son modéle mathématique oll intervient la grandeur

d'entrée de 1'échantillonneur non linfaire ; ainsi nous considérons par la

suite, deux modes de description : un mode vectoriel et un mode scalaire.




CHAPITRE 11

Introduction .

Nous avons dans le chapitre pr&cédent tenté de classer les gvstémes
échantillonnés non linéaires en catégories, et avant d'zbor-ar plus profondé-
ment les problémes issus de leur mise en oeuvre, il couvient de se pencher
sur les/divers modes de mise en &quations de ces asservissements.

Deux représentations sont pcssibles ¢

s

éme

- le choix i la n~ séquence d'dchantillonrage d'un vecteur d'état

i q composantes conduit tout naturellement & une mise en &quation matricielle.

- le choix de 1'espace séquence de réfirence peut également 2mener
un modéle mathématique scalaire qui parfois est d'un emploi plus commode

que la formulation précédente.

Ces deux modes de description des systémes &chantillonnéc non 1liné-
aires ne sont toutefois pas indépendants, ot nous nous efforcerons en troi-
sidme lieu de montrer comment il e&* possible de passer, dans le cas général
d'une forme d'équation i une autre, selon 1'intér@t et les méthodes de mise

en oeuvre qui peuvent Zire &laborées.

2.1 - Definitions .

L'intégration des &quaticus différentielles représentacives du
processus 3 réguler améne 3 considérer un systéme d'équations de récurrence
du ler ordre ; dans le cas particulier oli la non linéarit? est sans mémoire

et ol les bormes T (ie (1,r)) (équation 1.10), ne dépendent que de la
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composante w (nT) entrée de 1'échantillonneur non=linéaire, (figure 2.1 )

T 'équation (1.10 ) s'écrit alors sous la forme :

" i MI. T ‘
(2.1 ) Sn+l = g [_Sn + ¥ (wh)]

(ot ¥ (wn) est un vecteur 3 q composantes dépendant des caractéristiques du

filtre et de la commande ). o

&

FIGURE 2.1

D'autre part en tenant compte du correcteur taghymétrique'évgg?uelp

inséré dans la chaine de réaction,dont la transmittance est R(p) = I Ai.pl,le
' ! i=0 °

systéme d'é@quations régissant le processus en boucle fermée s'éerit :

MT
= [~ 8
n+l " {:;n Wv(wn):]

a=1 A
R s S R

S

n n

u s (1) -
ol les termes s (i € (0, q-1)) sont ics composantes du vecteur de sortic s
(vecteur considecé comme vecteur d'&tat du filtre a régler). A

En choisissant 3 priori comme “vecteur erreur' du systéme ainsi
bouclé le vecteur ?n de composantes

§ A LR s<q—1)] 4
n n s n

n

la multiplication & gauche de la premidre &quation du systéme (2.2 ) par la

matrice D (réguliére si Ao_# 0).




S —

i TR -

bes oy g

o J\\\\
e

i

conduit, compte tenu du choix de Xn , 4 1'8quation :

(2.3y- D. § -0 p! s + D))
n+l n n
ou encore
o' LT
(2.4) D. Sy, =e ‘T (0.5 +p.¥w))
n n

Ce choix permet aussi d'écrire la deuxiéme &quation du systéme (2.2) sous la

forme vectorielle : 3 e ‘7
(2.5) X = R ~D. 8 oi E = .
n n n n .
0

I ]

Le systéme d'équations (2.2) se transforme’cdhpte tenu des relations

ci-dessus en un syst@me &quivalent :

= =1
! ; DMD " .T
Xn+] . - (Xn i Du\y(‘qn)) + En+] e ° En

(2.6 )

oM -l
S M SR X))

D'autre part 1'équation caractéristique du correcteur numérique lipé-

aire peut se mettre sous la forme mormale naturelle suivante :




q s q i !
(2.7) SRl B(q }) . 0 A a(q 1), X (quation valable quel
s +a-1 L +q-1i . .
e i i 10 e T que soit 1l'instant
d'échantillonnage n)
(certains coefficients a(d) et B(d) ouvant 8tre identiquement nuls).
P

Le choix d'un vecteur d'état d& q composantes W, pour le systéme bouclé,

vecteur tel que :

(2) . (@) . (@)
(0) fiy 8 (1) £9 2l (43 oty (q-1)
il s Vi s ’i’?&)‘ i gty “:"(‘den

B

transforme la relation scalaire (2.7) en 1la relation vectorielle :

gl o

(2 '8) n+q‘_,i

¥ Xn+q-~i

B ™0

; " .
g
A a(q )
i=0 i=0

: Nous, obtenons, ainsi le systéme d'Zquations ci~dessous caractérisant

1'ensemble du processus en boucle fermée :

LE i (0) b
Xn+l = A, (Xn 1) 4 ‘{/(wn )) + En+1 A En
Rl PR i
n . ( n n
(2.9)
q N q g
g~ i (q-i)
120 B Wn+q__i lio o ° Xn"'q"i
-1
Sedll o KHME ) Y

2.2 - Forme matrniclelle des Equations .

Dans le but d'éliminer les différents vecteurs 'X'" du systéme d'&qua-—
L0 o

tions précédent on est amené i calculer 1'expression A
' i=0

en fonction de X et des termes w(o) 4
Jy e n+q-i

n+g-i
y (i € (0,0)).
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En effet on montre que la valeur du vecteur X (t) & 1'instant (n+g) T est de

la forme : it
S s i a-(§-1) (0) o

(2.10) Xn+: s Vit R S A . 2 e ? + B - A

a n 1 il e n+o. n

Nous obtenons ainsi 3 partir de cette &guation :

q e e q o q-1 o q-i
T L T X = I gla7ily i S50 we Ty o
i=0 i=0 i Tk i=0 j=1
AR g i ST, SR DU
ntj=l
q-1 iy q-1 s o
LG Al el R PR e i G
i=0 | bl i=0 o
q . .
. e a1 5 . - : .
Si l'onpose : B = 1L a4 )_A‘i “ gt si B est inversiblejalors le vesteur
Xn pour expression :
. ey -1 91 i R e

W s T AR ke e e o8I S AT,

> i=0 e i=0 j=1

(0)
LN ° ‘{’ -
D ( e )))
5 q-1 s i g+l " o
S SR R e R L B L R e
i=0 L 1=0 n

En tenant compte de la premidre relation du systéme d'équations (2.6)

1'équation finazle du systéme devient :

o Mg g q-1 v e ek : 7
@y g glami) o ¥ 5 e AP e v w®yy-s.a870,
n+q+l Sl n+qf]f1i=0 j=1 G AER ]
2.12) X
A G o, i T
i=0 n+q-i

1




il - i | ) q-i b e ey
By l T ARl e L e ) +8.4.0.9 ()
: Vo 9l 7 e G n
L1= j=1
gq-1 i q-1 g L s iy
U Gl TR L 0 S IR (L S PG
i=0 i il i=0 ma
cr q-1 e i '
sl e ME Ty e S Uaae
s n n+l n
1=0
Remargue -
Considérons la matrice
I T T e Y e S

B= o
et effectuons un changement de base sur la matrice A qui la rende diagonale.

A=P LT (A" diagonale)
T

(=N
o
]
[¢3]
(e
o
L]
0
o)
=]
o
[N
rt
e
(=}
(=]
(]
fa 2
e
L]

a(i). (A")i ) P

td
]
s
o
I ™0

i=0

La matrice B par ce méme changement de base est aussi diagonale et :

Bl =D .-(B')—l. P si B“1 existe

alors BAB " =P ', (B' . A' . (B") ). P

Ainsi grdce au méme changement de base défini par la matrice P les
A 3 —- _0 » ik _]
(q 1). A(q l), B ! , B.A.B  se mettent sous forme

b

matrices A, B = I
i=0

diagonale.

I1 est possible gingi de mettre 1°Equation (2.12), équation générale

du systéme non linéaire &chantillonné sous une forme plus condensée:




o nE-

4 g ey ©
W )il 17 s T e P « DY (w ))
2Tkt n+g=i 4
% i=0 sk i=0 b
(2.13)
q+l s
w08 e Epsqmitl
i=0 e
(Les matrices 3 coefficients constants C(l) et P(l) ne dépendent que des
coefficients B(q“J) 3 a(q°3) et de la matrice A.)
Remarque :

(@ _, g (¢=3)

Dans le cas particulier ot « = 1 et ou tous les o

—

et B(q—J) sont identiquement nuls ( j & l_i; q~l ) la relation (2.13)

devient :
L) (0) 0)
Bt B o R TR0 o B YORLL. )
() MR
*+ R En+q+] R En*‘q

relation déja obtenue lors de 1'étude dec systémes échantillonngs non linéaires
y . : :

ne possédant pas de correcteur. (10)

A partir de la relation générale (2.13) il devient possible, en regrou-

pant les termes en w(o) de mettre cette relatien sous une forme plus conden-
sée
3 €1} .. A0 a*l (i
' W & ok : g PR T G
(2.14) b n+q+l =0 ( n—!—q""l) o n+g—1i {=0 %1+q“'.i+l
Les différentes matrices_éfl) possédent alors des coefficients’

non constants dans leur premi&re colomne, termes fonctions exclusivement

de la premiére composante du vecteur d'état wn+q e
L ' ) SRR
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2.2 Fornme nommale naturnelle .

1
i

Comme précédemment et en utilisant les relations (2.6) et (2.7) nous

pouvons éliminer les composentes des différents vecteurs "X".

~ En effet, d'une part il est‘possible de mettfe_sous forme scalaire
(10) la premiére équation du systéme (2.6)
y q ; q ) g ' . i
(2.15) 0 S b(l)u G0 SRR S - (W(O) o 7 b(})e

n+q n+q-i

i=1 i

i ! o :
(les termes g( ) sont des fonctions de w§+é”i exclusivement).

~ D'autre part, 1'équation scalairs de 1'&lément précédant 1'échan-

tillonneur s‘écrit :

(2.16)

i .0

s ¢ q bl ’
gla-i). W\S)-5 & et akeek) x\i)~i
i=0 it i=0 i
Les &quations (2.15), (2.16) compte tenu de g+l équations (2.15) et de

q équations (2.16) deviennent alors :

; q . q9 ¢
el o b(l)q . S P b(Q), ey g g(1) (w(°) & (2 )
n+a 3553 b n ! nwkg=1". nrg ntq-2
o . o 1=0 o i=1]
( A N 4. Lo q
SA0% gl ateX e plade - g‘l)(w(°2)+ i gte L RE
n n~1 n-q o n-i n " nri
i=0 i=1
3 ¢ q e
u(qf x(:) e + a\02 Fo) = I B(q 1). w(:)_.
n+q n i=0 n+q-i
o ° q 5 X
atal ey, IR L TIPSO | S,
ntl- n-q+*l i=0 il

Cet ensemble d'équations peut &tre trés simplement &crit sous la

forme matricielle (2.17).

(2.17) d g ; I 4 = 0.+ K




8(q-i) ; W(0) :
n+q-1i

; glad) (0
. - )
i=0

N

: P > . " i * 2
La matrice C étant inversible o peut exprimer X en fonction

et C_l.

Remarque :

blocs :

(o)
Xn+q
. (0)

X

2 (0)
n-q

n+q-i

de E

. e =

Considérons une matrice C de rang {(2q+1) et décomposons la en quatre
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f_]q+1'x q+1) (q+1 % qJ]
el
} An—} ! Ajy ’
il AT ' i
(q x gq+1) (q x q)
I it } e}
A | | A i
! 21 i ‘ 22 i
el J ] U |
On montre que ; i
e (q+l X g+1) <q+} N q)—-ﬂ
20 } f e ,’
e Lo =gy — ng._x.._Q_l
|
B } boil..
21 22
AR 1
avec : B = A-_1 + (A--l AL (4 aAnl)
11 11 11 A Al g R
Y e
12 13 12 aa
Ba1 7 7 Byy Ay .4.0)
b , ,,'_,
= ~ A
ay L fag T Ay KA Arg) |
Dans ce cas partierulier :
' ( Fory ot
e R
l
= I’ i
o g R gp
k‘\
1
R L]
MCY L b 5 SN ?(o)
o) \
i ("\\‘ l
e \\ \ : 92
e N (g b ig=1)
j 6 e q) a\q J
s 2] e ]
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La matrice C est inversible si : det (A”) # 0 (ceci est le cas det
1

(Al]) = 1) et si det (A, ; by, (A1l : Alz)) # 0.
Aussi le vecteur X wvaut :
(2.18) e W o T R ol N L B

D'autre part 1'équation scalaire :

9 (q-i) _G) _ ¥ (q-i) (o)
e X = 7 B W

A ° Tp-i : *“n-i
1=0 i=0

peut se mettre sous la forme :

[:§ oo Rk a(o)_J ¥ & {‘9...0 e(q)..,s(of],w*

avec : : F‘w(o> "‘]

n+q

# (o)

I

W

]

w(0)

n=q

soit encore :

(2.19) [‘u G S

Ainsi compte tcnu de la relation (Z.18),le modéle mathématique

scalaire du systéme régulé s'exprime au moyen de la relation :

O # ¥ ; *
a C [~é + B f] = B8 .W
bt 3 Lo

Q
o4
i

ou encore ¢
(2.20) BT R e e Qe e e T R

; L i g i
Le produit des deux matrices Qet © est une matrice uniligne :

pouvant se mettre sous la forme :

|
Qe

i Vit ey i
o [57(0) b5 Y(q) e Y(Zq) i e,
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I1 est donc possible d'expliciter la relation (2.20) et d'obtenir :

q -3 q
.21y | 2 g0 @y
i=0 R £
q . q ]
- 5 y(J) ( 3 g(1) (Wé:)“i»
j=0 i=0 o

Cette €galité se simplifie en

et devient :

Y(q+j)

q .
(q-1) (o)
( iic'e '»wﬁ—i+q-(j"l))'°'
_ -1 *
=j)) = q.C E g1

ordonnant suivant les termes dé8croissants

2g+1

2.22) (W@ & T DG L T ) @y
n+q . n+q-1 . n+q-i n+q-1
1=] i=1
Nous notons E* la matrice colonne :
n+q-l
. q . v —
prge1 T2 b Caeq-i-1
1 i=1 q
. g )
*+ -1 e; T 2 b(l). CI
n+vq n =1 n-i
¢
[ 0 X

exister entre la forme matricielle et i1a forme normale naturelle. Un &lément
de ce probléme a déja &té mis en évidence par Laurent (10} et pour notre
part nous allons déterminer la maniére dont il faut choisir le vecteur

d'état Wn de composantes

w(0)
n

2.3. Forme matnicielle générale
naturnellie

obienue & partin d'une fomme normale

Nous nous- proposons maintenant de rechercher la relation qui peut

—,

W(r"l)
n

M
v
n

afin d'obtenir une relation scalaire de la
forme (2.22}.
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oﬁ'Fr est la matrice carrée 3 coefficients non constants 4

.-2'],.

i ) o
g ¢ Y Y |
i (2) __ h*(z) \
F =F = X .
% r : ;
e b2 1 ¥ (x)
Démonstration :
L'on a :
A+ a§1)+ et it 0 —
: Aot
S e AR 0 \
i PG
(x-1) |, #(r-1; ’%
9 o L tse-t) o ~ -
2 ; ]
T i = k! .,.(A(+a(l)+h*\i)}‘+ a(2)+h*(?)}‘."
—
|
AL =] 0
=1
D = o e e
I
|
i
¥ o (2 0 i

_"_a(r—x)+h

#(xr-1)
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Développons ce déterminant par rapport a la derhiérébligne s
2 PR L 5 *(1)
B A T LG BT ek

avec :

]

Ainsi en développant le déterminant de P P il est facile de voir que
det (P )‘ -nt" l et donc on a

A N b e
T s gl

Dans ces conditions il est pogsible de trouver un vecteur
d'état Wn d'ordre r tel que :

t >
(W~ vecteur transposé de Wﬁ‘
n

répondant 3 1'@quation matricielle

avec -
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.. L'8quation scalaire (2.23) peut alors se mettre sous .la forme :

5o RN o 1 *(1) . (o) K )
Yatr (al R (wn+r~1 i ntr-1
ou encore 3
- SR L1) o omekY) (o}
n+r {a o (wn+r~}))
T2 3 MMNEL #(2) . (o)
(2.24) Wi " (a + h (v;+r~1))

9 (
n+r

Remarque :

de montre. qu'en développant le polyndms det ( AT -

tion scalaire précédente ).

e BT W

)
ML,

wn+r*1

°

R e s

N

(o)
s
n+r-l

S
v

Fn+

(a(i)+

(i) , (o) (o)
4 (wn+r-i))° Yntr-i
(13
n+r—| 0
0 + W(z)
n+r~|
0 0 )

(En utilisant la méthode mise au point par Laurent (10),il est possible

: ) =0, on obtient 1'équa-

L'équation vectorielle (2.2") peut &tre Zcrite sous la forme :

j (o)
A e : O
(2.25) A A i
= (1 +1 rali i

: 3 \ i

evec A' = l 0

! \\\:‘*l

~akr) ’U 0




- Nous allons maintenant rechercher um nouveau vecteur d'état Un de

composarntes :

=1
u(1) 5 bfl), w(J)
- j=0 1 "
5 =1 / 3
u(k) a0 R () wéj)
i j=0 -

c'est-3-dire tel que :

% ] .-_.l
U = BA'B

équation identique &

MT
Xn+1 el

Remarque :

v - BE (u{9)
n n

e (o)
Xn H (xn' )

Pour conserver par ce changement de base (définie par la matrice B),

la premiére composante du vecteur wn, la matrice B doit avoir la forme :

o3
il

-~

Le probléme consiste donc & trouver la

dant & la relation :

ou encore : B Al R R

matrice de passage B, correspon~

———
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g ool e R : i G, A T
Les deux matrices A" et e doivent par conséquent avoir les memes valeurs propres,

ou méme polyndme caractéristique (ceci n'est possible que si les valeurs propres
de A' sont toutes positives).

On montre (Annexe 1) que connaissant 1'&quatiom normale naturelle d'un systéme
linéaire il est possible de trouver l'équation matricielle d'état liant le vec-

teur d'état (grandeur de régulation et dérivides 3 1l'instant nT) 3 celui Jdéfini 3
1'instant (n+1) T-

On obtient : 7 - - B K (0
1 Ln+l AUn B K (un )
i EiF Wt e
A- © 00 0 C 00 82 0o A 1 l ® 006 00 0 0 0 0 0 0 ]
i o
Log Al y Log Ar ; Log Al Log Ar Log xr
e, T o % % ¥
W ¥ X : . v
£l
Log x] Log Ar Pl Log Al =i
( ).Al s J<liaig ) & ( b R  Pelet e B4
T Lo 1
o 3 A0, Sl SRR |

en identifiant 1'on a donc :

L

I1 convient alors de rechercher 1a matrice de passage B (Annexe 2),

ou résoudre 1l'@quation matricielle

AR R

Exemgle

Soit un systéme 3 modulation de largeur des impulsions écrit sous la

forme: (nous supposerons l'entrée du systéme nulle).
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hlen+lI
; T
En+2 (!+D)M?n+l.+ e A 1E.E iy Lh |€n+1| D(e el
b fe_ |
~-msige {hle | -2 (e T - 1)} + t(1-D)ADsig €_ x +
’ h |€n|
* {a_ LA ) = 0
La matrice de la partie linéaire est donc :
2 o g L . 4
| 1 D z 1 v} Ll 1(1-D)
K 3 ;e
8. ‘ 0 -3 0 D
T E I

D'autre part le "polyndme caraci@ristique’ associé a 1'@quation de

- récurrence précédent est :

. h‘€n+l|
2 o AD
AT A {h |e | =D (e -1 ) 1} -(1+D) +D ~ =~ { h|l e | ...
|s n+l lE ‘ n
n+i -
hle | h|an‘
sl “
LDe T l4T (D) (e T-1) = 0O
nl
PolynOme que 1'on peut mettre sous la forme :
Mg | | | g
A T AD T
Al a+ ———{hle .| ~D ~1)} ~ (14D) | + D ~ ~ {ale |-Dle =1 ).
WO o il - | “nl 2

. EJEE|

. +1(1-D) T@T Ty e L
53

On peut donc mettre,par la méthode propcsée,le systéme sous la forme :




— —_ — _ (l) — — —
€n+l 1+D h 1 En
(2)
- O
An+1 D+h c yn
aveec .
h!enl
T
i e -1
n) A(hle I-D“—(‘g—,—“—)
n
n . _
hle |
n
(23 (1) e U o-
h = Dh -AT(1-D) D ( ————)

€5l

 Nous devons donc rechercher le changement de base défini par la matrice

~ carrée B qui conduit 3 la metrice linéaire de forme X & partir de la matrice de

forme :
" 1+0 1
AT =
-D 0
La coﬁditipn & vérifier est comme nous 1'avons vu :
) >—1’ v
B.A'.B = A ocu B.A" = A.,B,
soit dans 1'exemple qui nous intdresse :
|1 c | | 1+ 1 ~: ! t(1-p) | |71 o |
b b ~D 0 0 D b b
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CHAPITRE 111

INTRODUCTTON

Aprés avoir mis er évidence les principaux modéles mathématiques
relatifs aux systémes échantillonnés non lindaires il convient de se pencher
tout d‘abord sur la dynamique de ces pracessus de régulation et en particulier d°

analyser les notions de stabilité et de temps de réponse.

T .- Dans ce 'sens .nous caractérisons 1'&cart entre deux états du systéme
en introduisant relativement a4 l'espace d'état choisi, la notion de distance "
entre deux &léments d'un espace vectoriel & (r+!) dimensions sur le corps des

réels.

3.1 Eapdces’ uecidn&ezb uixﬂ&beé EonA de R'Qtude deb equat&cnb de necunnence -
nan%ﬁ&néa4neb : o o

3.1.1 Espaces vectorniels d- néﬁéﬂence

Considérons 1'état d'un systéme reg‘e par echant1110nnage d 1l'instant
(n+r)T ; 3 1'itération suivante ses paramétres oeuvent 8tre entlerement définis

par les (r+1) valeurs (wn

bt ,.oa,,wngzobtenues selon la loi générale

W .
n+r-i
du chapitre II :

r . .
(1) (i) -1 _*
3.1 W + I (a*7’, .+ h S = aG .
( ) n+r i=1’( B Tl (Wn+r—1))l ¢ En+r*1
P + .
En prénant pour espace de référence l'espace E = R" ], espace vectoriel
- e L . ' N * L Lo f : B
& (r+1) dimensions, 1°e1ement X 'de composantes . (w hp? wn+r— 3 ees s W )

-'est un element de E et 1'application définie per la loi (3.1) conduit 2 con51derer

le point Y™ de composantes (w oy W

.o R * c .
] 1 s n+l) omne un élément de E

n+r—i+
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Ainsi la formulation précédente correspond & une application de E

sur lui-méme : et nommons cet espace vectoriel " espace séquence ".

De fagon similaire considérons la mise en &quation matricielle

e s . ez *
définie par la relation (2.14) et envisageons 1'élément X de composantes :

(o) (q-1) (o) (q-1)
(wn+2q, eoce g Wn+2q 9 oo 3 Wn 9 o090 3 wn )o
*
Le choix de l'espace de référence E' = Rq(2q+1) permet alors de considérer X comme

un é€lément de E'.

Les q relations composant 1'équation matricielle (2.14) définissent

alors q applications de E' sur lui-méme.

Afin de pouvoir comparer deux états successifs d'un systéme échantil-

lonné non linéaire introduisons une métrique sur les espaces E ou E'.

3.1.2 Metrdique sun un espace vectoriel

Rappelons que 1'on peut définir la distance entre deux &léments
. ; . 2
d'un ensemble non vide E par toute application de E” sur le corps des nombres

P s i by i 1 . *
réels positifs (R ) vérifiant (\Ux, y, z € E) les axiomes suivants :

d (x, y) O e——=x=y

d (x, y) d (y, x)

d'tx; 2) < -d (x5 %) + d (v, 2)

- " Ao thdg) r
en particulier on peut défipir sur E = R~

a) liétrique naturelle ou euclidienne :

(1 (i) (x)
r o . E - (X v,..-,x ‘-sooox )

d (x, y) = /(E (| x(l) - y(l) I )2 avec : e
-i=1 . : i (y(])’...’y(l)gng.y(r))



_37.‘

b) somme en module de la différence des composantes des deux vecteurs :

d (x, y) = .
1

o
~
pe
~
~
[* N
St

i

d (x, v) = Hax (-l‘x -y { )

Remarque :
Ce  'choix - de ‘distznce - n'est pas limitatif, et en connais-
sant une application "d" on peut obtenir ure autre distance "d", vérifiant les

axiomes précédents, par tcute relation de la forme d' = f£(d).

d(x,y)
Par exemple d' (%, y) &= ——mmme— est une métrique sur E si d(x,y)

est une métrique sur E. -
Les travaux de S. BANACH et plus précisément le théoréme de contraction
conduisent i une méthode d'analyse de la stabilité des systdmes échantillonnés

non lindéaires.

Rappel du théoréme de BANACH:sugwié contraction

Ce théoréme est relatif aux opérations offectudes sur les &léments
d'espace métriques compiets. .

Ceci revient 4 dire que pcur tout € positif douré il existe p (&)
entier tel que n, m > p (¢),

= (x, x ) < e (Vx , x €E)

Toute application F {11) application de E sur lui-méme vérifiant

les conditions :

Y]
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x £ E y=TF (x) € E
3 = ©E
x € E v, F (Xl)é;
d(F(x). F(xl)) Sad (x, x]) 0<ac<]

posséde un point et un seul X vérifiant la condition :
x =F (xo) c'est le point fixe de l'application F.
o point tixe
Afin d'étudier le comportement des systémes échantillonnés non linZaires

au voisinage de leur point fixe X (supposé ramcner & l'origine) introduisons 1la

notion de distance des divers points de l'espace au point fixe.

3.3 Stabilitd ot instabilite asumptotique des systdmes discrets non Lindaines

3.3.1 Notion de distance d'un point de L£'espace vectoriel de
négérence a L'ornigine:nomre de vectewrt.

Afin d'étudier le comportement du systéme non linéaire pour des
valeurs importantes de ses variables définissons la distance d'un point défini
& 1'instant nT, 3 la position d'équilibre suppos@e ramenée i 1l'origine (zéro).

Ce choix conduit & la (Zfinition de la ncric ('un vecteur au moyen de la relation :
d(x_,0 =||x
& o =[x |
Remarque :

La norme d’'un vecteur vérifie les axiomes précédemment cités et
les trois distances choisies au paragraphe précédent sont des cas particuliers

de 1'application WP(X), norme de Holder du vecteur X (12)

' X(i) I P)l/P w0 >

Wp Xy = ( 1

p>1

[ M d

i
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3.3.2 Stabilité ot instabilité asymptotique d'un Equilibre ponctuek

3.3.2.1 Condition suffisante de stabilité asymptotique (13)

Cons1derons .un systeme échanti 110nne represente al’ 1nstant nT par
un element X d‘un espace vectoriel norm&, et supposons en outre qu 11 ex1ste
une fonction V (X s, n) notée V appllcatlon de 1° espace ) , dans R

vérifiant les 1néga11tes :

o) LAV & o« &R
B) \jn et [|X_ || oma
L ||x_ || = ©
vV >0
n
Y) SV (0, ®» = C

Nous pouvons montrer (10) que la coandition a < 1 est suffisante
SRS : - B .

pour assurer au systéme étudié la stabilité asymptotique.

3.3.2.2 Mise en application

A tout Elément VnGEfE associons une fonction scalaire Vnéz,R+
le choix de Vn n'est pas limitatif et en pratique 1l'espace E &tant normé, on
prend en part;culier pour V_ la norme de Xn ou son carré en effet si Vn =|] Xn [
les conditions @),, B)s .v) .&noncées. précédemment. sont .vérifides et la condition

de stabilité asymptotique s'&crit :

llxn+1 H< 0 [l avec -__:an . 1
n e
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Remargue :

Les résultats ci-dessus sont équivalents au théoréme de Ljapunov
habituellement utilisé@ lors de 1'é@tude de la stabilité asymptotique des systémes

échantillonnés non linéaires (14).

Comme précédemment dans un espace vectoriel normé, supposons qu'il
. S Ly B Za L e ar lig
existe une application de E sur R notée Jq =V (Xp, n) vérifiant les conditions :

&

Y )
a) Vn >0 Xn + C

B) v({0) =0

Une condition suffisante de stabilité@ asymptotique est alors donnée

par la relation bien connue Vn+ = Vn <0

i

3.3.2.3 Condition suffisante d'instabilité

Une condition tout d fait semblable & celle énoncée précédemment

peut étre introduite. Pour cela, en pratique, il faut &tudier la récurrence

inverse.

Par exemple si le systéme étudié est régi par une &quation matricielle

de la forme :

On suppose que l'application introduite par cette relation matricielle,
posséde une application inverse c'est-d-dire que det (An) # 0 (\d’xn € (D).

On est alors ramené d 1'étude de la récurrence de la forme Yn=A.;1.Yn+1
a laquelle on applique le critére de stabilité@ précédemment cité.
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3.4 Nomme de vectewrs ot de matrices, wtibisation de ces nonmes en vue de L' etude
de La 8tabilite I

3.4.1 HNommes de matrices

Nous avons introduit précédemmernt la notion de norme de vecteurs; et

-~

notre but consiste & montrer qu'il est possible de déduire une extension de

celle-ci et d'introduire la notion de norme de¢ matrice. En effet considérons
]
espace vectoriel (sur R) 3 r dimensions, norm® (norme ¥ ). De plus considérons;

une matrice quelconque carrée A {( r x r ) & coefficients a2 € R et soit E un

‘1'application de E dans lui-méme définie par la relation

Vx eE == y=A.x y €E
Co p . Y(Ax)
- On mentre (12) que 1'expression S {A) = Max ( ——) est une norme
. . - v 2
sur 1'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre r
. r
~ En outre si1 E = R toute norme de la forme
S(A) = Max YAx) est multiplicative :
¥(x)

x € E

Cela revient 3 dire qu'étant donné deux matrices A et B quelconques

d'ordre r, on peut écrire :
S (A. B)) & S () . s(®

Remarque :

T1 est possible de définir (12) la norme d'une matrice rectangulaire

(r, n) & élémentsa; € dans R. (1 € (I, m) , j€ (1, m) ) .

[ )




ke’

3.4.2 Noxme d'un tableau

Considérons un tableau carré comportant r lignes et r colomnes dont

1'&lément générique agigei, EJ§ ou Ggg; est un groupeiadditif abélien
ie )
l j Q (ls r)

et de méme considérons un tableau rectangulaire possédant r lignes et 1 colonne,

(i)

chaque élément noté x étant supposé appartenir a un groupe abelien G( D i€ (1,x)

Définissons une loi notée *j qui 3 tout couple

e

fait correspondre z(l) (l) *, x(J) & G(l)
(i) (1) (J) J

Va € G
(i @

Cette loi ( *j ) sera le multiplication a droite des deux ensembles

GE;; et G(J) et la loi d'addition dans le groupe abélien‘G(l) conduit 3 considérer
3 .y D () (1)
y = I x3’ comme un &lément de G,

Enfin si 1'élément aE ; E ¢ 6'3) cst une matrice rectangulaire domu
k

(i)
(1) (h)
() ®)

€ (1, m)

(h
e h € (1, n)

1'€lément générique a

est un élément de R (corps des réels),

et si x(J) est un &lément d'un espace vectoriel E(J) (sur R) on peut définir

la loi *j comme le produit matriciel & droite de deux matrices, 1'une de terme

général a g ; Ei;s 1'autre X(J)(k) s le terme général de la g T ligne de la

e
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matrice produit ''uni~colonne" est :

m b » . .
G, & Il ¢ $32 (k) kAT AR
i Taly ? %5

En utilisant les normes pour les matrices rectangulaires aggg et en
considérant la matrice carrée (r x 1) :
it el l‘ (3) ‘3 e D o
3 gk U A ! i '] a(i) l‘ () - ’I (1) '](if %1 R
| Rk o

On peut, par l'application Y = A'. X XEE =Y € E
céfinir une norme multiplicative (ou non) 8 (A') pour la matrice A'.

., Nous dirons par définition que § (A') est une norme du tableau A.

3.4.3 Exemples

o) Norme des matrices rnarr2es usuelles

(i

Soit une matrice carrée r x r 3 &lément 2313 € R.

- ' - -
La matrice A’ peut par exemwple &tre telle que

L ’ i agiz | . { aigil est la norme d'un &élément

b -

‘de R (sa valeur absolue)

Le choix des normes multiplicatives usuelles pour A' conduit aux

normes de A suivantes :




- il

a) s @) =||la || = Max ( 2 la(i)!)
i i=1 :
8 A : _ r 4
b) s =||a || = Max ( £ | a(Ji) 143
i j=1

3.4.4 .Rem ue

Par extension il est possible de d&finir une norme pour un tableau
rectangulaire ( r X r]). On définit deux tableaux rectangulaires 1'un possédant

r. lignes et une colonne, l'autre possédant r lignes et une colonne.

1

(o)

Le choix de s = Max (rl, r) et du groupe abelien noté G (a € (1, 8)),

conduit & :

r
4 1 . .
(1), & 3 Agg « v 4 e (1, 1) slément au
j=1 h|
groupe G(i).
Exemples :

o) norme d'une matrice (r ¥ r) considérée comme un tableau possé&dant

r lignes et 1 colonne :

1 2 T 1 T
(a] aj .. a;) ||(a1 . al) ||
A = 1 2 T AY = 1 :
(ai ay .- ai) ||(ai s s ai) ll
1 2 L 1)
(ar a_ .. ai) |i(a§ DI a:) [ ‘
= i o >
r
Si on choisit pour || (a;, R az)!! la fonction 51 ai |
m

\/i.@i (1,r) alors, en choisissant pour || A’ || la valeur absolue maximale
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des composantes :

j
| a; | )

On obtient S(A) = Max (l
i 1

= Max i(
kg g ¥

R

o
()
o
e
Bl

B) En considérant la matrice A (r x r) comme un tableau possédant

1 ligne et r colonnes il vient :

P
| ail )

o I

S (A) = Max (

i i=]

3.4.5 Uﬁ%axﬁé&n des nonmes en vue de £'8tude de La stabifiits
globale des systemes

3.4.5.1 Forme matricielle

Le systéme &chantillonné 3 &tudier est supposé défini par 1°

équation de récurrence matricielle

q :
(3.2) W bR g
L n+qg+l =0 n+q-i n+q-i

wn+q_i un vecteur colonne & q composantes 3 valeurs dans R.

54 3 Lk t
La considération du vecteur colonne W ) = W s W
: n+q n+q n+q-

d q (g+1) composantes permet d'écrire la reiation précédente sous la forme :

3! wn+q+l— A0 4D S A(Q); I W i
_Awn+q‘ I L oy ? ?ﬁ+q—1

preves W
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ou encore :

% ' CORE R
s e I | ’wn+q+1 - A f wn+q

L'égalité ci-dessus définit alcrs une application de E = Rq(q+l) dans

lui-m@me.

Critére de stabilité

Le choix d'une norme multiplicative epproprile permet de déduire
une condition suffisante de stabilité globale pour le systéme &tudié alors que

la relation est remplie :

R R
nree

Exemple :
Si on choisit pour norme des matrices carrées (q x q) Aiiz_i
Sh s e e SN £ ;
i€ 1|0, q 1'expression Max | I A(.) | d'un tableau d'8lément générique
— e i j=0 -
Aéi; la condition de stabilité giobale devient :
R
T G L )
:=0 n+q-j
J Ti>+to
On retrouve aisémenc pour une suite vectorielle : X =A . X
n+l n n
la condition |iAn e

n—>_+co

—
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3.4.5.2 Forme normale naturelle

.’ Supposons 1é¢ systeme discret Studic régi par 1l'équation normale
naturelle (chapitre II).
RN 2q+1 .
HO N RO
n+q n+q~-1

L]
(o)

i=1

. P . . 2q+1
Comme précédemment, cette relation d&finit une application de E'=R a

dans lui-méme et une &criture sous forme matricielle analogue 3 celle proposée
précédemment, permet de conclure que si ||F !Iest une norme multiplicative pour

le tableau F,

F =
 ——— !
. . . o (1
et si 1'on a choisi pour norme de 1'élément z( ) du tableau la valeur zbsolue
i .. e R -
de f( ) la condition suffisante de stabilitZ globale apparait sous la forme :

2qtl
(3.5) % l £ } < i
i=1 v :

Remarque : Par un changement de repére de r&férence dans les espaces vectoriels

E = Rq(q+1) ou E' = R2q+]

s 11 est possible d'oktenir des relations plus générales
que les inégalités (3.4), (3.5) et ainsi de trouver des cc ditions de stabilitl

plus 1argés.
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3.5. Application : Nomme euclidienne, et fonctions de Lfapunov de fomme quadratique

3.5.1 HMomme euckidienne d'une matiice carrle déginie sur R.

Considérons une matrice carrée A & termes réels, dépendant d'un
paramétre w et supposons que la matrice A soit réguliére dans un domaine D de
la variable w. On désigne par norme euclidienne de & (|| & ||2) la racine carrée
de la plus grande valeur propre du produit matriciel ata. (At matrice transposée
de A).

: "epplicati L > VA dtan
On peut alors montrer que 1l'epplication A max ( Amax t la

plus grande valeur propre de A A ) est une norme multiplicative ayant les

propriétés suivantes :

t
oy Hla = Al
B VX & E=R ona
lax | < llall . ] X | (1'égalité ayant lieu pour les vecteurs

propres X associés & la valeur propre A__ ).
o max

Y) W A et A’ matrice réguli&re on a :
Ha+arll < Jall + || 4%l
) Enfin la norme ainsi définie est multiplicative c'ésﬁwéudire
a ooafl <« Ha Ib I adl
€) On montre de méme que le module de toutes les valeurs
propres de A ne dépasse nas Il A |

3.5.2 Changement de base varniable .

Supposons que le systéme échantillonné considéré ait pour modéle

mathématique 1'équation :

(e}
3.6 X = F X . X (la matri ié
(3.6) a1 n ( n) n( natrice Fn ayant sa premiére colonne
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(0)y

al elements ne aepencant que de 1a rnmle“e composantc du vecteur d etat_(xnv
et &tant du typg : matrlce db FrobenLus.
Par 1'intermédiaire d'un changement de repére défini par la matrice

réguliére R, 1'équation (3.56) se met sous la forme :

o N .
Re X | (R. E. R ). R X_

‘soit encore :

e

= h)
(3'7) , Yn+l An (xn’ n

en’ choisissant comme norme de la matrice A 1la aorme euclidienne, la conditioﬁ
suffisante de stabiiité globale s'énonce : si (o)r'(D) (D domaine de o
varlation de La variable xg)‘. La matrnice A " {x ) ut negulidne et s4i toutes

Les valeuns propres de A t A Aont en modules méezueww/s a £'unite ; Le systime

déerit par 2'8quation (Jer) eAt gﬁoba&emont stable.

Remargue 2

Le changement de base variable défini par la matrice réguliére R
rermet de généraliser l¢ probléme de la stabilité globale et d'obtenitr des

conditions de stabilit&, sur les paramétres du systéme, plus larges.

5.5.3 Fonction de Ljiapunov vardable du type quadiatique (16) (17)

De trés nombreux auteurs ont &tudi la stabilit@ globale d'un systéme
continu ou &chantillonné non lin@aire au moyen de la seconde méthode de Ljapunov

(14).

A cet effet, la considération d’une fonction V (X ) scdlalrg,p051t1ve9
nulle 3 1° origine, permet de deternlner dos condltlons sufflsantes de stabilité

) - ¥ (X ) soit
n

globale en recherchant les conaltlons pour que ia quantlte V (X ]

négative.
t . e s -
Le choix de V (X ) = n . B. X B metrice définie positive
symétrique ou trlangulalrr inférieure ou supérieure de terme b(J) quelconque

(1)

1 -
{avec bl = 1 hypothése qui ne restreint pas le probléme) permet de trouver un
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o ; . R
domaine de varlatlon sur xé ) qui assure au systime une stabilité globale

aoymptot1que, ce domalne est déterminé en considérant 1 expression :

A g = . T - X
VRV & -V &)
ou :
8V =x" (4" . B. A -B) X
n n n n n.
la condition de stabilité s'énonce : Les vakewrs propres de Lo matrice A B A - B

dodivent étre toutes négatives (Aﬁ B An - B mainice déginie négative).

st - : t t
Remarque : La comsidération des deux formes quadrathues X (A . B. A )X et
t
Xn. B: X permet en effectuant une réduction simultanée des deuk formes quadrathues
precedentes (dont 1'une X LB X est définie positive) de trouver la condition

pour que la stabilité giohale du systéme soit assurée :

]
b

Seit Ql cuBss Xn (définie positive par hypothése)

I
>
~~
>
=
£
o]
e

Q

il est possible d'écrire Q1 et Q? sous les formes ¢

r g :
0, = e x(l) . x(J)
i ol ) n n
3.]']
T .
Bk LT s e, 3
i dw) A9 n n
5
La considération de la forme Q' = Q2 =8 Ql =i ji] (aij—s bij) i
s

i 3 o : enlic
Xi ). ng) permet de déterminer les nombres 8. caractéristiques de Q2 par rapport

°

a Q1 (18) : les nombres sont les racines de l'&quation en s @
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dans ces conditions les deux formes quadratiques peuvent s'écrire :

r } r .
1.2 . 1.2
Q; = ¥ (27) , Qs = I s; (z7)
sl Z =i
ol 1esr'si sont fonctions de ‘ﬁ°?

Enoncé du crnitére pratique de stabiLite

Une condition suffisante de atabilite globafe pourn Le systéme déenit
par £'quation (3.6) est que £'on puisse frwouver une maitrnice B rigullere déginde
positive, telle que Les nombres caractéristiques 5, de La 4oxme Q2-= Xﬁ(Aﬁ-SAn)Xn
par napport A La fonme O = xﬁ B X, sodent tous inferiowns & £'unite pour

x{9V ¢ D (D domaine de variations de ta vaniable xV‘L"’}.

3.5.4 Fanctions de Liapunov du iype quadratique et noxme euclidienne

» Nous avons montré au paragraphe préctdent qu'une condition suffisante
pour que le systéme défini par 1'équation (3.6) soit globalement stable lorsque
xéo)eg (D) est que toutes les valeurs propres du produit Ai . An soient en module

inférieures a 1l'unité.

Si cette condition est vérifiZe : le théoréme de Stein (12) relatif
aux matrices hermitiques montre que pour toute matrice An (r x r) définie sur
le corps des nombres complexes, une condition nécessaire et suffisante pour que
le rayon spectral de An soit inférieur 3 un est qu'il existe une matrice B
hermétique définie positive telle que

* . s P P
An . B . An - B soit hermétique, définie nE€gative.

* . [3 - - g c - .
An (matrice conjugué de la transposée de An’ S1 An est

* t
réelle A = A )
n n
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L'utilisation de ce théoréme permet de dire lors de 1'étude de la
stabilité des systémes discrets, que la condition imposant & la plus grande
3 t o~ 3 - G - - - . -~
valeur propre du produit An . An d'Ctre inférieure 34 1'unité revient & proposer

(o)
n

de trouver une matrice B définie positive telle que ¥ x"’2 D 1le produit

t . . e - .
An B A.n - B soit une matrice définie négative.

3.5.5 Application aux Aysilmes ¢ Bchantillonnewtrs Lintaines

La forme matricielle des équations décrivant les systémes & Echantil-
lonneurs lindaircs de période comstante étant particuliére (10), en supposant la
non-lindarité sans mimoire, le moddle mathimatique représentatif du systéme se

simplifie et devient :

(3.8) Kn+} = A . Xn + oz(xm

(ol K est un vecteur fixe). Il est toujours possible (10) de mettre le systéme

(3.8) sous la forme :

(3.9) Yn+1 a n

]
-©-
e

La matrice ¢n caractérisant alcrs la nouvelle forme des &quations

du systéme s'&crit :

, i 1
a (xn) ¢2 ecoccceasacenuae ¢q
2 X 2
"1 2 *q
(3.10) by = : : :
q q q
> Gg wrereenieneenes 90

(ot les ¢g sont constants).
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L'application de la norme euclidienne, revient 3 rechercher les valeurs
propres de la matrice produit ¢§ g ¢; (ot d; = P ¢n) (P opérateur non singulier
de changement de base). Ces valeurs propres ne dépendent que de la fonction an(xn):
il est alors simple de déterminer les conditions que doit remplir a_ (xn) pour que

le systéme décrit par 1'Equation (3.9) soit glcbalement stable.

Conclusion

La recherche de conditions suffisantes de stabilit@ asymptotique, et
les critéres pratiques qui en découlent permet d'aborder 1'Etude des systémes
caractérisés par des modes de régulation complexe. Toutefois l'utilisation de
la norme euclidienne ou des fonctions de Ljapunov de type quadratique, permet une
analyse relativement simple de la stabilitZ asymptotique et vis 3 vis des conditions
initiales, ainsi que du temps de réponse des systémes &chantillonnés non linéaires.
Nous nous efforcerons dans les chapitres suivants d'obtenir par cette méthode

des résultats facilement utilisables.




L
Fay

CHAPITRE 1V

APPLICATION DE LA NORIME EUCLIDIENNE, CHOIX DE LA NORME OPTIMALE,

POUR LES SYSTEMES A ECHANTILLONWEUF NOM-LINEAIRE

Inuo duci;@on

L'utilisation des normes de vecteurs et de matrices permet d'é&laborer
des résultats trés généraux quant a 1'étude des stabilités asymptotiques globale
et illimitée des systémes & &chantillonmeurs non~linéaires. Toutefois lors de
1'analyse et de la synth&se des systémes i partie linéaire du second ordre, il
est intéressant d'obtenir des résultats pratiques, et par cons@quent expliciter
la norme et 1’°space vectorlel de refereqceo Dans la suite de 1'exposé nous ferons
exc1u51vement 1'étude des systemes €chantillonnés non~lin€aires du second ordre
dans un espace vectorlel de base vurlable en utilisant 1la norme euchdlenne9
ou en choisissant une base fixe dans 1' espac9 vectoriel d" etat (le modele ma=
thématique duv systeme sera alors du type de Frobenius), et en prenant une fonc-

tion de Ljapunov quadratique variable.

4.1 Stabilité asynptotique globake et ilLimiiBe des systimes & Echantillonneurn
non-Lintaines du second ordre : choix de La nomme euclidienne.

4.1.1 Cnitéerne de stabilite

-

La formulation (Chapitre II) des systémes a &chantillonmeur non-liné~

aire conduit 3 considérer un systéme de deux &quations de récurrence :

Xn+i = an (‘ xn l) Xn * yn
(4.1)
Ya1 = %, DD x
ou ¢ bA =4 ( [ X ! Y . &




An (l I) est une matrice carrée a coefficicats non constants :
a gl xnl) 1
A (| X ) =
ch (| X |) 1]

Supposons que l'état d'8quilibre (origine)soit localement stable.

La stabilité de 1'équilibre X = 0 peut &tre définie au moyen de la

classe de fonctions de Ljapdno# :

(4.2 ) V(Xn) = X; . B. xp oii I est une matrice symétrique définie
positive 1 Y
B = (> -+ > 0)
, y \

Le signe de 17 expre531on v (X ) -V (X ) permet de déduire (19) .

les condltlons de stabilité asymptothue 1111m1tee et globale suivantes:

Enoncé des conditions de stabilité asymptotique globale et illimitée
Si quel que soit | X l <»{xO | il existe un couple ( A, Y)(Amyz >0)

tel que V(Xn+i) - V(Xn) < O le systeme défini par 1f equatlon (4.1 ) est glo~
balement stable pour | xnl < !xo | . Lorsque | x0| > + = le systéme posséde

la stabilité illimitée.

4.1.2 “Mise ‘en oeuvre de La méthode

L'étude du signe de V(Xn+1) - V(Xp)‘conduit 3 consid@rer les inéqua-
tions :
A - Y2'> 0
(4.3) A >

t
. . - >
det (An B A?1 - B 0
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A=y > 0
c'est~i-dire :
A-1 > 0
SIERE 2 2 | 2 2 7|
- 9 - f - s 0 o
CAIY py c, EN 2a  c.v .[E; (an lz- +
) -
e Y .[E; mli -2ay+1 < 0
- n

P

La derniére expression de ce gvstime 3tant un trinome en X , afim que
ce trinome

soit négatif V}xn;< X (xo pouvant &tre infini si on étudie la
stabilité illimitée)il faut choisir 2

entre les valeurs kl et.)é " racines

du trinOme (fonctions de y et de lxn D

Les conditions & remplir sont finalement :

(4.5 ) A> 1

A = {ﬁén + (an - l)t [:%“(an+]) [;;(I-ZY) - (an"l) ’ des

oo [ﬂfn(]+2Y) + (an+l) > 0 -

Xl ( Y’]-Xn,),f.x <hy Cvslx )

L'étude du signe de A dans ie plan C a c permet de régionali-
ser celui-ci (Figure 4.1) et d'obtenir un encemble de régions A.U.W (y).V &

1'ini3rieur desquelles le terme A est positif.

£
U
A

FIGURYL 4.1.

et ettt et
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Deux cas sont & considérer suivant la position de y par rappoit oo
segment | -1, +I l

—

a) y»€’—], +1'

La seule rérerve que l'on puisse formuler pour le choix de A est

la suivante : A > 1

I1 est. alors féniie de volr que dane ces conditicas, 1l'infguatics
Cy Y< 0 est vérifiée pour un onserble de valeurs de A pourva que ie point
M (] x l) de coordcandes a_ (Ix D, ¢ (] x l) reste \fIK | < = ccaten:

dans 1' ensrmble correspondant d ellipses t¢uventeu aux cOtés du p?Tallé“

logramme AUWV (Figure 4.1) en des points G,H,1,J d~ ceocdonnian @
-1 1y 1= 14y }ml+2y+2w2 Py ,A=3+25mayz
G (=, Ly 3B (——, =Ly 5 1 Ly g e
A=y A~y Ay A4y Ao+ ' Ay A=y

B) [ v | >

1i est irutile d¢ censidiyar ce can a4 poins de vua z2sri

"

effet le parallflogvamme AUWY correspondant. dans le plan O a 2 20hn oon~

tena dans 1%un des trianglec AUC (y= 1), AVB {y=-1).

4.1.3 Frude groghique de La ATabilife ALLImLZe

Dans 1e plan C a, o la caractér-cticue de la noa~=lind

z |); 2 (i X, |}. Une condizien de st

une courbe (c) rars etr:que a {

1ité i1lird tée < cnonce 2lors : s 11 eviste au moins une valeuy Jo v =211z

que la courbe (C) reste .atidremont contenu dans un parallélogramme A U, V.

(v),1l existe un ensetble de valeuvrs de XA , permattaat de conclure a la

P

stabilité illimitde du syvstéme échantillonn{ non-linéaire décrit par 1'équa-

tion [4.1) ; ces valeurs de X sont comprises entre X et xz racines d+

trinome (4.4).

-3

Soit le cystime 3 modulation de 1 v des Jmpulrions dopnt i

]
(m

«




““jfggﬂ;kai;ﬁy,;_;:.pour [Xﬁ1 < Tl

o lx o .
==D.(1 - E)(l_‘,s—*gf-*L-» D= ekT/T

L
S
L}

lx l'

] I/r ~ (1-D)
4D = B ()

x|

an <1linr‘j .
pour | xn| > {?
D.T/t ~ {i1-D)

al

n

c Clx|)=-n+ 2

s
La non-linéarité en deca de 1é‘safuration‘ést le segment de droite
a + cn‘é'T-Q %S(]-D) et au dela de la Satﬁfatioﬁ'1e segmént de dfoiﬁe_:iiv

1+D~a c +D

T/t~ 1 + D B.T/t =1+ D

On doit donc ﬁféhdre Y = 1 pour que le domaine contienme le point
3 ll'infini( ao , co ) . )

A
| /, o b T Ymﬁ!\\

Figure‘432A
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Dans ces conditions la condition de stabilité illimi- 2T/t (1-D)

- A I = # s A
tée s'écrit : = 2(1-D) =~ T/t (3D-1)

4.1.4 Etude graphique de La stabilité globale asymplotique

Le systéme étant supposé localement stable la courbe paramétrique (()
a pour point de départ (] X | =0 ) un point & 1'intérieur du triangle A BC.
On doit donc rechercher la l&re valeur |x§| de| x, | intersection de (¢) avec un
des cOtés de ce triangle. De plus si le point d'intersection est situé sur BC
on obtient directement la valeur de y & choisir. (il faut malgré tout vérifier
que pour !xnl <|xé | 1a courbe caractéristique reste contenu dans le paraléllo-

gramme ainsi obtenu ),

EX_&_IEB_]_E : ZT/T (I‘D)
Reprenons 1'exemple du paragraphe 4.1.3 (ol Bof > :

2(1-D)- T (3p-1)
Dans ce cas il n'y a pas stabilité illimit@e : la non-linéarité& coupe
la droite g 4 *a +1=0 (y=1):(le point de départ | x | =0 de la
caractéristique &tant intérieur au triangle A EC (courbe 2 de la figure 4.2 }),
On détermine la valeur optimale de y en prenant Yy = 2 aﬁ (| xél ) X, obtenu
d partir de c (| X, ) = = 1 . Cn obtient ainsi la condition de stabilité

globale par la relation :

4.1.5 Extension - Instabilits asympiotique des systemes echantillonnis
non-LAnéaines .

On déduit de facon analogue & la méthode présentée au paragraphe 4.1.1

la condition d'instabilité asymptotique suivente

51i quel que soit | X ! >lx1 [ il existe un couple ( A,y )
2 0, 4
A=y > 0 tel que V (Xn+l) - V(Xn) > 0 1le systéme défini par 1l'équation (4.1 )
est asymptotiquement instable pour |xn| > X

Comme pour la stabilité ,la mise en oeuvre de la méthode conduit a

étudier les trois inégalités :

A= Y2> 0

Rigy - - -
A = [:%n + (an—lij [E;~(an+11j lfp(l-gy) - (an-lz_ >0

En( l+27)+an+l

S, S
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CONCLUSTON

Par cette méthode il est possible de corriger la caractéristique (c)
de la non-linéarité afin qu'elle reste entidrement contenue dans un parallélo-

gramme A U W(y) V. On.peut proposer un correcteur lin€aire (ou non-linéaire),

permettant de-réaliser cette opération.

4.7 Stabi{litl vis & vis des conditions initiakes %21] des systemes & Echantik-
Lonneurns non-Linéaires.

4.2.1 Stabilite vis a vis des conditions initiales

Le but de cette étude est de déterminer dans le plan D X, Y, (plan
d'état) le domaine maximum Dmax dans lequel il est possible de choisir les con-~
ditions initiales (xo, yo) permettant au syst@me d‘atteindre le point d'équilibre

{zéro).

Supposons que le systéme décrit par 1'équation (4.') 5oit asymptoti-

quement stable pour ]xn} < x (xe ayant &té obtenu par la méthode proposée

e
précédemment), et considérons 1'ellipse d'équation :

A - Y2
(4.6 ) x2 + 2 Yor XV * Ae y2 = St x2

(Ye et ke couple de valeurs conduisant 3 1la valeur limite xe).

On montre que tout point Mh (xnB yn) intérieur 2 1l'ellipse (4.6 )
a pour comséquent M (Xn+]s Y+l
en effet quel que soit | xn].< X, AVn <D et 1'ecllipse :

) point intérieur 3 1l'ellipse précédente ;

Xe -y .
.n+l n+1 e "n+l n+1 e n+l Ae e
| o =yE
T i . 2 2 e e o
est intérieure 3 1'ellipse Vn =x_+2y x vy +ir y. .= - X
: v n e ‘n’n e “‘n N e

le do@aige intérieur .3 la courbe (4.6 ) est alors un domaine dé.s:abilité-

vis &'vis des conditions initiales (Figure 4.4.).




R e
’Yn ‘1;‘ 8 Vg (Y;.‘:Yn/Hg)r
gAY ok , l 2 ) U =01
Vam x'r 3 Yefk y v ey =(1 - %‘é)"e. 59 AMg = 01
%,
\\ S
\ T
‘\\ /*?é»)&(s
\{ .
7 (P‘) / :
4 5 .
-Xe, £ 0 lj i ;(_, in
. R R X = X/
/ Vs
i v
y
Vg
7’
N
FIGURE 4.4 FIGURE 4.5

REMARQUE : Extension du domaine de stabilité vis-d-vis des conditions initiales

_ Supposons que l'on choisisse un couple (A,y) vérifiant A - YZ >0
‘ R
et que 1l'on détermine la valeur maximale X, =x i B x, assurant au systéme la
stabilité asymptotique globale. = 2

; e - SRR 2
Comme précédemment l'ellipse (E) z~ + 2y xy + Ay = N T

est un domaine de stabilité vis=-a-vis des conditions initiales, et la

réunion des ellipses E quand les paramétres ), Y varient détermine le plus
grand domaine de stabilité vis~2-vis des conditions initiales.

Application : Considérons le systéme &chantillonné non-lingaire & modulation

de 1argeur des impulsions décrit par les &quations du paragraphe (4.1.3), le
gain E_ n'assurant pas au systéme de stabilité illimitée : la méthode proposée
de mettre en évidence dans le plan des conditions initiales (x y_) un domaine
de stabilité (Figure 4.5 ). b

o~
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4.3 Réponse transitoine des sysitdmes & echantillonneuns non-Lindaines (22)';"

4.3.1 Tempzs de népombe d'un Ayéte:me echamuonne non-Linaire

Lora de 1'étude de 1a dynamique d'un systdme, une fois le prodldme de la
stablllte resolu, g conv1ent, avant de se pencher sur une éventuelle correction,

de determ1ner 1e temps de reponse de celui-ci a8 une sollicitation bien définie.

Définissons le temps de réponse & B% prés d'un systéme échantillonné
. (période T) comme ‘le temps . &.T ( a nombre de séquence d'&chantillonnage) au bout
duquel le systéme soumis & des conditions initiales unitaires, atteint et ne

s'8carte plus de sa position d'8quilibre qu: 7n + 8 % v mawimum.

Soit 1'8quation matricielle, 3 coefficients non-linéaires :
4.7 X = AR

représentative de 1'&volution du systéme dans 1'espace vectoriel E% 2 q
dimensions. !
Afin d'etudler le temps de réponse du systéme non-linéaire ainsi formulé,

choisissons sur cet espace vectorlel E une norme multlpllcatlve

(Vxee 35 |x|fé

‘La condition : - o ol g A, SRR

6.8y Ix )] e

5 ]an f|  avec "Q L BT

permet de conclure que la suite de scalaires positifs ||Xn[| décroit plus rapidement

que toute suite linéaire, 3 termes positifs, Un+l Al (v < 1) e,

-~

L'application de la relation (4.8.) o 'fois permet de éoncliire 3"
1'inégalitd :

' ELB WL MRS O e B

Dens ces conditions le coefficient v est 1i& aux constantes a et B par la relation

v’ <8/ 100

4.8.%. UWAaﬁnn de La nomme euvclidienne

Le choix d'une norme multlpllcatlvc, (norme euclidienne) de la matrice
carrée A permet, comme nous 1'avons montré dgns le chap1tre précédent, de tramsposer

le probleme de la recherche
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de||An|| €vou || -%-|| < 1 & celui du choix d'une matrice carrée Bdéfinie

positive symétrique telle que :

At A
(—2—) B (
AY]

) = B soit symétrique définie négative.

v -

En effet en posant An/v = A'n on se raméne exactement au probléme

traité précéderment, en remplagant la matrice An pour A'n.

4.3.3 Mise en oeuvie de La méthode : application aux systemes Bchantil-
Lonnds du second ordre,

L'étude (paragraphe 4.1 ) de la matrice d'ordre 2,

(Ant /v ) B(Ah/v ) - B conduit & considérer les inégalités :

A= Y2 > 0

sz > 1

t .
det. 'EAI‘L /v ) B (An/\)-) BZ] > 0
2 o o 2n o “a

[I— |- a? = e T = -

En posant A AVT, Y Y.V 0 5 et ¢ n vz

les inégalités précédentes sont identiques aux expressions (4.4 ). Nous pourrons
ainsi faire une &tude du temps de réponse d‘un systéme non-linéaire en tragant dans

]

le plan a'n s el la caractéristique de la non-linéarité modifiée ; afin de facili-

ter 1'exposé reprenons 1'exemple traité au paragraphe 4.1.3

Exemple :
Régulation d'un moteur par modulation de largeur des impulsions?

La non-linéarité est caractérisée par les relatiuns

1 . B lan 1
i = L3EB 0 -p &z 1.
al (‘xnl) 3 > (1-D —T~§n r- )
x| pour | xnf<T/T
o' x|y = - 25 (-% (- ezl
n n 2 :
A\ xﬁ |
B T/¢ = (1-D)
ou a' (lxnl) = LEQ' = _39 ( -‘-}-4rg*-'~
o *n « pour| x_|< T/t
N B D.T/t-1+D n
; _ —_—
' (|xn|) - X + 7 .
x|

n
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Une condition nécessaire de stabilité asymptotique illimit&e impose que ¥/|XH|
12 non-linéarité reste intérieurc au triangle A BC, il faut donc que 1 < v < D~

La caractéristique non-linéaire est alors représentée(figure 4.6).

4
&C
kﬁ
/// A BN

Si la condition 1 < v £ D est vérifiée on choisit pour y la valeur

vl + D =-v )+ 0D

e 2D

Afin que la non-linéarité reste toujours contenue dans le quadrilatére

AU W(y) V le gain du systéme BO doit vérifier :

(v D)

T
(D -~ = 1+0D)

B <2D -
o

~ 3

—_ a. R’ 9 2 2
v o X -2+ D(1-D)e5gm 2307 T -1ap%y+ v

Remarque ¢ 5i 1l'on pose v = 1 onr retrouve la condition de stabilité illimitée

déja obtenue au paragraphe précédent soit :

2D T/t (1-D)

2 (1-D) - T/t (3D ~ 1)

-

Conclusion : Le choix d'unc norme euclidienne adaptée au systéme et 3 sa caracté-
ristique non-linéaire a (| xnl ), c, (} X, 1) permet de déduire d'une mani&re
graphique trés simple, les conditions de stabilitd asymptotique globale et illimitée.
De méme la conmsidération des surfaces équipotentielles de Ljapunov déduites de la
stabilité globale permet de mettre en &vidence un domaine suffisant de stabilité

vis i vis des conditions initiales.
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CHAPITRE V

ANALYSE DES SYSTEMES A MODULATEUR NON - LINEAIRE

Introduction

L'utilisation de la norme euclidienne, et les résultats de mise emn
oeuvre aisée obtenu au chapitre précédent, permettent de faire 1'analyse des systémes
3 échantillonneurs non-linéaires. A partir des modéles mathématiques proposés

il est possible, en utilisant des variables réduites,de dé&duire pour les
systéﬁes & modulateurs éontinus et discontinus, et 3 1'objet du premier et second
ordre, différentes propriétés intrins@ques. Ces &tudes permettent de comparer les

-

divers modes de régulation. Dans ce chapitre nous nous attacherons a obtenir des
conditions de stabilité globale, et vis 3 vis des conditions 1n1t1a1es ‘ainsi que
le temps de réponse des systémes soumis 3 des entrées conduisant 3 des &tats

permanents.

5.1. Systemes a modulateurns continus

Nous prendrons pour exemple d'@tude la modulation de largeur des
impulsions, (le modulateur émettant une impulsion d'amplitude A sig(sn) et de

largeur h |e |durant la période d' echantlllonnage T. )

Afin d'alléger 1'exposé les principaux résultats seront insérés dans

le texte mais les calculs seront reportés en annexe.

1

5.1.1 Pantie continue L (p) du premiern ondre L (p)
Cheoonom o B e T ’ ‘ 1+ ™

5./1.1.1 ' Réponse permanente, précision du_systéme

Le systéme étant suppose soumis i une entree E (t) on montre fac11ement
que le systéme atteint un p01nt d’ equxllbre unlque si E (t) = E)dans ce cas 1'erreur

permanente X et la prec1sxon du systeme P = ~§—-ver1f1ent les relatlons :




o

X+ B sig (%) (e‘x‘-n)'-l’z—D=E {x+ B sig x==
| I i
(5.1 ) p = R, e lxl_l . (5.2 ) P = —:——B"o—
i X | 1-D 1% |

L X | = 3% : : EER L

p X : Bl s =
L'étude du rapport p = ~——permet de dire que la précision du systéme
est d'autant meilleure que le gain B de la chaine d'action est élevé et que,

“T/x

Bo et D =¢ étant donnés ;1 entrée est grande et correspond 3 une: valeur

permanente | X | = T/1

5.1.1.2 Stabilité de la réponse

Supposant le point d'équilibre possible X ramene a zero, 11 est alors
possible d° tudler la stabilité de la solutlon X connalssant le modele mathemat1~
que du systéme ; pour cela différents cas p0531b1es sont env1sages sulvant les

valeurs de | x_ | et [X |par rapport 2 T/T el

On montre, lors de 1°' etude de la stabilité locale du systéme que la

seule condition‘§ vérifier sur le gain.fBo du systéme est (Figure 5.1 )

%) < D e
A B,

De méme la condition de stabilité asymptotique globale ou de temps
de réponse (défini par le nombre v (chapitre IV )) amdne 3 considérer les inégalités
£5.3 ).

O T . T e
B D n E D

C
fa
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la fonction V¥ (xn, x) prend les valeurs donngZes par le tableau (5.4 ) suivant
les positions relatives de] an etI lear rapport a T/t ,

o

R % | < T/
x| <1 315 Ty

x| x| 7
e = -1) sig (Xn)+l—eIXI (e Ble 1) sig (xn)+l-e It
: X neaX s G i

n n
‘Xn| > T/t Xn{ > T/t
X | < T/t " 2| > T/
o e ek (Xn)+l—elxl /"1y sig @ )+1-e"/"
M < e : ; sl : :

Remarque :

' On suppose que la condition  (X) positif ne restreint en rien le
probléme. ; i ' ' ' :

Les conditions exprimées par la relation (5.3 ) peuvent alors &tre transpo-
sées sur les graphiques (5.2 ). ;

§ vlc X ; ,,;h\
S I\
L AN
iy
Ra iy G
S e
’ i
i “ﬂ_“’." * lﬁéf‘f' E ! \‘srll‘
il Dy TR Ll Dt Vi o
i_‘T/? T © BN

FIGURE 5,2
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Légende de la Figure 5.2
Courbe 1 X < T/t (X  tel que e © )

Courbe 2 Xo > T/t

Conclusions
La condition de stabilité asymptotique illimitée est donnée par la
relation;
1+D T/t -X
B < si| X |< T/
° D T/t X
e’ =g

(remarquons que pour X = T/tles conditions de stabilité locale et illimitée sont
identiques). Lorsque le rapport T/t est trés faible, pour une entrée nulle, la
condition de stabilité asymptotique illimitée est voisine de la condition de sta~-

bilité lacale ce qui est justifié par 1'approximation eT/T = 1 + T/t

5.1.1.3 Oscillations limites du systéme

De méme la recherche de cycles limites symétriques par rapport & 1'équi-
libre X peut 8tre faite quand le gain de 1'asservissement B est supérieur &

la valeur critique : 1 +D T/t = X

Dans le cas particulier d'une entrée X =0, la non-linéarité@ &tant symétrique on
montre facilement que le systéme peut avoir scit ume réponse plate ou con.uire 3
1'instabilité, soit une oscillation limite d'ordre deux symétrique par rapport

a0 si X] (condition initiale), présente la valeur:

._ Ml
EX] + I% sig (Xl) D. :—:~j—;- = 0 (poin; d'équilibre du systéme qui
| ne peut &tre que zéro si l'entréec E
E est nulle).
% elx] [— 1
; [X] = B sig (X)) —— D. (valeur obtenue par 1'intersection
o 1 +D de la courbe ¥ (Xn’ 0) avec la

1 +D0

droite horizontale B ).
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Remarque :
'. ".J_ L'etude de 1a stablllte du cycle ainsi obtenu peut etre facxlement
effectuee en etudlant la suite de nombres IX | - Xl (en prenant Xl> 0). Toutefois

une analyse graphique de cette suite semble preférable afin de déterminer les va-

leurs respectives des conditions initiales | an qui conduisent 3 un cycle stable.

1

5.1.2 Pantie continue du Asecond orndie : L (p) =
: p (1+1p)

5.1.2.1 Réponse permanente du systime

Le processus @ régler possédant une intégration, on montre que 1l'entrée
du systéme étant constante et &gale & E, l'erreur permanente de 1'asservissement

est nulle. De méme la seule forme d'entrée conduisant 3 une erreur constante au

bout d'un certain temps 3 la configuration d‘un signal rampe. (E(t) = kt).

_5.j.2.2 S tabilité de la réponse permanente 3 un signal constant E ,

Afin de faciliter les calculs, compte tenu du modéle mathématique-déja
complexe du systéme( *,  mnous nous bornerons 3 1'étude de la &tabilité du
vecteur d'état X = 0 correspondant 3 un signal d'entrée constant. E. La condxtlon '
de stabilité locale de la réponse permanente ¥ = O, obtenue en lindarisant la

matrice An (I xn! ), peut Etre mise sous la forme :

(5.4 ) g) < 2

. De .méme 1'étude de la stabilité asymptotique glcbale, par 1'utilisation
de la norme euclidienne, (chapitre IV) permet de montrer que le systéme est globale-

ment stable pour ‘xn| < X

x|
e -1 .1 =D
la valeur limite xe vérifiant : — = ] 4
[xe ' E,.D

Cette valeur optimale Ixe.[ est obtenue en choisissant pour fonétion de Ljapunov
vV (x- - + . .
(x> yn) X 42y, Xy ﬂy

 verifi - )
(Ye verifiant y_ 2 a ( ]xe ‘ )}

e
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Quant au domaine de stabilité vis & v1s des condltlons 1n1t1a1es il est limité par

1'ellipse X2 + 4 a (I [) Xy +/ (1 -4 a I I)) . (Figure 5.3 )
§Yn o
Sieb/1- Lal (i, 1)
™~
‘ay
\%

i %h%, Xe ) ;En

A Y -

FIGURE 5.3

Par cette méthode il est toutefois possible de déterminer soit la

cond1t10n de stabilitd illinitée soit une condition  ggsurant un temps de
. . -T/t
réponse donné : dans ce dernler cas il convient de choisir 1 < v < e /
v(1+D-v) +D. . L
et vy, = , le gain de l'asservissement doit alors vérifier
2D~ o f '

1'inégalité :

(5.5) B_<2 71/t M
D,T4(1~2D)+D(1~V)—V(DT/T+D2T/T—I+D2)+...

e vz (DT/T=14D)

la condition de stabilité illimit&e est obtemue en posant v = 1 dans 1'équation

précédente :

2D T/t(1-D)

(5.6 ) B <
2(1-D) - T/t (3D~1)

Remarque : Une &tude relative 4 la stabilitd illimit@e et locale, :peut étre faite
en comparant la position relative des courbes définies par les relations (5.4 ) et
(5.6 ). | |

5.1.2.3 Oscillations limites du svstéme

La caractéristique non~linéaire du systéme étant symétrique par rapport

a4 0 (ou matrice An (| X |) ne dépendant que de la valeur absolue des variables les




...7]mv
les cycles llmltes pouvant exxster doivent &tre symetrlqueepar rapport a 1 orlglne

des axes. -

Lors de la recherche de la possibilité d’existence de cycles d'ordre 2

- . 4. -~ - e o e I3 o

on est amené i considérer les deux équations non-linéalires sulvantes :

' ;L_l *a (| X, Ii]xl *y, =0

G lxlyx w3 =0

6.7

e

- La soclution Xr possible différente de zéro vérifie alors :

Erl+an(| l)-c <;x|) 0

(5.8 ) 1
} c (I xll ) %, + YI_ o = .O

Nous voyons sur -.un.graphlque que 1a premiére relatlon (5 8 ) conduit
a con31derer les 1ntersect10ns de la non-linarité a l' 1 Do, c, (},xn} ) avec

la droite 1 + an e = 0 (cote du domaine de stablllté linéaire).

Dans le cas de la modulatlon de 1argeur des 1mpu131ons les cycles d'or-
dre deux symetrlques par rapport & 0, ne peuvent &tre mis en ev1dence, car la
non-linéarité, dans le cas général ne coupe pas la droite précédente sauf si le
point de @épgrg de la non-linéarité (|xn | = 0 ) est hors du triangle A BC du

0 a c¢ . o o
plajr.x'_-.z- "?n Cn Do R . : - ) : toe

D'une mani&re plus générale, la recherche des cycles symétriques dfordre

quatre revient 3 considérer le systéme suivant ¢

Sl + » + | # =

vg(l 4 % co) AN TR A 0
i

(5.9) 4
Ha. + =
wao c, X, i+ c]) Y, o
N

avec %%al = a (| Xll ) x, = ?0. x, * Y,

11 TG SEAR
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"Uhe'ﬁéthodebgrapﬁiqué éiﬁple peﬁt alors étre &laborée pour déterminer les valeurs

st

Vo - s a

( ¥ ). conduisant aux:cycles limites d'ordre quatre recherchés.
i (o]

Conclusion :

Dans cette partie nous nous sommes bornés 3 déduire, des méthodes proposée
dans les chapitres précédents, des conditions pratiques conduisant 3 la stabilité
du systéme 2 modulation de largeur des impulsions. A 1l'aide de ces méthodes nous
allons par la suite nous efforcer d'améliorer les performances des processus 3
échantillonneurs non-linéaires cn insérant dans la chaine d'action, ou de retour,

des correcteurs linéaires et non~linéaires.

5.2 Systdmes a modulateurs discontinu

Compte tenu des nombreux paramétres des systémes quantifiés (gain,

période d' achantillomnage, loi de quantificatione.J, nous nous bornerons, dans

la plupart des cas, & faire 1'étude de ces systémes travaillant en régulateur :
E() = 0 ' ‘

5.2.1 Processus & rdgulen du premien ondre i(23>{ t44) -425)

5.2.1.1 Stabilité

Quel que soit le type de modulateur auquel nous nous intéressons le

modéle mathématique du syst@me, pour une loi de quantification linéaire, s'écrit :

oT
i’ : : m T .
X, =“D=x -Asig (xn)D(e mdo AL
B0 . -1/
i avec D = e i I o 1 Rses A
: X ; T
o

_pour s < | an et Gl =g

La fonction V¥ (q) dépend du type de modulateur

© e -3 . FY s e R v
‘ e " e it R RS T OO B TTDEY (g

Si nous supposons le modulateur r2alisé a partir d'un modulateur de
largeur quantifié, on obtient , la condition de temps de répomnse définie

par le paramétre v :-




of
mo‘r ‘ < ‘
AD(e -1 a
(5.11) T/m < < qT
) e % D) AT

i | et 4 la fois de
L'étude de cette expression dans le plan Al ‘ enl perm '
‘ = 1) et un domaine assurant

déduire un domaine de stabilité asymptotique globale (v

) i ’
A 9p/6emps de répopse donné ( v = —— per egeg@le)e

G L

g’ o {"3\“ t q

De méme si la rclation (5.11 ) est vérifiée quelle que soit 1'erreur

] X l c'est—a-dire‘quand :

' aT/moT
s + (gq-1) a A (e -1)
(5.12 ) e >
qT/m 1  T/m T

e - (eT/‘ +1) (e ° -1

e qT/mOT“ 1 |
1'examen de 1a fonction f(q) = permet d'obtenir deux conditions

s, + (@ = Da .

cae s eaaa .. . . 8 R
de stabilité illimitée, suivant les valeurs reclatives de o_et de

m - ] - o ™ o °
KR : ~T/m T
°)

. (1-e

@Dt a5,

e




= TG

e + 1
(5.13 ) A G B ey
aT
e el
m T
o
T/m v
s +@m -1)a (eT/T+ 1) (e -1)
(5,14 ) A=
' aT/moT T/
e | 2 i |

Des résultats identiques sont obtenus lors de 1'analyse de la stabilité

illimitée des systémes 3 modulation quantifide et de cadence. En effet selon les va-

leurs relatives de _ig_ et de ~»mb s e
““““““ S p—— - - 0 °
a (mo—l)T/mbT (1 -e ) , la valeur du seuil

e =

8, ot de la saturation 8, + (m0~1) a,assure la stabilité@ des deux systémes.

5.2.1.2 Oscillations limites des systémes quantifiés

Les systémes &étudiés étant identiques, comme nous 1'avons dit précé-
demment, une oscillation limite d'ordre deux symétrique par rapport 3 1l'origine

peut prendre naissance si x, (condition initiale) est telle que :

1

oT
D mT
T

(e "~ 1) ¥ (g

{5.15) 1x, = A sig (xl)
| 14D

%s S e (m0 = 1)a

(Remarque : cette valeur x. a déja été obtenue 1ors>de;1a stabilité asymptotique

K
globale du systéme (équation 5.11 ))

5.2.2 Partie continue du second ondre : Stabilits d'un moteur part La
méthode des antécédents : :

5.2.2.1 Conditions de stabilité

De fagon analogue au cas d'un moteur précédé d'un modulateur continu,
un équilibre ne peut s'établir pour le syst@me que si 1l'entrée est constante, oﬁ“
de la forme E (t) = kt. D'autre part lors de la mise en €quation des systémes
quantifiés : il est possible de ramener les &quations du modéle mathé@matique

sous la forme trés générale ( quel que soit le type de modulateur).
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(5.16 ) Xntl } {:1 1-D X (@)

Vo1 | 0 A - sig () | y(g)

les fonctions ¥ (q) et V¥ (q) dépendent exclusivement des systémes &étudiés.

I1 est 3 remarquer que si O slxnl < s Y(qg) =0
Y() 20

et que si :i.xn] )so+(mo—?)a ¥(q) = ¥(m_-1)

¥(q) = ‘{‘(moﬁl)

D'aprés le modéle des systémes précddents, si 1'errecur [xn| est ‘infé-~
rieure au seuil 8, suivant la valeur de la condition initiale-(xo,'yo),»le proces-—
sus peut (ou ne peut pas) atteindre une position dféquilibre finie. Il est donc
intéressant de rechercher, dans le plan des conditions initiales, pour des valeurs
=8, < X <8 le domaine (D) assurant au systéme un &quilibre, Pour que les
systémes régis par 1'équation (5.16 ), ne régulent plus il faut et il suffit

qu'd un instant donné (instant pris par hypothése égal & z8ro0) 1la

condition initiale (x09 yo) réponde aux équations : (Figﬁre 5.4 ).

(5.17 )

FIGURE 5.4

D'une maniére générale la condition initiale (xo, yo)"telle que so+qa S < so+(q+1)a

~

ne conduit & un point d'équilibre (x_ , y_ ) vérifiant

a So+qa\$'x; < s;m# ‘('E1+'1A)$‘a9 que si lim [:%(d)(ﬁ-l)+n @(q)” > B

Le domaine D(q) est alors défini par les relations ;




s
5, + (q+1) a

o c
(5.18 ) D
' s +qasx_ +y +VY{(q) - K < s +(g+l) a
o o o o
1-D
5.2.2.2 Héthode de d&€termination 4du domaine de stabilité vis i vis des

conditions initiales

Le but de la mEthode consiste 3 d2terminer par récurrence les différents

q 1, mo_

afin de stabiliser le

aomalnes r

1n1t1a1es } systéme

i
i yo

domaines Dq

dans lesquels on peut choisir les conditicus

. Pour cela il faut rechercher les

conduisant en une période d'échantillconnage au domaine D.

Les relations & vérifier sont dars ces conditions :

Ay

. < .
s X+ (1-D) v,
A8 - < + g(
(5.1%) , SO XO yo ( ¥(
+ < 3
s, tq asx

= + +c by
En posant xO s, (q ) a

donc & placer 1'une par rapport 3 1l'autre les

D ::;

s +(q*e)a +

D'

hrnndl - +( +e)a +
k3 Isg d

”DZ q ;:j;so+(q+e)a +

D7 iy 3

3 ===>5 +(q+€)a +
2,9 d

et D - sont

sachant que les droites Dl »q” =

Py 9"

systeme afin’ qu'il existe un domaine intérieur

~ ¥ (q) <s

respectivement en dessous de D

G

)+ ¥(@) < s,

+
< s, '(q+1) a

< e <1, le probléme consiste

quatre droites

(lmD) yo = SO + @(q)
(D) y, =~ s+ ¥(q)

<
]
L
4]

° + ?(q) + ¥ (q)

R ¥ (q) +

<
L]

¥ {q)

oy et

il est possible de recnercher les CDnulLlono sur q, et les paramétres du

A )
a b » qu

" D! et D, ,
sq

lLgq 29




hy A
i

Y,

FIGURE 5.5

La condition de non existence d'un tel domaine (D) peut &tre écrite sous la forme

of >>» ou B! >D correspondaht respectivement aux cas de figures :
2q 1q 1q 29 - , ,

(Figures 5.6 et 5.7 )

4% | o }

Ll

o 2 B3
: P ) %e?V%**DQ

FIGURE 5.6 | " FIGURE 5.7

On obtient ainsi les relations :

D : ab
- +q
2 2(1-D) 2(1-D)

G.20) s <MDy (g

(5.21 ) s, < 'D. ¥(q) ~ V¥(g) (1-D) ~ (q+1) a D
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Si quel que soit g, une des deux relations précédentes est vérifiée alors il n'exis-
te pas de domaine (D) conduisant en une période d'échantillonnage au domaine (DO)

de stabilité. (Le systéme est toujours instable).

Dans le cas contraire, différentes possibilités peuvent se produire

suivant les positions respectives des quatre droites

position des droites| conditions & respecter Domaine de stabilité
a) D, >D, >D! >D! P -~ l:Q_y >(q+i) a § +qags<x <s +{(q+tl) a
g "2q T2¢q 1q D o ~ o o
Domaine limité par les
\y - _ﬂ ‘y < q a + 2 S R D . Dq
POSSIBLE D Q segments : Zq et Zq
s > &
© 2
b) D, >D >D' >0, |v-1Ry< g2
2q 1q ig 2q D
¢ 1-D .
HPOSSIBLE -y ¥ oaat2s da
¢) D, >D, >D! >1D° ‘P—‘!‘.;D"‘P>2S + (q+1) = s +qasx_ <s+(qg+l) a
g 72q Tlq 2q D To T o ~ %o o
g _ 12D W<250 +qa Domaine 1limité par les
D D v
segments : D2 et D1
POSSIBLE AD 4 4
8 > T
o 2(1-D) R
d) D, >D. >D! >DF g - l:g-w < qa s +q 3 £ ¥_ < 5 +(q*l) a
2q Iq” "2q ig D o ~ %o A
1-D 2So(?mD Domaine limité par les
¢ -5 Y >(q+l)a- =1 - )
POSSIBLE segments : D, et D'
s > AD en lq 2q
o] I-D
¥ 1 ¢ (1"D) Zsk‘(]mD)
:) D. >D' >D., > -y - - ; omai
e) 24" P2q 1q qu ¥ D <q a 5 Pas de domaine
s
1-D) 0 i
f) D, > ! ! B -(-—-——- —— 3 a .
) 1q qu> qu >,D2q gy 5 * (g+1) a Pas de domaine
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Remarque : Pour des valeurs particulidres de q, ainsi que des paramétres 8,5 @5 D
et des fonctions y et V¥ deux des quatre droites précédentes peuvent se couper
dans 1lfintervalle (sO +qa, s, * (q+1) a) : aprés avoir déterminé cette inter-
section X;, on définira le domaine (D) (Figure 5.5 ) par des segments de droites

différenta; pour les valeurs de X respectivement supérieures ou inférieures 3 X .

Extension du domaine de stabilit@ vis & vis des conditions initiales

Dans les cas particuliers ot les demaines (D) existent, on peut recher-
cher d'une mani&re analytique, numérique ou graphique les anté&cédents des divers
domaines (D) précédemment définis,cette méthode applicable simplement, revient 3 pla-

-

cer 1'une par rapport 3 l'autre, dans chaque cas, quatre nouvelles droites.

Contrairement & la méthode proposée au paragraphe (5.1 ) il n'est pas
possible de définir les valeurs du seuil "sg", ou du pas de quantification "a’f
permettant d'assurer au syst@me une stabilitZ illimitée : seules les conditions

initiales X, ¥ peuvent étre détermindes afin d'assurer au systéme un équilibre.

Conclusion -

Les résultats proposés dans ce chapitre, mettent en &vidence, la
complexité d'une &tude analytique compléte. Malgré la simplicit& de 1'étude graphi-
que permettant de déduire les conditions de stabilité globale et illimitée de
1'équilibre zéro, pour les systémes du second ordre, il est 3 remarquer gue cette
méthode ne peut €tre utilise, pour les systdmes quantifiés, dont le filtre 3 régler

posséde une intégration.
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CHAPITRE VI

COMPENSATION DES ASSERVISSEMEITS DISCRETS NON-LINEAIRES

Intrhoduction

L'analyse des systémes &échantillonng@s non-linéaires met en &vidence

deux propriétés souvent contradictoires.

- La précision de l'asservissement impcse aux paramétres du systéme

d'avoir des valeurs bien réglées et un gaii:-pour le systlte eusci &levé jue poseible

- La stabilité globale ou illimitée rescommande pour ce dernier paramétre,

dans le cas général, de posséder une valeur relativement faible.

Cette contradiction, mise en &vidence pour les systémes linéaires ne

peut 8tre supprimée qu'en modifiant 1'ordre du systéme, (cas des correcteurs

échantilionnés insérés dans la chalne d'action...), ou en jr:roduisant un organe,

utilisant si cela est possible,toutes les composantes du vecteur d'état, (retour tachy-
metr1que.c.}9 ou en transformant la caracterlsthue de la non-llnearlte (correcteur

non“11nea1re 1nsere dans 1a chalne d'action ou de reactlon)

Une analyse des différents modes de correction va €tre entreprise, et
mettra en évidence d'une part 1'influence du correcteur sur la réponse permanente,

et d'autre part 1'apport de cette correction sur la stabilité du systéme envisagé.

6.1. Régime statique des sysidmes discrets non-LAinéaires compensis
6.1.1 . Reponse permanente pour une entrle donnde

Dans le cas trés général oli le systéme posséde :
‘a) un réseau correcteur &chantillonné d'équation matricielle (6.1 ).

. q =2 q -y
6.1y oz gWH g . 5 Gl .
n+q-1i i=o n+q-1
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b) un retour tachymétrique caract@risé par la matrice carrée (D)

=
I ok
> ‘ e Faudr s o
¢) un &chantillonneur non-linéaire de caractéristique W(wé ))
(@)

? ofon]
Wi w(o))
n

@D @)

bt i

Nous avons montrd "(chapitre II)qu‘un modéle mathématique s'écrit :

) q (i) : g (i) (o) IR S
(6.2 ) wn+q+l 'Z &y Wn-é-q'mi + .Z P (D BT ))
1¥0 < 150
cal v
PR P
=2 * “n+q-i+l

5 = i 2 #
La recherche d'une sclution W permanente impo.e donc les vecteurs

d’entrées aux instants m, . .. 0tqt+l, la condition ¢

i 1 W ! o
Ehezy <2 R“?qu_iﬂ = @~ zcy when sBav" Oy
i=o =0 fmgy =

i

Le second membre de cette équation devant étre constant, il faut et

il suffit que les composantes scalaires e vérifient la relation :

n+q~i+1
(6.4 ) i=O(R1. K en+q—i+l ) = K (K vecteur colonne congtant).
ot rlJ(l) est la j;eme composante du premier vecteur cclonne Rgl) de R(i)°



© LiEaustics "(5.4) peut 8¢ rittre soue 1- for . o a équations 3 q+2 inconnues :
: ; U
] s T n+qg+1
o) 1 +
R L R e AT
1 1 1 & F+s 5 [
e
n
Ce systéme posséde 4 priori deux degr®s . ‘'irdétermination afin d'étre
soluble.

6.1.2 @p&mﬁnn - Inéﬁuehae d’un netour tachymétrique

Nous supposons que le systéme cconsidérZ ne posséde pas de réseau correcteur
&chantillonné, mais simplement un retour tachymétrique caractérisé par la matrice D

définie au paragraphe 6.11

Le modéle mathématique représenta-.+ lz comportement de 1'asservissement

est donc :

i =
i oKDMY YR § _ (o )T
e e i (Xn DY (xn,) + En+1 e . En
(6.6 ) -1
an = p MG
. i ; o T
La considération de la différence entre les de . vecteurs En+l~e: Ry "

(qui doit dans tous les cas rester constante) impose les q relatioms.

en+] - a] en = Bl

(6.7 ) (a‘;,., dq termes de_}a premiére colonne de
; °T

la matrice eDMD )

-

Q

(]
(1]

w

~ La solution la plus générale si 1'un au moins des coefficients azg..f%
cst différent de zéro, est e(t) = E = constante pour tout t.
—- Dans le cas particulier ol Gy = oee = aq = 0 et si quel que soit n

- n .\
e N ¢ = = o i
. ™0 (soit e, ( ]) e, J.
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Le systéme décrit par 1° equatlon precedente possede une erreur permanente X nulle

(si Y¥(0) =0)

~83 o # 0 et si e(t) = E 1l'erreur permanente vérifie :

(oMp YT op g

; j s o
(I ~-e ) X +e D. ¥(x) = (1 -al) E
ol E représente le vecteur colonne .
0
e P R
0
Remarque : Lorsque o, = 1 1l'erreur permanente du systéme est nulle pour une entrée

en échelon et constante pour une rampe (e (t) = k.t ).

6.1.3  Détermination de La structurne du systéme donnant une euvieur
permanente nulle powr une entrie en échelon.

Cnitene -

Une condition suffisante pour qu’un systé@me & &chantillonneur non-1liné-
aire (la non-linZarité vérifiant Y(o) = o) posséde une erreur permanente nulle pour

une entrée en échelon s'écrit :

=0 (o coefficients de

2 qQ (i)

s DMD
la premiére colonne de A = e 9

-

Le processus 3 asservir L(p) doit alors posséder au moins une intégration

e,

Demonsthation

?ous devons rechercher la conditicn pour que le produit matriciel

D(MT)D =D eMT D“1 soit tel que les termes de la premi&re colonne soient ¢

& j = 1 =
o, = I A 0 (3=2,..49)

(propriétép )
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R A ; =i Z oty e
Les matrices D et D sont- triangulaires

i AL A geg

A‘_- A o e .O 0 9 0 0 ° 0 s e 0 0 )\ 2l g

Bis A L Mg Ag=1 A
0 1;\\\ 0 .0

! s S L )

D—‘l o S ) Suoh, ’ i )
T ! o e
] \\ 0 ’ \ (

0 0 ] 0 e

¥ Hecs L
3 upposons que eiT ?osséde ia propriété (p) dans ce cas pour tout

o e T S A= eD(Mi) ® posséde aussi la propriété (p).

On 2 montré (Annexe 1) que eMT = A.Dl, A"] (D1 matrice: diagonale. ).

Dans le cas particulier ol L(p) posséde une intégration, on peut mettre

A et Dl sous la forme :

ll'."'.. 1 ® 0 0 0% o e v 00 ]
Log © Log U
o | —% ......—4
2 : T &
A . . o
Dl
Logu. 1! Lomill 4
o |« el )
T T

Pt
I1 est alors facile de montrer que Aml posséde la propriété (p) ainsi

que le produit A.D1 A“1 " eMT posséde donc la propriété (p), et quel que soit

ie retour tachymétrique, et la non-lindaritZ le systéme étudié présente une

erreur permanente nulle pour une entrée en échelon,

Remarque : De fagon identique si le processus linEaire L(p) & asservir posséde

deux intégrations U1 = 1 U7 = 2 (Annexe 1) les erreurs permanentes en position

et en vitesse du systdme sont nulles .




_85; (

6.1.4 Minimisation de £'erreuwr permanente par correction tachymétrique
powr un systéme donnd

Lorsque 1'erreur permanente n'est pas nulle (pas d'intégration dans la chai

ees . pi D! p
ne, et, lorsque la diff&rence vectorielle L, ., ~ e . En représente un vecteur

constant K, le vecteur X caractérisant 1'erreur permanente vérifie

(6.8 ) (:I - e \ ) R < 4 . D.‘{J(X(o)) = K

A paftir des q équations précédentes, il est possible d'&liminer les

(q~1) variables x(l)y ves x(qnl) n'intervenant pas dans la non— linéarité V¥ (x(o))
3 -
et d'obtenir une relation, ind@pendante des x(?’; oe 9vx(q D du type
(6.9) a xlo)e (x(g)) = B

I1 est alors possible de rechercher, dans chaque cas particulier, 1%in~
fluence des paramétres A . Aqwl de la matrice tachymétrique D sur la solution
( ) et d'obtenir ainsi une valeur optimale de D, afin que 1'erreur permanente x

(o)

solt aussi petite que possible.

6.1.5 Minimisation de £'erwrewr pewnanente por Anseriion d'une non-
Rindardite dans un sysitlme donné

Censilérons lo cas oi, 1'entieZs Tu systive (c(t)) Gtant “owmiic, clle cond

2 une erresm percomente nor.nuilc. Il sse clors possible “o cochercher lic cow’itdons
'
-

N T TS Tl R
ol ternussi.patite

gue loit réoplir 1la nen-litéerité pocur cue 1 efgeur por srento

que possible.

. - . . C} s se:
Pour cela considérons 1'équation (.S ) 1'erreur permanente x( ’ vérifie
(o o :
n &) =5 -
‘}4%;;

)

ULl

b4

o

P
FIGURE 6.1

g -1 e 2 P
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La figure 6.1 montre qu'il est intZressant de modifier la courbe n (%)
(0) ' ;

afin que 1'intersection x soit aussi prés . que possible de 1l'origine.

Exemple :

Une caractéristique non-linéaire du type "dur" pour de faibles ampli-

tudes (courbe n° 1) permet par exemple de résoudre le probléme.

6.2 Régame dynamique des sysiemes non-LAndainres compensdis

L'analyse de la stabilité globale, iliimitée du temps de réponse’ des
systémes i échantillonneur non-lindaire met souvent en &vidence le fait qu’'il n'est
pas toujours possible d'obtenir une marge de.stabilité convenable lorsque les para=
métres (gain, période d'échantillonnage, constantes de temps...) sont imposés.

Dans chaque cas particulier, il est particuligrement intéressant de transformer le
modéle mathématique du systéme éfin d'accroitre ses performances. Nous allons
8tudier successivement les modifications apport@es par l'introduction des organes

suivants :

a) réseau correcteur pulsé interposé dans la chaine d'action (Equatiomn 6.1 )
ou réseau correcteur continu modifiant la transmittance (Etude semblable & la préce-
dente).

b) réseau tachymétrique (matrice (D) ) inséré dans la chaine de ré&action.

¢) transformation de la nen-lin2arité (double modulation par exemple).

6.2.1 Réseaux correcteurs pulsés

Comme nous 1'avons mis en évidence au chapitre II, compte tenu d‘un

retour unitaire, (D Z I) les équations représentatives du systéme sont :

r MT : {a) MT
i = - r + -
I oot it e B o R TR i
|8 =E ~-X

(6.10) - ! qn EER
e rRed g s B SebiE kel
i AT -~ (0] « X .
et n+q-1 o7 n+q-1
LB i=o

L'élimination des composantes du vecteur Xn et Xn+l permet d‘obtenir

la forme matricielle (2.13),scalaire (2.22), 1'équation de Frobenius (2.23 )
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' . PSP o
La connaissance de la matrice M et du-vecteur nonmllne§r1te R gwé ))
() ¢ D7y

permet de déterminer le réglage optimal (choix des coefficients 8 t

conduisant soit & une stabilité globale choisie par avance, soit & une stabilité
illimit&e,soit enfin & un temps de réponse déterminde (chapitre IV).

“Afin d'expliciter les calculs, nous ncus proposons maintenant de dé-
terminer les paramé@tres du réseau correcteur pulsé, assurant une stabilité globale
3 un systéme discret 3 mecdulation non- linaire quelconque et i objet du premier
ordre. | - .

Quel que soit le type de modulatzur, les equations caracteristiques

du syst@me sont (pour une erreur permanente nulle) :

(6.11 )

-~

La recherche de la forme scalaire conduit & 1'équation en w

\
Bo o k(wn+]; ) Bo @ k(wn)
6.12 ) w ,=D=—— ~>— D———) w + {(D>—=-=—D ) W
| _ne By & Y+l no B By Wy

Cette Eéquation mise sous forme de Frobenius, permet d'utiliser la métho-

de d'étude de 1la stabilité propos€e. On obtient ainsi un mod@le matriciel général

d'équation :
- _ — K ) - - —
a LI ' S -
Xn+l D Bo a! D - 1 xn
n
6,13 ) ;
( 3 R K(Xn)
[ - ]
Y oe1 D B8 a' D 0 Y,
X
n

Dans le plan représentatif de lz non-linéarité a (xn)9 cn(xn) la ca-

ractéristique ainsi définie est une drq‘&e (Figure §.2).
T

>

/
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Si on impose d& la non-linéarité de passer par 1l'origine c'est-3-dire
si 1'on fait :
]

o
BT (1 e D) = D , de plus si elle posséde une pente égale 3 ~ 1
o o'
© k (x)
on obtiendra un maximum de variation pour 1'expression ————— , on a alors :
X
n

a'
LR Bl = 2
o' ° 1+D
o

On cbtient ainsi la condition de stabilité illimitée

2 + 2D + D 2% - p -1

D (1+D) X 2 E(I+D)

. Remarque :

La condition de stabilité glcbale sazns réseau correcteur est :

1 +D k D=1
D b:4 D

: on peut ainsi améliorer les performances

du systéme &tudié.

6.2.7 Réseau cornrecteun tachymdirnique

Corme nous 1'avons montré au .cours du paragraphe précédent l'ordre
d ? [ty 7, . 'l . -~ -~ - . -
un systéme n augmente pas si l'on insére dans la chaine de réaction un réseau

correcteur tachymétrique. Les &quations du systéme sont :

1

n ’ e DM D- T 13 (0)
(6.12 ) Xn+1 e \&n n.Yy (xn ))
avvec ° ‘ 1 )\1 ccscceso Aq*l

o] L 0 4]
o= ~
AN o
™~
0 4] 1
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Le choix Ao =1 n'est pas restrictif %(K»

Une étude de la stabilité globale, illimitée ainsi que du temps de répon-

se peut &tre entreprise dans le cas général au moyen de 1l'utilisation des normes

usuelles .,

11 est intéressant par exemple dans le cas d'un systéme du second ordre
d'étudier une correction tachymétrique et de déterminer la valeur optlmale du
paramétre A, assurant 3 ce systéme, mis sous forme de Frobenius, une st1bilité ou

1
un temps de réponse (défini par r) donné

6.2.3 Réseau correcteurn non - Lindaiie - application 4 La double
modulfatios

Afin d'améliorer le régime dynamique du systéme discret deux moyens sont

-~ . . .
o

encore 3 notre disposition :

- 1'insertion d'une non~lindarité suppldmentaire dans la boucle d'asser-

vissement.
- 1a modification du modulateur (largeur, amplitude, période, position...

des impulsions).

Pour un systéme fonctionnant en régulateur, les deux moyens sont

identiques quant i leur mise en oeuvre. Il convient en effet figure (6.2 ) de

Py

FIGURE 6.3

(o
transformer le vecteur V (xn ) ) en un vecteur Y (wn (x(o)))° L'Gquation caractd-
n . -

ristique du systéme est alors :

(6.13 ) X

(Xn -y (wn (xéo), n))

n+1

Les calculs li&s & ce mode de représeutation sont explicités sur
un exemple.
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Conclusion

Les performances des systémes &chantillonnés peuvent étre améliorées
d 1'aide de réseaux correcteurs, toutefois une optimalisation quant 3 la r@ponse per-
manente, 3 la stabilité globale illimitée ne peut &@tre entreprise dans le cas gé-

néral : les paramétres & déterminer devenant trop nombreux.

-~

Ainsi chaque type de non-—lin@arité&, et chaque processus d régler doivent

eétre actuellement &tudiés, d'une maniére individuelle.

Néanmoins les techniques graphiques d’un accés plus facile, permettent
souvent de définir d'une manidre globale les principales propriétés de ces systémes

et de suivre dans l'espace d'Gtat leurs trajectoires de phase.
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CHAPITRE VII

-

ANALYSE GRAPHIQUE DES SYSTEMES A ECHANTTLLONNEURS NON - LINEAIRES EN

REGIME DYNAMIQUE

Inthoduction -

La détermination des trajectoires de phase des systémes &chantillon-
nés non-linéaires peut &tre entreprise simplement par 1'intermédiaire des

techniques graphique et analogique.

Ces méthodes, par leur souplefses sont trés utiles pour déterminer
1 cvolutlon du systéme considéré dans 1°espace d'état.A chaque instant-
d'échantillonnage, il existe un systéme lindaire 1dent1qﬂe au modéle &tudié,
qui correspond @ la méme transformation du vecteur &tat dans 1'espace de
phase. Dans ce sens, il nous a paru fondamental de déterminer les divers

types dc trajectoires pouvant caractiriser 1'éveolution d'un systéme 11nea1re

au v0131nage d'une position d' Eéquilibre (31)

La deuxiéme partie de notre Ctude, propose diverses méthodes
graphiques simples (32) (33), permcttant de déterminer les trajectoires

de phases du systéme &tudié.

Un troisime volet pose le probléme de 1'automatisation des diverses

méthodes proposées sur calculatrices analogique, numérique ou hybride.

7.1 Thajectoines de phase des sysiémes Echantillonnds

7.1.1 Systomes Lintaines instontands Bquivalents :

Considérons les systémes & Zchantillonneur non-linéaire dont le:

modéle mathématique est caractérisé par une matrice de Frobenius :
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7.1) AL Mixdny, (el =

D eecsese

A 1 7
Pour un quelconque vecteur d'état X; = (xé ), by ultll S xéQ)) la relation
matricielle (7.1 ) permet de déterminer la valeur du vecteur Xn+1 obtenu au bout
"d'un temps t =T
Associons au systéme décrit par 1'&quation (7.! ) un systéme linfaive

de vecteur d'état X'p et caractérisé par 1'égalité :

CXSTIE EYWCENS

i la période d'échantillonnage de rang n les deux systéwes (linBaires et non~linl=
aires) partant du méme &tat Xn, aboutissant au méme point de l'espace d'état, en
effet si on fixe X, (condition initiale) les deux &quations (7.1 ) et (7.2 ) sont
identiques.

D'autre part le type de trajectoire est enti&rement défini par les

valeurs propres de la matrice commune aux systémes & 1l'instant n, les trajoctoires

4 _1'instant n ne dépendent que de la composante x du vecteur d'8tat.

Nous--avons ainsi pour toute valeur de x ou systéme lin82iva doul

comportement est identique 3 celui du modéle mis en oeuvre.

7.1.2, Analyse des thajectoines de phase des systemes Echantilloi s
Lindaines et non-Lindaines. e

7.1.2.1 Classification des systémes &chantillonnés linéaires

Une étude des différents types de trajectoires de phase peut pratiqus~
ment €tre limitée aux systémes &chantillonnés lingaires du second ordre, en cifat,
1'hypothése selon 1aqﬁe11e la matrice caract@ristique peut étre décomposée en
bloc carré 2 x 2 n' 1limine que les racines multiples d'ordre supérieur a 2.

‘Dans ce cas, le type de trajectoires ne dépend qna de la matfice
associée An = | % ‘ et plus précisément *les valeurs propres ccmre 1°'indiqgue

c 0
R

—
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la rdduction aux formes classiques (diagonale, de Jordan, antisymétrique). Le systéme

lindéaire. converge vers. l'origire, gi et seulewent si les valéurs propres A et A
» a . ST & = ol 1

de la matrice AO sont en module inférieures 3 1'unité.

On constste de méme (. 31) par identification que le systéme,échantillonné
linéaire présente une trajectoire de phase qui pésse aux instants d'échantillon-
nage par une trajectoire ( ou sa symétrique par rapport 4 l'origine ou ume droite)
d'un systéme continu associ& et caractérisé par des racines de méme nature que le
modéle discret &tudié. Les différentestrajectoires de phases permettant d'atteindre
le point d'équilibre sont des courbes qui aboutissent en un point singulier du

type; noeud, foyer, sommet ou col suivant les valeurs de ao et Co dans le plan

a, c. (Figure 7.1 ). (87 hCn

V7

11

FIGURE 7.1

7.1.2.2 Classification des trajectoires de phase@éuivant le type

de non-linéarité.

“

1 B : -~ . P ’ e
Corme mnous l'avions constaté au paragraphe précédent en associant 5

) - - IS T I SN . - . ] . .
chaque systéme non-lindaire pour un &tat xé ) un systéme linéaire caractérisé -

_ a ( xr(ll)) 1
par la matrice An = I k]) il est possible dams le plan de phase

et, suivant la non~linéarité tracde dans le plan 0 a , ¢ (Figure 7.1 ), de
oL n

déduire par morceaux le type possible de trajectoire.
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Dans' 1'exemple &tudi@ on peut définir les valeurs X Xy
3 %

c=o0etc=-1.0n obtient ainsi dans le plan de phase les diverses trajectoires
e

X intersections de la non~lindaritd avec les courbes a = 0, a + 4c = o,

possibles (Figure 7.2 ) pour le systéme &étudié.

{2}
@X

gi)

e

F$1 FL1

x:ﬁ x“ K(')

T
[T
gz,

FLOGUREL 7.4 .

Remarque :

A chaque période d'échantillonnage, si le point d'équilibre reste d'un
méme type, on déduit simplement la forme de la trajectoire, qui peut @ainsi par

exemple,se composer alors d'un ensemble de spirales dont les paramétres varient.

7.2 Détermination graphique des trhafectoines de phase

7.2.1 Utilisation de La donme matricielle

Parmi les nombreuses méthodes graphiques proposées par différents
auteurs (32) (33) (28) nous utilisercns la wfthode s'adaptant le mieux aux systémes
décrits par 1l'&quation (7.1 ) &quation qui se simplifie pour les systémes d'ordre 2

considérés et s'écrit :

R U R
(7.3) o
x(z) = c_ (] xél){ ). xél)

n+l n
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Etant donné un &état caractérisé par le vecteur (xé ), xéz)) dont le point représen—
tatif dans 1'espace de phase est M 17équatior (7.3 ) met en évidence les trois

> > - 4
vecteurs 0Mn+1 3 Oiin > OQn de composantes respectives.

gy ™ " o wit!
X a x> ) % X
Oﬁnﬂ & n+l i 0 ﬁ)n i n i l n e Or(sn = n
x2) ‘ c_ (| xé]) D xé]) W

n+l n
I1 vient alors :

(7.4.) of . = OH_+0f

dans ces conditions la courbe d'équation paramétrique :

'.;$ (l x(])l) x(l)
(]) - i1 n n
F (| X |) =
! ¢l xél)l) xr(ll)
BN s

convenablement graduée permet de déterminer simplement les trajectoires de phase.

du systéme (Figure 7.3 )

§ X

EIGURE 7.3
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Femarque : : , .
détermination graphique des cycles d'ordre deux symétriques
Le point A déterminer (xﬁl), xé2} )} devra vérifier les relations :
- -+ > >
7. + OM =-0Q = 0Q"
(7.5 ) OH . g = oqQ!

S . > -
Nous savons que le vecteur OQn est horizontal, les vecteurs Gin et Ohn

-~ - . - 1
devront donc étre symétriques par rapport 3 i'axe O xé ) corme on passe de la

valeur xil)au point Iin sur la courbe (F) il faut donc prendre xél) tel queHn et
Mn soit sur une méme verticale (Figure 7.4 )

D'autre part la seconde composante xéz) devra donc vérifier 1'équation
(705 ).

W)

FIGURE 7..

S e . b

Nou . ..
(Nous constatons immédiatement que cette condition ne sera vérifiée que dans
quelques rares cas particuliers). '
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7.2.2 Utilisation de La forme nonmele natunelie

Comme nous 1'avons mis en &vidence (2.22 )-1'Equation aux différences
finies régissant les systémes du second ordre est de la forme :

(7.6 ). €42 = : (€n+l) + g -‘(En)

Dans le plan (0Ox, Oy) représentons les courbes :

x =g (y) (6)
y= £ x) (F)
X =y (B)

Plagons sur 1'axe ox le point Hr‘ et sur 037) le

1 +1 n+l

tel que Oﬁ’n = g
point K tel que 0K = ¢ :
n n n

Le point Nn+ représenté sur la figure (7.5.) a pour composantes

i

g ) 8 (en)‘
n+l £ )

|
n+l

Dans le plan ainsi considéré le lieu x + y = YN i =
P e y* g (e) IR Gy S
est la perpendiculaire abaissée de Nn+l 4 la droite x =y, ( B).
) s o
Elle détermine 1 ints 4 et K te e i e A
e es pointsd__, K 42 ls q OB 4 p®0K. = € ..

g ®.®

t€x) H r‘; 4

FIGURE 7.5
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Ainsi la connaissance de €, et €, permet de déterminer 1l'évolution du vecteur y

1
séquence caractéristique de l'erreur du systéme étudié.

7.2.3 Détewmination ghaphique deﬁ-ihajecivineb-de phase du systime
{nvense.

La détermination de 1'antdcédent d'un état donné c'est-a-dire des points
Mn possibles i partir d'un point Mn+l ne présente pas de difficulté majeure; toute-
fois, cette construction inverse est parfois peu commode surtout pour une automati-
sation &ventuelle de la construction. Dans ce sens, introduisons le systéme &chan~
tillonné "fictif" inverse du modéle étudié, ce dernier est simplement décrit par

les deux relations :

(7.7 ) en+l £ (En) * un

{&quation matricielle générale (2.33 ))

u

o] - 8 (en)

. =1 . g s
31 1'on suppose que g (g) est une fonction définie pour toute valeur

de €, on a :

e_=g (u__.)

n+l

L'utilisation de la premiére &quation du systéme (7.7 ) permet de

conclure :

..1"'
Yp T en+l £ (g (un+l))

ou encore :
~1

.s,]
(7.8 ) g () = (e ()

[
L]

Cette Bcriture est celle d'une relaticn trés voisine de la forme
scalaire 7.6 La détermination des antécédents est alors immédiate par simple tramspc

sition de la méthode de construction graphique adaptée & la forme normale naturelle.

La détermination systématique des antécédents de 1’'état du systéme
permet alors de définir un certain nombre de points caractéristiques de la fron-

tiére du domaine imm2diat de stabilité vis & vis des conditions initiales
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7.3 Automatisation des méthodes d'analyse grapvhique

La principale difficulté du processus d'analyse graphique est sa len-
teur inhérente qui suggdre son automatisation. Dans ce sens on peut par exemple
simuler 1'équation de récurrence caractéristique sur ordinateur, sur calculatrice
analogique ou hybride‘sans tenir compte de la structure réelle du systéme physique
étudié. Toutes ces méthodes impliquent la détermination analytique des fonctions
mises en oeuvre et un trés long travail prdalable. Elles ne sont guére distinctes

dans leur esprit de la méthode graphique proprement dite.

-~

La simulation sur calculatrice analogique 3 partir du schéma bloc
initial caractéristique du systéme asservi permet d'observer le comportement
de ce dernier et n'implique que la mise en ceuvre des méthodes classiques. Dans
ce sens il est nécessaire de simuler, d'une part la fonction de transfert continue
du filtre réglé et d'autre part de réaliser le medulateur particulier qui caractérise

le processus de commande (27) ( 10)

Dans ces conditions le probléme prend deux aspects distincts :

a) En observant le régime libre du mod2le simulé on obtient par #
i

~ 31 0
¥ y ) g ) plea ’
simple enregistrement ses trajectoires de phases dans 1'espace d'état. \¢Mi5

b) Le syst®me forcé auquel on impose & chaque instant d'échantillonnage
des conditions initiales bien précises permet de tracer simplement les abaques

caractéristiques, sans détermination préalable des &quations (28 ).

Conclusion -

L'analyse et la synth&se des systdmes A échantillonneurs non-lindaires,
SSe raméne . toujours & 1'&tude d'équations de récurrence de type remarquable. Une
simple interprétation géométrique du mod&le mathématique proposé permet de d&duire

dans de nombreux cas les différents types de trajectoires possibles pour les systémes.

L'automatisation de la mise en oeuvre des procédés graphiques permet
d'une part de tracer les abaques caractéristiques du systdme &tudié et d'autre
part de simplifier le travail de comstruction de trajectoires, parmi les techniques
les plus adaptées 3 ce probléme il convient de noter la grande souplesse du
calcul analogique qui n'impose pas la détermination analytique des &quations de

récurrence régissant le systéme.




CONCLUSTON GENERALE

Nous avons envisaagé La description des sysitemes echantillonnés non-
Lintaines pan Les Cquations aux. digferences ginies. Cet outil mathématique perumet
d’aborden des questions diverses dont La nésclution est essentielle & L'analyse
et a La synthese des asservissements de ce type. Notre etude essentiellement guddée
a partin de La seconde méthode de Ljiapunov eif des trhavaux de S. Banach nous a
conduit a fommulen divernses conditions de stabilité.

La nonme euclidienne systématiquement introduite, permet de tenin
compte des proprdiétiés d'antisymétrie des optrateurs mis en oeuvre, et autornise
L'extension des rnésultats proposes antérnieurement (22) (10).

L'application de ceitte méthode dans Le cas des systemes & Echantillonneuns
non-£inéaines a été LLustnée par Les modeles & modulation de Largeun, puis par
divers prwocessus de commande essentiellement quantifiss.

Les nésultats obfenus ont éte congfronites avec L£'expérnience, et dans
ce sens deux techniques parnticuliénes sont provosées, d'une parnt, Les constructions
ghaphiques, simpligiées pan La structurne des systimes et d'autre part, Les divernses
méthodes de sdmulation qui ont permis La visualisation du comportement des modéles
dans L'espace::de phase.

La prineipale difgiculte rencontrie aw courns de nos thavaux réside
essentiellement dans La complexite de fornmulation des modeles malidmatiques auxquels
conduisent Les equations de réewwnences ; en effet, en dépit d'une forme générale
ines simple, elles font apparaltre Les paramiines et ce systeme d'une maniére non
explicite et L'intenprnéetation physique des nésultats est alons difgicile. De
plus une analyse qualitative préalable peut difficilement etne nattachée & cette
neprésentation condensée, ausai, Le néglage d'un sysitéme impligue des tatonnements
nombreux et 84 Le probleme de L'analyse est pratiquement nésolu, Les quesiions
de synthise sont encone délicates.




Dans un proche avenin nous souhaitons nous intéresser de thes pres
& cette notion de modele mathématique qui nous semble d'une Amporntance capitale.
En particulien, nous nous proposons de rechercher un symbolisme qui traduise £eb
proprietes fondamentales de La nétroaction, indépendamment des technologies et
des méthodes d'analyse actuellement utilisies. Dans cette vole nous noud egforce-
nons de napprocher Les systemes continus, Echantillonnis adaptatifs (26) et
disenets modulo k, dont Les théonies sont aciellement distinetes et qud pourtant
népondent tous a La dénomination générale de sysiemes asservis.
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