
" CONTRZBMZON A L'ANALYSE ET LA SW#~€SÉ DES ASS4XEII-S 

'Y. ECUYPER 

F. LAURENT 
S. emYN 1mrm 
A. MUIE ZnwLt@ 





. , , , . .  
, . '  ., # .  . . ' . ,, ' , 

,, >, , , ',.7 : . ' 

, , ):, , 2 . . 
i > .  

' ,, , ,  , , . :;~#,,:T, , . e ,  :::, " : 
,. , #  ,"A ' 
,: ,.,, ,:, . . 

qu' i l  w u v e  ici ttexpebd.Loion de no&e wpectuewc attachene&. 
. .,, . ~ 

" . , _. . .  ,;: ..> - '.,4 
, , , , , , , ,  , , , , ,  , . : ; , 2 ,  ' . " 2  , t ' ! ' ' : ,: ' ;,:: >' ,I. ,:. ,;: , . < ' : >  -. , , .  . , i , .. 1 

. . 
I ' ,  . ,  ..., , ' ,,,*.,*: .*..$,? , , J > J , * , ,  ,....' :;: ' ' ',, *". . . . '. :': ' , , . 

. , ,  , , ' ,,, ..' - .,,,,. ., . , ^ ,  ,,*-,... " ' 
., * ,  ., . _ ,  . ... , . 

, : :: , .: , ..., . . ' I , 
, . , ,  ,,,~;:l:;!*: 

' : . . . m . : . , " .  , 8 .. .,,. . . . , , c'e6.t' avec joie que nous pouvonb / r W m  M o n b i m  t e  
- ' Pnodesbewr VIDAL p o w ~  t1en6aQjnmrt.-t qu'i l  noub a d'abod dibpenbé, 

W pou  bon accueie au bain d t  wre dynamique équipe de necheirck m é e  
pate euA. avec i lehvwt,  en&irr t e  guide bîh et conacrcient qu 'a .  a é;tG lm 
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ou indheEstrnW, ont c o W b d  à & bonne na~che de ce .Wu&. 
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C e t t e  Uude de d E m p 4 e  en ItnoiA pll./Ltie6 ~~~. La piemièm 
e64evrSieeQeinePtt ;théoab.p~?~ pmpose .toi& d'&lui du modiZeab 



Dans le but d'analyser le comportement des processus non lin&alres 

caractérjsés par des informations connues et mepurables 3 des instants pré- 

cis du temps, on esc naturellement amené B introduire la notion d'un espace 

m6trique au sein duquel une étude du comportement dypatnique du s y s t b  peut 

être entreprise. (1,2) 
1 : 

Le 'choix de l'espace vectoriel de rhrférence permet pour un 

asservissement de présenter plusieurs modèles ma~hématiquee caract6risant 

ce processus. D'autre part, lors de l'étude de la stabilit6 des a y e t b s  

non linisaires, l'adoption d'une mgtrique sur cgt espace vectoriel cunaaZit 
l 

a différente criteres de convergence de suites de nombres. 
! 

Par exemple l'élaboration du modèle mathihatique d'un aryipsth 

bchantillW B *riode dtéchantillonqage T constante daae Iteiparc% d'd6trt 

(23 earaine B une fonsulation matriciqlle. 

De seihe le choix d'un eopacle vectoriel dit "espace shrnrsceR (3). 
% %  

pwet d'obtenir Io forne ~ w l a  ,n16cfakello Bqwat hu6tfoa Es ~ c u ~ ~ ,  

D a s  certhns ecrs on est -aRS coaeid4lrar l'espace pr&it c;lsrs 

datirt espace@ prdc4dents, le W&h mathQmtique caractlrirmt Le WC- . ' <  ii 'i 

sse iIms r~pr4wmkI par une Bqwtion de r6wrreoee mtrieielh. . , ,t 

Roue .lloiu noan ittaebar tait d'abord & dicrin ~ e - 8  
c / 

di~ .rats  omisid@rir, plis dois un d o d b  chipitre l aborder 1. d a @  cm 
rqurrion de c ~ n ~ i  @ou. lei diffbrentas forme. indicphi cidemua. 

I 
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$2 Y. 
Dans notre étude nous considérons un processus comme un syer;erPe 

S i '  physique susceptible d'évoluer au cours du temps ; ddfini 1 1' 
&.: 
i"-'c ' d'observation cekthn nombre de by;~''~,- , 

ques *a 
;,;pu3 - 
k,'-:-i.- . la-f nucfais comand&les) et aléatoires , 

.--hi-- 

\=-------- -- 

mtLs sont les 

instant t 

iurabiies 

- Les r grandeurs de 1 
vecteur de commande 

entrees. 

Les grandeurs commandées, nesurables ; dans cette cacegorx 

se trouvent les r, grandeurs caractérisant la sortie du 

système, vecteur de sortie Pl - - -- -- . - Enfin des grandeurs non conimanciables (et souvenr non me- 

aurables) : ce sont les perturbations auquel le système 

est soumis. 

Un tel ensemble régulé peut être schématisé par le dessin de la 



t ,  c .  . , - 

'Cul 
t a  

Doras la suite de 11expos8 noue. note~~ns ua vecte~r colonnwi 

comportant a coPlposanfes. 
I 1 .  

, . a , ] .  

A ce processus il est quelquefois possible d'attacher un cektarb 

nombre d'gquations linéaires et non linéaires le caractérisent : si l k n  

connaît ces &tua~ions et si 1bn s~$@dse les perturbations connues, on 

peut étudier l'évolution du syst& au cours du temps (cas d6termiaiste). 
. . i '  

Après avoir identifié 1 ' asservis semenr , on dispose donc de , son 
modèle mathématique, et, il partir de la connaissance d'un certain nombre 

de conditiork izktiiies, il est possiklo'de résoudre les Squations du 

modèle. 

A cette fin on définit le vecteur d'état [?] comte l e  nombre 
. , 

minimum de variables a choisir, connaissant la commandp l [El entre, 
r l  

l'instant initial t0 et l'instant d'observation t, afin de détebiner la 

solution des éq&tions représentatives du modale. 

Nous nous bornerons dans nos travaux, B l'étude déterministe des 

processus échetutillonnés non linéaires à pfriode d'échantillonnage constan- 

te T, de plus ceux-ci sont supposés Markoviens, c'est-&-dire tel8 que le 
13 -. 

vecteur d'état , caractérisant le syst8me B l'imtant ( ~ 1 )  T, sait 

de la forme : 

I.I i$qurtiq (1 . i) e t  ( 1 *2) nprl . -W ui le aka ri- 
du praxessus a btudier. 
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, i T  CdnOralement 1'Cquatiai (1 .1) est.'suff isrmte pour Ltudier *la . co<lpor- . ,::,::;, ,:di 

t-nt dynamique du systhe ; cette relation repr6sente une trrmsfo-tion ,&lh ./ * 

' ,. poactiuP11é d&s l'eeprc vectoriel B q dhensiond: (Las g ccx~posaiites du 
., 

1 -  

vecteur d'état rapr&santerat le nombre minimum de' vafiables à choisir afin 

da. @$f nir ent;i&r&mht le . aptb%) . 

t W s  discrets 

. . .  

. . 
O&mde : 4 s  k,6koou correcteur ' katinu 

non liagaritt - % 

proceerPus & wm@vir 
r@serau cokrsieGteur 

éiahartzill IiojWrs. 



b) I l  est 68aleoant ais6 do di5finir l a  classa da s y e t b s ,  po~.(àmt 1 
un 6chantilloxaneur -non l i d a i r a  , ddlivrpat une suite d ' iqQ8ioa .  cruu- 
foMe d'un 6c+tillou pr61avé suivant une l o i  particuliore, et un objet I 

l i n h i r e .  Dans ce cas, l a  non liil8aritg eat incluee dans l V 4 l c h u i t i l l ~ ~ r  
, .  3 

et noua l a  n&rhs : non l i d a r i t é  non sfilparable. (figure 1.3). 



i&, %'+IWIPK &T. 1. piod- &<rat* du .odq%ew .(v,). wt t~erif@relt. 
4 ea ~ b .  i.pulatoo aymc une ou p l u s $ e q  pmpri&&s putindiCnr (paf  li4.s 

r<t%*ha -dku lais epociacu L 1. gtdewr de t O p t l ~ i a n  wn. ~ . n k  ois 4- o. 
peut, p.t asapiiei, inclare l a  loatlitiw d. lugeut.  de du* Bn @ L ï w  : 

1. mdulateur Ll&are encre le. instants nT, at (n+l)T uiu impalsios de 

iu~~fmr A (wu , n,r ) , fonction continue de wn de n, et r et doat Ir 

Mur 1 eilt fonction de l'mtylituda . de . wm par l a  re la t ia  A - Y ( 1  wn 1) 

FIGURE '1 .5 

a. - @&~4& 
Légende :" y = Y ( w )  : largeur de lainpuleini W s e  par la soaulareur 

u (r) : signal de sortie du modulateur. 
i ' 



La grandeur de r8gulatim wn est au prgalable et riie Pu 

moins des propriét6s (pa) de ltimpulsion est 1i6e suivant une loi quantifiée 

3 la valeur B instant nT de w(t) .  

% 
a) Modulation quantifiée de position (figures 1.6, 8.7) 

" 

La position. de 1 'impulsion dans la période d'éch@ntilloansge est lige 

directement B la grandeur wn , en outre cette impulsion ne peut prendre que q 

FIGURE 1 .7 

fkjtni~ ce cds le norabre d'kargulsioes @$alamnt dpartiaar duur la 
@ria&% b'Bcharrtfllonnsp, est lia par ua;a loi la grgndpwu: $tt4 . rd@&riaa . 



c) Modulation quantifiée de largeur (figures.l.gO, 1.21 3 
u l e  est basée sur une modulation quantifiée de durée des impulsions 

le modulateur émet un train d'impulsions groupées au début de la période 

par exemple et dont le nombre q est fonction de (w,). 

va$ioa est eiïai&mnmnt defiai par l a  cannrsiss-ce des q c @-tee 443 8- 

metsur d78~at { S i t ) )  

T Elotooi : s t ( t )  - 8 ( t )  c ~ t  le vectmtr trarpd 

da Zgt~>l 



D'mitre part'l'objet étant lin<aire, xi ait poaiible d'obtenir l'équa- 

rian liant S (t ' ) à S (t ), en intbgrint, entre les initante tn et! t*l . n+ 1' n 
1 '(qiution dif,fiirenfielle. d C l a  i.itb&natip< du proe~aaw à r6pler. On 

. tiendra capta de la coumande un (T) : (fonction du temps r , du par&tre n) . 
En wppo&ant le systSme d'ordre q, 1 '6quation differentielle le Fa- 

ractérisant est : 

Nous supposerons que la fonction un ' r ,  signal de sortie de 
+ 

l'échantillo~eur non lineaire, possède r discontinuitEs entre r - O et , . 
T =,Tn (figure 1.2.2 ) 

'4 T représente le "temps d'int6grarlon-' : 
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(où A e$t tl~c matrice earrae d'ordre q 1 coefficients coost.nts. B (t) u. mc -  

L. J teur colonne 9- q camposaites coatinues drnr, 1 'interr.lle t t ), oa imrre ( 9 )  ' 
J 

que l'intbr@titm de ce systBr difPbrentio1 par la &thode de la variatiw 

des constantes conduit à une @bïution vectorielle de la form : i 
. - 

I .  
t . ?  

(1;6 ) X(t) - C  (t, tO). X(tO) + C (t,a) . B (a) . d a  

t: at X (tO) - un vecteur eolonaf x - ;.*!") (9-I) dont les composarites 
sont lea conditions initiazes. 

0 - 
- 

Dans ces conditions la solution de. lV6quation (1.5 ) est B l'instant Tn 

compte tenu des discontinuités de U (r) . n 
L 

r T 
i+ 1 

'1 .7  ) -a*M . u(~) (a) . da 
)] i-O ri n 

avec : 

disconrinui té (figure '1.23) . 



- .  
(T. -T )n ii (T. TL) *M (i-1) 

4t S(r. ) a =  e 1 %  i-1 . S + - ) 4 1 . U (a). da 
1 9 n i- 1 - 

(Tn qi 1. 
En multipliant à gauche l'équation (1.8) par e et en effectuant la 

somme il vient : 

- 
T 

> (1 -10) S e-~*M.u(~) (a) .d a) 
n+ 1 n 

Tt 

Exemple : 

Coneid6rons un système posséda-nt un imociiulateur de largeur des im- 

pulsions et M objet reguler du deuxi&iae ordre, possadanf une intagrarion : 

1 
( Soit L (p) = 1 

P (1 + ?PI 



L'8qwtion diff6rentielle caract6risant le  proccssui est : 

s o i t  encore : 

Co*hi(r : 

. . 

ta deacrigtlton desl eryseirms Bt b&mtfl;lonms& staa 1 

P rigleir : cette 4iqwtim parmat dans de nasibri15ux cas d'itwlrtes la'001i-" 

partamant dgnoirdqtie dg: I'eiasqmhle du prwersur beucl9. P ,.. &Jin 
b'p 

dgLndirr 1. strbilith e t  Ic temps de r6pauc du e y e t b  eagi . t ,  il &et. 

Xnt&sra-t da dete 2 ~i~th-gilq- o~ iatsmimt Ir t! 

dtent&e d e ' 1 ' ~ c h ~ t i o  ncn lin8aire ; d n s i  noua  id&^ par la 
sui;.. deux mode. da description : ia mdk yektoriel et  <ai 'iode sc.lairs. 

. . 



CMAPInE $1 
----_*----- 

8chaneillds nom lia6airrs en csl-tégox?'.es, et m m t  d'&or?~ plus p r o f d 6 -  

iant le$ problèmes issus de leur mise en oeuvre. il eouvient de se pencher 

ons sont possibles : 

- le choix 2 la n sequence d ' iichantillonnage d'un vecteur d '&rat 

q coaposantes conduit tout naturellement B une mise en équation matricielle. 



c a p o s a t e  w (nT) enh6e de 1'6ch.ntillomieur aoawlinéain, (figure 2.1 ) 

1 'gquation (1 .10 ) s 'écrit alors caous la foreie : 

(où Y (wn) e.t un vecteur l q coqo.antes dépendant des csraccerisrrques du 

$y#tèlD dtOquatiuns r6gissrnt le processu. en boucle f c d e  s'ee4~ : 

la ni1 tipliutim & gcuche da la ,premii%re éqwtion du s p r b e  (2.2 > pu: . la  

matrice D (réguii4%re .& A,. 01. . .' , . 



D'autre .part I'équation caractSristique du correcteur rriqtta lin&- 

aire peut se tnettre sous l a  forme nonnale naturelle sa&vsnte : ' 



que soit l'instant 

. . 

.. . . 

, transforme la relation scalaire (2.7) en la relation vectorielle : 

l'ensemble du processus en boucle fermée :: 



iontre que la valeor du vecteur X (t) à l'iiutrist (n+d T est de 

j4 Aa-tj-l) 
(2.10) x - P . x. - c D e y + En+a - A ~ . E  

(0 )  
n+u n 

j P I  

@ Nous obtenons &in*& 3 partir de oette equation 
"m 

1'6quation finale du système devient : I 



q-i 
-B.A. B (q-i) 

j -1  

et effectuons un changement de base sur l a  matrice A qui l a  rende diagopale. 
. , 

A = P-' . A' .  p (A' diagonale) 
i -1 (h~)i 

dans ces conditions A- = Y . P .  

La matrice B par ce &me changemen% de base est  aussi diagonale st : 

A h a i  ~ 8 e e  au &?he ch-nt &a baoe diMiai par la  ~u4fzhe P 214 
Y 

m'irrc-i.ï~~ea b;, B * E * A A -1 ~c . m ~ ~ o ~ e  iow 
" .  *-... L . ' il0 

1 
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1 

(les matrices 1 coefficients constants et R(~) ne d8pendenc que des 

cueff icimtr 6 (9-j) , a et de la matrice A.) 

Remarque : 

(') = 1 et où tous les a (s-j 

('-j ) sont identiquement nuls 

(0) 
i- P (O' . D. Y(w ( 0 )  > **+] = n+q 

(0 )  -R (1) 
+ R  %+i+q+l a- 

relation déjà obtenue lors de l'étude des systèmes échantillomi&s non lineaires 

ne possddant pas de correcreur. (10) 

A partir de la relation générale (2.13) 11 devient possible, en regrou- 

pant les ternes en w (O) de mettre cette relation sous une forme plus conden- 



Comple précédamuent et en utilisant les relations (2.6) et (2.7) nous 

ouvons éliminer les cmposantes des différents vecteurs "ift', 

- En effet, d'une part il e$t possible de mettre soue forme scalaire 

Les équations (2.15), (2.16) compte tenu de q+l équations (2.15) et da 

q Bquations (2.16) deviennent alors : 







La kwtrice C est inverdble r i  : dot (Al ,) 4 O (ceci est  le cas dst 

A = 1 t si  e t  - 41 A . A ~ ~ ) )  1 O. * 
Aussi l e  vecteur X vaut : 

* - 1 

X* - c-' (c* * E*) - C-l . G + C . E * (2.18) 

Q%u$te part l'équation ecalaire : 

9 fq - i ) . y (~ )  q (q-i) x ( ~ )  r E fi 
G a n-i i-0 n-i 
i-0 

pwt se mettre sous l a  forme : 

soit  encore : 

. . 

Ainsi compte tenu de la  relation (2.1g),le modale mathhatique 

scalaire du s y s t h  régula s'exprime au moyen de l a  relation : 

Ls produit des deux aatrieei oat es t  une matrice unilipaa : 

. , 

, 
n -1 



Il est donc possiblc d'expliciter la relation (2.20) et d'obtenir r 

Cette égulité se simplifie en ordonnant suivmt les termes décroissants 

et devient : 

* 
Nous notons E la matrice colonne v n+q- l 

e n*q-i-l 

e n-i- 1 1 
- 

2 . 3 .  Fume m m i ~ & e  g é n W e  o 5 h e  6 pahtVr d'une dome nol~nde 

natia&e 

Nous nous proposons m2intenar.t de rechercher la relation qui peut 

exister entre la forme matriciclle et la forme normale naturelle. Un élément 

de ce problème a déjP étg mis en évidence par Laurent rici) eç pour notre 

part nous allons déterminer la manière dont il faut choisir le vecteur 

d'état W de composantes 
n 

r -. 
(1 ... w (r-1) 1 efin d'obtenir une.reletion scalaire de la 
n n 

forme (7.223 . 



: w o q  s t  snoc s p  ar33 qnad ampk.[od a3 

1-1 ?-z+aM . In? Z*UM .'-X+U '-'+Ua 3. a L 

, ( v (,)a + 

3 +(O) .  (O) (7) ' 3 * I -  



L'on a r 



ûénloppad. c< dotermiriant par rapport il la dc&ioté liane :' 

: 

Ainsi en développant le déteminant de P. il est facile de voir que r-1 
) -  (-l)*-' et donc on a : 

D r = A(Dr-*) + a (r) + h*(r) 
Dams ces conditions il est polrs ibl~  de tmuver un vecteur 

d'atat Wn d'ordre r tel que : 

(w: vecteur transposé de Wn\ 

r6pondant B l'équation matricielle 

= F  . W  
'n*l , n n 



I'bqustion vectorielle (2.2'.). pavt étre écrite 1. foq. r 





la' ies 'deux iil.tri&& A' e t  e doivezit par ~ o n @ é q ~ e ~ t  avoir 1.8 &mes kalaurs propres, 

ou polpr8me carict6ristique (ceci n'est possible que si les valeurs propres 

de A' sont toutes positives). 

On montre (Annexe 1) que connaissant lV6quation normele naturelle d'un spetèle 

linéaire il est possible de trouver l'équation matricielle d'état liant le v e c  

teur d'état (grandeur de regulation et dérivees à 1 'instant nT) a celui dhfini il 

l'instant (n+l) T e  



Polynôme que l'on peut mettre sous La forme : 
- 

hl~n+l 1 hItnI 
P 

T AD 'r - A {hl' I - D ( B  - 1 )  - 1 + D - - (hlcnl-~(e -1 ).. 
I &n+l l n+ 1 - I 'ni 



avec : 

Nous devons donc rechercher le  chzngement de base défini par In matrice 

carrée B qui conduit à la matrice linéaire de forme à partir de la matrice de 
forme : 

soir dans 19exei?iple qdi nous interesse : 

- - 1 1 + D  
I 

1 

A V  = 

-D 0 
- - 

La condition à vérifier est comm nous l'avons vu : 



-,,~y~n~qa? 3 saqasds sap s a n b ? ~ g y s w r  salapou aap uoyavu 
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CHAPITRE 1 7 2  
, :  ------------ 

' STABI~ITE GLOBALE DES SYSTEMES E C H , W I L L O N i J E S  ElON LlNEAIRES 

Z hTROVUCT 1 ON 

Après avoir mis en évidence les principaux modèles mathématiques 

relatifs aux systèmes échantillonnés non linéaires il convient de se pencher 

tout d9a;bgrd sur la dynamique de ces processus de régulation et en particulier d' 

analyser les notions de stabilité et de temps de réponse. 

,, .Dans ce sens ,nous caractérisons l'écart entre deux états du système 

en introduiçzpt relativement à l'espace d'gtat choisi, la notion de distance ' 

entre deux Gléments d'un espace vectoriel 2 ( e l )  dimensions sur le corps des 

réels. 

Considérons l'état d'un système r E g E  par échantillonnage à l'instant 

(n+r)T ; à l'itération çuivantc ses paramètres peuven; être ehtièrement définis 

par les (r+l) veleurs (w 
n+r' " * 

w n+r-iP..os w ) obtenues selon la loi générale 
n 

du chôpitre II r 

r+ 1 En prenant pour espace de réf6rencc l'espace E = R , espace vectoriel 
5% 

à (r+l) dimensions, l'élément X de compoçmtes (w ... 9 W n+r-i ' 9 wn' n+r 
est un élément de E et l'application définie pz-r la loi (3.1) conduit à considérer 

a 
le point Y de composantes (w~+~+~'...' w + w ) comme un élément de E . n+ l 



q(Sq+l) * Le choix de l'espace de dférence E ' = R p e m t  alors de cansidQrer X cornine 

un ~ l b n t  de Et. 

Les q relations composant l'équation matricielle (2.14) dgfinissent 

alors q applications de E' sur lui-même. 

I -. 
I Afin de pouvoir comparer deux états successifs d'un système échantil- 

I ,  

non linéaire.'introduisons une &trique sur les espaces E ou Et. 

i Rappelons que l'on peut définir la distance entre deux.élhents 
2 & 2 

d'un ensemble non vide E par toute application de E sur le corpsr des nombres 
+ 

réels positifs (R ) vérifiant ( v x ,  y, z € E) les axiomes suivants : 

en particuliar on peut d6finir sur E 5 lIr : 

a) l&triqtre naturelle au euclidienne : 



b) some en module de la différence des composantes des deux vecteurs : 

c) mnxifilum en module de ?-a ciifforence des composantes des aesx vecteurs : 

d (x, y )  = 

Remarque : 

Ce choix de dictance n"2st pas limitatif, et en connais-. 

sant une application "du on peut obtenir ur.e autre distance "d", vérifiant les 

axiomes prSrédents, par tcute relation ne la iorne d '  = f(d). 

cf(xn'jà 
Par exemple d s  <x, y) -- . - - - - -  cçt une nétriquc sur E si d(x,y) 

1-i-d (x,y) 

est une metrique sur E, 

Les travaux de 5. EPJdACH et p l u s  prEcis6ment le th6orème de confraction 

conduisent B une méthode d'analyse de la stabilité des systèmes échantillonnés 

non linéairee. 

Rappel du théorème de BANACE sur la contraction -- --.. 

Ce ehéorèm est relatif aux opérati.ors 2ffectiibeo rar les élémence 

d'espece rfiétriques complets. 

Ceci revient à dire que ?car tout E positif d0np.é il existe p ( c )  

entier tel que n, m > p (E), 

Toute spplicztion F ( I l )  application de 5 sur lui-m&ne vérifiant 

les conditions : 



possède un point et un seul x vérifiant la ccndition : 
O 

x = F (x ) c'est le point fixe de l'application F. 
O O -- 

Afin d'étudier le comportement des systèmes échantïllonnés non aineaires 

au voisinage de leur point fixe x (supposé rawner à l'origine) introduisons la 
O 

notion de distance des divers points de l'espace en point fixe. 

Afin d'étudier le comportement du systgme non linéaire pour des 

valeurs importantes de ses variables définissons la distance d'un point défini 

à l'instant nT, à la position d'équilibre sapposee ramenée à l'origine (zéro). 

Ce choix coaduit à la LCLinition de Ir? ncrr;l . : 'U~L vecteur au noyen de la relation : 

Remarque : 

La norme d'un vecteu? vérifie les zxiomes précédemment cités et 

les trois distances choisies au paragraphe precgdent sont des cas particuliers 

de lsapplication Y (X), norme de Holder du vecteur X (12) : 
P 



3 . 3 . 2 . 1  Condition suffisante de stabilité asyrriptotique (13) -- 

Considérons un système échantillonne représenté à l'instant nT par 

un élément X d'un espace vectoriel normé, et supposons en outre qu'il existe 
n + 

une fonction V (X n) notée 7 application de l'espace (B) , dans R 
n9 n 

vérifiant les ixiggalités : 

Y> v (O, ") = O 

Nous pouvons montrer (10) que 12 cmdition a < 1 est suffisante 
n 
n- 

pour assurer au'systëme étüdié la stabilite asy.qCotique. 

3 . 3 . 2 . 2  1~;ise en application 

+ 
A tout élément V C E  associons une fonction scalaire 'J C R  : 

n n 
le choix de V n'est pas limitatif et en pratique l'espace E Gtant nomé, on 

T l  

prend en particulier pour V la norme de X ou son carré en effet si 7 - 1  1 XE ( 1  
n n n 

les'copditions-a),, B ) ,  y) énoncées précédemment sont vérifiées et la condition 

de stabilité asymptotique s'écrit : 



t&s risultats CI-aessus sont &quivalente eu raeorEaPs de Lja- 

habituel e utilisé ldrs de 1'8tudo de .la st&ilitll$ myqtotiqoe des s y s t b s  

Gomm prée6deiparent dane un espace vectoriel nord, supposons qu'il 
+ 

existe une application de E eur R notge V * V (Xn. n) vérifiant les conditions : 
u 

Une condition suffisante de stabilité. as~lototique est alors donnée 

p u  la relation bien connue Vn+i - Vn < O 

3.3.2.3 Condition suffisante d'instabilité 

Une condition tout à fait semblable ii celle Snoncée précédemment 

peut être introduite. Pour cela, en pratique, il faut étudier la récurrence 

inverse. 

Par exemple si le système étudié est régi par une équation matricielle 

de la forme : 

Oa suppose que l'applierrtîoa introduite psl: cette refation matxicielle, 

po$sMe me application inverse c'est-à-dire que det (An) # O (\d X e (D)). 
n 

O. oie alori r-n6 a l'6tude de la récurrence da la fa- Y ~ = A ~ ' . Y ~ ~  

1 laquelle on applique le critdre de stabiXiti5 préei5d-nt cita. 



3 .4  Nome de v e o t e m  et do m&ces, W w , t h n  .-- de cea n u m u  en vue de L q é ~ d c  - 
de ta b;tabi&té - 

Nous avons introduit précédem~c-i.ct la notion de norme de vecteurs; et 

notre but consiste à montrer qu'il est possible de d6duire une extensi~n de 

celle-ci et d'introduire la notion dc  nome da natrice. En effet considErons - 

j une mitrice quelconque carrée A ( r x r ) à coîfficients a. 6 R et soit E un 
1 

espace vectoriel (sur R) à r dinensions, nommg (rorne 'Y . De plus considérons 

l'application de E dans lui-même dbfinie par l a  relation 

On montre (12) que l'expression S (A) = Piax ( ) est une nome 
Y (x) 

2 sur l'espace vectoriel des matrices carr6es d'ordre r a 

r En outre si E = R toute norme de la fome J 

Y(Ax) est multiplicative : S (A) = Max - ---- 
x c E  (x) 

Cela revient -1 dire quqétant donnE deux matrices A et B quelconques 

d'ordre r, on peut écrlre 

Remarque : 

Tl est possi.ble de difinir (12)  la nome d'une matrice rectangulaire 
j 

(r~, n) à élémentsai E d a m  Re (i E(19 1111 j C ( 1 ,  m) 1. 



I 

ons un tableau rectangulaire possédant r lignes et 1 colonne, 

uc 6ldo.nt m>r& x(i' etmr auppos6 appartenir a un groupe abelion 0") iE(1.r) 

DQfiniasons 'une loi notée * qui B tout couple 
j 

X 

fait correspondre z (il- (i) (j) G(i) 
'(j) * 

Cette loi ( *. ) sera la multipÉicaié&on 71 droite des deux ensembles 
1 

G(~) et ~(j) et la loi d'addition dans le groupa abklien G(~) conduit 3 coniid6rer 
(j> 

r 
('1 = c a (il 

Y * x(j) corne un élément de G . 
j=i (j) 

Enfin si l'élhent a (il 'j) est une matrice rectangulaire â o n ~  
(j) E '(il 

est un é16ment de R (corps des réels), 

ce si x ' j )  est un elhent d'un espace vectoriel ~(j) (mur R) on peut dgfinit 

1s loi *. comme le produit matriciel 3 droite de deux matrices, l'une- da' terme 
3 

(il (hl @*=al a(j) (k), l'autre x (j)(k) ; le te- général de la hi* ligne da la 



- 4$.@ 

matrice produit . rwi-colmne" e s t  : 



Par extension il est possible de définir une norme pour tm tableau 

laire ( r x r ). 051 dskinit deux tableaw rectmplstires l'un paarrél6dant - - 1  
r, i2-a. k ma calonne, l'suf re poss6dmt r l imes  et une colonne. 

Le choir de s - Max ( r ,  ) et du groupe abelian note G(o )  (a  ( 1  s))? 

( i l  groupe G . 

1 r 
S i  on choisit pour 1 1 (ai, . . . , a;) ] 1 la funcrion C 1 ai 1 

311 

(1,r) alors, en chcrisissrnt p a r  / 1 A' 1 1  l a  valwr abaoluca ~ i m a l e  

- 





ou encore : 

L'&palitB cide&su. dOfinit alors une ( ,  applicatim de E - B ~ ( ~ + ~ )  dam 1 
tui?a"enoe.' ' 

$v LI&- 
$%$4<; 

Critère di? stabilité 

Le choix d'une nome mal tiplicat ive appropriEe permet de d4duire 

une cgr~dition $u£fisante de stabilité alobal~ pour l e  sgst&me étudiE alors que 

la relation est rempli 

j =O 

(ji' l a  c d i t i o n  de s t a b i l i ~  jlobale devient A,: \ 

On retrouve aisGuien'; pour une sui = A  . X  *n+t n n 



3.4.5.2 Forme nornale naturelle 

Supposons le système discret étudiL régi par l'iquation normale 

naturelle (chzpitre II). 

Comme préci5dement, cette relation ddfinit une application de E'=R 2q+ l -. 

dans lui-même et une écriture sous forme matricielle analogue 3 celle praposde 

prscédement, permet de conclure que si 1 IF 1 lest une n o m  multiplicative pour 

le tableau F, 

- 
( 1 )  (71 (2q+l) - -f 

B . . . . .  -f 

1 

F = ~ &V ',; 1 /A';,, , 

'/ I 
'4 

1 C 

et si l'on a choisi pour norme de lfé?Ément f'i' du tableau la valeur absolue 

de f(i) la condition suffisante de stabilit5 globale apparaît sous la forme : 

Remarque : Par un changement de repère de ~Gfirence dans les espaces vectoriels 
E = RQ(q+l) ou Ev = R 2q+ 1 , il est possiblc d'oktcnir des relations plus gén6rales 

que les inégalités (?.4), (3.5) et ainsi de  trouver des cc iitions de stabiliti 

plus larges. 



3,5.7 Borne u u e n n e  d'une n 7 d c ( 2  -- camée dé&inie am R. 

ConsidGrons une xatrice carrée h à termes réels, dzpendant d'un 

paramètre w et supposons que la na.trice A soit rggulière dans un domaine D de 

la variable W. On dGsigne par norme euclidiemc Ge F. ( 1  1 P. 1 12) la racine carrée 
t 

de la plus grande valeur propre du produit matriciel A A. (Lit matrice transp0si.e 

de A). 

On peut alors montrer que l'epplieetion A -+ JA ( X . étent la 
t 

r n c w  m u  
plus grande valeur propre de CF A ) e ~ t  une nome nultiplicative aycmt les 

propriétés suivantes : 

/ A  X 1 3 1 A ( 1 . / X 1 (lvégelité ayant lieu pour les vecteurs 

propres X associés a la valeur propre A I o  
O nax 

Y> v 4 et A '  matrice rGguIi@re on a : 

6, Enfin la norme ziinçi c:éf inie est multiplicative cgest--&-dire ; 

€1 On montre de ,zêne que la nodulc de toutes les valeurs 

propres de A ne depasse pas 1 1 L: 1 1 

3 . 5 . 2  CCmgmei?Jt de b u e  vclnéakle --- 

Supposons que le système échantilîonné considére c?it pour modèle 

( 3 . 6 )  X = Fn (xO) . X ( I n  matrice F ayant sa première colonne 
II+ 1 n TL n 



(0)) dt61éments ne dépendant que de ?a prmière coLiposnritc du vecteur d'état (xn 

et étant du typé : natricc dc Frobenius. 
, , 

Par l'intermédiaire d'un changeaient de repère défini par la ~mtrice 

rsgulière R, l'équation ( 3 . 6 )  se met sous la forne : 

soit encor2 : 

( 3 -  7) *II+ 1 = A n (x‘J . yn 

en choisissant corne norme dc la matrice A la .ionne euclidienne, la condition 
n 

suffisante de stabiiitÉ globale s'énonce : si b4 x(*)E (Dl --- n 
(D doy~a.lnc de 

vahiation de la vvahiab2e xo 1 . La mnfrucc A i x* ) es* héguRiène et n i  * ou *e~  
t "  n n 

e u  V&W p n o p w ~  de An. A n o n t  en modu.Ceo u l ~ é ~ m e s  6 lrr*kté ; l e  n ÿ 6 X h e  
Yl 

d é W  p v ~  2 ' équuA20 n ( 3.  J J ut g CO b&em~vLt aXable. 

Le changement de base variable d651ni par la matrice régulière R 

Fermet de génfraliser ic problème de la stabi'alté globale et d'obtenir cles 

conditions de s tab i l i t6 ,  sur les paramètrzs du système, plus larges. 

De très nonbreux auteurs ont étudhÊ la stabilité globale d'un système 

conthnu ou échaiitilloriné non iInCaire au noyen de ïa r,econdc ri16rhode de Ljapunov 

( 1 4 )  0 

A cet F S ~ C C ~  la considijration d'une fonction V (Y, ) scslairrr,positive, 
n 

nulle à lqorigine, pemet de déterniner des conditions suffisantes de st~bilite 

globale en recherchant les conditions pour qiie ia quôntité V (X ) - KT (X ) soit 
n+ l n 

négative. 

Le choix de V (X ) = xL . B. X B metrice définie positive 
n n rl 

syrné trique. nu triangulairr infcrieure ou suptrieure de terne b c j )  quelconque 
1 (a) . > 

(avec b1 = 1 hypothsse qui ne restreint pas le nroblène) pernet de trouver un 
1 



l 
4 r:' 

7. ' t 
la cordition da srabilitl s'6oorice : et34 V&W pw de nathice A,, @ An - 8 

Fi,, h d v w  .toutes ~ h g ~ ~ e b  (A: B A - B mztaice d e ~  *&el. n 
&' ; f 

Fx$ 
O:"' Remar ue a . la coiuici6rarion dei deux foridsil quadraçi+uas X: (A:. B. An)Xn et  
'*: .. 
s?%<;- 8. X pe-t an effectuant une réduction shltan8e des deux formes quadratique= 
71.' 
$A-- 

xn n t 
:;, pr&céd+nfes (dont l'une Xn. B. Xn est definie positive) de trouver la coidition 

r* . pour que la stabilitg globale du erystihe sait as$ i * v : . $ , - ) ~ r - * : 6 3  - *  * A*'J- <, L 

Soit : QI - X: . B . X n (définie positive par hypothase) 



dans ces'conditions las deux formes quadratiques peuvent s'écrire : 

(0) où les s sont fonctions Se x . 
i n 

Enoncé du chi;tètte puv!ique de s & b U ê  

Une c~ovbdLtXon ~ud@,a&c d s  42zbiLLtts g t a b d e  put l e  aya;tèrne d ê d  

1 9 é q W a n  ( 3 . 6 )  ait que l ' o n  pLcinse R%ouvm udzc, ma.OrLce 8 nég&&te dé&bde 
x Jt p ~ . W v c ,  =telle pue lu nanlvlo6 cnnacZ?nisfiqiqoes di de lu ~ o m e  % = Xn(A,  n ) X ,  

R pan m p p o h t  à la ~ o m c  cl = Xn E X n  . 6 o i e 8 ~  &UA Ui(Zhieum a ~'I.LVLL$E ph 

( O '  E û (0 doniaoie d e  v ( 0 1 ,  
xn ahiatio~ld de & ~avahiab2e xn 1 .  

Nous avons montré au paragrsphe pr6cCdent qu'une condition suffisante 

pour que le systèm défini par 1'5quation ( 3 . 6 )  soit globalement stable lorsque 

X(O) tf (D) est que toutes las valcurs propres du produit A~ . Ii soient an oodule 
n R n 
inférieures à l'unité. 

Si cetro condition est verifize s le théoreme de Stein (12) relatif 

aux matrices hermitiques montre que pour touts matrice R (r x r) définie sur 
R 

le corps des nombres complexes, une condition cgcessaire et suffisante pour que 

le rayon spectral de A soit inférieur à un est q u y i  existe une matrice B 
n 

hermétique définie positive telle que : 

1 * . B . h - B soir bern~tique, Ùffinic négative. 1 %  n 

h (matricc conjugué de la transposée de A si A est n ' n 

I a 



L'utilisation de ce théorème permet de Cire lors de l'étude de la 

stabilite des systèmes discrets, lue la conCition imy,osa12t à la plus grande 

valeur propre du produit ;if . A  être inf ricure à l'unité revient à proposer 
n n 

d e  trouver une matrice B d6finie positive telle que Yx(o)E D le produit 
n 

kt 3 A - B soit une matrice dafinie négative, 
n n 

La forme ~atricicllc des équations Xcrivant les systèmes à &chantil- 

lonneurs linzalrts de période constznte étant prticulière ( l e ) ,  en supposant la 

non-linGarité sans mZ~oire, le K~odèle rrathGnatique représentatif du système se 

sinplifie et devient : 

(où K est un vecteur fixe). 11 est toujours possible (10) de mettre le système 

(3.8) sous la forme : 

La natrice $ caractérisant alers ia nouvelle forme des équations 
n 

du systène sqCcrit : 

(où les (j sont constants). 
i 



i 
* 5 3 *  ' I  

3 rq 
, 

co application de la norme euclidienne, revient B redioreher les valeurs 
t propres da la matrice produit en . pn (où h = P +*) (P opBrateur non siirguliar 

de changenient de base). Ces valeurs propres ne dépendent que de la fonction a ( x  1: 
P n 

il est alors siaple da déterminer les conditions que doit remplir a n (x n ) pour que 

le systPme décrit par l'gquation (3.9) soit glcbaleioent.stable. i 
C o n W b n  

La recherche de conditions suffisantes de stibilité asymptotique;' et 

les criteres pratiques qui en découlent permet d'aborder 1'Qtude des s y n t ~ s  

caractérisés par des modes de régulation complexe. Toutefois 1 'utili&ation de 

la norme euclidienne ou des fonctions de Ljapunov de type quadratique, permet une 

analyse relativement simple de la stabilité asynptotique et vis à vis des conditicru 

initiales, ainsi que du temps de réponse des systèmes échantillonniis nm lin8droi. 

Nous nous efforcerons dans les chapitres suivants d'obtenir par cette &thode 

des résultats facilemnt utilisables. 



APPLICATION DE LA MOaZivlE EUCLZDTEIJNE, CHOIX DE LA NORME OPTZPAALE, 

POUR LES SVSTEMES A ECEAiJT7 L L Û i l r i ~  ;JOB- L ZIJEAIRE 

~'utilisatlon des normes de vecteurs et de matrices permet d'élaborer 

des résultats très généraux quant à S'étude des stabilités asymptotiques globale 

et illimitée des systèmes à échantillonneurs nori--linéaires. Toutefois lors de 

l'analyse et de la synthèse des systèmes 2 partie lineaire du second ordre, il 

est intéressant d'obtenir des résultats pratiques, et par conséquent expliciter 

la nome et 19:space vectoriel de r6férence. Dans la suite dc l'exposé nous ferons 

exclusivement l'étude des systèmes échantillonnGs non-linéaires du second ordre 

dans un espace vectoriel de base vslriable en utilisant la nome eucl,idienne, 

ou en choisissant une base fixe dans l'espace vectoriel d'état (le modèle ma- 

thématique dtl systGme sera alors dc type de Frobenius), et en prenant une fonc- 

tion de Ljapunov quadratique variable. 

4 . 1  . 7  C&2ae de ata.b.Xkté 

La formulation (Chapitre II) des systèmes 2 échantillonneur non-liné- 

aire conduit à considérer un système de deux 6quations de récurrence : 



A (1 xn 1 )  est une matrice carrée à cocci-iciiats non constants ; 
n -- -. 

Supposons que l'état d'équilibre (0rigine)soit localenent stable. 

La stabilité de l'équilibre X = O  peut être définie au moyen de la 
n 

classe de fonctions de Ljapunov : 

(4.2 ) V(Xn) = X' n . B. X r? 03 E est une matrice symétrique définie 
t- -1 

Le signe de l'expression V (Xn+ - V (X ) permet de déduire ( 1  9; r 
les conditions de stabilité asymptotique illimitée et globale suivantes: 

Enoncé des conditions de stabilité aspptotique globale et illimit6e 

Si quel que soit 1 x 1 < { x  / il existe un coupla ( A, y ) ( ~ y ~  > 9 )  
n O 

tel que V(X ) - V(Xn) < O, le système défini par l'équation (4.1 ) est glo-. 
n+ 1 

balernent stable pour 1 x / < lxo 1 . Lorsque 1 x 1 + + le systène possède 
n O 

la stabilité illimitée. 

L'étude du signe de V(X,+,) - V(X ) conduit B considérer les inéqua-- 
F, 

det A B.$ - Q > O  



c'est-à-dire : 

La dernière expression de ce syst'.-e Btant un trinome en 1 , afiri que 
ce triaone soit négatif Yin;< x (x pouvant être infini si on étudie la 

O O 
stabilité illimitéelil faut choisir 1 entre les valeurs A et . 5 . racines 
du trinôme (fonctions de y et de I n  1 )  

Les conditions à remplir sont finalement : 

 é étude du oigne de A d m s  le plan O a c permet de répionali- 
n n 

ser celui-ci (Figore 4.1) et d'obtenir uri eni,emble de régions A.U.IJ ( y  2 

1'in;Srieur desquellos le tcrne A est positif. 



Deux c a s  s c n t  à cons idé re r  scivant l a  p o s i t i o z  dc y par rapyoic  CL: - 
segment 1 - 1 ,  + I - 1  - - 

L a  s e u l e  r é r e rve  q~xc L'oI: puisse i o r n u l e ~  pour Ic cliui:z de A c s t  

I1 eû t  e l o r s  Le-:.ik de v ~ i r  que d m ~  ces c n z d i t < " - . ~ ~  7 '  i ~ C < ~ a ~ l c .  

C, -,< O es t  v é r i f i é e  pour un c n s e ~ b l e  de ~ a l e u r s  de  X ponrvti que ic pain: 
A 9  Y 

M ( 1 x 1) de coordcmées a ( I n  ) ) ,  c ( 1  x 1 )  r e c ; c t / ~ : :  1 : ccnte i r .  
n  12 n 3 n O 

dans l ' c n s m b l e  co r r e spmdan t  d F e l l i p s e ç  tcir,,:erites eu:; côtcr; du or--ali.bG- 

lograsrne AUiX (Figure 4.1 ) en des  poin ta  G,E, I, 3 cln i -o~cls~-, . lc*: : 

2 
A-I 1-y 1-X I"y 1. 12-2'1' :-2 \ z -  " f  ,l,-l >? --.,'- ; - f ; H ( -- -. - ) . I ( - - L - - -  .-. -'), bT {-- - .-Y- G ( -,- 9 

"- 

Dms Ir? plan  O EL- c la ~:aractti  - .:Clcric d c  l a  n c L n - 1 - i ~ ~ > r i t ~ ?  c;:- 
n 

\,.on courbe (c )  r::>.sr;étrique a ( 1  i 1 )  7 ( 1  2c 1 )  Une co.iriarl 613 r c f A  
n n n II 

que l a  c o ~ ~ r b e  (C) reste  . :~ t i è r e i ! ?n t  coolbcnu d a r s  un p a r c l l - é l ~  ;rarme A 3, V 

W ( y ) , i l  exis te  123 ensechle  de  v a l a z . ~ s  I c  h , pt'rrr-.t+allt de cuL:c7ure 2 l a  

s t a b i l i t é  i l l i r n l t e e  du système échz~tillonnr non- l inée i re  décri: par IVéquc.-. 

t i o r  :i. 1 )  ; ces va leu r s  de  X s o n t  c~nprir ;es  entre  1, e t  X racine.: d" 
1 2 

t r i n ô n e  (4 .4) .  

S o i t  l e  rystèrne à crodi~I;it-lcn de !~r&c?u~  d e s  I'ripu!-2<onr ion::: 'EL 



La non-linéarité en desa de la saturation est le segrne& de droite 

- - 53 2. v ,  

1 - '  lxnl 

a + c  = 1 -  
n n O (1-D) et au dela de la saturation le segment de droite : 

L 

; 

. . 
On doit donc prendre y = 1 pour que le domaine contienne le point 

à 1 ' irtfi~i( â w  , cm ) 

an lxn] = l+D - E (1-D e -l ) O i xn l 
. ,  - \ - -  - - .  . Pour lxnl C T/T ' 

, a -  ( 1  - 5 ( 1  - elxni - 1  )) ~ = e  -T /-r 

Figure 4.2 

T/T -- ( I c a )  

an ( lxn/ 1 = l+D - e ( O -- 5 
ix,l T pour 1 xnl > -; 

D.T/T - ( 1 . - L ) )  
c ( lxn\ ) = -3 -!- n O 

lxn I 



Le spstkias étant supposé localement stable la courbe pardtrique (0) 

a pour point de dapart ( 1  xn 1 = O ) un point B l'intérieur du trimgle A' B C. 
ün doit donc rechercher la llre valeur 1 X, 1 de 1 xn 1 intersection de (c) m e c  un 

des c8tQs de ce triangle, De plus si le point d'intersection est situé sur B C  

on abtient directement la valeur de y B choisir. (il faut malgr6 tout vgrifier 

pue pour lxn! <lx 1 la courbe caract6ristique reste contenu dans le paralillo- 
e 

-? 

grasana ainoi obtenu ). 

i 

Eaatple : ~ T / T  (l*) 
&prenons 1 ' exemple du paragraphe 4.1.3 (oil Bo 1 

T 2(1-DI- y (3D-1) 
Dans ce cas il n'y a pas stabilité illimitge : la nonnlinéarit6 coupe 

la droite en + ai 4 1 - O (y = 1 ) ; (le point de départ 1 x 1 = O de la 

caaetlgristique Btant intgrieur au triangle A E C  (courbe 2 de la figure 4.2 )). 

On dateridne la valeur optinmle de y en prenant y - 2 an (1 xi( ) : xe obtenu 

L partir de cn ( 1  xe 1)  - - 1 . ûn obtient ainsi la condition de stabilitg 
globale par la relation : 

On daduit de façon anal- B la &thode pri2sirstae au pararaph% 4.1.1 

la manditicar d'instabilitb asymptotique suivatte : 

8'1 -1 <p>e soir ( 1 'lx, ( il erriete un uniple ( l.y ) 
2 a. &al IIP. (5,) - V(%) . 0 1. dafini par 1' h (4.1 ) 

art aaympr;lat2 iruc<islc pair lai X, . 
Conmm pour 1s ststriliC'I%a $a d r e  8ca l a  eBMe amkfl; il 

OtuOier les trois in8galitSs : 

1 A -  y'. O 



CùIVCLUSlOAI 

Par cette méthode il est possible de corriger la caractéristique ( c )  

de la non-linéarité afin qu'elle reste entièrement contenue dans un parallélo- 

gramme A U W(y) V. On-peut proposer un correcteur linéaire (ou non-linéaire), 

)êK-"~tf.w~t de-rE~~Iiser cette opEr,stior:. 

Le but de cette etudc est de déterminer dans  le plan 3 x y* (plan n 
d'état) le domaine maximum D dans lequel il est possible de choisir les con- 

max 
ditions initiales (x 

O* Yo ) permettant au système d'atteindre le point d'équilibre 

(zéro). 

Supposons que le système décrit par 176quation (4 .1 )  asymptoti- 

quement stable pour lx 1 < xe (xe ayant été obtenu par la méthode proposée n 
précedemment), et considGrons l'ellipse d9Ëquatioa : 

(y, et Ae couple de valeurs conduisant à la valeur limite x ). 
e 

On montre que tout point M (x n n' 'n 
) intérieur à l'ellipse (4.6 ) 

a pour conséquent :4 
n+i (xn+~3 'n+i ) point intgrieur à l'ellipse précédente ; 

en effet quel que soit 1 x 1 < xs AV < "3t lqsllipse ; n n 

2 est intérieure à l'ellipse Vn = x + 2ye 
n 

, . e 

le domaine intcrieur à la courbe (4.6 ) est alors un domaine dé stabilité 

vis à vis des conditions initiales (Figure 4.4 ). 



i, { Y = ~ n / b )  

U r O.' . . 

FIGURE 4.4 FIGURE 4.5- 

- -, ;i 

REMARQUE : Extension du damains de stabilitg zklZ8yis des conditions - initiale$ 
, Suppotaons que l'on choisisse un couple (A.y) vérifiant A - y2 > O 

' 

, * 

1' 1 
et qw~ l'on détermine la valeur maximale xo ,x& ,< xe assurant au s y s t b  la 
stabilité asymptotique globale. 

Comme précédemment l'ellipse (E) r2 + 2-y : 
2 A- Y 2 

AY 7 IL,, 
est un domaine de stabilité vis-à-vis des conditions initiales, et la 
r4unian des ellipses E quand les paramètres A ,  Y varient déltermine le plus 
grand d&ine de stabilité vis-8-vis des conditions initiales. 

lication : considérons le système échantillonné non-linéaire B modulation 
inrpulsi~ns décrit par les équations du paragraphe (4.1.3), le 

gain E- n'assurant pas au système-de stabilita illimitée : la méthode proposée 
, de mettre en évidence dans le plcm des conditions initiales (x*, yn) un damaine 

de stabilité (Figure' 4.5 



' r 
br8 de l'gtude i3a X.B dymdqoe'd'i~st eyIStBkte,: une fais -1k p r & I h  de l a  

stabilit4 rGsolu, .il cqayitmt,, avant de se pesc+e~ sur? une &yentuelle cotrection, .; ' Li: d 8 . "'a 

. de dBteriiriner le temps de r&p-e de celui-ci B uq~,aiolficitation ... bien dgfinia. &m$>w , ,  
a ~ é f  iniss6b 'ile cé . , , j ,  $+lm@i@&R 

' BX " p r u  à ' un sys tame échantillonn4 

. (~Ziriode T) ' conole ale temps & .T ( a gm&re. de séquence d'6chntitlbnnage) au bout" a :'i . ,  J ,  ~ 4 b r  

duquel le système soumis à des conditions inttiaies unitaires, atteint et ne 

t d f - s  8 

représentative de 1' évolution du sye t&me dans 1 'espace 

. ,rL-~i-x+4fin WAÇ~+XPL d'étudier le tempe de repense du a y s t h  non-linéaire ainsi forimlé, ] W M h  
choisissons sur cet espace vectoriel E une nome mu1 ti~licative 1 
c ' d x  E E 4 Il' I I ~ 2 ; ~ + ~ r r J ? k < p  

, )$Ci" ;;:?1,5 r . dbh 

La condït$on :i'̂ .i"'" I / 

alaire# puiftifs / 1 1 dier 

qae tsu~e  mite Pindiaire, B terme8 poeitlfr, 
, . . .  . : * ?  ; : i j . . 7 , " .: 

L'application de la r&ir;~iaa (4,rtS.) a ->QD;Bo&B: mmt  Pbe 
1 ' inégsli tG : 

a" 
4 . 9  . SI%xh+a I l  6 (Y) *, tp,i.i 

t 

, ?  ' I* . 
'Le =?sir d'\me nonie ultipliptire. (norip. &~idienna) de la mtriee - .. - -3 , .(. . .  

carr6e A periat, e&me nous l'iviks man* dans ~6*8'éhapitre prée&ieut, do triiup~ut n 
le probliiome de la recherche 



- 63 . *  
A n del 1 ~ ~ 1  1 4 v OU I I  ---- I I  < 1 à celui du choix d'une matrice carrée Bdéfinie 
v 

positive symétrique telle que : 

Ant 
A 
n 

( -  ) B (- ) =- B soit symétrique définie négative. 
v v 

En effet en posant An/v = Avn on se ramène exactement su problème 

traité précédemment, en remplaçant la matrice A pour Aqn. 
n 

4 . 3 . 3  f:tine en oeuvhe de la rné$bde : applicdtion aux a y t r t 2 . m ~  2chwti.l- 

&onna  du 4 (7~0nd o/LdtLe a 

L'étude (paragraphe 4.1 ) de la matrice d'ordre 2. 

t (An /v ) B(An/v - B conduit à considérer les inégalités : 

1 det [(A n t/v) B ( A , / v )  - > O 

2 
a c n 2' = ---- n 

En posant A' = AV , y' = y . ~  ; et C' = --- n v n v 2 

ies inégalités ~récédentes sont identiques aux expressions ( 4 . 4  ). Nous pourrons 

ainsi faire une étude du temps de réponse d'un système non-linéaire en traçant dans 

'Le plan a' cg la caractéristique de la aion--linéarité modifiée g afin de facili- n "  n 
ter l'exposé reprenons l'exemple traité au paragraphe 4 . 1 . 3  

Exemple - - : 
Régulation d'un moteur par modulation de largeur des impulsions: 

La non-linéarité est caractérisée par les relatiuns : 



Une condition nécessaire de stabilité asymptotique illimitée impose que H lxn! 
la non-linéarité reste intérieure au trianglc A BC, il faut donc que 1 < v < D - 

La caractéristique non-linéaire est alors représentCe(f igure 4 . 6 )  . 

'-'*';UYE 4 2 

Si la condition 1 < v ,< D est vérifiée on choisit pour y la valeur 

Afin que La non-linéarité reste toujours conteaue dans le quadrilatere 

A U W (y) V le gain du système B o  doit vérifier s 

R e m a r ~  : Si l'on pose v = 1 on retrouve la condition de stabilité illimitée - 
déjà obtenue au paragraphe précëdent soit : 

Concluabn : Le choix dqrinc norme euclidienne adaptée au système et à sa caracté- 

ristique non-linéaire a ( 1  xnl ), c ( 1  \ 1 )  permet de déduire d'une manière 
n n 

graphique très simple, les conditions de stabilité asymptotique globale et illimitée. 

De même la considération des surfaces équipotentielles de Ljapunov déduites de la 

stabilité globale permet de mettre en évidence 1.32 domaine suffisant de stabilité 

vis à vis des conditions initiales. 



ANALYSE DES SYSTEMES A MIVULAPEUR NON - LlNEAIRE 

L'utilisation de la norme euclidienne, et les résultats de mise en 

oeuvre aisée obtenu au chapitre précédent;pemettegt de fai2e l'analyse des systèmes 

à échantillonneurs non-linéaires. A partir des modèles mathématiques proposés 

il est possible, en utilisiint des variables réduites,& déduire pour les 

systèmes à modulateurs continus et discontinus, et à l'objet du premier et second 

ordre, différentes propriétés intrinsèques. Ces études permettent de comparer les 

divers modes de régulation. Dans ce chapitre nous nous attacherons à obtenir des 

conditions de stabilité globale, et vis à vis des conditions initiales ainsi que 

le temps de réponse des systèmes soumis à des entrêes conduisant à des états 

permanents. 

Nous prendrons pour exemple d'étude la modulation de largeur des 

impulsions, (le modulateur émettant une impulsion d'amplitude A sig(~ ) et de 
n 

largeur h 1 on ldurant la période d9échantillonnage T.) 
Afin d'alléger l'exposé les principaüx résultats seront insérés dans 

le texte mais les calculs seront reportés en annexe. 
. -  . . 

5 . 1 . 1  P d e  c o W e  L (p)  du pemLepr O&C i. (p )  c 
1 

1 + Tp 

Le système étant supposé soumis à une entrée E (t) on montre facilement 

que le système atteint un point d'équilibre unique si E (t) = E,dans ce cas l'erreur 
it permanente X et la du système p = - v6rifietlt les relations : 
E 



D 5 sig (XI (el'* - 1 1  - 
1 -D 1 X *  B o  sig X =  E 

X ~'érude du rapport p - -permet de dire qua la pr(ci8ion du systllms 

est d ' u i m t  aailleuttit qp0 le eain B o  de le chaine d'.ctini e8c 11ev6 et que, 
b e t b u e  

O 
+Ir &tant ddtitdti , 1 'entrée est @ande et coifea*nd 1 ime. Yâieut 

permanente f X 1 - T/T . 
5.1". !, 2 S tabilité de la tgponse 

~up~oa&k le point d'équilibre possible X rame& zéro, il est alors 

pdrsible d'studier la' stabilité de la solution X connaissant .le d è l e  mathihti- . - 
qua du SYstLme ; pair cela diffgrents cas possibles sont envisa&s 'euluivant les 

J < -  

valeurs de 1 xn 1 et I X  !par rapport B T l r  . 
! r -  . 

hi montre, lors de l'étude de la itabilit~ locale +I syst2me que 1s 

seule condition il vérifier nif te -g&n B du systèw ~ q t  . (Figure 5.1 ) 

1 + D  -X Bo < - 
D e 

X 
-*II- 

.L ),iil ,,F.i:_i- . -1, 
an. i 
,2.?. *,/ <ï ,.* 
%:?a? 

- * 

pe dime la condition de stabilité asymptotique globale au de temps 
de rbtponee (dafini par le . B c%orür%d0rer les id;$cnlitiEe 

(5.3 ). . . "  -, . ,-1 .. 6 

. ? ) . * a  .- 
, - , 7 I ?  . . 
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Ir fartion Y (fg, 3 p n I d  lis r . 1 6 ~ .  ihm4e0 par Ir tableau (5.4 ) mivmt 

p o ~ l t i m ~  relatives del et1 xipi. report  l T/T . 
, . , . 1 

t 

! . .  " .  . . .  . . 
<'T/T' . ' x T/T 

WW$ l x  , < T,'+."' " A "  I X  1 > .T/T 

i xn i 
(e -1) s i  (xn>+l-e 1x1 (e - i )  s i g  ( ~ ~ ) + i - e ~ "  

Ixnl 

x* " x X - a  
n 

;p:ifrr S, :A"? ' i '+k 
&&g&$i&b 

. , * #  

T/T , (eT"-~) s ig  (X )+~-e n 
- . : 

X T X . ,  xn " x 
; t .-: 

' t t I 

1 1, . . ; , i  $'Wb% 
]( Y ?( "t < 

@!$ 

4\#g@p@;7E$ , % 

m r q u e  : ;d;~,!d~$~~j' c khbC*jji nsn" r i . - , 

'0ü supposé qye l a  condition .(a) po8ifi.f ne restreint ean den 
I/ 

I I  ... . problème- ' ' . ..,+. *.-* - .. a . t  

' 1; j. 5 '  

Les conditions exprWas par l a  relation (5.3 ) peuvent alors ~ & e  trm- 
les graphiques (5.2 P$$ 1; ,,q,li; y: ' 

$'&#y $,fi' , 

:; - ~+%;p* L<gk*~*<n'($ 

, h i i f  

"$ 

I 



Légende de la Figure 5.2 
X 

--X 2 - e  
Courbe 1 Xo < T/r (Xo tel que e 0 = - -  

1 - X - X  1 
O 

Courbe 2 Xo > T/T 

ConduAbm 

La condition de stabilité asymptotique illimitée est donnée par la 

relation : 

(remarquons que pour X = T/.rles conditions de stabilité locale et illimitée sont 

identiques). Lorsque le rapport T/T est très faible, pour une entrée nulle, la 

condition de stabilité asymptotique illimitée est voisine de la condition de sta- 

bilité locale ce qui est justifié par l'approximation eTlT = + T/T 

5.1.1.3 Oscillations limites du systèn~e 

De même la recherche de cycles liaites symétriques par rapport à lPéqui- 

libre X peut être faite quand le gain de l'asservissement B o  est supérieur B 

la valeur critique : 

Dans le cas particulier d'une entrée X  5 0 ,  la non-linéarité étant symétrique on 

montre facilement que le système peut avoir soit une réponse plate ou conLuire à 

l'instabilité, soit une oscillation limite d'ordre deux symétrique par rapport 

à O si X, (condition initiale), présente la valeur: 

; X I +  ~si,g(XI)D. * = O (point d'équilibre du système qui 
l 

1 
1 - D no peut être que zéro si l'entrée E 

i est nulle). 

; lxl = Bo sig (XI) D a  (valeur obtenue par l'intersection 

l + D  de la courbe Y (Xn, O) avec la 

droite horizontale E, 13 
10 

I L .  



\ Remarque : 
t 

L'étude de la stabilité du cycle ainsi obtenu peut être facilement 

effectuée en étudiant la suite de nombres I X  / - X (en prenant XI> O). Toutefois n 1 
une analyse graphique de cette suite semble preférable afin de déterminer les va- 

leurs respectives des conditions initiales 1 X qui conduisent à un cycle stable. 
n 

5 .1 .2 .1  Keponse permanente du systSme 

Le processus à régler possédant une intégration, on montre que l'entrée 

du système étant constante et égale à E ,  l'erreur permanente de l'asservissement 

est nulle. De même la seule forme d'entrée conduisant à une erreur constante au 

bout d'un certain temps à la conFiguration d'un signal rampe. ( E ( t )  = kt). 

5.1 .2 .2  Stabilité de la réponse permanente à un signal constant E . . 
Afin de faciliter les calculs, compte tenu du modèle mathématique déjà 

complexe du système, , nous nous bornerons à l'étude de la btabilité du 

vecteur d'état X = O correspondant à un signal d'entrée constant E. La condrtion 

de stabilité locale de la réponse permanente X = O, obtenue en linéarisant la 

matrice A (1 xn[ ) > peut être mise sous la forne : n 

De même l'étude de la stabilité asymptotique globale, par lsutilisation 

de la norme euclidienne, (chapitre IV) permgt de riontrer que le système est globale- 

ment stable pour (xnl < x 
e lxe/ 

e - 1 
la valeur limite xe vérifiant : = 1 +  

l e  1 E ,  . D 
Cette valeur optim.de l x  1 est obtenue en chois'issant pour f o m t i ~ ~  de Ljapunov 

e 

(Y vérifiant y = 2 an ( lxe 1 )). e e 



Quant au domaine de stabilité vis à vis des conditions initiales il est limité par 
2 

l'ellipse x2 + 4 an (1 xe 1 )  . x y +>iy2 = ( 1  - 4  a (1 xe 1)) (Figure 5.3 ) 
e n .  

PIGURE 5.3 

Par cette méthode il est toutefois possible de déterminer soit la 

condition de stabilité illinitée soit une condition eesurmt un temps de 
-T/T 

réponse donné : dans ce dernier cas il convient de choisir 1 < v < e 

v(l+D-v) + D 
et ye - - le gain de lgasservissement doit alors vérifier 

2D 
l'inégalité : 

la condition de stabilitC illimitée est obtenue en posant v = 1 dans l'équation 

précédente : 

Remarque : Une étude relative à la stabilftg i118mitée et locale, peut être faite 

en comparant la position relative des courbes définies par les relations (5.4 ) et 

(5.6 1. 

5.1.2.3 Oscillations limites du système 

La caractéristique non-linéaire du système étant symétrique par rapport 

à O (OU matrice An ( 1  xn 1) ne dLpendant que de la valeur absolue des variables les 



les cycles limites pouvant exister doivent être ~ymétri~ue;~ar rapport à l'origine 
, . 

dos' axes; 

Lors de la recherche de la possibilité d'existence de cycles d'ordre 2 

on est amené à considérer les deux équations non-linéaires suivantes : 

1 - 
+an ( 1  x l4XI 'y, ' 0  

1 
1 

(5.7 ) 

La soLution X possible différente de zero vérifie alors : 
1 

Nous voyons sur -,un graphique que la première relation (5.8 ) conduit 

à considérer les intersections de la non-linéarité a ( 1 xn 1) , cn ( 1 xnl ) avec 
n 

la droite 1 + a - c = O (côté du domaine de stabiliti linéaire). 
n n 

Dans le cas de la modulation de largeur des impulsions,les cycles d'or- 
_ , .  . 

dre deux symêtti4ues par rapport à O ,  ne peuvent être mis en évidence, car la 

non-linéarité, dans le cas g8néral ne coupe pas la droite précédente sauf si le 

point de départ de la non-linéarité (lxn 1 = O ) est hors du triangle A B C  du 

plan O a c 
n . n  

D'une manière plus générale, la recherche des cycles symétriques d'ordre 

quatre revient à considérer le système suivant o 

avec , 'a = s : j  1 I (I xlI ) x 1 = a . x  O O 
! !  

/ 1 

+ 

: c  1- 1 = C, ( 1  XII ) 
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.. .. -.. a % . ' {  d ' J i  t ~ v .  - r <  " S .  P + 

I lethode graphique simple alors être elaborde pour déterdaor les vale& .. , 

0, 
C , ., conddrmt awwycZe9 %$nu* tes. .d'ordze. q w r e  rë?chareMs. 

Dans cette partie nous nous sommes bornés dgduire, des m&thodes proposeet 

dang les chapitres précédents, des conditions pratiques conduisant $ la stabilite 

&a système à dulation de largeur des impulsions, R l'aide de ces méthodes nous 

allons par la suiqe mus afforcer d'dliorer les performances des processus h 

bcbtfllanzwurs non-lini5aires en insérant dans la chaîne d'action, ou de retour, 

des correcteurs linéaires et non-linéaires. 

Compte tenu des nombreux paramètres des systèmes quantifiés (gain, 

@riode d ' echantilloaiiage , loi de quant if ication. . .), nous nous bornerons, dans 

la plupart des cas, à falre latitude de ces syst8mes travaillant en régulateur : 

B (t) a O 

5.2;1 P&CU~U a k ~ g d e n  d<l ose i(23J q 4 4 4  

5.2.1.1 Stabilité - 
Quel que soit le type de modulateur auquel nous noue int6reaeons le 

ie du gystéme, poar une loi de quantification linéaire, s'écrit : 

m r 
O - D x n  - A s i g  (xn) D ( e  - 1 Y (q) ., - .  

La fonction Y (q) d6pend du type de modulateur - r 

Si mur aupposono le modulateur sLalils6 B partir d'un mululateur de 

u quantifié, oa obtient 
' -," 

'.-' par 19 .;peicapatbtro v := 



L'étude de cette expression dans le plan A 1 e 1 permet 9 la fois de 
1 n 

déduire un domaine de stabilite asymptotique globale (v = 1 )  et un domaine assurant 

De même si 11 relncion 5 . 1  ) est vt:rlfiée quelle que soit l'erreur 

1 xn ( c'est-à-dire quand : 

~T/Q')T T lmo T 
f, - 1 (eTIr + I ) (e - 1 )  

qT lmo r 
e - 1 

1 'examen de la fonce ion f (q) = permet d'obtenir deux conditions 
s + (q - .] )a 

O 

de stabilité illimitée, au~vanc les valeurs relatives de 



Des rgsultats identiques sont obtenus lors de l'maryae de la rtabilité 

illWt&e deta eyetèoaras 1 inodulation quantifiGe et de cadence. En effet rreloa le$ va- 
1 - 1  laure relatives de 3 et de - - -c 

a -~Ï~V‘G-T- * (1 - ,e-T/<sor) , la valeur du seuil 
e O-1 , 

, où de le saturation si + (m -1) a,ailsure i a  itkbif itl des deux syithss. 
- 9. \" = . i 

2 m ... * ,~ 2 S. * - -- Lq II::>, LV ' ., 4 
" . - . 3 : 2 j t  . . 

,$ " , d k  . . :  - . ,y,,, <* k "v>.f#Ca "'">" .q' v .  8 " 

5.2 . - la  2' &cilldtions lirmf es des systèmes quantif i d * :  

UT 
_LI. 

D m t  
(5.15 ) - A sig ( x , )  - (e OT- 1) 9 (q) 

1 +D 

(Remarque; : cette valeur x addéjà été obtenue lors"de.la,stabilité asymptotique 
1 

globale du système (équation 5.11 ))  

5 .2 .2  P&e cor&hue du second o&e : S t a b U i t Z  d'un moteuh pan! ta 
m W d e  da unitécildents 

5.2.2.1 Conditions de stabilité* . . - 

Iic façon analogue au cas d'un rPoteur pr6c6d6 d'un modulateur coatinu, 

un équilibre ne peut s'établir pour le système que si l'entree est 'fonstante, ou 

de Xa fonae E (t) - kt. D'autre part lors de la mise en 6quation da$ sysltBtsnes 

qucintif iés il est possible de ramener les tiquation9 du modPle ~asthgmtltique 

rows la forme tras gh6fa1e ( quel que soit le type de modulateur). 



les fonctions $(q) et Y (q) dépendent exclusiveuefit des systèmes étudiés. 

11 est à remarquer que si O S I X  1 < s n O 

l 

FIGURE 5 .4  

9(q) - O 
y (q) = O 

et que ai : 1 x 1 3s +(mo-1)n 
O n 

D'une manière générale la condition initiale (xo. y,) telle que s +qa < x < s +(q+l)a 
O O O 

ne conduit à un point d'équilibre (xm , y_ ) verifiant 

q(q) 'f(mo-1) 

Y(q) Y(mo-1) 

s +qa ,< xm x, ss' + . ( ij+i)  a, que si iim  ci) (n-i )+n g(q)-l -+ K 
O O 

na*.. - 

D'après le modèle des systèmes précgdents, si l'erreur / x 1 est 
n 

rieure au seuil s suiirant la valeur de la condition initiale (xor y le proces- 

sus peut (ou ne peut pas) atteindre une position d'équilibre finie. 11 est donc 

intéressant de rechercher, dans le plan des conditions initiales, pour des valeurs 

- s < x < s le domaine (D) assurant au systk un équilibre. Pour que les 
O O O 

systèmes régis par l'équation (5.16 ) ne régulanr plus il faut et il suffit 

quKà un instant donné (instant pris par hypothèse égal à zéro) la 

condition initiale (x y ) réponde aux équations : (Figure 5.4 ) . 
O" 

Le domaine D(q) est alors défini par les relations : 



5.2.2.2 i4Cthode de déterminaticn 3u do~aine de stabilité vis 2 vis des 

conditions initia* 

Le but de la m6thode consiste à leterviner par récurrence les iiffClrents 
1- -1 

uomaines -P q : c I  1. n 1 dans lesquels on peut choisir lcs conditians 
0- 1 

initiales 1 afin de st~blliserle système . E x r  cela il faut rechercher les 

domaines D conduisant en une periode dPGchantillcnnage aa domaine D.  
4 

Les relations à vérifier sont daï~s ces conciitions u 

En posant x = s + (q+& ) 3 3 ..< E < I I ,  le problème consiste 
O c j  

Gonc à placer lsu3e par rapport h2 l'autre les quatre droites 

-2% so+ (q+~) a + (! .a) y = s + (q) 
9 q  o O 

=zz? so+ (q+~) a i ( 1 -D) y. = - s + P(q) 
O 

D29 q 
~ p s  + ( q + ~ ) n  + y. = s + '4(q) + Y (q) 

O O 

D 9  =2+7s +(q+c)aC y O 5  = ,  s + (q) + Y (q) 
29q O O 

sachant que les droites D' - et sont respectivement en dessous de D 
1'9 1 ' 1  

e t  

D2y1F 
il est possible de recnercher les c~nditions sur q, et les paramètres du 

systéne afin qu'il existe un domaine inttriaur 3 D , D' et D2q9 D& 
I s q  



FIGUKE 5.5 

La condition de non existence d'un tel domaina (D) peut être Gcrite sous la forme 

D F  > D 
2q Iq 

OU D9 > D correspondant respectivement aux cas de figures : 
Iq 2q 

(Figures 5.6 et 5.7 ) 

FIGURE 5.6 FIGURE;: 5.7 

On obtient ainsi les relations : 



-- 72 -- f 
S i  quel que soit q, une des deux relations prGcédentes est vérifiée alors il nPexis- 

te pas de domaine (D) conduisant en une périCsde dqGchantillonnage au domaine (D O ) 

de stabilité. (Le systèrae est toujours instable). 

Dans le cas contraire, diffsrenteç possibilités peuvent se produire 

suivant les positions respectives des quatre droites : 

position des droitcs conditicns 2 respecter l Domine de stabilitG 

POSSIBLE 

Domaine limité par les 

segments : D et D v  
2 q 1 q 

1 -D Y - -  
I! 

Y < q a + 2 s o  
Donaine limité par les 

segments : D et D q  
2 q 2 q 

I : ) D  > D  > B v  > D ~  1-3 
Y - 7  Y < 9 2  s +q a 6 x < so+(q+l) a 

2q Iq 2c1 1 q O O 

1 -D Domaine limite par les y - - y >(q+1)2=-- 
POSSTBLE 

e )  D > D v  > D >D' 
2q 2q Iq Iq 

f)D > D 1 > D  > D 9  
lq I q  2'i 2q 

l 

D 
AD 

s > -  
O 1-  D 

2s-01-n) 
(] .-Dl <q a - I, 9.- Y- 
D U 

- 

segnents : D et D' 
1 q 24_ 

Pas de domaine 

(1-D) So 3.- y- >- + (q+ l )  2. Pas de domaine 
D C 



Remarque : Pcar des valeurs particulières de q, ainsi que des paramètres so, a, D 

et des fonctions I/J et Y deux des quatre droites prêccdentes peuvent se couper 

dans l'intervalle (s + q z , s + (q+l) a) : après avoir déterminé cette inter- 
O O 

secti.cn x on dEEinira le domine (D) (Figure s 0 5  $ par des segments de droites i ' 
diff6rentsj pour les valeurs de x respective:aent supGrieures ou inférieures à x 

O i ' 

Extension du domaine de stabilitS vis vis des conditions initiales 

Dans les cas particuliers où les durmines (D) existent, an peut recher- 

cher d'une manière analytique, numérique ou graphique les antgcédents des divers 

domaines (D) précédemment définis,cette n6thode applicable simplement, revient 5 pln- 

cer l'une par rapport à l%autre, dans chaque cas, quatre nouvelles droites. 

Contrairement à la méthode proposée au paragraphe (5.1 ) il n'est pas 

possible de définir les valeurs du seuil " s O 9 ' ,  ou du pas de quantification "a'' 

permettant d'assurer au système une stabilitt Illimitée : seules les conditlons 

initiales x 
os Y0 peuvent être déterminées afir dkssurer au système un équilibre. 

Les résultats proposCs dans ce chapitre, mettent en évidence, la 

complexité d'une étude analytique complète. KaPgr6 la simplicitG de l'étude graphi- 

que permettant de déduire les conditions de stabilité globale et illimitée de 

lPCquilibre zéro, pour les systèmes du second ordre, il est à remarquer que cette 

methode ne peut être utilisee, pour les systè~es quantifiés, dont le filtre à régler 

possède une intégration. 



CHAPITRE V 7  

COb~PEtJSATTOIV DES ASSERVISSEME;iTe5 DISCRETS /JOB-LIMERZRES 

" - 

Ivi;DLaduc;tian 

 a analyse des systèmes échantillo~nés non-linéaires met en évidence 

deux propriétés souvent contradictoires. 

- La précision de l'asservissement impûse aux paramètres du système 

d'avoir des valeurs bien réglées et un gai.: pour le systhle euiioi 6lav6 ?Ga pose%bl~ 

- La stabilité globale ou illimitée rucommande pour ce dernier parcmètre, 

dans le cas général, de posséder une valeur relativement faible. 

Cette contradiction, mise en évidence pour les systènes linéaires ne 

peut être supprirriee qu'en modifiant l'ordre du système, (cas des correcteurs 

échantilionnés insérés dans la chaîne d'action, , .) , ou en j l  xoduisant un organe, 

utilisant si cela est possible,toutes les ccrnposantes du vecteur d'ét~,(retour tachy- 

métrique...); ou en transformant la caractéristique de la non-linéarité (correcteur 

non-linéaire inséré dans la chaîne d'action ou de reaction). 

Une analyse des differents niodes de correctiozi va être entreprise, et 

mettra ep évidence d'une part l'influence du correcteur sur la réponse permanente, 

et d'autre part l'apport de cette correction sus lz stabilitS du système envisags. 

6.7 Régime a W q u e  d u  aya;tSmu dincir4;tn wn-8LnEahu cornpenbéh 
6.1.1 Réponse pmavrevLte pauh wê e~.z&&e dovrnée 

Dans le cas très général où le systèae possède : 
a) un réseau correcteur échantillanne d'équation matricielle (6.1 ) .  



b) un retour tachpnétrique caractBris6 par la matrice carr6e (o)) 

h 
O 

X 

D r  [\y[] 
'4 - 

(0)) c) un échantilloxmeur non-linéaire de caractliristique Y(wn 

lcfois avosis &n& '(chapitre 11) qu un modèle math6matique s ' écrit 

d'entr6os aux instants n, . . . !n+q+l, la cmditiin : 

Le ~~ecoad membre da cette &#am 6;on~tant il faut et 

. . .  v&rffienf $a relation : il suffit que les composantes scalaires en+q-i+l- -. 

9'' (i) ( 6 * 4 .  ) ' (PI . en+q-i+l ) = IC; @ wectatir colonne constant). 
il0 

.... ; . ,où rI j (il . i h w  ert la J , *  compoeante du p r d e x  vecteur cc.l;nne R (il de R(i) . 
1 



on atin d'etre 

Nous supposons que le 'systame considerej ne possède pas de r@se& correcteur 
Bchaor~rlonrié, mais simplement un 'retour tach-trique caractbrisé par l a  matrice D 
dgfinie au paragra@he 6.11 

Ls modèle cnath(çe3atique repré~enta'~i lé cmtportenten 
est donc : 

= e (DM>-' . )T fxn - n.r 
(x-)) + En+, - e 

(6.6 1 [r - D - ~  (En - Xn) 

la co~sidOration de la  diff6rmee entre l is  deï..iect=a EWrnl* 

19ri . . Qit d.qe t&m les cm r.rtat eonatluito) iolpowa 1 
. >  . . - .. 

. I .ïl' I 

Q ml 1 
- 5 

- "2 en - 3 
. ., 

Ç+*? 3 - 0 

2 * *  . 
- o r e -  0 

9 q 

.- kr s0lut:Qm la gltzs gOdrcale sS l'un srr 

ast liffirait da dro,  .et Btr) = II * eosst.nu pour ~ i t  L. 

C) Xe cere gm=iculiat 
' b ' O (.oit en ' ('$2 



- 8 3 - ,  . .  

Le s p t h  docrir par l'aqqstion pr6c0dmte poiJde \mo rrntir psmmm80,te I d e  
(si Y(0) = 0) : " 

- S i  al # O et ~i e(t) - E l'erreur pemaneato vgrifio : 

i ' o-if E rsprgsente le vecteur co'lon~e 1 .  

I o  J 
.&marauo : Lorsque a = 1 l'erreur perwmente du systèue est nulle pour une entrge 

1 - 
en échelon et conmtanta pour une rampe ( e  (tf = k. t . 

P 

&&l -  ! f - m 
t%&&q : i+- - 

US? condition suffisante pour qu'un syst8m 8 6chantillonneur non-lin60 

aire (la non-lin6aritti vgrifiant Y(o) - O) possgde une erreur perPIsne.nte nulle pour 

OéAloribXruLfcon 

yous devons rechercher la condition pour qw le produit matriciel 

= , soit tel que les t a m s  de l a  prmi&re c o l o m  ~ d e n t  : A l e  . 

.j l O 
1 ( 5  = 2, .'*7q) 

. . 



. X - - 1 -..*....**..... - 
' O 

- ' "Ao . 
o A. 

9 1' 

\ 
! .  , - '. \ O 

O - O 

MT Supposons que e ossède la propriété (p) dans ce cas pour tout 

, A  1 A l e  
P 

q- 1 
possède aussi la propriété (p) . 

3 

m -1 
ûn a montré (Annexe 1) que e - h . D l .  A (DI matrice. diagonale.). 

D w s  le cas particulier où L(p) possède une intégration, on peut mettra 

A et DI SOUS la tome : 
*A22 .-$~wm 
;1 a 

a $ * 
Y , . 

', . -  . 'p.' . . .  ' . 
. * 

% '  ' 

, - 
$%". 

- 
.,Pk;&2 

nt, - i ,  

11 e ~ t  alor. focils de montrer q w  n pos.ldo la propri8t6+(pf airuf 
po.kpait ml h i  , 8. Br pot~sado donc la propriété (p), et qua1 que soit 

le retour tachya&trique. e t ,  la non-liii6arit6 l a  systPma étudie pr8seatc une 
erreur permanente =%le une atr4e en ésbels. 

Remarque : De fason identique si le processus Sin8aire L(p) I asservir po.&de 

d w x  .int&grati~w U = 1 
1 U2 - 2 (Annexe 1) lei erreur. p e r w m m m u  a psi t ion 

et en vitesse du système sont nulles . . 

* . - *  - Y C  - , . ,1 



Lorsque l'erreur permanente n'esé pas nulle (pas d'intégration dans laclzc 

ne, et, lorsque la différei~ce vectorielle EîL+l " e 
DE$ D'* . U représente un vecteur n 

constant K, le vecteur X caractérisant Iferretir permanente vérifie : 

A partir des q équations prgcédenteç, il est possible d'éliminer les 
(11 (q-1) variables x , ... x (qll) nVintarven~n..e pas daris la non- linGarité Y (x (01 ) 

(1)  - 0 . .  9 X et d'obtenir une relation, independante des .; a ('-') du type : 

Il est alors possible de rechercher, dsns chaque cas particulier, l'in-* 

fluence des paramètres X ... X de lia matrice tnchymztrique D sur la solution 
O q-l 

X'O) et d'obtenir ainsi une valeur optimale de E ,  ef in que l'erreur permanente x (0) 

soit aussi petite que possible. 

6 . 1 - 5  M i ~ . ? b a X i a n  - de L ' WCL(PL prawaneaZe ,m LnhmCion d 'une flan-, 

ainZmktE dana cm bqak&fie. aonazé 

, - Ccnsi2ércnç 1: CRS cÙ, I ' ~ l : t : . - -  .I?. nys t : .  c ( ~ ( t ) )  c'.t-nt PI-, 1.2, ~ 1 1 ~  c ~ n d  

à une crrenn pcr-~scntc ncï-.nuilc. Il >ct c i c r ~  ~cc~i31e '; r -d i e rd r~ r  1 :r cix:it&cns 
,,w , . & que 2ai.t réz21ir in ~i i r i - - l i iEer i tS  s,.. SI^G~~c'clr 3-IT .:rzr,t~ .. - L,." -z-:si .z. tit~  

que possible. 

Pour cela considgrons l'équation (6. P ) 1 ' erreur permanente x(" v6rif ie 

q (x(~)) = fi - ax (3) 

----- ----"-- - - --- .--a * 
1 FIGURE 6.1  



. . . " " "  
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La fi- 6.1 nmtte. qu'il est int6rees.;ild de modifier 18 wurbe CI ~ r )  

afin que L1inter&ction xtO) soit ausri pras que possible de l'origine. 

Une caractéristique non-linéaire du type "dur" pour de faibles ampli- 

tudes (courbe no 1) permet par exemple de rhoudre le problhe. 

6.2 R&&e dynanique des 6f#.tbeb wn-4%&&es cuqxmob 

 arialy lyse de la stabilitg globale, illidtSe du temps de repense. des 
syst8mes B 6chantillonneur non-linGaire met souvent en évidence le fait qu'il n'est 

pas toujwrs possible d'obtenir une marge de stabilire conwmable lorsque leu para- 
dtres (gain, période d'échantillonnage, constantes de temps ...) sont inpos6s. 
Dans chaque cas particulier, il est particulièrement intéressant de transformer le 

b 

modèle mathématique du système afin d'accroître ses performances. Nous allons 

étudier successivement ler modifications apportées par l'introlkiction des 'organes 

suivants : 

ou réseau 

dente). 

8\73 ;z 
correcteur continu modifiant la ~ r à m  

eau tachymetrique (matrice (D) ) inséré dans la chaîne de réaction. I 
C) transformation de la non-linéarité (double modulation par exemple). 

Comme nous l'avons mis en gvidence au chapitre II, compte tenu d'un 

retour unitaire, (D n 1) les équations représentatives du système sont : 

L'élimination des composantes du vecteur X et X permet d'obtenir 
n lrtl 

la forme matricielle (2.13) ,scalaire (2.22), 1 'équation de Frobenius (2 -23 ) 
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(0)) 

La connaissance de la matrice M et du-vecteur non- linéarité'^ (a  
permet de déterminer le réglage optimal (choix des coefficients 6") et a 

(3  ) 

conduisant soit 2 une stabilité globale choisie par avance, soit à une stabilité 

illimitéelsoit enfin à un temps de repense dEtermin6e (chapitre IV). 
Afin d'expliciter les calculs, naus iicus proposons maintenant de d9- 

terminer les paramètres du réseau correctei<r pulsi-, assurant une stabilité globale 

à un système discret 5 mcdulation non- linéaire quelconque et à objet du premier 

ordre. 
<Ne1 q ~ e  soi; IL? rype as Lzonulaz-ui, les Cquations caracteristiques 

du système sont (pour une erreur pernanente nuila) : 

La recherche de la forne scalaire conduit à 19Gquation en ihU 

Cette équation mise sous forme de Probenius, permet d'utiliser le metho- 

de d'étude de le stabilité proposée. On obtient ainsi un modèle matriciel gén6ral 

d'équation : 
1 

ractéri 

Dans le 

stique ainsi 

"xn> 
D f3' - cl' D O 

O O 
X n 

- 
plan repri5sentatif de 12 non-lincarité a n (xn) 

definie est une dr le (Fiwre 5.2) 
n 



l Si on impose à la non-linéarité de passer par l'origine c'est-à-dire 
si l'on fait r 

a s  
1 

S A (  l + -  D) = D  , de plus si elle possède une pente égale à - 1 
01 ' 
O k (xn) 

on obtiendra un maximum de variation pour l'expression , on a alors : 
X n 

3n ohtient ainsi la condition de stabilitE illimitGe o 

Remarque : 

La condition de stsbilit8 glûbale  scns rÉseau correcteur est u 

1 + D  k - '-" 
: on pegt  ainsi anéiiorer les performances 

D  
p - >  - 

x D  

du système étudié. 

6.2.2 l'?a eau comec.teuh tac  h p W q u e  

Comne nous l'avons montré au.cours du paragraphe précédent l'ordre 

d'un systew n'augmente pas si l'on insère dans 1s chaîne de rEaction un rLseau 

correcteur tachymétrique. Les équations du systeue sont : 

avec : 

- = 



.- 29 > 

Le choix A 1 n'est pas restrictif , ()3) 

Une étude de la stabilité globale, illimitée ainsi que du temps de répon- 

se peut être entreprise dans le cas général au noyen de lQutilisation des nomes 

usuelles , 
Il est interessant par exenple dans le cas d'un système du second ordre 

dvGtudier une correction tachydtrique et de dSterminer la valeur optimale du 

paranètre X assurant à ce système, mis sous fomc de Frobenius, une sti3ilitG: ou 1 
un temps de réponse (dG£ini Dar r) donne 

8 . 2 . 3  R é n m  comecXw non - ~~LnénAitc! - appfic&n la douMe. 

Afin d'anilliorer l e  régime ciyna~ilqu? du système discret deux moyens sont 

encore à notre disposition : 

- l'insertion d'une non-linGarit6 suppl&nentaire dans la boucle dvesser- 
vissement. 

- la modification du modulateur (largeur, amplitude, période, position ... 
des impulsions). 

Pour un système fonctionnant en ragulateur, les deux moyens sont 

identiques quant à leur mise en oeuvre, Il cs:,r?ivient en effet figure (6.3 ) de 

- 
transformer le vecteur YJ (x") ) en un vecteur Y (w (x"))). ~'Gquatian carectg- 

n n n 
ristique du système est alors : 

Les calculs liés 2 ce mode de représexttation sont explicités sur 
un exemple. 



Les perfoknces des syst3mes Bchantillom4ir peuvent être 8.(lliorBss 

ii l'aida de réseaux correcteurs, toutefoie une optimalisation quant P la rPponse per- 

maiunte, à la stabilit6 globale illimitBe ne peur être entreprise dsn. le cas 86- 

niira1 : les paramàtres il détonnixkr devenant trop nombre-. 

I Ainsi chaque type de non-linéarité, et chaque proceesus B rggler doivent 

8tre actuellement f tudiés, d'une manier@ individuelle. 

~éa-in8 les techniques graphiques d'un actes plus facile, perimttent 

souvent de définir d'une maniare globale les principales propriBt6s do ces 8 y s t ~ ~ s  

et de suivre dans l'espace d'état leurs traiectoirea de phase. 



CffAPTTRE VTL 

ANALYSE M l Q U E  V?3 SYSTEMES A ECffdMTILLONNEURS NON - LINEAlRES EN 

La d6termination des t rajectoires  de phase des s y s t k s  échantillsn- 

nés non-linGaires peut ê t re  entreprise simplement par l'interteédiafre des 

techniques graphique e t  analogique. 

Ces méthodes, par leur souplesse, sont tres u t i l e s  pour dêtamiinar 
1'6volution du système considéré dans 1 'espace d 'état  .A i$?,jta&.- 
d'éeh&tkllonnsge, il existe  un s y s t k  l inéai te  idcntiqite au male BttzdE&, 

qui correspond B l a  &me trmsfonnation du vecteur 6 ta t  dans l'espaces & 

phase. Daris ce sens, il nous a parÛ fondment31 de d 6 t é d n e r  les dive4' 
* .  

typer 'de trajectoires  pouv&t caraetdriser ID6volurion d'rni s y i t b  II , 

" .  , - l r  

k ~ 1  voisiwtti~a d'we position d '@quilibr% (311). , - 

. - 

gtap?ii q u e  simglss (321 (331, prmett&nt de d8terinlnet teai ' tr&jscshhd '' " 

de phases du s p a t h  Gtt icaiG.  t a  

* 

Un troisiE!mer valet pose Ee g m b l b  de'l 'mkkmtiratioa bfl cIQw~sa* 

i .. , . 1 
, " .  

7, f 

modèle mth6mertique e s t  caractErisf par une matrice de Frobenius r 
1 + 



t (1) Pour un quelconque vecteur d t6 ta t  Xn = (un , . . . , x ( ~ ) )  n l a  =eletion 

r t r ic i%llc  (7.1 ) p e r r t  de déterminer 1. va$mr du vecteur obtenu au bout 

' d ' ~ ~ t m p 8  t - T  

Associons au système dLcrit par l'équation (7.1') un.sgrst2sm9 Ildair3 

do vecteur d'état X' e t  caract8rieé. par 1 'égalité : 
P . .: 

la pe iode  d'6çhantIlloonrpe da rang n les deux s y a t b e ~  (liuéaireî sr ~~QD-IW- 

aires)  . p u t a n t  du &me i t a t  X,, aboutistunt au &me point 4e l'espace d 'état ,  62 .. 
effet si .on f ixe l$, (condition i n i t i a l e )  le6 deux Bpuations (7.1 ) e t  (7.2 ) sont 

identiques-. . . ,  

D'autre part le. type de trajectoire est e n t i e r q n t  déf id par les 

valairs propres de l a  p i t r i c a  copmune aux systibes a l ' ins tant  n, l e s  trajectoires 

&l'@-a E ge O0pemk!f -we-d& _c-qor&e- xn oeîtF- d2QtaaA 

~u8.dvolls  ainsi paur.toute valeur de xn au spstèms l i d r i r l  dont ?£ 

caiportamnt ert  identique B celui  d 



' la réduction aux formes classiques (diagonale, de Jordan, antisymétrique). Le système 

linsaire converge vers l,'origine, pi et seuleîr-eïlt si les valeurs propres An SA - V 1 
de la mtrice A sont en aodule inférieures à lknité. 

' .  0 ,  

On constste de même ( .31)  par identification que le système échantillonné 

linéaire présente une trajectoire de phase qui passe aux instants d'échantillon- 

nage par une trajectoire ( ou sa symétrique par rapport à l'origine ou une droite) 

d'un système continu associ6 et caractÉrisé par des racines de même nature que le 

nodèle discret &tudi&. Les diffCrentcstrajectoires de phases permettant d'atteindre 

le point d'équilibre sont des courbes qui aboutissent en un point singulier du 

type, noeud, foyer: soumet ou col suivant les valeurs de a et c dans le p l a ~  O O 

"d (Figure 7.1 ) . (8'1 

FIGUE 7.1  

. - 

7 .1 .2 .2  Classification des trajectoires de phase suivant le type 

de non-linEarité. 
. . 

Conme nous l'avions constaté au paragraphe précédent en associant 5, 

chaque système non-linéaire pour un Gtat x(') un système linSzire caractérisC 
ri 

( 1 ) )  - 1 
par la matrice A 

= : :{l)) n 
O - 

il est possible dans le plan de phase 

et, suivant la non-linGarité trzcée dans le plan O a , e (Figure 7.1 ), de n 
déduire par morceaux le type possible de trajectoire. 



Dans l'exemple étudi.6 on peut définir les valeurs x 1 9 X 2  

X3 X4 intersections de la non-lindarité avec les courbes a = O, a + 4c = O, 

c = O et c = -1. On obtient ainsi dans le plan r de phase les diverses trajectoires 

possibles (Figure 7.2 ) pour le système éturZiQ. 

Remarque : 

A chaque p6riode d'échantillonnage, si le point d'équilibre reste d'un 

m h e  type, on d6duit simplement la forme de la trajectoire, qui peut :ains< par 

exeuple,se composer alors d'un ensemble de spirales dont les paramètres varient. 

7.2 Petehmimtian gmphiquc. d u  Ztajeotuhu de p h c .  

3 . 2 . 1  U U a . t h n  de l a  dome r i~a~%~QXee 

Parmi les nombreuses méthodes graphiques proposées pzr différents 

auteurs (32) (33.) (28) nous utiliserons la msthoile s'adaptant le mieux aux systèmes 

décrits par l'équation (7.1 ) équation qui se simplifie pour les systèmes d'ordre 2 

considérés et s'écrit : 



. l 
* 93 - 

Btant donné ~+~.iitit ~ o & i ~ t & r i a ~  par 1c w.c!& (;: ', ii2'j' dmr la  . p ~ i a ~  e*prBse~- 
tetif dalu I ' e ~ p i k e  da ph.- 'airt a l'@qu.tiod (7.3 >. opr ea ~ ~ i d m c e  lei cmis 

O 8- , O& de coqmuuite. roi~ectivae. 

lement les trajec 

du systZrme (Figure ' 7.3 ) 



Famarque : 
détermination graphique des cycles d'ordre deux syuétriques 

(') (" ) Gevra vérifier les relations : Le point 3 déteminer (x , x 
n n 

&- + 
Nous savons que le vecteur O? est hcrizontal, les vecteurs M et O$ 

ri 
( 1 )  

n n 
devront donc être synGtriques par rapport à I'axr O x n comme on passe de la 

valeur x(l)au point H sur la courbe (P) il f z ~ t  dnnc prendre t e l  queH et n n 
P! soit sur une m h e  verticale (Figure 7.4 ) 
n 

D' autre part la seconde composante x ' ~ )  devra donc vérifier 1' Cquaticn n 

(Nous constatons immédiatement que cette condition ne sera vérifiée que dans 

quelques rares cas particuliers). 



7.4.. . . *" . . . . . 

C o m a  n a u  1 'a- mis en Pvidencc (2.12 ) O  l . !&yrion &a diif(irpirea 

-, ' . . 

Dans le plan (ûx, ûy) représentons les courber : 



- 98 - 
Ainsi la connaissance de E et cl permet de dgterminer l'évolution du vecteur 

O 

séquence caractéristique de l'erreur du système étudié. 

La détermination de l'antécédent d k n  6tat donné c'est-à-dire des points 

possibles à partir d'un point M ne prêsente pas de difficulté majeure; toute- 
n n+ 1 
fois, cette construction inverse est parfois peu connode surtout pour une automati- 

sation éventuelle de la construction. Dans ce sens, introduisons le système échan- 

tillonné "fictif" inverse du modèle étudié, ce dernier est simplement dScrit par 

les deux relations : 
I 

- 1 
Si l'on suppose que g (E) est une fonction dEfinie pour toute valeur 

(7.7 ) 

L'utilisation de la première équation du système (7.7 ) permet de 

conclure : 

E = f (En) + un l 
xi+ 1 l 

(6tquation matricielle générale (2.33 )) 

OU encore : 

Cette écriture est celle d'une relation très voisine de la forme 

scalaire 7.6 La détermination des antécédents est alors immédiate par simple transpc 

sition de la m6thode de construction graphique adaptée .2 la forme normale naturelle. 

La détermination systématique des antécëdents de l'état du système 

permet alors de définir un certain nombre de points caractéristiques de la from-, 

tigre du domaine immGdiat de stabilité vis 2 vis des conditions initiales . . .  



La pitincipale difficulta du prosessua d'analyse graphique est sa lest- 
teur iPh6reate qui suggère son autwnatibiation. Daas ce s e m  on peut par eaeqtle 

rimuler 1'4quation de récurrence caractéristique sur ordinateur, sur caleuletrSccc 

aaarlogfque cru hybride eans tenir compte de La structure rgelle du syrrtèim phpsique 

iPitudi4. Toutes ces &thodes impliquent lé d6terntimtion aaalytiqw des fonctiohar 

mises era oeuvre et un três long travail préalable. Elles ne sont &re distinctes 

dans leur esprit de la méthode graphique proprement dite. 

ï,a simulation sur calculatrice analogique B partir du schéma bloc 

initial caract6ristique du système asservi permet d'observer le comportement 

de ce dernier et n'implique que la mise en oeuvre des mgthodes classiques. Dans 

ce sens il est n6cessaire de simuler, d'une part la fonction de transfert continue 

du filtre réglé et d'autre part de réaliser le modulateur particulier qui c a r a c t ~ ~ ~ s e  

le processus de commande ( 27 ) ( 10) 
,3 

@m&Déms ce8 conditions le problh prend deux aspects distincts : ri& , % 

simple enregistrement ses trajectoires de phases dans 1 'espace d'État. 

-. 
dea conditions initiales bien precises peririet de tracer sinplenrent les 



, . 

w w  wd 

et à ~ y n t k é 6 s  de6 abbeilvhbemevttcl de ce type.  N o a e  étude e b h ~ e t n e n t  g&Ee 
b pW% de la beconde d.tkade de Ljapnov  e;t d a  i t n a v w  de S. &usacrk nous a 
CO& 6om&m diutma condctiov~d de ~&xb iU .S .  

Ca nome eucRcdcevulr . , e a y 6 t ~ u e m n . t  h tmdut te ,  pemat de &J& 

co~npte d a  pmpniét@.6 d'an;lis@C&ie d a  oplrnatew~d m.& en oeuvke, tzt 
ttetcten4&n d u  k é b W  pwpo~i2.d an;tétU-ent ( 2 2 )  (10 ) .  

n o n - M e 6  a W & E e  pan mdUe6 h mçrdueat;ion de &vq1>wt, puid pan 
divm pwceb4~b de w&e twevLtiU0nen;t q u a d d & b .  

d e 6 a n g w : l w u t - & v & a a e i a a t u r u z b u  
ewpace-~:~de m e .  
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