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AVANT-PROPOS 

M. le Professeur L. ESCANDE, Membre de l'Institut, a bien voulu trans- 

mettre les résultats de nos recherches à l'Académie des Sciences : nous lui 

adressons l'expression de notre respectueuse reconnaissance. 

A MM. les Professeurs A. MARTINOT-LAGARDE et G. GONTIER qui n'ont 

cessé pendant de longues années de nous encourager et de nous prodiguer leur 

aide, nous exprimons notre profonde gratitude. 

Notre reconnaissance va également à MM, les Professeurs J. NOUGARO et 

J. VAILLANT qui suivent nos travaux depuis plusieurs années. 

Nous remercions tous ceux qui ont contribué par leur aide matérielle 

à l'élaboration de cet ouvrage en particulier Mme BALORY qui a effectué la 

frappe du manuscrit et M. LAMPRE qui a exécuté les dessins. 



INTRODUCTION 

11 est usuel d'appeler mouvement graduellement varié le mouvement avec 

surface libre d'un liquide dans un canal quasi horizontal. Quelqu'ancienne que 

puisse paraître cette théorie, nous avons réussi, en suivant une impulsion 

donnée par FRIEDRICHS et en essayant d'utiliser au mieux la théorie des per- 

turbations et celle de la similitude, àlmontrer la possibilité de ph6nontènes 

nouveaux. 

On doit en ef £et à FRJCEDRICHS (CF]) une nouvelle présentation de la théo- 

rie du mouvement graduellwnt variL, que KELLER ([KSI ) , LAITONE (CI J )  , PETERS 

( [PZ] ) , STOKER ( [~4] ) , JOHN, DRESSLER, . . . (voir bibliographie dans ) ont 

mise 2 profit dans des travaux ultérieurs. Mais sa présentation repose sur un 

changement de variables posé à priori sans justifica{ion ( [ ~ 4 ] )  . 
Nous mettons ici en oeuvre une méthode générale et systématique de recher- 

che d'approximations : on introduit des quantités, dites noripalis6ea, qui sont 

B la fois sans dimension et de l'ordre de grandeur de 1. En ce qui concerne 

les quantités astres que celles dont les ordres de grandeur sont donnée par les 

propriétés connues de l'écoulement presque à une dimenaion, on raiaonne de la 

manière suivante : ïe plus grand nombre possible de dériyées des quantités 

normalisées figurant dans les équations est d'ordre 1; en effet, moins il y a ; 7i- 
d'inconnues qui soient, en première approximation, indépendantes d'une variab& 

plus le problème envisagé est général, Cette règle permet d'obtenir la normali- 

sation cherchée. Dans les équations finales apparait un seul paramètre petit c :  

quand on néglige les termes d'ordre e ,  Les équations simplifiées obtenues con- 

duisent B un écoulement fictif qui est un ecoulement par tranches, On admet 

qu'il constitue une approximation de l'écoulement presque à une diqension. 

La simplification entraine une séparation des variables puisque l'étude d'un 

gcoulement par tranches nécessite d'une part l'intégration d'un sy3t2me hyper- 

'bolique de deux équations aux darivées partielles du premier ordre deux va- 

riables, d'autre part la recherche d'une fonction harmonique de deux autres 

variables; nous donnons cette fonction harmonique pour un profil trèa général 

de section droite permettant de représenter de nombreux canaux. 



Dans le chapitre 1,  nous considérons d'abord les dcoulements d'un 

fluide baratxope dans une canalisation, puis le8 6coulements dans les canaux. 

Au sujet des écoulements avec surface libre, nous mentionnons également le 

cas du mouvement presque plan qui donne lieu à L'analogie avec les Lcoulements 

plans d'un fluide compressible (1~1) ) . 

Le chapitre 2 est consacré io l'étude des écoulements graduellement 

variés dans les QW cuZ$ndmques et hc>mamtaux. La.présentation est sen- 

sibleutent celle que S T O m  a donnée pour le mouvement plan ( [ s ~ J  ), Nous insis- 

tons plus particulièrslilenf sur les limites de la théorie et nous donnona plu- 

sieurs exemples dlScoulements pax ondea simples. 

En ce qui concerne les ondes simples, nous mettons en évidence un resultat 
- _ t, _- '  

nouveau ([Dz] ) et [ ~ 6 1 )  : usuellement un train d'ondes de surélévation se -TC;{ - ,, 

resserre; il existe des fames de la aection droite du canal telles que, dans 

un certain intervalle d'altitudes de la surface libre, un tel train d'ondes 

s'btale; de façon analogue un train d'ondes de dénivellation, au lieu de s'&!taler, 

se resserre et peut déferler, On conetruit aisément de telles forma de sec- 

tion droite : un exemple simple en est donnb. 

On trouve des ph6nomènes paradoxaux analogues dan4 l'étude dea discati- 

nuit& : il est montrd l'existence possible parmi ellea de d6nivellsriona, ce 

qu'on pourrait appeler des ressauts n6gatifs. Pour des discontinuit6a de faible 

amplitude, ce phdmmane apparaît dana le même intervalle d'altitudes que pour 

le mouvement continu. 

On peut essayer de rechercher une approximation ~geilleure que celle 
* 

donnée par 1 'écoulement par tranchea en nettant en oeuvre Xa dthode  classique 

des perturbations. Dans le chapitre 3 cette mgthode est uri1i8i5es mais aeulaient 

pour des écoulements presque uaifomqes dans un canal cylindrique et horizontal. 

Pour calculer l'attitude de la surface libre dane l'approximation d'ordre 1 ,  

. , ' on est amené B 1' intggration de l'isquation des ondes : ainsi un train d'ondes 
+ simples se propage sans se déformer. Nous manttans que cette proprigt6 cesse 

d'être vraie larsqu'an tient compte de l'approximation d'ordre 2 ; des ternes 

de déformation apparaissent qui 8' amplifient à mesure que les ondea progresser t. 



Un exeprplc de P'écouletqent presque uniforme est e x d n é  en détail : 

il peut servir à schématiser le phéndne de marée dans un estuaire profond 
par rapport B l'aerplltude des varira,tiona de niveau. 

Le chapitre 3 est complétb par l'ftude des écoulanents sur fond presque 

horizontal. 

Dans le chapitre 4 on conaidgre lea ondes sinples pgriodiques dépoumes 

de d6f ormation B I'app~oximtioa d'ordre 2, iL aayoir les endes cnafdalee et, 

en ~art ic~nl ier ,  1 'oade solitaire. Une telle absence de défo~atation explique la 

grande lon26vité que l'on obaerve pour ces ondes. 

En 6zoulement plan ces osxtea indQformablea sont connue8 depuia lokgtewps 

( f ~ 2 ]  ) . PETEBS ( If.23 ) a &té le p r d e r  B 6tsndre leur e~tf ateace au cas de caRau% 

de section quelconque. PilREGRXm ([Pl] ) s poursuivi lea trcryaux de PETEBS et a 

mor?tré que pour certainsa formes de section droite laonde selitaire pouvait 

êt re  une dfnivellation. ZndBpendamwnt de PERECRI%E, nous wons abouti B des 

résultats ;naîoguea dans le cals plus géngral des ondea cnofdales ( [ ~ 3 f ) .  

11 est reularquable que l a  condition B r.pl ir  pour rgalieer des ondm 
indéfosistbles de ce type soit la &me que celle pour laquelle apparaissent les 

ghénom3ncs exceptionnr Zi de propagation décrits au chapitre 2. 

Lorsqu'on superpose deux ondes simples ind&fonnables, on remarque que 

des tet=* non bornes apparaissent dans lea coefficient. de c2. Cela est v r d  

an particul-ier dans 12 ~ r s b l i h e  de la réflexion sur une paro.. : de la par 
exemple 1' impos~ ibillté theorique ci 'une onde solitaire demeurant. ri~oureuse~nt 

W$fozf;hgbi~! aprh une r6f3exion. 

EGUG sevz-forr 3 des car&*& de fo~m quebonqua daas te chapitre 5, Noua 

abar.l.;rns d ' 8 % ~  u3 I 6tude du mvetaenx permanent dane un canal de prof3 1 de 
secrion droit* iuvari$Etle e t  nous montrons qu''il existe des profils poux les- 

quels il. p ~ ; t  2 "=voir trois profondcure critiques : elles del-tent quatre 

intemalles où l ' an  se trouve altexnativement en riagime de rivière OU de torrent. 
La cu~~dltion. m2cesse.bra li rem2lir pour obtenir ce rbsultat est identique B 

celle qui gzxniec d'abaerver les phknoxrtenes exceptionnela décrits dans lea cha- 
C -' 

p i t ~ e s  2 e t  4, (@a) 



Daas la seconde partie du chapitre 5 nous considérons les écoulements 

voisins du repos dans un canal quelconque et, plus spécialement, les écoule- 

ments périodiques à l'égard du temps : nous donnons différents modèles de 

golfes et de lacs allongés, avec les solutions correspondantes dans l'approxi- 

mation d'ordre 1 .  

L'étude de deux Ziqu.idea non rt6scibZes en mouvement plan, sur fond ho- 

rizontal fait l'objet du chapitre 6. Nous montrons l'existence d'ondes cnoïdales 

et d'ondes solitaires pour les deux liquides. En particulier, il est indiqué 

dans quelles conditions peut se former une onde solitaire de déniyellaiion tant 

pour le liquide supérieur que pour le liquide inférieur. Cette onde est tou- 

jours accompagnée dans 1 'autre liquide d'une onde solitaire de surélévation ( C ~ 4 3  ) . 
On remarquera que tous nos résultats consistent en des inversions de phé- 

nomènes usuels et que presque tous découlent d'une même propriété du profil 

de la'section droite du canal. 

Il reste à confronter les calculs avec l'expérience. La difficulté qui 

se présente, est que les sections pour lesquelles des phénomènes exceptionnels 

peuvent être observés ne sont pas simples, et que de plus, l'intervalle utile 

d'altitude de la surface libre est petit : il faut donc disposer d'installations 

hydrauliques à grande échelle qui n'existent pas dans les laboratoires de la 

Faculté des Sciences de Lille. Dans l'annexe 5 nous décrivons le montage 

d'expériences devant donner une première réponse au problème du chapitre 2, 

celui du train d'ondes de surélévation qui peut s'étaler. a 



Un exemple de l'é~o~lemenr presque uniforme e.t exmin6 ey'détail : 

il peut servir i+i sch6ntatiser le phénomène de marée dans un ea$aire profond 

par rapport iP 1 'ampli tude des vaxiationa de niveau. 

Le chapitre 3 est cornplPt6 par 1'4tude des écouleme $ s sur fond presque 
/ 

horizontal. 1 
// 
/ 

Dans le chapitre 4 on considère les ondes s i d e s  pariodiques d&pourwes 

de dlforaation B l'approximation d'ordre 2, Z i  savoit les andes enofdales et, 
/ 

en particulier, l'onde solitaire. Une telle abse$&! de défowtion explique la 
r' 

gronde longisvité que l'on abaerve pour ces oncl+. 
/ 

En dcouleant plan ces opdes indGfon/lhes sont connuea .depuis 16ngternps 

([LZ]). PETERS ( I P ~ ] )  a été le premier P 6$ndte leur existence au cas de canaux - .. 4 
i.4 

de section quelconque. PEBBGRXNE ( [PO ) dpoursuioi les travaux de PETERS et a 

montré que pour certaines forses de se#ion droite l'onde solitaire pouyait 

être une dgnivef laticm. X n d é p e n d ~ n p /  de PBRBGRWE, nous wons abouti à de. 

résultats analogues dans le cas 6fi6ral des ondes cnafdales ( f ~ 3 1 ) .  

11 est remarquable que la ion iL r q l i r  pour réaliser des ondea 

Indéformables de ce type soit I que celle pour laquelle apparaissent les 

phinomènes exceptionnels de pr agation d4cri ts; au chapi tre 2. sd 
Lorsqu'on superpose de ondes siniples iadéformablea, on remarque que 

des termes non borngs dans les coefficient. de e2. Cela est vrai 

en partSculier dan8 le pro$l~.me de la x6flexian sur une paroi : de 131 par 

exemple 1 'impossibilité &&orique d'une onde mlitaire demeurant rigoureusement 

imieiotrPabie après uyd reflexion. 

b u s  revenons $ des O- de f o m  qus~wnpue dans le chapitre 5. Noua 
abordons d'abord 1 $tude du mouveriwnt permanent dana un canal de prof il de 

section droite injari*ble et nous montrons qu'il existe dea profils pour les- 

quels il peut y,&oir trois profondetirs critiques : elles delidtent quatre 

intervalles oii l'on se trouve alternativement en rdgime de rivibre ou de torrent. 

La condition écessaire B remplir pour obtenir ce r4aultat est identique a #' 
celle qui p&t d'observer les ph&nom&nes excep tionriel~ decri ts dana les cha- 



ECOULEaNT PAR TRANCHES, 

ECOULEMENT C,RADIJELLF,F(ENT VARIE. 

1.1. Ecoulenaent presque à une dimension et écaulement par tranches. 

1.1.1. Tous les mouvements considbrés s'effectuent relativement a un repsre X Y Z 

trirectangle,direct,galiléen. 

On désigne Dar U, V, W les composantes du vecteur vitesse, par P la vression, 

par p la masse volumique. 

Un écoulement à une dimension d'un fluide idgel, barotrope, non pesant est 

défini par 

v, W = O, 

l'indice symbolisant une dérivation. 

C'est l'écoulement qui s'effectue dans une canalisation cglindrique fixe, de 

génératrices parallèles à O X. 

Nous supposons qu'un écoulement qui s'effectue dans une canalisation dont la 

section varie lentement est voisin d'un écoulement il une dimension: a u t m m n t  

dit, nous supposons que la solution des équations qui rggissent le mouvevent 

est continue à l'égard de la condition de glissement à la ~aroi. nans un tel 

écoulement, que nous appelerons écoulement presarie B une dimension, 0.i aura 

( 1  03) V, W <<U; 

Ecrivons l'équation de conservation de la masse et les équations d e  la dvnamiaue 

?T + (P U)X + (P VIy + (P VIZ % 0 

Il vient : 

d V  d W  - - " O .  
d T '  d T  



Soit Z = X (X, Y, T ) l'équation de la canalisation. La condition de nlisse4 

ment s'&rit : 

Intégrons (1  .f) sur une section droite dont l'aire sera notbez . Comme p et U 

ne dépendent presque pas de Y et de X, on obtient : 

L- 
Le contour @ de la section droite 6tant parcouru dans le' sens direetson a 
(figure 1 )  : 

SJ; vy d y d z - ~ v d z  , 

Js, i?, dl dZ - - 4 U d Y - -L (KT + 1% + VKy) dY . 
or r -  -&3* , d'où 5 = - L ~ ~ T  dY , &Y -J g dY . ne 18 

P $& w, sr ar E, + 11% --Smy ar . 
cornne& Y ~ Z - & Y X  Y d~ , 1 v i e n t  Y + p> d~ ar c q  + il& 

f 
Par conséquent la conservstion de la masse s'exprime par 

(1.9) (PZ) + (PL U) - 0. 
3' X 

Posons c2 = - dP la relation (1 .hl s'écrit : 
do 

r 

Les écoulements presque à une dimensioli ddf inis 

par (1.3) et (1.4) satisfont donc aux équations - 

approchees (1.9) et (1 .IO) qui contiennent des 

dérivees par rapport ii X et T de grandeurs qui 

ne dépendent pas, ou presque pas, de Y et de 7 .  

figure 1.1 

1.1.2.  Consid6rone la solution obtenue en remplaqant les ~p,alitée approch6es Bcrites 

ci-dessus par des Ggalités strictes, On appelle écoulement par tranches 

l'@coulement fictif correspondant Â cette solution et on admet que cet écou- 

Lenient constitue une première approximation de l'écoulement presque B une di- 

mension. 

Drapr8s (1.4) U et P ne sont fonction que de II et de T . Ainsi unesurface 
fluide constituée à un instant par une plan nonnal B O K demeure un plan normal 

1 0  X. De là le nom d'écoulement par tranches. 



Les Gquat ions 

où les seules variables sont X et T, seront appelées Qquations du mouvement 

Longitudinal. Elles permettent le calcul de p et de TJ lorsque Z est donnd. 

Si Z est aussi une inconnue ces 6quations ne suffisent pas Bl résoudre le 
problème : d'autres hypothèses sont nécessaires. Par exemple, dans le phéndne 

appel6 coup de bélier on pose en particulier que ne dÉpend oue de la 

pression. 

La grande simplification apportge par l'écoulement par tranches vient de ce 

que l'on a scindé le problème en deux : d'une part le calcul des deux fonctions 

p etU de X et de T ; d'autre part le calcul de ti et de W qui ne prAsente 

qu'un intérêt limitE dans la pratique. 

En fait, les hypothsses formulées jusqu'8 pr6sent ne peuvent euffire B d6ter- 

miner V et W dans l'écoulelpent par tranche8. ~upposons. de plus, quë 1'6eouXe-i- 

mat est irrotatioanel. On a : 

Comaae V et W sont petits 3 l'0gard de 17, on ne peut déduire de ( 1 . 4 )  aue l'on 

Pour éviter de commettre des erreurs dans lt6valuation des ordres de grandeur, 

nous allons introduire des quantités nomlisdes aui sont B la fois sans dimen- 

sian et de lrordse de grandeur de 1. CI*; quantités seront renr6sentées aar des 

I-.tErer: tdnuscules. Soient L e t  8 deux langwurs de rbférence, la *remiste 

Soagitudinale, l a  seconde transversale, $ une dur6e de rbf8rence, une 

v i  tesre laagitudinale de rQf érence ,c une vitesse transversale de rGfi;rence, 

Y e t  il m e  pression et u%e messe v~lumigue de rEf6rence. D'aprb (1.3) le 

psradrre Z est p e t i t .  Toutes 'les grandeurs de reférence sont supnosées born6ef 

il est bvidené qu'elles sont définios a une constante multiplicative, bornÉe, 
aoxi nulle près. Posons : 

de mniPre qw x, y, s, t, u, v, w,p, r soient d'ordre 1. 

Substituons dans ( 1 . 4 ) ,  (1.5), (1.6) et (1.7) : il vient : 



Les réi..lsi-.i.cjns (1.4') donnent : 

K i h ~ i ? :  s!i;?posnns que toutes les dcrivses qui figurent dans (1 . C i 1 )  et !? .fi') sont 

dit lrdre  !.'Sn effet, si r par eltetmle était petit, il viendrait ox = 0 : 
X 

l a  ~elrrt ion (1.5) se simplifierait, mis ceci corresponErait manifestement 
! 

Iy2tude d'un problème moins g8néral. Par consEqwnt, pour envisager 1 '&coule- 

mnt prr:sque i une dimension le plus y6n6rn1, on doit amrioser rt , rx , ux 

V , W Z  u t  !A f i x  d'ordre 1. Il vient alors 
Y 

( 1  .IG) - ,, f &. " - q L %  -. , 3 -  - . ,R ft . 
- . ~  on ,nit qu'en nrenant adssi vt p , vz , tgt rrr x , ir v d'ordre 1,  

an satisfait 2 la relation ( 1 . 7 ' ) .  

Lfécoulenent étant krr~tationnel, il vient d'a~r2s (1.13) 

Ces 4quations satisfont aux relations (1.15) et aux hy?ot)ii;~es faites ci-dess'1~ 

RU sujet  des ordres de arandeur des différentes derivées partielles. 

l s  I a 3 ,  D'nyrGs (1.16) la normalisation ( 1  , 14 )  s'écrit : ,-- 

2 avec E : -  r 
K On pose , de plus, k - L 
8€ 

, 0 -  - 
'ae2 

L'équation de conservation de la masse, les dquations de la dynanriaue, les 

équations emrimant. l'irrotationnalité et la condition de glissement h la nami 
e ' Ecrivent: : 



I 

i 
kt + u k x +  v k  = W  pour z = k  (x, y ,  t) 

Y 

Les dei= premières équations peuvent être remlacGes par 

t ! . i g )  avec 2 d r -  c e -  clr * 
I I 

a I 
. . I  r. ' ' , ',a; 

ûn obtient Pee équations de l'dcaulement par, tranches en laissant de côti? 

i #:tus Ytla torms contenant e en facteur. Convenons d'affecter de I 'indice in-- 

fErieur r é m  toutes les relatives B l'feoulennt par tranches: il - 

vit;c.t: : 

Supposer que l'écoulement par tranches constitue une anproxination do 1'8cuir 

lement presque 1 une dimension, c'est supposer que 1s solution du srstkae (1. III) 
est voisine, pour r petit, de la solution du système simlifi6 (1.20). 

Par integration sur cr , l 'gquatian ( 1.20) ( b) va donner 



Le calcul de ro et de uo s'effectue 3 l'aide des équations 

Posons ro d Bo = co dro 

Il vient : 
i- 

Pour déterminer vO et wo , on pose 

de manière à satisfaire à la relation (1.20) (d) ; Xo est ddfini 3 une fonc- 

tion additive de x et de t près . 
L'équation (1 .20) (b) donne 

et la condition (1.20) s'écrit 

u (kt + uo k$ = (ut + u0 uX) xoV - (x,, - kJ] polJr z - k. 
On est donc remen5 à la détermination sur la sertion droite d'une fonction 

harmonique en y et en z avec dcnnfies de Neunann 1 la frontisre. 

On peut procfder autrement et poser 

(1.24') u v = - (ut + uo ux) Jloz , u w = (ut + u 
O O 0x1 (@ O J 

+ Z) , 
,O 

de manière è satisfaire à (1.20) (b). L76quation (1.20) (d) donne 

(1 . 2 S f )  $oYy + $022 = O ,  et la condition (1.20) ( e )  st6crit 

La solution des systèmes (1.24), (1.25), (1.26) et (1.24'), (1.25') (1 .76 ' )  est 

unique. Il en est différemment lorsque l'écoulement n'est ?as irrotationnsl : en 

effet, on a encore (1.24') et (1.26') mais (1.25') disparait car nn n'8   lus 

la relation (1.20) (d). Si est solution de (1.24'), (1.26') il est facile 

de voir que $ + f , avec f + k f - O pour z = k, est aussi soluti~n, d 4  
Y Y Z  

sorte que vo et w ne sont pas uniques. Comme les Bluations (1.11) du mouvement 
O 

longitudinal sont toujours valables, il apparaît que dans une canalisation 

donnée, pour ce qui concerne le mouvement longitudinal, l'écouleme~t nar 

tranches constitue une approximation d' F,, @yn?-n~.nbr( , -. - ' i$fo,u&q~g?&~,,~n= 
8 ., 8.  L 

8 -  - 

T T , - ; - -  -.,. ; T , , , ,  - 8  
; .: ,- -,- .; ??,-?$A+ à une dimension. .. . ,  

, - - -  
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Lorsque la canalisation est de section constante, on retrouve les éauations 

du muvernent à une dimension. 

Lorsque le muvement est permanent on a 

d'où la relation suivante, dite relation dVHugoniot 

1.2. Ecoulement eraduellem.ent varie . 
1.2 .1 .  Considérons un écoulement avec surface libre d'un fluide idéal, isovolume, 

pesant. L'axe O S est vertical ascendant; g désigne I'accélGration de la 
A 

pesanteur, S la cote de la surface libre, P la mession motrice définie Dar 
L. 

P = P + p g Z .  On supposera dorénavant que. P d6signe la pression effective, 

différence entre la pression et la pression atmosphérique. 

L'écoulement s'effectue dans un canal de fond fixe d'équation 

Z = M ( x ~  Y) OU Y B (X9 Z) 

Dans cet écoulement l'analogue de la canalisation de 1.1 est  constitus nar 
le fond qui est une donnGe, et par la surfrce Librc nui est une inconn~ie. 

Les équations générales et les conditions sur le fond et 3 la surface lihre 

s ' écrivent : 

pour Z = K (X, Y) - 

ST + USX + VSy = W 
pour Z = S (X, Y) T). 

P = O  



 é écoulement ne peut être à une dimension, parallèlement b 0 X , eue si le 
fond est cylindrique, de g6nératrices parallèles .3 O X; alors S ne dépend Das 

de Y et la pression est hydrostatique dans chaque section. En particulier, si 

la surface li3re est horizontale, l'écoulement est uniforme (annexe 1). 

S K 

> 
O Y 

figure 1 .2 

Lorsque la section du canal varie lentement en fonction de X et (ou) de T, on 

a un écoulement presque à une dimension défini; par 

Il vient, d'après (1.35) 

Compte tenu de (1.36) et de (1.37) les équations (1.30), (1.31) et (1.32) 

s ' écrivent : 
A 

Intégrons (1.29) sur une section droite. En procédant corne dans 1.1.1 on 

obtient : 

relation qu'on peut tirer d'ailleurs directen.ent de (1.9). 

Remplaçons les égalités approch6es par des Sgalités strictes : (1.37) et (1.381 

s'écrivent Uy UZ , Py = O P = pp- (S - 21, 

d'où S fonction uniquement de x et de ? . 
Les équations (1.41) et (1.39) deviennent 

Ce sont les équations du muvernent longitudinal de l'écoulement par tranches, 

dit dans ce cas Gcoulement graduellement varié. 



1.2.2. Reprenons la normalisation ( 1  . 1 4 )  à l'exception de l a  formule relative.3 p . 
Les relations (1.371, (1.29), (1.39) et (1.40) s'écrivent : 

lp- W + u w x + ' ç V T 3  a vt + U X +  & V V  + & G W X - ~ )  c2 kz 
% Y 8% 7 

On procède comme en 1 . 1 .  On a d'abord 

Pour invisager le problème l e  plus gingral on suppose )UE, Ux, Vv, Wz, f ,  Wx, 

/ j p  Vt9 V x p  V z 9  wt, Wx, Wy d'ordre 1. De là 

( 1 . 4 5 )  33 = pg;gY 3-  x , &-U<G, d=#$%. 
CL 

Cela etant, la normalisation 2 adopter est 

U v W P , V " - -  L u m m  Gs; , W =  f i 5  , PPI - PR 9 

9 
avec E= t - . 

On posera, de plus 

Substituons dans l e s  équations 1 3 ( 1  3 2  ( 1  3 ( l . 54 ) ,  ( 1 .  J5), (1.361, 

(1.37) et (1.13) qui exprime l'irrotationnali t é .  II vient : 
.- 

(a) ux + v 
Y 
+ W Z f O ,  

u t + u u  * V U  
X Y + W U Z  + P x m 0  , 

E(vt + U V x + V V  +WvZ) + - 0 ,  

l . / j  ( w t  + u 1 + v w  Y Y +wwZ)+ hZ+l iO  Y 

Z Y Y  
Il = ew 

= W  * U  P E v x *  Z X '  

](f) kx + V k - W pour i - Ic (x, y) , Y 

X 
Pour z a s (x, Y, t). 



On obtient les équations de 1'Bcoulemnt graduellement 

côté tous les tErmes contenant c . C9mme en 1.1. on va 

correspondantes de l'indice infzrieur zero. Otr a : 
f- 

v ' W  
OZ oy ' 

U, kx + V, k = wo pour z - k (x, v) , 
Y 

vari6 en 

affecter 

Y 

laissant de 

les grandeurs 

Peur e = s (x, y, t). 
Fa0 O 

-. - O 

II vient d'abord t 

donc s ne dépend pns de y. DEsignons pnr oo l'aire de la section droite 
O 

jusqu71 la cote s (figure 1.3). par bo et par b' les ordonn6es des herres 
O .. u 

(bo b '1 , par eo le contour de oo, par a r i  de 4: appartenant 
O h 

au fond; les extrémités de 

rd sont les points y = b', 
O 

Z = S  e t y Z b o ,  e - s O .  
O 

i', étant parcouru dans le 

même sens que $, on a 

(1.51) u - = so (bo - h'  ) -A dy 
O O 

> 
r* fip,ure 1.3 Y 

O O 

CI 

(1.53) O s 
ot ot (bo - b; ) 

Après intégration sur a. , 116quation de conservation de la nasse (1.49) (b) 

. . <  devient : # 

Wl Posons 
2 

P 



P 
L'équation (1.52) s'écrit : 

Uo -Il 

s + c2 UoX - - , 6 kx dy = 
O 

(1 -56) Sot + Uo ox O 

bo - b' ' O bo - b; 
O 

bx 

Grâce à (1.50), (1.49)(c) s'écrit : 

U + U U  + S  'O. ot o o x  OX 

Pour calculer vo et wo on introduit la fonccion xo définie par 

de manière à satisfaire à (1.49) (d) . 
11 vient, pour (1.49) (b) 

et les conditions (1.49) (e) et (f) sfex?riment par 

u k x + u  = u  ox ky Xoy ox (xoz - k) pour z = k , 
O 

- OU 
Uo bx + uox bZ (x,, z, a U o ~  Xoy pour y = b, 

et sot + (O so)X = u xOZ pour z = ox 90 

Pour la famille de canaux définis par 

(1.63) y -if (x) + n (XI - Z ( x g a  , 

a constant positif et h/ , n, r fonctions de x, on obtient 
2 (Y-&' l 2  - (z-6)- + 

(1.64) x0 
II 

(y-X) 
n u 2 ( a +  1) u 

OX OX 
u 
O 5x +(r+ (2-S) 
OX 

On peut, comme en 1.1, utiliser la fonction Jio définie par 

2 - 
de manière à satisfaire à (1.49)(b). Si l'écoulement est irrotationnel Jio est: g 

harmonique en y et z d 'après ( 1 .49) (d) . Si 1 'écoulement n'est pas irrotationnel Jio 
n'est pas harmonique et vo et wo ne sont pas déterminés de fason unique. Sn effet. 
si do satisfait aux conditions (1.49)(e) et (f), qui s'écrivent : 



Uo kx + uox ky Po, + uox ( @ O ,  + k) pour z = k , 

8 O t + lu0 solx+ gx ' O pour Z = SO ' 

toute fonction % + i , avec f * k f = O nour z = k et 
Y Y Z  

f = O pour z = s , satisfait aussi à ces conditions, Y O 

De même qu'on a envisagé des fc~ulements voisins d'un écoulement 5 me dimen- 

sion, on peut envisager des Scculements voisins d'un 6coulement ~lan: ces 

Zcoulements seront définis par 
44 

- 
Il est  inutile de reprendre en déta i f  tous les calculs. O n  ehoutit a la norma- 

lisation ( 1 . 4 6 )  exceptd pour Y et V qui donnent lieu ici'au chzngsment de 

variables 

Les Cquations ( 1 . 4 3 )  sont rzmplacf es par 

, '. 
a u + * J  . + W  = O  
x y z 

i ut + uux + VU + f ,'bx = O 
Y Z 

X Y / V t + U v  + W  + W Y  z 
-+ )Ly - 0 ,  

(1.67) -J' E (wt + uwx + w + wr?) c + l = O a \ Y  - 
'y V " EW i U y  x 9  z Y UZ = Et7 X 

i 
ukx + vk = w pour z = k (x,y) , ! 

i Y 

+ U S  + V S  'W 
X Y 

pour z = s (xdylt) . 
1 4 "  0 

Lorsqu'on néglige les termes contenant E il vient, avec les mêmes notations 

qu'au 1.2.2 : 

f ( f )  u O k x +vo k = w o  pour z = k (x,y) , Y 
+ u  s + v o s  

O OX 
pour z -. so ( x ,v l t )  . 



Du fait que u et vo ne dependent Das de z, les ?articules situées un ins- 
O 

tant sur un cylindre B gonératrices verticales, demeurent 3 tout instant sur 

un cylindre à génératrices verticales. L'écoulement obtenu pourrait être 

appelé "écoulement par bandes"; on l'appelle usuellement Qcoulement graduel- 

lement varié comme l'écoulement étudiB en 1.2.1 et 1.2.2. 

D'après (1.68) (a), (1.68) (b) et (f), on obtient : 
- p b - s o - z ,  

w = -2 (uox 
O + v OY ) + (u0k), + (v0 kIy * *  

De là d'après (1.68) (g) : 

Introduisons la fonction <PO définie par 
2 2 

7 uo= YOX , v0=yoy 9 s0 + 'lo+vo,,y 2 ot ' 
de manière à satisfaire aux équations (1 .Q8) (c), (d) et (e). L'éouation (1.70) 

s'écrit : 

Dans le cas particulier de l'écoulement pem.anent sur fond horizontal, seuls 

les trois premiers termes du premier menbre de (1.72) demeurent ! on obtient 

l'équation sur laquelle est fondée l'analogie avec les écoulements permanents 

plans d'un fluide compressible barotrope ( [ ~ 7 ] ) .  

:# <, 
8. 71- 

1.2.4 Dons ce qui précède nous avons admis que l'bcoulelllent par tranches constitue , 

une approximation de I ' ?4coulement presque 3 ?me dimension. Autrement dit, 
nous avons admis que las solutions des éouations simplifibes (1 .ZR), (1  . A 3 1  

- & 
sont uns approximation des salurians des ctauatione exactes (1 .18), (1 .48) 

lorsque E est petit devant 1. Cette propriiZtQ n'est pas évidente. 

Au sujet du mouvement longitudinal, on sait aue la donnRe da. uo et n le 
(2 

long d'un arc de courbe 2 du plan ( x , ~ )  pomet <le calculer uo et so ail miri-  

nage de l'aide des équations(l.54)et (1.59 (il en est .te n8m de u, et 

ro à l'aide ries équations 1 . 2 1 )  b plris, nous avons vu m'un (Teoulewnt irm- 

tationnel va et wo sont daterminls lorsnuTon eonnait uO et so. 

Or, la simplification consistant à remlacer (1.48lpar (1.491 e'érccowclme 

certainement d'une simplification $es conditions h se cl~nner nolrr ahtmi r  



c -  

solution unique. Il est donc à prGvoir que la donnée de u et de s sur 2. est 
insuffisante pour calculer la solution du système (1.48). 

Considérons par exemple des données initiales et, parmi ces données consi- 

dérons celles relatives à u et à s, soit 

Y -x. 
(1.73) u 9 u  (x,y,z,o), s r s  (x, j,~). 

yl, z1 et y2 itant convenablement choisis, nn peut écrire 

x- $4 * 
(x, y> 2, 0) =uX O (x> 0) + ( y - y  )Y (xi O) + ( Z  - zl) uoz (x, O). 

1 OY 

* * * avec u (x, 0) u (x, Y], zl, O) et s (x, O) = s (x, y2, O) . 
O O 

Les données devant être compatibles avec les hypothèses de l'écoulement * * s 
44- 

presque à une diciension, on a u , u " 0 ,  oy oz ' oy 
;k x- K X- 

d'où u (x, y9 z ,  O) = u (x, O) , 
O 

S (x, Y, 0) = so (x, 0) 

Pour calculer la solution des équations (1.54) et (1.55) on prendra sur 

les données 

Cela étant, il reste à établir que la solution du système (1.54), (1.55) avec 

les données (1.74) est voisine, pour E petit, de u et s calculés à l'aide di1 

système ( 1.48) (voir annexe 2) . 
Imaginons que pour résoudre le système (1.48) les autres conditions à se donner 

sur l'arc '3 portent sur v et sur w, de sorte qu'à (1.73) il soit nécessaire 

d 'adjoindre les conditions 

Il est évident q u ~  les valeurs de vO et de wo calcul~es P l'aide des équations 
-?4 +- 

(1 .59) à (1 .62) ne vont pas coïncider sur 9- avec v et w . Admettre que la 
solution de (1.49) est voisine de celle de (1.48) reviendrait donc à admettre 

que tous les écoulements presque à une dinension qui diffèrent entre eux 

seulement par des donnees relatives à v et à w sont voisins, ce qui expli- 

querait pourquoi les écoulements par tranches correspondants ont 'le mêire 

mouvement longitudinal. 11 eot a noter que cela va de pair avec le fait, d6ja 
signala, .,ue le nouvenent longitudinal e s t  le Sme que l'écoulement soit irro- 
tationnel ou non. 
Autre remarque importante : il peut arriver que les valeurs obtenues pour ilt 

O '- et wo à partir des équations (1.59) à (1.62) ne soient pas compatibles avec les 



hypothèses de l'écoulement presque à une dimension 

Nous voyons les difficultés de principe que soul?ve la simlification des 

équations (1.49). Le physicien est tentG de passer outre : lorsqu'on aborde 

la question de l'écoulement par tranches dans les ouvrages dc Yscanique des 

Fluides, on affecte d'ignorer le mouvement transversal. vais le danger est 

grand d'appliquer une théorie à moitié. Si les équations du mouvement longi- 

tudinal sont considérées comme valables, celles du mouvenent transversal 

doivent l'être également puisau'elles découlent des &?-es )1mothiSses* ~ l 0 ~ 1 0 i r  

les ignorer risque de conduire 2i commettre des erreurs. 



CHAPITRE 2 

ECOULE'iNT GRADUELLEIBNT VARIE EN 

CANAL CYLINDRIQUE ET HORIZONTAL. 

2.1 .  3iethode des caractéristiques.. 

Dans un canal cylindrique et horizontal on a k = O et le système (1.54), 
X 

(1.55) devient homogène. o et co ne sont fonction que de soi on pose 
O 

plus précisément, on prend : 

On obtient : 

(2.4) uot + u u + co eox = O . 
O OX 

&s conditions (1.61) et (1.62) se simplifient. 11 vient : 

(2 95) (a) ky Xoy = Xoz - k pour z = k (y) 

(2 -5) (b) ou bZ (XoZ - z) = X pour y = b ( z )  , OY 

et, d'après (1.56) 

(2.6) s0 - c 2 = x  o pourz-s . OZ O 

Pour la famille de canaux admettant Oxo pour plan de spétrie et d'equation 

(2.7)  y = nz" pour y >  O, n eta constants positifs, on a 

Pour un canal de section rectangulaire on a 
2 (2.10) Co = so , Bo = 2 Co 9 

(2.11) X o -  cte, v 0 = o  , w = - u Z .  
O OX 

Le mouvement est donc plan. 

En fait, comme nous l'avons déjà remarqué dans le chapitre 1, la détermination 

de vo et de w ne prrsente qu'un intgrêt limité car seuls le dëbit (c'est-3-dire uo) 
O 

et l'altitude de la surface libre'ont une importance pratique. 



Toutefois, le calcul de v et de wo peut Gtre.utile pour varifier que la 
O 

/ solution obtenue représente bien un écoulement ayant toutes les propriétés 

d'un écoulement presqye B une dimension. 
. > 1  

2.1.2 Pour déterminer le mouvement longitudinal on utilise la méthode des caracté- 

ristiques. Le problème posé, dit problème.de Cauchy, est le suivant : peut-on 

calculer 0 et uo dans un certain domaine du plan (x,t) si l'on connait Bo et uo 
O 

le long diun arc de courbe 8 du plan (x, t) 

h donner 8 et u sur $- , c'est établir une correspondance entre 2 et un arc 
O O 

de courbe& du plan ($, uo). Plus g6néralement, en tout point dc plan (x,t) 

on a une valeur de s et de uo ; donc B tout point du. plan (x, t) on peut faire 
O 

correspondre un point du plan $O, uo). Pour llécoulement avec surface libre 

le plus général, il n'est pas interdit que cette correspondance soit multivoque 

dans le sens (x,t) 4 (Bo, uo). En effet, dans une vague'qui déferle, pour 

x et t d 0 ~ 6 8  on peut avoir trois valeurs distinctes de Bo et de uo (figure 2.1). 

Mais, lorsqu'une vague est sur le point de déferler, la pente de la surface 

libre devient infinie en un point D et à un instant tU. Par conséquent, la 

solution donnée en supposant que l'bcoulement est presque B une dimension ne 
' a- ;y peut rendre compte du phénodne physique au voisinage du point D. 11 en'est . 
. .? .4 

de même en écoulement permanent pour le phénomane bien connu dd ressaut. 11 

résulte de cette remarque que la correspondance doit gtre univoque dans le sens 

cx, t) (O, uo> 

figure 2.1 

u sur $- . Pour cela on adjoint aux On commence par calculer Gex , Qat , uox, 
ot 

6qurtions (2.3), (2.4) les expressions des différentielles de et de uO dans 

un di5placement (dx, dt) effectué le long de : 



r Sur 8 ,  BO, uo, dx, dt, dao9 duo sont connus. Le système (2.3), (2.4), 

(2.12) (2.13) est donc un système d'équations linéaires pour les inconnues 

u Soit A le déterminant principal de ce système; on a Box, '0t9 Uoxs ot* o 

(2.14) A. = - 2 2 2 2  dx + 2 uo dx dt - (uo - co) dt . 
Si A est différent de zéro, il y a une solution unique. On a par exemple pour 

O 

avec : 

(2.15) = (u0 dt - dx) d Bo - c0 duo dt . 

En dérivant les équations (2.3) et (2.4) par rapport à x et à t et en écrivant 

les expressions des différentielles secondes, on obtient un syst2me linéaire 

u u u dont le déterminant de six équations en eoxx, eoxt. eott. oxx> oxt> 

principal est égal à A . On peut donc calculer u 80Xx~ 'OXt> 'Ott' UOXX* O X ~  y 

u ott sur % , et ainsi de suite. 
Connaissant les derivées partielles de Bo et de u le long de $- on peut 

O 

calculer O0 et uo en un point voisin de au moyen d'un développement de Taylor. O 
On voit là l'amorce d'un calcul numérique pôs à pas; ce calcul montre d'ailleul-s 

que la solution ainsi obtenue est mique. 

2.1.3. Pour que le sytème (2.31, (2.4), (2.12), (2.13) admette une infinité de solutions 

il faut et il suffit que l'on ait 

(2.16) A = o p  6 = O .  
O O 

On obtient des équations différentielles auxquelles satisfont les courbes 

et d t 2  par lesquelles il passe une infinité de solutions. Ces courbes sont 
' -c appelées courbes caractéristiques, ou plus simplement caractéristiques, des.,+::- 

plans (x.t) et (Bo, uo) . (Plus loin lorsqu'on parlera de caractéristiques -';. 

tout court on aura à l'esprit les caractéristiques du plan (x.t)). 

La première équation (2.16) a deux racines distinctes 

. dx = (uo ' co) dt . 
+ 

En un point du plan (x.t) passent donc deux caractéristiques, l'uneC de 

pente - = u 
dt O 

+ Co 9 l'autre C- de pente * = u -c . D'après la seconde équation 
+ dt O O 

(2.16),à la caractéristique C correspond dans le plan (Bo, u0)bne caractéristique 

rectiligne d'équation 0 + u = cte; de même à la caractéristique C- correspond 
O O 



une droited'équation Bo - uo = cte. Ainsi, on peut couvrir le domaine du 
+ 

plan (x,t) où l'écoulement est defini par une famille de caracteristiques C 

de pente uo + co le long desquelles go + uo demeure constant (la valeur de la 

constante diffère d'une caractéristique à une autre) et une fanille de carac- 

téristiques C- le long desquelles e0 - u = cte. 
O 

+ 
Considérons par exemple la famille de caractéristiques C . On sait, d'après 
ce qui précède, que chacune de ces caractéristiques "transporte" une valeur 

invariable de go + uo et cela avec une célérité u + c autrement dit avec 
O 0 ' 

une cÉlérité c relativement au fluide. De même, les caractéristiques C- trans- 
O 

portent des valeurs invariables de Bo-uo avec lac51érité -co relativement au 

fluide. Nous trouvons là une première justification du nom de célérité de pro- 

pagation des ondes donnée à la fonction co. 

On peut mettre en évidence les courbes caractéristiques par un calcul d'flimi-- 

nation élémentaire. Ajoutons, puis retranchons membre à membre les équations 

(2.3) et (2.4), On obtient successivement 

(Bo + u0lt + (u0 + col (Bo + u0lx = 0 9 

(go - u0) + (u0 - col (go - u0lx = O ,  

d'où il résulte que le long des courbes définies par dx = (uO + cg) dt on a. i. 2 1  
'11 

0 + u = cte et le long des courbes définies par dx = (uo - cg) dt on a 
O O 

- uo = cte. 

2.1 .4 .  La propriété que les caractéristiques du plan (Bo, u ) sont déterminées une fois 
O 

pour toutes résulte de ce que les coéfficients du système (2.3), (2.4) ne sont 

fonction que de u et de O. Considérés comme fonction de Bo et de uo, x et t 
O 

vérifient deux équations aux dérivées partielles du preuier ordre qui sont 

linéaires. En effet, à condition que le jacobien a(809u~) soit différent de 
a (x, t) 

zGro, les équations (2.3) et (2.4) donnent : 

L'élimination de x conduit à 



On sait qu'il existe une analogie entre les équations du mouvement graduellement 

varié et les équations exactes de 1 'écoulement à une dinension d'un gaz barotrope 

(on obtient ces équations en posant O = cte dans (1.23)) En particulier, dans 

le -as d'un gaz polytrop~, il y a analogic lorsque le fond du canal a pour 

équation (2.7). Dons ce cas (2.17) s'écrit 

Lorsque 2a + 3 est un entier pair on peut obtenir une solution expliçite 

( [I 23 ) . C*est le cas, en particulier pour u = 3 e t  a = valeurs auxquelles 2' 
correspondent dans 1 ' analogies les écoulements adiabatiques de gaz parfaits 
monoatomiques et diatomiques. 

Pour établir une analogie avec un écoulemnt isotherme d'un gaz parfait, on - 

considère le fond suivant : 

y = * nexp (az) , n et  a constantes positives. 
1 û n a  C O . ;  0 a u s . Un tel fond est évidement irréalisable. 

O O 

+ 
. 1 . 5 .  La propricté des courbes C et c'- de "transporter'" des valeurs constantes de 

Bo + uo et Bo - u  CS^ B la base du calcul par la dthode dos caract6ristiques. 
O 

Pour fixer las idées supposons que l'arc de courbe 8 le long duquel on connait 

et u soit un segment de l'axe Ox (donnees initiales) et que l'on cherche 
O 

e0 et uo pour t > 0. 

' -.A 
Partageons le segment 2- en n segments. Prenons par exemple n = 3 sur la - . 
figure 2.2. Puisque 9 et u sont connus sur , on peut, en chaque point 

O O 2 
1 ,  2, 3, 4 ,  awrcer le 

trac6 des caractéristiques 
+ 

C et C- issues de ce point 

en les confondant avec leur 

tangente. 

Considérons par exemple les 

caractéristiques C+ et C- 
2 3 

Elles se coupent en un point 

2.3; en ce point on calcule 

aisé-nt Bo et u B l'aide 
O 

des relations Bo+uo= Bo2+uo2, 

$-uoa eo3-uo33 

où les seconds membres sont donnés. 

figure 2.2. 



On procède de même pour les points 1.2. et 3.4. 

Dans une deuxième étape on part des points 1.2, 2.3 et 3.4 pour calculer 

et uo aux points 1.3 et 2.4 indiqués sur la figure; enfin on calcule 8 et u 
O O 

au point 1.4, 

hi obtient par ce procédé des valeurs approchées de 9 et de uo dans le triangle 
O 

curviligne 1-4-1.4-1 Il a été établi que lorsque n tend vers l'infini, la solu- 

tion ainsi calculée tend vers la solution exacte; cette dernière existe et est 

unique dans le triangle curviligne limité par et par les demi-caractéristiques iL 
concourantss issues des extrémités de 8, 2 condition que les donnees sur 

aient des dérivées continues par intervalles. 
% 

De la construction qui vient d'être effectuée on peut dégager quelques résultats 

immédiats. Tout d'abord, on vérifie que la construction ne peut pas donner une 

solution unique si a est confondu avec une caractbristique. Par ailleurs, on 

voit que la méthode se trouve en défaut si deux caractéristiques d'une même 

famille se coupent. En effet, au point de concours de deux caractéristiques 

d'une même faraille, on obtient deux valeurs distinctes de 8 et de u . Nous 
O O 

avons vu en 2.1.2 qu'il fallait Qcarter cette Gventualité. 

2 .1 .6 .  Souvent, dans les applications, on dispose de données sur deux arcs de courbes 

dont l'un, 2- est un segment 1-2 de l'axe Ox et dont l'autre, 8' , a une 
extrémité conmune avec et est situédans le demi plant > o .  Soit x=x(t) 

lqéquationde . %) 
8- 

r' 
Connaissant s et uo le long de A., quelle doit être la nature des donqées sdr 
,- 1 O d 

3 pour que la solution soit déterminée dans un domaine compris dans l'angle 
des deux arcs de courbes ? A 19aids des résultats obtenus ci-dessus, on voit 

1- 1 
que tout dépend de la position de relativement aux caractéristiques des 

deux familles issues de tout point de . 
- 

figure 2.3 



8 .  

dX Loraqu'on a - - uo ( -c en chaque point de '3' (figure 2.3(a) ), il est nacessaire d t O - 1 

et suffisant de connaître sur la fois so et u pour déterminer la solution dans . *O 
le domaine hachuré. Dans Ir cas où l'on a -co 4 - dX - u 4 c (figure 2.3 (b) ) la . % 

dt d x O  O .. _I 

donnée de s0 ou de uo suffit. Enfin dans le cas où - -uO>co 
dt 

(figure 2.3(c) ), # .  
route donnée sur :$'conduit B une impossibilité donc, on peut le prévoir, 3 un Icou- 

'.J 

lement qui n'est pas continu. 

Sur une courbe qui sépare deux domaines du plan (x,t) où les solutions analytiques 

sont différentes, il y a raccordement des valeurs de $ et deuo mais il n'y a pas, 

en général. raccordement des dérivées de Bo et de uo. Une celle courbe, lieu de 

discontinuité d'une ou de plusieurs dérivées, est donc une caractéristique puisque 

le long de cette courbe la syst8me (2.3), (2.4), (2.12), (2.13) admet plus d'une , + 
solution. C'est le cas, par exemple, de la caractéristique C, des figures 2.3.(a)et(b: 

Supposons que uOx soit discontinue le long d'une caractéristique slparant deux 

domaines du plan (x, t) . D'aprBs (1 .5S) ,  uO et wo sont aussi discontinus s résultat 

inacceptable physiquement. Par conséquent, au voisinage d'une telle caractGristique, 

l'écoulement graduellement varié cesse de, représenter une approximation satisfaisante 

de I'Scoulement réel. 

2 .  Ondes simples 

2.2.1. Lorsque le jacobien a ' 0 )  est nul en tout point d'un domaine du plan 

(xJt) ,  Bo et uo ne sont p 1 s (**') indépendants et au domaine considCiri2 correspond 

une courbe du plan (Bo,uo). Les Bquations (2.3) et (2.4) peuvent s'écrire 

Ccs deux équations sont compatibles ,? condition que l'on ai 
, '12.: e(, + Uo = cte. .J '. ,..- 

Par conséquent, la courbe qui correspond au domaine consid6r.é du plan (x,t) est un 

arc de caractéristique du plan ($, uo). Les 6couletnents de cette sorte sont dits 

"écoulements par ondes simples" ou plus brièvement, "ondes simples". 

Lorsque Bo - uo est constant dans un domaine du plan (x,t)  on dit que l'on a des 

"ondee simples descendantes".Plaçons nous dans ce cas et considérons une caracté- 
4 

ristique C . Le long de cette caractéristique O + uo est constant, d'où il rCsulte 

que Bo et uo sont constants. Par conséquent, uo + c est constant : toutes les carac- 
+ O 

téris tiques C sont rectilignes. 



+ 
Béciproquement, si chaque caractéristique C est rectiligne, sa pente uo + co est 

constante, ce qui joint à la relation O + uo * cte valable le long de cette carat- - 
téristique, donne 8 et u constants. Considérons alors les caractéristiques C : 

O O + 
elles coupent une caractéristique C en des points où Bo et u ont même valeur. Comme 

O 
le long de chaque caractéristique C- go- uo reste invariable, il en résulte BO- uo=cte, 

la constante étant la même pour toutes les caractéristiques C-. Nous voyons ainsi que 

60-uo demure constant dans rout le domaine du plan (x,c) où les caractéristiques 
f 

C sont des droites : on a bien un écoulement par ondes simples descendantes. 

Les raisonnements ci.-dessus peuvent être repris point par point pour des "ondes 

simples mntantes" définies par Bo + uo = cte. 

La justification des qualificatifs "descendantesi' et 'montantes" provient de la 
+ 

propriété qu'ont les caractéristiques C r3t c'. de transporter des valeurs invariables 
de Bo + uo et de Bo - uo. Dans des ondes simples descendantes e0 et u demeurent 

+ O 
invariables le long d'une carrict6ristique rectiligne C . Ainsi, un point où 
l'fpaisseur d'eau a une valeur déterminée décrit dans le plan (x,t) une caractéris- 

+ 
tique C ; il se propage, relativement au fluide, avec,une vitesse égale à co. Cette 

vite.sse est dirigge vers les x positifs ce qui explique le qualificatif "descendantes' 

Pour des ondes simples montantes 1- vitesse de propagation est -cos d'où l'appelation 

"ondes montantes". 

A un domaine 1 du plan (x.t) où l'écoulement est uniforme correspond un point du 

plan (eO, uo) et chaque famille de caractéristiques est constituée de droites parsl- 

lèles. L'état de repos est un écoulement uniforme particulier. .A 
Considérons un domaine 11 adjacent au domaine dPGcoulement uniforme, Ces deux do- 

maines sont sépares par une caract6ristique; supposons que c'est une caractéristique - 
C* . Sur toutes les caractéristiques C qui traversent les deux domaines , .  'a 
Bo - uo a même valeur puisque dans le domaine I l*bcoulcment est uniforme. Par con- 

sequenc, dans Ir domaine II,Bo - u est constant, autrement dit le domaine II est+. 
O . ,j!" 

le siège d'ondes simples descendantes. 8 ,  4 

Si la caractéristique qui sépare les deux domaines est une caractéristique C-, on 
a 

montre d'une maniOre analogue que l'écoulement dans le domaine II est par ondes 

simples montantes. 



Réciproquement, on dtablit que dans un domaine adjacent a des ondes simples 

descendantes on rencontre un écoulement uniforme si la caractéristique séparant 
+ 

les deux domaines est une C et un écoulement non dégénéré si c'est une C- . 
La transposition aux ondes simples montantes est immédiate. 

Dans un écoulement par andes simples descendantes, les caractéristiques rec- 
+ 

tilignes C ont pour équation 

les fonctions X etpétant déterminées par les conditions aux frontières. Ces 

relations donnent Bo et u couuue fonctions simplicites de x et de t. 
O 

Soit un Ecoulement par ondes simples descendantes adjacent à un écoulement 

uniforme. On a 

O (2.19) 8 - u  = g o  : 
O O 

O 

Cl0 étant la valeur de i3 -u dans le domaine d'écoulement uniforme. 
O O 

Un écoulement de cette sorte est très simple à réaliser. Soit un canal rempli 

d'eau au repos dans la partie x >O . L'eau est retenue par une plaque verticale 
placée à l'abscisse x = O. A partir de l'instant initial on imprime 2 la plaque 

une vitesse u (t) parallèle à Ox dirigée vers les x négatifs (figure 2.4) ou 

vers les x positifs (figure 2.5). La donnée des conditions initiales determine 
+ 

l'&coulement dans le domaine 1 c~mpris entre Ox et la caractéristique C issue 
O 

O 
de 0, d'équation x = co t : dans ce domaine le fluide est au repos. Dans le 

+ 
domaine II compris entre C et la plaque, l'écoulement est par ondes simples 

O 

descendantes. Il est entièrement déterminé par la donnée de u sur la plaque, - O -, 3 
u = u (t), car on se trouve ici dans le cas de la figure 2.3(b). - .- :hi 
O 

Supposons, à titre d'exemple, que le canal est de section rectangulaire. On a - c = -  'O . Soit, pour fixer les idées, u = at, a constante positive ou négative. 
O 2 
On détermine la fonction LI par la condition sur la plaque ; 

at 3at 9' - =  ( ~ + p )  t + p  (at) 
2 

u e O u  
O O O d'où, en changeant at en uo ;1i (uo) - - - 
a 2a ' 



figure 2 . 4  figure 2.5 

2.2.3 ~e canal étant toujours de section rectangulaire, considérons l'écoulement 

obtenu de la façon suivante : une plaque verticale maintenue à l'abscisse - .  '-1 
-, . 

x = O sépare deux nappes d'eau au repos où les altitudes de la surface libre 

sont sol pour x > O et sO2 pour x c O. On suppose sO2 > s (figure 2.6). 
0 1 

Pour simplifier l'écriture on pose a =  , B 2 \/so; . A l'instant 

initial on libère la plaque. On suppose que la plaque est astreinte à demeurer 

verticale. Soit m la masse de la plaque par unité de largeur (si 14 est la 

véritable masse par unité de largeur, on a m = ) ; la vitesse de la 
plaque; on a : - - 

- - 
s2 et sI étant les altitudes de la surface libre au contact de la plaque, 

respectivement â gauche et à droite. Il vient, avec des notations évidentes 

Or, à droite de la plaque on a des ondes simples descendantes, d'où 

et 2 gauche on a des ondes sinples montantes, d'où 



-- 5 -  0 
Ln  va leur  l i rn l t e  de  u ;st donc &gale <i 

2 

figure 2.6 

Lorsque  Ic canal est v i d e  d'un c ô ~ é  de l a  p l a q u e ,  l e  problèn t  se simplifie. 

Avec s = O il vient 
O 1 

2 , 2 . 4 .  Considérons un écou1emc;nt par ondes s imples  descendan tes .  Puisque 

Bo - u = c t e ,  on a . 
i, 

Dans un icoulement ondes s imples  n o n t a n t e s ,  C)o + uo = c t e .  d'ou : 



Par conséquent, dans les deux cas, la fonction 
dc- 

permet d'étudier la pente des caractéristiques rectilignes du plan (x,t). On 

peut écrire, d'après (1.56) et (1.53) : 

dx Si JI > 0, la pente - des caractéristiques rectilignes varie dans le due sens dt 
que uO. De cleux points oii uo a des valeurs diff6rentes. c'est celui où < est 
le plus grand qui se propage le plus vite. 

Si $ est positif quel que soit so, on dira que le canal est de type claisique. 

C'est le cas des canaux de section rectangulaire, de section "puissance" dgfinie 

par (2.7) ,  de section trapéeoïdale, de section elliptique (voir annexe 3). 

Si $ < O ,  on a los conclusions opposées. On peut montrer que i$ ne peut 6tre 

négatif que dans un intervalle fini (SE , $o" ) avec ' s* > O (ou, plus ggnérale- 
O 

=nt:, dans plusieurs intervalles finis tels que la borne inffrieure du premier 

intervalle soit strictement positive). , - - ,  !$ 
a 
4 Etudions, en effet. les variations de $ . Pour so = O ,  on a co - O; puisque c 

2 d(e8) O 

est positif, co ne peut que croitre avec s ; de la > O et par suite 
O 

Ji > O pour s0 voisin de zéro. 

Supposons que $ change de signe pour s0 = valeur pour laquelle on à 
0 n 

. d (c:) 2 d(co) L 
évidement CO.  Conme c ne peut: pas devenir négatif, - ne peut 

dso O dso 
rester indéfiniment ndgarif : ii va s'annuler pour une valeur de s, finie ou 

- * infinie; cela entraîne que >I change de signe pour une valeur finie so . 
On construit facilement des sections pour lesquelles 9 peut erre negatif, en 

partant d'une section classique et en augmentant uo saoa changer b,-b: ni 

d (b* - b;) 
U . Considérons par exemple un triangle de pente n relativement 3 Oz, 

dso 
prolonge par un rectangle de dimensions h et ~h suivant Oz et Oy (figure 2.7). 

80 - h 
Posons X = 

A 
h . On a, pour so > h : Da - h (B + nA), a. * h2 (B+BA+n r), 

et d'est du signe 5n2 12 + 10 nf3A + 2 (3e2 - nB ). 



Cette expression a deux racines réelles, 

dont l'une au moins supérieure à h, à con- 

dition que l'on ait 

(2.28) n >  3 B . 
Il vient alors : 

On a,par ailleurs : 

U Bh 

figure 2.7 

Ces fonctions sont tabulées en annexe 4 pour 83 0 , l  y n = 1. 

2.2.5. Reprenons l'%coulement par ondes simples descendantes des figures 2.4 et 2.5. 

Supposons que la plaque ô un muvernent accéléré vers les x positifs. Lorsqu'on 

progresse le long de la courbe reprSsentative de la plaque dans le plan (x.t), 

en partant de l'origine 0, uo augmente donc so augmente aussi d'après (2.22); 

+ 
de plus, d'après (2.23) 13 pente des caractéristiquesc relativement ii Or 

augmente si 9 est positif (figure 2.8(a) ;. C'est ce qui a lieu pour un canal 
de type classique. 

I - 
O Hais si 4 peut être négatif, trois cas sont à envisager suivant la valeur de s - - ,  
O 

Supposons se > s O 

O 
" : puisque s0 est supérieur à s dans le domaine d'ondes 
O O 

simples, on a I$> O, d'où le même résultat que pour une section classique 

(figure 2.8 (a) ) 

O + * Supposons s$ < s < s : lorsqu'on progresse sur la courbe "plaque" en partant 
O O 

de O, on rencontre d'abord des valeurs de s pour lesquelles + est négatif; puis 
+ O ** 

à partir de la caractéristique C,%. le long de laquelle sO = sO , 4 devient 
positif (figure 2.8 (b) ). 

Enfin, la figure 2.8(c) représente le cas sc < : + est d'abord positif, puis 
O 

négatif, puis de nouveau positif; les trois domaines sont séparés par les carac- 
+ + -+* téristiques C* le long de laquelle sO=sO etc*, , le long de laquelle so=so 



(b) (cl 
fi'gure 2.8 

Lorsque la plaque est anide d'une vitesse croissante en direction des x nagatifs, 

la relation (2.22) montre que s decroit lorsquton suit la courbe "plaque". Pour 
O 

les canaux classiques on a la configuration 2.9 (a). Pour une section telle que J, 
' 

puisse 8tre négatif, on a Ica trais confiprationr 2.9 (a), (b) e t  (c) suivant 

Is valeur de sg . 

figure 2.9 

' .. ' -. - n n L  .. . 

+ ! .6  Du sens de la variation de la pente des caractE.risciques recti l ipes C on dtiduit 

la façon dont évolue le profil de la surface libre. Dérivane l'équation (2.18) par 

rapport B x; on obtient : 

(2.31) 1 = (lit+ 11') uOX 

de 13, d'après (2.22) : 

(2.32) s ri . ?O 
OX 

Jit + v' 

d ~ i  avec 11' --- 
duo 



Le long d'une caractéristique rectiligne, ly et p' sont constants car ae sont des 

fonctions de uo . 
Considérons les écoulements des figures 2.8. Nous avons vu qu'ils s'accompagnent 

d'une élévation de la surface libre : B un instant donné, so diminue quand on 

s'éloigne de la plaque (figures 2.10 et 2.11). Par consequent s est nEgatif dans 
OX 

le domaine d'ondes simples. Supposons 1 positif (fig. 2.10) : quand t augmenhie 

dénominateur du second membre de (2.32) qui est négatif, augmente aussi et s 
OX 

diminue; autrement dit, lorsqu'on suit un point où s a une valeur déterminée, la 
O 

pente de la surface libre augmente' en valeur absolue. On a les conclusions 

opposées quand $ est négatif (figure 2 :  la surface libre s'étale. 

surface 

figure 2.10 

surface 
libre 

figure 2.11 

Dans les écoulements des figures 2.9 auxquels correspond un abaissement de la 

surface libre, s augmente quand on s'éloigne de la plaque) donc s est 
O OX 

~ositif. Quand t augmente s diminue pour O (figure 2.12) et augmente pour ox 
Q < O (figure 2.13). 



figure 2.12 
urface libre 

figure 2.13 

Finalement, dans les doniaines où les caractéristiques rectilignes convergent, 

le profil de la surface libre en un point où s a une valeur dBterminGe, se raidit 
O 

mesure que l'onde avance; il s'étale quand les caractéristiques rectilignes 

divergent. Dans le premier cas il va y avoir nécessaireaent déferlement. Au point 

O où commence le déferlement la surface libre a une pente infinie et présente 
une inflexion (figure 2.1). On a donc 

s = a >  
O X r s  = O .  

OXX 

D'après (2 .32)  on a : 

d Ji avec 31' -. - , 
duo 

soit encore c s r - s 3 & ( . + ! 4 ~ ~  
O OXX OX 

duo 
C 1 ,  

O 

relation qui permet d'obtenir le courbure de la surface libre. Les équations 

(2.33) donnent : 



d P O  Compte tenu de la première re la t ion,  l a  seconde peut  s'écrire - ( ) = 0. 
du* 

Ces re la t ions  déterminent â , tD, coordonnées de D dans l e  plan (x,t). Il peut 

a r r iver  exceptionnellement que l e  dEferlement commence au contact du f luide au 
-4 

repos, c'est-5-dire sur  l a  caractér is t ique C , Dans ce cas, il n'y a pas nécessaire- 
O 

ment inflexion en D, e t  on a simplement (figure 2.1L) ; 

O 
(2.36) u t  * ir' (0) = O ;  x =  co t . 

\ 

\i/ 
figure 2 - 1 4  

On peut: &%mettre des doutes sur  la va l id i t e  du calcul qui precède. Zn e f f e t ,  au voi- 

sinage d'un point de déferlement lq@çoulenrent n ' e s t  pas  presque à une diknsicm 

puisque 1a pente de la  surface Libre est grande, de sor te  qu ' i f  e s t  i l l u so i r e  de  

dbterminer D 3 L%aie ddés 6quarions de 1%coulement graduellement varié. Pauce de 

mieux, les re la t ions  (2.35) ou (2.36) dannent cependant des indi cations précieuses 

sur l 'abscisse  et l ' ins tan t  où le  Jiiferlement co-nce. Ré!prenons l'ekemple de 
3 1'8quation (2.20). hi a iY = 2 @O 

C o . - > Y i . - L  .- - 2 
2 

2u, *' ut, - - . Puisque vr* e.t 
a 2a a 

constant, le dëfer lemnt  va corxbnencer sur la carc?ctéristic,ue cT issue de O. Les 
O 

relations; (2.36) donnent tD , 

La solut ion obtenue cesse d ' ê t re  valable au dela 

de l a  caracrér is t ique CD issue de D (f igure 2.15). 

De naênr;, dans 1 vexeaplc 2.2.3, l a  va l id i tg  de l a  

solution @et Limitée par le d&ferlernent. 

%venons aux 6colulenients reprdsentds sur 

lee f igures 2.9. Puisqu' il y a abaissenient de l a  O 

surface l i b r e  e t  puisqu'è chaque ins tan t  so est f igure 2.15 

mini- au contact de la plaque, le  fand du canal 

va finir par se découvrir entiêreanenr et celet au 

contact de la plaque. L' instant  tp et  l'abscisse f. pour le ique ls  le fond copopence 

à se découvrir s'obtiennent pour 8 = 0, d90i: 
O - ftP ü ( t )  dt. 

*F I 
i.;o -+ -+ 

t e  doPlaine d'ondes simples e s t  cornr is  entre  l e s  caraetdrist iquea C et  C issues 
+ O F 

de O e t  de P. Au delà de CF l e  fond e s t  découvert. Dans l'exemple de l r6qust ia> 

(2.201, avec a négatif ,  on obtient  : 

% r @ p  - -  a 'F* - 2a 



2 . 3 .  Ondes simples centrêes 

2 . 3 . 1 .  Supposons que dans les écoulements par ~ndes simples descendantes des 

figures 2.8 et 2.9 La plaque garde, à partir d'une certaine date tl, la 

vitesse Ü, = û (t l ) .  

Considérons d'abord le cas des canaux classiques pour lesquels $ est po- 

sitif quel que soit s (figure 2.16). Le domaine d'ondes simples est limité 
O * 

par la caractéristique C l  le long de laquelle uo = Ü1 . Au delà de cette - 
caractéristique l'écoulement est uniforme de vitesse .ul . 

Faisons tendre le point 1 vers le point O ; à la limite on obtient l'éc~ule- 

ment consécutif à la mise en mouvenent instantanée d'une plaque, avec une 

vitesse constante u . Toutes les caracteristiques rectilignes vont passer 1 
par 0, d'oii le rom d'ondes simples centrées. 

Il est évident qu'on ne peut obtenir ici d'ondes simples centrees avec élé- 

vation de la surface libre. En effet, aans le cas de la figure 2.16 (a) on 

voit que les caractéristiques rectilignes vont se chevaucher dès l'instant 

initial : autrement dit il y aura déferlement dès l'instant initial. 

Dans le deuxième cas (£igure 2.16 (b) ) les caractéristiques rectilignes 

divergent et l'écoulement obtenu est possible (figure 2 . 1 7 ) .  

+ D'après l'équation (2.19) les caractéristiques C ont pour équatian 



- 34 - 
X 

8 et u s'expriment donc en fonctions de - . I l  est évident que la solution, 
O O t 
n'est pas valable pour t voisin de zéro. 

On montre que les seuls écoulements; par ondes simples qui presentent une simi- 

litude interne sont les écoulements par ondes simples centrées ( PI] ). 
Grâce à cette similitude les équations aux dgrivées partielles sont remplacées 

X par des équations diffé~entielles avec pour .seule variable - . 
t 

- figure 2.17 

Si la vitesse < est inférieure à - < le domaine dqéeoulement uniforme compris 
1 + 

entre la plaque et la caractéristique C disparait-. La solution d'ondes simples 1 
O centrées est valable dans l'intervalle - r 4 cO t (figure 2.18); entre 

la plaque et la caractéristique d'équation x - - 8: t le fond est découvert. 

Il est clair que dans ce cas,quelle que soit la vitesse de la plaque, l'écoule- 

ment obtenu est le même : c'est celui qu'on réalise en supprimant la plaque 

à l'instant initial. On obtient ainsi le schsma de la rupture instantanée d'un 

barrage. 

2*3.2. Traitons B titre d'exemple le problème de la rupture de barrage dans un 

canal de section rectangulaire, Dfaptds (2.10) et (2.38) on obtient : 
- ' .  

d'où 

O 
solution valable pour - 2 so t ( x 4 so t a  

O 



Profitons de ce que la solution est ici particulièrement simple pour Gtablir 

quelques resultats complémentaires. 

On voit aisément que, d'après ( 2 . 3 9 ) ,  la surface libre passe par un point fixe 

s0 et que le débit par unité de largeur à travers de coordonnées x = O, z = - 9 O d O 312 
le plan x - O est constant et égal à - (8,) 2 7 

Les lignes de courant ont pour équation 

X la constante étant négative puisque - est inférieur 3 J.,o , 
t O 

On obtient donc des arcs d'hyperboles équilatères limités par la surface libre. 
P-- 

Les asymptôtes x = ' s  t et z = a correspondent à la valeur nulle de la 

constante. 

Lès lignes d'égale vitesse ont pour équation 

= cte. 

1 1, 
Ce sont des arcs de cercle. Les lignes isovitesse à un instant donn6 ont nie= 1 

' O  ' 1  
centre, de coordonnées x = Vsn t, z a O . Le rayon des cercles correspondant , s  - a n E 
à une valeur donnée de la constante croit proportionnellement au temps. .: G 

-l! . - 8  

Déterminons les trajectoires. Leurs équations sont J , '. - 

d'où x - = a 
t 7 3  

- 

a et \(: étant des constantes d'intégration. 
. '& 

Désignons par a et c les coordonnées initiales d'une particule. Jusqu'à llinsta,n& 
a 

t - -  
1'- .6- 

la particule reste immobile; à cet instant, on a a % m  

vço a t 01 ..* 2 :! 'a" 
*. a \ C = ' . "4 * ( 7 j ' p / 3  (,@Y '3 .:,] 
~0 ) Y,! 

F 
L'élimination de a et de b' au profit de a et de c donne r; ,d 

X 
, 8:; 

' . C  

. 0 ,/ W 
Ci La pente des trajectoires est égale à - ; elle est toujours positive. On vgrifie 
uo 

aisErnent que la concavité est du signe de uot uo, - u u , expression qui est 
f i  o oxt 

égale ici à v so . 



Pour t tendant  vers  l ' i n £  i n i  on a f ( ) 3'2 _f - 2 

Pour t = - 4c 27a on a x = O ,  z = - . Ains i ,  t ou t e s  l e s  pa r t i cu l e ;  q u i  
/O 9 4c- 

o n t  même '"0 co te  i n i t i a l e  passent  au  po in t  x = O z * - ; c ' e s t  l e  s e u l  
9 

p o i n t  commun de l e u r s  t r a j e c t o i r e s .  En p a r t i c u l i e r ,  l es  p a r t i c u l e s  de l a  su r f ace  
4 O 

l i b r e  passent  au po in t  x = 0,  z = - 9 so ' 
O 

Zevenons aux grandeurs physiques.  S o i t  So l ' é p a i s s e u r  de l a  nappe d 'eau  au  repos .  

Posons : - 

Les grandeurs r e d u i t e s  a i n s i  d é f i n i e s  ne sont  pas des  grandeurs nornlaliséea. On 

o b t i e n t  ( f i g u r e  2.1:;) : 

* 3 x* = Z . (  - - 1 ) w * ' --*- 2 z Ï  S*= 1 x - ~  2 +C -X- &- 
3 TX ( + 2 ) pour -2T c X $ T 

Les l i g n e s  de courant ,  l e s  l i g n e s  i s o v i t e s s e  e r  l e s  t r a j e c t o i r e s  on t  respective me^ 

pour Bquations x%- ( - ) iX= Cte  , 

*' A avec A = - C" = -- 
0 ' A e t  C é t a n t  l e s  coordonnées i n i t i a l e s .  Les équat ions  

S s0 -tc 
des  . O O t r a j e c t o i r e s  sont  v a l a b l e s  pour f - 2  A. Les p a r t i c u l e s  * 27 A* 
passent  au po in t  X = O . i? = à l ' i n s t a n t  I* = - 

8 . *  

On remarque que tou te s  l e s  p a r t i c u l e s  q u i  o n t  nême a b s c i s s e  i n i t i a l e  on t  des  

t r a j e c t o i r e s  a f f i n e s  pa r  rappor t  à l ' a x e  Ox, l e  r a2por t  d t a f f i n i t &  é t a n t  éga l  

au  rapport  des co t e s  i n i t i a l e a .  Cet te  p r o p r i é t é  e s t  généra le ,  e l l e  p rov ien t  d e  

c a  que w e s t  p ropor t ionnel  à z .  On a ,  en e f f e t  : 
O 

dkoù x -  a  = f ( t )  - f (O) ,  - =  dz - u t a +  f (t) - f  (0) , t d t  = g ( t ,  a) c i t  
Z O X  

z e t  - =  
C 

i 
Les c a l c u l s  sont  t o u t  ar iss i  s imples  pour t o u t  cana l  "puissance" d 'équat ion  (2 .7) .  

A t i t r e  d'exemple donnons l e s  r é s u l t a t s  pour une s e c t i o n  t r i a n g u l a i r e  y = nz. On 

o b t i e n t  : 
D 4 x 4 î ao  ( 2 . 0  u ) s ( 2 ,  v O = -2y 5 t  $ " O  - - - -22 5t 

O 

O 
r o t  pour - 2 2s t < x $\ 2s0 - .. 





16 O L a  su r f ace  l i b r e  passe  p a r  l a  d r o i t e  f i x e  x = 0, 2 = - S =  l e  d é b i t  à t r a v e r s  
25 c ' 

l e  p lan  x = O e s t  cons t an t  e t  Ggal à : 

Les l i gnes  d e  courant o n t  pour i q u a t i o n s  : 
I ---- 

2 x ,l2 s; x =  c t e ,  z 
Z 't - - )= c t e  + 

0 

L e s  su r f aces  i s o v i t e s s e s  son t  ucs e r l l p so lCes  de r6vo lu t ion  d'axe p a r a l l è l e  à 0x 

e t  ~ ' 6 q : i a t i o n  

SL>i-nC a,  b ,  c  l e s  coordonnGes i n i t i a l e s  d'une p a r t i c u l e .  La p a r t i c o i e  e s t  a u  
22 r ~ p o s  jusqu 'à  l ' i n s t a n t  t = 7 . On o b t i e n t  pour équa t ions  des t r a j e c t o i r e s  

'd 2s: 

Pour t teiidant vers  1 ' i n f i n i  on a :. 
i l  

-+ - 4 .  

Pcur t = z 16 o n a x = o >  - = -  
e 25 " 

x Y Avec l i s  mêmes grandeurs r e d u i t e s  q G e  p r i c é d e m e n t ,  on o b t i e n t  (Y = - 
* v SO 

9 

=J = -- > : O 
, ?O Ve. s 

O 

"- 2Y* - =-zz Y - -- w"-e - 5 ~ r  5 F  s - -- 
/ 25 i *+ 

L f ~ s  l i g n e s  de cour.nt, les s ü r f s c e s  i s o v i t r s s e s  e t  l e s  t r a j e c t o i r e s  sont  données 

respectivement p a r  ; 

- * * \j> -A Toutes ce s  relations son t  v a l a b l e s  pour . 2 V 2 T o X 6 ---- T ( f i g u r e  2.20). 
2 





2 . 3 . 3  Pour les canaux tels que J, n'est pas consternent positif, on trouve, en repre- 

nant le raisonnement de 2.3.1, qu'il ne peut exister d'ondks simples centrées que 

lorsque les caractGristiques rectilignes divergent, donc pour so compris entrc 

sX et s':" dans 1s cas d'une Clévation de la surface libre, et pour s < 8 ou 
O O O 

s > sy dans le cas d1un.ahaissement de la surface libre. 
O 

En fait, le problème est plus compliquê que dans le cas des canaux classiques. 
O 

Prenons le cas dbune Glèvation de la surface libre : supposons s compris entre 
+ O sx. qt s.c:+ 

tr st soit s la valeur de s sur la caractÉristique C qui separe 
O O O 1 O 1 

le domaine d'ondes simples du domaine uniforme de vitesse ii (figure 2.21). Si 
+ 1 

s est inffrieur à s * *  , toutes les caractéristiques C du donaine dYcndeç 
O l O 

siaples sont divergentes et on obtiendra un écculement par ondes simples centrées 

ën Caisant tendre le point 1 vers l'origine. 

figure 2.21 figure 2.22 . 

+ 
Mais, si s f Jt s u ~ f  rieur 2 sXA (figure 2.22) ,  les caractéristiques C et C: 

O 1 O O 
+ 

sont s6parées par la caractgristique C eh: lorsqii'on fait tendre le point 1 vers ** + + 
O les caractéristiques convergentes comprises entre (& et CI donnent lieu à un 

deferlement. On ne peut donc obtenirdzs ondes centrées que si s est infericur 
O 1 

* %  ou égal 3 s . 
O 

Mous reviendrons plus loin sur ce problène, dans l'étude des discontinuitÉs. 

2 . 4 . 1 .  AprSs un d&ferlement, des particules qui graient situées à la surface libre 

se trouvent à lfint5rieur du fluide et l'écoulement cesse d'être régi par les 

équations du nouvenent continu. 



L'expérieiice montre qii 'a l a  s u i t e  d 'un dé fe r l enen t  l ' a l t i t u d e  de l a  surface l i b r e  

vzr ie  brutalement dans lin domaine du plan ( a , t )  qui a I n  forne d ' m e  bmde très 

Ztroite çuivanc l a  d i r e c t i o n  Ox . 
On donixe iin scii8aa eii lpld de I 'écoulement en remplaçant c e t t e  bande par une dis- 

caii t ini4ti  d,: p a r t  c t  d'autre de laquellc l i s  dqunt ions  du mouvement par t ranches  

dernecrent: valaLies, tr, premièrt, approximation. 

ConsidBrans dqaSord urie i i i s c o n t i n u i t i  en inouvernent pcmanent(appe1i.e encore 

r e s r o u t ) . S o i t  l a  r e s u l t a n t d  des fo rces  de  p r e s s i o n  sxercCes sur une section 
* -s 

d r o ~ r e  du c a n l .  an a 

avec l e s  mta t io izs  de l a  f igure  2 . 2 3  , 

Posons : 
tZ / (b-bf)  dz . 9 - - 

cd 

Urie i n t ég ra t ion  par p a r t i e s  donne 

r $0 
( 2 . 4 2 )  r; 

O 
a dz I 

b 
Les Gquatians dc conserva t ion  de La 

masse e t  de l a  quantikt de mouvement 

permettent d'5crira : 

0 
4" -_7.4 

4- C 
(2 .43)  u = c  u 

O 

Y 
n o O 

f i g u r e  2.23 

l ' i n d i c e  s u p r r i e u r  + d t î n t  r c se rvé  aux conditions en &val. 

Il viei i t  : + 

4- 
T - l r  CT 

9 

C 
T -i? 

0. u (2 .45 )  uî . .-o."--- - i- 2 O O 
9 

O u -- - '  
O + O -b 

0 - 0  o 
+ 

O O O 
0 

ci 
CI 
O 



Siipposons l'écoulement adiabatique. L'entropie d'un fluide isovolume étant une 

fonction croissante de la température,lle second principe de la thermodynamique 

indiqua que la tenpgrature en aval doit Ztre supcrieure (ou égele) à la tempera- 

ture en anont. Il résulte de là, d'après l'équation de 155nergie, que la charge 

en amnt doit être superieure (ou égale) à la chargé en aval : 
,' 4 2  

(2.46) j = - !S. O + 2 3 0 ,  

soit + ' + 
C Tc - 1  o c  + a,) 

(?. 4 7 )  j = s  - 5  + 2 . 0 .  
O O 6 u 

200 O 

+ 
Considérons un ressaut de faible amplitude défini par / so - s/<<sO . o 

d'où 

Si $ > O, un ressaut de faible amplitude se fait avec élZvation de l'altitude de 

la surface libre. 

Si $J < O, un ressôut de faible amplitude se fait avec abaissement de l'altitude 

de la surface libre. Ces résultats sont en corrClation avec ceux obtenus en 6cou- 

lement continu. 

Les relations (2. !.5) s 'Grrivent : 

4 2 
Cxme I,!J et s - s sont do même signe, on a, dans tous les cas u > c2 et u 

O 3 O O +2< O c+2 O . 

Pour un ressaut d'amplitude finiepiin abaissement d'altitude de la surface libre 
+' 

est possible aussi selon l'expression (2.47). On peut tracer dans le plan { , s0)> 
+ 

pour chaque profil de section droite, la courba j (sG , so) = O de manière à 

délimiter les domaines où j n'est pas négatif, c'est-à-dire les domaines où un res- 

saut peut ss produire. Cette courbe est nécessairement symétrique par rapport à la 



+ 
droite so - s - O , car si un ressaut sans perte de charge est possible avec 

O 

+ + 
s > s il l'est Bgalement lorsqu'on permute so et so . Pour le profil de la 

O O '  

figure 2.7 on a : 

+ 
pour X > O, X > O 

+ 
pour h %O, a > O ,  - 

+ Lfi (A' - A) (l*+h + 2) ' -  n A 3  1 ~ 4 8  + 28 (A' + A) + n A g *  
j = - ( A - A ) +  

1 2 8 ( 1 +  A)2B(l+X)+nA + II 3 
+ '  

pour X > O ,  X 4 0 ,  

j =  
( A  - A ) ~  pour1 < O, A+< O (section rectangulaire), 

4 (1 + A) ( 1  + A+) 

+ 
Pour A > 0, A > O la courbe d'équation j = O se dGcompose en 

On a représenté sur la figure 2.24 la courbe j = O correspondant à n = 1,B = 0 , l  r 
+ 

on y constate bien l'existence pour Ar X d'un domaine où j est positif. 

2 . 4 . 2  Soit à présent une discontinuité mobile (appelee quelquefois mascaret). Ecrivons 

les lois de conservation dans le trièdre lié à la discontinuité. Comme le mouvement 

n'est pas permanent, vont figurer dans les équations des ternes instationnaires du 
a 

type - f d y  où ;Y est le domaine occupe à l'instant t par le domaine O 

fluide auquel on applique les lois de conservation. Soit -jf la partie de-Ko 
O 

située en amnt de la discontinuité et 3'" la partie en aval; on a : 
O 





af d Z. Par ailleurs, il faut tenir 
a t a r 

compte des forces dfincr:ie d'entraînement; celles-ci apparaîtront dans les équa- 
I !  

tions de la dynarnlqus et de l'énergie par des termes de type lq d T  . En pre- J, 
nant pour un domain2 de volume nul, aplati sur la discontinuité, on voit que 

O 

tous ces termes apportent une contribution nnlle, de sorte que les Squations 

établies en écoulanent permanent restent valables à condition de remplacer les 

vitesses par les vitesses par rapport à la discontinuité. 

Nous avons vu qu'une discontinuité apparaissait à la suite d'un déferlement. Sans 

l'écoulement de la figure 2.16 (a) lorsque le point I tend vers l'origine, il y 

a déferlement dès l'instant initial : nous admettrons que la discontinuité qui 

prend naissance se propage avec une vitesse constante w (figure 2.25).  après 

les relations (2.43), (2.44), on a : 

d'où ; 

Pour une discontinuité de faible 

amplitude, on a, d'après (2.50) : 
X 

figure 2.25 

Une discontinuité infiniment petite se propags donc àvec la cglérité des ondes. 

Conme application, considérons le problèae de la réflexion de la discontinuit6 

précédente çür une paroi verticale fixe normale 3 Ox. Soit w '  la vitesse de 

propagation de la discontincité réfléchie. Accentuons les grandzurs relatives au 

fluide au repos adjacent à la paroi. Il vient, comme ci-dessus : 



L'élimination de cl entre la dernière relation et (2.52) donne : 

O On remarque que s' = s est solution; cette solution est à écarter. 
O O 

Pour des canaux de section rectangulaire et triangulaire, on obtient respectivement: 
7 

a - 1  B = 
2 a 

(1+ J i + 4  ) ,  
(a-i 12 

2 '4 3 S 
O 1 

s 
ci2 f i4 + a B~ - (a2 - 1)  B - a 6 - a 3 O >  avec a = - O 6 = -  . 

s O * s 
O O 1 

Comme second exemple, considérons le problème de la rupture d'un barrage lorsque 

l'aval n'est pas a sec. Soit un canal partagé en deux par une plaque placge en 
x = O et astreinte à rester verticale. Il contient de l'eau au repos : les altitudes 

de la surface libre sont s pour x > O et s pour x < O; on suppose s > s . 
O 1 0 2 02 01 

A l'instant initial on libère la plaque. Si sa masse est petite, la plaque va acquéri 

quasi. instantanément une vitesse constante <. A gauche on aura des ondes simples 
centrées montantes et à droite une discontinuité. De part et d'autre de la plaque 

on aura la même altitude (car les forces de pression ont une résultante nulle 

du fait que la vitesse de la plaque est constante). La plaque ne joue plus aucun 

rôle : on obtient le même écoulement en la supprimant à l'instant t = 0. 

relation qui donne . 



figure 2.26 

Pour un canal de section rectangulaire, il vient 

et pour un canal de section triangulaire : .. * 

2 . 4 . 3 .  Lorsque $ peut devenir négatif le problème se complique. Considérons lPécou- 
i\. n 

lement de la figure 2.22 en supposant ; > uo . Pour mieux voir ce qui se passe . . 
1 - I r  

8 - 
" il 

lorsque le point 1 tend vers l'origine supposons que la plaque est animée d'abord 

de la vitesse uzX , puis, à partir de t - tl, de la vitesse ; (figure 2.27). 1 
aura d'abord un piaceeu d'ondes sinples centrées puis, à partir de tl, une dis- 

cootinuit6 qui se propagera avec une vitesse supérieure L c*" par rapport au fluide '! 
O 

animé de la vitesse uzA9en Vertu de la formule ( 2 . 5 0 ) ,  et qui va donc rattraper les , .  '( 

cndes centrées. Si on fait tendre 1 vers O, on obtient l'écoulement de la figure 4 

4 
2.28 : un pinceau d'ondes simples centrées termin6 par une discontinuitS. On connait # :  - O .k * 
uI et s et on recherche sol , uO2 et soZ (sO2 étant in£ érieur à so ) . liais on 

O 
- '1 

I 

dispose seulement de deux équations : 



figure 2.27 

figure 2.28 

En générzl, lorsque les lois de la mécanique conduisent à une indétermination, 

le phénomène qui se produit réellement est celui qui correspond à 1'irréversibilitG 

"minimale", donc ici à la perte de charge ninimale. (x) 

+ i- 
On va donc tracer dans le plan (s s ) les courbes j (sO. sO) - cte, et la courbe 

0' O 

- 2 + 1 
( ul - eo + ) = (no - no) ( - .- 1 - ) et déterminer graphiquement sur + 

0 0 
O O 

cette courbe le point (sol SO2) correspondant à j ninimal, avec la condition 

ûn n'a examine ci-dessus .que les Gcoulements avec ondes siriples centrées et discon-. 

tinuitGs relevant de la figure 2.8(b).% poürrait examiner de même les écoulements 

correspondant aux figures 2 . 8  (c), 2.9 (b) et (c)., Par exemple, dans le cas de la 

figure 2.9 (b) on obtient les écoulements der figures 2 .29  ou 2.30 suivant que - 
U, est supérieur OU inférieur à uw - - 0; . 

O 

(x) Voir, par exemple, le choix à faire entre solution "forte" et solution "faiblet' 

dans la détermination d'une onde de choc oblique à l'aide de la polaire de choc. 



figure 2.29 figure 2.30 



CHAPITRE 3 

ECOULEMENT GRADUELLEMENT VARIF, 

PRESQUE UNIFORME . 

3.1. Ecoulements presque unifor 

3.1.1. Pour un écoulement presque par droites parallèles, E bien que petit à 

l'égard de 1, n'est pas nul et la solution de l'écoulement par tranches ne 

peut constituer qu'une première approximation, On dira'encore que c'est 

l'approximation d'ordre zéro car on a retenu dans le système ( 1 ,  48 ) 

les termes de degré zéro en E, 

On peut chercher à améliorer ce résultat. Pour cela, la méthode classique 

consiste à poser les développements formels 

s ) l'approximation d'ordre zéro. On appelle s' , on a appelé (uo, vo, w', 9 /O? 

(ul vl, wl, A, s ]) l'approximation d 'ordre 1, (u2, v2, w2 P2, sZ) l'appro- 

xidatlon d'ordre 2, etc.. . 
u'* 

.L En fait, la méthode des approximations succéssives n'est pas utilisée pour 

l'écoulement presque par droites parallèles le plus général, car la solution 

de première approximation est d é j à  très compliquée; on a vu dans le chapitre 2 

qu'elle est obtenue par voie numérique (méthode des caractéristiques). Dans 

les rares cas où la solution est explicite (ondes simples centrées par exemple), 

la présence de singularités rend illusoire le calcul des approximations sui- 

vantes . (* 1 

C) On a vérifié que dans le problème de rupture d'un Barrage. l'approximation 

d'ordre 1 n'est pas calculable par cette méthode, 



On est conduit à calculer l'approximation d'ordre 1 seulement lorsqulA l'ordre 

zéro l'écoulement est permanent. Dans le cas des canaux cvlindriques et hori- 

zontaux que nous envisageons ici, il est facile de voir que l'écoulement est 

nJors uniforme à l'ordre zéro. On a, en effet (ad u;)~ = O, uO uox + s, O d'où 

s = cte, u = cte, v = w = O . On suppose que ces écnulements unifomen 3 
O O O O 

l'ordre zéro, ou "presque uniformes", constituent une or~mière annroximatio~i des 

écoulements presque par droites ~arallèles Dour lesauels les variations de n,  v, 

v , /L  , s, sont d'ordre E . 
Substituons les développerients (3.1) dans les équatinns Cl.LQ>, pour bcrire 

les conditions 3 la surface libre, utilisons un dfvelobnement de Tnvlor, OF R, 

compte tenu de uo = cte : * 1 
, r 

De même pour v, w, /L . 
On obtient finalement : 

I + v2 

+ . . .) ky - w1 + E W ~  + . . . pour z = k , 

s + u s + E (s2t + Uo S2X + U s + VI Sly) + ... = w +€ IW +s lt o l x  1 lx 1 2 1 '1 z) 

+ ... nnur z = s 
2 O y s 
1 i p l  + sl kz + (h + sl nz + - 2 eZz + s2  kz) + ... = P n w r  z = s . 

n 



3 . 1 . 2 .  On suppose que les fonctions ul, u2, ..., v I ,  v2, ..... w1, w2> ..., 
r l ,  p*..., s l ,  s2, ..., sont d'ordre 1 et à dérivées bornées. En négligeant 

les termes contenant des puissances de€ en facteur, on obtient : 

U = u  'O , ly lz 
v * W  

l z  ly' r .  u + U  u 
lt O lx + h X  

= 0 .  
(3.5) 

1 = 142 = O 

v k = w  pour z = k ,  oubienwl bZ 
l Y  1 

= V, pour y = b , 

i 'lt + uo 'lx = '1 } 
pour Z = s0 . e s  1 

On intègre l'équation exprimant la conservation de la masse sur la section 

droite g limitée à z = soi 11 vient, comme pour l'ordre zéro : -- 

soit 

(3 .41 

L'équation de la dynamique, en projection sur Ox, sti.crit : 

Les équations (3.4) et (3.5) permettent de calculer ul et s,, fonctions de 

x et de t. On dit que ce sont les équations du mouvement longitudinal. 

Posons : 

( 3 . 6 )  



Il vient : 

(3.7) Xlyy + Xlzz = O * 

avec : 

(3 8) XI z = ky Xly 1 Y z 
+ k pour z = k, ou bien , X  = (Xlz - z )  b pour y = b, 

3 
X l z  s - a i  pour z = so . 

O 

Pour une section rectangulaire la, salution est x1 = cte, d'où 

Pour une section "puissance" définie par (2.7) la solution est 

3.1.3. Les équations du mouvement longitudinal sont à coéfficients constants. 

11 en résulte que les courbes caractéristiques du plan (x ,t) sont determi- 

nées une fois pour toutes. Leur équation est 
2 

dx2 - 2u0 dx dt + (2 - C O  ) dt = 0 , 
soit dx = (uo 2 co) dt . 

+ 
On obtient deux familles de droites : les droites C d'équation 

x - (uo + co) t = cte et les droites C- d'équation r - (uo - co) t = cte. 

Les caractéristiques du plan (sl, u 1 ) ont pour équation 

(dx - u dt) dsl + c: dt du, = O . 
O 

+ 
Aux C correspondent donc les droites sl + co ul = cte et aux C* les 

droites s - co u1 = cte . 
Par consaquent, on a sl + co ul = cte le long des droites x - (uo+c0) t - cte 
et s - c u cte le long des droites x - (u0 - cO) t = cte. 1 O 1  

Posons 

(3.12) 5 = x - (uo - Co) t ' 
11 vient : 

.les fonctions f et CQ étant déterminées par les conditions, aux fronti2'res. 



On peut obtenir les résultats cidessus-en effectuant dans (3.4) et (3.5) 

le changement de variables défini par (3.12). Il vient 

d'où 

Après addition membre à membre, puis soustraction, et après intégration on 

obtient les formules (3.13) . (*) 
Tout ce qui a été dit au chapitre 2 en ce qui concerne la détermination de 

la solution à partir des différentes données aux frontières, demeure valable. 

On peut retrouver ces résultats analytiquement. Reprenons le problème de base : 

supposons sl et u l  données sur le segment .(O, R) de l'axe Ox : 

" - 
s = si (x), U* = u t  (x) POU't" 0, o < x < R  

1 

Il vient - - - C 

2 f (x) - s l  - co ul , ~ Y ( X )  - s1 + c u POUT O 4( XC< a 
O 1 

d'où 

<C - 
2<p  (9 - s1 (n) + co ul (4 pour Q ~ T ~ C  P 

, 8 

Le domaine communoù f et <p sont déterminés est défini par xv (uo + co) t, 
>a x <a + (u0 - c ) t (figure 3 .1) .  Ainsi, conformément aux résultats du chapitre 2, 

. -4 O 

la solution est entièrement déterminée dans le triangle compris entre Or et les .,a 
31 

C 8 

(m On Peut utiliser la même &thode pour les écoulements non uniformes à , 

l'ordre zéro du chapitre 2. On pose dx - (uo - c0) dt - d c  dx - (uo + c0) dt =dn> ' 

d'où (3.14) et (3.15) avec so et uo à la place de sl et de ul . De là 
soc+ Co Uq a 0 3 Son- Co UO,, - O; il en résulte que 8 O + u O est une fonction 

de ii et O - uo une fonction de 6 .  On a donc e0 + uo = cte pour 
+ 

TI - ete d'est-à-dire le long des C d'équation dx - (uo + co) dt et 0 - uot cte 
le iong des C- d'équation dx = (uo - co) dt. 



+ 
caractéristiques C et C- issues respectivement de l'origine et du point 

( x =  R, t = 0). 

figure 3.1. 

On traite d'une manière analogue lea autrea cas envis.agéa au chapitre 2. Par 

exemple, donnons nous s et u, pour t = O, x )  O et posvnsaous la question 1 

de savoir quelles conditions pour x = O, t +  O assurent l'unicité de la solu- 

tion pour t >,O, x ) /O.  La donnée de s et de ul pourx 'Z O, t O détermine 1 

la solution pour x & (u + co) t , t&O (figures 3.2). On dispose, de plus, 
O 

C - L 
du renseignement 2 f (5) = s l  (5) - co ul ( 6  ) pour x> (co - uo) t , 
x 4  (co + uo) r . 
On voit immédiatement que si u .  - co< O une seule donnée le long de Ot suffit. 

O 

Par contre si u - co> O, on manquera de tout renseignement dans le domaine 
O 

O 4 x < (uo - cg) t ; il faudra, dans ce cas, deux domiies sur Ot. Evidemnt  

si uo * co c O, il ne faut aucune donnée sur Ot car Ot est situé dans le 

domaine entièrement déterminé par les données sur Ox . 



figure 3.2 

S'il existe un domaine du plan (x, t) 03 a, et u, ne sont pas iad&pendanta, !$a 
il est facile d'établir, coume au chap2tre 2, qu'il ce domaine corLespond dana 

l e p l a n  (a , u,)  un arc de caracteristique. Autrement dit, la relation entre 

S .  cl: u ne peut être que de ?a forme s, t c, u, 
i 1 = cte. Dans ce cas on dit que 

Itécoulernent est par ondes simples. On a des ondes simples descendantes ai 

Y - c u = cee et des ondes simples montantes si s, + co u, = cte. 1 a 1 

D'aprcs les fcrnwlcs (3.13) il est évident que tout dcoulement presque uniforme 

gcut Ztre considéré corne la superoosition de plusieurs ondes simples desceq:,,,-- 
4 7  

g-kntes et mntûntes. . f i~ iAl -  

Eri ;ratiqudJun écouiemenr presque uniforme est obtenu en perturbant un kcoule- 

rnnt permnncnt donn6. On a vu qu'en canal cylindrique et horizontal un &cou- 

Xenent p c r w e n t  esc nécessairement uniforme à l'ordre zero. On a, de plu, 
Z Utai>rèa ( 3 . 4 )  e t  (3.5) % six + co uIx = 0 ,  u u Ir + sl* = O d'où, en 

O 

ggaéral , s l  = c t e ,  uI - cte e t  par suite vl a w - O. Donc, l'lcoulement est 1 

uti i f~axw nucsi à l'ordre t . Soiast ç et la cote de la surface libre et la - 
v i t e s s e ,  supposées données. Si l'on s'arrste Zi l'ordre taro, on a s o =  s, 

' -  
ua = u . Si l'on poursuit le calciil jusqu'à laordre 1 on &rit s, * O , u, - O. 



Dans un domaine du plan (x, t) adjacent à un domaine d'écoulement permanent 

non perturbé, l'écoulement est par ondes simples. La frontière entre les 
+ 

deux domaines est évidemment une caractéristique C quand il s'agit d'ondes 

descendantes et une C- quand il s'agit d'ondes montantes. On peut ê~ablir 

ce résultat analytiquement : on a si = O, uy = O pour Y O, x > O. De là 

s = O ,  u1 1 
= O pour x > (uo + cg) t, t 00 

- 
Donnons nous s ,  = s (t) 1 

- dX 
pour x -- x (t) avec O - c < - 4 u + cO , de sorte qu'une seule donnée 

O dt' O 

suffise à déterminer la solution pour x r z,  t > 0. 

On a, d'après les rksultats obtenus ci-dessus : 

pour Z < x c (u0 + cg) t 
7*  'm 

Donc le domaine .< x < (O + c0) t est un domaine d'ondes simples descene '-Fi 

dantes. De plus, on a : 

pour t > 0. 

Changeons % - (uo + c ) t en n, c'eatcàdire changeons t en une fonctiont (n) 
O .  

obtenue en résolvant l'équation < (t) - (uo*c0) t - par rapport $ t. On 

obtient 

ce qui détermine la solution. 

pour z ( n l  0, 

Prenons 2 O par exemple, ce qui auppoae uo - c O , uo + co 
O 

> o .  
- '-n 11 i n  ( = , ) p u r  - 0 soit x 4 (uo + col t . 

uo + Co u * Co 
O 

3.2. Approximation d'ordre 2. 

Du fait que la solution de l'approximation d'ordre 1 a m e  forme si'mple, 11 

est posaible de poursuivre le calcul analytique B l'ordre 2. D'après les équa- 

tions (3.2) et (3 .3) ,  on a: 



v k w pour z = k , ou bien w2 b, = v2 pour y - b , I z y  2 

Compte tenu des r6suleats de l'approximation d'ordre 1, il vient ; 

u = 2y X l y  ulxx * 



; et Etzri t  les fonc;ions arbitraires de x e t  de t. Conme X I  set d~iini l une 

foni.,ti?~.n additive da x et de E pr&, il n'y a pas d'inconvgnient ii prendre cette 

bnction identiquement nulle puisque ceLe revient simplement à changer la défini- 

t i on  de 1 et de m .  

voit qu'à l'ordre 2 La surface libre n'est pas horizontale dans chaque tranche. 

I)QUI ule section définie par (2.7), elle est paraboiique. 

S.nr8grons iléquation de continuité sur l'aire A de la section#.droite. On a 
O 

"y, J'aprOç ce qui précède, la condition cln6matique 3 la surface libre s'&cri: 
A 

2 ' o ù ,  grZce aux Equations du mouvement longitudinal à l'ordre 1 : .. 

On obtient donc : 



Posons 

(3.2 1) 

S 
l 

w2 dy à cause de l a  condition sur le fond, on obtient. : 
.'i. - O 

L'équation (3.20) er  l'équation de la dynamique an projection sur 01 s'6criuent : 

2 (3.23) mt + uo m x +  c a l x  - .!. (ul s1IX c 8U~xxx .P. 3 a'sl u lX ,' 

Mntrons que 6 est posifif  ou nul. PuPsqw x ,  est hamnique on a : 



avec 

en écrivant l e s  deux dernières égalités on a tenu compte de l a  condition cinéma- 

tique sur l e  fond e t  de (3.9) . 
On obtient donc : 

Calculons . Comme x l  e s t  harmonique, on peut écrire : 

3 (bo - bi))f L- (y, 8.1 dy XIy (ho ,so) X ly (bis sol 



De 125, compte tenu de (3.8) et de (3.9) : 

On a donc 

(3.25) 3 (y+ 1) = 2 JI 

Le systsme (3.23), (3 .24)  est linéaire, B co6fficients constants. Comme pour 

le systhe correspondant d'ordre 1, les caractéristiques du plan (xl t) sont 

+ 
les deux familles de droites C d'équation x - (uO+ c0) t = cte et C- d'équa- 

tion x - (u0- co) t - cte. Comme ce système n'eat pas homogène, les carac- 

téristiques du plan (m, 1) ne sont pas déterminiSe% une fois pour toutes. Le 

+ 
long des C on a dm + c d l  - (a + co a') dt et le long des C- 

O 

dm - c dl. - (a- co a ' )  dt, a et a' dbigiant les seconda meptbres de (3 .23)  * ;a O 

On obtient la solution analytique B l'aide du changement de variables (3.12). 

Compte tenu de (3.13) , il vient : 

Ajoutons membre à membre et intégrons; on obtient : 

. . 
où i est une constante et 'f2 une fonction arbitraire de q. 



Soustrayons membre B membre et intégronej on obtient : 

où ;i est une constante et f une fonction arsitraire de 5 .  2. 

Finalement : 

Pour des ondes simples il suffit de poser f = cte (ondes descendantes) ou 

'f = cte (ondes montantes) dans les Lquations (3.28) et (3.29) 

Ainsi, pour des ondes simples montantes, on a : 

Dans ces formules la constante est nulle si dans le plan (x, t) le domaine 

d'ondes simples montantes est adjacent à un domaine non perturbé c'est-adire 

un domaine où s et ul sont nuls. C'est un cas particulier très important. 1 



' Pour des ondes simples descendantes on obtient . : 

On remarque dans les expressions (3.28) et (3.29) que m et 1 ne sont pas bornés ' 

lorsque f et '-f sont périodiques. D'après (3.30), (3.31) ou (3.32) (3.33), pour 

des ondes simples périodiques, les termes non bornés apportent une déformation 

qui s'amplifie par une sorte d'effet d'accumulation 3 mesure que les ondes simples 

se propagent. La solution n'est valable évidemment que pour x et t bornés, de ma- 

nière que la déformation ne devienne pas d'ordre E car si elle était d'ordre E 

elle devrait apparaître dès le calcul de l'approximation d'ordre 1. . 

362.3 Examinons, à tTtre dfex.emple, le problème suivant : soit un canal de section rec- 

tangulaire, infini pour x > O et communiquant en x = O avec une grande étendue 

d'eau. L'écoulement est uniforme B l'ordre eéro : so constant, uo constant négatif. 

Pour t <  O on snppose que l'écoulement n'est pas perturbé (sl = O, u = O). On 1 

aura donc un écoulement par ondes simples descendantes. Supposons uo + co> O de 

sorte qu'une seule donnée le long de Ot permette d'obtenir la solution 

- 
(figure 3.2 (a) ), et soit sl = sl (t) cette donnée. D'après les calculs effec - 

tués en 3.1.4 on a f - 0, \4 = z, ( 
- . ) , dans le domaine d 'ondes simples. 

Uo + =O 

Soit par exemple = a cos w t . Il vient 
1 

( 3 . 3 4 )  sl = a  cos w (t - X 1 
uo+O 

Pour une section rectangulaire on a 
s3 

(3 .35)  B - +- , d =  O . 



D'après (3.32) et (3.33), il vient 

Les conditions s2 = O, u2 = O pour t - O, x > O donnent m = O, 1 = 0 . 
Co= f = 0, Y = O pour x > (uo + col t, t > O , les seconds membres de 

+ 
(3.23) et (3.24) sont nuls de sorte que les caractéristiques C et C- trans- 

portent des valeurs constantes, nulles ici, de m + col et m - co 1. On a 
donc m - O, 1 = O pour x > 

("0 
+ c ) t ,  t > 0 ,  

O 

Pour x = 0, t >  O il faut deux données relatives 2i l'ordre 2 pour déterminer 

les fonctions f et dans le domaine d'ondes simples. Les équations (3.19) 2 2 

et (3.17) s'écrivent : 

Pour x = O, t~ O on a s2 = O. Par ailleurs, corne u2 dépend de z, on doit 

se donner u 3 une cote déterminée : écrivons u - O pour z 2 2 = s0 . Il vient 
les conditions : 

s 2 S 
2 

O O (3.39) m + - (ulr + Uo Ulx)r - O, 1 - - u 
2 2 Ixx = O pour x = O, t> O .  

On détermine f2 et<P à l'aide d'un calcul élémentaire. On a, d'après (3.36) 2 

et (3.37) : 

s 3 -2 
3-a O - 3 

Y SU - - -  - - 
- 2 s o y  - - y " ^ -  

3 2 ( T  Y"'+ 3 Y  7') -f2 +Y2 . O .  

avec 5 = c (uO - col ta n = - (u0 + Co) c , 
- 



De 13, par additi2n et soustraction membre à membre : 

11 Un change dans la première relation en c'est4dire t en - - èt 

- u - c  O O 
uo+Co 

T-l , d'où : + C 
O 

De même, on change dans la seconde relation en ( donc t en 

ûn porte ces expressions de f2 et de Y2 dans (3 .36)  et ( 3 . 3 7 ) .  O. obtient 

pour m : 
2 

-2c x 
O 4 s o m a  u + c0 

O 

Seul le premier terme du second membre apporte une déformation; c'est le 

seul teme d'ordre 2 que l'on prendra en conaidération. Il est clair d'après 

le calcul qui précède que le choix de la cote à laquelle on se donne u2 pour 

x = O , t * O n'a aucune isifluepce Sur le teme de déformation. 

Finalement, on obtient : 
s 3 

(3.40) s = so €2 X 
+ €Y- 2 Co (uo+C-J- ( _o. y,*'+ 

3 3CQCP' 1 9 

et; compte tenu de ( 3 . 3 4 )  : 



O 
( 3 . 4 1 )  s = s + C a  cos O (t - - 

I 

X i 

sin w ( t  - - 1 - -  s i n  2w ( t  - j l  . - 
U +C 2 u +C 

O O 0 . 1  

Revenons aux grandeurs physiques; posons 

~a' ; ie - A amplitude, 

2 + pulsation , 
période. 8 = -  $2 

On obtient : 

2n ( T -  - -  S - So = A cos - X 
8 1 

u O +Go 
2 2 3 ng A X 4 a S, 2n 

+ sin - ( T * 
O 

eJg;,(u0+ 61 O 

3 4 n --sin- ( T -  
2 O vo* E 

? 
ri 

Il peut Dtre commode de substituer B @ l a  longueur d'onde /\ (ü ,+ -Go) ' 

On peut "absorber" un paramètre, so i t  S o ,  en introduisant les grandeurs sans 

dimensions suivantes : 



On obtient : 
* 

S - 1  ( 3 . 4 2 )  -=  
2 n  ' * 

COS - ( T .n y - -  

3t 
X *  

A* 8* Uo + I  
1 

a A' X* C 4 A 
2 

4- 2 a 
2 * 

xk 
- sin - (T* t - @*(O 4- 1 )  3 A* d (u + I ) ~  0 u2 I 1 

O 

3 - - 4 a 
2 sin - ( T ~ -  ri* cf fl+ 1 

O 

ou bien : 

3 4. [ * * 
I - 

2 sin i\+ X - ( U o  

* En un endroit déterminé (X fixé), on remarque que la présence du terme 

de déformation tend à diminuer la durse de la montée de l'eau et à augmenter 
* 

la durée de la descente. Pour X suffisment grand on peut &me voir appa- 

raitre des maxima secondaires (figures 3.3). 

A un instant donné les crêtes et les creux de la surface libre sont décalés 

par rapport à c e w  du terme d'ordre 1 (figure 3 . 4 ) .  

L'écoulewnt décrit ci-dessus peut être observé dans certains estuaires de 









fleuves lorsque l'amplitude de la mrée est faible devant la profondeur 

du lit. Comme les périodes des marées sont tres longue& on peut garder 

dans ( 3 . 4 2 )  et (3.43) seulement le second terme de la déformation. On 

retrouve alors le résultat obtenu par Airy ([B.]] ) . 
Lorsque l'amplitude de la marée est de l'ordre de grandeur de Xa profondeur 

du lit du fleuve, on ne peut pas admettre que l'écoulement est uniforme 

à l'ordre zéro. C'est ce qui se produit par exemple dans l'estuaire de la 

Seine où le flux de la marée donne naissance parfois B m mascaret. 

3 .3 .  Ecoulenents sur fond presque horizontal. 

3.3.1. On dit que le fond est presque cylindrique lorsque kx est petit d'ordre E.  

Alors, pour ;a borné, l'équation du fond peut se mettre sous la forme 

( 3 . 4 4 )  z ko (y) + rk, (x, y ) .  

Dans ce qui suit nous envisagerons seulement des écoulements plans sur fond 

presque horizontal (l'étude du cas général n'est guGre plus compliquée). 

On choisit l'origine de telle sorte que l'équation du fond s'écrive 

(3.45) z = EL, (x). 

La conditien cinématique sur le fond s'écrit 

 EU^^^= w pour z = ek, , 

soit, à l'aide d'un développement de Tayler : 

De là, par identification : 

w = O ,  
O 

"O klx = W~ + woz pour z = O . 
k; 

(ul + kl uoz) klx ' W2 + klwlz + - 2 Wozz * 



La condition relatiw à l'ordre zéro est la même que lorsque le fond est 

horizontal; il vient donc le résultat évident à priori, que les équations 

de l'approximation d'ordre zéro sont les mêmes qu'en écoulement sur fond 

horizontal. 

Supposons qu'à l'ordre zéro l'écoulement est uniforme et calculons l'appro- 

ximation d'ordre 1. Les équations d'ordre 1 montrent que u et pl ne sont 
1 

fonction que de x et de t; on a, de plus : 

On effectue le changement de variables (3.12). Comme klt = 0, c'est-à-dire : 

- Co) klE * (uO + fol kld ' O , 

De La, pour (3.49) et (3.50) : 

s -s1,,+c0 
j e  

On obtient 

- c u = "0 kl  
0 1 u - c  + 2 f (4) . 

O O 

avec ci = Go . 

= - 2uo 
u - c  l5q.t 
O O 

d'où 

Uo k l  (3.53) s l =  + f (&) + Y (n) > COUl = - c ~ U ~ k l  - f (4) + y (Il) 
U - c  u2.- . 2 
O O 1 O O 



f et 'f' étant deux fonctions arbitraires. 

3.3.2 Compte tenu des résultats précédents, les équations d'ordre 2 s'écrivent : 

u2x + w2z = 0 , 

u2z 
P - 

Z U l ~ ~  + Uo klXX ' 

U2t + Uo U2x + Ulx + F 2 X  - O 8 

2 qz = (yt + Uo U 1 - Uo kln , lx x 

(ul k,), ' W2 pour z - O y 

SZt + Uo s2X + ( u l  s1Ix - w2 , 
pour Z - s . 

O 

/Lz -2 

Il s'ensuit : 

(3.58) lt + ua lx + mX - - u u 1 lx ' 
l 

On effectue le changement de variables (3.12) et on procède comme dans 

3.2.2, en tenant compte de (3.52), de (3.51) et des relations 

E " e k  
u -c lxxq qui découlent de (3.5 1) , On 

O O O 

.obtient au terme d'un calcul fastidieux 



Reprenons l'exemple trait6 dans 3.2.3 en supposant uo = O pour simplifier; 

dans ce cas les formules (3.13) et (3.52) coïncident. Puisque uomo, f - opon 
a d'après (3.59) et (3.60) : 



Qn procède cornno en3.2.3pourdéterminer f2 etY2 . En laissant de côeé 

les termes dont on est sûr qu'ils n'apportent pas de d6f ormarion, on 

Soit un fond plat de pente i 

(3.64) k, = i x ,  x 30 . 
Il vient 

3  

s = so+ € y +  - [- 2 x ($<ptl' + 3 s 1 1 )  + i x u +  ix 2 . 
4s0 1 

Compte tenu de l'expression de y , le terme suppl6wntaire, dû à la 

déclivité du fond, qu'il faut ajouter à l'expression ( 3 . 4 1 )  de s 

(avec u O) s'écrit : 
O 

E aix 4 x w X cos w (t - -) - - 
C C 

sin w (t - 5 1 1  
4S0 O O CO 

Soit 1 = ~ ~ / ~ i  la pente réelle. Les termes à ajouter aux expressions 

de S - So et de '*- ' obtenues dans 3 . 2 . 3  sont respectivement (figure 3.5) 7 





CHAPITRE 4 . 

ONDES INDEFORMABLES . 

4.1.  Ondes simples indéformables à l'ordre 2. 

4 .1 .1 .  Les réeultats obtenus en 3.2.2 conduisent à se demander s'il existe des 

ondes simples telles que leur déformation soit identiquement nulle. Le pro- 

blsme &tant le &me pour des ondes descendantes e t  des ondes montantes, il 

suffit d'examiner seulement un de ces cas. 

Supposons qu'il s'agit d'ondes simples montantes : on a Y =  cte,et on sait 
que la constante est nulle si le domaine des ondes simples est adjacent à un 

domaine non perturbé. 

Selon la relation (3.30) on a : 

Laissons de côté la solution banale f = cte. Intégrons une fois, multiplions 

par f' et intdgrons de nouveau; il vient, 6* et 62 étant deux constantes, 

Soient 

les racines, supposées rlielles, du second membre. 

Dans la solution que nous cherchons B construire f doit atre borné et f' 

doif être réel et continu. Or, d'après (4.2), f l2 est du signe de Y+ 1, 

c'est-adire de I#, pour f<  ql et pour q2 c f  *q (figure 4.1). 11 en résulte 3 
que l'on fera varier f entre q2 et q3 si $0, O et entre ql et q2 si $ < 0 .  



(a) : Ji > 0. 

figure 4.1. 

(b) : Ji 4 0. 

4 . 1 . 2  Supposons $ > O . Posons 

et auhstituons dans (4.2); compte tenu de (4.4), il vient, après simplifi- 

cation : 

' 2 
.2(%-= 1 - *- sin , 

avec k et a positifs tels que 

On intègre et on prend la fonction inverse, d'où 

la constante d'intégration ayant été choisie de telle sorte que f soit égal 

à q3 pour 5 = O . 
On peut aussi exprimer f en fonction de k, a, y .  De (4.4)s (4.5) et '(4.6) 

on tire 



d'où 

2 iT 
La fonction cn e s t  de période 2 K ( 2 , k) , K désignant l'intégrale 

elliptique de première espèce. La longueur d'onde h des ondes périodiques 

obtenues s'exprime donc par 

On peut Gcrire, à l'approximation d'ordre 1 : 

s a s o f &  ( £ + y ) ,  CoU'C O U O + E  ( - f  * y ) , Y = C V  W J E W I .  

Le maximum sM et le minimum s de s sont donnés par m 

Les ondes ind6formables dé£inies par les relations ci-dessus sont appeldes 

ondes cno~dales, 

Déterminons l'altitude moyenne s des ondes cnordales, Soir cf et a les 
!J ?J 

sections du canal limitées aux cotes z = s et z = s : u 



0 - fs (b - b') dz 9 o m ' S.' '(b - b') dz . On a, 3 l'ordre 1 : 

0. ao+ (bO-b;l) asl , au - g o  + (bo - bg) (s,, - go 1. 

De ces relations et de la définition de a , il découle 
O 

soit 

où E désigne'l'intégrale elliptique de seconde espèce. Compte tenu de (&.IO), 

il vient (*) 

T 
B ( a , k )  

(4.1 9) avec w = J. . , , rapport des intégrales elliptiques complètes de 
K ( $ , k )  

seconde' et de première espèce.. 

Le tableau de la figure 4.2 et la figure 4 . 3  rappellent quelques propriiitgs 

( )  On peut obtenir directement cette formaile en écrivant : 

h y (s,, - sm) ' (s-s,) d.$ , relation obtenue de niniêre analogue à 

celle qui a permis d'obtenir (4.16). 



des fonctions elliptiques complètes 

de première et de seconde espèce. 

On voit que l'on a 

autrement dit, pour JI> 4 la déni- 
vellation entre les crêtes et le 

niveau moyen de la surface libre 

est supérieure ou égale 8 la dé- 

nivellation entre le niveau moyen 

et les creux (figure 4.4 (a) ). 
figure 4.2 

Examinons les cas de dégénérescence des fonctions elliptiques. 

Pour k - O, on a qî = q et par suite k = sm.: il n'y a pas d'ondes. 3 

Examinons 1e.comportenaent de la solution lorsque k est voisin de zéro. 

Le tableau donne 

De plus, d'après (4.10) , X = 8 a . 
On obtient donc, a la place de (4.12) : 

(4.22) s - s = (sv - sa) cos 
IJ 

arç. 
X 

Le second cas de dégénérescence présente plus d'intér&t. Pour k = 1, la 

relation (4.18) donne : 

(4.23) s - s . v m 

La longueur d ' onde devient infinie . 
Les formules (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15) s'écrivent : 





Ces relations définissent une onde unique, dite onde sol i taire.  On remarque 

que pour +> O il ne peut exister selon (4.23) que des ondes solitaires de 

surélévation (figure 4 .4 (a )  ). . 
i 

Supposons uo = co,de manière que 5 = x e t  que l'écoulement so i t  permanent. 

Désignons par u l a  vitesse moyenne qui est égale d1apr8s ce qui precede 
Fi 

à la vitesse au loin où l 'alt i tude de l a  surface l ibre est s,, = sm . La 
relar ion (4.25)  donne 

En particulier, pour une section rectangulaire on a 

A l ' a i d e  d'un développement limit6, on obtient 

xes termes négligés étant d'ordre r2 (el . 

1:#) 11 est inutile d'expliciter les termes négligés. En e f f e t ,  pour calculer exac- 
L cernent l e  terme d'ordre E il faudrait déterminer l a  solution de l'approxi- 

mation d'ordre 2. Or, d'après les résultats de 3.2.2 (et l'exemple de 3.2.5), 

il est: clair  qu'on ne peut pas donner pour l e s  ondes indéformables des for- 

mules génerales à l'ordre 2 puisque m et  1 dépendent des conditions aux fron- 

tières . 



Par conséquent, la vitesse de propagation d'une onde solitaire, en 

canal rectangulaire, est égale à \ISM: c'est la formule empirique 
bien connue de Russell (&2]). 

On peut noter que pour les autres formes de section il n'y a pas de 

formule simple analogue 2 la formule de Russell. 

Ainsi, pour une section "puissance" définie par (2.7) on a 

d'où, dtaprGs (4.28) , 

2 les termes nggligés étant d'ordre e , 

4.I.4. Supposons 14; < O. Le calcul est analogue. Posons 

a 
f = q2 - (q2 - ql) cos2 û , 0 6  e 

et substituons dans (4.2); compte tenu de (4.41, il vient 

2 
2 2 

% ) = i - k  de sin e 

avec k et a pasiti£s tels que 

On obtient : 

( 4 4  35) f = q2 - (q2-q1) Ca2 3 

ainsi que la formule (4.10). 

Puis 

(4.36) sM = s0 + &(q2 + Y )  Sm = So +E (ql + Y) 



d'où 

(4.37) s - sM - (sM'- si) cn 2 i a 

A l'aide d'un calcul analogue B celui effectué dans 4.1.2 on obtient 

l'altitude moyenne sl, B l'ordre 1 : 

On en déduit : 

résultat contraixe B celui de la fornule (4.20) valable pour #> O 

(figure 4.4 (b)) . 
Considérons les cas de dégénérescence. Pour k = O, on a ql - q2 : il 

n'y a pas d'ondes. Pour k voisin de zéro on obtient, comne dans 4.1.3, 

des ondes sinusoïdales. j 
Pour k - 1, la longueur d'onde devient infinie. On o une onde solitaire. 3 
Il vient : - -j.q 

b .q 



e t  (4.41) donne 

Est ainsi mise en évidence la possibilité d'observer des ohdes 

solitaires qui sont des d6nivellations (figure 4.4(b) ) . 11 
est remarquable que la condition à remplir, B savoir $CO, est 

la même que celle pour laquelle un train d'ondes calculé B 

l'approximation d'ordre zéro (chapitre 2), s'étale au liep de 

se resserer. 

La vitesse de propagation par rapport au fluide au loin s'obtient 

eomaae dans .4.1.3, Il vient + 

ondes cnoïdales 

ondes ' soli taires 

(a): 6 > 0 . (b): JI * O . 
figure 4.4 

11 reste ii examiner le cas frontière J, = O. L'Bquation (4.2) 

s'écrit 2 



Soient q l  4 q2 les racines, suppos6es raelles,du second membre; f '  

est rPel pour f q l  et  f & q2 si ipso et pour q l  4 f 2 q2 si Y? O. 

On ne peut obtenir des ondee peiriodiques que dans le second cas. 

Supposons donc y u 0 .  

p u i s  

8 - Sm + ('%- sm) Co' 5 

S i  y e s t  nui, on a 

et il ne peut pas y avoir d'ondes périodiques. 

J 

4.1.5 NOUS allons établir à présent quelques proprift6e des ondes simples 

indé#orplblcs en canal de section rectangulaire *). Exprimms les 

formules (4.12) B (4.14) l'aide des grandeurs physiques e t  en tenant 

compte de (3.35). Il vient, avec des notat i~sa évidentes : 
rrY 

W 2i s,-q,, 
1 -- .en... sn.., dn..., 

A 

On peut "absorber" So en introduisant les variables r(duit.8 dbtinies 

O dans 2.3.2 avec So iî la place.de So et, avec de plus, 

(*) On peut, sans difficultés, donner dee propri6técr analogues pour toute 

autre forme de la section. 



* A .. A = -  @ , Pm - . On ob t ien t  : 
So 

Z* * ,t - - 2 (Sn - Sm) en.. . sn.. . dn.. . 
Sur les f igures  ..4.5 . e t -  4.4 sont représentés,  dans l e  repère par 

rapport auquel l e  mouvement est permanent, quelques exemples d'ondes 

simples indéforinables. On note  que l e s  points  d ' inflexion de  l a  surface 

l i b r e  on t  même abscisse que l e s  extrema de W. En e f f e t ,  wx = O équivaut 

à s~~~ = O , condition qui  s'écrit : 

e t ,  pour l 'onde s o l i t a i r e  

Par a i l l e u r s ,  l e s  points drSnfiexion s u r  l a  courbe représenta t ive  de w 

s 'obtienrient pour s lxxx = O, donc d'après (4.1) pour (3f -9) f' = 0 .  

Ainsi,  aux abscisses où s est extremum, fa courbe représenta t ive  de w 

possède des points  d ' ihflexion.  

La f igure  4 . 7 :  montre des ondes cnoïdales r éa l i sées  dans un canal de 

sec t ion rectangulaire.  

Considérons une ondes s o l i t a i r e  e t  détermEnons 1e.s t r a j e c t o i r e s  des par- 

t i c u l e s  dans l e  t r i è d r e  l i é  au f l u i d e  au lo in ,  On e s t  amené à poser 

où u est l a  v i t e s s e  en mouvement permanent, obtenue a p a r t i r  de ( 4 . 2 5 )  

en f a i s u i t  uo = co ( ) GrPce P (4.28) on ob t i en t  : 

avec, par a i l l e u r s  ; 



- 90 - 
I Ondes cnoïdales 

I 

A S  
section rectang ulaire 

f 

fig : 4 . 5  



- 91 - 
Onde so/itaire 

section rectangulaire 



figure 4.7 

Exemples d'ondes cnof dalea en canal de section rectangulaire, 

(l'échelle des photos est approximativement 0,1 : la distance entre les 

deux traits blancs verticaux est 100 cm4 la distance entre deux flèches 

blanches est 5 cm). 



Les t ra jec to i res  aont déf inies  par l e s  équations 

dx' - *  - 
u ' dz - d t  . 

W .  

Coprane x' e s t  d'ordre e, on peut négliger x' devant u - t- . Intégrons 
Fc 

e t  tenons compte des valeurs de u e t  de a données par (4 .28 )  e t  
IJ 

(4.15) e t  (3.35). On obt ient  : 

l ' ind ice  infér ieur  O se rapporte ici  à l a  posit ion de l a  particule B 

t = 0, c f  es t -&d i re  ZI l ' i n e t i n t  oa l a  par t icule  a abecisse que 

l e  sommet de l'onde; l ' i nd iœin fé r i eu r  s e  rapporte 3 l a  posit ion de 
4 

l a  par t icule  pour t i n f i n i ,  c'est-a-dire lorsque l e  somnet de l'onde 

se  r r o w e  au loin.  

On constate que l e s  t r a j ec to i r e s  ont l a  propriété d1affin4t0 signalée 

en 2 . 3 . 2  e t  qu i  e s t  valable auss i  en écoulement presque unifozme. 

L'Llixnination de t conduit B 

2 
oh l 'on a remplacd Log - Par E - ~ w .  

Zao Zm 

Les t r a j ec to i r e s  sont donc sensiblement l e s  arcs  de paraboles d'axe 

x' = x (fig-; 4 . 8 ) .  Leur conesvit6 est tournée vers le  bai; ieur  so-c - 
a pour cote z t e l  que zo- zaoI- 

O 
M -  . Toutes l e s  particules on -- =2 - 

"O ,/-- un déplacement horiznntal de même amplitude - - s -s ) . Leur 
s o + s ~  M m 

. 
déplacement ve r t i ca l  e s t  d'amplitude proportionnelle a z_ . Pour l e s  par- 

t i cu l e s  de l a  surface l i b re ,  on do i t  trouver zo - %. En f a i t ,  l a  formule 



Trajectoires dans une onde s olikaire 

sedion rectangulaire 

- 
Position su ccossivos 

ds l onde 

4 

- -  

1 
i, 

1 -1 O 1 X ' - X ~  

fig : 4.8 



t '8  %-'m 2sm-eo-% 
O r n - 2 -  ci-dessus 'donne - , d ' 03 zo-k - (%-si) 

' o + k  . 80+8~ 

. 

ûri obtient donc une erreur relative d'ordre r ce qui est normal &tant 

donnees les rpproximatioiu faites (*. 
Traitons la mêa probl&r pour d.8 ondes enoidalea. c'eat-&-dire da- 

terminons las trajectoires d m  le replre animé de la vitemie moyenne % . 
D'après ( 4 . 1 3 ) ,  i4 .18)  et (4 .52) ,  on a 

. Les trajectoire8 sont difinies par 

dx' = dz .I 
4 - P  dt . 

1 - o  *nZ u& 1 ---  - - 
a k2 a a a 

J;o 

a Il vient,. pour t compris entre O et 

I 

(*j C o n  8,-S, et aH - sp sont d'ordre & , l'équation (4 .54)  peut 

2 
s '6erire en négligeant des tames d'ordre E , 

zg-Z BM-'m 
Au somaet, obtenu pour x' = x' , on a - - 

O %D Sm et =a = 

il vient % * % . 



n U t 
l 'angle 0 compris e n t r e  O et at t e l  que s i n  43 - s i n  ; x: e s t  a 

h l ' absc i s se  de la p a r t i c u l e  pour t - O e t  t - ; r est l a  

X Fi cote de l a  pa r t i cu le  pour t = -- 2u 
1i 

On peut é c r i r e  encore 

h 
Lorsque t augmente de - zu , E (8, k) a u m n t e  de B ( 2 , k},donc xt-X; 

1.i 

ne change pas. Lorsque t change de signe, E (0, k) change de signe e t  

x'-x' change a u s s i  de signe,  Dans les deux cas z - z 
O h/2u demeure inva- 

- P  
r iable .  Finalement on v o i t  que l e s  t r a j e c t o i r e e  sont des combes ternées,  , 

symétriques par rapport  à. l a  d r o i t e  x'œx' = O , e t  parcourues en e n t i e r  l j 
A. O 

pour t var iant  de - - 2u B- A (f igure 4.9). 2u 
r 

P 1i. 
- 5 ,  

.. . 
u t  . u t  u t  

Fi , c n -  Pour k = 1 on a w = O, E (8, k) = t h  - U 
a Li = sech - , a 1 

, i il 

et  on retrouve les formules Etabl ies  précéde-nt pour l'onde s o l i t a i r e .  . (i 

pour k vois in  de zéro on a d'après ( 4 . 1 3 ) ,  ( 4 . 1 4 ) ,  (4.22) e t  (4 .52)  : 

a -s u t  s -8 U t G u '  - -  Y cos 2n+, C w = - 2 a f  U s i n ~ n  -Ç- -  
s 

O 
O so 

Les t r a j e c t o i r e s  on t  pour équations 

Ce sont  donc des e l l i p s e s  d'équation 



- rmjectoires dans des ondes cnoïdales 

seclion rectangulaire 



En procédant comne ci-dessus, on peut déterminer les t r a j e c t o i r e s  

des pa r t i cu les  dans t o u t  au t re  rep&re, en p a r t i c u l i e r  dans l e  repère 

absolu. C e  problème se pose dans l a  prat ique lorsqu'on veut créer  des 

ondes cnoïdales dana un canal rempli in i t ia lement  d'eau au repos, en 

mettant en  mouvement une plaque normale à Ox. S o i t  X ( t )  l ' absc isse  

de l a  plaque à l ' i n s t a n t  t; on suppose 2 (O) = O. Pour créer  des ondes 

montantes on d o i t  avoir ,  pour s a t i s f a i r e  la  condit ion de glissemerAt, 

Cette r e l a t i o n  est tirée de (4.13) où on a posé = O puisque les 

ondes simples sont adjacentes au repos. La constante 6 est t e l l @  que 

pour 5 =  O on a i t  s = s , d'où 
O 

+ 
(dans 4.1 c e t t e  constante ava i t  é t é  chois ie  égale à zéro pour obtenir  

s = pour 5 = O ). 

es$ d 'ordre c, Pour s impl i f i e r  1 ' in tégra t ion .on remarque que CO- - 
d t  - 

x e s t  d'ordre E t a n t  que t e s t  d'ordre 1 : on peut donc remplacer 5 par  

c t e t  é c r i r e  
O - 

Une simple quadrature donne X . Avec c e t t e  façon de produire &a ondes 

cnoïdales on a néeéssairement s 6 so< sM . m . 
Comme a u t r e  applicat ion,  on peut envisager l ' é tude  de l a  défoxmation 

d'un t r a i n  d'ondes c n a a l e s  su r  un fond presque horizontal .  Reprenons 

l e  problème de 3.3.3 pour une onde s o l i t a i r e  par  exemple. On a c e t t e  

f o i s  

- s + ( ~ 6 s ~ )  sech 2 ri- 6 
E'?= O a 

avec 



Or, la première relation (4.27) dmiiu p o u  des ondes descendautes 

3 a. - % *  2 Sm, 

2 6 dto5. ch - = 3 . 
a 

On a donc 

et if équation (3.63) donne 

i 
4.2 Superposition d 'ondes '8imples ind€fori.blas; rlf lelion. sur une paroi. @ .: : ..- en , 

4 2.1 Lorsqu 'on superposa deux train. d'ondes indéformable8, l 'un montant, , , 

1 'autre descendant, la relation (4.28) montre que 1 ' &wulemnt rÇ8ultmt 1 
comporte dei teras d'ordre 2 dont l 'aqlit i ld.  n'est p u  boride. 

f q  

I 

+ 
Soient (f- ,Y-) et (f+ , ip ) la. deux train8 d'ondes; '9- et f* ,ont 

i 
i 

des constantes. Consid6rons 1 '€coulement obtenu par sup~~position : 'i' 

1 ,; \ ,  
f = fœ + f+ , Y- Y- + <9+ . c a p t e  tenu des relation* dfimiifomabilit~ ;ru 

.! P 
anilogues B (4.11, vCrif ib par l e s  deri. trains d'onde*, on a *. i g! 

6 8 '; 

tion.id€roiu la train d'ond.8 iontant aaul . Avac le8 notation. da 4.1 , on a 



L'intégrale (8-83 dE e ~ t  borde. Négligeons toua Xer termes bornis S' Il 

dans l'expression de m et déeignom' par nta l'enseable de8 terre de m 

susceptibles d'apporter une d6formation. ûn a : 

Pour $ > O, il vient d'aprh ( 4 . 1 2 ) ,  (4.15), (4 .18 )  .: . 
+ + 

2 (4.63) 4 co md - 2 + 

t a  
E a * a  

Pour 11 O, on obtient der fo-les analogues tirées da (4.37). ( 4 . 4 0 ) .  

(4 .41)  . 
Il n'y a pae de déformation ri l'on a 

(4 .67)  4 - (1 - 3 )  ( 8 )  - O , 4e f+- ( 1  - 3Y) (a:- eo) - 0 . 



1- 6 

. 9 , ' _  S.< 

. f ?  

Consid6rons B présent deux trains d'ondes p6riodiqyat 1' un montmt (f, y-), a 

+ + 
1 'autre descendant (f , ) , et recherchons B' quelles conditions l'écou- 

, ' 
lement rdsultant de la supexposirion de ces deux trains d'ondes ne com- 

porte pas de termes' d'ordre 2 qui ne soient pas born0s. 5 et .88 dCsiA 

lgnaht les altitudes moyennes des trains d'ondes montant et descendant 

considér6s séparément, on obtient, en procédant connue ci-dessus : 

'Les conditions cherch4ies sont 

+ 
33 est B noter que si 9 et fn sont choisis de mani8re & eatisfaira il 

(4 .69) ,  les ondes simples montantes et descendantes définies par les 

couples (f- , <Po) et (f' , Y+) na =ont pas ind6fornsblcr en gédr.1 

pui+squf elles ne satisfont pas a l'6quauion (4.1). 11 y a exception loriqua 

sont vérif iêes les relations ( 4 .67 ) .  

5.2.2 Enviaageona un exemple de superposition très interessant du point de vue 
^ > . ..e. :. * - 0  

dè  ,, phyaiqué :-il de la rdiflexïon da& train d'ondes simples 

indbfomables sur une paroi fixe normale B Ox et placlie en x = O. Au 

contact de la  plaque le fluide est suppose au repos pour t .< O; autrement 

dit: Te train d'ondes incident atteint la plaque B l'instant t = O. 

Supposons pour fixer Tes idees que JI est positif e t  que le train d'ondes 

incident est un train dtondes osontent defini par 

y- est  nui car les ondes montantes sont adjacente. au repos; 6 est dom6 



par (4.57) de sorte que s1 = O, ul = O pour E = O (figure 4.10). 

On sa i t  que dana le domaine 

0 ,  x > O, 1'6coulement 

est entierexmant determiné 

par la donage u, = O pour 

x = O. On a donc d'après (3.13) 

- f (cof) + 'f ( c  t) - O, O .. 

soit 

Y(? ) * f ( -;q1* 

D'autre part, le long de 

chaque caractéristique CI 

qui traverse le domaine 

d'ondes simples et le do- 

maine de l'écoulement cons€- 

c u t i f  $ la réflexion, on a . 

f - f- = cke. P ~ Z  consçquant 

les fonctions f et fœ 
coincident et on a 

B la réflexion 

repos 

figure 4.10 

t'écoulement d é f i n i  par (4.70) peut: être coneidér6 conme la superposition 
+ ' *  

dei ondes montantes d o d e s  f ,  0) et  des ondes descendante8 (f , Y ) 
d8fini.e. pax f* = f - f", Y+ = O -  Y soit f+  * O, Y +  - 9, Ces onde8 
descendantes sont identiques aux ondes montantes au sens de propagation 

prtis; en particulier, elles sont ausei indéformables. 11 en serait autre- 

ment si Y -  n'était pas nul. 



On a w en 4.2.1 que l'écoulement résultant de la superposition d'ondes 

simples indéformables a de8 termes d'ordre 2 non bornÉs, Ici letir expres- 

sion est, s e l m  la formule (4 .63)  : 

d ma est nul lorsque 1-3di 0, c9eaV-à-dire - too(bo-b~ )]- 0 ,  ou ldrsquc 
dso 

S,i * So ; dans .ce dernier cas les relations (4 .15)  et (4.18) donnent 

3w - 2 - k2 d'où k2 0,947. 

La vitesse longitudinale u est nulle pour 5-6 = n + 6 + nh e t  

5 - & = -  (n - 6) + FA , soit pour F + ri - 2x , - . nA e t  6 - q = 2 ( ~ ~ t - 6 > - ~ h ,  

où n est un entier e t  A l a  longueur d'on& définie par (4.10). Considifirons 

le profil de la surface libre obtenu pour cot - 6 = n A . 11 vient 2 
h x+n - 

s = 2  s m -  so + 2 (% - sm) cn 
2 2 . 

a 

De la le maximum et le minimum de s : 

( 4 . 7 5 )  Srnux, = 2 s H - s O ,  s ~ 2 8  - S  . min. m a 

On calcule aisGment, comme en 4.1.2, l'altitude moyenne s 
="Y 

d'oii 

Dens le cas de la réflexion d'une onde solitaire, on obtient : 



2 5-6 (4.78) cou - (s -s ) (th - - t h Z d ) ,  M m a a 

fi +6 2 q1+6 5-6 th--- seeh - - )  , (th sech - - a a a a 

avec, d'après (4.27) et ( 4 . 5 7 ) ,  3 so = sM + 28,. ch2 q = 3 . 
Coinme s = s ne peut pas être égal à sa , la relation (4.74) montre que v m 
m est different de zéro sauf dans le cas exceptionnel 1 - 3b)= 0. d 

Ce qui précède est valable pour q > O . Pour $<O on obtient des résultats 

analogues. 

On détermine facilement les trajectoires des particules dans une réflexion. 

A titre d'exemple, considérons la réflexion d'une onde solitaire dans un 

canal de section rectangulaire (figure 4.11). Posons 

x, étant l'abscisse de la particule pour t infini. Puisque uo est nul 

le déplacement des particules est d'ordre E et on peut confondre x et xw 
6 dans (4.78) et (4.79). Prenons l'origine du temps à l'instant t = 

de manière à simplifier l'écriture en faisant disparaître la O 

constante ô des formules établies ci-dessus. Il vient, d'après (3.10) : 

2 Ir,- cor * x, + c.t 
c u=(s.-s) (th a - th O 
O M m a 1 ,  

De là les Bquations des trajectoires : 

S - s  
Z I log - - H m 2 xw + Cot 

(sech a 
2 X'm - Cot + sech a 1 ,  

So 

zm étant la cote de la particule pour t infini. On peut remplacer 

2 2-2, Log - Par * 
zoo zoo 



Chaque trajectoire est parcourue deux fois puisque le changement de t 

en - t laisse x et z invariants. On connait une extrêmité de la trajectoire 
c'est le point de coordonnées (x_ , ). L'autre extrêmité,de coordonnées 

(xor zo) s%btient pour t -; O, instant auquel la particule rebrousse 

chemin (u et w changent de signe); on a : 
5 -s X, z - Zoo S -s 

x - x m = -  ath y-, 2 x- 
O 9 

sech - . =2- 
O z00 s a 

O 

Paur gliminer t entre les équations paramètriques (4.81) on utilise 

l'identité 

d'où 

On obtient donc des arcs de paraboles. Les sommets de ces paraboles 

ont pour coordonnées x , zs tels que 
S 

La tangente à la trajectoire au point (a , za) a pour pente 

z 3th2 & - I  s - s  1-3th2 5 
; on a par ailleurs xo - xs = Y m a a 

a Xa 
th - S 

O 
x, th - 

a a 





2 x= Ainsi x e s t  supérieur à x pour 3th - - 1 < O ; autrement di t  la  
O s a 

2 x'm particule ne dépasse pas l e  sommet de l a  parabole pour 3th - < 1 , a 

*O0 
c f  es t-à-dire - < 0 , 6 6 .  

a 



CHAPITRE 5 

ECOULEMENT GRADUELLEMENT VARIE 

EN CANAL QUELCONQUE. 

5.1. Canaux de profil de section droite invariable. 

5.1.1 Revenons il l'écoulement graduellement varié régi par les équations (1.54) 

à (1.66). Tout canal peut être représenté par (figure 5.1) 

avec z' = z - 5 (x) et B (x, O) - 0 ,  (5.1) y = d(x) + B (x, zl) 

ou bien par 

(5.2) z - 5 (x) = K ( x ,  y') avec y '  = y -X(x) et K (x, O) = O .  
* 

Le cylindre y = $  (r) est appelé 

le squelette du canal. 

Soit h la profondeur définie 
O 

Par 

(5.3) ho = s0 - c ( x ) .  

figure 5. I 

En procédant comme en 1.2.2 on obtient 

2 
(5.5) hot + Uo box + CO Uox 

fi- 

(5.6) u o t + u  u + h o x m -  
O OX =x 

+ 
Les caractéristiques du plan ( x ,  t) de ce système sont les courbes C 

d'équation dx = (uo+co) dt et C- d'équation dx = (u0-c,) dt; mais les 

caractéristiques du plan (ho, u0) ne sont pas déterminées une fois pour 

toutes. 



Considérons les canaux de profil de section droite invariable; c'est le 

cas de la plupart des canaux artificiels de navigation ou d'irrigation. 

Leur équation générale est 

Pour ces canaux uo ne dépend que de la profondeur et i1.en est de même de co. 

On pose, à la place de (2.1 ) , 

(5.9) dho Ilr co d Bo ; 

plus précisément, on prendra 

Les équations (5.5) et.(5.6) s'écrivent 

u " O ,  (5.10) eot + Uo Box + Co ox . 

(5.11) uot + ua uox + c 0 eox Ilr - =x 
+ 

On détermine las caractéristiques D et D" du plan (BO, uo) qui correspondent 

f 
aux caractéristiques C et C- de la rnême façon que dans 2.1. Leurs équations 

sont : 

En particulier, si le canal est de pente = i constante, les équations 
+ 

des courbes D et D- ont la forme explicite BO + uo + it = cte , gy - uOc it scte. 
Dans le cas général, compte tenu de (5.9) et des éqiiations des carsctérietiques 

C+ et C- , (5.12) peur s 'écrire 



On obtient une autre forme explicite si Bo - co = cte,mais le profil de 

section droite qui satisfait a cette relation pour toute valeur de so 
est sans intérêt physique. 

Puisque les caractéristiques du plan (x, t) sont par définition les 

courbes par lesquelles il passe une infinité de solutions, on peut dire 

qu'en mouvement permanent ces caractéristiques sont constituées par les 

droites t = cte. En effet, Le long de ces droites il peut passer une 

infinité de solutions, chacune d'elles étant un écoulekent permanent par- 

ticulier (la solution est évidemment la même pour toutes les droites t = cte 
i 

buisque le mouvement est indépendant de t). Les caractéristiques C et C- 
+ 

itant ici confondues, il en est de &me de D et de 0- et d'après (5.13) on 

L ,  B tout ins$ant, 

uo 
d   ho*^+ 5) " 0 ,  u O d O o + ~ o d ~ o = Q .  

Cc. sont bien les équations qu'on peut tirer dii-ecteiment de (5.3), (5.9), 

(5.10) et (5.11) lorsque le mouvement est permanent. 

5.1.2. Supposons dorénavant que le mouvement est permanent. Il vient 

u a un signe bien déterminé : supposons u > O . Dans une section droite 
O O 

l'écoulement est dit "de rivière'' si uo< co et "de torrent" si uo> co ; il 

est dit "critique" pour uo = co : la vitesse et la profondeur corrèspondante 

sont appeiées vitesse critique et profondeur critique. ~'aprCs (5.14),so et 

ho varient dans le même sens que t. en régime de torrent et en sens inverse 

en régimz de rivière. Pour Cx - O on a soit hox = O, soit u0 - c0 (soit 
hox = O et uo = co). Enfin, une condition nécessaire pour obtenir le régime 

critique dans une section est que 5, soit nul. 



L u 
Xntsoduisons la charge intrinsèque e définie par e = ho+ 2, O soit 

où q  désigne le débit en volume 

(5.16) q =  oouo. 

A débit constant on a, en utilisant (1.55) et la relation d~ = (b ab') dho , O O 

c2 
Comme d (O0 o)r2 c2 * -  

dho O 

avec $ 'donné par 

il vient 

12 plus, oo co est nul pour ho - O et est infini pour ho infini et e est 
inf.ni à la fois pour ho nul et pour ho infini. 

Pour des canaux classiques est positif (voir 2.2.4), donc oo c est une 
O 

fonctian croissante de ho; l'équation o c = q  n'a qu'une racine : il y a 
O O 

de est nui ut'e minimum. donc une seule profondeur critique pour laquelle - 
dho 

Mais on î vu en 2.2.4 qu'il existe des profils de section droite tels que O 
puisse 8:e négatif : en fait, cela ne peut se produire que dans un inter- 

* * 
O O 

** d2e est nui valle fini O <ho < ho < y.  Pour h égal à h ou à ho 
-2 

et a c et: - dho de passent par un extre-. Affectons des indices * e t ~ l e s  
O O dho mt grandeurs correspondant aux profondeurs h: et ho . Lorsque q est compris 



entre a ** c** et a* cX 1'8quation a c = q a trois racines distinctes 
O O O O 0 0 

h:'), hi2) , hi3)  (figure 5.2) : on obtient donc trois profondeurs critiques; 

e passe par un minimum pour h 
O 

('1 et pour ho * ho - et par un maximm 

pour ho (*) . Il y a donc quatre régimes d'écoulement possibles au lieu 
= ho 

de deux quand $ est toujours positif : torrent pour ho < ho (') et h02)< h ho (33 , 
O 

(3) * * (') < ho < h(2) et ho < ho . Pour q égal â oo $ il y a deux rivière pour ho 
O 

i+ profondeurs critiques : l'une d'elles est ho ; cette profondeur critique 

** rtrc ** 
sépare deux régimes de torrent. De &,mes, pour q = a c , h est l'une des 

O O O 

deux profondeurs critiques : elle sé~are deux régimes de rivière. Les valeurs 
4m2 * + c*2 WC ** Co 

correspondantes de e sont e -ho+4j--,e -ho + -  
2 . Sur la figure 5.2, ' 

on a représenté e en fonction de h pour 5 valeurs de q : 
O 

** ** . Y* ** ** * * * 
(1) : q< Go c ; I I  : q = u Co ; (III) : oo Co < q < Go Co ; 

O 

* (IV) : q = 0: CO ; (VI : O* c* < q 
O O 

Par dérivat ion (5.1 4) donge 

relation qui permet de calculer la courbure de la surface libre. Dans une 

section où l'écoulement est critique on a, 

2 
2 + sox2 + Co G = = O  3 

donc 1 est de signe opposé à Cxx . Ainsi h ne peut être égal à h:') 
O 

qL3) que sur une bosse ( c < O) et h ne peut être égal à hi2) que dans un xx O 

creux ( > O). xx 

A charge intrinsèque constante on a 
2 

(5.20) 9- be = - 1 , 
aO2 dh, O; CO 





et, grâce à (1.55) e t  1 la re la t ion  doo = (bo-b3 dho. 

Les Eormles (5.17) e t  (5.20) montrent qu'a touq minimum de e correspond 

ur! &mum de  q et B tout  maximum de e un m i n i n d e  q..Consid€rons une 

d e s  courbes repr6sentatives de e en fonction de  ho 3i.q cosastant : L une 
w * 

valeur de e inférieure à e ou supérieure a e correspondent deux ou zéro ** * 
valeur de ho; a une valeur de e comprise en t re  e et  e cortecipondent 

quatre valeurs de h s i  a ** ** ** ** 
O O Co < q cô  , deux valeur. si q< cfo :co e t  ' 

aucune valeur s i  q c*. Cela Brant, on t race  f ac i l emnt  l e s  courbes 
O 

représentatives ,de q en fonction de h B e constant : q s'annule pour 
O ? 

a - O, "o i t  h = O, e t  pour uo - O, s o i t  ho = e ; de ce qui pr6céde il 
O O ** +. résul te  que pour e < e e t  ep e ,  q prdsente un seul maximum e t  que pour 
** u 

e ce e , q  présente deux maxima e t  un minimim. Co- q - a c et $ - O 

2 # * O 0 

entraînent 3 -i;~. O dtapràe (5.21). aux points (ho , e ) e t  (ho ** , s 9 
O 

.)ç * ** Mt * correspondetnt dans le  plan (ho, q) l e s  points ( h r ,  a. eo) et (ho ,ao C 3 
3 tangente d'inflexion para l la le  3 Oho . Sur l a  f igure  5.2 on a indique 

#* ** * * l ' a l l u re  de t r o i s  courbes : (A) : e = e , (B) : e <e < e , (C) : e = e . 
t a  courbe (B) a é t é  choisie t e l l e  qu'elle corresponde a e égal au @ximuia 

retatif de e sur l a  courbe (III); Zr ce maxinum r e l a t i f  correspond un minilrum 

de débit égal  B l a  valeur constante de q l e  long de l a  courbe (III). 

' . i 3 .  Les canaux a p r o f i l  de section dro i te  invariable et horizontaux ont pour 

&qua t ion 

avec 0 (O) = 0. hi a dans ce cas ho = io e t  le8 i q ~ t i o n i  (5- 10) et (5.14) 

deviennent identiques aux dquatione (2.3) e t  (2.4) éc r i t e s  pour le6 canaux 

cylindriques e t  horizontaux. Ainsi, leci équations du lnawuPwnt longitudinal 



sont les mêmes pour tous les canaux horizontaux ayant même profil de section 

droite. Toute l'étude du mouvement longitudinal faite au chapitre 2 s'applique 

aux canaux définis par (5.22). 

Dans un écoulement permanent so et uo sont constants. Mais, il est évident 

que. le vecteur vitesse a une composante transversale de sorte qu'on ne peut 

pas poser les relations (1.59) pour déterminer vo et wi. Posons ici 

Les équations (1.49) (b) (e) et (f) s'écrivent : 

Poyy + PoZz 
" O ,  

u O Y x + pOz Bz = pOy pour Y = + B(z) , 

oz 
= O p o u r z = s .  

O 

La solution (à une fonction additive de x et de t près) est po 5 u $ t - ,  d'où 
O X 

(5.23) vo = uofx , wo = O . 
Pour un canal cylindrique < = O  et on retrouve bien vo = wo = O . 

Ecoulements voisins du repz. 

5.2.1. Dans un canal de forme quelconque le seul écoulement uniforme à i'ordre 

zéro qui soit possible est le repos : s est constant uo, v w sont nuls 
O 0' O 

et les équations d'ordre 1 s'écrivent 

alx + 'ly + 

" O ,  

u s u  = O  , v = w  ly lz Iz ly ' 

U lt + p l x a O  ¶ FlyP/)ir=O, 

u $ 1  b x + w l  b z = v I  poury=b (x, z) m u l  k x + v  k = w l p o u r z f k  (x,y), 
1 Y 



'lt "' 1 pour Z = so . 
IL1 = 

ul et & ne sont fonction que de x et de t et on a sl =pl . 

On intègre l'équation de conservation de la masse sur A compte tenu des 
O' 

conditions sur le fond et à la surface libre, il vient 

avec 

(5.25) 

La projection sur Ox de l'équation de la dynamique s'écrit 

(5.26) vit + six = O . 
On introduit la fonction lx, t) définie à une constante additive près 

par les rel~tions 

de manière à satisfaire à . (5.26) . L' équation (5.24) s 'écrit 
2 2 

(5.28) Ylrt - co i~ Ylx 

Pour déterminer vl et wl on procède comme en 3.1.2. On pose ; 

(5.29) Vl = UlX X l y  ¶ w* - UlX ( Xlz - z )  . 

avec 
u b  1 x 

(5*31)(a) y-- + (xlz - 2) bk = xly pour y b (x, 2) , 
1 x 



+ S '  u 
x = slt O l x  

(5.32) lz pour z = so . 
u lx 

Pour la famille de canaux définie par (1.63) on obtient 

La méthode de séparation des variables appliquée 3 l'équation (5.28) conduit 

à l'étude des mouvements périodiques en t. On pose 

( 5 . 3 4 )  <Pl = f (x) exp (iot) . 
De là : , 

C'est l'équation fondamentale pour l'étude des ondes stationnaires, ou 

seiches, qui peuvent se produire dans des lacs ou dans des golfes allongés, 
i 

Nous nous limiterons à l'étude des profils définis par (1.63). Cette équation 

contient trois fonctions de x et une constante arbitraires ce qui permet de 

donner une bonne représentation d'un grand nombre de lacs ou de golfes. 

On obtient : 

et l'équation (5.35) st6crit : 

On remarque que f ne dépend pas du squelette. Dans les exemples que nous 

allons passer en revue la fonction $(x) sera donc arbitraire. t 

Considérons d'abord quelques modéles de lacs. 

60; t 



- 
n est une constante; aest inférieur à 1 de manière que le fond du lac 

soit dépourvu d'arête vive; $ est positif (figure 5.3). L'équation (5.37) 

On pose 

La solution générale est . 
f = b, c, c j  + B 5 ITC $(a+l-c, b+l-c, 2-c,~), 

où A et B sont des constantes et $la fonction hypergéométrique. Les para- 

mètres a, b et c vérifient les relations 

a + l  L2 2 
~ = $ + a + l  . ,  a + b Z B + 2 a + 1  , a b r - -  s W .  

O 

Conmie 1 - c = - $ - a est négatif et connie f doit être fini pour Et O, la 

constante B est nulle. De plus, conune c - a - b = -a est négatif la fonction 

3 hypergéomètrique est en général infinie pour 5 = 1 , Il y a exception 

seulement lorsque l'un des paramètres a ou b est égal à zéro ou à un entier 

négatif - q ( [ K 1 3 ) , auquel cas la solution est un polynôme de degré a 
C 

(5.42) f - 6 cq + * * '  + 6 g j +  * * *  + 6,C * ' 6 * .  
* 

q j 

La condition nécessaire est suffisante pour qu'il en soit ainsi et que l'on 

ait 

a + l  2 2 (5.43) - 
S 

& w = q ( q + f 3 + 2 a  + l ) *  
O 

Les coefficients 6. vérifient la relation de recurrence 



qu'on obtient en po,rtant (5.42) dans (5.41). 

B + 2a + 2 c+ 1 ) ;  a+1 1 ~ ~ ~ = $ + 2 a + 2 e t f - 6 ~ ( - ~ +  a + l  Pour q = 1 ,  on obtient y-- 
O 

k2 o2 = 2 (0 + 2a + 3) et pour q = 2, on obtient - s 
O 

6 + 2a + 4)($ + 2a + 3) {2 - (8 * * 3, + '1 ; etc... 
+ 2) (8 + a + 1) ( 6  + a + 1) 

Ainsi, dans des lacs définis par (5.38) il ne peut y avoir d'ondes station- 

naires que pour certaines valeurs discrêtas de la pulsation w données par 

(5.43) . 
L'équation (5.38) considérée pour 0 4 x 4  R représente des mdèles de 

goxfes : 5 varie entre O et 112 et la spyurion est f = A 3 (a, b, c.5' ) . 
Considerona à pr6oent les golfes (figure 5.4) définis par 

x B (5.44) y -Y=  n (1 - T ) (z-So pl ,  O(X$!L, O < a < l  ;@>O 

L'equation (5.37) s'écrit 

On pose 

d'où l'équation de Bessel 

Pour v différent d'un entier la solution est donc 

où A et B sont des constantes et Jv et J_v les f~nctions de Bessel de 

première espèce d'ordre v et -v . 
D'après (5.27) et (5.34), s, est proportionnel à f; il faut donc B O de 

manière que s, soit fini pour x = a .  



Si v est un entier la solution est 

où Y est la fonction de Bessel de seconde espèce d'ordre v. Pour que sI 
V 

s 

soit fini en x = R, il faut B 5 O. 

Dans tous les cas la solution srsiprime donc par 

f = ~ n - ~  J" (n) . 
Pour domer un schéma du ph6nomène de marge supposons s, connu a ifentr6e 
du golfe, soit 

Compte tenu de (5.27), (5.34) et des formules de recurrence des fonctions 

de Bessel, 11 vient 

t'" 

figure 5.3 



-a rfn ut 
I 

"1 

XI p a r6ilonnance lozaque 1. pulratiPn r e8t telle que &@ soit 
#O 

égal un des z i fos  de 1. fonction Sv. 

On remarque qu'en x I, sl n'est p u  nul 1 tout Smtuit : il 9 a de l'au 

au dela de ce point sur une distance qur 'ert d"drdre c, roit  el6 -8 18 

direct* on y - I( - O ( f i m a  5.5). Xl a r t  uatwel d'effectuer pour r 11 ..8;$ 
8 - 3- 

un prolongeaent de la 

dire changer /-. en 

la eurface libre reacontte la &ta art d6temJni approxtuÉiv6nt p u  

1' Qquat ion 

soit 



figure 5.5 

On peut multiplier les exemples. Ainsi le modèle d'équation 

peut représenter un estuaire. L'équation (5.37) correspondante s'intègre 

à l'aide des fonctions de Bessel. Le lac d'équation 

constitue un modèle acceptable du lac Leman : l'équation (5.37) corres- 

pondante se radne à une équation hypergéométrique ( [ ~ 3  ] ), itc.. . 



ECOULEMENT GWUELLEMENT VARIE 

DE DEUX LIQUIDES NON MISCIBLES. 

6.1 .  Approximations d'ordre zéro et, 1. 

6.1.1.  OR considère deux liquides nanmiscibles de masses. volumiques p et $' .  

Les notations sont celles du chapitre 1; les symboles accentués se rap- 

portent au liquide le plus léger. On pose 

La normalisation est celle du chapitre 1 avec, de plus, 

On se limite à l'étude du mouvement plan sur fond horizontal; toutefois, 

le calcul est possible quelle que soit la forme du canal. 

Les équations générales sont 

( 6 . 5 )  c (wr + uw + me) + pz + 1 = O 
X 

gour le liquide lourd, et 

(6.6) ui + w' = O ,  
2 



pour le liquide léger. 

Les conditions à la surface de séparation des deux liquides sont 

(6.10) st + u s = w 
X 

(6.1 1)  st + u' s = w' 
X 

(6-12)  p = p 3 pour z = s . 

Au fond on doit avoir 

A la surface libre on doit avoir 

pour z = s ' . 
(6.15) p' = O 

Les conditions écrites ci-dessus comprennent les cas particuliers où . 
le canal ne contient qu'un seul liquide (s = O ou s' = s ). 

Coxune en 1.2 on néglige les termes contenant E en facteur, d'où les 

équations de l'approximation dite d'ordre zéro : 



(6.27) wo = O pour z = O ; 

(6.28) sot + u1 sAx = w' 
O 

pour z = S' . 
O 

(6.29) /10 = O 

u et UA ne dépendent que de x e t  de t .  Les équations (6.23) e t  (6.29) et 
O 

(6.1 9) et (6.26) dounent 

(6.31) bo = so - z + d (SA - so ) . 
On calcule wo et w; à l'aide (6.16), (6.27), (6.20) e t  (6.25) : 



11 est co&e de poser pour la suite des calculs 

(6.34) ho * SA - so 
Portons (6.32) et 16.33) dans (6.24) et (6.28); il vient 

(6.35) sot + (uo SO ?x = 0 , 

Ces Lquations, dointes aux équations 

(6.37) uor + uo um + sox * d h O X œ O ,  

(6.38) uAt + ut u' + sox + box - O 
O OX 

que l'on tire de (6.18), (6.31), (6.22), (6.30) et (6.34), constituent 

les équations du mouvement longitudinal, Leur intggration doit âtre 

faite numériquement ( 0 2 3  ). , h a  courbes caracti5ristiques du sy~¶t&ir 

(6.35), (6.36) , (6.37), i6.38) ont P ~ U P  éqbation 

1 '  2 2 
.r8 - U A )  - C  

2 ' 2  q2] - t i  co co , 
, O 

oit 

sont lee cblérités de propagation des ondes pour chaque liquioe conri- 
1 '  .: déré seul. Deux famil les de caract6ristiques au mains sont réelles. 
- 1 8 - , 8 - 8 , ' .. ' 

' I * , 1. 8 '  i ;-,- . , , . , -  . 

6.1.2 Supposons que 1'6coulemeat est permanent B l'ordre z6ro. Le système (6.35), 

(6.36). (6.37), (6.38) rmtre pus so , ho, uo, U: . sont constants : 1'6cou- 

lement est uniforme. 

Consid6rona les 6coulements uniformes .8 l'ordre zdro et d8tednone ltcipproxi- 

mation d'ordre 1 par La méthode ddveloppQe dans le chapitre 3. Le6 équation8 

d'ordre 1 sont 



i6.46) uiz = O , 
1 (6.47) uit + UA uix +  fi^ = O , 

(6.48) fi' = O . l z 

(6.49) slt + u 

+ u ' s  = w l  (6*50) s ~ t  O Ix 1 pour z = sC ; 

(6.51) - s, = - ds* 

(6.52) w t  = Q pour z = O ; 

(6.53) sit +u; six - w; 
pour z = S '  r 

O 

b 

" 1 et u' ne sont fonction que de x et de t. (6.44), (6.48), (6i51) et 
1 

(6.54) donnent 

w et w; s'obtiennent à l'aide de ( 6 .41 ) ,  (6.45), (6.50) et (6.52) : 1 

Posons 

(6.57) hl = si - 1 



e t  portans (6.56) dans (6.49) et (6.53); on obtient : 

( 6 . 5 9 )  h l t  + U' hlx  + h u' = Q . 
O 0 lx 

Ces équations jointes aux équations 

(6.60) u l t  + uo ulx + slIx + dhlx = O 8 

que l'on tire de ( 6 . 4 3 ) ,  (6.47), (6.55) et (6.571, pemettent de 

déterminer sl, h l ,  u l ,  u; . Les caractéristiques du système (6.58), 
(6.59), (6.60), (6.61) sont données par l'équation (6.39). Cctmme 

u ut c ' sont constants, chaque famille de caractéristiques est 
0' o s  O' Co 

constituée de droites parallèles. Au moins deux familles de caracté- 

ristiques sont réelles, 

6.1.3 Lorsque le liquide lourd est recouvert d'une mince couche d'épaisseur 

d'ordre E de liquide léger, c'est-à-uire lorsque 8'-  s est d'ordre e ,  

les équations se simplifient. On a dans ce cas ho = O et il vient pour 

(6.35), (6.37) et (6.38) :( f i  

fot + (uo solx = 0 * 

Les deux premières équations permettent de calculer so et uo , Comme si 
le liquide lourd se trouvait seul; la dernière équation donne UA . Il est 
à noter que ces équations sont valables dans l'hypothèse plus générale 

(*) On peut de même envisager des écoulements tels que 8 soit d'ordre E; on 

,a dans ce cas so a O. Les calculs sont analogues, 



Supposons que les ecoulementa envisagés ci-dessus sont uniformes 2i 

l'ordre zéro. Les équations de l'approximation d'ordre 1 sont les équa- 

tions (6.55) à (6.61) avec ho - 0 . Effectuons le changement de variables 
(3.12) . L'équation (6.59) donne 

Compte tenu de (3.12) et (6.62) , les équations (6.58) et (6.60)' donnent 

après addition, i>uis soustraction membre à membre, et intégration 

f et\g étant deux fonctions arbitraires. 

Pour obtenir u' on effectue le changement de variables 1 

3 = X - u 1 t  , T s t t  
O 

Puisque f n'est fonction que de E et puisque<pnlest fonction que de ri, 

O O 
\ L'équation (6.61) s'écrit, compte tenu de (6.63) , 

- 

soit 

U' r - 1 
h + -- 1 

1 r 
I 3  u Y' - c fT + 

u0-u' + Co 
O O 

9 T  

O O 

d'où, puisque d'après (6.59) hl ne dépend pas de r ,  

1 I 
(6.61) ui - - [ + f + 

U -ut-c 
y+ # (cl * 

O 
u -u'+c 

0 0 0  O 0 0  

$ étant une fonction arbitraire. 



6.2 Ondes indéformables à110rdre2. 

6.2.1. Reprenons le problème posé au chapitre 4 pour un seul liquide : 

peut-il exister, en écoulement presque uniforme, des ondes progres- 

sives indtiformables à l'ordre 2, c'est à dire permanentes B l'ordre 2 ? 

Couune on ne peut pas expliciter ici la solution de l'approximation 

d'ordre 1 ,  il faut utiliser une méthode différente de celle du chapitre 

Le mouvement est permanent à l'ordre 1 si le système (6 .58) ,  (6.59), 

(6 .60) ,  (6.61). 03 l'onpose slt - hlt = u - u t  - O ,  aune.solu- 1 t 1 t 
tion. Ecartons la solution bangle slx = hlx - u = u' = O; il lx lx 
vient la condition 

avec 
u 2 2 

U' .. 
O (6.67) - CI 1 , p' = - -. 
s O 1 .  
O ho 

Comme p et p ' sont supBrieurs 
ou égaux à - 1, il résulte de 

(6.66) que p et p' ne peuvent 

varier que de - 1 à - d et de 
zéro B l'infini (figure 6.1) 

Exprimons hlX, ulx, utlr en 

fonction de slx et de it' ; iL 

vient : figure 6.1 

j6*68) p' hlx - six * IJ' u ~ u ~ ~ . ~  - (vt+d) six, pl UA uix - - (pl+l) SIX. 
Ecrivons les équations de l'approximation d'ordre 2 en supposant 

que le muvement est permanent, On obtient, compte tenu des résultats 

à l'ordre 1 . 



L! q 
- 8 

i I I '  

L-P.+?I;,!'' -,>: , 2;  ,,), -' ,,.: -* 1 )  
1: 1 1  7 - ' -  - ' 8 ,  

' I 

I(a) UZX + WZZ = 0 , 

(b) U ~ ~ = J - Z U  lxx ' 

(CI Uo U2r + Ul U l x  + p2x O , 

(dl = z u O Ixx * 

((d) P(2i:- d u; I$ uiXx- 6'. slXI. - 8  u t  ) ;  O 0 J= 

w2 O pour z O j 

(a) UA six + U; s i x  - - 
(6.73) 

(b) - d si = 0 O 9 

De là ,  par des calculs analogues à ceux effectués 3 l'ordre 1 : 

2 
2 

(6.74) u 2 = -  - 2 + 1 (XI P 

z 2 
(6.75) u ; = - -  2 u 1  + z (UA SI + sou;)II+ 1' (x) > Ixx 

- z u' O (u; S I  + so u; )= + D)' (x) 1 ., 



où 1, I' , a, m' sont des fonctions arbitraires de x, 

On tire w2 et w; de (6.69)(s) et (6.72) et de.(6.70)(a) et (6.71)(b) : 

z 3 (6.78) w2 = - u 
6 lxxx V I x ,  

O (6.79) W' = - 2 6 1 mrx 

Les conditions (6.73) (b) et (6.7 1 ) (c) donnent 
2 
so -. u '  

2 2 O 
+ sg u; (UA SI + so ut ) 1 xx * 

Z s s ' 2 . .  2 
O m = (1-d)sp + ds; - - u u - d  O - So 
2 O Ixx 2 u' u' 

1 0  ~ X X  

On porte ces résultats dans (6.69)(e) et (6.70)(c); on porte de même 

les expressions obtenues de v2 et v; dans (6.71) (il et (6.73) (a); 
il vient le système d'équations 

9 

avec .hZ = a '  - 2 =2 



i.2.2 Le mouvement est permanent P l'ordre 2 si le oyathe (6.80) a une 

solution.' Or le dlSterminant principal de ce e y s t h e  est le &e que 

celui du syet- EQrrerpundsnt d'ordre 1 ; il eot donc nul d'rprb 
(6.66). 11 y a une solution ri un des déterminants fo-a partir'du dé- 

terminant principal en remplagant une des colonnes par l a  colonne 

des seconds membres, est nul; cela condugt B la condition. 

oiî a, ,  q. a ai d6signent les seconds membres dei Çquatioiu (6.80). , 

Cette condition va s'exprimer par une Iquation linéaire entre,a,,, 

8 8 1 l x  et six, grâce aux relaticma (6.66). (6.67) et (6.U) e t  an rela- 

tions 

qui en d8coulent, u t  OS on a pose 

ûn écrit d'abord 

r U' UO a,  + d u ; u 2 - r v ' s  a - d r s  a - 0 ,  
0 3 O 4 

puis on obtient, au terme d'un calcul fastidieux , - .  
+ d (vvai). (3 u** + 3 

lxla 

6 Beanc une constante. 



Cette équation est à rapprocher de l'équation (4.1). Comme au 

chapitre 4, on obtient par intégration de (6.82) des ondes cnogdales 

et, comme cas particulier, des ondes solitaires. Pour savoir si l'on 

se trouve dans les conditions de 4.1.2 ou de 4.1.4 (figures 4.4 (a) 

et (4.4 (b) respectivement), il faut examiner les signes des coeffi- 

cients de sl- et de sl slx dans l'équation (6.82). 

Le trinome 3 p*'  + 3p' + 1 est toujours positif; par ailleurs 

U' (u' + d) est positif puisque p' peut varier seulement de -1 à -d 

et de zéro à l'infini. 11 en résulte que le coefficient de slxxr est 

positif. 

Le coefficient de s s dépend du signe du polyn81ne 
1 lx 

de sorte que P a au moins une racine située entre - 1 et - d . 
dP Si r d < 3, la dérivée dpl - 3 r vt2 + 2 r d p! + d est toujours 

positive et P n'a qu'une seule racine. 

2d Si rd > 3, la dérivée a deux racines négatives de some égale à - - 
3 

Puisque ces racines sont comprises entre - - 2d et O il en est à for- 3 
tiori de mêue des deux auCres racines possibles de P. 

Par conséquent, dans tous les cas, P n' a qu'une seule racine dans * 
les intervalles utiles (- 1 ,  - d) et (O, * m l ;  désignons par p.' cette 

racine, on sait qu'elle est comprise entre - 1 et - d . Le coeffi- 
cient de sl six est positif pour - 1 < p' <lif*et pour p' > 0, 

négatif pour pac p' < - d . 
Ainsi, pour - l <  p' < p et p1 5 O les coefficients de slxrx et de 

, 1 sont de même signe : d'après les résultats du chapitre 4 les 

ondes obtenues dans le liquide lourd correspondent au cas de la 
4f 

figure 4.4 (a). Par contre, pour < p' < -d, on se trouve dans 

le cas de la figure 4.4 (b) . 



En ce qui concerne le liquide léger, cormie D' s' = (e' 4 1) six , 1 x 

à une bosse dans un des liquides correspond un creux dans l'autre 

liquide si v' < 0; par contre, si u' > O, la surface de séparation 

et la surface libre présentent en même temps deux bosses ou deux 

creux. Cela s'explique élémentairement par le fait que, dans le 

trièdre de rgférence lié aux ondes, l'écoulement du fluide léger 

est du type rivière ou du type torrent selon le signe de u t .  

figure 6.2 

La figure 6.2 résume les résultats obtenus lorsqu'on considère des 

ondes solitaires. On a vu au chapitre 4 que pour un seul liquide et 

dans un canal de section rectangulaire, l'onde solitaire est une su- 

xélévation; ici, pour deux liquides superposés une onde solitaire de 

dénivellâtlon peut exister, tant dans le liquide inférieur que dans 

le liquide supérieur. 

Du point de vue expérimental, le plus simple e s t  de se placer dans 

l'hypopèse UA = u . C ' e s t  le cas en particulier lorsqu'on veut 
O 

produire des ondes i.ndéformables en mettbntgl met nt une plaque , 

normale B Ox. Cette hypothèse s'exprime à l'aide (6.67) et (6.81) par 

P + 1 = f (11' + I )  



soit, d'après (6 .46)  ; 

(6.83) r (P* + 1) - (PI + d) = O. 

Ce trinôme a deux racrnes de signes opposés. La racine négative, 

soit p t  , est comprise entre -1 et d . On a 1 

5 3  + d) ; d étant fixé, on peut consi- P P )  = P + 1)  ( r  P l  

dérer P (p' ) comme une fonction de r. Pour r petit (mince couche 1 
de liquide léger) on trouve P (v' ) - d (1 - d) > O; de même, pour 1 

r voisin de 1 ,  c'est-à-dire pour h voisin de so, P (v' ) est positif. 
O 1 

Par contre, eour r grand on trouve P (v' ) < O . Les configurations 
1 

d'ondes solitair'es correspondant à ces différents cas s'obtiennent 

à l'aide de la figure 6.2. 



I un  couleman ma nt B une dimeneion les Gquation6 (1 29)s (1 m) (1 .33) s 

34) et (1.35) donnent 
C 

P % = O  * ~ + Z ' O '  
P 

I>e 23 U = U (T) , S = S (a, T); le fond doit ttre cylindrique, de ~ h l r a t r i c e a  

l parallèf as B OX . Il reste : 

La prenitlre gqustion donne 

Substituons dans la seconde : 

- + f , - m $ = O .  

On a donc, sÉpar8nnt : q, - o 5 - lm, - o t 

u2 
d'où U = AT + 0 et ' F 9 ' '  C S  A, R et C étant de8 constantra. 

u2 Il vient pS - -Ut 4 + C . 
Le mouvement B une dimension le plus ggnéral est donc défini oar 

v2 U m A T + B  , g S - 2  - B X + C .  

En particulier, Wur A - 0 ,  on obtient 1 'écoulement uniforme. 



Annexe 2 

(A. 2 1) Posons v vy > v  = (YZ de manière à satisfaire à la première relation 

(1.48) (e). Les autres relations (1.48) (e) donnent 

(A.22) u = u (x, t) +E (F} , 
t X 

Substituons dans (1.48) (c) et (d) ; il vient : 

(A.23) p= s+ (x, t) - z - €B9 
avec f3 = 

+ YS + IP: vt + u+ + 
2 

La condition ( 1 .48) (h) donne 

Les fonctions u+ , s+ et ,< = s+ - z différent de u, s et /z par des 

termes d'ordre E . 
Désignons par a+ l'aire de la section droite jusqu'à la cote s,, 

par g+ son contour, par r+ la partie de appartenant au fond, 

par 12 partie de e+ au contact avec l'atmosphère, par b+ et b: 
les ordonnées des berges. Intégrons (1.48) sur *. Par an calcul 
analogue à celui effectue dans 1.2, il vient : 

E 

b+ - bi Cs+. .[/: .Px + s+ k~ yx dy - l+ Y= dz ? 

I 

2 avec c+ = Cr+ 
b+ - b: 

Par ailleurs (1.48) (b) s'écrit : 

Comme certains termes des seconds membres des équations (8.25) et (A.26) 

sont inconnu@, les données u+ = u* (x, t), s+ = sz (x, t) le long d'un 
O 

arc 5- du plan (x, t) sont insuffisantes pour calculer u+ et s+ au 
voisinage de %. Par bonheur, ces termes inconnus sont tous d'ordre c. 

L'erreur faite en remplaçant u+ et s+ par uo et so, obtenus à l'aide 
du système (1 .54), (1.55), avec les conditions (1.74), est d'ordre B. 

On peut donc affirmer que localement uo et so seront voisins de u+ et 
de s+, donc voisins de u et de S. Mais cette propriété peut cesser 

r.c 
d'être vraie loin de (p car en effectuant le calcul de proche en proche 
un grand nombre de fois l'erreur qui est d'ordre s pour chaque pas, 

Peut devenir d'ordre 1 par un ef Set d'accumulation. 



f i g ,  k .2 .1 ,  



Annexe 3 

2 3 
. 

B~ us -e - s eccb~  rec~anguLaire un a G = O 
d'crù @ = 

O T = 
2 S O Pour une section ' ~u i s sance"  on a d'après (2.10) c = - 
0 a + l  

, d'où 

2a + 3 
$J = 2(a+ ] )  . On retrouve l e  cas de la  sect ion rectangulaire en a- O . 
Soi t  .une section trapézoldake (f igure A. 3.1). 

on a uo = (6- 6') + (n - n t )  sJ , b' = bt . nt ,  - 
et: 

2 

6 (bo - b;l2 - 2 Go d(bo ' - b;) . = 

2 2 6 ( G - G ' ) ~  + 10 (C-g') (n-nt) so + 5 (n-nt) s 
O 

es t  m e  quanti té posi t ive  quel que s o i t  s Par QQv 
O 

.conséquent $ e s t  p o s i t i f .  b ' b 

Soit  une section e l l i p t i que  (f igure A.3.2) d'équa- 

t ions  paramétriques y = A a s i n  a 

z = a  ( 1  - cos a). 

Soi t  a* l a  valeur du paramètre correspondant 

à z r s o :  s = a ( ]  - c o s  
O cco) 

û n a  bo = A a s i n  a. dbo A , = : 

C> 
dso tgao 

ha" O = -  
O 2 (a0 - s i n  aO COS Uo). 

2 dbo iV e s t  du signe de 6 bo - 2 o - donc du signe de 
0 ds 

O 
f (a,,) - 5 s in3 a0 + s i n  a - a cos a . 

O O O 

f igure  A.3.1 

f igure A.3.2 

O r ,  - df = ~ 5 ~ i n ~ ~ ~ e o s ~  + a  s i n a  e s t p o s i t i f p o u r a o <  '/Z. * 
dao O O 

O 

a 
Donc f e s t  p s s i t i f  pour a. c /2 car  f (O) e s t  nul.  Par s u i t e  9 e s t  p o s i t i f .  

dbo Pour a > ' 1 2  , on a - < O donc $ > o a u s s i .  
O 

dso 







Annexe 5 

'I* 
Un premier dispositif expérimental est en cours de montage dans nos 

laboratoires; son but est de vérifier que dans un train d'ondes de surélévation 

la surface libre peut s'étaler (figure 2.8 et 2 .11 ) .  L'expgrience à réaliser a 

été décrite dans 2.2.2 : dans une nappe d'eau initialenent au repos on met en 

translation accélérée une plaque normale à l'axe du canal, Hous avons choisi 

pour profil de section droite celui représenté sur la figure A.5.1. Toutes les 

parties du canal sont en duralumin, â l'exception de la paroi verticale qui est 

en altuglass transparent pour permettre la prise de vues. La hauteur H est égale 

à 480 m et ln largeur $H est réglable. D'après (2.28). corne n = 1 ,  il faut 
-IE * 

3 f3 < 1 ; on a alors So = H et 1 'intervalle utile c- S est maximum, et égal 
O 

à 46 m, pour RH = 43 nnn, 

L'examen des photographie8 de la surface libre prises aa cours d'une 

expérience doit permettre de donner une réponse qualitative au sujet du phénomène 

paradoxal que l'on cherche à mettre en évidence. Pour obtenir une vérification 

quantitative, on fixe un accéléronètre sur la plaque. De la mesure de ltaccélS- 

ration de la plaque on déduit sa vitesse et sa position, et par suite l'altitude 

de la surface libre à chaque instant. On compare ce résultat de calcul aux clichés 

pris par la caméra. 

~'accél&romètre utilisé est un appareil SCHLüMBERGER à variation de 

mutuelle inductance. Il est constitué par un boitier etanche dont l'intérieur est 

en grande partie occupé par un circuit magnétique; une nasse métallique peut con- 

lisser dans un évidement aménagé sur l'axe du boitier : elle est reliée slasti- 

quement au boitier; son mouvement est amorti par laminage de l'air entre les parois 

solides. Le deplacement de la masse est proportionnel à l'accélération du bitier : 

il se traduit par une variation de courant électrique; celle-ci est amplifiée, puis 

transnise à l'oscillographe d'un enregistreur SCHLUL4BERGER type A O 300 . 
La plaque est mise en mouvement par un vérin pneumatique INGERSOLL-RANG 

coumandé automatiquement par un distributeur LECQ à bouton poussoir. Le règlage de 

l'impulsion donnée à la plaque peut se faire en fixant le débit évacué à partir de 

la chambre basse pression du verin. A l'instant où la plaque démarre, un rupteur 

actionne un relaigrapi.de B contact sec sous gaz inerte, ce relai transmet un signal 

électrique à un second oscillographe et à un flash électronique. On détermine ainsi 

avec précision l'instant du démarrage, à la fois sur l'enregistreur et sur,le film 

pris par la caméra. 



%rash électr 

* 
--- Alimentation 

Accéléromè rre -._-----_ _ 

Enregistreur 



Pour mettre en évidence des ondes cnoïdales inverses de celles que 

l'on observe habituellement, nous pourrons utiliser un canal hydraulique incli- 

nable, à parois vitrées, récemment installé dans nos laboratoires. Ce canal, 

long de 8 mètres, a une profondeur de 300 m. et une largeur de 200 m. C'est 

dans re canal qu'ont été réalisées. les ondes de la figure 0.7 enjprocédant comme 

suit : on règle le débit et l'inclinaison de manière à obtenir un écoulement uni- 

forme.sensiblement critique (en fait, légèrement subcritique). On lève ensuite 
S .  - un panneau mobile situé à l'extrémité aval du canal de façon à créer une surélèva- 

tion qui va remonter lentement vers l'amont : elle a d'abord l'aspect d'un ressaut 

ondulé, puis elle se fractionne en plusieurs ondulations qui finissent par se 

fixer . 
L'expérience pourra êtye répétée pour une s9cfioa.de canai telie , 

que celle de la figure A.5.1. 
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Notations principales 

En règle générale, les lettres majuscules désignent des grandeurs physiques, 

les lettres minuscules des grandeurs normalisées; une étoile en indice supérieur, 

su-dessus d'une majuscule, indique qu'il s'agit d'une grandeur sans dimensions; 

une barre au-dessus d'un symbole désigne une donnée. Une dérivation est symbolisée 

par une lettre placée en indice inférieur; cette lettre est la variable de d4ri- 

vation. Un chiffre en indice inférieur indique l'ordre d'approximation. 

X, Y, Z (x, y, z) : coordonnées cartésiennes; 

T (t) : temps; 

U, V, W (u, v, w) : composantes du vecteur vitesse; 

P (/? : pression ou pression effective; 
o : masse volumique; 

S (s) : altitude de la surface libre; 

C(o) : aire de la section droite; 
B (b) : ordonnée d'une berge; 

K (k) : cote du fond; 

Nous récapitulons ci-dessous les notations principales de chaque chapitre : les 

symboles sont classés par ordre d'introduction dans le texte. Les renvois sont 

faits aux équations ou aux figures où les symboles apparaissent pour la première 

fois. 

Chapitre 1. 

, , , , , : grandeurs de réiérence, Gquations (1.14) ; 

E : parauètre petit, équation (1.14); 

r : équation (1.14); 

% : figure 1.1. 

e0 : équation (1.22) ; 

xo : équation (1.24); 
A 

P ( f i ) :  pression motrice; 

bo, b:, go, ro : figure 1.3; 

. n , , 3: équation (1.63); 

: équation (1.71). 



Chapitre 2 .  

8 : équation ( 2 . 1 ) ;  
O 

n, a : équation ( 2 . 7 ) ;  
- 

c', C : caractéristiques du plan (x, t); 

Co : célérité des ondes; 

A ,  u : équations ( 2 . 1 8 ) ;  

$ : équation ( 2 . 2 6 ) ;  

3C s s* : valeurs de s pour lesquelles Ji s'annule; 
O '  O O 

6, h : figure 2 . 7 ;  

a : équation ( 2 . 4 1 ) ;  

n : équation ( 2 . 4 2 ) ;  
O 

j : équation ( 2 . 4 6 )  

Chapitre 3 .  

X, : équation ( 3 . 6 ) ;  
- 

c*, C : courbes caractéristiques du plan (x, t) ; 

E , n : équation ( 3 . 1 2 ) ;  

f, y :  équations ( 3 . 1 3 )  et ( 3 . 5 2 ) ;  

R : figure 3 . 1 ;  

1 : équation ( 3 . 1 7 ) ;  

m : équation ( 3 . 1 8 )  ; 

B : équation ( 3 . 2 1 ) ;  

)j' : équation ( 3 . 2 2 )  ; 

f , 'y2 : équations ( 3 . 2 8 ) ,  ( 3 . 2 9 )  et ( 3 . 5 9 ) ,  ( 3 . 6 0 )  ; 

w ( a )  : équation ( 3 . 3 4 )  ; 

a (A )  : équation ( 3 . 3 4 ) ;  

k, : équation (3.44); 

i ( 1) : équation ( 3 . 6 4 )  . 



Chapitre 4. 

ql, q2, q3 : racines du second membre de (2 ) i  

k : équations (4.5) et (4.33) ; 

a : 6quations (4.6) et (4.34) ; 

X : équation (4.10); 

K : équation (4.10); 

SM : équations (4.11) et (4.36); 

s : équations (4.16) et (4.41); 
1i 

E : équation (4.19); 

w : équation (4.1 9) ; 

u : équation (4.28); 
li 

x ' : équation (4.52) ; 
1 xoD , z: : équation (4.54); 

x' , z; : équation (4.54) ; 
O 

z 
A /2uv 

: équation (4.55); 

6 : équation (4.57) ; 
- 
x : équation (4.58) ; 

(f- , )Q-) : ondes montantes; 

(f', ' f )  : ondes descendantes 

smax. s s min . : équation (4.75); 
s : équation (4.76); 
m Y  

x, : équation (4.80) . 

chapitre 5 . 
, B, z' : équation (5.1); 

5 , K , y' : équation (5.2) ; 

ho : équation (5.3) ; 



: équation (5.9); 

e : équation (5.15); 

q : équation (5.16); 

9 : équation (5.18); 

hg, h y  valeurs de h pour lesquelles O s'annule; 
O 

p : équation (5.25) ; 

Tl : équation (5.27); 
x 1  : équation (5.29) ; 

f : équation (5.34); 

w : équation (5.34); 

5 : équation (5.40) ; 
' .  i ; 
4 - ' , - , . ,  '. :, 

Chapitre 6. 

Les symboles accentués se rapportent au liquide léger. 

d : équation (6.1); 

ho ; équation (6.34); 

hl : équation (6.57); 

p', p' : équation (6.67); 

r : équation (6.3i). 




