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INTRODUCTION

Il est usuel d'appeler mouvement graduellement varié le mouvement avec
surface libre d'un liquide dans un canal quasi horizontal. Quelqu'ancienne que
puisse paraitre cette théorie, nous avons réussi, en suivant une impulsion
donnée par FRIEDRICHS et en essayant d'utiliser au mieux la théorie des per-
turbations et celle de la similitude, a4 montrer la possibilité de phénomeénes
nouveaux.

On doit en effet & FRIEDRICHS ([F}) une nouvelle présentation de la théo-~
rie du mouvement graduellement varié, que KELLER ([K2]}), LAITONE ({L1]), PEIERS
({p21), STOKER ([S4]), JOHN, DRESSLER, ... (voir bibliographie dans [S4])ont
mise & profit dans des travaux ultérieurs. Mais sa présentation repose sur un

changement de variables posé & priori sans justification ([S4]) .

Nous mettons ici en oeuvre une méthode générale et systématique de recher-~
che d'approximations : on introduit des quantités, dites normalisées, qui sont
i la fois sans dimension et de 1'ordre de grandeur de !. En ce qui concerne
les quantités autres que celles dont les ordres de grandeur sont donnés par les
propriétés connues de 1'écoulement presque 2 une dimension, on raisonne de la
maniére suivante : le plus grand nombre possible de dérivées des quantités
normalisées figurant dans les équations est d'ordre 1; en effet, moins il y a
d'inconnues qui soient, en premiére approximation, indépendantes d'une variable,
plus le probléme envisagé est général. Cette régle permet d'obtenir la normali-
sation cherchée. Dans les équations finales'apparait un seul paramétre petit €:
quand on néglige les termes d'ordre ¢, les &quations simplifi&es obtgnues con-—
duisent & un écoulement fictif qui est un &coulement par tranches. On admet
qu'il constitue une approximation de 1'écoulement presque & une dimension.

La simplification entraine une séparation des variables puisque 1l'étude d'un
écoulement par tranches nécessite d'une part 1'intégration d'un systéme hyper=—
* bolique de deux &quations aux dérivées partielles du premier ordre & deux va-
riables, d'autre part la recherche d'une fonction harmonique de deux autres
variables; nous donnons cette fonction harmonique pour un profil trés général

de section droite permettant de représenter de nombreux canaux.
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Dans le chapitre 1, nous considérons d‘'abord les &coulements d'un
fluide baratrepe dans une canalisation, puis les &coulements dans les canaux.
Au sujet des écoulements avec surface libre, nous mentionnons &galement le
cas du mouvement presque plan qui donmne lieu 3 l'analogie avec les &coulements

plans d'un fluide compressible ({D7]).

Le chapitre 2 est consacré & l'étude des écoulements graduellement
variés dans les eanqux cylindriques et horizontaux. La présentation est sen-
siblement celle que STOKER az donn&e pour le mouvement plan ([S&]). Nous insis~
tons plus particuliérement sur les limites de la théorie et nous donnons plu-

sieurs exemples d'écoulements par ondes simples.

En ce qui concerne les ondes simples, nous mettons en &vidence un résultat
nouveau ([D2}) et [D6}) : usuellement un train d'ondes de surélévation se
resserre; il existe des formes de la section droite du canal telles que, dams
un certain intervalle d'sltitudes de la surface libre, un tel train d’ondes
s'étale; de fagon analogue un train d'ondes de dénivellation, au lieu de s'étaler,
se resserre et peut déferler. On construit aigément de telles formes de sec~

tion droite : un exemple simple en est donné.

On trouve des phénoménes paradoxaux analogues dans 1°*étude des disconti-
nuités : il est montré l'existence possible parmi elles de dénivellations, ce
gu'on pourrait appeler des ressauts négatifs. Pour des discontinuités de faible
amplitude, ce phénoméne apparai* dans le méme intervalle d'altitudes que pour

le mouvement continu.

On peut essayer de rechercher une approximation meilleure que celle
donnée par 1'écoulement par tranches en mettant en oceuvre la méthéde classique
des perturbations. Dans le chapitre 3 cette méthode est utilisée, mais seulement
pour des écoulements presque uniformes dans un canal cylindrique et horizontal.
Pour calculer 1l'altitude de la surface libre dans 1'approximation d'ordre 1,
on est amené 3 1'intégration de 1'équation des ondes ; ainsi un train d'ondes
simples se propage sans se déformer. Nous montrons que cette propriété cesse
d'8tye vraie lorsqu’on tient compte de 1'approximation d'ordre 2 ; des termes

de déformation apparaissent qui s'amplifient & mesure que les ondes progressert.
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Un eremple de 1'écoulement presque uniforme est examiné en détail i

-,

il peut servir 3 schimatiser le phénomé@ne de marée dans un estuaire profond

par rapport & l'amplitude des varietions de niveau.
Le chapitre 3 est complété par l'étude des &coulements sur fond presque

horizontal.

Dane le chapitre 4 on considére les ondes simples périodiques dépouryues
de déformation & 1'approximation d'ordre 2, 3 savoir les ondes cnoldales et,
en particilier, 1l'onde solitaire. Une telle absence de déformation explique la

grande lon;évité que l'on ckssrve pour ces ondes.

En écoulement plan ces ondes indéformahles sont connues depuis longtemps
({r2}). PETERS ([f2]) a &té le premier & étendre leur existence au cas de canaux
de section quelconque. PEREGRINE ({P1]) a poursuivi les travaux de PETERS et a
montré que pour certaines formes de section droite 1'onde seolitaire pouvait
gtre une dénivellation, Indépendarment de PERECRINE, nous avons abouti & des
résultats analogues dans le cas plus général des ondes cnoidales ([D3]).

I1 est rewarquable que la condition & remplir pour réaliser des ondes
indéfoimables de ce type soit la méne que celle pour laquelle apparaissent les
phinoménes exceptionnslz de propagation décrits au chapitre 2.

Lorsgu'eon superpose deux ondes simples indéformables, on remarque que
des termes non bornés apparaissent dans les coefficients de ez. Cela est vrai
z2n particulier dans 1o probldme de la réflexion sur upe paroi : de 13 par

exasmple 1'imposeibilité thdorique «’'une onde solitaire demeurant xigoureusement

indérornable une géflexion.

.

g

icus nevenon: 3 des eancux de fovme queleonque dans le chapitre 5. Nous

shordons d'ahesd 1'8tude du mouvement permanent dans un canal de profil de

section droics iuvacisble et ncus montrons qu'il existe des profils pour les-

cuels i1 poni ¥ avoixr treis profondeurs critiques : elles délimitent quatre

© latervailes offi 1'on se trouve alternativement en régime de rivi&re ou de torrent.
tion nicasgeixe & remplir pour obtenir ce résultat est identique &

ile nui permet diobserver les phénoménes exceptionnels décrits dans les cha=

i
pitzes 2 et (LDJ;)



Dans la seconde partie du chapitre 5 nous considérons les é&coulements
voisins du repos dans un canal quelconque et, plus spécialement, les écoule-
ments périodiques 4 1'égard du temps : nous donnons différents modéles de
golfes et de lacs allongés, avec les solutions correspondantes dans 1'approxi-

mation d'ordre 1.

L'étude de deux liquides non miscibles en mouvement plan, sur fond ho-
rizontal fait 1l'objet du chapitre 6. Nous montrons 1l'existence d'ondes cnoidales
et d'ondes solitaires pour les deux liquides. En particulier, il est indiqué
dans quelles conditions peut se former une onde solitaire de dénivellation tant
pour le liquide supérieur que pour le liguide inférieur. Cette onde est tou-

jours accompagnée dans 1'autre liquide d'une onde solitaire de surélévation([bé]).

On remarquera que tous nos résultats consistent en des inversions de phé-
noménes usuels et que presque tous découlent d'une méme propriété du profil

de la section droite du canal.

I1 reste i confronter les calculs avec 1'expérience. La difficulté qui
se présente est que les sections pour lesquelles des phénoménes exceptionnels
peuvent €tre observés ne sont pas simples, et que de plus, l'intervalle utile
d'altitude de la surface libre est petit : il faut donc disposer d'installatiomns
hydrauliques & grande &chelle qui n'existent pas dans les laboratoires de la
Faculté des Sciences de Lille. Dans 1l'annexe .5 nous décrivons le montage
d'expériences devant donner une premi&re réponse au probléme du chapitre 2,

celui du train d'ondes de surélévation qui peut s'étaler. .
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Un exemple de 1'écoulement presque uniforme est examiné en d&tail :
il peut servir 3 schématiser le phénoméne de marge dans un estuaire profond
par rapport 4 1l'amplitude des variations de niveau.

Le chapitre 3 est complétd par 1'étude des &coulements sur fond presque

horizontal.

Dans le chapitre 4 on considére les ondes simples périodiques d&pourvues
de déformation A 1'approximation d'ordre 2, i savoir les ondes cnoidales et,
en particulier, l'onde solitaire. Une telle absence de déformation explique la

grande longdvité que 1l'on cbserve pour ces ondes.

En écoulement plan ces ondes indéformables sont connues depuis longtemps
(fL2}). PETERS ([P2]) a &té le premier i &tendre leur existence au cas de canaux
de section quelconque. PEREGRINE ({P!]) a poursuivi les travaux de PETERS et a
montré que pour certaines formes de section droite 1'onde solitaire pouvait
étre une dénivellation, Indépendamment de PEREGRINE, nous avens asbouti & des
résultats analogues dans le cas plus général des ondes cncidales ([D3]).

11 est remarquable que la condition & remplir pour r@aliser des ondes
indéformables de ce type soit la méme que celle pour laquelle apparaissent les
phénoménes exceptionnels de propagation décrits au chapitre 2.

Lorsqu'on superpose deux ondes simples indéformables, on remarque que
des termes non bornés apparagissent dans leg coefficients de ez. Cela est vrai
en particulier dans le probldme de la réflexion sur une paroi : de 13 par
exemple 1'impossibilité théorique «'une onde solitaire demeurant rigoureusement
indéformable aprés une ré&flexion. ‘

Nous revencns & des canaux de forme quelconque dans le chapitre 5. Nous
azbordons d'abord 1'@tude du mouvement permanent dans un canal de profil de
section droite invariable et nous montrons qu'il existe des profils pour les~
quels il peut y avoir troie profondeurs critiques : elles délimitent quatre
intervalles oli '1'on se trouve alternativement en régime de rividre ou de torrent.
Lz condition nécessaire 3 remplir pour obtenir ce résultat est identique &

celle qui permet d'observer les phénoménes exceptionnels décrits dans les cha-
pitres 2 et 4. ([p3]).



CHAPITRE |

ECOULEMENT PAR TRANCHES.

ECOULEMENT GRADUELLEMENT VARIE,

1.1. Ecoulement presque 3 une dimension et Acoulement par tranches.

I.1.1.

(1.1)
(1.2)

(1.3)
(1.4)

(1.5)
(1.6)

(1.7)

Tous les mouvements considérés s'effeetuent relativement 3 un repdre N Y Y Z

trirectangle direct,galiléen.
On désigne par U, V, W les composantes du vecteur vitesse, par P la pression,
par p la masse volumique.
Un écoulement 3 une dimension d'un fluide idéel, barotrope, non pesant est
défini par

vV, W =0,

U, Uy, By, B, =0,

1'indice symbolisant une dérivation.

C'est 1'@coulement qui s'effectue dans une canalisation cvlindrique fixe, de

génératrices paralléles a O X.

Nous supposons qu'un Bcoulement qui s'effectue dans une canalisation dont 1la
section varie lentement est voisin d'un Acoulement A une dimension®: autrement
dit, nous supposons que la solution des &quations qui régissent le mouvemrment
est continue A 1'égard de 1a condition de glissement i la paroi. Pans un tel
écoulement, que nous appelerons écoulement presaue 3 une dimension, on aura

V, W <<W

o )
U, Uzs Pys By = 0

Ecrivons l'équation de conservation de la masse et les équations de la dvnamique

’T+(°U)x * (.oV)Y * (oW)Z =0

g_}l: T =~.!..
T UT + UUX + VUY + W . Px .
av _ 1P
d.T_' 0 Y,
d W 1
dT > Pz -
i + V. o+ = 0
I1 vient P + (p U)X p ( ¥ WZ) o,
P
1 ~
IT + UUX + X 0
P
dV d W



Soit 2 =¥ (X, Y, T ) 1'Bquation de la canalisation. La condition de elisse-

ment s'écrit :
8 + 1 + VR =W 5 7 &= % .,
8) Kr ﬂ(x V\Y pour

Intdgrons (1.5) sur une section droite dont l'aire sera notéeX . Comme p et U

ne dépendent presque pas de Y et de 7, on ohtient @
Sle + M ] o+ ff Vv o+ ¥ dy 47 =
Lie * )XJ o || Uy + )
' y.

‘. . e - . .
Le contour ¥ de la section droite &tant parcouru dans le sens direct,on a

{figure 1)

[ deZ=fVcIZ :
JJZ:.Y e

Pl w oay daz = - WdYe=- (K. + UK, + VK,) dY .
JJ e , T g + Wy
5 e e

!'\

lom
- . ! P S b - 7 T .
or ¥ = JPKdY ; douz_r f}f,TdY, Zx fodY. De 13
- ‘8
.4

. ¥ .
HZ Wy, dvdz =l T Ly ‘é VRy dY .
Comme r Vdzs= !\ VK dY il vient ‘(‘J + W ) dY 47 -—'g + I!Xx .
4% t ' ’ e Y 2z

e

Par conséquent la conservation de la masse s'exprime par

R

1.9 o U 9.
(1.9) (QZ)T+ (E)X

Posons C = %% - la relation (1.6} s'écrit :
.10 u o+ U+ = 0 .
1. 1 T X‘Cp‘zox
Z
Les 8coulements presque & une dimension définis A
par (1.3) et (1.4) satisfont donc aux &quatiomns
approchées (1.9) et (1.10) qui contiennent des
dérivées par rapport 4 X et 3 T de grandeurs qui E?
ne dépendent pas, ou presque pas, de Y et de 7. 5 }=Y

figure 1.1
1.1.2. Considérons la solution ohtenue en remplacant les épalitée approchAes dcrites
ci~dessus par des égalitds strictes. On appelle &coulement par tranches
1'écoulement fictif correspondant & cette solution et on admet que cet &cou-
lement constitue une premidre approximation de 1'écoulement presque 3 une di-

mension.

D'aprés (1.4) U et P ne sont fonction que de ¥ et de T . Ainsi une surface
fluide constitude & un instant par une plan normal 3 0 ¥ demeure un plan normal

32 0 X. De 13 le nom d'écoulement par tranches.



(1.11)

(1.12)

il

{1

£

o)

B

Les Equations
. o+ U = 0
(o ‘i),r (e T )x s

. 2
U + Uy o+ = 0
T % S‘ % ’

ot les seules variables sont X et T, seront appelées Equations du mouvement
longitudinal. Elles permettent le calcul de p et de 7 lorsque } est donné.
81 T est aussi une inconnue ces &quations ne suffisent pas i résoudre le
probléme : d'autres hypothéses sont nécessaires. Par exemple, dans le phénoméne

appelé coup de bélier on pose en particulier que 7. ne dépend oue de la
pression.

La grande simplification apportée par 1'écoulement par tranches vient de ce
qua 1'on a scindé le probléme en deux : d'une part le calcul des deux fbnctionq

o etl de X et de T ; d'autre part le calcul de V et de W qui ne pnrisente
qu'un intérét limité dans la pratique.

En fait, les hypoth&ses formulées jusqu'i présent ne peuvent suffire 3 dater-

miner V et W dans 1'&coulement par tranches. Supposons, de plus, que 1'&coule-
ment est irrotationnel. On a :

Vo =Wy s Wypm U, WYy

Comme V et W sont petits & 1'&gard de U, on ne peut déduire de (1.4) aue 1'on
g ¥ s, W, =0

T

4 X

Pour éviter de commettre des erreurs dans 1'évaluation des ordres de grandeur,
nous allons introduire des quantités normalisdes aui sont i la fois sans dimen-
gion et de l'ordre de grandeur de 1, Co. quantit&s seront renrésentdes nar des
lottres minuscules. Scient et B deux longueurs de ré{€rence, la premidre
Lougituiinale, la seconde transversale, & une durde de référence, (b une

e 3 3 . { - -
see longitudinale de reference,t:lgl une vitesse transversale de référence,

JL vne pressicn et une masse volumique de référence. D'aprés (1.3) le
paramdire T est putit. Toutes les grandeurs de véférence sont supnosées bornfet

il est évident qu'eclles sont définies 3 une constante multiplicative, bornée,

sy (! L Lsed
£ = “}T VR y @ t = .13
. 4 ? L7 ) @ o s =
(e G &j, t(,s
7 W P p
TR 7 M e ’ W = ¥ R e o r =
L iy T F R

de maniére que %, v, =z, t, u, v, Wy, T soient d'ordre 1.
Substituens dens (1.4), (1.5), (1.6) et (1.,7) ; il vient :
A G

fﬁ% Q, s ’;)iu L] o= i* s ';SE(L
A w2 ¥y ¢ =

a [ L, )
pa I_‘%’g . (ru)x + Z r (vy + wz) = 0,



el 0
T '
uv *+ Qf- TV VY t = Tw v .
& K y A k
2
iL /o[/ ~ ~
T ==Yy +uw_* ‘IJMCV wo o+ S Tww =0,
L \hot x WY %

w
<
2
N
”

Kond supposons que toutes les dérivies qui figurent dans (1.5') et (1.67) sont

d'urdre 1. Bn effet, si T

la rel

par ecx¥ermle &tait petit, il viendrait oy = 0 s

1ation {1.5) se simplifierait, mais ceci correspondrait manifestement A

{"atude 4'un probléme moins géndral. Par comséquent, pour envisager 1'dcoule-

ment prosque % une dimension le plus géniral, on doit sunnoser v, , T

b u t 4

X X

«

AW, U, ftx d'ordre 1., Il vient alors
k4 2z =, ) v
w o d =W e ’ Y Q 'u4 ‘
Ol ant, on voit qu'en nrenant aussi v, , Ve o Vo s Weow Vo, Vo drardre 1,

an sarisfait 3 la

L.'écoulement

velation (1.7').

vient d'aprés (1.12)

dtant irrotationnel, il

7 R
o= W wiL oeRe g S02 W = U .
¢ @ wy $ ,_;{“l o "’x u‘; s ':;; T X z

Ces équations satisfont aux relatioms (1.15) et aux hynothdses faites ci-dessne

an suiet des ordres de grandeur des différentes dfrivées pnartielles.

Dianrés (1.16) la normalisation (1.14) s'écrit :

et

SR y

L oxm g Ve YT g
)g GG

‘ﬁ‘

a2 LV

! T e s
L w “WYe
avee £ = 1:2 »

On pose ., de plus, k = e

e

Tﬁ&% €

7
"gc T Ty
W P p
= = s = - T = —
Uve Ty R’

- T
V192 e

L'équation de conservation de la masse, les €quations de la dynamiaue, les

Squations exnrimant. 1'irrotationnalité et la condition de glissement A la nATo]

s'Berivent



e o A s oot} MR e

S e

x, b {ru)  + (rv)y + (), =0,

L.

L
f X
u, b ouu, 4+t vu b W b o= (),
X b 4 X
e {lv, +uv +vv_ +twv)+ tL:O,
: t % ¥ Z T
oy AW VW ofwow ) + -'———-,bz = 0 s
R X y 2 T
v,mow_ o, W = gy U =g w
v y 3 _y £ % }) z o2 b4 3

k, +uvek_+vk =w pour z =k (x, vy, t) .

Les deux premiéres équations peuvent &@tre remnlacfes par

(29
' - + T G oW 22 v viv + unv + vV +wvy +
e T (lu)x ’ (Vy z) c2 : ( = X 4 z)

Www, +uw +vw +ww1
(w, < v wry

A
u+uu+i\x=*s(vv +ww),
i b's T X X
2 d
— ot » S8 |

On obtient les équations de 1'dcoulement nar tranches en laissant de cit#
raus les termes contenant ¢ en facteur. Convenons d'affecter de 1'indice in-

ffrisur zéro toutes les grandeurs relatives & 1'dcoulement nar tranches: il

s
Viett o

“ny Y oz oy
3 -
s} e + {r u + r v + w =0
ot Yo 0>x o ( ,) -
‘o) + + /"
e Yot T Yo Uox o G,
T

{e) k., +u &k +v k = w omour z =%k .
h X oy o *

Suppeser que 1'écoulement par tranches constitue une anproximation de 1'écou-
lement presque # une dimension, c'est supposer que 1la solution du systdéme (1.18)

est voisine, pour ¢ petit, de la solution du systéme simplifié (1.20).
Par intdgration sur ¢ , 1'8quation (1.20) (b va donner

(o ro)t + (o r, uo)x = 0,



(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.24")

(1.25")

(1.26")

Le calcul de r_ et de ug s'effectue & 1'aide des Aquations

T
r + (r u =~ 0 o+ u o]
J ot ( 0 o)x - ( £ o] X ) s
]
2 Y
151 + @ + c ox = 0N,
ot 0 0% o —
e 3
(5]
Posons r 48 = ¢ dr .
0 o o (o]
I1 vient : .
i 8 +u 9 +c u_=-_705 (o, +u_ o),
J ot o ox 0O OoX% - t o) X
u +u u + c 3] =0,
ot 0o oxX (s} ox
Pour déterminer Y et w o, on pose
ov. == (o _+u_ o ow == (o, +u_ o ( ~ 2
o ( t o x) xoy ? o Tt o x ) Xsz )

5

de maniére 3 satisfaire 3 la relation (1.20) (d) ; Xq est défini 3 une
tion additive de x et de t prés .
L'équation (1.20) (b) donne
=0
Xoyy * Xozz - A

et la condition (1.20) s'écrit

o kt + U kx) = (ct +u, ox) [Kv Xoy ™ (on - k}]t‘our z = k,

fonc-

On est donc ramen? 3 la détermination sur la section droite d'ume fonction

harmonique en y et en z avec denndes de Neumann % la frontidre.

On peut procéder autrement et peser

cv =~ {0+ u cx) U]

A + + 7
3 . ’ , O W (o, +u, o) (¥ z)

0z o] £ ov ?

de maniére 3 satisfaire 3 (1.20) (k). L'8auation (1.20) (d) donne

- B _ .. o) s 'Eer
woyy + wozz 0 , et la condition (1.20) (e) s'@crit

o} (kt + ug kx) = (ct + u OX) { wov = ky woz + k) nour z = k.

La solution des systémes (1.24), (1.25), (1.26) et (1.247), (1.25") (1.26") est

unique. Il en est différemment lorsque 1'écoulement n'est nas irrotatiomnel : en

effet, on a encore (1.24') et (1.26") mais (1.25') disparait car on n'a nlus

la relation (1.20) {(d). Si dg est solution de (1.24'), (1.2A") il est facile

de voir que UE + f , avec fy + ky f7 = o pour z = k&, est aussi solution,

da

sorte que v et w_ ne sont pas uniques. Comme les &nuations (1.71) du mouvement

longitudinal sont toujours valables, il apparait acue dans une canalisation

donnée, pour ce qui concerne le mouvement longitudinal, 1'&coulement nar

tranches constitue une approximation d'un grand nombre d'&coulements nresaue

3 une dimension.



(1.27)

- 7 -

Lorsque la canalisation est de section constante, on retrouve les éouations

du mouvement A une dimension.

Lorsque le mouvement est permanent on a

2 ¥
(cr.u) =0, u u_+c DR =
0o o’'x o ox o T ’
)
d'oli la rclation suivante, dite relation d’'Hugoniot
2
u u o
0 - ox _ X
2 o}
g u
o o)

1.2, Ecoulement graduellement varil .

Iv2s 1.

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Considérons un écoulement avec surface libre d'un fluide idéal, isovolume,
pesant. L'axe O 7 est vertical ascendant; g désigne 1'accélZration de la

-~

pesanteur, S la cote de la surface lihre, P la nression motrice dZfinie nar

P=P+ p g 7. On supposera dorénavant aue P désigne la pression effective,

différence entre la pression et la pression atmosrhérique.

L'&coulement s'effectue dans un canal de fond fixe d'dguation

Z=X(X,Y) ou Y=28B (X, Z2) .

Dans cet écoulement 1'analogue de la canalisation de 1.1 est constitu?® par

le fond qui est une donnfe, et par la surface libre aui est une inconnue.

Les &quations générales et les conditions sur le fond et 3 la surface libhre
s'8crivent

U, + Vo, + W, =0

x 'y T g
%=UT+UUX+VUY*WZ="E§' Ax'
g_;:,="n>l“£¥

g—g=~é 132.

UKX + VKY =W pour Z = K (X, Y¥) ,

S, + US, + V5, = W
T X :
g pour Z = S (X, Y, T).

P=20



- R -

L'écoulement ne peut €tre a une dimension, parallélement 3 N X , cue si le
fond est cylindrique, de génératrices parall&les & 0 X: alors € ne dépend pas
de Y et la pression est hydrostatique dans chaque section. Fn particulier, si

la surface libre est horizontale, 1'écoulement est uniforme (annexe ).

AZ

figure 1.2

Lorsque la section du canal varie lentement en fonctior de X et (ou) de ™, on

S

a un écoulement presque ® une dimension défini par

(1.36) Vv, W << U,

2 -
(1.27) U, s U, s By s P, 0.
I1 vient, d'aprés (1.35)

(1.32) P p g(8~=2).

Compte tenu de (1.36) et de (1.37) les 2quations (1.30), (1.31) et (1.32)

s'écrivent

P
2
(1.29) UT + UUx + X = 0,
o]
dav dy
(1.40) a o -0

Intégrons (1.29) sur une section droite. Fn procé&dant comme Adans 1.,1.1 on

obtient :
) i i}
(1.41) Lo+ (Lwy =0,
relation qu'on peut tirer d'ailleurs directement de (1.9).

Remplagons les &galit@s approchfes par des Zgalit@s strictes : (1.37) et (1.38)

(1.42) s'écrivent Us » UZ s PY =0, P =pg (S - 2),

d'olt S fonction unicuement de X et de T .

Les équations (1.41) et (1.39) deviennent
1.43 L+ v, =0,
( ) Z[ (Z )X

1.44 U +U0 +g8 =0.
( ) : e+ BB,

Ce sont les &quations du mouvement longitudinal de 1'é&coulement par tranches,

dit dans ce cas &coulement graduellement vari@.
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Reprenons la normalisation (1.14) i 1'exception de la formule relative 4 p ,

[
Les relations (1.37), (1.29), (1.,39) et (1.40) s'écrivent :
, T ) oo
gt gt o, du
ot
"’“—5—' ux*‘C(vy"'wz)“O,
N C) .
d" o )
{Z: ut+uu+p?2/‘7x ’)s
w2 o oL oo U2 (L &
7_(/{_ w V. tuv 4+ =Ry vy o+ Szpy v Lo [—— W+ UW + TV
“ km; " %7 z> £ Qbf‘& £ oox ® 7
Chs +£zww?)=’).
On procéde comme en 1.1. On a d'abord
uy 5 uz " ‘ly = 0
Pour envisager le probléme le plus général on suppose fué, U u
Foer Ver Yo Vo Ben ¥os W d'ordre 1, De 13
45 ) 700 : 4 v ] (7® 3
(] 4«) j ngf-bs _ﬁ: . ({ = (,l/\G’ quz = g% &
Cela &tant, la normalisation 3 adopter est
’ ¥ Z V[:;
(].&6) { X "’—(,&-\v‘rj " Y B =2 s 2 = o s t =T 9‘; 4
fTES T T 7 3G
»
u = y.H,:“ v o= 7m2_w; s W= -7;;::7' ) [V= —_—
L Vg'¢© g 'He Vg de og 6
avec g=1€¥°
On posera, de plus
_ K _ B _ S D
(].[$7) k—-;a:;—, b-—-%, S—--é—g’-—, a ——@2—-.
Substituons dans les &quations (1.31), (1.32), (1.33), (1.34), (1.35), (1.36),
(1.37) et (1.13) qui exprime l'irrotationnalitd. Il vient :
(a) u, + Wy *w,=0,
(b) ut+uux+vuy+wuz+ﬁ-x0,
)rc) e(vt+uvx+vvy+wvz)+/’Ly=0,
(1.48%(d) e(wt tuw +v Wy + W wz) + fvz +1 =0,
(e) vz=wy,uy=evx, v, = oew, ,
(£) u kx + v ky =w pour z = k (%, y) ,

(8) st+usx+vsy=w“(

fomo

pour z = s (¥, v, t).
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On obtient les &quations de 1'@coulement graduellement vari? en laissant de

cOté tous les termes contenant ¢ . Comme en !1.1. on va affecter les prandeurs

correspondantes de 1'indice inférieur zéro. On a :

(2) udy’ Ysz? r‘(’)y'—'o’ ﬂé =T 0
(b) vtV +u =0,
() Yot Y Yox * ﬁéx =0,
149y |9 v - oy 8

(e) u k +v k =w  pour z=5k (x, V),
£ ot T Y% %ox T Y oy = Yo [

{Sg) /g . ’j pour z = §_ {x, ¥, t):

I1 vient d'abord :

(1.50) [’boa S, "2}

donc s, ne dépend pas de y

. Désignons par Ty l'aire de la section droite

jusqu’i la cote so(figure 1.3), par bo et par b’ les ordonndes des herres

1
(bO > bo) , par

au fond: les extrémités de

I, sont les points y = bé,

z = = = .
S, et vy bo, z =8

Fo étant parcouru dans le

méme sens que Ez, on a

I

(1.51) Ty - L/ bdz

r
0

= - ' “
€1.52) B ™ B (bo bo ) +U4? bx dz

{1.33) T ™ Bop (bO - bg ) .
Aprés intégration sur Iy s
devient :

(1.54) 9. * (cO uo)x =0 .
Posons

(1.55) 2= O
o b~ b’

o}

f,oo le contour de O,s PAr 1,:3 la partie de &; annartenant

-
7
/
k
b)) sk dy , g B "
T figure 1.3
o

=

- h') -
Sox (bo bo) d4; kx dy

(o]

1'@quation de conservation de la masse (1.49) (b)



) ]]—-
L'équation (1.52) s'écrit :

$ g
2 Y /ﬂ Y%
(1.36)  spp ¥ ug Sou ¥ S5 Yox T T Jr K dy:;—j—b—" -_/I‘o iy Bt
(8] (&)

Grace a (1.50), (1.49)(c) s'éerit :

.57) + +s =0,
(1.57) uot uc uox oX g

Pour calculer v, et w_on introduit la fonccion i* définie par

(1.58) Yo T Yox Xoy ? Yo T Yox ( Xoz = z)

de maniére & satisfaire a (1.49) (d)
I1 vient, pour (1.49) (b)

(1.59) X + X =0

et les conditions (1.49)(e) et (f) s'expriment par

(1.60) u, kx Ll Ky Xoy ¥ U (x02 - k) pour z = k ,

= + A = 1 =
(1.61) ou u, bx u bz (on z) Uk Xoy pour y = b,
(1.62) et s . + (uo so)x =u . Xy, Pour z = s .

Pour la fawille de canaux définis par

=1 ol
(1.63) y~-§ (x) = +n (x) [Z° c(X)J >

o constant positif et X , nn, ¢ fonctions de x, on obtient

X Y2 SE2
(1.64) v = (:nx Yo ~ é;) (y-2) (z-g)” , Yo ¥ x (y=%)

o ) + u
nu 2 (a D 0x
Y tx
+ (r+ “—Ir—*~9 (z-t) .
ox
On peut, comme en I.l, utiliser la fonction wo définie par
= = +
Vo T Yox 1poz > Y Yox ( woy 2) »

-

de maniére 3 satisfaire a (1.49)(b). Si l'écoulement est irrctationnel wo est

harmonique en y et z d'aprés (1.49)(d). Si l7écoulement n'est pas irrotationnel wo

n'est pas harmonique et vy et W ne sont pas déterminés de fagon unique. En effet,

si wo satisfait aux conditions (1.49)(e) et (f), qui s'écrivent :



ko + k + i + k) pour z = k
Yo fx %x y Yoz %x(woy )P z

8 + {(u s + U =0 our z = §
ot ( s} o)x ox "oy P 6

- o

toute fenction !% + £ , avec fv + Py f7 =0 pour z = k et

0]

fy = 0 pour z = S, satisfait aussi 3 ces conditions,

De méme qu'on a envisagé des &coulements voisins d'um Ecoulement 3 ume dimen-
sion, on peut envisager des &cculements voisins d'un &coulement plan: ces
Zcoulements seront définis par

(1.65) We<UmwV , P =0,

Z
I1 est inutile de reprendre en détail tous les calculs, On ahoutit A la norma=~

lisation (1.46) excepti pour Y et V qui donment lieu ici au changament de

variables
y ,/"""“ e
(1.566) ¥ o= etV

i
it

>4
-

\»

-
e 3
:‘_—"
-r~

Les &quations (1.4%) sont rewplacées par

¥

Su, v v 4w =0

T 4 v z

i u, +uu_ + vy +wu +fe =0

1 t x v z %

v v tuy vy o+ wy_ + b =0,
/A b ¥ Z ¥

S & F 1 =
(1.67) %, ¢ (wt +ouw, o+ va + wwg) . fz +1 =20

u =v, ., Vv =egw_ , u_ = gw
{ Ty % zZ v 2z x
{ ukx + vk =w pour z =k (x,y) ,
s, *+us_+vs_ =w -
\ t x ; '
\ pour z = s (x,y,t) .
fe=0 '

Lorsqu'on néglige les termes contenant € il vient, avec les m@mes notations
qu'au 1.2,2 :

2 ’
(a) u s V 5 /gz +-i=’0.

0z oz

() u o+ Yo * Vg ™0 2

(¢) U U UtV B =0,
(1.68X (d)’ Vop ¥ Uy VotV - + Aby =0,

(e) uoy = Vox

(£) u, kx + v ky =w_  pour z =k (x,v)
L (g) s _ + u, S .tV S =W

(h) ,"o'

]
&)



(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

1.2.4

]3_

Du fait que u et v mne dépendent nas de z, les narticules situdes 3 un ins-
tant sur un cylindre 3 giniratrices verticales, demeurent & tout instant sur
un cylindre # génératrices verticales. L'@coulement obtenu pourrait &tre
appelé "8coulement par bandes': on 1'appelle usuellement &coulement graduel-
lement varié comme 1'&coulement étudi? en 1.2.1 et 1.2.2.
D'aprés (1.68)(a), (1.63)(b) et (£f), on obtient :
Fb =85 T %
w = - + v + + v k) ve
- z (uOX Oy) (uok)X (O g

De 14 d'aprés (1.68)(g) :

Sot +.[h° (s0 - ki] - + [& (sO - k):]V =0 .

0
Introduisons la fonction Sg définie par
2
U~ + v. o
u = ¥ v = s + 0 0. .Y
o} k'f)ox * o k%y ’ 0 9 (7gt >

de manidre A satisfaire aux équations (1.68)(c), (d) et (e). L'écuation (1.70)
s'écrit :

2 o 2 " (
u - s + 2u v / + (v -8 . + 2u N7 +2v
( o 5 T o o o quy ( 0 o) f)ovy o oxt 0\4;Vt

L N (uok)x + (vok)v =N,

Dans le cas particulier de 1'@coulement nermanent sur fond horizontal, seuls
les trois premiers termes du premier membre Je (1.72) demeurent : on obhtient
1'équation sur laquelle cst fondée 1'analogie avec les Ecoulements permanents

rlans d'un fluide compressible barotrope ([D?]).

Dans ce qui précéde nous avons admis que 1'Gcoulement rar tranches constitue
une approximation de 1'écoulement presnue & une dimension. Autrement dit,
nous avons admis que les sclutions des Zauations simplifiées (1.27), (1.49)
sont une approximation des solutions des Aquations exactes (1.18),(1.48)

lorsque € est petit devant 1. Cette nrorriété n'est pas évidente.

Au sujet du mouvement longitudinal, on sait acue la donnée de u_ et An . le
long d4'un arc de courbe g du plan (%, t) rermet de calculer u, et s au voisi-
nage de %,é 1'aide des Zcuations(1.54)et (1.59 (il en est de méme de u, et Ae

r a 1'aide des &quations (1.21). De plus, nous avens vu au'un Aecoulemont irro-
tationnel v, et w_ sont déterminés lorsnu'on conrait u et s .

Or, la simplification consistant a4 remnlacer (1.48)par (1,49 g'accomnasne

certainement d'une simplification des conditions A se donner nour ohtenir une



(1.73)

(1.74)
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solution unique. Il est donc & prévoir que la donnée de u ct de s sur t} est

insuffisante pour calculer la solution du systéme (1.48).

Considérons par exemple des données initiales et, parmi ces données consi-

dérons celles relatives a8 u et a s, soit

m*

A
uEu (X, ¥, 2,9 5, §= (x, 7, 0).

Vs 2 €t ¥, étant convenablement choisis, on peut é&crire

¥ _# _ * _ %
u (%, ¥, 2z, 0) =u_ (%, o) + (v yl)uoy (x, 0) + (z - z;) u_ (x, 0).
S*'(x y, o) = s¥ (x, o) + (y - v.,) S* (x, o)
9 3 o ? bl oy Sl | s
* X # X
avec u (x, 0) = u (%, Yo 2y 0) et s, (x;, o) = s (x, Yys o) .

Les données devant étre compatibles avec les hypothéses de l'&coulement

N . . - * x
presque a une dimension, on a u s s S = 0 ,
oy 0z oy

- X : *
d'ol v (x, y, 2z, 0) = u  (x, 0), 5" (x, y, 0) = s, (x, 0).

Pour calculer la solution des &quations (1.54) et (1.55) on prendra sur g}

les données

* A
= X, 0) = s ; .
u, = ug (% 0) S, " (x, 0)

Cela étant, il reste a établir que la solution du systéme (1.54), (1.55) avec
les données (1.74) est voisine, pour € petit, de u et s calculés 3 1l'aide du

systéme (1.48) (voir annexe 2).

Imaginons que pour résoudre le systéme (1.48) les autres conditions a se donner
sur l'arc ﬁ/ portent sur v et sur w, de sorte qu'ada (1.73) il soit nécessaire

d'adjoindre les conditions
* *
v=v (x,9, 2, 0) , w=w (x, ¥, 2, 0) .

I1 est évident que les valeurs de v, et de LA calculées 3 laide des &quations
(1.59) a (1.62) ne vont pas coincider sur 3ﬂavec v et w . Admettre que la
solution de (1.49) est voisine de celle de (1.48) reviendrait donc a admettre
que tous les &@coulements presque & une dimension qui différent entre eux
seulement par des données relatives & v et a w sont voisins, ce qui expli-
querait pourquoi les &coulements par tranches correspondants ont le méise

mouvement longitudinal. Il est & noter que cela va Jde pair avec le fait, déja
signalé, ,ue le mouvement longitudinal est le méme que 1'écoulement soit irro-
tationnel ou non. . _

Autre remarque importante : il peut arriver que les valeurs obtenues pour w ,
et w_ i partir des équations (1.59) 4 (1.62) ne soient pas compatibles avecoles



hypothéses de 1'écoulement presque & une dimension

Nous voycns les difficultés de principe que soulfve la simplification des
équations (1.49). Le physicien est tenté de passer outre : lorsqu'on ahorde
la question de 1'E&coulement par tranches dans les ouvrages dc MAcanique des
Fluides, on affecte d'ignorer le mouvement transversal. Mais le danger est
grand d'appliquer une théorie 3 moitié. Si les &quations du mouvement longi-
tudinal sont considérZes comme valahles, celles du mouvement transversal
doivent 1'Etre également puisan’elles découlent des mémes hvpothdses: wvoulnir

les ignorer risque de conduire & commettre des erreurs.
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CHAPITRE 2
ECOULEHENT CRADUELLEMENT VARIE &N

CANAL CYLINDRIGUE ET HORIZONTAL ,

2.1, Hethode des caractéristiques..

2ul el Dans un canal cylindrique et horizontal on a kx = o0 et le systéme (1.54),

(1.55) devient homogéne. o, et ¢ mne sont fonction que de §,s on pose

(z.1) ds0 =c, d 90 B

plus précisément, on prend :

ﬁso dg
(2:.2) eo = .
o cO(E)
On obtient :
(23) eot ™ eox e Yox T 0y

(2.4) u _+u u + ¢ €

o .
ot o oX o ox

Les conditions (1.61) et (1.62) se simplifient. Il vient

» X = I~ i = s
(2.5) (a) ky - XOZ k pour z =k (y) ,
g - = = 2y
(2.5)(b) ou bz (on z) Xoy pour y = b (z} ,
et, d'aprés (1.56)
2 — —
(2.6) 5, e, = XOZ pour z = s _ .

Pour la famille de canaux admettant Oxz pour plan de symétrie et d‘équation

(2.7) y = nz pour y> o, n eta constants 'OSitifS, on a
p
o

(3,8) o = med , 8. =2 (@+1)ec ,
o G 1 o o
2 9 . Q 22 - yz ) auox _ uOX
(2.9) X © o + 1 2 Voo a+1 Yo VW, T o+1 z

Pour un canal de section rectangulaire on a

2
(2.10) c =5, 6

(2.11) Xo

2 c
fo) 9

0 5 W. = =4 Z .
o fob'e

cte , v
Le mouvement est donc plan.
En fait, comme nous l'avons déjid remarqué dans le chapitre 1, la détermination
de v, et de w_ ne présente qu'un intér€t limité car seuls le débit (c'est-id-dire uo)

et l'altitude de la surface libre ont une importance pratique.
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Toutefois, le calcul de v, et de w, peut &tre utile pour vérifier que la
~solution obtenue représente bien un &coulement ayant toutes les propriétés

d'un &coulement presque i une dimension.

2.1.2 Pour déterminer le mouvement longitudinal on utilise la méthode des caracté-
ristiques. Le probléme posé, dit probléme de Cauchy, est le suivant : peut-on
calculer 60 et u dans un certain domaine du plan (x,t) si 1'on connait 60 et u_

le long d'un arc de courbe 8/ du plan (x,t) ?

Se donner 60 et u_ sur E} , c'est établir une correspondance entre afen:un arc
de courbegﬂf du plan (90, uo). Plus généralement, en tout point dv plan (x,t)
on a une valeur de s, et de u, 3 donc @ tout point du plan (x, t) on peut faire
correspondre un point du plan Ieo, uo). Pour 1'écoulement avec surface libré

le plus général, il n'est pas interdit que cette correspondance soit multivoque
dans le sens (x,t) -—ﬁv(@o, uo). En effet, dans une vague qui déferle, pour

¥ et t donnés on peut avoir trois valeurs distinctes de eo et de uo (figure 2.1).
Mais, lorsqu'une vague est sur le point de déferler, la pente de la surface
i1ibre devient infinie en un point D et 3 un instant tye Par conséquent, la
solution donnée en supposant que 1'écoulement est presque 3 une dimension ne
peut rendre compte du phénoméne physique au voisinage du point D. Il en est

de méme en écoulement permanent pour le phénoméne bien connu de ressaut. Il
résulte de cette remarque que la correspondance doit €tre univoque dans le sens

(X’t) —— (909 Uo).

figure 2.1

On commence par calculer € _, © o W 1 sur%}. Pour cela on adjoint aux
ox ot ox' ot
édquations (2.3), (2.4) les expressions des différentielles de @o et de u dans

un déplacement (dx, dt) effectué le long de %% :
(2.12) got dt + ebx dx = d 90 .

(2.13) U, dt + Uy dx = du0 .
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Sur i}, 90, u s dx, dt, dao, duo sont connus. Le systéme (2.3), (2.4),

(2.12) (2.13) est donc un systéme d'équations linéaires pour les inconnues

6 , 0

ox U s Uop Soit Ao le déterminant principal de ce systéme; on a

ot’ Tox

P o 2 2 2 2
(2.14) Ao = - dx” + 2 u dx dt - (uO - co) dt”™ .

Si Ao est différent de zéro, il y a une solution unique. On a par exemple pour

H _ (So
°X Ok T Eo

avec :

¥ = — —
(2.15) 60 (u0 dt - dx) d 60 <, duo dt -

On procéde de méme pour O u_, u ..
P P ot’ Tox’ ot

En dérivant les é&quations (2.3) et (2.4) par rapport 3 x et 4 t et en écrivant
les expressions des différentielles secondes, on obtient un systéme linéaire
de six équations en © e e u , u . u dont le déterminant

oxx’ “oxt®’ Tott’ Toxx oxt ott

principal est égal i Ag . On peut donc calculer 90 s ©

(] u u
xx’ “oxt’ ott’ Toxx’ oxt’

u sur 4 et ainsi de suite.
ott 3/’

Connaissant les dérivées partielles de 90 et de u le long de ;f—, on peut
calculer 00 et u en un point voisin de E% au moyen d'un développement de Taylor.
On voit 13 l'amorce d'un calcul numérique pas d pas; ce calcul montre d'ailleurs

que la solution ainsi obtenue est unique.

2.1:3. Pour que le sytéme (2.3), (2.4), (2.12), (2.13) admette une infinité de solutions

il faut et il suffit que 1l'on ait

(2.16) Ao =0 , 60 =0

On obtient des équations différentielles auxquelles satisfont les courbes ﬁﬁ’
et JU}par lesquelles il passe une infinité de solutions. Ces courbes sont
appelées courbes caractéristiques, ou plus simplement caractéristiques, des
plans (x.t) et (eo, uo) . (Plus loin lorsqu'on parlera de caractéristiques
tout court on aura Z l'esprit les caractZristiques du plan (x.t)).
La premiére &@quation (2.16) a deux racines distinctes

. dx = (uo + co) dt. .

. S +
En un point du plan (x.t) passent donc deux caractéristiques, l'une C de

% i & dx e o s ;
=2 = + re C - = - i ati
TE u Cy s 1'autre de pente it UG, D'aprés la seconde équation

— + P
(2.16),3 la caractéristique C correspond dans le plan (90, ub)une caractéristique

pente

-~

rectiligne d'équation 90 +u = cte; de méme 3 la caractéristique C correspond
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une droite d'équation 90 - u = cte. Ainsi, on peut couvrir le domaine du

plan (x,t) ol l'Ecculement est défini par une famille de caractéristiques g
de pente u *cg le long desquelles 60 +ug demeure constant (la valeur de la
constante différe d'une caractéristique 4 une autre) et une famille de carac=~

téristiques C 1le long desquelles 60 - u = cte.

Considérons par exemple la famille de caractéristiques ¢t . on sait, d'aprés
ce qui précéde, que chacune de ces caractéristiques "transporte' une valeur
invariable de 90 +u, et cela avec une célérité u + c, autrement dit avec
une célérité <, relativement au fluide. De mmes les caractéristiques €~ trans-
portent des valeurs invariables de eo-uo avec lacélérité ~c, relativement au
fluide. Nous trouvons 13 une premiére justification du nom de c&lérité de pro-

pagation des ondes donnée 2 la fonction €y

On peut mettre en &vidence les courbes caractéristiques par un calcul d'élimi~
nation &lémentaire. Ajoutons, puis retranchons membre 3 membre les équations
(2.3) et (2.4). On obtient successivement

(90 * uo)t * (uo * co) (90 * uo)x G

(60 ) uo)t * (uo A co) (60 N uo)x 0,

d'ol il résulte que le long des courbes définies par dx = (uo + co) dt on a

. + u = cte et le long des courbes dé&finies par dx = (uo - co) dt on a
8 = u_ = cte.
o )
1.4, La propriZté que les caractéristiques du plan (80, uo) sont déterminées une fois

pour toutes résulte de ce que les coéfficients du systéme (2.3), (2.4) ne sont
fonction que de u et de 60. Considérés comme fonction de 80 et de u s X et t

vérifient deux &quations aux dérivées partielles du premier ordre qui sont
o (Gosuo)

-~

linéaires. En effet, & condition que le jacobien soit différent de

) d(x,t)
zéro, les équations (2.3) et (2.4) donnent :
xub - u tuo +cg teo =0,
x6 - u te + e, tu = 0,
o o o
L'élimination de x conduit &
N deg -
(2:17) tu tee = (1 + a6 ) ts = 0.

o 0 O O o} o] o
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On sait qu'il existe une analogie entre les équations du mouvement graduellement
varié et les é€quations exactes de 1'écoulement d une dimension d'un gaz barotrope
(on obtient ces équations en posant o = cte dams (1.23)). En particulier, dans
le cas d'un gaz polytrope, il v a analogic lorsque le fond du canal a pour

équation (2.7). Dans ce cas (2.17) s'écrit

20 + 3
t 4 - —— e =0,
o u
%50 6080 60 eo

Lorsque 2a¢ + 3 ¢st un entier pair on peut obtenir une solution explicite

= ; ; 1
([AM 2] ). <C'est le cas, en particulier pour o = -z et o = - valeurs auxquelles

2 2>
correspondent ;dans 1'analogies les écoulements adiabatiques de gaz parfaits
P g q 4 P

monoatomiques et diatomiques.

Pour &tablir une analogie avec un écoulement isotherme d'un gaz parfait, on

considére le fond suivant :

y =% nexp (az) , n et o constantes positives.
. : 1 i . iy @
On a cg = . 90 = 08 . Un tel fond est évidemment irréalisable.

P + - . .
La propric¢té des courbes C et C de “transporter’ des valeurs constantes de

&, + u, et 90 = u, ost 4 la base du calcul par la méthode des caractéristiques.

Pour fixer les idées supposons que l'arc de courbe % le long duquel on connait
BO et u, scit un segment de l'axe Ox (données initiales) et que 1l'on cherche

& et u pour t > O.
0 [0}

Partageons le segment 5» en n segments. Prenons par exemple n = 3 sur la

figure 2.2. Puisque GO et u  sont connus sur %ﬂ, on peut, en chaque point
%

-

1, 2, 3, 4, amorcer le

tracé des caractéristigues /\t

ct et C issues de ce point

en les confondant avec leur

tangente.

Considérons par exemple les
T et c. .

2 3
Elles se coupent en un point

caractéristiques C

2.3; en ce point on calcule

aisément 6 et u @ 1'aide Y
des relations 8 +u = 6 _+u
o o o2

eo_uo= 903—uo3’

oti les seconds membres sont donnés.

02’ figure 2.2.



On procéde de méme pour les points 1.2. et 3.4.

Dans une deuxiéme &tape on part des points 1.2, 2.3 et 3.4 pour calculer eo
et u  aux points 1.3 et 2.4 indiqués sur la figure; enfin on calcule 60 et ag

au point 1.4.

On obtient par ce procédé des valeurs approchées de eo et de u dans le triangle
curviligne 1-4-1.4-1 I1 a été &étabii que lorsque n tend vers l'infini, la solu-
tion ainsi calculée tend vers la solution exacte; cette derniére existe et est
unique dans le triangle curviligne limité pargf et par les demi-caractéristiques
concourantes issues des extrémités de 3—, i condition que les données sur %/

aient des dérivées continues par intervalles.

De la construction qui vient d'étre cffectuée on peut dégager quelques résultats
immédiats. Tout d'abord, on vérifie que la construction ne peut pas donner une
solution unique si.gf est confondu avec une caractéristique. Par ailleurs. on
voit que la méthode se trouve en défaut si deux caractéristiques d‘'une méme
famille se coupent. En effet, au point de concours de deux caractéristiques
d'une méme famille, on obtient deux valeurs distinctes de eo et de u - Nous

avons vu en 2.1.2 qu'il fallait écarter cette &ventualité.

Souvent, dans les applications, on dispose de données sur deux arcs de courbes
s )
dont 1l'un, g. , est un segment 1--2 de l'axe Ox et dont 1'autre, %{ , a une
extrémité commune avec %,et est situd dans le demi plan t > o. Soit x = x (t)
_ < o } “
1'équation de ?? :
Connaissant s, et u le long de ‘4, quelle doit &tre la nature des données sur

o~ ) ~
& pour que la solution soit déterminée dans un domaine compris dans 1'angle

des deux arcs de courbes ? A l'aide des rZsultats obtenus ci-dessus, on voit

: S & . o e
que toui déZpend de la position de d' relativement aux caractéristiques des
-~/
{

deux familles issues de tout point de a«.

figure 2.3
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Lorsqu'on a %% -y < —c, en chaque point de 3' (figure 2.3(a) ), il est nécessaire

et suffisant de connaltre surzﬁf a la fois s, et u_ pour déterminer la solution dans

le domaine hachuré. Dans le cas oi l'on a -c, ¢ 9% u < <, (figure 2.3(b) ) la

dt .- o0
donnée de s ou de u_ suffit. Enfin dans le cas ou E% ~u > ¢ (figure 2.3(c) ),

toute donnée sur 4 conduit 3 une impossibilité donc, on peut le prévoir, A un écou-

lement qui n'est pas continu.

Sur une courbe qui sépare deux domaines du plan (x,t) oli les solutions analytiques
sont différentes, il y a raccordement des valeurs de 60 et de'uo mais il n'y a pas,
en général, raccordement des dérivdes de 60 et de u, - Une telle courbe, lieu de
discontinuité d'une ou de plusieurs dérivées, est donc une caractéristique puisque
le long de cette courbe le systéme (2.3), (2.&), (2.12), (2.13) admet plus d'une

. 3 ¢ * v .
solution. C'est le cas, par exemple, de la caractéristique C, des figures 2.3.(a)et(b,

Supposons que L. soit discontinue le long d'une caractéristique séparant deux
domaines du plan (x,t). D'aprés (1.59), vy et w gont aussi discontinus , résultat
inacceptable physiquement. Par conséquent, au voisinage d'une telle caractéristique,
1'écoulement graduellement varié cesse de représenter une approximation satisfaisante

de 1'écoulement réel.

Ondes simples

(eos uo)
(x.t)

3 s ; S
(x}t), 60 et u, ne sont pas indépendants et au domaine consid&ré correspond

I. Lorsque le jacobien est nul en tout point d'un domaine du plan

une courbe du plan (eo,uo). Les équations (2.3) et (2.4) peuvent s'‘écrire

du
e + (u + ¢ du, ye =0 o + (u EEQ +¢c )6 =0 ,
ot o o] deo oX deo ot . o de o} oX
= . . N o , ./ dug 2 ;
Ces deux équations sont compatibles 7 condition que 1l'on alt\'ﬁg‘) -1 = 0 , soit
o

6 + u = cte.

o~ o

Par conséquent, la courbe qui correspond au domaine considéré du plan (x,t) est un
arc de caractéristique du plan (60, uo). Les écoulements de cette sorte sont dits

"&coulements par ondes simples” ou plus brié&vement, "ondes simples”.

Lorsque eo - u_ est constant dans un domaine du plan (x,t) on dit que 1l'on a des
“ondes simples descendantes™. Placons nous dans ce cas et considérons une caracté-

. - + . . . 1 ~ . -
ristique C . Le long de cette caractéristique 60 o u, est constant, d'old il résulte
que 60 et u, sont comnstants. Par conséquent, u, + 8 est constant : toutes les carac-

L. S .
téristiques C sont rectilignes.
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Réciproquement, si chaque caractéristique ¢t est rectiligne, sa pente uy * ey est
constante, ce qui joint & la relation 60 +u = cte valable le long de cette carac~
tZristique, donne 80 et u_ constants. Considérons alors les caractéristiques c :
elles coupent une caractéristique ¢’ en des points o 80 et u ont méme valeur. Comme
le long de chaque caracté@ristique c’ admuo reste invariable, il en résulte 8,7 u =cte,
la constante étant la méme pour toutes les caractéristiques ¢ . Nous voyons ainsi que
eamuﬁ demeure constant dans tout le domaine du plan (x,£) ol les caractéristiques

o+ & . - .
¢ sont des droites : on a bien un &coulement par ondes simples descendantes.

Les raisonnements ci-dessus peuvent étre repris point par point pour des ''ondes

simples montantes" définies par 6  + u = cte.

Ta justification des qualificatifs "descendantes™ et ‘montantes' provient de la
propriété qu'ont les caractéristiques c* ot ¢ de transporter des valeurs invariables
de 60 +u, et de 60 - U Dans des ondes simples descendantes 60 et u, demeurent
invariablies le long d'une caractéristique rectiligne c” . Ainsi, un point ol
1'épaisseur d'eau a une valeur déterminée décrit dans le plan (x,t) une caractéris-
tique C+; il se propage, relativement au fluide, avec -une vitesse é&gale 2 Cyt Cette
vitesse est dirigée vers les x positifs ce qui explique le qualificatif "descendantes'
Pour des ondes simples montantes la vitesse de propagation est “Cy» d'ol 1'appelation

"ondes montantes’.

A un domaine I du plan (x.t) ol 1'écoulement cst uniforme correspond un point du
pilan (90, uo} et chaque famille de caractéristiques 2st constituée de droites paral-
l&les. L'8tat de repos est un écoulement uniforme particulier.

Considérons un domaine II adjacent au domaine d'écoulement uniforme., Ces deux do-
maines sont séparés par une caractéristique; supposons que c'est une caractéristique
¢” . sur toutes les caractéristiques € qui traversent les deux domaines

B, ~u, @ méme valeur puisque dans le domaine I 1'écoulement est uniforme. Par con-

séquent, dans le domaine Ilyeo - Uy est constant, autrement dit le domaine II est

le siége d'ondes simples descendantes.

o

Si la caractéristique qui sépare les deux domaines est une caractéristique C , on
montre d'une maniére analogue que 1'écoulement dans le domaine II est par ondes

simples montantes.
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Réciproquement, on &tablit que dans un domaine adjacent & des ondes simples

descendantes on rencontre un &coulement uniforme si la caractéristique séparant
. L p 2 PN =

les deux domaines est une C et un écoulement non dégénéré si c'est une C .

La transposition aux ondes simples montantes est immédiate.

Dans un écoulement par ondes simples descendantes, les caractéristiques rec-—

X
tilignes C ont pour &quation
(2.18) x = (uO + co)t + X(GO), ou X = (uo + co) £ +L1(uo) .

les fonctions A ety étant déterminées par les conditions aux frontidres. Ces

relations donnent eo et u_ comme fonctions simplicites de x et de t.

Soit un écoulement par ondes simples descendantes adjacent & un &coulement

uniforme. On a
(2.19) 60 ~u =8 5

o . ) . . .
60 étant la valeur de @O-uo dans le domaine d'écoulement uniforme.

Un écoulement de cette sorte est trés simple & réaliser. Soit un canal rempli
d'eau au repos dans la partie x >0 . L'eau est retenue par une plaque verticale
placée 3 1'abscisse x = U. A partir de l'instant initial on imprime 3@ la plaque
une vitesse u (t) paralldle a Ox dirigée vers les x négatifs (figure 2.4) ou
vers les x positifs (figure 2.5). La donnée des conditions initiales détermine
1'écoulement dans le domaine 1 compris entre Ox et la caractéristique C: issue
de 0, d'équation x = ¢ t : dans ce domaine le fluide est au repos. Dans le
domaine II compris entre C: et la plaque, 1'&coulement est par ondes simples
descendantes., Il est entiérement déterminé par la donnée de u, sur la plaque,
u = u (t), car on se trouve ici dans le cas de la figure 2.3(b).

Supposons, & titre d'exemple, que le canal est de section rectangulaire. On a

- (o) . . . - - . . - .
¢, = 7 Soit, pour fixer les idées, u = at, a constante positive ou negative.

On détermine la fonction u par la condition sur la plaque :

2 o
at = 3at eo
7= (F*t7) e+ (a) 2
d'O\ . ) ) O O u'O
U, en changeant at en u, s (uo) = - i e ,



plaque
\t v /l'l
11 ¢
" 0
/’/I
o ”
0
figure 2.4 figure 2.5
/" 3u e° o 8% u
) o) ) o o
(2.20) et x =( + t - -
2 2 a Za
2.2.3 Le canal étant toujours de section rectangulaire, considérons 1'écoulement

obtenu de la fagon suivante : une plaque verticale maintenue 4 1'abscisse
X = o sépare deux nappes d'eau au repos ol les altitudes de la surface libre

sont s_, pour x > o et 8,y Pour x<o. On suppose S,2>  So1 (figure 2.6).
Pour simplifier 1'écriture on pose o= 2 vsol , B =2 Vsoz . A 1l'instant

initial on libére 1la plaque. On suppose que la plaque est astreinte 3 demeurer

verticale. Soit m la masse de la plaque par unité de largeur (si M est la

T i . 1) = .
véritable masse par unité de largeur, on a m = L%%z ), u la vitesse de la
plaque; on a : -
. s, V8
m 51& = dz - / dz
dt Mo %o :
(o) o
52 et 51 étant les altitudes de la surface libre au contact de la plaque,

respectivement a gauche et @ droite. I1 vient, avec des notations évidentes

, du _ = \4_,= .4

Or, 3 droite de la plaque on a des ondes simples descendantes, d'ol

5] =u+a,

et a gauche on a des ondes simples montantes, d'ou

52 =~-u+ 8 Deld .-
du _ =4 - 4
32 T (B - u) (a + u) .
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g o X i i 3
S dntegration donne

(2:21)

L1 valeur limite de u cst done égale a4 ———

A
4 P o
5\ 3 =

[ 7

| = S
s . o ol
02 g

) = X

Lorsque le canal est vide d'un cdué de la plaque, le probléme se simplifie.
Avec Sy 0 ., il vient
ano, du L b 3t 1 1
32m — = (B - e = = - .
dc = B-w et H = 3 3

0

2.2.4, Considérons un écoulement par ondes simples descendantes, Puisque

8 -~ u = cte, un a
Q O

.

)
(z.22) %8 95,

du de o :
d * e de

(2.23) .ﬁ.f_‘if__.a_ei_._w "o .
du de

Dans un {coulement par ondes simples montantes, GW £ u, = cte, d'ol :
L%
: é ds
(2.24) 36 o
— W - e—— = - a0 <0
du deo o}



(2.25)

(2.26)

(2:27)

..27—

a(u0 = co) . de
du dae
o o

Par conséquent, dans les deux cas, la fonction
dce

W(s ) =1 + 3

permet d'@tudier la pente des caractéristiques rectilignes du plan (x,t). On

peut écrire, d'aprés (1.56) et (1.53) :

2 R 2 - ) d(bo-Lg)
P d (CO) . 3 (bo LO) 0'0 -—a§5~9—-
2 43, 2 (b - b2 .
( o 0
Si ¢ > 0, la pente %% des caractéristiques rectilignes varie dans le méme sens

que u . De deux points ou u 8 des valeurs différentes, c'est celui ol u  est

le plus grand qui se¢ propage le plus vite.

Si y est positif quel que soit $,» On dira que le canal est de type classique.
C'est le cas des canaux de section rectangulaire, de section "puissance' définie

par (2.7), de section trapézoidale, de section elliptique (voir annexe 3).

Si ¢ < 0, on a les conclusions opposées. On peut montrer que ¢ ne peut 8tre
SR
0

ment, dans plusieurs intervalles finis tels que la borne inférieure du premier

- . . . »* . % P
négatif que dans un intervalle fini (so s ) avec 5, > 0 (ou, plus générale-

intervalle soit strictement positive).

; Gy e . 2
Etudions, en effet, les variations de § . Pour s, =0,onac = 0, puisque Co

o 2 : - ‘ ‘
est positif, ¢ ne peut que croitre avec s : de la gifél > 0 et par suite

ds
¥ > 0 pour s voisin de zéro. 0
Supposons que Y change de signe pour £, éj , valeur pour laquelle on a
a (b , a? .
évidemment -E§--<O‘ Comme cé ne peut pas devenir négatif, 3 ne peut

rester indéfiniment négatif : il va s'annuler pour une valeur de s, finie ou

v e e . - ’ PR
infinie; cela entralne que ¥ change de signe pour une valeur finie S,

(n construit facilement des sections pour lesquelles ¢ peut Ztre négatif, en
partant d'une section classique et en augmentant o, sans changer bo-bé ni

P, s '

d (b, bo)

31————-55———- . Cocnsidérons par exemple un triangle de pente n relativement d Oz,
\

(&)
prolongé par un rectangle de dimensions h et gh suivant Oz et Oy (figure 2.7).

So - h . 2 A2
", On a, pour s, > h b, ™ h (B + nl)), g, = h® (B+BA+n E—D,

et w.est du signe 5n2 AZ + 10 ngA  + 2 (3§2 - ng ).

Posons A =
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Cette expression a deux racines réelles, A%
donit 1'une au moins supérieure & h, i con- .
dition que l'on ait N ,.2.
2.28 > . N
(2.28) n>38 o
I1 vient alors
st =n,
o - /' ,MZ ~ \)
¥ B/ n=-p8
= + ={ ~1 4,
5 - B *al % 58 /;1 : h

On a,par ailleurs :

2 ni2
(2.30) ¢, BB A+ ) ’
h B + nA _ | ! -
1
L—-(_
5 A s 0  gh
0 1(,/ B + n§ :
= (RPN O W R fi
i gure 2.7
2V h 2/ ahrg +REZ
o 2

2585

Ces fonctions sont tabulées en annexe 4 pour B= 0,1 , n =1,

Reprenons 1'écoulement par ondes simples descendantes des figures 2.4 ¢t 2.5.
Supposons que la plaque a un mouvement accéléré vers les x positifs., Lorsqu'on
progresse le long de la courbe représentative de la plaque dans le plan {x.t),

en partant de l'origine O, u  augmente done s, augmente aussi d'aprés (2.22);

. . + 3 5
de plus, d'aprés (2.23) la pente des caractéristiques C relativement i Ot
augmente si | est positif (figure 2.3(a) ,. C'est ce qui a lieu pour un canal

de type classique.
; - o~ » . ’ < . ; ¢
Mais si ¥ peut €tre négatif, trois cas sont 3 envisager suivant la valeur de S, ¢

(o] Vit . B % O A .
Supposons g % so7 : puisque s est supérieur a . dans le domaine d'ondes

simples, on a y> O, d'oli le méme résultat que pour une section classique
(figure 2.8(a) )

¢ o 4 :
Supposons sg < s <s_ @ lorsqu'on progresse sur la courbe "plaque" en partant

de 0O, on rencontre d‘abcrd des valeurs de s pour lesquelles ¢ est négatif; puis
= . —_ + Hot- ;
d partir de la caractéristique C,, le long de laquelle 8, * 85 > Y devient

positif (figure 2.3 (b) ).

Enfin, la figure 2.8(c) représente le cas sg < SZ’: ¢ est d'abord positif, puis

négatif, puis de nouveau positif; les trois domaines sont séparés par les carac-
He A

P + +
téristiques C* , le long de laquelle so=s*', et C,.. » le long de laquelle 8,78,

o



t
laque C+
o
-
o
s
o
I
0 X
So " s**
o 0
(a) | (b) - (e)

figure 2.8 _
Lorsque la plaque est animée d'une vitesse croissante en direction des x négatifs,
la relation (2.22) montre que 8, décroit lorsqu'on suit la courbe “plaque'. Pour
les canaux classiques on a la configuration 2.9 (a). Pour une section telle que Y

puisse 8tre négatif, on a les trois configurations 2.9 (a), (b) et (é) suivant
la valeur de sg .

plaque -

" s
2 Sy .
0 p4 0 »* * ¥
Sg < é: S < 83 < 84
(a) , (b)
figure 2.9

4 . - » . ’ . + - .
Du sens de la variation de la pente des caractérisciques rectilignes C on déduit

la fagon dont évolue le profil de la surface libre. Dérivons 1'équation (2.18) par
rapport 4 x; on obtient :

" - ' - NN

(2.31) 1 (pt + u') Uy avec d“o s

de 13, d'aprés (2.22) :

G 7 N SR, . . —

yt + '
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Le long d'une caracté@ristique rectiligne, y et y' sont constants car ee sont des

fonctions de u -

Considérons les écoulements des figures 2.8. Nous avons vu qu'ils s'accompagnent
d'"une élévation de la surface libre : & un instant donné, s diminue quand on
s'éloigne de la plaque (figures 2.10 et 2.11). Par conséquent S x ©st négatif dans
le domaine d'ondes simples. Supposons iy positif (fig. 2.10) : quand t augmente le
dénominateur du second membre de (2.32) qui est négatif, augmente aussi et Sox
diminue; autrement dit, lorsqu'on suit un point od s, & une valeur déterminée, la
pente de la surface libre augmente en valeur absolue. On a les conclusions

opposées quand | est négatif (figure 2.11): la surface libre s'étale.

X
\{/
surface surfaCe//l _______
libre libre S
figure 2.10 figure 2,11

Dans les écoulements des figures 2.9 auxquels correspond un abaissement de la
surface libre, s, augmente quand on s'@loigne de la plaque; donc S x ©St
positif. Quand t augmente Sox diminue pour y> o (figure 2,12) et augmente pour

p < o (figure 2.13).
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Finalement, dans les domaines ol les caractéristiques rectilignes convergent,

ie profil de la surface libre en un point ol S, a une valeur déterminée, se raidit
& mesure que 1'onde avance; il s'@tale quand les caractéristiques rectilignes
divergent. Dans le premier cas il va y avoir nécessairement déferlement. Au point
L ol commence le déferlement la surface libre a une pente infinie et présente

une inflexion (figure 2.1). On a donc
(2:33) § == g =0 ,

D'aprés (2.32) on a :

Sex T 1
! 34 8 = b gpsn ! — AL ST ¥
(2.34) L Gveru) e |

OXX 2
e (pe+u’)

avee ' = emleo | p o=

. 3 d Pt o+ u'
€01t encore c¢_ s = - g B I G
0 OXX ox du e
O

) s

0
rzlation qui permet d'obtenir la courbure de la surface libre. Les &quations

{2.33) donnent :

2w 35) Yt + ' =0 , ' t+ " =0 .
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- oo o .. d ut
Tompte tenu de la premiére relation, la seconde peut s'écrire — ( — ) = 0,

du Y]
C

Ces relations déterminent Ay tps coordonnées de D dans le plan (x,t). Il peut

arriver exceptionnellement

- e o +
repos, c'est-d-dire sur la caractéristique Co

que le déferlement commence au contact du fluide au

ment inflexion en D, et on a simplement (figure 2.14) .
F o

1.35) w t *

W o(0) = 0, X = c

#

. Dans ce cas, il n'y a pas nécessaire-
: \,
\‘
\r,”v
' D
figure Z.14

On peut émettre des doutes sur la validité du calcul qui précéde. Ln effet, au voi-

sinage d'un point de déferlement 1'8coulement n'est pas presque a une dimension

puisque la
déterminer

mieux, les

sur 1'abscisse et 1'instant ol

iéquation

pente de la surface libre est grande, de

D 4 l'aide des équatioms de 1'@coulement

sorte qu'il est illusoire de

graduellement varié. Faute de

relations (2.35) ou (2.36) donnent cependant des indications précieuses

~

(2.20). On a ¢ =

STE

-

le déferlement commence. Reprenons l'exemple de

C B em—
* 7o 5 = B

PAVI

P~

a

s i

8§ . . .
e R £ . Puisque u’ est
2a a

+

constant, le déferlement va coummencer sur la caractéristique C 1issue de Q. Les

relations (2.36) donnent t

Lwr

o8

= =

(e9)?

6

La solution obtenue cesse d'étre valable au deli

de la caractéristcique C; issue de D (figure 2.15).

De m€me, dans l'exemple 2.2.3, la validité de la

solution est limitée par le déferlement.

Revenons aux écoulements représentés sur

les figures 2.9. Puisqu'il y a abaissement de la

surface libre et puisqu'a chaque instant S,

est

minimum au contact de la plaque, le fond du canal

va finir par se découvrir entiérement et celu au

contact de la plagque. L'instant t

F

et 1'abscisse x

F

4 se découvrir s’obtiennent pour 90 =0, d'ot

O

37 U (tp) =~ 9 ,

8}

ty .
Xp = f Y (t) dt.

¢ jO

o]

‘/r\t "/\éfplaque
/ :‘\ +
SN
f il -

O
figure 2.15

pour lesquels le fond commence

e 8 s I + +o.
Le domaine d'ondes simples est compris entre les caractéristiques C et C_ issues

de C et de F. Au deld de C;

(2.20), avec a négatif, on obtient :

90
(8]

£ = - —

F a

(60)2
" x = =

F 2a

(o} ¥

le fond est découvert. Dans l'exemple de 1'équation



2.3. Ondes simples centrées

2.3.1. Supposons que dans les écoulements par ondes simples descendantes des
figures 2.8 et 2.9 la plaque garde, i partir d'une certaine date tys la
vitesse i, = @ £t1>.

Considérons d'abord le cas des canaux classiques pour lesquels y est po-
sitif quel que soit s, (figure 2.16). Le domaine d'ondes simples est limité
par la caractéristique C, le long de laquelle u = G, . Au deld de cette

1 1
caractéristique 1'écoulement est uniforme de vitesse 'Gl -

eh /G

o F— +
e

plaque

Y

L

(b)
figure 2.16

Faisons tendre le point | vers le point O : & la limite on obtient 1'écoule-
ment censécutif 3 la mise en mouvement instantanée d'unme plaque, avec une

vitesse constante up Toutes les caractéristiques rectilignes vont passer

par O, d'ol le nom d'ondes simples centrées.

I1 est évident qu'on ne peut obtenir ici d'ondes simples centrées avec &lé-
vation de la surface libre. En effet, aans le cas de la figure 2.16 (a) on
voit que les caractéristiques rectilignes vont se chevaucher dés 1'instant

initial : autrement dit il y aura déferlement d&s 1'instant initial.

Dans le deuxiéme cas (figure 2.16 (b) ) les caractéristiques rectilignes

divergent et 1'dcoulement obtenu est possible (figure 2.17).
Y _ . .. + _ .
D'aprés l'équation (2.19) les caractéristiques C ont pour équation

{2.38 = - - g° :
( '} X (90 <, 60 ) £ 3
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" ' ' X P s
90 et u, s ‘expriment donc en fonctions de T Il est évident que la solution

n'est pas valable pour t voisin de zéro.

On montre que les seuls €coulements par ondes simples qui présentent une simi-
litude interne sont les écoulements par ondes simples centrées ( @u] Yo

Grace & cette similitude les équations aux dérivées partielles sont remplacées

. . e : ; X
par des équations différentielles avec pour seule variable — .

t o t :
/ C+ x = —80 t ‘A
/" -
% / fond
\\ / découvert
\ f is -+
\ / ¢ €o
Vi P o
plaque plaque %= co ¢
0 > 0 e
figure 2.17 figure 2,18

Si la vitesse ﬁl est inférieure a - 62 15 domaine d’écoulement uniforme compris
entre la plaque et la caractéristique Cl disparait. La solution d'ondes simples
centrées est valable dans 1'intervalle - thc ¥ L cg t (figure 2,18); entre
la plaque et la caractéristique d'équation x = - eg t le fond est découvert.

Il est clair que dans ce cas,quelle que soit la vitesse de la plaque, l'écoule-
ment obtenu est le méme : c'est celui qu'on réalise en supprimant la plaque

4 l'instant initial. On obtient ainsi le schéma de la rupture instantanée d‘'un

barrage.

-~

2. 3.2, Traitons 3 titre d'exemple le probléme de la rupture de barrage dans un

canal de section rectangulaire, D'aprés (2.10) et (2.38) on obtient :

3 3 oy
X . © = i .._O._
T "% 7 Y%ty
d'ot
gy \2
22 /x 3\ I (x /o) 2z
(2.39) u, =3 K:E VoS, /, 5,7 % \t + 2% SS/ A 3t

I




Profitons de ce que la solution est ici particuliérement simple pour &tablir

quelques résultats complémentaires.

On voit aisément que, d'aprés (2.39), la surface libre passe par un peint fixe

- 4 o . vz =
de coordonnées x = 0, z = 3 % et que le débit par unité@ de largeur & travers
_ . & C
le plan x = 0 est constant et égal : —57-(92) 3/2 .

Les lignes de courant ont pour &quation

’x _Jo ) te
{ =-Vs z = ¢ 5
|t o )
. . . . X s « 4f O
la constante &tant négative puisque T est inférieur & ° s, -
On obtient donc des arcs d'hyperboles Gquilatéres limités par la surface libre.
~ /“ ‘—6“ -
Les asymptltes x =V s, t et z = o correspondent A la valeur nulle de la
constante.
Les lignes d'édgale vitesse ont pour &quation
x v/ L0 z
{ o= = 8 + ( = ) = .
\ o / \T cte

/
s

Ce sont des arcs de cercle. Les lignes isovitesse 4 un instant donnZ ont méme
- )
centre, de coordonnées x = VSO t, z = 0 . Le rayon des cercles correspondant

a une valeur doanée de la constante croit proporticnnellement au temps.

Déterminons les trajectoires. Leurs £quations sont

dt o * dt ’
d'oi x _ @ B el o
iy i B S 7

o et ¢ &tant des constantes d'intégration.

Désignons par a et ¢ les coordonnées initiales d'une particule. Jusqu'id 1'instant
a

L= = la particule reste immobile; A cet instant, on a
\/s ) et
o 2. c2\sS C=7_}?'““ ;
T == 1/3 [ —=\2/3
V's9 { g0 1/ \ \[ﬂo)z/
.‘\\J O/ \ ' OO i
L'élimination de o et de 2 au profit de a et de c donne
~\1/3 / a N\ 2/3
_x 3/ _a NP , Lo /3
> 7 2 ¢ 2{. o ) ’ \v s, t
X /8
. (o]} v ’O 4
W
La pente des trajectoires est égale a ol elle est toujours positive. On vérifie
o
aisément que la concavité est du signe deu _ u = u u , expression qui est
ot ox o oxt

. . -y
égale ici 3 Vs, -
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. e s X , 2 ,3/2
Pour t tendant vers l'infini on a 3 ( E’) —_— -2 .
Pour t = _Z%g% onax=o0, z= gc . Aingi, toutes les particules qui
-~ s o e B 40
ont meme 5o cote initiale passent au point x = o0 , z = 5 c'est le seul

point commun de leurs trajectoires. En particulier, les particules de la surface
o

. . 4
libre passent au polnt x = 0, z = 3 S, -

. . o} A .
Revenons aux grandeurs physiques. Soit S0 1'épaisseur de la nappe d’'eau au repos.

Posons _
( * 5 ¥ _W % S
x* = X , z* = 2 , T =71 -£ , U o= ”H_w.s W = - , 8§ =
g° s° 5° Y gs° /236 50
“o 0 o 8% ° °

Les grandeurs réduites ainsi définies ne sont pas des grandeurs normalisdes. On

ohtient (figure Z.1%) :

5 >
* * w

A x 22 w1 X 2 Com¥ oK%
U-—g(TX_]),W—Wgs-g(?s*'Z)pour ZTSX;}T.
Les lignes de courant, les lignes isovitesse et les trajectoires ont respectivemer
- . . *-
pour &quatiomns ( %% ~ 1) = cre |
a3 e
(%*~1>2+(%—*)2~Ct )
-X*z _3../.{;‘. l/3 - l Z‘_f‘.—w £\2/3
3T* 2 (T® g c fz*) ’
X A e C . ~ P sl - .
avec A = = C = 5 A et C étant les coordonnées initiales. Les équations
o ) . - e .
des . "o So trajectoires sont valables pour T*>» A. Les particules

. H A . 2 3¢
passent au point ¥ =0 , 7 = §- 34 1l'instant T* = 27 A .

=l

On remarque que toutes les particules qui ont mEme abscisse initiale ont des
trajectoires affines par rapport & l'axe Ox, le rapport d'affinité étant &gal
au rapport des cotes initiales. Cette propriété est générale, elle provient de
ce que w_ est proportionnel 3 z, On a, en effet :

dx _ dz _
- Y o e L dt

d'oll x ~a=f (t) - £ (0), %& = - uox‘[é + £ () -~ £ (0) , {} dt = g (t, a) dt

t edt
et -g-=exp</og

Les calculs sont tout aussi simples pour tout canal "puissance" d'équation (2.7).

A titre d'exemple donnons les résultats pour une section triangulaire y = nz. On

obtient :
—s ) 9
4 (x 288 2 /x o -2 -2
u | o [l e . 2 e et ) .= ...:l = z
o 5t 2 ;>’ %~ 35 (t * e Jéso > Y 5t ° Y 5t
.o
pour - 2 V2s 't & x L\2s t
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La surface libre passe par la droite fixe x = 0, z = %g- sz ; le débit 3 travers

le plan x = O est constant et égal i :

2 /16 \2 0 .5/2
sy

5 25
Les lignes de courant ont pour &quations :
/7o
2 X Ve So
% =cte, z© (7 - )= cte

2
Les surfaces isovitesses sont des ellipsoides de révolution d'axe paralléle a Ox
et d'équation )
) .
i 12 SO
,;‘ . o
41 % -
\ 7

Soient a, b, ¢ les coordonnées initiales d'une particule. La particule est au

”

+ yZ + 22 = cte.

repos jusqu'a l'instant t = ;Eiyh - On obtient pour équations des trajectoires
V2s
G
. 1/ :
X / 2a NE Zz /' 2a \2/5

AR e

o / c ] ¢ \/,. 0
:2V 25t V2 s°¢ / Zso t /

P X z "
Pour t tendant vers l'infini on a = (E->5/2 — e 4
, . 2 i K
\ 1
Pour t = ‘“-iéirﬂ—* {§~ ! on ax=o, L ré .
o \4 ] c 25
ls /
C
A - - . - . * Y
Avec les mémes grandeurs réduites que précddemment, on obtient (Y = S° s
% v o
Y s )
Vg S,

’ formaem

AN G IR ) e A N SRS SR AR
52 ) 5T% 2 57 5 )

Les lignes de courant, les surfaces isovitesses et les trajectoires sont données

respectivement par :

> A ".'_.‘
E;—; = (Cte, ZJ"‘2 (?E - \!:)Z) = Cte;

7 T
NNy
4<X¥—--L2~ ) +Y*2+sz=Cte,
7,
/ 5
3 | ‘r_____.,
2Vttt P F v 2%/
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2.3.3 Pour les canaux tels que ¥ n'est pas constamment positif, on trouve, en repre-
nant le raisonnement de 2.3.1, qu'il ne peut exister d'ondes simples centrées que

lorsque les caractéristiques rectilignes divergent, donc pour 8, compris entre
s§ et ég”: dans le cas d'une &lévation de la surface libre, et pour s_ < §§ ou

s, > sz* dans le cas d'un abaissement de la surface libre.
En fait, le probléme est plus compliqué que dans le cas des canaux classiques.
; P . , o .
Prenons le cas d'une &lévaticn de la surface libre : supposons s, compris entre
X s

. s s +
S, et s, et soit 551 la valeur de 5, sur la caractéristique Cl

le domaine d'ondes simples du domaine uniforme de vitesse Gl (figure 2.21). Si

qui sépare
s L K s s + . ;

8.1 est inférieur a 5, toutes les caractéristiques C du domaine d'ondes

simples sont divergentes et on obtiendra un &cculement par ondes simples centrées

en faisant tendre le point 1 vers l'origine.

figure 2.21 figure 2.22

. . ) oy - = PP o e + +

Mais, si So1 est suplrieuyr i si (figure 2.22), les caractéristiques Co et Cl
. . s . + . .

sont séparées par la caractéristique Q%’ et lorsqu'on fait tendre le point 1 vers

P . + + . -
C les caractéristiques convergentes comprises entre q%? et C1 donnent lieu 4 un

dfferlement. On ne peut donc obtenir des ondes centrées que si s,y est inférieur

- . -x .
ou égal i so* .

1

Nous reviendrons pluc loin sur ce probléme, dans 1'étude des discontinuités.

2.4, Discontinuités

2.4.1. Aprés un déferlement, des particules qui &taient situées 3 la surface libre
se trouvent 2 l'intérieur du fluide et 1'&coulement cesse d'étre régi par les

équations du mouvement continu.



L'expérience montre qu'a la suite d'un déferlement 1l'altitude de la surface libre

varie brutalement dans un domaine du plan (x,t) qui a la forme d'une bande trés

()

troite suivant la dirvection Ox .

On donne un schéma simple de 1’&coulement en vemplagant cette bande par une dis-
continuité de part et d'autre de laquelle les Squations du mouvement par tranches

demeurent valables, en premiére approximation.

Considdrouns d'abord une digcontinuitl en mouvement permanent {(appeléde encore
ressaut).Soit # _la résultante des forces de pression exercles sur une section
droite du canal. On a
e T [0 N

bt -4 i / 2 T v -

Ty ‘jJA % dy dz 7LA (ao z) dy dz = ! (sO z) (b=b") dz,
o o e
avec les motations de la figure 2.23 .

Posons

-
2.41) o o= [ (b~b') dz .
i

Une intégration par parties donne

(2.42 ©_ = 1ﬁ R dz -
°

4
J b )
- . . b X
Les &quations de¢ conservation de la
masse et de la quantité de mouvement
P e
permettent d'dcrire e .
-
+ + 0 ¥
(2,43 o u = ¢ u s
¢ o o o o
figure 2.23 .
. 2 + + *2
244y w4+ g u=w o+ o s
[ ¢ o 8] C o

l'indice supérieur + {tant rdservé aux conditions en aval.

1l vient

+ +
- G o) o o o} o
7. = = .
{2.45) u T s u "
o o)
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Supposons 1'écoulement adiabatique. L'entropie d'un fluide isovolume &tant une
fonction croissante de la température,lle second principe de la thermodynamique
indique que la température en aval doit dtre supéricure (ou égale) a la tempéra-
ture en amont. Il résulte de 13, d'aprés l'équation de 1’Znergie, que la charge

en azmont doit &tre supéricure (ou égale) 3 la charge en aval :
utd ™
. o
(2.46) j (:o + —~—;) ~"§*~“>3 0,
scit ”

{ =ms) (o5 + 0;)

]

(2.47) j= s, So + - > 0 .
20 o}
e o
[+
Considérons un ressaut de faible amplitude défini par ]so -8 <<so .
On a :
+ + (S: hnid 50)2 d
y b/ = - - k1) & - v
(2.48) o, 9y + (So So) (bo bo) (bO bo) + .oy
2 ds
o T o+ M y ™o+ _(_s.;:_.f(.)_)_ b v') + (S; - 80}3 d 1) L)+
To =Moot (8, T8 T 2 (b, o) 6 ds_ (& ¢l
d'oi
(s; - 30)3
(2.49) j= —— ¥ (So) + Liveee > O
o CO

Si ¢ > 0, un ressaut de faible amplitude se fait avec élévation de 1'altitude de
la surface libre.

Si ¥ < O, un ressaut de faible amplitude se fait avec abaissement de l'altitude
de la surface libre. Ces résultats sont en corrélation avec ceux obtenus en &écou~

lement continu.

Les relations (2.45) s'Cerivent :

2 2 + +2 +2 +
2.50) u_~-c¢c_ =(s_ -~ s u’- o~c =-=-(s_ -8 b o
(2.50) ug o = J VoY, o (e, oV
+ - . 2.2 +2  +2
Comme Y et s, ~ 8, sont du méme signe, on a, dans tous les cas u>c etu-<co .

Pour un ressaut d'amplitude finie;un abaissement d'altitude de la surface libre
est possible aussi selon l'expression (2.47). On peut tracer dans le plan (éo’ 5
pour chaque profil de section droite, la ccurbe j (sO s s;) = 0 de menidre a

délimiter les domaines ol j n'est pas négatif, c’est-d-dire les domaines ol un res-

saut peut se¢ produire. Cette courbe est nécessairement symétrique par rapport a la
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. + . .
droite S, " S5 = 0 , car si un ressaut sans perte de charge est possible avec

+

. - + .
S, > S, » il 1%est &également lorsqu'on permute 5, et s_ . Pour le profil de la

figure 2.7 on a :

| . Es ') A+ ae2) + 0 13- A3)] E‘B +28 0Fe) + 0 Y5 xz)j
= ~(A =A) + - .

6 [26 1+ +n 2] [28 (1 %y + 2%
pour A > O, A+ > 0

j

+ [}e (A+»A) (A++ A+ 2) +n A+j‘ [fB + ZB(Af+A) + nk{ﬂ
j==(A -2+ =

126 1028 (2" +nat2]

pour A =<0, )\+>Op

[;B aF - ot 2) - a A%} | 4g+26 0" +3) +n A%]‘
12 8 (1 + A+)[?B (1 +2) +n x?]

j==0" 0

pour X > O, A+ 4 o

ot -3

j= e pourd < O, A+ O (section rectangulaire).
4 (1 +2) (1 + 1)

+ . .
Pour » > 0, 2 > 0O la courbe d'équation j = O se décompose en

2
0" -0P=0 et B [ =25 ot snfl-sns " s+ 28 -39 = 0.

On a représenté sur la figure 2.24 la courbe j = O correspondant 2 n = 1,8 = 0,1

. . + . < s .
on y constate bien l'existence pour A >* A d'un domaine ol j est positif.

2.4.2 Soit 3 présent une discontinuité mobile (appelie quelquefois mascaret). Ecrivons
les lois de conservation dans le triédre 1ié 3 la discontinuité, Comme le mouvement
n'est pas permanent, vont figurer dans les équations des termes instationnaires du

type

d[‘ f 4% ol 3; est le domaine occupé 3 l'instant t par le domaine

at
%
fluide auquel on applique les lois de conservation. Soit ¥ 1la partie de‘}fs
)

située en amont de la discontinuité et ¥ " 1la partie en aval; on a :
o



_02 ¢

-07 4

~0,2.

fig : 2.24




2 £fdy% = 2f day + of d%¥ . Par ailleurs, il faut tenir
~1 3 t ] N
ot 4 ¥ at
0 o 7 %o
compte des forces d'ineriie d'entralnement; celles-ci apparaltront dans les équa-

tions de la dynamique et de l'énergie par des termes de typ%] p d°¥ . En pre-
o
nant pour Qro un domaine de volume nul, aplati sur la discontinuité&, on voit que

tous ces termes apportent une contribution nulle, de sorte que les &quations
établies en écoulement permanent restent valables 3 condition de remplacer les

-~

vitesses par les vitesses par rapport 3 la discontinuité.

Nous avons vu qu'une discontinuité apparaissait 3 la suite d'un déferlement. Dans
1'écoulement de la figure 2.16 (a) lorsque le point 1 tend vers l'origine, il y
a déferlement dé&s l'instant initial : nous admettrons que la discontinuité@ qui
prend naissance se propage avec une vitesse constante w (figure 2.25). D'aprés
les relations (2.43), (2.44), on a :

o _ - . .
wo, = (o @) %1 A* plaque
Tol o T WYy 9 0 - 1 —*~~“_——m; T T
d'oi : \ ;
kit ‘no o ' i
(2.51) ot =2z 0 oL, | |
(o) - Go g |
ol o o |
! i > x
2 I I 0 ' !
- = . (o] N 1 . i i
(2.52) U (ﬂol . ) <i = o |
(o} (e} !
- [o] ol i
>4
Pour une discontinuité de faible - 501
. > o
amplitude, on a, d'aprés (2.50) : %1 s,
. . N X
: v >
2 0.2 ) o .
o - . £ re 2.25
w (co) + (sol s, ) v (SO) igure

Une discontinuité infiniment petite se propage donc dvec la c8lérité des ondes.

Comme application, considérons le probléme de la réflexion de la discontinuité
précédente sur une paroi verticale fixe normale 3 Ox. Soit w' la vitesse de
propagation de la discontinuité réfléchie. Accentuons les grandeurs relatives au

fluide au repos adjacent 3 la paroi. Il vient, comme ci-dessus :
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i2 t
o ol ol =2 1 1
@ . ; . i ("o ”ol) ( — )
i g o]
g = g o ol o
o ol o}

L'élimination de Gl entre la derniére relation et (2.52) donne

o
"o % %
T = . o o
ol _ ol ol .
o ! o
"o % %y
1 = e o =1 o .
ol ol ol

o Do = - T
On remarque que sé =8, est solution; cette solution est & écarter.

Pour des canaux de section rectangulaire et triangulaire, on obtient respectivement:

3
B = st (j] + V 1+ b om ,
2 q

(a=1)2
, s s’
a2 BA + a 83 ~ (az - 1) 82 - aé B - a3 = 0, avec 0 = 0; ; B = S
s s
le] ol

Comme second exemple, considérons le probléme de la rupture d'un barrage lorsque
1'aval n'est pas 3 sec. Soit un canal partagé en deux par une plaque placée en

X = 0 et astreinte d rester verticale. Il contient de l'eau au repos : les altitudes

i > < . >
de la surface libre sont sol pour x > O et s02 pour x < 0; on suppose s02 So] .

A l'instant initial on libére la plaque. Si sa masse est petite, la plaque va acquéri
guasi instantanément une vitesse constante u. A gauche on aura des ondes simples
centrées montantes et & droite une discontinuité. De part et d'autre de la plaque

on aura la méme altitude s (car les forces de pression ont une résultante nulle

du fait que la vitesse de la plaque est constante). La plaque ne joue plus aucun

rdle : on obtient le méme &coulement en la supprimant & 1l'instant t = O.

On a :
—2 - . 1 _L - ~ -
we=(men ) (o—=-%) ,u= 6, " @,
ol
d'ol
= 2 = 1 1
(6, -@) =(n -7 ) (— - —) ,
o o
ol

relation qui donne s .
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M
— e et e \‘ o — J’._ N — - — — e —
! | Q
‘ I
i i :
| i > X
T o
{ | © j
f | |
I |
- i |
| ™Sl 1]
[ - S
02 ' | - 4 ?
| s i
l ‘ ! 541
I i i O =
figure 2.26
Pour un canal de¢ section rectangulaire, il vient
rd - 2 = ) g -~ 8
4\ s -V s =(s2-sz — Wb s
Y "o2 ol 2 s
2s 5,
et pour un canal de section triangulaire :
=2 2
; 5\ 2 8" - s
L1 J= N =3
3 Q, s “y 8 j = g = 33 ~——-———Jll—
02 / ol q ~
3ss
ol
2.4.3. Lorsque y peut devenir négatif le probléme se complique. Considérons 1'écou-

. - A . . .
lement de la figure 2.22 en supposant u >u . Pour mieux volr ce qui Se passe
lorsque le point 1 tend vers l‘origine supposcns que la plaque est animée d'abord

de la vitesse dz*' , puis, 3 partir de t = ts de la vitesse GI (figure 2.27). On

aura d'abord un pinceau d'ondes simples centr@es puis, a partir de t,, une dis-

T T . e . K :
continuité qui se propagera avec une vitesse supérieure & ¢~ par rapport au fluide

animé de la vitesce 1§*ien vertu de la formule (2.50), et qui va donc rattraper les

cndes centrées. Si on fait tendre 1 vers O, on obtient 1l'@coulement de la figure
2.28& : un pinceau d‘ondes simples centrées terminé par une discontinuité. On connait
- 0 - et . .
u, et s et on recherche s , u, ets , (s étant inférieur i s ). Yais on

1 o ol o2 02 ‘02 o]
dispose seulement de deux équations

(8]
Bop = Ban =9, »




figure 2.27 i |
g |

02 |

figure 2.28

En générezl, lorsque les lois de la mécanique conduisent 3 une indétermination,
le phénoméne qui se produit réellement est celui qui correspond a 1'irréversibilité

(%)

"minimale', donc ici 3 la perte de charge minimale.
+ . +
On va donc tracer dans le plan (So’ s, ) les courbes j (sos So) = cte, a2t la courbe

( Gl - eo + ez )2 = (ﬂ; - no) ( s -J—-) et déterminer graphiquement sur

+
o o
0 o

cette courbe le point (sol 5 soz) correspondant A j minimal, avec la condition

X
Q
502 < mo o

On n'a examiné ci~dessus que les &coulements avec ondes simples centrées et discon-
tinuités relevant de la figure 2.8(b). On pourrait examiner de méme les &coulements
correspondant aux figures 2.8 (c), 2.9 (b) et (c). Far exemple, dans le cas de la
figure 2.9 (b) on obtient les &coulements des figures 2.29 ou 2.30 suivant que

Gl est supérieur ou inférieur a u:'= eg - é:

(x) Voir, par exemple, le choix & faire entre solution “forte" et solution "faible"

dans la détermination d'une onde de choc oblique & l'aide de la polaire de choc.



plaque

figure 2.30

figure 2.29
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CHAPITRE 3
ECOULEMENT GRADUELLEMENT VARIE

PRESQUE UNIFORME .

3.1. Ecoulements presque uniformes.

3l Pour un écoulement presque par droites paralléles, € bien que petit 2
1'égard de 1, n'est pas nul et la solution de 1'écoulement par tranches ne
peut constituer qu'une premiére approximation. On dira encore que c'est
1'approximation d'ordre zéro car on a retenu dans le systéme (I. 48 )

les termes de degré zéro en ¢.

On peut chercher 3 améliorer ce résultat. Pour cela, la méthode classique

consiste & poser les développements formels

2
u (x, v, 2, £, €) = uo_(x, ¥s 3y £) ¥ Eu, (%, v, 2, £) * & uz(x, ¥y 2y E)Funsy

(v ( " R " ) +oevy ( n ) t et v Vs any

(.1)4Y ( . y =w, (" y few (" ) + et w,( " Yheoos
PO e O D O D e 2p T e,
s % 9, t, €) = s (X, Yo t) * es; (x, y, t) + 8232 (% ¥y B) % snes

On a appelé (uo, Vor Vo [ so) 1'approximation d'ordre zéro. On appelle

o

(ul’ Vis Wis s Sl) 1'approximation d'ordre 1,(u2, Vos Wy, ré’ SZ) 1'appro-

ximation d'ordre 2, etc...

En fait, la méthode des approximations succéssives n'est pas utilisée pour
1'écoulement presque par droites paralléles le plus général, car la solution

de premiére approximation est déja trés compliquée; on a vu dans le chapitre 2
qu'elle est obtenue par voie numérique (méthode des caractéristiques). Dans

les rares cas ol la solution est explicite (ondes simples centrées par exemple),
la présence de singularités rend illusoire le calcul des approximations sui-

)

vantes ,

(*) On a vérifié que dans le probléme de rupture d'un barrage 1'approximation

d'ordre 1 n'est pas calculable par cette méthode,



- §1 -

On est conduit A calculer 1'approximation d'ordre 1 seulement lorsqu'id 1'ordre
zéro l'écoulement est permanent. Dans le cas des canaux cvlindriques et hori-
zontaux que nous envisageons ici, il est facile de voir que 1'écoulement est

OX

8, = cte, u, = cte, P O . On suppose que ces écaulements uniformes 3

alors uniforme 3 1'ordre zéro. On a, en effet 636 u'o)x = 0, uju ot B = 0 A'ol

1'ordre zéro, ou "presque uniformes"”, constituent une premidre annroximation des
écoulements presque par droites narall@les pour lesauels les variations Ae u, v,

v, v » s, sont d'ordre € .

Substituons les dévelopnements (3.1) dans les &quations (1.4R), Pour Acrire
les conditions A la surface libre, utilisons un dévelopnement de Tavlor, on a,

compte tenu de u, = cte :

u (x, v, 8, t) = u (X Vs S, t) + eu, (x, v, S, t) +#2|u (x, 95 S t)

1 2

sy, (x, ¥, S, ti]  J
De méme pour v, w, /.

On obtient finalement :

Gy ¥ Vpg * W P8 Uy, ¥y, Fwy )k wse =0,
Upg ¥ Bl e S EV b
ulz EuZz * o see = ewlx + w

, = N
e T ¥ Yix * /ﬁ tEe (u2t * Yo Yax T Y Yix * Vi Yy * ﬁ7x )+ :
(3.2) 4
fiy * € (e * 9 Vig * figg )+ e 70,

‘ 1 -
ﬁlz *E (wlt * Yo wlx * /22) * oo O,

s, *tu s _+e (s, +u s, +u s _+v s )+ ...=wte (wyrts, W, )

+ ,..N0Ur 7 = S

L\!% ¥ 51 ﬁ%z tE (P@ * 1 /ﬁz * 2 ﬂézz * Sy ﬁgz) * nen =0 NGUE ¥ B
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3.1.2. On suppose que les fonctions Uy Ugpenns Vg Vopeeeey Wiy Wy ooy
Pro Foeres Sy Spaees sont d'ordre I et 3 dérivées bornées. En négligeant

les termes contenant des puissances dee en facteur, on obtient

e

u + v + w =0 ,
Ix

ly

(3.3 It o)
&

~
<
"
:-?
N
0
o

vy ky = w, pour z = k, ou bien v, bz = v, pour y = b,
1t N Y f1x T Y
pour z = 8
L M= s
De 1la : _
u = u, (x ;t) , Fﬁ = Pﬁ (xs t) = 8

On intégre 1'équation exprimant la conservation de la masse sur la section

droite % limitée a z = 8¢ Il vient, comme pour 1'ordre zéro :

- ] . 9 -
o g T (bo bo) (slt+uo Slx) 0

a 2
(3.4) Bip ¥ u, Sy * e, Uy = 0 .

L'8quation de la dynamique, en projection sur Ox, s'écrit :

(3.5) Ut ug Uy + Si1x = 0

Les équations (3.4) et (3.5) permettent de calculer u, et s, fonctions de

X et de t. On dit que ce sont les &quations du mouvement longitudinal.

Posons

3.6 = i
(3.6) v u X1y 3 W= U (Xlz «z) .



i
wn
(9%

1

I1 vient :

(3.7 Xiyy * X122 = 0 »
avec :
(3.8) ¥1g ™ ky-xly + k pour z = k, ou bien le = (Xlz = 2} bz pour v = b,
2
(3.9) X =35 =g pour z = § _ .

Iz o s} o

Pour une section rectangulaire la solution est X; = cte, d'ou

(3.10) v, =0, W, = = 2z u

1 Ix °

Pour une section "puissance" définie par (2.7) la solution est

o 2 2
o Z =y
= X, =
AR 1 o+l 2
Les équations du mouvement longitudinal sont & coéfficients constants.
Il en résulte que les courbes caractéristiques du plan (x ,t) sont détermi-
nées une fois pour toutes. Leur &quation est
dx2 - 2u_ dx dt + (uz "—cz ) dt2’= I,
o e} o
soit dz = (u_+ ¢ ) dt .
o~ 0
v ‘ . ; + . :
On obtient deux familles de droites : les droites C d'équation
% - (uO + Co) t = cte et les droites C d'équation x - (uO = co) t = cte.
Les caractéristiques du plan (SI’ u]) ont pour équation
(dx -~ u_ dt) ds, + c2 dt du, = 0 .
o i o) 1
+ . -
Aux C correspondent donc les droites 8y & c, vy = cte et aux C les
droites s, — ¢ u, = cte .
1 o 1
Par conséquent, on a s, *e,u = cte le long des droites x = (uo+c0) t = cte
et s, - ¢_u, = cte le long des droites x ~ (u_ = ¢ ) t = cte.
i o 1 o o
Posons
= = ¥ - - = oS -+ 5
(3.12) £ X (uo co) £ n X (u0 co) t
I1 vient :
§; e, u = 2 £ € B) ;
(3.13)

sl+coul=2L{’(pL.),

les fonctions £ et f &tant détermines par les conditions aux frontiéres.



On peut obtenir les résultats ci-dessus en effectuant dans (3.4) et (3.5)

le changement de variables défini par (3.12). Il vient

(3.14) S1e T 7 (uo . co) Slg - (uo * Co)sln ’ S1x Slg - Sin ?
d'ol
tsig - S]n+ c, (ulg + uln y =0,
{3:15)
\-co (u]£~ u } o+ S1t + Sip < @

Aprés addition membre & membre, puis soustraction, et aprés intégration on
+ g
obtient les formules (3.13).( )

Tout ce qui a été dit au chapitre 2 en ce qui concerne la détermination de
la solution & partir des différentes données aux frontiéres, demeure valable.
On peut retrouver ces résultats analytiquement. Reprenons le probléme de base :

supposons §; et u, données sur le segment (0, %) de 1l'axe Ox :

s, = 51 (%), u, = 31 (x) pour t = o, 0 £ x & & .

11 vient _ i

2 £ (x) = I N 2¥(x) = s, *c, u purogxgd,
d'ot ~ _

2 £ (§) = 5, (&) = e, Yy () pour og £ & ¢,

2 ‘f (n)

El(m +co;l(m pour o L n& L .

Le domaine communoiu f et ¥ sont déterminés est défini par x> (u0 + co) T,

x <+ (uO w co) t (figure 3.1). Ainsi, conformément aux résultats du chapitre 2,

la solution est entiérement déterminée dans le triangle compris entre Ox et les

(#%) On peut utiliser la méme méthode pour les &coulements non uniformes &

1'ordre zéro du chapitre 2. On pose dx = (u0 - co) dt = d¢g , dx - (u0 + co) dt =dn,

d'oi (3.14) et (3.15) avec 5, et u, a la place de s, et de u; - De 13

1
s + ¢ u = - = 0O: 1 3 a .
o o Yop o, 50n o u°h 0; il en résulte que Bb + u  est une fonction

de n et 90 = u_ une fonction de £. On a donc 60 + u, = cte pour

=
1

‘ o . + .
cte d'est-d-dire le long des C d'équation dx = (u, + c,) dt et & - u = cte

le iong des C d'équation dx = (uo - co) dt.



+ %
caractéristiques C et C 1issues respectivement de 1'origine et du point

(x =2, t =0).

oy
it
(e
N
-
oy
]
=
3
i
o

¥

figure 3.1,

On traite d'une maniére analogue les autres cas envisagés au chapitre 2. Par

exemple, donnons nous s, et u, pour t = 0, x » O et posons—nous la question

1
de savoir quelles conditions pour x = 0, t > O assurent l'unicité de la solu~

et de U, pour x 7 0, t = 0 détermine

tion pour t » 0, x » 0. La donnée de s

la solution pour x> (uo + co) t , tx»0 (figures 3.2). On dispose, de plus,
du renseignement 2 £ (&) = 51 (g) - <, ;11 (g ) pour x» (co - uo) t ',

X & (cQ + uO) £

On voit immédiatement que si u = cg < o une seule donnée le long de Ot suffit.
Par contre si u, - c0> O, on manquera de tout renseignement dans le domaine
0< x ¢ ({10 - co) t ; il faudra, dans ce cas, deux données sur Ot., Evidemment

si u, e < 0, il ne faut aucune donnée sur Ot car Ot est situé dans le

domaine entiérement déterminé par les données sur Ox .
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A, A |

X = (uo~co)t

_— x =(u +co)t
> "o’ x = (u+c )t &
o o

figure 3.2

1

il est facile d'étatlir, comme au chapitre 2, qu'd ce domaine correspond dans

571l existe un domaine du plan (x, t) ol s, et u, ne sont pas indépendants,

e plan (sl’ ul) un arc de caract@ristique. Autrement dit, la relation entre

. et u, ne peut &tre que de la forme s = cte. Dans ce cas on dit que

+ ¢ 1
i 1 - 0

1 1

L'écoulement est par ondes simples. On a des ondes simples descendantes si

&, - €, u, = cte et des ondes simples montantes si s; tc,u = cte.

D'apris les formules (3.13) il est évident que tout &coulement presque uniforme
peut étre considéré comme la supervosition de plusieurs ondes simples descen—

dontes et montantes.

Fr. pratique,un écoulement presque uniforme est obtenu en perturbant un écoule-

wont permanent donné. On a vu qu'en canal cylindrique et horizontal un écou-

* c2 u = Q,

lement pormanent est nécessairvement uniforme 3 1'ordre zéro. On a, de plus,
u
1x o Ix

dfaprés (3.4) e . LS + = 'oli
aprds {(3.4) et (3.5) U, s o U S1x 0 d'ot, en

j oWy - 0. Donc, l'écoulement est

1x

= cte, u, = cte et par suite v

&

i

aussi & l'ordre !, Soieat s et u la cote de la surface libre et la

supposées données. Si 1'on s'arréte a l'ordre zéro, on a S, = S»

=0, u, = 0.

Si 1'on poursuit le calcul jusqu'd l'ordre | on écrit 8,
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Dans un domaine du plan (x, t) adjacent 3 un domaine d'écoulement permanent
non perturbé, l'@coulement est par ondes simples. La fronti&re entre les
deux domaines est évidemment une caractéristique ¢t quand il s'agit d'ondes
descendantes et uneC quand il s'agit d'ondes montantes. On peut &tablir

ce résultat analytiquement : on a s, = 0, u, = 0 pour tg 0, x > 0. De 12

1

5, = o, u, = Q pour x > (u0 + co) ty £ 0, Donnons nous s, = 51 (t)

- dx '
our % = - < < + c de s i é
pour x = x (t) avec u, " cy T u g e sorte qu'une seule donnée

suffise & déterminer la solution pour x > X, t > 0.
On a, d'aprés les résultats obtenus ci~dessus :
2 £ () =0 pour X<x < (uO + co) £
Donc le domaine X < X < (uo + co) t est un domaine d'ondes simples descen—

dantes. De plus, on a :

\? [? - (uo + co) %] = E] (t) pour t > O.

Changeons X = (uo + Co).t en 1, c'est—d=dire changeons t en une fonctionz ()
obtenue en résolvant 1'&quation x (t) = (uo+c0) t =n par rapport 4 t. On
obtient

@ (n) =5 [x(m] pour T (n) > 0,

ce qui détermine 1a solution.

Prenons x = 0 par exemple, ce qui suppose u, = ¢, <0, U + e, PO

o
1 . =% _.n 5” %
11 vient Y (n) s](u s pour e e > 0 soit x<(uo+co)t.
o o () o
3.2. Approximation d'ordre 2.
3.2.1. Du fait que la solution de 1l'approximation d'ordre 1 a une forme simple, il

est possible de poursuivre le calcul andlytique d 1'ordre 2. D'aprés les équa-—
tions (3.2) et (3.3), on a:



-~ 58 -

=
i
<

’ v

2z = V2

s Wt PP o /v2x=0’
(3.16) :
Avlt+uole+/V2yg0’
w1t+uow!x+fvzz=0 ?
vk==w2 pour z = k , ou bien wzbzsvzpoury=b,

Sop ¥ Uy Box T U S1x TV Y 8 W,

our z = § .
P o}

9 [r2 * 8 Pop= O
Compte tenu des résultats de 1'approximation d'ordre 1, il vient ;

Y2y T Xy Yixx

[+
n

2z (x iz z) Yixx ?

"ﬁy =T Xy (ult Y, ulx)x ’
,"Zz =- Stz T z) (ult *u, ulx)x !

Sap T U S +ulslxaw2+81(xlzzﬁl)ulx7

2t o 2Xx :
pour z = § .
F5 = s, J '
De 13 :
2
Ban m =K s ) u L& ),
2

+m (x, t) ,

(3.18) PZ (Kl 2 ) (ult + Y ulx)x

2
iy s :
3.19) S, = = [Xl (v, so} - —9-—2 ] (ult + u u1x>x +m (x, t) ,
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et m étant les fonciions arbitraires de x ot de t. Comme X, est défini 3 une
fonction additive dz x et de t prés, il n'y a pas d'inconvénient & prendre cette
Jonction identiquement nulle puisque celes revient simplement 3 changer la défini-
tion de 1 et de m . ' .
On voit qu'ad l'ordre 2 la surface libre n'est pas horizontale dans chaque tranche.
Pour une section “puissance”, définie par (2.7), elle est paraboiique-

intégrons 1'8quation de continuité sur 1'aire Ao de la section droite. On a
(figures!.3 et 2.23) :

¢ 2
y da X . Ey 4
ij' uZX d) dz ulxxx Jf ( 1 7 )y dy dz + Uo 1. 3
A% ] [

i

Q
ﬂi’ﬁ bo<
JU A Vo dy dg = -«f v, dy =+ Vo (v, 50) dy .
: r b
o 20

“r, i'apr3s ce qui précdde, la condition cinématique 2 la surface libre s'écrit
9 :

1T
W, (v “’G) = @, + U, m + 2)( (y, s ) —~--- L(ult + u, ulx)xt + u (ult+uo ulx)x’zl

i
L

N (u‘ SI)}; T8 YWix Xign (¥ So)

¢'ol, grice aux dquations du mouvement 1ong1tud1nal ia l'oxrdre 1 :

. 2
W, {¥s 8 5 = m_+ - e~ P SR - u, X 5 )
2 Y Bes T F U My T 6 M IX SO —! (u 8Dy = 8y Wiy 122 o

P
ta 7. P , _
i Vg 4y dz = W (b, = b)) m +u, m + (u, 8,)
AO IA
O
Y o Si b
R Xp (95 85) ==~ | dy = sy upy X{gg (Y9857 9Y

‘b'
©
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Comme jVZ dz = v, dy 4 cause de la condition sur le fond, on obtient :

2 .
- - A - ,' ’
(3.20) 9, lx-+ ulxxxl[/; (X] 3.2-) dy dz + (bO to) Eﬂt + v m + (uls] %]
» .

o T s, Pe
Y1xxx Y Oa85) =3 1 dy msp U T Xy (h8g) &y =0

b'
o
Posons qz
(3.21) (b “b)Bff (xl“m)dydzﬁc j\ E((Y,S)"-g dy ,
bo
(3.22) 3 (b -DbNY= - Xigz O, &) 4v
b! '
o

L'équation (3.20) et 1'équation de la dynamique en projectiom sur Ox s'€crivent 3

2 : s
(3.23) m +u m o+ co 1x = - (ul sl)x - 8ulxxx « 37 S; Ujx 0

u

(3.24) 1t + u 1x+mx= - u

1 ix

Montrons que B est positif ou nul. Puisque X; est harmonigue on & 3

2 . 2 -
X - ——z—-—- = e - ——.z-—- £ - . v 7
J:f ( 1 5 ) dy dz j] (X, 5 ) [xly}, * (X, I)J dy dz
A, b,
22 22 ZZ
i (x; ==X = 5= )yy ) m )| dy cz
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(o]

en 8crivant les deux derniéres égalités on a tenu compte de la condition cinéma-

tique sur le fond et de (3.9)

On obtient donc :

t
(b, = b, )8
Calculons ¥ . Comme )(l
bo
N | &
3 (bo bo)y ley

b'
(o]

2 22
)y dy dz ~f[ | (X, - 57
A
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y
4
7 ZJ
Z
y (o]

2 1 2.2 .
) dy dz=—— (v]+wl) dy dz
z ui Uy
0

_1b
2 22 dz
(X] ) (X, = "3_"")
y bl
bo z2 z2 So
D G- — — O
X, =5 @& - =) dy
b © 4k

'=I>/0.

est harmonique, on peut &crire :

- = - ' .
(v, 8,) dy = X;o (b, »8,) = X;o (b, 8)

Z

dy dz + I,

Q<
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De 14, compte tenu de (3.8) et de (3.9) :

3 (bo - bé)]"a [?lz (bo, so) - sé] (bz)z=50 - [%lz (bé, so) - Sé} (bé)ﬁs0

- R
d (bo ba)

ds
o

On a donc

(3.25) 3+ =2vy.

(3.26) ci (m

3

Le systéme (3.23), (3.24) est linéaire, 3 coéfficients constants. Comme pour

le systéme correspondant d'ordre 1, les caractéristiques du plan (xl t) sont
les deux familles de droites C+ d'équation x - (u°-+ co) t = cte et C d'équa~-
tion x - (uo- co) t = cte. Comme cg systéme n'est pas homogéne, les carac-—
téristiques du plan (m, 1) ne sont pas déterminées une fois pour toutes. Le
tong des C+ on a dm + <, dl= (a + <, a') dt et le long des c

dm - c, dl = (a~ <, ') dt, a et a' désignant les seconds membres de (3.23)
et (3.24).

On obtient la solution analytique & 1'aide du changement de variables (3.12).

Compte tenu de (3.13), il vient :

e mm )t (e 1) =8 (R - e - e

+ 3% +2) (££' -QY'y,

3 2 oy 1] t A
+27) <, (15_ ln) o (mg + mn) = - ff' -Y\P' + £ @' + Pf

Ajoutons membre & membre et intégrons; on obtient :

2 - f2 .
2 co (m + co 1) = Rf" + (3Y¥+ 1) (T + f‘f) -.._gE;_?m + 3 ((+ 1)‘\’1%’
+(1-3X)'f'ﬁfd€+‘92(n), :
g >

oi & est une constante et %3 une fonction arbitraire de 1.
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Soustrayons membre A membre et intégrons; 6n obtient ;
2 ro.
22 (n- c 1) =8¥"+ ¥+ 1 (L +£9) = (BE"" 3 2.3 ff]

]
+ (1 =30 f'f Ydn + £, ©) ,

n

ol ; est une constante et f2 une fonction arbitraire de &.

Finalement :

2 £2 4 4
(3.28) 4 c m=B(£"+Y") + 3+ +2 £¥) < E[B?"'*‘ 3 (DY’

—n[f'"+3 (f+1) ff + (1-3Y) ffdg + f:/ dnf+ £,(8) +Y, () ,

(3.29) 4 c 1= g(£" ~\9Y"") + 3+ 1) ———2-3% g Y+ 3 (b’ﬂ)‘??]

5 n
+ 7 [Bf'" + 3 (Bi) ff'] + (1 \*33)[‘{):/’ fdg < f'f\r dn) - £, (&) +§ ).
é’ b

n

Pour des ondes simples il suffit de poser f = cte (ondes descendantes) ou
Y= cte (ondes montantes) dans les &quations (3.28) et (3.29) .

Aingi, pour des ondes simples montantes, on a :

£249?
BE" + (3Y+ 1) (=t 2 £) = ”[Bf'" + 3(f+1) ££' ~(0=37) P

+ f2 + ‘92 .

(3.30) 4 cf; @

3 -2
(3.31) 4 ci= BE" + (3 1y £ —+ n[BET 4 3 Y+ 1) EE - (1 = 39) e

i, T, .

Dans ces formules la constante‘f est nulle si dans le plan (%, t) le domazine

d'ondes simples montantes est adjacent 3 un domaine non perturbé c'est-&-dire

un domaine oi s, et u, sont nuls. C'est un cas particulier trés important.
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Pour des ondes simples descendantes on obtient H

2, 2
(3.32) 4 cg m= 8Y" + (3¥+1) ( £ ; + 2 £9) - g4+ 3 (Y+DPY'- (1-39 £¥ '
+ £, +‘{’2 .
3 \ £2- @2 , - -
(3.33) 4, 1=-8P"+ 3%+ 1) et S BY" + 3 (Y+ DY - (1-3%) £
- £, + \Pz .

On remarque dans les expressions (3.28) et (3.29) que m et 1 ne sont pas bornés
lorsque £ et “f sont périodiques. D'aprés (3.30), (3.31) ou (3.32) (3.33), pour
des ondes simples périodiques, les termes non bornés apportent une déformation
qui s'amplifie par une sorte d'effet d'accumulation 3 mesure que les ondes simples
se propagent. La solution n'est valable évidemment que pour x et t bornés, de ma-
niére que la déformation ne devienne pas d'ordre e car si elle était d'ordre ¢

elle devrait apparaltre dés le calcul de l'approximation d'ordre 1.

Examinons, 4 tf¥tre d'exemple, le probléme suivant : soit un canal de section rec-
tangulaire, infini pour X > o et communiquant en X = o avec une grande étendue
d'eau. L'écoulement est uniforme 3 1l'ordre zéro : s, constant, u_ constant négatif,
Pour £t £ o on suppose que l'€coulement n'est pas perturbé (sl =0, u = 0). On
aura donc un écoulement par ondes simples descendantes. Supposons u, + c,> © de
sorte qu'une seule donnée le long de Ot permette d'obtemir la solution

(figure 3.2 (a) ), et soit s = ;1 (t) cette donnée. D'aprés les calculs effec~

tués en 3.1.4onaf=0,¥= E} ( ;——Eﬂz—— ) , dans le domaine d'ondes simples.
o o
Soit par exemple ;l =acosw t . Il vient
5 _ _ X
(3.34) s, =acos uw (t e )
o o
Pour une section rectangulaire on a
s3
(3.3 g= —2 ,¥=o0.

3
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D'aprés (3.32) et (3.33), il vient
83 q; 33

..,___g_‘z i SO .—'_-0___ in 11 TG L
(3.36) 4s m=—— P+ - -g( \P'+3\t~f)+f2++2,

3 3
3/2 s 2 s i
(3.37) 450 1= —-53 P - -:%~ « g ( 30 @M oa 3% YY) - f2 + “fz ‘

Les conditions 8y = o, u, = O pour t =0, x >0 donnentm =20, 1L =20,
Comme £ = 0, ¥ = O pour x > (uo + co) t, t >0 , les seconds membres de
(3.23) et (3.24) sont nuls de sorte que les caractéristiques C+ et C trans-

portent des valeurs constantes, nulles ici, de m + el etm=-c 1. 0n a

donc m =0, 1 =0 pour x > (u0 * co) £, £ > 0,

Pour x = 0, t > 0 il faut deux données relatives & 1'ordre 2 pour déterminer

les fonctions f2 et TZ dans le domaine d'ondes simples. Les équations (3.19)

et (3.17) s'écrivent :

2 ' ,
S, z2
(3.38) sy =5 — (u +u o uy ) +m, wy=cepeu L+l

Pour x = 0, t > O on a s, = 0. Par ailleurs, comme u, dépend de z, on doit

se donner u, a une cote déterminée : écrivons u, = 0 pour z = S, 11 vient

les conditions :

2 2
s s
(3.39) m + ; '(u!t +u ulx)x =0, 1= ~§~‘u1xx =0 pour x =0, t> 0.

On détermine f2 et‘P2 a 1'aide d'un calcul élémentaire. On a, d'aprés (3.36)

et (3.37) :

=2 3
2 33 253'4-—j31- Eﬁh + :fl- -7 ( 39.-:;“’+ 3;E;;’ ) + E‘ + C@ = 0
0 3 9 ¢ 3 2 2 ’
S3 = 3
"‘283¥”" ‘ (o] ré'"n”:f— Q“ ( so §|n+3:f-.¥')__\.f— +:-f- =
0 3 S22 & 3 2 2 ’
avec £ = = (uO - co) t, n = <.-»(uo + co) t

Lf L {P (h)’ fz == fz (E) » KPZ =\€2 (n)'
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De 13, par addition et soustraction membre 3 membre :
e s

2, -2 T3 B 3 FF0 -0,

= 14 3 =i ¢ 2 _ "
2 £, +—5—s_ YU+ % o .

Un change dans la premiére relation n en n c'est-d~dire t en - T et
~ u - © o
LI
£ en e n, d'old :
o o
3
u, - e, s,
Qym 2O (T P 3P .

u_ + ¢ 3
(o} )

De méme, on change dans la seconde relation £ en £ donc t en
u,__* ¢

[} ¥ &

- —teee ot 1 N —————— £, d'ot

5 L o ) u = C
o o O (o}

2
u c : u c
14 3 w 0% O ‘ o+ © -
2 £, + —5— s “(’(Wu_ca)+[*(—~—————-u_c a)] 0.
o o o o

On porte ces expressions de f2 et de ‘fz dans (3.36) et (3.37). On obtient

pour m :
—Zco = sg Sg " \fz i uo * €
o "y O \P 1 \ - ons AP
bsgme—p— (5— " +38%" ) + — oo o (Pl
o 0 o o |
+ ¢
7 3 . n Y [s)
-3 8 4 ‘u -c £€) .
0 0

Seul le premier terme du second membre apporte wne déformation; c'est le
seul terme d'ordre 2 que l'on prendra en considération. Il est clair d'aprés

le calcul qui précéde que le choix de la cote 3 laquelle on se donne u, pour

2

x=0,t>0n"a aucune influence sur le terme de déformation.

Finalement, on obtient :

2
g x
eP - (
¥ 2 <, (uo+coi

w
wjo W

(3.40) s = SO + L?"v + 3 (_{)va ) ,

et, compte tenu de (3.34) :



4%}5=€(+Eacosw(t- fc )
Y%
3
. r 3 2 !
2 Z 5 S ) X :
v & a'oxﬁ 2 sin w (t - )-9— sin2w(t-~——}—c-'—')§
v P ’ o l
Zco(uoh, j] 3a(u0+c0) uO-M:0 2 uo“’o |
Revenons aux grandeurs physiques; posons
a&i = A amplitude,
[ ge
mv % =0 pulsation ,
O = -%:—;* période.
On obtient :
X
S ~8 = A cos (T = )
¢ S v +Vgs
o o
2 . 2 .3 ’
rg AX r 4w § .
4 5 : 2 sin -—«-28 (T = — S )
i 2 2 - U
4 iy % - +
oles W ries) | 34 0°WUx Vas) v Vs,
br X

3 .
~—2—sm—-——- (T

)

U s,

11 peut 8tre commode de substituer & @ la longueur d'onde A = © (Uo + Vg So) .

On peut "absorber” un paramétre, soit So, en introdvisant les grandeurs sans

dimensions suivantes :

4 X

* ’ ¥ .S * 7
X ] » T “Tg‘g"‘ 5“’8""“, Uo "Tzﬁ::‘,
o g S
(o]
¥ .

o} o

¥*
oA - - VAN
S e @fso , '/\ S

o



(3.42)

On obtient :
g 27 x”
;'1 = cos —gf (T =
A o U+ 1
¥
+ 0 A*' X 4 ﬂ2 sin 2% (T‘ - X )
*, % 2 * %2 2 *
QW+ 1 38 d4W e U+ 1
3 b * -l
~ = sin (T = ) s
2 e sl
o]
ou bien
s*- 1 2 [ x x *
(3.43) A*' = cos 7;;— X - (Uo +1) T
+ “A*X - 4*"2 sin -2—1;: X-(@ + 1T
/\*(uo+1) 3AN AL

3, 4n * * *
5 51117\3: [X e(Uo+l)T]

e P S .
En un endroit déterminé (X fix&), on remarque que la présence du terme
de défermation tend 3 diminuer la durée de 1la montée de 1l'eau et i augmenter
*
la durée de la descente. Pour X suffisamment grand on peut méme voir appa-—

raitre des maxima secondaires (figures 3.3).

A un instant donné les crétes et les creux de la surface libre sont décalés

par rapport 3 ceux du terme d'ordre ! (figure 3.4).

L'écoulement décrit ci-dessus peut &tre observé dans certains estuaires de
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fleuves lorsque l'amplitude de la maréé est faible dévant la profondeur

du lit, Comme les périodes des marées sont trés longues on peut garder
dans (3.42) et (3.43) seulement lé second terme de la déformation. On
retrouve alors le résultat obtenu par Airy ([B.l] ) .

Lorsque l'amplitude de la marée est de 1'ordre de grandeur de ia profondeur
du 1lit du fleuve, on ne peut pas admettre que 1'écoulement est uniforme

d 1'ordre zéro. C'est ce qui se produit par exemple dans l'estuaire de la

-~

Seine ot le flux de la marée donne naissance parfois & un mascaret.

3.3, Ecoulements sur fond presque horizontal.

33 ks On dit que le fond est presque cylindrique lorsque kx est petit d'ordre .

Alors, pour x borné, 1'équation du fond peut se mettre sous la forme

(3.44) 2z = kg (y) + ek, (x, y) -
Dans ce qui suit nous envisagerons seulement des écoulements plans sur fond
presque horizontal (1'étude du cas général n'est guére plus compliquée).

On choisit 1l'origine de telle sorte que l'équation du fond s'écrive
(3.45) 7z = skl (x) -

La conditien cinématique sur le fond s'écrit

euklx =w pour =z = ekl -

soit, & 1l'aide d'un développement de Taylor :

u+a(u+ku)+ez( + k +k% ) + k,. =
o 1 1 "oz . 1 %1z 2 Yozz S e P

2
. k
2 1 -
v, te (wl + kl woz) + € (w2 + k] v, t 5 wozz) + ++¢ pour z = O.

De 13, par identification :

r ™
(a) w, o= 0,
(3.46)(b) u k=W otk wéz s fpour z = 0 .
K}
(e (o vk u ) kg =y kW,
e ~
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La condition relative & l'ordre zéro est la méme que lorsque le fond est
horizontal; il vient domc le résultat é&vident & priori, que les équations
de l'approximation d'ordre zéro sont les mémes qu'en &coulement sur fond

horizontal.

Supposons qu'a l'ordre zéro 1l'écoulement est uniforme et calculons 1l'appro-

ximation d'ordre 1. Les équations d'ordre ! montrent que u, et 1»1 ne sont

1
fonction que de x et de t; on a, de plus :

(3.47) s, = P4,

(3.48) w, ==~z u, + ug k 5

I Ix Ix
(3.49) 8¢ + u, s]X + 8, Ux T U, klx -
(3.50) Ut u U + S1x = 0.

On effectue le changement de variables (3.12). Comme k ¢ = 0, c'est-a-dire :

1
(uo h co) klﬁ * (uo * co) kin =

on a :
2¢ 2c
—
(3.51) k, = o k. = - 2 % , avec ¢ = ¥s_ .
Ix uo+co 1€ u ¢, In o] o)
De 13, pour (3.49) et (3.50) :
2uo 2u0
s, - + + = — = e —
iz ®in T % (“lg uln) u e, kig u e, Kn
<, (ulg - ul” )+ slg + S1p = 0 .
On obtient
Yo kl
S1 = CO 11I = ;;:E;* + 2 £ (E) s A
(3.52) u k]
Lt Y T Y2
o o

kl -c u k

2
= _9 ;
(3.53) 8y == +E Q)+ (M), ey = 20— () + Y (),
o %o s — ©

) o} e}
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f et ¥ &tant deux fonctions arbitraires.

3.3.2 Compte tenu des résultats précédents, les équations d'ordre 2 s'écrivent :

+w =0,

1 %ix * /L2x =0
ﬁ?z =5 (ult b Y Yix )x N ?
(ul kl)x = W, pour z = 0,

Sat * Yo ®2x * (ul'sl)x =Wy o
pour z = s_ .
fy =5,

I1 s'ensuit :

2
= e ..z.._ . 3 : y
(3.54) u, 7 Ylxx + z ub’klkx‘+ I (x, € ,
2 2
2 2 85 2
(3.55) ré T2 (ult * Y ulx )x'+ zZ Y, klxx = s2 T2 (ultﬂloulx)x+ souoklxx
=m-(x, t) ,
z3 z2 ;
(3.56) 'w2 - 6 ulxxx T T2 uo klxxx - le i (ulkl)x ?
et
3
So 3
(G4 37) o * Yoty * so 1x =T ~;_ Y1 sxx * so uo klxxx (Sl-kl) By - ’

(3.58) lt + U 1x + mo=-uu .

On effectue le changement de variables (3.12) et on procéde comme dans

3.2.2, en tenant compte de (3.52), de (3.51) et des relations

2L ~-2cq . sz
Ky ™ G;;E;. klxxg = ;;:E; klxxn' qui découlent de (3.51). On

~obtient au terme d'un calcul fastidieux



4c2

3:3.3 Reprenons 1'exemple traité dans 3

.2.3 en supposant u,

22 6 6
5 c6 ' £+ ‘ co ¢ G o iu —_—
- —2 (f" "+ + 3 f ~E( — P"'+ 3 )= (—— £'"+
g T oeg g beg U
o e e 1 e
""P f“"ff"'““* 7 o2 2. " Y% "‘xxx"(z_cz ALE+ ) &
-y 3(uo co) u ¢,
c2 M c2 + 2c u
o v (o] 0 Q 1 d
-5 (). k48 +f kydn )+ —————[_£' k; d§
uO-‘cQ E iﬁ (uO+CO) E
2 =
+co“2°ouo J“P'ki dn  + £, (&) + P, (W,
s )
(u-c)) (&
3 C6 fz—ﬂz cg ‘ ; cg |Ill |
(3.60) 4c 1= -3-9- (£"- @) + - B (- P #3949 - (g £113EE )
5 A
+"P'_.£d§—f'[‘f’dg
g ' n
3
4 Cz Yo Cg 2 t % Y% 2
- + u k + 5 3 kl
72 | (et o 1xx (22
uO CO o o ¢] (8]

i ¢ "
"2 (O * Calotig) £ ¢ (egtu et - 20 g W) B0k = BT 1 Rydfd
u_-e¢“) -c £ U=

0 (o]

f
‘[.‘P' k, dn + fz(g}HPZ(n)-

= o pour simplifier;

dans ce cas les formules (3.13) et (3.52) coincident. Puisque u, =0, £ = oson

a d'aprés (3.59) et (3.60) :
. 2 6
(3.61) 4cima @y L
3 2

(3.62)

CZ (f,z
- NUEE

n
—f‘f'kld)—f2+‘f2 .
1]

4 c3 1
o

' 5 ail
., & ) ;
& ( —3;-— "+ 39¢7) +‘€fgk, dg xé:?' kdns £+ 4,

g
P+ 3P+ 4%k, +\Pf k, dg
z



Gn procéde comme en 3.2.3pourdéterminer f2 et ‘-fz . En laissant de cGté
les termes dont on est sfir qu'ils n'apportent pas de déformation, on

cbtient 3 la place de (3.40) :

2 3 :
8
{3.63) $ =8 +a°f+-€—- —2x(——q-‘f"' +3*f‘{') +(ff kl dgE+f‘ kl an.
4s 3 » CUeg
o

Soit un fond plat de pente i

(3.64) kl==ix, X >0 .
Il vient ‘
2 3
€ s . . 2
s =38 * e+ — -2x(§3—‘f“’+3"§"f')+1x'~f‘+ ix" ¢! .

4s
o

Compte tenu de 1l'expression de ‘f , le terme supplémentaire, dii-3 1a
déclivité du fond, qu'il faut ajouter & l'expression (3.41) de s

(avec u_ = o) s'éerit :

2 .. ’

e aix. < x WX . x

—————— ! cos @ (L = =) - —— sin o (t - =

. 4s [ ( [ ) c ( cg):}
o o 0

Soit I = e3/zi la pente réelle. Les termes & ajouter aux expressions

§7- 1 . .
de § So et de s obtenues dans 3.2.3 sont respectivement (figure 3.5)

AIX 27 X 21 X . 2w X ;
~—=  icos -——-——(T~-—-——-——)-—-—-—-—————-sxn—-(T-~—-—--—-—«)J
48 [ e \/gso @\lgso V gs,
et
% * ¥
cos 2L (¥ -x™ - X g0 2 ¥y
@ x*

g
*
O,
"
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CHAPITRE 4 .

ONDES INDEFORMABLES .

1. Ondes simples indéformables d 1'ordre 2.

4.1.1. Les résultats obtenus en 3.2.2 conduisent a se demander s'il existe des
ondes simples telles que leur déformation soit identiquement nulle. Le pro-
bléme étant le méme pour des ondes descendantes et des ondes montantes, il

suffit d'examiner seulement un de ces cas.

Supposons qu'il s'agit d'ondes simples montantes : on a Y= cte et on sait
que la constante est nulle si le domaine des ondes simples est adjacent 3 un
domaine non perturbé.

Selon la relation {(3.30) on a :

(4.1) BE"' +3 (y+ 1) £f£f' - (1 - 3Y) YE' =0 .
Laissons de cO6té la solution banale f = cte, Intégrons une fois, multiplions

par £' et intégrons de nouveau; il vient, 5! et 62 étant deux constantes,

4.2) B a- (e DL+ -3W) QP £+ 6,
Soient
(4.3) 14, £ 9, € 44

les racines, supposées réelles, du second membre.

On a
1—35/% - 8, 5,
(4.4) G: ¥ G5 ¥ G, ® eeeses s §3s * Golla T QuGe™ 7=} §iGs0s ® ~————
1 2 3 X+ 1 172 243 3% ¥ o 19273 ©

Dans la solution que nous cherchons A construire f doit &tre borné et f'
doit &tre réel et continu. Or, d'aprés (4.2), f’z est du signe de ¥+ 1,
c'est-a-dire de 1, pour f< q, et pour g, <f <qy (figure 4.1). Il en résulte

que l'on fera varier f entre q, et g, si y»> 0 et entre q; et g, si ¢ < O.
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A‘f'z | A £

(a) : ¥ > 0. (M) : < 0.

figure 4.1.

4.1.2 Supposons ¢ > 0 . Posons
. 9 T
£=qy,+ (43 - q,) cos” 6, 0s0s 3

et substituons dans {4.2); compte tenu de (4.4), il vient, aprés simplifi-~
cation :

2
2f/de I S
a (EE = 1 =-k” sin” 68 ,

avec k et a positifs tels que

4.5) 0 <k’= 3 -9 <1
93~ 9

s

(58) at = 48
(§+1) (9374,)

On intégre et on prend la fonction inverse, d'ou

= - 2 £
(4"7) f q2 + (q3 qZ) cn a r

la constante d'intégration ayant &té choisie de telle sorte que f soit égal

a q3 pour £ =0.

On peut aussi exprimer f en fonction de k, a,“f. De (4.4)s (4.5) et (4.6)

on tire

2
48 k 48 2 1 - 3%
. 3 ($+1)a’ , 2 (yul)az U+ 1 Y
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dtoli v
4.9) £ = —28 1-2k* , 1=3% ¢ + 2 Bk w? B
@na’ 3 3(f+1) (Fr1)a> a

La fonction cn2 est de période 2 K ( % , k) , K désignant l'intégrale
elliptique de premiére espéce. La longueur d'onde X des ondes périodiques

obtenues s'exprime donc par
(4.10) r=2akK &, k)
On peut écrire, 4 l'approximation d'ordre 1
s = s e (£ +¢) ,cou=cou°+s(-f+\P),v=sv1 » W= oew, .

Le maximum Su et le minimum S de ‘s sont domnés par

(4.11} sy=s +e(qg+H), s =5 +e(q +Y).

m
De 13
- - 2 &
(4.12) s = S + (sM sm) en” =
-~ o = - - - z—gﬁ
(4.13) ¢ (u uo) = g s+ 2c¢8p (sM sm) en” 2
c v c W s, - s £ £ £
(4.14) "o _ o_z=2 M m o~ sn— dnm =,
le X1z . a a a a
et
5, ~ & 4e kz B8
(4.15) k% = oo , &=
28y +s =38 - e CG+1) (sy=sp)

Les ondes indéformables définies par les relations ci-dessus sont appelées

ondes cnoidales.

Déterminons l'altitude moyenne sp des ondes cnoidales. Soit ¢ et o, les

sections du canal limitées aux cotes z = s et z = Su



...8]..
s s
g = U/" (b -b') dz , e, = u(b ~b') dz . Ona, 3 1l'oxdre 1 :
o o

- - B!
o o, *+ (b bl) es

= - A -
1 9y a, *+ (b bo)(su 8, ).
. A PA/2
De ces relations et de la définition de du . E?OU= T odE , il découle
o}

pof >

u O a

V. ISV |
(4.16) (5, <8, = BBy e - [%m_so * (Smfsm) cn2 52] e,
o

o
soit /

8 —8
(Su"sm)'=" aE(g‘:k)—A(l—kz) )

(4 . i“7)
k . .

pof >

ol E désigne 1l'intégrale elliptique de seconde espéce. Compte tenu de (4.10),
il vient (%)

1-w -
(4.18) s s s (sM sng .

(4.19) avec w =

ki
_’k)
i , rapport des intégrales elliptiques complétes de
2

K ( s k)
seconde et de premi&re espéce.

Le tableau de la figure 4.2 et la figure 4.3 rappellent quelques propriétés

(%) On peut obtenir directement cette formule en &crivant :

A/2
%-(su - Sn? = (s—sm) d¢ , relation obtenue de maniére analogue a

o

celle qui a permis d'obtenir (4.16).



b

(4.

1‘3

(4.21)

(4.22)

(4.23)

des fonctions elliptiques complétes
de premidre et de seconde espéce.
On voit que l'on a

20) Su-sm" M ¥

autrement dit, pour ¥> O, la déni-
vellation entre les crétes et le
niveau moyen de la surface libre
est supérieure ou é&gale & la dé-
nivellation entre le niveau moyen

et les creux (figure 4.4 (a) )-

- 82 ~

K 0 — i
K (j';_‘» k) /2 — oo
E G k) 1/ ]
w ! T—a 0
I-w _;_ > |
k

figure 4.2

Examinons les cas de dégénérescence des fonctions elliptiques.

Pour k = O, on a q2v= Q4 et par suite Sy = 8yt

il n'y a pas d'ondes.

Examinons le comportement de la solution lorsque k est voisin de zéro.

Le tableau donne

s, —~§ =8 =~ =
M M M Sm 2

De plus, d'aprés (4.10) , A

= “ a .

On obtient donc, & la place de (4.12) :

27 &

s ~8g =(s -8 § —3
o ( . ng co p

Le second cas de dégénérescence présente plus d'intér@t. Pour k = 1, la

relation (4.18) donne :
S = S -
H n

La longueur d'onde devient infinie.

Les formules (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15) s'écrivent :




A s s 1-u

Sy-Sm J?
1 S
0,5 { — -
0 1 &2 4
fig : 4.3 (b)
I . - e e e e e >
0 1

fig : 4.3 [a)

-~ 83 <
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. - _ w2 &
{(4.24) s 8 + (sM sm) sech 5
(6.25y ¢ (u~u ) =8 - + 2 sY~ (s,, = 8_) sech2 £ )
‘ o o o m M ™ a
c_ v cw s, - 8
(4.26) 2= 2 a2 A B o &2 gech? %»

4 - _ 2 _ 4eB
(4-20) gy o= o * 25y " 385 0 20 A (ee)

Ces relations définissent une onde unique, dite onde solitaire. On remarque
que pour ¥> O il ne peut exister selon (4.23) que des ondes solitaires de

surélévation (figure 4.4(a) ).

Supposons u, = cg de maniére que § = X et que l'écoulement soit permanent.
Désignons par u"1 la vitesse moyenne qui est égale d'aprés ce qui précide
4 la vitesse au loin ol l'altitude de la surface libre est s, ® 8y La

relation (4.25) donne

2, W+

(4.28) Couu =c 5 (sM - so) + ‘{(sm - so) .

En particulier, pour une section rectangulaire on a
4.2 s + .
§4.29) 21 5, uﬁ =5+ sy

A l'aide d'un développement limité, on obtient
(4.30) uu 3# 8M >

tes termes négligés étant d'ordre e2 (%) .

(%) Il est inutile d'expliciter les termes négligés. En effet, pour calculer exac-
tement le terme d'ordre sz il faudrait déterminer la solution de 1l'approxi-
mation d'ordre 2. Or, d'aprés les ré@sultats de 3.2.2 (et l'exemple de 3.2.5),
il est clair qu'on ne peut pas donmer pour les ondes indéformables des for~

mules générales & 1'ordre 2 puisque m et 1 dépendent des conditions aux fron—
tiéres .



Par conséquent, la vitesse de propagation d'une onde solitaire, en
canal rectangulaire, est &gale & \ISM : c'est la formule empirique
bien connue de Russell ([}z]).

On peut noter que pour les autres formes de section il n'y a pas de

formule simple analogue & la formule de Russell.

Ainsi, pour une section "puissance” définie par (2.7) on a

(4.31) 3% =- ?i%{ ,

d'oli, d'aprés (4.28) ,

Sap o
(4.32)  u =\/ (atl) M= 8Sp |

les termes négligés étant d'ordre 62.

I Supposons ¢ < 0. Le calcul est analogue. Posons

2

£ =q, - (q2 - qi) cos" 8, 0g89 &4% P

et substituons dans‘(A.Z); compte tenu de (4.4), il vient
2{ d 2 .2
a (}ﬁ% # ] - k" sin” @ ,

avec k et a positifs tels que

4.33) og ©re—1_ 2 4
a; - 44
(4.34)  a? = 48
(1) (g, ~q4)
On obtient :
2

(4.35) £=gq, - (a,7q,) ca’ =,

ainsi que la formule (4.10).
Puis

(4.36) Sy = S, * e(qz +£P), 8, = 8, *e (qI +4).
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d'ot
= - - 2 _E_
(4.37) s Sy (sM sn) en” =,
_ ) = - P 3
(4.38) c, (u uo) S, " Sy * 2ep + (sM Sn? cn” =,
cv cw 8, "8
(4.39) Do e - ) E.L cn g sn 3 dn £ ]
le Xj™2 a a
et 2
.~ 8 - 4e k" B
(4:40) K> = M Cm ;' @t w .
- 8y"2s + 35 * ey @+1) (sy=s )

¥+ 1

A 1'aide d'un calcul analogue & celui effectué dans 4.1.2 on obtient

1l'altitude moyenne s, 3 l'ordre 1 :

(4.41) B, E, 5 (sy = s )
, k™
On en déduit :
résultat contraire 3 celui de la formule (4.20) wvalable pour > O
(figure 4.4 gb)).

Considérons les cas de dégénérescence. Pour k = 0, on a q; = 4y ¢ il
n'y a pas d'ondes. Pour k voisin de zéro on obtient, comme dans 4.1.3,

des ondes sinusoidales.

Pour k = 1, la longueur d'onde devient infinie. On a une onde solitaire.

Il vient :
(4.43) s = s, = (s, - s ) sech” =,
(4.44) <, (u—uo) =8, " Sy + 25?-+ (sM - sm) sech2 é"
(4.45) SV | S, MCm th 5 sech* & ,
le Xig & a a a
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b . 2 -4¢B
(4:46)  mre@= 2oyt By T 35 4 T EE(soe)

et (4.41) donne
(4.47) 8 =g

Est ainsi mise en évidence la possibilité& d'observer des ondes
solitaires qui sont des dénivellations (figure 4.4(b) ). Il
est remarquable que la condition & remplir,.a savoir y<0, est
la méme que celle pour laquelle un train d'ondes calculé i
1'approximation d'ordre zéro (chapitre 2), s'étale au lieu de

se resserer.

La vitesse de propagation par rapport au fluide au loin s'obtient

5
¥

comme dans 4.1.3. Il vient

v 2 _ ¥ +1 _
(4.48) c u = c +'o’(s.M 8 ) + =5 (s =8, )

ondes cnoidales

m m
A ondes solitaires

z z

SM ) mr Sy

figure 4.4

I1 reste a examiner le cas frontiére y = 0. L'équation (4.2)

s'écrit :



(4.49) BE'% = 4QE% + 6,5+ 6, .

Seient q; < 4, les racines, supposées réelles,du second membre; f'
est réel pour £ ¥ q; et £ >4, si ¥>0 et pour q; g fg 44 si¥< 0.

On ne peut obtenir des ondes pé&riodiques que dans le second cas.

Supposons donc ¥ < O.

11 vient :

& 7 2 -%
£=q, + (qy - q) COS‘Y £
. £

~

puis

2 .
= 2 3 - omrie E
s s (§M s ) cos = 3

._"
Si\f est nul, on a

-
BL Olf * 62

et il ne peut pas y avoir d'ondes périodiques.

3
3 Nous allons &tablir 2 présent quelques propriétés des ondes simples
indéformahles en canal de section rectangulaire G‘). Exprimons les
formules (4.12) & (4.14) 3 1l'aide des grandeurs physiques et en tenant

compte de (3.35). Il vient, avec des notations évidentes :

: - (.~ \gsy)
(=5 + (s, ~5) ca? 2o V8T
m M m
| A
U-u S -5 -3
(4.50)ﬁ J__..," - 2. 0 +2¢—~s§-‘-“-— en” ...,
gSO SO SO

N s “Clese SNess GNesay
Qgso A s '

avec$3 = cPpPl, A{:r*.aﬁa.

On peut "absorber' So en introduisant les variables réduites définies

dans 2.3.2 avec S0 a la place de S: et, avec de plus,

(#) On peut, sans difficultés, donner des propriétés analogues pour toute

autre forme de la section.



. On obtient :

D
]
w
olb
-
[
»
ol-e-

2 X" = @=nT*
n
* >

A

i S * ¢ K w2
U __Uo m ] - Sm+ 20 -(SM— Sm) CH sy

* et % s
@ = ~ 2 Ia (SM Sm? Clese Blove Aess

Sur les figures .. 4.5 et- 4,6 sont représentés, dans le repére par
rapport auquel le mouvement est permanent, guelques exemples d'ondes
simples indéformables. On note que les points'd'inflexion de la surface
libre ont méme abscisse que les extrema de w. En effet, v, = 0 équivaut
= 0 , condition qui s'écrit :

i s
2 Srxx

3k2sn‘*§ -2 +x%H snzg +1=0,

et, pour l'onde solitaire i

Par ailleurs, les points d'inflexion sur la courbe représentative de w

s'obtiennent pour s = 0, donc d'aprés (4.1) pour (3f -¢) £' = 0.

1xxx
Ainsi, aux abscisses oli s est extremum, la courbe représentative de w

osséde des points d'inflexion.
P P

La figure 4.7 montre des ondes cnoidales réalisées dans un canal de

section rectangulaire.

Considérons une ondes solitaire et déterminons les trajectoires des par=—

~

ticules dans le triddre 1ié au fluide au loin, On est amené & poser
(4.52) u = u, +u', x=u t+ x'

ol u est la vitesse en mouvement permanent, obtenue & partir de (4.25)

en faisant u =c_ 0='so). Grdce i (4.28) on obtient :

Vo uf == (s- 2 4yt
s, u (sM sm) sebh a s

avec, par ailleurs ;

u t+x'

r— 2z 2 u C"‘X'
8 W =< (stsm? th -E—;——— sech
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Ondes chnoidales

] {
section rectangulaire

AS
Sy 11 Y =0
i ' S - 1m ‘
S = 1,1m
2
Se b =075
Sm 1 T ; v » |
0 ! S f-/é\- X

(>
2l
@

fig : 4.5



Onde solitaire

As section  rectangulaire
Sy 11 | Y =0
\ . S. =1m
SM = 1,1m
SO
Sm 1 - .
0 5 10 X
®
L/Lisw
A v
g, .
1 // |
0 9 L]
o 5 10 X
A-w
Z\g s,
0,02 —_
0,01 \
. . ; >
0 5 10 X

Fig : 4.6



figure 4.7

Exemples d'ondes cnoidales en canal de section rectangulaire.
(1'échelle des photos est approximativement 0,1 : la distance entre les
deux traits blancs verticaux est 100 cmj la distance entre deux fléches

blanches est 5 cm).
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(4.54)
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Les trajectoires sont définies par les équations

L §
.
u W,

Comme x' est d'ordre ¢, on peut négliger x' devant uv~t. Intégrons
et tenons compte des valeurs de uu et de a données par (4.28) et
(4.15) et (3.35). On obtient :

430 d €S o uut
x' - x' =~ (s,,~s_) th ’
o so+sM 3 M m a
~8 u t
Log 2 =2 SM 2 sech2 - .
Z g8 *s8 a
© o M

1'indice inférieur 0 se rapporte ici & la position de la particule i
t = 0, c'est—a-dire 3 1'instant ol la particule a méme abscisse que
le sommet de 1l'onde; 1'indice inférieur « se rﬁpporte d la position de
la particule pour t infini, c'est-d-dire lorsque le sommet de 1'onde
se trouve au loin.

On constate que les trajectoires ont la propriété d'affinité signalée
en 2.3.2 et qui est valable aussi en écoulement presque uniforme.

L'élimination de t conduit i

s, * Sy gz (s +sy j (x-x ) 7
[
2 (stsm) 2, a__ (s -5 )
od 1l'on a remplacé Log ;E—- par EZ:—EE .
w o

Les trajectoires sont donc sensiblement les arcs de paraboles d'axe

x' = x (figure 4.8). Leur concavité@ est tournée vers le bas; leur sommet

a pour cote z tel que 20" Za: =2 SM™S . Toutes les particules on
z o s +s
0 o M
8s es
un déplacement horizontal de méme amplitude 4~' (s,,~s_) . Leur
s°+sM 3 M "m

déplacement vertical est d'amplitude proportionnelle & z, . Pour les par-

ticules de la surface libre, on doit trouver z, = Sy En fait, la formule



Irgjectoires dans uwne ohnde

29 T

solitaire

section rectangulaire

p =0
Sm = 1m
Sy = 1,1m

/
. f / / \\
Position successives ',/ / \
de “lbnde |
/__\
- ] 0 1 !\ Z
1 A

fig : 4.8
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, Z,"8m Sy S 2s =8, 8y
ci~dessus donne = 2 , d'oli z =g, = (8,8 ) o |
o so+sM o M M m 8 oﬂn

On obtient donc une erreur relative d'ordre e ce qui est normal étant

S

données les approximations faites

Traitons le méme probléme pour des ondes cnoidales, c'est-d-dire dé-

- terminons les trajectoires dans le repdre animé de la vitesse moyenne y, -
D'aprés (4.13), (4.18) et (4.52), on a

L}
w 2\1t+x

L™ - PR - v- - - -—3—.:__-... - @ O ¢ S
dso u Vso {u uu) (s su) (sM sm) (1 kz cn " e
Les trajectoires sont définmies par
, ‘ p .
t : ) s, =
dx = d: " M2 e
- u u u,t u s
]&-l-i-‘-n-—cnz-u.t_ - -g-;z-cn._n—.sn-u—dn—}-l_ so
K a 4 a a a a
1) vient, pour t compris entre O et -2—12;-- '
’ u
8, = & §,,~8 u t
x‘“xé“:%-——g mt-é—-E(e,k) ,ch% e an__u__.,
k% s u M2u up\fs: .

#) Comme Sy 8y et 8y — s sont d'ordre ¢ , 1'équation (4.54) peut

5
g'écrire en négligeant des termes d'ordre &° ,

z -z, 88 3(x'-x(")2

P s 4 €8
E m - m"

z,"2 SM™Sm
Au gommet, obtenu pour x' = x' , on a = et pour z_ = g
o Yo 80 o m

il vient zZ, 0= Sy
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y t
1'angle O compris entre O et _1_2r_ est tel que sin & = sin -43-—-— ¥ x(‘) est

. . A
| 1P E e
1'abscisse de la particule pour t = 0 et ¢t a3 2 A L2u est la

cote de la particule pour t = -'A——

Zu
U
On peut écrire encore
C S~ 8 0 B x E(8,k) 272, J2u, Sy 9 uut
(4.55) x X\ = -??;;——- 5 |t - H o v_. cn” —
5, k- 2uu E(f" k) ?A/Zuu uu 8,
Lorsque t augmente de 5%—-, E (8, k) augmente de E ( %-, k), donc x'-xé
" .

ne change pas, Lorsque t change de signe, E (8, k) change de signe et

x'—xé change aussi de signe., Dans les deux cas z -~ 2z demeure inva-

A/Zuu
riable. Finalement on voit que les trajectoires sont des courbes fermées,

symétriques par rapport & la droite x'-xé = Q0 , et parcourues en entier

o A A )
pour t variant de EE; a iﬁ; (figure 4.9).

u t - uut L
Pour k = 1 ona w =0, E (6, k) = th —;— , Cn - = sech —%- )

et on retrouve les formules établies précédemment pour 1'onde solitaire.

Pour k voisin de zéro on a d'aprés (4.13), (4.14), (4.22) et C4.52) :

8 -5 u t 8§ -5 nt

\{ v . . i m u \, - Zz v w . :
s, u 5 cos 2w o S, W = 2m 3 5, sin 27 .—gw

Les trajectoires ont pour &quations

) su—sm uut z--z;,\/zu u sm uu t
(4.56) x'=x' = = — sin. 27 5 U o= = CO82T
o 2m & V A ZKIZBH upv ; A

Ce sont donc des ellipses d'é&quation

2
/2u sm )
A/21'r /211
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Trajectoires dans des ondes cnoidales

section rectangulaire

-6

fig : 4.9
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En procédant comme ci~dessus, on peut déterminer les trajectoires

des particules dans tout autre repére, en particulier dans le repére

absolu. Ce probléme se pose dans la pratique lorsqu'on veut créer des

ondes cnoidales dans un canal rempli initialement d'eau au repos, en

-mettant en mouvement une plaque normale a Ox. Soit x (t) l'abscisse

de la plaque a l'instant t; on suppose ¥ (0) = 0. Pour créer des ondes

montantes on doit avoir, pour satisfaire.é la condition de giissement,
o %%EE[SO T Sm T (SM - sm) an %i] forr x= K

Cette relation est tiréde de (4.13) ol on a posé ¥=0 puisque les

ondes simples sont adjacentes au repos. La constante § est telle que

pour £= 0 on ait s =s_ , d'ou

2
(4.57) s, = s+ (s, = s ) cn g

(dans 4.1 cette constante avait été choisie égale 3 zéro pour ebtenir

s = sy pour £ =0). )

Pour simplifier 1'int&gration on remarque que comme %% est d'ordre ¢,
x est d'ordre ¢ tant que t est d'ordre ! : on peut donc remplacer £ par
et et écrire

dx _ L B 2 Cot-§
(4.58) ¢ it -5[30 Sy (sM sm) cn —-—E—~l-

Une simple quadrature donne X . Avec cette fagon de produire des ondes

hed - .
cnoldales on a nécéssairement < s L8, .
1 sm < 558 Sy ‘

Comme autre application, on peut envisager 1'étude de la déformation
d'un train d'ondes cnoidales sur un fond presque horizontal. Reprenons
le probléme de 3.3.3 pour une onde solitaire par exemple. On a cette

fois

s‘{ = 8, -8 * (ijsnP sech2 2 ; g

m o
.

2
avec s =8 + (s,~s sech
o m ( M m)



= 99 =

Or, la premiére relation (4.27) donne pour des ondes descendantes
38 o =Syt 2 Spo

2

d'od ch = 3,

& oo

On a donc
. _ 2 = N
(4.59) ¥ = (sM sm), (sech 3;——- 3 )
et 1'équation (3.63) donne
- _ 2 n-§-
(4.60) s gm + (sM sm) gech e

e(s,,~s )i 2
M "m 2 =8 2% n-¢
T, s T -

' - ¢
4.2 Superposition d'ondes simples indéformables; réflexion.sur une paroi.

4.2.1 Lorsqu'on superpose deux traing d'ondes indéformables, 1'un montant,
1'autre descendant, la relation (4.28) montre que l'dcoulement résultant
comporte des termes d'ordre 2 dont l'amplitude n'est pas bornée.

Soient (£ ,97) et (f+ . ‘P+) leé deux trains d'ondes; YT et al sont
des constantes. Considérons 1'@coulement obtenu par superposition :
£mf £ s W=9 + ‘f’+ . Compte .:en{x des relations d'indéformabilité
analogues a (4.1), vérifiés par les deux trains d'ondes, on a .

5 o " PN | +.2 - =1
(4.61) 4 cémn B (f +(fd. ) +(3¥+l)[‘(f +f ) ; (kf*"f) + 2 (f *f+)(‘f*‘f+)}

| 4 & Cpa

- ' iﬂ t . -t "
-3 + 1) @Y 45t ) + (1-31()(\{*[_:? dg + £ ‘/"f'.dﬁ‘:ﬁ_)
¢ ) ‘

+f2 +‘(’2 .

vonsidérons le train d'ondes montant seul. Avec les notations de 4.1, omn #

J f 4f = ¢ /;ldz Y g = / (8=s,) 4§ ~e Y = f (8“§;>ﬁ§+*‘ ﬁﬁ“‘,"ﬁ‘f-)g-.
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L'intégrale/(s*s’&) dE est bornée. Négligeons tous les termes bornés

dans l'expression de m et dés.ignons‘ par m, 1l'ensemble des termes de m

susceptibles d'apporter une déformation. On a :

. 2 - - - ’ + 1= + -t
(4:62) de] my = [—w + ‘—gf@u-so)]%s + [—4 ge 1238 (su-so)] £ aryrf

€

~Pour ¢ > 0, il vient d'aprés (4.12), (4.15), (4.18) :

+ +

S, - 8
{4.63) 4 CZ m. = 2 .._L..__IE_._ —q\f—-}- }.:.3_{. (s -8 ) E cn...n;. sn‘k dnl
o d . i N € u o’ at . at

s, = S_ : | :
» 3 2 __m [—4 f+¥-l:—i-§-(a:-so) ncng—:sn-g-:dn%* f2+"f s
: a

€ a a a
_ + _' + - _ -
4.68) 12 M Cw k2 M 'm
+- + _he ot ¢ - - _b e - *
Zsu + S 330 Ty £ Zsﬁ + S 330 ~ 5
e o 2
(WD (s - 8) (+1) (sy = 8)
+ - .
+ + - + + - - - -
{4.66) su =8y ;___:24_.;__ (sM -~ sm) ~ su - a; - “;’ (aM it )
K=
E Q) . EG KD
.avec. w = c & s W R .-
K ("2"’ k ) K (‘i’s k )

Pour ¢ < 0, on obtient des formules analogues tirées de (4.375. (4.40),
(4.41) .

I1 n'y a pas de déformation si 1l'on a

(4.67) 467 - (1 = 3¥) (s =8 ) =0, 4 £ (1 - 3Y) (s: -8)=0.
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-

Considérons & présent deux trains d'onde§ périodiques 1'un montant (f , ),
i1fautre descendant (f+,(€+), et r_echerc‘hons d'quelles conditions l'é&cou-
lement résultant de la superposition de ces deux traine d'ondes ne com-
porte pas de termes d'ordre 2 qui ne soient pas bornés. s et s} dési-
gnant les altitudes moyennes' des trains d'ondes montant et descendant

considérés séparément, on obtient, en procédant comme ci-dessus @

n

(4.68) 4 ¢

&

[‘ _ _ 7 - '__ ' +!
sz‘\f __1‘:3{ (sp-so]\f. 3

<

my; = - _{5\9"'."' + 3 ((+1)"?+ ‘P{" - (i*3 X) £ .‘f’_*"

""' ‘”‘ . E -‘. -1 . * 1“3‘( + e" ) f;’ n .
<4 e 3R £ = G Y)Y £ w6 F T (S m s d e .

%

+ f2+?2.
Les conditions cherchées sont

' ne t . I - _,- - +
rﬂ) (f"' % 95 (3’4-1)((‘* H’* - (1 -3%) £t ‘f+ 4 E_‘f - 1—31('5“ -so) ¥ =0,
{6.569) ' '

L1

8 £ +3(f+1) £ f"" ~(1-3¥) Y7 £ [l;f" - -‘-?j(s: = s;)] £ = 0.

prerrommeco M

I1 est & poter que si *P+ et f sont choisis de manidre i satisfaire 2
{4.59), les ondes simp.les montantes et descendantes définies par les
couples (£ , ‘f’—) et (f+ s ‘{’+) ne sont pas indéformables en géndral
paxi_squ’eiles ve satisfont pas & 1'équation (4.1). Il y a exception lorsque

goat vérifides les relations (4.67).

e

.%7.2 Bnvisageons un exemple de superposition trés intéreisant du point de vue
de' .. physigqué : il s'agit de la réflexion d'un train d'ondes simples
indéformables sur une paroi fixe normale 3 Ox et placée en x = 0. Au
contact de la plaque le fluide est supposé au répos pour t < 0; autrement

dit le train d'ondes incident atteint la plaque & l'instant t = O.

Supposons pour fixer les idées que ¢ est positif et que le train d‘'ondes
incident est un train d'ondes montant dé&fini par

2 E-§ Tt
& , P

a

£ =g - + - . en = :
‘C m sa’.\ ‘ (SM sm) o

Y™ est nul car les ondes montantes sont adjacentes au repos; & est donné



par (4.57) de sorte que 8

On sait que dans le domaine

n< 0, x > 0, 1'8&oulement

est entiérement déterminé

par la donnée u, = O pour

x = 0, On a donc d'aprés (3.13)
- £ (e 8) * Y(e ) =0,

soit

Ym)=£ (-.m.

D'autre part, le long de
chaque caractéristique C
qui traverse le domaine
d'ondes simples et le do-
maine de l'&coulement consé-
cutif 3 la réflexion,»on a
f=f = c!e. Par conséquent
les fonctions f et £

coincident et on a

(4,70} ef = Sy~ 8, + (SM - sm) cn2 %—(L ,e\f= Sm ~ %6 + (su - sm) D —

= 0, u

- 102 =

= 0 pour £ = 0 (figure 4.10).

A

&coulement consécutif
a la réflexion n =0

ondes simples

e
montantes

repos \\\\N\\xx

g=0

figure 4.10

2R+ 8

a

L'écoulement défini par (4.70) peut &tre considéré comme la superposition
des ondes montantes données (f , 0) et des ondes descendantes (f+,‘f+)
définies par £ = f~f , $ =@~ Y goit £ =0, P = ¢ . Ces ondes

descendantes sont identiques aux ondes montantes au sens de propagation

prés; en particulier, elles sont aussi indéformables. Il en serait autre=~

ment si ¥ n'était pas nul.

D'aprés (3.13) et (3.6) on a, & L'ordre 1 :

(6.71) 8 = Zém ~ 8, * (sM - sm) (an ﬁig— + cnz JL%QQ,

(4.72) cu = (sM - ém) (-—cn2 -g..;l.G_ + c:tx2 );6 ),
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c v c W 8,8 _ _ _ , . N
(4.73) 5 2 = g o= 2 M om oon 88 50 808 gp W08 o o ARS8 4, RS gy TY,
iy 1z > a a a a a a a

On a vu en 4.2.1 que 1'écoulement résultant de la superposition d'ondes
simples indéformables a des termes d'crdre 2 non bornés., Ieci leur expres—

sion est, selun la formule (4.63) :

8,,~S
z 2 M m ntd pdd AR
4 4 = = Pt ¥ ) n =
(4.74) 4¢ ¢, My 2 P - (1-3%) (su so) (€ cn = SR g dn 5
'nt:ng-ﬁ an 58 gn 556 ).
a a a

T d ;
m, est nul lorsque l~3?{= 0, c'est;a—dlre a;;- (po(bo-bé )]a 0, ou lorsque

v

s, = 8,3 dans ce dernier cas les relations (4.15) et (4.18) donnent

30 = 2 - k% d'oll k* = 0,947.

La vitesse longitudinale u est nulle pour £-8 = n + § + nA et
~3d==-(n=68) +n\, soit pour £ + n =2x = nl et E -~ = 2 (e t=8)=n},

ol n est un entier et A la longueur d'onde définie par (4.10). Considérons

le profil de la surfaée libre obtenu pour et - § =n %—. I1 vient
X+n _ﬁ;_
2

_ _ _ 2
g = 2 Sn ” S, * 2 (sM sm) cn

De 13 le maximum et le minimum de 8 :

{4.75 S = 2 8,5 s = -
. ) max., "M% *  ®min. " “®n " 5S¢
On caleule ajisément, comme en 4.1.2, 1'altitude moyenne . 3
wAf2
2 /’
= (g -5 ) = s, dx =
2 ( oY . o) / e
d o
d'oli
(4.76) s =2 g - 8 s
! Enoy. u o

Dans le cas de 1la réflexion d'une onde solitaire, on obtient :

, » 2 &~8 2 nté
(4.77) = 7 - s e S povat 5.
(4.77) s 2 8 =8 + (sM sm) (sech = + sech = b
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~ _ 2 §-8 _ 2npn+téd
(4.78) e u = (SM.Sm) (th - th IL;*— ),

c. Vv cCw 5,78

(4.79) 2 =2 ap BBy B L n? BT o B8 2Ry
X ¥y g a a a a a
Iy lz
30 & = 2 .§. s
avec, d'aprés (4.27) et (4.57), 3 S, = Sy + ZSm, ch = 2

Comme s“ = & Tne peut pas étre égal i S, la relation (4.74) montre que

m, est différent de zéro sauf dans le cas exceptionnel 1 - 3¥ = 0.

Ce qui précéde est valable pour y > 0 . Pour <0 on obtient des résultats

analogues.

On détermine facilement les trajectoires des particules dans une réflexion.
A titre d'exemple, considérons la réflexion d'une onde solitaire dans un
canal de section rectangulaire (figure 4.11). Posons

(4.80) x"=x-x ,

oo
%, €tant l'abscisse de la particule pour t infini. Puisque u, est nul
le déplacement des particules est d'ordre ¢ et on peut confondre x et x
dans (4.78) et (4.79). Prenons l'origine du temps 4 1'instant t = g—

de maniére i simplifier l'écriture en faisant disparaftre la °

constante § des formules établies ci-dessus. Il vient, d'aprés (3.10) :

XxX.=¢ct X * ¢t
2 T o 2 Tw o)
= _— e 8 ] —— s
co u (SM Sm) (th t a ) b
8,8 X =-¢ t X =¢ t X +*c t x +c t
M #
O a a a (0,92 a

De 13 les &quations des trajectoires :

SM S x- + cot X - cot
X = X = = e 3 (th ———————— & th )
© s a a
: 5]
(4.81) ¢
> Sy ~ 8 5 X ¥ ¢ £ x -c t
Lo S sech — + sech
g Z 5. ( 5 )

z  étant la cote de la particule pour t infini. On peut remplacer
o
2=z
zZ 0
e Rl ]
Log = par g

[e5] o0
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Chaque trajectoire est parcourue deux fois puisque le changement de t

en - t laisse x et z invariants. On connait une extrémité de la trajectoire
c'est le point de coordonnées (gm ) 2 ). L'autre extr@mité,de coordonnées
(xo, zo) s'obtient pour t = O, instant auquel la particule rebrousse

chemin (u et w changent de signe); on a :
8.8 X zZ - 2 §.,~8 X
M™m o0

m 2 o
XK = % = = 2 w3 th ¥ = 2 sech -
o o 3 a Z s a

o w o

Pour Bliminer t entre les équations paramétriques (4.81) on utilise

l'identité

X + ¢t X =g t X ¢ t X =gt
0 o 2 o) 2
(gh--—~——° + th el = - sech2 - ~ sech s
a a a a
2 X, + cot x - Cot
+ = th + th
b4
- » a a
a
d'oil
z -z, 2 X=X So X = X 2
4,82 = - - - .
( ) 2w 2xoo a SM‘Sm a
th
a

On obtient donc des arcs de paraboles. Les sommets de ces paraboles

ont pour coordonnées X s 2 tels gue

a Ta
La tangente 3 la trajectoire au point (xo § 20) a pour pente

z  3th? % - R 1-3the X

% a
00

. m
a < ; on a par ailleurs X" xs = M a s
th .- s th xm

[

= (o] a




W' > : by

m X % @ \W, /€S2 S sk //
- TR // T - . \\\ 7 \J 0
\\\NA g
°° =7 o= 1
0=1 o0=1 [k
lound aun Jns |
SJibjijos  spuo aunp uoixay PJ B sudp sedi0)os/Dy] ~z
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Ainsi xo est supérieur a X pour 3th

- 107 -

X
e 2] .
3 I < 0 ; autrement dit la

X

o«

particule ne dépasse pas le sommet de la parabole pour 3th2 = 1

X
c'est-d-dire —~§- < 0,66.

2
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CHAPITRE 5

ECOULEMENT GRADUELLEMENT VARIE

EN CANAL QUELCONQUE .

Canaux de profil de section droite invariable.
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Selal

Revenons a 1l'écoulement graduellement varié régi par les

a (1.66). Tout canal peut €tre représenté par (figure 5.1)

(5.1) y=% (x) +8 (x, 2") avec z
ou bien par

(5.2) z -z (x) =k (%, ¥") avec y

Le cylindre y =\‘ (x) est appelé

le squelette du canal.

Soit ho la profondeur définie

par

(5:3) ho =s, "t (x).

On a i
(5.4) 9y = B dz',

o

0} s wl ¥

ot hOX (bo bo) # BX dz' ,

5

= T N |

Got hot (Do bo)'

z - ¢ (x) et B (x, 0)

y ~¥(x) et k (x, 0)

équations (1.54)

En procédant comme en 1.2.2 on obfient

u
s
b ~b'
)

5
5.5) h,_+u h _+c¢c u_=
ot o 0% o

(5.6) +h == T ,

oxX X

u + W u

ot c 00X

o)

>0

By dz' ,

- - = +
Les caractéristiques du plan (x, t) de ce systéme sont les courbes C

d'équation dx = (u0+c0) dt et C d'équation dx = (u0~co) dt; mais les

caractéristiques du plan (ho, uo) ne sont pas déterminées une fois pour

toutes.
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Considérons les canaux de profil de section droite invariable; c'est le
cas de la plupart des canaux artificiels de navigation ou d'irrigation.

Leur équation générale est
(5.7) y =¥ + 8(z"),

ocu

(5.8) z=1¢(x) +x (¥

Pour ces canaux o, ne dépend que de la profondeur et il en est de méme de Coe
On pose, a la place de (2.1),

(5.9 dho =c, d 8,

plus précisément, on prendra 8 = “QEET .

Les équations (5.5) et {5.6) s'écrivent !

(5.10) eot + U eox te u = Q

(5:11) Use + u u + c° eox =-C, -

o : .. + - :
On détermine les caractéristiques D et D du plan (90, uo) qui correspondent

" : o+ = - - s
aux caractéristiques C et C de la méme fagon que dans 2.!. Leurs équations
sont :

+ -
(5.12) D :d (6o + uo) + T, dt = 0 ; D :4d (Bo—uo) > dt = 0 .

En particulier, si le canal est de pente L, = i constante, les &quations

+ = i . x
des courbes D et D ont la forme explicite 60 *u * it = cte, 6v - ur- it =cte.
Dans le cas général, compte tenu de {5.9) et des équations des caractéristiques

+ -
C et C , (5.12) peut s'écrire

W i re R EY 4w A ko du =03
’ o 2 ¢ Yo o G U TV
(5.13 2
- e 2 - - =
D :d (h0 + 5 + ) u, d 90 c, d uy Q.



= 110 =

On obtient une autre forms explicite si 90 e, = cte, mais le profil de

section droite qui satisfait 3 cette relation pour toute valeur de S,

est sans intérét physique.

Puisque les caractéristiques du plan (x, t) sont par définition les

courbes par lesquelles il passe une infinité de solutions, on peut dire
qu'en mouvement permanent ces caractéristiques sont constituées par les
droites t = cte. En effet, le long de ces droites il peut passer une
infinité de solutions, chacune d'elles étant un écoulement permanent par-
ticulier (la solution est évidemment la méme pour toutes les droites t = cte
yuisque le mouvement est indépendant de t). Les caractéristiques ¢t et c
itant ici confondues, i1 en est de méme de D" et de D et d'aprés (5.13) on

¢, 8 tout instant,

u
0 = =
d (ho +—=—+17) =0, u, d 8,+c du =90.

“

Cc sont bien les équations qu'on peut tirer directement de (5.3), (5.9),

(5.10) et (5.11) lorsque le mouvement est permanent.

5.1.2. GSupposons dorEnavant cque le mouvement est permanent. Ll vient

Sox hox Yox x
(5.14) —— = o el =3 5"

u ¢ u u- - ¢

o ) o o o

u  a un signe bien déterminé : supposons u, > 0 . Dans une section droite
1'écoulement est dit "de riviére' si u < c et "de torrent" si u>eo s il
est dit "critique" pour u, = e la vitesse et la profondeur correspondante
sont appe.ées vitesse critique et profondeur critique. D'aprés (5.14), s, et
ho varient dans le mZme sens que [ en régime de torrent et en sens inverse
en régim: de riviére. Pour Cx = 0 on a soit hox = 0, soit u, = ey (soit

hox = 0 et u, = co). Enfin, une condition nécessaire pour obtenir le régime

critique dans une section est que (. soit nul.
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N

u
Introduisons la charge intrinséque e définie par e = ho+459, soit
2
(5.15) e ==ho+~—q‘-—5"— 3
2 o;

ol q désigne le débit en volume

(4 ] — 0] i
.3-16} q OuO

A débit constant on a, en utilisant (i.55) et la relation d<% = (bo—bé) dh0 v

de q2
(5.17) dh =1 - 'gzz‘z—' .
o 5 oo
Comme Ekﬁfg_fgl = 2 . P
dh o ¥
o}
avec U donné par
d(eg)
(5.18) ¥ = 1 + -——2
2dng,
il vient
dze 2q2
(5.19) = Yo
dhz 02 c4
o o o

e plus, ¢, €, est nul pour ho = O et est infini pour ho infinl et e est

inf.ni & la fois pour by nul et pour ho infini.

Pour des canaux classiques U est positif (voir 2.2.4), donc Go c est une

fonction croissante de ho; 1'équation 0y €, = 4 n'a qu'une racine : il y a

est nul et e minimum.

donc ure seule profondeur critique pour laquelle gﬁ
o

Mais on 1 vu en 2.2.4 qu'il existe des profils de section droite tels que ¥

puisse & ‘e négatif : en fait, cela ne peut se produire que dans un inter-

. ”» %% 2
valle firni O <h' < h_ < h*¥ . Pour h_&gal i b ou & b, 97  est nul
o s} (s} o o o dh 2
et 0 _c_ et 29—— passent par un extremum. Affectons des indiles % et#% les

o o© dh
0 e .
grandeurs correspondant aux profondeurs H:' et h0 . Lorsque q est compris
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*

HE ¥
c e

* . . . s gt
o " t 9, ¢© l'equatlon'ooco = q a trois racines distinctes

entre o

Q

hél), héz) 5 h§3) (figureVS.Z) : on obtient donc trois profondeurs critiques;

D L3)
0 o

e passe par un minimum pour hO et par un maximum

L@
(o]

o =
et pour ho
. I1 y a donc quatre régimes d'écoulement possibles au lieu

de deux quand Y est toujours positif : torrent pour h0 < hél) et h§2)< ho< h§3),

P (1) or = +%2) (3) < " . ¥ X
riviére pour h0 ho h0 et h0 ho . Pour q égal a 9, o il y a deux

- * ..
profondeurs critiques : l'une d'elles est ho ; cette profondeur critique
®H KR e

sépare deux régimes de torrent. De méme, pour q = 9, S5 ho est l'une des

deux profondeurs critiques : elle sépare deux régimes de riviére. Les valeurs

®2 FR2
c HE XX c .
correspondantes de e sont é* = ho + —%—— , & = ho * g . Sur la figure 5.2,

on a représenté e en fonction de ho pour 5 valeurs de q :

xH K% R T 2 2 Xk wn *
(I) : g< O, €, (I1) : q = o, ¢ 3 (III) : o, ©4 <q<0, e, s
. N B R
(IV) : q 00. ¢y ) : o, ¢, <a-

Par dérivation (5.14) donge

2 2 E )

_ 0 2
(uo o ) B 2 ug Y8og T Uy By

relation qui permet de calculer la courbure de la surface libre. Dans une
section oii 1'@coulement est critique on a

2
2 ¢ SOX2+C0 CXX-O’

-

donc Y est de signe opposé 3 S Ainsi ho ne peut &tre égal a hél) ou a

. (2)

5 (3
(0] (¢}

que sur une bosse ( Cxx < 0) et ho ne peut etre égal a h que dans un

creuXx ' > .
ux ( Lo o)

A charge intrinséque constante on a
2

(5.20) L 4L . -1
To dh, 0§ ¢§

]
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+ ovra 3 3 3 - -h !
e, grace 4 (1.55) et & la relation dUo (bo bo) dho,

;L
i % . ¢ d(bg=by) a2 ') =
.21) 7 2 = 4 2 7 (bo bO) 00 .
' (o} .
s, dho 9 dh° é

Les formules (5.17) et (5.20) montrent qu'd tout minimum de e correspond
un maximum de q et 3 tout maximum de e un minimum de q. Considérons une
des courbes représentatives de e en fonction de ho d.q constant : & une

N L . * B
valeur de e inférieure & e ou supdrieure 3 e correspondent deux ou zéro

g xR *
valeur de ho; a une valeur de e comprise entre e et e correspondent

. nk ¥ ; R e
quatre valeurs de h_ si o**c <q <o® ¢ , deux valeurs s8i ¢< 0_',c et
o o o o o'’ o - o
»* *

aucune valeur si q >0 cy Cela étant, on trace facilement les courbes
représentatives ,de q en fonction de ho i e constant : q s'annule pour
o, = 0 so0it ho = 0, et pour u_ = 0, soit ho = e ; de ce qui précéde il

- ** * - k3
résulte que pour e < e et e> e, q présente un seul maximum et que pour

Kaliid * : i g '
e <e < ey q présente deux maxima et un minimum. Comme q = ¢ ¢ et Y = 0
. o o

2
- d . . A * K
entrainent 53% = 0. d'aprés (5.21), aux points (ho , e ) et (ho s e )

o » ¥* * *K xX #
correspondant dans le plan (ho, q) les points (ho > Ty co) et (ho 30, CO’S

% tangente d'inflexion paralléle a Oho . Sur la figure 5.2 on a indiqué

* # *
“'allure de trois courbes : (A) : e = e*ﬁ; (B) : e* <e<e , (C):e=c¢e.

La courbe (B) a été choisie telle qu'elle corresponde & e égal au paximum

-

relatif de e sur la courbe (III); & ce maximum relatif correspond un minimum

de débit égal A la valeur constante de q le long de la courbe (III).

Les canaux & profil de section droite invariable et horizontaux ont pour
2quation

22) oy =¥ (x) +8 (2),

avac B (0) = 0. On a dans ce cas ho-= s et les équations (5.10) et (5.11)

deviennent identiques aux &quations (2.3) et (2.4) écrites pour les canaux

cylindriques et horizontaux. Ainsi, les &quations du mouvement longitudinal



sont les mémes pour tous les canaux horizontaux ayant méme profil de section

droite. Toute 1'étude du mouvement longitudinal faite au chapitre 2 s'applique

aux canaux définis par (5.22).

Dans un écoulement permanent s, et u  sont constants. Mais, il est &vident
que le vecteur vitesse a une composante transversale de scrte qu'on ne peut

pas poser les relations (1.59) pour déterminer v, et wé. Posons ici

v._= 0 W= "
o Yoy O’ o Poz

Les équations (1.49) (b) (e) et (£) s'écrivent :

oyy T Pozz 0

uo)fx * Py, B, s Aoy DORE ¥ & Y + 82
p =0 pour z = s .

oz G

La solution (& une fonction additive de x et de t prés) est P, =u ¥ y ,» d'ol

(5.23) v, = ug x; , W, = o .

Pour un canal cylindrique ’g = 0 et on retrouve bien A o .

5ix 2 Ecoulements woisins du repos .

5.2.1. Dans un canal de forme quelconque le seul &coulement uniforme 3 1'ordre

zéro qui soit possible est le repos : 5, est comstant u_, vV , W sont nuls
et les équations d'ordre 1 s'écrivent

G * vly NP &,

e
]

[~
1]
=}

5 v, =W

u bX +w bz = v, pour y = b (x, z) ou U kx + v, ky = w, pour z = k (x, y),
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u, et ﬁ1 ne sont fonction que de x et de t et on a 5 =/bi

On intégre 1'équation de comservation de la masse sur Ao; compte tenu des

conditions sur le fond et 3 la surface libre, il vient

- 2 I
(5.24) Sie te o ou c, WU
avec
(5.25) oM ijp bx dz = - kx dy .
FO I"O

La projection sur Ox de 1'équation de la dynamique s'écrit

(5.26) Yie o slx =0.

-~

On introduit la fonction %ﬁ (x, t) définie & une constante additive prés

par les relztions
(5.21) uw =4, ,8, = -¥ .,

de maniére 3 satisfaire (5.26). L'équation (5.24) s'écrit

a
2 )
(5.28) \PItt o \?]xx =c, Y, -

Pour déterminer v, et w, on procéde comme en 3.1.2. On pose :

(5.29) Vo= U le s Wy = U ( Xiz z) .

De 13 :
g =
(.1-30) ley +: Xlzz 0 s
avec
e bx
(5.31) (a) u Xy — 2) By = Xjy POUE ¥ = b (x, 2) ,
ou (“1 k)x
(5.31) (b) Xy ky = Xy, Ppour z = k (%, ¥) s

Ix
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S
(5.36) o = —=B_ (s -z) s € =

n
(5.37) fxx+(-3i——--——-c ) £

(5.38) y~-Y=wn (1 —%)8 (z - s_

et

(5.32) X = ‘x pour z = s _

iz

Pour la famille de canaux définie par (1.63) on obtieﬁt

n_u AT D u, ¢
(5.33) %, = (2w OO D" W¥e oy, B (L
I nu 2 (a+l) u u
1% 1x Ix
La méthode de séparation des variables appliquée 3 1'équation (5.28) conduit

& 1'étude des mouvements périodiques en t. On pose

(5.34) Yﬁ = £ (x) exp (lwt).

De 13 :
w2
(5.35) fxx + ufx + :§~ f=0.
o

C'est 1'équation fondamentale pour 1'étude des ondes stationnaires, ou

seiches, qui peuvent se produire dans des lacs ou dans des golfes allongés.

Nous nous limiterons i 1'&tude des profils définis par (1.63). Cette &quation
contient trois fonctions de x et une constante arbitraires ce qui permet de

donner une bonne représentation d'un grand nombre de lacs ou de golfes.

On obtient :

o +1 2 So— & oy o + 1

o o
o+ ] a+ | o

et 1'équation (5.35) s'écrit :

o + 1 P +1 2

n = X X
5 =

On remarque que f ne dépend pas du squelette. Dans les exemples que nous

L

allons passer en revue la fonction ﬁl(x) sera donc arbitraire.
Considérons d'abord quelques modé&les de lacs.

Soit
2

—’55)‘3‘, -2% x § L
2
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n est une constante; o est inférieur 4 1 de manidre que le fond du lac

soit dépourvu d'aréte vive; B est positif (figure 5.3). L'équation (5.37)

s'écrit :

(5.3) U -%5)f -leg+@+r2a+2) % AT
XX 2 SO

On pose

(3.40) i—f—sza,

d'ou

(5.41) & (1-¢) f€€+[é + o+ 1 = (B+ 2a + 2)%]fg + Eg:—l

(o)

A"y E=B ,
La solution générale est

f= Af(as by, ¢, §) + B E]—c gg(a"']—cs b+l-c, 2“C,£),

ol A et B sont des constantes etSFlla fonction hypergéométrique. Les para-

métres a, b et ¢ vérifient les relations

., a+b=B+20+1 , ab=—9‘£—l u® @t
Q

c= B+a + 1

Comme 1 - ¢ = - B - o est négatif et comme f doit €tre fini pour &= 0, la
constante B est nulle. De plus, comme ¢ - a - b = —-a est négatif la fonction
hypergéométrique Jest en général infinie pour £ = 1 . Il y a exception

seulement lorsque l'un des paramétres a ou b est égal 3 zéro ou a un entier

négatif -~ q ([1§ 1D » auquel cas la solution est un polyndme de degré
5. 47 _ G g e . T sws 1 s
(5.42) f 6q £ + GJ g+ + Glg + 60.

La condition nécessaire est suffisante pour qu'il en soit ainsi et que l'on
ait
o + | 2 2

. LT w =q(q+t B+ 2a +1)
(8]

Les coefficients §. vérifient la relation de recurrence

G+ (j+s+a+1>sj+,=E<j+s+2a+1>—q<q+s+2a + s,
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(5.

(5

(5.
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qu'on obtient en portant (5.42) dans (5.41).

. o+l 22 B+ 20 + 2
Pour q = 1, on obtient ——;—-& y" =B+ 200 + 2 et £ = 60 (- B o 1 E+ 1)3
pour g = 2, on obtient gt &2 mz =2 (B+ 20 + 3) et

o

€% 11 § €tcass

£ =5 (B+2 +4)(B+2 +3) ., _ 2(B*2 *3)
o B+a +2)(B+a +1) (B +a+1)

Ainsi, dans des lacs définis par (5.38) il ne peut y avoir d'ondes station-
naires que pour certaines valeurs discrétes de la pulsation w données par
(5.43).

L'équation (5.38) considérée pour 0 & x < % geprésente des modéles de
golfes : £ varie entre O et 1/2 et la spolution est f = A.gf(a, bs ©38 ) »
Considérons & présent les golfes (figure 5.4) définis par

44) y—x=tﬁ(l-§)8 (z-s, $), ogxg2, o0<a<l ,p>o0.-

L'équation (5.37) s'écrit

45) (l—%‘-) fxx+(8+ o+ 1,).«%‘.-&0‘*’1(”21:' =0 .

On pose

at+l k
<46) n = 2“"/'5—_ (1 =) v=8+ta , f£=n g,
5 .

d'oli 1'équation de Bessel

i
(@]

2 2 2
+ + -
47) n 8n ng, (n V') g

Pour v différent d'un entier la solution est donc
£ - [ A B J
= +
n 3, (n) - (n)) s
oi A et B sont des constantes et Jv et J-v les fonctions de Bessel de
premiére espéce d'ordre v et ~v .

D'aprés (5.27) et (5.34), s, est proportionnel & f; il faut donc B = O de

maniére que s soit fini pour x = %.
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8i v est un entier la solution est

~V 5
£ = nq A, J,VJ (n) + B Y\)‘ )

ol Yv est la fonction de Bessel dz2 seconde espéce d'ordre v. Pour que sl
soit fini en x = &, 11 faut B = 0.
Dans tous les cas la solution s'exprime donc par
-\

f = An Ju {n) .
Pour donner un schéma du phénoméne de marée supposons $, connu a8 1'entrée
du golfe, soit

Sy (0O, t) = acos wt .

Compte tenu de (5.27), (5.34) et des formules de recurrence des fonctions

de Bessel, il vient

= a coswt X = b4 ot X
{5.48) s, = a -~ z )y 2 J 12y — (1 -= ,
F ot _ v s0 £
JV_ (220&%;;—" )

Ay-¥

R l=0

—gi\ 20+8 .
\\_______.

Av-Y

———

_ -8 0 ) *
L 20+8 %

/

figure 5.3

Bzl=a :




Ay
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B <l=a :
z =g
[o]
B>l-a
-a am.mt a+l ;.v;l : bl a - x ,
u, = ; (I'==) Jv 25w S
J (zzm_z-‘-*—l-’ a_o °

“o
Il y a résonnance lorsque . la pulsation o est telle que quv soit

égal 3 un des zéros de la fonction J .

Un remarque qu'en x = £, s, 1 'est pas nui 3 tout instant : il y a de 1'eau
au deld de ce point sur une distance qui est d'drdre ¢, soit ¢l§ dans la
direction y -‘f = 0 (figure 5.5). Il est natnrél d'effectuer pour x > 2

un prolongemen: de la soluuon par symétrie par rapport dx= 2, c'est-d~
dire changer Vl - 1—" en Y— - 1 dans les formules (5.48). ‘Le point ol

%
la surface libre rencontre la cBte est déterminé approxm;iveunt par

1'8quation
s, * €8 (2, t) = 8, (1 + e6)
soit 8,8 = 8, 2y £) »
’a-r
il a cos wt L ("]
| 5,8 =

o+l .
J.‘, (229 ;—o—)-l‘ (vﬂ)-
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figure 5.5

On peut multiplier les exemples. Ainsi le modéle d'équation

a

y—‘b/:tr-l(-f(-)s (Z""SO"'S ) » X >0, O

e
A

o <4 » B >0,

peut représenter un estuaire. L'équation (5.37) correspondante s'intégre

a 1'aide des fonctions de Bessel. Le lac d'équation
2

N = 45 b = 27 X B S . L3
y Y +n [% s, * 37 5, (1 + Z ) (1 2 )J : 2 g x5 4, 5 < a<i,

constitue un modéle acceptable du lac Leman : 1'équation (5.37) corres-

pondante se raéne a une équation hypergéométrique ( E{3j ), etc...
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CHAPITRE 6
ECOULEMENT GRADUELLEMENT VARIE

DE DEUX LIQUIDES NON MISCIBLES.

6.1. Approximations d'ordre zéro et 1.

6.1.1. On considére deux liquides non miscibles de masses volumiques p et p'.
Les notations sont celles du chapitre 1; les symboles accentués se rap-

portent au liquide le plus léger. On pose

(6.1) L£-=4da<1.
19
La normalisation est celle du chapitre 1 avec, de plus,

b Ul : VI . _ 'wl . _ Pl o _S—-'—
3 1; —_—, 5 = 36 "
e ¥e pgdb

On se limite & 1'étude du mouvement plan sur fond horizontal; toutefois,

le calcul est possible quelle que scoit la forme du canal.

Les équations générales sont

(6.2) u +w. =0,

(6'3) U = g W _ 3

(6.4) u + uu_ + wu, + ﬁk =0,

(6.5) s(wt+uwx+wwz)+ /z,z+l=0
pour le liquide lourd, et

(6.6) u; + w; =0,
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(6.7) u! = ewr
3 - ' v Figal® _L f =
(6.8) u + u ul + w u, + 3 fb 0,

1 -
(6.9) a(wé + u'w; + w'w; ) + 3 fri +1 =0

pour le liquide léger.

-

Les conditions 3 la surface de séparation des deux liquides sont

(6.10) S, +u s, =W N

(6.11) s, + 0 S, = w' \ pour z =s .
612 ' o=

(6.12) p' = fr .

Au fond on doit avoir
(6.13) w=0pour z =0 .

A la surface libre on doit avoir

1 Y
(6.14) s, +u s, =W

(6.15) /v' = 0

Les conditions écrites ci~dessus comprennent les cas particuliers ou
.

le canal ne contient qu'un seul liquide (s = o ou s' =5 ).

Comme en !.2 on néglige les termes contenant ¢ en facteur, d'od les

équations de l'approximation dite d'ordre zéro :
P

(6.16) U + Woz =0 ,

{6.17) uo, = Q



(6.18) Uoe

(6.19) f%z

(6.20) u'

{6.21) u'

(6.22) u'

(6.25) Sot +

i

(6.26) /z;

]

(6.27) v
¥
(6.28) s *

(6.29)/Lg =

s}

0

[~
w
i

(=
n
]

-
]

pour z

u_ et u; ne dépendent que de x et de

(6.19) et (6.26) donnent

(6.30) /ié

(6.31) fro

d (sé -z ) ,

- L
S, " 2 + d (so s )

o}

i

+

= 1235 =

-

Les équations (6.23) et (6.29) et

On calcule w, et wé i 1'aide (6.16), (6.27), (6.20) et (6.25)

(6.32) v

.(6'33) wé
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I1 est commode de poser pour la suite des calculs

= t -
(6.34) ho S, " 85 ¢

Portons (6.32) et Y{6.33) dans (6.24) et (6.28); il vient

(6.38) 55, + (3,8,), =0 ,

(636) h , * (ulh) = 0.

Ces équations, jointes aux &quations

{8 37) Yst ¥ Y Yox t Sox ¥ ¢ hox =0,

1 1 1] =
(6.38) u. + uooul + 8 ox + hox 0

que 1'on tire de (6.18), (6.31), (6.22),(6.30) et (6.34), constituent
les &quations du mouvement longitudinal, Leur intégration doit &tre
faite numériquement ([bZJ ). Les courbes caractéristiques du systéme
(6.35), (6.36), (6.37), (6.38) ont pour &quation

r ‘ '
ax 2 20 ax o 02 2o 422
(6.39) L(dt u) co] [(dt u)’ e acel?,
ot

(6.40) ¢ =Vs_ , c! = \/E;

(o} (o]

sont les célérités de propagation des ondes pour chaque liquide comsi-

G8ré seul. Deux familles de caractéristiques au moins sont réelles.

Supposons que 1'&coulement est permanent 3 l'ordre zéro. Le systéme (6.35),
(6.36), (6.37), (6.38) montre que 8, ho’ u

lement est uniforme.

o u; sont constants : l'&cou-

Considérons les &coulements uniformes .3 l'ordre z&ro et déterminons 1'approxie
mation d'ordre 1 par la méthode développée dans le chapitre 3. Les équations
d'ordre 1 sont ‘
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(6.41) u,_+w, =20,

(6.42) u, =0,

(6.43) u,_+u_ u, _ + fﬁx =0,
(6.44) fy, =0,

(6.45) wu!_ +w' =0,

\6.46) u! =0,

(6.47) u! =+ ué u

&
|
o

(6.48) o= 0 .

(6.49) s +u s =w

it o 1x 1
' — - ‘
(6.50) Sie t ul s =W pour z S,

e - = R
(6.51) fy = s, =fu - ds

(6.52) W, = 0 pour z = 0 ;
v [ B e et
(6.53) St -+uo Si1x = ¥

(6.54) p! - ds! =0

; et u; ne sont fonction que de x et de t. (6.44), (6.48), (6.51) et

(6.54) donnent

(6.55) fﬁ =5, + d (s; - s]), /1; = ds; .

u

w, et w! s'obtiennent & 1'aide de (6.41), (6.45), (6.50) et £6.52) :

I I

= -z u' + s + u' s + s u

= - [
(6.56) w Z W, 5 w1 ix 1¢

Posons

(6.57) h, = s; - s
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et portons (6.56) dans (6.49) et (6.53); on obtient

(6.58) s,, + u_s + B, By ™ Q4

1t 1x

3 1 S
(6.59) h]t ol hlx + h0 Uiy 0.

Ces Equations jointes aux équations

(6.60) U + au *os, o+ dhlX =0,

] ) ¥ t =
(6.61) Ure Toug U + S1x + h}x 0
que l'on tire de (6.43), (6.47), (6.55) et (6.57), permettent de

déterminer s h], ;s u! . Les caractéristiques du systéme (6.58),

1’ 1

(6.59), (6.60), (6.61) sont données par l'équation (6.39). Comme
U, ué, Cys Cé sont constants, chaque famille de caractéristiques est

constituée de droites paralléles. Au moins deux familles de caracté~

ristiques sont réelles.

Lorsque le liquide lourd est recouvert d'ume mince couche d'épaisseur
d'ordre ¢ de liquide léger, c'est—d-aire lorsque s'— s est d'ordre ¢,
les Equations se simplifient. On a dans ce cas ho = 0 et 11 vient pour
(6.35), (6.37) et (6.38) :(¥)

s + (u_ s = (
ot ( o o)x .
u +u u + s =0 ,
ot 0o ox 0x
et u',  +u'u' +s =0,
ot o O0X ox

Les deux premié&res équations permettent de calculer s, et ug Comme si

le liquide lourd se trouvait seul; la derniére é&quation donne u

A\ Q -

P

d noter que ces équations sont valables dans 1l'hypothése plus générale
h_ = ce,
o

. Il est

(#) On peut de méme envisager des écoulements tels que s soit d'ordre e; on

a dans ce cas 5, = 0. Les calculs sont analogues,
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Supposons que les &coulements envisagés ci—dessus sont uniformes 3
l'ordre zéro. Les équations de 1'approximation d'ordre 1 sont les équa~-
tions (6.55) a (6.61) avec ho = 0 . Effectuons le changement de variables
(3.12) . L'équation (6.59) donne

c (h1£ - hln ) + (ué - uo) (hlg + h]n ) =0,

o
d'ot
2c0 - 2c0
(6.62) h e o = . h .
ix u ~u'+e 4 u ~u' - ¢ bx
o o o o o o

Compte tenu de (3.12) et (6.62), les équations (6.58) et (6.60) donnent

aprés addition, puis soustraction membre 3 membre, et intégration

dcohI dcohl
(6.63) Sl" coul = T + 2 £ (&) , S] + CO ui = 'a--:-u—,——:—c—- + ZW(n) >
O 0O O Q

f ety é&tant deux fonctions arbitraires.

Pour obtenir u; on effectue le changement de variables

(6.64) [ = x = u; £t , T=t,

soit £-n =2 ¢ u-~u' + ¢ - ~-u' - = 2 ¢ "
gm=2cr, (urul+c)lE - (u-ul =c)n oF

Puisque f n'est fonction que de & et puisque?f n'est fonction que de n,

— - = augi?
on 8 £, + (u, Yo £t fc U5 ?t,+ (g By * Co)¢c =0,

L'équation (6.61) s'@crit, compte tenu de (6.63) ,

2
-dc h *
' ot o l1x - - - h
Uie T U Yix d 2 £y ?x 1x 7/
(u ~u')%=¢
o o o
soit
dci 1 1
i I+ (@ ~u)? - 2 fie -u' - ¢ Tt -u' + e
o o o Y% o Y% T %

d'oli, puisque d'aprés (6.59) hl ne dépend pas de T,

2
' dco 1 I
(6.65) wuy =~ |1+ =5 hicf,+r-—~—-———-f+ P+ v () ,
(u ~u')=c u -u'-c u_~u'+c
o o o o o o o o o

Yy étant une fonction arbitraire.
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Ondes indéformables a 1l'ordre 2.

s

(6.66)

(6.67)

£6.68)

Reprenons le probléme posé au chapitre 4 pour un seul liquide :

peut—il exister, en écoulement presque uniforme, des ondes progres-—
sives indéformables 3 l'ordre 2, c'est 3 dire permanentes & l'ordre 2 ?
Comme on ne peut pas expliciter ici la solution de 1'approximation

d'ordre 1, il faut utiliser une méthode différente de celle du chapitre

4 ([x2]).

Le mouvement est permanent 3 l'ordre I si le systéme (6.58), (6.59),
L = = = ! = -
(6.60), (6.61), ot 1l'on pose ¢ hlt U, = UL 0, a une solu
tion. Ecartons la solution banale s, _ =h, = u, = u!_ = 0; il
Ix Ix Ix 1x
vient la condition

pou'=d, v
avec
2 i2
u_ uoh
u=——-—-—ul’ u':—-—-—-—]‘
So ho

t

Comme pet u' sont supérieurs

-

ou égaux a8 - 1, 1l résulte de -] -d

(6.66) que u et p' ne peuvent 0 .

varier que de - 1 3 - d et de —d

zéro & 1'infini (figure 6.1) -
IS

Exprimons hlx’ Ut u']x en

fonction de S de p' ; il

vient : figure 6,1

] - v
S S1x * ¥ Yo'

= e ' ' 1 1 P '
1x == i) sy wug up (u'+1) sy .-

X

Ecrivons les équations de 1'approximation d'ordre 2 en supposant
que le mouvement est permanent, On obtient, compte tenu des résultats

a l'ordre 1 ,
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(a) u x t W, = o,

(b) u,, = - zu

Ixx ?
(6.69)
() Yo U2x * Y1 Yix * F&x =0,
(d) rﬁz Uy Yixx ?
~ 1 | .
(a) “2x T Yz T &g
1 1 '
{ (®) Y22 ZUixx T Y% S1xx T % Yixx °
(6.70)
t U 1 U _]_ ? -
(el Yo Y2x * Y1 Yix * d 7 2x 0,
(] T ot t Y | - 1
\(d) /;zz, E Yo £¥‘ulxx“ lho S1xx ~ %o gjxx )
(a) Yo Sox * Y slx =T sluix * i
¢ ’ v e, 1 o = s
(6.71) ¢ (b) ul S, + up s, S Uiy, + w5 pour z =s§_ ;
Y - = -
() Py -dsy=fy-s
(6.72) W, = O pour z = 0 ;
] 1 T t Pr— L | 1]
(&) w8y, *u; &, 8; Yix T V2
(6.73) pour z = s' .
() py-dsy=0 o
De la, par des calculs analogues & ceux effectués a 1'ordre 1
z2
(6.74) u, == Sy +lx,
z2
Vo . L t B 1
(6.75) u, 5~ Ulgx T Z (uo s, tsu) +1 (x)
z2
(6.76) ﬁﬁ = 5 Uy Uiy +m (x) ,

N

: v I e - v 1 ' ' :
(6.77) pé d 5 Uy Uy T 2 Uy (uo 5, + 5o Y )xx +m (xi} s
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oi 1, 1' , m, m'" sont des fonctions arbitraires de x.

On tire w, et wé de (6.69)(a) et (6.72) et de (6.70)(a) et (6.71)(b)
3
(6.78) W, = %—-ulxxx - 2 1x 5
23~sg zZé = sg
(6.79) wé = 6 u;xxx 2 (ué s]+ sou;)xxx ; (Z’So) L; * ué SZX

1
E (Slul>x :

Les conditions (6.73)(b) et (6.71)(c) donnent

2
s

f e ! - o (- ' '

o 52 2 uo ulxx * %o Y (uo | * o Y )xx ?
sz Y

= - LT g SN - LI ]

B (1 d)sz * dsZ 2 Yo YIxx % 2 uo Y1xx
+ - '
d (s s ) u (u so U )xx

On porte ces résultats dans (6.69)(c) et (6.70)(c)}.on porte de méme
les expressions cbtenues de w, et wé dans (6.71)(a) et (6.73)(a);

il vient le systéme d'équations

53
fa s = - So_
i Yo fox * %o 1x (u] Sl)x * % Yixxx ?
: rg sv2~52
s t ' 0 0 v "0 O
uo h2x - ho lx (ul hl)x 6 quxx 2 (u S l)xxx »
(6.80) S2 3’2- 2 '
$, + dh, +u 1L =~yuyu 2u & st %o 1
2% 2% o X I7ix 2 o Ixxx 2 Ixxx
- - ' i
d (ag™8,) Uy Gu, 8 * 8, W) oo o
. 3‘2
S, +h, +u'l'= = ! L _—
\NT2x 2 u Y1tk * 7 Y %1xxx ~ %o uo (u sl+sou! )xxx >
i = g! ~
avec h2 s2 32
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Le mouvement est permanent & 1l'ordre 2 si le systéme (6.80) a une
solution. Or le déterminant principal de ce systéme est le méme que
celui du systéme vorrespondant d'ordre 1; il est donc nul d'aprés
(6.66). I1 y a une solution 8i un des déterminants formésa partir du dé-
terminant principal en remplagant une des colonnes par la colonne

des seconds membres, est nul; cela conduit 3 la condition

- - 2 _ :
(uo R s aa)ho + (ué a, ho a4) (uo so) = 0

(o}

a

ol &, &, a,, o désignent les seconds membres des &quations (6.80).
Cette condition va s'exprimer par une &quation lin&aire entre B3 g

8y 8, et 5, , grdce aux relations (6.66), (6.67) et (6.68) et aux rela-

1x
tions
u‘2 =1 (u' + 1)s u' (u'' s, + s u') = Hi;l- (t p' - 1) 8s_s
o o' "o Yo 1 o 'x B o Ix

qui en découlent, ot ol on a posé

ho
81) r=-= .
Q

On écrit d'abord

¥ @' uy @ * d ué @, = T u' 8y Og = dr 8,0 =0,

puis on cbtient, au terme d'un calcul fastidieux ,

3
. 3° "(u' + 4 ;
82) «r g [% (u 5 ) +d (p'#1). (3 u’z + 3 u' o+ li] 8 ) xxx

p o4

+ r(u'+d)u'2+d(u'*l) s
1 4
H

8

I "Ix Ix

5 &tant une coastante.
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Cette équation est 3 rapprocher de 1'équation (4.1). Comme au
chapitre 4, on obtient par intégration de (6.82) des ondes cnoldales
et, comme cas particulier, des ondes solitaires. Pour savoir si 1'on
se trouve dans les conditions de 4.1.2 ou de 4.1.4 (figures 4.4 (a)

et (4.4 (b) respectivement), il faut examiner les signes des coeffi-

cients de S xxx St de s, s, dans 1'équation (6.82).

Le trinBme 3 u'z + 3" + 1 est toujours positif; par ailleurs

p' (u' + d) est positif puisque ;' peut varier seulement de -1 & —-d
et de zéro & 1'infini. Il en résulte que le coefficient de S xxx ©St
positif.

Le coefficient de S, 84 dépend du signe du polynOme

P (u') = ¢ u'3 + rd u'z +du'+4d.

On a

P{~1)

P (-4d)

=r(lI=4d)y< 0,

d(1-d4)> 0,
P (O = d>0,

de sorte que P a au moins une racine située entre —= | et —~ d .
2

. . P .
8i v d < 3, la dérivée gu, =3ru'" +2rdyu'+dest toujours
positive et P n'a qu'une seule racine.

; e . P . ” - . 24
S5i rd > 3, la dérivée a deux racines négatives de somme &gale a - 3

et O i1 en est & for-

Puisque ces racines sont comprises entre =~

tiori de méue des deux auvtres racines possibles de P,

Par conséquent, dans tous les cas, P n’ a qu'une seule racine dans

; . 3
les intervalles utiles (=~ 1, - d) et (0. + »}; désignons par ' cette
racine, on sait qu'elle est comprise entre ~ | et ~ d . Le coeffi-

cient de s, s._ est positif pour - I < pf <u'*et pour u' > 0,

I Tix
3 > e t _
négatif pour pu < u' < d
Ainsi, pour - l< p' <« uf* et u' » 0 les coefficients de S xxx ©F de

1 S1¢ Sont de méme signe : d'aprés les résultats du chapitre 4 les
ondes obtenues dans le liquide lourd correspondent au cas de la
¥

figure 4.4 (a). Par contre, pour u' < p' < =-d, on se trouve dans

le cas de la figure 4.4 (b).

S
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En ce qui concerne le liquide léger, comme ' Six = (u'+ 1) 1y *

4 une bosse dans un des liquides correspond un creux dans 1'autre
liquide si u' < 0; par contre, si p' > O, la surface de séparation
et la surface libre présentent en méme temps deux bosses ou deux
creux. Cela s'explique élémentairement par le fait que, dans le
triédre de référence 1ié aux ondes, l'écoulement du fluide léger

est du type riviére ou du type torrent selon le signe de yu'.

¥

Wi
NN

figure 6.2

La figure 6.2 résume les r&sultats obtenus lorsqu'on considére des
ondes solitaires. On a vu au chapitre 4 que pour un seul liquide et
dans un canal de section rectangulaire, 1l'onde solitaire est une su~
rélévation; ici, pour deux liquides superposés une onde solitaire de
dénivellation peut exister, tant dans le liquide inférieur que dans

le liquide supérieur.

Du point de vue expérimental, le plus simple est de se placer dans
1'hypothése ué =u_ . C'est le cas en particulier lorsqu'on veut
produire des ondes indéformables en mettant en mouvement une plaque

normale & Ox. Cette hypothése s'exprime 3 1'aide (6.67) et (6.81) par

ptl=x (' +1)
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soit, d'aprés (6.66) ;
83) r u' (1)~ (u'+4d) =0.
Ce trindme a deux racines de signes opposés. La racine négative,

soit u; , est comprise entre =l et ~d . On a

2 . .
£ (u}) o (u; + 1) (x u;a + d) ; d étant fixé, on peut consi-

dérer P (u; ) comme une fonction de r. Pour r petit (mince couche

de liquide léger) on trouve P (u; ) =d (1 -4d) > 0; de méume, pour

r voisin de 1, c'est-a~dire pour ho voisin de S, P (p; ) est positif.
Par contre, pour r grand on trouve P (u; ) < 0 . Les configurations

d'ondes solitaires correspondant 3 ces différents cas s'obtiennent

d 1'aide de la figure 6.2.
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:

Dans un Acoulement & une dimension les &quations (1.29), (1.30), (1.33),
34) et (1.35) donnent

-

U =0 , G +Plo, Km0 , 5 +USy =0 , poss.
Y

De 12 U=U (1), S=8 (X, T: le fond doit €tre cylindrique, de génératrices
paralléles & OX . Il reste :

1 ©w ! = ),
JT‘ + gSX 9 |, ST + USX‘ |
La premiére équation donne gs = -KUT + 7 (1) .

Substituons dans la seconde :
Ky R - W =0
On a donc, séparément : “rr =0 , B -~ Mg=0:

d'od U = AT + B et F -_.gi* C, A, R et ¢ &tant des constantes.
I1 vient gS =-Ax+-‘2’—2-+c .

Le mouvement i une diménsion le plus général est donc dé&fini par
U=AT+ 38 |, gS--i—z--AX+C. |

En particulier, pour A m 0, on obtient 1'&coulément uniforme.
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(A.21) Posons v =({; ,W o= %2 de maniére 3 satisfaire 3 la premiére relation
(1.48) (e). Les autres relations (1.48) (e) donnent
(A.22) u=u (x, t) +¢ & |
) t X
Substituons dans (1.48) (c) et (d) ; il vient
(A.23) [v= s, (x, t) ~ z - €8, , 5 )
E%X + (Vy + s
= e
avec B #& +u, T +
2
La condition (1.48) (h) donne
(A.24) s =5, (x, t)—- €8 (s).
Les fonctions u, , s et A= s~z différent de u, s et jf¢ par des
termes d'ordre €
Désignons par O l'aire de la section droite jusqu'a la cote S,
par @?+ son contour, par T+ la partie de gz appartenant au fond,
par F; la partie de %i au contact avec l'atmosphére, par b, et b
les ordonnées des berges. Intégrons (1.48) sur O,. Par on calcul
analogue & celuil effectud dans 1.2, il vient :
A.25 $ ¢ = o+ " kodp
(A.25) s, tu s, *c U = — < 97
b, -b' urT
+ + +
€ ! s
e i . { =3 — o
——— S+x,/p pody + k q; dy / P 4y dz |,
* N v ope r o]
o + vty Yol Yy
avec c'2 =
4 - ? =
* b+ b+
Par ailleurs (1.48) (b) s'écrit :
(A.26) u,. tu u, ot B E"Fxc .

Comme certains termes des seconds membres des équations (A.25) et (A.26)
*
(

sont inconnu8, les données u, = ui (x5 t); s, =s_ (x, t) le long d'un

+
G ; v
arc } du plan (x, t) sont insuffisantes pour calculer u, et s, au
. . f‘ .
voisinage de‘%. Par bonheur, ces termes inconnus sont tous d'ordre e.
(2

L'erreur faite en remplagant u, et s paru_ets , obtenus a 1'aide
du systeéme (1.54), (1.55), avec les conditions (1.74), est d'ordre E.

On peut donc affirmer que localement u, et s_ seront voisins de u, et

de s, , donc voisins de u et de s. Mais cette propriété peut cesser

+? ‘
d'@tre vraie loin de“j/ car en effectuant le calcul de proche en proche

un grand nombre de fois l'erreur qui est d'ordre ¢ pour chaque pas,

peut devenir d'ordre | par un effet d'accumulation.
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Annexe 3

. . 2 o e 3
Pour une section rectangulaire on a ¢, = s d'od ¥ = 5

. . - 2 So
Pour une section "puissance' on a d'apréds (2.10) ey = , d'ol

a + 1
20 + 3 ; L.
Y = 7o+ 1) On retrouve le cas de la section rectangulaire en prenant o= O .

Soit une section trapézoidale (figure A.3.1).

r s ko _
On a o, = L? (b~ B") + (n - n") SOJ mg‘ 8 5 Ef/’

et
) - Rt
6 (b -b")% ~20 o =bo) _
o] Q (9} ds
(e}

b= b + nz__

|

!

i

S A = . w2 2 l

6 (b-b')" + 10 (b-b') (n-n") S, + 5 (n=n") s, ;
|

L
v
b

est une quantité positive quel que soit s _. Par o' — L
o by b
conséquent { est positif.
figure A.3.1

Soit une section elliptique (figure A.3.2) d'équa-

tions paramétriques y = A a sin o

z = a (1l - cos ), “
Soit o la valeur du paramétre o correspondant : Z
b
az=s : s =a(l-cos uo). \ “—41~*j
s
Ona b =X asina WMo =3 s )
& o ds tga
2 © °
Aa '
0 = L. (a0 - gin O o
5 5 ( . sin 0 cos 0). _
. 2 db, . 0 y
¥ est du signe de 6 b~ - 2 0 - donc du signe de
v © ds figure A.3.2
. 3 .
f (a) =5s8in” o+ sina_ ~ a_ cos o
o o o o o
Or L. = 15 sin2 4 cos & + a sin & est positif pour @ < n/% .
. duo o o o o o

_ T ; C.
Donc £ est pesitif pour o < /2 car £ (o) est nul. Par suite ¥ est positif.

v

L] dbe .
'/2 ,ona -——< o donc ¥y > o aussi.

Pour «
o ds
o



snunexe 4
"
; A
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.00
<01
.02
.03
.04
+05
.00
.Q7
.08
.09
.10
bl
a2
13
14
15
.16
7
.18
19
.20
el
22
23
24
« 25
<26
27
.28
« 29
.30
o1
32
«33
34
35
.36
+37
.38
.39
.40
o4
42
43
b
A5
.46
47
48
49
.50
=1
e
«33
.54
55
.56
39
258

1

e S T S T T e T T T e T T e

1.0000
1.0433
1.0836
1.1210
}.1558
1.1832
L2183
<2463
L2723
L2964
L3168
L3394
. 3585
.3761
: 3923
L4072
4208
G532
LLA4S
<4547
46358
4721
4795
4860
4917
L4967
. 5009
.5046
5076
5100
.5115
5132
« 3l
L5146
.5146
5143
L5136
. 5125
w04 1]
. 5085
.5076
.5054
5030
.5003
4975
L4945
4513
. 4880
L4845
. 4808
L4771
L4732
L4683
L4652
L4511
4569
1.4526
1.4482
1.4438

c (<)
o . o
Vn oV w

1.0000
. 8585 1.0051
.9229 1.0104
L8921 1.0159
8052 1.0216
L8416 1.0275
, 8208 1.0335
L8024 i .0397
7860 1.0460
J714 1.0524
. 7533 1.0589»
. 7466 1.0656
L7361 1.0723
o126 1.0792
<7182 1.0861
7106 1.0631
L7038 1.1002
6977 1.1073
6923 1.1145
6874 | o s
L6831 1.129G
L6793 1.1364
6759 13437
.6730 1.E512
L6704 1.1586
L6682 1.16G1
. 6662 1.1736
L6046 1.1811
6633 1.1886
.H623 1.1962
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Annexe 5
A

Un premier dispositif expérimental est en cours de montage dans nos
laboratoires; son but est de vérifier que dans un train d'ondes de surélévation
la surface libre peut s'étaler (figure 2.8 et 2.11). L'expérience & réaliser a
été décrite dans 2.2.2 : dans une nappe d'eau imitialement au repos on met en
translation accélérée une plaque normale 4 l'axe du canal. Nous avons choisi
pour profil de section droite celui représenté sur la figure A.5.1. Toutes les
parties du canal sont en duralumin, & l'exception de la paroi verticale qui est
en altuglass transparent pour permettre la prise de vues. La hauteur H est égale
a 480 mm et la largeur @H est réglable. D'aprés (2.28), comme n = 1, il faut
3 B8 <1; on a alors S: = H et l'intervalle utile §Z** S: est maximum, et &gal

46 mm, pour BH =43 mm.

Qs

L'examen des photographies de la surface libre prises au cours d'une
expérience doit permettre de donner une réponse qualitative au sujet du phénoméne
paradoxal que l'on cherche a mettre en &vidence. Pour obtenir une vérification
quantitative, on fixe un accélérométre sur la plaque. De la mesure de 1'accélé-
ration de la plaque on déduit sa vitesse et sa position, et par suite l'altitude
de la surface libre & chaque instant. On compare ce résultat de calcul aux clichés

pris par la caméra.

L'accélérométre utilisé est un appareil SCHLUMBERGER 3 variation de
mutuelle inductance. Il est constitué par un boitier &tanche dont 1'intérieur est
en grande partie occupé@ par un circuit magndtique; une masse métallique peut coun-
lisser dans un évidement aménagé sur l'axe du boitier : elle est reliée &lasti-
quement au boitier; son mouvement est amorti par laminage de 1l'air entre les parois
solides. Le déplacement de la masse est proportionnel i 1l'accélération du boitier :
il se traduit par une variation de courant électrique; celle-ci est amplifide, puis

transmise 8 1'oscillographe d'un enregistreur SCHLUMBERGER type A O 300 .

La plaque est mise en mouvement par un vérin pneumatique INGERSOLL=-RAND
commandé automatiquement par un distributeur LECQ A bouton poussoir. Le réglage de
1'impulsion donnée a la plaque peut se faire en fixant le débit évacué & partir de
la chambre basse pression du vérin. A 1'instant ol la plaque démarre, un rupteur
actionne un relaigrapide & contact sec sous gaz inerte,vce relai transmet un signal
€lectrique a un second oscillographe et 3 un flash électronique. On détermine ainsi
avec précision 1l'instant du démarrage, 3@ la fois sur l'enregistreur et sur, le film

pris par la caméra.
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Pour mettre en évidence des ondes cnoidales inverses de celles que
1'on observe habituellement, nous pourrons utiliser un canal hydraulique incli-
nable, & parois vitrées, récemment installé dans nos laboratoires. Ce canal,
long de 8 métres, a une profondeur de 300 mm. et une largeur de 200 mm. C('est
dans ce canal qu'ont &té réalisées. les ondes de la figure 4,7 en%procédant comme
suit : on régle le débit et 1'inclinaison de maniére 3 obtenir un &coulement uni-
forme. sensiblement critique (en fait, légérement subcritique). On léve ensuite
" un panneau mobile situé 3 l'extrémité aval du canal de fagon 3 créer une suréléva-
tion qui va remonter lentement vers l'amont : elle a d'abord 1'aspect d'un ressaut
ondulé, puis elle se fractionne en plusieurs ondulations qui finissent par se

fixer.

L'expérience pourra €tre répétée pour une section de canal telle
que celle de la figure A.5.1.
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Notations principales

En régle générale, les lettres majuscules désignent des grandeurs physiques,
les lettres minuscules des grandeurs normalisées; une étoile en indice supérieur,
au-dessus d'une majuscule, indique qu'il s'agit d'une grandeur sans dimensions;
une barre au-dessus d'un symbole désigne une donnée. Une dérivation est symbolisée
par une lettre placée en indice inférieur; cette lettre est la variable de déri-

vation. Un chiffre en indice inférieur indique 1'ordre d'approximation.

X, Y, Z (x, ¥y, z) : coordonnées cartésiennes;

T (t) : temps;

U, V, W (u, v, w) : composantes du vecteur vitesse;
P (/¥) : pression ou pression effective;

p : masse volumique;

S (s) : altitude de la surface libre;

Y (o) : aire de la section droite;

B (b) : ordonnée d'une berge;

K (k) : cote du fond;

Nous récapitulons ci-dessous les notations principales de chague chapitre : les
symboles sont classés par ordre d'introduction dans le texte. Les renvois sont
faits aux équations ou aux figures ol les symboles apparaissent pour la premiére

fois.
Chapitre 1.

dC ’ Hg,cf, s SFﬁ 9%,: grandeurs de référence, équations (1.14);
€ paramétre petit, &quation (1.14);

o &quation (1.14);

€ - figure I.1.

o ° équation (1.22);

xX @

¢ équation (1.24);

~

(o}

P (f): pression motrice;

T .
b, s bo, %%, I : figure 1.3;

n, Y, équation (1.63);

?; ¢ équation (1.71).
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Chapitre 2.
eo : équation (2.1);

n, o : équation (2.7);

i = : ;
C, C : caractéristiques du plan (x, t);

c, ¢ célérité des ondes;:
Ay U : équations (2.18);

Y : €quation (2.26);

* o
S, s S, ¢ valeurs de s pour lesquelles Y s'annuley

B, h : figure 2.7;
o : équation (2.41);

LN équation (2.42);

j ¢ équation (2.46)

Chapitre 3.

Xp ¢ équation (3.6);

+ - : 5
C , C : courbes caractéristiques du plan (x, t);

E , n: équation (3.12);

f, ¥Y: équations (3.13) et (3.52);
£ ¢ figure 3.1;

1 : équation (3.17);

m : équation (3.18);

B : équation (3.21);
¥ : équation (3.22);
f

9 ,‘Pz : @quations (3.28), (3.29) et (3.59), (3.60);

w () : équation (3.34);
a (A) : équation (3.34);
k., : équation (3.44):

|
i (I) : équation (3.64).



Chapitre 4.

qps dps 4g ¢ racines du second membre de
k : @quations (4.5) et (4.33);

a : équations (4.6) et (4.34);

A : 2quation (4.10);

K : &quation (4.10);

Sy > Sy ¢ équations (4.11) et (4.36);

su : équations (4.16) et (4.41);

E : équation (4.19);

w : équation (4.19);

uu ¢ équation (4.28);

: équation (4.52);

’ o ¢ équation (4.54);
: équation (4.54);

2y jou G équation (4.55);

§ : équation (4.57);

X : équation (4.58);

(f , %) : ondes montantes;

+ o+
(£, ¥) : ondes descendantes

s s S : équation (4.75);

max. min .

smoy. : équation (4.76);

X_ : équation (4.80).

[ee]

Chapitre 5.
¥s B, z' : équation (5.1);

Z , K, y' : équation (5.2);

ho ¢ équation (5.3);

(2);
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60 : équation (5.9);

: équation (5.15);

1)

q : équation (5.16);

Y : équation (5.18);

h*, hi*} valeurs de hO pour lesquelles ¥ s'annule;
U : équation (5.25);

#% ¢ équation (5.27);

Xy équation (5.29);

f : Equation (5.34);
w : &quation (5.34);
§ : &quation (5.40);

Chapitre 6.
Les symboles accentu@s se rapportent au liquide léger.

d : Bquation (6.1);

h, 3 équation (6.34);

h, ¢ équation (6.57);
1

b, u' ¢ &quation (6.67),

r : éguation (6.7i).






