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Avant - Phopah 

Notre nature itinérante nous a mené du Centre dl~utomatique de 1'~niversité 

de Lille 1 au Département des Sciences Appliquees de l'université de Sherbrooke - 
Canada, en passant par le Laboratoire de Génie Electrique de la Faculté des Sciences 

de Paris, pour enfin revenir à Lille. Aussi est-il facile d'imaginer à combien de 

personnes nous sommes redevable Qu'ils soient tous vivement remerciés pour leur 

aide, leurs conseils et leurs témoignages d'intérêt. 

Toutefois nous désirons tout particulièrement exprimer à Nonsieur le 

Professeur VIDAL notre gratitude et également notre admiration. En effet il a 

su à la fois nous guider et nous suivre dans toutes nos pérégrinations. Qu'il en 

soit doublement remercié. : I 

' ;j 
Monsieur le Professeur LAURENT nous a aidé et encouragé tout au long de' - 44 

: 4 
ce travail. 11 nous a fait l'amitié de bien vouloir être un de nos juges. I3ous le *; 

prions de bien vouloir accepter nos plus vifs remerciements. . A> 

Jous remercions également très sincèrement Ifonsieur le Professeur POVY pour f 
3 

l'aide apportée à la correction de notre thèse. Il a accepté de faire partie de , G- 3 
a' II 

-4 
notre Jury et nous y sommes très sensible . 1 

, . ' 4  
Lors de notre passage au Laboratoire de Génie Electrique de la Faculté . P -C 

J 
des Sciences de Paris, nous avons eu la chance dgêtre accueilli par Monsieur le 

;i 

Professeur BONNEFILLE. Par sa bienveillance et par l'intérêt qu'il nous a toujours -. 
marqué, celui-ci a profondement orienté notre carrière. Il nous a de plus honoré 

en acceptant de juger notre travail. Nous le prions de croire à notre gratitude. 

Monsieur le Professeur SEVELY a bien voulu accepter la lourde charge d'être 

notre parrain au Centre Nat ional de la Reciierch~ Scient if ique. Sans cesse indulgent* l 

envers un filleul qui n'a pas toujours été très attentif à ses conseils, il a su 

corriger notre trajectoire souvent défectueuse. Nous regrettons de ne pas avoir sa 

verve toute méridionale pour lui exprimer notre amicale reconnaissance. 

Nous avons éti tout particulilrement honoré et très touché de la présence 4 
dans notre jury de Monsieur le Professeur WEGKZYN, Membre de l'Académie des Scierices 

de Pologne. Les relations très étroites qui existent entre l'Institut d'Automatique 

de Silésie et notre laboratoire ont été pour nous une très grande source d'enrichis- 

sement. 



La direction de nos recherches quand nous étions au CNRS B Paris a été 

assurée par Monsieur le Professeur OLPIER. Il nous a prodigué beaucoup d'intérêt 

et a grandement facilité notre insertion dans ses laboratoires. Qu'il veuille bien 

accepter nos très vifs remerciements. 

Notre séjour au Canada a été rendu possible grâce au concours de 

Monsieur DENIS, Directeur de la Planification au Ministère de 1'Education du Québec 

et de Monsieur DELISLE, Directeur du département de Génie Electrique de l'université 

de Sherbrooke ; nous sommes heureux de pouvoir les remercier ici. Mous gardons 

également un souvenir un peu nostalgique de tous les amis qui ont rendu notre 

passage en Amérique du Nord si agréable. 

Nos remerciements iront encore à Monsieur MELIN pour son amicale colla- 

boration. 

Enfin nous ne saurions terminer cet avant-propos sans exprimer notre 

reconnaissance à tous les collaborateurs du Centre d'Automatique qui nous ont subi 

avec autant d'indulgence et de gentillesse et qui, directement ou indirectenene, 

ont contribué à la réalisation de ce travail. 
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CHAPITRE 1 

L'analyse des processus l inéaires  conmiande non l inéa i re  dans lesquels - 
l'information e s t  transmise sous forme d'échantillons pr i s  à des instants  déter- 

minés peut se  f a i r e  à p a r t i r  de divers modèles mathématiques. Ceux-ci dépendent 

du choix d'un espace de référence. 

Dans ce t rava i l  nous nous pencherons presque essentiellement sur l a  

représentation des systèmes dans 1 'espace séquence [36] . Celui-ci e s t  déf ini  

par l'ensemble des vecteurs d 'é tat  dont l e s  composantes sont l e s  valeurs suc- 

cessives pr ises  par une variable d 'é tat  en des instants discrets.  Le nombre 

de valeurs e s t  égal à l a  dimension de l'espace d 'é tat .  

Lorsque l e  processus à commander remplit l e s  conditions d'observabili- 

t é  3 3  ce que nous supposerons vé r i f i é  dans toute l a  su i te  de l 'étude, l 'es- 

pace séquence e s t  un espace d 'é ta t  e t  caractérise complètement l e  système. 

Le premier chapitre montre comment obtenir dans czt  espace les  équa- 

t ions représentatives d'un processus d iscre t  comportant à l a  f o i s  un retour par 

les  variables d 'état  e t  un élément correcteur,numérique. Ces équations se  pré- 

sentent sous forme normale naturelle [4] c'est-à-dire sous forme de relations 

de récurrence non-linéaires faisant  intervenir les  composantes du vecteur sé- 

quence. 



Le système considéré ( f igure  1 . 1 )  comporte dans l a  chaîne d 'ac t ion : 

- un élément à commander correspondant 3 un f i l t r e  l i néa i r e  à coeffi-  

c i en t s  constants de t ransni t tance  L(p) = . Dans l e  cas où e e t  organe e s t  
(2. (PI 

non l i néa i r e  à non l i n é a r i t e  séparable, ce l le-c i  e s t  considérSe incluse  dans 

1' élément modulateur. 

- un modulateur non l inEa i re  quelconque continu ou discontinu 

- un réseau corres teur  numérique ca rac té r i sé  par l a  r e l a t i on  de récur- 

dans l a  chaîne de re tour  on dispose d'un réseau tachymétrique général R(p). 

Dans c e t  ensemble N(p) , Q(p) e t  R(p) sont des polynôues en p de degré 

respect i f  m, q e t  1. 3ous supposerons dans toute l a  s u i t e  de ce t r a v a i l  que 

m+l 8 q .  Dans ce cas, qui  physiquement correspond B l a  major i té  des systèmes, 

l e  schéma 1 . 1 ,  v i s  à v i s  de l ' e r r eu r  E OU de l a  s o r t i e  du correcteur  w, peut 

s e  ramener à un f i l t r e  à commander l / ~ ( p )  e t  à un correcteur tachynétrique R(P).EJ(P) 

de degré el. Le nombre d e  p a r a d t r e s  nécessaires pour décr i re  complètement 

l 'organe à commander e s t  égal  au degré de Q(p). Ces paramètres consti tuent  l e  
(1) vecteur é t a t  Y de composantes {y, y , . . ., y (q-1)). 
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Remarque : 

Dans l e s  systèmes r ée l s  l e  f i l t r e  à commander peut avoir une s t ructure  

plus complexe. La transmittance L(p)  se découpose souvent en sous-blocs Li(p) 

correspondant à des uni tés  physiques bien déterminses r e l i é e s  entre elles s o i t  

directement, s o i t  par l 1 i n t e r 6 d i a i r , e  de boucles, l a  comnande n ' é tan t  pas néces- 

sairement appliquée en débu t de chaine. 

Le retour par l e s  var iables  d ' é t a t  représente, par  l e  polynome R(p) 

e s t  a l o r s  physiquement possible à p a r t i r  des so r t i e s  des blocs Li(p). 

On suppose pour toute 1 étude que ce système a une s t ruc ture  t e l l e  q.ue 

l e s  conditions d 'observabil i té  e t  de commandibilité son t  toutes vér i f i ées .  

Un f i l t r e  t e l  que l / ~ ( p )  peut toujours ê t r e  décomposé en une su i te  de 

f i l t r e s  é l émn ta i r e s  du premier, du second ordre e t  d ' in tégrateurs .  Le coupor- 

tement de c e t  ensenble en t re  l e s  ins tan t s  d'échantillonnage t e t  tn+l peut n 
a lo r s  ê t r e  d é c r i t  par un ensemble dtBquations d i f f é r e n t i e l l e s  l i néa i r e s  : 



Les var iables  d ' é t a t  y (q-k+l) e t  y(q-k) sont associées à un f i l t r e  

élémentaire de second ordre, 1'Equation d'ordre zéro e s t  c e l l e  d'un intégra- 

teur .  L'ensemble 1 .2  se ra  u t i l i s B  ultérieurement ; l o r s  de la  mise en équation, 

on préfère se s e rv i r  d'une éc r i t u r e  d i f fé ren te  pour l e s  f i l t r e s  du second ordre. 

Ceur-ci sont décomposés en deux éléments du premier ordre 2 constantes couple- 

xes conjuguées. 

Le système (1.2) peut a lo r s  se  mettre sous forme condensée : 

dans laquelle Y e s t  l e  vecteur é t a t  considéré à l ' i n s t an t  t +t ; D = ( d . . )  une 
n 13 

matrice carrée  t r i angula i re  supérieure à coeff ic ients  constants r é e l s  ou comple- 

xes, E une matrice colonne à coeff ic ients  constants. 

Avec tn = nT conme in s t an t  i n i t i a l ,  l a  solut ion au bout d'une période 

d'échantillonnage T = constante, donne l 'équation de rgcurrence mat r ic ie l l e  en 

boucle ouverte : 

où y e s t  l e  vecteur é t a t  p r i s  à l ' i n s t an t  nT, K(w,) une fonction qui  dépend de n 
l n  nature du modulateur e t  où A = e-TD matrice t r iangulai re  supérieure ayant 

comne éléments sur  l a  diagonale principale : 

-4. .T 
e 11 ( i  = O à q-1 ) notés Di. 

L'équation ca rac té r i s t ique  de l a  matrice A s é c r i t  a lo rs  : 

s o i t  encore q 
q -i C y . r  = O  

1 i =O 

où yi sont des constantes r i e l l e s  (yo = 1) .  



,. +: -' 

1 , 3  - Pa~age de t a  ~ o m  W d & e  iî l a  ~orne scaeaine en boucle ouvetLte 

S i  donc : 

1- 

puisque toute  matrice v é r i f i e  son polpome caractér is t ique,  on peut é c r i r e  : 

Ecrivons c e t t e  r e l a t i on  pour une composante y(s)  du vecteur é t a t  : 

i- j 
Où (6mq-i )(" représente pour l a  composante d'ordre s ce que devient  l 'apport  
de l a  régula t ion 3. l ' i n s t a n t  n+q-i après i - j  périodes d'échantillonnage. 

Considérons maintenant la  chaine de re tour ,  e l l e  e s t  const i tuée  par 

l e  polynome en  p : N(p) R(p) de degré m+R 6 1 1 .  

Ceci se t r a d u i t  par l a  r e l a t i on  de récurrence : 

d 

où sont l e s  dérivées successives de y p r i s e s  3 l ' i n s t a n t  nT. 



11 e s t  possible d'obtenir une r e l a t i on  f a i s an t  in tervenir  l e s  var iables  

d ' é t a t  précedemment déf inies  e t  d ' éc r i re  : 

On a a lors  en tenant compte de (1.9) : 

6i-j é tant  une fonction de w l a  dernière r e l a t i o n  peut s e  mettre 
n+q- i n+q- i ' 

sous forme condensée : 

11 f a u t  maintenant t e n i r  compte du réseau correcteur caractér isé  par  

l a  r e l a t i on  : 

C M  w B r-i n-i " C B-i n-a 
i =O i=o 

nssociéeà r conditions i n i t i a l e s .  

En effectuant une somme pondérée (coeff ic ients  r. ) des re la t ions  ( 1 . 1 4 )  
1 

pr i s e s  à des ins tan t s  successifs  e t  en tenant compte de (I.13), on obtient  : 

r cl 4 
e + F 'r-i .) = a . .  

1 'r-i 1 Ij n+q-i-j f i=o i = o  j =O 
j=1 

. = C yi C a w r - j  n+q-i-j 
i=o j =O 

ce  qui peut ê t r e  ordonné finalement de l a  mznière suivante : 



Les coef f i c ien t s  pi  e t  ci sont dé f in i s  par : 
- 

l igne s 

(1.17) 

q+r+l colonnes 

! l ignes 

D'autre pa r t  g .  (w ) s'exprimera par l a  r e l a t i o n  : ( i= l  &q+r) 
1 n+q+r-i 

Lorsque l e  correcteur ne présente pas de numérateur c'est-à-dire lorsque 

'r-i = O (i=O à r - l ) ,  1'6quation (1.15) s ' e c r i t  plus sinplement : 

q+r 9+r  
Bo C v i  B = C < . w  - 8  Z i-r (Wn+q+r-i 

q+r f .  ) (1.20) 
n+q+r--i i=O i n+q+r-i i=o O i= r+ l  

En annexe 1, nous donnons un e x e q l e  de mise en équation. 11 s ' a g i t  de l a  

conniande d'un f i l t r e  du second ordre  avec in tégra t ion  (moteur). 

A p a r t i r  des ca rac té r i s t iques  de chaque éléuent ,  par  l e s  ca lculs  que nous 

venons de présenter  - s o i t  successivement l a  détermination de l a  r e l a t i o n  matr ic ie l -  

l e  en boucle ouverte, de l 'équation de rCcurrence f a i s an t  in te rven i r  l e  retour 



par l e s  va r iab les  d ' é t a t ,  e t  en£ i n  l 'obtent ion de  l 'équation ut i l i sant  1@ 

réseau aumdrique - nous avons montré conment il é t a i t  poss ible  de ramener l e s  

équztions de  fonctionnewot du système complet à une forne que l ' on  s a i t  t r a i t e r  : 

l a  forne normale na tu re l l e .  Lv expio i t a t ion  de celle-ci  permettra dans l e s  chapi- 

t r e s  II e t  III d'analyser l e  comportement du système en régime permanent e t  en 

régime dynamique. 

Les équations ( 1 . 1  6) e t  (1 .PO) appellent tou te fc i s  quelques conmentalres 

quant aux condit ions i n i t i a l e s .  Pour ê t r e  représen ta t ive~du  systEme physique, e l l e s  

doivent ê t r e  associées ? q+r conditions i n i t i a l e s  dont q proviennent dc l a  re la-  

t ion  (1.13) e t  r de l a  r e l a t i on  (1.14).  L ' ins tant  ET e t an t  p r i s  corne ins tan t  de 

départ,  l a  seule  valeur connue au dépar t  pour l 'équation (1.13) e s t  a lors  cn. 

11 faut  donc déterminer l e s  (q-.1) au t res  par l e  calcul.Les r conditions correspon- 

dant p lus  spécifiquement au correcteur  sont  s o i t  déterminées par l e  f a i t  physique 

s o i t  f ixées  2 l 'avance. 

En e f f e t  l e  système é tan t  à l ' équ i l i b r e ,  s i  une modification de consigne 

in te rv ien t  à un i n s t an t  nT inconnu, a lo r s  E e t  w s o n t  f ixés  par  l ' 6 t ô t  d 'équi l ibre  

c'est-'%dire sont  nuls ou constants.  Mais il peut a r r i ve r  &alenent que l ' en t rée  

s o i t  appliquée à l ' i n s t a n t  nT prévu comme or igine  des temps. I l  e s t  a lo r s  possi- 

b l e  de cho is i r  a rh i t ra i renen t  certai.nes valeurs c'est-à-dire d ' i n i t i a l i s e r  l e  

réseau correcteur .  Toutes ces notions seront  examinées plus  part iculièrement l o r s  

du sixième chapi t re .  



CHAPITRE iiJ 

En régine perrnzrzent, ce qui intcresse l'utilisateur, c'est d'avoir le 

système le plus précis possiblc. L'étude de la précision se fait en gcn6ral en 
rl utilisant Les entrees classiques de la f o r x  t ( Q entier 2, O). 

Lorsque la valeur de rl est fixée, l'erreur dépend surtout du nornbre d'intégrateurs 

que comporte Ic processus. C'est pourquoi dsns un prsnier paragraphe nous c??:z-:i- 

nerons l'influence de ccs intGgrations. Ceilc-ci sera caractdrisae par dcs rela- 

tions particulieres concernant les cctfficicnts y;. 
i 

Nous regarderons cnsuitc les -,onsL;;lc:~:zcrs de ces relations sur l'crreur 

en regime perranent pour diverses entreos rt corrient il est quand nêze posahblc 

dans certains cas de rendre nul cet gcart nn régicrnt convenablement les cûcfficients 

du correcteur numérique. 

Reprenons les équations (1.5.) e t  (1.6,) c'est-$-dire : 

(II. 1 .) 

Elles sont caractéristiques dc la structure du çystgrce et en particulier pour 

chaque intégrateur que possède le systSmc, un des coefficients D est égal 2 un. i 

Si donc on dispose d'un intggratcur, la relation : 



est vérifiée, car, avec r=Ip la relation (11,l.) est satisfaite si au nains un 

élgment D. est égal à I , 
1 

Lcrsqué le filtre à co~~~ander co;?portc deux integrateurs, on paiit mon- 

trer que : 
4 

(q+]) + C y. (q+l-1) = 9 (11.4-1 
1 i= 1 

Cette 6quation peut encore se 1-lettre sous 18 forme : 

Puisque le systeme possède deux integrations, la relation (11.3.) cst valabls, 

il reste donc à vérifier : 

4 
C i.y. = O 

1 
(11-60) 

i = 1 

Or les coefficients y. pnuvent se mettre sous la forme 
1 

où li D. est le produit k à k des q Oiffzrents ternes D.. 
k 1 1 

Dans ce cas le rne~bre de gauche de (11.6.) s'écrit : 

Pour annuler (11,8.), il faut avoir au n o i x  dcux glécients D. Ggaux d un. 
1 

Un filtre comportant trois integrôtions dannerait : 

on peut en effet ramener cette relation zoxyîe t e n u  de (11.3.) e t  (11.6,) 3 2 

. 2  
C 1 "Yi = O (II. IO.) 

i= l 



(II. 10.) se développe è partir de (11.7.) eurie : 

Cette expression ne s'annule que si au soins trois ternes D. devienner-t Ggaux 
1 

à l'unité. 

Plus généralement s i  lc système possède ( O + ' )  ictégrations, on aura la rriation : 

qui peut se ramener à : 

(II. 13.) 

Si dans 1è dëveloppement de (11.13.) on ticnt compte de l'annulation des (n-1) 

premiers termes par 1c fait que le systeme possedc au moins intégrations, iï 

reste alors le dernier terne : 

Celui-ci ne peut s'annuler que si au moi~zs (q -+ l )  2lCneats D: sont égaux à us.. 
I 

11.2.  Répvm. poturlan~nte aux e f i é ~ r l  d.tahLq~s2 

Nous allons cocsidérer dans ce paragra~he le régi22 permanent du 

systèuze souziis à unL entrés du type (tn) st nous examinerons suivant lc nonbr~ 

d'integration la possibilit& d'avoir une errmr 2crmanente nulle. 

71 ,2 .T .  E&2c cn &c+x&on de ponLGion 

Reprenons les êquations (1.13.) et (I.15.). Lorsque le systEne a stteint 

son regime pemancnt, c.est--2-dire lorsque n dcvient suffisamment grand, on a 

la relation : 



où E , e, w représentent les veleurs perr:ünenteç de l'erreur, de l'rntrzc; ce: dc 

la sortie d u  correcteur riumérique. 

SI le filtre à commander possède uns integrarion, en tenant compte de la rclst-ion 

(II.3.), on a la some des fonctions fi (w) +i est nulle. Une solutior, corr-spond 

à w nul. Celle-ci rend compte de la rGalit.5 klhysique car un système coniportr?nt un 

integratcur et placé en regime ét~~bli darç une position, garde cette position, s'il 

n'est soumis à aucune sollicitation. 

Si W est nul, la seconde équation (TI. 15 .) 2s- toujours -&rifiée car : 

Lorsque le filtre ne possède pas dVint6gration, on doit écrire : 

Q 
1 +  C yi = Y #  0 (II. 17.) 

i= 1 

Pour que E soit nulle, il importe pour w de vkrifier l'équation : 

Compte terlu de (1.17.) à (1.19.) et de (LT.170), on peut mettre la seco~idc reia- 

tion (11.15.) sous la forme : 

A cause de la relation (II.18.), on obtient l'annulation de l'&art si l e s  coLf- 

' C L \  1' O ficients du correcteur vérifient la con& 



L9iqua t ion  (1.13.) dans 16- cas d 'unc en t rgc  en échelon d e  v i t e s s e  

devien t  lorsque n e s t  s u f f i s a m e n t  grand : 

S i  l e  système possède deux i n t é q r a t i o n s ,  d'après (11.3.)  e t  (11.6.) oc  en a r r i v e  

pour l e s  mSmes r a i sons  ~ U L  pr5céderj1;teiit à ?rendra w éga l  à zLro pour a v o i r  uric 

e r r e u r  n u l l e  cn rég inc  pcrmarient, 

Dans l e  cas où on ne d ispose  que dqugé seu le  int.Lgration, w d o i t  a v o i r  unc v a l c u r  

cons tan te  Don n u l l e  qu i  v ê r i f i e  : 

Sans i n t é g r a t i o n ,  il n'est pas poss ib l*  d'?voir mc e r r e u r  permanente n u l l e ,  

En e f f e t ,  pour i q u i l i b r c r  1 9 e f f c t  du t e r ; \  d e  (lI,21.) où i n t e r v i e n t  r i ,  il f-u 

d r a i t  avo i r  une comande q u i  p i s s e  devenir  in f in iment  grande. 

L 'équat ion ( T . 1 6 . ) ,  lo rsque  l e  rggime ? e m a n ~ n t  e s t  a t t e i n t ,  s ' é c r i t  : 

Lorsque l e  systgme comporte deux i n t é g r a t i o n s ,  pour o b t e n i r  w nu l ,  il f a u t  

avo i r ,  en tenant  compte de  (11.16.) : 



(11.26.) peut encore se mettre sous la forme : 

Cette condition est toujours viirifici: oxel  que soit Bi ( = r ëtant 

donné les relations (11.3.) et (11.6.). 

Quand le systèrie nc cornports qu'une seule EütGgration, l'équation (11.24.) devient 

compte tenu de (II. 15.): 

soit r 

- aT C 
'r-j 

C iy. = w  c Yi - L Br-i C f (w) (11.29 .) 
a p - j  1 j =O i = O  i=O j =: ir.2 j = i  3 

r 
Gquation qui à ceuse dc (11.22.) est toujozrç vérifige si C a = O 

r- j j =O 

On peut facilement gcnéraliser 15s notions pr6sédentes au cas où l.entrée 

est d'ordre n . Si le. système possède n+I  intégratior~s, on inposc que la suite 

récurrente en w tende vers zéro en rSgine 26finitif. Dans le cas où il n::nquc 

une intègration, la convergence devra se Éairc vis 3 vis d'une valeur de s d e f i n i s  

par la relation r 



q ri- 1 C; 
L f i  (w) = ( -1 )  a ~ ~ '  C (il' yi ( 1 1 . 3 ? . )  

i= 1 i = l  

I i  ccnvient a l o r s  de cho i s i r  l e s  coeff ic ienrs  9 de r,ar~ière 3 ce que : 

r 
C a = (1 (11.31 .) 

3 =p r-j 

l e s  c o e f f i c i e n t s  B .  poavant ê t r e  queiconqncs. Si l a  r e l a t i o n  ( 1 1 . 3 1 . )  n 'es t  
1 

P e s  

vZr i f iée ,  on aura unc e r reur  en ré;;ime 2~s:-enenî ':gale& : 
r 

où w e s t  obtenu à p a r t i r  de ( 1 1 . 3 0 . ) .  

Lorsque l e  systsme possède moins d e  q i n t c ~ r i z i c n s ,  on ne peut ob ten i r  de rL,¢nçe 

sans e r reur  perrr.anente que si l a  comandE icvîent  infiniment grande. Ceci ce peut 

jamais se  produire 2 ceuse des sa tu ra t ions  :"-2rreur tend a l o r s  vers  19 in f i ? . i .  

1 7 . 2 , ~ ; .  Exmplc 
Avec lPexenp le  de l 'annexe 1, conm Ic  systcme passede une in tég ra t ion  

l a  réponse i n d i c i e l l e  nc prtisenté pas d ' e r reu r  en rSgine Z t a b l i .  Pour une enî r6e  

en raxipe e  = a t ,  on devra appliquer une cormande constante w d e f i n i c  par  : 

c, q 
C f .  (w) = aT C i o y .  (11 .33  .) 

1 z. i= 1 i= 1 

Ceci permit d 'obteni r  w par l a  r e l a t i o n  : 

aT 
k ! I w l )  = ( 1 1 . 3 4 . )  

A signe w 

puisque T = k ( 1  w  1 ) .  
i n  n 

Daris l e  cas où l a  r e l a t i o n  ( 1 1 . 3 1 . )  n ' e s t  p2s vGrifiGe l ' e r r e u r  en régir= 
" 
L 

permanent s ' z c r i r a ,  s i  T = k .  lwnl et s i  C Br-i # O : 
i n  i = O  r 

T: Ct r-i  aT i = G  
& = -  (11 .35  ,) 

p Ak r 
C 

i = C  



Dans les idées rclztivcs au r42i32 lemanent que nous venons d énonc~r 

au cours de ce chapitre, nous reconnaissons, ririt de façon plus g6néralê: ce 

que nous szvions pour les systèmes discrc:te Ihncaires. Pour une entrce .'or_nC,? dei ty- 

pe tq , les rcsultats se rksuoient ainsi : lorsque l e  processus coqorte eu moiils 

le nombre dvintGgrateur requis, l'errcur ~ z i  r<cirt,c iiitabli est r iu l i a .  S'il riunque 

une intégration, l'écart est égal 5 un, co:istarita ec peut être détsrminé par les 

équations présentées ci-dessus. Par un choix j.~dlr,iêux des coefficients du corh- 

recteur numérique, cn peut annuler cette c3riçtante. Pour 12s systèmes 06 le 

nombre d'iatégration esthsuffisant, l'errcur devient infiniment grande, 



CHAPITRE 7 1 2  

ETWE GU REGIEI1E VYNA?,UQUE DES SYzTE:lE$ ECflAi4fTILLi;hlMES -- --- -- 

Lors dcs chapitres prècédcnts, nou:. avons mis en Gvidencc la possibilitg 

de rzaener à une forme que l'on sait traiter les équations caractéristiques dc 

fonctionnement des systè~es discrets coxporri!r,t un correcteur numiSrique, 

La forme normale naturelle, obte~ar 2 partir de la représentation d m s  

l'espace séquence, permet d'utililr le~,n,>~ibreux travaux effectués î partir 

stabilité vis à vis des conditions 1 , l'unicitf des ri.:>onsss 

Li3 comporterrient dynamiqut d'un ~j7stEnc est en grande partie lir am 

notions de stabilite et de tcmps de r6po?se, l'unc indiquant si le systèrie, éloign5 

de sa pcsition c?'équilibre, y revient, I'z~tre specifiant le mode de retocr. 9ans 

ce chapitre nous proposons d'apporter quelques précisions sur ces notions, Lu con- 

dition de stabilkte est considérés comme l a  condition de décroissance dans en 

espace mctrique de la distance entre le point représentatif de l'état du système 

et le roint correspondant 5 l'état dVéquliiLrc. Le temps de réponse donne l'indi- 

cation de la vitesse de d6croissance. 

Un système d'ordre q ccmandé par 5ckantillonnage et possédant un 

correcteur numérique d'ordre r peut être entlCrc~cnt caractgrisé par q+r valeiats 

Celles-ci constituent les composantes dPu?  veccwr w Slhent d'un esracc 
n 

vectoriel 5 q+r dimensions defini sur 1k corps des rgals et appelé espace 

séquence. 

La relation genérale du chapitrt I Four le système cn régulateur : 

(III. 1 .) 

ou plus simplement : 



correspond à une application de cet espace su* luimême et peut se mettre sous 

la forrne sEquence matricielle : 

où A est une matrice non linéaire fonction des composantes de Un. Le choix du 
n 

vecteur W conduit à deux représentations possibles. En prenant pour composantes 

12s valeurs successives de W aux divers instants d'échantillonnage on obtient pour 
i A la forme compagnon. Si la composante $7 d7crdre i du vecteurw est égale à : n n n 

i-l = , W 
i 

n n+l   hi-^ n 

et d'autre part : 

lamatrice A a alors la forne de Frobenius. n 
Afin de pouvoir faire l'étude de la stabilité, le changenent 

de base : W - P Zn avec P = diag ( a , .  aq) > O (111.5 .) 
n 

L'équation (111.3.) devient alors : 

Considérons en pzrticulier un espace vectoriel muni de la métrique d et supposons 

cet espace complet, c'est-à-dire que toüts suite de points de l'espace est uria 

suite de Cauchy. Le point fixe de la transformation est ramené a l'origine. Uzns 

le cadre des opérations ontractées ou cequi revient au même des fonctions de 

Ljapunoo du type nonne 1 "(Zn) = (Zn) 1 . 1s condition de stabilité s'écrit : - - 

où d(Z ) représente la distance à l'origine uu goint courant de l'espace prise 
n 

à l'instant nT. 



La condition de stabilité peut également se mettre sous la forme : 

où Spv (8,) est la nome de ln matrice B g&nérGe à partir de la norme de n 
vecteur 'f (Zn). 

En appliquant la condition (111.8.) aux trois normes de ~older usuclles : 

some des modules, norme euclidienne et écart maximum - cette dernière notée norme 
d'ordre infini ne vérifie pas en fait les inggalités de Holder et de i4inkowski - 
on constate que la condition la plus large de stabilité est obtenue C'une part 

avec la forme compagnon et la norme d'ordre infini, d'autre part à partir dé la 

forme de Frobenius et de la norme d'ordre un. Cette condition correspond 3 celle 
1- -1 

de Wegrzyn-Vidal 1 1 ,  29 et s'écrit : - - I 
9+r 
6 I h i I  (111.9.) 
i= 1 

Cette condition peut être étendue au cas probabiliste . Nous venons d e  voir 

la condition que doit remplir le système pour que la suite des grandeurs de 

commande w converge vers une limite finie gcnéralement nulle. Dans ce cas qu'ad- 

vient-il de la suite des grandeurs E ? Pour répondre à cette question, consid6rons 

la relation caractéristique du réseau correcteur numéri'qus : 

C a W = C E r-i n+r-i 'r-i n+r-i i=O 

Le décalage dans le temps de cette relation pemst d'écrire, puisque w e t  n-i 
E (i > O) correspondent à des conditions initiales fixces et finies. n-i 



e t  05 R e s t  un vec t eu r  dCpcndant des  condi t ions  i n i t i a l e s  dcnt  l e s  composantes 
sont  bornées. S i  6 e s t  d i f f é r e n t  de zéro,  on peut é c r i r e  : 

r 

- 1 
%,) .< slV ( ~ - ' a ) .  Y($) n + ~ ( 3  K) (III .  I S . )  

* 
S i  'P(wn) converge de p a r t  l a  condi t ion  111.9, a l o r s  v(w ) conv..rgera &gaien.;nt. 

n 
Comme Y(K)  e s t  bornée, on aura convergents pour l a  s u i t e  des v a l e u r s  E s i  t o u s  n  
l e s  a .  e t  Bi son t  bornés e t  s i  Y e s t  d i f fSr t?n t  C c  zQro.  

a r 

La condi t ion  pour que au bout de  s périodes d 'échant i l lonnagc ,  on a i t  

un mode dc décro issance  t e l  que ; 

peut ê t r e  obtenue à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  (111.8.) en d é f i n i s s a n t  a par  : 

En u t i l i s a n t  l a  nome  grnérée à p a r t i r  dc l a  nsme do a l d e r  d ' o r d r e  un c: 
1 -  -1 

appliquÉe à l a  forme de Frobenius on re t rouvi  PL condi t ion  de Vide1 1 - 1  _I : 

. q+r 1 L / h i /  - 1 -  E ( I I I .  15.) 
i= 1 a 

i 

7 7 7 . 3 .  S . t a b U Q  VA -2t- v.& d a  c o n ~ o v t s  i k + X ~  

Lorsque l e  çystème de par  l a  non-l inLari t6  ou l e  modulateur nc re - ip l i t  

pas l a  condi t ion  de s t a b i l i t é  précêdement  d é f i n i c ,  c e l l e - c i  donne daris l e  >la11 

des  v a r i a b l e s  un domaine qutassure  l a  s t a b i l i t g  s i  l a  t r a j e c t o i r e  d ' g t a t  p a r t a n t  



d'un point de cc domainc y rcste contenu2 qu-L que soit n. 

Dans ce cas il importe de savoir si, partant de conditions initiales 

données, le système va converger. 11 cmvlent alors de définir un domaine dc 

stabilité par rapport aux conditions initiales, - - 

Dans ce sens plusieurs néthodcs i?nt &té propos6eç c3i1 1'' - - 1 :  ;a 

première nGthode est ccllc des hypcrsurfacas Gquipotcntiel-les dc Ljmunov ou cc 

qui revient au même dcs surfaceJ isodistznc,x, LIle consiste 2 chercher la 

valeur C de la constante C telle que V = 5 su d = C de maniCre à ce quc m a x  n n 
l'hypersurface d~ Ljapunov ou isoc!istancc corrdsi~ondantt soit à l'intèrirur dc 

llhypervoEune dc stabilite défini à partir dé cekte fonction de Ljapuxv ou 3s 

cette fonction distance. 

La seconde mgthode revient à Jétemirier une sCqucnce de volume D i 
telle que Di+l C Di et telle que l'origine soit intérieure à cous les D . .  Le 

1 

volume G max inclus dans le domaine de stabilité L est alors un donaine de 
O 

stabilité vis-8-vis des conditiocs initiales. 

Dans les paragraphes suivants nous Eontrerons d'une part cornent 

obtenir un domaine imzdiat de stabilitS vis-à-vis des conditions initialez ez 

d'autre part, cornent déterminer la plus grand domaine de conditions initiales 

contenu dans le domaine de stabilité. 

Soit le systèmé: rêgi par lséquatiori (111.2.). Cherchocs le domaine D 
1 

transford du domaine D dans la transformation (1II,3.) où D est défini par : 
O 0 

Le donaine D e s t  alors : 
1 



- 23 - 
La condition pour que Dl C DO s'écrit : - 

(III. 18.) 

La seconde condition peut encore s'écrire en tenant compte de la première : 

b 
Le plus grand hypervolumc 3 scra obtenu lorsque 3 

< I - E puisque 
1 

- 
pour cette valeur on trouve la condition de stabil i té  (111.9.) et donc : 

Le plus grand hyperparallél~pipède des conditions initiales contenu daris 

l'hypervolume de stabilité défini par la relation 111.3 est l'hypercube 

w i  b v , les limites Btant exclues, où b est une constante positive n 
déterminée par : 

(III. 20 .) 

Il est possible d'obtenir le plus grand domaine de stabilité par 

rapport aux conditions initiales contenu dans un domaine L de stabilité par 

rapport aux variables en utilisant la msthodc suivante : 

Considérons la transformation 111.3. Celle-ci fait passer du plan d'état k- au 

plan d'état W. La relation 111.9 définit le domaine de stabilité par rapport 

aux variables soit L dans le pl= W et ?i dans le pian U. 

Le transformé HI du domaine L peut être divis6 en deux partizs PI' 
1 

et M" intérieure et extérieure à M. 
1 

Mi' correspond 2 une partie L v  de L qui ne peut appartenir au domaine des 
1 

conditions initiales. Mais la partie correspondante de 11' doit aussi être suppri- 
1 

mée, sinon dans une transformation ultérieure la domaine obtenu ne sera pas 

contenu dans le domaine de stabilité. Soit Pi2 cette partie de il lui correspond **l 



une partie L de L ; on reprend alors Ic ûiCae raisonnement jusqu'à cl- que 1 
l'intersection du domaine tel qüe 1.I ct du domaine restant tel que M t  soit 2 1 
vide. La méthode est illustrée par lgexemple suivant : 

Soit l'équation de récurrence du second ordre : 

la condition de stabilité (111.9.) permet d'6crire : 

( 1 )  ( 2 ) )  La transformation (111.3.) s'écrire avec a {  w , w 
&A r: n 

Le passage du plan W au plan V sera alors defini par : 

Dans le plan (u,v,, le transform2 dü domain.: d, stabilité correspond 2 

l'ensemble : h U B U C U D U E, de la figur~ 111.1. 

Remarquons que le domaine C dans le plan (ü, v) correspond au transformg du domaine 

immédiat de statilité vis-5-vis des conditions initiales 
(111.25 .) 

Pour avoir un domaine de condit;cns initiales il faut que l c  transformé 

du domaine dc stabilice soit lui-nême cortm.~ dans le domaine 1 u 1 + IV  ) < I 

Pour qu'il cri soit ainsi il faut suppri~m~r du plan  (u, v) les domaines h et L ,  

ce qui revisnt à sup rimer dam le plan 6 Ics doniaines exterieurs zux c~rcles P- 





domaine de s t ab i l i t é  

plus  grand 
domaine /CL 
de forme carrée 



Pour que la transformation soit de nouveau pcssible, il faut aussi 

supprimer ces domaines dans le plan U c'est.-5-dire le domaine E. 

La nouvelle suppression qui en déco~le n'atteignant pas une partir 

du domaine préc6demment défini, nous avoris alors dans l e  plan W le domaine 

C de stabilité (figure 111.2.). Son transforsi2 est; coniplète~cnt contem dans O 

Do " 

727.4. 7emp ck? /tépomc 4appatr;t aux c ~ n ~ . V é a m  L r W u  

De la même manière que pour la stabilitz, la condition (III.I5.), n1açsu- 

re un temps de réponse en s périodes d'échantillonnage 2 B Z que si la trejectoire 

reste contenuedans le domaine quel que soit n o  11 convient donc également ici de 

définir un domaine de temps de répons3 vis ii vis des conditions initiales, 

Les méthodes présentées pour la stabilité pourront s'appliquer 2 partir 

du domaine défini par la condition (III.I3,). En particulier la méthode du i~maine 

immédiat de forme hyperparallél~pipèdique se transpose sinplenent. La re12"tion 

(111.18.) étant remplie lorsqu'on se trouve dans le dorilcline de stabilité ce qui 

est le cas à fortiori dans le domaine de temps de réponse, il suffit d s  choisir 

les coef£icients b. tels que la condition suivante soit remplie pour une valeur 
1 

de a donnée : 

(III. 26 .) 

La forme normale naturelle à laquella nous avons pu nous rmener pbrmet 

une étude analytique rclativernent aisée du régine dynamique dt?s syst&~es Ccha~1ti.1-- 

lonnés à co~xnande non linéaire coclportan.t un rzseau correcteur nunérique. Toutefois, 

dans cette êtude, le système est considér; en rzgulateur. :Fin de compléter Iianaly- 

se du comportement du processus lorsque celui-ci est soumis à un2 entrze, nous 

présentono, dans les pages qui vont suivre, des ïn6thocics graphique et nun6rlquc 

d'étude de la réponse d'un système discret à une sollicitatioc quelconque. Puis, 

pour voir l'influence des variations de parazistre ou dc structure, nous nous 

pencherons sur lknalyse graphique de lY:valution des divers coefficients de 

sensibilité. 



CHAPITRE I V  

C0AIPORTE:dEhfT VYîùAMT2UE '3ES SYSTEMES ECP;&JTT LLONNES NON LlldEAIRES 

La détermination analytique des régimes transitoires des systèmes discrets 

non linéaires soumis à une sollicitation quelconque conduit généralement à des 

calculs délicats. Les méthodes classiques ne permettent d'obtenir les valeurs des 

variables d'état qu'aux seuls instants d'échantillonnage, si toutefois l'ordre 

du système n'est pas trop élevé. Or il importe souvent en pratique de connaître 

complètement-l'allure-des - sorties. La méthode proposée, adaptée de celle de 

Bachkirov donne graphiquement pour une entrée quelconque la Ir1 lr21 
réponse d'un système entre les instants de discrétisation. Nous aborderons ensui- 

te a titre d'exemple, les trois problèmes suivants : 

- systèmes avec hystérésis 
- système à aodulation de largeur 

- système à période variable et à modulation intégrale (IPFM) 

Puis nous montrerons comment il est possible de déterminer les trajectoires 

dans le plan de phase pour les systèmes du second ordre. 

Les équations rendant compte de la construction précédente conduiront 

ensuite 3 une mise en oeuvre des divers processus sur machine numérique. 

T V ,  7 .  Expohé de lu muhade de c o ~ ~ n  gmpkcque 

L'organe à régler du système de la figure IV.] est un filtre d'ordre q 

caractérisé par une fonction de transfert L ( p ) .  Cet élément est comandé par 
le signal élaboré à partir de ~ ( t )  (ou w dans le cas d'un correcteur numérique) 

n 
par un échantillonneur non linéaire. 



FCgWLe I V ,  1 .  - 

Les équations qui régissent le comportzment du système entre les instants 

d'échantillonnage sont do~nées en (1.2). La chaîne de retour est caractérlsse 

par la relation : 

Or la solution de ls6quation différentielle 

r dz(t) - + z(t) = f(t) ~ ( 3 )  = Z (fV.2) 
dt O 

peut se mettre sous la forme : 

En comparant le développement en sarie der équations IV.2 et I V . 3 ,  an 

constate que l'approximation faite est du trsisfème ordre en At, l'écart est 

égal à : 

Notons d'autre part que si f(t)est la fonctim ufiitaire u(t), il n'y a pas 

d'erreur. Dans l a  relation (IV.3) Gt designc Ic: pas de constructiorl et T vaut : 
C 



(IV. 4 )  

L e  passage de (IV.2) à (IV.3) s e  j u s t i f i e  de l a  manière su ivante  : s o i t  
- t / ~  une exponent ie l le  e e t  un i n t d r v a l l e  de temps A t  cons t an t ,  l a  p ro j ec t ion  s u r  

l ' a x e  des temps de l a  sécante  passant  p a r  l e s  po in t s  d ' absc i s se s  t0 e t  t + At: 
O 

e t  prolongée ju squvà  c e t  a x e ' r e s t e  cons tan te  quelque s o i t  t e t  égale à T . 
O c  

- - Donc e n  a s s imi l an t  l a  fonc t ion  f( t )quelconque à une fonc t ion  e s c a l i e r  

de pas A t  e t  en prenant l a  va leur  de l a  fonc t ion  au mi l i eu  d'un i n t e r v a l -  1 1 4 1  
A t  l ' o r i g i n e  de f ( t )  e t  de r e l i e r  respcct ivemfnt  l e ,  il s u f f i t  de d é c a l e r  de Tc - 2 

12s poin ts  a e t  a', b e t  b v ,  c  e t  c '  e t c . . .  de l a  f i g u r e  IV.2 pour obten i r  iPaf- 

l u r e  approchée de z ( t ) .  



Dans le cas où le filtre un intégratt?üP, il cst possible de 

se ranenér à l'équation (IV.2) en 6crivant : 

dz(t) + ~ ( t )  = f(t) i ~ ( t )  = f l  (t) ( I V . 5 )  
dt 

D'autre part une équation diff6rcnticlli- du second ordre se traite 

facilement en appliquant sirnultanCiment le procSdt aux deux relations : 

(IV. 6) 

Pour résoudre lc système (1.2) compte tenu de son écriture il suffit 

d'utiliser la méthode en commençant par la composante d'ordre ( q - 1 ) .  La réponse 

obtenue pour cette première composarice sert de fonction f(t) pour la seconde 

équation et ainsi de suite. On remarque donc que la construction reste plünc 

même pour un syst2me d'ordre élcvé. 

Au bout du temps At = t - , periode d'échantillonnage, on dGtrrnine 
n n+l tn 

la nouvelle valeur k (E a, t) en tenant compte de la non linéaritz et de 
tn+ 1 

la relation (1V.I). On reprend alors le processus avec le nouveau vecteur condition 

initiale Y(t ) et le cas 6chéant avec dz nouveaux paramgCres aj, b& c. si 
n+ 1 J 

ceux-ci varient à chaque période. Notons égalsrnent qu'aucune restriction n'a Cté 

faite sur la non linéarité, celle-ci pouvant être avec mémoire comme nous allons 

le voir sur l'exemple suivant. 

Un élgnent de transmittance L(p) = 1 
P(~+P) 

se trouve placé dans un régula- 

teur à retour unitaire comportant dans sa chaîne d'action un échzntillonneur 

bloqueur suivi d'une non linéarité du type hystérésis. Le système est abandonne 

à lui-même  partir de conditions initiales y(1) (0) = O et y(0) = yG. Les &qua- 

tions (1.2) deviennent dans ce cas : 







Les allures des réponaes des composantes de ce système sont donncis - 
figure (IV.3). La connaissance de tous 12s antécédents permet de savoir comment 

il importe de se déplacer sur le cycle. 

ZV.2 .2 .  ttb~mvh~esnent à mocfuhCion de L5vqu.a 

Le même élément L(p)  que celui de l'exemple précédent se trouve mainte- 

nant dans la chaîne d'action d'un asservissenent à retour unitaire. Le modulateur 

de l'erreur fournit entre deux instants d'échantillonnage (durée 1s) une impulsion 

calibrée de hauteur A signe (E ) et de largeur Ti* = K 1 E, 1 . Les conditions n 
inhiales étant nulles, on désire étudier la réponse du système à un gchelon 

de position, Les équations sont données en (IV.7) et la construction est celle 

de la figure IV.4. Sur le schéma sont reprSsent6s non seulc~ent les composantes 

y et y( ' )  mais aussi l'entrée du système, la sortie du modulateur et ln carac- 

téristique de l'élément non linéaire. 



L'exemple que nous allons traiter main-nant entre dans le cadre des 

systèmes multimodulés à période variable . Dans ces systèmes le signal I?_( 
de commande de l'organe à régler est la somme .inst~ntanSe des m sorties i.(t) 

J 
(1 4 j 4 m) du.modulateur M. Les signaux i.(t) sont élaborés à partir des m 

J 
fonctions d'erreur : 

Un organe de conversion à une entrée et n sorties caractérise la chaîne de 

retour (figure IV.5). 

Chaque signal sortie du modulateur est caractsrisé par la fonction 

nkj j IEi(t), k. 1 où k est un paramètre varicble par valeurs discrètes d ~ n s  
j - 

1' intervalle+ - ; +- 1 -9 = de plus : 

.kj 
i .  = 1 (t) pour t E. 

J j 

. ième 
les instants tn et t correspondent à deux commutations successives de le J 

n+p 
sortie et satisfont lei deux relations : 

1- 

k. et k! sont deux valeurs successives ou confondues du paraètre k.. La suite 
J J kj 
tn 1 est définie par l'annulation de l'une quelconque des fonctions H - j 

(1 < j 4 m, k<I- ; +ml-) - 'r Y- 

Le filtre considéré dans notre exemple est décrit par la fonction de transfert 
1 

L(p) = 
p(p+l) 

. Le modulateur est caractérise par : 

(IV. IO) 

1 i.(t) = A signe 1 E. (tn) 1 il(t) 
J - 3  - J 

où ir(t) est une impulsion calibrée d'amplitude unité et de largeur h. L'organe 
J 

de somation introduit une saturation de valeur A sur llentrSe du filtre L(p) 





Après avoir déternini- y et y''), la mGthodi nous permet de calculer 

R(t) = jy(t)dt et Q(t) = le(t)dt. Gela r:-vient à ajouter deux équations ci.- 

même type que celle dCjà traitée. 
- 

Il y a émission d'impulsion lorsqu(- i;, " iF](t), k l  -1 s'annule c'est-à- 

dire si Ic = t N (N 6tant le quantum), lorsque R(F) = ~(t)-k N, Lc choix de k 
1 1 

impose de réinitialiser à zéro R(tj et Q(t) 3 chaque émission d'impulsion, 

La construction de la figure IV.6  correspond a : 

N=0,5 ; A=7 ; h=0,2s ; l'entrée étant un i-chc?lon d'amplitude Ggale à 5, 

Remarque : 

1') Le quantun N peut Gtre une fonction quelconque de lserreur,des va- 

riables d'état ou une fonction fixée 5 lqav:tnce. 

2') Pour le traitement de problème corportant des modulateurs à contrôle 

dérivé, il est parfois nécessaire de détemiincr la dérivée du signal de sortie 

lorsque le filtre L(p) ne comporte pas dVintégretion. La dérivce peut s'obtenir 

soit à partir des Gquatioris de base par coc,iinaiçon linsaire des variables d'état 

tracées, soit en utilisant le processus inverse de celui de l'intégration, 

I V .  3. C a  d u  aybthc?n du becund atdtrc. C C J Y L ~ ; ~ M O M  dam te plan de phme 

Dans le cas des systèmes du second ordre, il est possible de ramener 

la construction précédente dans le plan dé phase. En effet les équations 

s'écrivent : (nT ,< r ,< (n+l)T) 

I (IV. Il)  

Les coordonnées d'un point du plan de phase à partir de son antjcédent sont 

d'après (IV.3) : 



- Figure IV 7 - 



- At 

Y 
At 

lk(rn,t + 7) - Y (t+At) = + T 
C 1 (IV. 12) 

y(t + At) = Y (t) + T 
C 2 

Considérons le sch6ma de la figure IV.7. Sur l'axe k ( ~  ) portons les 
A *  n 

valeurs successives de k(r ) prises aux instants (2h + 1) - (A entier positif). 
(1) 

2 
D'autre part dans le plan (y O y) traçons les droites : 

les relations : 

cd bd - = -  o'c' et gc' = - 
ae be AB O 'A 

rendent compte géométriquement des relations (IV.12) 

La construction dans le plan de pharc se f a i t  en deux Gtapes. Partant de 
-. --.- 

~("(t), nous déterminons d'abord les points de l'axe ~y(') correspondant à 
At 

Y (t + 7 ) et y(l)(t + ~t). soit maintetant le point 1 : { y(t), y(l1(t) 

La parallèle à Oy passant par le point OV{y(t) , (A) 1 coupe (D,) en A. Par A 
nous menons une parallèl? à oy(') qui coupe (I ) en B. O v B  cou;e la droite 

(1 At 
2 

y = y(') (t+ 7 ) au point g .  Ce point a pour abscisse y(t+At). On en dé- 

duit le point 2 : {y(t+ At), y (')(t+~t)l a 

Dans le cas où la seronde équation IV.11 correspond 5 un intégrateur, 112 

At point g se trouve sur la droite : y(1) = y(l'(t + 2 ) + y(t) au lieu d'être 7 
sur y At ( l )  = y(1) (t + - ) . Pour le système du second ordre à racine imaginaire, 2 
il suffit d'appliquer simultanément les deux parties de la construction av~mt d; 

passer à la détermination du point suivant. 

Pour illustrer la méthode reprenons l'exemple IV.21. La trajectoire de pha- 

se est représentée figuré IV.8. 





La méthode de construction que nous venons d'exposer s'applique à la 

détermination des régimes transitoires aussi bien des systèmes continus que 

des systèmes échantillonnés. Toutefois pour ces derniers, comme l'entrée k ( ~  ) 
n 

du filtre à commander est dans un grand nombre de cas une impulsion calibree 

d'amplitude constante les points déterminés sont parfaitement exacts pour la 

première composante. L'erreur finale se trouve ainsi nettement diminuée. D'autre 

part les réactions sur l'entrée du filtre n'interviennent qu'aux seuls instants 

d'émission d'impulsion ce qui facilite encore la mise ex1 oeuvre du procéde. 

Enfin les équations de base de la construction peuvent être utilisées pour une 

détermination des variables d'état des systemes sur machine numérique. 

A partir de l'équation (IV.3), le procédG de construction, quc nous 

venons de décrire, peut facilement s'adapter 2 l'obtention des réponses tran-. 

sitoires des systèmes échantillonnés non linCiaires sur machine numérique. 

Nous le montrerons sur deux exemples : un système à modulation de largeur 

et un modulateur à contrôle intégral. 

Reprenons l'exemple du paragraphe IV.2.2. En prenant un pas de calcul 

de 0,2 s, les équations s'écrivent : 

(IV. 14.) 

1- 

G caractérise la valeur prise par la commande du filtre lors de l'itération 1. 

A chaque instant d'gchantillonnage, l'.écart entrc l'entrée et la sortie f ixc! 

les valeurs de G pour les cinq itérations suivantss. 



Le programme écrit en Fortran IV domQ figure IV.9 correspond à une entrée 

sinusoïdale. Les résultats des calciils, effectues sur IBM 360 au centre de calcul 

de l'université de Sherbrooke (Canada), sont reprgsentés figure IV.10. Le figu- 

re IV.11 donne l'allure des réponses pour une entrée en échelon de position. 

Dans le paragraphe IV.2.3 nous avons vu que pour déterminer la réponse 

de ce système, il suffisait d'ajouter deux équations correspondant à l'intégra- 

tion de l'entrée et de la sortie. 

En tenant compte des valeurs numériques précédemment définies, nous obte- 

nons les équations suivantes : 

(IV. 15) 

~(1) = 5,O - Y(1) 
Q(1) = Q(1-1) + 0,0955 * 5,O 

V(1) = Q(1) - 0,5 
W(1) = Q(1) + 0,5 
- 

La fonction U(1) caractérise la sortie du modulateur lors de l'itération 1. 

Elle peut prendre les trois valeurs +A, -A, ou O. L'instant d'émission d'impulsion 

est défini par : R(1) = W(1) ou R(1) = V(I). 

Il arrive fréquemment qu'à la fin de l'itération on ait : 

Dans ce cas il faut déterminer l'instarit d'émission B(1). Ceci est 

grandement facilité par le fait qu'entre chaque 

sont des droites. Ayant obtenu B(I), on calcule Y 

Il convient alors de réinitialiser R(1) et Q ( I )  2 zéro. Ces éléments constituent 

les nouvelles conditions initiales pour la suite des opérations. 

Comme il y a deux cycles de calcul par impulsion, il importe également de 

garder en mémoire la valeur suivante de U(I), notee F(I+l). , - - ) S .  

. -a 
Le programme de calcul est donné figure IV.12. Les courbes sent représentées 

figure IV.13. 
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Les méthodes graphique et numérique que nous venons d'exposer permettent 

une détermination complète de la réponse d'un processus discret à une sollicita- 

tion quelconque. Elles présentent l'avantage de rester facilement utilisables 

pour des systèmes d'ordre élevé et pour des modulateurs de n'importe quel type 

y compris les modulateurs multiples à période variable, 

La méthode numérique est très intéressante pour simuler un processus 

comme nous le verrons lors du chapitre VI pour le réglage optimal d'un paramètre 

à partir d'un critère intégral. Notons toutefois qu'avec les systèmes d'ordre 

élevé, il convient, comme dans les mgthodes classiques d'intégration numérique, 

de recycler le calcul afin de diminuer l'erreur. Le chapitre VI est consacre 

à l'application de la méthode graphique à la détermination de l'évolution des di- 

vers coefficients de sensibilité des systèmes non linéaires à commande impulsion- 

nelle. 

La méthode de construction graphique que nous venons de prCsenter est 

destinée à mettre en évidence le comportem2nt dynamique d'un asservissement dis- 
- cret entre les instants d'échantillonnage et résoudre ainsi par exemple le pro- 

blème des oscillations cachées. Cette technique va par ailleurs permettre une con- 

naissance plus approfondie du système par l'intîrmédiaire des coefficients de 

sensibilité, ceux-ci feront l'objet du chapitre suivant. 



E'ïii?l€ DES COEFF1ClEkii.S BE SEfJSIBILITE OES SYSTEM'ES 

NON LltJEAlRES TMPULSTONNELS 

Lors de la synthèse d'un asservissement non linéaire 8 commande impulsionnel- 

le, il importe de connaître les réactions du systzne à diverses influences conne par 

exemple aux variations de paramètres ou des conditions initiciles. 11 convient de dis- 

tinguer toute£ ois trois grandes catégories de coefficients de sensibilité 61 , [17] 

- La sensibilité paranétrique qui rend compte de l'influence des paramètres 
extérieurs à l'objet à réguler. 

- La sensibilité par rapport 2 la période de discrétisation 

- La sensibilité de structure vis à vis des paramztres de l'organe 2 

cammander . 
Nous nous proposons de déterminer graphiquement ces divers coefficients, en 

résolvant simultanément les systèmes d'équations qui sur une période d'échantillon- 

nage régissent respectivement le système et son modèle sensible. La connaissance des 

coefficients de sensibilité permet de voir l'évolution de la solution pour 'de petites 

variations des paramètres. En première approximation on peut 6crire : 

L'existence des coefficients u. exige que les bqi ne changent pas l'ordre du 
1 

système. 

Le système d'équation (1.2) peut se mettre sous forme condensée : 



où M est une matrice carrée diagonale (a. # O j = 1 à q) , les matrices M, B et C; 
J 

sont à coefficients constants. 

Dans le cas d'un modulateur quelconque,,k(e , a , t) est une fonction con- 
tinue par morceau sur l'intervalle de temps (tn, t:,) avec discontinuités de pre- 

mi8re espèce. En notant par t. les instants de discontinuité de k ( ~  , a , t) sur 
1,n 

) le relation (V.2) devient : (tn ' tn+l 

où k. est une fonction continue de t, de a et de E et oQ t. peut dépen- 
1 tn 1 ,n et de a .  Notons toutefois que pour une classe importante de système. 

D'autre part dans les systèmes physiques, Y est continu par rapport à t. 

Le vecteur coefficient de sensibilité par rapport 5 un paramètre a est défi- 

ni par l'équation : 

Supposons que les instants d'échantillonnage t sont définis par la rela- 
n 

tion : 

dtn il est alors possible de déterminer - 
d a au moyen de l'expression : 



Le signe négatif indique que l e s  termes sont  p r i s  à l ' i n s t a n t  t - R(E > O  n 
p e t i t ) .  De l a  même manière s i  ti e s t  dé f in i  par  l ' éqüat ion : 

hf - )if 1 IJ-(tn) + F: $1 + 

d t ,  - 

(V. 8) 

Remarquons tou te fo i s  que dans ce r t a ins  cas  t. peut ê t r e  déterminé à par- 
1 

tir de : 

f i  (Yt. , t i >  a) = O  
1 

l a  r e l a t i o n  (V.9) devient a l o r s  : 

(V. 1 O) 

"bf . 
1 

u-(ti) + %T 
d t ,  

La d i scon t inu i t é  que présententles coef f i c ien t s  de s e n s i b i l i t é  aux i n s t a n t s  

t e t  t. peut  ê t r e  déterminée en u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  de Rozenvasser [19], 
1 ,n  

- 1 d t *  

' - 
J 

Aki (V. 12) 

S i  l ' i n s t a n t  i n i t i a l  ne dépend pas de a ,  l a  condit ion i n i t i a l e  s ' é c r i t  : 

(V. 14) 



L'équat ion de s e n s i b i l i t é  dans l e  cas  1.e p l u s  genéra l  e s t  donnee ? a r  l a  

r e l a t i o n  : 

de 
dk. "ki 
I t n  O I < ~  avec :- = - - + -- 

Ba (V. 15) 
da l e t  da  

n 

e t  e n  tenant  c o q  t e  de (1.2) 

Ces d ive r se s  r e l a t i o n s  pcxnet ten t  d ' o b t e n i r  l e s  c o e f f i c i e n t s  de  s e n s i b i -  

l i t é  dans tous l e s  cas .  Nous a l l o n s  en  montrer l ' a p p l i c a t i o n  aux t r o i s  s o r t e s  de 

c o e f f i c i e n t s  s u r  un exemple prCcis .  

L'exemple que nous t r a i t e r o n s  e s t  c e l u i  du paragraphe IV.2.2. C o q t e  

tenu du modulateur l e s  équat ions de forrctionnement s o n t  l e s  su ivantes :  



l dy 
-1 I d ;  

de plus : 

dy(l) 
T- 

dt 
+ y(') = A signe c 

n 

(V. 18) 

L'étude qui suit sera faite dans le cas où T = 1 S. 

Considérons par exemple la sensibilité par rapport au paramètre K. 

Il n'y a pas de discontinuité aux instants d'échantillonnage. La valeur 

de la discontinuité à l'instant T est d'après (V.12) : 
i n 

(V.19) peut encore s'écrire : 

(v. 20) 



En régime saturé A ( ' )  devient nul. u 

Les conditions initiales sont nulles et les équations de sensibilité 

s ' écrivent : 

La méthode decrite dans le chapitre précédent permet de faire la cons- 

truction en résolvant simultanément les équations du système et de son modèle 

ssensible. Les réponses du système ont éte d6terminées figure IV.4. Les coeffi- 

cients de sensibilité paramétrique sont donnés figure V.1. 

V .  2.2 - S e n s L U E  p a  mppotr;t à IG pfiodc d' Cchantieeonnagc, T 

On a dans ce cas une discontinuité à l'instant t et à l'instant t. 
n 1,n 

en effet : 

(V. 22) 

Les discontinuités s'écrivent de la même manizre que précédernent : 

A ( '1 = - n - signe E 
T n n 

Notons qu'en régime saturc AU(') = Au 
t. 

('1 = O  car ~k = O  
1 ,n tn+ I 

peut encore s'écrire : Aut i, n 
A K 

Sn A (signe E + - - (1) = - 
auc - n ) dT 

(V. 24)  



(V. 25) 

Dans l'exemple chois i ,  l ' en t rée  é tan t  un échelon rie pos i t ion  un i ta i re ,  

de(nT) e s t  nul. Les équatiomde s e n s i b i l i t é  ont  a lors  des conditions i n i t i a l e s  dT 
nul les  : 

(V. 26)  

La construction graphique à p a r t i r  de ces données e s t  indiquée f igure  V.2 .  

Nous cherchons c e t t e  f o i s  des coef f ic ien t s  de s e n s i b i l i t é  par  rapport à 

l a  cons tante de temps. 

La seule  discont inui té  se  produit ,2 l ' i n s t a n t  T e l l e  e s t  égale à : 
in '  

(V. 27) 

En r8gimc sa turé  AU(')  devient nul. 

Les conditions i n i t i a l e s  sont nu l les  e t  l e s  équations de s e n s i b i l i t é  

s  ' écrivent : 

Pour obtenir  l a  construction de  l ' évolut ion des coeff ic ients  d ensibi- 

l i t é  (f igure V3), il e s t  nécessaire dans ce  cas de f a i r e  in tervenir  
P l  B 

Ce 
15 

d t 
terme peut e t r e  détermin5 à p a r t i r  des équation (V. 16) e t  donc b p a r t i r  de l a  

construction des régimes dynamiques du système. 









La méthode que nous venons d 'exposer ,  p rcscntc  2 n o t r e  sens un i n t é r ê t  

dans l e  cad re  de l ' é tude  des r éac t ions  du systéme à une v a r i a t i o n ,  <? une indz te r -  

minat ion d e  c e r t a i n e  de s e s  paramètres .  L ' u t i l i s a t i o n  de cons t ruc t ions  graphiques 

malgré son c a r s c  t è r e  approchS, en concordance avec l 'approximation au  premier 

ordre  e f f e c t u 6 c  l o r s  des c a l c u l s ,  e s t  d'une n i s e  en oeuvre t r è s  comorls. Dans 

ces  condi t ions ,  il convient a l o r e  , le cas  échéant de modi f ie r  l e  système pour 

aaGl iorer  s e s  performances, e t  aborder  a i n s i  l e  problCme de l a  compensation. 

La d i f f i c u l t é  dans l v S t u d e  da l ' 6 v o l u t i o n  des c o e f f i c i e n t s  de s e n s i b i l i t a  

dea systèmes impulsionriels e s t  de  déterminer  l e s  v a r i a t i o n s  de va l eu r  des coe f f i -  

c i e n t s  qu i  appa ra i s sen t  l o r s  des  commutations de la  commande. Ceci é t a n t  r é s o l u  

à p a r t i r  des  équat ions (V. 12) e t  (V, 13), il s u f f i t  a l o r s  d 'appl iquer  l a  méthode 

graphique à l a  f o i s  au systGme e t  à son modèle s e n s i b l e ,  pour c o n n a î t r e  en r ég i -  

ms dyamique  l e s  c o e f f i c i e n t s  de sens ib iZi tC v i s  3. v i s  des paramètres ,  v i s  à v i s  

de  l a  per iode  d 'bchant i l lonnage e t  v i s  2 v i s  de l a  s t r u c t u r e  du système 5 comnan- 

d e r .  Dans ce d e r n i e r  ca s ,  on suppose que l a  v a r i a t i o n  du ~ a r a m ë t r e  ne change pas 

l ' o r d r e  du système. 

L 'étude de  l a  s e n s i b i l i t é  v i s  5 v i s  des  condi t ions  i n i t i a l e s ,  q u i  s e  ra -  

mène à l a  s e n s i b i l i t é  paramétrique donne à l ' u t i l i s a t e u r  unemsure  du pouvoir 

d i s - e r s i f  de son d i s p o s i t i f .  

Les r ê s u l t a t s  obtenus dans ce c h a p i t r e  son t  r e l a t i f s  aux p e t i t e s  va r i a -  

t i o n s  des paramètres ,  conilrie dans tou te s  l e s  méthodes u t i l i s a n t  l e s  équations de 

s e n s i b i l i r 2 .  



CHAPITRE VI 

Les éléments d 'analyse présentés dans l e s  chapi t res  precédents ont  montré 

l 'importance des c o e f f i c i e n t s  non l inéa i resh .  de l ' équat ion  111.2. La not ion  de 
1 

s t a b i l i t é  e t  de temps de réponse nous indique que le  s y s t k e  a uneléponse d 'autant  

r~eilleurs que l e  domaine des hi e s t  plus p e t i t .  Ceci e s t  souvent con t rad ic to i re  

avec l a  na ture  de l a  non- l inéar i té  ou du modulateur. Cette  cont radic t ion  équivalen- 

t e  au dilemme s t a b i l i t é  p réc i s ion  des systèmes l i n é a i r e s ,  ne peut ê t r e  supprimée 

qu'en in t roduisant  des  éléments suscept i5 les  de modifier  l a  nature du s y s t h e .  

Parmi l e s  d i s p o s i t i f s  de correc t ion ,  nous dist inguerons par t icul ièrement  

d'une p a r t  l e s  correc teurs  p lacés  dans l a  chaine de re tour  u t i l i s a n t  lorsque c e l a  

e s t  poss ib le  l e s  composantes du vecteur Ctat  ( r e t o u r  tachymatrique) e t  d 'aut re  p a r t  

l e s  réseaux numériques placés dans l a  chaine d 'ac t ion  u t i l i s a n t  l e s  composantes 

du vecteur  séquence. Il e s t  toujours possible de se ranener -3. l ' un  de ces  deux nodes 

de correc t ion .  

Le but de l a  correc t ion  e s t  d 'obteni r  l a  meil leure réponse poss ib le  il une 

s o l l i c i t a t i o n  déterminée, su ivant  un c r i t è r e  donnant l a  performancecptimale. Le choix 

d'un t e l  c r i t è r e  e s t  p l u t ô t  s u b j e c t i f  e t  dépend généralement des préoccupations de 

l ' u t i l i s a t e u r .  Par exemple un système de commande peut ê t r e  m i s  au point  s u r  l a  base 

d'une réponse t r a n s i t o i r e  donnée à une ent ree  on échelon, ou s u r  l a  base d'un coût 

minimum d'énergie de commande. Il ne peut donc e x i s t e r  de.comande optimale univer- 

sellement applicable.  Chaque type de modulateur, de non l i n é a r i t é ,  chaque processus 

2 commander e t  chaque forme de consigne doivent être considérés de manière indivi -  

due l l e ,  un système optimisé à p a r t i r  d'un c e r t a i n  c r i t è r e  peut t r è s  b ien  f a i l l i r  

lorsqu'on change le standard de q u a l i t é .  

Dans c e t t e  étude, nous considérerons l e s  réponses du système aux ent rées  

c lass iques  e t  en p a r t i c u l i e r  3 l 'échelon de pos i t ion .  Le but  e s t  d'approcher l e  

mieux poss ib le  l e s  réponses prototypes.  



Un système d'ordre q e s t  d i t  prototype l o r squ ' i l  a  l e  nombre d'intégra- 

t ions requis pour l ' en t rée  considérée comme nous l'avons vu au chapi t re  II e t  

lo r squ ' i l  rend nul l ' é c a r t  en t re  l ' en t r s e  e t  l a  s o r t i e  en q périodes d'échantillan- 

nage. 

Lorsquvun cer ta in  nombre de var iables  d ' é t a t  sont physiquement accessi- 

b les ,  une manière f o r t  puissante de corr iger  l e s  systèmes échantillonnés e s t  de 

placer  dans l a  chaine de retour une transmittance R(p), polynome en p. A l a  s o r t i e  

de ce t  élément, on obt ient  donc une combinaison l i néa i r e  des var iables  de phase ceci ,  

dans l a  r é a l i t é ,  sans transformer l a  chaine d i rec te ,  modifie l a  s t ruc ture  de l ' ob j e t  

à rég le r  lorsque l a  boucle e s t  fermée. 

Dans l e s  systèmes l inéa i res ,  il e s t  possible d 'a jus ter  l e s  coeff ic ients  

du re tour  de manière à assurer une réponse prototype aux entrées classiques,  en 

rendant nuls [32] tous l e s  coeff ic ients  hi de l 'équation de récurrence 111.2. 

Lorsque l a  commande e s t  non l i néa i r e ,  il f au t  s e  contenter d'approcher l a  rgponse 

optimale par un réglage approprié des paramètres pour rendre par exemple l e  plus 

p e t i t  possible un c r i t s r e  portant  sur  l ' é c a r t  entre  l ' en t rée  e t  l a  s o r t i e  du sys- 

tème. Ceci peut s e  f a i r e  s o i t  en u t i l i s a n t  directement l 'équation de récurrence e t  

une in tégrat ion à p a r t i r  de l ' ext rapolat ion l i néa i r e  entre  l e s  points s o i t  en s e  

servant de l a  méthode de simulation numérique du chapitre I ' J ,  corne il e s t  f a i t  

dans l'annexe II pour l e  réglage d'un moteur à une réponse i nd i c i e l l e  v i s  à v i s  

d'un c r i t è r e  in tégra l .  

Les r é s u l t a t s  obtenus nous permettent de constater  une amélioration t r è s  

sensible de l a  réponse. Non seulement il y a une diminution part iculièrement n e t t e  

de l a  longueur du régime t r ans i t o i r e ,  mais il y a sur tout  une réduction appréciable 

de 1,'amplitude du premier dépassement. En e f f e t  en prenant un coef f ic ien t  X donnant 

une valeur moyenne optimale pour diverses amplitudes 3 de l ' en t rée ,  l e s  pourcentages 

de premier dépassement avec ou sans re tour  tachymétrique sont résumés dans l e  ta- 

bleau suivant : (niveau de sa tu ra t ion  E = 4 ; T = 3 , 6  s ; T = 1 s  ; A = 5). 



Le système compensé e s t  ?eu sens ib l e  aux v a r i a t i o n s  du c o e f f i c i e n t  de 

r e t o u r  corne l ' i n d i q u e  l ' a n a l y s e  de l a  s e n s i b i l i t é  du c h a p i t r e  V e t  les 

courbes de l 'annexe II. 

L ' u t i l i s a t i o n  d'un c r i t è r e  pour l ' é t u d e  de ce rég lzge  p ré sen te  l ' avantage  

d'englober naturel lement  l e  phéncmfne de  s a t u r a t i o n  cec i  é v i t e  de devoi r  ??termi- 

n e r  q u e l l e  équat ion d e  t r a n s i t i o n  s a t u r é e  - non sn tu rée  il importe de cons idérer .  

En e f f e t  su ivant  l a  d i s p o s i t i o n  des  é t a t s  s a t u r é s  e t  non s a t u r é s  dans l a  scquence 

des  é t a t s  du système, on a l a  p o s s i b i l i t s  d ' avo i r  un nombre important d 'équat ions 

de r f  currence servzrit R dgc r i r e  cocrplzternent I ' Gvolution du processus.  C 'es t  s ans  

doute l e  p lus  grand inconvénient l e  la r e p r é s e n t a t l c n  dans l ' e space  séquence , c a r  

pour un s y s t h e  d 'ordre  q; l e s  q va l cu r s  an t é r i eu re s  de la v a r i a b l e  considérée in -  

te rv iennent .  2ans l ' espace  des v a r i a b l z s ,  c ' e s t  seulement l a  va leur  précédente mais 

des q v a r i a b l e s  d f c t a t  qai e n t r e  dans l e s  c a l c u l s .  

Considerons dans ce paragmphe un moteur commandé p a r  un aodula teur  quel- 

conque qui  e n e t  dans 13 période d16chant i l lonnage ( f i g u r e  VI, 1 )  (r+l) si,3naux 

u i ( t )  à des i n s t a n t s  t .  (i=O i r )  : TJ. e t  t .  peuvent ê t r e  fonc t ions  de 13 var ia -  
1 1 1 

b l e  de commande E (ou w s ' i l  y a un c o r r e c t e u r ) ,  
n n 

y é t a n t  l a  s o r t i e  e t  z s a  der ivze ,  l e  comportement du systij,irie - 

e n t r e  l e s  i n s t a n t s  t e t  t e s t  complStenent c a r a c t é r i s é  p a r  l e s  équations : 
i- l i' 



Comme il e s t  possible de transformer l ' intégrale  de l a  deuxième équation 

(VI .  1 ) sous l a  forme : 

e -Bir 

T j . +  'i- i (a) ea/' d a ci B = . .. 
t i - i  

(VI. 2) 

En posant : - 
t. 
1 t: 1 

( B I  d B e t  ki-l - l uimi - 'i- l J + 'i-1 ( 8 )  eBITd 8 (VI.3) 
t + i- l '=i- I 

On obtient : 

( t i - t i - , )  - 
avec Di,t  - e T 

- 
i l  

- - i-1- 

- - 
yi-i 

Z - - e 

+ 

- - 
-ti/ Tk 

gi- ]  -e i-I 

1 - t i lr 
T *'i-l - 

(VI. 4) 



s o i t  encore : Z = Ai-l Zi-l * Ki-l i (VI. 5) 

Four SGterminer l a  r e l a t i o n  en t re  Z e t  Zo, appliquons r fo i s  l 'équation T 
( V I .  5) ; ceci  en t ra ine  

h cause des propriétés pa r t i cu l i e r e s  des matrices A on peut finalement i9  
éc r i r e  : 

avec D = e  -TI T 

- - 

Y~ 

Z T - - 

Dsns l a  chaine de re tour ,  on dispose d'un élement t a chpé t r i que  de coeffi-  

c ien t  A. En appliquant l a  pondération de coeff ic ients  1 ; -(1+1>) ; 3 corne en ônnexe 

1 on a r r i v e  5 l a  r e l a t i on  r 

(VI. 8; 

i - O  - 

Dans l e  cas pa r t i cu l i e r  ou A e s t  égal  à l a  constaxte de temps T du moteur 

l ' équat ion devient : 

- - 

... + D e  
n 

(VI. 9) 

r -  
1 -  ,. - D E  

1 i =O i =O ki 
+ 

r 
0 E ki 

- T  

11 e s t  in téressant  de comparer c e t t e  r e l a t i on  avec c e l l e  du moteur commandé 

par modulation d'amplitude e t  non l i n é a r i t é  indépendante lorsque l'élément tachy- 

métrique e s t  réglé à l a  valeur T o 

(VI. 7) 

- 
-1 1- - 1 T ( l - 9 )  

y. 

O D 
- - 

z 
- 0 -  



E n+ 2 - (l+D) En+l + D En + T k(cn+]) - T D k(en) = ... 

... e - (~+D)C,+~ +Den n+2 (VI, 1 O) 

Cela permet de d é f i n i r  l e  système non l i n é a i r e  associé ; il possède une 

non l i n é a r i t é  caractér isce  par : 

(VI. I I )  

où t. e t  U .  (0)  peuvent dependre d e  . 
1, n 1,n n 

Considlrons en pa r t i cu l i e r  maintenant l a  commande (figure V I . 2 )  par une 

impulsion de forme quelconque f ( t )  modulée en largeur (par exenple, commande 

par thyratron à l a  fermeture) . 
La non-linéarité associée e s t  a lors  : 

(VI. 12) 

figrne V I .  2 

On peut a lors  sans d i f f i c u l t é  u t i l i s e r  l e s  mGthodes de compensation 

des systGmes à non l i n é a r i t é  szparablc e t  à cormnande l inéa i re  avec saturat ion.  

Citons ppx exemple l'usage de non l i néa r i t é s  c o m p l ~ e n t a i r e s  e t  de  r6seaux 

correcteurs num6riques [343  . Si  de plus l'impulsion e s t  ca l ibrée  de hauteur 

Asigne (E ) e t  s i  1s rx-xîtt~ation e s t  l i néa i r e  T ~ ( E ~ )  - H I o  1 on e s t  simplement n n 
ramené à un système l i néa i r e  avec sa turat ion dont l e  s a i n  de l a  chaine d 'action 

vaut : 



P g ~ r  7v0;r un systcme p r o t o t p e  ''ordre q ' wrti r  Le 1? re~ r - z sen t a t i on  

dhbr l l e s i a c s  s5quc~ic, O:: i m ~ s c  qnc ~': :rrei ir  s o i t  nu i l  2 et r e s t e  nilxio > ? ,?r t i r  ;c 

q périodes l"5chantillonna;e. TLorsr,lic 22ns 1î chzinl: de re tour  on r'lissose 4'1zn 

élément tachym'triqu=., l a  comkinaison l inCaire 4cs vari-thles il' c t a t  de coeffi-- 

c ien t s  X e s t  CL-nle 3 l a  cansi,rnr: ce correspon~' ?ans l'hyperespace d16 ta t  
i 

4 un h p e r p l a n .  Four l ' i t é r a t i o n  s i~ ivan te ,  s i  l a  cogsione r e s t e  constante, l a  

conmande é t s n t  nul le ,  lc syst,'.ne h o l u e  en r.izime liin-e. S ' i l  e s t  possible de 

trouver un hyperplan t e l  que Ie systan-. n730n?onné ' l u i  nSn3 y 5volue constam- 

nent ,  on ;-ourra ,?voir un processus ~ r o t c t y - e  v i s  à v i s  Jc l ' c r r s t i r ,  rnrlis p-is 

au niveau de l a  s o r t i e .  Celle-ci teen5 asyrcptotiqucnent v?rs l a  valeur optbzale, 

s i  l e  systeme e s t  s t ab l e  en rSgiae l i b r e .  

So i t  Yn l a  valeur du vecteur E ta t  à l ' i n s t a n t  nT e t  s o i t  à c e t  ins tan t  

l ' e r reur  égale à zéro. La combinaison l i néa i r e  des var iables  d ' é t a t  peut a lors  

s e  mettre sous l a  forme : 

où a e s t  l a  valeur de l a  consigne e t  où A e s t  l e  vecteur colonne en A . .  1 Le 

système évolue suivant l 'équation : 

Y,+ 1 
= A Y  n (VI. 15) 

Pour que l a  solut ion évolue dans l e  même hyperplan, il fau t  que : 

T * A = Y ~ A = ~  'n+ 1 
(VI. 1 6 )  

T 
s o i t  encore A .Cl = A (VI. 17) 

T 
e t  donc il f a u t  que A s o i t  vecteur de A pour l a  valeur propre 1 .  Ceci ?eut 

s e  produire pour l e s  systgmes comportant au moins une in tégra t ion .  

Par exenple dans l e  cas du moteur avec l e s  coef f i c ien t s  de re tour  1 

e t  X , l a  na&ce A &ta$ : 



Four l a  va l eu r  propre 1 ,  l e  vec t eu r  propre a  pour composantes 1 e t  T. 

Dans l e  paragraphe prècédent,  nous avions vu l a  p o s s i b i l i t é  de l i n 6 a r i s e r  l e  proces- 

sus  en  u t i l i s a n t  X = T . Il convient  donc lorsqu 'on u t i l i s e  c e t t e  p r o p r i é t z  i n t z -  

r e s san te  de prendre so in ,  l o r s  de l ' é l a b o r a t i o n  du réseau c o r r e c t e u r  numerique, d ' év i  

ter d ' a t k e i n d ~ 8 ' a v e c u n e  commande n u l l e  l a  d r o i t e  correspondant &?i une comkinaison 

l i n é a i r e  ayant  mCme va leur  que l a  consigne, 

Lorsquvaprès  un rég lage  des c o e f f i c i e n t s  de r e t o u r ,  c 'es t -à-dire  en u t i l i -  

s a n t  une c o r r e c t i o n  du processus dans l ' e space  d ' é t a t ,  moyen pa r t i cu l i è r emen t  s imple 

à met t re  e n  oeuvre, ou lorsqu 'on d ispose  de e  on n ' a  pas obtenu despr formances  
Fi 

s a t i s f a i s a n t e s ,  on peut  essayer  d ' u t i l i s e r  l ' e space  séquence e n  p l açan t  dans l a  

chaine d ' a c t i o n  un réseau  c o r r e c t e u r  nuu5rique. Les équat ions de fonctionnement des 

systèmes d i s c r e t s  non l i n é a i r e s  avec de t z l s  co r r ec t eu r s  ont  Gté é t a b l i e s  au cours 

du premier chap i t r e .  De par la forme p a r t i c u l i è r e  des termes non l i n é a i r e s  g .  (w 
1 n+q+r-i 1 

donnée p a r  l a  r e l a t i o n  ( I . IS) ,nous  voyons q c P I 1  n ' e s t  pas p o s s i b l e  d ' ob ten i r  un 

réglage pro to type  q u e l l e s  que s o i e n t  l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  e t  l 'ampli tude de 1'6- 

chelon de p o s i t i o n ,  consid2ré corne en t r6e  dans tou te  c e t t e  'txde. En e f f e t  pour 

i = l  e t  q+r ,  g .  
i (Wn+q+r-i ) ne comporte qu'un s e u l  t e rne ,  s o i t  B , . ~ , ( w ~ + ~ + ,  ) e t  

Bo.f (w 1. 
4 n 

Il f a u d r a i t  donc rendre  nu l  R o  e t  B r  ce q u i  r e n d r a i t  uniques l e s  tarmes 

correspondant '2 i = 2 e t  i = q+r--1, c e c i  e n t r a i n a n t  =O. Pour rgsoudre au n leux  l e  i 
problème du reg lage  des d ivers  c o e f f i c i e n t s  du co r r ec t eu r ,  il e s t  t o u t  d'EfSord pos- 

s i b l e  de p r a t i q u e r  coma  nous l ' avons  f a i t  dans l ' é t u d e  du r e t o u r  t a c h p é t r i q u e ,  en 

inc luan t  même l e s  c o e f f i c i e n t s  a c c e s s i b l e s  de l a  chaine de r e t o u r  dans l e s p r a m è t r e s  

à r j g l e r .  Les mcthodes numériques de s imula t ion  e t  d 'op t imisa t ion  s e  géné ra l i s en t  fa-  

cilement e t  permettent  de d é f i n i r  une s t r u c t u r e  moyenne, opt imale pour une plage don- 

née de v a r i a t i o n  de l 'ampli tude de l ' e n t r é e  e t  des condi t ions  i n i t i a l e s .  

Notons que dans tous l e s  cas ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  de prendre en considEra- 

t i o n  l a  condi t ion  determinée au c h a p i t r e  L I  : 

(VI. 1 9) 



q u i  donne un rég ine  permanent convenable pour un nombre d 9 i n t é g r a t i o n s i n f é r i e u r  

d'une u n i t é  au nombre r equ i s .  

Toute l e s  cons idéra t ions  préc6dentss n 'exc luent  pas ?a p o s o i b i l i t Z  d'ob- 

t e n i r  une réponse pro to type  dans 12  cas où l e  sys  t h e  t r a v a i l l e  dans des condi- 

t i o n s  p r é c i s e s  f ix6es  à p r i o r i .  

VI. $, 1 - R E , q l a g ~  p~~a;takypo, pu4 4Z4 cau ccrttrcc t e m  M L G ~ ~ Z I L L ~ U Q  

Dans c e t t e  p a r t i e ,  nous u t i l i s o n s  une d e s c r i p t i o n  du système par  deux 

Squations de récurrence.  La première d 'o rdre  q p o r t e  s u r  le  comportement du 

processus ,  l a  seconde d 'ordre  r d 6 c r i t  l e  fonctionnement du réseau c o r r e c t e u r .  

Cela  semble p lus  i n t é r e s s a n t  qu'une s e u l e  équat ion  g loba le ,  c a r  3 p r i o r i  on ne 

peut  conna i t r e  l a  v a l e u r  de r pour une u t i l i s a t i o n  donnSe. Nous a l l o n s  v o i r  que 

l o r s q u ' e l l e  e s t  poss ib l e  une :tude appropriée de l a  prcrniere équat ion p e m e t  

d ' u t i l i s e r  l e s  méthodes c l a s s iques  du l i n é a i r e  pour déterminer  l ' o r d r e  e t  l e s  

c o e f f i c i e n t s  di réseau c o r r e c t e u r  nuricrique. 

L 1 i 3 s t a n t  nT é t a n t  considér£ comme i n s t a n t  i n i t i a l ,  on analyse l e  

rég lage  pro to type  du systsme pour une consigne q p l i q u é e  à c s t  i n s t a n t .  Le  p r o c e s -  

sus  d o i t  ê t r e  cons idéré  commc é t a n t  auparavant au repos au tour  d'une consigne 

n u l l e ,  l a  s e u l e  q u a n t i t ê  q u ' i l  e s t  donné de conna î t r e  é t a n t  l a  va l eu r  de l ' e r r e u r  

E p r i s e  corne condi t ion  i n i t i a l e .  O r  pour qu2 l a  r e p r c s e n t a t i o n  s o i t  c a r a c t é r i s -  n  
t i q u e  du systèine physique (équat ion ( I . 1 2 ) ) ,  il importe pour un systsme d ' o r d r e  

q d ' avo i r  q condit ions i n i t i a l e s .  II. f a u t  donc (?$terminer l e s  q - 1  a u t r z s  v a l e u r s  

de  l ' e r r e u r .  Pour ce l a ,  reprenons l e s  éléments présentés  dans l e  premier c h a p i t r e .  

Pour c a l c u l e r  I p a r t i r  de E l e s  va l eu r s  de cn+. ( i  = 1 3 q-1). nous n 
a l l o n s  é t a b l i r  un ensemble d 'équat ion  eE opérant de l a  même façon que pour l 'ob-  

t e n t i o n  de (1 .12)  . Nous prenons l a  sonne des  équat ions (1 .7 )  avec l e s  c o e f f i c i e n t s  

de pondérat ion Y;,  mais avec un dccalage d'une pér iode  5 chaque f o i s .  En t enan t  

compte du f a i t  qu'avant l ' i n s t a n t  nT, l e  s y s t h e  e s t  considéré comme 5 t a n t  au 

repos,  on o b t i e n t  l e s  équat ions  : 



(VI. 20) 

Ecrivons ces  r e l a t i o n s  pour une c o q o s a n t e  y (S )  du vec teur  é t a t  : 

- 
q- 1 q-1 i - 1  ( s )  + (s) ( s )  ç 

i- j 
= C 

) ( s )  = Y j ( 1 ' i n - i -  - 1  i= l  j=o J'n+q--~ i=t 

q-2 (SI  - ( s )  
q-2 i - 1  

(5) + i - j  ) (SI  ' Y i  Yn+v i-2- Cq-2 + Yn+q-2 i = l  ' ' Y j  ('n+q-i-2 
i=i  j = ~  

i- j 
avec y = 1 .  (Oncqei r ep r r sen te  pour l a  composante d'ordre s  ce  que devien t  

O 

l ' a p p o r t  de l a  r é g u l a t i o n  à l ' i n s t a n t  n+q-i après  i - j  pér iodes d 'échant i l lonnage  

e t  où cSS) correspond pour c e t t e  même composante B l ' appor t  pondéré des condi t ions  
1 

i n i t i a l e s .  Celui-ci n ' e s t  pas  nul  corne pour l ' équa t ion  d 'ordre  n+q, nous voyons 

donc que l e s  condi t ions  i n i t i a l e s  dans l ' e space  séquence dépendent de t o u t e s  l e s  

composantes du vec t eu r  é t a t  i n i t i a i .  

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  : 

m+L- l 
E = e  -- (SI  
n n X s Y n  

(VI. 3 2) 
s=I 

on peut  Ccr i re  l e s  équat ions  q u i  dé£ i n i s s e n t  l e s  condit ions i n i t i a l e s  e ( i = l  
n + i  

à q-1) : 



1 _ _ ~ ~ ~ ~ ~ 0 _ ~ _ ~ ~ ~ 1 1 ~ ~ _ _ - - - < I I - - - - - ~ - - - - - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  (VI. 23) ---- 

2 2 n+k-l n+R-1 2 i - 1  
E + C y . €  = f + 2 y i e  - 1 h &S) C ?, C C y.. . .  
n+2 i = l  1 n+2-i n+2 i= l  n+2-i s=l S 2  s=1 s i = I  jp0 J 

i - j  ) ( S I  
('n+2-i 

On d é s i r e  déterminer une c m a c 2 e  pro to type  d ' o rd re  q pour ur,e e n t r é e  en  

échelon de  p o s i t i o n  d'amplitude R .  On suppose que l e  syst2me possede une i n t é g r a -  

t i o n ,  c ' es t -à -d i re  que l ' e r r e u r  en régime permanent e s t  n u l l e  avec une conmande 

n u l l e .  Cela ne change e n  r i e n  l a  g é n é r a l i t é  du problème, s ' i l  n 'en est pas ainsi 

il v i e n t  s ' a j o u t e r  des  termes cons t an t s .  Pour avo i r  un systeme pro to type  d ' o rd re  

q ,  il f a u t  que l ' e r r e u r  s ' annulc  c t  r e s t e  n u l l e  à p a r t i r  de q pér iodes  07Gchanti l -  

lonnage. Réécrivons l a  r e l a t i o n  (1.1 2) en opérant  un décalage d'une pér iode  5 

chaque f o i s  e t  e n  imposant E e t  Gi nul s  pour i = q B ? q-1. A p a r t i r  du 
n+i  '1 

c h a p i t r e  II, nous savons que s i  l e  systsme possède une i n t é g r a t i o n ,  C y. e s t  
1 i=o 

nul  e t  donc nous pouvons é c r i r e  sous forme m a t r i c i e l l e  : 

s o i t  encore r~ 

i - j  )(SI 
'6n+q+ 1 -i 

(VI. 2 4 )  



La r e l a t i o n  (VI.23) peut  s e  me t t r e  sous l a  forme : 

r 1 E - C - A  ( V I .  26) 

Puisque y e s t  tou jours  d i f f é r e n t  de zéro s inon  l e  système s e r a i t  d 'ordre 
4 

q-1, on peut é l iminer  E e n t r e  (VI. 25) e t  (VI. 26) e t  é c r i r e  l e  systzme non l i n é a i -  

r e  de  q équat ions 2 q inconnues : 

A = 

r ,  9 8 + A = r l  E -c (VI. 27) 

. . . 
m+R-1 2 i = l  

c r c y.(& i - j  ) ( s )  

As i = l  j=o J n+2-i s= l 

La s o l u t i o n  de ces  équat ions,  l o r sq r i ' i l  en  e x i s t e  ari moins une e t  qu' 'elle 

s e  t rouve dans le  d o m i n e  3e commandabilitS, d é f i n i t  l a  s u i t e  des  va l eu r s  dc com- 

mande w q u i  pa r  l ' i n t e r m é d i a i r e  de l ' é q u a t i o n  (VI. 25) donne l a  s u i t e  des  va- n+i  
l e u r s  de E . La dé termina t ion  du r é seau  co r rec t eu r  numérique s e  f a i t  a l o r s  sim- n + i  
plement conne en l i n é a i r e .  L 'ordre e t  l e s  v a l e u r s  des  c o e f f i c i e n t s  dépendent des  

deux s u i t e s  précédentes ,  n a i s  aus s i  du f a i t  q u ' i l  y  a ou non i n i t i a l i s a t i o n .  



Quand le système n'a pas de solution ou lorsqu'on se trouve dans une 

zone de saturation, le problème devient particulièrement délicat. On présentera 

au chapitre suivant, sur un exemple pris dans l'espace d'état, les difficultés 

inhérentes aux systèmes à domaine de cammandabilité 1imitée.Notons ici que les 

représentations dans l'espace des variables ou dans l'espace séquence sont équivalentes, 

elles se déduisent l'une de l'autre par changement de base linéaire. 

V 1 . 4 . 2  - Exempte 

Soit l'exemple de l'annexe 1. Avec les équations de fonctionnement en 

boucle ouverte : 

(VI. 28) 

E = en-yn - A y; n 
(VI. 29 .) 

On a pu définir l'équation de récurrence (A.I.2.) 

avec : 

Pour avoir un système prototype à un échelon B, puisqu'il y a une intégration, 

il suffit d'imposer E E et w nuls, soit: 2 partir de l'équation (VI.30.) : 
n+2* n+3 n+2 



11 convient maintenant de déterminer Les conditions initiales dans 

l'espace séquence. Pour cela on applique la pondération à l'équation VI.28 pour 

déterminer : 

Et finalement en éliminant E et E , on obtient le système non linéaire a n n+ l 

(VI. 33) 

Par une transformation linéaire matricielle de coefficients p T(~.-D) - A 
1 1 =  

( A T )  ( 1  -D) 

- r(l-~~) - A et P12 - on trouve la première équation (VII. 1 1 .) et avec les coefficients 
(A'T) (1-D) 

- - D - - D~ 
P2 1 et P22 on obtient la deuxième équation du 

(A-T) (1-Dl (A-T) (1-D) 

système (VII.11.) qui traite ce problème dans l'espace d'état. Notons que si A # T , 
car dans ce cas le système est linéarisé et sa structure est différente. 

Pour les systèmes non linéaires, la fome même des équations de récurrence 

rend impossible un réglage prototype pour des conditions initiales et une amplitude 

d'entrée quelconque, que ce soit avec retour tachpetrique ou avec correcteur numérique. 

Toutefois par un ajustement approprié des coefficients, l'obtention de certaines 

réponses approchées peut se faire de manière snffisamment performante, montrant 

l'efficacité d'un retour par les variables d'état. 

A 

Pour utiliser un réseau correcteur dans l'espace séquence, nous avons du 

définir précisément la notion de condition initiale. Le calcul de ces valeurs fait 

intervenir l'ensemble des conditions initiales de l'espace d'état. Dans le cas où 

elles ne peuvent être toutes connues, il faudra opérer une évaluation en cours de 

fonctionnement et ainsi allonger considérablement 1c temps de réponse. 



Le problème de l a  détermination d'un f i l t r e  numgrique revient finalement 

au problème de l a  comandabilité des systèmes non i inéaires  e t  peut se t r a i t e r  

de façon équivalente dans l'espace des variablesd'état  ou dans l'espace séquen- 

ce. Le chapitre suivant sera consacré plus particulièrement à ces questions. 



CHAPITRE VIT 

COWNOE PROTOTYPE DES SYSTEMES DISCRETS 

Parmi toutes les façons performantes de commander un système dynamique 

un des modes importants est le mode de comande en temps minitman. Un système ainsi 

réglé tend à réduire à zéro l'écart entre la consigne et la sortie ainsi que toutes 

se8 dérivées, en un temps minimum, ou ce qui revient au même, un tel système place 

le plus vite possible sa sortie dans une certaine position et l'y maintient. Le pro- 

blème consiste alors à trouver une commande admissible compte tenu des états ini- 

tial et final. 

Un système est commandable s'il est possible de déterminer un vecteur 

de commande susceptible de le faire passer d'un état initial Yi B l'instant 

zéro dans un état Y en un temps fini. f 

En linéaire cet te définition permet de donner des conditions sur la 

nature du filtre, le vecteur de commande s'obtenant simplement à partir de relations 

matricielles linéaires l33 .347 .  En conmiande non linéaire, ce vecteur ne peut être 

détermin6 aussi facilement. L'influence entre les instants d'échantillonnage nT et 

(n+I)T, de l'entrée du filtre linéaire est complètement définie par le vecteur 

K(Wn) où Wn est le vecteur de comande ; l'équation caractéristique de l'évolution 

du système en boucle ouverte s'écrit comme en (1.4). 

Yn est le vecteur état d'ordre q pris à l'instant nT et où A est la matrice du 

filtre en rggime libre. 

Nous allons montrer tout d'abord que le temps d'établissement d'un sys- 

tème de commande dépend de l'ordre du système, et aussi de la nature du vecteur de 

commande, les conditions initiales étant quelconques. 

Dans la section suivante, nous envisagerons le problème des saturations. 



Enfin nous préciserons, à partir de quelques exemples, lesdifficultés 

inhérentes aux phénomènes non linéaires. Corne dans le chapitre précédent, nous 

considérerons plus particuliêrement la réponse à un échelon de position. 

Si l'on désire que le système réponde en une période d'échantillonnage, 

puisque le vecteur initial Y est connu on a : n 

Dans le domaine de conmiandabilité, c'est à dire là où au moins une 

solution réelle existe, la relation (VII.2) indique en général une modulation 

du signal par un nombre de paramètres égal à l'ordre du filtre à commander Dg 
Lorsque W est un scalaire, on peut se ramener 3 une équation du même type que n 
(VII. 2) en écrivant : 

où W est le vecteur de commande à q composantes défini cette fois dans l'espace 

séquence. Si la solution du système reste dans le domaine de conmiandabilité, on 

aura une réponse prototype en q périodes dséchantillonnage. Plus généralement, 

pour une commande multimodulée d'ordre m, on peut obtenir une réponse en p pério- 

des d'échantillonnage si mp 5 q (q ordre du système). 

V T 1 . 2  - S y b Z h u  avec b-on 

Dans la majorité des systhes la commande est toujours, soit limitée 

par des saturations naturelles, soit limitée par la saturation du modulateur, 

Le temps minimum requis pour amener un processus d'un état initial Y. à un 
1 

état d'équilibre Y est alors plus long, puisqu'il est impossible de dépasser f 
un certain apport de commande (énergie finie). 



Considérons la séquence de commande en temps minimal d'un processus d'ordre q 

supposé monomodulé, sans saturation. Elle est représentée par un ensemble de q 

valeurs W. (i=n à n+q-1) qui dans l'espace de commande correspond à un point. 
1 

Chaque application de la commande réduit la dimension de l'espace d'une unité 

et si le système dispose du nombre d'intégrationsnécessaire, l'origine est attein- 

te en q périodes d'échantillonnage . 
Quand le signal de commande est sujet à saturation, on est amen6 à dé- 

finir dans l'espace de commande, un domaine de commandabilité. Si le point précé- 

demment défini pour le système sans saturation se trouve à l'exbérieur de ce do- 

maine, le temps minimum est plus grand que q périodes et il convient d'augmenter 

d'une unité l'ordre de l'espace de commande. Dans ce nouvel espace, la solution 

si elle existe se trouve sur une hypercourbe qui peut soit couper, soit être 

tangente, soit enfin être extérieure au domaine de conanandabilité. ûn a alors, 

soit une infinité de solutions, soit une solution, soit aucune solution admis- 

sible et il importe d'augmenter à nouveau l'ordre de la commande. 

Dans les systèmes à commande non linéaire, le problème est beaucoup 

plus difficile du fait que les solutions sont souventmtltiples, il faut alors 

effectuer un choix, comme nous allons le voir sur les exemples suivants. 

VI?.  3 .  Exemple6 

VI1 .3,7. Sy-8Zème du p&en ok&e avec ke.tmd puh 

Comme premier exemple considérons un syst2me du premier ordre avec re- 

tard a la commande* Ce modele,qui cornepond en premiêre appronination 5 m procès 

physique tel un four, est commandé par modulation de largeur. En notant S la sor- 

tie et Z une variable intermédiaire, les équations de rdcurrence qui régissent le 

fonctionnement du système sont les suivantes : 

T '1 

o Û D - e  ; A' = A signe Un ; D. = e in/r ; DR=e R/T n in ; Tin5 H * I u ~ I  



Le temps de retard TR est supposé compris entre O et T. 

La réponse prototype d'un tel système étant possible en une période 

d'échantillonnage, pour une entrée en échelon de position d'amplitude B on impose 

'n+ I = B. La condition initiale S = Z étant fixée, la valeur 5 atteindre par 
n n 

la commande est égale à : 

ATT = - Z  II 
'n+l n 

Or il n'est pas possible de dépasser en valeur absolue 

(VII. 6) 

Si donc ATT est plus grand que SA, ou se trouve en saturation, sinon 

on résoud l'équation non lingaire en utilisant par exemple la méthode subroutine 

de Newton Raphson. 

L'organigramue du calcul est présenté figure VII.1. La subroutine RTNI 

donne la valeur X de la solution et un message d'erreur IER indique s'il y a con- 

vergence ou non. La résolution du problème dépend non seulement de l'existence 

d'une solution mais aussi de la convergence de la méthode de calcul et donc de la 

qualité de l'algorithme. C'est un point nouveau important que nous retrouverons avec 

plus d'acuité encore dans les exemples suivants. 11 viendra alors s'ajouter le 

problème du choix entre plusieurs solutions possibles. 

Dans cet exemple, avec les valeurs numériques indiquées dans l'organi- 

gr-e de calcul, les résultats obtenus sont donnés dans le tableau VII.2. On y 

constate que la présence de la saturation à augmenter le temps de réponse de deux 

periodes d ' échantillonnage. 
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TABLEAU VIL.3. 

Considérons maintenant cn moteur utilisé en organe de position comandé 
1 

à la fois par modulation d'amplitude avec ~aturation (signal u ) et par modula- - n 
tion de largeur (signal uL). L'équation de fonctionnenent du système en boucle 

n 
ouverte est la suivante : . 

h 

où S v  représente la dérivée de la sortie et ; 
n 





1 2 
Considérons que l ' e f f e t  de u e t  un e s t  l e  même au p o i n t  de vue de l a  n  

s a t u r a t i o n  de l a  modulation ce q u i  vhysiquement es t  normal c a r  c ' e s t  en générai 

l ' o b j e t  à commander q u i  fixa l a  sa tuoa t ion .  

Pour o b t e n i r  un système prototype e n  une periode l o r s q u ' i l  n'y a  pas  
1 2 

de l i m i t a t i o n ,  il f a u d r a i t  c h o i s i r  l e s  va l eu r ' de  u e t  de u t e l l e s  que l a  r e l a -  n  n 
t i o n  v e c t o r i e l l e  su ivan te  s o i t  v é r i f i é e  o 

avec ATT = sn+, - s - (1-n) s; 
n 

ATTP = 1 - D S '  
n 

Il e s t  poss ib l e  de r ep ré sen te r  dans l e  p lan  (ATT y ATTP) un réseau  de 
1 2 

courbes ( f i gu re  V I I .  3) à d ive r se s  va leurs  ds  u z t  de u .  influence de u1 e s t  n  n n 3  
m a t é r i a l i s é e  .par une t r s n s l a t i o n  su ivan t  une d r o i t e  de l a  courbe fonc t ion  de ub 

1 n 
avec u nu l .  

n  

Les courbes de l a  f i g u r e  V T I . 3  on t  é t é  t r a c é e s  avec l e s  va leurs  numeri- 

qucs su ivan te s  ; + = T = 1 s ; B = 1 /4  A = 7. 

Deux zones son t  a l o r s  mises  en  évidence : une zone où il e x i s t e  une 

s e u l e  s o l u t i o n  e t  une a u t r e  où t r o i s  so lu t ions  s o n t  poss ib l e s .  S i  maintenant  nous 

tenons compte des s a t u r a t i o n s ,  nous devons découper l e  p l a n  en neuf régions su i -  

van t  l e  type de so lu t ions  poss ib l e s  (£  i gu re  V I I .  4) . Le domaine d ' a t t e i g n a b i f i t é  

c ' e s t  3 d i r e  c e l u i  où il e x i s t e  au moins une s o l u t i o n  non sa tu ree  correspond au 

domaine hachuré. 



1. 1 solution saturée 
2. 1 solution saturée 
3. 1 solution saturée sur u 

2 

4. 1 solution saturée 
2 solutions saturées sur u 

1 

5. 1 solution saturée sur u 
2 

2 solutions saturées sur u 
1 

4. 1 solution saturée 
' 1 solution saturée sur u 

1 

1 solution non saturée 
7. 1 solution saturée sur u 

1 solution saturée sur u 2 

1 solution non saturée 
8. 1 solution saturée 

2 solutions non eaturées 
9. 1 solution saturée sur u 2 

2 solutions non saturées. ATT 

A partir des conditions initialts et de l'amplitude de l'entrfe, nocs 

pouvons définir dans le plan (ATT, ATTP) le ?oint à atteindre. Deux types de 

problèmes doivent alors ' stre résolus. 11 iqorte d l  abord de regarder s 'il existe 

une solution non satürée, et quznd il y en a plusieurs, dans quel sens effectuer 

un choix. Si d'autre part la ou les çolutioas sont saturées, il convient de . t . 
1': 

décider comment se placer sur la limite du clorriaine d'atteignabilité pour avoir . J  

une efficacité maximum. 

Pour rGsoudre le premier problèce, on a intérêt à effectuer une 

transformation de l'équation (VII.8.) afin d'obtenir : 

1 u T + A T  u2 = ATT + r . ATTP 
n (V11.9.) - 

A' I T .  (1-D) - T D  (Din-l)-l = (1-D) ATT- A T T P - Y  - In - - 
4 

-1 
2 *  La seconde équation seule est non linGaire et ne dépend que de u 

2 n 
la courbe Y(u ) à l'allure ci-contre(figure VLI.5 1. 

Z1 



avec : 
r(1-D) 4 ;  Log TD 

Si Y > Y il n'y a pas de solution non saturee. 
M 

Lorsque Y c % , on peut d'abord effectuer uns 
2 

recherche entre O et % pour voir si la solu- 
1 

tion u correspondante est non saturée. On n 2 
considère ensuite l'intervalle entre uM et 
2 
us. Cela implique l'utilisation d'algorithmes 

appropriés, corne par exemple la méthode 

itérative de Mueller. Lorsqu'il existe deux 

solutions non saturées, nous retenons celle 

qui par exemple nécessite le minimum 

d'énergie. 

Si dans les calculs précédents, il n'ô pas été possible de trouver une 

solution convenable, c'est-à-dire si le point à atteindre est hors du douaine 

d'atteignabilité, la &thode idéale consiste à se placer sur la limite du domine 

permis à l'endroit où la distance au point considéré est la plus petite. En pra- 

tique cela est souvent difficile, car cette fro~tière a en général une form 

assez complexe. Une autre façon de procédcr est de pratiquer comme en linéaire. 

Lorsqu'une grandeur est saturée, on la aet à sa valeur de saturation 9 ce moyen, 

certes le plus simple, ne donne pas forcément un bon résultat, il suffit, conne 

dans notre exemple d'avoir une des limites de saturation à l'origine pour ne pas 

avoir de solution. 

Par exemple considérons lc point A de la figure VII.3, point à atteindre. 
1 

11 se trouve dans une zone où trois cas sont possibles, deux saturés sur u , un 
saturé sur u2. La solution la meilleure serait le point B, d'autre part et?. pre- 

nant les limites de saturation , on obtient les trois positions C, D, E correspon- 
dant aux trois solutions. 

Sur la figure VII.5 lorsque Y > Y. nous nous trouvons dans le cas où 
2 !4 

il y a une solution unique saturée sur u . Le nieux que l'on puisse faire est 
d'obtenir YM en prenant %* Il convient alors de regler u' non saturé de manière a 
avoir la distance la plus courte. 



Finalement il exiete un grand nombre de stratégie possible suivant le 

désir de l'utilisateur : simplicité ou efficacité. Nous pouvons voir sur ce simple 

système du second ordre, la difficulté des problèaes à résoudre. 

Nous présentons en Annexe III une rcsolution sur machine numérique IWi360, 

notre intention dans ce chapitre étant uniquement de préciser les contraintes quo 

apportent les coumandes non linéaires. 

Si nous reprenons l'exemple précédent en n'utilisant que la 

commande non linéaire par modulation de largeur, nous savons qu'il est possible 

d'avoir un système prototype d'ordre deux, c'est-à-dire qu'au lieu de se placer 
t 2 

dans l'espace des variables (un , u n  on se place dans l'espace séquence 

(un, u ) .  En utilisant les notations habituelles, l'équation de fonctionnement 
n+ 1  

est alors la suivante : 

' I  ,. 

Nous pouvons également dans ce cas, avec les mêmes valeurs numériques 

que précédement,tracer dans le plan (ATT , ATTP) un rGseau de courbes correspon- 
dant à diverses valeurs de u et de un+,. La figure V11.6 montre qu'il peut y n 
avoir une solution, deux solutions ou aucune solution. La non-existence de 

résultat dans certaine région du plan rend plus difficile encore la résolution 

du problème. La seule façon d'obtenir une ,olution consiste à regarder si Iqob- 

jectif se trouve dans le domaine d'atteignabilité indiqué en trait fort sur la 

figure VII.6. Lorsqu'on est hors du domaine on choisit sur la frontière le 

point le plus proche de celui à atteindre quand on est dans le domaine, il est pos- 

sible de réeoudre le système d'équations, mais le choix d'un algorithme à deux 

variables avec limitation sur les variables est délicat, les problèmes de 

convergence étant beaucoup  lus difficile à régler. 

(VII. 1 1 )  

V 1 7 . 5 . 4 .  Rmakque b u  la Linétv ihaZbn d'un m o d ~ ~  de tuhgeuh 

La courbe caractéristique de l'influence de la commande du type modulation 

de largeur sur un moteur dans le plan de phase est définie paranétriquement par les 

- 
1 

O 
- 

- d 

'n+2 

2 - - 

3 





avec Tin T 
-; H. 1 U 1 ; Di*= c - ; U.0 

La courbe étant symctrique par rapport à l'origine , on ne considère que 

U positif. Nous désirons voir dans le denairie des limitations physiques pcrnioes 

l'écart entre cette courbe et celle du systGne linéaire possGdant le m&e nivd:lu 

de saturation. La droite caractéristique e s t  d m s  ces conditions definle Far : 

avec H Us = T 

L'écart sur x ou sur y est maximum pour une cornande U telle que : 

(VII. 14.) 

La valfur de l'écart est alors : 

- 
E = r .  E = A m  lu  Loga -a+;/ 
x Y - (VII. 15.) - 

Ceci permet de calculer les errcurs relatives sur x et sur y : 

a L o g a - a + I  
E = 
rY a Log a 



L'erreur tend vers zéro lorsque T/T tend vers zéro. Dans le cas qui nous 

intéresse avec Tl-r  = 1, l'erreur maximum commise en prenant le systZlme linéarise 

aurait été de 23 % sur y et de 41 X sur x. 

Toutefois, pour un objet à rÉgler donné et un modulateur déterminé 

lorsqu'une étude préalable de l'écart avec le système linéaire donne une appro- 

ximation satisfaisante, le problàne se trouve considérablement simplifié, car il 

est possible d'utiliser l'approche linéaire pour répondre aux délicates questions 

de saturation et de faire les calculs précis pour les points situés dans le domai- 

ne d'atteignabilité. 

Dans les problèmes où la structure globale (retour, type de correcteur, 

du système n'est pas préalablement fixée, il importe à l'utilisateur de trouver 

un mode quelconque de correspondance entre la sortie du filtre 3 régler et 

l'entrée du modulateur de manière b tenir compte de la série de valeurs obtenues 

dans les paragraphes précsdents. 

Lorsque le système est destiné à répondre à un seul type de consigne, 

le moyen le plus simple d'obtenir un système prototype est de se servir des cor- 

recteurs classiques du linéaire. Par contre si le but est multiple, il convient 

bien souvent de passer par l'intermédiaire de nachine numérique et de convertis- 

seurs. Cet ensemble est en réalité -im?osé par d'autres contingences, le système 

étant un élément d'un système hiérarchisé. 

En considérant par exemple dans le premier cas le système du paragraphe 

VII.3.1 avec correcteur numérique et retour unitaire, les néthodes classiques 

conduisent pour l'entrée considérée à l'équation caractéristique : 

Dans le second cas, en supposant les variables d'état toutes mesurables, 
1 

on est placé devant le problème de la mise en place d'une commande numérique en temps 

réel. Lorsqu'on utilise l'espace des variables de commande, c'est-à-dire lorsque 

le système peut être prototype en une période d'échantillonnage, la difficulté 

consiste à obtenir dans un temps tEès court la valeur à apptiquer. Puisque les 

algorithmes sont souvent difficiles 3 mettre en oeuvre à cause du problème des 

saturations, les résultats seront d'autant meilleurs que les processus seront lents. 

11 ne s'agit pas de perdre, par un mauvais rapport temps machine - période 
d'échantillonnage, la précision que l'on avait cherché à obtenir par des calculs 

délicats. 



Dans l ' espace  séquence de commande, puisqu'on détermine l e s  va l eu r s  

pour p l u s i e u r s  pér iodes ,  il importe de r e c a l e r  l a  comnande, s i  l e  r é s u l t a t  n ' e s t  

pas  en  conformité avec c e  q u i  a  é t é  prévu. Cs la  s e  f a i t  en  augmentant l e  temps pro- 

totype.  Un c h ~ i x  d o i t  a l o r s  ê t r e  f a i t  e n t r e  deux p o s s i b i l i t E s  : a v o i r  une c e r t a i n e  

e r r e u r  mais un temps a s s e z  cour t  ou avoi r  une reponse optimale en  h e a u c o u ~  p l u s  de 

temps. 

Dans ce c h a p i t r e ,  no t r e  but  a étG de poser  l e s  p r o b l h e s  q u i  appa ra i s sen t  

avec l e s  sy8tèmes dc commande non l i n é a i r e ,  S ' i l  e s t  poss ib l e  d ' i nd ique r  de facon 

a s s e z  généra le  l e s  d i f f i c u l t é s  ichérentes  à ces processus,  c ' e s t  dans chaque cas  

p a r k i c u l i e r  q u ' i l  f a u t  f i x e r  jusqu '?  l a  méthode de r f s o l u t i o n  pour avo i r  des  per- 

formances s a t i s f a i s a n t e s  3 une consigne donnée. Toutefo is ,  une t h é o r i e  gGn6rale r e s t e  

poss ib le ,mais  eu l ' absence  d ' o u t i l s  mathématiques appropr iés  il convient de cons idérer  

c e l l e - c i  dans l e  cadre d'un prolongement de nos recherches.  



S o i t  lsexen?ple de l e  f i3ure  hI.1 torr-spondant ii l a  corniande d'un 

moteur par  un modulateur de l a r g e u r .  

1 

Les équations cn boucle  ouver te  sont  les  s*~iv~antes en posant D. = e  in/^ 
l n  

D = e  -T/T , A' = 1, signe (ï j tr zvec Y. = k ( 1 ~ ~ 1  ) : 
I: n l n  

(AL. 1 )  



Appliquons la pondération de coefficients 1 : - ( I + D )  ; D ,  on obtient : 

qui peut se mettre sous la f o m e  : 

Considérons tout d'abord un correcteur d'ordre 1 carectérisé par : 

Cela entraîne : 

( A I  .4 .) 

Pour un correcteur du second ordre c'est-à-dire s 

on obtiendrait : 



Dans l e  cas  d'un c o r r e c t e u r  d ' o rd re  t r o i s  on zcr;:it : 

- 
- 1 6, f 2  (wn) + Bof (wn) ( A I  ,6 .) - 

Remarque : 

Lorsque l e  modulateur e s t  s a t u r c  I. = T e t  on a a l o r s  : 
13 



Considérons un moteur en organe de position caractérisé par sa constante 

de temps *c et commandé par un modulsteur de largeur émettant:. des impulsions de 

hauteur A' = A signe (E ) et de largeur T. = k 1s 1 .  Dans le retour on dispose 
n LR n 

d'un élément tachymétrique de coefficient A . 
Afin d'obtenir une réponse indicielle en temps minimum par un réglage 

approprié de X , analysons l'influence de ce coefficient sur trois critères 
intégraux : l'intégrale du carré de l'écart entre l'entrée et la sortie, l'in- 

tégrale de la valeur absolue de l'écart et l'intégrale de la valeur absolue de 

l'écart multiplié par le temps. 

Le système lui-même est aimulg sur niachine numérique en utilisant la 

méthode du chapitre IV. La détermination des trois critères ne posent alors aucune 

difficulté. Elle se fait par l'approximation du trapèze. Il faut toutefois con- 

sidérer le cas où l'écart entrée-sortie change de signe. 

Dans une étude préliminaire nous avons pu constater tout d'abord que 

l'erreur du système, différence entre l'entrse ct uns combinaison linéaire des 

variables d'état de coefficients 1 et A , pouvait donner une solution optirnale 
pour le critère sans que la sortie soit optimale c'est pourquoi nous avons con- 

sidéré l'écart entre l'entrée et la sortir du système. D'autre part l'integration 

peut être arrêtée au bout de six périodes d'échantillonnage, les critères 

étant alors largement significatifs. Les figures AII.1 à AII.3 montrent les courbes 

1 des trois critères en fonction de A pour diverses valeurs de l'entrée B. Les 

figures AII.4 et AII.5 correspondent au troisième critère avec les valeurs de la 

constante de temps T = 1s et -c = 3s. 

La période d'échantillonnage est de 1 seconde, l'amplitude A est égale 

à 5 et la valeur de k à 1/4.  



Lorsque le système approche de lYéquilibre, la méthode de simulation, 

avec le At choisi, laisse un seuil d'imprécision égal à 0.4. En effet le coc- 

portement exact du système simulC est celui d'un dispositif 5 nodulation Se 
- - 

largcur quantifiée . On pourrait augxentLr la précision en prenant un l 4  s 
nombre de pas plus grand par période df4chantillonnage. On tendrait alors vers un 

modulateur continu de largeur : ceci explique également le présence de palier sur 

les courbes. Les résultats nous permettent d c  constater que le critère teryps est le 

plus sensible. Il présente de plus l'avantage de tenir conptê dî la longueur du 

transitoire. 

Lors d'une recherche systèmatique de lqextrénum sur aachine nudrique 

(liste des instructions en FORTRAN IV ci-jointe), nous avons donc utilisé 1; 

critère teaps multiplié par la valeur absolue de l'écart. D'autre part 1s ~ r ê -  

sence de palier dans les courbes nous enperhent d'utiliser les néthodes classiques 

du gradient. Nous avons alors fait unc recherche du niriinun bas& sur la serie 

de Fibonnaci (subroutine FIPAL) et le calcul du gredient à pas croissant 

(subroutine GRAP). Cette dernière indique si la série dc Fibonnaci doit être 

prise directement ou à rebours, ou encor~ si l ' o r ,  2 atteint la zone du ninimur;, 

Sur les figures AI.6, A I . 7 ,  AI8, nous avons trac6 les courtes de sortie 

pour diverses valeurs de l'cntrée O en utilisant une valeur de A identiqüz pour 

toutes les entrées. Cette valeur a été prise pour satisfaire scnsibler,~cnt aux 

choix optimaux indiqués par la nachine. 













Recherche de l a  valeur de ;I optimum suivant l e  critère temps 
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ANNEXE 771  

Lors du chapi t re  V I I ,  nous avons examin6 de manière générale l e s  

problèmes posés par l a  commande multimodulée d'un moteur. Dans c e t t e  annexe, 

nous al lons considérer en d é t a i l  l a  méthode pour obtenir  l a  valeur des varia3les 

de commande donnant un système prototype. Après avoir  rappelé l e s  équations 

de fonctionnement, nous suivrons l a  procédure sur  l e  bloc diagramme c i - jo in t .  

L e s  équations qui  régissent  l e  comportement du système, avec l e s  

valeurs numériques du paragraphe VII.3.2, sont l e s  suivantes : 

avec 8' = 7 signe lu2 (1-1 ) 1 
1- 1 - - 

U1 e s t  sa turé  pour l a  valeur C = 7 e t  U 2  à l a  valeur US=4 ce qui donne pour les  

deux commandes l e  &me niveau de sa turat ion.  

L e  point à a t te indre  é t an t  déf in i  par (ATT ; ATTP), nous avons à résoudre un 

systène non l i néa i r e  à deux inconnues : 

(ALTI. 2) 

O. 632- - - 0.368(Di21 - - 1 )  - - ATTP - 
- - 

- 
Ti, 1-1 - 0.358(Di,1-l - l >  

- - 
ATT 

* A;-i U1(I-1) 

- 
0.368- 



qui peut encore s'écrire : 

l(1-1 + 7 2 - 1  = ATT + ATTP = ATM 1- 

La seconde équation ne dépend plus que de U2 et lemmbre de gauche est représenté 

en fonction de U2 figure VII.5 avec WO.54 et Udm2.16; 

Après avoir introduit les donnges et les conditions initiales, nous 

initialisons la bbucle d'itération au moyen du calcul de ATT, ATTP, ATM, 

ATMP en fonction du but fixé c'est-à-dire de S(1) et SP(1). Il est possible 

d'avoir au moins une solution non saturée en U2 quand IAW/  < YM. Lorsque nous 

avons l'égalité la solution est 52 =r UM. Si la valeur de U1 correspondante ne 

dépasse pas la saturation, nous abordons 1 'itération suivante, sinon nous 

orientons le programme vers l'étude des cas saturés. Avec ~ATHP 1 < YM, deux 

solutions non saturées sont possibles sauf daas le cas où ATMP = O. Nous avoils 

alors les trois valeurs limites de U2 : O ; US g -US. 

Pour déterminer les solutions en U2, utilisons une subroutine où les 

bornes de recherche sont inposées ; celle-ci suit le schéma d'itération de 

Muelle : bissection successive et interpolation parabolique inverse. Calculons 

ensuite les valeurs de U1 correspondantes et éliminons les cas donnant lieu 5 

saturation g si alors plusieurs solutions restent valables, nous retenons celle qui 

fait intervenir la plus petite énergie de comande. 

Nous abordoris maintenant le problènî de la saturation. A cause de la 

disposition de la zone d'atteignabilité dans Ir plan (ATT ; ATTP), nous civons 

opté pour une projection oblique du point saturé sur la frontière du domaine. 

L'axe de projection, perpendiculaire à l'axe du domaine, a une pente égale 5 

- 0.58. La frontière du domaine étant constituG~ de plusieurs courbes, on sépare 
le plan (ATT ; ATTP) en plusieurs zones (figure NIII.I).Il est alors possible de 

déterminer les coordonn6es du point liraite. 11 cst à l'intersection de la courbe 

correspondante et de la droite de pente -0.58, ?assant par le point à atteindre. 



On obt ient  a l o r s  facilement l e s  valeurs de l a  comande s o i t  directement i. 

s o i t  en résolvant ,  par l a  subroutine déjn rcncontree, une 6quation non l i n s a i r e  en I 

U2. 11 e s t  a l o r s  nécessaire de ca lcu le r  les valeurs S(1) a t  de SP(1) obtenues e t  

l e  cycle  suivant  d ' i t é r a t i on  peut a l o r s  comencer. 

11 e s t  interessaïilt de no te r  que darls l e  cas dc commande sa turée ,  il e s t  
. 

souvent plus avantageux de prendre des valeurs Oe 21 c t  U2 in te rned ia i res  p lu tô t  

que l e s  valeurs de sa tura t ion.  La l i s t e  des ins t ruc t ions  e t  l e s  r é su l t a t s  nunéri- 

ques dans l e  cas de  conditions i n i t i a l e s  nu l les  sont fournis ci-zprès. 
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C RfS tAJhT IUN POUR 29 t3tREDDES * ! ,  

. .. -8%:. 

OlYfMS10N S t l O ) r S P ( L i )  , U Z i Z O !  

. C i t  PEUT t X f  STFK 2 SdttUVI@PJC; VON, SATUREE5 EN U2 -C 

27 2 XFIATMP)Srhp? 

3 3 6 5  UR2=X . i 
3% GO TU 12 

>.:.,2: ,. , & 
. ; "' 

c SI ~ T W P = O  ON A LES 3 SOLUTIUNS L i n i  r E s  EN ~2 - = .  
34 

. . ,-*:i 
6 r iR1=O,  . . .  .,,#.~ 1 -- - , 8< 

36 U R t - U S  -3 L 

37 UR3=-ijL - 
38 C I P l = A T M  
33 UP2-ATM--28. - ... .*.  i r-L,+rll. 

,4Q + UP3=ATM*LO, > 
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44 hti b,IRL=X 
45 G A L L  RTWi 4 A r F r f C f  ~ U Y I U S ~ ~  i.E-02r1Ot3e $ E R 1  

a- - , b.+ . / 

46 I F 1  IEUiS4rti7t54 
47 67 bRZ=X 9 

. & ,..- :-&z 
48  L 2 üP l * A f  M-7 e*U&L . L - .:- 

P = A  Pl-7 *UA3 % I>;L.~ - ? 

C A 
!. -w 
" $2- ES . . 8 -  
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62 2 3  U Z I  I-1#=UR2 .." * _ A .  . 
63  U l f  I -  k 4 ~ W P 2  
64 GO T.U $ 1  
a5 22  U2t I - f  & = O R 1  
66 -1)zsuP~ 
67 GO Tt) P1 



5 2  US4 1-LIPUY 

U i i  1-1 ) ~ % . 1 9 * B T * 3 * 5 1  
129 GO $0 33  

Q 4 i - l j r - ~ ~  

131 uat 1-1~=%.3,9*~~++3.51 
132 GO fQ 33 -* - 
133 42 UI4;O-18s-A 
134 CAL& R T N ~ ( X I F ~ F C T Z , O ~ ~ U M * .  1 E * 1 9 2 ( r k O Q p I E R 8  
134 IF# IERlS4t70t46 

6 - re, l ~ ~ f  1 I r  $s x 
131 60 TQ 3 3  
& 38 57 Utl  t - f ) = A  
1 3 9  CALL R T H I ~ X I F V F C T I P - U M ~ O *  e * I E * O 2 ,  I O Q I I ~ E W ~  
P40 I f 4  IEM354r7ttTQ 
L 41 7L U 2 1 I - i . t ~ X  

f 4 4  UH X-x i = a , ~ ~ * ~ ~ c - r .  
145 GO IQ 3 3  
146 41 U Z I  1-1 )=US 
k47 U t t  T-l)~ielP*BT-f* 
148 33 IF1$LigjP. - L)lbl&JrSp 
1 4 9  61  AXt-U211-1) 
150 &P=-bl ,. - .* ., 

- , *  

151 GIS TC3 63 
1 5 2  6 2  AXsU2f  f - 1 )  
153  h P = A  

63  dl.XaEX.PI * 2 5 f A X t  
1 5 5  54 1 t.54 i-L)+.632*SPf I-1)*.368*U1(1-L)+I*75*U24 1-11-.368*&~*(41~-1i' 

$?4'l l=.368*~~t l - t 1 + . , 6 3 2 * ~ ~ 4  I - ~ ~ + ~ ~ ~ ~ * A P * # & X X - I . )  156, . - -  . ri 
15 7' 11 fF4 1 4 . )  t r 5 4 t 5 4  
'158 54 l f = l - l  i< a u = .  

i l  3 
161 $$OB 
162 E N 6  



T O L - X  
F = F ; C T ~  rije t 
. I F (  F )  b * 16, t 

1 F t = F  

F=FC?4 T Q t  J 

RASIC ASSUMPTI0h F L * ~ K  L f S S  THAN CkRD f S  SATISFIFO. 
CIEeERAVE T O L E R A N C E  Fa3P FLINCT'f ON JAtt tFS,  

STAHT I V E R A T  I C N  LQOP 
4 L = 1 + 3  

fQb=X 

~ N T E R C I ~ A N G E  XL AnlD X R  14 GkOEW Ti1  GET THE SAME S I G N  I N  F AM0 FR 
187 b TOL=XL 
l e 8  à(L=Xk 
139 XR=TCL 
190 .+ 

/9L F L r F R  
192 FR=TOL 
l Y 3  ? ?Ut=F-F t  
19% ~ = F * T O L  
195 A = A + A  
196 fFîa-FR*lFK-ei ) ) 8 r 9 r 3  
197 8 I F X f ~ I E M D ~ l l t l 7 r 9  
19% 9 X R = X  
199 F R = F  

8 . c 
C TES3  QY S A T t  SFACTQRY ACCURnCY IN RISFClIO& LOOP 

200 Ti71 =EP5 
201 A = A B S I  X R )  
202 i ~ t ' ~ - ~ . t l t , l i . i ~  
203 PO T O t = f U L * A  
204. 11 IF(ABS[XK-YLI-fOt)22*12tt3 - 
205 12 I F ~ & B S ~ F R - F L ) - T O L F ~ L ~ < I I ~ ~ I . ~  
ZBS 1 3  GONTLNüF 

C t h 0  CF 81  S E G f  XUN LOUP 



C 
C kC CGNVERGEYCE A F I E &  I E N D  I T E R A T I Q Q  STEPS FOîLCWEO B Y  IENQ 
C, SUGCESSiV5 5 f t Q S  OF BISeCTEDN OR STEADILY  INCREASING FUNCTION 
C VaLUk5 A ?  KlGHT 8 i I U N R S . E R R R R  RETURM. 

L A  RETUPN 

232 x e = x ~  
233  f R = F M  
2 34 GO TG 4 

c END OF I T Ç R A I ~ O N  LOOP 
C 
C 
C ERPOR KEYUS% EN C A S E  OF WKOMG INPî.jT OATd 

4 

235 2 5  I€W-.2 
2 36 RETCIRPI 
237 €80 
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D a m  ce $mv& nous avoM pou3 m;t/r~ a&trLntiO~1 am um mode 
de d u a t p t i o n  d a  4y4Rhu di4- à cornamde non ~E~ : La nep&bmt&bn 
d m  &'upace a$yuence pv~ d a  équation6 de t~érunnence mine a a u  ~ o m e  rmrmutc! na- 
.tumiXe. C&e-ci pmeA  d' abahden La i l la jo&LS d~ ptrabtbu de &'atzaLdyde e.t de 

h a y h b e  du pmce64u.4 é c h a U o n n é s .  M a i b  h i  Le 60maLXnme W E  aaum 
wre phé6e,mhtbn b.impte d u  &4t&&4, 2 daLt  a p p a a h e  t z d  patwri- aouo 

uole dome t U e  qu' i.t ~ ' a t  Nu6 puaa&&e de a é p m  tu d i v m e d  h&kwzc13d 

physLque.6. Vanb l e  cm de t ' d y a e  d a  pwcu4~6 avec enMe,  Lcz dome no&e 

nalrtrUe ut di~&i&ement expb&table, d a n n  que pair t J W a ; t i o n  de6 ~LM&L&A 

d ' é W ,  2u m é t h o d u  guplziquu et mutnéhiqm que mou  avond paébem2ik.h mdcvu: 

compte, q u a  que ooi.a& &'uï&ée at 1.e p w c u a u ~ ,  de L'évokLtion d u  Mp0n.h~~ 
ct d a  coe&ji&W ds awib.i.&Xé. 

S i ,  & o u  de .t8anaLyae, d a  mod&tc?b m a ; t h w u a  a s e z  &i.gnéd du 6a-i-t 
phgaique came dame pnZcéderctc! pv&& d"b2cw.d~ d u  &i%&atb @n;t 

.W&aaan;t6, danb .&a bgnRhè4e XR &tut ae m p / ~ a c h w ~  Le plu6 poaai.b.& de La 
h e U .  En eddat, Ltd n' ut p116 21 ce n i v w  de Zhéonie g~nf%aLc quL &ne &€%au- 
&e tu pnobLhcrt dana t~ enbembte. Le  ide (!c, t téboLWn os$ apéd&ique ie 
chaque 4g.t&, à chaque M e  at a ci-taque d è h e  de q m .  C'u2 pcuhqw.i 

dans no&e danieh chapi-tm a ~ b  avoh  d é w  a%& g é W z m u z ; t  L c ~  p n i ~ c i p ~  

de c o m U U E ,  YWUA UVOU 2& cl2 umptc~ de appm&!xtz la 
di,$&kue;té4 c-t d ' h d i q m  ce/LtCCînb moye~a de X e 6  4wvnontehc. 

Pom auancm @us avavLt au xhavm de c a  pho&è.mu, Ak: nou  amble 

&pntauLt de conb/urntm 2u h é 6 W  &@a/tiqueb a c q d  awc hé&& qu~A%.dht- 
n a  de Lt,i,vu&a;trUe. On ae h u e  d'abohd aux d i Z U c a W  quu.t&nb de b'anaiegac daû 
pMnomènos, pLUd dc .&a dé2-n des vnod2a h e m a ; t i q u a .  14: a2 pobakbte 

à ce mm& de compahm phévhhYns cui Zu 6di;t6, C' ut &ttb que &' on peu2 
cornpmndm qulU nc d e v a  y avoxh HL c u t u t ~ u e  .thé~kiquc, ti C X ~ L ~ W U C C -  

- apptiquZe  mai^ de &'utow&Lquc q u i  a 'apja2,iqu.c. 
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