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I N T R O D U C T I O N  

N. CI30MSKY [II a introduit, .", partir de considi.ratrons linguistlques, 
Les notions de langages et grammaires formels, en particulier celle de langages 

"context-free" (C-langages dans notre terminologie). Ces derniers ont depuis fait 

l'objet de nombreuses études théoriques et pratiques, LUI des axes essentiels de 

ces recherches ayant été la définition de certaines sous-classes de la classe des 

C-langages. 

De nombreuses questions que l'on peut raisonnablement se poser n'ont 

reçu de réponses que dans le cas particulier des langages bornés, c'est-à-dire 

contenus dans un produit de monoïdes monogènes. Cette famille, introduite par 

S. GINSBURG et E. SPANIER [IO1 présente en effet l'intérêt que chacun de ses 

éléments n'est autre finalement qu'un sous-ensemble de mn . Ainsi les problèmes 
liés à la structure, encore mal connue, du monoïde libre sont-ils remplacés par 

des problèmes de géométrie des entiers (cf. ! 10, 1 1  , 121) ., 

C'est de cette façon que l'on peut caractériser les C-langages bornés 

et les C-langages bornés non ambigus en termes de sous-ensembles particuliers de 

fl, les "semi-linéaires" de R.J. PARIM 1161, qui ne sont autre que des unions 

finies de translatés de variétés linéaires. 

Par ailleurs, les nécessités de la compilation des langages de program- 

mation qui sont le plus souvent essentiellement des C-langages, ont conduit à 

définir d'autres classes de C-langages, dont la manipulation sur ordinateur est 

particulièrement aisée. C'est le cas des C-langages déterministes introduits pour 

la première fois par M. P. SCHüTZENBERGER C171, et repris ensuite sous une autre 

formulation par S. GINSBURG et S. GREIBACE-1 [7I  ; ou bien des langages compilables 

définis par M. NIVAT 1141. 



Une étude systématique des C-langages à la fois déterministes (ou 
compilables) et bornés n'avait jamais été tentée. C'est elle qui constitue l'objet 

de notre travail. Elle a abouti à des caractérisations complètes dans le cas de la 

dimension 2, qui malheureusement ne s'étendent qu'imparfaitement en dimension 

supérieure. z 

Notre travail contient ainsi deux parties distinctes et dfln6ga1e 

importance. 

1 -  le cas de la dimension 2, 

2- les dimensions supérieures à 2. 

Dans la première partie, nous nous sommes tout d'abord attachés à la 
2 classification des semi-linéaires de N en fonction de leurs projections sur les 

axes. La difficulté principale résidait dans la constmction de représentations 

suffisamment canoniques de ces ensembles : nous en obtenons une en écrivant la 

projection sur le premier axe comme une union finie de progressions arithmétiques 

disjointes (chapitre 1). Le second chapitre est consacré à une classe particuliè~e 

de semi-linéaires, dits élémentaires, qui jouent un rôle prépondérant dans l'éta- 

blissement, par la suite, d'une condition suffisante de déterminicité pour les 

C-langages bornés en dimension 2. 

Ayant obtenu la représentation canonique dont il a été question ci-dessus, 

nous avons cherché naturellement à en simplifier la projection sur le second axe : 
c'est ce qui nous conduit au chapitre III, à définir la notion de seml-linéaire 

homogène, et à étudier au chapitre IV les propriétés de tels ensembles. 

- 

Dans la seconde partie, nous nous intéressons aux langages bornés en 

dimension 2. 

Nous montrons, au chapitre V, une condition suffisante de déterminicité 

pour ces langages, condition qui s'exprime très simplement en termes de semi- 
linéaires élémentaires. 

En outre, cette condition est nécessaire, e m e  nous le montrons au 

chapitre VI. Cela nous permet d'énoncer une caractérisation des langages bornés 

en dimension 2 et de généraliser ainsi très largement un résultat de C73. 



Incidemment, nous obtenons dans ce même chapitre, une condition nécessaire 

et suffisante pour qu'un langage borné à deux dimensions soit un K-langage. 

Les techniques développées en vue de l'étude des langages déterministes 

bornés s'appliquent à celle des langages compilables bornés en dimension 2 et 

conduisent à une caractérisation particulièrement simple. Cela nous permet de 

démontrer dans ce cas particulier une conjecture de M. NIVAT El43 sur i'union de 

deux langages compilables disjoints. 

Dans la troisième partie, nous nous intéressons aux langages bornés 

quelconques, c'est-à-dire de dimension n. 

Comme pour les langages bornés à deux dimensions, nous étudions d'abord, 

dans le chapitre VIII, quelques propriétés des linéaires demn (ensembles dont la 

réunion constitue un semi-linéaire). En particulier, nous étendons la définition 

et les propriétés des linéaires canoniques étudiés au chapitre 1. 

Ces propriétés nous permettent d'énoncer dans le chapitre IX, une 
caractérisation des langages déterministes et fondamentaux (image canonique d'un 

linéaire unique) en termes de linéaires élémentaires. La définition de ces derniers 

est une simple extension de celle que nous avons donnée au chapitre 1. Nous obteno~s 

aussi dans ce chapitre une condition nécessaire de déterminisme pour certaines uniorrs 

finies de langages simples, mais nous n'avons pu étendre ces résultats aux langages 

bornés déterministes les plus généraux : la difficulté provient essentiellement de 

ce qu'une union finie de linéaires peut "êt,re réduite" à wi linéaire unique. Nous 

nous étions déjà heurtés à ce problème en dimension 2 ; cependant, dans les dimen- 

sions supérieures, le nombre de telles réductions crozt considérablement et l'étude 

des différents cas devient rapidement inabordable. 

Nous montrons enfin dans le chapitre X que les langages simples ne sont 

pas tous compilables comme nous avions pu le croire, et nous énoncons ensuite une 

condition nécessaire pour qu'un langage simple soit compilable. Cette condition 

conduit alors aisément à une caractérisation des langages fondamentaux compilableç. 



0.1 

CHAPITRE O 

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE 

------- 

1) NOTATIONS - 

Pour deux ensembles A et B quelconques, nous noterons : 

- card (A) le cardinal de l'ensemble A, 

C* désrgnera le mono3e libre engendré par un ensemble fini L ,  que nous 

~ppellerons aJphabeT. 

EvspératPon dans c7k sera noté m~ltiplicativement et l'élément neutre de L*, 

le mot vide, sera note A. 

Nous dirons géngralement que les éléments de cik sont des mots sur l'alphabet 
Ç (ou sur L*) , et nous noterons / W 1 la longueur d ?un mot W de L* . 

Nous noterons kt le sous-monoide engendré par une partie A de P. En 

particinliea, nous appellerons monolde monogène, le sous-monolde Wk engendré par un 

mot W sur ci?. 

Enfin, d'une manière classique, nous appellerons langage sur z (ou sur P) 

toute partie de c9<. 

2) AUTOMATES D'ETATS FINIS ETK-LWGAGES 

Une famille ~mportante de langages est celle des K-langages, definie 

comme suit : 

La famille des K-langages est la plus petite famllle de parties de c* qui 
çontnenne les partles finies et qui sont fermée par les opérations d'union, produit 



et étoile. 

{Si L C  z*, l'étoile de L, L*, est le sous-monoîde engendré par L I .  

Nous dirons qu'un K-langage K sur z est local s'il existe deux sous-ensembles 
2 z1  etz2 de c et un sous-ensemble V de L tels que : 

Les K-langages peuvent aussi être caractérisés en termes d'automates : 

Un automate d'états fini est un 5-uple A = (K,L,G,q ,F) où : O 

i) K est un ensemble fini non vide, 

i c est un alphabet, 

iii) 6 est une application de K x c dans K, 

iv) q est un élément distingué de K, O 

v) F est une partie de K. 

L'application 6 est étendue en une application de K x L;k dans K, en posant : 

vi) V q 6 K : 6(q,A) = q, 

vil) V q 6 K, V W € Ci:, Y' x € c : 6(q,Wx) = 6(6(q,W) ,x). 

Le langage reconnu par A est : T(A) = iW E L* 1 6(q0,W) F F I .  

Un langage est un K-langage si et seulement s'il est reconnu par un automate 

d'états fini. 

3) AUTOMATES A PILE DE MEMOIRE ET C-LANGAGES : 

Les langages "context-free", que nous appellerons C-langages , ont été 
introduits pour la première fois par N. CHOMSKY [II. 

Nous en donnerons une définition au moyen d'automates, car c'est le forma- 

lisme que nous utiliserons constamment dans la suite. 



Un automate à pile de mémoire est un 7-uple M = (K,L,I',~,Z~,~~,F) où : 

i) K,L,qo et F ont la même signification que pour les automates 
d'états finis, 

11) r est un alphabet, 

iii) 6 est une application de K x (Ç  U (A)) x r dans l'ensemble 
des parties finies de K x r*, 

iv) Zo est un élément distingué de r. 

Nous notons (ou simplement 1 -  ) la relation binaire sur K x Z* x r* 

(appelée mouvement dans M) définle par : 

( P , x W , ~  1 -  (q,W,aB) <==> (cl,@) e ~(P,~,ZI 

-ta .L 

(ou 1- ) sera la fermeture transitive de lx. 

Le langage reconnu par l'automate M est : 

Un langage est un C-langage si et seulement s'il est reconnu par un 

automate à pile de mémoire. 

Dans la définition précédente, l'automate M a un caractère "non déterministe", 
en ce sens qu'un mouvement dans M n'est pas complètement déterminé par la donnée d'un 

triplet (q,W,a) 8 K x E;k x r;k. 

A partir de considérations d'ordres théorique et pratique, il a semblé 
intéressant d'introduire la notion d'automate déterministe 171. 

Un automate à pile de mémoire M est déterministe si et seulement s'il vérifie 

les trois propriétés suivantes (1) : 

(1) Dans la terminologie de 1 7 1 ,  un tel automate est dit quasi-déterministe. 



Un C-langage est déterministe si et seulement s'il est reconnu par un 

automate à pile de mémoire déterministe. 

Malgré ces restrictions, un automate déterministe peut reconnaître un mo't 

donné de plusieurs "façons" différentes. 

d" .C ,, 
Nous noterons 1 -  une relation binaire, analogue à 1 -  , et définie par : 

(ii) si y = BZ avec Z 6 r : 6(q,~,Z) = fl. 

Les mouvements d'un automate déterministe peuvent continuer indéfiniment, 
-0- 

cf est-à-dire quf il peut exister un mot W dans i* tel que la relation (qo ,W,Zo) / î q , A  ,y) 

soit fausse pour tout (q,y) dans K x r;?. 

Pour éviter cet inconvénient (théorique) , nous imposerons une condition 
supplémentaire aux automates déterministes. 

En notant fi = (K, 1, r , S ,ZO ,qO ,K\F) , nous dirons qu'un automate à pile de 

mémoire déterministe M = (K,L,r,S,Zo,qo,F) est sans boucle si et seulement si 

T~ (M) u T~ (fi) = c*. 

4) K-TRANSDUCTIONS ET LANGAGES COMPIWLES 

M. NIVAT a introduit en Cl41 une famille importante de relations entre 

mono Ides : 

Une K-transduction d'un monoïde libre Fk dans un monoïde libre Yk est une 

partie R de Fk x Y;', qui peut se mettre sous la forme : 

R = {@W, +W 1 W €  KI où : 



- K = (AZik r) Z* B) \ Z.rVZ* est un K-langage local sur Z;k, 

- CJ et $ sont des homomorphismes de Z* respectivement dans X;k 

et P. 

Nous noterons $ 1 'application de X" dans P ( F )  canoniquement associée à la 

K-transduction R, 

Fr u € X" : à(u) = {V 6 Vk 1 (u,v) 8 RI. 

Parmi les K-transductions, il est une classe que M. NIVAT a plus particuliè- 

rement étudiée : 

Une K-transduction de X"' dans Y" est univoque, si et seulement si V W 8 X", 
-f 

card (R(W) ) s 1 . 

Les K-transductions univoques possèdent une représentation matricielle plus 

facile à manier : 

nxn En appelant monoïde de matrices 0,1, tout sous-monoïde M de72 tel que 

une 0,1 représentation de F k  est une représentation de X.C par des matrices 

formant un monoïde de matrices 0,l. 

h 6 

Notons : Y le monolde Y;kU{OI où V y 8 Y : 0.y = y.0 = 0. 

h nxn Nous appellerons représentation de X;k dans Y , toute représentation de X';, 

obtenue en substituant des éléments de F k  aux éléments non nuls des matrices PX, x 6 X, 

où p est une 0,1 représentation de Fk. 

Un résultat essentiel sur les K-transductions univoques est : 

Si R est une K-transduction univoque de X;k dans W, il existe n dansfN et 
h 

une représentation P de X .̂ dans ynXn tels que B W 8 on ait : 



Nous utiliserons par la suite cette propriété en parlant de K-transduction 

univoque p de fi dans P. 
1 ,n 

Une partie de notre étude a porté sur une classe de C-langages définis 

dans Cl41 : 

Un langage L CP est dit compilable si et seulement s'il existe un 
ensemble de Dyck ( Dit sur Z*, et une K-transduction univoque ~i de X;k dans Z* 

1 7N 
tels que : 

Y W € Xh : W E L <=> pWl ,N 6 D;k 

Terminons ce chapitre par la définition d'une K-transduction particulière : 

Une machine séquentielle généralisée [61 est un 6-uple S = (K, 1 , A ,  6, h ,qo) 

i) K est un ensemble fini non vide, 

ii) c et A sont des alphabets, 

iii) 6 et h sont des applications de KXC respectivement dans K et A", 

iv) qO est un élément distingué de K. 

Les applications 6 et h sont canoniquement étendues en des applications de 
K~ c;k par : 

v) V q €  K : 6(q,A) = q ; h(q,A) = A, 

vi) V u, V € : G(q,uV) = 6(6(q,u),V), 

A (9 ,UV) = (q ,u) A (6 (q 7u) ,VI 

L'application de r* dans A;': définie par, Y W F Z* : S(W) = h(qo,W) est 

appelée une application séquentielle. 

Ce n'est autre qu'une K-transduction univoque particulière que M. NIVAT 
appelle unilatère droite. 

(1) Nous supposons connues la  définit ion e t  les  propriétés classiques des ensembles 

de Dyck. 



PARTIE 1 

.i-J-i..i. 
,\ ,, ,\ ,, 

LINEAIRES ET SEMI-LINEAIRES DE m2 



I N T R O D U C T I O N  

------- 

Dans tout ce qui suit, nous considérons il? c m  un monolde additif. 

Su*vant R. S. PARIKH il 61 noa  a p w o m  fié&e XouA 2 3 0 ~  -e~e.mbXe de RI" 
d e  lu dome L = c + P  où c E INn et P;? ut t e  nou6mbnoZde de# mgencfMl put lL'membLe 

~ i n i  P. c a2 appdé fa conskan;te, eA ta étQmen;tn de P d o n t  appdéo Les @Modes de L. 

No& MOU &ettu~mom ecsaenti&em& aux eûeéaihu phophe.,6, c f  a$-h-&e 

XQen que P.' 6 o a  un 6oa-monohde LLbhe d o n t  P af: un 23yAXhe de g Q n é h d ~  f i b h a ,  

Dans ce cas, le linéaire possede au plus n périodes distinctes (card Psn). 

D'autre part, si n est égal à 2, le sous-monoide engendré par P = { (pl q ) , (pz ,qZ) I 
est libre si et seulement si plq2 est différent de p2ql. 

N o u  appelovin A&-LLnQaine, ;tuGe uvûon AiLe de LLnéaVLu eA dam ce q u i  

n&, noM comidé~om d u  b d - L L n é u h u  p t O p h e A ,  clu;t-a-dihe d u  uvûom &ihiu 
d i h j o i v L t ~ ~  de &néainu p h o p r u .  

La décomposition d'un semi-linéaire propre, en union de linéaires propres 

n'est pas unique. Le but de la partie 1 est de restreindre, dans une certaine mesure, 

l'arbitraire de cette décomposition. 

Dans tout ce qui suit, nous noterons x. pour i=1,2, ..., n, les coordonnées 
1 

d'un élément x de fNn. 



CHAPITRE 1 

LINEAIRES ET SEM1 -LINEAIRES CANONIQUES 

------- 

L;, notion essentielle qui a guidé notre étude, est celle de "projection sur 

les axes", que nous introduisons de la manière suivante : 

M a u  &OM que deux ~ O M - e ~ e m b L e ,  LI et L2 demL n o n t  i-dia jointn n i  et 

2 
VfacLt>ie p&, a i  c = (cl ,c2) a L  lu ccona&nte d'un finé&e defN , n o u  

dihon, que ci e,2 na i-com&nte puh  i=1,2. 

Le but de ce chapitre est de montrer que tout semi-linéaire de lN2 est union 

disjointe de semi-linéaires, dont les 'projections Tl" sont simples. 

Ceci nous conduit à poser plusieurs définitions. 

1 2 >k 
N O M  appQeem~m finQ&e canonLque, L o d  finéaine phope L = c + CP ,P 1 

;tel que : 

N O M  cü..h~m que p ut na 1 -péhLade.. 

V e même, naun app&aond a emi-finécuhe canuaLque, k o d e  uvûun &bke din joivtte 

de  f inéaiha canoniqua , ayant m h e  1 -cund&&e eA même 1 -phLade. 

La remarque suivante est immédiate. 



Lemme 1.1.1 : Deux semi-linéaires canoniques, de même l-période et de l-constantes 

respectives al et u2, sont 1-disjoints si et seulement si u1-a2 n'est pas divisible par p. 

Dans la suite, nous nous intéresserons en particulier à deux classes de semi- 

linéaires canoniques, que nous introduisons de la manière suivante : 

Noun appelLmom pWode de conttLdipzAe d'un Rinécuhe de fNn (n>Z), une pmode  
ayavLt deux coohdonnéa non W u ,  

Outre les rationnels, nous distinguerons trois.types d'ensembles linéaires de 

m2 : 

Noun appelLmom finécuha de Xype 1 ,  2 et 3 ,  hupeotivement L a  finéaiha 
d a  &O& soma suivanta  : 

Noun dihom qu'un finécWre aX Ué,mevLtainc) 6 ' 2  aX de L'une d a  & o h  donina 

pécéden ta .  

Noun app&mom dom ami-f inéaine Q R é m e W e ,  ;tauXe union dinie din jointe 
de U o n n e h  e,t de finéaiha canoniqua élémen;taiha ayant Pa même l-co~hxvLte e,t Ra 

même phiode de covLfir~vLte. 

Endin, nos appQRemom a d - f i n é u h e  K-aépmé, ;toute union dinie d i n j o i n t ~  de 

haLLonn& et de finécuha de Xype 1 ,  Li = (c,ci) + ( j ~ , ~ ~ ) * ,  pouh i € 1, t& que : 

i ' V i, j F I : i # j implique que ci-cj n'en2 pas d ivdibLe pm q -qJ. 

Lemme 1.1.2 : Soit ho e IN'. Tout seni-1 inéaire canonique (resp. élémentaire, resp. 

K-séparé), de l-constante et de l+période p est l'union disjointe d'un ponctuel, et 

d'un semi-linéaire canonique (resp. élémentaire, resp. K-séparé) de l-constante a+hop. 



N a a  appdam panc;tueL kacl;te unian diuLe de finEuAteh de .La danme c + ( O  ,q);k 

avec q 6 IN. 

Il e s t  c l a i r  q u ' i l  s u f f i t  de  f a i r e  l a  démonstration du lemme poür u n  seu l  

l i n é a i r e  canonique L .  

Distinguons deux c a s  : 

+ 11 L = ( a , ~ )  + (p,q);k + (0,r);k avec a , f i J q J r  €IN e t  p € W  : 

Les l i n é a i r e s  su ivan t s  répondent manifestement aux condi t ions  du lemme : 

Remarquons que, s i  L e s t  de type  1. r=O e t  q En'. L '  e s t  a l o r s  de type  1 .  

D 'au t re  pa r t ,  s i  Li = (a,fii) + (p,qi)* sont deux l i n é a i r e s  de type  1 ,  (i=1 ,2),  t e l s  

que fi1-B2 ne s o i t  pas d i v i s i b l e  par q -q l e s  l i n é a i r e s  correspondants  L i  e t  L i  1 2' 
possèdent l a  même p ropr i é t é .  

La t ransformation conserve donc l e  c a r a c t è r e  de K-séparation pour u n  semi- 

l i n é a i r e .  

21 L = (a,B) + (p,q)* + (p,r)* avec a.fi,q E N  e t  p.r  EN+ : 

Nous pouvons tou jour s  supposer que r > q. 

Les l i n é a i r e s  su ivan t s  répondent a l o r s  aux condi t ions  du lemme : 

P =  {(a+Ap, B+uq+vr) 1 O d A < h 0 ' A = v + v ) ,  

L ' =  (a+hop, B+hOq) + ,(p,q)* + (p,r)*, 

L = (a+h0p, ~ + i ( r - q ) )  + (p,r)*, pour 1 s A 6 A O ' 

E n  e f f e t ,  i l s  sont canoniques e t  d i s j o i n t s .  

D 'au t re  p a r t ,  V x 6 L ,  3 A ,  p t e l s  que : 



A l o r s .  s i  A < ho, x G P 

s i  A a 1 en p o s a n t  A = A + n a v e c  T Cm, il v i e n t  : O' O 

- - x1 - a + A p + rq, x2 - B + XOq + ~q + ~(r-q), p 6 Ag + n. O 

Donc, s i  p s T ,  x 8 L I .  

+ 
E n f i n ,  s i  u>n, en p o s a n t  p = T+$ a v e c  $ FRJ , 11 v i e n t  : 

2 = B + XOq + $Cr-q) + nr. 

O r  T < p 6 A + T i m p l i q u e  1 6  $ h h ; d o n c x e  L O O $ ' 

La d é m o n s t r a t i o n  d e  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  est  i m m é d i a t e .  

Remarquons e n f i n  que  l e s  p é r i o d e s  d e  c o n t r a i n t e  n ' a y a n t  p a s  é t é  m o d i f i é e s ,  

l a  t r a n s f o r m a t i o n  a p p l i q u é e  à un s e m i - l i n é a i r e  é l é m e n t a i r e  d o n n e  un a u t r e  semi-linGa':---  

é l é m e n t a i r e  d e  même p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e .  

Lemme 1.1.3 : Toute union f i n i e  d i s j o i n t e  de semi - l i néa i res  canoniques ( resp.  élémen- 

t a i r e s  de même pér iode de c o n t r a i n t e ,  resp.  K-indépendants deux à deux), de même 

2-période p e t  non 1 - d i s j o i n t s  deux à deux, e s t  l ' u n i o n  d i s j o i n t e  d ' un  ponctuel e t  

d 'un  semi -1 l n é a i r e  canonique ( resp .  é lémenta i re,  resp. K-séparé) . 

Noun dbom que deux finéaines de type 1 ,  Li = (ai,Bi) + ( p q i )  ( p o u  

i=1,2 1 a o n t  K-indépendana2 , a i  et aademevtt a 'a poaa2dent La phop~LQté auhvanke : 

3 A ,  u FM et 3 v FE t& que : i) al + Apl = a2 + pp2 

En particulier, les linéaires de type 1 d'un semi-linéaire K-séparé sont 

K-indépendants deux à deux. 

D1au;ttre pcvtt, noun dinom que deux aui-RinQaines canovûyu~n a o n t  
K-indépendad, a i  et ae.&emevtt a i  L e m  Rinéahes de type  1 a o n t  K-indépendana2 

deux ù deux, 



I l  e s t  c l a i r  q u ' i l  s u f f i t  d e f a i r e  l a  démonstration du lemme, pour deux semi- 

l i n é a i r e s  SL e t  SL2, de 1-constantes respect ives  a e t  a 1 1 2 ' 

Si a -a l e  r é s u l t a t  e s t  t r i v i a l .  1 2' 

Sinon, nous pouvons toujours  supposer que a l>a2*  

D'après l e  lemne 1.1.1, 3 h t e l  que : al = a2+hp. 

I l  s u f f i t  donc d 'appl iquer  l e  lemme 1.1.2 à SL2. 

Remarquons d ' a u t r e  pa r t .  que s i  L2 = (a2,B2) + (p,q2)>? e s t  u n  l i n é a i r e  de 

SL-. l a  consrruct ion du lemme 1.1.2 l u i  associe  l e  l i n é a i r e  : L i  = (al ,B2+hq2) + (p,q2)". 
L 

O r ,  s l  SL e t  SI. sont  K-indépendants. t o u t  l i n é a i r e  L1 = (a, ,BI) + (p,ql)", 
1 2 

de SI,, e s t  K-indépendant avec L i .  

En  e f f e t ,  sinon q2fql e t  3 O E t e l  que : B 2  * hq2 - B1 = @(ql-q2) 

O r ,  en posant O = vp + n avec v C E  e t  .rr êm, il v ien t  : 

Cela con t red i t  l e  f a i t  que SL, e t  SL2 sont K-indépendants. 

Par conséquent. s i  SLI e t  SL2 sont K-indépendants, l e  serni- l inéaire cons t ru i t  

à p a r t i r  de SL, e t  SL2 e s t  K-séparé. 

Lemme 1.1.4 : Soi t  F(N*. Tout semi-1 inéai re  canonique ( resp .  élémentaire, resp. 

K-séparé), de l-période p ,  es t  l 'union f i n i e  d i s j o i n t e  d'un ponctuel e t  de semi- 

l i néa i r e s  canoniques ( resp .  élémentaires,  resp. K-séparés) de 1-période hop, 1 -d i s jo in t s  

deux à deux. 

D'après l e  lemme 1 . a . 3 ,  il s u f f i t  de f a i r e  l a  démonstration pour u n  l i n é a l r e  

canonique L .  

Nous supposerons que A O  3 2 ,  sinon l a  propr ié té  e s t  t r i v i a l e .  



D i s t i n g u o n s  deux c a s  : 

A l o r s ,  l e s  l i n é a i r e s  s u i v a n t s  r é p o n d e n t  aux c o n d i t i o n s  du lemme: 

D ' a u t r e  p a r t ,  une r emarque  a n a l o g u e  à c e l l e  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  du lemme 

1.1.3 m o n t r e  que  c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  c o n s e r v e  l a  p r o p r i é t é  d e  K - s é p a r a t i o n  pour  u n  

s e m i - l i n é a i r e .  

+ 
21 L = ( a , ~ )  + (p,q);? + (0,r);k a v e c  a,B,q 6 TT\i e t  p , r  6 fN : 

Nous pouvons t o u j o u r s  s u p p o s e r  que  r>q .  

A l o r s ,  l e s  l i n é a i r e s  s u i v a n t s  r é p o n d e n t  aux  c o n d i t i o n s  du lemme : 

LA ,IJ = (a+(hOth-1 ) P ,  B+ (~o+h-~-l)q+~r)+(~op,~oq)~~+ ( X ~ ~ , A ~ ~ ) ~ C ,  

pour  O s X , P  s ho-1. 

= (a+(ho+A-l)p, ~ + ( X ~ + h - ~ - 1 ) q + u r ) + ( h ~ p , ~ q ) ~ : .  

pou r  1 I X i ho-1 e t  A O 6 IJ s X + ho-1. 

E n  e f f e t ,  i l s  s o n t  c a n o n i q u e s  e t  d i s j o i n t s .  

D ' a u t r e  p a r t ,  V x 6 L ,  3 A ,  IJ 6 m  t e l s  que  : 

x1 = a + rp,  x2 = B + )iq + I J - ) ,  U S A .  

Donc, s i  A 5 XO-2, x 6 P. 

s i  h r h o - 1 .  en p o s a n t  h = h -1 + h n + $ a v e c  n ,  $ F M .  $ ho-1 ,  O O 
e t  u = h O + v a v e c  O ,  v 6 m  e t  v s X O - 1 ,  il v i e n t  : O 



O r ,  s i  u $ A n ,  A O d u s h T i m p l i q u e  Obn, donc  x 8 L . O O O iliv 

+ 
E n f i n ,  s i  u h n ,  en p o s a n t  u = hon+q a v e c  n FM , il v i e n t  : O 

2 = B + (A0++-1) q + ~(r-q) + '"0'. 

Or A n < p $ h -1 + X IT + 'JJ i m p l i q u e  : 1 6 r l  $ ho-1 + 9. O O O 

Donc x € L1 . 
'JJ Q 

Dans t o u s  l e s  c a s ,  - L C P  AyP U L i  . 
A ,u 9 

La d é m o n s t r a t i o n  d e  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  e s t  imméd ia t e .  

Remarquons e n f i n  que  t o u t e s  l e s  p é r i o d e s  d e  c o n t r a i n t e  o n t  é t é  m u l t i p l i é e s  

p a r  X La t r a n s f o r m a t i o n  a s s o c i e  donc  à un s e m i - l i n é a i r e  é l é m e n t a i r e ,  d e  p é r i o d e  d e  
O ' 

c o n t r a i n t e  (p,q), d e s  s e m i - l i n é a i r e s  é l é m e n t a i r e s ,  d e  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  (XOp,A O 9). 

Montrons maintenant la propriété essentielle de ce chapitre, d'abord pour un 
2 

linéaire propre, ensuite pour un semi-linéaire propre d e p  . 

Lemme 1.1.5 : Tout linéaire propre (resp. élémentaire, de période de contrainte (p,q)) 

est l'union finie de linéaires canoniques (resp. élémentaires, de période de contrainte 

(hp,~q) avec A F (N'), 1 -dis joints deux à deux. 

Le r é s u l t a t  e s t  t r i v i a l  s i  l e  l i n é a i r e  L e s t  s o i t  r a t i o n n e l ,  s o i t  d e  t y p e  1 

ou 3. 

Supposons donc  que  : 

+ 
L = (a,~) + (p,q);k + (r,~);" a v e c  a,B,S € m  e t  p,q,r € m  . 

S o i t  6 l e  p l u s  g r a n d  commun d i v i s e u r  d e  p e t  d e  r. 

Posons  : p = p'6 e t  r = r16. 

Une d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du lemme 1 . 1 . 4  m o n t r e r a i t  q u e  l e s  l i n é a i r e s  

s u i v a n t s  r é p o n d e n t  aux  c o n d i t i o n s  du lemme : 

pour  O $ h < r' e t  O 6 u < pl. 



Remarquons d ' a u t r e  part  que ces l i n é a i r e s  sont 1 - d i s j o i n t s  deux à deux. 

E n  e f f e t ,  sinon il e x i s t e r a i t  A 1'2 A ,p 1 ,p 2 ,X,p e t e l s  que : 

i) (",Y,) # (",pz), 

i i l  O $ h l  ,A2 < r' e t  O s p l  ,pz < p', 

i i i l  (À,-A~) pt + (p -p ) r' = (A-u) ptr'. 1 2  

Comme pt e t  r' sont premiers e n t r e  eux, l a  dernière  é g a l i t é  implique q u ' i l  

ex i s t e  O 8 iS t e l  que : 

A, - X2 = Or' e t  p 1 - u2 = (A - p + O) p'. 

Cela con t red i t  l e s  condit ions i l  e t  i i l .  

Enfin, s i  L e s t  élémentaire, s=O. Les l i n é a i r e s  L sont a l o r s  élémentaires 
A,P 

de période de con t ra in te  (pr' ,qrt) . 

Théorème 1.1.1 : Toute un ion f i n i e  d i s j o i n t e  de l i n é a i r e s  propres ( r esp .  é lémenta i res ,  

l i é s  deux à deux, r esp .  de type  1, K-indépendants deux à deux),  e s t  l ' u n i o n  f i n i e  

d i s j o i n t e  d ' u n  ponctue l  e t  de semi -1 i n é a i r e s  canoniques ( resp .  é lémenta i res ,  resp.  

K-separés),  de même 1-pér iode,  e t  1 - d i s j o i n t s  deux à deux. 

N O U ~  & o u  que deux GnéaMa élémentaiha LI et L2, ae p W o d a  de 

com?d,nte ~ a p e c f i v a  (pl ,ql ) et (p2 ,q2) t E n ,  n i  et a e-uLement n '& pponnèdent 

lu j3hop~LEké ~ C L ~ V C L & ~  : 

En particulier, les linéaires d'un semi-linéaire élémentaire sont liés 

deux à deux. 

La propriété du théorème s e  montre par récurrence sur  l e  nombre de l i n é a i r e s .  

E l l e  e s t  v r a i e  pour u n  l i n é a i r e ,  d 'après  l e  lemme 1 .1 .5 .  

Soient n + l  l i n é a i r e s  propres L1,...,Ln+l, d i s j o i n t s  deux à deux. 

Par récurrence,  0 L. = .' SLi U P, où P e s t  u n  ponctuel e t  l e s  SI,. sont i=l i 161 1 

des semi-l inéaires canoniques [card I c m ) ,  de même 1 -période p e t  1 - d i s j o i n t s  deux à deux. 



D'après l e  lemme 1.1.5,  - LI UP ' ,  où P '  e s t  u n  ponctuel e t  l e s  
i Ln+l - ivJ n+l 

Ln+ 1 sont des l i n é a i r e s  canoniques (card J<al, de même 1-période p '  e t  1 -d i s jo in t s  

deux à deux. 

I l  s u f f i t  donc d 'appliquer l e  lemme 1.1.4 aux semi-l inéaires SL en posant i' 
ho = p ' ,  e t  aux l i n é a i r e s  L en posant i = p, p u i s  d 'appliquer l e  lemme 1.1 .3 .  

n+l ' O 

Remarquons d ' a u t r e  pa r t ,  que s i  l e s  l i n é a i r e s  L sont de type 1 ,  K-indépendants i 
deux à deux, l e s  semi-l inéaires correspondants sont K-séparés. 

Enfin, s i  l e s  l i n é a i r e s  L sont élémentaires, de périodes de contra in te  i 
respectives ( p . , q . ) ,  e t  l i é s  deux à deux, l e s  semi-l inéaires SL. sont élémentaires, de 

1 1  + 1 

périodes de con t ra in te  (A.P. Aiqi) avec h E m  , par récurrence. 
1 1' i 

De même, s i  L e s t  élémentaire, de période de contra in te  (P,+~ ,qn+l) ,  l e s  
n+ 1 i 

Ln+ î sont élémentaires. de période de con t ra in te  ( L + ~  p l ,  "+1 qn+l) ,  avec 

An+ 1 €Ill+, d 'après  l e  lemme 1.1 .5 .  

O r  l e  lemme 1.1.4 associe  aux semi-l inéaires SL des semi-l inéaires SL;, i' i 
élémentaires, de périodes de contra in te  (A.p .pT,  hiqipf) e t  aux l i n é a i r e s  L 

n+l ' des 
1 1  

serni-linéaires SL'! élémentaires, de période de con t ra in te  (A 
1' n+l Pn+l Pp 'n+ 1 qn+1 q) 

S i  l e s  semi-l inéaires SL! e t  SL'! ne sont pas 1 -d i s jo in t s ,  il e x i s t e  u n  
1 1 

l i n é a i r e  élémentaire L t e l  que n (L.) n n l  (Ln+1) # g .  
j '  1 J 

Comme L. e t  L sont l i é s ,  - - 
J n+ 1 Pn+1 q j  qn+l P j  

O r p =  A.p e t  p ' =  h 
n+i Pn+l 

. I l  v ient  donc : 
i i 

Ceci montre que l e s  semi-l inéaires SL' e t  SL'.' sont tous deux élémentaires, de i 1 

périodes de con t ra in te  (Xi pi, Ai qi) en posant 

A !  = A p '  pour 1 6 i 6 n e t  A '  = 
1 i n+l 'n+lP' 

L 'applicat ion du lemme 1.1.3 donne a l o r s  des semi-l inéaires élémentaires. 



Il est à remarquer que toutes les propriétés précédentes restent vraies pour 
2 des rationnels delN , à condition de remplacer le terme de "canonique" par celui de 

"rationnel", et d'appeler semi-linGaira mtionnel, toute union flnie disjointe de * 

+ 
rationnels de la forme + (p,O)* + (O,qi)*, avec p € iN et qi 6 W. 



CHAPITRE II 

SEMI-LINEAIRES ORDONNES 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux semi-linéaires élémentaires. 

En effet, leur décomposition, comme union de linéaires élémentaires, n'est pas uniqae, 

et nous allons restreindre dans une certaine mesure l'arbitraire de cette décomposition. 

Posons d'abord la définition suivante : 

Noun dihom qu'un ad-LLnécWte e,t p o s L t t 4 ,  ah ek aeulemevLt a 'il u;t 

UQwiedaine, a 'il e,;t union de finé&eA de rnke 1 -comkan;te 6&Û&~~1e& p o a a v e  e* 
do& R a  2-cow;tavLte~ de a e ,  L i n Q u h u  covmth;tuavtA sant ;toute, a&ÛCkmient aupQh/ie~t~&~ 
ù 1 ,  

La remarque suivante découle immédiatement du lemme 1 . 1 . 2 .  

Lemme 1.2.1 : Tout se i-linéaire élémentaire est l'union disjointe d'un ponctuel et 

d'un semi-1 inéaire positif. 

Nous pouvcns faire un premier "classement" des linéaires d'un semi-linéaire 

élémentaire, de la manière suivante : 

f i n é d a  Uémeiz tde , ,  Li pom i B I ,  poaLtLdn e* non xationneQ, de même péhiode de 

coYLttLdYLte [p ,q) , et véfi@xvLt: en o&e R e ,  phophié;téa 6 ~ i ~ ~ n . t ~  : 

En notant J = li F 1 1 Li e6;t de type 3 }  et oi R u  2-corza;tan;te, d e ,  finéaine, 
Li ; & i#g et h i  J#I : 



Lemme 1.2.2 : Tout semi-linéaire élémentaire est l'union finie disjointe de rationnels 

et d ' un semi -1 i néai re préordonné. 

En a p p l i q u a n t  l e  lemme 1.2.1, n o u s  pouvons  s u p p o s e r  q u e  l e  s e m i - l i n é a i r e  SL 

e s t  p o s i t i f .  

Notons  SL = L. e t  J l ' e n s e m b l e  d e s  i n d i c e s  i E 1 t e l s  q u e  L s o i t  d e  1 I. i 
t y p e  3. 

si J = 8 ,  l a  p r o p r i é t é  es t  t r i v i a l e .  

S i n o n .  posons  pou r  i € J : Li = ( a , ~ ~ )  + (p,q)* + (O,r-)'k* 
1 

S o i e n t  r l e  p r o d u i t  d e s  r p o u r  i € J et  mi l e  p r o d u i t  d e s  r pou r  i j 
j c ~\{i} .  

Pour  i 8 J e t  O s j h m  -1, n o t o n s  : i 

I l  es t  c l a i r  q u e  SL' = [sL\ $#L.)I  .u. L = SL e t  q u e  SL' rÉpond 9 l a  
1 L J  i , j  

c o n d i t i o n  i l  d e  l a  d é f i n i t i o n  d  ' u n  s e m i - l i n é a i r e  p r é o r d o n n é .  

Notons  Bi le s  2 - c o n s t a n t e s  d e s  l i n é a i r e s  L! de SL', r e s p e c t i v e m e n t  d e  t y p e  3 
1 

pou r  i 8 1' e t  d e  t y p e  1 ou 2 p o u r  i ô 1" ( é v e n t u e l l e m e n t  I1'=@l. 

P o s o n s  : m a x  8 1  s i  Ilf#@, I i e IT1  

s i n o n .  

Pou r  i € I l ,  il e x i s t e  u n  p l u s  p e t i t  e n t i e r  X €(il t e l  q u e  : 
i 

Bi + Air z m a x  ( B I , @ ' ) .  M 

Notons  a l o r s  : 

L'.' = (a,Bi I. 
1 

'+A.r) + (p,q);'c + (O,r);y, 

((a,Bi+jr) + (p,q)* p o u r  O s j < h i ,  s i  A > O ,  i 

s i n o n .  



Ln s e r n i - l i n é a i r e  SL' = [SL \ Li)] U LI! U. L i  = SL r é p o n d  a u x  1 i i , ~  , j 
c o n d i t i o n s  i l  e t  i i i l  d e  l a  d é f i n i t i o n  d ' u n  s e m i - l i n é a i r e  p r é o r d o n n é ,  

D ' a u t r e  p a r t ,  s ' i l  e x i s t e  i , j  d i f f é r e n t s  d a n s  1' t e l s  q u e  : 

I g i +  A.r - ( e j  * h.r)I 3 r, 
1 J 

noblç oo-wons  t c i u j o - r s  s u p p o s e r  q u e  B.+h.r > B.+A.r. 
1 1  3 J 

C e l a  i m p l i q u e  p a r  d é f i n i t i o n  d e  X q u e  : 
j 

Bi + (9-1)r 3 B * h.r 2 8; , ce q u i  c o n t r e d i t  l a  d é f i n i t i o n  d e  Ai. 
j J 

La définition suivante permet de "classer" tous les linéaires d'un semi- 
linéaire élémentaire. 

Noun uppQReehonn n  mi-RinEdde utdonne, touX a euû-RCnéuXne phQotdonnE, 

SL = gI Li où, 6 i  J ut l'ensemble des hd i ce s  iEI X e L 6  que Li a o 2  dde type 2 ,  n i  Bi 

en* l u  2-cooruhnte du f i n é h e  Li et (p ,q) l u  phLodde de comai&e  de SL, on a Jf fl 
eX I$J#@ irvJ3RCque 

Lemme 1.2.3 : Tout semi -1 i n é a i r e  é lémenta i re e s t  1 ' un ion  f i n i e  d i s  j o i n t e  de r a t i o n n e l s  

e t  d ' un semi -1 i néal  r e  ordonné. 

En a p p l î q u a n t  l e  lemme 1 . 2 . 2 ,  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  qu'e l e  s e m i - l i n é a i r e  SL 

est  p r é o r d o n n é ,  d e  p é r i o d e  d e  c o n t r a f n t e  (p,q) e t  d e  1 - c o n s t a n t e  a .  

N o t o n s  SL = iyI Li e t  J l ' e n s e m b l e  d e s  i n d i c e s  iFI t e l s  q u e  Li s o i t  d e  t y p e  2 .  

S i  J=@, l a  p r o p r i é t é  es t  t r i v i a l e .  

S i n o n ,  e n  n o t a n t  Bi l e s  2 - c o n s t a n t e s  d e s  l i n é a i r e s  L p o s o n s  : i 

min g s i  I\Jf@, \ ,J 



S i  B #O, i l  e x i s t e  un p l u s  p e t i t  e n t i e r  X 'SIN t e l  que  @ + A  m m q ' 'M. 

D ' a u t r e  p a r t ,  pour i € J ,  s o i t  X l e  p l u s  g r a n d  e n t i e r  X €fil t e l  que  : i i 

Posons  : SL, = U L -  . 
iBi J 1 

La d é m o n s t r a t i o n  du lemme 1.1.2 mont re  que  SL, = SLi P où P e s t  un por ic tue l  

e t  SL' u n  s e m i - l i n é a i r e  o rdonné ,  d e  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  (p,q) e t  d e  1 - c o n s t a n t e  c+hp. 1 

D ' a u t r e  p a r t ,  pour i 8 J, posons  : 

(a+hp, Bi+jq) + ( ~ , q ) ; ~  pour  X i  < j s A ,  s i  h . h i ' 

Li, j 
s i n o n ,  

s i n o n ,  

I fl s i n o n .  

Une d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du lemme 1 . 1 . 4  m o n t r e r a i t  que 

En p o s a n t  a l o r s ,  SLi = U L i  U Li e t  SL' = SLi U SLi. il s u f f i t  pou r  
i i , j  , j 

c o m p l é t e r  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  m o n t r e r  q u e  SL' e s t  o rdonné .  

11 SL' e s t  p r éo rdonné  : 

E n  e f f e t ,  p a r  c o n s t r u c t i o n  SL' e s t  p o s i t i f  e t  SL' e s t  p r éo rdonné .  1 

D ' a u t r e  p a r t ,  s o i t  Bi l a  2 - c o n s t a n t e  d ' u n  l i n é a i r e  d e  t y p e  3 ( s ' i l  en e x i s t e )  



. D ' a p r è s  l a  lemme 1 . ' l . 2 ,  3 i & J t e l  q u e  Li s o i t  d e  t y p e  3 e t  q u e  

B i  = Bi + hq.  

S o i t  a l o r s  61 l a  2 - c o n s t a n t e  d ' u n  l i n é a i r e  d e  t y p e  1 ou 2. 
J 

T r o i s  c a s  p e u v e n t  se p r é s e n t e r  : 

D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 1 . 2 ,  L .  e s t  d e  t y p e  1 e t  comme SL est p r é o r d o n ~ é ,  
J 

B j  < B i .  Donc 8! ' 8 1  
1 

i i l  1 j E J : 8; = 6, + h . q  : 
3 

A l o r s  p p r  d e f i n i t i o n  de A e t  d e  A nous avons : ' 

8; = 6, + h . q r  $ <  Bi + h q =  8 1 .  
1 

i i i l  3 j E J .  3 k (  A :  8 ; = B .  + k q :  
J 

Comme SL est  p r é o r d o n n é .  < Bi. I 
Donc, 8; = B .  + kq $ B + hq < Bi + h q  = 

J I B i  * 

Dans  l e s  t r o i s  c a s ,  8; < 6;. SL' es t  d o n c  p r é o r d o n n é .  

21 SL'  est  o r d o n n é  : 

S o i e n t  6; e t  8 '  l e s  2 - c o n s t a n t e s  d e  d e u x  l i n é a i r e s  d e  t y p e  2 e t  ~ a l l s  d ' u n  
I 

l i n é a i r e  d e  t y p e  1 d e  SL'. 

P a r  c o n s t r u c t i o n ,  3 i 62 1. 3 hi F M  : 6; = Bi + Ai9 .' 

Deux c a s  p e u v e n t  se p r é s e n t e r  p o u r  B '  k '  

i v )  3 s $ J :  Bk= B s +  A q :  

A l o r s ,  p a r  d é f i n i t i o n  d e  h  : Bk = BS + h q  > % 2 8 1 9  

l 

V I  j s & J ,  3 n B n ù :  ~ k ~ ~ ~ + n q e t h , < n r h  

A l o r s ,  en s u p p o s a n t  q u e  8 k  d Bi, il v i e n t  : 

6, + hsq < BS + nq r Bi .: fiM, ce q u i  c o n t r e d i t  l a  d é f i n i t i o n  d e  h a .  



II. 6 

Dans les  d e u x  c a s ,  B i  > '3kv 

E n f i n ,  s u p p o s o n s  que  16; - 6; / > q. 

Nous pouvons  t o u j o u r s  s u p p o s e r  que  B '  > B '  i j *  

Donc Bj + ( h . + l )  q < Bi 
J 

+ A.q s BM, c e  q u i  c o n t r e d i t  l a  d é f i n i t i o n  d e  h  
1 J ' 

SL' e s t  donc  b i en  o r d o n n é .  

En utilisant le résultat du théorème 1  .1 .l, nous serons amenés à considerer 

des semi-linéaires ordonnés, de même 1 -période, et 1  -dis joints deux à deux. 

Nous pouvons "classer" ces semi-linéaires au moyen de leurs 1-constantes. 

C'est l'objet de la définition et du lemme suivants : 

N o u  dihom que de.ux aemL-LLnMa sont enthelacds s i  eA seLLeernent A 'il2 
n i  

o n t  même 1-péhiode p eA n i  lm 1-com*anta h ~ p e c t * ~ ~  al eA a 2  véhi&ient  : 

O < l a l - a21  < p. 

Lemme 1 .2 .4  : Toute union f in i e  de semi-linéaires ordonnés, de même 1  -période e t  

1-disjoints deux à deux e s t  l 'union f in i e  dis jointe  d ' u n  ponctuel e t  de semi- 

l inéaires ordonnés entrelacés deux à deux. 

Notons SL. l e s  s e m i - l i n é a i r e s  o r d o n n é s  e t  a  l e u r s  1 - c o n s t a n t e s  r e s p e c t i v e s  
1 i 

pour lsisn. 

Comme l e s  SL. s o n t  1 - d i s j o i n t s  deux  à deux ,  ifj i m p l i q u e  a .#a  . En c h a n g e a n t  
1 1 j 

é v e n t u e l l e m e n t  d e  n o t a t i o n s ,  nous  pouvons s u p p o s e r  que : 
1  

< a 2  < ... C a  n ' 

P o u r  l$i<n, s o i t  X l e  p l u s  g r a n d  e n t i e r  p o s i t i f  ou n u l  t e l  que  û +Aipan. i 1 
(Nous p o s e r o n s  X = O ) .  n 

En a p p l i q u a n t  l e  lemme 1.1.2, SLi = SLi U P, où P e s t  un p o n c t u e l  e t  SL! e s t  
1 

un s e m i - l i n é a i r e  o r d o n n é ,  d e  1 - p é r i o d e  p e t  d e  1 - c o n s t a n t e  a '  = a i  + Xip. i 

Supposons  a l o r s  que p o u r  i,j d i f f é r e n t s ,  la i-a;  1 > p .  

Nous pouvons  t o u j o u r s  s u p p o s e r  q u e  a '  
i > "j '  

Donc a  + ( A - + l )  p < a + X.p r an, c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  c h o i x  d e  h j J i 1 J * 



Du théorème 1.1,1, et des lemmes 1.2.3 et 1.2.4, nous déduisons le résultat 

essentiel de ce chapitre, à savoir : 

Théorème 1,2,1 : Toute union f i n i e  d i s j o i n t e  de l i n é a i r e s  é lémenta i res I l é s  deux à 

deux e s t  l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  de r a t i o n n e l s  e t  de semi - l inéa i res  ordonnés, en t re laces  

deux à deux. 



CHAPITRE III 

SEMI-LINEAIRES HOMOGENES ET QUASI-HOMOGENES 

Dans les deux premiers chapitres, nous nous sommes intéressés à la "projection 
2 sur le premier axe" des linéaires dem . 

2 
Dans ce chapitre-ci, nous allons transformer les linéaires defN en fonction 

de leurs "projections sur le second axe". 

Définissons d'abord une classe particulière de semi-linéaires canoniques. 

NUUA appellmovd a m i - f i n é d e  quai-homogène, XouZ a d - f i n é & e  canonique, 
SL = .V L. où l e s  L~ a a t i s d o n t l a  p t o p d ~ é t  éui*vante. 161 1 

(cl I l  e x A t e  p, q E a, ~ ~ , o ~  F lki X e e i  que chaque Li ao*f de l ' u n e  des don me^ : 

Remarquons que le motif d'un semi-linéaire quasi-homogène est en fait 

déterminé par ceux de ses linéaires qui possèdent deux périodes non nulles. 

C'est pourquoi, nous dirons par convention qu'une union finie disjointe de 

linéaires de type 1 ,  de même 1-constante et de périodes de contrainte respectives 

(p,qi) est un semi-linéaire quasi-homogène, de motif (p,6) où 6 est un diviseur commun 

des qi. 

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition. 



Lemme 1.3.1 : S o i t  SL = L. un semi - l i néa i re  quasi-homogène. On a  : 1 1 

T~(L~) n T (L ) = $ imp l ique  que 8 . - 8 .  n ' e s t  pas d i v i s i b l e  par q. 
2 j 1~ 

Remarquons que la réciproque est vraie si et seulement si l'un au noins des 

deux linéaires n'est pas de type 1 ,  

Ce lemme nous conduit à poser la définition suivante : 

Nom app&molzLs a erni-finéuhe homogène ZouX a k - l i n é a h e  yuash-hornog2ne, 

de m o t i d  (p,q) , union &inLe de finéahed Li, de 2-colz~s*arzted iredpecüvu f i i  (ieI) 

X& que Y i , j E 1, i#j implique que Bi-@ h Z  d i v h i b t e  p t  q. 
j 

Lerne 1.3.2 : Tout semi - l i néa i re  quasi-homogène e s t  l ' u n i o n  f i n i e  de semi - l i néa i res  

homogènes, 2 - d i s j o i n t s  deux à deux. 

Notons SL = U L. l e  serni- l inéaire  e t  Bi l e s  2-constantes  r e spec t ives  des 
i€ 1 1 

l i n é a i r e s  L i 

Définissons s u r  1 l a  r e l a t i o n  d 'équiva lence  su ivante  : 

, j F I : i 2i j <=> Bi - fi. e s t  d i v i s i b l e  par q .  
J 

E n  notant Il, ..., 1 l e s  c l a s s e s  d 'équiva lence ,  l e s  s emi - l inéa t r e s  n 
SL = Lk répondent manifestement aux cond i t ions  du lemme. 
j k€I 

j 
Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 1 .1 .2. 

Lemme 1.3.3 : Toute union f i n i e  d i s j o i n t e  de semi - l i néa i res  quasi-homogènes, non 

1 - d i s j o i n t s  deux à deux e s t  T 'un ion  d i s j o i n t e  d 'un ponctuel e t  d ' un  s e m i - l i n é a i r e  

quasi-homogène. 

Montrons maintenant une propriété des semi-linéaires quasi-homogènes, 

analogue à celle du lemme 1.1.4 pour les semi-linéaires canoniques. 

i- 
Lemme 1.3.4 : Soient  ho, vO €[N . Tout semi - l i néa i re  quasi-homogène, de m o t i f  (p,q) 

e s t  l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d 'un  ponctuel e t  de semi - l i néa i res  quasi-homogènes, de 

m o t i f  (ho pop7 "q), 1 - d i s j o i n t s  deux à deux. 



III .3 

D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 3 . 3 ,  il s u f f i t  d e  f a i r e  l a  d é m o n s t r a t i o n  pour  un s e u l  

l i n é a i r e  L.  

La p r o p r i é t é  e s t  t r i v i a l e  s i  h p = 1. Nous s u p p o s e r o n s  donc q u e  A u 1. O O O O 
S i  L e s t  r a t i o n n e l  ou d e  t y p e  1 ,  l a  p r o p r i é t é  r é s u l t e  immédiatement  du lemme 1 . 1 . 4 .  

S i n o n ,  deux  c a s  peuvent  s e  p r é s e n t e r  : 

11 L = (a,@) + (p,Oq)>k + (O,q)îk a v e c  O €IN : 

En p o s a n t ,  pou r  0 h h < h O u O e t  0 6 u < v O :  

l e s  s e m i - l i n é a i r e s  SL = U r é p o n d e n t  aux  c o n d i t i o n s  du lemme. 
v=O 

Posons  : 

P = {(a+hp, B+hO+pq) 1 O $ p h A X p - 1 1 ,  O 0 

Lh ,li ,v = (a+ (h+h O li O -l)p, B+ (h+hOuO-1) 0q + (wo + v)q) 

+ ("O", (ho@+u) voq)" + (houop, (hOO+u+l) uOq)ik, 

pour  O S  h < A u  O ~ u s  ho-1 e t  O S V  s pO-1, O O' 

Les  s e m i - l i n é a i r e s  SL s o n t  quas i -homogènes ,  d e  m o t i f  (A u p, pOq), 1 - d i s j o i n t s  X O O 
deux à d e u x ,  e t  une  d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du lemme 1 . 1 . 4  m o n t r e r a i t  que 

Relions maintenant les notions de semi-linéaires propres et quasi-homogènes, 



III  .4 

Lemme 1.3.5 : Tout l i n é a i r e  canonique e s t  l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d ' u n  ponctuel e t  de 

semi -1 i n é a i r e s  quasi -homogènes, de même m o t i f  e t  1 - d i s j o i n t s  deux à deux. 

La p r o p r i é t é  est t r i v i a l e  s i  l e  l i n é a i r e  c a n o n i q u e  L es t  s o i t  r a t i o n n e l ,  s o i t  

d e  t y p e  1 ou 2 .  

Deux c a s  p e u v e n t  d o n c  s e  p r é s e n t e r  : 

1) L = ( a , ~ )  + (p,q)q + (O,r)* a v e c  p. q, r € INf : 

S o i t  6 l e  p l u s  g r and  commun d i v i s e u r  d e  q e t  d e  r .  

P o s o n s  : q = q '6  ; r = r ' S  ; 

e t  pour  O s A < r '  e t  O s p < q '  : 

9'-1 
I l  est c l a i r  que  l e s  s e m i - l i n é a i r e s  SL = U L rependent a u x  c o n d i t i o n s  

X u=o , v  
du lemme. 

21 L = ( a , ~ )  + (p,q);k + (p,r)ik : 

Nous pouvons t o u j o u r s  s u p p o s e r  q u e  s = r-q>O. 

S o i t  6 l e  p l u s  g r a n d  commun d i v i s e u r  d e  s e t  d e  q .  

Posons  : q = 4 '6  e t  s = s'A. 

Nous s u p p o s e r o n s  q u e  s l > l ,  s i n o n  l a  p r o p r i é t é  es t  t r i v i a l e .  

P o s o n s  : 

p o u r  O s A < s '  e t  O s p < s ' ,  

,li 
= (a+(X+s ' -1) p,  B+(s'-1) n+ps+Aq) + (ps t  ,qqs');\, 

p o u r  1 h p s A < s ' .  



Les s e m i - l i n é a i r e s  SL - 0 L' (1) 
, s o n t  quas i -homogènes ,  d e  Lh,p p=1 h,p 

m o t i f  (ps' ,sT6), 1 - d i s j o i n t s  d e u x  à deux ,  e t  une d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du 

lemme 1 . 1 . 4  m o n t r e r a i t  que L = SLA U P. h 

Nous pouvons énoncer une propriété plus générale, à savoir : 

2 Théorème 1.3.1 : Tout semi-linéaire propre d e m  est l'union finie disjointe d'un 

ponctuel et de semi-linéaires quasi-homogènes, de même motif et 1-disjoints deux à 

deux. 

D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 1 . 5 ,  nous  pouvons s u p p o s e r  que  l e  s e m i - l i n é a i r e  p r o p r e  

e s t  une  u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d e  l i n é a i r e s  c a n o n i q u e s .  La d é m o n s t r a t i o n  du théo rème  

s e  f a i t  a l o r s  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  l e  nombre n d e  c e s  l i n é a i r e s  c a n o n i q u e s .  

D ' a p r è s  l e  lemme 1.3.5, l e  t héo rème  e s t  v r a i  pou r  n=l. 

n S o i e n t  b1 , . . n+i l i n é a i r e s  c a n o n i q u e s  d i s j o i n t s .  P a r  r é c u r r e n c e ,  
1 
I Li = PI U sL' où P est un p o n c t u e l  e t  l e s  SL s o n t  d e s  s e m i - l i n é a i r e s  q u a s i -  

i= 1 j € 1 j ' 1  j 

homogènes, d e  m o t i f  (p,q) ( c a r d  I<wI. D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 3 . 5 ,  Ln+l = P, L' SL;, où 
'7 j€J 
L 

Pz est un p o n c t u e l  e t  l e s  SL. s o n t  d e s  s e m i - l i n é a i r e s  quas i -homogènes ,  d e  m o t i f  
J 

(p' ,ql). ( c a r d  J<m). 

Enf in .  d ' a p r è s  l e  l e m m e  1.3.4, S L ~  = U SL! U Pi e t  
i€ 1 j€It J 

4 3 4 U SL? = u SL. u Pi ,  où Pi e t  P i  s o n t  d e s  p o n c t u e l s  e t  l e s  SL SL. s o n t  d e s  s emi -  
if2 J 1 j J \ 

J '  J 

l i n é a i r e s  quasi-homogènes,  d e  même m o t i f  (pqp'q', qq'). ( ca rd  1', c a r d  J'<al. 

Il su f f i t  a l o r s  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 1 . 3 . 3  à ceux  d e s  s e m i - l i n é a i r e s  SL 3 

4 i 
e t  SL. q u i  ne s o n t  1 - d i s j o i n t s .  

1 

Un semi-linéaire quasi-homogène, union de linéaires élémentaires non ration- 

nels, peut être en fait un rationnel. C'est le cas par exemple du semi-linéaire suivant : 

(1) Nous supposons que L; = g, V p. 
7 



SL = (0,O) + (1 ,O)* + (1,1)* u (0,l) + (1,l);k + (0,1)*, qui n'est autre que le rztiomc 

(0,O) + (1 ,O)..' + '(0~1)". 

Cette possib$~ité provient de la non-unicité de la décomposition d'un semi- 

linéaire quasi-homogène, en union finie de linéaires. 

Nous allons limiter l'arbitraire de cette décomposition et pour ce faire, 

nous aurons à "comparer" les périodes de contrainte des linéaires d'un senii-linéaire 
(1) (quasi-) homogène et non rationnel . 

(Dans tbut ce qui suit, nous ne considérerons que des linéaires et des semi - 

linéaires non rationnels et nous omettrons le plus souvent le qualificatif "non 

rationnel") . 

€*ad donne un nemi-finéuhe homogène SL = Li, M O * ~  ~ p p d L e ~ - c v , ~ .  : 
i6 1 

- pentes m u b h e  et rrhuhde  d'un Linéaiiie Li, Les enfierd 0 ;  ci i; a 
.- i 

poswda Xe.& que s i  Li ponnède : 

i il une. n d e  péhiode P , d o m  o .  = 6! et P: = o . q  
1 1 1 

- p é ~ L o d ~  muxiwide et mi&de d g  S L ,  trupeca%vem~M;t, Lu 2-upLes 

(p,q. max oi) et (p,q. min O : ) .  
i6 1 i€ 1 

Le lemme suivant est une conséquence simple de ces déflniti3ns. 

Lemme 1.3.6 : E tan t  donné un semi -1 i n é a i r e  homogène SL = L , les deux propriétés 
i6 1 i 

suivantes s o n t  v é r i f i é e s  : 

(1) Nous entendons pa r  ce q u a l i f i c a t i f ,  t o u t e  un ion f i n i e  de l i n é a i r e s  non r a t i o n n e l s ,  



pour tout i, j € 1 

1) O i = o ;  < o j  implique fi < fi i j' 

2) Oi = o .  < o!  implique fii 
J I  

> B j *  

Prenons i=l, j=2. 11 e x i s t e  ho E H  t e l  que : fi2 = fi1 + hoq. 

D'au t r e  p a r t ,  par d é f i n i t i o n ,  s i  O > 0' a l o r s  O = 0;+1. 2 2, 2 

Donc, 

dans l e  c a s  11,  s i  B1 2 B2, X < O ,  c e  q u i  implique que : O 

(a-hop, B ~ - X ~ O ; ~ )  = (ci-~op, B ~ - X  O O'q-hOq) 2 E ~ , n  L ~ ,  

dans l e  c a s  21 ,  s i  B2 2 fi1, X 3 0 ,  c e  qu i  implique que : O 

Dans l e s  deux c a s ,  nous obtenons une con t r ad ic t ion  c a r  Ll n L2 = B .  

L'intérêt de "comparer" les pentes des linéaires d'un semi-linéaire homogène 

provient de la possibilité de classer ces pentes dans un ordre croissant. 

En pa-~%culXe~, noun &on4 qu'un nemi-Unéaine homogène SL = u Li esf 
i€ 1 

P h  bfièvement, noun app&mom a&-&néaine tangé, un a&-fin&&e 
yumi-homogéne et non h d i o n n d ,  u d o n  d i d e  de nemi-finéaina homogènu CA tangéb . 

Le lemme suivant justifie ces définitions : 

Lemme 1.3.7 : Tout semi-linéaire homogène non rationnel est 1 'union disjointe d'un 

ponctuel et d'un semi -1 inéaire rangé de même motif. 



Notons a l a  1 -constante d u  semi- l inéai re  SL, (p,q) son motif,  L .  s e s  
1 

l i n é a i r e s ,  de 2-constante Bi,  de pentes maximale e t  minimale O e t  O: pour i € 1. i 

Soient i. j F 1 t e l s  que Bi > B j .  

Deux cas peuvent se  présenter  : 

Alors 3 p ê IN t e l  que : 
i , j  

Cette  condition implique que O O '  i j '  

(En e f f e t ,  e l l e  implique que O s 0!+1 s O i 1 j 

O r  s i  O. = O a l o r s  O = O!+1 > O '  L'hypothèse 6 ; B .  con t red i t  donc l e  
1. j ' j 1 i ' 1 1 

lemme 1 .3 .6 .  

D'autre p a r t ,  s i  O = O '  i j 3  a l o r s  O = O.-1 < O e t  1 'hypothèse 6 - 
i l  j  ' 

contredi t  encore l e  lemme 1 .3 .6) .  
j 1 

+ 
Par conséquent. 4 p i , j  €IN t e l  que : 

Posons : h o  = max 
i, j€I ' i , j *  

D'après l e  lemme 1 .1 .2 ,  SL = P U SL',  où P e s t  u n  ponctuel e t  SL' e s t  u n  

semi-l inéaire homogène, de motif (p,q) e t  de 1 -constante a+hop. 

La démonstration de ce lemme montre en ou t re  qu 'à  tout  l i n é a i r e  L de SL i 
sont associés d e s  l i n é a i r e s  L i ,  dont l e s  2-constantes B '  v é r i f i e n t  l a  condlt ion : k 



P o u r  c o m p l é t e r  l a  d é m o n s t r a t i o n ,  il s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  SL' est  r a n g é .  

S o i e n t  L '  e t  LA, deux  l i n é a i r e s  d e  S L ' ,  d e  2 - c o n s t a n t e s  r e s p e c t i v e s  B i  e t  BA, t e l l e s  k 
que  B i  > B A .  

D ' a p r è s  l a  r e l a t i o n  (31, 3 i, j € 1 te l s  q u e  : 

De p l u s ,  L '  e t  L '  o n t  p o u r  p e n t e s  max ima le s  r e s p e c t i v e s  Oi e t  O e t  p o u r  k m j a 

p e n t e s  m i n i m a l e s  r e s p e c t i v e s  O '  e t  O '  i j ' 

O r ,  s i  i = j ,  l a  d é m o n s t r a t i o n  du lemme 1 . 1 . 2  m o n t r e  q u e  L i  es t  un l i n é a i r e  d e  

t y p e  1 ,  q u e  Oi = 0 '  = O .  e t  q u e  B k  - B A  3 9. 
i J 

S u p p o s o n s  d o n c  q u e  i f j  e t  d i s t i n g u o n s  d e u x  c a s  : 

31 Bi > B : 
j 

Cette c o n d i t i o n  i m p l i q u e  q u e  0: ' O j *  

{En e f fe t ,  s i n o n  0!+1 2 O 2 O!+1 3 O . 
J j 1 i 

Les  r e l a t i o n  121,  141 e t  151 e n t r a î n e n t  a l o r s  : 

B A  2 B j  + h 4!q z B  + h O q + (O!+l - Oi) q 3 B k .  C o n t r a d i c t i o n . )  
0 J i O i  J 

P a r  c o n s é q u e n t ,  l e s  r e l a t i o n s  111,  (41  e t  151 e n t r a î n e n t  q u e  : 

A l o r s ,  l es  r e l a t i o n s  ( 4 1  e t  151 i m p l i q u e n t  q u e  : 

P a r  c o n s é q u e n t ,  Bi > O '  e t  d ' a p r è s  l e  2 1 ,  O < O '  
j a j i ' 



D'aut re  p a r t ,  nous avons a u s s i  : 

Dans l e s  deux cas ,  01 2 O. e t  9 '  2 BA + (O; - 0.+1) q ,  ce  qui  montre q u e  SL' 
J k J 

e s t  rangé. 

Pbus en arrivons maintenant au problème essentiel, ckst-à-dire limiter 

l'arbitraire de la décomposition des semi-linéaires quasi-homogènes, en mion de 
2 linéaires de M . 

S o L t  SL = Li un s e n û - ~ ~ ~ e  homogène. 
i€ 1 

Le &néaine Li = (a,Bï) + (p,oiq)* + (O,q)* U t  eAhenti& dam t a  

décomposition de SL A* et se.uL!ement s 'a n f  z'exihte p a  cide j € 1 t e l  pue = 8,-q j 
eA: O = Oi. 

j 

Noun ditom qu'un hemi.-Rûzé&e (quani-) homogène SL ut LmEduc;tibL~ (11 

s ' a  ex.,bte une décomposition de SL en wtion de f i n é a h e d  v W d * a n t '  (c) ( C 7 ] ,  

dam hqu&e iow l e n  finéaiha de fype 3 sont e n s e n t i a .  

Un semi-linéaire homogène et irréductible est en pzrticulier rangé. 

Lemme 1.3.8 : Tout semi-linéaire rangé est l'union finie disjointe de rationnels et d'uui 

semi-1 inéaire irréductible de même motif. 

n 
Notons SL = L .  l e  s emi - l i néa i r e  rangé.  

1 i= 1 

La démonstration s e  f a i t  par récur rence  s u r  l e  nombre n.  

S i  n=i, ou s i  chaque l i n é a i r e  L e s t  e s s e n t i e l ,  la propr i é t é  e s t  triviale, i 
Sinon, notons Li = (a,B.) + (p,O-q)* + (O,q)* u n  l i n é a i r e  e s s e n t i e l .  

1 1 

(1) Nous parlerons pl us brièvement de semi -1 inéaire irréductible pour un semi -1 inéaire 

quasi -homogène et irréductible. 



Par d é f i n i t i o n ,  deux c a s  peuvent s e  présenter  : 

11 3 j : L .  = ( a , ~ ~ - q )  + (p,O.q)" : 
J 1 

Posons : L i  = (a,Bi-9) + (p,@-q)' + (0,9)* 
1 

Alors. SL1 = (SLU Li) \ (Liu L.) e s t  u n  semi- l inéa i re  rangé, union de n 
J 

l i n é a i r e s  e t  t e l  que SL1 = SL. 

La propr ié té  e s t  donc v r a i e  par récurrence .  

21 3 j : L = (a,fii-q) + (p,oiq)*+ (p,(Oi-1) q)* : 
j 

Posons : 

L; = (a,Bi-q) + ( P , ( ~ i - l )  9);': + (O,q);k, 

1 SL \ ( L i u  L.) 

SL' = 
J ! 

SL' e s t  u n  s emi - l inéa i r e  rangé, union d 'au p lus  n l i n é a i r e s .  D ' au t r e  pa r t ,  s i  

Oi > 1 ,  SL' = SL, e t  s i  O = 1 ,  L i  e s t  u n  r a t i o n n e l  e t  SL = SL' UL' .  i i 

La propr ié té  e s t  donc v r a i e  par récurrence.  

En réunissant l e s  r é su l t a t s  du théorème 1 .3.1 e t  des lemmes 1 .3.7 e t  1 .3.8 

nous pouvons énoncer : 

2 Théorème 1.3.2 : Tout semi-linéaire propre defN est l'union finie disjointe de 

rationnels et de semi-linéaires irréductibles, de même motif et 1 -disjoints deux à deux. 



IV. 1 

CHAPITRE IV 

PROPRIETES DES SEMI-LINEAIRES HOMOGENES 

------- 

Nous donnons dans ce chapitre un certain nombre de propriétés des semi- 

linéaires homogènes. 

Une première propriété élémentaire est la suivante : 

Lemme 1.4.1 : Dans t o u t e  décomposit ion d 'un  s e m i - l i n é a i r e  homogène, en un ion  de 

l i n é a i r e s ,  i l  e x i s t e  au p lus  un l i n é a i r e  de type 2 e t  un l i n é a i r e  de type 3 .  

En e f f e t ,  supposons  q u e  d a n s  une  d é c o m p o s i t i o n  d ' u n  s e m i - l i n é a i r e  homogène, 

( 1 )  il e x i s t e  deux  l i n é a i r e s  d e  t y p e  2 , 

Li = (a,ei) + (p,O)* + (p,q)*, p o u r  i=1 ,2. 

Nous pouvons t o u j o u r s  s u p p o s e r  que  BI 2 B2. 

P a r  d é f i n i t i o n .  3 ho 8 ITu' : B1 = B2 + h O q .  

C e l a  i m p l i q u e  que  : 

Ce résultat nous conduit à poser les définitions suivantes : 

NOUA d C n o ~  qu'un nemi-finéccine ( q u a i - )  homogène e ~ k  l h û t é  inhé3i~unemen-t 

( f i e ~ p .  aupWmemen-t)  62 Qk aedmevLf: h i ,  d a a  ;tou;te décompoaiXon en uktion de LLnéaAneA, 

it nlexin;te p a  de Rinéahe de ;type 2 ( t u p .  de ;type 3 ) .  P ~ U A  b~ZuemeMk, n o u  appelLe- 

 ho^ bd-finéGLihe ,EimLté, un n d - d i n é c û h e  ( q u a i - )  homogène L h L t é  in~éhi.eutrmen/t Qk 

b u p é ~ u e m e M k .  

(1) Démonstration t r è s  analogue pour des 1 i n é a i r e s  de t ype  3 .  



IV. 2 

Dans les trois lemmes suivants, nous considérons un semi-linéaire homogène 

SL, de 1-constante a, de motif (p,q), de période minimale (p,omq) et de période maximale 

(P ,O@) 

D1&e p m ,  en rzo;tccnt B~ l e6  2-eomhnte6 k ~ ) p e c t i v e ~  de6 Li teed pue 

SL = ld SL, noun appeUmom : 
i€ 1 

- ~omneA d e  SL, l ' e n t i m  eh, .& max Bi, 
i€ 1 

- bane de SL , l ' e n t i m  6, = min B 
i€ I i ' 

Lemme 1 . 4 . 2  - : T o u t  çemi-linéaire homogène rangé, non limité inférieurement (recp. 

supérieurement) a pour base (resp. sommet) la 2-constante de son l inéaire  de type 2 

(resp. de type 3) e t  pour période minimale (reçp. maximale) l a  periode de contrainte 

de son 1 inéai re de type 2 (resp. de type 3 ) .  

En s u p p o s a n t  q u e  SL n ' e s t  p a s  l i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t ,  n o t o n s  : 

Lo = (%,Bo) + (p,q)* + (p,O)* s o n  l i n é a l r e  d e  t y p e  2 .  

S o i t  L. u n  l i n é a i r e  q u e l c o n q u e  d e  SL, d e  p e n t e  m a x i m a l e  O e t  d e  2 - c o n s t a ~ t ~  
1 1 

S i  Bi < BO, a l o r s  L. p o s s è d e  (p,q) comme p e r i o d e ,  c a r  SI, est  r a n g é .  
1 

C 
D ' a u t r e  p a r t ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  3 A. E N  t e l  q u e  BO = Bi + "q. 

Donc ,  (ir+hop,Bo) = (a+Aop, Bi+AOq) C L2 fl L,,. C o n t r a d i c t i o n .  
I 

E n f i n ,  e n  s u p p o s a n t  q u e  SL n ' e s t  p a s  l i m i t é  s u p é r i e u r e m e n t ,  n o t o n s  

L1 = (%,BI) + (~,@~q)~'~ + (O,q)*, s o n  l i n é a i r e  d e  t y p o  3 .  

P a r  d é f i n i t i o n .  3 hl € 2 : Bi = B1 + h q. 1 

S i  Bi > BI, A, . o n  (a,Bi) = ( a , ~  + A  q) € L ~ "  Li. C o n t r a d i c t i o n .  1 1  

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  O > El1, 3 h CM : h l  + h(Oi-01) 2 0. i 



Donc. (a+hp, Bi+hO-q) 1 = (a+hp, Bl+hOlq + [hl+h (0~-0,)qI 6 L i n  L1 . Contradic- 

t i o n  . 

Lemme 1.4.3 : Tout semi-linéaire homogène rangé SL, limité inférieurement (resp. 

supérieurement) vérifie la propriété suivante : V A, 1-i € m  

6, + homq > (resp. Q + ho# < ri) implique (a+~p,~) $ SL. 

En e f f e t .  en supposant l e  c o n t r a i r e ,  (a + hp, 1-i) 6 Li, où Li e s t  u n  l i n é a i r e  

de 2-constante Bi e t  de  pentes  maximale e t  minimale O e t  0;. i 

O r  s i  SL e s t  l i m i t é  infér ieurement ,  c e l a  implique que : 

7t; s ' i l  e s t  l i m i t é  supérieurement,  c e l a  implique que : 

O $ O! e t  O 6 OM Or, par d é f i n i t i o n ,  Bm S Bi 5 $, 1 i 

I l  v i en t  donc : 

s o i t  u 3 Bm + XO q, m 

s o i t  1-i 6 % + hO#, Contradic t ion .  

Nous pouvons énoncer une propriété analogue pour un semi-linéaire non limité 

supérieurement - et irréductible. 

Lemme 1.4.4 : Tout semi-linéaire homogène et irréductible SL, non limité supéraeurernent, 

vérifie la propriété suivante : 

V h : (a+hp, BM + (hoM-1)q) @ SL. 

En e f f e t ,  notons LI l e  l i n é a i r e  de type  3 de SL. 

D'après l e  lemme 1 .4 .2 ,  L1 = (a,BM) + (P,O#)>~ + (0,q)". 

+ 
Supposons q u ' i l  e x i s t e  X t e l  que : O 

x = (a+hOp, % + (hOOM-l)q) E SL. 



x E Li,  où L .  es t  u n  l i n é a i r e  de  SL, de 2-constante @ e t  de pente maximale 
1 ï 

Comme x & Lo. L -  n ' e s t  pas de Type 3. 
1 

Or 6, < fiMM' C C  qu1~' implique A O nOOM-1 5 ho%-". O 1 

Donc O s O et  par su9te  O - i M - OM. 

O r ,  SL e s t  I r r éduc t ib le ,  donc fi1 6 q. c e  q d i  unplique : M- 

oM + G -  q . fiM + i- O -1) q, cont radic i ion .  0 a 

Les dét : i i t ~ k i , ~  ~t p ~ o p r l é t é s  s ~ i i b a n t e s  sont i ssues  d e  l a  remarque suivante. 

T L  t sernj- l iqéal îe  riornogène e s t  contenu dans un rarfonnei  acl mains ' II  Parmi C E S  

v t i o ? n e l s ,  il eq e s t  q u ~  j û d f  d n  rôle p a r t i c u l i e r  : 

Nous apuel lercns  support d'un semi-linéaire homogène, de 1-constante a ,  de 

base 6 e t  de rnotff  (p,q), l e  rationnel, 

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de cette définition et du 

lemme 1.3.2 : 

Lemme 1 . 4 - 5  : Les suppor ts  des s e m i - l i n é a i r e s  homogenes d ' u n  s e m i - l i n é a i r e  quas i -  

homogène s o n t  d i s ~ o i n t s  deux à deux, 

11 semble naturel d'étudier le compbémenta2re d'un semi-lrnéaire homogène 

par ~ci'pport à son support, C'est l'objet du lemme sulvant. 

Lemme 1.4.6 : Le complémentaire d h n  nsemi- l inéaire homogène e t  a r r é d u c t i b l e  SL, non 

1 i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t  ( reçp,  non l i m i t é ) ,  pa r  r a p p o r t  à son suppor t  e s t  un semio- 

(1) Si 6, e s t  la base, a l a  1-constante e t  (p,q) l e  m o t i f  du s e m i - l i n é a i r e  SL, 

SL (ci,@,) + [p,O)* ' (0,q)"i. 



linéaire homogène irréductible SL1,limité inférieurement (resp, limité), de même motif 

et tel que n2(SL1) ç n 2  (SL) . 

N o t o n s  Li l e s  l i n é a i r e s  d e  SL. B. l e u r s  2 - c o n s t a n t e s .  O -  e t  O! l e u r s  p e n t e s  
1 1 1 

m a x i m a l e  e t  m i n i m a l e  p o u r  l s i sn ,  

En c h a n g e a n t  é v e n t u e l l e m e n t  d e  n o t a t i o n s  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  q u e  : 

B = B1 < B2 < . . . < Bn, e n  n o t a n t  $ l a  b a s e  d e  SL. Nous s u p p o s e r o n s  a u s s i  q u e  n> l ,  

s i n o n  l a  p r o p r i é t é  est t r i v i a l e .  

D ' a p r è s  l e  lemme 1.4.2, L es t  l e  l i n é a i r e  d e  t y p e  2 d e  SL. 
1 

+ 
D ' a u t r e  p a r t ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  V j ,  l s jcn ,  3 A .  G N  t e l  q u e  : 

J 

- 
'j+l - 'j - ' jq* 

De p l u s ,  comme SL est r a n g é ,  A .  2 O '  - O.+l. 
J j+l J 

- P o s o n s ,  p o u r  1sj<n : 

+ (p, (Oj+h)q)* + (p,(O.+h+l)q);': p o u r  OsAs@' - O.+l ,s i  O '  
j+l 3 

j+l - Q j  21 , 
J 

L 

s i n o n ,  

(a ,@.+(@;+l-@-+~+l)q)  + (p,@;+,q)U, p o u r  O ~ A < A  .+O.  -01 -1, -0 .+1, 

A,j ={  

J 
L 1 J s j+1 J j+l 3 

E' s i n o n ,  

( ( a , ~ , + ~ )  + (p,Onq)* + (O,q)*, s i  L n n ' e s t  p a s  d e  t y p e  3, 

s i n o n .  

I l  est c l a i r  q u e  l e  s e m i - l i n é a i r e  SL' = L u (LA u L '  .). r é p o n d  e u x  
A,j , j  A , J  

c o n d i t i o n s  d u  lemme. 

Remarquons par a i l leurs  que SL' e s t  non vide, car SL e s t  irréductible.  



Une démonstration tout à fait analogue montrerait la propriété suivante : 

Lemme 1.4.7 : Le complémentaire d 'un semi -1 inéaire homogène et irréductible SL, non 
limité supérieurement (resp. limité), par rapport à son support est l'union disjointe 
d'un ponctuel et d'un semi-linéaire homogène irréductible SL', limité supérieurement 
(resp. non 1 imité), de même motif et tel que n2(SL1) C_ n2(SL) . 

Un cas particulier de semi-linéaire homogène est celui d 'un semi-linéaire 

à la fois élémentaire et homogène. 

Dans ce cas, si dans sa décomposition en union de linéaires, il existe un 

linéaire de type 2, son motif est égal à sa période de contrainte, et s'il existe 

un linéaire de type 3, ce dernier est de la forme (a,~) + (p,q)* + (O ,q')ik où 

(p,q) est la période de contrainte et q' est un diviseur de q. 

NOUA app&~hou peigne, ;tout a d - f i n é h e  bzomog2ne, LméducZibRe QA: Z h e n -  
;taihe, de pëkiode de co&aivLte (p,q) e/t dont Re finé&e de type 3, a '2 exinXe, ut 
de &z 60hMe (a,B) + (~,q);~ + (O,q)ii. 

Noun appeLt~hou aenû-peigne, toulte union de pe igna,  de même 1 -coMndxvLte 
de même p&iode de co&cLivLte eA Z-dinjoL& deux ù deux. 

Un semi-linéaire homogène, irréductible et élémentaire n'est pas nécessaire- 

ment un peigne. 

Cependant nous avons le résultat suivant : 

Lemme 1.4.8 : Tout semi-linéaire homogène irréductible et élémentaire est l'union 
finie dis jointe de rationnels et d'un semi -peigne. 

La p r o p r i é t é  est t r i v i a l e  s i  l e  s e m i - l i n é a i r e  SL est  l i m i t é  s u p é r i e u r e m e n t .  

Supposons  d o n c  l e  c o n t r a i r e  e t  n o t o n s  : 

L = (cl,B) + (p,0q);k + (O,q)i' son  l i n é a i r e  d e  t y p e  3. 

P o s o n s ,  p o u r  O s h s 0-1 : 
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0-1 
A l o r s  SL' = (SL \ L) LA e s t  u n  s emi -pe igne  t e l  que  SL' = SL. 

x=o 

Il s u f f i t  e n s u i t e  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 1.3.8 au  semi -pe igne  SL'. 

Les deux lemmes suivants donnent des résultats ana.logues à ceux des lemmes 

1.4.6 et 1.4.7. 

Lemme 1.4.9 : Le complémentaire d'un semi-linéaire homogène SL, irréductible et élé-  

mentaire, 1 imité inférieurement (resp. supérieurement), par rapport à son support, est 

l'union finie disjointe de rationnels et d'un semi-peigne SLf, de même période de 

contrainte, tel que nZ(SL1) c - n2(SL) . 

S i  SL n ' e s t  p a s  l imité  s u p é r i e u r e m e n t ,  l a  p r o p r i é t é  r é s u l t e  immédiatement  du 

lemme 1.4.6. 

S i n o n ,  n o t o n s  L. l e s  l i n é a i r e s  d e  SL e t  B .  l e u r s  2 - c o n s t a n t e s  pou r  isisn. 
1 1 

En c h a n g e a n t  é v e r i t u e l l e m e n t  d e  n o t a t i o n s ,  nous  pouvons s u p p o s e r  que  : 

B = BI < < .. . < Bn, en  n o t a n t  8' l a  b a s e  d e  SL. 

Nous s u p p o s e r o n s  que  n>i, s i n o n  l a  p r o p r i é t é  e s t  t r i v i a l e ,  

Comme SL e s t  é l é m e n t a i r e  e t  l i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t ,  l e s  l i n é a i r e s  

Li> 5 ,  * * * ,  s o n t  d e  t y p e  1. 

D ' a u t r e  p a r t .  p a r  d é f i n i t i o n ,  3 h. E : Bi+l - Bj = h.q, pour  lsj<n. 
J J 

En n o t a n t  (p,0q), l a  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  d e  SL, posons  pour  isj<n : 

(u,Bn+(h+l)q) + (p,0q)* + (O,@q)̂  pour  OsAs@-1, s i  Ln e s t  d e  t y p e  1 ,  
L'l = 
X 

s i n o n .  



l e s  lemmes 1 . 1 . 2  e t  1.3.8. 

Une démonstration tout  à f a i t  analogue montrerait l e  lemme suivant : 

Lemme 1.4.10 : Le complémentaire d'un peigne SL, limité inférieurement (resp. supérieu- 

rement) par rapport à son support e s t  1 'union f i n i e  dis jointe  de rationnels e t  d'un 

peigne SL', de même période de contrainte,  non limité inférieurement (resp. supérieure- 

i i i r ~ ~ t j  e t  te l  que n2(SL1) C ii2(SL). 

Pour terminer ce chapitre,  nous considérons l 'union de deux peignes de même 

1-constante e t  de même 1-période, mais ayant des périodes de contrainte différentes.  

NOUA appamona bipipeigne XutotLte union de deux peigna SL1 et SL2, 2 - d i ~ j o i n t n ,  

d e  m W n ~  1 -comXu&e, de base, henpeotiva B~ et B 2 ,  de péAioda de c o m & n t e  hapec-  
. t i ve ,  (p ,ql ) et (p ,q2) , véhidkant R a  $xo*6 pnophiétéb nlLivanta : 

i) SL, a* L k L t é  in@hiewiement, 

xapec.Ztvment s ~ n  péAioda maxljnde et rninAMlde, endin que don bowanet at l e  bommet 

D'auktre p~hz, nos &ona que Re bhpeigne e,t LhruXé indéhiQuhernenk ( h e n p .  

bupeh ie~~e~nen t )  n i  SL2 a* ,!.huXé in&!&iQuhernent (xedp. supéhiewiement). 

Le lemme suivant e s t  une conséquence immédiate du lemme 1 . 1 . 2 .  

Lemme 1.4.11 : Toute union de deux peignes SL1 e t  SL2, 2-disjoints,  de même 1-constante 

e t  de périodes de contrainte respective (p,ql) e t  (p,q2),  vér i f iant  les  propriétés il 
e t  Lü) ci-dessus e s t  1 'union f i n i e  disjointe d ' u n  bipeigne e t  de rationnels. 

La p r o p r i é t é  est t r i v i a l e  s i  B 2  > B i .  

Supposons  q u e  B 2 < Bl* 
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Comme q1 < q2,  i h o  E m f  : B2 + A0q2 > fi1 + hOql. 

Il s u f f i t  a l o r s  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 1 . 1 . 2 ,  en  r emarquan t  t o u t e f o i s  que  s i  

SL n '  e s t  p a s  l i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t ,  son  l i n é a i r e  d e  t y p e  2 .  (a,@2) + (p,q2)* + (P,O)>~ 2 
e s t  l ' u n i o n  d i s j o i n t e  d ' u n  p o n c t u e l  e t  d e s  l i n é a i r e s  s u i v a n t s  : 

L A = (a+Aop, B2+hq2) + (p,O)* pour  OhA<A O ' 

Le lemme suivant donne pour les bipeignes des résultats analogues à ceux 

des lemmes 1.4.3 et 1.4.4. 

Lerne 1.4.12 : Avec l e s  no ta t i ons  précédentes, t o u t b i p e i g n e  SL, de sommet , v é r i f i e  

l e s  deux p rop r i é tés  su ivantes : 

1 )  Y A ,  11 € W  t e l s  que LI < + xql : 

i )  s i  SL e s t  l i m i t é  in fé r ieurement ,  ( a + ~ p , ~ )  & SL 

i i )  s inon,  x = (a+Apii) E SL imp l ique  x E L ~ ,  où L~ e s t  l e  l i n é a i r e  

de type 2  de SL2. 

i i i )  s i  SL e s t  l i m i t é  supérieurement, 11 > 6; + hq2 e t  

x =(a+hp,11) 8 SL imp l ique  x € SL1, 

i v )  s inon, B; + (A-1) q2 i 11 < 6; + hq2 e t  

x = (a+Ap,u) E SL imp l ique  x ô SL1. 

E n  e f f e t .  A € ( N  : B1 + Aql < B 2  + hq2 É Bi + Aq2* 

La p r o p r i é t é  l ) i )  e s t  donc  u n e  c o n s é q u e n c e  imméd ia t e  du lemme 1.4.3, a i n s i  

que  l a  p r o p r i é t é  2 ) i i i ) .  

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  SL n ' e s t  p a s  l i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t ,  a l o r s  

x = ( a + ~ p , ~ )  8 SL i m p l i q u e  x 8 SL2. 



O r  u<B2+hq2.  Donc X n ' a p p a r t i e n t  p a s  à un l i n é a i r e  d e  t y p e  1  o u  3 d e  SL 
2 '  

s i n o n  ce  l i n é a i r e  e t  L n e  s e r a i e n t  p a s  d i s j o i n t s .  O 

D ' o ù  l a  p r o p r i é t é  1 ) i i ) .  

E n f i n ,  s i  SL n ' e s t  p a s  l i m i t é  s u p é r i e u r e m e n t ,  B i  es t  l a  2 - c o n s t a n t e  d e  s o n  

l i n é a i r e  d e  t y p e  3 ,  L d ' a p r è s  l e  lemme 1.4.2. 1 

S o i t  a l o r s  p  E fil t e l  q u e  : B 2  + (A-1) q2 6 < 8 2  + Aq2. 

S u p p o s o n s  q u e  x = ( a + h p , p )  E SL 2  ' 

Comme u < B ' + X q  x $ LI ; d o n c  x a p p a r t i e n t  à u n  l i n é a i r e  L ( i f l )  d e  t y p e  1 2 2 '  i 

Donc,  3 O €IN : O < A e t  u = @ . + ~ q  
1 2 '  

O r  s i  u = B i  + (A-1) q2, c e l a  c o n t r e d i t  l e  lemme 1.4 .4 .  

Donc B -  1 + Xq2 2 Bi + Oq2 > Bi + (A-1) q2,  ce q u i  i m p l i q u e  q u e  6 i ' 6 2  - Ci2*  

- C o n t r a d i c t i o n  c a r  p a r  d é f i n i t i o n .  i A i  €,N' : B 2  - Bi - A i  q2.  



PARTIE I I  

;hkî:&- 

LANGAGES BORNES A DEUX DIMENSIONS 



I N T R O D U C T I O N  

------- 

Dans ce qui suit, nous notons W le monolde monogène construit S U ~  ~ r n  mot 

W n3n vide d'un monoïde libre c*, 

Dans la partie II, nous considérons des langages 1 bornés à deux dimensions, 

-'---+-à-d;.re pour lesql~elç II existe des mots nofi vides W, et W tels que I J c  Wk W!ce 
1 2 t L 

2 N c i i s  noTs:,ons alors fW 1' application canoniqiie de iïl sur Wk d é f L  I e  p,: : 2 

Dans le cas où les mots W, et W2 sont réduits à des lettres al et a2 (que 

iii~is supposerons différentes) nous noterons fa cette application canonique. 

Les deux premiers chapitres de cette partie établissent une propriété 

caractéristique de déterminisme pour les langages bornés à deux dimensions, et 

incidemment une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage borné à deux 

dimensions soit un K-langage. 

Dans le chapitre VII, nous caractérisons les langages compilables bornés 

à deux dimensions. 



CHAPITRE V 

CONDITION SUFFISANTE DE DETERMINISME 

------- 

La démonstration de cette condition suffisante se fait en deux étapes : 

Dans un premier paragraphe , nous considérons des C-langages sur deux 
:ex-treç. 

Nous étendons le résultat, dans un deuxième paragraphe, au cas des 

C-langages quelconques, bornés à deux dimensions. 

:) C-LANGAGES SUR DEUX LEïTRES a, ET a2 : 

Dans tout ce paragraphe, nous considérons implicitement un alphabet 1 de 

 de:^ lettres al et â2 différentes. 

Le lemme suivant montre que l'image canonique fa d'un semi-linéaire 

ordonné est un C-langage déterministe. 

Dans ce lemme, nous indicerons le semi-linéaire, afin de pouvoir nous 

référer par la suite à l'automate que nous y construisons. 

Lemme 2.5.1 : L'image canonique fa d'un semi-linéaire ordonné SL est un C-langage 
j 

dé termi ni s te, 

La d é m o n s t r a t i o n  c o n s i s t e  à c o n s t r u i r e  un a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire  

d é t e r m i n i s t e  q u i  r e c o n n a i s s e  f (SL.) . 
a J 

P o s o n s  : SL. = V 
J isI i ' 

P a r t i t i o n n o n s  I en  t r o i s  s o u s - e n s e m b l e s  I 1 ' I2 e t  I t e l s  que  : 3 



j  i l  S i  Il # $, a l o r s  V i € I l  : L i  = ( a . ,@. )  + (p,qj)* + (p,O)?k, 
J 1 

j  i i l  S i  I2 # $. a l o r s  V i E I2 : L! 1 = ( a . ,@. )  + (p,qj)*, 
J 1 

j  i i i l  S i  I3 # $, a l o r s  V i € I j  : L! = (a.  , B . )  + (p,qj)*. + (O,rj)% 
J 1 

Nous s u p p o s e r o n s  p o u r  f a i r e  l a  d é m o n s t r a t i o n  q u e  I l ,  1 e t  1 s o n t  non v i d e s .  2 3 
E l l e  s e r a i t  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  d a n s  l e  c a s  où c e r t a i n s  d ' e n t r e  eux  s e r a i e n t  v i d e s .  

Pou r  s i m p l i f i e r  l e s  n o t a t i o n s ,  n o u s  n o t e r o n s  : 

- {i 1 l s i < r I ,  I l  - 1 = i 1 r i s ,  1 = {i / s c i i t }  3 

P a r  d é f i n i t i o n  d ' u n  s e m i - l i n é a i r e  o r d o n n é ,  n o u s  pouvons  s u p p o s e r  q u e  : 

i v l  a  b 1 ,  
j 

v i l  V i, k 8 1, : i > k i m p l i q u e  h(i,k) > 0, 

v i i l  X(r,I) < qj  e t  A(t,s+l) < r 
j  

S o i t  M = (Kj , E , T , ~ ~  ,Zo ,pd ,~ j )  un a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire  d é t e r m i n i s t e  
j 

d é f i n i  p a r  : 

(11  r = { Z o , Z I I  a v e c  Z O  # Z 1 ,  

( 21  K = c u B' W B  u B~ a v e c  : 
j  Ci P q j  j j 



j (41 6 = (pi,al,Zo) = {(P{+l,Zo)l pour  O 6 i S a -2, s i  u z 2, 
j j j 

(61 6 .  (r! ,al ,Zk) = { (d , Z k  1 pour  k=O,l e t  Osi~p-2,  s i  p22, 
J 1 i + l  

j (71 6 .  ( r j -  ,al ,Zk) = i (ro,Zk Z1) 1 pour  k=0,1, 
J P l  

j j (81 6 j  (ro,a2,Zk) = { (sl ,Zk) 1 pour  k=0,1, 

j (91 6 . ( s . , a  ~ 1 2 k  , Z  ) = { ( s j  i + l  , Z  k ) }  pour  k=0,1 e t  lsi68!-1, 

j j (101 6 j ( s i , a 2 , ~ 1 )  = { ( s ~ + ~ , z ~ ) I  pour  8; 6 i z 81 + qj-2 s i  ~ . ( r , l )  6 Clj-& 

(III c~ ; ( s  j z 1 = { ( s j - , ~ ) ~ ,  
@j+q.-l  ~ ~ 2 '  1 
1 J  6: 

r i 2 1  6 - ( s j  J j 9 a 2 , ~ o )  = i ( t j , z O ) } ,  

'r 
j j 

(13)  o j  ( t i  >a2 ,Zo) = i (titi ,Zo) 1 pour  1 :. i 6 A ( ~ $ 1  , r )  + r j - 2 ,  s i  A!(S+I , r )  +r J -23, 

C1 
j I n t u i t i v e m e n t ,  (41 e t  (51 r e c o n n a i s s e n t  al  . 

Nj + 
( 6 1  e t  (71 e m p i l e n t  Z: après  a v o i r  reconnu a 1 , p o u r  h 6 IN . 

j 
8, 

181 e t  (91 r e c o n n a i s s e n t  a, . 
l'qj 

(101 e t  (11 1 d é p i l e n t  Z Y  [ s i  c e l a  e s t  p o s s i b l e 1  a p r è s  a v o i r  reconnu a 
+ 2 ' 

pour  i_i ô fN . 
- 

f3;Rtvr 
E n f i n ,  (121, (131 e t  (141 r e c o n n a i s s e n t  a2  j avec v €IN s t  m E I ~ .  

Montrons que T(M.) = f (SL.). 
J a J 

S o i t  W un  mot quelconque dans fa(SL.). 
J 



T r o i s  c a s  peuven t  se p r é s e n t e r  : 

j a-+i-'P Bi+Aq 
( 1 1  3 A ,  EM, 1 i ê I l  t e l s  q u e  : A i i - ' e t W = a l  J a j : 

2  

En a p p l i q u a n t  (41 e t  151,  p u i s  p  f o i s  (61  e t  ( 7 1 ,  p u i s  ( 81  e t  191,  e n f i n  

A f o i s  ( 9 1 ,  (101 e t  ( 1 1 1 ,  il v i e n t  : 

D o n c W €  T(M.) c a r  s j  6 F .  . 
J j j ' i 

j aj+vp Bi+Nj 
( I I 1  1 ii 6 M, 4 i E I2  t e l s  q u e  : W = al 

a2 

O u t r e  l es  mouvements  u t i l i s é s  d a n s  ( T I ,  il v i e n t  en a p p l i q u a n t  ( 121  e t  (131 : 

,Donc W € T(M.) c a r  t j 6 F  . 
J ~ ( i , r )  j *  

j a .  +Ap B i + A q .  + p r  
LI111 3 A ,  p  EW,  3 i 6 I3 t e l s  q u e  : W =  al J 

a 2  
J j :  

O u t r e  l e s  mouvements  u t i l i s é s  d a n s  [ I I I ,  a p p l i q u o n s  f o i s  (131 e t  (141 e t  

u n e  d e r n i è r e  f o i s  1141 ,  il v i e n t  : 

Donc W € T(M.) c a r  t j € F 
J A(i,r) j '  



Dans l e s  t r o i s  cas  W & T(M.) ce q u i  e n t r a î n e  q u e  f (SL.) g T(M.). 
J a J J 

R é c i p r o q u e m e n t ,  s o i t  W un mot q u e l c o n q u e  d a n s  T(M.).  
J 

P a r  d é f i n i t i o n .  3 qo,ql,. . . ,qn 8 K, WO,wl,. . . W F ca, 3 yo, ...,yn 6 ~ ; k  ' n  
t e l s  q u e  : 

Comme V (q,Z) € K x r ,  6.(q,~,Z) = g, 3 a € C t e l  q u e  
J 

ti k (Osk<n), Wk = aWk+l. 

D ' a u t r e  p a r t ,  comme V (q,Z) E K x , 6 .  (q,al ,Z) = { (q' ,Y') } =' 9' $ F j ,  
J 

il e x i s t e  un p l u s  p e t i t  e n t i e r  k t e l  q u e  Wk = a2 Wkrl. 

De p l u s ,  qk & Ca V (B' \ {ri}) d ' a p r è s  (41  e t  ( 7 1 ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  k O 
j P 

-ar a ( p ~  a z ) = g .  j O' 2' O 

E n f i n ,  d ' a p r è s  ( 81  e t  (131  e t  l e  c h o i x  d e  k, n o u s  a v o n s  : 

Comme k>a ( s i n o n  q 8 C 1 n o u s  p o u v o n s  d o n c  p o s e r  : k ai 
J 

a+kl~+k2 m 
W = al a 2 a v e c  k2 < P. 

Donc d ' a p r è s  (4 )  à ( 7 1 ,  il v i e n t  : 

c e l a  i m p l i q u e  q u e  k2 est  n u l  c a r  b(rj ,a2,Z) = g p o u r  Z E r . 
2 

j D ' a u t r e  p a r t ,  m 3 BI, c a r  s i n o n  e n  a p p l i q u a n t  (81  e t  ( 9 1 ,  il v i e n d r a i t  : 



ce q u i  est  une  c o n t r a d i c t i o n  p u i s q u e  S' & Fj. m 

j Posons  a l o r s  : m = B1 + ml a v e c  ml E M. 

T r o i s  c a s  p e u v e n t  se p r é s e n t e r  : 

( I V )  ml a h(r,1) + klqj  : 

- Posons  : ml - m2qj + m3 a v e c  m 3 < 9 j .  

A l o r s  m2 s k,. s i n o n  ml > klqj + h ( r , l )  p u i s q u e  p a r  h y p o t h è s e  h ( r , l )  
< 9. 

Donc, en a p p l i q u a n t  ( 9 1 ,  (101 e t  [ I l l ,  il v i e n t  : 

Donc s j F F e t  p a r  d é f i n i t i o n  d e  F 4 n F 1, t e l  q u e  : 
+m3 j J  j '  

j  B~ + m  - j  
3 - 'nm 

a +k p 
P a r  c o n s é q u e n t ,  W = a j  1 

1 

Posons  : ml = k q .  + h( r , l )  + m2 a v e c  O < m2 a h(s , r ) .  
1 1  

A l o r s ,  en a p p l i q u a n t  ( 91  à ( 121 ,  il v i e n t  : 

P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  F 1 n E I 2  t e l  q u e  m2 = h(n,r) . 
j ' 

a .+klp B:+k q 
Donc W = a l  J a 2 l  j E fa(SL.). 

J 

( V I )  ml > h(s , l )  + klqj : 

Posons  : ml = klqj  + A(s,l) + m a v e c  m2 > O .  2 



De l a  même f a ç o n  q u ' e n  ( V I ,  il v i e n t  : 

o r ,  s i  m < h(s+l ,s) , a l o r s  q = tj 2 ce q u i  i m p l i q u e  q u e  qn & F n ~(s,r)+m~' j 

c a r  A [s,r) < A (s,r) + m < A (s+l ,r) . C o n t r a d i c t i o n .  2 

P o s o n s  donc  : m2 = x(s+~,s) + m r + m4 a v e c  m < r A l o r s ,  en a p p l i q u a n t  
3 j 4 j *  

[ ' i l 1  e-L 1131 ,  il v i e n t  : 

Donc, p a r  d é f i n i t i o n  d e  F 3 n E Ig t e l  q u e  : 
j ' 

a .+k p qj+m3rj 
A l o r s ,  W = a 1 J 1  a 2 E 

Dans l e s  t r o i s  c a s ,  W E fa(SL.) c e  q u i  e n t r a î n e  T(M.) C fa(SL.) e t  c o m p l è t e  
J  J  - J  

l a  d é m o n s t r a t i o n .  

Le lemme suivant montre le déterminisme dans le cas de semi-linéaires ordonnés 

entrelacés deux à deux, par composition d'automates 2i pile de mémoire du type construit 

au lemme 2.5.1. 

Lemme 2.5.2. : L' image canonique fa d'une un ion f i n i e  de sem i - l i néa i res  ordonnés, 

en t re l acés  deux à deux e s t  un C-langage dé te rm in i s te .  

Notons  SL. l e s  s e m i - l i n é a i r e s ,  p l e u r  1 - p é r i o d e  e t  a leurs 1 - c o n s t a n t e s  
J j 

r e s p e c t i v e s  pou r  1  sjsn. 

En c h a n g e a n t  é v e n t u e l l e m e n t  d e  n o t a t i o n s ,  n o u s  pouvons  s u p p o s e r  q u e  

lsa,<a 2(...< a . n 

P o u r  Isjhn, p o s o n s  : + h a v e c  A €m. 
a j = a l  j '  j 



Comme les  SL. s o n t  e n t r e l a c é s  d e u x  à d e u x ,  n o u s  a v o n s  r 
J 

S o i e n t  M = (K.,L,r,Gj,p0, O, , 
j J 

j Z F.) l e s  a u t o m a t e s  à p i l e  d e  mémoirs  d é t e r m i n i s t e s ,  

c o n s t r u i t s  d a n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  du lemme 2.5.1 e t  t e l s  q u e  fa(SL.) = T(M.) p o u r  Isjsn 
I J 

1 
S o i t  M' = (K',L,T,G',~~,Z~,F') u n  a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire t e l  q u e  : 

(31 G1(q,a,Z) = G.(q,a,Z) .v(~,z) € zxr, v'q E K. \ (C U B ~ )  p o u r  
J J " j P 

lsjsn, 

1 j 
( 5 1  6'(rA ,a2,Z) = 6.(r ,a ,Z), V Z E r e t  p o u r  Zsjsn. 

j 1 0 2  

Il es t  c l a i r  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  d e s  A e t  comme l e s  a u t o m a t e s  M.  s o n t  
j J 

d é t e r m i n i s t e s ,  que.M' est  u n  a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e .  

n 
Mont rons  q u e  T(M') = T(M.). ' 

j =1 J 
n 

S o i t  W u n  mot q u e l c o n q u e  a p p a r t e n a n t  à u T(M.). 
j=l J 

D ' a p  è s  l a  d é m o n s t r a t i o n  du  lemme 2.5.1, k E Ru, m F w', " 1  lsjsn t e l s  
a j + f  

q u e  : W = al am et  q u e  : 2 

j  autre p a r t ,  p o u r  1 sisr, pi B Kj \ (C U BPI ; P, F F- e t  Wr = A *  
" j  J 

D ' a p r è s  ( 3 1 ,  n o u s  a u r o n s  : 



D'après (41, nous aurons : 

l m  k 
E n f i n  d  'ap rès  [51.  ( r A  ,a2 ,ZoZ1) Ir ( s i  ,a:-' ' O 1  Z zk) . 

j 
n 

Donc W 6 T(M1) ce  q u i  i m p l i q u e  u T(M.) C T(M1). 
j = l  J 

Inversement,  s o i t  W un mot quelconque appar tenant  à T(M1).  

Une démons t ra t ion  analogue à c e l l e  du lemme 2.5.1 m o n t r e r a i t  que : 

cx -'@ 
J m 3 k €EN ; 3 m cmf e t  3 l s j r n  t e l s  que : W = al a2, e t  que : 

avec p ,..., pr E Kr \ K1 s i  j i l ,  pr E F '  e t  Wr = A .  1 

Comme p € F r ,  3 s 6 IN t e l  que : 16s6n  e t  que p r r E FS. 

S i  s#j ,  d 'ap rès  l e  (31, nous au r i ons  : pl >..., pr € K .  \ (C U B I )  ce q u i  
3 " j P 

c o n t r e d i t  l e  f a i t  que FS n (K. \ (Ca u B')) = 0. 
3 j P 

Donc p € F .  e t  nous avons : 
r J  

D ' a u t r e  p a r t ,  pa r  c o n s t r u c t i o n  de M nous avons : 
j ' 

Donc W € T(M.) ce  q u i  i m p l i q u e  que T ( M 1 ) c  u T(M.). 
J - 

j =1 3 



Nous obtenons maintenant une condition suffisante pour 1-es langages bornés 

sur deux lettres, à savoir : 

Théorème 2.5.1 : Une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  pour qu 'un langage borné su r  deux l e t t r e s  

s o i t  un C-langage d é t e r m i n i s t e  e s t  que son image canonique i nve rse  s o i t  une un ion  

f i n i e  d i s j o i n t e  de r a t i o n n e l s  e t  de l i n é a i r e s  é lémenta i res  l i é s  deux à deux. 

En e f f e t ,  d ' a p r è s  l e  théorème 1.2.1. l ' i m a g e  canonique i n v e r s e  fW'(L) e s t  a 
l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d e  r a t i o n n e l s  R (iGJ) e t  d e  s e m i - l i n é a i r e s  ordonnés  SL i i 
(iGI), e n t r e l a c é s  deux à deux. 

D 'après  l e  lemme 2.5 .2 .  U fa(SLi) e s t  u n  C-langage d é t e r m i n i s t e .  
i€ 1 

- 1 
D ' a u t r e  p a r t .  comme U f (R.) e s t  un k - l angage .  f fa (L) e s t  a u s s i  un 

ie J a 1 a 

C-langage d é t e r m i n i s t e  [71 .  

2 
Enfin comme f e s t  une b i j e c t i o n  d e  M s u r  a;k a;? fa O fa1 (L) = L e  a 1 2' 

2) C-LANGAGES BORNES A DEUX DIMENSIONS 

Pour généraliser Pe théoreme 2 . S .  1 au cas d'un langage L borné à deux 

dimensions, nous utiliserons le fait que L est l'image inverse dans une application 

séquentielle généralisée d'un langage borné sur deux lettres. 

Montrons au préalable le lemme suivant : 

Lemme 2.5.3 : So ien t  W1 e t  W2 deux mots non v i des  s u r  un a lphabet  L. 

Soient  z f  = {al ,a2) e t  C & z U L I  . 
+ 

S ' i l  n ' e x i s t e  pas de mot non v i d e  W3 s u r  L e t  d ' e n t i e r s  o, e t  oz 8fYl 
O 

t e l s  que Wi = 3 pour i=1,2, a l o r s  il e x i s t e  une machine séquent ie l  l e  généra l i sée  S 

t e l  l e  que : 



Notons W'  l e  p l u s  g r a n d  f a c t e u r  gauche  commun à W e t  W2. 1 

posons ,  pou r  i=1,2 : Wi = W' Wi 

Deux c a s  peuven t  s e  p r é s e n t e r  : 

Posons  pour  i = 1  , 2  : Wi = ai W' a v e c  a! O L. 
A. 1 

D ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  W ' ,  ai f a i .  

I l  e s t  c l a i r  a l o r s  que  l a  mach ine  s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  S q u i  a p p ï i q u e  

W ' ,  W?,? e t  C sur {A}, e t  a! sur a .  p o u r  i = 1 , 2  r épond  aux  c o n d i t i o n s  du lemme. 
1 1 

21 3 i 6 El ,21 t e l  que  : W i  = A .  

S a n s  n u i r e  à l a  g é n é r a l i t é ,  nous  pouvons s u p p o s e r  q u e  W 9  = A .  C e l a  i m p l i q u e  1 
que  wi f A ,  s i n o n  W1=Wz c e  q u i  c o n t r e d i t  l ' h y p o t h è s e  du lemme. 

S o i t  0 l e  p l u s  g r a n d  e n t i e r  p o s i t i f  t e l  que  : W2 = $ 9. 

D ' a p r è s  l ' h y p o t h è s e  du lemme, W; # A .  

Deux c a s  peuven t  donc  e n c o r e  se p r é s e n t e r  : 

a3 K '  n ' e s t  p a s  un f a c t e u r  g a u c h e  d e  W1. 2 

Notons  W" l e  p l u s  g rand  f a c t e u r  gauche  commun à WI e t  W;. 

Posons  Wi = K'a'!Wr a v e c  a'! E pour  i = 1  , Z .  
I 1 1 

D ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  W'', al  # a:. 

S o i t  S = (K,r,z',S,A,qo) une  machine  s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  t e l l e  que  (1) : 

(1) Nous ne donnons pas les définitions complètes des fonctions 6 e t  A.. Le lecteur les 

rétabl i ra  aisément à partir des rel ations i ) à vi i ) . 



i i l  S ( q  ,wu) = qU e t  h ( q  ,hru) = A pour 16p6O.  
O 1  O 1  

1-i i i i l  S (qp ,C)  = qf e t  h (q ,C) = a pour ' l~l- i iO,  
P 1  

i v l  6 ( q o , W f )  = q '  e t  h ( q O , K f )  = A ,  

V I  6 ( q 1 , a l )  = q i  e t  h(q',al!) = a. pour i = 1 , 2  
1 1 

11 es t  c l a i r  que l a  machine séquen t i e l l e  généra l i sée  S répond aux conditjonç 

du lemme. 

b l  W" e s t  u n  f ac teu r  gauche de W, : 2  

Posons : W, = W" W f  2 1 '  

# A, sinon W = 9 e t  W2 = ce  qui  cont redi t  l 'hypothèse du  lemme. 1  

D'autre p a r t ,  W!,' e t  ne cornmutent pas (W',' # Wy W!,'), sinon d ' a p r è s  [ I O ] ,  
+ 

3 W3 k? EL*, 3 01, O, E N  t e l s  que : 

O 
KI = w pour i = î , ~ .  

1 3  

O +O 1 2  O +O(O1+O2) 
Donc W, = W3 e t  W2 = W3 2  , ce  qui  cont redi t  l 'hypothèse  du lemme. 

Notons W"' l e  p l u s  grand fac teur  gauche commun à W" W" e t  Wy W ï .  1 2  

Posons #> KI = W'" 'a" W(4) e t  Wff Wf' = Wf" 
1 2  1 1  2  1 a: wh4) avec a ï ,  a; 1. 

D'après l e  choix de W " ' ,  aï # a;. 

So i t  S = (K ,C ,C1 ,S ,X ,q  ) l a  machine séquen t i e l l e  généra l i sée  t e l l e  que : O 



i l  6 (q0,w:) = q,, ef -A (%,w:) = A pour 1 6 ~ ~ 0 ,  

Fi i i l  6 (qp ,C) = qf e t  h(qP,C) = al , 

i i i l  6 (qo,C) = qI e t  A (qo,C) = A, 

i v i  6(q0,") = q'  e t  A(%,?) = A, 

v i i l  6(q",a1!) = qil e t  h(ql',a!') = a. pour i.1 , 2  
1 1 Z 

v i i i l  6(qï ,~1(4))  = q, e t  h(qï,~1(4)) = A ,  

I l  e s t  c l a i r  que S répond aux cond i t i ons  d u  lemme. 

Nous pouvons maintenant énoncer l a  condition suffisante dans l e  cas l e  

plus général à savoir : 

Théorème 2.5.2 : Une condition suffisante pour qu'un langage borné à deux dimensions 

soit un C-langage déterministe est que son image canonique inverse soit une union 

finie disjointe de rationnels et de linéaires élémentaires liés deux à deux. 

Soient  W e t  W2 l e s  mots non v ides  s u r  l ' a l p h a b e t  C t e l  que l e  langage 1 
cons idéré  L s o i t  i n c l u s  dans W] w$. 

Distinguons deux c a s  : 

+ O i 
11 j 0,> F m ,  J W3 F  tels que : Wi = W 3  pour i = 1 , 2  : 

D'après  l e  lemme 2 .5 .3 ,  il e x i s t e  une machine s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  S, 
2 x2 X 2 }  

t e l l e  que Y x E fN , S(W1 W2 C) = {al a2 . 
X1 X2 

O r  d ' a p r è s  l e  théorème 2.5.1, l e  langage L '  = {a:' <2 1 W, W2 E L I  

e s t  u n  C-langage dé t e rmin i s t e .  



Donc LC = S" (LI) n Wk Wk C e s t  a u s s i  un C - l angage~dé te ïm in i s t e ,  de même 
1  2- 

que L C71. 

+ O 
21 3 ol, O2  EM , 1 W3 € zz* t e l s  que : Wi = W3 pour i = 1  ,2 : 

Donc L = {W3 

S o i t  S' une machine s é q u e n t i e l l e  généra l i sée ,  q u i  à une l e t t r e  al f a i t  

cor respondre l e  mot W 3 ' 

x O + x O  - 1  
Comme L e s t  un C-langage. L' = S (L) = {al 1 x E fi' CL) i en e s t  

auss i  un C91. 

Dr, L '  e s t  un C-langage sur  une l e t t r e ,  donc un K- langage 181. Par conséquent 
- 1 

S(L f )  = S(S (L)) = L e s t  a u s s i  un K- langage 291, donc un C-langage d é t e r m i n i s t e  S71. 



CHAPITRE VI 

CARACTERISATION DES K-LANGAGES 

ET 

DES C-LANGAGES DETERMINISTES 

Dans ce chapitre, nous donnons d'abord une condition nécessaire et suffisante 

pour qu'un langage borné à deux dimensions soit un K-langage. 

Nous montrons ensuite que la condition suffisante de déterminisme obtenue au 

chapitre V est aussi une condition nécessaire. 

1 )  K-LANGAGES BORNES A DEUX DIMENSIONS 

Lemme 2.6.1 : L'image canoniqui fa d'un semi-linéaire irréductible n'est pas un 

K-1 angage. 

Faisons  d ' abord  l a  démonstra t ion dans  l e  c a s  d 'un  s e m i - l i n é a i r e  SL de  
+ 

1 - c o n s t a n t e  n u l l e  e t  de  mot i f  (1 ,q) avec q 8 IN . 

Notons PM l e  sommet d e  SL e t  (1 ,oMq) sa  p é r i o d e  maximum. 

En supposant que fa(SL) s o i t  un K-langage. notons  A = (K,z,S,q0,F) 

u n  automate  d ' é t a t s  f i n i  t e l  que T(A) = fa(SL) . 
+ 

Comme K e s t  f i n i ,  3 a EfN, p €IN e t  q, 8 K t e l s  que : 



D i s t i n g u o n s  a l o r s  deux  c a s  : 

i l  SL e s t  l i m i t é  s u p é r i e u r e m e n t  : 

a+p DM+@@ (u+P) OM+W (a+p) 
Comme a 1 a 2 E fa (SL) , 6 (cl1 ,a2 ) s F.  

a PM+@@   PI a 
C e c i  i m p l i q u e  que  a 1 a2 @ fa(W , c a r  6 (qO ,al) = 41 

Comme BM + @@(ci+p) > % + @@a, c e l a  c o n t r e d i t  l e  lemme 1 . 4 . 3 .  

i i l  SL n ' e s t  p a s  l imi té  s u p é r i e u r e m e n t  : 

a 6M+a O#' (OhIp-1 ) q 
D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 2 ,  a a 

1 2  
G f (SL) c a r  O p-1 2 0. 

ô. M 

BM+ ('+PI w-4 a+p Donc 6 (cl1 ,a2 ) G F, c e  q u i  i m p l i q u e  que  a 
1  a 2 E fa(SL) 

e t  c o n t r e d i t  l e  lemme 1 . 4 . 4 .  

Pour  o b t e n i r  l a  p r o p r i é t é  du lemme d a n s  l e  c a s  d ' u n  s e m i - l i n é a i r e  d e  

1 - c o n s t a n t e  a e t  d e  1 - p é r i o d e  p, il s u f f i t  d e  c o n s i d é r e r  l a  mach ine  s é q u e n t i e l l e  
a P 

g é n é r a l i s é e  S. q u i  a p p l i q u e  a sur f i  ( s i  afo), a, sur a, e t  a2 sur a 1 2 ' 

A l o r s  l e  s e m i - l i n é a i r e  SL1, o b t e n u  en r e m p l a ç a n t  d a n s  SL l a  1 - c o n s t a n t e  p a r  O 

e t  l a  1 - p é r i o d e  p a r  1  v é r i f i e  S(fa(SL)) = $(SL1). Or,si $(SL) e s t  un K- l angage ,  il en  

e s t  d e  même pour  S(fa(SL)) [91, c e  q u i  c o n t r e d i t  l a  d é m o n s t r a t i o n  p r é c é d e n t e .  

Théorème 2.6.1 : Un langage L borné à deux dimensions e s t  un K-langage s i  e t  seulement 
2 s i  son image canonique inverse e s t  une union f i n i e  d i s j o i n t e  de r a t i o n n e l s  deFJ . 

La c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  e s t  t r i v i a l e  p u i s q u e  L e s t  a l o r s  une  un ion  f i n i e  d e  

l a n g a g e s  d e  l a  fo rme  $(w!$Q W! (g)*, q u i  s o n t  d e s  K- l angages .  

Pour  m o n t r e r  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e ,  c o n s i d é r o n s  d ' a b o r d  l e  c a s  où L est 

i n c l u s  d a n s  a" a* où a e t  a2 s o n t  deux l e t t r e s  d i f f é r e n t e s .  L est  un K- langage .  donc  1 2  1 
non ambigu 131. 

D ' a p r è s  [121, son image c a n o n i q u e  i n v e r s e  f-' (L) e s t  un s e m i - l i n é a i r e  p r o p r e .  a 

Le théo rème  1 . 3 . 2  m o n t r e  a l o r s  q u e  f - '  (L) e s t  une  u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d e  a 
r a t i o n n e l s  e t  d e  s e m i - l i n é a i r e s  i r r é d u c t i b l e s  SL d e  même m o t i f  (p,q) et  1 - d i s j o i n t s  i ' 
deux à deux ,  pou r  i G 1. 



En supposant  que  1 est non v i d e ,  s o i t  a l a  1-constante d ' u n  s e m i - l i n b a i r e  i 
SLi . 

C1 
i P L' = L n a (a )* a* e s t  encore  un K-langage Et31 . 

1 1  2  

O r  f " ( ~ ' )  = SLi, c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  lernrna 2.6.1.  a 

Enf in  p o u r  t r o u v e r  l e  r é s u l t a t  d a n s  l e  c a s  l e  p l u s  g é n e r a l ,  c o n s i d é r o n s  l a  

machine s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  S q u i  a p p l i q u e  W .  sur a pour  i = 1 , 2 .  
1 i 

X1 X2 
X1 G2 1 w1 W2 E L I ,  ii e s t  c l a i r  que S(L) n a* a* = L '  En p o s a n t ,  L f  = {a 1 .  1 2  

e t  qua fa1 (L ' )  = f (L) . D '  où i e  r é s u l t a t .  

2) C-LANGAGES DETERMINISTES SUR DEUX LE7ITRES al ET a2 

Comme pour les K-langages, nous considérons d'abord le cas des semi- 

linéaires irréductibles de 1-constante nulle et de 1-période égale à 1 ,  

Les deux lemes suivants sont des resultats techniques sur les automates à 

pile de mémoire, Nous les utiliserons dans les d$monstrations ulterieures. 

Lemme 2 .6 .2  : S o i t  M * (K,z,r,6,Zo,po,F) un automate 5 p i l e  de mémoire. S ' i l  exis te  
u n  ensemble inf lni  d 'en t ie rs  H,  u n  é t a t  p t  8 K 1  un mot T t  6 r 9 ~  t e l s  que 9' x e H e t  

v V ( X >  eM  : 

Q A ,  A' 6 H t e l s  que v ( A ' )  2 / u ~ ( ~ ~ )  I - luii[All : 



Montrons p a r  exemple  l a  p r o p r i é t é  d e  gauche  à d r o i t e  [ l a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  

t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  d a n s  l ' a u t r e  s e n s l .  

P a r  h y p o t h è s e ,  3 pl1 € F et  y" € r;'; t e l s  que  : 

ri- .i- 

1-  (P' pu,, ( h )  

P a r  c o n s é q u e n t  : 

Lemme 2 . 6 . 3  : S o i t  M = (K,z,r,6,Zo,p0,F) un automate à p i l e  de mémoire dé te rm in i s te  

e t  sans boucle t e l  que T(M) c a? a;. ; 

S ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  p o s i t i f  n t e l  que V h h W  : 

a l c r s  T(M) e s t  un K-langage. 

Montrons que  L = T(M) e s t  une  un ion  f i n i e  d e  p r o d u i t s  d e  K- l angages ,  donc  un 

K- langage  C131. 

Posons  : R = K x {y € ri? 1 Iyl s n}. 

R e s t  une p a r t i e  f i n i e  d e  K x Pt. 

h .va 

Y r E R, n o t o n s  : Ar = I h  EiïV 1 (po,al,Zo) I L  (q,A,y) ; r = (q,y)l. 

= m i n h  e t  A s  = m i n  A .  
h€Ar r 

hEAr\ t A r  1 

h e t  A '  e x i s t e n t  e t  d ' a u t r e  p a r t  m = h; - h e s t  un e n t i e r  p o s i t i f ,  t e l  r r r r 

que  v A GIN+ : 



Montrons a l o r s  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

x E A r  = 3 A 6 M  t e l  q u e :  x =  A r +  hmr 

La p r o p r i é t é  d e  l a  d r o i t e  v e r s  l a  g a u c h e  est B v i d e n t e .  

r .i- #, 

Comme (q,al ,Y) I- (~,A,Y) e t  que  m r > 0, 3 ql, ,qn E K ; 

, u ,,..., u F a* t e l s  que  : yl,...,yn E r* . n 1 

Supposons  q u ' i l  e x i s t e  i t e l  que  lsi<n e t  que  (qi,yi) = (q9y) 

mr- lui I -1- 

A l o r s  (q,al ,Y> 1- (q,A,Y> 

Donc lui/ # mr, s i n o n  M na  s e r a i t  p a s  s a n s  b o u c l e .  

D ' a u t r e  p a r t  hr+mr - luil 6 Ar c a r  

C e l a  c o n t r e d i t  l a  d é f i n i t i o n  d e  Ar e t  d e  A; c a r  

A < \ + m r  - luil < Gr. 

Posons  a l o r s  : x = Ar + Amr + v a v e c  A, v E M e t  Orv<mr. I l  v i e n t  : 

.va -1. 

(po,a;,z0) 1- cs,ay ,Y) 1- (s,A,v) 

S i  v e s t  non n u l ,  n o u s  o b t e n o n s  donc  u n e  c o n t r a d i c t i o n .  

X 
Posons  : Kr = {al 1 A E Ar} pour  r 6 R.  

D ' a p r è s  c e  q u i  p r é c è d e ,  Kr e s t  un K- l angage .  

E n f i n  à t o u t  r € R, a s s o c i o n s  un a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire, 
r r r  

Mr = (K,  r U {Zo}, {a2},6r,Z02~0,F) t e l  que  



i i l  Gr(q,a2,z) = 6(q,a2>Z), V (q,Z) E K r -  

Il  e s t  c l a i r  que T(M) = u Kr.T(Mr). 
r € R  

O r  T(Mr) est  un C- langage  i n c l u s  d a n s  a5 donc  un K- langage  [81, c e  q u i  

a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n .  

Lemme 2.6.4 : Etant donné u n  semi-linéaire 1-homogène limité inférieurement (resp. 

u n  bipeigne unaire), de période minimum (1 ,ql)  e t  de base B ,  dont 1 'image canonique 

f e s t  u n  C-langage déterministe, i l  exis te  u n  automate à pile  de mémoire déterministe a. 
sans boucle M = (K,c,r,s,Z ,p ,F) , deux ent ie rs  posi t i fs  m e t  f ,  u n  é t a t  p 7  de K ,  lin O O 
mot x de a$, u n  mot W de r* e t  u n  ensemble inf in i  d 'ent iers  H t e l s  que : 

Dans l e  c a s  où l e  s e m i - l i n é a i r e  SL e s t  un b i p e i g n e ,  n o u s  n o t e r o n s  SL e t  1 ' 
SL2 s e s  p e i g n e s  d e  p é r i o d e s  d e  c o n t r a i n t e  r e s p e c t i v e s  ( l ,q , )  e t  (1 a ) t e l l e s  que  ' '2 
q2 > q, e t  nous  n o t e r o n s  B 2  l a  b a s e  d e  SL2. 

E n f i n  nous  n o t e r o n s  q.2 s i  SL e s t  un b i p e i g n e ,  

O s i n o n ,  

B 2  s i  SL e s t  un b i p e i g n e ,  

e t  f i ' =  

O s i n o n  

Comme fa(SL) e s t  d é t e r m i n i s t e ,  il e x i s t e  u n  a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire 

d é t e r m i n i s t e  s a n s  b o u c l e  M t e l  q u e  T(M) = fa(SL) [71. 

D ' a p r è s  l e  lemme 2.6.1,  fa(SL) n ' e s t  p a s  un K- langage .  P a r  c o n s é q u e n t .  
+ 

d ' a p r è s  l e  lemme 2.6.3 e t  171, 3 m,  f €iN,  3 p 8  K ,  3 W ,  y 6  r*, 3 Z ê r t e l s  que : 



m+hf 8+ (m+hf) ql 
Comme V h E IN, yh = al a 2 E fa (SL) , 

t e l s  que : i l  Ph0 = P ; Pmh C F ;  

@+ (m+hf) CI1 
i i l  uhO = a2 ; Uhkh = A ;  

h 
i i i l  yho = Wy Z ; 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  h t e l  que 'il O$i6kh, 

'hi f Yhi = Wuhi. 

Alors : 
m+(h+l)f IUh0I YA = "1 a 2 6 fa(SL) , c a r ,  

Jr 

(po ,yi,zo) 1 - (phO >uhO 7W~vhO) I - (puh2A2W~vhkh) 

Donc x = (m+(h+l)f, B+(m+hf)q,) ê SL. 

S i  SL e s t  1-homogène, c e l a  c o n t r e d i t  l e  lemme 1 .4 .3 .  

S i  SL e s t  u n  bipeigne,  c e l a  implique que x 8 SL d ' a p r è s  l e  lemme 1.4.12, 2 
donc une con t r ad ic t ion  c a r  r2(SL ) n2(SL2) c o n t i e n d r a i t  x 1 2 ' 

Par conséquent, quel  que s o i t  l ' e n t i e r  h, il e x i s t e  u n  p lus  p e t i t  e n t i e r  

g(h) t e l  que Y hg [hl 
= W. 

Comme K e s t  f i n i ,  il e x i s t e  u n  ensemble i n f i n i  d ' e n t i e r s  Hl e t  un é t a t  p' 

de K t e l s  que V h E H l ,  Phg (h) = P ' 

~upposons  a l o r s  que quel que s o i t  h appar tenant  à H 1 ' IUhg(h) 1 ne s o i t  pas 

borné supérieurement.  



A l o r s  3 h l ,  h2 € Hl t e l s  que  h2 > h l ,  B + (m+hlf) ql > 6 '  e t  que 

posons  : h ( h l  ,h2)  = lu 
h2g Ch2 

1 > 0 .  

m+h2f B+ (m+h2f) ql -h (hl ,h2) 
Comme y € T(M) , Zh = al 

hl a2 
6 T(M) , d ' a p r è s  l e  

lemme 2 . 6 . 2 .  2  

Donc x = (m+h2f, 6+(m+h2f) ql - h (hl ,h2)) € SL. 

A l o r s  s i  SL e s t  1-homogène, c e l a  c o n t r e d i t  l e  lemme 1 . 4 . 3 .  

E n f i n ,  s i  SL e s t  un b i p e i g n e ,  c e l a  i m p l i q u e  que  x 6 E ensemble  d e  t , ype  2 O '  
d e  SL2, d ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 1 2 .  

O r ,  Lo p o s s è d e  8 '  comme 2 - c o n s t a n t e ,  e t  comme B+(m+hlf)ql- .B' ,  3 u 
m+hl f B+ (m+hl f )  ql -LI 

t e l  que  P 6 q 2  e t  que  a 
1  a 2  

6 L0'  

Donc, d ' a p r è s  l e  lemme 2 . 6 . 2 ,  

En u t i l i s a n t  une n o u v e l l e  f o i s  l e  lemme 1 . 4 . 1 2 ,  nous  o b t e n o n s  : 

c e  q u i  e s t  une  c o n t r a d i c t i o n ,  c a r  r2(x) - n 2 ( x 1 )  = LI s q2 e t  v=q2 e s t  i m p o s s i b l e ,  s i n o n  

SL, " SL2 c o n t i e n d r a i t  (m+hlf B l  +(m+hlf)ql) . 

P a r  c o n s é q u e n t ,  V h 6 Hl , 1 r e s t e  bo rné  s u p é r i e u r e m e n t .  

I l  e x i s t e  donc  un ensemble  i n f i n i  H i n c l u s  d a n s  H e t  un mot x 6 a* 
1  2  

t e l s  que  V h h 6 ,  u 
hg (hl 

= x. C e c i  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n .  

Lemme 2.6.5 : L'image canonique fa  d'un semi-linéaire 1-homogène et non élémentaire 

(resp. d'un bipeigne unaire) est un C-langage non déterministe. 



En e f f e t ,  en supposant l e  c o n t r a i r e ,  l e  lemme 2.6 .4  e s t  v r i i i .  Nous u t i l i s e r o n s  

l e s  mêmes n o t a t i o n s  que dans ce  lemme, e t  de p l u s  nous no te rons  (1 ,q ) l a  pé r i ode  maxi -  2 
male du s e m i - l i n é a i r e  SL. 

E n f i n  dans l e  cas où SL e s t  1-homogène de m o t i f  (1 ,q) nous poserons 

qi = a q  pour  i=1,2. 
1 

Si SL n ' e s t  pas g lémenta i re ,  a l o r s  q >q e t  c e l a  e s t  encore v r a i  par  d é f i n i t i o n ,  2 1 
s i  SL es t  un b ipe igne .  

En no tan t  B" l e  sommet de SL, @' '>B .  

Donc. If h E H, BI t  + (m+hf) q2 > B + (m+hf) q,. 

P o s ~ n s  a l o r s  : d = B" - h e + (m+hf) (q2-q,) . o .  

m+hf Bt !+ (m+hf) q2 
Comme V h E H, yh = a, a 2 E T(M), 3 ph€ F e t  y h €  r* t e l s  que : 

So ien t  hl, h2 E H t e l s  que h .h 2 1 '  

Treis  cas peuvent se  p résen te r  : 

il SL es t  limité supérieurement : 

m+hl f B+ (m+hl f) ql +dh2 
A l o r s  S = a 

hl 1 a 2 € T(M), c a r  

Donc x = (m+hl f , S+ (m+hl f) q +d E SL 
1 h, 

or x . 6'' + (m+h,f) q2, ce q u i  c o n t r e d i t  l e s  lemmes 1.4.3 e t  1.4.12. 2 

i i )  SL e s t  1-homogène e t  non l i m i t é  supérieurement : 

Posons : dil = [f(h2-hl)(02-@1)-llq. 

De p lus ,  dhl+dhl = dh2-q. 



m+hl f fiff+ (m+hl f) 02q+d ' 
Comme y i  

= al a 2 
hl F F(SL), 1 p i  ê F e t  YI; B r* 

1 1 1 
t e l s  que : 

m+h2f fi1'+ (m+h2f) 02q-q 
Donc yh 

= al a 2 6 fa(SL), car  
2 

Par conséquent, (m+h2f,fiU+(m+h2f) 02q-q) 6 SL, ce  qui  con t red i t  l e  lemme ' i .4 .4  

i i i l  SL e s t  u n  bipeigne non l i m i t é  supérieurement : 

E n  posant. f(h2-hl)(q -q ) = Aq2 + p avec A, LI 6 M e t  0 < ~ < q ~ ,  il v ien t  : 2 1 

m+hl f @If+ (m+h, f) q2+Aq2 
Comme y" = al a 2 B fa(SL2), 3 ph € F e t  y; 6 rk 

t e l s  aue : 
hl 1 1 

m+h2f PT'+ (m+h2f) q2-p 
Ceci i m  pl ique que y; = al a2 6 fa(SL), c a r  2 

Donc x = (m+h2f ,P1'+(m+h2f) q2-p) E SL, e t  d ' a p r è s  l e  lemme 1.4.12, x € SLI . 

Comme SL possède (1 ,q,) comme période de c o n t r a i n t e ,  1 
x' = (m+hlf, fi1'+ (m+h2f)q2-u-(h2-hl)fq1) appar t ient  a u s s i  à SL 1 ' 

O r  x' = (m+hlf, fif1+(m+hlf)q2 + hq2) 6 SL2. Contradict ion.  

Lemme 2 .6 .6  : Tout semi-linéaire 1-homogène, non limité inférieurement, dont lymage 

canonique fa est un C-langage déterministe, est l'union finie disjointe d'un semi- 

peigne unaire, et de rationnels. 



En e f f e t .  e n  n o t a n t  R l e  s u p p o r t  du s e m i - l i n é a i r e  SL,  K = f,(R) es t  un 

K - l a n g a g e  d ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  2 . 6 . 1 .  

- 1  
Donc L  = K \ fa(%) es t  un C - l a n g a g e  d é t e r m i n i s t e  [71,  o r  f (L) =Ri SL = SL'  a 

e:,t un s e m i - l i n é a i r e  1 -homogène l i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 6 .  

Donc d ' a p r è s  l e  lemme 2 . 6 . 5 ,  SL' es t  un s e r n i - l i n é a i r e  u n a i r e ,  é l é m e n t a i r e ,  

e t  d ' a p r è s  l e  lemme 1,4.9, SL = R \ SL '  es t  l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d ' u n  s e r n i - p e i g n e  

u n a i r e  SL" e t  d e  r a t i o n n e l s  ( l ) .  

Nous pouvons m a i n t e n a n t  énoncer l a  propriété générale pour les semi-linéaires 

unaires. 

Lemme 2.6.7 : Tout semi-linéaire unaire SL,  d o n t  l'image canonique fa e s t  u n  C-langage 

déterministe, e s t  l 'union f i n i e  dis jointe  d'un semi-peigne unaire e t  de rationnels.  

N o t o n s  SL l e s  s e m i - l i n é a i r e s  1 - p é r i o d i q u e s  d e  SL, 2 - d i s j o i n t s  d e u x  à d e u x  i 
e t  d e  s u p p o r t s  r e s p e c t i f s  R. p o u r  i 6 1. 

1 

Nous s u p p o s e r o n s  q u e  1 = { 1 , 2 ,  ..., II) e t  n o u s  f e r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  p a r  

r é c u r r e n c e  sur l ' e n t i e r  n. 

S i  n=l ,  l a  p r o p r i é t é  r é s u l t e ,  s o i t  d e s  lemmes 2 . 6 . 5  e t  1.4'8,  s o i t  du 

lemme 2 . 6 . 6 .  

En l a  s u p p o s a n t  v r a i e  au r a n g  n ~ î ,  s o i t  1 = { 1 , 2 ,  ..., n + i ) .  P o u r  i 6 1, 

p o s o n s  : Ki = fa (Ri ) .  

D ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  2 . 6 . 1 ,  K .  e s t  un K - l a n g a g e  i n c l u s  d a n s  a* aï': 
1 1  2 '  

D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 5 ,  l e s  s u p p o r t s  Ri s o n t  d i s j o i n t s  d e u x  
n 

à d e u x .  P a r  c o n s é q u e n t ,  LI = fa(%) n (0 Ki) e t  L2 = fa(SL)  n K,,, s o n t  d e s  C - l a n g a g e s  
i= 1 

(1) En toute r igueur ,Rnles t  pas l e  support R' de S L ' .  Cependant R D R '  e t  l a  propriété 
du lemme 1 .4 .9  res te  manifestement vraie dans ce cas. D'autre par t ,  l e  f a i t  que R' 

s o i t  strictement inclus dans R ,  permet d'affirmer que l e  semi-peigne SL" a bien une 

I-constante nulle. 



n - 1 -1 , d é t e r m i n i s t e s  C.51 t e l s  que  fa (LI )  = u SL e t  f a  (L2) = SLn+l .  P a r  r é c u r r e n c e .  
i= 1 i 

U SL.  = SLi u R '  où SL' e s t  un s e m i - p e i g n e  u n a i r e ,  d e  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  
i =  1 1 i B I ,  i ' 1 

1 (1 ,q,) e t  l e s  R .  s o n t  d e s  r a t i o n n e l s  ( c a r d  1 < m l .  De même SLn,, = SL; U RI. où 1 1 
i B I ,  

L 

S L i  e s t  un s e m i - p e i g n e  u n a i r e .  d e  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  (1 ,q2) e t  l e s  R? s o n t  d e s  
1 n 

r a t i o n n e l s  ( c a r d  1 < m l .  De p l u s .  SLi  e t  SL '  s o n t  2 - d i s j o i n t s  c a r  SLn+l e t  SLi 2  2  
l e  s o n t .  i =  1 

1 2 
D ' a u t r e  p a r t ,  L '  = f a ( s L )  \ fa( U Ri U Ri) e s t  un C- l angage  d é t e r m i -  

i € I 1  i E  1 
- 1 n i s t e  t e l  que  f (L ' )  = SLi  U S L i .  a 

Montrons a l o r s  que  q =q 1 2 '  

E n  e f f e t ,  supposons  p a r  exemple  que  q >q 
2  1 '  

k 
Comme SL '  e t  SL '  s o n t  2 - d i s j o i n t s .  SL; e t  SL s o n t  2 - d i s j o i n t s  V j E JI e t  1 2 2  

B k  8 J2. 

V i E 1 1 , 2 1  e t  V j E Ji. posons  : K! = f,(R:) * 

S o i t  n 6 J2. 

V j E J I >  L! = L '  fI ($ u K:) e s t  un C- l angage  d é t e r m i n i s t e  t e l  q u e  
7 

f i1 (L!) = SL; V SL?. 
J 

Deux c a s  peuven t  s e  p r é s e n t e r  : 

11 i j E JI t e l  que  S L ~  s o i t  l i m i t é  i n f é r i e u r e m e n t  : 

D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 1 1 .  SL: U SL: = SL'  u R i .  où S L '  est un b i p e i g n e  
i B I  ' 

u n a i r e  e t  l e s  R! s o n t  d e s  r a t i o n n e l s  ( c a r d  I ' < m l .  
1 



O r ,  LI1 = L; \ ( u fa@;) e s t  u n  C-langage dé terminis te  t e l  que 
i€I1 

- 1 fa (Lff) = SL'. c e  qui con t red i t  l e  lemme 2.6 .5 .  ( 1 > 

j 21 V j € JI, SL n ' e s t  pas l i m i t é  inférieurement .  1 

Soi t  j € J I .  

Lj = (K: $) \ L' e s t  u n  C-langage dé terminis te  t e l  que 
j 

- 1 
fa (LI!) = SL! VSL' en posant : 

J J m ' 

D'après l e  lemme 1.4.10. SL! = SL!,' Rfl e t  SLA= SL; Ri, où SL!,' 
J iSIï i iS 1 y 

e t  SL" sont des peignes unai res  e t  l e s  R!' sont  des r a t i o n n e l s  (tard 1" card I"<m). 2 1 1 ' 2 

De p lus ,  SL!,' e s t  l i m i t é  inférieurement .  N O U S  sommes donc ramenés au cas  11 ,  

c e  qui  achève l a  démonstration. 

Le lemme suivant énonce la même propriété pour un semi-linéaire irréductible 
quelconque. 

Lemme 2.6.8 : Tout semi-linéaire irréductible, dont l'image canonique fa est un 

C-langage déterministe, est l'union finie disjointe d'un semi-peigne, et de 

rationnels. 

Notons SL = U Li. l e  semi- l inéa i re  de 1 -période p,  avec 
i€ 1 

Soi t  S = ({pO,pl ,pZ,p3} ,Z ,Z , 6  ,A,po) une machine séquen t i e l l e  géné ra l i sée  

t e l l e  que : 

(1) Le lemme 1.4.11 ne garantit pas que la 1-constante du bipeigne ÇL' soit nulle. 

Cependant, i l  est évident que la démonstration du lemme 2.6,5 reste valable, 

même si la 1-constante du bipeigne n'est pas nulle. 



A (p a 1 = aa a ; "pl 1.21 = "p2,a2) = h(p3 ,a2) = a2  O' 2 1 2  

Notons S l a  r e s t r i c t i o n  de S à aïk a;k. 1 1 2  

S e s t  une b i j ec t ion  de a l  a2 sur { A }  U ay(ay]'- a;. 1 

POU, i 6 I ,  posons : L: = ( 0 , ~ ~ )  + (Qi")k + (Qi'21* avec : 

- 1 
I l  e s t  c l a i r  que f (L') = SL' = U Li, e s t  u n  semi- l inéa i re  unai re .  a i €  1 

Or, L '  e s t  u n  C-langage dé te rmin i s t e  [71. 

Donc. d ' a p r è s  l e  lemme 2.6.7, SL' = SLi U R i ,  où SL' e s t  u n  semi-peigne 
i€JT 1 

unai re  e t  l e s  R! sont  des r a t i o n n e l s  (card  J ' < w l .  
1 

Posons : SL] = V LI!, avec 
i € I l  1 



( O  s i n o n ,  

1  
D ' a u t r e  p a r t .  l a  c o n s t r u c t i o n  p r é c é d e n t e  mon t r e  que  SL = SL U Ri, où l e s  

1  
' iBJ' 

r a t i o n n e l s  R. s o n t  o b t e n u s  en r e m p l a ç a n t  d a n s  R' l a  1 - c o n s t a n t e  p a r  a e t  l a  1 - p é r i o d e ,  
1 i 

l o r s q u ' e l l e  e x i s t e ,  p a r  p. 

Le théorème 2.5.1 et le lemme 2.6.8 nous permettent d'énoncer la condition 

générale de déterminisme pour des C-langages sur deux lettres a, et a2, à savoir : 

Théorème 2.6.2 : Un langage L c a ,  a$, où al e t  a2 son t  deux l e t t r e s  d i f f é r e n t e s  d ' u n  

a lphabe t  Z, e s t  un C-langage d é t e r m i n i s t e  s i  e t  seulement s i  son image canonique i n v e r s e  

e s t  l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  de r a t i o n n e l s  e t  de l i n é a i r e s  é lémenta i res  l i é s  deux à deux. 

La c o n d i t i o n  e s t  s u f f i s a n t e  d ' a p r è s  l e  t héo rème  2 . 5 . 1 .  

Montrons  a u ' e l l e  e s t  n é c e s s a i r e .  

- 1 
En e f f e t ,  L e s t  non ambigu C171. Donc, fa (L) e s t  un s e m i - l i n é a i r e  p r o p r e  

d e  m2 [121.  

O r ,  d ' a p r è s  l e  t héo rème  1 . 3 . 2 ,  f-' (L) = U Ri U sLi, où l e s  R .  s o n t  d e s  a 1 i€J 1 

r a t i o n n e l s  [ c a r d  I < m l  e t  l e s  SL s o n t  d e s  s e m i - l i n é a i r e s  i r r é d u c t i b l e s ,  d e  même m o t i f  i 
(p,q) e t  1 - d i s j o i n t s  deux  à deux [ c a r d  J x m l .  

Posons  : R = U Ri e t  K = fa(R). 
i€ 1 

D ' a p r è s  l e  t héo rème  2 . 6 . 1 ,  K e s t  un K- langage .  

Donc L' = L \ K e s t  un C - l a n g a g e  d é t e r m i n i s t e  t e l  que  

a 
Notons  a l a  1 - c o n s t a n t e  d e  SLi e t  Ki = ali(al)* a$ pour  i € J. i 



Pour i 6 J, L i  = L '  0 Ki e s t  u n  C-langage dé te rmin i s t e  i e l  sue 

Il s u f f i t  a l o r s  d ' app l ique r  l e  lemme 2 . 6 . 8  aux semi- l inéa i res  SL i ' 

3) LANGAGES QUELCONQUES BORNES A DEUX DIMENSIONS 

Les théorèmes 2.5.2 et 2.6.2 nous permettent d'énoncer le théorème de 

caractérisation, le plus général. 

Théorème 2.6.3 : Un langage borné à deux dimensions est un C-langage déterministe si 

et seulement si son image canonique inverse est l'union finie disjointe de rationnels 

et de linéaires élémentaires liés deux à deux. 

La condition e s t  s u f f i s a n t e  d  ' ap rès  l e  théorème 2 . 5 . 2 .  

Montrons q u ' e l l e  e s t  nécessa i re .  

E n  e f f e t .  s o i e n t  W1 e t  W2 l e s  mots non v ides  t e l s  que L C - W ?  Wj. 

Soient  Z '  = {al,a2} u n  alphabet de deux l e t t r e s  d i s t i n c t e s ,  e t  S l a  machiva 

s é q u e n t i e l l e  géné ra l i s ée  à u n  s e u l  é t a t  q u i  à a f a i t  correspondre Wi pour i=1,2. i 

X 1 J .  X 1 J .  Alors,  LI = {a a 1 W W E L} = s-' (L) n a;? aik e s t  u n  C-langage dé termi-  
1 2  1 2  1 (2 

n i s t e  [71 t e l  que fa1 (L') = fi1 (L). 

I l  s u f f i t  donc d ' app l ique r  l e  théorème 2 . 6 . 2 .  

Un corollaire de ce théorème est le suivant : 

Corollaire 2.6.1 : 11 est décidable de savoir si un C-langage borné à deux dimensions 

est déterministe. 

En effet, étant donné un C-langage L borné à deux dimensions, il existe un 

algorithme qui permet de construire un semi-linéaire propre SL tel que fi1 (L) = SL 21 

D'autre part, les construct.ions des chapitres 1 et III donnent un algorithme 
qui permet de décomposer SL en une union finie disjointe de rationnels et de seml- 
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linéaires irréductibles S L i  Enfin, il existe une procédure finie pour décider si 

chaque semi-linéaire SLi est un semi-peigne ou non. 



CHAPITRE VI1 

CARACTERISATION DES LANGAGES COMPILABLES 

Dans ce chapitre, nous donnons une propriété caractéristique des langages 

compilables bornés à deux dimensions. 

Nous adopterons la terminologie et les notations de C141. 

Nous montrerons d'abord la propriété pour des langages sur deux lettres al 

et a2 supposées distinctes et nous l'étendrons ensuite au cas le plus général. 

1) LANGAGES COMPILABLES SLJR DEUX LETTRES al ET a2 

La condition suffisante se déduit presque immediatement de la propriété 

suivante, qui relie la notion de linéaires de type 1 K-indépendants à celle de langages 

K-disjoints LI41 . 

Lemme 2.7.1 : Si deux linéaires de type 1 sont disjoints et K-indépendants, leurs 

images canoniques fW sont des langages K-disjoints. 

Notons Li = (ai,Bi) + (pi ,qi)* les linéaires de type 1 pour i=1,2, et 

W = (W ,W ) ,  où W et W2 sont des mots non vides. 1 2  1 

Deux cas peuvent se'présenter : 

11 L1 et L2 sont 1-disjoints : 

al Pl Il est clair alors que le K-langage K = W1 (W 1 )'.' 1Y5 vérifie : fW(L1) C K 

et fW(~2) n K = a .  
La propriété est donc vraie. 

1 2  1 2 
21 3 ho, ho E M tels que ul+hOpl = aZQhop2 = u : 

i 
Nous noterons 81 = Bi + h O q. 1 pour i=1,2. 

Soit S le plus grand commun diviseur de pl et pz. 



Posons p = p! 6 pour i=1,2, p ~ i p i 6 .  i 1 

D'autre pa r t ,  pour OsA<pk, i,k=1,2 e t  i f k ,  considérons l e s  l i n é a i r e s  suivants  : 

L e sinon. 

Une démonstration analogue à c e l l e  du lemme 1 .1 .5  montrerait  que : 

PL- 1 
al  Li = pi L: pour i,k=1,2 e t  i#k, 

h=O 
i 

bl l e s  l i n é a i r e s  L sont 1 - d i s j o i n t s  deux à deux, X 

1 2 
c l  l e s  l i n é a i r e s  L e t  L ne sont pas 1 - d i s j o i n t s  s i  e t  seulement X 1.i 

s i  h=p=O. 

Posons a l o r s  : 

sinon. 

D'autre par t  une démonstration analogue à c e l l e  d u  lemme 1 .1 .3  montrerair 
1 2 

que l e  semi-l inéaire L U L e s t  K-séparé. O O 

Deux cas peuvent a l o r s  s e  présenter  : 

Nous pouvons toujours supposer que Bi > B i  .' 
Distinguons encore deux cas  : 

3-11 Bi - B '  n ' e s t  pas d i v i s i b l e  par q : 1 

- wk :i*(WZ)îk est tel que  Alors l e  K-langage KI1 - , 



Par conséquent l e  K-langage K = K '  u K" v é r i f i e  : 

Kzfw(L1)  e t  K nfw(L2) = $. 

+ 
3-21 3 O €fN t e l  que Bi - B i  = Oq : 

1 
Il e s t  c l a i r  que K" z f W ( L o ) .  

2 
O '  a u t r e  p a r t ,  supposons que Kt'  n fW(Lo) f  $. 

Alors  3 A ,  u ,  v, + ô m  t e l s  que : 

a + hp = a + up + v(O+l) q  ; Bi + hq = B i  + pq + +(O+1) q  e t  

u s 0  

Les deux premières é g a l i t é s  impliquent que : 

O = (14-v)(O+1) c e  qu i  e s t  une con t r ad ic t ion  c a r  6f0. 

Donc K = K' u K" v é r i f i e  l a  p rop r i é t é  du lemme. 

41 p;q1 f  : 

Nous pouvons t o u j o u r s  supposer que q '  1  = p;ql < 9; = ~ 1 9 2 .  

Posons : q = q i  - qi > O e t  

1 
Il  e s t  c l a i r  que KI' 2 fW(Lo) . 

2 
Supposons que Kt' f7 fw(Lo) f  $. 

Alors  3 A ,  u ,  v ,  ri €IN t e l s  que : 

Les deux premières é g a l i t é s  impliquent que : 

B i  - Bi = 9 [u+hqi-nqiI, donc que B i  - Bi e s t  d i v i s i b l e  par 9'-9' c e  quT 
1  2 2 1 

c o n t r e d i t  l e  f a i t  que l e  s emi - l i néa i r e  L u L e s t  K-séparé. O O 

K = K '  v K" v é r i f i e  donc l a  p rop r i é t é  du lemme e t  c e c i  achève l a  démonstrat ion.  



Lemme 2.7.2 : L' image canonique fa d 'un  l i n é a i r e  de t y p e  1 e s t  un langage compi lab le .  

En e f f e t ,  n o t o n s  L = (a,@) + (~,q);~ l e  l i n é a i r e  d e  t y p e  1 .  S o i t  p l a  

K - t r a n s d u c t i o n  d e  zik = {a ,a d a n s  c'~: = {x,x);~ d é f i n i e  p a r  : 1 2  

i l  K e s t  l e  K- langage  ab* c* d sur z" = {a,b,c,d) 

i i l  O e s t  1 ' homomorphisme d e  c"* d a n s  zik d é f i n i  p a r  : 

L3 m (a) = a? ; m (b) = a: ; 0 c = a ; Q (dl = a2. 

i i i l  Ji e s t  1 ' homomorphisme d e  c";~ d a n s  c';~ d é f i n i  p a r  : 

y e s t  u n e  K - t r a n s d u c t i o n  u n i v o q u e  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  s i  D;k e s t  l ' e n s e m b l e  d e  Dyck sur 

 CI;^, n o u s  avons  : 

W E fa(Lj = ( E D*, c e  q u i  é t a b l i t  l e  lemme. 

Une conséquence immédiate des deux lemmes précédents est la suivante : 

Lemme 2.7.3 : L' image canonique fa d 'un  s e m i - l i n é a i r e  K-séparé e s t  un langage 

compi lab le .  

En e f f e t  l e s  l i n é a i r e s  d e  t y p e  1  d ' u n  s e m i - l i n é a i r e  K-sépa ré  SL s o n t  

K - i n d é p e n d a n t s  deux à deux .  L e u r s  images  c a n o n i q u e s  f s o n t  donc  K - d i s j o i n t e s  deux  a 
à deux d ' a p r è s  l e  lemme 2 .7 .1 .  P a r  c o n s é q u e n t  f (SL) u n i o n  f i n i e  d e  l a n g a g e s  a 
c o m p i l a b l e s  ( s o i t  d e s  K- l angages  d ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  2 . 6 . 1 ,  s o i t  d e s  images  c a n o n i q u e s  

d e  l i n é a i r e s  d e  t y p e  1  d ' a p r è s  l e  lemme 2 .7 .21  K - d i s j o i n t s  deux  à deux e s t  c o m p i l a b l e  

Cl43 . 

Nous en déduisons immédiatement la condition suffisante. 

Lemme 2.7.4 : Une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  pour qu 'un  langage L i n c l u s  dans a, a2 s o i t  

compi lab le  e s t  que f i1  (L) s o i t  une un ion f i n i e  d i s j o i n t e  de r a t i o n n e l s  e t  de l i n é a i r e s  

de t ype  1, K-indépendants deux à deux. 



-1 
En e f f e t ,  d ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  1 .1 .1 .  f a  (L) e s t  u n e  un ion  f i n i e  d i s j o i n t e  

d e  r a t i o n n e l s  e t  d e  s e m i - l i n é a i r e s  K-sépa ré s  SL 1 - d i s j o i n t s  deux  à deux .  i ' 

Comme l e s  SL. s o n t  1 - d i s j o i n t s  deux  à deux.  l e s  l a n g a g e s  fa(SLi) s o n t  
1 

K - d i s j o i n t s  deux  à deux .  

Il  s u f f i t  donc  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 2 . 7 . 3 .  

P o u r  montrer que l a  condition du lemme 2.7.1 est nécessaire, nous u t i l i serons  

les t r o i s  lemmes suivants. 

Lemme 2.7.5 : L'image canonique fa  d'un semi-linéaire homogène, irréductible et non 

limité supérieurement, n'est pas un langage compilable. 

Notons  a l a  1  - c o n s t a n t e  du s e m i - l i n é a i r e  SL, B son  sommet, e t  (p,~q) 

sa p é r i o d e  maximale .  

Supposons  que  fa(SL) s o i t  c o m p i l a b l e  e t  s o i t  p u n e  K - t r a n s d u c t i o n  
1  ,N 

un ivoque  d e  { a l  ,a2}* d a n s  Z* t e l l e  que  

V W 6 { a ,  ,a2};? : W 8 fa(SL) <=> uW1 ,N 8 Dik, où D" e s t  

l ' e n s e m b l e  d e  Dyck sur Zi'<. 

Notons  k l , .  . . ,k l e s  c y c l e s  d e  p a l  e t  m l e u r  p l u s  p e t i t  commun m u l t i p l e ,  r 

P r e n o n s  un e n t i e r  h  t e l  que  h > zN-1 2 1  e t  n o t o n s  : 

a+hp  n 
D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 2 ,  W1 = a 

1  
a2 et.WZ = a? W1 a p p a r t i e n n e n t  t o u s  d e u x  

à fa  (SL) . 

Donc vWi 6 D;k pour  i = 1 , 2 .  

1  ,N 

O r  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  A ,  il e x i s t e  un c y c l e  k d e  val t e l  que  : 



e t  que  h+k+e = a+Ap. 

S o i t  u t e l  q u e  h+uk+e = a+(h+m)p. 

u e s t  un e n t i e r  s u p é r i e u r  ou é g a l  à 2 c a r  u = mg + 1. k 

A l o r s ,  d ' a p r è s  l ' u n i v o c i t é  d e  l a  K - t r a n s d u c t i o n  u 1 ,NI  i l  v i e n t  : 

k 
Les  r e l a t i o n s  ( 1  1 e t  [21 i m p l i q u e n t  que  pa e t  (paf )u s o n t  égaux  d a n s  1 .  

i,i i,i 

: 2 g r o u p e  l i b r e  Z9</p e t  comme u22, que  : lC 
E D;? ual 

h+' D~:, 
2 !-'a1 

i,i 2 
1 ,N 

S o i t  a l o r s  V t e l  que h+Vk+l = a+(h+2m)p. 

V e s t  u n  e n t i e r  c a r  V = * +  1. k 

A l o r s  li a h+Vk+ean F D^, d ' a p r è s  c e  q u i  p r é c è d e .  1 2,  A, 

Donc a h+Vk+l an 
1 E fa(SL) c e  q u i  i m p l i q u e  (a+(h+Zm)p, @+(i+h)oq-q)  F SL. 

e t  c o n t r e d i t  l e  lemme 1 . 4 . 4 .  

Lemme 2.7.6 : L u i  mage canonique f a  d'un semi-1 ineaire homogène, irréductible et non 

limité inférieurement, n'est pas un langage compilable. 

Nous s u p p o s e r o n s  que  l e  s e m i - l i n é a i r e  SL e s t  l i m i t é  s u p é r i e u r e m e n t  [ s i n o n  il 

s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 2 . 7 . 5 1 ,  e t  que fa(SL) e s t  c o m p i l a b l e .  O u t r e  l e s  n o t a t i o n s  

du lemme 2 . 7 . 5 ,  n o u s  n o t e r o n s  8 '  l a  b a s e  d e  SL, e t  m' l e  p l u s  p e t i t  commun m u l t i p l e  

d e s  c y c l e s  d e  va 2 '  

D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 4 . 2 ,  fa(SL) c o n t i e n t  : 

C h o i s i s  s o n s  h d e  t e l l e  s o r t e  que ~ + h ~ > 2 ~ - 1 .  

A l o r s ,  il e x i s t e  u n  c y c l e  k d e  va2 t e l  que  : 



e t  que  h+k+l = B+Xq. 

S o i t  u t e l  que  h+uk+l = 6+(X+mf)p. 

' q u e s t  un e n t i e r  s u p é r i e u r  à 2 ,  c a r  u = 1 + -J< . .  

Une d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du lemme 2 .7 .5  m o n t r e r a i t  a l o r s  que 

k e t  pa a+(i+ml)p ah+' a p p a r t i e n n e n t  à W. 
i, i 1 21 ,N 

Prenons  un e n t i e r  V t e l  que  h+kV+R > B+(X+ml) Oq. 

A l o r s ,  ila a + ( h + m l ) ~  h+Vk+eg p, c e  q u i  i m p l i q u e  que  1 a 2 
1 ,N 

a+(A-1-mf)p h+kV+l 
al a2 € $(SI,) e t  c o n t r e d i t  l e  lemme 1.4.3.  

Lemme 2.7.7 : Une condition nécessaire pour que 1 'image canonique f a  d'un semi- 

linéaire homogène et irréductible SL soit un langage compilable, est que SL s o i t  

K-séparé. 

D ' a p r è s  l e  lemme 2 .7 .6 ,  une  c o n d i t i o n  n g c e s s a i r e  e a t  que  SL s o i t  l i m i t é .  

Supposons  que  SI, n e  s o i t  p a s  K-séparé  et q u e  f ( S L ) s o i t  c o m p i l a b l e .  a 

Posons  : SL = u Li. 
i€ 1 

Nous f e  r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  d a n s  l e  c a s  où il e x i s t e  deux i n d i c e s  

s ,  t E 1 t e l s  que Lk = (a,Bk) + (p,qk)* pour  k=s,t. et que  Ls et  L n e  s o i e n t  p a s  t 
K- indépendan t s .  E l l e  s e r a i t  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  d a n s  l e  c a s  où il e x i s t e  un i n d i c e  

k € 1 t e l  que  l e  l i n é a i r e  Lk n e  s o i t  p a s  é l é m e n t a i r e .  

Nous pouvons t o u j o u r s  s u p p o s e r  que  q 
I t ' 9 s -  

Comme L e t  Lt n e  s o n t  p a s  K- indgpendan t s .  3 u 8ZZ t e l  que  : s 



En u t i l i s a n t  l e s  mêmes n o t a t i o n s  q u ' a u  lemme 2 . 7 . 6 ,  s o i t  X un e n t i e r  t e l  

que h>zN-1 e t  que A-v s o i t  m u l t i p l e  d e  .ml. 

o+hp Bk+hqk 
Comme Wk = al a 2 E fa (SL) , uWk c D;k pour  k=s,t. 

1  ,N 

D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  A, il e x i s t e  u n  c y c l e  k d e  Pa t e l  que  : 2 

e t  que  h+k+l = Bs+hq,. 

De même q u ' a u  lemme 2 . 7 . 6 ,  i l  e x i s t e  un e n t i e r  u s u p é r i e u r  ou é g a l  à 2 t e l  

0-v) (qt-qs) 
que  h+uk+l = B +hqt c a r  u = 1  + t 

Nous o b t e n o n s  donc u n e  c o n t r a d i c t i o n  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  à c e l l e  du 

lemme 2 . 7 . 6 .  

Montrons maintenant la condition nécessaire pour un langage sur deux lettres 

distinctes al et a2. 

Lemme 2.7.8 : Une condition nécessaire pour qu'un langage L sur deux lettres distinctes 

al et al, soit compilable, est que fa1 (L) soit 1 'union finie disjointe de rationnels et 

de linéaires de type 1, K-indépendants deux à deux. 

En e f f e t ,  L e s t  un C- l angage  non ambigu C141. 

Donc, d ' a p r è ' s  i l21 e t  l e  t h é o r è m e  1.3.2, f" (L) = u SLi U Ri. où les  a i€ J i€ 1 

Ri s o n t  d e s  r a t i o n n e l s  ( c a r d  I<ml e t  l e s  SL. s o n t  d e s  s e m i - l i n é a i r e s  i r r é d u c t i b l e s ,  d e  
1 

même 1 - p é r i o d e  p e t  1 - d i s j o i n t s  deux à deux ( c a r d  J<ml . 

Notons o l a  1 - c o n s t a n t e  d e  SLi p o u r  i € J. i 

C1 

Posons  : K = fa(U Ri) e t  Ki = ali(ay)* a;? pour  i E J. 
i€ 1 2 

A l o r s  Li = (L \ K) n Ki e s t  un l a n g a g e  co rnp i l ab l e  LI41 t e l  que  : 

fi' (LI) = SL. 1 pour  i c J. 



I l  s u f f i t  donc  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 2.7.7 aux s e m i - l i n é a i r e s  SL i ' 

2) LANGAGES COMPILABLES BORNES A DEUX DIMENSIONS 

Les lemmes 2 . 7 . 4  et 2 . 7 . 8  nous permettent d'énoncer une propriété caracté- 

ristique des langages compilables bornés à deux dimensions. 

Théorème 2.7.1 : Un langage borné à deux dimensions e s t  compi lable s i  e t  seulement c i  

son image canonique i nve rse  e s t  l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  de r a t i o n n e l s  e t  de l i n é a i r e s  

de type 1, K-indépendants deux à deux. 

S o i e n t  W e t  W2 l e s  mots  non v i d e s  s u r  un a l p h a b e t  C t e l s  q u e  l e  l a n g a g e  1 
L s o i t  i n c l u s  d a n s  Wk W. 1 2  

h 2  
Posons  : x = {al ,a2} e t  L' = {a:' a i 2  1 w1 W~ E L I  

Montrons que l a  c o n d i t i o n  e s t  n é c e s s a i r e .  

E n  e f f e t ,  s o i t  S l a  machine  s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  q u i  à W f a i t  c o r r e s -  i 
pondre  a. pour i = 1 , 2 .  

1 

A l o r s  L' = S(L) n ait air e s t  c o m p i l a b l e ,  p u i s q u e  S r é a l i s e  u n e  K - t r a n s a u c t i o n  1 2  
i n j e c t i v e  d e  Cik d a n s  fi C141. 

- 1 
I l  s u f f i t  donc d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 2.7 .8 .  c a r  f (L) = fa1 (L') .. W 

Pour  m o n t r e r  l a  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e ,  d i s t i n g u o n s  deux c a s  : 

+ O i 
11 J W3 € Ciik, $ El1 , El2 € M t e l s  que  W. = W3 p o u r  i=1,2 : 

1 

S o i t  S l a  machine  s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  d é f i n i e  au lemme 2 . 5 . 4 .  

- 1 Comme L' e s t  c o m p i l a b l e  d ' a p r è s  l e  lemme 2.7.4, e t  que S r é a l i s e  une  

K - t r a n s d u c t i o n  i n j e c t i v e  d e  F k  d a n s  Pkc, 

Lc = S-' (LI) n 4 c  e s t  c o m p i l a b l e .  

O r  en n o t a n t  @ l 'homomorphisme d e  (1 U{C});~ d a n s  Cik d é f i n i  p a r  ~ ( x )  = x 

V x 6 C e t  @(c) = A ,  L = @(Lc) e s t  c o m p i l a b l e  C141, 



t Oi 
21 3 W3 6 LE*, 3 a l ,  Q2 E ( N  t e l s  que Wi = W3 pour i=1,2. 

A l o r s  d ' a p r è s  l a  démonst ra t ion du théorème 2.5.2, L e s t  un  K-langage donc 

compi lab le .  

Nous pouvons donner un énoncé équivalent à ce lu i  du théorème 2 .7 .1 ,  en 

u t i l i s a n t  l a  notion de K-disjonction. 

Montrons au préalable l a  réciproqtie du lemme 2 .7 .1 .  

Lemme 2.7.9 : Deux 1 i n é a i r e s  de t y p e  1 d o n t  l e s  images canoniques s o n t  K-d is  j o i n t e s ,  

son t  K - i  ndépendants . 

Notons L = (a 8 . )  + (pi,qi)* l e s  l i n é a i r e s  de t y p e  1 pour  i=1 , 2  e t  K un 
i i' i 

K-langage t e l  que K 2fW(L1)  e t  que K n fW(L2) = g. 

Nous pouvons t o u j o u r s  supposer que K C  Wf s inon  K n 9 5 e s t  un 

K-langage i n c l u s  dans W.'Wk, q u i  v é r i f i e  l a  même p r o p r i é t é .  1 2  

D'après l e s  théorèmes 1.3.1 e t  2 .6  . A ,  f i '  (K) = U Ri U P,  où l e s  R. sont 
i€ 1 1 

des r a t i o n n e l s ,  de même m o t i f  (p,q) e t  P e s t  un ponc tue l .  

Notons : Ri = (a! ,@!) + (p,O)* pou r  i E I l ,  
1 1  

Ri = (a! ,@!) + (p,O)* + (0,q)" pour i € 12, 
1 1  

P = u ( a i , B ! )  + (O,qi);k. 
i€ J 1 

Supposons que L e t  L ne s o i e n t  pas K- indépendants.  1 2 

Par d é f i n i t i o n ,  3 A O ,  u O  E IN, 1 v O  € a t e l s  que : 

(1 1 al + AOPl = a2+uOP2, 

( 2 )  B I  + ("+vOp2) q1 = 62 + ( l J O + ~ O ~ l )  q2*  

De p l u s *  P2q1 # P1q2* 



Nous pouvons  t o u j o u r s  s u p p o s e r  q u e  p2ql > p1q2. 

C h o i s i s s o n s  n ô m  t e l  que  : 

- Posons  : - h o  + vOP2 + = h o  + vOP2 + nP9P2q1> 

et xi = (a1 + Oip1, 8, + 0.q ) pou r  i = 1 , 2 .  1 1  

D ' a p r è s  (31, El2 €m. 

x; x i  
Donc, yi = W1 W2 € f (L ) p o u r  i = 1  , 2 .  W 1 

C e l a  i m p l i q u e  que  y ô K donc  xi 8 R p o u r  i = 1 , 2 .  i 

D ' a p r è s  (51 e t  161, 3 ki E 12, h i ,  " il% t e l s  q u e  : 

a, t 0 .p  = a '  + h.p e t  + Oiql = B k  + w q  p o u r  i = 1 , 2 .  
1 1  ki 1 i 1 

C e l a  i m p l i q u e  que  : 

e t  - 
B i ,  6 i 2  = ("-pl) q + (02-01) q1 

Comme l e s  r a t i o n n e l s  R. s o n t  d i s j o i n t s ,  c e l a  i m p l i q u e  q u e  k2 = k l ,  donc  q u e  
1 



O r  x' 1 = al + O2Pl = a2 + ( ~ ~ + v ~ p ~ + ~ p C p ~ q ~ )  p2, d ' a p r è s  (1 1 

xi = 81 + O1ql = 82 + ( ~ ~ + v ~ p ~ + r ~ p q p ~ q ~ )  d ' a p r è s  (21 .  

Donc x' E R n L2. C o n t r a d i c t i o n .  

Les résultats du théorème 2.7.1 et des lemmes 2.7.1 et 2.7.2 nous conduisent 

à poser la définition suivante : 

NOUA uppQeeema hnguge n h p l e  kauke h u g e  cunonLyue d'un traa2unneL OU 

d'un f in6uhe de ;type 7 .  

Nous pouvons alors énoncer : 

Théorème 2.7.2 : Un langage borné à deux dimensions est compilable si et seulement 

s'il est l'union finie de langages simples K-disjoints deux à deux. 

Un corollaire immédiat de cette propriété établit une conjecture de 

M. NIVAT C141, dans le cas des langages bornés à deux dimensions. 

Corollaire 2.7.1 : L'union de deux langages compilables bornés à deux dimensions est 

compilable si et seulement s'ils sont K-disjoints. 

Un autre corollaire est le suivant : 

Corollaire 2.7.2 : Il est décidable de savoir si un langage borné à deux dimensions 

est compilable. 

La démonstration est tout à fait analogue à celle du corollaire 2.6.1. 

Un troisième corollaire énonce une propriété de Cl51 dans le cas des 

langages bornés à deux dimensions. 

Corol 1 aire 2.7.3 : Le complémentaire d 'un 1 angage compi 1 ab1 e borné à deux dimensions 

est compilable si et seulement si c'est un K-langage. 

La condition suffisante est évidente, 



La condition nécessaire équivaut à : 

Le complémentaire d'un langage simple n'est simple que si c'est un 

K-langage, ce qui est une conséquence du théorème 2.6.1 et du leme 1 .4 .7 .  



PARTIE III 

.l-l-L.l..b 
8 ,  ,, ,\ 8 ,  ,\ 

LANGAGES BORNES A N DIMENSIONS 



I N T R O D U C T I O N  

------- 

Nous considérons dans la partie III des langages L bornés à n dimensions, 

c'est-à-dire pour lesquels il existe des mots non vides W,, W2,..., Wn sur un 

alphabet z tels que L c  - W, W u . .  w;: n 

A défaut de pouvoir généraliser dans ce cas les théorèmes de caractérisation 
des chapitres VI et VII, nous restreindrons notre étude à certaines classes de tels 

langages. 

En particulier, nous nous intéresserons à l'image canonique d'un linéaire 

propre de l7?, que nous appellerons langage fondamental. 

Dans ce cas, nous démontrerons des conditions nécessaires et suffisantes 

de déterminisme et de compilabilité. 

D'autre part, nous nous intéresserons aussi aux unions finies de langages 

simples (la définition de tels langages généralisant celle du chapitre VII). 

Nous donnerons alors des conditions nécessaires de déterminisme et de 

compilabilité . 



CHAPITRE VI11 

PROPRIETES DES LINEAIRES DE lTn 

------- 

Dans ce chapitre, nous introduisons pour les linéaires de /ln, des notions 

qui sont étroitement liées aux propriétés de déterminisme ou de compilabilité de leurs 

images canoniques. 

Dans tout ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes : 

NOTAT 1 ONS 

k 
Etant donné un k-uple Nk = i l  i , .  . . i )  E In, tel que lii,<i 2 . . . .<i k :n, 

nous noterons n 1 ' application de iTn sur mk définie par : 
Nk 

V x  €hl" : n (x) = (xi ,...,xi ) .  
"k 1 k 

et V L c N ~ ,  nous noterons : 

D'autre part, étant donnés un alphabet de n lettres, I. = {a. 1 1 i F In>, 

deux indices j , k € In, et x € INn, nous noterons : 

X 
j +l Xk-l, si k 2 j+2 aj+l * * a  ak-l 

x> w! = 
J ,k 

A sinon. 

Enfin : X )  = (XI a;:c (x) a;:: . . 
Nk '~,i, l1 'il ,i2 l2 

NOUA appaehona éeément ~églLe ieh.  de $, a3i.d éleément ponaédant exactement 

une coo~donnée non W e .  

D1&e pCVLt, n o u  cühvna qu'un avw-enamble P de INn couvire un ensemble 

d ' i n d i c u  1 s In, n i  et neu.lement n i  lu deux pophiétEn nuivanta a o n t  véhid iéu  : 



VIII. 2 

Noun noltmou 1 (P) R' euembRe d a  i n d i c a  couvem2 patr P .  

Donnons maintenant quelques définitions sur les sous -ensembles de wn , pouvs-~;l: 
n s'appliquer en particulier aux linéaires d e m  . 

ik ik 
tees pue : x1 x2 # O et xj x + O p o w  1skss-1, 

j1 js k jk+l 

- aktLa-tLdiQ C 1 1 1 , a i  eX a elLement a i  ; tau a a éRQme& poaa éd e& c ~ u  pLun deux coondc(nné~n 
2 non n u l l a  et a i  de p h  *e nrex,thte  pu^ xl, x E P et d u  i ~ ~ d i c ~  

i,j,k,R E In te,& que : 

1 2  S - cyclique dehmé, n i  et seulement a i  3 x , x ,..., x € P, 3 i19i2 ,..., i 
S S S .  In 

t& que il < i < ... < is : 2 Xi s Xil # O et que x: x] # 0 
j j+1 

p o u  1 s j 6 s-1. 

1 2  1 
- n h p l e ,  a i  et nelceement a i  J x ,x E P, 1 i, j E I~ ta que x 6 0 i - t  de covuhuh&e, 

2 1 1 2  x a o d  kéguliek et que xi x x # O p o w  k = i ou j. 
j k 

Il est à remarquer que la dernière définition étend celle que nous avons 

donnée à la fin du chapitre VII. 

Le lemme suivant est une conséquence de ces définitions. 

Lemme 3.8.1 : Etan t  donné un sous-ensemble f i n i  P de Dln,  s t r a t i f i é  e t  chaîné, t e l  que 

Pt s o i t  un sous-monoïde l i b r e  defNn, a l o r s  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan tes  son t  v é r i f i é e s  : 

1) 11 e x i s t e  au p l u s  un élément r é g u l i e r  dans P 

2)  Il e x i s t e  au p l u s  un sous-ensemble c y c l i q u e  fermé dans P 

3) card (P) s card (1 (P)) s card (P) + 1 

4) card (I(P)) = card (P)+1 <=> P e s t  s imp le  e t  non c y c l i q u e  fermé. 



Pour montrer l a  p r o p r i é t é  11, supposons q u ' i l  e x i s t e  deiix ii&-r,ents r é g u l i e r s  

d i f f é r e n t s  x1 e t  x2 dans P. 

Notons i i E 1 l e s  i n d i c e s  t e l s  que x i  # 0  pour j=1 , 2 .  1 '  2 n 
j 

S i  i =i Pk n ' e s t  pas l i b r e  puisque l e  système h x 1 2 
1 2' 1 il + ' zXi l  = O avec 

h h 6 (Q admet d ' a u t r e s  s o l u t i o n s  que l a  so lu t ion  n u l l e .  1 ,  2 

Supposons il # i2. 

3 k 
Comme P  e s t  chaîné,  4 x , . . . ,x 6 P, 1 i3,i4,. . . 7ik-l € I (P)  t e l s  que 

k x3 # O  ; x i  k 
Xil ig xi # O e t x .  ' x' # O pour 4pRsk-1. 

k-1 2 i IR-1 & 

k R 
Le système hl x = O ,  avec A 6 Q s ' é c r i t  donc : 

R= 1 R 

R 
= 0  pour 3&k-1 'R XiR + 'R+I XiR 

k 2 
\ xi2 + '2 Xi2 = O 

C ' e s t  u n  système de  k-1 équat ions  à k inconnues qu i  admet d ' a u t r e s  s o l u t i o n s  

que l a  s o l u t i o n  n u l l e .  Cont rad ic t ion .  

Une démonstration analogue donnera i t  une même con t r ad ic t ion  dans l e  c a s  où 

il e x i s t e  deux sous-ensembles cyc l iques  fermés d i f f é r e n t s  dans P. 

Montrons enf in  l e s  p r o p r i é t é s  31 e t  41 par r écu r rence  s u r  card (P ) .  

Ces p r o p r i é t é s  sont t r i v i a l e s  s i  card (P) = 1.  

1 2  k 
E n  l e s  supposant v r a i e s  pour 1 $ card (P) < k,  s o i t  P  = {x ,x , . . . ,x 1 .  

i 
Montrons d 'abord q u ' i l  e x i s t e  i 6 1 t e l  que P' = P  \ {x 1 s o i t  cha îné .  Cela e s t  k i 
t r i v i a l  s ' i l  e x i s t e  u n  élément r é g u l i e r  x avec l s i sk .  

De même s ' i l  e x i s t e  u n  sous-ensemble cyc l ique  fermé Pq' dans P, il s u f f i t  de 

prendre xi E Pt'. 

Enfin s ' i l  n ' e x i s t e  pas de sous-ensemble cyc l ique  fermé dans Pl n i  d ' é léments  

r é g u l i e r s ,  a l o r s  il e x i s t e  un élément de c o n t r a i n t e ,  xi 6 P  e t  u n  i nd i ce  j € I (P)  t e l s  



i i 
que  X. f O e t  que  V x € P \ {x 1 ,  x = O.  I l  s u f f i t  a l o r s  d e  

J j 
' p r e n d r e  

P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  P1 et d ' a p r è s  l e s  p r o p r i é t é s  1) et  21 ,  P '  e s t  s i m p l e  

e t  non c y c l i q u e  f e rmé  . 

Donc, d ' a p r è s  l ' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  card (I(P1))  = card (PV)+1 = card (P) 
D ' a u t r e  p a r t ,  comme P est s t r a t i f i é ,  card (I(P1))  s card (I(P)) 6 card ( I ( P 1 ) ) + l .  D'où 

l a  p r o p r i é t é  2 ) .  

E n f i n  il e s t  c l a i r  que  : 

i card (I(P)) = card ( I (P ' ) )+I  <=> x n ' e s t  p a s  r é g u l i e r  e t  P n ' e s t  pas  

c y c l i q u e  f e r m é .  D'où l a  p r o p r i é t é  31. 

Le lemme suivant concerne 1 intersection de 1 ' image canonique d'un l inéaire 

de INn avec l e  K-langage K ( ~ )  défini  au début de ce chapitre. 
Nk 

Lemme 3.8.2 : Soit L = C + P h n  l inéa i re  propre e t  s t r a t i f i é  demn te l  qu ' i l  ex is te  

un sous-ensemble P1 chaîné dans P, couvrant Nk e t  t e l  que card (PT) < k implique que L 

s o i t  simple e t  non  cyclique fermé. 

Alors L 1  = f,(L)n K;) e s t  s o i t  vide, s o i t  de l a  forme : 
k 

où Lu e s t  u n  C-1 angage dont 1 ' image canonique inverse e s t  u n  1 i néai re de fNk de 1 a 

forme C + C T  (P1)l*. 
Nk 

En e f f e t ,  en p o s a n t  fik = I n \  Nk e t  P'  = P \ P T ,  c o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  

l i n é a i r e  

(c) : C .  + P: = xi pour  i F N 
1 k 

+€P 

(1) Nous entendons par l à  que P e s t  u n  sous-ensemble s t r a t i f i é  derNn 



S i  c e  système ne possède pas de so lu t ion  e n t i è r e  p o s i t i v e  ou n u l l e ,  il e s t  

c l a i r  que L'  e s t  v ide .  

Sinon, Y i. 8 Nk, s o i t  P' l e  p lus  grand sous-ensemble chaîné de  P  t e l  que 
J ii 

J 

P l  n P '  = g  e t  que I(P!  ) si 
1 li j 

Montrons que Y i i E Nk, PI n P i  # fl implique i =i j 7  P. 
l~ j j R *  

E n  e f f e t .  sinon Pl1 = P ' U  P i  u P i  e s t  un ensemble cha îné ,  cyc l ique  fermé 
j R 

ou contenant une période r é g u l i è r e .  

Donc par  hypothèse, card (P ' )  = k .  

D ' au t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3 .8 .1 ,  card (P") = card ( I ( P M ) ) .  

O r ,  en posant s = card (Pi  V ) e t  t = card ( I ( P i  U P! ) ) ,  il v i e n t  : 

j j I l  

card (PH) = card (P ' )  + s = k + s ,  

e t  card ( I (PM))  = k + t - 2 .  

Par conséquent,  s = t - 2 ,  c e  qu i  c o n t r e d i t  l e  lemme 3.8.1. puisque P'  W P i  
i 
j t 

e s t  c  haîné. 

Une démonstration analogue mon t re ra i t  que : 

ti ij,  il E Nk, I ( P i  ) n ' (Pi  ) # @ implique i = il. 
R j j 

Ces deux p r o p r i é t é  impliquent donc l e s  é g a l i t é s  su ivan te s  : 

k+ 1 k+ 1 % = U Ni e t  F' = U P i  , en posant : 
j= l  j j= l  j 

Ni = I(Pf  ) \ {i.}, pour 1 6 j ~ k ,  
1 1 J 

C~mme j ,  E Ik+l t e l s  que j f R ,  Ni n fi = fl e t  PI n p i  = g, l e  système 
j j R 
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(1) se décompose en k+l systèmes indépendants : 

Montrons a l o r s  que pour l s j sk ,  l e  système (c.  ) possède une s o l u t i o n  e n t i è r e  
li 

J 
p o s i t i v e  ou n u l l e ,  un ique.  

En e f f e t ,  P i  e s t  s imp le  e t  non c y c l i q u e  fermé, s inon d ' ap rès  l e  lemme 3.8.1, 
1 
J 

card (Pi ) = card (I(Pi  ))  e t  d ' a p r è s  l e s  hypothèses du lemme, card (Pt)  = k .  
j j 

n 
O r  P '  U P I  e s t  un sous-ensemble cha iné  d e M  t e l  que : 

j 

Gard (I(Pt u P i  ))  < k + card (I(Pi  ))  = k + tard (Pi ) = ~ 3 r d  (pl v p! 1 1 ,  
j j j j 

ce q u i  c o n t r e d i t  l e  lemme 3.8 .1 .  

Par conséquent, card (Ni ) = card (I(Pi  ) ) -1  = card'[P! ) d ' a p r è s  l e  lemme 
j j 

1 

3.8.1.  j 

Comme d ' a u t r e  p a r t  l e  sous-monoïde de Il?, engendré par  P'  e s t  l i b r e ,  l e  i 
J 

système (c .  ) es t  un système de Cramer, q u i  possède une s o l u t i o n  un ique.  E n f i n  c e t t e  
li 
J 

s o l u t i o n  es t  en t i è re ,  p o s i t i v e  ou n u l l e  pa r  hypothèse. 

Pour achever l a  démons t ra t ion  du lemme, il s u f f i t  de mont re r  que : 

S o i t  W un mot quelconque appar tenant  à L I .  

Comme W E K ( ~ )  f7 fa(L), 3 O , ,  ..., ok E M e t  h l ,  ..., hn E i l !  t e l s  que : 
Nk 

(1) Nous notons a '  l e  k-uple (ai , ai2, ..., a .  ) 
1 Ik 



D ' a p r è s  c e  q u i  p récède ,  l e s  r e l a t i o n s  (1 1 i m p l i q u e n t  que pour lsjsk e t  pour  

Donc l e s  r e l a t i o n s  ( 2 )  d e v i e n n e n t  e 

t 
'j = C; * E AL Pi 

pour lsjsk. 

Peep~ i 

Ce q u i  impl ique  que fal(L") Cl + [n 
~k(~)'"* 

La démons t ra t ion  d e  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  e s t  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e .  

Terminons ce chapitre, en étendant la notion de linéaire canonique dans le 

cas de il?, pour n quelconque. 

Noua  on^ qu'un LLnZuiéaiire L = C + ph de INn, es* cunoniguc AL et deldement 

a '2 esk p o p t e  & a;ttL&dLé, & AL de p R u  il p o ~ ~ è d e  Ru p~.op~~LéXé auivan;te : 

1 .  v j E I ~ ,  v pk, P' E P pue pk + P . 

NOLM dinom que (pl,. . . ,p,) es2 t e  mofih de L (1). 

Le lemme suivant est relatif à la modification du motif d'un linéaire 

canonique. 

Lemme 3.8.3 : Soit E [N*. T o u t  1 inéaire canonique L de M", de motif (pl , . . . ,pn) 
est 1 'union finie de 1 inéaires canoniques para1 lèles, de même motif ("pl,. , . ,"pn) , 
et  P-disjoints deux à deux ( 2 ) .  

(1) Certains des pi peuvent bien sur être nuls. 

( 2 )  Nous entendons par là qu'il existe i E In te l le  que n4i)(Ll) n nli)(L2) = $. 

Cela implique manifestement que les images canoniques fa(L1) et  f,(L2) sont 

K-disjointes. 



Noua c h o m  que d u x  U n é a i h u  aont p W U u  a'ARb ne diddehevLt que psi. 

l m  c0nA;taYttu. 

Pour montrer l e  lemme, posons : 

1 s k L = C + IP ,..., p 1" e t  1j = I k  E Is 1 P. # O 1  pour lsjsn. 
J 

S Soient $ = CNn + IQ1,.  . :,Q l e s  l i n é a i r e s  t a i s  que : 
n 

11 1 Nn = (hl , .  . . ,A,) avec 0sh < A  pour Is i fn ,  i O 

sinon, pour l s jsn ,  

pour l s l s s  e t  1sjsn. 

sinon 

Montrons que l e s  l i n é a i r e s  sont P-d i s jo in t s  deux à deux. En e f f e t ,  sinon, 
n 

il e x i s t e r a i t  deux n-uples Nn = (hl,. . . , A  ) e t  NA = (hi, . . . , A  ') , des e n t i e r s  n n 
O1 ,..., 0 , O ' ,  . . . , O n  € M t e l s  que : n 1 

[41 O X i ,  A !  < X pour îsisn, 
1 O 

151 1 j  E I~ t e l  que ~j + O  e t  que A + A;, 
j 

161 C n 
j  + 'j hpj = j  

+ O! Xp. pour 1,sjsn. 
J J  

Définissons sur 1 l a  r e l a t i on  d'équivalence suivante : n' 

V i, j E In : iRj <=> il ex i s te  u n  sous-ensemble chainé P' de P t e l  que 

1 u Notons S ,..., S l e s  c l a s s e s  d'équivalence de In/R e t  Pl ,..., P' l e s  sous- 
j  

u 
ensembles de P  t e l s  que I(P!) = S pour 1sjsu. 

1 

Les re la t ions  (61 impliquent a l o r s  que pour l s jsu ,  l e s  hi  e t  A! v é r i f i en t  
1 

l e s  u systèmes suivants : 



( r j )  (9- 2) = ( ~ i -  Ok) A pour k E  I ( P ! ) .  
L  J  P  BP! 

J  

j En notant  s = card ( I ( P ! ) ) ,  t .  = card (P!),  @ j  e t  X l e s  vec t eu r s  colonnes 
j J J J 

de coordonnées r e s p e c t i v e s  O; - Ok e t  AR - A i ,  e t  AJ une mat r ice  s . x t  d é f i n i e  par : 
J j 

h  h 1  s i  P  6 P! v é r i f i e  P  # O ,  
J  g 

~ : , h  = { 
O s inon ,  

j j j l e  système (1.) s ' é c r i t  mat r in ie l lement  : A  X = X O . 
J  

Distinguons a l o r s  deux c a s  pour l e s  nombres s e t  t : 
j j 

11 P! e s t  cyc l ique  fermé, ou c o n t i e n t  une période r é g u l i è r e  : 
J  

Alors  d ' a p r è s  l e  lemme 3 .8 .1 ,  s = t . 
j j 

j D ' au t r e  p a r t ,  comme (P!);k e s t  u n  sous-monoïde l i b r e ,  l a  mat r ice  A  e s t  
J  

r é g u l i è r e .  

j -1 @j .  Donc XI = h(A ) 

E n  no tan t ,  a j  l e s  éléments de (A')-', il v i e n t  : 
k , l  

Q - X ~ = A  1 j ( O f - @ )  pour P ' E P '  
kCI (P!) a k , ~  k  k  j ' 

J  
j -1 

Ceci implique que (A ) 8' = 0 ,  c a r  1he - ~ i /  < A V P ' F  P '  
j ' 

Donc, comme ( ~ j 1 - l  e s t  r é g u l i è r e ,  O j  = 0.  

21 P! e s t  simple e t  non cyc l ique  fermé : 
J  

D'après  l e  lemme 3 .8 .1 ,  s = t . + l .  
j J 

Lo R O r  dans ce  cas .  1 E P'  1 ko  E I(P!) t e l s  que Pk f O e t  que V P  E P '  
j ' J 

n O j ' 
P' + Po implique 



Le s y s t è m e  ( C . )  s ' é c r i t  d o n c  : 
J 

(1; 
(ht - h é  ) = (4; - Ok)h p o u r  k E I(P!) J \ {kg}, 

pLe P ! 
1 

(Cl!) i m p l i q u e  q u e  h = et n o u s  sommes donc  r amenés  au  c a s  11 a v e c  l e  s y s t è m e  (14). 
J l o  J 

Donc. d a n s  l e s  deux  c a s ,  Q~ = O pou r  l i j s n ,  ce q u i  i m p l i q u e  que  hl = h i  
u 

pou r  1 € u P!, e t  c o n t r e d i t  l a  r e l a t i o n  151. 
j=1 J 

L e s  l i n é a i r e s  L '  s o n t  d o n c  b i e n  P - d i s j o i n t s  deux  à d e u x .  
Nn 

P o u r  terminer l a  d é m o n s t r a t i o n ,  il s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  : 

L = V  L i .  

Nn 

S o i t  x q u e l c o n q u e  a p p a r t e n a n t  à L .  

A l o r s ,  4 O 1 , .  . .,O E I-N t e l s  q u e  p o u r  l s j s n  : n 

En p o s a n t  p o u r  l iksn, Ok = 0 '  h + h a v e c  O;, hk E f N  e t  hk < h et k k 
Nn = (h l , .  . . , A  ) , il v i e n t ,  p o u r  1 i j i n  : n 

s i n o n .  

k 
Donc, x = CNn+ 0 '  Q- p o u r  l s j sn ,  ce q u i  i m p l i q u e  q u e  L c U  L i  . 

j  J I<EI k J  - 
j  n 

La d é m o n s t r a t i o n  d e  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  es t  i m m é d i a t e .  

Avant de tirer une conséquence de ce lemme, donnons encore une définition 

sur les sous-ensembles de lI?. 



Now dinoiî6 qu 'un hous-emembte P d e m n  ui  cy&yue à gauche ( t e a p .  ù 

& o d e ,  ha;. au centtre) h i  et he~&me& 'il e M i e  x1 ,x2 ,x3 € P et i, j , k , l  B In 

;te,& que R u  d u x  phophiéi& ~ L L i v a n t a  hoieYLt v K d i é a  : 

Plun b h i è v m e d ,  noun pUke~hoiî6 d ' e ~ m b l e  cyc l ique ,  Rakilyue P ai 
ind iddQt rme& cycf ique  ù gauche, ù &oh;te. ou au c~vûxe. 

( 1) Lemme 3.8.4 : Tout l inéaire  propre e t  s t r a t i f i é  de mn, non cyclique fermé , 
(resp. simple, resp. non cyclique e s t  1 'union f in i e  de l inéaires canoniques 

paral lè les ,  non  cycliques fermés (resp. simple, resp. non cyclique), P-disjoints 

deux à deux. 

Notons L = C + {P ,... ,pS}* = C + Pk l e  l i n é a i r e .  e t  montrons l a  p rop r i é t é  

par récur rence  su r  n.  

S i  n=2, l a  p r o p r i é t é  découle du lemme 1 . 1 . 5 .  

Supposons l a  p r o p r i é t é  v r a i e  à l ' o r d r e  i ( 2 6 i m ) .  

Nous supposerons que l 'ensemble des  i n d i c e s  couver t s  par P e s t  de  

c a r d i n a l i t é  éga le  à n sinon l a  p rop r i é t é  e s t  t r i v i a l e  (card ( I (P) )  = n ) .  

Deux cas  peuvent a l o r s  s e  présenter  : 

S o i t  P' l e  p lus  grand sous-ensemble cha îné  de P t e l  que I ( P r )  3 1 e t  

I ( P r )  $ n .  

D'après  l e s  hypothèses P'  # @. 

(1) Nous entendons par l à  que son ensemble P des périodes e s t  non cyclique fermé, 

simple ou non cyclique suivant les  différents cas. 



Notons  : M = max j < n,  
je1 (Pt) 

R R R P i  = {P 1 P- # O => j z M e t  P non r é g u l i e r ) .  
3 

D i s t i n g u o n s  e n c o r e  deux  c a s  : 

R R 
a l  jf P  E P i  t e l  que  PM # O : 

i 
A l o r s .  en p o s a n t  L = C + (Qi)", a v e c  :* i 

L se met s o u s  l a  f o r m e  : L  = Llx L2. 

n-M 
L  e t  L s o n t  d e s  l i n é a i r e s  r e s p e c t i v e m e n t  d e #  e t  d e  . 1 2 

P a r  h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  p o u r  i=1,2, L. es t  l ' u n i o n  f i n i e  d e  l i n é a i r e s  
1 - 

c a n o n i q u e s  p a r a l l è l e s  L~ pou r  j 6 Ji, P - d i s j o i n t s  deux  à d e u x .  i' 

k 
I l  s u f f i t  a l o r s  d e  p o s e r  p o u r  j E J1 e t  k E J2, L' = L! x L2. 

j ,k 

Les  l i n é a i r e s  Lt v é r i f i e n t  m a n i f e s t e m e n t  l e s  c o n d i t i o n s  du lemme. 
j ,k 

R 
b l  1 P  6 P i  t e l  que  

2 A l o r s ,  en p o s a n t  L2 = C + (Qi);?, a v e c  : 

2 4 = O e t  C = C .  p o u r  M<jsn, e t  a v e c  l es  mêmes n o t a t i o n s  q u ' a u  
j J 

c a s  a l  pou r  LI, Qi, QS, il v i e n t  : 

x E L <=> x = (Al,..., +A' M, "+,,...,At) a v e c  (il ,..., iM) € LI e t  n 

Remarquons a u s s i  que  M>1. En e f f e t  s i n o n ,  P' c o n t i e n t  u n e  s e u l e  p é r i o d e  
R r é g u l i è r e  e t  V 6 E P\P7, Pl = O. c e  q u i  c o n t r e d i t  l ' h y p o t h è s e  I b l .  L ' h y p o t h è s e  d e  
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récurrence peut donc ê t r e  appliquée à L e t  L2,  l i n é a i r e s  respectivement d e #  e t  de 
mn-M+ 1 1 

Alors. avec l e s  mêmes nota t ions  qu'au c a s  a l ,  so i en t  ( p l ,  ... 3%) e t  
j k ( G ,  . . . ,PA) l e s  mot i fs  r e s p e c t i f s  des l i n é a i r e s  L1 pour j F J e t  L2 pour k 6 J2. 1 

Par hypothèse, p~ e t  pM sont non nu l s .  

j Donc d ' a p r è s  l e  lemme 3 .8 .3 ,  pour i=1,2 e t  Y j 6 Ji, Li e s t  l ' un ion  f i n i e  
i 

de l i n é a i r e s  canoniques p a r a l l e l e s  L " ~ ,  pour k F K P - d i s j o i n t s  deux 2 deux et Te-+s i j a 
j ,k que (pl%, . . . , p M ~ )  e t  (M, . . . ,PA%) so ien t  l e s  motifs  r e s p e c t i f s  de  L' 'k e t  L2 , 1 

Alors en notant ,  L' 'k = c i9 j  jk + Qi", Y i, j ,k, il s u f f i t  de poser pour 
1 i 

2 .  j 6 J I ,  k E  K . ,  - L E  J2 e t  m E  Ke . 
J 

L ' = ,j ,k,L,m + q, 
j ,k,e,m 

avec : 

Les l i n é a i r e s  L '  répondent manifestement aux cond i t ions  du lemme. 
j ,k,l ,m 

1 
21 4 P E P t e l  que P; PA # O : 

1 
So i t  P'  l e  plus grand sous-ensemble chaîné de Pa contenant P . 
Distinguons encore deux cas  : 

C I  I ( P 1 )  = { l , n )  : 

L Alors Y $ E P '  = P \  P l ,  Pi # O implique i # 1 ,n. 

(1) V n e d e t  ti x E W ,  nous notons {x}" u n  n-uple dont toutes les  coordonnées sont 

égales à x.  



avec : 

1 Donc, en posant L = C + [n 2 (Pr)]* e t  Le = C + [rI  \{l ,n} (p)ptJ 1 { 1 ,n} n 
1 

C .  = C .  pour i=l ,n e t  CS = Ci pour i 6 In \ l n ,  il v ien t  : 
1 1 1 

x 6 L <=> x = (Al,A2, ... ,A ) avec (A A ) 6 LI e t  (A2, . . . ,An-,) 6 ï',?, "n-1 n 1' n 

Par hypothèse de récurrence,  pour i=1 ,2, L, e s t  1 'union f i n i e  de l i n é a i r e s  canoniqpen, . . . . 
l. 

p a r a l l è l e s  L! = + Qi", pour j E Ji, P - d i s j o i n t s  deux à deux : 

I l  s u f f i t  a l o r s  de poser pour j 6 J e t  k 6 J2 : 1 

Les l i n é a i r e s  L! répondent aux condi t ions  d u  lemme. 
J 'k 

L 
d l  i P € P' e t  j E In \ !l,n} t e l s  que P' P! # O .  

1 J  
L 1 La démonstration s e r a i t  t o u t  à i a i t  analogue s i  Pn Pj # O .  

1 
S o i t  Pl' l e  p lus  grand sous-ensemble chaîné de P  \ {P ) t e l  que I(P1') 3 1 .  

Par hypothèse Pl1 # fl. 

Posons : M = max j .  
j E I  (Pl') 

Par hypothèse, e t  comme L n ' e s t  pas cyc l ique  fermé, 1<M<n. 

L L 
P o s o n s :  Pi ={P 1 P. # O = >  j SM}, 

J 

D'après l e  choix de M, e t  comme L n ' e s t  pas cycl ique fermé, P = Pi U P i .  

D 'au t re  p a r t .  comme L e s t  s t r a t i f i é ,  Pi n Pi = 0. 

i 
Alors. en notant  pour i=1,2, Li = C + QI* l e s  l i n é a i r e s  t e l s  que : 



1 c1 = Ci p o u r  liisM, Q = n ( P i ) ,  
i IM 

x E L <=> x = (hl+hi," ,..., A A '  ,. ..,A1) 'avec ( h l ,  h ) 6 L1 e t  M7 M+l n > M 

n-M-+ 7 
D ' a u t r ~  p a r t ,  L e t  L s o n t  d e s  l i n é a i r e s  r e s p e c t i v e m e n t  d e  fl e t  d e m  1 2 

P a r  h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  p o u r  i=1,2, L. est  l ' u n i o n  f i n i e  d e  l i n é a i r e s  
1 

c a n o n i q u e s  p a r a l l è l e s ,  L:, p o u r  j E Ji, P - d i s j o i n t s  d e u x  à d e u x .  No tons  (pl,. . a ,%] 
k 

et  (pi ,PM+~, . . . ,pn) l e s  m o t i f s  r e s p e c t i f s  d e s  l i n é a i r e s  ~j e t  L2 p o u r  j E JI e t  k î J 1 2 " 

P a r  h y p o t h è s e ,  pl e t  pi s o n t  non n u l s .  

Donc, d ' a p r è s  l e  lemme 3 . 8 . 3 ,  p o u r  i=1,2 et  j E Ji, L! e s t  l ' u n i o n  f i n i e  d h  

l i n é a i r e s  c a n o n i q u e s  p a r a l l è l e s  L i j'k = ~~~j~~ + si*, p o u r  k E K P - d i s j o i n t s  deux  à i j' 
deux ,  t e l s  que  ( p p ,  p i )  e t  (plp~,~+lpl,...,pnpl) s o i e n t  l e s  m o t i f s  r e s p e c t i f s  

d e s  l i n é a i r e s  L " ~  e t  L;'~, V j ,k. 1 

1 2 .  
11 s u f f i t  a l o r s  d e  p o s e r ,  p o u r  j E J I ,  k E K., 1 8 J2 e t  m 8 Ke . 

J 

A l o r s  l e s  l i n é a i r e s  L' r é p o n d e n t  aux  c o n d i t i o n s  du lemme. 
j ,k,l,m 

Donnons pour terminer ce chapitre, une propriété relative aux linéaires 

simples et non cycliques : 



Lemme 3.8.5 : Soit L = {O}" + P k  un linéaire canonique defl, de motif {1In,  simple 

et non cyclique. 

1 1 1  Si P est chainé, si I(P) = n et si 3 P  E P  tel le que Pl Pn # O ,  alors i l  

existe un indice i E In tel que : 

E n  e f f e t ,  comme P  e s t  chaîné e t  que L e s t  simple, P  ne contient  pas de 

période régul ière .  

Faisons a l o r s  l a  démonstration par récurrence sur n ,  

S i  n=2, l a  propr ié té  e s t  t r i v i a l e .  

Supposons l a  propr ié té  v ra ie  jusqu'au rang k=n-1. 

2 
Comme P e s t  chaîné e t  que I(P) = n,  3 P  8 P v é r i f i a n t  une des deux pïopr ié t5s  

suivantes : 

2 
Nous ferons a l o r s  l a  démonstration dans l e  cas où P v é r i f i e  l a  propriété 

( I l .  E l l e  s e r a i t  tout  à f a i t  analogue dans l ' a u t r e  cas .  

1 
Alors L' = iOln-' + (P \ {P })* v é r i f i e  l e s  hypothèses d u  lemme. 

Donc. par hypothèse de récurrence, 3 i F In - t e l  que : 

Or x E L <=> 1 y  E L' e t  h l  € N  t e l s  que x = (hl+yl ,y2.. . . ,Yn-, , h l ) .  

D'où l a  propriété.  

En conclusion de ce chap i t re ,  nous d i rons  que nous sommes l o i n  d ' avo i r  

épuisé tou tes  les p ropr ié tés  des linéaires de M". 



En particulier, il est possible de montrer une propriété analogue à celle 

du lemme 3.8.4, mais moins forte, pour les linéaires cycliques fermés. 

Nous avons volontairement restreint le nombre des propriétés, en fonction 

Ge leur utilisation dans les chapitres IX et X. 

D'ailleurs, il nous semblerait intéressant d'étudier les linéaires, en 

dehors de tout contexte d'application, compte tenu de leurs structures qui ressemblent 

à celle des variétés affines. 



CHAPITRE IX 

C-LANGAGES BORNES DETERMINISTES 

------- 

Nous donnons dans ce chapitre une condition nécessaire et suffisante pour 

qu'un langage fondamental, c ' est-à-dire 1 ' image canonique d'un linéaire de INn, soit 
un C-langage déterministe. 

Nous énonçons ensuite une condition nécessaire de déterminisme pour une 
( 1 > union finie de langages simples et non cycliques fermés . 

Avant d'énoncer et de démontrer les propriétés dont il est question ci- 

dessus, donnons quelques définitions complémentaires sur les sous-ensembles defNn : 

- couplé, n i  et ddemenX n ' a  e&te P', p2 8 P et j, k F In Z& pue j#k eA que 
1 2 -  Pi Pi # O p o m  i=j,k 

1 2 3  - fié, a i  et a eulement a 'a e&Ze P , P , P E P et i , j , k E In vehidiant l e s  popkiéZén 

i) i<j<k, 

*i) P' et P' h o n t  de con-thuhnte et p3 es t  hégw?im, 

Endin now d ihon~  qu'un finéChe L = C + P'i demn ut élémevLtaine, n i  e.t 
aefdemen;t a i  L ut phophe et hi de ph,h P n ' u t  pan couplé, fié ou cyc&que à gauche. 

(1) Nous entendons par l à  l ' image canonique d 'un l i néa i r e  simple e t  non cyclique fermé. 



IX. 2 

Remarquons que cette définition généralise celle que nous avions donnée 

au chapitre 1. 

Compte tenu du lemme 3.8.2, et de la définition d'un linéaire élémentaire, 

nous considérons d'abord des langages sur un alphabet d'au plus quatre lettres 

différentes z = lal,a2,a3,a41. 

( 
Lemme 3.9.1 : L'image canonique f de l'un quelconque des linéaires suivants : a 

3 + i i )  (0) + (1,0,x)*+ (1,1,0)*+ (O,l,y);~,avecx,y€fN, 

i i i )  {o}~ + (l,l,O,O)* + (0,1,1,0)* + (0,0,1,0)* + (1,0,0,1)*, 

iv) {014 + (1,1,0,0);k + (0,1,1,0)* + (0,0,1,x)* + (1,0,0,y);k, avec x,y E~N' 
( 2 e t x f y  , 

est un C-langage non déterministe. 

En e f f e t ,  s u p p o s o n s  l e  c o n t r a i r e .  

S o i t  M = (K,C,T,6,Z0,q0,F) un a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire s a n s  b o u c l e  t e .  r: -. 

l e  l a n g a g e  L s o i t  é g a l  à T(M). 

Remarquons que  : 

i j i l 1  V i, j 'SN : a a E: L i m p l i q u e  isj d a n s  l e  cas i l  e t  i=j d a n s  l e s  a u t r e s  cas .  1 2  

Supposons a l o r s  que  M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

+ h -1. 

("1 1 n 8 D l  t e l  que : Y h €IN, (qO,al ,ZO) 1 -  Iq,A,v) i m p l i q u e  / Y  1 < n.  

A l o r s  il e x i s t e r a i t  un ensemble  i n f i n i  d ' e n t i e r s  H un é t a t  q 6 K, et u n  1'  
mot y € Pk t e l s  que : 

(1) Aucun de ces linéaires n'est élémentaire. 

(2) Cette condition impose que le linéaire est propre. 



h h  
Comme 'd h F Hl, al a2 6 L, 1 qh E F e t  yh E I'* t e l s  que : 

h h  -9- h JI 

(qO,a, a2,Zo) 12 (9,a2,~) I-: (qh,h,v) 

Prenons h, h' '2 Hl t e l s  que h' > h. 

h' h -4- 
8 ,  h .II 

Alors  : (q0,a1 a2,Z0) 1 -  (91 .a2,Zo) l (qh>"yh) 

h' h 
Donc al a2 6 L, ce qui  c o n t r e d i t  l a  r e l a t i o n  III. 

Par conséquent,  d ' ap rè s  [71, M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

m+hf m+hf 
Comme V h E u ,  Wh = al a 2 E TCMI, qhl>.. .>9hkh 6 K, 

1 uhl 9 . . . E a;k 2 e t  1 yhl ,... € t e l s  que : 

e t  que qhk 6 F. 
h 

Supposons a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  u n  e n t i e r  h €l'hl t e l  que quel que s o i t  i compris 

e n t r e  1 e t  kh , 3 Vhi # A t e l  que yhi = WVhi. 

Alors  : 

f Donc a W € L,  c e  qu i  c o n t r e d i t  l a  r e l a t i o n  (1) .  1 h  

Par conséquent,  V h € lN, il e x i s t e  u n  p l u s  p e t i t  e n t i e r  g(h) t e l  que 

yhg(h) = W, e t  comme K e s t  f i n i .  il e x i s t e  u n  ensemble i n f i n i  u ' e n t i e r s  H' e t  u n  é t a t  

p € K t e l s  que V h € H', qhg (h) = P 



Supposons a l o r s  que V h 6 H ' ,  1 ne s o i t  pas borné supérieuren:e,-ic, 

Alors 1 h l ,  h2 E H' t e l s  que hl > h2 e t  que luh , g (hl / > IUh2g(h2) ' . 
Posons : A = lu 

hl g (hl ' - IUh2g(h2) 
1 > o .  

Alors : 

-1- 

1 -  (clhk > h , y h k  1 .  

m+hl f m+hl f -A 
h2 h2 

Donc a 1 a 2 62 T(M) ce q u i  con t red i t  l a  r e l a t i o n  II  1 .  

Comme luh 1 e s t  borné inférieurement par 0. e t  que H' e s t  i n f i n i ,  il 
g (hl 

e x i s t e  u n  ensemble i n f i n i  d ' e n t i e r s  H c H f ,  t e l  que Y h h 8, lu 
hg (hl 

1 r e s t e  constan; 

indépendant de h l  ce qui implique que 3 q '  € K e t  y '  8 t e l s  que 

Pour obteni r  une cont radic t ion ,  dist inguons maintenant e n t r e  l e s  d i f f é r e n t <  

l i n é a i r e s  de l 'énoncé du lemme : 

11 l i n é a i r e  i l  : 

m+hf m+hf m+hf 
Alors Y h E H,  Wi = a l  a2  a3 € T(M) . 

Donc 3 qh € F e t  yh E r* t e l s  que : 

Prenons h,  h '  8 H t e l s  que h '  > h. 

Alors : 

m+hf ,rn+hf m+hff 
Comme qh, € F, al 2 a3 6 T(M), ce qui  e s t  une cont radic t ion  ca r  

i k Y i , j  ,k  € fN, al a i  a3 € T(M) implique ks i .  



21 l i n é a i r e  i i l  : 

A l o r s  Y h f H : W i  = 
m + h f  am+hf (m+hf) (x+y) 

a 1 2 a3 f2 T(M) 

Une démons t ra t ion  ana logue  à c e l l e  du c a s  11 m o n t r e r a i t  que : 

m+hf m+hf (m+h ' f )  (x+y) . V h ' ,  h € H t e l s  que hl > h, a, a2  a3 

Donc, 3 XI1-i,v ClIV t e l s  que : X + p = p + v = m + hf e t  que 

Ax + vy = (m + h ' f )  (x+y). 

Cela  impl ique  X = v = m + h ' f ,  donc p = (h-h') f < O d ' a p r è s  l e  cho ix  d e  h e t  h ' .  

C o n t r a d i c t i o n .  

31 l i n é a i r e  i i i l  : 

m+hf m+hf m+hf m+hf 
A l o r s  Y h E H, Wi = al  a 2 a3 a4 € T(M) . 

Une démons t ra t ion  ana logue  à c e l l e  du c a s  11 m o n t r e r a i t  que : 

m+hf m+hf m+h'f m+hlf V h l ,  h E H t e l s  que h' > h, al a2 a3 a4 €TCMI ,  

Ce q u i  e s t  une c o n t r a d i c t i o n  c a r  V i , j , k ,L  EN,  

i j k L  a, a2 a3 a4 6 T(M) impl ique  L s i 

41 l i n é a i r e  i v l  : 

m+hf m+hf m+hf (m+hf)y 
Alors  V h 8 H, W h  = al  a 2 a3 a4 € T(M) . 

Donc, p a r  une démons t ra t ion  ana logue  à c e l l e  du c a s  11 ,  pour h, h '  6 H t e l s  
m+hf m+hf (m+hlf) T(M), 

que h' > h, a, a 2 a3 

Donc 3 A ,  p ,  v,O €Ill t e l s  que : 

X + O = X + p = m + h f  

1-i + v = m + h'f  e t  vx + ~y = (m+hlf)y. 

Cela  impl ique  O = m + h ' f  donc X = (h-h') f < O d ' a p r è s  l e  cho ix  d e  h e t  h ' .  

C o n t r a d i c t i o n .  



3 Lemme 3.9.2 : L'image canonique fa  du linéaire L = 101 + (1,1 ,O)* + (0,1,1)* + (1 ,O,$: 

est un C-1 angage non déterministe. 

Remarquons que  : 

[Al V i , j  C i T l  : a: a i  € fa(L) i m p l i q u e  i 2 j .  

E n  s u p p o s a n t  que  fa(L) e s t  d é t e r m i n i s t e  e t  q u ' u n  a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoire 

s a n s  b o u c l e  M t e l  que T(M) = fa(L) v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  [;kl 6noncée  d a n s  l a  démons t r a - -  

t i o n  du lemme 3 . 9 . 1 ,  une  d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  m o n t r e r a i t  q u ' i l  e x i s t e  deux e n t i e r s  
h' h h e t  h' t e l s  q u e  h' h e t  que  al a2 E T(M). c e  q u i  c o n t r e d i t  l a  r e l a t i o n  Ill. 

P a r  c o n s é q u e n t ,  M v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  [ î h k l  é n o n c é e  d a n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  d~ 

lemme 3.9.1. 

+ 
E n  r e p r e n a n t  l e s  mêmes n o t a t i o n s ,  supposons  q u ' i l  e x i s t e  h €IN t e l  que  que2 

que s o i t  i c o m p r i s  e n t r e  1 e t  k . 3 Vhi # A t e l  que  : h '  

m+ (h- 1 ) f m+hf .b 

A l o r s  : (qO,al a2 ,ZO) 1 -  (qhkh9A9WV 1. 
&h 

m+(h-l)f m+hf 6 T(M) c e  q u i  c o n t r e d i t  l a  r e l a t i o n  I I I .  Donc al a2 

Une d é m o n s t r a t i o n  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  à c e l l e  du lemme 3 . 9  . A J  m o n t r e r a i t  
m+hf m+hf m+hlf 

a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  deux e n t i e r s  h e t  h '  t e l s  que  h q  > h et q u e  a, a, a7 E: T(M) , 
I L 3 i 

c e  q u i  e s t  une  c o n t r a d i c t i o n  c a r  i i - i , ' j  ,k BM : a a j  ak E T(M) imIplique k i j .  
1 . 2  3 

Lemme 3.9.3 : L'image canonique f a  du linéaire L = 1015 + (1,0,1)* + (O,1,1)* + (0,1 ,O)*, 

est un C-langage non déterministe. 

Remarquons que  : 

i j k  L I 1  Y i , j , k  efN : al a2 a3 E T(M) i m p l i q u e  k 2 i. 

(1) 11 suffit de remplacer W par Wy dans la démonstration du lemme 3.9.1. 



En supposant que fa&) s o i t  dé terminis te ,  s o i t  M u n  automate à p i l e  d e  

mémoire dé terminis te  sans boucle t e l  que T(M) = L.  

S i M  v é r i f i e  l a  p ropr i é t é  (;kl du lemme 3.9.1,  il e x i s t e  u n  ensemble i n f i n i  

d ' e n t i e r s  H l ,  u n  é t a t  q € K e t  u n  mot y 63 Pk t e l s  que : 

h h h  
Comme Y h E H l ,  a a a E T(M), 3 qh E F e t  yh E r* t e l s  que : 1 2 3  

h h h  -1. h h  .i- 

(qO,al a2 a3 >Zo) IL (q7a2 a3,y) l- ( q h 9 L ~ h )  

Prenons h ,  h' 6 H t e l s  que h' > h. 

h' h h 
Donc a a2 a3 6 T(M) c e  q u i  con t red i t  l a  r e l a t i o n  (Il. 1 

Par conséquent, M v é r i f i e  l a  propr ié té  [;bkl du lemme 3.9.1.  

E n  reprenant l e s  mêmes nota t ions ,  e t  comme Y h C m ,  
m+hf ,m+hf m+hf Wh = a 1 2 a3 € T(M), une démonstration analogue à c e l l e  du lemme 3 , g . I  

montrerai t  q u ' i l  e x i s t e  u n  ensemble i n f i n i  d ' e n t i e r s  H ' ,  u n  é t a t  p € K, u n  é t a t  

"kh Ê F,  u n  mot u € a ; k a ; k e t  u n  mot y € P k t e l s  que : 
hg(h) 2 3 hkh 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  h e t  h2 d i f f é r e n t s  dans H'  t e l s  que pour i = 1 , 2 ,  1 

m+hif 
Posons, pour i = 1 , 2  : u - - 

hig(hi) Uhig(hi) a3 

Sans nui re  à l a  g é n é r a l i t é ,  nous pouvons supposer que h > h2. 1 

m+hl f m+hl f+  1 UA 

Alors : W i 7  = al a 2 e s t  t e l  que : 

Donc W h  E T(M), ce qui  con t red i t  l a  r e l a t i o n  [I 1. 
2 



Par conséquent, il e x i s t e  u n  ensemble i n f i n i  H" i n c l u s  dans'H t e l  que 

Y h 62 Hf', luhg@) 1 ' + hf* 

m+hf ,m+hf (m+hf) 
Comme d ' a u t r e  par t  \i h E Hu, al 2 3 6 T(M) , une démonstratic;: 

analogue à c e l l e  du lemme 3 . 9 . 1  mont rera i t  qu ' i l  e x i s t e  deux e n t i e r s  h et; h '  t e l s  q-, -# - 
m+hf m+hf m-1-hf+m+hlf h'  .: h e t  que a 1 a 2 a3 6 T(Mj, ce q u i  e s t  une con t r ad ic t ion  c a r  

V i , j  ,k E N, a; ai a! E T(M) implique i+j, z k. 

r A 5me Nous pouvons maintenant énoncer une condition nécessaire de détermir? 

pour les langages fondamentaux inclus dans a? a; a?, à savoir : 

Théoreme 3 .9 .1  : Une c o n d i t i o n  nécessai re pour qu'un langage fondamental i n c l u s  d o r ! ~  

aïk a* air s o i t  un C-langage dé te rm in i s te  e s t  que son image canonique inverse  s o i t  un 1 2 3  
r a t i o n n e l  ou un 1 i n é a i r e  é lémenta i re.  

- 1 
La propr ié té  e s t  t r i v i a l e  s i  l ' image  cahonique inve r se  f (L) e s t  u n  a 

r a t i o n n e l  puisque l e  langage L e s t  a l o r s  manifestement u n  K-langage. 

-1 
Comme L e s t  u n  C-langage. fa (L) e s t  u n  l i n é a i r e  propre e t  s t r a t i f i é  de 

d r i i i .  

Supposons que fml(L) ne s o i t  pas u n  l i n é a i r e  é lémenta i re .  a 

T r o i s  cas  peuvent s e  p ré sen te r  : 

11 fi' (L) e s t  couplé (1) : 

Sans nui re  à l a  g é n é r a l i t é ,  nous pouvons poser : 

- 1 1 2 3  1 2 4- fa (L) = c + IP ,P ,P  1" avec P = (p,q,O), P = (r,s,O) e t  p,q,r,s En\' . 

D'après  l e  lemme 3 . 8 . 2 ,  L' = L n a* a$: a-' e s t  de l a  forme 
il i2 c i i2 1 2 3  

L' = {al 3 a2 a3 1 al1 a2 G L") où L" e s t  u n  C-langage i n c l u s  dans a* a* d'imago 1 2  
L3 

canonique inve r se  C' + (p,q)* + (r,~)". O r  L" = L' / {a3 1 e s t  u n  C-langage dé te r rn i r l i s i i  

C71, ce  qui  c o n t r e d i t  l e  théorème 2 . 6 . 3 .  

(1) Nous entendons par l à  que son ensemble de périodes e s t  couplé. 



I X .  9 

- 1 i 
D'après l e  lemme 3.8.4, f a  (L) e s t  l 'union f i n i e  de l i n é a i r e s  canoniques LAa 

pour i E 1, de motif (pl ,p2,p3) € ( ~ + ~ .  e t  P -d i s jo in t s  deux à deux. 

i 
Donc l e s  langages fa(L ) sont K-dis jo in ts  deux à deux, e t  é t a n t  dc::rÉ 

i E 1, il e x i s t e  u n  K-langage Ki t e l  que Ki 2  fa(^') e t  que Y j 6  1 \ { i l ,  

K ~ "  f (L.)  = @. 
a J 

- 1 
Alors L '  = K. n L e s t  u n  C-langage déterministe  [71,  t e l  que f ( L I )  = I~ '  

1 a 

1 2 3;k 
Posons : L~ = c + {P  ,P ,P i (2) 9 

1 2 3  
L; = + {Q ,Q ,Q 1 avec : 

i L e s t  u n  l i n é a i r e  l i é  de motif (1,1 , 1 ) ,  de constante nu l l e .  C ' e s t  donc 1 
s o i t  l e  l i n é a i r e  i l  du lemme 3.9.1, s o i t  l e s  l i n é a i r e s  des lemmes 3.9.2 ou 3 . 9 . 2 .  

O r  considérons l a  machine séquen t i e l l e  généra l i sée  S = ( K , I , L , S , ~ , ~ ~ )  

d é f i n i e  par : 

i l  K = i q .  1 i 6  13i, 
1 

i i l  S(qi,a.) = q.  pour i E I3 îJ {O}, e t  j 6  13, 
J J 

S r é a l i s e  une appl ica t ion  b i j e c t i v e  de a;k a* a;k sur  l e  K-langage 
1 2 3  

Pl C2 p2 C3 p3 C2  C3 
({A} V a l  (al );? a2 (a2 )* a3 (a3 )*) \ lal  a2 aJ } t e l i e  que : 

(1) Nous entendons par  l à  que son ensemble de pér iodes e s t  l i é .  

( 2 )  Li possède t r o i s  pér iodes non n u l l e s  pa r  hypothèse. 



io 
~ o n c  f , ( ~ ,  \ i n }  = Ç:' ( L I  \ {ai1  a:' az31) n a .  a$: a* , e s t  u n  C-langage 

' O 
dé te rmin i s t e  [71,  a i n s i  que f  (L ) ce  q u i  c o n t r e d i t  l e s  lemmes 3.9.1,  3 .9.2 e t  3 . 9 . 3 .  a  1 

31 fa1 (L) e s t  cycl ique fermé : 

Posons a l o r s  : fa1 (L) = C + (p,q,O)* + (O,r,s)* + (t,O,u)* avec 

f c c m3 e t  p , q , r , s , t , u  F n'i . 

Sdi t  6 l e  p lus  grand commun d iv i seu r  d e  p e t  t. 

Posons : p = p'6 e t  t = t ' 6 .  

So i t  6' l e  plus grand commun d iv i seu r  de q t '  e t  de r .  

Posons : q t '  = q'6 '  e t  r = r '6 ' .  

L L 1 p r ' t ' ] ,  Notons : L' = L n a l  (al a2  2 (a2 q r ' t '  ) *a? .  

Montrons que fa l (L ' )  = L" = C + (p ,p ,O)* + (0,p2,x)* + (pl ,O,)');? 1 2  
en posant : pl = p r ' t '  , pz = q r ' t ' ,  x = q ' s  e t  y = p ' r ' u .  

E n  e f f e t  s o i t  z E f a l ( L ' ) .  

3 O1 ,02 ,03,h l  , A 2  , h3 E (N t e l s  que : 

L I 1  zl = Cl  + O1 p ' r ' t ' 6  = Cl + hlp'6 + h 3 t 7 6  

[ I l  implique que (O1r f t '  - A,) p '  = h 3 t ' .  

Comme p'  e t  t '  sont premiers e n t r e  eux, 3 5 6 '711 t e l  que : 



e t  151 h l  = [Olpl-E) t'. 

Comme h 3  Cm, 5 € iN. 

D'aut re  p a r t ,  en r epo r t an t  dans l a  r e l a t i o n  121, l a  va leur  de  A ,  donnée pa. 

i a  r e l a t i o n  CS!, i l  v ien t  : 

Comme q '  e t  r '  sont  premiers e n t r e  eux, 3 ri 6 ZZ t e l  que : 

161 h = (O2-") q 1  , 

e t  L71 5 = (O,-ri) r'. 

Les r e l a t i o n s  (51 e t  171 impliquent a l o r s  que h = nr' t ' ,  donc que ri 1 
puisque A € UVe 1 

f l ' a ~ t r e  p a r t ,  h 2  e t  5 €Dl impliquent que O z ri e t  que O z  3 n. 1 

Posons : O1 = n + n1 e t  O z  = n + n 2  avec T 1 ,  n2 E W. 

Alors : z ,  = C, + (n+n,) p l ,  Z 2  = C2 + ( n + ~ ~ )  P2 e t  

z3 = C + n q ' s  + n l p l r ' u .  3 2 

Donc 2 E L" c a r  n , ,  n 2 ,  BIT\'. 

o1où fi' (L ' )  L". 

La démonstration de  l ' i n c l u s i o n  inverse  e s t  immédiate. 

O r  L '  e s t  u n  C-langage dé t e rmin i s t e  171 e t  une démonstration analogue à 

c e l l e  du cas  21 mont rera i t  q u ' i l  e x i s t e  une machine s é q u e n t i e l l e  généralisée S  L e i l e  

que fa1 (s-' CL')) s o i t  l e  l i n é a i r e  i i l  du lemme 3.9.1.  

Nous obtenons donc une con t r ad ic t ion  c a r  S- ' (L ' )  e s t  u n  6-langage 

dé t e rmin i s t e .  



Pour énoncer l a  propriété dans l e  cas du langage fondamental l e  plus généra*, 

nous aurons encore besoin du lemme suivant : 

+ 
Lemme 3 . 9 . 4  : Etant donnés p,q,r,s,t,ii ,v,w E , 1 'image canonique f a  de 1 ' u n  quelcono~ 

des l inéaires suivants : 

itn C-langage non déterministe. 

En e f f e t ,  en s u p p o s a n t  l e  c o n t r a i r e ,  d e s  d é m o n s t r a t i o n s  a n a l o g u e s  à crll-s 

d e s  c a s  26 e t  31 du t h é o r è m e  3 . 9 . 1  d o n n e r a i e n t  d e s  c o n t r a d i c t i o n s  r e s p e c t i v e m e n r  oùrr,3 

les  c a s  i l  e t  i i l .  

Nous pouvons énoncer maintenant l a  propriété dans l e  cas l e  plus général, 

à savoir : 

Théorème 3.9.2 : Une condition nécessaire e t  suffisante pour qu'un langage fondamental 

s o i t  u n  C-langage déterministe e s t  que son image canonique inverse s o i t  u n  rationnel O'.! 

u n  1 i néai re él émentai re . 

Nous o m e t t r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  l a  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t s .  En e f f e t ,  il es t  

f o r t  l o n g  d ' e x h i b e r  un a u t o m a t e  à p i l e  d e  mémoi re  d é t e r m i n i s t e  q u i  r e c o n n a i s s e  l ' i m a g e  

c a n o n i q u e  d ' u n  l i n é a i r e  é l é m e n t a i r e .  Nous d i r o n s  s i m p l e m e n t ,  q u e  comme p o u r  l e s  l a ~ g o g e h  

b o r n é s  à deux  d i m e n s i o n s ,  l a  d é m o n s t r a t i o n  u t i l i s e  l e  lemme 3 . 8 . 4 ,  c ' e s t - à - d i r e  l a  

d é c o m p o s i t i o n  d e  t o u t  l i n é a i r e  é l é m e n t a i r e  e n  l i n é a i r e s  c a n o n i q u e s  p a r a l l è l e s  e t  

P - d i s ~ o i n t s  d e u x  à d e u x .  

P o u r  m o n t r e r  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e ,  c o n s i d é r o n s  d ' a b o r d  l e  c a s  où l e  

l a n g a g e  L e s t  i n c l u s  d a n s  a;?,. .a;k o ù  l e s  a s o n t  n l e t t r e s  d i s t i n c t e s .  1 n' i 

(1)  Cette condition impose que l e  l inéa i re  es t  propre. 



Comme l e  langage L e s t  u n  C-langage non ambigu C171, son image c a n o n i q u ~  
n inverse f-' (L) e s t  u n  l i n é a i r e  propre e t  s t r a t i f i é  de [ I l l  . a 

- 1 - 1 
Posons : f (L) = C+P;k, e t  supposons que f (L) ne s o i t  pas u n  r a t ionne? ,  r 3 -  a a 

u n  l i n é a i r e  élémentaire. 

Deux cas  peuvent a l o r s  s e  présenter  : 

1 2 3  1 2 3  11 P e s t  couplé, l i é ,  ou cont ient  P ,P ,P t e l s  que {P ,P ,P 1 s o i t  cycl ique  f e i n -  . 

1 2 3  1 2 3  
Alors 3 il ,i2,i3 E In e t  P ,P ,P 6 P t e l  que PT = {P ,P ,P 1 couvre 

N3 = (i ,i ,i ) e t  que P '  s o i t  couplé, l i é  ou cyclique fermé. 1 2 3  

D'après l e  lemme 3 . 8 . 2 ,  LT = L n  K?) e s t  de l a  forme 
3 

où L" e s t  u n  C-langage i n c l u s  dans a+ aï:: a;? , d'image canonique inverse  L '  = C'+Q7:' 
l2 l3 1 

avec Q = TI (PT). 
N3 

L '  n ' e s t  donc pas élémentaire par hypothèse. 1 

Soi t  S = (K,{ai ,a. ,ai },5,6,A,q0) une machine séquen t i e l l e  généra l i sée  

t e l l e  que : 
1 l2 3 

ii) 6(qk,ai ) = q. pour k E 13U{O} e t  j 8 I ~ ,  
j J 

i i i l  

s i  O c 

sinon.  

Une démonstration analogue à c e l l e  d u  lemme 3 .9 .1  montrerait  que 

Donc L" e s t  u n  C-langage déterminis te  171,  ce qui  con t red i t  l e  théorème 3.9.1. 



21 P e s t  c y c l i q u e  à g a u c h e  e t  n e  c o n t i e n t  p a s  t r o i s  p é r i o d e s  c y c l i q u e s  f e r m é e s ,  couplEe ,  

ou l i é e s  : 

1 2 3  
A l o r s .  1 P ,P ,P E P e t  il ,i2,i3,i4 € 1 t e l s  que  n 

i ) .  Posons  : N4 = (il ,i2,i3, 

O ' a p r k s  l e  lemme 3 .8 .2 ,  L' = 1. n K?' e s t  d e  l a  fo rme  : 
4 

où L" e s t  u n  C- l angage  i n c l u s  d a n s  ai:: a;? a% a+ d  ' image  c a n o n i q u e  i n v e r s e  
l2 l3 l4 

L' = C1+Q;k a v e c  Q = T (Pl), en n o t a n t  : 1 N4 

Une d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du c a s  11 m o n t r e r a i t  que  L" e s t  un 

C- l angage  d é t e r m i n i s t e .  

D ' a u t r e  p a r t  d ' a p r è s  l e s  h y p o t h è s e s  : 

R v i l  P ne  c o n t i e n t  p a s  d e  p é r i o d e  r é g u l i è r e  t e l l e  que P. # O pour 
1 

i € Ci ,i 1 s i n o n  P e s t  l i é ,  1 2  

1 2 3  R 
v i i l  P \ {P ,P ,P 1 ne  c o n t i e n t  p a s  d e  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  P t e l l e  que  

R 1 Pil Pi # O pour j € {2,3,41 ou que  Pi 51 # O pour j E t3,41. 
j 2 j 

T r o i s  c a s  peuven t  donc  s e  p r é s e n t e r  : 

4 
a l  P c o n f i e n t  une p é r i o d e  r é g u l i è r e  P t e l l e  que  p4 # O : 

3 
1 2 3 4  

A l o r s  comme P;k e s t  l i b r e ,  P' = {P ,P ,P ,P 1 .  

Donc L' e s t  l e  l i n é a i r e  i l  du lemme 3 . 9 . 4 .  C o n t r a d i c t i o n .  1 



4 4 4 
b) P c o n t i e n t  une  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  P t e l l e  que Pi 

3 
1 2 3 4  

P i 4  + O : 

A l o r s  P '  = {P  ,P  ,P ,P 1 e t  Li e s t  l e  l i n é a i r e  i i l  du lemme 3.9.4.  

C o n t r a d i c t i o n .  

c l  P n e  v é r i f i e  n i  a l  n i  b l  : 

En n o t a n t  : 
R p. R 

{014 s i  J P F P, t e l  que  P # O ,  e t  q u e  P s o i t  r é g u l i è r e ,  

Q4 = { 1 i4 
.rr ( P )  . s i non ,  

N4 

i i 
Q = nN4(P ) pour  i=1 ,2 ,3 ,  il v i e n t  : 

D ' a u t r e  p a r t  d ' a p r è s  l a  r e l a t i o n  VI, 

X E  L i  <=z 3 A h h A €Ill t e l s  que  : 1 '  2' 3 '  4 

v i i i l  x = C i  + h l  Q j  + h3 Q: 1 

2 
i n )  x = C; + h l  QS + h 2  Q ~ ,  2 

X I  x3 = C i  + h 2  Q: 

P o s a n t  K = , L t l '  = (L"/K) f) a;:: a a* e s t  un C- l angage  d é t e r m i n i s t e  [7] . 
4 l 2  l 3  

O r  WE L" / K<=> 3 W1 E L" e t  h E M  t e l s  que  W = W  a A 
1 i4' 

4 
<=> 3 h € N  et  3 x € W  t e l s  que  x v é r i f i e  l e s  r e l a t i o n s  

v i i i l  à x i 1  e t  q u e  W = a X1 X2 X3 ah 
il ai2 ai3 i4. 

3 
C e c i  i m p l i q u e  que  W 8 LI1' <=> 3 x € N v é r i f i a n t  l e s  r e l a t i o n s  v i i i l  à x 1 

XI aX2 aX3. t e l  q u e  W = ai 
1 i2 i3 



L ' image  c a n o n i q u e  i n v e r s e  d e  LM' e s t  donc  : 

c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  lemme 3 . 9  -1. 

La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e s t  donc m o n t r é e  à c o n t r a r i o  pou r  un l a n g a g e  i n c l u s  

dan  ç ai': 
1 2 " '  n ' 

Pour  un l a n g a g e  borné  que l conque  i n c l ü s  d a n s  W" ... 1 Wk il s u f f i t  d e  n ' 
c o n s i d é r e r  l a  machine s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  S, q u i  a p p l i q u e  a sur W. pou r  i 1 

lsisn e t  d e  p o s e r  : 

A l o r s  fa1 (LI) = fi1 (L) e t  LI = s-' (L) n a, . . . ait D'où l a  c o n d i t i o n  n ' 
n é c e s s a i r e  d a n s  l e  c a s  l e  p l u s  g é n é r a l .  

Le théorème 3.9.2 généralise dans une certaine mesure le théorème 2.6.3. 

Cependant, il ne constitue pas une caractérisation de tous les C-langages bornés 

déterministes. 

Dans le cadre de notre étude, nous nous sommes heurtés à des notions de 

"réductibilité" analogues à celle que nous avons définie au chapitre III. 

Nous n'avons pas réussi à étendre cette notion, dont la formalisation 

apparaît beaucoup plus complexe dans le cas général. 

Ainsi le langage LI = {ai+j j+k 1 i,j,k FM}, tel que a2 a3 

 fat^^) = 1 O}" + (1 ,O ,O)* + (1,l ,O)* + (0,1,1)ik est un C-langage non déterministe 

d'après le lemme 3.9.2. 

Par contre, le langage L2 = {af'j aj aktl 1 i,j,k EIX} t e l  que 2 3  fa'(^^) = (0,0,1) + (1,0,0)* + (1,1,0)*+ (0,0,1)* est déterministe. Or il est 

possible de montrer que L1 u L2 est un C-langage déterministe. 

Ceci provient de ce que fa1 (LI) et fa1 (L2) peuvent "se réduire" entre eux 

de telle sorte que : 



L'échec dans la généralisation de la notion de réductibilité provient 

essentiellement du grand nombre de cas possibles pour des réductibilités analogues 

à celle mentionnée ci-dessus. 

Cependant, nous terminerons ce chapitre en donnant une condition nécessaire 

de déterminisme pour une union finie de langages simples non cycliques fermés. 

Donnons auparavant une définition : 

1 2 N o u  &or26 que deux f inéahes LI = C + 9 et  L = C + P2 de INn 2 
L 

aoMt.e*éa 6 ' 2  edidte il,i2 8 In et P E Pi pom i=1,2 v&iIjA.antles popiéXén 

~&vcc&QA (1)  

La propriété annoncée ci-dessus s'énonce alors : 

Théorème 3.9.3 : Une condition nécessaire pour qu'une union f i n i e  dis jointe  de langages 

simples non cycliques fermés so i t  u n  C-langage déterministe e s t  que leurs images cano- 

niques inverses ne soient pas l iées  deux à deux. 

E n  s ' a p p u y a n t  sur l a  d é m o n s t r a t i o n  du théo rème  3.9.2, il s u f f i t  d e  c o n s i d é r e r  

d e s  l a n g a g e s  sur n l e t t r e s  d i s t i n c t e s  a 1 ,a2, ,ano 

k 
Notons  Li l e s  l a n g a g e s  s i m p l e s  (lsisk), L' = U Li et  Li = fa1 (Li). 

i= 1 

Supposons  p a r  exemple  que  L e t  L s o i e n t  l i é s .  1 2 

(1) Cette définit ion généralise ce l le  que nous avons donnée au chapitre 1. 



Avec l e s  mêmes n o t a t i o n s  que  d a n s  l a  d é f i n i t i o n ,  s o i e n t  : 

Notons : N2 = ( i l  ,i2) e t  xi = x f  x pour  i= i  ,2  . 
I 

( X I )  (x') ) e s t  d e  l a  fo rme  D ' a p r è s  l e  lemme 3.8 .2 .  L" = L '  n (K n KN7 N 7 

où L"' e t  LZ' s o n t  d e s  C - l a n g a g e s  i n c l u s  d a n s  a: a;? 
1 

, t e l s  que : (1) 
1 l 2  

11 1 F;--(L~') = U j pour  j = 1 , 2 ,  
i € K  i 

j 
n 

. (21 " j 3 k .  8 K .  t e l  que  : L i  = dJ + (P )* pour j=l , 2 .  
J J  j 

Une d é m o n s t r a t i o n  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  à c e l l e  du théo rème  3 . 9 , l  montrerait 

q u ' T l  e x i s t e  une  machine  s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  S t e l l e  que : 

Donc L"' = LM'  V L Z '  e s t  un C - l a n g a g e  d é t e r m i n i s t e  [71 .  1 

1 2  
Comme t o u s  l e s  l i n é a i r e s  L e t  L. s o n t ,  s o i t  r a t i o n n e l s ,  s o f t  d e  t y p e  1 ,  e t  

1 1 

que d e  p l u s  Lk e t  L: s o n t  l i é s  (')? c e l a  c o n t r e d i t  l e s  r é s u l t a t s  d e  l a  p a r t i e  1. 
1 2  

(1) Nous notons a '  l e  2-uple (ai ,ai ) .  
1 2  

(2) Au sens du chapitre 1. 



X. 1 

CHAPITRE X 

LANGAGES BORNES COMPILABLES 

------- 

Nous donnons dans ce chapitre une caractérisation des langages compilables 

fondamentaux. 

Comme au chapitre IX, nous considérons d'abord des langages sur un alphabet 

d'au plus quatre lettres distinctes E = (al, a2, a3, a4}. 

Lemme 3.10.1 : Une condition nécessaire pour qu'un langage simple incl us dans 
a"- ait ait s o i t  compi lable,  e s t  qu' i 1 ne s o i t  pas cyclique fermé. 1 2 3  

Supposons l e  c o n t r a i r e  e t  notons L = C+(p,O,q);t + (r,s,O);k + (O,~,U);~ 
+ 

1' image canonique i nve rse  du langage, avec p,q,r ,s ,t ,u € . 

S o i t  y une K - t r ansduc t i on  univoque de C* dans Z;t t e l l e  que : 
1 ,N 

V W B  : W E  fa(L) <=> yW E D", où D"est  l ' ensemb le  de Dyck s u r  z*. 
1 ,N 

Notons m l e  p l u s  p e t i t  commun m u l t i p l e  des c y c l e s  de pa e t  cho i s i s sons  des 1 
e n t i e r s  i,y ,v 6 IN t e l s  que : 

e t  ( 21  v 3 mqs. 

C +ys+vt y+Xq+vu 
En posant,  W = a2 2 a 3 , l e s  mots 

Cl +Xp+pr Cl +hp+vr+m(pus+qrt) 
W1 = al W e t  W2 = al W appar t iennen t  à L .  

(1) Le lemme e s t  encore vrai pour une union f i n i e  d is jo in te  de langages simples, e t  i l  
e s t  faci le  de modifier l a  démonstration en conséquence. Cependant, nous l 'avons 
énoncé sous ce t te  forme, faute d 'avoir pu généraliser ce second énoncé pour u n  
1 angage borné sur n l e t t r e s .  



P o u r  W1, c e l a  est é v i d e n t .  

C1+Atp+u'r C2+u's+vtt C3+h'q+vtu 
P o u r  W2, il s u f f i t  d e  r e m a r q u e r  q u e  W2 = al a2 a3 

a v e c  A '  = X+msu, u t  = y+mqt et  v' =v-msq, q u i  est  p o s i t i f  ou n u l  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  v. 

Donc uWi E D;k pour  i=1,2. 
1 ,N 

O r  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  h e t  d e  v, i l  e x i s t e  un c y c l e  k d e  va, t e l  que  

[31 UW, h k R 
= va, ua, va1 

1 ,N 1 ,i i,i iyj pWj ,N ' D*9 

C h o i s i s s o n s  v d e  t e l l e  s o r t e  que  h+vk+R = C,+~p+~r+m(pus+qrt). 

m( us+ rt) v est  un en t i e r  s u p é r i e u r  ou é g a l  à 2, c a r  v = 1 + . 

D ' a p r è s  l ' u n i v o c i t é  d e  u 1 ,NY nous  a v o n s  : 

Comme v e s t  s u p é r i e u r  ou é g a l  à 2 ,  (31 et  14) i m p l i q u e n t  q u e  : 

k h R 
e t  va, val l"j ,N a p p a r t i e n n e n t  à D$:. 

i ,i 1,i i,j 

h k 
P a r  c o n s é q u e n t .  V x E Ru : pal (ua, ) X  pal uWj ,N 8 D 

1,i i,i i9j 
Cl +Ap+ur+xk 

P a r  h y p o t h è s e ,  c e l a  i m p l i q u e  que  a 1 W € L. 

C h o i s i s s o n s  x d e  t e l l e  s o r t e  que  xkqs > v(pus+qrt). 

A l o r s  3 X',v',v' €fh! t e l s  que  : 

xk s 
Donc v' = v - 9 es t  s t r i c t e m e n t  n é g a t i f  d  ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  x. pus+qrt 

C o n t r a d i c t i o n .  



Lemme 3.10.2 : Une condition nécessaire pour qu'un langage simple inclus dans 

a, a$- a$ ax s o i t  compilable, e s t  qu ' i l  ne s o i t  pas cyclique fermé. 

Notons  L = C+Pk l ' i m a g e  c a n o n i q u e  i n v e r s e  du l a n g a g e  s i m p l e .  

1 2 3  
Nous pouvons s u p p o s e r  que  P n e  c o n t i e n t  p a s  {P ,P ,P 1 c y c l i q u e  f e r m é ,  

s i n o n  il s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  l e  lemme 3.10.1 .  

P a r  c o n s é q u e n t ,  s i  L  est c y c l i q u e  f e r m é ,  nous  pouvons é c r i r e  : 

Nous n o t e r o n s  : pz = psuy, pl = qrtx e t  p = min (pl ,pz). j 

Comme L  e s t  p r o p r e ,  pl # pz. 

D ' a u t r e  p a r t ,  en s u p p o s a n t  q u e . f  (L) s o i t  c o m p i l a b l e  e t  en  r e p r e n a n t  Les  a. 
n o t a t i o n s  du lemme 3.10.1, c h o i s i s s o n s  un e n t i e r  X d e  t e l l e  s o r t e  e u e  

C1+Xmp.prtx 
A l o r s ,  pou r  i=1 , 2 ,  Wi = al W B L e n  p o s a n t  : 

{ ~ n  e f f e t  : 

fa1 (W1) = C+Xmplpxt(r,s,O,O) + hmplpsu(O,O,x,y) 

Donc pW i 62 Di'; pour  i=1 ,2. 
1 ,N 

O r ,  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  A, il e x i s t e  d e s  c y c l e s  k e t  k2 d e  va t e l s  que  pour  1 1 
i = 1 , 2  : 

(1 )  La remarque en bas de l a  page X . l  reste  valable pour l e  lemme 3.10.2. 



C h o i s i s s o n s  v d e  t e l l e  s o r t e  que h.+vk.+' = Xmpstxpi pour  i f j  . 
J ~j 

v e s t  u n  e n t i e r  s u p é r i e u r  ou é g a l  à 2 c a r  

Xmprtx (p. -p. ) 
v = 1 + + e t  q u e  p a r  d é f i n i t i o n  pi > pj .  

j 

Donc d ' a p r è s  l ' u n i v o c i t é  d e  p : 
1 'N 

k 
( I I  e t  (31 i m p l i q u e n t  que  pal j  

S. S 
J' j 

Donc V v 6 N 

k.+vk.+l 
W1 ,N E Dk c e  q u i  e n t r a î n e  que  : 

~ h o i s i s s o n s  v d e  t e l l e  s o r t e  que vk > hmprtx (pi-pj) a v e c  i # j .  A l o r s ,  
j 

(41 i m p l i q u e  q u ' i l  e x i s t e  X',p',vl,O' 8I-N t e l s  que  : 

X'p + p l r =  Amprtxp + vk 
j j ' 

p's + v't = Xmpstxpl, 

C e l a  i m p l i q u e  que  A' et  ri' v é r i f i e n t  l e s  r e l a t i o n s  : 



k.qxt 
Donc s i  p = pl, v' = hmptxpl - v -- 

j 
' < O d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  v ,  et 
Pz-Pl 

k . suy 
s i  p =p h' = hmrtxp2 - v - < O  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  v .  j 2' Pl -pz 

Dans l e s  deux c a s ,  n o u s  o b t e n o n s  une  c o n t r a d i c t i o n .  

La condition du lemme 3.10.2 n'est pas suffisante. Pour obtenir une condition 

nécessaire et suffisante nous aurons besoin des deux lemmes suivants : 

Lemme 3.10.3 : L'image canonique fa de l'un quelconque des linéaires suivants : 

n'est pas un langage compilable. 

Nous f e r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  pour  L E l l e  s e r a i t  t o u t  à f a i t  a n a l o g u e  pour  1 
L2 

E n  s u p p o s a n t  que  fa(L1) s o i t  c o m p i l a b l e .  n o t o n s  p une  K - t r a n s d u c t i o n  
1 ,N 

u n i v o q u e  d e  c;? d a n s  Zik t e l l e  que  : 

V W E z : W E fa(L1) <=> uWl ,N E Dh, où D;? e s t  l ' e n s e m b l e  d e  Dyck sur Z*. 

Pour  1sis4, n o t o n s  m. l e s  p l u s  p e t i t s  communs m u l t i p l e s  r e s p e c t i f s  d e s  c y c l e s  
1 

d e  va. e t  posons  m = m m m m 
1 1 2 3 4 '  

C h o i s i s s o n s  un e n t i e r  h t e l  que  h > zN-1. 

h h h h  
Comme W = al a2 a3 a4 E fa(L1) , vW1 ,N C D". 

O r  d ' a p r è s  l e  c h o i x  d e  A, il e x i s t e  d e s  c y c l e s  pi d e  ua. pour  Isis4 t e l s  que  : 
1 



e t  que  hi + pi + ki = h pour  l i i 6 4 .  

Posons  pour  s i m p l i f i e r  l e s  n o t a t i o n s  : 

Avec c e s  n o t a t i o n s  : (1) W1W2W3W4W5W6W7W8W9 E D;?. 

P o u r  i=1,2,3,4.  c h o i s i s s o n s  X t e l  que  : hi + X.p. + ki = X+m. i 1 1  

Les  X. s o n t  d e s  e n t i e r s  s u p é r i e u r s  ou égaux à 2 c a r  : 
1 

p o u r  l i i c 4 .  Xi = 1 + X 1  en p o s a n t  X i  = - i P i  

4 
Comme w1 W i l  W3 W t 2  w5 w i 3  w7 w8 wg = "i ,N + O ,  l ' u n i v o c i t é  d e  u 

1 ,N 
i m p l i q u e  que  : 

A+m X+m X X 
D ' a u t r e  p a r t ,  MP' = a, a2 a3 a4 E f,(L1) donc  uW1I 6 CD". 

1 ,N 

Un même r a i s o n n e m e n t  que  p o u r  W '  m o n t r e r a i t  que  : 

;. 
(11 e t  (31 i m p l i q u e n t  que  W i i  W3 W4 e t  W s o n t  égaux  d a n s  l e  g r o u p e  l i b r e  3 

X3 
(21 i m p l i q u e  a l o r s  que  W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W i 4  Wg F DkJ donc  que  

X X X+m A+m a a a  1 2 3  a4 E L I J  c e  q u i  e s t  une  c o n t r a d i c t i o n  c a r  m > O .  



4 Lemme 3.10.4 : L'image canonique f du l i n é a i r e  L = (01 + ( 1 , 0 , 0 , 1 ) ~ ~ + ( 1 , 1 , 0 , 0 ) * + ( 0 , 0 , 1 , 1 ~ ~  a 
n ' e s t  pas compi l ab1 e. 

E n  e f f e t ,  avec l e s  mêmes nota t ions  qu'au lemme 3 .10 .3  mais en remplaçant W" 

par W' = a, ah ah il v i e n t  : 2 3 4  

A i 
('2) e t  (31 impliquent que W i i  W5 W6 e t  W sont égaux dans l e  groupe l i b r e  5 

h3 
Donc (1 1 implique que W1 W2 W3 W i l  W5 W6 W7 W8 )\19 e c ' e s t - à - d i r e  

h h+m h+m h 
a , a a3 a4 H a ( L )  ce  qu i  e s t  une con t rad ic t ion  c a r  m>O. 

Nous pouvons maintenant énoncer une propriété plus générale pour un langage 

borné sur  quatre l e t t r e s .  

Lemme 3.10.5 : Une c o n d i t i o n  nécessai re pour qu 'un langage simple i n c l u s  dans 

a ,  a$ a$ a2 s o i t  compi lable e s t  qu'  i 1 ne s o i t  pas cyc l i que .  

E n  e f f e t ,  s i  l e  langage L e s t  cycl ique fermé, c e l a  con t red i t  l e  lemme 3.10.2.  

D'aut re  p a r t ,  en supposant que L e s t  cyc l ique  non fermé, d ' a p r è s  l e  lemme 

3.8.4, fa1 (L) e s t  une union f i n i e  de l i n é a i r e s  canoniques p a r a l l è l e s  Li,  pour i E 1. 

de mot i fs  (pl ,p2,p3) e t  P - d i s j o i n t s  deux à deux. 

So i t  a l o r s  Ki u n  K-langage t e l  que K. 2 f ( L . )  e t  que V j E 1 \ { i l ,  
1 a 1 

K i "  f (L.) = g .  
a J  

Alors L i  = L n Ki e s t  u n  langage compilable t e l  que f - ' ( L i )  = L a i ' 

Une démonstration analogue à c e l l e  du lemme 3 .9 .1  montrerai t  q u ' i l  e x i s t e  u n  
- 

4 
langage cycl ique  L", image canonique d 'un  l i n é a i r e  canonique de cons tante  { O )  e t  d e  

4 motif ( I I  t e l  que L" \ { A }  = Ç-'(LI \ (<' G2 aZ3 n 1 2 3 4 '  a;k a;k 



L" e s t  donc  c o m p i l a b l e  Cl41 c e  q u i  c o n t r e d i t  l e s  lemmes 3 . 1 0 . 3  e t  3 . 1 0 . 4 .  

Le lemme 3.10.5 se généralise en l'énoncé suivant : 

Théorème 3.10.1 : Une condition nécessaire pour q u ' u n  langage fondamental s o i t  compi- 

lable e s t  qu ' i l  s o i t  simple e t  non cyclique. 

En s ' a p p u y a n t  sur l a  d é m o n s t r a t i o n  du théo rème  3 . 9  - 2 ,  i l  s u f f i t  d e  d é m o n t r t ?  

l e  t héo rème  d a n s  l e  c a s  d ' u n  l a n g a g e  L bo rné  s u r  n l e t t r e s  al,a2, ..., a . n 

Supposons  d ' a b o r d  que  L ne  s o i t  p a s  s i m p l e  ou b i e n  s o i t  c o u p l é .  A l o r s  u n  
- 1 2 

p o s a n t  fa  (L) = C+pc, P c o n t i e n t  deux p é r i o d e s  P' e t  P , s o i t  c o u p l é e s ,  s o i t  t e l l e s  - 
que {pl, p2) n e  s o i t  p a s  s i m p l e ,  e t  il e x i s t e  deux i n d i c e s  i 1, i2 ô In t e l s  que 

1 1  il<i2, que Pi 2 Pi2 # O e t  que P. # O i m p l i q u e  j 6 {il ,i2}. 
1 J 

Posons  N = (il ,i2). 2 

D ' a p r è s  l e  lemme 3 . 8 . 2 .  L n K(') e s t  d e  l a  fo rme  : 
N, 

X X 
(Cl  a 1 (Cl a 2 (Cl 1 a 1 A 2 

lW0,il il 'il ,i2 i2 'i2,n+i a ô L") où L" a  pour  image  c a n o n i q u e  un l i n é a i r e  
1 2 

d e  l a  fo rme  : 

1 2  C' + CT (CP ,P ))1;k 
N2 

O r  une  d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  a c e l l e  du théo rème  3 . 9 . 2  m o n t r e r a i t  q u ' i l  

e x i s t e  une  machine  s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  S t e l l e  que  : 

L" e s t  donc  c o m p i l a b l e  C141, c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  lemme 2 . 7 . 8 .  

Supposons  e n f i n  que L s o i t  c y c l i q u e .  

A l o r s  il e x i s t e  d e s  i n d i c e s  il,i2,i3,i4 6 In t e l s  q u e  i ci ci <i e t  il 1 2 3' 4' 
e x i s t e  un sous -ensemble  c y c l i q u e  P' d e  P c o u v r a n t  N = (il ,i2,i3,i4) (II. 4 

(1) Nous supposons que i4>i3. La démonstration s e r a i t  tout à f a i t  analogue s i  i4 é t a i t  

égal à i3 (Pt e s t  alors cyclique fermé). 



Une démonstration t o u t  à f a i t  analogue à c e l l e  du théorème 3.9.2 montrerai t  

a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  u n  langage L", image canonique d 'un l i n é a i r e  de l a  forme 

C' + (P')Iik e t  une machine séquen t i e l l e  géné ra l i sée  S t e l s  que : 
N4 

L" e s t  donc compilable [141, ce  qui con t red i t  l e  lemme 3.10 .5 .  

Pour des raisons identiques à celles que nous avons mentionnées au chapitre 

IX, nous n'avons pas réussi à généraliser ce résultat au cas d'une union finie de 

langages fondamentaux. 

Bien plus, comme il a été dit au bas de la page X.l, nous n'avons pas réussi 

à le généraliser pour une union finie disjointe de langages simples. 

Cet échec provient du résultat suivant : 

i+j j+k k i Les langages LI = Ca, a2 a3 a4 1 i,j,k € M l  et 
i j j+k+l L = C a  a a 2 1 2 3  ick+l 1 j k C 1 ne sont pas compilables d'après le théorème a4 

3.10.1. 

Par contre, le langage L = L1 U L2 = {ai aj ak a' i+k = j+X1, lui, est 1 2  3 4 1  
manifestement compilable . 

Cependant, la condition du théorème 3.10.1 est aussi suffisante pour un 

langage borné sur n lettres al,a2,..*,an. 

Pour le montrer, nous considérons d'abord le cas de l'image cmonique du 

linéaire défini au lemme 3.8.5. 

Lemme 3.10.6 : L ' image canonique fa du 1 i n é a i r e . L  d é f i n i  au lemme 3.8.5 e s t  un langage 

compi l a b l e .  

E n  reprenant l e s  mêmes nota t ions  qu'au lemme 3 . 8 . 5 ,  s o i t  T une K-transduction 

de dans Zïk = {x,X}ik d é f i n i e  par : 



i i l  @ e s t  l ' homorph i sme  d e  ,Y;? d a n s  xi? d é f i n i  p a r  : 

i i i l  $ e s t  1' homomorphisme d e  c?: d a n s  Zïk d é f i n i  p a r  : 

x s i  j ~ i ,  

V a. Ê C : $(a.) = 
J J - 

x s i n o n .  

A l o r s  : Y u 6 Pk : T (u) # @ 
n 

Y1 e t  \iyÊp:r(al ... 

T est  donc un ivoque  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3 .8 .5  : 

YI Yn i n 
V u 8 L* : u Ê fa(L) <=> u = a ... a a v e c  1 yj = y n j =1 j =i+1 4 Yj 

<=> ~(u) 8 D;k, où D* est l ' e n s e m b l e  d e  Dyck sur Z*. 

D'où l a  p r o p r i é t é .  

Les deux lemes suivants énoncent la même propriété pour l'image canonique fa  

d'un linéaire du même type que celui du lemme 3.8.5, mais sous des hypothèses moins 

restrictives. 

Lemme 3.10.7 : E tan t  donné un l i n é a i r e  canonique L = {O}" + P k  d e  INn, de m o t i f  {l ln, 

s imple,  non cyc l i que ,  t e l  que P s o i t  chaîné e t  que I(P)  = n, a l o r s  f,(~) e s t  un langage 

compi lab le .  

Comme P e s t  c h a î n é  e t  s i m p l e ,  e t  q u e  I (P)  = n, P n e  c o n t i e n t  p a s  d e  p é r i o d e s  

r é g u l i è r e s .  

E n  posan t  Mo = 1, d é f i n i s s o n s  p a r  r é c u r r e n c e  l e s  é l é m e n t s  s u i v a n t s  : k20 : 



max j s i  Jk+l # $, 

s i n o n ,  

I l  e x i s t e  un nombre s f i n i  d ' e n s e m b l e s  P '  k 

S i  s e s t  é g a l  à 1 ,  l a  p r o p r i é t é  r é s u l t e  immédiatement  du lemme 3.10.6. 

S i n o n ,  1, m 6 Is, 1 # m i m p l i q u e  P' n PA = e t  d ' a u t r e  p o r t ,  comme P R 
e s t  c h a î n é  e t  que  I ( P )  = n,  

E n f i n  p a r  c o n s t r u c t i o n  d e s  ensembles  P '  L ' 

Y 1 € Is, P i  e s t  c h a î n é  e t  1 pe9' € P i  t e l l e  que : PM" $" # 
ML+ 1  

A l o r s  une  d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  à c e l l e  du lemme 3 . 8 . 5  m o n t r e r a i t  q u ' i l  

e x i s t e  d e s  i n d i c e s  i € 1 pour  l s j 6 s  t e l s  que : 
j n 

S o i t  T l a  K - t r a n s d u c t i o n  d e  c ; ~  d a n s  Z;k = {x,X};k, d é f i n i e  comme au lemme 

3 . 1 0 . 6 ,  en r e m p l a ç a n t  l 'homomorphisme + - p a r  : 

(1) Nous posons i O = O .  



x s i  iZk+l < j s i2k+l pour  Osksp, 
b' a.  8 1 + ( a . )  = x s i  s=2p+2 e t  s i  i2p+2+l s j i n ,  

J 3 
ou s i  s=2p+3 e t  s i  i2p+2+1 s j i i2p+3, 

- 
x s i n o n .  

T est  une  K - t r a n s d u c t i o n  u n i v o q u e .  

D ' a u t r e  p a r t  V  u  8 : ~ ( u )  = fl <=> u  € a;? . . . et 1 n 
v y e d ' :  

2 n 

L e s  r e l a t i o n s  ( 21  e t  [31 i m p l i q u e n t  donc  q u e  : 

u 8 1̂  u 8 f,(L) <=> r ( u )  6 D* où D* es t  l ' e n s e m b l e  d e  Dyck s u r  D*. 

Lemme 3.10.8 : E t a n t  donné un 1  i n é a i r e  canonique L = 101" + Pi? de II?, de m o t i f  i l  ln,  

s imp le  e t  non c y c l i q u e ,  a l o r s  fa(L) e s t  un langage compi lab le .  

Montrons l a  p r o p r i é t é  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  n .  

S i  n=2, l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  d ' a p r è s  l e  lemme 2 . 7 . 2 .  

Supposons  q u ' e l l e  s o i t  v r a i e  p o u r  t o u s  l e s  en t ie r s  i n f é r i e u r s  à n donné .  

Nous s u p p o s e r o n s  q u e  I (P )  = n s i n o n  l a  p r o p r i é t é  e s t  t r i v i a l e m e n t  v r a i e  p a r  

r é c u r r e n c e .  

A l o r s  s i  P e s t  c h a î n é ,  l a  p r o p r i é t é  es t  v r a i e  d ' a p r è s  l e  lemme 3 . 1 0 . 7 .  

S i n o n  il e x i s t e  un s o u s - e n s e m b l e  c h a î n é  P r  d e  P t e l l e  q u e  I ( P ' )  s o i t  

s t r i c t e m e n t  i n c l u s  d a n s  1 . n 

P r e n o n s  P '  d e  c a r d i n a l  maximum, e t  p o s o n s  : 



m =  min j ; M =  max j ;  
j€I (P') jGI (Pl) 

P; = P \  Pi. 

P i  fl c a r  I(P) = n e t  I(Pi) est  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  d a n s  I . n 

D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  c h o l x  d e  P t  e t  comme P e s t  s t r a t i f i é  : 

R V P E P i  : P: # O i m p l i q u e  jcm o u  j > M. 

i 
Donc e n  p o s a n t  L = C + Q! p o u r  i=1,2 a v e c  : i 1 

Qi = T N ~  (Pi) ; Qi = .- (Pi) ; 
N~ 

1 C .  = C .  p o u r  msjcM, 
J J  

7 

e t  C &  = C - P o u r  1 sjsm-1 ( s i  m221 e t  p o u r  M+l sj~n ($i n?M+1), i l  v i e n t  : 
j J 

111 x 8 L <==> (X ,,..., x >xMtl ,... >x) & L e t  (xm7 ..., xM) € L , .  m- 1 n 2 

D ' a u t r e  p a r t .  fa(L1) e t  f (L2) s o n t  c o m p i l a b l e s  c a r  d ' a p r è s  l e  lemme 3 . 8 . 1  - a 

P a r  h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  il e x i s t e  d o n c  u n e  K - t r a n s d u c t i o n  u n i v o q u e  

;1 d e  {a,,. . a ,%}* d a n s  z, t e l l e  q u e  : 

a }* : W1 €5 f (L ) <=: r (W ) G D, où  D ,  e s t  l ' e n s e m b l e  c e  ti W1 € Cam, ..., a 1 1 1  

Dyck s u r  Zït.  1 

(1) Nous posons a' = (am7...,%) et a" = (al,...,am-l,~+l,...,an). 



De même il e x i s t e  u n e  K - t r a n s d u c t i o n  u n i v o q u e  r 2  d e  {al ,. . .,am-l ,aM+, ,. .. a lit ' n 
d a n s  Z* t e l l e  q u e  : W2 8 f (L ) = r (W ) € où Dk es t  l ' e n s e m b l e  d e  Dyck sur Z?;. 2 a 2 2 2 2 2 

S a n s  n u i r e  à l a  g é n é r a l i t é ,  n o u s  pouvons  s u p p o s e r  q u e  Z  n Z 2  = @. 1 

P o s o n s  a l o r s  Z = Z u Z  e t  s o i t  r l a  K - t r a n s d u c t i o n  d e  1;" d a n s  Z.' t e l l e  q u e  : 1 2 

r est  une K - t r a n s d u c t i o n  u n i v o q u e  comme T e t  T ~ .  1 

D ' a u t r e  p a r t ,  (11 i m p l i q u e  q u e  : 

Donc W 6 fa(L) <=> r(W = W 1  W' W' a v e c  1 2 3  

w$ E '1 (fa(L1)) e t  Wi W j  F r2(fa(LZ)) 

E n f i n  comme Z, n Z 2  = 0, 

W E fa(L) '=> T (W) F D" où D* est  1 ' e n s e m b l e  d e  Dyck s u r  Z". 

Nous pouvons maintenant énoncer l a  condition suff isante ,  à savoir : 

Théorème 3.10.2 : Une condition suffisante pour qu'un langage fondamental incl us dans 

a l  ... a: soit compilable est qu'il soit simple et non cyclique. 

En e f f e t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3.8.4, l ' i m a g e  c a n o n i q u e  i n v e r s e  du l a n g a g e  

f a '  (L) es t  1 ' u n i o n  f i n i e  d e  l i n é a i r e s  c a n o n i q u e s  p a r a l l è l e s  L p o u r  j 6 1, ' e t  iJ  
P - d i s j o i n t s  d e u x  à d e u x .  

P a r  c o n s é q u e n t ,  L e s t  u n e  u n i o n  f i n i e  d e  l a n g a g e s  c a n o n i q u e s  ( 1) fa (Li) 

K - d i s j o i n t s  d e u x  à d e u x .  

(1) Nous entendons par là 1 'image canonique fa  d'un linéaire canonique. 



I l  s u f f i t  donc de montrer qu'un langage canonique e s t  compilable.  

O r ,  notons L' = C + P h o n  image canonique inve r se  de  motif 

(pl ,p2,. . . ,pn) € fl, e t  L" = {Oln + Qk un l i n é a i r e  t e l  que : 
n 

1 s i  P ~ # o ,  

V p t € P ,  Q 3 Q t a v e c  pour i €  1 n : 

( O sinon.  

D'après l e  lemme 3.10.8, fa(LW) e s t  un langage compilable.  

S o i t  a l o r s  S = (K,L,L,6,h,qo) l a  machine s é q u e n t i e l l e  g é n é r a l i s é e  t e l l e  que : 

i i l  pour 0sjsn e t  pour lsisn : 

S r é a l i s e  manifestement une K-transduction i n j e c t i v e  de ait . . . a.i dans 1 n 

'n Pn ) f  . . . an (an )li t e l l e  que : 

Par conséquent, fa(Lf) e s t  u n  langage compilable [141. 

En rapprochant les résultats des théorèmes 3.10.1 et 3.10.2, nous obtenons 

la propriété caractêristique annoncée au début de ce chapitre. 

Théorème 3.10.3 : Un langage fondamental est compilable si et seulement s'il est 

simple et non cyclique. 
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Page 

Base (d'un semi-linéaire) 

Bipeigne 

Canonique (linéaire, semi-linéaire) 

Chaîné (ensemble) 

C-langage 

Compiiable (langage) 

Constante (d'un linéaire) 

Couplé (ensemble) 

Couvre 

Cyclique (à gauche, à droite, au centre) (ensemble) 

Cyclique fermé (ensemble) 

Déterministe (automate à pile de mémoire) 

Elémentaire (linéaire) 

Entrelacés (semi-linéaires) 

Essentiel (linéaire) 

Fondamental (langage) 

Homogène (semi-1 inéaire) 
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1-dis j oints (linéaires) 

Irréductible (semi-linéaire) 

K-indépendants (linéaires, semi-linéaires) 

K-séparé (semi-linéaire) 

K-transduction 

Lié (ensemble) 

Liés (linéaires) 

Limité (inférieurement, supérieurement) (semi-linéaires) 

Linéaire 

Local (K-langage) 

Machine séquentielle généralisée 

Maximale, Minimale (périodes, pentes) 

Monogène (monoïde) 

Motif (d'un semi-linéaire) 

III . 2  

O - 4  

IX. 1 

III ,6 

0.1 

111.1 et V I T I . ?  



Ordonné (semi-linéaire) 

Parallèles (linéaires) 

Peigne 

Période (d'un linéaire) 

Période de co~trainte 

Ponctue 1 

Positif (semi-linéaire) 

Préordonné (semi-linéaire) 

Propre (linéaire, semi-linéaire) 

Quas i-homogène (semi-1 inéaire) 

Rangé (semi-linéaire) 

Rationnel 

Régulier (élément) 

Sans boucle (Automate à pile de mémoire) 

Semi-peigne 

Simple (ensemble) 

- (lw3%F) 
Sommet (d'un semi-linéaire) 

Stratifié (ensemble) 

Type 1 ,  2, 3 (linéaire de) 

Unaire (semi-linéaire) 

Univoque (K-transduction) 

1 -homogène (semi-1 inéaire) 

1 -période 

II .3 

VIII.8 

IV. 6 

1 .O 

1.2 

1.3 

II .1 

II .1 

1 .O 

III. 1 

III - 7  

1.2 

VI11 .1 

O .4 

IV.6 

VIII.2 

VII.12 

IV. 2 

VIII.2 

1.2 

VI .3 

0.5 

VI .3 
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