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N. CHOMSKY [1] a introduit, 2 partir de considérations linguistiques,
les notions de langages et grammaires formels, en particulier celle de langages
"context-free'' (C-langages dans notre terminologie). Ces derniers ont depuis fait
1'objet de nombreuses €tudes théoriques et pratiques, un des axes essentiels de
ces recherches ayant été la définition de certaines sous-classes de la classe des

C-langages.

De nombreuses questions que 1l'on peut raisonnablement se poser n'ont
recu de réponses que dans le cas particulier des langages bornés, c'est-a-dire
contenus dans un produit de monoides monogé€nes. Cette famille, introduite par
S. GINSBURG et E. SPANIER [10] présente en effet 1'intérét que chacun de ses
éléments n'est autre finalement qu'un sous-ensemble de N". Ainsi les problémes
liés a la structure, encore mal connue, du monoide libre sont-ils remplacés par

des problémes de g€ométrie des entiers (cf. L10, 11, 121).

C'est de cette facon que 1'on peut caractériser les C-langages bornés
et les C-langages bornés non ambigus en termes de sous-ensembles particuliers de
ﬂ@l, les "semi-linéaires' de R.J. PARIKH [16], qui ne sont autre que des unions

finies de translatés de variétés lingaires.

Par ailleurs, les nécessités de la compilation des langages de program-
mation qui sont le plus souvent essentiellement des C-langages, ont conduit a
définir d'autres classes de C-langages, dont la manipulation sur ordinateur est
particulieérement ais€e. C'est le cas des C-langages déterministes introduits pour
la premiére fois par M. P. SCHUTZENBERGER [17], et repris ensuite sous une autre
formulation par S. GINSBURG: et S. GREIBACH [7]1 ; ou bien des langages compilables
définis par M. NIVAT [14].



Une €tude systématique des C-langages 3 la fois déterministes (ou
compilables) et bornés n'avait jamais €t€ tentée. C'est elle qui constitue 1'objet
de notre travail. Elle a abouti a des caractérisations complétes dans le cas de la
dimension 2, qui malheureusement ne s'étendent qu'imparfaitement en dimension

supérieure.

Notre travail contient ainsi deux parties distinctes et d'inégale

importance.

1- 1le cas de la dimension 2,

2- les dimensions sup€rieures a 2.

Dans la premi€re partie, nous nous sommes tout d'abord attachés a la
classification des semi-linéaires delNZ en fonction de leurs projections sur les
axes. La difficulté principale résidait dans la construction de représentations
suffisamment canoniques de ces ensembles : nous en obtenons une en écrivant la
projection sur le premier axe comme une union finie de progressions arithmétiques
disjointes (chapitre I). Le second chapitre est consacré i une classe particuliére
de semi-linéaires, dits €lémentaires, qui jouent un rdle prépondérant dans 1'éta-
blissement, par la suite, d'une condition suffisante de déterminicité pour les

C-langages bornés en dimension 2.

Ayant obtenu la représentation canonique dont 11 a €té€ question ci-dessus,
nous avons cherch€ naturellement a en simplifier la projection sur le second axe ;
c'est ce qui nous conduit au chapitre III, a définir la notion de semi-lin€aire
homogeéne, et a €tudier au chapitre IV les propriétés de tels ensembles.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons aux langages bornés en

dimension 2.

Nous montrons, au chapitre V, une condition suffisante de déterminicité

pour ces langages, condition qui s'exprime tr&s simplement en termes de semi-
lin€aires &lémentaires.

En outre, cette condition est nécessaire, comme nous le montrons au
chapitre VI. Cela nous permet d'énoncer une caractérisation des langages bornés

en dimension 2 et de généraliser ainsi tr&s largement un résultat de [7].



Incidemment, nous obtenons dans ce méme chapitre, une condition nécessaire

et suffisante pour qu'un langage borné a deux dimensions soit un K-langage.

Les techniques développées en vue de 1'€tude des langages d€terministes
bornés s'appliquent a celle des langages compilables bornés en dimension 2 et
conduisent 3 une caractérisation particuliérement simple. Cela nous permet de
démontrer dans ce cas particulier une conjecture de M. NIVAT [14] sur 1'union de

deux langages compilables disjoints.

Dans la troisiéme partie, nous nous intéressons aux langages bornés

quelconques, c'est-a-dire de dimension n.

Comme pour les langages bornés a deux dimensions, nous &tudions d'abord,
dans le chapitre VIII, quelques propriétés des linéaires de IN" (ensembles dont la
réunion constitue un semi-linéaire). En particulier, nous &tendons la définition

et les propriétés des linéaires canoniques étudiés au chapitre I.

Ces propriétés nous permettent d'énoncer dans le chapitre IX, une
caractérisation des langages déterministes et fondamentaux (image canonique d'un
linéaire unique) en termes de linéaires €lémentaires. La définition de ces derniers
est une simple extension de celle que nous avons donnée au chapitre I. Nous obtenons
aussi dans ce chapitre une condition nécessaire de déterminisme pour certaines unions
finies de langages simples, mais nous n'avons pu étendre ces résultats aux langages
bornés déterministes les plus généraux : la difficulté provient essentiellement de
ce qu'une union finie de linéaires peut "€tre réduite'" a un lin€aire unique. Nous
nous étions déja heurtés a ce probléme en dimension 2 ; cependant, dans les dimen-
sions supérieures, le nombre de telles réductions croit considérablement et 1'étude

des différents cas devient rapidement inabordable.

Nous montrons enfin dans le chapitre X que les langages simples ne sont
pas tous compilables comme nous avions pu le croire, et nous €énongons ensuite une
condition nécessaire pour qu'un langage simple soit compilable. Cette condition

conduit alors aisément A une caractérisation des langages fondamentaux compilables.



0.1

CHAPITRE 0

NOTATIONS ET  TERMINOLOGIE

1) NOTATIONS
Pour deux ensembles A et B quelconques, nous noterons :
- card (A) le cardinal de 1l'ensemble A,
-A\NB={x|x€eA; x¢Bi,
-AB= {xy | x€A;ye¢eB}.
i* désignera le monoide libre engendré par un ensemble fini I, que nous

appellerons alphabet.

L'opération dans £* sera noté multiplicativement et 1'€lément neutre de i*,

le mot vide, sera noté A.

Nous dirons généralement que les €léments de :* sont des mots sur 1'alphabet
£ (ou sur i*), et nous noterons |W| la longueur d'un mot W de r*.
Nous noterons A* le sous-monoide engendré par une partie A de z*. En

particulier, nous appellerons monoide monogéne, le sous-monoide W* engendré par un

mot W sur I¥.

Enfin, d'une maniére classique, nous appellerons langage sur I (ou sur I*)
toute partie de z*.

2) AUTOMATES D'ETATS FINIS ET K-LANGAGES

Une famille importante de langages est celle des K-langages, définie

comme suit :

La famille des K-langages est la plus petite famille de parties de z* qui

contienne les parties finies et qui soit fermée par les opérations d'union, produit
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et étoile.
{Si LC g*, 1'étoile de L, L*, est le sous-monoide engendré par L}.

Nous dirons qu'un K-langage K sur @ est local s'il existe deux sous-ensembles

Zq etz2 de r et un sous-ensemble V de 22 tels que :

K= (212*«’»‘(\ 1%3,) \ IFVDE,
Les K-langages peuvent aussi €tre caractérisés en termes d'automates :

Un automate d'états fini est un 5-uple A = (K,Z,G,qO,F) ol :
i) K est un ensemble fini non vide,
ii) £ est un alphabet,
1ii) & est une application de K x % dans K,
iv) g est un élément distingué de K,

v) F est une partie de K.

L'application § est étendue en une application de K x g* dans K, en posant :
vi) ¥V q€K: ds(q,0) =q,

vil) VqeK,VWessy, ¥xez: §(q,Wx) = &(8(q,W),x).
Le langage reconnu par A est : T(A) = {W € 1% | d(qO,W) € Fl.

Un langage est un K-langage si et seulement s'il est reconnu par un automate

d'états fini.

3) AUTOMATES A PILE DE MEMOIRE ET C-LANGAGES :

Les langages ''context-free', que nous appellerons C-langages, ont été
gag q pp gages,

introduits pour la premiére fois par N. CHOMSKY [1].

Nous en donnerons une définition au moyen d'automates, car c'est le forma-

lisme que nous utiliserons constamment dans la suite.



0.3

Un automate 3 pile de mémoire est un 7-uple M = (K,Z,F,S,ZO,qO,F) ol :

i) K,Z,qo et F ont la méme signification que pour les automates
d'états finis,

ii) T est un alphabet,

iii) & est une application de K x (z (J {A}) x I dans 1'ensemble
des parties finies de K x r*,

iv) Z, est un €lément distingué de T.

Nous notons |TQ'(0U simplement |— ) la relation binaire sur K x g* x r¥

(appelée mouvement dans M) définie par :

Vp,q€K; VWwe s ; vxezU{A} ; Va,geT* ; VZET:

(p’XW,OLZ) l-" (q,W,OLB) === (q,B) € (S(p,X,Z).

o e
Y

“Tﬁ-(ou |=— ) sera la fermeture transitive de |7W'

Le langage reconnu par 1'automate M est :

TM) = Wezx |1 q€F;3a€rx: (qpW,2) |— (q,h,0)}.

Un langage est un C-langage si et seulement s'il est reconnu par un
automate 3 pile de mémoire.

Dans la définition précédente, 1'automate M a un caractére 'non déterministe',
en ce sens qu'un mouvement dans M n'est pas complétement déterminé par la donnée d'un

triplet (q,w,d) e K x 27'\-;)( 1-‘7|‘,'

A partir de considérations d'ordres th€orique et pratique, il a semblé

intéressant d'introduire la notion d'automate déterministe [7].

Un automate 3 pile de mémoire M est déterministe si et seulement s'il vérifie

les trois propriétés suivantes (1)

(1) Dans la terminologie de [71, un tel automate est dit quasi-déterministe.
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() ¥(g,x,2) € K x (z\J{A}) x T : card-(8(g,x¢Z)) s 1,
(2) ¢s(q,0,2) # B =>Vxe1:s(qx17I) =0,

(3) 1xez1:8(q,x,2) # 0 => 8(q,r,2) = P.

Un C-langage est déterministe si et seulement s'il est reconnu par un

-~

automate 3 pile de mémoire déterministe.

Malgré ces restrictions, un automate déterministe peut reconnaitre un mot

donné de plusieurs ''fagons' différentes.

Nous noterons Iéz- une relation binaire, analogue a |—:!, et définie par :
d= o . Y
(psW,a) [= (q,y,¥) <==> (1) (p,W,0) [— (a,¥,¥),
(i1) si y = BZ avec Z € T : &(q,A,Z) = 0.

e - d*
T, = {We z* | 1q€F;1We (ag,W,2) |=— (q,A,v)}.
Les mouvements d'un automate déterministe peuvent continuer indéfiniment,

c'est-a-dire qu'il peut exister un mot W dans :* tel que la relation (qO,W;ZO)|—3{q,A,y)

soit fausse pour tout (q,y) dans K x I*.

Pour éviter cet inconvénient (théorique), nous imposerdns uné condition

supplémentaire aux automates déterministes.
En notant M = (K,Z,F,G,ZO,qO,K\F), nous dirons qu'un automate a pile de
mémoire déterministe M = (K,Z,F,G,ZO,qO,F) est sans boucle si et seulement si

T,00 U Td(M) = g*,

4) K-TRANSDUCTIONS ET LANGAGES COMPILABLES

M. NIVAT a introduit en [14] une famille importante de relations entre

monoides :

Une K-transduction d'un monoide libre X* dans un monoide libre Y* est une

partie R de X* x Y¥*, qui peut se mettre sous la forme :

R={oW, yWw | We K} ol :
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- K = (AZ* N Z* B) \ Z*VZ* est un K-langage local sur Z¥,
- & et ¥ sont des homomorphismes de Z* respectivement dans X*
et Y*.
Nous noterons R 1'application de X* dans P(Y*) canoniquement associ€e a la

K-transduction R,

VueXs: Ru =(veY:| (uv) € R}

Parmi les K-transductions, il est une classe que M. NIVAT a plus particulie-

rement étudiée :

. Une K-transduction R de X* dans Y* est univoque, si et seulement si V W € X*,
card (RW)) < 1.

Les K-transductions univoques poss&dent une représentation matricielle plus

facile 3 manier :

En appelant monoide de matrices 0,1, tout sous-monoide M de Z™T tel que

VmeM, Vi,je {1,...,n} : m, 3 =0oult,
b

une 0,1 représentation de X* est une représentation de X* par des matrices

formant un monoide de matrices 0,1.
Notons : Y le monoide Y* U {0} oV y€eY : O0.y=y.0=0.

Nous appellerons représentation de X* dans Y nxn, toute représentation de X*,

obtenue en substituant des €léments de Y* aux éléments non nuls des matrices px, x € X,

ol u est une 0,1 représentation de X*.
Un résultat essentiel sur les K-transductions univoques est :

Si R est une K-transduction univoque de X* dans Y*, il existe n dansIN et

une représentation p de X* dans YV tels que V W e X*, on ait :

(1) RO AP = ROD =N,

(@) RO =p <> W = 0.
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Nous utiliserons par la suite cette propriété en parlant de K-transduction

univoque M1 g de X* dans Y*.

Une partie de notre étude a porté sur une classe de C-langages définis
dans [14]

Un langage L C X* est dit compilable si et seulement s'il existe un
ensemble de Dyck (1) D* sur Z*, et une K-transduction univoque M1 N de X* dans Z*
?

tels que :
YWeXr : WeL <=> W € D*
1,N
Terminons ce chapitre par la définition d'une K-transduction particuliére :
Une machine séquentielle généralisée [6] est un 6-uple S = (K,Z,A,S,A,qo)
ol

i) K est un ensemble fini non vide,
11) : et A sont des alphabets,
1ii) ¢ et X sont des applications de KxI respectivement dans K et A%,

iv) q, est un élément distingué de K.

Les applications § et A sont canoniquement &tendues en des applications de

Kxi* par :

v) Y q€K: é(q,0) =q; rlq,A) =4,
§(s(q,u),V),
r(q,uV) = a(q,w) r(s(q,u),V).

vi) Yu, Ve * : §(q,uV)

L'application de z* dans A* définie par, Y We ¥ : S(W) = A(qO,W) est

appelée une application séquentielle.

Ce n'est autre qu'une K-transduction univoque particuli&re que M. NIVAT

appelle unilatére droite.

(1) Nous supposons connues la définition et les propriétés classiques des ensembles
de Dyck.



PARTIE I

LINEAIRES ET  SEMI-LINEAIRES DE INZ'
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Dans tout ce qui suit, nous considérons N comme un monoide additif.

Suivant R.J. PARIKH [161 nous appelons Lindaire tout sous-ensembfe de N
de fa forme L = c+P* ol ¢ EMNT et P* est Le sous-mbnoide de W' engendré par £'ensemble
§ini P. c est appels La constante, et Les eLéments de P sont appelés Les pérdiodes de L.

Nous nous intérnessenons essentiellement aux Linéaines propres, c'est-a-dire
Ztels que P* s04t un sous-monoide Libre dont P est un systeme de générateurs Libnes.

Dans ce cas, le linéaire posséde au plus n périodes distinctes (card Psn).
D'autre part, si n est égal a 2, le sous-monoide engendré par P = {(p1 ,q1) ) (pz,qz)}
est libre si et seulement si p4q, est différent de P,dy

Nous appelons semi-Lindaire, toute union finie de Linlaires et dans ce qui
suit, nous considérons des semi-Lintairnes propres, c'est-a-dire des unions finies
disjointes de Linlairnes propres.

La décomposition d'un semi-linéaire propre, en union de linéaires propres
n'est pas unique. Le but de la partie I est de restreindre, dans une certaine mesure,

1'arbitraire de cette décomposition.

Dans tout ce qui suit, nous noterons X, pour i=1,2,...,n, les coordonnées

d'un élément x de M.
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CHAPITRE I

LINEAIRES ET  SEMI-LINEAIRES  CANONIQUES

—— -

Lz notion essentielle qui a guidé notre €tude, est celle de ''projection sur

les axes', que nous introduisons de la maniére suivante :
Nous noZerons m, Les applications del’N2 suwtN défindies pour i=1,2 parn :
VXEIINZ tr.(X) =X
Py i
2 =
Pour L IN", nous noterons : ni(L) = XHL wi(x) .

Nows dirnons que deux sous-ensembles L, et L, defNZ sont i-disfoints s4 et
seulement 54 ni(L1) N ni(LZ) = .

D'autre part, s4L C = (c1 ,cz) est La constante d'un Linéainre desz, nous
dirons que c; est sa i-constante pour i=1,2.

Le but de ce chapitre est de montrer que tout semi-linéaire de ('N2 est union

disjointe de semi-lin€aires, dont les 'projections = ' sont simples.
Ceci nous conduit a poser plusieurs définitions.

Nows appellerons Lindaire canonique, tout &indaire propre L = c + {P1 ,PZ}K
tel que :

P% # 0 pour 1 = 1,2 dmplique P} = P1‘2 = p.
Nows dirons que p est sa 1-periode.

De méme, nous appellerons semi-Lindaire canonique, toute union ginie disfointe
de Lindaines canoniques, ayant méme 1-constante et meme 1-pérniode.

La remarque suivante est immédiate.
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Lemme 1.1.1 : Deux semi-linéaires canoniques, de méme 1-période et de 1-constantes
respectives o et %y sont 1-disjoints si et seulement si 010y n‘est pas divisible par p.

Dans la suite, nous nous intéresserons en particulier a deux classes de semi-

lin€aires canoniques, que nous introduisons de la maniére suivante :

NouAvappeKEenonA période de contrainte d'un Lintaire de N (nx2), une période
ayant deux coordonnées non nulles,

et nationnel defN", un Lindaire ne possédant pas de période
de contrainte.

Outre les rationnels, nous distinguerons trois types d'ensembles linéaires de

Nouws appellernons Lingaires de type 1, 2 et 3, respectivement Les Lintaires
des thois fommes sulvantes : |

1) ¢+ (p,%,
z) ¢+ (p,)* + (r,00%,

3) ¢+ (p,@)* + (0,r)*.
p,q,r sont des entierns strnictement positigs.

Nouws dirons qu'un Lindairne est elLémentaire 4'4L est de L'une des thois formes
précidentes. '

Nous appellerons alors semi-Linlaire elementaire, toute union finie dis fointe
de nationnels et de Linlaines canoniques éLémentaires ayant La meme 1-constante et La
méme péiiode de contrhainte.

Engin, nous appellerons semi-Linéairne K-séparne, toute union ginie disfointe de
nationnels et de LinZaires de Ztype 1, L, = (c,cl) + (p,ql)*, pour i € I, tels que :

Vi, jel:ig#jimplique que ci-cj n'est pas divisible par qi—qj.
Lemme 1.1.2 : Soit o eMN'. Tout semi-linéaire canonique (resp. élémentaire, resp.

K-séparé), de 1-constante o et de 1+période p est 1'union disjointe d'un ponctuel, et
d'un semi-linéaire canonique (resp. élémentaire, resp. K-séparé) de 1-constante atAgD-
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Nows appelons ponctuel toute union finie de Lin2ainres de La fowme c + (0,g)*
avee q €[N.

I1 est clair qu'il suffit de faire la démonstration du lemme pour un seul

linéaire canoniqgue L.
- Distinguons deux cas
) wa +
1 L = (a,R) + (p,q)* + (0,r)* avec a,B8,q,r EMN et p €N

Les linéaires suivants répondent manifestement aux conditions du lemme
AO—T
P= U {(o*ip,8t2q) + (0,1)%},
A=0

L'= (a*agp,8+ag@) + (p,@)* + (0,1)*.

!

Remarguons que, si L est de type 1, r=0 et q €!N+. L' est alors de type 1.

D’autre part, si L; = (u,Bi) + (p,qi)* sont deux linéaires de type 1, (i=1,2), tels
que 61—62 ne soit pas divisible par SPRCPY les linéaires eorrespondants Li et Lé

possédent la méme propriété.

La transformation conserve donc le caractére de K-séparation pour um semi-

linéaire.
) L, - +
2) L = (a,B) + (p,)* + (p,r)* avec a,B8,q EN et p,r EN" :
Nous pouvons toujours supposer que T > q.

Les linéaires suivants répondent alors aux conditions du lemme

P = {(a*rp, Btuqtvr) | 0 5 A < Ag» A = u+vl,
L'= (atagp, B+agd) *+ (p,a)* + (p,1)¥,
L =

= (a+>\0p, g+a(r-q)) + (p,r)*, pour 1 5 A ¢ AO'
En effet, 1ls sont canoniques et disjoints.

D'autre part, VX € L, 1 A, p €N tels que

x1=u+Ap,x2=s+Aq+u(r-q),usA.
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Alors, si A < A xeP

0’

si A 3 AO’ en posant A = XO + m avec m €[N, i1 vient :

Xp = o+ Agb*owq, X, =B+ Asq +onq p{r-q), u < Ag * T
Donc, si u ¢ m, X € L',

+
Enfin, si u>w, en pogsant p = my avec y €N , il vient

X, =8+ A g+ v(r-q) + wr.
Or ™ < ¢ < AO + 1 impligue 1 < ¢ < ko ;3 done X € Lw.
Dans tous les cas, LC P UL’ U LA'
1sxsx0

La démonstration de 1'inclusion inverse est immédiate.

Remarquons enfin que les périodes de contrainte n'ayant pas été modifiées,

la transformation appliguée & un semi-linéaire élémentaire donne un autre semi-linéairs

glémentaire de méme péricde de contrainte.

Lemme 1.1.3 : Toute union finie disjointe de semi-linéaires canoniques (resp. &lémen-
taires de méme période de contrainte, resp. K-indépendants deux a deux), de méme
1-période p et non 1-disjoints deux a deux, est 1'union disjointe d'un ponctuel et
d'un semi-Tinéaire canonique (resp. élémentaire, resp. K-séparé).

Nows disons que deux LinZaines de type 1,~Li = (ai,ei) + (pi,qi)*, (pour
i=1,2) sont K-indépendants, s4L et seulement 5'iLs possedent La proprlete sulvante :

14, ue€MNetd veZ tels que : L) ap * APy = o, + D,
L) 8y + (M+vpy)ay = B, *+ (utvp,)d,
dmpique : pyqq = Ped,-

En particulier, les linéaires de type 1 d'un semi-linéaire K-séparé sont

K-indépendants deux a deux.

D'autre part, nous disons que deux semi-Lintaires canoniques sont
K-independants, s4 et seulement 84 Lewrs Linlatires de type 1 sont K-independants
deux & deux.
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I1 est clair qu’'il suffit defaire la démonstration du lemme, pour deux semi-

linéaires SL1 et SL,, de 1-constantes respectives o et Qs

7
Si aq =0, le résultat est trivial.

Sinon, nous pouvons toujours supposer gue u1>u2.
D'aprés le lemme 1.1.1, 1 A eN’ tel que i o = a,*Ap.
I1 suffit donc d'appliquer le lemme 1.1.2 a SLZ'

Remarquons d'autre part, que si L, = (az,Bz) + (ﬁ,qz)* est un linéaire de

e
P2y

SLZ’ la construction du lemme 1.7.,2 lui associe le linéaire : Lé = (u1,62+kq2) + (p,qz) .

Or, si SL, et SL2 sont K-indépendants, tout linéaire L1 = (a1,81) + (p,q1)*,

1
de SL1 est K-indépendant avec Lé.

En effet, sinon qz%q1 et 1 0 €Z tel que : By + Ady = By = e(q1—qz).
Or, en posant © = vp + m avec v €Z et m €N, il vient

op + TP = ay + (A+m)p, 8, + (A+r+vp)q, = 8y + (mvp)qy.
Cela contredit le fait que SL1 et SL2 sont K-indépendants.

Par conséguent, si SL] et SL2 sont K-indépendants, le semi-linfaire construit

& partir de SL1 et SL2 est K-séparé.

Lemme 1.1.4 : Soit Ao €fN+. Tout semi-Tinéaire canonique (resp. élémentaire, resp.
K-séparé), de 1-période p, est T'union finie disjointe d'un ponctuel et de semi-
linéaires canoniques (resp. &lémentaires, resp. K-séparés) de 1-période AP T-disjoints

deux & deux.

D'apres le lemme 1.1.3, il suffit de faire la démonstration pour un linéaire

canonigue L.

Nous supposerons gue AO 2 2, sinon la propriété est triviale.
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Distinguons deux cas
) ) +
1 L= (a,8) + (p,q)* + (0,r)*, avec a,8,9,T E(N et p €N :
Alors, les linéailres suivants répondent aux conditions du lemme:

Lx = (at+tAp, B+rq) *+ (xop,AOq)* + (0,r)* pour 0 < X ¢ A0—1.

D'autre part, une remarque analogue & celle de la démonstration du lemme
1.1.3 montre gque cette transformation conserve la propriété de K-séparation pour un
semi-linéaire,.
T e +
2) L= (a,8) + (p,q)* + (0,r)* avec a,8,9 €N et p,r EN
Nous pouvons toujours supposer gue r>q.

Alors, les linéaires suivants répondent aux conditions du lemme

P = {(atap,B+rqtu(r-q)) | 0 s u s & s Ay-20,

Ly = @ Ogaa-1p, B+ Ogra=u=1)aqrur) + (4gp,2o@) **+ (AgP,) gr) ™,
pour 0 € A,u < AO_1‘
Li,u = (a*(Ag*A=1)p, B+(hg+tA-u=1)grur)+ (AP, 1 ,@)*,

pour 1 < A < A0—1 et AO S U S At AO—1.
En effet, ils sont canoniques et disjoints.

D'autre part, Y X € L, 4 A, u €N tels gque

Xy = o+ Ap, X, = B+ Aq * u(r-q), usgi.
Donc, gi A ¢ KO—Z, x e P.

Si Az X0—1, en posant A = A0—1 + Agm + y avec T, Y EMN, ¢ < AO—T,
et u = AOO + v avec 0, v EfN et v g A0—1, il vient

Xy =oa+ (AO+¢—1)p *+ TAgP,

Xy = B+ (Agtv-1)q + magq + Ap0(r-q) + v(r-q),

TS Ad—1 + AO

T+ Y,
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. . ‘ . .
Or, si y ¢ Aoﬂ, XO@ $p g Aoﬂ implique 65w, donc X € va.

N .
Enfin, si u > Aoﬂ, en posant u = X0ﬂ+n avec n €M , il vient
X, =8+ (A0+w—1) q + n(r-q) + TAGL

Or Aon < u g A0—1 + Aon + ¢ implique : 1 £ n < AO-1 + Y.

Donc X € Lin

Dans tous les cas, Ilg; P Agu L A?u L}

A,u A,u’

La démonstration de 1'inclusion inverse est immédiate.
Remarquons enfin que toutes les périodes de contrainte ont été multipliées

par AO. La transformation associe donc & un semi-linéaire é&lémentaire, de période de

contrainte (p,q), des semi-linéaires élémentaires, de période de contrainte (Xop,AOq).

Montrons maintenant la propriété essentielle de ce chapitre, d'abord pour un

NP . s e s 2
linéaire propre, ensuite pour un semi-lin€aire propre de [N”.

Lemme 1.1.5 : Tout linéaire propre (resp. élémentaire, de période de contrainte (p,q))
est 1'union finie de Tinéaires canoniques (resp. élémentaires, de période de contrainte
(A\p,Aq) avec A €lN+), 1-disjoints deux a deux.

Le résultat est trivial si le linéaire L est soit rationnel, soit de type 1

ou 3.

Supposons donc gue

S, S, +
L = («,8) + (p,q)* + (r,s)* avec a,B,s €EMN et p,q,r €N .
Soit ¢ le plus grand commun diviseur de p et de r.

Posons : p=p's et v = 1'8.
Une démonstration analogue & celle du lemme 1.1.4 montrerait que les linéaires

suivants répondent aux conditions du lemme

wla
AN

Ly, = (ehprur, graghus) + (pr',qr')* + (p'r,p's)¥,

pour 0 s A <r' et 0 < n<p'.
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Remarguons d'autre part QUe ces linéaires sont 1-disjoints deux & deux.
En effet, sinon il existerait A1,A2,u1,u2,xﬁu EMN tels que

1) O # Ogeny),

ii) 0 ¢ Aahy < r' et 0 g Hisky < ',

111) (Aq=2) p' + (uy-wy) ' = (W) p'r'.

Comme p' et r' sont premiers entre eux, la derniére égalité implique qu'il

existe @ € Z tel que
- = 1 - = - + 1]
. Ay = 0r' et My Uy (A-nu+o0)p'.
Cela contredit les conditions i) et ii).

Enfin, si L est élémentaire, s=0. Les linéaires LA y sont alors élémentaires
3’ .

de période de contrainte (pr',qr').

Théoréme 1.1.1 : Toute union finie disjointe de Tinéaires propres (resp. élémentaires,

1iés deux a deux, resp. de type 1, K—ihdépendants deux a deux), est 1'union finie
disjointe d'un ponctuel et de semi-Tinéaires canoniques (resp. &lémentaires, resp.
K-séparés), de méme l-période, et 1-disjoints deux 3 deux.

Nows disons que deux Linéairnes eLementaires L1 et L,, de periodes de
contrainte respectives (p1,q1) et (pz,qz) sont Lies, s4 et seulement 5'ils possedent
La propriete sulvante :

w1(L1)lW (L) # P implique P1d, = P,aq-

En particulier, les lin€aires d'un semi-linaire élémentaire sont 1iés

deux 3 deux.

La propriété du théoréme se montre par récurrence sur le nombre de linéaires.

Elle est vraile pour un linéaire, d’aprés le lemme 1.1.5.
Spient n+1 linéaires propres L1"°"Ln+1’ disjoints deux & deux.

) V) N
Par récurrence, 21 Li el SLi\J P, o0 P est un ponctuel et les SLi sont

des semi-linéaires canoniques (card I<«), de méme 1-période p et 1-disjoints deux a deux.
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' > . = 1 1 S 1
. D'aprés le lemme 1.1.5, Ln+1 igJ Ln+1L)P , o P' est un ponctuel et les
Ln+1
deux & deux.

sont des linéaires canoniques (card J<=), de méme 1-période p' et 1-disjoints

I1 suffit donc d'appliguer le lemme 1.1.4 aux semi-linéaires SLi’ en posant

XO = p', et aux linéaires L;+1, en posant AO = p, puis d'appliquer le lemme 1.1.3.

Remarguons d'autre part, que si les linéaires Li sont de type 1, K-indépendants

deux & deux, les semi-linéaires correspondants sont K-séparés.

Enfin, si les linéaires Li sont élémentaires, de périodes de contrainte
respectives (pi,qi), et 1iés deux a deux, les semi-linéaires SLi sont €lémentaires, de
+
périodes de contrainte (Aipi, Aiqi) avec Ai €N , par récurrence.

De méme, si Ln+1 est élémentaire, de période de contrainte (p s

n+1?’ n+1)’ le

i Py . - .
Ln+1 sonE élémentaires, de période de contrainte (An+1 pn+1, An+1 qn+1), avec
An+1 €N, d'aprés le lemme 1.1.5.

Or le lemme 1.71.4 associe aux semi-linéaires SLi’ des semi-linéaires SLi,
o . L . : N i
élémentaires, de périodes de contrainte (Aipip', Xiqip') et aux linéaires Ln+1’ des

. . 2 . Tt 2 e . 2 . . .
semi-linéaires SLi' €lémentaires, de période de contrainte (An+1 pn+1 P, kn+1 qn+1 q).

Si les semi-linéaires SLi et SLE ne sont pas 1-disjoints, il existe un

linéaire élémentaire Lj, tel que ﬂ1(Lj)f\ n1(Ln+1) # 0.

Comme Lj et Ln+1 sont liés, s qj = Ay pj.

Or p = A;p; et p' = A1 Proet” I1 vient donc
N _ )
AP T A Mg Pty T A At 9petPi T et 9perPe

Ceci montre que les semi-linéaires SLi et SLE sont tous deux élémentaires, de

périodes de contrainte (Ki ;s Ai qi) en posant

| J— 1 3 ' 1 =
A = A;p' pour T <1sg<n et A1 = ApeqPe

L'application du lemme 1.1.3 donne alors des semi-linéaires élémentaires.
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I1 est 3 remarquer que toutes les propriétés précédentes restent vraies pour
des rationnels de (NZ, a conditiont de remplacer le terme de ''canonique'' par celui de
"rationnel', et d'appeler semi-lin€aire rwtionnel, toute union finie disjointe de -

rationnels de la forme (oc,B-l) + (p,0)* + (O,qi)*, avec p em’ et a; e N.
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CHAPITRE II

SEMI-LINEAIRES = ORDONNES

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux semi-linéaires &lémentaires.
En effet, leur décomposition, comme union de linéaires &lémentaires, n'est pas unique,

et nous allons restreindre dans une certaine mesure 1'arbitraire de cette décomposition.
Posons d'abord la définition suivante :

Nous dirnons qu'un semi-Linaine est posdtif, s4 et seuwlement 5'iL est
Blomentaire, 5'4iL est union de Lindaines de méme 1-constante strnictement positive et
dont Les 2-constantes de ses Lintaires comstituants sont foutes strnictement superieures

a

at.
La remarque suivante découle immédiatement du lemme 1.7.2.

Lemme 1.2.1 : Tout sesi-linéaire &lémentaire est 1'union disjointe d'un ponctuel et
d'un semi-linéaire positif.

Nous pouvens faire un premier 'classement' des lin€aires d'un semi-linéaire

€lémentaire, de la maniére sulvante :

Nous appellerons semi-Lintaine préordonné, toute unfon finie disfointe de
LinZaires elLementaires, L. pour i€l, positifs et non hationnels, de méme période de
contrainte (p,q), et vérniflant en ocutre Les propriltes sulvantes :

En notant J = {i € 1 | L; est de type 3} et B; Les 2-constantes des Lindaires
Li ; 84 JAD et 4 J#I

A) ir €ﬂ\1+ tvVieJd, Li = (oc,Bi) + (p,)* + (0,1)%*,
A) Vi, jedJ :i#]J impligque 0 < [Bi—Bj| <,

LE/C)ViSI\J,VjeJ:Bj>Bi.
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Lemme 1.2.2 : Tout semi-linéaire élémentaire est 1'union finie disjointe de rationnels
et d'un semi-linéaire préordonné.

En appligquant le lemme 1.2.1, nous pouvons supposer gque le semi-linéaire SL

est positif.

Notons SL = ;E& Li et J 1'ensemble des indices 1 € I tels que Li soit de

type 3.
Si J =@, la propriété est triviale.

Sinon, posons pour 1 € J Li = (a,Bi) + (p,q)* + (O,ri)".

Soient r le produit des ri pour 1 € J et mi le produit des rj pour
j € IN{i}.

Pour 1 € J et 0 5 3j g mi-1, notons

Li’j = (a‘,Bi + jri) * (p’q)*' + (O’r)7'<'°

Il est clair que SL' = [SL‘\(&%%IE)] iLé Li 3 = SL et que SL' répond a la
» b

condition i) de la définition d'un semi-linéaire préordonné.

Notons Bi les 2-constantes des linéaires Li de SL', respectivement de type 3

pour 1 € I' et de type 1 ou 2 pour 1 € I' (éventuellement I''=@).

Posons max B! i I”#Q,
el
BM = max Bi et B' =
sinon.

Pour 1 € I', i1 existe un plus petit entier Ai €N tel que

B + AT > max (B‘,BM).

Notons alors

LY = (o,8]401) + (p,@% + (0,1)%,

(0,85+51) + (p,@)* pour 0 5 j < Ay, si Ay
Ly . =
1,)] ﬂ

sinon.
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P T B [ 1 U ”U "o = -
Le semi-linéaire SL [SL\ (j%&' Li)] BT Li i7j Li,j SL répond aux

conditions i) et iii) de la définition d'un semi-linéaire préordonné.
D'autre part, s'il existe 1,j différents dans I' tels que
.t AT - A 2
|61 AT (BJ er)l T,
néus pouvons toujours supposer gue Bi+Air > 8j+kjr.

Cela implique par définition de Xj gue

By + (Ai-1)r 2 sj + Ajr z BM , ce gui contredit la définition de A,.
La définition suivante permet de ''classer' tous les linéaires d'un semi-

linéaire élémentaire.

Nows appellerons semi-Lintaire orndonne, tout semi-Linatirne préordonnt,

st= Y Lo, 400 est rensemble des indices 16T tels que Ly soit de type 2, 54 8
est La 2-comstante du Lindaire L, et (p,q) La période de contrainte de SL, on a J#f
et INJ#0 Amplique

L) Vi, jeJ: i#j amplique 0 < }si—sjl < q,
i) VieINJ,VjeJ: Bj < B

Lemme 1.2.3 : Tout semi-linéaire é&lémentaire est 1'union finie disjointe de rationnels
et d'un semi-Tinéaire ordonné.

En appliguant le lemme 1.2.2, nous pouvons supposer que le semi-linéaire SL

est préordonné, de période de contrainte (p,q) et de 1-constante a.

Notons SL = ;g& Li et J 1'ensemble des indices i€l tels gque Li soit de type 2.

Si J=@, la propriété est triviale.

Sinon, en notant Bi les Z2-constantes des linéaires Li’ posocns

min B. si INJ#0,

igg

0 sinon.
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. . . . . + )
Si Bme, il existe un plus petit entier X €N tel gue Bm Aq > By

D'autre part, pour 1€J, soit Ai le plus grand entier Ai €N tel que

Posons SL1 = L} L

gy *

La démonstration du lemme 1.1.2 montre que SL1 = SL% UP ot P est un porictuel

et SL{ un semi-linéaire ordonné, de période de contrainte (p,q) et de T-constante a+ip.
D’autre part, pour 1 € J, posons
Li = (@hp, 8;+0;4) + (0,@)% + (p,0%,

(a+Ap, B:+jq) + (p,q)* pour Ay < J < A, si A > Ay,

L. . =
1,)
g sinan,
(a+ip, 8:+jq) + (p,0)* pour 0 < j < Ay, si ;> 0,
R. . =
1,)]
l sinon,
{(atjp, ei+kq)losj<x,osksxi} si x> 0,
Pi =

g sinon.

Une démonstration analogue a celle du lemme 1.1.4 montrerait gque

L= V. Ur .Up,vierl
O U s U A A S R |

En posant alors, SLé = U L U L.
. 1.,
iel i,J 7
compléter la démonstration de montrer que SL' est ordonné.

. et SL' = SL1' U SLé, il suffit pour

1) SL' est préordonné

En effet, par construction SL' est positif et SL{ est préordonng,

D'autre part, soit Bi la Z2-constante d'un linéaire de type 3 (s’'il en existe)
de SL'.
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D'apr‘es le 18] e l-1u2, ‘] i g J tel que L~ SDit de t_\/pe 3 et que
B! - B‘ + q.
1 >\

Soit alors 65 la 2-constante d'un linéaire de type 1 ou 2.
Trois cas peuvent se présenter :

i1 j¢&J: B! =28.+2ig:
i J | BJ BJ q

D'aprés le lemme 1.1.2, Lj est de type 1 et comme SL est préordonné,

. ] 1]
Bj < Bi. Donc Bj*< Bi.

ii) 1 jeJ gl =8, +A:.q:
11 J BJ BJ Jq

Alers par définition de A et de Aj' nous avons i

v = z = gt
BJ BJ+>\JC[$BM<Bi+)\q 810

i) 3 jeJ. dkentpl=p kq :

Comme SL est préordonné, Bj < Biw

- ’ = g/
Done, Bj | Bj.+ kq ¢ Bj *Aq < Byt Aq = By

Dans les trois cas, 85 < Bi. SL' est donc précrdonné,

2) SL' est ordonné

Soient Bi et Bé.les 2-constantes de deux linéaires de type 2 et Bﬂ celle d'un
linéaire de type 1 de SL'.

: ; . : ! = R . < N
Par construction, 1 1€ I, 3 Al €N Bl B8 A.q € BM
Deux cas peuvent se présenter pour Bi :

iv]is@J:Bl'(=BS+)\q:

Alors, par définition de A : Bi = BS~+ Aq > BM 2 Bi,

[}

. ! =
viliseéJ, 1nelN: By =Bg *nqet i, <ms A
Alors, en supposant que Bi < Bi, il vient

+ : + ! ° ') -~ ° ) 5 .
BS Asq < Bs ng < Bl € BM‘ ce qui contredit la dé&finition de AS
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!> g,
Dans les deux cas, 61 Sk

Enfin, supposons que ]Bi - Bj[ > q.

Nous pouvons toujours supposer gue Bi > Bj.
.+ .+ .o+ . s : : RS g g .
Donc BJ (KJ 1) q < B; * ;4 s By, ce qui contredit la définition de KJ

SL' est donc bien ordonné.

En utilisant le résultat du théoréme 1.1.1, nous serons amenés d considérer

des semi-linéaires ordonnés, de méme 1-période, et 1-disjoints deux a deux.

Nous pouvons ''classer' ces semi-lin€aires au moyen de leurs 1-constantes.

C'est 1'objet de la définition et du lemme suivants

Nous dirons que deux semi-Linlaires sont entrelacts s4 et seulement s'ils
ont méme 1-période p et s4 Lewrs 1-constantes neApeciLveA-u1 et oy verigflent :
0 < lag=a,| < p.

Lemme 1.2.4 : Toute union finie de semi-linéaires ordonnés, de méme 1-période et
1-disjoints deux & deux est 1'union finie disjointe d'un ponctuel et de semi-
1inéaires ordonnés entrelacés deux a deux.

Notons SLi les semi-linéaires ordonnés et ai leurs T-constantes respectives

pour Tgign.

Comme les SLi sont 1-disjoints deux a deux, i#j implique ai#aj. En changeant
éventuellement de notations, nous pouvons supposer gue : oy <oy < vu. < o,

Pour 1g¢i<n, soit Ai le plus grand entier positif ou nul tel que ai+Aip<an.

(Nous poserons An=0).

En appliguant le lemme 1.1.2, SLi = SLi L)P, ol P est un ponctuel et SL% est

un semi-linéaire ordonné, de 1-période p et de 1-constante ui =a; * AP

Supposons alors que pour 1,j différents, lai-a3| > p.
Nous pouvons toujours supposer que ai > aj.

Lo+ (AL .o+ AL , i i i A
Donc A (AJ 1 p< a; + AP < o, ce qui contredit le choix de AJ
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Du théoréme 1.1.1, et des lemmes 1.2.3 et 1.2.4, nous déduisons le résultat

-~

essentiel de ce chapitre, a savoir :

Théoréme 1.2.1 : Toute union finie disjointe de linéaires élémentaires 1iés deux &
deux est 1'union finie disjointe de rationnels et de semi-linéaires ordonnés, entrelacés

deux a deux.
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CHAPITRE III

SEMI-LINEAIRES HOMOGENES ET  QUASI-HOMOGENES

Dans les deux premiers chapitres, nous nous sommes intéressés a la 'projection

. P 2
sur le premier axe' des lin€aires defN".

Dans ce chapitre-ci, nous allons transformer les lin€aires dejN2 en fonction

de leurs ''projections sur le second axe''.
Définissons d'abord une classe particuliére de semi-lin€aires canoniques.

Nous appellerons semi-Lindaire quasi-homogene, tout semi-LinZaire canonique,
SL = Y L. ou fes L, satisfont La propritts suivante.

© 12 existe p, q em’ o, B:,0; € IN tels que chaque Li 504t de L'une des formes :
A) (O‘,Bl) + (p,@iq)*’

G (0,85 + (,0;0% + (p, (04D,

AL (O"ei) + (p,@iq)w‘— + (0,9)%*.
Nous dirons que (p,q) est Le motif du semi-Lingaire.

Remarquons que le motif d'un semi-linéaire quasi-homogéne est en fait

déterminé par ceux de ses linéaires qui possédent deux périodes non nulles.

C'est pourquoi, nous dirons par convention qu'une union finie disjointe de
linéaires de type 1, de méme 1-constante et de périodes de contrainte respectives
(p,qi) est un semi-linéaire quasi-homogéne, de motif (p,s) ot & est un diviseur commun

des q; -

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition.
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Lemme 1.3.1 : Soit SL = .

i€l Li un semi-linéaire quasi-homogéne. On a :

“Z(Li)r\’“Z(le = @ implique que Bi-sj n'est pas divisible par q.

Remarquons que la réciproque est vraie si et seulement si 1'un au moins des

deux linéaires n'est pas de type 1,
Ce lemme nous conduit a poser la définition suivante :

Nous appellerons semi-LinZaire homogéne fout semi-Linalire quas.i-homogene,
de motig (p,q), wdon finie de LinBaires L;, de 2-constantes respectives g. (i€I)
tel que ¥V i, j € I, i#j <mplique que 8783 est divisible par q.

Lemme 1.3.2 : Tout semi-linéaire quasi-homogéne est 1'union finie de semi-linéaires
homogénes, 2-disjoints deux a deux.

Notons SL = U lﬁ le semi-lingaire et Bi ies 2-constantes respectives des
i€l
linéaires Li'

Définissons sur I la relation d’équivalence suivante :

Vi, el :1nj<=> By ~ Bj est divisible par q.

En notant I "In les classes d'éguivalence, les semi-linéaires

10
s, = U Lk répondent manifestement aux conditions du lemme.

kel,
J

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 1.7.2.

Lemme 1.3.3 : Toute union finie disjointe de semi-linéaires quasi-homogénes, non
1-disjoints deux & deux est T'union disjointe d'un ponctuel et d'un semi-linéaire
quasi-homogéne.

Montrons maintenant une propriété des semi-linéaires quasi-homogénes,

analogue 3 celle du lemme 1.1.4 pour les semi-linaires canoniques.

Lemme 1.3.4 : Soient Aps Mg eN’. Tout semi-linéaire quasi-homogéne, de motif (p,q)
est 1'union finie disjointe d'un ponctuel et de semi-linéaires quasi-homogénes, de
motif (ko P uoq), 1-disjoints deux & deux.
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D’aprés le lemme 1.3.3, il suffit de faire la démonstration poﬁr un seul

linéaire L.

La propriété est triviale si AOUO = 1. Nous supposerons donc gue AO“O > 1.

Si L est rationnel ou de type 1, la propriété résulte immédiatement du lemme 1.1.4.
Sinon, deux cas peuvent se présenter ;
13 L = (a,8) + (p,oq)* + (0,q)* avec 0 €IN :

En posant, pour 0 € X < XO Mo et 0 < u < Wy

L = (Q+Xp, g+(he+u)q) + (X0U0p, Aouoeq)*+ (O,qu)*

A,U »
U0_1
les semi-linéaires SLA = U IR y répondent aux conditions du lemme.
p=0 ’

2) L = (a,8) + (p,oq)* + (p,(e+1)q)* :

Posons
P = {(atrp, 8+20+uq) | 0 s u s A < Agug — 11,

Ly = (ot Ogug=Dp, 8+ Oxrgug=l) 0q + (g * v)a)

+ (Xouop, (X0@+U) qu)* + (A0U0p’ (AOO+U+1) qu)”,

pour 0 ¢ A < KOUO’ 0 <y g X0—1 et 0 ¢ v g u0—1,

Li,u = (a+(X+A0UO'1) p, B * (X0UO—1)(@+1) q + (u+re)q)
+ (A0U0p, AOUO (@+1)Q)*,
pour T g A < AO“O et 1 < u <€A,
SL, = U Ly v U Li e
TR n

Les semi-lin@aires SLK sont quasi-homogénes, de motif (AOqu, uoq), 1-disjoints
deux a deux, et une démonstration analogue a celle du lemme 1.1.4 montrerait que

L=U$“UR
A

Relions maintenant les notions de semi-linéaires propres et quasi-homogénes.

.
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Lemme 1.3.5 : Tout Tinéaire canonique est 1'union finie disjointe d'un ponctuel et de
semi-linéaires quasi-homogénes, de méme motif et 1-disjoints deux d deux.

La propriété est triviale si le linéaire canonique L est soit rationnel, soit

de type 1 ou 2.
Deux cas peuvent donc se présenter
VL= (,8) * (@)% + (0,r)% aveo p, q, T EN’ :
Scit § le plus grand commun diviseur de q et de r.

Posons : q = q'§ ; T =1'68 ;

et pour 0 < A <r' et 0 cu<q

Ly = (emp, ghgrur) + (pr',qr')* + (0,9'1)*.
2
q'-1
Il est clair que les semi-linéaires SLA = U LA | répondent aux conditions
p=0 "’

du lemme.
2} L = (a,8) + (p,@)* + (p,1)* :
Nous pouvons toujours supposer que s = 1r-g>0.
Soit ¢§ le plus grand commun diviseur de s et de (.
Posons : q = q'§ et s = s'8.,
Nous supposerons gue S'>1, sinon la propriété est triviale.

Posons

P = {(a+trp, B+rq*us) | 0 s u s 1 g s'-2},

L, = (@rO+s'=T)p, B+(x+s'-1) qrus) + (ps',qs'+us)*
b
+ (ps',qs' + (u+1)s)*,
pour 0 € A <s' et 0 cyp<s',
Ly = (*(O+s'=1) p, g+(s'~1) ntus+rq) + (ps',ans')*,
2

pour 1T < pu g X <s'.
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s'-1 Qj (1)
PN S S - [} s =
Les semi-linéaires SLA 120 LA,u 4 Lk,u , sont guasi-homogénes, de

~

motif (ps',s's), 1-disjoints deux & deux, et une démonstration analogue & celle du

lemme 1.1.4 montrerait que L = &}SLKKJ p.

Nous pouvons énoncer une propriété plus générale, a savoir :

Théoréme 1.3.1 : Tout semi-Tinéaire propre delNZ est 1'union finie disjointe d'un

ponctuel et de semi-linéaires quasi-~homogénes, de méme motif et 1-disjoints deux a
deux.

D’aprés le lemme 1.1.5, nous pouvons supposer gue le semi-linéaire propre
est une union finie disjointe de linéaires canonigues. La démonstration du théoréme
se fait alors par récurrence. sur le nombre n de ces linéaires canoniques.

D'aprés le lemme 1.3.5, le théoréme est vrai pour n=1.

Soient L1"'°’Ln+1’ n+l linéaires canonigues disjoints. Par récurrence,

n

U Li = P1 U Sﬂ., ol P1 est un ponctuel et les SL! sont des semi-linéaires quasi-
i=1 jel J

homogénes, de motif (p,q) (card I<w). D'aprés le lemme 1.3.5, Ln+1 = P2 U SLZ, ol

jed

P2 est un ponctuel et les SL? sont des semi-linéaires quasi-homogénes, de motif

(p',q'). (card J<=).

Enfin, d'aprés le lemme 1.3.4, U SL! = U SL§ UP! et
. 1 . 4 1
i€l jel

U SL? = U SL% UP!, ob P! et P! sont des ponctuels et les SL§, SL4 sont des semi-
2 1 2
T8 S 1% AN \ I

linéaires quasi-homogénes, de méme motif (pgp'q', qq'). (card I', card J'<«).

Il suffit alors d'appliquer le lemme 1.3.3 & ceux des semi-linéaires SL?

et SL? qui ne sont pad 1-disjoihts.

Un semi-linéaire quasi-homogéne, union de linéaires €lémentaires non ration-

nels, peut &tre en fait un rationnel. C'est le cas par exemple du semi-linéaire suivant :

(1) Nous supposons que Lé i B, Vu.
>
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SL = (0,0) + (1,0)* + (1,1)*(0,1) + (1,1)* + (0,1)*, qui n'est autre que le rationne
(0,0) + (1,0)% + (0,1)#,

Cette possibiiité provient de la non-unicité de la décomposition d'un semi-

lin€aire quasi-homogéne, en union finie de linéaires.

Nous allons limiter 1l'arbitraire de cette d€composition et pour ce faire,

nous aurons a ‘‘comparer'' les périodes de contrainte des linéaires d'un semi-linCaire

(quasi-) homogéne et non rationnel (1),

(Dans tbut ce qui suit, nous ne considérerons que des linéaires et des semi-
lin€aires non rationnels et nous omettrons le plus souvent le qualificatif 'mon

rationnel').

Etant donné un semi-Lindaire homogene SL = \J Li’ nows appellercns
iel
- pentes makimale et minimale d'un Lindaire L, Les entiens o, et o}
POSATLES Leks que 54 L, possede :
i

&) une seule période P*, akons o. = 0! et P: = o.q
1 1 2 1

L) deux périodes P et Qf, akons 0, = 01+

Pt = (p,0;0) et Q" = (p,6la),

- périodes maximale et mindimale de SL, respectivement, Les 2-uples

(p,q. max 0.) et (p,q. min 0!).
iel iel

Le lemme suivant est une conséquence simple de ces définitions.

Lemme 1.3.6 : Etant donné un semi-linéaire homogéne SL = U Li , les deux propriétés
suivantes sont vérifiées 1€l

(1) Nous entendons par ce qualificatif, toute union finie de Tinéaires non rationnels.
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pour tout i, j eI

—
~—
@

|

= 0! <0, implique 8. < B.
] j pliq Bl BJ,

Ny
~—
(O]
i

@j < @5 implique By > Bj‘
Prenons i=1, j=2. Il existe o €Z tel que : B, = By *+ AQ-
D'autre part, par définition, si 6, > @é, slors 0, = ®é+1.
Bonc,
dans le cas 1), si 61 2 By, AO < 0, ce qui impligue gue :
(a=2gP, B=2g05a) = (a=Ayp, B,=205a 2o € L1r\ Lys
dans le cas 2), si BZ 2 81, AO > 0, ce qui implique gue :
(a+A0p, B1+x0@2q) = (a+x0p, By*2095) € L1(\ L,.
Dans les deux cas, nous obtenons une contradiction car L1f\ L2 = p.

L'intérét de '"'comparer'" les pentes des linéaires d'un semi-lin€aire homogéne

provient de la possibilité de classer ces pentes dans un ordre croissant.

En particulien, nous dirons qu'un semi-Linéaire homogéne SL = U Li est
i€l
rnange s4 et seulement s4L La proprdlete sulvante est vérigdiee :

. L P I _ _
(c") Vi, jeI:i#3jet of > @j AmpLique B, Bj 2 (@i ®j+1) q.

Plus baizvement, nous appellerons semi-Linairne range, un semi~Lintaire
quasi-homogene et non rationnel, union gindie de semi-LinZairnes homogenes et rangés.

Le lemme suivant justifie ces définitions :

Lemme 1.3.7 : Tout semi-linéaire homogéne non rationnel est 1'union disjointe d'un
ponctuel et d'un semi-linéaire rangé de méme motif. .
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Notons o la 1-constante du semi-linéaire SL, (p,q) son motif, Li ses

linéaires, de Z2-constante Bi, de pentes maximale et minimale @i et Oi pour 1 € I.

Soient i, j € I tels que Bi > B..

J

Deux cas peuvent se présenter

Y%
@

13 0! ;
i

Alors 1 My

2

(1]

< 5.-1
J

Cette condition implique

{En effet, elle impligue

Or si 6. = 0.
1 J

lemme 1.3.6.

8.

B'autre part, si Oi

1

, alors 0.
J

j €N tel que :

+ A0!Iq z B, + A0.q + (6] - 0.+] .
i9 % 8; 50 % (65 - 95*1) q

- 1
gue @i < @j.

. < 01 < o..
gue @1 < @l < OJ

'+ .oL & . > B.
@l 1 > @l L’'hypothése BJ Bl

0!, alors 0. =
j 1

contredit encore le lemme 1.3.6}.

Par conséquent, 1 u.

(23 Vaz “i,j
Posons’ AO = max
i,jel
i#j

[V
1,]

+
. €N tel que
i,] b

By * xejq; By *+ A0.q ¥ (@5 - 0.+1) q.

Oj—1 < @j' et 1'hypotheése Bj > B

contredit donc le

D'aprés le lemme 1.1.2, SL = PUSL', ol P est un ponctuel et SL' est un

semi-linéaire homogéne, de motif (p,q) et de 1-constante a+rop.

La démonstration de ce lemme montre en outre qu'ad tout linéaire Li de SL

sont assocciés des linéaires Lﬁ, dont les Z-constantes Bi vérifient la condition

(3)

1 LY

i + Aoeiq.
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Pour compléter la démonstration, il suffit de montrer gue SL' est rangé.
Soient Li et Lﬁ, deux linéaires de SL', de Z-constantes respectives Bi et Bﬁ, telles

gue Bi > Bﬁ.
D'aprés la relation (3), 1 i1, j € I tels que :

1 1
(4) B; * A01q € By & By * 2839,

(5) .+ 2.0!g £ 8! ¢ B, + A.0.q.
By * A% s By s By T A%

De plus, Li et Lﬁ ont pour pentes maximales respectives @i et Oj, et pour

pentes minimales respectives @i et 0.

J

Or, si i=j, la démonstration du lemme 1.1.2 montre que Li est un linéaire de

= t = L 1
type 1, gue 85 0: Gj et que By - B, > Q.

Supposons donc que i#j et distinguons deux cas

3) 8; > Bj
Cette condition implique gue Oi 2 @j.
{En effet, sinon ®3+1 > Oj 2 Oi+1 2 05
Les relation (2}, (4) et (5) entrainent alors
Bﬁ 2 Bj + Aoejq > Byt Ag9;q t (ej+1 - @i) q 2 ei. Contradiction.}
Par conséquent, les relations (1), (4) et (5) entrainent que :
By 2 By *+ 2(0:q > Bj + Aoejq + (8 - ej+1) qz B+ (0 - @j+1) q.
4) Bj > By

Alors, les relations (4) et (5) impliquent gque

1 1
By + 20;a % By > B > Bj + Aoejq T Aoejq.

Par conséquent, @i > @j, et d'aprés le 2), @j < @i.
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D’autre part, nous avons aussi :
1 1 L 1 | .
By = By * 20,4 2 Bj + Aoojq + (ei ej+1) qz8,* (ei ej+1) q.

N N 1 ' ' - 0.+ . o Lt
Dans les deux cas, 0; OJ et By > B + (@1 OJ 1) 9, ce qui mentre gue SL

est rangé.

Nous en arrivons maintenant au probléme essentiel, c'est-a-dire limiter
1'arbitraire de la décomposition des semi-lin€aires quasi-hcmoge€nes, en union de

linéaires delNz.

Soit SL = U L. un semi-Lin€aire homogéne.
iel
Le LinZairne L, = (a,Bi) + (p,eiq)* + (0,q)* est dit essentiel dans La
decomposition de SL 44 et seulement 4'4L n'existe pas de j € I Zel que Bj = 8;7q
et ej = 0.

Nous dirnons qu'un semi-Lindaine (quasdi-) homogene SL est {nrnlductible (1)
5'4L existe une décomposition de SL en union de LinBaires vérnigiant (C) et (C'),
dans Laquelle tous Les Linéaines de Lype 3 sont essentiels.

Un semi-linéaire homogéne et irréductible est en particulier rangé.

Lemme 1.3.8 : Tout semi-linéaire rangé est 1'union finie disjointe de rationnels et d'ur
semi-linéaire irréductible de méme motif.

n
Notons SL = U Li le semi-linéaire rangé.
1=1
La démonstration se fait par récurrence sur le nombre n.

Si n=1, ou si chaque linéaire Li est essentiel, la propriété est triviale.

Sinon, notons Li = (a,Bi) + (p,@iq)* + (0,9)* un linéaire essentiel.

(1) Nous parlerons plus briévement de semi-linéaire irréductible pour un semi-linéaire
quasi-homogéne et irréductible.
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Par définition, deux cas peuvent se présenter :

1) 1 J - Lj = (Q,Bi_Q) + (p,@iQ)“ :
Posons Li = (a,Bi‘q) + (P,@iQ)* + (0,q)*

Alors, SL' = (SLLJ.Li) \ (LiLJ Lj) est un semi-linéaire rangé, union de n
linéaires et tel que SL' = SL.

La propriété est donc vraie par récurrence.

2) 1 j : Lj = (a,Bi'Q) + (pyeiq)* + (p’(ei-1) q)* .
Posons

Li = (a,Bi—q) + (p,(@i—i) Q)* + (O,Q)*,

SL\ (1; U L) si 0, =1,
SL' = |
(SLULD \ (LiULj) si 0. > 1.

SL' est un semi-linéaire rangé, union d’au plus n linéaires. D'autre part, si

0, > 1, SL' = SL, et si 0, = 1, Li est un rationnel et SL = SL' L)Li.

La propriété est donc vraie par récurrence.

En réunissant les résultats du théoréme 1.3.1 et des lemmes 1.3.7 et 1.3.8

nous pouvons énoncer :

Théoréme 1.3.2 : Tout semi-linéaire propre defN2 est 1'union finie disjointe de
rationnels et de semi-linéaires irréductibles, de méme motif et 1-disjoints deux a deux.
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CHAPITRE IV

PROPRIETES DES  SEMI-LINEAIRES  HOMOGENES

Nous donnons dans ce chapitre un certain nombre de propriétés des semi-

linéaires homogénes.
Une premiére propriété €lémentaire est la suilvante :

Lemme 1.4.1 : Dans toute décomposition d'un semi-Tinéaire homogéne, en union de
linéaires, i1 existe au plus un Tinéaire de type 2 et un linéaire de type 3.

En effet, supposons gue dans une décomposition d'un semi-linéaire homogéne,

(1),

i1l existe deux linéaires de type 2
Li = (O‘,Bi) + (p,0)* + (p,q)*, pour i=1,2.
Nous pouvons toujours supposer gue 81 > BZ.
Par définition, 1 XO €N : 81 = 82 + Aoq.
Cela impligue gue :
(a+AOp, 81) = (a+k0p, BZ+A0q) € L1(\ LZ' Contradiction.
Ce résultat nous conduit a poser les définitions suivantes :
Nous dinons qu'un semi-LinZaire (quasti-~) homogene est Limité infgerieuwrement
(nesp. supbrieurement) s34 et seulement s4i, dans toute décomposition en unton de LinZaires,
AL n'existe pas de Lindaire de type 2 (resp. de type 3). PLus brievement, nous appelle-

hons semi-Linéaine Limite, un semi-Lintaine (quasi-) homogene Limite ingérnieurement et
superiewrement.

(1) Démonstration trés analogue pour des linéaires de type 3.
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Dans les trois lemmes suivants, nous considérons un semi-lin€aire homogene

SL, de 1-constante a, de motif (p,q), de période minimale (p,@mq) et de période maximale

VR

D'autre part, en notant B; Les 2-constantes nespectives des Ly tels que

SL = U SL, nous appellenrons :
i€l
- sommet de SL, £'entien BM‘* max 8
iel

- base de SL , L'entier B = min B..
M g1 *t

Lemme 1.4.2 : Tout semi-Tineaire homogéne rangé, non limité inférieurement (resp.
supérieurement) a pour base (resp. sommet) la 2-constante de son Tinéaire de type 2
(resp. de type 3) et pour période minimale (resp. maximale) la période de contrainte

de son Tinéaire de type 2 (resp. de type 3).

En supposant que SL n'est pas limité inférieurement, notons ;

Ly = (e,8p) + (p,@* + (,0)* son lindaire de type 2.

Soit Li un linéaire guelconque de SL, de pente maximale Oi et de Z-constante

Si Bi < BO, alors Li posséde (p,q) comme période, car SL est rangé.
+
D'autre part, par définition, 1 AO €N tel que BO = Bi + Aoq.
- ) N e
Donc, [a+AOp,BO) (a+XOp, 81+A0q) € L1 LO' Contradiction.

Enfin, en supposant que SL n'est pas limité supérieurement, notons

L1 = (u,81) + (p,®1q)* + (0,9)%*, son linéaire de type 3.
Par définition, 3 A, €Z : 8, = 8, + A(q.
51 8; > By A eMN". Donc (0,85) = (0,81+14@) € L; M L . Contradiction.

D'autre part, si @i > @1, 1 X EM : Aot A(@i—61) z 0.
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Donc, (a+Ap, Bi+x®iq) = (a*+rp, B,*104q *+ [A1+A(ei—®1)cﬂ € Li(W L1. Contradic-

tion.

Lemme 1.4.3 : Tout semi-linéaire homogéne rangé SL, 1imité inférieurement (resp.
supérieurement) vérifie la propriété suivante : ¥V A, u €N

B, + 26,4 > u (resp. By * Aga < u) implique (a+ip,u) € SL.

En effet, en supposant le contraire, (a + Ap, u) € Li’ ol Li est un linéaire

de Z-constante Bi‘et de pentes maximale et minimale @i et @i.

Or si SL est 1limité inférieurement, cela impligue gue
> B. + !
U » 81 Kelq ’
3t s'il est limité supérieurement, cela implique que :

.+ .Jd.
Hos Byt A05q

- . . - 1
Or, par définition, Bm S Bi < BM, Om < @i et Gi < @M
I1 vient donc

i +
soit u 2 Bm A@mq,
soit u € BM + A@Mq. Contradiction.

Nous pouvons énoncer une propriété€ analogue pour un semi-lin€aire non limité

supé€rieurement et irréductible.

Lemme 1.4.4 : Tout semi-Tinéaire homogéne et irréductible SL, non 1imité supérieurement,
vérifie la propriété suivante :

VA em : (ahp, gy + (06 q) € SL.

En effet, notons L1 le linéaire de type 3 de SL.

D'aprés le lemme 1.4.2, L1 = (a,BM) + (p,@Mq)* + (0,q)%*.
+
Supposons qu'il existe XO EMN tel que

X = (u+x0p, By * (AOOM-1)q) € SL.
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X € Li’ ol Li est un linéaire de SL, de Z2-constante Bi et de pente maximale

Comme X & LO, Li n'est pas de type 3.

Done Xy = By * (quw - 1) qc« B, *+ 299

Or Bi < BM, ce qui impligue Aoei > XOGM—1 Z AOOM-XO.

Danc @i Z QM et par suite Oi = OM.

Or, SL est irréductible, donc Bi < BM—q, ce gui impligue
By + (Aoqw-1) q < BM + (3061-1} g, contradiction.

Les dériniticns et propriétés suilvantes sont issues de la remarque suivante.

(1)

Teut semi-linéaire homegéne est contenu dans un rationnel au moins . Parmi ces

rationnels, il en est un gqul joue un r8le particulier

Nous appellercns support d'un semi-linéaire homogéne, de !-constante o, de

base B et de motif (p,q). le rationnel,
R = (a,8) + (p,0)* + (0,q)%*.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de cette définition et du
lemme 1.3.2

Lemme 1.4.5 : Les supports des semi-Tinéaires homogénes d'un semi-Tinéaire quasi-
homogéne sont disjoints deux a deux.

11 semble naturel d'étudier le complémentaire d'un semi-lin€aire homogéne

par rapport a son support. C'est 1'objet du lemme suivant.

Lemme 1.4.6 : Le complémentaire d'un semi-linéaire homogéne et irréductible SL, non
limité inférieurement (resp. non Timité), par rapport & son support est un semi-

(1) si g, est la base, o la 1-constante et (p,q) le motif du semi-Tinéaire SL,
Sl (a,8) + (p,0)* + (0,q)%.
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Tinéaire homogéne irréductible SL',1imité inférieurement (resp, 1imitéy, de méme motif
et tel que nZ(SL') c nZ(SL). :

Notons Li les linéaires de SL, Bi leurs 2-constantes, Oi et Oi leurs pentes

maximale et minimale pour 1gisgn,

En changeant éventuellement de notations nous pouvons supposer que
B = 81 < 82 < wee < Bﬁ, en notant B la base de SL. Nous supposerons aussi que n>1,
sinon la propriété est triviale.

D’apres le lemme 1.4.2, L1 est le linéaire de type 2 de SL.

. . +
D'autre part, par définition, V j, 1<j<n, 1 Aj €N tel que

Posons, pour 1gj<n :

(a’8j+(>\+1)q) + (p’(@j"')‘)q)* + (p,(ej+>\+1)Q)* pour OS)\S@:}_H - ej+1,5i @J!+1’®-31,

J

b T

g sinon,

- % an) - 1 1 -

(a,6j+(eJ!+1 ej+A+1)q) + (p,®j+1q) , pour Osx<xj+9j ej+1 1, 51>Aj>®j+1 ®j+1,

L' . =
A,

g sinon,

(a,6n+q) + (p,enq)* + (0,9)%, si Ln n'est pas de type 3,
L =

9 sinon.

UL!.), répond aux
AsJ

I1 est clair que le semi-linéaire SL' = L U (LA 3
v . R

Ayd
conditions du lemme.

Remarquons par ailleurs que SL' est non vide, car SL est irréductible.
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Une démonstration tout i fait analogue montrerait la propriété suivante

Lemme 1.4.7 : Le complémentaire d'un semi-linéaire homogéne et irréductible SL, non
Timité supérieurement (resp. 1imité), par rapport a son support est 1'union disjointe
d'un ponctuel et d'un semi-linéaire homogéne irréductible SL', Timité supérieurement
(resp. non lTimité), de méme motif et tel que nZ(SL')Q; nZ(SL).

Un cas particulier de semi-linéaire homogéne est celui d'un semi-linéaire

a la fois élémentaire et homogéne.

Dans ce cas, si dans sa décomposition en union de linéaires, il existe un

lin€aire de type 2, son motif est égal a sa période de contrainte, et s'il existe

~

un linéaire de type 3, ce dernier est de la forme (a,8) + (p,q)* + (0,q")* ol
(p,q) est la période de contrainte et q' est un diviseur de q.

Nous appellerons peigne, tout semi-£iniaire homogéne, {uwéductible et éLémen-
taine, de pérniode de contrainte (p,q) et dont Le Linlairne de type 3, A'AL existe, est

de La forme (a,B) + (p,q)* + (0,9)%.

Nous appellerons semi-pelgne, toute undion finle de pelignes, de meme 1-constante
de méme pérniode de contrainte et 2-disfoints deux a deux.

Un semi-linéaire homogéne, irréductible et &lé€mentaire n'est pas nécessaire-

ment un peigne.
Cependant nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.4.8 : Tout semi-linéaire homogéne irréductible et &lémentaire est 1'union
finie disjointe de rationnels et d'un semi-peigne.

La propriété est triviale si le semi-linéaire SL est limité supérieurement.

Supposons donc le contraire et notons :
L= (a,B8) + (p,oq)* + (0,q)* son linéaire de type 3.
Posons, pour 0 g A 5 -1

L, = (@,6+AQ) *+ (p,eq)* + (0,0q)%.
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o-1
Alors SL' = (SL\ L) U LA est un semi-peigne tel que SL' = SL.
r=0

Il suffit ensuite d'appliquer le lemme 1.3.8 au semi-peigne SL'.

Les deux lemmes suivants domnent des résultats analogues a ceux des lemmes
1.4.6 et 1.4.7. |

Lemme 1.4.9 : Le complémentaire d'un semi-linéaire homogéne SL, irréductible et élé-
mentaire, 1imité inférieurement (resp. supérieurement), par rapport a son support, est
1'union finie disjointe de rationnels et d'un semi-peigne SL', de méme période de

contrainte, tel que wZ(SL')g; vZ(SL).

Si SL n’est pas limité supérieurement, la propriété résulte immédiatement du

lemme 1.4.6.
Sinon, notons Li les linéaires de SL et Bi leurs 2-constantes pour Tgisgn.

En changeant éventuellement de notations, nous pouvons supposer que :

B = B1 < 62 < wes < Bn, en notant B la base de SL.
Nous supposerons que n>1, sinon la propriété est triviale.

Comme SL est élémentaire et limité inférieurement, les linéaires

L1, LZ’ cens Ln_1 sont de type 1.
D'autre part, par définition, 1 Xj EMN : Bj+1 - Bj = qu, pour Tgj<n.
En notant (p,0q), la période de contrainte de SL, posons pour 1<j<n :
(a,8j+kq) + (p,6q)* , pour 1sx<xj, si Aj>1,
L, .=
Ayl
g sinon,
Ly = (a+p,B4*+(6-1)q) + (p,6q)* + (p,0)* pour Tsx<0,
(a,Bn+(A+1)q) + (p,0q)* + (0,09)* pour Osrg0-1, si Ln est de type 1,
L =
A

p sinon.
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Alors, U LX 3 U l&_ U IX = {(a+rp,8+nq) | A, u €M} \ SL, et il suffit d’appliquer
AsJ T A A

les lemmes 1.1.2 et 1.3.8.
Une démonstration tout a fait analogue montrerait le lemme suilvant :

Lemme 1.4.10 : Le complémentaire d'un peigne SL, 1limité inférieurement (resp. supérieu-
rement) par rapport & son support est 1'union finie disjointe de rationnels et d'un

peigne SL', de méme période de contrainte, non Timité inférieurement (resp. supérieure-
ment) et tel que wZ(SL')g;'nZ(SL).

Pour terminer ce chapitre, nous considérons 1'union de deux peignes de méme

1-constante et de méme 1-période, mais ayant des périodes de contrainte différentes.

Nous appellerons bipeigne toute union de deux pelgnes SL; et SL,, 2-disfoints,
de meme 1-constante, de bases rnespectives By et 8y, de pérniodes de contrainte respec-
tlves (p,q1) et (p,qz), viniflant Les rodls propriltes sulvantes :

L) SL., est Limite inferieurement,

1
AL} By > By,
ALY q; > qq-
Nows dirons que By est La base du bdipeigne, que (p,qq) et (p,q,) sont

nespectivement ses périodes maximale et mindimale, engin que son sommet est Le sommet

de SLZ'

D'autrne part, nous dirons que Le bipeigne est LAImiLe Ainfériewrement (resp.

mm@uummww)&éﬁqe&tumdéiw@uummwu(nup.mm@uummme

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 1.1.2.

Lemme 1.4.11 : Toute union de deux peignes SL1 et SLy s 2-disjoints, de méme 1-constante
et de périodes de contrainte respective (p,q1) et (p,qz), vérifiant les propriétés 4)
et {iL) ci-dessus est 1'union finie disjointe d'un bipeigne et de rationnels.

La propriété est triviale si 82 > 81.

Supposons que 62 < 81.
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' +

Comme q < g, i A0 EMN : By + Xy > By * Agdq-

I1 suffit alors d'appliguer le lemme 1.1.2, en remarquant toutefois que si
SL2 n'est pas limité inférieurement, son linéaire de type 2, (a,sz) + (p,qz)* + (p,0)*

est 1'union disjointe d’un ponctuel et des lingaires suivants :

Ll

]

(a+dgp, B,*2pd,) + (p,d,)* + (p,0)%,

=
|

y (u+A0p, 62+Aq2) + (p,0)* pour OsA<AO.

Le lemme suivant donne pour les bipeignes des résultats analogues a ceux
des lemmes 1.4.3 et 1.4.4.

Lemme 1.4.12 : Avec les notations précédentes, tout bipeigne SL, de sommet B, » vérifie
les deux propriétés suivantes :

1) ¥ A, u EMN tels que u < By *+ Aqy
i) si SL est Timité inférieurement, (a+ip,u) € SL

ii) sinon, x = (a+ipy) € SL implique x € LO’ ol L0 est le Tinéaire

de type 2 de SLZ’

2) VAEWN etV u el :

iii) si SL est limité supérieurement, u > By + Aq, et
X =(a+Ap,u) € SL implique x € SLy,

iv) sinon, By + (A-1) qy $ 1 < sé * g, et
X = (atAp,n) € SL implique x € SL1.

En effet, ¥ A €N & By + AQ; < B, + Aq, € B) + Aq,.

La propriété 1)i) est donc une conséquence immédiate du lemme 1.4.3, ainsi
gue la propriété 2)iii).

D’autre part, si SL n'’est pas limité inférieurement, alors.
x = (o*ip,u) € SL implique X € SLZ'
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Or u<62+kq2. Donc X n'appartient pas & un linéaire de type 1 ou 3 de SLZ’

sinon ce linéaire et L0 ne seraient pas disjoints.
D’od la propriété 1)ii).

Enfin, si SL n'est pas limité supérieurement, Bé est la Z-constante de son

linéaire de type 3, L1 d’aprés le lemme 1.4.2.
Soit alors u €N tel que : B, + (A-1) q, s u < B, + Ay
Supposons que X = (a+Ap,u) € SLZ'

=

Comme u<8é+xq2, x € L1 5 donc X appartient & un linéaire L-l (i#1) de type 1

ou 2, de 2-constante Bi.

Donc, 1 O EfN : © ¢ A et u = Bi+®q2.

Or siu Bé + (A-1) ;. cela contredit le lemme 1.4.4.
Donc 8; + Aq, 2 B; + 0q, > Bé + (A-1) q,. ce gui impligue que B; > B, - q,-

+
Contradiction car par définition, 13 Ai SJN : BZ - B. = Ai qZ.



PARTIE II

LANGAGES BORNES A DEUX DIMENSIONS



INTRODUCTTION

o

Dans ce qui suit, nous notons W* le monoide monogéne construit sur un mot
W non vide d'un monoide libre 5*.

Dans la partie II, nous considérons des langages L bornés a deux dimensions,

~'oet-3-dire pour lesquels 1l existe des mots non vides W, et W, tels que Lo W Wﬁc

. . . 2 T 1 s
Nous noterons alors fw 1'application canonique de IN™ sur Wi Wy définie par :

2 . S )
VX EN 1 0 =W W

Dans le cas oll les mots Wd et W2 sont réduits a des lettres a; et a, (que

nous supposerons différentes) nous noterons fa cette application canonique.

Les deux premiers chapitres de cette partie établissent une propriété
caractéristique de déterminisme pour les langages bornés a deux dimensions, et
incidemment une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage borné a deux

dimensions soit un K-langage.

Dans le chapitre VII, nous caractérisons les langages compilables bornés

4 deux dimensions.
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CHAPITRE V

CONDITION  SUFFISANTE DE  DETERMINISME

La démonstration de cette condition suffisante se fait en deux €tapes :

Dans un premier paragraphe , nous considérons des C-langages sur deux

lettres.

Nous étendons le résultat, dans un deuxiéme paragraphe, au cas des

C-langages quelconques, bornés a deux dimensions.

1) C-LANGAGES SUR DEUX LETTRES aq ET a, :

Dans tout ce paragraphe, nous considérons implicitement un alphabet I de

deux lettres ay et a, différentes.

Le lemme suivant montre que 1'image canonilque fa d'un semi-linéaire

ordonné est un C-langage déterministe.

Dans ce lemme, nous indicerons le semi-linéaire, afin de pouvoir nous

référer par la suite a 1'automate que nous y construisons.

Lemme 2.5.1 : L'image canonique fa d'un semi-1inéaire ordonné SLj est un C-Tangage
déterministe.

La démonstration consiste & construire un automate & pile de mémoire

déterministe qui reconnaisse fa(SLj).

Posons : SL. = L) Li.
i€l

Partitionnons I en trois sous-ensembles IT’ IZ et I3 tels gue
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i) Si I1 # @, alors V i € 11 : L‘} (ocj,B‘;{) + (p’qj)z‘: + (p,0)%,

11) 81 I, # f, alors V i € I, : L] (aj,B%) + (p,a;)%,

.1
1

1i1) 8i I # P, alors V i € I : (aj,Bi) + (p,qj)* + (o,rj)*.

Nous supposerons pour faire la démonstration que I1, Iz et I3 sont non vides.

Elle serait tout & fait analogue dans le cas ol certains d'entre eux seraient vides.
Pour simplifier les notations, nous noterons :
I = {1 | 1<i<r}, I, ={i | r<igs}, I, = | s<ist}

t Vi, kel:ad,k =6 -8
Par définition d’un semi-linéaire ordonné, nous pouvons supposer gue :

iv] aj x 1,
v)Viel; B% > 1,
vi) Vi, k€ I :1i >k implique A(i,k) > O,
vii) A(r,1) < qj et A(t,s*1) < rj.
Soit Mj = (Kj,Z,F,Gj,ZO,p%,Fj) un automate & pile de mémoire déterministe
défini par :
(1)1 = {20’21} avec ZO # ZT’

_ J ,
(2) Kj = Ca‘LJ Bp L)Bq.\J Br avec :

J J J

a) Cuj =ip) | 0cics o511,

b) Bg = {rg | 0 <1 <p-1},

o) qu =] [1eicels a1,

@) B, = {t] [ 1¢ix<A(s+,n) + r51,
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= (o) . J :
(3) Fj {Ssj | i€ 1,3 Lj{tx(i,r) | i€ I,V I},
i

(4) (Sj = (p;'{,a‘lyzo) = {(in+1 ’ZO)} pour 0 < i g uj'z, si ocj : 2,

(5) 65 = (pij_1,a1,20) = {(x),2)1,

(6) Gj(ri,a1,2k) = ((r],;,2,)7 pour k=0,1 et Osisp-2, si ps2,

(7) éj(r%_1,a1,zk) = {(r{,Z; 27)} pour k=0,1,

(8) 6j(r%,a2,zk) 1(s3,2)} pour k=0,1,

() Gj(si,az,zk) = {(s],1,2,)} pour k=0,1 et 1sisgl-1,

i+1?
(10) Gj(si,a2,21) = {(si+1,21)} pour 87 < i % s% + Q572 s1A(r,1) < 9572,
(111~a4(53j ay,21) = {(st,A)},
J -

By 5

j P
(12) Gj(sej,az,zo) {(t ,ZO)},

Tr

(13) Gj(ti,aZ,ZO) = {(ti+],20)} pour 1 < 1 g A(s+1,r) + rj—2, si k%s+1,r)+rj23,

J o (1]
(14) Gj(tx(s+1,r)+rj-1’az’zo) L8 (s+1,7)+17%0) 3+

o .
Intuitivement, (4) et (5) reconnaissent 313.

G .

(6) et (7) empilent Z? aprés avoir reconnu a J, pour A €N .
BJ

(8) et (9) reconnaissent aq

ug
(10 et (11) dépilent Z" (si cela est possible)} aprés avoir reconnu-a J,
v 1 2

pour u €ﬂv+.
BJ+vr.
Enfin, (12), (13) et (14) reconnaissent a, J avec v EN st m € 13.

Mont TM.) = £ (SL.).
ontrons gue T( J) a( J)

Soit W un mot guelcongue dans fa(SLj).
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Trois cas peuvent se présenter :

a.+up Bi+)\q.
(I) 4 A, u€MN, 1 1€ I1 tels que : X s n.et W= 31J a, J

En appliguant (4) et (5), puils p fois (B6) et (7], puis (8) et (89), enfin
X fois (9), (10) et (11), il vient :

i o 8l+aq. W s Q.
j Ko P g1 o a1 g g
yWZg) |—= peay a0 0.2g) I (rgeay 7,z7))

- . A(1,1)+rq. - .
e ’ J by 1 T AT u-A
(5 j’aZ ,2021) l (S j’ 2 ZOZ1 )
B B
= u=A
| (s AZg 27
B1

Donc W€ T(M.) car s?. € F..
J 33 J
1

o.+tup Bi+pq.
(IT) 1 ue€MN, 1 i€ I2 tels que : W= a1J a, J

Outre les mouvements utilisés dans (I}, il vient en appliquant (12} et (13)

J Foedo 3,1
(pO’W’ZO) ] ) (S j’az ,Zo)
®1
l (tk(l r) ,A’ZO) .
Donc WE TOM ) car 1:>\(1 r) F .
a.+Ap B%+Aq,+ur,
(III) 3 X, n€MN, 41 1€ I3 tels que : W= a1J a, J )

Butre les mouvements utilisés dans (II), appliguons p fois (13) et (14) et

une derniére fois (14), il vient

; A(i,s+1)+urj
B W.20) 1= (8 (411 1y02 Zg)
|—F-(tk(i,r)’A’ZO)'
Donc W €'TGW ) car t F

(i, r)
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Dans les trois cas W€ T(Mj) ce qui entralne gue fa(SLj)g; T(N%).

Réciproquement, soit W un mot guelconque dans T(Mj).

Par définition, 1 Ap>Aqs- =59y €K, 1 WO’W1""’Wh e ¥, 1 Ygoeo oYy g I

tels que :

qy =D} ; a4, € F 5 Wy =MW ;W

W = A Yo = ZO et

(qi’Wi,Yi) [_"' (qi+1’wi+1’yi+1) pour Ogi<n.
Comme V (q,Z) € K x T, éj(q,A,Z) =f,d a€ tel que

V k (O<k<n), Wk = aWk+1.

D’'autre part, comme V (q,Z2) € K x T, Gj(q,a1,Z) ={(q', vy} =>q' ¢ Fj’
il existe un plus petit entier k tel gue Wk =a, Wk+1.

~ De plus, q 2 Caﬂ v (B% \ {r%}) d'aprés (4) et (7), et d’autre part k > 0
- s (d = J
car éj(po,az,zo) g.

Enfin, d’aprés (8) et (13) et le choix de k, nous avons :

Vmsk,qmecu_u}% et
j

j ¥
Ym>k, a, € Cuj\J Bp et W € aj.
Comme k>a (sinon U € Ca ) nous pouvons donc poser

J
u+k1p+k2

W= a, ag avec k2 < Pp.

Donc d'apres (4) a (7), il vient :

j m, X
(poyw}zo) |_—

j 1
(rkz,az,ZOZ1 ).
cela impligue que k, est nul car d(rJ ,8,,2) = @ pour ZE T .
2 kz 2

D'autre part, m 2 B%, car sinon en appliguant (8) et (8), il viendrait :

. . . k
j m 1 o) 1
(royazszoz1 ) | (SmiAsZOZ1 )
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ce gqui est une contradiction puisgue S% ¢ Fj.
Posons alors : m = Bq + m, avec m, € N.
Trols cas peuvent se présenter :

(IV) my < A(r,1) + k1qj
Posons m1 = mij + m3 avec Mg < qj.

Alors m, < k1, sinon my > k1qj + a(r,1) puisque par hypothése A(r,1) < qj.

Donc, en appliguant (8), (10} et (11), il vient :

I T N Kmmy
(ro:azszoz1 ) I'_—— (s J ,A’ZOZ‘I )
B1g
Donc s7. € F., et par définition de F., 1 n € I, tel que :
gJam ] 1
173
j = o)
Bl ¥ Mg Bh
a.+k,p 8J+m q.
Par conséquent, W = a1J 1 azn 27 € fa(SLj).

(V) A(xr,1) + k1qj $my g A(s,1) + k1qj :
Posons : my = k1qj + a(r,1) + m, avec 0 < m, s r(s,r).

Alors, en appliguant (9) & (12), il vient :

. . . m,-1 . .
w5 2 *
(p%’W,Zo) |— (t;lj ’az ’Zo) |— (tl'::lz’A’ZO) .

Par construction de Fj’ ine I2 tel que m, = A(n,T).

otkp Bk

_ n 1
Donc W = a1 a2

9
€ fa(SLj).

(V1) m, > A(s,1) + k1qj

Posons : m, = k1qj + A(s,1) + m, avec m, > 0.
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De la méme fagon qu'en (V), il vient :

. , . m

J = ¢d 2
(po’wizo) I (tx(s’r) ’az ’ZO)

, ce qui implique que q_ € F.
n

Or, sim, < A (s+1,s), alors q, = 3

tA(s,r)+m2

car A(s,r) < A(s,r) + m, < A(s+1 ,r). Contradiction.

Posaons donc mZ = A(S+1,S) + erj + m4 avec m4 < rj. Alors, en appliguant

(121 et (13), il vient

e

J 4]
(po ’W,Zo) l (t)\ (s+1 ,I‘)+m4’A’ZO) .

Donc, par définition de Fj, Ine€ I3 tel que

A(s+l,r) + m, = A(n,r).
a.+k,p Bj+k q.+m,T.
Alors, W = a,’ a1 5 £,(5L)).

Dans les trois cas, W E fa(SLj) ce qui entraine.TGMj)gg fa(SLj) et compléte

la démonstration.

Le lemme suivant montre le déterminisme dans le cas de semi-linéaires ordonnés
entrelacés deux 3 deux, par composition d'automates a pile de mémoire du type construit

au lemme 2.5.1.

Lemme 2.5.2. : L'image canonique fa d'une union finie de semi-linéaires ordonnés,

entrelacés deux a deux est un C-Tangage déterministe.

Notons SLj les semi-linéaires, p leur 1-période et uj leurs 1-constantes

respectives pour 1gjsn.

En changeant éventuellement de notations, nous pouvans supposer que

1€0,<0,<s . <O,
R T/ n

Pour 1<jsn, posons : o5 = o + Aj’ avec Aj €.
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Comme les SLj sont entrelacés deux & deux, Nous avons :
0=>\1<>\2<...<>\n<p.

Soient N% = (Kj,Z,P,ﬁj,p%,ZO,Fj) les automates 3 pile de mémoire déterministes,
construits dans la démonstration du lemme 2.5.1 et tels que fa(SLj) = T(Mj) pour 1<jsgn.

1

Soit M' = (K',Z,T,8',py,Zq,F') un automate a pile de mémoire tel que :

n -

1 = ! J
(1) K' =K, gg (Kj \ (. U Bp)),
Jj=2 J
F.,

n
(2) F' =V
j
(3) 8'(q,a,2) = 6;(q,a,2) V(a,Z) € IxT, V q € K\ (€,

1<jsn,

1 )

U BJ) pour
j p

(4) V (a,Z) € zxI, V q € Ca U B; : 8'(q,a,2) = 61(q,a,Z),

1

(5) d'(r1 285,L) = 6.(rJ,a ,2), Y Z €T et pour 2<jsgn.
Aj 2 jr 0’72

Il est clair d'aprés la définition des Aj et comme les automates Mj sont

déterministes, que*M' est un automate déterministe.

n
Montrons que T(M') = U

TQM).
=1

n
Soit W un mot quelconque appartenant a \J 'F@%).
j=1

D'aprés la démonstration du lemme 2.5.1, 1 K €MN, I m €(N+,"3 1<j<n tels
*hp

o
que : W= a1J ag et que :

J _ * o J.m k . J m-T k
(posw,zo) |MJ (rO’aZ’ZOZ1) lMJ (51 ’az ’2021)

i @ Wy g e g pWv)
J J J
’ 3 j . =
D’autre part, pour lgisgr, p; € Kj \ (Cajkj Bp)" P, € Fj et W} A

D’apres (3}, nous aurons :
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aVeC p1’..l

contredit
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m-T k

(5% :3—2 ’2021) !1'\7['!— (p1 ’W1 :Y1) |M—T s |M'v_ (pr,wr,Yr

D'aprés (4), nous aurons :

0{,.‘OL1

1 * 1 .73 m ke _ .1 Aj m k
(po-¥:2) I (rp»2y a2:229) = (rgs31” 33,Z0%¢)

* 1T m k
|M' (I‘)‘j ,32,2021)°
. . N 1 k j m-1 k
Enfin d'aprés (5), (rxj,ag,ZOZ1) IMT- (s%,az ’ZOZ1)°
n
Donc W€ T(M'") ce qui implique U TGWj)Q;'TGW').
j=1

Inversement, soit W un mot guelconque appartenant a T(M').

) et P, € F'.

Une démonstration analogue & celle du lemme 2.5.71 montrerait que :

o.+kp

im €[N+ et 1 1<jsn tels que : W = a1J a?, et que :
1 N 1 m k ___ j .m~1
|MT (p*] ,W‘I ’Y1) 11'\_/11— o |MT (prswr,yr) ’

,pTGK'\K1 si j;ﬁ,preF' etWr=A.

Comme € F', 1 s €N tel que : 1<ss<n et gue e F_.
pI’ pr S

Si s#j, d'aprés le (3), nous aurions : Pqse+-sPp € Kj \ (Ca_\) B%) ce gui

le fait que FS(\ (Kj \ (Ca.k) Bg)) = . J

J

Donc € F. et nous avons :
2 j

m-1 k

J — — __
(51 ,3-2 :ZOZ1) IMJ (p1 ,W1 aY1) lM see IMJ (prawr;Yr) .

J
D'autre part, par construction de M., nous avons :

j x j .m k _ j .m-1 k
(pO’W’ZO) IMJ (rO’aZ’ZOZT) IMJ (51 »35 ,2021)‘

n
Donc W € T(N%) ce qui implique que TM")c U T(N%).
=1
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Nous obtenons maintenant une condition suffisante pour les langages bornés

sur deux lettres, 3 savoir :

Théoréme 2.5.1 : Une condition suffisante pour qu'un Tangage borné sur deux Tettres

soit un C-langage déterministe est que son image canonique inverse soit une union
finie disjointe de rationnels et de linéaires élémentaires 1iés deux & deux.

En effet, d'aprds le théoréme 1.2.1, 1'image canonigue inverse f;1(L) est
1'union finie disjointe de rationnels Ri (ieJ) et de semi-linéaires ordonnés SLi

(i€I), entrelacés deux & deux.

D'aprés le lemme 2.5.2, U fa(SLi) est un C-langage déterministe.
iel ’

D'autre part, comme U fa(Ri) est un k-langage, £ o f;1(L) est aussi un

ieJ a

C-langage déterministe [7].

Enfin comme fa est une bijection deﬂVZ sur a? a%, fa o f;1(L) = L.

2) C-LANGAGES BORNES A DEUX DIMENSIONS

Pour généraliser le th€oréme 2.5.1 au cas d'un langage L borné a deux
dimensions, nous utiliserons le fait que L est 1'image inverse dans une application

séquentielle généralisée d'un langage borné sur deux lettres.
Montrons au préalable le lemme suivant :

Lemme 2.5.3 : Soient W1 et W2 deux mots non vides sur un alphabet z.
Soient 3' = {aj,a,} et C € 2 Uz'.

S'il g‘existe pas de mot non vide W3 sur ¢ et d'entiers 04 et 0, e(N+

tels que W. = W 1 pour i=1,2, alors il existe une machine séquentielle généralisée S
i 3
telle que :

X X X X
vxen s W, Val?
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Notons W' le plus grand facteur gauche commun.a W1 et WZ'
Posons, pour i=1,2 : Wi =W Wi.
Deux cas peuvent se présenter

’I)Wi#AetWi#A:

Posons pour 1=1,2 : Wi = a{ W' avec ai € .
D'aprés le choix de W', ai # aé,

I1 est clair alors que la machine séguentielle généralisée S qui applique

W', W?,WE et C sur {A}, et ai sur a; pour i=1,2 répond aux conditions du lemme.

2} 11ie {1,2} tel que : Wi = A,

Sans nuire & la généralité, nous pouvons supposer que W{ = A. Cela impligue

que Wé # A, sinon W1=W2 ce qui contredit 1'hypoth&se du lemme.
Soit © le plus grand entier positif tel que : W2 = W? Wg.
D'aprés 1'hypothése du lemme, Wg # A,

Deux cas peuvent donc encore se présenter
al WE n'est pas un facteur gauche de W1.

Notons W' le plus grand facteur gauche commun a W1 et WE.
= ot 1" s

Posons Wi W‘aiW& avec aj € ¢ pour i=1,2.

D'aprés le choix de W', a¥ # ag.

(1)

Soit S = (K,Z,Z',S,A,qo) une machine séquentielle généralisée telle que

(1) Nous ne donnons pas les définitions complétes des fonctions & et A. Le lecteur Tes
rétablira aisément & partir des relations i) a vii).



du lemme.

b) WE est un facteur gauche de W1

R — 1 '

Posons : W1 ME Mﬁ.

Mw # A, sinon W1 = Wg et W2 = Wg@+1, ce qui contredit 1'hypoth&se du lemme.

D’autre part, W? et WE ne commutent pas (W” WE # Wg W?), sinon d'aprés [10],
.| W; € Ir*, 1 015 6, EMN’ tels que :

%
Wg = W3 pour 1=1,2.
91%0, ®2+e(e1+ez)
Donc W1 = W3 et W2 = W3 , ce gui contredit 1’hypothése du lemme.
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1) 8(qy,C) = qg et 2(qy,0) =

—
-

ii) S(qo,W#) =q, et X(qO,Wﬁ) = A pour 1s5usgo0,

111) 8(q,,C) = qg et 2(q,,0) = a# pour 1gusg0,

iv) 8(qy,W") =q' et A(qy,W") =4,

' m = 4! roan S
vl 8(q',al) = q} et A(q',a}) = a; pour i=1,2

vi) d(q' W"’) q, et A(q{,W?') A,

vii)  8(a},Wy")

i}
=

qy et A(q;,W;")

I1 est clair gue la machine séguentielle généralisée S répond aux conditbns

Notons W'' le plus grand facteur gauche commun & W? WE et WE WT.

1 1 4 Tt 1 _ Tt 4 1 Tt
Posons Mﬁ WE = Wt af Wg ) et W2 Wf = W ag W% ) avec ay, aj € I.

1t

D'aprés le choix de W'', aq # ah.

Soit S = (K,Z,Z',S,A,qo) la machine séquentielle généralisée telle gue :
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i) 6(qO,W#) =q, ef'%(qO,W#) = A pour T5us<o,

ii) d(qu,C) = qg et A(q“,C)
iii) d(qO,C) = qg et A(qO,C) = A,
iv) 6(q@,W§) = q' et A(qe,wg) = A,
v) ¢8(q',0) = qe et A (q',C) = a,,
vil 8(q',W'') = q" et A(q",W'") = A

s s 1" oMy = A oAty = L.
vii) &(q ,ai) qy et x(q ,ai) a, pour i 1,2

PRI tt 4 te 4
viii) 6(q1,W§ )) qq st A(q1,W$ )) A,

sy W5

]

‘Ao

—

ix q' et k(qg,W§4))

Il est clair gue 8 répond aux conditions du lem&e.

Nous pouvons maintenant €noncer la condition suffisante dans le cas le

plus général a savoir :

Théoréme 2.5.2 : Une condition suffisante pour qu'un langage borné a deux dimensions

soit un C-langage déterministe est que son image canonique inverse soit une union
finie disjointe de rationnels et de linéaires élémentaires 1iés deux a deux.

Soient W1 et W2 les mots non vides sur l’alphabet I tel que le langage

considéré L soit inclus dans W? W%.

Bistinguons deux cas :

0.

1 § 0,, 0 €lN+, i WS € II* tels gue : W. = W31 pour i=1,2 :

17 72 1

D’aprés le lemme 2.5.3, il existe une machine séguentielle généralisée S,

X X X X
celle que V x € IN%, S(W11 W,% C) = {a11 21
X %2 S
Or d'aprés le théoréme 2.5.1, le langage L' = {a1 a, ] W1 W2 € L}

est un C-langage déterministe.
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Donc LC = S_1(L') N W? W% C est aussi un C-langage déterministe, de méme
que L [71. )
+ ei .
2) 4 61, 9, eEMN , 3 Ws € II* tels que : Wi = W;~ pour i=1,2 :
X199%%29,

Donc L = {W

. -1
3 | x € £y ()3

Sait S une machine séquentielle généralisée, gqui a une lettre 2 fait
correspondre le mot Ws.

-1 X1917%29; -1

Comme L est un C-langage, L' =S (L) = {a1 | x € fw (L)} en est

aussi un [9].

Or, L' est un C-langage sur une lettre, donc un K-langage [8]. Par conséguent.

S(LY) = S(S_1(L)) = L est aussi un K-langage [9], donc un C-langage céterministe [71.
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CHAPITRE VI

CARACTERISATION DES  K-LANGAGES
ET

DES C-LANGAGES DETERMINISTES

Dans ce chapitre, nous donnons d'abord une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un langage borné a deux dimensions soit un K-langage.

Nous montrons ensuite que la condition suffisante de déterminisme obtenue au

chapitre V est aussi une condition nécessaire.

1) K-LANGAGES BORNES A DEUX DIMENSIONS

Lemme 2.6.1 : L'image canonique fa d'un semi-linéaire irréductible n'est pas un
K-Tangage.

Faisons d'abord la démonstration dans le cas d’un semi-linéaire SL de

+
1-constante nulle et de motif (1,q) avec q €N .
Notons BM le sommet de SL et (1,@Mq) sa période maximum.

En supposant gue fa(SL) soit un K-langage, notons A = (K,Z,é,qO,F)
un automate d'états fini tel que T(A) = fa(SL).

Comme K est fini, 1 o €N, p EN’ et q € K tels que :

Ve : é(qo,a?+xp) = q,
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Distinguons alors deux cas

1) SL est 1imité supérieurement

B, +0,,q (a+p) ByrrE A (atp)
comme a>’P a MM e £ (SL), §(q4,a MM ) € F.
1 2 a 1°72
Byt (a+p)
Ceci implique que a? aZM M € fa(SL), car G(qo,a?) =qq-

Comme 8y, + @Mq(a+p) > By * 6o, cela contredit le lemme 1.4.3.

ii) SL n'est pas 1imité supérieurement

BM+a@Mq+(eMp—1)q

D'aprés le lemme 1.4.2, ay a, € fa(SL) car OMP-1 > 0.
Byt (a*p)\a-q Byt (0+p) 0y a-q
Donc 6(q1,a2M M ) € F, ce qui implique que a?+p aZM Mt € fa(SL)

et contredit le lemme 1.4.4.

Pour cbtenir la propriété du lemme dans le cas d'un semi-linéaire de
1-constante o et de 1-péricde P, i1 suffit de considérer la machine séguentielle

généralisée S, qui applique a? sur A (si a#0), a? sur a1 et a, sur a,.
Alors le semi-linéaire SL', obtenu en remplagant dans SL la 1-constante par 0
et la 1-période par 1 vérifie S(fa(SL)) = fa(SL'). Or,si fa(SL) est un K-langage, il en

est de méme pour S(fa(SL)) [91, ce qui contredit la démonstration précédente.

Théoréme 2.6.1 : Un langage L borné & deux dimensions est un K-langage si et seulement

. . . . . - . e . 2
sS1 son image canonique inverse est une union finie disjointe de rationnels de[N".

La condition suffisante est triviale puisque L est alors une union finie de

langages de la forme W?(W?)* Wg(Wg)*, qui sont des K-langages.

Pour montrer la condition nécesseire, considérons d’'abord le cas ol L est
ol

inclus dans a1 a§ ol a1 et a2 sont deux lettres différentes. L est un K-langage, donc

non ambigu [3].
D'aprés [12], son image canonique inverse f;1(L) est un semi-linéaire propre.
Le théoreéme 1.3.2 montre alors que f;1(L) est une union finie disjointe de

rationnels et de semi-linéaires irréductibles SLi’ de méme motif (p,q) et 1-disjoints

deux & deux, pour i € I.
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En supposant que I est non vide, soit ay la 1-constante d'un semi-lin&aire
SL..

L' IJ{j a, (ap)" a” est encore un K-langage [13].
Or f;1(L') = SLi’ ce qui contredit le lemme 2.6.1.

Enfin pour trouver le résultat dans le cas le plus général, considérons la

machine séquentielle généralisée S qui applique Wi sur a; pour i=1,2,
X1 X X XZ
En posant L' = {a 1W WZ

L}, il est clair que S(L) N a? ag = L'
et que f;1(L') f (L) D'od le resultat "

2

2) C-LANGAGES DETERMINISTES SUR DEUX LETTRES ay ET a,

Comme pour les K-langages, nous considérons d'abord le cas des semi-

lindaires irréductibles de 1-constante nulle et de 1-période égale a 1.

Pour allégen La nédaction des propriétis contespondantes,
nous appellerons semi-Lindaire 1-homogene, un semi-£ingaire homogeéne inrnéductible,
de T-constante nulle et de 1-période égale a 1,

et semi-Lindairne (nesp. semi=-peigne, resp. bipeigne) unaire , un
semi{-Lindairne Ountductible (resp. un semi-peigne,
nesp. un bipeigne) de T-constante nulle et de 1-péniode
égate a 1.

Les deux lemmes suivants sont des résultats techniques sur les automates a
pile de mémoire. Nous les utiliserons dans les démonstrations ultérieures.

Lemme 2.6.2 ¢ SOt M = (K,Z,F,é,ZO,pO,F) un automate & pile de mémoire. S'il existe
un ensemble infini d'entiers H, un &tat p' € K, un mot y' € 1* tels que V » € H et
YV u()) EIN:

(Py»@ 1 (A) »Zg) l--"i (p',up()\),y'). avec Uy € aj, alors :
¥V A, A' € H tels que u(2') 2z |u (A)l - |u (A)l

a1 az()\) € TOM) <mmm> a%" a;()\ )+|u ()\)l luu(,\ )| ETM).
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Montrons par exemple la propriété de gauche & droite (le démonstration est

tout & fait analogue dans l'autre sens).

Par hypothése, 1 p'" € F et y" € T'* tels que

>\ >\ 7'\‘ * 1A} Tt
N N e IR RD B E (NP

Par conséqguent

t U()\')"’"U. 1—iu 1 l b Iu l—lu S l
(pO’a? a, u(A) u(x") \Z) [t (p"up(x') a u(A) u(a") A"

ala

(p'auu()\) ,Y'} I'—“— (p”,A,Y“)'

Lemme 2.6.3 : Soit M = (K,Z,P,G,ZO,pO,F) un automate & pile de mémoire déterministe

et sans boucle tel que TM) a"1'\’ a’é‘. N

S'i1 existe un entier positif n tel que Vh e :

h *
(P0,31 ’ZO) l—.—

(q,A,y) implique [y| <n,
alcrs T(M) est un K-langage.

Montrons que L = T(M) est une union finie de produits de K-langages, donc un

K-1angage [13].
Posons : R =K x {y € I* | |y| ¢ n}.
R est une partie finie de K x I'*,

YV r € R, notons : A.r = {A EIN I (pO’a?’ZO) |":' (a,h,y) 5 v =(q,v)?.

A = mini et A% min A
XGAT KGAT\{AT}

A et X% existent et d'autre part m.

X! - A est un entier positif, tel
r T T

gue V A €(N+ :

Am’r *
(q,a'] ’Y) |_~ (q’A;Y)'
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Montrons alors la propriété suivante
—_— . » +
X € A.r <==> ] A-€N tel que : X = Ar Amr_

La propriété de la droite vers la gauche est évidente.

m o
Comme (@,3,",7) |— (q,A,v) et que m > 0,3 q,..,q €K;

Y{seeesYy € T, Upyeeesuy € a? tels que :
My
(q,a1 ’Y) |— (q1’u1 ’Y1) |— o |— (q_n:unsYn) = (q’A,Y)'
Supposons qu'il existe i tel que lg<i<n et que (qi,yi) = (q,Y) -

m_-|u, | \

Alors (q,a1r 1 »Y) l“:' (4,4,Y) -

Donc Iuil # m., sinon M ne serait pas sans boucle.

D'autre part A +m,. - Iuil € Ar car
A‘r+mr_ |ui l % mr- |ui | ks
(P0,31 ,Zo) l— (qsa1 5Y) I— (q’A,Y) .

Cela contredit la définition de Ar et de A% car

Ap <AL *tm - |ui| < A;.

Posons alors : X = xr + Amr + v avec A, v EMN et Osv<mr. Il vient

oo wle

X "~ \) FAY
(pO’a]’ZO) l_ (q’a1 ’Y) ‘_ (q,A;Y)-
Si v est non nul, nous obtenons donc une contradiction.

_ A
Posons Kr = {a1 | » € Ar} pour ¥ € R.

D'apres ce gul précede, Kr est un K-langage.

Enfin & tout r € R, associons un automate & pile de mémoire,
T
M. = (K, T U{Zg), {a,},6 ,20,pp,F) tel que
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i) 5r(pg,A,Zg) = {(q,v}} , si T = (q,Y),
ii) 6.(q,a,,2) = 8(q,a,,2), V (q,2) € K x T.

I1 est clair que TM) = U Kr'T(Mf)'
T€R

Or T(Mr) est un C-langage inclus dans a§ donc un K-langage [81, ce qui

acheve la démonstration.

Lemme 2.6.4 : Etant donné un semi-Tinéaire 1-homogéne 1imité inférieurement (resp.

un bipeigne unaire), de période minimum (1,q1) et de base g, dont 1'image canonique

fa est un C-Tangage déterministe, i1 existe un automate & pile de mémoire déterministe
sans boucle M = (K,Z,F,é,ZO,pO,P), deux entiers positifs m et £, un état p' de K, un

mot x de af, un mot W de I* et un ensemble infini d'entiers H tels que :

B+(m+hf)q ¥
VheH: (po,aT+hf,a2 1,20) |— @'x,W.

Dans le cas ol le semi-linéaire SL est un bipeigne, nous noterons SLT et
SL2 ses peignes de périodes de contrainte respectives (1,q1) et (1,q2) telles gue
q, > 4y et nous noterons B8, la base de SLZ'

Enfin nous noterons q, si SL est un bipeigne,

0 sinon,

82 si SL est un bipeigne,

et B!
0 sinon
Comme fa(SL) gst déterministe, il existe un automate & pile de mémoire

déterministe sans boucle M tel que T(M) = fa(SL) (71.

D’aprés le lemme 2.6.1, fa(SL) n’'est pas un K-langage. Par conséguent,
d'aprés le lemme 2.6.3 et [7], 1 m, £ €[N+, ipeK,1W,yer~, 1 7Z¢€r tels que :
m+hf | *

h
Vhe ‘N’ (p0,8.1 ’Zo) —M (p’A’Wy Z)
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g+ (mthf)q
_ _m+hf 1
Comme V h € N, Yh = ¥ a, € fa(SL),
ip. ,p vevs P €K, 1u,, .5 u € af, 4 ypaseess ¥ € I*
hO h1’ hkh h0 hkh 2 h0? ’ hkh
tels que : i) Ppg = P 5 Ppx € F;
h
B+(m+hf)q1
ii) Uy = 29 ;uhk=A;
h
111) vy = W'z ;
iv) (pO’yh’ZO) l'“‘ (phO’uhO’YhO) I""" (ph1 U1 ’Yh1) |— ... !“"‘(phkh,A,thh)

Supposons qu'il existe un entier h tel que V Os<icky,

.| Vhi # A e Yhi = thi.

Alors : IU '
m+(h+D) £ ho
hT S

e £,(SL), car,

(po,yﬁ,zb) = o0 W Vho) = (phkh,A,WYvhkh)-
Donc x = (m+(h+1)£, 6+(m+hf)q,) € SL.
Or B8 + (mt+hf) q; < 8+ (m + (h+1)f) qq-

Si SL est 1-homogéne, cela contredit le lemme 1.4.3.

Si SL est un bipeigne, cela implique que X € SL2 d'aprés le lemme 1.4.12,
donc une contradiction car NZ(SL1)(\ WZ(SLZ) contiendrait X,.

Par conséquent, quel que soit 1l'entier h, il existe un plus petit entier

g(h) tel que th[h) = W.

Comme K est fini, 1l existe un ensemble infini d’'entiers H1 et un état p'

de K tels que Vh € Hy, phg(h) =p'.

Supposons alors gue quel gue soit h appartenant a H1, |uhg(h)| ne soit pas

borné supérieurement.
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Alors 1 h1, h2 € H1 tels gue h2 > h1, g + [m+h1f) q; > B' et gue
u .
B gh)! 7 Mgl > 4
Posons : A(h1,h2) = luhzg(hz)[ - ]uh1g(h1)| > 0,
m+h2f B+(m+h2f) qq —x(h1 ,hz)

Comme yh1 eTM, Zh = a, a, e T(M), d’aprés le

lemme 2.6.2. 2

Donc X = (m+h2f, B+(m+h2f) qq - A(h1,h2)) € SL.
Alors si SL est 1-homogéne, cela contredit le lemme 1.4.3.

Enfin, si SL est un bipeigne, cela impligue que X € LO’ ensemble de tvpe 2

de SLZ’ d'aprés le lemme 1.4.12.

Or, LO posséde B' comme 2-constante, et comme B+(m+h1f)q1>8', 1 e’
m+h1f s+(m+h1f)q1—u
tel gue Hsq, et que ay a, € L0°

Donc, d’aprés le lemme 2.6.2,
mth, £ g+(m+h,f)q,-r(h,,h,)-u
a, % 4 RGO
1 2 a
En utilisant une nouvelle fois le lemme 1.4.12, nous obtenons :

x' = (m+h2f, B+(mfh2f)q1 - A(h1,h2)—u) € LO,

ce gui est une contradiction, car WZ(X) - ﬂZ(X') =1 s q, et u=q, est impossible, sinon

SL1f\ SL2 contiendrait (m+h1f, B1+(m+h1f)q1).
Par conséquent, V h € H1, Iuhg(h)l reste borné supérieurement.

Il existe donc un ensemble infini H inclus dans H1 et un mot X € a§

tels que V h € H, uhg(h) = X. Ceci achéve la démonstration.

Lemme 2.6.5 : L'image canonique fa d'un semi-Tinéaire 1-homogéne et non élémentaire
(resp. d'un bipeigne unaire) est un C-langage non déterministe.



VI.9

En effet, en supposant le contraire, le lemme 2.6.4 est vrai. Nous utiliserons

les mémes Hotétions gue dans ce lemme, et de plus nous noterons (1,q2) la période maxi-

male du semi-linéaire SL.

Enfin dans le cas ol SL est 1-homogéne de motif (1,9) nous poserons

q; = 6,4 pour i=1,2.

si SL est

Comme ¥V h € H, Y, = @

i) SL est

Si SL n'est pas €lémentaire, alors q2>q1 et cela est encore vrai par définition,

un bipeigne.
En notant B'" le sommet de SL, B'*>B.
Denc, V h € H, g" + (m+hf) q, > B+ (m+hf) qq-

Pasons alors : dh =g" - B+ (m+hf)(q2-q1) > 0.

m+hf 8”+(m+hf)q2

1 a, eETM), 1 ph>€ F et N € T* tels que :

wls
X

| (pO’yh’Z‘O) l"':' (p'>xaz ,W) I_\- (ph’A’Yh)'

Soient h,, h, € H tels que h2>h

12 72 1

Trois cas peuvent se présenter :

limité supérieurement :

m+h1 f g+ (m+h1 f)q1 +dh2

~ Alors Zh = a, a, € TM), car

1
. dp .

w

' Ay 2
(po ’Zh1 ’ZO) l'—_ (p' ,Xaz W) l— (phz,A,Yhz) .
Donc x = (m+h,f, g+(m+h,f) q,+d, ) € SL
1 1 1 h2

or X, > B! + (m+h1f) q,. ce gui contredit les lemmes 1.4.3 et 1.4.12,

i1) SL est 1-homogéne et non limité supérieurement :

Posons dﬂ1 = [£(h,-h) (0,-0,)-1]q.

Comme 0,>04, dﬁ120. De plus, dh1+d}'11 = dhz—q.
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m+h1f B”+(m+h1f)ezq+d'

h ' .
Comme yﬁ1 = a, a, Te fa(SL), 1 pﬂ1 € F et Yh1 € I*
tels que :
; d, +d!
= h1 “h %
(po’yﬁ1’zo) = Gxa, !t W= (p};1,A,v;11).
m+h2f B”+(m+h2f)@2q—q
1 =
Donc yhz a1 az € fa(SL)’ car
% d. -q d, +d;
" h h h
(po’yﬂz’zo) |~ @'xa,2 W= xa ! W

Bl RARE
1 1
Par conséquent, (m+h2f,8”+(m+h2f) qu-q) € SL, ce qui contredit le lemme 1.4.4

iii) SL est un bipeigne non limité supérieurement :

En posant, f(hz—h1)(q2-q1) = A, * u avec A, u EMN et 0<u<q2, il vient :
dh1+kq2 = dhz-u. '
m+h1f B”+(m+h1f)q2+kq2 ‘
Comme yh = 2, a, e f (SLZ), 1 ph € F et Yh1 e I¥*
tels gue :
. dh1+Aq2 B
(po,yh1,20) |— ®'xa, W= (ph1, ’Yh1)
m+h f g"+(m+h f)q2
Ceci implique que yh = ay a, € fa(SL), car

o d —H d + )\ q ol
1 - h 1 h 2 ~
(pO’th’ZO) |—_' (p',x L) 2 W = (p',x ) 1 W) ‘_“' (ph1’ ’YhT)

Donc X = (m+h2f,8”+(m+h2f) qz—u) € SL, et d’aprés le lemme 1.4.12, X € SL1,

Comme SL1 posséde (1,q1) comme période de contrainte,
= (m+h1f,B”+(m+h2f)q2—u-(h2—h1)fq1) appartient aussi a SL1.

Or x' = (m+h1f, B”+(m+h1f)q2 + qu) € SLZ' Contradiction.
Lemme 2.6.6 : Tout semi-linéaire 1-homogéne, non limité inférieurement, dont 1'image

canonique fa est un C-langage déterministe, est 1'union finie disjointe d'un semi-
peigne unaire, et de rationnels.
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En effet, en notant R le support du semi—linééire SL, K = fa(R) est un

K-langage d'aprés le théoréme 2.6.1.

Donc L = K \ fa(SL) est un C-langage déterministe [7], or f;1(L) =R\ 8L = SL!

gst un semi-linéaire 1-homogéne limité inférieurement, d'aprés le lemme 1.4.6.

Donc d'aprés le lemme 2.6.5, SL' est un semi-lingaire unaire, é€lémentaire,
et d’aprés le lemme 1.4.3, SL = R\ SL' est 1’union finie disjointe d’'un semi-peigne

(1)

unaire SL'" et de rationnels

Nous pouvons maintenant énoncer la propriété générale pour les semi-linéaires

unaires.

Lemme 2.6.7 : Tout semi-linéaire unaire SL, dont 1'image canonique fa est un C-Tangage
déterministe, est 1'union finie disjointe d'un semi-peigne unaire et de rationnels.

Notons SLi les semi-linéaires 1-périodiques de SL, 2-disjoints deux & deux

et de supports respectifs Ri pour i € I.

Nous supposerons que I = {1,2,...,n} et nous ferons la démonstration par

récurrence sur l'entier n.

Si n=1, la propriété résulte, soit des lemmes 2.6.5 et 1.4.8, soit du

lemme 2.6.6.

En la supposant vraie au rang nzl, soit I = {1,2,...,n*1}. Pour 1 € I,

pOSONs & Ki = fa(Ri).
D'aprés le théoreéme 2.6.1, Ki est un K-langage inclus dans a? a%.

D’autre part, d'aprés le lemme 1.4.5, les supports Ri sont disjoints deux

n
a4 deux. Par conséquent, L, = £ (SL)N (U K.) et L, = £ (SL)N K sont des C-langages
1 a j21 1 2 a n+1

(1) En toute rigueur, Rn'est pas Te support R' de SL'. Cependant R DR' et la propriété
du lemme 1.4.9 reste manifestement vraie dans ce cas. D'autre part, le fait que R'
soit strictement inclus dans R, peﬁmet d'affirmer que 1e semi-peigne SL' a bien une
1-constante nulle.
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» Par récurrence,

. n .
. I -1 _ -1 _
déterministes [5] tels gque fa (L1) = ;:q SLi et fa (LZ) = SLn+1

n
U SL.1 =SL! U Rl, ol SL{ est un semi-peigne unaire, de période de contrainte
i=1 i€l

1

(1,9,) et les RT sont des rationnels (card I,<«). De méme SL = SL! U Rg, ol
1 i 1 n+1 2 1
1€I2
SLé est un semi-peigne unaire, de période de contrainte (1,q2) et les R% SOHt des

rationnels (card IZ<mJ. De plus, SL{ st SLé sont 2-disjoints car SLn+1 et U SL

. i
le sont. 1=1
D'autre part, L' = f (SL) \ £ (U R] U R?) est un C-langage détermi-
_ a a-. i, i
1€I1 1612
. -1 t = ' 1
niste tel que fa (LY SLTQJ SLZ'
Montrons alors que 4174,
En effet, supposons par exemple gue q2>q1.
Posons, pour i=1,2 : SL! = U SL%, ol les SL% sont des peignes unaires, de

support R%.

Comme SL% et SLé sont Z2-disjoints, SL% et SLk sont 2-disjoints V j € J

2 1 et

Vke JZ.

Vie {1,2} etV jeE Ji’ posons : Kg = fa(Rg).

Soit m € JZ.

Vje J1, Lj =L'N (Kg L)K%) est un C-langage déterministe tel que
f; @) = SL%. U stl.

Deux cas peuvent se présenter :
171 3j¢€ J1 tel gue SL% soit limité inférieurement :

D'aprés le lemme 1.4.11, SL% L)SLT = SL' U R!, ot SL' est un bipeigne

iel’

unaire et les Ri sont des rationnels (card I'<e~).
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or, L' =L\ (U fa(Ri) est un C-langage déterministe tel que
J iert @
f;1(L”) = SL', ce qui contredit le lemme 2.6.5. (1)

2)Vje J1, SL% n'est pas limité inférieurement,

Soit j € Jy.

L; = (Kg L}Kgﬁ \ Lj est un C-langage déterministe tel que
£ (L) = SLYUSLY, en posant :
=R\ S e speo= RO sl

D'aprés le lemme 1.4.10, SL! = SLY U Ry et SL! = SLY U RY, ob SLY
J el ie1y

et SLE sont des peignes unaires et les Rg sont des rationnels (card I?, card Ig<w).

De plus, SL? est limité inférieurement. Nous sommes donc ramenés au cas 1),

ce guil acheve la démonstration.

Le lemme sulvant énonce la méme propri€té pour un semi-linéaire irréductible

quelconque.

Lemme 2.6.8 : Tout semi-linéaire irréductible, dont 1'image canonique fa est un
C-langage déterministe, est 1'union finie disjointe d'un semi-peigne, et de
rationnels.

Notons SL = U L., le semi-linéaire de 1-période p, avec
i€l

Ly = (0,8) + (P2 1)w + (P18,

Soit S = ({po,p1,pz,ps},Z,Z,S,A,pO) une machine séquentielle généralisée
telle gue :

(1) Le Temme 1.4.11 ne garantit pas que la 1-constante du bipeigne SL' soit nulle.
Cependant, i1 est évident que Ta démonstration du lemme 2.6.5 reste valable,
méme si la 1-constante du bipeigne n'est pas nulle.
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8(pg»a1) = 6(pyraq) =y
6(p1,a2) = 6(p2,a1) = 5(P2,32) =Py s

8(py-ay) = 6(pg,ay) = 6(pg,a,) = Pz ;

+
K(p0:a1) = a? P ’ A(p1,a1) = a? ’ A(pz,a1) = A(p3,31) = 31 s

K(po,az) = a? a 5 A(p1,a2) = A(pZ{az) = A(pS’aZ) = a,.
Notons S1 la restriction de S a a? a%,

Sy est une bijection de a? a§ sur {A} L)a?(agl* a%.

atAp

Or L = fa(SL) = {a1

ah | (a+ap,u) € SL).

pone, L' = 7 (L) M af a = 8] (L) = (a) ah | (a*Ap,n) € SL}.

Pour i1 € I, posons : Li = (O,Bi) + (Q1’1)* + (Ql’z)* avec i

Q%’J = P;’J pour j=1,2
o 1 si P%’J #0,
Q%,J =
0 sinon
I1 est clair que f;1(L') =8L' = U Li, est un semi-linéaire unaire.

iel

Or, L' est un C-langage déterministe [7].

Donc, d'apréé le lemme 2.6.7, SL' = SLi U R!, on SL{ est un semi-peigne
ieJ!

unaire et les Ri sont des rationnels (card J'<w),

Posons : SL% = U Lg, avec
i€l

1
LY = (O,B'.') + (81,1)* + (81,2 7.\_’
1 1 '
et Ll = (Q,BE) + (T1’1)* + (Tl’z)*, avec



) = 8323 pour j=1,2.
0 sinon,
sL, = U LT est un semi-peigne, comme SL..
1 . i 1
1€I1

D'autre part, la construction précédente montre gue SL = SL1 U R}, ol les
: ieJ!
rationnels Rl sont obtenus en remplagant dans Ri la T-constante par o et la 1-période,

lorsqu’elle existe, par p.

Le théoréme 2.5.1 et le lemme 2.6.8 nous permettent d'énoncer la condition

générale de déterminisme pour des C-langages sur deux lettres a; et a,, a savoir :

Théoréme 2.6.2 : Un langage Lc:.a? ag, ou a et a, sont deux lettres différentes d'un
alphabet z, est un C-langage déterministe si et seulement si son image canonique inverse

est 1'union finie disjointe de rationnels et de Tinéaires élémentaires 1iés deux a deux.
La condition est suffisante d'aprés le théoreme 2.5.1.
Montrons gu'elle est nécessaire.

En effet, L est non ambigu [17]. Donc, f;1(L) est un semi-linéaire propre
de N [121.

Or, d'aprés le théoréme 1.3.2, f_1(L) =UR U SL., ol les R, sont des
a . 1. i 1
1] ieJ
rationnels (card J<«) et les SLi sont des semi-linéaires irréductibles, de méme motif

(p,q) et 1-disjoints deux & deux (card J<«).
Posons : R = U Ri et K = fa(R).
iel
B'aprés le théoréme 2.6.1, K est un K-langage.

Donc L' = L\ K est un C-langage déterministe tel que

f;1(L‘) = U sL..
ieJ

o -
i} _ i Py aw A
Notons o. la 1-constante de SLi et K, a, (a1) a¥ pour 1 € J.
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Pour 1 € J, Li = L' Ki est un C-langage déterministe tel gue
£ (L) = SL..
a 1 1
Tl suffit alors d'appliguer le lemme 2.6.8 aux semi-linéaires SL{'

3) LANGAGES QUELCONQUES BORNES A DEUX DIMENSIONS

7

Les théorémes 2.5.2 et 2.6.2 nous permettent d'énoncer le théorcéme de

caractérisation, le plus général.

Théoréme 2.6.3 : Un langage borné & deux dimensions est un C-langage déterministe s1
et seulement si son image canonique inverse est 1'union finie disjointe de raticnnels

et de Tinéaires élémentaires 1iés deux a deux.
La condition est suffisante d’aprés le théoréme 2.5.2.
Montrons qu'elle est nécessaire.
En effet, soient W1 et W2 les mots non vides tels que LC_ZW"f W2

Soient &' = {a1,a2} un alphabet de deux lettres distinctes, et S la machine

~

séguentielle généralisée & un seul état qui a ay fait correspondre Wi pour 1=1,2,

Alors, = {aj a =S a¥ a¥ est un C-langage détermi-
L' = {a} &) | W) W) e L) = ST (L) N aF ay C
L

niste (7] tel que £ (L") = £y (L)
I1 suffit donc d'appligquer le théoréme 2.6.2.
Un corollaire de ce théoréme est le suivant :

Corollaire 2.6.1 : I1 est décidable de savoir si un C-langage borné a deux dimensions

est déterministe.

En effet, étant donné un C-langage L borné€ a deux dimensions, 1l existe un

algorithme qui permet de construire un semi-linéaire propre SL tel que f&1(L) = SL [12]

D'autre part, les constructions des chapitres I et III donnent un algorithme

qui permet de décomposer SL en une union finie disjointe de rationnels et de semi-
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linéaires irréductibles SL; - Enfin, il existe une procédure finie pour décider si

chaque semi~-linéaire SLi est un semi-peigne ou non.
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CHAPITRE VII

CARACTERISATION DES  LANGAGES  COMPILABLES

Dans ce chapitre, nous donnons une propriété caractéristique des langages

compilables bornés a deux dimensions.
Nous adopterons la terminologie et les notations de [14].

Nous montrerons d'abord la propriété pour des langages sur deux lettres a,

et a, supposées distinctes et nous 1'étendrons ensuite au cas le plus général.

1) LANGAGES COMPILABLES SUR DEUX LETTRES a, ET a

1 2

La condition suffisante se déduit presque immédiatement de la propfiété
suivante, qui relie la notion de linéaires de type 1 K-indépendants a celle de langages
K-disjoints [14]. ‘ '

Lemme 2.7.1 : Si deux Tinéaires de type 1-sont disjoints et K-indépendants, leurs
images canoniques fW sont des langages K-disjoints.

Notons Li = (ai,Bi) + (pi,qi)* les lingaires de type 1 pour i=1,2, et

W= (W1,W2), ol W1 et W2 sont des mots non vides.
Deux cas peuvent se'présenter :

1) L1 et L2 sont 1-disjoints :

6, P
I1 est clair alors que le K-langage K = W11(W11)* W% vérifie : ﬁNaﬂ) K

et fW(LZ) NK-=4g.

La propriété est donc vraie.

1 2 ‘l , 2
2) 1 )\0, >\0 EN tels que a1+)\0p_] = OLZ+>\Op2 =g

i .
' = Bg. + . = .
Nous noterons 8: = 8, + Ayq; pour 1 1,2

Soit § le plus grand commun diviseur de P1 et Py
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Posons p; = pié pour i=1,2, p=pipé6'

D'autre part, pour Ogi<p, i,k=1,2 et i#k, considérons les linéaires suivants
pk »

|
1]

y = (eapy, Bi+Aq;) + (p,pra;)™,

i, L .1
{(o;*Ap;, Bi*+2q;) | 0 ¢ < Agd siag >0,

e
1

ﬂ sinon.

Une démonstration analogue a celle du lemme 1.1.5 montrerait gue

P
1 i . ;
a) Li =P LJO LA pour i,k=1,2 et i#k,
)\=
b) les linéaires Li sont 1-disjoints deux & deux,
c) les linéaires Ll et Lﬁ ne sont pas 1-disjoints si et seulement
si A=p=0.
Posons alaors
pi-1 a+Ap, 1
W WY* W UE, (P) si P 3 2,
21 1 1 2 W 2
Kt =¢
fW(P1) sinon.

La propriété c) entraine que K'MN fW(LZ) =} et il est clair que
Py~
K' > (P U s )
=W e W2 e

~

D'autre part une démonstration analogue & celle du lemme 1.1.3 montrerait

gue le semi-lindaire Lé L}LS est K-séparé.

Deux cas peuvent alors se présenter
3) p! = pl = :
P41 = P19 = 4
Nous pouvons toujours supposer que Bé > B{{

Distinguons encore deux cas :

3-1) Bé - Bi n'est pas divisible par q :

%

Alors le K-langage XK' = W? WZ1 (W%)* est tel que

11 i Tt 2 —_
K ;_)fw(Lé) st KOV £, (Lg) = 0.
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Par conséquent le K-langage K = K'UU K" vérifie :
K;fW(L1) et KﬁfW(LZ) = .
3-2) 1 0 €N tel que Bé - B{ =0q :

B{tuq

S]
Posons : K' = U W?+“p(wge+1)p)* W,

w=0 g™ D%

. 1" 1
Il est clair que K ;;fw(LO).
Tt 2
D'autre part, supposons gue K r\fW(LO) #0.

Alors 1 A, u, v, ¥ €IN tels que :

o+ Ap = o + up + v(0+1) q ; B + Aq = B + uq *+ y(6+1) q et

u <0

Les deux premigres égalités impliquent que :
0 = (y-v) (0+1) ce qui est une contradiction car G#0.
Donc K = K' U K" vérifie la propriété du lemme.
4) pydy # P19, ¢
Nous pouvons toujours supposer que qi = péq1 < qé = piqz.

Posons : q = qé - qi >0 et
q.'-1 +up pq B‘i+uq'i qq‘i
Kt = U W H*Puhx w W, )*.
0 1 1 2 2
u=
I1 est clair que K' D fw(Lg)).

Supposons que K" f\fW(LS) # 0.
Alors 1 X, u, v, n €N tels que :
o * up + Apq = o * vp ; By * uqq * nqqq = B85 + vq, et

u s qg-l.
lLes deux premiéres égalités impliquent gue :

Bi - Bé = q [u+kqé-nqi], donc que B{ - Bé est divisible par qé-q{ ce qui

contredit le fait que le semi-linéaire LO L’LS est K-séparé.

K = K' UK" vérifie donc la propriété du lemme et ceci ach&ve la démonstration.



VII.4

Lemme 2.7.2 : L'image canonique fa d'un Tinéaire de type 1 est un langage compilable.

En effet, notons L = (a,8) + (p,q)* le linéaire de type 1. Soit u la

K-transduction de z* = {a1,a2}* dans ©'* = {x,x}* définie par :
VWeszs* : y(W={Z€zx'* | Z=y(ly) ; W=20(y) et y € K} ol

i) K est le K-langage ab* c* d sur " = {a,b,c,d}

ii) ¢ est 1’'homomorphisme de I'"f dans I* défini par

e(a) = ay ; o(d) = af e - al ;e = a.
iii) ¢ est 1'homomorphisme de I'"f dans »'* défini par :

p(@) = (@) =4 ; vd) =x; () = x

u est une K-transduction univoque et d'autre part, si D* est 1'ensemble de Dyck sur

£'%, nous avons :

We fa(L) <==> p(W) € D*, ce qui établit le lemme.
Une conséquence immédiate des deux lemmes précédents est la suivante :

Lemme 2.7.3 : L'image canonique fa d'un semi-linéaire K-séparé est un langage
compilable.

En effet les linéaires de type 1 d’'un semi-linéaire K-séparé SL sont
K—indépendants deux & deux. Leurs images canonigues fa sont donc K-disjointes deux
a deux d'aprés le lemme 2.7.1. Par conséquent fa(SL) union finie de langages
compilables (soit des K-langages d'aprés le théoréme 2.8.1, soit des images canoniques
de linéaires de type 1 d'apreés le lemme 2.7.2) K-disjoints deux & deux est compilable
(141.

Nous en déduisons immédiatement la condition suffisante.
Lemme 2.7.4 : Une condition suffisante pour qu'un langage L inclus dans a? a§ soit

compilable est que f;1(L) soit une union finie disjointe de rationnels et de linéaires
de type 1, K-indépendants deux a deux.
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En effet, d'aprés le théoréme 1.1.1, f;1(L) est une union finie disjointe

de rationnels et de semi-linéaires K-séparés SLi’ 1-disjoints deux & deux.

Comme les SLi sont 1-disjoints deux & deux, les langages fa(SLi) sont

K-disjoints deux & deux.
I1 suffit donc d’appliguer le lemme 2.7.3.

Pour montrer que la condition du lemme 2.7.1 est nécessaire, nous utiliserons

les trois lemmes suivants.

Lemme 2.7.5 : L'image canonique fa d'un semi-linéaire homogéne, irréductible et non
Timité supérieurement, n'est pas un langage compilable.

Notons o la 1-constante du semi-linéaire SL, B son sommet, et (p,09)

sa période maximale.

Supposons que fa(SL) soit compilable et soit u, N une K-transduction
b4

univoque de {a,,a,}* dans Z* telle que
1°72

VWeE {a I* T We fa(SL) <==> pW € D¥, od D* ast

122 1,N

1’ensemble de Dyck sur Z¥.
Notons k1""’kr les cycles de nay et m leur plus petit commun multiple.

Prenons un entier A tel gque A > ZN—1 > 1 et notons

n =8 + A0q + (Z2mo-1)q.

+\D-

D'apres le lemme 1.4.2, W1 = a? Ap ag et\W2 = an W1 appartiennent tous deux
a fa(SL).

Donc uW. € D* pour i=1,2.

i
1,N
Or d'aprés le choix de A, il existe un cycle Kk de ua1 tel que :
h k L n o

(1) wWy = wa; pa; way ua, €D

1,N
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et gue htk+f = at+ip.
Soit u tel gue htuk+£ = a+(A+m)p.
u est un entier supérieur ou égal & 2 car u = %?—+ 1.
Alors, d’apres l'univocité de la K-transduction u1’N, il vient

(2) ua? (ua$ )u uaf uag = uWZ € D*,
1,1 i,i i,j j,N 1,N

Les relations (1) et (2) impliquent que ua? et (ua$ )u sont égaux dans

i,i i,i
12 groupe libre Z*/p et comme ux2, que : ua$ € D*, Ha, a, £ Dr,
i,1 1,N

Soit alors V tel que h+Vk+f = o+(2+2m)p.

V est un entier car V = EEP-+ 1.

k
Alors u a?+Vk+£ ag € D*, d'aprés ce qui précéde.
1,N
Donc a?+Vk+£ ag € fa(SL) ce qui impligue (a+(A+2m)p, B+(r+2m)eq-q) € SL,

et contredit le lemme 1.4.4.

Lemme 2.7.6 : L'image canonique fa d'un semi-linéaire homogéne, irréductible et non
l1imité inférieurement, n'est pas un langage compilable.

Nous supposerons que le semi-linéaire SL est limité supérieurement (sinon il
suffit d'appliguer le lemme 2.7.5), et que fa(SL) est compilable. Outre les notations
du lemme 2.7.5, nous noterons B' la base de SL, et m' le plus petit commun multiple

des cycles de uaz.

D'aprés le lemme 1.4.2, fa(SL) contient

Wy = ac;ﬂ(“m')p agﬂq ot W, = a?+(k+m')p a§+(x+m')q'

Choisis sons A de telle sorte que B+Aq>ZN-1.

Alors, il existe un cycle k de ua, tel que :



VII.7

1
= ua?+(k+m )p uag uag uag g D=,
1,N 1,3 j,i i,i i,N

et que h+k+f = B+Aq.
Soit u tel que htuk+£ = g+(A+m')p.
u est un entier supérieur & 2, caru =1 + X -
Une démonstration analogue & celle du lemme 2.7.5 montrerait alors que

ot Ua?+(x+mv)p ag+£
i,i 1,N

appartiennent & D=,

Do =

ua

Prenons un entier V tel que h+kV+£ > g+{i+m') 0q.

at(A+m")p _h+Vk+L
1 "2 N

Alors, ua € D*, ce qui impligue que

.y !
a?+(A*m )p a%+kV+£ € £,(SL) et contredit le lemme 1.4.3.

Lemme 2.7.7 : Une condition nécessaire pour que 1'image canonique fa d'un semi-
linéaire homogéne et irréductible SL soit un langage compilable, est que 5L soit
K-séparé.

D'aprés le lemme 2.7.6, une condition nécessaire est que SL soit limité.

Supposons gue SL ne soit pas K-séparé et que fa(SL)soit compilable.

Posons : SL = U Li'
iel

Nous ferons la démonstration dans le cas ol il existe deux indices

s, t € I tels que Lk = (a,Bk) + (P,qk)* pour k=s,t, et que LS et Lt ne soient pas

~

K-indépendants. Elle serait tout & fait analogue dans le cas ol il existe un indice

k€I tel que le linéaire Lk ne soit pas élémentaire,
Nous pouvons toujours supposer gque qt > qs.
!

Comme LS et Lt ne sont pas K-indépendants, 3 v €Z tel que :

B - By = v(q,-a,).
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En utilisant les mémes notations gu'au lemme 2.7.6, scit A un entier tel

que A>2N—1 et gue A-v soit multiple de m'.

Bk+Aqk

atip
a
2

Comme Wk = a, € D* pour k=s,t.

€ £,(SL), uW
1,N

k

D’autre part, d'apr@s le choix de A, il existe un cycle k de uaz tel que

+ h .
uW = ua? Ap uaz ua% ua% € D=,

S1,N 1,5 %j,i “i,i “iN
et que htk+l = ss+xqs.

De méme qu'au lemme 2.7.8, il existe un entier u supérieur ou égal a 2 tel

. (-v) (q,-q,)
que h+tuk+l = B, *Aq., car u = 1+ X

~ =~

Nous obtenons donc une contradiction tout & fait analogue a celle du

lemme 2.7.6.

Montrons maintenant la condition nécessaire pour un langage sur deux lettres

distinctes a, et a,.

Lemme 2.7.8 : Une condition nécessaire pour qu'un langage L sur deux lettres distinctes
a et a,, soit compilable, est que f;1(L) soit 1'union finie disjointe de rationnels et
de linéaires de type 1, K-indépendants deux a deux.

En effet, L est un C-langage non ambigu [14].
Donc, d'aprés [12] et le théoréme 1.3.2, f;1(L) = U sL

ieJ

Ri sont des rationnels (card I<«») et les SLi sont des semi-linéaires irréductibles, de

U Ri, ol 1les
i€l

i
méme 1-période p et 1-disjoints deux & deux (card J<«),
Notons o, la T-constante de SLi pour 1 € J.
%4
Posons : K=f ({J R.) et K. = a (ap)* ax pour 1 € J.
ar;er 1 i 1 1 2

Alors Li = (LNKN Ki est un langage compilable [14] tel que

f; (L}) = SL; pour i€ J.
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Il suff it donc d'appliquer le lemme 2.7.7 aux semi-lingairss SLi'

2) LANGAGES COMPILABLES BORNES A DEUX DIMENSIONS

Les lemmes 2.7.4 et 2.7.8 nous permettent d'énoncer une propriété caracté-

ristique des lang ages compilables bornés a deux dimensions.

Théoréme 2.7.1 : Un Tangage borné & deux dimensions est compilable si et seulement si

son image canonique inverse est 1'union finie disjointe de rationnels et de linéaires
de type 1, K-indépendants deux & deux.

Soient Wd et W2 les mots non vides sur un alphabet ¥ tels que le langage

L soit inclus dans W? W%.
1
. = 1 -
Posons : X {a1,a2} et L {31 a, I W,  W,m e L}
Montrons que la condition est nécessaire.

En effet, soit S la machine séguentielle généralisée qui a Wi fait corres-

pondre a; pour i=1,2.

Alors L' = S(L) N a? a§ est compilable, puisque S réalise une K-transduction

injective de :* dans X~ [14].
I1 suffit donc d'appliquer le lemme 2.7.8, car f&J(L) = f;(L'),f
Pour montrer la condition suffisante, distinguons deux cas ;
194 W, €z2%, 7 0,, 8, 6N tel W—w@i i=1,2
3 , 10 92 els que W; = W~ pour 1=1,

Soit S la machine séquentielle généralisée définie au lemme 2.5.4.

Comme L' est compiiable d'aprés le lemme 2.7.4, et que 8_1 réalise une

K-transduction injective de X* dans I*c,

Lc

n

8—1(L')f\.W$ W§C est compilable.

Or en notant ¢ 1’homomorphisme de (I U {c})* dans I* défini par ¢(X) = X
Vxe€zet ¢(c) = A, L =0(Lc) est compilable [14].
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O
Lo + . .
2) 1 Ws € n1¥, 1 @1, @2 €N tels que Wi = Wzl pour i=1,2.

Alors d'aprés la démonstration du théoréme 2.5.2, L est un K-langage donc

caompilable.

Nous pouvons donner un énoncé équivalent a celui du théoréme 2.7.1, en

utilisant la notion de K-disjonction.
Montrons au préalable la réciproque du lemme 2.7.1.

Lemme 2.7.9 : Deux linéaires de type 1 dont les images canoniques sont K-disjointes,
" sont K-indépendants. -

Notons Li = (ai,Bi) + (pi,qi)* les linéaires de type 1 pour i=1,2 et K un
K-langage tel que K :DfW(L1) et que KN fy@,) = g.

Nous pouvons toujours supposer que KC:’W# W%, sinon K r\W? W5 est un

K-langage inclus dans W? Wg, gui vérifie la méme propriété.
s PN -1 _ <
D*aprés les théorémes 1.3.1 et 2.6.1, fw ) = U R.i UP, od les Ri sont
iel

des rationnels, de méme motif (p,q) et P est un ponctuel.

Notons : Ri = (ai,Bi) + (p,0)* pour i € I1,

el
1]

(05,85) + (ps0)* + (0,9)% pour 1 € I,

J
1

! ! kY
U @8 ¢ (0,0%
Supposons gue L1 et L2 ne scient pas K-indépendants.
Par définition, 1 Xgs ¥p e, 1 vy € Z tels que :
(13 aq * AgPy = ax*ugPys

(2) 8y + (Agtvgpy) Ay = B, + (ugtvgPy) ay-

De plus, p,d; # Dqdy-
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Nous pouvons toujours supposer que Py9¢ > P19y
Choisissons n €N tel que :
(3) 2g*vgPo*nPaPydy > Ag*vgPp PPy > O

(4) wg*tvoPy*tnpap(4y 2 0,

(5) oq*Py (A0+v0p2+npqp1q2) > mg:; oai,
1

(6) 81+qy (>\0+V0p2+npqp1q2) > I:IngJIC B]!_°
1

Posons @1 = AO + VP, + nPAP19dy» @2 = AO + VoP2 + npapP,dq »

gt X* = (u1 * 0Py Byt @iq1) pour i=1,2.

D’aprés (3], 61, 92 €N.

xi X}
Done, y; = W1 W2 € fW(LT) pour i=1,2Z.

Cela implique que y; € K donc xi,€ R pour i=1,2,

D’aprés (5) et (6), 1 ki €I, 1 Ai, My €N tels gue :

2,
= \ = \ 3}

ag * @ip1 uki + Aip et 8, + CHCP Bki * 139 pour 1 1,2.

Cela implique qgue :
0‘1'( - OLf( = (>\2'>‘1) p+ (92'@1) p1,

et By~ Bp = (uymuy) a + (0,70¢) qy.
Or, 0,-6; = npq(p,qq - P4q,) -
Comme les rationnels Ri sont disjoints, cela implique que kZ = k1, donc que

T = 1
x!' (“k1 + X,P, ek1 * @ € R
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Or Xq = oy * 0,0y = ay + (ugtvoPytnpapydy) Py, d’'aprés (1)
Xé = 81 + @1q1 = 82 + (u0+v0p1+npqp1q1) q,- d'aprés (2}.
Donc x' € R.r\LZ. Contradiction.

Les résultats du théoréme 2.7.1 et des lemmes 2.7.1 et 2.7.2 nous conduisent

d poser la définition suivante :

Nous appellerons Langage simple toute image canondique d'un rationnel ou
d'un LinBaine de type 1.

Nous pouvons alors énoncer :

Théoréme 2.7.2 : Un Tangage borné a deux dimensions est compilable si et seulement

s'i1 est 1'union finie de langages simples K-disjoints deux a deux.

Un corollaire immédiat de cette propriété &tablit une conjecture de

M. NIVAT [141, dans le cas des langages bornés i deux dimensions.

Corollaire 2.7.1 : L'union de deux langages compilables bornés a deux dimensions est

compilable si et seulement s'ils sont K-disjoints.
Un autre corollaire est le suivant :

Corollaire 2.7.2 : IT est décidable de savoir si un langage borné a deux dimensions

est compilable.

La démonstration est tout a fait analogue 3 celle du corollaire 2.6.1.

Un troisiéme corollaire énonce une propriété de [15] dans le cas des

langages bornés a deux dimensions.

Corollaire 2.7.3 : Le complémentaire d'un Tangage compilable borné a deux dimensions

est compilable si et seulement si c'est un K-langage.

La condition suffisante est évidente.
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La condition nécessaire €quivaut a :

Le complémentaire d'un langage simple n'est simple que si c'est un

K-langage, ce qui est une conséquence du théoréme 2.6.1 et du lemme 1.4.7.



PARTIE III
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LANGAGES BORNES A N  DIMENSIONS



INTRODUCTTION

~

Nous considérons dans la partie III des langages L bornés a n dimensions,
c'est-a-dire pour lesquels il existe des mots non vides W1, Woseons Wh sur un
alphabet I tels que LgW’i\’ 2 n

A défaut de pouvoir généraliser dans ce cas les théorémes de caractérisation
des chapitres VI et VII, nous restreindrons notre étude a certaines classes de tels

langages.

En particulier, nous nous intéresserons i 1'image canonique d'un linéaire

propre dean, que nous appellerons langage fondamental.

Dans ce cas, nous démontrerons des conditions nécessaires et suffisantes

de déterminisme et de compilabilité.

D'autre part, nous nous intéresserons aussi aux unions finies de langages

simples (la définition de tels langages généralisant celle du chapitre VII).

Nous donnerons alors des conditions nécessaires de déterminisme et de

compilabilité.

~ta
"

e ol
w w
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CHAPITRE VIII

PROPRIETES DES LINEAIRES DE M©

. . . e e 11 -
Dans ce chapitre, nous introduisons pour les lin€aires de[N', des notions
qui sont étroitement lies aux propriétés de déterminisme ou de compilabilité de leurs

images canoniques.

Dans tout ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes :

NOTATIONS

Vn@l’N+ : In = {1,2,...,n}.

. k
Etant donné un k-uple Ny = (11, 2 ..,1k) € In, tel que 1<11<1 ""<1k*

nous noterons my 1'application de N sur K définie par :

vxelNt o x) = (x: ,.. .
Nk 1 N

n
et V.L ¢ N, nous noterons :

Ty (L U . (
Nk) xeLNX)

D'autre part, étant donnés un alphabet de n lettres, I = {a; | 1€ I },
deux indices j, k € In’ et x e N , hous noterons :

X
31:1 . aklf%’], sik 2z j+2
(x) _
5k
A sinon.
: B (X) = (X) e (X) e (x) e (X)
Enfin : KN WO,i ax Wi i ax W1 i a¥ o+l
k 1 1 1°72 2 1 R S S

Nows appellerons éLement réguliern de W%, tout elément possédant exactement
une coordonnée non nulle.

D'awtne part, nows dirons qu'un sous-ensemble P de N couvie un ensemble
2 q
d'indices I < I, 84 et seulement 44 Les deux proprletés sulvantes sont vErifiies :
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L) ¥Yx€eP: X5 # 0 Amplique i € I,
L) YieTl,dxePtel que X5 # 0.
Nous noterons I1(P) £'ensemble des indices couverts par P.

. P n .
Donnons maintenant quelques définitions sur les sous-ensembles de [N, pouvant

. . . s s . n
s'appliquer en particulier aux linéaires de[N .

Nows dirons qu'un sous-ensemble P de N est :

i i
- chaing, 84 ot seuwboment 5LV x'xE € P, I x .. x € P, 1 ,,..,i, € I(P)
i, i
tels que : x! x% # 0 et x.k x.k # 0 pour 1gkss-1,
J1 s Tk Tk

- sthatigie [111, sdet sewlement s4 tous ses eLdments possedent au plus deux coordonnzes
non nulles et s4 de plus AL n'existe pas x1, xz € P et des Andices
i,j,k,L € I tels que :

. . 1.2 .12
i<j<k<2 et Xy Xj Xy Xp # 0.
- cyelique fewnd, si et seubement 543 x', x5, X% € P, 1 dp,d,,.e.,i € T
. . .. .S S I i
tels que ip<dy) < <ionxy xj # 0 et que Xs x%' # 0
s 1 j i+l

pour 1 s j < s-1.

sdmple, s4 et seulement s4L F X1,X2 ep,¥i, je I tels que x1 s04t de contrainte,
X% soit regullien et que xl x} ﬁ #0 pour k =1 ou j.
I1 est 4 remarquer que la derniére définition étend celle que nous avons

donnée 3 la fin du chapitre VII.
Le lemme suivant est une conséquence de ces définitions.

Lemme 3.8.1 : Etant donné un sous-ensemble fini P de N, stratifié et chafné, tel que
P* soit un sous-monoide libre dean, alors les propriétés suivantes sont vérifiges :

1) I1 existe au plus un élément régulier dans P

2) I1 existe au plus un sous-ensemble cyclique fermé dans P

3) card (P) < card (I(P)) < card (P) + 1

4) card (I(P)) = card (P)+1 <==> P est simple et non cyclique fermé.
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Pour montrer la propriété 1), supposons gqu'il existe deux &léments réguliers

différents x1 et XZ dans P.

Notons i1,i2 € I, les indices tels que X% # 0 pour j=1,2.
j

Si i1=iz, P* n'est pas libre puisque le systéme A1X1 + Azxi = 0 avec

1 1

X1,A2 € @ admet d'autres solutions que la solution nulle.

Supposons i1 # iz.

Comme P est chaing, 1 Xs,...,xk e P, 1 i3’i4""’ik—1 € I(P) tels que

k XE # 0 et Xﬁ xﬁ # 0 pour 4<lsgk-1.

-1 "¢

X: X. #0; X
13 k-1 M2
X2
Le systéme hp X7 = 0, avec Ap € @Q s'écrit donc
£=1

< AE Xg + A£+1 X§+1 =0 pour 3slsk-1

C'est un systéme de k-1 équations & k inconnues qui admet d’autres solutions

gue la solution nulle. Contradiction.

Une démonstration analogue donnerait une méme contradiction dans le cas ol

il existe deux sous-ensembles cycliques fermés différents dans P.
Montrons enfin les propriétés 3) et 4) par récurrence sur card (P).

Ces propriétés sont triviales si card (P) = 1.

En les supposant vraies pour 1 < card (P) < k, scit P = {X1,X2,...,Xk}.
Montrons d'abord qu'il existe 1 € Ik tel que P' = P\ {x*} soit chainé. Cela est

A \ . P . . 1 .
trivial s'il existe un élément régulier X avec Tgigk.

De méme s'il existe un sous-ensemble cycligue fermé& P' dans P, il suffit de

prendre xt e p.

Enfin s'il n'existe pas de sous-ensemble cycligue fermé dans P, ni d'éléments

réguliers, alors il existe un é&lément de contrainte, X5 € P et un indice j € I(P) tels
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gue X%»# 0 et que VX€ P\ {Xl}, xj = (0. Il suffit alors de prendre x".

Par construction de P' et d'apr&s les propriétés 1) et 2), P' est simple

et non cycligue fermé.

Donc, d'aprés 1'hypothése de récurrence, card (I(P')) = card (P')+1 = card (P)
D'autre part, comme P est stratifié, card (I(P')) < card (I(P)) s card (I(P'))+1. D'ol

la propriété 2).

Enfin il est clair que :

card (I(P)) = card (I(P'))+1 <=> x! n'est pas régulier et P n'est pas

cyclique fermé. D'ol la propriété 3).

Le lemme suivant concerne 1'intersection de 1'image canonique d'un linéaire

de N* avec le K-langage K&X) défini au début de ce chapitre.
k

Lemme 3.8.2 : Soit L = C+P* un linéaire propre et stratifié (1) deN" tel qu'il existe
un sous-ensemble P' chainé dans P, couvrant Nk et tel que card (P') < k implique que L
soit simple et non cyclique fermé.

Alors L' = fa(L)(\ K&x) est soit vide, soit de Ta forme :
: k

A A A A
{ng) a WX g2 k™ 1 | ai1 .a.fe s,
iy Tip i, Ty i Tin . iy

ol L" est un C-langage dont 1'image canonique inverse est un Tinéaire delNk de la
forme C + [nN (P 1+,
k

En effet, en posant Nk = In\ Nk et P' = P \ P', considérons le systéme

linéaire

£ _ . =
Az Pi = X; pour 1 € Nk

() : Ci + PKZ
ep!

(1) Nous entendons par 1a que P est un sous-ensemble stratifié de N
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Si ce systéme ne posseéde pas de solution entiére positive ou nulle, il est

clair que L' est vide.

Sinon, V- i. € Nk’ soit Pi le plus grand sous-ensemble chainé de P tel que

Pijf\ P' = f§ et gue I(Pij) 3 1j.

Montrans que V ij’ iz € Nk’ Piﬂ{ﬁ Pij # @ impligue ij=i£°

En effet, sinon P'" = P'U Pi V) Pi est un ensemble chaing, cyclique fermé
j £

ou contenant une période réguliere.
Donc par hypothése, card (P') = k.
D'autre part, d’aprés le lemme 3.8.1, card (P') = card (I(P'™).

Or, en posant s = card (P! U P! ) et t = card (I(P! U P! )), il vient
1. 1/@ . lj 1/6

card (P'") = card (P') + s =k + s,
et card (I(P')) =k +t - 2.

Par conséquent, S = t-2, ce qui contredit le lemme 3.8.1, puisgue Pi U Pi
j £

gst chainé.

Une démonstration analogue montrerait que

v ij, i, € N, I(Piz)lW I(Pij) # @ implique ij = i,.

Ces deux propriété impligquent donc les égalités suivantes

_ k+1 _ _ k+1
Nk = F{ Ni- et P' = }? Pi' , en posant
=t 7] =1 7j
Ny = I(PI)\ {iy), pour Tgjsk,
j j
_ _ 6 _ _k
N. =N_\ N. , P! =P\ U P!.
L TR0 T Ty =1 13

LY

Comme V j, £ € Ik+1 tels que j#£, Nijr\ Nig =f et Pij(\ Piﬂ = @, le systéme
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(2) se décompose en k+1 systémes indépendants

i . 2 Pf = X. pour 1€ N..
J PYep! J
Y

Montrons alors que pour lgj<k, le systéme (Ei ) posséde une solution entiére

J

positive ou nulle, unigue.

En effet, Pi est simple et non cyclique fermé&, sinon d'aprés le lemme 3.8.1,

J
card (Pi') = card (I(Pi )) et d'aprés les hypothéses du lemme, card (P') = k.
j j

Or P! L)Pi est un sous-ensemble chainé deN" tel gue
J

card (I(P'U Pi )) < k + card (I(Pi )) = k + card (Pi ) = card (P'U Pi )
J A j j j

ce gul contredit le lemme 3.8.1.

Par conséquent, card (Ni ) = card (I(Pi »N-1 = Card‘(Pi ) d’aprés le lemme
j j j
3.8.1.

Comme d'autre part le sous-monoide de[Nn, engendré par Pi est libre, le
j

systeme (Zi ) est un systéme de Cramer, qui poss&de une solution unique. Enfin cette

J

solution est entiére, positive ou nulle par hypothése.

1.
Nous noterons AKJ cette solution unique pour Pz € Pi et nous poserons
. J
i.
A £ .
Cj =C, + ) AKJ P, pour 1<j<k.

1.
3 plep ]
']

Pour achever la démonstration du lemme, il suffit de montrer que
el = ¢+, 1% (D),
a Nk

Soit W un mot quelconque appartenant a L'.

ooy Ay €MN tels que

Comme W € K&fn‘fa(L), 30, ..., 0 €N ot Ay,

(1) Nous notons a' le k-uple (a. , a. ,...,a. )
o2 Tk
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VA -
(nm Cl + zZ_ g Pi =X pour 1€ Nk’
Pep!
i
(2) c. + ) A Pg + 7 P@ = 0. pour 1gigk.
i. 13 £ i, 2 £ 1. j
7 pep! J pYep J
j
D'aprés ce qui précéde, les relations (1) impliguent que pour 1sjs<k et pour
1.
e Pij, Ap = Ag3-

Donc les relations (2) dgviennent.:
0, =Cl+ J 2 P@ ‘pour  Tgjgk.
j j £ i,
T e

Ce qui impligue gue f;1(L”) c C' + [“N (p)]*;
k

La démonstration de 1l'inclusion inverse est tout & falt analogue.

Terminons ce chapitre, en étendant la notlon de linéaire canonique dans le

cas de an pour n quelconque.

Nows dirons qu'un LinZairne L = C + P* de N, est canonique 44 et seulement
14 est propre et stratifil, et 84 de plus AL possede La proprilte suivante :

VieIl,V PX, o e p ters que PX # PF
k ’ . . k L
P. P: 0 P. =P, = p..
3 Pf # Amplique ; ; pJ

Nous dirons que (py>---5p,) @81 Le motif de L (1),

Le lemme suivant est relatif a la modification du motif d'un linéaire

canonique.

Lemme 3.8.3 : Soit Ao eIN'. Tout lindaire canonique L de ™", de motif (p.], +5Py )
est 1'union finie de Tinéaires canoniques paraHe]es, de méme motif (A0p1, ves 0pn) s
et P-disjoints deux a deux (2)

(1) Certains des p; peuvent bien sir étre nuls.

(2) Nous entendons par 13 qu'il existe 1.€I te]]e que m . }(L )N n{l}(Lz) 4.
Cela implique manifestement que les 1mages canoniques f (L ) et £ (LZ) sont
K-disjointes.
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Nous dirons que deux Lindaires sont paralliles 5'ils ne different que par
Leuns constantes.

Pour montrer le lemme, posons :

L=C+ P ,...,p% et U=ikel| P? # 01 patr Teden,

N .
Soient L' =C ™M+ {Q1,...,QS}*, les linéaires tels gue

Nn

(1) Nn = (X1,...,An) avec Oski<x0 pour lgign,

G + A : I
N 3", kPt
(2) cjn = J
Cj sinon, pour 1g<js<n,
. 0 si £ ¢ 1.
2 J :
(3) Qj = pour 1glgs et l1gjsn.
Apj sinon

Montrons que les linéaires LN sont P-disjoints deux a deux. En effet, sinon,
n
il existerait deux n-uples Nn =(}1,...,An) et Nﬂ = (Ai,.o.,kﬁ), des entiers

@1,...,6n,®',...,@ﬁ €N tels gue

(4) 0 <A Ai < A pour 1<isn,

i’
: J oz
(5) 1j¢€ In tel que I7 # @ et que Aj # Aj,
N N!
n

) C.M+ o, ap. = C.M + 0! ap. 1¢j<n.
] ks j Py pour )

Définissons sur In' la relation d'équivalence suivante
Yi, je€ In : 1Rj <==> il existe un sous-ensemble chainé P' de P tel que
iy 58 T(P ).

Notons S1,...,Su les classes d'équivalence de In/R et P1,...,Pd les sous-

ensembles de P tels que I(Pj) =g’ pour T<jsu.

Les relations (6) impliquent alors que pour lgjsu, les Ai et Xi vérifient

les u systémes suivants
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(zj) zz (hp = 2p) = (6 - ) A pour ke€ I(PJ!).
P €PJ!

En notant Sj = card (I(Pj)), tj'= card (Pj), 6) ot X! les vecteurs colonnes

Z . L - 1 1 . - . . N
de coordonnées respectives @k @k et AE AK, et A) une matrice ijtj définie par :
1 si Ph € Pj vérifie Pg £ 0,

A=
g,h

0 sinon,
le systéme (I,) s’'écrit matriciellement : AMx = e,
J
Distinguons alors deux cas pour les nombres Sj et t.

1] Pj est cyclique fermé, ou contient une période réguligre :

Alors d'aprés le lemme 3.8.1, Sj = tj.
D'autre part, comme (Pj)* est un sous-monoide libre, la matrice A est

réguliére.
Donc XJ = A(AJ)_1 ol .

En notant, ai p les éléments de (Ag)_1, il vient :
. I

1 j [ /@
Ap = Ap = A z ai,ﬂ(ek-@k) pour P € Pj.

keI (P!
(P3)

£

o) =0, car [a, - Ayl <x VP ¢ P!

Ceci impligue que (AJ)
Jy-1 o114 J 2
- Donc, comme (A”) ' est régulidre, ©- = 0.
2) Pj est simple et non cyclique fermé :

D'aprés le lemme 3.8.1, Sj = tj+1.

£O KO L
Or dans cecas, 1 P ~ € P!, 1 k, € I(P!) tels que P, " # 0 et que VY P~ € P!,
j 0 j K, j

L
# P 0 implique Pﬁ = 0.
0

pt
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Le systéme (Zj) s'écrit donc

(zj) KZ (hp = 25 ) = (8f - © )2 pour k € I(Pj) \ Kkt
P €EP!
(= X, = Ap = (0] -0, )A.
J L h Tk K
(z) implique que A, = A} et nous sommes donc ramenés au cas 1) avec le systéme (Z!).
j Ly 4 j

Donc, dans les deux cas, 09 = 0 pour 1<js<n, ce qui impligue gue Ap = Aé

u
pour £ € U IPj, et contredit la relation (5).
j=T

Les linéaires LN sont donc bien P-disjoints deux & deux.
n

Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer gue :

L=U L.
N Nh
n

Soit x guelcongue appartenant a L.
Alors, 1 61""’On €N tels gue pour Tgjsn

C.+ J o, p. si I#8,
]I e kI
X, = j

C. sinon.

En pogant pour Tgksn, O = Oi A+ Ak avec OR, M EMN et Ak < X et

Nn = (A1,...,An), il vient, pour Tgjsn :

Ci+ J Ap:*+ )} opap, si I.#40,

] ker J keI, J J
Xj = J J
Cj sinon.
Nn k ’
Donc, x. = C. + 0, Q- pour 1gjsn, ce qui implique que L c;L) L' .
k = N
J J kte J N, 'n

La démonstration de 1’inclusion inverse est immédiate.

Avant de tirer une conséquence de ce lemme, donnons encore une définition

sur les sous-ensembles deﬂ$1.
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Nous dirons qu'un sous-ensemble P de (N est cyclique @ gauche (resp. a

droite, neéﬁi au centhe) A4 et seulement 5'4L existe x1,x2,x3 €Peti,j,k,£€ L

tels que Les deux proprletes sulvantes solent vernifiées

L) i<j<kst (resp. L<k<j<i, resp. i<lsk<j),

. 1. 1.2 .2 .3 3
L) X, X; X¥ Xj Xj Xy # 0

Plus brievement, nous parlerons d'ensemble cyclique, Lornsque P est
indigferemment cyclique & gauche, a droite ou au centre.

Lemme 3.8.4 : Tout Tinéaire propre et stratifié de N, non cyclique fermé (1),
(resp. simple, resp. non cyclique (1) est T'union finie de Tinéaires cancniques
paralléles, non cycliques fermés (resp. simple, resp. non cyclique), P-disjoints
deux & deux.

Notons L = C + {P1,...,Ps}* = C + P* le linéaire, et montrons la propriété

par récurrence sur nN.
Si n=2, la propriété découle du lemme 1.71.5.
Supposons la proprigté vraie a 1’ordre i (2gi<n).

Nous supposerons que l'ensemble des indices couverts par P est de

cardinalité égale & n sinon la propriété est triviale (card (I(P)) = n).
Deux cas peuvent alors se présenter

13 7 Pt € P tel que P% P; # 0 :

Soit P' le plus grand sous-ensemble chainé de P tel que I(P') ® 1 et
I(P") P n.

D’aprés les hypothé&ses P' # 0.

(1) Nous entendons par 1a& que son ensemble P des périodes est non cyclique fermé,
simple ou non cyclique suivant les différents cas.
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Notons : M = max j <n,

JEI(PY)
Py = (¢° | P?*O =—> j <M},
P = {PK [ P? #0 ==> j 3zMet pt non régulier}.

Distinguons encore deux cas :

a) % P/E € Pé tel que Pﬁ #0 :

Alors, en posant Li =ct+ (Qi)*, avec i

1 _ . . L a )
Cj = Cj pour TgjsM, Q1 = {ﬂIM(P ) | Pre P1},

2 _ : _ L Lo pr
Cj = Cj pour M<jsn, Q) = {wIn>IM(P ) |»P e Pl

L se met sous la forme : L = L1x LZ.

L1 et L2 sont des linéaires respectivement defNM et dean—M.

Par hypothése de récurrence, pour i=1,2, Li est 1l'union finie de linéaires

canonigues parall@les Li, pour j € Ji’ P-disjoints deux & deux.

. . S BV
I1 suffit alors de poser pour j € J1 et k € Jz, Lj,k L1 x LZ'

Les linéaires L! Kk vérifient manifestement les conditions du lemme.
b

£

bl 1 P € Pé tel que Pﬁ #0 :
Alors, en posant L2 = C2 + (Qé)*, avec
Cﬁ = 0 et C? = Cj pour M<jsn, et avec les mé@mes notations gu’au

cas a) pour L1, Qi, Qé, il vient
XE€L<==>x-= (AT""’AM%AM’ AM+1,...,AA) avec (A1,...,AM) e L1 et

1
g+ + 20D € Ly

Remarquons aussi gue M>1. En effet sinon, P' contient une seule période

réguliére et V PZ € P\P', Pf = 0, ce qui contredit 1'hypothgse (b). L'hypothése de
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récurrence peut donc &tre appliguée a L1 et LZ’ linéaires respectivement defNM et de

'.Nn -M+1

Alors, avec les mémes notations qu'au cas al), soient (p1,...,pM) et

i 1 . . e - s J .
(pM,...,pn) les motifs respectifs des linéaires L1 pour j € J1 et L2 pour k € JZ'
Par hypothése, Py et pM sont non nuls.

Donc d’aprés le lemme 3.8.3, pour i=1,2 et V j € J Li est 1'union finie
de linéaires canoniques paralléles LJ’k, pour k € KJ P- dlSJOlntS deux & deux et teis

gque (p1pM,...,pMpM) et (pMpM,.. P pM) soient les motifs respectifs de L%’k et L%’k
vV j,k.

Alors en notant, Li’k = Cl’J?k + Ql*, V i,j,k, il suffit de poser pour
: 2 ,
j € JT,keK £€Jzetm€K£.
G sen ™ O e
b Al M |
clhdok si 1<i<M,
C:j]_’k,’@’m CI;I/I’J’k + Cl\z/l”e,m Si i = M’
C?’K’m si M«ig¢n ;

1 n-M+1 M-1
Q=Q x {0} U 0" x Q
Les linéaires L! k.2 répondent manifestement aux conditions du lemme.
2 b ’

2) 1 P1 € P tel que P1

1 .
1P # 0

Soit P' le plus grand sous-ensemble chainé de P, contenant P1.

Distinguons encore deux cas

&) I(P') = (1,n)

Alors V PK € P' = P\ P, Pﬁ # 0 implique i # 1,n.

(1) V n eN' et ¥ x €N, nous notons {x}" un n-uple dont toutes les coordonnées sont

égales d x.
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o 2 Dt KR
Donc, en posant L1 =C + [w{1’n}(P')]“ et L2 =C" + [ﬂIn\{1,n}(P )1,

avec

Cl = Ci pour i=1,n et C? = Ci pour i € In \ {1,n}, il vient :

X €L <<=>x-= (AT,AZ,...,A Xn) avec (A1,An) S L1 et (AZ,...,AH_1) e L,

n-1?

Par hypothese de recurrence, pour 1i=1,2, L est 1'union finie de linéaires canonigues,

parallegles LJ =C L3, Q , pour j € J P ~disjoints deux & deux :
I1 suffit alors de poser pour j € J1 et k € J2

LY te}dr x B3 el Iy + o aves

b

Q = {0} x Q% x (03 Uy 13 @) x 072w v ).

Les linéaires Lj Kk répondent aux conditions du lemme.
b

d) 1 PK € P et jeE In \ {1,n} tels que P? P? # 0.

L

La démonstration serait tout & fait analogue si Pn P; # 0.

Soit P'" le plus grand sous-ensemble chainé de P \ {P1} tel que I(P'") 3 1.

Par hypothése P'" # §.

Posons : M = max
JeI(p)

Par hypothése, et comme L n'est pas cyclique fermé, 1<M<n.

Posons : P = {Pﬂ | P? #0==>3j <M},

ot P'2={P£|P§750=>j > M}U {P'].
D'aprés le choix de M, et comme L n'est pas cyclique fermé&, P = Pi L’Pé.
D'autre part, comme L est stratifisg, Pi r\Pé =f,

Alors, en notant pour i=1,2, Li =ct+ Ql* les linéaires tels que :
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1 . 1 -
Ci = Ci pour 1gigM, Q = WIM(Pi),
0 si i=1, , ‘
c? = Q2 =T (PY), il vient
i El\{Z,...,M} 27°

C. si M<ign,
i

XEL<=>x-= (A A} Aﬁ) ‘avec (A1,...,AM) S L1 et

Tohgse e Mphpqseees
Od oA gs e oAl) € Ly

~M+1
D'autre part, L1 et L2 sont des linéaires respectivement deINM et de ﬂfl .

Par hypothé&se de récurrence, pour i=1,2, L. est 1'union finie de linéaires
canonigues paralleles, Li, pour j € J , P-disjoints deux & deux. Notons (p1,...,pM}
et (pi,pM+1,...,p ) les motifs respectlfs des linéaires L% et Lg pour j € J1 et k€ J,.

[\

Par hypothese, P1 et pi sont non nuls.

Donc, d'aprés le lemme 3.8.3, pour i=1,2 et j € J., Lg est 1'union finie de
? J 1 1
j 1: i,j’l: +

linéaires canonigues parallé2les LI = Slx, our k € K%, P-disjoints deux a
i P 3

deux, tels gue (p1pi,...,pMp%) et (p1p%,pM+1p1,...,pnp1) soient les motifs respectifs
-

des linéaires L%’ et L%’k, vV j,k.

I1 suffit alors de poser, pour j € J1, k€ K;, L€ J2 et m € Ké :

Lj k,L.m Cj’k’z’m + S* avec :
3 b 2
C1 ,j ’k + C%’K’m si i=1,
Cj ,k,[,m - C1 ’j’k si 1<i$M,
i 1
C?}’E’m si M<isn,

1

_ T n-M 2 M-1 2
$ =8 x {0y U m (87 x {037 x nIn\IM(S )

Alors les linéaires L! K.L répondent aux conditions du lemme.
b 3 b4

Donnons pour terminer ce chapitre, une propriété€ relative aux linéaires

simples et non cycliques :
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Lemme 3.8.5 : Soit L = {0} + P* un linéaire canonique dean, de motif {1}, simple

et non cyclique.

1 1

Si P est chainé, si I(P) =n et si 1 P € P telle que P1 P; # 0, alors il

existe un indice i € In tel que :

L ox = )

) ox. = X .
=1 J j=i+1 J

X €L <==>
J

En effet, comme P est chainé et que L est simple, P ne contient pas de

période réguliere.
Faisons alors la démonstration par récurrence sur 1.
Si n=2, la propriété est triviale.
Supposons la propriété vraie jusqu'au rang k=n-1.

Comme P est chainé et que I(P) = n, 1 P2 € P vérifiant une des deux propriétés
suivantes
2 52
(1) P1 Pn—1 #0,

2 52
(2) P2 Pn # 0.

e : 3 ~ 2 - s s = -
Nous ferons alors la démonstration dans le cas ol P” vérifie la propriété

(1). Elle serait tout & fait analogue dans 1l'autre cas.
Alors L' = {O]rn“1 + (P \ {P1})* vérifie les hypoth&ses du lemme.

Donc, par hypothé&se de récurrence, 1 i € In_1 tel que

i n-1
yeL <=> ) y.= ) y..
j=1 J j=i+1 J
Or x €L <==> {yel'et A EMN tels que X = (A1+y1,y2,..., n-1’x1)’

D'old la propriété.

En conclusion de ce chapitre, nous dirons que nous sommes loin d'avoir

€puisé toutes les propriétés des linéaires de N".
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En particulier, il est possible de montrer une propriété analogue a celle

du lemme 3.8.4, mais moins forte, pour les linéaires cycliques fermés.

Nous avons volontairement restreint le nombre des propriétés, en fonction

de leur utilisation dans les chapitres IX et X.

D'ailleurs, il nous semblerait intéressant d'étudier les linéaires, en
dehors de tout contexte d'application, compte tenu de leurs structures qui ressemblent

ad celle des variétés affines.
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CHAPITRE IX

C-LANGAGES BORNES  DETERMINISTES

Nous donnons dans ce chapitre une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un langage fondamental, c'est-a-dire 1'image canonique d'un linéaire dean, soit
un C-langage déterministe.

Nous énongons ensuite une condition nécessaire de déterminisme pour une

union finie de langages simples et non cycliques fermés (1).

Avant d'énoncer et de démontrer les propriétés dont il est question ci-

PP ~ . n
dessus, donnons quelques définitions complémentaires sur les sous-ensembles de[N

-~ Nous dirons qu'un sous~ensemble P de N" est :

- couple, &4 et sewlement 5'AL existe P1,

P°e Petj, kel tels que jk et que
1

2 .
P; Pi # 0 pour i=j,k
- Li8, &0 ot seulement §'iL existe P',PY,P0 € P et i,jk € I verifiant Les proprittis
swlvantes
i) i<j<k,

i) P! oot P? sont de contrainte et PO est nigubien,

U 1.1 .2

ALY s0it a) P1 PJ PJ k # 0

, 1 51 p2 p3
204t b) Pl Pk ; J # 0 dmplique P #0 ou P #0.

Engin nous dirons qu'un Lindaine L = C + P* de N est elémentaire, 54 ot
seulement 54 L est propre et s4 de plus P n'est pas couplé, L8 ou cyclique a gauche.

(1) Nous entendons par 1a 1'image canonique d'un linéaire simple et non cyclique fermé.
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Remarquons que cette définition généralise celle que nous avions donnée

au chapitre I.

Compte tenu du lemme 3.8.2, et de la définition d'un linéaire élé&mentaire,
nous considérons d'abord des langages sur un alphabet d'au plus quatre lettres

différentes t = {aT,az,aS,a4}.

i’

y

Lemme 3.9.1 : L'image canonique fa de 1'un quelconque des Tinéaires suivants :

i) 01+ (1,1,00% + (1,0,1)% + (0,1,0)%,

i) {010 + (1,0,)% + (1,1,00% + (0,1,y)%, avec x, y €N’

1i1) {O}4 + (1,1,0,0)* + (0,1,1,0)* + (0,0,1,0)* + (1,0,0,1)%,

iv) (03 4 (1,1,0,00% + (0,1,1,0)% + (0,0,1,x)% + (1,0,0,y)%, avec x,y €N’

et x #y (2),

est un C-langage non déterministe.
En effet, supposons le contraire.

Soit M = (K,Z,T,S,ZO,qO,F) un automate & pile de mémoire sans boucle tel cus

le langage L soit égal a T(M).

Remarquons que :

(1) Vi, jEMW : a} a%'e L implique 15) dans le cas 1) et i=j dans les autres cas.

Supposons alors que M vérifie la propriété suivante :

(*) 1neN tel gue : Vh €N, (qo,a?,zo) ]—z- (q,A,y) implique |y| < n.

Alors il existerait un ensemble infini d’entiers H1, un état q € K, et un

mot y € I'* tels gue :

(1) Aucun de ces linéaires n'est &lémentaire.

(2) Cette condition impose que le Tlinéaire est propre.
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h ¥
Y he H1 . (q0,31,20) !-:v (Q’A’Y) *

h _h g
Comme V h € H1, a;a, € L, 1 4, € F et Yh’e I'* tels que :
h h w h *
(qo,a a9 O) |"'° (q’az,Y) \"'“ (qh,A,Y)-

Prenons h, h' € H] tels que h' > h.

h' h * h kY
Alors : (quaT aZ’ZO) |— (Q1,9~2»Zo) |~ (qh’A’Yh)'

1
Donc a? ag € L, ce qui contredit la relation (1).

Par conséquent, d'aprés [71, M vérifie la propriété suivante :

(%) Im, f em’ s AW, yerx, 172 €T et 7 q € K tels que :

m+hf

VhelN: (q5,a; ,Zp) = (@,0,W"2).

Comme V h €N, W = aT+hf g+hf eTM), 1 qh1""’qhkh e K,

iu * et 1 v, ,.00,Y € I'* tels que :
h1’ hkh h1 hkh

m +hf

(qO’Wh’ZO) l_— (q,a 2 W}’ Z) l—'— (th ’uh1’Yh1) ,"‘— oo }""" (qhkh’A’yhk ),
. n

et gue U e F.
h

Supposons alors qu'il existe un entier h €N tel que quel gue soit 1 compris

entre 1 et kh , 1 Vhi # A tel que Thi = thi'

Alors :

m+hf ., h+1

f e %
|— (@,a, LWy L) [— (ay AWV ).
R SN

Bonc af Wh € L, ce qui contredit la relation (1).

Par conséquent, V h €N, il existe un plus petit entier g(h) tel que

= W, et comme K est fini, il existe un ensemble infini d’entiers H' et un état

'hg (h)
p € K tels que Vh e H', qhg(h) =p.
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Supposons alors que V h € H', Iuhg(h)' ne soit pas borné supérieurement.

Alors 1 h1, h2 € H' tels que h1 > h2 et que Iuh1g(h1)l > luhzg(hz)l'

P DA = - 0.
osons Iuh1g(h1) | |uh2g(h2) | >
Alors :
meh, £ meh, £-) |uh1g(h1)l_>‘
(q0,3-1 az ’ZO) I_ .(paaz W) = (p’uhzg(hz) W)
= (@ Y )
hzkh2 hzkhz
m+h1f m+h1f—k
Donc 2 a, € T(M) ce qui contredit la relation (1).

Comme ’uhg(h)l est borné inférieurement par 0, et que H' est infini, ii
existe un ensemble infini d'entiers Hg H', tel que ¥V h € H, ‘uhg(h)l reste constant
indépendant de h, ce qui implique que 3 q' € K et y' € I'* tels que

1

VheH:qg =q' et vy =v'.
hkh hkh
Pour obtenir une contradiction, distinguons maintenant entre les différents

linéaires de 1'énoncé du lemme :

1) lineéaire i)

m+hf m+hf m+hf

Alors Y h € H, Wﬁ = a, a, az e TM).

Donc 1 q, € F et T, € I'* tels que :

= m+hf

(qO,W}'l,Zo) (q' a33 >Y") I—— (qh,A,Yh) .

Prenons h, h' € H tels gue h' > h.

Alors :

+hf m+hf m+h'f * +h'f *
(agray - ay g LZg) | (@t oy | (Gt

1
Comme Gy 1 € F, aT+hf a?+hf a?+h £ € T(M), ce gui est une contradiction car

Vi,j,k €N, al a) af € TA) implique kei.
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2) linéaire 1i)

Alors Vh e H : W, = aTJrhf aI§+hf a§m+hf) x*y) ¢ TM) .

Une démonstration analogue & celle du cas 1) montrerait que :

Vh', heHtels que h' > h, a1 gI*BE o (MR Gy) g gy

Donc, 4 A,u,v €N tels que : A + p = pu + v =m+ hf et que
X+ vy = (m+ h'f) (x+y).

Cela implique X = v =m + h'f, donc u = (h-h') £ < 0 d’aprés le choix de h et h'.

Contradiction.

3) linéaire iii)

m+hf m+hf m+hf m+hf

Alors ¥ h € H, W}'1 = a a, as a, eTM.

Une démonstration analogue & celle du cas 1) montrerait que :

1
V h', h € H tels que h' > h, a?+hf a?+hf a?+h'f a?+h £ e TM,

Ce qui est une contradiction car V 1,j,k,£ €N,

i j k. £

aj a, az a, € TM) implique £ < i

4} linéaire iv)

Alore V h & H, W = "M aIhE e (MhE)Y ¢ Ty .

N

Donc, par une démonstration analogue & celle du cas 1), pour h, h' € H tels

que h' > h, a];1+hf aI;th a§m+hvf) a£m+h|f)y e TM).

Donc 1 A, u, v,0 €N tels que :

A+ 0 =x+u=m+hf

p+v=m+h'f et vx + 0y = (mth'f)y.

Cela implique © =m + h'f donc A = (h-h') £ < 0 d'aprés le choix de h et h'.

Contradiction.
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Lemme 3.9.2 : L'image canonique fa du Tlinéaire L = {O}3 + (1,1,0)* + (0,1,1)*% + (1,0,Gﬁv
est un C-langage non déterministe.

Remarguons gue

(1) ¥V i,j 6N : aj a) € £,(L) implique i 2 j.

En supposant gue fa(L) est déterministe et qu'un automate & pile de mémoire
sans boucle M tel que T(M) = fa(L) vérifie la propriété (*) énoncée dans la démonstra-
tion du lemme 3.8.1, une démonstration analogue montrerait qu'il existe deux entiers

1
h et h' tels gque h' < h et que a? ag € T(M), ce qui contredit la relation (1].

Par conséquent, M vérifie la propriété (**) énoncée dans la démonstration du

lemme 3.98.1.

+
En reprenant les m@mes notations, supposons qu'il existe h €[N tel que quel

gque soit i compris entre 1 et k, ; 1 Vhi # A tel que

Yhi = WV

Alors : (qo,aT+(h—1)f a?+hf,20) |—§- (qhkh,A,Wthh).

Dongc a?+(h—1)f a§+hf € T(M) ce gui contredit la relation (1).

Une démonstration tout & fait analogue (1) a celle du lemme 3.9.1, montrerait

+ + +h'
alors qu'il existe deux entiers h et h' tels que h' > h et que a? ht ag hf a? h fE)T(M),
ce qui est une contradiction car V'1,j,k €N : a%'a% ag € TM) implique k < j.

Lemme 3.9.3 : L'image canonique fa du Tinéaire L = {0}3 + (1,0,1)* + (0,1,1)* + (0,1,0)%
est un C-langage non déterministe.

Remarguons que

i,_j .k
a

1

% a € T(M) impligue k » 1.

(1) ¥ i,j,k e : a

(1) IT suffit de remplacer W par Wy dans la démonstration du lemme 3.9.1.
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En supposant que fa(L) soit déterministe, socit M un automate a pile de

mémoire déterministe sans boucle tel que T(M) = L.

Si M vérifie la propriété (*) du lemme 3.8.1, il existe un ensemble infini

d'entiers H;, un état q € K et un mot v € I* tels que :

h *
Vhe H1 : (q0,3—1 ,Zo) |"_ (q,A,Y) .
Comme V h € H ah ah ah eT™M), 1 € F et € T* tels que :
12 3 @ a3 > 1 Ay "h que
h h h l"i *

h h %
(q03a1 az 33,20) (q,az aS’Y) ‘_ (qh,A;Yh) .

Prenons h, h' € H tels que h' > h.

h* h h * h h *
Alors : (qO’a1 az 33,20) I'_"" (q;az as;Y) |'_'_ (qh’A’Yh)'

1
Done a? ag a? € T(M) ce qui contredit la relation (1).

Par conséquent, M vérifie la propriété (**) du lemme 3.9.1.

En reprenant les mémes notations, et comme V h €N,

+ + +
Wh = é? hf a? hf a?’hf € T(M), une démonstration analogue & celle du lemme 3.9.1

montrerait gu'il existe un ensemble infini d’entiers H', un état p € K, un état

o

€ F, un mot uhg(h) € az a¥ et un mot Yk € I'* tels gue :

o}
hk h

h

VheH : (qO’Wh’ZO) !"" (p’uhg(h)’w) ‘—" (qhkh,A,thh)‘

Supposons gu'il existe h1 et hZ différents dans H' tels que pour 1=1,2,
lu, 4 4| >m+ h.f.
hig(hi) i
m+hif
Posons, pour i=1,2 : u = a
¢ Yhyg(hy) T Thyg(hy) U3

Sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer gue h1 > h2'

mth £ m+h, £+]u |-y | m+h £
Alors : Wﬁ = a, 1 a, 1 hog(hy) hyg(hy) az 2 est tel que :

@ 2 |— (p,u W= (g sy g )
0°"h,>"0 h,g(hy) hzkh2 hzkhz

Donc Wﬁ € TM), ce qui contredit la relation (1).
2
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Par conséquent, il existe un ensemble infini H'" inclus dans H tel que

VheH, < m + hf.

g (!

Comme d'autre part V h € H", a?+hf a?+hf ag(m+hf) e TM),

analogue a celle du lemme 3.9.1 montrerait qu'il existe deux entiers h et h' tels gu=

am+hf m+hf m+hf+m+h'f

une démonstraticon

h' > h et que 1 a, az € T(M), ce gui est une contradiction car
vV i,j,k €M, a% a% a? € T(M) impligue i+j > k.

Nous pouvons maintenant énoncer une condition nécessaire de déterminisme

pour les langages fondamentaux inclus dans a? a§ ag, a savoir

héoréme 3.9.1 : Une condition nécessaire pour qu'un langage fondamental inclus dans

ay a§ a§ soit un C-langage déterministe est que son image canonique inverse scit un
rationnel ou un linéaire élémentaire.

La propriété est triviale si 1'image cahonique inverse f;1(L) est un

rationnel puisque le langage L est alors manifestement un K-langage.

Comme L est un C-langage, f;1(L) est un linéaire propre et stratifié de

N 111,

-1 . U iz .
Supposons gue fa (L) ne soit pas un linéaire élémentaire.
Trois cas peuvent se présenter

1) f;1(L) est couplé (1)

Sans nuire & la généralité, nous pouvcns poser

f;1(L) =C + {P1,P2,P3}* avec P1 = (p,q,0), P2 = (r,s,0) et p,q,r,S em’.
“3
D'aprés le lemme 3.8.2, L' =1 r\a? a% a;” est de la forme
i1 i2 cz i1 i2
L' = {a1 a,” az \ a; a, € L"} o0 L" est un C-langage inclus dans a? a§ d'image
C
canonique inverse C' + (p,q)* + (r,s)*. Or L' =1' / {azs} est un C-langage déterministe

[71, ce qui contredit le théoréme 2.6.3.

(1) Nous entendons par 1a que son ensemble de périodes est couplé.
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2) £ est 116 ()

- 1
D'aprés le lemme 3.8.4, faT(L) est 1'union finie de linéaires canonigues L7,

pour 1 € I, de motif (p1,p2,p3) €(ﬂf¥, et P-disjoints deux & deux.

Donc les langages fa(Ll) sont K-disjoints deux & deux, et étant donné
i€ I, il existe un K-langage Ki tel que Ki :):fa(Ll) et que V.j e I \N{i},
K, N £, (L) = g.

Alors L' = Ki(\ L est un C-langage déterministe [7], tel que fé1(L') =1

C o+ {P1,P2,P3}* (2),

1
Posons : L

=
1]

{0}3 + {Q1,Q2,Q3} avec

2 0 si Pﬁ = 0,
vitel;; Q=
1 .
1 sinon.
L} est un linéaire 1ié de motif (1,1,1), de constante nulle. C’est donc

soit le linéaire i) du lemme 3.9.1, soit les linéaires des lemmes 3.3.2 ou 3.8.3.

Or considérons la machine séquentielle généralisée S = (K,Z,Z,S,A,qo)

définie par :
1) K={q; | 16 I3},

ii) 6(qi,aj) = qj pour 1 € I3 U {0}, et je 13,

G C. DP.
i+1 j ] . . - s
i+] e aj aj si 0g1s2 et j>1,
PR )\ =
iii) (qi,aj) p.
a.J sinon.
J
S réalise une application bijective de aﬁ a§ a% sur le K-langage
C. p C, p C: p ¢, C, C
: TN o 205240 o 3,53 1 .72 .73 .
({ar U a, (a; )% a,"(a,")* az"(ag”)*) \ {a;” a," a37}) telle que :

(1) Nous entendons par 1a que son ensemble de périodes est 1ié.

(2) Li posséde trois périodes non nulles par hypothése.
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. . c, C, C
iy _ i 1 2 .73
S(E (L) = (i VE WY\ fa) a)f 2.t
1y -1 ¢t & G
Donc fa(L1 )\ (A =8 (L' \ {a1 a," ag B (\aﬁ a§ a% , est un C-langage

i
déterministe [7], ainsi que fa(LTO) ce gui contredit les lemmes 3.9.1, 3.9.2 et 3.9.3.

3) f;1(L) est cycligue fermé :

Posons alors : f;](L) = C + (p,q,0)* + (0,r,s)* + (t,0,u)* avec

C G[N3 et p,q,r,S,t,u em’.
Soit § le plus grand commun diviseur de p et t.
Posons : p =p'd et t = t's.
Soit §' le plus grand commun diviseur de qt' et de r.
Posons : qt' = q'6' et T = 1r'§".
Notons : L' = L r\a$1(a?r't')* agz(agr't')* ag.

Montrons gue f;1(L') = L' =C+ (py,p,,00% + (0,p,,x)* + (pq,0,¥)*
en posant : py = pr't', P, = qr't', x =q's et y = p'r'u.

En effet soit z € f: (LY.

i ©1:0,507501505 » Az €N tels que :

(1) zy = C1 *+ 9, p'r't's = C1 + >\1p'6 + )\St'é
15!
(3) 27 = C3 + Azs + Asu.

(1) implique gque (®1r‘t' - A1) p' = Ast'.

Comme p' et t' sont premiers entre eux, 3 £ €Z tel que :

(4) AS gp',
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st (5) Ay = (o4r'-g) t'.
Comme A €M, ¢ €N.

D'autre part, en reportant dans la relation (2), la valeur de A1 donnée par

la relation (5), il vient
to_ 4 [ v o 1
(0,9" - 2p) r' = (o' - &) q'.
Comme q' et r' sont premiers entre sux, 1 n €Z tel que
21 4 = (A - '
(8) a, = (0, n) q',
et (7) & = (@1-n) r'.

Les relations (5) et (7) impliguent alors que A1 = nr't', donc que n €N

puisque A] € IN.

D'autre part, AZ et & €N impliquent que @1 2 n et que ez 2 T

Posons 61 =n + My et @2 =n + M, @VeC Ty, T, € IN.

Alors : z, = C1 + (n+n1) Pys 2, = CZ + (n+ﬂ2) p, et
Zg = C3 + nzq's + n1p'r'u.

Donc z € L" car n1, Tys M €N.

0’ ot f;](L')g; L.

La démbnstration de 1'inclusion inverse est immédiate.

Or L' est un C-langage déterministe [7] et une démonstration analogue a
celle du cas 2) montrerait gqu'il existe une machine séguentielle généralisée S telle

que fé](8—1(L')) soit le linéaire ii) du lemme 3.9.1.

Nous obtenons donc une contradiction car S-1(L') est un C-langage

déterministe.
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Pour énoncer la propriété dans le cas du langage fondamental le plus général,

nous aurons encore besoin du lemme suivant

Lemme 3.9.4 : Etant donnés p,q,r,s,t,a,v,w e[N+, 1'image canonique fa de 1'un quelconais
des linéaires suivants

1) C+ (p,q,0,00* + (0,r,s,0)* + (t,0,0,u)* + (0,0,v,0)%,

1) C + (p,q,0,00* + (0,r,s,0)* + (t,C,0,w)* + (0,0,v,w)* , avec
(1)

pruv # gstw s

est un C-langage non déterministe.
En effet, en supposant le contraire, des démonstrations analogues & celles
des cas 2) et 3) du théoréme 3.9.1 donneraient des contradictions respectivement dans

les cas 1) et ii).

Nous pouvons énoncer maintenant la propriété dans le cas le plus général,

a savoir :

Théoréme 3.9.2 : Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un Tangage fondamenta?

soit un C-langage déterministe est que son image canonique inverse soit un rationnel ou

un linéaire élémentaire.

Nous omettrons la démonstration de la condition suffisante. En effet, 1l est

1

fort long d'exhiber un automate & pile de mémoire déterministe quil reconnaisse 1'image
canaonique d'un linéaire élémentaire. Nous dirons simplement., que comme pour les langages
bornés & deux dimensions, la démonstration utilise le lemme 3.8.4, c'est-a-dire la
décomposition de tout linéaire élémentaire en linéaires canoniques paralleles et

P-disjoints deux a deux.

Pour montrer la condition nécessaire, considérons d'abord le cas ol le

langage L est inclus dans a?...aﬁ, ol les ai sont n lettres distinctes.

(1) Cette condition impose que le linéaire est propre.
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Comme le langage L est un C-langage non ambigu [17], son image canonigue

inverse f;1(L) gst un linéaire propre et stratifié dean [111.

Posons f;1(L) = C+P*, et supposons que f;1(L) ne soit pas un rationnel,

un linéaire élémentaire.

Oeux cas peuvent alors se présenter

2

1) P est couplé, 1ié, ou contient P1,P2,P3 tels gue {P1,P ,PS} soit cycligue ferme

1 52 2

Alors 1 i1,iz,i3 € In et P ,P ,P3 € P tel que P' = {P1,P ,PS} couvre

N3 = (i1,iz,i3) et gue P' soit couplé, 1ié ou cyclique fermé.

D'aprés le lemme 3.8.2, L' = I,r\Kéc) est de la forme

3
A A A A A A
{Wéc) ai1 W§C)i aiz W§C)i ai3 W%C)n+1 [ ai1 a; a.l3 e L'}
e e T B % e Bl Bl T 1 2 '3
od L' est un C-langage inclus dans a¥ a¥ a¥ , d'image canonique inverse Li = C'+Q*
ot 13
avec Q = WNS(P').

Li n'est donc pas é€lémentaire par hypothese.

Soit S = (K,{ai1,ai

a5 },Z,G,A,qo) une machine séquentielle généralisée
3

telle que : 2

1) K={q; | 051isx 3],

ii) a(qk,ai.)

q; pour keI, U{0let jeI
J

3,
W§C)i ...W§C) g a; st 0 sksg2etj >k,
k> "k+1 =175 j
ii1) Mqp,a; ) =
J a. sinon.

1.
J

Une démonstration analogue & celle du lemme 3.9.1 montrerait que

= g €) @ (€) €)
L'\ {AY =S (L'\ {W5™1 W27, W/, W NN a¥ a¥ ar .
0,11 1,1, "i,1, 13,n+1 1, "1, Tig

Donc L" est un C-langage déterministe [7], ce qui contredit le théoréme 3.9.71.
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2) P est cycligue & gauche et ne dontientvpas trois périodes cycliques fermées, couplée

ou liées :
Alors, 1 P1 P2 P3 € Pet 1,,i,,1,,1, € I  tels que
, st 1212213530 n g
iv) 11 < 12 < 13 <1

Posons : N4 = (i1,iz,iS,i4).

D’aprés le lemme 3.8.2, L' = L FXK(C) est de la forme :

N
4
A A A A A A A A
{W(C) a w2 w@ 3 w@ g4 (O | a.'a,?a>a’te L'},
b1y 1y 1pnl, iy Tip,ig Tig Tig,i, Uiy 14,n+1 i, 71, ig 71

ot L' est un C-langage inclus dans a¥ a¥ a¥ a¥
1ot 3N

d'image canonigue inverse

L} = C'+Q* avec Q = my (P'), en notant
1 Ny

P £ .
P' = {P € P | Py # 0 =>16N].

Une démonstration analogue a celle du cas 1) montrerait que L' est
C-langage déterministe.

un

D'autre part d'apres les hypothéses

vi) P ne contient pas de période régulidre P£ telle que Pf # 0 pour

i€ {11,12} sinon P est 1ié,

vii) P\ {P1,P2

P£ P. # 0 pour j € {2,3,4} ou que Pg P@ # 0 pour j € {3,4}.
1y | i, i

Trois cas peuvent donc se présenter
. , . . s 4 4
a)l P contient une période réguliére P telle que Pi #0 :
3

Alors comme P* est libre, P' = {P1,P2,P3,P4}.

Daonc Li est le lineéaire 1) du lemme 3.9.4. Contradiction.

,Ps} ne contient pas de période de contrainte PK telle gue

@
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b} P contient une période de contrainte P4 telle que Pi Pg #0 :
3 74
v ol 52 53 o4 ) P .
Alors P' = {P ,P",P",P"} et L! est le linéaire ii) du lemme 3.9.4.

1

Contradiction.

c) P ne vérifie ni a) ni b)

En notant :

{0}4 si 4 PK € P, tel que Pﬁ # 0, et que PK soit régulieére,
4 4

e
]

wN4(P£)'einon,
i

Q

ﬂN4(P1) pour i=1,2,3, il vient :
1T 2 A3 A4

Q=1{Q,Q",Q,Q'}.

D'autre part d'apres la relation v},

X € Li <=> | R ey €N tels que :

s _ 1 3
viii) x4 = Ci * A Q1 * Az Q1
10 x, = CL o+, Q)+, Q4
2 2 1 32 2 X2’
<) X, = CL + A, Q2
3 3 2 %3
. _ 3 4
xi) Xy = C& * Aq Q4 * Ay Q4
Posant K = a¥ , L'" = (L"/K) M a¥ a¥ a¥ est un C-langage déterministe [7].
14 11 12 13
Oor We L' / K <==> 1] W1 € L" et » €EMN tels que W = W1 aﬁ ,
4

<==>]1 2eMNetdx EJIN4 tels gue X vérifie les relations
X1 X2 X3
viii) a xi) et que W = a; a;-a;”a; .
1 2 "3 4

3
Ceci implique que W€ L"' <==> 1 x € N vérifiant les relations viii) & x )

tel que W = a¥1 a¥2 a¥3.
11 12 13
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L'image canonigue inverse de L"'' est donc :
T A1 avee 2 28 3 -
Ch + (Q1 ’QZ’O)A + (O’QZ’QB)A + (Q1 ,0,0)%,
ce gui contredit le lemme 3.9.1.

La condition nécessaire est donc montrée a contrario pour un langage inclus

dans a¥ a¥ ... axr.
1 72 n

Pour un langage borné guelcongue inclus dans ? ces Wﬁ, il suffit de
considérer la machine séquentielle généralisée S, gui applique a; sur Wi pour

15isn et de poser :
L' ={a; ...a | W

Alors f;1(L') = f&1(L) et L' = 8—1(L)(W a? . aﬁ. D'oll la condition

nécessaire dans le cas le plus général.

Le théoréme 3.9.2 généralise dans une certaine mesure le théoréme 2.6.3.
Cependant, il ne constitue pas une caractérisation de tous les C-langages bornés

déterministes.

Dans le cadre de notre é&tude, nous nous sommes heurtés a des notions de

~

"réductibilité" analogues 3 celle que nous avons définie au chapitre III.

Nous n'avons pas réussi a étendre cette notion, dont la formalisation
apparait beaucoup plus complexe dans le cas général.
.. N i+j j+k k ..
Ainsi le langage L, = {a; 7 a5 = a, | 1,3,k €N}, tel que
f;1L1) = {0}* + (1,0,0)* + (1,1,0)* + (0,1,1)* est un C-langage non déterministe

d'aprés le lemme 3.9.2.

Par contre, le langage L, = {a}+j a% a§+1 | i,j,k €M} tel que
f: (L) = (0,0,1) + (1,0,0)% + (1,1,0)% (0,0,1)* est déterministe. Or il est

possible de montrer que L1(J L2 est un C-langage déterministe.

Ceci provient de ce que f;1(L1) et f;1(L2) peuvent ''se réduire' entre eux

de telle sorte que :

£ LU £ (L)) = [013+(1,1,0)%+(0,1,1)%+(0,0,1%1 U [(1,0,0)+(1,1,0%+(1,0,0)*
+(0,0,1)*].,
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L'échec dans la généralisation de la notion de réductibilité provient
essentiellement du grand nombre de cas possibles pour des réductibilités analogues

3 celle mentionnée ci-dessus.

Cependant, nous terminerons ce chapitre en donnant une condition nécessaire

de déterminisme pour une union finie de langages simples non cycliques fermés.

Donnons auparavant une définition :

1

Nous dirons que deux Lindaéres L, = C' + P¥ et L, = C*

= % i
5 = c™ + Pé de IN

sont £ies 4'iL existe i1,iZ eI et P2 € P, pour i=1,2 veniglant Les prhoprieites
sulvantes (1)

A) i < iy,

W G0 Gy £,

12

1
Lo &
L) P et P ° sont de contrainte et Le sous-monoide deNT engendré par

£1 22
{P UP "} est Libnre,

&

Lv) P # 0 pour j,k=1,2.
j

La propriété annoncée ci-dessus s'énonce alors :

Théoréme 3.9.3 : Une condition nécessaire pour qu'une union finie disjointe de langages

simples non cycliques fermés soit un C-langage déterministe est que leurs images cano-
niques inverses ne soient pas 1iées deux a deux.

En s'appuyant sur la démenstration du théoréme 3.9.2, il suffit de considérer
des langages sur n lettres distinctes a1,a2,...,an.

k
Notons L! les langages simples (1gigk), L' = U L'etlL. = f_1(L!).
i jo1 1 i a i

Supposons par exemple gue L1et L2 soient liés.

(1) Cette définition généralise celle que nous avons donnée au chapitre I.
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Avec les mémes notations gue dans la définition, soient

x' € T (L1) r\ﬂI. (Lz) et yl € T\ (Li) pour i=1,2 tels que
i 1 n'i
2 2 2
xXy. €L..
i i

Notons : N, = (i1,i2) et x' = x' x yl pour 1i=1,2.

®

1 2
D’aprés le lemme 3.8.2, L' = L' (K&X )(\ K&X ) ) est de la forme
2 2

: N A j. Ay A
U o) e e st et a e,
521,20 Ody Ty Tipedp Tl g, 1 1

oll L?' et Lg' sont des C-langages inclus dans ai a¥ , tels que : (1)

1 12
(1) f-1(LU') = \J L pour j=1,2,
a ] iek, *
J
. . L.
" (2) i kj e Kj tel gue : Li = g + (P J)* pour j=1,2.
J

Une démonstration tout & fait analogue & celle du théoreme 3.9.1 montrerait

qu'il existe une machine séquentielle généralisée S telle que :

anu Ly = 8-1 (L” / (W(X1) Uw(xz) ))
1 2 iz,n+1 iz,n+1 )
Donc L"!' = L?' L}LE' est un C-langage déterministe [71.
or €@y = U L U Ll
a ieK, iex, *

Comme tous les linéaires L1 et Li sont, soit rationnels, soit de type 1, et

gue de plus Li et Lﬁ sont liés (2), cela contredit les résultats de la partie I.
1 2

(1) Nous notons a' le 2-uple (a. ,a; ).
1 12

(2) Au sens du chapitre I.
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CHAPITRE X

LANGAGES  BORNES  COMPILABLES

Nous donnons dans ce chapitre une caractérisation des langages compilables

fondamentaux.

Comme au chapitre IX, nous considérons d'abord des langages sur un alphabet
d'au plus quatre lettres distinctes I = {a1, a5, 4z, a4}.

Lemme 3.10.1 : Une condition nécessaire pour qu'un langage simple (1) inclus dans

ay a§ a§ soit compilable, est qu'il ne soit pas cyclique fermé.

Supposons le contraire et notons L = C+(p,0,q)* + (r,s,0)* + (0,t,u)*
+
1'image canonigue inverse du langage, avec p,q,r,S,t,u €[N .

Soit u une K-transduction univoque de I* dans Z* telle que :
1,N

VWE * : WE fa(L) <==> pW1 N € D*, ol D* est 1'ensemble de Dyck sur Z%,
b

Notons m le plus petit commun multiple des cycles de ua1 et choisissons des

entiers A,u,v €N tels que :

(1) C1 + Ap + ur > ZN—1,

et (2) v z mgs.
C2+us+vt y+Ag+uu
En posant, W = a, as , les mots
C1+Ap+ur C1+Ap+ur+m(pus+qrt)
W1 = a, W et W2 = a, W appartiennent & L.

(1) Le Temme est encore vrai pour une union finie disjointe de langages simples, et ii
est facile de modifier la démonstration en conséquence. Cependant, nous 1'avons
énoncé sous cette forme, faute d'avoir pu généraliser ce second énoncé pour un
langage borné sur n lettres.
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Pour W1, cela est évident.

C1+X'p+u'r C2+u's+v't C3+A'q+v'u
Pour WZ‘ il suffit de remarguer que W2 = a, a, a-

avec A' = Atmsu, p' = ptmqt et v' =v-msq, gui est positif ou nul d’aprés le choix de v.
Donc 1y € D* pour i=1,2.
1,N

Or d'aprés le choix de X et de u, il existe un cycle k de ua1 tel gue

(3) uW = pa uak uaﬁ uW. € D¥,
11 N . 1. 1. . "73,N
b

—

et htk+l = Cy+Aptur.

Choisissons Vv de telle sorte que htvk+l = C1+Xp+ur+m(pus+qrt).

. £ - N m(pus+qrt
Vv est un entier supérieur ou égal a 2, car v = 1 + —LE——EQ—~1 .

Donc ua? (ua? uaf uW. = uWZ # 0.
1,1 'i,i i,j 1,N

D'aprés l'univocité de Hq o Nous avons
s

h h.v £ 5
4wy Jway)y jowag ol g€ D
i i,j

Comme V est supérieur ou égal & 2, (3) et (4) impliguent que :
ua$. et ua?’ . uaf. . qu Ny  @ppartiennent a D*.
i,i 1,1 i,j ’
. h k X
Par conségquent, ¥ x €N : na (ua )" ua W. . €D.
T, . 1. . 1. . "j,N
1,1 1,1 1,j
C1+Ap+ur+xk
Par hypothése, cela implique que ay WelL.

Choisissons X de telle sorte que xkgs > v(pus+qrt).

Alors 4 A',u',v' €[N tels que :

A'pru'r = Aptur+xk ; p's+v't = us+vt et A'gqrv'u = Aqtuu.

, - Xkgs
pus+qrt

Donc v' est strictement négatif d’'aprés le choix de X.

Contradiction.
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Lemme 3.10.2 : Une condition nécessaire pour qu'un langage simple (1) inclus dans

ay a§ a§ aj soit compilable, est qu'il ne soit pas cycliique fermé.
Notons L = C+P* 1'image canonigque inverse du langage simple.

2

Nous pouvons supposer que P ne contient pas {P1,P ,PS} cyclique fermé,

sinon 1l suffit d’'appliguer le lemme 3.10.1.
Par conséguent, si L est cycligue fermé, nous pouvons écrire :
L = C+(p,0,0,9)* + (r,s,0,0)* + (0,t,u,0)* + (0,0,x,y)*.
Nous noterons : p, = psuy, p; = qrtx et pj = min (p1,p2).
Comme L est propre, o # P,
D’autre part, en supposant que‘fa(L) soit compilable et en reprenant les

notations du lemme 3.10.1, choisissons un entier A de telle sorte que

Amp,prex > ZN—1.

C1+Ampiprtx

Alors, pour i=1,2, Wi = a, W e L en posant

" C2+>\mpstxp1 C3+>\mpsuxp1 C4+kmp1p2

= a a a .
2 3 4

{En effet

f;1(W1) = C+Amp1pxt(r,s,0,0) + Amp1psu(0,0,x,y)

et f;1(W2) = C+Amp2rtx(p,0,0,q) + Amp1psx(0,t,u,0). }

Danc uWi € D* pour i=1,2.
1,N

Or, d'aprés le choix de A, il existe des cycles k1 et kZ de Ha, tels que pour
i=1,2 :

(1) La remarque en bas de Ta page X.l reste valable pour le lemme 3.10.2.
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hi ki Kl
(1) uWi1 . = ua11 . ua1s . uaTS . th.,N e D*,
’ ’71 i’71 ) R |
et (2) hi+ki+£i = amprtxp. + C,.

Choisissons v de telle sorte que hj+vkj+ﬂj = Ampstxp. pour i#73.

Vv est un entier supérieur ou égal & 2 car

Amprtx{pi~pj)
v=1H+ T et que par définition p. > p..
j =

Donc d'aprés 1'univocité de M1 N -
b

h. X. B =
(3) ua1J (ua1J ) ua1J W = uW. € D*.
S

1,sj j,sj sj,t. 35N

(1) et (3) impliguent gue pa J et na,d pa J uW € D=,
1 1 1 1,N

Donc V v €EMN

k.+vk.+£.
nay J ] W1 N € D* ce gqui entraine que :
3

C1+Amprtxp.+vk.
(4) a, J ) we £ (L).

Choisissons v de telle sorte gue vkj > Amprtx (pi—pj) avec i#j. Alors,

(4) implique qu'il existe A',u',v',0' €IN tels que :
b L]

A'lp +u'r = Amprtxpj + vkj,
u's + v't = ampstxp,,
viu + 0'x = AMPSUXp, ,

A'q + 0'y = Amp P, .
Cela impligque que A' et p' vérifient les relations :
1 = = -
A (p2 p1) Amrtxpz(pj p1) + vkjsuy,

et u'(pz'P1) = Amptxp1(p2—pj) - ijth-
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k.gxt
Donc si pj = Py» TR AmMptXp, - v pJ-D <0 d'aprés le choix de v, et
2 1
k.suy
si pj=p2, A= )\mrtxp2 -V 5%:55- <0 d'aprés le choix de v.

Dans les deux cas, nous aobtenons une contradiction.

La condition du lemme 3.10.2 n'est pas suffisante. Pour obtenir une condition

nécessaire et suffisante nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.10.3 : L'image canonique fa de 1'un quelconque des linéaires suivants

i) Ly = (01 (1,1,0,00% + (0,1,1,00% + (1,0,0,1)%,

I

1

4

ii) L, = {0} + (0,1,1,0)% + (0,0,1,1)* + (1,0,0,1)%

2

n‘est pas un langage compilable.

Nous ferons la démonstration pour L1. Elle serait tout & fait analogue pour

En supposant que fa(LT) soit compilable, notons M1 N une K-transduction
b

univogue de I* dans Z* telle que :
VWE ¥ :WeE fa(L1) <=> uW1 N € D*, o0 D* est 1'ensemble de Dyck sur Z¥.
?

Pour T1s<ig4, notons mi les plus petits communs multiples respectifs des cycles

de uai et posons m = m1 m2 m3 m4.
Choisissons un entier A tel que A > ZN—1.

Y NS U S o
Comme W = a; a, az a; € fa(L1)’ ”W1,N € D*,

Or d'aprés le choix de A, il existe des cycles p; de wa; pour 1<ig4 tels que

h p k h p k h P
Wy g T ua11 “""11 ua11 “azz “azz uaz2 “333 “a33
’ 1,h 'h,h h,i 4,5 45,5 Y5,k ke Sk,

k h Py k
ua pa ya ua € D*
Sﬂ,m 4m,n 4n,n 4n,N
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et gue hi *p;t ki = A pour 1gig4.

Posons pour simplifier les notations :

h Py ko by P,
W1 = ua, ; W2 = ua, 5 Wz Hay ua, s W, = ua, ;
1,h h,h h,i i,j 3]
k k P k k
W, = pa ua s W, = qa ;W pa ua ;
5 255 "3y, 7 S0 7 Sem 4o
Py ky
Wy =way 5 Wy =uay
n,n n,N

Avec ces notations : (1) WiWZW3W4WSW6W7W8W9 € D*.

Pour 1=1,2,3,4, choisissons A; tel que : hi APt ki = \+m.

Les Ai sont des entiers supérieurs ou égaux & 2 car :

m .
. = + Al P — .
Al 1 Al en posant Al P pour 1gig4

y oo AT Atm o A+m A+m , "
Or W a1 a, a3 a4 € L. Donc uW1,N € D=,

M

A2
Comme W1 W2 Wz W4

A A
3 4 . L
W5 W6 W7 W8 WQ = uWi’N # 0, 1'univocité de 1N

implique que :

xi Aé Aé Ai
(2) Wi W2 W2 W3 W4 W4 W5 W6 W6 W7 Wg W8 Wg € D¥.

Atm o A+tm A A .
D’aut t, W'=a a a, a, € £ (L,) d W' .. e D~
autre par 1 > 3 2 a( 1) onc u TN

Un méme raisonnement que pour W' montrerait gue :

Al AL
1 2 7
1 Wé W2 W3 W4 W4 W5 W6 W7 W8 W9 € D*.

Al AL
(1) et (3) impliquent que W21 Wg W42 et W3 sont égaux dans le groupe libre

(3) W

Z*/p.
XS A4
(2) implique alors que W1 W2 W, W, W, W.” W, W W9 € D*, donc que

3747576 78
+
a? a; ag m az+m € L1, ce gui est une contradiction car m > 0.
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Lemme 3.10.4 : L'image canonique fa du linéaire L = {0}4+(1,0,0,1)*+(1,1,0,0)*+(0,0,1,1)*
n'‘est pas compilable.

En effet, avec les mBmes notations qu'au lemme 3.10.3 mais en remplagant W"

RS RN Wt R
par W a1 a2 a3 a4 , 1l vient :

(1) W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 e D,

A{ Al Al A

1
(2) W W. W W, W, W.ZW. WS W W, W.TW. W.e D¥

1 Wy Wy Wo Wy W™ W W™ W W, W™ Wg Wy
M A

(3] W1 W2 Wé W3 W4 WS W6 W7 W8 W8 Wg g D¥

)\! )\l
(2) et (3) impliquent que WAZ W5 W63 et W5 sont égaux dans le groupe libre
Z%/o.
MooW3

Donc (1) impligue que W1 W2 Wz W4 W5 W6 W7 W8 WQ € D*, c'est-a-dire
A _Atm_A4m A

a; a,  a;  a, € fa(L) ce gui est une contradiction car m>0.

Nous pouvons maintenant énoncer une propriété plus générale pour un langage
borné sur quatre lettres.

Lemme 3.10.5 : Une condition nécessaire pour qu'un Tangage simple inclus dans

s B

a? a§ ax aj soit compilable est qu'il ne soit pas cyclique.
En effet, si le langage L est cycligue fermé, cela contredit le lemme 3.10.2.

D'autre part, en supposant que L est cyclique non fermé, d'aprés le lemme

3.8.4, f;1(L) est une union finie de linéaires canoniques paralieles Li pour 1 € I,

b

de motifs (p1,p2,p3) et P-disjoints deux & deux.

Soit alors Ki un K-langage tel que Ki:D fa(Li) et que V. je I\ {i},
Ky N fa(Lj) = g.

Alors L' = L r\Ki est un langage compilable tel que f;1(L') = Li'

=~

Une démonstration analogue & celle du lemme 3.8.1 montrerait gqu'il existe un

langage cycligue L', image canonigue d'un lin@aire canonigue de constante {0}4 et de
c, €, C, C

7 4 Al = =1 1 2 3 4 % aw gx g%
motif {1} tel que L" \ {A} =S (L' \ {a1 a,” az" a, HN ay a5 ag aj.
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L'" est donc compilable [14] ce qui contredit les lemmes 3.10.3 et 3.10.4.
Le lemme 3.10.5 se généralise en 1'énoncé suivant

Théoréme 3.10.1 : Une condition nécessaire pour qu'un langage fondamental scit compi-
lable est qu'il soit simple et non cyclique.

En s'appuyant sur la démonstration du théoréme 3.9.2, il suffit de démontrer

le théoréme dans le cas d'un langage L borné sur n lettres a1,a2,...,an.

Supposons d'abord que L ne soit pas simple ou bien soit couplé. Alors en
posant f_1(L) = C+P*, P contient deux périodes P1 et P2 soit couplées, soit telles

gue {P1 PZ} ne soit pas 51mple, et il existe deux indices 11, 12 € I tels que

1 1
11<12, que Pi1 Piz # 0 et que P # 0 implique j € {11, 2}

Posons N2 = (i1,iz).

D'aprés le lemme 3.8.2, LN K&C) est de la forme
2
A A A
Wéc) a.1 W(C). W(C) | a.1 a.2 € L"} ot L" a pour image canonigue un linéaire
1 71 i1, 12 2,n+1 i, i,

de la forme

C' + [y RGN
2

Or une démonstration analogue & celle du thécoreme 3.9.2 montrerait qu'il

existe une machine séquentielle généralisée S telle que :

1 = 1 (C) (C) (C) ~'\- %
L'\ {8} = sThwr\ {wo,11 W, 1,.Zwiz,nﬂ})r\ ay E

L' est donc compilable [14], ce qui contredit le lemme 2.7.8.
Supposons enfin gue L soit cyclique.

Alors 11 existe des indices 11, 29 3, 4 € In tels gue 11<1 <i,si et il

2 73

4)
(1).

existe un sous-ensemble cyclique P' de P couvrant N

4~ (11,12:13,14)

(1) Nous supposons que i4>13. La démonstration serait tout & fait analogue si i4 était
égal a 13 (P' est alors cyclique fermé).
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=

Une démonstration tout & fait analogue & celle du théoréme 3.9.2 montrerait
alors gu'il existe un langage L', image canonique d'un linéaire de la forme
Cr + [WN (P")}* et une machine séquentielle généralisée S tels que :
4

1" - Q (C) (C) (C) (C) % ¥ % x
L'\ {A} [(L r\K )\ W5 i W11, i, 4,n+1}] r\a.1 ai2 a¥ a¥ .

L" est donc compilable [14], ce qui contredit le lemme 3.10.5.
Pour des raisons identiques a celles que nous avons mentionnées au chapitre
IX, nous n'avons pas réussi a généraliser ce résultat au cas d'une union finie de

langages fondamentaux.

Bien plus, comme il a été dit au bas de la page X.1, nous n'avons pas réussi

a le généraliser pour une union finie disjointe de langages simples.

Cet échec provient du résultat suivant :

Les langages L, = {a1+J 23+k a% az | i,j,k 6N} et
_ a1 _j k1 _di+k+1 Lo . s, PN
L, = {a; a; az ay | 1,j,k € N} ne sont pas compilables d'aprés le théordme
3.10.1.
= _ Al j k £ .. _ .
Par contre, le langage L = L1LJ L2 = {a1 > Az 3y | i+k = j+£}, lui, est

manifestement compilable.

Cependant, la condition du théoréme 3.10.1 est aussi suffisante pour un
langage borné sur n lettres L PR
Pour le montrer, nous considérons d'abord le cas de 1'image canonique du

linéaire défini au lemme 3.8.5.

Lemme 3.10.6 : L'image canonique fa du linéaire L défini au lemme 3.8.5 est un langage
compilable.

En reprenant les mémes notations qu'au lemme 3.8.5, soit 1t une K-transduction

de I* dans 2% = {x,x}* définie par :

Vuesss:t(uw)={VeZ*)1 I WeK:u=3gW),V=yW} ou



ii) ¢ est 1'homorphisme de I* dans I* défini par :

Y a. € 3 $(a.) = a.
j (a;) = a5,

le

iii) ¢ est 1'homomorphisme de I¥ dans 2% défini par
X si jgi,
Va. €z : a.) =
3 €. w(J)

i sinon.
Alors : Yue€ r*:1(u) # § <<==> u € a? v.. ax
) 1
y Y. i o_ Y
et VyenN':it(a, ...a™ ={xj=1 I x jei+x1 )

T est donc univogue et d'autre part, d'apres le lemme 3.8.5

y1 yn i n-
VUueE st : ue fa(L) === g = a1 ++. @, avec z y. = Z Y.
=t g=ia

<==> 1(u) € D*, ol D* est 1'ensemble de Dyck sur Z*.

D'od la propriété.

Les deux lemmes suivants énoncent la méme propriété pour 1'image canonique fa
d'un linéaire du méme type que celui du lemme 3.8.5, mais sous des hypothéses moins

restrictives.

Lemme 3.10.7 : Etant donné un Tinéaire canonique L = {0y + px de[Nn, de motif {1},
simple, non cyclique, tel que P soit chainé et que I(P) = n, alors fa(L) est un langage

compilable.

Comme P est chainé et simple, et que I(P) = n, P ne contient pas de périocdes

régulieres.

En posant MO = 1, définissons par récurrence les éléments suivants : ¥V kz0

. k+1

{jel ke
n

130%p:p% Ph0y o1 1
J n

M

# sinon,

70,
n n M’ “k+1 T
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max j si Jk+1 # 9,

Mk+1 =y ¢ Jk+1
0 sinon,
_ ot L . .
P£+1 ={P"eP | Pj # 0 => Mk S Mk+1}.

Il existe un nombre S fini d'ensembles Pﬁ.
Si S est égal & 1, la propriété résulte immédiatement du lemme 3.10.6.

Sinon, V £, m € IS, £ # m implique Pé}f\Pﬁ = @} et d’autre part, comme P

est chainé et gque I(P) = n,

s .
= ! =
P ;:ﬁ Pj et M =n.

Enfin par construction des ensembles P},

VY £2£€1I_, P, estchainé et ] Pf’91 € P, telle que : PK’] P["1 #0..
s’ L L M M£+1

Alors une démonstration analogue & celle du lemme 3.8.5 montrerait qu'i

existe des indices ij € In pour 15<js<s tels que :

1) M. < 1. ¢ M.,
R I T
(2) Si s = 2p+2 :
prl T2k Lok+1 n
y€L<=>Z Z yJ:E ..+y +..Z yJ
k=0 j=i, 1+ k=0 j=i,* 3—12p+2+1
(3) Si s = 2p+3 :
p+1 T2k n p+1 12K+
yeLe=> ) ] vyt 1 y;= 1L v
k=0 J—12k+1+1 J—12p+3+1 k=0 J—leT1

ats

Soit 1 la K-transduction de I* dans 2% = {x,X}¥, définie comme au lemme

3.10.6, en remplacant 1'homomorphisme Y par :

(1) Nous posons iO=O.

1

J
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X si 12k+1 RS i2k+1 pour Osgksp,

vV aj € w(aj) =< X si s=2p+2 et si in+2+1 £jsn,
_ou si s=2p+3 et si in+2+1 RS i2p+3’
X sinon.

T est une K-transduction univogue.

D'autre part Vu € z* : t(u) = @ <==>u € a? _,,—ag ot

Vy em® :

1 12 n
’—’Z+1 g e z+1 3 j=1 : +1 3 si s=2p+2
Y, v, X j=ij x  j=1i, e X 3_12p+2 p+i,
T(a1 ceedy ) =
1 o) n
D R N 4 _ Doy
X J=10+1 )X j=i1+1 J X J=i2p+3+1 si s=Zp+3.

Les relations (2) et (3) impliguent donc gque :

Vuez® ue fa(L) <==> 1(u) € D* ol D* est 1'ensemble de Dyck sur D*.

(03" + Px de ™", de motif (13",
simple et non cyclique, alors fa(L) est un langage compilable.

Lemme 3.10.8 : Etant donné un Tlinéaire canonique L

Montrons la propriété par récurrence sur n,.
Si n=2, la propriété est vraie d'aprés le lemme 2.7.2,
Supposons qu’elle soit vraie pour tous les entiers inférieurs & n donné.

Nous supposerons que I(P) = n sinon la propriété est trivialement vraie par

récurrence.
Alors si P est chainé, la propriété est vraie d'aprés le lemme 3.10.7.

Sinon il existe un sous-ensemble chainé P' de P telle que I(P') soit

strictement inclus dans In'

Prenons P' de cardinal maximum, et posons
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m= min j ;M= max j ;
jeI(P") jeI(P")

NM = {m,m+1,...,M} ; NM = In \ NM ;

Py = {PK € P | sz # 0 ===> mgjM} ;

Pé =P\ P{.

Pé # @ car I(P) = n et I(Pi) est strictement inclus dans In'

D'autre part, d'aprés le choix de P' et comme P est stratifié :

v P'E € P!

5 P? # 0 implique j<m ou j > M.

Donc en Dosant”Li =ct+ Qi pour i=1,2 avec :

Q) = my (P 5 Q) = g (PY)
1 NM 1 2 NM 2

c!

J

Cj pour mgjsM,

9]
et C7 = C. pour T¢jsm=1 (si m22) et pour M+lgjsn 1 nxM+1), il vient :

(1) x € L <==> (X1""’Xm—1’XM+1’°"’Xn) € L2 et (Xm}...,XM) Q L1.
D'autre part, fa(L1) et fa(Lz) sont compilables car d'aprés le lemme 3.8.2

(1)
£,(L) = £,(L)N k(0 oy £y = £,(1) N Kéﬁ)

M

Par hypothése de récurrence, 1l existe donc une K-transduction univcgue

e
7%

T, de {am,...,aM}“ dans Z1 telle que :

Vv W1 € {am,...,aM}* : W1 € fa(L1) <= T1(W1) € D? ol D? est 1'ensemble de

Dyck sur Z?.

(1) Nous posons a' = (am,.n.,aM) et a'' = (a1,...,am_1,aM+1,...,an).
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De méme il existe une K-trans i ind cos -
le une K-transduction univogue T, de {a1, 3 15341 R n}

dans Z% telle que : W, € fa(Lz) === TZ(W?) € D§ ol D5 est 1'ensemble de Dyck sur 5.

Sans nuire & la généralité, nous pouvons supposer dgue Z1f\ Z2 = f.

Posons alors Z = ZTL) Z2 et soit 1 la K-transduction de I* dans Z* telle gue

TT(aj) si j € NM’
¥V a. €z a.) =
j r(a;) . .
Tz(aj) si j € NM.
T est une K-transduction univoque comme & et Toe

D'autre part, (1) implique gue :

We f (L) <—>1WW

5 € £, (Ly)) et Wy € £,(L)) © W =W W, W

1 273

Donc W € fa(L) <==> t(W) = W; Wé W% avec

Wé € T1(fa(L1)) et Wi W% € Tz(fa(LZ)).

Enfin comme Z1f\ Z2 =0,

> (W) € D* ot D¥ est 1'ensemble de Dyck sur Z*.

we f (L) <
a
Nous pouvons maintenant énoncer la condition suffisante, a savoir :

Théoréme 3.10.2 : Une condition suffisante pour qu'un langage fondamental inclusdans

a¥ ... aﬁ soit compilable est qu'il soit simple et non cyclique.

En effet, d’aprés le lemme 3.8.4, 1'image canonigque inverse du langage
f;1(L) est 1'union finie de linéaires canoniques paralléles Li’ pour j € I, et

P-disjoints deux & deux.

Par conséguent, L est une union finie de langages canoniques (1) fa(Li)

K-disjoints deux & deux.

1) Nous entendons par 13 1'image canonique f_d'un linéaire canonique.
a q
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Il suffit donc de montrer qu'un langage canonigue est compilable.

Or, nctons L' = C+P* son image canonique inverse de motif
n
(p1,p2,o--,pn) em®, et L'' = {0} + Q* un linéaire tel gue :
. L
1 si P;#0,
L £ : £ .
VP e€P,Q>Q avec pour i€ In : Qi =
0 sinon.

D'aprés le lemme 3.10.8, fa(L”) est un langage compilable.
Soit alors S = (K,Z,Z,é,k,qo) la machine séquentielle généralisée telle gue
i) K={qj | Osjsn} ;

ii) pour 0g<jsn et pour Tgign ¢

aC1 aci_1 aci+pi si i>
1 i-1 i J
6(pj ’ai) = pi et x(pj ’ai) = pj_ .

ai si 1<)

~le
w

S réalise manifestement une K-transduction injective de ay ... ag dans

C, Py ¢ P

o n NN o
a, (a1 )R a (an )* telle que :

C1 Cn
S(fa(L”) \ {A}) = fa(L') \ {a1 cee g }.

Par conséquent, fa(L') est un langage compilable [14]1.

En rapprochant les résultats des théorémes 3.10.1 et 3.10.2, nous obtenons

la propriété caractéristique annoncée au début de ce chapitre.

Théoréme 3.10.3 : Un langage fondamental est compilable si et seulement s'il est

simple et non cyclique.
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