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Introduetion Générale

L'amélianation des pergonmances d'un processus constifue une
-prBoccupation essentielle dans L'étude et La mise au point d'un asser-
vissement. En effet, La néponse @ un ondre bien dégini doit coneilien
La napidite et Za précdision.

Dans cet esprit, La réalisation d’une compensation échantillonnie,
e'est-a-dine pour Laquelle La trhansmission de L'information se fait a des
instants discrets du temps, &'avere porliculiehement inténessante.

En effet, ce type de négulation permet d'annuler Le négime tran-
sitoine en un temps find, et dans Le cas d'une commande par un Echelon
un néglage thes simple conduit d une aZponse sans eurewr peamanente en
un nombre déterminé de périodes d'échantillonnage.

Apnts avodn nappelé dans un premien chapitrne Les n2sultats déja
obtenus dans ce sens (l), nous étendrons cette propriBLe aux sysiemes
discrets compensés au moyen d'une variation périodique de structure.



CHAPITRE 1

Présentation des asservissements a parameines périodigues.

Introduction

Des propriétés particuliéres aux systémes &chantillonnés ont &té
mises en évidence dans une étude généralisant la notion de retour tachy-
métrique (i). Elles permettent lorsque 1'8tat d'un filtre est enti&rement
connu aux divers instants d'échantillonnage de réaliser des asservissements
caract@risés par un régime transitoire rigoureusement amorti en un temps
fini.

La difficulté de réalisation des capteurs nous a conduit a envisa-
ger la possibilité d'étendre les propriétés essentielles d'un tel systéme

lorsque nous ne disposoms que d'une partie des composantes du vecteur état.
q P q p

Dans cette intention, il semble intérescant d'introduire une com-
pensation correspondant 3 un mode particulier de transmission de l'infor-
mation et qui se distingue des asservissements classiques par une variation

périodique des facteurs de réglage.



1.1. Position du probleme

Le syst@me monovariable considéré comme organe de recopie de sortie
y est asservi 3 un signal d'entrée x. Le filtre utilisé & cet effet est en
général caractérisé par une équation différentielle 3 coefficients constants

et représenté par une fonction de transfert L(p) d'ordre q de la forme :

% - a,Pp oo asps
L(p) = q
+ A
ao alp + + aqP
avec :
a # 0
q > s

Nous supposons les diverses composantes du vecteur &tat, qui sont
pour cette étude les dérivées successives de la variable y, accessibles
d@ chaque instant d'échantillonnage. Il est alors possible d‘'é&laborer

arbitrairement le signal u par combinaison 1linéaire de ces grandeurs.
= A + A L P I |
i A DA 1 7

Cette opération généralise la notion de retour tachymétrique elle

est symbolisée par la transmittance R(p) telle que :

= A A or A
R(p) . k" + -

L'erreur ¢ du systéme est obtenue par simple comparaison de la

grandeur ainsi définie avec le signal dfentrée x.

E=X "4
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Dans le cadre d'une hypothése lin€aire, 1l'opératiom d'&chantillonnage
implique alors une commande directe du filtre par des impulsions affines,

d'amplitude proportionmelle 3 e(nT) dans 1'intervalle |nT, (n+1)T |.

e

L'asservissement ainsi obtenu est représenté figure | ; nous lui
avons adjoint dans la chalne d'action un gain k réglable afin de fixer le

niveau du signal de commande du filtre.

.——-®-— L(p) ' -

e gt A P f)s,,,l”" ud

Figure 1

Schéma de £'asservissement & netourn tachymétrique

Posons :

¢ (nT) = en

x(nT) = X

Avec ces notations lespropriétés du systéme sont décrites par une
équation de récurrence de la forme :
q q
(1) € + I f. e = x + I b.

' . X .
* n+ . 1 n+q-i n+ . 1 n+g-1
ACTR q q =1 q
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Cette relation met en oeuvre des coefficients bi qui ne dépendent
que du filtre et de la période d'échantillonnage, et des paramétres fi

fonctions linéaires des gains kxj.
q
(2) £f. = b, + k L a. A,

Pour &liminer le régime transitoire en q périodes d'é@chantillonnage,
il suffit d'ajuster les coefficients kxj de maniére 3 annuler les paramétres

f..
i

Les q valeurs cherchées sont définies par un systéme de q relations

linéaires simplement déduit des relations (2)

En général il existe une solution et l'interprétation physique ind¢-
que qu'en cas d'impossibilité les impulsions de commande sont sans action
sur au moins une des v-rniables d'état du filtre ; ainsi , par exemple, des
impulsions d'aire algébrique nulle ne permettent pas d'agir sur toutes les

variables d'état d'un moteur.

Lorsque les &quations (3) sont satisfaites, le systéme est décrit

par une relation de récurrence de la forme :

(%) €n+q = xn+q + b

;i Entg-i

[| I ug Vs ]

1

Le choix du gain k peut alors &tre dict@ par divers impératifs.
On peut par exemple le déterminer en imposant une erreur permanente

nulle lorsque le systéme est soumis & un échelon.

Les résultats ainsi mis en évidence sont tout & fait dans 1l'esprit
des travaux de Kalman qui a souligné dés le congrés d'autormatique de Moscou

en 1960 une propriété relative d la commande des filtres lindéaires.
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En effet, un tel élément d'ordre q peut @&tre amené 3 n'importe
quel état par q signaux de commande pourvu que ceux—ci soient choisis en

fonction des grandeurs y, y(]), ) y(Q‘l)‘

Le point de vue suppose la possibilité de disposer de toutes les
composantes du vecteur &tat, et pose le délicat probléme des capteurs ; en
effet, un signal entaché de bruit peut difficilement €tre &chantillonné

et de plus un filtrage peut amener deS erreurs.

En raison de cette constatation, nous allons chercher a conserver
les propriétés essentielles de cette ré@gulation échantillonnée en n'utili-

sant qu'une partie des composantes du vecteur état.

1.2. Présentation de La compensation par porametres peérlodiques

Les travaux de Kalman montrent (;) qu'il suffit de q informations
complétes pour amener un filtre d'ordre g & un &tat souhaité. Lorsque,
par suite de difficultés techniques, nous ne pouvons disposer de la tota-
1ité des variables d'état, le nombre d'informations élémentaires transmises
a4 chaque échantillonnage n'apparait pas en général suffisant pour permettre

une compensation optimale.

Dans ce cas un moyen de retrouver la propriété d'amortissement en
un temps fini consiste & faire jouer un rdle distinct aux valeurs succes=

sives d'une ou plusieurs des variables d'&tat.

Ceci s'interpréte simplement, tout se passe comme si chaque unité
compléte d'information, ensemble de q informations €lémentaires au lieu
d'étre transmise ea une fois sous forme paralléle, circule sous forme

mixte série paralléle.

La discrimination souhaité@e entre valeurs successives d'un méme
paramétre d'état est obtenue par introduction de gains ajustables et

soumis a une variation périodique dane lz boucle de régulation.

Ce mode de commande conduit lors de la mise en é€quation a des re-

lations de récurrence dont les coefficients varient périodiquement.



Une méthode de rechefche des solutions de telles équations a été
proposée par Jury (%) et utilise la transformée en z. Notre but &tant ici
de déterminer une compensation optimum il nous a paru plus simple de réali-
ser 1'étude directement & partir des relations de récurrence scalaires et

vectorielles caractérisant 1'@volution du systéZme.

Cette formulation permet en outre de généraliser la méthode de
régulation proposée 3 certains types particuliers d'échantillonnage &
période mon constante, et également d'envisager l'effet des non linéarités

(é)et de variations de structure (;) sur la stabilité du systéme.

I1 est possible d'adopter une description de 1'asservissement fai-
sant état a la fois de la nature des variables mesurables et de la commu-
tation périodique des facteurs de réglage, ce qui conduit & la définition
d'un vecteur état particulier. Un tel vecteur admet pour composantes les
valeurs des seules grandeurs observables prises en des instants d'é@chantil-

lonnage distincts.,

Toutefois, afin de faciliter la comparaison des performances des di-
vers systémes envisagés, nous préférons conserver la représentation pré-
cédemment définie qui utilise le vecteur ayant pour composantes la sortie

y du filtre et ses dérivées successives.

Ce choix permet en outre de réalisecr une &tude théorique unique,
valable quelque soit le type de compensation utilisé et en particulier dans

le cas d'un échantillonnage 3 période non constante.

Conclusion

La généralisation de la compensation &chantillonnée avec retour
tachymétrique permet, lorsque toutes les variables caractéristiques de 1'état
d'un filtre sont observables, d'assurer un amortissement du régime transi-

toire en un temps fini.

Dans le cas ou chaque échantillonnage n'apporte qu'une information
partielle sur l'état du systéme, il apparait possible de conserver cette
propriété au moyen d’'une modification pé@riodique de structure de l'asser-
vissement. Le prochain chapitre est comsacré & 1'étude des modes de régu-

lation que nous venons de proposer.



CHAPITRE 11

Theonie des asscruissements Echantillonnés & parameines périodiques

Introduction

Parmi les impératifs impliqués par la r@alisation d'un asservissement,
1'obtention d'une grande rapidité alliZe 3 une bonne pré&cision constitue un

objectif essentiel.

Dans cette voie, lorsque le signal d'erreur est transmis de fagon discré-
te, un jeu de paramétres agissant périodiquement sur les variables d'état d'un
systéme linlaire assure l'amortissement en un temps fini de son rZgime transitoi-

re.

A partir de la relation matricielle caractérisant 1'évolution du systdme,
1'utilisation de propriétés particuliéres aux opé@rateurs linZaires permet de
trouver une relation & coefficients constants entre vecteurs &tat successifs.
Un choix convenable des scalaires définissant la récurrence conduit alors au

résultat souhaité.



2.1 - Description du sysiéme

Le filtre 3 régler est défini par une fonction de transfert L(p) d'ordre

q représentée par une fraction rationmnelle en P,

Soit

©
L(p) = = (q > 's)
ao + alp +...+aq_1p +p

Nous supposons gue parmi les composantes du vecteur &tat, qui sont pour
toute la suite la sortie y du filtre et ses dériv@es successives, seules les

£ premiéres sont accessibles.

t=4q

Dans ces conditions il est possible d'&laborer arbitrairement le signal
u, fonction lindaire de ces grandeurs, dont les coefficients sont périodiques

et varient @ chaque &chantillonnage.

Cette opération définit le retour repré@senté par la transmittance R(p,n)

telle que :

(N R(t,n) = A * 2

Dans cette &criture Ai 0 représente le gain- de la chaine de retour agis-
2

. 8me . p: = .
sant sur la 1 variable d'état entre les &chantillonnagesd’'ordre n et n+l.

L'erreur du systéme est alors obtenue par simple comparaison de la gran-

deur ainsi &laborée avec le signal d'entrée x :
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La commande s'effectue 3 partir de. 1'erreur par un &chantillonneur liné-

aire sens mémoire de gain commutable k  selon le schéma de la figure 1.

£ -[;_L: K L) 4

rh

X*ﬁ,h?hwr? .-..'l'.h

Figure 1 : Schéma de £'asservissement
Dans le cas d'un échantillonnage 3 période constante, il vient :

k= k(nT+7)
n 0<t<T

= +
xi,n Xi(nT 1)

et plus g&néralement quelle que soit la grandeur z§n>considérée

¢ = ¢(nT + 1)

n

L'hypothése de linéarité nous permet sans restreindre le probléme d'envi-
sager le cas d'une entrée nulle. Les &quations de fonctionnement du systéme

s'écrivent alors (2).

=M
(2) Y M Yn + €n k H

3) g == I X,
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Le vecteur Y notéd Y & l'instant nT admet pour composantes le signal
de sortie y et ses dérivées y(l) (0 <1i<q).

M est une matrice carrée d'ordre q 3 coefficients constants s caracté-

risant le filtre L(p).

Le type d'échantillonneur introduit dans la structure du systéme est

défini par les composantes hi du vecteur H.

Par Zlimination de € la relation (2) se raméne simplement 3 la forme :
(4) Y =AY

Dans cette &criture A.n est une matrice carrée d'ordreq dont les coeffi-

cients aij(n) dépendent du filtre et de 1l'échantillonneur ainsi que des gains
k et A,
n n

Js

(n) = = . .
(5) aij\n) mij Pn Aan ;

2.2 - Réduction a un systeme & coefficients constants

La variation des facteurs de rézlage introduit une périodicité d'ensem-
ble des coefficients de la matrice An €gale au plus petit commun multiple des
périodes des scalaires Ai = définis par la relation (6).

2

(6) A=k G=1,2, ..., 2

Notons r la période ré&duite de la matrice An’ c'est-3-dire le nombre
minimum d'intervalles séparant deux instants d'échantillonnage pour lesquels
les coefficients a,.(n) admettent la m2me valeur quel que soit le couple d'in-

1]
dices i et j adopté.

I1 vient :

(7) A = A
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Le produit de r matricest.j successives définit la matrice Bn

(8) Bn - An+ r-1 An+r--2 e An

I1 existe ainsi r relations de récurrence linéaires qui se déduisent

simplement de 1'égalité (7) en faisant varier 1l'indice n.
soit :

9 Y

Le polyndme caractéristique de deux matrices carrées ne change pas par
permutation des facteurs. La composition des applications linéaires &tant asso-
ciative le polyndme caractéristique de la matrice Bn est indépendant de toute

permutation circulaire des matrices Ai définissant B s c'est-3-dire 1l'indice n.

i ; . . .
En notant (-1) bi la somme des mineurs principaux d'ordre i de la matrice

Bn’ nous obtenons une relation de récurrence 3 coefficients constants.

Elle s'éerit :

q
(10 ) Y + I 0

n+qr 1 bi Yn+(q--i)r -

2.3 - Condition nZcessairne et suffisante d'amontissement du nigime transitoinre

en un temps find

La propriété essentielle que nous souhaitons obtenir & partir de la struc-
ture particulidre du systéme asservi est caracté@risée par un régime transitoire

amorti en un temps fini, soit une &quation de la forme :

(11) Yn+qr =



= §3 -

Dans ces conditions il vient :

(12) b, =0

I1 est évident que ¢ paramétres de réglage sont pour le moins nécessaires

en notant r, la période réduite du paramétre Ai o0 cette condition s'exprime
s

par la relation :
(13) I r, > gq

En général la réponse la plus rapide intervientpour un minimum de para-

métres de réglage c'est-d-dire pour :

2.4 - Détermination des facteurs de néglage

2.4.1. - Expression des coefbicients de La nécuwrrence

Les valeurs des gains a adopter dans une compensation optimum se d&dui=-

sent des relations (12) que nous allons expliciter.

i . . §
Au facteur (1)~ prés le coefficient bi correspond 4 la somme des mineurs

principaux d'ordre i de la matrice B soit en utilisant la notation de Binet

Cauchy (l) (annexe I). N .
b J.J J. N
i - T TR
(14) bi = (-1) Ai; — Bn
by <a;=d I3 el J
\ ! 2 1

Si nous considé@rons la relation (8) chacun des termes intervenant dans

cette sommation peut se mettre sous la forme :



~——

o B, /3y 3 e Ji\:= /////;%I . /J] Jyeeeds A ;klkz...ki
: {j (RO T B PSP PP L PSR SN Bt VY SORY
172 1 l<9]< <QJ<q 1 72 i 152 i,
SEy<e. <R ;
(15) 15m1<...<mi$q
/m. m, ... m,
ceo A 4 |
'e] g e 3y

D'aprés la relation (5) la colonne de rang j de la matrice An dépend 1li-
néairement du seul paramétre ”A,n' En outre les divers mineurs des matrices An+k
intervanant dans la relation (15) correspondent i des indices k distincts, en
nombre inférieur 3 r ; les coefficients bi de 1'2quation de récurrence (12) sont
donc des fonciions linéaires des gains g 5 symétriques par rapport aux indices

. H
J-

2.4.2" - Forme des Zquations définissant Le ndalage optimum

Afin dere pas alourdir. l'exposé nous envisagerons le cas ou intervient

un seul paramétre périodique A] 3 pouvant prendre q valeurs distinctes (Q).
3

L'élimination entre les q relations (12) de q-1 des scalaires A] 3 conduit
s

4 une &quation dont les coefficients ne dépendent pas de 1'indice j isolé.

En effet, si le coefficient conservé correspondait 3 1'indice jo’ une per-
mutation circulaire aurait permis de faire prendre au gain Al jO la position
A] j] dans les relatioms &tudides et ce, quel que soit jl,; la proprié&té énoncée

s'en déduit immddiatement.

L'éaquation obtenue admet donc comme solutions les q valeurs des paramétres
d adopter, il s'agit par conséquent d'une &quation de degré q, dont les racines,

constituent les q valeurs cherchées.

De méme, dans le cas de plusieurs param@tres périodiques, 1'élimination
conduit 3 un systéme d'Bquations polynBmiales ayant pour racines les valeurs

des paramétres /\.i 2 a4 adopter dans une régulation optimale.
9
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2.5 - Cas d'un Zchantillonneur & période non constante

Nous n'envisageons ici que les systémes pour lesquels 1l'intervalle de

temps séparant deux &chantillonnages consécutifs prend un nombre fini de valeurs

données se succédant de fagon périodique (figure 2).

Tnl

'

L(P)

Reen fo

Figure 2 : Schi@ma bloc de L'asservissement Echantillonnd
a pirniode non constante .

Si 1'on admet que 1l'indice n utilisé dans les notations prdcédentes re-
présente le numéro d'ordre de l'échantillonnage, le formalisme adopté demeure
inchangé.

Dans un fonctionnement en régulateur 1'Zvolution du systéme est décrite
par la relation (4)

(4) b 4 -d X

Toutefois dans la relation qui exprime la périodicité de la matrice Ap,
c'est-a-dire :

An+r = An

l'entier r représente maintenant le plus petit commun multiple des scalaires
r, (=01, ....9).

avec :

- r, périodicité des scalzires Tj, intervalles de temps séparant deux
échantillonnages consécutifs

- rg pour i = l,.c,,‘€période réduite du pain Ai
9
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Le reste de la démonstration ne subit pas de modification. Les scalaires
Tj (j=l,2,...,ro) constituent des paramétres de réglage supplémentaires dont

le choix permet de contribuer 3 la réalisation d'un asservissement optimum.
Conclusion

L'utilisation d'une compensation 3 param@tres périodiques permet de géné-
raliser les propriétés essentielles de la ré3gulation par retour tachymétrique
lorsque chaque Zchantillonnage ne permet pas d'appréhender 1'&tat du filtre dans

sa totalité.

I1 apparait en outre possible d'introduire des facteurs de répglage en nom-
bre plus élevé que ne le nécessite la réalisation d'un amortissement optimum

afin d'imposer au systéme des conditions de fonctionnement supplémentaires.

Nous proposons maintenant 1'application de cette &tude & la compemsation

d'un moteur asservi en position.
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CHAPITRE 171

Regulation d'un giltre du troisiéme ondre

par un héseau correcteurn G parametres pérlodiques

Intrhoduction

Dans le but d'illustrer 1'étude précédente nous envisageons le
probléme de la régulation d'un moteur fonctionnant comme organe de position

et défini par une fonction de transfert du troisiéme ordre.

Trois modes de compensation sont envisagés suivant la nature

des informations accessibles.

Le cas ol a chaque instant les paramétres du systéme sont tota=—

Cen e R | . .
lement connus a déja été étudié (%) et fait seulement 1'objet d'un rappel.

Deux autres exemples montrent la possibilité d'effectuer une
régulation lorsque les données sur l'état du moteur sont incomplétes aux

divers instants d'échantillonnage.
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3.1. Régulation avec netowr tachymitrique gendralise

Le systéme &tudié se compose d'un filtre linéaire de transmittance
L(p) :

1
p(]+Tlp) (1+T2P)

L(p) =

Un échantillonneur linéaire sans mémoire de périede T suivi d'un
bloqueur d'ordre zéro B0 et d'un gain constant k assure la commande 3 partir

du signal d'erreur (figure 1).

Le retour est défini par la transmittance R{p)
(N R(p) = A, + Ap + Ay P

“’{ B, —'® 'Lr(n'r;p')(u?; r)

A mr*)‘,r‘}k

v~

Figure 1. Schéma de £'asservissement d parametres constants

En 1'absence d'entrée le fonctionnement du systéme est décrit

par la relation matricielle :

<
]
=
<
+
=
™
vt

n+l n n

. - + "
avec : € (Xl Y, Az Yo AB Yn)

T§ .
e et D, = =
<

]

Notons : D




















































































































































































