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CHAPITRE 1 

Des propriétés particulières aux systèmes échantillonnés ont été 

mises en évidence dans une étude généralisant la notion de retour tachy- 

métrique (A) .  Elles permettent lorsque l'état d'un filtre est enti2remmt 

connu aux divers instants d'échantillonnage de réaliser des asservissements 

caractérisés par un régime transitoire rigoureusement amorti en un temps 

fini . 
La difficulté de réalisation des capteurs nous a conduit 3 envisa- 

ger la possibilité d'étendre les propriétés essentielles d'un tel système 

lorsque nous ne disposons que d'une partie des composantes du vecteur état. 

Dans cette intention, il semble intéressant d'introduire une com- 

pensation correspondant à un mode particulier de transmission de l'infor- 

mation et qui se distingue des asservissements classiques par une variation 

périodique des facteurs de réglage. 



Le systlme monovariable considéré corn organe de recopie de sortie 

y est asservi à un signal d'entrée x. Le filtre utilisé k cet effet est en 
général caractérisé par une équation différentielle à coefficients constants 

et représenté par une fonction de transfert L(p) d'ordre q de la forme : 

avec : 

Nous supposons les diverses composantes du vecteur état, qui sont 

pour cette étude les dérivées successives de la variable y, accessibles 

à chaque instant d'échantillonnage. Il est alors possible d'élaborer 

arbitrairement le signal u par combinaison linéaire de ces grandeurs. 

Cette opération généralise la notion de retour tachydtrique elle 

est symbolisée par la transmittance R(p) telle que : 

L'erreur E du système est obtenue par simple comparaison de la 

grandeur ainsi définie avec le signal d'entrée x. 



Dans le cadre d'une hypothèse linéaire, l'opération d'échantilï~nnage 

implique alors une commande directe du filtre par des impulsions affines, 

d'amplitude proportionnelle à &(nT) dans l'intervalle IF , (n+l)~-1 
& 

L'asservissement ainsi obtenu est représenté figure 1 ; nous lui 

avons adjoint dans la chaîne d'action un gain k réglable afin de fixes le 

niveau du signal de commande du filtre. 

Figure 1 

Schéma de ~ ' a j s e i r v i ~ ~ ~ r ? e n t  tt iinetou>l Xachgéthipue 

Avec ces notations lespropriétés du système sont décrites par une 

équation de récurrence de la forme : 



Cette relatiqn met en oeuvre des coefficients b. qui ne dépendent 
1 

que du filtre et de la période d'échantillonnage, et des paramètres f. 
1 

fonctions linéaires des gains kh 
j ' 

Pour éliminer le régime transitoire en q périodes d'échantillonnage, 

il suffit d'ajuster les coefficients kh de manière à annuler les paramètres 
j 

fi. 

Les q valeurs cherchées sont définies par un système de q relations 

linéaires simplement déduit des relations (2) 

En général il existe une solution et l'interprétation physique indi- 

que qu'en cas d'impossibilité les impulsions de commande sont sans action 

sur au moins une des v-.l;iables d'état du filtre ; ainsi , par exemple, des 
impulsions d'aire algébrique nulle ne permettent pas d'agir sur toutes les 

variables d'état d'un moteur. 

Lorsque les équations (3) sont satisfaites, le système est décrit 

par une rèlation de téc~irrence de la forme : 

Le choix du gain k peut alors et re  dicté par divers impératifs. 

On peut par exemple :e déterminer en imposant une erreur permanente 

nulle lorsque le système est soumis à un échelon. 

Les résultats ai~si mis en évidence sont tout à fsit dans l'esprit 

des travaux de Kalman qui a souligné dès le congrès d'autoaatique de Moscou 

en 1960 une propriété relative à la comande des filtres linéaires. 



En effet, un tel élément d'ordre q peut être amené à n'importe 

quel état par q signaux de commande pourvu que ceux-ci soient choisis en 
( 1 )  fonction des grandeurs y, y , ... y (Q- 1) 

Le point de vue suppose la possibilité de disposer de toutes les 

composantes du vecteur état, et pose le délicat problème des capteurs ; en 

effet, un signal entaché de bruit peut difficilement être échantillonné 

et de plus un filtrage peut amener des erreurs. 

En raison de cette constatation, nous allons chercher à conserver 

les propriétés essentielles de cette régulation échantillonnée en nsutili- 

sant qu'une partie des composantes du vecteur état. 

2 Les travaux de Kalman montrent ( ) qu'il suffit de q informations 

complètes pour amener un filtre d'ordre q à un état souhaité. Lorsque, 

par suite de difficultés techniques, nous ne pouvons disposer de la tota- 

lité des variables d'état, le nombre d'informations élémentaires transmises 

à chaque échantillonnage s'apparaît pas en général suffisant pour permettre 

une compensation optimale. 

Dans ce cas un moyen de retrouver la propriété d'amortissement en 

un temps fini consiste à faire jouer un rôle distinct aux valeurs succes- 

sives d'une ou plusieurs des variables d'état. 

Ceci s'interprête simplement, tout se passe comme si chaque unité 

complète d'information, ensemble de q informations élémentaires au lieu 

d'être transmise en une fois sous forme parallèle, circule sous forme 

mixte série parallèle. 

La discrimination souhaitée entre valeurs successives d'un même 

paramètre d'état est obtenue par introduction de gains ajustables et 

soumis à une variation périodique dans la boucle de régulation. 

Ce mode de commande conduit lors de la mise en équation à des re- 

lations de récurrence dont les coetficients varient périodiquement. 



Une méthode de rechetche des solutions de telles équations a été 

proposée par Jury ( 2 )  et utilise la transformée en z. Notre but étant ici 
de déterminer une compensation optimum il nous a paru plus simple de réali- 

ser l'étude directement à partir des relations de récurrence scalaires et 

vectorielles caractérisant l'évolution du système. 

Cette formulation permet en outre de généraliser la méthode de 

régulation proposée à certains types particuliers d'échantillonnage à 

période non constante, et également d'envisager l'effet des non linéarités 

(het de variations de structure (5) sur la stabilité du syhhëme. 

Il est possible d'adopter une description de l'asservissement fai- 

sant état à la fois de la nature des variables mesurables et de la comu- 

tation périodique des facteurs de réglage, ce qui conduit à la définition 

d'un vecteur état particulier. Un tel vecteur admet pour composantes les 

valeurs des seules grandeurs observables prises en des instants d'échantil- 

lonnage distincts. 

Toutefois, afin de facilieer la comparaison des performances des di- 

vers systèmes envisagés, nous préférons conserver la représentation pré- 

cédemment définie qui utilise le vecteur ayant pour composantes la sortie 

y du filtre et ses dérivées saccessives. 

Ce choix permet en outre de réaliser une étude théorique unique, 

valable quelque soit le type de compensation utilisé et en particulier dans 

le cas d'un échantillonnage à période non constante. 

La généralisation de la compensation échantillonnée avec retour 

tachymétrique permet, lorsque toutes les variables caractéristiques de l'étctt 

d'un filtre sont observables, d'assurer un amortissement du régime tranii- 

toire en un temps fini. 

Dans le cas ou chaque échantillonnage n'apporte qu'une information 

partielle sur l'état du système, il apparaît possible de conserver cette 

propriété au moyen d'une modification périodique de structure de l'asser- 

vissement. Le prochain chapitre est consacré à l'étude des modes de régu- 

lation que nous venons de proposer. 



, '.,,$#;;J 
Parmi l e s  impératifs impliqués par l a  r éa l i s a t i on  d'un asservissement r ~ 8 . . ~  - 7  - 

l 'obtent ion d'une grande r ap id i t é  a l l i é e  à une bonne précision const i tue  un 

object i f  essent ie l .  

Dans ce t t e  voie, lorsque l e  s ignal  d 'er reur  e s t  transmis de façon discrè- 

t e ,  un jeu de paramètres a e s s a n t  périodiquement s u r  l e s  var iables  d ' é t a t  d'un 

système l inéa i re  assure l'amortissement en un teaps f i n i  de son régime t rans i to i -  

re.  

A p a r t i r  de l a  r e l a t i on  mat r ic ie l l e  caractér isant  l 'évolution du système, 

l ' u t i l i s a t i o n  de propr ié tés  par t i cu l iè res  aux opérateurs l inéa i res  permet de 

trouver une r e l a t i on  à coeff ic ients  constants en t r e  vecteurs é t a t  success i fs .  

Un choix convenable des s ca l a i r e s  déf inissant  l a  récurrence conduit a lo rs  au 

r é s u l t a t  souhaité. 



Le f i l t r e  à régler e s t  déf ini  par une 63nction de t ransfer t  L(p) d'ordre 

q représentée par une fraction rationnelle en P. 

Soi t  : 

Nous supposons que parmi l e s  composantes du vecteur é t a t ,  qui sont pour 

toute l a  s u i t e  l a  s o r t i e  y du f i l t r e  e t  ses  dérivées successives, seules l e s  

Q premières sont accessibles. 

Dans ces conditions il e s t  possible d'élaborer arbitrairement l e  signal 

u, fonction l inéaire  de ces grandeurs, dont les  coefficients sont périodiques 

et: varient à chaque échantillonnage. 

Cette opération déf in i t  l e  retour représenté par l a  transmittance R(p,n) 

t e l l e  que : 

Dans ce t te  écr i ture  A .  représente l e  gain. de l a  chaine de retour agis- 
ème 1 ln 

sant sur l a  i variable d 'état  entre l e s  Qchantillonnagesd'ordre n e t  n+l. 

L'erreur du système e s t  alors obtenue par simple comparaison de l a  gran- 

deur ainsi  élaborée avec l e  signal d'entrée r : 



La commande s 'e f fec tue  à p a r t i r  de. l'erreur p a r  un échanti l lonneur l iné-  

aire sans mémoire de gain commutable kn se lon  l e  schéma de l a  f igure  1.  

~ à n s  l e  cas d'un échantillonnage Si période constante, il v ien t  : 

e t  p lus  ggnéralement que l l e  que soit la grandeur f n  considérée 

L'hypothèse de l i n é a r i t é  nous permet sans res t re indre  l e  problème d 'envi- 

sager l e  cas  d'une en t rée  nu l l e .  Les équations de fonctionnanent du système 

f: s ' éc r iven t  a lo r s  ( ) . 



Le vecteur Y noté Y l ' i n s t an t  nT admet pour composantes l e  signal 
Il 

de so r t i e  y e t  ses dérivées y(i) ( O  < i < q). 

M e s t  une matrice carrée d'ordre q 3 coefficients constants m. . caracté- 
1J 

r i san t  l e  f i l t r e  L(p) . 
Le type d'échantillonneur introdui t  dans l a  structure du système e s t  

defini par les composantes hi du vecteur H. 

Par Lllimination de cn l a  re la t ion  (2) se ramène simplement 3 l a  forme : 

Dans c e t t e  écr i ture  A e s t  une matrice carrée d'ordreq dont l e s  coeffi- 
n 

cients a. . (n) dépendent du £ i l t r e  e t  de l'échantillonneur a ins i  que des gaina 
1J 

k n e t A  : 
j ,n  

La variation des fecteurs de réglage introdui t  une périodici ta  d'ensem- 

b le  des coefficients de l a  matrice An égale au plus p e t i t  commun multiple des 

périodes des scalaires  A. définis p a r  l a  relat ion (6) , 
1," 

Notons r l a  période réduite de l a  matrice An, c'est-à-dire l e  nombre 

minimum d'intervalles séparant deux instants  d'échantillonnage pour lesquels 

l e s  coefficients a. .(n) admettent l a  mGme valeur quel que s o i t  l e  couple d'in- 
1 J 

dices i et j adopté. 

Il vient : 



Le produit de r ma t r i ca l .  successives défini t  l a  matrice Bn 
J 

(8) Bn - An+ r- 1 'n+r-2 ... A n 

Il existe ainsi  r relations de récurrence linéaires qui se déduisent 

simplement de l 'égali té  (7) en faisant varier l'indice n. 

so i t  : 

Le polynâme caractéristique de deux matrices carrees ne change pas par 

permutation des facteurs. La composition des applications linéaires étant asso- 

ciative l e  polynôme caractéristique de l a  matrice B e s t  indépendant de toute n 
permutation circulaire des matrices A. dé£ iriissant Bn, c'es t-8-dire 1 'indice n. . 

1 

i En notant (-1) b. l a  somme des mineurs principaux d'ordre i dela matrice 
1 

Bn, nous obtenons une relation de récurrence 3 coefficients constants. 

Elle s t6cr i t  : 

La propriété essentielle que nous souhaitons obtenir B pa r t i r  de l a  struc- 

ture particulière du systéme asservi es t  caractbrisée par un régime transitoire 

amorti en un temps f in i ,  so i t  une équation de la .  fonue : 
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Dans ces  condit ions il vient  : 

bi = O 

Il est  évident que q paramètres de réglage sont pour l e  moins nécessa i res  

e n  notant  r. l a  Pdriode rédui te  du paramètre A. c e t t e  condit ion s'exprime 
1 i ,n' 

p a r  l a  r e l a t i o n  : 

En g h i - r a l  l a  réponse l a  p lus  rapide in tervientpour  un minimum de para- 

métres de rgglage c'est-8-dire pour : 

Les valeurs des gains 8 adopter dans une compensation optimum se dédui- 

s e n t  des re la t ions  (12) que nous a l lons  e x p l i c i t e r .  

i 
Au fac teur  (-1) près l e  coef f i c ien t  bi correspond à l a  some des mineurs 

principaux d'ordre i de l a  matrice B s o i t  en u t i l i s a n t  l a  nota t ion de Binet n 

csudi). (Z) (annexe 11 . 7 

S i  nous considérons l a  r e l a t i o n  (8) chacun des termes intervenant  dans 

c e t t e  s o m a t i o n  peut se met t re  sous l a  forme : 



DfaprSis l a  r e l a t i o n  (5) l a  colonne de reng j de l a  matrice A dépend li- n 
néairement du seu l  paramètre 1 \  En outre  les divers  mineurs des matrices An+k 

J 9"' 

in tervenant  dans l a  r e l a t i o n  (15) correspondent à des indices  k d i s t i n c t s ,  e n  

nonibre i n f é r i e u r  à r ; les coef f i c ien t s  b. de 1'6quation de récurrence (12) s o n t  
1 

donc des fonctions l i n é a i r e s  des gains ?, js symétriques p a r  rapport  aux i n d i c e s  

j. 

2.4.2' - Fahme d a  ZquaaXom dé&WhdNZt l e  &Zgk!u.ge op- 

N i n  de re pas a lourd i r  . l 'exposé nous envisagerons l e  cas ou i n t e r v i e n t  

1 ,j 
O un s e u l  paramètre périodique A pouvant prendre q valeurs  d i s t i n c t e s  ( 1. 

L'élimination e n t r e  l e s  q r e la t ions  (12) de q-l des s c a l a i r e s  A conduit 
1 ,j 

3 une équation dont l e s  coef f i c ien t s  ne dépendent pas de l ' i n d i c e  j i s o l é .  

En effe t ,  s i  l e  c o e f f i c i e n t  conservé correspondait  à l ' i nd ice  j une per- os 
mutation c i r c u l a i r e  a u r a i t  permis de f a i r e  prendre au gain  A j l a  pos i t ion  

1 O 

A, j dans les re la t ions  é tudiées  e t  ce, quel que s o i t  jl , ; l a  p ropr ié té  Lnonc6e 

s 'en déduit  i d d i a t e m e n  t . 
L'équation obtenue admet donc c a m e  solut ions  l e s  q valeurs des p a r d t r e s  

à adopter, il s ' a g i t  p a r  conséquent d'une équation de degré q, dont l e s  r ac ines ,  

cons t i tuen t  l e s  q valeurs cherchées. 

De même, dans le  cas de plus ieurs  paramètres périodiques, l ' é l imina t ion  

conduit à un systèmj d'équations polynômiales a y m t  pour racines les valeurs 

des paramètres Ai à adopter dans we régulat ion optimale. 
j z 



2.5 - Ca6 d'un é c m n n ~  Zt pWo& non covlb- 

Noua n'envisageons i c i  que l e s  systèmes pour lesquels l ' in te rva l le  de 

temps séparant deux échantillonnages consécutifs prend un nombre f i n i  de valeurs 

dondes se  succédant de façon périodique (figure 2). 

F&we 2 : Schéma bloc de ~ ' a 6 4 ~ ~ b m e n t  E w o n n é  
i5 p W d e  non conbitante . 

Si l 'on admet que l ' indice n u t i l i s é  dans l e s  notations pibeédentes re- 
présente l a  numéro d'ordre de l'échantillonnage, l e  formalisne adopté demeure 
inchangé. 

Dans un fonctionnement en régulateur lsévolut ion du système e s t  décr i te  
par l a  relat ion (4) : 

Toutefois dans l a  relat ion qui exprim2 l a  pér iodici té  de l a  matrice &, 
c'est-à-dire : 

l ' en t i e r  r représente maintenant l e  plus p e t i t  commun multiple des scalaires  

r. ( i  = 0,19 ...,[). 
1. 

avec : 

- r périodicité des scalzires  T interval les  de temps séparant deux 
O j 

échantillonnages consécutifs 
-- r. pour i = 1 ,  . . . , tpér iode  réduite du gain A .  

1 1,j 



Le reste  de l a  démonstration ne subi t  pas de modification. Les sca la i res  

T (j=1,2,. . . , r  ) constituent des paramètres de réglage supplémentaires dont 
j O 

l e  choix permet de contribuer CL l a  réal isat ion d'un a s s e ~ s s e m e n t  optimum. 

L'ut i l isat ion d'une coiqiensation à paramètres périodiques permet de gBné- 

r a l i s e r  les  propriétés essent iel les  de l a  r&mlat ion  par retour tachydtr ique 

lorsque chaque echantillonnage ne permet pas d' apprdhender 1 ' é t a t  du f i l t r e  dans 

sa to t a l i t é .  

Il apparait en outre possible d'introduire des h t e u r s  & régla8e en  nom- 

bre p l w  élevé que ne l e  nécessite l a  réal isat ion d'un amortissement optimum 

af in  d'imposer au système des conditions de fonctionnement supplémentaires. 

Nous proposons maistenant l 'application de c e t t e  étude à l a  compensation 

d'un moteur asservi an position. 



Dans le but d'illustrer l'étude précédente nous envisageons le 

problème de la régulation d'un moteur fonctionnant comme organe de position 

et défini par une fonction de transfert du troisième ordre. 

Trois modes de compensation sont envisagés suivant la nature 

des informations accessibles, 

' ,,-,(,,,-$ Le cas où à chaque instant les paramètres du système sont tota+:FT,d.r 
1 lement connus a déjà été étudié (*) et fait seulement l'objet d'un rappel. 

Deux autres exemples montrent la possibilité d'effectuer une 

régulation lorsque les données sur l'état du moteur sont incomplète8 aux 

divers instants d'échantillonnage. 
< 



Le système étudié se compose d'un filtre linéaire de transmittance 

Un échantillonneur linéaire sans mémoire de période T suivi d'un 

bloqueur d'ordre zéro Bo et d'un gain constant k asuire la commande à partir 

du signal d'erreur (figure 1 ) .  

Le retour est défini par la trans ittance R(p) 
(1) NP) = A ,  + A 2 P + 3 P 

'tl 

En l'absence d'entrée le fonctionnement du système est décrit 

par la relation matricielle : 

avec : 

Notons : 
























































































































