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P R E M I E R S  P A R T I E  



O. INTRODUCTION. 

Les fonctions 1' spline '1 po lynda l e s  B une variable ont été 

introduites par Schoenberg, qui a mis en évidence leur rôle important dans 

l e  lissage des courbes. 

On peut l e s  définir de l a  manière suivante : 

Soiemt : - 1 espace de Hilbert X = Iik [a,b] , muni du 

produit scalaire : 

( [B,b] est  un intervalle 

fermé de R) 

e t  de l a  norme : 

) I f l 1 2 = t f l  f ) ,  

- l'espace de Hilbert Y = Ho [a,bl = A2 [a,b] 

- K : l tapplication : f ~  X ~''3 H =((4,1#),...(4,1f) . 
où l e s  éléments lineairement indépendants Ri de X sont l e s  foaction- 

nelles pootucïles : ( Ai 1 f ) = f ( x i )  = ( i = 7 , Z  ...w) . . 
(Onsuppose a<x,<xL< ... x n (b). 

- T : l 'application l inéaire e t  continue de X sur Y 
(k) t e l l e  que T f  = f 

Quel que so i t  6 R* - il e d s t e  un blément unique 



, tel que : 

S est la fonction spline polynomiale d'interpolation à une varia- 

ble de degré 2k-1. 

Pour construire S, on remarque que : 

T s  . 
d / '  

. dm-' 
' Les coefficients )i forment la solution du système linéaire : 8 

oh 4, ...dr 9. désigne la différence divisée de la fonction g aux points 

avec 
4; X ) t  

4 X ( t  . 

La matrice dléléments (hi 1 h.) est symétrique et bien conditiode. 
J 



Connaissant TS, on peut ensuite de différentes façons déteminer 

9 Greville ) , Carasso j 6 )  et 'Laurent II) ont en particulier étudié 

le problème de fonctions spline à une variable. 

2 La notion de fonction spline a été généralisée par Atteia ). 

Birkhoff, Garabedian et de Boor, puis Ahlberg, Nilson et Walsh 

ont étudie certaines fonctions spline à plusieurs variables l) qui entrent 
2 d'ailleurs dans le cadre abstrait défini dans ) . 

Voici la définition qu'ils ont donnée de ces fonctions. 

Soit un rectangle R : a ( t < b ; c 6 s Gd. 
Deux ensembles de point A : a = to < t < . . . < tn = b 

déterminent un réseau <ii. = ( Pij ] qui partitionne R en nai sous-rectan- 
- - 

gles Rij ( i  = 1 2 ... n ; j = 1, 2 ... rn). 
Ahlberg, Nilson et Walsh ont défini une'bimple doubly cubic 

spline ST (t,s), qui est une cubique double dans chaque rectangle Rij 

et qui satisfait à des conditions de continuité de ses dérivées partielles 

sur Ri 

Cette fonction spline d 'interpolation prend des valeurs imposées 

aux points Pij et les valeurs de certaines dérivées partielles aux points 

'ij sont imposées selon le fl type fl de la fonction spline envisagée. 

Les auteurs établissent lkxicité de ces différents types de 



fonctions spline d'interpolation qui minimisent : 

Pour une variable t ou s fixée, la spline à une dimension obtenue 

doit être une fonction spIine d'interpolation à une variable. 

Les mêmes auteurs ont étudié aussi l'extension suivante. 

Sr (t,s) est une fonction spline généralisée sur R , relative- 
ment à 'fi- et aux opérateurs : 

L, = a, (t) 0; + a,., (t) Di-'+ . .- + a, (t) 

si, pour une variable t(respectivement s) fixée, (t,s) est une fonction 

spline généralisée relativement à b t(respectivement AS ) et à 1 'opé- 

rateur Lt (respectivanent Ls) . 
S ( t , s )  est iine fonction spline de type explicite, si ST peut 

(Tr 
être développée suivant k fonctions spline de base : 

où les parametres a correspondent aux valeurs. de certaines dbrivées partielles i 



de Sr aux points P ij* 

Une fonction spline d'interpolation S (f; t,s) , telle que 
S (f;t,s) = f (t,s) aux points Pij, est une fonction spline dtinterpola- 

tion forte si, en plus, ces paramètres a correspondent aux valeurs de i 
dérivées partielles de la. fonction donnée f aux points Pij. 

Moyennant certaines conditions nécessaires de continuité sur les 

dérivées partielles de f, la propriété : 

est vraie. 

L'unicité est réalisée si S (f;t,s) appartient à une famille 
(R 

particulière de fonctions spline de type explicite. 

Malgré les apparences, le point de vue adopté pour definir les 

fonctions S est unidimensionnel. 

Dans une investigation plus générale, 2), Atteia a mis en évidence 

l'étroite relation entre les fonctions spline généralisées et les noyaux 

de Green relatifs aux opérateurs différentiels, puis entre les fonctions 

spline définies dans un espace topologique E et les noyaux reproduisants 

dlAronszajn-Bergman de certains sous-epsaces hilbertiens de E. 

La fonction spline @ relative à N, G et , où N est un 
sous-espace vectoriel fermé de E, G un convexe fermé de E et (je un sous- 



espace hilbertien de F = E/N, donc de E, peut s'exprimer directement par : 

o;;eN. 

est 1 'élément d'un ensemble fenné de ' 2 , à plus courte distance 
de l'é-iément neutre 8 x ,  de #e . 

Si on peut mettre en évidence un sous-espace hilbertien % , 
isdtrique à % , appartenant à un supplémentaire topologique de 

N dans E, et dont on connait le noyau reproduisant dlAronszajn-Bergman 

C( (t, 0 ), alors : 

où 5 peut s exprimer facilement en 

fonction du noyau reproduisant. 

Le travail suivant sera le développement du cas particulier des 

splines d'interpolation à deux variables sur un ouvert rectangulaire 

ou circulaire de iL. 

E sera l'espace vectoriel topologique des fonctions réelles, muni 

de la topologie de la convergence simple, 

N l'ensemble des polynômes de degré 1 et 

G 1 ensemble dei fonctions f telles que f (ti) = O( i 
[ A  , , 4 t  6;. R). 

Ces fonctions spline d'interpolation sont de nature différente de 

celles introduites par Ahlberg, Nilson et Walsh essentiellement parce qu'on 



nlimpose plus à la fonction, obtenue en fixant l'une des deux variables, 

d'être une spline à une variable. 

i D'autre part, dans le cas envisagé, les n points t ne seront pas 

nécessairement situés sur un réseau rectangulaire ou circulaire. 

Leur nature est également différente de celle des fonctions spline 

P une variable dans la mesure où, aux noeuds ti, on n'observe plus de sauts 
sur les derivées d'un certain ordre mais des singularités du type 

e t  A' ( r ' ~  r )  , en appliquant des opérateurs laplaciens et bilaplaciens . 

La difficulté essentielle de construction sera de trouver un sous- 
espace hjlbertien dont on pourra exprimer le noyau reproduisant K 

sous la forme, donnée par L. Schwartz, d'une série Ci @ c; 
iejt 

J 
à l'aide d'une base hilbertienne 

La condition de distance minimale de à 0% (autre- 

ment dit de norme minimale) se traduira par la résolution d'un système 

linéaire comme dans le cas des fonctions spline à une variable. 

Les résultats obtenus seront ensuite étendus facilement aux fonc- 

tions spline d'ajustement. 



1. mNCTIONS " SPLINE " ET NOYAUX D'ARONSZAJN-BERGMAN. 

12 a. Sous-espaces hilbertiens ) . ............................... 

Définition : Soit E un espace vectoriel topologique séparé sur R .  ---------- 
On supposera toujours que,E est quasi-complet, c'est-à-dire que toute partie 

fermée bornée est complète. 

On appelle sous-espace hilbertien de E, un sous-espace vectoriel 

de E, muni dtune structure hilbertienne, pour laquelle son injection na- 

turelle dans E est continue. 

Notation : Si est un sous-espace hilbertien de E, on notera : -------- 
(~,y) -> ( X I ~ ) ~  , la forme hennitienne définie positive sur $f , 
qui est linéaire en x et linéaire en y. 

Remarque : On sait qu toute forme linéaire et cnntinue sur % , -------- 
k : h -> k(h), on peut faire correspondre un élément k E 'kZ tel que : 

k(h) = (h I k)% et réciproquement. 

(h 1 k)% étant linéaire en k, il existe un isomorphisme de %!. 
sur le dual K a  de 8 . 

12 b. Noyau d'un sous-espace kilbertien ). ........................................ 

Définition : Soient : Et le dual de E, 2 un sous-espace hil- ---------- 
bertien de E, j son injection dans E. 



L'application adjointe j* de j est une application continue de E t  

dans %! l. 

Si 6 est 1 fismorphisme canonique de sur ?e , 
alors H = jo 8 oj* est une application linéaire continue de Et, muni de la 
topologie faible (Ei ,E) dans E, muni de la topologie faible (E,Et). 

H est le noyau associé B & ou simplement le noyau de . 
On a le schéma suivant : 

On montre que H est alors a fortiori continue pour la topologie 
forte de E' et la topologie initiale de E, et que 8 oj* est fortement 
continu de E ' dans %, . 

Dans la suite, nous confondrons H et 8 oj*. 

Proposition --- : Le noyau H de % est 1 'unique application de 

Et dans telle que : 

quels que soient el 6 E1 et h i % , on ait : 

(on note < e, e ' > , le produit scalaire canonique de e E E par e ' d E ' ) . 
En particulier, quels que soient et E Et et f '  € E t ,  on a : 



On dira que H est un noyau positif. 

L. Schwartz a montré qu'il existe une bijection entre l'ensemble 

des sous-espaces hilbertiens de E et l'ensemble des noyaux positifs de E, 

c est-à-dire des applications H de E 1 dans E telles que : < ~ e  ', e* > ) O 
quel que soit ef 6 El. 

Proposition ----------- : Soit W un sous-espace hilbertien de E, et soit 

(ei) une base hilbertienne de . 
lé1 

Alors, 1; noyau de 2. est t L ; ( P ~ L  , cette série étant som- 
i.8 1 

mable dans l'espace dS (E~,E) des noyaux relatifs à E, muni de la 

topologie de la convergence simple. 

c. Noyaux reproduisants dfAronszajn-Bergman. ........................................... 

Soit X un ensemble et E = R* , 1 'espace des fonctions réel- 
les sur )( , muni de la topologie de la convergence simple. 

I 
Le dual Et = ( R ~ )  est 1 !espace des mesures à support fini 

sur X . 

De telles mesures sont de la forme :ps&d où d, 
X f  

est la mesure de Dirac du point x et où les coefficients cx6 R sont 

nuls sauf un nombre fini d'entre eux. 



CTi 

Proposition ----------- : Il exis te  un isomorphisme entre 1 'ensemble ( R  ') 
des sous-espaces hi lber t iens de fl * e t  l e  cane convexe sa i l l an t  de ' I *  f o d  des fonctions de type pos i t i f ,  c lest-&-dire t a l l e s  que : 

un nombre f ini  de coefficients 

*4 
" c~ E R étant non nuls. 

La fonction A sur  X x X  associée au sous-espace hi lber t ien 

de R* e s t  caractérisée par l e  condition : 

Quel squeso ien t  R e #  x g X  : ( X I A (  , ~ ) ) ~ = R l x )  . 

En part icul ier  : quels que soient x c X et J 6 X : 

A e s t  l e  noyau reproduisant d'Aronszajn-Bergman associe au sous- 

espace hi lber t ien '% de f? *. 



3 d. Fonction Spline ) 

d.1. Soient E un espace vectoriel  topologique séparé défini sur R 
e t  N un sous-espace vector iel  fermé dans E. 

Soit 7 l a  surjection canonique de E sur l 'espace quotient 

F = E/N. 

F e s t  muni de l a  topologie quotient : tout  ouvert n de F 
e s t  t e l  que 'P -'(fi ) s o i t  un ouvert de E. 

F e s t  séparé puisque E e s t  séparé e t  N fermé. 

Soit G en ensemhle convexe ferméanon vide de E. 

Ml e s t  l'adhérence dans E de l a  var iéte  a f f ine  engendrée par 0, 

e t  M l e  sous-espace vector iel  déduit de Ml par translation. 

M e s t  muni de l a  topologie induite par c e l l e  de E. 

d.2. Cône asymptote 
---..-----a-- 

Considérons l tensemble: 6- = f'? A (6-1) ) 7 tG 
A>o 

En e f fe t ,  s i  x G G, 



Quand r-" y x - %  6 6. 

Inversement, si # + . r x ~ G  , y 2 0 :  

11 en résulte que : 

(ii) G, est un cane de sonanet 
et fermé. 

0 g(é16ment neutre de B) , qui est convexe 

(iii) O, est indépendant de g . 

Soit G L  

Pn effet, considérons 1 'élément : 

car : 



comme G est femé : &m. 
= + , vy 20.  A-> 0 

Donc Gtm c G, . De même G,, c Gfe d'oh G4, = G, 

Si G n'est pas femé, G, peut dépendre de g. 

Définition : G étant un ensemble convexe fermé non vide de E, on ---------- 
appelle cane asymptote de G l'ensemble : 

G, + g est la réunion de toutes les demi-droites ouvertes de sonaiet 
g contenues dans G et de lfélément { g 1 . 

Si G est borné : G,, - - 8,. 

d.3. Hypothèses : ---------- 

hZ) ~ , f i  N = B E  ( BE : élément neutre de E). 

h )  M + N e s t  fermédansEet dim (M/)N) ( + W .  
3 

h1 ) G est localement compact dans E. 
3 

Nous utiliserons, dans la suite, le théorème suivant dQ à 
7 J .  Dieudonné ). 

d. 4. Théor6me O ' : Soient E un espace vectoriel topologique séparé défini ---------- 



sur  64 , A e t  B deux ensembles convexes fermés non vides dans E. 

S i  A es t  localement compact e t  A, n B,= eE, B-A e s t  fermé 

dans E. 

Le théorème O permet de démontrer l e s  deux théorèmes suivants : 

Théorème --------- 1 : S i  l e s  hypothèses hl, h2 e t  l l une  des hypothèses h ou h t  
N 3 3 

sont vérifiées,  G = r (G) e s t  fermé dans F, 

Preuve : Démontrons d'abord l e  
a----- 

----- 
L-e : O= Y (O) e s t  f enné dans F s i  G + N e s t  fermé dans E. 

a i e f f e t  : G + N =  Y-l(C). 

O r  G es t  f ermé dans F si -'(O) e s t  fermé dans B, par défini-  

tion. 

(i) Supposons hl, h2,h vérif iées  . 3 

Puisque N e t  G sont convexes fermés, conme CI e s t  localement compact 

'et  G-nN, = G,, n N =  eE, 
on déduit du théorème O que G + N e s t  fermé. 

(ii) Supposons hl, h2, h vérifiées.  3 

Notons H l e  t rans la té  de G, dans l a  t ranslat ion qui transforme 

Ml en M. 

Pour que G s o i t  fermé dans F, il faut e t  il s u f f i t  que 

s o i t  fermé dans F. 



Notons Y l a  res t r ic t ion  de j P  à M. 

Puisque Y (0) sera f emé  dans F s i  

Y (H) es t  fermé dans F, ou encore s i  H +(M n N) es t  f emé  dans M. 

H es t  un ensemble convexe non vide. H e s t  aussi fermé dans M, 

puisque G 6tant fermé dans E e s t  fermé dans Ml. 

M A N e s t  un ensemble convexe non vide, fermé dans M e t  localement 

compact dans M puisque dim(M 0 N) < oo . 
De plus K ,, = G , e t  : 

car  G C  M, ===> G, c M 700 • 

Du théorème 0, il résul te  que H + (hi f i  N) e s t  f emé  dans M, donc 

que G e s t  femé dans F. 

Soit @ un sous-espace hi lber t ien de F, de produit sca la i re  

( 1 11( e t  de nome 11 # 
'Sc. 

Notons 5 = ?( ng. 
N 

Théorème 2 : C e s t  fermé dans . 
me-------- 

Preuve ------ : Notons , l a  topologie de k indui te  par ce l l e  de F e t  

Eh l a  topologie de )X l i é e  $ sa structure hilbertienne. 

Puisque 1 ' inject ion naturelle de 2 dans F e s t  continue, 5% 



est plus fine que %, . 

Si on note Cl (respectivement C2) l'adhérence de F dans % ( g, ) 
(respectivement I( ( q ) ) : 3,3 c, DE. 

Or Cl C G puisque 5 est f emé dans P. 
N 

Donc 5, C O. 

Puisque C2 C X , on en déduit que : 

F 2 n Z ~ Z t 9 k s Z  c'est-à-direque G-c. 

Ainsi est fermé dans % . 
Notons 1 'élément de 5 à plus courte distance de 9% 9 

élément neutre de %. 

Définition : On appellera fonction t l  spline " relativement à N --------- 
et G, tout représentant de la classe Ô- qui est un élément de O. 

Un tel élément 6 réalise un lissage des élhments de G. 

Supposons que N admette un supplémentaire topologique L dans E. 

soit ! ? Z = { ~ . L : ~ ( ~ ) G  W )  ( Y + #  car X )  . 

L'application (u,v) -> ( est une forme 

hermitienne définie positive sur &. 



(i) & muni du produit scalaire (u 1 r) Ck 
est un sous-espace hilbertien de L, donc de E. 

( i i )  La restriction Y de Y B & . est  une ismétris  de k 
sur 2. 

N " = y  -'(:) est  femé dans X puisque C est  fermé dans ?e . 
Un représentant de l a  classe $ sera de l a  forme : 

r -c+q O * h N  

est 11élément unique de )X t e l  que : 

quel que soit  % x d  



2. FONCTIONS SPLINE DtINTWPOWI.rION ET D'AJUSTEMENT A DEüX VARIABLES. 

a. Préliminaires. 

Soient n : un ouvert de R ~ ,  borné étoilé et a ll, : sa fron- 

tière régulière, dont aucqn point n'est intérieur à la frontière de n . 
E est llensemble des fonctions réelles u(t), définies sur f 2  : 

E muni de la topologie de la convergence simple, est séparé et 

complet. 

N est le sous-espace vectoriel fermé de E, engendré par les fonc- 
tions : 

t -  1 ; t  t l ;  t-> t 2" 

7 est 1 lhomomorphisme canonique de E sur F = E/N : 

E --9o> E/N = F F est séparé. 

Soient n points distincts de : tl, t2 ... tn fixés et n 
nombres réels a,, qt ,,, a,. 

On définit G : 



Notons l e  sous-espace vectoriel  de E, des fonctions r6el les  

définies continues sur fi , e t  dont l e s  dérivées du le r  e t  du 2 h e  

ordre, au sens des distributions,  sont des bléments de &'(fi). 

b. Qothèses. 
---.#. ------- 

hl) O" suppose que l e s  nombres c< sont t e l s  que : 

hZ) Onsuppose q u e n  > 3. D'où G,, n N =  GE. 

h ) Comme  dia(^) <+m , M + N e s t  fem6 dans E e t  d i m ( ~  fi N) <+ O@ 3 
h4 

D 'agrès l e  théoresle %.1., G = Y (G) est donc femd dans F. 

c. Proposition : /6ç = 7 
-------------a 

( f i  es t  un sous-espace hi lber t ien de F. 

Preuve : @ est  WI sous-espace vectoriel  de F = E/N. ------ 
$?? est  s6para.blc puisqite W est sdparable. 

S i  on ccnsid,ère l a  forme bil inéaire  sur  : 

J ( u , v )  garde l a  niPrne valeur, quels que soient U.C Z e t  S , où 



2; et 5 désignent les classes d'équivalence de l'application quotient. 

Donc llapplication : 

definit une forme bilinéaire définie positive sur /X , et l'application : 

R est complet. 

En effet, considérons une suite de Cauchy (;h) dans #! . Pai- 
sons correspondre B chaque $, un représentant un de cette classe. 

La suite . dLU, 
dtt  

d u  * d %  (respectivement At 

est une suite de Cauchy dans ln). 
Cette suite converge vers V4, 

dans C(A). 

L'application T : & d t  d a & , L )  dt, A 

est surjective (cf. 2). 
2 ,  

Il existe donc un élément Y â 'V tel que : 



ûn en déduit que (In) converge vers Y = 7 (Y) dans 

donc % est complet. 

L'injection de '#? dans F est continue d'après le théorbe de 

Sobolev. (cf. 13-8). 

Crr w 

d. Caractérisation de C = X n 6' ...................................... 
/v 

On sait que C est fermé d.ms /ac (théorème 2.1.d). 

On peut déterminer (n-3) éléments linéairement indépendants du 

dual Et de B : 

tels que : 

oii C ~ E R  et d est la mesure de Dirac au point t. 
k 

I >application + cf., u > de 8 
f i  dans 6 , estune 

fonctionnelle linéaire et continue. 

rV 

11 existe donc wi élément c i  de , tel que : 



Les éléments 
- 4 N 

('q 1 - -  - f k -3  sont linéairement indépendants. 

Si on pose fi = "a* + C! al + ci djtL 4- + c i  <(,j 6 "'3, 
hç 

quel que soit G C : 

et inversement, quel que soit i i ~  2 té1 que : 

rlir 

on peut trouver un élément u E cc tel que : 

CV 

u 6 G n 7%L donc c e  c .  

Il en résulte que : 

C = { Z & % :  (fil") x =Pa I < / <  0%-3 1 
(v 

L'élément de C e plus courte distance de 8% sera: 
3L- ~ - 2 ~ ~ ~ .  a . e R ,  6 

i=' 



e, Eqression de l a  fonction spline. ----- ........................ ---- 

N admet un supplémentaire topologique L dans E. 

Si on sait déterminer un sous-espace vectoriel de 

t e l  que : 

(ii) (u, 1 v ) ~  r $ ( k t  v )  soit un produit scalaire sur #! 

(iii) soit un sous-espace hilbertien de L, donc de E, de noyau 

reproduisant d Aronsza jn-Bergman : K (t, 8 )  , 
alors la restriction Y de CI à est une isomé- 

trie de !k sur 2 , et les fonctions splines relatives 

2 G, N et X sont de la forme : 

En effet : K (t, 0 )  étant le noyau reproduisant de '& : 



par l a  definition du produit scalaire dans @ . 
tt=r 

dans % 
i'" , a - 3  

Dans 2 4 ,  nous avons ddfini : 

cd u est  un représentant de l a  classe % 

k(t,û)est un reprasentant de i a  classe r [~(C,8) ]  , donc 

f .  Unicité de l a  fonction seline d 'inteqolation. ......................... ------------ ------- 

Supposons qu'il existe deux fonctions spline d'interpolation re- 
latives. à Gy N et  ZWI. : et W '. 

Elles peuvent s'écrire sous l a  forme : 



@(t) =/3(tJ + @ - -  (6) 

U- '(t) = p'(f) + (t ) , puisque 5 est unique. p,pl E N .  

ne pius, ~( t ' )  - riti) = O l < j s n  - 
Donc : 

or : N n  G,5 

Donc 

g. Fonction sr1 i n e  3 ;ajustement. --- ---------- .----- ----- - ----- - 

Soit I 'tn::cmble = 2 % Rn . 

= 7 ((y) est le sous-espace hilbertien de E déf in i  c i -  
dessus dans 2-c . 



sont deux éléments de , on pose : 

e : scalaire positif, 

Avec ce produit scalaire et cette norme, Z est un espace 

de Hilbert. 

Soit l'application L-ddefi.de ainsi : 

est la surjection de sur %! ddefinie dans 2-c, et 

Y;- est itappiicatian : 

Notons NF , le noyau de l'application T. 
soit a = ( B*, ., ... CC; ... d,) un élément dom6 de z. 
Si, on suppose que NT n N 9, , il existe uu élément et un 
seul : Sa f tel que : 



En ef fe t ,  L applique biunivoquement sur V = L 

Çp (x.) = y(%) ==++ Y(x,-x&)=o =+ x.-x4 CI N 
car : LX1 = % => 

. T(x,) c T[x*) -> Y-(%.-r,)a O =+ z,- XZ h Nr 

D'autre part V est  un sous-espace linéaire fermé de Z . 

Il existe donc un élément i5 V e t  un seul, à plus 
N 

courte distance de a, e t  S es t  l'élément de t e l  que LS, = Sa . a 

S est l a  fonction spline d'ajustement relative à N7 a-' , )be 
a 

et au scalaire . e .  



3. FONCTION SPLTNE SUR UN DûMAINE RETANGüLAIRE ET CIRCULAIRE. 

SOUS-ESPACE HILBERTfEN & . 

Le sous-espace hilbertien k de B. ..................................... 

Soit fi un ouvert ayant pour frontière un rectangle ou un 

cercle de e. 
Considérons l e  sous-espace vectoriel & de , t e l q u e :  

a ( Jn es t  l a  frontière de fi e t  k t  lf6létnent de longueur de 1 

L'espace de Hilbert e s t  muni du produit scalaire : 

Progriété --- ------- 1 : Les applications : 



sont trois fonctionnelles linéaires sur 9, continues et linéairement 
indépendant es. 

Preuve : (i) Il est évident que ces applications sont linéaires. ------ 
(ii) Si fi est un ouvert c Rn vérifiant 1 %ypothése : 

n est borné et sa frontihre est une surface régulière dont aucun point 
n'est intérieur il la fermeture de fi, 

& 
et si u est une distribution c H (4 , 
d'après un théorème de Sobolev 'y'3) : si m <-k-%, 
toutes les dérivées distribution de u, d'ordre au plus égal à m, sont conti- 

nues dans la fermeture de n. 

De plus, il existe G e  constant6 Y dépendant de fi , de 4 
et de n, mais indépendante de u telle que : 

2 défini dans 2-a, n'est autre que H ( fi ) . 
I1hypothèse sur est vérifiée si f i  est un cercle, et 

8 la théorème est encore vrai si est un rectangle ). 

Comne R = 2 e t n = 2  P> 

Donc u d est continue dans la fermeture de fi 



( M ~  ,YZ, M cons ti. i t es indépendantes 3 
Jh de u), 

Ce qui entraine que les trois applications sont des fnnct Lonnelles linéaires 

et continues. 

(iii) Elles sont linéairement indépendantes. 

En effet : si 

pour tout u a 1Y , 

Or, d'après u.n calcul simple pour le cas du recrangle et du cer- 

cle, le déterminant : 



ce qui entraîne que ; = A A = A 5  = 0. 

Il exis te  donc t r o i s  éléments hl, $, hg linéairement indépen- 

dants de t e l s  que : 

~ r o p r i é t é  ----------- 2 : L tesp.ce vectoriel  & = { u. 6 L. (R. f (48 1 ( 4 3  I(*); QI 
e s t  un sous-espace vectoriel  fermé de 

Propriété 3 : est  somme directe  de N e t  de --- ------- k .  
On consld&iire l e s  sous-espaces vectoriels f e d s  N e t  4~ appar- 

tenant à , coirme sous-espaces de Hilbert de , 
admettant l e  produit scalaire  e t  l a  nome induites par ceux de 2. 

Etant donné x e , on détermine de manière unique 

t e l  que : 
x N f  



ni effet xN est de la forme : A, + A C t ,  + A)  tL , et Le 
déterminant : 

a une solution unique : A, , & , A, . 

(hl l 11, (hl I tl)* (hl l t,), 

(hZ 1 Il0. chz 1 tlIW (h2 1 t21y 

'h3 1 (h3 I tlI* 'h3 i t21v 

Il suffit de vérifier que x - % E %. 

= D  # O 

(hi LxN)* = (hi 1 X) y (i = 1,2,3), donc (hi ly - 4, = 0, 
'x, 

Donc le systhe linéaire : 

e 4t c'est-à-dire 
: x - % = x ~  par définition, de & . 

La décompasition : 

" = + X~ 
, gU x é. , est unique car : 

En effet : un élément % = A, + Ai.tr + tL qui appartient à k 
est tel que : 



Or le déterminant D est différent de O. 

D O ~ C  A,= A,= O et N n.IIC=eu.. 

Propriété 4 : Muni du produit scalaire : ----------- 

et de la norme : 

Il. II, = { ( U I . , , ~ " )  

X est complet. 

Preuve : Soit une suite de Cauchy 
-a---- \ un) de %.. 

est une suite de Cauchy dans %'(n). 

Elle converge dans g2(n) vers 1' élément 5 ( respeciivanent 

On sait que 1 application T : 

de V A$ (n) c [P(fi)13 
2 est surjective ) . 



11 existe donc un é l h e n t  9. e îr 

II existe donc un X 

t e l  que : 

unique t e l  que : 

Donc es t  complet. 

P ro~r i é t é  --- ------ 5 : L~injection de & 
séparable. 

dans E est  continue, e t  & es t  

w effet,  ii! est  isométrique A & , qui e s t  s6parable. 

D'autre part,  du théorème de Sobolev, il résulte facilement que 
l ' in jec t ionde  & dansEestcontinue.  

Remarque : En résrné, nous avons défini un sous-espace hilbertien ------- de 
1, supplémentaire de N dans , t e l  que : 

2 est  muni du produitscalaire : 



Pour obtenir l a  fonction spline, il suff i t  de detenniner l e  
noyau de k 



4. NOYAU K ( t , 8 ) DU SOUS-ESPACE HTLBERTIEN k 

a. Cas du domaine rectanpulaire. 
-----------------------.-%---, 

On peut d'abord se limiter A 116tude du cas où il est le 

carré [ O , T j  6,'iïJ. 

Nous allons montrer que les Gléments : 

(u 
(t) = sinktl simt2, 1 I; k, 1 < m 

k,m 

qui forment une base orthogonale de g2()  14) .  forment aussi une base 

orthogonale de )SL. 

On vérifie facilement que ces éléments satisfont aux conditions : 

4 A<* 

Montrons quc : 

Considérons la fonctionnelle : 

dans dt(n) . 



e t  2(~)  e s t  l'espace vectoriel des fonctions rée les, définies sur n 
indéfiniment dérivables et à support compact dans .l . 

(où kl e t  ml sont f ixés)  

est borné, 

tend vers O dans d4@9, 



quand : k .- 1 > +O@ , m l -  > + O P ,  

Puisque T ' % ' X y W , " ~  da a dL Pa JX appartiennent 
à $'(A) , on peut démontrer, en suivant l e  même raisonnement que : 

Ceci entralne que, pour tout u c k, 

dans , mani du produit 



scalaire (u 1 v ) 'x et de la nonne : 

La base u = sinktl sinmt2 est donc compl&te dans 
k,m 

& 
Il est facile de voir qu 'elle est orthogonale et libre dans "k . ni nor- 
malisant, on obtient la base orthononiale de !% : 

On en déduit que si fi est un rectangle de somments ~(a,c), 

~ ( b , c ) ,  C(b,d), ~(a,d), une base orthoqomale de est : 

D'après la proposition de L Schwartz 12), le noyau reproduisant 

dtAronszajn-Bergman de est ZC; @ C ;  
SI est la base hilbertienne de 9 . 

Donc : 



(où t cfi et 6 6 n ), est le noyau reproduisant de & 

b. Cas du domaine citculaire ---------------------------* 

a. PrBliminaires. Supposons que fi soit l'intérieur du cercle uni- ------------- 
taire centré à 1 'origine. 

On a défini le produit scalaire de k ainsi : 

Pour des fonctions u et ZT quatre fois continuement différen- 

tiables dans n et trois fois continuement différentiables sur >n , 
on a l'identité : 

( A* est le bilaplacien A h  ), où 



avec n i = cos(nYi) Ti? : nomale intér ieure à )fi 4). 

Il2( )C algébriquement e t  topologiquement, car  V E H'; (fi) 
O 

entraîne que : O sur  a i l .  x 
S i  u e s t  quatre fo i s  continuement différentiable dans e t  

y t H: (9 , l ' i d e n t i t é  précédente r e s t e  valable e t  devient : 

(- I w)k aj5u.vtid 
A 

si ( L L \ Y ) ~ = O  pour tout 2* c tf: (a) , 
A ~ U  = O dans 

Soit r l 'espace vectoriel  engendré par l e s  u t e l s  que : 

d u  = O dans fi 

1 

Notons rL l e  sous-espace hi lber t ien de , complété de 

r dans k . 

Ainsi : 

Notons G l e  noyau reproduisant de H: (fi) e t  

d 
GAM le noyau reproduisant de . 



~ ' l a ~ r è s  ) l e  noyau reproduisant K de r(. : 

k = G+GAM. 

Or G est l e  noyau de Green de l'équation bihannonique : 

avec cr, 
a& =x-O sur hl .  

$. Base orthonormale de P' - Noyau de r e 
........................................ 

a est 1 'intérieur du cercle C de rayon R centré en o. 

En coordonnées polaires ( r - ,  8 ) : 

Pour l e  produit scalaire : 

( u ! w ) ~ =  v ( K , v '  f' , on obtient une base orthonormale en dé- 



terminant 1;s coefficients : il,.,, Bo, , , 1%) d; des fonctions : 

. a, rL + P. 

qui forment une base complete de solutions de l'équation bihamonique dans 

r t  4). 

A 1 aide de 1 expression de 9 (i, t;) en coordonnées polaires, 

un calcul simple conduit à la base orthonormale de rL suivante : 

pour n = O 

\ pour n = 1 

]i pour n )/ 2 



Dloii l 'expression du noyau reproduisant de f ' , dlaprès la 
proposition de L. Schwartz Io) : 

de coordonnées polaires q,*,* 

Il  II  5/ % 

Le noyau G de HO (n) , si n est ltintérieur du cercle de 

rayon (i , centré en 0 ,  est : 



où zl, z2 sont deux point quelconques de fi sous forme complexe. 

En effet, G est la solution fondamentale de l'équation biharmonique, avec les 

conditions au bord : 

( 2 :  normale intérieure à J n  ) I 

crest-à-dire G est le noyau de Green de ltéquation biharmonique W). 

On connait ainsi le noyau reproduisant d ' Arons za jn-Bergman 
K(Z~,Z~) du sous-espace hilbertien % de E . 





O. INTRODUCTION 

D'aprés l a  première partie, la fonction spline d'interpolation 

relative à G, N et % , définie sur un ouvert c est de 

la forme : 

1 2  
t ,t ... tj, .,, tn sont npoints distincts de 4 3  ; 

K(t, 8 ) est le noyau reproduisant du sous-espace hilbertien 2 ; 

sont n-,8 fonctiamrelles Ilnéairenient indépendantes telles que : 

( c i  a f? et 6, est l a  mesure de Dirac au point t) ; 

a  sont n-3 éIPnents de f? ; 
j 

p ( t )  6 N, c'est-à-dire p(t) = c( tl+ t2+ f j 04 : t $ , p , [ e  62 

leu éléments ~(t~,tj), ~(t,tj) et f j sont indépendants des 
valeurs imposées (ti)= CX (i = 1,2 . . . n} . 



Pour 

tion doit être 

dépendants des 

ensemble fixé de noeuds ti et de points t où 1 'interpola- 

effectuée, les nombres ~ ( t ~ ,  t j) , ~ ( t  , t j) et 

valeurs prises par (T(ti) . f j 'Ont 

On forme donc une table des nombres ci-dessus ce qui permet de 

réduire considérablement le temps de calcul. 

Les méthodes de calcul des coefficients a ,  P ,g  de PW 
des coefficients a et c j  seront identiques pour les cas du rectangle et 

j 
du cercle, 

Seuls diffèreront les procédés de calcul des noyaux reproduisants, 

suivant les deux procédés de construction .pour le rectangle et le cercle 

indiqués dans la première partie. 



1. CALCUL DU NOYAU REPRODUISANT ~ ( t ~ ,  t j ) DANS IE CAS DU RECTANGLE. 

a. -Le noyau reproduisant du sous-espace hilbertien S(/ s expri- 

me a insi  : 

où A(a,c), ~ ( b , c ) ,  Cob,d), ~ ( a , d )  sont l e s  sommets du rectangle frontière 

de 1 'ouvert 

b . -  Cette s ér i e  est mifom6ment convergente dans 

FA e f f e t ,  e l l e  peut être rnüjor6e par l a  série : 

d ( ~ ~ , ~ )  es t  l a  distance de l 'or ig ine  à un point M de coordon- 
k,m 

nées (k(d-c) , m(b-a)) du r*éseau f N d - 4 ,  m(b-a)) , 
où k =  1,2 ...op ; m =  1,2 ...&. 



La somme / 

quel que s o i t  N, entier supérieur à 2. 

peut être majoré pa.r 

"nc-7 

Ob 

Donc : &<j&p.T~n-1] nq 

'==& 

c e -  Le calcul numérique approché de l a  série inf inie  2 " 4 , -  
,kr r* 

pourrait s'effectuer par l a  somation de tous l e s  éléments u t e l s  que : 
k,m 



pour un hi. fïx6 assez grand. 

Mais par ce procédé d.irect, l a  convergence est très lente. 

Le calcul peut sief£ectuer bien plus rapidement en réduisant l a  
me 

série double FU&,_ à une série  simple fÿ, 
,la .7 'I1) L i  

d @ = .  4-4 
d - c  

, on peut écrire : 
R - C  

Considerons l a  série  : 

où m est  f ixé.  

On a l ' ident i té  : 



En dérivant par .rapport à u : 

Si , on peut en déduire l ' éga l i t é  
suivante : 

( les s6ries considérées sont ianifcrm6rnent convergentes). 

Si ~ g u < 2  an peut utiliser Itidentit6 : 

e t  1 'équation (2) devierit : 



D'autre part : 

La solution de l'équation différentielle (3) avec ces conditions 
initiales est : 

A l'aide de (1) et (4), on obtient l'expression : 



Le calcul approche de ~ ( t ,  8 ) s 'effectue par la sommation : 

pour M fixé assez grand, 

En vue du calcul numérique, l'expression de Tm est transfom6e 

et calculée par expressions él6mentaires où ne figurent que des fonctions 

exponentielles du type e ( A > O), calculées elles-mbes par récurrence : 

e -(rnti)A - - e-mX e - I  

De même sinnny et sim 1 sont calculés par récurrence : 

sin(mtl)y = sinmy cosy -+ cosmy siny, etc.. . 

Des résultats satisfaisants sont obtenus pour M étant de l'ordre - 100. 
te calcul de K a 6té effectué par un sous-programme F$RTRAN : 

N@AUK dont la liste se tr~uve au paragraphe 8, 



2. CUCUL IIb NOYAU REPRODUISANT ~(t~,tj) DANS LE CAS DU CERCU. 

a. - Le noyau reproduisant du sous-espace hilbertien & s s' ex- 

prime ainsi : 

OÙ : , z1 a corne coordonnées polaires : r, , 9, 
zZ en , zZ a comme coordonnées polaires : 5 ,  81 . 

Pour un cercle de rayon R, le noyau de Green G de lréquation bihar- 

monique se calcule directement. 

b.- Le noyau GAM de 3. iespace de Hilbert r ' s lobtient par 

sommation : 



La sér ie  : 

e s t  uniform6ment convergente dans l e  cercle de rayon R.. 

Eh ef fe t ,  e l l e  peut ê t r e  majorée par l a  série : 

qui e s t  uniformément convergente dans l e  cercle de rayon R. 

c.- Le calcul nwnérique approché de GAId(zl ,z2) s effectue par 

sommation deM termes de l a  sér ie ,  en tenant compte du f a i t  que si rl ou r 2 
es t  p e t i t  par mpport à R, l a  convergence s 'obt ient  rapiàment pour M peu 

élevé, à cause de La rapidi té  de décroissance de 

 es termes sin n QI, cos n 8 1, s i n  n Oz,  cos n 8 sont cal- 

culés par récurrence comme dans l e  cas du rectangle, 



Pour obtenir des résultats satisfaisants, M doit être de l'ordre 

de 100. 

Le calcul de K(zl,z2) a été effectué par un sous-programme 

F~~RTRAN : NPYAUC dont la liste se trouve au paragraphe 8. 



i Etant donné un ensemble de n points t (i = 1,2 . . . n), à 1 'inté- 

rieur d'un rectangle ou diun cercle, on se propose de déterminer n-3 fonc- 

tionnelles linéairement indépendantes : 

telles que : 

c'est-à-dire : 

Ce systkme dF6qua~ions peut slécrire sous forme matricielle : 



ji-2 ,j+3 ûn suppose pue parmi les quatre points tj, tjC1, t , 2 

il n'existe pas trois points alignés, c'est-&-dire toutes les sousaiatrices 

d'ordre 3 x 3 de T ont un dkterminant # 0. 

DOW, en imposant : c j  = 1 j j j  
O 

j = 1 , 2  ... n-3, cl, c2, c sont 3 
détermin6s de mani&re unique pour j = 1, 2 . . . n-3. 

De plus, les fonctionnelles f j 
sont linéairement independantes, 

puisque cg + O pour j = 1,2 ..., a-3. 

L ~ S  ci,cJI,ci,+ sont C P ~ C U I . ~ ~  par un sous-progranme ~ T R A N  

C @ X j  listé au paragraphe 8. 



5 .  CAUUL DE Llb IiY)NCTfON SPICLNE D'INTERPOLATION. 

Nous avons vu que la fonction spline d 'interpolation d flt. 
décompose de manière unique : 

(voir 2.d : caractérisation de C) . 

Ce qui peut s'écrire explicitement sous la forme d'un système 

linéaire à n-3 inconnues : a : 
j 



L161érnent est unique dans & 
& O"= y(%) est l~élément image dans , par l fappli- 

cation ip 
de 3 sur ?e , définie dans 2. e ,  et 

V 
& 

Comme est unique et les éléments 9 de % s a  
J 

linéairement indépendants, les a. (1 ( j < n-3) existent et sont uniques. 
J 

Le systéme d'équations précédent admet donc une solution unique. 

La matrice (12-3, n-3) des coefficients des inconnues du système 

est symétrique puisque ~ ( t ,  8 ) = K( 8 ,t) 

D'autre part, dN est unique et d,p ,  8 sont les 



solutions d'un système : 

i " k  i. où t , tJ, t sont trois points quelconques non alignés parmi les n points t 

Le calcul des coefficients a. peut s'effectuer par une méthode 
J 

classique d'élimination de Gauss avec choix du pivot pour un système à ma- 

trice symétrique dans wm sous-programme F@RTRAN : SPLI2I (parapgraphe 8). 



Remarque : Nous avons vu que la fonction u E &. était continue dans -------- 
la fermeture de .fl et que le noyau reproduisant K (t ,O ) était 

caractérisé par la condition : 

Si on désigne par (ei)ieI la base hilbertienne de h 
? 

u =) cie; et (1) peut s'écrire : 

- Dans le cas du rectangle, ces égalités sont encore vraies lorsque 
e c  on , si et seulement si u ( 9  ) = O  sur an , car la 

convergence de la suite : 

sur + dfi n'est uniforme que si u(B )= O sur 

par conséquent, si l'on imposait des valeurs quelconques d ;  
à ~ ( 6 7  où e i d h  , on aboutirait à une singularité du système 

linéaire à n-3 inconnues 
: 



-bris l e  cas du cercle, l ' éga l i t é  (2) est toujours vraie pour et da 

2 ai ef fet ,  e l l e  est  vraie dans H,( fi) 

t 
Dans , e l l e  est également vraie, car l a  convergence de l a  

suite : 

P-ic 
?l=7 

est uniforme sur + an 

Ainsi, dans le cas du cercle, on peut choisir des points 8 i, 
& O'(ei )=gi  , sur l e  cercle frontière. 



L 

6 .  CALCUL DE LA FONCTION SPLINE DIAJUSTWIENT. 

La fonction spline d'ajustement Sa relative à Ny y, 'X 
au scalaire e :  qui est telle que : 

a = ( e x ,  4. ... a;... 4, ) e Z  , 

est identique à la fnnction spline d'interpolation do relative à N 

et : telle que : 

i 
d,(ti) = Sa(t 1 

c'est-à-dire : Sa = a 

ai effet, si on fixe x(ti) = sa(ti) dans ( I ) ,  x c sera 

soit minimum, c'est-à-dire : x = 

Donc Sa est de la fome : 



De plus, Sa est la fonction x h qui se décompose de manikre 

unique : x = x % + % telle que : 

Les coefficients 1 
j 

j = 1 ... n, sont donc obtenus en cher- 
chant le minimum de la forme quadratique en : 

j 

8 
La valeur de I s r  11% s'obtient facilement : 

d'après la propriété du noyau K(t,Q) : (K( ,t) 1 K( ,Q) )% = K(~,Q) 

La forme quadratique peut être minimisée par une méthode classique 



de gradients conjugués. 

Les  calcul.^, dont les résultats sont présentés au paragraphe 7, 
mettent en évidence la propriété connue : 

ob Sc  est la fonction spline d'ajustement relative à N et 

la fonction spline d'interpolation telle que : 
e 2  

i 
S, (t ) =a;>. (i = 1, 2 ... n) 

et: So l'élément de N qui minimise : 

Le calcul a été effectué par un sous-programme F~~RTRAN : SPLI2A 

qui utilise les résultats de N@AUK,N@AUC et C@EFCJ. 



a.- Sur le domaifie recta.ngulai.re. ___-_----------_---------------- 

i Dans un carré O ,  1 ; 1 , on dispose 49 points t (i = 1,2. . .49) 
suivant la figure RI où l'on impose à la fonction spline dtinterpolation 

de prendre consécutivement les valeurs des fonctions . 

z = 1 sin 2CiT x f  .sin bil y et 

2 = 2 [(x-0,51~+(~--0,5)~ 1 Log [ (x-0,5)~+(y-0,5)~ 1 

Figure RI 
i Les points t sont dispasSs aux sommets du quadrillage repl ier ,  ci-dessus. 



LFinterpolation s'effectue en 41 points situés sur les droites 

SI et S2 (fig. R I ) .  

- Sur le graphique GR3 sont représentées les projections SI1 et SIt 
sur le plan XQZ des intersections respectives du plan SIOz et du plan 

SZOz avec les fonctions étudiées. 

Les courbes en trait continu correspondent à-la fonction : 

et les courbes en pointillé correspondent à la fonction spline d'interpola- 

tion à 2 variables, 

lItinterpolation sur le mCme quadrillage par un polynâme complet de 

degré 6 en x et de degré 6 en y est confondue avec la fonction z à l'échelle 

du graphique, car 1 'erreur absolue est < 1 0 ~ ~ .  

- Le graphique GR2 represente la projection sur le plan xOz de l'inter- 

section du plan SIOz avec les fonctions considérées. 

%.. 

La courbe en trait continu correspond à la fonction 

z = 1 sin 2 7 1  sin 'ii y. 

La courbe en pointillé correspond à la fonction spline et les 

points isolés à ltinterpola.tion par un polynôme complet sur le quadrillage. 

Dans ce cas, ltapproximation par la fonction spline est nettement 

meilleure que l'approximation polynômiale. 

- Le graphique CR3 représente en projection la fonction 



en trait continu, ka fonction spline en pointillé et le polynôme complet 

par points isoles. 

On constate qu'à l'échelle du graphique, la fonction spline est 

pratiquement confondue avec la fonction qu'on veut interpoler. 

Le graphique GR4 met en évidence les différentes courbes d'erreur 
correspondant repsectivemeht : 

- à la fonction spline d'interpolation à 2 variables en trait continu, 

- à la fonction spline cubique à 1 variable construite dans StOz en 

trait - - - - -. 
- à la fonction polynômiale en pointillé 

On voit que la fonction spline à 2 variables lisse beaucoup mieux 

la fonction donnée que le polynôme ou même la fonction spline cubique d1in- 

terpolation à 1 variable. 11 faut remarquer dans cet exemple que la nature 

de la singularite au point (0,s ; 0,s) de la fonction considbrée et de la 

fonction spline à 2 variables sont toutes les deux celles de A'~L bo$r 

D'autres essais numériques ont été effectués en fixant les valeurs - 
de la fonction spline en des points disposés au hasard et groupés dans une 

partie du domaine rectangulaire. 

La qualit4 des résultats n'a pas été influencée par ces dispositions. 

b.- Sur le domaine circulaire, ............................. 

Dans un cercle centré en O et de rayon 1, on dispose 49 points 
ti (i = 1,2 . . . 49) suivant la figure Cl, oii l'on impose à la fonction 

sgline d'interpolation de prendre consécutivement les valeurs des fonctions : 



Figure Cl 

L'interpolation s'effectue en 41 points situes sur la droite S. 

Pour la reprhsentation graphique, nous nous plaçons d'ans le 

p1,an soz. 

- Si on considère la fonction z = ew, le graphique représente 

les courbes d'erreur de la fonction spline d'interpolation à 2 variables en 

trait continu et de la fonction spline d'interpolation cubique à 1 variable, 



construite clans l e  plan SOz à l ' a i d e  des 9 points imposés sur S, en poin- 

t i l l e .  

Dans ce cas, l a  fonction spline à 1 variable réa l i se  un meilleur 

l issage que l a  fonction spline à 2 variables, 

- Le graphique GC2 représente l ' in te rsec t ion  du plan §Oz avec l a  fonction 

z = v x T e n  t r a i t  continu e t  avec l a  fonction spl ine à 2 variables en 

pointillé. La fonction spline d' interpolation cubique à 1 variable dans SOz 

e s t  représentée par points isolés .  

On voi t  que l a  fonction spline à 2 variables réa l i se  un meilleur 

l issage de l a  fonction z que l a  fonction spline à 1 variable e t  par consé- 

quent, que Pa fonction obtenue à p a r t i r  de l a  fonction spline à 1 variable 

en faisant effectuer au p lan  SOz une révolution autour de Oz, 

2 2 2 2 - If en es t  de mgme s i  on l i s s e  l a  fonction z = 2(x + y ) Log (x t- y ) A 

représentee en t r a i t  continu sur  CC3,pa.r l a  fonction spline à 2 variables 

representée en pointillé e t  l a  fonction spline à 1 variable représentée par 

points isolés,  

Ce comportement e s t  mis en évidence par l e  graphique CC4 où 1a 

courbe d'erreur de %a fonction spiine à 2 variables e s t  reprksentée en 

trait continu e t  1â courbe d'erreur de l a  fonction spl ine à 1 variable en 

poinitill6. 

Dans ce cas, l a  qual i té  du l issage e s t  l i é e  à l a  singularité de 

l a  fonction z en 0, qui e s t  de même nature que l a  s ingular i té  de l a  fonction 
2 spllne à 2 variables en O ,  (singularité de r Log r), 



c.- Fonction s~line d1ajustement. -------------- ---------------- 

- Soient : cf,, ... cC;. . . d, : les valeurs prises par la fonction : 

i aux points t disposés aux samments du quadrillage régulier RI. 

Si a - (O%, 4, ... ri; .... . . ... a ' )  on construit la fonction 
spline d'ajustement Sa relative à N, T, R et à différents scalaires 

suivant la méthode décrite au paragraphe 6. 

Sur Le graphique GAR sont représentées les projections sur le 

plan XOZ des intersections du plan SIOz avec les fonctions spline d1ajuste- 

ment Sa relatives à 'différents scalaires e 
Les valeurs de , srn t  : lmy 10, 1 et 0,Wl. 

On voit que si devient grand, Sa %end vers la fonction 

spline d'interpolation 0. telle que w(ti) = &; 

Si p devient petit, Sa tend vers le polynbe SH6 N, qui mini- 
Ih \ 

mise C S ,  etc) - 4 ;] 

- Si : H q , f . i  ,.-.. a- sont les valeurs prises par la 

fnnction z = 
i 

x +  y aux p0ints.t disposés suivant la figure Cl, le 
graphique GAC représente les intersections du plan SOz avec les fonctions 

spline d'a justement S relatives a& scalaires 
a e : 100, 10, 1 et 0,803. 



Corne dans le cas du rectangle, si 
f' 

croît, Sa tend vers la 

fonction spline d'interpolation et si décroît, S tend vers le 
a 

polynôme SN. 

d.- Conciusion. 

Des essais numériques, if. résulte que l'interpolation par une fonc- 

tion spline à 2 variables telle qu'elle a été définie dans ce travail réa- 

lise un meilleur lissage que les autres formes d interpolation essentielle- 

ment dans le cas 06 la fonction à interpoler est fortement accidentée et 

a des dérivées partielles présentant des singularitks. 

Le calcul du noyau reproduisant; obtenu par sommation d'un nombre 
fini de termes d'une série simple, est la partie la plus coGteuse en 

temps. 

Cet inconvénient s'estompe si on veut effectuer un certain 

nombre d'interpolations pour un même ensemble de points choisis, c'est-à- 
i . dire si on dispose d'une table des valeurs K(t ,t3). 

Xi en est de m h e  pour le calcul des fonctions spline d'ajustement. 



Fonction z = Log (x+yi-1) - fonction r 
---....- fonction Sptine 
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1 AA( t rL i l=O.00  
P1-=3.141592053585?9 
BA=i3-A 
13A2=BA*i3C\ 
cc-û-C 
CCZ=DC*OC 
CaEF=4*t$A*kiA2/ f P i *P  f *P I*P I*DC; j 
CPi=Z*PI 
PLFA=eA/BC 
CC 50 t = f t M P &  
A R G X I L ) = P I * I X ( t f - B 3 f f B - A I  

50 A H G Y , I L ) = P i * a Y i L ) - C J / 4 D - C ,  
C 
C CALCLL @ E  L h  S E R l t  P A R  RECUPPEhCE 
C 

CC LC L=ltK 
CC 3C LLrLtPPh 
t=RA@SIAHÇXLL 1 - A R G X ( L i . b  
k = A G & X I L  ) + A R G X i I L L  
U i = C .  L,UC*b 
L I = C * l > O C * Y  
&iA= 1 
CX=DEXP (-OP L*ALFA) 
E X l = D E X Q f - U * A L t A )  
E X L = U E X P f - V * A t F A I  
EX3=0EXPiIU-UPII*AtFA) 
f $9-CEXPL (V-CPX)*ALFhi 
SIhA=CSIhtARGYiLi) 
C L S A = U C O S 1 A R G Y  ( L I )  
S I R U = C S ~ ~ [ A R G L ~ L L ) ~  
C C S B = O C C S t A R G Y  I L L )  
R E X n E K  
R E A t r E X l  
R E % S = t X i  
H E & ? . - E X 5  
P E X 4 = k X 4  
K S I l h P = S i h A  
H C C S A = C C S 4  
RSINPfSXhl3 
RCIIS&.!=CCiSB 
UFzC I5GCiALFA 

1 C C  fL=BfP61*UU-RkXI 
E . L = F L * R & X  
F3=Fi*tP*UM 
C f = U î ' + F É  
C2=UY*FI.  
~ P I L ~ L L ) = ~ R E X ~ * ~ C ~ + U ~ ~ - R E X ~ * ~ C ~ + V ~ ~ + R E X ~ * ~ C ~ - U ~ ~ - R E X ~ * ~ C ~ - V ~ ~ ~ *  

* F3*RSEhA*RSihBtAAfLtïL8 
ZF(PU-HAX)fUla3C*3C 

1CIl IïL=MU+1 
CW=O.SDOI(Df LQAVIHLl*ALfA) 
S f  ARA=PCCSA 
S I A R B = H C C S B  
QCCSA=RCCSA*CCSA-RSkNA*SPPCb 
RSINA=HS I & A * C Q S A + S  f MA*STARA 
RCCSB=RCCSB*CC$B-RSi3t ! *S IhE 
RS~NE=RSXNB*CUS%+SIN~*ST~R8 



C TEST O*ARREf 
C 

IF ( R L % - l r ~ 1 5 & 1 0 3 r î O 3 t  102 
102 REX=REX*EX 

Gia 10 104 
103 REX+C*DC 
104 iF(RbX1-1-0-15)  1 0 6 t  10601C5 
105 L l E X l * R E X l * E X I  

GB Ta 167 
1G4 R E X L = O o O O  
107 4 f  îREXZ~1~0~1511@9rPO9~1C8 
108 R E X Z = R f X Z * E X 2  

GG TG 110 
LOF REXZtC,DC 
1x0 1FIREX3-i~O-l5)Li2tl12rlfl 
111 REX3=REX3*E X3 

êC Tû 113 
1 1 2  R E X 3 m C . 0 0  
113 1 F ~ R E X + l ~ O - i 5 ) I I S r 1 1 5 r l ~ f 4  
114 REX4=REX4*EX4 

!Ga T B  100 
115 R E X 4 ~ C e D O  

GO Ta 100 
3(f CGNflhiUE 
20 CENftNUE 

C 
Oli 0 Lr1rh 
trO 9 LL=t,N 
AAILrCLl=AA(h,Ltl*CQ&F 

9 AAlL&rLLaAA(trLtS 
oa 7 t ~ = n ~ i , n e ~  

7 AA iLviEl=AA(trClj*CaEF 
8 GONIJNUE 

RETURN 
EN0 



C c----------------------------------------*--------------- 
C 
C C e J E T  
C 
C CALCUL OU NOYAU REPRCIOUfSAhT K POUR UN ENSEHBLE UE POINTS 
C OAhS UN CERCLE DE CEIvTRE CI ET OE RAYON RC 
C 
C APPEL 
C 
C GALL N Ç Y A U C I R C r K ~ F E T A t X t Y r N r . H t M P h r H A X t A A ~ X N U p C C S E , S I N E ~  
C * R S J A P H C O S I S T A R S R R ~ R R ~ ~ ~ T )  
C 
C CESCRPPlTICN DES PCIR>AWETRES 
c 
C AC RA.YON OU CERCLE 
Ç H t T t T A  TABLEAUX OE 01HEfVSiûh h+H CCQROQNNEES PCLAIRES DES 
C PCX4lS  DANS LE CERCLE 
C % * Y  74ELEIUX DE DiMEbiSICh h+M COCRDGNNEES CARTESIENNES DES 
C PCINTS DANS LE CERCLE 
C h,H &€PtjRES EhTIERS 
C PPN=N+lr 
C FAX h&MBRE D ' E L E H E h f S  U T I t I S E S  PObR LE CALCUL APPROCHE Ok LA 
C SERIE SIMPLE DONNANT K 
C A A  TABLEALRESULTATIh*CPN) OES V A L E U R S  EU NGYPU K ( T I I ) , T ( J 1 )  
C AUX PUIhfS 
C I l I ) = ( X ~ l ~ r Y ~ I I ~ ~ I R ( I ~ t T E T A ( I ) ~  1 x 1 ~ 4  
C l f J I = [ X l J l r Y t J l & = ( R I J ) , T E T A ~ J ) I  Jdl,...hr MPN 
C OU CERCLE 
C khbrCOSErSINEtRSlhrRCCSsST4RpHPvRR2fiT VECTEURS DE TRAVAIL 
C DE D 1Hf  h S i O &  N P N  
C 
C SCGS-YHOGHAMMES ET FQhCTfONS APPELEZ 
C 
C P E Y I H C L k Z  
C 
C I C U T E S  LES V A R I A B L E S  HEELLES SUhT Ek DOUBLE PRECIS ION 
C TCUTES CES VARIABLES COHVENCANT PAR I ~ J > K r L > M ~ N  SONT EN F I X E  
C 
ç; luait.coki VOIR PARTIE 2-2 
C c--------UC-I-Y--.y--.--ll-------------------------------------------- 
C 

SUBtZBU'fIhE ~ G L ~ U C ( R C ~ R ~ ~ ~ E ~ P ~ ) ~ ~ Y , ~ , P ~ P P ~ , M A U ~ A ~ ~ X A U ~ C C S E ~ S I ~ E ~  
* RSIkrRCOSeST b R t R R t R R 2 q k T I  
CLME&SlON, AAIH1HPNI  
O IXEbhSICA X ( l ) r Y 4 L l t X h U t l i  
U I M E ~ S I O N ~ R ~ ~ ~ , T B ~ A ~ ~ ~ ~ C O S E (  1 ) , R c o s g i )  t ~ s ~ ~ 4 1 j , S T ~ R f  1) * R R ~  i l r f tk2t  t l r ~ ~ f  l f  
OCUBLE PRt$CISIQN RCeRt T E T A t X v Y t  AAe XNUtCOSE, SINE I R C O S I R S I N ~  * S T & R I R R * R R Z ~ C R A C ~ ~  COEF 9DPI  r F l ~ F 2 t M C t G R E E N  

F C k C T I f M  G R E E N  



OQ 2 JxlslaPN 
2 A A C f  rJf*O*DS 
1 GOhlTINUE 

C 
C PREPAR&VIO& DES CONSTANIES El DES RECURRENCES 
c 

OQ 24 L=ltMBN 
COSElllxXZF4bRC 
SiNEJLJ=Y(hli /RC 
RCOSJ LbsCQSE4LO 
R S  IN#& l=SINEltl 
ARILJ=RILl/RC 
%RZ(LS=RRtL)SRR# Lf 

c 
d F f R d L & - B * l D - 0 5 1 2 1 * W 2  

2 1  &TILb*Z 
CU TG 20 

2 2  d F ~ R G - R ~ L ~ - O ~ L U - O S i 2 3 t 2 3 ~ 1 4  
2 2  PiT4i.J=96999 

GO TC 20 
24  h i t L ~ ~ - 7 * 4 C O G ~ 1 0 ~ ~ / O L Q G f R Q I i ~ f  
20 EQNTIMUE 

C 
OPS=f*28318530717959 
ORAC6=1.00/DSQRffb*ûOI 
CCEF=AG*RC/DP f 

C 
C 0aSE kIk8ERl f fhhE 
C 

3= l 
EÇ 16 L ~ l r M P h  

l e  &&U6&l~Q,SBO*#RR2LtJ-l.DOI 
GO TO IQQ 

t 
&Cf J = 2  

00 11 LsbqMPN 
f Z %kU(%)=GRICO*IRR2CLI-it~OC J K C S f  1 LI 

GO aa i O B  
e: 

IQZ d=3 
CC a2 kaP1WPk 

12 E N U ~ t B ~ C R A C B l b R R 2 ~ C ~ ~ f ; . D C ~ * S X N E ~ & ~  
GG TG 1100 

G 
103 QQ 301 NO-2pMAB 

R&C=OSORTtDF$O&f f M I f - 1 J b  
F l=a'*RCaG 4OFLGBf l kU*hO+%t 
E 2 = 1 ~ 0 0 I ~ M U * R B C )  
0û 3C2 IaisHPN 
iF(NW-hVtt? i40ir4OCt4CO 

400 # & U I C  i=Q*00 
6 0  ?a 302 

401 STAR(&S=REQÇCL) 
RLQSALl=RCQSILD*COSiEOL~-RSIN1i~*SINE~b~ 

4C14 XMUI1,1=ïFF*RR2ILb62J*RCOSiL) 
302 CQ&TIhUE 

J = 4  
Ge TC f Q O  



C 
3 C S  CC 3C3 L+lrWPh 

IF ïNU-NTlt1)403r402t4OZ 
4C2 x ~ u I B )  =O.DO 

60 TO 303 
4 0 3  A S I H ~ ~ ~ = R S I # ~ . ~ ~ M O S E ( L ~ + S I A R & L ~ * S I N E ~ ~ L ~  
4C5  E ~ U L & ) ~ ( F ~ * R R Z I L ~ - B ~ ~ ~ * R S ~ N ~ L ~  
303 CONTlIhUE 

,J= 5 
.GG XO 100 

C 
? 1 C  CÇNTïNUE 
301 CUNT INUE 

GO TC3 Al0 
C 
C CALGUL A A  
C 

1 C C  OG 4 L r l , N  
00 5 LLrLiHPN 

5 ~ A ( L ~ C L ~ ~ A A ~ L ~ L ~ ~ + X N U ~ L ) * X ~ U ~ L L ~  
4 CODYTlNUE 

GC TC(101~102rlC3r309i31C)~J 
110 CO 8 l=l,Ik 

DG 9 L L r l i l V  
~ A ~ L ~ L L ~ ~ A A ~ L , L ~ ) * C O E F + G R E E N ~ ~ X ~ L ~ ~ Y ( ~ ) ~ X ~ L L ~ ~ Y ~ L L J ~ R C )  

9 A A I L t i L I = A A ( L i L L )  
GC 7 L L s h P l r Y P h  

7 A A ( L ~ L C A ~ A A ( L ~ C L & * C O E F + G R E E N - I X ( L ~ * Y ~ L I  i ~ t I . i . 1  ~ Y ( L L I  t R C I  
d COhT1NUE 

RETbRh 
Eh0 
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0 a w * u  

34- 
- v z  L L Z - l  
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O Q -v, n w *  .a 

u w  
u, v> L U 4  U + H  
UJ LU OiCl a - r  
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Y, b: rua C*rr 
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e 3 r a z * a  us- k 
c=3UUUQ* * c t W  
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V ) U J V ) K I  Q Q *  U 
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C 9* 
C 
~ - - . I - ~ - I I - - - - - ~ - - - . . . - - ~ - -  
C 
C l38JEf 
C 
C INTERPOkATION PAR LA FONCTrIBR SPLINE D'IAITERPOLATION DONT ON 
G I W O S E  L E S  VALEURS EN N PadNFS DON#ES DANS UN RECTANGLE 
C OU UN iCERGLE 
c 
C ld.QPEt 
C 
C CALC S P L ~ ~ I I X ~ Y ~ A L F A ~ N ~ ~ ~ H P N ~ A A ~ C W U ~ I C N U ~ ~ C ~ U ~ S C H U ~ ~ S I G ~ A ~  
C * C O S P t I r B E f A t A S t A U X s I E R I  
C 
C OPSCH I P f i O N  OLS PARAMGTRE S 
Ç: 
C X r Y  VECTEURS DE DIREkSICh MPN 
G ALFA ZABLEAU BE D l N E N S l l l N  N DES VALEURS IMPQSEES A LA 
C FQNCTSSN SPLINE AUX N PûtNTS DONNES T f I ) ~ C X t I ) t Y ( I )  1 I l1w.r .N 
C QU RECIANGLE QU OU CERCIE 
C h h6MBRE DE P Q l N T S  DONNES 
C )r hC2HBRf DE PQXNTS W QN tbEUT CALCUtER LA f ONC? ION SPLINE 
E )iiP#=N+U 
G A 1  TA&LEAAJIN*&P&) Q@S VALdURS DU kOYAU REQRQDbISANT OBTENU 
G PAR NQYAUK GU NOYAOC 
C ÇHU1eCIUZsCHU3sCMU4 VECTEURS O€ DjfHENSION N-3 ~ I E N U S  
C PAR COEFCJ 
C S I S U A  TABLEAU RESULTAT DE O ~ ~ E N S Z U ~  W; CONTENANT CES 
C VALEURS O€ 'LA FQNCIÏOPI SPCINE CbLtULEES AUX PClINfS 
C f i J j ~ ( X 1 3 )  e Y ( 3 )  L $*N+lrk+Zt.*rh+H 
4 +CaS@kI  VECTEUR DE TRAVAIL ûE SfWEhSIQN N+3 
C BETA - N-3 
C 4 5  - {N-31 *th-2)/2 
1: AUK - N-4 
C SM MESSUE D'ERREUR SUR EE PROGRAHME OGELS VOIR DGELS 
C 
c SOUS-PROGRAMMES ET FG~KTION~S ~ P E L E S  OCELS (Ien-ssP) 
C 
G REPARQUfS 
C 
C lOUTES LES VALEURS REELLES SQNT EN DOUBLE PRECIS lON 
C T O U T E S  LES VARIABLES CQNMEWANT PAR I g J t K t t t H r N  SORT EN F I X E  
C S P Ç I 2 I  6 Q O I  E I R E  APPELE APUES NCYWK ûSf NOVAUC ET COEFCJ 
c 
c irerhaok I O 1  R BART l E 2-5 
C 
CII~1~--*--~-----U-*-iII-iII-.--.--.-.I.IN.Ii--i..LI.li-.).)------II 
C 

SUBRBWTINE S P C I 2 f  ( X I Y ~ A L ? A I N ~ M ~ M ? N ~ A A ~ C N U ~ ~ C P U Z ~ C U U ~ ~ C H U ~ ~  SlGwA* 
+ CQSPLI ,BEfAt4SsdUXolER)  

c 
DlUEkSfQN A A ~ N I M P N ~  
DI#fkSION X l  l)r~(l~lAtF~dll~E~UiIi~~CR021111)C)4U3~ 1)wCHU44 

* S I & ~ A ~ ~ ) S C O S P L I ~ ~ ~ ~ ~ E T A ( I ~ ~ S A U X ~ ~ ~ ~ ~ ~ A S ~ ~ ~  
OQUB&E PRECIS ION XsYrALFArAAs C N U ~ ~ C H U ~ ~ C H U ~ ~ C M U ~ ~ S I G H A ~ C O S P L ~ ~  * B € J A S ~ U X ~ A S I D E ~ O M ~ C C U ~ ~ D ~ : ~ ~ C N ~  









SCBROUTINE MINSPL(NIARG~VAL,GRADI 
C 
C CALCUL #OR&€ QUADRATIQUE ET GRACIENJS 
C 

#- 

CGWNON X( lOOLvY1100)  #ALFA( lOO)vAS( 112t ] )vHN(47t  1001 tFAC(S0)  tEPS.XL 

C I & E h S l û h  ARGl1) rGRACLl )  
DOUBLE PRECISICN A A G t G R P Ç t F A C a X t Y t A L F A t A S t H N e V A L v V A L L r V A L 2 t  

* VACG1 bVALG2 
h&C=6-3 
VAL2=0.00 
G R A U h - S  j=0.00 
GRAOlk-if  = 0 * 0 0  
GRAOI&d=O*DU 
DG 1 J = l e N  
FACIJ)=OmDO 
$0 2 I=l,kMP 

2 FACIJ)=FACI  JI+ARGt l)*HN((,J) 
F A C ( J ~ = F A C ( J ) + A R G ~ & - ~ ) * Y ~ J ~ + A R G ~ N - ~ ~ * X ~ J ) + A R G ~ ~ ~ - A L F A ( J J  
YAL2=UAL2+FAC( JJrFAC4.l) 
CRAIL Ih-2 )=68AD(N- î I+ fAC(J) *Y(J)  
GRADJN-l)rGRAD(N-lL+FACI J ) * X 1 3 )  

1 GRAD.fh)=GRAOi hl+FAC(J) 
MAhl=Gm00 
OC 3 K=ltNNQ 
'VALGi=O. 00 
YALGZ=Oo DO 
OC 5 Itl,lYMQ 
GALL L O C ~ K I L , ~  I vhHQvNMQt l I  
LALi=VALl+ARG(U)?ARG(I)*hS4111 

5 bAGGl=VAtGl+dRG( i)*ASIiX 1 
iûG 6 J = 1 t N  

6 YALGZ=VALGZ+FAC(J)+HklKIJ)  
3 G R A O J K ~ P ~ * ( E P S I L * V A L G ~ + V A L G Z ~  

6RAO(N-21=2*GRAD(N-2) 
GRADJ k-1)=2*GRAO 1 h - l J  
fRAWN)=2*GRAD(N) 
kAL=EPSIC*VAL1+VAL2 
R F T W N  
END 
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