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0. INTRODUCTION.

Les fonctions " spline " polynomiales & une variable ont été
introduites par Schoenberg, qui a mis en évidence leur réle important dans

le lissage des courbes.

On peut les définir de la maniére suivante :

Soient : - 1'espace de Hilbert X= e [a,b] , muni du
produit scalaire :

! ¢ '
. (f|}) =Z//w(f);9)(t) olt ( [a,b] est)un intervalle
- : g - fermé de R

;o |

et de la norme :
felh2=Ctl £,

- 1'espace de Hilbert Y = H° [a,b] = - [a,b]

- K ¢ 1'application :fé X— R“9 A =((‘£‘If))(4n‘f)) .
ou les éléments linéairement indépendants % i de X sont les fonction-
nelles pontuelles : (A,_ | g) = f(x,-_) =ea; ( i-=1,2...‘n.) s .

(On suppose agx,<x,< ... xngb).

- T : 1l'application linéaire et continue de X sur Y
telle que Tf = f(k).

n
Quel que soit o € R , il existe un élément unique



seX , tel que :
sl = 7 U=l B,={xeX: Ku=a]

S est la fonction spline polynomiale d'interpolation & une varia-
ble de degré 2k-1.

Pour construire S, on remarque que :
n-%

TS = A ‘& <
;_ i ¢
6'9‘!
- Les coefficients )\ forment ia solution du systéme linéaire :

¢
n-k
J.(g- 'e\») ;. .. u*&f é='ll.../n—1€

ol J o ?, désigne la différence divisée de la fonction g aux points
-

Ofps ooe A et

A1
: 7)! J”“,----I—uﬁ (x-t),

avec . (x-f,)“q gl x>t

0 I x(t

La matrice d'éléments (hi | hj) est symétrique et bien conditionnée.



Connaissant TS, on peut ensuite de différentes fagons déterminer

5

Creville 9), Carasso ’6) et Laurent 11) ont en particulier étudié

le probléme de fonctions spline a une variable.

La notion de fonction spline a été généralisée par Atteia 2).

Birkhoff, Garabedian et de Boor, puis Ahlberg, Nilson et Walsh
ont étudié certaines fonctions spline d plusieurs variables 1) qui entrent
d'ailleurs dans le cadre abstrait défini dans 2)

Voici la définition qu'ils ont donnée de ces fonctions.

' Soit un rectangle R : agtgb 3 g s 4.

Deux ensembles de point At : a=t°<t<...<tn=b
et As:c=s°<s<...<sm=d
déterminent un réseau Il = {Pij } qui partitionne R en nxm sous-rectan-

glesRij Cl=3, 2 sus B3 J =1, 2 .ss 1),

Ahlberg, Nilson et Walsh ont défini une 'simple doubly cubic

spline " S T

et qui satisfait & des conditions de continuité de ses dérivées partielles

(t,s), qui est une cubique double dans chaque rectangle Rij

sur R. ..
1]

Cette fonction spline d'interpolation prend des valeurs imposées
aux points Pij et les valeurs de certaines dérivées partielles aux points

Pij sont imposées selon le " type " de la fonction spline envisagée.

Les auteurs établissent 1'unicité de ces différents types de



fonctions spline d'interpolation qui minimisent :

// as,‘”}o‘\‘-ds

Pour une variable t ou s fixée, la spline i une dimension obtenue

[y

doit 8tre une fonction spline d'interpolation & une variable.

Les m@mes auteurs ont étudié aussi 1'extension suivante,

S (t,s) est une fonction spline généralisée sur R , relative-

a

ment i et aux opérateurs :

L:f’a' (’6) Dt +ta,., (t) A +‘ .- T, (‘t)

=&, (s) D? +éu—? (5) Dsw: -t (S)

si, pour une variable t(respectivement s) fixée, S - (t,s) est une fonction
spline généralisée relativement 3 At(respectivement Dg ) et al'opé-

rateur L, (respectivement LS).

SW (t,s) est une fonction spline de type explicite, si Sg peut

&tre développée suivant k fonctions spline de base :

4

So(tis) =Z¢; £ (t:s),

¢=7

ol les paramétres ay correspondent aux valeurs de certaines dérivées partielles



d a ints P. ..

e Sw, ux po PlJ
Une fonction spline d'interpolation S w.(f;t,s), telle que

S o (f;t,s) = f(t,s) aux points Pij’ est une fonction spline d'interpola-

tion forte si, en plus, ces paramétres a; correspondent aux valeurs de

dérivées partielles de la fonction donnée f aux points Pij'

Moyennant certaines conditions nécessaires de continuité sur les

dérivées partielles de f, la propriété :

d

¢ 2 4,4 .
; {LsLtf(t,S)}clto(s >/// {LsLts,,.(f}'f,s)}a(fc{S

[

est vraie.

L'unicité est réalisée si S o (f;t,s) appartient A une famille

particuliére de fonctions spline de type explicite.

Malgré les apparences, le point de vue adopté pour définir les

fonctions S a est unidimensionnel.

Dans une investigation plus générale, 2), Atteia a mis en évidence
1'étroite relation entre les fonctions spline généralisées et les noyaux
de Green relatifs aux opérateurs différentiels, puis entre les fonctions
spline définies dans un espace topologique E et les noyaux reproduisants
d'Aronszajn-Bergman de certains sous-epsaces hilbertiens de E.

La fonction spline 0 relative a N, G et &£ , ot N est un

sous-espace vectoriel fermé de E, G un convexe fermé de E et o€ un Sous-



espace hilbertien de F = E/N, donc de E, peut s'exprimer directement par :
T =0, + T o (o eN.

U; est 1'élément d'un ensemble fermé de 76 , & plus courte distance
de 1'élément neutre 976 de #H .

Si on peut mettre en évidence un sous-espace hilbertien 7( 5
isométrique & # 5 GL appartenant i un supplémentaire topologigue de

N dans E, et dont on connait le noyau reproduisant d'Aronszajn-Bergman

K (t, &), alors :

0= 0;; +U; ol 0‘;4 peut s'exprimer facilement en

fonction du noyau reproduisant,

Le travail suivant sera le développement du cas particulier des
splines d'interpolation i deux variables sur un ouvert () rectangulaire

. 7 2
ou circulaire de R,

E sera 1'espace vectoriel topologique des fonctions réelles, muni

de la topologie de la convergence simple,
N 1l'ensemble des polyndmes de degré 1 et

G 1'ensemble des fonctions f telles que f(t') = o

(t':eﬂ , =7 ef o(.;GR).

i

Ces fonctions spline d'interpolation sont de nature différente de
celles introduites par Ahlberg, Nilson et Walsh essentiellement parce qu'on



n'impose plus & la fonction, obtenue en fixant 1'une des deux variables,

d'étre une spline & une variable.

: p . i
Dtautre part, dans le cas envisagé, les n points t~ ne seront pas

nécessairement situés sur un réseau rectangulaire ou circulaire.

Leur nature est également différente de celle des fonctions spline

a4 une variable dans la mesure ou, aux noeuds tt , on n'observe plus de sauts
b Y
sur les dérivées d'un certain ordre mais des singularités du type A(Vz/;oj r‘j

et A‘ ( rz[,og r) , en appliquant des opérateurs laplaciens et bilaplaciens.

La difficulté essentielle de construction sera de trouver un sous-
espace hilbertien % dont on pourra exprimer le noyau reproduisant K
sous la forme, donnée par L. Schwartz, d'une série Z €, ® e, )'
4 1'aide d'une base hilbertienne (g;).,;. cel

La condition de distance minimale de U;C Y 97& ~ (autre-
ment dit de norme minimale) se traduira par la résolution d'un systéme

linéaire comme dans le cas des fonctions spline 3 une variable.
p ;

Les résultats obtenus seront ensuite étendus facilement aux fonc-

tions spline d'ajustement.



1. FONCTIONS " SPLINE " ET NOYAUX D'ARONSZAJN-BERGMAN.

a. Sous-espaces hilbertiens 12)

o o s o e s ot apa o

On supposera toujours que E est quasi-complet, c'est-d-dire que toute partie

fermée bornée est compléte.

On appelle sous-espace hilbertien de E, un sous-espace vectoriel
de E, muni d'une structure hilbertienne, pour laquelle son injection na-
turelle dans E est continue.

s o e st e

> (x(y)ze , la forme hermitienne définie positive sur % R

(X;Y)
qui est linéaire en x et linéaire en y.

Remarque : On sait qu'id toute forme linéaire et continue sur i s

e s e i s

k : h ——> k(h), on peut faire correspondre un élément k ¢ # tel que :
k(h) = (h| k)g{ et réciproquement.
(hi k)g{ étant linéaire en k, il existe un isomorphisme de ¢4

sur le dual Htie H .

b. Noyau d'un sous-espace hilbertien 12).

Définition : Soient : E' le dual de E, /(rc un sous-espace hil-

O

bertien de E, j son injection dans E.



L'application adjointe j* de j est une application continue de E'

Si O est 1'isomorphisme canonique de #€''sur W,
alors H= jo © oj* est une application linéaire continue de E', muni de la
topologie faible @ (E',E) dans E, muni de la topologie faible G (E,E').

'H est le noyau associé i }Jt ou simplement le noyau de 76 .

On a le schéma suivant

13

On montre que H est alors a fortiori continue pour la topologie
forte de E' et la topologie initiale de E, et que @ oj* est fortement
continu de E' dans %C.

Dans la suite, nous confondrons H et € oj*.

s o S ot e s s i, e .

Proposition : Le noyau H de (.4 est 1'unique application de
E' dans R telle que : )

quels que soient e' ¢ E' et h € % , on ait :

. (élHe’)R=<%,e'>. "

(on note <e,e'$H , le produit scalaire canonique de e € E par e' € E').

~En particulier, quels que soient e' € E' et f' € E', on a :
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(H'THE ) <HEe>, done IHe I} -<Hees y o

On dira que H est un noyau positif.

L. Schwartz a montré qu'il existe une bijection entre 1'ensemble
- des sous-espaces hilbertiens de E et 1l'ensemble des noyaux positifs de E,
c'est-i-dire des applications H de E' dans E telles que : < He',e >)0
quel que soit e' € E!',

Proposition : Soit 7@ un sous-espace hilbertien de E, et soit

- o o o s o s e i S

(e.) une base hilbertienne de .
1.
el .
Alors, le noyau de % est Z 4.8 ¢, , cette série étant som-
, ' iy 4 :
mable dans 1'espace ;55 (E',E) des noyaux relatifs & E, muni de la

topologie de la convergence simple,

.

¢. Noyaux reproduisants d'Aronszajn-Bergman.

X
Soit )( un ensemble et E = R , 1'espace des fonctions réel-

les sur X , muni de la topologie de la convergence simple.

X!
Le dual E' = ( R ) est l'espace des mesures & support fini
sur X .
De telles mesures sont de la formg :/q== : 6&4 ol GC,_
xe
est la mesure de Dirac du point x et ou les coefficients c € IR sont

nuls sauf un nombre fini d'entre eux.
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Ainsi pour fe Rx : < f,/} -.-.Zcxf(z)

%
X
Proposition : Il existe un isomorphisme entre 1'ensemble 7(( R )

s e s i i S i s i .

des sous-espaces hilbertiens de Rx et le cone convexe saillant de
[Rx"x formé des fonctions de type positif, c'est-3d-dire telles que :

E ¢ ¢ $ A ( x,f) 2> 0 un nombre fini de coefficients
zl} ‘

cx,c} € R étant non nuls.
. La fonction A sur X«xX associée au sous-espace hilbertien 7
de R est caractérisée par la condition :

Quels que soient K & '}C et xeX : (‘ﬂ lA( ,x))ﬂ ='g.(x)

En particulier : quels que soient x & X et ) eX .
(AC, INAC %), =AES) <€ 1A, 2l < Alxz)
De plus : lﬁ(ﬂ'»” ”‘é “&”W (/q(xl"‘:))"/2

A est le noyau reproduisant d'!'Aronszajn-Bergman associé au sous-
X
espace hilbertien % de R .
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d. Fonction Spline )

d.1, Soient E un espace vectoriel topologique séparé défini sur R
et N un sous-espace vectoriel fermé dans E.

Soit 79 la surjection canonique de E sur l'espace quotient
F = E/N.

F est muni de la topologie quotient : tout ouvert ) de F
est tel que ? _l(ﬂ) soit un ouvert de E.

F est séparé puisque E est séparé et N fermé.
Soit G en ensemhle convexe fermé non vide de E,

M1 est 1'adhérence dans E de la variété affine engendrée par G,
et M le sous-espace vectoriel déduit de Ml par translation.

M est muni de la topologie induite par celle de E.

d.2. Cdne asymptote

—— e on o G mf o g o

Considérons 1'ensemble : G-w = (\ )\(G—?) y 7 e G
>0
(i)xeG“<~;—»>j+/4xeG ,V/q>o,

En effet, si x € G,

V)\}O/ i1 existefi cC :z\(fi—g):x

donc :

V/q>0,, ;4-/4.&7{7;' eG.



= 1% =

Quand /4;0', ;+/4x=jéé.
Inversement, si ;-f-/‘lxs G p V/4 20 :
x-QoX (-'-'X:c-r-? -})eG‘,,

I1 en résulte que :

(ii) 6, est un cdne de sommet GE(élément neutre de E), qui est convexe
et fermé.

(iii) G, est :i.ndépendant de g .
Soit G!, = f;\o)\((:—g_') ; g’eG.
si xe G : ;’«r/-«x eG V/u >0
si ?eG : j-r/uxeG- , Ympo.
En effet, considérons 1'élément :
/,\ =/\?’+(/i~))(¥+/u-t).
s 0AGA < po fe (g et ) O

car : Z’-}-'—':‘\-f‘-/wx_eé'
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Comme G est fermé : /‘\&nn f’\-;Z'*/‘xGG y V/-«}O

-y O
Donc G'yy ¢ G, . Deméme G, c G, d'olt G, =0 o
Si G n'est pas fermé, G, peut dépendre de g.

Définition : G étant un ensemble convexe fermé non vide de E, on

P

appelié cdne asymptote de G 1'ensemble :

G’w -\ A(6-q) , geG.

Ao

G, +gestla réunion de toutes les demi-droites ouvertes de sommet

g contenues dans G et de 1'élément { g } .

Si G est borné : G _, = GE.

hl) GA N=¢

hz) G, NN = QE ( SE : élément neutre de E).

h3) M + N est fermé dans E et dim (M ~AN) < + oo.

h! 3) G est localement compact dans E.

Nous utiliserons, dans la suite, le théoréme suivant di a

7.

J. Dieudonné

d.4. Théoréme 0 : Soient E un espace vectoriel topologique séparé défini

i i . i o e s s
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sur (R , A et B deux ensembles convexes fermés non vides dans E.

} Si A est Jocalement compact et A, M B= GE, B-A est fermé
dans E.

Le théoréme O permet de démontrer les deux théordmes suivants :

Théoréme 1 : Si les hypotheses hy, h, et 1'une des hypothéses h3 ou h! 3
sont vérifiées, T = 7 (G) est fermé dans F.

Preuve : Démontrons d'abord le

o oo e e g o

o e s e

Lenme : O = 7(6) est fermé dans F si G + N est fermé dans E,

En effet : G + N = 7“1(6').

Or G est fermé dans F si ? ’1(‘(‘;) est fermé dans E, par défini-
tion.

(i) Supposons hli, 112,h"3 vérifiées,

Puisque N et G sont convexes fermés, comme G est localement compact
et G AN, =G, N N= 64,
on déduit du théoréme O que G + N est fermé.

(i1) Supposons h,, h,, }13 vérifiées.

Notons H le translaté de G, dans la translation qui transforme

M1 en M.:

Pour que E‘: soit fermé dans F, il faut et il suffit que ° 7 (H)
soit fermé dans F. ' '
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Notons \f la restriction de 7? a M,

Puisque ¥ (H) = 7 ), T = ?’ (G) sera fermé dans F si
71 (H) est fermé dans F, ou encore si H +(M n N) est fermé dans M.

H est un ensemble convexe non vide. H est aussi fermé dans M,

puisque' G étant fermé dans E est fermé dans M.

M N N est un ensemble convexe non vide, fermé dans M et localement .
compact dans M puisque dim(M ~ N) < oo .

Deplus H o =G, et:
Hy,n(MAN) ,=6,A"MAN=G, M _AN=G, NN=6

car GCM, = G, chM

400 *

Du théoréme 0, il résulte que H + (M n N) est fermé dans M, donc

que 5 est fermé dans F.

Soit # wn sous-espace hilbertien de F, de produit scalaire

C1 )'R et de norme }| EIR'
Notons C = # nG .

e e e e o . o s e e

~ »
Théoréme 2 : C est fermé dans 'R .

Preuve : Notons /5., la topologie de v/ induite par celle de F et
%& la topologie de ¥ liée 3 sa structure hilbertienne.

Puisque 1l'injection naturelle de ’JC dans F est continue, ’6&
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est plus fine que '5,.

, Si on note El (respectivement 52) 1'adhérence de ) dans % ( ’6,,
(respectivement ‘R ( '6,) ) : E, > c‘:z D'C:.

Or 81 ] puisque G est fermé dans F,

— o~
Donc CI2 c G.

Puisque ‘52 ¥, on en déduit que :

&l

.~ L A v fand
nG CGA7C=C c'est-a-dire que Cz=C.

Ainsi '(\I' est fermé dans q'e .

Notons @  1'€lément de C & plus courte distance de 9* s
é1ément neutre de .

- Définition : On appellera fonction " spline " relativement 3 N
et G, tout représentant de la classe (~ qui est un élément de G.

Un tel élément @  réalise un " lissage " des éléments de G.

Supposons que N admette un supplémentaire topologique L dans E.

Soit g(={ueL:7(«.)e'ff} (H# B car 6 ¢ X ).

L'application (u,v) —> (?’(u.)} 79(0))« est une forme

hermitienne définie positive sur
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(1) %  muni du produit scalaire (u | v),k = (7{&)] 7(1’))‘3{

est un sous-espace hilbertien de L, donc de E.

(ii) La restriction «.// © de ? a }k est une isométrie de K
sur #.
G’k & r ’I(E) est fermé dans K puisque T est fermé dans #.

Un représentant de la classe ?‘ sera de la forme :

¢ =0, + 0 gre N T e X
ol d;(_ est 1'élément unique de 7( tel que :

(U‘élq&—gw)ys o] quel que soit axe GSL
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2. FONCTIONS SPLINE D'INTERPOLATION ET D'AJUSTEMENT A DEUX VARIABLES.

a. Préliminaires,

2

Soient £} : un ouvert de R®, borné étoilé et éﬂ. : sa fron~

tidre réguliére, dont aucun point n'est intérieur & la frontidire de fL.

E est 1'ensemble des fonctions réelles u(t), définies sur (L :
t=(ty, t;)) e N |

E muni de la topologie de la convergence simple, est séparé et
complet, ’ .

N est le sous-—espace vectoriel fermé de E, engendré par les fonc-
tions :

t —3 13t — t ;3 t —> t

2.
7’ est 1'homomorphisme canonique de E sur F = E/N :
E—2% 5 BN =F F est séparé.

Soient n points distincts de L t! s ¢ ... t% fixés et n

nombres réels o,, o, ... &, .
On définit G :

G={u.eE:u.(t"')=d;' -’léfos‘n}. |
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D'ol : C”={ueE.:w(6£)=0 1< c‘(n}'
Notons U~ 1le sous-espace vectoriel de E, des fonctions réelles
définies continues sur {1 , et dont les dérivées du ler et du 22me

ordre, au sens des distributions, sont des éléments de £"(ﬂ.)

b. Hypothéses.

hl) On suppose que les nombres  « . sont tels que :
CA N=¢
h,) On suppose que n > 3. D'od G,, N N = 6 5.
h3) Comme dim(N) <+ 00 , M+ N est fermé dans E et dim(M N N) <+ o2

D'aprés le théoréme 1.1., Z‘:= ? (G) est donc fermé dans F,

c. Proposition : Aff = 79 (’lf) est un sous-espace hilbertien de F.

Preuve : 7{ est un sous-espace vectoriel de F = E/N.

e e s o o

H  est séparable puisque ’U’ est séparable,

Si on considére la forme bilinéaire sur U :

(yw Qvﬂ ‘u. yu' o J”’)a(.w(é),

I(wv)- T AR TI Ty A TP T

:f(u,v) garde la méme valeur, quels que soient weé€ L et vev , ol
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W et v désignent les classes d'équivalence de 1'application quotient.

Donc 1l'application :

= J(w,v)

(%, %) — (x1¥)

"’

définit une forme bilinéaire définie positive sur 76 , et l'application :

@ —)II'J,II,K=\/(Q’.| Ut.; oSt tne HoTHe Air 4.

®

’y{ est complet.

En effet, considérons une suite de Cauchy t1 n) dans % . Fai-

[N

sons correspondre a chaque u~n, un représentant u de cette classe.

Yus du

%t e )

2
La suite —é-—-";—-l" (respectivement
1

est une suite de Cauchy dans ‘562 ( ﬂ)

Cette suite converge vers 4/,

dans £’z(ﬂ) .

2 2 1
L'application T : w ;(3:;" ft :;;,jt":) ole v’
1 17 ¢ 3 .

(respectivement 2. v,,)

o fa

3
dans A (ﬂ c J@z(ﬂ) est surjective (cf. 2).
- 2 .

I1 existe donc un élément a~ ¢ v tel que :



aav' e yv’ ' '92'1:-'
e (- 55 It2 "%, )

On en déduit que ('ﬁ'n) converge vers > = 70(‘»‘) dans gﬂ H
donc est complet.

L'injection de {ff dans F est continue d'aprés le théoréme de
Sobolev. (cf. 13-8).

Pt s
d. Caractérisation de C = 7{; n (J‘

"

On sait que C est fermé dans {K (théoreéme 2.1.4).

On peut déterminer (n-3) éléments linéairement indépendahts du
dual E! de B :

. (J"“‘ cé cft; * cf‘aft@ﬂ v ot ng«-z +c§£;+a 4<”[ < m-3

tels que : <ﬁ,’7> "<f'/t4;>==<@1éz>so

ou cle R et c{ & est la mesure de Dirac au peint t.

L'application & —» <fd:,u.> de & dans (R, est une
fonctionnelle linéaire et continue.

ment 07 de U
I1 existe donc un élément C‘ de , tel que :

<G >=(g1%),  1<f<3.
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Les éléments E{’ "él e '(;;_3' -~ sont linéairement indépendants.

Si on pose = cd +C o +C ol. ‘1<.€""‘3
P PJ i &4-1 :. J""" 3 aa J 4
quel que soit w € c :
~s ~
. u,) = ' u.> = p .
(%1 e~ <Ci ¢
et inversement, quel que soit U € )K tel que :
~. t‘:) - ﬁ- -4 ] ﬂ—-a
( Cil “lue =P; StES )
on peﬁt trouver un élément w € & tel que :

o~

welGnll  donc weC,

I1 en résulte que :

C = {u.e’K (Qlw) {3&‘ 4<0¢‘<m—3}

R

L'element de Cﬂ a plus courte distance de 976 sera :

i
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e, Expression de la fonction spline.

N admet un supplémentaire topologique L dans E.

Si on sait déterminer un sous-espace vectoriel {E " de U
tel que :

1) H={uel: ?(w)e’lfk |
(ii) (u.lv),z = U(u.,v-) soit un produit scalaire sur &

(iii) 7( soit un sous-espace hilbertien de L, donc de E, de noyau
reproduisant d'Aronszajn-Bergman : K (¢ ,8),
alors la restriction de ? i R est une isomé-
trie de {K sur 7C , et les fonctions splines relatives
26, Net £ sont de la forme : '

Cl)=ple)+>a [ K(t,H) ret Kk (67 cf K¢, £+ K (t47)]
o pe N.

En effet : K ( f, e) étant le noyau reproduisant de }fé
6 (€)= (G () [K(t,0)),, -
Or ¢
(G @ TR(e )= (p oy LK (0]
= (T Y[k(t,e),])k |
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par la définition du produit scalaire dans

Comme GV(G z& G‘(e dans /}C
( T(o) ly[K(t e)]) Z (Q(e)ly/[K(te )

6-1

Dans 2-d, nous avons défini :

(’67|EL)M= Q& [ u> ol u est un représentant de la classe U.

K(t,e)est un représentant de la classe f[l( (6, 9)] » donc

(& @1 yLk(e]) =< G+ v G ciEm K(0)>
et _—
G ) ZJ [ K (&, 60) #c K(t,007) +-¢f K(t, 60'%)+ cf K(t,047)]

4=

f. Unicité de la fonction spline d'interpolation.

Supposons qu'il existe deux fonctions spline d'interpolation re-
latives 4 G, N et % : ¢ et 07

Elles peuvent s'écrire sous la forme :
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G (t) = p(t) + Ty (¢)
a..;(t)____ro(f}_,_ % (¢) , puisque G‘;( est unique. p,p' e N.

0 (t) - ¢(¢') ’f’(é)"f"(f) eN.

F/A
A

De plus, U"(t‘:)~0'"(ti)=0 1
Donc : '

Ct) -0'(¢) € G, .

Or : NnG’wsea

Donc

Cl)-C(t)=c & k)=0(t) V¢,

g. Fonction spline d'ajustement.

b=

Seit 1l'ensemble Z_ = 7€X R"‘ .

7& = (Qf’ ) est le sous-espace hilbertien de E défini ci-
dessus dans 2-c .

Si 5= (W, e iy ) o w, e ® ;R 1sign

¢ 32"" (""51/31:""/35/;"/3") o Wz € K ot IB‘.GR TS
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soht_ deux éléments de Z s on pose :

1(5" S&)Z.g (w; l%)’é‘t +( (Z':“ P") ' f : scalaire positif,
o WG

Avec ce produit scalaire et cette norme, Z ~est un espace
de Hilbert. | '

Soit 1'application L-définie ainsi :
Ve -t lx a(?(;j,y'(x))e z o

est la surjection de Vv sur 4 définie dans 2-c, et
¥’ est 1l'application : '

x(tl)
’D‘ax,-L ] eR™

x(t™)

Notons N?— s le noyau de 1'application ¥
Soit a = ((Oyy, ¢, ... &; ... a(,‘) un élément donné de Z..

Si, on suppose que Nf NN = ev, , i1 existe un élément et un
seul : S_ € V- tel que :
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ILis, -l = M NLx-al, = s ool + S ce)-e1t)

(Y]
En effet, L applique biunivogquement V sur V =L U‘
. ?(x,,) = ?’(x,,) = cf’(x,—xz)xo = x,-x, € N
car : Lx1 = sz =

CF(2) = Flaa) =D F(xm5)=0=> x,-x, € Np

Or:N'?nN=9U, ,doncx1~)§2=6l,. et Xy = Xge

D'autre part V est un sous-espace linéaire fermé de Z. .
sy 2 -~ X
I1 existe donc un élément Sa eV et un seul, a plus
courte distance de a, et Sa. est 1'élémen'c de ¥ tel que I.,Sél = Sa ]

S, est la fonction spline d'ajustement relative a N, F O,
et au scalaire f
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3. FONCTION SPLINE SUR UN DOMAINE RECTANGULATRE ET CYRCULAIRE.

SOUS-ESPACE HILBERTIEN & .

Le sous-espace hilbertien & de E,

Soit )  un ouvert ayant pour frontiére un rectangle ou un
cercle de R:' ) -

Considérons le sous-espace vectoriel % de VT , tel que :
B &:{u_ev';fu,dﬁ =-/u.1’:418{u.tza[(=0}
on. (10 on
( 9.0. est la frontidre de (L et df 1'élément de longueur de éﬂ. )

Ltespace de Hilbert 7)' est muni du produit scalaire :

du Jv, du dv  Fu Sy, du dv . b Ot
(wiw)y=f (oG ST G S+ S wag S o ) 4 (t)
.

Propriété 1 : Les applications :

@0 s s T st s e s s

sy | udl , W= u.é,a(C», W@ — u,tzafe»

dn o - o0
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sont trois fonctionnelles linéaires sur v 2 continues et linéairement

indépendantes.

Preuve : (i) I1 est évident que ces applications sont linéaires.

B e ]

(ii) Si LL est un ouvert c R“ vérifiant 1'hypothése :
{L est borné et sa frontidre est une surface réguliére dont aucun point
n'est intérieur & la fermeture de .,
et si u est une distribution € H (.ﬂ) ’
d'aprés un théoréme de Sobolev 8’13) : sim <"~.--";-:-,
toutes les dérivées distribution de u, d'ordre au plus égal A m, sont conti-

nues dans la fermeture de {l.

De plus, il existe une constanté M dépendant de L)L , de £

et de n, mais indépendante de u telle que :

Ess Swp I“‘("')lé M““’“He‘(ﬂ)

el

V aéfini dans 2-a, n'est autre que Hz( LL).

L'hypothése sur L)L  est vérifiée si Ty H— un cercle, et

la théoréme est encore vrai si ).ﬂ. est un rectangle 8).

1

Conme A=2ectn=2 => A£A--2

Donc u & & est continue dans la fermeture de L , et

B3 e |“(’° <M ll “'“v
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| ﬁf,u, <M, f Elde < M|u],
on. on _
[ wtydt < Mylufy
n |
‘ / u.ow, < Manwn i ) (M1 ,M2 , M3 constantes indépendantes
In k de u).

Ce qui entraine que les trois applications sont des fonct.onnelles linéaires

et continues,
(iii) Elles sont linéairement indépendantes.

En effet : si

A1[u¥(+/\.&/widﬁ+/\5/utzde=0 (J,,,)a“/\seﬁ)
o0, on £IR

pour tout u € Z)’ /

t (o dtat At )l = [ &, (4,40, £ 4 Ay, )l =0

0. an

j (A At +A L, )dl=
) |

0.

Or, d'aprés un calcul simple pour le cas du recrangle et du cer-

cle, le déterminant :
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‘ / oLe / &l /&za&
an. an. o0

D= : / ) 32/ A PR W) # 0,
0. o £l
- [t l{{,f,_aa trde |
on - N a0,

ce qui entraine que ¢ /\ =A, =A =0,
17T D

I1 existe donc trois éléments hl’ hz, h3 linéairement indépen-
dants de 7% tels que :

[addt= (ki) ,/ut,oau(&m)w J bl = (hylw), |
P

an 0 di

s st e e et i e o et

est un sous-espace vectoriel fermé de V
Propriété 3 : v/ est somme directe de N et de :kf .

On considére les sous-espaces vectoriels fermés N et éﬁ appar-
tenant & U , comme sous-espaces de Hilbert de vV s

admettant le produit scalaire et la norme induites par ceux de U’

Etant domné x e V© , on détermine de maniére unique Xy € N
tel que :

(k:} x")vz (&"l”’)v— i=1,2,3.
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En effet x est de la forme : A4+Azt1+ As t«& , et le
déterminant : R '
(h, | 1), (n, lty), (b 'tz)v'- | =D #£ 0
By 11), (B ley),  (glty),
Donc le systéme linéaire :
(4! A,+A,‘t1+A,tL)&z(&;lz) i=1,2,3

a une solution unique : /\1 ,/\,', /\3 .
Il suffit de vérifier que x - XN €'3(-
(hi l\fN)v, = (hi‘ x)”, (i= 1,2,3), donc (hi ‘ xN - x)”, = 03‘
c'est-a-dire : x - Xy = Xy, [ ”3% par définition de 3( .

La décomposition :

x=xN+x7{ ‘,oix‘xev' ', est unique car :
Nnk =6,
En effet : un élément Xy = /\1"")\&{:1"‘ Astb qui appartient a &

est tel que :

Gy In), =0 i=1,2,3.
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Or le déterminant D est différent de O.

Propriété 4 : Muni du produit scalaire :

w Oy %
(wlv -’J(u. v‘) j(ie‘i?"’zat,agi?g T:'ég-:)dow(‘e))

et de la norme :
A
“uu'x = {(u\u) }
ZC est complet.

Preuve : Soit une suite de Cauéhy [(un} de R .

320- (,m i z“a. ‘)z“' ) est une suite de Cauchy dans o{ a(n)-
PIEANAE > A

2
Flle converge dans 5€ (ﬂ.) vers 1'élément v, (respectivement
Vigs Vor )

On sait que 1'application T

2 L ¢, _ 3
w o (22, 5%, 9% ) o U aans Ay(0) < [£¥(0)]

est surjective 2) .
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I1 existe donc un élément o e U tel que :
S : :
v v dvr
'-——,-'-‘-’U'(us.-—-——:u- :;‘u’)_
FEE =0 P k3¢ ‘n’ 3@ o1
Or : v: & @ N
Il existe donc un v, € 7(, unique tel que :
vev,+y, o e N.
Et
2z 2 2 ]
az‘l)'__,v'___ 31).', +-—b.auz:—-4hbv (mffsavi,v'zfm .
ks e aty  It}r  de} & ;t,)tz att
Donc ’j[f est complet.
Propriété 5 : L'injection de % dans E est continue, et % est
séparable.
En effet, \}iﬁ est isométrique & % , qui est séparable.

D'autre part, du théoréme de Sobolev, il résulte facilement que

l'injection de 56 dans E est continue.

E, supplémentaire de N dans 2% , tel que
. 7(@)6 4 so ue{m

7(, est muni du produit scalaire
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(wlv)y = ()1 9),, -

Pour obtenir la fonction spline, il suffit de déterminer le
noyau de %
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4. NOYAU K(t, 8) DU SOUS-ESPACE HILBERTIEN JC

a. Cas du domaine rectangulaire.

~ On peut d'abord se iimi_tef‘é 1'étude dv cas ol N est le

carré [ 0,7, 0,7].

/
Nous allons montrer que les éléments :

{uk,m(t) = sinkt, simmt,, 1k, "1<m}

qui forment une base orthogonale de £z(ﬂ) 14), forment aussi une base
orthogonale de

On vérifie facilement que ces éléments satisfont aux conditions :

/f t, g, aL@/ g dl=C 1R Agm
a0,

Soit u e ¥ : .m,. é aﬂz(_-ﬂ-)

Mentrons que

%‘éﬁ-.—. a:&mié wséd‘, 'al:na'?\pz,;tz dans ;( (ﬂ.)
) o
ma1

Considérons la fonctionnelle :

%‘-{f’:?ﬂdw s 76 2(.0.)
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et @(.0.) est 1'espace vectoriel des fonctions rée:les, définies sur 9N
indéfiniment dérivables et & support compact dans . L .

c)u- Tatw - _f;iw ../ ‘ oue Rt ommf] dw

Ao ..
:-/[Za‘“m;v&t'm«‘» m'l‘,}_d- E 4‘“41»; ’4'614»;1“‘&'& ]%;L deo
A Amy1 2R ’

m;}m,

(ol k, et m, sont fixés)

/[ “1 ‘ﬁm?gt Am'm{. q’é»ﬂ _/[;f; 4mét1mmi}]_§%a[w
m1 ¥R

ﬁz.;’

Or :
l f [;ﬁ‘ Am g'f‘ s b ]-—.t dw| < {/[Zf &Au; &(’1 uog W0 tz]‘z‘,(w}/;
a | ok |

([ Gy«

Comme ﬂ da) est borné, |
. ' 7]
Z A &t -400:. m.e‘f tend vers 0 dans ;{ (ﬂ) J

¥

1
"m L. P

W
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quand : k

f [Zt‘_ dm Rt i mly, )fdwt

m L,

7azw =[ [S g hen Rt mant ]Cfazw

ﬂ"‘) 1

por ¥ ¢ D(s),

c'est-d-dire. é“- »Zﬁgm'ﬁ cos 4 t, 2m m.f | dans f‘(ﬁ).

fomz1

2 2 _
Puisque —-gi.‘: ,-?.E-"-,-%T -g;‘;'r "%'EF appartiennent
a a{ (.Q.) » on peut démontrer, en suivant le méme raisonnement que :

, ’;?ui— = - Q‘m gf/}m &t, 4(¢;st£

" 21

Z: ay B cor bl cnmby . gans & !(-Q)
e 21

du
t,
{"*'—‘-Z— ag. on:‘mé‘ﬁﬁ., o "”f.z
™ 1 .

Ceci entraine que, pour tout u e ?( ;

u = E Qe Am &t,/bu;mf; - | dans & , mmi du produit

fod Al
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scalaire (u |v )’X == ’J( u.,v) et de la norme :

ot [ (3 o

N
La base L sinkt:1 s:'mmt',2 est donc complete dans m .
2
I1 est facile de voir qu'elle est orthogonale et libre dans /ka . En nor-
malisant, on obtient la base: orthonormalede 7 :

wy = é mif/mz_; ({qw,mzq)

On en déduit que si {1  est un rectangle de somments A(a,c),
B(b,c), C(b,d), D(a,d), une base orthonormale de % est

_ 2o WE-a)i e o i te-a )l t -c)
TR ()] e = =

D'aprées la proposition de L Schwartz 12) , le noyau reproduisant
d tAronszajn-Bergman de & est Zc;@eg , olt (c;)ed
est 1la base hilbertienne de X R

Donc :
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(ot €l et 86€ ) ), est le noyau reproduisant de k

b. Cas du domaine circulaire.

0. Préliminaires, Supposons que Sl soit 1l'intérieur du cercle uni-

taire centré i l'origine.

On a défini le produit scalaire de &. ainsi :

az& )zv fu. 9' 9‘ ‘
(tv)ys e n(at} pTTARIP T AP T AT Jt‘) deft)

Pour des fonctions u et 2  quatre fois continuement différen-
tiables dans (1 et trois fois continuement différentiables sur oL s

on a 1'identité :

7(u,v)=jd"u.-vdu) + (\/‘(u.,)-v- -M (w)-g-f)ﬂ

on.

1 ) )
( A\ est le bilaplacien A A ), ol

M(u-) = %’% Zm, Ny Jf,Jé_.’- z%?l' ef'

w a w L .2
Vi) ’“9)%? T3 L""‘*@e: Jt‘) "') '
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- o~ . £ o [
avec n; = cos n,ti) n : normale intérieure )ﬂ 4)

2
Hg( 0)e’Y  algébriquement et topologiquement, car - & H ° (ﬂ)
entraine que : Va%.”_':: 0  sur 3().
M

Si u est quatre fois continuement différentiable dans () et
v € H:' (Q) , 1'identité précédente reste valable et devient :

(u]a.r),n-'-‘* alw v dw
o i
Si : (u.l«r),x—.:o pour tout v € Ho(-n-) ’ on a :
Az'u=0dans O

Soit [ 1'espace vectoriel engendré par les u tels que :

Az'u =0 dans {1

fud€=£u.f,o(£ =/uz;ate =0
n o on
2

Notons P le sous-espace hilbertien de {f(, , complété de

F' dans )}C

H-H:(a)el™

Notons G le noyau reproduisant de H‘z, (ﬂ) et

GAM le noyau reproduisant de r z.'
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D'aprés 10) , le noyau reproduisant K de %

K-G+GAM

Or G est le noyau de Green de 1'équation biharmonique :
L
AOAu= 0 dans L
avec W =%‘i-o sur ;ﬂ. .

£
B. Base orthonormale de rt Noyau de r

{) est 1'intérieur du cercle C de rayon R centré en 0.

En coordonnées polaires (r, & ) :

(u)o

T|s®

orde drde T or or

( P I, du c)u')

-1 )u. a"ar a" au- Ju- 32"#' JV‘ azu.
t e or ge&"’ or det zae'aoar"z?'é"m)

I 2.9 J
t get AT 1‘5‘)}"""’49

Pour le produit scalaire :

' wlv) = ,J war) oe Pg' , on obtient une base orthonormale en dé-
k !
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terminant les coefficients : d"//BOI oy ,,/g,” {%l (,,_ des fonctions :
«, rt+ {36
. (dn " P“ r"") cor m 8

. nxl1
. (Kar""'zq.((nr”)/}w:me

qui forment une base compléte de solutions de 1'équation biharmonique dans

re 4,

- A 1l'aide de 1l'expression de ﬁ(a ,v’) en coordomnées polaires,
un calcul simple conduit i la base orthonormale de ['¥  suivante :

LA (rt._ R) pour n = 0
Vet \2R 2 .

pour n = 1

pour n 2 2




- 45 -

. 2
D'ou 1l'expression du noyau reproduisant de " , d'apreés la

proposition de L. Schwartz 10) :

_ nt R L R
GAM (2,)= o= (zR . z)(zr?t - z,)

ST e oo
+ ;ﬁ[("k—f—f:‘)(—é— - Q)(COSG., wn GL + Im 91 am 9&)]

o (%, € 0 de coordonnées polaires 5, e, .
" B "
<y €N 4y 9& ‘

Le noyau G de H‘z (n_) , 8i f)L  est l'intérieur du cercle de
rayon R , centré en 0, est :

LA

O R b R Gy G
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ol zy, 2, sont deux point quelconques de L) sous forme complexe.

En effet, G est la solution fondamentale de 1'équation biharmonique, avec les

conditions au bord :

G=0
sur ().Q. (r°: normale intérieure & bTe) ),

oG

-2 =0

on

clest-d-dire G est le noyau de Green de 1'équation biharmonique 4’10).

On connait ainsi le noyau reproduisant d'Aronszajn-Bergman

K(zl,zz) du sous-espace hilbertien . deE



DEUXTEME PARTIE
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0. INTRODUCTION

D'aprés la premiére partie, la fonction spline d'interpolation

relative 4 G, N et K , définie sur un ouvert Q¢ R est de
la forme :
n-3 » |
WOE f(’c) +) ey [cg K(tlfé)ﬂ;j K(t,ti*‘)wi K(t,f‘i"')+-cgk(f)f*“3)]
7=

ol t = (tl,tz) el

tl,tz ... t3 ... t" sont n points distincts de L
K(t, ® ) est le noyau reproduisant du sous-espace hilbertien & H
f‘f = ¢} ‘(é + 38 m + ef J;su +cd §£§+3 (1 ign-3)
sont n~-3 fonctionnelles linéairement indépendantes telles que :
=<t =<(it>=0
(ck & et G . est la mesure de Dirac au point t) ;
aj sont n-3 éléments de R 5
p(t) € N, clest-a-dire p(t) = &« ty+ Ft2+'(j ol : o(,/g,fe 4

Les éléments K(tl,t*]), K(t,td) et e ; sont indépendants des
valeurs imposées O (th)= & i (i=1,2 ... n).
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Pour un ensemble fixé de noeuds t' et de points t ou 1l'interpola-
tion doit &tre effectuée, les nombres K(t',t’), K(t,tJ) et ~< i sont in-
dépendants des valeurs prises par G"(ﬁi).

On forme donc une table des nombres ci-dessus ce qui permet de

réduire considérablement le temps de calcul.

Les méthodes de calcul des coefficients «, P,X de p(t),

J

des coefficients aj et ¢° seront identiques pour les cas du rectangle et

du cercle.

Seuls differeront les procédés de calcul des noyaux reproduisants,
suivant les deux procédés de construction pour le rectangle et le cercle

indiqués dans la premiére partie.
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1. CALCUL DU NOYAU REPRODUISANT K(t',tJ) DANS LE CAS DU RECTANGLE.

a.-Le noyau reproduisant du sous-espace hilbertien ’JQ s'expri~

me ainsi :
= =y (¢ )
) A
K (t.e) Z* &) =) PR T
{'”___1 lu.a’l

e\
don 6/1”6 a’)m("" 64~ )M(rnll-——-—-—iz”z)ﬂ‘tﬁﬂﬁ.mi‘":)

ou A(a,c), B(b,c), C(b,d), D(a,d)' sont les sommets du rectangle frontiére
de 1'ouvert {L

b.~ Cette série est uniformément convergente dans L

En effet, elle peut &tre majorée par la série :

Qe
g (b-a)(d-c)? 1
o [ A= +mi(b-o] T

rasns d%(Mg ) = [£2fdec)rm (boa)!]

d(M K,m } est la distance de l'origine & un point Mk m de coordon-
3
nées (k(d-c), m(b—-a)) du réseau {k(d—-c), m(b—a)}
ot k=1,2 ... 00 s m= 1,2 .., 00



- 51 -

N
La somme 1
[ h* (&(—c)‘ +mf (& -a,)"_]"
'k,m =7
N »n

est égale a 1
d4(M, )

M= =y

quel que soit N, entier supérieur 3 2.
Or sin2

N -~

- -’ 3 .
E 1 ; -1 ioré
—— peut &tre majoré par
d q(“u,m) ‘5(’('1 "n ’ . )
=7 A=

-”

(tnt)ps oo Aemin (boa,doc), can d (M) >k

simn et d(Mk n) > nh si kg n-t
2

o° o
. -7 A z -7
) TR <l E ol
&,‘mu‘t "o,

oo
c.- Le calcul numérique approché de la série infinie E W om
(]

s Lhi
pourrait s'effectuer par la sommation de tous les éléments LI tels que :

£2(d-c)t e mt (bea) < MM [($-a)'s (4]
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pour un M fixé assez grand.

Mais par ce procédé direct, la convergence est trés lente,

Le ca];.cul peut s'effectuer bien plus rapidement en réduisant la

série double “Agm a une série simple > Vin
Pl m=
ty-a ~— & —-a
En posant : 2 = =12 =W
P ' - t-a '’

/

K(t‘e) = y(b-a)’ (d-c)” o e {5 an mg o rm? /

TTE s domt T2
=t

ol ; °<>¢<‘77/' .a<.#<7?/~ o<j<'ﬁ>o<7<f

Considérons la série :

oo
/?w;’gx 4‘“"{? ot m est fixé.
(ﬁt* a("m‘)"

=1

On a 1l'identité :

B 14?. 4m'éf = %[m@(z-f) ~con 'é(au-})]

Siu::x—f etv=x+} :
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QC " o -]
(1) am R smhe AN\ _cnku _A an b
(Rt ° 2 (BT L) (R
=7 e | *s‘l
Posons - m“"
/A = Tty
En dérivant par 'rapport a u
_—himhu
7, £ (R )t ‘}
a,»@u,
_& - 'M./ﬁ m;)
Si S= ........c"...’..é."ﬁ:_.. , on peut en déduire 1'égalité
£, ,2 t\2
suivante : <k o m)
? <0
4 _ é 6_3 S Co:)&u.
@) B -dams (24 o 'm')
=¥

(les séries considérées sont uniformément convergentes).

Si0og u< 2 , on peut utiliser 1'identité :
oo

- coa‘ﬁ w _ r“*' CA.'mw(n*u)
=4

et 1'équation (2) devient :
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U hRmafr-u) A

IR
(3) A" — ot =
T fam homal t Tatat

D'autre part :

oo
4(°)= 1 - /’ - cﬁlﬂlm é’af/:m_,_ -
(é*,w‘m‘)"' e %Nm. dm  Todtmt  hnam
=7
et
st(o) = 0.

La solution de 1'équation différentielle (3) avec ces conditions
initiales est :

T %m =i "
(4) 4@)””'”7[ a ( /Mfm(} Tk M A

dm b mdd J Lattmet

si 0<u<_2

A 1'aide de (1) et (4), on obtient 1'expression :

(5) Am fxm;/{g - W [cfmq'{u-?)-czmd(v“—ﬁ)
(£2.,. q,z,m:)l 4 E ' ok mal oam
=1

W <°ﬂ”‘“““£m“‘r)+v‘/%md(lf-ﬁj-“’[’“d(“"v} = Tm

Aﬁ_ -mn'lt
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oﬁu='lx—‘ﬂ et v=x+3f.

Le calcul approché de K(t, & ) s'effectue par la sommation :

M .
-1 .
K(t,e): ‘f[‘@f-a%);jgﬂt”c) E'T;'n Am mg-/}m fm‘?
—— .

pour M fixé assez grand.

En vue du calcul numérique, 1'expression de T est transformée
et calculée par expressions élémentaires ol ne figurent que des fonctions
exponentielles du type e ' ( A>0), calculées elles-mémes par récurrence :
e»(ml)/\ _ e«mA e-—/\'

De méme sinmy et sinmtl sont calculés par récurrence :
sin(m+1)y = sinmy cosy + cosmy siny, etc...

Des résultats satisfaisants sont obtenus pour M étant de 1'ordre
Nloo.

Le calcul de X a été effectué par un sous-programme F@PRTRAN :
N@YAUK dont la liste se trouve au paragraphe 8,
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2. CALCUL DU NOYAU REPRODUISANT K(t',tJ) DANS LE CAS DU CERCLE.

a.- Le noyau reproduisant du sous-espace hilbertien {Q s'ex-
prime ainsi :

K(zl,zz) = GAM(zl,zz) + G(zl,zz)

ol : zleﬂ » %4 a comme coordonnées polaires : I, 6,
z, &€ fl » %, a comme coordonnées polaires : ry 64 .

Pour un cercle de rayon R, le noyau de Green G de 1'équation bihar-
monique se calcule directement.

6rm) = e {-lnrnl Loy 2Rl 2(iestRim 1)

2
b.- Le noyau GAM de 1'espace de Hilbert P s'obtient par
sommation :

GAM (7,”'1,&) = A‘l [t

RN (2VaT 5% __ 4 (zV;:?r‘_ <
i L/ \nt+2 RE m"’f‘-?) AT R «-7,}

x..’:"_. i (mﬂ.e arw.e +omm9 4‘«.«9}%

-
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La série :

nted REY m\m-q R™ R™

x : .
-;. (’z' -1 If-.jm)(z'n"?_‘ﬁ__“jm)i ..'ﬁ(mu&,-mnezq-lsmﬂeq-omue‘&)

n=4

est uniformément convergente dans le cercle de rayon R..

En effet, elle peut &tre majorée par la série :

0o

ALE __,___ 4 (ZV«ME:‘_ 1
z wiel RE Mn-T\ nttd R AVAT) .
ey

0
_ " -1 I"a ¢ -1 2 / + _iz_i')
ng ) 2 ,g& R"‘ n&(ﬂ,q) u(“z,,.z)\ K! K"

qui est uniformément convergente dans le cercle de rayon R.

c.- Le calcul numérique approché de GAM(zl,zz) steffectue par
sommation de M termes de la série, en tenant compte du fait que si r, our,
est petit par rapport & R, la convergence s'obtient rapidement pour M peu

élevé, A cause de la rapidité de décroissance de
“
oude I
n "
R R
Les termes sin n 61, cosn® 1° sin n 62, cos n & 2 sont cal-
culés par récurrence comme dans le cas du rectangle,
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Pour obtenir des résultats satisfaisants, M doit &tre de l'ordre
de 100,

Le calcul de K(zl,zz) a été effectué par un sous-programme
FPRTRAN : N@YAUC dont la liste se trouve au paragraphe 8.
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4. DETERMINATION DES FONCTIONNELLES g 30

, Etant dommé un ensemhle de n points et (i=1,2 ... n), & 1'inté-
rieur d'un rectangle ou d'un cercle, on se propose de déterminer n-3 fonc-

tionnelles linéairement indépendantes :

(’é-’- Cg !U + &) Jﬁwﬁ +c§<{9u+c§<{€&+a : 1 Sign3
telles que :
c'est-i-dire :

<fd"1>= ¢t + el redr im0
o) Rt [ pive v 43
<G E = bl et i i ) £ =0
- B . (."“} . ‘*& » "+3
ORI SR A

Ce systéme d'équations peut s'écrire sous forme matricielle :

1 1 1 1 cg )
3 j+ j+2 3 J
31 21 1 Y x 21 = |0
J
. i . s 0
+J e N I
) 2 2 2 j
03 0




On suppose que parmi les quatre points tJ, t3+1, tJ+2, t‘]+3,

il n'existe pas trois points alignés, c'est-d-dire toutes les sous-matrices
d'ordre 3 x 3 de T ont un déterminant # O.

s

Donc, en imposant : cg =1 ji=1,2 ... n-3, c‘{, c%, c% sout

déterminés de maniére unique pour j =1, 2 ... n-3.

De plus, les fonctionnelles f 3 sont linéairement indépendantes,
puisque cg # 0 pour j =1,2 ..., n-3, '

-

Les cg ,ci,c%,a% sont calculés par un sous-programme FPRTRAN
CPEFC] listé au paragraphe 8. '
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5. CAICUL DE LA FONCTION SPLINE D'INTERPOLATION.

Nous avons vu que la fonction spline d'interpolation (f el se

décompose de maniére unique :

=+ 03,  ou UL eN et 0y e X
-3 ;
T ) SZ'J [t K (»{;‘{-‘3).,_ cf K(tifé") +cf K(¢, t;+z) + cg K(’c,t}*s )]
=

Ge)= at e Byry
Or : ((DL'GJ)a C:‘ q.('f;':) +C‘i' 0“({5‘*1) +ng', 0—'({{1-& +C; 0‘(’6‘.’3)

=CoAL+ e iy +Cy Ay FCi ”/3£ lign3
(voir 2.d : caractérisation de C).

Comme <Py, 0> :<€ér074> + <€':/(T;(>

on a 3

o <€‘.4%>=0 /

< ,;,6;&:{3; 1 gig n3.

Ce qui peut s'écrire explicitement sous la forme d'un systéme

-

linéaire 3 n-3 inconnues : aj :
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Z‘%‘ { clef e th)ech K(EE")s o K(E 6 cd K (E5687)]
+ c_f[c} K(ﬁ“}é}q- K (ﬁ':*; ‘l:‘") +C j K((:"“} f*."z)-:-cf K(t t*’, f"*’)]
+ f[ed k(E™ ¢ chr(e Ly (st s dR (e, 7]

+ ej[ed K {:3) +ed K[t 9")4— ctK (2 t*.*‘y+c g‘ K=, f“"’)}

/

- B (1gignd)

L'é1lément O;( est unique dans %

= ?’(0;,.) est 1'élément image dans )J{ , par 1'appli-
cation lf de K sur )f’f; , définie dans 2.e, et

n-3

ﬁﬂ q ‘h.‘:
i (i
é:‘l
St C e
Comme O~ est unique et les éléments 3 de )}C sont

linéairement indépendants, les aj(l < jgn-3) existent et sont uniques.

Le systéme d'équations précédent admet donc une solution unique.

La matrice (n-3, n-3) des coefficients des inconnues du systéme
est symétrique puisque K(t, & ) = K( © ,t)

D'autre part, (g N est unique et? o, /9, J' sont les
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solutions d'un systéme :

RSO RADES AT
ott1°£+ Pfj + (Y = (T‘(f«i}_(j“k @;i)__.,dj_, q—;( (té)

océfﬂstj‘-p(r = a‘(t‘)- Ty (t“) =dp - Oy (t"}

ol tl, tJ, tk sont trois points quelconques non alignés parmi les n points tt
Le calcul des coefficients aj peut s'effectuer par une méthode
classique d'élimination de Gauss avec choix du pivot pour un systéme i ma-

trice symétrique dans un sous-programme FPRTRAN : SPLI2I  (parapgraphe 8).
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Remarque : Nous avons vu que la fonction u & ’R était continue dans

la fermeture de J{L et que le noyau reproduisant K (t ,9) était

caractérisé par la condition :

W (wlK( '9))3(“'(9) Y we o ¥oell

Si on désigne par (ei)i oI ~ la base hilbertiemnne de {fC
w =E c:e; et (1) peut s'écrire : l
(el

@ (Yeral)[Ye) ), =5 e 6) = u (o)

— Dans le cas du rectangle, ces égalités sont encore vraies lorsque
e A.Q. ' , si et seulement si u (8 ) =0 sur L , car la

convergence de la suite :

&1 "M, 3
) _ 2 (&-a)(d-c)V(b-a)(d-
hm™ O ) U e wie-a]]

=]

X Am (A ﬁ'—g_ﬂf-i-) Am (rm.T "') '

sur ()] + ().Q. n'est uniforme que si u(® )= 0 sur l).Q.

Par conségquent, si 1l'on imposait des valeurs quelconques &,
a O (8‘) ot 0'ecdfl , on aboutirait i une singularité du systéme

linéaire i n-3 inconnues : aj.
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——Dans le cas du cercle, 1'égalité (2) est toujours vraie pour 6ecoN

En effet, elle est vraie dans Hi(ﬂ)

z . .
Dans T , elle est également vraie, car la convergence de la

suite :

Mg

SM:: w {e) -, (otere;’?b.) -Z( a(,tl’”t«t- Pnr"") (C,‘ B + c:,‘ /)u.vn-é)

net

est uniforme sur n-»&n.

s - . i
Ainsi, dans le cas du cercle, on peut choisir des points e,

ol 0"(9‘) =d; , sur le cercle frontiére,
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6. CALCUL DE LA FONCTION SPLINE D'AJUSTEMENT.

La fonction spline d'ajustement S relative a N, ?': ¢4 et
au scalaire € s qui est telle que :

@) L, a.“ ’)?lm“Lx—a.“Z xv'{“tf(n) +&x({)—q]

od a = (090, , ... 4;.-.%) eZ

est identique & la fonction spline d'interpolation (ra_ relative a N
et ’R : telle que :

6 (Y = s, (th) i=1,...n %,
clest-a-dire : §_ = @
a a
En effet, 51 on fixe x(t ) =8 (t ) dans (1), x e U~ sera
tel que : “ cr(x "K soit mnmum, c'est-a-dire : x = G'a.

Donc Sa est de la forme

Salt)= Sg (t) + Sy ()
M-S N A' . . .
- A Tek () o Kt » e Kt 67) o f Kt ™)
J“'
+ )\M'-f- Au--: T[—’., +,\“,‘2 fz



- 67 -

De plus, Sa est la fonction x € U" qui se décompose de maniére
unique : X = x % T Xy telle que :

(19603 a2 (sl + 3 Toat) <" }

L= (=1

"cﬂz)“‘}f &x(ﬁ) A, ]2} /"' "x,{“,(+é:[x(_t) —os ]

Les coefficients )\ 3 j=1 ... n, sont donc obtenus en cher-
chant le minimum de la forme qpadratique en )\ . s

Il 55 [l; + (Z[S(t‘) S A Syt s& :

-3 S | -
Sy =ZA j [cdK(tt))+cd Kt t )-H;,, KL, t9*F) vt K, -eé*’)]
ézﬁ
= Am. +An-1t1 ’{’“'}‘m.‘g t?

La valeur de 5!3’3{“ fg s'obtient fécilement :

-3 . . >
I'sy ":c = (55l 55y ‘Z’}i";{icfi ¢ K({Wﬁz td*ﬁ)} /

i,}u'l Qfﬁﬂ

d'aprés la propriété du noyau K(t,0) : (k( ,t) | K( ,8)), = K(t,0)

[

La forme quadratique peut &tre minimisée par une méthode classique
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de gradients conjugués.

Les calculs, dont les résultats sont présentés au paragraphe 7,
mettent en évidence la propriété connue :

(Cé-)moo 5(‘ Lt

i
wn

{
.,\éﬁ‘o S¢ TS

ol SC est la fonction spline d'ajustement relative a N et e s
Seo la fonction spline d‘ir.xterpolation telle que :
i .
S o0 (t7) :'"di,a" | (i=1,2...n)
et So 1télément de N qui minimise :

f_{ salt) )"

Le calcul a été effectué par un sous-programme FPRTRAN : SPLI2A
qui utilise les résultats de N@YAUK,N@YAUC et C@EFC].
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7. EXEMPLES NUMERIQUES.

a.- Sur le domaine rectangulaire.

Dans un carré {b,l ; O,i] , on dispose 49 points t¥ (i = 1,2...49)
suivant la figure Rl ou l'on impose a la fonction spline d'interpolation

de prendre consécutivement les valeurs des fonctions
z = Log(xty+1)
| sin 2 x| .sin M ¥ et

2 [(x-0,5)%+(3-0,5)% ] Log [ (x-0,5)%(y-0,5)%]

]
i

N
i

9451

Ss

O, 43

935+

<
wy
4
]

P e e IR W T W O BN WD R e e e n e WA b wmeve . S v v o - - oy

Figure R1

Les points t* sont disposés aux sommets du quadrillage régulier, ci-dessus.
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L'interpolation s'effectue en 41 points situés sur les droites
S, et S2 (fig. R1).

~ Sur le graphique GR1 sont représentées les projections S'1 et S‘2
sur le plan x0z des intersections respectives du plan SIOZ et du plan
SZOZ avec les fonctions étudiées,

Les courbes en trait continu correspondent a la fonction :
z = Log(x+y+1)

et les courbes en pointillé correspondent & la fonction spline d'interpola-

tion a 2 variables.

L'interpolation sur le méme quadrillage par un polyndme complet de
degré 6 en x et de degré 6 en y est confondue avec la fonction z i 1'échelle

du graphique, car 1terreur absolue est < 10”5.

- Le graphique CR2 représente la projection sur le plan x0z de l'inter-

section du plan SIOZ avec les fonctions considérées.

La courbe en trait continu correspond a la fonction
z= | sin 2T | sin W y.

La courbe en pointillé correspond & la fonction spline et les

points isolés & l'interpolation par un polyndme complet sur le quadrillage.

Dans ce cas, l'approximation par la fonction spline est nettement

meilleure que 1'approximation polyndmiale.
~ Le graphique GR3 représente en projection la fonction

z = 2 [(x0,5)%(3-0,5)2] Log [(x-0,5)%+(y-0,5)%]
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en trait continu, la fonction spline en pointillé et le polyndme complet

par points isolés.

On constate qu'a 1l'échelle du graphique, la fonction spline est

pratiquement confondue avec la fonction qu'on veut interpoler.

Le graphique GR4 met en évidence les différentes courbes d'erreur

correspondant repsectivement :
- 3 la fonction spline d'interpolation i 2 variables en trait contimu,

- & la fonction spline cubique 4 1 variable construite dans 810z en
trait — -e— ——,
- & la fonction polyndmiale en pointillé
On voit que la fonction spline & 2 variables lisse beaucoup mieux

la fonction donnée que le polyndme ou méme la fonction spline cubique d'in-
terpolation & 1 variable. Il faut remarquer dans cet exemple que la nature
de la singularité au point (0,5 ; 0,5) de la fonction considérée et de la
fonction spline 4 2 variables sont toutes les deux celles de A"’t’z bogr

Dlautres essais mumériques ont été effectués en fixant les valeurs
de la fonction spline en des points disposés au hasard et groupés dans une

partie du domaine rectangulaire.

La qualité des résultats n'a pas été influencée par ces dispositions.
q P P

b.- Sur le domaine circulaire.

Dans un cercle centré en 0 et de rayon 1, on dispose 49 points
tt (L= 1,2 ... 49) suivant la figure C1, od l'on impose & la fonction
spline d'interpolation de prendre consécutivement les valeurs des fonctions :
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x4 y2 et

2 [x2+ yz] Log [x2+ y2]

w
I

]
i

2

Figure Ci1

L'interpolation s'effectue en 41 points situés sur la droite S.

Pour la représentation graphique, nous nous plagons dans le
plan SO0z,

~ Si on considére la fonction z = exy’ le graphique CGCl représente
les courbes d'erreur de la fonction spline d'interpolation a 2 variables en

trait continu et de la fonction spline d'interpolation cubique a 1 variable,
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construite dans le plan SOz & l'aide des ¢ points imposés sur S, en poin-

Dans ce cas, la fonction spline 4 1 variable réalise un meilleur

lissage que la fonction spline & 2 variables.

- Le graphique GC2 représente 1'intersection du plan SOz avec la fonction
z = x“+ y° en trait continu et avec la fonction spline & 2 variables en
pointillé, La fonction spline d‘'interpolation cubique_é 1 variable dans SOz
est représentée par points isolés,

On voit que la fonction spline & 2 variables réalise un meilleur
lissage de la fonction z que la fonction spline & 1 variable et par consé-
quent, que la fonction obtenue & partir de la fonction spline & 1 variable

en faisant effectuer au plan SOz une révolution autour de 0z.

~ I1 en est de méme si on lisse la fonction z = 2(x2+ yz) Log (x2+ yz) 4
représentée en trait continu sur CC3,par la fonction spline 4 2 variables
représentée en pointillé et la fonction spline 34 1 variable représentée par

points isolés,

Ce comportement est mis en évidence par le graphique GC4 ou la
courbe d'erreur de la fenction spline & 2 variables est représentée en
trait continu et la courbe d'erreur de la fonction spline a 1 variable en

pointillé,

_ Dans ce cas, la qualité du lissage est liée i la singularité de
la fonction z en 0, qui est de méme nature que la singularité de la fonction

spline & 2 variables en 0. (singularité de r? Log r).
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c.~- Fonction spline d'ajustement.

~ Soient : o, ... A ... &y : les valeurs prises par la fonction :

. R= V(x.. o,r)”+(7_~o,f)z

aux points et disposés aux somments du quadrillage régulier R1.

Si a = (Q,x, dy-- @ oo .. Ofy), on construit la fonction
spline d'ajustement Sa relative a N, ’3‘, 7 et a4 différents scalaires
suivant la méthode décrite au paragraphe 6.

Sur le graphique CAR sont représentées les projections sur le
plan x0z des intersections du plan SIOz avec les fonctions spline d'ajuste-
ment S relatives 4 différents scalaires C

Les valeurs de e sont : 100, 10, 1 et 0,001.

On voit que si devient grand, Sa tend vers la fonction
spline d'interpolation @ telle que §~ (') = « .

Si e devient petit, Sa tend vers le polyndme SN € N, qui mini-
~ v
. L
mise E [Su (&) -« L]
L=
- Si: L PP Kt feeee Ky sont les valeurs prises par la
fonction z = sz-i- y!.z aux points ¢t disposés suivant la figure Ci, le

graphique GAC représente les intersections du plan SO0z avec les fonctions
spline d'ajustement S, relatives aux scalaires (> : 100, 10, 1 et 0,001,



Comme dans le cas du rectangle, si 6 croit, Sa tend vers la
fonction spline d'interpolation et si f décroit, Sa tend vers le

polyndme SN'

d.- Conclusion.

Des essais numériques, il résulte que 1'interpolation par une fonc-
tion spline & 2 variables telle qﬁ‘elle a été définie dans ce travail réa-
lise un meilleur lissage que les autres formes d'interpolation essentielle-
ment dans le cas ot la fonction & interpoler est fortement accidentée et

a des dérivées partielles présentant des singularités.

Le calcul du noyau réproduisant, obtenu par sommation d'un nombre
fini de termes d'une série simple, est la partie la plus cofiteuse en

temps.
Cet inconvénient s'estompe si on veut effectuer un certain
nombre d'interpolations pour un méme ensemble de points choisis, c'est-a-

dire si on dispose d'une table des valeurs K(t',tJ).

I1 en est de mlme pour le calcul des fonctions spline d'ajustement.



3--10-2 ‘. GR 1
Fonction z = Log(x+y+1)

fonction z
-=--=~  fonction Spline
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84 SCUS~PROGRAMMES FORTRAN 86

P TS D U o RS T 4 O R Y, TS U D 2t A S O S o W A S s

SCUS-PRGGRAMME  NOYAUK

- oo - v s - o ——

CBJET

CALCUL DU NCYAU REPRCCUISANT K PCUR UN ENSEMBLE DE PDINTS
DANS UN RECTANGLE

APPEL
CALL NOYAUK(AsBsCoDeXoYsNoe Mo MPNyMAXyAASARGXJARGY)
DESCRIPYIGN DES PARAMETRES

A8 ABSCISSES CE & CUTES CU RECTANGLE B SUPERIEUR A A
C+D ORDCANEES DE 2 COTES CU RECTANGLE D SUPERIEUR A C
Xs¥ VECTEURS DE DIMENSICON N+M
Ne¥ RNEMBRES ENTIERS
FPN=N+M
MAX NCMBRE DU*ELEMENTS UTILISES POUR LE CALCUL APPRUOCHE DE
LA SERIE SIMPLE DONNANT K
AA  TABLEAU RESULTAT {N*MPMN) DES VALEURS DU NCYAU
KETAI)»TEJ) ) AUX PCINTS
TOLd=UX(I) s YEE)) I=lgsaeh
T)=4X1J)aY{J)) J=lgaesNyesoeMPN DU RECTANGLE
ARGX o ARGY VECTEURS DE TRAVAIL DE DIMENSION NPN

SCUS~PRLCGRAMMES ET FONCTIGNS APPELES AUCUN
REMARGUES

TGUTES LES VARJIABLES REELLES SCNT EN DCUBLE PRECISION
TOUTES LES VARIABLES CCUMMENCANT PAR I4Jd:KsLeMsN SCNT EN FIXE

METHCODE VCOIR PARTIE 2-1

LS <0 Yot S A S N, AR Y S A N WOBD U N e I AT SO0 UM T O TSN L. s A, A 3 . R e S S s A -——— - —r - . N O " - 1,

SUBREUTINE NUYAUKLALBaC L oXo YeNoFoMPNyMAX, AAARGX 1 ARGY )

CIMENSICN ABEN MPNE

CIMENSION X{12.Y41)ARGX{I1::ARGYL(L)

DOGUBLE PRECISION XsY ARGXARGY e AA, AesB2C D sBAYBAZ,DC ¢DC24P1
* COEF4DPI, UMyELyFL1aF2:F3,C 1402400V o

¥ UlaUZeEXL s EXZsEXA9EXG REXLREXLJREX2IREXIZREXGsRSINASRSINE,

¥ RCLSASRCUSBsSTARA,STARBsSINASSINBSsCLCSALCCSByALFA

AMC=N=-3
MPN=M+N
NPl=N+]

GO 1 L=14N

EG 1 Li=l.MPAN



1 AA{L,LL)=0.DC

50

P1=34141592€5358679
BA=B-A

BAZ=BA*HA

£C=D~C

£C2=0C*»0C

COEF=4%BA%BAZ/(PIXPI*P [#P[XDC)

CPI=2%PI

ALFA=BA/DC

£C 50 L=14MPN
ARGXA{L)=PI*{X{L)-A}/{B-A}
ARGYSL)=PI*xIY{L)-C)/{D-C)}

C CALCLL QOE LA SERILE PAR RECURRENCE

101

*

CC 2€ L=1.N

CEC 3C tl=L VPN
L=0ABSTARGX (L }-ARGX(LL})
Vv=ARGX{LI+ARGX(LL)
Ul=(C.500%U
Vi=0.5D0C*y

ML=l
EX=DEXP(-OPL*ALFA)
EXL=DEXP{-U%ALFA)
EXZ=DEXP{-V*ALFA)
EXI=LEXPI{U~CPII*ALFA)
EXa=0DexP{{V-CPI}*ALFA)
SINA=CSINLARGY L)
CUSA=LLOSLARGY (L))
SINB=CSINCARGYELL))
CCSB8=DCCSLARGY(LLY)
REX=EX

REXI=EX1

REXZ=EXZ

REX2=EX2

REX4=LEX4

RSINA=SINA
RCCSA=C(SA
RSINE=SINB
RCCSE=CL3B

UM=0 ,S0C/ALEA
F1=P1/{1.00-REX]
FZ=F1¥REX
F3=FLlaykaym
Cl=UM+Fe

C2=UdeF1

AA{LeLL)={REXI*(LL1I+UL)~REX2%(C1+V1}+REX3*{C2-UL}-REX4*((C2-V1))*

FIRRSINAXRSINBEAALL,,LL)
IFEMU-MAXDI10143C,3C
FU=ML+]
UM=0.500/{DFLOATIML)*ALFA)
STARA=RLCSA
STARB=R((SB
RCLCSA=RCCSA*CLSA-RSINA*SINA
RSINA=RS INA®COSA+SINA®*STARA
RCGSB=RCCSBRCCSB~-RSINB*SINE
RSINB=RSINB*COSB+SINB*STARS

£7



C
C

TEST D'ARRET

102

103
1C4
10S

1C¢
101
108

10§
110
111

114
113
il4
112

3C
20

iF(REX-1.0-154103,103,102
REX=REX*EX

GO T8 104

REX=C.DC
IFEREXL-1.D-151106,1064+1C5
REXI=REXI%EX1]

Cc T8 1C7

REX1=0.DC
AF{REX2-1.D-15)109,1C9,1C8
REXZ2=REXZ2¥*EXZ

GC 1€ 110

REXZ=(.DC
1F{REX3=-10-15)1112,1125111
REX3=REX3*EX3

GL 1§ 112

REX3=C. DO
IF(REX4—1.D-15)115,115,114
REX4=REX4*EX4

G0 70 10¢

REX4=C.DC

GO TO 160

CONTANUE

CONT4ANUE

DG 8 L=1lsk

CC 9 LL=L4N
AA{LoLLI=AALL LLI*COEF
AbtLLosLi=AALL,LL)

CG 7 LL=NPLMPN
AALILSLLE=8ALL LL ) RCOEF
CONTINUE

RETURN

END

g8
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SCUS—PRCGRAMME  NOYAUC

e wom - . O 2 W G, D D AP e T S -

CBJET

CALCUL DU NOYAU REPRODUISANT K POUR UN ENSEMBLE DE POINTS
CANS UN CERCLE DE CENTRE O ET DE RAYON RC

APPEL

CALL NUOYAUCIRCsRsTETA Xo YN MeMPNyMAXAA» XNU3CCSE» SINE,
% RSINGRCOSySTARZ;RReRR24AT)

CESCRIPTICN DES PARAMETRES

RC RAYON CU CERCLE

ReTETA TABLEAUX DE DIMENSICN NM CCORCONNEES PCLAIRES DES
PCINTS DANS LE LERCLE

X9Y TABLEAUX DE UIMENSICN N+M COCRODCNNEES CARTESIENNES DES
PCINTS DANS LE CERCLE

Ne# NCMHBRES ENTIERS

MPN=NENM :

MAX NOMBRE D*ELEMENTS UTILISES POLR LE CALCUL APPROCHE DE LA
SERIE SIMPLE DUNNANT K

AA  TABLEAUL RESULTATIN®*MPN) DES VALEURS CU NCYAU KITI1),T{J})
AUX PUINTS
T =X U YUV I=(RUT) L TETALL)) I=14N
TEII=120d)»YTUJIA=(RUJ) s TETA(J)) J2lgeealy oo oMPN
BU CERCLE .

XMUsCUSEsSINEsRSINSRCCSsSTAR RRyRRZHNT VECTEURS DE TRAVAIL
DE DIMEASICN MPN

SCUS—PRUOGKRAMMES ET FOMRCTIONS APPELES FUNCTICN GREEN
REMARQUES

TCUTES LES VARIABLES REELLES SUNT EN DUUBLE PRECISICN
TCUTES LES VARIABLES COMMENCANT PAR I:JsKsLsMyN SONT EN FIXE

FETHLOE VOIR PARTIE 2-2

T g o = . - e - o -

SUBREGUYIRE NCYAUCI(RCsRyTETA9 X g Yo hoMoFPNaMANAAZXNUSCCSESSINE,
# RSIRN,RCOOSsSTARGRR,RR2+ATH

CIMENSION AAINMPN}

CIMENSIGN X{13sYdideXNULL)
DiMENSlQN!R(l)rTET&(1l'CUSE(1)|SlNE(li:RCOS(l)oRS[N‘l):STAR(1}!
* RRALIISARRZ2{1IeNTEL) .
DCUBLE PRECISION RC R TETAeXsYsAA, XNUyCOSE» SINE ¢RCUSsRSIN,

% STARsRRsRRZ2,CRACE.COEF oOPI +FL3F2,RACyGREEN

nMC=N-3
MPN=M+N
NP Ll=h+l

DG 1 I=1.N



sEake.

s aNel

2
1

PREPARATION DES CONSTANTES ET DES RECURRENCES

21

22
23
Z4
20

0G 2 J=1,MPN
AALL+J)}=0.D0
CONTARUE

CC 20 L=1sMPN
COSELLI=X{Li/RC
SINELL)=YL{L}/RC
RCOSILI=COSELL]

RS INLILI=SINELL]}
RROLI=RELI/RC
RR24L I=RRILIFRALL)

IF(RILI=0.10-05)21,42k,22
NT{L)=2 -

€0 TO 20
IF{RC~R{L)I=0.1D-05}23,23,24
NT{L1=99999

GO T8 20

NTIL}==T7#ALGG{10.) /DLCGIRRIL))
CONTINUE

DPI=€.283185%306717959
CRAC6=1.D0/DS5QRT(6.00)
CLEF=RLHRC/DPI

BASE HILBERTIENNE

i€

ic1
11

103

4048
401

404
302

J=1

06 10 L=1,MPN
XNU(&)=0.5D0#(RR2(L)-1.0C)
6o Te 100

=2

00 1] L=1.MEN
ANULL)=CRACERIRAZELI-1.DCI2CCSELL)
&0 TH 100

J=3

L0 12 L=lsMPN
ANUILI=CRACHRIRR2ILI-1.0CI%SINE{L)
&G 10 100

00 301 NU=2,MAX
RAC=BSURT{DFLOAT (NU~1))
Fl=2%RAC JOFLCATINUXNG+2)
F2=1.007INUSRAC)

CO 302 L=lMPN
TFINU-NTLL) 1401 ,40C,4C0
ANULLI=0,.D0

&C TE 302

STAR{L}=REOS L)
RCGSAL)=RCOSILI*CASELLI-RSINILI*SINE(L)
ANULLI={F1*RR2({L)}-F2)*RCOSIL)
CONTINUE

J=4

¢C0 1C 100

90



3CS CC 3(3 L=1,4MPA
IFENU-NTEL I )403,402,402
402 XNU(L)}=0.D0
¢C YO 3032
403 RSINALI=RSINGLI®COSELL)+STARIL)*SINE(L)
4C% XNUL)=(FL1#RR2(L}-F2)*RSINIL])
303 CONTINUE
J=8
GG IC 100

21C CONTINUE
301 CONVINUE
€C 1C 110

CALCGUL AA

1CC BC 4 L=1sN
£C 5 LL=L.MPN
S AAMLLL2=AALLLLI+XNULL)®XNULLL)
4 CONTINUE
GC TCH1C1410241C25209,31C),J
11C CG 8 L=14N
CC 9 LL=LsN
AALL SLLI=AALL o LL)*COEF+GREENAXILI o YLL) oX{LL) 2 YL{LL)4RC)
S AAfLLL)=AACL,LL)
CC 7 LL=NP1,MPA
7 AALL L L}=AA(LyLLI®CCEF+GREENIXILI» YIL) oX(LL)»YILL)4RC)
8 CONTANUE )
RETURN
END



D, O

DOUBLE PRECISION FUNCTICON GREEN(X14X2,T1,T2,RC)
CALCUL DE LA FOAMTICN DE GREEM

LCONMPELEX®L6 213:224E
COUBLE PRECISION X1sX2+T19723A+BsDsRCyRC2
QUUBLE PRECISION PIS8

PI8=8%3.141592€5358979
Z1=0CHPLX(XLyX2)
Z22=DCMPLX{T1.T2)
A=CDABS(Z1)
B=CDABS(Z2)
D=CDABS{2Z1-22}
E=DCONJG(Z1)#%Z2
RC2=RC*RC
IF{D-1.0-05)2+251
1 GREEN=-D¥D%*{DLOG{CDABS{E-RC2))~DLOG(D*RC) ) +0.500%( A*A=RC2)
% #(B#B-RC2)/RC2
GREEN=GREEN/PIS
RE TURN
2 GREEN=0.5D0*{A%A~RC2)*{B¥E-RC2) /RC2
GREEN=GREEN/PIS
RE TURN
END
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L SOUS—PROGRAMKE spi izl 97
C :

c--—— i - -
C

€ GBJET

C

C INTERPOLAYION PAR LA FONCTICN SPLINE DY'INTERPOLATICON DONY ON

C IMPOSE LES VALEURS EN N POINTS DONNES DANS UN RECTANGLE

C gU UN CERCLE

L

C APPEL

t )

G CALL SPLIZI{XsY3ALFANsMaMPN,AA,CHUL sCMU2,CMU33CMU4L, STGMA,

L ¥ COSPLISBETA;ASsAUXyIER)

C .

C CESCRIPTION DES PARAMETRES

<

" XsY VECTEURS DE DIHENSICN HPN

C ALFA TABLEAU DE DIMENSION N DES VALEURS IMPQSEES A LA

G FOUNCTION SPLINE AUX N PEINTS DONNES THIJ={X{I)sY(I)) I=1lseeeN
c DU RECTANGLE QU DU CERCLE

5 h  NCMBRE [DE PCINTS DONNES

c # NCMBRE DE POINTS GU OGN WEUT CALCULER LA FONCTION SPLINE

KPN=N+M

AA TABLEAUIN®MPN) DES VALEURS DU NOYAU REPRODUISANT OBTENU
PAR NOYAUK CU NOYAUC

CHMUL,CMU2,CMU3,CMU4 VECTEURS DE DIMENSION N-3 OBTENUS
PAR COEFCJ _ _

SIGMA YABLEAU RESULTAT DE DIMENSION M, CONTENANT LES
VALEURS DE LA FONCTION SPLINE CALCULEES AUX POINTS
TEA=(X(J o YUdI)  J=N+1sN#2900 o NEM

COSPLI  VECTEUR DE TRAVAIL CE DIMENSION N+3

BETA N-3
AS - {N-3)2(N-2)/2
AUX N=4%

IER MESSAGE DYERREUR $UR tE PROGRAMME CGELS VOIR DGELS
SCUS-PROGRAMMES ET FOMCTICNS APPELES DGELS {(IBM-SSP)
REMARQUES

TCUTES LES VALEURS REELLES SONT EN DOUBLE PRECISICN

TOUTES LES VARIABLES CUMMENCANT PAR IsJeKeLoMyN SONT EN FIXE

SPLI2I DUIT ETRE APPELE APRES NOYAUK COU NOYAUC ET COEFCJ

METFGOE VOIR PARTIE 2-5

SUBRBUTINE SPLIZI{AsY ALFASNIMoMPNsAASCMUL sCMUZ,CMU3CMUS,SIGHMA,
* COSPLIGBETA,ASsAUXIERS

DIMENSICGN AAINsMPN} _
DIMENSION X{1)e VIl ALFALL) JLMULEL Y, CMU2ILICMUIIL)CMUS(L),

¥ SIGMACL),COSPLIEY)BETALL) sAUX{L)AS(L)

OCUBLE PRECISION XsY:ALFA.AA, CMUL,CMU2,CHMU3,CMU4,STIGMA,COSPLE
* BEJAsAUXsASoDENROM,CNLISCN2,0N3



OO0

O™

OO,

oo

AMQ=N-3 _ 95
MPpiz=He3

RESELUTICN DU SYSTENME LINEAIRE

EC 1 L=1.NMQ

1 HETAIL)-CMUI(L)*ALFA{L)+CMUZ(L)*ALF&(L*li*CHUB(L)*ALFA!L+2)
*  +(MUGLL)IZALFALL+3)

BC 2 L=1].NNQ
C0 2 ki=LyNMQ
I=L+fib*(LL~1})}/2 :
2 AS{E)=CMULILI*ICRULILLI*AALL  SLL)+CMU2(LLI®AAIL sLL+1)
+CMUILLLI*AATL  JLL+2)+CMUSLLL ) *AALL  JLL+3))
ACMUIL I *CHUTILLI*AA(L + Y LL I+ CHU2(LLI#AALL+L,LL+])
+CMUBILL)*AA(L+1, LL+#2 ) +CMUSGILL ) *AA{L+1,LL$3) )
+CMUBILI*{CPUTILLI*AATL 42, L L FeCMUILL ¥ AALL+2,LL+1]1)
FOMUBLLLI®AA(L A2 LL#2)CMUGILL) *¥AALLE2,LL+3))
FCMUG LI ICMURILLI#AALL #3,LL) *CMUZILL)*AALL+3 4L L+1)
+CMUBLLI*AALL42,LL+2)+CMUSGTLL I #AA(L+3,,LL+3))

#* 4 % H ¥ W

EPS=10.E~15
CALL DGELSIBETAsAS KMQsLsEPSIIERAUX)

CALCUL SIGMA K

DC 4 I=1,MP2
4 COSPLILL)=C.DC
LG 5 Li=1.,3
£G 5 L=14ANC
5 CGSPLI(LL)= CGS?LIitLl+8EIA£Ll*{CMU1iL3*&A(L9LL)OCHUZ(LS*AAIL*leL}
F ALMUSILI*AACL+2,LLI+CMUSLL)I*AALLE3,LL) )
06 € Li=4.MP2
LP=LL=3eN
DC 6 L=1.RMQ
€ COSPLICLL)=COSPLITLLI+BETALLIF{CHULIL)#AA(L,LP)I+CMU2ILI*AALL+1,LP)
* +CMUBLLIFAALL+2,LP I+ CHMUALLI%AALL+3,LP) )

CALCUL DES CUEFFICLENTS DU PCLYNOME

DERUM={2{21~X4 L3 J2dvE3)-Y i )= (X423}~ X L1 )% (v (2)-Y(1)]}

CNZ2=4 §ALFAL  2)-ALFAC  13¢COSPLILLI-COSPLItC23 %YL 3)-¥Y( 1))~

1 (ALFAL  33~-ALFAL  13+COSPLA{LI-COSPLI3)Ix{Y{l 2)=Yl 1)}))I/DENCM
CN3=LLALFAL  2Z21-ALFAL  1)+COSPLIALI-CCOSPLIL2))%IXT 3)-X{ 1))~

1 (ALFAL 3)~ALFAL  LI+CUSPLILLI-COSPLE(3II*{X{ 2)-X{ 1}))/DENOM
CN3=~CN3

CNLI=ALFAL  1-COSPLILLI-OINZRXT  1I~CN3x¥Y({ 1)

CALCUL SPLINE

DC 20 Lislq.¥M
LP=L4 4N ’
LS=LL+3
28 SIGMAlLLI= Chl#CNZ*XiLPI#C&3*Y£LP!*COSPLI(LS?
RETURN
ENE
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CRJET

CALCUL DE LA FONCTION SPLINE D®AJUSTEMENT SA RELATIVE A UN
SCALAIRE RRO=1/EPSIL » POUR UN CERTAIN NCMBRE DE VALEURS
ALFALL) DUNNEES AUX POINTS T{I} I=ljse..N SITUES DANS UN
RECTANGLE OU UN CERCLE

APPEL

CALL SPLI2A(SIGMA;FMIN, NeMoMPN,LIMIT,IER)AACMULCMU2,CMU3, CMUSG,
* BETA,GRADoWK.COSPLI)

DESCRIPTION DES PARAMETRES

=~VARITABLES EN COMMON

Xo¥ TABLEAUX DE DIMENSION MPN

LLFA JABLEAU DE DIMENSICN N DES ALFA(I) DCNNES.
AUX POINTS Till=dtx{1l}evdI)} I=lseacN

A5 VECTEUR DE TRAVAIL DE DIMENSION (N-3)%I{N-2)/2

RN MATRICEIN-3:¥PN) DE TRAVAIL

FAC VECTEUR DE TRAVAIL DE DIMENSICGN N

EPSIL SCALAIRE=1/RHO EN SEMPLE PRECISION

—~ARGUMENTS DE SPLIZA

SiGMA  TABLEAU RESULTAT DE DIMENSION My CONTENANT LES
VALEURS DE LA FONCTION SPLINE D®AJUSTEMENT CALCULEES AUX
PGINES TlJl=(Xtdls¥YL4)) JEN+1sN+25 00 N#M

FMIN #INIMUM OBTENU POGUR LA FCRME QUALDRATIQUE ASSOCIEE A LA
FONCTION SPLINE DYAJUSTEMENY

As¥  NEMBRES ENTIERS

BEN=N+M ,

LIMIT NOMBRE MAXIMUM D*ITERATIONS PUUR LA MINIMISATICN DE LA
FURME QUADRATIQUE PAR DFMCG

IER MESSAGE DTERREUR SUR LE SCUS-PROGRAMME CFKCC VOIR DFMCG

Af  TABLEAUIN®MPN} DES VALEURS DU NOYAU REPRODUISANT OBTENU
PAR NOYAUK Cu NCYAuC

CHUL,CMU2,CNU3,CHU4  VECTEYRS DE DIMENSION N-3 OBYENUS

PAR COEFCY
BETASGRAD, YECTEURS DE TRAVAIL DE DIMENSICN N
CoseLl - M
WK 2= XY

SCUS—-PROGRAMMES ET FONCTIONS APPELES DFMCG (SSP-IBM) 4 MINSPL
REMARGUES

TOUTES LES VARIABLES REELLES, SAUF EPSIL SONT EN DOUBLE PRECISION
TOUTES LES VARIABLES COMMENCANT PAR IT4JsKsLsMeN SONT EN FIXE
LES PARAMETRES DU SOUS-PROGRAMKE MINSPL SONT DEFINIS PAR SPLI2A

Fi EST NECESSAIRE DE DEFINER LES DIMENSIONS MAXINMA DANS

LES INSTRUCTIONS COMMGN DU PROGRAMME PRINCIPAL ‘

ET DES SQUS—-PRGGRAMMES SPLI2A ET MINSPL POR LES DIFFERENTS CALCULS

METHCDE VOGIR PARTIE 2-&
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SUBROUTINE MINSPLI{N,ARGsVAL,CGRAD)
CALCUL fORME QUADRATIQUE ET GRACIENIS
CCMMON X{100)sYL100)JALFALL100)9ASI11258)sHNL4T,100),FAC(50),EPSIL

CIMENSICN ARGU1)sGRAC(L)

DCUBLE PRECISIGN ARGyGRAL FACsXyY+sALFAZASyHNVALyVALLyVALZ,
*  VALGLl,VALGZ

AMC=h-3

VALZ2=0.D0

GRADIN=-2)=0.0C

GRAD{N-1)=0.00

GRALANI=0.D0

DC 1 J=14N

FAC(J)=0.00

£0 2 I=1,NMC
2 FACIJ)=FACLJI)+ARGLI}*HN(d,4)

FAC(JI=FACLUI+ARGIN=-2)%Y{JI+ARGIN=LIXX(J)I+ARGIN)=-ALFA( J)

VYAL2=VALZ2+FAC{JI®FACI(J)

GRADUIN-2)=GRADIN=-2}+FACLJ)*YLJ)

GRADAN=-1)=GRADIN=L)I+FAC(J)I*X[J)
1 GRADAN)I=GRADIN)I*+FAC{J)

VAL1=C.DC

DC 3 K=1,NMQ

VALG1=0.00

VALG2=0.00

DC 5 I=1:NMQ

CALL LOC(KsLoI1,NMQyNMQ,y1)

VALL=VAL1+ARGIK)}*ARG{I)*AS(]I1)
5 VALGL=VALGL+ARG(I)*ASL1I)
£C 6 J=1sN
VALGZ=VALGZ2+FACIJ)2HN(Ksd)
CRADIK)I=2%{EPSIL*VALGL+VALG2]}
GRADIN=-21)=2%GRAD(N-2}
GRADAN-1}=2%CGRADIN~1}
GRADANI=2¥GRADIN)
VAL=EPSIL*VALI+VALZ2
RETURN
END

[PV,
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