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- RESUME -

Ce rapport expose la méthode de Friedrichs, améliorée par
Hopkins et Hill, de calecul du domaine transsenique d'une tuyére
de révolution et 1a compare & celle de Carridre, habituellement
utiliséde au L.R.B.A.

Cette étude a permis de concevoir deux autres méthodes

dérivant directement des deux premiéres.

Ces quatre méthodes ont donc &té comparées entre elles
et leurs résultats ont été contrdlés par des sondages de pression

en soufflerie,
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- NOTATIONS =

X, Y coordonnées axiale et radiale
uw v Composantes de la vitesse suivant x et y
angle que fait la vitesse avec 1'axe de la tuyére
module de la vitesse
V& module de la vitesse le long de la ligne de référence
M nombre de Mach
L e
V*
AN e
/ 4
vitesse du son
rayon de courbure au col
angle du convergent
rayon au col du profil de référence
paramdtre de forme du profil de référence
rayon du col
pression statique
pression génératrice
rapport des chaleurs spécifiques (x::A,A)
fonction potentiel
fonction de courant
potentiel de vitesse ayant la dimension d'une longueur

fonction de courant ayant la dimension d'une longueur

N e e Iy 0D R A

dérivée par rapport & } ; le nombre indiquant l'ordre.

*
L'astérisque caractérise la ligne sonique.




Ce document est la propriété de |”Etat, il ne peut étre

utilis€, reproduit ou communiqué sans son autorisation.

R
B
£

EAvel

27_VERNON
FRANCE

DOCUMENT N° E.835 - NT.12/SAE

INTRODUCT ION

Le calcul de l'écoulement dans le divergent d'une tuydre
supersonique est généralement mené indépendamment de celui du
domaine subsonique. La méthode utilisée est celle des caractéris-
tiques, les donndes initiales du calcul étant fournies par la
connaissance du domaine transsonique. La détermination du champ
de 1'écoulement dans la région du col est donc un probléme d'im-

portance pratique.

Plusieurs solutions ont été proposées. Parmi celles-ci,
on cite le plus souvent les méthodes de Hall (1), Oswatitsch
et Rothstein (2), Sauer (3), Sims (4), dont on trouvera en annexe 1
un rappel trds bref. Elles ont été, pour la plupart, mises au point
pour le caleul de tuydres pour lesquelles les considérations
d'encombrement ne sont pas primordiales. C'est le cas des tuydres
de soufflerie. Toutefois, pour des tuy2res de faible rayon de
courbure au col (R/hgl), ce qui est fréouent pour les tuydres
d'engins dont on cherche & diminuer 1'encombrement, ces méthodes

sont inapplicables.

Hopkins et Hill (6) en faisant appel aux variables de
Friedrichéqgnt élaboré une méthode qui assure une convergence
des calculs pour des valeurs de R/h pouvant &tre inférieures 3 1.
Leur méthode permet le calcul du domaine transsonique de toute

tuydre.

La méthode actuellement utilisée au L,R.B.A. est la
méthode de P. Carridre (5). La recherche d'un développement en
série de la fonction potentiel sur laquelle elle repose, n'impli-
que pas par elle-m&me la convergence de ce déveloopement. Celle-ci
est généralement assuréde par le choix d'un nombre limité de termes
du développement . Des difficultés peuvent apparaftre si le
rapport R/h est faible (14).

Le but de 1'étude menée au L.R.B.A. sur contrat DRME

est double 13
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- analyser la méthode de calcul proposée par Hopkins et Hill

qui d'une part semble applicable 2 des tuyéres de faible rapport
R/het d'autre part, gr8ce au changement de variables de Friedrichs,
fournit facilement une carte de 1'écoulement dans le transsonique

(1ignes de courant, lignes isovitesse ).

- comparer les résultats fournis par les méthodes de Hopkins-Friedr
et P. Carriére au niveau de 1'écoulement supersonique. Ces deux
méthodes obtiennent en effet par des procédés différents une
caractéristique de départ pour le calcul de 1'écoulement super-
sonique dans la tuydre. On comparera les profils de pressions
calculés sur les divergents supersonicues 3 des mesures en

soufflerie.
Cette note se décompose en trois parties :

- dans une premidre partie nous exposons en détail la méthode

de Friedrichs et la complétons par le calcul des caractéristiques
transsoniques. Cette étude nous a permis de concevoir une méthode
simplifide dont les résultats sont comparables 3 ceux obtenus

par Hopkins et Hille

- dans une seconde partie nous rappelons bridvement la méthode
actuelle de Carridre et présentons une méthode mixte faisant
appel aux principes des méthodes de Friedrichs et de Carridre

simultanément.

Dans une dernidre partie nous rapportons les résultats de la

phase expérimentale destinée 3 vérifier les calculs précédents

et 3 tester les différentes méthodes et qui consiste en des

mesures de répartition de pression sur les parois de quatre tuyéres
Nous avons comparé les résultats obtenus 3 ceux des méthodes de
Hall, Oswatitsch et Sauer fournis par Back, Massier et Gier /8).
Nous avons de plus étudié les conséquences sur la répartition des
pressions sur le divergent d'un calcul du domaine transsonique
effectué & une valeur de R/h différente du K/h réel ou imposé.

Cette étude fait par ailleurs l'objet d'une publication pour une
soutenance de thdse de Docteur Ingdnieur en Mécanique des Fluides
présentée & la Faculté des Sciences de 1'Université de Lille.
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METHODE DE FRIEDRICHS-HOPKINS

4 73 O R

Introduction

La méthode de Friedrichs est une méthode inverse et
consiste A rechercher le profil d'une tuydre et 3 calculer 1'écou-
lement dans cette tuydre 3 partir d'une distribution axiale,
imposée, de la vitesse. Le succeés de la méthede, repose sur la
possibilité de déterminer la distribution de vitesse qui permet
d'ebtenir un profil désiré.

Pour cela Hopkins et Hill ont défini un profil de varoi
de référence qui approche le profil réel. Ce profil de référence
permet de calculer un écoulement monodimensionnel et la distri-
bution de vitesse correspondante sur 1l'axe de la tuydre est
utilisée pour 1'étude de 1l'écoulement de révelution dans la

tuy2re réelle.

Le calcul est mené en faisant appel 3 un double change=
ment de variables. Les équations générales de 1'écoulement
s'écrivent alers 3 l'aide des fonctions potentiel et de courant
dovenuesgegriables indépendantes et ramendes 3 la dimension

d'une lengueur.

Equations de 1'écoulement

Hypothdses

Les hypothdses habituelles sont faites : c¢'est 4 dire,
que nous supposons l'écoulement permanent, irrotationnel, adia-
batique, sans choc et méridien. Le fluide est supposé &tre un
gaz parfait nen visqueux dont le rappert des chaleurs spécifiques

est constant.

Nous admettrons, de plus, que l'épaisseur de la couche

limite est négligeable au voisinage du col.
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I.2.2 Transformation des équations générales

I.2.2.1 Eguatieons de 1'écoulement

En coordonnées méridiennes les équations de conservation

de la masse et d'irrotationalité de 1'écoulement s'écrivent :
10 O 1U e e
DX Dj )

WM o (2
¥ b‘j

A ces deux équations il faut ajouter 1'équation de
Saint-Venant également vérifide puisque 1'écoulement est isen-
tropique.

Ql \/1 Rt Yo A v*l (3)

2% kdears BBl (ke

Les équations (2) et (1) sont respectivement vérifides
en définissant la fonctien potentiel ¢§(”/f) et une fonction
1
de courant \P(x/y) comme suit ¢

3¢ _ (4a)

dx
¢ _ v~ (4b)

juj (5a)
:\/U'.’ (5b)

Y
Y

o oD o
< o< w
l

o

X

1.2.2.2 Premier changement de variables :

Friedrichs a montré qu'il était intéressant d'exprimer
les équations de 1'écoulement en fonction des nouvelles variables
indépendantes ¢ et \I/ . Cette transformation de (P(x/,), ,U(x/j)
en X 0?/W) et j(¢b?{) n'est évidemment possible que si le

1 = On peut rappeler que la fonction de courant couramment utilisée est définie

comme suit @ h 1A WL . ST
oy A Ay i
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Jacobien de la transformation n'est pas nul, c'est 3 dire ¢

J': >(¢/ Y/) - /3 uz.f(fl (o)
TP (620 ) #

Cette condition est vérifide dans tout 1'écoulement

donc, a fortiori, dans la région transsonique.

D'ol
oY Y find
w o Y s (4
)¢ J -Zi(uﬁvv 5 v
de méme ¢ ¥
. s
- R = i B
= RIS ,e/i(u‘w}) WPy
On calcule de la méme facon bLS et 24 « Les équations
résultantes s'écrivent finalement : Y é*l
o b (6a)
¥ -V
X oy W din 8 (6b)
A
24 - Ain 8 (7a)
)0 v
H - Y/Mﬁ (7b)
e

Dans ces équations Q6 et yb sont les coordonndes
curvilignes de 1'écoulement et la vitesse est exprimée en fonction

de son module V et de sa direction 5 .

v win s
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1.2,2.3 Deuxidme changement de variables

y A

e [ ligne des sommets
% ligne sonique—’k_\
\\

‘ axe de la tuydre
0

Y

Dans le changement de variables précédent gb et V/ n'ont
pas la dimension d'une longueurjor il est plus commode que les
coordonnées aient des unités de longueur. C'est pourquoi on

introduit les nouvelles variables 5 et 7 .

a.~ Définition de ; !

Pour définir S nous posons ¢: F/f) tel que

M e
2 - FI5)= %(%)

Dans cette équation de définition de } s C'est 3 dire

-_jf - %(5) ®
ol Vk est la distribution de vitesse le long de l'axe des X ,
il est clair que _; a la dimension d'une longueur puisque 96 a

2
(longueur) . Pour définir compldtement

comme dimension
temps

‘4/5):/‘4(‘)/]=o

ce qui entrafne x= ; le long de 1l‘axe.

on pose §
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b.- Définition de N

La variable 7 qui caractérise chaque ligne de courant

de 1'écoulement, sera définie par :
A
P= (7 vy ®

Cette nouvelle fonction de courant a bien la dimension
d'une longueur comme le montre la relation (5).

Les nouvelles variables étant ainsi définies, il reste
Y transformer les &quations (6) et (7).

De 1'équation (6b), par exemple, on tire :

de _
dy Iy

et, en tenant compte de (6b) :
()X_ oY 2 /y —-/“/*_:Z_Jin&
7red

¥ 9 T
LW

ou encore, en posant @

g /;“7"‘ (10)
21 i ”zl din 8 (112)

- y

De la m&me fagon en transformant 1'équation (7b) il vient :

.é.!_ = sz_(odg (11b)
N J
Les deux autres équations cherchées s'obtiennent
3 partir des équations (6a), (7a) et (8) qui donnent :

2_‘_ - ﬁ_ co4 ﬂ (llc)
o
oL Vel (114)
)% ¥

En dérivant ces deux dernidres équations par rapport
3 7 et les deux précédentes par rapport 2 ‘; on obtient
un systdme de deux équations 3 deux inconnues i( \./;.)et ?_.Q

M H(

dont la résolution donne :
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) (Ve ) _ _ yth db
)_)](VK)_—H.?)_ (11e)
Eff )ﬁ ji (Hzll (11f)

D'ol finalement le systdme d'équations cherché,

remplacant les deux dquations de base (1) et (2) de 1'écoulement 1

bX - . szgﬁne ]

)l y

_)_i oy Hiltﬂg

1 p
Ly ytL Y .
d b y 9

Wo_ v
RERE Y

L'écriture sous cette forme des équations (11) est
intéressante car elle permet de normaliser les variables utili-
sées. L'unité de longueur sera le rayon du col. La vitesse
critique sera prise égale 3 1. Les angles seront exprimés en
radian «

Ces équations sont évidemment insuffisantes pour
permettre le calcul des inconnues. Deux égquations supplémentaires
sont nécessaires : les équations (10) et (3) agnsi que 1'équation
d'évolution isentropique d'un gaz parfait ¢

(L)

Rappelons que Vkéﬂest une condition aux frontidres
gue nous nous 1mposerons.

Le systéme 3 résoudre est finalement le suivant :
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X :_Hzﬂﬁdm ¢ (/L)
N Y 4
(”‘) K: /Z—* 3{(7

£}
| <
IV Lc'
T —
=
i)

Résolution du systdme d'équations (11)
Solution
Les inconnui; du systéme précédent sont 1 , j % O
L x =
et %‘ avec M( = V%‘ et M- l\;—,. La solution analytique

cherchge est de la forme d'une série puissance en 7 . La
précision obtenue dépend du nombre de termes retenus. Friedrichs
avait fait un développement jusqu'a l'ordre 2 uniquement, alors
que Hopkins et Hill ont arrété leurs séries 3 l'ordre 4 et se
justifient par la bonne concordance de leurs calculs et des
résultats expérimentaux. Nous montrerons plus loin que le
domaine de validité de ce développement diminue quand T devienL
inférieur 3 1 et qu'il est nécessaire ainsi de pousser le
développement 3 1'ordre 6 si 1l'on désire éviter ce rétrécisse-
ment du domaine d'application de la méthode.

En prenant 1'axe de la tuydre comme ligne de référence,
le long de laquelle la distribution de la vitesse est connue ,
et en prenant comme origine X= §:0 , le point ol \/,(: t/‘,

les conditions limites le long de cette ligne s'écrivent :

(h =0
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Avec ces conditions limites les séries peuvent s'écrire

sous la forme suivante :
. 2 3 A
x:;+1(47+xx'z +1;'7+XA7

j: j,«?’r 71 ‘Zl+ g,rz;+jk Vzk
B g bgte B By

M A
eI AR TN
La symétrie, imposée par 1'écoulement supposé Etre

de révolution, pvermet d'écrire plus simplement ¢
2 A
§+ A&7 % xArZ : (12a)

y= Jay (12
9: &, »Z " 193 ll; (12¢)

'i:: A+ 4 ’Zl+ 9 ’ZA (124)
Me

Les coefficients de ces séries sont fonction de g
uniquement. Pour les calculer il faut d'abord expliciter A/Z
en tenant compte de (3). Il vient ainsi :

Wl G (
SRR T

puisque 1'écoulement est isentropique. Or
7—#__ V*z__ MZ

T T & T MM

et de la relation (3) on tire facilement :
(&) = Ld - LM

Z

> A
I1 est 3 souligner que /‘7* est borné : 0« M '« }_*7/
Par suite, }/2 devient @

o
HE_ A [ nd ;_4Mfz/-;_7 (13)

',4_#

m*( 1 ¥ §
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Cette relation qui est valable dans tout 1'écoulement

1'est par conséquent le long de 1l'axe de la tuydre. D'ol :
A
ST T 2 R
M 4

- z;—- (13 bis)
4 /

On cherche & exprimer }{l sous la forme d'un dévelop-
pement en série dont les coefficients soient fonction de quan-
tités définies sur 1'axe. On essaye donc de faire apparaitre
le rapport M/A" dans (13) en utilisant 1'équation (13 bis) et
celle qui relie My et MR , 3 savoir @

M2 3
R
= 4
R FrY e M*Z (14)
i RN
I1 est possible ainsi d'écrire 1 w

] * T -
/i)—ﬂi///_klﬁ 4//1*4 (15)
He/ — M* Z A
zConnaissant le développement (12d) de ﬁ7i/f4;: celui
e (H/hk) s'obtient alors facilement . On pose d'abord :

SRR AN

par suite ¢

~__££_ 1 3 A
(//—X/ e M;7z?z*[gi/ﬁz*z7/«/+2{”( 7177

d'olt finalement :

(—;;—)z: A /M 4)7‘7 /71 74*—-/174 72/

4 (16)
+ ) == 7/?

A 1'aide de cette dernidre équation et en substituant
*
dans le systdme (11) les inconnues [ , y 8 et Myﬂgsous

leur forme explicitée en (12), le calcul des coefficients X; ,
55 < 9; et ?j , s'effectue par identification des termes

de m@me puissance en 7 .
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Posons d'abord :
T NEA T AY

Les développements de chacun des membres des équations (11a)

et (11b) fournissent les systdmes suivants :
3

j-}‘{lfz Jfﬂﬁ: _/‘/,:[94?21-//?194-?93 - %—}’2)‘]
1 t iﬁ = 2111471+Z/X1y,+21ky£)?k
3 1

H«L/ 7+{‘71~‘%}7‘]

1 3
oy A pege

d'ol, par identification des termes de méme puissance :

ley/f:-”,zz (94
: {ZX1W+AA34_ 'HQ(HZ&+ﬂ5-—f)

=
*»
~
P
S
™
!

{)

1 2
”4 = H‘
15 |
TN T
Jads = e 7
Pour développer 1'équation (1le) on écrit d'abord :

e} _ (M2
) - 3%

par suite ¢

3% =ty tpn gy’
e )@ 8 Fl&,+9,)?]

Ce qui entratne H

2/{ 92 = //:9/;
1 ¢ / /
{ /liy,y 712 -A%yf-z%!% et //f:(/?z 674“95)
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Pour trouver le quatri®me systéme il faut d'abord

dcrire sous une forme différente 1'égquation (11f), en dévelop-

d'ol

[ it

<VK7//‘/ QHZ_)/Z)Y] Z}/Q}Q}q /{,{3/7 Z} H<y3
Z/’/H f?z/hf”(’qzy /‘{xlgzjf //Kysf
\ ZheHe 450 -Hc 19 ) p*

Lt'identification terme & terme donne ¢

oy’ = Mo (Lhepe-Hey)
L ZA%%‘# Z(g;ylz: Z}/(Il{;yg-fz H(/'(!( ﬁzy4+}/r<‘/ﬂ;¢74
- 1‘71;4/ -7; ‘y; 71) t ZHK#:'%!?'I

11 ne reste plus qu'd résoudre les systémes I, II,

III et IV en procédant par substitution pour obtenir les coef-
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Le systéme (12) s'éerit finalement ¢

! 2 AL /
v o § o Hella [3_32 B He (MEA) _71‘ He //’?5+;0,‘(_//,<]74 (17)

P
j:H@7+%[ﬂK L’(M;J)_}l,’(’]?’ (47b)
{ - ! ] b4 ou
§ - HK?‘!‘[}{-”K}{(HKMK +,4/‘/g ¢ (M 4}1—’/}'/ qu"I«M,(+ﬂ](g:)
M.z = of HUL/MZ /’H //"z /H ﬁ/"/v’,z+— {Mi 4}#9””"]7
¢#d)

Les coefficients ainsi calculés ne sont fonction que
de H‘ > ﬁ7‘ et de leurs dérivées successives par rapport
) F . Par conséquent si nous connaissons 1'écoulement le long
de 1'axe, c'est & dire la distribution de la vitesse, nous
pouvons, » 1'aide de ces équations (17) ci-dessus, calculer

1'écoulement point par point.

1.2.3:2 Discussion de la solution

La solution proposée au systdme d'équations (11)
se présente sous la forme de développements en séries. Il
serait donc nécessaire de montrer la convergence de ces séries.
De plus, la solution étant admise, il faudrait prouver son
unicité.

Ce probldme, essentiellement mathématique, présente
en réalité de grandes difficultés. En effet i1 n'existe pas
de loi récurrente pour calculer les différents coefficients
des séries. Il est donc impossible de mettre en oeuvre les
méthodes classicues d'étude de convergence, en particulier
en dtudiant les termes de rang nh . La discussion de la solu-
tion pourrait éventuellement se faire au niveau du systdme
d'équations aux dérivées partielles mais nécessiterait alors,
si 1'étude est réellement possible, de faire appel 2 des théories
mathématiques trds complexes dont la mise en oeuvre déborderait

amplement du cadre de ces travaux.
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L'étude, trés succincte, qui a donc été faite, s'est
réduite 3 1'analyse approfondie des coefficients calculés
de ces séries. Ces derniers étant en nombre relativement restreir
puisque les développements ont été limités 3 1'ordre 4, nous
avons essayé de définir le domaine dans lequel la solution
proposée est valable. Le développement 3 1'ordre 4 en effet ne
permet pas de calculer tout 1'écoulement. Il est donc nécessaire,
pour &tre assuré d'une certaine précision dans le calcul, de
définir le contour de ce domaine d'application. Pour cela il
faut connaftre au moins la valeur du premier terme d'ordre
supérieur négligé, en admettant que les séries convergent.
Nous avons donc calculé les coefficients d'ordre 5 et 6. On

trouvera en annexe 2 le détail de ce calcul.

L'étude des coefficients a été faite pour des tuydres
de rapport K/h= 2,5, 1 et 0,625, Sur les planches 1 et 2 ont
été tracés les contours des domaines dans lesquels la précisien
en x et y est supérieure 3 5/100 mm, c'est & dire que dans
ces domaines les termes d'erdre 5 et 6 sont inférieurs 3 3.10~3h,

pour un col de rayon h = 15 mm. Nous constatons que :

- Le domaine de validité de la solution se rétrécit
trés vite au veisinage de la paroi de la tuydre, essentiellement

en supersonique.
- Ce domaine diminue également avec K/h .

- A 1'intérieur de ce domaine les coefficients calculés
convergent. Ce qui ne prouve pas, évidemment, la convergence

des fries.

- Les planches montrent aussi que, pour R/ h =1, le
développement 3 l'ordre 4 n'est pas suffisant pour la précision

sévere citde ci-dessus.

Ces résultats peuvent justifier, en partie, les

dcarts trouvés entre les calculs et les mesures en soufflerie.
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Profil de paroi de référence

Définition du profil de référence

Cette fagon de caleuler 1'écoulement & partir d'une
distribution donnde de la vitesse le long d'une ligne de réfé-
rence, en l'occurence l'axe de la tuydre, est une méthode dite

inverse.

Toute ligne de courant peut &tre prise comme une
paroi de tuydre. Si la comparaison entre la ligne de courant,
limitant 1'édcoulement, et la paroi de la tuy2re réelle ne se
fait pas avec une précision suffisante, il suffit de modifier
la distribution de vitesse sur l'axe et de calculer le nouvel
édcoulement., Il est important, pour éviter d'avoir 3 multiplier
les calculs, de connaftre la distribution de vitesse 3 imposer
afin que la ligne de courant limite obtenue s'identifie avec

une bonne précision & la paroi de la tuydre désirée.

Notons aqu'aucune hypothdse n'a été falte sur la forme
de cette paroi au veisinage du col qui peut &tre prise quelconque;
Le choix d'un profil circulaire répend & un souci de simplifi-

cation.

Hopkins et Hill ont élaboré une méthode qui permet
d'approcher rapidement le profil de paroi cherché. Elle est
basée sur la définition d'un profil de référence proche du
profil réel. A ce profil de référence est associé un écoulement
monodimensionnel et la distribution de vitesse correspondante
le long de l'axe est utilisée pourl'étude de 1'écoulement
méridien. Le prefil de référence est défini par une fonction
analytique continue dont teoutes les dérivées sont elles-mémes

continues. Dans sa forme générale cette fonction s'écrit :

| £ G(/‘ C-sz)+/7

A son minimum, c'est 3 dire au col, son rayon de

courbure ﬁi est

__i{_ - __J__
Lyfdet ~ 260

s
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Ce qui permet d'éliminer (:z en fonction de
D'ol : 2

. o (A - e”17f?:/)+/7

E.83% = NT.12/SAE

K,

e °

La forme de la paroi est ainsi déterminée par deux

paramétres KZ et 674 . AZ caractérise le rayon de courbure

au col et

C, 1'angle d'entrée de la tuydre. En faisant varier

ce dernier paramdtre nous obtenons une famille de courbes comme

le montre la figure ci=dessous.

Ce=3 7’“
P |
7
({:/1
Kad
A
e 0 ~X

Relation entre le profil de référence et le preofil calculé

L'angle d'entrée et le rayon de courbure au col du

profil caleulé sont différents de ceux du profil de référence

ainsi que le montre la figure ci-dessous.

yﬂ

ks profil calculé

ligne des
/

ligne sonique

axe de la tuyére

sommets
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Pour comprendre la relation qui existe entre le profil
de référence et le profil calculé il faut retenir que la vitesse
le long de l'axe correspondant 3 la géométrie de référence est
déterminée en supposant 1'écoulement monodimensionnel. Le profil
de tuydre qui produit cette méme distribution de vitesse le

long de 1'axe en écoulement méridien est le profil calculé.

Pour éviter des calculs dont 1'itération riscuerait
d'8tre longue Hopkins et Hill ont établi des relations empiri-
ques entre les pnaram®tres du profil de référence et ceux du
profil désiré.

En appelant Qa 1'angle d'entrée et R1 le rayon de
courbure du col du profil réel les relations obtenues sont de

la forme ¢

S T o) 2
avec 'za by 1:
KS Z Fl( C’{/ ’e“/ Z)
Soit plus explicitement :
’ ) A
/‘7{'5}'3( e 042173~ 0,0335(F-44)
¢, _ Zog ASo00 - laa Ra (18)
A3 55 + 425 y-44)
3 -9 443
948C,
/?s - (0/3312 + o/asc;x)[o/ﬁ’ﬁ e 5
Ko (44234 + 0,00 294 L ~0,000463 (f) - (19)

RE(,0482 +0 00444 C -0,0000201C}) ]

Dans 1'équation (18) 6L et 1'arc tangente sont
exprimés en degrés. Par ces relations les paramdtres (, et Ri
du profil de référence peuvent &tre déterminés & partir de 1l'angle
d'entrée et du rayon de courbure au col de la tuydre réelle.
Nous sommes ainsi assurés d'avoir une bonne concordance entre
le profil calculé et le profil réel. Toutefois l'identification
n'est pas parfaite. Un calcul d'optimisation est nécessaire mais
il est plus rapide que si ces relations empiriques n'existaient

pas.
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Calgul de 1'écoulement

Distribution de la vitesse sur 1'axe

En considérant 1'écoulement monodimensionnel il est
possible d'établir une relation entre la géométrie de la tuydre
de référence et la distribution de la vitesse sur l'axe. La
quantité H‘ s'éerit en fonction de (, et K: sous la forme

suivante

1
A -t A
gl e(p) - plo g

Le rayon du col étant pris comme unité de longueur et

4
2

puisque le leng de l'axe x- ?, H& devient
2
HK:/,LQ(,/_Q I;&) (20)

est donc bien défini le long de 1'axe pour une géométrie

H&
donnée. Le nombre de Mach quest relié 3 }L( par les relations
(13) et (14).

Calcul des dérivées successives

Les équations sans dimension (17) sont exprimées en
fonction de HK v qu
Pour un profil de référence donné HR et lﬂ: (et par conséquent

’ﬂ‘ ) sont déterminds par les équations (20) et (13).

et de leurs dérivées par rapport 2 ? F

Pour chaque valeur de M Hﬂ et qu peuvent é&tre

R L
calculés, ainsi que leurs dérivées. ? est relié a HK par

la relation suivante

4
= 1 2
; :(ZR;(A l‘ﬂl'——'—_c‘( 7) ( 1)
i C4"H‘+//
Les expressions des différentes dérivées sont @
2
¥e & ¥ o &G (22)
ol 2
; 2
H (23)

" s

;ﬁL[i4 W _Efi.] e 2A:C
A; RZC? %
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BN A (24)

K; (f (Ks[l

H"‘u’ ot )] RL

Z

f

\V A TI% (.

= i/ _g. ? ; Ze z&(, (25)
KL K6 (}?,(.) (/? )4

Pour caleuler les dérivées de P1x nous utilisons la
relation (14) qui donne aprds dérivation :

MR * /
Hez 1 (f,/+ M ]VI

Nous ne connaissons pas ’4:, . Pour 1'éliminer nous
dérivons la relatien (13) gui permet d'exprimer lf:len fonction
de quantités déji calculédes, soit ¢

/ x !
pﬂ: 8 .Z ﬁ%( ‘l&
g Z
}{((M“4)

Par suite
My~ Mk [ma_-w;] o
T He(Me4) N
D'ol 1la dérivée seconde 3

i b4 RVIETL 2 3 2
i~ | el
MK{H','((4+L:(1M,.,)—H,< M,

Tous les coefficients des équations (17) sont donc

(27)

*
connus. L'écoulement est donc bien défini pour P7R donnéa

Méthode de calcul de 1'écoulement

Ligne sonigue :

Pour tracer la ligne sonique ( era 1) et d'une fagon
plus générale les lignes isovitesses P1*; Cri le processus est
simple : P1* ayant la valeur désirée, Q varie avec un pas
tmposé, fonction du nombre de points cherchés et pour chaque va-
leur de 7 1'équation (17d) doit &tre résolue par rapport 3 ;
c'est A dire qu
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Ligne de courant

Les lignes de courant peuvent également 8tre tracdes
point par point. Puisque chaque ligne est caractérisée par

une valeur de 7 , 11 suffit de s'imposer V et de faire varier

plus particulidrement intéressante puisque c'est elle qui est

La ligne de courant qui a un minimum pour y = 1 est

confondue avec la paroi de la tuydre. Pour trouver la valeur
de Q correspondante, deux propriétés du point minimum sont
utilisées, & savoir

g
dy_ o
or @ dx

be

iy Al gk iy
e Bl

d'all ¢ J
oo et
d$ = AR e
Cette dernidre relation fournit )‘z en fonction de %:

bl (28)

=
/ {
avec Y < O pour ; < 0 et j; positif dans le méme intervalle.
En portant cette expression de }? dans 1'équation (11b) on
obtient une équation en ? uniquement qu'il suffit de résoudre

pour y = 1.

Ligne des sommets

La procédure précédente peut 8tre également utilisée
pour rechercher la ligne des sommets et la tracer point par point
puisque cette dernidre est le lieu des minima des lignes de
courant. Le processus itératif réspud (17p) en tenant compte de
(26) pour différentes valeurs de y comprises entre O et 1.
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Au point minimum le rayon de courbure d'une ligne de courant est

donné par l'expression suivante @

R A
BTy /d
mais
g Alan s
dxt “E- dat ];- J;

or @ l

Q
(<8
{
(5]

par suite 3 J ? 9 Alﬂ
¥ ¢

et finalement i 9

(expns2an)

RS

On peut ainsi graduer la ligne des sommets en

i3
h

Caractéristiques dans le domaine transsonique

Introduction 2

)

(29)

) L

h

La comparaison 2 laquelle nous voulens procéder entre la méthode

de Hopkins-Friedrichs et celle de Carridre porte sur les deux

écoulements supersoniques résultant de ces deux analyses diffé-

rentes du champ transsonique. Plus particuli®rement nous nous

attachons 3 connaitre les conséquences sur la répartition des

pressions le long du divergent d'un calcul du domaine transsonique

effectué pour une valeur de R/h différente du
réel).

'?/J1 imposé (ou
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La méthode généralement utilisée pour le calcul
du champ supersonique d'une tuydre est celle dite des caracté-
ristiques. Or pour démarrer ce calcul il est nécessaire de
connaitre les conditions de 1'écoulement dans la région du col,
en bas supersonicue, et plus particulidrement le bong d'une

caractéristique transsonigue ou de deux arcs de caractéristicues

de nature différente.

——— caractéristique montante

<« caractéristique descendante

0 5

Nous avons donc été ainsi amenés 3 rechercher les
équations de ces caractéristiques transsonicues avec les va-

riables de Friedrichs.

Equations des caractéristiques
Nous allons chercher les familles de caractéristiques
du systdme d'équations aux dérivées partielles (11). Nous
établirons en méme temps les relations vérifides sur ces carac-
téristiques.
Rappelons que les fonctions inconnues sont x , 3
8 wx M® que les variables sont F et ? « Pour faire
apparaftre explicitement dans le systdme (11) la quatridme
fonction inconnue PT*il est nécessaire de transformer les équa-
tions (1le) et (11f).
La transformation de (1lle) est simple. En effet
b(»& B )(Mf),_Mé’ ym*
) =) = = o
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zrz )9 Ma Rl (11¢)
b% R

Pour transformer 1'équation (11f) nous utilisons la
relation d"Msentropie (13) qui lie H2 3 M* et permet ainsi de
faire apparattre M* avec :

)(Hz)_) giq%yr W JIMT
i (( _ ) M*J

Dol :

Ltéquation (11f) devient ainsi :
MEE A ?[(Hm")’_ﬂzwa 0 (11f)
i 9‘5 by MIY

Le systdme & étudier s'éecrit finalement :

_D_)(_ - Hilsing
i J
W o_Hwb

(30)
HEROe MR M

FRIER ST
Ll e SCL AN o | I ) L o RLO
Mx 3_)5 )rz MH[( "‘*/ZH

On sait que par définition une caractéristique (C)
dans le plan ( } ’ 7 ) est une courbe de ce plan telle que si
1'on cherche une solution du syst®me (30) ol les inconnues Xx ,

: 0 et P1* aient une répartition arbitraire donnée sur

( C), i1 y ait indétermination.
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Pour écrire qu'il y a indétermination on considare
comme inconnues les huit dérivédes partielles de x , 3 s e et

M* entre lesquelles on a en (30) 4 équations lindaires.

Par ailleurs les différentielles de x , j " 9 et P1* le
long de la courbe { € ) s'écrivent 3
%M 0}? —alx
5 4
DRI T
?>§ ?kq‘ )
(31)

St

J M* dM*
“l

L'ensemble des systimes(30) et (31) constitue un

t %
%5"1"

systéme de Cramer.
La condition d'indétermination est que les déter-
minants soient nuls . Appliquant cette condition au déterminant

principal nous trouveons @

o) 1 o) 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
L M
0 0 0 0 H l 0 0 L R
y T
0 o Ml o 0 1 ,ﬂ'lL(H‘M" % } o |=0
M gz MY M*

¢ o 0 0 c|? Jrz
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Soit, tous calculs faits :

Mt pen me[(Hin)P
AN

Cette équation homogdne du deuxi®me ordre en A% et J?

_H:]J?Z_Jfl:O (32)

M*;

donne deux types de solutions :

Skl M* H“Z \f“)m"”’” A dy

Simplifions cette écriture en tenant compte de la

relation d'isentropie et faisons apparaftre le nombre de Mach.

s EOEly AL Tr iy M*ZJ‘
5 M*(“")[ il £

dtol : 2(r-4 *(ved) 2
jsE g

H

Par suite

a{§ = i— M* Hzl Ml—'{ cl? (33)

Vérifions que ces deux équations représentent les
deux directions locales de Mach.

S'il en est ainsi nous devons avoir :

‘Iﬂ 1’3(9+x) (34)

X &tant défini par sin K — ._a_
Posons 3 J g l
R
il vient :

o LM SR
‘J‘i—y?"l? >'IJ ()_Q‘—n)g)d?
_)x )1 o, oa i
d 1 a|§ d (7'2—‘“53—)&?
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d'ol, en tenant compte de (11a) et (11b)

:& 05 9 + A Cﬁ; sin 0
dy _ ) M*
X

4 _Hz siné + FZI‘_’IE cos §
% e
soit
Fls e
& W=7
da i F 0
A e __l%___.
Mi_A

A
ot hyx g \m2- 4

AE ﬂﬁ-@“ & A A
M1

La relation (34) est donc bien vérifide. Par conséquent

5(91“) =

les deux familles de caractéristiques trouvées sont les deux
familles de lignes de Mach. Ceé résultat n'est rien d'autre qu'une
propriété fort connue des écoulements bidimensionnels. Il est
4 remarquer que la troisidme famille de caractéristiques, que
forment les lignes de courant, ne fait pas partie de la solution
trouvée. Elle n'existe pas puisque neus avens supposé 1l'écoule=-
ment isentropique.

Il reste maintenant 3 écrire la nullité, le long de
ces lignes, des autres déterminants. Cette condition supplémen=-

taire d'indétermination des inconnues s'écrit

suifvas
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0 1 0 0 0 0 o - H'sino
0 0 ,0 1 0 o) 0 ,H"tlﬁcasﬂ
J
0 TR 5 M 0 1 A 0
Mg
0 0 0 0 (8 0 0 0
)
J% Jq 0 0 0 0 0 dx {1
0 0 cl} Ar[ 0 0 0 clj
0 0 0 0 alg cfr( 0 Ad
0 0 0 0 0 0 A§ du*

soit, aprés développement :

* npl ) 1
i H .r{_ s "{‘z =
M% '}1 y

et aprds transformation, en tenant compte de (32) g

Jﬂ‘ﬂc‘] M H W chfanrCMJS
¥ g

.‘H_(M!J)ﬂ'_"l*i VMEA de _HAT o8 J;z =0 (35)
J g iy

ou encore, en faisant apparattre X 3

b M 8 - L UL b d 3
Yo ok G &

Finalement le long des lignes de Mach les relatiens suivantes

sont nécessairement vérifides.

- ligne de Mach + X 3

A% oy M |Z_Q__VM—4.JII

rﬂz 5

1% 4 “’M* JO- H_‘[_S\ne c‘l?
s 'k
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- ligne de Mach - K 3
S M*H'Z\/ Lady
Mz

/Mx JM* Je_ _H _Zz sfng.cjlz
J

Application au calcul d'une caractéristique transsonique descen-

dante

Partant d'un point de 1'axe de la tuydre ( Xz 0) le
c¢alcul de proche en proche d'une caractéristique descendante se

fait & 1'aide des équations suivantes :

(Jf: M*qu\/Mz c‘l?

Fr=e !
>a
)
:SI;_
- il
-
5
I‘(
ay
=
*
»a
&_,
o
1
S0

ML_ 2 Mt
rid _(i-J)M“

F1*et Y étant définis respectivement par les dquations (11d)
et (11b).

La deuxi®me équation vérifide par la caractéristique
n'est pas utilisde car on fait appel 3 la relation (17d) pour
dviter une intégration supplémentaire.

Le pas le est imposé en fonction du nombre de points
désirés.

Le point de la caractéristique qui se trouve sur la
paroi de la tuydre est déterminé par la valeur de q correspon=-
dant au profil, cette valeur de ? ayant été calculée préala-
blement.

Pour tracer la caractéristique issue du point sonigue
(x =0, 9 = 0) il est nécessaire de lever les indéterminations
des dérivées P1é et P1; en ce point, comme le montrent les

relations (26) et (27). Le calcul étant assez long nous ne
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donnons ici que le résultat :
(V]/) . YA (37)
R =
=0 1K

e o

Cette indétermination ainsi levée au point sonique
1'est aussi pour toute la courbe ; = 0. Ce résultat est
important car il permet de calculer des caractéristiques trans-
soniques ayant une intersection avec la courbe % = O. Plus
généralement il permet de calculer 1'écoulement au voisinage
immédiat de cette courbe.

On trouvera en annexe 4 la procédure de calcul 3 suivre
pour &tudier une tuydre supersonique. Cette procédure est comparée

3 celle utilisée quand on fait appel & la méthode de Carridre.

I.6 Méthode simplifiée

1.6 Introduction

La difficulté majeure rencontrée dans 1'utilisation
du profil de référence de Hopkins et Hill réside dans la recher-
che des paramdtres ’es et C, . Si cette difficulté est en
partie supprimée grice 3 l'existence des relations empiriques
(18) et (19), elle existe tout de méme* et plus particulidrement
pour 1'étude des tuybres & géométrie nouvelle pour lesquelles
la méthode est aussi applicable (voir annexe 3 ) mais sans

relations analocues aux (18) et (19).

Un calcul itératif est donc nécessaire pour certaines
valeurs de R/h et ce calcul ne peut pas &tre mené de n'importe

quelle fagon. Deux procédés simples, a priori, se présentent :

» cf. 1:3.2
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a«= Garder Ra constant et faire varier 94 dans les
relations (18) et (19) afin d'obtenir le rapport R/}\VOUIU.

be~ inversement garder 94 constant et faire varier R,

Ces deux facons de faire ne donnent pas le méme
résultat comme le montre la planche 3. Le meilleur résultat

est obtenu en gardant 9,L constant et en faisant varier 3?‘ .

C'est pour éviter d'avoir recours 3 un tel empirisme
dans la méthode de calcul que nous avens essayé de définir un
autre profil de référence ne faisant intervenir gqu'un seul

paramétre, le rayon de courbure au col.

I.6,2 Méthode

Nous avons pris un profil osculateur, en son sommet,
au profil de référence de Hopkins et Hill, donc au cercle de
rayon R‘ » La courbe ainsi obtenue est parabolique.

Rappelons 1'équation de Hopkins et Hi}l s

-k
yz A+ Ci(4-e 70 )

En faisant un développement limité au deuxi®me ordre
dans le domaine qui nous intéresse essentiellement, c'est & dire

au voisinage de x = O, nous obtenens :
4

g A g (39)
2R,
Cl'est cette nouvelle équation que nous avons retenue
comme équation d'un profil de référence. On congeit bien’qu'en
‘ utilisant ce profil on ne puisse calculer un domaine transsonique
aussi étendu que le permet le précdédent profil. Mais le principal
pour nous est de pouvoir analyser un domaine juste assez étendu
afin d'8tre en mesure de déterminer les caractéristiques trans—

soniques nécessaires au calcul de 1'écoulement supersonique.
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De cette équation (39) on tire :

el e SO

3t iz
R %

H\l i {I_

R Z K,

g el

} est relid 3 H& par

Proch oin A ] ke

Le calcul des coefficients des équations (17) est

ainsi simplifié.

Pour déterminer R, nous avons tracé des abaques
(voir planches 4, 5, 6 et 7) qui donnent par lecture directe
K,

donnée et du rapport B’ . La construction de ces abaques se

en fonction du rayon de courbure au colKﬂvde la tuyere

fait simplement en inversant le probldme : c'est 3 dire qu'en
se donnant un profil de référence on calcule les tuydres obtenues
pour différentes valeurs de ) données.

On constate que la convergence de la méthode n'est
assurée que pour K{; 1 et,comme le montre la planche 4,
n'est applicable que pour l'étude des tuydres de rapport R,/H au

col supérieur 3 0,25,

Conclusion

Cette méthode simplifide a été mise en oeuvre et
comparée & la méthode de Friedrichs.

Sa simplicité, sa rapidité d'exécution (veir annexes
4 et 5) et les résultats obtenus, comparés 3 ceux d'autres
méthodes, laissent préveir une application avantageuse pour
1'étude des tuydres supersoniques en général et des tuydres

3 géométrie nouvelle, plus particulidrement.
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11 METHODE DE CARRIERE
Tuleei} Rappel de la méthode

Cette méthode consiste & prendre, au voisinage du
point sonicue, une distribution arbitraire de la vitesse sur
1'axe et 3 chercher deux fonctions u ( x , y et v ( «, y )
qui satisfassent 23 cette condition et aux équations générales

de 1'écoulement méridien isentropique :

(u‘—az)‘),‘i ,,(vz—az)‘)_i’_'., uv"(?_‘i+).f i ¢
)X )3 Jﬁ In y
2 a‘+uz+d~‘_ )’f‘/

o-4 r-4

en prenant la vitesse critigue comme unité.

Le potentiel des vitesses ¢( G y ) vérifie, par

suite :
1 1 i
MU% wa);f o[ o) 48 b _ ;f,o
_f_aer ulful =l
¢-A B

Le calcul se réduit 3 chercher un développement en
série de la fonction potentiel satisfaisant 3 ces équations et
compatible avec une distribution arbitraire de la vitesse sur

l'axe, au veisinage du point sonique, donnée sous la forme

u - A+x

Le développement en série cherché est un développement

de Taylor

¢/x/ Z_a xy




- Ce document est la propriété de |’Etat, il ne peut étre

utilis€, reproduit ou communiqué sans son autorisation.

A
B
£

Ve

27_.VERNON
FRANCE

34
DOCUMENT N° E.83% - NT.12/SAE

ol ne sont conservés que les termes qui respectent la parité
en 2 de W et 1'imparité en ( de o - 9‘? (la tuyeére étant

symétricue par rapport & 0Xx ). J

La solutien, pour )’ = 1,4, est la suivante :

u - A+x +/o,o’+/l,0h+/{,02611+0/195‘1’)911....

o= [Adx+ 4095 0 62 nPe 0 497 x”/y Tl

Le programme de caleul est établi pour [’ constant
et jusqu'’ l'ordre 12 inclus bien que la convergence du dévelop-

pement de Taylor ainsi obtenu ne soit pas pour autant assurée.

L'étude du domaine transsonique s'effectue alors
simplement en donnant 3 9 des valeurs convenablement échelon-
nées et en tragant pour chacune d'elles les courbes u(g) ,tr(f)

u* ot 73,
La ligne sonique s'obtient en prenant le lieu des

points tels que :
A
wiot = A

Les lignes de courant dans le domaine sonique
sont assimilées 3 leur cercle osculateur au point ol elles

coupent la ligne des sommets. En ce point le rayon de courbure

est :
' AR |
e
Px
La paroi a donc un profil circulaire au voisinage
du col.

Pour tracer la ligne des sommets il suffit de prendre
le lieu des points ou la composante radiale de la vitesse est

nulle.

Le calcul de proche en proche d'une caractéristique

transsonique se fait 3 partir des équatiens suivantes :

d x
d—f:/'j/ﬂ j

i s
9 arc ﬂ =
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C'est cette méthode qui est actuellement utilisde au
L.R.B.A. (9) et (10).

On trouvera en annexe la procédure de calcul 3 suivre

pour étudier une tuydre supersoniques.

Méthode mixte

Introduction

La méthede de Friedrichs est caractérisée essentielle-

ment par les deux points suivants @

« un changement de variables fait utiliser les fonctions

potentiel et de courant comme variables indépendantes

- 1'introduction d'un profil de référence permet de

définir une distribution de vitesse sur une ligne de référence.

Quant 3 la méthode de Carridre elle est caractérisée par :

- la distribution de la vitesse sur l'axe qui est impo-

sde de la forme u = A+x, au voisinage du peint senique.

- le développement de Taylor de la fonction potentiel.

Ces deux méthodes diffirent donc intrinsdquement 1'une
de l'autre et toutes les deux présentent une difficulté pour leur
mise en oeuvre. La premiére, comme nous l'avons déjd dit, nécessite
un calcul d'optimisation et l'utilisation de formules empiriques
pour déterminer le profil de référence. Quant 3 la seconde, elle
implique un calcul préalable relativement leng des coefficients du

potentiel, mais cependant effectué une fois pour toutes pour un ¥
donné.

Ces difficultés peuvent &tre contournées en faisant apnel
aux deux méthodes simultanément. En effet pour éviter le calcul
de i?s et C4 il suffit d'imposer la distribution de vitesse sur
1'axe au voisinage du point sonique et 1'utilisation d
de Friedrichs évite de procéder au calcul des coefficients du

potentiel.
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Cette méthode, d'une exécution simple et rapide, nous
permettra en méme temps de montrer 1'importance du double change-
ment de variables de Friedrichs. Nous présentons cette méthode au
paragraphe suivant. Ses résultats sont comparés 3 ceux des autres

méthodes au chapitre III.
On trouvera en annexe 4 le schéma de la programmation

en Fortran IV sur IBM 1130 des méthodes de Friedrichs, "simplifide™"
et "mixte", la méthode de Carridre étant déj3 programmée (1C).

Tl &262 Principe de la méthode "mixte"

La vitesse imposée est de la forme u_:,4+ X , U étant
rapporté 4 la vitesse critique et X & une certaine longueur
de référence L . Avec les variables de Friedrichs cette

expression devient

e /(+£ (40)

ol s uﬂ‘_zj
X - -[——- ;4 /0 )X‘—/—

Comme dans la méthode de Carridre, il est nécescaire,

avec

>

avant d'aberder le calcul de 1'écoulement dans la tuydre dont
le rapport ﬁz/ﬁzet le rayon du col sont donnés, de déterminer la
distance 3 1l'axe Ac de la ligne de courant de rayon de courbure

@//lc donné ( K, et A étant aussi rapportés 3 la longueur

de référence L). Pour cela il suffit de tracer la ligne des

sommets et de la graduer en /ﬂ;/b‘. A.la valeur de ﬁf/étimposé

correspond un certain rayon du ccl Bb différent du rayon réel.

En prenant ce rayon comme longueur de référence, il

b

h‘

vient ¢

et 1'équation (40) s'écrit s

M - A+h § (41)
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1'axe nous faisons abstraction du profil de référence, ce qui va

modifier la fagon de calculer 1'écoulement transsonique.

Les dquations (17) sent teujours applicables mais le
calcul des dérivées, par rapport 3 ? , de “R et Pq‘ est
différent de celui fait en I1.4.2, H‘ n'est plus relié & ?
la relation (20). Nous devons donc revenir 3 la définition de Hg

et prendre comme relations de départ du calcul @

£

H:: //M_)-x,,:j =
m*{ 2 A

R

et @

R /ZM:z
/}4-(#/)”?2

X
qu étant donné/ par ces deux relations nous pouvons calculer

H ’ M et, pér suite, leurs dérivées successives qui s'ob-
R R
tiennent facilement puisque :
/
*
MK ey A‘
““
MR — 0

Par suite 1@

iz /17»;/:/”’ A4) (42)

M:,<: }’c -’%(’/1‘ g—’-’M:) (43)

I !
Connaissant HK et f7K , hous pouvons calculer les

dérivées secondes :

] ' 1
o B B

,I(__ M ll M’([{Y— )/‘7 //] (45)

R
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En procédant de la méme fagon on exprime les dérivdes

troisidmes en fonction des dérivées secondes et premidres.

La mise en oeuvre de la méthode diffdre de celle de la
méthode de Friedrichs essentiellement pour la recherche d'une
caractéristique transsonique. Le processus est ici plus dsmple.
En effet, 1'dquation (41) relie directement ? et P7: . I1 ne
faut donc plus résoudre la relation d'isentropie par rapport 3

Pﬂ: . De plus les dérivédes successives de ,ﬂg ne présentent pas
d'indétermination le leong de la courbe f = 0.

Pour rendre plus souple encore 1'utilisation de cette
méthode nous avons supprimé le calcul systématique de la ligne
des sommets en tracant une abaque (planche 8) qui donne directe-
ment, en fonction de Y s 1@ }TC cherché pour un rapport K//‘l
imposé.

On remarquera que ces abagques limitent l'utilisation de
cette méthode & R/ =2 2,2. La méthode en effet ne converge plus
pour R/h inférieur & cette valeur.

La méthode mixte et la méthode de Carridre utilisent
une méme distribution de vitesse initiale sur l'axe u=z= 4+=x
Les tracés de la ligne des sommets obtenus par ces deux méthodes
sont comparés planche 8 bis. Les deux courbes différent légérement.
La différence est d'autant plus sensible que R/hest plus faible.
Par ailleurs les limites de ces deux méthodes sont mises en dvi-
dence : R/h = 2,22 pour la premidre (paramétrage de Friedriche)
et R/h = 3,63 pour la seconde en utilisant un développement jus-
qu'au 12e ordre. Ces limites sont fonction du rapport ) des

chaleurs spécifiques.
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COMPARAISON DES METHODES DE CALCUL « VERIFICATION EXPERIMENTALE

Points de comparaisen des différentes méthodes

L'étude a été menée sur quatre tuydres & divergent
conique, de rapports K/h'respectivement dgaux & 4 3 2,5 ; 1 et
0,25, Nous avons fait porter la comparaison sur les points sui-

vants :

a) caleul de la répartition de pression 7ﬁ/f% sur la

paroi au veisinage du col :

s g

A L

(1

or ¢ 1)¢ [
# o F p e L BT S ),/M*7177
7‘ _/;7 ‘/'V_*' L e
d'ol :
g
§: s ;‘;jn’ L (46)
¢ t

La phase expérimentale, qui a pour but de vérifier les
calculs et de permettre de tirer une conclusion quant au choix
de la meilleure méthode, a consisté en des sondages de pression

sur la paroi de ces quatre tuydres.

b) étude de la géométrie de 1'écoulement, c'est 3 dire
de la ligne sonique, de la ligne des sommets et des lignes
jsovitesses. Cette partie n'a pas fait l'objet d'une vérification
expérimentale mais elle permet d'interpréter certains résultats

obtenus dans la premidre partie.

¢) 1'étude du domaine transsonique proprement dit a été
complétée par une étude de 1'écoulement supersonique afin d'estimer
les conséquences sur la répartition des pressions, calculée par la

méthode des caractéristiques, le long du divergent, des conditions
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initiales détermindes dans le domaine transsonique pour une
valeur de K//!cﬁfférente de celle imposée.

Un sondage de pression sur le divergent compléte cette

troisi®me partie.

d) la comparaison, 3 laquelle nous voulions procéder,
a pu &tre complétée par des résultats empruntés & une étude de
Back, Gier et Massier (8) sur deux tuydres 3 K/‘? =2 et 0,625
qui nous a permis de comparer les quatre méthodes étudiées 3

celles de Hall, Sauer et Oswatitsche.

Sondage des pressions 3 la paroi

Conditions des essais

On trouvera sur la planche 9 un schéma du dispositif
expérimental : les tuydres se trouvent dans le caisson 3 vide
du laboratoire R4 du L.R.B.A. et sont alimentées par air comprimé
3 travers un systdme 3 double col. Le €aisson est branché sur des

réservoirs 3 vide d'une contenance de 360 m3.

La pression ambiante est mesurée par un vidimédtre et,
la pression atmosphérique par un barométre. Les mesures de pres-
gions statiques % la paroi sont faites & 1'aide d'un multimanométre
34 15 orises.

Les conditions des essais sont imposées par les moyens

de mesure et d'alimentation de R4 .

- pressien génératrice 3 Pi = 2 bars
- nombre de Mach de sortie : M = 3

- pressien de sertie pour M = 3 :

_ﬂ_‘,’ =0,0272 » f15 = 0,04 bar = 41m Hg
(3
Pour éviter le décollement du jet 2 la sortie on a

maintenu la pressien ambiante dans le caisson inférieure 3 80
mm Hg, soit,/Z./,/s< 2.

Les réservoirs sont vidés 2 /1. = 8 mm Hg, ce qui
autorise une durde dé l'essai de 5 mn, environ, largement suffisan-

te pour assurer la stabilisation des mesures.
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Un procts-verbal séparé (11) rend compte en détail de

ces essais.

Caractéristiques des tuydres

Ces caractéristicues sont données sur les planches 10,
11, 12 et 13. Ce sont des tuydres & convergent et divergent
coniques, Leur profil au col est circulaire. Elles ont toutes
le méme diamétre au col gfi = 30 mm. Donc seule la courbure

du profil change.

Ces tuydres ont été pourvues de 12 3 15 prises de
pression. Le diamdtre de ces prises statiques est de 0,5 mm.
La précision exigée sur leur positionnement axial est de
5/100 mm. La répartition circonférentielle de certaines prises

au voisinage du col n'est fonction que de leur encombrement.

Une attention toute particulidre a été portée sur la
finition des trous t pongage trds soigné des arétes des alésages,

vérification au micromdtre d'absence d'aspérités.

Résultats obtenus

Répartition des pressions dans le domaine transsonique

Les différentes courbes obtenues par le calcul et les
résultats des mesures 3 R4 ont été représentés; sur les planches
14, 15, 16 et 17.

On constate une trds bonne concordance entre les résul=-
tats de la méthode de Friedrichs et les mesures dans une région
relativement étendue de part et d'autre du col peour R/h;l.

Mais lorsqueI?/A devient inférieur 3 1 cette région se rétrécit.

La méthode "simplifiée" donne des résultats tout 3 fait
comparables & ceux de la méthode de Friedrichs. Les courbes

obtenues dans les deux cas sont confondues dans la régien trans-
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sonique proprement dite et en subsonique. Une faible différence
apparaft en bas supersonique et cet écart s'accentue quand le

rapport R/h diminue.

Comme nous 1'avons montré, la méthode de Carridére n'est pas
utilisable pour R/h trés inférieur & 4. Les répartitions de:
pression mesurées pour R/h = 2,5 et 1 sont comparées au calcul
effectué pour R/P‘s 4, Les planches 15 et 16 mettent en évi-
dence 1'erreur faite en agissant de cette fagon sur la réparti-
tion de pression au voisinage du col. Au contraire, il y a un
bon recoupement entre les calculs et la mesure pour R/h =4

sauf, en bas supersonique.

La répartition de pression calculée par la méthode "mixte"

coincide avec les résultats des mesures pour R/h> 2,5.

Comme la méthode de Carridre, son domaine de validité est plus
étroit que celui des méthodes de Friedrichs et "simplifiée",
en supersonique surtout ol la concavité de la courbe est plus
accentude. AR/h = 4 1la méthode "mixte" donnerait un résultat

légirement meilleur que la méthode de Carridre.

Comparaison avec d'autres méthodes

L'étude de Back, Gier, et Massier (8), concernant précisément-
des sondages de pression A la paroi de tuydres, dont les ré-
sultats ont été comparés 3 ceux des méthodes de Hall, Oswatitsch
et Sauer, permet de pro¢éder 3 une comparaison de ces trois

méthodes avec celles étudides.

Cette comparaison a été effectude sur deux tuydres, 3 convergent
et divergent coniques, de rapport R/h = 2 et 0,625. Les
résultats obtenus ont été portés sur les planches 18 et 19.

Pour R/ h = 2, comme le montrent les courbes tracées, les
calculs des méthodes de Friedrichs et "simplifide" sont les
mieux vérifiés par le sondage en soufflerie. La méthode de

Sauer, contrairement aux autres, diverge en subsonique mais vérif
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bien les mesures en bas supersonique, ce qui est important
puisque 1'étude du champ supersonique se fait & partir de données
calculées en bas supersonique.

Pour F?/h = 0,625, seules les méthodes de Friedrichs
et "simplifiéde"”, et principalement la premidre, donnent de

bons résultats.

Analyse du champ transsonique

On a tracé sur les planches 18, 19, 20 et 21 les lignes
isovitesses V1”:(ﬂlainsi que la ligne des sommets pour 4
tuydres qui ont respectivement comme rapport R/hs 4,2, 1 et
0,625.

La planche 20 qui correspond 3 la tuydre de R /11 =4,
montre que les méthodes de Friedrichs mixte et simplifiée donnent
le méme résultat pour M7”* appartenant 3 1'intervalle (0,9 ; 1,1)
L'écart s'accentue ensuite de part et d'autre de cette région
sonique, mals pas de la méme fagon dans les deux régions subso-

nique et supersonique.

Ce résultat apparatt aussi pour les autres tuyéres.
Toutefois la divergence entre les méthodes s'accentue quand R/k
diminue. Mais d'une fagon générale 1l'écart est moins sensible
en subsonique qu'en supersonique. De plus si cette différence
devient importante au voisinage de l'axe, elle diminue & 1'ap-

proche de la paroi.

Cette dernidre remarque, associée 3 1'expression (45)
donnant la'répartitagn de pression sur la parei en fonction
de M* 5 expliqueVTES répartitions de pressions calculées
par les méthodes de Friedrichs, "simplifide" et "mixte",
soient presque identigques, quand elles le sont, en subsonique

alors qu'elles different en supersonique.

On remarquera que lorsque R/h diminue, essentiellement
pour K/hél, un point d'inflexion apnaraft, au voisinage de la

paroi, sur les courbes obtenues par les méthodes de Friedrichs
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puisgue 1'étude du champ supersonique se fait % partir de donnédes

calculées en bas supersonique.

Pour f?/h = 0,625, seules les méthodes de Friedrichs
et "simplifiéde", et principalement la premidre, donnent de

bons rdésultats.

IT1.3.3 Analyse du champ transsonique

On a tracé sur les planches 18, 19, 20 et 21 les lignes
isovitesses P1*:;C’lainsi que la ligne des sommets pour 4
tuydres qui ont respectivement comme rapport R/h: 4,2, 1 et
0,625.

La planche 20 qui correspond 3 la tuydre de R /[1 = 4,
montre que les méthedes de Friedrichs mixte et simplifiée donnent
le m@me résultat pour FI* appartenant 3 1'intervalle (0,9 ; 1,1:
L'écart s'accentue ensuite de part et d'autre de cette région
sonique, mais pas de la méme fagon dans les deux régions subso-

nique et supersonique.

Ce résultat apparatt aussi pour les autres tuydres.
Toutefois la divergence entre les méthodes s'accentue quand R//h
diminue. Mais d'une fagon générale 1l'écart est moins sensible
en subsonique qu'en supersonique. De plus si cette différence
devient importante au voisinage de 1'axe, elle diminue 3 1'ap-

proche de la paroie.

Cette dernidre remarque, associée 2 1'expression (45)
donnant la répartitign de pression sur la paroi en fonction
de M* , expliqueYles répartitions de pressions calculées
par les méthodes de Friedrichs, "simplifiéde" et "mixte",
soient presque identigues, guand elles le sont, en subsonique

alors qu'elles diff2rent en supersonique.

On remarquera que lorsque R/h diminue, essentiellement
pour K/h<1, un point d'inflexion apraraft, au veisinage de la

paroi, sur les courbes obtenues par les méthodes de Friedrichs
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et "simplifide", alors que les deux autres méthodes donnent

des courbes d'allure parabolique.

Le tracé des isovitesses a donc donné des résultats en
accord avec ceux obtenus par le calcul de la répartition de
pression 3 la paroi. Toutefois il a prouvé qu'une méme réparti=-
tion de pression 2 la paroi peut correspondre 3 des champs
d'écoulement transsoniques sensiblement différents. Il aurait
donc fallu, pour vérifier plus rigoureusement la validité des
méthodes de calcul, procéder 3 un sondage en soufflerie de

1'écoulement axial.

I1I.3.4 Répartition de pression sur le divergent supersonigue

La répartition des pressions sur le divergent a été
calculée par la méthode des caractéristiques telle qu'elle est
programmée actuellement au L.R.B.A. (10). Les caractéristiques
transsoniques de départ ont été détermindes par chacune des
4 méthodes.

Les courbes de répartition de pression obtenues &
partir de ces 4 donnédes différentes ont été tracédes sur les

planches 14, 22 et 23, Elles ont été comparées aux mesures.

Pour R/h = 4 (planche 14) les 4 courbes sont rigoureu-
sement confondues jusqu'a un point tris proche du col. Elles

coincident aussi avec les mesures.

Pour R//7 = 2,9 (planche 22) on constate sensiblement
la méme chose. Sur le divergent proprement dit les courbes se
superposent. Seule, se détache au voisinage du col, celle
obtenue 3 partir de la caractéristique transsonique calculée
) K//7 = 4 par la méthode de Carridre.

Pour 1'étude du divergent de la tuy2re R/h = Booles
caractéristiques transsoniques de départ ont été calculées pour
la bonne valeur de ce rapport par les méthodes de Friedrichs
et "simplifide" mais pour K/}7 = 2,18 par la méthode "mixte"
et pourl(/k = 4 par la méthode de Carridre qui sont les valeurs
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gk limites de ces deux méthodes pour )/ = 1,4, Les 4 courbes

de répartition de pression ainsi obtenues se confondent encore
ou presque sur le divergent. La différence n'apoaralt que sur la
partie circulaire du col et diminue 3 1'approche du point de

contact avec le divergent.

Ainsi, le calcul du domaine transsonique effectué 2
une valeur de R/L différente du K/L imposé n'a pas de consé-
quence sur le calcul de la répartition des pressions sur le
divergent d'une tuydre conique. Le choix de la méthode de calcul
du domaine transsonique est dane ce cas indifférent. Toutefois
cette conelusion n'est valable qu'a la condition de calculer
les caractéristiques transsoniques de départ en trés bas super-
sonicue. En effet, comme le montre la planche 24 ol sont tracées
les courbes de répartition de pression obtenues expérimentalement,
1'écart entre les courbes au voisinage du col augmente avec
1'abscisse. De plus on constate que la détente est trés impor-
tante avant le divergent. I1 y a donc intérét & bénéficier
au maximum de cette détente afin de mieux corriger 1'erreur de

départ.

II1.3.5 Choc dans le divergent

Les mesures de répartition de pression, de m&me que
le calcul, ont montré (planche 24) qu'3 la naissance du divergent
apparait une zéne de compression lorsque R/h devient inférieur
a 1.

Ce phénoméne est di 3 un changement de courbure des
lignes de courant au voisinage de la paroi dans la région proche
du point de contact entre la partie circulaire du col et le
divergent. La détente brutale amorcée par la grande courbure
du col se trouve brusquement atténuée par le divergent conique

et provoque une inflexion des lignes de courant.

os ol v
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\\\\\_—__—”///////\\\ lignes de Mach

choc réfléchi

choc obligque
axe de la tuydre

Les lignes de Mach correspondant 3 cette z8ne de
compression se croisent et donnent naissance & un chec au
voisinage de 1'axe de la tuydre. La réflexion de ce choc a
pu 8tre photographide au cours des essais. Les trois photos
de strie jointes (planche 25) montrent bien la naissance du
phénoméne % partir de K/lrsl. En effet pour R//7 = 2,5 la
photo 25 ne montre rien, & R/lt = 1 un trds léger choc apparait
st & Blh = 0,25 il est tr2s visible.

Les calculs par la méthode des caractéristiques, en
supposant 1'écoulement isentropique, laissaient prévoir ce
phénoméne. En effet 3 R/A = 1 (planche 23) les courbes calculées,
surtout 3 partir des résultats de Friedrichs, montrent la forma-
tion d'un palier 2 la naissance du divergent. A l?/k: 0,29
la z8ne de compression a été bien mise en évidence méme si le

calcul n'est pas exact et n'a pas été poursuivi .

Influence de 1'angle d'entrée d'une tuyére

L'équation du profil de référence utilisée dans la mé-
thode de Friedrichs est caractérisée par deux paramétres l?, et
Cis l?, définissant la courbure au el et C, 1'angle d'entrée
de la tuydre. Or 1'étude faite jusqu'd présent n'a montré que
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1'influence du rayon de courbure., Nous avons donc essayé de

montrer celle de l'angle d'entrée.
géométrique
Pour cela nous avons calculé la pression au colVpour

différentes tuydres ayant le mé&me divergent conique de 15°

mais dont le convergent conicue a comme demi-angle 15°, 20° et
30°. Le calcul, avec beaucoup de précautions, a pu 8tre fait pour
des tuydres 3 trds faible rayon de courbure ( R/h = 0,05). Les

résultats obtenus sont portés sur la planche 26,

On constate que l'angle d'entrée a une influence d'autant
plus importante que le rayon de courbure au col est petit

( R/h < 1,5).

A la limite, quand R/h = 0, nous avons calculé/l//g au
cel en admettant que la détente qui se produit alors est équi-
valente & une détente de Prandtl-Meyer. Or en extrapelant de
0,05 & O les courbes obtenues par la méthode de Friedrichs nous
retrouvons trds exactement les résultats de la détente de
Prandtl-Meyer.

Ce dernier résultat trés remarquable, montre l'effica-
cité de la méthede de Friedrichs aux trds faibles valeurs de R/h,
Pour bien le préciser, une étude plus poussée, comprenant des
sondages de pression au col de tuydres dont i?/h est inférieur

3 1 et dont les convergents sont différents, serait nécessaire.
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CONCLUSION

Le sondage de pression 3 la paroi a montré que ¢

- la méthode de Friedrichs, améliorée par Hopkins et Hill, est
applicable 3 1'étude du domaine transsonique de toute tuydre de

révolution, quel que soit son rapport R/h.

Toutefois on constate que les calculs concordent avec les mesures
dans un domaine de plus en plus réduit quand R/h diminue, en

bas supersonique principalement. Nous avons montré (1.2.3.2.)
qu'il est alors nécessaire d'augmenter le degré des développements

utilisés.

Rappelons que la méthode de Friedrichs s'applique aussi 3 des
tuydres dont le profil au col peut &tre quelconque. En effet
aucune hypothdse restrictive n'a été faite sur la forme du

profil qui est caractérisé par son rayon de courbure au col et

1'angle du convergent.

-~ la méthode simplifide fournit des résultats tout 3 fait compa-
rables & ceux de la méthode de Friedrichs-Hopkins pour R/h 2 0,25.

- la méthode mixte donne de bons résultats pour R/h 2> 2,5.
Cette méthode a permis de mettre en évidence 1'influence des
variables de Friedrichs. En effet, grice 3 ces dernidres, le
domaine de convergence de la méthode utilisant une distribution
axiale de la vitesse de la forme u =1 + X @ pu passer de la
limite R/h = 4 A R/h = 2,5.

I1 apparatt ainsi que les possibilités de la méthode Hopkins
Hill ou de la méthode simplifide résultent & la fois du choix
des variables de Friedrichs et de la détermination de la

distribution de vitesse sur l'axe proposée par Hopkins.
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~La comparaison faite avec les méthodes de Hall, Oswatitsch et
Sauer laisse prévaloir les méthodes de Friedrichs et "simplifide"

sur ces derniédrese.

Nous avens montré que le calcul de la répartition des pressions
sur le divergent supersonique n'était pas affecté par le choix
de la méthode de calcul du domaine transsonicue, et par la
valeur du rapport R/h utilisé & condition de rechercher une

caractéristique transsonique de départ en trés bas supersonique.

Ces remarques permettent d'utiliser indifféremment 1'une des
quatre méthodes étudides dans cette note pour le calcul d'une
tuy2re ¢ méthode de Hopkins ou simplifide, méthode de Carridre
et méthode mixte. Notons cevendant que les méthodes utilisant les
variables de Friedrichs sont de plus un outil intéressant pour
1'étude de 1'écoulement transsonique proprement dit. La méthode
de Hopkins est pénalisée en fait par la recherchggg}ﬁéqg;ofil
de départ (dit de référence) défini par deux paramdtres. La
méthode simplifide comporte une amélioration sur ce point par- ’
ticulier tout en restant valable pour des R/’h faibles. Elle
est en fait une méthode trds efficace pour 1'dtude des tuydres
classiques et qui peut &tre particulidrement appréciée pour

1'étude des tuy2res de géométrie nouvelle ou tuydres 3 noyau.

La validité des diverses méthodes proposées a &été établie sur

une comparaison des répartitions,calculées et mesurées en
transsonique et supersonique,des pressions 3 la paroi de

tuydres essaydes en soufflerie. Il reste que n'est pas assurée
pour autant la détermination exacte du domaine transsonique,
comme 1'a montré le tracé des lignes isovitesses M,'- cste

qui différent suivant la méthode mise en oeuvre. Il serait
nécessaire pour établir une conclusion de procéder 3 des sondages

au sein méme de 1'écoulement afin de déterminer les vitesses.
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Ces travaux expérimentaux pourraient &tre complétés sur divers

points. Ainsi on pourrait vérifier 1'influence de l'angle

d'entrée sur 1'écoulement au col, ou préciser le phénoméne de

compression rencontré aprds le col dans les tuydres de rapport
R/h faible ( < 1).
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ANNEXE 1

PRINCIPES DES METHODES DE SAUER, SIMS, HALL, OSWATITSCH

ET ROTHSTEIN

Méthode d'Oswatitsch et Rothstein (1942)

Ces deux auteurs ont étudié le cas des tuydres dont le

profil de paroi au col était donné par une fonction ﬂ :'%%’x)
(x ' Y étant des coordonnées méridiennes et l'axe des x é&tant

confondu avec celui de la tuyére), avec 7/(@/ = 1.

Les composantes (L et I de la vitesse sont développée
en séries en respectant les conditions de symétrie de 1'écoule-

ment

u(ﬂy)
U'(",j) = b‘j + ;_f L,ys-f-...

ot U, , Q; , 4, » b4 et L, sont des fonctions de X . Le

LW N PR
o gl g & (1)

probldme consiste 3 exprimer ces coefficients en fonction de
_!(x. . Dans un premier temps on explicite a,, 4, , b,
et b, 3 1'aide de U, et ,!(1) puis on cherche la relation
entre U, et J{x).
Les équations d'irrotationalité de 1'écoulement et
de conservation de la masse permettent le calcul des 4 coeffi=

cients cherchés :

o v (2)
)j Y

pw) 09)

d X )y y

Oswatitsch et Rothstein transforment d'abord cette
derni®dre équation en normalisant les variables utilisées de la
fagon suivante : la densité est rapportée 3 la "densité géné-

ratrice", c'est 3 dire la densité & vitesse nulle, et toutes
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les vitesses 2 la vitesse maximale, c'est 3 dire la vitesse

3 la densité / = 0, Ce qui donne :

¥- A
S
Wz; Kz-rlf = //—/

cl - ‘}"{(/1_ W’)

£

1'8équation de conservation de la masse s'dcrit alors :

A
L ud )y ved 2 IVIn AL du [yl ST
A-u *—'TV)—*F+( ’Tfiu U’)ﬁ_ﬂuu’b_j+(lu \r) ‘y'r“af

(3)

Des équations (1), (2) et (3) on tire les relations

cherchées entre i, , Az 5 a be s k’ ’ a; ’ ai et u: .

Pour exorimer U, en fonction de j%zy, qui est
donné, Oswatitsch et Rothstein proposent deux moyens. Le premier,
simple, consiste 3 prendre comme équation de conservation de

la masse 1'équation correspondant & un écoulement monodimension-

77'/1/1( = MJ

VL étant le débit massique, sans dimension, rapporté 2 la den-

nel :

sité génératrice, & la vitesse maximale et 2 la section au col.

Cette équation s'écrit aussi

z #r
-n/u(//—ux/ - "/4,

Elle permet de définir t, & toute abscisse x .

Le deuxi®me moyen qui donne une solution plus exacte,

mais beaucoup plus compliquée, consiste 3 écrire 1'équation de

4 { 3
I"IJ: f‘[f//yu(//-u‘-lrz/ {Jyzjw’ jQ/u/w)alj

conservation de la masse sous la forme :

' p 3
L'intégration se fait en développant préalablement g/tg,wf/
en série de Taylor autour de ( 4, , 0 ).
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Le caleul est assez loeng et on obtient une équatioen
différentielle en U, qu'il faut résoudre par approximations

successives.

VII.1.2 Méthode de Sauer (1944)

Cette méthode a 1'avantage d'étre trés simple et de
ne pas exiger de puissants moyens de calculs. C'est une méthode

de premidre approximation.

Partant de l1'équation du potentiel @

al—[f % al 3’1 Za 3“ a :0
Jip T G

on la transforme en posant :

a__k_ :/{'{‘u
~
Voo = o
-~ % =
ol «u et ¢ sont des quantités petites, et en négligeant
1
certains termes comme u‘ B V.&L, i « I1 vient alors
)
()’+4)u)_“ v ¥ o (4)
2x ‘)j [

Cette équation simplifiéde permet de calculer les
coefficients du potentiel développé comme suit 3 X

P = hl) + Y hr) + § (%)

Hd 2
uw— Kn S KX
e + p bl

e )'44p( xj+()*'{] /(J +-

en posant ¢

u.(ﬁ} = Xx (’k‘>-q/)
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On calcule X pour une tuydre de rapport/?/h donné.
Pour cela on recherche d'abord 1l'abscisse X du col de la
tuydre, en prenant comme origine le point sonique sur 1'axe.
En ce point 0= O d'ol ¢

X eo o BE1 K (rayon du col = 1)

La courbure en ce point est

dw A v _ I+ 4 1
R |

d4d — A+u JIx
d'ol :

S R
()}4)(KY}L)

Méthode de Hall (1961)

Hall, comme Oswatitsch et Rethstein, part d'un profil
au voisdinage du col. Ce profil est circulaire, parabolique ou

hyperboliques. Son équation générale est :

4 5 1 circulaire
}/: /(+LR SR (5) a = O parabolique
2

3
Ik -1 hyperbolique

L'équation (4) simplifide de Sauer lui permet de
définir des conditions aux limites et de procéder 3 un changement
de variables. Pour cela i1 explicite d'abord dans (4) V" en
fonction de W en utilisant 1'équation d'irrotationalité.

Il vient ainsi :

Joi ol ) [ O
Sj; +-F-S% :()+4)S;( - (6)

La condition limite 3 la paroi peut s'écrire ¢

dh L
st - o J7ov y__[ (7)

A $ul
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soit, en utilisant (5) 3

"E;L: "*“A)(— -——)

pour R grand on a :

(d

,__\\
s
g -

u

5
AN Ax

Ainsi, puisque = 0 (1), cette dernidre équation montre que
u = O(K' ) L'équation (6) permet alors de donner 1'ordre
de grandeur de x , soit 0(( ‘} et de définir le changement

de variable suivant

- )+‘4 ‘é

Hall cherche alors comme solution de 1'équation
exacte du potentiel, et non plus simplifide, des développements

en séries de la forme 3

”l/ylg) %
Vs

[lff'JZ / = y :) ;?;3}

En remplagent WU et (” par ces développements dans

§ - u(m)+

les équations du potentiel et d'irrotationalité de 1'écoulement

on obtient un systéme d'équations différentielles que l'on

résoud en utilisant des conditions aux limites fournies par

1'équation (7) ol est exprimé en fonction de 4 et ou U et
U~ sont développés en séries de Tayler autour de y = 1.

Le calcul est long et fastidieux si 1l'on veut atteindre

le troisidme ordre.

VII.1.4 Méthode de Sims (1964)

Sims reprend le principe de Sauer mais pousse les

développements jusqu'd 1l'ordre 8 3
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0= L) St ) ) § B g e

Le calcul des fonctions %&}..u,/e se fait en utilisant

1'équation exacte du potentiel et en posant, comme Sauer :

/J/x/: K x

Les fonctions cherchées s'expriment en fonction de x,
b/etD( °
Il reste 3 calculer X qui est imposé par la courbure

au col., Pour cela Sims calcule la courbure en écrivant :

A _ A v
(R/h) — A+u JIx
et en évaluant U et %%E au point sonique sur la paroi. On

obtient alors une équation de la forme :

A o Axte 3«3f6k4r94;+54" (8)
K/ h

ol A, ...., E sont des fonctions de l'abscisse Ls du point

critique sur la paroi.

Pour rechercher ce point on écrit 3

1 iz
///+u/+r_—// pour x- x, ety =1

on obtient 3

\ /o2
LN
ol P, N et ® sont des fonctions de X et X .
On aboutit ainsi & un processus itératif pour calculer
X . La méthode converge pour K/A; 43 Yy =1,4. Au-dessous
de cette valeur de K/h , et pour Y = 1,4, 1'équation (9)
donne des valeurs imaginaires de X; . La ligne sonique n'atteint

pas la paroi @

oslnil
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Oswatitsch, Sima./>
Hall,eoe

v

En effet pour /e/h faible un point d'inflexion appa-
rait sur les lignes isovitesses, comme le montre la méthode
de Friedrichs. Les courbes d'allure parabolique obtenues par
les méthodes d'Oswatitsch, de Hall, de Sauer et de Sims ne

conviennent pas.
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VII.2 CALCUL DES_TERMES D'ORDRE 5 et 6 DES DEVELOPPEMENTS EN SERIE

Les séries, développées jusqu'd l'ordre 6, s'éerivent :
2 h 6
x:?%—]‘z?i"(hyz—rxc?
I NN A
(9:&47+93?3+ @'s?g
Mn 2 h 6
= At R e
Le calcul de }{{,effectué comme il 1'a été en I.4,donne :
Z q 9 4
(I}‘I—}:/{r('?;"’)({zy +I7:“/k+¥[17/4-7z}+
R
x 8] k7 af
T),quz/]?~+z ;iz(z%*q;—qu%)f‘
A i E ¢
I (0 e )+ L M gl g

i

soit

' H:(//+ szz,n /7,,f+/74y;/

%
En explicitant H sous cette forme dans le systdme d'équations
(11) on calcule les coefficients b P S; - 9[ et q; par
simple identification des termes de méme puissance des dévelop=-

pements en 7 "

On obtient finalement g
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Zay = - M ’
{ ;/x&y“b.,)- //,f//ﬂ 57 o 2-’}] b .
/;1,7 ¢ 1, Yot 544, = W (R (8,- 1) Rd b b0, 57,]
[ s
£ e KA G
Do 4\ = < NE [ e ! AWV 4/
Ay, 191 = Je'd)
IW‘ ST AT
5002 9eu- 42~ s ) A0 92)- Qe = - Do (B, s )
'9 //4(2 i~ Hey!)
jjyg /f]/ 19; —//1)? Ko W + #! /‘j+1], Kok /r/y /?ul/
47;(1%//[7 A 'j
(234 ) bt Egogs By 5920 = g2 Budee iR de)s
(4.9 J)(2 bl t £ 4E) 2 e Bee A9 o R g
Lisge takle - e (915 43 )0 (Lhehey, e y))

4

La résolution de ces 4 systémes donne :

y /’I'f or y est du méme signe que? ., comme //'(70 = / A

b - He

1o - e e
- //zT//é’
/72— 72 /H’(l‘ 1)

Y= 2(h- %)
g1 - ZJ//fé//,}' the )
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i = g5 (M) g, el <
o - \N\\iﬁ\:?\mm b HeHe )
b= 2 Aehes -y, + 90 ke
< A4 e~ He(Fp e by mmb\
= (K KA K AT)
< g7 (M) s b gi Mc Mg L\,\&cs&
. \\N\m\\*&o&l&ﬁ )5 +9iHg e g by
o g et Je(Vihn by
4 - mm\\- He' ¢ 5 R«\xﬁ\&.,\\
$\ \,mm§ e
g :\lfmiw; Hehe®
Brs 9e (Me-1)s 6 gf MeMgs 6 (He's McHS) s gy (3 Me e + MeMS')
V= Ak Wer S NG BNt R HE - EHe W= 2 RN -3 R b
M Hi KT )
b - N..zé;i K\if\\u\:-&slwt:*w e+ 9 e )
w\.,?&h g ani%,\ g7 \\Cswi Fe (42 R, \ \?\\?

[t

Ly #

He Ay + b;
x.N \\1\ »l\. / Y M NHN\ 4
h = ??x - Moy S a\l\.\x‘?\\, ata\w»- b - L1 9" He')
foo o[ 2 et ARHE ) Yl VA g-ing e

J%N\\M M*&.\\uxxxl“\u&u. vN&n \\M\u
3 m:\./\&\i:ﬁ\si W\?Nw\u* \&%«\\\Sx\:‘%nx\&\*wx\\\n \\M\w\%,NNQ
uuu.um_\%:;:\: Nﬂh \\Am\ ﬂwhl&u .\\\\A?
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ANNEXE 3

APPLICATION DE LA METHODE DE FRIEDRICHS A L'ETUDE DES TUYERES

A GEOMETRIE NQUVELLE

Introduction

Le but de ce chapitre n'est pas d'exposer 1'étude
compléte des tuyires & noyau par la méthode de Friedrichs, ce
qui nous conduirait hors du cadre de cette note, mais de monter
comment cette méthode pveut s'appliquer 3 1'étude de ce genre de

tuydres (12).

Equations_dé base

La notation utilisée est indiquée sur la figure ci-

dessous !

Axe de la tuyer
xe de la tuydre it X

o

Les dquations de transformation s'écrivent :

X: Xcodw—ylfnw

Y= Jo t xamw +y ol w

Les équations de conservation de la masse et d'irrotationalité

de 1'dcoulement sont @

/")_T_')_ﬂj*o
PP )j P
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On effectue les mémes changements de variables que

pour les tuyéres classiques pour obtenir le syst®me final :

$||79

G

Le calcul se poursuit alors de la m&me fagon qu'en

I.4. I1 est toutefois plus compliqué pour deux raisons : la

by

premidre est due 3 la nen symétrie de 1'écoulement dans les
axes (x, y) ce qui impose par conséquent un calcul de tous
les termes des développements en série. La deuxid®me vient des

deux équations de changement d'axes.

Les déveloopements sont faits en fonction de A?: 7—7‘

L'équation du profil de référence est g

Hb ol A L & (xp[j—[?‘s)l/zzs('(]"‘//
Le point sonique a pour coordonnées :

¥z ¥ oo

{js: Y

Le rapport des aires r7/ﬁ7*_—/“l/7j’l/ nécessaire pour connaftre
H‘ s'obtient facilement :

q jLicosw +Zy;, anfyz. sinc)
i 2/6" cosw-i-z(y,__ >/"
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I1 suffit de remplacer p Par son expression analy-

tique dans cette dernidre équation et d'écrire d}?/d E -0 5 }:;O
pour déterminer S connaissant KS AP y, et W .

Il est alors possible de caleculer H( et ses dérivées
successives par rapport 2 ? + Par suite on connait F1‘ .
Le calcul de 1'écoulement se conduit comme nous

1'avons indiqué plus haut.

VII.3.3 Conclusion
Comme nous pouvons le constater, l'extension de la
méthode de Friedrichs & 1'étude des tuy®res 3 noyau ne présente

pas de grandes difficultés.

Toutefois si Hopkins et Hill ont pu cbtenir une rela-
tion empirique entre les paramdtres du profil de référence et
ceux du profil réel dans le cas des tuyegres classiques, ils
n'ent pu l'obtenir pour les tuydres i neyau car les lignes
de courant ne sont pas symétriques par rapport 3 la ligne de
référence. Donc seul un processus itératif relativement long

peut permettre de calculer R, et C4 pour une tuydre donnée.
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COMPARAISON DES METHODES DE CARRIERE, FRIEDRICHS, ®“SIMPLIFIEE"

ET "MIXTE" POUR LE CALCUL D'UNE TUYERE SUPERSONIQUE

introduction,

En exposant les méthedes de Carridre, Friedrichs,
"simplifide™ et "mixte"™ nous avons montré comment on pouvait
calculer les diverses lignes caractéristiques (ligne sonique,
des sommets, caractéristiques transsoniques, «es) au voisinage
du col par chacune de ces quatre méthodes. “ais i1 est bien
dvident qu'il n'est pas nécessaire de connaftre d'une fagon
aussi détaillée 1'écoulement transsonique pour rechercher les
caractéristiques transsoniques utilisées comme conditions ini-

tiales du calcul proprement dit d'une tuydre supersonique.

Nous allons donc montrer les différentes procédures

3 suivre quand on applique chacune de ces quatre méthodes.

Méthode de Carridre

La procédure & suivre est la suivante @

1 - Calcul des coefficients du potentiel pour un Y donné.

2 - Calcul de la ligne des sommets afin de déterminer le col
géométrique pour le rapport /?/}7 imposé. Le col géométrique

est assimilé 3 un arc de cercle de rayon R .

3 - calcul d'une caractéristique transsonique & partir d'un

point du profil circulaire précédent.

Méthode de Friedrichs, "simplifide" et "mixte"

Le processus est le suivant s

1 - a) Friedrichs 1 calcul des coefficients Rs et C, pour
R/h, Qa et )Y donnés; Ce calcul permet de connaftre
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en méme temps la valeur de Ny qui caractérise

la ligne de courant confondue avec la paroi.

b) "simplifide™ : lecture sur abafue de J?s pour
K/L et X’ donnés.

c) "mixte" : lecture sur abaque de kc

pour K/L et J’

donnés.
2 = Calcul de la lighe de courant "confondue" avec la paroi.

3 = Calcul d'une caractéristique transsonique en partant soit
d'un point sur le profil soit d'un peint sur l%'axe. Dans ce

dernier cas le calcul 2 n'est pas nécessaire.

Les méthodes "mixte" et "simplifiéde" sont d'une appli-
cation plus rapide et plus simple que les méthodes de Friedrichs
et Carridre puisqu'il est possible de calculer directement une
caractéristique transsonique.

Cette caractéristique transsonique sert de distribution
initiale pour le calcul du domaine supersonique par la méthode

des caractéristiques.
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PROGRAMMATION DES METHODES DE FRIEDRICHS "SIMPLIFIEE" ET "MIXTE®

Les Trois méthodes ont été programmées en FORTRAN IV
sur IBM 1130,
Puisqu'elle font appel aux m&mes formules fondamentales

elles ont été programmées simultanément.

Le calcul complet de 1'écoulement transsonique fait

appel & trois programmes principaux s

- TRANS
- VICON
- CATRA
et 3 cing sous-programmes :
- PRORE
- RACI
- COEFF

- COORD
@
On utilise la procédure de recouvrement (LOCAL)

pour les sous-programmes PRORE, RACI et COORD.

Quelle que soit la partie de calcul envisagée, le

programme d'entrée est le programme TRANS,

1 = Pro mme TRANS

Ce programme permet de 3
- déterminer les paramdtres du profil de référence de la méthode

edrichs
deVet de calculer ce profil gr8ce au sous-programme PRORE.

- calculer la ligne des sommets et de la graduer en R/h
- calculer le profil de la paroi au voisinage du col.

2 - Programme VICON
Ml Ch
Ce programme permet de calculer les lignes = en

général pour M¥e [0,5 5 1,4J et en particulier la ligne
sonique ( M* =1).
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3 - Programme CATRA

Ce programme offre la possibilité de calculer les deux
types de caractéristiques transsonigues :
- caractéristique montante

- caractéristique descendante

On peut aussi calculer des portions de caractéristi-

ques et obtenir par exemple :
,u
\\\\\‘\-— caractéristique montante

caractéristique

4r—f””" descendante.

- X

4 - Sous-programme RACI

C'est un sous-programme de recherche de racines.
I1 est appelé & chaque fois qu'il est nécessaire de calculer

les racines de chacune des 3 fonctions définies dans COL.

5 - Sous=pregramme COEFF

Dans ce sous=programme sont calculées toutes les

dérivées partielles de H et de M par rapport & ? .

6 - Sous-programme COORD

I1 permet uniquement de calculer les coordonnées
des points de 1'écoulement dans deux cas, en fonction d'un
indice K.

7 - Sgug=programme COL

A 1'intérieur de ce sous-programme sont définies les

trois fonctiens Z.

KK = 1 § la fonction définie par 1'édquation (17b)
en utilisant la relation (26) permet de tracer point par point

la ligne des sommets et de la graduer en R/he
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KK = 2 : pour cette valeur de KK 1'équation (17d) est
résolue par rapport 3 m , c'est 3 dire 7QM . La fonction Z

T
sert 3 tracer les courbes 7d vy

KK = 3 : cette troisidme fonction de ce sous-programme
est utilisée dans CATRA, Elle est définie par la relation (13)
qui doit 8tre résolue par rapport & ﬁAx pour une abscisse
donnée, c'est 3 dire w .

Deux organigrammes ci-joints compldtent la description

sommaire de ces programmes.

Un rapport-programme prv rend compte en détail de

cette programmation.
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