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Ce rapport expose l a  d t h o d e  de Friodrichs, am8lior8e pa 

Hopkins et H i l l ,  d e  ca l cu l  du domrine trrnstonique d'une tuybre ' 

de  rbvoluticbn e t  Ir  compare b c e l l e  de Carribre, habituellement 

u t i l i s d e  au L.R.B.A. 

Cette  bkrd8 a permis de concevoir deux autres  méthodes 

dbr iv in t  directmaont des dmx prmibres .  

Ces quatre ;&thod.r ont  donc &té colpardes entre  e l l e s  

et leurs r 6 s u l t a t s  ont  é t 6  eontrblds par des sondages de  pression 

en s o u f f l e r i e .  
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- N O T A T I O N S  - 

coerdonn4sr ax i a l e  e t  r ad i a l e  

Composante8 de l a  v i t e s r e  suivant at e t  y 

angle que f a i t  l a  v i t e s se  avec l 'axe de l a  tuykre 

d u l e  de l a  v i t e s se  

module de l a  vite880 le leng de l a  ligne de rifbrsnce 

nernbre do Mach 

rayon de ~ourbure ru eol  

8. angle CIU cwvergent 

4 r a y a  au a01 du ph~fi1 de r d f b n c e  

C, p e r d î t t e  de  forme du prof il ëa référsnce 

rayon =el 

pression g8nératr tce  

r r p p r t  de* chaleurs spdclf iqucs (1 A, 4) 

fonction potentiel 

fonction de courent 

) poten t ie l  de  v i  t esse  ayant l a  dimension d'une longueur 

fonction de courant ayant l a  d i r r e i o n  d'une longueur 

ddrivde p u  rapport h : l e  mmûm?*idimt l terdne 
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I N T R O D U C T I O N  

Le ca lcu l  de lldcoulement dans l e  d ivergent  d'une t u  

supersonique est gdnd ta lmen t  mnd indBpendaaslont de c e l u i  du 

domaine s u b m i q u e .  La mdthcde u t i l l s d e  est celle des  c a r a c t é r a  

t iques ,  les donn6es i n i t i a l e s  du ca lcu l  é t a n t  f m r n i e s  par l a  

connairsanoe du d e m i n e  transsonique. La d6terminetion du cha 

portance pratique. 

1 de lléceulement dana l a  region du col est donc cm problbnae d'i. 

P lus ieurs  so lu t ions  o n t  Btd proposdes. P a m i  ce l l e s -  

en c i t e  l e  plus crouvent les mdthadee de Hal l  (1). Oswatitsch 

et Roths te in  (2), Swer (31, Sfms (4), dont o~ S,Muvera en ann 

un rappel  très bref .  E l l e s  o n t  dtb,  pour l a  p lupar t ,  mises au 

pour le  caleu1 de W r e s  pour l e q u e l l e s  le8 e m r i d é r a t i o n s  

d'encombrement ne son t  pas primardir lea.  C ' e s t  f* c a s  des tuy& 

d e  8ouff ler ie .  Toute#8is, pour de8 tuygrer  de faible rayon d r  

cwrburc, rru col  (Rh@), ce  q u i  est f r k u e n t  pour les tuybres  

d'engin8 dant on charcshe h diminuer l*sneortibreîmmt, c e s  d t h o d  

sont  inapplicables.  

Hepkins e t  H i l l  ( 6 )  en f a i s a n t  appel aux var iables  d 
(7) Friedr ich6 a n t  blabord une m6thod.o qui a s su re  une convergence 

des ca lcu la  pour d e s  va leurs  d e  R/h pouvant atre infdr ieurea  

Leur mdthodë permet l e  ca lcu l  du domine  tranaaonique de t o u t e  

tuybre. . . 

La mdthode actuellement u t i l i s d e  au L.R.B.A. e s t  l a  

mdthode da P. C a r r i b r e  ( 3 ) .  La reeherche d'un développement en 

a d r i e  d. l a  fonction p o t e n t i e l  sur l aque l l e  elle repose, n'imp 

que par par  e l l e - m h  l a  convergence de c e  divelovpement. Ce11 

est g6néraf.aiant assurde  par  l e  choix d'un n d t e  l i m i t d  de te, 

du d iveleppemnt  . D 8 a  d i f f i c u l t d a  peuvent appara f t r e  si l e  

rappor t  R/h e s t  f a i b l e  (14). 

Le but  de 188tude mende au L.R.B.A. atr c o n t r a t  DRME 

est double r 
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FRANCE - rnaly-r ta m6thoUe de ca lcu l  proposle p a r  HcbpMns et 

qu i  dvune prrt s d l e  app l i cab le  a d e s  tuykres  de f a i b l e  rappbr 

R/h et d t a u t m  par t ,  g f h e  au c h r n g r i m t  de v a r i r b l e s  d e  F r i e d r i  

f a u r n f t  fa.cilement une c a r t e  de  l*&oulement dan8 l e  t r a  

( l i g n e s  de courant ,  l i g n e s  f s o v i t e u e  1. 

- comparer le6 r é s u l t a t 8  f eu rn i s  par les d t h a d e s  de Hepltlna- 

e t  P. Carribve au ninrru de l'bcouleiarnt supraonique .  Cet de 
adthodes &tiennent  en e f f e t  par de8 procéddo d i f f d r e n t s  une . 

e a r a c t 8 r l r t i q u e  de ddpart peur l e  c a l c u l  de  l'écaulement supsl 

m i q u e  dans l a  tufim. OR c m p a r e r r  les p r o f i l a  da press ions  

ea lcu ld r  sur l e s  d ivergents  suprrraniqires b dm mesures en 

souff ler ie .  

Co t t e  note  80 ddcoaipsre en t r o i s  p a r t i e s  r 

d e  F r i e i c h r  .t 1. e a p l 4 t m s  par  le c a l c u l  d.8  e a r a c t d r i i t i q  

t r l r n s s e n i q w ~ .  C e t t e  &tude naus a permis de eunumir une cs/t  

aiaqal i f i ie  den t  l e s  r 4 . u l t e t s  sont casparablem i seux obtenu:, 

ka 
par He@fnr et H i l l ,  

- dans une Beconde p a r t i e  nous rappelens b r ibvawnt  l a  adthede 

actumllo de Carribce et  p a s e n t o n 8  Une srethode miste f a i s r n t  

appel w x  p r i n c i p e s  d.r mbtkdes  de Fr iedr ich0 e t  de  Canribre 

eimultanthmt.  

Dans un.  de rn ib re  p e r t i e  nous rappsr tons  l e s  r d r u l t a t s  de l a  

phme expérimentale d e s t i n é e  b v é r i f i e r  les c r l c u l a  pricbden8# 

e t  b tester les d i f f d r m t e s  méthode, e t  qui  c o n t i r t e  en de6 

mesurer 60 r é p a r t i t i e n  de prers ion  r u r  l e s  p a r o i t  de quat re  t u  

Nous avono cempard les r d s u l t a t r  ob tmu6  ceun des mdthoder c' 

Hall,  Ocmatitsch e t  Sauer fourn i r  par  Baek, Merrior' et  Gier (8  

Nous avons d e  plus Btudid les consbquenees s u r  t a  r e p r r t i t i o n  

press ions  Wr 1. d i v o r p n t  d'un cmlrul du domaine trsnssoniqui  

e f f e c t u é  b uire valeur  de R/h d i f f d r e n t e  du f?/ h rhl ou iarposdr 

t t e  Btude f a i t  par a i l l e u r s  l'objet d'une pub l i a r t ion  pour u, 
anee d e  thbse de Docteur hghiwr en Miornique der  Fluii 
t b e  $ l a  Facul te  dorr Sciemer d e  1 'Univorr i t i  d e  L i l l e .  
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1 MEIHODE DE FRIEDR ICMOPKINS 

La d t h o d e  de Fr iedr i ths  est  une mbthode inverse e t  

cons i s te  i b  rechercher le  p r o f i l  d'une tuybre et  c r l cu l e r  1'6% 

l.rirm-t dan8 c e t t e  tuybre B p a r t i r  d'un. d i s t r ibu t ion  axial*, 

impas6e. de l a  vitess8. Le suecbs de l a  mdthede, repose sur l a  

p o 8 s i b i ï i t i  de  d6teniiner l a  dis t r ibut5en de v i t ea r e  qui p e m d  

d'obtenir  un p ro f i l  dasi r i .  

Pour dela  Hepkins e t  H i l l  ont  dé f in i  un p r o f i l  de Da 

de rdférence qui rpprothe le p r e f i l  réel. Ce p r o f i l  de rdféren 

permet de  sa lcu le r  un dooulemnt menodimensionno1 e t  l a  d i s t r i -  

bution de v i t e s se  come8pndante sur  l'axe de la  tuyère e s t  

u t i l i s é e  pur l.*étude de l'6csulmtent de rdvol~lbiom dans 18 

tuyère rBe11e. 

k r a l r u l  ert wn6 en f a i r e n t  appel L un W b l e  chrnç 

i . n t d e v u i . b l e ~ . L a s ( q u . t i o n s g ( n ( z a l e s d e l ~ k e u l . n * n t  a 
r 'berivent a l e r s  31 l ' a ide  âos fonctians pe ten t ie l  e t  de cauran6 

P dwenuer var iables  indépendantes e t  traciinbes à Is dimension 

d'une longueur. 

1.2.1 H v i ~ o t h b ~ e ~  

Le8 hypethbses habi tuel les  #ont f a i t e s  : c ' e s t   di^, 

que nous ruppeson8 l 'ksulement p.rmanent,iisjibtationnel, adia- 

batique, sur8 ehec e t  d r i d i e n .  Le f lu ide  e s t  supposb Ctre ui 

gaz p a r f a i t  non visqueux dont l e  rapport des chaleurs e p d c i f i q  

e s t  constant, 
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I f .2.2 ~ r a n r f o r m t ~  des dauiitiona a d n d r a l e ~  

1.2.2.1 &#wti61l~ chr ~ ' b ~ 0 U ' l b ~ ~  

En eoordenndes miridienne8 18s équations de conse 

d e  la  masse et d' - tabianal i té  de lt6couleraent s 'écr ivent  4.; 1 

)U 3 u  - - -  (2) 
l x  

A ees deux Bquatiens il faut ajouter l'dquaticn de  

Saint-Venant &aleaient v/rifi$e pui8cpia l t l c o u l ~ n t  est isen- 

tropique. 
a 

Q d *  af+A y*1 - + - = - -  
3'- 4 2 

(3) 
R a-.r 

Les dqurtisnr (2) e t  f 1) sont respectivement v Q r i f i Q e  
en d4f in ie8ant  1s fonc%ien p o t e n t i e l  et m e  fenctlan 

1 
d* ceurant + ( x  Y) e.i% su i t  t 

/ 

f4a)  

(4b) 
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Jacabien da 1s transformation n'ecrt pas nul, c'est i dire r 

Cette condition est v d r i f f h  dans tout 1'6coulement 

donc' a fortiori, dans la région tranrsonique. 

Daab t 

de même t 

On calcule de la d m e  faqsn - 
rdniltanter s'&rivent finalement t 

c 
O .- Dans ces 6quations $b et f' sont les coeidonndes 
+ 
o 
.- L 

curbilignes de lqdcoulenrent et la vitesse est expriade en 
. C  

O 
de son module V et do rr direction 8 . 

c 
5( 
U) 

O 

'Qi 

r .- 
C 

E 
E 
O 
O 
3 

+ .- 
a 

B 
n. 
&?! 

.pi .- - .- 
+ 
a 
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1.2.2.3 r)ruxibme sltanctement de var iables  

Dans le changement de variable* prréec6dnt et 31 n f  

p.8 L. d i u n r i m  d'un. longueurjor i l  est plus  oomode que 1.1 

eoordonndar crient der urritdr de longueur. C'ee t  paurquoi on 

introduit lsr nouvel le t  var iables  

a.- D4f i n i t i o n  de j - t  -- -- 
Pour dkf in i r  f nous porons #i F(I) t e l  que 

ob v4 e s t  l a  d i s t r ibut ion  de v i t e s s e  l e  long de l 'axe des r , 
i l  e s t  c l a i r  que ) a 1. dimension d'une longueur puisque # 8 

( longueur )2 comme dimenaion ----O--. PourdPfinir complètement f 
temp s 

on pose r 
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b.- DBfînit ian d e  9 r 
-œ------ 

La v a r i a b l e  2 qu i  c a r a c t é r i s e  chaque l igne  de c 

de î'écoul.acsnt, sera d e f i n i s  par : 

Cet te  nouvelle fonction de courant  a bien l a  dimm 

d'une longueur cenane le  montre l a  r s l a t i e n  (5). 

Lei nauvellea var iable8  dtrrnt a i n s i  ddffn ies ,  il 

b t r ana fona i r  les équations (6) e t  ( 7 ) ,  

Du l'&patian (6b), var exemple, a n  t ire : 

e t ,  en tenant  compte de (6b) t 

ou encwre, en pasant  I 

?ij 
4 

De l a  m8nn façon en transformant I ' iquation (Tb) il v i e n t  t 

kr deux a u t r e s  é ~ t l a t f ~ n ~  eherehder a 'obtiennent 

h p a r t i r  des Bqu i t imo  (bal ,  (7r) 0% (8) qui donnent : 

un rystbiss de deux cbqYatXens b deux Incomwes 

dont l a  réwSutian donne t 
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Deob finalement l e  sys tba ,  d ' iquations cherché, 

remplaçant les deux (quations d e  baae (1) e t  (2) de l ' écaul  

L ' éc r i tu re  sous c e t t e  forme des  dquationr (11) e s t .  

i n tb recsan te  c a r  e l l e  pennet de normaliser le8 var i ab les  u t i  

s i e s .  L'unit4 de langueur sera le rayon du col .  La v i t e s s e  i 
? 

c r i t i q u e  sera  p r i s e  dgale 1. Les angles  se ron t  exprimés en: 

radian  . i 
1 

Ces Bquationr s e n t  ivid-t i n a u f f i r m t e s  peur ': 

permettre le c a l s u l  da6 inconnuerr. Reux Bquatianr atpplémen 

s o n t  n k e s a a i r e s  r les (quations (10) et (3) +si qw l 'dquft ion 

d 'évolut ion isantropiqucr d'un gax pariait, r .L'=[$Y& 
P 3 R.pp.lonr que {&)est une o o n d i t l a  aux f r o n t i b r i  

que nous nous imposerons. 

Le systènr, rdéoudre est  finalement l e  suivant  I 



1.2.3.1 Solut ion  

Les inconnues du systbme prdcédent son t  X , Y , 1 

qua Hopkins et H i l l  o n t  a r r a t 6  l e u n  s6ri.s 3 l ' e r d r e  4 e t  a '  

j u s t i f i e n t  par  l a  bonne concordance de l e u r s  c a l c u l s  e t  des j 
r é s u l t a t s  expérimentaux. Naus montreons  p lus  le in quo l e  

domaine de v a l i d i t d  de es ddveloppuaunt diminue quand 

i n f d r i e u r  i 1 e t  qu ' i l  est  nécessa i re  a i n s i  de  powsser l e  

dbvsloppment B l ' o r d r e  6 s i  l 'on d d r i r e  Q v i t e r  c e  r d t r d c i s s  

ment du domine  d lapp l i ca t ion  de l a  wdthode. 

En prenant l 'axe do l a  tuybre comme l$gne de 

le lsng d e  l aque l l e  1s d i s t r i b u t i o n  de la v i t e s s e  est connuc 

e t  en prenant corn o r i g i n e  y= If = 0 , l e  point  ob %= di 
l e s  condi t iens  limites l e  long de cette l i g n e  s o l c r i v e n t  r 1 
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Avec ces conditions limiter les sdrier pavent s 
sous l a  forab @vivante r 

j 

2 3 Y 

i 
x =  ,! + * , 7  +*L? + * I ~ + X A ?  

y =  y z 7 1 + ' y 3 7 3 + y A {  

l -  - 4 ( + B,(+ 83 ?'+ 5, 
k 

It 
- -  a 

La spdtr i e ,  iiposde par l *dcou lmnt  suppo.6 @tri 1 
do rdvolutken, permet d'écrire plua sinplement a 

Le8 owl l i e i ent s  de ces skies sont f a t i e n  de F{  1 
d uniquement. Pour le6 urlculer il faut d'abord expliciter / : I 

sn tenant esarpte de (3). 11 vient ainri r 1 

puisque l*écaulmeSrt e s t  i ~entrspiqua. Or 
7* - f*' - - -  - -  FI^ - 
T .x rlY$ 

e t  de Ir relatian (3) on t i r e  facilement t 

a- 4 M*' - - -  l 
1 

11 e s t  h roullgner que e8t bornd i 04 M%F 
z Par suite ,  H devient i 

A 1 
l 
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Cette r e l a t i m  qui c ~ t  n l a b l e  dan. t a u t  l t 6 c w l e l a  1 

l ' e s t  par eons4quent l e  leng de l'axe de Ir tuyère. D'ab : 
A 

On cherche b exprimer 

pment en d r i e  dont le8 coeff ic ients  $oient fonction de qua 

t i t d r  d6finSes sur l'axe. On essaye danc de f a i r e  apparastrs 

l e  rapport ~ * / ~ t d a n e  (13) en u t i H 8 i n t  lS6quation (13 bi.) e t  * 
s e l l e  qui r e l i e  P& e t  HR , b ravoir r 

Il e s t  psssible  s ina i  d '&rire  t -- 

Cemaiarant l e  ddvsloppmnt (1%) de W Y ~ ; ,  

d'où finalement : 

A l 'a ide de co t t e  dernihre Bquation e t  en substitr ?t 

dans l e  système (11) l e s  inconnue8 I , y , 0 e t  r fy /uso  

leur forai. expl ici tée  en (121, l e  calcul der coeff ic ients  7( 

Y i  , 8; e t  7; , tvef fec tue  par ident i f icat ion des tsrm 

de marne puirrance en JI . 



l 
2''. 

1 27.VERNON 
FRANCF 

DOCUMENT No 

Parons dQrllro?d 1 

- f f  *) 1 -  ( ~7 
Les d4valoppement$ do chacun da8 m m b n s  des (qurtions (11s) 

1 
et (llb) fownissent let systhes wivrnts a 

d 

I 
d'oh, par idrntification des termer de mdme puisrrnce 1 1 

Pour d4velopper 1 'équation ( l l e )  on &rit d'abord i 1 

par suite t 

Ce qui sntrslne : 
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1.3 P r o f i l  de ~ a r o i  de rdfdrence 

103.1 Déf in i t ion  du p r o f i l  d e  refdrencq 

Ce t t e  façon de  c a l e u l e r  ltbirouZemnt p a r t i r  d 'u  

d i s t r i b u t i o n  donnée de l a  v i t e s s e  l e  lmg 8*m l i g n e  de 

rence, en l*occurence l 'axe de l a  tuybre, e s t  une méthode d i  

inverse. 

Toute l i g n e  de courant  peut (Itre p r i s e  c o r n  une 

paroi  de tsiyhre. S i  l a  comparaison e n t r e  l a  ligne de ceuron 

l i m i t a n t  l'&oulsnient, e t  l a  parai do l a  tuybre r b e l l e  ne 8 

f a i t  par  avec une p r é c i r i e n  s u f f i t a n t e ,  il s u f f i t  de  m d i f i  

l a  d i s t r i b u t i o n  de  v i t e s s e  sur  l ' axe  e t  de  c a l c u l e r  l e  n 

&oulement. Il est important,  pwr é v i t e r  d 'avol r  mult ipl  

l e a  ca loul r ,  de  connaf t re  1a d i s t r i b u t i o n  de v i t e s s e  b i 

a f i n  qua la  l igne de c.w.ant limi* w t e n u e  r * i d . n t i f i e  av 

une bonne p r k i s i s n  1i paroi  de 1a tuybre ddsitbe.  

Notons au'weune hypethbre n'a Jt4 fa i te  s u r  l a  f 

de c e t t e  psréi su  voisinage du col qui peut  Btre p r i s e  quel 

Le choix d'un p r o f i l  c i t e u l a i r e  r6pnd b un s6wi de rimpli 

cation. 

Hapkins e t  Hf11 ont  &liber( m e  rn8tbde qui Deme 

dlapprochqr rapidement l e  p r a f i l  de palrei cherchi. E l l e  e s t  

barde s u r  28 d d f i n i t i c n  d'un p r o f i l  de  r4f&enee proehe dp 

p r o f i l  rbel. A c e  praffl de rdf&t..nte e s t  assaci/ un koulia 

mnadimcrnsiannel e t  l a  d i r t r i b u t l o n  de v i t e s s e  eorreapendari 

l e  leng de l ' axe  est u t i l i s é e  wurt1Btude de l'écaaileracint 

mlridien. Le p r e f i l  de rdfdrenee est d i f i n i  par une fonct ieh  - 

A son minimum, c'est b d f r e  au c o l ,  son rayon de 

courbure 4 e s t  8 
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Ce qui permet dtdliminer Ct en fonction de b -  
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Pour comprendpe l a  r e l a t i e n  q u i  e x i s t e  e n t r e  l e  p r s  

d e  rCférence e t  1 s  p r o f i l  c a l c u l 4  il f a u t  r e t e n i r  que l a  v i t e  

1s long d e  l ' axa  correspondant A l a  g b m é t r i e  de rdfdrence  es 

d(ltermin4e en supposant l iécoulement  monédiiaenrionnel. Le prof 

de tuyhre  q u i  p r o d u i t  c e t t e  m8m d i s t r i b u t i o n  de v i t e s s e  l e  

leng de  l'axe en  é c o u l e m n t  meridien est le  p r o f i l  c a l cu lé .  

PW Bvi t e r  der c a l e u l s  dont l ' i t d r a t i o n  r i s q u e r a i t  ? 
d!Ctre loque Hepkins e t  H i l l  o n t  d t a b l i  d e i  r e l a t i o n s  empsri-1 
que8 e n t r e  tes ~arsmèltrer du p r o f i l  de rdfdrenae  e t  ceux du 

prof  il ddefrb. 

En appe lan t  0, 1 8 a n g l e  d'entre@ e t  R, le  rayon Q/ 
çourbure du c o l  du p r o f i l  d e l  l e s  r a l a t i o n s  obtenues s o n t  de 1 
ls forme t 

c, : F; ( t> . ,  R./t) K 
avec '70 1 - 

h KI = FA ( CA, ffa, 8 ) 
S o i t  p-  el ' i c i t emen t  : 

/ 5.4 9c4 
17~ = (a, s i t e  + O 1 o s r q )  [ 0 , 6 ~ + 3  + 

17, (,d,1131, .t 9 00 P7.I C, - û, DDoAI 3 c:) - 19 1 

~ Y : ( < U A B I  + U , O O A A ~  C4 - U , D O O O ~ O ! ( : ) ]  Y 

D a n s 1 1 é q u a t i o n ( 1 8 )  8, e t i 9 a r c  t a n g e n t e s o n t  

exprimés en degrés .  Par ce s  r e l a t i o n s  l e s  paramétres CI e t  

du p r o f i l  de  r é f é rence  peuvent ê t r e  déterminés à p a r t i r  de l ' a n g l e  

d ' e n t r é e  e t  du rayon de courbure au c o l  de l a  tuyère  r k e l l e .  

Nous sonmes a i n s i  a s s u r é s  d ' avo i r  une bonne concordance e n t r e  

l e  p r o f i l  c a l c u l 4  e t  l e  p r o f i l  r é e l .  Tou te fo i s  l ' i d e n t i f i c a t i o n  

n ' e s t  pas p a r f a i t e .  Un c a l c u l  d ' op t imi sa t ion  e s t  nécessa i r e  mais 

i l  e s t  p lus  r ap ide  que s i  ces  r e l a t i o n s  empiriques n ' e x i s t a i e n t  

pas. 



p@rsible d 9 0 t r b l i r  une r e l a t i o n  entra l a  g # d t r & e  de l a  tu.  , 
d e  rbfdrence et f a  d i a t r i b u t i e n  ôe l a  v i t e a r e  rrtr l'axe. La 

g l a n t i t d  H4 a t d e r f t  m foncti tm d. CI et  C s u 8  l a  fc 
ru ivante  a 

Le rryen drt -1 d t a n t  prlr aoaisie unit4 4e Ian~uarri 

puique  1. l.nO de l'ma r=  <f, H q  devient t 
k g  

H, est d m  bien d d f i n i  l e  long d. l v u e  pour une g 8 o d t r i a  

dennde. Le nribre de *ch MRcrt  n t i 4  b klq pu~r 1.6 r e l a t i o  

(13) e t  (14). 

Calcul des ddrivbes r u c c e s s i v e ~  

Le8 Bquati-s rant  dim@ntion (17) sont erprimQes en 

fonction d e  HI< , MI et  de  leur. .v&s par 
. -.. 

Peur un p r o f i l  de r6Zh.nce donn6 H4 e t  y; (et  pu cons1 

M, ) srnt ddterminds par l e s  équatiens (20) e t  (13). 

Pour chique valeur  da M: , Hq e t  peuvent 6 

calculds ,  uIinei que l a u a  d4rlvCes4 est r e l i d  Hq par  

l a  r e l a t i a n  su ivan te  8 
A 
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P a u  c a l e u l e r  les d4rivdee de vl n a i s  u t i l i s o n s  la 
r e l a t i e n  (14) qui  donne aprbs de r iva t ion  : I 

Pour l i i l i n i n e r  nous 

ddrivons l a  r e l a t i e n  (13) qui  permet d'exprimer v:' en f o n c t i ~  

de  q u a n t i t e r  déjb calcwlQes, s o i t  r 

Par s u i t e  8 

D'oh l a  dbr ivee  seconde r 

M .  [ 4 ~ ~ $ { 3 + [ 3 ~ - A p o +  ! i! 

( - 4 )  1 
v,{ H:(A++I:)- H* M:'] 

* 
I 

Taus l e s  c o e f f i c i e n t s  de8 dquatians (17) son t  donc 

connus. L*dowlement est donc bien d e f i n i  pour MR donne 

* 
Peur t r a c e r  l a  l igne  sonique ( M = 1) e t  d 'uni  faq 

plua géndraï* 1.8 ligne. i r o v i  t e s se*  M * c l e  processus a r 

i i n p l e  r U r  ayant l a  va leur  d h r i r k ,  2 v a r i e  avec un pas I 
L*pos6,, fonction du nolibre de pointa  cherche. e t  pour chaque v( 1 
leur de l i é q u a t i a  ( l 7 d )  d o i t  W t e  rd ro lue  par rappor t  B ) 
c'est - A  d i r e  vt 



1.4.3.2 Liane du courant 

Les l i g n e s  de courant  peuvent également Qtre t rac4  

point  par  point.  Puisque chaque l i g n e  est c a r a c t 6 r i s é e  par 

une valeur  de 7 , il s u f f i t  de s t i a p o r e r  11 et  de f a i r e  v i  
b 

LP l i g n e  de courant  qui  ri un minimum pour y = l es' 

p lus  p a r t i c u l i b r e m n t  in t6 ressan te  puisque c'est e l l e  qui  e s t  

oonfondue avec l a  paroi  d e  l a  tuybre. Peur t rouver  l a  valeur 

de eor re~pondan te ,  deux vropr id t6s  du po in t  iinirnum sont  

d'ah t 

Cet te  de rn ib re  r e l a t i o n  f o u r n i t  )) f ~ n c t l o n  & 

En por tan t  c e t t e  exrireesion dé )) dans l 'dquation ( l l b )  on 
1 

o b t i e n t  une dquaticn en uniquement qu' il gif f i t  de résoud 

pour y = 1. 

1.4.3.3 Liane des sbainintq 

La procédure pkecddente peut 8tre Bgrlement u t i l i ad i  

pour rechercher 1% l i gne  des  sommets e t  l a  t r a c e r  po in t  par  pc 

puisque cette d e r n i e r s  est  le  l i e u  des minima des  l ignes  de 

courant. k processus i t é r a t i f  r-ty4 (17b) en t m s n t  compte 4 

(26) pour d i t i d r e n t e s  va leurs  de y aaffiptises entxe O e t  1. 
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dannd par l*express ian  suivante  r 

R - - - A 

Au point  minieium l e  rayon de courbure d'une ligne âo courant  er 

h dly /d r z  

mais r 

l< On p u t  a i n s i  graduer l a  ligne des  boaraats en - 
h 

1.3 Ç r r i c t d r i e U g u e s  dans le dom 
...iliirr -II 

1 &roduetiltg 8 

da Hepk ine~Fr ledr i ch r  & oelle de Curiire p o r t e  s u r  les deux 

hou lemrn t r  lupersoniquas r d s u l t e n t  d i  c e s  deux analyses d i f  f& 

1 La comparaleam B l aque l l e  nous vuulons prae8Ber e n t r e  l e  mbthd' 

r e n t e s  du ch- transstpnique. Plus p r r t i t u l i è r a i m t  nous nous 

a t t r chons  $ eennaf t r e  les conséquenter s u r  I r  ?&partition des 

press ions  le lang du divergent  d'un calcuk du àPWUîne transsonb 

ef i ec tu<  pour une valeur  d e  R h di f idrent .  du f? / h iiposé (@y 

ré.1). 

3 i! 
8 ., 1. 01 .= .!! * 

7 



DOCUMENT No - - 1 ~ / S A E  

27,VERNON I FRANCE 
La radthode gdndralernent u t i l i s é e  pour l e  c a l c u l  

du chemp superronique d'une tuyère  e8t c e l l e  d i t e  des  caract44 

r i s t i q u e r .  Or pour d d m r r e r  ce  c a l c u l  il es t  ndcessa i re  de 

connaf t re  les condition8 de l 'bcoulement dans l a  r h i o n  du c a  1 
en bas supersoniaue, e t  p lus  partfculibrement l e b n g  d'une 

I 
c a r a c t d r i s t i q u e  transsonique ou de deux a r c s  de c a r a c t é r i s t i d  

d e  nature d i f fdrente .  

Nous w o n s  donc B t B  a i n s i  anrenés b rechercher les 

dquations de ces caractéristi.es t ranrsonfaues avec les va- 

r i a b l e s  de  Pziedrichs. 

1.5.2 Eauations de* ca rac t l l r i r t i aues  a 
Nour a l l o n s  chercher les faini l les  de  c a r a e t é r i s t i q u -  

du systhme d'dquations aux d d r i v i e s  p a r t i e l l e s  (11). Nous 1 
d t a b l i r o n s  en &me temps les r e l a t i o n 8  v é r i f i b e s  s u r  c e s  cararg 

t é r i s t i q u e s r  

Rappelons que 1.8 fonction* inconnues aont x , 
-4 

Y 8 e t  rl' et que 10. v a r i a b l e s  srnt e t  9 . peur f.ii 

a p p a r s f t r e  e x p l i c i t e s e n t  dans l e  rystbril. (11) l a  quatrièiya * 
fonctiisn incennue il est ndcesbaire de tr.nsformer fss 6q 

t i e n s  ( l l e )  e t  ( l l f ) .  I 

La transforination de ( l l e )  est simple. En e f f e t  r j 



Ce qui entrasne : 

Pour tranafo1li~)r l'équatian (llf) neur wtilirons la 

relatien d%entrepic (13) qui lie H* h v *  et pî~i.mt ainsi d 
faire apparattrc ).1* mec t 

Ltéquation ( l l f )  devient ainsi t 

On rait que par definition une caract6rirtique (C  

dans le plan ( 1 , 2 ) est une courbe de ce plan telle que S. 

l'on cherthe une solution du systbnr, (30)  ab 1.8 tnconnueo x 
9 e t  M* aient une rdpartition arbitraire donn6e sur 

( C 1, il y ait inddtormfnatien. 
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Pour Qerire qu'il y a ind6termination sn considbre 

comne tnconnues les huit dérivdes partielles de X , 41 * 
M* entre lesquelles on a en (30) 4 lquationa 1inQaires. 4 

4 Par ailleurs les diff<rmtiellet de X , y , 0 et M* 10 8 

long de la ceurbe ( C ) st6crivent t 

Lien~nible de1 s y s t ~ m ( ~ 0 )  et (31) conrtitue un 1 
tyttbme de Cramer. 4 

3 

La eenditima d*indéteriinatiw, ad  que les déter-$, 

ainants soient nuls . Appliquant cette sonditien au ddterrninadt 

principal naus trrauvc~s r 



. . 
S o i t ,  tour a a l c u l s  f a i t 8  1 

Cette  dquation homogène ch deuxibme ordre en 

donne deux types de so lu t ions  : 

i 
SîtaplifPons cette é c r i t u r e  en tenant compte de  l h  1 

r e l a t i o n  d ' imntrop ie  eb fa i sons  spparettre le nombre de Mach.: 

4 i 

- - - -  
! 

Par s u i t e  8 

Vdrif ion. que ces deux équations reprdsentent les 1 
deux d i r e t i e n s  locale8 de  Mach. 

S ' i l  en est  ainri naus devon8 avo ir  t 
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awou, en tenant campte de (11s) e t  ( l l b )  

soit r 

i'i 
4; L. n î i t f a  (*) rrt daa. Mm *Irlf$(rt Par coni 

falliillss dr o s ~ c t b r i s t i ~ w  fserwvbss ron2 las deux 



FRANCE 

O 1 O O O O 

O O .? O 1 O O 

O J - H#hLI , O 1 

na yi 
FI 

O O O O 4 ' 1  O O 
Y ' t d l  O O O O O 

O d l  O O O 

O O O O 
J~ 

4 dl d 8  
O O O O O O d j  d i l *  

$ o i t ,  aprbs développement 1 

et aprés transformation, en tenant compte de (33) : 

ou eneare, en f r i s a n t  apparaftre )( : 

- ligne de Mach + I 

Finalemont le leng de. lignes de Maeh les relatiems suivante4 

sont  ndcessaireraent v4rf f ides. 
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1.5.3 A~iixlicat!m au c a l c u l  d'une c a r e c t d r î 8 t î a u e  t r a ~ s m l a u e  des,k! 

-m 
Par tan t  d'un po in t  de lvaxe de  l a  tuybre ( x 3 0 )  

@alcul  de pmche en proche d'une c a r a c t é r i s t i q u e  dercendanti 

f a i t  B l ' a l d e  des dquations suivantes  r 

e t  ( l l b ) .  

La cèmxiériae W s t i o n  v 4 ~ i i i 4 e  par  l a  ~ a r a e t 4 r i e $  

n'est: pas utf t i s lée  c m  an f g i t  appd IL Ir relrtias (17d) 

&l tek me I&&mt3&n wpp14~mtsX;se. 
4 pr. d est imposé en tmmtion âu n ~ n  de 

dilbsir4r. 
'I 

Le p e i n t  de la e r r a t t é r i r t i q u e  qu i  se trawe sur 

p n ~ i  dt ku @y&% e d  ddt.rt~in# pu la  va leur  d, 7 ou 

dmt su p r s i t l ,  cettio v a a w r  de 7 ayant C t i  cu lculde  pi.& 

Mament. 
Pour t r a c e r  l a  c a r a c t 6 r i r t i q u e  i s sue  du p o i n t  sor 

( x i 0 ,  tj - 0) il est ndcessa l re  de l eve r  les inddterminai 

des d4r ivéer  Y; e t  M i  en c c  point .  coma l e  a n t r e n t  1 

r e l a t i o n 8  (24) e t  (27).  Le c a l c u l  dtant assez long nous ne 
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dtannons fc i  que l e  r lQsut ta t  r 

Cet te  indétermination a i n s i  levde au point  sonique 

l'est a u s r i  pour t o u t e  l a  courbe 5 - O. Ca r d r u l t a t  e s t  

important car i l  p e r m t  de  c a l c u l e r  des ca rac t6 r i s t iquea  t r an t  

soniques ayant  une i n t e r s e c t i o n  avec l a  courba f œ 0. Plus 

géndralem8nt il permet de c a l c u l e r  l'dcoulement au voisinage 

immédiat de c e t t e  courbe. im On t rouvera en annexe 4 l a  procédure de c a l c u l  B SUT 

pour d tud ie r  une tuybre aupersoniqua. Ce t t e  procedure est  cmg 

B c e l l e  u t i l i s d e  quand on f a i t  appel b l a  méthode de Car r i è re ,  

1.6.1 In t roduct ian  

La d i f f f c u l t d  majeure rencontrde dans l ' u t i l i s a t i a r  

du p r o f i l  de réfdrenca de Hopkins e t  H i l l  r d s i d e  dans l a  re 

ch. des  parambtres qI e t  C4 . SI c e t t e  d i f f i c u l t d  e s t  en 

p a r t i e  supprimde grdee B 1 9 e x i s t r n e c  des r e l a t i e n e  mpir iqu?  
I) 

(18)e t  (19). e l l e  e x i a t e  b u t  de  m h  e t  p lus  p e r t i c u l i & r e  

pour l'dtude des  tuyéres  b géomdtrie nouvelle  pour lesquel  

l a  méthode eat a u s s i  appl icable  ( v e i r  annexe 3 1 mis sans  

r e l a t i o n s  analogues aux (18) e t  (19). 

Un c a l c u l  i t d r a t i f  e s t  denc ndcessa i re  pour c o r t  

va leur s  de !?/h e t  ce ca lcu l  ne phut paf5 Qtre men6 de n'impz 

q u e l l e  fa~on. Deux proeklds simples, a p r i o r i ,  +e prbsentenl 
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i 

1. 

,... 

a.- ca rde r  % constant  et  f a i r e  v a r i e r  0. dans 

n l a t i o n r  (18) e t  (19) a f i n  d 'obteni r  le rappor t  R /  h voulu. 

b.- inversement garder  ea c m s t a n t  e t  f a i r e  va r i e r  

er deux façons de f a i r e  ne donnent par le dm 

l e  mont+e l a  planche 3. Le meillmr r d s u l t a t  

~ r t  obtenu an gardant  8, constant  e t  en f a i a m t  v a r i e r  

a n s  l a  d t h a d e  de c r l ~ u l  que naua avans e s s r y i  de dBfin i r  un 

a u t r e  p r o f i l  de  r é f k c m s e  ne f a i r r n t  I n t e r v e n i r  qu'un seul  

parlraibtre, le rayon de eourbure au cal. 

1.6.2 Mithode r 

Noua svsns p r i a  un prof i l  oseula teur ,  en son somme$ 

au p r o f i l  de r d f l r e n c e  de Xopkinr eO H i l l ,  donc au c e r c l e  de  

rayon Cs . La courbe a i n a i  obtenue aat  p a r a b l i q u e .  

Rappelons l 'dquation de HapLins e t  H i l l  r 
- xZ 

- A + c ~ ( 4 -  c ni;) Y - 
En f a i s a n t  ath d&eleppent.nF l i m i t d  au d e u x i h e  ordm 

dan8 le  d w l n e  qui  nwr in t ( re8r8  e a r n t i e l l n r n t ,  c ' e s t  b dire 
au veis inage  de x - 0, nous obtetwna 1 

i 

C t e r t  c e t t e  neuvelle  d q u t i ~ n  que noU8 m n e  retenue 

coumm Bqurt iar  d'un p r o f i l  de rbf4ronce. On conçai t  bien,qut 9 ' u t i l i s a n t  ee prcbfil en ne pu i s se  c a l o u l e r  un &maine transsoi 

auss i  dtendu que le  po-t l e  prelldMt p r o f i l ,  Meir le princ 

gmur naus est de pouvoir m a l y s e r  uia d e m i n e  jutte assez  Qtef 

a f i n  dt&trri. en mesure de d d t s m i n r r  les c a r a e t d r i s t i q u e s  trar  

seniques ndeeraaires ail cmlrul de l*bctwlemmt atmorsonique. 
i 



De c e t t e  Bquation (39) en t i r e  i 

ii 
Le c a l e u l  des  c o e f f i c i e n t s  des  b q u a t i o n ~  (17) e s t  f 

a i n s i  s impl i f i é .  l 

:: Peur d d t e m i m r  f , n w 8  avens t r a c <  des  abaques 

(vo i r  planches 4,  5, 6 e t  7) qui  dannant par  lecture d i r e c t e  4 
f?, en fenct ion  du rayon de courbure au c o l q d e  1% tuybre 4 

dennde et du rappor t  y . La const ruct ion  de  ce8 abaques aa / 
1 

f a i t  simplemont en inversant  le problbme : t 'est  B dira, qu ' en '  : 
se donnant un p r o f i l  de rdférence on c a l e u l e  l e s  tuybres ob t  

pour d i f f b r e n t e s  va leurs  d e  )/ cbnn6.s. ,* i 
1 

On c o n s t a t e  que l a  canvergencre de  l a  méthode n'es1 

a u u i d e  que pour l e t , c c a ~  1. m t r e  le planche 4. 

n 'es t  app l i cab le  que pau Mtude des tuy8resi de rappor t  RI h 
c a l  rupdr ieur  b 0,25. 

1.6.3 Conclusien 

C e t t e  rndth.de simplif ide  a 4 t d  mise en sewre e t  

eomparde h l a  mdthode de Friedriehs.  

Sa s impl ic i td ,  sa r a p i d i t 6  d4ex6cutisn ( v e i r  annex 

4 e t  5 )  et les r 6 s u l t a t r  abtenus, coapards ceux d'autres 

abthedes,  l a i  r s e n t  prbusir une application rvrnt rqeuse  pour 

l t Q t d e  dur Wy8res rqmr ton iquer  en gdndrsl et d e r  tuybres 

h g6od t r i c r  nsuvel le, p l u s  pe r t i eu2 ib rment .  



DOCUMENT No 

METHODE DE CARRIDiE 

p 
Cette rnbthoda consiste ?4 prendre, au voisinage du 

point sonique, une distribution arbitraire de la vitesse sur : 

l'axe et A chercher deux fonctions U ( , Y ) e t  tr ( x , 
qui satisfasient cette condition et aux équation8 gén6rales 

de 1 '4coulemsnt rndridim iaantropiqua t 

en prenant la vitesse critique coame unite. 
i a 

Le potentiel dei vitesse. (6 ( X . y ) vdrifie, par 4 

- I -  4 

Le calcul ae rdduit ?i chercher un ddveloppemant en 

adrie de la fonetian potentiel s 

compatible avec une dirtributian arbitraire de la vitesse su 

l'axe, au voisinage du point s~nique, donnée saur; la forme 

l4 - A+A - 
Le dbv+lapp.ai.nt en ad 

de Taylor r 

@($j) = 
. .L u.'; 
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03i ne son t  conservds que les termer qu i  r e spec ten t  l a  p a r i t e  

de  Y e t  l* impar i td  en de u- = ( l a  tuybre Bta 4 
.mirique par  rappor t  a o x  1 . 

L se lu t ion .  pour y = 1,4, est l a  su ivante  r 

Le programme de ca lcu l  e r t  d t a b l i  pour constan+ 

et  1usqu14 l ' o rd re  12 inc lus  bien que l a  convergence du ddvelap- 

panent de Taylor a i n s i  obtenu ne s o i t  pas pour au tan t  assurde. 

L'étude du domaine transsanique s ' e f f e c t u e  Clors  

simplement en donnant li îj des va leurs  convenablement 6chel.- 

ndes e t  en t r a ç a n t  pour chacune d ' e l l e s  les .courbes U [ x )  , il;( 
ug et  tg . 

4 
Ci  

La l igne  sanique s ' a b t i e n t  en prenant le  l i e u  des  

po in t s  tels que : 

Les l igne8 de courant  dans le  domaine sonique 

son t  ass imi lées  B l e u r  c e r c l e  akkaûateur au po in t  oh elles 

coupent l a  l i g n e  des  sonrnats. En ce p e i n t  10 rayon de courbuba 

est r 
II f =  - 

3~ 
)X 

La paroi  a donc un p r o f i l  c i r c u l a i r e  au voisinage 

du COI. 

Pour t r a c e r  l a  l i g n e  de8 sanri»ts il s u f f i t  de  prendre 

l e  l i e u  d e r  points  où l a  composante r a d i a l e  de l a  v i t e s s e  es 

nul 1 e. 

Le c a l c u l  de proche en prache d'une c a r a c t d r i s t i q u  

transsonique se f a i t  B p a r t i r  des  éqaatfens su ivantes  ' t  

4 - - tg je- R )  
d a  

B - d f c  k, 5 - 
- u 

. . 



Cedikt t ~ n d t h o d e  q u i  e s t  ac tue l lement  u t i l i s é e  au 

L.R.B.A. (9) e t  (10). 

On t rouvera  en annexe l a  procddure d e  c a l c u l  s u i v r e  

pour b tud ie r  une tuybre  supersonique, 

11.2 Méthode mixte ---- 

La nidthede de  F r i e d r i e h s  est oarac tdr ic l ie  e r r a n t i e l l w  

ment par  le8 deux m i n t s  s u i v a n t s  t 

- un changement d e  v a r i a b l e s  f a i t  u t i l i s e t  les fonc t i a  

p o t e n t i e l  e t  de  cou ran t  comme v a r i a b l e 8  i n d d p e d r n t e a  

- l ' i n t r s d u e t i o n  d'un p r o f i l  de  r é f é r e n c e  permet de  

d d f i n i r  une d i s t r i b u t i o n  de  v i t e s s e  s u r  une l i g n e  d e  r6fbrence. 

Qurnt  B l a  méthode de  C a r r i b r e  e l le  est  c a r a c t d r i s d t  

- l a  d i s t s i b u t i o n  de  l a  v i t e s s e  s u r  l ' axe  q u i  est i m  

$4. de l a  forme rr = l t x  . au vois inage  du p e i n t  u n i q u e .  

- l e  d4velopp.aisnt de Teylar  de l a  f ene t ion  p s t e n t i  

Ce8 deux mbthodes JJff f b r e n t  donc intrinobquement 1 'une 

d e  l ' a u t r e  e t  t o u t e s  les deux p r i s e n t e n t  une d i f f i c u l t d  pour 1- 

mise en oeuvre. Le p r m i b r e ,  comme nous l ' avons  diJA d i t ,  n4ee%&i t e  

un c a l c u l  d 'op t imisa t ion  e t  l ' u t i l i s a t i o n  de  f e r n u l e s  empirique* 

pour ddterminer  l e  p r o f i l  de rdfdrenoe. Quant i Ir seconde, e l l q .  

implique un c a l c u l  p rda l ab le  m l e t i v ~ n t  long d e s  c e o f f i c i e n t a  pu 

p o t e n t i e l ,  mis cependant e f f e c t u i  urw f o i s  pour tcwter pour un 
ci (;k nd4 

Ce8 d i f f i c u l t i a  peuvent Otre tontourn6es  en f a i s a n t  *el 

aux deux m l t h d e s  s i m u l t r n h e n t .  En e f f e t  peur 6vittr l e  cs lcuk  

d e  fS e t  C,, il n i f f i t  d*imposer l e  d i s t r i b u t i o n  de v i t e s s e  81 ' r  

l ' axe  au v a i ~ i n a g e  du p o i n t  sonique e t  l ' u t i  l i s a t i o n  d.1 . 
d e  F r i ed r i ch8  é v i t e  de procéder  au @alcu l  d i s  c e e f f i c i e n t s  du 

po ten t i e l .  
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Cet t e  méthode, d 'une exdcut ion ~ i m p l e  e t  r ap ide ,  nouq 

permet t ra  en m h  temps de montrer l ' importance du double chan 

ment da v a r i a b l e s  de Fr iedr ichs .  Nous prdrentons  c e t t e  méthode 

paragraphe suivant .  Ses r d s u l t a t s  s o n t  compares à ceux des  au t r  

m6thod.s au c h a p i t r e  III.  

On t r auve ra  en annexe 4 l e  schdrna de l a  programmatio- 

en For t ran  IV s u r  IBU 1130 des méthodes de F r i e d r i c h s ,  " s i m p l i f a  

e t  *mixtew, l a  mdthode de Carribre é t a n t  ddJ& programmée (16). 

P r i n c i ~ e  de l a  méthode "mixten 

L i  v i t e s s e  imposde e8t de  l a  fortne U = A+ H , 1( d t  

rappoktd b l a  v i t e s s e  c r i t i q u e  e t  X B une c e r t a i n e  longueur 

d e  rdfdrence L . Avec les v a r i a b l e s  de F r i ed r i ch8  c e t t e  

expres8ion dev ien t  r 

Y*'= A+ !: 

A 
X -  - = f.i 

L I 
avec 

Comme dans l a  mdthode de C a r r i é r e ,  i l  e s t  nbcesca i re ,  

avant d 'aborder  l e  c a l c u l  d e  l ' é ~ o u l e r n e ~ ~ ,  dans l a  tuy?re  dont  

l e  r appor t  4f,i/7cet l e  rayon du co l  sont  donnés. de determiner  l a  

d i s t a n c e  à l ' a x e  /7= de  l a  l i g n e  de  courent  de rayon de courbure 

( / h c  donné ( f r  e t  h, é t a n t  a u s s i  r aopor t é s  à l a  lonqueur 

de  ré férence  L). Pour c e l a  i l  s u f f i t  de t r a c e r  l a  l i g n e  des  

sommets e t  de l a  graduer  en I?, 14,. A 1s va leu r  d e  Rlh,irnposé 

correspond u n  c e r t a i n  rayon du co l  h ,  d i f f é r e n t  du rayon r é e l  

En prenant  ce  rayon comme longueur de rRfGrence, i l  

v i e n t  t 
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l 'axe neus f a i sons  abet ruet ion  du p r o f i l  de r<f(Nnee,  c e  qui  $ 
medif ier  l a  fagon de c a l c u l e r  l'dcaulement traneooaique. F 

S 
Les équations (17) s e n t  teujaurr appl iuabler  mais 1. 1 

e*leuï des d < r i v k a .  par. r appor t  L fj , de Ufl et Mq est 

d i f f d r m t  de c e l u i  f a i t  en 1.4.2. W8 ntert  p lus  nlî/ L 5 par: 

l a  r e l a t i e n  (20). Nous devons don. r even i r  !i l a  d d f i n i t i o n  de 

e t  orendre eoaime r e l a t i s n r  de ddprrt du c r l r u l  t 
A 

ML dtant donné par  ce* d w x  rel.tims nous pouvons ~ a l e u l e r -  4 1 
II , MR et, par  s u i t e ,  l e u r s  ddrîvdes successives qui  s'ob-' 

t i e n n e n t  facilement puisque r 

M,+'= h' 

Par s u i t e  t 

Connaissant 4; et  PI; , nous pouvrna c a l c u l e r  1 

secondes r 

ni' ( M - ) ,, , niz - + - 
4 H: 

4' h,H; (r-r)~:-~j (4s) Miz - +  
Ma n: -I 



t ro is iémes  en fonction des  dér ivdes  secondes e t  premibres. 

Ca mise en eeuvre de  l a  inethode di.ff&re d e  celle de 

1&heda da 'Fr iedr ichs  r ta+nt ie i lement  peur la ~chfi7bche d'une 

c a r e c t d r l s t i q u e  transsonique. Le preearrus est i c i  p lus  dmple 

En e f f e t .  I*(guat ion  (41) relie d i i w W n t  f et  q: . I l  ne 

f au t  donc pfus s6soucfTs Ir r e l a t i o n  d ' i sen t rap ie  pm rapport  h 

M:. De p i u s  les d d r i v k e  suecetislver de ne a d s e n t e n t  p 

doind&tem1nat ion  l e  %.ng de l a  courbe 1 0. 

Peur rendre p l u s  souple encore l ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  

niéthode noua avons supprime le c a l c u l  systématique de l a  li 

des  sommets en t r a ç a n t  une abaque (planche 8)  qu i  donne d i r  

ment, en fonetion de y , l e  h, cherche pour un rappor t  

inipos é. 

On remarquera qua c e s  abaques l i m i t e n t  l ' u t i l i s a t i o n  

c e t t e  mdthode b ~ / h  2,2. La méthode en e f f e t  ne converge plu 

pour /h i n fd r i eu r  à~ cette  veleur. 

LI mBthQde mixte e t  l a  ni6-e de  C a r t i b r e  u t i l i s e n t  

une dm? d i s t r i b u t i o n  de  v i t e s s e  i n i t i a l e  s u r  l'ase u = A t  x 

Les t r a c e 8  de l a  l igne de r  ssmmets obtenus par  ce8 deux méthoda 

La d i f f6 rence  e s t  d 'autant  p lus  s e n r i b l a  que l?/h eat plas f a i b l  

Pax a i l l e u r s  l e s  limiter de ces de- mdthodee s o n t  nitsars en év i  

-nt eoutpur<r planche 8 bis .  Les deux courbes d i f f h r e n t  1dgbreT  

dence r f?/h = 2.22 pair I a  pramibre (paraadtrage de ~ r i e d r i e h s )  1 
et  R/ h 3.63 pour Ir meende en u t i l t s a n t  un d h e l o p p e m n t  ju 

qu'au 126 otdFe. Cer limites son t  fsnct ion  du rapport g des 

chaleurs  s w i f  iques. 



d'sù r 

OQYIPARAISbW DES METHDDES DE CALCUL - VERIFICATXOt4 EXPERI 

Z 
ii: 

Lmdtude a btd wh(ls s u r  quaai» t u y k e r  1 divergent  

$: 
@&tique, de r r p p r t a  f / h  r e r p e e t i v l . n %  (piux L 4 2 : 1 e 

:$ 0,s. Nous awm f a i t  &&W l a  eompa~alran  s u r  lei p e i n t s  sue 
* y *-, 

vanta  : 

a) s a l s u l  de  l a  r é p a r t i t i o n  de pression 

paroi  au veiainage du c o l  : 

La phase expdf iwnta le ,  qu i  a peur but  de v d r i f i e r  

t r l c u l s  e t  de permettre de tirer une canelusion quant au choix 

de l a  mei l leure  méthode, a c o n s i s t l  en des sondage8 de  p r e s s i  

sur l a  paroi  ces  quritse tuybres* 

b) Btude de  l a  g 6 d t r i e  de  1'6coulaaient, ages t  B dam 

de  l a  l i g n e  sonique, da 1% l i g n e  der  wamets e t  ch8 l ignes  

i a o v i t e s c ~ t .  Cette p a r t i e  n'a pas f a i t  l ' o b j e t  d'me v é r i f i c a  

erp4rimentale mais elle permet dg i n t e r p r b t e r  c e r t @ î n s  r d s u l t a  

obtenus dana l a  premihre pa r t i e .  

c) l ' é tude  du domaine transsonique propreawnt d i t  a 

coapldtde par  m e  btude de 1~6coulem«rt  supersonique a f i n  d E e s ~  

les conséquences s u r  l a  r é p a r t i t i o n  der pressiana,  ca lculée  pa 
m&tMe d e s  cu raô té r i  s t iques ,  l e  long du divergent ,  des  condi t  
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initiale* d6t.raindes dans le domine transsenique pour une 

valeur de R / h  dit fdrente de celle imposée. 
i 

Un rondrge de pression sur le divergent coaplbte cet* 

-8 

d) l a  cmparai8on, b laquelle nous veul ia8  proc&er4 
a pu 4tre conipl6t8e par der rdsultrtr mpruntbs B une Qtude de 1 

.i 
Back, Gier et Massier (8) sur deux tuybns L RIA - 2 et 0.6q 

3 qui neus a permis de comparer les quatre. méthedea dtudides 31 

celles de Hall, Sauer et Omatitsch. 

111.2 SpMfoge dea~mrs&_sB la paroi 

111.2.1 Conditions des essais 

On trouvera sur la planche 9 un schdmai du dispositif 

expdrimental r les tuyéres se trouvent dans le caisson b vide 

du laboratoire R4 du L . R . R . A .  et sont alimentées par air comprim6 

B travers un systbme B double col. Le-aaisson est branche? sur des 

rbservoirs h vide d'une contena~ce da 360 m3. 

La pression ambiante est mesurde par un vidimbtre et, 

la pression atmosphérique par un baromètre. Les mesures de pres- 

siens statiques & la paroi sant faites B l'aide d'un multimanomèt~ 

3 15 orises. 

Les conditions des essais sont imposées par les moyens 

de mesure et d'alimentation de R4 . 
- pressien gdndratrice t Pi = 2 bars 

- nombre de Maeh de sortie t M = 3 

- pressien de sertie peur M e 3 r 

45 - = 0,0272 9 f S  = 0,054 bar i 44m Hg 

4; 
Pour éviter le d6collement du jet B la sortie on a 

maintenu la pressien ambiante dans le caissen infdrieure à 80 

mm Hg. soit+?./!< 2. 

Les réservoirs sont vidds à f ,  = 8 w Hg, ce qui 

autorise une durée dd 1 'essai de 5 m, mviron, largement suff isan 

te pour assurer la stabilisation des mesures. 



Un paeebs-vdwt *dpur& (11) NrFtd c a p t e  an d d t a i l  

ce8 essaia.  

III -2.2 Cerac t4 r i r t iuue r  de8 t u v b r e ~  

Cee c s r a c t d r t s t f q u e a  s e n t  denndes s u r  1ea planches 1 

11, 12 e t  13. Ce son t  des tuyère8 B convergent # divergent  
coniquea. Leur p r o f i l  au c o l  es t  c i r cu la i re .  E l l e r  ont  toute  

lr m~m diamètre au o o ~  qc = tm. bric e m l e  l a  courtmr 

du p r o f i l  change' 

Cea tuybres mt  Btd peumer, de 12 B 11) prises de 

pression. Le diambtxk de  ces  p r i s e s  r ç a t i q w s  est de 0,5 mm.$ 

La p r d ç l s i m  exigea s u r  l e u r  p d t i a n n e m n t  a x i a l  est de 

dl00 m. La r d p a r t i t i o n  c i r s e n f d r e n t l e l l e  du c e r t a i m s  p r i y  

au  voisinage du c o l  n e e s t  fonc t fn ,  <pie de leur encolbrementi 

Une a t t e n t i m  tcbute par t i c t r l ib re  a (6td part& su r  Lar. 

f i n i t i a n  da8 t r a u a  8 pangage t r b s  rsfgnd des &tes des a l  

v i r i  f i c a t i a n  au m i c r d t r e  d 'absewe d'asp4rit8s. 

111.3 

111.3.1 RQpar t i t i an  des ~ r e r s i e n r  dans l e  a i n e  t r a n a r m i a u e  

Les d i f  fd ren te r  c w r b e r  obtenues par  le c a l c d  e t  1 

r d s u l t a t i  des mesure8 L R4 cnt dtd  n p r i s e n t k l  s u r  l e s  p l 4  

14, 15, 16 e t  17. 

On eons ta te  une UIBs bonne copraerdance sn- les ré. 

t a t a  de la d t h o d e  de  F ~ i o d r i c h 8  e t  le$ meaure8 dans ~ k a  r 
r e l a t i v m t m t  <tandue de part et de8utro àu c o l  p«rr ~/kl.  
Mais lors- ~ / b  devient  i n f d r i w r  L 1 o e t t e  rdgion 89 r d t  

LI ~ r f ~ l i f i a e w  d o ~ s  dea t é s u i t i t r  t a u t  B 

csmparables & ceux de Ir m6thde  $Q F r i e d r i h r *  Lu8 ceurhm 
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a p p a r a t t  en bas  supersenique e t  e e t  dca r t  s taccentue  quand 

r appor t  R / h diminue. 

Corne nous l 'avons montr6, l a  méthode de Car r ib re  n ' e s t  Da 

u t i l i s a b l e  pour R /  h très i n f d r i e u r  b 4. Le8 r d p a r t i t i o n s  

p ress ien  mesurées peur R / h  = 2.5 et 1 son t  caiagsrles au ca 

e f f e c t u i  pour i?/h = 4, Les plancher 15 e t  16 mettent  e 

dence l t e r r e u r  f a i t e  m a g i s s a n t  d e  c e t t e  fagsn s u r  l a  rdpr  

t i ~ n  d e  press ion  ru vois insge  du col. Au con t ra i r e ,  il y a 

bon r e c w p m e n t  e n t r e  les c a l c u l 8  e t  l a  m u r e  pour R/h i 4 

sauf ,  un bas super@onique. 

La r d p r r t i t i o n  de p e n s i o n  ca lc r t l i e  par l a  adthede %lx 

corneide  avec les r t h u l t a t t  de r  awnires pour Rlha 2.5. 

Coinaie l a  &thede de Carr ière ,  son demaine de  v a l i d i t O  er t  pE s 

Q t r o i t  que c e l u i  des  mithodes d e  Fr iedr ich8 et  g8iajpl if i6e '  

en superranique s u r t o u t  ah Ir concrvi t6  de l a  csurbe est 

sccentu4*.. A R/h r 4 l a  d t b d e  9n.fxteU donnara i t  un rdsu 

Idgbrement rireilleur que l a  n i thode d e  Carribre. 

LtQtude de  Baek, Gier, e t  Massier (8). concernant p r é c i s b n  

des  sondrgas de  press tan  b l a  puroi  de tuybres, dont les r 
s u l t a t r  o n t  Q t 4  corapardt B ceux den mdthodea d e  Hal l ,  Orna 

e t  S a u p ,  permet d. pqbtéder L une eooparairon de  ces t r o i s  

méthode8 avec cellas dtudides. 

C e t t e  caarparaison a b t i  e f f e c t u h  $ur deux tuybres,  B conv 

e t  d iverpent  coniques, de r appor t  R/h = 2 e t  0.62. Les 

r d s u l t a t s  obtenus ont  Qtd  p a r t d r  s u r  les planches 18 e t  19 

Pour R /  h - 2, cemm l e  taonttent les ceurbee t racdes ,  l e s  

c a l c u l $  de8 mdthoder de  Fr iedr ich8 e t  * s i n r p l i f i ~ e w  son t  le 

mieux v & r i f i d s  par  l e  sondage en s w f f l e r i e .  LI mdthode de 

Sauer, cadtraimment QUX autrea. diverge en 8ubsonique mai 



bien les mesures en bas aupersonlque, ce qui e8t important 

puisque l'btude du chrnq, su~erronique se fait b partir de da 
calaul4er en bas supertonique. 

P w r  ~ / h  1 0,625, seules 1.8 mdthod.8 de Friedrirhs 

t "simplifiéen, et principalement la premibre, dsnnrnt de . 

J 

On a trecé mat fes planches 181, 19, 2û et 21 les lianb- 

isaviteieqr M * = ~ k a i n e i  que la ligne des sriuts p u r  4 
tuyires qui ont respeativaent  sa^ rapport ~ / h  I 4.2, 1 et ? 

0,625- 

La planche 20 qui correspond 3 la tuybre de R /1-1 = 4 

montre que les rn4thodes de Friedrichs mixte et simplifiée donnent 

le m8me résultat pour M * ap~artenant à l'intervalle (0.9 ; 1,l 

L'écart s'accentue ensuite de ~ â r t  et d'autre de cette réqion 

sonique, mais pas de la meme façon dans les deux réqions subso- 

I 1, et supersonique. 

Ce résultat apparaft aussi pour les autres tuyères. 

Toutefois la divergence entre les mbthodes s'accentue quand ~ / h  
diminue. Mais d'une façon gbnérale l'écart est moins sensible 

en subsonique qu'en supersonique. De plus si cette dif ference 

devient importante au voisinage de l'axe, elle diminue à l'r- 

proche de la paroi. 

Cette dernikre remarque, asaociée à l'expression (45)  

donnant la répartition de pressjon sur la paroi en fonction 
au e 

de M * , explisueL/les répartitions de pressions calculées 
par les methodes de Friedrichs, "simplifiée" et "mixte", 

soient presque identiaues, quand elles le sont, en subsonique 

alors au'elles dif forent en siipersonique. 

Ori maarauarr c ~ u s  lor-e R / h  diminue. ersentirllcment 
pmur 8/hr i, un point dvinflarien .pouatt, uu vo~rinage de 

paroi, sqr lm eourbt obtenues par les m6th6des de F r i e i d  
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puisque l t & t u d e  du champ s u ~ e r r o n i q u e  se f a i t  B p a r t i r  de 

ca leul6es  en bas supersonique. 

P w r  ~ / h  - 0.625. seules  les méthodes de F r i e d r i c  

bons r d s u l t a t s .  

Fr 
C 

Analyse du cham t r a n a s ~ n  Lque 

On r t r e c d  rur les plancher 18, 19, 20 et  21 l e s  li 

l ~ v i t e r 8 a r  fl '=ctcainsi  que 18 llpne der 8-ts pour  4 

tuybrer  q u i  ont respectivement coaare rappor t  ~ l h  : 4.2, 1 s 

O ,625. 

&I p&rira(eshr 2Eil'qyî 

pmkhrr 6) LL .@&ai. 

fi W * . 
wtmt Id.atipiïr*, qwi;na eu.. L. wn+ m W~DCI 

w* 

On remarquera que lorsque  R / h  diminue, e s s e n t i e l l e  

pour 8 / h  1, un point  d t i n f  lexion a p m r a t t ,  au voisinage d e  
paroi ,  r u t  lsr c o u r b r  obtenues par les m b t h d e t  de  F r i e d r i  
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et nsimplifi~ew, alors que les deux autres mdthades donnent 

des ceurber d'allure parabolique. 

4 trac6 des isovitesses a d m c  donne de8 résultats oii 

accerd avec ceux obtmuo par le calcul de la rdpartition de 

pression il la paroi. Toutefois il a preuve qu'une &me repart 
1 

tion de pression b la paroi peut correspondre B des champs 
d'écaule@snt transsaniqusrs sensiblement diffdrents. 

jonc fallu, pour v6rifier plus rigoureusement la validité des 

mQthodes de calcul, procéder B un sondage en souf flcrie de ! 
,\ 

l'dcoulement axial. 

111.3.4 RQpartition de pression sur le diveruent suwersonique 

La répartition des pressions sur le divergent a étd 

calculde par la méthode des caractéristiques telle qu'elle est 

programmée actuellement au L.R .3.A. (10). Les caractéristiques 

transsoniques de départ ont Std détermindes par chacune des 

4 mdthades. 

Les courbes de rkoartition de pression obtenues 

partir de ces 4 danndes diffdrentes ont dté tracbes sur les 

planches 14, 22 et 23. Elles ont été com~ardes iesures. 

Pour ~ / h  = 4 (planche 14) les 4 courbes it rigoul 

sement confondues jusau'& un point trbs proche du col. El.,. 

corncident aussi avec les mesures. 

Pour ~ / h  = 2 , 5  (planche 22) on constate sensiblement 

la mdme chose. Sur le divergent proprement dit les courhe- z n  

superposent. Seule, se détache au voirSnage du col, C B ; L ~  

obtenue & partir de la caractéristique transsonique caleuléc 

L R/  h - 4 par la dthode de Carribre. 
Pour l'btude du divergent de la tuyère ~ l h  = 1, les 

caractétistiques transsoniaues de ddpart ont étd calculdes pour 

la bonne valeur de ce rapport war les méthodes de Friedrichs 

et "simplifiée" mais pour f / h  = 2,18 par la méthode "mixten 

et pour RIA - 4 par la méthode de Carribre qui sont les valeurs 
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Ifmites de ce8 deux Idthodes pa i r  - 1.4. Les 4 courbe! 

de  ~ Q p a r t i t i o n  de prarsim a i n s i  obtmues s e  confondent encore 

su presque sur  le divergont. La diffdmnce n*apb.raft  que suryla 
t 

pa r t i e  c i r r u l a i r e  du e a l  e t  diminue B l9eppraole du paifit de % 
contact  avec l e  divergent. 

Ainri, 1. calcul du domaine trrnssoniqrrs effmtu4 b 

une valeur de RIA d i f f d n n t e  du RIA i . p e s l  n'a pas da con64f 

quenoe sur le calcul de l a  rdpsrt i t iow dar prerr iens  s u r  d 
divergent P*une t u y h n  cenime. Le e b i r  de 18 .(thode de 

du domaine trsnasonfque est dan6 c. e e r  indiff / tent .  Toutefe! 

c e t t e  n ' e s t  valable qu98 i a  conditien de cr leu le r  

le@ caraetéristiquetit transsoniqws de ddpert en t r b s  bas sup 

saniaua. En e f f e t ,  mume le  tsontre I a  planche S4 eb sont trs 1 
les ceaulber de reipartition de p re s s lm  obtentlab e~pthimenta  
l e 6 c r r t  antre l e s  catirbes au voirinsge du col  eugbHnte avec 

l 'abrcirm.  De plus  en constate qwt t a  ddtente est t r b s  i 

t an t e  evant l e  divergent. 11 y a dvne in tdr8 t  L b(n4fici.r 
5.f 

BU n v x i n m  da c e t t e  ddtente a f i n  d. Meux  c o r r l g a  l 'er reur  

ddpart . 

131.3.5 Choa dan# .Ir diver- 

b 8  mesures de rdpar t i t ion  de preroien, de m h e  que 

1. sa lcu l ,  .nt taontrd (planche 24) qu'b l a  naisronce du div t 

apparelt  m e  &ne de ebpres s ion  l.rs<pi. RIL devient infdria 

Ce ph6nombne e s t  dû b un ehrngement de caurbure dei 

l ignes  de e w r i n t  au volrinage de 1. paroi dm8 1i région p d h e  

du point de contact  en t re  l a  par t ie  o i r c u l r i r e  du cal e t  1 s  

divergent. La ddtente brutale amer& par l a  grands caurbure - 

du col  se trotive bmsqutment a t t h u 6 e  par le dtrsrgent  coniqwe 

e t  prevoque une inffaxfan des ligne8 de ceurrnt. 
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l i g n e s  de Mach 

axe d e  Ir t uvb re  

Les l i g n e s  da Mach correspondant c e t t e  z6ne d e  

compression se c r o i s e n t  e t  donnent na issance  à un choc au 

vo i s inage  de l ' a x e  d e  l a  tuyére .  Le r é f l e x i o n  d e  ce  choc a 

pu b t r e  photographitle au cour s  des  essais. Les treis photos 

de  strie j o i n t e s  25) montrent bien la naissance  d~ 

phPnombne li ~ a r t i r  dm ~ / h + l .  En e f f e t  peur ~ / h  - 2.5 l a  

photo 25 ne montre r i e n ,  b 4 / h  - 1 un t r è s  ldger  choc a p p a r a t t  

e t  a -0.25 i l  e s t  trks v i s i b l e .  

Lem-calculs  par  l a  méthode des c a r a c t 8 r i s t i q u e s .  en 

supposant l 'dcoulement i s en t rop ique ,  l a i s s a i e n t  p r e v o i r  c e  

phénamhne. En e f f e t  B R / h  = 1 23) l e8  courbes ca lcu l6es ;  

s u r t o u t  p a r t i r  des  r é s u l t a t s  de F r i ed r i chs ,  montrent l a  forma- 

t i o n  d'un p a l i e r  & l a  n a i r s a ~ c e  du divergent .  A R I A  = 0.29 

l a  z8ne de  eompresslon a d t é  bien mise en évidence m8me s i  l e  

ca lou1  n 'est  pas  exac t  e t  n ' a  pas étC poursu iv i  . 
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I'lnflwnor du rrym du cgurlsuro. I&ur avmnr dont rbasyd de 

montrer c8Ue de lSmg1e  d*@nt.i.de. 

Paur cela  w r  avamr calcuîb la  pressiriln HI CO 

d i f f  bmnterr tuybrea ayant l e  idme dâvmgent conique de 13@ 
mis &nt Ir convergent conique ~amm deiai-a$lm Ise, 2û6 

304. Le aalc~r l ,  avec b~aucovp de pr6awtisns.  r pu C t  
dm t u y b r ~  b trbs faible  rayon da eourbure ( f? / h - 0.05); L 

rdrultata obtenus sent portes sur l u  pirnohe 3mb. 

On m a t a t e  que l'angle d'mtrbe r wrr infltienee dl  

plu8 importante que la  rtym de ~eurbUre ru COI .a% wtit 4 1 
( Klh 4 r,a). ; I 

C 
A L l imite,  quand d l ( ,  i 0, noua won8 ttaleuld f /fi *r 

ce1 en a-ttant que 18 ddtsnte qui riie preduit i l a r a  e r t  (BCFü'ra 

vrlente b une detente & Randt1-r. Or en qc$rapelant ds 
A Q Iris ckeurbes mbtenues par la  d t h e d e  de Priwlricha n 

retrouvana $ d a  txtctrrsrnt l e s  r4aultats de fa  &#Wnt+ Bk 

brndtl.JbyPr. 

@wr bien le p d e i  sera uae dtude plus puurrbe, c+rPmnant de4 

rndagea da @esrion w, eoi de tuyb7.8 dont R / b  est infér ie  



C O N C L U S I O N  
--"mm- 

IV.  1 Le sondage de pression B l a  pa ro i  a montra que : 

- l a  methode de Fr iedr ichs ,  am6liorée par  Hopkins e t  H i l l ,  es 

app l i cab le  B l1Qtude du domaine transsonique de  t o u t e  tuyére 
révolut ion ,  quel que s o i t  son ~ a ~ p o r t  R/h. 

Toutefoie on cons ta te  aue les c a l c u l s  concordent avec les me 

dans un domaine da p l u s  en p l u s  r é d u i t  quand ~ / h  diminue, en 

bas  supersonique principalement. Mous avons montrd (1.2.3.2. ) 
qu ' i l  e s t  a lo ra  nécessa i re  d'augmenter le degr6 des  ddvelopp 

Rappelons que 1s méthode de Fr i ed r i chs  s 'applique a u s s i  B des  

tuyères dont  l e  p r o f i l  au c o l  peut d t r e  quelconque. En e f f e t  

aucune hypothèse r e s t r i c t i v e  n'a et4 f a i t e  sur l a  forme du 

p r o f i l  q u i  est c a r a c t é r i s é  pa r  son rayon de courbure au c o l  e t  

1 'angle du convergent. 

- l a  méthode s ia tp l i f ide  f o u r n i t  de r  r é s u l t a t 8  t o u t  B f a i t  CO 

r a b l e s  B ceux de l a  méthode de Friedrichrr-Hopkins pour ~ / h  

- l a  m6thode mixte donne d e  bons r é s u l t a t s  pour ~ / h  2 2 .5 .  

Cet te  méthode a permis de mettre en dvidence l ' i n f luence  des 

v a r i a b l e s  de Friedrichs.  En e f f e t ,  grâce à ces  de rn iè res ,  l e  

domaine de convergence de  l a  méthode u t i l i s a n t  une d i s t r i b u t i o n  

a x i a l e  de l a  v i t e s s e  de l a  forme u = 1 + x a pu passer  de l a  

limite ~ / h  = 4 a ~ / h  = 3.5. 

I l  a p p r r a i t  a i n a i  que les p a s s i b i l i t d s  de l a  mQthode Hopkins 

H i l l  ou de l a  méthode s impl i f ide  r d s u l t e n t  B l a  f o i s  du choix 

de8 Var iables  de Fr i ed r i chs  e t  d e  l a  détermination de l a  

d i s t r i b u t i o n  de vitesse su r  l ' axe  proposde par  Hopkins. 
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,Le conrparaison f a i t e  avec l e s  d t h o d e s  de Hall ,  Oswatitsch 

Sauer l a i u s e  p réva lo i r  les rndthodes de Fr iedr ich8 e t  "simplïTiée 
8 .  

sur  oe r  dernibres. 

IV .2  Nous a v r n s s t o n t r 4 q u e l e c a l c u l d e l a r d p a t t i t i o n d e s  ~ r e s s i b n s  

i u r  l e  d i n r g e n t  supersonique n*$ ta i  t pas a f f e c t 4  par  l e  ch& 

de l a  mdthode de c a l c u l  du &maine transsonique,  e t  par  l a  
' 

valeur  du rappor t  ~ / h  u t i l i s d  condit ion d e  rechercher unei  

t r r a e t d r i  s t ique  transsonique de d6par t  en trbs bas supersoni&uc. 
1 

{ 

IV.3 Ce8 remarques permettent d 1 u t i l i 8 e r  i n d i f f 4 r m n t  l1une d s 
q u a t r e  methodes é tudldes  dans cette ncpte pctur le ca lcu l  d'u 

I 
tuyhre  r d t h a d e  bo Hopkins ou s i a p l f f i & e ,  nidthode de Car r i  

e t  rnbtiwde mixte. Metons ceaendent que l e s  nrbthodes u t i l i s  

varisblea de F r i d r f c h s  son t  de p l u s  un eutil i h tb ressan t  

l '4 tude  de lr8esulrglrnt  t ransronique propreaunt d i t .  Lr Eanet 
empirique 93 

de Hopkins e s t  ~ t f n r l i s d e  en f a i t  par  la  rechurcheVdrun pref 

d e  depar t  ( d i t  de  r6fdrenee) d d f i n i  par  deux perembtres. La 

Qdthede s i n p l i f i d e  torperts wre r d l i e r r t i o n  sur ce poiiat par- 
t i c u l i e r  t o u t  en rertant va lab le  pour d e s  ~ l / h  faibler.  El1 

est  en f a i t  une méthode très ef f icace  pour l 'btude des  tuyb 

e lese iquer  e t  q u i  peut 6 t r e  pa r t i eu i f  brement apprdeids pour 

l ' i t u d e  der  tuyhres  de g d m é t r i e  neuvelle  ou tuybres B noya 

f V . 4  La v a l i d i t d  des d ive r ses  méthode8 proposQes a Bté Q t a b l i e  s 
une comparai son d e s  r d p a r t i  t ions,calculdss e t  mesurdes en ' 

t ranssonique e t  sup&rsonique,des press ions  l a  paroi  de  '. 

t u y i r e s  esNyees en souf f l e r i e .  11 r e s t e  gue n q a s t  pas a s  

m u r  autant  l a  ddtecainat ian  exacte  du d o m i n e  transsonique 
t 

cornaie l ' a  anrntrb l e  t r a c 4  des l i gnes  i s e v i t e s s e r  M = es 

q u i  d i t t h e n t  su ivan t  l a  mbthode mise en o m r r .  I l  s e r a i  

n6ce t sa t t e  pour d t a b l i r  une concl@sîen de praceder B des  s e 

au sain &me de  l*&aulenrent rfln de ddteraainer les v i t e s r -  
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VII. 1 PRINCIPES DES METHODES DE S A S S W I S ,  HALL, OSWATITSCH "" 

ET ROTHSTEIN - 
Méthode d e O m r t i t s c h  --- e t  Re ths t e in  (1942) ---- 

Ce# deux w t e u r s  o n t  B t u d i l  l e  c a s  d e r  t u y è r e  

p r o f i l  da pa ro i  au c o l  & t a i t  donnd p u  une f o m t i w  Y 
( , y &nit des  c m d . n n 4 d s  m4r id imnes  e t  1 *axe des 

confondu avmc c e l u i  d e  1. tuybre) ,  avec l(@) - 1. 

&s ccqmaantea  U et d" de le v i t e r r e  dont  

on s-dçrier r e s p e c t a n t  les cond i t i ons  d e  sydtrfl, de 1' 

ment r 

1 1 1 h 

L ( ~ J ) =  U.f &! + A ~ a l Y  + O - *  

ob ii. . ai , <li , biet b3 s o n t  d e r  fonc t ions  da x . L 
problbme c a n s i s t e  b mimer ce8  c m f f i c i e n t a  an fonct ion  

)(x) . Dna un premier temps on e x p l i c i t e  Lig , 4 , 
e t  b, i l l a i â e  de M .  et )[r) mir on cherche l a  r e l a  

e n t r e  U. e t  )(r). 

Le+ dquat fans  d t i r r o t . t t a n r l i t 6  d e  lBkEouleman 

de c o n s m a t i e n  de la  msse p~lmnottrlnt le ca l eu1  des  4 c 

c i e n t s  cherches  r 4 "4 

Oswati tsch e t  R o t h s t e i n  t ransforment  d'abord c e t t e  

d e r n i é r e  équat ion  en normalisant  les v a r i a b l e s  u t i l i s é e s  de  l a  

façon su ivan te  : l a  d e n s i t d  est rappor tde  à l a  *den$ité  gén6- 

r a t r i c e n ,  c ' e s t  à d i r e  l a  d e n s i t e  h v i t e s s e  n u l l e ,  e t  t o u t e s  
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les v i t e r r e r  B l a  v i t e s a e  maximale, c'est B dire l a  v i  

L l a  d d n s i t d  f = O. Ce q u i  donne a 

Des équa t ions  (1) .  (2) e t  (3) on t i re  les r e l a t i o n 3  
I 1 1 sherehdea e n t r e  U, , al , , 4 b3 e t  U, 

Pour e x ~ r i m r  U, en fonc t ion  d e  

donné, Oawatitsch e t  Ro ths t e in  proposent  deux moyens. Le pren 

simple,  c a n a i s t e  prendre corne  Qquation de  conserva t ion  d e  

l a  masse 1 '8quat ion correspondant  B un écowlearnt  monodimensi 

fl, é t a n t  le  d d b i t  massique, sans  dimension, r appor t é  l a  da 

s i t d  g d n d r a t r i c e ,  à l a  v i t e s s e  maximale e t  à l a  s e c t i o n  au ca 

C e t t e  dquat ion s ' é c r i t  a u s s i  : 
A 

E l l e  permet de d é f i n i r  B t o u t e  a b s c i s s e  r . 
Le deuxième moyen qu i  donne une s o l u t i o n  p l u s  exact  

mais beaucoup p l u s  campliqude, c o n s i s t e  é c r i r e  l ' équa t ion  d 

conserva t ion  de  l a  masse sous l a  forme : 

n,,- -> , - $**: 

L ' in tdg ra t i on  se f a i t  en développant  oréalablement  O/&, uL/ 
s - 

en s d r i e  de Taylor  au tou r  de  ( U, , O ). 
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Le ecileul est arrez Ieng et en sbt ient  une tkp 
d i f f é r e n t i e l l e  on U o  qu ' i l  faut rdaootdre par rpproximeiti 

k 

VII.1.2 Mdthode d e  Sauer (1944) - C 

G t t e  m6thmâe a l'avanfbkge d96tre  tris simple e t  

de premibre approx iiortion s 

Partent de Ie6quation du potent ie l  t 

on l a  tranrfarme en posant r 

- A + u  u - -  - - 
P* 

- =  - r 
ta* 

Cette Qquation simpliff&e permet d e  calculer 1 

coe f f i c i ent$  du potentiel  ddvdlappd comme s u i t  1 * 

!= l.(.l+y%kl+y2(l) 
On obt ient  facilbinent t 

1 

en posant t 

u , ( * ) = K X  ( # > O )  
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h ca lcu lo  b: p u r  une tuybre de rappor t  K /  h 
Pour cela on recherche d'abord l ' a b ~ i a s e  zI du c o l  de II 
tuybre, en prenant c . l r  o r i g i n e  l a  point  sonique su r  l i a x i  

En c e  po in t  (r= O d'oh r 

J+f A X 5 = -  - (rayon du col r 1 )  
6 

ha courbure en ce point  est r 

Méthode de Hall  (1961) 

Hall ,  corne O m a t i t s c h  e t  Rethstein,  p a r t  d'un 
I 

ru  v o i h a g e  du col.  ce p r o f i l  e8t c i r c u l a i r e ,  pr rabel ique  ou J+. 

hyperbolique* Son équation géndrale est  r q 
1 

z c i r c u l a i &  
Z A  h= A+& , r -  

1 R  IR3 

L'équation (4) s impl i f ide  de Sauer l u i  permet d 

d e f i n i r  d e r  condit ion8 aux limites at de proc 

de var iables .  Pour cela il e x p l i c i t e  d'abord dans (4) 

fonction de U en u t i l i s a n t  l 'dquation d ' i r ro t r t iona i l i td .  . 
d - 

Il  v i e n t  a i n s i  r f .. 
"1 

La condit ion limite h l a  paroi  peut  s ' & r i r e  r 

A t U  O 
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soit, en utilisant (5) : 

pour R grand on a r 

. - 

Ainii, pkisque Y = O (1). cette derniàre Bquation montre q 

U = O(<-") .' L'équation (6) permet alors de donner 1 'or 

de grandeur de IL , soit O(>(-') e t  de ddflnlr le chanp 

de variable suivent $ 
A 

4 
Hall cherche alors cos. salution de l'dquation :3 

exacte du potentiel, et non plus sinrpli fide, des ddvelopp 

en sdrier de la forme a 

En remplaçant U et Il'par ces développements dans 

les dqurtionr du potentiel et d'irrotrtionelit6 de 1'~caulemett Y 
on obtient un système dtéquationr différentielles que l'on 

rQsoud en utilisant des conditions aux limites fournies par 

ledquitlon (7) oL /I est exprid en fonction de j e t  ob U et 

d' sont dbveloppdr en séries de Tayler autour de y = 1. 

Le calcul est long et fastidieux si l'on veut atteindre 

le troisième ordre. .E 

VII. 1.4 Ylthede de (1964) 
-.i..L..l 

d&veloppewi.Rt~ jstsqa*$ 6"rrdrc) 8 8 
v 1 w.<L&d2 ,du 

< A  .: .L 

S i a r  reprend le principe de Sauer m i s  pousse 1 
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5 
Le e a l c u l  des fonctions / A ,  ..., p , ee f a i t  en u il& 

- !ll!r 
l 'dquatian exacte  du po ten t i e l  e t  en posant ,  cornma Sauer : '1 i 

/ - E 
Le8 fonctien8 cherchées 8'cbxpriment en fonction d- 

d / e t  # e 

*-J 
11 r e s t e  b c a l c u l e r  D( qui est impor4 pa r  l a  c 

au col.  Pour c e l a  Sima ca lcu le  l a  courbure en écrivant r 

A - A Ju - -  of/ A ) - A+u J X  

e t  en Qvalurnt  u J v  au peint .*nique ~ u r  1. paroi .  On ' et T T  
o b t i e n t  a l o r s  une équation de l a  forme t al 

E 

oh A, ..... E son t  d e s  fonction. de l*abscie.. LI du gm44 
II 

c r i t i q u e  atcr l a  paroi. 

Pour recheroher ce po in t  on Bcrit a 

oh P, N e t  Q sont  des fonct ions  de J' e t  X . 
On a b o u t i t  a i n s i  B un proceosus i t 6 r a t i f  paur 

P( La adthode converge pour ~ / h  9 4 L b/ = 1.4. ~ u - d e i ~ o u s  

de c e t t e  va leur  de ~ / h  . e t  pour = 1.4, l t6quat ion  19) 
donne des va leurs  imaginaires d e  X ,  . La ligne sonique h t a t t e i n  

pas 11 paroi : 



Hall,... 

? 

En effet peur RIA faible un point d*inflexion 
ra!t sur leet liqnes isovitesses, camme le montre l a  méth 

de Friedrichs. Les courbes d'allure parabàlique obtenues 

les mdthodes d'Oswatitsch, de Hall, de Sauer et de Sims na. 

conviennent pas. i 
1 



CALCUL DES TERM 

Les sérier, d4valoppdes jusqu'b l*ordrs 6, sldorlvent t 

so i t  r 

d l -  - ( 2  A + Q ? ~ )  

On o b t i e n t  finalement r 

... . . 
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A GEOMETRIE NOUVELLE - 
VII.3.1 Introduction -- 

& but de ce chapi tre  n'est  pas d'exposer l t 6 tud  

c o m p l ~ t e  d e i  tuybres L noyau par la méthode de Friedrichs.  

qui noua conduira i t  hors du cadre de c e t t e  note ,  mais de 

cornent cotte méthode m u t  s'appliquer b l ' é tude  de c e  ge 

tuybrer (12). 

a t i o n t  db base V11a3*2 !&"------.- 

La notation ut ia i .de  e i t  tnâiqude Bur l a  f i gure  

dessous t 

y =  y 0  t X A t r w  i y c d u ,  

Les 4quatienr de conservation de  l a  mm&+ e t  d ' i rro ta t io  

de 1 ~ 6 c e u l ~ n t  sont  a 





'i 1. '> 
I l  ~ f f i t  da mimer Y) ~ & S & ' @ X ~ T ~ S S ~ !  

t i a u e  dm8 e e t t e  de rn ib re  é a u a t i a  e t  dgderiri dff/di 

Il e s t  a l o r s  poss ib le  de c a l c u l e r  Hi( et  ses c 

rucces siver par rapper t  h . par mite  on esnna l t  fl 
Le c a l c u l  de l'dcoulernent re conduit cdaime neu 

l'avons indique plu8 haut. 

Comme nous pouvons l e  cons ta te r ,  l 'extension de l a  '# 
méthode de Fr iedr ich8 l ' é tude  des  tuybres noyau ne préser 

pas de  grandes d i f f i c u l t é s .  

Teu te f s i s  si  Hopkins e t  H i l l  on t  pu o b t e n i r  une re. '4 

t i o n  empirique e n t r a  l e i  pararnbtre. du p r o f i l  de rdfércnce e t 4  414 

ceux du p m f i l  r é e l  dans l e  cas  des tuyhres c laes iques ,  il 

n'@nt pu l ' ob ten i r  pour l e s  tuybrer  B noyau car les l i g n e s  

de courent  ne sont  par rymdtriquer pa r  rYppott h 1s l igne  

rdférenee. Donc seul  un processus i t d r a t i f  re la t ivement  10 

p u t  permettre de calculer e t  C A  pour u m  tuybre d 
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4 ' COMPARAISON DES METHODES DE CARRIERE, FRIEDRICHS, S I M P L I F  
--I)-(Im= -14 

*irimplift&* e t  "mixte* nous avenir mbntr4 taa#imt on i t ..<- 

calculer  la# dlversclr l ignes caracut8~f stiquer; (31- sorr 

dos roaaetr,  caractlnristiquos t r a n r ~ a n i q u s r ~  . . .) W+<WI 

du col par chleuno de ces quatro inll;thdis. Maîr if es€ 

dvident queil n'est  pl8 n6eessaire de oonnrftm d'me f 

aussi dd t r i l l de  l'écoulonwnt trenrssnique pour mmhswh 

earact&ris t iques tr&nreoniques u t i l î s i k s  c a a  candiGa( 
t i a l e r  du caleu1 i > r o ~ ~ n t  d i t  d'une tuybro mupmniic& . . 

b u s  allanr donc mentrer ler,diff&santer proc 

b suivre quand on applique chacune de ces qUWe &th 

2 - Calou1 de 1. li- des $omt8  @ f i n  de ddtemn&ruf % 
4.. 

aéomdtriaue m u r  l e  rapport K / h  i.iu.4. Le  coi - . . 
a r t  a s s i a i l4  b un arc da cercle  do rayon R . 



A (3 .! ,-g2yw . - ".+ 
1a l i g n e  de  courant  conton*ie i v w  ~tît'pw@ 

;.',ac 

c )  %lx teW i l e c t u r e  su r  abaque de  hc pwr e*( 

donnds. 

2 - C i l e u l  de l a  lie$& de m u r a n t  *csnfondueW .v.c l a  paroi* 

3 - Cktsul  d'une c a r a e t l r i r t i q u e  t ransssniqus  en partant sa 

d'un po ln t  s u r  l e  p r o f i l  s o i t  dtun pe in t  s u r  l'axe. Dm 
,- 

d e r n i e r  c ru  l e  ca lcu l  2 n ' e s t  par  n4eessaire. -3 

1: 

VJI.4.4 Conelusian ---- -i! 
,! 

Les m6thodea %ixtew e t  m s i r p l ~ E i 6 e w  Sont d'u~u 

ca t ion  plu8 rapide  e t  p lus  simple que les mdthoder de F r i d  

e t  C a r r i b r e  puisqu ' i l  e s t . p o s s i b l e  de c a l c u l e r  direstement I 

c r r a c t 6 r i r t l q t i a  transs@nique. 

Ce t t e  c a r a c t e r i  s t i q u e  t r a n s s m i q u e  sert d e  d i  stril 

i n l t i a l e  pour le r a l c u l  du domaine aip.r ionigue pu l a  m(lth<.- 

eles cs raa td r i r t iques .  
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que8 et  0btmlr par eswnple t 

C'est un 8aus-pragrame de recherche da Tac: 

les racine8 de ehactme des 3 fenefiens ddflntea d1m 

Denr ce soue-progranme ront calculder toutes 1 

dçrivdes part ie l  les de H et  de M par rapport L f . . , 

I l  priset uniquement da gelci l ler le8 csardon 

5 

KK - 1 1 1. fonction ddfinlie par ltéquatis. (17b) 

I .  








