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CHAPITRE 1

DIVERS MODES DE REGULATION

1 -~ Géneralitis

Les systémes étudiés par 1l'intermédiaire des m&thodes de 1'Automatique
peuvent étre de nature trés diverse, et les modes de régulation utilis@s cou-
vrent une large gamme de possibilités, depuis la régulation continue linéaire
jusqu'd 1'utilisation d'un calculateur spécialisé. (1) (2). L'utilisation fort
classique d'une chaine de retour permet de représenter tous les systémes asser-—

vis sous la forme trés générale du schéma bloc de la figure 1.1.

Entrees Modulaleyr: ) = )
5 Elaboration de| alt) Othl' ,a Sorties
B la commande | Regier
~-Fig. 1.1~

L'objet 3 régler (moteur, four, colonne de distillation) regoit cu modu-
lateur un ensemble de grandeurs de cormande u(t), et 1a maniére dont celui-ci
les E€labore est caractéristique du mode de régulat’ -,

Dans le cas ol l'objet 34 r3gler est monovariable et linéaire ou 3 non
linéarité séparable, les différents modes de régulation apparzissent de fagon
immédiate comme conséquence des diverses structures adoptées pour le modula-
teur. La classification habituelle des systémes asservis en découle.
Modulateur linéaire continU.ccoeeesesssococccs Systémes continus linéaires
Modulateur linéaire 3 données

échantillonnées.ssesceesssesssssascsccocs Systémes échantillonnés linéaires

Modulateur continu non 1lindair€....ssesosess0. Systémes continus non linaires
Modulateur non linaire & données
échantillonn@es..cevveessvecessasscncssos Systémes échantillonnés non

linéaires
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Dans le but de préciser le cadre de nos recherches, nous allons présenter

sommairement les principaux types de modulateurs non linéaires pouvant intervenir

dans une chalne d'asservissement.

2 - Prnincipaux types de modulateurs non Lindainres

2 - 1 - Modulatewws non Lindaines a données Echantillondes (2) (3).

Nous envisageons ici les cas ol la non linéarité@ est inh&rente 3 1'échan-
tillonneur, 1'&tude des syst@mes comportant un organe non linéaire autre que

1'échantillonneur pouvant étre abordée 3 1l'aide de méthodes classiques.

2 - 1- 1 - Modulation de Rangeun des Ampulsions (3).

Le modulateur élabore des signaux d'amplitude A constante, mais dont la
durée h et le signe dépendent du signal d'information 3@ 1'instant d'&chantil~-
lonnage, e, (fig.1.2.). En général, la loi de modulation est lindaire par
rapport 3|en[

h = kle_|
n n

Deux régimes de fonctionnement sont possibles;, selon le rapport entre la

largeur de 1'impulsion et la période d'échantillonnage.

Ienl < i Régime non saturéd

T " &
Ienl > Régime saturé
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Une telle modulation transforme le signal d'entrée en un train d'impulsions
d'amplitude et de période constantes, de largeur variable, et dont le signe est
celui du signal aux instants d'échantillonnage. La sortie du modulateur s'expri-

me au moyen de la relation :
Ve t€[nT, (n+1)T[

s(t) = A
i

™ B

10 i[ U(t-iT) - U(t-iT—klei[)]

A amplitude de 1'impulsion

o, signe du signal d'entrée 3 1'instant iT
T période d'&chantillonnage

U(t) fonction de Heaviside

kle. | largeur du i™ schantillon

et O< kleil <T

2 -1 -2 - Modulation de position des impulsions

Une impulsion calibrée, d'amplitude et de largeur constantes et de signe
fonction de e est émise entre deux périodes d‘Echantillonnage au bout d'un

temps = f(en) (fig. 1.3.).
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Le modulateur considéré est 3 période constante en ce qui concerne 1'&chan-
tillonnage du signal d'entrée, (l'information est prélevée d des intervalles de
temps &égaux) mais 3 période variable en ce gqui concerne le signalnde sortie.
Celui-ci se présente comme un train d'impulsions dont la période. instantanée

AT peut varier de fagon continue entre deux limites.

n

¢

La sortie du modulateur s'eyprime par la relation :

YVt t & [n’l‘,(nﬂ)TE

n = 3
- mte=iT= = H(E=iT= d
s(t) Aii] o, | U(t-iT-a(e )T) - U(e-iT afe )T h)!
avec les mémes notations que précédemment et :

h largeur de 1'impulsion

a(en)T - T

2 -1 -3 - Modwlateur & peniode commandée par £'entrie Echantillonnie

Le modulateur de position peut &tre considéré comme un &lément tel que
le signal d'entrde, prélevé 3 période constante, €labore une information de
sortie dont la période instantanée varie entre deux limites finies. Dans les mo-
dulateurs 3 période commandée par 1l'entrée &chantillonnée, c'est le signal lui-
méme, prélevé 3 l'instant € qui détermine la période instantanée ATn = tn+l=tn'
La suite des instants d'é@chantillonnage est alors définie par une récurrence du
type :

t =t + f(e

n+l n ( n)

La sortie est constitu@e par un train d'impulsions calibrées, de période varia-

ble, dont le signe est celui de 1l'entrée & l'instant d'échantillonnage. (fig.l.4.)

Elle s'écrit, avec les notations utilisces précédemment :
£ 7
Yt t< [t [
~ L2 theg

s(t) = A oi[U(t-ti) - U(t-ti-hi

&

N~

1

h &tant la largeur de 1'impulsion, deux rd3gimes de fonctionnement sont
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possibles, suivant qu'elle est inférieure ou supérieure a la période instan-
Ll

tanée :

f(en) > h Régime non saturé

f(en) <h Régime saturé

L'étude d'un modulateur de ce type est abordée dans la publication (4.).

»t

ot

2 -1 -4 - Authes sontes d'echantillonnewrs

A titre d'exemple, on peut encore citer les échantillonneurs 3 modulation
de cadence pour lesquels un nombre entier d'impulsions calibrées est défini 3
1'intérieur de chzque période d'échantillonnage par N(en) (fig. 1.5.), 1les
€chantillonneurs a modulation codée 1i&s essentiellement 3 1'utilisation d'une

calculatrice numérique, émettant 3 1'intérieur d’'une période un nombre entier

d'impulsions, chacune &tant affect@e d'un certain poids (fig. 1.6.).

Les &chantillonneurs mentionnés ci-dessus sont les plus classiques.
Cependant, les récents développements de 1'zstronautique ont mis 1'accent sur
les modulateurs discrets, pour lesquels une variable est soit prélevée pendant
un certain temps (télémesure et multiplexage en temps (5.) soit prélevée
continlment pendant une période (systémes & commutations) (6) (7) (8) (9).

Ces systémes se rencentrent dans de nombreuses commandes d'attitude de satel-
lites ; leurs performances influent directement sur la précision du pointage
et sur la consommation énergétique, lorsque le systéme est installé sur un cycle

limite.
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2 - 2 - Modulateurs discnets non Rinéaires

On peut le plus souvent caractériser ceux—ci par une non lindarité dont la

caractéristique présente un certain nombre de discontinuités.

2 -2 -1 - Relais avec seuil et hystBreiis

Deux

f(e)
f(e)

(o

A signe (e) pour

pour

le|] > seuil

le| < seuil

expressions mathématiques définissent la caractéristique f(e)
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Le seuil lui-méme ayant comme valeurs :

= de S0
|s| = 8 pour e == >

- (1~ de .o
Is| = s(1-k) pour e = <

& 3

A.---
& ¥

- —e

o Y

| S '}

- Fig. 1-7 -

L'utilisation d'un tel modulateur commandant 1'éjection des gaz dans un

systéme de contrdle d'attitude de satellite fait l'objet de la publication (8.)

2 - 2 - 2 - Relais avec sewil et impulsion calibade (7.) (8.)

LCT

A

Une impulsion calibrée, d'amplitude A
et de durée h est, de plus, émise

lorsque le signal d'entrée franchit
q

IR

le seuil Sy < 8y
Ce modulateur présente 1'avantage,

dans certains cas, de réduire les

‘ig ’ﬁ.& cycles limites et par 18 la consom-

mation énergétique lors des manoeu-

vres de pointage. (8.).

2 -2 -3 - Modwlation TPFM (9.).

£ie) &
A )

Une impulsion calibrée, d'amplitude A

et de durée h est émise chaque fois

S el § que 1l'intégrale, la dérivée, ou une

fonction quelconque du signal d'entrée

franchit 1'un des seuils &7, Spece

B(GM Une non linéarité de ce type, avec

(- g (e,t) = fg e dt

est fréquemment rencontrée lors de



1'étude de certains processus physiologiques tels que la transmission de 1'influx

nerveux (11.).

2 -2 -4 - Autnes modulateuwnrs discrets non LAnéaines

I1 est possible d‘'imaginer d'autres modulateurs discrets non lindaires. En
particulier, on peut définir des modulateurs combinés, effectuant une double
modulation (période~amplitude , largeur-amplitude, période-largeur, etc...)

Un exemple intéressant est indiqué dans la publication (6.), qui utilise un modu-
lateur double : largeur-période.

La loi de codage hf = ke(t)

avec . . .
h largeur de 1'impulsion de sortie

f fréquence instantanée
k gain
e(t) signal d'entrée
permet de réaliser une amplification de la valeur moyenne sur la période

instantanée, du signal e(t).

3 - Extensdon de La notion de Aysidme discret

Nous venons de présenter les principaux types de modulateurs discrets non
linéaires. Dans ce cadre, la plupart des systémes non linéaires continus 3 carac-
téristique discontinue apparaissent comme des syst@mes discrets pour lesquels
1'information, prélevée continiment sur une période, définit elle-méme la
période.

Un systéme quelconque &tant donné, la régulation de ce systéme consiste
en 1'élaboration d'une fonction de commande telle que 1l'objectif poursuivi soit
atteint. Cette commande est caractérisée par :

1 - Une suite d'intervalles de temps (£t )

2 = Sur chaque intervalle, une forme déterminée de la commande : u,

Ces deux paramétres sont €laborés par le modulateur et on peut alors, sous
cet angle, comparer les systémes échantillonn&s d période fonction de 1'entrée
échantillonnée et les systémes continus non linéaires 3 caractéristique discon-

tinue.

3 -1 - Systemes a pérdiode d'échantillonnage fonction de £'entrie
Echantillonnée

-~

L'information prélevée par échantillonnage définit 3 la fois la période

instantanée et la forme de la cormande pendant cette période.



La commande est définie par le systéme d’&quations :
i ATn - tn+l - tn - f(g )
Lutet) =g (8 ) pour t € [t - n+l[

ol f(gn) et g(gn) sont deux fonctions scalaires du vecteur %;(t) pris 3

1'instant d'échantillonnage t -

3 - 2 - Systémes covbinus non Linlairnes d caractéristique discontinue

a(8) 4

"

o
(4 ) S —
-

—

L

fig. 4-10

La commande u = (g) est définie sur 1'intervalle de temps (t - +l)
pendant 1eque1 f (g) appartient 3 un segment (a,b). Les points a, b, R
séparent les différentes définitions mathZmatiques de g (é?). En appelant tn
les instants de commutation, la suite ré@currente des tn est alors définie par
une équation du type :

B (8 0 =0

avec k € {a,b,c,...}

ot H (% ;k) est une fonction scalaire du vecteur %(t) et du paramétre k.

Sur 1° 1nterva11e Lt st +1[ ainsi d2fini, la commande s Lcrlt

-

g E~L,n’tn+li. u (t) = (th

3 - 3 - Modulateur & commutation complexe

Les modulateurs du type IPFM paraissent particuliérement intéressants
a deux points de vue.

1 = L'information de sortie se présente sous la forme d'un train d'impulsions
calibrées, de période variable, dont le signe est fonction de 1'entrée, échan-

tillonnée 3 1'instant t d'émission de 1'impulsion.
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Cette forme impulsionnelle est bien adaptée aux problémes de traitement,

de transmission et de stockage de 1'information.

2 - L'élaboration de la période instantanée, par contre, tient compte de
1'évolution du signal d'entrée sur toute la période. Les instants t  sont en effet
définis de fagon récurrente par commutation, comme dans le cas d'une non lindarité
d caractéristique discontinue. L'avantage de ce mode de définition de la pdriode
par rapport 3 la définition &chantillonnie ATn = f(th - est double :

1. Possibilité d'obtenir une période instantanée infinie
(cessation de 1'émission des impulsions)
2. Sensibilité aux variations de 1'entrée lorsqu'elles dépassent

un certain seuil.
4 - Conclusion

Divers modes de régulation &chantillonnée ou discréte ont &été présentds dans
ce chapitre. Les systémes 3 commutation complexe ont &été introduits, comme des
systémes discrets dans lesquels la durée de prélévement de 1'information est &ga-
le 3 la période instantanée.

Ces systémes seront &tudiés plus en détail dans les chapitres suivants,
tant du point de vue de leur fonctionnement que de celui de leur utilisation

en organes d'asserviggerent.



CHAPITRE 2

LE MODULATEUR A COMMUTATION COMPLEXE

Nous avons introduit, dans le chapitre précédent, un modulateur utilisant
1'information sous ses deux formes, discréte et continue. La caractéristique
principale de ce modulateur réside dans le découpage du temps en segments
(tn’tn+l) par commutation. Nous allons dans ce chapitre préciser le fonction-

nement du modulateur et &tudier un exemple important : modulateur IPFM.

1 - Généralites

Le trait dominant du modulateur 3 commutation complexe est constitué par

1'existence d'une non linéarité 3 caractéristique discontinue du type quantifieur,
représentée fig.(2.1,).

s = o o

b s v - o e o v o

b o o e -

- tig. 2-1 -

Les fonctions logiques o, sont définies au moyen des relations :

‘o, =1 pour e o, ,a [
L = Fittin

o, = 0 pour e € Lai aiH[
Leur définition séquentielle se traduit alors par :
o, =1 pour te[tn’tnﬂ[

avec tn tel que e(tn) = a,

E
n+l tel que e(tn+1) = aj



a; et o, deux valeurs cons&cutives ou confondues du paramétre a-°
X La période instantanée est donc définie par commutation, la fonction logique
o (t) est représentative du segment[?i, ai+1[ auquel appartient 1l'entrée i
1l'instant t.

Dans un asservissement, la fonction logique oi(t) peut alors étre utilisée

de plusieurs fagons ainsi que nous allons 1'illustrer.

1 -1 - Commutation surn Ra structuwre

-~

Considérons un systéme multistructures, dont la structure i 1l'instant t,
S(t), dépend de l'erreur e(t) par 1l'intermédiaire de la relation :
S(t) = Si(t) pour e(t)E,[qi,qi+][
L'expression de S(t) est alors donne par:
= 24 "
Si(t) { Hi(t) ol(t)
1 - 2 - Commutation sur La commande

On peut de la méme fagon envisager un systéme dont la commande u(t) posséde
la définition ui(t) lorsque 1'erreur e(t) est telle que e(t)é_[qi,ai+][

L'expression pour tout t de u(t) est alors : u(t) = I ui(t) oi(t)
g -

1 - 3 - Cormande Ampulsionnelle

I1 est encore aisé d'envisager un systéme dont la commande se traduit par 1'é-
nission d'une impulsion calibrée 3 chaque fois que 1'une quelconque des fonctions

o change d'état. La commande s'écrit alors :
n 5 7 T
u(t) = ?E= ] (signe ei) LU(t_ti) - U(twti=hﬂ pour tE[Fn,tn+1L

avec A amplitude de 1l'impulsion
h largeur de 1'impulsion

U(t) fonction de Heaviside

Les instants £ sont définis de fagon récurrente par :

e(tn) =0,

e(t_..) = a.

n+l ]

oy et aj deux valeurc distiunctes ou confondues du paramétre a-
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2 - Le modulateur PPFM (P roporntionnal Pulse Frequency Modulaton)

Afin de simplifier 1'expos&, nous &tudierons dans la suite de ce chapitre
le modulateur PPFM défini ci-dessous. N2anmoins, les considérations qui suivent
et notamment 1'interprétation gfométrique du fonctionnement du modulateur restent

valables quel que soit le modulateur 3 commutation complexe envisagé.

2 - 1 -Deginition - Princdpe du codage.

Le modulateur PPFM est défini par la loi de codage suivante :

Une impulsion d'amplitude et de largeur données est émise
chaque fois que le signal d'entrée franchit un multiple d‘un
certain seuil ou quantum ( zéro exclu )

Une telle modulation transforme un signal d’entrée quelconque en un train
d'impulsions dont la période instantanée dépend de 1'évolution temporelle de
1'amplitude de 1l'entrée .

Ce modulateur, décrit a4 l'aide de 1l°exemple 3 du paragraphe précédent, a
pour définition de t
j e(tn) kiq

l =
¥e(tn+1) qu

avec ¢ quantum

k ,kj deux valeurs consécutives ou confondues de l'entier k

=

paramétre entier, différent de zéro

2 - 72 - Réponse & un échelon de vitesse - Régimes de gonctionnement

Dans le but d'utiliser le modulateur PPFl dans une chalne d'asservissement,
il est interessant de connaltre sa réponse asux sollicitations classiques. Nous
traiterons, 4 titre d'exemple, la réponse 3 un &chelon de vitesse.

Soit e(t) = at 1le signal d'entrée.

Les instants de commutation sont définis par :

atn=kq
at ., = kq + q signe(a)
d'ou AT =t -t = |%
n n+l n a

La sortie du modulateur est donc constituZe par un train d'impulsions calibrées
de période constante. Deux régimes de fonctionnement peuvent se produire selon
que la période est supérieure ou inférieure 3 la largeur de 1'impulsion.

q
|374 > h Régime non saturé

t—gl < h Régime saturé
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La figure 2.2. représente la sortie du modulateur.

S(t) st} 4

) U S —— - Ap---

3 E
e At
) o 8Tn OlATe,
Rég‘me non Sofure Régime sature

- 69.2-2 -

2 - 3 - Entrnée queleongue

Dans le cas d'une entrée quelconque, le modulateur est régi par son &quation

caractéristique:
e(tn) -kq=0

avec k = E(ﬁ-)
k #0

.. . d o . . el
La dérivée a%—ne gardant pas en géné€ral un signe constant, treis possibilités

existent pour la définition de 1l'instant L

/ en+] = (k.H)q
e = kq << > e 4 = kq
T = (k~1)q

7 - 4 - Modulateuns T'PFM, D PFM

Nous venons de présenter le modulateur PPFM, dans lequel 1l'entrée interve-

nait de fagon proportionnelle. Définissons de la méme maniére les modulateurs
IAPFM et DAPFM dans lesquels l'entrée intervient par son intégrale A1¢7€
iéme

(respec—-

tivement dérivée A ).La loi de codage est alors la suivante: (12.)

Une impulsion d'amplitude et @e largeur données est émise

chaque fois que 1'intégrale Aléme (resp. dérivée Aiéme )
franchit un multiple d'un certain seuil ou quantum ( zéro exclu)

Il est 3 remarquer que tout modulateur de ce type est en réalité & non liné-

arité séparable en une partie linaire et une non lindarité du type PPFM (fig.2.3)
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- fig. 2-3 _

La récurrence sur le temps définie par ces modulateurs s'exprime au moyen
de 1‘'équation caractéristique:

A

) Bt =
I"PFM é é... ..é e.dt - kq = 0
D"PFM d’e -~ kq = 0
ac

2 - 5 - Genernalisation

La séparation de la non linéarité PPFM et d'une partie linéaire de la forme
1

y ou pA dans' les modulateurs IAPFM et DAPFM suggére une généralisation irmédiate
Bbtenue en placant devant la non linéarité PPFM une partie linéaire de transmit-

tance T(p), ne possé&dant pas de pole différent de zéro.Le schéma du modulateur
devient alors celui de la figure 2.4.

- $ig. -4 -

A titre d'exemple, envisageons le cas ou T(p) est de la forme:

1‘IO
T(p) = e + ur + u2p
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On a alors, si x(t) est le signal d'entrée du PPFM:

t de
= . + + —
x(t) Wod e.dt + uje V5T

L'entréde du modulateur non linéaire PPFMapparait alors comme une combinai-
son linéaire de 1'entrde, de son intégrale, et de sa dérivée (PID PFM). L'Equa-
tion caractéristique du modulateur, déterminant la récurrence sur le temps,

s'@crit:

t de
x - kq = uo'é n e.dt + Hie, + uz(az' -kq =0

n n

I1 est alors possible de remplacer 1'entrée scalaire e(t) par un vecteur
X(t) dont les composantes sont obtenues 3 partir de e(t) par intégratioms et

dérivations successives jusqu'aux ordres Ai et Ad’ La fonction scalaire:

1+Ai+)\d

fX) =L M.X.

Yo i3

1( = {Xl,xz,-....xl+)\.+)\ }
i"ad

constitue alors 1'entréde de la non linéarité PPFM, dans le cas ol la transmit-

tance T(p) s'écrit:
B, oW A
T(p) = ——)\- + -7 e e T Ux + uA P . FPP HA +) P
p i pisl i i+l i°d

La dimension du vecteur X(t) défini 4 partir de 1l'entrée e(t) est 1l'ordre du
modulateur.

Remarque 1 La fonction scalaire £(X) peut €tre non linéaire par rapport
aux composantes du vecteur X. Dans tous les cas, néanmoins, la non linéarité
PPFM est séparable.(fig. 2.5.)

.ES‘_.E;,_"' ’;m 5 s(t) ﬂx):ijlpjmj

" e T e Ak
| S f(x) = 3: b 60) x;
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L'équation caractéristique du modulateur s'@crit toujours:
f(X) -~ kq =20
&) q
Remarque 2 Lorsque la partie linéaire place en série devant la non linga-
rité PPFM posséde des pbles différents de zéro, le calcul de la grandeur d'entrée
du modulateur conduit & une fonction scalaire dépendant & la fois des composantes

du vecteur X(t) et du temps sous forrne explicite. L'équation caractéristique

du modulateur devient alors: (9),(13)
f(Xn,tn) ~kq =0

Une transformation simple permet alors le choix d'un vecteur Y tel que 1'@quation

du modulateur devienne:
g(Y)) - kq = 0

Cette transformation sera définie au paragraphe 3-2 du chapitre 3.

3 - Intenprétation géométrnique du gonctionnement du modulateur

Le modulateur @ commutation complexe ( PFM généralisé ou autre ) défini

aux paragraphes précédents est supposé régi par 1'équation caractéristique:
P P PP 2

f(Xn) -kq=20

£(X) fonction scalaire du vecteur % de dimension m
k {kl,kzst.llc..}
q quantum

Soit un espace vectoriel E de dimension m et dans cet espace une base B,

I1 est évident que 1l'&volution temporelle de X(t) peut Etre représentée par la
. . . + -— —).
trajectoire du point M de 1l'espace E tel que: OM = X

Considérons d'autre part 1'€qu=aticn caractéristique du modulateur:

£(X) - k,q =0
Cette équation représente dans l'espace E 1'expression analytique d'une famille
d'hypersurfaces Hk’ correspondant 3 toutes les valeurs possibles du paramétre k.
Le fonctionnement du modulateur peut alers étre interprété de la fagon suivante:
Une impulsion calibrée est émise chaque fois que dans 1'espace
Em, la trajectoire du point ¥ représentatif du vecteur X(t)

coupe 1'une quelconque des hypersurfaces de commutation Hk (14.)

Le modulateur 3 commutation complexe, définissant une récurrence temporelle par

l'intermédiaire de 1l'équation caractéristique:

£(X ) -~ k;q = 0 k; € Tkjskyseensel
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peut €tre consid@ré comme introduisant ume partition dans 1'espace Em' Les classes
d'équivalence sont définies par :

- fX)
ki < q < ki+]

Soit Di l'ensemble des points de 1'espace Em appartenant 3 une classe
d'équivalence. Lors de l'utilisation du modulateur a4 commutation complexe dans un
asservissement, on associe @ chaque domaine Di soit une commande ui(t) soit une
structure Si pour la régulation. Pour le modulateur PFM, une impulsion calibrée
est émise 3 chaque fois que 1l'extrémité M du vecteur oM. = i(t) passa d'un domaine

Di a 1'autre.

Considérons 3 titre d'exemple, le modulateur représenté fig. 2.6.

Son équation caractéristique est :

S
& £(X) -8, =0
Al e avec 8;€ [8; )]
Dans 1'espace Em, cette Equation
82 - est l'expression analytique de
o 8& £(ny deux hypersurfaces définies par :
Hl £(X) - 6] =0
CORNTPIRSTSALTMIIOIGD, . o o oo o & Laad =
H2 £(X) 62 0

- ?Eg, 2-6 _

Ces hypersurfaces créent une partition de 1'espace E_ en trois classes
4 P m

d'équivalence.
D0 62 < F(X)< 61
D1 61 s £(X)
D
2 <8
£(X) -

A chacune de ces classes est assaclée une sortie du modulateur :

Xé'DO uo(t) = 0
XED, u (t) = A
X€D, u,(t) = B

Celle ci change de définition chaque fois que dans 1'espace E la trajectoire

de phase du vecteur X(t) traverse 1l'une quelconque des hypersurfaces H] ou HZ'
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4 - Le modulateur PFM ongane d'asservissement

L'intérét pratique des informations se présentant sous forme impulsionnelle
(traitement, régénération, stockage, transmission,etc...) fait que le modulateur
PFM occupe parmi les modulateurs d commutation complexe une place privilégige.
Indiquons briévement de quelles fagons on peut 1l'utiliser en tant qu'organe

d'asservissement.

4 - 1 - Description - Generalites

-

L'objet 3 régler est défini 3 chaque instant par un certain nombre de
variables d'état ; son &volution dynamique est représentée dans 1'espace de phase
par la trajectoire de son vecteur d'état. La commande de cet objet se présente
sous la forme d'un train d'impulsions calibrées dont la période instantanée est
élaborée par le modulateur PFH. Le schéma bloc d'un tel asservissement est

représenté fig. 2.7.

ety &, X(v) -ll 44 (¥ Objet — YY)

w (k)
Refour l‘
- big.2-7.
Y(t) vecteur d'état de l'objet r8glé, a q composantes
u(t) commande impulsionnelle
X(e) vecteur de commande i m composantes

I1 est possible d'envisager plusieurs structures pour le modulateur PFY,
suivant le nombre de fonctions caractéristiques faisant intervenir les m compo-

santes du vecteur X(t).

4 - 2 - Stwetuwre s3ric (9.) (12.) (13.)

Les m composantes du vecteur X(t) interviennent par 1l'intermédiaire d‘une
seule fonction scalaire f X).

La récurrence temporelle est alors définie par 1'équation caractéristique du
modulateur

£(X ) - kq = 0 (fFig. 2.7.)



.-20_

4 - 3 - Stwcture paraflelLe (14.)

Les m composantes du vecteur X(t) interviennent par l'intermédiaire de p
fonctions scalaires fi(X) (1 € {1,2,...p }. Le modulateur est alors constitué

par p modulateurs PFM élémentaires en paralléle (fig.2.8.). Chaque modulateur Mi
a pour équation caractéristique

£.(X) - kq; =0

La récurrence temporelle est alors difinie par :

h =o

[fi(Xn) ~ kqi] =0

i=1

Le train d'impulsions de commande est constitu@ par la somme instantange

des trains d'impulsions issus de chaque modulateur.

. p 3
10t) =j£1 1j(t)

i4(%)

» (¢}

e(r) :9

p

- %ig. -8 .

4 - 4 - Sélection d'un modulateun

Nous avons défini, au paragraphe précident, la structure paralléle comme

correspondant au fonctionnement simultané de p modulateurs Mi’ chacun ayant
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une €quation caractéristique de la forme fi(Xn) - kqi = 0,

I1 est possible d'envisager une régulation A changement de structure, en
disposant & l'entrée des p modulateurs Mi en paralléle;, un sélecteur, choisissant

en fonctien d'un critére domné, la chaine d‘action. (fig. 2.9.)

e(r)

» S(H

- fig. 2-9.
5 - Conclusion

L'étude du modulateur 3 commutation complexe a montré qu'il &tait toujours
possible de séparer la non linéarité de type commutation et la partie (linéaire ou
non) d‘'élaboration du signal d'entrée.

Dans le cas ou le signal d'entrée peut &tre considéré comme une fonction
scalaire d'un certain vecteur X(t), (le temps n'apparaissant pas sous forme
explicite) nous avons proposé une interpritation géométrique du fonctionnement
du modulateur dans un espace ve “oriel Em9 espace de phase du vecteur X(t).

La forme particuliére de la sortie du modulateur PFM lui donne une place privi-
légiée en tant qu'organe d'asservissement. L‘’essentiel des chapitres suivants lui

sera consacré.



CHAPITRE 3

ASSERVISSEMENT PAR PFM

(NON LINEARITE A COMMUTATION COMPLEXE)

1 - Descniption du sysieme

Considérons un objet A régler, de transmittance linéaire L(p). Le modulateur
utilisé pour son contrdle est d& commutation complexe (fig, 3.1.) c'est-a-dire

que la commande est définie sur des intervalles de temps (tn’tn+l) déterminés

de fagon récurrente par l'équstion caractéristique du modulateur :
Structure paralléle : P g
L [£,6) ~xq] =0

Structure série :
£€) - kg =0

8(:) vecteur obtenu i partir du vecteur d'état Y(t) du filtre L(p).

f(g) fonction scalaire, linéaire ou non, du vecteur ‘g
q quantum
k paramétre variable par valeurs entiéres, zéro exclu.

u(t) commande du filtre, définie sur les intervalles (tn’tn+l)'

et ;?f& L(p) - Y

- ‘lg. 3-‘1 -

Le modulateur PFM apparalt comme un cas particulier de cette classer de

modulateurs, ol la commande u(t) garde toujours la méme définition quel que soit

'I
1l'intervalle (tn’tn+l)
u(t) = Aoy pour t€ [tn,tm_h[
i(t) =0 pour t€ [tn+h’tn+l[
avec A amplitude de 1l'impulsion

h largeur de 1'impulsion

o, signe de l'impulsion &mise 3 1l'instant t -
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Remarque :
I1 est &galement possible d'envisager le modulateur PFM comme un &chantillon-

neur adaptatif (fig.3.2.). Nous

f(a“) hq ‘ n'utiliserons pas cette représenta-
tion, car elle ne ferait apparaitre

aucun élément nouveau dans la suite

J1- de notre exposé.
z“ 4 Ah A(r)

e
¢,

- fig?:-a -

2 - Mise en equation (15.)

L'état du filtre L(p) est entidrement d&fini a 1'instant t par le vecteur
d'état Y(t) de composantes {y, y',.....y(q“]) } dens 1'espace de phase. Si les g
composantes du vecteur Y(t) sont lindairement indépendantes, le filtre L(p)

est d'ordre q.

2-1 - Forme diferentielle

L'évolution dynamique du filtre L(p) sousmis au signal de commande u(t"tn)

est décrite par 1l'équation différentielle :

(3~1) dY(t—tn)
= MY(t-t_ ) + C u(t-t )
n n
dt
M matrice carrfe 3 coefficients constants caractéristique du filtre L(p).
C vecteur constant de dimension q.
L'équation (3-1) décrit 1'évolution du filtre sur l'intervalle de temps
(tn,tn+l). Ur2 équation supplémentaire est alors nécessaire pour définir 1'é&volu-
tion 3 tout instant, connaissant les différentes expressions de la commande

u(t-to), u(t—t]),.... u(t—tn).

Cette équation définit de fagon récurrente la suite des instants de commu-

tation :
(3-2) g
i=; [fi( n) - kiq] =9
avec

p = 1 dans le cas de la structure série.
Le vecteur g;(t) a pour composantes l'erreur, ses intégrales et ses dérivées

jusqu'aux ordres Ai etAd (cf. chap. 2.§ 2-5).
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L'asservissement est alors décrit par le systéme (3-3).

. =
dy(t tn) -
= M.Y(t—tn) + C.u(t—tn)

dt

?‘ [£,(60) ~ka] =0

2 =1
53 { i=
E=e -~y
A
t.t t t de d &
& = { fErCenereide , vos Jffeide , 5,98 4. 4
L 0 0° o) o) dt dtkd

?2- 2 - Forwme récuwuvrente

I1 peut €tre intéressant, dans certains cas, d'envisager une description

du systéme sous forme récurrente.
Cette forme est obtenue simplement par intégration de 1'équation (3-1) et

discrétisation de 1'équation (3-2).
L'intégration sur une période de 1'équation différentielle du filtre L(p)

conduit 3 1'équation :
G- v, o= [y M M e ua doa]
avec: (3-5) AT =+t - t
Lorsque la commande u(o) est une impulsion de largeur h, il est nécessaire

de considérer séparément les régimes saturé et non saturé.

En régime non satwré, 1'équation de récurrece s'écrit:

M. AT
(3-6) Y= m [Y +Ho
H vecteur constant représentant la contribution de 1'impul-

sion pendant le temps h<ATn

o signe de 1l'impulsion

Par contre, en régime saturé, on a

-5ty [ Yo+ H(ATn) Un]

(3-7) Yn+1 =
avec H(ATn) vecteur dont les composantes dépendent de la période

instantanée.
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La discrétisation de 1l'€quation caract@ristique du modulateur conduit &

1'expression :

(3-8)
P P +q
Kr - _-\ = H = ¥ =
iy (£ = ke = T CL ) - kg %
c'est-a~dire :
o ’ ¢ E
(ot = Hplte, ) = O
~q
- +q
fj(gn+]) fj(gn+l-6) =0
-q

i PR £, - k.q. = 0 et 1'instant t ar
L'instant t ayant €té défini par 105;) i9% o+l P

fj(%;+]) - quj = 0, o et R sont les nombres de périodes séparant respectivement
deux annulations successives des fonctions fi(g) - kiqi et fj(g) - quj°
Il est évident que dans le cas de la structure série (p=1) , 1'équation

caractéristique du modulateur &tant de la forme

(3-10)
£(8) ~ kq = 0

Sa discrétisation donne :

(3-11) ' "
£€ ) - £6) =0
-q

3 - Espace de commande

3 -1 - Deginition

L'asservissement consid@r? se présente comme 1'association d'une partie
linéaire L(p) et d'un modulateur non linZaire & commutation complexe. Le comporte-
ment dynamique de la sortie de l'organe linéaire est connu, par simple intégration
de son équation différentielle, d&s qu'on connait 3 tout instant sa commande

u(t). En effet, u(t=tn) est défini sur l'intervalle (tn, t ..) et il est possible

nt+l
connaissant la commande sur chaque intervalle, de déterminer la réponse de L(p)
en appliquant le principe de superposition.

L'étude du comportement dynamique du filtre L(p) est ainsi ramenée 3 la
détermination des instants de commutatiom, c’est=d~dire au mode d'action du modu-

lateur non linéaire.
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Ce dernier est défini par son équation caractéristique et son fonctionnement
a €té précisé au cours de 1l'interprétation géométrique du chapitre précédent.

)

Une commande donnée u(t—tn) est définie sur 1'intervalle de temps (tngtn+]
déterminé par deux passages successifs de la trajectoire du vecteur E;(t) a

travers 1l'une quelconque des hypersurfaces c'Zquation

fi (g) ~ kiqi = 0 i=1,2,...p
Le vecteuré%(t) et les p réseaux d’hypersurfaces de commutation sont
représentés dans un espace de dimension m . Cet espace est l'espace de commande
du filtre L(p), le vecteur“g(t) est le vecteur de commande.
Le probléme de la connaissance de la commande du filtre L(p) est alors ramené
d celui de la détermination de la trajectoire de phase du vecteur de commande

g(t) dans 1'espace E

2 - 2 Thafectoirne du vecteur de commande

Lg fonction scalaire d'entrée du modulateur est une fonction scalaire du
o . °
vecteur 83 m composantes. Le vecteur © est donc formé 3 partir des m variables
Vs
indépendantes intervenant dans la fonction scalaire f(g).
3-2-1 len cas : Fonction 4B) Lindaire par rapport & chaque composante
de 5 .

Le vecteurﬁgest alors parfaitement déterminé par la connaissance du filtre
linéaire placé devant le modulateur 3 commutation complexe (cf. définition du modu-
lateur généralisé&). Supposons que cette transmittance ne posséde pas de pdle
différent de zéro, c'est-d-dire :

.
T(p) =—E +3\I“1 b oeas ek A, + HIP * vens ® udpd

r~1
P P P

Le schéma de 1'asservissement est donné fig.3.3.

e® 3o € M HE?% M e o s

- 4‘59.3«3 -
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-

L'état de 1l'objet L(p) est défini 3 tout instant par un vecteur S(t) i q

composantes.

S(t) = £ 8(t), ds(t) IO
@ LT
ag T

Le vecteur g(t) a pour composantes 1l’erreur £(t), ses r premiéres intégrales
et ses d premiéres dérivées.

Afin de préciser 1'Equation différentielle de la trajectoire de:g(t) dans
1'espace de commande, nous cherchons & déterminer un filtre G(p) associé i L(p)

dont le vecteur d'état contienne les composantes de,g(t). Deux cas sont A envisager

suivant que d est supérieur ou inférieur 3 q-l.

1° - d < q-!

Lorsque d<q-1, la formation du filtre G(p) est immédiate. Les dérivées de
s(t) jusqu'a 1'ordre d apparaissant déja dans le vecteur d'état de L(p) il suffit,
pour introduire les intégrales de s(t) jusqu'Z 1'ordre r de prendre pour filtre
G(p)

6 == L ()

ey

Soient S, et S, les vecteurs d'état des filtres L(p) et G(p). On a

1 2
(3-12)
L
S] = A]S1 + Blu(t)
(3-13)
-
82 = A282 + Bzu(t)
A

1 matrice carrée de dimension gqxq

A2 matrice carrée de dimension (q+r) (g+r)

Soient El le vecteur ayant pour composantes l'entrée et ses (q-1) premiéres

9 le veecteur formé a partir de 1l'entrée, de ses (q-1) premiéres dé-

rivées et de ses r premiéres intégrales, 4

dérivées; E

; et ﬁz les vecteurs d'erreur correspon=-

dants. On a :

]
=1
i
wn

(3-14) 1 %
1

&

]
=1
i
w

2 2 2



L'équation différentielle en'%1 du filtre_L(p),

(3-15)
9 = - 'k 0 e i A
g] A]gl. / ]}31 + B Blu(t)

devient, pour le filtre assccié G(p) :

. _ 'L m
(3-16) € = 858 = 8yF, * By - Byu(®)

I1 convient de remarquer que dans le vecteur gz apparaissent toutes les
composantes du vecteur 8] et toutes les composantes du vecteur de commandeg.

Dans 1'espace de phase du filtre G(p), de dimension q+r, on peut alors
représenter a la fois la trajectoire du vecteurgé(t) et les hyperplans de commuta-

tion, d'équation :

(3-17)
M%)-m=o

(&, = £(©)
Une commutation a lieu chaque fois que la trajectoire de phase coupe 1'un

quelconque des hyperplans de commutation.

Remargue 2

L7étude du fonctionnement du modulateur, d&fini dans un espace de dimension
m = r+d+l ne peut se faire que dans un espace de dimension g+r > m. Nous verrons
plus loin un cas de réduction ol il est possible de définir la trajectoire du

vectmnsg(t) dans 1'espace de commande de dimension m.

2° - 4 > q-1
Dans ce cas on considére le vecteur d'é&tat s(t) du filtre L(p), il est
évident que
; q-1 .
Vi > gq-1 s(l) =, s(J)

Soit p = d-(q-1). La multiplication de L(p) par l} introduit, comme

Pr. D'autre part, il est

précédemment, les intégrales de la sortie jusqu'd l'ordre
toujours possible de décrire 1'état du filtre L(p) par un vecteur d'état ayant
un nombre surabondant de composantes. Pour introduire les dérivées de la sortie
jusqu'i l'ordre d, il suffit de multiplier la transmittance L(p) par le rapport

Ei . Le filtre associé G(p) a alors pour transmittance :

p
P

P
Colp) = —rE-p— L(p)
p P

Avec les mémes notations que précédemment, 1'Equation différentielle du
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nouveau vecteur erreur S'éCI’itZ
v g du
B?

’)' _ _
(3-18) %2 = Azgz ALE,
Remarque: Cas ou la transmittance T(») posséde des pdles différents de zéro

Dans ce cas, une simple transformation du schéma bloc permet de trouver

le filtre associ& G(p). La fonction scalaire f(é:t), dans laquelle le temps appa-

rait sous forme explicite devient g(g ), ol le temps n'apparait plus que par
: P 9 PP q

1'intermédiaire des composantes du nouveau vecteur erreur, gz(t).
Si T(p) est la transmittance placée en série devant le modulateur PFM, 1le

filtre assccié est obtenu sous la forme:
G(p) = T(p).L(p)

3 -2 -2 - 28me cas:Fonetion 5jg) non Zintaine
Au paragraphe précédent, la fonction scalaire f(g) définie par une transmit-

tance T(p) linéaire, pouvait s'&crire sous la forme:

£(8) = 1L 8

(3.19)
A m composantes.

AT vecteur ligne constant,
Dans le cas d'une fonction f(g§ non linZaire, 1'écriture devient:
£ (
£1® =17%. 8

(3.20)
AT(gB vecteur ligne i coefficients non constants.

Les composantes du vecteur %(t) sont alors définies de la méme fagon que
précédemment, comme une partie des composantes du vecteur erreur du filtre asso-

cié G(p). Dans l'espace de phase de ce filtre, 1l'équation g(gz)— kq = 0, avec

g@gz) = f(g), définit une famille d'hypersurfaces quelconques.
La trajectoire de phase du vecteurggz(t) est engendrie de la méme fagon

que précédemment: une commutation a lieu chaque fois que la trajectoire de phase

du vecteurégz(t) coupe 1l'une quelconque Zes hypersurfaces définies par:

g(,) - kq =0

3 -2 -3 - Exemples
Quelques exemples trés simples illustrent les considérations précédentes

sur le vecteur et 1l'espace de commande.
Considérons 1l'asservissement représent? 2 la figure 3.4.

» St}
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Exemple 1 Considérons la fonction f(g3 lin&aire:
(3.21) £€) = A fledt + Age
c'est~a-dire: T(p) = ig + )\
»

i

I1 est &vident que le filtre associé G(p) devra &tre tel que:

!

G{p) = ———r
p(l+1p)

Soit y(t) la sortie du filtre G{(p). On a:

y(r) = [Fs(t).de
(3.22) '
y'(t) = s(t)
Dans 1l'espace de phase du filtre G(p), 1l'Zquation caract@ristique du modulateur

£(*) - kq = 0, devient:
(3.23) Aoy + 2y" + kq =0 (avec k#0)

C'est 1'équation d'une famille de droites paralléles et gquidistantes. Le vecteur

de commande est:

L'équation de sa trajectoire s'Cerit:

9 0
(3.24) ‘ v ] =
V” 0

<

1
1

l

¥

Exemple 2 Considrons la fonction f(g) non linéaire:

(3.25) e = a( §f cude ) + 867

Le filtre associé G(p) reste le méme, seule 1l'allure des courbes de cormuta-
tion est modifiée. Dans le plan de phase, 1l°'Zquation caractéristique du mcdulateur

est celle d'une famille d'ellipses définie par:

(3.26) ayz + Byvz - kq =0

Les figures 3-5 et 3-6 donnent pour ces deux exemples l'allure des réseaux

de commutation.

Exemple 3 Supposons que la transmittance T(p) soit de la forme:

T(p) =
I + ap

Dans ces conditions, le filtre associ& G(p) est tel que:

Bln) B mesceatie o
(1+ap) (1+1p)
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by’ 'y

- fig. 3.6 .

_ fig 3-5 .

Le schéma bloc de la figure 3.4 devient alors:

(1+ ap)(1+0p}

ezo + é

- Fig. 3.7.

y(t) €tant la sortie du filtre G(p), 1'2quation caractéristique devient:

(3-27) y + kq = 0
L'évolution de y(t) &tant donnée par 1l'Equation différentielle:
1 0 1 0
(3-28) A Y+ u(e)
0 _,_1_ TLart 7 :
y at at! Y at

Dans le but de faire apparaitre la sortie s(t) du filtre L(p), on peut

effectuer le changement de base:

1 1

v

(3-29)

\04

- L
T

On a alors:

(3-30) w(t) = ;Eg-s(t)
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1'équation caractéristique du modulateur devient alors:

(3-31) v+w+kqg=0

La trajectcire du vecteur {v,w} est alors donnée par:

= 1 1
(3-32) v! -~ 0 v —
- a % a T u(t)
' 1 1
T = a

Dans le plan de phase (u,v), l'allure des réseaux de commutation est la
P P

méme que celle donnée 3 la figure 3.5.

4 - Strweture parallele

Considérons un modulateur a structure paralléle, d'Equation :

(3-33)
i

P
r _ 1.
T LAfi(g) k,q 0
i=] .
La définition du filtre associé G(p) reste la méme, la seule différence
résidant dans le fait qu'il existe plusieurs réseaux d'hypersurfaces de commutation

dans 1l'espace de phase de G(p).

L'exemple du paragraphe précédent, repris avec deux modulateurs &lémentaires

en paralléle, de fonctions caractéristiques:

il
>
m
R
T

(3-34) { fl(g)
LE£,(6)

1]
>

—

m

donne l'allure des courbes de commutation représentées figure 3.8, dans le

plan de phase (y,y') du filtre essocié G(p) =
p(1+1p)

by’

= fig. 3-8 <
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5 - Cas de néduction

5 - 1 -Géneralitis

Nous avons vu précédemment que pour un filtre d'ordre q réglé par un modu-
lateur d'ordre m (vecteur de commande 3 m composantes), l'équation différentielle
de la trajectoire du vecteur de commande Ztait donnée par un systéme de g+r
€quations au minimum. (r = ordre maximum des intégrales de l'erreur). Il est
toutefois possible dans certains cas d'obtenir directement 1'équation de la tra-
jectoire du vecteur de commande dans un espace de dimension inférieure 3 q+r.

En effet, si S(t) est le vecteur d'état du filtre associ& G(p), 1'équation

différentielle de celui ci a la forme:

(3-35) S' = AS + Bu(t)
S vecteur i q + r composantes (on se place dans le cas d<q-1 )

Pour une entrée nulle, la fonction caractéristique du modulateur est:

(3-36) g(-8) = £(&)
%;vecteur ayant pour composantes les m premiéres composantes du vecteur S

Effectuons un changement de base, de matrice P, tel que la matrice D = PAP—]

soit diagonale par blocs. Scit U = PS ; on obtient:
(3-37) U' = DU + Cu(t)
(3-38) g(=8) = h(U)

Supposons alors que h(U) soit une fonction scalaire d'un certain vecteur

V, ayant pour composantes n composantes de U.
(3-39) h(U) = 1(V) avec n < g+r

Si 1'équation différentielle de la trajectoire de V peut &tre extraite de

1'€8quation (3-37) par l'intermédiaire d’un bloc matriciel de dimension nxn, on a:
(3-40) V' = RV + C_u(t)

avec N  matrice carrde nxn

Cn vecteur constant a n composantes

I1 est alors possible d'étudier 1'Zvclution du vecteur V(t) dans un espace

de dimension n, dans lequel les hypersurfaces de commutation ont 1'équation:
(3-41) 1(V) ~kq =0

On peut remarquer que la dimension n de l'espace de commande n'est pas minorée

par m, ordre du modulateur.
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5 - 2 - Observabilite - Cormandabilité

5-12 -1 - Observabilite

Lorsqu'on se trouve dans le cas de réduction, le systéme est régi par les
€quations (3-42) 3 (3-44)

] Pl
(3-42) v | N0 v + |"n |u(t)
W' 0 M W c
1 0'. ..? 9. e°,9 v
(3-43) v=|C1 . - . soit V = K.U
. “fy - -
0...0010.....0 || ¥
(3-44) l(Vn) -kq=0
S U= ’ ; } vecteur d'état du filtre associé G(p)
N matrice carrée nxn
M matrice carrée (q+r-n)(gq+r-n)
K matrice rectangulaire (g+r).n

La matrice K ayant un bloc nul, il est alors évident que les composantes

du vecteur W(t) ne sont pas observables (15.) (16.) (17.)

5 -2 -7 - Cormandabilite

Les composantes de W(t), non observables, ne sont pas commandables.

En effet, la commande u(t) est un train d'impulsions calibrées, de période
instantanée variable suivant 1'équation {3-44). On peut remarquer que u(t) ne
dépend que de 1'&volution du vecteur V(t), du quantum et des paramétres de 17im~

pulsion.

L'8quation différentielle régissant le comportement du vecteur W(t) s’'crit:

(3-45) W' = MW + Cmu(t)

Sa solution est:

(3-46) W) = et [ Wy + 5 e Cu) ac ]
On en déduit la relation:

-M <A
(3-47) e Thgrey - W, = e e u) ar

Les vecteurs V(t) et W(t) &tant indépencants, il est &vident qu'on ne pourra
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pas trouver de commande u(t) transférant le vecteur W(t) de 1'Etat WO a 1'instant
tg jusqu'a 1'état W(t]) a 1'instant t,- Du fait de leur non observabilité, les

composantes de W(t) me sont pas commandables. (15.) (16.) (17.)

5 - 3 - Exemples

e q 1 ”
= Considérons un filtre L(p) = —————— commandé par un modulateur

: o p+1) (pt+2
de fonction caractéristique: (p+1) (pr2)

[N

€
t

‘

= = 3 1
(3~48) £(%) = [Fedt v e v

(aN

Soit G(p) le filtre associé:
1

G(p) = ———
p(p+1) (p*2)

Appelons Y son vecteur d'état. A entrée nulle, on a:

i

y

DN =

(3-49) £€) = g(-1) = =y = 2 y' -

Aprés diagonalisation, 1'équation d'état du filtre G(p) s'Ecrit:
g

v! . 1
1 000 V] 5
(3-50) v=|0o-t1o0 vy |+ =1 | u()
| vi 0 -2 v L2
3 3 2
avec "vl =y + %y' + %y“
(3-51) ﬂ vy = -2y' - 2y"
I w

LVg = 3% * 37

I1 est aisé de se rendre compte que pour ce choix particulier de la fonction
caractéristique du modulateur, 1°'Gtude de la commande se réduit 3 1'Etude du

systéme:

1
v! = = u(t)
(3-52) { 1 2

V](tn) - kq =0

Les variables d'état v,et v, ne sont alors pas commandables, car non obser-
2 3

vables par le modulateur.

2- Supposons le méme filtre commandZ par un modulateur de fonction caracté-
ristique:
(3-53) f(g) = xogt e.dt + AE + Ap de
dt

Les équations (3-51) montrent que le choix des paramétres Ao’ X35 Ao, tels que:



_36..

e i -
( }\O = 2 Uo H1
(3~54) Ay o= 3 voo= 2u
1 2 Hy 1
LAz =2 Mo

conduit 3 une fonction caractéristique:

g(vls Vz) = UOV] + Ulvz

L'étude de la commande u(t) se réduit donc 3 1'étude du systéme:

BOf e

= + u(t)
(3-55)

L BV (e + Hivy(t ) = kg =0

La variable d'état Vs n'est pas commandable, car non observable par le

modulateur.

6 - Majonation du composrtement wltime (12.) (18. bis)

Nous nous sommes surtout inté@ressés jusqu‘d présent i la mise en &quation
des systémes command&s par une non linéaritZ & commutation complexe. Ces systémes
&laborent une commande u(tmtn) définie sur un intervalle (tn’tn+l) obtenu de
fagon récurrente par 1'Equation caractéristique du modulateur.

Dans le cas particulier d‘'une commandr u(t) impulsionnelle, et quel que
soit par ailleurs le type de modulateur, on peut majorer facilement le comporte-

ment ultime d'un filtre linéaire dissipatif.

6 - 1 - Fonctionnement en négulatewr. Stabillité asymptotique.

Soit i1(t) le train d'impulsions calibrles de commande. Le filtre L(p) é&tant

dissipatif, il est &vident que si au bout d'un certain temps T on a:
YVt t > 1T i(t=T) = 0

la stabilité asymptotique est assurie.

On peut néanmoins majorer le comportement ultime du systéme, compte tenu
de la nature impulsionnelle de la commande, sans faire aucune hypothése sur 1°'évo-
lution temporelle de i(t). Cela revient & considérer que, quel que soit 1°'instant
t, i1 existe toujours un instant tn > t tel qu‘une impulsion y soit &émise. Cette

majoration est alors vraie quelle que soit 1'entrée du systéme.
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6 - 2 - Majoration du comporntement ultime pour une entrée quelcongue

-~

La forme récurrente de 1'@quation du filtre L(p) soumis 3 une entrée impul-
sionnelle a &té donnée au paragraphe 2 = 2 ,

L'impulsion i(t) &tant définie par:

Aon te !..tn - tn+h'[

0 BE (B ask o qb

on obtient deux formes récurrentes suivant que le régime est saturé ou non.

(i(t)

i(e)

o - MAT
é : = +
Régime non saturé Yn+1 e m [ Yn ch ]
_— _ MAT
1 3 Y +
Régime saturd L S n [ Y H(ATn)on ]
avec Yn vecteur d'état du filtre L(p) a 1'instant t
ATn - tn+l h tn
M matrice carrée 3 coefficients constants caractéristique du filtre
-}
BH= /P30 da
o) n
AT ~Mo

H(AT ) = [/"n e B Ao da
n o} n
B vecteur constant

En 1'absence d'impulsion, il est &vident que le filtre L(p) posséde un &tat
d'équilibre stable, origine des coordonnies dans l'espace de phase. On peut
caractériser i tout instant la position du point M représentatif de 1°'état du
filtre par rapport au point d'@quilibre, par la distance d(*,0) dé&finie dans
1l'espace de phase complet et muni d'une mdtrique. Choisissons en particulier
la distance d(¥,0) telle que:

a®,n) = ||y||

On peut alors &crire, d partir des formes riécurrentes:

(3-56) 0O < ATn < h

”Y f < il eMAT =Mo

; y AT
- oy |+ 1% e

B Ao dof }

(3-57) h < ATn

g MAT o =14
1 s Nl |+ 1% ™ B 4o )

En supposant la matrice M &crite sous forme diagonale (toutes les normes
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sont équivalentes) et en notant My les modules des valeurs propres, on a:

e DL ,
0<aT <h ”Yn+l“ < e Pnin’Tn HYnH + AfB] min (1 - e Max®Tn )

uhia;< Max

- i 1 = Dy
h < AT Y < e PmintTaqy | + ALEL Max
n 7 Tn+l n T D,
Max Max
avec
D. =¢e uminh
min
= o My, D
DMax = ¢ "Max
Pour ATn > h on a en outre:
Y e—“mATn | i
c'est~a-dire ‘
- .
(3—58) ”Yn.'_l Il' < '{Yng_'h‘x
Cherchons alors 4 quelle condition || n+hu < ”Yn”
Pour 0<T<h on a: “Yn+T“ < F(T)
et (3-59) dF(T) o - T, ’ A}B‘ Dm —U’JT
e dYn] " W, ﬁ;'uMe .
a) Il est évident que pour
Rl
| [ A"Bl' Dﬂ Ay ul’-({)T
ﬂY L > max 5 e
T um M
- AI}'BI!Dm
c'est-d~dire HY_ |1 > — (3-60)
o Mm DM
on a
‘ : dF(T)
\TjT T € ] 0,h J T < 0
d'od Y.l < nYnﬁ (3-61)

Conclusion: Une condition suffisante pour que ﬂYn+]H < ”Yn” quel que soit

le régime de fonctionnement est:
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“Ynl * TR
En effet, Yt £ E_]O,h] on a2 “Yn+t” < “Yn”
donc “Yn+h” < HYnH et d'aprés (3-58) HYn+l“ < HYnH

Dans l'espace de phase du filtre L(p), le domaine défini par (3-60) est

tel que:

4 ” Y

\
n u_ D ' n+1“ © ”Ynh

La série t =1 AT, ne tendant pas vers une limite finie, le point repré-
i=0

sentatif du systéme se trouve, au bout d‘'un temps fini., 2 1'intérieur du domaine.

Alef b
b) Dans ce cas, on a: HYn” < = EE. et 1'inégalité (3-56) reste vraie
m M
| o AlBl o
Pour T £ ]0,h] majorons |Y_|i par —
' X Y

On obtient:

AlBll o AlBll D

- T c,.u
|y < e "m = + —(1=e M)
P My Dy My Dy
soit: - T
D u,e 'm + u_ - pe "M
M m m
Y .-l < afsl == (= } (3~62)
i < A
Lk Dy Mty
_r
Or, YT € |0,h] on a:
=u T 9904 X
(3~63) Hy® ot - M et < My © M

Les relations (3-62) et (3-63) conduisent alors i:

AlB| p
L <

v | _m
| L L Mo Pu

YT T |0,h|

(3-64)

Conclusion: Le domaine D de l'espace de phase du filtre L(p) défini par:

MED <o hy |l <
nl M

contient, au bout d'un temps fini, toutes les trajectoires de phase du filtre
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L(p) soumis Z une commande impulsionnelle.

{’ I‘in¢. D 2= iYI’H‘l n < ”Yn“

zLMné D oo ]-”ln_” € D

Ceci est vrai en particulier quelle que soit la position respective des

instants tn et tn (régime saturé ou non)

+h +1

Le domaine D, indépendamment du modulateur 3 commande impulsionnelle, est

un domaine majorant le comportement ultime du systéme.

6 - 3 - Exemple

Considérons le filtre G(p) = m

I1 est décrit par 1l'Equation différentielle:

x' -1 0 ||x 1
= + u(t)
y 8 =2 ||y -]

Soit, sous forme récuurente:

te]o,h) A xne—t + Ad_( -a © )
_ -2t _ A L2t
i Yn+e = € 2 Gn( e )

Les calculs précédents conduisent 2 définir le domaine D par:

= =
Ixn+t| < ‘xn|e + A( 1-e ") < |xn‘

-2t A, =2
¥ oe] < v le™F + 20170 < |y |

soit { }xni >

4

Nl >

On vérifie Jde lz w€re fagon que précéderment que:

[Im] <2 [ Dy <
s A = 4 A

Remarque. G(p) étant le filtre associ& de L(p) = - (fig. 3.9),

. : S +1
1'équation caractéristique du modulateur est: P

x +ty -kqs= 0



e(H20 ¢ & 4
P+ e

> SCH

On vérifie aisément (fig. 3.10) que le domaine majorant le comportement
ultime est le rectangle circonscrit au cycle limite obtenu lorsque la durée de
1'impulsion est infinie, et lorsque le quantum est %n Dans ce cas, le modulateur
PFM est équivalent au relais avec hystirésis représenté fig. 3.11

- 'FES* 3-10 .

A 440

NEER

sl >

9n$(5}=:ﬁtﬁ~3

w

- f:‘g. 3-11.

7 - Conclusion.

A partir de la mise en équation du systéme commandé par un modulateur &

commutation complexe, nous avons montré que 1'Gtude du comportement dynamique
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de 1'cbjet réglé peouvait se faire par l'intermédiaire de 1'@tude du mode d‘action
du modulateur non linéaire.

Le probléme est alors ramené 3 la détermination de la trajectoire du vecteur
de commande, c'est-a-dire 34 1'tude d'un filtre G(p) associé au filtre & régler.
Nous avons vu que ce filtre pouvait étre déterminé trés facilement, quelle que
soit la forme de 1'&quation caractéristique du modulateur.

Cependant, pour certaines valeurs des paramétres de la fonction caractéristique
du modulateur, une partie des composantes du vecteur de commande peut €tre non
observable. Le filtre a régler, L(p), peut elors ne pas &tre commandable, si
son vecteur d'état n'est pas observable.

Enfin, nous avons montré qu'on pouvait facilement majorer le comportement
ultime du systéme dissipatif soumis 2 une commande impulsionnelle. Lors de 1'uti-
lisation de 1'asservissement, il faudra imposer un certain nombre de contraintes
sur les entrées, le systéme ne pouvant suivre une entrée &voluant i 1l'extérieur
du domaine D.

Nous allons, dans le chapitre suivant, aborder 1'étude du ph&noméne de com-

mutation, qui est un des traits caractéristiques des modulateurs envisagés.



CHAPITRE 4

ETUDE DU MODULATEUR

APPLICATION AUX MODULATEURS PFM

Aprés 1'&tude préalable présentée au cours des chapitres précédents, nous
nous proposons, dans cette partie, d'étudier plus en détail le phénoméne de
commutation. Les résultats obtenus seront appliqués plus particulidrement aux
systémes du type PFM, pour lesquels la commande se présente sous la forme d'un
train d'impulsions, afin d'étudier leur stabilité. La détermination des domai-
nes de stabilité par rapport aux conditions initiales permettra de dégager quelques
résultats approximatifs concernant le colit de la régulation. Une méthode graphi-
que d'étude des trajectoires de phase sera proposée. L'étude du modulateur paral-
leéle, treés proche de celle présentée pour le modulateur série, terminera ce chapi-

tre.

1 - Le phénoméne de commutation

-

Nous avons vu au chapitre 2 qu'on pouvait définir un modulateur 3 commutation
complexe par un ensemble de fonctions logiques o; associées 3 un ensemble de

segments [aj,aj+‘[ de la fagon suivante :

g, =1 pour f(%3€ [ai, ui+][
g, =0 pour f(gBG'[aj’ajil[ avec j # i

Dans un asservissement, on peut associer 3 chaque fonction logique Gisoit
une structure Si soit une commande ui(t), un cas particulier étant la commande
impulsionnelle, définie par 1'émission d'une impulsion calibr@e chaque fois que
1'une quelconque des variables logiques change d'état.

Envisagecns successivement ces deux modes de commutation.

1 - 1 - Commutation sur La Atructure

T -1-1 - Deserniption

Considérons un filtre quelconque L(p) d'ordre m, décrit d tout instant par
un vecteur d'état X(t) 3 m composantes.
Supposons effectuée une partition de l'espace de phase en p+l classes

d'équivalence, par 1l'intermédiaire d'un modulateur Z commutation complexe
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d'équation caractéristique :

£{xX) - kiq = 0

(4-1)

avec ki€ {ky kyuennes kp}

2
Chaque classe d'équivalence, définie par :

< "
(4-2) By S £ < kg,
q
détermine un domaine Dk dans l'espace de phase, auquel on peut associer une

. P 7 : . , .
structure donnée SP représentée par la matrice Ak .Le point M représentatif du
1 i

-

vecteur d'état se trouvant 4 1'instant t dans le domaine Dk’ 1'équation du
i

systéme s'écrit alors :

&
(4-3) dt k

Ak matrice carrée mxm linéaire ou non,sur tout 1'inter-

valle de temps (tn,t )défini par :

n+l

fX) ~k.q=0
4-4) n i

n+1

kiet kj : deux valeurs distinctes ou confondues du

paramétre k.

1 -1-2 - Etude de La commutation-

' 5 3
A 1'instant té(tn,tn+1) on a, dans la zone Dki :

dX
Er Y

avec 3 1l'instant tn :

f(Xn) - kiq =0 .

Suivant 1'dvolution de X(t) dans la zone D, , 1'instant tn+l peut se trouver

k?
défini de trois fagons différentes par : N
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(4=5) f(xn+1) = kiq =0
(4-6) £(X,,) - kyyq =0
(4-7) £, ) ~k_q=0

' . > e
Sur 1l'intervalle (tn+l’tn+2) on a alors, suivant le cas :
(4-8)  dX _
dt Ak.x
i
(4=9) 9% = 4 X
i+l
(4-10)  dXx _ .
T

L'évolution dynamique de la sortie X(t) est liée 3 celle de la fonction
scalaire f(t). Etudions pour une structure k donnée, la dérivée df (t) prise le
long des trajectoires du systéme. 2

Pour t E{Fn—l’tn[ 1'équation d'état

X _
de =

s'écrit, pour une ligne :

i M L. .
(4-11) %% s § ahlgd
j=1

D'autre part, la dérivation de f(X) donne :

(4-12) _AEG) T AE(R) dx
dt i=] Bxi dt

Soit, en utilisant (4-11)

m 5 @
% Eéiil a;J x7

(4-13) df (X) _ .
dt

&g

i=1 j=1 3x

L'équation sépare en général 1l'espace de phase en deux régions

df (X) ='0
dt
suivant que la dérivée de f(X) est positive ou négative. L'appartenance du point

M représentatif de 1'état du systéme 3 l'une ou l'autre de ces régions détermine

d chaque instant le sens de variation de f(X).

Il convient a présent de considérer le comportement du systéme 3 1'instant
t de commutation, c'est 3 dire 3 1l'instant ol la trajectoire atteint une hyper-

surface de commutation.
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L'instant t - était défini par f(Xnml) - kq =0
L'instant tn est défini par f(Xn) -k'q=0

k et k' : deux valeurs distinctes ou confondues du paramétre k. .

Pour t = t ona (gg) =35 éﬁu 2133
dt s
n- i § ox
Pour t = t on a df of i3
o n o0 ¢ (—) = L1 aix
dtn+ 1] 9x

. - + : : ~ s : —
Solent o_ et o_ les signes de 2-t:-aux instants t et t_. A l'instant t_,
n n dt n n n

. &= - : : + .
Ie point Mp appartient au domaine Dk(structure Ak)' Le point Mn appartiendra au
domaine D, ; si celui ci est atteignable (15.), c'est-a~dire si la frontiére

k
Hk est franchissable au point Mn.

Une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est :

(4-14) o .0 =1

En effet, dans ce cas, le sens de variation de f(X) n'est pas modifié par
le changement de structurc et la trajectoire du systéme passe du domaine Dk au

domaine D (fig. 4.1.)

k'*
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3 P + . e
Dans le cas contraire, caractérisé par o, 9, = =1, le sens de variation de

f(X) est inversé et la trajectoire de phase “‘rebondit" sur 1'hypersurface de
commutation. Un phénoméne de réticence prend alors naissance jusqu'd ce que la

trajectoire arrive sur une partie de frontire franchissable. (fig. 4.2.).

. . = + =
Cas particulier oi o© g =0
nm— n

a) o =0 o #£0
n n

La figure 4.3. indique que le comportement dépend alors du signe (dzf)
2 —
dt™/ t

Lorsque Mn correspond 3 un point d'inflexion de la trajectoire de phase, les deux
compertements décrits sont possibles. Si Mﬁ correspond 3 un extremum de f(X) on

n'a pas de changement de structure.

A
Cas d'un Po(n\' d'inflexion Cas d'un exfremum
N gtg, L 3 _
- +
b) o #0 g, = 0

La figure 4.4. montre les comportements possibles suivant le signe de(de)
2
dt t

Suivant que ce signe est identique cu non 4 celui de(gg ) _ la frontiére est
dt /)t

franchissable ou infranchissable.

_ fig.
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Dans ce cas, les signes respectifs de (dzf) et de (d f) déterminent
- +
dt2 t dt2 t
1'allure de la trajectoire au point de commutation Mn. Le raisonnement est le

méme que celui vu plus haut.

1 -1 -3 - Remarques

Remarque ;

Lorsque la fonction scalaire f(X) (fonction caractéristique du modulateur)
est définie positive, nulle pour X = O, 1'Ztude du sene de variation de £(X) 1le

-~

long des trajectoires de phase revient i celle de la stabilitié du systéme au

moyen de la deuxiéme méthode de Ljapunov (20.) .

Ecrivons en effet f(X) sous la forme :

(4-15)

m .
£(X) =.3. £, (X) xJ
=1 7]

A une structure donnée de matrice Ak’ correspond la dérivée df prise le long

des trajectoires du sytéme at
m e o w
(4~16) afFx) _ o 3f i ]
dt =& X S
. ) 4
i=1 j=1 ©

Cette expresaion est majorée par :

jul ij,jm -
< max[ % Efi —5%595] T f. X) xJ
i=1 ?x i- o j=11

Une condition suffisante pour qu'a 1'intérieur du domaine D

(4-17) df (X)
dt

la dérivée df

& at

soit négative s'écrit alors

ij
(4-18) max L Eﬁi £ *k <0
j i 9x” fj

Si cette inégalité est vérifide quel que soit k (c'est—-d-dire pour toutes
les structures possibles), la stabilité asymptotique du systéme est assurée.
En effet, le systéme partant de conditions initiales situées dans le domaine D

k.
suit une trajectoire telle que le point représentatif traverse successivement



les régions
Dk. Dk. cons D 6]
1 11

Les frontiéres de ces domaines sont alors franchissables.

Exemple

Soit £(X) = ¢ |x7|
h]

. ” . 1 * s i
On a : %}L = signe (Xl) fj = slgne (XJ)

Une condition suffisante de stabilité asymptotique s'@crit alors, pour

chaque structure k,

(4-19) max {~aJJ + I \*13{k< 0
On retrouve le critére classique de Zalman et Bertram (21.) .

Remarque 2 =

Soit f£(X) 1a fonction caractéristique du modulateur, définie positive, nulle
pour X = 0. Considérons d'autre part un systéme multi-structures tel que pour

chacune d'entre elles la condition suffisante de stabilité asymptotique suivante

soit vérifiée.

ij
max I LF S S 0
g(X) fonction définie positive, nulle pour X = 0

Le systéme qui a pour hypersurfaces de commutation les hypersurfaces définies
par g(X) - kq = O est asymptotiquement stable et les frontiéres des diffédrents

domaines Dk sont par*out franchissables.

Par contre, le systéme ayant les m@mes structures peut prisenter des phéno-
ménes de réticence le long des hypersurfaces de commutation définies par

f(X) - kq = 0,

En effet, la condition suffisante de stabilité asymptotique

dg(X
VX —%—é—)—<o
n'entralne pas forcément la relation

Vx af (%)
dt

<0
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1 -1-4 - Exemple

Considérons le filtre L(p) = ( Soit x(t) la sortie de ce filtre et

1
D (+2)
X = { x, x } son vecteur d‘'état. Deux structures sont envisagées- pour régler ce
filtre ; les domaines correspondants du plan de phase sont séparés par la fron-
tiére :
f(X) - q =¢C
avec £ = A |= | + Ay x |

(fonction caractéristique du modulateur)

Les deux structures pocsibles sont définies comme suit :

1 - £(X) > ¢g Retour unitaire
2 -f(X) <q Retour tachymétrique RN

Chaque structure considérée séparément est stable au sens de Ljapunov.
Cependant, on observe un phénoméne de réticence le long de certaines parties de la
frontiére. Le schéma de la simulation et les trajectoires relevées sont représentés
fig. 4.5. et 4.6.

1 - 2 - Commutation surh La commande

1 -2 -1 - Descrdption

Considérons un filtre lin@aire quelconque d'ordre m décrit 3 tout instant

par un vecteur d'état X(t) & m composantes. Supposons effectuée une partition de
1'espace de phase en p+l clasces d'Cauivalence par 1'interm@disire d'un modulateur

2 commutation complexe d'@quation caractéristique.

£(X) - k,q =0

k, € {k;,kyee ok}

o

A chaque classe d'équivalence, définie par :

£(X)
B %y B

déterminant un domaine Dk dans 1'espace de phase, associons une commande
donnée uy (t). Le point M représentatif du vecteur d'@tat se trouvant 3 l'instant t
N ~ ) - ..
dans le domaine Dk , l'équation du systéme s'écrit :
i
(4-20)

dx <
-a? = AX + Buki(t)

A matrice carrée mxm caractéristique du filtre.

o g o .
uki(t) commande définie sur 1l'intervalle de temps (tn’tn+1) tel que
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f(Xn) = kiq =0

f(Xn+]) = qu =0

ki et kj : deux valeurs consécutives ou confondues du paramétre k.

- e

e

= '
LB &

€ |
>

Q )
[44=
e ’l'

V' R

N - fiq. ho® .
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1 -2 - 2 - Etude de £a commutation

T2 - o .
A 1'instant t&(tn,tm_l) on a, dans la région Dk :

X Lax+ Bu, (t)

dt
La commande uk(t) peut toujours se mettre sous la forme :

4-21 .
420 a (6) = g (,0)
avec gk(X,t) fonction scalaire du vecteur X et du temps. L'équation du

sytéme s'écrit :

< N
(4-22) T AX + ng(z{gt)
(42 %oy (0

dt i

On est alors ramené au cas de la commutation sur la structure avec des
matrices Mk(X,t) linéaires ou non. L'étude de la dérivée df(X) peut se faire

indifféremment 3 partir des &quations (4-22) ou (4-23). de

1 -2 -3 - Applieation : Commande par Ampulsions

1 -2-3-71-Descrintion

udhiusuioy Sibusitidiie

Le systéme ~st dé€fini de la m@me fagon que précédemment, et la commande
est cons*titude par un train ¢'impulcions calibres, émises aux instants t de
commutation.
Ces instants sont déterminés par 1'équation caractéristique du modulateur :
E(X) ~kqg=0
Si h est la largeur de 1'impul§ion, il existe deux régimes de fonctionnement,

définis par :

Régime saturé : h>t - t
& n+1 n

Régime non saturé : h <¢_,, -~ t
n+i n

Le systéme est &gl par les &quations suivantes :

(4~ ,
(4~24) ost<h Eowmx+Bao

dt n
A amplitude de 1'impulsion

o signe de 1'impulsion

M matrice cariée mxm caractéristique du filtre commandé



(4-25) hst <ot ax

I1 est évident que le régime saturé est décrit par 1'équation (4-24) seule,
puisque -pr-d~finition :

Vte[tn,tnﬂ[ t-t <h

1 -2 -3 -2 - Etude de 2a comwutation

Elle se fait comme précédemment , par 1'intermédiaire de la dérivée df(X)

dt
= Pour 0 < t ¢h omn a :
i mn
(4-26) X 5@, 2 +b, Ao
dt =1 1] i
d'ot
m oy ¢ T :
% |
df(X) = T afg ) [ ¥ m.. xJ + b.AO]
dt . 1 1] 1
i=1 9x 1=1
4=-27)
— : S £
A _ 3 3E(X) I &%, & by ==
T e S € R B s
i=1  j=1 3%
Pour h <« t < A’_f_‘n il vient
(4~28)
5 . T F(X ]
g{ﬁél. = ¥ X §:§~) m, . x7
i=1 j=1 ox =

Etudions & présent le signe df(X) i 1'instant de commutation. Deux cas sont
dt
a distinguer suivant que le régime est saturZ ou non.

a) -~ Régime non saturé

Soit tnl'instant oi la trajectoire de ¥%(t} coupe 1'hypersurface H .

Pour t =t on a2 :
n

SN
= a8

(4-29) (gg) _
-

n i=1 j=1

£ i _
<"_) M43 ()

i) -
X ' t n
n
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Pour t = t cette expression devient

m m ¥ m
(4-30) é.f.) = 2 2 (e, ) a0 bi(ﬁ)
dt/t i=1 j=1 i=1 t

La frontiére Hk est franchissable sil'on a :

e,
dt £ dt t
n

n

En effet, dans ce cas, le sens de variation de f(¥X) n'est pas modifié par la
commande impulsionnelle et la trajectoire du systéme traverse la frontiére définie
par 1l'hypersurface Hk.

Dans le cas contraire, caracté@risé par :

(4-32) ag) fag) 4
dt ¢ dt
n n

Le sens de variation de f(¥) est inversé et la trajectoire de phase rebondit sur
1'hypersurface de commutation. Ces rebonds ont lieu jusqu'a 1l'instant tn+p corres-
pondant & la commutation sur une partie framchissable de la frontiére (fig.4.7.)

— — = 0, un raiso T ) i
it dt) 5 raisonnement analogue Z celui

présenté précédemment permet de définir de la méme fagon les parties de

Dans le cas particulier oﬁ(df) <df\

frontiére franchissables ou non.

fy- h‘q: o
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b) -~ Régime sau.

En régime saturé on a :

m m \ . m
(4-33) (%%) =3 3 (éii' _ mi.(xJ/‘_ +ho_ I bi<a—f—i) B
t. i=1 j=1lsx‘/t. Yt i=1 “lox't
n n n
m m . m
(4-34) (g{-) « I 3 (?ii) mo ()  +ao I bi(ﬁi)
t =1 j=1'ox/e_ M3 t o= 9"/ t

La fonction £(X) étant continue par rapport a toutes les composantes du
vecteur X, il est &vident que dans le cas oi Oy = Oy > le sens de variation
de £f(X) n'est pas modifié, quelle que soit 1'hypersurface B atteinte 3 1instant
t: les hypersurfaces de commutation sont alors franchissables en tout point.

Par contre, dans le cas oi o, # 012 il est nécessaire de reprendre le
=

raisonnement indiqué plus haut, de fagon & définir pour chaque hypersurface sa

partie franchissable et sa partie infranchissable.

2 - Application au modulateurn PFM

2 - 1 - Descrdption du sysieme

L'objet 3 régler est supposé lin€aire, de fonction de transfert L(p). Il est
commandé par un train d'impulsions calibrées, issu d'un modulateur PFM d'Equation
caractéristique: f(Xn) - kq = 0

Envisageons ici le fonctionnement en rZgulateur de 1'asservissement.

L'évolution dynamique du filtre L(p) est entiérement déterminée par la
connaissance de la commande impulsionnelle i(t) et du comportement du modulateur

a commutation complexe.
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Les équations régissant le systéme somt :

aX

- e = -+ 1
(4-35) It MX + Bi(t)
X vecteur d'état du filtre associé G{p)
M matrice carrée mxm caractd@ristique du filtre G(p)
B vecteur constant d@ m composantes
i(t) = Ac pour t £ t < t
(4-36) n n n+h
i(t) =0 pour t St <t g
(4=37) f(xn) - kq =0

L'évolution de la fonction scalaire f(¥) ayant &té précisée au paragraphe

précédent, analysons la stabilité de 1'asservissement.

2 - 7 - Etude de fLa stabilite

Rappelons figure 4.8. le schéma de 1'asservissement.

e 0 +. £ 43
s PEM o

L(p -

-
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Supposons le filtre L(p) stable en boucle ouverte. Il est alors évident
qu'une condition nécessaire et suffisante de stabilité globale en boucle fermde

est qu'il existe un instant T tel que :

Yt t>T — i(t) =0

Supposons la condition nécessaire et suffisante de stabilité globale assurée,
et notons tnl'instant d'émission de la derniére impulsion.
On a alors :
T = tn + h
Dans 1'espace de phase du filtre associé@ G(p) le point représentatif du
systéme a l'instant T, Mn , est tel qua :

+

Yt £t T £QX) # kq (4-38)

=

=MX  (4-39)

A
cr

Ces deux relations définissent un domaine tel que, pour tout point de conditions
initiales appartenant 3 ce domaine, le systéme &volue librement sur 1'intervalle
[t6 , ® [ sans qu'aucune impulsion soit &mise. Ce domaine est le domaine immédiat de
stabilité par rapport aux conditions initizles. Sa frontiére est limitée par les
hyperdurfaces de commutation et les hypersurfaces générées par un ensemble de
trajectoires de phase tangentes aux premidres. On peut conclure 3 la stabilitd
globale de l'asservissement lorsque le point de fonctionnement i 1°'instant t, h
est 4 1'intérieur du domaine immédiat de stabilita.

Les figures (4.9) et (4.10) met¥ent en &vidence de tels domaines.

2 - 3 - Domaine de stabilit? par napport aux conditions Anitiakes

I1 est évident que le domaine immédiat de stabilité est un domaine de stabi-
lité par rapport aux conditions initiales. Pour tout point de conditions initiales
appartenant 3 ce domaine, la stabilité est assurée sans émission d'impulsion.

Soit D0 ce domaine, La méthode des antécédents permet de déterminer les domai=
nes successifs tels qu'en une, deux,... p impulsions, le point représentatif du
systéme appartienne au domaine DO.

La trajectoire de phase ne peut toutefois pénétrer i 1'intérieur du domai-
ne DO que par les parties franchissables de ses frontiZrzs. Celles-ci peuvent

étre de deux types :

a) Mn appartenant d la partie franchissable de la frontiére de DO’ Mn+h

appartient i DO,(type a)
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b) Mn appartenant & la partie franchissable de la frontiére DO’ Mn+h

n'appartient pas & DO. (type b).

C&\lD % e . F(ﬂt }\‘a'&%‘ £¢ A‘u(,t'.} 4
= D ———— . (1'*&1 P\(“*’Eg P)

v
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Le domaine de conditions initiales tel qu'au bout d'une impulsion le
point représentatif du systéme a4 1'instant t 1 + h appartienne au domaine
immédiat de stabilité est alors évidemment délimité par les trajectoires de

phase telles que le point M, appartienne & une partie franchissable (type a)

1
de la frontiére de ce domaine.

Soit D] le domaine ainsi obtenu.Les frontidres de Dl peuvent 3 leur
tour @tre franchissables ou infranchissables. On définit ainsi par la méthode

des antécédents la suite des domaines D, tels que pour tout point de conditions

initiales MO appartenant a D., on ait Mi+h appartenant a Dy La stabilité est
alors assurée par l'émission de i impulsions.
I1 convient de remarquer que les domaines Do,l)l, Deooo Dn-étant définis,
1'évolution du systéme se fait de la facon suivante :
Vicaf \
Mo Ph » Man & Pt ¥ 108®p  Moup€Pge

Considérons alors un domaine Dp. Pour tout point de conditions initiales
appartenant a Dp, la stabilité globale du systéme est assurd@ aprés 1'émission

de p impulsions. Le domaine D est défini comme étant cclui qui améne les

pt+l
trajectoires de phase d la partie franchissable de la frontidre Dp. C(ependant,

il est est possible de trouver un donainel)é tel que la trajectoire de phase

+1

partant d'un point quelconque de D;+l rebondisse un certain nombre de fois

sur les frontiéres infranchissables del)p avant d'@tre amené i la partie

franchissable. Le domaine D£+ est aussi un domaine de stabilité@ par rapport

1
aux conditions initiales.

Un domaine total de stabilité vis~3d-vis des conditions initiales est

constitué par la réunion des domaines I et I' tels que :

[eo]

I =10 Di
i=0

Y =1n!
. i+
1=0 i+

I1 est évident que quelle gue soit 1'hypersurface de commutation Hk

appartenant 3 la frontiére d'un domaine D elle posséde au moins un point

k-1°
ol elle est accessible. La réunion des domaines I et I' constitue donc 1'espace
Em (dans 1'hypothése faite ici d'un filtre G(p) globalement stable en boucle
ouverte) .

On peut remarquer que le domaine T est celui des conditions initiales telles
que la stabilité cst azsuric ou bout du norbre mirinal de corrutations c'est~d—dire

pour lequel la régulation s’effectuec avec une dépense d'énergie minimale.
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- Pour un point de conditions initiales Mb appartenant au domaine Dp; la
stabilit& est assurée par 1'émission de p impulsions, c'est-d-dire avec une dé-

pense d'3nergie proportionnelle 3 E, et E <p.Ah

= Pour un point MO appartcnant i Dé , la stabilité est assurée aprés
émission de p+q impulsions, q &étant lc nombre d'impulsions de rebondissement
dmises avant que la trajectoire soit & l'intérieur du domaine Dpe L'énergie

mise en jeu est alors proportiomnelle 3 E', et E' < (p+q) Ah.

3 - Etude graphique des najectoines de phase

Lorsque le filtre asgocié G(p) est d'ordre deux, ou lorsqu'on e trouve
dans un cas de ré&duction & l'ordre deux, toutes les considérations précédentes
sont susSceptibles d'une représentation graphique.

L'8quation caract@ristique du modulateur 3 commutation complexe constitue
1'expression analytique d'une famille de courbes, ensemble des points du plan
de phase correspondant 3 1'Zmission d'une impulsion. La trajectoire globale
du systéme est formée par un ensemble de trajectoires partielles délimitées
par leurs points d'intersection avec l'une quelconque des courbes de commuta-
tion (i4.)

La figure (4.11) montre une trajectoire de phase du systéme de la figure
(4.9.), ainsi que le domaine de stabilité@ vis-3-vis des conditions initiales ,

en un nombre minimum d'impulsions.

'h‘

N %‘i‘-ﬁ}a 441 . @) Trajectoire de phase



_Fig, 4. A1 . b) Domaine de sfabilite ou beut du nombre
minimal d'impulsions

4 - Etude du modufatewr pa/mlléﬁe

4 - 1 - Généralités
Dans le cas d'un filtre linéaire L (p) commandé par un modulateur 3 p
fonctions caractéristiques, l'équation du systéme devient :

X _ WX + Bi(t)

(h=d1) dt

L'équation caractéristique du modulateur correspond 3 l'expression analyti-~
, i .
que de p réseaux d'hypersurfaces Hk avec 1 = {1,2,....p}, kéj- w,+w[, 0 exclu.
Une impulsion est émise chaque fois que la trajectoire de phase du systéme coupe

1'une quelconque de ces hypersurfaces.
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Pour chaque ré&seau d'hypersurfaces (i donné) les mémes raisonnements qufau
paragraphe précédent peuvent &tre faits. On peut en particulier &tudier pour chaque

fonction scalaire fz(X) les dérivées

(4-42) df (X) of .
e L X 2 m xJ pour t Lt <t
dt . . OX. ij n+h * n+l
1] 1
(4-43)  df (X) I 2f,
i £2 ——m.x) +Ac_ I b, — pour 0 £t <h
dt i axi ij ni 1 axi

L'étude des signes de ces deux dérivdes permet alors de définir pour chaque

hypersurface du réseau considéré les parties franchissables.

4 - 7 - Etude de La stabilite

Le filtre L(p) &étant supposé globalement stable , la condition nécessaire
et suffisante de stabilité globale en boucle fermée vue plus haut reste vraie.
Cn définit alors de la méme facon un domaine imédiat de stabilité. Celui-ci est
obtenu par 1'intersection des domaines immédiats de stabilité relatifs & chaque

réseau d'hypersurfaces. La figure 4~12 donne un exemple d'un tel domaine Do;

4
(44T4p 31 +Bgb)

ez0 ¥~

¥

- figh 412 . ) Schema du systeme

Comme précédemment, la méthode des antZcédents donne les domaines de condi-
tions initiales tels qu'au bout de 1,2,...p impulsions, le point repr@sentatif du
systéme & l'instant t

D .
0

o se trouve & 1'intZrieur du domaine immédiat de stabilité

On peut de la méme fagon, lorsque le systéme peut se représenter dans un

plan de phase, déterminer graphiquement 1’allure des trajectoires.
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5 - Conclusion

L'étude du signe de la dérivée de la fonction caractéristique du modulateur
le long des trajectoires de phase du systéme a permis de dégager 1l'existence
d'un phénoméne de réticence lors d'une commutation de structure, un phénoméne

de rebond dans le cas de 1'émission d'une impulsion calibrée aux instants de
commutation.

La définition des parties franchissables et infranchissables des hypersurfa-
ces de commutation a permis d'analyser le régime transitoire de filtres globa-
lement stables commandés par des modulateurs a4 commutation complexe. Le chapitre
suivant, consacré 3 1'dtude d'un filtre du deuxiéme ordre soumis & une entrée,

mettra en évidence les phénoménes rencontrés plus haut.
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CYUAMIQUE D'UN SYSTEME DU SECOND ORDRE, SOUMIS A UNE ENTREE

EN ECHELON DE VITESSE ET COMMANDE PAR UN MODULATEUR

A COMMUTATION COMPLEXE

1 - Descrndption du sysiteme

Considérons un filtre L(p) du deuxiéme ordre, commandé par un signal
impulsionnel i(t). Ce signal est &labord par un modulateur i commutation

complexe, d'équation caractéristique.

(5-1) f(Xn) - kq=0
avec
(5-2) £(X) =1 e+ A de
dt
£ signal d'erreur
k paramétre variant par valeurs entiéres de - @ & + «, O exclu.
q quantum
A X1 paramétres constants caractéristiques du modulateur.

e

¢

» NE f

e o

&
§
*“

1
p24+%P3
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2 - Mise en Zquation

La fonction caractéristique du modulateur est une fonction scalaire du
vecteur X ayant pour composantes l'erreur e(t) et sa dérivée. Le filtre

associé G(p) est alors identique & L(p).

2-1- Fomme differentielle

Soit Y = (y,y') le vecteur d'état du filtre L(p). L'évolution de Y(t)

obéit & 1'équation différentielle :

£5~3) " + y' = i(t)

soit, sous forme matricielle :

(5=4) y' 0 1 |y 0

= * 1{t

A |-

Y' = M.Y + B.i(t)

En notant E(t) le vecteur ayant pour composantes l'entrée et sa dérivée,

on obtient :

e.t X e.t -y
E(t) = X(t) =E-Y = -
e 'l le - 3"
Y
Y(t) =
v'

Les équations régissant le systéme sont donc :

Y' = MY + B i(t)
(5-5) X =E-Y
£(X ) - kq = 0
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avec

A0n pour t & t <t

1(t)

n+h

i
o

< t <t
n+h © n+li

ifE)

pour t

La combinaison des deux premiéres équations conduit au systéme

X'=MX - B i(t) - ME + E’
(5-6)
f(Xn) -kq =0

La grandeur de sortie du filtre étant v, 1l'entrée du systéme étant
e(t) = e.t, le but de la régulation consiste & minimiser l'erreur e.t ~ y

c'est-a-dire la premiére composante du vecteur de commande X.

2-2- Fomme nécuuente

L'intégration de 1'équation différentielle obtenue au paragraphe précé-

dent pendant une période conduit aux expressions

a) Ot <h i(t)= Acn
’ v - - - -~ T
_— X - X n © T (Acrn e) (1 e T)
=t -t
= ' - w (AT = g = s
X e =X + TX N (1 e T ) (A n e) t +1 (A o e) (1-e )
b) 0Lt < Tn - h i(t) =0 avec Tn = tn+l - tn
L] = ! = 0] - =
X' th Dxn (A 0 e) (i D)
(5_8) e ¥ — - o [ - —
Xan = % + Tx n(l D) (A 0 e) h+T(A0n e) (1 D)
“t ~t
' = -
X' het X' wpe T +e (l=e T)
(5-9)
i ~E

=X + 1x' (i=e 1) + et-Te (l=e 1)

X
n+h+t n+h n+h
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Pour t = Tn - h on obtient alors :

=1 =T
=1 ] B 2
] - 1 = - =
X [xn Aon(D DyieTt + el e T )
(5-10) '
=1 il =
i =1 ... L ]
— r - - o - - -
X4 =% + TXn(l e T ) Acn[ﬁ (D De t } + e{?n T(l=e T )

Ces relations sont valables en régime non saturé. Les expressions correspon-

dantes pour le régime saturé sont données directement par le systéme (5-7)

3 - Espace de commande. Courbes de commutation

Afin de minimiser la variable x, le modulateur non linéaire délivre des

impulsions calibrées, du signe de 1l'erreur x, aux instants tn,‘tn+l,.‘.tels que

| (k+1)q

FEpep) =
£(X ) = kq BZ ) = kg
£X ) = (k=g

3 ~ 1 - Courbes de commutation

Dans le plan de phase (x, x'), 1'équation caractéristique du modulateur

définit la famille de droites paralléles et Zquidistantes

on + ax' ~kqg=0 (£1g.5.2)
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Par définition du modulateur, une impulsion calibrée d'amplitude A, de largeur
h et de signe o, = signe(xn) est émise chaque fois que la trajectoire de phase

coupe 1l'une quelconque des droites de commutation.

3 - 2 - Cas de néduction (non observabilite)

Les droites de commutation ont pour équation
on + Mx' = kg

Le cas de réduction correspond au choix des coefficients AO et A tels que:

En effet, si on effectue le changement de base de matrice P :

qui diagonalise la matrice M, et si on appelle u et v les variables d'état

indépendantes ainsi obtenues, 1'équation caractéristiqu: du modulateur devient:
=11 A + (A = ~—)v_ =X
(5 ) Uy (AO ) . q

I1 est alors évident que pour le choix particulier des coefficients
(5-12) A= TA

la variable d'état v n'est plus observable par le modulateur.

Il convient de remarquer que ce cas correspond & celul ol quelles que soient
les conditions initiales, aucune impulsion n'est émise si le systéme fonctionne
en régulateur. En effet, les trajectoires du syst@me abandonné a lui méme sont

alors paralléles aux droites de commutation (figure 5.3)



4 - Etude de La commutation

A
Dans ce qui suit, nous supposons A," — > 0. Le cas contraire pourrait
T

i

se traiter de la méme facgon.

Les droites de commutation ont pour &quation :

f(X) —kq =0

Etudions la dérivée df(X) pour un systéme en régime autonome, ou soumis

a4 une impulsion. dt
4 - 1 - Régime autonome
Pour tn+h <t < tn+l on a
(5=-13) df (X)

- LI 1]
g7 on Alx

L'équation différentielle du systéme permet d'écrire :

F e
= =
X T)

-~

df (X)

- ' -
dt on - Al (
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Soit :
A ALe
(5-14) df(X) _ _, _ 1 1
ac % (Ao R )+ T

Le signe de la dérivée de f£(X) est alors fixé par l'appartenance de x'

aux domaines D1 ou Dz définis par :

A, e N
D, x' 3 - —— iﬁ{i‘l z 0
TA “}\1
0
Ae
D %' < - - df (X) <0
2 dt
T)\O‘)\l

4 - 72 - Régime impulsionnel

Pour t Stc< 178quation différentielle du systéme conduit a

tn+lh ?
1'expression:

A A
~ dEEK) e 0y Moo
(5-15) It = X (AO ;—9 = (A.agxn e )

Le signe de la dérivée de f(X) est alors fixé par lappartenance de x'

aux domaines 93 ou D4 définis par:

A( A sgx_ ~ e ) df (%)
n dfX)

D x' > > 0
3 7 P dt
TA - )\1
0
A( Asgx = e )
1 n df (X
D X' < __(_l <0
4 dt
T)\o ol >\1

4 - 3 - Frontignes Angranchissables

Les parties de frontiéres situées dans le domaine:
D = (DlﬂD4)U(D2ﬂD3)

sont alors infranchissables et donnent lieu 3 des rebondissements.

Ce domaine est défini par:
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( Kle ' Al( A sgx ~ e )
_.________\<x<
TXo‘ll TKO =i Ag
> 4
kl( A sgx_ ~ e ) ' A]e
<x'g ~-
TAO = A1 TAO = A

4 - 4 - Régimes de gonctionnement

Le calcul de la quantité f(Xn) - f(Xn+h) permet, par simple comparaison
au quantum, de définir dans chaque domaine les régimes de fonctionnement. Nous
ne présenterons que le cas ou x  est positif, le cas contraire se traitant
de maniére identique.

Les équations de récurrence (5-8) conduisent aisément 3 1'expression ¢

(5-16)  £(X) - £ ) = x! (1-D) (0 " A) + (Ao - e)[ Ao B # (DY = Txoi]

4 -~ 4 -1 - Domaine 03

Dans le domaine D, on a : _dEQK) > 0 d'ot
3 dt
(5~17) f(Xn) = f(Xn+1) = =q

Une condition nécessaire et suffisante de régime saturé s'écrit :

(5-18) £ ) - £(X ) € g
A h 7
- JE . S - . 9
(5~18) *'n Z(I-D)(Ao-Al) (hoy = @) {1 (l-D)(ﬂo'kl)J

4 - 4 - 7 - Domaine 04

Le domaine D4 est défini par : _%%igl_. < 0 d'ol
(5-20) ) - EX ) =q

Une condition nécessaire et suffisante de régime saturé s'@crit :

(5-21) £(X) - £(X_) % ¢

i
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c'est-a-dire :

» ' S _— -
(5-22) x' & (Ag_-e) 1‘_1

n (H))(ﬂo—x1 (I"D)(TA —AE]

4-4-3- Régimes satunds particulliens

Un régime saturé parﬁiculier est susceptible de se produire lors du
passage de la trajectoire du domaine D3 au domaine D4 lorsque o est positif, du

domaine D4 au domaine Dy lorsque o est négatif (fig. 5.4).

. %3, 5.6 _

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est :

{5~23) o = +1 f(Xn) = f(Xn+h) > 0
(5-24) o, = =1 f(Xn) = f(Xn+h) < 0
Ces conditions se traduisent par :
A h

(5=25) o, = +1 x'n < (A=e) [ = 1]

(1-D) (tx -1 )

o 1
(5-26) o = -1 x' > (A+e) ‘o n = 1]
& r

(1~D)(TAO—X1



4 --4 - 4 - Conditions d'existence

Les différents domaines ainsi définis dans le plan de phase et les modes
de fonctionnement correspondants sont résumés sur le tableau récapitulatif
suivant. Il est &vident que suivant les valeurs des paramétres, les différentes
zones n'existent pas toujourz. Nous indiquons pour chaque zone sa condition
d'existence. Le choix des paramétres pourra en étre facilité, suivant que le

comportement du systéme dans telle ou telle zone est plus ou moins désirable.
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En outre, 1'@volution dans les régioms (2), (4), (7), (9), en régime non

saturé, doit etre précisée.

Zone (2) On a : x' > (A-e) %l >_%L e — f'X) >0 en régime autonome
D'ol : £(x) ~ £(X ) =
Zone (9) On a : x' <‘El-(A+e) <.%l-e —s f'(X) <O en régime autonome
[ = =
D'ol : f(Xn) f(Xn+l) q

Par contre, en ce qui concerne les régions (4) et (7), deux comportements

sont possibles suivant que x'(t-tn) appartient & D, ou i D2. {(fig. 5:5.)x

1

x'"(t-=t ) € D f(X) - £ .) =0 .
Zone (4) { n 1 n n+l

x' (et ) € D, E(X) - £(X ) =q

x'"(t-t ) €D X)) - fX ., .) = -q
Zone (7) . n 1 n n+l

x'(t—tn) € D2 f(Kn) - £(X +1) =0

% xm \
R\q“ X«mb

%
1 a4
mnﬁ\, b
% \\K
ey \\ R
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5 - Oscilhations LAmites

5 -1 - Oscillations susceptibles de se produine

I1 est &vident que pour une entrée en échelon de vitesse e(t) = e.t;
l'eémission d'impulsions ne peut cesser. On pourra donc, au mieux "installer” 1le

systéme sur un cycle limite autour de la valeur x = O.

L'analyse du fonctionnement dans les différentes zones et en particulier
1'étude de 1'allure des trajectoires de phase font apparaltre un certain nombre
de cycles limite ou pseudo-limite possibles, dont les figures 5.6. et 5.7.

donnent deux exemples. : »
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Etudions, a titre d'exemple, le cycle de la figure 5.7.
Dans ce but , nous chercherons a €liminer les cycles de

la forme 5.6. c'est-d-dire 3 nous placer dans le cas ol t étant 1'instant

d'émission d'une impulsion, on ait toujours : X;+h €_DI c'est-a-dire,

dans le domaine (4) :

f(Xn) - f(Xn+l) = 0

5 -2 - Etude du .cycle choisi et conditions d'obtention

La figure 5.8. montre une majoration immédiate du cycle désird. Les

conditions d'obtention de ce cycle sont alors :

=

>—3—————+(A—)[_3\O_h___lj
min - u(1-D) € u(1-D)

- < (ame)
u
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"
s
‘\\ N wan d
\\\ ‘““hki:,km‘ Regime libre
\\.[ \.'\
. N o ,
N TN _Regime force
N . " R
!’rmin k{\ N
' “(k-1)q kg
- ﬁE% 5.8 .
a)Calcul de v .
min
Les relations
j AO x = kq
(5-28)
%5 xn+to = (k-1)g
associfes au systéme :
=i
—L2
; N _
( xn+to = (A-e) (l~e 1 )
(5-29) e
{ x7 _ _ N - _ ___O_
L n+t = X (A e)to+ T(h-e) (l-e - )
donnent :
s
0
(5-30) A (Ame)t  + (Ae)(1-e T. YA = TA) —q =0

Cette &quation est aisée i résoudre graphiquement (fig.5.9.)

La condition (5-27) est alors facile & respecter puisqu’elle donne :

A -
- q _ o h _ |
G vy 7 <) > - Sy o)y - |

Diod :

(5-32) q >(8-e) A h
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h
A (A-edt - q
pa-e) L /// R
-P‘ﬂhin ‘
2
0 § .
////’ k, t
-9

- fig. 5.9 .

b) Calcul de v :
max

Les relations

(5-33)
v =
o Tn+t 1xn+to g
associées au systéme ¢
s
v = - T
X vt = e(l-e )]
(5-34) t
g
X =x + e tO -~ T (l-e 1T )
0
donnent 3
=
T el
T =
(5-35) loe t, te (AITAO) (i~e ) q =0

Cette équation se résout graphiquement (fig. 5,10.).

La condition (5-27) est alors respectée pour :

A
_ - 5N
(5-36) Voax < e < (A-e) u
c'est-3-dire :
TA
(5-37) A>e—2
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On constate figure 5.9. et 5.10. que le choix des coefficients xo grand
et q petit conduit 3 réduire le cycle majorant. Toutefois, le quantum ne peut
descendre au-dessous d'une certaine valeur, fixée par la relation 5-27.;,
sans quoi la forme du cycle risque d'étre altérée (fig. 5.6. et 5.7.). De plus,
la diminution du quantum &équivaut 3 une &mission plus fréquente des impulsions
de commande, et augmente donc la dépense énergétique.

Le cycle ainsi. défini est caractérisé par 1'émission d'une impulsion de
commande par cycle. L'énergie consommée pour un cycle est ainsi préportionnelle

a Ah.

c) Calcul de la période

Les relations

- ! : = ! =
(5-38) X x et X 1 X

sont associées aux formules de récurrence

= 5! -T =1 _ -T _ T

(5-39) *n+1 " %n @ T A(D D ez +e(l-e D)
- = e 5 - - (B = - el -T]
(540)  x = ax’ (e D - aleT 00 - D) eT]+ et 1-eH

L'équation 5-39 donne :
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o b4 = e
e T= n _ ~
x' - e - A(D_l° 1)
51

L

d'ol en se reportant dans 5-40

>

T = Ah
e

Cette relation pormet en ouvtre de calculer de maniére exacte tous les

paramétres du cyzle.

6 - Etude ginphicue des buwijectoises de rhase

6 - 1 - Choix d2s paromitnes

- Conaitint LAtAales -

initiales du filtre L(p) nulles a i'instant

}

N
=
0
6]
(&
0
i
2
e
Tt
ey
Q
-t
=
\

S e
lovs supposer

0. Nous evons a.cvs 3

A
< L
(9]

Afin 7 : .t plocer deas 1o cas du cycle limite &tudi&, nous choisirons

outefcis, e choi: d'une riplitude trop importarte conduit & augmenter la

T
période

v, et 1'amplitude du cycle. Un compromis

est alors técesgsalres

T.eur choir est soumic a la cordition ¢

D'sutre nart, afin da n> pas devolr auvgmenter de facon trop importante
2 ’ ! &

1'amplicnde de 17impulsion, nous prandrons TAO peu supérieur & 1.

A

1
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- Chodix du quantum et de La Larngeunr de R'impulsion
Nous avons choisi de réaliser la condition
q >(A-e) AO h
de fagon & obtenir le cycle &tudiéd.
La condition d'existence de la zone (4) se trouve ainsi automatiquement

vérifiée.

6 - 2 - Etude graphique d'un systéme

Etudioms alors le systéme défini par les paramétres suivants

T =1 e =2 o= 1,1 1 =1

A

L]
N
~
%]
o p

[

0,1 g = 0,25
L'allure de la trajectoire de phase est donnée figure 5.11.

On constate que le cycle prévu est bien obtenu, d'autre part, on peut

encadrer l'erreur permanente entre les deux valeurs :

A A
TaE® <m < 5ha (B

; SV

I1 est donc possible de réduire 1'erreur permanente en diminuant le rapport
A
1 ; : ; ; ;
—5 - Cependant, cela conduit & augmenter 1'amplitude de 1'impulsion, afin de
o

rester dans les conditions d'obtention du cycle désiré.

7 - Conclusion

Lors de la régulation d'un filtre par une non linéarité du type PFM généra-
1lisé, un cycle limite ou pseudo-limite constitue en général le régime final de
1'asservissement. Un réglage judicieux des paramétres de la régulation permet

souvent de choisir ce dernier sans ambiguité.
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Nous avons obtenu un cycle de période T = 0,125s. Le rapport T - %i%is= 0,8
9

donne une 1idée de 1'énergie dépensée pour maintenir,le systéme sur le cycle.
Une étude intéressante consisterait 3 la minimisation de ce rapport.
On peut remarquer d'autre part, que 1°&tude faite pour un filtre

1

——————— = L(p) , une entrée e(t) = ¢ t et une fonction caractéristique
p(1 + 1 p)
f(X) = Ao X + X x' est 4 peu de chose pr2s identique d celle concernant la

1
régulation d'un filtre du premier ordre L(p) = T—%f;5~

en &chelon de position d'amplitude e, et commandé par une non linéarité de fonc-

-~

, soumis & une entrée

tion caractéristique
E

(X) = A J7 edt + ) ¢
g(X) od ;
Dans de chapitre suivant, consacré A la simulation et 3 la réalisation
d'un modulateur & commutation complexe, cet exemple sera repris et les rédsultats

obtenus seront comparés 3@ ceux exposés ici.



CHAPITRE 6

SIMULATION ET REALISATION DU MODULATELR

Le convertisseur analogique digital utilisé est défini par la loi de

codage suivante :

Une impulsion calibrée est émise chaque fois que le signal d'entrée

atteint un multiple d'un certain seuil cu quantum, zéro exclu,

Il se présente alors comme un modulateur de cadence d'un train d'impul-
sions calibrées.

Un certain nombre de simulations ont £t proposies, utilisant une non
linéarité du type relais d secuil, avec remise 2 zéro du signal d'entrée & chaque
émission d'impulsion.

Un avantage de ces simulations vriside dans leur mise en oeuvre aisée
sur une calculatrice analogique. Cependant. elles ne présentent pas, comme
nous allons le voir, un caractére tout 4 fait rigoureux, et en particulier,

ne font pas apparaltre le phénoméne de rehondissenent.

- Sankation d'un modulatewr PPFM

1 -1 - Utdlisation d'un sormatewr canacitiy

Le schéma du modulateur est représenti fig. 6.1. La sortie du sommateur

o

capacitif est comparie & +q et 3 -q ., et il y a2 remise 3 z&ro par basculement
des palettes a ou b chaque fois que le sigmal dientrfe atteint +q ou q.

La fréquence et 1l'amplitude du signal d‘entrée sont naturellement limitées,
par suite de l'emploi de relais mécaniques. L'utilisation de commutateurs
€lectroniques permet d'explorer une gammc plus large de signaux d'entrée.

Cependant, deux problémes méritent une attention particulilre.
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- fig. 6.1 o
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1 -1 - 1- Conditions initiales

I1 est &évident que sur un montage de ce type, 1l est impossible d'introduire
une condition initiale e, supérieure en module au quantum. En effet, 1'une des
palettes a ou b bascule alors irmédiatement et l'on a remise 3 zéro a 1l'instant

t.= E_ % Es
(o]

La figure 6.2. montre comment pallier # cet inconvirnient, lorsqu‘on simule

le modulateur.

) ey

2y

t:o

ey
‘Mise en conditions Résolution

inibiales

- %‘ig, 6.2 .
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1-1-2- Définition du train d’ Lmpuilsions

Un autre probléme réside dans le définition des instants démission des
irpulsions. Linstant t étant défini par un front montant ou descendant

du sigral de sortie s(t), la figure 6.3. fait apparaitre les deux défauts
suivants ¢

a) Lorsque le signal d'entrée passe par un extremur, le modulateur n'en-
gendre pas une impulsion.

b) Upe impulsion indisirable est par contre C(mise lors du passage du signal
d'entrie par zéro.

elr) -
,MH_M.Auw_,,;;,gfff"“"wﬁimm
; ot
of | N
i ‘ | B
. 1 | N
TLI O (N S — ]
| | z‘ s_
Suﬁ?: »
' z
| | - | i
917
i ? .
-q 1 T S S
. : irl.pulsiuhs imanguantes
o6 b ‘ )/// ia ] ? i
! |
" 1
Eji ' L ‘ l
!\ imbulsion indesirable
3
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1 - 2 - Utikisation d'un quantifienr

Afin de pouvoir introduire des conditions initiales quelconques et deo
lever " 1'ambiguité se prisentant au passage du zéro, il suffit de faire inter-
venir une variable supplémentaire : E (g)a L'utilisation d'un quantificur permet
de réaliser cette fonction, qui varie par paliers. Unc impulsion est alors Zmise

i chaque saut de la fonction E (SJ, coamiec le montre la figure 5.4.

ety
_
k
o L
v .
|1 i
¢ ¢
H i i
; i :
[ 1 '
H i
E(L) ‘ f
t
3) ; !
¢
. i
! !
: t
v T
« !
¢ ¥
¢ i
¥ Y
§ }
o a b
i 3
' §
' P i
% i
[} i
- f '
iy : |
i v
' ¢
. t
: i
¢ 2 ‘__b
[+]

. fig. 6.4

La réalisation d'un tel quantifieur ast rclativement aisée sur calculatrice

hybride (22). Un schéma de simulation est proposé figure 6.5.
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Il convient de remarquer que si 1l'introduction de conditions initiales
quelconques est aisément réalisable par 1'intermédiaire de la charge initiale
du cond asateur de bouclage du "track and store', deux circuits annexes sont
rendus indispensables. L'un bloque toute Zmission d'impulsion alors que
Ie(t)| < ¢ (passage a zéro) l'autre délivre une irpulsion chaque fois que

e(t) - e(tn) change de signe ( probléme de 1‘extremum de e(t).

? - Kéalisation du HModulateun

2 - 1 - Hodulateur PFFM

La réalisation pratique, calquée sur la sirulation hybride, utilise un blo-
queur d'ordre zE€ro 3 la sortie duquel apparait la grandeur d'entrée quantifide,
e(tn). Le module de la différence e(t) - e(tn) est alors comparé au quantum

et un monostable émet une impulsion calibrée dés que : (23)
Ie(t) - e(tn) ] = q.

A

Liimpulsion émise attaque la base d'un transistor i effet de champ jouant
le rdle d'un interrupteur &lectronique. Le bloqueur d'ordre zéro suit alors

> 5y +
1l'entrée et la quantité e(t) - e(tp) s'annule.

Les conditions initiales sont facilement introduites en chargeant 3 la

valeur désirée le condensateur de bouclage du bloqueur d'ordre zéro.

La valeur de la capacité de bouclage doit &tre suffisamment faible

pour que, durant le temps pendant lequel le tramnsistor i effet de chawp est
conducteur, la sortie du bloqueur puisse suivre l'entrée. (ependant, il est
nécessaire que la constante de temps de d2charge soit trés élevée, de fagon &
garder une valeur de e(tn) = E(%) constarte pendant la période instantanée,

réme aux faibles fréquences. Un compromis a été réalisé en choisissant une
largeur d'impulsion relativement importante, une capacité de bouclage faible,

et en introduisant deux amplificateurs opérationnels ‘‘suiveurs' afin d'augmenter

la constante de décharge.
Le schéma du montage est représentd figure 6.6.

Les circuits annexes délivrant les impulsions manquantes et bloquant les

impulsions superflues sont représentés figure 6.7.
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Dans ce montage, les problémes de dérive des ;mplificateurs opérationnels
se présentent de fagon aigue. En particulier, lorsque le signal d'entrée du
bloqueur est en module inférieur au quantum, il convient de rendre passant le
transistor a effet de champ, de fagon & éviter que le noeud d'entrée de 1'ampli-
ficateur opérationnel correspondant ne se trouve en l'air. Le bloqueur d'ordre
zéro fonctionne ainsi en suiveur lorsque la tension d'entrée e(t) est telle que :

e(t) < €

Le schéma du montage correspondant est donné figure 6.8.

2 -2 - Mise en gorme des Ampulsions

Le modulateur proprement dit fournit une impulsion chaque fois que le signal
d'entrée franchit un multiple du quantum q. Il convient 3 présent de calibrer
ces impulsions, c'est-d-dire de prévoir un circuit de mise en forme dont les buts
sont

a) - Réglage de 1l'amplitude des impulsions

b) - Réglage de la durée des impulsions

c) - Obtention du régime saturé

d) - Puissance de sortie suffisante

2 -2 -1 - Utibisation d'un monostable

La méthode la plus simple de génération d'impulsions calibrées est évidem-—
. . '
ment basée sur 1l'emploi d'un monostable. I1 convient cependant d'adapter un.

circuit spécial réalisant le régime saturé,(figure 6.9.)

glommande 4 Commande
l l t l‘l !! £
hSortie g Sortie
H , i | 3
Régime non sarure Reégime sature

- Hg. 6.9 _
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En effet, la sortie étant au niveau 1, le monostable reste insensible aux
impulsions de la commande. D'autre part, une impulsidn de commande arrivant
pendant le temps de récupération n'a pas d'effet sur la sortie.

I1 est possible de pallier & cet inconvénient en utilisant p monostables
commandés par p sorties d'un compteur en anneau (figure 6.10)

I1 convient alors de faire 1'hypothése gque pendant le fonctionnement,

la période instantannée est toujours telle que :

\ h + tr
>
Yn ATn
P
avec h = largeur de 1'impulsion
(= temps de récupération d'un monostable

5
§ |7 Mg
£
- v H
Commanda < : bl e, Savltie
ot g : ‘?":ﬁ£>h--~—b
L. ¢ ﬁh{
o3 :
2
%‘.
2 &
R e e ?«a? o
2 &
'!:"d'?

- fig. 6.10 ..

Ce circuit est relativement onéreux ; de plus les p réglages de largeur
d'impulsion doivent €tre absolument identiques, ce qui est en pratique
malaisé & réaliser. L'utilisation d'un trigger, beaucoup plus simple, s'avére

aussi efficace. v

2- 7 - 2 - Utilisation d'un triggen

On réalise un circuit de premier ordre possédant deux constantes de temps,
1'une pour la charge, 1'autre pour la décharge. L'impulsion de commande
charge le premier ordre en un temps trés bref et le trigger est déclenché 3
1'instant t;. Aprés disparition de la commande, le premier ordre se décharge
avec une constante de temps réglable. Le trigger est alors déclenché a

1'instant tn + h ol la tension devient inférieure 3 son seuil 3 la descente.
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La largeur de 1'impulsion est par conséquent obtenue par simple action d‘un
potentiométre modifiant la constante de temps & la ‘décharge. Un tel circuit
permet les deux régimes de fonctionnement. Les figures 6.11. et 6. 12. représen-

tent 1'évolution des tensions pour les deux régimes, la figure 6.13. domne le

schéma du circuit.

[
E
\ IT'\
- b
. L7 tameh Eaned Enetoh
(b
L
fig. 6.11 Régime non saturéd
E
E o b
" tmﬂ Ematah Eme2 Crned ob
i(l‘\g«
>t

fig. 6.42  Régime saturd
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- E
Riglage de ;; $ _
. ‘ la largeur . JP— ii Impulsions
Impulsions de . AN P:a!ihrécs
. Commande ' f b) ‘ /4'\
&/ N R
§ T 3
5 4
T
- fig.6.13 .

Enfin, un amplificateur de puissance constitue 1'étage de sertie, permattant

la commande d'objets réels.

3 - Resultats expérimentaux

Nous reprenons dans ce paragraphe les exemples traités précedemment. Les

réponses relevées permettent la vérification des résultats obtenus.

3 - 1 - Fibtne du deuxdidme orndre -

e ¢~ E F(E) afty
Ro ¥ NP sl pPFM ||t ‘PM:(sz) il

- fig. 6,44 _

3 -1 -1 - Fonetdonnement .a entée nulle

La figure 6.15. représente le domaine de stabilité au bout du nombre

minimal d'impulsions obtenu pour les valeurs des paramétres :

Ao=1 q=0,3V A=l ¥
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3-1-2 - Réponse a un &chelon d'amplitude

Le systéme est dans ces essais soumis & une entrée en &chelon d'amplitude
telle que son point représentatif dans le plan de phase se trouve en dehors du
domaine majorant les oscillations limites.

Deux comportements sont alors possibles suivant les valeurs des paramétres.

1° ~ Le systéme "décroche' et retourne i son &tat d'équilibre. L'erreur
permanente est alors égale a 1'amplitude de 1'échelon.

La figure 6.17 montre une trajectoire de ce type obtenue pour :
Ao=1 q=0,3V A=1,2V e =0,75V

A= 2 h= 0,1 s

2° -~ Le systéme s'installe sur un cycle limite & 1'intérieur du domaine
¥

majorant. Une telle trajectoire est relevée figure 6.18. Elle est obtenue pour

A =1 q=0,3 V A=1,2V e =0,75V

A =2 h=20,2s

Dans les deux cas le systéme a £té abandonné 3 partir des mémes conditidggg;/

initiales.
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3 -2 - Cas d'un moteur

3 2 -1 - Moteuwr sownds a un Zchelon de vitesse

IVt Al itn 2 s(h
e e

- fig. 6-19 -

Les figures 6.20 3 6.24 permettent de vérifier quelques comportements du

systéme suivant les valeurs des paramétres de réglage, et en parti~ulier suivant

l'existence et 1'emplacement de la zore 4 mentionnée au chapitre 5.

{
i
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3 -2 -1 - Premienr ondrne avec modulaiion intéghale

eMze +-~ & [h, #HE [:] it ] st
- f o 'F*kﬂ PPFM P*’t h

- fig. 6.25_

Comme il était prévu, les relevés sont comparables 3 ceux obtenus pour la

réponse du moteur & l'échelon de vitesse précédent, la seule différence résidant

dans la définition du signe de 1'impulsion.
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4 - Conclusion

La simulation et la ré@alisation d'un modulateur PPFM ont permis de vérifier

un certain nombre de points de notre étude, notamment :

- Le découpage de 1l'espace de phase en différentes zones de stabilité par
rapport aux conditions initiales. Le découpage a €té mis en évidence par 1'inter-

prétation géométrique du fonctionnement du modulateur.

- La majoration, quelle que soit 1l'entrée, du comportement ultime dans le

cas d'un filtre dissipatif.

- L'existence et la possibilité& du choix du cycle limite, dans le cas oill

le systéme est soumis a une entrée.

La réalisation du modulateur et notamment du bloqueur d'ordre zéro a &été
rendue délicate par 1l'ignorance & priori de la gamme des fréquences du signal
d'entrée. Le fonctionnersnt du modulateur peut €tre amélioré par une meilleure
adaptation du bloqueur, 3 partir du moment oi 1'on connalt les constantes
de temps dominantes de 1l'objet a régler ; les gammes de fréquence de la

sortie et de ses dérivées étant alors déterminées approximativement.



Conclusion Generale

L'¢tude présentie dans ce mémoire, d'un modulateur & commutation
complexe, a perumis de mettrne en évidence un certain nombre de points par-
Liculiens :

- Ce modulateurn est panticuliérnement inténessant Lornsqu'on Le condi-
dene comme un modulateur de #réquence d'un trnain d'impulsions calibries (PFM).
12 apparait alors comme un organe convertdsseurn analogique-digital, fa Loi de
distribution des Ampulsions déginissant Le codage de La gonction d'entrie.

- La difficults principale concermnant £'etude d'un systeme commande
par un tel modulateur néside dans L'absence d’une mdise en équation simple de
ce systeme essentiellement non Linaire.

- Nous avons alons été amenés a4 etuddlen Les variations de La
fonction caracténistique du modulateurn, ce qui permet de déginin, dans L'es-
pace de commande de L'obfet négle, un certain nombre de domaines oii Le mode
de fonctionnement est parfaitement connu.

- Néanmoins, ce type de négulation, par sa déginition mewe, semble
devoin prendne une ghande imporntance, £i8e aux dZveloppements de L'astronau-
tique. En effet, sa caractirnistique en nzgime satun, est celle d'un relad,
ce qui pemet d'obtenin de bons temps de n2ponse (en n€gime non saturnd, Les cy-
cles Limites sont fontement reduits).

- Les notions tnes Aimpontantes dfobservabilite et de commandabiZite
de L'objet néglé sont apparues Lons de L'étude detaillie de La fonction de ce
modulatewr.

- La condition d'observabiliti éiant satisfaite nous avons monine
sun un exemple que Les parametres de L'asservissement peuvent etne enm général
déterminés compte tenu des performances souhaities,

Dans ces conditions Le probleme de La commande d'un objet se trouve

ainsd nelié a celud du prélevement des Anformations concermant L'état de
celui-ch.



Nous souhaitons, dans un proche avewin, nous intéressern de tnés pros
aux nolions ainsd introduites, qui nous semblent d'une Amporntance capitale.
A cet effet, nous nous efforcerons de précisen La noiion d'état d'un sysiéme
bouclé, et de cherchern un symbolisme meitant en Evidence Les proprnidiss
fondanientales de celui-cd, indépendamment de sa structure. Ces necherches
devradent débouchern sun £'élaboration d'un outdil particulierement pudssont
en ce qui concerne £'étude des wodwlatewrs non LinZaines, dont Les sysidmes
a commutation complexe montrent L'extraorndinaine ndchesse de comportements .
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