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SUR DEUX CLASSES DE CATEGORIES DE GROTHENDIECK.

INTRODUCTION

P. GABRIEL et N. POPESCU ont prouvé (10) que les catégories de
Grothendieck (1.e. avec générateur et limites inductives filtrantes exactes)
Etaient trés proches des catégories de modules sur un anneau puisque ce sont
les quotients des catégories de modules par des sous—catégories localisantes
(9). Ceci donne une réalisation concrdte des catégories de Grothendieck. J.E.
Roos a introduit dans (26) la notion de dimension modulaire d'une catégorie
de‘Grothendieck et a montré que les catégories de dimension modulaire au plus
égale a | joulssent de propriétés tout & fait analogues & celles des catégo-

ries de modules. On les &tudie 1ci sous le nom de catégories modulaires dans

les chapitres I, IIL et III de ce travail. Dans le chapitre I, on développe
1'analogue du théoréme de Morita. Certains des résultats de ce chapitre sont
aussi énoncés dans (26). Dans le chapitre II, on cherche des conditions pour
1'existence de suffisamment d'objets d'un type particulier (projectifs, plats,
de type fini, de présentation finie). Dans le chapitre III, on cherche 3
savoir dans quelles conditions 1'analogue du théoréme de Grothendieck (17)

"si A est un anneau commutatif, la catégorie mod A des A-modules est
canoniquement équivalente 3 celle des falsceaux quasi-cohérents sur Spec A"
est vrai pour les catégories modulaires. Plus généralement, soit V un ouvert
d'un shéma affine Spec A, soit C 1la sous—catégorie localisante de mod A

des M tels que M™V = 0. On a un foncteur fidéle i de la catégorie
quotient mod A/p dans la catégorie des V-modules quasi-cohérents. A quelles
conditions ce foncteur est—il pleinement fidéle (resp. est une équivalence) ?
Un exemple (3.13) prouve que ce n'est pas toujours le cas. Le fait remarquable

est que ce probléme peut etre presqu'entidrement résolu si la catégorie



quotient mod A/C est modulaire.

J.E. Roos et U, Oberst ((29), (30) et (23)) ont donné une réalisa-
tion explicite de la duale d'une catégorie de Grothendieck. (lors que celle
de Gabriel-Popescu fait jouer un rOle particulier aux générateurs, celle de
Roos—Oberst fait intervenir les cogénérateurs injectifs. Il existe une cer-
taine dualité entre les deux méthodes. Ceci est rappelé dans le chapitre IV.
De ce point de wvue, les catégories de type l.c. (5.4) et les anneaux linéai-
rement compacts jouent pour L'interprétation de Roos-Oberst un rdle un peu
analogue 3 celuil que jouent les catégories modulaires et les idéaux idempo-
tents des anneaux dans 1'interprétation de Gabriel-Popescu. Par exemple, dans
les deux cas, on a un "théoréme de Morita'" particuli@rement simple. Le chapi-
tre V est consacré i la géndre¢lisation aux anneaux linéailrement ccmpacts de
résultats établis par P. Gabriel pour les anneaux pseudo—compacts (Chap. 4
de (9)). Cec1 se fait a 1'aide des résultats de Roos et Oberst et apparait
surtout dans les énoncés {(5.7), (5.9) et (5.17). On trouvera un résumé de ces
résultats dans (15). Signalons que B.J. Miller a obtenu de semblables résul-
tats sur les anneaux linéalrement compacts par d'autres méthodes (J. of
Algebra, vol. 16, n° 1, Sept. 1970).

Dans 1'appendice !, on généralise aux limites projectives filtran-
tes dont 1'ensemble d'indices n'est pas trop '"gros'" un résultat établi par
Roos pour les limites projectives dénombrables.

Dans 1'appendice 2, on étudie la localisation par rapport & une

partie quasi-compacte stable par générisation d'un spectre d'anneau.



CHAPITRE I

CATEGORTES MODULAIRES, MODULES GENERIQUES ET IDEAUX TDEMPOTENTS.

Pour tout anneau unitaire A, mod A (resp. mod Ag) désigne la

d
catégorie des A-modules & droite (resp. a gauche). Les indices " d " et
" g " serviront 2 distinguer des notions relatives aux catégories mod A,

et mod Ag' Lorsqu'il s'agira de la duale d'une notion connue, le préfixe

" co " sera utilisé.

l.1.—- PROPOSITION. - Soit A un anneau unitaire.

1) Pour qu'une sous—catégorie pleine C de mod Ad soit colocali-

sante (9), il faut et il suffit qu'elle soit épaisse (9) et stable par produits

directs. Elle est alors localisante et est dite bilocalisante (26).

2) On a correspondance bijective entre les sous-catégories bilocali-

santes C de mod Ad (resp. mod Ag) et les idéaux bilatdres idempotents ;E

de A

- C s'identifie & la catégorie des A/f-modules & droite,

- £ est le plus petit des idéaux a droite I de A tels que A/I

soit dans C.

3) Si on pose *A = iD®A L, 1le foncteur de localisation X - X* =

d,. . . - . , . .
HomA( A,X) est adjoint 3 droite du foncteur de colocalisation X » ‘X =

X 8, "A. Ces foncteurs déterminent une &quivalence entre les catégories D

et D’ des modules C-cofermés et C-fermés (9).

La condition nécessaire de 1) est &vidente. Inversement, supposons
C localisante et stable par produits direc:s (i.e. épaisse et stable par
produits directs). Soit F 1'ensemble toprnlogisant idempotent (9) correspon-—
dant des idéaux 3 droite 1 tels que A/I soit dans C. L'intersection +
des I de F est dans F. Comme ,LZ est dans F, on a 2 = L. Pour tout

ae A, 1l'ensemble (£ : a) des x ¢ A tels que ax e¢{ est dans F. Donc



(f : a) contient 4 et L est bilatére. Les modules de C sont les modules
X tels que X{ = 0. Donc C s'identifie bien 2 mod(A/E)d.

Inversement, soient f» un idéal bilatére et C 1la sous-catégorie
pleine de mod Ad des modules X tels que Xf = 0. Alors C est évidemment

stable par quotients, sous~modules et produits directs. Pour prouver que C

est épaisse, on considére une sulte exacte
0 » X' » X » X" 5 O

oi X' et X" sont dans C. Soilent x ¢ X et f e £. Ona f =) fi f;

ol fi et fg sont dans f/. Comme X" est dans C, xfi e X' et

xfif; =0, d'oi xf = O. Donc X est dans C. Comme £ est bilatére,

pour tout a ( A et tout f ¢ f, af ¢ £, donc A/F est dans C.

Soient I wun idéal 3 droite tel que A/I soit dans C et e 1la classe

de 1 modulo I ; pour tout £ edf, ef = 0, donc f e I et 1 contilent L.

D'aprés (9), les sous-catégories localisantes de mod Ad sont les
sous—catégories pleines, épaisses et stables par sommes directes. On a donc
une bijection entre les sous-catégories localisantes de mod Ad stables par
produits directs C et les idéaux bilatéres idempotents & de A.

Soient C une telle sous—catégorie de mod Ad et 4 1'idéal bi-
latére idempotent correspondant. Prouvons que C est colocalisante.

On désigne par ‘D et D' les sous—catégories pleines de mod Ad
des modules C-cofermés et C-fermés. En vertu de (9}, le foncteur de locali-
sation est le foncteur X » X' = Homi('A,X) ; 11 prend ses valeurs dans D’
et induit une équivalence entre D’ et la catégorie quotient mod Ad/C. Les

morphismes transformés par ce foncteur en des isomorphismes sont les C-iso-

morphismes, i.e. les morphismes dont les noyau et conoyau sont dans C.

Lemme 7.- Si X est un A-module & droite, X @A ‘A est C-cofermé.

Soit u : L > M un C-isomorphisme. On a le diagramme commutatif suivant



d . d .

HomA(X @A A,L) - HomA(X @A A,M)
V] v}
Y

d d,. d d .
HomA(X,HomA( AL)) HomA(X,HomA AL,M))

. d,. . . d .

Comme u = HomA( A,u) est isomorphisme, HomA(X @A A,u) est

bijective, donc X @A ‘A est bien un module C-cofermé.

Lemme 2.~ Pour tout A-module & droite X, le morphisme u

x ® f' 8 f" ¢ X @A A > xf'f" e X

est un C-isomorphisme.

Comme [ est idempotent, Im u = Xt/ et il est clair que X/xE
est dans C. On considére Z X, 8 fi 8 fg dans ker u et g = 2 gj gg
dans L, g! et g étant dans £. On a (Z x., 8 £! 0 fNg =

j j i i i
z (Z xifif;) ® gj ® gg = 0, donc ker u est dans C. Il résulte de tout

cela et du paragraphe 2 du chapitre 3 de (9) que la proposition 1 est prouvée.

Si jX est le foncteur canonique de mod Ad vers mod Ad/C =D,
on notera j! et jx ses adjoints & gauche et 3 droite conformément aux
notations de (11) et (26). Alors ‘D et D' sont les '"images" de j! et
jx' Corme jX a des adjoints 3 droite et a gauche, il commute aux limites
inductives et projectives, donc toutes les propriétés d'exactitude et d'inter-—
versions de limites vraies dans mod Ad sont aussi vraies dans D. En parti-

culier, D satisfait aux axiomes AB 4* et AB 6 de Grothendieck (16). Une

réciproque de cette assertion a &té prouvée par Roos (26).

1.2.—- DEFINITION. - Une catdgorie abélienne D est dite modulaire s'il existe
un anneau unitaire A et un idéal bilatére idempotent 1 de A tels que D

solt &quivalente au quotient mod(A,i‘)d de mod Ad par la sous—catégorie

bilocalisante de mod Ad correspondant 3 1'idéal £. Un A-module a droite



‘P est dit générique si la catégorie C des X tels que Homi(P,X) = 0 est
bilocalisante et si P est cogénérateur de la catégorie ‘D des modules C-
fermés. L'idéal bilatére idempotent L de A correspondant & C est la
trace de P. Deux A-modules & droite génériques sont Equivalents s'ils omnt

~
meme trace.

1.3.- Soient A et B deux anneaux unitaires et f un foncteur
de mod Ad vers mod Bd commutant aux limites inductives. Alors f(A)  a
une structure canonique de (A;B)-bimodule et £ est isomorphe au foncteur
? A).

@A f(a)

Ce résultat est bien connu. La multiplication par a ¢ A dans . f(4)

s'obtient en prenant 1'image par f du morphisme x € A > ax ¢ A.
p ge p

1.4.- NOTATIONS. - Soient A un anneau unitaire, £ un idéal
bilatére idempotent, Cd(A) et Cg(A) les sous-catégories bilocalisantes de
mod Ad et mod Ag correspondant a iz Dé(A) et Dé(A) (resp. 'Dd(A) et

'Dg(A)) les catégories des A-modules i droite et 3 gauche Cd(A)—fermés et

Cg(A)—fermés (resp. Cd(A)—cofermés et Cg(A)—cofermés), mod(A,ibd = mod Ad/Cd(A),
A. A. A. A.
dJ! de (resp' gJ ! et J )

_ A.= A.x
mod(A,.é’v)g = mod Ag/Cg(A), 4d (resp. g3 glx
ses adjoints 3 gauche et & droite. On pose D = mod(A,ibd.

et

On se donne un générateur P de 'Dd(A), i.e. un A-module 3 droite

générique de trace £ on pose T = EndA P. D'aprés (10), le foncteur gj*

qui 3 X de D associe HomD(gjx(P),X) dans mod Td est pleinement fidéle
. . - T.x - T.% : .

et a un adjoint & gauche PRED de plus, CdtT) = ker dJ est une sous-caté~:

T.%

gorie localisante de mod T, et qd

d induit une équivalence de mod Td/Cd(T)

avec D.

1.5.- LEMME. - Pour tout . A-module 3 droite X, on a

. d
X = Hom, (P,X) @ P




et, posant P = Homi(P,A) , on a

Par 1.3., pour tout T-module 3 droite E, §j|§jx(E) = E GT P.
D'oli, par adjonction, gjxgjx(x) = Homi(P,X). On conclut enutilisant le fait

que le foncteur gjxgjx est isomorphe au foncteur identique de D.

1.6. - PROPOSITION, = Pour qu'un A-module 3 droite P soit généri-

que, il faut et il suffit que 1'application

y®x'8xelP ®A pe @T P > vy . x"(x) ¢ P

soit un isomorphisme (avec R = Homi(P,A) et T = EndA.g).

La condition nécessaire est une conséquence de 1.5.

Inversement, soit -b 1'image de l'application

t it x'®xe P @T P > x'"(x) € A

~

Soit f = x'(x) dans £. On peut écrire x = z v; o xi(xi), d'ol
l'on tire f = z x'(yi)xi(xi). Donc £ est idempotent. C'est un idé&al bila-
tére car t est une fléche de (AjA)-bimodules. La composée des applications
P ®A £+-P et lP ® t : P @A pe ®T P > P ®A‘£ est un isomorphisme ; comme
la seconde de ces flé&ches est surjective, c'est une bijection et il en est de
méme de la premidre. Donc P = P @A £. Enfin, les applications
p(P*)

) . - . ] : >
x € P>x'"(x) e £ donnent naissance 3 une surjection de sur ., d'oi

le résultat.

1.7. = LEMME. - Soit J 1'image de 1'application

m:y®x'eP 8, PP » m(y ® x') eT

avec m(y ©® x')(x) =y . x'(x). Alors J est un idéal bilatére idempotent

de T.

Comme m est une fléche de (T.T)-bimodules, J est un idéal bila-~



tére de T. Les m(y @ x') engendrent le groupe J. Par 1.6.,
= ' 3 ! = . - : o ' i
y 2 Y5 xi(xi). On a alors m(y ¢ x') z m(y1 > xl)m(xl R x'), ce qui

prouve le lemme.

1.8.— LEMME. - Le T-module 3 gauche P est générique de trace J.

La bijection P QA pe &T P-> P est la composée des applications

J ®T P~+P et m@ iP : P @A pe @T P >J @T P. Comme la derniére de ces

]

fléches est surjective, c'est une bijection et J ®T P = P. Enfin, les

applications y € P > m(y 8 x') ¢ J donnent naissance 3 une surjection de

g
P( ) sur J. Le lemme est donc prouvé.

est égale 3 la sous-—

1.9.- LEMME. - La catégorie Cd(T) = ker zjx

catégorie bilocalisante de mod T4 correspondant & J.

Par 1.5. et 1.8., C4(T) = {E[E 8, P =0} {E|E 8, J = 0}, ce

qul prouve le lemme.

1.10.- LEMME. ~ L'application m : P @A P >~ T induit un isomor-

phisme de P 8, P° sur J @, J ='T. De plus, ¥ &, PQ P ="A0 P =

A A A

P @T ‘T est un (AyT)-bimodule noté “P°, générique de trace J comme

T-module & droite et générique de trace £ comme A-module 3 gauche.

On emploira pour le couple (T.J) les mémes notations que pour le
couple (A?ﬁ)s

Par 1.8., P @A P° est un T-module & gauche Cg(T)-cofermé.
l'image de m est J. Prouvons que ker m est dans Cg(T) ce qui prouvera
que P @A PP ="T=7 @T J. On considére z ¥; Q yi dans ker m, 1.e.
pour tout x e P, E v o y%(x) =0, Solent yeP et x'"€eP, ona

m(y  x)(L y, 8y =] (mly @ x)(y,)) 8yl = J(y.x'(y)) @y} =

y 8 ( Z X'(yi) . yi). Mais pour tout x ¢ P, on a (E x'(yi) . yi)(x) =

) X'(yi) . yi(x) x'(} v yi(x)) = 0. D'od l'on tire m(y 8 x')() v, @'yi) =

0.



I1 résulte de cela que P QT P QA P = "A @A P =P QT T. On
notera ce module P . On prouve que P est générique de trace £ et J
de la méme maniére que dans 1.8,

i.11.—- PROPOSITION. - On considére les foncteurs

d T.% A,
L | . 1
Ud : X dans mod Ad > HomA(P,X) dans mod Td , uy PR Ud s
d,. A.= T.
LI B [ i
Vd : E dans mod Td > HomT( PP ,E) dans mod Ad’ V3 dJ Vd de
, . _T.= A,
Ud : X dans mod Ad -+ X &A P dans mod Td’ ug = dJ Ud dJ!
. ] - A® T
Vd : E dans mod Td + E QT P dans mod Ad’ vy dJ Vd ai
U' : Y dans mod A -~ Homg(°P°,Y) dans mod T , u' = zj U AJ
g g A g g 8 g g%
V' ¢ F dans mod T = Homg(P,F) dans mod A , v! = ij V' Tj
g g T g g 8 g g =
U :Y dans mod A » PR Y dans mod T , u = zj U Aj'
g g A g g 8 g g !
V : F dans mod T ~» ‘PP ®_ F dans mod A , v = ij v Tj
g g T g g 8 g g!

Les foncteurs u' et u , v' et vg (resp. u'! et ugs v

g — g g — d

vd) sont deux d deux isomorphes et déterminent une &quivalence entre

1
d _

mod(A,.,{',)g et mod(T,J)g (resp. mod(A,‘{;‘)d et mod(T,J)d).

-~

La vérification de ces résultats est facile a 1'aide des divers
lemmes précédents. On généralise ainsi aux modules génériques des résultats

que Silver a établis pour les modules projectifs de type fini (31).

1.12.- 81 D = mod(A,ﬁDd est une catégorie modulaire, la catégorie
DO = mod(A,E)g sera la symétrique-de D. Elle est &quivalente a la catégorie
des foncteurs covariants commutant aux limites inductives de D dans la caté-
gorie Ab des groupes abéliens. Si X est dans D et Y dans D9, X @Y
est le groupe abélien valeur du foncteur Y en 1l'objet X de D. On a donc
dans les catégories modulaires des notions d'objets plats, fidélement plats,

sous-objets purs d'un objet ((2), ex. 24).



Soit y : mod(A,.B)d > Ab un foncteur commutant aux limites induc-
tives. Alors vy ?jx : mod Ad » Ab est de la forme M > M @A YO» ol
A.x . A.x _ A.x . .
Y0 =y 4] (4) (1.3). Comme Py M) = Py M ®A A), YO est dans Dg(A),
A

. .. . A,
d'ol un foncteur vy a-gj'(Y), quasi-inverse du foncteur Y »—dJ'(?) GA gj'(Y).

1.13.~ Un objet P d'une catégorie de Grothendieck est de présen-

tation finie (resp. de type fini) si le foncteur Hom(P,?) commute aux limites

inductives filtrantes (resp. aux unions filtrantes). Pour les catégories de

modules, on retrouve les notions habituelles ((2), ex. 9).

1.14.- PROPOSITION. - Pour qu'un objet X de mod(A,iDd. soit pro-

jectif (resp. plat, de type fini, de présentation finie, sous-objet pur d'un

objet Y), il faut et il suffit que ?j'(X) soit un A-module 3 droite

projectif (resp. plat, de type fini, de présentation finie, sous-module pur

A,

La plupart de ces résultats se prouvent en considérant les isomor-—

. , d A. A, d A,
. ? = ? 2? =
phismes de foncteurs suivants : HomD(X,.) HomA(dJ!X,dJ!(.)), HomA(dJ!X,.)
A.x A, A, A, A, A.
T ? . ? = ? = ? ? =

A.x
X ® 7).
gJ()

1.15.- PROPOSITION. = Soit P un A-module 3 droite générique.

Pour que P (resp. 'P?) soit un T-module a gauche (resp. & droite)

projectif (resp. plat, de type fini, de présentation finie); il faut et il

suffit que A soit un A-module 3 gauche (resp. & droite) projectif (resp.

plat, de type fini, de présentation finie).

C'est une conséquence directe de 1.14 et 1.11.

Voici quelques exemples de modules génériques. Tout générateur de
mod Ad est un module générique (de trace A) ; tout module projectif est
générique ; si £ est un idéal idempotent bilatére de A, i38A.i? est géné-

rique de trace £ ; si P est générique de trace £, il est générique sur



son anneau d'endomorphismes de méme que P® = £ @A £ @A P

® = Homi(P,A)a

ol



CHAPITRE 11

CATEGORIES MODULAIRES AYANT ASSEZ D'OBJETS PROJECTIFS, PLATS, ...

Les notations sont les mémes que précédemment.

2.1.~ PROPOSITION. — Si P est un A-module i droite projectif,

1'application m de (1.7) est injective et 1'idéal J de (1.7) est

1'idéal de T des endomorphismes de P dont 1'image est contenue dans un

sous—A-module variable de type fini de P. De plus, J est un idéal a

droite projectif et pur de T.

L'injectivité de m est prouvée dans (7), § 4, Prop. 2. Soit (Xi)
un systéme générateur de P. Par (7), § 2, Prop. 12, 1l existe un systéme
d'éléments (x{) de P tel que pour tout y de P, les xi(y) aient
un support fini et que y = z X xi(y). Soit Q wun sous—A-module de type
fini de P. Il existe un ensemble fini d'indices I tels que u = m(z X & xi)
induise 1'identité de Q. Donc pour toute famille finie (ht) d'éléments de
T 3 valeurs dans des sous—A-modules de type fini de P, il existe u dans
J tel que uht = ht pour tout t. Donc J est bien un idéal 3 droite pur

de T ((2), ex. 24). Par (1.11), comme P est projectif, J est un idéal

d droite projectif de T.

2.2.- PROPOSITID'. = Si D est une catégorie modulaire ayant assez

d'objets projectifs, sa symétrique D’ est localement de type fini (28). Si

P est un A-module & droite projectif, il existe un A-module a gauche géné-

rique P', somme directe de A-modules & gauche de type fini, de méme trace

que P.

Par 2.1., comme J est un idéal 3 droite pur de T, 1les sous-T-
modules a gauche de type fini de T sont dans 'Dg(T). Ils forment un sys-—

téme générateur de 'Dg(T). On conclut par 1.11.

2.3.~ COROLLAIRE. - Si A est un anneau tel que 1'ensemble des




IT.

idéaux bilatéres ait un plus grand élément, tout A-module projectif non nul

est un générateur de mod A.

En effet, si P est un A-module projectif de trace £ contenue
dans le radical de A et si P # 0, 1l existerait des A-modules i gauche

M de type fini tels que FfM =M ce qui est contraire au lemme de Nakayama.

2.4.~ PROPOSITION. - §i A est noethérien 3 droite et.si P est

un A-module 3 droite projectif, alors J est un idéal 4 gauche pur de T

et P® =PpP0 J = Ppe @T J.

n

Soient (ht) une famille de n éléments de J, h : P -+ P le

morphisme canoniquement associé& aux h,_, M 1le noyau de h. Par 2.1., h(P)

t
est de type fini, engendré& par Xpy cees X Soient Yis oo Y des &lé-
ments de P tels que h(yi) = X, (zj) un systéme générateur de M. Alors
P est engendré par les y; et les zje On a donc des &léments yi et zj

de P° tels que, pour tout x de P, les zj(x) alent un support fini et
= ' ' = ' :
que X = Z v yi(x) + Z zj . zj(x). On pose alors u m(X v, 2] Yi) qui

est dans J, (lP - u)(P) est contenu dans M, donc ht u = ht pour . tout

Comme -J est un idéal & gauche pur de T, P J = P GT J. 81 x

est dans P , x'(P) est un idéal a droite de type fini de A. De la méme

fagon que plus haut, en considérant le noyau de x', on trouve u dans J

tel que x'u = x', d'oi 1'on a bien P = P°J.

2.5.~ PROPOSITION. - Soit A wun anneau noethérien 3 droite et soit"

£ un idéal bilatére idempotent de A. Si mod(A,£)d a_assez d'objets pro-

jectifs, il en est de méme de sa symétrique. Si P est un A-module 3 droite

projectif, son Jusl P e=st lirite irfuctive filtrante de ses sous—aA-modules .

projectifs et purs de type dénombrable. Il existe un sous—A-module projectif o

de type dénombrable et pur de P° ayant méme trace que P.

D'aprés (21), Chap. 1, th. 3.2, J é&tant un idéal a gauche pur de
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T, il est union filtrante de ses sous—idéaux 4 gauche projectifs et purs de
type dénombrable. Par 1.11, P* esgt union filtrante de ses sous—-A-modules
projectfs, purs et de type dénombrable Pio Chaque Pi a pour trace i&,

comme A est noethérien i droite 1l existe 1 tel que P = i%.

2.6.~ PROPOSITION. - Si A est noethérien 3 droite et si £ est

‘un idéal bilatére idempotent de A, 11 existe un opbjet fidélement plat dans

la symétrique mod(A,£)g de mod(A,iﬁd,

Cela résulte du lemme sulvant

Lemme.- S1 A est noethérien 2a droitelft si C est une sous—caté-
gorie localisante de mod Ad’ il existe un A-module 3 gauche plat Q tel
que C soit la catégorie des A-modules & droite M tels que M @A Q= 0.

Soit K wun cogénérateur injectif de la catégorie Ab des groupes
abéliens. Le foncteur M + M° = ﬁomAb(M,K) est contravariant, exact et fi-
déle, il établit une sorte de dualité entre mod Ag et mod Ada Soient L
et M deux A-modules & droite, M é&tant de type fini (i.e. de présentation
finie). Par (2), ex. 13 et 14, le morphisme canonique M @A L* (Homi(M,L))X
est un isomorphisme et L¥ est plat si et seulement si L est injectif.
Soit C wune sous—catégorie localisante de mod Ad° I1 existe un A-module
d droite injectif L tel que C se compose des M tels que Homi(F,L) = 0.
Si M est dans C, 1l est union filtrante de ses sous-modules de type fini

M. qui sont dans C. Ona M & L¥ - lim M. @ L¥ = Lim Homd(M,,L) = 0.
i —r 1 — A1

A A

Inversement, si M @A L¥ = 0, on a Homi(M,Lxx) =0 et, comme L s'injecte

dans Lxx, Homz(M,L) = (0, donc M est bien dans C.

2.7.- DEFINITION. - Une catégorie modulaire est commutative si elle
a un générateur dont 1'anneau d'endomorphismes est commutatif. Un tel généra-

teur sera appelé générateur commutatif ou objet "projectif de rang 1".

Une catégorie modulaire commutative D est de la forme mod(A,H)
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oi £ est un idéal idempotent d'un anneau commutatif A, C-fermé, C &tant
la sous-catégorie bilocalisante de mod A associée a £. °n a un morphisme
canonique d'anneaux de 1'anneau d'endomorphismes du foncteur identique de

D = mod(A,ﬂ) dans 1l'anneau A = EndD jX(A)u I1 est facile de voir que c'est
un isomorphisme. Il est alors clair que les générateurs commutatifs de D

ont les mémes propriétés homologiques, ils jouent un rdle analogue & celui

des modules projectifs de rang | sur un anneau commutatif unitaire. L'ensemble
des classes d'isomorphie des objets ''nrojectifs de rang 1" peut &tre muni

d'une structure de groupe a4 1'aide du produit tensoriel.

2.8.- THEOREME. - Soit £ un idéal idempotent d'un anneau commu-

tatif unitaire A. Les assertions suivantes sont &quivalentes

(1) 1'idéal £ est la trace d'un A-module projectif (resp. d'un

A-module projectif de type fini),

(ii) le A-morule A/f est plat (resp. projectif),

(iii) la catégorie mod(A,£) est localement de type fini (28) (resp.

a un générateur de type fini).

(i) implique (i1i). C'est une conséquence de 2.2.
(iii) implique (ii). Soit (Pi) une famille de modules de tvpe fini
dont la somme directe P est un module générique de trace £. Comme £Ti =P,

1

pour tout 1, pour tout idéal premier p contenant (£1 en localisant en p,

1p
i% = 0 pour tout p contenant ‘él Alors, pour tout p de Spec A, (A/£~p

pp(Pi>p = (Pi)pa Par le lemme de Nakayama, (P.) =0 pour tout 1, donc

est soit nul, soit égal 3 Ap. Donc A/L est plat car (A[ﬁ)p est plat
pour tout p de Spec A.

(i1) implique (i). S1 AAﬁ’ est plat, £ est pur dans A, donc,
par le résultat de Lazard déji cité (21), £ est union filtrante de ses
sous—idéaux ;LE purs, projectifs et de type dénombrable. Donc la somme

directe des ﬁ} est bien un module projectif de trace £.



2.9.- EXEMPLES. -

(1) On trouve dans (27) 1'exemple suivant : soit A wun anneau de
valuation dont le groupe des ordres est le groupe additif des nombres réels.
Son idéal maximal est idempotent, mais n'est pas un i1déal pur.

(2) Soient K wun corps commutatif, I wun ensemble infini non dé-

nombrable, A = KI, £ 1'idéal idempotent et pur de A des (Xi) de A=K

I
de supports dénombrables. Alors £ est un idéal non projectif de A. En
effet, si £ &rait projectif, par le théoréme de Kaplansky ((7), § 2, ex. 2),
il serait somme directe d'une famille (i%) de projectifs de type dénombrable.
Soit Iu 1'union des supports des &léments de <£i. Les Iu sont dénombrables
et forment une partition de I. On prend une famille dénombrable U d'indi-
ces u et on choisit un é&lément iu dans chaque Iua Les iu forment un

ensem-le dénombrable qui est le support d'un élément x de £: il est clair

que x n'est pas dans la somme directe des i%.

(3) Soient A 1'anneau des fonctions numériques continues d'une
variable réelle et 4 1'idéal des fonctions de A 2 supports bornés. Alors
£ est un idéal pur de A, de type dénombrable (engendré par des fonctions
fn dont le support contient l'intervalle (-n, +n))} et est donc projectif
(21). Mais O est le seul objet projectif de type fini de mod(A,£) car j?

ne contlent pas d'éléments idempotents distincts de O.

2.10 - PROPOSITION (Lazard, (21), Chap. VI, Prop. 4.7)

Pour un anneau commutatif A de spectre Spec A, les assertions

suivantes sont équivalentes

(1) tout 1déal pur est facteur direct,

(i1) tout module plat de type finl est projectif,

(ii1) la relation d'équivalence sur Spec A engendrée par la relation

d'inclusion n'a qu'un nombre fini de classes.

Ce résultat est plus précis que la proposition 4 de (13).
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2.11.—- PROPOSITION. - Si D est une catégorie modulalre commutative

dont la dimension de Krull au sens de Gabriel ((9), Chap. 4) est définie, elle

a_assez d'objets projectifs. S1 A est un anneau commutatif tel que la dimen-

sion de Krull au sens de Gabriel de mod A soit définie, tout idéal idempo-

tent de A est pur dans A.

Soit iz un idéal idempotent d'un anneau commutatif A tel que la
dimension de Krull au sens de Gabriel de mod(A,d) soit définie. Soit p un
idéal premier de A contenant £. Alors mod(Ap,i%) est quotient de
mod (A,£) par une sous-catégorie icncalisante, donc sa dimension de Krull est
définie. Si mod(Ap,f%) # 0, elle a des objets simples, donc des objets de
type fini non nuls. Comme A _ est local, par le lemme de Nakayama, cela est

impossible, donc é% = 0. On conclut en appliquant 2.8.

2.12.- On se donne un anneau unitalire A et un idéal bilatére
idempotent 45 de A. Supprimant 1'indice "d", on notera mod A et

mod (A,£) les catégories mod Ad et mod(A,ﬁ)d.

On considére les assertions sulvantes

(7} le A-module 3 gauche ‘A est plat,

e VK . .
(1"} le foncteur j transforme les injectifs de mod A en des

objets injectifs de mod(A,£),

(11) le morphisme canonique de A sur £ est bijectif,

(i1') pour tou: injectir [ de mod A, £ = 1.

(i11) 1'idéal a gauche }? de A est plat,

(iv) pour tout injectif I de mod A, =1

Alors (i) et (i') sont équivalentes ; (1i) et (i1') sont

équivalentes ; la conjuncrion de (i) et (ii) équivaut a (iii) ; la con-—

jonction de (i) et (iv) implique 1'assertion (1i), donc (1ii).

L'égalité Hom(j'(?),I) = Hom(?,jxl) implique 1'équivalence de (i)

et (i'). Si I est un A-module injectif, la fléche de I wvers Hom(ézl)



I1. 7

est surjective. Donc (ii) implique (ii'). La ré@ciproque se voit en prenant pour
I un cogénérateur injectif de mol A. L'équivalence de {(iii) et de la cor.jonc-
tion de (1) et (i1) est évidente. 2Znfin, (i) et (iv) implique (i1) car si I est

un A-module injectif, le conoyvau de la fléche de I vers jxjxl, soit M,

vérifie ME =0 et ME = M.

Reomarque.- L'assertion (iv), vraie par exemple si A est commutetif

intégre, implique le fait suivant : si X est un objet de mod (A,£) tel cue

Extz(?,X) = 0, alors Extz(?,jxjxx) = 0.

On a en effet une suilte exacte

O -~ X ~»~ J - J + 0
o) 1

de mod(A,£) ol JO et Jl sont injectifs, d'oli la suite exacte de mod A

0 ~» J.X ijo - ijI ~ M -+ 0

od ijo et ijl sont injectifs et MF = 0. Par (iv), on conclut M = O.

2.13.- PROPOSITION. - On suppose que i; est un idéal i gauche plat

de A. Soient n, r et p les dimensions homologiques globales de mod A,

mod (4,8) - et mod A/E . Alors, on a les inégalités n - p - 2 £ r £ n.
Ainsi, par exerple, si A est commutatif local d'idéal maximal £
plat et idempotent et de dimension homologique globale n, la dimension homo-

logique globale de mod(A,f) est comprise entre n et n-2.

Lemme 1.- Si 'A est un A-module 3 gauche plat, pour tout obje: X
k LXK k.. Ve .
de mod(A,ib on a Ext (X,j (7)) = EXtA(]’X,?) pour tout k. La "imension

homologique globale de mod(A,£) est au plus égale & celle de mod °.

. L % _ . .. .
I1 suffit d'écrire que j transforme une résolution injective d'un

objet Y de mod A en une résolution injective de jXY dans mod(A,ib.

Lemme 7.- On suppose qu'il existe un nombre g tel que
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Ext§+2(A/£Z?) = 0.
Alors, pour tout A/fmodule 3 droite M, Exti}iﬁM,?) = 0 1implique

Ext£+q+2(M,?) = 0.

Ce résultat est vrai pour p 0. En effet, pour tout A/#Fmodule

q+2

e = 0.

libre M, donc aussi pour tout A/fmodule projectif, on a Ext
Raisonnant par récurrence sur p, Soit M un Aﬂf;module 3 droite et soit

la résolution projective dans mod A/ de ™

o » 0 PR o QO - M ~> 0.

p+q+2

A (M,?)’ d'oﬁ 1e

Posant M1 = Im(Q1 > QO), on a Exti+q+1(Ml,?) = Ext

résultat.

Lemme 3.- Dans les conditions des lemmes 1 et 2, on suppose de plus

la dimension homologique globale de mod A/£ finie et égale 3 p. Alors,

ptq+3
A

*

. + . .
pour tout A-module & droite X, Ext X,?) = ExtP q+3(JXX,J (7).

On a les suites exactes 0 = N -+ j'jxX > Xf >0 et
0~ XiZ*'X ~M~>0 o M et N sont dans mod A/E. Par le lemme 2,
+q+ +q+ +q+3,, . )
EXti a 3(Xéz?) = Exti d 3(X,?) = Exti d 3(J1]XX,?). On conclut 3 1'aide du

lemme 1.

Lemme 4.- Dans les conditions du lemme 3, si, de plus, la dimension
homologique globale de ‘mod(A,$H) est finie et égale & r, alors la dimension
homologique globale de mod A est finie et au plus égale & Sup(r,p+q+2).

C'est une conséquence directe des lemmes 3 et 1.

Si les conditions de la proposition sont remplies, q existe et
est au plus égal 3 n-1. Mais on a Eth+IC£,?) = Ext§+2(AL£l?) et, par le
lemme 1, Extz+1(£i?) = Extq+1(ij,?), d'ot 1'on tire ¢q < r. Pour obtenir
le résultat annoncé dans la proposition, il suffit d'appliquer les lemmes 1

et 4.

2.14.~ R. Rentschler a &tudié dans (24) les modules de type z,
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i. e. les modules M tels que le foncteur Hom(M,?) commute aux sommes di-
rectes. La caractérisation qu'il donne de ces modules est la suivante : un
module M est de type z si et seulement si toute suite ascendante (Mn)~ de
.sous-modules de M dont l'union est M est stationnaire. Les modules de type
fini sont les modules qui sont 34 la fois de type Z et de type au plus dénom-

brable.

2.15.- Soient A un anneau commutatif et £ un iddal idempotent

v
|

de A. Pour que £ soit de type z; il faut et il suffit que pour toute

famille infinie (Xi) d'objets non nuls de mod (A,£) , 1'injection de la

somme directe des Xi dans leur produit direct ne soit pas un isomorphisme.

Si £ est de type 2, comme Hom(E 8A £,?) = Hom(f.»’,Hom(.g,?)),
A = i:@A'iB est de type z. Comme jxjx et jx commutent aux sommes
directes et aux produits directs, il en sera de méme de jx’ d'ol 1a
condition nécessaire.

si £ n'est pas de type z, il existe une suite ascendante (In)
d'idéaux contenus dans &£, distincts de & et d'union £. Pour tout x du
produit direct des A/In et tout f de £i fx est dans la somme directe

des A/In' Donc, dans mod(Ayg), la somme directe et le produit direct des

jx(A/In) coincident.

2.16.- Si £ est un idéal idempotent de type dénombrable d'un anneau

commutatif A, pour que mod(A,£) soit une catégorie de modules sur un_anneau

(i.e. pour que & soit facteur direct de'.A),_ il faut et il suffit que, pour.

toute famille infinie d'objets non nuls de mod(A,£), 1la somme directe ét le

produit direct soient distincts.

C'est une conséquence directe de 2.15. et de (4), § 4, ex. 15.

2.17.- Voici un exemple tiré de (24). Soit I un ensemble bien ordonné

dont 1'ordinal soit le plus petit ordinal non dénombrable. Le groupe zI (z
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ensemble des entiers relatifs) ordonné lexicographicuement est totalement
_ . . I
ordonné. Soit A un anneau de valuation de groupe des ordres Z°, alors

1'idéal maximal £ de A est idempotent, de type Z et non de type fini.

2.18.- Plus généralement, soient I wun ensemble, u un casdinal
infini et (Xi) une famille d'objets d'une catégorie de Grothendieck inde:zée

sur I. 81 J est une partie de I, 1le produit direct des (Xi)i‘T s'in-
T

jecte naturellement dans le produit direct des (Xi)i On note u(l)

el”’

1'ensemble des parties de I de cardinal strictement inférieur 3 u. C'est

Xi 1'union filtrante des ' ‘ Xi pour
1eJ

J décrivant u(I). Si u est le cardinal dénombrable, on retrouve la somme

u
un ensemble filtrant. On notera i?l

u
directe des Xi“ Dans le cas des modules, 591 Xi est 1'ensemble des é&léments
ie
du produit direct des Xi de supports de puissances strictement inférieures
a u.

2.19.~ LEMME.- Pour qu'un module M sur un anneau solt de type fini,

il faut et 11 suffit que, pour toute famille (Xi) de modules et pour tout
u u
cardinal infini u, on ait un isomorphisme i?I Hom(M,Xi) = Hom(M,i?“ Xi)'

La condition nécegsalre =2st une conséquence de [.13.

Inversement, ralsonnons D«r 1'absurde. Soit (ei) un systéme

iel

générateur de M de plus petit carvdinal possible u et supposons u infini.

n
rr

On prend sur 1 wun bon ordre d'ordinal minimum. Pour tout 1 de I, M. e
le sous—module de M engendré par les e:vj (j £ 1). Ecrivons gue

3 , } o u \ . _ ,
.9 HomaH,M/Mi} = Hsm(Mgi?I M/Mi). L'applicatior £ de M dang le produit
dirvect des M/Mi déduite des surjections canoniques £, de M sur M/M,

u

prend ses valeurs dans i?l M/Mi’ car, pour tout x de M, 1l existe 1

»

tel que fk(x) = ¢ pour k 3z i. Il existe donc J dans u{l} tel gue,
pour tout =x de M, fi(x) = 0 pour tout 14J. Comme J # [, il existe

i tel que M =M, ce qul contredit le caractévre minimum de u.
i

2.20.~ COROLLAIRE. - Soient A un anneau commutatif et & un idéal
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idempotent de A. Pour que mod(A,£) soit une catégorie de modules sur un

anneau, 11 faut et i1l suffit que, pour toute famille infinie (Xi)iel d'objets

non nuls de mod(A,£) et pour tout cardinal u au plus égal au cardinal de I,

N u ° 3 o
1'injection de i?I Xi dans 1 X. ne soit pas un isomorphisme.
iel




CHAPITRE 111

PASSAGE DU LOCAL AU GLOBAL DANS LES CATEGORIES MODULAIRES COMMUTATIVES.

3.1.- On aura & considérer la situation suivante : A est un anneau
unitaire commutatif, U un ouvert de Spec A, C 1la sous-catégorie locali-
sante de mod A des modules M tels que M™/U =0, o M  est le (Spec -A,AV)~
module quasi-cohérent associé & 'M (17), mod AY/U 1la catégorie des' A™/U

. _ : ® .. .
quasi-cohérents. Le foncteur k  qui 3 M de mod A associe MY/U dans

~ . *® . . L E
mod AM/U admet C pour noyau, donc se factorise en k = ij od j est le
foncteur canonique de mod A vers mod A/C et 1 un foncteur fidéle de

mod A/C vers mod A¥/U. Les foncteurs k= et i ont pour adjoints 3 droite

14

les foncteurs I : X~ F(U,X) et jxr, cela car r prend ses valeurs dans

la catégorie des modules C-fermés.

On dira que l'ouvert U de Spec A est de type (Q) (resp. (R))

si le foncteur i est pleinement fidéle (resp. est une équivalence). Pour que
i soit pleinement fidéle, il faut et il suffit que j*r i soit isomorphe
au foncteur identique de mod A/C, 1i.e. que pour tout module M de mod A,

le morphisme canonique de jxij dans T(U,M™) soit un isomorphisme.

En vertu d'un théoréme de Grothendieck ((17), th. 1.4.1), tout ouvert

quasi-compact de Spec A est de type (R).

L'ouvert U peut étre défini comme 1'ensemble des idéaux premiers

de A ne contenant pas un certain idéal I de A. Si (eu)u€K est un sys-—

téme générateur de I, h décrivant l'ensemble des applications de K dans

1'ensemble des entiers positifs, les idéaux 1. admettant pour systéme géné~

h
h(u)

rateur les (e est un systéme générateur de I, h décrivant 1l'en-

)

ugkK

semble des applications de K dans l'ensemble des entiers positifs, les idéaux

1 admettant pour systéme générateur les

h(u)
h (eu )

forment une partie
uek :

¢ofinale de 1'ensemble topologisant idempotent d'idéaux de A associé 3 la

sous—catégorie localisante C de mod A.



ITI.

3.2.- Un ouvert U de Spec A est de type E si, pour toute
sulte ascendante (Un) d'ouverts contenus dans U et d'union U, 11
existe n tel que U = Un. S1 I est un idéal de type z (24), 1'ouvert

défini par I est de type Za

Tout ouvert de type X est de type (R).

Soit U un ouvert de type z de Spec A dé&fini par un idéal I
de A. Pour tout f de I, D(f) est l'ouvert affine, contenu dans U, des
idéaux premiers de A mne contenant pas £f. Soit X un AY/U-module quasi-

cohérent. On aura, f et g décrivant 1'idéal I,

r(D(£),X).L
. ~
I U,X) = lim( r(o(fg),X))
“— r(d(g),X)

11 suffit de prouver que le localisé& en f de r(U,X) est p(D(),X).

Noyau du morphisme T(U,X) - T (D(f),X). Soit (xg) un &lément

de ce noyau. On a donc X = 0. Pour tout g de I, 1'image ng de xg
n_.
£ & x =0. Pour

g

tout entier n, 1'ensemble In des g tels que £ xg = 0 est un idéal.

dans T (D(fg),X) est nulle. D'ol un entier ng tel que

En effet, s1i a et b sont dans A et si £ Xg = f X = 0, D(ag+fh)

est contenu dans 1'union de D(g) et de D(h), donc £ x 0. Soit

ag+bh

Un 1'ouvert de Spec A des idéaux premiers mne contenant pas In’ comme I

est union des In, U est l'union des Un’ d'oi n tel que U = Un. En

remplagant I par In, pour tout g de I, £" Xg = 0, donc fn(xg)g = 0.

Image du morphisme T (U,X) - T (D(f),X). On se donne un &lément

de [U(D(f),X) et un systéme générateur (eu)ugK. de I. Pour tout u, -
n

. . . _ cu
il existe X, dans r(D(eu),X) et un entier n tels que xu/I = f xf/I

Xg

dans le module r(D(feu),X), Comme U est de type z, 1l existe un entier

n et une partie H de K tels que 1'idéal 1I' de systéme générateur

(e ) - définisse le méme ouvert U et que pour tout u de H on ait
u’u .

2
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xu/l = £° xf/l dans le module P(D(feu),X). Pour tout couple (u,v) de
HxH, 1l existe un entier mu,v tel que, dans le module P(D(euev):X) on
ait fmu’v(xu/l - xv/l) = 0. Comme 1'idé&al I'2 définit le méme ouvert U
et coome U est de type 2, il existe une partie L de HxH et un entier
m tels que. l'idéal J engendré par les e, evs I'(u,v) décrivant L, dé&fi-
. nisse le méme ouvert U et que, pour tout couple (u,v) de L, on ait

m

'8 ité m - = =
1'égalité f (xu/l xv/l) 0 dans P(D(euev),X). Posant Yy f X

on définit ainsi un &lément du module

[ (D(e ),X)
1im WS p (e e ),X))
(G5 V)eL T (D(ev),X)/ i

Or il est facile de vérifier que cette limite projective est [ (U,X). D'oi
. +
un élément de [ (U,X) dont 1l'image dans [ (D(f),X) est fm n Xee

Cette démonstration est calquée sur celle du théoréme 1.4.1 de (17).

3.3.- Soit I wun idéal de A dé&finissant un ouvert U de Spec A
(ensemble des id&aux premier ne contenant pas I). Avec les notations de
(3.1), F é&tant 1l'ensemble topologisant idempotent d'id&aux correspondant
d la sous-catégorie localisante C associée 3 U, on dira que 1'idéal I

contient fortement 1'idéal TI' (ou que I' est fortement.goantenu dans I)

si I' est contenu dans tous les idéaux de F. Dans ces conditions, si U'
est 1l'ouvert défini par I', on dira que U contient fortement U' ou que

U' est fortement contenu dans U. Si on a un systéme géndrateur (eu)uaK
de I, pour toute application h de K dans l'ensemble N des entiers

‘ o e v 3z < hZU} N décrit K
positifs, on note Ih 1'idéal engendré par les e, 7 ot u  déecri .

Pl revient au méme de dire que I' est contenu dans tous les Ih.

3.4,.~ PROPQSITION. = Soit 13 1'union d'une suite croissante d'idéaux

In de type (R). 8Si, pour tout n, In+1 contient fortement In’ alors £

est de type (R).

L'idéal £ est nécessairement idempotent. La démonstration est cal-

quée sur celle de la proposition 2 de (14). Pour tout n, on note (ein)ingkh
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un systéme générateur de In. Soient U-n 1'ouvert de Spec A défini par In’

Cn lTa sous-catégorie localisante de mod A des modules M tels que M"’/Un

L]
o

U 1l'ouvert défini par £, C 1la sous-catégorie localisante de mod A des M
tels que M™U = 0. Alors U est l'union des U et C 1'intersection des
Cn. Soit X wun AM/U-module quasi-cohérent. Comme les Un sont de type (R),
pour m 3 n, (U ,X) est le C -fermé de T(U ,X).
n n m
I1 suffit de prouver que F(Un,X) est le Cn—fermé de

T(U,X) = lim F(Um,X).

Noyau du morphisme T(U,X) ~> F(Un,X).

On a TI'(U,X) = 1lim F(Um,X). Soit (ym) =y un élément du noyau

(i.e. Yy = 0). Si N est 1l'ensemble des entiers positifs, on peut déterminer
i, o5l
. . +p—
de proche en proche des applications h : Kn-+ N et h©" n+p-l
. o . . .
Kn+p -+ N, 1k décrivant Kn+k’ telles que l'on ait
in""’in+p—l in
h (1n+p) h (ln+]) h(ln) )
e ce. €, e. v = 0.
1n+p 14 1 n+p+l
. . iyl _
hln:---,ln+k_1 LB n+k ](in+k
On note In+k 1'idéal engendré par les éléments e
‘ n+k

Par hypothése, e, appartient au produit de ces idéaux, k variant de 1

-~

3 p. On a donc

h{(i )+1
e " y = 0,
i +p+
1 n+p+1
solt encore :
h(i )+1
e n =0
i y
n

Le noyau de ce morphisme est donc bien dans Cn

Image du morphisme Tr(U,X) > I'(U_,X).

On. note fm le morphisme T(U

m+1’X) +-F(Um,X) et g le morphisme

de TI'(U,X) dans F(Um,x). On peut de proche en proche trouver des &léments
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i ,.00.,1

X) et des applications h n P ge K

Z, . dans T(U ntp+l

isees
n’ n+p

dans N et une application h : Kn + N, tout cela lorsqu'on s'est donné

n+p+1’

initialement un &lément =z de F(Un,X), tels que :

i ,.00.,1
n + .
h RLAE )
n+p+l
f . +1(z. 5 ) = e, . i
P T’ tnep+l n+p+l T’ tnep
£ (z. ) = eh(ln)
n i i e
n n

Mais, par hypothése, on peut écrire :

1,000,

i
E h " P (4 +
e = a e (1n+p+1) 1

n+p ln+p+] ln, v ooy ln+p+] ln+p+]

On pose alors :

in""’in+p
. 1 o+
Vi ,ntp+l 23 g e 3 i e? Cope))”! 2y i
n?™*P T’ e+l n’" "’ Tn+ptl  Tntp+l n’" "’ Tn+p T
On voit alors que 1'élément vy, = (y, ) de T1(U,X) vérifie
1 1 ’m m
n n :
bien 1'égalité
h(i )+1
g (y.)=e, " z
n -1 L
n n

Donc le quotient I‘(Un,X)/Imgn est bien dans Cn

3.5.— DEFINITIONS. - Soit 53 un idéal idempotent d'un anneau commu~ >

tatif A. On définit les bifoncteurs

Hom : (X,Y) dans mod(A,£)° x mod(A,£) - jX(HomA(jxX,jXY) dans mod(A,D)
@i : (X,Y) dans mod(A,£) x mod(A,£) - jx(j'X @A i,Y) dans mod (A,£) .

Ces bifoncteurs n'ont pas un caractére intrinséque, mais dépendent du choix

d'une classe d'isomorphL ¢ de générateurs commutatifs de mod(A,£). Cependant,

i1ls domnent lieu aux notions suivantes qui, elles, sont de nature intrinséque .:

Un objet P de mod(A,$ est "projectif'" (resp. de "typeffini",
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de "présentation finie'", "plat", "injectif", etc...) si le foncteur Hom(P,?)

est exact (resp. commute aux unions filtrantes, aux limites inductives fil-
trantes, si le foncteur P ®i ? est exact, si le foncteur Hom(?,P) est

exact, etc...).

Désignons par U 1'ouvert de Spec A défini par iz(ensemble des
idéaux premiers ne contenant pas éb, Toutes les notions précédentes (sauf
celle d'objets "injectif") se conservent par passage au local et au ponctuel :
si P est un A-module tel que ij soit ''projectif'" (resp. de 'type
fini", de ''présentation finie", "plat", ...), alors, pour tout f de
et tout p de U, Pf et Pp sont des Af—module et Ap—module projectifs
(resp. de type fini, de présentation finie, plats, etc...).

Avec les notations de 3.1., le foncteur k* dé mod A vers
mod AY/U s'annule sur la sous—catégorie bilocalisante mod AL£? associée a

éz d'ol un foncteur {8 de mod(A,£) dans mod AV/U. Il est facile de

prouver le résultat suivant :

3.6.- PROPOSITION. - Si &£ est un idéal idempotent de A, les

assertions suivantes sont é&quivalentes :

(1) 1le foncteur 1 est fidéle,

de £ et pour toute

e?(l)i . est
1 igH -—

(ii) pour tout systéme générateur (ei)ieH

application h de H dans l'ensemble des entiers positifs, (

encore un systéme générateur de B, i.e. £ est fortement contenu dans lui-

méme,

(iii) si M est un A-module, pour que ij soit '"plat", il faut

et il suffit que, pour tout p de U, Mp soit un Ap—module plat,

(iv) si M' > M > M' ont une suite de A-modules, pour que la suite

% . . . . . .
de mod(A,B) MY JXM - JXM" soit exacte, il faut et il suffit que, pour tout

p de U, 1la suite Mﬁ - Mp > M; soit exacte.

Remarquons que 1'idéal £ de 3.4. satisfait a ces conditions, car,
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par exemple, (ii) est vérifié. Dans le cas de 3.4., le foncteur Eﬁ est une
équivalence. On dira que 39 vérifie (P) (resp. (Q), (R)) si ££2 est
fidéle (resp. pleinement fidéle, est une &quivalence).

Une condition (E) relative d un idéal idempotent est dife stable

par extensions (resp. sommes finiles, unions filtrantes) si, i3 et i} étant

deux idéaux idempotents de A, £ contenant i}, lorsque £ et 1'idéal
£%£' de A/£} vérifient (E), alors £ vérifie (E) (resp.isi i% et i%
sont deux idéaux idempotents vérifiant (E), alors i% + i% vérifie (E),
resp. si (fi) est une famille filtrante d'idéaux idempotents vérifiant (E),
alor; 1'union £ des £i vérifie (E)).

On dira qu'un i1déal idempotent i3 vérifie (PF) (resp. (TF)) si
1'agsertion sulvante est vrale : pour tout A-module M, ij est de ''pré-
sentation finie" (resp. de '"type fini") si et seulement si, pour tout f

de i: Mf est un Af—module de présentation finie (resp. de type fini).

3.7.- PROPOSITION. - Soit un A-module M. Pour que j M soit de

"type fini'", 1l faut et 11 suffit que pour tout 1déal de type fini I contenu

dans 'il IM soit contenu dans un certain sous-module de type fini de M.

Condition nécessaire.— Le module M est union filtrante de ses

sous—modules de type fini Mio On doit exprimer que la fl&che canonique. ¢
de 1lim Hom(j'ij,Mi) dans Hom(j'jXM,M) est un C-isomorphisme, avec
C = mod A/F. Pour tout f de f; le produit par f de la fléche canonique

de j,jXM dans M doit se trouver dans Im ¢.

Donc, pour tout f de 4£l ££M doit @tre contenu dans 1'un des
Mia Donc pour tout idéal de type fini I contenu dans éz il existe un sous-
module Mi de type fini contenant M.  On conclut en remarquant que pour
tout idéal de type fini I contenu dans ii il existe un idéal J de type

.. 2 ,
fini contenu dans 38 tel que J contlenne 1.

Condition suffisante.- La remarque précédente permet d'affirmer que

7
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si M posséde cette propriété, £M 1la possdéde aussi. Supposons que dans
mod(A£), X soit union filtrante de sous-objets Xi' Soit b 1le foncteur
qui, 3 X de mod(A,B) associe Im(j!X —>jXX) dans mod A. On voit que bX
est union filtrante des in et que Hom(ij,X) = Hom@M,bX). Si u est
dans Hom(fM,bX) et f dans £, f£M est contenu dans un sous-module de
type fini de #£M, donc fu prend ses valeurs dans 1'un des in. Donc le

morphisme canonique lim Hom(fM,bX’i")' - Hom@QM,bX) est un C-isomorphisme.

© 3.8.- LEMME. - Les conditions (P), (Q) et (R) sont stables

par unions filtrantes.

Il est trivial que (P) est stable par unions filtrantes.

Soient (ﬁu) une famille filtrante d'idéaux idempotents de A
vérifiant (Q) et £ 1'union des ,ﬂu On a, avec des notations &videntes,
U =UUu et £ @A£= 1-—1—H>1.£u GA%. Si M est un A-module, T'(U,M™) =
lim P (UM ) et jxj"M = HomE 8, £ = lin Homgé’u e, £U,M) = lim juxjiM.
Si les £u vérifient (Q), on a juxj§M= TQU LMY, dlod T(UMY) = § 5

et .'g vérifie bien (Q).

Supposons que les gu vérifient (R). Pour tout u, on note iu

(au lieu de i£) le foncteur canonique d'équivalence de mod(A,.,gu) avec

u
.~1 . .
mod A™/U , i son quasi-inverse, h* le foncteur canonique de mod(A,f)
u’ u u

. N 3% . e
vers mod(A,ﬁu), hu' sonaljoint & gauche, fu le foncteur de restriction
. . *®
a Uu de mod A™/U vers mod A"/Uu. Si v < u, on note h le foncteur
b

canonique de mod(A,,{’u) vers mod(A,f,’V) et hu g1 son adjoint & gauche.

On note 1 (au lieu de i£) le foncteur canonique de mod(A,8) vers

mod AU, pleinement fidéle d'apr&s ce qui précéde.

Soit X wun objet de mod(A¥/U). Si v <u, ona i  f X-=
7! oe® X, d'ol un morphisme canonique de h il og® dans h ! £,
u,v u u v v v ul-

Pour prouver que 4§ vérifie (R), on va montrer que i(lim h 'i—]fx X) est
—~—% ul'uu

isomorphe & X, 1i.e. que pour tout v les restrictions de ces deux AT/U-
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modules & U  sont les mémes. Pour tout v, 1'ensemble des u supérieurs
v

a4 v est une partie cofinale de 1'ensemble de tous les u, on a donc

£ i(liph i £5%) =i bSLip h i £F %) =i (lig b _ i fF %) = £5 X,
v > u vV > ulu u vV T ou,v u u A\

uzv uzv uzv

3.9.- COROLLAIRE. - Soit 1: un 1déal idempotent de A vérifiant

la condition (S) suilvante :

(S) Pour tout £ de £, il existe un idéal de type fini I contenu

dans 4 tel que f soit dans toutes les puissances de 1I.

Alors £ vérifie la condition (R).

En effet, si j? vérifie (S), 1l est union filtrante d'idéaux
idempotents de type dénombrable vérifiant (S). Il suffit d'appliquer 3.4.

et 3.8.

3.10.— PROPOSITION. - La condition (S) implique la condition (TF)

de 3.6. Ces deux conditions sont &quivalentes si & est de type dénombrable.

Supposons (S) vérifiée. Soit M un A-module tel que, pour tout
f de jg, Mf soit un Af—module de type fini. Soit I wun id&al de type fini
contenu dans #£. Par (S), il existe un idéal J de type fini contenu dans
£ et contenant fortement I (3.3). Il existe un sous-module de type fini M'
de M tel que, pour tout x de M, 1l existe un entier n tel que J" x
soit contenu dans M'. Alors IM est contenu dans M' et, par 3.7.,

ij est de "type fini".

Inversement, supposons i? de type dénpgmbrable, union d'une suite
crolssante (In) d'idéaux de type fini. Si (S) n'est pas vérifiée, il
existe f dans ég et une suite d'entiers (hn) telle que f ne soit contenu
dans aucun des I:n, Soit M 1la somme directe des A/I:n. Pour tout g de
fz il existe un rang 3 partir du quel les In contiennent tous g. Donc,

pour tout g de iz Mg est un Ag—module de type fini. Si (TF) était

vérifiée, par 3.7., fM devrait étre contenu dans un sous-module de type fini

de M, 1il devrait exister un rang & partir duquel les I B contiendraient
n
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tous f. Cela est contraire & ce qu'on a supposé. Donc 38 vérifie (S).

3.11.- PROPOSITION. - La condition (R) implique la condition (PF)

de 3.6. Ces deux conditions sont équivalentes 3 (S) si 32 est de type dé-

nombrable.

La deuxiéme partie de cette proposition se voit comme dans 3.10. On
retrouve ainsi plus simplement la proposition 3 de (14).

Supposons que ;E vérifie (R). Soit M un A-module vérifiant

*®

3, M =M et tel que, pour tout f de <£1 Mg soit un A_-module de pré-

f
sentation finie. Par (4), § 2, n° 7, Prop. 19, si P est un A-module, le
faisceau défini sur U quili 3 1l'ouvert D(f) de U associe Hom(M,Pf) =

= Hom(Mf,Pf) est quasi-cohérent. Par (R), on a donc Hom(M,P)f = Hom(Mf,Pf)
pour tout A-module P et tout f de ;9. Supposons avoir P =.li§ Pi dans
mod A. D'apré&s ce qui précéde, le morphisme canonique EEE Hom(M,Pi) - Hom(M,P)

se localise pour tout f de ‘f? en un isomorphisme, c'est donc un C-isomor-

phisme (C = mod A/£), donc ij est de "présentation finie", d'oli (PF).

3.12.- On considére maintenant un ouvert U. de Spec A, wunion d'une
suite croissante d'ouverts (Un) de type (Q) 3.1. de Spec A. On va chercher
une condition nécessaire pour que U soit lui aussi de type (Q). On ne
suppose pas U défini par un idéal idempotent.

Pour tout n, Cn est la sous—-catégorie localisante de mod A des
M tels que M"’/Un = 0, In un idéal définissant Un (i.e. tel que Un soit

1'ensemble des idéaux premiers ne contenant pas In), (ei )i c g um systéme
n'n n

générateur de I, C la sous-catégorie localisante de mod A des modules M

tels que M™/U = 0, jX le foncteur canonique de mod A vers mod A/C, jx

son adjoint & droite. Alors C est intersection des Cn. On suppose que pour

tout n, le foncteur canonique mod A/Cn -+ mod A"VUn(resp. mod A/C ~ mod A™/U)

est pleinement fidéle, i.e. pour tout module M, le Cn—fermé (resp. le C-fermé)

de M est F(Un,M”) (resp. T(U,M™).

10
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Pour tout module M, on note u 1'application canonique de M
vers P(Un,M“O et Nn = ker u_ - Fixons un entier n et, pour tout p,

choisissons X dans N . I1 est facile de vérifier que les
n+p n+p

un+p(xn+'°'+xn+p) définissent un élément de T(U,M ) = lim T(Un+p,M”) et

que cet élément est dans le noyau de 1'application canonique de T(U,MV) dans
F(Un,M“), : +par hypothése, ce noyau est dans Cn, il existe une application
hn de Kn dans l'ensemble N des entiers positifs telle que, pour tout in

de Kn et tout entier positif p, on ait

hn(in)
. u X +to..+X =0
el n+p( n n+p)
n
soit encore :
h (i)
et P (x +...+x ) e N
1 n n+p n+p
n
Mais comme N est dans C , on a le résultat suivant : pour tout n,
n+p n+p

il existe une application hn : Kn »~WN telle que, pour tout p, 1l existe

. . . , .
une application kn+p~' Kn+p >N telle que 1'on ait
k (1. ) h (i)
ein+p n+p” om0 (Xn+"‘+xn+ ) =0
n+p tn P
. &n
Pour tout m, on choisit une application g ¢ Km +IN et on désigne par Im
g (1)

1'idéal engendré par les eim m s im parcourant Km° On prend pour M la

g m

la somme directe des A/Iﬁg, m parcourant N. On note X 1'image de | par

1'application ci-dessous
By ‘ l En
A ——s AT —_ M = A/T R
m: m m

Si on applique ce qui précéde, on obtient le résultat suivant
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Pour tout systéme d'applications g, ¢ Km -~ N, pour tout entier nu,

il existe une application hn : Kn -+ N telle que, pour tout entier p, il

existe une application kn+p : K.n+p + N telle que, pour tout 1n+p de Kn+p’
on ait
k (1) h (i) g
e,n+p n+p e n € //—\\ I i+q
tn+p *n Osqsp 4
3.13.- EXEMPLE. - Soient K un corps commutatif, A 1'anneau de
polyndmes 3 une infinité dénombrable d'indéterminées A = K[X seossX ,...], U
1 n

1l'ouvert de Spec A des idéaux premiers ne contenant pas 1'idéal engendré par

X

1"°"Xn"°' Alors U n'est pas de type (Q).

Si U était de type (Q), par 3.12., pour tout n, il existerait
h tel que, pour tout p, il existerait k tel que, pour tout ¢ compris
k

h . veors , - q q .
entre O et p, Xn+p Xn soit dans 1'idéal engendré par X]""’Xn+q' Si on

prend h < q < p, on aurait

k h _ q q
n+tp ‘n Al X1 Toeee ¥ An+q Xn+q

Si, dans 1'égalité précédente, on fait Xi =0 pour i#n et i # n+p, on

aurait Xk = A )8_h, ce qui est impossible.
n+p n n

3.14.~ PROPOSITION. - Soient i} un idéal idempotent de A vérifiant

la condition (P) de 3.6., U 1l'ouvert de Spec A défini par £ on suppose

que U est union d'une suite croissante d'ouverts (Un) de type £(3.2.).

——

Pour que U soit de type (Q), il faut et il suffit que la condition

(Sz) suivante soit satisfaite

(S£) Pour tout ouvert U' de type I contenu dans U, il existe un

ouvert de type Y contenu dans U et contenant fortement TU' .

Dans ce cas, U est de type (R).
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Sans aucune hypothése de dénombrabilité sur U, par 3.2., 3.4. et 3.8., la

condition (SI) implique (R), donc (Q).

Llemme.- Si, pour tout £ de iz 1'ouvert D(f) est fortement

contenu dans 1'un des Un’ alors (Sy) est satisfaite.

Soient U' un ouvert de type X contenu dans U, U; le plus
grand ouvert fortement contenu dans Un et contenu dans U'(U; est 1'union
des D(f) contenus dans U' et fortement contenus dans Un). L'hypothése
faite implique que U' est union des U; ; étant de type I, 1l est égal

d 1'un des U;, donc est fortement contenu dans 1l'un des Un’ d'od (89).

Reprenant le résultat et les notations de 3.12., on note In un

idéal contenu dans & définissant U, (e, ).
n ln 1n e Kn

de In. On suppose que les In forment une suite croissante d'idéaux d'union

un systéme générateur

il de sorte que, si K est l'union des Kn’ (e.)

. est un systéme géné-
1“1 e K ¥ &

rateur de &. Le résultat de 3.12. est le suivant : pour tout systéme d'ap~
plications gy ¢ Km + N, pour tout entier n, il existe une applicatidn

hn : Kn + N telle que, pour tout entier p, 1l existe une application

kn+p »~ N telle que, pour tout 1n+p de Kn+p’ on ait
. h (i
ekn+p(ln+p) . n(ln) (,*\\ Ign+q
. . € +
Tn+p "n Ocqep 0
. n+p
On fixe n et g¢g. Pour tout p > g, on a Kn+p —s N telle que
hn kn+ (in+ ) En+
In e P P solit contenu dans In+ 9, En vertu de la condition (P), 1les
n+p . 4
k (1 )
P n+p " Tn+p . - P
éléments de la forme e, pour p > g, constltuent un systéme géné-
n+p
- » L gn+q
rateur de £, done ,£3 I est contenu dans 1'idéal In+q .
n

' . . ' . . . N
En changeant 1'application hn en 1'application i€ Kn - hn(ln) 1 ¢ N,

on obtient le résultat suivant : pour tout mn, 1l existe une application
h

h : K - telle que I % soit contenu dans 1'intersection des T
n n n

&g
ntq * @
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parcourant [N.

Si (SI) n'est pas satisfaite, on peut choisir les g telles

g
qu'un certain &lément f de £ ne soit dans aucun des I ™. Si n décrit
h (i) "
IN et i décrit K, les e.™ ™ d'aprés (P)) forment un systéme géné-
n n i
rateur de iz donc on a
5 h (i)
n ' n

g
. . . e - . m .
Si on choisit m supérieur &4 r, on voit que f est dans Im ce qui est

contraire 3 ce qu'on a supposé.

3.15.- COROLLAIRE. - Si Jg est un idéal idempotent de type dénom-

brable, les conditions (Q), (R), (S), (TF) et (PF) sont équivalentes.

3.16.~- Le résultat précédent montre 1'équivalence d'une série de
propriétés de passage du local au global dans les catégories modulaires commu-
tatives mod(A,£) lorsque £ est de type dénombrable. Dans cet ordre d'idées,
on a encore le résultat suivant

Si ig est union d'une suite croissante d'id@aux monogénes, alors

(S) est équivalente 3 la condition (PRI1) suivante :

(PR1) Pour tout A-module M, ij est "projectif de rang 1" si et

seulement si, pour tout £ de !3 Mf est un Af-module projectif de rang 1.

I1 est facile de voir que (R) implique (PR1) sans hypothése sur L
. P . L H .
Supposons que A soit C-fermé, i.e. que 1,3 A=A et que i? soit
union de la suite croissante (Aen) d'id&aux monogénes. Si <£3 ne vérifie pas
(8), il existe f dans _£ et une suite (hn) d'entiers tels que f ne soit

h

dans aucun des Ae . On considére le module M = lim(t : A > A) ol ¢t
, n h " n n

est 1'homothétie de rapport enn. Alors M est localement projectif de rang 1.

Si (PR1) &tait vraie, on aurait Hom(ij,ij) 8. M = jXA, i.e. le morphisme

canonique suivant ¢ : HomA(M,A) @A M » A serait tel que Im ¢ contienne jz
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Par définition de M, un élément de HomA(M,A) est une suite x' = (x;)
h
d'éléments de A telle que enn x;+1 = xé. Comme fe Im ¢, on a une famille

finie d'éléments x'' de HomA(M,A) et une famille x' d'éléments de M

telles que £ = ix'l(xl)o Soit 5 l'application de A dans M telle que

s t =s . Il existe n et des x dans A tels que x' = s (xl) pour
n n n n

tout 1. On a donc

h
ce qui contredit 1'hypoth&se selon laquelle f mne serait pas dans Aenn.
3.17.— I1 semble difficile de trouver des caractérisations des
conditions (Q) et (R) sans hypothéses de dénombrabilité sur £. Donnons
sans démonstration le résultat suivant

Les conditions (P), (Q) et (R) sont stables par extensions 3.6.

Cela étant, soit 39 un 1dé&al vérifiant (P). On fait la construc-
tion suivante : Sy (@) est 1'ensemble des f de £ tels qu'il existe une
tsuite ascendante In d'idéaux:. contenus dans ii contenant f et fortement
contenus les uns dans les autres, tels que les ouverts Un de Spec A qu'ils
définissent soient de type 2. Alors Sz(#) est idempotent et vérifie (SZ).
Par récurrence transfinie, si u est un ordinal de suivant u+l, SZu+l(£D
est l'image réciproque de sz@/s: " (@) par la surjection de A sur
A/SZqu), si u est ordinal limite, SZUQS) est 1l'union des SZV(L) pour
v < u. Notant &£' 1'union des SZUQB), si £=4£, alors (R) est vérifige.
Remarquons que cette"amélioration'" des résultats précédents est illusoire dans

le cas dénombrable, ce qui est aprés tout assez curieux.

3.18.- PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont &quivalentes

(1) pour tout X de mod(A,ﬂ), (j|X)N est 1somorphe au prolon-

gement par zéro (11) EE A™/U-module %Q(X),
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(ii) pour tout (Spec A,A")-module M, non nécessairement quasi-

cohérent, on a T(U,M) = jX I'(Spec AM) = HomA(ilf(Spec AM)),
%

(iii) 1'idéal £ est trace d'un A-module projectif.

Si ces conditions sont remplies, i? vérifie (8).

Dans la catégorie des (Spec A,AV)-modules non nécessairement
quasi-cohérents, le prolongement par zéroc est adjoint & gauche du foncteuf
de restriction 3 U. L'Equivalence de (i) et (ii) se voit facilement
par adjonction. Soit AU le prolonge par zéro de AY/U. Si M est un
A-module, le prolongement par zéro de MY/U est AU @ M . D'autre part,
on a aussi (j!ij)N = (A~ oM™ Pour que (1) soit vraie, il faut et
il suffit que AU = ("A)Y, i.e. que pour tout p de Spec A, les fibres

(AU)p et (TA) solent isomorphes. Elles sont d&ja toutes deux isomorphes

3 Ap pour tout p de U. Denc (i) signifie que pour tout p ¢ U, i.e.

contenant 'il 4£% 0. 11 suffit d'appliquer 2.8.

Enfin, si £ est un idéal pur de A, pour tout idéal I de type
fini contenu dans £, il existe e dans £ tel que pour tout f de I

on ait ef = £f. Donc (8) est vérifide.

3.19.- COROLLAIRE. — Dans les conditions précédentes, pour tout

A-module M, on a un isomorphisme canonique de Hn(U,M“? avec Extz(éiM).

Ce résultat est du & R. Bkouche (Parties agréables d'un spectre
d'anneau, géométrie pure et molesse. A paraitre). On donne ici une démonstra-
tion différente.

Par (ii) de 3.18., le foncteur I (U,?), défini sur la catégorie
des (Spec A,AY)-modules non nécessairement quasi-cohdrents, est le composé
de HomA(fZ?) et de T (Spec A,?). Or ce dernier foncteur a un adjoint a

gauche fidéle (pleinement) et exact, donc il transforme les objets injectifs

16

en des A-modules injectifs. Donc, pour tout (Spec A,AV)-module F non néces-
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sairement quasi-coh&rent, il existe une sulte spectrale de premier terme

Eg’q = Exti‘;gHg(Spec A,F)) convergeant vers H'(U,F). Si F est de la

forme MV, ot M est un A-module, P29 =

9 0 pour q > O, d'ol le résultat.

3.20.- EXEMPLES. -

1) Soit A un anneau dont 1l'ensemble des idéaux est totalement

ordonné par inclusion, par exemple un anneau de valuation. Tout ouvert de

Spec A est, soit affine, soit correspondant & un idéal idempotent j? véri-

fiant la condition (S).

Comme les idéaux de type fini de A sont monogénes, les ouverts
quasi-compacts de Spec A sont affines, de la forme D(f). Si U est un
ouvert non quasi-compact de Spec A, 11 est 1'ensemble des 1idéaux preﬁiérs
contenus dans un idéal I de A. Soit .5 1'union des idé&aux premiers qui
sont éléments de U, alors 33 est un idésl premiero Si ige U, ig serait
strictement contenu dans I, mnotant Af un id&al monogéne compris entre dg
et I, on aurait U = D(f) ce qul n'est pas. Donc i:itLL Soient fed
et pe U tel que fe p ;3 soit g un élément de f? non situé dans p.

Alors Af est contenu dans toutes les puissances de Ag, d'ol la condition

(8). Il est aussi clair que £ n'est pas pur dans A.

2) Soient X un espace topologique compact et B 1'anneau des
fonctions numériques réelles continues définies sur X (Cf. (4), § 2, ex. 15
et (33)). Alors X s'identifie au spectre maximal de B et 1'idéal des
fonctions nulles sur un voisinage variable d'un point x de X est pur.
Notins A le quotient de B par cet idéal et soit ig 1'idéal des germes
aes fonctions nulles en x. Alors & est un idéal idempotent de A vérifiant
(S) (en général non pur). En effet, si f ¢ i% on voit que 1/Log [fl. est

dans £ et que f est multiple de toutes les puissances de 1/Log |f].

3.21.- Concernant les “injectifs" de mod(A,£), signalons le résultat
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suivant :

Soit £ un idéal idempotent d'un anneau commutatif A. Les notations

- . - . < 3 .
étant toujours les mémes, soit I un module C-fermé tel que j I soit

"injectif". S'il existe f dans 33 tel que 1'homothétie £f_ de rapport f

I

de I dans lui-méme soit injective (g&.e. si j? n'est pas contenu dans 1'union

- 7

des idEaux premiers appartenant a4 1'assassin de I (21)), alors I est un A-module

injectif.
Soit 1 wune injection de I dans son enveloppe injective J. Il

existe une application injective S¢ de J wvers 1 telle que fI = s¢ i.

Si fJ est 1'homothétie de rapport f de J dans lui-méme, on a (i sf-fJ)i = 0.

Donc, si t est la surjection de J sur J/I, on a une application u de

J/I vers J telle que i sf—fJ = ut. Donc sgut =0, d'oi u =0 et

isf = fJ. Comme fJ est injective et comme J est injectif, f. est

bijective, donc 1 est un isomorphisme. L' "injectivité" de j I a &té

utilisée pour affirmer 1'existence de S



CHAPITRE IV

DUALE D'UNE CATEGORIE DE GROTHENDIECK.

4.1.— DEFINITION, - Un prétopos abélien ou pré-AB 5-catégorie (30) est

une petite catégorie abé&lienne satisfaisant i 1'axiome suivant ':

ab 5 — L'ensemble des sous-objets d'un objet est fortement réticulé et,
pour tout sous-objet Y et toute Famille filtrante croissante (Xi) de sous-

objets d'un objet X, on a : Sup(XgﬁY) = (Sup XiY\Y,

4.2,—8o0it C wun prétopos abélien. On désigne par C~ 1la catégorie
des foncteurs F ‘contravariants additifs de C dans la catégorie Ab des
groupes abéliens, transformant conoyaux en noyaux et satisfaisant & la propriété
suivante : pour tout objet X de C et toute famille filtrante croissante (Xi)
de sous-objets de X d'union X, FX = liE-FXi . Dans (30), chap. 1, § 6, corollaire
de la définition 9, il est prouvé que C™ est une catégorie de Grothendieck satis-
faisant 3 la propriété suivante : tout foncteur de C dans une catégorie de
Grothendieck D, exact i droite et commutant aux unions filtrantes de C se prolonge
de manidre unique en un foncteur de C™ dans D commutant aux limites inductives
de C¥. En fait, C~ est la catégorie des faisceaux abéliens de C muni de sa
Ab—topoiogie canonique (30). L'injection de C: dans C~, qui 3 X de C associe
le foncteur Homc(?,X), est pleiﬁement fidéle, exacte, commute aux 1%mites projec-—
ti&es représentables de C et aux unions filtrantes de C. Contrairement & ce qui
est affirmé dans (15), 1'injection de C dans CV ne commute pas toujours aux
limites inductives représentables de C : U. Oberst m'a indiqué par exemple que si
C est la catégorie des groupes abéliens de type fini, C™ est la catégorie de
tous les groupes abéliéns, mais 1l'injection de C dans C™ ne commute pas aux

limites inductives représentables de C; ainsi si <Xi) est le systéme filtrant

des sous—groupes de type fini du groupe additif des rationnels @, dans ¢

lim X, = 0 et dans CV 1im X, = Q.
—_— 1 —_— 1
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Inversement, si D est une catégorie de Grothendieck, un prétopos de
D est une petite sous—catégorie pleince C de D, stable par sous-objets,
quotients, sommes directes finies et telle que C™ =D, i,e.formant un systdme
générateur de D. Si D satisfait & l'axiome AB 6 (16), 11 existe un plus
petit prétopes de D formé des M tels qu'il existe un monomorphisme de type

fini (28) de source M.

4.3.- La catégorie des objets C-bornologiques.

Soient D une catégorie de Grothendieck, C un prétopos de D. Une
C-bornologie sur un cbjet X de D est la donnée d'un ensemble de sous-objets
de X situés dens C, stable par sous-objets, bornes supérieures finies et

recouvrant X. Un objet C-bornologique X est la donnée d'un objet (noté encore

X) de D et d'une C-bornologie b(X). Les é&léments de b(X) sont les bornés
de X. Si X et Y sont deux objets C-bornologiques, un morphisme f de D
de X vers Y berngé si, pour tout M de b(X), £(M) est dans b(Y). On
définit ainsi la catégorie Db des objets C-bornologiques, les morphismes
étant les morphismes bornés. La C-bornologie grossiére (resp. discréte si D
vérifie AB 6) sur un objet X est celle pour laquelle les bornés sont tous les
sous-objets de X situés dans C (resp. les sous-objets de type fini de X).
Il est clair que le foncteur d'oubli de Db vers D a pour adjoint & droite

(resp. d gauche) le foncteur pleinement fidéle qui consiste & mettre sur un

objet de D sa C-bornologie grossiére (resp. discréte).
4.4.- Le théoréme de Roos-Oberst.

Soient C un prétopos abé&lien, D = C™, R un anneau unitaire,
i : M>M un foncteur de C dans la catégorie mod R des R-modules i gauche,
contravariant, exact, pleinement fidéle et transformant les unions filtrantes
représentables de C en limites projectives. Au moyen du foncteur i, on identifie
la duale ¢ de C 3 une sous—-catégorie pleine de mod R et on notera N§ 1le

dual dans C d'un objet N de €% = i(C). Une topologie linéaire sur R-module X'
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est ﬁne C-topologie si elle est séparée, compléte et si 1'ensemble ¢t(X') des
sous-modules ouverts V tels que X'/V soit dans c® est un systéme fondamental
de voisinages de 0. On note Dt la catégorie des R-modules C-topologiques,

les mofphismes étant les applications R-linéaires continues. Le théoréme de

Roos et Oberst (th. 5 de (29) et (23)) peut s'@noncer ainsi

THEOREME .- La catégorie Dt est canoniquement équivelente 3 la duale

.
de D . A l'objet X de D

M décrivant b(X) (resp. vX' = 1im(X'/V)®, V décrivant t(X")). Si X et X'

' = 14
(resp. X' de Dt) correspond uX = lim M°,

se correspondent dans cette dualité, cela induit une bijection entre b(X) et

t(X"').

Soit X' de Dt’ si V déecrit t(X"'), X'/V = (va ol les Xy
définissent un systéme inductif filtrant de C 1indexé sur t(X'), les fléches
XV > XU (pour V contenant U) &tant des monomorphismes. On note vX' 1'union
filtrante dans D des XV avec la C-bornologie suivante : les bornés de vX'
sont les sous-objets de vX' contenus dans 1'un des XV' I1 est facile de voir
que 1'application qui & Vv ¢ t(X") assdcie XV dans b(vX') est bijective.

| Soit f' : X' - Y' wune fléche de Dt. Pour tout V de t(Y¥'), il
existe U de t(X') tel que f'—I(V) contienne U. Mais X'/U = (XU)o et

Y'/V = (YV)°, f' induit une application de X'/U dans Y'/V, d'ol un morphisme

de Y dans X

v U’ qui, composé avec l'injection canonique de XU dans VX',

donne un morphisme de YV dans vX'. Comme vVvY' est union filtrante des YV’

on aura une flédche f de vY' dans vX' qul est bornée car elle envoie YV

dans XU. D'ou le foncteur contravariant v de Dt dans Db.
Pour exhiber le foncteur quasi-inverse, on a besoin du lemme suivant :
Lemme.- Soient M° un module de C°, (M; + mi)i une famille filtrante

décroissante de sous-variétés affines non vides de M° telles que les M? soient

dans C° . Alors l'intersection des M? + m, est non vide.

Les M; forment une famille filtrante décroissante de sous-modules de
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M° situés dans (°. Posant N? = M°/M? , les Ni forment une famille filtrante
croissante de sous-objets de M situés dans C. Posons N = Sup Ni et
P = M/N, P° est 1'intersection des M? et M©%/P® = 1im M°/M3. Si m! est la
1 L 1 1
classe de m, modulo M? , (m!). est un &lément de 1lim M®/M® , donc est la
i i i’i < i
classe modulo P° d'un &lément m de M°. Il est clair que P° + m est
1'intersection non vide des M% +m,.

Soit X wun objet de D et posons, dans mod R, uX = lim M° , M

b
décrivant b(X). Soit M dans b(X), prouvons que l'application de uX vers
M° est surjective. Pour cela, on s'appuira sur le lemme et sur le critére de
(2) pour qu'une limite projective soit non vide. On a uX = lim N® (N décrivant
l'ensemble des sous-objets de X contenant M et appartenant & b(X)). Soit
m ¢ M®, pour tout N, 1'image réciproque de m par l'application N° - M® est
une sous-variété affine non vide Ey de N. Il suffit de prouver que limE 4 9.
Avec‘les notations de (2), on note GN 1l'ensemble formé par @ et par les EN.
Comme 1'injection de C dans mod R est exacte et pleinement fidéle, les
conditions (i), (iii) et (iv) de (2) sont remplies et (ii) est satisfait grace
au lemme.

Les noyaux des applications uX -~ M° (M décrivant b(X)) sont un
systéme fondamental de voisinages de O pour une C-topologie de uX qui est
donc un objet de Dt.

Si f : X+ Y est une fléche de D,, pour tout M de b(X),

b?
f(M) ¢ b(Y). La fléche de C : M > £(M) donne une injection (f(M))° - M® qui,
composée avec la surjection uY -+ (£(M))° , donne une application uY - M°.

Comme uX = liE_M°, on en déduit une application wuf : uY -+ uX. Pour tout M de
b(X), 1l'image réciproque de ker(uX - M®) par uf est ker(uY >~ (fM))°®), d'oi

la continuité de uf.

Il n'est pas difficile de voir que u et v sont quasi-inverses.

4.5,- 11 est facile de voir que tous les lemmes que Roos démontre pour

8tablir le théorsme 5 de (29) se transposent ici. Le lemme qu'on a &tabli plus
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haut remplace son hypothése artinienne. En particulier, la proposition 10 de

(29) § 5 et son corollaire s'appliquent ici. On peut donc é&noncer

PROPOSITION.- Si f' : X' » Y' est un morphisme de Dt’ le novau de

f' dans mod R muni de la topologie induite par X', X'/ker f' muni de la

topologie quotient de celle de X' et Im f' muni de la topologie induite

ar Y' sont dans D_; 1la bijection de X'/ker f' sur Im f' est continue,
bar sont dans D, Sur

mais non bicontinue (différence d'avec le cas &étudié dans (29)).

4.6.~ LEMME.~ Soient A et R deux anneaux unitaires, E un

(A,R)-bimodule 3 gauche. Pour tout A-module i gauche M et tout R-module 3

gauche X, on a un isomorphisme canonique HomR(X,HomA(M,E)) = HomA(M,HomR(X,E)).

On associe &3 f de HomR(X,HomA(M,E)) la fléche qui 3 m de M

fait correspondre la fldche x ¢ X > (f(x))(m) ¢ E.

4.7.,— Jusqu'a la fin de ce chapitre, les conditions sont les sulvantes
D est une catégorie de Crotbendieck, E un cogénérateur injectif de D,
R = End E, A un anneau unitaire tel que D soit quotient de la catégorie
mod A des A-modules 3 gauche par une sous-catégorie localisante Q de
"mod A ((9), (10)). Le foncteur HomD(?,E) est contravariant, fidéle, exact et
envoie D dans la catégorie mod R des R-modules 3 gauche. De plus, le foncteur
HomR(?,E) 3 valeurs dans mod A prend ses valeurs dans D 1identifide 3 la
sous-catégorie pleine de mod A des A-modules Q-fermés (E est considéré
ici comme un A-module Q-fermé, donc comme un (A,R)-bimodule i gauche).

En effet, si I est un idéal de A tel que A/I soit dans Q et

X un R-module i gauche, on aura par (4.6) HomA(I,HomR(X,E)) = HomR(X,HomA(I,E)) =

HomR(X,E).

Un R-module 3 gauche X sera dit représentable s'il existe un objet

M de D tel que X solt isomorphe 3 HomD(M,E),

4.8.~ PROPOSITION., - (Roos (29)). Pour qu'un objet M de D soit

tel que HomD(M,E) soit un R-module de type fini, il faut et il suffit que
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M s'injecte dans une puissance finle de E. Soient M et N deux objets de

D, M s'injectant dans une puissance finile de E, toute application R-lingaire

F de HomD(M,E) dans HomD(N,E) est représentable par f € HomD(N,M), Tout

sous-R-module de type fini d'un R-module représentable (resp. tout R-mocule

de présentation finie) est représentable.

Si k est un entier, on note P ,..., les projections de R¥ sur
I P

.. . . . . k
R correspondant aux injections canoniques Jl,.a.,Jk de E dans E . Pcur

toute fléche f de D, on posera £ = HOmD(f,E)«

Si M dans D est tel que HomD(MyE) soit de type fini, engendré

. . R x k

par ml,...,m » la surjection mlpk R mkpk de R sur HomD(M,E) correspond i
jlm1 + ...+ jkmk qui est donc une injection de M dans EX, d'ol lz premiére
assertion.

On désigne par ix(l < x £ k) les injections canoniques de R dans

Rk. Soit F wune application R-linéaire de Rk dans HomD(M,E), M étant un

f‘xi\

objet de D. Posant fX = le(l)s HomD(M,E), on a le = et, posant

f =] + ...+ jkf on voit que F = f* . Comme Im P = HomD(Coim f,8),

it K’

tout sous-R-module de type fini d'un R-module représentable est représentable.
Soient M wun objet de D s'injectant dans une puissance finie Ek

de E wpar i, (si,M') = coker i, N un objet de D et F une application

R-~linéaire de HomD(M,E) dans HomD(N,E). D'aprés ce qui précéde, il existe

g : N » Ek tel que gx =F i* | Comme gxsK 0, sg = 0, d'ol un morphisme

"

f: N> M tel que g = if, donc tel que £ = F,
Enfin, tout R-module de présentation finie est représentable comme co-

noyau d'une fléche représentable.

4.9.~ Bidual d'un objet de D, lemme de densité (B. Ballet).

Si M est un objet de D, par (4.7), MEE = HomR(HomD(M,E),E) est un
objet de D, le bidual de M, dans lequel M s'injécte canoniquement, Le foncteur
"bidual" est exact i gauche. Soit (Ni) la famille filtrante décroissante des

sous—objets de M tels que M/Ni s'injecte dans une puissance finie de E. La
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famille des N. a une intersection nulle et définit sur M une "topologie"

linéaire séparée : la E-topologie de M. Alors le complété de M pour sa

. % .
E-topologie est M~ = lim M/Ni'

Si M est discret pour sa E-topologie, i.e. si M s'injecte dans
une puissance finie Ek de E par i, comme le foncteur bidual est exact 3
gauche, comme Ek est isomorphe 3 son bidual et comme tout objet s'injecte
canoniquement dans son bidual, M sera isomorphe i son bidual.

Si M est quelconque, le foncteur HomD(?,E) échange les M/Ni et
les sous-modules de type fini de HomD(M,E). Comme HomD(M,E) est union fil-
trante de ses sous-modules de type fini et comme les M/Ni sont isomorphes &
leurs biduaux, on a bien le résultat annoncé.

Remarquons que la E-topologie de M est celle de la convergence
‘simple. De plus, pour qu'un objet soit iosmorphe i son bidual, il faut et il
suffit qu'il soit complet pour sa E-topologie.

Enfin, comme tout R-module est limite inductive de modules de pré-

sentation finie, par ce qui précéde, on voit que le foncteur HomR(?,E) a

valeurs dans D est intrins&que et ne dépend pas de 1'anneau A choisi.

4,10.- L'absolue pureté du R-~module E (B. Ballet et (32)).

Le foncteur HomR(?,E) transforme upe injection d'un module de type

fini dans un module libre de type fini en un épimorphisme de D.

D'aprés ce qui précéde, une injection X - Rk, ol X est de type

fini, provient d'un épimorphisme EK M de D, M s'injectant dans une puis-

.. k . N . .
sance finie de FE. Comme M et E sont isomorphes & leurs biduaux, on obtient

le résultat.

(4.11) Dans (23), Oberst défini un gros injectif d'une catégorie d-

Grothendieck D comme &tant un ipjectif E tel qu'il existe un prétopos C

formé d'objets discrets pour la E-topologie. Le foncteur HomD(?,E) satisfait



Iv.

aux hypothéses de (4.4) et permet de décrire la duale de D. 11 prouve que
1'anneau d'endomorphismes d'un gros injectif caractérise D. Il caractérise
aussl les anneaux pouvant etre considérés comme anneaux d'endomorphismes d'un

gros injectif d'une carégorie de Grothendieck.



CHAPITRE V

APPLICATION AUX ANNEAUX LINEAIREMENT COMPACTS .

(5,1) Dans tout ce chapitre, les conditions sont les suivantes : Rt
est un anneau linéairement compact & gauche ((5) , ex. 15 et 2I), R 1'anneau
sous- acent, Dis Rt la catégorie des Rt—modules i gauche discrets, i.e. des
R-wodules & gauche dont les €léments ont des annulateurs ouverts dans Rt , CO

un prétopos de Dis Rt formé de R-modules linéairement compacts pour la topolo-
gie discréte. Ainsi, C(° est un prétopos abé&lien au plus égal au prétopos de tous
les R-modules lin@airement compacts pour la topologie discréte situés dans Tiis Rt
et au moins égal au prétopos des sous—modules des modules de type fini de Dis Rt .
I1 est clair que la duale C de C° est aussi un prétopos abélien. On posera

D =C" . Les conditions du théoréme de Roos-Oberst sont remplies et on utilisera
les mémes notations que dans (4,4)

Comme D est équivalente 3 la sous-catégorie pleine de Db des objets
dont la C-bornologie est grossiére, pour tout module de Dt » 11 existe sur le
R-module algébrique sous—jacent une C-topologie unique maximale (i.e. il n'y en
a pas de plus fine) plus fine que la topologie de départ. La duale D® de D peut
donc s'interpréter comme é&tant la sous—catégorie pleine Dtmax de Dt des modu-
les dont la C-topologie est maximale.

Soit f : X+ Y un morphisme de Dt » X &tant supposé &tre dans

. Il est clair qu'un objet de D_ dont la C-bornologie est grossiére induit

Dtmax b

sur tous ses sous-objets la C-bornologie grossi&re. De cela et de (4,5), il résulte

que f£(X) , muni de la topologie quotient de celle de X , est un objet de

D . Comme D est abélienne, les &pimorphismes de D sont des sur-
tmax tmax tmax

jections.

(5,2) L'anneau R est isomorphe 3 1'anneau d'endomoxrphismes d'un cogé-

nérateur injectif E de D ; le foncteur HomD(?,E) induit la dualité@ entre C

et C® (en particulier, il est pleinement fidéle lorsqu'on le restreint & C) ;




la topologie de Rt correspond 3 la C-bornologie grossiére de E

Il est &vident que R_ est dans D . Soit E 1'cbjet de D corres-
t tmax -

pondant a Rt . I1 est clair que la C-bornologie grossiére de E est celle qui
correspond 3 la topologie de Rt . Soit M > M° 1le foncteur de dualité entre C
et C° et notons Eb 1'objet de E muni de sa C-bornologie grossiére. Les objets

de C° munis de la topologie discréte sont dans Dtmax .
Pour tout M de C , on note encore M cet objet muni de sa C-bornolo-

gie grossidre. On aura pour tout M de C , Hom (M,E) = Hom (M,E ) =
"> >,

[+ = © = = = 1
Hoth(Rt,M ) M® . De plus, HomD(E,E) Home(Eb,Eb) Hoth(Rt,Rt) R (axiome
des ensembles topologisant d'idéaux). Enfin, soit Xt un module de Dt , X
&tant le module algdbrique sous—jacent, on a, dans Dt , Xt = 1im X/V ol V dé-

crit t(Xt) , les X/V étant munis de la topologie discréte. Donc HomD (Rt’Xt) =
t

1lim Hoth(Rt,X/V) = lim X/V = X . Comme les &pimorphismes de Dtmax sont des
surjections, Rt est un générateur projectif de Dtmax , donc E est un cogéné-

rateur injectif de D .

(5,3) La catégorie D = ¢" est localement de type fini (28).

C'est une conséquence de“£§), ex. 18 . Soit M°® un module de C° tel
que O soit intersection finie de sous—modules abrités de M° , N° un module
de C° , (Ni) une famille filtrante décroissante de sous-modules de N° dont 1'-
intersection est nulle, f° une application de N°® dans M°® . On a N°¢ = iig.N°/N§

et une injection canonique de lim Hom(N°/N§,M°) dans Hom(N° ,M°) . Montrons que

c'est une bijection.

Les N; définissent une topologie lin&u. rement compacte sur N° et, en
vertu de (5), ex. 18 , les intersections finies de sous-modules abrités ouverts
définissent une topolegie linéairement compacte moins fine. Comme N° est linéai-
rement compact pour la topologie discréte, les intersections finies de sous-modules
abrités quelconques de N® définissent une topologie linéairement compacte mini-
male (5), ex. 18. Donc toute intersection finies de sous—modules abrités quelcon-

ques de N° contient 1'un des N; . Soit f% Hom(N°,M°) . Comme ker £° est inter-—



section finie de sous-modules abrités de N° , ker f° contient 1l'un des N; , donc
£ se.factorise i travers l'un des N°/N; . Les modules de (€° tels que O soit
intersection finie de sous-nodules abrités correspondent aux objets de type fini
de C (i,13). Comme dans tout module, O est intérsection des sous—-modules abrités,
tout objet de C est bien union filtrante de ses sous-objets de type fini. En par-
ticulier, D vérifie AB 6 (28, et les bornologies discrétes (4,3) sur les

+X

objets de D correspondent aux topologies minimales que Bourbaki note (5),

ex. 18).

(5,4) Soient D une catégorie de Grothendieck, C un prétopos de D ,

E un cogénérateur injectif de D , le tout de sorte gque

a) la duale C® de C soit un prétopos abélien,

b) pour tout X de C , toute famille filtrante décrocissante (Xi) de

scus-objets de X d'intersection Y , on ait 1lim Hom (X/X.,E) = Hom_ (X/Y,E) .
D J 3 m]) i mD

Alors les conditions de (5,1) et (5,2) sont remplies.

Posant R = End E , le foncteur HomD(?,E) est fidéle et exact 3 valeurs
dans mod R ., Montrons que sa restriction 3 C est pleinement fidéle. Soient M
et N deux objets de C et F une application R-linéaire de HomD(M,E) vers
HomD(N,E) . Par (4,8), la famille filtrante croissante des sous-modules de type
fini de HomD(M,E) est représentable par un systéme projectif filtrant (Mi) de
quotients de M . Si Mi = ker(M ~ Mi) , 11 résulte de b) que l'intersection des
Mi est nulle. De a) résulte que alors M = Lig_Mi dans C et D (car l'injec~
tion de C dans D commute aux limites projectives représentables de C) .
L'application F induit un systéme filtrant d'applications (Fi) des HomD(Mi,E)
dans HomD(N,E) , qui, par (4,8), est représentable par un systéme filtrant de
fléches (fi) , fi : N » Mi . Comme M = ;ig_Mi , on en déduit £ : N »+ M . Comme
1'application HomD(f,E) induit les Fi suxr les HomD(Mi,E) , on en dédulit
F = HomD(f,E) . On peut ainsi identifier la duale C® de C & la sous—catégorie
pleine de mod R des modules représentables par des objets de C

Si N' est un sous~module de HomD(M,E) , M &tant dans C , comme



N' est union filtrante de ses sous-modules de type fimi, qui, par (4,8), sont
représentables, par un raisoonement analogue, on prouve que N' est représentable
par un quotient de M . Par suite, H@mD(M,E)/N' est représentable par un gous-
objet de M . Donc C° est stable par sous—modules, quotients et gommes directes
finies.

Les R-modules de €° sont linéailrement compacts pour la topologie dis-—
créte. En effet, s1 M' est dans C(C° et (Mi) une famille filtrante décroissante
de sous-modules de M' d'intersection N' , alors M' , N' et lesg Mi sont

représentables par M , N et les Mi qui sont des quotients de M avec

N = 1in£.Mi ., Comme C est un prétopos abélien, ker(M » R T
—_ 1
Py MUONT e Do MU/MY CE L, ex. 16).
— i

On monit R de 1la iopologie linfaire suivante : les idB8aux ouverts sont
les V tels que R/V soit dans C° . Par (4,85), les surjections R *» R/V sont
représentables par les injections M » E , oi M décrit 1'ensemble des sous—objets
de E situés dans C . Comme E est union filtrante des M , on aura bien
R = iiE.R/V (cf. (5), ex. 16).

Cet énoncé est une premiére réciproque de (5,1) et (5,2). Dans les con-
ditions de (5,1), (5,2) et (5,4), on dira que D est de type i.c., que E est un

bon injectif de D et que C est un bon prétopos de D . A priori, c'est le cou-

ple (C,E) qu'il faudrait considérer et on devrait dire que C (ou E} est bon
pour E (ou C). Neus verrxons plus loin (5,6) que cela n'est pas nécessailre.
Enfin, on dira que le couple (D,C) est conjugué du couple (Dis Rt,C°) et que
E réalise la conjugaison. Remarquons que Dis Rt est équivalente & C°" , caté-

gorie de Grothendieck assocife au prétopos C° (4,2).

(5,5) Un prétopos abélien est de type fini si sa catégorie de
Grothendieck associée est localement de type fini (28). Soit C un prétopos abé-
lien dont la duale (° est un prétopos abZlien de type fini. Un objet X de C
est de type cofini si son dual dans C°® est de type fini. Pour cela, il faut et

il suffit que pour toute famille filtrante décroissante (Xi> de sous—-objets de

X a intersection nulle, il existe i tel que X, = 0O .
i



Lemme.- Dans les conditions précédentes, pour que X de C soit de

type cofini, il faut et il suffit qu'il soit extension assentielle de son socle

et que son socle soit de longueur finie ((8), § 3).

Condition nécessaire : Si X est de type cofini, l'ensemble ordonné
des sous-modules non nuls de X est inductif descendant, donc, par le théoréme
de Zorn, tout sous-objet non nul de X contient un objet simple. Donc X est
extension éssentielle de son socle. Celui—ci est de longueur finie car une somme
directe infinie d'objets non nuls ne peut étre de type cofini.

Condition suffisante : Si le socle de X est de lomgueur finie, il est
de type cofini. Soient § le socle de X et (Xi) une famille filtrante décrois-—
sante de sous-objets de X i intersection nulle. Il existe i tel que S f\Xi = 0,

donc tel que Xi = 0 , ce quli prouve que X est de type cofini.

(5,6) LEMME.- Scient D une catégorie de Grothendieck, C wun prétopos

de D et E un cogénérateur injectif de D . Les assertions suivantes sont &qui-

valentes :

(i) D est de type !.c. , C est un bon prétepos de D et E un bon

injectif de D , de plus, C est bon pour E ,

(ii) la duale C° de C est un prétopos gbélien de type fini et tout

sous-objet de E situé dans C est de type cofini.

11 résultera bien de ce lemme que si C est un prétopoé bon pour un cer-
tain injectif et E un injectif bon pour un certain prétopos, alors E et C
sont bons 1'un pour 1'autre.

(1) implique {ii) est une conséquence directe de (5,1) et (5,2).

(ii) implique (i). Pour appliquer (5,4), il suffit de prouver que, étant
donné X dans C , (Xi) une famille filtrante décroissante de sous—objets de X
d'intersection Y , lim HomD(X/Xi,E) = HomD(X/Y,E)

Soit f wune fléche de X/Y wvers E et soit g la composée de la sur-—
jJection de X sur X/Y avec f . Alors g(X) est dans C , donc, de type cofini.

Dans ’ e Sous—o et / X} e est union 1ltrante es 4 . et
L ce 1 b (X/Y)® de X° ion fil d (x/x,)°



(g(X))° est de type fini, contenu dans (X/Y)® , donc contenu dans 1'un des
(X/Xi)° . Donc il existe 1 tel que ker g contienne X, , donc tel que g se

L

factorise a travers X/X{ .

(5,7) THEOREME.- Soient D une catégorie de Grothendieck et C un pré-

topos de D . Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) D est de type l.c. et C est bon prétopos de D,

(ii) la duale C° de C est un prétopos abélien de type fini et aucune

famille infinie d'objets non nuls de C n'a de somme directe dans C ,

(iii) il existe un anneau linéairemeni compact AS tel que D (resp. C)

soit quivalente 3 Dis AS (resp. 3 un prétopos de Dis AS formé de A-modules

linéairement compacts pour la topologie discréte).

Soit Typ(D) 1'ensemble des classes d'isomorxphie d'objets simples de D .

Les bons injectifs de D sont les enveloppes injectives des sommes directes dfob-

jets semi-simples (Pi) telles que tout élément de Typ(D) soit le type d'un et
un seul des Pi
(iii) implique (il). Soient AS un anneau linéairement compact et C
un prétopos de Dis AS formé de modules linéairement compacts pour la topologie
discréte. Par (5,3), C° est un prétopos abélien de type fini et, par (5), ex. 20
‘a), aucune famille infinie d'objets non nuls de C n'a de somme directe dans C .
(ii) implique (i). Soit E 1'enveloppe injective d'une somme directe
F d'objets semi-simples (Pi) telle que tout élément de Typ(D) soit le type
d'un et un seul des Pi . Par (5,5), comme tout objet de C a des quotients non
nuls de type cofini, tout objet de C s'envoie par une fléche non nulle dans E ,
donc tout objet de D aussi, donc E est uﬁ cogénérateur injectif de D . Four
prouver que tout sous-objet de E situé dans C est de type cofini, il suffit de
le voir pour les sous-objets de F situés dans ¢ (5,5) ; or c'est le cas car ils
sont de longueurs finies. Donc, par (5,6), (ii) implique (i) (3, § 3 .

Si D est de type l.c. , en appliquant (5,5) et (5,6), on voit que les

bons injectifs de D sont de la forme décrite 3 la fin de ''Zénoncé.



(i) implique (iii). Soient D de type l.c., E un bon injectif de D
et C un bon prétopos‘de D . Posons Rt = End E , E #&tant muni de sa C-borno-
logie grossiére. Alors p°m = Dis Rt . Comme (iii) implique (i), par (5,1) et (5,2),
on aura C” D = Dis As ol ASi est 1'anneau d'endomorphismes d'un bon injectif

de Dis Rt muni de sa CP-bornologie grossiére,

(5,8) REMARQUE.- On peut retrouver le résultat de (22) suivant : le quo-

tient d'un anneau linéairement compact par son radical de Jacobson est un produit
[

direct d'anneaux d'endomorphismes d'espaces vectoriels sur des corps.

Soient D une catégorie de Grothendieck de type l.c., C un bon préto-
pos de D et E un bon injectif de D muni de sa C-bornologie grossiére.
Posant Rt = End E , par (34), on a2 rad(End E) ;:g}Hom(E/M,E) , M décrivant
l'ensemble des sous—objets de E dont E est enveiébpe injective. Comme cet en-—
semble a un élément minimum F (le socle de E), ovn aura R/Rad(R) = End F , d'ol
le résultat (Cf. (8), § 3).

L'injectif principal d'une catégorie de type l.c. D est l'enveloppe

injective de la somme directe de tous les objets simples (pris chacun une seule

fois) de D . Son anneau d'endomorphismes est sobre (9), Chap. 4.

(5,9) THEOREME (Morita). Soient R un anneau lin8airement compact, C

un bon prétopos et E un bon injectif (avec sa C-bornologie grossiére) de Dis R .

L'anneau R' = EndR E est linéairement compact, HomR(?,E) induit une dualité

entre C et un bon prétopos C° de Dis R' , E comme R'-module est le bon injec-

tif de Dis R' associé 3 R et R = EndR, E (E étant muni de sa C®°-bornologie

grossiére), HomR,(?,E) induit la dualité inverse entre C° et C . En résumé,

le (R,R')-bimodule E réalise la conjugaison entre (Dis R,C) et (Dis R',C®).

Ce résultat, faisant penser au théor&me de Morita, a été aussi prouvé
par d'autres méthodes par B. Ballet.
Par (5,1), (5,2) et (5,7), on sait déja que R' est linéairement compact

et que HomR(?,E) induit la dualité entre C et C° . Appliquant (4,4), (5,1) et



(5,2), le bon injectif de Dis R' correspendant & R est lig HomR(R/V,E) , oil
V décrit 1'ensemble des idéaux ouverts de R . Mais HomR(R/V,E) s'identifie 3
1l'ensemble des x de E tels que Vx =0 . Coome E est dans Dis R, on voit
que E est le R'-module associé & R dans la dualité &changeant les R-modules
C®topologiques (4,4) et les R'-modules C®-bornologiques. Donc E est le bon in-
jectif de Dis R' associé &4 R et le foncteur HomR,(?,E) induit la dualité
entre C°® et C .

I1 résulte de cela et de (5,2) que les bons prétopos de Dis R sont
tous formés de R-modules linéairement compacts pour la topologie discréte. D'od,
dans Dis R , un bon prétopos maximum (celui de tous les R-modules linéairement
compacts pour la topologie discréte) et un bon prétopos minimum (celui des sous-

modules des modules de type fini).

(5,10) Equivalences et conjugaisons d'anneaux lindairement compacts.

(5,10,1) Si R est un anneau linéairement compact, il existe une to-

pologie lindairement compacte minimale (i.e. il n'y en a pas de moins fine et,

méme, toute topplogie strictement moins fine est non séparée) sur l'anneau, unique,

moins fine que la topologie de départ. Si u est cette topologie minimale, Dis R

contient Dis Ru , mais les bons injectifs de ces deux catégories sont les mémes.

L'existence de u est prouvée dans (5), ex. 18 . Les intersections
finies d'idé&aux abrités et ouverts pour la topologie t de départ forment un sys-
téme fondamental de voisinages de O pour u . Avec les notations de (5),

®

. . NP , . 3
u=+t" . S8i t' est une topologie linéairement compacte moins fine que t , t'

. . *® . . *® o
est moins fine que u =t ., Comme u est minimale, u =t =t

, d'oli 1l'uni-
cité de u .

Si E est un bon injectif de Dis R, par (5,7), les annulateurs des
éléments de E sont ouverts pour u , donc E est dans Dis Ru , d'oli le résultat,
Dis R et Dis Ru ayant les mémes objets simples.

Avec les notations de (5,9), la topologie minimale de R correspond &

la C -bornologie discréte sur le R'-module E .



(5,10,2) Si R est un anneau linéairement compact, il existe une

topologie linéairement compacte maximale (i.e. il n'y a pas de topologie lindaire-
P g D y P P g

ment compacte plus fine) unique plus fine que la topologie t de départ.

Soient E un bon injectif de Dis R et R' = EndR E , x la topologie
sur R pour laquelle les id@aux ouverts sont les V tels que H@mR(R/V,E) soit
un R'-module linéairement compact discret. En prenant pour C° le prétopos maximum
de Dis R' , la topologie de R' correspondant 4 la topologie t de R et 4 un
certain bon prétopos de Dis R , on voit que x est linairement compacte plus
fine que t (5,9). Soit +t' wune topologie linairement compacte plus fine que
t . Par (5,;0,1), Dis Rt et ‘Dis Rt' ont les mémes bons injectifs, donc, par
(5,9), si V est un idéal ouvert de R pour t' , HomR(R/V,E) est un R'-module

linéairement compact discret, donc t' est moins fine que x .

(5,10,3) Dans les conditions de (5,9), R &tamt muni d'une cer-

taine topologie linéairement compacte, la topologie minimale (resp. maximale) de

R' s'obtient en prenant pour C ‘le prétopos minimum (resp. maximum) de Dis R .

La preuve de ce résultat est facile.

(5,10,4) Deux anneaux linéairement compacts A et B sont [—-&qui-

yalents si les catégories Dis A et Dis B sont équivalentes. Par (5,8) et (5,9),
tout anneau linéairement compact est l—équivaleﬁt 4 un anneau lindairement compact
sobre. Par (5,9) et (5,10,3), si A et B sont l1-&quivalents, pour que la topolo-
gie de A soit maximale (resp. ninimale), il faut et il suffit que celle de B le
soit.

Soient AS et Bt deux anneau linéairement compacts, u et Vv (resp.

X et y) les topologies minimales (resp. maximales) associées. Un dira que AS

et Bt sont 2-&quivalents si Au et BV sont 1-équivalents. Pour cela, 11 faut
et il suffit que Ax et By soient l1-8quivalents.

Soient R un anneau linéairement compact dont la topologie est minimale
(resp. maximale) et C le bon prétopos minimum (resp. maximum) de Dis R . Par

(5,8), le quotient de R par son radical de Jacobson est le produit direct des

I, .
End M; (1) ol M; décrit 1l'ensemble des objets simples de la duale C® de C .



V. 10

Notant Mi le dual de MZ , soit E 1'enveloppe injective de la somme

I.
directe des Mi( i) muni de la C-bornologie grossiére. Alors 1l'anneau R' = EndR E

est conjugué de R , sa topologie est minimale) et R est le conjugué de R' .

(5,11) Un objet X d'une catégorie de Grothendieck D est l.c.d. si,
pour toute famille filtrénte décroissante (Xu) d'intersection Y de sous-objets
de X, onadans D, X/Y = iig_x/xu . Soient R un anneau linéairement compact,
C le prétopos de Dis R des objets £.c.d. de Dis R, alors C est un prétopos
abélien de type fini, sa duale est aussi un prétopos abélieﬁ, mais C n'est pas
nécessairement un bon prétopos de Dis R .

Soit (Mi)'

ie1 Ume famille d'objets simples tous distincts, en quantité

infinie. Alors la somme directe X des Mi est un objet .c.d. de Dis R , mais
n'est pas un R-module linéairement compact pour la topologie discréte (Cf. (5),
ex., 20). Par (8), § 3, les sous-objets de X sont les XJ , sommes directes des
Mi pour i décrivant une partie J de I . Une famille filtrante décroissante
de sous—objets de X est donc une famille (XJ) correspondant 3 une famille
filtrante décroissante de parties J de I . L'intersection des XJ est XK ol
K est l'intersection des J et X/XK = XI—K . Dans mod R, ia limite projective

des X/XJ =X est le produit direct des Mi pour 1 e I-K . Dans Dis R ,

I-J
%ig.X/XJ est l'ensemble des éléments du produit direct des Mi (i ¢ I-K) dont
1'annulateur est ouvert dans R . Soit (Xi) un élément de ce produit direct,

Ann (xi) est l'intersection des Ann X s donc R/Ann (xi) est le produit direct
des R/Ann X . Pour que R/Ann (xi) soit linéairement compact discret, il faut
et il suffit que les R/Ann X soient tous nuls, sauf un nombre fini d'entre eux.

Donc la limite projective dans Dis R des X/XJ s'identifie bien i X/XK = XI

©

-K

(5,12) THEOREME.- Soient R un anneau linéairement compact, C un bon

prétopos de Dis R , Dt la catégorie des R-modules M munis d'une topologie li-

néaire séparée compléte dont les sous-modules ouverts V soient tels que les M/V

soient dans C , les morphismes &tant les applications R-1linéaires continues.

(1) pour tout systéme projectif filtrant (Mi) de Dt , on a, dans




mod R (i.e. en appliquant le foncteur d'oubli de Dt dans mod R) , pour tout

™y -0

entier n positif, lim :

(ii) Si R est commutatif, pour tout module plat P , pour tout objet

Mt de Dt , notant M le module algébrique sous—jacent a Mt » pour tout entier

n positif, on a E: E(P,M) = 0

Pour cela, on applique les méthodes de Jensen utilise dans (20).

Prouvons (i). Soient E wun bon injectif de Dis R, R' = EndR E (E é-

tant muni de la C-bornologie grossiére), F 1l'enveloppe injective de E dans
mod R' . Alors E est le plus grand sous-module de F situé dans Dis R' . Les
restrictions & Dis R' «de HomR,(?,E) et HomR,(?,F) sont égales et induisent
une dualité entre (Dis R')b et Dt (notations de (4,3)). Pour tout M de Dt’
ﬁotant M® son dual dans (Dis R')b ,ona M= HomR,(M°,F) . S1 (Mi) est un
systéme projectif filtrant de Dt ,» par (25), 11 existe une suite spectrale de

premier terme Eg’q = ;igfp)Extg,(Mg,F) aboutissant a Extg,(lim M;,F) . Comme F

Ep’q =

est un R'-module injectif, 9

0O pour q > O, la suite dégénédre et l'aboutis-
sement est nul pour n > O donc 1im<p)Ho (M°,F) = 1im(p)M =0 pour p > 0
- s Fim mR' 12 Fim i .

Prouvons (ii). Par (21), P est limite inductive filtrante de modules
n. n,
libres de type fini L, = R > . Les HomR(Li,M) =M1 forment un systéme projectif
n,

filtrant de Dt , les M ' &tant munis de la topologie produit. Par (25), il

Pyq _
By

Eg’q =0 pour q > 0 et la suite dégé-
n.

e 1ig My 1
HomR(Li,M) = lim" M

existe une suite spectrale de premier terme iiEFP)Eth(Li:M) aboutisgant

a ExtE(P,M) . Comme les Li sont libres,

(n)

il

0 pour n >0

nére, donc on aura Extg(P,M) =h%im

d'aprés (i).

(5,13) PROPOSITION.- Soient R un_amuneau, F un ensemble topologisant

d'idéaux 3 gauche I de R tels que les R/I soient des R-modules linéairement

compacts discrets, R®™ le complété de R pour cette topologie. Il est clair que

R™ est linéairement compact et que Dis R est &quivalente & Dis R”. Soit E un

bon injectif de Dis R = Dis R". Considérons les assertions sulvantes :

(i) Le R-module & dreoite R” est plat,




(i1} E est un R-module & gauche absolument pur (ou FP-injectif (32)),

(iii) pour tout sous-R-module M de type fini d'un R-module 3 gauche L

libre de type fini, les topologies sur M définies respectivement par les IM et

les MM IL donnent les mémes gomplétés, I décrivant F,

(iv) pour tout idéal 3 gauche J de type fini de R, 1les topologies
définies sur J paf”ies IJ et les Il1 J donnent les mémes complétés, I
décrivant F.

L'assertion (i) implique les trois suivantes et toutes ces assertions
sont &quivalentes s1 R est cohérent 3 gauche (3).

B. Ballet a obtenu un résultat plus précis en supposant la topologie
artinienne (1).

Posons R' = EndR E = EndRAEm Par (5,9), on aura R™= End E. Soit

R'
M un R-module & gauche de type fini. Comparons les troils modules R™ ®R M,
lig_M/IM oi I décrit F, HomR,(HomR(M,E),E). On a un morphisme fonctoriel

qui 3 u 8 x de RA @R M associe l'application de HomR(M,E) dans E qui 3

x' & HomR(M,E) fait correspondre u(x'(x)) € E. Comme M est de type fini,

les M/IM sont linéairement compacts pour la topologie discréte, donc, par (5,9),
lig_M/IM = lig_HomR,(HomR(M/IM,E),E) = HomR,(lig HomR(M/IM,E),E). D'od un mor-
phisme fonctoriel de HomR,(HomR(M,E),E) vers liE.M/IM' Enfin, M @&tant de
type fini, HomR(M,E) est contenu dans une puissance finie de E, donc est

dans Dis R'.

Considérons une suite exacte M' - M » M" » 0 de R-modules a gauche
de type fini. Les suites R~ @R M' » R ®R M > R™ @R M'" >0 et M'/IM' » M/IM -
+ M"/IM" - 0 sont exactes, d'ol 1'exactitude dans Dis R' des suites

0 » HomR(M",E) ».HomR(M,E)»» HomR(M',E)

0 HomR(M"/IM",E) > HomR(M/IM,E) - HomR(M'/IM',E).

Comme E est un bon injectif de Dis R', on aura les suites exactes

HomR,(HomR(M',E),E) - HomR,(HomR(M,E),E) »~HomR,(HomR(M",E),E) - 0

}_E M'/IM' > 1im M/IM -+ lim M"/IM" > 0.



Comme, s1 M est libre de type fini, les troils modules que 1'on
compare coincident, on a 1'énoncé suivant

Lemme.- Pour tout module de présentation finie (resp. de type fini)
M, 1les morphismes fonctoriels

RA®R M - HomR,(HomR(M,E),E) -~ 1lim M/IM

sont des bijections (resp. des surjections).
On considére une suite exacte 0> M > L >N >0 ol M est de type

fini et L 1libre de type fini. On a le diagramme suivant & lignes exactes

-~ . . -~ -~ N
R @R M R @R L R @R 0

surjection bijection 'L bijection 'E,

HomR,(HomR(M,E),E) > HomR,(HomR(L,E),E) -+ HomR,(HomR(N,E),E) - 0

surjection bijection ’L bijection ‘Z’

lim M/IM ———————— 1im L/IL —_— lim N/IN ———— 0
£ +— =

Rappelons (32) que dire que E est absolument pur signifie que la

suite
0~ HomR(N,E) > HomR(L,E) > HomR(M,E) > 0

est exacte. Lorsque R est cohérent & gauche, il suffit que cela soit vrai pour
L =R, M étant un idéal 3a gauche de type fini de R.

Si R est cohérent & gauche, M est de présentation finie, toutes les
fléches verticales de ce diagramme sont bijectives, donc 1'injectivité de la
premiére fléche horizontale de 1'une quelconque de ces sultes ilmplique
1'injectivité des premiéres flé&ches des deux autres suites.

Sans supposer R cohérent & gauche, la platitude de R™ implique

1'injectivité des premiéres fléches des deux suites exactes du bas du diagramme.

Enfin, comme E est un cogénérateur injectif de Dis R', 1'injectivité

de la premiére fléche de la suite centrale implique que la fléche HomR(L,E) -

> HomR(M,E) est surjective, donc que E est un R-module absoclument pur.
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De cela, il résulte qu'il ne reste plus qu'ad prouver que 1'injectivité
de la fléche lim M/IM é-%ig.L/IL équivaut a 1'égalité 1im M/IM = lim M/M N1 .
Mais cela provient de 1'exactitude de lo sUite
0 > lim M/M N IL » lim L/IL > lim N/IN > 0O

COROLLATRE.- Si R est un anneau 1inéairement compact; les bons injecF'

fifs de Dis R sont des R-modules absolument purs.

(5,14) LEMME.- Soient R un anneau et E un R-module i gauche absolu-

‘ment pur. Si E est linéairement compact discret, il est injectif.

Soit f wune application d'un idéal I de R dans E . Comme E est
absolument pur, pour tout idéal de type fini Ii contenu dans I , il existe X
dans E tel que pour tout r de Ii , f(xr) =r xin. Notant Ei le sous-module
de E des y tels que Ii y =0, la famille filtrante décroissante des vaiiétés
affines Ei + xi a une intersection non vide, donc contient un &lément x . Pour

tout r de I , on a bien f{r) = r x .

(5,15) PROPOSITION.- Soient R un anneau lin8airement compact dont le

quotient par le radical de Jacobson soit artinien, E ua bon injectif de Dis R

dont le socle es:. de longueur finie, R' = EndR E . Les assertions suivantes sont

équivalentes

(i) R est linéairement compact pour la topologie discrdte,

(ii) E est linéairement compact pour la topologie discréte dans mod R',

(iii) E est un R'-module injectif,

fiv) R' est linéairement compact pour la topologie discréte,

(v) E est linéairement compact pour la topologie discréte dans mod R,

(vi) E est un R-module injectif.

Par la dualité de (5,9), (i) implique (ii). Par (5,14), (ii) implique
(1ii). Comme le quotient de R' par son radical de Jacobson est artinien, (iii)
implique que E est cogénérateur injectif de mod R' , donc que les idéaux abrités
de R' sont tous ouverts, donc que tous les idéaux de R' sont fermés, donc

{iii) implique (iv). D'oii le résultat.
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(5,16) Un anneau linéairement compact commutatif est produit direct

d'anneaux linéairement compacts locaux.

Ce résultat est bien connu (5), ex. 2! d) . Retrouvons le. Soient R
un anneau linéairement compact commutatif, E un bon injectif de Dis R 4et
R' = EndR E . En vertu de (5,8), l'anneau d'endomorphismes du socle F' de E
dans Dis R' est commutatif. Comme 1'anneau d'endomorphismes d'un espace vec—
toriel sur un corps n'est commutatif que si cet espace est de dimension 1 ., E
est nécessairement l'injectif principal de Dis R' . Donc F' est la somme direc-—
te de tous les objets simples Mi de Dis R' pris chacun une seule fois, Si
E = Xl ® X2 , comme End E est commutatif, on a Hom(Xl,XZ) = 0 , Soit Ei
1'enveloppe injective de Mi dans Dis R' et E' 1la somme directe des -Ei .
D'aprés ce qui précéde, E' est sous-module caractéristique de E (i.e. pour
tout r de R, r(E') est contenu dans E') et End E' est le produit direct
des End Ei qui sont locaux, les Ei étant indécomposables. Reste & prouver
que E' = E , Soit x wun point de E , R'x est extension essentielle de son
socle qui est de longueur finie ((5,5),(5,6)). Comme 1l'enveloppe injective de
R'x est contenue dans E' , on a une injection de R'x dans E' qui se prolonge
en un endomorphisme r de E . Soit s 1'endomorphisme de E induisant la bi-

jection R'x » r(R'x) . Comme E' est caractéristique, s(E') est contenu dans

E' , donc x est dans E' .

(5,17) THEOREME.- Soient R wun anneau linéairement compact commutatif

et E 1'injectif principal de Dis R . Alors, le morphisme canonique de R dans

R' = EndR E est bijectif.

Nous allons faire la démonstration en huit &tapes.

1) Par (5,16), on peut se ramener au cas ol R est local d'idéal maxi-—
mal M , de corps résiduel k = R/M . Et E est l'enveloppe injective de k dans
Dis R .

2) Soit F 1'ensemble des idéaux ouverts de R , On a R = iiE.R/I

ol les anneaux R/I sont linéairement compacts discrets, I décrivant F .
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Et E est 1'union des HomR(R/I,E) qui sont les enveloppes injéctives de k
dans mod R/I . On a alors R' = éiglEndR(HomR(R/I,E)) . On est donc ramené au
cas ol R est lipéairement compact discret. Par (5,15), E est linéairement
compact discret dans mod R et mod R' , il est injectif dans ces deux catégo-
ries et R' est lindalirement cempact discret.

3) Supposant R local linéairement compact discret, montrons que la
suite exacte de mod R O » R+ R' » P » 0 est scindée et que P est un R-module
plat. Pour tout R-module M , HomR,(M @RR',E)= HomR(M,HomR,(R‘,E)) = HomR(M,E) .
Comme E est cogénérateur de mod R, R' est un R-module fidélement plat, donc
P est un R-module plat. Par (5,12), 'Exté(P,R) = 0 , donc la suite
0 »—HomR(P?R) - HQmR(P,R') »AHomR(P,P) + 0 eét exacte, d'olu 1'assertion.

4) Désignons par C le prétopos minimum de mod R et par C'  celui
de mod R' (les sous-modules des modules de type fini). Comme R' . est plat, 1é
foncteur R' @R ? envoie C dans C' . Supposons avoir dans C 1'égalité
M= %ig_Mi .et prouvons que, dans C'., on a R’ ®R‘M = iig_(R' @R Mi) . On aura
HomR,(R' ®R M,E) = HomR(M,E) = lim HomR(Mi,E) = lim HomR,(R‘ @R Mi’E) . Appli-
quant le foncteur HomR(?,E) 4 cette égalité (car R' @R M et R ®R Mi sont

dans C'), on a R' @ M= lim R' & M. . Donc le foncteur R' 8_ 7 commute aux
L K o1

R R

limites projectives représentables de C . Comme P est facteur direct de R' ,
il en est de méme de P & ? .

5) Composant le foncteur P @R ? de C dans Ab avec le foncteur de
dualité de la duale C° de C vers C , on obtient un foncteur contravariant de
C® dans Ab , exact et transformant les unions filtrantes de C® en limites pro-
jectives, Par (4,2), ce foncteur est représentable par un objet F de coV
Interprétant C°° comme sous-catégorie pleine de mod R' (en fait, C(°“ = Dig R'
ol R' est muni de sa topoiogie linéairement comapcte minimale), il existe F
dans mod R' tel que, pour tbﬁt X de C° , HomR,(X,F) =P @R HomR,(X,E) .

On peut d'ailleurs déterminer F et on trouve F = P @R E , mais peu importe.

6) Supposons avoir dans C° 1l'égalité X = lim X. . On aura

HomR,(X,F) = HomR,(X,E) @R P = (lig HomR,(Xi,E)) @R P = lig(ﬁomR,(Xi}E) @R P) =
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= iig HomR,(Xi,F) .

7) Soit X wun sous-R'-module de F situé dans C® . Alors O est
intersection filtrante d'une famille (Xi) d'intersections finies de sous-modules
abrités de X . Psr ce qui précéde, ;ig HomR,(Xi,F) = 0 , En particulier, 1l'in-
jection canonique de X dans F s'annulle sur 1'un des Xi , donc 0 est in-
tersection d'une famille finie X],eM,Xn de sous-modules abrités de X .
Prenant n minimum, par (9), chap. 2, n°5, lemme 3, l'injection X - X/XJ & ...
® X/Xn est un monomorphisme essentiel, donc X est extension essentielle de
son socle donec F a des sous-modules simples (sauf si F = 0),

8) Nous alloms voir que ceci est absuxde, donc que F = 0 , soit
P=0.0na HomR,(R'/M R',E) = HomR,(R' @R R/M,E) = HomR(R/M,E) = R/M , donc
R'/M R' est 1'objet simple de mod R' correspondant 4 1l'objet R/M de mod R
par dualité., Donc R'/M R' = R/M , d'oli R/M QR P=0, d'oii 1'on tire
HomR,(R'/M R',E) @R P =0 , done HomR,(R'/M R',F) =0 et F ne ¢ontient aucun

sous-module simple.

(5,18) COROLLAIRE.- Pour qu'un anneau commutatif local soit linéairement

compact pour la topologie discréte, il faut et il suffit qu'il soit isomorphe &

1'anneau d'endomorphismes de l'enveloppe injective de son corps résiduel.
P

B. Ballet a prouvé la condition suffisante et conjecturait la réciproque

qui résulte de (5,17).

(5,19) PROPOSITION.- Soit R wun anneau cohérent, local, commutatif,

de corps résiduel k . Les assertions suivantes sont €quivalentes

(i) R est noethérien complet,

(i1) R est linéairement compact discret et l'anneau des séries formelles

R[[Xll est linéairement compact discret.

(1) implique (ii). Ceci est connu et vient du fait que l'anneau des
séries formelles « un anneau noethérien est noethérien.
(ii) implique (i). Soit E 1'enveloppe injective de k = R/M dans

mod R . On a R[[X]]=lig_Rn ot R est l'anneau des polynfmes & une variable X,
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d coefficients dans R et de degrés au plus égaux 3 n , les termes de degrés
supérieurs n'étant pas considérés dans les résultats des multiplications.
I1 est clair que Rn a méme corps résiduel k que R , Montrons
que H@mR(Rn,E) est l'eanveloppe injective de k dans mod Rn . Il est clair
que c'est un Rn-madule injectif (car Rn est un R-module libre de type fini).
Et k est le sous—Rn~modu1e de HQmR(Rn,E) des £ tels que f(Mn) = 0 ol
Mn est 1'idéal maximal de Rn . Soit g wun &lément non nul de HomR(Rh,E) et
soit 1 le plus grand entier compris entre O et n tel que g(Xi) =u#0,
Soit r dans R tel que r u # 0 et soit dans k . Si on multiplie g par
par r xi £ Rn , on obtient £ # 0 tel que f(Mn) =0, d;oﬁ 1'assertion.
L'anneau R[[X]} muni de la topologie définie par les ker(R[[X]] - Rh)
s'identifie, comme R-module, 3 RN (N ensemble des entiers naturels) muni de
la topologie produit. Donc R[[X]J .est linéairement compact (5), ex. 15 d).
L'enveloppe injective de k dans Dis R[[X]] s'identifie & lim HomR(Rn,E) =F .
Le R-module sous-jacent &4 F est la somme directe d'une famille de copies de
E en quantité dénombrable. Par (5,15), pour que R[[X}] solt linéairement com—
pact discret, il faut et il suffit que F soit un R[[X]]—module injectif. Comme
R est cohérent, R[IX]] est un R-module plat, donc si F &tait un P[Ex]lmmodule

@)

injectif, ce serait un R-module injectif et F = E . Nous alloms wvoir que

ceci n'est pas possible si R n'est pas noethérien.
Soient I wun idéal de type dénombrable, engendré par STEREREL LY

de sorte que la suite (In) des idéaux In de type fini engendrés pax

. . . v s . . n+l
€ se005e  croisse strictement, i 1'injection canonique de E dans E

1

- ~ - n+ n . P
correspondant a4 la décomposition E =E ®E, s, la surjection de I

n+l

sur In+1/ln # 0 . Supposons, par récurrence, avoir trouvé fn de In dans

. - n . .
EY  tel que Im fn ne soit pas contenu dans E® ! . Comme E~ est injectif,

. . . n
il existe £ . de I ., dans E~ prolongeant £ . Comme In*l/In # 0,

comme E est cogénérateur injectif de mod R ,il existe g # 0 de In+1/In

prolonge fn et que
G

dans E ., Posant f = £ + ingsn , on voit que £

n+l n+l n+l

Im fn+1 n'est pas contenu dans E” . D'ol une application £ de 1 dans



qu'on ne peut pas prolonger 4 R .

(5,20) Soient A wun anneau commutatif local linéalrement compact
discret et intégre, M son idéal maximal, K son corps des frastions, k son
corps résiduel et E 1'enveloppe injective de k dans mod A . Alors, toute

application non nulle de K dans E est surjective et A est limite projective

filtrante d'anneaux lecaux <Ai) auto-injectifs. Les idéaux abrités de A forment

un systéme projectif filtrant décroissant d'idéaux de A 3 intexsection nulle.

Soit s une application non nulle de K dans E d'image X . Par
(5,18), 1l existe um idéal I de A (I # A) tel que X = HomA(A/I,E) . Mais
HomA(K,HomA(A/I,E» = HomA(K @A A/I,E) # 0, done K @A A/IT #0 , done I =0 et
X=E , s est blen surjective, Comme K est union filtrante croissante de
sous-modules monogénes, 1l en est de méme de E , donc les 1d8aux abrités de A
forment une famille filtrante décroissante (Ii) d'idéaux de A i intersection
nulle et A = }im.A/Ii . Comme O est abrité dans A/Ii , par (5,18), les A/Ii
sont auto-injectifs.

Soit s une surjection de K sur E . On en déduit upe injectiom de
K dans HomA(K,E) qui 3 x & K associe l'application £ ¢ K> s(x £) ¢ E .
Cette injection est bijecti?e si et seulement si 1'injection K = HomA(HomA(K,E),E)
est bijective, i.e. si et seulement si K est un A-module linéairement compact
discret. Dans ce cas, (K,s) eSt\enveloppe projective de 'E dans la catégorie
abdlienne des Armodules lindairement compacts discrets, car K est enveloppe
injective de A et car le foncteur HomA(?,E) induit une dualité de la catégorie

des A-modules linéairement compacts discrets avec elle méme.

(5,21) PROPOSITION.- Dans les conditions précédentes, si K est un

A-module linéairement compact discret, la cloture intégrale A" de A dans K

est un anneau de valuation linéairement compact dominant A , le corps résiduel

de A' est extension finie de celui de A et A contient un idéal non nul de

A' , i.e. A est ouvert dans A' pour la topologie de A' définie par la valua-

tion de A' .
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1) Prouvons que A' est un anneau de valuation. Par (6), A' est inter-
section des anneaux de valuation de K dominant A . Soit (AI’ME) un anneau
local contenu dans K et dominant A et soit B un sous—anneau de K compris
entre A et A1 . Comme tous ceé anneaux sont linéajirement compacts discrets,

B est local et A]/MI est extension finie de A/M = k , donc B/B f\Ml est une
k-algébre finie contenue dans le corps A]/M1 , c¢'est donc un corps, donc

BN Ml est 1déal maximal de B . Appliquant la propositioh I du § 7 de (6),

on voit que deux anneaux de valuation dominant A sont nécessairement égaux.
Donc la cloture intégrale A' de A ‘dans K est un anneau de valuation linéai-

rement ccmpact, son corps résiduel A'/M' est extension finie de A/M car

c'est un A-module linéairement compact discret. On peut donc trouver une A-algé-

bre finie comprise entre A et A' ayant méme corps résiduel que A' . Dans
la suite, on supposera que A a méme corps résiduel k que A' . On note G
le groupe des ordres et v la valuation de A' . Si M est un sous—A-module de

K , on note v(M) 1'ensemble des g de G tels qu'il existe x dans M avec

v(x) = g . TN

e,
o

A
2) Si M et M' sont deux sous—A-modules de K tels que M’ con—\}f=i72f

tienne M et v(M) = v(M') , alors M' =M.

Soit x'

dans M' . Pour tout x de M , on note Mx le sous-module
de M formé des y tels que v(y) 2 v(x'-x) . Les x + Mx forment une famille
filtrante décroissante de variétés de M dont 1l'intersection n'est pas vide.
Soit =z un poiqt de 1'intersection. Alors v{(x'-z) > v(x'-x) pour tout x de
M.Si x'=-2z#0, il existe y dans M tel que v(x'-z) = v(y) , soit
v((x'—z)y—l) =0 . Comme A et A' ont méme corps résiduel, il existe u dans
A tel que l'on ait v((x'—z)y-] - u) > 0, mais alors on aurait v(x'-z-uy) >
> v(x'-z) ce qui est contraire i ce qu'on a supposé. Donc x' est dans M .

3) Soit s wune surjection de K sur l'enveloppe injective E de
k dans mod A prolongeaﬁt la surjection de A' sur k . Pour tout sous—A-module
M de K , on note MS le noyau de la surjection HomA(K,E) > HomA(M,E) compo—
sée avec la bijection x e K~ (£ ¢ K » s(xkg?'a E) & HomA(K,E) . Alors M:



dépend du choix de s , mais V(M;5 n'en dépend pas et est 1l'ensemble des g
de tels que -g ne soit pas dans v(M) . On notera v(M® cet ensemble.

Soient s et t deux surjections de K sur E prolongeant la sur-—
jection A' > k . Il existe x de K tel que s(x £) = t(£) pour tout & de
K . Pour que s et ¢t coincident sur A' , il faut et il suffit que v(I-x) > O .
On a donc Mt = x-]MS , d'od V(Mg) = V(M;) = v(M® ., Il est facile de voir que
si g est dans‘ v(M® , aloxrs -g n'est pas dans v(M) . Comme le passage de
v(M) 3 v(M®) est autoréciproque, on a bien le résultat annoncé.

4) S1i (Mi) est une famille filtrante décroissante de sous—-A-modules
de K d'intersection M , v(M) est l'intersection des v(Mi) .

‘ C'est une conséquence immédiate de ce qui précéde et du fait que, si

(Mi) est une famille filtrante croissante de sous—A-modules de K d'union M ,
v(M) est 1l'union des V(Mi) .

5) On considére 1l'ensemble E des couples (M,g) oG M est un sous-
A-module .de K et g un élément de v(M) , ordonné ainsi : (M,g) est stricte-

1

ment inférieur 2 (M',g') si M' contient M , n'est pas dans v(M) et
g

est supérieur 3 g . Alors, l'ensemble ordonné € est & la fois artinien et
noethérien.
a) Si cet ensemble est artinien, il est noethérien.

En effet, par 3), & toute suite strictement croissante (Mh,gn) , on

) .

peut associer la suite strictement décroissante (Mg,—gn+]

b) Soit (Mn,gn) une suite strictement décroissante de & . On choisit

= = +ole. =0 .
X, dans Mn tel que v(xn) g, et on pose Yo+1 X, 0+ X et Yo 0

~

Soit y dans 1l'intersection des M +y .Ona y=12z_+y ol z_ est dans
n n n n n
M ., Comme v(y ) =g g v(M ) et comme les g_ décroissent strictement, on
n n n-1 n n
voit que, pour tout n , v(y) = v(zn) <8 -
Soit M 1l'intersection des Mn . Par un raisonnement analogue & celui
fait dans 2), on prouve qu'il existe u dans M tel que, pour tout z' de M

on ait v(y-u) > v(y-z') . Comme y-u est encore dans 1l'intersection des Mn +

+7y_ » on peut supp Ser u = 0 , i.e. pour tout z' de M, v(y) = v(y-z") .
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Comme v(y) est dans l'intersection des V(Mh) , 1l est dans v(M) , d'ol =z
dans M tel que v(y-z) > v(y) ce qui est contraire 3 ce qu'on a supposé,
sauf si y = 0 ce qui est absurde.

6) Soit (B,g) wun &lément maximal de la partie de E formée des
couples (B',g') ol B' est une A-algébre finie comprise entre A et A' .
Alors v(B) contient 1l'ensemble des €léments supérieurs & g , donc B contient
un idéal non nul de A' . Comme B est un A-module de type fini, A contient

aussi un idéal non nul de A' , d'od le résultat annoncé.

(5,22) Dans les conditions de (5,21), supposons que A' est un anneau

de valuation archimédienne non discréte. Alors 1'idéal maximal de A contient

des éléments de valuations arbitrairement petites. De plus, pour tout idéal I

de A' , distinct de 1'idéal maximal, il existe une A-algebre de type fini com—

prise entre A et A' et contenant I .

Si 1'idéal maximal M de A é&tait contenu dans un idéal J de A'
distinct de 1'idéal maximal, A serait complet pour la topologie M—adique, il
serait donc noethérien. Cela est faux car A contient un idéal non nul de A' ,
donc a des idéaux non nuls de type infini.

Pour prouver la deuxiéme aéseftion, on peut se ramener au cas oi A
~a méme corps ?ésiAuel que A' . Alors v(M) admet O pour borne inférieure.
Soit U 1l'ensemble des g de ¢ tels qu'il existe un A-module de type fini
M  compris entre A et A' tel que l'ensemble des éléments de G supérieurs
ou égal 3 g soit dans v(M) . Il s'agit de prouver que U est formé des &lé-
ments positifs de G . Soit (M,g) wun &lément maximal de la partie de E for-
mée des (M',g') od M' est un A—quule de type fini contenu dans A' , g'
est dans v(M') et g' n'est pas dans U . Alors g est le plus grand &lément
du complémentaire de U . Par l'absurde, on suppose g strictement positif. Soit
(N,h) wun élément maximal de la partie de E formée des couples (N',h') ou
N' est un A-module de type fini contenu dans A' , g est dans v(N') , h'
est dans Vv(N') et est strictement inférieur & g . Alors v(N) contient tous

les Eléments compris entre h et g . Comme O est borne inférieure de v(M) ,



V. 22

on en déduit que v(N) contient tous les éléments supérieurs & h ; par suite,

h serait dans U et g aussi, ce qui est contraire 3 ce qu'on a supposé.

(5,23) EXEMPLES.- 1) Dans les conditions de (5,21), on peut conjec-
turer que A' est un A-module de type fini. L'exemple suivant prouve que cela
est faux, méme si A' est de hauteur 1 . Soient G (resp. Gl) le groupe
additif des rationnels de la forme p/3n (resp. 2p/3n) » 'k un corps commuta-
tif. On forme le sous—-ensemble K = S(G,k) de kG formé des éléments de kG
de supports bien ordonnés (Cf. (6), § 3, ex. 2 et § 5, ex. 5). L'addition de
K = S(G,k) est induite par 1l'addition habituelle de kG et la multiplication
est ainsi définie : s1 x = (Xi) et vy =‘(yi) sont dans K , (xy)hl=“
= z X.V. .:On forme de méme K

.4 i’j
1+31=h
commutatifs et . K est un Ki—espace vectoriel de dimension 2 (comme surcorps

= S(Gl,k) . Alors K et K sont des corps

I 1

de K]) ayant par exemple pour base 1l'unité de K1 et 1'élément e défini

par e; =0 pour i #1 , e étant l'unité de k . Le‘corp3'K est muni de la -

valuation suivante v & valeurs dans G : si x est dans K , wv(x) est le

plus petit élément du support de =x . La valuation correspondante de K, est

]

induite par v . Soient A' et A{ les anneaux de valuation correspondants. Par

(6), K et K] sont linéairement compacts pour ces valuations. Comme K est

de dimension finie sur K1 , c'est un A;-module linéairement compact discret.

. ' . + - v .
Soient D 1la partie de G formée des &€léments de G1 compris entre O et 1

et de tous les €léments de G supérieurs &4 | et A le sous—anneau de K for-
mé des éléments de K dont le support est dans D . Comme A contient A{ , K
est un A-module linéairement compact discret, A admet K pour corps des frac-
tions, A' pour cloture intégrale, mais A' n'est pas un A-module de type fini.

2) Remarquons qu'un, anneau local d'idéal maximal M peut &tre complet
pour la topologie M-adique, mais ni noethérien, ni discret, ni linéairement com-
pact pour cette topologie. Il suffit de considérer S(G,k) ol G est un groupe

!  au moins

archimédien non discret, D la partie de G formée par O et les g
égaux 4 un certain g > O et A 1'anneau des &léments de S(G,k) dont le support

est contenu dans D
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3) Un anneau cemputatif, local, intégre, peut @tre linéairement compact
discret sans que son corps des fractions soit un module linéairement compact dis—
cret. Il suffit de considérer un corps comutatif k et 1'anneau des séries for-
melles d deux indétermindes k[LX],ij] .

4) L'exemple suivant m'a été communiqué par'L,Grusong Soient A un
anneau de valuation et U wun ultra-filtre non trivial sur l'ensemble des entiers
positifs N . On forme le quotient de 1'anneau produit AN par L'idéal des élé-
ment dont le support n'est pas dans U . Il est facile de voir que 1'anneau A'
ainsl obtenu est un anneau de valuation dont le groupe des ordres est l'ultra-
produit du groupe‘des ordres de A .

Soit b" + A'a" une suite décroissante de variétés affines de A' .
Montrons que 1'intersection en est non vide. Par récurrence, il est toujours pos—
sible'de choisir des représentants (az) des a" dans AN tels que, pour tout

n+l

. . . n
n et pour tout 1 , a; soit un multiple de a

. - On choisit aussi par récur—
i

~ n n .
rence des représentants (bi) des b tels que, pour tout n et tout i ,

+ . .
b? L. b? soit un multiple de a? . On pose alors pour tout k , bk = bt et
soit b 1'image de (b,) dans A' ., Pour k >n , b - b est un multiple

k

n . -
de a s donc b-b" est dans A'a" , ce qui prouve le résultat. Donc A' est

k k

un anneau de valuation tel que toute suite décroissante de Vafiétés affines a une
intersection non vide. Il en est de méme du corps des fractions. Donc tous‘les
quotients «t tous les localisés de A' ont cette propriété.

Supposons maintenant A de hauteur 1 . Le groupe des ordres de A est
un sous-groupe de R (ensemble des nombres réels), partout dense si A n'est
pas de valuation discréte. On fait alors le qﬁotient de AN par 1'idéal des
éléments (an) tels que v(an) tende vers 1'infini suivant 1'ultrafiltre U
et on localise en 1'idéal premier formé des (an) tels que la limite de v(an)
suivant U soit strictement positive. On obtient ainsi un anneau de valuation

B , de groupe des ordres R , dominant A et linéairement compact.
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SUR LES DERIVES DE CERTAINES LIMITES PROJECTIVES.~

PROPOSITION l.- Soient I wun ensemble bien ordonné,

(£.) (g.)
1 1
0 - (Ai> E— (Bi) —— (Ci)

une suite exacte de systémes projectifs indexés sur I de groupes ab&liens.

Pour 1% j,a, ., b, . et c., . désignent les morphismes de A, , B, et
1,] 1,] 1] - 1 1 |
C. wvers A, B. et C. . On suppose que :
j Yers A. . B, ; ppose q

a) pour tout i , ai+l,i = a, est surjectif ,

b) pour tout i , 8i,, e&st surjectif,

c) si 1 est Elément limite de I , Bi_= 11? Bj , Ci\= 11? Cj et

J<1 J<IL
g = 11@ gj .
J<1

Dans ces conditions, le morphisme 1im(gi) de lim(Bi) vers lim(Ci)

est surjectif,

Si I est dénombrable, on a un résultat bien connu de Mittag-Leffler
(18). Soit 2z = (zi) un élément de »lim(Ci) . Par récurrence transfinie, on sup-
pose, pour 1 fix& dans I , avoir trouvé des yj dans Bj (3<1) tels que

our k g3 <1 on ait b.  (v.) = et Ay.) =z, .
P ] > ik yJ) Vi gJ(yJ ;

S1 1 est élément limite, on pose vy, = (yj)j<i q.1 est dans Bi

d'aprés c).

Si i = j+1 , il existe y3+l dans Bj+1 tel que gj+l(y5+l) = zj+l s
d'ol gj(bj(yé+])—yj) = 0 ,‘d'oﬁ xj dans Aj tel que fj(xj) = bj(y3+1)-yj ,
d'od Xj+1 dans Aj+l tel que xj = aj(xj+1) ou encore, bjfj+l(xj+1) = bj(y3+l)_
—yj . On posera yj+1 = y!+1 - fj+l(xj+l) .

Pour tout entier k , on désigne par €¥> le k+1éme cardinal infini,

k

Convenant d'identifier entre eux tous les cardinaux fini, on notera (\e_] le

"cardinal fini" .

PROPOSITION 2.- Soient E un ensemble ordonné filtrant ayant une partie
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(i)

cofinale de cardinal aek et A un anneau unitaire. Alors les dérivés lim
E
du foncteur lim appliqué 3 la catégorie des A-modules sont nuls pour i > k+2

E
Ce résultat est trivial pour k = -1 et a &té prouvé par J.E. Roos (25)

pour k = 0 . Il a &té prouvé par C.U. Jensen (20) lorsque les modules du systéme
projectif considéré sont projectifs de type fini.

LEMME,- Soit E wun ensemble filtrant ayant une partie cofinale X de

cardinal infini u . Alors E- est union bien ordomné d'une famille (Ei)

1el

de parties, filtrantes pour l'ordre induit, telle que, pour tout élément limite

i de I, Ei soit 1'union des Ej peur j < i et que les Ei alent une

partie cofinale de cardinal strictement inférieur 3 u .

Le lemme est clair pour u = aeo . Supposons u non dénombrable; Il
existe une application £ de l'ensemble des parties finies de E dans E telle
que, si F est une partie finie de E , £(F) soit un majorant de F . Si G
est une partie infinie de E , on note g(G) 1'ensemble des x de E tels
qu'il existe une partie finie F de G telle que x = £(F) . On pose gO(G) = G
et, par récurrence, gn+l(G) = g(gn(G)) » N étant un entier positif ou nul.
Enfin, onnote h(G) 1'union de toué les gn(G) . I1 est clair que h(G) est
filtrante pour 1l'ordre induit par E et a méme cardinal que G .

Soit I wun ensemble bilen ordonné, de cardinal u et d'ordinal minimum.
On a une bijection de I sur X qui 8 1 de I associe X de X . Pour tout
i de I , on note Xi 1l'ensemble des Xj de X pour j < i . On posera
Yi = h(Xi) et on prendra pour Ei 1l'ensemble des x de E majorés par un &lé-
ment de Yi . On a bien ainsi prouvé le lemme.

Pour tout x de E , UX est l'ensemble des y € x . Les Ux forment
une base d'ouverts pour une topologie sur E . La catégorie A(E) des systémes
projectifs de A-modules indexés sur E s'identifie alors 3 la catégorie des
faisceaux de A-modules sur E (20). Les Ei introduits par le lemme sont des
ouverts, le fonctegf j? dé restriction a Ei a pour adjoint a gauche le foncteur

exact ji de prolongement par zéro (11). Donc j? transforme les injectifs de

!
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A(E) en des injectifs de A(Ei) . Supposons le résultat vrai pour les h infé-
rieurs & k et prouvons le pour k . On considére une résolution injective

+J) .
p-1 p)

On a2 lim X = lim lim j? X . D'aprés 1'hypoth&se de récurrence, les applications
i E.
i

0> X~ Jot+ JI'% .»» d'un objet X de A(E) et on pose Xp = Im(J

.. L% T .
%%E_J. Jk~* llm J Xk+1 et }EE'Ji Jk+1 > }ig_]i Xk+2 sont surjectives. Comme
i 1 1 i

Jk est injectif, c'est un faisceau flasque, donc les applications %im_ j§+l Jk ->
Ei+1
- 11m J Xk+1 . I1 ne reste plus alors qu'a appliquer la propesition |

l

COROLLAIRE 1.- Soit A un anneau unitaire. Si P est un module plat

de présentation i.e, quotient d'un module libre de type par un sous-—
P q y Kk X

k_ 3

module de type , alors Extl(P,?) =0 pour 1 > k+2 ,
P k > 222TE A 'Lt

Ce résultat a &té prouvé par D. Lazard (21} et C.U, Jensen (19) pour

d'un

k = 0 . IT revient au méme de prouver qu'un sous-module pu? de type f%k;
module libre est de dimension projective au plus égale &4 k . Ce dernier résul-
tat étant vrai pour k =0 , on peﬁt faire un raisonnement analogue i celui fait
dans la proposition 2 . Mais C.U. Jensen m'a communiqué une démonstration fai-
sant apparaltre ce résultat comme une conséquence directe de la proposition 2.

Par (21), P est limite inductive de modules libres Li , 1 décrivant

un ensemble filtrant de cardinal au plus égal i aek.° Par (25), il existe une

suite spectrale de premier terme Eg’q = 1im‘p)Extq(Li,X) aboutissant a
Ext™(1in L X) = Extn(P X) Comme les L, sont libres, E’% =0 pour q > 1
. i s F - i . bl 2 3

done Extn(P,X) = iiﬂﬁn)ﬂom(Li;X) . Par la proposition 2, on voit bien que
Extn(P,X) = 0 pour n 2 k+2 .
On retrouve ainsi le résultat de Jensen suivant (19) + 81 A est un

anneau dont tout idéal 3 g.u-he est de tvpe au plus &k et dont la dimension

homologique globale faible m est finie, alors la dimension homologique globale

a4 gauche de A est finie et au plus &gale & m+k+] .

Un module X est dit absolument pur (32) ou FP-injectif si, pour tout

module de présentation finie P , Extl(P,X) = 0 . Il revient au méme de dire que
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X est sous-module pur de son enveloppe.injectivé.ou»énnorevqu'il ést sous-module
pur de tout module qui le contient. B. Stenstrom a prouvé (32) que pour que 1'an-
neau de base soit coh&rent, 1l &tait nécessaire et suffisant que, pour tout
FP-injectif X et tout module de présentation finie P , on ait pour tout =n > O
Extn(P,X) = 0 , Dans le cas cohérent, les FP-injectifs jouent vis 4 vis des in—
jectifs un r6le analogue 3 celui que les plats jouent pour les projectifs. L'énon-

cé suivant est une illustration de ce fait.

COROLLAIRE 2.- Soient A un anneau cohérent & gauche, X un A-module

d gauche FP-injectif et I un idéal 3 gauche de type (e1£ s aloxs

a

i ‘ . . . aa
ExtA(A/I,X) =0 pour i 2 k+2 . Si tous les idéaux & gauche de type celc s

alors Extl(?,X) =0 pour i z k+2
I1 suffit d'écrire que I est union filtrante d'idéaux de type fini

IX » o x décrit un ensemble de cardinal C@ K et de considérer la suite spec-

P>9 _ (p)

q — N n
5 ExtA(A/IX,X) aboutissant a ExtA(A/I,X) .

trale de premier terme E lim
sim

Le méme raisonnement que plus haut donne le résultat.

On pourrait croire que 1l'hypothése a) de la proposition 1 pourrait étre
affaiblie et remplac&e par la condition de Mittag—Leffler (18) : pour tout i ,
et

il existe j 2 i tel que, pour tout k z j , ont méme image.

i &3,i
Il n'en est rien. En effet, soit A wun anneau de valuation. Les A-niodules abso-
lument purs sont lés modules divisibles, donc, pour tout A-module M , on a une
résolution absolument pure O > M ¢‘JO - J1 -+ 0 . Tout 1déal I de A est
union d'une_famille bien ordonnée (Ix) d'idéaux de A telle que, si x

n'est pas élément limite, IX soit de type fini, si x est élément limite,

IX soit l'uniqn desl I pour y < x . Soiept X un FP—injectif, Y son enve-

loppe injective et Z = Y/X qui est FP-injectif. En vertu des résultats de (21)

sur les suites exactes pures, la suite exacte de syst@mes projectifs suivante :
0 - (HomA(Ix,X)) > (HomA(IX,Y)) > (HomA(IX,Z))

remplit les conditions de la proposition !, sauf la condition a) qui est remplacée
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par la condition de Mittag-Leffler de (18). Si la conjecture précédente &tait

vraie, la suite sulvante
0 -+ HomA(I,X) - HomA(I,Y) ¢~HomA(I,Z) + 0

serait exacte. On aurait donc Exci(I,X) =0 , donc Exti(?,X) = 0 , donc pour
tout module M , on. aurait Extz(?,M) =0 , Il est connu que ce n'est pas touT

jours le cas.
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CATEGORIES DE GROTHENDIECK COMMUTATIVES A SPECTRES QUAST-COMPACTS.

Une catégorie de Grothendieck D est commutative si elle admet un
générateur dont 1'anneau d'endomorphismes est commutatif. Par (10), il revient
au méme de dire que D est quotient d'une catégorie mod A, of A est un
anneau commutatif, par une sous-catégorie localisante. Un générateur de D dont

1'anneau d'endomorphismes est commutatif est un générateur commutatif ou un

objet "projectif de rang 1". On prouve que 1‘'anneau d'endomorphismes d'un géné-

rateur commutatif est isomorphe 4 1l'anneau d'endomorphismes du foncteur iden-—
tique de D. Les générateurs commutatifs de D ont donc tous les mémes pro-
priétés homologiques.

Dans la suite, les conditions sont les suivantes : A est un anneau
commutatif, C une sous—catégorié localisante de mod A, F 1'ensemble topo-
logisant idempotent d'idéaux de A associé 3 C, D 1la catégorie mod A/C,
jx le foncteur canonique de mod A Vérs D et jx son adjoint & droite.

Un injectif indécomposable I de D est premier s'il existe un
sous—objet P de I tel que 1'idéal maximal de End I soit formé des £
tels que f£(P) = 0. Identifiant D & la sous-catégorie pleine de mod A des
A-modules C-fermés, on voit facilement 4 1'aide des résultats de (35) que les

injectifs premiers de D sont les enveloppes injectives des A/p ol p décrit

1'ensemble des idéaux premiers de A n'appartenant pas & F. Ce sous-ensemble

V de Spec A, stable par générisation, sera le spectre premier de D. On
trouvera dans (8), § 6, ex. 2, un exemple de catégorie modulaire commutative
dont le spectre premier eét vide.

Cela étant, on peut considérer 1'image réciproque par l'injection de
V dans Spec A de 1'espace annelé (Spec A, AY) et faire de V un espace
annelé en anneaux locaux. Associant i tout A-module M 1'image réciproque par
1'injection de V dans Spec A du (Spec A, AY) -module MV associé & M, on

obtient un foncteur k° de mod A dans la catégorie mod V des V-modules
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quasi—-cohérents. Mais k* a pour noyau la sous—catégorie localisante de mod A
des modules M tels que Mp = 0 pour tout p de V. Ce noyau de k* contient
C, d'oi un foncteur i de D dans mod V. On dira que D est une catégorie

3 spectre si i est fidéle, i.e. si C = ker k* . La.question se pose de
savoir quand est-ce que i est pleinement fid&le ou est une &quivalence. Ce
probléme a été abordé au chapitre III lorsque V est ouvert et résolu dans

certains cas particuliers. Le but est maintenant de prouver 1'@noncé suivant :

THEOREME. - Dans les conditions précédentes, les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) 1l'ensemble F a une partie cofinale formée d'idéaux de type

fini,

(ii) D est une catégorie i spectre dont le spectre est quasi-compact,

.

(ii1) D est une catégorie 3 spectre dont le spectre est 1'intersec-—

tion d'une famille filtrante décroissante d'ouverts quasi-compacts de Spec A.

i

Si ces conditions sont remplies et si V est le spectre de D,

intersection de la famille filtrante décroissante d'ouverts (Ui) quasi-

compacts de Spec A, le foncteur i de D dans mod V est une équivalence.

Si kx désigne le foncteur "image directe" de la catégorie des V-modules

(non nécessairement quasi-cohérents) dans la catégorie des (Spec A, A™-modules

(non nécessairement quasi-cohérents), pour tout A-module M, jxij = lim F(Ui,Mﬁﬁ

et (jxijf" = kxkx(M"ﬁ. De plus, jxjx commute aux limites inductives filtrantes.

L'équivalence des trois premiéres assertions se trouve plus au moins

dans (36). Donnons tout de méme une démonstration.

1) (i) implique (iii).- Pour prouver que D est une catédgorie a

spectre, il suffit de voir que si I est un idéal dont la racine est dans F ,
alors I est dans F. Si la racine de I est dans F , elle contient un idéal
J de type fini appartenant & F , d'ol un entier n tel que I conienne Jn,

donc I est bien dans F .
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Le spectre V de D est alors l'intersection des ouverts quasi-
compacts D(J) (ensemble des idéaux premiers ne contenant pas J), J décri-

vant l'ensemble des idéaux de type fini de F .

2) (iii) implique (1).- On suppose que V est 1'intersection d'une

famille filtrante décroissante (Ui) d'ouverts quasi-compacts de Spec A.

Alors Ui est 1'ensemble D(Ji) des id@aux premiers ne contenant pas un certain
idéal Ji de type fini. D'aprés (4), § 2, ex., 18 d), 1l'ensemble topologisant

F' des idéaux de A admettant pour partie cofinale les puissances des Ji est
idempotent et nécessairement &gal & F en vertu de 1). D'od 1'implication de

(1) par (iii).

3) Sous les hypothéses (i) et (iii), tout ouvert U de Spec A

contenant V contient 1'un des U,. En effet, la sous-catégorie localisante

CU des M tels que MYU = 0 est coatenue dans C, 1'ensemble topologisant

idempotent FU d'id8aux de A associé est donc contenu dans F . Or

U=D(J) ot J est un certain idéal de A et J est dans F

0 donc dans F,

donc J contient 1'un des Ji et U 1'un des Ui.

4) (ii) implique (iii).- Scient U wun ouvert contenant V et (Uj)
une famille d'ouverts quasi-compacts recouvrant U. Comme V est gquasi-compact,
il existe un nombre fini d'ouverts Uj recouvrant V. L'union de ces U. est
donc un ouvert quasi-compact de Spec A, contenant V et contenu dans U. Comme
V est stable par générisation, c'est une intersection d'ouverts, donc d'ouverts

quasi-compacts.

5) Sous 1l'hypothése (iii), (ii) est vérifié, les intersections des

ouverts quasi-compacts de Spec A avec V forment une base d'ouverts quasi-

compacts de V, tout ouvert quasi-compact de V est intersection d'un ouvert

quasi-compact de Spec A et de V, enfin, si V' est un ouvert quasi~compact

de V, wunion d'une famille (Vé) d'ouverts quasi-compacts de V, il existe

une famille (Ué) d'ouverts quasi-compacts de Spec A, d'union U' quasi-
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compacte, telle que 1'on ait V' =VAU' et V

=V NUL.
3 J

Il est clair que les intersections de V avec les ouverts quasi-
compacts de Spec A forment une base d'ouverts pour V. Si V' est un ouvert
quasi-compact de V, c'est une union finie de VN Uj ol les Uj sont des
ouverts quasi-compacts de Spec A, donc V' =VMNU, of U est l'union des
Ui et est donc blen un ouvert quasi-compact de Spec A. Inversement, soient
U" un ouvert quasi~compact de Spec A et (UE) une famille d'ouverts quasi-
compacts de Spec A tels que V' =VNU" soit 1'union des Vj =V f\Ug«
Remplacant les Ug par les U" f\UE, on peut supposer que U'" contient les
UH. L'union des Ug est un ouvert de Spec A contenant V', donc par 3),
contient un ouvert quasi-compact U' de Spec A contenant V'. On remplace
les Ug par les Ug =yU'N Ug qui sont quasi—compacts. Comme U' est quasi-
compact, il existe un nombre fini de Uj recouvrant U', donc un nombre fini
de Vé recouvrant V', d'ol la quasi-compacité de V' et aussi 1l'ensemble du

résultat annoncé.

6) Dans le cas oi V est un ouvert quasi-compact de Spec A, le

- o . . s -
foncteur i J commute avec les limites inductives filtrantes.

Ce résultat est trivial si V = D(f), ensemble des idBaux premiefg,ne
contenant pas un certain élément gﬁ?ﬂde A. Dans le cas général oi V est une
union finie d'ouverts D(fj), pour tout A-module M, jxij = F(V,Mfﬁ =
= 1im (Mf. > Mf.f ). Le résultat vient de ce que les. limites inductives filtrantes

—
I,k 7] Ik
commutent avec les limites projectives finiles.

7) Dans le cas général ol V est l'intersection d'une famille fil-
g

trante décroissante d'ouverts qﬂbsi—compacts (Ui) de Spec A, on aura
X - T _—

. . o IS 3 s e - .
JXJXM = lim F(Ui,M“§ et le foncteur 3, commute aux limlites inductives
filtrantes.
La deuxiéme assertion résulte de la premiére et de 6). On note C,
A

la sous-catégorie localisante de mod A des A-modules M tels que M"'/Ui = Q

et Fi 1'ensemble topologisant idempotent d'iddaux de A correspondant. I1
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est clair .que le morphisme canonique de M vers jxij se factorise 3
travers 1lim F(Ui,Mﬁﬁ. I1 suffit de voir que lim F(Ui,M"5 est C-fermé.
Par (4), § 2, ex. 18 d), 1l'union des Fi est un ensemble topologisant idem—
potent d'iddaux de A, nécessairement égal & F. Soit I wun idéal de F,
il existe io tel que I soit dans Fi . Pour i = io’ les F(Ui,M“5 sont
)
C. —fermés, donc, par 6), lim P(Ui,M“ﬁ sera C, ~fermé, donc
o : o
Hom(I,1lim T(Ui,M“ﬁ) = 1lim F(Ui,M“5 qui est donc bien C-fermé.

8) Soit M un A-module. On définit sur la base des ouverts quasi-
compacts de V le préfaisceau M suivant : si V' est un ouvert quasi-compact
de V, T(W',M) = 1im T(U',MY) ol U' décrit l'ensemble des ouverts quasi-

—_—
compacts de Spec A contenant V', En vertu de (11), M est 1'image réciproque
(en tant que préfaisceau) du préfaisceau MV par le foncteur canonique du
site des ouverts quasi-compacts de Spec A dans le site des ouverts quasi-

compacts de V. En utilisant (17), chap. O, (3.2.2), on va prouver que M est

un faisceau sur cette base d'ouverts. Il sera alors clair que le faisceau pro-

longeant M sur V sera 1'image réciproque de M™ par 1l'injection canonique

de V dans Spec A.

On considé@re un ouvert quasi-compact V' de V, union d'une famille

finie d'ouverts quasi-compacts V! de V. On pose ij

VI =U0U'"NV et Vé = Ujf\ V o U' et Uj sont des ouverts quasi-compacts

= 1 U
Vj f\Vk. Par 5),

de Spec A, l'union des Uj 8tant U'. On pose Uék = Uj f\Ué. Par 3),

1 = 13 1 : : ' t =

r(v',M) 1:{m T N ,u% 1;m J% 1?151"(Ujr\ui,M"’) > TN U, ,M™)

— . ° 1 1272 . 1 > _ .

= l‘ltp(ll_.m T(Uj AU, ,M ) > lim I‘(UjkﬁUi,M"')) = éufx (r(sz, My - r(vJ'.k,M)). On a
q,qk 1 i 1,31k

utilisé le fait que les limites inductives filtrantes commutaient avec les

limites projectives finies.

9) Pour tout A-module M, on a (jxijfU = kxkx(M“ﬁ.

Soit f un élément de A. Par 7), on a P(D(f),(jijM)"’) = (jxj“M)f =

[

= Lim(r(u;,M") . = lim I (D(H)NU M) r(n(f),kxk?‘(m“‘b, d'oll 1'égalité annoncée.

Si on désigne par b 1le foncteur qui & un A-module M associe le
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(Spec A,AV)-module MV et par T son adjoint & droite, on a b j* =k 1 ce

qui prouve que 1 est pleinement fidéle.

10) Le foncteur 1 €st une équivalence.

Si un V-module M est atteint par i , ona M= inM oi M est un
A-module C-fermé, d'oi I(V,M) =T k_M=T bj*J*M =M, doi M= 1% (,M) =
= KM et kM= (T(V,M) .

Soit M un V-module quasi-cohérent. Commé V est quasi-compact, on
a un recouvrement ouvert de V par un nombre fini d'ouverts V r\D(fu) , oi les

fu sont dans A tels que, pour tout u , on ait des suites exactes :
(k’s PR (kﬁ Ay ® AD(E) ~ 0

od kﬁ est le foncteur image réciproque allant de mod(Spec A,A@) vers la

catégorie mod(V f\D(fu)) . On adopte pour V f\D(fu) les mémes notations que

mn.n

pour V , mais affectées de 1l'indice "u" . Ainsi, les foncteurs iu de
mod A/Cu vers mod(V’(\D(fu)) étant pleinement fidé&les par 9) , les
M/v f\D(fu) sont atteints par les foncteurs iu . On aura donc les &galités
A% .
kux(M/v F]D(fu)) = (T(VN D(fu),M)) . Il suffit de prouvir que kxM =
(T(v,M)V . Pour tout £ de A , T(VN D(E),M) = lim T(V ND(ff ),M) , mais
< u
=T (VN D(£f ),M) = T(V ) D(£E ) M/v nD(fu)) = F(D(ffu),kuxM/VﬂD(fu)) =
= (I'(V f\D(fu),M))f . Comme la localisation en f commute aux limites projec—
tives finies, on a F(D(f),kxM) = I'(VAD(E),M) = lim(F(V f\D(fu),M))f =
= (1lilm F(VODE),M) e = (TV,M) = T(D(E), (T (V,M))") .D'od 1'égalité annon-

cée.

Le théoréme est ainsi démontré.



BIBLIOGRAPHIE.

(1) B. BALLET, Topologies linéaires sur un anneau cohérent, C.R. Acad. Sc.,

t. 270, 1970, p. 1209.
(2) N. BOURBAKI, Top. Gén., Chap. 1, Appendice.
(3) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 1, § 2.
(4) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 2.
(5) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 3, § 2.
(6) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 6.
(7) N. BOURBAKI, Alg., Chap. 2.
(8) N. BOURBAKI, Alg., Chap. 8.
(9) P. GABRIEL, Thése, Bull. Soc. Math. Fr., 90, fasc. 3, p. 323-448.

(10) P. GABRIEL et N. POPESCU, Caractérisation des catégories abéliennes
avec générateurs et limites inductives exactes, C.R. Acad. Sc., t. 258

1964, p. 4188.

(11) J. GIRAUD et J.L. VERDIER, Séminaire M. Artin-A. Grothendieck,
I.H.E.S., 1963-64. '

(12) R. GOBLOT, Catégories modulaires, C.R. Acad. Sc., série A, t. 267,
1968, p. 380.

(13) R. GOBLOT, Catégories modulaires ayant assez d'objets projectifs,
C.R. Acad. Sc., série A, t. 267, p. 461. '

(14) R. GOBLOT, Catégories modulaires commutatives qui sont des catégories
de faisceaux quasi-cohérents sur un shéma, C.R. Acad. Sc., t. 268,

1969, p. 92.

(15) R. GOBLOT, Sur les anneaux linéairement compacts, C.R. Acad. Sc., série A,

t. 270, 1970, p. 1212.

(16) A. GROTHENDIECK; Sur quelques points d'algébre homologique,
Tohoku Math. J., 9, 1957, p. 119-221.

(17) A. GROTHENDIECK et J. DIEUDONNE, Eléments de Géométrie Algébrique,
Chap. 1, I.H.E.S., 1960.

(18) A. GROTHENDIECK et J. DIEUDONNE, Eléments de Géométrie Algébrique,
Chap. O du Chap. 3, 13, n° 2, I.H.E.S., 1961.



(19) C.U. JENSEN, Homological‘dimension ofee‘o—coherent rings. Math. Scand.
20, 1967, p. 56-60. '

e g . (1)
(20) C.U. JENSEN, On the vanishing of 11m(

; J. of Algebra vol. 15, n° 2, 1970.
(21) D. LAZARD, Thése, Bull. Soc. Math. ¥r., 97, 1968, p. 81-128.

(22) H. LEPTIN, Linear kompakte Moduln und Ringe, I, Math. Z., t. 62,
1955, p. 241-267.

(23) U. OBERST, Duality theory for Grothendieck categories and linearly
compact rings, J. of Algebra, 13, 1969,

(24) R. RENTSCHLER, Sur les modules M tels que Hom(M,.) commute avec les
sommes directes, C.R. Acad. Sc., série A, t. 268, 1969, p. 930.

(25) J.E. ROOS, Sur les foncteurs dérivés de lim. Applications, C.R. Acad. Sc.,
t. 252, 1961, p. 3702.

(26) J.E. ROOS, Caractérisation des catégories qui sont quotients de caté-
gories de modules par des sous-catégories bilocalisantes, C.R. Acad. Sc.,

t. 261, 1965, p. 4954,

(27) J.E. ROOS, Sur les foncteurs dérivés des produits infinis dans les

catégories de Grothendieck, C.R. Acad. Sc., série A, t. 263, 1966, p. 895.

(28) J.E. ROOS, Sur la condition AB 6 et ses variantes dans les cat@gories

abéliennes, C.R. Acad. Sc., série A, t. 264, 1967, p. 991.

(29) J.E. ROOS, Locally noetherian categories and generalized strictly

linearly compact rings. Applications, Springer Lectures Notes. 92, 1969.

(30) J.E. ROOS, On the structure of abelian categories with generators and

exact directed limits. Applications. A paraltre.

(31) L. SILVER, Non commutative localizations and applications, J. of
Algebra, 7, 1967, p. 44-76.

(32) Bo STENSTROM, Coherent rings and FP-injective modules. J. London Math.
Soc., ser. 2, 1, 1970.

(33) R. BKOUCHE, Thése, Bull. Soc. Math. Fr., 98, 1970, p. 253-295.

(34) J.E. ROOS, Locally distributive spectrale categories and strongly regular
rings. Report of the Midwest Category Seminar, Berlin, 1967, p. 156.

(35) 0. GOLDMANN, Rings and modules of quotients, J. of Algebra,

(36) M. HACQUE, Remarque sur les épimorphismes d'anneaux, C.R. Acad. Sc.
série A, t. 268, 1969, p. 1447,




