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S U R  DEUX C L A S S E S  D E  C A T E G O R I E S  DE G R O T H E N D I E C K .  

P o  GABRIEL et N e  POPESCU ont prouvé (BO) que les catégories de 

Grothendieck (ioee avec générateur et Pimites inductives filtrantes exactes) 

étaient très proches des catégories de modules sur un anneau puisque ce sont 

les quotients des catégo~nes de modules par des sous-catégories localisantes 

(9). Ceci donne une réalisation concrète des catégories de Grothendieck. J.E, 

Roos a întroduit dans (26) la notnon de dimension modulanre d'une catégorie 

de Grothendieck et a montré que Ies catégories de dimension modulaire au plus 

égale à $ jouissent de proprietés tout à falt analogues à celles des catégo- 

ries de modules. On Les étudle ici sous le nom de catégornes modulaires dans 

les chapitres 1, II et III de ce travalï. Dans le chapitre 1, on développe 

l'analogue du théorème de Mornta, Certains des résultats de ce chapltre sont 

aussi énoncés dans ( 2 6 ) *  Dans le chapltre II, on cherche des conditions pour 

l'existence de suffisamment d'objets d'un type particulier (pro~ectifs, plats, 

de type fïni, de présentation finie). Dans le chapitre III, on cherche à 

savoir dans quelles conditions l'analogue du théoreme de Grothendieck (17) : 

"si A est un anneau commutatif, la catégorie mod A des A-modules est 

canoniquement équivalente à celle des faisceaux quasi-cohérents sur Spec A'' 

est vrai pour les catégories modulaires" Plus généralement, soft V un ouvert 

d'un shéma affine Spec A, soit C la sous-catégorie localisante de mod A 

des M tels que MN/V = O. On a un foncteur fndèîe i de la catégorie 

quotient mod A/C dans la catégorie des V-modules quasi-cohérents. A quelles 

conditnons ce foncteur est-il pleinement fidèle (resp. est une équivalence) ? 

Un exemple ( 3 0 î 3 )  prouve que ce n'est pas toujours le cas. Le fart remarquable 

est que ce problème peut être presqu'entïèrement résolu si la catégorie 



quotnent mod AsC esr modulawre. 

9 E Roos et U Oberst ( ( 2 9 1 ,  430) et (23)) ont donné une réalisa- 

tlon explnçite de ka duale d'une catégorie de Grothendneck. .Lors que celle 

de Gabr~el-Popescu fant jouer un rôle particulier aux générareurs, celle de 

Roos-Oberst tait lntervenrr les cogénérateurs nngeêtnfs. 11 existe une cer- 

tanne dualité entre les deux méthodes. C e c ~  est rappelé dans le chaplrse I V ,  

De ce point de vue, les catégornes de type E * ç  ( 5 * 4 )  et les anneaux Ilnéai- 

rement compacts jouenc pour Y'lriterprétat~on de Koos-Oberst un rôle un peu 

analogue à celui que jouent les catégories modulaires et les idéaux idempo- 

tents des anneaux dans i'interpréxat~on de Gabriel-Popeseu* Par exemple, dans 

les deux cas, on a un "théarSme de Morfta" partlcul~èrement ç~mple. Le chapi- 

tre V est consacré à la générclisation aux anneaux linéairement ccmpacts de 

résultats érabPns par P ,  Gabriel pour Les anneaux pseudo-compacts (Chap, 4 

de 69)Ir Ceci se fait à I'a~de des résultats de Roos et Oberst et apparait 

surtout dans les énoncés (5 7 1 ,  (5.9) et ( 5 . 1 7 ) *  On trouvera un résumé de ces 

résultats dans 4 1 5 ) .  Signalons que B o J .  ~ÜlPer a obtenu de semblables résul- 

tats sur les anneaux Ilnéairement compacts par d'autres méthodes (J.  of 

Algebra, vol 16, n" 1 ,  Sept 1970)? 

Dans l'appendice 1 ,  on généralise aux Pnmites pro~ectïves filtran- 

tes dont l'ensemble d'nndices nkest pas trop "g~os" un résultat établi par 

Roos pour les limites projectives dénombrables. 

Daris I'appendlêe 2, on étudle Ea local~satlori par rapport à une 

partie quasl-compacts stable par générlsatlon d'un spectre dknneau. 



CHAPITRE I 

CATEGORlES .- MODULAIRES, MODULES GENERI$iES ET IDEAUX IDEMPOTENTS. -- - 

Pour tout anneau unitaire A, rnod A (resp. rnod A ) désigne la 
d g 

catégorie des A-modules â droite (resp. à gauche) * Les indices " d " et 

" g " serviront â distinguer des notions relatives aux catégories rnod A, 

et rnod A . Lorsqu'il s'agira de la duale d'une notion connue, le préfixe 
g 

" CO " sera utilisé, 

1 . 1 . -  PROPOSITION. - Soit A un anneau unitaire, - 

1 )  Pour qu'une sous-catégorie pleine C de rnod Ad soit colocali- - 

sante (91, il faut et il suffit qu'elle soit épaisse (9) et stable par produits 

directs. Elle est alors localisante et est dite bilocalisante (26). - 

On a correspondance bijective entre les sous-catégories bilocali- - 

santes C de rnod A (resp, rnod A ) et les idéaux bilatères idempotents 2 - d -- g 

- C s'identifie à la catégorie des A/~C-modules â droite, 

- est le plus petit des idéaux à droite 1 de A tels que A/I - 

soit dans C. 

3) Si on pose & A  = f BA t, le foncteur de localisation X + X* = -- 
d 

HomA('A,X) est adjoint à droite du foncteur de colocalisation X .+ 'X = 

X @A 'A. - Ces foncteurs déterminent une équivalence entre les catégories ' D  

et D "  des modules C-cokermés et C-fermés (9). - - 

La condition nécessaire de 1) est évidente. Inversement, supposons 

C localisante et stable par produits direc :s (i.e. épaisse et stable par 

produits directs). Soit F lkenemble top<)logisant idempotent (9j correspon- 

dant des idéaux à droite 1 tels que A/I s o ~ t  dans C .  L'intersection 

2 des 1 de F est dans F. Comme L~ est dans F,  on a f = L. Pour tout 

a t  A, l'ensemble ($ :  a) des x r  1 tels que a x ~ L  est dans f .  Donc 



(f : a) contlent ;t et % est bilatère. Les modules de C sont les modules 

X tels que Xi = O. Donc C s'identifie bien à m~d(A/f)~. 

Inversement, soient $ un idéal bilatère et C la sous-catégorie 

pleine de mod A des modules X tels que XP = O. Alors C est évidemment 
d 

stable par quotients, sous-modules et produits directs. Pour prouver que C 

est épaisse, on considère une suite exacte 

où X1 et X" sont dans C. Soient x X et f E: g. On a f = 1 f' f'! 
1 1  

où fl et f'.' sont dans g. Comme XI1 est dans C, xi! X' et 
1 1 

xfvf:' = O , d'où xf = O. Donc X est dans C. Comme est bilatère, 
1 1  

pour tout a ( 2 et tout f g, af E 2, donc A est dans C. 

Soient I un idéal à droite tel que A/I soit dans C et e la classe 

de 1 modulo I ; pour tout f cr: ,J?, ef = O, donc f c~ 1 et 1 contient 6. 

D'après (9), les sous-catégories localisantes de mod Ad sont les 

sous-catégories pleines, épaisses et stables par sommes directes. On a donc 

une bijection entre les sous-catégories locallsantes de yod Ad stables par 

produits directs C et les idéaux bilatères idempotents 8 de A. 

Sole-it C une telle sous-catégorie cle mod A et $ l'idéal bi- 
d 

latère idempotL it correspondant. Prouvons que C est colocalisante. 

On désigne par ' D  et D' les sous-catégories pleines de mod A d 

des modules C-cofermés et C-fermés. En vertu de ( 9 1 ,  le foncteur de 1ocal.i- 

d 
sation est le foncteur X + X' = Hom ('A,X) ; il prend ses valeurs dans D' 

A 

et induit une équivalence entre D' et la catégorie quotient mod Ad/C. Les 

morphismes transformés par ce foncteur en des isomorphismes sont les C-iso- 

morphismes, i.e. les morphismes dont les noyau et conoyau sont dans C. 

Lemme 7.- Si X est un A-module à droite, X 'A est C-cofermé. -- 

Soit u i L -t M un C-isomorphisme. On a Pe diagramme commutatif suivant : 



d 
Hom (X 8 'A,L) 

d 
A A 

Hom (X 'A,M) 
A 

d d d 
Hom (x,Bo~~('A,L)) Hom (X,HO~; 

A A 

d d 
Comme us = HomA('A,u) est isomorphisme, Hom (X @A 'A,u) est A 

bijective, donc X @A 'A est bien un module C-cofermé. 

Lemme, 2.- Pour tout A-module à droite X, le morphisme u 

est un C-isorriorphisme. 

Comme est idempotent, Im u = xi' et il est clair que x/x~-) 

est dans C. On considère 1 xi B f! 8 fl dans ker u et g = 1 g! g" 
1 J j 

dans L, ' et gj étant dans . O n a  ( 1 x i 8 f !  O f'!)g= 
'j 1 1 

1 (1 x.f!f1!) 8 g! 8 8'' = O, donc ker u est dans C. Il résulte de tout 
1 1  1 J j 

cela et du paragraphe 2 du chapi-tre 3 de (9) que la proposition 1 est prouvée. 

Si jH est le foncteur canonique de rnod A vers mod Ad/C = D, 
d 

on notera j! et jx ses adjoints à gauche et à droite conformément aux 

notations de ( 1 1 )  et (26). Alors 'O et D '  sont les "images" de j ,  et 

. x 
jx. 'O 3-e a des adjoints à di-oit*? et à gauche, il commute aux limites 

inductives et projectives, donc toutes les propriétés d'exactitude et d'inter- 

versions de limites vraies dans mod A sont aussi vraies dans D. En parti- 
d 

culier, D satisfait aux axiomes AB 4* et AB 6 de Grothendieck (1 6). Une 

réciproque de cette assertion a été prouvée par Roos (26). 

1.2.- DEFINITION. - Une catégorie abélienne D est dite modulaire s'il existe 

un anneau unitaire A et un idéal bilatère idempotent .L de A tels que D 

soit équivalente au quotient mod(A,f) de mod Ad par la sous-catégorie 
d 

bilocalisante de mod Ad correspondant à l'idéal f?. Un A-module à droite 
l 



d P est dit générique si la catégorie C des X tels que HomA(P,X) = O est 

bilocalisante et si P est cogénérateur de la catégorie 'D des modules C- 

fermés. L'idéal bilatère idempotent L de A correspondant à C est la 

trace de P. Deux A-modules à droite génériques sont équivalents s'ils ont 

même trace. 

1.3.- Soient A et B deux anneaux unitaires et f un foncteur 

de rnod Ad vers rnod Bd commutant aux limites inductives. Alors £(A) a 

une structure canonique de (A;B)-bimodule et f est isomorphe au foncteur 

? 8, f (A). 

Ce résultat est bien connu. La multiplication par a E A dans f(A) 

s'obtient en prenant l'image par f du morphisme x E A -t ax E A. 

1 .4 .- NOTATIONS. - Soient A un anneau unitaire, . &? un idéal 

bilatère idempotent, Cd(A) et C (A) les sous-catégories bilocalisantes de 
g 

rnod A et rnod A correspondant à & Dd(A) et D m  (A) (resp. 'D~(A) et 
d g g 

'D (A)) les catégories des A-modules à droite et à gauche Cd(A)-fermés et 
g 

C (A)-fermés (resp. Cd (A)-cofermés et C (A)-cofermés) , mod(~,&)~ = rnod Ad/Cd(A), 
g g 

A.s A.s A A A A 
mod(~,8) = rnod A /C (A), d~ (resp. J , j et j (resp. j! et j ) 

g g g g d s g g * 
ses adjoints à gauche et à droite. On pose D = mod(~,&)~. 

On se donne un générateur P de 'D (A), i.e. un A-module à droite 
d 

générique de trace 8. On pose T = EndA P. D'après (IO), le foncteur T 
d j* 

A s qui à X de D associe H~rn~(~j (P),X) dans rnod T est pleinement fidèle 
d 

T.H T .a et a un adjoint à gauche J , de plus, cdfT) = ker J est une sous-caté- 
d 

gorie localisante de rnod Td et T.x d~ induit une équivalence de rnod Td/Cd(T) 

avec D. 

1.5.- LEMME. - Pour tout A-module à droite X, on a 



d et, posant P = HomA(P,A) , on a - 

A. T.H Par 1.3., pour tout T-module à droite E, J J (E) = E €jT P. 
d !d 

T .  A.% d D'où, par adjonction, J J (X) = HomA(P,X). On conclut enutilisant le fait 
d xd 

T.zT que le foncteur J j est isomorphe au foncteur identique de D. 
d d x  

1.6. - PROPOGITIONa A Pour qu'un A-module à droite P soit généri- ----.- 

que, il faut et il suffit que l'application - 

d soit un isomorphisme (avec TO = HO~*(P,A) et T = EndA P). - 

La condition nécessaire est une conséquence de 1.5. 

Inversement, soit 1' image de 1 'application 

Soit f = xl(x) dans 8. On peut écrire x = 1 yi . xf(xi), d'où 

l'on tire f = 1 x' (yi)xi(xi). Donc t> est idempotent. C'est un idéal bila- 

tère car t est une flèche de (AiA)-bimodules. La composée des applications 

P E + P  et I p  8 t : P 8 PD BT P + P 8 C est un isomorphisme ; comme A A 

la seconde de ces flèches est surjective, c'est une bijection et il en est de 

même de la première. Donc P = P BA S. Enfin, les applications 

x E P +xl(x) E f donnent naissance à une surjection de P ( ~ )  sur .f?, d'où 

le résultat. 

1.7.  - LEMME. - Soit J l'image de l'application - 
m :  y 8 x 1  E P ~ ~ P D  + m(y@x1) E T  

avec m(y 8 xl)(x) = y . xl(x). Alors J est un idéal bilatère idempotent 

de T. - 
Comme m est une flèche de (T.T)-bimodules, J est un idéal bila- 



tère de Tr Les m(y @ x') engendrent le groupe J. Par 1.6.,  

y = 1 Yi X I  (x.). On a alors m(y 6 x') = L m(yi Q xl)m(x. D x'), ce qui 
1 1  1 I 

prouve le lemme* 

108,- LEMME. - Le T-module à gauche P est générique de trace J. - 
La bijectnon P P PO Q P + P est la composée des applications A T 

J BT P + P  et m B P p  : P RA PO BT P . + J  8 P. Comme la dernière de ces 
T 

flèches est surjeetive, c'est une bijection et J BT P = P. Enfin, les 

applications y e P -t m(y 8 x') E J donnent naissance à une surjection de 

P (P" sur J *  Le lemme est donc prouvé, 

T.tr 
1.9.- LEMME. - La catégorie C (T) = ker J est égale à la sous- d d 

catégorie bilocalisante de mod Td correspondant à J, 

Par 1.5. et 1.8., Cd(T) = {E IE @ P = 01 = @ ( E  J = 01, ce 
T T 

qui prouve le lemme, 

1.10.- LEMME. - L'application m : P FO -t T induit un isomor- 

phisme de P BA PO sur J 63 J = * T e  De plus, F gT P QA P = "A B P = - T A 

F BT 'T est un (AIT)-bimodule noté ' P ,  générique de trace J comme 

T-module à droite et générique de trace comme A-module à gauche. 

On emploira pour le couple (T.J) les mêmes notations que pour le 

couple (A>$). 

Par 1.8., P B PD est un T-module à gauche Cg(T)-cofermé. 
A 

L'image de m est J. Prouvons que ker m est dans Cg(T) ce qui prouvera 

que P 63 PO = "r = J B J. On considère 1 yi B y: dans ker m, i . e .  A T 

pour tout x E P, 1 yi . yi(x) = O. Soient y E P et x' e P , on a 

m(y 8 x')(l y. @ y l )  = 1 <m(y @ xl)(yi)) 8 Y: = I(Y 1  1  
. xl(y.)) Q yf = 

1  

= y 8 ( 1 X' (yi) . y ; )  Mais Dour tout x E P, on a (1 x' (yi) . y:) (x) = 

= 1 X' (yi) y;(x) = ~'(1 yi yj(x)) = O. D'où l'on tire rn(y 8 x1)(I yi 8 y:) = 



Il r é s u l t e  d e  c e l a  que P  BT P  B P  = 'A  QA P  = P BT "T. On A 

n o t e r a  c e  module 'P On prouve que 'P e s t  génér ique  de t r a c e  e t  J 

d e  l a  même manière  que d a n s  I v 8 , >  

1 , B 1 - -  PROPOSITIONe - On c o n s i d è r e  l e s  f o n c t e u r s  

Uà : X dans modA 
d  

d  + 

Hom (P ,X) dans  rnod T  
A d  y 

d  
V à  : E dans  rnod T + Hom ( ' P D , E )  dans rnod A 

d  T d  ' 

Ud : X dans  rnod A + X @A 'ID dans  rnod Td, 
d  

Vd : E dans  rnod T  -+ E BT P  dans  rnod A d ,  
d  

U '  : Y dans  rnod A -+ ~ o m t ( ' P  ,Y) dans rnod T  
g  g  g ' 

g  V v  : F dans  rnod T  -t HomT(P,F) dans mod A 
g  g 8  ' 

U : Y dans  rnod A + P PA Y dans  rnod T  
g  g  8  ' 

V : F  dans  m o d T  + "P O F dans  modA 
g  g  T  8  ' 

Les f o n c t e u r s  u b t  u  V '  e t  v  ( r e s p .  u '  e t  u  
d  

V '  e t  
g - g '  g  - g  - d '  d  - 

vd) s o n t  deux 2 deux îsomorphes e t  dé te rminen t  une é q u i v a l e n c e  e n t r e  

m o d ( ~ , , & ) ~  5 mod(T,J) ( r e s p .  m 0 d ( A , 8 ) ~  g r n ~ d ( T , J ) ~ ) .  
g  - 

La v é r ï f ï c a t i o n  d e  c e s  r é s u l t a t s  e s t  f a c i l e  à l ' a i d e  d e s  d i v e r s  

lemmes p r é c é d e n t s *  On g é n é r a l i s e  a i n s i  aux modules génér iques  d e s  r é s u l t a t s  

que S i l v e r  a  é t a b l i s  pour l e s  modules p r o j e c t i f s  de  t y p e  f i n i  ( 3 1 ) .  

1 , 1 2 . -  S i  D = mod(A,&ld e s t  une c a t é g o r i e  modula i re ,  l a  c a t é g o r i e  

Dg = m o d ( ~ , 6 ) ~  s e r a  l a  s y m é t r i q u e  de  D .  E l l e  e s t  é q u i v a l e n t e  à l a  c a t é g o r i e  

d e s  f o n c t e u r s  c o v a r ï a n t s  cornmutant aux l i m i t e s  i n d u c t i v e s  de  D dans  l a  c a t é -  

g o r i e  Ab d e s  groupes  a b é l i e n s .  S î  X e s t  dans  D e t  Y dans D", X @ Y 

e s t  l e  groupe a b é l i e n  v a l e u r  du f o n c t e u r  Y e n  l ' o b j e t  X de  D .  On a  donc 

dans  l e s  c a t é g o r i e s  modula i res  d e s  n o t i o n s  d ' o b j e t s  p l a t s ,  f i d è l e m e n t  p l a t s ,  

sous -ob je t s  p u r s  d ' u n  o b j e t  ( ( Z ) ,  e x m  24) .  



Soit y : mod(~,E)~ -+ Ab un foncteur commutant aux limites induc- 

A, x 
tiveso Alors Y dJ : mod Ad + Ab est de la forme M + M eA Y. où 

A w  A. a A.x 
Y = y d j  (A) ( 3 .  Comme j (M) = d j  (MQA 'A), Y. 
O d est dans 'Dg(A) , 

d'où un foncteur 
A A A 

y + gj, (Y), quasi-inverse du foncteur Y + j ( ? )  BA gj ! (Y). 
d ! 

1.13.- Un objet P d'une catégorie de Grothendieck est de présen- 

tation finie (resp. de type fini) si le foncteur Hom(P,?) commute aux limites 

inductives filtrantes (resp. aux unions filtrantes). Pour les catégories de 

modules, on retrouve les notions habituelles ( ( 2 ) ,  ex, 9). 

1.14.- PROPOSITION. - Pour qu'un objet x de m~d(A,f)~ s o j t  pro- 

~ectif (resp, plat, de type fini, de présentation finie, sous-objet pur d'un 

A 
objet Y), il faut et il suffit que j (X) soit un A-module à droite 

d !  

projectif (resp. plat, de type fini, de présentation finie, sous-module pur -- 
A 

de J (Y)). - d ! 

La plupart de ces résultats se prouvent en considérant les lsomor- 

d A  A d A phismes de foncteurs suivants : Ho%(X,?) = Hom ( j X, j ? ,  Hom ( j X,?) = 
A d !  d o  A d !  

A A A 
7'-- (x,~J*(?)) ; x B ? = j Q j (? )  = dj! (XI e j ( ? )  et Aj x B ? = 

'2 d o  A g !  A g x  d !  A 

1.15.- PROPOSITION. - Soit P un A-module à droite générique. - 

Pour que P (resp. 'PD) soit un T-module à gauche (resp. à droite) 

projectif (resp. plat, -- de tvDe fini. de présentation finie), il faut et il 

suffit que 'A soit un A-module à gauche (resp. à droite) projectif (resp. 

plat, de type fini, de présentation finie). 

C'est une conséquence directe de 1.14 et 1 . 1 1 .  

Voici quelques exemples de modules génériques. Tout générateur de 

mod A est un module générique (de trace A) ; tout module projectif est d 

générique ; si $ est un idéal idempotent bilatère de A, 6: BA ,j? est géné- 

rique de trace ,$ ; si P est générique de trace .$, il est générique sur 



son anneau d ' endomorphismes de même que P = & BA 3 BA P où 

d 
P = ~orn~(P,A). 



CATEGOU7ES MODULAIRES AYANT ASSEZ D ' O B J E T S  P R O J E C T l F S ,  PLATS,  ... 

Les notations sont les mêmes que précédemment. 

2.1.- PROPOSITION. - Si P est un A-module à droite projectif, - 
l'application m de (1.7) est injective et l'idéal J de (1.7) est - - - 

l'idéal de T des endomorphismes de P dont l'image est contenue dans un 

sous-A-.module variable de type fini de P. De plus, J est un Idéal à 

droite projectif et pur de T. 

L'injectivité de m est prouvée dans ( 7 ) ,  5 4, Prop. 2. Soit (xi) 

un système générateur de P. Par (7), 9 2, Prop. 12, il existe un système 

d'éléments (xi) de P tel que pour tout y de P, les xi(y) aient 

un support fini et que y = 1 xi . xl(y). Soit Q un sous-A-module de type 

fini de P. Il existe un ensemble fini d'indices 1 tels que u = m(1 x. 63 xi) 
1 

induise l'identité de Q. Donc pour toute famille finie (ht) d'éléments de 

T à valeurs dans des sous-A-modules de type fini de P, il existe u dans 

J tel que uht = ht pour tout t. Donc J est bien un idéal à droite pur 

de T ((2), ex. 24). Par (1.11), comme P est ~rojectif, J est un idéal 

à droite projectif de T. 

2.2.- PROPOSITI7:. - Si D est une catégorie modulaire ayant assez - 

d'objets projectifs, sa symétrique D' est localement de type fini (28). Si - 
P est un A-module à droite projectif, il existe un A-module à gauche géné- 

rique P', somme directe de A-modules à gauche de type fini, de même trace 

que P. - 

Par 2.1., comme J est un idéal à droite pur de T, les sous-T- 

modules à gauche de type fini de T sont dans 'D~(T). Ils forment un sys- 

tème générateur de 'Dg(T). On conclut par 1 . 1 1 .  

2.3.- COROLLAIRE. - Si A est un anneau tel que l'ensemble des - 



idéaux bilatères ait un plus grand élément, tout A-module projectif non nul 

est un générateur de mod A. 

En effet, si P est un A-module projectif de trace 8 contenue 

dans le radical de A et si P # O, il existerait des A-modules à gauche 

M de type fini tels que $& = M ce qui est contraire au lemme de Nakayama. 

2.4.- PROPOSITION. - Si A est noethérien à droite et si P est - - 
un A-module à droite projectif, alors J est un idéal à gauche pur de T - 

Soient (ht) une famille de n éléments de J, h : P -+ P" le 

morphisme canoniquement associé aux ht, M le noyau de h. Par 2.1., h(P) 

est de type fini, engendré par x], a * a 9  x Soient YI, * - * ,  Yk des élé- 
k ' 

ments de P tels que h(~;) = xi, (z.) un système générateur de M. Alors 
J 

P est engendré par les Yi 
et les z . On a donc des éléments y; et z' 

J J 
de PO tels que, pour tout x de P, les z!(x) aient un support fini et 

J 

que x = 1 yi . y! (x) + 1 z z ( x  On pose alors u = m(1 yi @ y;) qui 
1 J J 

est dans Y, ( l p  -u)(P) est contenu dans M, donc h u = h pour tout 
t t 

t. 

Comme J est un idéal 2 gauche pur de T, FO J = P> 69 J. Si x' 
T 

est dans P , xl(P) est un Idéal à droite de type fini de A. De la même 

façon que plus haut, en consrdérant le noyau de x', on trouve u dans J 

tel que x'u = x', d'où l'on a bien FQ = PDJ. 

205.- PROPOSITIONo - Soit A un anneau noethérien à droite et soit 

un idéal bllatère idempotent de a assez d'objets pro- 

jectifs, il en est de même de sa symétrique, Si P est un A-module à droite - 
Pj-oj P C  + j  f . SCIE > I I -  / T> 2 t 117 Le 1 n 'iiçtive filtrante de ses sous-4-modules 

w - - - 

pro~ectîfs et purs de type dénombrable. Il existe un sous-A-module projectif . 

de type dénombrable et pur de PO ayant même trace que P. 

D'après (211, Chap. 1 ,  th. 3.2, J étant un idéal à gauche pur de 



II. 3 

T ,  il est union filtrante de ses sous-idéaux à gauche projectifs et purs de 

type dénombrable, Par B , I E ,  F. est union filtrante de ses sous-A-modules 

projectfs, purs et de type dénombrable P o .  Chaque P a pour trace 2- 
1 i 1 y 

comme A est noethérien à droite il existe i tel que f - 
2.6-- PROPOSITLON. - Si A est noethérien à droite et si J!? est - 

un idéal bilatère idempotent de A, il existe un oolet fidèlement plat dans 

la symétrique mod (A,&) 
g 

Cela résulte du lemme suivant : 

Lemme.- Si A est noethérien à droite gt si C est une sous-caté- 

gorie loealisante de mod A i1 existe un A-module à gauche plat Q tel 
d ' 

que C soit la catégorie des A-modules à droite M tels que M QA Q = 0. 

Soit K un cogénérateur injeetif de la catégorie Ab des groupes 

abéliens. Le foncteur M + M* = HomAb(M,K) est contravariant, exact et fi- 

dèle, il établit une sorte de dualité entre rnod A et mod Ad. Soient L 
g 

et M deux A-modules à droite, M étant de type fini (i,e. de présentation 

x d 
finie). Par (21, ex. 13 et 14, le morphisme canonique M @A L + (HO~~(M,L))* 

est un isomorphisme et Lx est plat si et seulement si L est injectif, 

Soit C une sous-catégorie locallsante de mod Ad. Il existe un A-module 

d à droite injectif L tel que C se compose des M tels que Hom (Pr,L) = 0. 
A 

Si M est dans C, il est union filtrante de ses sous-modules de type fini 

d 
M. qui sont dans C o  On a M @A L* = lim M. 8 L* = Lim Hom (M ,L) = 0. 
1 -. F I A  --=+ A i 

x d xx 
Inversement, si M BA L = O, on a HomA(M,L ) = O et, comme L s'injecte 

d dans Lx", Hom (M,L) = O, donc M est bien dans C. 
A 

2 . 3 * -  DEFINITION, - Une catégorie modulaire est commutative si elle 

a un générateur dont l'anneau d'endomorphismes est commutatif, Un tel généra- 

teur sera appelé générateur commutatif ou objet "projectif de rang 1". 

Une catégorie modulaire commutative D est de la forme mod(A,&) 
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ou est un idéal idempotent d'un anneau commutatif A, C-fermé, C étant 

la sous-catégorie bilocalisante de mod A associée à c. "1-i a un morphisme 

canonique d'anneaux de l'anneau d'endomorphismes du foncteur identique de 

X 
D = mod(~,$) dans l'anneau A = EndD j (A). Il est facile de voir que c'est 

un isomorphisme. Pl est alors clair que les générateurs commutatifs de D 

ont les mêmes propriétés homologiques, ils jouent un rôle analogue à celui 

des modules projectifs de rang 1 sur un anneau commutatif unitaire. L'ensemble 

des classes d'isomorphie des ob~ets "?rojectifs de rang 1" peut être muni 

d'une structure de groupe à l'aide du produit tensoriel. 

2.8.- THEOREME. - Soit 8 un idéal idempotent d'un anneau commu- -- 

tatif unitaire A, Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(il l'idéal $ est la trace d'un A-.?odule projectif (resp. -- d'un 

A-module projectif de type fini), 

(ii) le A-rn(> -- - ule  fi - est plat (resp. projectif), 

(iii) la catégorie mod(A,E,j est localement de type fini (28) (resp. 

a un générateur de type fini). 

(i) implique (iii). C'est une conséquence de 2.2. 

(iii) implique (ii). Soit (Pi) une famille de modules de rvpe fini 

dont la somme directe P est un module générique de trace $. C o m i  bi = Pi 

pour tout , pour tout idéal premier p contenant , en localisant en p, 

pp(P.) = (Pi)p. Par le lemme de Nakayama, (Pl)p = O pour tout i, donc 
i P  

f: = O pour tout p contenant Alors, pour tout p de Spec A, (A/E 
P P 

est soit nul, soit égal à A . Donc A/'$ est plat car (A/$) est plat 
P P 

pour tout p de Spec A. 

(iî) implique (i), S i  est plat, ,$ est pur dans A, donc, 

par le résultat de Lazard déjà cite (21), 5: est union ftltrante de ses 

sous-idéaux C, purs, projectifs et de type dénombrable. Donc la somme 
1 

directe des Ji est bien un module projectif de trace B. 



2.9.- EXEMPLES. - 

(1) On trouve dans (27) l'exemple suivant : soit w un anneau de 

valuation dont Le groupe des ordres est le groupe additif des nombres réels. 

Son idéal maxlmal est idempotent, maPs n'est pas un ldéal pur. 

( ? )  Solent K un corps commutatif, 1 un ensemble infini non dé- 

1 
nombrable, A = K , f: l'idéal idempotent et pur de A des (xi) de A = K I 

de supports dénombrables- Alors est un idéal non projectif de A. En 

effet, si & était projectif, par le thgorème de Kaplansky ( ( 7 1 ,  § 2, ex, 2), 

il serait somme directe d'une famille (8)  de projectifs de type dénombrable. 
U 

Soit 1 l'union des supports des éléments de $ . Les 1 sont dénombrables 
u u U 

et forment une partition de I o  On prend une famille dénombrable U d'indi- 

ces u et on choisît un élément i dans chaque 1 . Les i forment un 
u u u 

enrem-le dénombrable qui est le support d'un élément x de $ : il est clair 

que x n'est pas dans la somme dlrecte des 4. 
(3) Soîent A l'anneau des fonctions numériques continues d'une 

variable réelle et & l'idéal des fonctions de A à supports bornés. Alors 

8 est un idéal pur de A, de type dénombrable (engendré par des fonctions 

f dont le support contient lvlntervalle (-n, +n))  et est donc projectif n 

(21). Mais O est le seul objet projectif de type fini de mod(8,B car $ 

ne contnent pas d'éléments idempotents alstrncts de O. 

2-10 - PROPOSITION (Lazard, (211, Chape VI, Prop* 4.7) 

Pour un anneau commutatif A de spectre Spec A, les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) tout idéal pur est facteur direct, 

(il) tour module plat de type fini est projectif, 

(iiî) la relation d'équivalence sur Spec A engendrée par la relation 

dl~nclusion n'a au'un nombre fini de classes. 

Ce résultat est plus précls que la proposition 4 de (13).  



2 , 1 1 * -  PROPOSETPON. - - Si D est une catégorie modulalnre commutative 

dont Pa dnmension de Krull au sens de Gabriel ( (91 ,  Chap. 4j est définie, elle 

a assez d'objets pro~ectifs" - Si A est un anneau commutatif tel que Pa dimen- 

sion de Krull au sens de Gabriel de mod A soit définie, tout idéal idempo- 

tent de A est pur dans A, - 

Soit 6: un idéal idempotent d'un anneau commutatif A tel que la 

dimension de Krull au sens de Gabriel de mod(~,h) soit définie. Soit p un 

idéal premier de A contenant ,&. Alors mod(~~,$~) est quotient de 

mod(~,.$) par une sous-categorie 1 calnsante, donc sa dimension de Krull est 

définie. Si rnod(A , f )  # O, elle a des objets simples, donc des objets de 
P P 

type fini non nuls, Comme A est local, par le lemme de Nakayama, cela est 
P 

impossible, donc & = O On conclut en appliquant 2.8. 
P 

2 - 1 2 > -  On se donne un anneau unitaire A et un idéal bilatère 

idempotent & de A. Supprimant l'indice "d", on notera mod A et 

mod(~,&j les catégories mod A et rnod(~,&)~. 
d 

On consid6re les assertions suivantes : 

( f b  - le A-module à gauche 'A est plat, 

?E 
( i  le foncteur j transforme les injectifs de mod A en des -- 

objets Injectifs de mod(A$), 

(il) le morphisme canonique de 'A - sur est bijectif, 

(ii') pour tou i n j é c t  i - de inod A, I ~ P  = I c  

(iîi) l'idéal à gauche 9! - de A est plat, 

(iv) pour tout injectif 1 de mod A, & = 1, - 

Alors (i) et (is) sont équivalentes ; (11) et (ii') sont 

équivalentes ; la c o n J ~ .  .ion de (1) et (11) équivaut à (iii) ; la con- 
- 

jonction de (ij et (iv) implique l'assertion (ii), donc (nii). 

L'égalité Hom(j , ( ? )  , 1) - Horn(? ,j*1) implique l 'équivalence de (i) 

et ( ' 1  Si I est un A-module injectif, la fléche de 1 vers Horn(8,1) 
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est sur~ective. Donc (il) implique (in'). La réciproque se voit en prenant pDur 

I un cogénérateur injectif de moi A. L'équivalence de (11;) et de la corjonc- 

tion de (i) et (ii) est évidente. Znfin, (i) et (iv) implique (ii) car si 1 est 

X 
un A-module injectif, le conoyau de la flèche de I vers jxj 1, scbit M, 

vérifie & = O et M@ = M. 

Rmahqu&.- L'assertion (iv), vraie par exemple si A est cc~mrnut~.tif 

intègre, implique le fait sulvant : - si X est un objet de mod(A,& tel c-ue -- 
2 2 X Ext (?,X) = 0, alors ExtA(?,jxj Y) = 0. 

On a en effet une suite exacte 

de mod(A,B où J et J,  sont Injectifs, d'où la suite exactede m o d A  
O 

3 Ù  jXJO et jxJl sont injectifs et M,$ = O. Par (iv), on concluii M = 0. 

2.13.- PROPOSITION. - On suppose que 8 est un idéal à gauche plat - -- 
de A. Soient n, r et p les dimensions homologiques globales de mod A, - - 

mod (A,$) mod A/$ . Alors, m a i i + s  n - p - 2 i r c n. - 
Ainsi, par exc ?le, si 4 est commutatif local d'idéal maximal 8 

plat et idempotent et de d??,eizsion iiomologique globale n, la dimenqion homo- 

logique globale de mod(A,oE> est zomprise entre n et n-2. 

Lmme 7.- Si ' A  est un A-module à gauche plat, pour tout obje; X 

k .H k 
de mod(A,& on a Ext (X,J ( ? ) )  = ~xt~(j,X,?) pour tout k. La 'imension 

homologique globale de mod(A,$) est au plus égale à celle de mod 

Il suffit d'écrire que j* transforme une résolution injective d'un 

objet Y de mod A en une résolution injective de j * ~  dans mod(A,&). 

Lmme 2 . -  On suppose qu'il existe un nombre q tel que 
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~xt~'~(A/~,?) = 0- 

P+ 1 Alors, pour tout A/$-module à droite M, ExtAlg(M,?) = O implique 

Ext P+~+~(M,?) = 0. 
A 

Ce résultat est vrai pour p = O. En effet, pour tout A/$?-module 

libre M, donc aussi pour tout A/$-module projectif, on a EX~;*~(M,?) = O. , 

Raisoi,nant par récurrence sur p, soit M un A/&module à droite et soit 

la résolution projective dans rnod A163 de Ff 

Posant M~ = Im(Q1 + Qo), on a EX~A*~" (MI  ,?) = ~ x t  P+~*~(M,?), d'où le 
A 

résultat. 

L e m m e  3.- Dans les conditions des lemmes 1 et 2, on suppose de plus 

la dimension homologique globale de mod A / ,  finie et égale à p. Alors, 

pour tout A-module à droite X, Ext P+q*3(~,?) = Ext 
A ~+9+~(j*~, jX(?) ) .  

On a les suites exactes O + N + j, j% + + O et 

O + X$ + X + M + O où M et N sont dans rnod A / E  Par le lemme 2, 

~xt"~'~ (Xg?) = ~ x t ~ ~ ~ ~ ~  (x,?) = ExtPlqi3(j ?*x,?). On conclut à l'aide du 
A A A 

lemme 1. 

L e m m e  4 . -  Dans les conditions du lemme 3, si, de plus, la dimension 

homologique globale de mod(A,&) est finie et égale à r, alors la dimension 

homologique globale de mod A est finie et au plus égale à Sup(r,p+q+2). 

C'est une conséquence directe des lemmes 3 et 1 ,  

Si les conditions de la proposition sont remplies, q existe et 

est au plus égal à n-1. Mais on a ~xt~+l($,?) = ~xt~*~(A/$?,?) et, par le A A 

lemme 1 ,  Extq+'@,?) = ~xt~+l(j*A,?), d'où l'on tire q $ r. Pour obtenir 
A 

le résultat annoncé dans la proposition, il suffit d'appliquer les lemmes 1 

et 4. 

2.14.- R. Rentschler a étudié dans (24) les modules de type 1, 
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i. e. les modules M tels que le foncteur Hom(M,?) commute aux sommes di- 

rectes. La caractérisation qu'il donne de ces modules est la suivante : un 

module M est de type 1 si et seulement si toute suite ascendante (Mn) de 

sous-modules de M dont l'union est M est stationnaire. Les modules de type 

fini sont les modules qui sont à la fois de type 1 et de type au plus dénom- 

brable. 

2.15 .- Soient A un anneau commutatif et $ un idéal idempotent 
1 

de A. Pour que soit de type x, il faut et il suffit que pour toute - 
famille infinie (Xi) d'objets non nuls de mod(A,&), l'injection de la 

somme directe des X. dans leur produit direct ne soit pas un isomorphisme. 
1 

Si $ est de type , comme ~om(g BA $,?) = Horn(i!?,Hom(~?)), 

* 'A = $ BA d! est de type 1. Comme jXj et j* cornmutent aux sommes 

directes et aux produits directs, il en sera de même de 
j*, 

d'où la 

condition nécessaire. 

Si $ n'est pas de type 1, il existe une suite ascendante (In) 

d'idéaux contenus dans &, distincts de 8 et d'union $. Pour tout x du 

produit direct des Al1 et tout f de 8, fx est dans la somme directe 
n 

des A / I ,  Donc, dans mod(A,&), la somme directe et le produit direct des 

( ~ 1 ~ )  coïncident. 

2.16. - - Si est un idéal idempotent de type dénombrable d 'un anneau 

commutatif A, pour que mod(A,g) soit une catégorie de modules sur un anneau 

(i.e. pour que 13 soit facteur direct de A), il faut et il suffit que, pour 

toute famille infinie d'objets non nuls de mod(A,.&), la somme directe et le 

produit direct soient distincts. 

C'est une conséquence directe de 2.15. et de ( 4 ) ,  8 4, ex. 15. 

2.17.- Voici un exemple tiré de (24). Soit I un ensemble bien ordonné 

dont l'ordinal soit le plus petit ordinal non dénombrable. Le groupe ZI (Z 
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ensemble des entiers relatifs) ordonné ~exicographiauemenr est totale'nent 

I ordonné. Soit A un anneau de valuation de groupe des ordrks Z , alors 

l'idéal maximal 2 de A est idempotent, de type et non de type fini. 

2-18. -  Plus pgnéralement, soient 1 un ensemble, u un caraînai 

infini et (Xi) une famille d'objets d'une catégorie de Grothendieck inde:rée 

sur 1. Si J est une partie de 9, le produ~t direct des (X,) s ' in- 
1 izJ 

Jecte naturellement dans le produit direct des (Xi)isIa On note u(C) 

l'ensemble des parties de I de cardinal strictement inférieur à u. C'est 
U 

un ensemble filtrant. On notera 
3 Xi 

l'union filtrante des n x i  pour 
i&1 

ieJ 
J décrivant u(I), Si u est le cardinal dénombrable, on retrouve L a  son-une 

U 
directe des X e +  Dans le cas des iodulcs, 

1 iE I  Xi est l'ensemble der; élér~ents 

du produit direct des X ,  de suppxts de puissances strictement infé::ieures 
1 

2*119.- LEMME,- Pour qu'un module M sur un anneau soit de i:ype fini, -- 
il faut et il suffit que, pour toute faniille (X.) de modules et pour tout 

1 
u U 

cardinal infini u, on a i t  un isonorphisrne " Hom(M,Xi) = Hom(M,.y Xi) 
~ E I  16.- 

L,a cond~tion nécessaire 2st une conséquence de 1.13. 

inversement, raisonnons .,*r l'absiirde. S o i t  
(elglE~ 

un sy:;tène 

générateur de M de plus petit cardrnal possible u e t  supposons u ~nfini. 

On prend sur L un bon ordre d'orilinal mrnimum. Four  t o u t  i de I, 3f ifsr 
I 

l e  sous-module d e  M enge3d-é par les e ( j  ,$ i). Ecrivons que 
j 

r i i lre~t des MIT4 déduite des surjectioîxs canonlquc's i. de M s u r  N!PL. 
1 1. 1 

II 

prer.a 62s  v a i e i i r e  dans @ M/M1, car ,  pour t o u t  s d s  M, 1 t e  1 
iE,l 

te1 que f (x) =: Ci POLIT k f i ,  11 existe  donc .T dans u(l) tel q\re, 
k 

pour tout x de M, f (x) = O pour  tout i+J*  Comme J # r ,  I r  ex i s t e  
1 

1 tel que M = M ce quL c0ntredi.t le caractsre minrxnurn de u .  
1 
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idempotent de A. Pour que mod(~,&) soit une catégorie de modules sur un 

anneau, il faut et il suffit que, pour toute famille infinie ('il ~ E I  d'objets 

non nuls de mod(~,B>) et pour tout cardinal u au plus égal au cardinal de 1, 

U 
l'injection de dans n Xi ne soit pas un isomorphisme. 

iZ1 'i - ~ E I  
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PASSAGE V U  LOCAL AU G L O B A L  V A N S  L E S  CATEGURZ ES M O D U L A I R E S  COMMUTATZVES.  

3.1.- On aura à considérer la situation suivante : A est un anneau 

unitaire commutatif, U un ouvert de Spec A, C la sous-catégorie locali- 

sante de rnod A des modules M tels que MN/U = O, où M est le (Spec A,AN)- 

module quasi-cohérent associé à M (17), rnod A*/U la catégorie des A"/U 

quasi-cohérents. Le foncteur k* qui à M de rnod A associe Mw/U dans 

H s rnod AN/U admet C pour noyau, donc se factorise en k = ij où j* est le 

foncteur canonique de rnod A vers rnod A/C et i un foncteur fidèle de 

rnod A/C vers rnod AN/U. Les foncteurs kX et i ont pour adjoints à droite 
/ 

les foncteurs r : X -t ï (U,X) et jsf , cela car i" prend ses valeurs dans 

la catégorie des modules C-fermés. 

On dira que l'ouvert U de Spec A est de type (Q) (resp. (R)) 

si le foncteur i est pleinement fidèle (resp. est une équivalence). Pour que 

i soit pleinement fidèle, il faut et il suffit que j"r i soit isomorphe 

au foncteur identique de rnod A/C, i.e. que pour tout module M de rnod A, 

le morphisme canonique de j j% dans r(U,MN) soit un isomorphisme. 
X 

En vertu d'un théorème de Grothendieck ((17), th. 1.4.1), tout ouvert 

quasi-compact de Spec A est de type (R). 

L'ouvert 1 peut être défini comme l'ensemble des idéaux premiers 

de A ne contenant pas un certain idéal 1 de A. Si 
(eu)up~ 

est un sys- 

tème générateur de 1, h décrivant l'ensemble des applications de K dans 

l'ensemble des entiers positifs, les idéaux Ih admettant pour système géné- 

rateur les (e h (u) est un système générateur de 1, h décrivant l'en- 
u )UEK 

semble des applications de K dans l'ensemble des entiers positifs, les idéaux 

Ih admettant pour système générateur les (e h(u) 
u )UEK 

forment une partie 

cofinale de l'ensemble topologisant idempotent d'idéaux de A associé à la 

sous-catégorie localisante C de rnod A. 
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3.2.- Un ouvert U de Spes A est de type 1 si, pour toute 
suite ascendante (Un) d'ouverts contenus dans U et d'union U, il 

existe n tel que U = U . S; I est un idéal de type 1 (24), l'ouvert 
n 

défini par 1 est de type C o  

Tout ouvert de type est de type 

Soit U un ouvert de type 1 de Spee A défini par un idéal 1 

de A .  Pour tout f de 1, D(f) est l'ouvert affine, contenu dans U, des 

idéaux premiers de A ne contenant pas f. Soit X un AN/U-module quasi- 

coherent, On aura, f et g décrivant l'idéal 1, 

Il suffit de prouver que le localisé en f de r(U,X) est r(D(f),X). 

Noyau du morphisme r(U,X) + r(D(f),X). Soit (xg) un élément 

de ce noyau. On a donc xf = O. Pour tout g de 1, l'image x de x 
n f g g 

dans r (D(fg) ,X) est nulle" D'OU un entier n tel que f x = O. Pour 
g g 

tout entier n, l'ensemble 1 des g tels que fn x = O est un idéal. n g 
n 

En effet, si a et b sont dans A et si fn x = f x = O, D(ag+fh) 
g h 

est contenu dans l'union de D(g) et de D(h) , donc fn x = O. Soit ag+bh 

U l'ouvert de Spec A des idéaux premiers ne contenant pas In 
comme 1 

n 

est union des 
In > 

U est l'union des 
> 

d'ou n tel que U = Un. En 

n 
remplaçant I par 

In y 
pour tout g de 1, fr x = O, donc f ( x ~ ) ~  = 0. 

g 

Image du morphisme r(U,X) -t r(~(f),X). On se donne un élément 

xf de F(D(f) ,X) et un système générateur de 1, Pour tout u, 
n 

il existe x dans r(D(e ),X) et un entier nu tels que xu/I = f xf/l 
U u 

dans le module p (~(fe~) ,X) . Comme U est de type , il existe un entier 

n et une partie H de K tels que l'idéal 1' de S~çtÈme générateur 

usH 
définisse le même ouvert U et que pour tout u de H on ait 
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n 
x / I  = f xf/l dans le module r(D ( f  eu) ,X) . Pour tout couple (u ,v) de 
u 

HxH, il existe un entier m tel que, dans le module r(D(euev),X) on 
m u,v 

ait f U'V(~U/l - x 11) = Oi Comme l'idéal 112 définit le même ouvert U v 

et comme U est de type 1, il existe une partie L de HxH et un entier 

m tels que l'idéal J engendré par les e ev, r(u,v) décrivant L, défi- 
u TJ 

n<sse le même ouvert U et que, pour tout couple (u,v) de L, on ait 

l'égalité fm(xu/l - x /1) = O dans i(D(e e ) ,X). Posant - m 
v u V Yu - f XU9 

on définit ainsi un élément du module 

Or il est facile de vérifier que cette limite projective est r(U,X). D'où 

un élément de r (U,X) dont 1 ' image dans (D(f) ,X) est £m+n 
Xf * 

Cette démonstration est calquée sur celle du théorème 1.4.1 de (17). 

3 . 3 . -  Soit 1 un idéal de A définissant un ouvert U de Spec A 

(ensemble des idéaux premier ne contenant pas 1). Avec les notations de 

3  F étant l'ensemble topologisant idempotent d'idéaux correspondant 

à la sous-catégorie localisante C associée à U, on dira que l'idéal 1 

contient fortement l'idéal 1' (ou que 1' est fortement C-nu dans 1) 

si 1' est contenu dans tous les idéaux de f .  Dans ces conditions, si U' 

est l'ouvert défini par 1', on dira que v contient fortement U' ou que 

U' est fortement contenu dans U. Si on a un système générateur 
(eU)uE~ 

de 1, pour toute application h de K dans l'ensemble N des entiers 

positifs, on note Ih l'idéal engendré par les e h5a) où u <décrit K. 
U '  

pl revient au même de dire que 1' est contenu dans tous les Ih. 

3 . 4 .  - PROPOSITION. - Soit 8 1 'union d'une suite croissante d'idéaux - 
1 de type (R). Si, pour tout n, - In+ 1 contient fortement 
n 

alors .,€ In' - 
est de type (R) . 

L' idéal 8 est nécessairement idempotent. La démonstration est cal- 
quée sur celle de la proposition 2 de (14). Pour tout n, on note (ein)inEs 
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un système générateur de 1 . Soient U l'ouvert de Spec A défini par 
n n In y 

C la sous-catégorie localisante de mod A des modules 'M tels que MNjUn= 0, 
n 

U l'ouvert défini par 6, C la sous-catégorie localisante de mod A des M 

tels que MN/u = O. Alors U est l'union des U et C l'intersection des n 

C . Soit X un AN/U-module quasi-cohérent. Comme les U sont de type (R), 
n n 

pour m 2 n, r(Un,X) est le C -fermé de r(U ,X) . 
n m 

Il suffit de prouver que r(Un,X) est le C -fermé de 
n 

Noyau du morphisme T(U,X) -t r(Un,X). 

On a T(U,X) = @T(U ,X). Soit (ym) = y un élément du noyau 
m 

(i.e. = O). Si N est l'ensemble des entiers positifs, on peut déterminer 
i ..., i 
n ' n+p-l . de proche en proche des applications h : K 4 N et h 

n 

K -+ N, in+k décrivant n + k  
telles que 1 'on ait : 

n+p 

i ,..., i 
h 

n+k- l hln' 
On note In+k l'idéal engendré par les éléments e. 

1 
n+k 

Par hypothèse, e. appartient au produit de ces idéaux, k variant de 1 
1 
n 

à p. On a donc : 

soit encore : 

Le noyau de ce morphisme est donc bien dans . 
'n 

Image du morphisme r(U, X) i r (un, X) 

On note 
'm 

le morphisme r(Um+],X) i r(Um,X) et gm le morphisme 

de r(U,X) dans I'(Um,X). On peut de proche en proche trouver des éléments 
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i ..., i 
n n+p . 

z dan's r (Un+p+ ,X) et des applications h de K i ,... i n+p+ l 
n n+r, 

dans IN et une application h : Kn +N,  tout cela lorsqu'on s'est donné 

initialement un élément z de T(Un,X), tels que : 

Mais, par hypothèse, on peut écrire : 

On pose alors : 

On voit alors que l'élément - ) de r ( U , X )  vérifie Yi - ('i ,m m 
n n 

bien l'égalité 

Donc le quotient I'(Un,X)/Im gn est bien dans C . 
n 

3.5 .- DEFINITIONS. - Soit $ un idéal idempotent d'un anneau cornuAl 

tatif A. On définit les bifoncteurs : 

Hom : (X,Y) dans mod(A,a0 x mod(A,& + jX(~ornA(jx~,j~) dans mod(~,&) 

B .  : (X,Y) dans mod(A,&) x mod(~,D -+ jX(j ,X BA j ,Y) dans mod(A,&). 
1 

Ces bifoncteurs n'ont pas un caractère intrinsèque, mais dépendent du choix 

d'une classe d'îsomorpf. e de générateurs commutatifs de rnod(A,g). Cependant, 

ils donnent lieu aux notions suivantes qui, elles, sont de nature intrinsèque : 

Un objet P de rnod(A,a est "projectif" (resp. de "type fini", 
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de "présentation finie", "plat", "lnjectïf", etc,.,) si le foncteur Hom(P,?) 

est exact (resp, commute aux unions filtrantes, aux limites inductives fil- 

trantes, si le foncteur P @ ,  ? est exact, si le foncteur fiom(?,P) est 
1 

exact, etc*.,). 

Désignons par U l'ouvert de Spec A défini par $ (ensemble des 

Idéaux premiers ne contenant pas & Toutes les notions précédentes (sauf 

celle d'ob~ets "in~ectif") se conservent par passage au local et au ponctuel : 

si P est un A-module tel que j * ~  soit "projectif" (resp. de "type 

fini", de "présentation finie", "plat", . , .), alors, pour tout f de 

et tout p de U, Pf et P sont des A -module et A -module projectifs 
P f P 

(resp, de type fini, de présentation finie, plats, etc*..). 

Avec les notations de 3.1., le foncteur k* de mod A vers 

mod AN/U s'annule sur la sous-catégorie bilocalisante mod A/g associée à 

$, d'oc un foncteur 
i& 

de mod(~,&) dans mod AN/U. Il est facile de 

prouver le résultat suivant : 

3.6.- PROPOSITION. - Si 8 est un idéal idempotent de A, les - - 
assertions suivantes sont équivalentes : 

( i  le foncteur i est fidèle, 

(fi) pour tout système générateur (eï)iEH - de &? et pour toute 

- h(i) application h de H dans l'ensemble des entiers positifs, (el est 
 EH - 

encore un système générateur de , i.e. % est fortement contenu dans luf- 

même, - 
(ili) - si M est un A-module, pour que % soit "plat", il faut - 

et il suffit que, pour tout p - de U, M soit un A -module plat, 
P P 

(iv) si M' + M + N" ont une suite de A-modules, pour que la suite - 
de mod(A,&) j j X ~ '  -+ j*M + j'k<' soit exacte, il faut et il suffit que, pour tout - 
p & U, la suite M' -t M -+ M" solt exacte. 

P P P 

Remarquons que l'idéal E de 3.4. satisfait à ces conditions, car, 
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par exemple, (if) est vérifié. Dans le cas de 3.4., le foncteur i, est une 

équivalence. On dfra que $ vérif ie (P) (resp, (Q) , 
si % est 

fidèle (resp. pleinement fidèle, est une équivalence). 

Une condition (E) relative à un idéal idempotent est dite stable 

par extensions (resp. sommes finies, unions filtrantes) si, d? et o@' étant 

deux idéaux idempotents de A, 3 contenant 8 1 ,  lorsque 3' et l'idéal 

/ de A/g' vérifient (E) , alors 6 vérifie (E) (resp. si 8 et $$ 

sont deux idéaux idempotents vérifiant (E) , alors OI + a2 vérifie (E) , 

resp. si (6) est une familie filtrante d'idéaux idempotents vérifiant (E), 

alors l'union & des < vérifie (E)) . 
On dira qu'un idéal idempotent $ vérifie (PF) (resp. (TF)) si 

l'assertion suivante est vraie : pour tout A-module M, j% est de "pré- 

sentation finie" (resp. de "type fini") si et seulement si, pour tout f 

de & Mf est un A -module de présentation finie (resp. de type fini) . 
f 

3.7.- PROPOSITION. - Soit un A-module M. Pour que j% soit de 

"type fini", il faut et il suffit que pour tout idéal de type fini 1 contenu 

dans .& IM soit contenu dans un certain sous-module de type fini de M. 

Condition nécessaire.- Le module M est union filtrante de ses 

sous-modules de type fini Mo. On doit exprimer que la flèche canonique r$ 
1 

de lim Hom(j ,j%,Mi) dans Hom(j ,j%,M) est un C-isomorphisme, avec - 
C = mod A/,$. Pour tout f de g, le produit par f de la fleche canonique 

de j , j% dans M doit se trouver dans Im @ 

Donc, pour tout f de 8, %@M doit être contenu dans l'un des 

M,. Donc pour tout idéal de type fini 1 contenu dans d?, il existe un sous- 
1 

module M. de type fini contenant %£Mo On conclut en remarquant que pour 
1 

tout idéal de type fini 1 contenu dans &, il existe un idéal J de type 

2 
fini contenu dans 6: tel que J contienne 1. 

Condition suffisante,- La remarque précédente permet d'affirmer que 
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si M possède cette propriété, SM la possède aussi. Supposons que dans 
mod(A$), X soit union filtrante de sous-objets X.. Soit b le foncteur 

1 

qui, à X de mod(A,&) associe Im(j ,X -+ jxX) dans mod A. On voit que bX 

est union filtrante des bXi et que Hom(jffE1,~) = Hom(&i,bx). Si u est 

dans Horn@~,bx) et f dans 8, E&M est contenu dans un sous-module de 

type fini de &, donc fu prend ses valeurs dans l'un des bXi Donc le 

morphisme canonique 2 H O ~ ( ~ M , ~ X ~ )  -r Horn&,bx) est un C-isomorphisme. 

3.8.- LEMME. - Les conditions (P), (Q) et (R) sont stables 

par unions filtrantes. 

Il est trivial que (P) est stable par unions filtrantes. 

Soient (&") une famille filtrante d ' idéaux idempotents de A 

vérifiant (Q) et & l'union des $ . On a, avec des notations évidentes, 
U 

U =VU et & @A$= l i m g  63 fi Si M est un A-module, T(U,MN) = 
u - u A u  

X 
lim r(Uu,M ) -et j j% = Hom($ &,MI = lim Horn% @*<,M) = lim j j M. t a f-- f- UX U 

Si les j! vérifient (Q) , on a j j% = I'(U ,MN), d'où T(U,MN) = jajaM 
u ua U u 

et $ vérifie bien (Q) . 

Supposons que les vérifient (R)  . Pour tout u, on note i 
U u 

(au lieu de ig ) le f oncteur canonique d'équivalence de mod(A$ ) avec 
u 

U .-1 
mod AY/Uu, i son quasi-inverse, ha le foncteur canonique de mod(A,&) 

U u 

vers mod(~,$~), h sonaijoint à gauche, f* le foncteur de restriction 
u! U 

à U de mod A&/U vers mod Ad/Uu. Si v $ u, on note h* le foncteur 
u u,v 

canonique de mod(A,B ) vers rnod(A$>y) et h son adjoint à gauche. 
U u,vO 

On note i (au lieu de ie) le foncteur canonique de mod(A,g) vers 

mod AN/U, pleinement fidèle d'après ce qui précède. 

.-1 a 
Soit X unobjet de mod(Ad/IJ). S i v  5 u, o n a  1 f X =  

v v 
-1 a -1 a ,.-1 35 

ha i fU X, d' où un morphisme canonique de h i f dans h 1 f . u,v u v! v v u!- u u 

Pour prouver que & vérifie (R) , on va montrer que i(1im h i-If* X) est - u! u u 

isomorphe à X, i.e. que pour tout vs les restrictions de ces deux A%- 
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modules à U sont les mêmes. Pour tout v, l'ensemble des u supérieurs 
v 

à v est une partie cofinale de l'ensemble de tous Les u, on a donc : 

- 1  s - r  s . - 1  x 
f* i(lim h i f X) = i hX(lim h ,i f X) = iv(lA h* 1 f X) = fX X .  
v u! u u v v -  u . u  U u,v u u v u 2v u?v u2v 

3.9.- COROLLAIRE, - Soit ,$ un idéal idempotent de A vérifiant 

la condition suivante : 

(S) Pour tout f de $, il ex bte un idéal de type fini 1 contenu - 
dans $ tel que f soit dans toutes les puissances de 1. - 

Alors $ vérifie la condîtion (R) . 

En effet, si $ vérifie (S), il est union filtrante d'idéaux 

idempotents de type dénombrable vérifiant (S). Il suffit d'appliquer 3.4. 

et 3.8. 

3.10.- PROPOSITION. - La condition (S) implique la condition (TF) 

de 3.6. Ces deux conditions sont équivalentes si $ est de type dénombrable. 

Supposons (S) vérifiée. Soit M un A-module tel que, pour tout 

f de 8, Mf soit un A -module de type fini. Soit 1 un idéal de type fini 
f 

contenu dans &. Par (S), il existe un idéal J de type fini contenu dans 

,$? et contenant fortement 1 (3.3.). Il existe un sous-module de type fini Ml 

de M tel que, pour tout x de M, il existe un entier n tel que J~ x 

soit contenu dans M'. Alors IM est contenu dans M' et, par 3 . 7 . ,  

j% est de "type fini". 

Inversement, supposons d? de type dénombrable, union d'une suite 
croissante (In) d'idéaux de type fini. Si (S) n'est pas vérifiée, il 

existe f dans .$ et une suite d'entiers (h-) telle que f ne soit contenu 
h 

IL 

n 
h 

dans aucun des I Soit M la somme directe des A/I n. Pour tout g de 
n n 

J?, il existe un rang à partir du quel les 1 contiennent tous g.  Donc, n 

pour tout g de .$ Mg est un A -module de type fini. Si (TF) était 
g 

vérifiée, par 3.7., fM devrait être contenu dans un sous-module de type fini 

h 
de M, il devrait exister un rang à partir duquel les 1 n contiendraient 

n 
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tous f, Cela est contraire à ce qu'on a supposé. Donc & vérifie (S) . 

3.11.- PROPOSITION. - La condition (R) implique la condition (PF) 

de 3.6. Ces deux conditions sont équivalentes à (S) si & est de type dé- - 
nombr ab 1 e . 

La deuxième partie de cette proposition se voit comme dans 3.10. On 

retrouve ainsi plus simplement la proposition 3 de (14). 

Supposons que $ vérifie (R) . Soit M un A-module vérif iant 

H 
j,j M = M et tel que, pour tout f de g, Mf soit un A -module de pré- 

f 

sentation finie. Par ( 4 ) ,  5 2, no 7, Prop. 19, si P est un A-module, le 

faisceau défini sur U qui à l'ouvert D(f) de U associe Hom(M,Pf) = 

= Hom(Mf,Pf) est quasi-cohérent. Par (R), on a donc Hom(M,P)£ = Hom(M P ) 
f' f 

pour tout A-module P et tout f de $. Supposons avoir P = lim P. dans 
-3 1 

rnod A. D'après ce qui précède, le morphisme canonique lim Hom(M,Pi) -+ Hom(M,P) 
_f 

se localise pour tout f de E en un isomorphisme, c'est donc un C-isomor- 

pbisme (C = rnod A/&), donc j% est de "présentation f inie", d'où (PF) . 

3.12.- On considère maintenant un ouvert U de Spec A, union d'une 

suite croissante d'ouverts (Un) de type (Q) 3.1. de Spec A. On va chercher 

une condition nécessaire pour que U soit lui aussi de type (Q). On ne 

suppose pas U défini par un idéal idempotent. 

Pour tout n, C est la sous-catégorie localisante de rnod A des 
n 

M tels que MN/Un = 0, 1 un idéal définissant U (i.e. tel que U soit 
n n n 

l'ensemble des idéaux premiers ne contenant pas 1 ,  (ei Ii 
E K 

un système 
n n n 

générateur de In, C la sous-catégorie localisante de mod A des modules M 

tels que MN/U = O, jH le foncteur canonique de rnod A vers rnod A/C, j x 

son adjoint à droite. Alors C est intersection des C . On suppose que pour 
n 

tout n, le foncteur canonique rnod A/C i rnod AN/Un(resp. rnod A/C + rnod Aw/U) 
n 

est pleinement fidèle, i.e. pour tout module M, le C -fermé (resp. le C-fermé) 
n 

de M est F(U ,MN) (resp. I'(u,MN)). 
n 
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Pour tout module M, on note u l'application canonique de M n 

vers P(Un,M"') et N = ker u . Fixons un entier n et, pour tout p, 
n n 

choisissons x dans N . Il est facile de vérifier que les 
n+p n+p 

u (x +. . .+x ) définissent un élément de r(U,M ) = l& ï"(U ,Ma et 
n+p n n+P 

P 
n+p 

que cet élément est dans le noyau de l'application canonique de r(U,Ma) dans 

r(Un,WU). : par hypothèse, ce noyau est dans 'n 
il existe une application 

h de Kn dans l'ensemble N des entiers positifs telle que, pour tout i 
n n 

de K et tout entier positif p, on ait : 
n 

soit encore : 

Mais comme N est dans 'ntp 
on a le résultat suivant : pour tout n, 

n+p 

il existe une application h : K + N  telle que, pour tout p, il existe 
n n 

une application : K + N telle que l'on ait : 
kn+p . n+p 

Pour tout m, on choisit une application : K +iD et on désigne par 1 
gm 

g m m m 
gm ( im) 

l'idéal engendré par les e. , i parcourant K . On prend pour M la 
m m 

gmlm 
la somme directe des A/Im., m parcourant N. On note x l'image de 1 par m 

l'application ci-dessous : 

Si on applique ce qui précède, on obtient le résultat suivant : 
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Pour tout système d'applications 
g m 

: Km 3 IN, pour tout entier n, 

il existe une application h : K -t iN telle que, pour tout entier p, il 
n n 

existe une application k : K -t CN telle que, pour tout i 
n+p n+p n+P de Kn+p Y 

on ait : 

3.13.- EXEMPLE. - Soient K un corps commutatif, A l'anneau de 

polynômes à une infinité dénombrable d' indéterminées A = K[X~ , . ,Xn, . . .] , U 

l'ouvert de Spec A des idéaux premiers ne contenant pas l'idéal engendré par 

Xl,.e.,Xn,... Alors U n'est pas de type (Q). 

Si U était de type (Q), par 3.12., pour tout n, il existerait 

h tel que, pour tout p, il existerait k tel que, pour tout q compris 

entre O et p, xk xh soit dans l'idéal engendré par x:, . . . ,xq . Si on 
n+p n n+q 

prend h < q < p, on aurait : 

Si, dans l'égalité précédente, on fait X. = O pour i # n et 1 # n+p, on 
1 

k 
aurait X = A  %-h cequiestimpossible. 

n+p n n 

3.14 .- PROPOSITION. - Soient $ un idéal idempotent de A vérifiant 

la condition (P) de 3 . 6 . ,  U l'ouvert de Spec A défini par g. On suppose 

que U est union d'une suite croissante d'ouverts (Un) de type C(3.2 . ) .  - 
Pour que U soit de type (Q), il faut et il suffit que la condition 

(SC)  suivante soit satisfaite : 

(SC) Pour tout ouvert U' de type C contenu dans U, il existe un 

ouvert de type c contenu dans U et contenant fortement U4 . 
Dans ce cas, U est de type (R). 



Sans aucune hypothèse de dénombrabilité sur U, par 3.2., 3.4. et 3.8., la 

condition (SC) implique (R), donc (Q). 

Femme.- Si, pour tout f de g, l'ouvert D(f) est fortement 

contenu dans l'un des 
y 

alors (SC) est satisfaite. 

Soient U' un ouvert de type C contenu dans U, U' le plus 
n 

grand ouvert fortement contenu dans et contenu dans U1(U' est l'union 
n 

des D(f) contenus dans U' et fortement contenus dans U n  L'hypothèse 

faite implique que U' est union des UA ; étant de type C, il est égal 

à l'un des u:, donc est fortement contenu dans l'un des 
y 

d'où (SC). 

Reprenant le résultat et les notations de 3.12., on note 1 un 
n 

idéal contenu dans &? définissant Un, (ei ) un système générateur 
i E Kn n n 

de 1 . On suppose que les 1 forment une suite croissante d'idéaux d'union 
n n 

8, de sorte que, si K est l'union des Kn, K est un système géné- 

rateur de . Le résultat de 3.12. est le suivant : pour tout système d'ap- 

plications 
g m 

: K +IN, pour tout entier n, il existe une applicatidn 
m 

h : K + N  telle que, pour tout entier p, il existe une application 
n n 

k + N  telle que, pour tout i de Kn+p' on ait : n+p n+p 

k 
On fixe n et q. Pour tout p > q, on a K n+p .-N telle que 

n+p 

n kn+p (in+p 1 
In ei 

soit contenu dans Ign+q. En vertu de la condition ( P ) ,  les 
n+p n+q 

kn+p (in+p 1 
éléments de la forme e; pour p > q, constituent un système géné- 

gn+q 
ratepir de 8, donc 1 est contenu dans l'idéal 1 

n n+q 

En changeant l'application h en l'application i E K -t h (i )+1 E N, n n n n n 

on obtient le résultat suivant : pour tout n, il existe une application 
h 
n 

h : K + iN telle que 1 soit contenu dans l'intersection des 1 
gn+q 

n n n+q 9 q 
n 
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parcourant IN. 

Si (SC) n'est pas satisfaite, on peut choisir les g m telles 

gm qu'un certain élément f de &? ne soit dans aucun des 1 Si n décrit 
h (in) 

m 

LN et i décrit n 
n y 

les e. d'après (Pl) forment un système géné- 
n 1- 

I I  

rateur de & donc on a 

g m Si on choisit m supérieur à r, on voit que f est dans 1 ce qui est 
m 

contraire à ce qu'on a supposé. 

3.15 .- COROLLAIRE. - - Si est un idéal idempotent de type dénom- 

brable, les conditions (Q), (R), (S), (TF) - et (PF) sont équivalentes. 

3.16.- Le résultat précédent montre l'équivalence d'une série de 

propriétés de passage du local au global dans les catégories modulaires comrnu- 

tatives mod(~,& lorsque J!? est de type dénombrable. Dans cet ordre d'idées, 

on a encore le résultat suivant : 

Si & est union d'une suite croissante d'idéaux monogènes, alors - 

(S) est équivalente à la condition (PRI) suivante : 

(PRl) Pour tout A-module M, j " ~  est "projectif de rang 1" si et 

seulement si, pour tout f - de .& Mf est un A -module projectif de rang 1. f 

Il est facile de voir que (R) implique (PR]) sans hypothèse sur 8. 
Supposons que A soit C-fermé, i.e. que j j * ~  = A et que soit 

R 

union de la suite croissante (Ae,) d'idéaux monogènes. Si & ne vérifie pas 
(S), il existe f dans p et une suite (hn) d'entiers tels que f ne soit 

h 
n dans aucun des 

Aen 
. On considère le module M = lim(t : A + A) où t 

h 
-3 n n 

n est l'homothétie de rapport e . Alors M est localement projectif de rang 1. 
n 

Si (PRI) était vraie, on aurait ffom(j%, j*~) 8. j% = j*~, i.e. le morphisme 
1 

canonique suivant @ : HomA(M,A) 8 M -+ A serait tel que Im @ contienne $ A 
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Par définition de M, un élément de HomA(M,A) est une suite x' = (x;) 
h 
n 

d'éléments de A telle que en x' = x'. Comme f E Im 4 ,  on a une famille n+ 1 n 
i i 

finie d'éléments x' de HomA(M,A) et une famille x d'éléments de M 

i i 
telles que f = 1 x 1  (x ) .  Soit sn l'application de A dans M telle que 

i i i 
s t = s . Il existe n et des x dans A tels que x = s (x ) pour 
n+l n n n n n 

tout i. On a donc 

h 
n 

ce qui contredit l'hypothèse selon laquelle f ne serait pas dans Aen . 

3.17.- Il semble difficile de trouver des caractérisations des 

conditions (Q) et (R) sans hypothèses de dénombrabilité sur .d?. Donnons 

sans démonstration le résultat suivant : 

Les conditions ( P ) ,  (Q) et (R) sont stables par extensions 3.6. 

Cela étant, soit un idéal vérifiant (P). On fait la construc- 

tion suivante : SC &) est l'ensemble des f de a!? tels qu'il existe une 

suite ascendante 1 d'idéaux contenus dans $, contenant f et fortement 
n 

contenus les uns dans les autres, tels que les ouverts U de Spec A qu'ils 
n 

définissent soient de type 1. Alors SC@) est idempotent et vérifie (SIC). 

Par récurrence transfinie, si u est un ordinal de suivant u+l, SL~+~(&) 

est l'image réciproque de SC(&/S U&)) par la surJection de A sur 

A/sc~($), si u est ordinal limite, SCU@) est l'union des SCV(f) pour 

v < u. Notant &' l'union des sCU&), si of! = 4,  alors (R) est vérifiée. 

Remarquons que cette"amé1ioration" des résultats précédents est illusoire dans 

le cas dénombrable, ce qui est après tout assez curieux. 

3.18.- PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) pour tout X de rnod(~,$), ( j  est isomorphe au prolon- - 
gement par zéro ( 1 1 ) du  module ig(X) , - 
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(ii) pour tout (Spec A,AN)-module M, non nécessairement quasi- 

cohérent, - on a r(U,M) = ; j* r(Spec A,M) = ~ o m ~ ( 8 ,  i'(Spec A,M)) , 
% 

(iii) l'idéal $ est trace d'un A-module projectif. 

Si ces conditions sont remplies, $ vérifie (S) . 

Dans la catégorie des (Spec A,AN)-modules non nécessairemenr 

quasi-cohérents, le prolongement par zéro est adjoint à gauche du fonçteur 

de restriction à U. L'équivalence de ( )  et (ii) se voit facilement 

par adjonction. Soit AU le prolonge par zéro de AN/U. Si M est un 

A-module, le prolongement par zéro de MN/U est $ C3 M . D'autre part, 

on a aussi (j ,jX~lN = ('A)* 6) M~~ Pour que (i) soit vraie, il faut et 

il suffit que AU = ('A)~, i.e. que pour  tout p de Spec A, les fibres 

(Au) et ('A) soient isomorphes. Elles sont dejd toutes deux isomorphes 
P 

à A pour tout p de U. Doric (i) signifie que pour tout p 4 U, i.e. 
P 

contenant $, = O Il suffit d'appliquer 2.8. 
P 

Enfin, si est un idéal pur de A, pour tout idéal I de type 

Fini contenu dans 91, il existe e dans # tel que pour tout f de 1 

on ait ef = f. Donc (S) est vérifiée. 

3.19.- COROLLAIRE. - Dans les conditions précédentes, pour tout 

A-module M, on a un isomorphisme canonique de H~(u,M'") avec EX~;(&H). 

Ce résultat est du 2 R. Bkouche (Parties agrézbles d b n  spectre 

d'anneau, géométrie pure et molesse. A paraztre). On donne ici une démonstra- 

tion di££érente. 

Par (ii) de 3-18., le foncteur i ( U , ? ) ,  défini sur la catégor~e 

des (Spec A,AN)-modules non nécessairement quasi-cohérents, est le conposé 

de ~om~($,?) et de i. (Spec A,?). Or ce dernier foncteur a un sdjcint à 

gauche fidèle (pleinement) et exact, donc il tzansfsrme les objets injectifs 

en des A-modules injectif S. Donc, pour tout (Çpec A,AW)-modtlê ? non néees- 
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sairement quasi-cohérent, il existe une suite spectrale de premier terme 

= ~ x t a ( g ~ ~ ( ~ ~ e c  A,F)) convergeant vers H~(u,F). Si F est de la 

forme MN, où M est un A-module, ~ 2 ' ~  = O pour q > O, d'où le résultat. 

3.20,- EXEMPLES. - 

1) Soit A un anneau dont l'ensemble des idéaux est totalement - 
ordonné par inclusion, par exemple un anneau de valuation. Tout ouvert de 

Spec A - est, soit affine, soit correspondant à un idéal idempotent $ véri- - 
fiant la condition (S). 

Comme les idéaux de type fini de A sont monogènes, les ouverts 

quasi-compacts de Spec A sont affines, de la forme D(f). Si U est un 

ouvert non quasi-compact de Spec A, il est l'ensemble des idéaux premiérs 

contenus dans un idéal 1 de A. Soit l'union des idéaux premiers qui 

sont éléments de U, alors & est un idéal premier. Si BE U, & serait 

strictement contenu dans 1, notant Af un idéal monogène compris entre & 
et 1, on aurait U = D(f) ce qui n'est pas. Donc $ ( t  Y Soient f E 8 
et p E U tel que f E p ; soit g un élément de non situé dans p. 

Alors Af est contenu dans toutes les puissances de Ag, d'où la condition 

(S) . Il est aussi clair que $ n'est pas pur dans A. 

2) Soient X un espace topologique compact et B l'anneau des 

fonctions numériques réelles continues définies sur X (Cf. ( 4 ) ,  5 2, ex. 15 

et (33)). Alors X s'identifie au spectre maximal de B et l'idéal des 

fonctions nulles sur un voisinage variable d'un point x de X est pur. 

Notins A le quotient de B par cet idéal et soit $ l'idéal des germes 

des fonctions nulles en x. Alors 3 est un idéal idempotent de A vérifiant 

(S) (en général non pur). En effet, si f E on voit que 1 / ~ o g  1 f 1 est 

dans f: et que f est multiple de toutes les puissances de I/~og 1 f 1 .  

3.21 .- Concernant les "injectifs" de mod(~,&) , signalons le résultat 
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suivant : 

Soit 8 un idéal idempotent d'un anneau commutatif A. Les notations 

étant toujours les mêmes, soit 1 un module C-fermé tel que j * ~  soit 

"injectif". S'il existe f dans $ tel que l'homothétie fI de rapport f 

de 1 dans lui-même soit injective (ci:e. si n'est pas contenu dans l'union - 
1 

des idéaux premiers appartenant à l'assassin de 1 ( 21 ) ) ,  alors 1 est un A-module 

injectif. 

Soit i une injection de 1 dans son enveloppe injective J. Il 

existe une application injective s de J vers 1 telle que f = s i. 
f 1 f 

Si fJ est l'homothétie de rapport f de J dans lui-même, on a (i s -f )i = 0. 
f J  

Donc, si t est la surjection de J sur J/I, on a une application u de 

J/I vers J telle que i s -f = ut. Donc s u t = O, d'où u = O et 
f J f 

isf = fJ. Comme fJ est injective et comme J est injectif, fJ est 

bijective, donc i est un isomorphisme. L '  "injectivité" de jX1 a été 

utilisée pour affirmer l'existence de s 
f ' 



QUALE D'UNE CATEGORX E DE GRUTHENQX ECK, 

4 * 1 . -  DEFINITION, - Un prétopos a b é l i e n  ou pré-AB 5-catégorie  (30) e s t  

une p e t i t e  ca t égor i e  abé l ienne  s a t i s f a i s a n t  à l 'axiome su ivant  : 

ab 5 - Lknsemble des sous-objets  d 'un o b j e t  e s t  fortement r é t i c u l é  e t ,  

pour t ou t  sous-objet Y e t  t ou t e  f a m i l l e  f i l t r a n t e  c r o i s s a n t e  (xi) de sous- 

o b j e t s  d 'un  o b j e t  X ,  on a : SUP(X.~~) = (SUP XiY\Y.  
1 

_ I l r  
/ - ..# 

4 . 2 * -  Soi t  C un prétopos abé l i en ,  On désigne par  Cd l a  c a t é g o r i e  

des  fonc teu r s  F  con t r ava r i an t s  a d d i t i f s  de C dans l a  ca t égor i e  Ab des  

groupes a b é l i e n s ,  t ransformant  conoyaux eb noyaux e t  s a t i s f a i s a n t  à l a  prop???été 

su ivan te  : pour tou t  o b j e t  X de C e t  t ou t e  f a m i l l e  f i l t r a n t e  c r o i s s a n t e  (xi) 

de sous-objets  de X d 'un ion  X ,  FX = $& FX. . Dans (30) ,  chap. 1 ,  5 6 ,  c o r o l l a i r e  
1 

de l a  d é f i n i t i o n  9 ,  il e s t  prouvé que cN e s t  une ca t égor i e  de Grothendieck s a t i s -  

f a i s a n t  à l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : t o u t  fonc teur  de C dans une ca t égor i e  de 

Grothendieck D ,  exact à d r o i t e  e t  commutant aux unions f i l t r a n t e s  de C s e  prolonge 

de manière unique en un fone teur  de ch' dans D commutant aux l i m i t e s  i nduc t ives  

de cd,  En f a i t ,  C'" e s t  l a  ca t égor i e  des f a i s ceaux  a b é l i e n s  de C muni de  s a  

Ab-topologie canonique (30) .  L ' i n j e c t i o n  de Ca dans C m ,  qui  à X de C a s soc i e  

l e  fonc teur  Hom (?,X),  e s t  pleinement f i d è l e ,  exac t e ,  commute aux l i m i t e s  pro jec-  
C 

t i v e s  représentab les  de  C e t  aux unions f i l t r a n t e s  de C .  Contrairement à ce  qu i  

e s t  aff i rmé dans (15 ) ,  l ' i n j e c t i o n  de  C dans CM ne commute pas tou jours  aux 

l i m i t e s  i nduc t ives  r ep ré sen tab le s  de  C : U .  Oberst m'a indiqué par  exemple que s i  

C e s t  l a  c a t é g o r i e  des groupes abé l i ens  de type f i n i ,  C"' e s t  l a  ca t égor i e  d e  

tous  l e s  groupes abé l i ens ,  mais l ' i n j e c t i o n  de C dans Cd ne commute pas aux 

l i m i t e s  i nduc t ives  r ep ré sen tab le s  de  C ;  a i n s i  s i  (Xi) e s t  l e  système f i l t r a n t  

des  sous-groupes de type f i n i  du groupe a d d i t i f  des  r a t i o n n e l s  Q ,  dans c 

l i m  Xi = O e t  dans cN z m  Xi = Q o  -.+ 
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Inversement, si D est une catégorie de Grothendieck, un prétopos de 

D est une petite sous-catégorie pleince C de D, stable par sous-objets, 

quotients, sommes directes finies et telle que Cd = D, i,e.formant un système 

générateur de D. Si D satisfait à l'axiome AB 6 (161, il existe un plus 

petit prétopas de D formé des M tels qu'il existe un monomorphisme de type 

fini (28) de source M. 

4.3.- L,a catégorie des objets C-bornologiques. 

Soient D une catégorie de Grothendieck, C un pr6topos de D. Une 

C-bornologie sur un objet X de D est la donnée d'un ensemble de sous-objets 

de X situés dans C, stable par sous-objets, bornes supérieures finies et 

recouvrant X. Un objet C-bornologique X est la donnée d b n  objet (noté encore 

X) de D et d'une C-bornologie b(X). Les éléments de b(X) sont les bornés 

de X. Si X et Y sont deux objets C-bornologiques, un morphisme f de D 

de X vers Y borne si, pour tout M de b ( X ) ,  £(Ma est dans b(Y) . On 
définit ainsi la catégorie Db des objets C-bornologiques, les morphismes 

étant les morphismes bornés. La C-bornologie grossiere (resp. discrète si D 

vérifie AB 6) sur un objet X est celle pour laquelle les bornés sont tous les 

sous-objets de X situés dans C (resp. les sous-objets de type fini de X). 

Il est clair que le foncteur d'oubli de Db vers D a pour adjoint à droite 

(resp, à gauche) le foncteur pleinement fidele qui consiste à mettre sur un 

objet de D sa C-bornologie grossière (resp, discrète), 

4.4.- Le théorème de Roos-Oberst. 

Soient C un prétopos abélien, D = C N  , R1 un anneau unitaire, 

i : M -+ M@ un foncteur de C dans la catégorie mod R des R-modules à gauche, 

contravariant, exact, pleinement fidèle et transformant Les unions filtrantes 

représentables de C en limites projectives, Au moyen du foncteur i, on identifie 

Sa duale C' de C à une sous-catégorie pleine de mod R et on notera N@ le 

dual dans C d'un objet N de CO = i(C). Une topologie linéaire sur R-module X' 
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est une C-topologie si elle est séparée, complète et si l'ensemble t(X1) des 

sous-modules ouverts V tels que X Y V  soit dans C' est un système fondamental 

de voisinages de O, On note D Pa catégorie des R-modules C-topologiques, 
t 

les morphismes étant les applications R-linéaires continues. Le théorème de 

Roos et Oberst (th. 5 de (29) et (23)) peut s%noncer ainsi : 

THEOREME. - La catégorie est canoniquement équivalente à la duale 

de Db. A 1 'objet X de D (resp. X' de D ) correspond uX = Mo, - - b - - t 

M décrivant b(X) (resp. - vX' = &~(x'/v)', V décrivant t ( X ' ) )  . Si X et X' - - 

se correspondent dans cette dualité, cela induit une bijection entre b(X) et 

Soit X' de D e ,  si V décrit t(Xf), xl/V = (xvP où les Xv 
définissent un système inductif filtrant de C indexé sur t(X1), les flèches 

5 -+ $ (~our V contenant U) étant des monomorphismes. On note vX' l'union 

filtrante dans D des XV avec la C-bornologie suivante : les bornés de vX' 

sont les sous-objets de v X '  contenus dans l'un des $. Il est facile de voir 

que l'application qui à T t(X1) associe $ dans b(vX1) est bijective. 

Soit f' : X' -t Y' une flèche de D . Pour tout V de t(Y1), il 
t 

- 1 
existe U de t(X1) tel que f' (V) contienne U. Mais X'/U = ($1' et 

Y1/V = (yV)' , f' induit une application de X'/U dans Y'Iv, d'où un morphisme 

de YV dans XU, qui, composé avec l'injection canonique de % dans vX1, 

donne un morphisme de YV dans vXfa Comme vY' est union filtrante des yv y 

on aura une flèche f de vY' dans vX' qui est bornée car elle envoie Yv 
dans XU. D'où le foncteur contravariant v de Dt dans D,,. 

Pour exhiber le foncteur quasi-inverse, on a besoin du lemme suivant : 

Lemme. - Soient Mo un module de Co, (5 + mi) une famille filtrante 

décroissante de sous-variétés affines non vides de MO telles que les M!? soient 
1 

dans 8 . Alors l'intersection des + mi est non vide. 
1 

Les M l  forment une famille filtrante décroissante de sous-modules de 
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Mo situés dans P. Posant NS = MO/M-' , les Ni forment une famille filtrante 
1 1 

croissante de sous-objets de M situés dans C. Posons N = Sup Ni et 

P = M/N, Po est lnîntersection des 5 et MO/po = l& P/qe Si m! est la 
1 

classe de m. modulo 5 , (mi)i est un élément de l&~*/My , donc est la 
1 

classe modulo PO d'un élément m de Il est clair que Pe + m est 

l'intersection non vide des M? + m.. 
1 1 

Soit X un objet de Db et posons, dans mod R, uX = Mo , M 

décrivant b(X). Soit M dans b(X), prouvons que l'application de uX vers 

MO est surjective. Pour cela, on s'appuira sur le Lemme et sur le critere de 

(2) pour qu'une limite projective soit non vide. On a uX = @No (N décrivant 

l'ensemble des sous-objets de X contenant M et appartenant à b(X)). Soit 

m E: Mo, pour tout N, lPimage réciproque de m par l'application NO + MO est 

une sous-variété affine non vide EN de N .  Il su££ i t de prouver que EN f a. 
Avec les notations de ( 2 ) ,  on note GN l'ensemble formé par @ et par les 

Comme l'injection de C dans mod R est exacte et pleinement fidèle, les 

conditions (i), (iii) et (iv) de (2) sont remplies et (ii) est satisfait grâce 

au lemme. 

Les noyaux des applications uX -i Mo (M décrivant b(X)) sont un 

système fondamental de voisinages de O pour une C-topologie de uX qui est 

donc un objet de a 

Dt 

Si f : X -+ Y est une f lëche de D , pour tout M de b(X) , 
b 

£(MI E b(Y). La flëche de C : M -t f(M) donne une injection (£(M))O + M W  qui, 

composée avec la surjection uY + (f(~))* , donne une application uY + Mo. 

Comme uX = =Mo, on en déduit une application uf : uY -+ uX. Pour tout M de 

b (x) , 1 ' image réciproque de ker (uX -t Me) par uf est ker (uY + (f (M) ) O )  , d'où 

la continuité de uf, 

Il n'est pas difficile de voir que u et v sont quasi-inverses. 

4 , 5 . -  11 est facile de voir que tous les lemmes que Roos démontre pour 

établir le théorème 5 de (29) se transposent ici. Le lemme qu'on a établi plus 
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haut remplace son hypothèse artinienne. En particulier, La proposition 10 de 

(29) 5 5 et son corollaire s'appliquent ici. On peut donc énoncer : 

PROPOSITION,- Si f' : X' + Y '  est un morphisme de - Dt, le noyau de 

f' dans rnod R muni de la topologie induite par X', ~'Iker f' muni de la 

topologie quotient de celle de X' - et Im fe muni de La topologie induite 

par Y' sont dans - D . la bijection de X1/ker f b u r  Im f' est continue, 
t' - 

mais non bicontinue (différence d'avec le cas étudié dans (29)). 

4.6.- LEMME.- Soient A et R deux anneaux unitaires, E un - - 

(A,R)-bimodule à gauche. Pour tout A-module à gauche M et tout R-module à 

gauche X, on a un isomorphisme canonique Ho%(X,HomA(M,E)) = HomA(M,Ho%(X,~)). 

On associe à f de HornR(X,HomA(M,~)) la flèche qui à m de M 

fait correspondre la flèche x E X -+(f(x))(m) E E. 

4.7.- Jusqu'à la fin de ce chapitre, les conditions sont les suivantes : 

D est une catégorie de Grothendieck, E un cogénérateur injectif de D, 

R = End E, A un anneau unitaire tel que D soit quotient de la catégorie 

rnod A des A-modules à gauche par une sous-catégorie localisante Q de 

rnod A ((9), (10)). Le foncteur Hom (?,E) est contravariant, fidèle, exact et 
D 

envoie D dans la catégorie rnod R des R-modules à gauche, De plus, le foncteur 

HornR(?,E) à valeurs dans rnod A prend ses valeurs dans D identifiée à la 

sous-catégorie pleine de rnod A des A-modules Q-fermés (E est considéré 

ici comme un A-module Q-fermé, donc comme un (A,R) -bimodule + gauche) . 
En effet, si I est un idéal de A tel que A/I soit dans Q et 

X un R-module à gauche, on aura par (4.6) Hom (I,Ho~~(X,E)) = HornR(x,~omA(I,~)) = 
A 

= HomR(X,E) . 
Un R-module à gauche X sera dit représentable s'il existe un objet 

M de D tel que X soit isomorphe à Hom,, (M,E) O 

4.8.- PROPOSITION, - (Roos (29)). Pour qu'un objet M de D soit - - 
tel que HomD(M,E) soit un R-module de type fini, il faut et il suffit que 
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M s ' i n j e c t e  dans une puissance  f i n i e  de - E.  Soien t  M 2 N deux o b j e t s  de - - 
D y  M s ' i n j e c t a n t  dans une puissance  f i n i e  de E ,  t o u t e  a p p l i c a t i o n  R- l inéa i r e  --- 

F -- de HO%(M,E) - dans Ho% (N,E) - e s t  r ep ré sen tab le  par  £ E Ho% ( N i M ) .  -- Tout 

sous-R-module de type f i n i  d 'un  -- (resp.  t o u t  R-moc -- u l e  

d e p r é s e n t a t i o n  f i n i e )  est représentabLe.  - 

S i  k est un e n t i e r ,  on no te  p l , .  . . ,pk l e s  p r o j e c t i o n s  de Rk s u r  

R correspondant  aux i n j  e c t i o n s  canoniques j l y a m . , j  de E dans Ek. Pcur 
k 

t o u t e  f l è c h e  f de D , on posera  f* = HO% (f  ,E)  . 
S i  M dans D e s t  t e l  que Ho%(bh F'? s o i t  de type f i n i ,  engendré 

H X par  m ,..., m l a s u r j e c t i o n  r n , p b + e a o +  
m k ~ k  

k 
1 k  ' de R su r  Ho%(M,E) correspond à 

j l m l  + a . e  + jkmk qui  e s t  donc une i n i e c ~ i o n  de  M dans E", o f  où l a  première 

a s s e r t i o n .  

On désigne par  i x ( l  < x s k) l e s  i n j e c t i o n s  canoniques de R dans 

g k a  S o i t  F une a p p l i c a t i o n  R- l inéa l r e  de Rk dans HO%(M,E), M é t a n t  un 

o b j e t  de D .  Posant  f  = F i x ( l )  E Ho%(M,E), on a  F i  = f" ' e t ,  posant  
X X X 

f  = j  f  + ... + j  f  o n v o i t  que F = f X .  Comme I m P = H o ~ ( C o i m f , E ) ,  
1 1  k k '  

t o u t  sous-R-module de type  f i n i  d 'un  R-module r ep ré sen tab ie  e s t  r ep ré sen tab le .  

Soien t  M un o b j e t  de D s ' i n j e c t a n t  dans une puissance f i n i e  E k 

de E par  i, (s.\,,Mf) = coker  i ,  N u n o b j e t  d e  D e t  F une a p p l i c a t i o n  

R - l i n é a i r e  de Ho%(M,E) dans Honf(N,E). D'après ce q u i  précède,  il e x i s t e  

k  x x 
g : N -t E t e l  que gX = F iX . Comme g -ç = O ,  s g  = O ,  d 'où un morphisme 

f : N -t M t e l  que g = i f ,  donc t e l  que ffc. - F e  
Enf in ,  t ou t  R-module de p r é s e n t a t i o n  finie e s t  r e p r é s e n t a b l e  comme CO- 

noyau d h n e  f l è c h e  r ep ré sen tab le .  

4.9.- Bidual d 'un o b j e t  de  D ,  lemme d e  d e n s i t é  (B. B a l l e t ) .  

*W = S i  M e s t u n o b j e t d e  D , p a r ( 4 . 7 ) , M  H o ~ ( H o ~ ( M , E ) , E )  e s t m  

o b j e t  de  D ,  l e  b i d u a l  de M ,  dans Lequel M s P i i ~ j e c t e  canoniquement,' Le f o n c t e u r  

"bidual"  e s t  e x a c t  à gauche. S o i t  (Ni) l a  f a m i l l e  f i L t r a n t e  dëc ro i s san te  des  

sous-obje t s  de M t e l s  que M/Ni s ' i n j e c t e  dans une puissance  f i n i e  de  E. La 



IV. 7 

f a m i l l e  d e s  N i  a une i n t e r s e c t i o n  n u l l e  e t  d é f i n i t  s u r  M une " topo log ie"  

l i n é a i r e  s é p a r é e  : l a  E- topologie  de M,  A l o r s  Le complèté  de  M pour  s a  

E- topologie  e s t  M** = l i m  M/Ni.  
t 

S i  M e s t  d i s c r e t  pour  s a  E- topo log ie ,  i .e.  s i  M s ' i n j e c t e  dans  

une p u i s s a n c e  f i n i e  E~ de  E p a r  i ,  comme l e  f o n c t e u r  b i d u a l  e s t  e x a c t  à 

gauche,  comme E~ e s t  isomorphe à son b i d u a l  e t  comme t o u t  o b j e t  s '  i n j e c t e  

canoniquement dans  son b i d u a l ,  M s e r a  isomorphe à son  b i d u a l .  

S i  M e s t  que lconque ,  l e  f o n c t e u r  Ho%(?,E) échange l e s  M / N ~  e t  

les sous-modules d e  t y p e  f i n i  d e  Hom (MYE). Comme 
D 

Ho%(M,E) e s t  un ion  f i l -  

t r a n t e  d e  s e s  sous-modules de  t y p e  f i n i  e t  comme les M I N i  s o n t  isomorphes à 

l e u r s  b iduaux,  on a  b i e n  l e  r é s u l t a t  annoncé. 

Remarquons que l a  E- topologie  de  M%" est  c e l l e  de  l a  convergence 

s i m p l e .  D e  p l u s ,  pour q u ' u n  o b j e t  s o i t  iosmorphe à son  b i d u a l ,  il f a u t  e t  il 

s u f f i t  q u ' i l  s o i t  complet  pour  sa E-topologie .  

E n f i n ,  comme t o u t  R-module e s t  l i m i t e  i n d u c t i v e  de modules de  p r é -  

s e n t a t i o n  f i n i e ,  p a r  c e  q u i  p r é c è d e ,  on v o i t  que l e  f o n c t e u r  Ho%(?,E) à 

v a l e u r s  dans  D e s t  i n t r i n s è q u e  e t  ne dépend pas  d e  l ' a n n e a u  A c h o i s i .  

4 .10 . -  L ' a b s o l u e  p u r e t é  du R-module E (B.  B a l l e t  e t  ( 3 2 ) ) .  

L e  f o n c t e u r  ~ o m ~ ( ?  ,E)  t r ans forme  une i n j e c t i o n  d 'un  module d e  type  

f i n i  dans  un module l i b r e  d e  t y p e  f i n i  e.n un épimorphisme d e  D .  

k D'après  c e  q u i  p r é c è d e ,  une i n j e c t i o n  X + R , où X e s t  de  t y p e  

k  f i n i ,  p r o v i e n t  d ' u n  épimorphisme E -+ M de D y  M s ' i n j e c t a n t  dans iine p u i s -  

s a n c e  f i n i e  de E .  Comme M e t  E~ s o n t  isomorphes à l e u r s  b iduaux,  on o b t i e n t  

l e  r é s u l t a t .  

( 4 . 1 1 )  Dans ( 2 3 ) ,  Obers t  d é f i n i  un g r o s  i n j e c t i f  d 'une  c a t é g o r i e  dc- 

Grothendieck D comme é t a n t  un i j j j e c t i f  E t e l  q u ' i l  e x i s t e  un p r é t o p o s  C 

formé d ' o b j e t s  d i s c r e t s  pour  l a  E- topologie .  Le f o n c t e u r  Hom (? ,E)  s a t i s f a i t  
D 
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aux hypothèses de (4.4) et permet de décrire la duale de il, 11 prouve que 

l'anneau d'endomorphismes d'un gros injectif caractérise D e  T l  caractérise 

aussi les anneaux pouvant Gtre considérés cornme anneaux d'endomorphismes d'un 

gros injectif d'une catégorie de Grothendieck. 



CHAPITRE V 

ARPLICATZOM AUX A M N E A U  LTNEAIREMEMT COMPACTS . 

(5 ,  I )  Dans t o u t  ce c h a p i t r e ,  l e s  condi t ions  son t  l e s  su ivan te s  : 
Rt 

e s t  un anneau l inéa i rement  compact à gauche ((5)  , ex. 15 e t  211,  R l 'anneau 

sous- . ,acent,  Dis R l a  ca t égor i e  des R -riiodules à gauche d i s c r e t s ,  i . e .  des 
t t 

R-~~iodules à gauche dont l e s  éléments ont  des annula teurs  ouver t s  dans 
Rt y 

Co 

un prétopos de Dis R formé de R-riiodules l inéa i rement  compacts pour l a  topolo- 
t 

~ i e  d i s c r è t e .  A ins i ,  Co e s t  un prétopos a b é l i e n  au p lus  éga l  au pré topos  de tous 

l e s  R-modules l inéa i rement  compacts pour l a  topologie  d i s c r è t e  s i t u é s  dans 1;iç R 
t 

e t  au  moins é g a l  au prétopos des sous-nodules des modules de type f i n i  de Dis Rt . 
Il e s t  c l a i r  que l a  dua le  C de CO e s t  a u s s i  un prétopos abé l i en .  On posera 

D = C% . Les condi t ions  du théorème de Roos-Oberst s o n t  remplies e t  on u t i l i s e r a  

l e s  mêmes n o t a t i o n s  que dans ( 4 , 4 )  : 

Comme D e s t  équiva len te  à l a  sous-catégorie  p l e i n e  de Db des o b j e t s  

dont  l a  C-homologie e s t  g r o s s i è r e ,  pour t o u t  module de 
Dt 

, il e x i s t e  s u r  l e  

R-niodule a lgébr ique  sous- jacent  une C-topologie unique maximale ( i . e .  il n 'y  en  

a pas  de p lus  f i n e )  p lus  f i n e  que l a  topologie  de dépar t .  La dua le  DO de D peut  

donc s ' i n t e r p r é t e r  comme é t a n t  l a  sous-catégorie  p l e i n e  
Dtmax 

de Dt des modu- 

l e s  dont l a  C-topologie e s t  maximale. 

S o i t  f : X -t Y un morphisme de Dt , X é t a n t  supposé ê t r e  dans 

D Il e s t  c l a i r  q u h n  o b j e t  de Db dont  l a  C-bornologie e s t  g r o s s i è r e  i n d u i t  
tmax 

s u r  tous s e s  sous-objets  l a  C-bornologie g r o s s i è r e .  De c e l a  e t  de (4,5), il r é s u l t e  

que f(X) , muni de l a  topologie  q u o t i e n t  de  c e l l e  de X , e s t  un o b j e t  de 

tmax 
. Comme 

t max 
e s t  abé l ienne ,  l e s  épimorphismes de Dtmax 

s o n t  des sur-  

j e c t i o n s .  

(5,2) L'anneau R e s t  isomorphe à l ' anneau  d'endomorphismes d 'un cogé- 

n é r a t e u r  i n j e c t i f  E de D ; l e  fonc teur  - HO% (?  ,E) i n d u i t  l a  d u a l i t é  e n t r e  C 

e t  Ce (en p a r t i c u l i e r ,  il e s t  pleinement f i d è l e  lorsqu 'on  l e  r e s t r e i n t  à C) ; - 



l a  topologie  de Rt correspond à l a  C-bomologle g r e s ~ l d r e  de E 

I I  e s t  évident  que R e s t  dans 
Dtmax 

S o i t  E 1105jet  de D êor res -  

pondant à Rt , Il e s t  c l a i r  que l a  C-bornologie g r o s s i è r e  de E e s t  c e l l e  qu i  

correspond à l a  topologie  de 
Rt 

. S o i t  M -t Mo l e  foncteul: de d u a l i t é  e n t r e  C 

e t  Co e t  notons Eb l b b j e t  de E muni de s a  C-bornologie g ros s i è re .  L e s  obbjets 

de Co munis de l a  topologie  d i s c r è t e  sont  dans 
Dtmax * 

Pour t o u t  M de C , on no te  encore M c e t  o b j e t  muni de s a  C-bornolo- 

r i e  g r o s s i è r e .  On aura pour t o u t  M de C , HQ%(M,E) = 

Ho% (R ,&lO) = M' . De p l u s ,  Ho% (E ,E) = Ho% (Eb ,Eb) = Ho% (Rt ,Rt) = R (axiome 
t 

t b  t 
des ensembles topologisant  d ' idéaux) .  Enf in ,  s o i t  Xt un module de D , X 

t 

é t a n t  l e  module algébrique sous- jacent ,  on a ,  dans D = I i m  X/V où V dé- 
t '  - 

c r i t  t ( x t )  , l e s  X/V é t a n t  munis de l a  topologie  d i s c r è t e .  donc Ho% (Rt,Xt) = 
t 

l i m  Ho% (Rt ,X/V) = @ X/V = X . Comme l e s  épimorphismes de 
f- Dtmax sont  des  

t 
s u r j e c t i o n s ,  Rt e s t  un généra teur  p r o j e c t i f  de Dtmax ' donc E e s t  un cogéné- 

r a t e u r  i n j e c t i f  de D . 

(5,3) La  ca t égor i e  D = Cn' e s t  localement de type f i n i  (28) . 
C % s t  une conséquence de ( 5 ) ,  ex. 18 . S o i t  MO un module de CQ tel  s, 

que O s o i t  i n t e r s e c t i o n  f i n i e  de sous-nodules a b r i t g s  de Mo , N o  un module 

de Co , (Ni) une f ami l l e  f i l t r a n t e  déc ro i s san te  de sous-modules de N O  dont  1'- 

i n t e r s e c t i o n  e s t  n u l l e ,  f une a p p l i c a t i o n  de No dans Mo . On a  No = l i m  NO/N; +- 

e t  une i n j e c t i o n  canonique de 9 Hom(NO /Nf ,Mo) dans Hom(NO ,Mo)  . Ftontrons que 

s ' e s t  une b i j e c t i o n .  

Les Nf d é f i n i s s e n t  une topologie  l iné i .  ïement compacte s u r  No e t ,  en 

v e r t u  de  (51, ex. 18 , l e s  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s  de sous-modules a b r i t é s  ouver t s  

d é f i n i s s e n t  une topologie  l i néa i r emen t  compacte moins f i n e .  Comme No e s t  l i n é a i -  

rement compact pour l a  topologie  d i s c r è t e ,  l e s  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s  de sous-modules 

a b r i t é s  quelconques de No d é f i n i s s e n t  une topologie  l inéa i rement  compacte mini- 

male ( 5 ) ,  ex. 18, Donc t o u t e  i n t e r s e c t i o n  f i n i e s  de sous-modules a b r i t é s  quelcon- 

ques de No c o n t i e n t  l ' u n  des N q  . Soi r  f o c  Hom(NO,PO) . Comme k e r  fO e s t  i n t e r -  



s e c t i o n  f i n i e  de sous-modules a b r i t é s  de No , k e r  £0  unt tient l ' u n  des  N q  , donc 

fo  s e  f a c t o r i s e  à t r a v e r s  l ' u n  d e s  NOJN: . Les modules d e  Co t e l s  que O s o i t  
1 

i n t e r s e c t i o n  f i n i e  de  sous-fidodules abibrités correspondent .  aux o b j e t s  de  t y p e  f i n i  

de C (1,131. Comme dans  t o u t  module, O e s t  i n t e r s e c t i o n  des  sous-modules a b r i t e s ,  

t o u t  objeb d e  C e s t  b i e n  union f i l t r a n t e  de  ses s o u s - o b j e t s  de type f i n i .  En pâr- 

t i c u l i e r ,  D v é r i f i e  AB 6 ( 2 g 4  e t  l e s  bornologies  d i s c r e t e s  ( 4 , 3 )  sur  les  

TX o b j e t s  de D cor responden t  aux t o p o l ~ g i e s  minimales  que  Bo9rbak1 n o t e  r ( ( 5 ) ,  

ex .  18). 

(5 ,4 )  S o i e n t  D iine c --- ieck,  C un p r é t o p o s  de O , - 
E un c o g é n é s a t e u r  i n j e c t i f  - de D l e  t o u t  d e  s o r t e  que  : , -.-------- 

a) l a  d u a l e  Co - de C s o i t  un pibr6topos a b e l i e n ,  
----*----- 

b)  p ~ u r  t o u t  X - de I: , ---- t o u t e  f a m i l l e  ---.- f i l t r a n t e  d é c r c i s â a n t e  -- (Xi) & 

sous -ob je t s  d e  X d ' i n t e r s e c ~ i o n  Y , un a i t  S v  Hoa(X/Xi ,E)  = Ho%(x!Y ,E) . 
A l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  de ( 5 , l )  e t  (5 ,2 )  s o n t  r e m p l i e s .  

P o s a n t  R = End E , l e  f o n c t e u r  HomD(? ,B)  e s t  f i d è l e  e t  e x a c t  à valeurs  

dans  mod R . Montrons q u e  s a  r e s t r i c t i o n  2. C e s t  p le inement  f i d è l e .  Soien t  M 

e t  N deux o b j e t s  de C et F une a p p l i c a t i o n  R - l i n é a i r e  de Hcr%(M,E) vers 

HomD(N,E) . P a r  ( 4 , 8 ) ,  l a  famil1.e f i l t r a n t e  c r o i s s a n t e  des  sous-modules de  t';pe 

f i n i  de Ho%(M,F) e s t  r e p r é s e n t a b l e  p a r  un système p r o j e c t i f  f i l t r a n t  (Mi) d e  

q u o t i e n t s  de  M . S i  M! = ker(M + Mi) , il r é s u l t e  de  b)  que l ' i n t e r s e c t i o n  d e s  
1 

M i  e s t  n u l l e .  De a )  r é s u l t e  que a l o r s  M = Jim M. dans  C e t  D (car l 'injecc- 
L 1 

t i o n  de C dans  D commute aux l i m i t e s  p r o j e c t i v e s  r e p r é s e n t a b l e s  de C) . 
L ' a p p l i c a t i o n  F i n d u i t  un sys tème  f i l t r a n t  d ' a p p l i c a t i o n s  (F;) d e s  Hoa(Mi,E) 

d a n s  HomD(N,E) , q u i ,  p a r  ( 4 , 8 ) ,  e s t  r e p r é s e n t a b l e  p a r  un iys t&me filtrant, d e  

f l è c h e s  ( f . )  , f .  : N + M i  . Lomme M =  & & M i  , on e n  d é d u i t  f : N - > M .  Co= 
a 1 

l ' a p p l i c a t i o n  Ho%(f,E) i n d u i t  l e s  Pi s u r  l e s  i(og(Mi,E) , on e n  d é d u i t  

P = Bo ( £ , E l  . On p e u t  a i n s i  i d e n t i f i e r  l a  d u a l e  C e  de  C à l a  s o u s - c a t é g o r i e  "D 
p l e i n e  de mod R des  modules r e p r é s e n t a b l e s  p a r  des o b j e t s  d e  C . 

S i  N '  e s t  un sous-module de Homl)(M,E) , M é t a n t  dans  C , comme 



N\est union f i l r r a n r e  de ses sous -modul~s  de  type f i o n ,  q u i ,  par  (%,a )  , s o n t  

~ e p r 6 a e n t a b l e s ~  pax un raisonnement ana logue ,  an  prouve que N ' e s t  teeprésen t a b l e  

par un q u o t i e n t  de M . Par  S U ~ E P ,  U a n n l ) ( M , E ) / N T  es t  r e p r 6 i e n t a b l e  p a r  un sous- 

o b j e ~  de M - Donc Co e s r  s t a b l e  p a r  sous-madules, q u o t i e n t q  sommes d i r e c t e s  

Les R-n~odrales d e  Co s o n t  l i n é a i r e m e n t  compacts pour la t a p ~ l s g i e  d i a -  

r r a e .  En e f f e t ,  s: M' e s t  dans Co e t  ( M i )  une f a m i l l e  f i l  t r ance  d é c r o i s s a n t e  

de  sous-modules de  M '  d " i l n r e r s n c t i o n  N '  , a l o r s  M t  , N' e t  l e s  M i  serit 

repr&"entableç  par M , M e r  l e s  M q u i  sont  d e s  q u o t i e n t s  de  M avec  
1 

N = - 1  i M m e  C e s t  un p r é i o p a s  ab61 leai, ker(M , I 
1 / , 

L 

,, -y .T 9 _ Yt /E . I \Lf  , , ex. 1 6 ) .  
\ -- 1 

O n  m ~ m h k  R de 1;3 c n p o l ~ g i e  ainGili!rc5 sulvantle : l e s  bdgavx r ) ~ ~ ' i r p r C s  sonf  

l e s  W r e l s  que  R / V  s o l  r dans Co . Par  ( 4  , b ) ,  l e s  s u s j e c t a o n ç  R R B V  s a n t  

représenhablles pan 1 e s  i n j e c t i o n s  M E , où M d9r:sit l bençemble d e s  sous-objeks 

de  E s i è u é s  dans C . Comme E e s t  un7on S i l t s a n c e  d e s  M , on au ra  baen  

R = -- Z i m  R/W ( C f ,  (5 ) ,  ex- .  169 a 

Cet énenç6 e s t  une p r e m i è r e  r é c i p r o q u e  d e  ( 5 , l )  e t  (5 ,2)  , dans  les  con- 

d i t i o n s  de ( 5 , 1 ) ,  (5 ,2 )  et (5,46, on d i r a  que D est de type I . c , ,  que E est un 

bon i n j e c t i f  d e  D e t  qiie C est  un bon p r é t o p o s  de D . A p r i o r i ,  r ' e s t  l e  cou- 

p l e  (C,E) q u ' i l  f a u d r a i t  c o n s i d é r e r  ec an d e v r a i &  d i r e  que C (ou E )  eçit  ban 

p o u r  E (ou C ) ,  Nous v e r r o n s  p l u s  l o i n  ( 5 , Q )  que cela n ' e s t  pas  n é c e s s a i r e ,  

En f in ,  on d i r a  que l e  c o u p l e  (D,C) e s t  conjugué du  coup le  ( D i s  R ,Co) e t  q u e  
C 

E r é a l i s e  1 a con juga i son ,  Remarquons que D i s  R es t  é q u i v a l e n t e  2 Co" , cakg- 
t 

g o r i e  de Grothendieck a s s o c i é e  a u  p r é t o p o s  Co ( 4 , 2 ) .  

(5 ,5)  Un p r é t o p a s  abi5bien e s t  de type f i n i  si sa c a t é g o r i e  de  

Grothendieck a s s s c i e e  est l o r a l e m e n ~  de type f i n i  (28) .  S o a t  C un p r é t o p o s  iabé- 

l i e n  don t  l a  d u a l e  C O  e s t  un p r é t o p o s  ab61 i e n  de type  f i n i  Un o b j e t  X d e  Ç 

e s t  de type  c a f i n i  s i  son dual dans  Co e s t  de type  f i n r .  Pour c e l a ,  i1 faut eL 

II s u f f i t  que pour  t o u t e  f a m i l l e  f i l t r a n t e  décroissance (X,) de sous -ob je t s  de 
a 

X 2 i n t e r s e c t i o n  n u l l e ,  i l  e x i s t e  i t e l  qua X ,  - O . 
a 



bmrne.- Dans les c ~ b n d i t i ~ n s  p r é c é d e n t e s ,  pour que X d e  C s o i t  de - 
type c o f i n i ,  il f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u ' i l  s o i t  e x t e n s i o n  e s s e n t i e l l e  de  son s o c l e  

e t  Que son  s o c l e  s o i t  de longueur  f i n a e  ( ( 8 ) .  B 3 % .  

Condi t ion  n é c e s s a i r e  : S i  X est  de t y p e  ~ ~ f i n i ,  l b n s e m b l e  ordonné 

des  sous-modules non n u l s  d e  X e s t  i n d u c t i f  descendan t ,  uonc, p a r  l e  théorSrne 

de Zorn, t o u t  s a u s - o b j e t  non nu2 de  X c o n t i e n t  un o b j e t  s imple .  Donc X e s t  

e x t e n s i o n  e s s e n t i e l l e  de s o n  s o c l e .  Ce lu i -c i  e s t  de longueur  f i n i e  c a r  une somme 

d i r e c t e  i n f i n i e  d ' o b j e t s  non n u l s  ne  p e u t  ê t r e  de  type e o f i n i .  

Condi t ion  s u f f i s a n t e  : S i  l e  s o c l e  de  X e s t  de  longueur  f i n i e ,  il e s t  

de  type c a f i n k .  S o i e n t  S l e  s o c l e  de  X e t  (Xi) une famille f i l t r a n t e  décr~diç- 

s a n t e  de sous -ob je t s  de  X à i n t e x s e c t i o n  n u l l e .  I l  e x i s t e  i t e l  que S n ~ .  -- 0 ,  
1 

donc t e l  que X .  = O , ce q u i  prouve que X esff de type ç o f i n i .  
h 

(5 ,6 )  LEMME,- Seaient D une c a t é g o r i e  de Grothendieck,  C un parétopos 

d e  D e t  E  un c o g é n é r a t e u r  i n j e c t i f  de  D . L e s  a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  sont équl- - - 
valenites : 

e s t  de type e s t  un bon p r é t ~ p o s  de un bon 

i n j e c t i f  d e  D , de  p l u s ,  C e s t  boa pour E , 

e s t  un p r é t o p s s  a b é l i e n  de  type  f i n i  e t  t o u t  

sous -ob je t  de E  s i t u é  dans C e s t  d e  type  c o f l n i .  

B 1  r6sultex-a b i e n  d e  c e  l e m e  que s i  C e s t  cina p r é t o p o s  bon pour un cer-  

t a i n  i n j e c t i f  e t  E un i n j e c t i f  bon pour  un c e r t a i n  p r é t o p o s ,  a l o r s  E e t  C 

s o n t  bons l ' u n  pour  l ' a u t r e .  

(i) impl ique  ( a i )  e s t  une êons6quence d i r e c t e  de  ( 5 , l )  e t  ( 5 , 2 ) .  

( a i >  impl ique  ( i ) .  Pour a p p l i q u e r  ( 5 , 4 ) ,  i l  s u f f i t  de  p r o u v e r  que,  e t an t  

donné X dans  C , (Xi) une f a m i l l e  f i l t r a n t e  d é c r o i s s a n t e  de  sous -ob je t s  d e  X 

d ' i n t e r s e c t i o n  Y , * H Q % ( x / x ~ , E )  = Hc%(X/Y,E) 

S o i t  f  m e  f l è c h e  de X$Y v e r s  E e t  s o i t  g 1a composée de l a  sur -  

~ e c t i o n  de X s u r  x / Y  avec  E . Alors  g(X) e s t  dans C , donc,  d e  type c o f i n i ,  

Dans Co , l e  sous -ob je t  (X/Y)O de  X'J e s t  union f i l t r a n t e  d e s  (X!xi)O e c  



(g(x))O e s t  de t y p e  f i n i ,  con tenu  dans  (x/Y)' , donc contenu dans l ' u n  des  

(X/XiY Donc il e x i s t e  i t e l  que k e r  g canrienpe Xi , donc t e l  qiie g s e  

f a c t o r i s e  2 t r a v e r s  xJX; . 
A 

(5 ,7)  THEOREME,- S o i e n t  D une c a t é g o r i e  de  Grothendieck e t  C uai p r é -  

topos de  - D . Les a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 

( a )  D e s t  de type  L c .  - eir C e s t  bon p r é t o p o s  de  D , 

( i i )  l a  d u a l e  Ce - de C e s t  un p ré topos  a b é l i e n  de  type  f i n i  e t  aucune 

f a m i l l e  i n f i n i e  d ' o b j e t s  non n u l s  de  C n ' a  de  somme d i r e c C e  dans C , 

( i i i )  il e x i s t e  un anneau l inéai remeni-  compact AS t e l  que D (reap. - C) 
s o i t  é a u i v a l e n t e  à D i s  AS ( r e s p .  à un p r é t o p s s  de  

I i n é a i r e m e n ~  compacts podr ba t o p o l o g i e  d i s c r è t e ) .  

S o i t  

Les bons i n j e c t i f s  de  

forme d e  A-nmdiiles 

I 'ensembke d e s  c l a s s e s  d5somospkbe  d ' o b j e t s  s imples  d e  

s o n t  l e s  enveloppes  i n j e c t i v e s  d e s  sommes d i r e c t e s  d'ob- 

j e t s  semi-simples ( P . )  t e l l e s  que t o u t  é lément  d e  Typ(D) s o i t  l e  type  d 'un e t  
1 

bin s e u l  d e s  P .  . 
1 

( i i i )  impl ique ( i l ) .  S o i e n t  $ un anneau l i n é a i r e m e n t  compact e t  C 

un p r é t s p o s  de D i s  A formé de  modules l i n e a i r e m e n t  compacts gour  l a  t o p o l o g i e  
S 

d i s c r è t e .  Par ( 5 , 3 ) ,  Co e s t  un p r é t o p o s  a b é l i e n  de  t y p e  f i n i  e t ,  p a r  ( 5 ) ,  ex ,  20 

a) , aucune f a m i l l e  i n £  i n i e  d  bob jet non n u l s  d e  C n %  d e  somme d i r e c t e  dans C . 
( i i )  impl ique  ( i l .  S o i t  E l ' e n v e l o p p e  i n j e c t i v e  d 'une  some d i r e c t e  

P d ' o b j e t s  semi-simples ( P . )  t e l l e  que t o u t  élement d e  Lyp(D) s o i t  l e  t y p e  
b 

d 'un  e t  ban s e u l  d e s  P .  . P a r  ( 5 , 5 ) ,  comme t o u t  o b j e t  de  C a  d e s  q u o t i e n t s  non 
1 

n u l s  d e  type  c o f i n i ,  tou t  o b j e t  de  C s ' e n v o l e  p a r  une f l è c h e  non nuLle  dans E , 

donc tout o b j e t  de D a u s s i ,  donc E e s t  un cogén&ra teur  i n j e c t i f  de  D Y Z I I T  

p rouver  que t o u t  sous-obje t  d e  E s i t u é  dans C e s t  de  type  c o f i n i ,  i l  s u f f i t  d e  

Be v o i r  pour  l e s  sous -ob je t s  d e  P s i t u é s  dans C ( 5 , 5 )  ; o r  @%est Le c a s  car i l s  

s o n t  de  longueurs  f i n i e s ,  Donc, p a r  (5 ,6)  , ( i l )  Impl ique ( i )  ((81, § 3) . 
S i  D e s t  de type I . c .  , e n  a p p l i q u a n t  (5 ,5 )  e t  (5 $61, o n  v o i t  que les 

bons i n j e c t i f s  de  D s o n t  de  l a  forme d é c r i t e  3 l a  f i n  & ' 'Gnonc& 



( i )  impl ique  ( i i b ) .  S o i e n t  D de  t y p e  c E  un bon i n j e c t i f  d e  D 

e t  C un bon p r é t o p o s  de  D . Posons Rt -- End E  , E  e t a n t  muni de  s a  C-borno- 

l o g i e  g r o s s i è r e .  A l o r s  PO'" = D i s  R  . Comme (iii) impl ique  ( i )  , p a r  ( 5 , l )  e t  (5 $2) , 
t 

on a u r a  C% D = D i s  A  où AS e s t  l ' a n n e a u  d'endomorphismes d ' u n  bon i n j e c t i f  
l 

d e  D i s  R  muni de sa CL-bornolagie g r o s s i è r e .  
t 

(5,8) REMARQUE,- On p e u t  r e t r o u v e r  l e  r é s u l t a t  de (22) s u i v a n t  : l e  quo- 

t i e n t  d ' u n  anneau l i n é a i y e m e n t  compact p a r  s o n  r a d i c a l  d e  Jacobson est  un p r o d u i t  
l 

d i r e c t  d 'anneaux d'endomorphismes d ' e s p a c e s  v e c t o r i e l s  s u r  d e s  c o r p s .  

S o i e n t  D une c a t é g o r i e  de  Grothendieck d e  type  I . c . ,  C un bon p r é t o -  

p s s  de D e t  E  un bon i n j e c t i f  d e  D main i  de  sa C-bornologie g r o s s i z r e .  

P o s a n t  Rt = End E , p a s  ( 3 4 ) ,  on a  rad(End E) - :m Hom(E/M,E) , M d é c r i v a n t  

l ' ensemble  des  s o u s - o b j e t s  de E  d o n t  E  e s t  enveloppe i n j e c t i v e .  Comme c e t  en- 

semble a  un é lément  minimum P ( l e  s o c l e  d e  E ) ,  on a u r a  R/Rad(R) - End F , d 'où 

l e  r é s u l t a t  (Cf. (8) , 5 3) . 
L ' i n j e c t i f  p r i n c i p a l  d 'une  c a t é g o r i e  de  t y p e  1.c. D e s t  l ' e n v e l o p p e  

i n j e c t i v e  de l a  somme d i r e c t e  de  t o u s  l e s  o b j e t s  simp2es ( p r i s  chacun une s e u l e  

f o i s )  de  D . Son anneau d'endomorphismes es t  s o b r e  (91, Chap. 4 .  

(5 ,9 )  THEOREME ( M o r i t a ) .  S o i e n t  R un anneau l i n é a i r e m e n t  compact, C 

un  bon p r é t o p o s  e t  E  un bon i n j e c t i f  (avec  s a  C-bornologie g r o s s i è r e )  d e  D i s  R . 
L'anneau R' = End E  est l i n é a i r e m e n t  compact, ho1 ( 7  ,E) i n d u i t  une d u a l i t é  

R "R 
e n t r e  C e t  un bon p r é t o p o s  Co - d e  Dia R' , E  c o r n e  R1-riisdule est  l e  ban  i n j e c -  

t i f  d e  D i s  R '  R  = End E 
R' 

é tan t ,  muni de  s a  CO-bornologie 

g r o s s i è r e ) ,  H o m ~ ~ ( î , E )  i n d u i t  l a  d u a l i t é  i n v e r s e  entre Co - e t  C . En résumé, 

l e  (R,R1)-bimodule E r é a l i s e  l a  con juga i son  e n t r e  (Dis  R,C) - e t  (Dis R' ,Co), 

Ce r é s u l t a t ,  f a i s a n t  p e n s e r  au théoreme d e  M o r i t a ,  a été a u s s i  p rouvé  

p a r  - d ' a u t r e s  méthsdes p a s  B. B a l l e t .  

P a r  ( 5 , l )  , ( 5 , 2 )  e t  (5 ,7)  , on s a i t '  d é j à  que  R' e s t  l i n é a i r e m e n t  compact 

e t  que Ho%(? $ 6 )  i n d u i t  l a  d u a l i t é  e n t r e  C e t  Co  . Appl iquan t  ( 4 , 4 )  , ( 5 , l )  e t  



(5 ,2 ) .  l e  bon i n j e c t i f  de D i s  R '  correspondant à R est ;  HO%(R/V,E) , où 

V d é c r i t  l 'ensemble des idéaux ouver t s  de R . Mais H~%(R/V,E) s ' i d e n t i f i e  à 

l 'ensemble des x de E tells que Vx - O . Comme E e s t  dans Dis R , on vo ie  

que E e s t  l e  RF-module a s soc i é  à R dans Ba d u a l i t é  échangeant l e s  R-niodules 

~ " t o p o l o ~ i q u e s  ( 4 , 4 )  e t  l e s  R1-r,iodules Co-bornologiques. Donc E e s t  Le bon in- 

j e c t i f  de D i s  R '  a s soc i é  à R e t  l e  fonc teur  Ho%,(?,E) i n d u i t  l a  d u a l i t é  

e n t r e  Co e t  C . 
Il r é s u l t e  de c e l a  e t  de (5,2) que l e s  bons prétopos de D i s  R s o n t  

tous formés de R-modules l inéa i rement  compacts paur  l a  topologie  d i s c r z t e .  D'ou, 

dans Dis R , un bon prétopos maximum ( c e l u i  de tous l e s  R-modules 'larLécairement 

compacts pour  l a  topologie  d i s c r e t e )  e t  un bon prétopos minimum ( c e l u i  des sous- 

modules des  modules d e  type f i n i ) .  

(5,10) Equivalences e t  conjugaisons d'anneaux l inéa i rement  compacts, 

(5,10,1) - S i  R e s t  un anneau l inéa i rement  compact, il e x i s t e  une to- 

po logie  l inéa i rement  compacte minimale ( i . e .  il n 'y  en  a pas de moins f i n e  e t ,  

mzme, t o u t e  ~ o p p l o g i e  s t r i c t emen t  moins f i n e  e s t  non séparée)  sur l ' anneau ,  unique, 

nioins f i n e  que l a  topologie  de dépa r t .  S i  u e s t  c e t t e  topologie  minimale, D i s  R 

c o n t i e n t  D i s  R , mais l e s  bons i n j e c t i f s  de ces deux ca t égor i e s  s o n t  l e s  mêmes. 
U 

L 'ex is tence  de u e s t  prouvée dans (51, ex. 18 . Les i n t e r s e c t i o n s  

f i n i e s  d ' idéaux a b r i t é s  e t  ouver t s  pour l a  topologie  t de départ  forment un sys- 

tème fondamental de vois inages  de O pour u . Avec l e s  n o t a t i o n s  de (5 ) ,  

it 
u = t . S i  t 1  e s t  une topologie  l inéa i rement  compacte moins f i n e  que t , tl* 

e s t  moins f i n e  que u = t* . Corne u e s t  minimale, u - t* = tl* , d'où l ' u n i -  

c i t é  de u . 
S i  E e s t  un bon i n j e c t i f  de Dis R , pa r  ( 5 , 7 ) ,  l e s  annula teurs  des  

éléments de  E s o n t  ouver t s  pour u , donc E e s t  dans D i s  R $ ' O U  l e  r é s u l t a t ,  u '  

D i s  R e t  D i s  RU ayant  l e s  mêmes o b j e t s  simples.  

Avec l e s  n o t a t i o n s  de ( 5 , 9 ) ,  l a  topologie  minimale de R correspond à 

l a  C -bornologie d i s c r è t e  s u r  l e  R'-module E . 



(5 ,10,2)  - S i  R e s t  un anneau l inéa i rement  compact, il e x i s t e  une 

topologie  l i néa i r emen t  compacte maximale (;.en il n ' y  a pas  de topologie  l inéaiæe-  

ment compacte p l u s  f i n e )  unique p lus  f i n e  que l a  topologie  t de dépa r t .  

So ien t  E un bon i n j e c t i f  de D i s  R e t  R' = EndRE , x l a  topologie  

s u r  R pour l a q u e l l e  l e s  idéaux ouver t s  s o n t  les V tels que Ho%(R/V,E) s o i t  

un RI-module lialéairemenit compact d i s c r e t .  En prenant  pour Co l e  pxétopos maximum 

de D i s  R' , l a  topologie  de  R '  correspondant  à l a  topologie  t de R e t  à un 

c e r t a i n  bon pré topos  de D 9 s  R , on v o i t  que x  e s t  l inéa i rement  compacte p l u s  

f i n e  que t (5,9) . S o i t  t' une topologie  l inéa i rement  compacte p l u s  f i n e  que 

t . Par  (5 ,10 ,1) ,  D i s  R e t  D i s  R on t  les mêmes bons i n j e c t i f s ,  donc, pa r  
t t ' 

(5,51), s i  V e s t  un i d é a l  ouve r t  de R pour t' , H O ~ ~ ( R / V , E )  est  un RI-n~odule 

l inéa i rement  compact d i s c r e t ,  donc t b s t  moins fLne que x . 
,- . -. 

(5,10,3) Dans l e s  cond i t i ons  de (5,9) , R étamt anuni d 'une cer- 

t a i n e  topologie  l inéa i rement  compacte, l a  topologie  minimale ( r e sp .  riiaximale) de 

R'  s b b t i e n t  en p renan t  pour C l e  p ré topos  minimum ( resp .  maximum) de D i s  R . 
La preuve de ce r é s u l t a t  e s t  f a c i l e .  

(5,10,4) Deux anneaux Linéairement compacts A e t  B s o n t  1-équi- 

y a l e n t s  s i  l e s  c a t é g o r i e s  D i s  A e t  D i s  B s o n t  équ iva l en t e s .  Pa r  (5,8) e t  ( 5 , 9 ) ,  

t o u t  anneau Linéairement compact e s t  1 - q u i v a l e n t  à un anneau Linéairement compact 

sobre.  Par  (5 ,9 )  e t  (5,10,3), s i  A e t  B s o n t  1-équivalents ,  pour  que l a  topolo- 

g i e  de A s o i t  maximale ( resp .  riiinimale), i l  f a u t  e t  il s u £ f i t  que c e l l e  de B l e  

s o i t .  

Soient  A e t  B t  deux anneau l i néa i r emen t  compacts, u  e t  v ( resp .  
S 

x  e t  y) l e s  topologies  minimales ( resp .  niaximales) a s soc i ée s .  dn d i r a  que A 
s 

e t  B t  s o n t  2-équivalents  s i  AU e t  B s o n t  1-équivalents .  Pour c e l a ,  il f a u t  
v  

e t  il s u f f i t  que A e t  B s o i e n t  1-équivalents .  
X Y 

Soient  R un anneau l inéa i rement  compact dont l a  t opo log ie  e s t  minimale 

(aresp. maximale) e t  C l e  bon prétopos minimum ( resp .  maximum) de D i s  R . Par  

( 5 , 8 ) ,  l e  quo t i en t  d e  R pa r  son  r a d i c a l  de Jacobson est  l e  p rodu i t  d i r e c t  des  

End M; ( I i )  O MP d é c r i t  l 'ensemble des o b j e t s  s imples  de  l a  d u a l e  C e  de  C . 
1 



Notant Mi l e  dual de Mf , s o i r  E l 'envelopoe i n j e c t i v e  de l a  somme 

d i r e c t e  des M. 'Ii) muni de l a  C-bornologie g r o s s i è r e .  Alors l ' anneau  R'  = EndR E 
a 

e s t  conjugué de R , s a  topologie  e s t  minimale) e t  R e s t  l e  conjugué de R' , 

(5,11) Un o b j e t  X d 'une ca t égor i e  de Grothendieck D e s t  %.c ,d .  s i ,  

pour t o u t e  f a m i l l e  f i l t r a n t e  déc ro i s san te  (XU) d ' i n t e r s e c t i o n  Y de  sous-objets  

de X , on a  dans D , X/Y = l i m  X/X . boient  R un anneau l inéa i rement  compact, 
+- u 

C l e  prétopos de Dis 'R des o b j e t s  &.c .d .  de Dis R , a l o r s  C e s t  un prétopos 

abé l i en  de type f i n i ,  s a  duale  e s t  a u s s i  un prétopos a b é l i e n ,  mais C n ' e s t  pas 

nécessairement un bon prétopos de Dis R . 
S o i t  (MiliEI une f a m i l l e  d ' o b j e t s  simples tous  d i s t i n c t s ,  en q u a n t i t é  

i n f i n i e .  Alors  l a  somme d i r e c t e  X des Mi e s t  un o b j e t  .c.d.  de Dis R , riiais 

n ' e s t  p a s  un R-module l inéa i rement  compact pour l a  topologie  d i s c r è t e  (Cf. (51,  

ex. 20) .  Par  (8) ,  8 3 ,  l e s  sous-objets  de X son t  l e s  XJ , sommes d i r e c t e s  des  

M.  pour i déc r ivan t  une p a r t i e  J de 1 . Une f ami l l e  f i l t r a n t e  décro issante  
1 

de sous-objets  de X e s t  donc une f a m i l l e  (XJ) correspondant à une f ami l l e  

f i l t r a n t e  déc ro i s san te  de p a r t i e s  J de 1 , L ' i n t e r s e c t i o n  des XJ e s t  XK où 

K e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  des J e t  x/% = XIVK . Dans mod R , la l i m i t e  p r o j e c t i v e  

des x / X J  - - '1-J 
e s t  l e  p rodu i t  d i r e c t  des M. pour i E 1-K . Dans D i s  R , 

1 

l i m  x/xJ e s t  l 'ensemble des éléments du p rodu i t  d i r e c t  des 
-e- 

Mi ( i  E 1-K) dont 

l ' annu la t eu r  e s t  ouvert  dans R . S o i t  (xi) un élément de ce p r o d u i t  d i r e c t ,  

Ana (xi) e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  des Ann x .  , donc R/Ann (xi) e s t  l e  produi t  d i r e c t  
1 

des R/Ann x .  . Pour que R/Ann (xi) s o i t  l inéa i rement  compact d i s c r e t ,  il f a u t  
1 

e t  il s u f f i t  que l e s  R/Ann xi s o i e n t  tous n u l s ,  sauf un nombre f i n i  d ' e n t r e  eux. 

Donc l a  l i m i t e  p r o j e c t i v e  dans Dis R des X/XJ s ' i d e n t i f i e  b i e n  à XI% = XI-K . 

(5,12) THEOREME.- Soien t  R un anneau l inéa i rement  compact, C un bon 

prétopos de Dis R , Dt l a  c a t é g o r i e  des R-modules M munis d'une topologie  li- 

n é a i r e  séparge complète dont l e s  sous-ïnodules ouver t s  V s o i e n t  t e l s  que l e s  M/V 

so i en t  dans C , 7. 

( i )  pour t o u t  système p r o j e c t i f  f i l t r a n t  (Mi) Dt , on a ,  dans 



mod R ( i , e .  en  a p p l i q u a n t  l e  f o n c t e u r  d ' o u b l i  d e  D dans mod R) , pour  t o u t  
t -  

e n t i e r  n  p o s i t i f ,  *(") M. = O . 
1 

(Bi)  S i  R e s t  commutatif ,  pour  t o u t  module p l a t  P  , pour  t o u t  o b j e t  - 
Mt - de  Dt , n o t a n t  M l e  module a l g é b r i q u e  s o u s - j a c e n t  à Mt , pour  t o u t  e n t i e r  

n 
n  p o s i t i f ,  on a E ,  R(P,M) = O . 

Pour  c e l a ,  on a p p l i q u e  l e s  méthodes d e  J e n s e n  u t i l i s e  dans (20) .  

Prouvons ( i ) .  b o i e n t  E un bon i n j e c t i f  de  Dis  R , R '  = End E  (E é- 
R 

t a n t  muni de l a  C-bornslagie  g r o s s i è r e ) ,  F l ' e n v e l o p p e  i n j e c t i v e  d e  E  dans 

mod R '  . Alors  E  e s t  l e  p l u s  grand sous-module de F  s i t u é  dans Dis  R '  . Les 

r e s t r i c t i o n s  à D i s  R' de Ho%,(?,E) e t  HomRl(?,F) s o n t  é g a l e s  e t  i n d u i s e n t  

une d u a l i t é  e n t r e  (Dis R') e t  Dt ( n o t a t i o n s  d e  ( 4 , 3 1 1 .  Pour t o u t  M de  D t ,  
b  

n o t a n t  Mo son dua l  dans  (Dis R ' )  , on a M = HO%,(M',F) . b i  (Mi) e s t  un 
b  

sys tème p r o j e c t i f  f i l t r a n t  de 
Dt 

, par  ( 2 5 ) ,  i l  e x i s t e  une s u i t e  s p e c t r a l e  d e  

n  
p remier  terme E ; ' ~  = +- l i m ( p ' E x t ~ ,  ( M f , F )  a b o u t i s s a n t  à ExtR,  (a M?,F) . Comme F  

1 

e s t  un R ' - ~ ~ ~ o d u l e  i n j e c t i f ,  E:" = O pour  q . O , l a  s u i t e  dégénère  e t  l ' a b o u t i s -  

Sement e s t  n u l  pour  n  > O , donc l ~ ( p ) ~ o ~ l  (MO ,F) = l i r n ( * ) ~ .  = O pour  p  , O . 
1 +- 1 

Prouvons ( f i ) .  P a r  (211, P  est  l i m i t e  i n d u e t i v e  f i l t r a n t e  de modules 
n .  n. 
b 1 

l i b r e s  de type f i n i  Li = R  . Les Ho%(L.,11) - M  forment u n s y s t 2 m e p ~ o j e c t i f  
1 

n .  
1 f i l t r a n t  de Dt , l e s  M é t a n t  munis de  l a  t o p o l o g i e  p r o d u i t .  P a r  (251, il 

e k i s t e  une s u i t e  s p e c t r a l e  de  p remier  terme E! " = -+- l i r n ( p ) ~ x t a ( ~ i  ,M) a b o u t i m a n t  

n à ExtR(P,M) . Comme l e s  L .  s o n t  l i b r e s ,  ~ 2 ' ~  = O pour  q  > O e t  la s u i t e  dégé- 
I n. 

nère, donc on a u r a  ~ x t ~ ( P  ,M) = &&"'Hom (L ,FI) = l i m  
R R  1, f- 

("'M ' = O pour  n > O 

d ' a p r è s  ( i l *  

(5,131 PROROÇHTION. - S o i e n t  R un anneau, F -t 

dYdi5aux à gauche I - d e  R t e l s  que les R/B s o i e n t  des  R-modules l i n é a i r e m e n t  

compacts d i â c r e r s ,  RA l e  complété de R pour c e t t e  t o p o l o g i e e  11 est c l a i r  que 

RA e s t  l i n é a i r e m e n t  compact e t  que Dis R es t  é q u i v a l e n t e  à Dis RA. - S o i t  E - un 

bon i n j e c t i f  de  D i s  R = . D i s  R A o  Considérans  les a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  : 

( h )  Le R-module à d r o i t e  RA e s t  p l a t ,  



(ii) E est un R-module à gauche absolument pur (ou FP-in~ectif ( 3 2 ) ) ,  - 

(fi;) pour tout sous-R-module M de type fini d b n  R-module à gauche L 

libre de type fïnï, les topologies sur M définies respectivement par les IM et 
P - 

les M IL donnent les mêmes complétés, 1 décrivant F, 

(iv) pour tout Pdéal à gauche J de type fini de R, les topologies 

définies sur J par les IJ et les 1 %P J donnent les mêmes complétés, 1 

décrivant F. 

L'assertion (i) implique les trois suivantes et toutes ces assertions 

sont équivalentes si R est cohérent à gauche (3). 

B. Ballet a obtenu un résultat plus précis en supposant la topologie 

artinienne (1). 

Posons R' = EndR E = End E, Par (5,9), on aura RA= End E. Soit 
RA R ' 

M un R-module à gauche de type  fin^. Comparons les trois modules R" &IR M, 

lim M/IM où 1 décrit F,  Ho%.(HomR(M,E),E). On a un morphisme fonctoriel 
t 

qui à u B x de RA 8 M associe l'application de HomR(M,E) dans E qui à 
R 

xs E HomR(M,E) fait correspondre u(xq(x)) E E, Comme M est de type fini, 

les M/IM sont linéairement compacts pour la topologie discrète, donc, par (5,9), 

lim M/IM = @ HomR,(HomR(M/IM,~),E) = Hom (lim Hom (M/IM,E),E). D'où un mor- 
f- RI- R 

phisme fonctorkl de Hom (HomR(M,E),E) vers @M/IM. Enfin, M étant de R ' 
type fini, HomR(M,E) est contenu dans une puissance finie de E, donc est 

dans Dis R'. 

Considérons une sunte exacte M' + M -t M" -p. O de R-modules à gauche 

de type fini. Les sultes RA @ MM' -t RA 8 M -t RA @ Ml' -+ 0 et M'/IM' +- M/IM + 
R R R 

3 M1'/IM" + O sont exactes, dboU l'exactitude dans Dis R' des suites 

O + Hom (Mn,E) + Ho%(M,E) + Ho%(M1,E) 
R 

O , HomR(M1'/I~",~) 3 HomR(M/IM,E) + HomR(Mv/IM',E). 

Comme E est un bon injectif de Dis R', on aura les suites exactes 

HomR (~om~(M' , E) , E) 1- Hom (HomR(M, E) ,E) -t Hom (HomR(MT' , E) , E) + O R ' R ' 



Comme, si M est libre de type fini, les trois modules que l'on 

compare coyncident, on a l'énoncé suïvanr : 

Lemme.- Pour tout module de présentation finie (resp. de type fini) 

M, les morphismes fonctoriels 

RABR M + Hom (HomR(M, E) , E) -+ l im M/ lM 
R ' 5- 

sonr des bijections (resp. des surjections) . 
On considère une suite exacte O -t M -+ L -. N + O 05 M est de type 

fin? et L libre de type fini. On a le diagramme suivant à lignes exactes : 

suri ection 
1 
i + 

Hom R' (HomR(M,E) ,El + Hom R' (HomR(L,E) ,E) + Hom R ' (Ho%(N,E) ,E) t O 

surjection I bijection 1% 
kim MfIM -------+ lim L/IL 
-t- -C- 

F lim N/IN +- O 

Rappelons (32) que dire que E est absolument pur signifie que la 

suite 
O +Horn R (N,E) +HomR(L,E) +Hom R (M,E) + O  

est exacte. Lorsque R est cohérent à gauche, il suffit que cela soit vrai pour 

L = R, M étant un idéal à gauche de type fini de R, 

S i  R est cohérent 2 gauche, M est de présentation finie, toutes les 

flèches verticales de ce diagramme sont bijectives, donc l'injectivité de Pa 

première flèche horizontale de Psune quelconque de ces suites ïmplïque 

l'injectivité des premiëres flèches des deux autres suites. 

Sans supposer R cohérent à gauche, la platitude de Rn implique 

lsinjectivité des premières flëches des deux suites exactes du bas du diagramme. 

Enfin, comme E est un cogénérateur înjectif de Dis R', l'injectivité 

de la première flèche de la suite centrale implique que la flèche Hom (L,E) -. 
R 

+ HomR(M,E) est surjective, donc que E est un R-module absolument pur. 



De c e l a ,  il r é s u l t e  q u ' i l  n e  r e s t e  p l u s  q u ' à  prouver  que l ' i n j e c t i v i t é  

d e  l a  f l è c h e  MJIM + J& 1/11 é q u i v a u t  à l 'égal  i té -- 1 i m  M / I M  = 6- l i m  MIM n I L  . 
Mais c e l a  p r o v i e n t  de I ' e x a s t i t u d e  de  1, s û i t e  

1 

O 3 1 i m  M/M f I  11, + 1 i m  L/II., -* i i m  N / T N  .+- O 
4-- f- f-- 

COROLLAIRE.- - S i  R e s t  un anneau l i n é a i r e m e n t  compact, l e s  bons i n j e c -  

f i f s  de D i s  R s s n t  des  R-modules absolument p u r s .  

(5,141 LEMME.- Soient.  R un anneau e t  E un R-module à gauche absolu-  

ment pur .  S i  E e s t  l i n é a i r e m e n t  compact d i s c r e t ,  il e s t  i n j e c t i f .  

S o i t  f une a p p l i c a t i o n  d 'un  i d é a l  I d e  R dans  E . Corne E est 

absolument p u r ,  pour  t o u t  I d é a l  de type  f i n i  1. contenu dans  1 , il e x i s t e  x 
1 i 

dans  E t e l  que pour  t o u t  ,z de  Ii , f ( r )  - r x. . Notant  Ei l e  sous-module 
a 

de  E des  y t e l s  que 6 .  y = O , l a  f a m i l l e  f i l t r a n t e  d é c r o i s s a n t e  des  v a i l é t é s  
1 

a f f i n e s  E. + x. a une i n t e r s e c t i o n  non v i d e ,  donc c o n t i e n t  un é lgment  x . Pour  
1 1 

t ~ ü t  r d e  1 , on a b i e n  f ( r )  = r x . 

(5,151 PROPOSITION,- S o i e n t  R un anneau l i n é a i r e m e n t  compact dont  l e  

q u o t i e n t  p a r  1.e r a d i c a l  de Jacobson s o i t  a r t i n i e n ,  E u ~ i  bbn i n j e c t i f  de  D i s  R 

dont  l e  s o c l e  e b ,  d e  longueur  f i n i e ,  R' = End E . Les a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  
Ii 

(i) k e s t  liné*Frement compact pour  l a  - t o p o l o g i e  d j  scrète,  

( f i )  E e s t  l inéa i remene  compact pour  l a  t o p o l o g i e  d i s c r è t e  dans mod R ' ,  

( i f i )  E e s t  un R'-module i n j e c t i f ,  

dkv) - R' e s t  l i n é a i r e m e n t  compact pour  l a  t o p o l o g i e  d i s c r è t e ,  

(v) E e s t  l i n é a i r e m e n t  compact pour  l a  t o p o l o g i e  d î s e r è t e  dans mod R, 

(wi) E e s t  un R-module i n j e c t i f .  

P a r  l a  d u a l i t é  de  ( 5 , 9 ) ,  ( i )  impl ique  ( a i ) .  P a r  (5, I b )  , ( l i )  impl ique 

(iiî). C s m e  l e  q u o t i e n t  de  R '  p a r  son  r a d i c a l  de  Jacobson e s t  a r t i n i e n ,  (iii) 

impl ique que E e s t  cog6néra teur  I n j e c t i f  de  mod R' , donc que Les idéaux  a b r i t é s  

de R '  s s n t  t o u s  o u v e r t s ,  donc que tous  l e s  i d é a u x  de  R '  s o n t  f e r m é s ,  donc 

( i i i )  impl ique ( i v ) .  D'oc l e  r é s u l t a t .  



(5,161 Un anneau Ilnéairement compact commutatif est produit direct 

d'anneaux linéairement compacts locaux. 

Ce résultat est bien connu (51, ex. 21 d) . Retrouvons le. Soient R 

un anneau linéairement compact commutatif, E un bon injectif de Dis R et 

R' = End E , En vertu de (5,8) , l baneau d'endomorphismes du socle F '  de E 
R 

dans Dis R-es commutatif, Comme l'anneau d'endomorphismes d'un espace vec- 

toriel sur un corps n'est commutatif que si cet espace est de dimension % ., E 

est nécessairement lynjectif principal de Dis R' . Donc F' est la somme direc- 

te de tous les objets simples M! de Dis R' gris chacun une seule fois. Si 
1 

E - X  8 X  
1 2 '  

comme End E est commutatif, on a HQ~(X] ,X2) = O . Soit Ei 

l'enveloppe hnjective de Mo dans Dis R' et E' la somme directe des E. . 
1 1 

D'agrès ce qui précède, E' est sous-module caractéristique de E (b.e. pour 

tout r de R , r(Et) est contenu dans E') et End E' est le produit direct 

des End E qui sont bocaux, les Ei %tant Indécomposables. Reste à prouver 
i 

que E T  - E . Soit x un point de E , R'x est extension essentielle de son 

socle qui est de longueur finie ((5,5),(5,6)). Comme l'enveloppe injective de 

R'x est contenue dans E' , on a une injection de R'x dans E' qui se prolonge 

en un endomorphisme r de E . Soit s l'endomorphisme de E induisant la bi- 

jection R'x -+ r(RR"x) . Comme E h s t  caractéristique, s(E9 est contenu dans 

E P  , donc x est dans E\ 

(5,171 THnQREMEd,- Soient R un anneau lingairement compact, commutatif 

E lyinjectif principal de Dis R . Alors, le morphisme canonique de R dana - 
R' = End E est bijectif. 

R 

Nous allons faire la démonstration en huit étapes, 

1) Par (5,161, on peut se ramener au cas où R est lsçal d5Ldéab maxi- 

mal , de corps résiduel k - RBM . Et E est l'enveloppe injective de k dans 

Dis R . 
2) Soit F l kewsemble des Idéaux ouverts de R . On a R - lim RJE 

C- 

où les anneaux R/L sont linéairement compacts discrets, I. décrl'sant F . 



V. 13 b i s  

E t  E e s t  l ' u n i o n  des HQ~I ( (R / I ,E )  q u i  s o n t  l e s  enveloppes i n j e c t i v e s  de k 

dans mod R I T  . On a a l o r s  R1 = l i m  EndR(Ho%(R/I,E)) . On e s t  donc ramené au  - 
cas  où R e s t  l inéa i rement  compact d i s c r e t ,  Pa r  (5,151, E e s t  l inéa i rement  

compact d i s c r e t  dans mod R e t  mod R \  iil e s t  i n j e c t i f  dans ces  deux cacégo- 

r i e s  e t  R a  e s t  IPn6aisennent compact d i s c r e t .  

3)  Supposant R loca l  l inéa i rement  compact d i s c r e t ,  montrons que % a  

s u i t e  exacte  d e  mod R O - >  R ? R '  -> P + O e s t  scindée e t  que P e s t  un R-module 

p l a t .  Pour t o u t  R-module M , Ho%,(M  BR^'>^)= HomR(M,Ho~,(R1,E)) = Ho%(M,E) . 
Gzvnn@ E e s t  cogénérateur  de mod R ,  R '  e s t  un R-module f idelement  p l a t ,  donc 

1 
R e s t  un R-module p l a t .  P a r  (5,321 , ExtR(P ,R) = O , donc l a  s u i t e  

O + Ho%(P,R) -* Ho%(P,Rt) + Ho%(P,P) + O e s t  exacte, d'où l ' a s s e r t i o n ,  

4)  Désignons par C l e  pré topos  minimum de mod R et pa r  C '  ce lu i  

de mod R v ( l e o  saais-modules des modules de type  fini). ~ 0 m I e  R' est 'p la t ,  l e  

fonc teu r  R '  BR ? envoie C dans C '  . Supposons avo i r  dans C l ' l g a l i t é  

M = i l M i  e t  prouvons que ,  dans C '  , on a R'  B g N  = l i m  (R' 8 B.) . On aura 
5- R L 

H o t ,  (R' BR M,E) = Ho%(M,E) = - l in Ho%(Mi,E) = % Ho (R' BR Mi,E)  . Appli- mR1 
quant  l e  fonc teu r  Ho%(?,E) à c e t t e  é g a l i t é  (car  R '  BR M e t  R1 BR Mi s o n t  

dans C f ) ,  on a R '  @ M = G R 1  O M. Done l e  fonc teus  R '  BR ? commute aux 
R h a. 

l i m i t e s  p r o j e c t i v e s  xeprésentables  de C . Came P e s t  f a c t e u r  d i r e c t  de R' , 

il en e s t  de même de P BR 7 , 

5) Co~ipaoaint l e  fonc teur  P BR ? de C dans Ab avec l e  fonc teur  de 

d u a l i t é  de l a  dua le  Co de  C ve r s  C , on o b t i e n t  un fonc teur  con t r ava r l an t  de 

Co dans Ab , exac t  e t  t ransformant  l e s  unions f i l t r a n t e s  de Co en l imi t e s  pro- 

j e c t i v e s ,  Pas  ( 4 , 2 ) ,  ce  fonc teus  e s t  repsésentab le  pa r  un o b j e t  F de CO% . 
I n t e r p r é t a n t  CO% corne sous-catégorie  p l e i n e  de mod R-en f a i t ,  GOQ = D i s  R' 

où R '  e s t  muni de s a  topologie  l inéa i rement  somapcte minimale), il e x i s t e  F 

dans mod R 1  t e l  que, pour t ou t  X de C O  , Ho%, (X,F) = P BR Ho%, (X,E) . 
On peut  d ' a i l l e u r s  déterminer  P e t  on t rouve F = P BR E , m a i s  peu importe,  

6 )  Supposons a v o i r  dans Co 1 ' é g a l i t é  X = 4% Xi . On au ra  

Ho%,(X,F) = Ho%,(X,E) QR P = (* Ho%.(Xi,E)) BR P - _p. 1im(Ho%,(Xi,E) B R P) = 



= I lim Mo%, (Xi,F1 

7) Soit X ban sous-RT-module de F situé dans Co . Alors O est 

intersection filtrante dhne famille (Xi) dlintersections finies de sous-modules 

abrités de X . F; - ce qui précède, - lin: Ho%, (Xi,F) = O . En particulier, l'in- 
jectisn canonique de X dans F s%nnulle sus l'un des X. , donc O est In- 

1 

tersection dbwne famille finie XI,..o,X de sous-modules abxités de X . n 

Prenant n minimum, par (9) , chap. 2, n'5, leme 3, l ' injection X t X / X ~  @ . . . 
8 X/X est un monomorphisme essentiel, donc X est extension essentielle de 

n 

son socle donc F a des sous-modules simples (sauf si P = 0). 

8) Nous allons vair que ceci est absurde, donc que F - O , soit 
P = O . On a H o t . ( ~ ' / h l  R \ E )  = Ho%,(Rr BR R/M,E) = HQ%(R/M,E) - R/M , donc 
R'/M R' est I'objet simple de m ~ d  R' corsespondant à l'objet R/M de mod R 

par dualité. Donc R'/M R1 = R/M , d'où R/M BR P = O , d'où l'on tire 

Ho%, ( R ' / M  R '  ,E) BR P = O , donc Ho%, (RVM R' ,F) = O et F ne   on tient aucun 

sous-module simple, 

(5, B 8) COROLLATRE . - 2 
compact pour la topodogie discrète, i1 faut et il suffit qu'il soit isomorphe 5 

l'anneau d'endomorphismes de l'enveloppe injective de son corps résiduel. 

B,  Ballet a prouvé la condition suffisante et conjecturait la réciproque 

qui résulte de (5,171 

(5,191 PROPOSILION,- Soit R un anneau cohérent, local, cornutatif, - 
de corps résiduel k . Les assertions suivantes sent équivalentes : 

i R est noethérien complet, 

( i b )  R est linéairement compact discret et l'anneau des series formelles 

R[[:XLI est linéairement compact discret" 
(i) implique (ii), Ceci est connu et vient du fait que l'anneau des 

séries formelles ci un anneau noethérien est noethérien. 

(ai) implique (a). Soit E l'enveloppe inje-stiue de k = R/M dans 

mod R . On a ~[[~]]=lirn Rn où R est l'anneau des polynômes i une variable X, C- n 



2 c o e f f i c i e n t 8  dans R e t  de degrés au  p lus  égaux 2, n , l e s  termes de degrés  

supé r i eu r s  n ' é t a n t  pas  considérés  dans l e s  r é s u l t a t s  des  m u l t i p l i ~ a t i o n s .  

11 e s t  c l a i r  que Rn a Grne corps r é s i d u e l  k que R . Montrons 

que Ho%(%,E) e s t  l b n v e l o p g e  i n j e c t i v e  de k dans mod Rn . I I  e s t  clair 

que c ' e s t  un R -module i n j e c t i f  (cas n  \ e s t  un R-module l i b r e  de type f i n i ) ,  

E t  k  e s t  l e  sous- l  nodu le  de Ho%(n,E) des f  t e l s  que f ( n )  = O où 
n  

M e s t  l ' i d é a l  maximal de R . S o i t  g  un élément non nul  de Ha%(R ,E) e t  
n  n  n  

1 
s o i t  i l e  p l u s  grand e n t i e r  compris e n t r e  O e t  n  tel que g(X ) = u # O . 
S o i t  r dans R t e l  que P u  # O e t  s o i t  dans k S i  on m u l t i p l i e  g p a r  

P 
par  r x E \ , on o b t i e n t  f f O t e l  que f(Mn) = O , d'où l ' a s s e r t i o n . .  

L'anneau R[[x]] muni de l a  topologie  d é f i n i e  pa r  l e s  ker(R[[X]] + \) 

s ' i d e n t i f i e ,  corne R-module, à RN (N ensemble des e n t i e r s  n a t u r e l s )  muni de 

l a  topologie  p r o d u i t ,  Donc R I  [q] e s t  l inéairemen&. compact (FI), ex,  15 d) . 
L'enveloppe i n j e c t i v e  de k dans Dis R[[x]] s ' i d e n t i f i e  à - l i y  Ho%(Rn,E) = F . 
Le R-module sous-Jaeent 2 F e s t  l a  somme d i r e c t e  d h n e  f a m i l l e  de  ~ o p i e s  de 

E en q u a n t i t é  dénombrable, Par  (5,15) ,  pour que R[[x]] s ~ i t  l ingaisement  com- 

p a c t  d i s c r e t ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  que F s o i t  un R ~ [ ~ ~ - m o d u l e  i n j e c  :.if, C a m e  

R e s t  cohérent ,  R[~x]] e s t  un R-module p l a t ,  donc s i  F é t a i t  un ?[[~1]-module 

i n j e c t i f ,  ce s e r a i t  un R-module i n j e c t i f  e t  F - E NOUS a l l o n s  v o i r  que 

c e c i  n ' e s t  pas p o s s i b l e  s i  R n ' e s t  pas noe thér ien .  

Soient  I un i d é a l  de  type dénombrable, engendré par  ,* * * , e  1 n y ' o o  

de s o r t e  que l a  s u i t e  (1,) des idéaux I n  
de type  f i n i  engendrés pax 

e l ,  + , e  c r o i s s e  s t r i c t e m e n t ,  i l ' i n j e c t i o n  canonique de  E dans E"" n  n  
n+ l 

coxrespondant à l a  décornpositisn E - E" 8 E , ç l a  s u r j e c t i a n  de n  I ~ + I I  

sur In*l /In + O . Supposons, pa r  récur rence ,  a v o i r  crouvé f de In dans n  
En- % 

E" t e l  que Im f n  ne s o i t  pas contenu dans Comme E~ e s t  i n j e c t i f ,  

il e x i s t e  
1 de LI n n+ I 

dans E~ prolongeant  f . Comme I /In # O , 

comme E e s t  cogénérateur  i n j e c t i f  de mod R ,il e x i s t e  g  f O de In+J /~n  

- dans E , Posant - f'n+A + ingsn , on v o i t  que prolonge Zn e t  que 

I m  f n '  e s t  pas  contenu dans E" . DIOU une a p p l i c a t i o n  f  de 1 dafis E  
n+ 1 



qu'on ne peut pas prolonger à R . 

(5,20) Soient A un anneau commutatif local linéairement compact 

discret et intègre, M son idéal maximal, K son corps des Era~tlons, k son 

corps résiduel et E l'enveloppe injective de k dans mod A . Alors, toute 
application non nulle de est surjective e t  

filtrante d'anneaux locaux - (Ai) auto-injectifs. Les idéaux abrités de A forment 

un système projectif filtrant décaroissant d'idéaux de A 2 intersection nulle, 

Sait s une application non nulle de K dans E d'image X . Par 
(5,181 , il existe un idéal T de A (1 A) tel que X = HomA(A/1 ,E) a Mais 

HomA(K,Hom (A/I,E)) = Hom (K 8 A/I ,E) f O , donc K BA AA/ I O O dono I = O e t  
A A A 

X - E , s est bien surjective, Csme K est union flbtxanke csoissanke de 

sous-modules monogsnes, il en est de même de E , done las Idéaux abrit& de A 

forment une famille filtrante déçroissante (1;) d'idéaux de A 2 inbersection 

nulle et A = l i r n  811. . Comme O est abrité dans A/li , par (5,181, les A / I ~  
t- 1 

sont auto-injectifs, 

S o i t  s une surjection de K sur E , On en déduit une injection de 

K dans Hom (K,E) qui à x E K associe I %ppIiêâtion 6 G K + s (x E) E E . 
A 

Cette injection est bijective si et seulement si l'injection K -+ Hom (HornA(K,E),~) A 

est bijective, i.e, si et seulement si K est un A-module linéairement compact 

discret. Dans ce cas, (K,s) est enveloppe projective de E dans la catégorie 

abélienne des ~tmodules linéairement compacts discrets, cas K est enveloppe 

injective de A et cas le foncteur HomA(?,E) induit une dualité de l a  catégorie 

des A-modules linéairement compacts discrets avec elle même, 

(5,2R) PROPOSITION,- ~ g n s  les conditions précédentes, si K est un 

A-hodule linéairement compact discret, l a  clotuae intégrale A' - de A dans K 

est un anneau de valuatisn linéairement compact dominant A , Le corps résiduel 

A' est extension finie de celui de A - et A contient un idéal non m l  de 

A' , Lg. A est ouvert dans A' pour la topologie de A' définie par la valua- 



1) Prouvons que A '  e s t  un anneau de va lua t ion .  Par  (61, A'  e s t  i n t e r -  

s e c t i o n  des anneaux de va lua t ion  de K dominant A . Soie  ( A ] , M ~ )  un anneau 

l o c a l  contenu dans K et  dominant A e t  s o i t  B un sous-anneau de  K compris 

e n t r e  A e t  A g  . Comme tous  ces  anneaux son t  l i néa i  r-~lir i  t compacts d i s c r e t s ,  

B e s t  l oca l  e t  A ] / M ~  e s t  ex tens ion  f i n i e  de A / M  = k , donc B ~ B  fl M, e s t  une 

k-algèbre f i n i e  contenue dans l e  corps A~IM] , c ' e s t  donc un corps ,  donc 

B n M I  e s t  i d é a l  maximal de B . Appliquant l a  p ropos i t i on  I du 1 7 de ( 6 ) ,  

on v o i t  que deux anneaux d e  va lua t ion  dominant A sont  néces sa i r enen t  égaux. 

Donc l a  c l o t u r e  i n t é g r a l e  A '  de A dans K e s t  un anneau de va lua t ion  l i n é a i -  

rement çcmpaêt, son corps r é s i d u e l  A'IM' e s t  ex tens ion  f i n i e  de AIM ca r  

c ' e s t  un A-module l inéairernenc compact d i s c r e t .  On peut donc t rouves  une A-algè- 

bre  f i n i e  comprise e n t r e  A e t  A '  ayant même corps r é s i d u e l  que A'  . Dans 

l a  s u i t e ,  on supposera que A a  même corps r é s i d u e l  k que A'  . On note G 

l e  groupe des o rd re s  e t  v  l a  va lua t ion  de A '  . S i  M e s t  un sous-A-module de  

K , on no te  v(M) l 'ensemble des g de G t e l s  q u ' i l  e x i s t e  x dans M avec 

v(x) = g . ,, *---\ 

S 
1 i 

2)  S i  M e t  M' son t  deux sous-A-modules de K t e l s  que M' con-? ' 1 

t i enne  M e t  v(M) = v(M1) , a l o r s  M'  = M . 
S o i t  x '  dans M'  . Pour t o u t  x  de M , on n o t e  M l e  sous-module 

X 

de M formé des y  t e l s  qiie v(y)  3 vCxl-x) . Les x + M  forment une f a m i l l e  
X 

f i l t r a n t e  déc ro i s san te  de v a r i é t é s  de M dont l ' i n t e r s e c t i o n  n ' e s t  pas  vide.  

S o i t  z  un p o i n t  de l ' i n t e r s e c t i o n .  Alors v(xl-z)  ?. v(xl -x)  pour t o u t  x  de  

M . S i  x '  - z  f O , il e x i s t e  y  dans M t e l  que v(x'-z) = v(y) , s o i t  

- 1 v( (x l - z )y  ) = O . Comme A e t  A '  on t  même corps r é s i d u e l ,  il e x i s t e  u  dans 

A t e l  que l ' o n  a i t  v ( (x l -z )y  - I - u) > O , mais a l o r s  on a u r a i t  v(xl-z-uy) > 

' vax'-z) ce  q u i  e s t  c o n t r a i r e  à ce  qu 'on a  supposé. Donc x 1  e s t  dans M . 
3) S o i t  s  une s u r j e c t i o n  de K s u r  l 'enveloppe i n j e c t i v e  E de 

k  dans mod A prolongeant l a  s u r j e c t i o n  de A'  s u r  k . Pour t o u t  sous--L-module 

M de K , on n o t e  MS l e  noyar! de l a  s u r j e c t i o n  Hom (K,E) -+ Hom (M,E) compa- 
A A 

s ée  avec l a  b i j e c t i o n  x  E K -+ (5  E K + S(X 5) E E) E Hom (K,E) . Alors 
M: A 



dépend du choix de s , mais v(M3 n'en dépend pas et est l'ensemble des g 

de tels que -g ne soit, pas dans v(M) . On notera v(MQ) cet ensemble. 

Soient s et t deux surjections de K sur E prolongeant la sur- 

jection A' + k . 11 existe x de K tel que s(x 5) = t(5) gour tout 5 de 

K . Pour que s et t coïncident sur A' , il faut et il suffit que v(l-x) > O 

- 
On a donc Mt = x 'M , d'où v(M:) = v(Mz) = v(MO) . Il est facile de voir que 

8 

si g est dans v(M0) , alors -g n'est pas dans v(M) . Corne le passage de 
v(M) à v(M0) est autoréciproque, on â bien le résultat annoncé, 

4) Si (M.) est une famille filtrante décroissante de sous-A-modules 
1 

de K d'intersection M , v(M) est l'intersection des v(Mi) . 
C'est une conséquence immédiate de ce qui précède et du fait que, si 

(Mi) est une famille filtrante croissante de sous-A-modules de K d'union M , 

v(M) est l'union des v(Mi) . 
5) On considère l'ensemble E des couples (M,g) où M est un sous- 

A-module de K et g un élément de v(M) , ordonné ainsi : (M,g) est stricte- 

ment inférieur à (M1,g') si M' contient M , g' n'est pas dans v(M) et 

est supérieur à g . Alors, l'ensemble ordonné E est à La fois artinien et 

noethérien. 

a) Si cet ensemble est artinien, il est noethérien. 

En effet, par 3 ) ,  à toute suite strictement croissante (MnYgn) Y on 

peut associer la suite strictement décroissante (M:,-gn,,) . 
b) Soit (Mn,gn) une suite strictement décroissante de E . On choisit 

x dans M tel que v(xn) = gn et on pose y,+ 1 
= x + ... + x et y. = O . 

n n O n 

Soit y dans l'intersection des Mn + y, . On a y = z + yn où z est dans n n 

M . Comme v(yn) = gn-] 4 v(Mn) et comme les g n décroissent strictement, on n 

voit que, pour tout n , v(y) = v(zn) ' gn . 
Soit M l'intersection des M . Par un raisonnement analogue à celui n 

fait dans 2 ) ,  on prouve qu'il existe u dans M tel que, pour tout z' de M 

on ait v(y-u) > v(y-z') . Comme y-u est encore dans l'intersection des M + n 

+ Yn 
, on peut supp, ser u = O , L e .  pour tout z' de M , v(y) :: v(y-2') . 



Corne v(y) e s t  dans l ' i n t e r s e c t i o n  des v(Mn) , il e s t  dans v(M) , d'où z 

dans M t e l  que v(y-n) s v(y)  ce q u i  e s t  c o n t r a i r e  à ce qu'on a supposé, 

sauf  s i  y  = O c e  qu i  e s t  absurde. 

6 )  S o i t  ( ~ , g )  un élément maximal de l a  p a r t i e  de E formée des 

couples ( B \ g l )  OU B '  e s t  une A-algèbre f i n i e  comprise e n t r e  A e t  A'  , 

Alors v(B) c o n t i e n t  l 'ensemble des éléments supé r i eu r s  à g , donc B c o n t i e n t  

un i d é a l  non n u l  de A '  . Comme B e s t  un A-module de type f i n i ,  A c o n t i e n t  

a u s s i  un i d é a l  non nul d e  A '  , d'où l e  r é s u l t a t  annoncé. 

Dans les condi t ions  de (5,21), supposons que e s t  un anneau 

de va lua t ion  archimédienne non d i s c r è t e .  Alors l ' i d é a l  maximal de A c o n t i e n t  

des éléments de  va lua t ions  a rb i t r a i r emen t  p e t i t e s .  De p l u s ,  pour t o u t  i d é a l  1 

de A'  , d i s t i n c t  de l ' i d é a l  maximal, il e x i s t e  une A-algèbre de type  f i n i  com- - 
p r i s e  e n t r e  A e t  A'  e t  contenant  1 . - 

S i  l ' i d é a l  maximal M de A é t a i t  contenu dans un i d é a l  J de A'  

d i s t i n c t  de l ' i d é a l  maximal, A s e r a i t  complet pour l a  topologie  Id-adîque, il 

s e r a i t  donc noe thér ien .  Cela  e s t  faux c a r  A c o n t i e n t  un i d é a l  non nu l  de A '  , 

donc a  des idéaux non nu l s  de type i n f i n i .  

Pour prouver l a  deuxième a s s e r t i o n ,  on peut s e  ramener au  c a s  où A 

a  même corps r é s i d u e l  que A '  . Alors v(M) admet O pour borne i n f é r i e u r e .  

S o i t  U l 'ensemble des g de G+ t e l s  q u ' i l  e x i s t e  un A-module d e  type f i n i  

M compris e n t r e  A e t  A' t e l  que l 'ensemble des éléments de G supé r i eu r s  

ou 'égal  à g s o i t  dans v(M) . Il s ' a g i t  de prouver que U e s t  formé des é l é -  

ments p o s i t i f s  de  G . S o i t  (M,g) un élément maximal de  l a  p a r t i e  de E for -  

m& des CM1,g') où M' e s t  un A-module de type f i n i  contenu dans A'  , g r  

e s t  dans v(M1) e t  g '  n ' e s t  pas dans U . Alors g e s t  l e  p lus  grand élément 

du complémentaire de U . P a r  l ' absu rde ,  on suppose g s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  S o i t  

(N,h) un élément maximal de  l a  p a r t i e  de E formée des couples (Nt ,hl) où 

N '  e s t  un A-module de type  f i n i  contenu dans A'  , g e s t  dans v(N1) , h '  

e s t  dans v(N') e t  e s t  s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  à g . Alors v(N) c o n t i e n t  tous  

l e s  éléments compris e n t r e  h e t  g  . Comme O e s t  borne i n f é r i e u r e  de v(M) , 



on en d é d u i t  que  v(N) c o n t i e n t  t o u s  l e s  é léments  s u p é r i e u r s  à h ; p a r  s u i t e ,  

h s e r a i t  dans U e t  g a u s s i ,  c e  q u i  e s t  c o n t r a i r e  à c e  qu 'on a supposé.  

(5 ,231 EXEMPLES .- 1 )  Dans l e s  c o n d i t i o n s  de  (5,21) , on peu t  conjec-  

t u r e r  que A' e s t  un A-module d e  type  f i n i .  L'exemple s u i v a n t  prouve que c e l a  

e s t  f a u x ,  même s i  A '  e s t  d e  h a u t e u r  1 . S o i e n t  G ( r e s p .  G 3 l e  groupe 
1 

a d d i t i f  des r a t i o n n e l s  de  l a  forme p/3n ( r e s p .  2p/3n) , k un c o r p s  commuta- 

t i f .  On forme l e  sous-ensemble K = S(G,k) d e  kG formé des  é léments  de  k G 

de  s u p p o r t s  b i e n  ordonnés (Cf.  ( 6 ) ,  § 3 ,  ex.  2 e t  § 5 ,  ex .  5 ) .  L ' a d d i t i o n  de 

K = S (G,k) e s t  i n d u i t e  p a r  l ' a d d i t i o n  h a b i t u e l l e  de  kG e t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  

e s t  a i n s i  d é f i n i e  : s i  x = ( x . )  e t  y = (yi) s o n t  dans K , ( ~ y ) ~  = 
1 

= 1 x . y  . On forme demême K j  = S(Gl,k) Alors  K e t  K s o n t  des corps  
i +  j =h 1 J  1 

commutatifs  e t  K e s t  un R -espace v e c t o r i e l  de  dimension 2 (corne  s u r c o r p s  
A 

de  K ) a y a n t  p a r  exemple pour  b a s e  l ' u n i t é  d e  K I  e t  l ' é l é m e n t  e d é f i n i  
I 

p a r  e; = O p o u r  i f 1 , e l  é t a n t  l ' u n i t é  d e  k . Le corps  K es t  muni d e  l a  

v a l u a t i o n  s u i v a n t e  v à v a l e u r s  dans  G : s i  x e s t  dans  K , v(x) est l e  

p l u s  p e t i t  é l ément  du s u p p o r t  de  x . La v a l u a t i o n  cor respondan te  d e  K I  e s t  

i n d u i t e  p a r  v . Soien t  A' e t  A; l e s  anneaux de v a l u a t i o n  cor respondan ts .  P a r  

1 
(61,  K e t  K I  s o n t  l i n é a i r e m e n t  compacts pour  c e s  v a l u a t i o n s .  Comme K est 

de  dimension f i n i e  s u r  
KI  , c ' e s t  un A'-module l i n é a i r e m e n t  compact d i s c r e t .  1 

S o i e n t  D l a  p a r t i e  de  G+ formée d e s  é léments  de G1 compris e n t r e  O e t  1 

e t  de tous  l e s  é léments  d e  G s u p é r i e u r s  à I e t  A l e  sous-anneau d e  K f o r -  

mé des  é léments  d e  K don t  l e  s u p p o r t  est  dans D . Comme A c o n t i e n t  A i  , K 

e s t  un A-module l i n é a i r e m e n t  compact d i s c r e t ,  A admet K pour  c o r p s  des  f r a c -  

t i o n s ,  A' pour  c l o t u r e  i n t é g r a l e ,  mais A '  n ' e s t  pas  un A-module de  type f i n i .  

2) Remarquons qu1un.,anneau l o c a l  d ' i d é a l  maximal M p e u t  ê tre complet  

pour  l a  t o p o l o g i e  M-adique, riiais n i  n o e t h é r i e n ,  n i  d i s c r e t ,  n i  Linéairement  com- 

p a c t  pour c e t t e  t o p o l o g i e .  Il s u f f i t  de  c o n s i d é r e r  S(G,k) où G est un groupe 

archimédien non d i s c r e t ,  9 l a  p a r t i e  de  G formée p a s  O e t  les g' au moins 

égaux à un c e r t a i n  g a O e t  A l ' a n n e a u  d e s  é léments  de S(G,k) d o n t  l e  s u p p o r t  

est  contenu dans  D . 



3) Un anneau cc muta,tbf, l o c a l ,  i n t è g r e ,  peu t  ê t r e  Iinéaiseanent compact 

d i s c r e t  sans  que son corps des f r a c t i o n s  s o i t  un module Linéairement compact d i s -  

c r e t .  Il s u f f i t  de cons idérer  un corps c smxutaé~f  k e t  l 'anneau des s é r i e s  for-  

nielles à deux indéterminées k [Lxl ,x2:] - 
4) Lbxemple su ivant  m'a &té comuniqué p a s  L.Gruson, Soien t  A un 

anneau de va lua t ion  e t  U un u l t r a - f i l t r e  non trivial s u r  l 'ensemble des e n t i e r s  

p o s i t i f s  N . On forme l e  q u o t i e n t  de l ' anneau  p rodu i t  AN p a r  l ' i d é a l  des é l é -  

ment dont l e  support  n ' e s t  pas  dans U . I L  e s t  f a c i l e  de v o i r  qua I r a m e a u  A' 

a i n s i  obtenu e s t  un anneau de  va lua t ion  dont l e  groupe des o rd re s  e s t  l ' u l t r a -  

p rodu i t  du groupe des ordres  de A . 
S o i t  bn + ~ ' a "  une s u i t e  décsolssante  de v a r i é t é s  a f f i n e s  de  A' . 

Montrons que l ' i n t e r s e c t i o n  e n  e s t  non vide. Par récurrence, i L  esf t ou jou r s  pss- 

n  N 
s i b l e  de c h o i s i r  des  représentan ts  (ai) des a" dans A tels que, pour t o u t  

n 
n e t  pour t o u t  i , a?"' s o i t  un mul t ip l e  de a ,  On c h o i s i r  aus s i  pa r  récur- 

a I. 

r ace  des r ep ré sen tan t s  ( b l )  des bn t e l s  que, pour t o u t  n  e t  tou t  i , 
n+l - bn n 

b.  s o i t  un mul t ip l e  de a .  . On pose a l o r s  pour t o u t  k  , b = bk e t  
1 i 1 k k  

s o i t  b  l ' image  de (bk) dans A '  . Pour k > n , bk - bk e s t  un mul t ip l e  

de < , donc b-bn e s t  dans ~ ' 2  , ce q u i  prouve l e  r é s u l t a t .  Donc A' e s t  

un anneau de va lua t ion  t e l  que tou te  s u i t e  décro issante  de v a r i é t é s  a f f i n e s  a  une 

i n t e r s e c t i o n  non v ide .  Il en e s t  de même du corps des f r a c t i o n s .  Donc tous  l e s  

quo t i en t s  i t  tous l e s  l o c a l i s é s  de A'  ont  c e t t e  p r o p r i é t é .  

Supposons maintenant A de hauteur  1 . Le groupe des  o rd re s  de A est 

un sous-groupe de IR (ensemble des nombres r é e l s ) ,  p a r t o u t  dense s i  A n ' e s t  

pas de  va lua t ion  d i s c r è t e .  Cn f a i t  a l o r s  l e  quo t i en t  de A! p a r  l ' i d é a l  des  

éléments (an) t e l s  que v(an) tende ve r s  l ' i n f i n i  su ivan t  l ' u l t r a f i l t r e  U 

e t  on l o c a l i s e  en  l ' i d é a l  premier formé des (an) t e l s  que l a  l i m i t e  de  v(an) 

su ivant  U s o i t  s t r i c t emen t  p o s i t i v e .  On o b t i e n t  a i n s i  un anneau de va lua t ion  

B , de groupe des o rd re s  R , dominant A e t  l inéa i rement  compact. 



APPEMPXCE z 

SUR LES DERZVES BE CERTAINES LZMZTES PROJECTIVES,- 

PROPQSHTIQM 1 , -  Soient  I un ensemble b i en  ordonné, 

une s u i t e  exacte  de syçtèmes p r o j e c t i f s  indexés s u r  I de  groupes abé l i ens .  

Pour i b j , a .  - j b i , j  e t  c .  désignent  l e s  morphismes de  Ai , B. e t  
1 ,j 1 !- 

Ci v e r s  Aj , B j  - e t  C On suppoçe que : 
j 

a) pour  t ~ u t  i , " î + l , i  
= a .  e s t  s u r j e c t i f  , 

a 

b) pour t o u t  i , gi+] e s t  SUXJ e c t  i f ,  

c) s i  i e s t  élément l i m i t e  de  I , B ,  = lh B .  , Cc - l l m  C, et  
h + - F J  

J <a. 
1- R J -  

- 
Dans ces  cond i t i ons ,  l e  morphisme Jl(g.) de  @(Bi) v e r s  *(Ci) 

1 

e s t  s u r i  e c t i f .  

S i  I e s t  dénombrable, on a un r é s u l t a t  bien connu de Mi t tag-Leff le r  

(18). S o i t  z = (zi) un élément de @(Ci) Par  récur rence  t r a n s f i n i e ,  on sup- 

pose, pour i f i x é  dans I , avoir  t rouvé  des 
y j 

dans B ( j ~ i >  t e l s  que d 
pour k 6 j i , on a i t  b (y . )  = yk e t  g .  (y . )  = z 

& i 3 k  J J J  j 

S i  i e s t  élément l i m i t e ,  on pose Yi - - ( Y ~ ) ~ < ~  4: 1 e s t  dans B .  
1 

d' après  c)  , 

S i  i = j + l  , il e x i s t e  y j i l  
dans B j + l  

t e l  que g jci (yJ,+,) = j + l  ' 
d'où g . (b . (y :  ) -yj)  = O , d'où x dans A t e l  que f . ( x . )  = b . ( y l  )-yj , 

J J 3'1 ;j j J J  J j+a 

d b ù  x j + a dans *j+l J J j+â 
t e l  que x = a .  (x  ) ou encore,  b . f j i i  (xj*i) ' b -  (Y'  1- 

J j*l 

On posera 
- - - 

j+i Y:+] f j + j ( X j + l '  

Pour t o u t  e n t i e r  k , on désigne par  l e  k+lème k c a r d i n a l  i n f i n i .  

Convenant d Y d e n t i f i e r  e n t r e  eux tous l e s  cardinaux f i n i ,  on n o t e r a  NI le 

"ca rd ina l  f i n i "  

PROPOSITION 2,- So ien t  E un ensemble ordonné f i l t r a n t  ayant  une p a r t i e  



c o f i n a l e  de ca rd ina l  Mk e t  A un anneau u n i t a i r e .  Alors  l e s  dérivés l& - (11 
E 

du fonc teur  il appliqué à l a  ca t égor i e  des A-moduLes sont nu l s  pour i 2 k+2 
E 

Ce r é s u l t a t  e s t  t r i v i a l  pour k = - 1  e t  a  é t é  prouvé pax J , E .  Ross (25) 

pour k = O . 11 a é t é  prouvé p a r  C e ù c  Jensen (20) lo rsque  l e s  modules du systeme 

p r o j e c t i f  cons idéré  s o n t  p r o j e c t i f s  de type f i n i ,  

LEMME,- S o i t  E un ensemble f i l t r a n t  ayant une p a r t i e  c o f i n a l e  X de - - 
ca rd ina l  i n£  i n i  Alors e s t  union b i e n  ordonné d'une f a m i l l e  

de p a r t i e s ,  f i l t r a n t e s  pour l ' o r d r e  I n d u i t ,  t e l l e  que, pour t o u t  élément l i m i t e  

i de 1 ,  - i s o i t  l ' un ion  des E pour j i e t  que les Ei a i e n t  Une 
j 

p a r t i e  c o f i n a l e  de cardinal  s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  à u . 
Le lemme e s t  e l a i r  pour u  = <9 . Supposons u non dénombrable. Il 

O 

e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  f de lkensemble des p a r t i e s  f i n i e s  de E dans E t e l l e  

que, s i  F e s t  une p a r t i e  f i n i e  de E , f  (F) s o i t  un majorant de F . S i  G 

e s t  une p a r t i e  i n f i n i e  de E  , on n o t e  g l 'ensemble des  x de E t e l s  

q u ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  f i n i e  F de G t e l l e  que x = f (F) . On pose g O ( ~ )  = G 

n+ l 
e t ,  p a r  récur rence ,  g (G) = g ( g " ( ~ ) )  , n é t a n t  un e n t i e r  p o s i t i f  ou nul .  

Enfin,  on n o t e  h(G) I ' un i sn  de t a u s  l e s  gn(G) . Il e s t  c l a i r  que h(G) e s t  

f i l t r a n t e  pour l b o d r e  i n d u i t  pa r  E e t  a  même c a r d i n a l  que G 

S o i t  I un ensemble b i en  ordonné, de ca rd ina l  u  e t  d ' o rd ina l  minimum. 

On a une b i j e c t i o n  de  I s u r  X q u i  à i de  I a s soc i e  x.  de  X . Pour t o u t  
1 

i de I , on note  Xi l 'ensemble des  x  de X pour j  L . On posera 

Y .  - h(X.) e t  on prendra pour E. 1 knsemble des x de E majorés par  un é1é- 
1 I 1 

ment de Y .  . On a  b i e n  a i n s i  prouvé l e  lemme, 
1, 

Pour t o u t  x  de E , U est, l 'ensemble des y  s x . Les Ux forment 
X 

une base d ' ouve r t s  pour une topologie  s u r  E  . La ca t égor i e  A(E) des systèmes 

p r o j e c t i f s  de  A-modules indexés s u r  E s ' i d e n t i f i e  a l o r s  à l a  c a t é g o r i e  des  

fa i sceaux de A-modules s u r  E (20) .  Les Ei i n t r o d u i t s  pa r  l e  lemme sont des  

5? 
ouver t s ,  l e  fonc teur  j i  de r e s t r i c t i o n  à Ei a pour a d j  o i n t  à, gauche l e  fonc teur  

exact  j i !  de prolongement p a r  zé ro  ( I l ) .  donc jX transforme l e s  i n j e c t i f s  d e  i 
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A(E) en des i n j e c t i f s  de A(E;) . Supposons l e  r é s u l t a t  v r a i  pour l e s  h i n f é -  

r i e u r s  à k  e t  prouvons l e  pour k  . On considère une r é s o l u t i o n  i n j e c t i v e  

O + X + Jo + J + ... d'un o b j e t  X de A(E) e t  an  pose X - Im(J -+ J ) . 
1 P  p-1 P  

On a  X = l i m  i i m  j* X . D'après I 'liypothèse de récur rence ,  l e s  a p p l i c a t i o n s  
f - ~  +- i 

l E .  
1 

l i m  j* .* 
4- J k +  $ k d i  \ + l  et  +- l i m  j* i Jk+l + -- l i m  j" i 'k+2 s o n t  s u r j e c t i v e s .  Comme 

E .  E ,  E .  E .  
1 I I 1 

Jk 
e s t  i n j e c t i f ,  c ' e s t  un f a i s c e a u  f l a sque ,  donc les a p p l i c a t i o n s  l i m  j' 

2- i P 1  Jk + 
L 

3e ad-1 
+ l i m  j \ + l  * Il ne r e s t e  p l u s  a l o r s  qu'à appl iquer  l a  p ropos i t i on  1 . 

<-z- 

COROLLAIRI7 1 , -  - S o i t  A un aqneau u n i t a i r e ,  S i  P  e s t  un module p l a t  

de p r é s e n t a t i o n  , i . e .  q u o t i e n t  d 'un  nodule l i b r e  de type 8k par un sous- 

8. 
module de type C( , ,  E x t A ( P , ? )  - 0  - pour i 3 k + 2 .  

Ce r é s u l t a t  a été prouvé pax D. Lazard (21) e t  C , U ,  Jensen (39) pour 

k = O . II r e v i e n t  au même de  prouver qu'un sous-rilodule pur  de  type 8, d'un 

module l i b r e  e s t  de dimension p r o j e c t i v e  au p lus  é g a l e  à k . Ce d e r n i e r  r é s u l -  

t a t  é t a n t  v r a i  pour k  = O , on peut  f a i r e  un raisonnement analogue à c e l u i  f a i t  

dans l a  p ropos i t i on  2 . This C.U. Jensen m'a communiqué une démonstration f a i -  

s a n t  a p p a r a î t r e  ce r é s u l t a t  comme une conséquence d i r e c t e  de l a  propos i t ion  2. 

Par  (21), P  e s t  l i m i t e  i nduc t ive  de modules l i b r e s  L .  
1 )  

i déc r ivan t  

un ensemble f i l t r a n t  de c a r d i n a l  au p lus  éga l  à # k  . Par  (251, il e k i s t e  une 

s u i t e  s p e c t r a l e  de  premier terme E ; ' ~  = lim'"Extq (Li ,x) abou t i s san t  à - 
~ x t * i =  L ~ , x )  = EX~"(P ,x) Lomme l e s  

Li 
s o n t  l i b r e s ,  ~ 2 ' ~  = O pour q  > 1 , 

donc E X ~ " ( P  ,x) = l i m ( n ' ~ o m ( ~ .  ,X)  . Par  l a  p ropos i t i on  2 ,  on v o i t  b ien  que 
4- 1 

E X ~ ~ ( P , X )  = O pour n  3 k+2 . 
On re t rouve  a i n s i  l e  r é s u l t a t  de Jensen s u i v a n t  (19) : S i  A e s t  un - 

anneau dont t o u t  i d é a l  à g , u * h e  e s t  de r rpe  au p l u s  et dont l a  dimension 

homologique g loba le  f a i b l e  m e s t  f i n i e ,  a l o r s  l a  dimension homologique g loba le  

à gauche de A e s t  f i n i e  e t  au p lus  éga l e  à 

Un module X e s t  d i t  absolument pur  (32) ou FP- in jec t i f  s i ,  pour t o u t  

li 
module de p r é s e n t a t i o n  f i n i e  P  , Ext (P,X) - O . II r e v i e n t  au même d e  d i r e  que 

P 
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X e s t  sous-n~odule pus de  son  enveloppe i n j e c t i v e  oit e m o r e  qu'il e s t  sous-module 

pur  de t o u t  module q u i  l e  c o n t i e n t .  B, ~ t e n s t r s m  a  prouve (32) que pour que l ' an-  

neau d e  base s o i t  cohérent ,  il é t a i t  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t  que, poux t o u t  

FE'-injectif X e t  t ou t  module de p ré sen ta t ion  f i n i e  P , on a i t  pour t o u t  n  > O 

E X ~ ~ ( P , X )  - O . dans l e  cas  cohé ren t ,  l e s  FP- in j ec t i f s  jouent  v i s  à v i s  des in-  

j e c t i f s  un r ô l e  analogue à c e l u i  que les p l a t s  jouent  pour l e s  p r o j e c t i f s .  ~ ' é n o n -  

cé su ivan t  e s t  une i l l u s t r a t i o n  de ce f a i t .  

COROLLAIRE 2.- Soient  A un anneau cohérent  Z gauche, X un A-niodule 

à gauche FP- in jec t i f  e t  I un i d é a l  à gauche de type ; a l o r s  
& k  - 

E X ~ ~ ( A / I , X )  = O pour i 2 k*2 . S i  tous l e s  idéaux à gauche de type 

i 
a l o r s  Ext  (?,XI = O pour i 6 k+2 . 

Il s u f f i t  d ' é c r i r e  que I e s t  union f i l t r a n t e  d y d é a u x  de type f i n i  

1 , où x d é c r i t  un ensemble de c a r d i n a l  6? e t  de  cons idé re r  l a  s u i t e  spec- 
X 

t r a l e  de premier terme E: " = C- l i m ( p ) E x t ~ ( ~ / ~ x , ~ )  abou t i s san t  à E X ~ ~ ( A / I  ,x) . A 

Le même raisonnement que p lus  haut  donne l e  r é s u l t a t .  

On p o u r r a i t  c r o i r e  que l 'hypothèse  a)  de l a  p ropos i t i on  1 p o u r r a i t  ê t r e  

a f f a i b l i e  e t  remplacée par  l a  cond i t i on  de 1 4 i t t a g - ~ e f f l e r  (18) : poux t o u t  i , 

il e x i s t e  j  > i t e l  que, pour t o u t  k  : j , a  e &  a .  on t  même image. 
k ,  i J ,i 

Il n 'en e s t  r i e n .  Bn e f f e t ,  s o i t  A un anneau de va lua t ion .  Les A-t~odules abso- 

lument purs  s o n t  l e s  modules d i v i s i b l e s ,  donc, pour t o u t  A-module M , on a  une 

r é s o l u t i o n  absolument pure O .+ M -'- J -% J - O . Tout i d é a l  I de A e s t  o  1 

union d h n e  f a m i l l e  b i en  ordonnée (Ix)  d ' idéaux de A t e l l e  que, s i  x 

n \ s t  pas élément l i m i t e ,  1 s o i t  de type f in i . ,  s i  x est élément l i m i t e ,  
X 

1 s o i t  l k n i o n  des 1 pour y  x  . Soient  X un FP- in j ec t i f ,  Y son enve- 
X Y 

loppe i n j e c t i v e  e t  Z - Y/X q u i  e s t  FP- in j ec t i f .  En v e r t u  des zésul taæs de (21) 

s u r  l e s  s u i t e s  exac tes  pures ,  l a  s u i t e  exac te  de systgmes p r o j e c t i f s  su ivant t  : 

O -k (HomA(Ix,X)) +- (HomA(Ix,Y)) -h (Hom A (1 x' z))  

r empl i t  l e s  condi t ions  de l a  p ropos i t i on  1 ,  sauf l a  cond i t i on  a )  q u i  e s t  æempTac6e 
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par la c o n d i t i o n  de Mittag-Leffleæ de ( % 8 ) ,  S i  Ta c o n j e c t u r e  précédente é t a i t  

vra ie ,  l a  s u i t e  s u i v a n t e  

O -+ HoanA(I,X) + ~ o r n ~ ( I , Y )  -+ Hom (1,Z) + 0 A 

1 2 
serait exacte. O n  aurait donc ~xt~(1,X) = O , donc EX~~(?,X) = O , donc pour 

3 t o u t  module M , on aura i t  ExtA(?,M) - O . II est connu que ce n k s t  pas  tguz-~ 
**.- . 

j o u r s  l e  cas, 



A P P E N D I C E  II 

CATEGORIES  D E  GROTHENDIECK COMMUnATlVES A S P E C T R E S  QUASI-COMPACTS, 

Une catégorie de Grothendieck D est commutative si elle admet un 

générateur dont l'anneau d'endomorphismes est commutatif. Par (PO), il revient 

au même de dire que D est quotient d'une catégorie mod A, où A est un 

anneau commutatif, par une sous-catégorie localisante. Un ggnérateur de D dont 

l'anneau d~ndomorphismes est commutatif est un générateur commutatif ou un - 

objet '"rojectif de rang 1". On prouve que l'anneau d'endomorphismes d'un géné- 

rateur commutatif est isomorphe à l'anneau d'endomorphismes du foncteur iden- 

tique de D ,  Les génerateurs commutatifs de D ont donc tous les memes pro- 

priétés homologiques. 

Dans la suite, les conditions sont les suivantes : A est un anneau 

commutatif, C une sous-catégorie localisante de mod A, F l'ensemble topo- 

logisant idempotent d'idéaux de A associé à C, D la catégorie mod A/C, 

j* le foncteur canonique de mod A vers D et ji son adjoint à droite. 

Un injectif indécomposable 1 de D est premier s'il existe un 

sous-objet P de 1 tel que l'idéal maximal de End 1 soit formé des f 

tels que f(P) = O. Identifiant D à la sous-catégorie pleine de mod A des 

A-modules C-fermés, on voit facilement à l'aide des résultats de (35) que les 

injectifs premiers de D sont les enveloppes injectives des A/p 06 p décrit 

l\nsemble des idéaux premiers de A n5ppartenant pas à Ce sous-ensemble 

V de Spee A, stable par génétisation, sera lé spectre premier de D. On 

trouvera dans (8) ,  S 6, ex. 2, un exemple de catégorie modulaire commutative 

dont le spectre premier est vide. 

Cela étant, on peut considérer l'image réciproque par l'injection de 

V dans Spec A de l'espace annelé (Spec A, A ~ )  et faire de V un esface 

annelé en anneaux locaux. Associant à tout A-module M lymage réciproque par 

l'injection de V dans Spec A du (Spec A, A ~ )  -module MN associé à M, on 

obtient un foncteur k* de mod A dans La catégorie mod V des V-modules 
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quasi-cohérents, Mais kx a pour noyau Pa sous-catégorie iocalisante de mod A 

des modules M tels que M = O pour tout p de V -  Ce noyau de k* contient 
P 

C, dbîi un foncteur i de D dans mod V. On dira que D est une catégorie 

à spectre si i est fidèle, i.e. si C = ker k* . La question se pose de 
savoir quand est-ce que i est pleinement fidele ou est une équivalence. Ce 

probleme a été abordé au chapitre III lorsque V est ouvert et resolu dans 

certains cas particuliers. Le but est maintenant de prouver l'énoncé suivant : 

Dans les conditions précédentes, les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

(i) l'ensemble f a une partie cofinale formée d'ideaux de type 

fini, - 
(ii) D est une catégorie à spectre dont le spectre est quasi-compact, 

(iii) D est une catégorie à spectre dont l e  spectre est l'intersec- 

tion d'une famille filtrante décroissante d'ouverts quasi-compacts de Spee A. 

Si ces conditions son+ remplies et si V est le spectre de D y  

intersection de la famille filtrante décroissante d'ouverts ( U i )  quasi- 

compacts de Spec A, le foncteur i de D dans mod V est une équivalence. - 

Si kx désigne le foncteur "Image directe" de la catégorie des V-modules - 
(non nécessairement quasi-cohérents) dans la catégorie des (Spec A, A?-modules 

(non nécessairement quasi-cohérents) , pour tout A-module M, j j ' k  = a m  T ( U .  ,MY 
X 1 

* 
et (j j%r = k k * ( ~ Y .  De plus, jxj cornmute aux limites inductives filtrantes. - x x 

L'équivalence des trois premières assertions se trouve plus au moins 

dans (36). Donnons tout de même une démonstration. 

1 )  (i) implique (iii) .- Pour prouver que D est une categorie à 

spectre, il suffit de voir que si 1 est un idêal dont la racine est dans f , 

alors 1 est dans f. Si la racine de 1 est dans F , eZle contient un idéal 

J de type fini appartenant à F , d'où un entier n tel que 1 eonlenne J ~ ,  

donc I est bien dans F . 
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Le spectre V de D est alors 15ntersection des ouverts quasi- 

compacts D(J) (ensemble des idéaux premiers ne contenant pas J), J décri- 

vant l'ensemble des idéaux de type fini de F . 

2) (iii) implique (i),- On suppose que Y est l'intersection d'une 

famille filtrante décroissante (Ui) d'ouverts quasi-compacts de Spec A. 

Alors Ui est l5nsemble D(J.) des idéaux premiers ne contenant pas un certain 
1 

idéal Ji de type fini. D'aprSs ( 4 1 ,  1 2, ex. 18 d), l'ensemble topologisant 

F ' d e s  idéaux de A admettant pour partie csfinal-e les puissances des J. est 
1 

idempotent et nécessairement égal à F en vertu de I ) ,  D'où l'implication de 

(i) par (iii). 

Sous les hypotheses (1) et (iii), tout ouvert Spec A 

contenant V contient l'un des U i 4 n  effet, la sous-catégorie localisante 

CU des M tels que M ~ / U  = O est co-itenue dans ,C, l'ensemble topologisant 

idempotent Fu d'idéaux de A associé est donc contenu dans F . Or 
U = D(J)  où J est un certain idéal de A et J est dans F , donc dans F, u 
donc J contient l'un des J .  et U l'un des U.. 

1 1 

4) (ii) implique (iii) .- Soient U un ouvert contenant V et (Uj) 

une famille d'ouverts quasi-compacts recouvrant U, Comme V est quasi-compact, 

il existe un nombre fini d'ouverts U recouvrant V. L1i:nion de ces 
j 

Uj est 

donc un ouvert quasi-compact de Spec A, contenant V et contenu dans U. Comme 

V est stable par géngrisatlon, c'est une intersection d'ouverts, donc d'ouverts 

quasi-compacts. 

5) Sous l'hypothèse ,(iii), (ii) est vérifié, les intersections des 

ouverts quasi-coinpacts de spic A avec V forment une base d'ouverts quasi- 

compacts de V, tout ouvert quasi-compact de V est intersection d'un ouvert 

quasi-compact de Spec A et de V, enfin, si V P  est un ouvert quasi-compact 

de V, union d'une famille (V;) d'ouverts quasi-compacts de V, il existe - 
une famille (U;) d'ouverts quasi-compacts de Spec A, d'union U' quasi- 
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compacte, telle que l'on ait V' = Vf7 U '  VD = V P i U '  
J î "  

Il est clair que les intersections de V avec les ouverts quasi- 

compacts de Spec A forinent une base d'ouverts pour V, Si V h s t  un ouvert 

quasi-compact de V, c'est une union finie de V f 3 U  oil les U sont des 
j j 

ouverts quasi-compacts de Spec A, donc V' - V A U ,  oii U est l'union des 

U .  et est donc bien un ouvert quasi-compact de Spec A. Inversement, soient 
J 

U" un ouvert quasi-compact de Spec A et (Ut.@) une famille d'ouverts quasi- 
J 

compacts de Spec A tels que V" V V U" soit 1 "nion des V! = V n TJtt 
J j "  

Remplaçant les U" par les U " f \ U H  on peut supposer que Ut'  contient les 
j j ' 

u". L'union des U" est un ouvert de Spec A contenant V', donc par 3 1 ,  
j j 

contient un ouvert quasi-compact U t  de Spec A contenant V'. On remplace 

les Ut'  par les U !  = U s  n sont quasl-compacts. Comme U '  est quasî- 5 .l 

compact, il existe un nombre fini de U !  recouvrant u ' ,  donc un nombre fini 
J 

de V' recouvrant V', d'où la quasi-compacitg de V s  et aussi l'ensemble du 
j 

résultat annoncé. 

6) Dans le cas où V est un ouvert quasi-compact de Spec A, Pe - 
x 

foncteur jxj commute avec les limites inductives filtrantes. 

Ce ~ésultat est trivial si V = D(f), ensemble des îdEaux premiegs ne 

contenant pas un certain élément ,+ de A. Dans le cas génGral où V est ilne 

union finie d'ouverts D!f .) , pour tout A-module M ,  j j% = T (v,MN) - 
J x 

= lim ( l k 1  + M 1. Le résultat vient de ce que les Limites inductives filtrantes 
f. - 5 - 3  J 

f f 
j k 

cornlutent avec les limites projectives finies. 

7) Dans le cas général où V est l'intersection d'une famille fil- 

trante décroissante d'ouverts q#asi-compacts ( U i )  de Spec A, on aura 
\ 

- 
iY j j% = lim T ( U .  ,MY et le foncteur j commute aux limites inductives 

W ---j. 1 

filtrantes. 

La deuxième assertion résulte de Ea première et de 6). On note 6, 
L 

la sous-catégorie localisante de mod A des A-modules M tels que M I I / u ~  = O 

et F.  lPensemSle tapologisant idempotent d'idéaux de A correspondant. Il 
1 
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est clair que le morphisme canonique de M vers j,j% se factorise à 

travers 9 ?? (ui,M*1 Il suff it de voir que % I?(Ui,M<\1 est C-fermé. 

Par ( 4 ) ,  5 2, ex. 18 d) , l'union des Fi est un ensemble topologisant idem- 

potent d'idéaux de A, n~cessairement égal à f. Soit 1 un idéal de F, 

il existe i tel que 1 soir dans F .  . Pour i 2 i les ~ ( u ~ , M Y  sont 
O 1 O y 

O 

Ci -fermés, donc, par 6) , i (ui ,MY sera Ci -fermé, donc 
0 O 

Hom(i,% r(ui,~?) = r(ui,M"? qui est donc bien C-fermé. 

8) Soit M un A-module. On définit sur la base des ouverts quasi- 

compacts de V le préfaisceau M suivant : si V '  est un ouvert quasi-compact 

de V, r(vt ,M) = lim F(u' ,MN) où U' décrit l'ensemble des ouverts quasi- 
If 

compacts de Spec A contenant V' , En vertu de (1 1), M est 1 image réciproque 
5 

(en tant que préfaisceau) du préfaisceau M* par le foncteur canonique du 

site des ouverts quasi-compacts de Spec A dans le site des ouverts quasi- 

compacts de V. En utilisant (17) ,  chap. 0, (3.2.2), on va prouver que M - est 

un faisceau sur cette base d'ouverts. Il sera alors clair que le faisceau pro- 

longeant M - sur V sera l'image réciproque de MW par l'injection canonique 

de V dans Spec A. - 
On considsre un ouvert quasi-compact V' de V, union d'une famille 

finie d'ouverts quasi-compacts V: de V. On pose V! = V! n ~ i .  Par 5 ) ,  
3 Jk J 

V' = U ' n  V et VI = U! (b V où U' et U! sont des ouverts quasi-compacts 
J J J 

de Spec A, l'union des U' étant Ur. On pose U' = UI nui. Par 3), 
j jk J 

r(vl,M) = &m r(ut n u~,M'*) = iim f-(r(u:nui9~N) + r(u! n u i , ~ Y )  = 
1 

* 
1 ~ , j k  J Jk 

- im(lim r(U! ~ u ~ , M ~ )  -+ lim ~(U!-~U~,M?) = f-  (F(V' M) + ( v  ,Ml). On a -L-? J 
J ,Jk 1 

-7-+ Jk 
1 J ,jk j ' jk 

utilisé le fait que les limites inductives filtrantes cornmutaient avec les 

limites projectives finies. 

9) Pour tout A-moduli M, on a (j j ' k l N  = k  MY . - 3E X 

w nl Soit f un élément de A. Par 7), on a r(o(f),(jxj M) ) = ( j ~ % ) ~  = 

= lim(r (ui ,MY), = S m  ï? (D(~)~u~,M? = T(D(f) ,k kX(~j), d'où l'égalité annoncée. 
af 3E 

Si on désigne par b le foncteur qui à un A-module M associe le 
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(Spec A,kQ)-module e t  par  r son a d j o i n t  à d r o i t e ,  on a b j* = k i ce 
?E 

q u i  prouve que i e s t  pleinement f i d è l e .  

10) Le f anê t eu r  i ést une équivalence.  

S i  un V-module M e s t  a t t e i n t  p a r  i , on a M = i j %  où M e s t  un 

A-module C-fermé, d'où r(v,M) = r k M = F b j  J% = M , d'où M = I~*(F(v ,M))  = 
s 3? 

= kX(~(v ,M)%) e t  k M = (r(v,M))% . * 
S o i t  M un V-module quasi-cohérent.  Comme V e s t  quasi-coapact, on 

a un recouvrement ouvert  de V p a r  un nombre f i n i  d 'ouver t s  V n ~ ( f  ) , où l e s  u 

f  sont  dans A t e l s  que,  pour t o u t  u , on a i t  des s u i t e s  exac tes  : 
u 

où kX e s t  l e  fonc teur  image réciproque a l l a n t  de mod(Spec A,A"") vers  l a  
u 

ca t égor i e  mod(V n D ( f u ) )  . On adopte pour V  AD(^ ) l e s  mêmes no ta t ions  que 
U 

pour V , mais a f f e c t é e s  de  l ' i n d i c e  "u" . Ains i ,  l e s  fonc teurs  i de 
u 

mod A/CU v e r s  mod(V n D(fU))  é t a n t  pleinement f i d è l e s  par  9 )  , l e s  

M / v  n ~ ( f ~ )  s o n t  a t t e i n t s  pa r  l e s  fonc teurs  i . On au ra  donc l e s  é g a l i t é s  
u 

kux(M/v n D(fu))  = (r(V n D(fU) ,M))$ . Il s u f f i t  de prouvi r  que k M = 
E 

(r (v,M) 1%' .  POU^ t ou t  f  de A , r ( v n  ~ ( f )  ,M) = J& r (V n ~ ( f f  ) ,M) , niais 
u u 

= r ( v n  ~ ( f f  ),MI = r ( v  r )  ~ ( f f  ) , M / v  n ~ ( f  1) = r ( ~ ( f f ~ )  .ku$/v 0 n ( f U ) )  = 
u u u 

= ( r  (V n D(fU) ,hi))£ . Comme l a  l o c a l i s a t i o n  en  f commute aux l i m i t e s  projec-  

t i v e s  f i n i e s ,  on a I'(D(f) ,k M) = I'(V n D(f) ,M) = e ( r ( V  n D ( f u )  ,MI), = 
3e u 

= (e T(V n ~ ( f  = (r(v,M))£ = r(D(f) ,(r(v,M))') .n'où l ' é g a l i t é  aanon- 
u u 

cée . 
Le théorème e s t  a i n s i  démontré. 



BIBLIOGRAPHIE. 

(1) B. BALLET, Topologies linéaires sur un anneau cohérent, C.R. Acad. Sc., 

t. 270, 1970, p. 1209. 

(2) N. BOURBAKI, Top. Gén., Chap. 1, Appendice. 

(3) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 1, § 2. 

(4) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 2. 

(5) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 3, § 2. 

(6) N. BOURBAKI, Alg. Comm., Chap. 6. 

(7) N. BOURBAKI, Alg., Chap. 2. 

(8) N. BOURBAKI, Alg., Chap. 8. 

(9) P. GABRIEL, Thèse, Bull. Soc. Math. Fr., 90, fasc. 3, p. 323-448. 

(10) P. GABRIEL et N. POPESCU, Caractérisation des catégories abéliennes 

avec générateurs et limites inductives exactes, C.R. Acad. Sc., t. 258 

1964, p. 4188. 

(1 1 )  J. GIRAUD et J.L. VERDIER, Séminaire M. Artin-A. Grothendieck, 

I.H.E.S., 1963-64. 

(12) R. GOBLOT, Catégories modulaires, C.R. Acad. Sc., série A, t. 267, 

1968, p. 380. 

(13) R. GOBLOT, Catégories modulaires ayant assez d'objets projectifs, 

C.R. Acad. Sc., série A, t. 267, p. 461. 

(14) R. GOBLOT, Catégories modulaires comutatives qui sont des catégories 

de faisceaux q.uasi-cohérentes sur un shéma, C.R. Acad. Sc., t. 268, 

1969, p. 92. 

(15) R. GOBLOT, Sur les anneaux linéairement compacts, C.R. Acad. Sc., série A, 

t. 270, ,1970, p. 1212. 

(16) A. GROTHENDIECK, Sur quelques points d'algèbre homologique, 

Tohoku Math. J., 9, 1957, p. 119-221. 

(17) A. GROTHENDIECK et J. DIEUDONNE, Eléments de Géométrie Algébrique, 

Chap. 1, I.H.E.S., 1960. 

(18) A. GROTHENDIECK et J. DIEUDONNE, Eléments de Géométrie Algébrique, 

Chap. O du Chap. 3, 13, no 2, I.H.E.S., 1961. 



(19) C.U. JENSEN, Homological dimension of # o-coherent rings. Math. Scand. 
20, 1967, p. 56-60. 

(20) C.U. JENSEN, On the vanishing of l.&(i); J. of Algebra vol. 15, no 2, 1970. 

(21) D. LAZARD, Thèse, Bull. Soc. Math. Fr., 97, 1968, p. 81-128. 

(22) H. LEPTIN, Linear kompakte Moduln und Ringe, 1, Math. Z., t. 62, 

1955, p. 241-267. 

(23) U. OBERST, Duality theory for Grothendieck categories and linearly 

compact rings, J. of Algebra, 13, 1969. 

(24) R. RENTSCHLER, Sur les modules M tels que Hom(M,.) commute avec les 

sommes directes, C.R. Acad. Sc., série A, t. 268, 1969, p. 930. 

(25) J.E. ROOS, Sur les foncteurs dérivés de e. Applications, C.R. Acad. Sc., 
t. 252, 1961, p. 3702. 

(26) J.E. ROOS, Caractérisation des catégories qui sont quotients de caté- 

gories de modules par des sous-catégories bilocalisantes, C.R. Acad. Sc., 

t. 261, 1965, p. 4954. 

(27) J.E. ROOS, Sur les foncteurs dérivés des produits infinis dans les 

catégories de Grothendieck, C.R. Acad. Sc., série A, t. 263, 1966, p. 895. 

(28) J.E. ROOS, Sur la condition AB 6 et ses variantes dans les catégories 

abéliennes, C.R. Acad. Sc., série A, t. 264, 1967, p. 991. 

(29) J.E. ROOS, Locally noetherian categories and generalized strictly 

linearly compact rings. Applications, Springer Lectures Notes. 92, 1969. 

(30) J.E. ROOS, On the structure of abelian categories with generators and 

exact directed limits. Applications. A paraître. 

(31) L. SILVER, Non commutative localizations and applications, J. of 

Algebra, 7, 1967, p. 44-76. 

(32) Bo STENSTROM, Coherent rings and FP-injective modules. J. London Math. 

Soc., ser. 2, 1, 1970. 

(33) R. BKOUCHE, Thèse, Bull. Soc. Math. Fr., 98, 1970, p. 253-295. 

(34) J.E. ROOS, Locally distributive spectrale categories and strongly regular 

rings. Report of the Midwest Category Seminar, Berlin, 1967, p. 156. 

(35) 0. GOLDMANN, Rings and modules of quotients, J. of Algebra, 

(36) M. HACQUE, Remarque sur les épimorphismes d'anneaux, C.R. Acad. Sc. 

série A, t. 268, 1969, p. 


