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A V E R T I S S E M E N T  

Le t r a v a i l ,  dont  ce mémoire e s t  un résumé, é t a n t  t r o p  

volumineux, nous avons é t é  amenés à l ' e f f e c t u e r  en équipe, ce 

q u i  a  demandé un par tage  des t ravaux  e n t r e  Monsieur PLATEAU e t  

moi-même. 

B ien que chacun d ' e n t r e  nous se s o i t  occupé p l u s  spé- 

c ia lement  de c e r t a i n e s  méthodes, l e s  mises au p o i n t  constantes 

e t  l e s  d iscuss ions  f a i t e s  en commun sous l a  d i r e c t i o n  de 

Monsieur HUARD, q u i  décou lè ren t  de l ' é t u d e  de chacune d ' e l l e s ,  

ont  p r i s  une p a r t  dé te rminan te  dans n o t r e  t r a v a i l .  

E l l e s  nous o n t  permis en p a r t i c u l i e r  de m o d i f i e r  de 

façon s e n s i b l e  une méthode e t  de l e s  p r é s e n t e r  t o u t e s  dans un 

cadre commun a f i n  d ' e n  f a i r e  une étude comparat ive théor ique .  

Ce q u i  f a i t  q u ' i l  nous a  é t é  t r è s  d i f f i c i l e  de sou l i gne r ,  

dans l e s  r é s u l t a t s  présentés,  l a  p a r t  de chacun. 

Auss i  avons-nous c h o i s i  l e  p r i n c i p e  d 'une p r é s e n t a t i o n  

commune. 
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I N T R O B U C T I Q N  

Corne l e  suggdre son nom, le  pmbldme du Knapsack e s t  celui du 

rempZissage d'un sac par des objets de volumes e t  de valeurs connus, la 

comnde  de ces objets  pouvant se fa im ,  éventuellement, en plusieurs exem- 

plaires. Le probldm sera donc de sélectionner certains objets  parmi d'au- 

tres,  & façon d obtenir la  valeur globale mzzimwn, pour ce t t e  sélection, 

tout en respectant bien entendu Za capacitd du sac. 

Ce pmbl4me peut toud'ours se ramener à celui 03 chaque objet  

ne peut ê t re  pris qu'une seule fois, ce qui revient à dire que la variable 

associée ne peut prendre que les  valeurs O ou 1 . Pour cela, s i  un objet  

peut ê t re  pris en plusieurs exemplaires, i l  s u f f i t  de considdrer ces exem- 

plaires comme autant d'objets d is t inc ts  de même volwne e t  de même valeur, 

üne application directe de ce problame du Knapsack e s t  l e  probtè- 

me de lr&quipernent optimwn : choisir certains types de machines de capacité 

j o u m u l i è ~ e  e t  de coût ~onntds. La fonction d minimiser sera la some des 

cou"ts &a muchiszcs~ choisies. D'autre part, l es  types de machines choisie8 

deu~orrt pemt t - re  dPatteEn&e la capacité j o m l i d r e  ddtemninée par les  

besoins de Z,'usine, 

Lkk iZisu t ion  de ce probl2me dans l e  cadre de la résolution d'un 

probt&me de dt5coup.e e s t  exposée pa" GENVYS r9] e t  GILEXlRE ET WWRY 

r12 d 351 . De pix2g3 ct?rtétins travaua: t rds  rdcents exposent la  maniére 

de r m n s r  m p~obZÈird de progrmution lindaire en nombres ent iers  à upz 

pmbt2m ch Kre<paétck 143 . 
Lefi mdt;t,l&o compar6es sont des méthodes d i tes  de "Branch and 

Born$'' ou pl"'dntun6mtion inpl ic i te"  ou encore "arborescentes". Gdn&rcile- 

ment, eZtes &nm&nt t e v s  de calcul assez i q o r t a n t  non pas pour 



&terminer m e  sstut;ion optimale m i s  pour pouvoir a f f i m r  qu ' e t  t e  2 ' e s t  

e f fec t iuemnt .  

&'énmdmtion r&sLLs de toutes les  cornbimisons posaibles de n 

variabtes demmdant m nombrs inpreseionnant d'opémtions 1.2") t e  but 

essentiel  de I'énwndration inpZicite e s t  d f & ~ t e r  ce t te  énwndration effec- 

t ive.  Par eonsdquenk, la n%d&bde la plus efficace sem cel le  qui trouvera 

2 Poptirmm aprds peu de catculs e t  pemettra d t a a f i m r  rapidement que celui- 

c i  e s t  a t te in t .  

Dans ce qui sui t ,  apr&s avoir donné, dans l e  chapitre 1, un en- 

semble & d&p?:nitions e t  exposd succinctement l e  principe géndral des métho- 

des dtuâikes, nous &veZoppons 2 'k t& de chacune d'elle8 (chapitres II d 

V I I )  . 
Seule, la mdthode? & GREENBERG e t  HECERICH Cl91 a pour but & 

résoudre l e  p~obZdme spdcifique du Knqsack, l 'objet  des Pnéthodes de 

GEOFFRION ~10,11] e t  de cel le  de FAURE [7] étant de rdsoudre des pro- 

grammes linéaires queZconques en variables bitratentes. 

De plus. cel le  de SAUNDERS e t  SCHINZINGER [2,a permet de prendre 

en co.pte les  vamables entidres. C'est cet te  dernidre méthode que nous 

atm8 &twdZt?e plus particulidrement; nom lu i  avons apport6 des mdif ica-  

t ions qu< ?'on& sensiblement amdlî:orée dans le  ca&w des variabtes O - f . 
Aprde czwiiq ,mk en paraZZdZe l e s  s i x  mdthodes (Chupitre YIIII, 

nous dtdiiono l e  cas très  particulier d'm ppablame de Wapsack pour lequel 

te  gradient & l a  fonction dconoinigue e s t  yarcztlèle d celui de la contrain- 

t e  ( C h p Z e ~ e  1x1. 

P x k ,  dana; le chapitre ;il, nous ezposons l e s  rdsultata obtenm 

au cowa &s nodrez~crea eqÇrmences e4jcecix.&ea avec les  différentes dthodes,  

résul tats  qui pemet.t-ent en particulier m e  comparaison e n t ~ e  ce 2 les-ci . 
EnfZn, en annexe, on trouvera en particulier Zes &rrwnatrations 

de pmpfiéG&e utilibzdes dQns la & d è m e  méthode de GEOFFR-IQP, ainsi que 

QWLQWR c~n8i&mtion8 SW Z ' u t i l i sa t ion  Bs î~ méthode de BRADLEY. 



NOTATIONS ET DEFIIJITIONS 

1-1. - NQTATIONS 

M : ensemble des entiers positifs ou nuls 

Z : ensemble des entiers relatifs 

IR : ensemble des réels 

R+ : ensemble des réels positifs ou nuls 

d : ensable des réels strictement positifs 

IRE : ensemble n d où C est un ensemble dl indices. je E 

Soit u un vecteur ligne et v un vecteur colonne, tous 
deux indices par un ensemble J , alors : 
j u : élément j de u (j c J) 

v 
j 

: elément j & v (j c J) 

J 1  : sous-vecteur de u ccsnposé des éléments dont les u 

indices appartiennent au sous-ensemble J 1  de J 

VJf : SOUS-vecteur de v cariposé des éléments dont les 
indices appartiennent au sous-ensemble J' de J 

e : vecteur colcmne de dimension convenable ( 1 J 1 par exernple) 

tel que e = 1 Y j e J 
j 

[r] : partie entière de r E: IR . 



1-2. - FORMULATION 

n 
Max 1 f j  x 

j=i  j 

L c R  , 1' e iR donnés de signes quelconques I_ 

Considérons le problème 

A l'aide de changements variables de la forme x! = 1-x on 
J j ' +  

peut toujours obtenir des coefficients f j  positifs ou nuls. Alors J 

désignant 1 'ensemble des indices des coefficients ej positifs 
- 

(J* = cjlei > 0 ) )  et J celui des coefficients négatifs ounuls 
- 

(J- = {j je' 4 0 ) )  , si l'ensemble J est non vide, on a toujours intérêt 

à attribuer la valeur 1 aux variables dont les indices lui appartiennent. 

n 
1 ej xj r L 

j= 1 

X. = O OU I j = 1 , .  ..,n 
J 

En effet, les coefficients fJ étant toujours non négatifs, 

ces attributions augmentent la valeur de la fonction économique de C - £ j 

et le second membre L de la quantité positive C -leJ [ . jeJ 
j&J 

Cette augmentation de la valeur L du second membre permet à un plus grand 

nombre de variables dont les indices appartiennent à J* de prendre la 

valeur 1 . 

IL suffit, par conséquent, de prendre en considération le 

problème suivant : 



(P.B.) 

L € ( R  , ej R: donnés. 

II est à remarquer que le problème est impossible si L < O, trivial si L = O et 

que s'il existe des coefficients eJ tels que 1' > L , alors la variable 

correspondante qui ne peut prendre que la valeur O , peut être éliminée 

de (P.B.). 

En introduisant la variable d'écart, il peut encore se formu- 

ler ainsi : 

(P.B.) ' 

1 donnés 

Avec la nséation matricielle, il s'écrit : 



Max fx 

lx = L 

X. = O OU 1 j = 1 ,  ..., n 
(P.B.) ' 3 

x E N  n+ l 

f  E /Nn+ l donnés 

On associe au problème (P.B.) le problème en variables 

continues et bornées suivant : 

O 6 x .$ 1 j  = l,e..,n 
j 

* * 
f j  E N , 1' E R+ , L E R+ donnés 



1 - 3. - DEFINITIONS. 
.ni En désignant par S = { X E  iR lx. = 0 ou i , j = 1 , 2 ,  ..., n3 

1 - 
l'ensemble des sommets du cube unité, on appellera, par abus de langage, 

solution du problème (P.B.) tout élément x de S . 
Une solution réalisable du problème (P.B.) sera une solution 

x telle que : 

On pose : 

n 
R = {x c S (  1 4' x. ,< L )  : ensemble des solutions réalisables de (P.B.) 

j= 1 J 

* n * 
A(X ) = {x S I  -1 f j  X .  > A 1 : ensemble des solutions de (P.B.) correspon- 

J = I  3 

* 
dant à une valeur de la fonction économique supérieure à X , meilleure 
valeur connue associée à une solution réalisable de (P.B.). 

n 
j Une solution réalisable telle que f x. = maximum, s'appellera 

j= 1 J solution optimale de (P.E.). 

On pose 

E 
§(E) = {x, c R l x  = O ou 1 il j E E} pour tout sous-ensemble E 

j 

de { 1 ,  ..., n} . 
Etant donnés un sous-ensemble VF de 1 n et un élément 

%F 
de S(VF) , on notera : 

- - 
E(VF,%) = {x C- §lxw = sous-ensemble de solutions dont les 



- 
composantes x ont la valeur définie x , V j E: VF . Les variables 

j j 
x d'indices j appartenant à W s'appellent des variables fixées. 
j 

- 
Si nous notons VF = ( 1 ,  ..., n) - VF , nous sommes amenés à - 

partitionner VF en distinguant deux catégories de variables : 

1. -  les variables imposées : Une variable imposée x est - j 
telle que ( x . 1 ~ ~  E ( V F , x V F ) n R )  = ( r )  avec E = O o u  1 

J 
(cet ensemble est réduit à une seule valeur). 

- 
Cela signifie que, sous l'hypothèse xVF = xVF une solution 

x ne peut être réalisable que si sa composante d'indice j a pour 

valeur E . 

N e B . -  On peut remplacer la condition de réalisabilité par la condition 

d'amélioration de la valeur de la fonction économique, c'est-à-dire rem- 
* 

placer R par A(x ) ; on peut également considérer une combinaison 

des deux conditions. 

Par abus de langage, on désigne par V I  1 'ensemble VI(VF,%) 

des indices des variables imposées. 

2.- les variables candidates : Une variable x. candidate 
3 

est telle que jx. lx r E(vF,%) 1 = (O, I }  , c'est-à-dire 
3 

qu'a priori, x peut prendre l'une ou l%utre des valeurs 
j 

O et 1 .  

Etant donnés VF et , on est donc conduit à remplacer 

VF par un ensemble plus grand V F '  constitué par VF C1 V I  , nouvel 

ensemble d'indices de variables fixées. 

Alors %' est composé uniquement de variables candidates 

parmi 1esquel.les une variable d'indice s sera sélectionnée suivant des 

critères propres 2 chaque méthode. On fixe cette variable sélectionnée - - 
2 une valeur x . 

S 

- 
La selection de x , donc la fixation de sa valeur à x 

S s 
conduit à modifier I "ensemble V F '  pour obtenir VF" = V F W  (SI et 



aborder une nouvelle étape de l'algorithme : 

- 
VF et xVF donnés 

- 
@ VF = VI UT 

VI : ensemble des indices des variables imposées 

sous 1 'hypothèse (VF ,-%) . - 
@ VF' = V F V  VI 9 Zv = VI : 

ensemble des indices des variables candidates 

@ sélection de x , s E E' s - 
attribution de la valeur x à la variable x 

S s 
@ VF" = VF' u {SI et - 
@ étape suivante avec le couple (VF",>~F,~) donné.. . 

- 
Remarque.- On peut partitionner E(VF1,xVF,) de la façon 

suivante : 

v h c tF' , E(vF~,<~,) = E(VP u jh) ,CI) u E(W' t.j , ] -QI  . 
N.B.- La d6composition d'un vecteur colonne sera toujours représentée en ligne. 

En particulier. pour h = s , on a : 
- - - 

UVFI ,xVF,) = E(VF",<~,~) U E(VP", (%F, I-x~)) 

- 
Donc, si on attribue la valeur x à la variable sélectionnée 

s 
x 
S ' il est clair qu'une fois l'énumération des solutions de E(VF",<~,~) - 

achevée, il faut attribuer la valeur 1-x à la variable x afin d'énu- 
s 5 

mérer toutes les solutions de E(VF' ,>bFl) en énumérant celles de - 
E ( v F ~ ~ , ( ~ ~ , , ~ - ~ ~ ) )  . 

- 
Sous les hypothèses (VF1,xvF1) , cela revient à sélectionner 

pour la seconde fois - parmi les variables candidates (d'indices j c E') 
la variable xs qui demeure ainsi une variable fixée mais avec une autre 

valeur. 



On pose enfin : 

E 
T(VF,~~,A ) = E(vF,~~~) n R ~ A ( A * )  

x*(V??) : élément de E(vF,%) tel que : 

j: a Y . x : élément de R tel que fx = X (solution optimale de (p.II> 

en fin d'algorithme) 

. 2 : solution optimale du problème (P.C.B.) 

1.4.- PRINCIPE DES METHODES.- 

L'idée de base des méthodes est de former des ensembles de 

solutions du type E (vF,%) et d'en éliminer qui, a priori, ne peuvent 

contenir de solution optimale ou réalisable. 

Supposons qu'à une étape donnée d'un algorithme, p variables 

soient fixées. 

On a donc IVF[ = P et l'ensemble E(VF,X ) comporte 2n-F 
VF 

éléments; il faut alors donner des valeurs aux variables d'indices appar- - 
tenant à VF afin d'obtenir, si cela est possible, une solution x ap- 

partenant à T(vF,%,A*) . 

Bien qu'ayant des formes différentes dans chaque méthode, les 

tests ont tous pour but : 

- soit de conclure que la solution optimale de (P.B.)  n'ap- 
- 

partient pas à E(VF,X~~) , c'est-à-dire que 
* 

T(vF,X~~,A ) = 0 . Il est évident que si E(vF,;~) f l  R = fl 
- * 

ou E(VF,X ) n ~(h*) = @ , alors T(VF,xVF,A ) = @ . (Dans 
W. chaque algor~thme, les tests seront à rapprocher avec le prin- 

cipe d'évaluation de la S.E.P. 1241 ) .  



- soit de déterminer une solution x appartenant à 
* 

T(VF,%,A ) , si cet ensemble est non vide. 

Remarque.- Dans certains cas, les tests ne peuvent conclure 
n 

que T(vF,%~,A ) est vide (bien que cet ensemble le soit effectivement). 

Il est alors possible (méthodes autres que celles de Geoffrion), d'obtenir 

une solution appartenant à E ( w , ~ )  f l  R qui n'appartienne pas à 

E(vF,%~) n A(A*) , donc qui n'améliore pas la meilleure solution déjà 

trouvée. 

Pour ce faire, les tests déterminent parmi les variables d'in- - 
dices appartenant. à VF : 

- .-celles qui doivent avoir une valeur imposée (c'est la 
construction de l'ensemble VI). 

- la variable sélectionnée d'indice s parmi les variables 

candidates. 

L'ensemble VF est ainsi augmenté de l'ensemble VI U {SI . 
Exception faite de la méthode de Greenberg et Hegerich, on verra que dans toutes 

les méthodes, si la solution x associee (dans le déroulement de l'algorithme) 

2 l'ensemble 

est réalisable, elle est toujours telle que : 

~orsqu'une solution realisable x est ainsi déterminée, il 

faut comparer la valeur associée de la fonction économique avec A* 
béthodes autres que celles de Geoffrion; dans ces dernières, x appar- 

tient nécessairement à T (VF ,%, A*)] , 

Lorçqu'un test a indiqué qu'il est inutile de continuer l'énu- 

mération à partir de (VF,-%) , il faut modifier le couple (vF9GF) 



et reprendre 1 'exploration à partir du nouveau couple (vF",<~,,) 

défini comme suit : 

On considère la dernière variable x qui a été sélectionnée s 
une seule fois, sous des hypothèses (VF1,GV) . Si on lui a attribué 

- 
la valeur xs lors de cette sélection, on la sélectionne à nouveau pour 

- 
lui attribuer la valeur 1-xs ; comme nous l'avons déjà vu, x demeure s 
une variable fixée mais avec une autre valeur : 

A partir du couple (VF,GF) , où VF a la forme suivante : 

VF = VF' U (s) U V 1  

avec VI : ensemble d'indices de variables imposées et de variables qui 

ont été sélectionnées deux fois pl e s t  à noter que, pour *faciLi ter  la  

su i t e  de l 'exposé, ces dernières variables pourront e"tr~ également appe- 

Zés variabZes imposées] , on obtient finalement le couple : 

puisque les variables qui ont eu une valeur imposée à la suite de la 

première s6Zection de x n'ont plus lieu d'être imposées et quittent 
S 

I'ensemble des variables fixées. 

Un couple ( v F . < ~ )  étant donné, 
- 3 

si T(VF.%F,h ) = O 
et si toutes les variables fixées sont des variables 

imposées (en considérant les variables qui ont été 

1 s6lectlonnées deux fois comme des variables imposées) 1 alors, toütes les  soTutions susceptibles d'améliorer 
* 1 l a  valeur ont été testées. 

L----- 



Démonstration. - 
Supposons que IVF 1 = p et que, pour simplifier, VF = El ,. . . ,pl. 

On peut donc poser : 

- - - 
V F = W  U{p)=Wp avec W = { l ,  ...,p- l}===Sx~p= (xw ,xp) 

P- 1 P- 1 
'p- 1 

Considérons alors : 

Y 
1 .- Par hypothèse, T(VF,%,A ) = 0 , il est donc inutile 

de continuer l'exploration avec le couple (vF,<~). 

2.- La variable d'indice p étant imposée, 

ou bien cette variable a été sélectionnée deux fois 

sous les hypothèses (wp- l 9 +J ) et alors toutes les 

solutions de P- 1 

E(VP, (G 1 -  ) ont déjà été testées, 
P- 1 

P - 
ou bien cette variable a eu la valeur imposée x sous 

P 
des conditions de réalisabilité ou d'amélioration de la 

valeur de la fonction économique; cela signifie qu'il 

est inuclle de considérer l'ensemble de solutions 

D%pr@s les résultats de (1) et (2) , on peut conclure que - 
toutes les solutions de E(Wp- I yXW ) ont été testées. 

P- 1 

On peut continuer ce raisonnement avec : 

avec h = p-1, ..., 2 

pour aboutir à la conclution suivante : 

Toutes les solutions de E ( W ]  ,$ ) = E(I 1 )  , X I )  ont été testées. 
1 



En remarquant que 

et en employant la même démonstration que précédemment, on déduit la 

conclusion du théorème. 

Remarques. - 

1.- Dans chacune des méthodes exposées (exceptée celle de 

Greenberg et Hegerich) on démontrera qu'une solution réa- 

lisable x déterminée sous les hypothèses (vF,%) est 
n 

telle que fx = fx (VF). Il faut, dans ces conditions, 

modifier le couple (VF,lbp) selon le processus établi 

plus haut. 

2.- Le démarrage de tous les algorithmes (exceptés ceux de 

Saunders et Schinzinger (amélioré ou non)) se fait avec : 

VF = et A* = min fx = O 
xe S 

3.- Si, au départ d'un algorithme (avec VF = d) il existe 

des variables dont la valeur doit être imposée, ces variables 

sont définitivement fixées et peuvent être éliminées du 

problème (P. B. ) . 
4.- Résoudre le problème (PCB.) et considérer la solution réalisa- 

ble la plus proche de ça solution optimale n'aboutit bas, 

dans la plupart des cas, à une solution optimale du pro- 

blème (P.B.) : 

Exemple : Considérons : 

Max z = 5x1 + 6x2 

4x + 5x ,< 6 
1 2 

X1,X2 = O ou 1 



- X = (1,0.4) et 2 = 7.4 
O O - x = (1,O) élément de R le plus proche de 2 ; z = 5 
* * - x =(0,1) et z = 6  . 

1.5.- RESOLUTION DU PROBLEME (P.C.B.1. 

La résolution du problème (P.C.B.) se fait par la méthode 

simpliciale qui se réduit dans le cas d'une contrainte à l'algorithme 

suivant : 

Posons J = J ,  = ( 1 ,  ..., nl 
Le problème ne comportant qu'une seule contrainte, toute base 

réalisable, donc, en particulier, la base optimale I de (P.C.B.), se 

réduit il un seul élément qui doit correspondre à un coefficient non nul de 

la contrainte 

@ Détermination de 1 'indice i de J I  tel que : 
1 

i 
f 1 
- =  fj 
i max 11.1 
e l  jrJi eJ 



i 
1 o u b i e n  4 < L x = I Aller en @ 

1 I 
i 

1 
ou bien 1 = L ==la solution x = 1 et x. = O V. f i l  

1 
1 3 9 

est à la fois optimale pour (P.C.B.) et (P.B.) 

qui est ainsi résolu d'entrée. 

i 
Remarque.- Il est impossible que 1 ' > L d'après les hypothèses 

de départ. 

@ Détermination de l'indice i de J2 = JI - { il} tel que 
2 

i 
f - =  max {Y] f j 
ti2 jcJ2 eJ 

i i 
2 

ou bien 1 ' + 1 < L x = 1 Aller en @ 
1 2 - 

i i 
ou bien 1 ' + 1 = L ~ - 3  le problème (P.B.) est résolu 

et a pour solution optimale 

avoir une valeur comprise entre O et I . 

@ Détermination de l'indice i de Jk = - 
k Jk-i (ikel) 

tel que : 

k i .  
o u b i e n  1' L 3  < L W  x .  = 1 Aller en @ 

Zk 
---- 

j= 1 



k i 
ou bien 1 1 j = L ==e l e  problème (P.B.) e s t  r é s o l u  

j- 1 

e t  a  pour so lu t ion  opt imale : 

k i 
ou bien 1 j > L 1 = { i t l  , l a  va r i ab l e  x .  

j= I lk 

d o i t  a v o i r  une va l eu r  comprise en t r e  O e t  I . 

Supposons a l o r s  que l a  s o l u t i o n  opt imale de (P.C.B.)  ne s o i t  

pas opt imale pour (P.B.) e t  q u ' e l l e  s o i t  obtenue à l ' é t a p e  k . 
Notons 1 = { i l  = { ik}  . i e s t  donc l ' i n d i c e  de base,  il e s t  

t e l  que ti + O . 
La s o l u t i o n  opt imale 2 de .(P.C.B.) e s t  donc d é f i n i e  par  



CHAPITRE II 

METHODE DE FAURE [7] 
---------------- 

II-?=- INTRODUCTION. 

L'idée de base de cettesméthode est d'améliorer une solution 

courante qui est maintenue constamment réalisable. Pour ce faire, certains 

tests effectués tant sur la fonction économique que sur la contrainte, 

permettent d'attribuer des valeurs imposées à certaines variables, compte 

tenu des variables déjà fixées. 

En particulier, la première solution courante x correspond 

à la minimisation de la fonction économique sur S : 

* 
fx = min £y = O = A ( x  = 0) 

Y ~ S  

Durant l'exposé de cette méthode, les coefficients fJ ( j  = 1 ,. . . ,n) 
de la fonction économique, seront supposés être dans l'ordre décroissant de 

leurs valeurs. 

Le  problème considéré est donc le suivant : 

l- 
n 

Max 1 fj X. 
j= 1 J 

(P.B.) 



- 
11-2 . -  CONDITION SUFFISANTE D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,xVF) : 

THEOREME 1. - Etant donne un coupze (W ,%) > 

* v x E E(vF>%) £X r< A 

r e l a t i o n  ( 1 )  

donc : 

II- 3. - VARIABLES JPIPOSEES 

N.B.- Nous pouvons f a i r e  l 'hypothèse L(w,-%) 8 O c a r  nous verrons - 
par  l a  s u i t e  (propos i t ion  1)  que, quelque s o i t  l e  couple (VF,xm) 

considéré,  c e t t e  i n é g a l i t e  e s t  v é r i f i é e .  

11-3-1.- VasiabLes imposées à l a  valeur O .  

THE ORE ME^.- S i  j k  r:VP t e t q u e  l V F G + , t k > >  (2) 

Ddmonstration.- En a t t r i b u a n t  l a  va l eu r  < = I à l a  v a r i a b l e  

d ' i nd ice  k , d 'après  (2)  , on a r 



- - E(VP U (k) >-% 
W (k 1 n R . d  si % = I  . 

- 

Par contre, en attribuant la valeur x,- = O à la variable 
K 

d'indice k , la solution 
= (G bP t k l s  k-(k)) avec 

= O 
j 

j - k est une solution réalisable qui appartient à E(vF,%). 

(puisque L(vF,%) 5 0 )  

< L a  composante d'indice k d'une solution appartenant à 
- 

E(VF,yTFl  E.)n R a nécessairement la valeur O). 

11-3-2. - Var iab les  imposées à l a  v a l e u r  1. 

THEOREME 3,- Si t a  re la t ion  ( 1 )  n 'es t  pas ué r i f i é e  e t  s i  - 1 3 k c VF t e t  quz tVP + tk < L e t  

al L'inégalité (2) n16tant pas vérifiée, on a 

- 
b)  En attribuant Pa valeur xk = O 2 la variable d'indice k , 

d'après (3) , on a : 



- 
Par contre, en attribuant la valeur xk = I à la variable 

1 - Y 
d'indice k , la solution x = (xW,e) appartient à A(A ) puisque 

la relation (1) n'est pas vérifiée : 

(la composante d'indice k d'une solution appartenant à E(vF.%) fl A(A*) 

a nécessairement la valeur 1 ) .  

COROLLAIRE 1.- Si 3 k E t e l  que 

~émonstration. - 
relation (2) vérifiée 4 {xk/x E E(vF,%) f l  R I  = IO} 

* . . . S .  

relation (3) vérifiée fxk/x E E(vF,%) n A(A ) 1 = { I l  

I I -4 . - ' JUf? IhBLE ÇELECTIONNEE. 

Considérons l'ensemble : 

n'après le corollaire 1 ,  si Q # $ , il est inutile de considérer 
X les solutions de l'ensemble E(VF,~ ) puisqufalors T(VF,~~~,A ) = 0 . 

VF 

Mais, dans l'hypothèse où Q = 0 , on considère 



ensemble des indices des variables imposées sous les hypothèses (w,-%) , 
Si on pose VF' = VF U VI , l'ensemble des indices des variables 

candidates est le suivant : 

- - - £VF - k 
VF' = {l< V F I ~  6 L(VF,X~~) et XVF + .l- fj - fk > A*} . 

JE VF 

REGLE 1.- S i  E' e s t  non vide,  on sélectionne la variable 

d' indice s t e l l e  que 

- 1 pour l u i  a t tr ibuer  t a  valeur xs = 1 

- 
Cette règle provient de la remarque suivante : V k c VF' , la 

variable d'indice k peut prendre indifféremment la valeur O ou la valeur 

I . Mais le probleme traité étant un problème de maximisation, on fait le 

choix naturel de fixer à la valeur 1 la variable d'indice s telle que 

N.B.- La variable sélectionnée x aurait pu être choisie de telle 
s 

manière que : 

f f j - - = max{-i.[j e VF') 

ou .es .eJ 

11-5, -  REMARQUES SUR L'ALGORITHME. 

11-5-1. - PROPOSITION 1. - guet que s o i t  l e  couple (W.&) hnnQ, on a 



~émnstration. - 
a) D'après les théorèmes 2 et. 3 et la règle 1 , lorsqu'on - 

fixe une variable d'indice k en lui attribuant la valeur $ 9  O n a  

toujours : 

VF' = VP îJ {k) 

L(VP.%~) - lk < 2 O - L(VF> .%,) :: O avec 
- - - 
]bF' = (lrp Pxk) 

b) Lorsque T(vF.~,A*) = 8 ].'ensemble VF diminue pour obtenir 

un ensemble VF' C VF ; de plus, une variable sélectionnée pour la seconde 

fois prenant la valeur O , on a : 

II-5.-2.- L'algorithme proposé par Faure utilise les propriétés énon- 

cées précédemment avec, toutefois, la restriction suivante : 

à une étape donnée de l'algorithme, à laquelle correspond 

un ensemble VF , on ne cherche pas à définir tous les 

éléments de VI ; par contre, dès qu'un 6lément k @  VI 

est déterminé, on attribue la valeur < à la variable "ic 
et on considère à l'étape suivante le couple 

11-5-3.- De plus, une solution réalisable x ne sera considérée que - - 
lorsqu'un ensemble VF sera tel que VF = @ ; on a alors x = x et il 

VF 
faut naturellement modifier le couple (vF,>~~). 



II-6.-ORGANIGRAMME DE PRINCIPE 

@ variables ordonndes suivant l e s  f j  décmissanta.  

La première solution réalisable considérée est la solution identiquement 

nulle. On pose A* = O et VF = 0 . 
a Soue l e s  hypothèses ( v F . < ~ )  , e s t - i l  possible de t m u v e r  une valeur de 

a( la fonction &conornique supdriewoe à A ? (Thdoréme 2) .  

. O U 1  : Aller en @ 

. NOiY Aller en @ 
- @ Toutes l e s  variabZes sont-elles f ixées ? (i.e. VY = d ?) 

- . O U I  : la solution réalisable x - XV]F ~orreçpond à une valeur de 
* 

la fonction économique supérieure à A . On pose 
* * 

X = f x  et x = x .  

Aller en @ 
. NON : Existe-t-iZ des variables dont la valeur e s t  inposbe par la 

contrainte ? (Théorhe 2). 

O U I  : Si xk (k c VF) est une telle variable, on lui - 
attribue la valeur x = O (VF est augmenté de 

k 
1 "indice k) . 
Aller en @ 

NON : Existe-t- i l  des variables dont la  valeur e s t  imposée 

par la  fonction dconomique ? (Thdorème 3 ) .  

. O W  : Si \ (k E F) est une telle variable, - 
on lui attribue %a valeur xk = 1 (VF 

est augmenté de l'indice k) 

Alter en @ 
MON : On a alors, V 5 c 

{x. / x  E E(vP,%)} = {O, I }  et on sélectionne 
3 

une variable xs , s E %? (règle 1) en 
- - 

lui attribuant Pa valeur x = 1 
8 

Aller en O. 



@ Toutes l e s  variabtes fixées ont-elles des valeurs imposées ? 

. O U I  : fin de l'algorithme 

. NON : On sélectionne pour la seconde fois, la dernière variable 

x qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attribue 
S - 
la valeur x = O (VF est diminué de l'ensemble des indices 

S 

des variables qui ont eu une valeur imposée après la première 

sélection de xQ). - 
Aller en @ 



CHAPITRE III 

METHODE DE GREENBERG ET HEGERICH Cl91 
................................ 

111-1,- INTRODUCTICIN. 

Cette méthode est basée sur la résolution à chaque étape d'un 

problème en variables continues et bornées par O et 1 . 
Durant l'exposé de cette méthode, les coefficients fJ 

j = 1, n )  de la fonction économiqu~ seront supposés être dans l'ordre 
£3 décroissant des valeurs des rapports T . 
CJ 

Le problème considéré sera le suivant : 

n 
j - Max 1 f x. 

j= 1 3 
n 

- 
111-2.- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,xVF) 

111-2-1. - THEOREME 4 .  - Etant donnd un couple (vF,<~) 

si L(vF,<~) c 0 
* 

alors  T(vF,<~,A ) = B 

Démonstration.- Par hypothèse : 

- 
v x c  E(vF.X~F) ex 2 evFX 4 L - e x 6  L(VF,X~) < O 

VF 

- 
W x r E(VF,X~) x d R  

- - * 
==+ E(vF,%) n R = @-=- T(IV,?~,A = @ c.q.f.d. 



111-2-2.-  En tenant compte des variables fixées, le problème (P.B.) 

s'écrit : 

* 
Notons x (VF)- la solution optimale de (P.B. V F ) .  

VF 

Le problème correspondant en variables continues et bornées 

s'écrit : 

i Max f j  x .  
j eTF J 

No tons la solution optimale de (P.C.B. VF) 

* * 
P(VF) = (-%,?(VF)=) et x (VF) = (XVF,x (VF)=) 

Le théorème ci-après, corne le théorème 1 ,  est à rapprocher avec 

l'évaluation par excès qui se fait dans la S.E.P. [241 . 

Démonstration.- Notons qu'il n'est intéressant de résoudre le 
* 

problème (P.B. VF) que s i  x (VF) appartient à T ( v F , X ~ ~ , A * )  , donc s i  

£x*(vF) > A* . 
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2 (VF) VF solution optimale de (P.C.B. VF) 

n 
f%(VF) I [£%(VI?)] 5 fx (VF) ilp } ==+ fx (VF) A* 1 

relation (4) . . . 
* 

Y x c E ( v F , ~ ) ~  R f x r f x  (VF) 

?& - T(VF,%,A ) = O 
J 

c.q.f.d. 

111-3 ,  - OBTENTION D'UNE SOLUTION X*(VF) € T ( V F , ~ ~ A ~ )  : 

THEOREME 6.- S i  la  re la t ion  ( 4 )  n 'es t  pas v & ~ < f i é e  

ators ~X(VF) = fx*(~~) 

Démonstration. - 

* 
£X(VF) 1 fx v x c E(vF,<~) - £%(VI?) 5 fx (VF) 

?& 

E 
-/ f%(VF) = fx (VF) 

par hypothèse X(VF) c E(vF,~~~) => fx (VF) 1 f?(VF) 

relation (4) non vérifiée £X(VF) = [£?(IV)] > in 

n 
4 ~<(vF) E T(vF,+~,A ) c.q. f .d. 

Puisque, dans les hyptohèses du théorème 6, on détermine une 
Y 

solution %(W) E T(VF,;~~,A*) telle que fX(VF) = fx (VF); il est inutile 
- 

de continuer 1 'exploration des solutions de l'ensemble E(VF,xm) ; il faut 

par contre sélectionner une seconde fois la derniere variable qui a été 

sélectionnée une seule fois. 

111-4 . -  VARIABLE SELECTIONNEE. 

Supposons qu'aucun des tests précédents ne permette d'affirmer 
- Q 

que T(VF9xVF,A ) est un ensemble vide. 

La méthode de Greenberg et Hegerich ne comportant pas de tests 

supplémentaires (qui permettent de déterminer des variables imposées sous 

des conditions de réalisabilité ou d'amélioration de la valeur de la fonc- 
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- 
tion économique) toutes les variables d'indices appartenant à VF sont 

candidates : 

REGLE 2.- Sous Zes hypothèses suivantes : 

on sélectionne la variable de base optimale du 

1 problème (P. C.B. VFI e t  on Lui a t t r ibue  la 

Cette règle provient de la remarque suivante : 
- 

Si la relation (5) est vérifiée, en attribuant la valeur x = O 
s 

à la variable de base optimale x de (P.C.B. VF) , et en résolvant le 
s 

problème (P.C.B. VF') , 

avec r VF' = VF 

il est possible que l'on obtienne une solution x appartenant à 
* 

T(VF~,+~~,I 1 

111-5.- VARIABLES IMPOSEES. 

Les seules variables imposées sont les variables qui ont été 

sélectionnéesdeux fois (la seconde sélection d'une variable s'effectuant - * 
lorsque, sous des hypothèses (VF,xVF) , on a T ( v F , ~ ~ ~ , A  ) = ) . 

Remarque.- L'ensemble VF ne diminue que dans l'un des deux 

cas suivants : 
?# 

1.- T(vF,&~~.I ) = 0 

Notons [X] la solution de E(VF,~ ) fî R définie comme suit : 
VF 
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Si s désigne l'indice de la variable de base à l'optimum de 

(P.C.B. VF) , on a : 
r 

1 1 1 - 6 . -  ORGANIGRAMME DE PRINCIPE .  

f j 
@ variables ordonnées suivant l e s  rapports - décroissants.  

j * .c 

On pose ), = O et VF = 0 

@ .%solution de ( P .  C.B.  VFI 
* 

Peut-on a f f i n e r  que T (VF ,XVF , A  ) = 0 ? (Théorème 51 

. OUI : Aller en @ 

. NON : Aller en @ 

@ Est-ce que ~(VF) r E (VF ,XVF) ? (Théorème 6 )  

. OUI : l'optimum de (P.B. VF) est déterminé 
* * 

on pose X = ~X(VF) et x = X(VF) 

Aller en @ 
. NON : la  solut ion réal isable  [î] appartient-elle à A(?,*) ? 

* * . OUI : on pose x = F[ZJ et x =[;J 
/1 

Aller en 

O NON : la variable x de base optimale de (P.C.B. VF) est 
S - 

sélectionnée; on lui attribue la valeur x_  = O (Règle 2) 
J 

Aller en @ 

@ Toutes l e s  variables f ixées ont-e l les  des valeurs imposées ? 

. OUI : FIN de l'algorithme 

NON : on sélectionne pour la seconde fois la dernière variable x 
S 

qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attribue la - 
la valeur x = 1 . 

S 
34 

Peut-on affirmer que T (VF ,GVF. A ) = 0 ? (Thlorème 4 )  

O ü i  : Aller en @ 
NON : Aller en 



CHAPITRE I V  

PREMIERE METHODE DE GEOFFRION LlOJ 
............................. 

I V - 1 . -  INTRODUCTION. 

Cette méthode est basée sur l'idée de rendre réalisable une 

solution courante qui, à ehaque étape de l'algorithme, correspond à la 

meilleure valeur de la fonction économique qu'il est possible d'obtenir, 

compte tenu des variables déjà fixées. 

En particulier, la première solution courante x correspond à 

la maximisation de la fonction économique sur S : 

n 
fx = max fy = fj (X = e) 

YES j = 1 

Cette méthode permet de traiter directement le problème (P.B.) 

dans sa formulation initiale, sans avoir recours à un classement quel- 

conque des variables. 

Remarque.- On peut de suite observer que l'obtention de la 

solution optimale de (P.B.) sera d'autant plus rapide que celle-ci com- 

porte un grand nombre de composantes égales à 1 (en particulier, si 

x = e est une solution réalisable, le problème est résolu d'entrée). 

N.B.- Dans la suite de cet exposé, e aura la dimension 151 . 
I V - 2 .  - CONDITIONS SUFFISANTES D 'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E ( v F , ~ ~ )  . 

Rappelons le résultat suivant établi dans la méthode de Greenberg 

et Hegerich : 

THEOREME 4-  - étant  donné, 

L 

( i l  faut a lors  modifier la  valeur de la dernière 

variable sélectionnée une seule f o i s ) .  



THEOREME 7. - Supposons que L(VF,%) 2 O 

s i  ,l-ej > L(VF,G) (6) 
JE VF 

alors E(VF.%) n R # 6 

m i s  E(w,%) b R 

Démonstration.- Considérons la solution : 

:= avec = O  V j e -  
j 

1 Considérons la solution = ('bp,e) 

eVF - 
relation (6) = > - e l  = x VF + 1 t j > L - ; t ! R  

je= - E(W ,XVF) Q R ' E ( V F . X ~ )  
X c.q.f.d. 

A l'issue de ce théorème, on peut conclure qu'il est possible 
- 

de déterminer une solution réalisable à partir du couple (VFYxVF) . en 

attribuant la valeur O à une au moins des variables d'indices appartenant - 
à V F .  

IV -2 -1 . -  Variables imposées à la valeur 1. 

Nous allons établir un résultat identique à celui du théorème 3 

mais sous d'autres hypothèses : 

THEOREME 8.- Sous l e s  hypothèses du théorème 7 : 

1 s i  3 k ~ V p  

t e l  que fVF % + 1 4 - i  k r i  * 
j c V F  1 alors  



Démnstration.- Identique à celle du théorème 3(b), 

IV-2-2.- On considère alors l'ensemble : 

ensemble des indices des variables imposées sous les hypothèses (w,<~) 

THEOREME 9.- Sous les  hypothèses du Thborème 7 ,  e t  s i  l'une 

ou l 'autre des hypothèses suivantes e s t  vér i f iée  : 

- 
1.- VI = VF 

1 alors : 

1. - Démonstration.- Soit x c E(vF,>~F) et = (4F,e) ; 

- 
1.- Supposons que V I  = VF : 

1 
a) Si x = : alors x d R (Théorème 7) 

b) Si x if :: il existe au moins un indice k de 

tel que la composante d'indice k de x ait une 

valeur nulle 

2.- Supposons que VI 5 jF : 

a) Si >bI # evi : alors x d A(?) (Théorème 8) 

b) Si %I = evI . alors 

VF - 
t x 2 e  % +  1 A L  (d'après la relation (7)) 

j sVI - X t R  



Donc, dans les deux cas, on peut conclure que 

soit x t! R 
t f x t  E(vF,<~) o n a  

soit x t A(x*)  

IV-3. - Variable sélectionnée 

Si on pose VF' = VF U VI , l'ensemble des indices des variables 

candidates est le suivant : 

Remarque.- 11 est à noter que cet ensemble contient celui des 

variables candidates de la méthode de Faure où des conditions de réalisa- 

bilité ont été considérés en plus des conditions d'amélioration de la 

valeur de la fonction économique. 

- 
D'après le théorème précédent, on peut conclure que si VF' # 

et si la relation (7) n'est pas vérifiée, l'attribution de la valeur O - 
à une variable d'indice s appartenant à VF' peut contribuer à l'obten- 

P 
tion d'une solution x € T(VF' ,kF1 ,A ) ; 

11 faut donc sélectionner une variable x parmi les variables 
S - 

candidates, de telle manière que l'attribution de la valeur x = O à 
s 

cette variable permette d'obtenir : 

- soit une solution réalisable 

- soit une solution qui soit la plus proche de la "réalisabilité". 

Notons : 

et posons : 



REGLE 3.- On sélectionne la vamabZe d' indice s E: F' t e l l e  que 

- 
min{K(~F,~,s) ,O1 = max [rnin{K(~~,$,k) ,011 

kEE' 

+ 
en part icul ier ,  s i  s e K l a  solut7:on 

* 
e- x = (-%¶ m-1~1 .O) appartient à T(vP,<~,~ ) . 

En effet, 

a) Si K+ # 0 : l'attribution de la valeur < = O à une 

variable d'indice k quelconque appartenant à 2 conduit 

à la détermination d'une solution 

e--- = (G. ~ - 1 k )  ,O) appartenant à E(vF,%) ; 

De glus : 

VI? - k * * k c Z 1 - f x = f  x + f j - f  > h  - w c A ( h )  
VI? 

jeVF 

On peut donc conclure que 

b) Si K+ = 0 : il faut sélectionner un indice s de K- tel - 
que K(W,xW,s) soit une quantité aussi proche que possible 

de la valeur O (solution proche de la réalisabilité) 

On détermine donc s tel que : 



De la même façon que précédemment, on voit que : 

* 
mais x d R puisque k c K- s x # T(VF,~,A ) . 

Ainsi, l'indice s sélectionné est tel que : 

< O si S E K -  (quand K+ = 0 )  

et on peut regrouper ces résultats en prenant l'indice s tel que 

min{K(vF,>b F ' s),O) = max [min{K(v~,%,k),~)] 
k m '  

Remarque S. - 
1) S'il existe plusieurs indices k tels que K(vF,<~,~) :: O 

il est possible de considérer l'indice s tel que : 

Puisque nous avons considéré le problème (P.B.) sans avoir 

recours à un classement quelconque de variables, dans l'algorithme, nous 
+ 

avons choisi s = max{k 1 k K ) . 
- 

2) Lorsque s E K+ , l'attribution de la valeur x = O à 
s 

la variable sélectionnée xs conduit à considérer un couple : 



* 
tel que la solution ( G l l y e )  e T(VF,%,A ) ; on pose alors 

et il est clair, d'après la forme de cette solution, que 

- * 
f . (xVFnYe) = f x (VF") . 

Il est donc inutile de considérer les solutions de E(VF~~.X~.~) ; il faut 

par contre sélectionner une seconde fois la variable x pour lui attribuer 
S 

la valeur 1 . 

3) Il est à noter que l'inégalité L ( V F , ~ ~ )  < O ne peut 

provenir (comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich) que de l'attribu- 

tion de la valeur 1 à une variable qui est sélectionnée pour la seconde 

fois : 

E x e e -  Soit le problème : 



I V - 4 . -  ORGANIGRAMME DE P R I N C I P E  

@ La première solution courante considérée est la solution x = e. 

On pose A* = O et VF = 0 . 
@ La sotut ion courante (xvFYe) e s t - e t l e  réat isable  ? ( r e la t i on  6 du 

théorème 7 ) .  
- - 

, OUI : la solution x = (xVFYe) E T(VF,xw,h*) 
4I 

A * =  fx  et x = x  

Aller en @ (remarque 2) 

, NOY : Aller en 8 (théorème 7) 

@ Peut-on af f i rmer  que T ( v F , ~ ~ , ~ * )  = 0 ? (Yhéorèmes 8 e t  9)  

. OUI : Aller en @ 

. NON : détermination de la variable sélectionnge x , s e VF U VI s - 
on lui attribue la valeur x = O (règle 3) 

s 
Aller en 1 

@ Toutes l e s  variables f f x ée s  ont-e l les  des valeurs imposées ? 

. OUI : FIN de l'algorithme 

. NON : on sélectionne pour la seconde fois la dernière variable 

x qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attri- 
S 

bue la valeur X = @ 
s 

* . Peut-on a f f i n e r  que T(VF ,Gy, A ) = 0 ? (Théorème 4 )  

. OUI : Aller en @ 

. NON : Aller en a 



CHAPITRE V 

DEUXIEME NETHODE DE GEOFFRION CI I:] 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

V-1.- INTRODUCTION. 

Cette seconde méthode de Geoffrion, basée sur le même principe 

d'énumération que la première, comporte en plus, à chaque étape, la résolu- 

tion d'un problème en variables continues et bornées, à une contrainte. 

Parmi les utilisations de telles résolutions, la plus importante est la 

determination de contraintes additionnelles qui permettent de donner des 

valeurs imposées à une ou plusieurs variables à la fois, compte tenu des 

variables déjà fixées. 

De même que dans la première méthode, la première solution 

courante considérée est la solution x = e . 
Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la nécessité de 

résoudre des problèmes en variables continues et bornées à une contrainte, 

nous a conduits à considérer les variables dans l'ordre décroissant des 
fJ valeurs des rapports - ( j  = l,...,n). 
,j 

Le problème considéré sera donc le suivant : 

f 1  f2 f 
avec - 2 3  ... 5 - >  O 

L 1  L  
- 

ln 

(P.B.) 

n 
Max 1 f j  x. 

j= i J 

n 
1 t j x  S L  

j= 1 
j 



V-2 . -  V A R I A B L E S  FIXEES. 

V-2-1- Variable sélectionnée . 
Un couple (vF,>bF) étant donné, la sélection d'une variable 

x se fera de la même façon que dans la première méthode : 
S 

Après avoir déterminé l'ensemble VI des indices des variables 

imposées (à la valeur 1 (théorème 8)), on détermine un indice 

s E: VF U VI (règle 3 ) ;  de plus, s'il existe plusieurs indices k appartenant 

à K* (K* étant l'ensemble des indices des variables telles que l'attribu- 

tion de la valeur O à celles-ci permette de trouver une solution appartenant - * 
à T(VF,xVF,X ) )  , on tire parti du classement des variables de (P.B.) pour 

choisir l'indice s tel que : 

Remarque.- Nous verrons (5 A II-1)coment il est possible de 

déterminer une variable sélectionnée en se basant non seulement sur la 

contrainte initiale (première méthode de Geoffrion) mais également sur 

les contraintesadditionnelles. 

V-2-2.- Variables imposées. 

A chaque étape, on pourra considérer plus de variables imposées 

que dans la première méthode, grâce à des tests effectués sur des contrain- 

tes additionnelles; à la différence de la première méthode de Geoffrion, 

les variables pourront être imposées ici, soit à la valeur 1 , soit à 

la valeur O , alors que dans la première méthode, elles ne peuvent être 

imposées qu'à la valeur 1 . 
De façon générale, une contrainte additionnelle associée au 

problème (P.B.) est une combinaison linéaire de la contrainte initiale 

et de la contrainte : 

Plus précisément, elle a la forme suivante : 



n n 
p ( ~  - 1 Lj  x.) + 

j ~r 1 f x .  - 1  > O avec u c  IR+ 
j= i J j= l  J 

Remque . -  11 est évident que si x e R n  A(x*) , alors 

mais la réciproque est inexacte (par exemple, pour U = O , on peut 

três bien avoir x .A(x*) et x 4 R) . 

Lorsque les hypothèses du théorème 7 sont vérifiées, c'est-à- 

dire lorsque le couple ( v F , ~ ~ )  est tel que 

il s'agit de résoudre le problème (P.B.VF) dont la solution optimale * * * 
x (VF)- doit, en outre, être telle que f x (VF) > A (en conservant 

VF 
les notations de la méthode de Greenberg et Hegerich). 

Remarque. - 

a) Il est à noter que la solution triviale x- = e n'est pas 
VF 

une solution réalisable du problème (P. B.VF) puisque 

b) D'après le théorème 4, si L(vF,<~) < O , alors - X 
T(VFyxVF,X ) = @ . 
~ ' a ~ r è s  la remarque 2 de la règle 3, si 1 1' < L(vF,<~) - 
alors la solution (xVF,e) est telle que j sVF 

* - 
f x (VF) = f(xvF,e) . 
Dans les deux cas, il est inutile de résoudre le problème 

(P.B.VF) . 



V-2-2-1.- Utilisation d 'une contrainte additionnelle. 

Pour énurilérer le moins possible de solutions de l'ensemble 
- 

E(VF,XV~) , on introduit une contrainte additionnelle qui permettra : 
- R - soit de conclure que T(VP,xVF,h ) = 0 

- soit d e déterminer Pe plus possible de variables 
- 

imposées sous les hypothèses (VF;xVF) . 

s 'écrit : 

Une contrainte additionnelle associêe au problème (P.B.VF) 

£VF - 3! - j > b ~  - A + + L(vF,;~~) + 1 (fJ - p L ) x. > O avec + , 
jeVF J IR+ 

On désignera, par abus de langage, cette contrainte (CA ) .  
Fi 

On pose : 

- % VF- * - 
M("F.xvF,"Fi) = f xvF - A + + L(VF,X~~) + max (fj - ~i ,$)x. lx. = O OU 1 ,  j 

i i ~ ]  J J  

- * a l o r s  {xj lx E T(VF,xVF>h ) }  = 
O 

bl si 3 j0 E Vp ' t e l  que 



Démonstration. - 
- * 

1 .- Supposons que M(VF,xvF,X ,< O : 

- * 
donc : \? E s ( E )  % 4 R C (VF,%,A ,li) 

D'après l a  remarque du paragraphe V-2-2. on peut  conclure que : 

- * 
2.- Supposons que M(VF,xVF,A ,li) > O : 

- 
a )  En a t t r i b u a n t  l a  va leur  x = O à une v a r i a b l e  d ' i n d i c e  

- +  
j O VF e t  en remarquant que : 

jo 

on o b t i e n t  : 

s i  jO e s t  t e l  que l a  r e l a t i o n  (8) e s t  v é r i f i é e .  

- * - R C (VF V {jOI,(y,FyO),A ,li) = 0 

===+ T(VF U {jO),(GF,o) .A*) = fl 



- 
Par contre, en attribuant la valeur x = 1 à la variable 

d'indice jo TF j 0 

- - la solution (;tp, % ',O) peut appartenir 
* 

à T(VF,G,A ) . 

- 
(la composante d'indice j0 d'une solution appartenant à T(VF,X~,I*) 

a nécessairement la valeur 1). 

- 
b) De même, en attribuant la valeur x = 1 à une - 

variable d'indice jo E Ey j 0 

si j0 est tel que la relation (9) est vérifiée. 

?k X 
11 c (VF V {jo~,(~VF,l)yh ,v) = 0 - T(VF U ijO}y(<F91) ) = fl 

- 
Par contre, en attribuant la valeur x = O à la variable 

jo 
d'indice jo c ,de la même fagon que précédemment, puisque 



- >C 
la solution e- +,O) peut appartenir à T(VF,xVE,h ) . 

(%F> VF 

Geoffrion va alors définir la "meilleure" contrainte additionnelle 

associée au problème (P.B.VF) en posant la : 

DEFIUIT1ON.- La contrainte addi t ionnel le  (CA,) e s t  d i t e  
- 

"meil leiire", relativement à (VF ,xVF , A*) , que t a  

contrainte (CApl) s i  

En effet, pour un problème (P.B.) quelconque et un scalaire 

ii donné, on ne peut connaître, a priori, de relations entre fj et p 2 
(j = . . n )  (sauf si ii = O , mais, dans ce cas, la contrainte addition- 
nelle se réduit à fx > A* , et fixer des variables à partir de CAO revient 

à construire l'ensemble VI des indices des variables imposées à 1 défini 

dans la première méthode). 

La contrainte additionnelle la plus intéressante CA- sera donc, , *  
a priori, celle qui correspondra à la valeur minimale de M(vF,X~~,A ,Y) 

pour tout scalaire v E R+ (d'après ce que nous avons vu sur la manière 

de fixer les variables). 

Remarque.- Une comparaison entre cette définition et celles 

de Glover et Balas sera faite en annexe II (S A 11-2-3.) 

V-2-2-2.- O b t e n t i o n  d e  l a  " m e i l l e u r e "  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  

a s s o c i é e  a u  ~ r o b l è r n e  [ P .  B.VF1. 

a) Il faut résoudre le problème suivant : 

i 
min M ( v F , ~ ~ , ~  ,u) = 
,CR+ 

= f VF - 
XVF - 

j - A* + min L(w,<~) + Max[ 1 (fi - u l )x. lx. = O ou 1 ,j € 

UER+ je VF J J 



a-]) étant fixé, considérons le problème : 

Ce problème est, bien entendu, équivalent au problème 

à variables continues et bornées : 

(en effet, une solution optimale de ce problème est nécessairement un 

point extrême du cube unité) . 
- 

En supposant, pour simplifier, que VF = { 1,. . . ,pl , 
ce dernier problème s'écrit : 

X 

Max [ f l - p  el,...,fP-u 4 

1 
Si w ,. . . ,wP sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux 

contraintes -x -1 (j = 1 . . . p )  , le dual de ce problème se formule 
j 

ainsi 



Il est bien évident que ces deux problèmes en dualité admerteut 

chacun au m b n s  11ne solution réalisable et donc une solution optirnale finie 

et l'on a : 

( 2-- 
VF 

9% G designant l e s  solutions optimales respectives de ces deux 

problèmes) . 
a--2) En tenant compte de la formulation du problème 

dual, S1~btention de la meilleure contrainte additionnelle associée au 

problème (P.B.VF) correspond à l a  résolution du programme linéaire à 

variables continues positives ou nulles (dans la formulation duquel on ne 
* 

tient pas compte de la constante fVF GY -- I ) : 

min L(VF,~ ) + min [ 5 w'lwj 2 fj - p 1' , w' 2 CI j = 1 3 s e  9 p ~ ]  
UER+ 

T F  j = i  

nous verrons ( $  &PZ-2-2) que ce problème, noté ( P . L . C . A . )  ' ,est  équivalent au 

probleme suivant : 

Cette ri?solution permet de trouver la valeur du scalaire 6 E 

qui correspond à la meilleure contrainte additionnelle (CA-) associée au 
lJ 

problème (P. B .VF) .  

b) Considérons le problème (P.C.B.VF) défini dans la 

méthode de Greenberg et Hegerich . 

- 
En supposant toujours que VF = C l ,  . . . , p  1 et en introdui- 

sant la i r n é i a b l i  d'ecart notee x on obtient : 
ve ' 

.., /... 



L 
1 - v ,w , . . . ,wp représentant les multiplicateurs de Lagrange 

- 
1 P max [f ,..., f ,O] 

associés respectivement aux contraintes : 

X 
1 

: 
X 
P 

X 
ve 

le dual de (P.C.B.VF)' se formule ainsi : 

min 
1 - [-v,w ,..., wP] 

Ce problème s'écrit finalement : 



c) Chi en c o n c l u t  que (P.L.CA) , q u i  e s t  de  fo rmula t ion  

i d e n t i q u e  à c e l l e  de  (D.VF) e s t  l e  dua l  de (P.C.R.VF) ' e t  que S e s t  
n 

l a  v a l e u r  opt imale  du m u l t i p l i c a t e u r  a s s o c i é  à l a  c o n t r a i n t e  1 1' x 6 L . 
j = l  s 

- 1  -P 
Or, d ' a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  d ' exc lus io r i ,  s i  (-,,,w ,..,,w ) d é s i g n e  

O 

une s o l u t i o n  op t imale  d e  (P.L.CA) e t  d(VF) l e  v e c t e u r ,  q u i  n ' e s t  

a u t r e  que l e  "vec teur  c r i t è r e  de  candidatuxel '  de l a  méthode s i n i p l i c i a l e  

à l 'optimum de (P.C.B,VF) ' ,  on s a i t  que : 

Nous montrerons ,  ( 5  A I I - 3 ) ,  que s i  d ( W )  d é s i g n e  l e  "vecteur  

c r i t è r e  de  cand ida tu re"  à l 'optimum de  (P.C.B.IT) r e s o l u  en  v a r i a b l e s  

c o n t i n u e s  e t  bornées ,  on a  : 

Ove ve f i  
d  (VF) = d (VF) = - -; 

avec  i , i n d i c e  de  b a s e  ~ p t i m a l e  de  (P.C.B.W). 

A i n s i ,  dans  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  du problème du Knapsack A une 

c o n t r a i n t e ,  l a  d é t e r m i n a t i o n  de l a  m e i l l e u r e  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  (CA,) 
li 

a s s o c i é e  a u  problème (P.B.VF) s e  r é d u i t  à l a  r é s o l u t i o n  du probleme 

(P.C.B.VF) q u i  permet d ' o b t e n i r  l e  s c a l a i r e  6 = - dVe(W) : 



FROPOSITION 2.- La valeur imposée at tr ibuée à m e  variabZs sri 

u t i  Zisant Za meilleure contrainte additionxel Ze 

(CA,) associée à un problème IF. B .  VF)  e s t  
bi 

égale à Za va2eu.r que c e t t e  vamable poss2de 

à Z 'optimum de (P.C. B. VF) .  
-- 

- * 
~ é m s t m t i o n . -  Sous l e s  hypothèses  (VF9%F,.A ) , en  remarquani 

que : 

l a  c o n t r a i n t e  a d d i t i o n n e l l e  (CA,) s ' é c r i t  : 
bi 

Donc, en n o t a n t  X(VF)- l 'optimum de (P.C.B.VF), d ' a p r è s  l e  
VF - * 

théorème 10, on s a i t  que,  sous  l ' hypo thèse  M(VF,xVF,A ,p) > O , 

a l o r s  

- -  
2.- s i  1 jo o VF t e l  que 

a l o r s  

- * 
{x  / x  r T(VF,xVF,A ) }  = IO) = (î<(VF)j } 

j o  Q 



Donc : 

- 
Si jo . VF tel que : 

j O 
M(VF,G~,? ,û) - / d (VF) 1 s O 

alors : 

AUTRE U T I L I S A T I O N  DE L A  RESOLUTION D 'UN PROBLEME (P.C.B.VF). 

La résolution du problème (P.C.B.VF), nécessaire pour déterminer 

la meilleure contrainte additionnelle associée au problème (P.R.VF) va 

permettre, dans certains cas, d'obtenir d'emblée la solution optimale de 
* 

(P.B.W) , ou encore de conclure que T(VF,<~,A ) est un ensemble vide. 

Rappelons les résultats établis dans la méthode de Greenberg et 

Hegerich (on a toujours X(VF) = (%Fsz(VF)Vp)) : 

THEORE~W 6. - Si [f X (VF) 1 > A 
* 

et si z(VF) E E(w, $2 
alors  f X(VF) = f x (VF) 

et P(VF) o T(vF.~~~.A') 

* 
De plus, si [f ~(vF)] A et ~<(VF)L E(vF,~) , puisque 

* 
[f ~(vF) 2 f x (VF) , on peut simplement conclure qu'il eçt possible d'ob- 

* 
tenir une soliition x c T(vF,<~,A ) en attribuant la valeur O à une 



- 
variable d'indice appartenant à VF. 

La contrainte additionnelle (CAQ) n'admet donc pas de solution 
* 

bivalente réalisable lorsque f %(VI?) d A . 
En cours d'algorithme, dans les hypothèses du théorème 6 et 

dans cellesdu théorème 1 1 ,  on n'introduit pas de contrainte additionnelle. 

De plus, nous verrons dans le chapitre X (5 X-5-1.) que, pour un couple - 
(VF.\*) donné, les variables imposées sont déterminées à partir de la 

contrainte additionnelle déduite de la résolution de (P.C.B. VF) . 

L'organigramme de principe suivant est construit sous l'hypothèse 

que la sélection d'une variable s'opère à partir de la seule contrainte 

initiale; mais nous verrons également (5 A II-1-4., règle 7) qu'i.1 est 

intéressant de faire cette sélection en tenant compte des m dernières 

contraintes additionnelles (ce nombre m dépend du nombre de variables, 

5 X-5-1.) 



V-4.- ORGANIGRAMME DE P R I N C I P E .  

jr3 @ Variables ordonnées suivant les rapports -7 décroissa.irs. 
L? 

La première solution courante considéree est la solution x = 2 
* 

On pose 1 = O et VF = $ 

Aller en @ 
- 

@ La so Zution courante (xW, e) est-e Zte r.éulisab le ? (re la tdun 6 )  - - * . O U I  la solution x = (xVF,e) E T(VF,x LTF, X ) 
* * 

on pose h = fx et x - x 
Aller en @ (remarque 2 de la r èg l e  3) 

. NON Aller en a 
4 a Construction de Vl , peut-on aff iremr que T(vF,\~, \ ) == @ ? (Th. K,9! 

. O U I  Aller en @ 

. NON détermination de la variable s6le.ctbonnée xs: , s k: 'ffl U V1 - - 
on lui attribue la ~ a l . ~ u r  x = O ( r è g l e  3) 

S 

Aller en @ 

@ RésoZution de (P.C. B.  VF) 
- t 

Pe u t - m  aff irmer que T (VF , xVF , h ) = @ ? ;Théor&ne 5 i 
O U I  Aller en @ 
NON Est-ce q i i ~  ?(VI') c E(vF,-%~ ? (ThéorPrnp 5) 

. OUI l'optimum de (P.B.VF) c ~ t  déternïxnG 
* * 

on pose X = f k(\T) e t  x = x 

Aller en @ 
. NON Aller en @ 

@ f n t ~ o d u c t i o n  d 'une nouvt l t e  cmt ra in t e  ariditfonne 17-e 
- * 

Peut-on aff irmer que T (VF,xVp > h ) = $ '? iT7hQorèmz 1!1! 

. O U I  Aller en @ 

. NON variables imposees (VI? augmenté) (Théorème 10j 

Aller en O 
Toutes Zes variables fix6es ont-e l les  des ualeu:ar;. irnpos6es ? 

. OUI FIN de l'algorithme 
. c . lkOW 03 sélectionne pour la seconde ;OIS la dernière variable x 

S 

qui a été sélectionnée une seule fois 5- t  on lui attribue la 



Peut-a  affirmer quz T(VF ,-%> 7) = 0 ? il 'héoi~èm 4 )  

. O U I  Aller en @ 

. NON Aller en O . 



CHAPITRE V I  

METHODE DE SAUNDERS ET SCHINZINGER - ADAPTATION AU CAS BIVALENT 

............................................................... 

VI-9,- INTRODUCTION. 

Dans sa version originale, la méthode de Saunders et Schinzinger 

1251 permet la résolution de programmes en nombres entiers; elle est basée 

sur des translations de certains hyperplans frontières définissant le domaine 

réalisable, parallèlement à eux-mêmes. 

Les contraintes en inégalité sont transformées en contraintes en 

égalité par l'introduction de variables d'écart qui doivent avoir des va- 

leurs entières. Par conséquent, une translation d'un hyperplan parallèlement 

à lui-même, ce qui est équivalent à un changement de la valeur de la variable 

d'écart correspondante, doit être faite pour des valeurs discrètes. 

Dans le cas de la résolution d'un problème. de Knapsacb, le domaine 

réalisable est défini par la contrainte initiale, les contraintes 

x 2 O (j = I ,..,, n), mais aussi les contraintes x $ 1 (j = l,.e.,n)e 
j j 

Cette méthode est basée sur la résolution préalable du problème 

(P.C.BJ dont la solution optimale servira à déterminer la solution de 

départ de l'algorithme et à considérer un problème équivalent à (P.B.) mais 

de formulation très différente par la fonction économique. 

Dans le cas très particulier où la solution de départ trouvée 

serait la solution identique nulle, le principe d'énumération de cette 

méthode serait tel qu'il y aurait identité entre la séquence des solutions 

testées et la suite des nombres binaires de O à 2"-1 . 

V I - 2 . -  AUTRE FORMULATION DU PROBLEHE. 

En notant : 



 fi^ £ j 
avec i tel que = max (-1 

P , p  1 j c J p &  

nous avons vu que la solution optimale X de (P.C.B.) est définie par 

f . = 1  V j e J - J k  1- J 

Notons 1-8' = {j E~Iî. = 1 )  = J - 
J Jk 

n+l représentant l'indice de la variable d'écart, soit : 

l'ensemble des indices hors base à l'optimum de (P.C.B.). 

- - 
1 peut donc s 'écrire 1 = B+ U B- U {n+ 1 )  . 

N.B.- Puisque la variable d'écart est nulle à l'optimum du problème 

(P.C.B.) nous n'en avons pas tenu compte lors de sa résolution. 

Par contre, elle peut prendre des valeurs entières positives 

pour une solution réalisable quelconque de (P.B.) , et en par- 
ticulier pour une solution optimale. 

Par la suite nous noterons cet indice ve 



Considérons le vecteur d (qui n'est autre que le "vecteur 

critère de candidature" de la méthode simpliciale), d'expression : 

les vecteurs f et 1 étant de dimension n+l (fve = O et eVe = 1). 

Si x R , la valeur fx de la fonction linéaire f peut 

s'exprimer en fonction de f% de la façon suivante : 

En tenant compte de (10) et en éliminant de la fonction écono- 

mique la constante (fX - dB* e) qui n'intervient pas dans la maximisation, 

le problème (P.B.) devient : 

. fi 
(en remarquant que di = f' - - ei = O car i est un indice de 

base pour (P.C.B.)). 
ei 

De plus : 



Donc, à l'optimum de (P.C.B.), nous avons : 

Les variables x ( = l l )  sont alors classées suivant 
j 

l'ordre des / d ' ~  décroissants (Il est à remarquer que l'indice de base i 

et l'indice ni1 = ve sont pris en compte au &me titre que les autres 

indices) . 
i 

Puisque d = O , la variable de base xi sera toujours située 

en dernière position du classement (même si certaines composantes dj 

( j  E. Ï) sont nulles). 

Supposons donc que : 

L'ensemble J ainsi ordonne est donc de la forme : 

Pour simplifier l'écriture, notons l'ensemble des indices ordon- 

nés : 

PI 2 1 
avec 1dn+'l z Id 1 2  ... 2 Id 1 a d  = O  

D'après la remarque précédente, l'indice 1 sera l'indice de 

base ( d l  = O) et de plus il existe un indice 1 de J tel que la 

variable d'indice j soit la variable d'écart, cet indice sera encore noté 

ve cdve < O). 



En définitive : 

Le probleme considéré sera donc le suivant : 

- nc l 
Max 1 d' X *  

j=l J 
n+ H . 

avec : 

L'algorithme de Saunders et Schinzinger demarre avec la solution 

x réalisable obtenue à partir de la solution optimale 2 de (P.C.B.) de 

la façon suivante : 

O 

Par La suite, on désignera par x le vecteur défini par 



V I -  3. - CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSENOLE E ( v F , ~ ~ ~ )  . 
VARIABLE SELECTIONNEE. 

- n ors  T(VF,%F,~ ) = 8 - 

Ddmnstration.- D'après  (IO), nous savons que : 

- 
Nous a l l o n s  montrer  qu ' à  p a r t i r  du coup le  ( v P , % ~ )  l a  

m e i l l e u r e  s o l u t i o n ,  r é a l i s a b l e  ou non, que l ' o n  p u i s s e  o b t e n i r  e s t  de l a  
- O 

forme (xW : 

- 
Max VI? - - fx  = f~ - L d j  * ~ a x ( d  xm + dVF %F) 

(VF, %) jeF5' - 
VF 

= £2 - L d j  + aVF x + Max a % 
jsg' 

VF 

- 
n O 

= f î  - 1 d' + dVF <F + d  
XE 

j EB+ 

x  YW) t- E(VF.~+ 

p a r  h y p o t h è s e ,  1 - YVF) t E (VF .%) n MX*) 
* 

f . x l ( r n )  $ X 

Notons x Pa d e r n i è r e  s o l u t i o n  r é a l i s a b l e  obtenue ( e l l e  e s t  
iC 

t e l l e  que Fx 6 x ) ; l ' a l g o r i t h m e  e s t  b a s é  s u r  l a  r echerche  d 'une  s o l u t i o n  
* 

x '  (espérée  r é a l i s a b l e )  t e l l e  que fx '  > A e n  modi f i an t  l e s  v a l e u r s  de 

c e r t a i n e s  composantes d e  l a  s o l u t i o n  x . 



N.B.- L'algorithme ne prévoyant l'augmentation de la valeur de la variable 

d'écart que d'une unité à la fois, il est logique que l'on puisse la sélec- 

tionner plusieurs £ois de suite (on pourrait, en effet, la décomposer en 
- 

variables bivalentes); dans ce cas, c'est la valeur x qui se modifie. 
ve 

donc d. x(p) = d(>b i-) + dP 
F g  VF 

=-' £.x(p) = f.(GVF,XVF) - IdPl 

relation (10) 

PROPOSITION 3. - 
[ S o i t  x(p) = 

b, p '+ : => dP 1 0 et X = I , donc le passage 
O P ,. 

O - O 

(xW YX- 1-x ) s i  p VF 
VF-{PI, P 

de la valeur 2 à la valeur 1-k pour la varia- 
P P 

b l e  dyndice p , correspond encore à une diminution 

de la valeur de la fonction économique de la quanti- 

té Idp] . 
2) p = ve : =., d P c  O même cas que 1-a c.q.f.d. -- 

- O 

PROPOSITION 4. - S o i 5  x(p) = ('bp-lpl.~,O) avec --~-- 
I 

p = = v e ~  V F ;  

1 i aZors f.x(p) = fx + IdPl X 
1 P 



Démonstration. - 

- 
Soit p un indice de VF ; notons 

- - -  
VF = S U P U  INF e t  VF = SUP UINF u ( p }  a 

avec  : 

- - 
SUP = (j E: VFlj > p)  SUP = {j E. Elj > p} 

- 
INF = ( j  ,E VFlj < p} - INF = (j e e l j  < p} 

DEFINITION. - On pose : 

s i  ve E: INF 

ve O sinon 

THEOREME 13.- Etant donné une solution x E R , s i  on at tr ibue 
O 

la valeur 1 - x à ta  variabZe d ' indice  p g TF 
P 

la  meilleure solut ion x'  q u ' i l  e s t  possible 

d'obtenir,  en respectant l e  principe d 'énwnération, 

e s t  t e l l e  que : 

* 
De plus s i  f x '  6 A 

alors : 



Démnstration.- D'après le théorème 12, la meilleure solution que 

l'on puisse obtenir SOUS les hypothèses (SUPU {p},(XSm,l-X ))  est 
P 

- O 0  

D'après (10) , si x = ( x ~ ~ , x ~ , x ~ ~ ~ )  On sait que 

X(P) = (<F> i-xp,wU=) 
INF O , 

-o fx' = fx(p) + d (x-xINF) - O O 

x1 = (xsup, 1-x ,x- - p SWUINFUINF ) 1 proposition 3 - fx(p) = fx - [dPI ; 

O - 
x c R - x  = 1-x V j c  INF 

j j 

j o -  
fxl = fx - ldPl + 1 d (x-x.) = fx - IdPl + 1 

J 
+ IdVe! x 

j c INF jeINF-{ve) ve 

De plus : 

* * 
Théorème 12 4 si fx' 6 A alors T (SUP lJ {pl, (xsUp, 1-$1 ,A ) = 0 c.q.f.d. 

COROLLAIRE 2.- S i  on attribue à la  variable d'écart l'une des 

deux valeurs suivantes : 
I 

l es  meilleures solutions qu ' i l  e s t  possible d'ob- 

ten ir  sont respectivement t e l l e s  que : 

ve- 1 
j O 1') fx; = fx - Idve\+ 1 d (x.-x.) 

j= 1 J J 
ve- 1 

ve - j 2') fx; = fx + Id lxve + d (x.-x.) 
j = l  J J  



Démonstration. - 
- 

1 )  Si x:~ = x + l  : démonstration identique à la précédente. 
ve 

Proposition 4 o f x(p) = fx + ldVel fi 
ve 

De la même façon que précédemment, on peut conclure 

en utilisant : 

fx '  = £ x(p) + 1 ldjl . c.q.f.d. 
j INF 

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, si on ne peut 
- * 

affirmer que T(VF,xVF,A ) est un ensemble vide, toutes les variables 
- 

d'indices appartenant à VF sont candidates. 

Soit p un indice appartenant à J , on notera encore : 

HYPOTHESE H .  - Nous dirons que Za solution x v é r i f i e  Z 'hypothèse 

H s i  t cu t e s  Zes solutions des ensembles 

ont d d j d  é t é  considérées. 

DEFIPITITION. - On pose : 
- ve-4 

j O 
* 

si fx-Idve]+ d (x.-x.) > A et hypothèse H vérifiée (KI) 
j = i  J J  

OU - ve-1 . 
X 

si fx+/dvel? + 1 dJ (X.-x.) > A et hypothèse H non 
ve j= 1 J J  - non vérifiée (K2) 

k = 

n+2 sinon 
1- 



REGLE 4.- ûn sélectionne la variable d'indice s t e l l e  que 

l pour l u i  attz-ibuer la  valeur 

V I - 4 . -  RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE. 

- 
x = 
s 

Soit s l'indice de la variable que l'on vient de sélectionner 

pour La première fois; on en déduit les valeurs des composantes d'indices 

n+Y,.,.,3 de la solution x' 

- 
1 -x s si s c v F  - 
x + l  sous les hypothèses (KI) 
S 

O - sous les hypothèses (Ka) 

si s = ve et sous les hypothèses ( K I )  

si s = ve et sous les hypothèses (K2) 

On détemine en dernier lieu les valeurs des variables d'indices 
* 

2 et B . (Remarquons que, d'après le théorème 13, fx' s A pour s = 2 
d- 2 * 

e t  s B V B-.  puisque fx 6 A* 4 fx - Id  ( 6 A ; il n'est donc jamais 
O 

intgressant de donner la valeur 1-x à la variable d'indice 2). 2 

I 
De plus9 d Gtant nul, la variable d'indice 1 peut prendre 

indifférernent les valeurs 8 ou 1 . On essaye donc de trouver une solu- 
O 

r4on realisable telle que la variable d'indice 2 soit égale à x2 : si cela 

est Lnrpossible, on essaye avec la valeur 1-X 2 '  ce qui entraîne une 

per te  de I d 2 [  sur la meilleure valeur espérée de la fonction économique. 

Mais, d'une part, cette diminution est la plus faible possible puisque 



et d'autre part, elle permet d'envisager les solutions t e l l e s  ),% . - p .  & a -  
O 

ble d'indice 2 ait la valeur 1-x . 2 

Remaruues . - 
1.- Cette recherche est triviale lorsquz ve - 2 . 
2.- 11 faut bien noter que la variable d'écart p o s s 5 ~ 1 ~  r 

chaque fois une valeur comprise entre O et [L] avant la recherche 

d'une solution réalisable, 

Dans l'hypothèse oli on ne peut aboutir 3 une saluti;;ii r5aI i s&i) le  

avec les variables d'indices n+ 1,. . . $ 3  déterminées par l e s  re~dai- i . .ns ,  ( 1 i b , 
on applique le principe d'énumération sur les variables d ' i n d i c e s  s-a,,,,,.: 

sans mnir compte de la règle de sélection énoncée précedemnt, s £ i n  dr 

trouver une solution réalisable x" telle que Lx" soit: l e  p l d s  à.i:x~~:!",ç: 

possible de f x ' .  

En effet, la méthode d'6numération permet d'espérer Serto  

minimum sur la valeur de la fonction éccnomique puisque les I d '  s t tn t  

classés dans l'ordre décroissant. ( j  = n+l , . , . , ' l ) .  

REGLE 5.- Bien qu'aucune règle  de séZection ne s o i t  zaüilfsde, 

w(e variable d ' indice  j - 1 , .  . 1 )  (r i , q ~ ~ ~ l L r ;  
- 

sri at t r ibue  la  valeur x. = 1-g loras de 1,~ wcFar~i*7,;. 
J j 

d 'une sso lu t ion réal isabte  sera dgaZsm~n t t?o?zsZ:iL&~E~ 
1 _I corrume variab l e  sélectionnée, sl7n in7iLct. zitsnarn ?O:& - 

;ours augnenter l 'ensemble VF. 

- 
N.B.- Etaxt donrié un couple (VE',xVF) une solution réa?isahle e s t  de l a  

- O 

forme x = (~ i r~ ,= ) ;  d'après le théorème 12, e l l e  e s t  r e i  l c  que 
U 

f x  = f x (VF) . 

Si aucune solution réalisable n'a été obtenue en prccr..lsia c 



cette énumération, toutes les solutions de : 

ont été envisagées; on peut passer à la variable d'indice s+l et consi- 

dérer les solutions de E ( w ~ + ~ , x ~ ~ + ~ )  . 

avec 

VARIABLES INPOSEES. 

j 
p = [L+I] si s = ve et x = j-1 j = l,o..pp 

- s 

La seconde sélection d'une variable s'effectue au cours de la 

recherche de la nouvelle variable x qui va être sélectionnée pour la 
S 

première fois. Toutes les variables fixées dont les indices sont inférieurs 

à l'indice s , sont ainsi sélectionnées pour la deuxième fois. 

PROPOSITION 5,- Lors de Za deuxième sé lect ion d ' m e  uariable 

d' indice s , i Z  e s t  i n u t i l e  de Zui a t t r ibuer  

Za valeur X , Zes soZutions de 
S 1 E(ws9 (xW ,Xs)) ayant déjà  6th  testEee.  

- s+ 1 

~ é m o n s t r u t i * ~ * -  Evidente, compte tenu du principe dgénum&ration. 



CHAPITRE V I 1  

ALGORITHME MODIF IE  (FAYARD - PLATEAU) [8] 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

V I Z - 1 . -  INTRODUCTION. 

La structure particulière du problème du Knapsack à variables 

bivalentes nous a amenés à apporter quelques modifications à la méthode de 

Saunders et Schinzinger qui ont permis de l'améliorer de façon sensible. 

Lors de la recherche d'une solution réalisable, nous prenons l'op- 

tion de déterminer en dernier lieu non seulement les valeurs des variables 

d'indices 2 et î mais aussi celle de la variable d'écart. 

Pour cela, nous résolvons, à chaque étape de l'algorithme, le 

problème auxiliaire suivant : 

C'est un problème de Knapsack à trois variables qui permet, compte 

tenu des valeurs des variables d'indices n+l,.. ., ve+l,ve-1, ..., 3 déjà 

déterminées, de trouver les valeurs des variables d'indices 2 et 1 qui 

maximisent la valeur de la fonction économique et de trouver de suite la 

valeur de la variable d'écart qui correspond à cette solution réalisable. 

Pour pouvoir opérer de la sorte, il faudra tenir compte de la 

possibilité qu'a la variable d'écart de prendre la valeur O dans la recher- 

che d'une solution réalisable. 

Nous utiliserons en particulier le procédé décrit afin de détermi- 

ner la solution de départ de notre algorithme. 



De plus nous pouvons fixer définitivement les valeurs de certaines 

variables en cours d'algorithme (d'abord à partir de la solution de départ, 

puis, à chaque amélioration de la valeur de la fonction économique). Ces 

variables peuvent donc être éliminées du problème. De plus, cette fixation 

définitive des variables nous aménera à considérer un critère d'optimalité 

supplémentaire. 

Nous n'exposerons dans ce qui suit que les modifications apportées 

à la méthode de Saunders et Schinzinger. 

CHOIX D'UNE SOLUTION DE DEPART. 

L'expérience a montré que, dans un nombre relativement important 

de problèmes, on obtient une meilleure solution de départ en modifiant celle 

de la méthode de Saunders et Schinzinger. 

Deux sortes de modifications ont été apportées, toutes deux ayant 

pour but d'accélérer l'énumération. 

L'algorithme pouvant débuter avec une valeur A* quelconque de 

la fonction économique, on prend donc la meilleure valeur que l'on puisse 

obtenir simplement. Nous distinguerons désormais la solution de départ propre- 

ment dite, c'est-à-dire celle qui nous sert de première solution courante, 

et celle associée à A* . Dans l'algorithme initial, ces deux solutions sont 

con£ ondue S. 

-1 . -  S o l u t i o n  a s s o c i é e  à A* . 
Cette recherche d'une meilleure solution peut se faire avant 

le classement des variables en fonction des valeurs des composantes 

du critère de candidature. 

Elle s'effectue suivant la méthode de Greenberg et Hegerich, du 

moins en se limitant à sa phase initiale. En effet, on applique cette méthode 

tant que l'ensemble VF associé est augmenté d'indices de variables 



sélectionnées pour la première fois. 

VII-2-2.- Solution de d é p a r t .  

Celle nouvelle solution x est toujours telle que 
O 

x = x pour j = n+l,. . . , 3  ( j  # ve) mais, au lieu de poser 
j j 

on résoud le programme auxiliaire (P.A.) qui admet au moins la solution 

précédente comme solution réalisable. 

Comme à chaque étape de l'algorithme, le problème (P.A.) sera 

résolu, pour une meilleure compréhension, nous noterons J = (n, ..., 2,l,ve) 
l'ensemble des indices ordonnés tel que : 

Dans les hypothèses suivantes : 

la résolution de ( P . A . )  aboutira à une meilleure solution que la solution 

initiale (cette résolution correspond à une minimisation de la variable 

d'écart). En effet, l'accroissement de la valeur de la fonction économique 

sera égal 
2 ve - sous l'hypothèse a) à 1 Id 1 - Id2 1 

1 2  2 - sous 1 'hypothèse b) idVe 1 (1 -1 ) - I d  1 

Toutefois, cet accroissement ne présente d'intérêt que dans la 



* 1 1  
mesure où il est supérieur à A - f x  (x solution de départ de Saunders 

et Schinzinger). 

VII-3.- RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE. 

Tout au long de l'algorithme, en appliquant toujours le principe 

d'énumération, on considère implicitement toutes les solutions possibles 

en testant les combinaisons des variables naturelles, la détermination de la 

valeur de la variable d'écart se faisant en dernier lieu. 

Nous aurons donc VF U = (n, . . . ,2,1) C J . 
VII-3-1.- R e m a r q u s s u r  l a  méthode de  Saunders  e t  S c h i n z i n g e r .  

1 Afin d'essayer d'améliorer la solution de départ initiale x ; 

il est inutile de tester si les valeurs des variables d'indices ve-1 , 
ve-2, ..., 2 peuvent être modifiées (ici J = {n+l, ..., ve+l,ve,ve-1, ..., 1)) 

En effet, d'après la règle 4 , en considérant p un indice 

compris entre ve-1 et 2, par construction de cette solution de départ, 
1 1 o n a  x = x  j p - 1 , 2  laquantité f x -  ldPl nepeut être su- 
j j* 1 

périeure à 1 puisqu'au départ Xn = fx . 
L'algorithme commence donc avec p = ve et l'exploration de 

l'ensemble des solutions de 
O 

E (wve 9 (xw ,O)). 
ve+ 1 

1 
a) Nous considérons le cas particulier où x est la solution de 

départ de l'algorithme de Saunders et Schinzinger, mais ce qui suit sera 

valable pour n'importe quelle solution réalisable x quand l'indice p 
O 

sera égal à ve 
( W  

remplacé par x 
W 

1 
ve+ l ve+ l 

O 

Si T(w , (xW ,O) ,A*) = O on passe à l'exploration des solu- 
Ve ve+i 

tions de E(w (X 1 ) .  Il est possible que ce procédé se répète k 
ve' w ve+ 1 O 

fois (par conséquent on explore les ensembles E (wVe 9 (xW ,i)) avec 
ve+ 1 



avec i = O,..,k) avant de trouver une solution réalisable 

Dans cette hypothèse, la résolution du problème ( P . A . )  aboutit 

directement à cette solution réalisable. 

Il faut bien remarquer que cette éventualité dépend à la fois 

de la nature du problème (valeurs des coefficients des variables d'indices 

v e - 1 )  et de la place occupée par la variable d'écart dans le clas- 

sement des variables. En effet, il se peut très bien qu'il existe une solu- 

tion réalisable 

O O 

x = (x ,k l  ,x- ) avec x- # x- 
W W W ve+ 1 

W ve ve ve 

telle que la valeur de la fonction économique assoçi6e soit supérieure à celle 

obtenue en résolvant le problème (P.A.): 

O O. O 

c.5.d. f. (x ,kt ,x- ) > f. (x ,k,x- avec k l < k .  
W ve+ l W W ve ve+ l w > ve 

Dans ce cas, il s'avère que nous avons trouvé, par notre méthode 

une solution réalisable inutile. Mais, après l'obtention de cette solution, 

en cherchant à modifier les variables d'indices , . , v e -  , nous obtien- - 
drons la solution x , si toutefois il n'existe pas x t.q. 

O 

avec 2- f x- 
W W 

, £2 > fx et k" 7 k' 
ve ve 

b) De facon générale, quel que soit la valeur de p (donc 

quel que soit la place de la variable d'indice p , par rapport à celle 

de la variable d'écart) l'algorithme de Saunders et Schinzinger consiste 



fréquemment à augmenter d'une unité à la fois la valeur de la variable 

d'écart jusqu'à l'obtention d'une solution réalisable. Par contre, pour la 

combinaison des variables naturelles correspondant à cette solution réalisa- 

ble, notre méthode trouve d'emblée la valeur de la variable d'écart. 

VII-3-2.-  Remaraues sur la résolution du ~roblème (P.A.1 

Le problème (P.A.) étant un Knapsack à deux variables bivalentes, 

dont une pour laquelle le coefficient correspondant de la fonction économique 

est nul, sa résolution peut se faire en envisageant les quatre S O ~ U ~ ~ O ~ S  . 

La résolution de ce problème consiste fréquemment en une minimi- 

sation de la variable d'écart. Toutefois, lorsque, pour un problème donné, 

1 d2 1 > 1 dve1 , il peut être avantageux de ne plus avoir la valeur minimum 

de la variable d'écart. C'est ce cas que nous allons étudier. 

(P.A.) 

La solution est tout naturellement celle minimisant 

la variable d'écart, c.à.d. 
2 

x2 = x = I x = L(PA) - L' - k? , car la 
1 

solution 
ve 1 

= O , x = I , x = L(PA) - l ne peut être optimale (la 
1 ve 

relation 1' < dve l2 ne pouvant être vérifiée). 

2 1 n .  
l X2 + l  X1 + X 

ve = L - 1 lJxj = L(PA) 
j =3 

Dans ce cas, la seule solution possible est 

X, = X  = O Y x = L(PA). 2 ve 



La solution minimisant la variable d'écart est 
1 1 2  2 

xPA = (O, I,L(PA)-~ ) , toutefois si 1 cl2] > 1 dvel (1 -1 ) et d > O la 

solution optimale du problème (P.A.) est <A = (1 ,O,L(PA)-1 2 ) . 
En effet, les valeurs des fonctions économiques asso- 

ciées sont respectivement 1 
'PA = - IdVe] (L(PA)-l ) et * 

'PA = 1 d21 - 1 dVel (L(PA)-~*) 

De même, la solution minimisant la variable d'écart est 
2 2 1 2 = (I,o,L(PA)-l ) alors que si ld21 > ldVel(t -,) et d < O , la 

ilt 1 solution optimale est x = (O,l,L(PA)-1 ) .  
PA 

Dans ces deux cas, on a donc intérêt à donner en 
O 

priorité la valeur x à la variable d'indice 2. 
2 

La seule solution possible est x = ( I ,O ,L(PA)-12) 
2 PA car nous ne pouvons avoir d < dve e2 . 

Ici aussi une seule solution possible puisque 
1 

d = O  , 1 
==PA 

= (O,I,L(PA)-1 ).  

VII -3 -3 . -  E x c l u s i o n  d ' e n s e m b l e d e  s o l u t i o n s  non r é a l i s a b l e s .  

V a r i a b l e s  imposées  à la v a l e u r  O . 
- 

Etant donnés un couple (Vl?,xVF) et la solution réalisable asso- 
- O 

ciëe x = (%,%) , désignons par p l'indice d'une variable candidate 

(P c 5 et notons w = {n9n-lS1..,p) . 
P 

L2 problème est de déterminer la meilleure solution de 



O * 
T (wp, (xW l x  A ) si cet ensemble est non vide; il s'agit donc de 

P O 

résoudre, '+' en posant L(W ,x) = L - lWp . 
P 'W 9 1 -xp' , 

- P+ 1 

Max [Pi1 dj x .  J + dVe x ve ] 
j= 1 
P- 1 

e j x  + x  
j ve = L(wp,x) j = 1 

De la même façon que dans les méthodes de Greenberg et Hegerich, 

et de Geoffrion, on considère un test basé sur la réalisabilité qui vient 

s'ajouter au test basé sur la fonction économique utilisé dans l'algorithme 

de Saunders et Schinzinger : 

THEOREME 14. - S i  L (w ,x) < O 

l P 

* 
a tors T (wp , (xW , I - k  ),A 1 =' 0 

P+ 1 P 

Démonstration.- De la même façon que dans le théorème 4 , on a : 

d'où la conclusion. 

Comme dans la méthode de Faure, on établit le : 

THEOREM? 15.- Dans t 'hypothèse où L(wp,x) 3 O , 

t e t  que l k  > L(W~,X) 

3 %  ,l-X,))n R I  = ( 0 1  
P+ 1 



~émonstration.- Identique à celle du théorème 2. 

VII-4 . -  VARIABLE SELECTIONNEE.: 

N.B.- Il est inutile d'introduire la variable d'écart dans l'énumération 

puisque si l'on testait explicitement toutes les combinaisons possi- 

bles des valeurs des variables naturelles d'indices n , n-1, ..., 3 
on trouverait, par la résolution de (P.A.), les "meilleurest' 

valeurs des variables d'indices 2,1 et ve . 

On pose 

D'après le théorème 15 , 

Il est donc -évident que : 

Par contre, si DIF(w ,x) < O , on ne peut connaître, a priori, 
P 

la valeur de 

qui est une quantité positive ou nulle. 



On pose  a l o r s  : 

s i  DIF(w P ,x) 5 O 

s i n o n  

THEOREME 26 . -  Etant donnée une solution x E R s i  on a t t - ibw  

la  valeur 1-I; d une trariable d'indice p o T67 
P 

la  meilleure solution x '  qu ' i l  soi t  possible 

d'obtenir, en respectant le  principe d 'énwn&ration, 

e s t  t e l l e  que 

ve - 1 fx' = fx - (dPI  + 1 \ d j /  + Id  lxve 
js INF 

Démonstration.- T r o i s  c a s  peuvent  se p r é s e n t e r  : 

Cas I . -  p  est  t e l  que IdPl 9 /dveI : 

a n  e s t  dans l e  c a s  du théoreme 13, dont  l e  t e s t  e s t  - 
amél io ré  pu i sque  x S X 

ve v e  
(On a déterminé une e s t i m a t i o n  de  l a  v a l e u r  minimale de  l a  v a r i a b l e  d V 6 e a r t ,  

q u i  p e u t  ê t r e  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e ) .  

c a s  2. -  p  e s t  t e l  que ]dPl  c ldvel :  -- 
D'après  l e  théorème 13, x P  e s t  t e l l e  que 

fut = fx - IdPl + 1 1 d i /  
j s INF 

Mais,  dans n o t r e  niéthode, il f a u t  t e n i r  compte de l a  p o s s i b i l i t é  d ' a t t r i b u e r  

l a v a l e u r  x à l a v a r i a b l e d ' é c a r t e n r é s û l v a n é l e p r o b l è m e  ( P . A . ) ,  
-ve  

d 'où  l a  conc lus ion ,  

Cas 3 . -  p  e s t  t e l  que ldPl = Idve / :  

S u i v a n t  l e s  p l a c e s  r e s p e c t i v e s  des  i n d i c e s  v e  e t  p 

dans  l e  c lassement  de l a  méthode de Saunders e t  Sch inz inger ,  il s u f f i t  



d'appliquer l'une ou l'autre des démonstratiorrsprécédentes, pour aboutir 

à la conclusion. 

On en déduit la règle de sélection : 

.PEGLE 6. - On sélectionne l a  variabZe d' indice s t e l l e  que 

- O 

pour Zui a t t r ibuer  Za valeur x = 1-x 
s S 

VII -5 . -  E L I M I N A T I O N  DE VARIABLES EN COURS D'ALGORITHME. 

O 

VII-5- 1 .  - Variable d ' indice j , fixée à la valeur x 
j O 

D'après (10) nous savons que : 

h* ayant la même signification que précédemment. il faut 

trouver une solution réalisable x telle que : 

c'est-à-dire telle que : 

soit 

Or, par définition de B+ , d j  2 O V j c B+ 



D'où l'inégalité : 

O r :  dve< O et tljE:B- d j $ 0  

- Considérons à nouveau l'inégalité (12) ; en remarquant que 
- d B 

X ~ -  
- dve x 2 O , on obtient : 

ve 

D'après (13), s'il existe un indice jo appartenant à B- u (ve) 
i 4 lf 

te? que Id" 1 2 £2 - X , la variable d'indice JO correspondante devra 

toujours être maintenue à O dans toute solution réalisable x telle que 
?+! 

£ x > A  . 
D'après ( 1 4 ) ,  s'il existe un indice jo appartenant à B+ 

* 
tel que djO 3 £2 - A et si x. = O alors, on devrait avoir 

J 0 

* 
£ ? - A  > ~ x - A * +  1 d j (1-x.) 

j~B+-{j } J 

ce qui est impossible. 

?& 
Donc, s'il existe jo appartenant à BI tel que djO 5 £ 2 -  A , 

la variable d'indice jo correspondante devra toujours être maintenue à 
t 

1 dans toute solution réalisable x telle que fx > X . D'où le : 

O 

THEOREMY 17. - Par dé-f ini t ion du vecteur x , s  ' i l  e x i s t e  un 
- * 1 indice  jo appartenant à 1 t e %  que Id''( 3 f%-A 

1 Za variable d' indice jo devra ê t re  maintenue 
O 

à la  valeur x dans toute  solution réaZisabZe 
jo * 

x t e %  que fx > . EZZe peut donc ê t r e  éliminée 

du vroE lème (P. B. ) . 



O 

VII-5-2.- Variable d'indice jo fixée à la valeur 1-x. 
JO 

D'aprss ce que nous avons vu sur le classement des variables, 

ce sont celles d'indice élevé ( = n n - 1 .  . qui sont éliminées en priori- 

té. 

Soit jo le plus grand indice tel que la variable associée 

ne soit pas éliminée. 

Les variables d'indices n..jO+l sont donc égales respective- 
O O 

ment à 

D'après le principe d'énumération, si une variable d'indice j 
O O 

a déj à eu la valeur 1-x 
j 

elle ne pourra reprendre la valeur x, que 
J 

si une variable d'indice p > j est sélectionnée pour la première fois. 

Dans le cas présent, si la variable d'indice jo a la valeur 
O 

1-x , elle ne pourra reprendre la valeur (puisque les variables 
j 0 j 0 

d'indices n, ...,jo+ 1 sont éliminées), elle peut donc être fixée défini- 
* 

tivement à cette valeur 1-X. bien que l'on ait [djO[ < £2 - A . 
J 0 

D'où le théorème : 

e t  s i  la variable d' indice j , e s t  égale à 1 -x 
j 

alors  c e t t e  variable do i t  ê t r e  définitivement 

1 f ixée  à c e t t e  dernière valeur e t  peut donc ê t re  

1 éliminde du problème. 

V I I - 6 . -  NOUVEAU CRITERE D'OPTIMALITE. 

Un nouveau critère d'optimalité, déduit de la possibilité de fixer 



de manière définitive des variables s'énonce comme suit : 

* 
THEOREME 19. - S i  on détermine une solut ion x de (P .  B. ) 

t e l l e  que : 

alors c e t t e  solution e s t  optimale pour l e  problème 

(P. B. ) . 

D'après le théorème 17, toute solution réalisable correspondant à 

une valeur de la fonction économique supérieure à A* , doit avoir ses 
composantes d'indices n - p  respectivement égales à 
O O O 

xn,xn-, s e  9x 
P 

La variable d'indice p possédant, par hypothèse, la valeur 
O O 

1-x , toutes les solutions de E(w ,x ) ont été considérées. 
P P Wp 

En conséquence, à aucune des solutions réalisables qui pourraient 

être envisagées dans le déroulement ultérieur de l'algorithme ne pourra 

correspondre une valeur de la fonction économique supérieure à A* . 
* 

La solutiûn x est donc une solution optimale du problème (P.B.) 



V I I - 7 . -  ORGANIGRAMME DE P R I N C I P E .  

@ . Résolution de (P.C.B.) dont la solution optimale est 2 

. C U S U -  
* 

tion associ-@ ( ô  VII-2- 1 .) . 
J . Classement des variables suivant les Id 1 décroissants avec 

1% _yaqiad&e -4 'éqaq& -cg ni&qgi$rMiqq. 

. Solution de départ réalisable x , construite à partir de X 

. F i s q ~ i q ~ _ ~ e f ~ ~ ~ i y g ~ d e ~ y g : i g b 1 g ~  ; le problème devient un pro- 

blème à m variables (avec m d n) (Théorème I f )  . 

O U I  Aller en @ - 
O .i( 

NON peut-on af f i rmer que T(W , (xw , I-x ) , = 0 (Th2-!4_9?-!6) - 
p+l P . OUI Aller en @ - 

. NON Aller en O - 
O O @ x =  (X ,I-x,X-) E R ?  

W 
P+ 1 W~ 

O U  A-t-on ef fectivement amétioré ta  valeur de ta  - 
fonction économique ? 

X . O U I  Changement de x et i . - 
X 

x gg$:e,L&g ..g~Lu_${~n_ _o&c{mama &e ? (Th. 19) 

O U I  F I N  de l'algorithme - 
NON lJ~uyeate ygle~: ) - 

d . l  

(Th* 17 et 18) ; p = 3 Aller en a 
. - NON p = 3 Aller en @ 

. NON Détermination d'une solution réalisable en - u 
appliquant'le principe d'énumération aux variables 

d'indices P-I,.~.,~ : 

(Id(wp9x) 5 0 - E ( w  .(x" 
p+l 

Aller en O 
@ A-t-on considéré tou tes  Les variables ? (c'est-à-dire a-t-on 

p = m ? )  

O U I  F I N  de l'algorithme - 



NON - 
ou bien p e VF et les deux familles de solutions avec la 

O 

variable d'indice p égale respectivement à x et 
O P 

1-x (et les variables d'indices m, ...,p+ l égales 
P 

à léurs valeurs actuelles) ont été testées. 

ou bien p e 

. et t ( w  ,x) < O =c) E ( W  ,(x . I-X ))  A R = 0 (Tbl_&) P Wpel 0 P 

. et l'attribution de la valeur 1-x à la variable 
P 

d'indice p ne peut apporter d'amélioration sur la va- 

leur de la fonction économique (Tb-,'él. 

Dans ces t r o i s  cas p = p+l 

Aller en @ 

La p u t t i u  bardignéa en ,,,,,,, cam~?5pandent aux rnocii~icatioa 

appotLtéa à l a  mézhade de Saundm e,t Schinzingm 



CHAPITRE V I 1 1  

ANALOGIES ET DIFFERENCES ENTRE LES METHODES 

........................................... 

V I I I - 1 . -  INTRODUCTION. 

L'utilisation des couples (VI?,-%) est à la base de l'énuméra- 

tion de toutes les méthodes sauf deicelle de Saunders et Schinzinger, et 

donc de la nôtre; en effet, nous avons vu, dans ces dernières méthodes, 

qu'en considérant uniquement les variables naturelles, le principe d'énumé- 

ration est tel que la séquence des solutions testées est identique à celle 
n 

des nombres binaires de O à 2 -1; mais toutefois, l'utilisation des 

couples (vF,%) qui n'est pas nécessaire pour ces deux méthodes, a 

été maintenue afin que la présentation de l'exposé soit homogène. 

Exception faite pour la méthode de Saunders et Schinzinger, 

VF !J réunit P 'ensemble des indices des variables naturelles. Ainsi, la 

variable d'écart, qui n'est calculée qu'après l'obtention d'une solution 

appartenant à T(VF,<~, )X) , ne rentre jamais en ligne de compte dans 
les tests de ces algorithmes. 

Par contre, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la 

variable d'écart, qui est associée à la contrainte initiale de (P.B.), 

est prise en compte au même titre que les variables naturelles (son indice 

appartient à VF L) %); ces dernières sont elles-mêmes considérées corne 

des variables d'écart puisqu'un changement de valeur d'une variable x. 
J 

est considéré corne un déplacement de l'hyperplan 1x1~. = cte) , paral- 
J 

lèlement à lui-même. 

Dans les étapes initiales de la plupart des algorithmes, l'en- 

semble des indices des variables fixées VF est vide et on pose comme 

meilleure valeur connue de la fonction économique, la valeur A* = O . 
Mais, dans notre méthode, on a vu que d'on détermine la valeur initiale de 

A* en résolvant des problèmes en variables continues et bornées à une 

contrainte; de plus, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, à la valeur 



* 
initiale de , construite à partir de (P.C.B.) , on associe la solu- 
tion de départ x pqur laquelle x > O ; donc au départ de cette ve 
méthode, on a VI? = ive) # a. 

V I I I - 2 . -  VARIABLES IMPOSEES. 

Un couple (vI?,GF) étant donné, les méthodes de Greenberg et 

Hegerich, et de Saunders et Schinzinger ne possèdent pas de tests permettant 

d'attribuer des valeurs inposées à des variables d'indices appartenant - 
à VF. 

Seule notre méthode permet de déterminer des variables imposées 

dont les valeurs sont fixées définitivement (les composantes associées de 

la solution optimale du problème (P.B.) doivent nécessairement posséder 

ces valeurs). Il est ainsi possible d'éliminer des variables en cours d'al- 

gorithme. 

Par contre, dans les méthodes de Faure et Geoffrion (première 

et deuxième méthodes), les variables ne sont imposées qu'en fonction du 

couple (vF,-%) donné et, a priori, elles cessent d'être imposées dès que 

ce couple est modifié (diminution de VF) : 

- dans la méthode de Faure, on tient compte alternativement 

de la contrainte initiale de (P.B.) (variables imposées à la 

valeur O) et de la fonction économique (variables imposées 

à la valeur 1), 

- dans la deuxième méthode de Geoffrion, il est également possi- 

ble de déterminer des variables imposées, soit à la valeur O 

soit à la valeur 1 ,  grâce à l'apport de contraintes addi- 

tionnelles. 

- mais dans la première méthode de Geoffrion, on ne considère 

que des variables imposées à la valeur 1 à l'aide d'un test, 

basé sur la fonction économique, équivalent à celui de Faure. 

N.B.- Il est bien évident que, dans ces trois méthodes, des variables imposées 



sous l'hypothèse VF = 0 , le sont définitivement et peuvent être 

éliminées du problème. 

VI I I -3 .1-  VARIABLES CANDIDATES - VARIABLE SELECTIONNEE. . 
Comme nous l'avons déjà vu, dans l'hypothèse où on ne peut 

- * 
conclure que T(VF,lbF,A ) est un ensemble vide, il faut considérer 

l'ensemble des variables candidates; elles sont telles qu'il n'existe 

pas d'information suffisante pour leur attribuer une valeur imposée. 

On remarque alors que : 

- - VF représente l'ensemble des indices des variables candidates 

pour les méthodes de Greenberg et Hegerich, et de Saunders et 

Schinzinger, 

- l'ensemble des variables candidates de la première méthode 

de Geoffrion contient celui de la méthode de Faure. 

Dans les méthodes de Faure, et de Greenberg et Hegerich, les 

informations déjà recueillies sont suffisantes pour déterminer la variable 

sélectionnée, sans avoir recours à un calcul supplémentaire : on attribue 

- dans la méthode de Faure, la valeur 1 à la variable candi- 

date dont le coefficient de la fonction économique est le 

plus élevé. 

- dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la valeur O à 

la variable de base optimale de (P.C.B. VI?) dont la résolu- 

tion est l'unique source d'information de la méthode. 

Par contre, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et 

Schinzinger, et donc de la nôtre, la sélection d'une variable est consécuti- 

ve à de nouveaux tests utilisant : 

- soit la contrainte initiale (première méthode de Geoffrion) 

et les contraintes additionnelles (deuxième méthode de 

Geoffrion) 



- soit la nouvelle fonction économique construite en début 

d'algorithme (méthode de Saunders et Schinzinger) et la 

contrainte initiale (notre méthode). 

On peut alors comparer l'idée de base de la methode de Faure à 

celle de la méthode simpliciale dans laquelle on conserve, à chaque étape, 

une solution réalisable pour aboutir à une solution réalisable optimale : 

Si représente l'ensemble des indices des variables candida- 

tes, on attribue la valeur 1 à la variable d'indice s telle que 

(dans la méthode simpliciale, or1 choisit l'indice s rentrant dans la 

base, de telle manière que : 

De même, on peut comparer l'idée de base des méthodes de 

Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et donc de la nôtre, à celle de la 

méthode duale-simpliciale où on considère, à chaque étape, une solution 

optimale pour aboutir à une solution optimale réalisable : 

On attribue à la variable sélectionnée d'indice s la valeur : 

Rappelons que, dans la méthode de Saunders et Schinzinger et la 

nôtre, le problème (P.B.) est mis sous la forme : 

- 
X = 
S 

-- 
O dans les méthodes de Geoffrion 

O si ds > O 1 dans la méthode de Saunders et 1 si ds < 0 Schinzinger et la nôtre 

k E N  si s =  ve 
- 



n 
j Max 1 d X. + dvex 

J ve j = l  

avec 1 

Nous savons qu'a l'optimum de (P.C.B.) , on a : 

Par des changements de.variable de la forme x' = 1-x pour - j j 
les variables d'indices j appartenant à B , on peut considérer le 

problème (P.B.) mis sous la même forme que précédernent mais avec les 

données telles que : 

* 
dvecR- , L E R .  I - 

- 
Les nouveaux ensembles B+ et B sont alors les suivants : 

O 

et le vecteur x défini dans notre méthode est tel que : 

O 

x = l  
j 

b' j e Ï - (ve) . 

Ainsi, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger 



- 
et la nôtre, un couple (vF,<~) étant tel que W représente l'ensemble 

des indices des variables candidates, on compare la meilleure valeur de la 

fonction économique qu'il est possible d'obtenir avec une solution de 

E (VF U ( s ) ,  (SF,0)) , à A* (meilleure valeur connue de la fonction écono- 
mique associée à une solution réalisable de (P.B.)) : 

Plus précisèment, si on ne tient pas compte de la méthode de 

Saunders et Schinzinger, on considère l'inégalité : 

 a ans la méthode de Saunders et Schinzinger, où on doit tenir 
cimpte de la variable d'écart, il suffit d'augmenter le nombre de variables, 

en décomposant cette variable d'écart en variables bivalentes, pour retrou- 

ver une inégalité du même type que ci-dessus. Rappelons, de plus, que cette 

variable d'écart, prenant des valeurs entières, peut être sélectionnée 

plusieurs fois (au plus [L] + 1 fois)] . 

avec g = 

\/ITI-~, - SOLUTIOIVS REALISABLEÇ. 

- 
f dans les méthodes de Geoffrion 

d dans notre méthode. - 

- - 
lin couple (VF,xVF) étant donné, notons x(VF,%~) la solution 

réalisable considérée au cours d'un algorithme. 

Cons les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et 
* 

la nôtre, x(VF,SF) est telle que fx(VF,G) = fx (VF). 

De plus, dans la méthode de Faure, on ne considère x(vF,<~) - 
que lorsque toutes les variables sont fixées (i.e. VP = @) ce qui a 

- - 
pour conséquence que x(VF,>bF) = % . 

Ainsi, il est évident que, dans toutes ces méthodes, lorsqu'une - 
solution x(VF,xW) réalisable est déterminée, il faut modifier le couple 



( v F , ~ ~ )  ; cette modification correspond à une dimiiiution du nombre 

des éléments de W (au t.out au moins à un changement de valeur d'une - 
composante de %). 

Ce n'est pas toujours le cas dans Pa mêthode de Greenberg et 

Hegerich 06 on peut obtenir : 

Dans ce cas, on poursuit l'augmentation du nombre d'éléments 

de VF . Mais, lorsque IC(VF,<~)  = %(VI?), on aboutit à la même conclusion 

que pour les autres méthodes. 

- 
Notons enfin que x(VF,xVF) appartient nécessairement à A(A*) 

uniquement dans les méthodes de Geoffrion. 

VII I -5 . -  RESOLUTIONS DE PROBLEMES EN VARIABLES CONTINUES ET BORNEES A UNE 

CONTRAINTE. 

Les méthodes de Greenberg et Hegerich, de Geoffrion (deuxième 

méthode), de Saunders et Schinzinger et la nôtre utilisent toutes au 

moins ilne résolution de problème en variables continues et bornées à une 

contrainte. 

- les methodes de Greenberg et Hegerich et de Geoffrion corn- -- 
portent de telles résol-uti ons pour chaque couple (VF .sr) 
donné. Ainsi, à la manière de la S.E.P., elles déterminent 

- $< 
si l'enseenb2e T(VF, X ) est vide en faisant une évaluation 

%F ' 
par excès de la valeur de la fonction économique grâce à la 

rêsolution de @.C.B.VF), (dans les autres méthodes, cette 

évaluation par excès se fait par l'intermédiaire d'une maximi- 

sation sur s(=)). 
De plus, lorsque ce procédé ne permet pas de conclure que 

.- * 
T ( W , X ~ ~ >  I ) est un ensemble vide, si î<(VF) appartient à 

- - 
F,(VF,>bF) on peut modifier le couple (VF,%F) corne nous 

l'avons vu précédemment. 



N.B.- Dans la deuxisme méthode de Geoffrion, à cette utilisation de la 

résolution de (P.C.3.W) vient s'ajouter la construction de 

contraintes additionnelles. 

- la methode de Saunders et Schinzinger et la nôtre ne compor- 

tent que la résolution de (P.C.B.VF) avec VF = 0 , afin 
de transformer la formulation de (P.B.) pour obtenir une 

fonction économique ayant pour composantes les dérivées par- 

tielles de la fonction initiale par rapport aux variables 

hors-base à l'optimum de (P,C.B,). La détermination de ces 

composantes et de la valeur fI (2 solution optimale de 

(P.C.B.)) est à la base de l'élimination des variables en 

cours d'algorithme. 

V I T I - 6 . -  ORGANIGRAMME GENERAL. 

Cet organigramme regroupe les principes généraix de toutes 

les methocies (voir Figure 1). 

Une remarque est à faire au sujet du test (T) de cet organigramme. 

Si on suppose que jo représente le premier indice de VF , ee 

test équivaut à tester si toutes les solutions de 

Dl1 

b U E ( go hk) si j = ve dans la mêthode de Saunders et Schinzinger] 
k=O 

ont été considérées. 

Mais, dans la methode de Saunders et Schinzinger, et la nôtre, étant 

donné le principe d'énumération, il faut que cet indice jo soit tel que 

~ J " I  = = m a ,  ldJ1  a,,, J =  

j CJ 

1 n e  1 dans la méthode de Saunders et 
Schinzinger 

{ l , - - d q  dans notre méthode. - 





CHAPITRE I X  

CAS PARTICULIER DU KNAPSACK : 

GRADIENT DE LA FONCTION ECONOMIQUE PARALLELE 

A CELUI  DE LA CONTRAINTE 
........................ 

I X - 1 . -  GENERALITES 

Considérons le problème de Knapsack très particulier : 

n 
Max fj x 

j=i  j 

(P.B.E.) 

6: Il faut déterminer la solution bivalente x telle que la 
n * 

position de l'hyperplan {x e R Ifx = fx ) soit la plus proche de celle 
n 

de l'hyperplan parallèle {x  e R Ifx = L) . 
Il existe de nombreuses solutions optimales pour le problème 

(P.C.B.E.) associé (résolu en variables continues et bornées) : 

En effet, Pa composante d'indice j de la fonction économique 

étant égale à la composante d'indice j de la contrainte (j=l,..,,n), une 
C1 solution optimale x de (P.C.B.E.) doit être telle que : 



N.B.- On écarte 1"ventualité de la solution triviale associée 5 une 

borne L >  f f j .  
j= 1 

Pour déterminer une telle solution, il suffit de trouver un 

ensemble JO C J = I l ,  ..., n] et un indice i~ J-JO tels que : 

On pose alors : 

pour aboutir finalement à l'égalité (15) 

(Si n+l désigne l'indice de la variable d'écart, on a 

2 = = O ) .  n+ 1 

Les composantes du vecteur d (vecteur critère de candidature 

4 ]l'optimum de (P.C.B.E.)) sont donc les suivantes : 

Ainsi, toutes les composantes de d étant nulles, excepté celle 

correspondant à la variable d'écart, il n'y a plus de hiérarchie entre les 

variables naturelles. 

De plus, d'après la Règle 6, une solution réalisable x et une 

valeur A* de la fonction économique étant données. une variable candidate 

d'indice p ne peut être sélectionnée que si : 



Si x = x  : l'inégalité (16) revient à comparer L 
n+ 1 n+ l 
f ff 

et r ; comme L est la valeur maximale que peut prendre X , 
i m  test basé sur cette inegalité ne peut éliminer aucun 

ensemble de solutions. 

* 
< d f x + %  > a  (16) 

n+ 1 

. S i %  = x  - x < x on a alors fx + X < L 
n+ 1 n+l -n+1 n+ - 1 n+ 1 

" 
avec x - - 

n+ l 

et test basé sur cette Inégalité peut alors jouer un rôle 

- 
X n+ 1 

X - X 
- n+l -n+l 

d'exclusion d'ensembles de solutions. 

Remzrques. - 
1 .- 11 est évident que le problème (P.B.E.) est résolu dès qu'une 

solution x s R , telle que fx = L , est déterminée. 

2 . -  Dans la méthode de Sauriders et Schinzinger, d'après le 

théorSrne 13, quelque soit l'indice p c n . 3  d'une variable candidate, 

on considère 1' inégalité : 

(puisque ldntll = I > d' = O j = ~,~..*n). 

Ainsi, pour une valeur donnee de la variable d'écart, dès qu'une 

solution x e R est determinée, on a nécessairement : 

- * 
soit fx > X mais alors on affecte à a* la valeur fx. l -  1 - 



Dans les deux cas, l'inégalité ( 1 7 X  considérée dans la R.égle 4, 

n'est donc jamais vérifiée (Seule la variable d'écart peut être sélectionnée 

sous les hypothèses (K2) ). 

Il faut donc procéder à l'énumération des soliitions en considé- 

rant une valeur nulle de la variable d'écart. 

IA-2.- RESOLUTION DU PROBLEME [P.B.E.) - 
On fait l'hypothèse suivante : 

et on choisit la solution optimale de (P.C.B.E.) telle que : 

On considère alors un problème (P,B.E.) dont : 
E: 

- la furrction économique est obtenue en faisant subir un 

déplacement à la fonction économique initiale. 

- le domaine est idéntique à celui de (P.B.E.) : 

n 
j j Max 1 ( f  -E ) X. 

j= 1 J 



Nous allons montrer que : 

- Sous certaines hypothèses, étant données une solution optimale * - 
x de (P.B.E.) et une solution optimale x de (P.B.E.lE 

* - 
o n a :  fx = f x .  

- La solution optimale de (P.C.B.E.) est identique à celle 
E 

choisie pour (P.C.B.E.) sous l'hypothèse (Hl). 

- A l'optimum de (P.C.B.E.) les composantes du vecteur 
€ '  

critère de candidature d sont toutes non nulles excepté 
E 

celle correspondant à l'indice de base optimale. 

?& 
THEOREME 20. - Etant données une soZution optimale x de ( P .  B. E. 1 - 

I e t  me solution optimaLe x de (P.B.E.) 
E '  

n 
s i  1 E j C I  

j=l 

* - 
alors o n a  fx = f x .  

Démons trut ion . - - 
/ D I  = {X r S I ~ X  

Posons 
I 

€ = [E ,...,En] 

- 
= max(fx-€x) max fx - min EX 
XeD 1 x&D 1 

- 
min EX 2 O fi  

(f-E) x $ fx (18) 
*D 1 

* 
fx = max fx 

x&D 1 

V x Dl fx - EX 2 fx - max sx 
x£D 1 

- 
(f-E) x = max (fx-EX) 3 max fx - max EX 

x € D  1 mD 1 m D  1 



- * 
--"" (FE) x 2 fx - max EX 

* n 
=-(f-c) X 2 fx - 1 E j (19) 

j =i 
n 

max EX 6 1 E 

x€D 1 

D'après la proposition 6, l'obtention de la solution de déplrt 

est immédiate, puisqu'il est inutile de calculer les rapports 

(f-s)j/fj (j=l,. . . ,n). 

Démonstration.- 
\ avec i indice de 

PROPOSITION 6.- La solution optimale de 

1 2 i 
Hypothèse (H 1) f 5 f >, . . . 2 f b . . . 2 fn base optimale de 

1 i-l i n ~éfinition de E 4 f-E = [f , . . . , f  , f  -a,. . . ,f -a] 

(P.c.B.E.) 
E 

- 
Max (f-s) x 

fx ,< L 

- X e  S 

e s t  identique à c e l l e  choisie pour (P.C. B.E.) 

sous l'hypothèse ( H l )  



PROPOSITION . 7. - A Z 'optimwn de (P. C.  B. F. ) 
E ' l e s  composantes 

de d sont toutes  non nu l les  excepté c e l l e  
E 

cornespondant à l ' i nd ice  i de base opt imZe - - 

d'apres les hypothèses faites, 

i i 
i f -a i 

B Il est évident que d = f - a - f = 0 c.q.f.d. 
fL 

Dans la suite de l'algorithme, on résoud (P.B.E) et draprés le 
t 

théorème 20 on obtient la solution optimale de (F.B.3). 

Les résultats d'expériences relatives à ce type de problème 

sont répertoriés dans le § X-7 (E a été choisi égal à l/(n-i+2) ) .  



CHAPITRE X 

EXPERIENCES NUMERIQUES 

E l l e s  ont  t ou te s  é t é  r é a l i s é e s  s u r  Gamma M 40, HONEYWELL BULL 

(32 K,  temps de base  1,66 micro-seconde). De nombreuses comparaisons ba- 

sées  s u r  l e s  temps de c a l c u l  ont  é t é  f a i t e s  e n t r e  l e s  méthodes é tud iées .  

Pour c e l a ,  nous avons considéré des problèmes de 10, 20, 30, 

40, 50,  100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 1500, 2000, 

2500, 3000 e t  4500 v a r i a b l e s .  

X- 1. - CARACTERISTIQUES DES PROBLEMES. 

Le t i r a g e  su ivant  l a  l o i  uniforme de nombres r é e l s  E [0,1[ e s t  

à l a  base de l a  cons t ruc t ion  des problèmes t e s t é s .  

Nous l e u r  avons imposé l a  forme su ivante  : 

n 
j max {-t 1 6 L < 1 1' - 

lsjsn j=1 

où n représente  tou jours  l e  nombre de v a r i a b l e s .  

Remarque. - La condi t ion  L < 1 1' permet d ' é v i t e r  l a  
j = l  

so lu t ion  t r i v i a l e  x = e . 
S ' i l  e x i s t a i t  un i n d i c e  j  t e l  que lJ > L , l a  v a r i a b l e  

correspondante s e r a i t  déf in i t ivement  f i x é e  à zéro ,  nous avons 

donc i n t r o d u i t  l a  seconde condi t ion  max { l j )  $ L a f i n  de ne  

pas diminuer l a  t a i l l e  des problèmes. l d 6 n  

De p lus ,  tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  f J  e t  tJ ( j  = 1 , . ,II) on t  



une valeur comprise entre O et 99 ; L a une valeur inférieure à 

100 n . 

X-2.- CONSTRUCTION DES PROBLEMEÇ. 

Nous avons considéré la suite (Ui)isN telle que 

V i s  N 

avec I x i = B x  + C  (modM) i- 1 

(les valeurs de B, C ,  M et x0 ont été déterminées expérimentalement 

par M. COQUET et J, DENEL (rapport de stage de D.E.A.)). 

Afin d'obtenir des entiers s [0,91 nous avons construit 

la suite telle que 

dans laquelle seules les valeurs permises par les conditions (20) ont 

été retenues. 

Ces nombres semblent effectivement provenir de la loi de répar- 

tition uniforme : dans le tableau 1, nous avons rassemblé les principales 

caractéristiques theoriques et pratiques de ces problèmes. 

La partie théorique de ce tableau a été obtenue en considérant : 

1') la loi de X = 100 U où U est une variable aléatoire 

uniformément répartie sur [O, 1 [ et absolument continue. 

2")  la loi de M = max Xi 
l g i ~ n  
n 

3=) la loi de S = 1 
i= 1 



où l e s  n  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  X. ont  t o u t e s  l a  mëme 
1 

l o i  que X : e l l e s  s o n t  indépendantes e t  t o u t e s  r é p a r t i e s  

su ivan t  l a  l o i  de p r o b a b i l i t é  uniforme. 

4 " )  l a  l o i  de SM = nX 

t e l l e  que s i  - 1 M i  e s t  une va l eu r  de M 

1 Si e s t  une va l eu r  de S 
- 

a l o r s  M.  S M. < S. (condi t ions  (20)) . 
1 1 1 

S i  Y e s t  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e ,  on no t e r a  : 

E(Y) : espérance mathématique ou va l eu r  moyenne de Y 

V(Y) : va r i ance  ou moment d 'o rdre  2  par  rappor t  à l a  

moyenne de Y 

a (Y) = : é c a r t  type de Y . 

Pour un nombre donné n  de v a r i a b l e s ,  nous avons 



Remarques. - 
1 " )  Lorsque nous n 'avons  déterminé qu'un encadrement d 'une 

v a l e u r ,  l e s  deux bornes  a p p a r a i s s e n t  dans ce t a b l e a u  comme 

dans l e  s u i v a n t .  

2") Nous avons é t a b l i  une m a j o r a t i o n  de  l a  v a l e u r  de V(SM) 
2 en supposant  que E(M) = 99 lors du c a l c u l  de E(SM) . 





X-3.- RESULTATS. 

Nous avons rassemblé t o u t e s  l e s  moyennes des temps de c a l c u l  

(données en secondes) dans l e s  tab leaux  2 e t  3 . 
Les 120 premiers  problèmes de 10 v a r i a b l e s  ont  é t é  déterminés 

comme nous venons de l e  d é f i n i r ;  mais l e s  120 s u i v a n t s ,  qu i  on t  des  

c o e f f i c i e n t s  i den t iques  aux précédents ,  s o n t  t e l s  que chaque second 

membre L a  é t é  c h o i s i  proche de e j  ; l e s  120 a u t r e s  problèmes ont 
j = l  des seconds membres de va l eu r s  i n t e rméd ia i r e s .  

Les 60 premiers  problèmes de 20 v a r i a b l e s  ont  é t é  t i r é s  s u r  

1.B.M.  1620. Les 120 a u t r e s  problèmes ont  é t é  t i r é s  s u r  M 40, t ou jou r s  

suivant  l a  l o i  uniforme. Les nombres obtenus é t a n t  t o u t e f o i s  iégérement 

d i f f é r e n t s ,  c e l a  nous a  permis de cons idé re r  ces  deux s é r i e s  de problè- 

mes. 

Pour c e r t a i n e s  méthodes,des problèmes de t a i l l e  supé r i eu re  ou 

éga le  à 30 v a r i a b l e s  n ' o n t  pu ê t r e  r é s o l u s  dans l e s  l i m i t e s  de temps 

de ca l cu l  su ivan te s  : 

- 1 3 minutes pour 30 v a r i a b l e s  

1 4 minutes pour 40 v a r i a b l e s  

1 6 minutes pour 50 v a r i a b l e s  

1 8 minutes pour 100 v a r i a b l e s  

15 minutes pour 200 variab1e.s.  1- 
Pour une t a i l l e  donnée, l e  nombre de ces  problèmes a r r ê t é s  en 

cours d 'exécut ion e s t  ind iqué  dans l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e  d r o i t e  de l a  case 

correspondante du t a b l e a u  2 . 
De p lus ,  l a  propor t ion  de problèmes a r r ê t é s  devenant t r o p  impor- 

t a n t e ,  à p a r t i r  de 50 v a r i a b l e s ,  nous n 'avons t e s t é  l ies  méthodes de Faure 

e t  Geoffrion (1967) que pour un nombre r e s t r e i n t  de problèmes. Nous avons 

f a i t  de même avec l e s  méthodes de Geoffr ion (1969) e t  d e  Saunders e t  

Schinzinger ,  pour l e s  problèmes de 200 v a r i a b l e s .  Ces nombres sont  indiqués 

dans l e s  p a r t i e s  i n f é r i e u r e s  gauches. 



N.B.- Dans ces  deux cas ,  l a  moyenne i n s c r i t e  e s t  c e l l e  des temps de 

c a l c u l  des problèmes r é so lus  dans l e s  l i m i t e s  données. 

La comparaison des temps de c a l c u l ,  pour l e s  problèmes de 

200 à 3000 va r i ab l e s  n ' a  pu s e  f a i r e  qu ' en t r e  l a  méthode de Greenberg 

e t  Hegerich e t  l a  n ô t r e .  

Les problèmes de 1500 à 4500 v a r i a b l e s  n ' on t  é t é  t i r é s  qu'en 

un seu l  exemplaire;  l e s  temps de r é s o l u t i o n  de ces  problèmes ( tou jou r s  

indi.c@és en secondes) sont  regroupés dans l e  t ab l eau  3. 

Pour l e  problème de 4500 v a r i a b l e s ,  l e s  32 K mots de  mémoire 

du c a l c u l a t e u r  é t a n t  i n s u f f i s a n t s  pour n o t r e  code ( reprodui t  en  annexe 

f i n a l e ) ,  nous l ' avons  r é é c r i t  en u t i l i s a n t  des  i d e n t i f i c a t e u r s  du type 

booléen. 

Les courbes représentées  ci-après  ( f i gu res  2 e t  3) son t  

dédui tes  de ces  deux tableaux a f i n  de me t t r e  en évidence l a  progress ion  

des temps de c a l c u l  en  fonc t ion  du nombre de v a r i a b l e s .  Il a p p a r a î t  

a i n s i  c lairement  que, pour n o t r e  méthode, c e t t e  progression e s t  légére-  
2 

ment i n f é r i e u r e  à n2 (de l ' o r d r e  de 0 ,9  n  , courbe indiquée en 

p o i n t i l l é s ) .  



TABLEAU 2 

Exerrp2e.- Pour n = 200 , 50 problèmes o.nt é t é  p r é p a r é s .  

Pour l a  méthode de F a u r e ,  s e u l s  les 5 p r e m i e r s  problèmes o n t  é t é  t e s t é s  
. .. /. .. 



(4 d'entre eux n'ont pu être résolus en moins de 15 minutes; le temps 

de passage du seul problème complétement résolu est de 48,65 S.). 

Pour la méthode de Greenberg et Hegerich, les 50 problèmes ont été 

résolus en moins de 15 minutes; la moyenne des temps de calcul est de 

2 5 , 9 4  S. 

TABLEAU 3 



( 1 )  FAUKE 

( 2 )  GEOFFRION ( 1 96 7) 

( 3 )  GEOFFRION (1969) 

( 4 )  GREENBERG ET BEGERICH 

(5) SAUNDERS E T  SCHINZINGER 

( 6 )  SAUNDERS E T  SCHINZINGER modi f i ée  

var iables  ,,, 
FIGURE 2 

I V U  



( 1)  GREEMBERG ET HEGERICH 

( 2 )  SAUN!DERS E T  SCHINZINGER modi f i ée  

variables 

1 O0 2 0 0  300 400 500 600 
l 

700 800 900 1 O00 



X-4.- DISPERSION DES TEMPS DE CALCUL. 

Nous avons étudié la distribution, selon les temps de calcul : 

- des 130 problèmes tests de 30 variables pour chaque méthode 

- des 125 problèmes tests de 100 variables pour les méthodes 

de Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, Saunders et 

Schinzinger et la nôtre. 

- des 50 problèmes tests de 200 variables pour la méthode de 

Greenberg et Hegerich et la nôtre. 

Cela nous a permis d'établir les histogrammes relatifs à ces 

distributions, construits de la façon suivante : 

Pour chacune des méthodes et pour un nombre de variables donné, - 
nous avons considéré la moyenne arithmétique t des temps et les 23 

classes contigües suivantes : 

- 
t N.B.- L'intervalle élémentaire a été choisi d'amplitude - . 

1 O 

De plus, nous avons sélectionné quelques intervalles de temps 

qui nous paraissent intéressants et dans lesquels nous donnons la réparti- 

tion des problèmes dans les tableaux 4, 5 et 6 où figurent en particulier : 

- les nombres de problèmes appartenant à la classe des temps 
7 - 

de calcul supérieurs à 7 t , qui n'a pas été représentée sur 

les histogrammes (uniquement pour les problèmes de 30 variables) 

- les temps minimum et maximum pour chaque taille et chacune des 

méthodes considérées. 



Nombre de problèmes de temps t 
Temps de c a l c u l  

GREENBERG 

30 variables 

TABLEAU 4 



a lai , k ri Pour coute$ c e s  f i g u r e s ,  un problème s e r a  r e p r é s e n t é  par l a  s u r f a c e  0 
, P P  

E O 
O k n a 

temps 

- 2 ;  5 - 
- t  3 t 7 - 

t 2 - t  2 

FIGURE 4 

METHODE DE FAURE 

FIGURE 5 

MEiP2ODE DE GREZNBERG FI' HEGERICH 



temps 

- 
t 512  t 712  f 

FIGURE 6 

MEIT'IIODE DE GEOFFRION ( 196 7) 

FIGURE 7 



FIGURE 8 

METliTODE DZ SA UNDERS e t  SCFIINZINGER 

FIGURE 9 

MET!!ODE 9.2 SA UIJDERS e t  SCHINZINGER amé l iorée  



100 variables 

Méthode 

de 

GREENBERG 

TABLEAU 5 

GE OFFRION 

- 
t 

- 

Temps de c a l c u l  
Nombre de problèmes de temps t 

t e l  que 

Minimum Maximum t ) 480 

- 
5 c t c 2 
2 2 

- 
3 5 6 r 6 3 t 2 



FIGURE 10 

METHODE DE GREEflBERG ET HEGERICH 

- t emp s 

FIGURE 11 

METHODE DE GEOFFRION (1969) 



MErHODE DE SAUNDERS ET SCHINZINGER 

FIGURE 12 

FIGURE 13 



Nombre de problèmes de temps t 
Temps de c a l c u l  

200 variables 

TABLEAU 6 

Afin d'avoir un élément de comparaison supplémentaire entre la 

méthode de Greenberg et Hegerich et la nôtre, nous avons établi les cour- 

bes cumulatives associées aux histogrammes pour les problèmes de 100 et 

200 variables (Figure 16). 



METHODE DE GREENBERG ET HEGERICH 

FIGURE 1.5 

MET,i;'ODE DE SAUNDERS ET SCHINZINGER am6liorée 



FIGURE 16 

100 v a r i a b  l e s  

,, , , , , , , , 200 v a r i a b l e s  

( 1 )  Méthode de Greenberg 
e t  Hegerich 

(2)  Méthode de Saunders 
e t  Sch inz inger  amél io rée  



X-5.- REMARQUES SUR LA REALISATION DES CODES. 

X - 5 - 1 . -  Méthode de G e o f f r i o n  ( 1 9 6 9 ) .  

- 
Un couple (YF.xw) étant donné, dans l'annexe 2 .  nous verrons 

que l'introduction de contraintes additionnelles permet l'acquisition de 

nouvelles informations. Ainsi, il est possible d'affiner Te test de 

sélection d'une variable candidate. 

Ce meilleur choix diminue le nombre d'itérations. Il serait 

donc naturel de considgrer le plus grand nombre possible de contraintes 

additionnelles, toutefois les calculs supplémentaires que cela nécessite 

augmentent la durée des itérations et peuvent faire perdre le bénéfice 

obtenu par la diminution de leur nombre. C'est ce que met en évidence 

l'exemple donné dans le tableau 7 : nous avons considéré les 130 
- 

problèmes de 40 variables (dont la moyenne de temps de calcul est t) , 
l'ensemble des variables imposées, sous les hypothèses (W.-%) , étant 

toujours déterminé à l'aide de la dernière contrainte additionnelle 

obtenue. 



TA BLEA U 7 

Influence du nombre de contraintes additionnelles (m) sur : 

- le nombre d'itérations (1) 

- le temps de résolution (t) 



- 
Pour ce même couple (VP,xVF), il est possible de déterminer 

l'ensemble des variables imposées non plus à partir de la dernière con- 

trainte additionnelle construite, mais à partir des k (k > 1) dernières. 

Le nombre de variables ainsi fixées augmente, ce qui diminue le nombre 

d'itérations, mais, comme précédemment, le temps de calcul peut, lui, 

augmenter. 

Nous conservons, à titre d'exemple, les 10 premiers problèmes 

de 40 variables qui ont été résolus en considérant 4 contraintes addi- 

tionnelles (Tableau 8) * 

La sélection d'une variable candidate s'effectue à l'aide de la 

contrainte initiale et des quatre contraintes additionnelles. Pour R = 1 

les variables sont imposées à partir de la dernière contrainte additionnel- 

le obtenue; pour R = 4 , on impose les variables à l'aide des quatre der- 

nières contraintes additionnelles obtenues. 

TABLEAU 8 

Des expériences identiques ont été effectuees pour les autres 

tailles de problèmes. Nous en avons déduit le nombre "optimal" de con- 

traintes additionnelles pour un nombre donné de variables, la recherche 

des variables imposées se faisant toujours sur la dernière contrainte 

additionnelle. 



X-5-2,- Méthode de Saunders e t  Schinzinger  améliorée.  

Dans ce paragraphe, nous exposons le principe adopté afin 

d'améliorer une solution réalisable et montrons l'utilisation et l'intérêt 

des théorèmes 14 ( 5  VII-3-3) et 16, ainsi que la règle 6 (5 VII-4). 

Soit x une solution réalisable et p l'indice d'une variable 

candidate susceptible d'être sélectionnée. 

On pose : 

Pour déterminer s'il est utile ou non de tester les solutions 

de E(w , (X ,I-$1) , d'après la règle 6, on considère l'inégalité : 
P w 

P+ 1 

En fait, ce test n'est que le dernier d'une série de trois é 

- Test 1 : Comparaison de h + Idve/ x et de A* 
ve 

O 

Si on ne peut conclure que T (wp, (xw ,i-xp)) = 0 , 
on effectue le test 2. P+ 1 

- Test 2 : A-t-on L(w ,x) < O ? (Théorème 14) 
P 

Si on ne peut encore conclure que T(wp, (xw , ) = 0 
on détermine la valeur minimale x de laP+' variable -ve 
d'écart pour aboutir au test 3. 



- Test 3 : A-t-on A + 1 dVel ke > A' (Règle 6) ? 

Cette façon de procéder s'explique par le fait qu'à chaque étape 

de lla&gorithme, les valeurs x et L(wp,x) sont connues alors que la ve - 
détermination de x nécessite des calculs supplémentaires. (emploi d'une 

ve 
boucle de p- 1 à 1) .  

Afin d'illustrer cette affirmation, nous avons effectué des 

comparaisons basées sur les temps de calcul et les nombres de solutions 

testées (tableau 9). 

L'utilisation du test 3 diminue fortement le nombre de solutions 

mais les différences de temps de calcul ne sont pas significatives: 

Elles sont 

- soit inéxistantes 
- soit de l'ordre du dixième de seconde pour certains problèmes 

de 200 et 300 variables (de moyennes respectives 16 et 35 

secondes) ainsi que pour le problème de 1000 variables dont 

le temps de résolution est compris entre 370 S. et 371 S. 

Les résolutions des 125 problèmes de 50 variables ont abouti 

à un écart de l'ordre d'un centième de seconde entre les deux moyennes : 

1- 1,26 S. pour les tests 1 et 2 

1 1,27 S. pour les tests 1 ,  2 et 3 
- 



j Nombre de 

1 v a r i a b l e s  

Prob lème 

N O  

Nombre de s o l u t i o n s  t e s t é e s  1 
t e s t s  1 e t  2 1 t e s t s  1,2 e t  3 1 

TABLEAU g 

Toutefois ,  l ' u t i l i s a t i o n  des t e s t s l ,  2 ,  3 s ' avè re  t r è s  

i n t é r e s s a n t e  pour des problèmes à c o e f f i c i e n t s  d i spe r sé s  : 

Considérons l e s  ] s e p t  problèmes su ivan t s  où s e u l s  l e s  seconds membres 

L de l a  c o n t r a i n t e  d i f f è r e n t  d 'un problème à l ' a u t r e .  



Les temps de résolution (en secondes), pour les méthodes de Faure, 

Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, et la nôtre, sont répertoriés 

dans le tableau suivant (où figurent également les nombres de solutions 

tes tées (S. T.) pour notre méthode) . 

N.B.- 11 est à remarquer que ces problèmes ne sont pas tirés de la litté- 

rature; ils sont tout simplement le résultat d'un mélange de cartes- 

données; cela a abouti à une série de problèmes pour lesquels notre 

méthode n'est plus la plus performante. 



S.  e t  S. améliorée 

X-6 - PROBLEMES TESTS DE TRAUTH ET WOOSLEY . 
Ce son t  l e s  neuf problèmes su ivan t s  dans l e sque l s  également, 

s e u l s  l e s  seconds membres L de l a  c o n t r a i n t e  d i f f è r e n t  d'un problème 

à l ' a u t r e  : 

z = Max 20 x l  + 18 x2 + 17 x3 + 15 x4 + 15 x5 + 10 x6 + 5 x7 + 3 x 8 + x  + x  
9 1 O 

30 x I  + 25 x2 * 20 x g +  18 x + 17 x + I I  x + 5 x7  + 2 x8 + xg + x I O &  4 5 6 L 

Les temps de c a l c u l  son t  l e s  su ivants  : 

. e t  S.  améliorée 



X-7.-  PROBLENES TESTS DU TYPE (P.B.E.1 

Les problèmes t e s t é s  p rov iennen t  des  problèmes t irés au h a s a r d ,  

d é f i n i s  dans l a  p a r t i e  1 de  c e  c h a p i t r e  : 

Un problème t i r é  au  h a s a r d  é t a n t  donné 

a f i n  d ' é l i m i n e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  n u l s ,  nous avons c h o i s i  de  c o n s i d é r e r  

l e  problème du t y p e  (P.B.E.) t e l  que f i  = 1' , j = 1,. . . n , e t  

L = L'. 

Pour é t a b l i r  une comparaison e n t r e  l e s  méthodes de Faure ,  

Geoffr ion (première  e t  deuxième méthodes) ,  Greenberg e t  Heger ich ,  e t  

l a  n ô t r e ,  nous avons c o n s i d é r é  50 problèmes de 10, 20, 30, 40,  50 e t  

100 v a r i a b l e s  dont  nous indiquons l e s  moyennes d e  temps de r é s o l u t i o n  

(en  secondes) dans l e  t a b l e a u  s u i v a n t  : 



GEOFFRION GEOFFRION GREENBERG S. e t  S. 

1967 1969 e t  
HEGERICH améliorée 



A N N E X E  1 

--------------- 

(ETUDE OU COUPLE (VF,lbp)) 

A I - 1 . -  EVOLUTION DE L'ENSEMBLE VF DES INDICES DES VARIABLES F IXEES 

ET DU VECTEUR ASSOCIE. 

On pose : 

VFt : ensemble des indices des variables fixées à l'étape t 

d'un algorithme 

%t : 
le vecteur associé qui appartient à s(VFt). 

N . B . -  Dans ce qui suit, pour simplifier, on ne tient pas compte de la 

possibilité d'avoir un indice égal à ve au cours de la méthode de 

Saunders et Schinzinger; la variable d'écart étant une variable 

3 valeurs entières, peut être sélectionnée plusieurs fois; nous 

verrons en remarque, les modifications qui sont à apporter à la 

rédaction. 

AI-1-1.- I n t r o d u c t i o n . -  

L'ordre des éléments de VFt représente l'ordre dans lequel les 

indices des variables ont été introduits, 

t -  
AI-1-1-1,- Le couple (VF ,ibpt) étant donné, trois situations 

peuvent se produire au cours d'un algorithme : 

Cas 1 .- T(VF~,][~F~,A*) = O ; on considère alors la dernière - 
variable x qui a été sélectionnée une seule fois sous s 
des hypothèses (VFi,'bp:) . Si on lui a attribué la - 
valeur xs lors de cette sélection, on 1% sélec- - 
tionne à nouveau pour lui attribuer la valeur 1-x . 

s 
Nous dirons que c'est une variable imposée. 



Cas 2.- (se produit dans les méthodes de Faure et Geoffrion - 
(Ière et 2ème méthodes)) : 

Une (ou plusieurs) variable (s) d ' indice (s) appartenant 
-t à VF doit (doivent) avoir une (des) valeur(e) imposée(s) . 

[tests utilisant soit la fonction économique (~eof frion 

Ière méthode) et la contrainte (Faure), soit des contrain- 

tes additionnelles (Geoffrion 2ème méthode) .] 

Cas 3.- Une nouvelle variable d'indice appartenant à 5 est 
sélectionnée pour la première fois. 

Remrque.- Le nombre d'éléments de l'ensemble des indices des 

variables fixées reste identique ou diminue dans le cas 1, augmente dans 

les cas 2 et 3. 

AI-1- 1-2- Supposons que 1 VFt 1 = p ; cet ensemble peut avoir 

deux formes différentes au cours d'un algorithme : 

Forme 1.- VFL = u (jp] 

t Forme 2.- V F ~  = VFI u {jm) U VI: 

avec 

VF: : sous-ensemble de VFt contenant les m-l premiers indices 1 de VFt 

- 
t VF: : sous-ensemble de VF contenant les p-1 premiers indices de Yi? t 

j P 
: indice de la dernière variable qui a été sélectionnée une seule 

- t -  fois sous les hypothèses (VFI,%:) 

t IVI: : sous-ensemble de VF contenant les p-rn derniers indices - 
de VFt (ces p-m indices sont associés à des variables 

imposées). 

avec 
j m : même définition que 

j P 



AI-1-2.- Nous allons étudier les modifications apportées au couple 

(wFLt) à l'étape t+1 d'un algorithme. 

AI-1 -2 -1 . -  VFt a la forme 1 : on obtient 

- 
Cas 1 . -  (wt,(&t,]-x 1) 

1 jp 

Cas 2 . -  En notant V I ~  l'ensemble des indices des variables qui 

doivent avoir des valeurs imposées, 

(VI~ se réduit à un seul élément dans la méthode de 

Faure), 

Cas 3.- En notant j - l'indice de la nouvelle variable s6lec- 
P+ 1 

tionnée : 

AI-1-2-2.- a la forme 2 : 

- 
Cas 1 . -  On attribue la valeur 1-x à la variable d'indice jm ; 

j m t 
Or, les variables d'indices appartenant à VII sont 

de deux sortes : 

a) elles ont eu une valeur imposée à la suite de la 

première sélection de la variable d'indice jm sous 

les hypothèses (Vl?:,&t) [méthodes de Faure et 

~ e o f  f rion] . 1 

b) elles ont été sélectionnées deux fois, sous des 

hypothèses - 1 VF: u ljm) c VF' 



Donc, a priori, ces variables n'ont plus lieu d'être imposées e L  

quittent l'ensemble des variables fixées. 

On obtient donc : 

Cas 2.- Identique à celui de Pa forme 1 ,  on obtient encore ; 
P 

Cas 3.- il faut distinguer la méthode de Saunders et Schinzinger 
P 

(améliorée ou non) des autres méthodes pour lesquelles on 

obtient tout comme pour la forme i a 

Mais, pour étudier la forme du couple (w" ' ,Gt* 1 )  

au cours de l'algorithme de Saunders et Schinzinger, 

nous considérerons l'organigramme de l'évolution du 

couple (VF,{s) pour cette méthode (voir figure 17). 

11 apparaît alors clairement que l'ensemble SL des 

indices des variables imposées est : 

- soit vide 

- soit réduit à un seul élémeiit, 

En effet, on sélectionne pour la premiêre fois une variable x 
S 

(dans Les parties (1) ou (1') de 1 'organigramme) 

- soit immédiatement après avoir sélectionné pour la première foi% 

une variable d'indice p > s : 

SL est vide puisque seules les parties (1) et (1') sont 

concernées. 

- soit après avoir sélectionné pour la deuxiiime fois une (au 

plusieurs) variables dlindice(s) in£ érieur (s) 3 s : 



Remarques sur Za Figure  2 7  

1.- On considère les relations déduites du théorème 13 et 

du corollaire 2 : 

x + l  sous les hypothèses (KI) 
ve 

I o  sous les hypothèses (K2) 
I - 

2 . -  L'organigramme de la mêthode de Saunders et Schinzinger 

amêliorée est obtenu en éliminant les tests relatifs à la variable d'écart 

et en remplaçant : 

- les rslations (21) et (22) par la relation 

- - 
avec x = x  - x  

ve ve -ve 

- n+l par n . 



sauf si j-ve auquel cas 

FIGURE 17 
-- 

Construction de (vF,-%) pour la méthode de Saunders et Schinzinger 



Le (ou les) passage(s) dans les parties (II) et (II') 

correspond(ent) alors à un ensemble SL résuit à un seul 

élément, avant le passage dans les parties (1) ou (1') de 

l'organigramme. 

En particulier, lors de la première sélection de la variable 

d' indice jm (resp. jp pour la forme l ) ,  la variable imposée dont l'indice 

appartenait à un ensemble vFh construit antérieurement à VF; {j 1 
VFt-l m 

(resp . ) n'a plus lieu d'être fixée; ces sélections correspondent 

donc à un ensemble SL vide. 

On en déduit que : 

I .- VF: ne peut contenir d'indice de variable imposée 

(sélectionnée pour la deuxième fois) 

(ce qui n'est pas le cas pour les autres méthodes). 

2.- VI: est un ensemble réduit à un seul élément correspondant 

à la dernière variable ayant été sélectionnée pour la 

deuxième fois. 

Comme, de plus, le principe d'énumération correspond à un 

balayage de l'ensemble 1 ,  3 (resp. n , , 3  pour la 

méthode améliorée) s'opérant systématiquement de la droite vers la gauche 

(à partir de l'indice 3), on peut conclure que VFt est de la forme : 

wt = (j .j 2,. • . .jm.jm+ 3 avec jl > j2 > ... > j m 7  jmtl 2 3 

1 jm+~ : indice de variable qui a été sélectionnée deux fois 
-. 

avec 

L'introduction du nouvel indice 
jp+ 1 

associé à la nouvelle 

variable sélectionnée ne peut se faire que pour jm > jP+, > jm+, 9 0" 

obtient donc le couple : 

- 
j,9---, jm : indices de variables qui ont été sélectionnées une seule 

fois 



AI-2.- NON REDONDANCE. 

t -  
Supposons que les couples (VI ,% ]) , ., . , (VF ,5t) ne soient 

pas répétitifs, c'est-à-dire qu'il existe au moins un élément du couple 

(VFj ,kFj) qui di£ f ère de 1 'élément correspondant des couples 

Nous allons montrer qu'il existe au moins un élément de 
h - 

(VFt*l ,GFt+ qui di£ £ ère de 1' élément correspondant de (VF ,xWh) 

pour h=l, ..., t . 

% -hl pour 

t 
VFI 

VI: et VI' ayant les mêmes significations que précédem- 

ment, nous allons étudier les trois manières différentes de passer de 

( v F ~ , G ~ ~ )  à (VFt+l ,xVFt+l) - : 

- 
hm1 9...,j-l 

j=2,e..9t 
- 

* 
Cas 1.- - T(VFt,;bFt,.i = 0 ; 

t -  t -  - 
De (VF ,%t) on passe à (VF ,(xVpt , 1-x. ) )  

1.1.- VF~+' = VF 
t 1 J~ 

1,2.- Supposons que 

j - ce couple (VF peut être obtenu : 

- soit dans le cas 1 : en attribuant la valeur 



- 
1-x à la variable d'indice j lors de sa 

j P 
P 

seconde sélection, l'un ou l'autre des couples 

suivants étant donné : 

b) (wt U VI:, ( G t  ,GI;)) : couple qui ne 

peut: découler que du couple O récident. 

sous ces deux hypothèses, cela signifierait que 

j E { , . . , t -  tel que 

ce qui est impossible. 

- soit dans le cas 2 : cela signifierait que, sous 
t -  les hypothèses (VFI,%:) , on attribue la valeur 

- 
imposée 1 - x à la variable d' indice jp , 

j P - 
qui ne peut donc prendre la valeur x. ' P 

t -  
-> le couple (VI? ,xVFt) ne pourrait exister. 

L'i~ypothèse d'existence d'un indice j e { l ,  ..., t-11 
j - t + ~  - tel que (VF ,%j) = (VF ,\Fe+l) n'a donc pas 

de sens. D'où la conclusion. 

t 
2) V F ~  = U{jm} UVI: : 

t -  
De (VF ,%t) on passe à 

t+l - 
3 (vFt,%t) # (VF ,xVFt+1) 



2 . 2 . -  Supposons que 3 j  c { 1 , .  . . , t- l } 

t + l  - 
t e 1  que (VI?' ,-%j) = (VI? ,xVFt+l) . 

j - ce  couple (VI? peut  être obtenu : 

- s o i t  dans l e  cas 1 : en  a t t r i b u a n t  l a  va l eu r  1-x 

à l a  v a r i a b l e  d ' i n d i c e  j m  l o r s  de s a  seconde jm 

s é l e c t i o n ,  l ' un  ou l ' a u t r e  des couples s u i v a n t s  é t a n t  

donnés. 

t 
a) (wl  Wjm~9-k;u{jm1 ) mais l e  f a i t  de s é l ec -  

t i onne r  une seconde f o i s  l a  v a r i a b l e  d ' i n d i c e  
j  m 

ne  peut  s e  f a i r e  que sous l 'hypothèse  

t -  
-4 l e  couple (VI? ,%t)  ne p o u r r a i t  e x i s t e r .  

e s t  un ensemble d ' i n d i c e s  de v a r i a b l e s  imposées; 
t -  

mais l e  couple (Vlî ,xvxt) - ne peut  q u ' ê t r e  iden- 

t -  
2 

t i q u e  au couple ( V I  1 ,x  V I I  t )  pu iqu '>  p a r t i r  du 

t - 
couple ( \ T l ,  u {jJYxw; {jml 1 il n 'y  a  pas 

d 'ambigui té  p o s s i b l e ,  que ce  s o i t  pour déterminer  une 

v a r i a b l e  s é l ec t i onnée  ( e t  l u i  a t t r i b u e r  une v a l e u r ) ,  

ou que ce s o i t  pour a t t r i b u e r  des va l eu r s  imposées 

à c e r t a i n e s  v a r i a b l e s .  Sous ces hypothsses ,  c e l a  

s i g n i f i e r a i t  donc que : 

3 j { l . . , j - 1  t e l  que 

j o  - 
(VF ,xwj0) = ( v F ~ , ; ~ ~ ~ )  , ce qu i  e s t  impossible .  

- s o i t  dans l e  cas 2 : de ma même façon que dans l e  1.2. 
t - 

l e  couple  (VY V { j m I  ,%t jmI ) ne p o u r r a i t  exis- 
1 - 

t e r  e t ,  a f o r t i o r i ,  (VFt,xVFt) * 



On peut donc conclure de l a  même façon que dans l e  1 ) .  

t -  
Cas 2.- De (VF , ~ r p ~ )  on passe toujours à 

t t 
(VF îJ V I ~ , ( % ~ , $ ~ ~ ) )  quelque s o i t  l a  forme de W . 

2) S ' i l  e x i s t a i t  un ind ice  j { 1 ,  t -  t e l  que 

t +  1 ---- 
( ~ j , ~ j )  = (W . % ~ + I I  

ce la  s i g n i f i e r a i t  que : 3 j o  c { 1 ,.-. ,j-11 

t e l  que 

j O t -  
(VF , G j O )  = (W ,xVpt). Ce qui  e s t  impossible. 

D'où l a  conclusion. 

Cas 3.-  1) S i  VFt a l a  forme 1 dans l a  méthode de Saunders - 
e t  Schinzinger, l 'une  ou l ' a u t r e  des deux former 

dans l e s  a u t r e s  méthodes : 

t -  
De (VF ,+t) on passe à 

t - - 
= - 9 V F C V F  e t  xVFt r< % t + 1  e t  on peut 

conclure de l a  même façon que dans l e  cas  2 

(avec j o  = j-1). 

2) S i  VFt a l a  forme 2 dans l a  méthode de Saunders 

e t  Schinzinger : 

De : 

passe à : 



avec jm > jpil > je, 

t+I - 
2 . 1  .- On a bien (VFt , ~ t )  # (vF ,lbFt+l) . 
2 . 2 . -  Supposons que 1 j E { l ,  ..., t-1) tel que 

t -  
Or, pour obtenir le couple (VF ,lbFt) il a 

fallu avoir, à une étape antérieure de l'algo- 

rithme, Pe couple 

Nous allons montrer qu'au cours des étapes 

antérieures à l'étape t il est impossible 

d'obtenir à la fois (VFj ,;bpj) et 

(VFh,-%h) (étapes j et h antérieures 

à l'étape t) : 

2 . 2 . 1 . -  Montrons le résultat pour l'étape h 

ultérieure à l'étape J : pour passer de 

- h) il faut supprimer (vF~,;~F~) à (W ,xW 

l'indice ' Jp+l 
mais cela n'est possible que 

lorsque la variable d'indice jp+l est une 

variable imposée et qu'alors 

- soit dans le cas 1 : on sélectionne pour la 

seconde fois la variable d'indice jm , mais 
cela est impossible par hypothèse (la varia- 

ble d'indice jm n'a été sélectionnée qu'une 

seule fois). 

- soit dans le cas 3 : on sélectionne pour la 

première fois une variable d'indice 
jq* ; 

mais cet indice est tel que 
1 



Dans ce cas 3, on ne peut introduire qu'une 

séquence de variables séleetiunnées d'indices 

j = teésque 
qh 

jusqu'à ce qu'il ne soit plus possible d'en 

introduire; on revient alors dans le cas 1 ,  

d'où l'impsssibilité. 

2.2.2.- Montrons le résultat pour l'étape j 

ultérieure à lV6tape h : De même que précédem- 
h - 

ment, pour passer de (VF .xmh] à ( V P ~  ,GFj) 

11 faut supprimer l'indice " = cela nVest 
Jm+l 

possible qu'en attribuant su préalable une va- 

leur imposée 5 la variable d'indice jel a c ' e s t  

à-dire en passant par le couple 

qui serait un couple défini antérieurement et 
t -  

identique à (W ,xmt) ,, ce qui est impossiLIa" 

L'hypothèse initiale d'existence d'un indice 

j c { , t -  tel que 

t+l - 
( v F j , ~ ~ )  = (VF ,xVpt+!) n'a donc pas de 

sens; d'où la concéusion £inale, puisque 

tous les cas ont été étudi-6s . 

R e m q u e . -  Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, Xa variable 

d'kart peut déjà avoir 6té sélectionnée plusieurs fois avant de lui attribuer 

fa valeur x + 1  lors d'une nouvelle diilrctisn. 
S 



1.- Si j ou jm = ve : la variable a peut-être déjà %té 
P - 

sélectionnée plusieurs fois mais x < IL]. 
ve 

2.- Dans le cas 3 : la première sélection de j peut cor- 
P+ 1 

respondre à une nouvelle sélection si 
jp+ 1 

= ve. 

3.- Si ve tz VI1- : cela signifie que 

- 
- soit x = [LI 

- ve 
- soit x < [L] et les relations (21) et (22) 

ve 
non vérifiées. 



A N N E X E  II 

[DEUXIEME METHODE DE GEOFFRION) 

A I I - 1 . -  OETERNINATION D'UNE VARIABLE SELECTIONNEE A PARTIR DE LA  CONTRAINTE 

I N I T I A L E  ET DES CONTRAINTES ADDITIONNELLES. 

On note : 

A~ : colonne j de la matrice A 

A : ligne j de la matrice A 

A : sous-matrice de A composée des colonnes dont les 

indices appartiennent au sous-ensemble VF de { 1 9 *  

Considérons le système de contraintes : 

dans lequel : -A: - 1  j j = n et b l  = L 

- les m-1 autres contraintes sont des contraintes 

additionnelles. 

A I I - 1 - 1 . -  P r o ~ r i é t é  des c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s .  

- 
Etant donné le couple (VF,xvF) , on pose : 

- - 
(en particulier : N(VF,nllF, 1 )  = L(VF,xVp) - 1 lJ) 

jeVF 



Démonstration. - 

N(vP,<~,~) ) O -lr 1- ej r L(vF,<~) (23) .- 

km tm X + 1- * > A (24) m 
Règle 3 

( A* meilleure valeur connue de la fonction économique). 

* 
Si nous notons Ai la meilleure valeur connue de la fonction 

économique lors de la construction de la contrainte additionnelle d'indice 

i 2 ,  l , nous avons : 

D'après les inégalités (23) et (25) et, par définition des 

contraintes additionnelles, on peut donc conclure que : 

AII-1-2.- - Variables imposées à la valeur 1 et variables candidates. 

Supposons que les hypothèses du théorème 7 soient vérifiées : 

De la même façon que dans la première méthode, nous avons le 

THEOREME 8.- Sous Zes hypothèses du théor8me 7 : 

I si jk'" 
t e2  que £VF - k * 

x VF + 1 4 - f  s~ 
j sVF 



1 a lors  {XklX & E(VF,&) n = ( 1 )  • 

Notons VI cet ensemble d'indices de variables imposées à la 

valeur 1 sous les hypothèses (vF,-%) : 

Posons VF' = VF U VI . 
Il faut alors attribuer la valeur O à une des variables d'indice - - 

appartenant à VF' ; mais puisque N(VF,xW,I) < O , il est possible que : 

1 J] c 1 2 , .  . . ,m) tel que II i J~ N(vF,X~,~) < O 

En posant J = JI U {I ) , nous avons la 

PROPOSITION 8. - Compte tenu du principe d 'énwnération, une 
- 

variable d'indice k VF' t e l l e  que 

1 e s t  imposée à la  valeur 1 . 
- 

Démonstration.- En attribuant la valeur xk = O à la variable 

d'indice k , on obtient : 

Nous avons donc le résultat suivant, valable dans le cas d'un 

système de m contraintes quelconques : 

L'ensemble des indices des variables imposées associé à un système 

de contraintesest de la forme : 



avec 
- 

J = (1 E C l,...,m)lN(VF,xVF,i) < 0) 

Mais ce résultat se particularise pour le système (1) : 

Par définition du problème (P.B.) 

AR = tj > O j = ~,...,n 

Par hypothèse , k 
4 {~~E'IA~ O V i E JI = 0 . 

- 
N(VF,xVF, 1) < 0 , 1  J 

On peut donc conclure que : 

PROPOSITION 9. - L 'ensemble E1 des variables candidates associé 

1 au systéme ( I )  e t  celui  associd à ta contrainte 

1 i n i t i a l e  sont identiques. - 
- 

~11-1-3.- Conditions suffisantes d'exclusion d'un ensemble E(VF,%) : 

On pose, par abus de langage : 

e t  s i  l 'une ou Z 'autre des hypothèses suivantes 

e s t  vdr i f iée  : 
- 

1.- VI = V F  

2.-  VI? Yi? e t  : 



/ 3 i m l  te2 que : 

- 
~Qmonstmtion.- Soit x E E(VF,X~) : 

1.- Si VI = , la démonstration est identique à celle du 

théorème 9. 

2 .- Supposons que VI 5 : 

a) Si x VI + * alors x 4 A(A*) (théorème 8) 
------------- 

Considérons la contrainte d'indice i c { l * .  . . *ml : 
O 

Par dé£ inition de vs (iO) , on a : 

- 
par hypothèse, N(VF,xVF,i09 + 1 A! < O  ) 

1 j€VS(io9 O 

- 4 - * 
=+. x < R C ( V F , X ~ ~ * ~ ~  ==+ x $ T(VF,X~~,A~ avec 1; 4< A *  

O O O 

(vO scalaire associé à cette contrainte additionnelle d'indice iO) 

On peut donc conclure que 



L'introduction des contraintes additionnelles permet dont l'acqui- 

sition de nouvelles informations pouvant conduire à l'exclusion d'un 
- 

ensemble E(VF,xw) , 

En effet, si : 

alors il peut très bien exister un indice i0 E {2, ..., m) vérifiant les 

relations (26) et (27) puisque, a priori, on ne connaît pas les signes 

des quantités : 

AII- 1-4.- Variable sélectionnée. 

S i  TF' # 0 et si la relation (27)  n'est pas vérifiée pour tout 

indice i tel que N(vF,-%,~~) < O , alors l'attribution de la valeur 
O - 

O à une variable d'indice s appartenant à VI?' peut contribuer à l'obten- 
- * 

tion d'une solution x E T(VF1,xVF1,X ) . 
On détermine la variable d'indice s qui, mise à O , permet 

d'obtenir un système ayant le plus possible de contraintes réalisables, 

ou tout au moins possédant des contraintes qui soient le plus proche possi- 

ble de la réalisabilité. 

Notons 

- - k 
V k E VF' K(VF,xVF,i,k) = N(vF,-%.~) + A .  1 . 

REGLE 7.- On sélectionne la variable d ' indice  s e %?' 

l t e l l e  que : - Eneffet, 



1.- S'il existe un indice k C E'' tel que 

- - 
alors la solution x = ,O) e T(W.X~.A') 

- 
A--> 36 * i 

x e  T(VF,%,Ai) i = 2 ,..., m (avec O <  A 2 d  ... d A = A*) m 

De la mgme façon que dans le théorème 21, on peut conclure - 
que K(VF,xw,i,k) > O i = 2 ,..., m 

Si K + C  5' désigne l'ensemble des indices k tels que 

K ( V F , % ~ >  i 'k) :: 0 , de la même fason que dans la première méthode, la sé- 
lection de la variable x se fera parmi les variables candidates d'indices 

+ S 

appartenant à K (l'apport des contraintes additionnelles est inexistant 

à ce niveau de l'algorithme). 

2.- Par contre, si K+ = 0 , a priori, le signe de la quantiti: 
-. - 

K(VF,xVF,i ,k) (i e 2 ,  m est quelconque lorsque K(VF ,xw, 1 ,k) < O ; 

dans ce cas, l'apport des contraintes additionnelles peut entralner un 

chsfx de la variable x différent de celui de la première methode; ce 
S 

choix ne peut être que "meilleur" puisque beaucoup plus d'informations 

entrent en ligne de compte lors de cette sélection. 

N e B e -  Dans l'organigramme de principe ( §  V-4), il suffit de remplacer 1.t. 

thcorème 9 par le théorème 22 et la règle 3 par la règle 7 . 

411-2.- - EQUIVALENCE DES PROBLEMES (P.L.CAI e t  ( P . L . C A I '  

COMPARAISON ENTRE LES CONTRAINTES ADDITIONNELLES DE BALAS, GLOVER - 
ET GEOFFRION. 

A I I - 2 - 1 . -  Préliminaires. 

Etant donné un domaine convexe D de R~ X R~ , on pose 

\dxelRrn Dx ' (Y E ~~l (x,y) E DI 



Considérons les fonctions f et g suivantes : 

f:lRrn+ lR 

et x E R~ étant donné, 

+ rn si D =!Il - X 

g : D ~ C  R" + i~ telie que g(y) = { c . sinon 
où y e Dx 

Soit (;,y) une solution optimale du problème : 

On considère alors les problèmes : 

(p2> f (XI + min [g(y) 1 Y c D;] 

N.B.- Le théorème suivant est à rapprocher avec une étude faite par 

Geoffrion dans [29] . 

THEOREME 23.- Les probtémes (PI) , (PZ) , ( P S )  sont 

équivaZents. 

Donc, en particulier : 



- 
b) min{g(~)l~ E D;} 6 g(v) puisque 7 E D- x 

(28) et (29) --, f ( 1  + g = f (;) + min{g(y) 1 y D;} I 

en particulier : 

avec min g(y) = 

Y€Dx 

D'après la première partie de la démonstration, on peut donc conclure que : 

- 
+ C O S ~  D = @  

X 

r i: IR sinon - X 

(30) et (31) 4 f(;) + g(;) = min [f(x) + rnin{g(y) l y  D,}] 
X E R ~  



A I T - ~ - ~ , -  Eguivalence des problèmes (P.L.CA) et IP.LoCAI'- (voir 5 V-2-2-2) 

PROPOSITIOh7 10. - Les problèmes suiuants, dé f i n i s  dans Za deuxième 

méthode de Geoffrion : 

sont équiva lents .  1- 
~émonstration.-  - La démonstration de cette éqirivalence découle 

de celle des problèmes (Pl) et (P ) du théorème 23 en posant x = p 
3 

AII--2-3.-  Comparaison entre les contraintes additionnelles de 

Ba13s. Glover et Geoffrion. 

On note : 

A : matrice de format (mxn) à éléments dans Z 

1-1 : matrice unité de format (n,n) 

x et e : vecteurs colonnes de dimension n 

b : vecteur colonne de dimension m 

f : vecteur ligne de dimension n 

(les 6lémerits de ces vecteurs appartiennent à K). 

Considérons le problème : 

/ x 2 O et x entier 
- 

Nous noterons z la valeur de la fonction économique à l'optimum de 



a9 Glover [16 et 17) et Balas [ I ]  définissent une contrainte addition- 
nelle comme étant une combinaison linsaire des contraintes initiales; elle 

est de la forme : 

m 
avec a E IR+ (en supposant que 3 i e Q I , .  . .,in) tel que a, > 0) .  

1 

Geoffrion considère également une combinaison lineaire des con- 
* 

traintes initiales à laquelle il ajoute la contrainte -fx < - A  pour 

obtenir une contrainte additionnelle de la forme : 

b) Considérons le problème 

1- max f x  

1 x z O et x entier 
- 

Si on note z(a) la valeur de 1.a fonction économique à l%ptimuni 

de (P(a)) , en remarquant que toute solution de (P) est une solution de 

(P(a)) , on a donc : 

Y 
En particulier, si la solution optimale x (a) de F(a) est une 

solution réalisable de (P) , alors elle est solution optimale de (P) 

puisque : 

La meilleure contrainte additionnelle au sens de Glover est celle 

qui donne t a  valeur minimum à z ( d  (c'est cette contrainte qui permet 



d%liminer le plus possible de solutions non réalisables pour le problème 

(Pl 1 . 
Lbobtention de la meilleure contrainte additionnelle au sens de 

Glover revient donc à résoudre le problème : 

(GL) min [max{fxlakx< ab , I-1~6 e , x 2  O et x entier}] 

Rappelons que l'obtention de la meilleure contrainte additionnelle 

au sens de Geoffrion revient à résoudre le problème : 

(GE) min [nb + max{ (E-aA) xl 1 1 x a e , x 3 0 et x entier}] 
m - 

a&+ 

Nous allons montrer que ce problème (GE) est équivalent au 

problème (BA) , qui permet l'obtention de la meilleure contrainte addition- 
nelle au sens de Balas : 

min [max{fxla~x ,< ab , 1-IX 4< e , x 3 0311 
m a€R+ 

(c'est le problème (GL) dans lequel la condition x entier est supprimée). 

THEOREME 2 4 - Les probtèmes (BA) e t  (GE) sont 6quivaZen-t~. 

Démonstration. - 

1 . -  Considérons le problème (BA) : 

(Ces deux problèmes étant en dualité : R et w s RIn sont les multi- 

plicateurs de Lagrange respectifs des contraintes aAx 6 ab et 1-[x $ e) . 

i-mx fx 

a~~ ,< 

- 
min pub + we 

1ib0 



Soit la valeur optimale de la variable p de ce dernier 

Problème qui est équivalent, d'après le théorème 23 (en posant x = 1i et 

y = W) au problème : 

$ ab + min we I - 

On peut donc conclure, en appliquant une nouvelle fois le théorème 

(en posant x = a et y = w ) ,  que le problème (BA) est équivalent au 

probleme : 

min P ab + we l- 
(D. BA) 

C a A + w > ,  f 

a b O , w ? O  

- avec C C  $, a~ R: et W E  R" 

2.-  Considérons le problème (GE) (dans lequel la contrainte 

x entier.' est inutile, comme nous l'avons dé33 vu). 

l-min we ( en passant au duaÙ 

avec w  e R~ 1- 
D'après le théorème 23 en posant x = a et y = w , ce dernier 

problème est équivalent à 

(D. GE) 
a A + w 2 f  



Les problèmes (D.EA) et (D.GE) étant équivalents, on peut 

conclure que les problèmes (GE) et (BA) sont équivalents. c.q. f . c l .  

COROLLAIRE 3 . -  Le problème (GE1 es t  m e  approximation du / problème (GL). 

(D.GE) est le problème dual de : 

( multiplicateur de Lagrange associé à Ax & b et w multiplicateur 

associé à ]-lx g e) 

(PL) 

Si 6 est 'la valeur optimale du multiplicateur associé à 

Ax 4 b lors de la résolution du dual, on peut conclure que Pa "meilleure" 

contrainte additionnelle au sens de Balas est de la forme : 

- 
max Px 

A x d  b 

U x S e  

et que celle au sens de Geoffrion est de la forme : 

1 - X I 0  

Remarque importante : 

Dans le cas de la resolution du problème (P.B.), qui ne possède qu'une 

seule contrainte, seule la contrainte de Geoffrion est utilisable 

(Glover et Balas ne peuvent pas en déterminer puisque 6 s Q. 



AII=3.- EGALITE ENTRE Ye(vp) - ET dVe(v~) (voir 5 V-2-2-2.) 

PROPOSITION 1 2 . -  Soient : 

- 
ve : indice  de l a  variable d'écart associée à 

n 
ta  contrainte j- i  lj xj s L 

~ ( v F )  : >'vecteur c r i t è r e  de candidaturet' à 

2 'optinnun de (P. C. B. V F )  ' 
d(VF) : "vecteur c r i t è re  de candidatwe" 

à 2 'optimwn de (P. C.B. VF)  

i : indice de base d 2 'optimwn de 

(Pe  Ce B. Vl?] 
- 

Démonstration.- On peut démontrer ce résultat pour un ensemble 

VF quelconque mais,pour simplifier, on considérera VF = @ et donc les 
0 

problèmes (P.C.B.) et (P,C.B.)' ; d et d désigneront les vecteurs 

critères de candidature à l'optimum . 
Considérons le problème (P.C.B.) , problème à une contrainte 

résolu en variables continues et bornées o 

Soient .J = { l ,  .. a ,n) 

X : une solution optimale de (P.C.B.) 

A l'optimum de ce problème, on considère : 



+ 
i E. J - (B U BI) tel que O < 2. < 1 

. 1 

- avec dj = fJ - - L  V j c J .  
ei 

On peut également considérer la variable d'écart qui est nulle 

à l'optimum de (P.C.B.) : 

Considérons alors le problème (P.C.B.)' , problème à (n+B) 

contraintes, résolu en variables continues et positives : 

- 
f = O  
ve 

fi dve = - - puisque fve = O et lVe = 1 , 
- L 



dans lequel, pour simplifier, on fait l'hypothèse suivante : 

11 est évident que les (n+1) premières composantes d'une solution 

optimale de (P.C.B.)' constituent une solution optimale de (P.C.B.) et 

inversement, les (n+l) composantes d'une solution optimale de (P.C.B.) 

sont les (n+l) premières composantes d'une solution optimale de (P.C.B.)'. 

On pose alors ? la solution optimale de (P.C.B.) ' associée 

à 2 :  

D'après 'ce que nous avons vu précédemment, on remarque qu'à 

l'optimum de (P.C.B.)', les contraintes : 

+ 
sont actives (yj = O W j B ; par contre, on a 

Les (ni]) variables de base à l'optimum de (P.C.B.) ' sont 

donc les suivantes (compte tenu de l'hypothèse (~2)) : 

avec 1 base optimale de (P.C.B,) '. 

On désigne par : 



l- A la matrice des contraintes de (P.C.B.)' 

I g la fonction économique de (P.C.B.)' définie par : 

n n 

On sait que ive 1 - 1  
=+(A) Ce (32) 

n 

1 - 1  ve . 
Calcul de (A ) A . 

et 1-1- matrice unité de format (n-i ,ri) 

CI 

AI = 

-. - 
B O 

O 1-1 - - 

Or, AVe est un vecteur colonne tel que = 
j 

avec B = 

- 
1 j = 1  

O j=2,. . . ,n+~ - 

- - n 
CI 

(A1)- l AVe = (AI) - ' 
- 

- 1  
avec 1 [*1)-1-1 = - 

j 

- 
- 1  1 

(B Ij j = 1, ..., i+l 
(33) 

O j = i+2, ..., n+l - 



1-  

Î . le vecteur g est tel que 

. d'après (32) , (35) et (36), on peut conclure que 

N.B.- Ce résultat peut aisément se vérifier directement, en remarquant 

qu'à l'optimum de (P.C.B.) et de (P.C.B.)' la valeur de la composante 

d'indice j du vecteur critère de candidature est égale au "gain" que 

l'on obtient en faisant croître la variable d'indice j d'une unité, tout 

en respectant la contrainte. 

En particulier, pour la composante d'indice ve et le problème 

(P.C.B.) , le "gain" dve est égal au coût marginal associé à la contrainte 

;ve 
Il en est de même pour le "gain" , dans le problème 

(P.C.B.)' qui est identique au problème (P.C.B.) . D'où l'égalité entre 

dve et ive 



A N N E X E  III 

RESOLUTION DES PROBLEMES DE KNAPSACK A PLUSIEURS CONTRAINTES 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Nous avons abordé de p l u s i e u r s  manières l a  r é s o l u t i o n  de t e l s  

problèmes : 

1 .- BRADLEY démontre, dans [4] , qu'à  p a r t i r  d 'un problème à 

p l u s i e u r s  c o n t r a i n t e s ,  il e s t  p o s s i b l e  de déterminer  un problème équ iva l en t ,  

ayant  l e  même nombre de v a r i a b l e s  mais ne possédant p lus  qu'une s e u l e  

con t r a in t e .  

Cet te  c o n t r a i n t e  e s t  une combinaison l i n é a i r e  des con t r a in t e s  

i n i t i a l e s ;  b i e n  que l e  c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  de c e t t e  combinaison ne 

p ré sen te  pas de d i f f i c u l t é  en t h é o r i e  (par exemple : u t i l i s a t i o n  de réso- 

l u t i o n s  de Knapsack en v a r i a b l e s  continues e t  bornées,  à une c o n t r a i n t e ) ,  

l a  méthode de Bradley ne devien t  pratiquement p lus  app l i cab le  lorsque  

l e  problème i n i t i a l  comporte p lus  de 3 ou 4 c o n t r a i n t e s  e t  également 

lorsque  l e  nombre de v a r i a b l e s  e s t  é l evé  : 

Par exemple, l a  t ransformat ion  de problèmesde 10 va r i ab l e s  à deux 

c o n t r a i n t e s ,  dont l e s  c o e f f i c i e n t s  p o s i t i f s  des premiers membres son t  

i n f é r i e u r s  à 100 e t  l e s  seconds membres i n f é r i e u r s  à 1000, a b o u t i t  à des 

problèmes dont l e s  c o e f f i c i e n t s  son t  de l ' o r d r e  de 40.000 à 50.000. 

Ains i ,  lo rsque  l e  nombre de con t r a in t e s  ou c e l u i  des va r i ab l e s  

augmentent, l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  con t r a in t e  r é s u l t a n t e  deviennent v i t e  

t r è s  é levés  e t  l e  problème a s soc i é  ne peut p lus  ê t r e  t r a i t é  par  ordina-  

t e u r .  

Cela e s t  d ' au t an t  p lus  r e g r e t t a b l e  que peu de modif icat ions 

s o n t  à appor te r  à n o t r e  méthode pour résoudre l e  problème r é s u l t a n t  (des 

expériences ont  é t é  r é a l i s é e s  de façon s a t i s f a i s a n t e  avec des problèmes 

de 10 v a r i a b l e s ,  à deux c o n t r a i n t e s ) .  



2.- D'autres méthodes de résolution consistent à considérer 

le problème sous sa forme initiale (par exemple n variables naturelles, 

m contraintes). La difficulté essentielle se situe alors au niveau de 

la recherche d'une solution réalisable : 

La mise sous forme canonique du problème correspond à l'introduc- 

tion de m variables d'écart; de plus la résolution du problème en varia- 

bles continues et bornées aboutit à la considération de m variables de 

base optimale dont certaines peuvent être d'écart. 

A chaque étape de l'algorithme, cela conduit donc à un système 

de m équations contenant chacune m+l ou m+2 inconnues (suivant 

qu'une variable d'écart est de base ou non). Il s'agit donc d'explorer 

le domaine réalisable défini par ce système de contraintes, afin d'en 

déterminer la meilleure solution. 

L'exploration des solutions de ce système, dont le nombre de 

variables est égal au minimum à m+l et au maximum à 2m+l , n'a pas 
été tentée en le considérant sous sa forme initiale : 

a) Nous avons employé une technique de résolution basée sur 

la réduite de SMITH, qui permet de se ramener à une matrice triangulaire 

inférieure infiniment plus maniable en pratique, (voir [3030]) . 
b) Une autre façon de procéder a été d'exprimer les varia- 

bles de base en fonction des variables hors-base : 

Si le système est de la forme Ax = a et si on pose : 

- 
1 (resp. 1) ensemble des indices de (resp. hors-) base à l'optimum, 

on obtient une relation de la forme : 

dont l'utilisation peut être faite de deux manières : 

b. 1)  Emploi du tableau sirnplicial à l'optimum du problème 



résolu par la méthode simpliciale écrite en rationnel. 

On se ramène ainsi à un système ayant toujours la même nombre 

d'équations et d'inconnues que précédemment mais ces dernières sont doré- 

navant réparties sur chaque contrainte qui n'en possède plus que 2 ou 

3 (suivant que la variable d'écart associée est de base ou non). 

b.2) La relation (37) peut s'écrire : 

det (A') . xI 1 1 T 
= B  a - B  A xi 

où BI représente la matrice des cofacteurs 

1 1 f 1 . e .  (A 1 - 1 -  ) - 1 
det (A ) est le détermir--+ a- A T 

On obtient un système du même type que le précédent. 

Les deux procédés qui viennent d'être définis et qui, en théorie, 

permettent de considérer des problèmes de tailles quelconques, sont 

pratiquement très vite limités par la grandeur des entiers obtenus ou par 

la durée du temps de calcul. 



A N N E X E  I V  

--------------- 

CODE ALGOL DE NOTRE METHOOE 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  



IHPILATION ALGOL H 40 DATE 21096 1 

O000 ' B E ~ ~ N " I N ~ ~ ~ E R ~ I , K ~ M ~ K ~ ~ N ~ N I ~ M I V J , E X I D I F ~ S U P V X M ~ X ~ ~ ~ X M ~ ~ N ~ ~ P L U S ~ S U  
0000 P I , D I F I ~ L ~ ~ V E ~ H , T P ~ ~ N ~ ~ N ~ ~ E V , C H O L M , C H ~ , L M ~ ~ M ~ O M ~ ~  
O00 1 * R E A L ' R v R J ~ K Z V Z ~ F V C , K ~ R ~  
0002 ' B O O L E A N g f l ~ ~ I E (  
0003 i 
0004 ~ C O M M E N T ~ R E S O L U T I O N . . D E . ~ ( ~ ~ B ~ ) ~ ~ M A X I F X . ~ ~ L ~ ~ = L ~ ~ ~ ~ ~ D A ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ L E ~ ~ ~ ~  
O004 C O E F F ~ C I E N ~ S ~ ~ F ( J ) ~ E T ~ L ( J ~ ~ ~ ~ J P I ~ * ~ ~ ~ ~ M ) * * S O N T ~ * P O S ~ T I F S * ~ ~ L I ~ O ~ ~ * * ~  
0004 ~ ~ ~ . . ~ . ~ . X E . ~ A S S O C I E ~ ~ A ~ ~ L A . ~ M E I L L E U R E I . ~ A L E ~ R ~ ~ C O N N U E ~ ~ N I ~ ~ D E ~ ~ L A ~ ~  
0004 F O N C T I O N ~ ~ E C O N O ~ I Q U ~ ~ O A ~ ~ V E C T E U R * * C R I T E R E ~ ~ D E * * C A N O l D A T U R E ~ ~ * ~ ~ ~ ~ * ~ *  
0004 X G ~ I S O L U T I O N ~ . E N T I E R E ~ ~ L A ~ ~ P L U S ~ ~ P R O C H E ~ ~ ~ E ~ ~ L ~ O P T ~ M ~ M ~ ~ ~ E ~ ~ ~ P ~ C ~ B ~ ~  
O004 X ~ J ~ ~ O * S I ~ 1 ~ A ~ ~ ~ A R ~ ~ B L ~ ~ ~ 6 ) ~ I N D I C E * ~ J * * ~ S T * ~ E G A L E * ~ A * ~ X G [ J J ~ = l * ~ l N O N ~  
0004 i 
0005 MlnDATAi 
0006 ' B E G I N " I N T E G E R " A R R A Y ' F ~ L t I I M + l I i  
0007 LI l=DATA; 
0008 'FOR ' I I ~ [ ' S T E P ' I ' U N T I L ' M ~ O O ' F ~ I ~ ~ = D A T A ~  
0009 Ki=l i 
0010 ~ F ~ R ~ I ~ = I ~ S T E P ~ I ~ U N T I L ~ H ~ D ~ ~ ~ B E G I N ~ L ~ I J : = D A T A ~  
001 1 ~ C O ~ H E N T ~ R E C H E R C H E * ~ O E S ~ ~ C O E F F I C I E N T S * * L ( J ) < ~ L ~ * * ( J = I P * * * * ~ M ) * * * * ~  
001 1 ~ I F ~ L t I l ~ + L ~ ~ T H E N ~ B E G I N ~ L t K l a = L ~ 1 l i  
O0 12 F[Kl:=F[II; 
0013 KlsK+I'END"ENDqi 
0014 MtrK-l i 

Ml l=Ki 
~ ~ E ~ I N ~ I N ~ E D E R ~ A R R A Y ~ x ~ X E ~ X G ~ R A N G ~ I ~ M ~ I ;  00 16 

0017 Q A R R A Y ' D A t ~ : M I I i  
i 

0019 ~ C O H M E N T ' R E S O L U T I O N ~ ~ D E , ,  (P*C*B* m e  i 
0019 Nl:tKl:=O; 
O020 'FOR'II*~'STEP'~'UNTIL*M'DO"BEGIN'R~=~~~ 
002 1 K I = M i  
0022 RANO[II:=~; 
0023 ~ F O R ~ J : ~ l ~ S T E P ~ I ~ U N f ~ L ~ H ~ D O ' * B E G I N ~ R I ~ ~ L ~ J l ~  
0024 ~ F ~ F ~ J I / R I > R ' T H E N ' ~ B E G I N ~ R : = F ~ J ~ / R ~ ~  
0025 Kl=JtEN0**ENDQ; 
0026 R l r ~ L t I 1 1  
O027 L(I11-LtKl; 
0028 LtKllrRI i 
0029 Rl:*F%Il; 
0030 F[llarF[Kli 
O03 l FiKl:=Rl'END'; 
0032 ~ F O R ~ I I ~ ~ ~ S T E P ~ I ~ U N T I L ~ M ~ O ~ ~ ~ B E G I N ~ K I : = K ~ + L ~ I ~ ~  
O033 ~ ~ F ' K I < L ~ ' T H E N ~ ~ E G ~ N ~ X G [ I I I = X E ~ I ~ : = I ~  
0034 NI~+NI+FtI~'END"ELSE"COTO'ETIUS'EN~'i 
0035 ~ C O M H E N T ~ L ( ( ) + ~ ~ ~ ~ + ~ ( M ) < I L I ~ ~ S O L U T I O N * ~ T R I V ~ A L E : ~ ~ X = E ~ * ~ * ;  
0035 VEI=LI-KI; 
0036 'OOTO'F1Ni 
0037 E ~ ~ U S ~ ' ~ F ' K ~ ~ L I ' T H E N ' ' B E C I N ' X E ~ I ~ ~ = I ~  
O038 ~ C O ~ ~ E N T ~ S O L U T ~ O N ~ ~ ~ d , T I M A L E ~ ~ D E ~ ( P ~ C * B * ) * * 8 l V A L E N T E ~ ~ * ~ ~ i  
0038 VEtzOi 
0039 NI:=NI+Ft111 
0040 'GOTOtFIN'END@; 
004 1 Kl1zKl-LI I l ;  
0012 ~ C O M H E N T ~ I ~ . I N D I C E ~ ~ D E ~ ~ B A S E ~ ~ ~ P T ~ M A L E ~ ~ E ~ ~ ~ P ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ . ;  
0042 Rl:aL(IIi 
0013 Ra=Ftll/Rl; 
0044 K:=NPtrS i 





N : = J ;  
Kl*RANOtJl'ENO~; 
DAINIr=DA[11; 
D A [  1 I * P R ;  
R A N G ~ N I ~ = R A N O I [ ~ ;  
RANGtIl:=Ki 
U:=XE[NIi 
X E ( N ] ~ P X E [ I ] ~  
XEIllttH; 
H ~ P X G I N I  I 
XGtNlr=XG[I]; 
XG[ l1:rH; 
Ht=FINl i 
FtNlt=Ftll; 
F i  I I  i = H i  
Hl=L[Nl I 
L[Nl t=L[Ili 
L I I 1 : = H v E N D ~ r  
' I F ' S U P ~ ~ ' T H E N " F O R * I ~ ~ I ~ S T E P ' I ~ U ~ T I L ' S U P ~ ~ ~ D ~ ~ X € ~ ~ ~ ~ ~ X ~ ~ ~ ~ ~  
M2 t=M- l 8 
M3 1 =M-2 i 
' I F ' R A N G [ M ) # N ~ * T H E N I ' B E G ~ N " F O R ' I ~ = M ~ ' S T E P ' - I ' U N T ~ L ' ~ ' D O * ~ ] F * R A N ~ [ ~ ]  
=N2'THEN"BEGIN'J1=I; 
'GOT0'01*ENO'i 
DlrCM:=F(Jlr 
LMlsLIJ) i 
F[Jl:=F[MI; 
L[Jl:=LKHJ; 
RANG[JlltRANG[Mli 
FtHIl=CMt 
LlMl:=LM; 
R A N G t M I a = N 2 i  
X G t J l ~ = X G t M I ;  
XG[MI:=O*END*I 
' C O M M E N T ' P R E L I M I N A I R E S ~ c R E L C T I F S * ~ A U X * * P ~ O E L E M E S ~ ( P . A * ) . D I F = L ( P ~ A ~ ~ ~  
EXr=XGtM21; 
CM:=F[Ml i 
CU2:=FtM2li 
LM8=L[Mli 
bM2:=LtH21t 
SUPl r=SUP; 
MARIEIE'FALsE'I 
s I F ' O A [ M 2 1 > 0 A I M I l ' T H E N ~ ~ B E G I N * ~ 1 F * L M ~ L M 2 * T U E N ' * B E G I N t * I F ' E X = l * T H ~ ~ e ~  
B E ~ I N * * 1 F ' O A t M 2 l > 0 A ~ l * ( L M - C M 2 ~ t T H E N ' M A R l E t = ~ T R U E ~ ~ E N D * ' ~ N D ~ * ~ ~ 5 ~ ~ ~  
I F i ~ X = ~ ~ H E N ~ B E G I N ~ ~ I F * ~ A ~ M 2 1 > D A [ ~ I l * ( L M 2 - ~ ~ ) t ~ H E ~ * ~ A R ~ ~ ~ = * T R ~ E ~ ~ E ~  
DUEND' ; 
DIFI=EV+LM2*EX; 
N!=N3-CM2*EX; 
'GOTO'RED; 
~ C O M H E N T ~ S E L E C ~ I O N ~ ~ O E ~ ~ L A . . V A R I A B L E ~ ~ ~ ~ ~ N D ~ ~ E . . K . . ~ . ~ ;  
DEBIXfKlt-1; 
TP2:rNi 
DIFI:PDIF; 
' l f ' X G I K l ~ l ' T H E N w B ~ G I N f ~ t = N - F f K I i  
D I F ~ = D I F + L [ K f ' E N D " E L ~ E " B E G ~ N ' N ~ = N + F ~ K l i  
D I F ~ = D ~ F - L [ K I @ E N D ' I  
NI=N-PLUS; 
1 
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