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INTRODUCTIONW

Comme le suggére son nom, le probléme du Knapsack est celui du
remplissage d'un sac par des objete de volumes et de valeurs connus, la
commande de ces objete pouvant se faire, éventuellement, en plusieurs exem-
plaires. Le probléme sera donc de sélectionner certains objets parmi d'au~
tres, de fagon d obtentir la valeur globale maximum, pour cette sélection,

tout en respectant bien entendu la capacité du sac.

Ce probléme peut toujours se ramemer d celui ol chaque objet
ne peut étre pris qu'une seule fois, ce qui revient d dire que la variable
associée ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1. Pour cela, 81 un objet
peut étre prie en plusieurs exemplaires, 1l suffit de considérer ces exem

plaires comme autant d'objets distincts de méme volume et de méme valeur.

e application directe de ce probléme du Knapeack est le problae-
me de l'équipement optimum :@: choisir certains types de machines de capacité
Journaiiére et de colit commus. La fonction 4 minimiser sera la somme des
coiite des machines choistes. D'autre part, lee types de machines choisies
devront permettre d'atteindre la capacité journglidre déterminde par les

besoing de l'usine.

L'utilisation de ce probléme dans le cadre de la résolution d'un
probléme de découpe est exposée par GENUYS [9] et GILMORE ET GOMORY
[12 @ 15] . De plus, certaine travaux trds récents exposent la maniére
de ramemer un probléme de programmation lindaire en nombres entiers d wn

probiléme de Knapsack [4] .

Les méthodes comparées sont des méthodes dites de "Branch and
Bownd" ou d' "énumération implicite" ou encore "arborescentes'. Générale-

ment, elles demandent un temps de caleul assez important non pas pour



déterminer wune solution optimale mais pour pouvotir affirmér qu'elle 1l'est

effectivement.

L'énumération réelle de toutes les combinaisons possibles de n
variables demandant un nombre impressionnant d’opérations' ") s le but
essentiel de l'énumération implicite est d'éviter cette énumération effec-
tive. Par conséquent, la méthode la plus efficace sera celle qui trouvera
L'optimum aprée peu de calculs et permettra d'affirmer rapidement que celui-

el est atteint.

Dans ce qui sutt, aprés avoir donné, dans le chapitre I, wn en~
semble de définitions et exposé succinctement le principe général des métho-
des étudiées, nmous développons 1l'étude de chacune d'elles (chapitree II Q
VII).

Seule, la méthode de GREENBERG et HEGERICH [19] a pour but de
résoudre le probléme spécifique du Knapsack, l'objet des méthodes de
GEOFFRION [18,11] et de celle de FAURE [7] étant de résoudre des pro-

grammes linéaires quelconques en variables bivalentes.

De plus. celle de SAUNDERS et SCHINZINGER [25] permet de prendre
en compte les variables entidres. C'est cette dernidre méthode que nous
avong étudide plus particuliédrement; nous lui avons apporté des modifica-

tions qut 1'ont sensiblement améliorée dans le cadre des vartables 0 - 1 .

Aprés avoir mis en paralléle les six méthodee (Chapitre VIII),
noug étudions le cas trés particulier d'un probléme de Knapsack pour lequel
le gradient de la fonction économique est paralléle d celuil de la contrain-
te (Chapitre IX).

Puis, dans le chapitre X, nous exposons les résultats obtenus
au coure dee nombreuseg eapériences effectudes avec les différentes méthodes,

résultats qui permetient em particulier une comparaigon entre celles-ct.

Enfin, en annexe, on trouvera en particulier les démonstrations
de propriétés utilisdes dans la deuxiéme méthode de GEOFFRION, ainsi que
quelques considérations sur l'utilisation de la méthode de BRADLEY.



QIAPITRE I

NOTATIONS ET DEFINITIONS

I-1. - NOTATIONS
N ¢ ensemble des entiers positifs ou nuls
Y 4 ¢ ensemble des entiers relatifs
R : ensemble des réels
I'R+ : ensemble des réels positifs ou nuls

IR: : ensemble des réels strictement positifs

IRE :  ensemble ng R} ot E est un ensemble d'indices.

Soit u um vecteur ligne et v un vecteur colonne, tous
deux indicés par un ensemble J , alors :

o ¢ élément j de u (je J)

vj : 8lément j de v (je J)
1 .
uJ : sous-vecteur de u composé des €léments dont les

indices appartiemnent au sous-ensemble J' de J

Vi :  sous-vecteur de Vv composé des é€léments dont les
indices appartiennent au sous-ensemble J' de J

[J] : cardinal de 1'ensemble J
e : vecteur colonne de dimension convenable (|J| par exemple)
tel que ej = 1 ¥ jeJ

[r] : partie entiérede re€ R.



I-Zn_

FORMULATION
- n .
Max Z £l x
j=1
n .
Z ZJ x. £ L
=t
Considérons le probléme xj =0 ou | j=1,.0.,n

£J € Z donné

LeR , £ € R donnés de signes quelconques

A 1'aide de changements variables de la forme xj = l-x, , on

peut toujours obtenir des coefficients fj positifs ou nuls. Alori I
désignant 1'ensemble des indices des coefficients Kj positifs

&
(3

d attribuer la valeur 1 aux variables dont les indices lui appartiennent.

‘{jlﬁj > 0 et J celui des coefficients négatifs ou nuls

{j{ﬁj £ 0}) , si l'ensemble J est non vide, on a toujours intérét

En effet, les coefficients £ &Gtant toujours non négatifs,
ces attributions augmentent la valeur de la fonction éc?nomique de I £
et le second membre L de la quantité positive jEJ—[KJ]. JeJ
Cette augmentation de la valeur L du second membre permet 3 un plus grand
nombre de variables dont les indices appartiennent i 75 de prendre la

valeur |

Il suffit, par consé&quent, de prendre en considération le

probléme suivant :



n .
™ Max z £ x
j=
n .
Z 2 x, <L
=1
. =0 1 = ],0.e,0
(P.B.) 3 ou J T
£ e N,
3 * -
L LerR , & er_  donnés.

11 est 3 remarquer que le probléme est impossible si L < 0, trivial si L = 0 et
que s'il existe des coefficients KJ tels que 23 > L , alors la variable
correspondante qui ne peut prendre que la valeur 0 , peut €tre &liminée

de (P.B.).

En introduisant la variable d'écart, il peut encore se formu-

ler ainsi :

n+l
[ Max ) £l x
j=1
n+l .
yoe) x; = L
J:
xj =0 ou |1 jJ = 1l,...,n
(P.B.)?
Xn_‘_]eN
f‘] e N,
1 donnés
* j %
. LeR et £ eRy ]

Avec la notation matricielle, il s'écrit



(P.B.)'

On associe au probléme

continues et bornées suivant :

(P.C.B.)

I-4
Max fx
fx = L
xj =0 ou | j = l,0ese,n
n+j € §
n+]
£fent! , Le R: , £ eR donnés
(P.B.) 1le probléme en variables
n .
Max Z fJ X.
=t
n .
z 2 x. <L
=t
0« xj <1 J=1,..4,n

* -
L e R+ donnés



I-3.- DEFINITIONS.

En désignant par S = {X¢ Rn]xj =0 ou 1! , j=1,2,...,n}
1l'ensemble des sommets du cube unité&, on appellera, par abus de langage,

solution du probléme (P.B.) tout &lément x de S .

Une solution réalisable du probléme (P.B.) sera une solution

x telle que :

On pose :

R ={X€ S[

n
J=

£J xj < L} : ensemble des solutions réalisables de (P.B.)

: ensemble des solutions de (P.B.) correspon-

Nes3 3
rh
[ SR
"
v
>
——

A()\*) = {X € Sl .

j=1 J

Fa . - . - ® ~ * .
dant 3 une valeur de la fonction &conomique supérieure 3 X , meilleure

valeur connue associée a4 une solution réalisable de (P.B.).

n .
Une solution réalisable telle que z £ x. = maximum, s'appellera
j=1

solution optimale de (P.B.).

On pose

S(E) = {xE € RE|xj =0 ou I V j € E} pour tout sous—ensemble E

de {l,...,n} .

Etant donnés un sous—ensemble VF de {l,...,n} et un &lément

§VF de S(VF) , on notera :

E(VF,%VF) = X ¢ S|xVF = ;VF} : sous-ensemble de solutions doat les



composantes xj ont la valeur définie ;5 , Y je VF. Les variables

X d'indices j appartenant & VF s'appellent des variables fixées.

Si nous notons VF = {1,...,n} - VF , nous sommes amené&s 3

partitionner VF en distinguant deux catégories de variables :

1.~ les variables imposées : Une variable imposée xj est
telle que {xj|x € E(VF;EVF)lﬁ R} = {¢} avec ¢ = 0 ou |

(cet ensemble est réduit 3 une seule valeur).

Cela signifie que, sous 1l'hypothése Xyp = ;VF , une solution
X ne peut &tre réalisable que si sa composante d'indice j a pour

valeur ¢ .

N.B.- On peut remplacer la condition de réalisabilité par la condition

d'amélioration de la valeur de la fonction économique, c'est—3-dire rem—
* - . g . .

placer R par A() ) ; on peut également considérer une combinaison

des deux conditions.

Par abus de langage, on désigne par VI 1'ensemble VI(VF’;VF)

des indices des variables imposées.

2.~ les variables candidates : Une variable Xj candidate

est telle que {xj[x € E(VF’;VF)} = {0,1} , c'est-a~dire
qu'a priori, xj peut prendre l'une ou 1'autre des valeurs

0 et 1.

Etant domnés VF et ;VF , on est donc conduit 3 remplacer
VF par un ensemble plus grand VF' constitué par VF U VI , nouvel

ensemble d'indices de variables fixées.

Alors VF' est composé uniquement de variables candidates
parmi lesquelles une variable d'indice s sera sélectionnée suivant des

critéres propres a chaque méthode. On fixe cette variable sélectionnée

3 une valeur xs .

-

La sélection de X, donc la fixation de sa valeur 3 X,

conduit & modifier 1'ensemble VF' pour obtenir VF" = VF' U {s} et



aborder une nouvelle étape de l'algorithme :

VF et §VF donnés

VF = VI UVL

©

VI : ensemble des indices des variables imposées
sous 1'hypothése (VF’;VF)'
VF' = VFU VI = ¥F' = VI :
ensemble des indices des variables candidates
sélection de X, » sE€ VF'
attribution de la valeur X 4 la variable X

" o_ ' =
VF VF'U {s} et Xypn

e © ©

étape suivante avec le couple (VF",xVF") donné...

Remarque.~ On peut partitionner E(VF',; ) de la fagon

VF'!
suivante :

vheVF ,  E(VF',Xy,) = E(VF'U {h}, (X)) U E(VE' U {h}, (xppen-%))

N.B.- La décomposition d'un vecteur colonne sera toujours représentée en ligne.

En particulier, pour h =s , on a :

E(VE',Xyp0) = E(VE",xyp) U E(VE", Giyp 1-%))

Donc, si on attribue la valeur ;3 3 la variable sélectionnée
X il est clair qu'une fois 1'énumération des solutions de E(VF"’;VF")
achevée, 11 faut attribuer la valeur ]—ES d la variable X, afin d'énu-
mérer toutes les solutions de E(VF";VF') en 8numérant celles de

E(VE", (xypra 17%))

Sous les hypothéses (VF',; cela revient i sélectionner

VF') ’
pour la seconde fois parmi les variables candidates (dindices ] € VF")

la variable X qul demeure ainsi une variable fixée mais avec une autre

valeur.



On pose enfin :

. TOVE, R0 = E(VE, %) 0 ROAGY

VF’>\

. x*(VF) : &élément de E(VF’;VF) tel que :

£ x (VF) = max{fx|x e E(VF,:—:V.F) N R} -

. L(VF,_xVF) =1L -2F ;;VF .

[ ] * . .
. X : élément de "R tel que fx = ) (solution optimale de (P.B)
en fin d'algorithme)
. ¥ : solution optimale du probléme (P.C.B.)

I.4.- PRINCIPE DES METHODES.-

L'idée de base des méthodes est de former des ensembles de
solutions du type E(VF,;VF) et d'en éliminer qui, a priori, ne peuvent

contenir de solution optimale ou réalisable.

Supposons qu'3d une étape donnée d'un algorithme, p variables

soient fixées.

On a donc IVF} = P et l'ensemble E(VF,§ )} comporte 2"7R

VF
é€léments; il faut alors donner des valeurs aux variables d'indices appar-
tenant & VF afin d'obtenir, si cela est possible, une solution x ap-

partenant a T(VF,;VF,A*)

Bien qu'ayant des formes différentes dans chaque méthode, les

tests ont tous pour but :

- soit de conclure que la solution optimale de (P.B.) n'ap-
partient pas 3 E(VF’;VF) s, c'est-3~-dire que
T(VF,XV
ou E(VF,;VF) f\A(A*) =@ , alors T(VF,;VF,A*) = @ . (Dans
chaque algorithme, les tests seront 3 rapprocher avec le prin-

cipe d'évaluation de la S.E.P. [24] ).

* -
g2 A ) =@ I1 est évident que si E(VF,XVF)(W R=2¢



~ soit de dé&terminer une solution X appartenant i

— » . .
T(VF,xVF,A ) , si cet ensemble est non vide.

Remarque.— Dans certains cas, les tests ne peuvent conclure
que T(VF,EVF,X') est vide (bien que cet ensemble le soit effectivement).
I1 est alors possible (méthodes autres que celles de Geoffrion), d'obtenir
une solution appartenant 3 E(VF,EVF)lﬁ R qui n'appartienne pas 2
E(VF,;VF)(\ A(X¥) » donc qui n'am@liore pas la meilleure solution déji

trouvée.

Pour ce faire, les tests déterminent parmi les wvariables d'in-

dices appartenant i VF :

-~ -celles qui doivent avoir une valeur imposée (c'est la

construction de 1l'ensemble VI).

-~ 1la variable sélectionnée d'indice s parmi les variables

candidates.
L'ensemble VF est ainsi augmenté& de l'ensemble VI U {s} .
Exception faite de la méthode de Greenberg et Hegerich, on verra que dans toutes

les méthodes, si la solution x associee (dans le deroulement de 1'algorithme)

4 1'ensemble

VF" = VF U VI U {s}
est réalisable, elle est toujours telle que :
= [T n - * "
fx = max{fy]y € E(VF ’xVF") R} = £.x (VF™).

Lorsqu'une solution réalisable x est ainsi déterminée, il
. . _ . %
faut comparer la valeur associée de la fonction &conomique avec A
Bméthodes autres que celles de Geoffrion; dans ces derniéres, x appar-

. - . - = *
tlent nécessairement 3 T(VF,XVF,A )] .

Lorsqu'un test a indiqué qu'il est inutile de continuer 1'é&nu-

~

mération & partir de (VF,EVF) s+ 11 faut modifier le couple (VF,;VF)
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et reprendre l'exploration & partir du nouveau couple (VF"’;VF")

défini comme suit :

On considére la derniére variable X qui a été sélectionnée
une seule fois, sous des hypothéses (VF";VF') . Si on lui a attribué
la valeur ;s lors de cette sélection, on la sélectionne & nouveau pour
lui attribuer la valeur 1-§S 3 comme nous l'avons déiid vu, X demeure

une variable fixée mals avec une autre valeur :

A partir du couple (VF,;VF), oi VF a la forme suivante :
VF = VF' U {s} UVIL

avec VI : ensemble d'indices de variables imposées et de variables qui
ont été sélectionnées deux fois [Zl est d noter que, pour faciliter la
sutte de l'exposé, ces derniéres variables pourront &tre également appe-

lés variables imposées], on obtient finalement le couple :

VE" = VF' U {s}
;LVFH = (;iVF"l—;(S)

puisque les variables qui ont eu une valeur imposée 3 la suite de la
premiére sdlection de X n'ont plus lieu d'étre imposées et quittent
1'ensemble des variables fixées.

-

Critére d'optimalité :

Un couple (VF’XVF) étant donné,
. - *
s1 T(VF =
( )KVF,X ) ¢
et si toutes les variables fixées sont des variables
imposées (en considérant les variables qui ont été
sélectionnées deux fois comme des variables imposées)

alors, toutes les solutions susceptibles d'améliorer

¥
la valeur ) ont €té testes.




Démonstration.—

Supposons que |VF| = p et que, pour simplifier, VF = {I,...,pl.

On peut donc poser :

VF = Wp_] U {p} = Wp avec Wp_] = {lyeee,p-1} => Xyp = (xwp_l,xp)

Considérons alors :

’ I—XP)) .

E(Wp—l’)ﬁdp_ ) = E(VF,x,) U E(VF.(xwp_

1 1

1.— Par hypothése, T(VF,;VF,A*) =@ , il est donc inutile

de continuer l'exploration avec le couple (VF’;VF)°

2.~ La variable d'indice p &tant imposée,
ou bien cette variable a été sélectionnée deux fois
sous les hypothéses (wp_l,)—(W ) et alors toutes les
solutions de p-1

E(VF, (x,, ],1—§<p)) ont déja été testées,

ou bien Eette variable a eu la valeur imposée ;p sous

des conditions de réalisabilité ou d'amélioration de la
valeur de la fonction économique; cela signifie qu'il
est inutile de considérer l'ensemble de solutions
E(VF,(§w _],l—ip)).

P
D'aprés les résultats de (1) et (2) , on peut conclure que

W ) ont été testées.

toutes les solutions de E(Wp_],;
p—1

On peut continuer ce raisonnement avec :

r _ = -
wh = Wh_ILJ {n} avec h = p-1,...,2
et
E(W, _,,%, ) = E(W_,x,)UEWM ,(x, ,I-x))
h=1"t LA BV TR

pour aboutir & la conclution suivante :

Toutes les solutions de E(w],iw ) = E({l},gl) ont été testées.
1
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En remarquant que
s = E({1},%) U E({1},1-x)

et en employant la méme démonstration que précédemment, on déduit la

conclusion du théoreéme.

Remarques.—

1.~ Dans chacune des méthodes exposées (exceptée celle de
Greenberg et Hegerich) on démontrera qu'une solution réa-
lisable x déterminée sous les hypothéses (VF’;VF) est
telle que fx = fx¥(VF). I1 faut, dans ces conditions,
modifier le couple (VF’EVF) selon le processus &tabli

plus haut.

2.- Le démarrage de tous les algorithmes (exceptés ceux de

Saunders et Schinzinger (amélioré@ ou non)) se fait avec :

*
VF =@ et A = min fx =0
x€S
3.- Si, au départ d'un algorithme (avec VF = @) il existe

des variables dont la valeur doit &tre imposée, ces variables
sont définitivement fixées et peuvent &tre &limindes du

probléme (P.B.).

4.~ Résoudre le probléme (PCB.) et considérer la solution réalisa-
ble la plus proche de sa solution optimale n'aboutit bas,
dans la plupart des cas, 3 une solution optimale du pro-

bléme (P.B.)
Exemple : Considérons :

Max z = le + 6x

4x] + 5% £ 6

' X

[ ]

oN

X ou 1

1°%2 7
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- %= (1,0.4) et Z = 7.4
]
- ; = (1,0) é&lément de R 1le plus proche de % ; z =5
X, A - X = (0,1) et 2* = 6 .

% :
777 LEN -

0 X ~ 1

I.5.- RESOLUTION DU PROBLEME (P.C.B.).

La résolution du probléme (P.C.B.) se fait par la méthode
simpliciale qui se réduit dans le cas d'une contrainte 4 l'algorithme
suivant : '

Posons J = JI = {1,...,n}

Le probléme ne comportant qu'une seule contrainte, toute base

réalisable, donc, en particulier, la base optimale I de (P.C.B.), se

~

réduit & un seul élément qui doit correspondre 3 un coefficient non nul de

la contrainte n

z Zj x.€ L .
=11

(:) Détermination de l'indice i] de J, tel que
. ‘
1 ]
ET— - max {5
gl de3 ¥



i

oubien L' 1 —x, =1 Alleren @
. | _
il
ou biten f =L ==>1la solution X, = 1 et xj =0 Vﬁ # Y

1

est 4 la fois optimale pour (P.C.B.) et (P.B.)
qui est ainsi résolu d'entrée.
il
Remarque.- 11 est impossible que £ ~ > L d'aprés les hypothéses
de départ.

(:) Détermination de 1'indice i, de J2 = J1 - {il} tel que

2
i .
—f-—?- = max {.-:1}
i. v

£'2 ey, 23

i i
ou bien £ 1 + L 2 <L =%, =1 Aller en (:)
)
il i2
oublen £ "+ £ " =1L => le probléme (P.B.) est résolu

et a pour solution optimale

i i
ou bien £ b £ 2 > L =I= {i,},la variable X, doit
2

avoir une valeur comprise entre 0 et 1 .

D'une facon générale, & une étape k :

T Vi s . _ s
(:) Détermination de 1l'indice 1, de J, Je-1 {1k_1}
tel que :
1k 3
7 = max {—}
P ijk 4
k

i .
ou bien f 23 <L == x, = 1 Aller en GEED
i=1 k '
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ki,
ou bien | 1L J = L => 1le probléme (P.B.) est résolu
j=1

et a pour solution optimale :

| x, =0 VvV jelJ =J - {lk}

k i,
oubien ) LI>L=—=1>= {ik} » la variable x
j=1

doit avoir une valeur comprise entre 0 et 1 .

Supposons alors que la solution optimale de (P.C.B.) ne soit

pas optimale pour (P.B.) et qu'elle soit obtenue d 1'étape k .

Notons I = {i} =‘{ik} . 1 est donc l'indice de base, il est
tel que 2t 40 .

La solution optimale X de .(P.C.B.) est donc définie par

3
[
o
<«
[N
™
Cu
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CHAPITRE 11

METHODE DE FAURE  [7]

II-1.- INTRODUCTION.

L'idée de base de cette méthode est d'améliorer une solution
courante qui est maintenue constamment ré&alisable. Pour ce faire, certains
tests effectués tant sur la fonction &conomique que sur la contrainte,

permettent d'attribuer des valeurs imposées 3 certaines variables, compte

tenu des variables d&ja fixées.

En particulier, la premiére solution courante x correspond
4 la minimisation de la fonction &conomique sur S :

fx = min fy = 0 = X (x = 0)

. ves
Durant 1'exposé de cette méthode, les coefficients £ (3 = 1,.0.,n)
de la fonction &conomique, seront supposés etre dans l'ordre décroissant de

leurs valeurs.

Le probléme considéré est donc le suivant :

Max fJ XK.
=t
n .
Z £J x. <L
=t
(P.B.)
X. =0oul j=1,.ic.,n
' 2 s 2230
avec .
_ L>0 et £ >0 j=1l,i0e,n

.../...
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II-2.- CONDITION SUFFISANTE D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,x,.)

VF
THEOREME 1.- Etant donné un couple (VF,;R,F) .
si  £F xpt L £ m
jeVF
alors T(VF,;EVF,A*) =0 .
Démonstration. -
- VF - 3
¥V xe E(VF,XVF) fx < £ Xyp * Z___f
jeVF
V x ¢ E<VF’;VF) fx g .
relation (1)
donc :

Voxe B(F,x) % ¢ A" = E(VF,X) NAOY = ¢

— T(VF,;QV_F,)\*) = ¢

c.q.f.d.
II-3.- VARIABLES IMPOSEES
N.B.~ ©Nous pouvons faire 1‘hypothése L(VF’;VF) 2 0 car nous verrons
par la suite (proposition 1) que, quelque soit le couple (VF’;VF)

considéré, cette inégalité est vérifiée.

II-3-1.- Variables imposées a la valeur O.

THEOREME 2.~ ST Jk ¢ TF telque £ 3+ £°>1 (2

alors {xk[x € E(VF,QVF)IW R} = {0}

Démonstration.- En attribuant la valeur ;k =] & la variable

d'indice k , d'aprés (2) , on a :
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V x e E(VF U {k},% ExEEVFEVF+P;k>L

VF U {k})

%E(VFU{R},;{WU{QOR=¢ si ¥ =1

E

Par contre, en attribuant la valeur X = 0 & la variable

Q -— o ©
L 3 1 = G =
d lndlii g , la solution x (XVFIJ K} xVF~{k}) avec xj 0 )
Y j € VF - {k} est une solution réalisable qui appartient & E(VF,XVF).

(puisque L(VF,;VF) > 0).

=[x |x e E(VF,)—cVF) N R} = {0} . c.q.f.d.

fLa composante d'indice k d'une solution appartenant a

E(VF,%VF)fW R a nécessairement la valeur O0).

1I-3-2,- Variables imposées & la valeur 1.

THEOREME 3.~ Si la relation (1) n'est pas vérifiée et si
Jke VF tel cue EVF X e ¥ Kk <L et

*Vr

AR ) AL (3) alors
VF .
1€eVF

{xxk[x € E(VF,;(VF) N A(x*)} = {1}

Démonstration. -

a) L'indgalité (2) n'étant pas vérifiée, on a

fx, % ¢ E(VF,;LVF) AR} = {0,1}

b) En attribuant la valeur x, = 0 & la variable d'indice k ,
d'aprés (3) , on a :
o= VF = ik %
V x € E(VFU{K},XVFU{k}) fx ¢ £ XVF+ Z__._f £ ¢

— E(VF U {k},% YN AGS) = ¢ si % =0

VF U {k}
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Par contre, en attribuant la valeur ;k = 1 & la variable
. . 1 - . . L .
d'indice k , la solution x = (xVF,e) appartient & A(XA) puisque
la relation (1) n'est pas vérifiée :

= {x [x € E(VF, %) NAOHY = {1} c.q.f.d.

. . . - - *
(la composante d'indice k d'une solution appartenant 3 E(VF,XVF) naAQ)

a nécessairement la valeur 1).

COROLLAIRE 1,- Si 3 k € VF tel que

VF - k VF - i k %
L7 xp+ £ >L et £ x+ ] £ -f g2
J€VF
alors : T(VF,EVF,A*) =0

Démonstration.—

relation (2) vérifige = {xk]x € E(VF,;(VF)I'\ R} = {0}

relation (3) vérifiée = {xklx € E(VF’;VF),1 A(K*)} = {1}

— T(VF,?;VF,A") =9 c.q.f.d.

TI-4.- VARIABLE SELECTIONNEE.

Considérons 1'ensemble :
~ -k - == VF - i kK %
Q= {keVF[L > LVF,x, )} N {k e VF|f Xp t Lt - ¢}
JeVF
D'aprés le corollaire 1, si Q# @ , il est inutile de considérer

les solutions de 1'ensemble E(VF,§ ) puisqu'alors T(VF,x *) =0 .

VE’ vr*?

Mais, dans l'hypothése oi Q = @ , on considére

VI

it
s
~
(]

S—_—" - — VF - ok ow
VFIL° > L(vF,x, )} U {k e VF|£ + T8 -y
*VF *Vr TF

it
.y
o
[$]

W}{xkfx € E(VF,;tw) N R} = {0}

ou {x |x € E(VF, X)) N AN} = (1})
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ensemble des indices des variables imposées sous les hypothéses (VF,;VF)1

Si on pose VF' = VF UVI , 1'ensemble des indices des variables

candidates est le suivant :

W’={keVF'[£ksL(VF,§VF) et fVF;VF+ z_fJ—fk>A } .
jeVF

REGLE 1.~ S8i VF' est non vide, on sélectionne la variable

d'indice s telle que

—_
s = min{j|j ¢ VF }

pour lut attribuer la valeur §S = 1

Cette régle provient de la remarque suivante : VY k ¢ VF' , 1la
variable d'indice k peut prendre indifféremment la valeur 0 ou la valeur
1 . Mais le probléme traité €tant un probléme de maximisation, on fait le

choix naturel de fixer 3 la valeur 1 1la variable d'indice s telle que

£5 = max{f|k e VF'}
= min{j|j e VF'}
N.B.- La variable sélectionnée X aurait pu étre choisie de telle
maniére que :

s i

-f—“ = max{f—.[j e VF'}
28 2

ou

2% = min{f?|j ¢ VF')

II-5,- REMARQUES SUR L'ALGORITHME.

II-5-1.- PROPOSITION 1.- Quel que soit le couple (VF,QVF) donné, on a

L(VF,xVF) %> 0
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Démonstration.—

a) D'aprés les théorémes 2 et 3 et la régle 1 , 1lorsqu'on
fixe une variable d'indice k en lui attribuant la valeur ;k , on a
toujours :
VF' = VF U {k}
L(VF,§VF) _ Kk ;k > 0 = L(VF”,§VF,) > 0 avec

Xy = Ogp 0%
- *
b) Lorsque T(VFsXVF,l ) = P 1l'ensemble VF diminue pour obtenir
un ensemble VF'C VF ; de plus, une variable sélectionnée pour la seconde
fois prenant la valeur 0 , on a @

L(VF',EVF,) > L(VF,x..) 20 .

VF
c.q.f.d.

I1-5-2.- L'algorithme proposé par Faure utilise les propriétés énon-

cées précédemment avec, toutefois, la restriction suivante :

4 une &tape donnée de l'algorithme, & laquelle correspond
un ensemble VF , on ne cherche pas i définir tous les
€léments de VI ; par contre, dés qu'un €lément k € VI
est déterminé, on attribue la valeur ;k d la variable X

et on considére & 1'étape suivante le couple

II-5~3.— De plus, une solution réalisable x ne sera considérée que
lorsqu'un ensemble VF sera tel que VF =@ ; on aalors x = x et il

VF
faut naturellement modifier le couple (VF,XVF).
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IT-6.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE

C) variables ordomnées suivant les f' décroissants.
La premiére solution réalisable considérée est la solution identiquement
nulle. On pose x* =0 et VF=2¢.

(:) Sous les hypothéses (VF’;VF) s est—=il possible de trouver une valeur de
la fonction économique supérieure Q \¥ 2 (Théoréme 1).
. OUI : Aller en (:)
. NON ¢ Aller en (3)

(:) Toutes les variables sont-elles fixées ? (i.e. VF = @ ?)

. OUT : 1la solution réalisable x = Xyp correspond 3 une valeur de
la fonction économique supérieure 4 1} . On pose
* *
A o= fx et x =x.
Aller en (:)
. NON : Existe-t—il des variables dont la valeur est imposée par la

contrainte ? (Théoréme 2).

. OUI : 81 X, (k € Vf§ est une telle variable, on lui

attribue 1la valeur Ek = 0 (VF est augmenté de
1'indice k).
Aller en (:)

. NON : Existe-t-il des variables dont la valeur est imposde

par la fonetion économique ? (Théoréme 3).

. our . si (k € VF) est une telle variable,
i

on lui attribue la valeur X, = 1 (VF
est augmenté de 1'indice k)
Aller en (:)

. NON : On a alors, VY i e VF
'{xjfx € E(VF’§VF)} = {Oili et on sélectionne
une variable X s s € VF (régle 1) en

lui attribuant la valeur ;s = |

Aller en (:),
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(:) Toutes les variables fixées ont-elles des valeurs imposées ?

. OUI : fin de l1'algorithme

. NON : On sélectionne pour la seconde fois, la derniére variable
X qui a été sélectionnéde une seule fois et on lui attribue
la valeur ;s =0 (VF est diminué de 1'ensemble des indices
des variables qui ont eu une valeur imposée aprés la premiére

sélection de xs).

Aller en (:)
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CHAPITRE III

METHODE DE GREENBERG ET HEGERICH  [19]

I11-1.- INTRODUCTION.

Cette méthode est basée sur la résolution & chaque &tape d'un

probléme en variables continues et bornées par 0 et 1 .

Durant l'exposé de cette méthode, les coefficients £
(3 = 1,...,n) de la fonction économique seront supposés &tre dans 1'ordre

. . ]
décroissant des valeurs des rapports E? .
£

Le probléme considéré sera le suivant :

n .
Max z fJ X.
=t

=]

J L
’Zl £ xj <

xj =0oul, j=1,...,n

2 n

el £
avec —T.Z ~§ 2 e 2 ‘;
- £ L L
I11-2,- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E[VF,QVF)

I11-2-1.- THEOREME 4.- Etant donné un cowple (VF,x )
‘ gt L(VF,x_) < O
yF. < °,
alors T(VF, Xy} ) = )]

Démonstration.— Par hypothése :

Ve BOE,X)  Lx > ¥ % = L - fx g L(VF,%

- ) <0

VF

—> ¥ x ¢ E(VF,x,}) x é R

—_— E(VF,%VF)IW R=0§ = T(VFs§VFsA*) =9 c.q.f.d.
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III-2-2.- En tenant compte des variables fixées, le probléme (P.B.)

s'écrit :
™ Max Z__ fJ X.
jeVF J
(P.B. VF) L8 x, g LOVE,X )
. ] VF
JeVF
xj = 0 ou 1 vV j e VF
*
Notons x (VF)VF la solution optimale de (P.B. VF).
Le probléme correspondant en variables continues et bornées
s'écrit :
" Max Z__ £ x,
jEVF J
(P.C.B. VF) LB x, s L(VF,;';VF)
jevE  J
0 < xj <1 ¥V jeVF
Notons | i(VF)VF la solution optimale de (P.C.B. VF)
R(VF) = (R, %(VF) tx (VF) = (RyprX (VE)o)
. x Xypr* W) et X - ype X VF

Le théoréme ci-aprés, comme le théoréme 1, est & rapprocher avec

1'évaluation par excés qui se fait dans la S.E.P. [24] R

THEOREME 5.- Si [£R(VE)] ¢ A (4)
, - *
I alors I(VF,xVF,A ) =¢
Démonstration.— Notons qu'il n'est intéressant de résoudre le

. * . o = .
probléme (P.B. VF) que si x (VF) appartient & T(VF,x A*) , donc si

VF’
* *
fx (VF) > X .
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par hypothése X(VF) € E(VF,XVF) => fx (VF) 3 £X(VF)
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i(VF)VF solution optimale de (P.C.B. VF)

—  £R(VF) 3> [£R(VE)] 3 f£x" (VF) B

} —>  f£x (VF) £ A
relation (4)

VxeB(VEX )N R  fxs £x (VF)

= T(VF’;VF’A*) =0 c.q.f.d.

¥ - #
III-3.- OBTENTION D'UNE SOLUTION x (VF) € T(VF,XVF,A )

THEOREME 6.~ Si la relation (4) n'est pas vérifiée

et st %(VF) € E(VF,EVF)

alors fX(VF) = fx*(VF)

et R(VE) € T(VE,Xypo))

Démonstration.—

* fx Y x € E(VF,X ) = £R(VF) 3 £x (VF) .
F }==» £R(VF) = fx (VF)

-~ ~ *
relation (4) non vérifiée == fR(VF) = [fR(VF)] > A

N - L 3
= R(VF) e T(VF,x ;5,1 ) c.q.f.d.

Puisque, dans les hyptohéses du théoréme 6, on détermine une
solution X(VF) ¢ T(VF,;VF,A*) telle que £X(VF) = fx*(VF); 1l est inutile
de continuer 1'exploration des solutions de 1l'ensemble E(VF,XVF) ; 11 faut
par contre sélectionner une seconde fois la derniére variable qui a &té

s€lectionnée une seule fois.

III-4.- VARIABLE SELECTIONNEE.

Supposons qu'aucun des tests précédents ne permette d'affirmer

- *
que T(VF,xVF,A ) est un ensemble vide.

La méthode de Greenberg et Hegerich ne comportant pas de tests
supplémentaires (qui permettent de déterminer des variables imposées sous

des conditions de réalisabilit& ou d'amélioration de la valeur de la fonc-
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tion &conomique) toutes les variables d'indices appartenant & VF sont

candidates :

REGLE 2.— Sous les hypothéses suivantes :

@ L(VF,%,.) > 0

@ [egreB)] > 2F )

@ %O ¢ E(VF,xp)

on sélectionne la variable de base optimale du

probléme (P.C.B. VF) et on luil attribue la

valeur 0 .

Cette régle provient de la remarque suivante :

Si la relation (5) est vérifide, en attribuant la valeur X, = 0
d la variable de base optimale X de (P.C.B. VF), et en résolvant le

probléme (P.C.B. VF') ,

avec VF' = VF U {s}
Xypr = (ypoXg)
il est possible que l'on obtienne une solution x appartenant i

T(VF',)—R]F,,)\*) .

III-5.- VARIABLES IMPOSEES.

Les seules variables imposées sont les variables qui ont été
sélectionnées deux fois (la seconde sélection d'une variable s'effectuant

lorsque, sous des hypoth&ses (VF,x..) , on a T(VF,EVF,A*) =¢).

VF

Remarque.- L'ensemble VF ne diminue que dans 1l'un des deux

cas suivants :

- %*
1.~ T(VF,XVF,A ) = @

2.- R(VF) e E(VF,ivF)

Notons [i] la solution de E(VF,%VF)IW R définile comme suit
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Si s désigne 1'indice de la variable de base & l'optimum de

(P.C.B. VF) , on a :
ﬁ(VF)j si 31 #s

0o si j = s

III-6.- UORGANIGRAMME DE PRINCIPE.

e
(:) vartables ordonnées suivant les rapports = décroissants.

" £
On pose )\ =0 et VF =0

(@) Résolution de (P.C.B. VF)
Peut-on affirmer que T(VF,x
. OUI : Aller en (3)
. NON : Aller en (2)

%
= ? 3 >3
vEs A ) ® ? (Théoréme 5)

(:) Est-ce que X(VF) € E(VF,§VF) ?  (Théoréme 6)
. OUI : 1'optimum de (P.B. VF) est déterminé
on pose x* = fX(VF) et x* = x(VF)
Aller en (:)
NON : la solution réalisable [ﬁ] appartient-elle a A(x*) ?
. OUI : on pose x* = f[i] et x =[§I

Aller en (:::)

<:::> NON : 1la variable X de base optimale de (P.C.B. VF) est

sélectionnée; on lui attribue la valeur ;s = 0 (Régle 2)
Aller en C)

C) Toutes les variables fixdes ont—elles des valeurs imposdes ?

. OUI : ¥IN de l'algorithme

. NON : on sélectionne pour la seconde fois la derniére variable X
qui a &té& sélectionnée une seule fois et on lui attribue la
la valeur §s = 1.
Peut-on affirmer que T(VF,EVF,A*) =@ ? (Théoréme 4)
QUI : Aller en (:)
NON : Aller en C:)
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CHAPITRE IV

PREMIERE METHODE DE GEOFFRION []dl

IV-1.- INTRODUCTION.

Cette méthode est basée sur 1'idée de rendre réalisable une
solution courante qui, & ehaque étape de 1l'algorithme, correspond i la
meilleure valeur de la fonction &conomique qu'il est possible d'obtenir,

compte tenu des variables déji fixées.

En particulier, la premi&re solution courante x correspond i
la maximisation de la fonction &conomique sur S
n

fx = max fy = } £ (x = e)
ye$S i=1

Cette méthode permet de traiter directement le probléme (P.B.)

dans sa formulation initiale, sans avoir recours a un classement quel-

conque des variables.

Remarque.— On peut de suite observer que l'obtention de 1la
solution optimale de (P.B.) sera d'autant plus rapide que celle-ci com—
porte un grand nombre de composantes &gales & | (en particulier, si

X = e est une solution réalisable, le probléme est résolu d'entrée).

N.B.~ Dans la suite de cet exposé, e aura la dimension |VF| .

v-2.- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D’UN ENSEMBLE E(VF,;VF).

Rappelons le résultat suivant &tabli dans la méthode de Greenberg

et Hegerich :

THEOREME 4.~  (VF ,EVF)

l L(VF,Xyp) < 0 == T(VF,X 0,0 = 0

(21 faut alors modifier la valeur de la derniére

étant donné,

variable sélectionnée une seule fois).
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THEOREME 7.- Supposons que L(VF,§VF) >0

ei ] _d s Lamky (O

JeVF _
alors E(VF,xVF)(\ R# 0
mats E(VF,EVF)<I R
Démonstration.—~ Considérons la solution :

o
X

- ° ° . —
(XVF’XVF) avec xj =0 VY je VF

VF -
£ xyp s L

— xe E(VF, k) N R = E(VF,x, )\ R # 0

Ko

e E(VF,xp)
Considérons la solution i = (EVF,e)

relation (6) ==>\£; = KVF ;VF + Z___KJ > I == ; ¢ R
jeVF =

1 i === E(VF,XVF) <R
x € E(VF’XVF) c.q.f.d.

A 1'issue de ce théoréme, on peut conclure qu'il est possible

de déterminer une solution réalisable 3 partir du couple (VF,x..) , en

VF
attribuant la valeur 0 3 une au moins des variables d'indices appartenant

B

a VF .

IV-2-1.- Variables imposées & la valeur 1.

Nous allons é&tablir un résultat identique & celui du théoréme 3

mais sous d'autres hypothéses :

THEOREME 8.~ Sous les hypothéses du théoréme 7 :

st 3 k e VF

tel que £F ;VF D £k € 2\
jeVF ‘

alors

{x |% e B(VF, X)) n AGM) = {1}
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Démonstration.- Identique 3 celle du théoré&me 3(b).

IV-2-2.- On considére alors 1l'ensemble :
V1={h€’v‘F|fVF§W+ el - )
jeVF

ensemble des indices des variables imposées sous les hypothéses (VF,EVF).

THEOREME §9.- Sous les hypothéses du Théoréme 7, et si 1'une

ou l'autre des hypothéses suivantes est vérifide :
1.- VI = VF

2= VIGVE et ] &> LF,x) (D
jevl

- *
T(VF,XVF,A ) =@

Démonstration.~ Soit x € E(VF’;VF) et ; = (;VF’E) ;

1.~ Supposons que VI = VF :

a) Si x = i : alors x é R (Théoréme 7)

. 1 . . . . e by
b) Si x # X ¢ 11 existe au moins un indice k de VF

tel que la composante d'indice k de x ait une

valeur nulle

— £ x o+ ] -k
JeVF = fx < A = x ¢ A ()
Vi = VF

2.- Supposons que VI ﬁ-'\'l-F— :

a) Si Xy1 # eyp ¢ alors x ¢ A(k*) (Théoréme 8)
b) Si Xyp = eyp ¢ alors
£2x > EVF ;VF + z JARNSE (d'aprés la relation (7))

jevI
=> x ¢ R
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Donc, dans les deux cas, on peut conclure que

B soit x ¢ R
Y x € E(VF, ) on a
“vF soit x ¢ A(k¥)

- ¥
_— T(VF,xVF,A ) =0 c.q.f.d.
IV-3.- Variable sélectionnée
Si on pose VF' = VFU VI, 1'ensemble des indices des variables

candidates est le suivant :

_ — - : *
VF' = {ke T T x_+ ] £ - £552%
VF .
J€VF
Remarque.—~ 11 est 3 noter que cet ensemble contient celui des
variables candidates de la méthode de Faure ol des conditions de réalisa-
bilité ont été considéré@s en plus des conditions d'amélioration de la

valeur de la fonction économique.

D'aprés le théoréme précédent, on peut conclure que si VF' # 9
et si la relation (7) n'est pas vérifiée, l'attribution de la valeur 0
3 une variable d'indice s appartenmant 4 VF' peut contribuer 3 1'obten~

» b - ¥
tion d'une solution x € T(VF',XVF.sX )

I1 faut donc sélectionner une variable X parmi les variables

candidates, de telle maniére que l'attribution de la valeur ;s =0 4

cette variable permette d'obtenir :

- solt une solution réalisable

- soit une solution qui soit la plus proche de la '"réalisabilité".

Notons :

_ . i, g
VkeVF'  K(VF,Xypk) = LVF,X ) - jgﬁ? LR

et posons :
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=
[l

{k e W'[K(VF,EVF,k) > 0}

~
[}

—, -
{k € VF [K(VF,XVF,k) < 0} .

REGLE 3.~ On sélectionne la variable d'indice s e V¥' telle que
min{K(VF, xVF,s) 0} = max Dnln{K(VF xVF,k),O}]

KeVE !

. . . + .
en particulier, st s € K , Lla solution

= (x 0) tiont 4 T(VF,X., ")
Xyp* SFF-{s}’ appartient Q »Xyps .
En effet,

a) Si K" # P : 1l'attribution de la valeur ;k =0 i une

. . . - + .
variable d'indice k quelconque appartenant 3 K  conduit

3 la détermination d'une solution

(XVF’ T-{k) 0) appartenant i E(VF,QVF) ;

or keKm>z —zk L(VF,x. ) == x e R
- — VF
JeVF
De plus
R e - 4 *
KeVE' = fx= £ x_+ J £ -5 2% = xea0®
VF e
jeVF
On peut donc conclure que
VkeK (x,.,e ,0) € T(VF,x._,\")
€ ’ € ’ s
%FVF{k} *vr
+ . - . o g -
b) Si K =@ : il faut sélectionner un indice s de K tel
que K(VF,x__,s) soit une quantité aussi proche que possible

VF
de la valeur 0 (sclution proche de la r&alisabilité@)

On détermine donc s tel que :

= max_ K(VF, sK) .
keK XVF
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De la méme fagon que précédemment, on voit que :
X = (Kyprem qq00) € AQ™)
e -y €

. . - = %
mais x ¢ R puisque ke K => x ¢ T(VFsXypsd ) -

Ainsi, 1'indice s sé&lectionné est tel que :

K(VF;;VF,S) > 0 si s ¢ K

K(VF, % p,8) < 0 si seK (quand X' = 9)

et on peut regrouper ces résultats en prenant 1l'indice s tel que

min{K(VF,iVF,s),O} = max [min{K(VF,§VF,k),0}]
ke VF'

Remarques. -
1) S§'il existe plusieurs indices k tels que K(VF,QVF,k) > 0

il est possible de considérer 1'indice s tel que :

£5 = min{£5|k ¢ K"}
k
£° . £ +
ou — = min{—lk ¢ K}
-_ zS zk' .
ou KS = max{ﬂk!k € K+}

Puisque nous avons considéré le probléme (P.B.) sans avoir
recours d un classement quelconque de variables, dans l'algorithme, nous

. . +
avons cholsi s = max{k l ke K} .

+ . . = =
2) lLorsque s ¢ K , 1'attribution de la valeur X =0 3

la variable sélectionnée X conduit d considérer un couple :

(VF"!;{VFII) = (VF' v {s} ’(;VF"O))
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) - : - *
tel que la solution (xVF",e) € T(VF,xVF,A ) ; on pose alors

»*

A= f . (;(VFnse)

et 1l est clair, d'aprés la forme de cette solution, que
- * "
f . (xVF",e) = f x (VF") .

I1 est donc inutile de considérer les solutions de E(VF",§ ) 3 i1 faut

VE"
par contre sélectionner une seconde fois la variable X, pour lui attribuer

la valeur 1 .

3) Il est 3 noter que l'inégalité L(VF,EVF) < 0 mne peut
provenir (comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich) que de l'attribu-
tion de la valeur 1 3 une variable qui est sélectionnée pour la seconde

fois :

Exemple.~ Soit le probléme :

Max x] + x2 + x3
xl + 2x2 + 3x3 g1
X, = 0 ou I 1= 1,2,3

(:) VF = {3} == x = (1,1,0) d R et ZB Xy = 0< 1

@ | VF=1{3,2) = x = (1,0,00 ¢ RN AGH) N E(VE, k) = 2" =

xgp = (0,0) .
et z 23 x. =0< 1
JEVF ]
® VF = {3,2}
SLVF = (0,1) = x = (1,1,0) ¢ R

jeVF
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IV-4.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE

C) La premidre solution courante considérée est la solution x = e.

On pose =0 et VF=0.

(:) La solution courante (;VF’e) est-elle réalisable ? (relation 6 du

théoréme 7).

. - - ¥
. our 1i solution X : (xVF,e) € T(VF,XVF,X )
A = fx et x =X
Aller en (:) (remarque 2)
. NON : Aller en (:) (théoréme 7)

(:) Peut-on affirmer que T(VF,EVF,X¥) =@ ? (Théorémes 8 et 9)

. oul : Aller en (@)
. Non : détermination de la variable sélectionnée X, 5 5 € VF U VI
on lui attribue la valeur xS = 0 (régle 3)
Aller en 1
(:) Toutes les variables fixées ont—elles des valeurs imposées 7
. OUI : TFIN de 1'algorithme
. NON : on sélectionne pour la seconde fois la derniére variable

X qui a &té sélectionnée une seule fois et on lui attri-

bue la valeur xS =(Z>

Peut-on affirmer que T(VF,EVF,X*) =@ ? (Théoréme 4)

our : Aller en (3)
wow : Aller en Q)



CHAPITRE V

DEUXIEME METHODE DE GECFFRION [ 11]

y-1.- INTRODUCTION.

Cette seconde méthode de Geoffrion, basée sur le méme principe
d'énumération que la premiére, comporte en plus, a& chaque étape, la résolu-
tion d'un probléme en variables continues et bornées, 3 une contrainte.
Parmi les utilisations de telles résolutions, la plus importante est la
détermination de contraintes additionnelles qui permettent de donner des
valeurs imposées & une ou plusieurs variables 3 la fois, compte tenu des

variables déji fixées.

De méme que dans la premiére méthode, la premiére solution

"

courante considérée est la solution X e .

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la nécessité de
résoudre des problémes en variables continues et bornées 3 une contrainte,
nous a conduits 3 considérer les variables dans 1'ordre décroissant des

J
valeurs des rapports E? (3 = 1,...,n).

Le probléme considéré sera donc le suivant

n .
Max Z fJ X.
=1 ]

n .
Z KJ x. £ L
(P.B.) j=1 J

»

; =0 ou I j=1,...,n
1 2 n

f f
avec ~—— 3 —=

W
W

(o]
)
s




V-2.- VARIABLES FIXEES.

V-2-1- Variable sélectionnée .

Un couple (VF,;VF) étant donné, la sélection d'une variable

x, se fera de la méme fagon que dans la premiére méthode :

Aprés avoir déterminé l'ensemble VI des indices des variables
imposées (& la valeur 1 (théoréme 8)), on détermine un indice
s e VF UVI (régle 3); de plus, s'il existe plusieurs indices k appartenant
a K+ (K+ étant l'ensemble des indices des variables telles que l'attribu-
tion de la valeur 0 & celles-ci permette de trouver une solution appartenant

- * , . .
a T(VF,xVF,A )) , on tire parti du classement des variables de (P.B.) pour

choisir 1'indice s tel que :

S k
s = max{k|k € Kf} <= £ . min{i—lk € K+}
s Zk

Remarque.~ Nous verrons (§ A II-])comment il est possible de
déterminer une variable sélectionnée en se basant non seulement sur la
contrainte initiale (premidre mé&thode de Geoffrion) mais également sur

les contraintesadditionnelles.

V-2-2.- Variables imposées.

A chaque étape, on pourra considérer plus de variables imposées
que dans la premiére méthode, grice & des tests effectués sur des contrain-
tes additionnelles; & la différence de la premiére méthode de Geoffrion,
les variables pourront etre imposées ici, soit 3 la valeur 1 , soit i
la valeur O , alors que dans la premiére méthode, elles ne peuvent étre

imposées qu'd la valeur 1 .

De fagon générale, une contrainte additionnelle associée au
probléme (P.B.) est une combinaison linéaire de la contrainte initiale

et de la contrainte :

Plus précisément, elle a la forme suivante :



n n

. R "
U(L - z ,CJ X-) + z fJ X. — A > 0 avec | € |R+
j:l J j=l J

Remarque.— 11 est évident que si x ¢ R M A(X*) , alors

. n . n . .
u(L_ Z ZJ X.) + Z fJ X. = A >0 YVyueR

Ly ] L j +

= 1=1
mais la réciproque est inexacte (par exemple, pour M = 0 , on peut

. . *
trds bien avoir xe¢ A(d) et x ¢ R)

Lorsque les hypothéses du théoréme 7 sont vérifiées, c'est-i-

dire lorsque le couple (VF,EVF) est tel que

L(VF’;VF) > 0 et Z__ 2 s L(VF,§VF)
jeVF
il s'agit de résoudre le probléme (P.B.VF) dont la solution optimale
* . - * *
X (VF)VF doit, en outre, €tre telle que f x (VF) > ) {en conservant

les notations de la méthode de Greenberg et Hegerich).

Remarque. -

a) Il est 3 noter que la solution triviale XG5 = e n'est pas

une solution réalisable du probléme (P.B.VF) puisque

J 0 s LevE,R ).

jeVF VF

b) D'aprés le théoréme 4, si L(VF’;VF) <0, alors
- %
T(VE,xypsh ) = @ .
D'aprés la remarque 2 de la régle 3, si Z__ 2« L(VF’;VF)
alors la solution (; JeVF

F,e) est telle que
* —
f X" (VF) = f(xVF,e) .

\Y

Dans les deux cas, il est inutile de ré@soudre le probléme

(P.B.VF).

VAT
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Utilisation d'une contrainte additionnelle.

Pour énumérer le moins possible de solutions de 1'ensemble

E(VF,XVF) s on introduit une contrainte additionnelle qui permettra :

s'écrit :

- *
R C (VF’XVF s A ,u)
ﬁ."
£

VF
£

soit de conclur

imposées sous 1

Une contrainte additionnelle associée au probléme

+

U L(VF,XVF) + .z_._
jeVF

- *
e que T(VF,XVF,A )y =0

es hypothéses (VF;EVF)

(fJ - u £J) Xj > 0 avec pe R

goit d e déterminer le plus possible de variables

(P.B.VF)

+

On désignera, par abus de langage, cette contrainte (CAU).

On pose :

= fr e SAOD (£ Ry - 2% W LOER ¢+ § () -

(e VF[£) -y gl 3 0)

7

]

jeVF

et VF = VF - VF |

.

% - h] hj
= A + u L(VF,x__) + max[ Z__(f - u f )x.[x, =
VF VF jeVF NI |
- x - i i
Xgp ~ 2t L(VF’XVF) + 'Z__ + (7 - w2
1eVF
THEOREME_10.~
. -« =%
1) 57 M(VF,va’k su) ¢ 0, alors T(VF,XVF,X ) =
. - %
2) 57 M(VF,XVF,x s > 0
) . . VF + 7
a) st ] g € tel que :
- i i
M(VF,xVF,X*,u) ~ (f 0 u L O) <0 (8)
alors {x, |x e T(VF,x,,x )} = {1}
g VF
b si J ig € VF ~ tel que
- x j ]
MOV, xpsd W) + (£0 - u£0) ¢ 0 (9

. - Ik,
alors {ij[x € T(VF,XVF,A )} = {0}

U [j)xj> 0}

Ooul, e V?]



Démonstration. -

- *
l1.— Supposons que M(VF,xVF,X ,u) £ 0

—_ VF = ¥ - i_ j - *
Voxgs € S(VF) £ X = X+ u L(VE,x) + jZVF (£ -ut )%y & MOVE,x00,0 1) € 0
' — - %
donc : Voxoz € S(VF) ST ¢ RC (VF,xVF,A s W)

- ¥
=> R C (VF,Xyps) ,u) = 8
D'aprés la remarque du paragraphe V-2-2. on peut conclure que :

n . n .
VxeE(WEX ue- ) B xo+ ] o x -2 c0= x¢rNAGH
. i1

i=1

=> T(VF,x. ,A") = 0

VE’

- *
2.- Supposons que M(VF,XVF,A LU > 0

a) En attribuant la valeur ;j = 0 i une variable d'indice
jo e VF et en remarquant que : 0
VFU{jy}- _ (VF =
_ £ RSP £ xyp
x, = 0=
Yo LvF U (i .}, (x,%x. )] = L(VF,x. )
o MR **yr
___ . ; . . i j
Ll e VE = T IR 2 S NN ¢ LAETTIV A0 B¢ SRV A
JeVEUT 51" JeVF

on obtient :
B - * - »* JO jo
M(VF U {JO}’(KVF’O)’K yh) = M(VF’XVF,)\ W) = (f -u4 ) £0
s1 jo est tel que la relation (8) est vérifiée.
. - #
==> R C (VF U {JO}’(XVF’O)’A ’U) = Q)

== T(VF U {jo},(EVF,O),A*) =0



Par contre, en attribuant la valeur x., =1 & la variable

d'indice jO € VF 0

- * - *
M(VFa%F:A ,U) > 0 = xﬁ = (e-{].l‘:-*-, 0) e R C (VF’XVF:)\ ,}J)
= la solution (;VF’eVF+’O) peut appartenir

N - *
3 TF,xph ) .

- *
—_— {xjolx € T(VF,xVF,X Y1 = {1}

e s . < = *
(la composante d'indice d'une solution appartenant i T(VF,XVF,A )

Jo
a nécessairement la valeur 1).

b) De méme, en attribuant la valeur Xj = 1 & une
variable d'indice jO € VF;— 0
VFY{ j o} = _ VF - Jo
) f XVFU{jO} £ Xyp + f
. xj = ] = ;
0 . - = _ - _ ,e 0 =
L{vF U/ ighs (xVF,xJ.O)] = 'L(\[F,XVF)
cige = ] G SR R L R
jeVFU{jO} i€ VF

- - i i
MOE U (G, Gy D A0 = MO, ) + (60 - w £ <0

si est tel que la relation (9) est vérifiée.

jO
— R ¢ (VF U {j ), CGpa DA ) = 8= T(VF U (§}, Geppu DA = 8

Par contre, en attribuant la valeur x. =0 & la variable

d'indice € VF ,de la méme fagon que précédemment, puisque

Jo

- *
(er +,0) € R C (VF,XVF,X s1)



la solution (;VF’er +,0) peut appartenir 3 T(VF,;VF,X*) .
- *
= {xjo[x € T(VF,XVF,X Y= {0} . c.q.f.d.

Geoffrion va alors définir la '"meilleure" contrainte additionnelle

associée au probléme (P.B.VF) en posant la :

DEFINITION.~ La contrainte additiomnelle (CAU) est dite

"meilleure”, relativement & (VF,x X*) , que la

VF?
contrainte (CAu,) s7

- * - *
M(VF’XVF,)\ 911) < M(VF’XVF’)\ ’U') ¢

En effet, pour un probléme (P.B.) quelconque et un scalaire
U donné, on ne peut connaltre, a priori, de relations entre £l et u ,@
G =1,...,n) (sauf si p =0, mais, dans ce cas, la contrainte addition-

s * . . - . .
nelle se réduit 3 £fx > A, et fixer des variables 3 partir de CA, revient

0
a construire l'ensemble VI des indices des variables imposées a4 ! défini

dans la premiére méthode).

La contrainte additionnelle la plus intéressante CAJ sera donc,
. . - . . - *
a priori,celle qui correspondra 3 la valeur minimale de M(VF,xVF,A L)
pour tout scalaire y € R+ (d'aprés ce que nous avons vu sur la maniére

de fixer les variables).

Remarque.~ Une comparaison entre cette définition et celles

de Glover et Balas sera faite en annexe II (§ A II-2-3.)

V=-2-2-2.~- Obtention de la "meilleure” contrainte additionnelle

associée au probléme (P.B.VF).

a) Il faut résoudre le probléme suivant :

. - *
min M(VF,){VF,X ,u) =
U€R+

= £ xp - v min (oLovr, R + Max[ Il - zj)xjixj = 0 ou 1,j € ¥F]}

HER JEVF



a~1) y, @&tant fixé, considérons le probléme :

Max[.l__ (fJ - UAKJ)Xj[Xj =0 ou 1 , Jje ij
JeVF

Ce probléme est, bien entendu, &quivalent au probléme

i variables continues et bornées :

Max[ Z__ (fj -y Kj) x.‘O <x.51 , Je Vﬁ']
ieVF J ]

(en effet, une solution optimale de ce probléme est nécessairement un

point extréme du cube unité).

En supposant, pour simplifier, que VF = {I1,...,p} ,
ce dernier probléme s'écrit :

»-x-!
_ 1
' 1 1 .
Max [f -UK,...,fp—uzp] .
X
—p-
% ] -1
1. -~ 0 .] .
~ e Cls |
0 IR
! _p—
i X0 ..,xp 2 0
Si w ,...,wp sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes —xj >-1 (J=1,...,p), le dual de ce probléme se formule
ainsi .
-1
i Min - Ew],...,wp] ;1
w] >0
w20
1 P "l 0 1 1
[y yo s W ] T~ + [f -ul ,...,fp - KP] <0
0 ~ .




I1 est bien évident que ces deux problémes en dualité admettaui
chacun au moins une solution réalisable et donc une solution optimale finie

et 1'on a :

P . . p . . .
Fo -y hHx=7 @5 & -uth
i=1 I3 jeVF
(¥*== et @ désignant les solutions optimales respectives de ces deux

VF
problémes).

a=—2) En tenant compte de la formulation du probléme

dual, 1'cbtention de la meilleure contrainte additionnelle associée au

probléme (P.B.VF) correspond 3 la résolution du programme iinéaire &

variables continues positives ou nulles (dans la formulation duquel on ne

s VF - *
tient pas compte de la constante f Xyp ~ A) e

. D .. . . .
min [u L(VF,XVF) + min {'Z WJ’WJ 2 gl - u 23 s w > 0 j = lg...,p}]

ueR+ 3=1

nous verrons (§ ALI~2-2)que ce probléme, noté (P.L.C.A.)'",est écuivalent au

probléme suivant :

o . - P i
min u_L(VF,xVF) + Z W
j=1
(P.L.CA) - - - ] i = 1,0ee,p
WJZO j=]""’p
L w20

Cette résolution permet de trouver la valeur du scalaire {i e R+
qul correspond 34 la meilleure contrainte additionnelle (CA;) associée au

: probléme (P.B.VF).

b) Comnsidérons le probléme (P.C.B.VF) dé&fini dans 1la

méthode de Greenberg et Hegerich .

———

En supposant toujours que VF = {I,...,p} et en introdui-
sant la variable d4'écart notée Xoe on obtient

R
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X
~ 1 1
max [f ,...,fp,QI .
%
p
X
ve
el o e fP ko x = L(VF,x..)
1 P ve »XyF
R > =1
(P.C.B.VF)' ) z -1
- x > =1
P
x],...,xp,xve > 0
L | o

- VW ,...,w représentant les multiplicateurs de Lagrange

associés respectivement aux contraintes

1 23 X, + %, = L(VF,x
J=

le dual de (P.C.B.VF)' se formule ainsi

L (VF , xyp)
i min - [ VW 4. ,wp] -1
-1
(=v)
w] > 0
wp 20
et e
—vaw e P] | 0 of + [£,...,£P,0] 0
0. -1 |
Ce probléme s'écrit finalement :
B _ P ;
min v L(VF,XVF) + jzl w
(D.VF) - -y z? s- £ = T,..esp
wJ 30 J = ],. Yy
v 20
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c¢) On en conclut que (P.L.CA), qui est de formulatiom

identique a celle de (D.VF) est le dual de (P.C.B.VF)' et que {I est

. < Lo,

n .
la valeur optimale du multiplicateur associé 3 la contrainte z 23 X

j=1
Or, d'apres les relations d'exclusion, si (-ﬁ,ﬁl,..,gﬁp) désigne
une solution optimale de (P.L.CA) et E(VF) le vecteur, qul n'est
.autre que le '"vecteur critdre de candidature" de la méthode simpliciale

-~

a 1l'optimum de (P.C.B.VF)', on sait que :

-

dve) = (@ wv,...,Pwn,3"¢ ) - SRR N S U SO N F AI )

Nous montrerons, (§ A II-3), que si d(VF) désigne le "vecteur
critdre de candidature" a 1'optimum de (P.C.B.VF) résolu en variables
continues et bornées, on a :

°ve ve f:.L
d “(VF) = d (VF) = - ey

&~

avec i g {l,...,p} indice de base cptimale de (P.C.B.VF).

5= - dve(VF)‘

Ainsi, dans le cas particulier du probléme du Knapsack i une
contrainte, la détermination de la meilleure contrainte additionnelle (CAﬁ>
associée au probléme (P.B.VF) se réduit i la résolution du probléme

(P.C.B.VF) qui permet d'cbtenir le scalaire {1 = - dve(VF)

. . n s n .
— | R @~ §T P x)+ T ok -2 50 (cad
j=l J j=l J U
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PROPOSITION 2.~ La valeur imposée attribude 4 une variable en

utilisant la metlleure contrainte additionnelle
(CAﬁ) assoctée 4 un probléme (P.B.VF) est
égale 4 la valeur que cette variable posséde

a L'optimum de (P.C.B.VF).

. - *
Démonstration.— Sous les hypothéses (VF,xVF,A ) , en remarguant

que :
VieVE £ - |d%wR|e! = dl(vF)

la contrainte additionnelle (CAﬁ) s'écrit :

£'F EVF -2 %+ %% m |Lor,x ) + Tl x, > 0
VF T i
jeVF
- E N VF - . * - ]
= M(VE,Xpoh 50 = £ xp = A+ |47 (VE) |L(VE,xy) + ] dJ (vF)

jeVF t
Donc, en notant i(VF)V§ 1'optimum de (P.C.B.VF), d'aprés le

.. . - L JN
théoréme !0, on sait que, sous 1'hypothése M(VF,xVF,A o > 0,

.- si ] jo ¢ VF © tel que
- * .. Jo
M(VF,XVF,A i) = d (VF) ¢ 0

alors
- P -
{ij[x e T(VF, Xy )} = {1} = {x(VF)jO}
2.~ Si 3 jO e VF  tel que

i

- % 0
M(VF,xVF,x su) +d (VF) 5 0

alors

‘ - % B A
{xj [x € T(VF,XVF,X Y} = {0} = {X(VF)j }

0 0
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{(puisque dJ(VF) > (0 <> f((VF)j =.1 et dJ(VF) < (0 <=> i(VF)j =0 , YjeVD

Donc :
Si i jo e VF tel que :
- e ig
M(VF’}SIF:)\ 911) - Id (VF)I £ 0

alors :

oy [xe T(VE,xypd )} = (ROP); 3. c.q.f.d.

V-3,~ AUTRE UTILISATION DE LA RESOLUTION D°UN PROBLEME (P.C.B.VF).

La résolution du probléme (P.C.B.VF), nécessaire pour déterminer
la meilleure contrainte additionnelle associée au probléme (P.B.VF) va
permettre, dans certains cas, d'obtenir d'emblée la solution optimale de

— * ..
(P.B.VF), ou encore de conclure que T(VF,XVF,A ) est un ensemble vide.

Rappelons les résultats établis dans la méthode de Greenberg et

Hegerich (on a toujours ZX(VF) = (;VF’i(VF)Vﬁﬂ)

THEOREME 5.~ Si [£ ®(VD)] & 2"
alors T(VF,QVF,A*) =0 .

THEOREME 6.~ Si [f R(VD)] > A*
et s R(VF) e E(VF,x F)
alors £ %(VF) = § x (VF)
et R(VF) e T(VF,x,\")

. - * ~ ; - .
De plus, si [f R(VE)] > A" et (VP ¢ E(VF,XVF) , Puisque
~ * . . .
[f X(VF)] » £ x (VF) , on peut simplement conclure qu'il est possible d'ob-

. . - * . .
tenir une solution X ¢ T(VF,xVF,A ) en attribuant la valeur 0 i une



variable d'indice appartenant i VF,

THEOREME 11.- Si £ R(VE) ¢ A*

alors RC (VF,EVF,x*,ﬁ) =0 .

Démonstration. -

— VF - ve - j

Voagme SUD) £ xp + |d (VF)]L(VF,XVF) + jzﬁ? d’ (vF) x4 \

< £ kgt [P en LRy + I ddom = R(W) .

jeVF +

£ ROVE) € A )

— £ R+ [ L + L P x A Vox e SOTD
jeVF J
—= RC (VF,EVF,A*,ﬁ) =g c.q.f.d.

La contrainte additionnelle (CAﬁ) n'admet done pas de solution
; *

bivalente réalisable lorsque f X(VF) < A .

En cours d'algorithme, dans les hypothé&ses du théoréme 6 et
dans cellesdu théordme 11, on n'introduit pas de contrainte additionnelle.
De plus, nous verrons dans le chapitre X (§ X-5-1.) que, pour un couple
(VF’;VF) donné, les variables imposées sont détermindes i partir de la

contrainte additionnelle déduite de la résolution de (P.C.B. VF)

L'organigramme de principe suivant est construit sous 1'hypothé&se
que la sélection d'une variable s'opére d partir de la seule contrainte
initiale; mais nous verrons &galement (§ A II-1-4., régle 7) qu'il est
intéressant de faire cette sélection en tenant compte des m dernidres

contraintes additionnelles (ce nombre m dépend du nombre de variables,
§ X-5~1.)



V-4.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE,

£
(:) Variables ordonnées suivant les rapports - décroissauts.

La premiére solution courante considérée est la solution x = e

*
On pose 3 =0 et VF=¢

Aller en C)

(:) La solution courante (;VF,e) est-elle réalisable ? (velation 6)
. QOUTI 1la solution x = (;VF’e) € T(VF,;VF,A*)
on pose A* = fx et x* = g
Aller en (:) (remarque 2 de la régle 3)
. NON Aller en (2)
(:) Construction de VI , peut-on affiremr que T(VF,§VF,A*) =@ ? (Th. 8,9}

. OUI Aller en (:)
. NON détermination de la variable sélectiomnnée 2., Se VF Y VI

on luli attribue la valeur ;s = 0 (régle 3)

Aller en (:)

(:) Résolution de (P.C.B. VF)
Peut-on affirmer que T(VF,x
. 0OUI Aller en (:)
. NON Est-ce que X(VF) e E(VF,;LVF) 7 (Théoréme &)

* ‘it 2 a
VF’A ) =@ ¢ (Théoréme 5)

. OUI 1'optimum de (P.B.VF} est déterminé

* . *
on pose X = f X(VF) et x = x

Aller en (:)
. NoN Aller en @
(:) Introduction d'une nouvelle contrainte additionnelle
Peut-on affirmer que T(VF,x *) =@ 7 (Théoréme 10J
. OUI Aller en (:)

. DNON  variables imposées (VF augmenté) (Théoréme 10)
Aller en (:)

(:) Toutes les variables fixdes ont-elles des valeurs imposdes ?
OUI FIN de 1'algorithme

VF’X

. NON on sélectionne pour la seconde Fois la derni&re variable X
qui a été sélectionnée une seule fois et nn lui attrikue la

valeur
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Peut-on affirmer que T(VF,;LVF,A*) =@ ? (Théoréme 4)
OUI  Aller en
. mon  Aller en (D
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CHAPITRE VI

METHODE DE SAUNDERS ET SCHINZINGER - ADAPTATION AU CAS BIVALENT

o o e A KD A e e = = m S s = AV T s = = o e - - = e = D - S -

VI-1.- INTRODUCTION. N

Dans sa version originale, la méthode de Saunders et Schinzinger
[25] permet la résolution de programmes en nombres entiers; elle est basée -
sur des translations de certains hyperplans frontiéres définissant le domaine

réalisable, parallélement 3 eux-meémes.

Les contraintes en inégalité sont transformées en contraintes en
égalité par l'introduction de variables d'écart qui doivent avoir des va-
leurs entiéres. Par conséquent, une translation d'un hyperplan parallélement
d lui-méme, ce qui est équivalent 3 un changement de la valeur de la variable

d'écart correspondante, doit étre faite pour des valeurs discrétes.

Dans le cas de la résolution d'un probléme de Knapsack, le domaine
réalisable est défini par la contrainte initiale, les contraintes

xj 0 (j=1,...,n), mais aussi les contraintes xj g1 (J=1,...,0).

Cette méthode est basée sur la résolution préalable du probléme
(P.C.B) dont la solution optimale servira 3 déterminer la solution de
départ de l'algorithme et 3 considérer un probléme &quivalent &4 (P.B.) mais

de formulation trés différente par la fonction &conomique.

Dans le cas trés particulier oli la solution de départ trouvée
serait la solution identique nulle, le principe d'énumération de cette
méthode serait tel qu'il y aurait identité entre la sé&quence des solutions

- . o o - n
testées et la suite des nombres binaires de 0 a 2 -1 .

VI-2.- AUTRE FORMULATION DU PROBLEME.

En notant :

vl e
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Jl =J
Jh = J - {11"..’11‘["!}

: £P £
avec 1 tel que - = max {~}

P p jed £

£ P
k-1 ip k ip
=1 tel que ) £° gL et ] £°>1L
- p=1 p=1

nous avons vu que la solution optimale X de (P.C.B.) est définie par

0 < ®. < 1
1
xj =1 Vjeld- Jk
Notons |7 B = {jeJ|&, =1} =J-17J
] € xj K
B ={je J]xj =0} = 3,

n+1 représentant 1'indice de la variable d'écart, soit :

I=JUm+l} = {i} = {1,e..,i=1,i+]1,...,n+1}

-

1'ensemble des indices hors base i 1'optimum de (P.C.B.).

I peut donc s'éerire I = B'U BT U {n+1} .

N.B.— Puisque la variable d'écart est nulle i l'optimum du probléme
(P.C.B.) nous n'en avons pas tenu compte lors de sa résolution,
Par contre, elle peut prendre des valeurs entiéres positives
pour une solution réalisable quelconque de (P.B.), et en par-
ticulier pour une solution optimale.

Par la suite nous noterons cet indice ve

= I =8 UB U {ve} .
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Considérons le vecteur d (qui n'est autre que le 'vecteur

critére de candidature" de la méthode simpliciale), d'expression :

i
d=f—-f—i-!_ ,
L

. . . v ve
les vecteurs f et £ é&tant de dimension n+l (f € = 0 et £ =1).

Si xe¢ R, la valeur fx de la fonction lindaire f peut

s'exprimer en fonction de fX de la fagon suivante :
B* B
- ve
= fx + - + +
fx R+ d (xpy -e) +d xp- * A x (10)
En tenant compte de (10) et en &liminant de la fonction écono-~
. o B* sy . c e

mique la constante (fX - d e) qui n'intervient pas dans la maximisation,

le probléme (P.B.) devient :

+ -
- B B ve i
Max d Ko+ + d Xg= + d X,e + d X,
Ix = L
. + - .-
xJ-=00u] YVieB UB U {i}
B Xye © N
i 4 £ 1
(en remarquant que d = f - —I-ﬁ = (0 car 1 est un indice de
L

base pour (P.C.B.)).

De plus :

3 i . . i,
¥V jeB i.—s£—.—==—‘>d3=f3-£.—2350
J2N A 2t

i i . i,
v e Lo — gl oL pyo0
JaI o . &
1 1
] = ve a’¢ = 0 - ET x 1 =~ ET <0
£ L

N
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Donc, a4 1l'optimum de (P.C.B.), nous avons :
+ - - L =3
B =(jeIldd 30 et B ={jeIld’ <0}

et dve < 0

Les variables x. (j=1,...,n+1) sont alors classées suivant
1'ordre des |dJ| décroissants (Il est & remarquer que l'indice de base 1
et 1'indice =n+] = ve sont pris en compte au méme titre que les autres

indices).

. i . . .
Puisque d = 0 , 1la variable de base X; sera toujours située
en derniére position du classement (méme si certaines composantes a’

(e I) sont nulles).

Supposons donc que :
|djl| > |dj2] SN |<j1J
L'ensemble J ainsi ordonné est donc de la forme :
J = {jl’jZ"°"jn’i} .

Pour simplifier 1'écriture, notons l'ensemble des indices ordon-

J = {n+ti,n,...,2,1}

+
avec Idn li 2 |dn| 3 eee 2 ]dzl !
D'apré&s la remarque précédente, l'indice 1| sera 1l'indice de
base (d] = 0) et de plus il existe un indice j#1 de J tel que la
variable d'indice j soit la variable d'écart, cet indice sera encore noté

ve (dVe < 0).
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En définitive :

Le probléme considéré sera donc le suivant :

— n+l] .

Max Z d’ x.
j=1 .
n+!
A xg = L

(P.B.) =1
x; =0 ou I je B UBU (1}
XVE‘:‘. € &
avec
a1 s [ 2 ooz Jé¥ 2 =0

L'algorithme de Saunders et Schinzinger démarre avec la solution
X réalisable obtenue & partir de la solution optimale X de (P.C.B.) de

la fagon suivante :

X, = ﬁj Y jie {n+tl,.co,vetl,ve~1,...,2}
X, = 0
-7 - 3
xveﬂL .Z+£
— jeB

-]
Par la suite, on désignera par x le vecteur défini par

;cj=xj VieB UuB U {l}
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VI-3.- CONDITIONS SUFFISANTES DB’EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,;VF).
VARIABLE SELECTIONNEE.,

THEOREME 12.~ S f.(xp0%) < .

{:ﬁ?ors T(VF,§VF,A*) = p

Démonstration,— D'aprés (10), nous savons que ¢

. + -
VxeR , fx=f- L d+d x4+d x.+4d°

jeB+ B B ve
Nous allons montrer qu'ad partir du couple (VF,;VF) , la
meilleure solution, réalisable ou non, que 1'on puisse obtenir est de la

- o
forme (XVF’x$§ﬂ :

Max fx = £f% - Z a) 4 Max(dvF ;VF + d xard
*eE (VF, x ) jeB*
= f% - j VF - VE
£x .Z . d’ + d Xyp Max d X5
1¢B
s j o, VF - VF °
= ER- ) T X A g
1€B
Posons x "(VF) = (XVF’X ==

x "(VF) ¢ E(VF,;QJF)
par hypothése , == x "(VF) ¢ E(VF,;VF)(W A(A*)

f.x "(VF) ¢ X*

—~ T(VF,EVF,A*) =§ . c.q.f.d.

Notons x la derniére solution réalisable obtenue (elle est

* . - .
telle que fx g ) ) ; 1'algorithme est baséd sur la recherche d'une solution

a

x"' (espérée réalisable) telle que f£x' > A* en modifiant les valeurs de

certaines composantes de la solution x .
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N.B.- L'algorithme ne prévoyant 1'augmentation de la valeur de la variable
d'écart que d'une unité 3 la fois, il est logique que 1'on puisse la sélec-
tionner plusieurs fois de suite (on pourrait, en effet, la décomposer en

variables bivalentes); dans ce cas, c'est la valeur x ul se modifie.
i ve

- ° ° ma—
]-X) si P ¢ VF

PROPOSITION 3.- (XVF’XQEL{p}’ o

Soit x(p) =

_foF—{ﬁ}’fo ,xve+1) S1 p = ve € VF

alors fx(p) = f'(;VF’;VfJ - 'dp'

Démonstration, -

1) p e VF

- L]
a) pelB 1t e a? £ 0 et xp =0

donc d.x(p) = d(xVF,x-J + aP

—_— P - p
£.x(p) = £.(xypoxe) - [P
relation (10)
+
b) pebB = 4% 3 0 et xp =1 , donc le passage
de la valeur §p d la valeur 1—§p pour la varia-

ble d'indice p , correspond encore i une diminution

de la valeur de la fonction &conomique de la quanti-
P
|aP]

(11

s
i

2) p = ove ! e & <0 méme cas que l-a c.q.f.d.

P

; - : = (x e avee
PROPOSITION 4.~ Soit  x(p) (xVF_{p},xVF,O)
p =ve g VF ;

alors f.x(p) = fx + |dP| ¥

o
on X = &VF,X—V-F)
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Démonstration.—

p = ve == <0

d.x(p) = d(iVF,oxVF——) - d° %,
—_ c.q.f.d.

Soit p un indice de VF ; notons

VF = SUPU INF et VF = SUp UINF U {p}

avec
SUP = {j ¢ VF|j > p} SUP = {j e VF|j > p}
INF = {j e VF|j < p} INF = {j e VF|j < p}

DEFINITION.- On pose :

X si ve ¢ INF
ve

™
L]

ve .
0 sinon

THEOREME 13.- Etant donné une solution x e€ R , 87 on attribue
la valeur | - ;p d la variable d'indice p e VF
la meilleure solution x' qu'il est possible
d'obtenir, en respectant le principe d'énumération,

est telle que :

; . P <
fx' = fx - [dp[ o Z !dJ[ + {dve[xve = fx - [dp[ + ‘z dJ(xj-xj) .
jeINF-{ve} ]=

, *
De plus st fx' g A

alors :
T(SUPU {p}, (x

° *
SUP,]-xp),A )y =9
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Démonstration.— D'aprés le théoreme 12, la meilleure solution que

1'on puisse obtenir sous les hypothéses (SUP U'{p},(g

o
SUP,]—xp)) est

)

- o -]
L. - —
X! = (Xgyps 1%, » XSTRYTRFUINF
- ] o
’ - » — -
D'aprés (10) , si x = (XVF’xp’xgﬁ?UTﬁf) on sait que

(-]

fx=f2- § & dl xrd x

-]

() = Oy 1%, » X575 )

INF ,° .
- d -
i . = fx fx(p) + (x XINF)
T - - S
x' = (Xgyps 1%, » XSTpUTNF UINF) |
proposition 3 = fx(p) = fx - [d¥| } => < .« .
- (-]
X e R== xj = l—xj V j ¢ INF
= fx' = fx - !dpl + Z dJ(x—;-) = fx - ldp' + z ldJ[ + ldvel X o
je INF J jeINF-{ve} v
p-1 t o
= fx - ]dp[ + z ad (x.-x.)
'___l J J
J
De plus :
Théoréme 12 => si fx' g x* alors T(SUP L){p},(;SUP,I‘Xp),X*) =0 c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.—~ Si on attribue 4 la variable d'écart 1l'une des

deux valeurs sutvantes :

1) x' =x  +1
ve ve

o 1 =
2°) Xio 0

les meilleures solutions qu'itl est possible d'ob-

tenir sont respectivement telles que :

o
A
n
e
1
+h
™
I
o

[h*]
o
~
th
g
[
th
+
(=9
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Démonstration. -

1) Si x;e = Eve+] : démonstration identique 3 la précédente.

2) S1 x' =0:
ve

Proposition 4 => f x(p) = fx + ldvel e

De la méme fagon que précédemment, on peut conclure

en utilisant :

fx' = £ x(p) + ) 1dj[ . c.q.f.d.
je INF

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, si on ne peut
. - * . o
affirmer que T(VF,xVF,A ) est un ensemble vide, toutes les variables

d'indices appartenant 3 VF sont candidates.

Soit p wun indice appartenant 4 J , on notera encore :
wp = {n+l,...,p} .

HYPOTHESE H.~ Nous dirons que la solution x vérifre 1'hypothése

H 81 toutes les solutions des ensembles

E(wp+1 LI{Ve},(xwp+],xve)) Xoe = 0’]""’xve -1

ont déjad été considérées.

DEFINITION.—- On pose :

— ve=i.

_ si fx-[a"¢|+ § dj(;j—xj) > 2* et hypothése H vérifide X))
ve si pe VF et |ou j=1 ve-1

si fx+]dvelive + .Z dj(gj—xj) > X et hypothése H non

- 3=1 non vérifide (K,)

n+2 sinon

eoilons
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REGLE 4.~ On sélectionne la variable d'indice s telle que

— pzl
s = inf[inf{p e VF|fx - [dpl + Z dJ(;ijj) > A*},k]
j=1

pour lui attribuer la valeur

——

l-xS si s ¢ VF
;s = §S+1 sous les hypothéses (K])
0 sous les hypothéses (Kz)

VI-4.~ RECHERCHE D’UNE SOLUTION REALISABLE.

Soit s 1'indice de la variable que 1'on vient de sélectionner

pour la premidre fois; on en déduit les valeurs des composantes d'indices

n+ti,...,3 de la solution x'
Xé = Xj j o= arl,...,s+]
- .
1-x si s # ve
5
(D x; = ive+i si s = ve et sous les hypothé&ses (K]§
0 si s = ve et sous les hypothéses (KZ)
o 9
xi = xj ] = s1,...,3

On détermine en dernier lieu les valeurs des variables d'indices
- -~ *
2 et 1 . (Remarquons que, d'aprés le thdoreéme 13, fx' ¢ ) pour s = 2

* . . .
< A* = fx - |d2‘ <X 3 11 n'est donc jamais

~

+ ~ .
et 53 ¢ B U B , puisque fx

[-]
intéressant de donmer la valeur l—x2 d la variable d'indice 2).

De plus, d] 8tant nul, la variable d'indice 1 peut prendre

indifféremment les valeurs 0 ou 1| . On essaye donc de trouver une solu-
-]

tion réalisable telle que la variable d'indice 2 soit égale 3 X, * si cela

£l . °
est impossible, on essaye avec la valeur I-x ce qui entraine une

’
7, : _ 2 . .
perte de %d | sur la meilleure valeur espérée de la fonction économique.

Mais, d'une part, cette diminution est la plus faible possible puisque
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|a*| = min ot
jel

)
4

et d'autre part, elle permet d'envisager les solutions telles quz la

[+
ble d'indice 2 ait la valeur l—x2 .

Remargues.—

.- Cette recherche est triviale lorsquz wve = 2 .

2.~ Il faut bien noter que la variable d'écart posséde =

chaque fois une valeur comprise entre 0 et [L] avant 1la recherche

d'une solution réalisable.

ble

Dans 1'hypothé&se ol on ne peut aboutir & une solution réalisa
avec les variables d'indices n+l,...,3 déterminées par les relations (11},
on applique le principe dfénumération sur les variables d'indices s-i,...,3
sans tenir compte de la régle de sélection énoncée précédemment, afin de
11

trouver une solution réalisable =x" telle que f£x" soit le plus proche

possible de fx°',

En effet, la méthode d'énumération permet d'espérer une gerte

0o W P . - . . 1] .
minimum sur la valeur de la fonction &concmique puisque les !d”{ sont

classés dans 1'ordre décroissant. (j = n+l,...,1).

REGLE 5.— Bien qu'aucune régle de sélection ne solt utilisde
———— ]

[y

une vartable d'indice j € {s-1,...,1} d laquelle

]

on attribue la valeur X, = l—xj lors de la recherche
d'une solution réalisable sera également consid

comme vartable sélectionnde, son indice viendra tou-

Jours augmenter 1’ensemble VF.

N.B.- Etant donné un couple (VF’;VF) s une solution réalisable est de la
P ©
forme x = (XVF’XVE); d'aprés le théoréme !2, elle est tells que

fx = fx*(VF).

Si aucune solution réalisable n'a &té obtenue en procédant 2
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cette énumération, toutes les solutions de :

E(w ,
*l Vst j= s+1
- % ] [-3 2 ] -]
p=2 s8i s # ve et X, = x, o, X = I-xg
avec .
. J . .
p=[L+1] si s =ve et x, = j-1 j = lyuee,p

ont &té envisagées; on peut passer a4 la variable d'indice s+l et consi-

»X ) .
s+2 ws+2

dérer les solutions de E(w

VI-5- VARIABLES IMPOSEES.

La seconde sélection d'une variable s'effectue au cours de la
recherche de la nouvelle variable X qui va étre sélectionnée pour la
premiére fois. Toutes les variables fixées dont les indices sont inférieurs

d 1'indice s , sont ainsi sélectionndes pour la deuxiéme fois.

PROPOSITION 5.~ Lors de la deuxiéme sélection d'une variable

d'indice s , 1l est Znutile de luil attribuer

] .
la valeur L les solutions de

2, 2 2

E(w ,(x ,; )) ayant déjd été testées.
S WS+] S

Démonstration. -

Evidente, compte tenu du principe d'@numération.
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CHAPITRE VII

ALGORITHME MODIFIE (FAYARD - PLATEAU)  [8]

VII-1.- INTRODUCTION.

La structure particuliére du probléme du Knapsack 3 variables

bivalentes nous a amenés 3 apporter quelques modifications & la méthode de

Saunders et Schinzinger qui ont permis de 1'améliorer de facon semsible.

Lors de la recherche d'une solution réalisable, nous prenons 1'op-
tion de déterminer en dernier lieu non seulement les valeurs des variables

d'indices 2 et 1 mais aussi celle de la variable d'écart.

Pour cela, nous résolvons, 3 chaque &tape de 1'algorithme, le
probléme auxiliaire suivant :

Max dVe X + d2 X, + dl X
ve 2 1

2 1. i
(B.A) | x, L x, + L x =L- ] L4
JeB

C'est un probléme de Knapsack 3 trois variables qui permet, compte
tenu des valeurs des variables d'indices n+l,...,ve+l,ve-1,...,3 déja
déterminées, de trouver les valeurs des variables d'indices 2 et 1 qui
maximisent la valeur de la fonction économique et de trouver de suite 1la

valeur de la variable d'8cart qui correspond d cette solution réalisable.

Pour pouvoir opérer de la sorte, il faudra tenir compte de la
possibilité qu'a la variable d'écart de prendre la valeur O dans la recher-

che d'une solution réalisable.

Nous utiliserons en particulier le procédé décrit afin de détermi-

ner la solution de départ de notre algorithme.
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De plus nous pouvons fixer définitivement les valeurs de certaines
variables en cours d'algorithme (d'abord & partir de la solution de départ,
puis, 3 chaque amélioration de la valeur de la fonction &conomique). Ces
variables peuvent donc étre &liminées du probléme. De plus, cette fixation
définitive des variables nous aménera 3 consid8rer un critére d'optimalité

supplémentaire,

Nous n'exposerons dans ce qui suit que les modifications apportées

4 la méthode de Saunders et Schinzinger.

VII-2.- CHDIX D'UNE SOLUTION DE DEPART.

L'expérience a montré que, dans un nombre relativement important
de problémes, on obtient une meilleure solution de départ en modifiant celle

de la méthode de Saunders et Schinzinger.

Deux sortes de modifications ont &té apportées, toutes deux ayant

pour but d'accélérer 1'énumération.

L'algorithme pouvant débuter avec une valeur . quelconque de
la fonction &conomique, on prend donc la meilleure valeur que l'on puisse
obtenir simplement. Nous distinguerons désormais la solution de départ propre-
ment dite, c'est-d-dire celle qui nous sert de premiére solution courante,
et celle associée 3 X* . Dans l'algorithme initial, ces deux solutions sont
confondues.

*
VII-2-1.- Solution associgée a A .

Cette recherche d'une meilleure solution peut se faire avant
le classement des variables en fonction des valeurs des composantes

du critére de candidature.

Elle s'effectue suivant la méthode de Greenberg et Hegerich, du
moins en se limitant 3 sa phase initiale. En effet, on applique cette méthode

tant que l'ensemble VF associé est augmenté d'indices de variables
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sélectionnées pour la premiére fois.

VII-2-2.- Solution de départ.

Celle nouvelle solution x est toujours telle que

xj = ;j pour j =n+l,...,3 (j # ve) mais, au lieu de poser
_kz = ;2
X, = 0
_?ve = L= 5eB e

on résoud le programme auxiliaire (P.A.) qui admet au moins la solution

précédente comme solution réalisable.

Comme 3 chaque étape de l'algorithme, le probléme (P.A.) sera
résolu, pour une meilleure compréhension, nous noterons J = {n,...,2,1,ve}

1'ensemble des indices ordonnés tel que :

ve

Hd s (@7 sl s |d®] 5 d' =0, %

Dans les hypothéses suivantes :

2

a) d 2

£

W

<0 et L- £
e
JeB

ou

2

b) d° >0 et |d7]

1 ,2
s [a7%] @ -9
la résolution de (P.A.) aboutira 3 une meilleure solution que la solution
initiale (cette résolution correspond d une minimisation de la variable
d'écart). En effet, 1'accroissement de la valeur de la fonction &conomique
sera égal

2, .ve 2
47| - 147
' - - ve 1,2

- sous l'hypothése b) & ]d | L -£7) - [d

s

- sous l'hypothése a)
‘I

Toutefois, cet accroissement ne présente d'intérét que dans la
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. » 1 1 . -
mesure od il est supérieur 4 A -~ fx (x solution de départ de Saunders

et Schinzinger).

VII-3.- RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE.

Tout au long de 1'algorithme, en appliquant toujours le principe
d'énumération, on considére implicitement toutes les solutions possibles
en testant les combinaisons des variables naturelles, la détermination de la

valeur de la variable d'écart se faisant en dernier lieu.

Nous aurons donc VFU VF = {n,...,2,1}C J .

VII-3-1.~ Remargues sur la méthode de Saunders et Schinzinger.

. o . - P e )
Afin d'essayer d'améliorer la solution de départ initiale x ;
il est inutile de tester si les valeurs des variables d'indices ve-1 ,

ve-2,...,2 peuvent &tre modifiées (ici J = {n+l,...,ve+l,ve,ve~1,...,1})

En effet, d'aprés la régle 4 , en considérant p un indice
compris entre ve-1 et 2, par construction de cette solution de départ,
o

1
on a éj = x, j=p-1l,...,2, la quantité fx - [dp’ ne peut &tre su-

s R T * 1
périeure a 2 pulsqu au départ A = fx .

L'algorithme commence donc avec p = ve et 1l'exploration de

1l'ensemble des solutions de E(w ,(; ,0)),
vel WL i

a) Nous considé@rons le cas particulier ol x est la solution de
départ de 1l'algorithme de Saunders et Schinzinger, mais ce qui suit sera

valable pour n'importe quelle solution r&alisable x quand 1'indice p
-]

sera égal 3 ve (x remplacé par x ) B

W

ve+l ve+]
. ° * .
Si T(wv ,(xw »0),1') = @ on passe 3 1'exploration des solu-
o vetl

tions de E(wve,(xw s1)). Il est possible que ce procédé se répéte k

ve+l o
fois (par conséquent on explore les ensembles E(wve,(x »1)) avec

ve+ |
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avec i = 0,...,k) avant de trouver une solution ré&alisable
-]
€
x(P.A) € E(w__,(x_ LK) R
ve+l

-] o
t.q. x(P.A.) = (xw ,k,x; )
ve+t] ve

Dans cette hypothése, la résolution du probléme (P.A.) aboutit

-

directement 3 cette solution ré&alisable.

I1 faut bien remarquer que cette &ventualité dépend 3a la fois

de la nature du probléme (valeurs des coefficients des variables d'indices
ve=l,...,1) et de la place occupée par la variable d'écart dans le clas-
sement des variables. En effet, il se peut trés bien qu'il existe une solu-
tion réalisable

(<] o

x = (X k' ,x= ) avec x- # x-
W W W W
ve+l ve ve ve

telle que la valeur de la fonction &conomique associée soit supérieure i celle

obtenue en résolvant le probléme (P.A.):
fx > £x(P.A.)

o e [
c.a.d. f.(x Wk'yx—= ) > f.(x ok, x- avec k' < k.
W W)
ve+ | ve ve+l] ve

Dans ce cas, il s'avére que nous avons trouvé, par notre méthode

une solution réalisable inutile. Mais, aprés l'obtention de cette solution,

-

en cherchant 3 modifier les variables d'indices 3,...,ve-] , nous obtien-

drons la solution x , si toutefois il n'existe pas x t.q.

x = (x Jk'x- )
ve+l ve
avec x- # x- , fx > fx et k" >k
W W

ve ve

b) De facon générale, quel que soit la valeur de p (donc

quel que soit la place de la variable d'indice p , par rapport i celle

de la variable d'écart) 1l'algorithme de Saunders et Schinzinger consiste
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-~

fréquemment 3 augmenter d'une unité 3 la fois la valeur de la variable
d'écart jusqu'a 1'obtention d'une solution réalisable. Par contre, pour la
combinaison des variables naturelles correspondant & cette solution réalisa-

ble, notre méthode trouve d'emblée la valeur de la variable d'écart.

VII-3-2.- Remarques sur la résolution du probléme (P.A.)

Le probléme (P.A.) &tant un Knapsack & deux variables bivalentes,
dont une pour laquelle le coefficient correspondant de la fonction Economique

est nul, sa résolution peut se faire en envisageant les quatre Solutioms .

Max d2 X, + dVe X
2 ve
Kz x, + 21 x, + X =L - g x. = L(PA)
2 | ve 123
(P.A.)) ]
x2 ’ X] = 0 ou 1
ve e N

La résolution de ce probléme consiste fréquemment en une minimi-
sation de la variable d'écart. Toutefois, lorsque, pour un probléme donné,
2 ve . - . . .
|d ] > [d [ , 11 peut etre avantageux de ne plus avoir la valeur minimum

de la variable d'écart. C'est ce cas que nous allons étudier.

VII-3=2.1.- L(PA) > Kz + Kl

La solution est tout naturellement celle minimisant

la variable d'&cart, c.a.d. Xy = X = 1 X = L(PA) - El - Kza car la

solution x, =0 , X, = 1, X oo = L(PA) - £ ne peut étre optimale (la

. ve ,2 ~ etz
relation d” <d £ ne pouvant étre vérifiée).

14

VIi-3-2.2.- L(PA) < inf(ﬂz,ll)

Dans ce cas, la seule solution possible est

X, =%, = 0 X oo = L (PA).
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vit-3-2-3.- g%+ ', Leew) > Sup @' eh

a) sw'edH =¢'.

La solution minimisant la variable d'écart est
x,, = (0,1,L(BA)-2") , toutefois si [d% > (" €'~£?) ex a*> 0 1a
*
solution optimale du probléme (P.A.) est Xpy = (],O,L(PA)—KZ).

En effet, les valeurs des fonctions &conomiques asso-

ciées sont respectivement ZPA = - |dvel(L(PA)-£l) et
* 121y ve 2
Zpy = [T = 17 (Lea)-£5
+ ~ 1 L2f | yve 1_,2 *
Zoy = Zp, = ldfl - 1a l€'2?y >0 — Zpa > Zpy

b) Supe!,0%) = 22 .

De méme, la solution minimisant la variable d'écart est
Xpp = (l,O,L(PA)—tz) alors que si ,le > Idve[(ﬁz-ﬂl) et d2 <0, la
solution optimale est X;A = (O,I,L(PA)—KI).

Dans ces deux cas, on a donc intérét A donner en

o
priorité la valeur x A la variable d'indice 2.

2
VII-3-2=4.- Sup(£',2%) > L(pa) » Inf(e!,2?)

a) £1 > L(PA) > 22

La seule solution possible est x

2

2
pa = (1,0,L(PA)=£)
. 2 ve
car nous mne pouvons avoir d < 4 ¢ .

b) £2 > Lea) > 2! .

Ici aussi une seule solution possible puisque

iat=0 , Xy, = 0,1,L(PA) -2 Y.

VII-3-3.- Exclusion d'ensemblesde solutions non réalisables.

Variables imposées & la valeur 0O .

Etant donnés un couple (VF,;VF) et la solution réalisable asso-
- -]
. - . L. re o e . . .
clée _f (XVF’XVF) , désignons par p 1'indice d'une variable candidate
(p € VI et notons wp = {n,n~1,...,p} .

L@ probléme est de déterminer la meilleure solution de
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° ' * . . . .
T(w ,(xw o,1=x ),A ) si cet ensemble est non vide; il s'agit donc de

W
résoudre?+1 en posant L(w ,x) =L - £ P o(x ,l—; ),
P Wp+ 1 p

- -1 .

Max Z dJ xj + dve X

. ve
J_
p-1

Z 2 x. +x  =Lw ,%)

. v
J—
xj =0 ou 1 3= 1lye..,p1
X e N

ve

De la méme fagon que dans les méthodes de Greenberg et Hegerich,
et de Geoffrion, on considére un test basé sur la réalisabilité qui vient
s'ajouter au test basé sur la fonction &conomique utilisé dans 1'algorithme

de Saunders et Schinzinger :
THEQOREME 14.- S L(wp,x) <0
-] * R
alors T(wp,(xW ,l—xp),k )y = @

p+1i

Démonstration.~ De la méme fagon que dans le théoréme 4 , omn a :

E(wp,(xw ,l—xp))IW R=0¢

ptl
d'oti la conclusion.

Comme dans la méthode de Faure, on établit le :
THEOREME 15.- Dans 1'hypothése ou L(wp,x)3 o,

87 3 ke {1,...,p-11

tel que ek L(Wpsx)

alors  {y |ye B, (x, H,l—;‘ip))n R} = {0}
P
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Démonstration.~ Ildentique 3 celle du théoréme 2.

VII-4,~ VARIABLE SELECTIONNEE.-

N.B.~ Il est inutile d'introduire la variable d'écart dans 1'énumération
puisque si 1'on testait explicitement toutes les combinaisons possi-
bles des valeurs des variables naturelles d'indices n , n-1,...,3
on trouverait, par la résolution de (P.A.), les "meilleures"

valeurs des variables d'indices 2,1 et ve .

On pose

VI(p) = {ke {1,...,p=1}]2" > Liv 0}

VI(p) = {1,...,p=1} - VI(p)

DIF(w ,x) = L(w_,x) - } Kj
- P P VIR

D'aprés le théoréme 15 ,

Vye EWw ,(ix ,l—; NAOR
p Wp+1 p
w I o W o 3
/ey = £ p . (Xw ’ l-xp) + 'Z /CJ yj s E p . (XW ,I—xp) + Z /KJ
p+l jeVI(p) p+1 jeVI(p)

I1 est donc -évident que :

DIF(wp,x) » 0 ==»DIF(wp,x) = mln{yve]y € E(wp,(xW ,l-xp)) N R}

p+!

Par contre, si DIF(wp,x) < 0, on ne peut connaltre, a priori,

la valeur de

minfy, |y e B ,(x,  ,1-x)) N R}

pt+1

qui est une quantité positive ou nulle.
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On pose alors :

- DIF(w ,x) si DIF(w ,x) > 0
X = P P
-—Jve .
_ 0 sinon
et
X =% -z
_ve ve  ~ye

THEOREME 16.— Etant donmnée wne solution x € R , si on attribue
la valeur 1—;p & wne wariable d'indice p € VF
la meilleure solution x' qu'll soilt possible
d'obtenir, en respectant le principe d'énumération,

est telle que

x' = fx - [P+ T ]+ a%fk
— je INF v

Démonstration.~ Trois cas peuvent se présenter :

Cas 1.~ p est tel que Idp’ > ldvel :

on est dans le cas du théoréme 13, dont le test est
amélioré puisque x_ £ X
ve ve

(On a déterminé une estimation de la valeur minimale de la variable d'écart,

qui peut etre strictement positive).

Cas 2.- p est tel que idpl < ldvelz
D'aprés le théoreéme 13, x' est telle que
fx' = fx - |dP] + ) la3]
jEINF

Mais, dans notre méthode, il faut tenir compte de la possibilité d'attribuer
la valeur X o a la variable d'écart en résolvant le probléme (P.A.),

d'cll la conclusion.

Cas 3.~ p est tel que ldpl = ldvel:

Suivant les places respectives des indices ve et p

dans le classement de la méthode de Saunders et Schinzinger, il suffit
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d'appliquer 1'une ou l'autre des démonstrationsprécédentes, pour aboutir

3 la conclusion.
On en déduit la régle de sélection :

REGLE 6.~ On sélectionne la variable d'indice s telle que

= p el 5 e ve

s = inf{p ¢ VF|fx - |d"| + [ d (xj~xj) + [d77]
i j=1

~ *
xve>>‘}

pour lui attribuer la valeur is = l-§s

VII-5.~ ELIMINATION DE VARTABLES EN COURS D'ALGORITHME.

-4
VII-5-1.- Variable d'indice j, fixée 3 la valeur X,

D'aprés (10) nous savons que :

‘ - B B~ ve
VxeR fx = fX + d (xB+ -e) + d Xp- + d X oo

* - . P .
A ayant la méme signification que précédemment, il faut

trouver une solution réalisable x telle que :

*
ftx > »
c'est-3-dire telle que
% + dB+(x - e) + dB- x._ + a'¢ > A*
B* B~ *ve

soit

- B* B* % B~ ve

fXx ~d e f d Xp+ ™ A > -d Xp- d X o * (12)

Or, par définitionde B  , dal 30 v jesB
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D'oi 1'inégalité :

+ +
—de_-dvex <f3{—dBe+dBe-)\*=fi-)\*
B ve
Or: d°<0 et V je B a? g0
, . - j ~ »
= Y je B U/{ve} [d [ <f% - A (13)

Considérons 3 nouveau l'inégalité (12) ; en remarquant que

- dB X.— = d'° x_ 3> 0, on obtient :
B ve

+ .
£x - k* > dB (e - xB+) = 'z dJ(l—xj) (14)

D'aprés (13), s'il existe un indice jo appartenant 3 B U {ve}
i3 - * . . s .
tel que !d36[ > f¥ - X, 1la variable d'indice Jjo correspondante devra
toujours etre maintenue & O dans toute solution réalisable x telle que

fx > A* .

. . . . . - +
D'aprés (14), s'il existe un indice jo appartenant & B

i * . . .
tel que dJ° > fX - ) et si Xj = 0 alors, on devrait avoir
o
~ * - * 3
R - > £R -\ + 4 (1-x.)
jeB*-{jo} ]

ce qui est impossible.

. . . - + i - *
Donc, s'il existe jo appartenant & B  tel que al® s f2 -2 ,

7

la variable d'indice jo correspondante devra toujours €tre maintenue &

1 dans toute sclution r&alisable x telle que f£fx > 2. D'od le :
» » ’ o » ‘ »
THEOREME 17.- Par définition du vecteur x , 8'7l existe un
indice j. appartemant & 1 tel que |d7°| » £R-2

la variable d'indice jo devra étre maintenue

o .
a la valeur x. dans toute solution réalisable
x tel que fx > \¥ . Elle peut donc étre éliminée

du protléme (P.B.).
L

*
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o
VII-5-2.,~ Variable d'indice jo fixée & la valeur 1-x.
(-]

D'aprés ce que nous avons vu sur le classement des variables,
ce sont celles d'indice élevé (j=n,n-l,...) qui sont &liminées en priori-

té.

Soit jo 1le plus grand indice tel que la variable associée
ne soit pas é&liminée,
Les variables d'indices n,...,jo*] sont donc égales respective-

° o

ment & X ,...,X.
n’ o+l

.

D'aprés le principe d'é&numération, si une variable d'indice j
(<] (-]

a déja eu la valeur 1-x. , elle ne pourra reprendre la valeur x, que
J : J

si une variable d'indice p > j est sélectionnée pour la premiére fois.

Dans le cas présent, si la variable d'indice jo a la valeur

[+]

(-]
1-xj » elle ne pourra reprendre la valeur Xj (puisque les variables
o o
d'indices n,...,jo*] sont éliminées), elle peut donc étre fixée défini-
. N ° . . j - %
tivement & cette valeur ]-xj bien que 1'on ait [dJ°[ < fX - x .
o

D'ot le théoréme :

THEOREME 18.~ S ] jo € {n,...,1}

[a7] 5 £2 - 2% jen,..., o+l
tel que .
ladef < £2 - 3"
et st la variable d'indice jo est égale a l—xj
o
alors cette variable doit étre définitivement

fixée a cette derniére valeur et peut done étre

éliminée du probléme.

VII-6,~ NOUVEAU CRITERE D'OPTIMALITE.

Un nouveau critdre d'optimalité, déduit de la possibilité de fixer
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de maniére définitive des variables s'énonce comme sult :

*
THEOREME 19.— 81 on détermine une solution X de (P.B.)

telle que :
1P| > £x - A"
J pe {n,m-1,...,1}
£ o
X =1-x
P P

alors cette solution est optimale pour le probléme

(P.B.).

Démonstration. -

|aP| 5 £% - ¥ ==»|dj| > £% - A" j =mn,n-1,...,p+]

D'aprés le théoréme 17, toute solution réalisable correspondant &

. - . .. “ * . .
une valeur de la fonction &conomique supérieure & A , doit avoir ses

composantes d'indices n,n-1,...,p respectivement égales 3
o o ]

X 53X .

n’n-1""""""p

La variable d'indice p possédant, par hypothése, la valeur
-]

-]
I-x , toutes les solutions de E(wp,xw ) ont &té considérées.
En conséquence, 3 aucune des solutions réalisables qui pourraient
étre envisagées dans le déroulement ultérieur de 1l'algorithme ne pourra
0 - . - . -~ *
correspondre une valeur de la fonction é&conomique supérieure & X .

. * . . o~
La solution x est donc une solution optimale du probléme (P.B.)

c.q.f.d.
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VII-7.~ DORGANIGRAMME DE PRINCIPE.

(:) . Résolution de (P.C.B.) dont la solution optimale est =X

. . ¥
. Calcul, si possible, d'une meilleure valeur A et de sa solu—

- POY R Vprw APyt

. .. *
tion associée X (§ VII=-2-1.) .
B e N A . .
. Classement des variables suivant les |dJ| décroissants avec
la_variable d'écart en dernidre position.
. Solution de départ réalisable x , construite a partir de %
. FEixation définitive de variables ; 1le probléme devient un pro-
lon derinitive de varilables
bléme &4 m variables (avec m £ n) (Théoréme 13).

. VF =9 et p=3

(:) A-t~on p €VF 7
OUI Aller en (:)
NON  Peut-on affirmer que T(wp,(xw ,1‘;p),k¥) =@ (Th. 14 ou 16)
. QUL Aller en (3) pri
. NON Aller en (:)

w
p+l p

2.1) « 0UI A-t-on effectivement amélioré la valeur de la

o [+]
(:) x = (X ’l_xp’XQ ) € R?

fonction économique ?

¥ *
. QUI  Changement de x et A
*

x  egtzelle sqlution optimale ? (Th. 19)
QUI  FIN de 1'algorithme

NON  Neuvelle valeur de m s'il est possible

de fixer de nouvelles variables

(Th. 17 et 18); p =3 Aller en (1)
. MOV p=3 Aller en (D

(::) . NON Détermination d'une solution réalisable en
appliquant le principe d'&numération aux variables

d'indices p=1,...,1

(L(WP,X) 2 0= E(WP,(XW ;]—xp)) N R # ¢)-

pt+1
Aller en (:::)

(:) A-t=-on congidéré toutes les variables ? (¢'est-d-dire a-t-on
Pp=m?)

QUI TFIN de 1'algorithme



VII - 16

NON

ou bien p € VF et les deux familles de solutions avec 1la

o
variable d'indice p é&gale respectivement i xp et
(<]
l—xp (et les variables d'indices m,...,p+1 é&gales

d leurs valeurs actuelles) ont &€té testées.

——

ou blen p € VF

. < === —-° = R
et L(wp,x) 0 E(wp,(xwp+l,1 xp))(\ R=90 (Th, l4)
. et 1'attribution de la valeur l-xp a la variable

d'indice p ne peut apporter d'amélioration sur la va-

leur de la fonction économique (Th._16).

Dansg ces troils cas p = p+l

Aller en (:)

Les panties soulignées em ....... cornespondent aux modigLcations
apportées a La méthode de Saundens et Schinzinger



VIII - 1

CHAPITRE VIII

ANALOGIES ET DIFFERENCES ENTRE LES METHODES

VITI-4.- INTRODUCTION.

L'utilisation des couples (VF’;VF) est 4 la base de 1'énuméra-
tion de toutes les méthodes sauf de ' celle de Saunders et Schinzinger, et
donc de la notre; en effet, nous avons vu, dans ces derniéres méthodes,
qu'en considérant uniquement les variables naturelles, le principe d'&numé-
ration est tel que la séquence des solutions testées est identique i celle
des nombres binaires de 0 & 2n—1; mais toutefois, 1'utilisation des
couples (VF,;VF) » qui n'est pas nécessaire pour ces deux méthodes, a

été maintenue afin que la présentation de 1'exposé soit homogéne.

Exception faite pour la méthode de Saunders et Schinzinger,
VF {) VF réunit 1'ensemble des indices des variables naturelles. Ainsi, la
variable d'écart, qui n'est calcul@e qu'aprés l'obtention d'une solution
apparteﬁant 3 T(VF,;VF,A*) , ne rentre jamais en ligne de compte dans

les tests de ces algorithmes.

Par contre, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la
variable d'écart, qui est associée 3 la contrainte initiale de (P.B.),
est prise en compte au méme  titre que les variables naturelles (son indice
appartient 3 VFU VF); ces derniéres sont elles-mémes considérées comme
des variables d'écart puisqu'un changement de valeur d'une variable =x,.

est considéré comme un déplacement de l'hyperpian {x[xj = cte} , paral-

lélement a lui~meme.

Dans les &tapes initiales de la plupart des algorithmes, l'en-
semble des indices des variables fixées VF est vide et on pose comme
méilleure valeur connue de la fonction é&concmique, la valeur ¥ 0.
Mais, dans notre méthode, on a vu que l'on détermine la valeur initiale de

k1 T
A en résolvant des problémes en variables continues et bornées a4 une

contrainte; de plus, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, a la valeur
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-~

o s s » . . .
initiale de ) , construite 3 partir de (P.C.B.), on associe la solu-
tion de départ x pour laquelle X o> 0 ; donc au départ de cette

méthode, on a VF = {ve} # 0.

VIII-2.- VARIABLES IMPOSEES.

Un couple (VF’;VF) étant donné, les méthodes de Greenberg et
Hegerich, et de Saunders et Schinzinger ne possé&dent pas de tests permettant
d'attribuer des valeurs imposées 3 des variables d'indices appartenant

i VF.

Seule notre méthode permet de déterminer des variables imposées
dont les valeurs sont fixées définitivement (les composantes associées de
la solution optimale du probléme (P.B.) doivent nécessairement posséder
ces valeurs). Il est ainsi possible d'éliminer des variables em cours d'al-

gorithme.

Par contre, dans les méthodes de Faure et Geoffrion (premiére
et deuxiéme méthodes), les variables ne sont imposées qu'en fonction du
couple (VF’;VF) donné et, a priori, elles cessent d'étre imposées dés que

ce couple est modifié (diminution de VF) :

~ dans la méthode de Faure, on tient compte alternativement

de la contrainte initiale de (P.B.) (variables imposées 3 la
valeur 0) et de la fonction économique (variables imposées

a la valeur 1).

~ dans la deuxi®me méthode de Geoffrion, il est également possi-

ble de déterminer des variables imposées, soit 3 la valeur 0
soit & la valeur 1, grdce a4 l'apport de contraintes addi-

tionnelles.

- mais dans la premiére méthode de Geoffrion, on ne considére

que des variables imposées & la valeur 1 & 1'aide d'un test,

basé sur la fonction économique, &quivalent & celui de Faure.

N.B.- Il est bien é&vident que, dans ces trois méthodes, des variables imposées



VIII - 3

sous 1l'hypothése VF = @ , 1le sont définitivement et peuvent &tre

éliminées du probléme.

VIII-3.»- VARIABLES CANDIDATES - VARIABLE SELECTIONNEE. .

Comme nous 1'avons d&ja vu, dans 1'hypothé&se ol on ne peut
conclure que T(VF,§VF,A*) est un ensemble vide, il faut considérer
1'ensemble des variables candidates; elles sont telles qu'il n'existe

pas d'information suffisante pour leur attribuer une valeur imposée.

On remarque alors que

- VF représente l'ensemble des indices des variables candidates
pour les méthodes de Greemberg et Hegerich, et de Saunders et

Schinzinger,

- 1'ensemble des variables candidates de la premiére méthode

de Geoffrion contient celui de la méthode de Faure.

Dans les méthodes de Faure, et de Greenberg et Hegerich, les
informations déj3 recueillies sont suffisantes pour déterminer la variable

sélectionnée, sans avoir recours 3 un calcul supplémentaire : on attribue

- dans la méthode de Faure, la valeur 1 i la variable candi-

date dont le coefficient de la fonction économique est le

plus Elevé.

- dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la valeur 0 a

la variable de base optimale de (P.C.B. VF) dont la résolu-

tion est l'unique source d'information de la méthode.

Par contre, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et
Schinzinger, et donc de la notre, la sélection d'une variable est consécuti-

ve & de nouveaux tests utilisant

- soit la contrainte initiale (premiére méthode de Geoffrion)
et les contraintes additionnelles (deuxiéme méthode de

Geoffrion) .
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- soit la nouvelle fonction &conomique construite en début
d'algorithme (méthode de Saunders et Schinzinger) et 1la

contrainte initiale (notre méthode).

On peut alors comparer 1'idée de base de la méthode de Faure 3
celle de la méthode simpliciale dans laquelle on conserve, & chaque &tape,

une solution réalisable pour aboutir 3 une solution réalisable optimale :

——

Si VF représente l'ensemble des indices des variables candida-

tes, on attribue la valeur | & la variable d'indice s telle que
£5 = max{fJ[j e VF}

(dans la méthode simpliciale, on choisit 1'indice s rentrant dans la

base, de telle maniére que :
a° = max{dJ!dJ > 0}) .

De méme, on peut comparer 1'idée de base des méthodes de
Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et donc de la ndtre, i celle de la
méthode duale-~simpliciale oli on considére, 3 chaque &tape, une solution

optimale pour aboutir & une solution optimale r@alisable :

On attribue 3 la variable sélectionnée d'indice s 1la valeur :

déns les méthodes de Geoffrion

0
§s = 0 si d°>0 dans la méthode de Saunders et
1 si d° <o Schinzinger et la ndtre

kefN si s= ve

Rappelons que, dans la méthode de Saunders et Schinzinger et la

notre, le probléme (P.B.) est mis sous la forme :

ol enn
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- n
Max Z dJ x, + dVe X
521 ve
o ]
Z L7 x. + x =L
=1 3 ve
(P.B.)
xj =0 ou 1 j=1,...,n
Xve € N
j * .
A er, £e R, ij=1,...,n
avec
%
dvee Rf s Lg [R+

Nous savons qu'd 1l'optimum de (P.C.B.) , on a :
B = {je I[d? 300 et B ={jel- {ve}|d 5 0}.

Par des changements de -variable de la forme xj = l-xj pour

les variables d'indices j appartenant 3 B , on peut considérer le
probléme (P.B.) mis sous la méme forme que précédemment mais avec les

données telles que :

+ - .
Les nouveaux ensembles B et B sont alors les suivants

t s T
B ={jljeI-{ve}} e B =¢
°ll
et le vecteur x défini dans notre méthode est tel que :
o . 0=
Xj =1 Vjel- {ve}.

Ainsi, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger



VIII -~ 6

cnp—

et la ndtre, un couple (VF,;VF) étant tel que VF représente l'ensemble
des indices des variables candidates, on compare la meilleure valeur de la
fonction économique qu'il est possible d'obtenir avec une solution de

E(VF U {S}’(;VF’O)) , 4 A* (meilleure valeur connue de la fonction écono-

mique associde i une solution réalisable de (P.B.))

Plus précisément, si on ne tient pas compte de la méthode de

Saunders et Schinzinger, on considére 1'inégalité :

“r

VF s VF-{s x
@, th o > A
e
“f dans les méthodes de Geoffrion
avec g =

d dans notre méthode.

[Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, ol on doit tenir
compte de la variable d'écart, il suffit d'augmenter le nombre de variables,
en décomposant cette variable d'écart en variables bivalentes, pour retrou-~
ver une inégalité du méme type que ci-dessus. Rappelons, de plus, que cette
variable d'écart, prenant des valeurs entidres, peut étre sélectionnée

plusieurs fois (au plus [}J + 1 fois)] .

VITI-4.- SOLUTIONS REALISABLES.

Un couple (VF,x..) &tant donné, notons x(VF,;VF) la solution

VF
réalisable considérée au cours d'un algorithme.

Dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et

la notre, X(VF’;VF) est telle que fx(VF’;VF) = fx*(VF).

De plus, dans la méthode de Faure, on ne considére x(VF,EVF)
que lorsque toutes les variables sont fixées (i.e. VF = @) ce qui a

pour conséquence que X(VF’;VF) = ;VF .

Ainsi, il est évident que, dans toutes ces méthodes, lorsqu'une

solution x(VF,EVF) réalisable est déterminée, il faut modifier le couple
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(VF,EVF) ; cette modification correspond 3 une diminution du nombre
des &léments de VF (ou tout au moins 3d un changement de valeur d'une

composante de ;VF)'

Ce n'est pas toujours le cas dans la méthode de Greenberg et

Hegerich ol on peut obtenir :
- *
fx(VF,xVF) < fx (VF).

Dans ce cas, on poursuit 1'augmentation du nombre d'éléments
de VF . Mais, lorsque x(VF,;VF) = X(VF), on aboutit i la méme conclusion

que pour les autres méthodes.

. - . " . - *
Notons enfin que x(VF,x __) appartient nécessairement 3 A(} )

VF
uniquement dans les méthodes de Geoffrion.

VIII-5.- RESOLUTIONS DE PROBLEMES EN VARIABLES CONTINUES ET BORNEES A UNE
CONTRAINTE,

Les méthodes de Greenberg et Hegerich, de Geoffrion (deuxidme
méthode), de Saunders et Schinzinger et la ndtre utilisent toutes au
moins une résolution de probléme en variables continues et bornées 3 une

contrainte.

-~ les méthodes de Greenberg et Hegerich et de Geoffrion com-

portent de telles résolutions pour chaque couple (VF’;VF)
donné. Ainsi, 3 la maniére de la S.E.P., elles déterminent

si 1'ensemble T(VF,;VF,X¥) est vide en faisant une évaluation
par excés de la valeur de la fonction économique grace i la
résolution de .C.B.VF), (dans les autres méthodes, cette
évaluation par excés se fait par 1'intermédiaire d'une maximi-
sation sur SF)),

De plus, lorsque ce procédé ne permet pas de conclure que
T(VF,§VF,A¥) est un ensemble vide, si X(VF) appartient 3
E(VF,XVF) on peut modifier le couple (VF,xVF) comme nous

1'avons vu précédemment.
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N.B.~ Dans la deuxiéme méthode de Geoffrion, & cette utilisation de la
résolution de (P.C.B.VF) vient s'ajouter la construction de

contraintes additionnelles.

-~ la méthode de Saunders et Schinzinger et la ndtre ne compor-

tent que la résolution de (P.C.B.VF) avec VF = @ , afin
de transformer la formulation de (P.B.) pour obtenir une
fonction économique ayant pour composantes les dérivées par-
tielles de la fonction initiale par rappbrt aux variables
hors-base @ 1'optimum de (P.C.B.). La détermination de ces
composantes et de la valeur £X (X solution optimale de
(P.C.B.)) est & la base de 1'&limination des variables en

cours d'algorithme.

VIII-B6.- ORGANIGRAMME GENERAL.,

Cet organigramme regroupe les principes généraix de toutes

les méthedes (voir Figure 1).

Une remarque est 3 faire au sujet du test (T) de cet ogggnigramme.

Si on suppose que Jj, représente le premier indice de VF , ce

test équivaut 3 tester si toutes les solutions de

E( o 1,0 UE(Hoe ) 1)

[1]

L

EB' U E({okk) si jo = ve dans la méthode de Saunders et Schinzinger}
k=0

ont été considérées.

Mais, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, et la ndtre, étant

donné le principe d'énumération, il faut que cet indice j, soit tel que

{lsce.5n,vey dans la méthode de Saunders et

idJo! = max !de aves J = Schinzinger

jed .
{1,..c5m} dans notre méthode.
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CHAPITRE IX

CAS PARTICULIER DU KNAPSACK :
GRADIENT DE LA FONCTION ECONOMIQUE PARALLELE
A CELUI DE LA CONTRAINTE

IX-1.- GENERALITES

Considérons le probléme de Knapsack trés particulier :

n .
Max Z £ xj

j=1

n .

z fJ X

j=1 J
(P.B.E.)

£l ¢ N j=1,i0,n
avec

LeW

—

Il faut déterminer la solution bivalente x" telle que la
position de 1'hyperplan {x € Rplfx = fx*} soit la plus proche de celle

de 1'hyperplan paralldle {x € Rnlfx =L} .

I1 existe de nombreuses solutions optimales pour le probléme

(P.C.B.E.) associé (résolu en variables continues et bornées) :

En effet, la composante d'indice j de la fonction économique
étant égale 3 la composante d'indice j de la contrainte (j=I,...,n), une

solution optimale % de (P.C.B.E.) doit étre telle que :

n .
] 1% =1 (@5
=1
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N.B.- On écarte l'é@ventualité de la solution triviale associée a une

L
borne L > Z £ .
i=1

Pour déterminer une telle solution, il suffit de trouver un

ensemble JO €J={1,...,n} et un indice 1i¢ J-JO tels que :
Z £ < L et z 5L
jeJO jeJOU{i}

On pose alors :

xj = ] V 1e JO
ﬁj =0 Ve Jo{JM{i}}
- - Loeyy

- jed,

pour aboutir finalement & 1'&galité (15)

(Si n+l! désigne l'indice de la variable d'écart, on a

Les composantes du vecteur d (vecteur critére de candidature

i 1l'optimum de (P.C.B.E.)) sont donc les suivantes :

— A

d =8-S xfd=o j=1,...on
1
£
i

dn”=o-—f—i-*1=—1

- £

Ainsi, toutes les composantes de d é&tant nulles, excepté celie
correspondant 4 la variable d'écart, il n'y a plus de hiérarchie entre les

variables naturelles.

De plus, d'aprés la Régle 6, une solution réalisable x et une
* . . . . - . .
valeur X de la fonction &conomique &tant données, une variable candidate

d'indice ne peut étre sélectionnée que si :
q



_ 1 4P S - n+l; . *

B = &)+ [ a7 Gy o+ ] g >
3=2
<= fx + in+] > A (16) .
. xn+l
avec Xn+l =
_?n+l - En+l
R - . ‘e . . -
. 81 X 4 X4 1'inégalité (16) revient 3 comparer L

: . . »
et ) ; comme L est la valeur maximale que peut prendre A ,
un test basé sur cette indgalité ne peut éliminer aucun

ensemble de solutions.

. Si x = x - X < X on a alors fx + X <L
n+) n+l —n+1 n+l n+l

et un test basé sur cette inégalité peut alors jouer un rlle

d'exclusion d'ensembles de solutionms.

- Remarques.-—
l.— Il est évident que le probléme (P.B.E.) est résolu dés qu'une

solution x € R , telle que fx = L , est déterminée.

2.- Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, d'aprés le
théoréme 13, quelque soit 1'indice p € {n,...,3} d'une variable candidate,

on considére 1'in&galité :

fx > l* (17

0+l
a7

{puisque |d 1>dd =0 J = lyeea4n),

Ainsi, pour une valeur donnée de la variable d'écart, dé&s qu'une

solution x € R est déterminée, on a nécessairement :

. _ * . N €’
soit fx > X mais alors on affecte a A la valeur fx.
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Dans les deux cas, l'inégalité (17) considérée dans la Régle 4,
n'est donc jamais vérifiée (Seule la variable d'écart peut étre sélectionnée

sous les hypothéses (K2) ).

I1 faut donc procéder & 1'énumératicn des sclutions en considé-

rant une valeur nulle de la variable d'écart.

IX-2.- RESOLUTION DU PROBLEME (P.B.E.)

On fait 1'hypothése suivante :
(H1) £y £95 L0 £7

et on choisit la solution optimale de (P.C.B.E.) telle que :

i-1 i
J <1 et J 51
j=1 j=1
xl = L ] = xi-—l = ]
C em— 0 < ii < 1
T i N S 0

On considére alors un probléme (P.B.E.) dont :
€

- la fonction &conomique est obtenue en faisant subir un

déplacement d la fonction économique initiale.

- le domaine est idéntique i celui de (P.B.E.) :

- n ..
Max Z (fJ-eJ) X.
321 !
n .
z fJ X. ¢ L
j=1 ]
x. =0 1 3 =1,...,
(P.B.E.)e i ou J s n
TFeN' , Le
avec _
i 0 jJ=1,...,i~1
—-E - 3 a
_ o€ ]0,1[3 lyesa,ynl
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Nous allons montrer que :

- Sous certaines hypothéses, &tant données une solution optimale
* . . -
X de (P.B.E.) et une solution optimale x de (P.B.E.)e

* -
on a: fx = fx .
- La solution optimale de (P.C.B.E.)e est identique 3 celle

choisie pour (P.C.B.E.) sous 1'hypothése (Hl).

- A 1'optimum de (P.C.B.E.)C , les composantes du vecteur
critére de candidature d sont toutes non nulles excepté
€

~

celle correspondant & 1'indice de base optimale.

THEOREME 20.- Etant données une solution optimale x' de (P.B.E.)

et une solution optimale x de (P.B.E.)E R

n .
st zeJ<l

Démonstration.—,—
DI = {x ¢ S|fx g L}
Posons I 0
£ = [a O ]
(F~e)x = max(fx~gx) g max fx - min ex
XeDl XeDl xeDl1
min ¢x > 0 = (f-g) x g fx* (18)
xeD1

fx* = max fx
xeD1

Y x ¢ DI fx - ¢x » fX - max ex
xeD1

= (f-g) x = max (fx-ex) > max fx - max ex

3

xeD1 xeD1 xeD1



IX - 6

- *
== (f-e) x 2> fx - max ex

*EDI1 n
- * j
=>(f-e) x > fx - ) ¢ (19)

j=i

n

max €x £ Z e’
x€D1 j=i
(18)
x & ] € <] p =>fx < fx + I
j=i

(19)

- *
= fx* -1 < fx < fx + 1

- *
3 x fx , fx €N
=>fx > fx - 1

c.q.f.d.

D'aprés la proposition 6, l'obtention de la solution de départ
est immédiate, puisqu'il est inutile de calculer les rapports
(£-e)1/8)  G=1,...,m). |

PROPOSITION 6.= [La solution optimale de
"Max (f-¢e) x

(P.C.B.E.)_ fx g L
_ x€ S

est identique 4 celle choisie pour (P.C.B.E.)
sous l'hypothése (HI)

Démonstration. —

avec 1 1indice de
2 i n .
eee 2 £ 2 L0 2 f base optimale de
Définition de ¢ => f-¢ = [£',...,£" |, f'-q,..., ] (P.C.B.E.)

Hypothése (H1) == f] > f

- WV



IX - 7

Dans la suite de 1'algorithme, on résoud

1 i-1 i i+l n_
mes> —(-—f-:él-)—__='.=(fizl —1>f1a2fi+]a,-.u2fna
f f f £ - f
c.q.f.d.
PROPOSITION 7.~ A l'optimum de (P.C.B. E’.)E s Les composantes
de d€ sont toutes non nulles excepté celle
corregpondant & L'indice 1 de base optimale -
Démonstration. -
- _ i
) - -2 - & = 1y e..,i-l
£ -y o ] £ £
Tl o =das | j
£ f flag-(1- %) £ =g & -0 j=i+1,.000n
i i
f f
d'aprés les hypothéses faiﬁes,
di > 0 j =1, ,1—1
a <o j = i+l,...,n
€
et al oo -2y <o
€ i
f
. . 1 .
I1 est évident que at = fl -0 - (f ia) f1 =0 c.q.f.d.
' £

(P,B.E)E et d'apres le

théoréme 20 on cbtient la solution optimale de (F.B.32).

-~

Les résultats d'expériences relatives 3 ce type de probléme

sont répertoriés dans le § X-7

(e

a été choisi égal a 1/(n-i+2)



CHAPITRE X

EXPERIENCES NUMERIQUES

Elles ont toutes été réalisées sur Gamma M 40, HONEYWELL BULL
(32 K, temps de base 1,66 micro-seconde). De nombreuses comparaisons ba-

sées sur les temps de calcul ont &té faites entre les méthodes &tudiées.

Pour cela, nous avons considéré des problémes de 10, 20, 30,

40, 50, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 1500, 2000,
2500, 3000 et 4500 variables.

X-1.- CARACTERISTIQUES DES PROBLEMES.

Le tirage suivant la loi uniforme de nombres réels e [D,l[ est

d la base de la construction des problémes testés.

Nous leur avons imposé la forme suivante :

£ 5 0 10 3=1,...n”
(20)

. n .
max {£3} ¢ L < ) 27
lgign j=1

oi n représente toujours le nombre de variables.

n

Remarque.- La condition L < z 23 permet d'éviter la
i=1
solution triviale x = e .

$'il existait un indice j tel que 2> L » la variable
correspondante serait définitivement fix&e & z&ro, nous avons

donc introduit la seconde condition max (£} ¢ L afin de ne

pas diminuer la taille des problémes.lSJ‘n

De plus, tous les coefficients £l et o (j = 1,...,n) ont



une valeur comprise entre 0 et 99 ; L a une valeur inférieure &

100 n .

X-2.- CONSTRUCTION DES PROBLEMES.

Nous avons considéré la suite (U.)

i ien telle que

U, = x - [xJ VieN

avec X. = B x. + C (mod M)

oi B, C, Me N et M>> B,C

(les valeurs de B, C, M et X, ont été déterminées expérimentalement

par M. COQUET et J. DENEL (rapport de stage de D.E.A.)).

Afin d'obtenir des entiers e [0,99 nous avons comstruit

la suite (Xi)ieN telle que
x, = [100 v,] Vien

dans laquelle seules les valeurs permises par les conditions (20) ont

été retenues.

Ces nombres semblent effectivement provenir de la loi de répar-
tition uniforme : dans le tableau |, nous avons rassemblé les principales

caractéristiques thé@oriques et pratiques de ces problémes.
La partie théorique de ce tableau a &té obtenue en considérant :

1°) la loi de X = 100U ol U est une variable aléatoire

uniformément répartie sur [0,][ et absolument continue.

2°) 1la loi de M max X.

Igign

3°) la loi de S

n
PX,
i=1 *



ol les n variables aléatoires Xi ont toutes la méme
loi que X : elles sont indépendantes et toutes réparties

suivant la loi de probabilité uniforme.

4°) 1l1la loi de SM = nX

telle que si ,—
Mi est une valeur de M

Si est une valeur de S

alors Mi ¢ S Mi < Si (conditions (20)) .

Si Y est une variable aléatoire, on notera :

E(Y) : espérance mathématique ou valeur moyenne de Y

V(Y) : variance ou moment d'ordre 2 par rapport i la

moyenne de Y

g() = /N

gcart type de Y .

Pour un nombre donné n de variables, nous avons

Y E(Y) V(Y)

99n-1 2

n+l n 100
M 100 (m+1)2 (n+2)

n+1
2
100" n

S 50 n ——l—i—
:) 25 n2+74 n—1
SM n+l E(sMY) - E(SM)2




Remarques. -

1°) Lorsque nous n'avons déterminé qu'un encadrement d'une
valeur, les deux bornes apparaissent dans ce tableau comme

dans le suivant.

2°) Nous avons établi une majoration de la valeur de V(SM)

en supposant que E(M) = 99 lors du calcul de E(SM)Z.
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X-3.~ RESULTATS.

Nous avons rassemblé toutes les moyennes des temps de calcul

(données en secondes) dans les tableaux 2 et 3 .

Les 120 premiers problémes de 10 variables ont été déterminés
comme nous venons de le définir; mais les 120 suivants, qui ont des
coefficients identiques aux précédents, sont tels que chaque second
membre L a été choisi proche de f Ej ; les 120 autres problemes ont
j=1

des seconds membres de valeurs intermédiaires.

Les 60 premiers problémes de 20 variables ont été tirés sur
I.B.M. 1620. Les 120 autres problémes ont &été tirés sur M 40, toujours
suivant la loi uniforme. Les nombres obtenus étant toutefois légérement
différents, cela nous a permis de considérer ces deux séries de proble-

mes.

Pour certaines méthodes, des problémes de taille supérieure ou
égale a 30 variables n'ont pu €tre résolus dans les limites de temps

de calcul suivantes :

minutes pour 30 variables
minutes pour 40 variables
minutes pour 50 variables

minutes pour 100 variables

L oo O &~ W

minutes pour 200 variables.

Pour une taille donnée, le nombre de ces problémes arrétés en
cours d'exécution est indiqué dans la partie inférieure droite de la case

correspondante du tableau 2 .

De plus, la proportion de problémes arrétés devenant trop impor-
tante, a partir de 50 variables, nous n'avons testé les méthodes de Faure
et Geoffrion (1967) que pour un nombre restreint de problémes. Nous avons
fait de méme avec les méthodes de Geoffrion (1969) et de Saunders et
Schinzinger, pour les problémes de 200 variables. Ces nombres sont indiqués

dans les parties inférieures gauches.



N.B.—- Dans ces deux cas, la moyenne inscrite est celle des temps de

calcul des problémes résolus dans les limites données.

La comparaison des temps de calcul, pour les problémes de
200 & 3000 variables n'a pu se faire qu'entre la méthode de Greenberg

et Hegerich et la ndtre.

Les problémes de 1500 & 4500 variables n'ont &té tirés qu'en
un seul exemplaire; les temps de résolution de ces problémes (toujours

indiqiés en secondes) sont regroupds dans le tableau 3.

Pour le probléme de 4500 variables, les 32 K mots de mémoire
du calculateur étant insuffisants pour notre code (reproduit en annexe
finale), nous 1'avons réécrit en utilisant des identificateurs du type

booléen.

Les courbes représentées ci—aprés (fitgures 2 et 3) sont
déduites de ces deux tableaux afin de mettre en évidence la progression
des temps de calcul en fonction du nombre de variables. Il apparailt
ainsi clairement que, pour notre méthode, cette progression est légére-
ment inférieure 3 n2 (de 1'ordre de 0,9 n2 , courbe indiquée en

pointillés).



METHODES DE
a NBP FAURE GEOFFRION GREEEBERG SAUNEERS S.et S.
1967 1969 HEGERICH SCHINZINGER modifiée
10 120 0,14 0,36 0,48 0,12 0,21 0,09
10 120 0,12 0,09 0,27 0,10 0,18 0,09
10 120 0,14 0,27 0,44 0,12 0,25 0,09
20 60 3,44 14,95 1,84 0,35 1,54 0,27
20 120 2,91 11,88 1,73 0,35 1,66 0,27
30 130 28,86 41,24 3,83 0,72 3,29 0,52
22 51
40 130 32,11 33,56 7,23 1,20 9,08 0,85
68 87
50 125 31,20 1,46 13,42 1,80 11,35 1,26
20 15 |20 16 8
100 125 6,35 3,55 79,02 6,44 52,72 4,26
10 9 {10 9 12
200 50 48,65 371,77 ° | 288,87 25,94 80,98 15,91
5 4 | 5 4110 . 10 2
300 10 54,75 34,79
400 10 83,47 60,67
500 10 110,88 93,70
600 10 178,93 135,43
700 10 218,46 181,97
800 10 290,02 237,70
900 10 361,08 300,60
1000 10 409,65 368,85
TABLEAU 2
Exezyle.— Pour n = 200 , 50 problémes ont &té préparés.

Pour la méthode de Faure, seuls les 5 premiers probl&mes ont &té testés

RN




(4 d'entre eux n'ont pu €tre résolus en moins de 15 minutes; le temps

de passage du seul probléme complétement résolu est de 48,65 s.).

Pour la méthode de Greenberg et Hegerich, les 50 problémes ont été

résolus en moins de 15 minutes; la moyenne des temps de calcul est de

25,94 s,
n 1500 2000 2500 3000 4500
GREENBERG
ET 853 1902 2597 3609
HEGERICH
S. et 8.
améliorde 824 1462 2281 3280 7373

TABLEAU 3
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X-4.- DISPERSION DES TEMPS DE CALCUL.

Nous avons &tudié la distribution, selon les temps de calcul :

-~ des 130 problémes tests de 30 variables pour chaque méthode
- des 125 problémes tests de 100 variables pour les méthodes
de Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, Saunders et

Schinzinger et la ndtre.
- des 50 problémes tests de 200 variables pour la méthode de

Greenberg et Hegerich et la ndtre.

Cela nous a permis d'établir les histogrammes relatifs 3 ces

distributions, construits de la fagon suivante :

Pour chacune des méthodes et pour un nombre de variables donné,
nous avons considéré la moyenne arithmétique t des temps et les 23

classes contigues suivantes

3_}%; , l‘li(.)‘_E ) kK =20,...,9
El+—11—(5)2 , (I+%l—)t': k=0,...,9
eae L froefl e

N.B.- L'intervalle élémentaire a &té choisi d'amplitude T% l.

De plus, nous avons sélectionnd quelques intervalles de temps
qui nous paraissent intéressants et dans lesquels nous donnons la réparti-

tion des problémes dans les tableaux 4, 5 et 6 ol figurent en particulier :

- 1les nombres de problémes appartenant 3 la classe des temps
de calcul supérieurs i 5 t , qui n'a pas &té représentée sur
les histogrammes (uniquement pour les problémes de 30 variables)
- les temps minimum et maximum pour chaque taille et chacune des

méthodes considérées.
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Méthode

Nombre de problemes de temps t

Temps de calcul

o tel que
de t
t 3-|(7- .. )
§-<t <§-t E-t <t <180 t > 180 Minimum Maximum
FAURE 28,86 23 9 22 0,65 > 180
GREENBERG
et 0,72 115 0 0 0,47 1,77
HEGERICH .
GEOFFRION
1967 41,24 18 4 51 < 0,09 > 180
GEOFFRION
1969 3,83 87 0 0 0,65 10,93
SAUNDERS
» ET 3,29 15 9 0 0,47 62,67
SCHINZINGER
S. S.
0,53 130 0 0 0,47 0,65
modifiée

30 variables

TABLEAU 4
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Nombre de probléemes de temps t F
Méthode Temps de calcul
i tel que
de
t 3-13- - .. .
5 <t<5 t 5 tgtg3t t > 480 Minimum | Maximum
GREENBERG
et 6,44 109 16 0 4,01 17
HEGERICH
GEOFFRION
1969 79,02 64 33 0 4,48 235,52
SAUNDERS
et 52,72 11 11 12 4,10 > 480
SCHINZINGER
- S. 4,26 125 0 0 4,10 4,67
modifiée

100 variables

TABLEAU &
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Nombre de probléemes de temps t
T lcul
Méthode _ tel que smps de calcu
de t
t e 3-13-< 5 =] . . .
°2-St<t tst<7t —2—t5t<-2-t Minimum | Maximum
GREENBERG
ET 25,94 31 12 7 15,50 57,43
HEGERICH
S. 8§.
15,91 29 21 0 15,50 16,81
modifiée

200 variables

TABLEAU 6

Afin d'avoir un élément de comparaison supplémentaire entre la
méthode de Greemberg et Hegerich et la ndtre, nous avons &tabli les cour-
bes cumulatives associées aux histogrammes pour les problémes de 100 et

200 variables (Figure 16).
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X-5.- REMARQUES SUR [LA REALISATION DES CODES.

X-5-1.~ Méthode de Geoffricn (1968).

Un couple (VF’;VF) étant donné, dans 1'annexe 2, nous verrons
que l'introduction de contraintes additionnelles permet 1l'acquisition de
nouvelles informations. Ainsi, il est possible d'affiner le test de

sélection d'une variable candidate.

Ce meilleur choix diminue le nombre d'itérations. Il serait
donc naturel de considérer le plus grand nombre possible de contraintes
additionnelles, toutefois les calculs supplémentaires que cela nécessite
augmentent la durée des itérations et peuvent faire perdre le bénéfice
obtenu par la diminution de leur nombre. C'est ce que met en évidence
1'exemple donné dans le tableau 7 : nous avons considéré les 130
problémes de 40 variables (dont la moyenne de temps de calcul est E) .
l'ensemble des variables imposées, sous les hypothaéses (VF’;VF) , étant
toujours déterminé 3 1'aide de la derniére contrainte additionnelle

obtenue.

R A
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m 1 2 3
t - 7,23 7,36 7,57
Pb n° t 1 t I t I t 1 t I t I
1 7,56 54 7,84] 50 | 8,03] 50 8,22| 50 8,31! 50 8,68] 50
2 7,38| 64 7,47| 59 7,66| 58 8,03| 58 8,31| 58 8,96 58
3 23,16( 239 [17,09 157 |16,34} 142 [16,72] 140 |17,37] 140 ]19,05| 140
4 3,27] 26 3,55| 26 3,55| 26 3,64] 26 3,64 26 3,64| 26
5 5,88] 37 6,54] 37 6,63 37 6,72 37 6,72| 37 6,81 37
6 9,90| 87 9,62t 75 (10,09| 75 |10,55| 75 10;83 75 |11,67] 75
7 9,99 89 9,81| 81 [10,27| 81 |10,73( 81 |(11,20| 81 |12,05! 81
8 13,63} 128 |12,51] 107 |12,79] 104 |13,35] 103 |13,54| 103 |15,78] 103
9 8,78 75 8,68! 69 9,15| 69 9,52 69 9,901 69 [10,74] 69
10 12,42 120 |11,11| 98 10,95/ 87 10,92 87 |11,30| 87 "|12,23]| 87
TABLEAU 7

- 1le nombre d'itérations (I)

- 1le temps de résolution (t)

Influence du nombre de contraintes additionnelles (m) sur :
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Pour ce méme couple (VF’;VF)’ il est possible de déterminer
1'ensemble des variables imposées non plus 3 partir de la derniére con-
trainte additionnelle construite, mais 3 partir des k (k > 1) derniéres.
Le nombre de variables ainsi fixées augmente, ce qui diminue le nombre
d'itérations, mais, comme précédemment, le temps de calcul peut, lui,

augmenter.

Nous conservons, & titre d'exemple, les 10 premiers problémes
de 40 variables qui ont été résolus en considérant 4 contraintes addi-

tionnelles (Tableau 8).

-~

La sélection d'une variable candidate s'effectue 3 l'aide de la
contrainte initiale et des quatre contraintes additionnelles. Pour R = 1
les variables sont imposées i partir de la derniére contrainte additionnel-
le obtenue; pour R = 4 , on impose les variables & l1'aide des quatre der-

niéres contraintes additionnelles obtenues.

Pb n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t 8,31 8,31 17,37 3,64 6,72 10,83 11,20 13,54 9,90 11,30
o I 50 58 140 26 37 75 81 100 69 87
t 9,71 10,09 22,79 4,30 7,28 14,10 14,20 17,18 12,70 14,47
. I 50 56 137 25 37 75 79 97 69 86
TABLEAU 8

Des expériences identiques ont été effectuées pour les autres

tailles de problémes. Nous en avons déduit le nombre "optimal" de con-

traintes additionnelles pour un nombre donné de variables, la recherche

des variables imposées se faisant toujours sur la derniére contrainte

additionnelle.
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Nombre
de 10 20 30 40 50 100 200
Variables

Nombre
de 1 1 1 1 2 4 7
c.a.

X-5-2,- Méthode de Saunders et Schinzinger amélicrée.

Dans ce paragraphe, nous exposons le principe adopté afin
d'améliorer une solution réalisable et montrons l'utilisation et 1'intérét

des théorémes 14 (§ VII-3-3) et 16, ainsi que la régle 6 (§ VII-4).

Soit x wune solution réalisable et p 1'indice d'une variable

candidate susceptible d'@tre sélectionnée.
On pose :

P, Pl 5
A=fx- [P+ T ok - x)
'=1 J J
]
Pour déterminer s'il est utile ou non de tester les golutions

de E(wp,(xw ,1—§p)) , d'aprés la régle 6, on considére 1'inégalité :

p+l

En fait, ce test n'est que le dernier d'une série de trois :
?

. ' *
- Test 1 : Comparaison de A + |dve| X o et de A

Si on ne peut conclure que T(Wp’(xw ,1—;p)) =g ,

+
on effectue le test 2. pl

~ Test 2 : A-t-on L(wp,x) < 0 ? (Théoréme 14)
Si on ne peut encore conclure que T(w ,(xW ,l—§ ) =6,
on détermine la valeur minimale X e de 1aP variable

d'écart pour aboutir au test 3.
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~ *
- Test 3 : A-t-on A + ldvel X,e ” b\ (Régle 6) ?

Cette fagon de procéder s'explique par le fait qu'ad chaque étape
de 1'algorithme, les valeurs X e et L(wp,x) sont connues alors que la

détermination de X e nécessite des calculs supplémentaires. (emploi d'une

boucle de p-13 1).

Afin d'illustrer cette affirmation, nous avons effectué des
comparaisons basées sur les temps de calcul et les nombres de solutions

testées (tableau 9).

L'utilisation du test 3 diminue fortement le nombre de solutions

mais les différences de temps de calcul ne sont pas significatives:

Elles sont

~ soit inéxistantes

- soit de l'ordre du dixiéme de seconde pour certains problémes
de 200 et 300 variables (de moyennes respectives 16 et 35
secondes) ainsi que pour le probléme de 1000 variables dont

le temps de résolution est compris entre 370 s. et 371 s.

Les résolutions des 125 problémes de 50 variables ont abouti
4 un écart de 1'ordre d'un centiéme de seconde entre les deux moyennes :
1,26 s. pour les tests 1 et 2

1,27 s. pour les tests 1, 2 et 3

cenlens
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Nombre de Probléme Nombre de solutions testées
variables N° tests 1 et 2 | tests 1,2 et 3

1 20 13

2 3 i

3 35 11

4 6 4

200 5 70 34
6 4 3

7 48 21

8 5 2

9 23 5

10 21 9

1 21 15

2 4 ‘ 4

3 40 29

4 115 45

300 5 37 28
6 28 12

7 83 34

8 24 12

9 98 38

10 231 18

1000 72 22

TABLFEAU g

Toutefois, 1'utilisation des testsl, 2, 3 s'avére trés

intéressante pour des problémes 3 coefficients dispersés :

Considérons les isept problémes suivants oll seuls les seconds membres

L de la contrainte différent d'un probléme & 1'autre.



z = Max 54
42

457
12
42

541

21
510
631

770 x
42 x

Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, et la ndtre, sont répertoriés

dans le tableau suivant (ol figurent &galement les nombres de solutions

29

1 68 X, + 789 X4 65 X, + 24 X + 35 Xe + 61 x,
8 786 x9 + 43 XIO 512 x]1 + 424 x12 + 321 x13 + 11 x14
15 47 X6 + 35 X5 56 Xig + 12 X9 + 754 %50 + 55 Xy
22 Xog * Byt Thxyg T 230+ hxy, 45 x4
29 5 x30 + 57 x31 57 x32 + 23 x33 + 54 x34 + 2 x35
36 77 X35 + 78 Xag 682 %39 + 142 X0
! 786 X, + 3541 x3 75 x, + x5 + 652 X, + 843 x7
8 10 xg * 40 %10 46 Xt 51 X, * 752 Xiq* 810 X1
15 21 X6 + 42 x]7_ 121 x]8 + 5 x]9 + 4 x20 + 72 x2]
22 720 x23 + 435 X24 2 x25 + 820 x26 + 64 x27 + 73 x28
29 43 x30 + 85 x31 912 x32 + 4 x33 + 35 x34 + 14 x35
36 22 x37 + 54 X38 32 x39 + 35 x40 < L
X. = ou | j =1, » 40
]
Probléme 1 2 3 4 5 6 7
999 2000 3000 5000 7000 8000 12000

testées (S.T.) pour notre méthode).

N'Bl_

méthode n'est plus la plus performante.

Les temps de résolution (en secondes), pour les méthodes de Faure,

I1 est & remarquer que ces problémes ne sont pas tirés de la litté-
rature; ils sont tout simplement le résultat d'un mélange de cartes-

données; cela a abouti & une série de problémes pour lesquels notre
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PB . FAURE | GEOFFRION GREEﬁBERG S. et S. améliorée

(1969) HEGERICH Tests 1 et 2 | Tests 1, 2, 3

S.T. S.T.

i 4190 7,00 5,69 1,49 3,92 | 1215 | 2,80 66
2 4749 4,48 5,32 1,03 1,12 88 | 1,77 14
3 4983 5,98 3,34 1,09 0,75 8 | 1,40 ]
4 5330 2,71 4,39 1,40 > 300 6,54 59
5 5826 5,04 5,32 0,84 0,65 7 | 1,31 1
6 5899 4,56 5,40 1,21 0,84 19 | 1,59 5
7 6081 1,12 3,55 0,75 0,65 4 | 1,49 3

X-6.- PROBLEMES TESTS DE TRAUTH ET WOOSLEY [28];

Ce sont les neuf problémes suivants dans lesquels également,

seuls les seconds membres

a l'autre :

L de la contrainte différent d'un probléme

= 7
z Max 20 X, + 18 X, + 17 X, + 15 X, + 15 X, + 10 Xc + 5 X, + 3 Xg + Xg + X0
30 X, + 25 X, + 20 X4 + 18 x4 + 17 x5 + 11 X, + 5 x7 + 2 Xg + x9 + xlO <
Probléme ] 2 3 4 5 6 7 8 9
L 55 60 65 70 75 80 85 90 100
Les temps de calcul sont les suivants :
- GEOFFRION GREENBERG P
Probléme z 1969 et HEGERICH S. et S, améliorée
1 50 0,37 0,09 0,09
2 52 0,37 0,19 0,19
3 57 0,37 0,19 0,19
4 62 0,37 0,i9 0,19
5 67 0,19 0,09 0,09
6 68 6,37 0,09 0,19
7 70 0,47 0,19 0,19
8 75 0,37 0,19 0,19
9 85 0,19 0,09 0,09

L
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X-7.- PROBLEMES TESTS DU TYPE (P.B.E.)

n . n .
Max §J £ x. | ) 2 x. s , xes]. (voir Ch. IX)
i=1 ] j= ]

Les problémes testés proviennent des problémes tirés au hasard,

définis dans la partie I de ce chapitre

Un probléme tiré au hasard étant donné

n .
Max Z gJ X:

j

n .

Z KJ x. ¢ L'
=t
xj = 0 ou ! , j=1y0eu,n

afin d'éliminer les coefficients nuls, nous avons choisi de considérer
le probléme du type (P.B.E.) tel que £l = ¢J y 3 =1,e0.on , et
L=1".

Pour établir une comparaison entre les méthodes de Faure,
Geoffrion (premiére et deuxiéme méthodes), Greenberg et Hegerich, et
la ndtre, nous avons considéré‘SO problémes de 10, 20, 30, 40, 50 et
100 variables dont nous indiquons les moyennes de temps de résolution

(en secondes) dans le tableau suivant
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GEOFFRION GEQFFRION GREENBERG S. et S.
n FAURE et PO
1967 1969 HEGERICH améliorée
10 0,14 0,46 1,11 0,21 0,19
20 0,29 0,59 1,29 0,51 0,32
30 0,43 0,87 1,98 0,63 0,38
40 0,58 1,18 2,64 0,86 0,57
50 0,83 1,88 3,68 0,97 0,66
100 2,80 5,48 10,63 1,91 1,52
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ANNEXE I

(ETUDE DU COUPLE (VF,§VF))

EVOLUTION DE L'ENSEMBLE VF DES INDICES DES VARIABLES FIXEES

ET DU VECTEUR EVF ASSOCIE.

N.B.~

On pose :
t . s . o - P
VF : ensemble des indices des variables fixées & 1'étape ¢t

d'un algorithme

. . . . - t
xVFt : le vecteur associd qui appartient &4 S(VF ).

Dans ce qui suit, pour simplifier, on ne tient pas compte de la

- possibilité@ d'avoir un indice €gal 3 ve au cours de la méthode de

Saunders et Schinzinger; la variable d'@cart @tant une variable
i valeurs entiéres, peut €tre sélectionnée plusieurs fois; nous
verrons en remarque, les modifications qui sont 3 apporter 3 la

rédaction.

Al-1-1.~ Introduction.-

L'ordre des é&léments de VFt représente 1'ordre dans lequel les

indices des variables ont été introduits.

AI-1-1-1.- Le couple (VFt,;VFt) étant donné, trois situations

peuvent se produire au cours d'un algorithme :

Cas 1.~ T(VFt,;VFt,X*) =@ ; on considére alors la derniére
variable X qui a été sélectionnée une seule fois sous
des hypothéses (VF:,;VFt) + Si on lui a attribué la
valeur ;s lors de ] cette sélection, on la sélec-

tionne 3 nouveau pour lui attribuer la valeur l—xs .

Nous dirons que c'est une variable imposée.
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Cas 2.~ (se produit dans les méthodes de Faure et Geoffrion
(lére et 2éme méthodes)):
Une (ou plusieurs) variable(s) d'indice(s) appartenant
i VFC doit (doivent) avoir une (des) valeur(s) imposée(s).
[tests utilisant soit la fonction &conomique (Geoffrion
lére méthode) et la contrainte (Faure), soit des contrain-

tes additionnelles (Geoffrion 2éme méthode).]

Cas 3.~ Une nouvelle variable d'indice appartenant & VF  est

sélectionnée pour la premiére fois.
Remarque.- Le nombre d'é€léments de l'ensemble des indices des
variables fixées reste identique ou diminue dans le cas 1, augmente dans

les cas 2 et 3.

AI-1-1-2- Supposons que IVFtl = p ; cet ensemble peut avoir

deux formes différentes au cours d'un algorithme :

Forme 1.- VF© = VF: L}{jp}
VF? : sous—ensemble de VF' contenant les p—! premiers indices de vrt
avec
jp : indice de la derniére variable qui a été sélectionnée une seule
. - t -
- fois sous les hypothéses (VFl,xVF%)
Forme 2.~ VF' = VF| U {j_} U VI]
VFT : sous—ensemble de VF© contenant les m—1 premiers indices
- de VFt
avec jm : méme définition que j
VI? ¢ sous-ensemble de VFt contenant les p-m derniers indices

t o e s s .
de VF (ces p-m indices sont associés A des variables

imposées).
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AI-1-2.- Nous allons étudier les modifications apportéss au couple

(VFE;VFt) & 1'étape t+1 d'un algorithme.

AL-1-2-1.~ VF' a la forme 1 : on obtient

Cas 1l.- (VFt,(QVFt,l-E. ))
1 Jp

Cas.2.- En notant vit 1'ensemble des indices des variables qui

doivent avoir des valeurs imposées,
(VS U VIS, (R s X, t))
» Kyt ¥yr

(VIt se réduit 3 un seul élément dans la méthode de

Faure) .,
Cas 3.- En notant jp_,_1 1l'indice de la nouvelle variable sélec~
tionnée :
t . - -
(vr U {JPH},(Jg,Ft,xj ))
ptl
t

Al-1-2-2.- VF a la forme 2 :

Cas 1.- Onvattribue la valeur l-gj 4 la variable d'indice jm H

Or, les variables d'indicesmappartenant a VI? sont

de deux sortes :

a) elles ont eu une valeur imposée 3 la suite de la
premiére sélection de la variable d'indice jm sous
les hypothéses (VF§,§VFt) Dméthodes de Faure et
Geoffrion] . !

b) elles ont été sélectionnées deux fois, sous des

hypothéses -
VF, V) {jm} C VrF!

(VF";VF') avec et

Xt ' pe 1% Ky
xVF] LJ{Jm} NF



Donc, a priori, ces variables n'ont plus lieu d'@tre imposées ev

quittent 1'ensemble des variables fixées.

On obtient donc :

t . - -
(VF] U {Jm}s(’wF];,]—xj ))

m

Cas 2.~ Identique i celui de la forme 1, on obtient enccre :
F U vit, (R taX )
b

Cas 3.- Il faut distinguer la méthode de Saunders et Schinzinger
(améliorée ou non) des autres méthodes pour lesquelles on

obtient tout comme pour la forme i

(vet U {jp”},@mt,;jpﬂ))

.+]

Mais, pour &tudier la forme du couple (VFL t+1)

XyF
au cours de 1'algorithme de Saunders et Schinzinger,
nous considérerons 1'organigramme de 1'&volution du
couple (VF,EVF) pour cette méthode (voir figure 17),
11 apparalt alors clairement que 1'ensemble SL des
indices des variables imposées ast :

~ soit vide

~ soit réduit 3 un seul &lément.

En effet, on sélectionne pour la premiére fois une variable X,

(dans les parties (I) ou (I') de 1l'organigramme)

- soit immédiatement aprés avoir sélectionné pour la premiére fois

une variable d'indice p > s :

SL est vide puisque seules les parties (I) et (I') sont

concernées.

~ solt aprés avoir sélectionné pour la deuxiéme fois une (ou

plusieurs) variables d'indice(s) inférieur(s) 3 s :
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Remarques sur la Figure 17

1. On considére les relations déduites du théoréme 13 et

du corollaire 2 :

. BT ¢
fx - |dP] + J ad(x.mx) > A" (21
Ly i’
]
ve = L *
fx + [a%]x  + ] ad(x,7x)) > A (22)
ve . =, ] ]
i=2
et _
;ve + 1 sous les hypothéses (K1)
X =
ve
0 sous les hypothéses (K2)

2.~ L'organigramme de la méthode de Saunders et Schinzinger
améliorée est obtenu en &liminant les tests relatifs & la variable d'écart

et en remplagant :

-~ les relations (21) et (22) par la relation

fx - [P+ §  [dd] [0 x> %
FEINF ve

avec b 4 = X X
ve ve —Are

- n+tl par n .
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SL = ¢
VF = @
p=3
o ] .
QUL — . e NON n
p € VF et relation (21) vérifiée |P.=|E+]i
» oul NON
: o - < pPeEVYF -
y \ (VFU{p}—SL , (xVF__SL,xp))) | \/
our NON
(1) r—-‘—-< p=ve et relations (2]) ou (22 vérifiées>—] ‘ 4
7
1
—— (VF-SL, (X _
ler3l —-—4-—-1‘ N (VF-SL , (X 1-x_))
I (11) S Xyp-(sLuiph T T
| SL=¢ | sL = {p}
oUI i NON -t
44— solution réalisable ? D=———tr———— | NON 1 our
FIN| - \Pin*’/ —d-
II;EI
{ t
ourI — NOW
j€VF ou j=ve et xj<[L]/ -
|3=2]
. (VF-SL, (% cati=%x.))
sauf si j=ve auquel cas VF-(SLU{3D i |
on obtient P
() SL = {3}
"q‘—"(solution réalisable 7 > e
A +']» l = +]l
i !l - o Nou /J\ ouI_ ]

FIGURE 17

Construction de (VF,;LVF) pour la méthode de Saunders et Schinzinger
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Le (ou les) passage(s) dans les parties (II) et (II')
correspond(ent) alors 3 un ensemble SL ré&suit & un seul
élément, avant le passage dans les parties (I) ou (I') de

1'organigramme.

En particulier, lors de la premiére sé&lection de la variable
d'indice jm (resp. jp pour la forme 1), la variable imposée dont 1l'indice
appartenait 3 un ensemble VFh construit antérieurement 3 VF?\J {jm}
(resp. VFt—]) n'a plus lieu d'étre fixée; ces sélections correspondent

donc 3 un ensemble SL vide.

On en déduit que

t . . . . . -
1.- VFl ne peut contenir d'indice de variable imposée
(sélectionnée pour la deuxiéme fois)

(ce qui n'est pas le cas pour les autres méthodes).

t - . - P,
2.~ VIl est un ensemble réduit 3 un seul &lément correspondant
d la derniére variable ayant &té sélectionnée pour la

deuxiéme fois.

Comme, de plus, le principe d'énumération correspond & un
balayage de 1'ensemble {mn+l,...,3} (resp. {n,...,3} pour la
méthode améliorée) s'opérant systématiquement de la droite vers la gauche
(3 partir de 1'indice 3), on peut conclure que VFt est de la forme
>3

t . . . . . . . .
VE™ = {5 sdyseeendppd g} avee  § >3, > aee > i > ]

m’ m+1 m+

j],...,jm indices de variables qui ont &té sélectionnées une seule
avec fois
jm+] : indice de variable qui a &té sélectionnée deux fois

L'introduction du nouvel indice assoclié 3 la nouvelle

i
pt1
variable sélectionnée ne peut se faire que pour i, > Jp+] > ey » on

obtient donc le couple

vEE U (1%, )

VEL U (G} U G, 0 G
p+l
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AI-2.- NON REDONDANCE.

1 - t - .
Supposons que les couples (VF ,xVFl),,..,(VF',xVFt) ne soient
pas répétitifs, c'est-d-dire qu'il existe au moins un &lément du couple

(VFj’;VFj) qui différe de 1'&lément correspondant des couples

hel,...,j-1
i-h = .~
(VF » Xyp] h) pour
j=2,...,t

Nous allons montrer qu'il existe au moins un &lément de
t+] =~ Y o qteen P h =
(VF ,xVFt+1) qui différe de 1'élément correspondant de (VF ,xVFh)

pour h=l,...,t .

t t ~ . [ . P
VF, , VI et VIt ayant les memes significations que précédem-

1 1
ment, nous allons étudier les trois maniéres différentes de passer de

VF X pt) 2 (VFt+‘,§VFt+1) :

Cas 1.- T(VFt,EVFt,A*) =9 ;

t ) rs 4 .
1) VF = VF]LJ{{p} :

De (VFt,;VFt) on passe 3 (VFt’(;VF%’]—;j })

p
1.1.- vettl o ypt

et
;VFt+1 = (2VF§,1~§p) # EVFt
—— (VFts;{VFt) # (VFt+]s;KVFt+]) .

1.2.- Supposons que
3 je{l,...,t=1} tel que
i o ettl
(VF ’XVFJ) (VF ,XVFt+])
ce couple (VFJ,§VFj) peut &tre obtenu :

- soit dans le cas 1 : en attribuant la valeur
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1-x. 3 la variable d'indice jp lors de sa

Ip

seconde sélection, 1'un ou l'autre des couples

suivants 8tant donné :

t ) - -
a (F U 4, (XVFT’ij)) .

b) (VFt U VI:’(;VFt’EVIt)) : couple qui ne

peut découler que du couple précédent.

sous ces deux hypoth&ses, cela signifierait que

] i e {1,...,t-1} tel que
?O— t -
(VF “,xypig) = (VF ’xVFt)

ce qui est impossible.

soit dans le cas 2 : cela signifierait que, sous

les hypothéses (VF?,EVFt) , on attribue la valeur
imposée 1 - x, i la ! variable d'indice jp ’

p -
qui ne peut donc prendre la valeur x.

P

==> le couple (VFt,EVFt) ne pourrait exister.

L'hypothése d'existence d'un indice j € {l,...,t-1}
Jo= t+1 =
tel que (VF ,XVFJ) = (VF ,xVFt+1) n'a donc pas

de sens. D'oli la conclusion.

t _ .t . Lt
VF© = VF, Ll{Jm} UVL1 :

De (VFt,;VFt) on passe 3
t . - -
(VFI U {Jm} ’ (XVFfsl—xjm)>

1

t+ t - -
2.1.- VF #VF et xt+l # Xypt

+
»Xypt 1)

— (k) £ (E
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2.2.- Supposons que a Je {1ly.ea,t=11}
t+] -

,xv.Ft'H) .

ce couple (VFJ,;VFj) peut étre obtenu :

tel que (VFJ,EVFJ') = (VF

-

- soit dans le cas 1 : en attribuant la valeur l-xj

N . . s . m
4 la variable d'indice Iy lors de sa seconde

sélection, 1'un ou 1l'autre des couples suivants &tant

donnés.
t . - \ . . ~
a) (VF] kJ{J“J’xVFﬁkJ{jug) mais le fait de sélec

tionner une seconde fois la variable d'indice jm

ne peut se faire que sous 1'hypothése
T(VFT U { },X A= 8
g IRV AR

t - . .
== le couple (VF ,xVFt) ne pourralt exister.

t . t = . ~ t
b) (VFl VRSN, J VIZ,%Fs U {jm} U VI;) : ou V12

est un ensemble d'indices de variables imposées;

mais le couple (VIE,EVIt) ne peut qu'étre iden~
- 2

RIS e .
VIT) puiqu'a partir du

. t -
tique au couple (VI],X
t ., .
couple (VF. , U 1, X , . .) 1l n'y a pas
d'ambiguité possible, que ce soit pour déterminer une
variable sélectionnée (et lui attribuer une valeur),
ou que ce soit pour attribuer des valeurs imposées

ad certaines variables. Sous ces hypothéses, cela

signifierait donc que :

3 Jg € {1reeesj=1} tel que

Jo

(VF ’;VFjO) = (VFt,;VFt) , ce qui est impossible.

- soit dans le cas 2 : de ma méme fagon que dans le 1,2.

‘t . - . T
le couple (VE] Y] {Jm}’xVFs L){jm}) ne pourrait exis

ter et, a fortiori, (VFt,;VFt)‘
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On peut donc conclure de la méme fagon que dans le 1) .

Cas 2.— De (VFt,§VFt) on passe toujours &
(VFt\J VIt,(;VFt,§VIt)) quelque soit la forme de vrt .

1 vtc vrtt!

et ;VFt s EVFt+l
— (VF", Xy t) # (w"”,iwm)-

2) S'il existait un indice j e {l,...,t-1} tel que
i - . +1 =
(VFJ,XVFJ) = (vF* ].vatH)
cela signifierait que : ﬂ jo e {1,...,j-1}
tel que
Jo - t - . . .
(VF ,XVFJO) = (VF ,XVFt). Ce qui est impossible.

D'oli la conclusion.

Cas 3.- 1) Si VFt a la forme 1 dans la méthode de Saunders

et Schinzinger, 1'une ou 1'autre des deux formes

dans les autres méthodes :

De (VFt,EVFt) on passe i
t . - =
(VF- U {JP+1}’(XVFt’xjp+l))

+ - -
T— VFtC V‘Ft ! et xVFt g %t+1 et on peut

conclure de la méme fagon que dans le cas 2

(avec jO = j-1).

2) Si VFt a la forme 2 dans la méthode de Saunders

et Schinzinger :
De :

t (jr: . -
(VEY U L) U gy s Gyt )) on

o 1-x,
U{Jﬁr Jm+1

passe & :
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el i re . - -
V) U Gg) U Gy 1o Gyt 3%, )

avec j > Jp+] >34

2.1.- On abien (VF',xt) # (VFt+],:_cVFt+l) .
2,2.~ Supposons que 3 j e {l,...,t-1} tel que
i - . t+] -
(VFJ,:Q,FJ) = (VF ,xv.Ft+]) .

Or, pour obtenir le couple (VFt,QVFt) il a
fallu avoir, 3 une &tape antérieure de 1'algo-

rithme, le couple

h= oy o (et . . - -
(VF %, h) = (VF U {Jm} Uit (xVF: U {jm}’xjml))

Nous allons montrer qu'au cours des &tapes
antérieures 3 1'étape t il est impossible
d'obtenir 3 la fois (VFJ,;VFj) et
(VFh,EVFh) (étapes j et h antérieures

-~

a 1'étape t) ¢

2.2.1.- Montrons le résultat pour 1l'étape h

ultérieure 3 1'étape j : pour passer de

-

] - . h - . .
(VFJ,XVFJ) a (vr ,xVFh) il faut supprimer

1'indice mais cela n'est possible que

ioa
lorsque la variable d'indice jp+1 est une

variable imposée et qu'alors

-~ soit dans le cas 1 : on sélectionne pour la

seconde fois la variable d'indice jm , mais
cela est impossible par hypothése (la varia-
ble d'indice jm n'a été sélectionnée qu'une

seule fois).

- soit dans le cas 3 : on sélectionne pour la

premiére fois une variable d'indice j ;

mais cet indice est tel que !



Al - 13

Dans ce cas 3, on ne peut introduire qu'une
séquence de variables sélectionnées d'indices
j sy h=1,...,1 tels que
jo> 3 >3 P T >

. . + m+t 1
i i1 9 ptl
jusqu'd ce qu'il ne soit plus possible d'en

introduire; on revient alors dans le cas 1,

d'ol 1'impossibilité,

2.2.2,- Montrons le résultat pour 1l'étape j

ultérieure 3 1'étape h : De méme que précédem-

a

ment, pour passer de (VFh,;VFh) a (VFJ,QVWj}

il faut supprimer 1'indice cela n'est

Jpep 3
possible qu'en attribuant au préalable une va~
leur imposée & la variable d'indice jm+], c'est
d-dire en passant par le couple

t . . - ~
(V‘i"‘1 U {3} U {Jml},(xwt].u{jm},l X

m+ 1
qui serait un couple défini antérieurement et

. . - t - . s .
identique & (VF ,x ce qul est impossible.

vrt)
L'hypothése initiale d'existence d'un indice

je {l,...,t=1} tel que

3.y o gpttl T .
(VF ,XVFJ) (VF ,xVFt+i) n'a donc pas de
sens; d'od la conclusion finale, puisque

tous les cas ont é&té étudiés .

Remarque.— Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la variable
d'écart peut déji avoir &té sélectionnée plusieurs fois avant de lui attribuer

la valeur xs+: lors d'une nouvelle sélection.
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Si jp ou jm = ve : la variable a peut—&tre déji &té

sélectionnée plusieurs fois mais X o < [L].

.

Dans le cas 3 : la premiére sélection de Jp+] peut cor-
respondre 3 une nouvelle sélection si jp+1 = ve,
. t . s e
S1 ve € VI]— ¢ cela signifie que
- soit x = UJ

- soit ;ve < [L] et les relatioms (21) et (22)

non vérifiées.
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ANNEXE II

(DEUXIEME METHODE DE GEOFFRION)

AILI-1.- DETERMINATION D'UNE VARIABLE SELECTIONNEE A PARTIR DE LA CONTRAINTE
INITIALE ET DES CONTRAINTES ADDITIONNELLES.

On note :

Al colonne j de la matrice A

A, : ligne j de la matrice A

AVF

sous—matrice de A composée des colonnes dont les

indices appartiennent au sous—-ensemble VF de {1,...,n}

Considérons le systéme de contraintes
A x. < b, i=1,...,m (1)

dans lequel : - A% = ¢J j=1l,...,n et bl =L
- les m1 autres contraintes sont des contraintes

additionnelles.

AII-41-1.- Propriété des contraintes additionnelles.

Etant donné le couple (VF’;VF) , oOn pose :
- iy _ LVF - _ j o
N(VF,xVF,l) =b, - A, Xy ‘Z___Ai i=1,...,m
1eVF

C e - - - - 3
(en particulier : N(VF,xyg,1) L(VF,xyp) ngf )

THEOREME 21.- S% N(VF,;VF,I) > 0

Alors N(VF,EVF,i) s 0 i=2,...,m
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Démonstration.—

N(VF,EVF,l) 20 <> ) __ Tl L(VF,QVF) (23) . .
JeVF — £'F EVF + ) £ s \* (24)
Régle 3 JeVF

x . . P .
( »° meilleure valeur connue de la fonction &conomique).

. * . .
Si nous notons xi la meilleure valeur connue de la fonction
économique lors de la construction de la contrainte additiomnelle d'indice

ie {2,...,m} , mnous avons

%* _ A*
m VF

*
0 ¢ Ao & »c+ €A ]
- *
= f Xy + .E £ 5 A (25)

Relation (24) { = 2 o

D'aprés les inégalités (23) et (25) et, par définition des

contraintes additionnelles, on peut donc conclure que
N(VF,xVF,i) > 0 == N(VF,xVF,i) s 0 c.q.f.d.

ATI=1-2.,~- Variables imposées 3 la valeur 1| et variables candidates.

Supposons que les hypothéses du théoréme 7 soient vérifiées :

L(VF,x..) >0 et N(VF,x._,1) <O .

VE* ~ VF?®

De la méme fagon que dans la premiére méthode, nous avons le

THEOREME 8.- Sous les hypothéses du théoréme 7 :

S’l: :Ike-\_fi'-

-

tel que AL Z___fj—f <A

vE jeVF
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lalors (x| e BOF,x,0) N A0M ) = (1) .

Notons VI cet ensemble d'indices de variables imposées 3 la

valeur 1 sous les hypothéses (VF,;VF)
_ — _VF - j k %
VI = {k ¢ VF|£ Xyp * .Z__ f- - £ <A}
JeVF

Posons VF' = VFU VI .

Il faut alors attribuer la valeur 0 & une des variables d'indice

appartenant 4 VF' ; mais puisque N(VF,QVF,I) < 0, 1l est possible que :

] J] C {2,...,m} tel que Vi ¢ J N(VF,;cVF,i) <0

1

En posant J = J1 U {1}, nous avons la

PROPOSITION 8.—- Compte tenu du principe d'énumération, une

variable d'indice k ¢ VF' telle que
Ali‘go V ied

est imposée 4 la valeur 1 .

Démonstration.- En attribuant la valeur X = 0 & la variable

d'indice k , on obtient

. - . - . k
Viegd N(VFU {k},x i) = N(VF,xyp,i) + A

VFU{k }

< N(VF,x F,i) <0 c.q.f.d.

A

Nous avons donc le résultat suivant, valable dans le cas d'un

systéme de m contraintes quelconques :

L'ensemble des indices des variables imposées associé i un systéme

de contraintesest de la forme :
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VIU{kGVF-'IAIi(SO vV ieJd}

avec

J=1(ie {1,...,m}|N(VF,§VF,i) < 0}

Mais ce résultat se particularise pour le systéme (I)

Par définition du probléme (P.B.)

ap=2'>0 j=1,...m
Par hypothése, = {k ¢ VF' A? <0 YVigJr=20.

N(VF,x_.,1) <0 =>,1¢J

VF’
On peut donc conclure que :

PROPOSITION 3.~ L'ensemble VF' des variables candidates associé

au systéme (I) et celui assocté d la contrainte

initiale sont identiques.

AII-]1-3.- Conditions suffisantes d'exclusion d'un ensemble E(VF,;VF) :

On pose, par abus de langage :
oy = 1. k .
VS(i) = {k ¢ VF [Ai >0} Vie{lyes.,m}
THEOREME 22.- 51 L(VF,;(VF) > 0
et N(VF,XVF,I) <0

et 81 L'une ou l'autre des hypothéses suivantes
est vérifiée :

|
<
"
=

2.~ VIC;ZVI«: et :




n .

] A

j=t *
n
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alors T(VF,x

3 iO e {1,...,m} tel que :

'N(VF,EVF,iO) <0

et

N(VF,EVF,iO) +

¥*
VF’A)=¢-

Démonstration.- Soit x € E(VF’;VF)

l.-~ 8i VI =VF |,
théoréme 9.

2.— Supposons que

\Y

jeVS(iO)

(26)

Al <o
1

0

(27)

la démonstration est identique & celle du

1G VF :

&

a) Si x._ #e

, alors x ¢ A(l¥)

Considérons la contrainte d'indice 1

= AYF X+ Z Aj +

0 jevi ‘o

j i . TVF

j

0

Ai x. +
evs(iy) 0 I ;evs(i

Par définition de VS(io), on a :

: YF xp * L Al
o J 0 jevl

par hypoth&se, N(VF,x_.,i.) +

(u

0

)

+ Ai
jGVS(iO) 0

) Al <o

VF° 0 jCVS(iO) 1
— 3 Lad
= x ¢ RC(VF,xVF,Ai ,uo) => x ¢ T(VF,x

-~

scalaire associé 3 cette contrainte additionnelle d'indice 1.)

0

On peut donc conclure que

V x € E(VF,;VF)

T(VF, % 0 %) = @

(théoréme 8)

e {1

5
N

*

A
F* 1
VF’ 1

yaee,m} :

X.
o J

*
) avec A,
i

0

c.q.f.d.
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L'introduction des contraintes additionnelles permet dont 1'acqui-
sition de nouvelles informations pouvant conduire d 1l'exclusion d'un

ensemble E(VF,XVF) .

En effet, si

- y- 3 &
jeVs (1) jeVvl

WV
o

alors il peut trés bien exister un indice io e {2,...,m} vérifiant les
relations (26) et (27) puisque, a priori, on ne connait pas les signes

des quantités :

N(VF, %0, 1) + Al e i+ Y A I
[ v jgvs(io) ]] ! VE jeVIUVS(iO) ]

AlI-1-4.,- Variable sélectionnée.

Si VF'# @ et si la relation (27) n'est pas vérifiée pour tout
indice iO tel que N(VF’;VF’iO) < 0, alors l'attribution de la valeur
0 2 une variable d'indice s appartenant & VF' peut contribuer 4 1'obten-

. . - *
tion d'une solution X e T(VF',xVF,,A )

On détermine la variable d'indice s qui, mise &8 0 , permet
d'obtenir un systéme ayant le plus possible de contraintes réalisables,
ou tout au moins possédant des contraintes qui soient le plus proche possi-

ble de la réalisabilité.

Notons

— -, - . k
Yk e VE'  K(VF,xgpik) = N(VE,x.,i) + AL .

V¥
REGLE 7.- On sélectionne la variable d'indice s e VF'
telle que :

m _ m _
J min[K(VF,x,5,1,8),0] = max { } min[K(VF,xyp,1,k),0]}
i=1 keVF' i=]

\——  En effet,
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1.~ S'il existe un indice k € VF' tel que

K(VF,x,»1,k) 3 0 (= L(VF,x.) - ) &3+ 253z 0
VF VF Pt -
JEVF
. - - *
alors la solution x = (XVF’eV§;{k}’O) € T(VF,XVF,A )
- * \ * * *
=== X € T(VF,xVF,Ai) i=2,...,m (avec O g AZ £ ... & Am = X)

De la méme fagon que dans le théoréme 21, on peut conclure

que K(VF,; y1,k) >0 i =2,...,m

VF

m
= ) win[R(VF,x ,1,%),0] =0

1=] VE

. + — . s .
==> Si K & VF' désigne l'ensemble des indices k tels que
K(VF,;VF,iek) 2 0, de la méme fagon que dans la premi&re méthode, la sé&-
lection de la variable X, se fera parmi les variables candidates d'indices

+ . .. . .
appartenant & K (1'apport des contraintes additionnelles est inexistant

4 ce niveau de l'algorithme).

. + . . . .
2,~ Par contre, si K =@ , a priori, le signe de la quantité

VFnlsk) <0

dans ce cas, l'apport des contraintes additionnelles peut entrainer un

K(VF,QVF,igk) (i€ {2,...,m}) est quelconque lorsque K(VF,x

choix de la variable X différent de celui de la premiére méthode; ce
choix ne peut é€tre que "meilleur" puisque beaucoup plus d'informations

entrent en ligne de compte lors de cette sélection.

N.B.- Dans l'organigramme de principe (§ V-4), il suffit de remplacer le

théoréme 9 par le théoréme 22 et la régle 3 par la régle 7

AII-2.~- EQUIVALENCE DES PROBLEMES (P.L.CA) et (P.L.CA)’
COMPARAISON ENTRE LES CONTRAINTES ADDITIONNELLES DE BALAS, GLOVER
ET GEOFFRION.

AII-2-1.~- Préliminaires.

- . m n
Etant donAé un domaine convexe D de R X R , on pose

m
VxeR Dy = {y € "] (x,y) € D}
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Considérons les fonctions f et g suivantes :

m P
et x g R étant donné,

g : DXC Rn -> |E telle que g(y) =

T € R sinon
X,y

ol ¥y ¢ DX
Soit (;,5) une solution optimale du probléme :
@) min[f(x) + g(y)| (x,y) e D]

On considére alors les problémes :

(P,) £(x) + min[g(y)|y ¢ D;J
(P3) minm[f(x) + min{g(y)ly € Dx}]
xeR
N.B.- Le théoréme suivant est & rapprocher avec une étude faite par

Geoffrion dans [29] .

THEOREME 23.- Les problémes (Pl) R (PZ) s (Pg) sont

équivalents.

Démonstration.=

[ (Pl) <= (P2)

a) £(x) + g(y) ¢ £(x) + g(y) V¥ (x,5) €D .

Donc, en particulier :

£(X) + () ¢ £(® + g(y) V¥ (x,y) e D (i.e. Vye DY

— £ + g(3) ¢ £® + min{g(y) |y € D7) (28)
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b) min{g(¥)|y e D3} < 8(y) puisque y e DT
— £(x) + min{g(¥) |y e Dz} 5 £(x) + g(¥) (29)

(28) et (29) —>|f(x) + g(y) = £(x) + min{g(y)|y ¢ D3}

2.- (P]) === (P3) :

A

) £ +8() < £() + 8B VY (x,5) €D (i.e. ¥y e D)

A

£(x) + min{g(y)|y e D }

T+ wsi D =@
X

avec min g(y)

eD .
y X rx e R sinon

= £(x) + g(y) < minm[f(x) + min{g(y)|y e D_}] (30)
xeR

b) z = min [f(x) + min{g(y) |y € Dx}]
xeR™ .

< £f(x) + min{g(y)ly‘e Dx} V x ¢ R®
en particulier :
z ¢ £(x) + min{g(y) |y e Dz}
D'aprés la premiére partie de la démonstration, on peut donc conclure que :

min [£(x) + min{g(y) |y e D_}] s £(x) + g(¥) (31)
xeRM

(30) et (31) = f(x) + g(y) = min [£(x) + min{g(y)|y e D }]
xeR

c.q.f.d.
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AII-2-2.- Eguivalence des protlémes (P.L.CA) et (P.L.CA)'. (voir § V-2~2-2)

PROPOSITION 10.- Les problémes sutvants, définis dans la deuxiéme
méthode de Geoffrion :

. - . 1l 5
(P.L.CA)" mln[u L(VF’XVF) + minfwelw+pl > £ , we R+}]
m!:.'R.+

. - n
(P.L.CA) min{y L(VF,xVF) + We|w+u2 > £, (u,w) € R, R+}

sont équivalents.

Démonstration.— La démonstration de cette équivalence découle
de celle des problémes (P]) et (P3) du théoraéme 23 en posant x = y

et y=w .
c.q.f.d.

AII-2-3.- Comparaison entre les contraintes additionnelles de

Balas, Glover et Geoffrion.

On note :
A : matrice de format (mxn) & éléments dans £
[_j ! matrice unité de format (n,n).
x et e : vecteurs colonnes de dimension n
b : vecteur colonne de dimension m
f : vecteur ligne de dimension n

(les &léments de ces vecteurs appartiennent a £).

Considérons le probléme

(P)

x> 0 et x entier

Nous noterons z 1la valeur de la fonction économique 3 1'optimum de

(P).
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a) Glover [16 et 17] et Balas [1] définissent une contrainte addition-
nelle comme &tant une combinaison linéaire des contraintes initiales; elle

est de la forme :
aAx £ ab

avec a € RT (en supposant que 3 ie {1,...,m} tel que a; > 0).

Geoffrion considére également une combinaison linéaire des con-
. . e - . . . x
traintes initiales & laquelle il ajoute la contrainte -—fx < =i pour

obtenir une contrainte additionnelle de la forme :
*
(dAf'f) X < ab - A El
b) Considérons le probléme

max fx

oAx < ab

(P(a))

x > 0 et x entier

Si on note z(a) 1la valeur de la fonction &conomique i 1'optimum
de (P(a)), en remarquant que toute solution de (P) est une solution de

(P{a)) , on a donc :
z < z(a) YV ae RT .
. . . . * .
En particulier, si la solution cptimale x (a) de P(a) est une
solution réalisable de (P) , alors elle est solution optimale de (P)
puisque :

fx (a) = z@) 3 z=> z = fx (a) .

I.a meilleure contrainte additionnelle au sens de Glover est celle

qui donne ia valeur minimum & z(y) (c'est cette contrainte qui permet
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d'éliminer le plus possible de¢ solutions non réalisables pour le probléme

(P)).

L'obtention de la meilleure contrainte additionnelle au sens de

Glover revient donc 3 résoudre le probléme :

(GL) minm[max{fx!an gab, | [xse, x>0 et x entier}]
ey

Rappelons que 1l'obtention de la meilleure contrainte additionnelle

au sens de Geoffrion revient 3 résoudre le probléme :

(GE) min [ab + max{ (f-qA) x|| [x <e,x>0 et x entier}]
aeRT -

Nous allons montrer que ce probléme (GE) est &quivalent au

probléme (BA) , qui permet l'obtention de la meilleure contrainte addition~-

"'nelle au sens de Balas :

(BA) min_ [max{fx|aAx 5 ab , | [x s e, x 3 0}]
m -
aeR
+
(c'est le probléme (GL) dans lequel la condition X entier est supprimée).

THEOREME 24— Les problémes (BA) et (GE) sont équivalents.

Démonstration.—

1.— Considérons le probléme (BA) :

“max fx “min pab + we
oAx < ab w30
<=
| |x s e w30
x>0 pod + W > f
(Ces deux problémes &tant en dualité : pe R et we R" sont les multi-

plicateurs de Lagrange respectifs des contraintes oAx g ab et ]_Jx < e).
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Soit {1 1la valeur optimale de la variable y de ce dernier
 Probléme qui est équivalent, d'aprés le théoréme 23 (en posant X =y et

y = w) au probléme :

0 ab + min we

oA +ws f

w3 0

On peut donc conclure, en appliquant une nouvelle fois le théoréme
(en posant x =a et y =w ), que le probléme (BA) est équivalent au

probléme :

“min i ab + we

0aA + w2 f
(D.BA)

- m n
_avec U e R, aeR+ et we R

2.~ Considérons le probléme (GE) (dans lequel la contrainte

'x entier est inutile, comme nous 1'avons déji vu).

“max (f-0A)x “min we (en passant au duaD
[“Jx fe w20
<=
x2 0 oA +w > f
- n
_avec we R

D'aprés le théoréme. 23 en posant x =a et ¥y =w , ce dernier

probléme est équivalent &

min ob + we
oA + w2 f

(D. GE)

a20,w=>20
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Les problémes (D.BA) et (D.GE) é&tant équivalents, on peut

conclure que les problémes (GE) et (BA) sont équivalents. c.q.f.d.

COROLLAIRE 3.- Le probléme (GE) est une approximation du
probléme (GL).

(D.GE) est le probléme dual de :

“max fx
Axgb

P U

e
I x 3 0

(o multiplicateur de Lagrange associé 4 Ax ¢ b et w multiplicateur

associé 3 ]_Jx < e) .

8i 4 est la valeur optimale du multiplicateur associé i

Ax ¢ b lors de la résolution du dual, on peut conclure que la "meilleure”

~

contrainte additionnelle au sens de Balas est de la forme :
a Ax g ab
et que celle au sens de Gecffrion est de la forme :
(GA -~ f) x ¢ &b - o

Remarque importante :

Dans le cas de la résolution du probléme (P.B.), qui ne posséde qu'une

seule contrainte, seule la contrainte de Geoffrion est utilisable

(Glover et Balas ne peuvent pas en déterminer puisque & € R).
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AIT<3,- EGALITE ENTRE d'®(VF) ET d' (VF)  (voir § V-2-2-2.)

PROPOSITION 11.- Sozent :

ve : 1indice de la variable d'écart associée 4
n .
la contrainte J-; 1 2’ x5 < L

gi(VF) : ecteur eritére de candidature' d
L'optimum de (P.C.B.VF)'

d(VF) : "™ecteur critére de candidature'
g 1l'optimum de (P.C.B.VF)
i+ indice de base a 1'optimum de
(P.C.B.VF)
°ve. - .ve fi
alors : d (VF) = d (VF) = - -r
£
Démonstration.— On peut démontrer ce résultat pour un ensemble

VF qﬁelconque mais,pour simplifier, on considérera VF = @§ et donc les
[+]
problémes (P.C.B.) et (P.C.B.)' ; d et d désigneront les vecteurs

-~

critéres de candidature & 1l'optimum .

Considérons le probléme (P.C.B.) , probléme i une contrainte

résolu en variables continues et bornées :

- n .
Max Z fJ X.
=1
n
(P.C.B.) 7ok <L
e ]
1=1
Osxj,sl j = lyeeeyn
Socient | J = {1,...,n}
X : une solution optimale de (P.C.B.)

A 1'optimum de ce probléme, on considére :

S



-]
]

o
[]

{ie J|§j

{j € Jlf{J

1}
0}
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° . fl .
avec d] = £ - —Z-KJ

{ijel > 0

(ijad < o)

. + - ~
iegJ- (B UB ). tel que 0 < X, < 1

Vield.
L
On peut &galement considérer la variable d'écart qui est nulle
d 1'optimum de (P.C.B.) :
X =0
ve
=3 .
ve £t ve ve
d ~=->+ puisque £ =0 et £ =1.
i
— £
Considérons alors le probléme (P.C.B.)' , probléme & (n+l)

Maxﬂf],...,fn,o,...,O] ;

]

o M e
—_— :,N
®

=]

contraintes, résolu en variables continues et positives

—_—

P R A
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dans lequel, pour simplifier, on fait 1'hypoth&se suivante :

1 2 n

f f
(H2) T2 32 "2

o)
(]

I1 est évident que les (n+l) premiéres composantes d'une solution
optimale de (P.C.B.)' constituent une solution optimale de (P.C.B.) et
inversement, les (n+1) composantes d'une solution optimale de (P.C.B.)

sont les (n+!) premi&res composantes d'une solution optimale de (P.C.B.)°'.

On pose alors X la solution optimale de (P.C.B.)' associée

Qs
®)

TN APPSO RIS AN

D'apré&s ce que nous avons vu précédemment, on remarque qu'i

1'optimum de (P.C.B.)', les contraintes :

x: g |1 VjieB
]
i ”~ o +
sont actives (yj =0 Y jeB); par contre, on a
$.=1 VijeB
YJ J e
et

0<% <1l <e=>0<¥%, <1 .
i i

-~

Les (n+l1) variables de base i 1'optimum de (P.C.B.)' sont

donc les suivantes (compte tenu de 1'hypothése (HZ2))
(xl’... ’xi~l’xi’yi’yi+l’. "9yn) = Xi

-~

avec 1 base optimale de (P.C.B.)'.

On désigne par :

NN AN



[
—

He Lae
oS4 i +

—

. —

G
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A la matrice des contraintes de (P.C.B.)'

g la fonction économique de (P.C.B.)' définie par :

; £ j=1l,...,n
g =
0 J = ntl,...,2n+1
On sait que d'% = - gT al)7! ,ve (32)
Calcul de (AI)_l Ave :
~ B 0 Kl ” 0 8 8 00 zl
Al - avec B = ] ()
o I_] i
- - (:> T 1
et ]_J= matrice unité de format (n-i,n-i)
. B! 0
0 |_|
_ ve 1 j =1
Or, A est un vecteur colonne tel que A ; = 0 i=2,... 041
- . - 1
(AI)—I Ave - I (AI)—I [
= - — = =11 .
i -1 1 (B ). 3= 1l,...,1+]
avec fA ) = ] (33)
- - 0 j = i+2,...,n+l
BJI(B_I); =] 3
ahH! =L 3
[P _— 1.1 . tooa
B(B ).-0 k=2, . s+ 1 (B )-=0 J=|, ,1‘]»:
k ] ] -1, 1 I
(B )._'_l = = K—
=11 -1,1 _ 1 i
(B )i + (B )i+] = 0 )
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) J=1lyee.,i-l
~ VAN j=i
(33) et (36) = [(AI)-I A"e]j - | -1/g jeis] (35)
0 j=i+2,...,n+1

-~

. le vecteur gI est_tel que
£ j=1,...,1
g = (36)

0 j=i+l,...,n+}

. d'aprés (32) , (35) et (36), on peut conclure que

cve

d = = f_-' = dve C-q-fcdo
'el

N.B.- Ce résultat peut aisément se vérifier directement, en remarquant

qu'd 1'optimum de (P.C.B.) et de (P.C.B.)' 1la valeur de la composante
d'indice j du vecteur critére de candidature est &gale au '"gain' que
1'on obtient en faisant croitre la variable d'indice j d'une unité, tout

en respectant la contrainte.

En particulier, pour la composante d'indice ve et le probléme

. ve , ~ . fs .
(P.C.B.), le "gain" 4 est égal au coiit marginal associé 3 la contrainte

n .
) e x. +x =1 .
j=1
o
Il en est de méme pour le "gain" d’® , dans le probléme

(P.C.B.)" qui est identique au probléme (P.C.B.) . D'ol 1l'égalité entre

ve °
a’® et d%¢ .
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ANNEXE IIT

RESOLUTION DES PROBLEMES DE KNAPSACK A PLUSIEURS CONTRAINTES

Nous avons abordé de plusieurs maniéres la résolution de tels

problémes :

1.- BRADLEY démontre, dans [ﬂ , qu'd partir d'un probléme 3
plusieurs contraintes, il est possible de déterminer un probléme &quivalent,
ayant le méme nombre de variables mais ne possédant plus qu'une seule

contrainte.

Cette contrainte est une combinaison linéaire des contraintes
initiales; bien que le calcul des coefficients de cette combinaison ne
.présente pas de difficulté en théorie (par exemple : utilisation de réso-—
lutions de Knapsack en variables continues et bornédes, 3 une contrainte),
la méthode de Bradley ne devient pratiquement plus applicable lorsque
le probléme initial comporte plus de 3 ou 4 contraintes et &galement

lorsque le nombre de variables est élevé :

Par exemple, la transformation de problémesde 10 variables 3 deux
contraintes, dont les coefficients positifs des premiers membres sont

inférieurs a4 100 et les seconds membres inférieurs 3 1000, aboutit 3 des

problémes dont les coefficients sont de l'ordre de 40.000 3 50.000.

Ainsi, lorsque le nombre de contraintes ou celui des variables
augmentent, les coefficients de la contrainte résultante deviennent vite
trés Elevés et le probléme associé ne peut plus &tre traité par ordina-

teur.

Cela est d'autant plus regrettable que peu de modifications
sont & apporter & notre méthode pour résoudre le probléme résultant (des
expériences ont été réalisées de fagon satisfaisante avec des problémes

de 10 variables, 3 deux contraintes).
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2.- D'autres méthodes de résolution consistent d considérer
le probléme sous sa forme initiale (par exemple n variables naturelles,
m contraintes). La difficulté essentielle se situe alors au niveau de

la recherche d'une solution réalisable :

La mise sous forme canonique du probléme correspond 34 1'introduc-
tion de m variables d'écart; de plus la résolution du probléme en varia-
bles continues et bornées aboutit 3 la considération de m variables de

base optimale dont certaines peuvent étre d'écart.

A chaque é&tape de 1'algorithme, cela conduit donc & un systéme
de m équations contenant chacune m+l ou m+2 inconnues (suivant
qu'une variable d'écart est de base ou non). Il s'agit donc d'explorer
le domaine réalisable défini par ce systéme de contraintes, afin d'en

déterminer la meilleure solution.

L'exploration des solutions de ce systéme, dont le nombre de
variables est égal au minimum & m+! et au maximum & 2mt+l , n'a pas

été tentée en le considérant sous sa forme initiale :

a) Nous avons employé une technique de résolution basée sur
la réduite de SMITH, qui permet de se ramener a4 une matrice triangulaire

inférieure infiniment plus maniable en pratique, (voir [30]).

b) Une autre fagon de procéder a été d'exprimer les varia-

bles de base en fonction des variables hors-base :

Si le systéme est de la forme Ax = a et si on pose :
I (resp. I) ensemble des indices de (resp. hors-) base 4 1'optimum,

on obtient une relation de la forme :

a - (AI)_] AI x7 (37)

X = (AI)--l

dont 1'utilisation peut @tre faite de deux maniéres

-

b.1) Emploi du tableau simplicial 3 1'optimum du probléme
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résolu par la méthode simpliciale écrite en rationnel.

On se raméne ainsi 3 un systeéme ayant toujours la méme nombre
d'équations et d'inconnues que précédemment mais ces derniéres sont doré-
navant réparties sur chaque contrainte qui n'en posséde plus que 2 ou

3 {suivant que la variable d'écart associée est de base ou non).

b.2) La relation (37) peut s'écrire :

det(AI) . X, = BI a - BI AI b o
I I
< I _ .
ou B représente la matrice des cofacteurs
. I.-1 1 I
I . . I i.e. (A7) = B
det(A”) est le déterminant de A det(AI)

On obtient un systéme du méme type que le précédent.

Les deux procédés qui viennent d'@tre définis et qui, en théorie,
permettent de considérer des problémes de tailles quelconques, sont
pratiquement trés vite 1limités par la grandeur des entiérs obtenus ou par

la durée du temps de calcul.
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CODE ALGOL DE NOTRE METHODE



JMPILATION ALGOL M 40 DATE 21098

0000
0000
000
0002
Q003
0004
0004
0004
0004
0004
0004
0004
0005
0006
0007
o008
0009
0010
ca11
o0t !
0012
0013
0014
0015
0016
0017
ools8
0019
0019
00,0
0o21
0022
0023
0024
0025
0026
0027
0028
0029
0030
0031
0032
0033
0034
003s
0035
0036
0037
0038
0038
0039
0040
0041
0042
0042
0043
0044

TBEGINY " INTEGER' oK MoK gNoNI o MIoJiEXsDIF,SUPs XMy XM, XM2,N3,PLUS,SU
PIsDIF}sLL s VEsHyTP2,NGsN2/EV,CMeLM,CM2,LM2,M2/M3;
TREAL'R/R|,K2:,2,FVC,K2R;

*BOOLEAN'MARIE;

}
YCOMMENT*RESOLUTIONGeDEeo(PeBo) 8 [MAXoFXoloLX<=LIsXoeDANSesSe]eLESess
COEFFICIENTS e eF(J)eEToelL(J)oe{JmlreeresM)eeSONTeePOSITIFSeoe(LI>0)000e
o---oooooxEo!ASSOClEO-AOOLA'OMEILLEUREO'VALEUROOCONNUEOQNIooDEooLA-o
FONCTXONO‘ECONO"lQUE'D"OVECTEURO'CR‘TEREOODE'OCAND|DATURE'0'cooooco
XGeeSOLUTIONeENTIERE v eLAeoPLUS» s PROCHE e ¢DEe s LoOPTIMUMe sDEes(P+sCaB)
X‘Jl.o.sl.QL‘..VARIABLE..D.lNDlCEO.J..ESTQ.EGALE.QAO.XG(J]'=|QSlNoN'
i

MiIsDATA

"BEGIN''INTEGER' 'ARRAY'F LU eM+1]);

Lit=DATA;

*FOR'Js=| *STEP'| '"UNTIL'M*'DO'F(113=DATA;

Ki=j];

tFORYJ 4= "STEP'I'UNTIL'M*DO* '"BEGIN'L{1)1=DATA:
tCOMMENT'RECHERCHE ¢ +DES e « COEFFICIENTS s el (J)<al oo (U=l r0sessM)oone;
VIF'LII)IS<sL]'THEN''BEGIN'LIK)t=L[11;

FIKIs=F(11};

KizK+| *ENDY'END '

MtaKe|;

Mly=K}

TBEGIN''INTEGER' 'ARRAY ' X XE+ XGoRANGIL 1M1 ];

YARRAY'DAl M1

i

'COMMENT'RESOLUTIONs eDEs e (PeCeBelooooe

Nls=K| =20}

'FOR']sa| "STEP'| "UNTIL'M'DO''BEGIN'Rt==1

Kt=Mj

RANG[I})s=1;

tFORYJ1m] YSTEP? | "UNTIL'M'DO''BEGIN'Ris=L[J]}
*IF'F{JI/R|>R! THEN"BEGIN'R3=F[J1/RIo
KisJtENDY*END

Ris=L1];

LiT)i=L (K]

LIK):=RI

RIs=F{]);

FILl1)i=FIK];

FIKIs=R|'END"}

'FOR'Js=['STEP*| *UNTIL'M'DO''BEGIN'KI3=K|+L (1]}
VIF'KILI *THEN'*BEGIN'XGI1)i1=XElT1)s=]
NIs=NI+FLI)'END''ELSE''GOTO'ETIUS'END"'
SCOMMENT'L (1) boecedt (M)<al |+ eSOLUTIONe«TRIVIALEz s sX=Eev o
VEs=L|=K];

'GOTO'FING
ETIUSt'IF'KI=LI*THEN''BEGIN'XE(]I) =1
YCOMMENT'SOLUTIONoOPTIMALE ¢ +sDE+(PosCeBo)eeBIVALENTE s es e
VEs1=0;

Nis=N[«FlI1}

*GOTO'FIN'END "

KiszsKlaLlI1g
'COM"ENT'l'OINDICE.'DE.OBASEOQOPTIMALE‘ODE'.(pQCOBO)OO'OO;
Rlis=2L{1)s

RisFL1}/R1;

Kiz=N2t=l}



0045 N3s=2N4t=NI;

0046 VEtZEVizl | =K}

0047 "IF'1=M'THEN'*GOTO'SUITE;

0048 ' COMMENT 'VALEUR e s MEJLLEURE ¢ e DE ¢ eLA¢+FONCTIONs +ECONOMIQUE + ¢ (METHODE s »
0048 DE+ «GREENBERG ¢+ ¢ETe s HEGERICH) s 0 s ¢ ‘

0048 SUIEXt=z]+];

0049 '‘FOR'I s=EXYSTEP' | "UNTIL'M'DO''BEGIN'K[3=KI+L I}
0050 CIF'KI<L] *THENT' 'BEGIN'XE(T)1=1

0051 NIS=EN]+FI1)YENDYELSE''GOTO ' ITUS'END";

0052 'GOTO'US;

0053 ITUSTt'IFIKI=Li ' THEN' '"BEGIN'XE([)t=13

0054 NlsaN|+FL1);

0055 VE$=0;

0056 '*GOTO'SUITE'END';

0057 Kl#=Kl=-Ll]];

U058 VIFYI<M'THEN' *BEGINtHe=L[[]):

0059 YIFINI+ENTIER((LI=KI)*F[1]/H)<=N4'THEN''GOTO'US;
0060 NGIENT

006 | '*GOTO'SU'END '

0062 UStVEtzLl=K|}

0063 SUITESFVCI=EV%FIKI/RI+N3=N1;

0064 ' COMMENT 'CLASSEMENT e s DES e« VARIABLES e ¢« SUIVANT ¢ ¢ LESe «DA(J)IFVC=F 4 (SOL.
0064 (PeCoBo))wFoXEs ¢ +SUPel=NOMBRE + s DE s s VARIABLES s ¢ ELIMINEES s+
0064 DAIM|J1=R;

0065 Nt=M;

0066 [12SuPt=1}

0067 ESUIDALI)s=ABS(FIl1)eR*LII));

0068 "IF'DA[]I<FVC'THEN''BEGIN'SUEtDAIN) s=ABS(FIN]I~R*LIN));
0069 *IF'DAINI<FVC'THEN' 'BEGIN'Nt=N=1;

0o70 '"IF'N=]'THEN' 'BEGIN'SUPs =1

007! *GOTO'USE'END";

0072 '*GOTO'SUE'END";

0073 RIS=DAIN);

0074 DAINIs=DALI;

0075 CYYSREELIE

0076 H3=RANGIN) ;

0077 RANG[N)t=RANGI[1)}

gg7e RANG[1)t=H;

0079 Hi=XEI[N];

0080 XEINIs=XEL1)3

008! XELl)s=H;

0082 Hi1=XGINI;

0083 XGIN)Is=XG[1]);

0084 © XG[I)i1aH;

0085 Hi=F[NJ;

0086 FINIs=FL1);

ocos? FLIlt=H;

0088 Hiz=LIN)}

0089 LIN)#=LI11;
0090 LillizHi

0091 Netz=N=] 'END

00%2 VIFCINYTHENY"BEGIN Y [s=]+1;

0093 *GOTO'ESU'END '

0094 SUPI=]+1

0095 USE1'IF*'SUP>=M'THENY'GOTO'FIN:

18]+1-7) tFOR* 1 1=SUPYSTEP'I*UNTIL*M'DO**BEGIN'R1=03
0097 Niz=My

0098 *FOR'JI=I*STEP' I *UNTIL'M'DO'*IF'DA[JUI>=R"THEN"''BEGIN'Rt=DA(J]}



0099 Ni=J;

0100 Ke2RANGIJI'END "'

0101 DA[IN)s=DA[1);

gig2 DALl }s=R

0103 RANG[N]t=RANGL I}

0104 RANG[ 1] 1=K,

0los Hi=XEIN);

0106 XEIN)s=XEL]);

6107 XEllletzH;

Q108 HI=XGINY

0io9 XGIN1:=XG({11;

0110 XGl1lsaHy

G111 Hi=FIN1;

Griz FINlJs=F{I11];

a113 Fllli=Hs

0114 Hi=L{N}}

Q115 LINIt=L (1),

0116 LUTls=HYEND ¢

0117 VIF'SUP#I'THENY ' FORY 3= *STEP* I "UNTIL'SUP-['DO0'XE{I}s=X0(11;
o118 M2ISMw=]

i19 M3t=M=21

0120 *IF'RANGIMI#EN2 ' THEN' 'BEGIN' 'FOR'" [ 1=M2'STEP '« | "UNTIL'|*'DO'*IF'RANGL]]
0120 =N2'THEN''BEGIN'J3=];

0121 'GOTO'DI'ENDY;

0j22 DISCMs=F{J]}

0123 LML Lly)s

0t24 FldlisFIM]);

0125 LiJls=LIM];

0126 RANG[J]$=RANGIM]};

0127 FiMlt=CM;

0128 LIM)s=LM;

0129 RANG M) s=N2;

0130 XGlJ1s=XGIMT;

0131 XGIM)3s=0'END"

0132 "COMMENT'*PRELIMINAIRES e « RELATIFS e s AUX e o PROBLEMES e (PoAe) e DIF=L(PeAs}
0132 EXs=XG[M2];

0133 CMI=FIM]);

G134 CM23i=F [M21;

0§35 LMs=LIM];

Q136 LM23=L [M2],

0137 SUPIL1=SUP;

0138 MARIES='FALSE"';

0139 TIF'DAIM2I>DAIM] I THEN' *BEGIN' ' IF'LM>LM2'THEN " '"BEGINY ' [F'EX=] " THEN®
0139 BEGIN'YIFIDAIM2I>DAIM} ) o (LM=LM2) ' THEN'MARIE = TRUE Y 'END*'ENDY'ELSE**
G139 IFIEX=Q*THEN' "BEGIN' SIF'DAIM21I>DAIM] 1% (LM2-LM)'THEN'MARILS='TRUE ' *EN
Q39 D''END"'

140 DIFt=EV+LM2%EX;

0141 Nt=N3=CM2%EX;

0142 *GOTO'RED;

Ci43 FCOMMENT ' SELECTION s oDF o oL A s VARIABLE « ¢ Do INDICEw oeKoos s

0143 DEBt+X[Klt=q;

0144 TP281=aN;

0145 DIFls=DIF;

0146 YIF'XGEIK )= *THEN'"BEGIN'NI=N=F [K]};

Q147 DIFs=DIF+LIKI'END''ELSEYYBEGIN'NiI=N+F[K);

0ia8 DIFtaDIF=L{KI'END";

0149 N1=N=-PLUS;

0150 H



Cisl
gisi
Gis2
0153
0154
01558
0156
0157
0157
158
0158
0159
0160
gisl
0lg2
0163
0164
0165
0165
g166
0167
0168
0169
0169
0170
0171

Q172
0173
0174
0175
0176
0177
0178
0179
0180
0180
0180
G180
Disl

0182
Uise
0183
0184
0185
Jiné
0186
Ois6
0187
0is7
Diss
Ci89
0190
019l

Jig2
J193
3194
194
Jies

tCOMMENT*RESOLUTIONssDEo e (PosAv)ovseey
"IF'DIF<O'THENT''BEGIN'* ' IF'K=M3'THEN''BEGIN'X (K] 303
TIF'XGIKI=0*THEN'K2R1=K2R+LIK]);

DIFs=DIF I

Nt=TP2;
"GOTO'D3'END'eeLAeo VARIABLE « ¢ SELECTIONNEE ¢ oAsePOURses INDICEeoe3es;
‘GOTO'CONT'END*;

EXISt 'COMMENT'EXISTENCE ¢ ¢ DeUNE ¢ ¢+ SOLUTIONeos 0o
YIF'DIF>=LM+LM2*'THEN' '"BEGIN'XM| t=DIF~LM=LM2;

XM2 1=XMez=] YENDYYELSE'REDt*IF*LMILMR2'THEN'"'BEGIN''"IF'DIF>=LM'THEN'*BE
GIN'"'[F*MARIE'THEN''"BEGIN'XM21=1

XMs=034

XMl t=DIF-LM2'END*'ELSE**BEGIN'XM| :=D[F-LMi;

XM28=04

XM$=]'END''END'"'ELSE"'IF 'DIF>=LM2'THEN''BEGIN"XMI| t=D[F=LM2;

XM21=];

XMt=Q'END''ELSEY'BEGIN'XMI1=DIF;

XM23=XMS=O'END " *ENDY*ELSE*'"IF'LM2=LM'THEN"'BEGIN''"IF!'DIF>=LM2'THEM'?
BEGIN'XMl s=DIF=-LM;

YIF'EX=I "THEN''BEGIN'XM21 =1

XMI=Q'END''ELSE''BEGIN'XM2t=0

XMe=| 'END 'END Y YELSEY*BEGIN'XMI3=D1IF;
XKM2t=XMt=0'END'"'END''"ELSE'"*"BEGIN'"IF'DIF>=M2"'THEN*'"BEGIN' ' IF*MARIE"
THEN' 'BEGIN'XM21=0}

XMe=];

XM 3=0IF«LM'END"'ELSE"''"BEGIN'XMIs=DIF~LM2;

XM21=1,

XMs=0O'END'YEND*YELSE' ' IF'DIF>=LM*'THEN'"BEG[MN'"XMI t=DIF=LM;

XM238=0;

XMI= | *ENDY'ELSE''BEGIN'XMI t=DIF;

XM2t=XM1=0'END''END;

PLUS t=CM2%XM2+CM* XM,

Ns=N+PLUS;

N3t=N;y

’COMMENT'NSVALEUQOODEQ sl Ao OFONCTION. OECONOM!QUEG OASSOCIEEuﬁAoGLAoQQ v
SOLUTIONseDEoe(PosAs)ocoeoei
SIFINSNI*THENY'"BEGIN*'COMMENT "NOUVEL v+ s OPTIMUMo e 0 0 v ;

FVCt=FVCeN|=N;

Nlt=Nj

TFORY I ¢=SUPYSTEP ' I VUNTIL*MI'DO'XELT)s="IF*'X[I1=1*THEN']=XG{I}'ELSE'X
Gitl;

XEIM2]t=XM2;

XE[M]s=XM;

VEt=XMI}

*COMMENT *NOUVELLE e sFIXATIONeoDE+ o VARIABLES e +S1o+POSSIBLE csose;
*FOR'[s=SUP| '"STEP' | *UNTIL'MI'DO''"BEGIN'"IF'DA(I]>=FVC'THEN''BEGIN'SU
Pli=SUPl+l;

TCOMMENTYINQUVEAU s o CRITERE « e Do OPTIMALITE w000

YIF'XII =] *THENY'"GOTO'FIN'END' "ELSE''GOTO'DAYEND "

D41 IFYSUPI>=M'THEN*'GOTO'FIN;

YIF'SUPI>SUPYTHEN'SUP:=SUPY ¢

DSEVIFI'X[SUP)=| 'THEN''"BEGIN'SUP=SUP+ I

CIF'SUP>=MYTHEN' "GOTO'F IN:

'GOTO'DSYENDYYEND Y

*COMMENT'RECHERCHE ¢ sDE e+ Av e VARTABLE* *SELECTIONNEE s v e
Ki=M2
Zy=DA(MI 1exXMIi



Gi{g9e6
0197
0198
D199
0200
G200
0201
0202
0203
0204
0205
0206
0207
0208
0208
0209
0209
0210
0211
0212
0213
0214
0215
g215
0216
0217
0218
0218
0219
0220
G221
0222
0223
0224
Q225
0226
0227
Gz2s8
D229
0230
0231
0232
0233
0234
023¢s
0235
0236
0237
0238
0239
0240
024l
0242
0243
Q244
0245
0246
0247

K2Rt=D|F;

YIFYXM2#EX'THEN''Z1=72+DA[M2]);

D31 [F'KaSUP'THEN''GOTO*FIN;

Kiz=Ka];

PIF'XIKI=| "THEN''"BEGIN' *COMMENT ' e a o Ko e e DANS s e s VF s 00 0 ¢ ;
X{Klt=01

YIF'XGIK]=| '"THEN''"BEGIN'DIF3=DIF-L[K]i
NISN®FIKI'ENDYYELSEY'BEGIN'DIF1=DIF+L (K]}

NiaN-F (K1

K2R¥=K2R+L[KI'END";

Z23=Z+DAIK];

*GOTO'DI'END';

K21=-DA[KI1+Z}
VIFIN34K2ONI"THEN' *BEGINY *CCMMENT " TESTeoslea e VRAT v e e ns
PIF'XCIK]I=I*THEN'K2R1=K2R+LIKI'ELSE'K2Rt=K2R=L[K];
CIFYK2R<O'"THENYSBEGIN* tCOMMENTYTEST s e e20 e eFAUXs 000
"IF'XGIKI=0'THEN'K2R1=K2R+L (K1

'GOTO'DI'END " e oo sEV, eBOONE s« INFERIEURE ¢ eDE+«LAs e VARIABLE « e DeECART»
EVi=K2R:

YFOR'lsaK+{ 'STEP I 'UNTIL'MIDOY ' IF'LIT1<=K2R*THEN'EVI=EVeLI1]);
"IFTEV<=0'THEN'*GOTO'DEB:

YIFIN3K2=-DAIM]I J*EVON] *THEN'*GOTO'DEB'END'TEST e e o3 s eFAUXo s 00
COMMENTY'TESTenelsooaFAUXeo 000
YIF'XGIKI=0!'THEN'K2Rt=K2R+L K]}

*GOTO'D3;

H

'COMYRECHERCHE e s Do UNE o« SOL+ +REALISARBLE ¢ « APRES« « RESOLUTIONDE S (PeAe);
CONTsH:=2;

LAtJt=M=H;

PIFYXIJUI=0'THEN® 'BEGIN'XTJI8=1]
YIF'XGIJI= Y THEN''"BEGIN'DIFt=DIF+L[J]i

Ni=N=F(J]

"IF'DIF<O'THEN'*GOTO'CONT

YGOTO'YEXISYEND '

DIFs=01F=L{J);

Nt=N+F[J]}

"GOTO'CONT*END ' ;

X{Jle=0i

VIF'XGIJI=] "THEN'"'BEGIN'DIF:=DIF~L[J};
Ns=N+F{JI'ENDYYELSE''BEGIN'DIFt=DIF+LI[J]);
Nt=N=F{J}J'END?;

Hi=zHe+];

CIFYUSK+] *THEN®'GOTO'LA;

tIF'K#SUP T THENY*BEGIN'XIK] =0}
'COM'PAS'ODEﬂGSOLUT!ONIIREALISAl)LEODPASSAGEOEAI eLe INDICE e eK=]we;
CIFY'XG(KI=O Y THEN'KZR1=K2R+LIK];

N1=TP2;

DIFt=DIF I

*GOTO'D3'END !
FINITEXT("SOLUTIONYOPTIMALE?DE?(PeB«)??=7X122\)
PRINT(5);

YFOR' 4= 'STEPYF YUNTIL'M'DO'ENDIT("FSONyXE[1));
PRINT(2);

TEXT("VARIABLE??D?ECART#2=\);

EDIT("F5.0\,VE);

TEXT("272279F « XE?T=\ )

EDIT("FS.0N,NI)3}

PRINT(2)'END''END''eND!
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