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INTRODUCTION

Comme le suggére son nom, le probléme du Knapsack est celut du
rempliesage d'un sac par dee objets de volumes et de valeurs connus, la
commande de ces objets pouvant se faire, éventuellement, en plusieurs exem-
plaires. Le probléme sera done de sélectionner certaing objets parmi d'au-
tres, de fagon Q obtenir la valeur globale maximum, pour cette sélection,
tout en respectant bien entendu la capacité du sac.

Ce probléme peut toujours se ramener 4 celut ol chaque objet
ne peut étre pris qu'une seule fois, ce qui revient Q dire que la variable
assoctée ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1. Pour cela, 81 wun objet
peut &tre pris en plusieurs exemplaires, il suffit de considérer ces exem—
plairee comme autant d'objete distincts de méme volume et de méme valeur.

Une application directe de ce probléme du Knapsack est le problé-
me de l'équipement optimum : choiair certains types de machines de capacité
Journaliére et de cofit connus, La fonctionm Q@ minimiger gera la somme des
colite des machines choisies. D'autre part, les types de machines choisies
devront permettre d'atteindre la capacité journagliére déterminée par les

besoina de l'usine.

L'utilisation de ce probléme dans le cadre de la résolution d'un
probléme de décowpe est exposée par GENUYS [9] et GILMORE ET GOMORY
[12 @ 15] . De plus, certains travauzr trds récents exposent la manidre
de ramener wn probléme de programmation linéaire en nombres entiers d un

probléme de Knapsack [4] .

Les méthodes comparées sont des méthodes dites de "Branch and
Bound"” ou d' "énumération implicite” ou encore "arborescentes". Générale-

ment, elles demandent wn temps de calcul assez important nom pas pour



déterminer wne solution optimale mais pour pouwvoir affirmer qu'elle l'est
effectivement.

L'énumération réelle de toutes les combinaisons poseibles de n
variables demandant un nombre impressionnant d'opémtions‘ (2%) , 1le but
esgentiel de l'énumération tmplicite est d'éviter cette énumération effec-
tive. Par conséquent, la méthode la plus efficace sera celle qui trouvera
L'optimum aprés peu de calculs et permettra d'affirmer rapidement que celui-
el est atteint,

Dans ce qui 8uit, aprés avoir donné, dans le chapitre I, un en-
semble de définitions et exposé succinctement le principe général dee métho-
des étudides, nous développons l'étude de chacune d'elles (chapitres II Q
VII).

Seule, la méthode de GREENBERG et HEGERICH [19] a powr but de
résoudre le probléme spéeifique du Knapsack, l'objet des méthodes de
GEOFFRION [10,1I] et de celle de FAURE [7] étant de résoudre des pro-
grammes linéaires quelconques en variables biuvalentes.

De plus. celle de SAUNDERS et SCHINZINGER [25] permet de prendre
en compte les variables entidres. C'est cette dermiére méthode que nous
avong étudiée plus particulidrement; nous lui avons apporté des modifica-

tione qui l'ont\sensiblement améliorée dans le cadre des variables 0 - 1.

Aprés avoir mis en paralléle les 8ix méthodes (Chapitre VIII),
nous étudions le cas trés particulier d'un probléme de Knapsack pour lequel
le gradient de la fonction économique est paralldle A celut de la contrain-
te (Chapitre IX).

Puis, dane le chapitre X, nous exposong les résultats obtenus
. au cours des nombreuses expériences effectudes avec les différentes méthodes,

résultats qui permettent em particulier une comparaison entre celles-ct.

Enfin, en annexe, on trouvera en particulier les démonstrations
de propriétés utilisées dans la deuxiéme méthode de GEOFFRION, ainsi que
quelques congidérations eur l'utilisation de la méthode de BRADLEY.



I-1,

NOTATIONS ET DEFINITIONS

NOTATIONS

IN

B N

% ?p +E”

CGHAPITRE I

ensemble des entiers positifs ou nuls
ensemble des entiers relatifs
ensemble des réels

ensemble des réels positifs ou nuls

ensemble des réels strictement positifs

ensemble jn ij od E est un ensemble d'indices.

e¢E

Soit u un vecteur ligne et Vv un vecteur colonne, tous
deux indicés par un ensemble J , alors :

W

6lément j de u (e J)
§lément § de v (e )

sous-vecteur de u camposé des €léments dont les
indices appartiennent au sous-ensemble J' de J

sous-vecteur de v camposé des €léments dont les
indices appartiennent au sous-ensemble J' de J

cardinal de l'ehsaribie J
vecteur colanne de dimension convenable (|J|

j-l ¥V jeJ

partie entiére de r € R .

tel que e

par exemple)




I_2--

FORMUILATION
Max Z fJ
j=1
Z ZJ X. L
j=1 I
Considérons le probléme xj =0 ou 1 j=1,...,n

fJ € £ donné

LeR , £ eR donnés de signes quelconques

A 1'aide de changements variab}es de la forme xj = l—xj » On
Peut toujours obtenir des coefficients f7 positifs ou nuls. Alors J'
de81gnant l'ensemble des indices des coefficients CJ positifs
(J = {JlﬂJ > 0}) et J celui des coefficients négatifs ou nuls
(J = {JIZJ £ 0} , si l'ensemble J est non vide, on a toujours intérét

& attribuer la valeur 1| aux variables dont les indices lui appartiennent,

En effet, les coefficients fJ &tant toujours non négatifs,

Ces attributions augmentent la valeur de la fonction economlque de r_ fj
et le second membre L de la quantité positive Z -[ZJ] jeJ
Cette augmentation de 1a valeur L du second membre permet d un plus grand
nombre de variables dont les indices appartlennent a J de prendre la

valeur 1 ,

Il suffit, par conséquent, de prendre en considération le

probléme suivant :



n .
™ Max Z £ X
j=1
n .
] & x, s
j=1 J

x. =0 ou 1 = ],...,0

Lt

(P.B.)

fl e N ,

| Ler , e R: donnés.

-

-~

I1 est & remarquer que le probléme est impossible si L < 0, trivial si L = 0 et
que s'il existe des coefficients £J tels que zJ > L , alors la variable

correspondante qui ne peut prendre que la valeur 0 , peut étre éliminée
de (P.B.).

En introduisant la variable d'écart, il peut encore se formu-

ler ainsi @

n+]
™ Max ) £ x.
=1
n+] .
\ I £ x =L
j=1
xj =0 ou | j=1,.e0,n
(P.B.)!
xn+] e N
fJ e N

donnés

» j »
LeR, et £ eR,
Avec la notation matricielle, il s'écrit :

Y



Max fx
£x = L
' Xx. =0 ou | j=1,...,n
(P.B.) xn+' e N
| fe not! , Le R: » Le R:n+] donnés

On associe au probléme (P.B.) le probléme en variables

continues et bornées suivant :

n .
Max Z fJ X,
j=1 ]

n .

I & x. s1L
j=1 J
(P.C.B.)
0 ¢ xj <1 j=1,...,n

: C .
lew, £ er

* -
+ » L € R donnés



I-3.- DEFINITIONS.

En désignant par S = {x ¢ Rnlxj =0 ou ! , J=1,2,...,n}
l'ensemble des sommets du cube unité, on appellera, par abus de langage,

solution du probléme (P.B.) tout &€lément x de S .

Une solution réalisable du probléme (P.B.) sera une solution

x telle que ¢

n .
) 23 x. ¢ L.
=1

On pose :

n .,
R ={xe S| ] 2d x, ¢ L} : ensemble des solutions réalisables de (P.B.)
=1
* oy »
AV) = {xe S|} £ x; > A} : ensemble des solutions de (P.B.) correspon-
i=1
\

. - . e b .
dant 3 une valeur de la fonction économique supérieure & A » meilleure

valeur connue associée 3 une solution réalisable de (P.B.).

n .
Une solution réalisable telle que Z £l x, = maximum, s'appellera

solution optimale de (P.B.). =1

On pose

S(E) = {xE € REIxj =0 ou 1 Y j ¢ E} pour tout sous—-ensemble E

de {l,...,n} .

Etant donnés un sous-ensemble VF de {l,...,n} et un élément

;VF de S(VF) , on notera :

E(VF’;VF) = {x ¢ S|xVF = ;VF} ¢ sous-ensemble de solutions dont les



composantes xj ont la valeur définie ;j s Y je VF. Les variables

xj d'indices j appartenant & VF s'appellent des variables fixées.

Si nous notons VF = {l,...,n} = VF , nous sommes amenés &

partitionner VF en distinguant deux catégories de variables :

1.~ les variables imposées : Une variable imposée xj est

telle que {lex € E(VF;EVF)(j R} = {¢} avec ¢ = 0 ou |

(cet ensemble est réduit 3 une seule valeur),

Cela signifie que, sous 1l'hypothése Xop = ;VF » une solution
X ne peut &tre réalisable que si sa composante d'indice j a pour

valeur ¢ .

N.B.- On peut remplacer la condition de réalisabilité par la condition

d'amélioration de la valeur de la fonction &conomique, c'est-a-dire rem-
* - L3 - 13 .

placer R par A(x) ; on peut Egalement considérer une combinaison

des deux conditions.

Par abus de langage, on désigne par VI 1'ensemble VI(VF,§VF)

des indices des variables imposées.

2.-\ les variables candidates : Une variable xj candidate
est telle que {xj[x € E(VF,;VF)} = {0,1} , c'est-d-dire
qu'a priori, X, peut prendre l'une ou 1l'autre des valeurs

0 et 1.

Etant donnés VF et §VF , on est donc conduit 3 remplacer
VF par un ensemble plus grand VF' constitué par VF U VI , nouvel

ensemble d'indices de variables fixées.

Alors VF' est composé uniquement de variables candidates
parmi lesquelles une variable d'indice s sera sélectionnée suivant des

critéres propres & chaque méthode. On fixe cette variable sélectionnée

3a une valeur x8 .

La sélection de X, donc la fixation de sa valeur 3 x

conduit & modifier 1'ensemble VF' pour obtenir VF" = VF' U {s} et



aborder une nouvelle étape de 1'algorithme :

VF et ;VF donnés

VF = VI UVL

VI : ensemble des indices des variables imposées

©

sous 1l'hypothése (VF’;VF)'
VF' = VFU VI = VF' = VI :

ensemble des indices des variables candidates
sélection de x_ , s VF' _

attribution de la valeur X i la variable X
VF" = VF' U {s} et x.

étape suivante avec le couple (VF"’;VF") donné...

©6e © ©

Remarque.- On peut partitionner E(VF',;VF,) de la fagon

suivante

VheVF |, EQVE'xype) = E(VE' U (), (xpeaX)) U EQVE' U (0], Gryprs 1-3))

N.B.- 1La décomposition d'un vecteur colonne sera toujours représentée en ligne.

En particulier, pour h=s , on a :

E(VF'!;VFI) - E(VF"’;CVF") v E(VF"’(;VF“]-;S))
Donc, si on attribue la valeur ;s 3 la variable sélectionnée
X, il est clair qu'une fois 1'énumération des solutions de E(VF"’;VF")
achevée, il faut attribuer la valeur l-§s 4 la variable X afin d'énu-~
mérer toutes les solutions de E(VF',§
E(VF",(xVF,,I-)-cs)) .

VF') en énumérant celles de

Sous les hypothéses (VF',x cela revient 3 sélectionner

VF') ?
pour la seconde fois parmi les variables candidates (dindices j € VF')

la variable X, qui demeure ainsi une variable fix&e mais avec une autre

valeur.



On pose enfin ¢

L TR, XA = E(VE,X ) N RAAGY

. x*(VF) : élément de E(VF’;VF) tel que :
£ x (VF) = max{fx|x e E(VF,X;;) N R} -

. L(VF,;VF) AL ;VF .

» . .
x* : &lément de R tel que fx* = )\ (solution optimale de (P.B)

en fin d'algorithme)

. % : solution optimale du probléme (P.C.B.)

1.4.- PRINCIPE DES METHODES.-

L'idée de base des mEthodes est de foruer des ensembles de
solutions du type ﬁ(VF,;VF) et dlen ¢1iminer qui, a priori, ne peuvent

contenir de solution optimale ou réalisable.

\

Supposons qu'd une &tape donnée d'un algorithme, p variables

soient fixées.

- n-
On a donc IVFI = D et 1l'ensemble E(VF,xVF) comporte 2 R
€léments; il faut alors donner des valeurs aux variables d'indices appar-
tenant & VF afin d'obtenir, si cela est possible, une solution x ap-

partenant i T(VF,QVF.A*) .

Bien qu'ayant des formes différentes dans chaque méthode, les

tests ont tous pour but :

- soit de conclure que la solution optimale de (P.B.) n'ap-
partient pas & E(VF,§VF) » c'est-d-dire que
T(VF,§VF,X*) =@, I1 est évident que si E(VF,;VF)(W R=¢
ou E(VF,§VF) flA(A*) =@ , alors T(VF,QVF,A*) = @ . (Dans
chaque algorithme, les tests seront 3 rapprocher avec le prin-

cipe d'évaluation de la S.E.P. [24] ).



- soit de déterminer une solution x appartenant &

- * .
T(VF.XVF.X ) , si cet ensemble est non vide.

Remarque.~ Dans certains cas, les tests ne peuvent conclure
que T(VF,;VF,X’) est vide (bien que cet ensemble le soit effectivement).
I1 est alors possible (méthodes autres que celles de Geoffrion), d'obtenir
une solution appartenant 3 E(VF,EVF)IW R qui n'appartienne pas i
E(VF.;VF)f\ A(X*) » donc qui n'améliore pas la meilleure solution déji

trouvée,
Pour ce faire, les tests déterminent parmi les variables d'in-
dices appartenant 3 VF : 4

-~ -celles qui doivent avoir une valeur imposée (c'est la

construction de 1l'ensemble VI).

-~ 1la variable sélectionnée d'indice s parmi les variables

candidates.

L'ensemble VF est ainsi augmenté de 1'ensemble VI U {s} .

Exception faite de la méthode de Greenberg et Hegerich, on verra que dans toutes
les méthodes, si la solution x associée (dans le deroulement de 1'algorithme)

d 1'ensemble \

VF" = VF U VI U {s}
est réalisable, elle est toujours telle que :
[1 » "
fx = max{fyl|y € E(VF',xVF")’W R} = £.x (VF").

Lorsqu'une solution réalisable x est ainsi déterminée, il
* . 3 - . *
faut comparer la valeur associde de la fonction économique avec A
Enéthodes autres que celles de Geoffrion; dans ces derniéres, x appar-

tient nécessairement 3 T(VF,;VF.X*)] .

Lorsqu'un test a indiqué qu'il est inutile de continuer 1'énu-

mération & partir de (VF’;VF) » 11 faut modifier le couple (VF’;VF)
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et reprendre 1'exploration & partir du nouveau couple (VF"’;VF")

défini comme suit :

On considére la dernidre variable Xg qui a été sélectionnée
une seule fois, sous des hypothéses (VF";VF') . Si on lui a attribué
la valeur ;s lors de cette sélection, on la sélectionne 3 nouveau pour
lui attribuer la valeur 1-§S ; comme nous l'avons déji3 vu, X demeure

une variable fixée mais avec une autre valeur :

A partir du couple (VF’;VF)’ ol VF a la forme suivante :
VF = VF' U {s} UVI

avec VI : ensemble d'indices de variables imposées et de variables qui
ont €té sélectionnées deux fois [Z1 est @ noter que, pour faciliter la
sutte de l'exposé, ces dernidres variables pourront &tre également appe-

lés variables tmposées] , on obtient finalement le couple :

VE" = VF' U {s}

xVF" = (XVFV ’ ]—XS)
\
Puisque les variables qui ont eu une valeur imposée 3 la suite de la
Premiére sélection de X n'ont plus lieu d'@tre imposdes et quittent

1'ensemble des variables fixées.

Critére d'optimalité :

Un couple (VF,§VF) étant donné,

si T(VF,X,z,0%) = @

et si toutes les variables fixées sont des variables
imposées (en considérant les variables qui ont été
sélectionnées deux fois comme des variables imposées)
alors, toutes les solutions susceptibles d'améliorer

«
la valeur ) ont été testées.
kel
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Démonstration.—

Supposons que |VF| = p et que, pour simplifier, VF = {1,...,p}.

On peut donc poser :

VE=W U )~ Wy avec W = {l,...p=1}) => X = (;"’-p_ X )

E(W__ .,
p-1 ’&Jp_

toutes les

1 P

Considérons alors :

) = E(VF’xVF) v E(VF’(pr_ ,I-xp)) .

1 1

l.- Par hypothése, T(VF.§VF.A*) =@ ,- il est donc inutile

de continuer 1'exploration avec le couple (VF,§VF)-

2.- La variable d'indice p &tant imposée,
ou bien cette variable a &té& sélectionnée deux fois
sous les hypothéses (wp_l,;(w ) et alors toutes les
solutions de p-1

E(VF,(;cw ,l-;p)) ont déja été testées,
p-1 -
ou bien cette variable a eu la valeur imposée X, sous

des conditions de réalisabilité ou d'amélioration de la
Y

valeur de la fonction &conomique; cela signifie qu'il

est inutile de considérer 1'ensemble de solutions

E(VF,(xwp_ ,l-xp)).

D'aprés les résultats de (1) et (2) , on peut conclure que

solutions de E(Wp_],iw ) ont été testées.

p-1

On peut continuer ce raisonnement avec :

W= W _, U {n) avec h = p-1,...,2

et

EMW _ X, ) = EMW ,x ) UEM ,(x, ,I-%))
h=1"% LY R 0T

pour aboutir & la conclution suivante :

Toutes les solutions de E(WI,;Cw ) = E({l},§l) ont été testées.
1
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En remarquant que

S = E({l},;l) U E({:},:-El)

‘et en employant la méme démonstration que précédemment, on déduit la

conclusion du théoréme.

Remargues.-

l.-

Exemple : Considérons

Dans chacune des méthodes exposées (exceptée celle de
Greenberg et Hegerich) on démontrera qu'une solution réa-
lisable x déterminée sous les hypothéses (VF,§VF) est
telle que fx = fx‘(VF). 11 faut, dans ces conditions,
modifier le couple (VF’;VF) selon le processus é&tabli
plus haut,

Le démarrage de tous les algorithmes (exceptés ceux de

Saunders et Schinzinger (amélioré ou non)) se fait avec ¢

VF=0¢ et A¥ = min fx = 0

' X€S
Siy au départ d'un algorithme (avec VF = @) il existe
des variables dont la valeur doit €tre imposée, ces variables
sont définitivement fixées et peuvent &tre éliminées du
probléme (P.B.).

Résoudre le probléme (P.E.S.) et considérer la solution réalisa-
ble la plus proche de sa solution optimale n'aboutit bas,

dans la plupart des cas, d une solution optimale du pro-

bléme (P.B.) : |

Max z = 5x, + 6x

1 2
4x1 + Sx2 £6
X, ,X 0 oul
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- X= (1,0.4) et z = 7.4
]
- ; = (1,0) &lément de R 1le plus proche de %X ; z = 5
x o »
2 4 x = (0,1) et z =6 |,

I.5.- RESOLUTION DU PROBLEME (P.C.B.).

La résolution du probléme (P.C.B.) se fait par la méthode

simpliciale qui se réduit dans le cas d'une contrainte 2 1'algorithme
suivant : \ '

Posons J=J = {1,...,n}

Le probléme ne comportant qu'une seule contrainte, toute base
réalisable, donc, en particulier, la base optimale I de (P.C.B.), se

réduit 2 un seul &lément qui doit correspondre 3 un coefficient non nul de
la contrainte

n .
Z 2 x.€ L .
j=1 .

(:) Détermination de l'indice i, de J, tel que :

1 1
£ ! £

I, O

zl ..J‘CJI L
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i A
ou bien £ l( L =ox; =1 Aller en @
. l —_—
il
ou bien g ° = L w>1la solution x, =1 et X, = 0 Vj # il
1

est 3 la fois optimale pour (P.C.B.) et (P.B.)

qui est ainsi résolu d'entrée.

i
Remarque.~ 11 est impossible que £ ! > L d'aprés les hypothéses
de départ.

(:) Détermination de 1'indice i2 de J2 = Jl - {il} tel que
i, 3
—— = max

=}
22 3, o

i i '
ou bien £ ! + 2 2 < L —>X; = ] Aller en (:)
2
i, i
oubien £ '+ £ ° =L = le probléme (P.B.) est résolu

"et a pour solution optimale

\ xil - xi2 =] et X = 0 Vjeld,- {12}
il i2
oublen £ "+ £ ° 5 L =l = {i,},la variable x, doit
2
avoir une valeur comprise entre 0 et 1| .

D'une fagon générale, & une étape k :

(E) Détermination de 1'indice i, de J, = J

k k™ k-1 7 Uyl
tel que :
i 3
—— ®m max {—__}
i . j

k i, ’
ou bien Z ) ¢ L = x, = ! Aller en (::)
i=1 k
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k 1.
ou bien Z L) = = 1e probléme (P.B.) est résolu

i=l

et a pour solution optimale :

L X = 0V je ey =9y " {1k}

k i,
ou bten | £ >L=" 1= {ik} » la variable X,
=1 k

doit avoir une valeur comprise entre 0 et 1| .

Supposons alors que la solution optimale de (P.C.B.) ne soit

Pas optimale pour (P.B.) et qu'elle soit obtenie 2 1'étape k .

Notons I = {i} -'{ik} « 1 est donc 1'indice de base, il est
tel que 2! 4 g ,

La solution optimale & de .(P.C.B.) est donc définie par
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CHAPITRE II

[7]

METHODE DE FAURE

II-1.- INTRODUCTION.

L'idée de base de cette méthode est d'améliorer une solution

courante qui est maintenue constamment réalisable

. Pour ce faire, certains

tests effectués tant sur la fonction &conomique que sur la contrainte,

permettent d'attribuer des valeurs imposées 3 certaines variables, compte

tenu des variables déja fixées.

En particulier, la premié&re solution co

4 la minimisation de la fonction économique sur

fx = min fy = 0 = A%  (x = 0)

. yes
Durant 1l'exposé de cette méthode, les
de la fonction économique, seront supposés etre d

leurs valeurs.

\
Le probléme considéré est donc le suiv
- n .
Max z £ x,
=t
n .
Z ZJ x. ¢ L
=11
(P.B.)
xj =0oul j=1,...,n
BN R A
avec .
_ L>0 et &>0

urante X correspond

S

coefficients f£7 (j = 1,00.,n)

ans l'ordre décroissant de

ant

0

j=1l,.¢s,n

coil e
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II-2.- CONDITION SUFFISANTE D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,x )

VF
THEOREME 1.- FEtant donné un couple (VF,;%,F) ,
8t fVF§VF+ et (1

JEVF

t

alors T(VF,EVF,A ) =@ .

Démongtration. -
YV x e E(VF’;VF) fx < fVF ;VF + Z___fj
JjeVF
V xe E(VF,;(VF) fx € A
relation (1)
donc :

VxeE(VE,X,) x¢ AQY) = E(VE,X,p) N AQ™ = ¢

= T(VF’;VF’A*) -9 c.q.f.d.

II-3.- VARIABLES IMPOSEES

N.B.- Nous pouvons faire l'hypothése L(VF,;VF) 2 0 car nous verrons

par la suite (proposition 1) que, quelque soit le couple (VF,§VF)
considéré, cette inégalité est vérifiée.

II-3-1.- Varlables imposées a la valeur O,

THEOREME 2.- Si ]k € VF tel que £F ’—‘vr + €55 (2)

alors {xklx € E(VF,EVF)IW R} = {0}

Démonstration.— En attribuant la valeur ;k = | & la variable

d'indice kX , d'aprés (2) , on a :

]
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V x € E(VF U {k},x lxzﬁvpiw+£k>L

VF U {k})

—»E(VFU{k},?wFU{kanR-es si :-:k-l

Par contre, en attrlbuant la valeur xk = 0 3 la variable
-]

Ve g u -
d'indice k , la solution x (xVF U k)’ xVF-{k} avec xj 0
V j € VF - {k} est une solution réalisable qui appartient a3 E(VF, xVF)

(puisque L(VF,xVF) s 0).

—{x, [X ¢ E(VF,;(VF) N R} = {0} . c.q.f.d.

‘La composante d'indice k d'une solution appartenant 3
p

E(VF,§VF)t7 R a nécessairement la valeur O0).

II-3-2.- Variables imposées 3 1la valeur 1.

THEOREME 3.~ GSi la relation (1) n'est pas vérifiée et &t
] ke VF tel que £W§w+£ksL et

X ___fJ - f < A (3) alors
jeVF
\
(n [x ¢ EOVF, %) NAQN ) = (1}
Démonstration.-

a) L'inégalité (2) n'étant pas vérifiée, on a

{5 [* € E(VF,xp) AR} = (0,1)

b) En attribuant la valeur ;k = 0 3 la variable d'indice k ,

d'aprés (3) , on a :

VF x

V x € E(VF U {k},x ) fxg¢ f

- fk
VF U {k} Z—- €2

JCVF

—OE(VFU{k},)-cVFU{k})f\A(A*)-Q) si x =0 .
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Par contre, en attribuant la valeur ;k = | 3J la variable
. ae . 1 - . " .
d'indice k , la solution x = (xVF,e) appartient 3 A(A') puisque
la relation (1) n'est pas vérifiée :

> {x |% € E(VF,Xp) NAGMY = (1} c.q.f.d.

(la composante d'indice k d'une solution appartenant & E(VF,§VF) n A(A*)

a nécessairement la valeur 1).

COROLIAIRE 1,~ St I k € VF tel que

ZVFEVF+£R>L et fVF§VF+.LfJ-fksA'
jeVF
- "
alors : T(VF.XVF-X ) = ¢
Démonstration.~

relation (2) vérifiée ==o {xk[x € E(VF,;&,F)I'\ R} = {0}

relation (3) vérifiée = {xklx € E(VF,§VF)IT A(A*)} = {1}

"= T(VF,§VF,A*) = @ c.q.f.d.

II-4.- VARIABLE SELECTIONNEE.

Considérons 1'ensemble :

-

Q= {k e VF|£ > L(VF,?wF)}n {k ¢ _V?[fVF ’-\rF + 7 ¢ - £k <
j€eVF

D'aprés le corollaire 1, si Q# @ , il est inutile de considérer

les solutions de l'ensemble E(VF,;VF) puisqu'alors T(VF,§VF,A*) =0 .

Mais, dans 1l'hypothése oi Q = # , on considére

VI = {k ¢ VF|£* > L(VF,x, )}V {k e VF| £ T xop * L £ - %"
jeVF
= {k ¢ Vfl{xklx € E(VF,)-cVF) N R} = {0)

ou {x |x € E(VF,X;) N AOD} = (13} ¢
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ensemble des indices des variables imposées sous les hypothéses (VF’;VF) .

Si on pose VF' = VF U VI , 1'ensemble des indices des variables

candidates est le suivant :

£ 3+ I -0y,

VF' = (k ¢ Vﬂgk < L(VF,x_ ) et
VF 3
JeVF

REGLE 1.~ Si VF' est non vide, on sélectionne la variable

d'indice g telle que

s = min(j|j e VF }

pour luil attribuer la valeur §s =1

Cette régle provient de la remarque suivante : V k ¢ VF' , 1la
variable d'indice k peut prendre indifféremment la valeur 0 ou la valeur
1 « Mais le probléme traité &tant un probléme de maximisation, on fait le

choix naturel de fixer 3 la valeur | 1la variable d'indice s telle que

\ s k
£ = max{f |k € VF'}
= min{j|j e VF'}
N.B.- La variable sélectionnée X aurait pu étre choisie de telle

maniére que :

s . 4] —

E; = max{gr[j e VF'}
ou 2 e

25 = min(d]j e VF")

II-5,- REMARQUES SUR L°®ALGORITHME.

II-5-1,- PROPOSITION 1.- Quel que soit le couple (VP,EVF) donné, on a

L(VF,;&,F) 0
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Démonstration, -

a) D'aprés les théorémes 2 et 3 et la régle 1 , lorsqu'on
fixe une variable d'indice k en lui attribuant la valeur ;k y on a
toujours :
VF' = VF U {k}
L(VF,;VF) - ﬂk ;k 3> ( > L(VF',;VF.) > 0 avec

e = G R

- x
‘ b) Lorsque T(VF,Xp,A) = # 1l'ensemble VF diminue pour obtenir
un ensemble VF'C VF ; de plus, une variable sélectionnée pour la seconde

fois prenant la valeur 0 , on a :

L(VF',;&,F,) > L(VF,:_cVF) >0 .

c.q.f.d.

I1-5-2.~ L'algorithme proposé par Faure utilise les propriétés énon-

cées précédemment avec, toutefois, la restriction suivante :

4 une étape donnée de l'algorithme, 3 laquelle correspond
u& ensemble VF , on ne cherche pas 3 définir tous les
éléments de VI ; par contre, dé&s qu'un élément k € VI
est déterminé, on attribue la valeur §k 3 la variable X

et on considére & 1'étape suivante le couple

(vk U {k} , §VF U {k})

II-5-3.- De plus, une solution réalisable x ne‘sera considérée que

lorsqu'un ensemble VF sera tel que VF =@ ; on a alors x = §VF et il

faut naturellement modifier le couple (VF,§VF).
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II-6,-0RGANIGRAMME DE PRINCIPE

(© . variables ordonnées suivant les £ décroissants.

La premigre solution réalisable considérée est la solution identiquement

nulle.

On pose =0 et VF=g,

(:) Sous les hypothéses (VF,§VF) s est-il possible de trouver une valeur de

la fonction économique supérieure Q A* ? (Théoréme 1).

our
NON

(:) Toutes les variables sont-elles fixées ? (i.e. VF = 9 ?)

our

NON :

la solution réalisable x = ;VF corre:pond 34 une valeur de
la fonction &conomique supérieure & )\ . On pose
A* = fx et x* =X .
Aller en (3)
Existe-t-1l des variables dont la valeur est imposée par la
contrainte ? (Théoréme 2).
. OUI': 8i x_ (ke VF) est une telle variable, on lui
\ attribue la valeur X " 0 (VF est augmenté de
1'indice k).
Aller en (:)
. NON : Existe-t-il des variables dont la valeur est imposée
par la fonction économique ? (Théoréme 3). |
. 0oUT : si X, (k € VF) est une telle variable,
on lui attribue la valeur X, = 1 (VF
est augmenté@ de 1'indice k)
Aller en (:)
. NON : On a alors, VY j e¢ VF
'{lex € E(VF,§VF)} = {0,11 et on sélectionne
une variable X, » S € VF (régle 1) en

lui attribuant la valeur ;s = ]

Aller en (:).
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(:) Toutes les variables fixées ont-elles des valeurs imposées ?

. OUI : fin de 1'algorithme

« NON : On sélectionne pour la seconde fois, la derniére variable
Xg qui a &té sélectionnde une seule fois et on lui attribue
la valeur ;s = 0 (VF est diminué de 1'ensemble des indices
des variables qui ont eu une valeur imposée aprés la premiére

sélection de x ).
s
Aller en (:) :
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CHAPITRE III

METHODE DE GREENBERG ET HEGERICH  [19]

III-1,- JINTRODUCTION.

Cette méthode est basée sur la résolution 3 chaque étape d'un

probléme en variables continues et bornées par 0 et 1.,

Durant 1'exposé de cette méthode, les coefficients £J
(j =1,...,n) de la fonction €conomique seront supposés etre dans l'ordre
. . fl
décroissant des valeurs des rapports z} .

Le probléme considéré sera le suivant :

n

Max Z fJ X,
j=1 3
n
) 23 x. gL
j=1 ]

xj =0oul!l, j=1,...,n

\ fl f2 "
avec "_l 2 —'é' 2 s e 2 —E
- L L 4
II11-2,- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D’UN ENSEMBLE E[VF;; )

VF
111-2-1.- THEOREME 4.~ Etant donné un cowple (VF,x )
' 8l L(VF,x.) < 0 -
*Xyr) .
alors T(VF,xVF,A ) =9

bémonstration.- Par hypothése :

VF - -
Xop = L - fx g L(VF,xVF) <0

Y x e E(VF’;VF) 2x > £
-=-=>Ver(VF,§VF) x é R

—> E(VF,x, )N R = § —o T(VF.:—g,F»A*) -9 c.q.£.d.
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ITI-2-2.- En tenant compte des variables fixées, le probléme (P.B.)

s'écrit :
[ Max Z__ £ X,
jeVF J
(P.B. VF) ko« L(VF,x,)
jeVF J
je
X, = Ooul VjeVF
% . .
Notons x (VF)VF la solution optimale de (P.B. VF).
Le probléme correspondant en variables continues et bornées
s'écrit :
[ Max Z__fJ X,
JEVF J
j -
(P.C.B. VF) L8 x, g L(WF,R)

Notons [ i(VF)VF la solution optimale de (P.C.B. VF)

X(VF) = (§VF’i(VF)VF) et x“(VF) = (EVF,x*(VF)VF)

Le théoréme ci-aprés, comme le théorsme 1, est & rapprocher avec

l'évaluation par excés qui se fait dans 1a S.E.P. [24] .

THEOREME 5.~ 5i [£x(VF)] ¢ 2*¥ (4)
alors T(VF,§VF,A*) = @
Démonstration.- Notons qu'il n'est intéressant de résoudre le

probléme (P.B. VF) que si x*(VF) appartient 3 T(VF,;VF,A*) y donc si
£ (VF) > 2* .




ER(VE) 2 £x V x € E(VF,X,;) = £R(VF) 3 fx"(VF)

- » -
par hypothése X(VF) € E(VF’XVF) == fx (VF) 2 f%(VF)
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i(VF)Vf solution optimale de (P.C.B. VF)

= fR(VF) > [£R(VF)] 3 £x"(VF) } " *
=> fx (VF) ¢ X

relation (4)
¥ xe E(VF,§VF)r\ R fx € £x (VF)

o> T(VF’;VF’A*) = ¢ c.q.f.d.

x - %
III-3,- OBTENTION D'UNE SOLUTION x (VF) € T(VF,xVF,X )

THEOREME 6.— S7 la relation (4) n'est pas vérifide
et s R(VF) e E(VF,EVF)
alors fR(VF) = fx" (VF)

et K(VF) € T(VF,QVF,X‘)

Démonstration. -

}==» £R(VF) = fx (VF)

relation (4) non vérifige = fX(VF) = [fi(VF)] > ¥
\

- - L ]
= R(VF) € T(VF, %2 ) c.q.f.d.

Puisque, dans les hyptohdses du théorsme 6, on détermine une
solution X(VF) e T(VF,;VF,A*) telle que fX(VF) = fx*(VF); il est inutile
de continuer l'exploration des solutions de 1l'ensemble E(VF,XVF) 3 11 faut
par contre sélectionner une seconde fois la derniére variable qui a &té

sélectionnée une seule fois.

ITI-4,.- VARIABLE SELECTIONNEE,

Supposons qu'aucun des tests précédents ne permette d'affirmer

que T(VF,;VF,A*) est un ensemble vide.

La méthode de Greenberg et Hegerich ne comportant pas de tests
supplémentaires (qui permettent de déterminer des variables imposées sous

des conditions de réalisabilita ou d'amélioration de la valeur de la fone-
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tion économique) toutes les variables d'indices appartenant 3 VF sont

candidates @

REGLE 2.~ Sous les hypothéses sutvantes :

@ L(VF,)—cVF) > 0

@ [greB)] > A" (5)

@ *(VF) ¢ E(VF,x )

on sélectionne la variable de base optimale du

probléme (P.C.B. VF) et on lui attribue la
valeur 0 . ‘

Cette régle provient de la remarque suivante :

Si la relation (5) est vérifiée, en attribuant la valeur x = 0
a4 la variable de base optimale Xg de (P.C.B. VF), et en résolvant le
probléme (P.C.B. VF') ,

avec VF' = VF U {s}
xype = Gypg)
il est possible que l'on obtienne une solution x appartenant 3

T(VF', X peod) -

III-5.~ VARIABLES IMPOSEES.

Les seules variables imposé&es sont les variables qui ont é&té
sélectionnées deux fois (la seconde sélection d'une variable s'effectuant

lorsque, sous des hypothéses (VF’;VF) , On a T(VF,§VF,A*) =d).

Remarque.- L'ensemble VF ne diminue que dans 1'un des deux

cas suivants :
' .- T(VF,?cVF,x") -9
2.- K(VF) € E(VF,;&,F) .

Notons [i] la solution de E(VF,§VF)IW R définie comme suit :




Si
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s désigne 1'indice de la variable de base i 1'optimum de

(P.C.B. VF) , on a :

III-6.-

(:) variables ordonnées suivant les rapports

R(VF), si j#s
~ - j
[xﬂj

o si j=38

ORGANIGRAMME DE PRINCIPE,

i
—T déerotssants.
2

On pose A\ ¥ =0 et VF = 1)

(@ Résolution de (P.C.B. VF)

Peut-on affirmer que T(VF,x

*
vE* ) =@ ? (Théoréme 5)

. OUI : Aller en (:)
. NON : Aller en (:)

(:) Est-ce que %(VF) ¢ E(VF,§VF) ?  (Théoréme 6)

our :

NON :

l'optimum de (P.B. VF) est déterminé
on pose A - £X(VF) et x = %(VF)
Aller en (:)
la solution réalisable [X] appartient-elle 4 A%y 2
. OUI : on pose A\* = £[g] et x" =(%]
Aller en

(:::> NON : 1la variable X, de base optimale de (P.C.B. VF) est

sélectionnée; on lui attribue la valeur ;§'= 0 (Régle 2)
Aller en (:)

(:) Toutes les variables fixées ont-elles des valeurs imposées ?

our
NON :

FIN de 1'algorithme

on sélectionne pour la seconde fois la derniére variable X
qui a &té& sélectionnée une seule fois et on lui attribue la
la valeur ;8 =1, ) «

Peut-on affirmer que T(VF,Xypod ) = @ ? (Théoréme 4)

OUI : Aller en (:)

NON : Aller en (:)




IV -1

CHAPITRE IV

PREMIERE METHODE DE GEOFFRION [ld]

IV-1.- INTRODUCTION.

Cette méthode est basée sur 1'idée de rendre réalisable une
solution courante qui, & ehaque étape de l'algorithme, correspond & la
meilleure valeur de la fonction économique qu'il est possible d'obtenir,

compte tenu des variables déji fixées.

En particulier, la premiére solution courante x correspond 3

la maximisation de la fonction économique sur S :

n . .
fx = max fy = } £3 (x = e)
}’es j']

Cette méthode permet de traiter directement le probléme (P.B.)
dans sa formulation initiale, sgans avoir recours 3 un classement quel-

conque des variables.

\
Remarque.~ On peut de suite observer que l'obtention de la
solution optimale de (P.B.) sera d'autant plus rapide que celle-ci com-
porte un grand nombre de composantes égales & 1 (en particulier, si

X = e est une solution réalisable, le probléme est résolu d'entrée).

N.B.~ Dans la suite de cet exposé, e aura la dimension |Vf| .

IV-2,- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,;VF).

Rappelons le résultat suivant &tabli dans la méthode de Greenberg

et Hegerich :

THEOREME 4.- (VF,:-(VF) étant donné,

| L(VF, %) < 0 == T(VF, XA = @

(¢l faut alore modifier la valeur de la dernidre

variable gélectionnée une seule foig).
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THEOREME 7.- Supposons que L(VF,§VF) >0

st J_ gl L(VF ,X,) (6)

je VF -
alors E(VF,x,p) NR+P
maie E(VF,;CVF) <R
Démonstration.~ Considérons la solution :

o
1

(xVF’xVF) avec xj =0 Y je VF

L(VF, X ) 3 0 == ox = p'F Xp € L

— X E(VF,:'S,F”)H R == E(VF,x, )N\ R § 0

o

e E(VF,x,p)

Considérons la solution i = (;VF’e)

relation (6) -=>‘£; - £VF ;VF + z___ij > L == ; ¢ R

VF -
le = E(VF,x,.) € R

VF c.q.f.d.
\
A 1'issue de ce théor&me, on peut conclure qu'il est possible

de déterminer une solution réalisable 3 partir du couple (VF’;VF) » en

attribuant la valeur 0 3 une au moins des variables d'indices appartenant
a VF .

IV-2-1.- Variables imposées 3 1a valeur 1.

Nous allons établir un résultat identique & celui du théoréme 3

mais sous d'autres hypothéses :

THEOREME 8.~ Sous les hypothdses du théoréme 7 :

8t 3 k € VF

tel que £F EVF + ) g gk €\
JEVF :

alorse

x |x € BOVF,x,) n A} = (1)
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Démonstration.- 1Identique 3 celle du théoréme 3(b).

IV-2-2.~ On considére alors 1l'ensemble :

VI-{he-V-IT‘-]fVF)-QVF+ z_fJ-fhsA*}
jeVF

ensemble des indices des variables imposées sous les hypothéses (VF’;VF)'

THEOREME 9.- Sous les hypothéses du Théoréme 7, et gi 1'une

ou l'autre des hypothéses suivantes est vérifide :

1.- VI = VF
2.- vx‘iﬁ’ et .Z £ >L(VF,;CVF) (7
JeVl
alors :
- »
T(VF'XVF’)‘ ) = (1

Démonstration.~ Soit x € E(VF,§VF) et ; - (;VF’e) ;

1.- Supposons que VI = VF ;

. ]
ax\ S1 x= x: alors x ¢ R (Théoréme 7)

. 1 . . . . e —
b) Si x ¢ x ¢ 1l existe au moins un indice k de VF

tel que la composante d'indice k de x ait une

valeur nulle

- fx s A" == x ¢ A (O

VI = VF

2.- Supposons que VI %_V-‘E_‘ :

a) Si X1 $ ey ° alors x ¢ A(A*) (Théoréme 8)

b) Si Xy = ey1 ¢ alors

VF - Z

2x > £ Xyp + 21 (d'aprés la relation (7))
jevl

> x & R
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Donc, dans les deux cas, on peut conclure que

_ soit x é R
Y x € E(VF, ) on a
*VF soit x ¢ A(X*)

— T(VF,EVF,A“) =@ c.q.f.d.

IV-3.- Variable sélectionnée

Si on pose VF' = VFU VI , 1'ensemble des indices des variables

candidates est le suivant @

—_— — - : «
VF'-{keVFlfVFxVF+ LfJ-fk>)‘} )
JEVF
Remarque.~ 11 est & noter que cet ensemble contient celui des
variables candidates de la méthode de Faure oli des conditions de réalisa-
bilité ont &té considérés en plus des conditions d'amélioration de la

valeur de la fonction &conomique.

D'aprés le théoréme précédent, on peut conclure que si VF' # P

et si la relation ,(7) n'est pas vérifiée, l'attribution de la valeur 0
\

3 une variable d'indice s appartenant 3 VF' peut contribuer 3 1l'obten-

. [ = *
tion d'une solution x € T(VF',XVFHA ) 3

11 faut donc sélectionner une variable X parmi les variables
candidates, de telle maniére que l'attribution de la valeur ;s =0 3

cette variable permette d'obtenir :

- soit une solution réalisable

- soit une solution qui soit la plus proche de la 'réalisabilité".

Notons ¢

Y k € VF' K(VF,;RIF,R) - L(VF,:-QVF) - 1 e . gk
jeVF

et posons
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+ — -
K = {ke VF'[K(VF,xVF,k) > 0}
- . -, -
K {k ¢ VF lK(VF,xVF,k) < 0} .
REGLE 3.- On eélectionne la variable d'indice s e VF' telle que
min{K(VF,x ,8),0} = max [min{K(VF,X k) ,0}]
*VF eV VF

. . . + .
en particulier, st s € K , la solution

X = (;VF’eV§;{s}’o) appartient & T(VF,§VF,A*) .

En effet,

— S - 5
a) Si K # @ : 1'attribution de la valeur X, =0 & une
variable d'indice k quelconque appartenant & K& conduit

8 la détermination d'une solution

X = (;VF’er;{k}'o) appartenant i E(VF,§VF) ;

+ i -
Or k ¢ K' == Z £J - Lk £ L(VF,x__) => x e R
- JeVF VE

De plus :

ke VF' == fx = f'F ;Vp + Z__ £ - fk > 2% = X € A(A*)

JeVF
On peut donc conclure que
Vke K (x 0) € T(VF,x 2%
€ ’ e___ ’ € ’ ’
VF (k) *Vr

. + . . o as -
b) Si K =@ : il faut sélectionner un indice 8 de K tel
que K(VF,;VF.S) soit une quantité aussi proche que possible

de la valeur 0 (solution proche de la réalisabilité)

On détermine donc s tel que :

K(VF,xVF,s) = max_ K(VF,xVF,k).
keK
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De la méme fagon que précédemment, on voit que :
X = (X, 0 e AQ™)
E S VF-(k) ) €

mais x ¢ R puisque k ¢ K == x ¢ T(VF,;VF,A*) .

Ainsi, l'indice s sélectionné est tel que :

K(VF;§VF,S) > 0 si 8¢ K

K(VF’;VF’S) <0 si se K (quand K = §)

et on peut regrouper ces résultats en prenant l'indice s tel que

min{K(VF,X ,s),0} = max [min{K(VF,x._,k),0}

Remargues.-

1) 8'il existe plusieurs indices k tels que K(VF’;VF’k) >0

il est possible de considérer 1'indice s tel que :

£ = min{£*[k ¢ K"}
] . fk
ou - = min{——

-_— 28 Zklk € Kf}

ou 25 = max{tklk € K+}

Puisque nous avons considéré le probléme (P.B.) sans avoir

recours 8 un classement quelconque de variables, dans l'algorithme, nous
. . : +
avons choisi 8 = max{k I ke K}.

2) Lorsque 8 ¢ K » l'attribution de la valeur ;s =0 3

la variable sélectionnée Xg conduit & considérer un couple :

(VE",xypw) = (VE' U {8} , (xype,0))
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tel que la solution (;VF"’e) € T(VF,§VF,A*) ; on pose alors
A= L Gypuse)
et il est clair, d'aprés la forme de cette solution, que
f . (;VF",e) = f x‘(VF") .
I1 est donc inutile de considérer les solutions de E(VF"’;VF") 3 il faut

par contre sélectionner une seconde fois la variable x  pour lui attribuer

la valeur 1 .

3) Il est @ noter que l'inégalité L(VF,§VF) < 0 ne peut
provenir (comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich) que de l'attribu-

tion de la valeur 1 & une variable qui est sélectionnée pour la seconde

fois :

Exemple.~ Soit le probléme :

Max xl + x2 + x3
\ X, + 2x2 + 3x3 <1
x. =0 ou 1! i=1,2,3
_ 1

@ a0 VF = @

@ | VF=(—>x=(1,1,0 dR et £3x =01
Xyp = O

@ | VF = (3,2 = x = (1,0,0) ¢ RN AGH N E(VF,x) = 2\ =

X = (0,0) .
et ) £l x, =0¢<1
JEVF J
@ | vr={3,2}
xXyp = (0,1) = x = (1,1,0) ¢ R

mais Z Zj xj = 2> | = L(VF,EVF) <0
JEVF

e e e ————————————————————
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IV-4,- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE

C) _ La premiére solution courante considérée est la solution x = e.

On pose A‘ =0 et VF=¢,

(:) La solution courante (;VF’e) est-elle réalisable ? (relation 6 du
théoréme 7).

. - - x
. OUr : li solution x : (xVF,e) € T(VF,xVF,X )
A = fx et X = x
Aller en (:) (remarque 2)
. NoN : Aller en (@) (théoréme 7)

(:) Peut-on affirmer que T(VF,;VF,X*) s @ ? (Théorémes 8 et 9)

. OUI : Aller en (3
. NON détermination de la variable sélectionnée X, s S € VF U VI

on lui attribue la valeur §s = 0 (régle 3)
Aller en | '

(:) Toutes les variables fixées ont-elles des valeurs imposées ?
« OUI : FIN de 1'algorithme

. NON : on sélectionne pour la seconde fois la derniére variable

X qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attri-

bue la valeur xs -(:)

. Peut-on affirmer que T(VF,EVF,A*) =@ ? (Théoréme 4)

. OUI : Aller en (3
. NON : Aller en (:)



CHAPITRE V

DEUXIEME METHODE DE GEOFFRION [ 11]

V-1.- INTROBUCTION.

Cette seconde méthode de Geoffrion, basée sur le méme principe
d'énumération que la premiére, comporte en plus, 3 chaque étape, la résolu-
tion d'un probléme en variables continues et bornées, 3 une contrainte.
Parmi les utilisations de telles résolutions, la plus importante est la
détermination de contraintes additionnelles qui permettent de donner des
valeurs imposées 3 une ou plusieurs variables 3 la fois, compte tenu des

variables déja fixées.

De méme que dans la premiére méthode, la premiére solution

courante considérée est la solution x = e .

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la nécessité de
résoudre des problémes en variables continues et bornées 3 une contrainte,
nous a conduits 3 considérer les variables dans 1'ordre décroissant des

J
valeurs des rapports ET G =1,...,n).

Le probleéme considéré sera donc le suivant :

Max Z fJ X,
=t
n .
z 2 x. ¢ L
(P.B.) j=1 J
xj =0 ou | j = lyeee,n
1 2 n
avec £T 2 £ 2 eee 2 £ >0
£ £ "



V-2.~- VARIABLES FIXEES,

V-2-1- Variable sélectionnées .

Un couple (VF’;VF) étant donné, la sélection d'une variable

x, se fera de la méme fagon que dans la premiére méthode :

Aprés avoir déterminé l'ensemble VI des indices des variables
imposées (3 la valeur | (théogéme 8)), on détermine un indice
s e VF UVL (régle 3); de plus, s'il existé plusiéurs indices k appartenant
a K+ (K+ étant l'ensemble des indices des variables telles que l'attribu-
tion de la valeur 0 & celles-ci permette de trouver une solution appartenant
a T(VF,§VF,A*)) , on tire parti du classement des variablés de (P.B.) pour
choisir 1'indice s tel que :

s k
s = max{k|k € K+} = i« min{ﬁ—lk e K}
C £k

Remarque.— Nous verrons (§ A II~])comment il est possible de
déterminer une variable sélectionnée en se basant non seulement sur la
contrainte initiale (premidre méthode de Geoffrion) mais également sur
les contraintesadditionnelles.

\
V-2-2,- Variables imposées.

A chaque étape, on pourra considérer plus de variables imposées
que dans la premiére méthode, grace 3 des tests effectués sur des contrain-
tes additionnelles; & la différence de la preﬁiére méthode de Geoffrion,
les variables pourront étre imposées ici, soit &8 la valeur 1 , soit &
la valeur 0 , alors que dans la premiére méthode, elles ne peuvent &tre

imposées qu'3d la valeur 1 .

De fagon générale, une contrainte additionnelle associée au
probléme (P.B.) est une combinaison linéaire de la contrainte initiale

et de la contrainte :

n .
- Z £ x> 2% .
=1

Plus précisément, elle a la forme suivante :



n . n . %
p@- § g’ x;) + .Zl £ x; =2 >0 avec we Ry
JI

i=1

. . *
Remarque.~ 11 est &vident que si xe¢ RMA(Y) , alors

n . n . "
u(l - z KJ x.) + Z £ x, - A >0 Vue R+
D

mais la réciproque est inexacte (par exemple, pour ¥ = 0 , on peut

. . *
trés bien avoir xe¢ A(L’) et x ¢ R) .

Lorsque les hypothéses du théoréme 7 sont vérifiées, c'est-a-

dire lorsque le couple (VF,;VF) est tel que

L(VF,x,) 3 0 et Z Zj > L(VF,x....)
*VF §eTF XvE
il s'agit de résoudre le probléme (P.B.VF) dont la solution optimale
* . -~
X (VF)VF doit, en outre, étre telle que f x*(VF) > A’ (en conservant

les notations de la méthode de Greenberg et Hegerich).

Remargue.-

a) Il ést 3 noter que la solution triviale XNF < e n'est pas

une solution réalisable du probléme (P.B.VF) puisque

ARSI

).
jeVF VF

b) D'aprés le théoréme 4, si L(VF’;VF) <0, alors
- * .
T(VF,xyps)d) = @ .
D'aprés la remarque 2 de la régle 3, si ) AR L(VF,§VF)
. = jeVF
alors la solution (xVF,e) est telle que
£ xX(VF) = £(xypre) -
Dans les deux cas, il est inutile de résoudre le probléme

(P.B.VF).

l../lll



V-2-2-1.- Utilisation d'une contrainte additionnelle.

Pour é€numérer le moins possible de solutions de 1'ensemble

E(VF,xVF) » on introduit une contrainte additionnelle qui permettra :

-~ soit de conclure que T(VF,§VF.A*) =0
- soit d e déterminer le plus possible de variables

imposées sous les hypothéses (VF;§VF) .

Une contrainte additionnelle associée au probléme (P.B.VF)

s'écrit :

VF - % - j 3 ' )
£ xp - +uL(VF,xVF)+j§W(fJ-ugJ)xj>o avec ye R,

On désignera, par abus de langage, cette contrainte (CAu).

On pose :

R C (VF’;VF sx*!U) ’.{xvf € S(VF)IfVF ;VF - A* + 0 L(VF’;VF) + .va(fj " Zj)xj> 0 }
Je

V' = (e VP! - pgl 300 et VF =VF-VF ' .
- % VF- «\ - j j . —
M(VF’xVF’X su) = f Xyp T A oty L(VF’xVF) + max Z__(f - u 2 )lexj =QQoul, je VF

1eVF

VF - « -
= f X3~ tu L(VF,xVF)

+

Z—_ + (fj - U Ej) .
jeVF

THEOREME 10.-

N - * - L
1) St M(VF,xyps) ) ¢ 0, alors T(VF,Xypsd ) = g .

2) ST M(VF,xypaA o) > 0

a) st 350¢W+ tel que :
M(VF9XVF’A 'U) = (f - u L ) £ 0 (8)

alors (x, |x ¢ T (VF,x ,A*)} = {1}
ig VF
b) si ) jg € VF  tel que

] j j
MOVE, Rypod o) + (€0 = 1 £0) ¢ 0 (9)

alors '{xjolx € T(VF,§VF.X*)} = (0}




Démonstration, -

1.~ Supposons que M(VF,EVF,X*,u) <0

— VF - _ ¥ - j _ j - *
Vs € S(VE) 0 xgp A+ op L(VF,xVF) + 1 (f u & )xj § M(VF,x 00} ) € 0

JEVF

donc : Y XGF € S(Vf). 57 ¢ R C'(VF,;VF,A*,u)

=> R C (VF,Xypo) ,u) = 8

D'aprés la remarque du paragraphe V-2-2. on peut conclure que @

n N n ’ .
Vx€E(VFX) ue- ) U x,) + J 1 x. -2 s0=x¢éRNALY
j=1 j=1

= T(VF,x._,2") = ¢

VF’

2.—- Supposons que M(VF,§ A*,u) >0

VF®

a) En attribuant la valeur x, = 0 3 une variable d'indice

— 4 Jo
€ VF et en remarquant que :

FU{jol- VF =

X . = f X
VFU{JO}

v
£ VF

e X, = (0 =

L[vr U {50}'(;%"-‘50)] = L(VF,X,p)

. : . . i ;
e VF = ] T D NN ¢ LTIV 2D RN ¢ A A

C g ) _
JeVFUT JevE

on obtient :
. - * = » J.0 o
M(VF LJ{JO}.(XVF.O).A pU) = M(VF,x -5d ,u) = (£ 7 - £7) <0
si jo est tel que la relation (8) est vérifiée.

— R C (VF U (i}, Geyps®) 2 ,0) = 8

~> T(VF U (jo}, (0 2% = @



Par contre, en attribuant la valeur x., =1 & la variable

— Jo
d'indice jO € VF

) - . - *
M(VF,XVF,A ’1-') > 0 == xﬁ' = (e{"}:—‘.’., 0) ¢e R C (VF’XVF’)‘ 911)

== la solution (;VF’er"O) peut appartenir

a T(VF,EVF,A') .
— {xjolxe T(VE, XA )} = {1}

(la composante d'indice jo d'une solution appartenant a T(VF,QVF,A*)

a nécessairement la valeur 1).

b) De méme, en attribuant la valeur x., = 1 & une

—_— J
variable d'indice jO e VF, 0
VFU{jolz o ¢VF = ig
- § eug " f *vr tf
« X, = ] => .
lo L[VFU{ i },(x._,x )] = L(VF,X. .) - ZJO S
JO ’ VF, jo ‘ v ’,&’F
= - \Z j iy« 3 ] ]
+ jge VF == (f° =n g) = ) (EF -pv )
0 j€§fUszp+ 56 VF +

- - j \ )
— M(VEU {3}, Gryps DA™ o0) = HOF, XA ) + (50 - & O <o

si est tel que la relation (9) est vérifiée.

j0
— R ¢ (VF U (o) Gyps DA™ = 8 = T(VF U {ig)s Gy DA = 0

-

Par contre, en attribuant la valeur ;j = 0 3 la variable

d'indice € VF ,de la méme fagon que précédemmegt, puisque

Jo

(egg ++0) € R C (VF,x 02" )



la solution (X »e— +,0) peut appartenir 3 T(VF,- ,X*) .
) VP’ VF *VF
- *
= {xjolx € T(VF,Xp,) y}= {0} . c.q.f.d.

Geoffrion va alors définir la "meilleuré" contrainte additionnelle

associée au probléme (P.B.VF) en posant la :

DEFINITION.- La contrainte additionnelle (CAu) est dite
"meilleure', relativement 4 (VF,§VF,X*) » que la

contrainte (CAu') st

M(VF, XA 1) < M(VF.§VF.A',u') .

En effet, pour un probléme (P.B.) quelconque et un.scalaire ]
¥  donné, on ne peut connaitrg, a priori, de relations entre £l et u ,@
(j=1,...,n) (sauf si u =0, mais, dans ce cas, la contrainte addition-
nelle se réduit & fx > Y » et fixer des variables 3 partir de CA0 revient
d construire l'ensemble VI des indices des variables imposées 3 1 défini

dans la premiére méthode).

La contrainte additionnelle la plus intéressante CA~ sera donc,
. . . . e - %
a priori,celle qui correspondra 3 la valeur minimale de M(VF,xVF,A oH)
pour tout scalaire U € R+ (d'aprés ce que nous avons vu sur la maniére

de fixer les variables).

Remarque.- Une comparaison entre cette définition et celles

de Glover et Balas sera faite en annexe II (§ A II-2-3.)

V-2-2-2.- O0Obtention de la "meilleure” contrainte additionnelle
associée au probléme (P.B.VF).

a) Il faut résoudre le probléme suivant :

. - ¥
min M(VF, yA L,U) =
R, VF

= fVF ;VF -a¥ . min {u L(VF’;VF) + Max[ z__(fJ -y ZJ)x.lx. = 0 ou 1,j € VF]}
. , MER JEVF J. .



a-1) y étant fixé, considérons le probléme :

Max[.z__.(fj - u zj)lexj =0 ou 1 ,

i
Je VF

je
Ce probléme est, bien entendu,

équivalent au probléme
3 variables continues et bornées :

w6 -ueh mloex e 4 S

L 5 VF ]

(en effet, une solution optimale de ce probléme est nécessairement un

point extréme du cube unité).

En supposant, pour simplifier,
ce dernier probléme s'écrit :

que VF = {1,...,p} ,

'S
' 1 1 .
Max [f -u‘e’oongfp-u‘ep] .
X
[p)
1. 0 X, -1
PRREE YL
NS b 21
\ .
X, pe00,%X_ 20
L ! P
Si wl,...,wp sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes -xj s -1 (j=1,...,p), le dual de ce probléme se formule -
ainsi .
-1
Min - Ewl,...,wp] 3]
w] 20
wp 20
1 P oo o 1 ! p p
[w ,...,w] ~~. + [f AR TR ANPRU | -ul] <0



Il est bien évident que ces deux problémes en dualité admettent

chacun au moins une solution réalisable et donc une solution optimale finie

et l'on a :
P . . P . . .
h] ~ ~J j y
LoE ) k= ] (- )
] j=1 jeVF

(iVF et W désignant les solutions optimales respectives de ces deux

problémes).

a-2) En tenant compte de la formulation du probléme

dual, 1'obtention de la meilleure contrainte additionnelle associde au

probléme (P.B.VF) correspond 3 la résolution du programme linéaire 3

variables continues positives ou nulles (dans la formulation duquel on ne

tient pas compte de la constante fVF ;VF - A*) :

W

min [u L(VF’;VF) + min  { E wJ[wJ >l -ped w0 §= 1,.005p}]
ueR j=1
+

nous verrons (§ AII-2-2)que ce probléme, noté (P.L.C.A.)',est équivslent au

probléme suivant :

r~ - p i
min u L(VE,x,p) + ] W
j=1
\ 3 3
(P.L.CA) -w - 8- o) Fm 1yeee,p
WJZO j'l’°"’p
L nx0

Cette résolution permet de trouver la valeur du scalaire I € R,
qui correspond 3 la meilleure contrainte additionnelle (CA;) associée au
* probléme (P,B.VF).

b) Considérons le probléme (P.C.B.VF) défini dans 1la
méthode de Greenberg et Hegerich .

En supposant toujours que VF = {l,...,p} et en introdui-

sant la variable d'écart notée X, * OB obtient :

codd e
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x
— 1 p .l
max [f I 4 ,0] .
x
P
X
ve
1 P - -
£ X, + .. v L5 x_ ¢+ X e L(VF,xVF)
- x, -
(P.C.B.VF)" ) z -1
P
L xl""’xp’xve > 0

- V,wl,...,wp représentant les multiplicateurs de Lagrange

associés respectivement aux contraintes :

) .
J = X - - . 1= e o0
L £ xj * X L(VF,xVF) et xj > 1 (=1, »P)
le dual de (P.C.B.VF)'-se formule ainsi
™ . 1
min - [~vow ,...,wp] -1
\ -1
(-v)
w] > 0
wp 20
AN )
oy W] |-t of + [£',....£P,0] 5 0
[\h peo ey . 0 X poeey ’ S
L 0 .. _1 6

Ce probléme s'écrit finalement 3

- _ P .
min v L(VF’xVF) + 521 W

-J- J —j ] = s e e
(D.VF) wo-vdl - f j = lyeeesD

wJ 20 j' ]’ooo’p

v 0

>
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¢) On en conclut que (P.L.CA), qui est de formulation
identique 3 celle de (D.VF) est le dual de (P.C.B.VF)' et que { est
la valeur optimale du multiplicateur associé a la contrainte .f £j X, < L.,
=1
Or, d'aprés les relations d'exclusion, si (—ﬁ,Gl,...,GP) désigne
une solution optimale de (P.L.CA) et E(VF) le vecteur, qui n'est
.autre que le "vecteur critére de candidature'" de la méthode simpliciale

3 1'optimum de (P.C.B.VF)', on sait que :

i ) AN
dvp) = (@' vp,... PP, R) = 58,8 | -1 0 o+ £,
0°'.-1 0

o> ﬁ = - dve(VF)

Nous montrerons, (§ A II-3), Que si d(VF) désigne le 'vecteur
critére de candidature" 3 1'optimum de (P.C.B.VF) résolu en variables
continues et bornées, on a :

° i
e (vF) = aV¢(vr) = - L
ot

\ .
avec ig¢ {l,...,p} indice de base optimale de (P.C.B.VF).

- ve
u=-4d (VF)l

Ainsi, dans le cas particulier du probléme du Knapsack 3 une
contrainte, la détermination de la meilleure contrainte additionnelle (CAﬁ)
associée au probléme (P.B.VF) se réduit & la résolution du probléme

(P.C.B.VF) qui permet d'obtenir le scalaire # = - d' - (VF)

n . n .
— [ dPOR[L- T Hx)+ §T o x -a">0  (cad
j=1 ] j=1 ] u

R
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PROPOSITION 2.- La valeur imposée attribuée A une variable en

utilisant la metlleure contrainte additionnelle
(CAﬁ) assoctée @ un probléme (P.B.VF) est
égale Q la valeur que cette variable posséde

a l'optimum de (P.C.B.VF).

. - *
Démonstration.- Sous les hypothéses (VF,xVF,k ) , en remarquant
que

vie Ve - [a"%wm|ed = advP)

la contrainte additionnelle (CAﬁ) s'écrit

g£'F Xgp " A* 4 |a"® (VR [LOVE, x ) + T A vm x, >0
JjeVF J

- * . VF - . % - i
— M(VF,x 20 = £ xp = A"+ [P [LOEx) + [ B
jevF *
Donc, en notant i(VF)VF 1'optimum de (P.C.B.VF), d'aprés le
théoréme 10, on sait que, sous l'hypothése M(VF,;VF,A*,ﬁ) >0,
.- si . — +
. 1\3 Iy € VF tel que

j

- % - 0

alors

- %* -
(e 1% € TORxpA) = 1) = {20V )

2.- Si 3 jo e VF ~  tel que

j

MOV, XA, + 4 (VE) g 0

alors

- » -
(x; [% € TOFaxgpad )} = {0} = {R(VE), )
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(puisque dJ(VF) >0 <= ?{(V‘F)j =.] et dJ(VF) < 0 <= ﬁ(VF)j =0 , Vje VP

Donc :
5i i jO e VF tel que :
b * o j0
M(VF,x,00) i) = [d (V)| £ 0

alors :

- * -~
{xjolx € T(VF,x,007)) = {x(VF)jo}: c.q.f.d.

V-3.- AUTRE UTILISATION DE LA RESOLUTION D'UN PROBLEME (P.C.B.VF).

La résolution du probléme (P.C.B.VF), nécessaire pour déterminer
la meilleure contrainte additionnelle associée au probléme (P.B.VF) va
permettre, dans certains cas, d'obtenir d'emblée la solution optimale de

(P.B.VF), ou encore de conclure que T(VF’;VF’A*) est un ensemble vide.

Rappelogs les résultats &tablis dans la méthode de Greenberg et

Hegerich (on a toujours X(VF) = (EVFsﬁ(VF)vij) :

THEOREME 5.- Si [f R(VP)] ¢ A"
alors T(VF,x A" = 8 .

THEOREME 6.- Si [£ R(VP)] > A*
et st X(VF) ¢ E(VF, )
alors £ %(VF) = § x (VF)
et K(VF) e T(VE,Xps2A")

De plus, si [f ﬁ(VF)] > A* et X(VF)¢ E(VF,EVF) » Puilsque
[f i(VF)] > f x*(VF) s on peut simplement conclure qu'il est possible d'ob-

. . - % .
tenir une solution x e T(VF,xVF,A ) en attribuant la valeur 0 i une
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variable d'indice appartenant i VF.

THEOREME 11.~ Si £ %(VF) g \*

alors RC (VF,§VF,A*,ﬁ) =g .

Démonstration. -

¥V x5 € S(VF) £ -’EVF + ldve(VF)lL(VF.;CVF) + L dj(VF) X,
JEVF
s £F xyp * ldve<vr)lL(VF.EVF) + 1 dn = £ 2p\ ...
JEVF *

£ R(VF) ¢ A"

VF = ve - j * -
— £ X+ [d (VF)IL(VF,xVF) + jEVF d’ (VF) X5 & A V x5, € S(VF)

===t RC (VF,EVF,A*,a) - g c.q.f.d.

La contrainte additionnelle (CAﬁ) n'admet done pas de solution

bivalente réalisable lorsque f %(VF) g A" .

En cours d'algorithme, dans les hypothéses du théoréme 6 et
dans cellesdu thédréme 11, on n'introduit pas de contrainte additionnelle.
De plus, nous verrons dans le chapitre X (§ X-5-1.) que, pour un couple

(VF,xVF) donné, les variables imposées sont déterminées i partir de la

contrainte additionnelle déduite de 1la résolution de (P.C.B. VF) .

L'organigramme de principe suivant est construit sous- 1'hypothése
que la sélection d'une variable s'opére 3 partir de la seule contrainte
initiale; mais nous verrons également (§ A II-1-4., régle 7) qu'il est
intéressant de faire cette sélection en tenant compte des m derniéres

contraintes additionnelles (ce nombre m dépend du nombre de variables,
§ X‘S‘]-)
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V-4.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE.,

i
(:) Variables ordonnées suivant les rapports T décroissants.
La premigre solution courante considérée est la solution x = e

On pose A¥ =0 et VF = 9
Aller en ()

(:) La solution courante (;VF’e) est-elle réalisable ? (relation 6)
) - - »
. OUI 1a solutlo: X = (xVF,e) € T(VF,xVF,A )
on pose )\ = fx et x = x
Aller en (:) (remarque 2 de la régle 3)
. NON Aller en @

. . . - »

® Construction de VI , peut-on affiremr que T(VF, %) ) = ¢ ? (Th. 8,9)
. oUI Aller en (5)
. NON détermination de la variable sélectionnée X, » Se VF U VI

on lui attribue la valeur ;s =0 (régle 3)

Aller en @

(:) Résolution de (P.C.B. VF)
Peut-on affirmer que T(VF,x
« OUI Aller en (:)
+ NON Est-ce que F(VF) e E(VF,;VF) ?  (Théoréme 6)
. OUI 1'optimum de (P.B.VF) est déterminé

L
VF’A ) =@ ? (Théoréme §5)

on pose A* = f X(VF) et x" = X
Aller en (:)
« NON Aller en (:)
(:) Introduction d'une nouvelle contrainte additionnelle
Peut-on affirmer que T(VF,x ) =8 ? (Théoréme 10)
« OUI Aller en (:)

« NON  variables imposées (VF augmenté) (Théoréme 10)
Aller en (:)

(:) Toutes les variables fixées ont-elles des valeurs imposées ?
. OUI FIN de 1'algorithme

«
VF’l

« NON on sélectionne pour la seconde fois la derniére variable X

qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attrihue la

valeur xs = ]
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Peut-on affirmer que T(VF,;%,F,A‘) =@ ? (Théoréme 4)
. OUI Aller en
. NON  Aller en

9C)
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CHAPITRE VI

METHODE DE SAUNDERS ET SCHINZINGER - ADAPTATION AU CAS BIVALENT

VI-1.~- INTRODUCTION,

Dans sa version originale, la méthode de Saunders et Schinzinger
[25] permet la résolution de programmes en nombres entiers; elle est basée
sur des translations de certains hyperplans fronti&res définissant le domaine

réalisable, parallélement 3 eux-memes.

Les contraintes en inégalité sont transformées en contraintes en
€galité par 1'introduction de variables d'écart qui doivent avoir des va-
leurs entidres. Par conséquent, une translation d'un hyperplan parallélement
8 lui-méme, ce qui est &quivalent 3 un changement de la valeur de la variable

d'écart correspondante, doit &étre faite pour des valeurs discrétes.

Dans le cas de la résolution d'un probléme de Knapsack, le domaine
réalisable est défini par la contrainte initiale, les contraintes

xj 30 (j = l,...\n), maig aussi les contraintes X, €1 (= 1ly.e.,n).

Cette méthode est basée sur la résolution préalable du probléme
(P.C.B) dont la solution optimale servira 28 déterminer la solution de _
départ de l'algorithme et & considérer un probléme &quivalent & (P.B.) mais

de formulation trés différente par la fonction é&conomique.

Dans le cas trés particulier ol la solution de départ trouvée
serait la solution identique nulle, le principe d'énumération de cette
méthode serait tel qu'il y aurait identité entre la séquence des solutioms

testées et la suite des nombres binaires de 0 & 21,

VI-2.- AUTRE FORMULATION DU PROBLEME.

En notant :

Y



VI - 2

J]-J

J =3~ paeensdy )
. £P £J
avec 1 tel que —— = max {—r}
P o jed o
L P
k-1 i k i
i=41 telque J 2PecrL et J ¢P>1
p=1 p=!

~

nous avons vu que la solution optimale % de (P.C.B.) est définie par

X, = | VJeJ-Jk

Notons |~ B* = (j ¢ MEERIER RS

B ={je J|xj =0} = J,,

n+l représentant 1'indice de la variable d'écart, soit :

\
IaJU@+l} = i} = {1,eee,iz1,i*1,...,0¢1)

1'ensemble des indices hors base a 1'optimum de (P.C.B.).

I peut donc s'écrire I = B'U B U {n+1} .

N.B.- Puisque la variable d'scart est nulle 3 l'optimum du probléme
(P.C.B.) nous n'en avons pas tenu compte lors de sa résolution.
Par contre, elle peut prendre des valeurs entiséres positives
pour une golution réalisable quelconque de (P.B.), et en par-
ticulier pour une solution optimale.

Par la suite nous noterons cet indice ve

—DT-B+U B-U{ve} .
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Considérons le vecteur d (qui n'est autre que le 'vecteur
critére de candidature" de la méthode simpliciale), d'expression :
i
£
d'f""i'z’
V4

- . . A ve
les vecteurs f et £ é&tant de dimension n+l (f € = 0 et 2 = 1.

Si xe¢ R, 1la valeur fx de la fonction linéaire f peut
s'exprimer en fonction de fX de la fagon suivante :

+ -
fx = f2+d (xg - e) +d° x +d%x (10)

B~ ve
En tenant compte de (10) et en €liminant de la fonction &cono-
. - B* . s .
mique la constante (fX -~ d e) qui n'intervient pas dans la maximisation,

le probléme (P.B.) devient :

+ -
¢ B B ve i
Max d Xp+ +d Xp- +d xve + d x;
£x = L
. + - ..
\xj-O ou | V3ieB UB U {i}
| R
io4 |
(en remarquant que d = f - =T £ =0 car 1 est un indice de
base pour (P.C.B.)). £
De plus :
_ € i . . i .
V jeB L efmm ddagd L oo
o et et
j i . i
VjeB+ £=->--f—x‘-—r>d‘]--fJ---f-v- ZJ,O
o et ol
v gt i
j = ve ave 0O-=rxl==-=<0
a £

eodduun
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Donc, 3 1l'optimum de (P.C.B.), nous avons

BPe(jeIldd30 et B @f{jelldd 0

et dve <0

Les variables x. (j=l,...,n+l1) sont alors classées suivant
1'ordre des |dJ| décroissants (Il est 3 remarquer que l'indice de base 1
et 1'indice n+] = ve sont pris en compte au méme titre que les autres

indices).

. i . R [ L3 -
Puisque d = 0 , 1la variable de base x; sera toujours située
en derniére position du classement (méme si certaines composantes 4

(j € I) sont nulles).

Supposons donc que :
jl j2 n
[d | 3 ]d®] 2.0 2 |d | >d =0

L'ensemble J ainsi ordonné est donc de la forme :

\
J = {j]’jZ’...,jn’i} .

Pour simplifier 1'écriture, notons l'ensemble des indices ordon-

nés ¢
J = {n+l,n,...,2,1}

n+l| 3 |dn| 2 00 2 |d2| 2 dl =0

avec [d
D'aprés la remarque précédente, l'indice 1 sera l'indice de
base (dl = 0) et de plus il existe un indice j#¥1 de J tel que la
variable d'indice j soit la variable d'écart, cet indice sera encore noté

ve (dve < 0).
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En définitive :

Le probléme considéré sera donc le suivant :

- nt]
Max z al x,
j=1 ]
n+}]
z £J x, = L
j=1 ]
(P.B.)

xj-O ou 1 jeB+UB-U{l}

X N
ve €

avec ¢

+
[dn ]| > ldn[ > eee 3 [dzl > al = 0
L'algorithme de Saunders et Schinzinger démarre avec la solution
x réalisable obtenue 3 partir de la solution optimale X de (P.C.B.) de

la fagon suivante :

o ox, = X, YV je {n+tl,.es,vetl,ve-1,...,2}

-1 - j
xve L z + £
— JeB

(]
Par la suite, on désignera par x le vecteur défini par

§j -x Vie YU B U {1}

=0

ve

® o
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VI-3.- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF’§VF)°
VARIABLE SELECTIONNEE.,

- °
THEOREME 12.~ S8 f.(xpo%es) < .
- 4
alors T(VF,xVF,A ) =9

Démonstration.- D'aprés (10}, nous savons que :

. + -
YxeR , fx = fx - Z dJ + dB X+ + dB X,- + dve X
et B B ve
j€B
Nous allons montrer qu'd partir du couple (VF,§VF) , la

meilleure solution, réalisable ou non, que 1'on puisse obtenir est de la

forme (;VF’;VF) :

Max  fx = 8- L & + Max(d"F X+ A )
xueE(VF,xv.F) j€B*
ce- 1 4. "
£x j€B+ d’ + d xVF + Max d XVF
s e j VF - VF °_
£x .Z . d +4d Xyp + d X5F
\ jeB
- o
Posons= x '(VF) = (xVF’fog
x'(VF) ¢ E(VF.xVF) ) .
par hypothése , = x '(VF) ¢ E(VF,XVF)IW AG)
£.x "(VF) g A"
- *
= . ofo .
— T(VF.XVF,X ) =0 . c.q.f.d

Notons x 1la derniére solution réalisable obtenue (elle est
»
telle que fx ¢ A ) ; l'algorithme est basé sur la recherche d'une solution
x' (espérée réalisable) telle que fx' » A‘ en modifiant les valeurs de

certaines composantes de la solution x .
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N.B.- L'algorithme ne prévoyant 1l'augmentation de la valeur de la variable
d'écart que d'une unité 3 la fois, il est logique que l'on puisse la sélec-
tionner plusieurs fois de suite (on pourrait, en effet, la décomposer en

variables bivalentes); dans ce cas, c'est la valeur X e qui se modifie.

©
—

) si P € VF

PROPOSITION 3.- (xVF,
Soit x(p) =

-{p y !

- ° -
_Oypo AT Rt iR T ve €V

alors fx(p) = f. (xVF,x——) - ldpl

Démonstration.~

1) peVF

a) pe B : — d® €0 et ;p = 0

donc d.x(p) = d(xVF,x——o + dP
== f.x(p) = £. (XVF,X‘—) - ldpl
relation (10)

b) peB s => 4P > 0 et x =1 , donc le passage
de la valeur ;p 3 la valgur l-§p pour la varia-
ble d'indice p , correspond encore & une diminution
de la valeur de la fonction economlque de la quanti-
ee |dPl .

2) P * Ve ! wum dP < 0 méme cas que l-a c.q.f.d.

PROPOSITION 4.~ Soit x(p) = (§VF-{p}’§VF’O) avee

p=veeg VF

alors f£.x(p) = fx + [dP] %

ol X = &VF:XVF)
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Démonstration.=

P = Ve m=> <o
= f.x(p) = f.(;wF,awF-—) + (dp‘ 'il')

d.x(p) = A ppurgp) - & T
- c.q.f.d.

Soit p un indice de VF ; notons

VF = SUPU INF et VF = SUP UINF U {p} .

avec ¢
SUP = {j e VF|j > p} SUP = {j e VF|j > p}
_INF = {j e VF[j < p} INF = {j € VF|j < p)

DEFINITION.- On pose :

X si v IN
. ve e ¢ F

X
ve 0 sinon
\
THEOREME 13.- Etant domné ume solution x e R, 8t on attribue
(] —

la valeuwr 1 - xp Q la variable d'indice p € VF
la meilleure solution x' qu'il est possible
d'obtenir, en respectant le principe d "énumération,

est telle que :

. - p-l . .
fx' = fx - [dpl + ¥ [dJ| + ]dvelx = fx - [dpl + ¥ al (x.-x.) .
jeINF-{ve} ve j=1 3]
De plug st fx' g .
alors :
- -] *
T(SUPu{p}’(xSUP’]-xp) 9 ) - 0
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Démonstration.— D'aprés le théoréme 12, la meilleure solution que

1'on puisse obtenir sous les hypothé&ses (SUP U'{p},(;SUP,I-;p)) est

xl

- ® (]
= (xgppe =X » X5 TR TRFUINP

- © °
' - . - S, 13
D'aprés (10) , si x (XVF’xp’xSUPUINF) on sait que

-A_ j VF_ V‘F’o
fx = f% jZB"'d +d xVF+d X5 ¢

“(P) = Cryps 1%, s R TRE)

— fx' = £x(p) + AV (x-F. )

o . INF
X' = - e e '
(Xgyps 1%, *STBUINF UINF ,
proposition 3 == fx(p) = fx - ldpl -
- (-]
Xe R x, = 1-x, V j e INF
i i
» ° - 3 ~
—3 fx' = fx - |dP| + ] dd (x-x.) = £x - |dP]| + | [ + a7 Xve
je INF J jeINF-{ve}
p-l . .
= fx - |dp] + z ad (x.-x.)
4 i
i
De plus \:
. - °
Théorame 12 == si fx' g A" alors T(SUP U {p}.(xSUP.l-xp)sl*) -#  c.q.fud

COROLLAIRE 2.- Si on attribue & la variable d'écart 1'une des

deux valeurs sutvantes :

1°) x' =x_ + 1
) V? ve

[ 1] -
2°) X e 0

lee meilleures solutions qu'il est possible d'ob-

tenir sont respectivement telleg que :

ve, V&l 5 e
1°) fx! = fx - |d ]+ § dl(x,~x))
ve - va-l 3 0
(]
2°) fxé = fx + ld vae + 521 d (xj-xj)

.
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Démongtration.—

1) Si x;e = §ve+1 : démonstration identique 3 la précédente.

2) Si x' =20:

Proposition 4 ==> £ x(p) = fx + |dve‘ X e

De la meme fagon que précédemment, on peut conclure
en utilisant :

fx' = £ x(p) + ) ]djl . c.q.f.d.
jeINF

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, si on ne peut

- * .
affirmer que T(VF,XVF,X ) est un ensemble vide, toutes les variables

d'indices appartenant & VF sont candidates.

Soit p un indice appartenant & J , on notera encore :
wp = {n+l,...,p} .

HYPOTHESE H.~ Nous dirons que la solution x vérifie l'hypothése
H 8t toutes les solutions des ensembles

E(wp+] L}{ve},(xwp+1,xve)) X" O,I,...,xve -1

ont déjad été considérées.

DEFINITION.- On pose :

- ve=l |,
si fx-]dve|+ ) dJ(;j-xj) > 2* et hypothdse H vérifide (k)
si pe VF et [ou =1 ve-1
. ve |- S j,o % -
si fx+[d |xve + z d (xj-xj) > XA et hypothése H non
- j=1

non vérifiéde (X

)
sinon 2

Y
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REGLE 4.- On sélectiomne la vartable d'indice s telle que

— ol 5
s = inf[inf{p ¢ VF|fx - |dP| + dJ(;j-xj) > k*},k]
j=1

pour lui attribuer la valeur

——
—

]
l-xs s1 s ¢ VF

x, = §s+l sous les hypothéses (K])

sous les hypothéses (KZ)

VI-4.- RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE,

Soit 8 1l'indice de la variable que l'on vient de sélectionner
pour la premiére fois; on en déduit les valeurs des composantes d'indices

n+l,...,3 de la solution x'

x! = x, j = n+l,...,5+]

J J J » ?
- _

1-x si s ¥ ve
s
(rn) x; = ive+l si s = ve et sous les hypothéses (Kl)

0 si s = ve et sous les hypothéses (KZ)

X! = ;. j = s-1,...,3

J J

On détermine en dernier lieu les valeurs des variables d'indices
2 et 1. (Remarquons que, d'aprés le théoréme 13, fx' g A X pour s = 2
+ - . N . .

et s ¢ B U B , puisque fx g A* == fx - |d2| < A* ; 1l n'est donc jamais

intéressant de donner la valeur l-;z 3 la variable d'indice 2).

De plus, d] étant nul, la variable d'indice 1 peut prendre
indifféremment les valeurs 0O ou 1| . On essaye donc de trouver une solu-

tion réalisable telle que la variable d'indice 2 soit égale 2 §2 : si cela

est i1mpossible, on essaye avec la valeur l-x ce qui entralme une

?
2 : 2
perte de |d | sur la meilleure valeur esgpérée de la fonction économilque.

Mais, d'une part, cette diminution est la plus faible possible puisque



VI - 12

|a?] = min |&]
jel

et d'autre part, elle permet d'envisager les solutions telles que la varia-
P

ble.d'indice 2 ait la valeur 1-;2 .

Remarques. =

1.~ Cette recherche est triviale lorsque ve = 2 .

2.- Il faut bien noter que la variable d'écart posséde 3

chaque fois une valeur comprise entre 0 et [L] avant la recherche

d'une solution réalisable.

Dans 1'hypothé&se oii on ne peut aboutir 3 une solution réalisable
avec les variables d'indices n+!,...,3 déterminées par les relations (I1),
on applique le principe d'énumération sur les variables d'indices s-1,...,3
sans tenir compte de la régle de sélection énoncée précédemment, afin de

trouver une solution réalisahle x" telle que fx" soit le plus proche

possible de fx'.

En effet, la méthode d'énumération permet d'espérer une perte
- \ . . . j
minimum sur la valeur de la fonction &conomique puisque les IdJl sont

classés dans l'ordre décroissant. (j = n+l,...,1).

REGLE 5.~ Bien qu'aucune régle de sélection ne soit utilisée,
wie variable d'indice j € {s-1,...,1} d laquelle

on attribue la valeur ;j = 1-§j lors de la recherche
d'une solution réalisable sera également considérée
comme variable sélectionnée, son indice viendra tou-

Jours augmenter 1'ensemble VF.

N.B.- Etant donné& un couple (VF’;VF) , une solution réalisable est de 1la
- -]
forme x = ( —); d'aprés le théoréme 12, elle est telle que
AR L ’
fx = fx (VF).

Si aucune solution réalisable n'a été obtenue en procédant i
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cette énumération, toutes les solutions de :

P i.
E(w ) = U E(ws.(xw .xs))

X
s+1’"w .
st =1 s+1

. ] (-] 2 ]
p=2 si s#ve et x =x , X = l—xs

avec
. J . .
P ™ [L+l] si s =ve et x_ = j-l J = lyeee,yp
ont &té envisagées; on peut passer 3 la variable d'indice s+l et consi-

dérer les solutions de E(ws+2,st+2) .

VI-5- VyARIABLES IMPOSEES.

La seconde sélection d'une variable s'effectue au cours de la
recherche de la nouvelle variable xg qui va étre sélectionnée pour la
premiére fois. Toutes les variables fixées dont les indices sont inférieurs

3 1'indice s , sont ainsi sélectionnées pour la deuxiéme fois.

PROPOSITION 5.- Lors de la deuxiéme sélection d'une vartable

d'indice 8 , 1l est tnutile de lut attribuer

\ la valeur ;s , les solutions de

E(w ,(x_ ,x)) ayant déja été testées.
8 Ws+l S

Démonstration.= Evidente, compte tenu du principe d'énumération.
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CHAPITRE VII

ALGORITHME MODIFIE (FAYARD - PLATEAU)  [8]

VII-1.- INTRODUCTION.

La structure particulidre du probléme du Knapsack 3 variables
bivalentes nous a amenés 3 apporter quelques modifications 3 la méthode de

Saunders et Schinzinger qui ont permis de 1'améliorer de fagon sensible.

Lors de la recherche d'une solution réalisable, nous prenons 1'op-
tion de déterminer en dernier lieu non seulement les valeurs des variables

d'indices 2 et 1 mais aussi celle de 1la variable d'écart.

Pour cela, nous résolvons, 2 chaque étape de 1'algorithme, le

probléme auxiliaire suivant ;

Max dve X + d2 X, + dl X
ve

2 1

®a) [ x v+t x a1~ ] o

x €N , X, et x, = 0 ou 1

C'est un probléme de Knapsack 3 trois variables qui permet, compte
tenu des valeurs des variables d'indices n+l,...,;e+l,ve—l,...,3 déja
déterminées, de trouver les valeurs des variables d'indices 2 et I qui
maximisent la valeur de la fonction économique et de trouver de suite la

valeur de la variable d'écart qui correspond 3 cette solution réalisable.

Pour pouvoir opérer de la sorte, il faudra tenir compte de la
possibilité qu'a la variable d'écart de prendre la valeur 0 dans la recher-

che d'une solution réalisable.

Nous utiliserons en particulier le procédé décrit afin de détermj-

ner la golution de départ de notre algorithme,
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De plus nous pouvons fixer définitivement les valeurs de certaines
variables en cours d'algorithme (d'abord 3 partir de la solution de départ,
Puis, 3 chaque amélioration de la valeur de la fonction économique). Ces
variables peuvent donc &tre éliminées du probléme. De plus, cette fixation
définitive des variables nous aménera 3 considérer un critére d'optimalité

supplémentaire.

Nous n'exposerons dans ce qui suit que les modifications apportées

4 la méthode de Saunders et Schinzinger.

VII-2.- CHOIX D'UNE SOLUTION DE DEPART.

L'expérience a montré que, dans un nombre relativement important
de problémes, on obtient une meilleure solution de départ en modifiant celle

de la méthode de Saunders et Schinzinger,

Deux sortes de modifications ont &té apportées, toutes deux ayant

pour but d'accélérer 1'énumération.

L'algorithme pouvant débuter avec une valeur A* quelconque de
la fonction é&conomique, on prend donc la meilleure valeur que l'on puisse
obtenir simplement. ‘Nous distinguerons désormais la solution de départ propre-
ment dite, c'est~d-dire celle qui nous sert de premiére solution courante,
et celle associde 2 A* . Dans l'algorithme initial, ces deux solutions sont

confondues.

VII-2-1,-_ Solution associée a A* .

Cette recherche d'une meilleure solution peut se faire avant
le classement des variables en fonction des valeurs des composantes

du critére de candidature.

Elle s'effectue suivant la méthode de Greenberg et Hegerich, du
moins en se limitant 3 sa phase initiale. En effet, on applique cette méthode

tant que l'ensemble VF associé est augmenté d'indices de variables
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sélectionnées pour la premiére fois.

~ VII-2-2.- Solution de départ.

Celle nouvelle solution x est toujours telle que
]
xj = xj pour j = n+l,...,3 (j #.ve) mais, au lieu de poser

on résoud le programme auxiliaire (P.A.) qui admet au moins la solution

précédente comme solution réalisable.

Comme 3 chaque &tape de l'algorithme, le probléme (P.A.) sera
résolu, pour une meilleure compréhension, nous noterons J = {n,...,2,1,ve}

1'ensemble des indices ordonnés tel que :

1) 5 [ 5.0 [d%] 5 d' =0, @ .

ou

< ldvel (21_52)

la résolution de (P.A.) aboutira 3 une meilleure solution que la solution
initiale (cette résolution correspond 3 une minimisation de la variable
d'écart). En effet, l'accroissement de la valeur de la fonction &conomique
sera égal

~ sous l'hypothése a) a £2|dve| - |d2|

- sous 1'hypothése b) & [d"°| (21-22) - |d2|

Toutefois, cet accroissement ne présente d'intérét que dans la
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) * 1 1 . ;
mesure oi il est supérieur 3 A - fx (x solution de départ de Saunders

et Schinzinger).

VII-3.- RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE.

Tout au long de 1'algorithme, en appliquant toujours le principe
d'énumération, on considére implicitement toutes les solutions possibles
en testant les combinaisons des variables naturelles, la détermination de la

valeur de la variable d'écart se faisant en dernier lieu.

Nous aurons donc VF U VF = {n,...,2,1}C J .

VII-3-1.- Remarques sur la méthods de Saunders et Schinzinger.

. ey e . - . e, )
Afin d'essayer d'améliorer la solution de départ initiale x ;
il est inutile de tester si les valeurs des variables d'indices ve-l ,

ve-2,...,2 peuvent étre modifiées (ici J = {n+l,...,ve+l,ve,ve=1,.c.,1})

En effet, d'aprés la régle 4 , en considérant p un indice
compris entre ve-1 et 2, par construction de cette solution de départ,
on a xj = ;j* 3 -\p-l,...,Z . Ia*quangité fi - [dp[ ne peut étre su-
périeure & ) puisqu'au départ A = fx ,

L'algorithme commence donc avec p = ve et l'exploration de

l'ensemble des solutions de E(w ,(; ,0)).
ve't w1

a) Nous considérons le cas particulier o x est la solution de
départ de l'algorithme de Saunders et Schinzinger, mais ce qui suit sera

valable pour n'importe quelle solution réalisable x quand l'indice p
o

sera égal 3 ve (x remplacé par x ) .
ve+| Vietl
. ° %« .
S1 T(er,(x »0),12 ) = § on passe 3 l'exploration des solu-
) o ve+]
tions de E(wve,(xw »1)). Il est possible que ce procédé se répéte k
ve+l o
fois (par conséquent on explore les ensembles E(wv ,(xw ,i)) avec

ve+1
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avec i = 0,...,k) avant de trouver une solution réalisable

x(P.A) € E(w ,(x, k)N R
ve+]

° ° !

t.q. x(P.A.) = (xw ,k,x; ) |
ve+] ve

Dans cette hypothése, la résolution du probléme (P.A.) aboutit

directement 3 cette solution réalisable.

_ I1 faut bien remarquer que cette éventualité dépend & la fois
de la nature du probléme (valeurs des coefficients des variables d'indices
ve-1l,...,1) et de la place occupée par la variable d'écart dans le clas-
sement des variables. En effet, il se peut trés bien qu'il existe une solu-
tion réalisable

[-]

x = (x oyk'y,x= ) avec x- # x-

W W %
ve+l ve ve ve

telle que la valeur de la fonction &conomique associée soit supérieure 3 celle

obtenue en résolvant le probléme (P.A.):

fx > fx(P.A.)

° \ ° °
c.i.d. f.(x ,k',x; ) > f.(x Jk,x= y avec k' <k .
ve+] ve Yve+l wve

Dans ce cas, il s'avére que nous avons trouvé, par notre méthode
une solution réalisable inutile. Mais, apré&s 1'obtention de cette solution,
en cherchant 3 modifier les variables d'indices 3,...,ve-l1 , nous obtien-

-~

drons la solution x , si toutefois il n'existe pas x t.q.

= o(x,  SK",%= )
ve+l ve
-~ o -~
avec x= ¥ x= , fx > fx et k" > k'
ve ve

b) De facon générale, quel que soit la valeur de p (donc

quel que soit la place de la variable d'indice p , par rapport 3 celle

de la variable d'écart) l'algorithme de Saunders et Schinzinger consiste
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fréquemment 3 augmenter d'une unité 3 la fois la valeur de la variable
d'écart jusqu'a l'obtention d'une solution réalisable. Par contre, pour la
combinaison des variables naturelles correspondant & cette solution réalisa-

ble, notre méthode trouve d'emblée la valeur de la variable d'écart.

VII-3-2.- Remarques sur la résolution du probléme (P.A.)

Le probléme (P.A.) &tant un Knapsack 3 deux variables bivalentes,
dont une pour laquelle le coefficient correspondant de la fonction économique

est nul, sa résolution peut se faire en envisageant les quatre solutioms,

Max d2 x, + dve X .
2 ve
22 x, + £] x, + X = L - E £jx. = L(PA)
2 | ve 123 h|
(P.A.) ]
Xy s xl = 0 ou 1
xve e N

La résolution de ce probléme consiste fréquemment en une minimi-
sation de la variable d'écart. Toutefois, lorsque, pour un probléme donné,
2 ve . ~ . .
|d°] > |[d"7| , il peut &tre avantageux de ne plus avoir la valeur minimum

de la variable d'écart. C'est ce cas que nous allons &tudier.

VII-3=2.1.- L(PA) 3 £2 + £'

La solution est tout naturellement celle minimisant
2
= x =1 x = L(PA) - £I - £%, car 1la
2 | ve 1
solution x, =0 , x =1 |, Xoe ™ L(PA) - £ ne peut &tre optimale (la

3 2 !

. ve - et es
relation d° < d ~ £~ ne pouvant etre vérifiée).

la variable d'écart, c.d.d. x

I3

VII-3-2.2.- L(PA) < inf(tz,ﬂl)

Dans ce cas, la seule solution possible est

X, = x, =0 , xve = L(PA).
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VII-3-2-3.- g2+, LeA) 5 Sup €)%

a) suw@e'e? =¢!.

La solution minimisant la variable d'écart est
Xpp = (O,I,L(PA)-zl) , toutefois si |d2| > ldvel(tl-lz) et d2 > 0 1la

. . » 2
solution optimale du probléme (P.A.) est Xpp ™ (1,0,L(PAY-L7).

En effet, les valeurs des fonctions économiques asso-

ciées sont respectivement ZPA = - ldveI(L(PA)-ﬁl) et
A | ¢ - 14" (e -2h

+ 2 ve 1,2 L

Zog = Zpy " |a%l = [av®l €'-¢?) 50 o 25y > Zp,

b) Sup(e',e?) = ¢?

De méme, la solution minimisant la variable d'écart est
x5, = (1,0 ,L(PA)-£%) alors que s 142 > a8l (%-¢Y) et a® <0, 1a

solution optimale est xPA = (0,1 L(PA)-[ ).

Dans ces deux cas, on a donc intérét 3 donner en

-]
priorité la valeur x & la variable d'indice 2.
2

VII-3-2~4.- Sup(tl.tz) > L(PA) » Inf(zl.zz)

v a £ s Lea > g

La seule solution possible est Xpp ™ (l,O,L(PA)"ZZ)

. 2 ve 2
car nous ne pouvons avoir d < d ¢ . .

b) £°> L(PA) > &' .

Ici aussi une seule solution possible puisque

al =0 , Xop = 0,1,L(Pa)-2").

VII-3-3.- Exclusion d'snsemblssde solutions non réalisables.

Variables imposées & la valeur O .

Etant donnés un couple (VF’;VF) et la solution réalisable asso-
ciée x = (xVF x——) , désignons par p 1l'indice d'une variable candidate
(p € VB et notons v, {n,n-1,...,p} .

Le probléme est de déterminer la meilleure solution de
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° ‘ « . . .
T(w ,(xw ,1-x ), ) si cet ensemble est non vide; il s'agit donc de

w
résoudre‘,’+l en posant L(w_,x) =L - AR (xw ,1-; ),
P or1’ P
- p-! .
j ve
Max .Zl & x d x

1

b

i -
£ Xy b X L(wp,x)

j=1

Xj-o ou ] j-l’ooo’p_l
x €N

ve

De la méme fagon que dans les méthodes de Greenberg et Hegerich,
et de Geoffrion, on considére un test basé sur la réalisabilité qui vient
s'ajouter au test basé sur la fonction &conomique utilisé dans 1'algorithme

de Saunders et Schinzinger :
THEOREME 14.- St L(wp,x) <0

alors T(w ,(x  ,1=x),\") = ¢
PPV P
\

Démonstration.~ De la méme fagon que dans le théoréme 4, ona:

E(wp,(xw

JI-x )N R =9
p+] P

d'ol la conclusion.

Comme dans la méthodg de Faure, on établit le :
THEOREME 15.~ Dang l'hypothése ou L(wp,x)2 0,
8t 3 ke {1,...,p-l}

tel que ﬁk > L(wp,x)

alors {y, |y € E( -x -
Tk wp,(xwp’l,l xp))rl R} = {0}
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Démongtration.~ Identique 3 celle du théoréme 2.

VII-4,- . VARIABLE SELECTIONNEE.-

N.B.- Il est inutile d'introduire la variable d'écart dans 1'énumération
puisque si 1'on testait explicitement toutes les combinaisons possi-
bles des valeurs des variables naturelles d'indices n y n-1,...,3
on trouverait, par la résolution de (P.A.), 1les "meilleures"

valeurs des variables d'indices 2,1 et ve .
On pose

™ k
VIi(p) = {k e {1’-~-.P‘1}|£ > L(Wpax)}

VI(P) = {1,e04,p-1} - VI(p)

DIF(w_ ,x) = L(w_,x) -~ J £j
- P P 1eVI(p)

D'aprés le théoréme 15 ,

\ °
v E 9 ,]- n
Y e (Wp (xwp+] xp)) R
wp ° j W ° j
y=2P . (x Liex)+ T Cyict? L (x, ,1-x)+ T 14
Yp+1 P jeVI(p) J Yp+1 P ieVI(p)

I1 est donc évident que :

DIF(wp,x) » 0 -oDIF(wp,x) = min{yve[y € E(wp,(xw ,I-xp)) N R}

p+!

Par contre, si DIF(wp,x) < 0, on ne peut connaitre, a priori,
la valeur de

min{y, |y € B, Cx, 1)) N )

p+l

qui est une quantité positive ou nulle.
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On pose alors :

- DIF(w_,X) si DIF(w_,x) 2 0O
—ve _ 0 sinon
et
X =% -x

_ve ve e

THEOREME 16.-~ Etant donnéde une solution x € R

-] —
la valeur l-xp d wne wariable d'indice p € VF

s 8L on attribue

la meilleure solution x' qu'il soit possible
d'obtenir, en respectant le prinecipe d'énumération,
est telle que

el K I S P I A
— jEINF M

Démonstration.- Trois cas peuvent se présenter :

Cags 1.- p est tel que ldpl > ldvel :

on est dans le cas du théoréme 13, dont le test est

amélioré puisque x\ £ %
puisq ve © Tve

(On a déterminé une estimation de la valeur minimale de la variable d'écart,

qui peut &étre strictement positive).

Cas 2,- p est tel que Idpl < ldvelz

D'aprés le théoréme 13, x' est telle que

fx' = fx - [dP] + ) ldjl
JjEINF

Mais, dans notre méthode, il faut tenir compte de la possibilité d'attribuer
la valeur X e 8 la variable d'écart en résolvant le probléme (P.A)),

d'ol la conclusion.

Cas 3.~ p est tel que Idpl = Idvel:

Suivant les places respectives des indices ve et P

dans le classement de la méthode de Saunders et Schinzinger, il suffit
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d'appliquer 1'une ou l'autre des démonstrations précédentes, pour aboutir

4 la conclusion.
On en déduit la régle de sélection :

REGLE 6.- On sélectionne la variable d'indice 8 telle que

— P> :
s = inf{p ¢ VF|fx - |dp| + ) dJ(§j-xj) + ldvel
. 551

X !
xve >

pour lut attribuer la valeur ;s = l-;s

VII-5.~ ELIMINATION DE VARIABLES EN COURS D’ALGORITHME.

VII-5-1,- Variable d'indice j, fixée 3 la valeur ;j

D'aprés (10) nous savons que :

+ -

(xB+ -e) + dB X, +d°¢

' - B
- +
Y xe R fx fx d B xve

* ~ . . . . - . :
A ayant la meéme signification que précédemment, il faut

trouver une solution réalisable x telle que :

fx > A",
c'est-3-dire telle que :
£2+ a5 (xy o)+ d x_+d®x > ¥
B B ve
soit
£ - a8 e+ ab Xp+ = AL Xp- = a’e X, * (12)

Or, par définitionde B ', dl 30 v jeB

+ +
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D'ol 1'inégalité :

+ +
-d® x_-d"®x cgr-db es P e -12" = £z - 2"
B ve
or : d'®<0 et v je B 4’ <0
. . - j - »
= Y jeB U{ve}[d|<fx-)\ (13)

Considérons & nouveau 1l'inégalité (12) ; en remarquant que

- dB Xo— = d'¢ x > 0, on obtient :
B ve

+
~ * B j
EBR-2 > d (e-x) = ] ad(1-x) (14)
j€B+ J
D'aprés (13), s'il existe un indice je appartenant 3 B U {ve}
.. .
tel que IdJ6| > fX - 2 , la variable d'indice jo correspondante devra
toujours €tre maintenue 3 0 dans toute solution réalisable x telle que
*
fx >\ .,

[ [ [ . . +
D'aprés (14), s'il existe un indice jo appartenant 3 B

% . .t .
tel que ale > fx - Q et si xj = 0 alors, on devrait avoir
(-]

£2-2%> g -2"+ 7 ad (1-x,)
jeB*={je} !

ce qui est impossible.
Donc, s'il existe jo appartenant 2 B tel que dJ°"z fX - A,
la variable d'indice jo correspondante devra toujours €tre maintenue 3
I dans toute solution réalisable x telle que fx > A¥ . D'oi le :
THEOREME 17.- Par définition du vecteur s 8"l existe un

indice jo. appartenant Q

i Xo

tel que ]dj°| > £2-2"

la variable d'indice jo devra étre maintenue

a la valeur ;jo dans toute solution réalisable
x tel que fx > A“ . Elle peut done étre éliminée
du protléme (P.B.).
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-]
VII-5-2,~ Variable d'indice jo, fixée 3 la valeur I-x.

D'aprés ce que nous avons vu sur le classement des variables,
Ce sont celles d'indice &élevé (j=n,n-1,...) qui sont &liminées en priori-

tél

Soit jo le plus grand indice tel que la variable associée

ne soit pas éliminée.

Les variables d'indices n,...,jo+l sont donc égales respective-

a2 x X
ment cee . .
Ly ’xJ o*1

D'aprés le principe d'énumération, si une variable d'indice b
(-] o
a déja eu la valeur l-xj » elle ne pourra reprendre la valeur xj que

si une variable d'indice p > j est sélectionnée pour la premiére fois.

Dans le cas présent, si la variable d'indice jo a la valeur

l-xj° » elle ne pourra reprendre la valeur ;j (puisque les variables
o

d'indices n,...,jo+1 sont €liminées), elle peut donc &tre fixde défini-
. ° : . j ~ -
tivement 3 cette valeur l-xj bien que 1'on ait |dJ°| < fxX - ).
\ -]

D'olt le théoréme :

THEOREME 18.- Si ] jo € {n,...,1}

Z ldjl > f}? - A* j=n,...,jo+l
tel que . -
lal°| < ££ - 2*

o

et 8t la variable d'indice j. est égale Q l--xj
L]
alors cette variable doit étre définitivement

fixée Q cette derniére valeur et peut done Stre

éliminée du probléme.

VII-6,- NOUVEAU CRITERE D'OPTIMALITE.

Un nouveau critére d'optimalité, déduit de la possibilité de fixer
P ’
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de maniére définitive des variables s'énonce comme suit

THEOREME 19.- Si on détermine une solution X de (P.B.)

telle que :

|aP| > £% - A"
5 pe {n,n-1,...,1}

alors cette solution est optimale pour le probléme
(PCB.).

Démonstration, -

ldpl > fX - ¥ ==°|dj| > £ - 2 j = n,n-1,...,p+l

D'apres le théoréme 17, toute solution réalisable correspondant 3
. - . L. »
une valeur de la fonction &conomique supérieure a A

composantes d'indices
[] (-] o

xn,xn_],...,xp. \

, doit avoir ses

n,n=l,...,p respectivement égales 3

La variable d'indice p possédant, par hypothése, la valeur

(-]
toutes les solutions de E(wp,x )
P

En conséquence, 3 aucune des solutions réalisables qui pourralent

l-xp , ont été considérées.

€tre envisagées dans le déroulement ultérieur de 1° algorithme ne pourra

correspondre une valeur de la fonction économique supérieure 3 A
. .
La solution x

est donc une solution optimale du probléme (P.B.)

c.q.f.d.
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VII-7.~ ORGANIGRAMME DE PRINCIPE.

(:) . Résolution de (P.C.B.) dont la solution optimale est ¥
¥
. Calcul, si possible, d'une meilleure valeur A _ et de sa solu-

tion associée .ﬁ: (§ VIiI-2-1.) .

. Classement des variables suivant les Idjl décroissants avec
la_variable d'écart en dernigre position.

. Solution de départ réalisable x , construite @ partir de X

. Fixation définitive de variables ; 1le probléme devient un pro-

bléme 3 m variables (avec m & n) (Théoréme 179).
. VF=¢9 et p=3

@  A-t-on peVF ?
our Aller en (3)
NON Peut-on affirmer que T(wp,(xw ,l-;p)’x*) = ¢ (Th, 14 ou_16)
. OUI Aller en (@) ptl
. NON Aller en ()

[ -]
@ x-(x ,]-x,x—)CR?
Voel Py
(::) . OUI A-t-on effectivement amélioré la valeur de la
fonetion économique ?

\ . OUI Changement de et AN,
¥

x  egtzelle solution optimgle ? (Th. 19)
OUI  FIN de 1l'algorithme
MOV Nouvelle yaleur de m _s’il est possible
de fixer de nouvelles variables ' |
(Th. 17 et 18); p =3 Aller en (1) |
. NON p =3 Aller en (:) t

(::) . NON Détermination d'une solution réalisable en
appliquant le principe d'énumération aux variables

d'indices p-l,...,l

(L0 20 = B, (x, =) OR¥ D).

p+l
Aller en (:::)

(:) A-t-on considéré toutes les variables ? (c'est-d-dire a-t-on
p=m?)

QUI FIN de l'algorithme
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now
ou bien p € VF et les deux familles de solutions avec la

vafiable d'indice p égale respectivement 3 ;p et

l-xp (et les variables d'indices m,...,p+l égales

3 leurs valeurs actuelles) ont &té testées.

ou bien p € VF

. et L(w ,x) <0 => E(w_,(x ,1-; NAR=0  (Th, 14
P A A
. et 1l'attribution de la valeur l-xp 34 la variable

d'indice p ne peut apporter d'amélioration sur la va-

leur de la fonction &conomique (Th._16).

Dang ces trois cas p = p+]

Aller en (:)

Les panties soulignées en ....... corrnespondent aux modigications
apportées & La métho\da de Saunders et Schinzinger
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CHAPITRE VIII

ANALOGIES ET DIFFERENCES ENTRE LES METHODES

VIII-1.- INTRODUCTION.

L'utilisation des couples (VF,;VF) est 3 la base de 1'énuméra-
tion de toutes les méthodes sauf decelle de Saunders et Schinzinger, et

donc de la ndtre; en effet, nous avons vu, dans ces derniéres méthodes,

qu'en considérant uniquement les variables naturelles, le principe d'&numé-
ration est tel que la séquence des solutions test@es est identique 3 celle
des nombres binaires de 0 & Zn-l; mais toutefois, l'utilisation des
couples (VF’;VF) » qui n'est pas nécessaire pour ces deux méthodes, a ?

été maintenue afin que la présentation de l'exposé soit homogéne.

Exception faite pour la méthode de Saunders et Schinzinger,
VF U VF réunit l'ensemble des indices des variables naturelles. Ainsi, la
variable d'&cart, qui n'est calculde qu'aprés 1'obtention d'une solution
apparteﬁant a T(VF,EVF,A*) » ne rentre jamais en ligne de compte dans

les tests de ces algorithmes.

Par contre, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la

variable d'écart, qui est associée 3 la contrainte initiale de (P.B.),

est prise en compte au méme titre que les variables naturelles (son indice

appartient 3 VFU VF); ces dernidres sont elles-mémes considérées comme
des variables d'écart puisqu'un changement de valeur d'une variable x,

est considéré comme un déplacement de l'hyperpian {xlxj = cte} , paral-

lélement 8 lui-méme.

Dans les &tapes initiales de la plupart des algorithmes, 1l'en-
semble des indices des variables fixées VF est vide et on pose comme
meilleure valeur connue de la fonction &conomique, la valeur A" . 0.
Mais, dans notre méthode, on a vu que l'on détermine la valeur initiale de ‘
N en résolvant des problémes en variables continues et bornées 3 une §

contrainte; de plus, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, 3 la valeur |
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e s » . . .
initiale de A , construite 3 partir de (P.C.B.), on associe la solu-
tion de départ x pour laquelle X0 > 0 ; donc au départ de cette
méthode, on a VF = {vel # 0.

VIII-2.- VARIABLES IMPOSEES.

Un couple (VF,;VF) étant donné, les méthodes de Greenberg et
Hegerich, et de Saunders et Schinzinger ne possédent pas de tests permettant
d'attribuer des valeurs imposées & des variables d'indices appartenant
a VF.

Seule notre méthode permet de déterminer des variables imposées
dont les valeurs sont fixées définitivement (les composantes associées de
la solution optimale du probléme (P.B.) doivent nécessairement posséder
ces valeurs). Il est ainsi possible d'éliminer des variables en cours d'al-

gorithme.

Par contre, dans les méthodes de Faure et Geoffrion (premiére
et deuxiéme méthodes), les variables ne sont imposées qu'en fonction du
couple (VF’;VF) donné et, a priori, elles cessent d'étre imposées dés que

ce couple est modifié\(diminution de VF) :

- dans la méthode de Faure, on tient compte alternativement

de la contrainte initiale de (P.B.) (variables imposées 3 la
valeur 0) et de la fonction &conomique (variables imposées

a la valeur 1).

- dans la deuxiéme méthode de Geoffrion, il est également possi-

ble de déterminer des variables imposées, soit 3 la valeur 0
soit & la valeur 1, grdce 3 1l'apport de contraintes addi-

tionnelles.

- mais dans la premiére méthode de Geoffrion, on ne considére

que des variables imposées 3 la valeur 1 3 l'aide d'un test,

basé sur la fonction économique, équivalent & celui de Faure.

N.B.~ Il est bien &vident que, dans ces trois méthodes, des variables imposées
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sous 1'hypothése VF = @ , le sont définitivement et peuvent étre

éliminées du probléme.

VIII-3.!- VARIABLES CANDIDATES - VARIABLE SELECTIONNEE. .

Comme nous l'avons déj3 vu, dans 1'hypothése oli on ne peut
conclure que T(VF,§VF,A*) est un ensemble vide, il faut considérer
1'ensemble des variables candidates; elles sont telles qu'il n'existe

pas d'information suffisante pour leur attribuer une valeur imposée.

On remarque alors que :

- VF représente 1'ensemble des indices des variables candidates

pour les méthodes de Greenberg et Hegerich, et de Saunders et

Schinzinger,

- 1'ensemble des variables candidates de la premiére méthode

de Geoffrion contient celui de la méthode de Faure.

Dans les méthodes de Faure, et de Greenberg et Hegerich, les
informations déj3 recueillies sont suffisantes pour déterminer la variable

sélectionnée, sans qyoir recours 3 un calcul supplémentaire : on attribue

- dans la méthode de Faure, la valeur 1 & la variable candi-

date dont le coefficient de la fonction &conomique est le

plus élevé.

- dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la valeur 0 &

la variable de base optimale de (P.C.B. VF) dont la résolu-

tion est 1'unique source d'information de la méthode.

Par contre, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et

Schinzinger, et donc de la ndtre, la sélection d'une variable est consécuti-

ve 3 de nouveaux tests utilisant :

- soit la contrainte initiale (premiére méthode de Geoffrion)

et les contraintes additionnelles (deuxiéme méthode de

Geoffrion).

-

B s
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- soit la nouvelle fonction &conomique construite en début
d'algorithme (méthode de Saunders et Schinzinger) et la

contrainte initiale (notre méthode).

On peut alors comparer l'idée de base de la méthode de Faure 3
celle de la méthode simpliciale dans laquelle on conserve, & chaque &tape,

une solution réalisable pour aboutir 3 une solution réalisable optimale :

Si VF représente l'ensemble des indices des variables candida-

tes, on attribue la valeur 1 & la variable d'indice s telle que

fs

- max{fJIj e VF}
(dans la méthode simpliciale, on choisit 1'indice 8 rentrant dans la

base, de telle maniére que :
d® = max{d)|a? > 0}) .

De méme, on peut comparer l'idée de base des méthodes de
Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et donc de 1la ndtre, 3 celle de la
\\ . -~ . - - .
méthode duale-simpliciale ol on considére, & chaque é&tape, une solution

optimale pour aboutir 3 une solution optimale réalisable :

On attribue 3 la variable sélectionnée d'indice s 1la valeur :

dans les méthodes de Geoffrion
X = 0 si a >0 dans la méthode de Saunders et
1 si d° <0 Schinzinger et la ndtre

kel si 8= ve

Rappelons que, dans la méthode de Saunders et Schinzinger et la

notre, le probléme (P.B.) est mis sous la forme :

R A
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- n
Max z al x. + d'¢ x
. ve
=1
L
X 27 x, + x =1
=1 k| ve
(P.Bl)
x, =0 ou |1 j=1,...,n
Xve € N
j j % .
dJcR’ £J€R+ J-l’ooo’n
avec
*
e R}, Le®

Nous savons qu'3 l'optimum de (P.C.B.) , on a :

B w (jeI[dd 200 et B ={jel-{vel|dd g0}.

<

Par des changements de -variable de la forme xj = l-xj pour
les variables d'indices -j appartenant 3 B , on peut considérer le

probléme (P.B.) mis sous la méme forme que précédemment mais avec les

données telles que :

L ‘
der, , £er j= 1,000,

»
dveCR_’LCRc

+ - .
Les nouveaux ensembles B et B sont alors les suivants :

+ o s -
B = {j|jel~-{ve}} e B =¢
L]
et le vecteur x défini dans notre méthode est tel que :

-] -
x; = 1 Vijiel=- {ve}.

Ainsi, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger
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et la ndtre, un couple (VF’;VF) étant tel que VF représente l'ensemble
des indices des variables candidates, on compare la meilleure valeur de la
fonction &conomique qu'il est possible d'obtenir avec une solution de

E(VF U {s},(§VF,0)) , 4 k* (meilleure valeur connue de la fonction &cono-

mique associde & une solution réalisable de (P.B.)) :

Plus précisément, si on ne tient pas compte de la méthode de

-

Saunders et Schinzinger, on considére l'inégalité :

*vE

VF s VF- %
@ ,e%e Bh | o b
e
“f dans les méthodes de Geoffrion
avec g =

_ﬁ dans notre méthode.

[Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, ol on doit tenir
compte de la variable d'écart, il suffit d'augmenter le nombre de variables,
en décomposant cette variable d'écart en variables bivalentes, pour retrou-
ver une inégalité du meéme type que ci-dessus. Rappelons, de plus, que cette
variable d'écart, prenant des valeurs entiéres, peut etre sélectionnée

plusieurs fois (au plus @J + 1 fois)] .

VITI-4.- SOLUTIONS REALISABLES.

Un couple (VF,§VF) €tant donné, notons x(VF,;VF) _la solution

réalisable considérée au cours d'un algorithme.

Dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et

la notre, x(VF,EVF) est telle que fx(VF,;VF) =- fx*(VF).

De plus, dans la méthode de Faure, on ne considére x(VF'§VF)
que lorsque toutes les variables sont fixées (i.e. VF = §) ce qui a

pour conséquence que x(VF’;VF) = §VF .

Ainsi, il est évident que, dans toutes ces méthodes, lorsqu'une

solution x(VF,§VF) réalisable est déterminée, il faut modifier le couple
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(VF’;VF) ; cette modification correspond 3 une diminution du nombre

des éléments de VF (ou tout au moins 3 un changement de valeur d'une

composante de EVF)'

Ce n'est pas toujours le cas dans la méthode de Greenberg et

Hegerich oli on peut obtenir :
= *
fx(VF,xVF) < £x (VF).

Dans ce cas, on poursuit 1'augmentation du nombre d'éléments
de VF . Mais, lorsque x(VF,;VF) = %X(VF), on aboutit & la méme conclusion

que pour les autres méthodes.
: - (] - [ *
Notons enfin que x(VF,xVF) appartient nécessairement 3 A())

uniquement dans les méthodes de Geoffrion.

VIII-S,- RESOLUTIONS DE PROBLEMES EN VARIABLES CONTINUES ET BORNEES A UNE
CONTRAINTE.

Les méthodes de Greenberg et Hegerich, de Geoffrion (deuxiéme
méthode), de Saunders et Schinzinger et la ndtre utilisent toutes au
moins une résolution de probléme en variables continues et bornées 3 une

contrainte.

- les méthodes de Greenberg et Hegerich et de Geoffrion com-

portent de telles résolutions pour chaque couple D(VF,§VF)
donné. Ainsi, 3 la maniére de la S.E.P.,, elles déterminent

si 1l'ensemble T(VF,;VF,A*) est vide en faisant une évaluation
par excés de la valeur de la fonction économique grdce 3 la
résolution de .C.B.VF), (dans les autres méthodes, cette
évaluation par excés se fait par 1l'intermédiaire d'une maximi-
sation sur S(VF)).

De plus, lorsque ce procédé ne permet pas de conclure que
T(VF,EVé.A*) est un ensemble vide, si X(VF) appartient i
E(VF,xVF) on peut modifier le couple (VF,xVF) comme nous

1'avons vu précédemment.
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N.B.~ Dans la deuxiéme méthode de Geoffrion, 3 cette utilisation de la
résolution de (P.C.B.VF) vient s'ajouter la construction de

contraintes additionnelles.

- la méthode de Saunders et Schinzinger et la ndtre ne compor-

tent que la résolution de (P.C.B.VF) avec VF = P , afin
de transformer la formulation de (P.B.) pour obtenir une
fonction économique ayant pour composantes les dérivées par-
tielles de la fonction initiale par rapport aux variables
hors-base & 1'optimum de (P.C.B.). La détermination de ces
composantes et de la valeur fX (X solution optimale de
(P.C.B.)) est 3 la base de 1'élimination des variables en

cours d'algorithme.

VIII-6.- ORGANIGRAMME GENERAL.,

Cet organigramme regroupe les principes généraix de toutes

les méthodes (voir Figure 1),

Une remarque est 3 faire au sujet du test (T) de cet organigramme.
\

Si on suppose que jo représente le premier indice de VF , ce

test équivaut 3 tester si toutes les solutions de
E( o h0) UE(Go 1D
L .
&2 U E({Jo }hk) s8i jo = ve dans la méthode de Saunders et Schinzinger]
k=0
ont €té considérées.

Mais, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, et la ndtre, étant

donné le principe d'énumération, il faut que cet indice jo soit tel que

. {ly¢eeyn,vey dans la méthode de Saunders et
ldJe' - max ldJ’ avec 7 - Schlnzlnger

JeJ P
{ly.s.,n} dans notre méthode.
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E(VF, X)) N AQL) # 8

\
\_

< resolution de (P.C.B.VF) r maximisation sur S(VF) s > NON
\ G.H. - G.2 F. - G.1 - S.S. - §5.A(1) ]
our ‘ our A
> -
| fixation de variables | S.S
ouL | Y $ NON \ Peut-on E(VF ;VF) A R o
< - * ' - : trouver ’ Ul
= L] .A
\ T(VF’XVF’A ) ¢j v — X(VF"S]F) € R \ NON }une solution 5.5
| > appartenant
construction d'une \G.l et 2JS.S. - S.S.A:'F. (2‘)/ a T(VF _ A*) GF.] ou
contrainte additionnelle | : Xyr° - -
our our G.2 y
NON ' | Y # NON
(- - G.2 NON ~———
X(VF) € E(VF,xyp) G- > x(VF, X ) > |
= [2(VP)] NON - T\ ouI |
—_ £x(VF,xp) > A
our ip
Y S.s.A.
) ) élimination
de variables
—t —~— —J
Noy G.1. our ‘
: ) i * — —~—
(T)
ouI ﬁst-il possible de \ NON 5
- modifier 1'ensemble v L FIN | —
des variables fixées/ !
(Ve
(1) wutilisation de la contrainte initiale (2) a-t-on VE =¢ ? . FIGURE 1
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CHAPITRE IX

CAS PARTICULIER DU KNAPSACK :
GRADIENT DE LA FONCTION ECONOMIQUE PARALLELE
A CELUI DE LA CONTRAINTE '

IX-1.- GENERALITES

Considérons le probléme de Knapsack trés particulier :

n .
Max Z £ X.
j=1

n .
.Z £ x. gL
j=1 1

(P.B.E.) x = 0 ou I

chN j-l,uoo’n
avec

LeW

I1 faut déterminer la solution bivalente X telle que la
position de 1l'hyperplan {x e Rplfx - fx*} soit la plus proche de celle
de 1'hyperplan paralléle {x e R'|fx = L} .

I1 existe de nombreuses solutions optimales pour le probléme

(P.C.B.E.) associé (résolu en variables continues et bornées) :

En effet, la composante d'indice j de la fonction économique

étant égale 3 la composante d'indice j de la contrainte

solution optimale X de (P.C.B.E.) doit &tre telle que :

(j=1,...,n), une

J g =1 (5
=] J

J

— B
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N.B.~ On é&carte 1'éventualité de la solution triviale associée & une
n s
borne L z £,

j=1

Pour déterminer une telle solution, il suffit de trouver un

ensemble Jo €J={l,..e,n} et un indice i € J-Jo tels que :
Z fJ<L et Z fJ>L
Jed, jeJou{i}
On pose alors :

ij-l VjCJO

ij =0 Vie J={JV{i}}

= (L= L ogly el
- jeJo

pour aboutir finalement a 1'égalité (15)

(Si n+) désigne 1'indice de la variable d'écart, on a
= 0)."

)

n+]

Les composantes du vecteur d (vecteur critére de candidature
3 1'optimum de (P.C.B.E.)) sont donc les suivantes :

- . . i

dJ-fJ-%*fJ-O j-],.,."n
£
i
UL, R SR
- £t

Ainsi, toutes les composantes de d é&tant nulles, excepté celle
correspondant 2 la variable d'écart, il n'y a plus de hiérarchie entre les
variables naturelles.

De plus, d'aprés la Régle 6, une solution réalisable X et une

* 2 - L4 - - Ld .
valeur X de la fonction economique étant données, une variable candidate

L . ~ - (3 - 2
d'indice p ne peut etre sélectionnée que si :
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p-l . .
fx = ||+ § @ xmx) ¢ [ R, >
3=2
<« fx + % 41> A (16) _
xn+l
avec x ., =
a1 T Ene
. ~ - . '. - . - *
. Si X 41 X4 ° 1'inégalité (16) revient 3 comparer L

r S . »
et A ; comme L est la valeur maximale que peut prendre A ,
un test bas& sur cette inégalité ne peut éliminer aucun

ensemble de solutions.

-~

. Si x = x - x < on a alors fx + x <L
n+ 1 ntl —n+l Xn+] n n+l

et un test basé sur cette inégalité peut alors jouer un rdle

d'exclusion d'ensembles de solutions.

. RenguQSO-

l.- Il est évident que le probléme (P.B.E.) est résolu d&s qu'une

solution xe€ R , telle que fx = L , est déterminde.

2.- Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, d'aprés le

théoréme 13, quelque soit 1l'indice p € {n,...,3} d'une variable candidate,

-

on considére 1'inégalité :
£x > A" (17)

(puisque |dn+]| =1>al =0 J=1,...,n).

Ainsi, pour une valeur donnée de la variable d'écart, d&s qu'une

8olution x € R est déterminée, on a nécessairement :

-, *
soit fx g A

. ® . - *
gsoit fx > A mais alors on affecte & )\ la valeur fx.
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‘Dans les deux cas, 1'inégalité (17), considérée dans la Régle 4,
n'est donc jamais vérifiée (Seule la variable d'écart peut etre sélectionnée

sous les hypothéses (K2) ).

I1 faut donc procéder 3 1'énumération des solutions en considé-

rant une valeur nulle de la variable d'écart.

IX-2.- RESOLUTION DU PROBLEME (P.B.E.)

On fait 1'hypothése suivante :
(Hl) f zf 2 ocoaf .

et on choisit la solution optimale de (P.C.B.E.) telle que :

i‘.l [ ! i .
I e e § g1
j=1 j=1
xl = L., = xi-l = ]
oty 0 < xi < l
xi+l - L, = X = xn+] = (
\ -

On considére alors un probléme (P.B.E.) dont :
€

= la fonction &conomique est obtenue en faisant subir un

déplacement 3 la fonction économique initiale.

- le domaine est idéntique & celui de (P.B.E.) :

n . .
Max .Z (fJ-eJ) X,

=1 ]
n
z fJ x. g L
j=r
(PoBoE-)e xj - 0 ou |} j bl ]’ooo'n
f e " y, LeN
avec _
€

_ae€ ]O.l[‘j = i,i0.,n
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Nous allons montrer que :

~ Sous certaines hypothéses, &tant données une solution optimale
» . . -
x de (P.B.E.) et une solution optimale x de (P.B.E.)e

* -
on a: fx = fx .

- La solution optimale de (P.C.B.E.)E est identique 3 celle

choisie pour (P.C.B.E.) sous 1'hypothése (H1).

- A l'optimum de (P.C.B.E.)s » les composantes du vecteur
critére de candidature de sont toutes non nulles excepté

celle correspondant i 1'indice de base optimale.

THEOREME_20.- Etant données wne solution optimale x de (P,B.E.)

et une golution optimale x de (P.B.E'.)e »
n

87 Z eJ < ]
j=1

* -
alors on a fx = fx .

Démonstration,—,—
DI = {x ¢ S|fx ¢ L}

e = [e],...,en]

\ —

Posons

(f‘e); = max(fx—ex) < max fx - min X )
%xeD1 xeDl1 xeDl1

min gx > 0 > ——  (f-g) x P fx. (18)
xegDl1 .

fx* = max fx J
xeD]

YVXxe Dl fx - ex 3> fx - max e¢x
xeDl

=  (f-¢) X = max (fx~ex) > max fx - max ex
xeD] xeDl x€D]
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- »
— (f-¢) x 2 fx = max €x

D1 a .
- (f-€) X 3 fx - ) e’ (19)
j=i
n
max ex € } €
x€D1 J=1
(18)
xe ) el o ) —fxcx 41
i=i
19 -
09 - — g -1 < fx < fx + 1 P
- oe=t> =
n ef 20 _ . fx , £x € N x = fx
.2.5J<1 =>fx > fx = 1
J®1 :
c.q.f.d.

D'aprés la prop051t1on 6, 1' obtentlon de la solutlon de départ
est 1mmed1ate, puisqu'il est 1nut11e de calculer 1es rapports

g-e)37e8  Ge=1,y..am).
\

PROPOSITION 6.— La solution optimale de
"Max (f-e) x
(P.C.B.E.)e fx ¢ L
x € S

est identique A celle choisie pour (P.C.B.E.)
gous 1'hypothdse (H1)

Démonsgtration.—

avec 1 indice de

Hypothése (HI1) ==—> f b f2 2 e % f cee 2 "

l fl G,...,fn-d] (PoC-B-E.)

base optimale de

Définition de ¢ == f-¢ = [f ,...,ﬁ
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| i-1 i 1+] n_
(f-e) - - Si:er)_-——— = ] > f Ta > f T -2 Z ) 3 f 2
s ) 1-1 ; fl - f1+_] fn

£l £
c.q.f.d.

PROPOSITION 7.— A l'optimum de (P.C.B.E.)e » Les composantes
de d sont toutes non nulles excepté celle

correspondant @ l'indice i de base optimale +

Démonstration.=
j a i } i i
. fJ - (]_ —'8") f = () ™ J = ]’000’1_1
i 1 1
f-a a J £ £
T otl-Tg 4t I :
£ £ flog-(1- 2) ! =« (E* -1) j = i+l,...,n
£ £
d'aprés les hypothéses faites,
850 3n et
d'l < 0 j ’fi_+l’oov’n

e - <o

et
\ € £
i .
£y ¢l ap c.q.f.d.

I1 est &vident que d' = £ - a = ( T
‘ £
Dans la suite de 1'algorithme, on résoud (P'B'E)e et d'apres le

théorsme 20 on obtient la solution optimale de (P.B.3).

Les résultats d'expériences relatives & ce type de probléme
sont répertoriés dans le § X-7 (e a été choisi égal a 1/(n-1+2) ),



CHAPITRE X

EXPERIENCES NUMERIQUES

Elles ont toutes été réalisées sur Gamma M 40, HONEYWELL BULL
(32 K, temps de base 1,66 micro-seconde). De nombreuses comparaisons ba-

sées sur les temps de calcul ont été faites entre les méthodes &tudiées.

Pour cela, nous avons considéré des problémes de 10, 20, 30,
40, 50, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 1500, 2000,
2500, 3000 et 4500 variables.

X-1.- CARACTERISTIQUES DES PROBLEMES.

Le tirage suivant la loi uniforme de nombres réels e [0,1[ est

8 la base de la construction des problémes testés.

Nous leur avons imposé la forme suivante :
i 5 0 >0 - je=1,...,m"

(20)
. n .
max {£J} ¢ L < ) 23

Igjgn i=1

Ou n représente toujours le nombre de variables.

n .
Remarque.- La condition L < z 23 permet d'éviter la

solution triviale x =e . = ]

S'il existait un indice j tel que 2 s s la variable
correspondante serait définitivement fixée é.zéro, nous avons
donc introduit la seconde condition max {lJ} ¢ L afin de ne

pas diminuer la taille des problétnes.l"]‘n

De plus, tous les coefficients fJ et &3 (j = 1,...,n) ont



une valeur comprise entre 0 et 99 ; L aune valeur inférieure a

100 n .

X-2.- CONSTRUCTION DES PROBLEMES.

Nous avons considéré la suite (Ui)ieN telle que

, = X, ~ . ieN
U1 X, [xJ Vi
xO € 84
, = . +
avec X, B X C (mod M)

oi B, C, Me N et M> B,C
(les valeurs de B, C, M et X, ont été déterminées expérimentalement

par M. COQUET et J. DENEL (rapport de stage de D.E.A.)).

Afin d'obtenir des entiers € [0,9ﬂ nous avons construit

la i
suite (xi)ieN telle que

xi-[looui] VieN
\
dans laquelle seules les valeurs permises par les conditions (20) ont

été retenues.

Ces nombres semblent effectivement provenir de la loi de répar-
tition uniforme ¢ dans le tableau 1, nous avons rassemblé les principales

caractéristiques théoriques et pratiques de ces problémes.
La partie théorique de ce tableau a &té obtenue en considérant :

1°) 1la loi de X = 100U ol U est une variable aléatoire

uniformément répartie sur [O,l[ et absolument continue.

2°) 1la loi de M = max X,
1gign .
n

3°) la loi de S = ) X
j=1 *



oli les n variables aléatoires X, ont toutes la méme
loi que X : elles sont indépendantes et toutes réparties

suivant la loi de probabilité uniforme.

4°) 1la loi de SM = nX

telle que si ,—
Mi est une valeur de M

Si est une valeur de S

alors M, ¢S M, < Si (conditions (20)) .

Si Y est une variable aléatoire, on notera :

E(Y) : espérance mathématique ou valeur moyenne de Y

V(Y) : wvariance ou moment d'ordre 2 par rapport 3 la

moyenne de Y

a(Y) = /V¥) : é&cart type de Y .

Pour un nombre donné n de variables, nous avons

Y ‘ E(Y) V(Y)

99n-1 )

n+l n 100
M 100n (m+1)% (n+2)

n+l
2
100" n

S 50 n —l_i—
B 25 n2+74 n-1
SM n+l E(SM2) - E(SM)2




Reggggues.-

1°) Lorsque nous n'avons déterminé qu'un encadrement d'une
valeur, les deux bornes apparaissent dans ce tableau comme

dans le suivant.

2°) Nous avons &tabli une majoration de la valeur de V(SM)

en supposant que E(M) = 99 1lors du calcul de E(SM)Z.



TABLEAT T

. n .
() M= max £J (2) s= ] & () SM=1
ISjsn j=1
VALEUR MOYENNE VARIANCE ECART-TYPE
de
n theorique pratique théorique pratique théorique pratique
89,90
89,42 68,87 85,69 8,30 9,26
90,90
10 2 500 499,51 8333 10 314 91,29 101,56
3 294,50 291,15 16 097 15 380 126,95 124,02
96,56
97,22 5,67 3,83 2,38 1,96
97,56
40 2 2000 1998,48 33 333 33 955 182,57 184,27
3 1048 1050,92 303 708 306 015 551,09 553,19
97,04
97,30 3,70 5,32 1,92 2,31
98,04
50 2 2500 2485,66 41 667 43 980 204,12 209,71
1298 1250,65 482 946 485 617 694,94 696,86
98
) 98, 31 0,96 1,28 0,98 1,13
99
100 2 5000 4920,74 83 333 71 145 288,67 266,73
3 2548,50 2353,88 | 2 004 173 2 355 877 1415,68 1534,89




X-3.- RESULTATS.

Nous avons rassemblé toutes les moyennes des temps de calcul

(données en secondes) dans les tableaux 2 et 3 .

Les 120 premiers problémes de 10 variables ont &té déterminés
comme nous venons de le définir; mais les 120 suivants, qui ont des
coefficients identiques aux précédents, sont tels que chaque second

membre L a été choisi proche de f 23 ; les 120 autres problémes ont
i=1

des seconds membres de valeurs intermédiaires.

Les 60 premiers problémes de 20 variables ont &té tirés sur
I.B.M. 1620. Les 120 autres problémes ont &té tirés sur M 40, toujours
suivant la loi uniforme. Les nombres obtenus &tant toutefois légérement
différents, cela nous a permis de considérer ces deux séries de problé-

mes.

Pour certaines méthodes, des problémes de taille supérieure ou
égale & 30 variables n'ont pu €tre résolus dans les limites de temps

de calcul suivantes :

3 minutes pour 30 variables

4 minutes pour 40 variables
\‘6 minutes pour 50 variables

8 minutes pour 100 variables

15 minutes pour 200 variables.

Pour une taille donnée, le nombre de ces problémes arrétés en
cours d'exécution est indiqué dans la partie inférieure droite de la case

correspondante du tableau 2 .

De plus, la proportion de problémes arrétés devenant trop impor-
tante, 3 partir de 50 variables, nous n'avons testé les méthodes de Faure
et Geoffrion (1967) que pour un nombre restreint de problémes. Nous avons
fait de méme avec les méthodes de Geoffrion (1969) et de Saunders et
Schinzinger, pour les problémes de 200 variables. Ces nombres sont indiqués

dans les parties inférieures gauches.




N.B.~ Dans ces deux cas, la moyenne inscrite est celle des temps de

calcul des problémes résolus dans les limites données.

La comparaison des temps de calcul, pour les problémes de
200 & 3000 variables n'a pu se faire qu'entre la méthode de Greenberg

et Hegerich et la ndtre.

Les problémes de 1500 & 4500 variables n'ont &té tirés qu'en
un seul exemplaire; les temps de résolution de ces problémes (toujours

indiqués en secondes) sont regroupés dans le tableau 3.

Pour le probléme de 4500 variables, les 32 K mots de mémoire
du calculateur étant insuffisants pour notre code (reproduit en annexe
finale), nous l'avons réécrit en utilisant des identificateurs du type

booléen.

Les courbes représentées ci-aprés (figures 2 et 3) sont
déduites de ces deux tableaux afin de mettre en évidence la progression
des temps de calcul en fonction du nombre de variables. Il apparait
ainsi clairement que, pour notre méthode, cette progression est légére-
ment inférieure 2 n2 (de 1'ordre de 0,9 n? , courbe indiquée en

\

pointillés).




Exemple.- Pour n = 200 ,

50 problémes ont été préparés.,

METHODES DE
a NBP FAURE GEOFFRION GREﬁﬂgERG SAUNEERS S.et S.
1967 1969 HEGERICH SCHINZINGER modifiée
10 120 0,14 0,36 0,48 0,12 0,21 0,09
10 120 0,12 0,09 0,27 0,10 0,18 0,09
10 120 0,14 0,27 0,44 0,12 0,25 0,09
20 60 3,44 14,95 1,84 0,35 1,54 0,27
20 120 2,91 11,88 1,73 0,35 1,66 0,27
30 130 28,86 41,24 3,83 0,72 3,29 0,52
—_— 22 51
40 130 32,11 33,56 7,23 1,20 9,08 0,85
—_— 68 87
30 125 31,20 1,46 13,42 1,80 11,35 1,26
—_— 20 15 [20 16 8
100 125 6,35 3,55 | 79,02 6,44 52,72 4,26
—_— 10 9 {10 9 12
200 50 48,65 371,77 |288,87 25,94 80,98 15,91
— 5 4 1.5 4l10 3 . 10 2
300 10 54,75 34,79
400 10 83,47 60,67
\
300 10 110,88 93,70
600 10 178,93 135,43
700 10 218,46 181,97
800 - 10 290,02 237,70
900 10 361,08 300,60
1000 10 409,65 368,85
TABLEAU 2

Pour la méthode de Faure, seuls les 5 premiers problémes ont &té testés

voel e




(4 d'entre eux n'ont pu €tre résolus en moins de 15 minutes; le temps

de passage du seul probléme complétement résolu est de 48,65 s.).

Pour la méthode de Greenberg et Hegerich, les 50 problémes ont été

résolus en moins de 15 minutes; la moyenne des temps de calcul est de

25,94 s.

n 1500 2000 2500 . 3000 4500
GREENBERG
ET 853 1902 2597 3609
HEGERICH
S. et S.
améliorée 824 1462 2281 3280 7373
\

TABLEAU 3
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(n
(2)
(3)
(4)
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20

FAURE
GEOFFRION (1967)
GEOFFRION (1969)

. GREENBERG ET HEGERICH

SAUNDERS ET SCHINZINGER

SAUNDERS ET SCHINZINGER modi fige
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FIGURE 2
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(1) GREENBERG ET HEGERICH
(2) SAUNDERS ET SCHINZINGER modifiée
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200 300 400 500 660 760 800 900 1000
FIGURE 3
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X-4.- DISPERSION DES TEMPS DE CALCUL.

Nous avons &tudié la distribution, selon les temps de calcul :

-~ des 130 problémes tests de 30 variables pour chaque méthode
= des 125 problémes tests de 100 variables pour les méthodes
de Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, Saunders et

Schinzinger et la ndtre.
- des 50 problémes tests de 200 variables pour la méthode de

Greenberg et Hegerich et 1la ndtre.

Cela nous a permis d'établir les histogrammes relatifs a ces

distributions, construits de la fagon suivante : -

Pour chacune des méthodes et pour un nombre de variables donné,
nous avons considéré la moyenne arithmétique t des temps et les 23

classes contigues suivantes :

102 , kl—”-El K =0,...,9
k, - k+l, = |~
(1 + Ta) t , (1 + —ﬁ;) t '_. k=0,...,9

\
28,35, FEasE|L [sE. 37

Slers

N.B.- L'intervalle élémentaire a été choisi d'amplitude

De plus, nous avons sélectionné quelques intervalles de temps
qui nous paraissent intéressants et dans lesquels nous donnons la réparti-

tion des problémes dans les tableaux 4, 5 et 6 ol figurent en particulier :

= les nombres de problémes appartenant & la classe des temps
de calcul supérieurs 3 % t , qui n'a pas été représentée sur
les histogrammes (uniquement pour les problémes de 30 variables)

- les temps minimum et maximum pour chaque taille et chacune des

méthodes considérées.
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Nombre de problemes de temps t
Methode . tel que Temps de calcul
t.
de
t 3<-4{7- . .
§-<t <§-t E-t <t 180 t > 180 Minimum | Maximum
FAURE 28,86 23 9 22 0,65 > 180
GREENBERG
et 0,72 115 0 0 0,47 1,77
HEGERICH :
GEOFFRION :
1967 41,24 18 4 51 < 0,09 > 180
GEOFFRION _
1969 3,83 87 0 0 0,65 10,93
——— \
SAUNDERS
. ET . 3,29 15 9 0 0,47 62,67
SCHINZINGER
S. 8. “
0,53 130 0 0 0,47 0,65
modifiée

30 variables

TABLEAU 4
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Nombre de problémes de temps t F
Méthode Temps de calcul
Y tel que
t
de
t 3-13¢: - . :
5 <t<zt Ztsts3t t > 480 Minimum | Maximum
GREENBERG
et 6,44 109 16 0 4,01 17
HEGERICH
GEOFFRION
1969 79,02 64 33 0 4,48 235,52
SAUNDERS
et 52,72\ 11 1 12 4,10 | » 480
SCHINZINGER
5. 8. 4,26 125 0 0 4,10 4,67
modifide

100 variables

TABLEAU &
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Nombre de problémes de temps t

lcul
Méthode _ tel que Temps de calcu
de t
t - | - 3-13- s =] .. . .
-2-6t<t tst<-2-t ftst<7t Minimum | Maximum
GREENBERG
ET 25,94 31 12 7 15,50 57,43
HEGERICH
S. 8. 15,91 29 21 0 15,50 | 16,81
modifiée
\

200 variables

TABLEAU 6

Afin d'avoir un élément de comparaison supplémentaire entre la
méthode de Greenberg et Hegerich et la ndtre, nous avons &tabli les cour-

bes cumulatives associ&es aux histogrammes pour les problémes de 100 et
200 variables (Figure 16).
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X-5.- REMARQUES SUR LA REALISATION DES CODES.

X-5-1.- Méthode de Geoffrion (1969).

Un couple (VF,;VF) étant donné, dans l'annexe 2, nous verrons
que l'introduction de contraintes additionnelles permet 1'acquisition de
nouvelles informations. Ainsi, il est possible d'affiner le test de

sélection d'une variable candidate.

Ce meilleur choix diminue le nombre d'itérations. Il serait
donc naturel de considérer le plus grand nombre possible de contraintes
additionnelles, toutefois les calculs supplémentaires que cela nécessite
augmentent la durée des itérations et peuvent faire pérdre le bénéfice
obtenu par la diminution de leur nombre. C'est ce que met en &vidence
l'exemple donné dans le tableau 7 ¢ nous avons considéré les 130
problémes de 40 variables (dont la moyenne de temps de calcul est t) ,
1l'ensemble des variables imposées, sous les hypothéses (VF’;VF) , &tant
toujours déterminé & 1'aide de la derniére contrainte additionnelle

obtenue.

coslans
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m 2 4 7
t | 7,23 7,36 7,57

Pb n° t 1 t I t I t 1 t 1 t I
| 7,56] 54 7,84 50 8,03| 50 8,221 50 8,311 50 8,68! 50
2 7,38 64 | 7,471 59 | 7,66| 58 | 8,03| 58 | 8,31 58 | 8,96| 58
3 23,16 239 17,09 157 |16,34| 142 t16,721 140 (17,37 140 }19,05} 140
4 3,27( 26 3,55| 26 3,55 26 3,641 26 3,641 26 3,641 26
5 5,88 37 6,54| 37 6,63( 37 6,72{ 37 6,72 37 6,811 37
6 9,90 87 9,621 75 10,09 75 10,551 75 10,831 75 11,671 75
7 9,99{ 89 9,81 81 10,27] 81 10,73} 81 11,20{ 81 12,05 81

8 13,63{ 128 [12,51]| 107 |12,79| 104 {13,35| 103 |13,54] 103 {15,78} 103
9 8,78 75 | 8,68 69 | 9,150 69 | 9,52 69 | 9,90 69 |i0,74] 69
10 12,42( 120 [11,11] 98 10,95 87 10,92] 87 11,30 87 l12,23] 87

TABLEAU 7
Influence du nombre de contraintes additionnelles (m) sur :

le nombre d'itérations (I)

le temps de résolution (t)
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Pour ce méme couple (VF,;VF), il est possible de déterminer
1'ensemble des variables imposées non plus 3 partir de la derniére con-
trainte additionnelle construite, mais & partir des k (k> 1) derniéres.
Le nombre de variables ainsi fixées augmente, ce qui diminue le nombre
d'itérations, mais, comme précédemment, le temps de calcul peut, lui,

augmenter.

Nous conservons, & titre d'exemple, les 10 premiers problémes
de 40 variables qui ont &té résolus en considérant 4 contraintes addi-
tionnelles (Tableau 8).

La sélection d'une variable candidate s'effectue @ 1'aide de la
contrainte initiale et des quatre contraintes additionnelles. Pour R = |
les variables sont imposées & partir de la derniére contrainte additionnel-
le obtenue; pour R = 4 , on impose les variables 3 1'aide des quatre der-

niéres contraintes additionnelles obtenues.

i:ﬁ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Re t 8,31 8,31 17,37 3,64 6,72 10,83 11,20 13,54 9,90 11,30 3
I 50 58 140 26 37 75 81 100 69 87
Res t 9,71 10,09 22,79 4,30 7,28 14,10 14,20 17,18 12,70 14,47
! 50 56 137 25 37 75 79 97 69 86

TABLEAU 8

Des expériences identiques ont été effectuées pour les autres

tailles de problémes. Nous en avons déduit le nombre "optimal" de con-

traintes additionnelles pour un nombre donné de variables, la recherche

des variables imposées se faisant toujours sur la derniére contrainte

additionnelle.
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Nombre

de 10 20 30 40 50 100 200
Variables

Nombre

de 1 1 1 1 2 4 7
c.a.

X-5-2.,- Méthode de Saunders et Schinzinger améliorés.

Dans ce paragraphe, nous exposons le principe adopté afin
d'améliorer une solution réalisable et montrons 1'utilisation et 1l'intérét

des théorémes 14 (§ VII-3-3) et 16, ainsi que la régle 6 (§ VII-4),

Soit x une solution réalisable et p 1'indice d'une variable

candidate susceptible d'€tre sélectionnée.
On pose :

p-l I o
A= fx - [P + T alx, - x))
',l J B
]
Pour déterminer s'il est utile ou non de tester les golutions
de E(wp,(xw ,14;p)) , d'aprés la régle 6, on considére 1'inégalité :

p+1

I TR
. ve

En fait, ce test n'est que le dernier d'une série de trois :
q N

. *
= Test 1 : Comparaison de A + Idvel X,e €t de A

[
Si on ne peut conclure que T(wp,(xw .1-xp)) =0,

ptl
on effectue le test 2.

= Test 2 : A-t-on L(wp,x) <0 7?7 (Théoréme 14)
-]
Si on ne peut encore conclure que T(wp,(xw y1-x)) = ¢,
+ .
on détermine la valeur minimale X e de 1a® ! variable

d'écart pour aboutir au test 3.
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- Test 3: A-t-on A+ [d"%[ x> 2" (Regle 6) 7

Cette fagon de procéder s'explique par le fait qu'a chaque &tape
de 1'algorithme, les valeurs X e et L(wp,x) sont connues alors que la

détermination de X e nécessite des calculs supplémentaires. (emploi d'une
boucle de p-1 3 1).

Afin d'illustrer cette affirmation, nous avons effectué des
comparaisons basées sur les temps de calcul et les nombres de solutions

testées (tableau 9).

L'utilisation du test 3 diminue fortement le nombre de solutions

mais les différences de temps de calcul ne sont pas significatives:

Elles sont

- soit inéxistantes

- soit de 1l'ordre du dixiéme de seconde pour certains problémes
de 200 et 300 variables (de moyennes respectives 16 et 35
secondes) ainsi que pour le probléme de 1000 variables dont

le temps de résolution est compris entre 370 s. et 371 s.

Les résolutions des 125 problémes de 50 variables ont abouti
3 un écart de l'ordre d'un centiéme de seconde entre les deux moyennes :

1,26 s. pour les tests | et 2

1,27 s. pour les tests 1, 2 et 3

vesloes
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Nombre de Probléme Nombre de solutions testées
variables N° tests | et 2 | tests 1,2 et 3

1 20 13

2 3 1

3 35 11

4 6 4

200 5 70 34
6 4 3

7 48 21

8 5 2

9 23 5

10 21 9

1 21 15

2 4 4

3 40 29

4 115 45

300 5 37 28
6 28 12

7 83 34

8 24 12

9 98 38

10 231 18

1000 72 22

TABLFAU g

Toutefois, 1'utilisation des testsl, 2, 3 s'avére trés

intéressante pour des problémes 3 coefficients dispersés :

Considérons les 'sept problémes suivants ol seuls les seconds membres

L de la contrainte différent d'un probléme 3 1l'autre.

ool




z = Max 54 X, + 68 X, + 789 x3 + 65 X, + 24 Xg + 35 Xg + 61 x, +
42 Xg + 786 Xg + 43 X0 + 512 X, + 424 X9 + 321 X3 + 11 X4 +
4 X5 + 47 X6 + 35 x]7 + 56 X8 + 12 x19 + 754 X590 + 55 X5, +
457 Xy + X3 + 65 X504 + 74 X, + 22 %56 + 4 X597 + 45 X,q +
12 X9 + 5 X4 + 57 x31 + 57 X3, + 23 x33 + 54 X34 + 2 Xa5 +
42 X136 + 77 X3y + 78 X8 + 682 x39 + 142 x40
541 x] + 786 X, + 3541 x3 + 75 X, + x5 + 652 Xg + 843 x7 +
21 Xg + 10 Xy + 40 X0 + 46 X, * 51 X9 + 752 X5 + 810 X, *
510 X5 + 21 X6 + 42 x]7 + 121 X8 + 5 x19 + 4 %50 + 72 X5 +
631 Xy + 720 Xyq + 435 %54 + 2 X,c + 820 X56 + 64 X9 + 73 X,8 +
770 x29 + 43 X359 + 85 x3l + 912 x32 + 4 x33 + 35 X34 + 14 x35 +
42 X6 + 22 X9 + 54 Xag + 32 X39 + 35 X0 § L
xj =0 ou | J = l,0..,40
Probléme ] 2 3 A 5 6 7
\
L 999 2000 3000 5000 7000 8000 12000

Les temps de résolution (en secondes), pour les méthodes de Faure,
Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, et la ndtre, sont répertoriés
dans le tableau suivant (ol figurent également les nombres de solutions

testées (S.T.) pour notre méthode).

N.B.- Il est 3 remarquer que ces problémes ne sont pas tirés de la litté-
rature; ils sont tout simplement le résultat d'un mélange de cartes-
données; cela a abouti § une série de problémes pour lesquels notre

méthode n'est plus la plus performante.
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| GEOFFRION GREENBERG S S slioré
PB z FAURE 069) ot . et S, améliorée
(1 HEGERICH Tests | et 2 | Tests 1, 2, 3
S.T. S.T.
1 4190 7,00 5,69 1,49 3,92 1215 2,80 66
2 4749 4,48 5,32 1,03 1,12 88 1,77 14
3 4983 5,98 3,34 1,09 0,75 8 1,40 1
4 5330 2,71 4,39 1,40 > 300 6,54 59
5 5826 5,04 5,32 0,84 0,65 7 1,31 1
6 5899 4,56 5,40 1,21 0,84 19 1,59 5
7 6081 1,12 3,55 - 0,75 0,65 4 1,49 3

X-B.- PROBLEMES TESTS DE TRAUTH ET WDOSLEY [28].

Ce sont les neuf problémes suivants dans lesquels également,

seuls les seconds membres

3 1l'autre :

Z = Max 20 x, + 18 x, + 17 x, + 15 x

2

3 4

L de la contrainte différent d'un probléme

+ 15 x5 + 10 x, +5 x7 + 3x, +x,+X

6

8 9

30 x, + 25 X, + 20 x, + 18 x, + 17 x5 + 11 x6 +5 x7 + 2 x8 + x_ +x

\3 4

9

10
10§

Probléme 1 2 3 4 S 6 7 8 9 |
L 55 60 65 70 75 80 85 90 100 |
Les temps de calcul sont les suivants :
- GEOFFRION GREENBERG 292
Probléme b4 1969 et HEGERICH S. et S. améliorée
1 50 0,37 0,09 0,09
2 52 0,37 0,19 0,19
3 57 0,37 0,19 0,19
4 62 0,37 0,19 0,19
5 67 0,19 0,09 0,09
6 68 0,37 0,09 0,19
-7 70 0,47 0,19 0,19
8 75 0,37 0,19 0,19
9 85 0,19 0,09 0,09

L
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X-7.~ PROBLEMES TESTS DU TYPE (P.B.E.)

n . n .
Max § £9 x.| ) €9 x. L , xes]. (voir Ch. IX)
jn] ] j-] |

Les problémes testés proviennent des problémes tirés au hasard,

définis dans la partie I de ce chapitre :

Un probléme tiré au hasard étant donné

- n .
Max Z gJ X,
j=1 ]
n .
z 23 x. <L
j=1 ]

xj = 0 ou I , j=1l,ieu,n

afin d'éliminer les coefficients nuls, nous avons choisi de considérer
le probléme du type (P.B.E.) tel que fJ = ZJ sy J = l,eee,n , et
L=1L1"',

Pour &tablir une comparaison entre les méthodes de Faure,
Geoffrion (premiéte et deuxidme méthodes), Greenberg et Hegerich, et
la nbtre, nous avons considéré 50 problémes de 10, 20, 30, 40, 50 et
100 variables dont nous indiquons les moyennes de temps de résolution

(en secondes) dans le tableau suivant :

voil o
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GEOFFRION GEOFFRION GREENBERG S. et S.
n FAURE et P
1967 1969 HEGERICH améliorée
10 0,14 0,46 1,11 0,21 0,19
20 0,29 0,59 1,29 0,51 0,32
30 0,43 0,87 1,98 0,63 0,38
40 0,58 1,18 2,64 0,86 0,57
50 0,83 1,88 3,68 0,97 0,66
100 2,80 5,48 10,63 1,91 1,52
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ANNEXE I

(ETUDE DU COUPLE (VF,§VF))

AI-1.- EVOLUTION DE L'ENSEMBLE VF DES INDICES DES VARIABLES FIXEES
ET DU VECTEUR ;vr ASSOCIE.

On pose ¢

VFt

ensemble des indices des variables fixées & 1'étape t

d'un algorithme

xVFt

le vecteur associé qui appartient 3 S(VFt).

N.B.- Dans ce qui suit, pour simplifier, on ne tient pas compte de la
- possibilité d'avoir un indice égal 3 ve au cours de la méthode de
Saunders et Schinzinger; la variable d'écart &tant une variable
3 valeurs entiéres, peut €tre sélectionnée plusieurs fois; nous
verrons en remarque, les modifications qui sont 3 apporter 3 la
rédaction. '

\

AI-1-4.- Introduction.-

L'ordre des &léments de VF' représente 1'ordre dans lequel les

indices des variables ont &té introduits.

Al-1-1-1.- Le couple (VFt,;VFt) étant donné, trois situations

peuvent se produire au cours d'un algorithme :

Cas 1.~ T(VFt,§VFt,X*) = @ ; on considére alors la derniére
variable Xy qui a été sélectionnée une seule fois sous
des hypothéses (VF:,;VFt) + Si on lui a attribué la
valeur Es lors de cette sélection, on la sélec-

tionne & nouveau pour lui attribuer la valeur l-x8

Nous dirons que c'est une variable imposée.
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Cas 2.~ (se produit dans les méthodes de Faure et Geoffrion
(l1ére et 2éme méthodes)):
Une (ou plusieurs) variable(s) d'indice(s) appartenant
a Vft doit (doivent) avoir une (des) valeur(s) imposée(s).
[tests utilisant soit la fonction &conomique (Geoffrion
lére méthode) et la contrainte (Faure), soit des contrain;

tes additionnelles (Geoffrion 2é&me méthode).]

Cas 3.- Une nouvelle variable d'indice appartenant 3 VFC  est

sélectionnée pour la premiére fois.
Remarque.= Le nombre d'éléments de 1'ensemble des indices des
variables fixées reste identique ou diminue dans le cas 1, augmente dans

les cas 2 et 3.

AI-1-1-2- Supposons que IVFt| = p ; cet ensemble peut avoir

deux formes différentes au cours d'un algorithme :

Forme J.- VFt = VF: LJ{jp}

VF: : sous-ensemble de VF' contenant les p-1 premiers indices de vrt
avec

jp ! indice de la dernig&re variable qui a &té s&lectionnée une seule

- fois sous les hypothéses (VFt,§VFt)

1VE
Forme 2.- VF® = VFy U {j_} U VI]
VF? :  sous—ensemble de VF' contenant les m-1 premiers indices
de VFt

avec 3 ¢ méme définition que j

m P

VI? ¢ sous—-ensemble de VFt contenant les p-m derniers indices

de VF' (ces p-m indices sont associés 3 des variables

imposées).
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AI-1-2.- Nous allons étudler les modifications apportées au couple

(VFE;VFC) 3 1'étape t+l1 d'un algorithme.

Al-1-2-1.- VFt a la forme 1 : on obtient

t - -
Cas 1.- (VF ,(%?.l-xjp))

Cas 2.- En notant VI' 1'ensemble des indices des variables qui

doivent avoir des valeurs imposées,
(V' U VIY, (Ko s Xy t))
Wyt Xy

(VIt se réduit 3 un seul &lément dans la méthode de

Faure).

Cas 3.- En notant j 1'indice de la nouvelle variable sélec-

p+l
tionnée :

(VF U (G 3 (R t,X, )
p+l xVF Jp+l

Al-1-2-2,- \_VFt a la forme 2 :

Cas 1.,- On attribue la valeur l—;j d la variable d'indice jm ;
t

Or, les variables d'indicesmappartenant a VI] sont

de deux sortes :

a) elles ont eu une valeur imposée 3 la suite dg la
premiére sélection de la variable d'indice jm sous
les hypothéses (VF:,EVFt) [méthodes de Faure et
Geoffrion]. !

b) elles ont été sélectionnées deux fois, sous des
hypothéses - .

‘ VF, U {j } < VF'
(VF',XVF,) avec et

X, .t i, 1< X '
’WF, v {Jm} NF
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Donc, a priori, ces variables n'ont plus lieu d'étre imposées et

quittent 1l'ensemble des variables fixées.

On obtient donec :

t oy e oy g -

m

Cas 2.- 1Identique 3 celui de la forme 1, on obtient encore :
t t - ot
(VE"U VL7, (xypt s Xy t))

Cas 3.~ 1Il1 faut distinguer la méthode de Saunders et Schinzinger
(améliorée ou non) des autres méthodes pour lesquelles on

obtient tout comme pour la forme 1 :
t . o ot
(VF U {Jp+l}’%t!xjp+]))

Mais, pour &tudier la forme du couple (VFt+1,§VFt+1)
au cours de 1'algorithme de Saunders et Schinzinger,
nous éonsidérerons 1'organigramme de 1'évolution du

\ couple (VF,;VF) pour cette méthode (voir figure 17),
I1 apparait alors clairement que l'ensemble SL des
indices des variables imposées est :
- soit vide

- s8o0it réduit 3 un seul é&lément.

En effet, on sélectionne pour la premiére fois une variable X

(dans les parties (I) ou (I') de 1'organigramme)

- soit immédiatement aprés avoir sélectionné pour la premiére fois

une variable d'indice p > s :

SL est vide puisque seules les parties (I) et (I') sont

concernées.

- 8oit aprés avoir sélectionné pour la deuxiéme fois une (ou

plusieurs) variables d'indice(s) inférieur(s) & s :
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Remarqueg sur la Figure 17

1.~ On considére les relations déduites du théoréme 13 et

du corollaire 2 :

p-l s o
fx - ldpl + Z ad(x.-x.) > A (21)
(2o i
J
ve |- pa! j,e *
fx + |d [x _+ ] d(x.,~x;) > A (22)
ve . ] ]
i=2
et _
;ve + 1 sous les hypothéses (KI)
X =
ve
0 sous les hypothéses (K2)

2.,- L'organigramme de la méthode de Saunders et Schinzinger

améliorée est obtenu en &liminant les tests relatifs & la variable d'écart

et en remplagant :

\

les relations (21) et (22) par la relation

ex - [aP| + [ |eI] 4 |q"¢ x> 2"
JEINF M
avec ;( - }-( - X
ve ve -ve

nt]l par n .,
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SL=¢
VF = §
p=3
> - > -
our — ) e ecr s NON
p € VF et relation (21) vérifiée lP.’EH_I
' our NON
- - —me peVF >
‘L | (VFU{p}-SL , (xVF-SL’xp)) 3 \/
ov1 NON
(1) —<—<(_p=ve et relations (2]) ou () vérifiées>—~4 + )
! =
lE;El | (VF-SL, (xyp_gp,2 %ye))
Y ap  |(VFSE » G- seutphy 175
| SL=g | sL = {p}
our ‘ NON -
—<4—<solution réalisable ? >———tr——— —_ NON N\ O0UI
FIN| -8 p<n+l >
l‘.‘=—2'| \/
|
* -
ovr NON
jeVF ou j=ve et X, <[]\ \am
|1=2]
A | ) 1
- x -
sauf si j=ve auquel cas ’ VF"(SL"’{j})'l xj))
on obtient 4
: (1) SL = {j}
(VF=SL, (xyp_ g 1%, ) |
| # l
| Lo : — ~_ Now
| %< solution réalisable ? > >
\
o= *II

| IJ:J:_i_l
| . vow /\ our_

FIGURE 17

Construction de (VF,;VF) pour la méthode de Saunders et Schinzinger
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Le (ou les) passage(s) dans les parties (II) et (II')
correspond(ent) alors 3 un ensemble SL résuit 3 un seul
élément, avant le passage dans les parties (I) ou (I') de

1'organigramme.

En particulier, lors de la premiére sélection de la variable
d'indice jm (resp. jp pourhla forme 1), la variable imposéetdont 1'indice
appartenait & un ensemble VF  construit antérieurement & VFllJ {jm}
(resp. VFt-]) n'a plus lieu d'étre fixée; ces sélections correspondent

donc 3 un ensemble SL wvide.

On en déduit que :

t . . . . . -
1.~ VFl ne peut contenir d'indice de variable imposée
(sélectionnée pour la deuxiéme fois)

(ce qui n'est pas le cas pour les autres méthodes).

t .q s P
2.- VIl est un ensemble réduit 3 un seul &lément correspondant
3 la derniére variable ayant été sélectionnée pour la

deuxiéme fois.

Comme, de plus, le principe d'énumération correspond 3 un
\
balayage de 1'ensemble {n+l,...,3} (resp. {n,...,3} pour la
méthode améliorée) s'opérant systématiquement de la droite vers la gauche

(a8 partir de 1'indice 3), on peut conclure que VF® est de la forme :

t o s . . . . . .
VF {J]’JZ""’Jm’Jm+]} avec Jl > Jz P see > Jm > J

m+ ] >3

j'....,jm : indices de variables qui ont &té sélectionnées une seule

avec fois

jm+1 : indice de variable qui a été sélectionnée deux fois

L'introduction du nouvel indice associé 3 la nouvelle

variable sélectionnée ne peut se faire que pour jm > 3 on

> ] ,
ptl m+ |
obtient donc le couple :

))

typ re . -
(VP U {5}V ol x "

VFE U {513
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AI-2.- NON REDONDANCE.

Supposons que les couples (VF‘,;VFl),...,(VF¢,§VFt) ne soient
pas répétitifs, c'est-a-dire qu'il existe au moins un &lément du couple
(VFj’;VFj) qui différe de 1'élément correspondant des couples

. hel,...,j-1
(VFJ-h.§VFj-h) pour
j=2,.04,t

Nous allons montrer qu'il existe au moins un &lément de

(VFt+]v;VFt+l) qui différe de 1'&lément correspondant de (VFh,EVFh)

pour h=1,...,t .
t t t - . eps . 2 2
VF1 ’ VIl et VI~ ayant les mémes significations que précédem-
ment, nous allons &tudier les trois maniéres différentes de passer de

(VFt,EVFt) 3 (VFt+’,§VFt+l) :

Cas 1.- T(VFC,EVFc,x’) -p

t t), ..
1) VF VF‘U{JP}

t - t - -
\ De (VF ,xVFt) on passe 3 (VF ’(xVFf’]—xjp))
_ t+1 t
1.1. VF = VF
et

EVFt+l = (§VF§,I—§p) ¢ ;VFt
— (VFt,§VFt) ¢ (VFt+1,§VFt+I) .
1.2.- Supposons que
Jje1,...,t-1} tel que
(VFj.;VFj) = (VFt*l.EVFt+l)
ce couple (VFj’;VFj) peut €tre obtenu :

- soit dans le cas 1 : en attribuant la valeur
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1-§j 4 la variable d'indice jp lors de sa
P .
seconde sélection, 1'un ou l'autre des couples
suivants &tant donné : .
t . - -
8 (VF U {Jp} ’ (xVFT’xjp)) .
t t - - .
b) (VF U VI]’(xVFt’xVIt)) ¢ couple qui ne

peut découler que du couple précfdent.

sous ces deux hypothéses, cela signifierait que

i jo € {1,i0.,t=1} tel que
Jg - -
(VF O’XVFjO) - (VFt,)wI",t)

ce qui est impossible.

soit dans le cas 2 cela signifierait que, sous

les hypothéses (VFs’;VFt) » on attribue la valeur
imposée 1 - x. & la ! variable d'indice jp ,
P

qui ne peut donc prendre la valeur §j

P
==> le couple (VFt,;VFt) ne pourrait exister.,

L'nypothése d'existence d'un indice j € {1,.e.,t-1}
tel que (VFJ,EVFj) = (VFt+1,§VFt+1) n'a donc pas

de sens. D'ou la conclusion.

t t . t .
VF VF U{Jm}UVIl :

De (VFt,;th) on passe 3
t . - -
VFLU () Gyt -5, )

t+1 t = -
2.1.- VF $ VF et ’Rm“”"xwt

—_— (VFt.:-CVFt) # (VF”],:IVFcH)
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2.2.- Supposons que 3 j€ {lyees,t=1}
i- . t+1 =
tel que (VF ,XVFJ) = (VF ,xVFt+l) .

ce couple (VFJ,;VFj) peut étre obtenu :

gsoit dans le cas | : en attribuant la valeur I-xj
d la variable d'indice jm lors de sa seconde

m
sélection, 1'un ou l'autre des couples suivants &tant

donnés.
a) (VF: \){jHJ’;VFﬁlJ{jnJ) mais le fait de sélec~

tionner une seconde fois la variable d'indice jm

ne peut se faire que sous 1l'hypothése
T(VE U {j }.;cwt . 2= 8
l m 1 U{Jm}

m—t le couple (VFt,;VFt) ne pourrait exister.

b) (VF: Vgu VIE,;CVF? Utigu VIE) : ou VI;

est un ensemble d'indices de variables imposées;

mais le couple (VI;,;VIt) ne peut qu'€tre iden-
2
tique au couple (VIT,XVIt) puiqu'a partir du
1

couple (VF?, J {jn}’;VF? U {jm}) il n'y a pas
d'ambiguité possible, que ce soit pour déterminer une
variable sélectionnée (et lui attribuer une valeur),
ou que ce soit pour attribuer des valeurs imposées

3 certaines variables. Sous ces hypothéses, cela

signifierait donc que :

3 jO € {lyees,i=1} tel que

j - . - (3 3 .
(VF o‘xVFJO) = (VFt,xVFt) » ce qui est impossible.

soit dans le cas 2 : de ma méme fagon que dans le 1.2,

,t . - 3 [
le couple (VF;V {Jm}'xVF? L’{jm}) ne pourrait exis-

ter et, a fortiori, (VFt,;VFt)-
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On peut donc conclure de la méme fagon que dans le 1)

Cas 2.~ De (VFt,EVFt) on passe toujours 2
- - . ¢
(VFt\J VIt.(xVFt.xVIt)) quelque soit la forme de VF .

1y vte vitt!

et ;VFt s ;VFt+l
— 3t ¢ E R e

2) S'il existait un indice j e {1,...,t-1} tel que
(VFj,J-CVFj) - (VFt”.;;FtH)'

cela signifierait que : 3 jo € {1,000,j-1}
tel que

Jo - . t - . . .
(VF “,xypig) = (VF ’xVFt)' Ce qui est impossible.

D'ol la conclusion.

Cas 3.- 1) Si VF* a 1a forme 1 dans la méthode de Saunders

et Schinzinger, 1'une ou 1l'autre des deux formes

dans les autres méthodes :

\ De (VFt,;VFt) on passe 3
t . - -
(VF- U (i, }e(x,t,x, ))
pt+l X Jp+]
— vFte vFtt! et Xt ¢ X _t+] et on peut
vro S VF .
conclure de la méme fagon que dans le cas 2
(avec jo = j-1).

2) Si V'Ft a la forme 2 dans la méthode de Saunders

et Schinzinger :
De @

t 1 . . - -
VF., U {j } VU { Yo (Xt - ps wl"X.  )) on
(VF, In I+ 1 ’\'Fl v Tin

passe &
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t . : X x
(VEy U L Ul 1 Oty {jm}”‘jp+,))
avec jm > jp+] > jm+| y

]';VFt+l) .

2.2.~ Supposons que 3 j € {1,...,t=1} tel que

- +
2.1.- On a bien (VFt,xVFt) # (VFt

i = . t+l =
(VFJ,xVFJ) = (VF ,xVFt+l) .
Or, pour obtenir le couple (VFt,;VFt) il a
fallu avoir, 3 une étape antérieure de 1'algo-

rithme, le couple

t

h - . . -
(VF,xygh) = (VP U {5 Y UG 0 (xVF: UG} ))

'
e

Nous allons montrer qu'au cours des étapes
antérieures 3 1'étape t il est impossible
d'obtenir a la fois (VF),x.j) et
(VFh,§VFh) (étapes j et h antérieures
3 1'étape t) 3

2.2.1.- Montrons le résultat pour 1l'étape h

ultérieure 3 1'étape j : pour passer de

F ki) 2 (VFh,§VFh) il faut supprimer

1'indice mais cela n'est possible que
p+l

lorsque la variable d'indice jp+L- est une

variable imposée et qu'alors

- goit dans le cas ! : on sélectionne pour la
geconde fois la variable d'indice jm , mais
cela est impossible par hypothése (la varia-
ble d'indice jm n'a 8té sélectionnée qu'une

seule fois).

- soit dans le cas 3 : on sélectionne pour la

premiére fois une variable d'indice j_

mais cet indice est tel que !




Remargue.-
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13 L 3 > *
In? Jql > Jp+l Jm+]

Dans ce cas 3, on ne peut introduire qu'une
séquence de variables sélectionnées d'indices

3 , h=1,...,1i tels que
qh )

>3 > S & Jp+] > 34

L T 9

jusqu'a ce qu'il ne soit plus possible d'en
introduire; on revient alors dans le cas 1,

d'ol 1'impossibilité.

2.2.2.- Montrons le résultat pour 1'étape j

ultérieure 3 1'étape h ¢ De méme que pr?cédem—
ment, pour passer de (VFh,;VFh? a (VFJ,;VFj)
il faut supprimer l'indice jm+l ; cela n'est
possible qu'en attribuant au préalable une va-
leur imposée & la variable d'indice jm+!’ c'est

i-dire en passant par le couple

t . . - -
(VF; U {5 YU bt o: qe!%: )

] m m+ | xVFlLJ{Jm} i1
qui serait un couple défini antérieurement et
identique & (VFt-;VFt) , ce qui est impossible.

L'hypothése initiale d'existence d'un indice

je{l,...,t=1} tel que

(VFJ.;VFj) = (VFt+],§VFt+l) n'a donc pas de
sens; d'ot la conclusion finale, puisque

tous les cas ont été étudiés .

Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la variable

d'écart peut déja avoir &té sélectionnée plusieurs fois avant de lui attribuer

la valeur xs+l lors d'une nuuvelle sclection.
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Si Jp ou jm = ve : la variable a peut-8tre déja &té

sélectionnée plusieurs fois mais x < [L].

Dans le cas 3 : 1la premiére sélection de jp+] peut cor-

respondre & une nouvelle sélection si jp+l = ve,

Si ve € VI?_ ¢ cela signifie que

- soit x__ = ﬁJ
_ve
- goit e < [L] et les relations (21) et (22)

non vérifiées.
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ANNEXE II

(DEUXIEME METHODE DE GEOFFRION)

AII-1.- DETERMINATION D'UNE VARIABLE SELECTIONNEE A PARTIR DE LA CONTRAINTE
INITIALE ET DES CONTRAINTES ADDITIONNELLES.

On note :

Al colonne j de la matrice A

A, ¢ ligne j de la matrice A

AeF ¢ sous-matrice de A composée des colonnes dont les

indices appartiennent au sous-ensemble VF de {1,...,n}

Considérons le systéme de contraintes : ”

n .
Z AJ‘ x' sb' i = ]’...’m (I)
. i7j i
=1

dans lequel : - A{ = £J j=1l,eeeyn et bl =L

- les m-1 autres contraintes sont des contraintes r

additionnelles.
\ :
AII-1-1.-  Propriété des contraintes additicnnelles.

Etant donné le couple (VF,;VF) , on pose 3
X .- -VF- - j .-lo-m
NOVE, o) = by = Ay e = LA L b
JeVF

(en particulier : N(VF';VF’]) - L(VF,§VF) - Z__ )
JEVF

THEOREME 21.- Si N(VF,;VF,l) 2 0

Alore N(vp,§VF,i) s 0 i=2,...,m




AITI - 2

Démonstration. -

NOVE X)) 2 0 o= £ ¢ LBy (23) . .
jeVF — Tkt I £ "
Régle 3 JeVF

] . . . .
(2 meilleure valeur connue de la fonction économique).

. * . .

S1 nous notons Ai la meilleure valeur connue de la fonction
économique lors de la construction de la contrainte additionnelle d'indice
ie {2,...,m} , nous avons :

»
=2

* *
osxzstnosxm

VF - i »
— f X+ 'ZVF £l 5 A, (25)
Relation (24) Je {=2 o
’.'. ’

D'aprés les iné&galités (23) et (25) et, par définition des

contraintes additionnelles, on peut donc conclure que :

N(VF,EVF,I) 5 0 == N(VF,EVF,i) 5 0 c.q.f.d.
\

AII=]-2,- Variables imposées 3 la valeur | et variables candidates,

Supposons que les hypothéses du théoréme 7 soient vérifiées :
L(VF’xVF) >0 et N(VF,xVF,l) <0 .
De la méme fagon que dans la premidre méthode, nous avons le

THEOREME 8.- Sous les hypothdses du théoréme 7 :

8t akcﬁ

tel que £F X+ ij-fRSA*
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l alors {xklx € E(VF,}VF)fW A(x*)} = {1} .

Notons VI cet ensemble d'indices de variables imposées 3 la

~valeur 1 s8ous les hypothases (VF,;(VF) :

— VF - :
VI= ke VF|£ x+ J_ £ - %)
jeVF
Posons VF' = VFU VI .

Il faut alors attribuer la valeur 0 & une des variables d'indice

appartenant & VF' ; mais puisque N(VF,;VF,I) <0, 1l est possible que :
] Jl C {2,...,m} tel que Vi NS N(VF,xVF,i) <0
En posant J = J U {1}, nous avons la

PROPOSITION 8.- Compte tenu du principe d'énumération, wne

variable d'indice k ¢ VF' telle que

Al.( <0 V ieJ
1 ..
\
est imposée Q la valeur 1 .
Démonstration.- En attribuant la valeur ;k = 0 3§ la variable

d'indice k , on obtient :
’ - . - 3 k
Vied N(VFU ) Xypyeye D) = NOE, X, 6) + A
< N(VF’;VF’]") <0 c.q.f.d.

Nous avons donc le résultat suivant, valable dans le cas d'un

systéme de m contraintes quelconques :

L'ensemble des indices des variables imposées associé 3 un systéme

de contraintegsest de la forme :
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VIU{chF"lAIi‘so Vied)

avec

J={ie¢ {l,...,m}lN(VF,;:VF,i) < 0}

Mais ce résultat se particularise pour le systéme (1) :

Par définition du probléme (P.B.)

AJl =350 j=1,...,n

Par hypothése, — (ke VE'|Af c0 Viedd=8.

N(VF,X,.,1) < 0 = 1 ¢ J

VF,
On peut donc conclure que :

PROPOSITION 9.— L'ensemble VF'

des variables candidates associé
au systéme (I) et celut associé A la contrainte
initiale sont identiques.

AII-1-3.- Conditions suffisantes d'exclusion d'un ensemble E(VF’;VF) :

On pose, par abus de langage :

VS(i) = {k € Vf'lA‘i‘ >0} Vie({l,...,m

THEOREME 22.- Si L(VF,;cVF) > 0
et N(VF,?:VF,l) <0

et 8t l'une ou l'autre des hypothéses sutvantes
est vérifide :

le= VI = VF
2.~ VI%W et :
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3 iy e {1,...,m tel que :

e

N(VF,xVF,lo) <0 (26)
t

N(VF,§VF,iO) + ] Al <o (27)

jevs(iy) 0

alors T(VF,EVF,A') -9 .

Démonstration.- Soit X € E(VF,;VF)

l.- Si VI = VF

théoréme 9

-

la démonstration est identique 3 celle du

2.- Supposons que VI 5 VF :

a) Si Xy1 ¥ eyr * alors x ¢ A(A*) (théoréme 8)

Considérons la contrainte d'indice i

. = A, xVF + \z Ay

1 0 jevl

j
1o

+

j

0 € {1,c00,m} :

) Al x, + Al x,
evs(iy) 0 J jes@y ‘o I

Par définition de VS(io), on a :

n .
7oAl x, 2AV R+

j-

]

b j
Al + ) al
o3t gt o €Wy ‘o IR
== Ay x.> b,
j=1 o 3 to
par hypothése, N(VF,;VF,iO) + z Ag <0
jCVS(iO) 0
- » - » *
- x ¢ RC(VF’XVF’)\].. 91"0) ~> x ¢ T(VF’va’xi ) avec Ai
0 0 0

(u

0

scalaire associé & cette contrainte additionnelle d'indice 1i.)

0

On peut donc conclure que

V x € E(VF,x

vF)

T(VF,§VF,x‘) - c.q.f.d.

< X.
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L'introduction des contraintes additionnelles permet dont 1'acqui-
sition de nouvelles informations pouvant conduire & 1'exclusion d'un

ensemble E(VF,;VF) .

En effet, si :

= i - i
N(VF,x, 0o 1) + ] A7 = L(VF,x ) - J 20
. 1 VF “
jeVs(l) jevl
alors il peut trés bien exister un indice io e {2,...,m} vérifiant les
relations (26) et (27) puisque, a priori, on ne connalt pas les signes

des quantités :

N(VF,x,.,1) + Al et YF L ” gt .
BN szu) 1 [ xve jEVIUVS(iO) ]

AlI-1-4.- Variable sélectionnée.

Si VF' # @ et si la relation (27) n'est pas vérifiée pour tout
indice iO tel que N(VF, xVF’l ) <0, alors l'attribution de la valeur
0 3 une variable d'indice s appartenant 3 VF' peut contribuer i 1l'obten-

tion d'une solution x ¢ T(VF',;VF,,X*) .

On détermine la variable d'indice s qui, mise 3 0 , permet
d'obtenir un systéme ayant le plus possible de contraintes réalisables,
ou tout au moins possédant des contraintes qui soient le plus proche possi-

ble de la réalisabilité.

Notons

gy - . - . k
V k ¢ VF' K(VF,x F,l,k) = N(VF,xVF,l) + Ai .

v

REGLE 7.- On sélectionne la variable d'indice s e VF'

telle que :

Z mln[K(VF xVF’l +8), 0] = max' { Z mln[K(VF,xVF,l k),0]}
keVF i=]

— En effet,
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l.- S'il existe un indice k € VF' tel que

) PR 2 0)

K(VF,)-(VF,I,k) s 0 (> L(VF,;VF P

- - ¥
alors la solution x = ( , e ,0) € T(VF, WA )
XF? SVF-{k} XV

- » . » * *
—_— X € T(VF,XVF,Xi) i=2,...,m (avec 0 g 12 € 00 € Xm = 1)
De la méme fagon que dans le théoréme 21, on peut conclure

que K(VF,§VF,i,k) >0 1i=2,.,.,m

m
—— z min[K(VF,- ,i,k),O] = 0
i=1 *VF .
. + w— . . .
=—> S1 K & VF' désigne l'ensemble des indices k tels que
K(VF,;VF,l,k) 3 0 , de la méme fagon que dans la premiére méthode, la sé-
lection de la variable x, se fera parmi les variables candidates d'indices
+ . .
appartenant &8 K (1'apport des contraintes additionnelles est inexistant

4 ce niveau de l'algorithme),

2,~ Par contre, si K" = ¢ , a priori, le signe de la quantité
K(VF,§VF,i,k) (i € {2,...,m}) est quelconque lorsque K(VF,§VF,I,k) <0
dans ce cas, 1l'apport des contraintes additionnelles peut entralner un
choix de la variable X, différent de celui de la premiére méthode; ce
choix ne peut &tre que "meilleur" puisque beaucoup plus d'informations

entrent en ligne de compte lors de cette sélection.

N.B.- Dans l'organigramme de principe (§ V-4), il suffit de remplacer le

théoréme 9 par le théoréme 22 et la régle 3 par la régle 7 .

AII-2.- EQUIVALENCE DES PROBLEMES (P.L.CA) et (P.L.CA)’
COMPARAISON ENTRE LES CONTRAINTES ADDITIONNELLES DE BALAS, GLOVER
ET GEOFFRION.

AII-2-1.- Préliminaires.

- . . m n
Etant doniné un domaine convexe D de R X R , on pose

m
VXCR Dx-{ycmnl(x’y)cn}
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Considérons les fonctions f et g suivantes :

' m -
et x ¢k étant donné,

+ o si Dx = ¢
g3 DxC. R® - R telle que g(y) =

T e R sinon
X,y

ol Y ¢ Dx

Soit (x,y) une solution optimale du probléme :
(®) min[£(x) + g(y)| (x,y) ¢ D]

On considére alors les problémes :

(2,) £(x) + min[g(y) |y € D3]

minm[f(#) + min{g(y)|y € Dx}]
xeR

N.B.- Le théoréme suivant est & rapprocher avec une étude faite par

\
Geoffrion dans [29] .

THEOREME 23.~ Les problémes (P

équivalents.

), (P

2) » (P3) sont

1

Démonstration.—

l.= (P]) < (P2) :

a) £(x) +gy) g f(x) +gly) V¥ (x,y) €D

Donc, en particulier ¢

£(R) + g(3) ¢ £(X) + g(y) V (x,y) eD (i.e. VyeDY

— £(®) + 8() ¢ £ * min{z(®) |y € D}) (28)



AII - 9

b) min{g(y)|y € Dz} ¢ 8(¥) puisque y e Dg
— £(x) + min{g)|y € D7} ¢ £ + &) (29)

(28) et (29) == |£(0) + g(¥) = £() + min{g( |y e D3}

2.- (Pl) <= (P3) :

a) £(x) +g() ¢ £(X) +g(y) V¥ (x,y) e D (i.e. VyeD)
¢ £(x) + min{g(y) ]y € D,}

T+ ws8i D '¢
x
avec min g(y) =

eD .
y b4 rx e R sinon

- f(%x) + g(;) < min [f(x) + min{g(y)ly € Dx}] : (30)

XCRm

b) z = min_ [£(x) + nin{g(¥) |y € Dx}]
xeR™ .

\ g f(x) + min{g(y)|y-e D} vV x e R™
en particulier :
z ¢ £(x) + min{g(¥ |y € D3}
D'aprés la premiére partie de la démonstration, on peut donc conclure que :

min [£(x) + min{g(y) |y € D_}] < £(x) + g(¥) (31
xR .

(30) et (31) =»> £(x) + g(y) = min [£(x) + min{g(® [y e D,}]
xeR

c.q.f.d.
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AIl-2-2.- Equivalence des probleémes (P.L.CA) et (P.L.CA)'. (voir § V-2-2-2)

PROPOSITION 10.- Les problémes suivants, définis dans la deuxiéme
méthode de Geoffrion :

(P.L.CA)' mi;[u L(VF’;VF) + min{we[w+u£ > f, we Ri}]
ueR,

(P.L.CA) minf{u L(VF,?:VF) + welwspl > £, (u,w) € R, x R‘:}

sont équivalents.

Démonstration.— La démonstration de cette équivalence découle

de celle des problémes (Pl) et (P3) du théoréme 23 en posant x =y

et vy =w,
c.q.f.d.

AII-2-3.- Comparaison entre les contraintes additionnelles de

Balas, Glover et Geoffrion.

On note @

A : matgice de format (mxn) & éléments dans Z
[_J : matrice unité de format (n,n)

X et e : vecteurs colonnes de dimension n
b : vecteur colonne de dimension m

vecteur ligne de dimension n

(les éléments de ces vecteurs appartiennent & £).

Considérons le probléme :
" max fx

(P)

x >0 et x entier

Nous noterons 2z 1la valeur de la fonction économique 3 1l'optimum de

(Pp).
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a) Glover [16 et 17] et Balas [l] définissent une contrainte addition~
nelle comme &tant une combinaison lindaire des contraintes initiales; elle

est de la forme :

aAx £ ab

avec a € RT (en supposant que 3 ie{l,...,m} tel que a, > 0).

Geoffrion considére également une combinaison linéaire des con-
. o ege . . . *
traintes initiales 3 laquelle il ajoute la contrainte =-fx < -A pour

obtenir une contrainte additionnelle de la forme :
*
(cA-f) x < ab - X,
b) Considérons le probléme

~ max fx
aAx £ ab
(P(a))

| |x s e

> 0 et x entier

X
\ .
Si on note z(a) 1la valeur de la fonction économique 3 1l'optimum

de (P(a))’ en remarquant que toute solution de (P) est une solution de

(P(a)) , on a donc :
z £ z(a) Yace RT .
En particulier, si la solution optimale x*(a) de P(a) est une
solution réalisable de (P) , alors elle est solution optimale de (P)
puisque ¢

fx‘(a) - z2(0) > z=> z = fx*(a) .

La meilleure contrainte additionnelle au sens de Glover est celle

qui donne ia valeur minimum & z(y) (c'est cette contrainte qui permet



AII - 12

d'éliminer le plus possible de solutions non réalisables pour le probléme

(®).

L'obtention de la meilleure contrainte additionnelle au sens de

Glover revient donc 3 résoudre le probléme :

(cL) minm[max{fx|an sab, | |xge, x30 et x entier}]
aeR,

Rappelons que l'obtention de la meilleure contrainte additionnelle

au sens de Geoffrion revient 3 résoudre le probléme :

(GE) min [qb + max{(f-qA) x|| |x s e, x3 0 et x entier}]
aeRT

Nous allons montrer que ce probléme (GE) est &quivalent au

probléme (BA) , qui permet 1l'obtention de la meilleure contrainte addition-

"'nelle au sens de Balas :

(BA) minm[max{fxlan sab, |_|xge, x3 0F

acR+

(c'est le probléme (GL) dans lequel la condition x entier est supprimée).

\
THEOREME 24 - Les problémes (BA) et (GE) sont équivalents.

Démonstration. -

l.- Considérons le probléme (BA) :

“max fx “min pab + we
oAx g ob u30
<>
| Jx < e w0
_ x 30 HoA + W > f

(Ces deux problémes &tant en dualité : peR et we " sont les multi-

Plicateurs de Lagrange respectifs des contraintes gAx g ab et I_Jx < e).
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‘ Soit {i la valeur optimale de la variable y de ce dernier
probléme qui est équivalent, d'aprés le théoréme 23 (en posant x =u et

y = w) -au probléme :

~

f ab + min we

-~

paoA + w3 f

w3z 0

On peut donc conclure, en appliquant une nouvelle fois le théoréme
(en posant x =a et y =W ), que le probléme (BA) est équivalent au
probléme : I

“min § ab + we

D aA + w

[\
"

(D.BA)
az20,w30

- m n
ave
_avec HeR, ae R+ et we R

2.~ Considéroné le probléme (GE) (dans lequel 1la contrainte

x entier est inutile, comme nous l'avons déja vu).
N ———— J

“max (f-aA)x “min we (en passant au dual
|_Jx £ e w20
P ]
x20 oA + w2 f
_avec we€ RP

D'aprds le théoréme 23 en posant X = o et y=w , ce dernier

probléme est &quivalent &

min ab + we

aA + w2 f
(D. GE)
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Les problémes (D.BA) et (D.GE) &tant équivalents, on peut

conclure que les problémes (GE) et (BA) sont équivalents. c.q.f.d.

COROLLAIRE 3.- Le probléme (GE) est une approximation du
probléme (GL).

(D.GE) est le probléme dual de :

“max fx
Axg€ b

P Us

xs3 O

A

e

(o multiplicateur de Lagrange associé 3 Ax ¢ b et w multiplicateur

associé 2 | |x ge) -

Si G est la valeur optimale du multiplicateur associé 2

Ax ¢ b lors de la résolution du dual, on peut conclure que la "meilleure"

contrainte additionnelle au sens de Balas est de la forme :
\ a Ax g &b
et que celle au sens de Geoffrion est de la forme :
~ - *
(A - f) x gab -2 .

Remarque importante :

Dans le cas de la résolution du probléme (P.B.), qui ne posséde qu'une

seule contrainte, seule la contrainte de Geoffrion est utilisable

(Glover et Balas ne peuvent pas en déterminer puisque & € R).
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PROPOSITION 11.

.Démonstration.-

VF  quelconque mais,pour simplifier, on considérera VF = §

problémes (P.C.B.)

critéres de candidature

et

Considérons le probléme

résolu en variables iontinues et bornées
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(VF) ET d'°(VF) (voir § V-2-2-2.)

= Soient :
—.ve ¢ tndice de la variable d'écart associée &
. la contrainte jgl £j X § L
d(VF) : "vecteur eritére de candidature" Q
L'optimum de (P.C.B.VF)'
d(VF) : "ecteur critére de candidature"
a l'optimum de (P.C.B.VF)
i : <dndice de base Q L'optimum de
(P.C.B.VF)
alorsg : 3ve(VF) - dve(V%) = - f;

On peut démontrer ce résultat pour un ensemble

et donc les
-]

(P.C.B.)" ; d

d

4 1'optimum .

et désigneront les vecteurs

(P.C.B.) , probiéme 3 une contrainte

n .
Max Z £3 X.
=1 ]
n .
(P.C.B.) I & x ¢
.-] ]
J
Oéxj S] j.la"‘vn )
Soient |~ J = {1,...,n}
X ¢ wune solution optimale de (P.C.B.)

A 1'optimum de ce probléme, on considére :

coel e




AIT - 16

BT = {ie %5 = 1 = i]¢ > 0)

B o= {ie J|% =0 = (j]d ¢ 0}

ieg J- (B+LJ B) tel que 0 < ii < 1

. * 1 *
avec d) = £ - £T4£J Vield.
- 4

On peut également considérer la variable d'écart qui est nulle
34 1'optimum de (P.C.B.) :

d "~ = - = puisque £ =0 et £ = 1.
ol

Considérons alors le probléme (P.C.B.)' , probléme & (n+l)

contraintes, résolu en variables continues et positives :

- —k]_
1 n :
Maxﬂf S & ,0,...,0] x
| ‘ X
ve
\ Y
- - * - =
' 2. 1 0.0 : L
: 1
0 0 rO iy -
| . 1 X = : 1
O . . O o. ve i
_ 10 1 o
yn
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dans lequel, pour simplifier, on fait 1'hypothé&se suivante :

1 2 n
(Hz) %‘ 2 ‘f—z 2 e s e 2 'f; .
~ e e s

Il est évident que les (n+l) premiéres composantes d'une solution
optimale de (P.C.B.)' constituent une solution optimale de (P.C.B.) et
inversement, les (n+l) composantes d'une solution optimale de (P.C.B.)

sont les (n+!) premiéres composantes d'une solution optimale de (P.C.B.)'.

On pose alors X 1la solution optimale de (P.C.B.)' associée

X = (Rppeeen® L% 050000 d) o

D'aprés ce que nous avons vu précédemment, on remarque qu'a

1l'optimum de (P.C.B.)', les contraintes :

XjSI VjCB

) +
sont actives (§j =0 VjeB)}; par contre, on a

\

B

™

§. =1 Y j
YJ ]

et
0<%X. <1l <= 0<¥F, <1 .
_ i i
Les (n+1) variables de base 3 1'optimum de (P.C.B.)' sont
donc les suivantes (compte tenu de 1l'hypothése (HZ))
(i] soee ’ii"]’&i’?i’?

. ooy ) = Xa
i+1’ n I

-~

avec I base optimale de (P.C.B.)'.

On désigne par :

eedlenn




1+

jzl

i+

i=]

A la matrice des contraintes de (P.C.B.)'
g la fonction &conomique de (P.C.B.)' définie par :
3 £l J = 1l,ee.,n
g= .
0 ] = n+l,...,2n+1
On sait que ave = - gI (AI)_] AV (32)
. Calcul de (aDy71 ave .,
— - ) 5
-~ B 0 t o 0 800 £ 0
AI = avec B = ] O 0
o Il i :
- = O B
et l__l- matrice unité de format (n-i,n-i)
. B! 0
- hH7! . .
0 I_l
Or AveA est un vecteur colo tel Ave = l -
N u (o3 nne e que j 0 j=2,.‘.’n+l
- - . =1
(AI)-I Ave - l (AI)-I—l -
q — — - -] I . 13
i-l | (B ). J=1,004,1+]
avec (AD) - J (33)
- =] 0 j = i+42,...,n+l
BJI(B-I)J! -1 5
SRS HERL SN
Joom101 _— o101 . . £
Bk(B ).-0 k-z’ooo.n+] (B )--0 J- ])D°°,1-l»-"
: ¥ B H,, -k
-1, 1 -1 i+] 0
@ Hy+ 6 h, =0 ]
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¥
5

) =1, e0e,i-l
. l/ti j=i
(33) et (34) = [(AI)" A"e]j - | -1/ jmit] (35)
‘ 0 j=i+2,...,n+1

-~

. le vecteur gI est_tel que

£ 5=1,...,i1
g = (36)

0 j=i+l,...,n+1

N d'aprés (32) , (35) et (36), on peut conclure que

i
Ve = - L. gve c.q.f.d.
£1

N.B.- Ce résultat peut aisément se vérifier directement, en remarquant
qu'd 1'optimum de (P.C.B.) et de (P.C.B.)' 1la valeur de la composante
d'indice j du vecteur critére de candidature est &gale au "gain" que
1l'on obtient en faisant croitre la variable d'indice j d'une unité, tout

en respectant la contrainte,

\

En particulier, pour la composante d'indice ve et le probléme
(p.C.B.), le "gain" d’® est égal au coit marginal associé 3 la contrainte
7 g
' x. +x =1L .,
j.] J ve

I1 en est de méme pour le "gain" ave , dans le probléme

(P.C.B.)"' qui est identique au probléme (P.C.B.) . D'olu 1'égalité entre

v (-]
d e et d'¢ .
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ANNEXE III

RESOLUTION DES PROBLEMES DE KNAPSACK A PLUSIEURS CONTRAINTES

Nous avons abordé de plusieurs maniéres la résolution de tels

problémes

1.~ BRADLEY démontre, dans [4] ,» qu'd partir d'un probléme 3
plusieurs contraintes, il est possible de déterminer un probléme &quivalent,
ayant le méme nombre de variables mais ne possédant plus qu'une seule

contrainte.

Cette contrainte est une combinaison linéaire des contraintes
initiales; bien que le calcul des coefficients de cette combinaison ne
présente pas de difficulté en théorie (par exemple : utilisation de réso-
lutions de Knapsack en variables continues et bornées, 3 une contrainte),
la méthode de Bradley ne devient pratiquement plus applicable lorsque
le probléme initial comporte plus de 3 ou 4 contraintes et également

lorsque le nombre de variables est &levé :

\

Par exemple, la transformation de problémesde 10 variables 3 deux
contraintes, dont les coefficients positifs des premiers membres sont
inférieurs 3 100 et les seconds membres inférieurs 3 1000, aboutit & des

problémes dont les coefficients sont de 1l'ordre de 40.000 3 50.000.

Ainsi, lorsque le nombre de contraintes ou celui des variables
augmentent, les coefficients de la contrainte résultante deviennent vite
- trés élevés et le probléme associé ne peut plus €tre traité par ordina-

teur.

Cela est d'autant plus regrettable que peu de modifications
sont & apporter 3 notre méthode pour résoudre le probléme résultant (des
expériences ont été réalisées de fagon satisfaisante avec des problé&mes

de 10 variables, 3 deux contraintes).
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2.~ D'autres méthodes de résolution consistent 3 considérer
le probléme sous sa forme initiale (par exemple n variables naturelles,
m contraintes). La difficulté essentielle se situe alors au niveau de

la recherche d'une solution réalisable :

La mise sous forme canonique du probléme correspond & 1l'introduc-
tion de m variables d'écart; de plus la résolution du probléme en varia-
bles continues et bornées aboutit & la considération de m variables de

base optimale dont certaines peuvent &tre d'écart.

A chaque étape de l'algorithme, cela conduit donc 3 un systéme
de m équations contenant chacune m+! ou m+2 inconnues (suivant
qu'une variable d'écart est de base ou non). Il s'agit donc d'explorer
le domaine réalisable défini par ce systéme de contraintes, afin d'en

déterminer la meilleure solution.

L'exploration des solutions de ce systéme, dont le nombre de
variables est égal au minimum 3 m+] et au maximum & 2m+! , n'a pas

été tentée en le considérant sous sa forme initiale

a) Nous avons employé une technique de résolution basée sur
la réduite de SMITH, qui permet de se ramener 3 une matrice triangulaire
\

inférieure infiniment plus maniable en pratique, (voir [30]).

b) Une autre fagon de procéder a été d'exprimer les varia-

bles de base en fonction des variables hors-base :

Si le systéme est de la forme Ax = a et si on pose : -
I (resp. I) ensemble des indices de (resp. hors-) base 3 1'optimum,

on obtient une relation de la forme :

a - ah7! Al xz  (37)

x; = (AI)-l

dont l'utilisation peut €tre faite de deux maniéres :

b.1) Emploi du tableau simplicial & 1'optimum du probléme
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résolu par la méthode simpliciale écrite en rationnel.

-~

On se raméne ainsi 3 un systéme ayant toujours la méme nombre
d'équations et d'inconnues que précédemment mais ces derniéres sont doré-
navant réparties sur chaque contrainte qui n'en possé&de plus que 2 ou

3 {suivant que la variable d'écart associée est de base ou non).

b.2) La relation (37) peut s'écrire :

det(AI) . Xp BI a- BI AI Xz
I
ol B! représente la matrice des cofacteurs
. I.-1 1 1
det(AI) est le déterminant de AI ie. (A det(AI) B

On obtient un systéme du méme type que le précédent.

Les deux procédés qui viennent d'étre définis et qui, en théorie,
permettent de considérer des problémes de tailles quelconques, sont
pratiquement trés vite limités par la grandeur des entiers obtenus ou par

la durée du temps de calcul.
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CODE ALGOL DE NOTRE METHODE




0600
0000
000
0002
0003
0004
0004
0004
0004
0004
0004
0004
000s
0006
0007
0008
0009
000
0011
0o
0012
0013
004
005
0096
0017
008
0019
G019

002)
0022
0o2s
0024
Oozs
0026
0027
Oozs
0029
0030
003
0032

0034
Coss

0033

COMPILATION ALGOL M 40 DATE 21098 1

"BEGIN' ' INTEGER [ oK yMoK | ¢NoNI +MIoJyEXeDIF,SUP XMy XMI ) XM2,N3,PLUS,SU
PIloDIFIoLIsVE/HsTP2,NGsN2,EVyCMILM,CM2,LM2yM2/M3;
'REAL'RIR]1¢yK29Z+FVC, K2R

'BOOLEAN'MARIE

!
'COMMENT'RESOLUTIONGeDEso(PeBe) tIMAXeFXoelolLX<EL ] ¢Xo¢eDANSesSeJelESsos
COEFFICIENTS eeF(J)eETolL(J) oo (JUmlreoaoorM)eeSONToePOSITIFSee(LI®D)0e0e
ev000000soXEeeASSOCIEosAesLAcoMEILLEURE + o VALEURG+CONNUE e oN] o eDEsolAso
FONchoNOOECONO"[QUEQD‘..VECTEUROOCR‘TEREooDEooCANDlDATUREoooo.ooooo
XGes o SOLUTIONeeENTIEREwoLAe¢oPLUSesPROCHE ¢ ¢DEeosLeOPTIMUMs +DEs o (PeCeB)
x‘Jl.OOS'OOLAOOVAallaLEoooo|NDlCEOOJ-otSTOoEGALEoOAOQXGIJ)O‘l'SINONl
i

MisDATAI

'BEGIN''INTEGER''ARRAY'F, Ll M+

Lit=DATA}

'FOR'[s=| *STEP*| "UNTIL*M'DO'FI1]t=DATA;

Kzl

"FOR'[ 4= | "STEP'| '"UNTIL'M*DO**BEGIN'LI1)1=DATA{
'COMMENT'*RECHERCHE « ¢+ DESe s COEFFICIENTSoeL(J)<uL oo (JzlosesesM)ooesi
YIF'LIL)ISsL *THEN *BEGIN LK) =L (1]}

FIKlisF(]]);

KssKe+ | 'ENDY'END '

MiaKe])

MlizK

*BEGINY ' INTEGER' 'ARRAY "Xy XE+XGCo,RANGLISM] ]

*ARRAY*DAL[sMI ]}

' . .
YCOMMENT'RESOLUTIONseDEee(PeCoBo)oonsei

NlssK]i=0 .

'"FOR'1 12| *STEP' | "UNTIL'M'DO''BEGIN'Rt==1|
KsaMj

RANG( )=l \

'FOR'Jis] "STEP* | "UNTIL*M'DO''BEGIN'*RI 8= (J)}
YIF'FLJUI/RI>R'THEN''BEGIN'Rs=F[JI/R]
KssJYEND!'END Y} :

Rls=L(])}

LET)s=mL (K],

LIK}t=sR];

RIw=F(]1)

FL1)s=FIK];

FIK)s=RI'END'}
'FOR'Is=|"STEP' | "UNTIL'M'DO''BEGIN'KIt=K[+L[]])}
"IF'KI<LI "THEN' *BEGIN*XGII)s=XEll) =]}
NISSNI+F{I)'END*'ELSE'*GOTO'ETIUS'END';
TCOMMENT'L()%eocctt (M)<allesSOLUTIONCeTRIVIALES e oXzEoe o
VEs=_L =K}

'GOTO'FIN

ETIUSS'IF'K =L *THEN''BEGIN'XE[I)t=]:
'COMMENT'SOLUTIONCoOPTIMALE «eDEe¢(PeCeBe)esBIVALENTE s e
VEs1=0}

Nis=NI+FIl),

'GOTO*FIN'END

KissKleL 1Y
'COMNENT'loolNolCEOODEOOBASEOOOPTlNALEOODEoo(PoCoBo)ooooo;
RIs=L(1}s

R1=F(1)/R}

KtxN2tsl]}




0045
0046
0047
0048
0048
0048
0049
00s0
00s |
00s2
00s3
0054
00ss
Oos6
0057

N3s=N4s=N|

VE1SEVizlL <K}

YIF'IaM*THEN''GOTO'SUITE;

'COMMENT'VALEUR e +MEITLLEURE ¢ ¢ DE 0o e LA s FONCTION«+ECONOMIQUE ¢ o (METHODE « o
DEe «GREENBERG ¢ ¢ETe ¢ HEGERICH) 00 0o

SUIEXI=]+]}
tFOR'Is=EX'STEP* | "UNTIL'M'DO''BEGIN'KI3=K1+L 1)}
YIF'KI<Ly{"THEN''BEGIN'XE(1]) =]}
NISENISF(II'END''ELSE'*GOTO'ITUS'END'

tGOTO'US}

ITUSt'IF'K =Ll "THEN''BEGIN'XEl]l )=}
NIissNI«F([1];

VE=0}

'GOTO'SUITE'END';

Kls=Kl=LUI);

VIFYI<KM'THEN' *BEGIN'Hi=L[])}
VIF'NI+ENTIER((LI=KI)®F[1)/H)<=N4'THEN'*'GOTO'US
N4IEN]

'GOTO*SU'END'

USIVEszL =K1}

SUITEtFVC1=EV*FIKI/RI+N3=N1}
YCOMMENT*CLASSEMENT e DESe o VARIABLES e e SUIVANT e o LESseDA(J)IKFVC=F«(SOL.
(PeCeBo))oFeXEy e eSUP= | sNOMBRE s sDE s o VARIABLES+¢+ELIMINEES ¢}
DAIM] ) 1=R}

Ns=M;

[¢sSUP1=]}

ESUSDAITI)s=ABS(F(l)eR*L{]));
YIF'DA[L]ICSFVC'THEN''BEGIN'SUEtDAIN)1=ABS(F[N}=R*LIN]))}
YIF'DAINISFVC'THEN''BEGIN'Nt=N~]|;

"IFI'Ne| *THEN''BEGIN'SUP ]}

*GOTO'USE'END?;

'*GOTO'SUE'END';

RIS=DAIN]

DAIN}saDAl]}¢

DA[l)ls=R1

HIBRANGIN];

RANGIN)$s=RANGI11}

RANGI1)3aH,

Hi=XEIN]

XEIN)s=XEl1)3

XEtl)s=H;

H1sXGINI}

XGIN}staXGl1)s

XGlI)s=H}

HesF[N)

FINlJi=F(1),

FIl)s=Hi

HisLIN)

LINJs=L(1)

LIl)lsmHi

Ni=N«] 'END ,

CIF Y J<N'THEN'"BEGIN ' [s=[ 41}

'*GOTO*ESU'END';

SUPIm]e]}

USEI'IF*'SUP>=M'THEN''*GOTO'FIN;

tFOR' 1 s=mSUP'STEP*{ "UNTIL*M'DO'*BEGIN'Rt =0}

NtzMj

'FOR'Js=]'STEP' I 'UNTIL'M'DO'*IF'DALJUI>=R'THEN''BEGIN'R1=DA(J]}




0099
0100
Ciol
0102
Clo3
Oios4
0105
Oios
0107
0108
Oio9
0110
Q111
0112
0113
0114
0115
Qli6
0117
Ci18

NimJ}
K$sRANGIJI'END';
DAIN])s=DA(]):

DAll) =R}
RANGIN]t=RANGI(] )
RANG[I})taK;

Hi=XEIN]}
XEIN)i=XEl])}
XEllli=H;

HI=XGIN)I
XGIN)s=XG[11]:
XGlI1ls=H;

HI=F [N}

FINIs=FLl);

FLIlei=H3

Hi=LIN)

LINJs=L[]1];
LIT)s=sH'END
YIF'SUP#) 'THENY 'FOR [ s=|*STEP "I 'UNTIL'SUP=1'DO0*'XECLI)s=XC(11]}
M28=Mw= |}

M3t1=M=21
TIF'RANGIMIZN2'THEN Y *BEGIN''"FOR'] 3 =M2'STEP '« | *UNTIL'|'DO''IF'RANGI(]]
eN2'THEN''BEGIN'Jt=];
'GOTO'DI'END")
DISCMI=F([J}}
LMssLiU)s

FlulisrIM);

LlJls=L M)
RANG[J]$=RANGIMI
FIMls=CM}

LIM)isLMg

RANGIM) 12N2; \
XGlJls=XGIM]):
XGIMI$=0'END"'}
'COMMENT'PRELIMINAIRES ¢ s RELATIFS e s AUX o e PROBLEMES e (PoAe) e DIF=L(PoAS);
EX13XG[M2);

CMIEF[M)}

CM21=F M2,

LMi=LIM)

LM2t=aL{M2]);

SUPI 1=SUP
MARIEI='FALSE"'}
*IF'ODA(M2)>DAIMII'THEN' *BEGIN ' *IF'LMOLM2*'THEN'*BEGIN' ' IF'EX=]'THEN"?

" BEGIN*YIF'DAIM2)>DA(MI ) (LM=LM2) ' THEN'MARIEsa"TRUE''END''END''ELSE""

JFtEX=0'THEN''BEGIN'*IF*'DAIM2])>DAIM]I J®(LM2=-LM)*THEN'MARILS="TRUE''EN
D''END'}

DIFt=EV+LM2sEX;

NIEN3I«CM2%E X |

*GOTO'RED;
YCOMMENT'SELECTION e eDEeoLAeeVARIABLE e oD INDICEeeKeos oo
DEBsX[KIs=],

TP21aN;

DIFl1=DIF;

YIF'XGIK]I=| *THEN'"BEGIN'NtaN«F[K];
DIFsaDIF+LIKI'END*'ELSE**BECGIN'NI=N+F[K];
OIF'=DIF=L[K)'END'}

NI=N=PLUS}

}




tCOMMENT'RESOLUTION v eDEce(PeAo)oesee;
'IF'DIF<O'THEN'*BEGIN* ' IF*'KEMI'THEN''BEGIN'X (K] 303
YIF'XGIKI=0'THEN'K2R1=K2R+L[K];

DIFt=DIFI}

Nt=TP2;
'GOTO’D}'END'ooLAooVARlABLE-.SELECTIONNEE..A..POUR...lNDlCEoo3-o:
'*GOTO'CONT'END"';

EXISs *COMMENT *EXISTENCE ¢ ¢ Do UNE ¢ o SOLUTIONes oo ol
YIF'DIF>=LMeLM2'THEN''BEGIN'XMI $=DIF=-LM=-LM2:

XM21aXMtz ] "ENDYYELSE'REDSYIF'LMOLM2'THEN''BFGIN''IF'DIF>=LM'THEN''BE
GIN''IF'*MARIE'THEN''*BEGIN'XM28=1]}

XM120}

XMI3=DIF-LM2'END''ELSE''BEGIN*'XM|3=D]F~-LM;

XM28=203

XM$z | "ENDY'END'"'ELSE*'IF'DIF>=LM2'THEN"'*BEGIN'XMI$t=DIF~M2;

XM2t=]}

XM3=0'END''ELSE''BEGIN'XMIs=DIF;

XM23=XMS=2O'ENDY "END Y 'ELSE*"IF'LM2=LM'THEN''BEGIN''"IF'DIF>=LM2*'THEN""
BEGIN'XM] 1=xDIF=-LM; .

YIF'EXs | "THEN''BEGIN'XM2:1=1}

XMt=Q'END'*ELSE''BEGIMN'XM21=0

XMe= ]| *ENDYeeND Y YELSEY'BEGIN'XMI3=01F;

XM28=XMI=SO'END ' 'END*'ELSEY'"BEGIN'"IF'DIF>=LM2"THEN'*BEGIN''[F'MARIE"
THEN**'BEGIN'XM21 20

XMt=]3
XM 3=DIF«LM'END'"ELSE''BEGIN'XM] 1=DIF=-LM2;
XM28=];

XMIZO'ENDYYEND*YELSE "' [F'DIF>=LM'THEN''"BEGIN'XM| t=D[F=LM;

XM2t1=0;

XMt3 | 'END''ELSE**'BEGIN'XM| s=DIF:

XM21=XM1=0'END*'END

PLUSsxCM2%XM2+CM®XM;

Nt1zN+PLUS \

N3teN;

'COMMENT'N=VALEUR ¢ eDE oo LA e FONCTIONGe+sECONOMIQUE ¢ e ASSOCIEE e oAeel Asone
SOLUTIONseDEee(PoAe)osnese
YIF'N>NI'THEN'*BEGIN''COMMENT *NOUVEL ¢« s OPTIMUMe s 0 0o ;

FVCtzsFVC+N| =N}

NISt=N}

TFORY [ s=SUP'STEP' I *UNTIL*M3I'DO'XE(TI)s='JF*X[1 1= *THEN"|«XGII)'ELSE"'X
Gil);

XEIM2])1=2XM2;

XE[(M]tzXM}

" VEs=XM]

COMMENT *NOUVELLE o e FIXATIONe ¢ DEo e VARIABLES e ¢S] e ePOSSIBLEs e e
'FOR*Is=SUP| 'STEP' I "UNTIL'MI*DO*'BEGIN'"IF'DA(I]>=FVC'THEN''BEGIN'SU
PlesSUPI+l;

"COMMENT*NQUVEAU«oCRITERE ¢+ ¢DeOPTIMALITE w00

YIF'X[I)=a ] *THEN''GOTO'FIN'END ' 'ELSE*'GOTO'D4'END
D41'IF'SUPI>3M*THEN''GOTO'FIN;

"IF*SUPI>SUP'THEN'SUP=SUP

DSHYIF'X[(SUP)= I *THEN''BEGIN'SUPI=SUP+I;

"IF'SUP>EM*THEN''GOTO'FIN;

*GOTO'DS'END''END'y

]
"COMMENT*RECHERCHE *sDE e e Ae o VAR]JABLE* *SELECTIONNEE o ee e,
KisM2}

Z1=DAIMI)eXMI




0196
0197
0198
0199
0200
0200
0201
0202
0203
C204
0205
0206
0207
0208
0208
0209
0209
0210
0211
0212
0213
0214
0215
0215
0216
0217
0218
0218
0219
gzzo

221
0222
0223
0224
0225
0226
0227
02238
2229

230
023
0232
0233
8234

235
0235
0236
0237
0238
U239
240
0241
V242
0243
V244
0245
V246
{9249

K2Rt=D1F}

VIF'XM2#EXYTHEN'Z8=72+DAIM2)

D33 '"IF'K=SUP'THEN'"'GOTO'FIN;

KtzK=|}

YIF'XIKI=] *THEN''BEGIN' "COMMENT Yoo eKo o e DANSeesVFaoo oo
X(K1s=0}

*IF*XG(K]I=| *THEN''BEGIN'DIFt=DIF=L K]
NIZN+F[K)'END''ELSE*'BEGIN'DIFt=DIF«LIK]);

Niza2N-F[K]);

K2R$3K2R+L[K)'END';

23=2+DALK];

'GOTO'D3I'END';

K233=DA[KI+2Z}
CIFIN3eK2ONI"THEN"BEGIN *CCMMENT ' TESTeooloeesVRAT 4000
YIF'XGIK])=| *THEN'K2R1=K2R+L[KJ'ELSE'K2Rt=K2R=L[K];
VIF'K2R<O'THEN*'*BEGIN' *COMMENT'"TEST o ee20eeFAUXs o oo s
YIF'XGIKI=0'THEN'K2Rt=K2R+L [K);
YGOTO'D3I'END'oeesEV.sBORNE e s INFERIEURE o oDE o el Ao s VARIABLE « e+ DeECART ¢ o}
EVI=K2R -

'FOR'] =K+ *STEP'F'UNTIL'M*DO**IF*L(])<=K2R*'THEN'EVI=EV=L[]];
"IF'EV<=0"THEN''GOTO'DEB

YIF'N3+K2-DA[MII*EVON] *THEN'*COTO'DEB'END*'TESTeeoSeeeFAUXeoo oo}
*COMMENT'TESTooes | oo eFAUX v o000}
VIF'XC(K)I=O'THEN'K2R=K2R+L [K)

'*GOTO'D3

H

"COM'RECHERCHE » ¢ Do UNF e o SOL e e REALISARLE ¢ ¢ APRES« o RESOLUTIONDE e (PeAe);
CONTtH1=2;

LAtJtz=MeH;

VIF'X[JI=0'THEN*'BEGIN'X(J)t=];
VIF'XGIJI® [ "THEN''BEGIN'DIFt=DIF«L(J}}

NszN=F(J])} \

*IF'DIF<O'THEN**GOTO'CONT;

YGOTO'EXIS'END'

ODIFt=DIFeLJU]);

N1zN+F(J)}

YGOTO'CONT'*END '

X(J)s=0

YIF'XGLJI=| *THEN''BEGIN'DIFt=DIF=~L[J);
Nt=N+F{J)'END*'ELSE'*BEGIN'DIFt1=DIF+L([J]); -
Nt=N=F{J]J'EMND"';

Ht=H+{}

VIF'J>K+] "THEN''GOTO'LA;;

tIF'K#SUPYTHEN''*BEGIN'XIK] =D}

't COM'PASeoDEe s SOLUTIONS s REALISAPLE ¢ e PASSAGE oo Aeo Lo INDICE o oK=f 0o
VIFYXGC(K)=0!'THEN'K2R 1 =K2R+L (K} ;

N1=TP2;

DIFtaDIF 1

'GOTO*D3*END';
FINSTEXT("SOLUTIONYOPTIMALE?DE?2(P«Re)27=2XI"2t\)}
PRINT(5);

TFORY T 4= "SYEPYf "UNTIL'M'DO'EDIT("FSeONWXE[1))

PRINT(2);

TEXT("VARIABLE??D?ECART?7=\)}

EDIT("F5.0\,VE);

TEXT(®?27279F « XE?2?8\ )

EDIT("FS«ONINI)}

PRINT(2)'END''END''FND?
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