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A V E R T I S S E M E N T 

Le travail, dont ce mémoire est un résumé, étant trop 

volumineux, nous avons été amenés à l'effectuer en équipe, ce 

qui a demandé un partage des travaux entre Monsieur FAYARD et 

moi-même. 

Bien que chacun d'entre nous se soit occupé plus spé­

cialement de certaines méthodes, les mises au point constantes 

et les discussions faites en commun sous la direction de 

Monsieur HUARD, qui découlèrent de l'étude de chacune d'elles, 

ont pris une part déterminante dans notre travail. 

Elles nous ont permis, en particulier, de modifier de 

façon sensible une méthode et de les présenter toutes dans un 
\ 

cadre commun afin d'en faire une étude comparative théorique. 

Ce qui fait qu'il nous a été très difficile de souligner, 

dans les résultats présentés, la part de chacun. 

Aussi avons-nous choisi le principe d'une présentation 

commune. 
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INTRODUCTION 

Comme Ze sugg~re son nom~ Ze probZ~me du Knapsaak est aeZui du 

rerrpUssage d'un saa par des objets de volumes et de valeurs aonnus~ Za 

aommande de aes objets pouvant se faire~ ~ventuellement~ en plusieurs e~m­

pZaires. Le probZ~me sera dona de s~Zeationner aertains objets parmi d'au­

tres~ de façon d obtenir la valeur globale maximum~ pour aette s~teation~ 

tout en respeatant bien entendu ta aapaait~ du saa. 

Ce probl~me peut toujours se ramener d aelui où ahaque objet 

ne peut être pris qu'une seule fois~ ae qui revient d dire que Za variable 

assoai~e ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1 • Pour oeta~ si un objet 

peut ltre pris en plusieurs exemplaires~ iZ suffit de aonsidArer aes exem­

pZaires aomme autant d'objets distinats de même volume et de même valeur. 

Une application direate de ae probZ~me du Knapsaak est te probZ~­

me de Z'~quipement optimum : ahoisir aertains types de maahines de oapaait~ 

journati~re et de août aonnus. La fonation d minimiser sera ta somme des 
\ 

aoûta des maahines ahoisies. D'autre part~ tes types de maahines ahoisies 

devront permettre d'atteindre ta aapaait~ journati~re d~termin~e par tes 

besoins de Z 'usine. 

L'utilisation de ae probt~me dans te aadre de la r~solution d'un 

probl~me de d~aoupe est e:x:pos~e par GENUYS [9] et GILMJRE. ET GOMJRY 

[12 d 15] • De pZus~ aertains travaux tr~s r~aents exposent Za mani~re 

de ramener un probt~me de programmation Zin~aire en nombres entiers d un 

probZ~me de Knapsaak [4] • 

Les m~thodes aompar~es sont des m~thodes dites de "Branah and 

Bound" ou d' "~num~ration impUaite" ou enaore "arborescentes". G4n~rale­

ment~ eZZes demandent un terrps de aalaut assez irrportant non pas pour 



~termineP une solution optimale mais poUP pouvoiP affirmeP qu'elZe Z'eet 

effeativement. 

variables 

essentiel 

L'~num~ration P~eZZe de toutes Zee aombinaisone possibles de n 
. n 

demandant un nombPe irrpPeeeionnant d'op~ratione (2 ) ~ Ze but 

de Z'~num~Pation implicite est d'~viteP aette ~n~ration effe~-

tive. PaP aone~quent1 la m~thode Za plus effiaaae sera aeZZe qui tPouvera 

Z 'optimum apP~s peu de aaZauZs et permettPa d'affirmeP Papidement que aeZui­

ai est atteint. 

Dans ae qui suit~ apP~s avoiP donn~~ dans Ze ahapitPe I~ un en­

semble de dÉfinitions et expoe~ suaainatement Ze pPinaipe g~n~raZ des m~tho­

dee dtudi4es~ noue d4veZoppone Z'~tud8 de ahaaune d'elles (ahapitPes II d 

VII). 

Seule, Za ~thode de GREENBERG et HEGERICH [19] a poUP but de 

~soudre Ze pPobZ~me sp~aifique du Knapsaak~ l'objet des ~thodes de 

GEOFFRION [18~ 11] et de aeZZe de FAURE [7] ~tant de P~soudre des pro­

gparrunee Zin~aiPes queZaonques en vaPiabZes bi'!Xllentes. 

De plus. aeZZe de SAUNDERS et SCHINZINGER [25] pemet de pPendPe 

en aompte Zes vaPiabZes enti~Pes. C'est aette demi~Pe 700thode que nous 

avons ~tudi~e plus paPtiauZi~Pement; nous lui avons appopt~ des modifica­

tions qui Z 'ont\ sensiblement a~ZioP~e dans Ze aadr>e des vaPiabZes 0 - 1 • 

ApP~B avoiP mie en paPaZZ~Ze Zee eix m~thodee (ChapitPe VIII)~ 

nous ~tudions Ze aas tP~s paPtiauZieP d'un problème de Knapsaak poUP lequel 

Ze g~dient de Za fonation ~conomique est paraZZ~le d aeZui de Za aontPain­

te (ChapitPe IX). 

PuieJ dans Ze ahapitPe x~ nous exposons Zee ~suZtats obtenus 

. au coUPe des nombPeuaee exp~Piencee effectuAee avec Zee diff&rentee rœthodes~ 

r~euZtats qui permettent en partiautier une aomparaison entre cettes-ai. 

Enfin~ en annexe~ on trouvera en paPtiauZieP tes ~monetratione 

de propPi~t~s utiZie~es dans Za deu:r:i~me m~thode de GEOFFRION~ ainsi que 

quelques coneidé~tione BUP Z 'utilisation de ta m~thode de BRADLEY. 



1 - 1 

OIAPITRE I 

NOTATICNS ET DEFIIUTIONS 

--------------------------

1-1. - NOTATICNS 

m : ensemble des entiers positifs ou nuls 

l ensemble des entiers relatifs 

m ensemble des réels 

IR+ ensemble des reels positifs ou nuls 

m: : ensemble des reels strictanent positifs 

~ ensemble . n E rRj où E est tm ensemble d' indices. 
Jt: 

Soit u tm vecteur ligne et v tm vecteur colorme, tous 

deux indicés par tm ensemble J , alors 

J \ ~lément j de u (j ' J) 

v. ~lérnent j de v (j «:. J) 
J 
J' u sous-vecteur de u composé des éléments dont les 

indices appartiennent au sous-ensemble J' de J 

vJ' sous-vecteur de v composé des éléments dont les 

indices appartiennent au sous-ensemble J' de J 

!JI cardinal de 1' ensemble J 

e vecteur colarme de dimension convenable CIJI par exemple) 

tel que ej • 1 V j €. J 

[r] partie entière de r ' ~ • 



I-2.-

I - 2 

FORMULATION 

n 
fj Max I x. 

j•l J 
n 

lj l: x. ~ L 
j•l J 

Considérons le problème x. • 0 ou j • 1 '. • • 'n J 

. 
fJ f: L donné 

L t: IR lj E: IR donnés de signes quelconques 

A l'aide de changements variables de la forme x! • 1-x. , on 
• J J 

peut toujours obtenir des coefficients fJ positifs ou nuls. Alors J+ 

désignant l'ensemble des indices des coefficients lj positifs + . . 
(J • fjllJ > 0}) et J celui des coefficients négatifs ou nuls 

(J- • fjllj ~ 0}) si l'ensemble J est non vide, on a toujours intérêt 
à attribuer la valeur aux variables dont les indices lui appartiennent. 

En effet, les coefficients fj étant toujours non.négatifs, 

ces attributions augmentent la valeur de la fonction économique de 

et le second membre L de la quantité positive .I:
3
-Iljl. 

]f: 

I: 
jE:J-

Cette augmentation de la valeur L du second membre 

nombre de variables dont les indices appartiennent à 
valeur 1 • 

permet à un plus grand 

J+ de prendre la 

Il suffit, par conséquent, de prendre en considération le 
problème suivant : 
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n 
fj Max l x. 

j•l J 

n 
lj t x. ~ L 

j ... J J 

x. - 0 ou j ... 1 , ••• , n 
(P.B.) J 

fj € N 

L € R lj • donnés. € IR+ 

Il est à remarquer que le problème est impossible si L < 0, trivial si L • 0 et 

que s'il existe des coefficients lJ tels que lj > L , alors la variable 

correspondante qui ne peut prendre que la valeur 0 , peut être éliminée 

de (P, B.), 

En introduisant la variable d'écart, il peut encore se formu-

1er ainsi 

n+l 
fj Max t x. 

j•l J 

n+l 
lj \ .l x. "' L 

J•l J 

x. - 0 ou j - 1 , , , , ,n 
(P.B.)' 

J 

xn+l € N 

fj € N 

J donnés 
• lj €R! L E: R+ et 

Avec la notation matricielle, il s'écrit 

... 1 ... 



(P. B.) ' 
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Max fx 

lx • L 

x. - 0 ou 
J 

xn+J e: N 

f e: INn+ 1 

j • l, ..• ,n 

n+l • l e: R+ donnés 

On associe au problème (P.B.) le problème en variables 

continues et bornées suivant : 

n 
fj Max l x. 

j•l J 

n 
.e.j l x. ~ L 

j•J J 

(P.C. B.) 
0 ( x. ~ j -1 , ••• , n 

J 

fj e: N .e.j * E: R+ ' 
L e: • R+ donnés 

\ 
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I-3.- DEFINITIONS. 

En désignant par S • {x E Rrtl x. • 0 ou j • 1 ,2, • • • ,n} 
J 

l'ensemble des sommets du cube unité, on appellera, par abus de langage, 

solution du problème (P.B.) tout élément x de S • 

Une solution réalisable du problème (P.B.) sera une solution 

x telle que : 

n . 
l i.J x. ~ L • 

j :Il 1 J 

On pose 

n 
tj R • {xE 5 1 l x. ~ L} 

j•l J 
ensemble des solutions réalisables de (P.B.) 

,. n 
fj 

,. 
A(). ) • {x E 8 1 L x. > À } 

j .. 1 J 
ensemble des solutions de (P.B.) correspon-

\ 
dant à une valeur de la fonction économique supérieure à x· ' meilleure 

valeur connue associée à une solution réalisable de (P.B.). 

Une solution réalisable telle que 

solution optimale de (P.B.). 

fj x. • maximum, s'appellera 
J 

On pose 

E 
S(E) • {~ E R lxj • 0 ou V j E E} pour tout sous-ensemble E 

de {l, ••• ,n}. 

Etant donnés un sous-ensemble VF de {1, .•• ,n} et un élément 

~F de S(VF) , on notera : 

sous-ensemble de solutions dont les 



composantes 

x. d'indices 
J 

x. 
J 

j 
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ont la valeur définie x. , V j € VF • Les variables 
J 

appartenant à VF s'appellent des variables fixées. 

Si nous notons VF a {l, ••• ,n}- VF , nous sommes amenés à 

partitionner VF en distinguant deux catégories de variables : 

1.- les variables imposées Une variable imposée 

telle que {xjlx € E(VF;~) n R} • {E:} avec 

(cet ensemble est réduit à une seule valeur), 

x. est 
J 

E: - 0 ou ] 

Cela signifie que, sous l'hypothèse ~ • xVF , une solution 

x ne peut être réalisable que si sa composante d'indice j a pour 

valeur E: , 

N.B.- On peut remplacer la condition de réalisabilité par la condition 

d'amélioration de la valeur de la fonction économique, c'est-à-dire rem-

placer R par A(À*) on peut également considérer une combinaison 

des deux conditions. 

Par abus de langage, on désigne par VI l'ensemble VI(VF,~) 

des indices des variables imposées. 

2.-\ les variables candidates : Une variable x. candidate 
J 

est telle que {xjlx € E(VF,~)} • {0,1} , c'est-à-dire 

qu'a priori, x. peut prendre l'une ou l'autre des valeurs 
J 

0 et J , 

Etant donnés VF et on est donc conduit à remplacer 

VF par un ensemble plus grand VF' constitué par VF U VI , nouvel 

ensemble d'indices de variables fixées. 

Alors VF' est composé uniquement de variables candidates 

parmi lesquelles une variable d'indice s sera sélectionnée suivant des 

critères propres à chaque méthode. On fixe cette variable sélectionnée 

à une valeur x 
s 

La sélection de x , donc la fixation de sa valeur à x 
s s 

conduit à modifier l'ensemble VF' pour obtenir VF" • VF' U {s} et 
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aborder une nouvelle étape de l'algorithme 

suivante 

VF et donnés 

CD VF :Il VI u VI 

VI : ensemble des indices des variables imposées 

sous l'hypothèse (VF,~). 

CD VF'- VF u VI--=-> VF'- VI 

ensemble des indices des variables candidates 

sélection de x s € VF' 
s 

attribution de la valeur 

VF" • VF' U {s} et ~Il 
étape suivante avec le couple 

x 
s 

à la variable 

(VF" ,~,) donné .•. 

x s 

Remarque.- On peut partitionner E(VF',~VF') de la façon 

V h € VF' E(VF' '~F'< • E(VF' U {h},(~,~)) U E(VF' U {h},(~,1-~)) • 

N.B.- La décomposition d'un vecteur colonne sera toujours représentée en ligne. 

En particulier. pour h • s , on a : 

E(VF',~VF') • E(VF",~,) U E(VF",(~F"1-~s)) 

Donc, si on attribue la valeur x à la variable sélectionnée 
s 

x
8 

il est clair qu'une fois l'énumération des solutions de E(VF",~F") 

achevée, il faut attr~buer la valeur 1-x 
s 

mérer toutes les solutions de E(VF',~VF') 

E(VF", (~F', 1-~8 )) • 

à la variable x afin d'énu­
s 

en énumérant celles de 

Sous les hypothèses (VF',~VF') , cela revient à sélectionner 

pour la seconde fois parmi les variables candidates (~ndices j € VF') 

la variable x qui demeure ainsi une variable fixée mais avec une autre 
8 

valeur. 
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On pose enfin : 

- • - * T(VF,'\rp•À) • E(VF,xVF)() RilA().) 

x*(VF) : élément de E(VF,~) tel que 

L(VF,~) • L _ oVF -
-l. ~ • 

* x élément de· R tel que fx* • À* (solution optimale de (P.B~ 
en fin d'algorithme) 

x solution optimale du problème (P.C.B.) 

!.4.- PRINCIPE DES METHODES,-

L 1 iJbu dé basé deai lilHltoJeii I:IJt Je lutuief tleü ehtiemLltHj Je 

solutions du type f(VF,;VF~ et d1en '1iminer qut, a priori, ne peuvent 

contenir de solution optimale ou réalisable. 

\ 
Supposons qu'A une ~tape donn~e d'un algorithme, p variables 

soient fixées. 

On a donc IVFI • P et l'ensemble E(VF,;VF) comporte 
n-p 2 .· 

éléments; il faut alors donner des valeurs aux variables d'indices appar­

tenant à VF afin d'obtenir, si cela est possible, une solution x ap­
- * partenant à T(VF,'\rp,À ) • 

Bien qu'ayant des formes différentes dans chaque méthode, les 

tests ont tous pour but : 

soit de conclure que la solution optimale de (P.B.) n'ap­

partient pas à E(VF,iVF) , c'est-à-dire que 
- * -T{VF,xVF,À) • ~. Il est évident que si E(VF,xVF)n R .. ~ 

- 1( - * ou E(VF,'\rF) ~A(). ) = ~ , alors T(VF,xVF,À ) • ~ • (Dans 
chaque algorithme, les tests seront à rapprocher avec le prin­

cipe d'évaluation de la S.E.P. [24] ). 
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soit de déterminer une solution x appartenant à 
- . 

T(VF,~,À ) , si cet ensemble est non vide. 

Rema~ue.- Dans certains cas, les tests ne peuvent conclure 
- . 

que T(VF,~,À) est vide (bien que cet ensemble le soit effectivement). 

Il est alors possible (méthodes autres que celles de Geoffrion), d'obtenir 

une solution appartenant à qui n'appartienne pas à - . E(VF ,~) n A(À ) , donc qui n'améliore pas la meilleure solution déjà 

trouvée. 

Pour ce faire, les tests déterminent parmi les variables d'in­

dices appartenant à VF : 

.. celles qui doivent avoir une valeur imposée (c'est la 

construction de l'ensemble VI). 

la variable sélectionnée d'indice s parmi les variables 

candidates. 

L'ensemble VF est ainsi augmenté de l'ensemble VI U {s} • 

Exception faite de la méthode de Greenberg et Hegerich, on verra que dans toutes 

les méthodes, si la solution x associee (dans le déroulement de l'algorithme) 
à l'ensemble \ 

VF" • VF U VI U { s} 

est réalisable, elle est toujours telle que : 

• fx • max{fy[y E: E(VF",~F") f1 R} • f.x (VF"). 

Lorsqu'une solution réalisable x est ainsi déterminée, il 

faut comparer la valeur associée de la fonction économique avec À• 

[méthodes autres que celles de Geoffrion; dans ces dernières, x appar­

tient nécessairement à T(VF,~,À"')] 

Lorsqu'un test a indiqué qu'il est inutile de continuer l'énu­

mération à partir de (VF,~) , il faut modifier le couple (VF,~F) 



I - 10 

et reprendre l'exploration à partir du nouveau couple (VF",~11 ) 
défini comme suit : 

On considère la dernière variable x qui a été sélectionnée 
s 

une seule fois, sous des hypothèses (VF',~,) • Si on lui a attribué 

la valeur xs lors de cette sélection, on la sélectionne à nouveau pour 

lui attribuer la valeur 1-x ; comme nous l'avons déjà vu, x demeure 
s s 

une variable fixée mais avec une autre valeur : 

A partir du couple (VF ~- ) où VF a la forme suivante ' VF ' 

VF • VF 1 U { s} U VI 

avec VI ensemble d'indices de variables imposées et de variables qui 

ont été sélectionnées deux fois [il est à noter que
1 

pour faciliter la 

suite de l'expos~~ ces dernières variables pourront être ~galement appe­

l~s variables impos~es] , on obtient finalement le couple : 

\ 

[ 

VF" • VF ' U { s} 

~" "" (~,' 1-~s) 

puisque les variables qui ont eu une valeur imposée à la suite de la 

première sélection de x n'ont plus lieu d'être imposées et quittent 
8 

l'ensemble des variables fixées. 

Croitère d 'optinn.Zit~ : 

Un couple (VF,~VF) étant donné, 
- * si T(VF,~,À ) • 0 

et si toutes les variables fixées sont des variables 

imposées (en considérant les variables qui ont été 

sélectionnées deux fois comme des variables imposées) 

alors, toutes les solutions susceptibles d'améliorer 
la valeur 

i( 

À ont été testées. 
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Démonstration.-

Supposons que IVFI • p et que, pour simplifier, VF • {1, ••• ,p}. 
On· peut donc poser : 

VF • W U {p} • W 
p-1 p avec 

Considérons alors 

E(W _ 1 ,~ ) • E(VF,~VF) U E(VF,(~ ,1-~ )) • 
p p-l p-l p 

1.- Par hypothèse, - i( . 

T(VF,KyF'À) • 0 ,· il est donc inutile 

de continuer l'exploration avec le couple (VF,~). 

2.~ La variable d'indice p étant imposée, 

ou bien catte variable a été sélectionnée deux fois 

sous les hypothèses 

solutions de 
(W _ 1 ,~ ) et alors toutes les 

p p-l 

E(VF,(~ ,1-~ )) ont déjà été testées, 
p-1 p 

ou bien cette variable a eu la valeur imposée sous x p 
des conditions de réalisabilité ou d'amélioration de la 

1 

valeur de la fonction économique; cela signifie qu'il 

est inutile de considérer l'ensemble de solutions 

E (VF , ( ~ , 1-~ ) ) • 
p-1 p 

D'après les résultats de (1) et (2) , on peut conclure que 

toutes les solutions de E(W _
1

,xW ) ont été testées. 
p p-1 

On peut continuer ce raisonnement avec : 

avec h ... p-1 ' ••• '2 

pour aboutir à la conclution suivante : 

Toutes les solutions de E(W 1 ,~) • E({l},~ 1 ) ont été testées. 
1 
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En remarquant que 

et en employant la même démonstration que précédemment, on déduit la 

conclusion du théorème. 

Remar>ques.-

1.- Dans chacune des méthodes exposées (exceptée celle de 

Greenberg et Hegerich) on démontrera qu'une solution réa­

lisable x déterminée sous les hypothèses (VF,~) est 
~ 

telle que fx • fx (VF). Il faut, dans ces conditions, 

modifier le couple (VF,~) selon le processus établi 

plus haut. 

2.- Le démarrage de tous les algorithmes (exceptés ceux de 

Saunders et Schinzinger (amélioré ou non)) se fait avec 

VF • ~ et À~ • min fx • 0 
XE:S 

3.- Si•. au départ d'un algorithme (avec VF • ~) il existe 

des variables dont la valeur doit être imposée, ces variables 

sont définitivement fixées et peuvent être éliminées du 

problème (P.B.). 

4.- Résoudre le problème (P.C.8.) et considérer la solution réalisa­

ble la plus proche de sa solution optimale n'abo.utit pas, 

dans la plupart des cas, à une solution optimale du pro-

b 1 ème (P. B.) : 

Exemple : Considérons 

[ ~x z • Sx
1 

+ 6x
2 

4x
1 

+ Sx
2 

~ 6 

x
1
,x

2
•0oul 



x2 

' ' 

x -
0 

x -• x -

I -

(1,0.4) et z 
( 1, 0) élément 

(0, 1) • et z 

x • .:1'-,"',"""i....-lo,:- - - - - - - - - - - -1 

0 / 

' 1 ' * 1 z •6 1 

' ' 

1 
1 
1 
1 

' ' 

x ' 
' 

13 

• 7.4 

de R 

- 6 

0 

' z=5 

I.S.- RESOLUTION OU PROBLEME (P.C.B.). 

0 

le plus proche de .... 
z - 5 x 

La résolution du problème (P.C.B.) se fait par la méthode 

simpliciale qui se réduit dans le cas d'une contrainte à l'algorithme 
\ suivant : 

Posons J • J 
1 

• { 1 , ••• , n} 

Le problème ne comportant qu'une seule contrainte, toute base 

réalisable, donc, en particulier, la base optimale I de (P.C.B.), se 

réduit à un seul élément qui doit correspondre à un coefficient non nul de 
la contrainte 

n 

I 
j•I 

Dj L .(.. x.' J 

G) Détermination de l'indice i 1 de J 1 tel que 
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ou bien 
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il 
Aller en 0 t. < L -=->~>x. -1 

11 

il 
• L ->la solution 1 .. 0 v. l x. - et x. 

li J J 

est à la fois optimale pour (P.C.B.) et (P.B.) 

qui est ainsi r~solu d'entr~e. 

:1 i 1 

Remarque.- il 
Il est impossible que l > L d'après les hypothèses 

de départ. 

~ Détermination de l'indice i
2 

de J
2 

• J
1 

- {i
1
} tel que 

Aller en Q) 

i 1 i 
l + l 

2 
• L ~ le problème ou bien (P.B.) est résolu 

· et a pour solution optimale 

\ - 1 et x j :Il 0 v j E: J 2 - { i 2} - x. 
12 

i 
+ l 2 > ou bien L ~r • {i2},la variable doit 

avoir une valeur comprise entre 0 et 

D'une façon générale, à une étape k 

Détermination de l'indice ik de Jk - Jk-1 - {ik-1} 
tel que : 

ik {f\ f -- max 
ik jE:Jk .e.J 

l 

k i. 

8 ou bien .I l J < L~ x. -1 Aller en 
J•l lk 
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k i. 
ou bien L l J • L ~ le problème (P.B.) est résolu 

j•J 

et a pour solution optimale 

r xi 1 - ••• 

L xj • 0 V 

k i. 

• x. • 1 
1k 

ou bien I l J >L->I•{i} la variable x. ' j•l k 
1k 

doit avoir une valeur comprise entre 0 et 1 . 
Supposons alors que la solution optimale de (P.C.B.) ne soit 

pas optimale pour (P.B.) et qu'elle soit obtenùe à l'étape k • 

Notons 
tel que li ~ 0 • 

I • {i} • {ik} , i est donc l'indice de base, il est 

La solution optimale x de . (P.C.B.) est donc définie par 

0 < x. < 
1 

x .• 0 
J 

.... x .• 
J 

I,J j € Jk+ J 

I,J j € J - J 
k 
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CHAPITRE II 

METHODE DE FAURE (7] 

II-1.- INTRODUCTION. 

L'idée de base de cette méthode est d'améliorer une solution 

courante qui est maintenue constamment réalisable. Pour ce faire, certains 

tests effectués tant sur la fonction économique que sur la contrainte, 

permettent d'attribuer des valeurs imposées à certaines variables, compte 

tenu des variables déjà fixées. 

En particulier, la première solution courante x correspond 

à la minimisation de la fonction économique sur S : 

fx • min fy • 0 • À* (x • O) 

YE:S 

Durant l'exposé de cette méthode, les coefficients fj (j • l, ... ,n) 

de la fonction économique, seront supposés être dans l'ordre décroissant de 

leurs valeurs. 
\ 

Le problème considéré est donc le suivant 

n 
fj Max ,l x. 

J•l J 

n 
tj .l X• ~ L 

J 
(P. B.) J•l 

x. • 0 ou j • 1,,,. ,n 
J 

-fl 2 fn 0 ~ f ~ ' . ' ~ >, 
avec 

tj L > 0 et > 0 j • l, ••• ,n 

. •. 1 . .. 
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II-2,- CONDITION SUFFISANTE D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,xVF) 

THEOREME 1.- Etant donn~ wz aoupZe 

si 

aZor>s 

D~monstrotion.-

donc 

fVF ~ + L_ 
jEVF 

- . 
T(VF,~,À ) 

relation (1) 

• '/J • 

(VF ,~) ' 

(1) 

. - . xi A(À ) ~ E(VF,~) n A(À ) • '/J 
- ~ 

-<> T(VF ,~,À ) • '/J c.q.f.d. 

II- 3.- VARIABLES IMPOSEES 

• fx ~ À 

N.B.- Nous pouvons faire l'hypothèse L(VF,~) ~ 0 car nous verrons 

par la suite (proposition 1) que, quelque soit le couple (VF,xVF) 
considéré, cette inégalité est vér~fiée. 

II-3-1.- Variables imposées à la valeur O. 

THEOREME 2.- Si 3 k E: VF teZ que .e_VF ~ + .e_k > L (2) 

aZor>s {~]xE E(VF,iyF) n R} • {O} 

D~monstrotion.- En attribuant la valeur ~ • 1 à la variable 

d'indice k , d'après (2) , on a : 
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-> E(VF 1.) {k} ,~ U {kl n R • ~ -si ~ • 

Par contre, en attribuant la valeur ~ • 0 à la variable 
0 - 0 0 

d'indice k , la solution x • (~ U {k}' XVF~{k}) avec xj • 0 _ 

~ j € VF- {k} est une solution réalisable qui appartient à E(VF,~). 

(puisque L(VF,~) ~ 0). 

c.q.f.d. 

~La composante d'indice k d'une solution appartenant à 

E(VF,ivr) n R a nécessairement la valeur O). 

II-3-2.- Variables imposées à la valeur 1. 

THEOREME 3.- Si Za relation (1) n'est pas v~rifi~e et ai 

3 k teZ que tVF- + k E:VF ~ t ~ L et 

VF- r fj - fk À"'t (3) alors f xVF + ~ 

\ 
jE:VF 

- * {~rx E: E(VF,~) nA('>..)} • {1} 

D~monstrotion.-

a) L'inégalité (2) n'étant pas vérifiée, on a 

{~ rx E: E(VF,~) 1"\ R} • {0, 1} 

b) En attribuant la valeur xk • 0 à la variable d'indice k , 

d'après (3) , on a : 

~ x E: E (VF U { k} , xVF U { k} ) 

- "'t 
-> E(VF L) {k} ,~ U {k}) f"'l A(). ) • ~ si ~ • 0 

.. ~ .. 
. r 
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d'indice 

Par contre, en attribuant la valeur xk • à la variable 
1 - • 

k , la solution x • (~,e) appartient à A(À ) puisque 

la relation (1) n'est pas vérifiée : 

c.q.f.d. 

(la composante d'indice k 

a nécessairement la valeur 

- * d'une solution appartenant à E(VF,~) n A(À ) 

relation 

relation 

1) • 

COROLLAIRE 1.- Si J k E: VF teZ que 

aZors : - * T(VF,~,À ) • ~ 

D~monstration.-

(2) 

(3) 

vérifiée --c> 

vérifiée -=--'> 

\~ 

{1} 

c.q.f.d. 

II-4.- VARIABLE SELECTIONNEE. 

Considérons l'ensemble 

D'après le corollaire 1, si 

les solutions de l'ensemble E(VF,iVF) 

Q ~ ~ , il est inutile de considérer 
- * puisqu'alors T(VF,xVF,À ) • 0 . 

Mais, dans l'hypothèse où Q • 0 , on considère 

VI - {k E: VF!.tk > L(VF '~F)} u {k E: VFI fVF ~ + .L- fj fk ~ À. } 
JE: VF 

- {k E: vFI { ~1 x E: E(VF ,iVF) n R} - {O} 

ou {~!xE: E(VF,~) n A(À
11

)} • {1}} 
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ensemble des indices des variables imposées sous les hypothèses (VF,~) , 

Si on pose VF' • VF U VI , l'ensemble des indices des variables 

candidates est le suivant : 

fVF ~ + L-- fj - fk > À*} • 
jE:VF 

et 

REGLE 1.- Si VF' est non vide, on s~leationne la variable 

d'indice s teZZe que 

__ , 
s • min{jjj E: VF} 

pour Zui attribuer Za valeur x - 1 s 

Cette règle provient de la remarque suivante V k E: VF' la 

variable d'indice k peut prendre indifféremment la valeur 0 ou la valeur 

1 • Mais le problème traité étant un problème de maximisation, on fait le 

choix naturel de fixer à la valeur la variable d'indice s telle que 

\ 

• min{jjj E: VF'} 

N.B.- La variable sélectionnée x aurait pu être choisie de telle 
s 

II-s.-

manière que 

fs . fj 
E: VF'} --. max{-. jj 

ls lJ 
ou . 

ls -min{lJjj E: VF' l 

REMARQUES SUR l'ALGORITHME. 

II-S-1.- PROPOSITION 1.- Quet que soit Ze aoupZe (VF,~) dOnn~, on a 

1 L(VF,~) ~ 0 
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D~monstroation.-

a) D'après les théorèmes 2 et 3 et la règle 1 , lorsqu'on 

fixe une variable d'indice k en lui attribuant la valeur ~ , on a 

toujours 

[ :~,-vr· • (~ ,~) 

VF U {k} 

avec 

b) Lorsque 

un ensemble VF' C. VF ; 

- ~ 
T(VF,~,À) • 0 l'ensemble VF diminue pour obtenir 

de plus, une variable sélectionnée pour la seconde 

fois prenant la valeur 0 , on a 

c.q.f.d. 

II-5·2.- L'algorithme proposé par Faure utilise les propriétés énon­

cées précédemment avec, toutefois, la restriction suivante : 

à une étape donnée de l'algorithme, à laquelle correspond 

ud ensemble VF , on ne cherche pas à définir tous les 

éléments de VI par contre, dès qu'un élément k E: VI 

est déterminé, on attribue la valeur ~ à la variable ~ 

et on considère à l'étape suivante le couple 

(VF U { k} , ~ U {k}) 

II-S-3.- De plus, une solution réalisable x ne'sera considérée que 

lorsqu'un ensemble VF sera tel que VF • ~ ; on a alors et il 

faut naturellement modifier le couple (VF,~F). 
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II-S.-ORGANIGRAMME DE PRINCIPE 

GD . variables ordonn~es suivant Zes fj d~croissants. 

La première solution réalisable considérée est la solution identiquement 

nulle. On pose ~· • 0 et VF • ~ , 

(Ï) Sous Zes hypoth~ses (VF,~F) ~ est-il possible de trouver une valeur de 

la fonction ~conomique sup~rieure d ~* ? (Th~or~me 1). 

OUI Aller en 0 
NON Aller en ~ 

cg) Toutes les variables sont-elles fix~es ? (i.e. VF • 0 ?) 

OUI . . 

NON . . 

la solution réalisable x-~ correspond à une valeur de 

* la fonction économique supérieure à x . On pose 

* • fx * ~ et x - x • 

Aller en ® 
Existe-t-il des variables dont la valeur est impos~e par la 

contrainte ? (Th~or~e 2). 

OUI : Si ~ (k E VF) est une telle variable, on lui 

\ attribue la valeur 

l'indice k). 

Aller en (!) 

x - 0 k 
(VF est augmenté de 

NON : Existe-t-il des variables dont Za valeur est impos~e 

par la fonction ~conomique ? (Th~or~me 3). 

OUI : Si ~ (k E VF) est une telle variable, 

on lui attribue la valeur 

est augmenté de l'indice 

Aller en ® 
NON : On a alors, V j E VF 

x -k 
(VF 

k) 

· {xj !xE E(VF,~)} • {0,1} et on sélectionne 

une variable x , s E VF (règle 1) en s 
lui attribuant la valeur x • 1 s 
Aller en (!). 
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(V Toutes Zes variables fix~es ont-eZZes des valeurs impos~es ? 

OUI fin de l'algorithme 

NON : On sélectionne pour la seconde fois, la dernière variable 

x qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attribue s 

la valeur x • 0 (VF est diminué de l'ensemble des indices 8 

des variables qui ont eu une valeur imposée après la première 
sélection de 

Aller en (D 

\ 

x). 
s 
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CHAPITRE III 

METHODE DE GREENBERG ET HEGERICH (19] 
--------------------------------

IIl-1,- INTRODUCTION. 

Cette méthode est basée sur la résolution à chaque étape d'un 

problème en variables continues et bornées par 0 et 1 , 

Durant l'exposé de cette méthode, les coefficients fj 

(j • l, ••• ,n) de la fonction économique seront supposés être dans l'ordre 

décroissant des valeurs des rapports ~ 
.tJ 

Le problème considéré sera le suivant 

n 
fj Max ,l Xo 

J•l J 
n 

.ej J x. ~ L 
]•1 J 

x. -0 ou 1 j -1 , • , , , n 
J ' 

\ fl f2 fn 
avec -1 ~2>, 0 0 0 >-.. n .e .e .e 

III-2.- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,xVF) 

III-2-1.- THEOREME 4,- Etant donn~ un couple (VF,~F) 

si L(VF,~F) < 0 
- * alors T(VF,~F'~ ) • ~ 

D~monstration.- Par hypothèse : 

x t R 

c.q.f.d. 
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III-2-2.- En tenant compte des variables fixées, le problème (P.B.) 
s'écrit 

Max .L fj x. 
]E:VF J 

(P, B. VF) Ltj x. ~ L(VF,~) 
jE:VF J 

x. ... 0 ou 1 v j E: VF J 

"' Notons x (VF)VF la solution optimale de (P.B. VF) • 

.. 
Le problème correspondant en variables continues et bornées 

s'écrit 

(P.C.B. VF) 

Notoné 

0 ~ x. ~ 
J 

la solution optimale de 

et 

(P.C.B. VF) 

Le théorème ci-après, comme le théorème 1, est à rapprocher avec 

l'évaluation par excès qui se fait dans la S.E.P. [24J • 

THEOREME 5.- Si [fx(VF)] ~ )."' (4) 

1 -1---- - * ~ T(VF,~,À ) • 0 

Démonstrotion.­

problème (P.B. VF) que si 
fx"'(VF) > À* 

Notons qu'il n'est intéressant de résoudre le 
* - * x (VF) appartient à T(VF,xVF,À ) donc si 
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x(VF)VF solution optimale de (P.C.B. VF) 

fx(VF) ~ [fx(VF)] ~ fx.(VF) } ~ 

relation (4) 
• • 

fx (VF) ( À 1 

III-3.-

'tl xE: E(VF,~)n R 

- . 
T(VF,~F'À ) • 0 

• fx ~ fx (VF) 

OBTENTION D'UNE SOLUTION « - * x (VF) E: T(VF,~,À ) : 

c.q.f.d. 

THEORE~ 6.- Si la relation (4) n'est pas vérifiée 

et si x(VF) E: E(VF,~) 

fx(VF) • fx*(VF) alors 

et - . x(VF) E: T(VF,~,À ) .....__ ___ _ 
Démonstration.-

fx(VF) ~ fx V x E: E(VF,~) ~ 

par hypothèse x(VF) E: E(VF,~VF) 

fx (VF) « ~ fx"' (VF) L .... ,'> 

~ fx (VF) ~ fx(VF)J 

relation (4) non vérifiée~ fx(VF) • [fx(VF)] > À• 
\ 

A - * x(VF) E: T(VF,~F'À ) 

• fx(VF) = fx (VF) 

c.q.f.d. 

Puisque, dans les hyptohèses du théorème 6, on détermine une 
- * • solution x(VF) E: T(VF,xVF'À ) telle que fx(VF) • fx (VF); il est inutile 

de continuer l'exploration des solutions de l'ensemble E(VF,~) il faut 

par contre sélectionner une seconde fois la dernière variable qui a été 
sélectionnée une seule fois. 

III-4.· VARIABLE SELECTIONNEE. 

Supposons qu'aucun des tests précédents ne permette d'affirmer 
- * que T(VF,xVF'À ) est un ensemble vide. 

La méthode de Greenberg et Hegerich ne comportant pas de tests 

supplémentaires (qui permettent de déterminer des variables imposées sous 

des conditions de réalisabilité ou d'amélioration de la valeur de la fonc-
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tian économique) toutes les variables d'indices appartenant à VF sont 

candidates 

REGLE 2.- Sous les hypoth~ses suivantes . . 
CD L (VF ,xVF) ~ 0 

® [fxCVF>] > À" (5) 

G) x(VF) ( E(VF,~) 

on s~lectionne la vaPiable de base optimale du 

probl~me (P.C.B. VF) et on lui attribue la 

valeur 0 • 

Cette règle provient de la remarque suivante 

Si la relation (5) est vérifiée, en attribuant la valeur x s 
à la variable de base optimale 

problème (P.C.B. VF') , 

x 
s 

de (P.C.B. VF), et en résolvant le 

avec 

il est possible que l'on obtienne une solution x appartenant à 

- * T (VF ' , ~F 1 , À ) • 

III-S.- VARIABLES IMPOSEES, 

- 0 

Les seules variables imposées sont les variables qui ont été 

sélectionné~deux fois (la seconde sélection d'une variable s'effectuant 

lorsque, sous des hypothèses (VF,~) • on a T(VF,~F'À•) • ~ ), 

Remarque.- L'ensemble VF ne diminue que dans l'un des deux 

cas suivants 

1.- - . 
T(VF,~F'À ) • 0 

2.- x(VF) E E(VF,~) • 

Notons [x] la solution de E(VF,xVF) n R définie comme suit 
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Si s désigne l'indice de la variable de base à l'optimum de 

(P.C.B. VF) , on a 

[ 
x(V

0

F) j. [x] j • 
si j .; s 

si j • s 

III-6.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE. 

@ ' fj 
variables ordonnées suivant Zes rapports 

lj 
décroissants. 

* On pose À • 0 et VF • ~ 

Q) Résolution de (P.C. B. VF) 

® 

. - * Peut-on aff~rmer que T(VF,xVF'À ) • 0 ? (Théorème 5) 
OUI : Aller en G) 
NON Aller en ® 

Est-ce que 

OUI : 

NON : 

x(VF) € E(VF,iVF) ? (Théorème 6) 

l'optimum de (P.B. VF) est déterminé 

on pose À* • fx(VF) et x* • x(VF) 

Aller en G) 
Za solution réalisable [x] appartient-elZe 

OUI: on pose À*=- f[x] et x"' .. [x] 
Aller en 8 

NON : la variable x 
s de base optimale de (P.C.B. VF) est 

sélectionnée; on lui attribue la valeur 

Aller en (D 
x . :a 0 

s (Règle 2) 

0 Toutes 

OUI 

NON 

Zes variables fixées ont-eUes des valeurs imposées ? . . 
. . 

FIN de l'algorithme 

on sélectionne pour la 

qui a été sélectionnée 

la valeur x
8 

• 1 • 

Peut-on affirmer que 

OUI : Aller en Q) 
NON : Aller en CD 

seconde fois la dernière variable 

une seule fois et on lui attribue 

(Théorème 4) 

x s 
la 
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CHAPITRE IV 

PREMIERE METHODE DE GEOFFRION [1~ 

IV-1.- INTRODUCTION. 

Cette méthode est basée sur l'idée de rendre réalisable une 

solution courante qui, à ehaque étape de l'algorithme, correspond à la 

meilleure valeur de la fonction économique qu'il est possible d'obtenir, 

compte tenu des variables déjà fixées. 

En particulier, la première solution courante x correspond à 

la maximisation de la fonction économique sur S 

n 
fx • max fy • L fj 

YES j•l 
(x • e) 

Cette méthode permet de traiter directement le problème (P.B.) 

dans sa formulation initiale, sans avoir recours à un classement quel­

conque des variables. 

\ 
Remarque.- On peut de suite observer que l'obtention de la 

solution optimale de (P.B.) sera d'autant plus rapide que celle-ci com­

porte un grand nombre de composantes égales à (en particulier, si 

x • e est une solution réalisable, le problème est résolu d'entrée). 

N.B.- Dans la suite de cet exposé, e aura la dimension IVFI • 

IV-2,- CONDITIONS SUFFISANTES D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,~). 

Rappelons le résultat suivant établi dans la méthode de Greenberg 

et Hegerich : 

THEOREME 4.- (VF,~) ~tant dbnn~~ 

l_____:(VF,~) < 0 ~ T(VF,~F'À•) • 0 

(iZ faut aZors modifier Za vaZeur de Za derni~re 

variabZe s~Zeationn~e une seuZe fois). 
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THEOREME ?.- Supposons que L(VF,~) ~ 0 

si J_ tj > L(VF ,~) (6) 
JE: VF 

alors { E(VF,:vr)lÎ R' 0 

mis E(VF ,~) à. R 

D~monstration.- Considérons la solution 

0 - 0 

x. <~,XVF) avec ~. • 0 ~ j € VF 
] 

0 

x E: 

Considérons la solution J -x 

\ 

c.q.f.d. 

A l'issue de ce théorème, on peut conclure qu'il est possible 

de déterminer une solution réalisable à partir du couple (VF,xVF) , en 

attribuant la valeur 0 à une au moins des variables d'indices appartenant 

à Vf . 

IV-2-1.- Variables imposées à la valeur 1, 

Nous allons établir un résultat identique à celui du théorème 3 

mais sous d'autres hypothèses 

THEOREME 8.- Sous les hypoth~ses du th~or~me 7 : 

si 3 k t: VF 

tel que 

alors 

- i( 
{~!xE: E(VF,~) nA(~)} • {J} 
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D~monstration.- Identique à celle du théorème 3(b). 

IV-2-2.- On considère alors l'ensemble 

ensemble des indices des variables imposées sous les hypothèses (VF,~F). 

THEORE~ 9.- Sous les hypoth~ses du Th~or~me 7~ et si l'une 

ou l'autre des hypoth~ses suivantes est v~rifi~e: 

1.- VI - VF 

2.- VI~ VF et (7) 

alors : 
- . 

T(VF,~,À ) • 0 

D~monstration.- Soit xE E(VF,~) 

J.- Supposons que VI • VF 

2.-

a\ Si x.• x alors x t R (Théorème 7) 

b) Si x .; x il existe au moins un indice k de VF 
tel que la composante d'indice k de x ait une 
valeur nulle 

• • ~ À =-=> x t A (À ) 

VI • VF 

Supposons que VI 7 VF : 

a) 

b) 

Si ~I rf. eV! alors x t A(À'*) (Théorème 8) 

Si ~I· eVI alors 

tx ~ tVF ~ + .2 tj > L (d'après la relation (7)) 
JE: VI 
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Donc, dans les deux cas, on peut conclure que 

on a 

c.q.f.d. 

IV-3.- Variable sélectionnée 

Si on pose VF' • VFU VI , l'ensemble des indices des variables 

candidates est le suivant : 

Remarque.- Il est à noter que cet ensemble contient celui des 

variables candidates de la méthode de Faure où des conditions de réalisa­

bilité ont été considérés en plus des conditions d'amélioration de la 

valeur de la fonction économique. 

D'après le théorème précédent, on peut conclure que si VF' ~ 0 
et si la relation ,(7) n'est pas vérifiée, l'attribution de la valeur 0 

1 

à une variable d'indice s appartenant à VF' peut contribuer à l'obten­
- ~ tian d'une solution x € T(VF' '~F''À) 

Il faut donc sélectionner une variable x parmi les variables 
s 

candidates, de telle manière que l'attribution de la valeur x • 0 à 
s 

cette variable permette d'obtenir : 

soit une solution réalisable 

soit une solution qui soit la plus proche de la "réalisabilité". 

Notons 

et posons 
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[ 

K+ - {k E: VF' !K(VF,~F'k) ~ 0} 

K-- {k E: VF'jK(VF,~F,k) < 0} • 

REGLE 3.- On s~lectionne la variable d'indice s E: VF' telle que 

min{K(VF,~,s),O} • ~ [min{K(VF,~,k),O}) 
ke:VF 1 

en particulier, si 

En effet, 

+ s E: K la solution 

- 'JI appartient d T(VF,~,À ) 

a) Si K+ ~ 0 : l'attribution de la valeur ~ • 0 à une 

variable d'indice k quelconque appartenant à K+ conduit 

à la détermination d'une solution 

x • (~,eVF-{k}'O) appartenant à E(VF,~) 

Or k E: K+ -=:> .l- tj - tk ~ L (VF ,iVF) -=> x E: R 
JE:VF 

\ 
De plus 

- VF- j k * * k E VF' -=> fx • f xVF + I_ f - f > À ~ x E: A (À ) 
jE:VF 

b) 

On peut donc conclure que 

Si 

+ 
\1 k E: K 

+ K • 0 : 

- - . (~,e-- ,0) E: T(VF,~,À ) 
VF-{k} 

il faut sélectionner un indice 8 de K tel 
que K(VF ,iVF, s) 

de la valeur 0 
soit une quantité aussi proche que possible 

(solution proche de la réalisabilité) 

On détermine donc s tel que : 
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De la même façon que précédemment, on voit que 

x t R puisque - - * k E: K ~ x / T(VF ,~,À ) 

Ainsi, l'indice s sélectionné est tel que 

K(VF;~,s) ~ 0 

K(VF,~F 1 s) < 0 

si 

si sE: K (quand K+ • 0) 

et on peut regrouper ces résultats en prenant l'indice s tel que 

min{K(VF,~F 1 s),O} a m!! [min{K(VF 1~ 1k),O}] 
kE; VF' 

Remarques.-

1) S'il existe plusieurs indices k tels que K(VF,~F,k) >, 0 

il est possible de considérer l'indice s tel que : 

\ fs • min{fklk E: K+} 

fs fk 
,es • min{,ek 1 k E: K+} ou 

ou ls • max{lklk E: K+} 

Puisque nous avons considéré le problème (P.B.) sans avoir 

recours à un classement quelconque de variables, dans l'algorithme, nous 
+ avons choisi s • max{k k E: K } • 

2) Lorsque l'attribution de la valeur 

la variable sélectionnée conduit à considérer un couple 

(VF",~F") • (VF' l) {s} , (~, ,0)) 

x :a 0 
s à 



IV- 7 

tel que la solution (~11 ,e) e T(VF,~,À•) on pose alors 

et il est clair, d'après la forme de cette solution, que 

f • (~ .. ,e) • f x•(VF") • 

Il est donc inutile de considérer les solutions de 

par contre sélectionner une seconde fois la variable 

la valeur 1 • 

E(VF",~ 11) ; il faut 

x pour lui attribuer 
s 

3) Il est à noter que l'inégalité L(VF,~) < 0 ne peut 

provenir (comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich) que de l'attribu-

tion de la valeur 

fois 

à une variable qui est sélectionnée pour la seconde 

Exe~Ze.- Soit le problème 

Max xl + x2 + x3 

\ + 2x
2 

+ 3x
3 

~ xl 

x. - 0 ou i 
L 

@ À~- 0 VF • 0 

VF • { 3} -=> x • ( 1, 1 ,0) ( R 

- 0 

VF • { 3,2} -=> 

~ - (0,0) 

x -

et t Dj .(.. x. 
jE:VF J 

0 VF • {3,2} 

-1 , 2, 3 

3 et l x
3 

• 0 < 

- 0 < 1 

~F • (0,1)-='> x • (1,1,0) t R 

mais L lj xj • 2 > 1 -=> L(VF ,iyF) < 0 
jE: VF . . . . 
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IV-4.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE 

~ La première solution courante considérée est la solution x ~ e. 

On pose À• • 0 et VF • ~ • 

(ù La soZution courante (~,e) est-eZZe r~aZisabZe ? (reZation 6 du 

th~or~me ? ) • 

OUI 

NON 

. . 

. . 

la solution ,. 
1\ • fx et 

Aller en 

Aller en 

(remarque 2) 

(théorème 7) 

Peut-on affirmer que - . T(VF,xVF,À ) a ~ ? (Th~or~mes 8 et 9) 

OUI 

NON 

. . 

. . 
Aller en CD 
détermination de la variable sélectionnée x , s e: VF U VI 

s 
on lui attribue la valeur 
Aller en 

x 
s - 0 (règle 3) 

([) Toutes Zes variables fix~es ont-eZZes des vaZeurs impos~es ? 

OUI 

NON 

. . 

. . 
FIN de l'algorithme 

~n sélectionne pour la seconde fois la dernière variable 
\ 

x qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attri­s 
bue la valeur x • (!) 

s 

Peut-on affirmer que 

OUI . Aller en . 
NON . Aller en . 

- . 
T(VF,~F'À ) -~ ? (Th~or~me 4) 

G) 
G) 
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CHAPITRE V 

DEUXIEME METHODE DE GEOFFRION [11] 

V-1.- INTRODUCTION. 

Cette seconde méthode de Geoffrion, basée sur le même principe 

d'énumération que la première, comporte en plus, à chaque étape, la résolu­

tion d'un problème en variables continues et bornées, à une contrainte. 

Parmi les utilisations de telles résolutions, la plus importante est la 

détermination de contraintes additionnelles qui permettent de donner des 

valeurs imposées à une ou plusieurs variables à la fois, compte tenu des 

variables déjà fixées. 

De même que dans la première méthode, la première solution 

courante considérée est la solution x ~ e , 

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la nécessité de 

résoudre des problèmes en variables continues et bornées à une contrainte, 

nous a conduits à consi9érer les variables dans l'ordre décroissant des 
f] 

valeurs des rapports ~ (j ~ 1, ••• ,n) • 
.eJ 

Le problème considéré sera donc le suivant 

n 
fj ~a x l: x. 

j:.l J 

n 
.ej l: x. ~ L 

(P. B.) jal J 

x. - 0 ou j - 1 , ••• , n 
J 

f 1 f2 fn 
~ 0 avec 

.el 
~ 

.e2 
~ ... ~ 

.en 
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V-2.- VARIABLES FIXEES, 

V-2-1- Variable sélectionnée , 

Un couple (VF;~F) étant donné, la sélection d'une variable 

x se fera de la même façon que dans la première méthode s 

Après avoir déterminé l'ensemble VI des indices des variables 

imposées (à la valeur (théorème 8)), on détermine un indice 

sE VF U VI (règle 3); de plus, s'il existe plusieurs indices k appartenant 

à K+ (K+ étant l'ensemble des indices des variables telles que l'attribu­

tion de la valeur 0 à celles-ci permette de trouver une solution appartenant 
- . 

à T(VF,xVF,À )) , on tire parti du classement des variables de (P.B.) pour 

choisir l'indice s tel que 

+ fs fk + 
s • max{klk E K } <~ --- • min{---klk E K } 

ls l 

Rema~que.- Nous verrons (§ A II-J)comment il est possible de 

déterminer une variable sélectionnée en se basant non seulement sur la 

contrainte initiale (première méthode de Geoffrion) mais également sur 

les contraintesadditionnelles. 

\ 

V-2-2.- Variables imposées. 

A chaque étape, on pourra considérer plus de variables imposées 

que dans la première méthode, grâce à des tests effectués sur des contrain­

tes additionnelles; à la différence de la pre~ière méthode de Geoffrion, 

les variables pourront être imposées ici, soit à la valeur 1 , soit à 

la valeur 0 , alors que dans la première méthode, elles ne peuvent être 

imposées qu'à la valeur 1 • 

De façon générale, une contrainte additionnelle associée au 

problème (P.B.) est une combinaison linéaire de la contrainte initiale 

et de la contrainte : 

f
j x. 

J 
• > À 

Plus précisément, elle a la forme suivante 
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n 
tj 

n 
fj * ~ (L - L x.) + J x. - À > 0 avec ~ E: IR+ 

j•l J J•l J 

Rem::xPque.- évident si * alors Il est que x ~ Rn A(>. ) , 

mais la réciproque est inexacte (par exemple, pour ~ • 0 , on peut 

* très bien avoir x t: A(>. ) et x t R) • 

Lorsque les hypothèses du théorème 7 sont vérifiées, c'est-à­

dire lorsque le couple (VF,~) est tel que 

et 

il s'agit de résoudre le problème (P.B.VF) dont la solution optimale 

* x (VF)VF doit, en outre, être telle que 
« « 

f x (VF) > À (en conservant 

les notations de la méthode de Greenberg et Hegerich). 

RemaPque.-

a) Il ~st à noter que la solution triviale ~a e n'est pas 
VF 

une solution réalisable du problème 

[__ lj > L(VF,iVF). 
jt:VF 

(P.B.VF) puisque 

b) D'après le théorème 4, si L(VF,~F) < 0 , alors 
- i( 

T(VF,xVF'À ) • 0 . 

D'après la remarque 2 de la règle 3, si [__ lj ~ L(VF,~F) 
alors la solution (iVF,e) est telle quejt:VF 

f xi!(VF) • f(~,e) • 

Dans les deux cas, il est inutile de résoudre le problème 

(P.B.VF). 

. •. 1 ... 
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V-2-2-1.- Utilisation d'une contrainte additionnelle. 

Pour énumérer le moins possible de solutions de l'ensemble 

on introduit une contrainte additionnelle qui permettra : 

soit de conclure que 

soit d e déterminer le plus possible de variables 

imposées sous les hypothèses (VF~~F) • 

Une contrainte additionnelle associée au problème (P.B.VF) 

On désignera, par abus de langage, cette contrainte 

On pose 

et -+ VF ::::o VF - VF 

(CA ) • 
~ 

0 } 

- tc VF- if\ 

L(VF,xVF) + max[.r_<fj .e.j) x. 1 x. j E VFJ M(VF,xVF'À ,~) • f xVF - À + ~ - ~ • 0 ou 1' 
JE:VF J J 

- Î 
VF - if 

L(VF,~F) •L (fj .f.J) x - À + ~ - ~ VF . + 
JEVF 

THEOREME 10.-

1) Si 

2) Si 

a) 

b) 

a tors 

3 - + si j 0 t: VF tel que : 

j j 
M(VF - À* ) (f 0 - ,, 0 0) 0 ,xVF' '~ - .. .(.. ~ 

alors {x. lx E: 
Jo 

si 3 jO E VF -

- * T(VF,xVF,À )} • {1} 

tel que 

alors ·{x. lx t: T(VF,~-,~*)} •· {0} Jo vt· 

(8) 
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D~monstrotion.-

1.- Supposons que 

v XVF E: s (VF) 
VF - ~ - L (fj .e))x. M(VF,iVF'À f ~ - À + ~ L(VF,xVF) + - J..1 ~ 

jE:VF J 

donc v XVF E S(VF) xv-Ft 
- -Il 

R C (VF,~,À ,JJ) 

- -~ R C (VF,~,À ,~) • 0 

D'après la remarque du paragraphe V-2-2. on peut conclure que : 

V xE: E(VF,~) 
n . n . ~ - * 

JJ(L- l tJ x.)+ l fJ x.- À ~ 0 ~x t R nA(À) 
j•J J j=J J 

2.- - -Supposons que M(VF,xVF'À ,~) > 0 

* ,.~.1) ~ 0 

a) En attribuant la valeur 

et en remarquant que : 

x. • 0 à une variable d'indice 
Jo 

• x. 
Jo 

L [ VF U { j O} , ( ~F, i. ) ] 
. Jo 

• L(VF,~F) 

E: VF + _.,. l . (fj - ~ ij) 

1E: VFU{j 0} + 

• l. (fj - J..1 ij) 
j~VF + 

on obtient 

si j 0 est tel que la relation (8) est vérifiée. 



v- 6 

Par contre, en attribuant la valeur x. = à la variable 

d'indice • E: VF Jo 
Jo 

~ la solution (~,evF i,O) peut appartenir 
- . 

à T(VF,~,À ) • 

·~ {x. j x E: T (VF, ~,À •)} • { 1} 
Jo 

(la composante d'indice d'une solution appartenant à 

a nécessairement la valeur 1). 

b) De même, en attribuant la valeur 

va ri ab le d'indice j 0 E: VF, 

f
VFU{j 0}- VF - jO 

xVFU{jO} • f ~ + f 

x. = 1 
Jo 

• x. - 1 =-'> 
Jo 

L[VFU{j 0} ,(iVF'i. )] • L(~,~) - .fJO 
Jo 

- l.l 

si j
0 

est tel que la relation (9) est vérifiée. 

à une 

Par contre, en attribuant la valeur x. • 0 à la variable 
J 

d'indice j
0 

E: VF ~de la même façon que précédemmeRt, puisque 
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la solution peut appartenir à 

~ {x. 1 x E: T(VF ,i__,À •)}· {0} 
Jo vt· 

- lt 
T(VF ,~,À ) • 

c.q.f.d. 

Geoffrion va alors définir la "meilleure" contrainte additionnelle 

associée au problème (P.B.VF) en posant la : 

DEFINITION.- La contrainte additionnelle 

"meilleure"~ relativement à 

contrainte (CA ,) si 
~ 

(CA ) est di te 
).1_ f 

(VF ,xVF'À ) , que la 

En effet, pour un problème (P.B.) quelconque et un scalaire 

donné, on ne peut connaître, a priori, de relations entre et 

(j • J, ••• ,n) (sauf si ~ • 0 , mais, dans ce cas, la contrainte addition-
. '~ nelle se rédu1t à fx > A , et fixer des variables à partir de CA0 revient 

des indices des variables imposées à 1 défini à construire l'ensemble VI 

dans la première méthode). 

La contrainte additionnelle la plus intéressante CAA sera donc, 
_).1 ~ 

a priori,celle qui correspondra à la valeur minimale de M(VF,~,À .~) 

pour tout scalaire ~ E: R (d'après ce que nous avons vu sur la manière 
+ 

de fixer les variables). 

Remarque.- Une comparaison entre cette définition et celles 

de Glover et Balas sera faite en annexe II (§ A II-2-3.) 

min 
lJE:R+ 

V-2-2-2.- Obtention de la "meilleure" contrainte additionnelle 

associée au problème (P.B.VF). 

a) Il faut résoudre le problème suivant 

• fVF ~F- À• +min {).1 L(VF,~) +Max[ l (fj - ~ lj)x.lx. • 0 ou 1 ,j E: VF}} 
lJE:R+ jE:VF J .1 
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a-1) u étant fixé, considérons le problème 

ou j E: VF} 

Ce problème est, bien entendu, équivalent au problème 

à variables continues et bornées 

J E: VF J 

(en effet, une solution optimale de ce problème est nécessairement un 

point extrême du cube unité). 

En supposant, pour simplifier, que VF • {1 , ••• ,p} , 

ce dernier problème s'écrit 

Max 

Sl• l p 1 1 . l' . d L . ~ w , ••• ,w sont es mu t1p 1cateurs e agrange assoc1es aux 

contraintes -x. ~ -J (j • 1, ••• ,p), le dual de ce problème se formule 
J 

ainsi 

Min - [wl '• • • ,wP] 
] 

w ~ 0 

~p ~ 0 



v- 9 

Il est bien évident que ces deux problèmes en dualité admettent 

chacun au moins une solution réalisable et donc une solution optimale finie 

et l'on a 

p 
= r 

j=l 

<ivF et w désignant les solutions optimales respectives de ces deux 

problèmes). 

a-2) En tenant compte de la formulation du problème 

dual, l'obtention de la meilleure contrainte additionnelle associée au 

eroblème (P. B. VF) correspond à la résolution du. prograrrune linéaire à 

variables continues positives ou nulles (dans la formulation duquel on ne 

tient pas compte de la constante fVF ~F- ).*) 

Wj ... 0 
~ j = l, ... ,p}] 

nous verrons(§ AII-2-~que ce problème, noté (P.L.C.A.)' ,est équivalent au 

problème suivant 

~ .. L(VF '~F) 
p 

wj min + .r 
J=) 

\ 
(P .L.CA) J - ~ 

lj < - fj j .. 1 ' 0 0 0 'p .. 
wj 

~ 0 j • 1 ' 0 0 0 'p 

~ ~ 0 

Cette résolution permet de trouver la valeur du scalaire 

qui correspond à la meilleure contrainte additionnelle 

'problème (P.B.VF). 

associée au 

b) Considérons le problème (P.C.B.VF) défini dans la 

méthode de Greenberg et Hegerich , 

En supposant toujours que VF • {J, ••• ,p} et en introdui-

sant la variable d'écart notée on obtient : 

... 1 ••. 



(P • C. B. VF) 1 

1 p il max[f, ••. ,f,OJ 

V - JO 

. 
x 

p 
x ve 

t 1 x
1 

+ ,,, + tP x +x • L(VF,i_) p ve v~· 

- x 1 ~ -1. 

~ -1 

. . 
- x :; !.1 

p 
x

1
, ••• ,x ,x ~ 0 p ve 

1 p - v,w , ••• ,w repr~sentant les multiplicateurs de Lagrange 

associ~s respectivement aux contraintes : 

p 
tj .E x. 

J J•l 

le dual de 

(D.VF) 

• L(VF,~F) + x et - x. > - J .(j=t, ..• ,p) 
ve J 

.. 

(P.C. B. VF) 1 
· se formule ainsi . . 

min 

\ - 1 

(-v) 
1 

w ~ 0 

W
'p .... 0 

<:; 

+ [f l,.,, ,fP ,0] ~ 0 

Ce problème s 1 ~crit finalement 

min v L(VF,iVF) + 

- wj - v tj 

) ~0 
v ~ 0 

j. l, ... ,p 

j. l, ... ,p 
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c) On en conclut que (P.L.CA), qui est de formulation 

identique à celle de (D.VF) est le dual de (P.C.B.VF)' et que a est 

la valeur optimale du multiplicateur associé à la contrainte 

Or, d'après les relations d'exclusion, si 
0 

une solution optimale de (P.L.CA) et d(VF) le vecteur, qui n'est 

.autre que le "vecteur critère de candidature" de la méthode simpliciale 

à l'optimum de (P.C.B.VF) ',on sait que : 

0 

-=---<> ~ • - d ve (VF) 

-.tl ••• ,tP 

-) 0 

0 •• -) 

0 

0 

Nous montrerons, (§A II-3), que si d(VF) désigne le "vecteur 

critère de candidature" à l'optimum de (P.C.B.VF) résolu en variables 

continues et bornées, on a 

\ 
avec i € {l, ••• ,p} indice de base optimale de (P.C.B.VF). 

Ainsi, dans le cas particulier du problème du Knapsack à une 

contrainte, la détermination de la meilleure contrainte additionnelle (CAA) 
jJ 

associée au problème (P.B.VF) se réduit à la résolution du problème 

(P.C.B.VF) qui permet d'obtenir le scalaire p • - dve(VF) : 

n • n 
1 dve(VF) I<L- .2 ,tJ xj) + .2 

J•) J•l 
fj x. - ). tc > 0 

J 
(CA ... ) 

jJ 

... 1 ..• 
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PROPOSITION 2.- La valeur impos~e attribuée d une variable en 

utilisant la meilleure contrainte additionnelle 

(CAA) associ~e dun problème (P.B.VF) est 
l.l 

~gale d la valeur que cette variable possède 

d l'optimum de (P.C. B. VF). 

D~monstration.- Sous les hypothèses 
- lt 

(VF,~F'À ) , en remarquant 

la contrainte additionnelle (CAA) s'écrit : 
l.l 

fVF ~- Àlt + ldve(VF)IL(VF,~) + L-- dj(VF) x.> 0 
jE: VF J 

---=-> M(VF,~,Àlt,~) • fVF ~F·- Àlt + ldve(VF)IL(VF,~) + L-- dj(VF) 
jE VF + 

Donc, en notant x(VF)VF l'optimum de (P.C.B.VF), d'après le 

théorème 10, on sait que, sous l'hypothèse M(VF,~,Àlt,p) > 0 , 

1. - Si \ j j 
0 

E: W + te 1 que 

- lt jo 
M(VF,xVF'À ,p) - d (VF) ~ 0 

alors 

1 
- lt 

{x. xE: T(VF,~F'À )} • {1} • {x(VF). } 
Jo Jo 

2.- Si J j 0 E: VF - tel que 

- lt j 0 
M(VF,~,À ,p) + d (VF) ~ 0 

alors 

1 
- • {x. xE: T(VF,~F'À )} • {0} • {x(VF).} 

Jo Jo 
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dj (VF) > 0 <-9 x(VF) . • ·1 
J 

Donc 

et 

Si J jO E: W tel que 

alors 

dj (VF) < 0 <=-=f> x(VF) . • 0 
J 

- * {x. j x E: T (VF, ~F , >. ) } • { x (VF) . }. 
Jo Jo ·· 

c.q.f.d. 

V-3.- AUTRE UTILISATION DE LA RESOLUTION D'UN PROBLEME (P.C.B.VF). 

La résolution du problème (P.C.B.VF), nécessaire pour déterminer 

la meilleure contrainte additionnelle associée au problème (P.B.VF) va 

permettre, dans certains cas, d'obtenir d'emblée la solution optimale de 
- . (P.B.VF), ou encore de conclure que T(VF,~,À) est un ensemble vide. 

Rappelons les résultats établis dans la méthode de Greenberg et 
\ 

Hegerich (on a toujours x(VF) • (~,X(VF)VF)) 

[t x<VF>] 
tenir une 

THEORE~ 5.- Si [f x(VF)] ~ >.• 

j_aZors T(VF,~,>.·) - 0 . 

THEORE.~ 6.- Si (f x(VF) J > À'* 

et si x(VF) E: E(VF,~) 

alors f x(VF) • { x (VF) 
- tf et x(VF) E: T(VF,~,À ) 

De plus, si [f x(VF) J * x(VF)t É(VF,~) , puisque > ). et 
• ~ f x (VF) ' on peut simplement conclure qu'il est possible 

solution - . 
en attribuant la valeur x E: T(VF,~F'). ) 0 à une 

d'ob-
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variable d'indice appartenant à VF. 

THEOREidE 11.- Si f x(VF) ~ À-
- tl alors RC (VF,~,À ,0) • ~ . 

D~morzstratiorz.-

v xvr E: s (vF) fVF ~ + ldve(VF) IL(VF,~) + L dj (VF) x. 
jE:VF J 

~ fVF ;VF + ldve(VF) IL(VF,~) + L__ dj(VF) • 
j t:VF + 

f x(VF) ~ À -
\1 ~ E: S(VF) 

- -RC (VF,~,À ,0) • 0 c.q.f.d. 

La contrainte additionnelle (CAP) n'admet done pas de solution 

-bivalente réalisable lorsque f x(VF) ~ À 

En cours d'algorithme, dans les hypothèses du théorème 6 et 

dans cell~du théorème Il, on n'introduit pas de contrainte additionnelle. 

De plus, nous verrons dans le chapitre X(§ X-5-J.) que, pour un couple 

(VF,~F) donné, les variables imposées sont déterminées à partir de la 

contrainte additionnelle déduite de la résolution de (P.C.B. VF) • 

L'organigramme de principe suivant est construit sous l'hypothèse 

que la sélection d'une variable s'opère à partir de la seule contrainte 

initiale; mais nous verrons également (§A II-1-4., règle 7) qu'il est 

intéressant de faire cette sélection en tenant compte des m dernières 

contraintes additionnelles (ce nombre rn dépend du nombre de variables, 
§ x-s- 1.) 
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V-4.- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE, 

@ 

<D 

Variables ordonnées suivant les rapports 

La première solution courante considérée 

On pose À* • 0 et VF • 0 

fj 
-r décroissants. 
.tJ 

est la solution x = e 

Aller en (j) 

La solution co~ante (xVF,e) est-elle r~alisable ? (relation 6) 

solution - - . OUI la x • (~,e) € T(VF,xVF'À ) 
• • fx * on pose À et x .. x 

Aller en ® (remarque 2 de la règle 3) 
NON Aller en <Y 

. - * Construction de VI , peut-on affiremr que T(VF,~,À ) ~ 0 ? (Th. 8,9) 

OUI Aller en G) 
NON détermination de la variable sélectionnée x s 

s c. VF U VI 

on lui attribue la valeur 

Aller en Q) 

([} R~solution de (P.C.B. VF) 

Peut-on affirmer que 

OUI Aller en @ 

x • 0 
s 

NON Est-ce que x'(VF) € E(VF,~) ? 
\ 

(règle 3) 

(Th~orème 5) 

(Th~orème 6) 

OUI l'optimum de (P.B.VF) est déterminé 
• • f x(VF) * on pose À et x ... x 

Aller en G) 
NON Aller en @ 

(!} Introduction d'une nouvelle contrainte additionnelle 
- . Peut-on affirmer que T(VF,xVF,À ) • 0 ? (Th~orème 10) 

OUI Aller en {]) 

NON variables imposées (VF augmenté) (Théorème 10) 

Aller en (j) 

([} Toutes les variables fix~es ont-elles des vale~s impos~es ? 

OUI FIN de l'algorithme 

NON on sélectionne pour la seconde fois la dernière variable x 
s 

qui a été sélectionnée une seule fois et on lui attrihue la 

valeur x • 1 
s 
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- Ill: Peut-on affirmer que T(VF ,~,À ) • 0 ? (Théor~me 4) 

OUI Aller en @ 
NON Aller en Û) 

\ 
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CHAPITRE VI 

I"IETHOOE DE SAUNŒRS ET SCHINZINGER - ADAPTATION AU CAS BIVALENT 

VI-1.- INTRODUCTION, 

Dans sa version originale, la méthode de Saunders et Schinzinger 

(25] permet la résolution de programmes en nombres entiers; elle est basée · 

sur des translations de certains hyp~rplans frontières définissant le domaine 

réalisable, parallèlement A eux-mêmes. 

Les contraintes en inégalité sont transformées en contraintes en 

égalité par l'introduction de variables d'écart qui doivent avoir des va­

leurs entières. Par conséquent, une translation d'un hyperplan parallèlement 

à lui-même, ce qui est équivalent à un changement de la valeur de la variable 

d'écart correspondante, doit être faite pour des valeurs discrètes. 

Dans le cas de la résolution d'un problème de Knapsack, le domaine 

réalisable est défini par la contrainte initiale, les contraintes 

0 (J• 1 \ ) • • 1 . ( . 1 ) x. ~ • ,,,,,n, mals aussl es contralntes x.~ 1 J • , ••• ,n, 
J J 

Cette méthode est basée sur la résolution préalable du problème 

(P.C.B) dont la solution optimale servira à déterminer la solution de 

départ de l'algorithme et à considérer un problème équivalent à (P.B.) mais 

de formulation très différente par la fonction économique. 

Dans le cas très particulier où la solution de départ trouvée 

serait la solution identique nulle, le principe d'énumération de cette 

méthode serait tel qu'il y aurait identité entre la séquence des solutions 

testées et la suite des nombres binaires de 0 à 2n-J • 

VI-2,- AUTRE FORMULATION OU PROBLEME, 

En notant : 
•.. 1 •.• 
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-J 1 - J 

J -h J - {il, ••• ,ih-1} 

i tel 
/P fj avec que '--r- - max {--r} p 1 jE:J .e.J .e. p p 

k-J i k i 
i - ik tel que I .e. p ~ L et I l p > L 

p•J p•l 

nous avons vu que la solution optimale x de (P.C.B.) est définie par 

-0 < ... 
1 x. < 

1 

... 
- 0 \1 j 

E Jk+ 1 x. 
J 

... -1 \1 j E J - J x. 
J k 

Notons - + {j JI x. 1} - J - J B - E -J k 

B - {j E Jli. - o} - Jk+l J 

n+l représentant l'indice de la variable d'écart, soit 
\ 

I • J U {n + 1 } - { i} • { 1 , ••• , i- J , i + 1 , ••• , n+ J} 

l'ensemble des indices hors base à l'optimum de (P.C.B.). 

I peut donc s'écrire - + -I • B U B U { n+ 1 } • 

N.B.- Puisque la variable d'écart est nulle à l'optimum du problème 

(P.C.B.) nous n'en avons pas tenu compte lors de sa résolution. 

Par contre, elle peut prendre des valeurs entières positives 

pour une solution réalisable quelconque de (P.B.), et en par­

ticulier pour une solution optimale. 

Par la suite nous noterons cet indice ve 

- + -
-...e. I • B U B U { ve} 
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Considérons le vecteur d (qui n'est autre que le "vecteur 

critère de candidature" de la méthode simpliciale), d'expression: 

fi 
d - f - ,ei l 

1 f 0 ~ d · · 1 ( fve • 0 et 0 ve • 1 ) • es vecteurs et ~ etant e d1mens1on n+ ~ 

Si x t: R , la valeur fx de la fonction linéaire f peut 

s'exprimer en fonction de fx de la façon suivante : 

B+ B 
fx • fx + d (x8+ - e) + d xB_ + dve x 

ve ( 1 0) 

En tenant compte de (10) et en éliminant de la fonction écono­
B+ 

mique la constante (fx- d e) qui n'intervient pas dans la maximisation, 

le problème (P.B.) devient 

~- + dve + di x x. ve 1 

lx • L 

X• • 0 OU 
\ J 

V j t: B+ U B lJ {i} 

x t: N ve 

(en remarquant que di • fi 

base pour (P.C.B.)). 

De plus . . 
v j € B 

fj fi dj --:- ~ -r-> -,e.J tl 

j 
+ fj fi dj v t: B --r ~ -r -.t.> -,e.J ,el 

fi 
j dve • 0 • ve - --r )( 

,el 

f
i . 

--:- ol • 0 • . d' d ~ car 1 est un 1n 1ce e 
,el 

fj fi lj ~ 0 - ,ei 

fj fi lj --.... ~ 0 
tl 

fi 
1 0 ---.... < 

tl 
••. 1 ..• 
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Donc, à l'optimum de (P.C.B.), nous avons 

B + c { j E: Ï 1 dj ~ 0} et 

et dve < 0 

Les variables x. (j•J, ••• ,n+J) sont alors classées suivant 

l'ordre des ldjl décroiss!nts (Il est à remarquer que l'indice de base i 

et l'indice n+l • ve sont pris en compte au même titre que les autres 

indices). 

Puisque i • 0 , la variable de base x. sera toujours située 
l. 

en dernière position du classement (même si certaines composantes dj 

(j E Ï) sont nulles). 

Supposons donc que 

L'ensemble J ainsi ordonné est donc de la forme 

\ 

Pour simplifier l'écriture, notons l'ensemble des indices ordon-

nés 

J • {n+J,n, ••• ,2,J} 

D'après la remarque précédente, l'indice sera l'indice de 

base (d 
1 

- 0) et de plus il existe un indice j;J de J tel que la 

variable d'indice j soit la variable d'écart, cet indice sera encore noté 

ve (dve < 0). 
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En définitive : 

Le problème considéré sera donc le suivant 

(P.B.) 

avec 

n+l 
Max J dj xj 

J•l 
n+l . 
L ,el x. - L 

j•l J 

x. - 0 ou 
J 

x t: N ve 

+ -j t: B V B U {1} 

L'algorithme de Saunders et Schinzinger démarre avec la solution 

x réalisable obtenue à partir de la solution optimale x de (P.C.B.) de 

la façon suivante : 

Par la 

.... 
\/ j E: { n+ 1 , ••• , ve+ 1 , ve-1 , ••• , 2} x. - x. 

J J 

xl • 0 

x • L - r .e.j 
ve . + 

Jt:B 
0 

suite, on désignera par x le vecteur défini 

0 

x. - x. 
J J 

0 

x - 0 ve 

+ \/jt:B UB U{l} 

par 
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VI-3.- CONDITIONS SUFFISANTE§ D'EXCLUSION D'UN ENSEMBLE E(VF,~F), 

VARIABLE SELECTIONNEE. 

THEOREME 12.- Si f.(~,~F) ~À~ 

1 - lf 
~ T(VF,~,À ) • 0 

D~monatPation.- D'après (~Œ, nous savons que : 

V xE: R fx • fx - Ï 
jE: B+ 

+ 
dj + dB x + dB 

B+ 

Nous allons montrer qu'à partir du couple (VF,~) , la 

meilleure solution, réalisable ou non, que l'on puisse obtenir est de la 
- 0 

forme (~,xVF) : 

- fx- .l 
\ J E:B+ 

d
j VF - VF 0 

+d ~+d xVF 

Po son~ 

par hypothèse , 
x '(VF) E: E(VF,~F)} 

- * '• --:. x '(VF) ( E (VF ,~) () A_{\ ) 

f.x '(VF) ~ " 

c.q.f.d. 

Notons x la dernière solution réalisable obtenue (elle est 

telle que fx ~ À*) ; l'algorithme est basé sur la recherche d'une solution 
• x' (espérée réalisable) telle que fx' > À en modifiant les valeurs de 

certaines composantes de la solution x , 
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N.B.- L'algorithme ne prévoyant l'augmentation de la valeur de la variable 

d'écart que d'une unité à la fois, il est logique que l'on puisse la sélec­

tionner plusieurs fois de suite (on pourrait, en effet, la décomposer en 

variables bivalentes); dans ce cas, c'est la valeur x ve qui se modifie. 

0 0 

PROPOSITION 3.- <~·XV"f-{p}' 1-x ) si p E:VF p 
Soit x(p) -

0 -
_(~-{p }'xVF ,x +1) si p • ve ~ VF ve 

0 

ldP 1 alors fx(p) • f.(~,xVF) -

D~monstrotion.-

1) p t:: VF 

a) p E: B 

- 0 

et 
0 

x 
p - 0 

donc d.x(p) • d(~F,xVF) + dpl 

\ 
relation (10) 

b) 
+ 

p E: B : ~ dp ~ 
0 

de la valeur x p 
ble d'indice p • 

~ f.x(p) 

0 

à 

0 

et x • 1 , donc le passage 
p 0 

la valeur 1-x pour la varia­
p 

correspond encore à une diminution 

de la valeur de la fonction économique de la quanti-
té 1 dp 1 • 

2) p • ve --? dp < 0 même cas que 1-a c.q.f.d. 

PROPOSITION 4.- Soit 
- 0 

x(p) • (~- {p }'XVF ,0) ave a 

p • ve E: VF 
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Démonst1'ation.-

p • ve -:- dp < 0 

~ f.x(p) • f.(~,~) + !dpi xp 

d.x(p) • d(~,~) - dp xp_ 

Soit p un indice de VF ; notons 

VF • SUP U !NF et VF • Sü'P Uoo U {p} 

avec : 

SUP • {j E VFij > P} 

_INF • {j € VF!j < p} 

SüP • {j € VFij > Pl 

00 • {j E VFI j < p} 

DEFINITION.- On pose : 

~ [ive x • 
ve 0 

si ve E: !NF 

sinon 

c.q.f.d. 

\ THEOREME' 13.- Etant donné une solution xE R , si on attribue 
0 

la valeur - x d ta Va1'iable d'indice p € VF 
p 

la meilleure solution x' qu'il est possible 

d'obtenir'~ en 1'espectant le principe d'énumé1'ation, 

est telle que : 

• ve ~ p-l · o 

fx' • fx- !dpi + L ldJI + Id lxve • fx- tdpl + L dJ(x.-x.) • 
jE:INF-{ve} j=l J J 

De plus si fx' ~ À* 

alo1's : 
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D~monstration.- D'après le théorème 12, la meilleure solution que 

l'on puisse obtenir sous les hypothèses 

- . . 
x' • (xSUP' J-xp,xSUPtJINFUINF) 

- 0 0 

D'après (JO) , si x • (~,xp,~SUPUINF) on sait que 

fx • fx - J• VF VF 0 

t d + d L- + d ~ • 
,f.. + Vl~" Vl'' 
JE:B 

~ fx' • fx(p) + d (x-xiNF) 
- 0 0 

(xSUP' J -xp '~SUPUINF UINF) 1 
INF o _ 

proposition 3 ~ fx(p) • fx- !dpi 

0 

x. • J-x. 
J J 

\1 j E: INF 

. 
-"'> • • • 

• 0 

-=-> fx' • fx- ldpl + L dJ(x-i.) • fx- ldpl 
jE:INF J 

+ t 1 dj 1 
jE:INF-{ve} 
p-1 . 0 

!dpi + l dJ(x.-x.) 
j•1 J J 

• fx -

De plus \: 

Théorème 12 ~ si fx' ~ À* alors c.q.f.d. 

COROLLAIRE 2.- Si on attribue d la variable d'~aart l'une dea 

deux valeurs suivantes : 

fx' • fx -
1 

fx' • fx + 
2 

x' • x + 1 ve ve 
r 

x' • 0 ve 

les meiZZeures solutions qu'il est possible d'ob­

tenir sont respectivement telZea que : 

ve-1 . 0 ve · J 
Id 1+ l d (x.-x.) 

j•1 J J 
ve-1 . 0 

ldveli + L dJ(x.-x.) 
ve . 1 J J 

J• 
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Dhnonstration. -

1) 

2) 

Si x' • x +1 ve ve 

Si x' • 0 : ve 

démonstration identique à la précédente. 

Proposition 4 ~ f x(p) • fx + ldvel x . ve 

De la même façon que précédemment, on peut conclure 

en utilisant 

fx'•fx(p)+ l !djl· 
jE:INF 

c.q.f.d. 

Comme dans la méthode de Greenberg et Hegerich, si on ne peut 
- * affirmer que T(VF,~,À ) est un ensemble vide, toutes les variables 

d'indices appartenant à VF sont candidates. 

ve si p E: VF 

n+2 sinon 

Soit p un indice appartenant à J , on notera encore 

w p • { n+ J , ••• , p} • 

HYPOTHESE H.- Nous dirons que ta solution x vérifie l'hypothèse 

H si toùtes les solutions des ensembles 

E(w +J U {ve},(x ,~ e)) 
p wp+ 1 v 

z 
x - o,1, ... ,x - 1 ve ve 

ont déjd été considérées. 

DEFINITION.- On pose : 

ve'!'1 • 0 

À* si fx-!dvel+ l dJ (x.-x.) > 
J J 

et hypothèse H vérifiée (K
1
) 

et ou j=J 

si fx+!dvelx + 
ve 

ve-1 
t 

j=J 
dj (~.-x.) 

J J 

••. 1 ••• 

> À* et hypothèse H non 

non vérifiée (K2) 
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REGLE 4.- On s~leationne la vaPiable d'indice s telle que 

p-t 
s • inf[inf{p E VF!fx- jdPI + I 

j•l 

pour lui attribuer la valeur 

0 

1-x si s S E w 
x • x + t sous les hypothèses 

s s 
0 sous les hypothèses 

VI-4.- RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE. 

(K1) 

(K2) 

Soit s l'indice de la variable que l'on vient de sélectionner 

pour la première fois; on en déduit les valeurs des composantes d'indices 

n+l, ••• ,3 de la solution x' 

x! • x. j • n+ 1, ••• , s+ 1 
J J 

0 

1-x si s ~ ve 
s 

( 1 1) x' • x +1 si s • ve et sous les hypothèses (KI) s ve 
1 

0 si s • ve et sous les hypothèses (K2) 

0 

x! - x. j • s-1, ••. , 3 
J J 

On détermine en dernier lieu les valeurs des variables d'indices 

2 et 1 . (Remarquons que, d'après le théorème 13' fx' ~ 
À~ pour s • 2 

+ 
, puisque fx * fx ld21 

~ 
il n'est donc jamais et s E B U B ~À ~ - ~ À 

0 

intéressant de donner la valeur 1-x 
2 

à la variable d'indice 2) • 

J De plus, d étant nul, la variable d'indice peut prendre 

indifféremment les valeurs 0 ou 1 • On essaye donc de trouver une solu-
0 

tion réalisable telle que la variable d'indice 2 soit égale à x
2 

: si cela 

est impossible, on essaye avec la valeur 1-~2 , ce.qui entraîne une 

perte de jd2 j sur la meilleure valeur espérée de la fonction économique. 

Mais, d'une part, cette diminution est la plus faible possible puisque 
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et d'autre part, elle permet d'envisager les solutions telles que la varia­
o 

ble d'indice 2 ait la valeur 1-x2 • 

Remar-ques.-

1.- Cette recherche est triviale lorsque ve ~ 2 • 

2.- Il faut bien noter que la variable d'écart possède à 

chaque fois une valeur comprise entre 0 et [1] avant la recherche 

d'une solution réalisable. 

Dans l'hypothèse où on ne peut aboutir à une solution réalisable 

avec les variables d'indices n+1, ••• ,3 déterminées par les relations (11), 

on applique le principe d'énumération sur les variables d'indices s-1, ••• ,3 

sans tenir compte de la règle de sélection énoncée précédemment, afin de 

trouver une solution réalisable x" telle que fx'' soit le plus proche 

possible de fx'. 

En effet, la méthode d'énumération permet d'espérer une perte 

minimum sur la val'eur de la fonction économique puisque les 1 dj 1 sont 

classés dans l'ordre décroissant. (j • n+1, ••• ,1). 

REGLE 5.- Bien qu'aucune r~gle de s~lection ne soit utilis~e, 

~e variable d'indice j € {s-1, ••. ,1} à laquelle 

on attribue la va leur- x. .. 1-~. lor-s de·· la r-echer-che 
J J 

d'une solution r~alisable ser-a ~galement consid~r~e 

comme var-iable s~lectionn~e, son indice viendra tou­

jour-s augmenter> l'ensemble VF. 

N.B.- Etant donné un couple (VF,~) , une solution réalisable est de la 

d'après le théorème 12, elle est telle que - 0 

forme x • (~,XVF); 

* fx • fx (VF). 

Si aucune solution réalisable n'a été obtenue en procédant à 
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cette énumération, toutes les solutions de 

p j. 
E(w +l'x ) • U E(w ,(x ,x)) 

s ws+l j=l s ws+l s 

0 2 0 

p • 2 si 8 ;. ve et x - x x • 1-x 
s 8 s s 

avec 

[L+t] si 
j . 

j 1 ' ••• ,p p • 8 • ve et x • J-1 -s 

ont été envisagées; on peut passer à la variable d'indice s+J et consi-

dérer les solutions de E(w +2 ,x ) • 
s ws+2 

VI-S- VARIABLES IMPOSEES. 

La seconde sélection d'une variable s'effectue au cours de la 

recherche de la nouvelle variable x s 
qui va être sélectionnée pour la 

première fois. Toutes les variables fixées dont les indices sont inférieurs 

à l'indice s , sont ainsi sélectionnées pour la deuxième fois. 

PROPOSITION 5.- Lors de Za deuxi~me s~teation d'une variable 

\ 

D~monstration.-

d'indice 

ta valeur 

1 
0 

x 
s 

it est inutite de lui attribuer 

tes solutions de 

0 
E(w ,(x ,x)) ayant d~jà ~t~ test~es. 

s ws+l s 

Evidente, compte tenu du principe d'énumération. 
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CHAPITRE VII 

ALGORITHME MODIFIE (FAYARD - PLATEAU) [8] 

--------------------------------------

VII-1.- INTRODUCTION. 

La structure particulière du problème du Knapsack à variables 

bivalentes nous a amenés à apporter quelques modifications à la méthode de 

Saunders et Schinzinger qui ont permis de l'améliorer de façon sensible. 

Lors de la recherche d'une solution réalisable, nous prenons l'op­

tion de déterminer en dernier lieu non seulement les valeurs des variables 
d'indices 2 et mais aussi celle de la variable d'écart. 

Pour cela, nous résolvons, à chaque étape de l'algorithme, le 
problème auxiliaire suivant 

Max dve x + d2 xz + dl 
xl ve 

(P.A.) + l2 1 - l lj x x2 + t xl • L ve 
jEB+ 

x E: N ve 

C'est un problème de Knapsack à trois variables qui permet, compte 

tenu des valeurs des variables d'indices n+J, ••• ,ve+l,ve-1, ••• ,3 déjà 

déterminées, de trouver les valeurs des variables d'indices 2 et 1 qui 

maximisent la valeur de la fonction économique et de trouver de suite la 

valeur de la variable d'écart qui correspond à cette solution réalisable. 

Pour pouvoir opérer de la sorte, il faudra tenir compte de la 

possibilité qu'a la variable d'écart de prendre la valeur 0 dans la recher­

che d'une solution réalisable. 

Nous utiliserons en particulier le procédé décrit afin de détermi­

ner la solution de départ de notre algorithme. 
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De plus nous pouvons fixer définitivement les valeurs de certaines 

variables en cours d'algorithme (d'abord à partir de la solution de départ, 

Puis, à chaque amélioration de la valeur de la fonction économique). Ces 

variables peuvent donc être éliminées du problème. De plus, cette fixation 

définitive des variables nous aménera à considérer un critère d'optimalité 

supplémentaire. 

Nous n'exposerons dans ce qui suit que les modifications apportées 

à la méthode de Saunders et Schinzinger. 

VII-2.- CHOIX D'UNE SOLUTION DE DEPART. 

L'expérience a montré que, dans un nombre relativement important 

de problèmes, on obtient une meilleure solution de départ en modifiant celle 

de la méthode de Saunders et Schinzinger. 

Deux sortes de modifications ont été apportées, toutes deux ayant 
pour but d'a~célérer l'énumération. 

L'algorithme pouvant débuter avec une valeur À• quelconque de 

la fonction économique, on prend donc la meilleure valeur que l'on puisse 

obtenir simplement. 'Nous distinguerons désormais la solution de départ propre­

ment dite, c'est-à-dire celle qui nous sert de première solution courante, 

et celle associée à À• • Dans l'algorithme initial, ces deux solutions sont 
confondues. 

VII-2-1.-. Solution associée ê À• 

Cette recherche d'une meilleure solution peut se faire avant 

le classement des variables en fonction des valeurs des composantes 

du critère de candidature. 

Elle s'effectue suivant la méthode de Greenberg et Hegerich, du 

moins en se limitant à sa phase initiale. En effet, on applique cette méthode 

tant que l'ensemble VF associé est augmenté d'indices. de variables 
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sélectionnées pour la première fois. 

VII-2-2.- Solution de départ. 

Celle nouvelle solution x est toujours telle que 
0 

x. • x. pour j • n+J, ••• ,3 
J J 

(j ; ve) mais, au lieu de poser 

x • 0 
1 

x • L 
ve 

on résoud le programme auxiliaire (P.A.) qui admet au moins la solution 

précédente comme solution réalisable. 

Comme à chaque étape de l'algorithme, le problème (P.A.) sera 

résolu, pour une meilleure compréhension, nous noterons J • {n, ••• ,2,l,ve} 

l'ensemble des indices ordonnés tel que 

f n 1 1 dn-11 l 2! 1 ve d ~ ~··· ~ d ~ d • o, d 

Dans les hypothèses suivantes 

a) 

ou 

b) 

la résolution de (P.A.) aboutira à une meilleure solution que la solution 

initiale (cette résolution correspond à une minimisation de la variable 

d'écart). En effet, l'accroissement de la valeur de la fonction économique 

sera égal 

sous l'hypothèse a) 

sous l'hypothèse b) 

à !2ldvel - ld21 

l fdvel (!1-!2) - ld21 

Toutefois, cet accroissement ne présente d'intérêt que dans la 
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mesure où il est supérieur à 

et Schinzinger). 

,. 1 1 
À - f x (x solution de départ de Saunders 

VII-3.- RECHERCHE D'UNE SOLUTION REALISABLE. 

Tout au long de l'algorithme, en appliquant toujours le principe 

d'énumération, on considère implicitement toutes les solutions possibles 

en testant les combinaisons des variables naturelles, la détermination de la 

valeur de la variable d'écart se faisant en dernier lieu. 

Nous aurons donc VF U VF • {n, ••• ,2,1} C J • 

VII-3-1.- Remarguœsur la méthode da Saunders et Schinzinger. 

Afin d'essayer d'améliorer la solution de départ initiale 1 
x 

il est inutile de tester si les valeurs des variables d'indices ve-1 

ve-2, ••• ,2 peuvent être modifiées (ici J • {n+1, ••• ,ve+1,ve,ve-1, ••• ,1}) 

compris 
1 on a x. 
J 

péri eure 

En effet, d'après la règle 4 , en considérant p un indice 

entre ve-1 et 2, par 
0 

- p-1 ' ••• '2 - x. j ' J* \ 
à À puisqu'au départ 

construction 

la quantité 
• 1 

À -fx . 

de cette solution de départ, 
1 

fx- !dpi ne peut être su-

L'algorithme commence donc avec p • ve et l'exploration de 
0 

l'ensemble des solutions de E(w ,(x ,0)). 
ve wve+l 

a) Nous considérons le cas particulier où x est la .solution de 

départ de l'algorithme de Saunders et Schinzinger, mais ce qui suit sera 

valable pour n'importe quelle solution réalisable x quand l'indice p 
0 

sera égal à ve (x remplacé par 
wve+1 

x ) 
wve+l 

S1• ( 0 • T w ,(x ,O),À) • 0 
ve w + 1 o ve 

tians de E(w ,(x ,1)). 
ve wve+1 

on passe à l'exploration des solu-

Il est possible que ce procédé se répète k 
0 

fois (par conséquent on explore les ensembles E(w ,(x ,i)) 
ve wve+1 

avec 



VII - 5 

avec i • 0, ••• ,k) avant de trouver une solution réalisable 
0 

x(P.A.)E:E(w ,(x ,k))nR 
ve wve+1 

t.q. 
0 0 

x(P.A.) a (x ,k,x- ) 
wve+1 wve 

Dans cette hypothèse, la résolution du problème (P.A.) aboutit 

directement à cette solution réalisable. 

Il faut bien remarquer que cette éventualité dépend à la fois 

de la nature du problème (valeurs des coefficients des variables d'indices 

ve-1, ••• ,1) et de la place occupée par la variable d'écart dans le clas­

sement des variables. En effet, il se peut très bien qu'il existe une solu­

tion réalisable 

0 0 

x • (x , k 1 
, x- ) 

wve+ 1 wve 
avec x- .; x-w w ve ve 

telle que la valeur de la fonction économique associée soit supérieure à celle 

obtenue en résolvant le problème (P.A.): 

fx > fx(P .A.) 

0 \ 0 0 

c.à.d. f. (x ,k' ,x- ) > f. (x ,k,x- ) avec 
wve+ 1 wve wve+ 1 wve 

k 1 < k • 

Dans ce cas, il s'avère que nous avons trouvé, par notre méthode 

une solution réalisable inutile. Mais, après l'obtention de cette solution, 

en cherchant à modifier les variables d'indices 3, ... ,ve-1 ' nous obtien­

drons la solution x , si toutefois il n'existe pas x t.q. 

avec 
~ 

x-
w ve 

~ 

x -

0 

.; x-
w ve 

0 ~ 

(x ,k",x- ) 
wve+ 1 wve 

fx > fx et k" > k' 

b) De façon générale, quel que soit la valeur de p (donc 

quel que soit la place de la variable d'indice p , par rapport à celle 

de la variable d'écart) l'algorithme de Saunders et Schinzinger consiste 
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fréquemment à augmenter d'une unité à la fois la valeur de la variable 

d'écart jusqu'à l'obtention d'une solution réalisable. Par contre, pour la 

combinaison des variables naturelles correspondant à cette solution réalisa­

ble, notre méthode trouve d'emblée la valeur de la variable d'écart. 

VII-3-2.- Remarques sur la résolution du problème (P.A.) 

Le problème {P.A.) étant un Knapsack à deux variables bivalentes, 

dont une pour laquelle le coefficient correspondant de la fonction économique 

est nul, sa résolution peut se faire en envisageant les quatre solutions. 

Max d2 x2 + dve x ve 

t2 1 
n 

tjx. x2 + t. xl + x • L - t • L(PA) 
ve j•3 J 

(P. A.) 

x2 ' xl - 0 ou 

x E: IN ve 

La résolution de ce problème consiste fréquemment en une minimi­

sation de la variable d'écart. Toutefois, lorsque, pour un problème donné, 

1 d21 > 1 dve 1 '1 .... d 1 . 1 1 . . 1 peut etre avantageux e ne p us avo1r a va eur m1n1mum 

de la variable d'écart. C'est ce cas que nous allons étudier. 

VII - 3~ 2 • 1 • - L(PA) 2 1 
>, t + t 

La solution est tout naturellement 

la variable d'écart, c.à.d. x2 • x • 1 x • L(PA) - t 1 
celle minimisant 

- t 2
, car la 

1 ve 
1 solution x • 0 x • x • L(PA) - t ne peut être optimale (la 

~ 2 1 ve 
1 t . d < dve 0 ne "" ~ 'f'~ ) re a 1on ~ pouvant etre ver1 1ee • 

VII - 3- 2 • 2 • -

x - x - 0 ' 1 2 

Dans ce cas, la seule solution possible est 

xve • L (PA). 
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VII-3-2-3.- i 2 +il > L(PA) > Sup (.tl ,.t 2) 
"' 

1 
~A • (O,J,L(PA)-.t) 

a) 1 2 1 Sup (.t ,.e ) =- i . 

La solution minimisant la variable d'écart est 

toutefois si 1 i1 > 1 dvel (t 
1-.t2

) et d
2 

> 0 
• 2 

solution optimale du problème (P.A.) est ~A • (J,O,L(PA)-i ), 

la 

En effet, les valeurs des fonctions économiques assa-

ciées sont 

Z.. 1 d21 PA • 

t . Z - 1 dvel (L(PA)-D 1) et respec 1vement PA • ~ 

., d vel (L(PA) -.e 2) 

2 
~A • (J,O,L(PA)-.t ) 

De même, la solution minimisant la variable d'écart 

alors que si ld21 > ldvel (.t2-.t 1) et d2 < 0 , la 
• 1 

solution optimale est ~A • (O,I,L(PA)-.t ), 

Dans ces deux cas, on a donc intérêt à donner en 
0 

priorité la valeur x à la variable d'indice 2. 

VII-3-2 ... 4.-

\ 

2 

Sup(i1 ,.t2) > L(PA) ~ lnf(t1 ,t2) 

a) .t 1 
> L(PA) > .t2 

La seule solution possible est ~A • (J,O,L(PA)-!
2

) 

car nous ne pouvons avoir d2 < dve .e2 • 

b) .t
2 > L(PA) > t 1 

• 

Ici aussi une seule solution possible puisque 
1 

~A • (O,J,L(PA)-.t ), 

VII-3-3.- Exclusion d'ensemblffide solutions non réalisables. 

Variables imposées à la valeur 0 • 

est 

Etant donnés un couple et la solution réalisable asso-

ciée x • 

(p E: VF) 

désignons par p 

et notons w • {n,n-J, ••• ,p} p 

l'indice d'une variable candidate 

L~ problème est de déterminer la meilleure solution de 
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0 il 
T(w ,(x ,1-x ),À) si cet ensemble est 

, p w +1 p 
resoudre~ en posant 

Max 

L (w ,x) • L - ,f_WP 
p 

~t dj x. + dve 

•1 J 

p-1 
L ,e_j x. + x 

j•l J 

x. - 0 ou 
J 

x E: N ve 

ve 

non vide; il s'agit donc de 
0 . (x ,1-x) ' wp+l p 

xve] 
• L(w ,x) 

p 

j - 1 , ••• 'p-1 

De la même façon que dans les méthodes de Greenberg et Hegerich, 

et de Geoffrion, on considère un test basé sur la réalisabilité qui vient 

s'ajouter au test basé sur la fonction économique utilisé dans l'algorithme 

de Saunders et Schinzinger 

THEOREMZ 14.- Si L(w ,x) < 0 

1 alors :(wp,(x ,1-~ ),À~) 
wp+1 p 

• 0 

\ 
D~monstration.- De la même façon que dans le théorème 4 , on a 

0 

E (w , (x , 1 -x ) ) {'\ R • 0 
p wp+1 p 

d'où la conclusion. 

Comme dans la méthode de Faure, on établit le 

THEORE~ 15.- Dans l'hypoth~se o~ L(w ,x) ~ 0 , 
p 

si 3 k f: { 1 , ••• , p-1 } 

tel que t k > L(w ,x) 
p 

alors 
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D~monstration.- Identique à celle du théorème 2. 

VII-4.- . VARIABLE SELECTIONNEE.-. 

N.B.- Il est inutile d'introduire la variable d'écart dans l'énumération 

puisque si l'on testait explicitement toutes les combinaisons possi­

bles des valeurs des variables naturelles d'indices ni n-1, .•• ,3 

on trouverait, par la résolution de (P.A.), les "meilleures" 

valeurs des variables d'indices 2,1 et ve • 

On pose 

k VI(p) • {k ~ {1, ••• ,p-1}1! > L(w ,x)} 
p 

VI(p) • { 1, ... ,p-1} - VI(p) 

DIF(w ,x) • L(w ,x) - .t----- tj 
- p p J€Vl(p) 

D'après le théorème 15 , 

\ 0 

\1 y € E(w ,(x ,1-x )) (l R 
p wp+ 1 p 

w 0 • w 0 

ty- l p. (x ,1-x) + r lJ y.~ l p. (x ,1-x) + .r lj 
wp+1 p j€Vl(p) J wp+1 p JE:VI(p) 

Il est donc évident que 

0 DIF(w ,x) ~ 0 ~DIF(w ,x) • min{y jy € E(w ,(x ,1-x )) n R} 
p p ve p wp+ 1 p 

Par contre, si 

la valeur de 
DIF(w ,x) < 0 , 

p on ne peut connaître, a priori, 

0 

min{y IY € E(w '(x '1-x )) n R} 
ve p wp+ 1 p 

qui est une quantité positive ou nulle. 
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On pose alors . . 
DIF(w ,x) si DIF(wp ,x) ~ 0 

x - p 
-ve 

0 sinon 
et 

x - x - x. 
ve ve -ve 

THEOREME 16.- Etant donn~e une solution xE R si on attribue 
0 

ta va te ur 1-x d une uariab te d 'indice p E VF 
p 

ta meitteure sotution x' qu'it soit possible 

d'obtenir~ en respectant te principe d'~num~ration~ 
est telle que 

fx' • fx- !dPI + L 
jE:INF 

D~monstration.- Trois cas peuvent se présenter 

Cas 1.-

on est dans le cas du théorème 13, dont le test est 
amélioré puisque x\ ~ x 

ve ve 
(On a déterminé une estimation de la valeur minimale de la variable d'écart, 

qui peut être strictement positive). 

Cas 2.- p est tel que !dPI < !dvel: 

D'après le théorème 13, x 1 est telle que ·· 

fx' • fx- !dPI + l ldjl 
jE:INF 

Mais, dans notre méthode, il faut tenir compte de la possibilité d'attribuer 
la valeur x 

-ve à la variable d'écart en résolvant le problème 
d'où la conclusion. 

Cas 3.-

(P.A.), 

Suivant les places respectives des indices ve et p 

dans le classement de la méthode de Saunders et Schinzinger, il suffit 
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d'appliquer l'une ou l'autre des démonstratioœprécédentes, pour aboutir 

à la conclusion. 

On en déduit la règle de sélection 

REGLE 6.- On sélectionne la variable d'indice a telle que 

pour lui attribuer la valeur 

VII-s.- ELIMINATION DE VARIABLES EN COURS D'ALGORITHME. 

0 

x • 1-x 
s s 

0 

VII-5-J.- Variable d'indice j
0 fixée à la valeur x. 

Jo 
D'après (10) nous savons que 

V xE R 

À* ayant la même signification que précédemment, il faut 

trouver une solution. réalisable x telle que : 

fx > À'* 

c'est-à-dire telle que 

soit 

Or, par définition de B+ dj 0 
~ 

• + 
V J € B 

( 12) 
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D'où l'inégalité 

dB ve .... B+ B+ • .... • 
xB_ - d x < fx - d e + d e - ~ • fx - ~ ve 

Or d ve < 0 et \J j E: B dj 0 
~ 

( 13) 

Considérons à nouveau l'inégalité (12) 
- dB- - dve x ~ 0 on obtient : xB- ve "' 

en remarquant que 

tel que 

* B+ • 
fx- ~ > d (e-x+> • l dJ(I-x.) 

B . B+ J JE: 
(14) 

D'après (13), s'il existe un indice jo appartenant à B U {ve} 
• • lll 

ldJ
6

1 ~ fx- ~ , la variable d'indice Jo correspondante devra 

toujours être maintenue à 0 dans toute solution réalisable x telle que 

* fx > ). • 

tel que 
D'après (14), s'il existe un indice jo appartenant à B+ 

x. • 0 
Jo alors, on devrait avoir 

ce qui est impossible. 

Donc, s'il existe appartenant à tel que 

la variable d'indice jo correspondante devra toujours être maintenue à 

• dans toute solution réalisable x telle que fx > ~ • n'où le : 

0 
THEOREME 1?.- Par définition du vecteur x~ s'it existe un 

indice jo appartenant d I tet que !djol ~ fx-~" 
ta variable d'indice jo devra être maintenue 

0 

d la valeur x. dans toute solution réatisable 
Jo 

~· x tel que fx > • Etle peut donc être étiminée 
du vro}; l~me (P. B.). 
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VII-5-2,- Variable d'indice jo 0 

fixée à la valeur t-x. 
Jo 

D'après ce que nous avons vu sur le classement des variables, 

ce sont celles d'indice élevé (jan,n-1, ••• ) qui sont éliminées en priori-
té. 

Soit jo le plus grand indice tel que la variable associée 
ne soit pas éliminée. 

Les variables d'indices n, ••• ,j 0 +1 sont donc égales respective-
o 0 

ment à x , ••• ,x. +t' n Jo 

D'après le principe d'énumération, si une variable d'indice j 
0 

a déjà eu la valeur t-x. , 
J 

elle ne pourra reprendre la valeur 
0 

x. que 
J si une variable d'indice p > j est sélectionnée pour la première fois. 

0 

l-x. 
Jo 

d'indices 

Dans le cas présent, si la variable d'indice jo a la valeur 

elle ne pourra reprendre la valeur 0 

n, ••• ,jo+t 
x. (puisque les variables 

Jo 
sont éliminées), elle peut donc être fixée défini-

tivement à cette valeur t-;. bien que l'on ait ldjol <fi-~~. 
\ Jo 

D'où le théorème : 

THEOREME 18.- Si 3 jo € {n, ••• ,l} 

( ldjl ~ fx- ~ 
À 

tel que 
1 dj 01 ~ 

< fx - ~ 

j =n, ••• , jo+ t 

0 

et si Za variable d'indice jo est ~gaZe d 1-x. 

aZors cette variable dOit être d~finitivement 

fix~e d cette derni~re vaZeur et peut dOnc être 
~Zimin~e du probZ~me. 

VII-6.- NOUVEAU CRITERE D'DPTIMALITE. 

Jo 

Un nouveau critère d'optimalité, déduit de la possibilité de fixer 
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de manière définitive des variables s'énonce comme suit 

• THEOREME 19.- Si on détermine une solution x de (P.B.) 

telle que : 

~ fx- À• 

j p E: {n,n-1, ••• ,1} 

Démonstration.-

0 

• l - x 
p 

ators cette sotution est optimate pour te probl~me 
(P. B.). 

j • n, n- 1 , ••• , p+ 1 

D'après le théorème 17, toute solution réalisable correspondant à 

une valeur de la fonction économique supérieure à À. 
' doit avoir ses 

composantes d'indices n,n-J, ••• ,p respectivement égales à 
0 0 0 

x ,x 
1

, ••• ,x. 
n n- p \ 

0 
La variable d'indice p possédant, par hypothèse, la valeur 

1-x 
p toutes les solutions de 

0 

E (w , x ) 
p w 

p 
ont été considérées. 

En conséquence, à aucune des solutions réalisables qui pourraient 

être envisagées dans le déroulement ultérieur de l'algorithme ne pourra 

correspondre une valeur de la fonction économique supérieure à À• 
~ 

La solution x est donc une solution optimale du problème (P.B.) 

c.q.f.d. 
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VII-7,- ORGANIGRAMME DE PRINCIPE. 

Résolution de (P.C. B.) dont la solution optimale est x 
À~ et de sa solu-

• ti on associée x (§ VII-2-1,) , 
NW NNWNNWMNMNN~ 

Classement des variables suivant les décroissants avec 

l~,Y~tiï~l~,q:~~~tt,~~,~~t~i~t~_e~~itiq~. 

Solution de départ réalisable x , construite à partir de x 
Ei~qt\QQ,4€\\~it\Y~,q~,Y~ti~~l~~ ; le problème devient un pro­

blème à m variables (avec m ~ n) (Théorème 17), 

VF ~ ~ et p • 3 

CI) A-t~on p ~ VF ? 

® 

OUI Aller en G) 
NON Peut-on 

OUI 

NON 

0 ~ 

affirmer que T(w ,(x ,1-x ),À) 
r-l\3 p w p+ 1 p 

Aller en \:V 

Aller en 0 
x • 

0 0 

(x ,1-x ,x-) € R? 
wp+ 1 p wp 

\ 

OUI A-t-on effectivement amélioré la valeur de la 

fonction économique ? 

OUI 
~ 

x 

Changement de 
~ 

x et 

~~t;~[~~=~Q[~tÎQ~,~tj~~e ? 
OUI FIN de l'algorithme 

(Th. 19) 

NON ~QYY~ll~.x~l~~t.Q~--~--~'il.est Ro~sibl~ 

d~.tixer .Qe nouvell~s.v~rï~~les 

(Th. J7 et J8); p • 3 Aller en (D 
NON p "" 3 Aller en Q) 

NON Détermination d'une solution réalisable en 

appliquant le principe d'énumération aux variables 

d'indices p-J,,,.,J : 

(L(w ,x) 
p 

Aller en 

0 

~O~E(w,(x ,1-x))nR-f0). 
p wp+1 p 

~ A-t-on considéré toutes Zes variables ? (c'est-à-dire a-t-on 

P • m ?) 

OUI FIN de l'algorithme 

t: 
1 
! . 

1 
1 
1 

1 

i 
' 1 
1 

l 
! 
1 
! 
1 

1 

l 
' 
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ou bien p € VF et les deux familles de solutions avec la 

variable d'indice p égale respectivement à 
0 

1-x (et les variables d'indices m, ••• ,p+1 p 
l leurs valeurs actuelles) ont été testées. 

ou bien p E: VF 

0 

x et 
p 

égales 

0 

• et L(w ,x) < 0 -t> E(w ,(x ,l-x))(\ R • 0 (Ib'=l4) 
p p wp+ 1 o p 

• et l'attribution de la valeur 1-x à la variable 
p 

d'indice p ne peut apporter d'amélioration sur la va-

leur de la fonction économique (Tb~_lQl• 

Dans ces t~is cas p • p+1 

Aller en Q) 

------- C.OMe6ponderz;t a.u.x. modiMc.a.iloY!f.. 
a.ppoJr.té.e.-6 a la. méthode de SaundeM et Sc.IUnû.ngeJt 

\ 
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CHAPITRE VIII 

ANALOGIES ET DIFFERENCES ENTRE LES METHODES 

VIII-1.- INTRODUCTION. 

L'utilisation des couples (VF,~) est à la base de l'énuméra­

tion de toutes les méthodes sauf de:celle de Saunders et Schinzinger, et 

donc de la nôtre; en effet, nous avons vu, dans ces dernières méthodes, 

qu'en considérant uniquement les variables naturel~es, le principe d'énumé­

ration est tel que la séquence des solutions testées est identique à celle 
n 

des nombres binaires de 0 à 2 -1; mais toutefois, l'utilisation des 

couples (VF,~) , qui n'est pas nécessaire pour ces deux méthodes, a 

été maintenue afin que la présentation de l'exposé soit homogène. 

Exception faite pour la méthode de Saunders et Schinzinger, 

VF U VF réunit l'ensemble des indices des variables naturelles. Ainsi, la 

variable d'écart, qui n'est calculée qu'après l'obtention d'une solution 
- « appartenant à T(VF,~F'~) ne rentre jamais en ligne de compte dans 

les tests de ces algbrithmes. 

Par contre, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la 

variable d'écart, qui est associée à la contrainte initiale de (P.B.), 

est prise en compte au même titre que les variables naturelles (son indice 

appartient à VFU VF); ces dernières sont elles-mêmes considérées comme 

des variables d'écart puisqu'un changement de valeur d'une variable 

est considéré comme un déplacement de l'hyperplan {xlxj • ete} , 

lèlement à lui-même. 

x. 
J 

paral-

Dans les étapes initiales de la plupart des algorithmes, l'en­

semble des indices des variables fixées VF est vide et on pose comme 

• meilleure valeur connue de la fonction économique, la valeur ~ • 0 • 

Mais, dans notre méthode, on a vu que l'on détermine la valeur initiale de 
,« . 
A en résolvant des problèmes en variables cont~nues et bornées à une 

contrainte; de plus, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, à la valeur 
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construite à partir de 

x pQur laquelle x > 0 ve 
VF ··!~el ~ 0. 

(P.C.B.), on associe la solu­

donc au départ de cette 

VIII-2.- VARIABLES IMPOSEES. 

Un couple (VF,~F) étant donné, les méthodes de Greenberg et 

Hegerich, et de Saunders et Schinzinger ne possèdent pas de tests permettant 

d'attribuer des valeurs imposées à des variables d'indices appartenant 

à VF. 

Seule notre méthode permet de déterminer des variables imposées 

dont les valeurs sont fixées définitivement (les composantes associées de 

la solution optimale du problème (P.B.) doivent nécessairement posséder 

ces valeurs). Il est ainsi possible d'éliminer des variables en cours d'al­

gorithme. 

Par contre, dans les méthodes de Faure et Geoffrion (première 

et deuxième méthodes), les variables ne sont imposées qu'en fonction du 

couple (VF,Xvr) donné et, a priori, elles cessent d'être imposées dès que 

ce couple est modifié (diminution de VF) : 
\ 

dans la méthode de Faure, on tient compte alternativement 

de la contrainte initiale de (P.B.) (variables imposées à la 

valeur 0) et de la fonction économique (variables imposées 

à la valeur 1). 

dans la deuxième méthode de Geoffrion, il est également possi­

ble de déterminer des variables imposées, soit à la valeur 0 

soit à la valeur J, grâce à l'apport de contraintes addi­

tionnelles. 

mais dans la première méthode de Geoffrion, on ne considère 

que des variables imposées à la valeur à l'aide d'un test, 

basé sur la fonction économique, équivalent à celui de Faure. 

N.B.- Il est bien évident que, dans ces trois méthodes, des variables imposées 
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sous l'hypothèse VF • 0 , le sont définitivement et peuvent être 

éliminées du problème. 

VIII-3~- VARIABLES CANDIDATES - VARIABLE SELECTIONNEE • 

Comme nous l'avons déjà vu, dans l'hypothèse où on ne peut 
- * conclure que T(VF,~F'À ) est un ensemble vide, il faut considérer 

l'ensemble des variables candidates; elles sont telles qu'il n'existe 

pas d'information suffisante pour leur attribuer une valeur imposée. 

On remarque alors que : 

VF représente l'ensemble des indices des variables candidates 

pour les méthodes de Greenberg et Hegerich, et de Saunders et 

Schinzinger, 

l'ensemble des variables candidates de la première méthode 

de Geoffrion contient celui de la méthode de Faure. 

Dans les méthodes de Faure, et de Greenberg et Hegerich, les 

informations déjà recueillies sont suffisantes pour déterminer la variable 

sélectionnée, sans \voir recours à un calcul supplémentaire : on attribue 

dans la méthode de Faure, la valeur à la variable candi-

date dont le coefficient de la fonction économique est le 

plus élevé. 

dans la méthode de Greenberg et Hegerich, la valeur 0 à 

la variable de base optimale de (P.C.B. VF) dont 1a résolu­

tion est l'unique source d'information de la méthode. 

Par contre, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et 

Schinzinger, et donc de la nôtre, la sélection d'une variable est consécuti­

ve à de nouveaux tests utilisant 

soit la contrainte initiale (première méthode de Geoffrion) 

et les contraintes additionnelles (deuxième méthode de 

Geoffrion)· 

.i: 

i'· 

' 
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soit la nouvelle fonction économique construite en début 

d'algorithme (méthode de Saunders et Schinzinger). et la 

contrainte initiale (notre méthode). 

On peut alors comparer l'idée de base de la méthode de Faure à 

celle de la méthode simpliciale dans laquelle on conserve, à chaque étape, 

une solution réalisable pour aboutir à une solution réalisable optimale : 

Si VF représente l'ensemble des indices des variables candida-

tes, on attribue la valeur à la variable d'indice s telle que 

(dans la méthode simpliciale, on choisit l'indice s rentrant dans la 

base, de telle manière que : 

De même, on peut comparer l'idée de base des méthodes de 

Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et donc de la nôtre, à celle de la 
\ 

méthode duale-simpliciale où on considère, à chaque étape, une solution 

optimale pour aboutir à une solution optimale réalisable : 

On attribue à la variable sélectionnée d'indice s la valeur 

0 dans les méthodes de Geoffrion 

x - 0 si ds > 0 r·n• la méthode de Saunders et 
8 

si ds < 0 Schinzinger et la nôtre 

k E~ si s• ve 

Rappelons que, dans la méthode de Saunders et Schinzinger et la 

nôtre, le problème (P.B.) est mis sous la forme : 

.•. 1 .•• 

; 

'·' 
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n 
dj Max .l x. + dve x 

J•l J ve 

n 
tj .r x. + x • L 

J•l J ve 

(P.B.) 
x. - 0 ou j -1 , ••• , n 

J 

x E: N ve 

dj 
E. R tj € R* j - 1 , ••• , n 

+ 
avec 

dve€ R* LE: R* 
+ 

Nous savons qu'à l'optimum de (P.C.B.) , on a 

et B • {j E. 1 

Par des changements de .variable de la forme x! • 1-x. pour 
J J 

les variables d'indices ·j appartenant à B on peut considérer le 

problème (P.B.) mis sous la même forme que précédemment mais avec les 
\ 

données telles que 

j • l, ... ,n 

dve E. R • L E R , 

Les nouveaux ensembles et B sont alors les suivants 

+ 
B • {j lj E I- {ve}} et B • f/J 

0 

et le vecteur x défini dans notre méthode est tel que 

0 

x. - 1 
J 

V j E I - {ve} • 

Ainsi, dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger 
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et la nôtre, un couple (VF,~) étant tel que VF représente l'ensemble 

des indices des variables candidates, on compare la meilleure valeur de la 

fonction économique qu'il est possible d'obtenir avec une solution de 

E(VF U {s},(~F'O)) à À* (meilleure valeur connue de la fonction écono-

mique associée à une solution réalisable de (P.B.)) : 

Plus précisèment, si on ne tient pas compte de la méthode de 

Saunders et Schinzinger, on considère l'inégalité 

-f dans les méthodes de Geoffrion 
avec g • 

d dans notre méthode. 

(Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, où on doit tenir 

compte de la variable d'écart, il suffit d'augmenter le nombre de variables, 

en décomposant cette variable d'écart en variables bivalentes, pour retrou­

ver une inégalité du même type que ci-dessus. Rappelons, de plus, que cette 

variable d'écart,\ prenant des valeurs entières, peut être sélectionnée 

plusieurs fois (au plus [LJ + fois)] • 

VIII-4.- SOLUTIONS REALISABLES. 

Un couple (VF,~) étant donné, notons x(VF,~F) la solution 

réalisable considérée au cours d'un algorithme. 

Dans les méthodes de Geoffrion, de Saunders et Schinzinger, et 

la nôtre, - - * x(VF,~F) est telle que fx(VF,~) • fx (VF). 

De plus, dans la méthode de Faure, on ne considère x(VF,~F) 

que lorsque toutes les variables sont fixées (i.e. VF • 0) ce qui a 

pour conséquence que x(VF,~) • ~ 

Ainsi, il est évident que, dans toutes ces méthodes, lorsqu'une 

solution x(VF,xVF) réalisable est déterminée, il faut modifier le couple 
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cette modification correspond à une diminution du nombre 

des éléments de VF {ou tout au moins à un changement de valeur d'une 

composante de ~). 

Ce n'est pas toujours le cas dans la méthode de Greenberg et 

Hegerich où on peut obtenir : 

Dans ce cas, on poursuit l'augmentation du nombre d'éléments 

de VF • Mais, lorsque x(VF,~) • x(VF), on aboutit à la même conclusion 

que pour les autres méthodes. 

Notons enfin que x(VF,iVF) appartient nécessairement à A(~~) 
uniquement dans les méthodes de Geoffrion. 

VIII-S.- RESOLUTIONS DE PROBLEMES EN VARIABLES CONTINUES ET BORNEES A UNE 

CONTRAINTE. 

Les méthodes de Greenberg et Hegerich, de Geoffrion (deuxième 

méthode), de Saunders et Schinzinger et la nBtre utilisent toutes au 

moins une résolution de problème en variables continues et bornées à une 

contrainte. 

les méthodes de Greenberg et Hegerich et de Geoffrion comr 

portent de telles résolutions pour chaque couple .{VF,~) 

donné. Ainsi, à la manière de la S.E.P., elles déterminent 
- ~ si l'ensemble T(VF,~F'~) est vide en faisant une évaluation 

par excès de la valeur de la fonction économique grâce à la 

résolution de ~.C.B.VF), (dans les autres méthodes, cette 

évaluation par excès se fait par l'intermédiaire d'une maximi­

sation sur S(VF)). 

De plus, lorsque ce procédé ne permet pas de conclure que 

T(VF,~,~~) est un ensemble vide, si x(VF) appartient à 

E(VF,~F) on peut modifier le couple (VF,~F) comme nous 

l'avons vu précédemment. 
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N.B.- Dans la deuxième méthode de Geoffrion, à cette utilisation de la 

résolution de (P.C.B.VF) vient s'ajouter la construction de 

contraintes additionnelles. 

la méthode de Saunders et Schinzinger et la nôtre ne compor­

tent que la résoluti~n de (P.C.B.VF) avec VF • ~ , afin 

de transformer la formulation de (P.B.) pour obtenir une 

fonction économique ayant pour composantes les dérivées par­

tielles de la fonction initiale par rapport aux variables 

hors-base à l'optimum de (P.C.B.). La détermination de ces 

composantes et de la valeur fx (x solution optimale de 

(P.C. B.)) est à la base de 1 'élimi"nation des variables en 

cours d'algorithme. 

VIII-6.- ORGANIGRAMME GENERAL. 

Cet organigramme regroupe les principes génér&x de toutes 

les méthodes (voir Figure 1). 

Une remarque est à faire au sujet du test (T) de cet organigramme. 
\ 

Si on suppose que jo représente le premier indice de VF ce 

test équivaut à tester si toutes les solutions de 

[t] 
u 

k•O 
E( Ôo },k) 

ont été considérées. 

E ( {jo }, 0) U E ( {jo }, 1) 

si jo • ve dans la méthode de Saunders et Schinzinger] 

Mais, dans la méthode de Saunders et Schinzinger, et la nôtre, étant 

donné le principe d'énumération, il faut que cet indice jo soit tel que 

avec J -

{ 1 , ••• , n, ve } 

{l, ••• ,n} 

dans la méthode de Saunders et 
Schinzinger 

dans notre méthode. 
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1 E(VF,~) n A(). fe) ~ 0 \ 

( resolution de (P.C.B. VF) / maximisation sur S(VF) \r ______ ...., ___ _...:M~O:::.,N:__ ____________ I,_ 

\ G.H. - G.2 F.- G.J- S.S.- S.S.A.(J) 1 
OUI OUI 

1 fixation de variables 1 

1 

____ __._J__.:.N:..;::O~N__, p S • S. 
1 

OUI - • \ . eut-on E (VF - ) n R 
... T(VF,~,À) - 0 1 r x(VF,i.._) E: R ' trouver. ·~ s.s.ARWI 

1 
. /" vr· \ NON une solut1.on 

1

-------:-_.a... --=---- ' 2:,Ts ) 1 appartenant 
construct1.on d'une 1 \G.J et '1 .s.- s.s.A_.-F.(2>j à _ .._ _F. 

contrainte additionnelle T(VF,~,À ) G.l OUI 
OUI OUI r. ? 

r-----~--~--~~-~N~O~N_J NON 
... ) ( - 1 G. 2 r -- NON ~ 
x(VF E: E VF,~)I G.H. f • x(VF,~) 

z: [x(VF)] ~ _ • OUI 
1 - \.. fx(VF,~) > À 

0~ ~ 
~ s.s.A. 

, élimination 
de variables 

N~ + '-'L.__O~U:.=.T....,.. _____ 1 ~G.H. J' --------~p--------~ 

~ .... 

(T) ,_~------------
OUI Est-il possible de NON ~ 

~~-----------------------------------~~~---~ ~difier l'ense~le • 1 FIN 1 = 
,des variables fixées

1 
• 

\0 

(1) utilisation de la contrainte initiale (2) a-t-on VF E 0 ? FIGURE 1 
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CHAPITRE IX 

CAS PARTICULIER DU KNAPSACK 

GRADIENT DE LA FONCTION ECONOMIQUE PARALLELE 

A CELUI DE LA CONTRAINTE 

IX-1.- GENERALITES 

Considérons le problème de Knapsack très particulier 

(P.B.E.) 

avec 

x. - 0 ou 
J 

L~;IN 

j • 1 , ••• ,n 

tlt Il faut \déterminer la solution bivalente x telle que la 
\ 

position de l'hyperplan {x € Rnjfx • fx*} soit la plus proche de celle 

de l'hyperplan parallèle {x € Rnjfx • L} • 

Il existe de nombreuses solutions optimales pour le problème 

(P.C.B.E.) associé (résolu en variables continues et bornées) 

En effet, la composante d'indice j de la fonction économique 

étant égale A la composante d'indice j de la contrainte (j•t, ••• ,n), une 

solution optimale x de (P.C.B.E.) doit être telle que 

f
j ... x. 

J 
• L ( 15) 
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N.B.- On écarte l'éventualité de la solution triviale associée à une 
n . 

borne L > J fJ , 
J•) 

Pour déterminer une telle solution, il suffit de trouver un 

ensemble J 0 C J • { J, ••• ,n} et un indice i € J-J
0 

tels que : 

xn+] • 0). 

On pose alors 

x . • 
J 

x. - 0 
J 

x. • (L -
l 

et 

pour aboutir finalement à l'égalité (J5) 

(Si n+l désigne l'indice de la variable d'écart, on a 

\ 
Les composantes du vecteur d (vecteur critère de candidature 

à l'optimum de (P.C.B.E.)) sont donc les suivantes : 

dj fj fi 
fj 0 j J ' , , '·, n • - ........ • • fl 

dn+J 0 -
fi 

1 1 • ....... * . -
fl 

Ainsi, toutes les composantes de d étant nulles, excepté celle 

correspondant à la variable d'écart, il n'y a plus de hiérarchie entre les 
variables naturelles. 

De plus, d'après la Règle 6, une solution réalisable x et une 

valeur À• de la fonction économique étant données, une variable candidate 
d'indice p ne peut être sélectionnée que si : 



fx -
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1 dpi 
p-1 

dj 0 
1 dn+l 1 * + r (x. -x.) + x > À 

j•2 J J n+l 

fx + x * n+1 > À ( 16) 

xn+ 1 -avec x -n+1 

xn+l - x -n+] 

Si -
xn+1 - x n+1 l'inégalité (] 6) revient à comparer L 

et À * comme L est la valeur maximale que peut prendre 

un test basé sur cette inégalité ne peut éliminer aucun 

ensemble de solutions. 

Si xn+1 - x n+1 - x -n+1 < xn+1 on a alors fx + xn+1 < L 

et un test basé sur cette inégalité peut alors jouer un rôle 

d'exclusion d'ensembles de solutions. 

Renr::zroque s, -

• À 

1.- Il est évident que le problème (P.B.E.) est résolu dès qu'une 

solution x~ R , telle que fx • L , est déterminée, 
\ 

2.- Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, d'après le 

théorème 13, quelque soit l'indice p ~ {n, ••• ,3} d'une variable candidate, 

on considère l'in~galité : 

• fx > À (17) 

(puisque 1 dn+ 1 
1 • 1 > dj • 0 j • 1, ... ,n). 

Ainsi, pour une valeur donnée de la variable d'écart, dès qu'une 

solution x € R est déterminée, on a nécessairement : 

soit fx ~ À* 

soit fx > À* mais alors on affecte à À* la valeur fx. 
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Dans les deux cas, l'inégalité (17~ considérée dans la Régle 4, 

n'est donc jamais vérifiée (Seule la variable d'écart peut être sélectionnée 
sous les hypothèses (K2) ). 

Il faut donc procéder à l'énumération des solutions en considé­

rant une valeur nulle de la variable d'écart. 

IX-2.- RESOLUTION DU PROBLEME (P.B.E.) 

On fait l'hypothèse suivante 

(Hl) 2 
f ~ 

n 
••• ~ f 

et on choisit la solution optimale de (P.C.B.E.) telle que 

et 

.... - x. 1 1 xl ... - -1-

0 .... 
1 < x. < 1 

.... .... .... 
0 xi+J -... -x -x -n n+J 

\ 
On considère alors un problème (P.B.E.) dont : 

e: 

la fonction économique est obtenue en faisant subir un 

déplacement à la fonction économique initiale. 

le domaine est idéntique à celui de (P.B.E.) 
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Nous allons montrer que : 

Sous certaines hypothèses, étant données une solution optimale ,. 
x de (P.B.E.) et une solution optimale x de (P.B.E.) 
on a : fxlt -

• fx 

La solution optimale de 

choisie pour (P.C.B.E.) 
(P.C.B.E.) est identique à celle e: 
sous l'hypothèse (Hl). 

A l'optimum de (P.C.B.E.) , les composantes du vecteur e: 
critère de candidature d sont toutes non nulles excepté 

e: 
celle correspondant à l'indice de base optimale. 

e: 

• THEORE~ 20.- Etant donn~es une solution optimale x de (P.B.E.) 

et une solution optimale x de (P.B.E.) ~ 
e: 

n 
e:j Bi .l < 1 

J""l 

alors on a fx• • fx , 

D~monstration.--

Posons 
Dl • {x € S!fx ~ L} 

\ 
e: • [ e: 1 , • , • , e: n] 

(f-e:)i • max(fx-e:x) ~ max fx - min e:x 
Xf;Dl XE;Dl XE:Dl 

min e:x ~ 0 
XE: Dl 

fx* • max fx 
XE:Dl 

V x € Dl fx - e:x ~ fx - max e:x 
XE: Dl 

--...;. (f-e:) x • max ( fx-e:x) ~ max fx - max e:x 
XE:D 1 XE:D 1 X€D 1 

( 18) 



~18) 
n 

e:j e:x ' L < 
j•i 

( 19) 

n e:x ~ 0 

·L· J l 
e) < 
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.. 
--:> (f-e:) x ~ fx - max e:x 

~Dl n - .. t e:j ( 19) --*(f-e:) x ~ fx -
j :si 

n 
e:j max e:x ~ t 

xt:D 1 j•i 

1 } .. 
-->fx < fx + 1 

-=<> fx* 
.. 

+ 1}-- 1 < fx < fx ;. .. fx • fx 
fx fx ~ IN 

• --<>fx > fx - 1 

c.q.f.d. 

D'après la proposition 6, l'obtention de la solution dP. dép1rt 

est immédiate, puisqu'il est inutile de calculer les rapports 

( f-e:)j/fj (' 1 ) J"" , ••• ,n. 
\ 

PROPOSITION 6.- La solution optimale de 
Max (f-e:) x 

(P.C.B.E.) e: 
fx ~ L 

x E: s 
est identique d celle choisie pour (P.C.B.E.) 

BOUS l'hypoth~Be (Hl) 

1 
avec i indice de 

Hypothèse (H 1) fl 2 i n 
-.> ~ f ~ . . . ~ f ~ ... ~ f base optimale de 

Définition de e: f-e: -
[ 1 i-1 i n l (P.C. B .E.) -.> f , ••• ,( ,f -a, ••• ,f -a 

D~monstration.-



• 

• 

• • • • a 

(f-e:) i-I 
i-I 

f 
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f
i . 

-Ct 
- I > ---:-- ~ 

f1 

i+I 
f -Cl 

f1+_I ~ ... ~ 

c.q.f.d. 

PROPOSITION ?.- A L'optimwn de (P.C.B.E.) ~ Les composantes e: 
de d sont toutes non nuLLes except~ cette 

e: 
correspondant d t'indice i de base optimaLe • 

D~rrvnstrotion.-

fj 
fj 

• Cl 
fi 

j"' I, ... ,i-1 

fj 
fj 

• Cl (--r -1) 
f1 

j • i+l, ... ,n 

d'après les hypothèses faites, 

dj > 0 j • J, ••• ,i-I 
e: 

dj < 0 j • i + 1 , ••• , n 
e: 

et dn+l • - (1- ~) < 0 
\ e: f1 

i 
Il est évident que di a fi- et- (f -et) fi • 0 c.q.f.d • 

f1 
Dans la suite de l'algorithme, on résoud (P.B.E) et d'apres le e: 
théorème 20 on obtient la solution optimale de (P.B.~). 

Les résultats d'expériences relatives à ce type de problème 

sont répertoriés dans le§ X-7 (e: a été choisi égal à l/(n-i+2) ), 
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CHAPITRE X 

EXPERIENCES NUMERIQUES 

Elles ont toutes été réalisées sur Gamma M 40, HONEYWELL BULL 

(32 K, temps de base 1,66 micro-seconde). De nombreuses comparaisons ba­

sées sur les temps de calcul ont été faites entre les méthodes étudiées. 

Pour cela, nous avons considéré des problèmes de 10, 20, 30, 

40, 50, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000, 1500, 2000, 

2500, 3000 et 4500 variables. 

X-1.- CARACTERISTIQUES DES PROBLEMES. 

Le tirage suivant la loi uniforme de nombres réels E: [o, 1[ est 

à la base de la construction des problèmes testés. 

Nous leur avons imposé la forme suivante 

max { .e) } ~ L < 
1~j~n 

j • 1, ••• ,n 

n . 
~ ,eJ 

j=-1 

(20) 

où n représente toujours le nombre de variables. 

n 
Remarque.- La condition L < ~ ,eJ permet d'éviter la 

j=1 
solution triviale x • e • 

S'il existait un indice j tel que !j > L , la variable 

correspondante serait définitivement fixée à zéro, nous avons 

donc introduit la seconde condition max {!j} ~ L afin de ne 

pas diminuer la taille des problèmes. t,j,n 

De plus, tous les coefficients et (j • 1, ••• ,n) ont 
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une valeur comprise entre 0 et 99 

100 n • 

L a une valeur inférieure à 

X-2.- CONSTRUCTION DES PROBLEMES. 

Nous avons considéré la suite 

U. • x. - [x.] 
l l l 

x0 E: R+ 

(U.). N telle que 
l lE: 

avec x. • B x. 
1 

+ C (mod M) 
l l-

où B, C, ME: N et M » B,C 

(les valeurs de B, C, M et x
0 

ont été déterminées expérimentalement 

par M. COQUET et J. DENEL (rapport de stage de D.E.A.)). 

Afin d'obtenir des entiers E: [o,9~ nous avons construit 

la suite (X.)·~~ telle que 
l l ..... , 

\ 
dans laquelle seules les valeurs permises par les conditions (20) ont 

été retenues. 

Ces nombres semblent effectivement provenir de la loi de répar­

tition uniforme : dans le tableau 1, nous avons rassemblé les principales 

caractéristiques théoriques et pratiques de ces problèmes. 

La partie théorique de ce tableau a été obtenue en considérant 

1°) la loi de X • 100 U où U est une variable aléatoire 

uniformément répartie sur [0,1[ et absolument continue. 

20) la loi de M • max x. 
t,i~n 

l 

n 
3.) la loi de s • ): x. 

l•1 
l 
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où les n variables aléatoires X. ont toutes la même 
l. 

loi que X elles sont indépendantes et toutes réparties 

suivant la loi de probabilité uniforme. 

la loi de SM • nX 

telle que si 
Ma est une valeur de M 

l. 

s. est une 
l. 

valeur de s 

alors M. ~ S M. < S. 
l. l. l. 

(conditions (20)) • 

Si Y est une variable aléatoire, on notera 

E(Y) espérance mathématique ou valeur moyenne de Y 

V(Y) variance ou moment d'ordre 2 par rapport à la 

moyenne de Y 

cr(Y) • /Vfi) écart type de Y • 

Pour un nombre donné n de variables, nous avons 

\ 
y E(Y) V(Y) 

99n-l 
n 1002 n+1 

M lOOn (n+ 1) 
2 (n+2) 

n+1 

s 50 n 1002 n 
12 

., 25 n2+74 n-1 

SM n+l 
E(SM2) - E(SM) 2 
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Remarques.-

1°) Lorsque nous n'avons déterminé qu'un encadrement d'une 

valeur, les deux bornes apparaissent dans ce tableau comme 

dans le suivant. 

2°) Nous avons établi une majoration de la valeur de V(SM) 

en supposant que E(M) • 99 lors du calcul de E(SM) 2 • 

\ 



( 1) M .- max lj 
J~j~n 

n . 
(2) s .., I .eJ 

j=J 
(3) SM • L 

VALEUR MOYENNE VARIANCE 
de 
n theorique pratique théorique pratique 

89,90 
1 89,42 68,87 85,69 

90,90 

JO 2 500 499,51 8333 10 314 

/ 

3 294,50 291,15 16 097 15 380 

96,56 
1 97,22 5,67 3,83 

97,56 

40 2 2000 1998,48 33 333 33 955 

3 1048 1050,92 303 708 306 015 

97,04 
1 97,30 3,70 5,32 

98,04 

50 2 2500 2485,66 41 667 43 980 

3 1298 1250,65 482 946 485 617 

98 
1 98,31 0,96 1 ,28 

' 99 

100 2 5000 4920,74 83 333 71 145 

3 2548,50 2353,88 2 004 173 2 .355 877 
-

TAIJEE'AV 1 

ECART-TYPE 

théorique pratique 

8,30 9,26 

91 ,29 101,56 

126,95 124,02 

2,38 1 '96 

182,57 184,27 >< 

"" 
551 ,09 553,19 

1,92 2,31 
--

204' 12 209,71 

694,94 696,86 

0,98 1' 13 

288,67 266,73 

1415,68 1534,89 
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X-3.- RESULTATS. 

Nous avons rassemblé toutes les moyennes des temps de calcul 

(données en secondes) dans les tableaux 2 et 3 • 

Les 120 premiers problèmes de 10 variables ont été déterminés 

comme nous venons de le définir; mais les 120 suivants, qui ont des 

coefficients identiques aux précédents, sont tels que chaque second 

membre L a été choisi proche de 

des seconds membres de valeurs 

les 120 autres problèmes ont f lj ; 
jzl 

intermédiaires. 

Les 60 premiers problèmes de 20 variables ont été tirés sur 

I.B.M. 1620. Les 120 autres problèmes ont été tirés sur M 40, toujours 

suivant la loi uniforme. Les nombres obtenus étant toutefois légérement 

différents, cela nous a permis de considérer ces deux séries de problè-

mes. 

Pour certaines méthodes,des problèmes de taille supérieure ou 

égale à 30 variables n'ont pu être résolus dans les limites de temps 

de calcul suivantes : 

3 minutes pour 30 variables 

4 minutes pour 40 variables 
\ 

'6 minutes pour 50 variables 

8 minutes pour 100 variables 

15 minutes pour 200 variables. 

Pour une taille donnée, le nombre de ces problèmes arrêtés en 

cours d'exécution est indiqué dans la partie inférieure droite de la case 

correspondante du tableau 2 • 

De plus, la proportion de problèmes arrêtés devenant trop impor­

tante, à partir de 50 variables, nous n'avons testé les méthodes de Faure 

et Geoffrion (1967) que pour un nombre restreint de problèmes. Nous avons 

fait de même avec les méthodes de Geoffrion (1969) et de Saunders et 

Schinzinger, pour les problèmes de 200 variables. Ces nombres sont indiqués 

dans les parties inférieures gauches. 
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N.B.- Dans ces deux cas, la moyenne inscrite est celle des temps de 

calcul des problèmes résolus dans les limites données. 

La comparaison des temps de calcul, pour les problèmes de 

200 à 3000 variables n'a pu se faire qu'entre la méthode de Greenberg 

et Hegerich et la nôtre. 

Les problèmes de 1500 à 4500 variables n'ont été tirés qu'en 

un seul exemplaire; les temps de résolution de ces problèmes (toujours 

indiqués en secondes) sont regroupés dans le tableau 3. 

Pour le problème de 4500 variables, les 32 K mots de mémoire 

du calculateur étant insuffisants pour notre code (reproduit en annexe 

finale), nous l'avons réécrit en utilisant des identificateurs du type 

booléen. 

Les courbes représentées ci-après (figures 2 et 3) sont 

déduites de ces deux tableaux afin de mettre en évidence la progression 

des temps de calcul en fonction du nombre de variables. Il apparaît 

ainsi clairement que, pour notre méthode, cette progression est légére­

ment inférieure à n2 (de l'ordre de 0,9 n2 , courbe indiquée en 

pointillés). 
\ 
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M E T H 0 D E S D E 

GEOFFRION GREEN BERG SA UND ERS S.et S. n NBP FAURE et et 
1967 1969 HE GE RICH SCHINZINGER modifiée ,_ 

10 120 0, 14 0,36 0,48 o, 12 0,21 0,09 ,_ 
10 120 0' 12 0,09 0,27 0' 10 0' 18 0,09 ,_ 
10 120 0' 14 0,27 0,44 0' 12 0,25 0,09 ,_ 
20 60 3,44 14,95 1,84 0,35 1,54 0,27 ,_ 
20 120 2,91 Il, 88 1,73 0, 35 1,66 0,27 ,_ 
30 130 28,86 41,24 3,83 0, 72 3,29 0,52 ,_ 22 51 

40 130 32' 11 33,56 7,23 1 ,20 9,08 0,85 ,_ 68 87 

50 125 31,20 1 '46 13,42 1 ,80 Il, 35 1,26 
1- 20 15 20 16 8 

lOO 125 6,35 3,55 79,02 6,44 52' 72 4,26 

·- 10 9 10 9 12 

200 50 48,65 371,77 288,87 25,94 80,98 15,91 ,_ 5 4 ,5 4 JO 3 JO 2 

300 ,_ 10 54,75 34,79 

400 JO 83,47 60,67 ,_ 
500 

1-
10 Il 0, 88 93,70 

600 
1-

10 178,93 135,43 

700 JO 218,46 181 '97 
1-

soo 10 290,02 237,70 
1-

900 JO 361 ,08 300,60 
1-

IOOO 10 409,65 368,85 ,_ 

TABLEAU 2 

Exemple.- Pour n • 200 , 50 problèmes ont été préparés. 

Pour la méthode de Faure, seuls les 5 premiers problèmes ont été testés 
••• 1 ••• 
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(4 d'entre eux n'ont pu être résolus en moins de 15 minutes; le temps 

de passage du seul problème complétement résolu est de 48,65 s.). 

Pour la méthode de Greenberg et Hegerich, les 50 problèmes ont été 

résolus en moins de 15 minutes; la moyenne des temps de calcul est de 

25,94 s. 

n 1500 2000 2500 3000 4500 

GREEN BERG 
ET 853 1902 2597 3609 

HE GE RICH 

s. et s. 
améliorée 824 1462 2281 3280 7373 

\ 

TABLEAU 3 
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0 
u 
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X-4.- DISPERSION DES TEMPS DE CALCUL. 

Nous avons étudié la distribution, selon les temps de calcul : 

des 130 problèmes tests de 30 variables pour chaque méthode 

des 125 problèmes tests de 100 variables pour les méthodes 

de Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, Saunders et 

Schinzinger et la nôtre. 

des 50 problèmes tests de 200 variables pour la méthode de 

Greenberg et Hegerich et la nôtre. 

Cela nous a permis d'établir les histogrammes relatifs à ces 

distributions, construits de la façon suivante : ·· 

Pour chacune des méthodes et pour un nombre de variables donné, 

nous avons considéré la moyenne arithmétique 

classes contigÜes suivantes : 

-t des temps et les 23 

'

k. -
JO t 

k+l - ,-_ lOt k•0, ••• ,9 

k•0, .•• ,9 

1-2 t 5 -,-' 2 t - ' 

-
N.B.- L'intervalle élémentaire a été choisi d'amplitude t 

ïO 

De plus, nous avons sélectionné quelques intervalles de temps 

qui nous paraissent intéressants et dans lesquels nous donnons la réparti­

tion des problèmes dans les tableaux 4, 5 et 6 où figurent en particulier 

les nombres de problèmes appartenant à la classe des temps 
7 -de calcul supérieurs à 2 t , qui n'a pas été représentée sur 

les histogrammes (uniquement pour les problèmes de 30 variables) 

les temps minimum et maximum pour chaque taille et chacune des 

méthodes considérées. 



x - 13 

Nombre de problèmes de temps t 
Méthode tel 

Temps de calcul -. que 
de 

t· 

t 3 - 7 -
t > 180 Minimum Maximum - <t <- t ï t < t ~ 180 2 2 

FAURE 28,86 23 9 22 0 '65 > 180 

GREENBERG 
et 0, 72 115 0 0 0,47 1 '7 7 

HEGERICH 

GEOFFRION 

1967 41 ,24 18 4 51 < 0,09 > 180 

GEOFFRION 

1969 3,83 87 0 0 0,65 10,93 

' 
SAUNDERS 

ET 3,29 15 9 0 0,47 62,67 

SCHINZINGER 

s. s. 
0,53 130 0 0,47 

.. 
0,65 0 

modifiée 

30 variables 

TABLEAU 4 
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Pour toutes ces figures, un problème sera représenté par la surface c:J 
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5 t 
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1 
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t 

\ 

r--

r--r--
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-
t 

2 t 

METHODE DE FAURE 

r.-n rh 
2 t 

5 -
- t 2 

~-
2 t 

3 t 

FIGURE 4 

.. 

FIGURE 5 
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Nombre de problèmes de temps t 
r-

Méthode tel 
Temps de calcul 

t 
que 

de 

t 3 - 3- -
t > 480 Minimum Maximum -<t<-t 2t~t~3t 2 2 

GREENBERG 
et 6,44 109 16 0 4,01 17 

HE GE RICH 

GEOFFRION 

1969 79,02 64 33 0 4,48 235,52 

SAUNDERS 
et 52' 72 \ 1 1 1 1 12 4, 10 > 480 

SCHINZINGER 

s. s. 4,26 125 0 0 4, 10 4,67 
modifiée 

100 variables 

TABLEAU 5 
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Nombre de problèmes de temps t 

Méthode tel que Temps de calcul 

de t 

-t -
2~t<t 

- 3 -t ~ t <2 t 
3 - 5 ·-
2 t ~ t <2 t Minimum Maximum 

GREENBERG 

ET 25,94 31 12 7 15,50 57,43 

HE GE RICH 

s. s. 
15,91 29 21 0 15,50 16,81 

modifiée 

\ 
200 variables 

TABLEAU 6 

Afin d'avoir un élément de comparaison supplémentaire entre la 

méthode de Greenberg et Hegerich et la nôtre, nous avons établi les cour­

bes cumulatives associées aux histogrammes pour les problèmes de 100 et 

200 variables (Figure 16). 
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X-5.- REMARQUES SUR LA REALISATION DES CODES. 

X-S-1.- Méthode de Geoffrion (1969). 

Un couple (VF,~) étant donné, dans l'annexe 2, nous verrons 

que l'introduction de contraintes additionnelles permet l'acquisition de 

nouvelles informations. Ainsi, il est possible d'affiner le test de 

sélection d'une variable candidate. 

Ce meilleur choix diminue le nombre d'itérations. Il serait 

donc naturel de considérer le plus grand nombre possible de contraintes 

additionnelles, toutefois les calculs supplémentaires que cela nécessite 

augmentent la durée des itérations et peuvent faire perdre le bénéfice 

obtenu par la diminution .de leur nombre. C'est ce que met en évidence 

l'exemple donné dans le tableau 7 : nous avons considéré les 130 

problèmes de 40 variables (dont la moyenne de temps de calcul est t) , 

l'ensemble des variables imposées, sous les hypothèses (VF,~) , étant 

toujours déterminé à l'aide de la dernière contrainte additionnelle 

obtenue. 

• .. 1 ... 

\ 
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m 0 1 2 3 4 7 

- -t 7,23 7,36 7,57 

Pb 0 t I t I t I t I t I t I n 

1 7,56 54 7,84 50 8,03 50 8,22 50 8,31 50 8,68 50 

2 7,38 64 7,47 59 7,66 58 8,03 58 8,31 58 8,96 58 

3 23, 16 239 17,09 15 7 16,34 142 16 '72 140 17,37 140 19,05 140 

4 3,27 26 3,55 26 3,55 26 3,64 26 3,64 26 3,64 26 

5 5,88 37 6,54 37 6,63 37 6 '72 37 6, 72 37 6,81 37 

6 9,90 87 9,62 75 10,09 75 10,55 75 10,83 75 Il ,6 7 75 

7 9,99 89 9,81 81 10,27 81 10,73 81 11,20 81 12,05 81 

8 13,63 128 12,51 107 12,79 104 13,35 103 13,54 103 15,78 103 

9 8,78 75 8,68 69 9' 15 69 9,52 69 9,90 69 i0,74 69 

10 12,42 120 1 1 ' 1 1 98 10,95 87 10,92 87 Il, 30 87 12,23 87 

TABLEAU 7 

Influence du nombre de contraintes additionnelles (m) sur 

le nombre d'itérations (I) 

- le temps de résolution (t) 



·-
Pb no 

t 
R•J 

I 
1-

t 
R•4 

I 

1 
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Pour ce même couple (VF,iVF)' il est possible de déterminer 

l'ensemble des variables imposées non plus à partir de la dernière con­

trainte additionnelle construite, mais à partir des k (k > 1) dernières. 

Le nombre de variables ainsi fixées augmente, ce qui diminue le nombre 

d'itérations, mais, comme précédemment, le temps de calcul peut, lui, 

augmenter. 

Nous conservons, à titre d'exemple, les 10 premiers problèmes 

de 40 variables qui ont été résolus en considérant 4 contraintes addi­

tionnelles (Tableau 8). 

La sélection d'une variable candidate s'effectue à l'aide de la 

contrainte initiale et des quatre contraintes additionnelles. Pour R • 1 

les variables sont imposées à partir de la dernière contrainte additionnel­

le obtenue; pour R • 4 , on impose les variables à l'aide des quatre der­

nières contraintes additionnelles obtenues. 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
\ 

8,31 8,31 17,37 3,64 6, 72 10,83 11,20 13,54 9,90 11,30 

50 58 140 26 37 75 81 100 69 87 

9,71 10,09 22,79 4, 30 7,28 14' 10 14,20 17' 18 12,70 14,47 

50 56 137 25 37 75 79 97 69 86 .. 

TABLEAU 8 

Des expériences identiques ont été effectuées pour les autres 

tailles de problèmes. Nous en avons déduit le nombre "optimal" de con­

traintes additionnelles pour un nombre donné de variables, la recherche 

des variables imposées se faisant toujours sur la dernière contrainte 

ad di ti on ne lle; 



x- 26 

Nombre 
de 10 20 30 40 50 100 200 

Variables 

Nombre 
de 1 1 1 1 2 4 7 

c.a. 

X-S-2.- Méthode de Saunders et Schinzinger améliorée. 

Dans ce paragraphe, nous exposons le principe adopté afin 

d'améliorer une solution réalisable et montrons l'utilisation et l'intérêt 

des théorèmes 14 (§ VII-3-3) et 16, ainsi que la règle 6 (§ VII-4). 

Soit x une solution réalisable et p l'indice d'une variable 

candidate susceptible d'être sélectionnée. 

de 

On pose 

Pour déterminer s'il est utile ou non de tester les solutions 
\o 

E(w ,(x ,1-x )) , d'après la règle 6, on considère l'inégalité : 
p wp+ 1 p 

Test 1 

Test 2 

En fait, ce test n'est que le dernier d'une série de trois 

Comparaison de À + jdvel x et de À* 
ve 

0 

Si on ne peut conclure que T(w ,(x ,1-x )) • ~ , 
p wp+ 1 p 

on effectue le test 2. 

A-t-on L(w ,x) < 0 
p 

? (Théorème 14) 

Si on ne peut encore conclure que 

on détermine la valetir minimale 

0 

T(w ,(x ,1-x )) • ~ , 
p w +1 p 

d'écart pour aboutir au test 3. 

x -ve 
de lap variable 
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tl 
> À (Règle 6) ? 

Cette façon de procéder s'explique par le fait qu'à chaque étape 

de l'algorithme, les valeurs x et L(w ,x) sont connues alors que la ve p 
détermination de x ve nécessite des calculs supplémentaires. (emploi d'une 

boucle de p-1 à 1). 

Afin d'illustrer cette affirmation, nous avons effectué des 

comparaisons basées sur les temps de calcul et les nombres de solutions 

testées (tableau 9). 

L'utilisation du test 3 diminue fortement le nombre de solutions 

mais les différences de temps de calcul ne sont pas significatives: 

Elles sont 

soit inéxistantes 

soit de l'ordre du dixième de seconde pour certains problèmes 

de 200 et 300 variables (de moyennes respectives 16 et 35 

secondes) ainsi que pour le problème de 1000 variables dont 

le temps de résolution est compris entre 370 s. et 371 s. 

Les résolutions des 125 problèmes de 50 variables ont abouti 

à un écart de l'ordre d'un centième de seconde entre les deux moyennes : 

1,26 s. pour les tests 1 et 2 

1,27 s. pour les tests 1, 2 et 3 

••. 1 .•• 
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Nombre de Problème Nombre de solutions testées 

variables No tests 1 et 2 tests 1,2 et 3 

1 20 13 
2 3 1 
3 35 1 1 
4 6 4 

200 5 70 34 
6 4 3 
7 48 21 
8 5 2 
9 23 5 

10 21 9 

1 21 15 
2 4 4 
3 40 29 
4 115 45 

300 5 37 28 
6 28 12 
7 83 34 
8 24 12 
9 98 38 

10 231 18 

1000 72 22 

\ 

TABLEAU 9 

Toutefois, l'utilisation des tests), 2, 3 s'avère très 

intéressante pour des problèmes à coefficients dispersés : 

Considérons les sept problèmes suivants où seuls les seconds membres 

L de la contrainte diffèrent d'un problème à l'autre • 

• • • 1 ..• 
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z • Max 54 xl + 68 x2 + 789 x3 + 65 x4 + 24 x5 + 35 x6 + 61 x7 + 

42 x8 + 786 X9 + 43 XIO + 512 xli + 424 x12 + 321 xl3 + Il xl4 + 
•4 xl5 + 47 xl6 + 35 xl7 + 56 xl8 + 12 xl9 + 754 x20 + 55 x21 + 

457 x22 + x23 + 65 x24 + 74 x25 + 22 x26 + 4 x27 + 45 x28 + 

12 x29 + 5 x30 + 57 x31 + 57 x32 + 23 x
33 

+ 54 x34 + 2 x35 + 

42 x36 + 77 x37 + 78 x38 + 682 x
39 

+ 142 x40 

541 xl + 786 x
2 

+ 3541 x3 + 75 x4 + x5 + 652 x6 + 843 x7 + 

21 x8 + 10 x9 + 40 XIO + 46 xli + 51 x12 + 752 xl3 + 810 xl4 + 

510 xl5 + 21 xl6 + 42 x 17 + 121 xl8 + 5 xl9 + 4 x20 + 72 x21 + 

631 x22 + 720 x23 + 435 x
24 

+ 2 x25 + 820 x26 + 64 x27 + 73 x
28 

+ 

770 x
29 

+ 43 x
30 

+ 85 x31 + 912 x
32 

+ 4 x33 + 35 x34 + 14 x
35 

+ 

42 x
36 

+ 22 x
37 

+ 54 x38 + 32 x39 + 35 x40 ~ L 

x. - 0 ou j • 1 ' ••• '40 
J 

Problème 1 2 3 4 5 6 7 

\ 
L 999 2000 3000 5000 7000 8000 12000 

Les temps de résolution (en secondes), pour les méthodes de Faure, 

Geoffrion (1969), Greenberg et Hegerich, et la nôtre, sont répertoriés 

dans le tableau suivant (où figurent également les nombres de solutions 

testées (S.T.) pour notre méthode). 

N.B.- Il est à remarquer que ces problèmes ne sont pas tirés de la litté­

rature; ils sont tout simplement le résultat d'un mélange de cartes­

données; cela a abouti à une série de problèmes pour lesquels notre 

méthode n'est plus la plus performante. 



PB 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

z • Max 

x- 30 

GEOFFRION GREENBERG s. et S. améliorée z FAURE et ( 1969) HE GE RICH Tests 1 et 2 Tests 1, 2' 3 
S.T. S.T. 

4190 7,00 5,69 1 ,49 3,92 1215 2,80 66 
4749 4,48 5, 32 1 ,03 1,12 88 1 , 7 7 14 
4983 5,98 3,34 1,09 0,75 8 1 '40 1 
5330 2,71 4,39 1 ,40 > 300 6,54 59 
5826 5,04 . 5,32 0,84 0,65 7 1 '31 1 
5899 4,56 5,40 1 '21 0,84 19 1 ,59 5 

6081 1' 12 3,55 0,75 0,65 4 1,49 3 

X-6,- PRDBLEMES TESTS DE TRAUTH ET WODSLEY C2sJ , 
Ce sont les neuf problèmes suivants dans lesqu~ls également, 

seuls les seconds membres L de la contrainte diffèrent d'un problème 

à l'autre 

20 x1 + 18 x2 + 17 x
3 

+ 15 x4 + 15 x
5 

+ 10 x
6 

+ 5 x
7 

+ 3 x
8 

+ x
9 

+ x
10 

30 x1 + 25 x2 + 20 x
3 

+ 18 x4 + 17 x
5 

+ 11 x
6 

+ 5 x
7 

+ 2 x
8 

+ x
9 

+ x 10 ~ L 
\ 

Problème 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

L 55 60 65 70 75 80 85 90 100 

Les temps de calcul sont les suivants 

Problème GEOFFRION GREENBERG s. et S. améliorée z 1969 et HEGERICH 

1 50 0,37 0,09 0,09 
2 52 0,37 0' 1.9 0, 19 
3 57 0,37 0' 19 0, 19 
4 62 0,37 0,19 0' 19 
5 67 0' 19 0,09 0,09 
6 68 0,37 0,09 0' 19 
7 70 0,47 0' 19 0' 19 
8 75 0,37 0' 19 0,19 
9~ 85 0' 19 0,09 0,09 
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X-7.- PROBLEMES TESTS OU TYPE (P.B.E.) 
n 

[Max L 
j•1 

f j 1 ~ x. [. 
J j•1 

j 
f x. ~ L 

J 
x ~: s] . (voir Ch. IX) 

Les problèmes testés proviennent des problèmes tirés au hasard, 

définis dans la partie I de ce chapitre : 

Un problème tiré au hasard étant donné 

n 
gj Max I x. 

j•1 J 

n . 
I ,eJ x. ~ L' 

j•1 J 

x. • 0 ou j • 1 , ••• , n 
J 

afin d'éliminer les coefficients nuls, nous avons choisi de considérer 

le problème du type (P.B.E.) tel que fj • !j j • 1, ••• ,n, et 

L • L'. 

Pour établir une comparaison entre les méthodes de Faure, 

Geoffrion (première et deuxième méthodes), Greenberg et Hegerich, et 

la nôtre, nous avons considéré 50 problèmes de 10, 20, 30, 40, 50 et 

100 variables dont nous indiquons les moyennes de temps de résolution 

(en secondes) dans le tableau suivant 

... 1 • .. 
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GEOFFRION GEOFF RION GREENBERG S. et S. 
n FAURE 1967 1969 et améliorée 

HEGERICH 

10 0 J 14 0,46 1 J 1 1 0,21 0 J 19 

20 0,29 0,59 1 ,29 0,51 0,32 

30 0,43 0,87 1 J 98 0,63 0,38 

40 0,58 l J 18 2,64 0,86 0,57 

50 0,83 1 J 88 3,68 0,97 0,66 

lOO 2,80 5,48 10,63 l J 91 1 ,52 

\ 
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ANNEXE I 

(ETUDE OU COUPLE (VF,ivF)) 

AI-1.- EVOLUTION DE L'ENSEMBLE VF DES INDICES DES VARIABLES FIXEES 

ET DU VECTEUR ~ ASSOCIE. 

On pose 

VFt ensemble des indices des variables fixées à l'étape t 

d'un algorithme 

~t le vecteur associé qui appartient à S(VFt), 

N.B.- Dans ce qui suit, pour simplifier, on ne tient pas compte de la 

possibilité d'avoir un indice égal à ve au cours de la méthode de 

Saunders et Schinzinger; la variable d'écart étant une variable 

à valeurs entières, peut être sélectionnée plusieurs fois; nous 

verrons en remarque, les modifications qui sont à apporter à la 

rédaction. 
\ 

AI-1-1.- Introduction.-

L'ordre des éléments de t VF représente l'ordre dans lequel les 

indices des variables ont été introduits. 

Ar-1-1-1.- Le couple t -
(VF ,~t) étant donné, trois situations 

Cas 1.-

peuvent se produire au cours d'un algorithme 

on considère alors la dernière 

variable x qui a été sélectionnée une seule fois sous s 
des hypothèses (VF~ 1~t) , Si on lui a attribué la 

valeur x lors de 1 cette sélection, on la sélec-s 
tionne à nouveau pour lui attribuer la valeur 1-x 

s 
Nous dirons que c'est une variable imposée. 
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Cas 2.- (se produit dans les méthodes de Faure et Geoffrion 

(1ère et 2ème méthodes)): 

Une (ou plusieurs) variable(s} d'indice(s) appartenant 

à VFt doit (doivent) avoir une (des) valeur(s) imposée(s). 

[tests utilisant soit la fonction économique (Geoffrion 

1ère méthode) et la contrainte (Faure) 1 soit des contrain­

tes additionnelles (Geoffrion 2ème méthode).] 

Cas 3.- Une nouvelle variable d'indice appartenant à VFt est 

sélectionnée pour la première fois. 

Remarque.- Le nombre d'éléments de l'ensemble des indices des 

variables fixées reste identique ou diminue dans le cas ] 1 augmente dans 

les cas 2 et 3. 

avec 

avec 

AI-J-1-2- Supposons que IVFtl • p ; cet ensemble peut avoir 

deux formes différentes au cours d'un algorithme 

VFt bl d t . . d. d t 
1 sous-~nsem e e VF contenant les p-1 prem1ers 1n lees e VF 

VFt 
1 

jm 

VIt 
1 

indice de la dernière variable qui a été sélectionnée une seule 
t -fois sous les hypothèses (VF 11~t> 

] 

Forme 2.- VFt • VF~ U {jm} U VI~ 

sous-ensemble de VFt contenant les m-1 premiers indices 

de VFt 

même définition que jp 

contenant les p-m derniers indices sous-ensemble de VFt 

de VFt (ces p-m indices sont associés à des variables 

imposées). 
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AI-1-2.- Nous allons étudier les modifications apportées au couple 
t-

(VF,~t> à l'étape t+1 d'un algorithme. 

AI-1-2-1.- VFt a la forme on obtient 

t - -(VF , (~t, 1-x. )) 
1 Jp 

Cas 1.-

Cas 2.- En notant VIt l'ensemble des indices des variables qui 

doivent avoir des valeurs imposées, 

t t - -
(VF U VI ,(~t·~rt)) 

(VIt se réduit à un seul élément dans la méthode de 

Faure). 

Cas 3.- En notant J. l'indice de la nouvelle variable sélec-p+1 
tionnée : 

t - -(VF U { j + 1 } , (~Ft , x. ) ) 
p Jp+1 

A[-J-2-2.- \VFt a la forme 2 

Cas J.- On attribue la valeur J-x. à la variable d'indice J' 
J m 

Or, les variables d'indicesmappartenant à VI~ sont 

de deux sortes : 

a) elles ont eu une valeur imposée à la suite de la 

première sélection de la variable d'indice j sous 
m 

t - r. les hypothèses (VF 1 ,~t) Lméthodes de Faure et 
1 Geoffrion]. 

b) elles ont été sélectionnées deux fois, sous des 

hypothèses 
VF~ V {jm} C VF' 

(VF' '~F 1 ) avec et 

- ~~ 'u {jm}~ ~· 
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Donc, a priori, ces variables n'ont plus lieu d'être imposées et 

quittent l'ensemble des variables fixées. 

On obtient donc 

Cas 2.- Identique à celui de la forme 1, on obtient encore 

Cas 3.- Il faut distinguer la méthode de Saunders et Schinzinger 

(améliorée ou non) des autres méthodes pour lesquelles on 

obtient tout comme pour la forme 1 : 

t - -
(VF U {j +1}•6cvrt•x. )) 

p Jp+1 

M • ~ d' 1 f d 1 (VFt+ 1 • i__t+ 1 ) a1s, pour etu 1er a orme u coup e • vt· 

au cours de l'algorithme de Saunders et Schinzinger, 

nous considérerons l'organigramme de l'évolution du 

\couple (VF,~) pour cette méthode (voir figure 17). 

Il apparaît alors clairement que l'ensemble SL des 

indices des variables imposées est : 

soit vide 

soit réduit à un seul élément. 

En effet, on sélectionne pour la première fois une variable 

(dans les parties (I) ou (I') de l'organigramme) 

x s 

soit immédiatement après avoir sélectionné pour la première fois 

une variable d'indice p > s : 

SL est vide puisque seules les parties (I) et (I') sont 

concernées. 

soit après avoir sélectionné pour la deuxième fois une (ou 

plusieurs) variables d'indice(s) inférieur(s) à s 
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Remarques BU1' ta Figu.roe 17 

1.- On considère les relations déduites du théorème 13 et 

du corollaire 2 

et 

-x -ve 

x + 1 ve 

0 

(21) 

(22) 

sous les hypothèses (KI) 

sous les hypothèses (K2) 

2.- L'organigramme de la méthode de Saunders et Schinzinger 

améliorée est obtenu en éliminant les tests relatifs à la variable d'écart 

et en remplaçant : 

\ 

les relations (21) et (22) par la relation 

fx- ldpl + l 
jt:INF 

avec x - x - x ve ve --ve 

n+l par n • 

• 



OUI 

1 (VF \) {p }-SL , 

(I) 

SL • 0 
VF • 0 

p • 3 

.~ 
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t NON 1 p ~ VF et relation (21) vérifiée\.~~.;...._..., 1 l'.'"'_I>_+ 1 1 
OUI NON 

p~VF ~---------, 

OUI NON 
1 • <_J.l' ___ v_e--e -t -r-e"':'l.!..a-t 1.:-. o_n_s _ _(_':"":~=-~ n=--ou-(:::::-21)--::v~é r=i;-',;f;!i";:é:-e s="'>-

I<VF-SL,(~-SL'ive>> 1 
_j 

(II) (VF-SL ,(~-(SLU{p})'J-ip)) 
SL • {p} 

l NON 

1 SL•0 1 

OUI t 
:!. <solution réalisable ?)>--.. ~-___,, NON ~ OUI 

IFINI---...... ---< p<n+l~-__, ___ _, 

OUI 

1~1 ,....-... 

OUI NON 
jE:VF ~ j•ve et xj <[L] >---....,-------. 

\ 

sauf si j•ve auquel cas 
on obtient 
(VF-SL,(~-SL';ve)) 

SL • 0 

(I') 

(VF-SL, (xVF- (SLU{j })'1-ij)) 

SL • { '} 

(II') 

- -< solution réalisable ? / 
NON 

!t:=l - ~ NON OUI j<p 

FIGURE 17 

Construction de (VF,~) pour la méthode de Saunders et Schinzinger 

lf-21 
1 "'- :--

U·l+t 
J 
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Le (ou les) passage(s) dans les parties (II) et (II') 

correspond(ent) alors à un ensemble SL résuit à un seul 

élément, avant le passage dans les parties (I) ou (I') de 

l'organigramme. 

En particulier, lors de la première sélection de la variable 

d'indice jm (resp. j pour la forme 1), la variable imposée dont l'indice 

appartenait à un ensem~le VFh construit antérieurement à VF~ V {jm} 

(resp. VFt- 1) n'a plus lieu d'être fixée; ces sélections correspondent 

donc à un ensemble SL vide. 

On en déduit que : 

1.- ne peut contenir d'indice de variable imposée 

(sélectionnée pour la deuxième fois) 

(ce qui n'est pas le cas pour les autres méthodes). 

2.- VI~ est un ensemble réduit à un seul élément correspondant 

à la dernière variable ayant été sélectionnée pour la 

deuxième fois. 

Comme, de plus, le principe d'énumération correspond à un 
\ 

balayage de l'ensemble {n+J, ••• ,3} (resp. {n, ••• ,3} pour la 

méthode améliorée) s'opérant systématiquement de la droite vers la gauche 

(à partir de l'indice 3), on peut conclure que VFt est de la forme : 

avec 

avec 

indices de variables qui ont été sélectionnées une seule 

fois 

indice de variable qui a été sélectionnée deux fois 

L'introduction du nouvel indice J. associé à la nouvelle p+1 
variable sélectionnée ne peut se faire que pour J. > J. > J. on m p+ 1 m+ 1 ' 
obtient donc le couple : 
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AI-2.- NON REDONDANCE. 

Supposons que les couples 1 - t -(VF •XVF1), ••• ,(VF· ,~t) ne soient 

pas répétitifs, c'est-à-dire qu'il existe au moins un élément du couple 

(VFj,iypj) qui diffère de l'élément correspondant des couples 

h•1 ' ••• 'j -1 

j •2' ••• 't 

Nous allons montrer qu'il existe au moins un élément de 
t+1 - h -(VF '~Ft+1) qui diffère de l'élément correspondant de (VF ,~h) 

pour h•1 , ••• , t • 

ment, nous 
t -(VF ,~t) 

VF~ , VI~ et VIt 

allons étudier les 

à (VFt+l ,~t+1) 

ayant les mêmes significations que précédem­

trois manières différentes de passer de 

Cas 1.-

\ t -De (VF ,~t) on passe à 
t - -(VF ,(~t' 1-x. )) 

1. 1.- VFt+ 1 
m VFt 

1 Jp 

et 

1.2.- Supposons que 

3 j € {l, ••• ,t-1} tel que 

j - t+ 1 - ) 
(VF ,~j) • (VF ,~t+ 1 

ce couple (VFj,~j) peut être obtenu: 

soit dans le cas 1 : en attribuant la valeur 



\ 
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1-x. 
Jp 

à la variable d'indice J' 
p 

lors de sa 

seconde sélection, l'un ou l'autre des couples 

suivants étant donné : 

t - -(VF 1 U {j } , (~t,x. )) • 
p 1 Jp 

b) t t - -(VF U VI 1 ,(~t,~1t)) : couple qui ne 

peut découler que du 1couple précfdent. 

sous ces deux hypothèses, cela signifierait que 

3 jO € {1, ••• ,t-1} tel que 

Jo - t -
(VF ,~j 0) • (VF ,~t) 

ce qui est impossible. 

soit dans le cas 2 : cela signifierait que, sous 

les hypothèses 

imposée 1 - x. 

t -
(VF 1 ,~t) , on attribue la valeur 

à la 1 variable d'indice J. 
Jp p 

qui ne peut donc prendre la valeur 

-<> le couple t -(VF ,~t) ne pourrait exister. 

L'hypothèse d'existence d'un indice j € {1, ••• ,t-1} 
j - t+ 1 -tel que (VF ,~j) • (VF ·~t+1) n'a donc pas 

de sens. D'où la conclusion. 

De t -
(VF ,~t) on passe à 

t . - -(VF 1 U {J } , (x._t,1-x. )) 
m v't·l Jm 

2. 1.- VFt+ 1 ; VFt et ~t+J ; XVFt 

t - t+1 -
-> (VF ,~t) ; (VF '~Ft+1) 



\ 
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2. 2.- Supposons que j j € { 1 , ••• , t-1 } 

j - t+l -
tel que (VF ,~j) • (VF ,~t+l) • 

ce couple (VFj,~j) peut être obtenu 

soit dans le cas 1 en attribuant la valeur 

à la variable d'indice jm lors de sa seconde 

sélection, l'un ou l'autre des couples suivants étant 

donnés. 

a) (VF~ U {jm} ,~tU{j }) mais le fait de sélec-
t m 

b) 

tionner une seconde fois la variable d'indice jm 

ne peut se faire que sous l'hypothèse 

t . - * 
T(VF 1 U {Jm} ,~t U {j } ,À ) • 0 

1 m 
t -~ le couple (VF ,~t) ne pourrait exister • 

.. 
ou 

est un ensemble d'indices de variables imposées; 
t - • . 

mais le couple (VI
2

,xvrt) ne peut qu'être lden-

t - 2 
tique au couple (VI

1
,xV

1
t) puiqu'à partir du 

t - 1 
couple (VF

1
, V {jJ,xvrt U {j }) il n'y a pas 

1 m 
d'ambiguïté possible, que ce soit pour déterminer une 

variable sélectionnée (et lui attribuer une valeur), 

ou que ce soit pour attribuer des valeurs imposées 

à certaines variables. Sous ces hypothèses, cela 

signifierait donc que : 

3 j
0 

E: {J, ••• ,j-1} tel que 

ce qui est impossible. 

soit dans le cas 2 : de ma même façon que dans le 1.2. 

le couple (VI-'~ V {jm} ,~t U {j }) ne pourrait exis-
1 m 

t -ter et, a f('lrtiori, (VF ,xvFt) • 



Cas 2.-

Cas 3.-

\ 
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On peut donc conclure de la même façon que dans le J) • 

t -De (VF ·~t) on passe toujours à 
t t - - t (VF U VI ,(~t'~It>> quelque soit la forme de VF • 

-
et ~t ~ ~t+J 

t - t+J -
(VF ,~t) j. (VF ,~t+J) • 

2) S'il existait un indice j € {J, ••• ,t-1} tel que 

(VFj ,~j) • (VFt+J ,~t+J). 

cela signifierait que 3 jo € {J, ••• ,j-1} 

tel que 

jo - t -
(VF ,~j 0) • (VF ,~t>• Ce qui est impossible. 

D'où la conclusion. 

J) Si VFt a la forme dans la méthode de Saunders 

et Schinzinger, l'une ou l'autre des deux formes 

dans les autres méthodes 

De on passe à 

t - -(VF U {j +J},(~t,x. )) 
p Jp+J 

-et xVFt ~ ~t+J et on peut 

conclure de la même façon que dans le cas 2 

(avec j
0 

• j-J). 

2) Si VFt a la forme 2 dans la méthode de Saunders 

et Schinzinger 

De 

on 

passe à : 



\ 
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avec 

2.1.- On a bien 
t - t+1 -

(VF ,~t) + (VF '~Ft+ 1) • 

2.2.- Supposons que 3 j E {1, ••• ,t-1} tel que 

j - t+1 -
(VF ,~j) • (VF ,~t+1) • 

Or, pour obtenir le couple il a 

fallu avoir, à une étape antérieure de l'algo­

rithme, le copple 

(~t u {' } i. )) 
1 Jm ' lm+ 1 

Nous allons montrer qu'au cours des étapes 

antérieures à l'étape t il est impossible 

d'obtenir à la fois (VFj,~j) et 
h -(VF ,~h) (étapes j et h antérieures 

à l'étape t) 

2.2.1.- Montrons le résultat pour l'étape h 

ultérieure à l'étape j : pour passer de 

(VFj,~j) à (VFh,~h) il faut supprimer 

l'indice J' mais cela n'est possible que 
p+1 

lorsque la variable d'indice jp+ 1. est une 

variable imposée et qu'alors 

soit dans le cas 1 : on sélectionne pour la 

seconde fois la variable d'indice J' mais m ' 
cela est impossible par hypothèse (la varia-

ble d'indice 

seule fois). 

j n'a été sélectionnée qu'une 
m 

soit dans le cas 3 : on sélectionne pour la 

première fois une variable d'indice 

mais cet indice est tel que 



\ 
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j m > j > j p+ 1 > j m+ 1 • 
q1 

Dans ce cas 3, on ne peut introduire qu'une 

séquence de variables sélectionnées d'indices 

jq , h • l, ... ,i tels que 
b 

j>j >j >···> 
m q. q 

l i-1 
j q > j p+ 1 > j m+ 1 

1 

jusqu'à ce qu'il ne soit plus possible d'en 

introduire; on revient alors dans le cas 1, 

d'où l'impossibilité. 

2.2.2.- Montrons le résultat pour l'étape j 

ultérieure à 1 'étape h : De même que précédem­

ment, pour passer de (VFh,~h~ à (VFj,~j) 
il faut supprimer l'indice jm+ 1 

cela n'est 

possible qu'en attribuant au préalable une va-

leur imposée à la variable d'indice 

à-dire en passant par le couple 

. ' Jm+ 1 , c est 

qui serait un couple défini antérieurement et 

identique à (VFt,~t) , ce qui est impossible. 

L'hypothèse initiale d'existence d'un indice 

j € {1, ••• ,t-1} tel que 

j - t+ 1 -(VF ,~j) • (VF ,~t+1) n'a donc pas de 

sens; d'où la conclusion finale, puisque 

tous les cas ont été étudiés • 

Remarque.- Dans la méthode de Saunders et Schinzinger, la variable 

d'écart peut déjà avoir été sélectionnée plusieurs fois avant de lui attribuer 

la valeur i + 1 
8 

lors d'un~ nuuv~11~ d~lection. 
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1.- Si j ou j • ve p m 
la variable a peut-être déjà été 

sélectionnée plusieurs fois mais 

2.- Dans le cas 3 la première sélection de jp+l peut cor-

3.-

respondre à une nouvelle sélection si 

Si t ve t: VI
1
_ 

soit x ve 

cela signifie que 

• (L] 

• ve. 

soit x ve 
< [1] et les relations (21} et (22) 

non vérifiées. 

\ 
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ANNEXE II 

(DEUXIEME METHODE DE GEOFFRION) 

AII-1.- DETERMINATION D'UNE VARIABLE SELECTIONNEE A PARTIR DE LA CONTRAINTE 

INITIALE ET DES CONTRAINTES ADDITIONNELLES. 

dans lequel 

On note 

Aj colonne j de la matrice A 

ligne j de la matrice A 
sous-matrice de A composée des colonnes dont les 

indices appartiennent au sous-ensemble VF de {1, ••• ,n} 

Considérons le système de contraintes : 

AJ.· x. < b. 
l. J .. l. 

i • 1, ••• ,m 

j • 1, ••• ,n et 

(1) 

b • L 
1 

les m-1 autres contraintes sont des contraintes 

additionnelles. 

\ 

AII-1-1.- . Propriété des contraintes additionnelles. 

Etant donné le couple (VF,~) , on pose : 

VF . 
N(VF,~.F,i) -b. -A. i. - L A~ 

v 1. 1. VF · ----VF l. 
]E: 

i • 1, ••• ,m 

(en particulier 

THEOREME 21.- Si N(VF ,~, 1) ~ 0 

i•2, ... ,m 

• 
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(233) } 

Règle 

( ~- meilleure valeur connue de la fonction économique). 

(24) 

Si nous notons * ~. la meilleure valeur connue de la fonction 
l 

économique lors de la construction de la contrainte additionnelle d'indice 

iE{2, ••• ,m} nous avons 

* • 
~···~À .À 1 

Relati:n (24)J __, 
(25) 

i • 2, ••. ,rn 

D'après les inéialités (23) et (25) et, par définition des 

contraintes additionnelles, on peut donc conclure que 

N(VF,iVF'l) ~ 0 ~ N(VF,~,i) ~ 0 

\ 

AII-t-2.- Variables imposées à la valeur 

c.q.f.d. 

et variables candidates. 

Supposons que les hypothèses du théorème 7 soient vérifiées 

et N(VF,~,l) < 0 • 

De la même façon que dans la première méthode, nous avons le 

THEOREME 8.- Sous les hypoth~ses du th~or~me ? . . 
si 3 k E VF 

tel VF - Lô - fk i( 
que f xVF + ~ ~ 

jEVF 
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Notons VI cet ensemble d'indices de variables imposées à la 

sous les hypothèses (VF,~) 

Posons VF' • VF U VI , 

Il faut alors attribuer la valeur 0 à une des variables d'indice 

appartenant à VF' ; mais puisque N(VF,~,l) < 0, il est possible que : 

j J 1 C {2, ... ,m} tel que N(VF,~,i) < 0 

En posant J • J 1 U {1} , nous avons la 

PROPOSITION~-- Compte tenu du prinaipe d'~num~rationJ une 

variabZe d'indiae k E VF' teZZe que 

\ 
A~ ' 0 l. 

\1 i E J 

est impos~e d Za vaZeur 1 • 

D~monstration.- En attribuant la valeur ~ • 0 à la variable 

d'indice k , on obtient 

\1 i E: J N(VF U {k},~VFU{k}'i) • N(VF,~,i) + A~ 

c.q.f.d. 

Nous avons donc le résultat suivant, valable dans le cas d'un 

système de m contraintes quelconques : 

L'ensemble des indices des variables imposées associé à un système 

de contraintes est de la forme : 
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U - k 
VI { k E VF ' 1 Ai ~ 0 \j i E: J} 

avec 

J • {i E {1, ••• ,m}IN(VF,;VF,i) < 0} 

Mai$ ce résultat se particularise pour le système (I) 

Par définition du problème (P.B.) 

A{ • tj > 0 j • 1, ••• ,n 

Par hypothèse , Jl­
N (VF, ;VF, 1) < 0 ~ ,1 t: 

On peut donc conclure que : 

-1 k {k E. VF' Ai ~ 0 \1 i E. J} • 0 . 

PROPOSITION s.- L'ensemble VF' des variables candidates associ~ 

au ayat~me (I) et celui aasoai~ d la contrainte 

initiale sont identiques. 

AII-1-3.- Condltions suffisantes d'exclusion d'un ensemble E(VF,~) 

On pose, par abus de langage : 

-1 k VS(i) • {k c. VF' Ai > 0} \1 i E {1, ••• ,m} 

THEOREME 2!.- Si L(VF,xVF) ~ 0 

et N(VF ,xVF' 1) ~ 0 

et ai l'une ou l'autre des hypoth~ses suivantes 

est v~rifi~e : 

1.- VI•VF 

2.- VI~ VF et : 



n 

. t 
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3 i 0 E: { 1 , ••• , m} te Z que 

et 

aZoros 

N(VF,~F,iO) + l 
jE:VS(i0) 

- ~ 
T(VF,~,À ) • 0 . 

D~monstroation.- Soit xE: E(VF,~) 

(26) 

(27) 

1.- Si VI • VF la démonstration est identique à celle du 

théorème 9. 

2.- Supposons que VI 1 VF 

a) ~~--~!-~-~Y! , alors x t A(À~) (théorème 8) 

b) 

Considérons la contrainte d'indice i
0 

E: {J, ••• ,m} 

A~ VF- A~ A~ x. • A. x + \I + I 
10 J 1

0 
VF j E:VI 10 jE:VS(i

0
) 10 

Par définition de VS (i
0
), 

n 
\" AJ.· VF - \" Aj. + L x. ~ A. xVF + 1.. 

j•l 10 J 10 j E:VI 10 
l 

j E:=vs~(,.,.i-0 ') 

par hypothèse, N(VF,~VF'i0) + L 
jE: VS (i

0
) 

km A~ x. + 
J jE: ( 0 10 

on a 

x. 
J 

x. > 
J 

avec 

(~0 scalaire associé à cette contrainte additionnelle d'indice i
0

) 

On peut donc conclure que 

c.q.f.d. 
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L'introduction des contraintes additionnelles permet dont l'acqui­

sition de nouvelles informations pouvant conduire à l'exclusion d'un 

ensemble E(VF,~) , 

En effet, si 

oj 0 
.(.. ~ 

alors il peut très bien exister un indice i
0 

€ {2, ••• ,m} vérifiant les 

relations (26) et (27) puisque, a priori, on ne connaît pas les signes 

des quantités 

et 

AII-1-4.- Variable sélectionnée. 

Si VF' ; 0 et si la relation (27) n'est pas vérifiée pour tout 

indice i 0 tel que N(VF,~,i0) < 0 , alors l'attribution de la valeur 

0 à une variable d'indice s appartenant à VF' peut contribuer à l'obten­
- .. 

tion d'une solution x € T(VF',~F''À) • 

\ 
On détermine la variable d'indice 8 qui, mise à 0 , permet 

d'obtenir un système ayant le plus possible de contraintes réalisables, 

ou tout au moins possédant des contraintes qui soient le plus proche possi­

ble de la réalisabilité. 

Notons 

K(VF,;VF'i,k) • N(VF,~,i) +A~ 

REGLE 7.- On s~tectionne ta variable d'indice 8 € VF' 

tette que : 

m m 
r min[K(VF,i ,i,s),O] • max {.r min[K(VF,i_,i,k),O]} .l VF -- l v~· 

l•l k€VF' 1•l 

En effet, 
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1.- S'il existe un indice k € VF' tel que 

K(VF,~,l,k) ~ 0 

alors la solution 

~ X€ i • 2, ••• ,m (avec 
,lll 

0 ~ 1\2 ~ . . . ~ 
De la même façon que dans le théorème 21, on peut conclure 

que K(VF,iVF,i,k) > 0 i•2, .•. ,m 

m 
--co L min[K(VF,~,i,k) ,o] • 0 

i•l 

+ -K .:: VF' désigne l'ensemble des indices k tels que 

K(VF,~F,l,k) ~ 0, de la même façon que dans la première méthode, la sé-

se fera parmi les variables candidates d'indices lection de la variable x s 
K+ (l'apport des contraintes additionnelles est inexistant appartenant à 

à ce niveau de l'algorithme). 

2.- Par contre, si + K • 0 , a priori, le signe de la quantité 

K(VF,xVF,i,k) (i € {2, ••• ,m}) est quelconque lorsque K(VF,iVF,l,k) < 0 

dans ce cas, l'apport-, des contraintes additionnelles peut entraîner un 

choix de la variable x différent de celui de la première méthode; ce s 
choix ne peut être que "meilleur" puisque beaucoup plus d'informations 

entrent en ligne de compte lors de cette sélection. 

N.B.- Dans l'organi8ramme de principe (§ V-4), il suffit de remplacer le 

théorème 9 par le théorème 22 et la règle 3 par la règle 7 • 

AII-2.- EQUIVALENCE DES PRDBLEMES (P.L.CA) et (P.L.CA)' 

COMPARAISON ENTRE LES CONTRAINTES ADDITIONNELLES DE BALAS, GLDVER 

ET GEOFFRIDN. 

AII-2-1.- Préliminaires. 

Et t d · ~ d ' D de Rm x Rn , an anne un oma~ne convexe 

m 
\1 x € IR 

on pose 
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Considérons les fonctions f et g suivantes 

Rm ... d ... et x t etant onne, 

g 

N.B.-

f(x) 

- 1 + 00 
si D • ~ 

x 

-+ IR telle que g(y) • 1 r E: 1R x,y 
sinon 

où y t D x 

Soit (i,y) une solution optimale du problème 

min[f(x) + g(y) 1 (x,y) t n] 

On considère alors les problèmes 

f (x) + min [g(y) 1 y E: n;] 

min [f(x) + min{g(y) IY E: D l] 
xtRm x 

Le théorème suivant est à rapprocher avec une étude faite par 
\ 

Geoffrion dans [29] • 

THEOREME 23.- Les probUmes (P 1) ~ (P2) ~ (P 3) sont 

1 
~quivaZents. 

D~monstrotion.-

1 • - (P 1) <-> (P 2) 

a) f(i) + g(y) ~ f(x) + g(y) V (x,y) E: D • 

Donc, en particulier 

+ g(y) ~ f(x) + g(y) V (x,y) E: D (i.e. v y E: D-) x 

~ f(x) + g(y) ~ f(i) + min{g(y) IY E: Di} (28) 
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puisque y E: D­
x 

~ f(x) + min{g(y) !Y E: D-} ~ f(~) + g(y) (29) 
x 

(28) et (29) -> \ f(~) + g(y) • f(~) + min{g(y) IY E: D~} 

- -a) f(x) + g(y) ~ f(x) + g(y) ~ (x,y) E: D 

+ ao si D - ~ x 
avec min g(y) -

YE:D x r E: R -x 
sinon 

(i.e. ~ y E: D ) x 

~ f(~) + g(y) ~ min [f(x) + min{g(y) IY E: Dx}] (30) 
XE:Rm 

b) z • min [f(x) + min{g(y) IY E: Dxl] 
X€Rm 

\ ~ f(x) + min{g(y) IY E: Dx} 

en particulier : 

D'après la première partie de la démonstration, on peut donc conclure que 

min [f(x) + min{g(y) IY E: D l] ~ f(x) + g(y) (31) 
XE:Rm x 

(30) et (31) -=> f(~) + g(y) • min [f(x) + min{g(y) IY E D l] 
XE:Rm x 

c.q.f.d. 
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AI!•2-2.- Equivalence des problèmes (P.L.CA) et (P.L.CA) '.(voir§ V-2-2-~ 

PROPOSITION 10.- Les problèmes suivants, d~finis dans la deuxième 

méthode de Geoffrion : 

(P.L.CA)' min(~ L(VF,~F) + min{we!w+~! ~ f , w ER~}] 
~ER+ 

(P.L.CA) 

sont équivalents. 

D~monstration.- La démonstration de cette équivalence découle 

de celle des problèmes (P 1) et (P
3

) du théorème 23 en posant x • ~ 

et y • w • 

(P). 

c.q.f.d. 

AII-2-3.- Comparaison entre les contraintes additionnelles de 

Balas, Glover et Geoffrion. 

On note 

A matrice de format (mxn) à éléments dans L 
1 

!_! matrice unité de format (n,n) 

x et e vecteurs colonnes de dimension n 

b vecteur colonne de dimension rn 

f vecteur ligne de dimension n 

(les éléments de ces vecteurs appartiennent à L).. 

Considérons le problème 

max fx 

(P) A x ~ b 

!_lx ~ e 

x ~ 0 et x entier 

Nous noterons z la valeur de la fonction économique à l'optimum de 
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a) Glover [16 et 17] et Balas [1] définissent une contrainte addition­

nelle comme étant une combinaison linéaire des contraintes initiales; elle 

est de la forme : 

IR
m 

avec a E: + 

aAx ~ ab 

(en supposant que 3 i E: { 1, ••• ,m} tel que a.>O). 
l 

Geoffrion considère également une combinaison linéaire des con-

traintes initiales à laquelle il ajoute la contrainte 

obtenir une contrainte additionnelle de la forme : 

• (aA-f) x < ab - À • 

b) Considérons le problème 

max fx 

aAx ~ ab 
(P (a)) l_lx ~ e 

x ~ 0 et x entier 

\ 

• -fx < -À pour 

Si on note z(a) la valeur de la fonction économique à l'optimum 

(P) est une solution de de (P (a)) , en remarquant que toute solution de 

(P (a) ) , on a donc : 

z ~ z(a) 

If 
En particulier, si la solution optimale x (a) de P(a) est une 

solution réalisable de (P) , alors elle est solution optimale de (P) 

puisque : 

~ * fx (a~ • z(a) ~ z ~ z • fx (a) 

La meilleure contrainte additionnelle au sens de Glover est celle 

qui donne la valeur minimum l z (a) (c'est cette contrainte qui permet 
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d'éliminer le plus possible de solutions non réalisables pour le problème 

(P)) • 

· L'obtention de la meilleure contrainte additionnelle au sens de 

Glover revient donc à résoudre le problème 

(GL) minm[ max{ fxl aAx ~ ab , 1_1 x ~ e , x ~ 0 et x entier}] 
Cl€R+ 

Rappelons que l'obtention de la meilleure contrainte additionnelle 

au sens de Geoffrion revient à résoudre le problème 

(GE) minm[ab + max{(f-aA) xl l_lx ~ e , x~ 0 et x entier}] 
at:R+ 

(BA) 

Nous allons montrer que ce problème (GE) est équivalent au 

problème (BA) , qui permet l'obtention de la meilleure contrainte addition­

nelle au sens de Balas : 

min [max{fxlaAx ~ab , l_lx ~ e , x~ Ol] 
Cl€Rm 

+ 

(c'est le problème (GL) dans lequel la condition x entier est supprimée). 

\ 
THEOREME 2 4.- Les probZ~mes (BA) et (GE) sont ~quivaZents. 

D~m:mstration.-

1.- Considérons le problème (BA) 

fx -. max m1n ~ab + we 

aAx ~ ab ~ ~ 0 
<-> 

!_lx ~ e w ~ 0 

x ~ 0 _\laA +W ~ f 

(Ces deux problèmes étant en dualité . ~ € R et . 
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Soit a la valeur optimale de la variable ~ de ce dernier 

problème qui est équivalent, d'après le théorème 23 (en posant x • ~ et 

y • w) au problème : 

(en posant 

problème : 

a ab + min we 

~ aA + w ~ f 

w ~ 0 

On peut donc conclure, en appliquant une nouvelle fois le théorème 

x • a et y • w ), que le problème (BA) est équivalent au 

-min 0 ab + we 

ii aA + w ~ f 

(D.BA) 
a~O,w~O 

avec a € 1\.' 
m n 

a t: R+ et w t: R 

2.- Considéron~ le problème (GE) (dans lequel la contrainte 

x entier·· est inutile, comme nous 1 'avons déjà vu). 

max (f-aA)x 

1_1 x~ e 

x~ 0 

min we (en passant au duatl 

w >, 0 

aA + w ~ f 

n 
avec w t: R 

D'après le théorème . 23 en posant x • a et y • w , ce dernier 

problème est ~quivalent à 

min txb + we 

aA + w >, f 
(D. GE) 

(J ~ 0 ' w >, 0 
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Les problèmes (D.BA). et 

conclure que les problèmes (GE) et 

(D.GE) 

(BA) 

étant équivalents, on peut 

sont équivalents. c.q.f.d. 

COROLLAIRE 3.- Le probZ~me (GE) est Wle appro:x:irrt:1tion du 

(D.GE) 

(PL) 

1 probZ~me (GL). 

est le problème dual de 

max fx 

Ax' b 

Ux ~ e 
x~ 0 

(a multiplicateur de Lagrange associé à Ax ~ b et w multiplicateur 

associé à l_lx ~ e) 

Si 
.... 
a est ·la valeur optimale du multiplicateur associé à 

Ax ~ b lors de la résolution du dual, on peut conclure que la '~eilleure" 

contrainte additionnelle au sens de Balas est de la forme : 

\ â Ax ' âb 

et que celle au sens de Geoffrion est de la forme 

Remarque impDrtante 

Dans le cas de la résolution du problème (P.B.), qui ne possède qu'une 

seule contrainte, seule la contrainte de Geoffrion est utilisable 

(Glover et Balas ne peuvent pas en déterminer puisque â € ~· 
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AII~3.- EGALITE ENTRE dve(VF) ET dve(VF) 

PROPOSITION 11.- Soient : 

(voir § V-2-2-2.) 

ve : indice de la vaPiable d'~cart assoai~e à 
n • 

la contrainte .,
1 

tJ x. ~ L 
J J 

"vecteur ·crit~re de candidature" à 
0 

d(VF) 

l'optimum de (P.C.B.VF)' 
d(VF) "vecteur cri t~re de candidature " 

à l'optimum de (P.C.B.VF) 

i indice de base à l'optimum de 

(P.C. B. VF) 

alors : 
.. 

dve(VF) ~ dve(VF) 

D~monstration.- On peut démontrer ce résultat pour un ensemble 

VF quelconque mais,pour simplifier, on considérera VF • 0 et donc les 
0 

problèmes (P. C.B.) et (P.C.B.)' ; d et d désigneront les vecteurs 
critères de candidature à l'optimum • 

Considérons le problème (P.C.B.) , probième à une contrainte 

résolu en variables \ontinues et bornées 

(P.C. B.) 

Soient 

Max 
n 

fj .I x. 
Jz) J 

n 
tj .I x. 

J•l J 

0 ~ x. ~ 1 
J 

J • {l, ••• ,n} 

~ L 

j • 1, ••• ,n 

x une solution optimale de (P.C.B.) 

A l'optimum de ce problème, on considère 

••. 1 ••• 
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-
- {j 1 dj B+ • {j t: Jlxj- 1} ~ 0} 

B - {j E: Jlx· - 0} • {j 1 dj ~ 0} 
J 

(B+ U -i t: J - B ) tel que 0 < x. < 1 
fi • 

1. 

dj - fj -avec --r .e.J \J j t: J 
.tl. 

On peut également considérer la ·variable d'écart qui est nulle 

à l'optimum de (P.C.B.) 

x • 0 ve 

puisque 

Considérons alors le problème (P.C.B.)' , problème à (n+l) 

contrainte~ résolu en variables continues et positives : 

1 n 
Max Qf , ••• , f , 0 , ••• , OJ 

1 

\ 

.e.1 ~ .t2 .tn 1 0 

0 0 

0 . 0 . 1 0 

... 
0 

x 
n 

x ve 
YI 

Yn 

o-1 

• 1 

x1, ••• ,x ,x ,y
1

, ••• ,y ~ 0 n ve n ~ 

xl 
L 
1 x n 

x • . 1 ve 

YI 

Yn 
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dans lequel, pour simplifier, on fait l'hypothèse suivante 

(H2) . . . ~ 

Il est évident que les (n+J) premières composantes d'une solution 

optimale de (P.C. B.)' constituent une solution optimale de (P.C.B.) 

(P.C. B.) 

et 

inversement, les (n+l) composantes d'une solution optimale de 

sont les (n+l) premières composantes d'une solution optimale de (P.C.B.) '. 

.... 
On pose alors X la solution optimale de (P.C.B.)' associée 

.... x. (
A A A A A ) x

1
, ••• ,x ,x ,y

1
, ••• ,y 

n ve n 

D'après ·ce que nous avons vu précédemment, on remarque qu'à 

l'optimum de (P.C.B.)', les contraintes 

X• 
J 

~ 1 I,J j E: B 
+ 

sont actives (y. • 0 I,J j 
J 

E: B+) ; par contre, on a 
\ 

.... • 1 I,J j B y. E: 
J 

et 

0 < 
.... 1 <-> 0 < 

.... 
1 x. < y. < 

1 1 

Les (n+l) variables de base à l'optimum de (P.C.B.)' sont 

donc les suivantes (compte tenu de l'hypothèse (H2)) 

(
A A A A A A ) x1, ••• ,x. 1,x.,v.,y. 1, ••• ,y 

1- 1 · 1 1+ n 
• x ... 

I 

.... 
avec I base optimale de (P.C.B~) '· 

On désigne par : 

... / ... 



i+ 1 

j'1 
B~ (B-1) 1 

i+ 1 

.t Bt(B-1)1 
J•1 ... 

- ... 
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A la matrice des contraintes de (P.C.B.)' 

g la fonction économique de (P.C.B.)' définie par 

j • 1 , ••• , n 

0 j • n+1, ••• ,2n+l 

.. .. 
. dove • _ 

8
r (AI)-) On sa1t que (32) 

Calcul de 

B 0 .e.l ...... .e.i 0 

1 0 0 . . . . 
0 . . . 

• 1 1 

avec B • 
0 1_1 

et 1_1- matrice· unité de format (n-i,n-i) 

-

Or, 

- -1 
B 0 

\ 
0 

,_, 

est un vecteur colonne tel que 
j - 1 

0 j:s 2, ••• ,n+ 1 

(AI) -1 Ave • r -~~ - (AÎ) -1_ 

avec 

-1 

- 0 

lfAÎ)-I] ~ 
CB- 1)! j - 1 ••••• i + 1 - J 

J 0 j - i+2, ••• ,n+l 

k • 2, ••• ,n+1-~> ~ (B- 1)1• 0 j • l, ••• ,i-1 

l (B-1)t + (B-1)t+1 • 0 

(33) 

1 

l 
l' 



(33) et (34) ~ [<AÎ)-1 

le vecteur 

Ali - 19 

Ave] j • 

Î g est 

-j 
f 

0 

0 

11 • . e 
-1/.e_i 

0 

tel gue 

j•t, ... ,i 

j•i+J, ••• ,n+1 

j•t, .•• ,i-1 

j·i 
j•i+l 

j•i+2, ••• ,n+1 

(35) 

(36) 

d'après (32) , (35) et (36), on peut conclure que 

0 Ve d • c.q.f.d. 

N.B.- Ce résultat peut aisément se vérifier directement, en remarquant 

qu'à l'optimum de (P.C.B.) et de (P.C.B.)' la valeur de la composante 

d'indice j du vecteur critère de candidature est égale au "gain" que 

l'on obtient en faisant croître la variable d'indice j d'une unité, tout 

en respectant la contrainte. · 

\ 
En particulier, pour la composante d'indice ve et le problème 

(P.C.B.), le "gain" dve est égal au coût marginal associé à la contrainte 

x. + x • L 
J ve 

Il en est de même pour le "gain" 
0 Ve 
d dans le problème 

(P.C.B.)' qui est identique au problème (P.C.B.) • D'où l'égalité entre 
dve et 

,. 

,; 

;i ,• 
1 

~ ; 
:: ,, 
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A N N E X E III 

RESOLUTION DES PROBLEMES DE KNAPSACK A PLUSIEURS CONTRAINTES 

Nous avons abordé de plusieurs manières la résolution de tels 

problèmes : 

1.- BRADLEY démontre, dans [~ , qu'à partir d'un problème à 

plusieurs contraintes, il est possible de déterminer un problème équivalent, 

ayant le même nombre de variables mais ne possédant plus qu'une seule 

contrainte. 

Cette contrainte est une combinaison linéaire des contraintes 

initiales; bien que le calcul des coefficients de cette combinaison ne 

présente pas de difficulté en théorie (par exemple : utilisation de réso­

lutions de Knapsack en variables continues et bornées, à une contrainte), 

la méthode de Bradley ne devient pratiquement plus applicable lorsque 

le problème initial comporte plus de 3 ou 4 contraintes et également 

lorsque le nombre de variables est élevé : 

\ 
Par exemple, la transformation de problèmesde 10 variables à deux 

contraintes, dont les coefficients positifs des premiers membres sont 

inférieurs à 100 et les seconds membres inférieurs à 1000, aboutit à des 

problèmes dont les coefficients sont de l'ordre de 40.000 à 50.000. 

Ainsi, lorsque le nombre de contraintes ou celui des variables 

augmentent, les coefficients de la contrainte résultante deviennent vite 

très élevés et le problème associé ne peut plus être traité par ordina-

teur. 

Cela est d'autant plus regrettable que peu de modifications 

sont à apporter à notre méthode pour résoudre le problème résultant (des 

expériences ont été réalisées de façon satisfaisante avec des problèmes 

de 10 variables, à deux contraintes). 

i 
1 
1 

1 
1 
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2.- D'autres méthodes de résolution consistent à considérer 

le problème sous sa forme initiale (par exemple n variables naturelles, 

m contraintes). La difficulté essentielle se situe alors au niveau de 

la recherche d'une solution réalisable : 

La mise sous forme canonique du problème correspond à l'introduc­

tion de m variables d'écart; de plus la résolution du problème en varia­

bles continues et bornées aboutit à la considération de m variables de 

base optimale dont certaines peuvent être d'écart. 

A chaque étape de l'algorithme, cela conduit donc à un système 

de m équations contenant chacune m+l ou 

qu'une variable d'écart est de base ou non). 

m+2 inconnues (suivant 

Il s'agit donc d'explorer 

le domaine réalisable défini par ce système de contraintes, afin d'en 

déterminer la meilleure solution. 

L'exploration des solutions de ce système, dont le nombre de 

variables est égal au minimum à m+l et au maximum à 2m+l , n'a pas 

été tentée en le considérant sous sa forme initiale 

a) Nous avons employé une technique de résolution basée sur 

la réduite de SMIT~, qui permet de se ramener à une matrice triangulaire 
1 

inférieure infiniment plus maniable en pratique, (voir [30]). 

b) Une autre façon de procéder a été d'exprimer les varia­

bles de base en fonction des variables hors-base 

Si le système est de la forme Ax • a et si on pose 

I (resp. Ï) ensemble des indices de (resp. hors-) base à l'optimum, 

on obtient une relation de la forme 

dont l'utilisation peut être faite de deux manières 

b.J) Emploi du tableau simplicial à l'optimum du problème 

.1 
1 
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résolu par la méthode simpliciale écrite en rationnel. 

On se ramène ainsi à un système ayant toujours la même nombre 

d'équations et d'inconnues que précédemment mais ces dernières sont doré­

navant réparties sur chaque contrainte qui n'en possède plus que 2 ou 

3 (suivant que la variable d'écart associée est de base ou non). 

b.2) La relation (37) peut s'écrire 

où B
1 

représente la matrice des cofacteurs ( 

d (AI) 1 d~ . d AI i.e. et est e eterm~nant e 

On obtient un système du même type que le précédent. 

Les deux procédés qui viennent d'être définis et qui, en théorie, 

permettent de considérer des problèmes de tailles quelconques, sont 

pratiquement très ~ite limités par la grandeur des entiers obtenus ou par 

la durée du temps de calcul. 
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OA[N)t:OA[Ill 
OA[IJt•RJ 
RANG[N)IaRANG[lJI 
RANG[ 1 J taKr 
HI:XEtNll 
XE[NJt•XE[JJI 
XE[ 1 JaaHJ 
HI•XG[N)J 
XG[NJ I:XG( Il 1 
XG( 1 J t•HJ 
HI:F[Nll 
F[Nlt•Ftlla 
F[IJa:HJ 
Ht•l[NJJ 
l[NJ t:l( 1 J 1 
l[Jla•H'END•J 
'IF'SUPII 'THEN• •FOR• la= 1 •STEP'I 'UNTIL'SUP•I'OD' XEt 1 lt=XCt 1 J 1 
M2 1 =M-l 1 
MJt=M-21 
tJF'RANG[MJIN2 1 THEN••BEGtN••FOR 1 ItzM2'STEP•·I'UNTIL'I'DO''IF'RANG(Il 
•N2'THEN''BEGIN'Jt•ll 
•GOTO'DI 'END' 1 
OltCMt:F[JJJ 
U11•L[Jll 
f(J)Iaf[MJJ 
llJJ I:LtMlJ 
RANGtJJI•RANG[M)I 
F'[MJt•CMI 
llMJ laLMI 
RANG[MJI•N2J 
XG(JJ I:XGlMJ; 
XG(M)Ia0 1 EN0'1 

\ 

•COMMENT'PRELIMINAIRES •• RELATIFS••AUXe•PH08LE~ES•(PoA•J.DIF=LCPoAo); 
EXt•XG[M2lJ 
CM••F[Mll 
CM2t•F'[M2lJ 
LMt•LtMll 
LM21•l[M2Ja 
SUP 1 a =SUP 1 
MARIEtz 1 F'ALSE'I 
'IF'OA[M2l>OA[MI J 'THEN' 'BEGIN' 'lf'LM>LM2'THEN' 'BEGIN'' IF'EX=I 'THEN'' 
BEGIN''If'DA[M2J>DArMIJ•(LM-LM2J'THEN'MARIEt='TRUE''EN0''END''ELSE'' 
1F'EX=O'THEN''BEGIN''IF'OA[M2l>DA(MI l•(LM2-LM)'THEN'MARJta='THUE''EN 
D' 'END• 1 
DIFt=EV+LM2•EXI 
Na•N3•CM2*EXI 
•GOT0 1 REDI 
•COMHENT•SELECTIONeoDE••LA••VARIABLE••D•INOICE••K•••••I 
OEBIX[Klt•IJ 
TP2t•NJ 
DIFit•OIFI 
•IF'XG(KJ•t•THEN''BEGIN•Na•N-F[Kll 
OIFiaOJF+l[KJ'END''ELSE••BEGJN'N•=N+F(KJ; 
OJFI•OJF•L[KJ'END'J 
NlzN-PLUSI 



0 51 
0 51 
0 52 
0 53 
0 54 
0 55 
0 56 
0 57 
0 57 
0 58 
0 58 
0 59 
0 60 
0 61 
0 62 
0 6J 
0 64 
0 65 
0 65 
0 66 
0 67 
0 68 
0 69 
0 69 
0 7U 
0 71 
0 72 
0 73 
0 74 
0 75 
0 76 
0 77 
0 78 
0 79 
0 80 
0 RO 
0 80 
0 80 
0 81 
0 82 
0 82 
0 8J 
0 84 
0 as 
0 ~6 
0 86 
0 86 
0 87 
0 87 
0 88 
0 89 
0 90 
0 91 

1 0 92 
0 9J 
0 94 
0 94 

i 0 95 

•COMMENT'RESOLUTION••DE••<P•A•>•••••I 
'IF'OtF<O'THEN••BEGJN''IF'KcHJ'THEN''BEGIN'X[KJa=o; 
1 lf'XG[KJ=o•THEN'K2Ra=K2R+LIKJ' 
OJFI•OJFJI 
N .. TP21 
•GOT0 1 DJ 1 END'••LA•tVARIABLE••SELECTIONNEE••A••POUR•••INOICEe•J,,; 
•GOTO•CONT•END'I 
EXISt'COHMENT'EXISTENCE,,O,UNE••SOLUTION•••••I 
'IF'DIF>=LM+LM2'THEN''BEGIN'XMI t=DIF-LM-LH21 
XM2&•XHt•l 'END' 'ELSE'REOt' tf 1 LM>LM2'THEN' 'AF.GIN' 'IF'OIF>=LM'THEN' 'BE 
GIN''IF'HARIE'THEN'•BEGJN'XM2&=1 1 
XHIZOI 
XMI&=DIF-LM2 1 EN0' 'ELSE' •BEGIN'XMJ&:OJF-LM' 
XM21:Q; 
XM&::aJ 'END' 'END' 1 ELSE'' IF'Dif>=LH2'THEN' 'BEGIN'XMit=DJF-L:-121 
XM2 1 •1 1 
XMa=O'END' •ELSE' 'BEGlN'XMit=Dlfi 
XM21:XM1:0 1 END''END•'ELSE''IF'LM2=LM'THEN''AEGIN''lf'DIF>=LM2'THEN'' 
BEGtN•xMI&•OlF-LI'll 
'IF'EX::ai'THEN' 'BEGIN' XM2t=l 1 
XMa=0 1 END' 1 ELSE''BEGIN'XM2t=OI 
XMI•I 'END• 'END• 'ELSE• 'BEGIN'XMJa=DIFI 
XH21:XMt=0'END' 1 END•'ELSE''AECIN''IF'OJF>=LM2'THEN''BEGJN''If'MARIE' 
THEN 11 BEGIN•XM2t•01 
XM t = 1 1 
XMII=Oif•LM'END' 'ELSE''AEGIN'XMit=OIF•LM21 
XM2t=l; 
XMt•O•END''ENO••ELSE''JF'Oif>=LM'THEN''BECJN'X~I t=OJF-LMi 
XM2t:O; 
XMt•J 'END' 'ELSE' 'BEGIN'XMit=Difl 
XM21=XMt=0'EN0''END•I 
PLUStaCH2*XM2+CH*XH; 
Nt=N+PLUSI \ 
NJI•NI 
'COMMENT'N:VALEUR·•DE••LA••fONCTION••ECONOM!QUE••ASSOCIEE.•A•·LA•••• 
SOLUTIONt•DE••<P•A•)•••••I 
'IF'N>NI'THEN''BEGIN''COMMENT'NOUVEL••OPTIMUM•••••i 
FVCI:FVC+NI•NI 
N 1 t =N 1 
tfOR 1 It=SUP 1 STEP'I'tJNTIL'MJ'OO'XEIJJt:'JF'XJJJ=I'THEN'I-XG[IJ'ELSE 1 X 
G l 1 J 1 
XEIM2Ja=XH21 
XE[MJ t::zXHI 
VEI•XMJ 1 
•COMMENT'NOUVELLE••FIXATION••DE••VARIABLES·•SI••POSSJRLE•••••i 
'FOR• t a=SUPI 1 STEP' I'UNTJL 'MI'DO' 'BEGIN'' If 'DA[ 1 J>=FVC'THEN' 'BEGIN'SU 
Pl t=SUPI+I; 
•COHHENT•NOUVEAU.,CRITERE·•D•OPTIMALITt ••• ,,; 
'1 F 'X [ 1 l = 1 'THEN' 'GOTO 'FIN' END'' ELSE' 'GOTO '06 'END' i 
D4&'1F•SUPI>•H•THEN••GOTO'FINI 
'IF'SUPI>SUP'THEN'SUPt=SUPI i 
D5t 'IF•X[SUPJ•I 'THEN' 'BEGIN'SUPt:SUP+l i 
'IF'SUP>~M•THEN''COTO'FINI 
•GOT0 1 D5'ENO''END'I 

'COMMENT'RECHERCHE••OE••LA••VARJABLE••SELECTJONNEE•••••; 
KI•H21 
ZI•OA[MI J•XHII 

i: 
' 



0196 
0197 
0198 
0199 
0200 
0200 
0201 
0202 
020J 
0204 
0205 
0206 
0207 
0208 
0208 
0209 
0209 
0210 
0211 
0212 
021J 
0214 
0215 
0215 
0216 
0217 
0218 
0218 
0219 
0220 
0221 
0222 
022:S 
0224 
0225 
0226 
0227 
0228 
0229 
02:so 
0231 
0232 
0233 
0234 
02::s 5 
0235 
0236 
0237 
0238 
0239 
0240 
0241 
0242 
024) 
0244 
0 ~45 
0 ~46 
0247 

K2RI:Olfl 
•JF 1 XM21EX•THEN 1 ZI=Z+DAfM211 
OJa'lF•K=SUP'THEN''GOTO•FINI 
Kas:K-11 
'lF'X[KJ=I •THEN''BEGIN''COMMENT'•••K•••DANS•o•VF••••• 1 
X[KJI:OJ 
'lf'XG[KJ=I •THEN''BEGlN'OIF•=DlF•L[KJi 
N1=N+F[KJ 1 EN0''ELSE••BEGIN'DlF•=DIF+L[K]; 
NlaN .. f'(K)J 
K2RiaK2R+L[Kl 1 END 1 1 
Z•=Z+OAlKJa 
'GOTO'OJ'ENO'a 
K2U•OA[Kl+ZI 
'lF'NJ+K2>NI 'THEN' 'REGI N' 'CCMMENT'TEST• • •l• • oVRAJ • • • • •l 
'lF'XG[KJ=I 1 THEN'K2Ra=K2R+l[Kl 1 ELSE'K2Ra=K2R·L[Kli 
'IF 1 K2R<0 1 THEN 11 BEGIN''COMMENT 1 TEST•••2•••FAUX•••••I 
'IF'XG[KJ=O•THEN'K2Ra=K2R+l[KJ; 
1 GOT0'0:3'ENO'••••EV •• BOQNE••INFERlEURE··DE •• LAeoVARlAALF••D•ECART••I 
EVa:K2RI 
1 FOR•Ja•K+1 1 STEP'I'UNTIL'M'00''lf'L[IJ<=K2R'THEN'EV1:EV-L[Ili 
1 JF'EV<=0'THEN''G0T0'0EBI 
1 1F'N:3+K2•0A[MIJ•EV>NI 'THEN''GOTO'OEB'ENO'TEST ••• :s ••• FAUXo••••i 
'COMMENT 1 TEST•••I•••FAUX•••••i 
1 IF 1 XG[KJao•THEN'K2RI=K2R+L[K]I 
•GOTO'DJI 
1 
'COM'RECHERCHE••D•UNE••SOL••REALJSA8LE••APRES••RESOLUTION.OEoCPoA•)I 
CONT1Ha:21 
LAIJI:M•Hi 
1 lF'X(JJ=O•THEN''BEGlN'X(JJI:I i 
1 If'XG(Jl•l •THEN''BEGIN'DIF•=DIF+L[JJi 
NI:N•f(JJ J 

' •IF'OlF<0 1 THEN''GOTO'CONT; 
•GOT0 1 EXIS'END'J 
OIF•=DIF'•L[Jl; 
NlzN+f[J]J 
'GOTO•CONT'END'I 
X[J)IaOI 
1 IF'XGCJl=l 'THEN''BF.GIN'DIF•=DIF-L[Jli 
NI=N+F[JJ'END''ELSE••BEGIN•DlFa=DIF+L[J); 
N 1 = N-F [ J J ' E ~l D ' ; 
H•=H+II 
'IF'J>K+I'THEN' •GOTO'LA; 
•IF'KISUP'THEN••BEGIN'X[KJa=OI 
•COM•PAS••DE•·SOLUT!ON••REALISAl'LE• oPASSAGE •• A.oLoiNOICE•·K-1•• i 
'lf'XG[KJ=O•THEN 1 K2Ra=K2R+L[K); 
Na:TP2; 
D!FI:OJFII 
•GOTO'OJ'ENO'i 
F l N 1 TE X T C "S 0 LUT 1 0 N'? 0 PT 1 t-4 ALE? 0 E? ( P • A • ) ? ? =?X 1· '? r \ ) 1 
PRINT(5); 
•FO~'Ia=l 'STEP'I 1 UNTIL'M'DO'EOJTC"F5•0\,XE(J J ); 
PRINTC2>; 
TEXT("VARIAALE??01ECART'??=\)I 
EDJT("f5o0\,VEJ; 
TEXT("1???1r•XE??•\)i 
EDITC"F5•0\,NI JI 
PRINTC2l'EN0' 1 EN0''FN0' 
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