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INTRODUCTION

Les notions de langages et de grammaires ''Context-Free" (C-langages et
C-grammaires) ont &té introduites par CHOMSKY [2] 3 partir de considérations
linguistiques. La principale utilisation pratique de cette théorie est
1'analyse syntaxique des langages de programmation.

Un des algorithmes d'analyse syntaxique souvent employé est 1'analyse
prédictive formalisée par GREIBACH [9] ; elle consiste a développer simulta-
nément toutes les dérivations les plus d gauche jusqu'ad ce que les mots ainsi
trouvés aient méme sous-mot initial que la partie déja lue de la chalne 3
analyser. Cet algorithme présente 1'avantage de pouvoir donner des renseigne-
ments sur 1'arbre de génération. Mais il présente 1'inconvénient de conduire
parfois a un nombre considérable de dérivations possibles. I1 &tait donc
naturel d'essayer de réduire ce nombre de dérivations. Différents algorithmes

de réduction ont été imaginés [11, [5}, mais ils ne conduisent pas a un résultat
général.

Pour essayer d'y remédier, KORENJACK et HOPCROFT [12] ont défini les
s-grammaires, KNUTH [11] et LEWIS et STEARNS [15] ont défini les grammaires
LL(1), et WOOD [17] les grammaires ''Left-Factored'. Elles présentent toutes
la particularité de n'engendrer qu'une seule dérivation possible @ chaque
étape de 1'analyse. En fait, la classe des C-langages engendrés par les
grammaires LL(1) est la méme que celle des ''Left-Factored'", et contient celle
des s-grammaires.

Un premier but de notre travail a &té de définir une classe de langages
qui possédent la méme particularité : les langages permutables. Cependant, la
définition que nous en donnons au chapitre I est d'une part plus proche de
1'algorithme d'analyse, et d'autre part elle étend les définitions de KNUTH



et de WOOD. En particulier, une C-grammaire permutable peut €tre ambigué.
Nous montrerons cependant que les C-langages permutables coincident avec
les C-langages LL(1) ; nous donnerons en outre une forme particuliére des
C-grammaires permutables.

La définition des C-langages permutables en termes de grammaires étant
apparue peu maniable, il était naturel d'en chercher une caractérisation au
moyen d'automates a pile de mémoire : c'est ce que nous faisons au chapitre
II. Cette caractérisation qui existait pour les s-langages mais qui n'avait
aucun équivalent pour les langages LL(1), nous permet de développer les pro-
priétés des langages permutables dans les chapitres suivants.

Au chapitre 1II, nous définissons une classe particuliére de C-langages
permutables : les C-langages sans permutations. Ceux-ci nous permettent de
montrer sous certaines conditions une conjecture de KNUTH [11] qui se réveéle
fausse dans le cas gé€néral [131. Nous verrons aussi que les K-langages, les
langages de Dyck et de semi-Dyck, et les C-langages bornés permutables sont

des C-langages sans permutations.

L'étude formelle d'une classe de C-langages s'accompagne naturellement
de 1'€tude de sa stabilité pour différentes op€rations. KORENJACK et HOPCROFT
(121, ROSENKRANTZ et STEARNS [16] et WOOD [17] ont ainsi montré que la plupart
des opérations habituelles ne conservent pas les C-langages permutables. Au
chapitre IV, nous exhibons d'abord d'autres op€rations qui ne préservent pas
les C-langages permutables. Nous €tudions ensuite la stabilité de ces langages.
Cette étude nous a donné deux résultats trés généraux quant a l'union et a la
diftérence de langages. Le troisiéme, plus restrictif, nous conduit 3 une autre
formulation du théoréme de CHOMSKY - SCHUTZENBERGER [31.

Par ailleurs, 1'étude des C-langages bornés permet de répondre a un
certain nombre de questions théoriques. I1 était intéressant de caractériser
les C-langages bornés permutables. Cette caractérisation est faite au chapitre
V dans le cas particulier des bornés sur deux lettres. Elle est exprimée en
termes de semi-lin€aires, comme 1'ont déji fait PARIKH, GINSBURG, et DRIEUX

[4]1 pour les C-langages bornés quelconques, non ambigus, ou déterministes.

Enfin, au chapitre VI, nous revenons a l'analyse syntaxique. Les algorithmes
de type ascendant ou descendant exploitent une grammaire du C-langage. Si la
grammaire posséde certaines particularités, des modifications de 1'algorithme



peuvent en accélérer la mise en oeuvre ; ainsi, quand la grammaire est permu-
table, 1'analyse prédictive peut &tre plus efficace [11, [10]. Nous envisageons
1'analyse sous un autre point de vue en exploitant 1'automate a pile de mémoire.
Nous pouvons alors tirer parti de certaines particularités de 1'automate et
analyser efficacement les C-langages déterministes.



CHAPITRE 0

NOTATIONS et TERMINOLOGIE

I) NOTATIONS

Un ensemble fini non vide I sera appelé alphabet, et le monoide libre
qu'il engendre sera noté r*.

L'opération dans I* sera notée multiplicativement ; son élément neutre

sera noté A et appelé mot vide.

Nous appellerons généralement mots les éléments de $*, et lettres les

€léments de .

Nous noterons z° = r U {A}, et pour deux parties quelconques A et B de
ok
-AB=1{xy |xe€eA; ye€B},

A\B={x | x€A; y¢B},

{x | x€ ¥ ; 1ye *tel que xy € A},

1
I

Init (A)

I

Card (A) le cardinal de 1'ensemble A ;
pour un mot w de £*, et un €lément x de A, nous noterons

- CardX (w) le nombre d'occurences de x dans w,

- Card, (w) = )

Card); (w).
XEA

4
La longueur d'un mot w de £* sera alors Card (w), et sera notée |w].

Enfin, nous appellerons langage sur I (ou sur :¥*) toute partie de I*.
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I1I) AUTOMATES D'ETATS FINIS ET K-LANGAGES

Une famille importante de langages est celle des K-langages. Ils peuvent
€tre caractérisés en termes d'automates :

Un automate d'états fini est un 5-uple A = (K,Z,G,pO,F), ol

K est un ensemble fini non vide (ensemble d'états),

£ est un alphabet,

§ est une application de Kxi dans K,

=~ Py est un €lément particulier de K (état de départ),

F est une partie de K (état de sortie).

L'application ¢ est étendue en une application de K x I* dans K en posant :
-YqeK, G(q’A) =4q,

-VqgekK, Vwe *, Vx€ 1, §(q,wx) = 8§(8(q,W),x).
Le langage reconnu par A est : E(A) = {w € ¥ | 6(p0,wj € F}.
Un langage est un K-langage s'il est reconnu par un automate d'€tats fini.

Nous parlerons aussi de K-langages locaux :

Un K-langage R est local s'il existe deux sous-ensembles A et B de z, un
sous-ensemble A de z° tels que :

R = (AZ* (Y £*B) \ I* A z*.

IIT) C-GRAMMAIRES ET C-LANGAGES

Les langages '‘context-free' ont €té définis par CHOMSKY [2] 4 1'aide de

grammaires "‘context-free' (C-langages et C-grammaires dans notre terminologie) :

Une C-grammaire est un quadruplet G(o) = (V,z,P,0), ol

- T est un alphabet (terminal),

- V\ I est un alphabet (non terminal),




0.3

- P est une partie finie de (V\z) x V¥,

- o est un €lément particulier de V\: (axiome).
Un €lément (g,z) de P sera noté ¢ + z et sera appelé productiorn.
On écrira plus simplement G si 1l'axiome est sous-entendu.

Nous noterons d'une maniére classique :

et et =T (ou plus simplement ===> et +==> si (G est sous-entendul

Ces relations binaires sur V* x V* définies V(x,y) € V¥ x V¥ par :

x==>ysidu,v,z€V¥ 1 ¢£€V\NL,etd (£ >2) €P tels que
l'on ait x = ugv et y = uzv,

x e e=>ysiju€err, Iv,zeVs, 1geVir,etd {(g-+2)€eP
tels que 1'on ait x = ugv et y = uzv.

- =é=> et ~=%=> (ou plus simplement ==> et -==>) les cldtures transitives

respectives de < et =

! who

La relation ===> (resp. -==

>) sera appelée une dérivation (resp. une
dérivation la plus a gauche).

Nous noterons aussi
- WG ={ee v\ | ¢ =%%> A}, (ou plus simplement W),

- LG(y) ={we€z*x |y = w}, (ou plus simplement L{y)),

~ L{G(0)) = LG(o) (ou plus simplement L(G) si 1'axiome est

sous-entendu) .
L(G) sera appelé langage engendré par la grammaire.
Un langage est un C-langage s'il est engendré par une C-grammaire.

Nous dirons encore que deux grammaires sont &quivalentes si elles
engendrent le méme langage.
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Enfin, une C-grammaire G(o) sera dite réduite si

la
v

-VeeV\N(@ZVUI{s}),l u, vevstels que o =é=> ugv, et si

~le
7

-YeeVN(QCU{o}),l we z* tel que ¢ =é=> W.

IV) AUTOMATES A PILE DE MEMOIRE

Les C-langages peuvent aussi €tre caractérisés en termes d'automates :

Un automate 3 pile de mémoire est un 7-uple M = (K,Z,F,G,ZO,pO,F) :

- K,Z,qO,F ont la méme signification que pour les automates d'états finis,

I' est un alphabet

§ est une application de K x £° x I dans 1'ensemble des parties finies

de K x r* (fonction de transition),

- Ly est un €lément particulier de T.

Nous noterons hq (ou plus simplement ) la relation binaire sur Kxi*xr*

(appelée mouvement dans M) définie par :
Vp,gq K, Vwe ¥, Vx€ :°, Vo, 8ETI*, VZE€ET*:
(p,xw,aZ) kg (@,w,08) <==> (q,8) € §(p,X,Z).
H%-(ou Fi) désignera la cléture transitive de hq .
Le langage reconnu par 1l'automate M est

TM ={wezx | 1qer,1yeTr*: (p)w,2) hq (q,4,v) 3+

Un langage est un C-langage si et seulement s'il est reconnu par un

automate a pile de mémoire.
Nous poserons aussi :
Zéro (M) = {we ¥ | 1 g€ K : (py,W,Z0) }-M (q,h,0) 7.

Nous dirons que deux automates sont équivalents s'ils reconnalssent le

méme langage.
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I1 est possible de restreindre la puissance de 1'automate, et de ne
considérer qu'une classe particuliére de C-langages, en introduisant les

automates déterministes [7]

Un automate a pile de mémoire M est déterministe s'il vérifie les deux

conditions suivantes :
-V (p,x,2) € K x £° x T : Card (8(p,x,Z2)) < 1,
-V (p,2) € K xT : 8(p,A,2) #0 =>Yx€ 2, 6(p,x,2) = 0.

Un C-langage est déterministe si et seulement s'il est reconnu par un

~

automate a pile de mémoire déterministe.

V) APPLICATIONS SEQUENTIELLES

Une famille importante d'applications dans le monolide libre est celle des

applications séquentielles (directes ou inverses) :

Une machine séquentielle généralisée [6] est un 6-uple S = (K,Z,A,@,A,pﬁ}?

K est un ensemble fini non vide,

£ et A sont des alphabets,

§ et A sont des applications de Kxf respectivement dans K et 2%,

- Py est un €élément particulier de K.

Les applications & et X peuvent €tre &tendues en des applications de Kxg*

dans K et A* respectivement, en posant

-Vqg€eK: s(q,h) =q, et a(q,A) = A

-Yu,v € ¥ : §(q,uv) s(s(q,u),v),

rlg,uv) = a(q,u) r(8(q,u),v).

L'application de t£* dans A* définie par S(w) = A(po,w) pour tout w € I¥
est appel€e application sé€quentielle.
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VI) ENSEMBLES SEMI-LINEAIRES DE N2 ET LANGAGES BORNES

Un langage L sur % est dit borné s'il existe des mots w

tels que 1'on ait L w? wg cee wg.

1200 o¥y de ¥

Nous nous intéresserons plus particuliérement aux langages bornés sur
deux lettres, c'est-d-dire aux cas ou n=2 et W, = oay € I pour i=1,2, et a # a,.
I1 y a alors une bijection entre le sous-monoide a? a% et b@. Nous noterons
fa et appellerons application canonique 1'application de N2 dans a? a§ définie
par

n 1’12

245 _ 1
fa ({(n1,n2) eEN"}) = {a1 a, }

11 sera intéressant de classifier les sous-ensembles de Nz, et nous

reprendrons pour cela la terminologie de [4].
En particulier, nous appellerons linéaire tout sous-ensemble de N2 de
la forme L =c + P*, oic € N2 et P~ est le sous-monoide de N2 engendré par

1'ensemble fini P.

Nous appellerons semi-lin€aire toute union finie de lin€aires,et ponctuel

toute union finie de linéaires de la forme ¢ + (0,q)*, avec q € N.



INTRODUCTION AU CHAPITRE I

et te

Wt

{ L’algorithme d'analyse prédictive est de type descendant. L'analyse d'un
mot u se fait lettre par lettre, en développant les dérivations les plus & gau-
che jusqu'a apparition d'une lettre comme sous mot initial. Si ce terminal est
différent de la lettre analysée dans u, cette dérivation ne pourra pas engendrer
U. En cas contraire, le reste du mot obtenu dans la dérivation est susceptible
d'engendrer la partie du mot u qui suit la lettre gqui vient d’é&tre analysée. Tous
ces mots issus de dérivations les plus & gauche, appelés parfoilis piles cibles
[10] ou suites possibles doivent &tre conservés. En effet, leurs dérivations les

~

plus & gauche permettent de poursuivre 1'analyse.

I1 est clair que cet algorithme sera plus efficace s’'il n'existe qu'une

~

seule suite possible a chague étape de 1l'analyse.
En général, une grammaire ne vérifie pas cette propriété.

Dans ce chapitre, nous définissons les C-grammaires permutables comme des
grammaires qui & chague étape de 1'analyse, ne peuvent donner deux suites possi-
bles différentes ; mais elles peuvent &tre ambiguBs et par conséquent donner

plusieurs suites possibles identigues.

Cette définition généralise celle des grammaires LL(1) de KNUTH [11] et
des "Left~-Factored” de WOOD [17]1 qui sont des grammaires non ambigu#s, appar-

tenant & la classe des permutables.

Cependant, le fait d'avoir permis aux C-grammaires permutables d'é&tre
ambigués n'étend pas la classe des C-langages gqu'elles engendrent (les
C~langages permutables). En effet, nous montrons par 1l'intermédiaire des
lemmes 1.3, I.4 et I.6 gu'un C~langage permutable peut &tre engendré par un
type particulier de C-grammaires : les C-grammaires prédictives (Théoreme I1.1].
Ceci est également une propriété caractéristique des langages LL(1) et "Left-

Factored”, et assure l'équivalence des classes de langages.



La forme prédictive avait été introduite par KNUTH [11] en raison de sa
simplicité. De plus, l'analyse prédictive sur de telles grammaires est plus
efficace [10]. Le codage des productions est en outre simplifié si la longueur
de leurs seconds membres est bornée. Le théoreme I.Z2 montre gue cette longueur

peut toujours étre rendue inférieure ou égale & 3.

De plus, les variables gui peuvent engendrer le mot vide restreignent
particuliérement 1'efficacité de 1'algorithme. La condition (I.5) du théoreme
1.2 assigne & ces variables une place fixe dans les parties droites des régles

de productions, ce qui simplifiera les démonstrations des chapitres II et III.

Enfin, nous montrons qu'un langage reste permutable lorsqu'on lui ajoute
ou retranche un marqueur de fin, propriété qui n'est pas vraie pour toutes les

classes de langages et gue nous utiliserons en particulier au chapitre VI. }



CHAPITRE I

C-GRAMMAIRES PERMUTABLES

Nous définissons ici les C-grammaires permutables. La définition qui
en est donnée est trés proche de 1'algorithme d'analyse prédictive. Le but
du chapitre est de montrer 1'équivalence avec les grammaires LL(1),
"left-factored', et déterministes, et d'obtenir une forme particuliére des
C-grammaires.

Définition 1.1 : Une C-grammaire G = (V,IP,0) sera dite permutable si et seulement si

(I.1)

pour tout mot W de II¥*, la relation suivante est vérifide :

! ! 7'\’ .__2&_ ! L1 1 !
\ Xqs X{5 X5, X5 € V¥ tels que o > x: > wx. et w ¢ Init (xl)

pour i=1,2, on a : Xq = Xp.

Remarquons que les x; sont les piles cibles de [10], et qu'une C-grammaire
permutable n'est pas nécessairement déterministe [10]1, ni une LF-grammaire [171,

ni une grammaire LL(1) [11] : celles-ci ne sont pas ambigués alors que les
grammaires permutables peuvent 1'étre, comme le montre 1'exemple suivant :

G = ({X,A,B,a,b,c}, {a,b,c}, {X >DbAB, A>a, A> A, B> aB, B~c}, X).

Définition 1.2 : Un C-langage sera dit permutable si on peut trouver une C-grammaire

Lemme I.1 :

permutable qui l'engendre.

Grdce au lemme suivant, dans tout ce qui suit, nous pourrons supposer que
les C-grammaires utilisées sont réduites :

Toute C-grammaire permutable est équivalente & une C-grammaire réduite et
permutable.
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La démonstration est une simple transposition de celle de [6] pour les

C-grammaires quelcongues.
Etablissons une premiére propriété des C-grammaires permutables :

Lemme 1.2 : Une C-grammaire G est permutable si et seulement si pour tout £ € V\ z, 1la
C-grammaire G(&) est permutable.

- Si G(&¢) est permutable pour tout £ € V \ £, G(o) = G 1'est également.

- Inversement, supposcns gqu'il existe £ € V \ I, et X5 Xi € V¥ pour i=1,2,

et w € II* tels que
- Xy # X5,

. w £ Init (xi) pour 1=1,2,

P
w

. E S Xi [ WXl pour i=],20

P
EaY

G étant réduite, 1 u€ ¥, 1 v € V¥ tels que 0 *=> u § V.

Ay

Alors 0 s===> UYLV +==> uxiv .

> UWX.V pour i=1,2.

Or X, # X, impligue X4V # X5V, et w € Init (Xi) impligue uw ¢ Init (uxi)

pour i=1,2.
Cela contredit 1’hypoth&se gue G est permutable.

Nous allons maintenant caractériser les C-langages permutables en termes
de C-granmmaires mises sous la forme particuliére suivante :

Définitzion 1.3 : Une C—grammav,'re G = (V,Z,P,U) cet dite h-normale si
V(e»z) € P : z € {A} UZ(V \ 2)*.

Posons SG(C) ={a€z | 1u, veEV: teles que o => q £ av}

Définition 1.4 : Une C-grammaire G = (V,%,P,0) est dite prédictive si elle est A-normale,

et si, pour tout £ € V \ I, les deux conditions suitvantes sont vérifiées :
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(1.2) : @ a;,8, € I, i 2152, € V¥ tels que 2, # 2, et (g » aizi) € P pour 1=1,2)

implique 31 f 3.23

(I.3) : (£ €WG),3aecz,dzeV* 1(g > az) € P) implique a & SG(g).

Lemme I.3 :

Etablissons d'abord la condition suffisante de 1a caractérisation :
Toute C-grammaire prédictive est permutable.

Supposons qu'une C-grammaire prédictive G = (V,z,P,0) ne scit pas

permutable.
Alors, V i € {1,2}, 1 xi,xi € V¥ avec X, # X5 3 i wE ZI¥ tels que

. w € Init (xi),

«w

) Lo e X! =

Comme V z € V¥, WX e==> 7 impligue z € wV¥,

si 1 1i,j € {1,2} tels que la dérivation (¥) soit de la forme

ato oo
EAY ”»

o e===> xj Y e wxj > WX, w ¢ Init (xi) implique 1i=j.

Les deux dérivations (*) sont donc différentes, et

Vied{l,2l,iceVNs, 1z, eV, Juesk, 3veVvs, 3 (c-z)€P,

wla e
W Ay

tels que (*) soit de la forme o e===> ULV ==> U Z-1 Vv oe==> WXi’ avec 21 # ZZ'

Deux cas sont possibles
1V 1ie {1,2}, z; # A

Comme G est A-normale, nous pouvons poser z; = a;z;, avec ay € I et 5 € V*,

et comme G vérifie la condition (I.2}, z1 # Z2 implique a1 # az. D'autre part,

puisque w € Init (Xi)’ w est de la forme u a u' avec a € £ et u' € £*. Donc

. 2.
ual 1

vV +==>uy a u' X; pour i=1,2, ce qui contredit a, # a,.
2) 1 1ie (1,2}, z; = A. Posons par exemple zq = A

Alors, Z4 # Z, impligue Z, # A,
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"t

Posons comme ci-dessus z2 = a2 22, avec a2 € I et 52 € V¥ ; de la méme

o
"~

fagon, W est de la forme u a u', avec a € & et u' € ¥, et u a, 2, v+

>

uau' X,. Donc a = a,.

D'autre part, o «==> U § v «==> 4 z1 V = Uuv e

W

Donc v »==> a u' x,, et par conséquent, a = a, € S~(£), ce qui contredit
1 2 G

= 1
> wx1 uau x1.
la condition (I.3) et achéve la démonstration.

La condition nécessaire de la caractérisation sera faite a 1'aide de
deux lemmes préalables :

Lemme 1.4 : Toute C-grammaire permutable est équivalente a une C-grammaire A-normale,
permutable et vérifiant la condition (I.2).

En effet, soit G = (V,Z,P,0) une C-grammaire permutable. Posons

G2 = (V,Z,Pz,o) od, pour chaque £ € V \ &, P2 contient les productions :
- € ~>Asig€ WG

- £ »> ax, pour tout a € & et tout X € V¥ tels que 1 X' € V¥ avec

a g Init (x') et ¢ -=%=> x' =F=> ax.

Montrons d'abord que G2 est permutable, équivalente & G, et vérifie la

condition (I.2).

Puisque G est permutable, il en est de méme pour G(§), V & € VNI

(lemme I.2). Donc G2 vérifie la condition (I.2), et P2 est fini.

D'autre part, comme chaque production de P2 est une dérivation dans G,

L(G,) €L(G).

Montrons maintenant que L(G)g;.L(GZ), en établissant au préalable la

propriété suivante :

(P) iwe zz¥, 1 Yi» Y22 ¥' € V¥ tels que w € Init (y'), et

e
<

() Y1 % y' 5> Wy, implique Yy, §§=> Yy

ol
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Supposons la propriété fausse.et considérons la plus courte des dérivations

(*) telles que y1/jé§; Y)e

a)l

2

Notons p la longueur de cette dérivation (*) et posons

=Wy &y ... §p, avec Wy € I%, 51 eV \Ng, &y € Vpour 2 51 5 4.
D'apres [6]1, 1 z; € V¥ (1<igf), tels que &5 =€?> Z;s BE WY, =W 2y L. Zpe
Puisque w ¢ Init(y'), 13 W, € LI* tel que W = Wy Wy, et 1 y'" € V¥ tel que
= w1y", avec W, ¢ Init (y').
Soit k € {1,...,£} tel que Zysensly g = A, et zy # A
Distinguons deux cas :
Zy € W, V=,
Posons z; = W)Yz avec yq € V&,
Comme les dérivations sont les plus & gauche et que v, ¢ Init (y'),
= Y3 ¥g = Y3 Egeq coc Epe Bt y't =y Ejeq *-° by avec y'"' € V¥, et

r==> y “=F=> W, Yz, avec w, g Init (y'").

Siy" € (V\Nz1) V¥, (gk > W, y3) € PZ’

Sinon, posons y'" = Wy by, avec Wy € LI* et t € (V NI) V¥ et

= Wy Wy, avec W, € I,
Comme w, ¢ Init (y"'), Wy # A et Wy ¢ Init (t1).

De plus, 1 t', t, € V* tels que Wy g Init (t'), et que

o; 1 r—— -; r——1 =
S T T W by TE Wy by T Wa Wy Yz T W) Yz

ol wte
<

Alors, d'apres la minimalité de p, Ek =ﬁ§> w3 t2, et t2 =§;> w4 y3‘

Par conséquent, gk =ﬁ§> w2 Yz
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Comme d'autre part z; ... z;_; = A impligue (Ei > A7) € P2 pour 1gigk-1,

la dérivation suivante est vraie dans G2 :

Y1 T W8y e By B B o0 B T, M bk k1 00 B2 T,

Wi Wo Y3 Egaq "0t Ep T WY

Contradiction.
b) 2y 8 W, Vv,
Alors, 2 = Wo € ILr*, et 1 Wy € IIZ* tel que Wy = Wy Wy

Puisque £, *==> W, € LI%, ] t', t € V* tels que w, € Init (t'), et que
k G 3 3

ex=g=> t! ==> yw T e==—> W

t T G Wit TG VW3-

Alors, d'aprés la minimalité de p, £ = w,t.
k G2 3

Be plus, la dérivation (*) est alors de la forme

w
e===> W

YUZ M50 e Bt Bk Bkt B T B Bl e B T

t'

o ===>

B S R A el Bt S ¥ BT A

1

La minimalité de p entraine aussi W1 w3 t €k+1 e EK =%§> w1 w2 yz.

Comme enfin (gi > A) € P2 pour 1gigk-1,

L.
w

AT T B B N Y B A B e A 2 i

30 Epe e B TET W Wy Vg T WY,

W, W
] 2

Contradiction.

La propriété (P) est donc établie.

Considérons maintenant w € L(G).
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- Siw= A, alors (o > A) € PZ’ donc w € L(GZ).

- Siw# A,
alors, 1 t', t € V¥ tels que w € Init(t')
I s s a2

D'aprés la propriété (P), ¢ =é=> wt.
2

oo
"

Comme d'autre part t <’ A, t EWG)*, et t =%=? A.
2

) N
W ~

Oonc ¢ =§§> wt =§§> W, c'est-a-dire w € L(Gz).

Les grammaires sont donc bien équivalentes.

Montrons enfin que G2 est permutable.

En effet, & chaque production de G2 correspond une dérivation la

& gauche dans G.

Alors, si 1y, y' € V¥, w € II* tels que w € Init (y'), et

e

alors o -=%=> Y's et y' =W, £V, Wy =W, zV,

avec W, €, € VNI, Vv, z€ V~et (§g»z) € PZ'

Distinguons deux cas

cl) z=A :alors 1 z'€ (V\NI)* tel que £ -=é=> z! i A=z

S

Bans ce cas, y' = Wy gV -=é=> W z''v T Wy Z Vo= Wy

)

A

En posant y" = w, z' v : w € Init (y').
1 .

w

d) z #A :alors i x,x"' €V, 1 a€ztelsque ¢ *=g=> X' «=F=> ax =
et a ¢ Init (x').

Donc x' € (V \ 1) V¥, et de la méme fagon qu'au cas c),

plus

Z,
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<l
"

y'=w1gV.G

1 » == = =
> WiX'V e=m=> W oaxv = wizv o= wy.
En posant y'" = w1x'v :w g Init (y''").

Bans les deux cas

1 y"e V¥ tel que o -=é=> y'" “=F=> Wy, avec W ¢ Init (y').
Ceci montre que si G2 n'est pas permutable, G ne 1'est pas non plus.

Pour compléter la démonstration du lemme, il suffit de trouver une

C-grammaire A-normale G] équivalente & GZ et possédant les mémes propriétés.

Puisque Pz C (V\Z) x ({AY U V¥), ce dernier point ne présente pas de
difficultés [61, [17].
Lemme 1.5 : Toute C-grammaire permutable G est équivalente & une C-grammaire permutable
G1 = (V1,Z,P1,o), vérifiant la condition suivante :

o ~he
W

(1.4) 2,225 € VE, ¥ £ €V, \ T tels que o _TT 2y €2, £ 23, et £ 2, £ +===> AL

-,

Si de plus G est A-normale et vérifie la condition (1.2), il en est de
méme pour G1.

En effet, si L(G) = {A}, G1 = ({0} U z£,2,{o»A},0) posséde les propriétés

du lemme.

Sinon, posons H = {6 € VN | L(G(§)) = {A}}, et V1 = V \\ H.

Soit h : V¥ »-V? 1’ homomorphisme défini par

h(a) =a, Yac€ vy,

h(OL)=A,VOt€H.
Posons enfin P1 = {(¢~>h(z)) | £ € Vj, et (¢~>z) € P}.

I1 est clair que L(G]) = L(G), que G1 est A-normale si G 1'est, et que la

propriété (I.2] est conservée dans G1.

D'autre part, la correspondance entre G et G1 implique la praopriété

suivante :
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YV uqu, € *, v Vi, V) € V? tels que u,vy -=§7> UsVy,s

Y V% € V* tel que h(Vi) =V,

o
?

i v?, Vé € V¥ vérifiant h(v?) =V, h(vé) = v,, et u1vi -=é=> u1v¥ == uzvé,

En outre u, ¢ Init (u1v1) implique u, £ Init (u1v" .

e

Alors, si 1 Xj, X] € V¥, 1 we I*, avec w € Init (Xi),

tels que o -=ﬁ7> X] -=§7> WX, pour i=1,2,

' x 1 ! = ' =
1y;, y; € V% tels que w £ Init (v}, h(y}) = xj, h{y;) = x;,

et o «=z=> yi =F=> Wy; . pour i=1,2.

Bonec, si G] n'est pas permutable, X4 # XZ’ ce qui implique Y1 # Yo,

c'est-a-dire que G ne 1’est pas non plus.
11 reste & montrer qgue G1 vérifie la condition (I.4].
Supposons le contraire :

i 21, Zp, 23 € V?, 1 ce V] \ I, tels que

g -=ET> z1 £ ZZ £ 23, et & z2 £ -=§?> A

&5 3 v 3 » 7'\' L ————
Comme G est réduite, G1 1'est aussi ; donc 1 w1 € I* tel que z1 —G;> w1,

et 1 x, X' € V?, i W, € IT* tels que W, g Init (x'), et

DOHC, a '?> Z»l E’; ZZ E 23 ‘%]> W»] g ZZ E 23 '—;—'G(_]> W1X' ZZ g 23 o ====>
Wy W)XZ, £ Zg,

1. ~ e

et o TE 2 £ Zy & 23 -=§7> Wy £ 27 -=§?> w1x'z3 -=§7> Wy WoX Zz,

avec W, W, ¢ Init (w1x'z2 g 23), Wy W, ¢ Init (w1x'23), et

X z, £ Zg # Xzz, ce qui contredit le fait que G1 est permutable.



Lemme 1.6 : Toute C-grammaire G permutable, A-normale et vérifiant la condition (I.2) est
équivalente a une C-grammaire G1 =(V1,2,P1,o1) prédictive, et vérifiant la
condition suivante :

X % %
(1.5) V (£ >¢) € P1 P9 € V] \V]V]V]W(G]) V).

D'apres le lemme I.5, nous pouvons supposer que G vérifie la condition

(I.4).

Posons W =W(G), W=V \ (ZUW, et H={¢ € (V\NI) W |V £E€EW,

Card§ (w) < 1}1.

H est un ensemble fini.

Soient ¢ € V, V. \ £ = HH x (Wu{cl), V2 \f=Hx (WyYich, et o4 = la,cl.

1

Pour tout a € I et tout [51 oo £ le V2 \ I, notons £ le plus grand

n* ‘n+1
des indices 1 compris entre 1 et n+1 (s'il existe, sinon posons £=0), tel que :

£; € Wpour 1gjsi-1, et (£, > a¢) € P, avec ¢ € (V N I)¥.

- sigy € Wet si £€ {0,n+1} : (&>0) € P
-sif=netsid¢=A : (g»a) € P]
-si ¢ {0,n+1}, ¢ # A et
.si ¢ € VW¥ : (g»a 4 Epe1 oo Eps €n+ﬁ]) € P].

.si ¢ € VW¥, posons ¢ = Yilqly e wpupwp+1’ ol g € W* pour Tgigptl,

et u. € W pour 1gisp ; alors :
1 p 3

Ssly, = A (e»a [ﬂTWZ,pZ] ces {“p¢p+1 Epe1 *o° Bpr & e P1

n+1

- s8i ¢1 # A (F,—>a [‘p‘] sHel][l—lT wzyuz]-a°[up ‘pp+1 €£+1"'£n’gn+‘l])€%

Pour P1 ainsi défini, G1 vérifie la condition (I.5}.

Soit h : V? -+ V* 1'homomorphisme défini par
h(a) =a, Vact€z:, et

h(l¢,e1) = ¢, Vi¢,£] € ViNI



(1]

2]
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)
¥

Alors (A ~u) € P, implique h(A) ‘=%=> h(y) ; donc o, «=z=>z € V? implique
*
h(s,) = o *==> h(z). 1

Comme h(w) = w pour tout w € I¥, L(G1) < L(G).

Montrons 1'inclusicn inverse en étahlissant au préalable deux propriétés

' ada
P "N —
"

VzEe€ V1 tel que o4 »=E?> z, ue x, 4 T1,...,Tq_1 €W,
.| ¢1,...,¢q e W, 1 o € Vd \ I, tels que :
z =u [TO ¢],T1] ces [rq_1 ¢q,c], et z € VE.

Montrons ceci par récurrence sur la longueur de la dérivation 94 e====> 7,

- Pour une dérivation de longueur rulle, 2z = oy = fo,c), et la propriété

est vérifiée.

- En supposant la propriété (1) vérifiée pour une dérivation de longueur

o Al
”n
N

. [ —— 51 e ns | - -“ ) . w 7 e - !@ [ S g
donnée % G1 Z, considarons la dérivation Cq =§7> Z =ﬁ?> z 0'aprés
' & 5 z=a [ e : al
1'hypothése de récurrence, Z=u lTQ ¢1,T1] [Tq_1 ¢q,C] ; alors
t = 7 ’ 4 F T 1 - a structi:
z uy [11 ¢2,12] see {Tqﬂ1 @Q,C], avec ([LO 915743 > v) € Pjg Par constructian

de P1, geuls les deux cas suivants sont possibles :

. Yy € 2% ; la proprigté est alors triviale.
.Y € Z(V} \ £)¥* ; alors, y est de la forme a[vo ¢{,v]] cee Evr $£+],T1};
ol a € 3, Vg € V1 \ I, ¢i € W¥* pour lsisr+i, et vi‘S W pour 1gicr.
Donc z' = ua [vo ¢i,v1] . [vr ¢}+],T1] 111 ¢2,T2] . [Tq__1 @q,c].
=2 " =yug v, ol ' . . T VeI
En outre o T h{z') =u a Vg 1 ve Vp ¢r+1 Ty 9y vee T -1 ¢ 3 comme G vérifie
la condition (1.4}, V £ € W, Cardg (vi ¢i+1) ¢ 1 pour Ogisr, et Ca‘rdg(ri ¢i+l) <1

-

pour 1sigq ; par conséquent z' € Vé et la propriété (1) est encore vérifige.

Vo, ¢'€V¥, Vu€ Ii¥ tels que o '=%=> ¢F il u$, avec u € Init (¢'),

3 y’ y’ e V‘{i\' tels que 01 --'ﬁ#—‘) y' ~?> uy, avec u g Init (}") et h(}’) = CP‘
1

Montrons (2} par récurrence sur Iu! =Lz 1.



- Si £=1 : comme G est A-pormale, ¢' = ¢, et par construction de P1,

ize V? tel que (01 > uz) € P1, avec h(z) = ¢, et la propriété est vérifiée.

- Supposons la propriété (2} vérifiée pour tous les u tels que
B PR e a1 e s Moemmes 1yt
|u| < £, et considérons la dérivation o i onte ¢ —G—> u¢ —G-> u¢d —c—> ua¢' "',
avec ua 8 Init (u¢"), c’est-a-dire a € Init (¢'").

Alors, par hypothése de récurrence, o1 TF y' "=g=> Uy, avec h(y) = ¢.
1 1

Or, en utilisant les notations de la propriété (1),

e

y = {TO 4)1,".—1] ¢o 0 [[q_al ¢q,C] e V? ;

p ¢q. avec 1, € W.

dorc h(y) = ¢ = T $7 Ty e g

~

Soit 61 le plus long des mots @' € WX tels gue ¢ soit de la forme 0'0",

avec 0" =5 ae"', o' € V¥,

ot

Pulsque ¢ -=é=> a¢'"', de tels mots 6' existent et de plus, puisque T R
o' € Init (TO ¢1) U {Al}.

Posons alors ) ¢1 T @1 H0,, ol @2 eEVd, neVNE, et (R~>a 93) € P,
avec O e V&,

Nous avons donc dans G

ale e
w

O SIS U S UBIMO,by wen Ty O TP MO0y e To g @ t==> UA0Z0,0) ...

q_.
cu Tq~1 ¢q,

"nr oo ; )
et comme G est permutable, ¢ 0362@2 eee Tq_1 ¢q.
Distinguons maintenant deux cas
a) @2 = A, Alors u = T1» et par construction de Gl’

([TO ¢1,T1] > A) € P], et 1 z € (V1 \ I)* tel que ([T1 ¢2,T2] > 321) € P1,

avec h(z1) =0z ¢,-
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donc ¢ = To ¢1 T oo Tq_1 ¢q.

Or ¢ € W~, donc g=1, et ([TO ¢1,C] -~ A) € P1 par construction.

Par conséquent, W € L(G1) et les grammaires sont équivalentes.

La grammaire réduite de G1, que nous noterons encore G1, est aussi
éguivalente & G, et vérifie également la condition (I.5). Il reste & montrer

qu’'elle est prédictive.

Par construction, G1 est A-normale. Puisque G vérifie la condition (I.2),

il en est de méme pour G]. Montrons qu’elle vérifie aussi la condition (I.3).
En effet, en supposant le contraire,

iz € V?, i A] € W(Gl)’ i a €I tels que

1222273

o1 T % A1 a z,, et (A1 + a z3) € P1.

G

1 étant A-normale, ceci signifie que

fwerixs,1z,¢€ W*(G1), i Z¢ € V?, q AZ € Vd \ I tels que

4 253
9 "-G-{> w A1 zy AZ Zg, avec Zg -7;-'? W, (A2 > a 26) € P1, et 2o 2o =F=> Z,.

e'aprés lé propriété (1), A.1 zy A2 Zg = [TO ¢1,T1] ce [Tq_1 ¢q,c], avec
T4 € W pour 1gigq-1.

e

Alors [1, ¢2,T2] £ W(G1) ; donc A1 = [TO ¢1,T1], 2g = A, et A2 = [11 ¢75Tote

Comme ([r0 ¢1,r1] -~ a 23) e P1, d'aprés la construction de P1, seuls les

deux cas suivants sont possibles

- soit T EW ;

alors [TO ¢1,T]] 3 W(G1), et il y a contradiction

- soit 5 e W, et I 0€ V¥ tel que (r1 - an) € P ;

wla
"

alors, 1 y € V1 tel que ([T1 ¢2,12] > ay) € P1. puisque T4 g W.

Ceci contredit également 1'hypoth&se et compléte la démonstration.
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Des lemmes 1.3, I.4 et 1.6, nous déduisons la propriété caractéristique
suivante :

Théoréme 1.1 : Un C-langage est permutable si et seulement s'il existe une C-grammaire

prédictive qui 1'engendre.

Cette propriété montre que les C-langages permutables colncident avec les
"Left-Factored Languages' de Wood [17], les langages LL(1) de Knuth (111, et
qu'ils peuvent &tre engendrés par une grammaire déterministe [101, puisque ces
derniers possédent la méme propriété caractéristique.

Nous pouvons énoncer un résultat plus fort en posant la définition suivante :

Définition I.5 : Nous appellerons C—grammaire K-prédictive toute C—grammaire G prédictive

telle que

(¢ +z)€P implique |z] « k + 1.

Théoréme I.2 : Pour tout C-langage permutable L, 11 existe une C-grammaire 2-prédictive

qut engendre L.

En outre, G vérifie la condition (I.5).

En effet, d'aprés les lemmes I.4 et 1.6, il existe une C-grammsire
k-prédictive G1 = (Vi,E,P],o1), vérifiant (I.5), qui engendre L. Il suffit de

montrer que, si k23, G1 ast @guivalente & une C-grammaire G2 {k-1) -prédictive.

Pour cela, posons V, = ((V,i \ ) x (V1 \ ) U V1 , et

PZ = (P1 \ {(g~»az) € P1 | |z| = k}) UP', od P' est défini de la fagon suivante :
pour toute production (¢ + a Wy oee uk) € P,

pour toute production (¢ - a Hy oo “K) € P et tout v € V1 \zI

-si =%k, (ii} (Ilg,v]l » a 1 1 [uk,v]) e P,

© V-3 D20 M-t
- osiL=k-1, (A1) (Dg,vl v awy sy 5 Dy g5v]) € P

- si £<k~1, (iv) (lg,vl » a Hy oeee Hp v) € P'



(%)

pour toute production (v - a PR uz) € P, et tout £ € W(G]),

-sid =%k, (v) (lg,v]l »a My e 1) € P ;

Moz Diepoby
- si £gk-1, (vi) (lg,vl - a My eee Hpe

Soit G2 = (VZ,Z,P2,01), gue nous supposerons réduite.

Soit enfin h : V; +»V? 1'homomorphisme défini par
h(a) = o si a € Vj, et

h(a) =tv si a = [g,v] € V2 \ V1.

L(Gz)g; L(G1), car

V (a > ¢) € Py, h(a) ?1 h(s) ;

donc, Y w € I¥, 04 =%;> w implique h(o1) =04 =%?> h(w) = w.

Inversement, mantrons d'abord la propriété suivante, par récurrence :

Vue€ z*, Vy, y' € V¥ tels que o —> y'! e===> uy, avec u € Init (y'),
1 1 G1 G1

14€V:tel queh(d) =yeo > ué .
2 G2

-8i |u] =1 : alors, y' = o, (01 +~uy) € P1, et
(01 > up) € PZ avec h(¢) =y ;

la propriété (*) est donc vraie

-~ Supposons la propriété véerifiée pour un mot u de longueur donnée, et montrons

qu'elle l'est aussi pour ua, si a € L.

Considérons donc des mots y', vy, y%, Y1 € V? tels que

o .=%?> y! -=§T> uy -=%T> uy] '=§?> uay,, avec a € Init (y}) et u ¢ Init (y').

wls
iy

D'aprés 1'hypoth&se de récurrence, 1 ¢ € V1 tel que

hi¢) =y et 94 -=§§> uo.



Posons y = 51 con Er avec £1, oo gr € V].

Comme G, vérifie la condition (I.5), Epseensrb, ¢ W(G1).

1

Deux cas sont alors possibles :

1y-= yi : alors (€1 > az1) € P1 et ¥y = 29 £y eer Epe

~Jo
45

Comme h(¢) = £y +++ &0 alors i 91 € Vi tel que :

- s0it ¢ = £ ¢4, et (g1 > a @]) € P2 avec h(@1) =24

Alors up = u £y ¢ .=ﬁz> ua 0y ¢4, avec h(@1 ¢1) =2y Epeerbl T Y

- soit ¢ = [g1,52] 9> ot ([51,52} -~ a @1) € P2 avec h(e]) =2y &y

Alors u¢ = u [51,52] 91 '=E§> ua 0 ¢q, avec h(e1¢1) =2y €y BzeeE 5Yq0

2) y #y; : alors (g, > A) € Py, (5, > az)) € Py, et y; =2; £5...6 .

Comme h(¢) = £...5,alors 1 ¢, € V? tel que :

- soit ¢) = 5;1 52 ¢1, et (E.‘ > A) e PZ’ (Ez - a @1) [ PZ avec h(@]) = Z'I'
Alors u¢ = u &4 &5 d4 ’=é=> ua 0y ¢, avec h(®1¢1) =2y Egeeb =Yg
2
- soit ¢ = g le .80 ¢, et (5, > A) € Py, (lg),e-1 ~a0y) P,
avec h(@1) =z ES.

Alors u¢ = u£1[£2,£3] 9 °=%§> ua 6y ¢, avec h(@1¢1) =2y b3 Egeebe

Z1.

- soit ¢ = [€1£2] ¢$1. et ([£1,£2] > a 01) € PZ’ avec h(61)
Alors ugp = u [e1,6,1 ¢, e=%§> u @ 0y 91, avec h(001) = Zy £z..nbL = ¥y

Dans tous les cas, la propriété (*) est vérifiée.
Soit maintenant w € L(G1).

Siw=A, (01 -~ A) € P, et (UT -~ A) € P,. Donc w € L(GZ).

1 2°

Siw#A, 1y, y € VY tels que o —> y' oe==> Wy e—> W,
1 G 1 1

avec w € Init (y').
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Donc, d'aprés la praopriété (), 1 ¢ € Vg tel que h(4) = y et oy SE> Wh.

Si y=A, alors ¢=A et W € L(GZ).

1}
—_
.

Si y#A, comme G1 vérifie la condition (I.5), |y|

Donc |¢| = 1, et £ =y =¢ € W(G1).

Par constructicn de GZ’ (g >4 e PZ’ et o1 T Wo = WE o W
Donc w € L(Gz).
Les grammaires sont donc bien équivalentes.

Il reste & montrer que G2 vérifie également les conditions (I.2) et (I.3].

Supposons que 1 o € V2 \zZ, 1 ¢], ¢ € Vg, 1 a €z tels que

a¢1) ePZ’ (a’)a(bz) € Pz: et ¢1 #‘bz-

-Sia€ V1 : alors (a > ah (¢i)) € P] pour 1 = 1,2.

Contradiction car h(¢1) # h(¢2).

-5iac€ V2 \ V] : posons o = [g,v] et distinguons trois cas :

al 1 295 2, € V? tels que (¢ » a Zi) € P1 pour i=1,2.
Comme h(¢i) = Z; v pour i=1,2, et que 41 # ¢,, On obtient z, # Z,,

et G1 ne vérifie pas (I.2). Contradiction.

b) 1 24,2, € v’]" tels que (5 »azy), (£ >4), (v>az,)€P.

~te
o
"~

Comme G2 est réduite, 1 61,62 € V2 tels gue o4 => @1 [g,vl] OZ.

" 2
Donc o T h(01) £v h(@z), et G1 ne vérifie pas (I.3).
Contradiction.

c) 1 2152, € V? tels que (£ » 1), (v > azi) € P] pour i=1,2.

Comme dans le cas al), il y a encore contradiction.

Donc G2 vérifie la condition (I.2).



Enfin, supposons que 1 oy € W(GZ) 3 01,62,93 € V , 1 a€ I tels que

s
"

o =§§> 6y 0y @ 0,, et (a1 > a @3) € PZ'

Alors, comme G, vérifie la condition (I.5) et est A-normale,

2
i 04505 € V“ 1 we ¥, j a, € V \ I tels que

o4 .—EE> Woag o, 64, et (az > a 65) €P

2.
Mais a, € W{GZ) implique oy € Vd ; donc (a1 + a h(GS)) € P] . et d'autre part,

94 '=ET> Woa, h(a2 @4).

Comme G] vérifie la condition (I.5), h(az 64) ¢ W(G1) V?.

Alors, si o, € V1, (qz > a h(@s)) € P1 ;

done oy E> Waya h(@5 64) et G1 ne vérifie pas la condition (I.3). Contradiction
1

Si a, € V2 \ V1, en posant a, = {g,v], nous avons :

(¢ » az) € P1, avec h(OS) = Zy

st oy =ET> Wagazv h(®4)

Ceci contredit encore le fait gue G1 vérifie (I.3}, et montre que G2

vérifie bien cette condition (I.3).

Terminons ce chapitre par un résultat général, vrai aussi dans le cas

des C-langages quelconques [6] et déterministes [7].

oréme I.3 : Sotent L un C-langage sur % et c & I.

L est permutable si et seulement si LC est permutable.

Soit L un C-langage permutable. B'aprés le théoréme I.1, L est engendré

par une C-grammaire prédictive G = (V,Z,P,0). Il est clair que la grammaire

= (V \){C,y,ol}, z ti{c},P],c1) . avec y, oy gV, et
P, =P LJ{mi >zy | (6 »2) € P} Uly »c}

est preédictive et engendre LC.
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Réciproquement, soit LC un C-langage permutable. Avec les mémes notations

gue ci-dessus, définissons un homomorphisme h : V¥ > (V \ {c})* par V z € V¥ :

H
N

h(z) si Cardc(z) =0, et

h(z)

LI}
=4

si Cardc(z) # 0.

=~

Associons & la C-grammaire G la C-grammaire
G1 = (Vi \ {c}, £\ {c}, P1, o),

avec P1 = {¢ > h(z) | (¢ > z) € P}.
Comme G est A-normale, G1 1'est aussi.
D'autre part, si (¢ + z) € P avec Cardc(z) #0, 1 Z4 € V¥ tel que z = Czq.

Comme L(G)

Lc, LG(Z1) = {A}.

Donc L(G1) L.

En outre, G1 vérifie la condition (I.2), car

(¢ »a Zi) € P1 pour i=1,2, avec z4 # z, implique

(¢ >az;) €P pour i=1,2, avec z, # z,, ce qui contredirait
1 1 2

1'hypothése gue G est prédictive.

Enfin, G1 vérifie la condition (I.3), car

(g>1), (¢+a 21) € P1, et a € SG (¢) implique
1

(e +azq) €P, a€ S(e), et

- soit (¢ - A) € P, auquel cas il vy a contradiction puisque G

est prédictive,

- soit (¢ » C 21) € P, auquel cas SG(g) =, et i1 y a encore

contradiction.



INTRODUCTION AU CHAPITRE II

ot
WK

{ Pour les développements formels des chapitres III, IV et V ainsi gue
pour la justification de 1l'algorithme d'analyse syntaxique du chapitre VI,
il nous est apparu plus simple de caractériser les langages permutables en

termes d'automates & pile de mémoire.

C'est le but de ce chapitre (Théoreme II.2) qui nous a conduit & intro-

duire la notion d’'automate permutable.

Pour étre permutable, un automate doit vérifier plusieurs conditions.
Il doit d’abord étre déterministe. Il doit également &tre complet, c'est-a-
dire gu'il vide sa pile chagque fois gu'il reconnalt un mot. Enfin, si deux
couples lettre - état, intervenant dans deux transitions de 1'automate,
modifient un certain sommet de pile, la permutation des deux états conserve
chacune des modifications de pile, et conserve aussi les états résultant des
deux transitions. Ceci & pour conséguence que l'état dans leguel se trouve
1'automate apreés une modification de sa pile ne dépend pas de celui dans

lequel il se trouvait précédemment.

Le lemme II.1 nous permet de supposer que le sommet de pile d'un automate

ne peut &tre modifié qu'au cours d'un dépilage.

D'autre part, les théorémes II.1 et II.2 montrent qu’un automate permutable
est équivalent a un automate permutable sans mot vide, c'est-a-dire pour lequel
tout mouvement s'accompagne d'une lecture sur le ruban d'entrée ; ce résultat

n'est pas vral par exemple pour les automates déterministes.

La caractérisation du théoreme II1.2 permet en outre d'établir gue la classe
des C~langages permutables est contenue dans celle des C-langages reconnus par

des automates & pile de mémoire déterministes sans mot vide, et contient stric-

tement la classe des K-langages. }



CHAPITRE 1II

AUTOMATES PERMUTABLES

Nous allons caractériser les C-langages permutables en termes d'automates

a pile de mémoire déterministes.

Dans tout ce qui sult, les automates 3 pile de mémoire seront notés le
lus souvent M = (X,z,T,8,Z2,,PnsF), €t nous supposerons que les déterministes
P 0°Po PP q

vérifient la condition suivante :
(I1.1) VqeK, Vjers Vwe ¥, (po,w,ZO) lﬁ-(q,A,y) implique y € ZO(F \ ZO)*.

D'aprés [7]1, cette restriction ne diminue pas la classe des langages

reconnus par M.
Pour un automate a pile de mémoire M, nous poserons

AM = {(p,x,2) € Kx £° xT [3qg€ K, 1 y€T*\ ZIr* tels que

(a,v) € 8(p,x,Z)}.

C'est un ensemble fini.

Intuitivement, 4y est 1'ensemble des configurations ol le sommet de pile

est soit dépilé, soit modifié.
Posons aussi la définition suivante :

Définition II.1 : Un automate d pile de mémoire M sera dit complet si, pour tout

(q,W,Y) € K x g% x 1t tel que (pO,W,ZO) il% (q,A,Y), q e F wrplique lYI < 1.

Si M est déterministe, cette derniére condition devient:q € F implique

Yy = ZO.
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Définition II.2 : Nous appellerons automate permutable tout automate & pile de mémoire

déterministe M qui est complet et qui vérifie en outre la condition sutvante :

(11.2) (p1,x1,Z) € by et (pZ’XZ’Z) € By implique G(pj,xi,Z) = 6(pi,xi,Z), pour tous
i,j € {1,2}.

M étant déterministe, nous remarquons que si de tels x; sont différents,
ils sont non vides.

La signification intuitive de By est précisée par le lemme suivant :

Lemme IT.1 : Tout automate permutable M est équivalent a un automate permutable

M1 = (K,,L,I,8,,2 F) tel que

‘], y- 3 ‘I’ inO’

by = 1{p,x,2) € Ky x 2°xr|1q € K, tel que &,(p,x,2) = (q,A)}.
1

En effet, associons biunivoquement & tout é&lément (x,Z) € I° x (T \ {ZO})

un élément r(x,Z), et notons K' 1l'ensemble de tous ces éléments.

Posons K1 = KU K', et définissaons 8, de la fagon suivante :
. si (p,x,Z) € By ¢ alors (1) 61(p,x,Z) = §(p,X,Z),

. si (p,x,Z) € AM et §(p,x,2) = (q,A) avec q € K :
alol"s [ii] 61(p,xgz) = (q,A)’

. si (p,x,Z) € By et §(p,x,2) = (q,Y) avec q € K et y € IT* :
alors (iii) 61(p,x,Z) = (r(x,2),A),

et (iv) 61(r(X,Z),A,Z' = (q,2'y), Y Z2' £ T.
Montrons en guatre points que M1 possede les propriétés éncncées :

1] M1 est déterministe :

B'apres la construction ci-dessus, il suffit de montrer que,

V (q,2') € K' x 1, Card (8,(q,1,2")) 5 1.

Supposons le contraire. Alors, 1 g=r(x,Z) € K', 1 Z' €T, 1 91,9, € K,
i Y12 Yo € I'* tels que (qi’Yi) = 61(qrA’Z')» pour 1=1,2, et (q1 ,Y1) # (qZ’Yz)-
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D'aprés la construction de M1, Y; = Z';i et 4 PysP, € K tels que
5(Pi,xsz) = (qi’;i)’ avec (Pi,X,Z) € AM’ pour 1=1,2.

Or, comme M est permutable, 6(p1,x,Z) = d(pz,x,Z) ;
donc (q1,;1) = (qz,;z), centradiction.

2) TM) = T(M1), et M1 est complet.

Puisque 4, C K x % x (T \ {Zy}), toute transition de M est un mouvement

dans M1. Donc T(M) Q;TTM1).
Montrons inversement que V Pys Py € K, Vw],w2 € L% etV Y1» Y7 € I*,
(P-I,W1,Y]) hl\;[_1 (pzswszz) implique (P1 ,W1 9Y1) I’I% (p29w2>Y2)°

Supposons le contraire, et considérons le plus court de tels mouvements

dans M1 gui ne vérifient pas cette propriété.

Alors, la premiére transition utilisée est de type (iii), et

(p1,w1aY1) IT/IT (r(x,2), "—"1a;1 ") I—I;/I‘—‘]_ (pZ’WZ’YZ)’

avec x§1 = Wi ;12'2 =Yy X € 1°, et
1 vyt €1%, 1 q€ K tels que 6(p1,x,2) = (q,Y"), et (p1,x,Z) € Aye
Alors, 61(r(x,Z),A,Z') = (q,2'v").

Comme M1 est déterministe,
(r(x,2), W1, Y1ZW) m (q,W1,Y1Z'Y') "E— (pZ’Wstz)-

D'aprés 1'hypothése de minimalité et comme q € K,

(q""‘ﬁ ,;12"{') t’ll\';[' (pz >w2 )Yz) .
Donc (p1,w1,y1) hq-(q,§1,§12'y‘) h%-(pz,wz,yz), ce qui contredit
1’hypotheése.
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Or, siwe€ T(M1); 1s€eF cKk, 1 vy € I'* tels que (poawyzo) Hi; (s,0,v),

ce qui implique d'aprés la propriété précédente, gue (po,w,ZO) H% (s,A,Y).
Donc w € T(M), et T(M1) cT(M).

En outre, comme M est complet, y = Z0 et M1 est complet.

3 ty = {(px,2) € K; x £°xT|31q€ Ky tel que §,(p,x,Z) = (q,A)}.
1
Soit (p,x,Z) € Byp -
1

Par construction de M1, 61(p,x,Z) n'est pas de type (iv]}.

Si 61(p,x, Z) est du type (i), 1 (q,y) € K x I'* tel que §(p,x,2) = (q,Zy).
Alors. §,(p,X,2) = (q,Zv) et (p,X,1) € by .
1

Donc 61(p,X,Z) est de type (i1) ou (iii), et la propriété (3) est évidente.

4) M

1 vérifie la condition (II1.2), c'est-a-dire gue
= 7 i 7 =
(pi,xi,Z) € AM1 pour 1=1,2 implique 61(pj,xi,u) 61(pi,xi,Z)

pour i, j € {1,2}.

Remarquons d'abord d'aprés (3] gue P € K et que (pi,xi,Z) € AM

pour i=1,2.
Donc, 1 s; €K, 1 Y4 € I* \ ZI'* tels que
d(pi,xi,Z) = 6(pj,xi,Z) = (si,yi), et (pj,xi,Z) € By pour i,j € {1,2}.
Posons 61(pi,xi,Z) = (qi,A), et distinguons trois cas :
al 93 € K pour 1=1,2. Alors, d'aprés (ii),
Yy T Yy T A, et 61(pj,xi,2) = S(pj,xi,Z), i, j e {1,2}.

b) q; € K' pour i=1,2. Alors, d’aprés (iii),

! # A, q; = r(xi,Z), pour i=1,2, et

61(pj,xi,2) = (r(xi,Z),A) = 51(piyxi9z), Vi, je{1,2}.
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c) 1 i1, i2 e {1,2} tels que qi] € K et qiz € Kff

Nous pouvons supposer i1 =1 et iZ = 2.

Dans ce cas, yq = A et Y, # A
Donc 61(pj,x1,Z) = 6(pj,x1,Z) = (51,A) pour j=1,2.

D’autre part, 6(pj,x2,Z) = (SZ,YZ), et par construction de
M1’ 61(pj’X2’Z) = (I‘(XZ,Z),A) pour j=1,2

et cecl acheéve la démonstration.
Pour la condition nécessaire de caractérisation, posons la définition suivante :

Définition II.3 : Un automate & pile de mémoire M sera dit sams mot vide si S(p,h,Z) = f

pour tout (p,Z) € K x T.

Théoréme II.1 : Tout C-langage permutable est reconnu par un automate permutable sans

mot vide.

En effet, d'aprés le théoréme I.2, un tel C-langage est engendré par une

C-grammaire 2-prédictive G dans laquelle P (V \ZI) x (V¥ N\ VVW).

Soient K et K deux ensembles d'états différents liés biunivoqguement aux

éléments de (V\ I) U {7} :
K=1{qg) | £ (VNI UIr, et K=1{q) | £ € (V\NzI)VU{A}}.

Posons I' = V \ I, et soit I un nouvel alphabet 1ié biunivoquement 2
r:r={u|uer}.

Soient f1 : (VND)*> (VN ID)*,
(V\ )% » I, et

(V \ Z)v‘c > 1:7':’

des applications définies pour tout ¢ € (V \ Z)¥* par

A,

£() = A si¢

£,(0) = 1y si ¢

u1¢', avec i, EVNZIetid'e(V \Z)*,
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£,(8)
f2(¢) = u, et f2(¢) = 52’ si ¢ = uy u, ¢', avec H{sHy € VNI,
et ¢' € (V \ L)*.

E,(0) =n sifof <1,

Posons encore F = {q(g) € K | £ € W U{A}}, et
M= (KUK, £, T UT U{Zy}, s, Zy, q(o), F),

al Z0 est un nouvel élément, et od & est défini de la fagon suivante,
Ve, 1e€VNzI:

-si (¢ >ap) €EP, et Vo'eVxd: e W implique (v > a¢') € P :
alors (1) 6(q(6),a,2) = (a(f;(e)), Z £,(6)), ¥V Z € (1,1},
(11) 6(q(e),a,2p) = (£ (D), Z5 T,(0)) si [o] = 2,
(i) 6(a(e),a,2p) = (a(f;(4)),2y) sifof <1,

-sige WU{A}, et (1 > ag) € P,
alors (iv) 6(q(¢),a,r) = (Q(f1(¢)), f2(¢)),
v 5a8),8,0) = @), L) st o] = 2,

(vi) 8(q(8),a,1) = (a(£;(4)), 1) si o] < 1.

Remarquons d’abord que ¥ ¢ € ¥ tel que |¢| s 2, ¢ = f1(¢) f2(¢).

Montrons alors la propriété suivante :

(P1) : Vwe:x, ¥Vr() e KUK, Y Up,eeesUp €T urT U{Zy} tels que

(a(O),W,Zo) fi-(r(é),A,UO...Uz), alors

13 Uy =12y, Uy €T, et U; €T pour 25isd,

0 0’
2) r(£) € K si et seulement si £=0,

3) g e==> yw g UZ ... U, U,, en notant U, 1'élément de V \ I associé a U

2 1 1 1°

(P1) est trivialement vraie pour les mouvements de longueur 0 dans M.
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Supposons la vraie pour le mouvement (a(c),w,ZO) Fi (r(g)’A’UO"'Uﬂ)’

et considérons le mouvement suivant :

@00) wa,Z) 1= ((8),8,Up.--Up) fp (x(v),0,7),

avec a € Z ety € (TVT U {ZO})*.
Distinguons deux cas :

a) 1 (¢ » avf2(¢)} € P

'Alors , 0 *=>W £ U@ een U1 o= wavf2(¢) U£ .ee U1 ;

or, d'aprés la forme des transitions (i) a (iii), on a :

y = U0 U1 cen UZ f2(¢) si £ >0 et sir(v) €Kk

y=10U : si &

v = U, f2(¢) si £

0, si r(g) € K, et si r(v) €K,

1]

0, si () € K, et si r(v) € K.

bl £ € WU {A} (ce qui implique que £>0 d'aprés les transitions (iv) & (vi},
et 1 (UK >av f2(¢)) € P:

PO
Y -

Alors, o +==> W g U£ cee U1 s> W‘U£ .. U1 oz

wav f2(¢) Uﬁw] ces U1, si g > 1,

et o ==>wauv f2(¢) si £ = 1.

Or,d'apres la forme des transitions (iv]} a (vi), on a :

y = ZO f2(¢) U£-1 . ﬁ1 si £ >1etsir(v) €K,
Y = I, f2(¢) sif=1c¢etsir(v) € K,et
y = ZO sif=1¢etsir() e K.

(P1) est donc vraie dans tous les cas.

Soit maintenant w € T(M) ;
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Alors, 1 e € WU{A}, I ye (ryUT U{ZO})* tels que

@0 ,W,Zg) K= @), 0,1, aves (&) € F.

e
w

Donc, d'aprés (P1), y = ZO’ et 0 e==> W { -===> W,
Par conséquent, M est complet et T(M) € L(G).

Montrons inversement que L(G) € T(M), en montrant au préalable la propriété

suivante :

(P2) : Vweits, Vy, y' € V¥ tels que w € Init (y'), o e===> y' .==> wy implique

121,141 £ € (V\NzZ)U{r}, 3‘&1 € (V \2) \ W pour 25igl,
tels que 1) y = 51 gﬂ’
2) @) ,W,2p) = (@e)),h,20) si =1,

3) (@(0),w,Z) = (@ley),h,25 £, 8o q --- 6p) 91 £ 3 2.
Nous ferons la démonstration par récurrence sur |w|.

- |w] =1 : alors (0 »wy) € P avec y € (V\I)* \ VUW.
si ly| <1, alors y = £, € (V\ 1) U {A}, (£=1),

et (q(0),w,Zy) F= (a(g),h,Zy) par (iii).

si ly| = 2, alors y = £ &, avec gy eV\Z, £y eV N (ZUW, £=2),

(a(o),W,ZOH"(Q(E1),A,ZO gz) par [ii]-

ot

e
(P2) est donc vraie.

- Supposons gue (P2) est vraie pour un mot W gquelcongue.

K

Considérons la dérivation ¢ «==> y' «=> wy .==> z' ==> waz,

avec z, z' € V¥, a € £, et wa ¢ Init (z').

D'aprés 1'hypothése de récurrence, y = &4 -+- Ep» avec £z 1,
£1 € (VN I) U {r}, et &5 € (V\NZ) \ W pour 25isl.
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Comme la dérivation est la plus & gauche, § z'" € V¥ tel que a € Init (z*),

et Yy = &y ... §p ==> 1z .==> az.

Puisque G est prédictive, z'' -==> az utilise une production p - a¢, avec

z'" = E¢1’ et z = ¢¢1 (¢1 € V¥) ; de plus, p € W implique V ¢" € V¥ :

. "
0y P ads
Distinguons deux cas :

a) z'' = 51 .o EZ, et py = 51 eV \NI:

=S 822z = ¢4y = £1(0) £5(8) £y -un £y, et
(@(0) Wa,Zg) b= (a(8),2,20 Ep Ep_q +- £5) b
(Q(E,()),0,Z0 25 £p_ g +oe £, T5(9)),

avec f1(¢) € (VANz)U{a}, f2(¢) € (V\z)\W, par (i).

-Sif=1¢et |¢| =2,z= ¢¢1 = f1(¢) f2(¢): et

@) wa,Zg) |= @) a,Z) b @l ()),0,20,F,(4)),
avec f1(¢) € (V.\N1) uU{nrg, f2(¢) € (VNZ)\ W, par (ii).

-sil=Tet [of 1, z=4¢d; = £0e), et

@) .wa,Zg) - @D ,2,2) F @ 6)),0,2y),
avec f1(¢) € (V. NZ) J{A}, par (iii).

Par conséquent, (P2) est vraie dans ce cas.
" [ -
b) z'" # £ «++ Epr0OUZ £1 ++- Ep Bt M # €1
- 8iz" = £1 -+ &p avec u # §q» alors &, = A et u =g, (£=2).

- Siz" # 51 cee Ep s puisque £ +++ &y e==> 7" «==> gz avec a ¢ Init (z'"y,

z"€e (VNI)(V \NZ)*, et conme G est prédictive, &g ve 52 = Qz"

avec 0 € W*. Enfin, z" # A et £y ++v Ep € ((VNZ) \ W* implique
Lz 2, z" = £y =+ fpy BL € =& € W.
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Trois cas peuvent donc se présenter :
- £ 23 : alors z = 91 = f1(¢) f2(¢) £ -+ Eps B

(@(0),wa,Zg) £ (@(E)),a,2p By -vv €5 £5) b= (a(E;(6)),0,2y Ep
- &5 £500)),
avec f1(¢) € (V. \Nz£) U{Ar}, et f2(¢) £3 <=+ Ep € ((VNI)\ W*,par (iv).

- L =2et |¢| =2 : alors z = 901 = £,(0) £,(9), et
(@(0) wa,zp) - (a(e)),a,2y E,) b (@t (6)),0,20 E,()),

avec f1 (¢) € (V\Z)UA{A}, et f2(¢) € (V\NZ) \W, par (v].

“L=2et |¢] 1 :alors z = ¢y = £,(¢), et

@) va,20) £ (aley) .2y £,) = (@ (0)),0,2),
avec f1(q) € (V\I)U{r}, par (vi).

FPar conséquent, (P2) est vraie dans tous les cas.

Soit maintenant w € L(G).

. Siw=A, alors 0 € W, donc q(o) € Fet w=4€ T(M).

. Siw#A, Jy, y' €V~ tels que o > y' e==> wy —> w, avec w € Init (y').

Donc y € W*, et d’aprés (P2), |y| <1, y € (V\I)U {A}, et
(@ (0),w,2p) F @O),a,2y)-

Comme y € W U{A}, q(y) € F, donc w € M) .
Par conséquent, T(M) = L(G).
Montrons maintenant que M est déterministe.

Comme M est sans mot vide, il suffit de montrer que

VY (r,a,2) € (KUK) x 2 x (rJT U{Zy}), Card (r,a,2) s 1.

ZEKUK’JYI’ YZG (I‘UFU{ZO})K
tels que (ri,yi) € §8(r,a,Z) pour i=1,2, et (r1,y1) # (rz,yz).

Dans le cas contraire, 1 T, T
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Par construction de M, ces deux transitions sont, soit toutes deux de
type (i) & (iii), soit toutes deux de type (iv) & (vi) ; mais dans chacune
de ces éventualités, (r1,y1) # (rz,yz) implique § £ € V \ z, 1 ¢1, ¢2 € V¥,
i (¢~ a¢i) € P pour i=1,2, avec 94 # ¢,, ce qui contredit le fait que G est

prédictive.
Montrons enfin que M vérifie la condition (II.2).

Par construction de M,

y = t@a(e),a,7) € K x 2 x T, (q(g),a,7) € Kx 2 x T

¥y

€W U{A}, 1 ¢€V* 1 (r~>ag) €P};

et VueW U A}, V(q(£),a,2) € &, : 6(a(w),a,Z2) = 8(q(&),a,Z).

Par conséquent, (q(ii),xi,Z) e By pour i=1,2, implique
s(ae )y x;52) = 5(ale)xp,D), ¥ i, § € 11,2).

M est donc bien permutable.
Une conséquence immédiate du théorcme II.1 est le

Corollaire il.1 : Tout C-langage permutable est déterministe.

-~

Montrons maintenant la proposition réciproque, a savoir :
Lemme II.2 : Tout automate permutabie reconnait un C-langage permutable.

Considérons un automate permutable M = (K,z,I,8,Z F).

O’pO’

Soient K' un ensemble de nouveaux états 1iés biunivoguement aux é&léments
de I : K'={p(Z) |Z€r},etcgz

Posons N = (KUK', & LJ{C},F,61,pO,Q), ol 61 est défini de la facgon

suivante :
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-Y (p,x,2) € Ay YZ'€eT:
(1) 6,(p,0,2) = (p(2),4),
(1) 8, (p(2),x,2') = {(q,2'v) | (a,v) € §(p,x,2)} ;

-V (p,x,2) € (Kxz°xT)\ By °

(1i1)  §,(p,x,2) = §(p,Xx,2) ;

- En outre, YVp € F ;
(iv) 51(P,C’20) = (p(zo) »h) .
N étant ainsi défini, nous allons montrer que Zéro (N) = T(M) c, puis

gue Zéro (N) peut 8tre engendré par une C-grammaire permutable. Alors,

1'application du théoréme (I.3) montrera que T(M) est un C-langage permutable.
Remarquons d'abord que

(1) : ¥we (T YU{chH*, Vqe KUK', V y e Ir* :
(Pgs¥WsZq) h\j (q,A,v) implique vy € Zy(T \ {Zgh* U {A} 3

de plus, y=A implique q = p(ZO), weI*c, et 1 T € F tel que

(pO’w’ZO) IT\]' (I‘,C,ZO) I’N’ (a,A,A).
En effet, la définition de 61 entraine immédiatement gue

Y € Zy(T \ {ZO})* U {A}, et que w € £* implique y # A.

Supposons gue y=A ; alors w est de la forme w1 C w, avec w1 € 5%,
W, € (z L){?})*’ et 1 Y12Y3 €I~ ir, s € KUK tels que

W% x
(posw’zo) I"N' (I‘,CWZ,Y1 Z) h\T (5’W29Y1 Yz) IT\I_ (q,A,A) .
Par conséquent, (s,yz) € 61(r,C,Z) (transition de type (ivl]]}.

‘Doncr € FCK, Z = ZO’ s = p(ZO) et v, = A.

Comme y{Z € F*ZO, Yy = A ; donc q = p(ZO) et W, = A.
Montrons maintenant gque
(2) : VqgeK, Vyerx Vwe ¥ :

1

*
(pO’w’ZO) hq (9,4,v) si et seulement si (poswyzo) (a,A,v) .

o



&
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Considérons d'abord (pO,W,ZO) H%—(q,A,y).

o]

Puisque AWlS;KIX 0 x (I \ {ZO}),‘toute transiticn de M est un mouvement
¥

dans N, et (PO,W,ZO) N (q,2,7) .

Réciproquement, supposons que 1 p, g€ K, 1 we 5%, 1 y € ZO(F \ {ZO})*; 3 yrer=,
tels que (p,w,y) by (q,A,v") et que (P,W,Y))a(/(q,f\,v')-

Considérons le plus court de ces mouvements ; il est de longueur non

nulle et de la forme :
(p,x1w1 ’;1 21) = (p,w,Y) IN (p] ,W1 ’;’1 Y1) h% (q,0,v"),
avec 61(p,x1,Z1)3 (p],Y]) (p] e kK Uk, ;1, Yq € %, X4 €:°).

La minimalité de (*) implique (p1,y1) ¢ 6(p,x1,21) ; donc 61(p,x1,21)

est de type (i), et par conséquent,
Py = p(Z1), Xy = A, Yy T A, Z1 # ZO et

i 1 € 1° tel que (p,y1,Zl) € My

Puisque Z1 # ZO’ ;1 # A. Posons ;1 Yy = ;1 = ;Z ZZ avec ;2 € I'* ot Z, e T.
En outre, comme jof €K' et qek,1 o € KUK', 3 X, € 2%, 1 Yo € I'*, tels que

(P1 21Xy Wo, ;2 Zz) IN (PZ,WZ,\—/Z Yz) l'ﬁ (q,A,Y), avec X, Wy

W1.

Puisque Py = p(Z1), la transition (pz,yz) € 61(p1,x2,22) est de type {ii) ;
donc p, € K, et 1 Yé €r* 1 reK tels que

Yy = ZzYé 2 (I‘,XZ,Z]) € AM’ et (pZ’Yé') € S(I‘,XZ,Z1).
Or M est permutable ; donc 6(r,x2,21) = 6(p,x2,21) = (pz,yi).
Dfautre part, 1'hypotheése de minimalité de (*) impligque que
(p29W29:{272) h% (q’AyY')'

Par conséquent, (psw’Y) = (p,X2W2,§ZZZZ]) }M (p2>w2’§2 ZZ Yé)

- *
= (pZ’WZ’YZ Yz) }'M‘ (q:A,Yi). Contradiction.
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Montrons maintenant que :
(3) TM) c = Zéro (N).
Considérons wc € T(M) c C z*c.

%*
i1 q€FcK, 1 y € I'* tels que (pO,W,ZO) {-M (q,h,y).

Alors, d'aprés (2), (pO,WC,ZO) FI’\‘I; (9,¢,Y) ; Puisque M est complet, y = Z0 o
comme 8 (q,c,ZO) = (p(ZO),A), wc € Zéro (N).

Inversement, considérons w, € Zéro (N).

Al

D'aprés (1), I r€ FCK, 1 we I*¥ tels que Wy = We et (pO,w,ZO) h\T (r,A,ZO).

Alors, d'aprés (2), w € T(M).

Construisons maintenant une C-grammaire qui engendre Z&ro (N), et montrons

gu'elle est permutable.

Posons pour cela V\ Iy (KUK') xT x (KUK"), 2y =1 U{cl,
oq = [pO,ZO,q] € V. \ zy,pour tout q € K UK,

et Gq = (V,Z1P,oq), ol P est défini de la fagon suivante :

- pour tous Z, Z1, ceey Zm eEr,p,q€ KUK, x¢ Z; tels que
(q,Z1...Zm) € 61(p,x,Z) :

([p,Z,s1] > X [q,Zm,sm] [sm,Z 1 ... [52,21,51]) € P,

m-17"m-1

pour tous les s. € K{UK', 1<ism,

- pour tous Z €T, p,gqe KUK', x € Z? tels que (q,A) € 81 (p,x,2) :

(Ip,2,q] >~ x) € P.
Nous avons alors d'apres [6]:

4 zéro ) = Y LG,
qekvk' @

(5) ViIp,Z,qleV \ g, VYweIi¥y, Vye¢€ (V\Zl)"\‘,VrCKUK'
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lp,Z,al -=%=> Wy si et seulement si i pT,...,pm'S KUK, 1 UT”"’Um €T
T
tels que

-y = [p1,U1,p2] e {pm}Um,q], et
- (p,w,Z) {‘N (p1) aUm R U1),

(6] V Ip,2,q) €V \zy,¥VWeE I, Vre KUK

=,

[p,Z,ql =é=> w si et seulement si (p,W,Z) H% (q,A,40).
Y

Nous déduisons de (1) et (B) que q # p(ZO) implique L(Gq) = f}. Paosons
g = cp(zo) et notons G = (V,Z,?,U) la grammaire réduite de GP(ZO).

Alors, Zéro(N) = L(G).
Montrons que :

(7) Vwe xs, Yy, y € V¥ tels que ¢ -=%=> y' -=E=> wy avec w € Init (y')
i W es*,acz,ip,qekK,3z2€r,imz=1,1 p; e KUK, 1 Zi €T

pour lgigm, et 1 £ : 1<fsm, tels que

i}

- W= Wia,
-y = [p,24,p41 [pysZy5pp0 wee Ty 520,001,
- (pgo¥y a,Z) B (q,a,2 oo Zpoq D) By 0,052 o 29D

w

Considérons une telle dérivation o >yt e==> wy.
Par construction de G, 3 915 ¢ e (@ND* TaeV NE, ] Wy e I*,
1 a€z tels que y' = Wpa ¢y, Y = by 0, et (o > 2 ¢2) e P cP.

D'aprés (5), 31 k 20, 1 j (0sjsk), 1 0, Ui € T pour fgicgk,
ir, T, € KU K" pour 1gigk, tels que

U

a = [r,U,T. ] 9 = [r. j+1’rj+2] ces [rk,Uk,p(ZO)],

j+17? j+1’

d)z = [1‘1 ,U»] ,1"2] Py [I‘j ’Uj ’rj+1]’



(%)
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ot
"~

(pO’w1’ZO) hq (r,A,Uk . Uj+1 U), et

(r1,Uj ces U1) € 5](r,a,U).

Distinguons deux cas :

a) Tt € K: alors 61(r,a,U) est de type (iii) ;

donc T4 €K j=1, et 61(r,a,U) = §(r,a,lU) = (r1,Uj . U1).

D'autre part, d'apres (2), (pO,w],ZO)H% (r’Uk,"' Uj+1 0,

et la propriété (7) est vérifiée.

b} r € X'

Comme pgy € K, 1le mouvement (**) est de longueur non nulle, et
i sy € KUK', 1 Xy € °, 10 er, 3 Y1 € I'* tels que

(pO’W] ’ZQ) hl(\r (S] ’X‘] ,Y]U') "N' (r’AaUk e UJ+] U)a

avec 61(51,X1,U') = (r,A,yZ) et YiYy = Uk oo U U. Or T €K'

J+1
impligue gue 61(51,X1,U') est du type (i), et donc gue 81 € K,

Xy =y, =Ah, = pU"), et vy = U .- Uj+1 U, et gue d'autre part,
i X, e £° tel que (31,X2,U‘) € hy-Enfin, 61(p(U'),a,U) est du type

(ii), donc j31 et Uj = U, et de plus, 3 s, € K tel que

é(sz,a,U') = (r1,Uj_1 ces U1) ; avec (sz,a,U') € By

Par conséquent, d'apreés (2], (pO’w1’ZO) H% (51’A’Uk,"' Uj+1 Uj Uy,

et puisque M est permutable, 6(51,a,U') = 6(52,a,U') =(r1,U ..U1).

-1

La propriété (7) est donc vrale dans tous les cas.
Montrons enfin la propriété suivante :

[p,Z,ql € V \21 implique q = p(Z) € K'.

La propriété est triviale si Z&ro (N) = f.
Sinon, 1 w € Z? tel que [p,Z,ql =E=> W, et d'aprés (Sji(P,W,Z)lﬁ(q,A,A)

Donc, 3 x; € Z;, i12'€er,1re KUK tels que

ot
"

(p’w’z) |’N— (r,x]’z') |-I\T (q’A’A) .



I1.17

Puisque 61(r,x1,Z') = (q,A) ne peut &tre que du type (i) ou (iv), q = p(Z").

En outre Z' = Z, car dans le cas contraire, 1 P> Py € KUK',
1x,¢€ z; s dw ek, 1 yers 17"€er, tels que Z" # Z et

als
¥

®,w,2) Fg (01>x; wy,2) by (0yuwy,2') by (1,xq52") 5
Or une transition 61(p1,x2,2) = (pZ,Z”y) est impossible si Z'" # Z.

I1 reste & montrer gue G vérifie la condition (I.1).

"

Soient y1,y2,yi,yé EVF, we 5 Z? tels que © °=E=

>yl e==>y,,

G
avec W ¢ Init (yi) pour i=1,2.

Distinguons deux cas :

c) CardCCw) #0 :
Pasons alors w = W, CW, avec W, € I¥ et W, € 2?.
D'aprés (5), 1 YY) €=, 3 1,9, € KV K' tels que
(po,w1cw2,ZO) |—1\—I (qi,A,yi), avec |yi| = Iyil pour i=1,2.

Donc, 3 pi,pi e KUK, 1 ;i,yi € r*, 1 Z; € T pour i=1,2, tels gque

%

(pO,W1CW2,ZO) *I_I\\] (Pi,CWZJi Zi) {'N (piawza;iYi) !’lﬁ (qi’A’Yi) ’
pour i=1,2.

Comme 6,(p;,C,2;) est du type (iv) pour i=1,2,

Z, =1

1 =1z

2 =2gp Y] =¥y = A, et dlapres (1), vy =¥, = A
Par conséquent Iyi| = 0 pour 1i=1,2, et Yy = Y,
d) Cardc(w) =0 :

Puisque w # A, 1 a € 1, 1 w4 € I* tels que W = wia.
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p'aprés (7) et (8), Vi€ {1,2}, 31 p., q; €K, 1 U, €T, Imi) 21,
1 2;(1) pour Tsjem(i), 3 £(1)  (1sL(i)em(i)), tels que

¥; = 3,24 (0, PN wen 5y (D)2 (5) (1) Py qy (1)

L RgMyasZg) B (43,205 (D) - Zyegy e @ U Iy

(Pi’A’Zm(i)(i) “ee Z1(i)).

Puisque M est déterministe, cS(qi,A,Ui) = §, pour i=1,2, et d'aprés
71, qq=dy, Up=Ups Zpegy (1) eee Zpeqy,q (D = 2, () o Zozyn B 5
alors , comme 6(q;,a,U;) = (psZp5)() +- Z7(1)) pour i=1,2,

PP» £(1) = £(2), Z;(1) = Z;(2) pour Tsjst(D),

et m(1) = m(2), Zj(1) = Zj(Z) pour £(1)+1 < j s m(1).

Par conséquent y; = y,, et T(M)c est bien permutable.

Du théoréme II.1 et du lemme II.2, nous déduisons le résultat essentiel

de ce chapitre :

Théoréme II.2 : Un C-langage est permutable si et seulement s'il existe un automate

permutable qui le reconnaisse.

Nous déduisons aussi le corollaire suivant :

Corollairve II.2 : Tout K-langage est permutable.

En effet, soient R un K-langage et A = (K,Z,f,pO,F) un automate d'états

fini qui le reconnaisse.

Soit M = (X,2,{Z,},8,24,Pn,F) l'automate & pile de mémoire tel que
0 0’0
G(p,a,ZO) = (f(p,a),ZO), pour tout (p,a) € K x . I1 est clair que T(M) =R,

et que M est permutable.

Remarquons que les automates permutables constituent une extension des
s-machines [12]. Une s-machine est en effet un automate a pile de mémoire
déterministe, sans mot vide, d un seul état, qui '"vide sa pile'" toutes les
fois qu'il accepte un mot. Puisqu'il n'existe qu'un seul état, la condition
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(11.2) est vérifiée.

D'autre part, la condition que la pile soit vide quand un mot est accepté
n'est qu'une restriction des automates 3 pile de mémoire complets, comme le

prouve la démonstration du lemme II.Z.



INTRODUCTION AU CHAPITRE III

{ D'aprés le chapitre II, tout langage permutable est reconnu par un
automate permutahle. Lorsque, de plus, le langage est borné, nous montrons
au théoreme III.2 qu'il peut 8tre reconnu par un automate permutable plus
simple gue nous appelons sans permutations : outre gu'il est sans mot vide,
un tel automate présente la particularité que des transitions ne peuvent

modifier un méme sommet de pile que sur une unique lettre.

Ces automates sans permutations simplifieront 1'étude des bornés

permutables du chapitre V.

Nous montrons en outre au théoréme II1I1.1 gue les langages gu'ils recon-
naissent (les langages sans permutations) vérifient une conjecture de KNUTH
fausse pour des langages LL(1) quelconques [11] : en effet, lorsgu'ils sont
suivis d’un marqueur de fin, 1ls appartiennent & la classe des s-langages,
c'est-a-dire qu'ils peuvent &tre engendrés par des C-grammaires prédictives

sans mot vide, appelées s-grammaires dans [12].

Comme d'autre part les K~langages et les langages de Dyck et de semi-Dyck
sont des C-langages sans permutations (Théoréme I11.2), nous retrouvons immé-

diatement un résultat montré par ailleurs par KORENJACK et HOPCROFT [12]1. 1}
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Ce graphique schématise les différentes inclusions existant entre les

langages dont 11 a é&té question jusqu'alors.



CHAPITRE III

C-LANGAGES SANS PERMUTATIONS

Les s-langages introduits par KORENJACK et HOPCROFT [12] sont les
c-langages reconnus par les s-machines citées dans le chapitre II. Ils
ont pour caractéristique la propriété d'étre engendrés par des s-grammaires.

En posant :

Définition III.1 : Une C-grammaire G est dite sous forme normale st

P (V\N1I) x 3(V\ID*.

Les s-grammaires sont les C-grammaires sous forme normale qui vérifient

la condition (I.2).

Ces s-langages constituent une famille importante de langages, et KNUTH
[11] a fait la conjecture suivante : Pour tout C-langage permutable
LC (2 \{chH*, Lc est un s-langage. Cette propriété est fausse en général
[13]. Nous définissons dans ce chapitre une classe de C-langages permutables
pour laquelle cette propriété est vraie, et nous montrons que les K-langages,
les langages de DYCK et de semi-DYCK, et les C-langages bornés permutables

appartiennent a cette classe.

Définition II1.2 : Un automate d ptile de mémoire M sera dit sans permutations s'il est

permutable, sans mot vide, et s'il vérifie en outre la condition suivante :

(III.1) : (p1931’z) € hy et (pz,az,Z) € by implique a; = a,.

Définition III.3 : Un C-langage sera dit sans permutations s'il existe un automate sans

permutations qut le reconnaisse.

Montrons un premier résultat intermédiaire :
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Lemme III.1 : Pour tout automate sans permutations M, pour i=1,2, et pour tous p;» 9; € K,

w; € 1%, Z; €T tels que (p;,w.,Z;) e CHEWIR

Zy =1, implique qq = 9q,-

Pour de tels mouvements, V i1 € {1,2}, 1 m(i) > 1, 1 S( 1) € K
i Y§1) € T* pour lgjsm(i)+1, 1 a( ) pour 1sjsm(i) tels que s( 1) - pl,
(1) _ 2 (1) 24) = ( 1) - (1) =
YT T 2 B0 e A3y T W Spciyer T 94 Yp(iyer T A et

T O I O I B CO R €%

m(i)’ j+1? aJ+1 tec m(l)’ YJ+1

pour Tgjem(i).

Pour i=1,2, posons k§l) ceux des indices k tels que Yﬁl) €T et

Yﬁi% ¢ Yﬁi) I* (1<jg€(i)). Nous pouvons supposer
Pkt oo ké%%) < m(i).
Posons Sig)) = rgl) (l) = (i)
J J J
Alors, Y i € {1,2}, YV j € {1,...,8(1)}, (r§i)’x§i),z§i)) ¢ iy

1) = Zgi), powr Tsj<l(1).

Comme M est sans permutations, Z§1) = Z§2) (1 ¢ < £(1))
1 2
(M - @) (1) = «(2) (1) - (2)
impli x Xs 7, =S , et =
P S T M T @y T My T (@
31 J2 71 Jz
et par conséquent, yé(i) 9 Zi;% I'* pour kg%)+1 s n(i) ¢ ki;%
1
Donc, si Z1 = ZZ’ yi}%) = i%%) = Z1 = ZZ' et on montrerait par récurrence
sur j1 gue yi}%) i%%) Camme ké(%) = m(i) pour i=1,2,
Jq J1
(}%) = (%%) = A, ce qui implique £(1) = £(2). Par conséquent,
IO kzm*1
() s(2) , S -
(1) 1 (2) » c'est-a-dire a; = a,-
2(1) K(Z)
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Nous obtenons alors le premier résultat annoncé :

Théoréme III.1 : Pour tout C-langage sans permutations L < (r \ {c})*, Lc est un

s—Llangage.
Soit M un automate sans permutations gui reconnait L.

Posons N = (KU {f},Z,P,61,ZO,pO,¢), ou £ € K, et
8,(p,a,2) = s(p,a,Z) vV (p,a,Z) € K x (2\{c}) x T,

et 61(q,c,ZO) = (f,A) vV q¢F.
I1 est clair que T(M)c = Zéro (N).

Comme dans le lemme II.2, construisons une C-grammaire G a partir de N :

G= (V,z,P,0), cd VNI e (KU{f}) xT x (KU{f}), et o = [pg»Zg-£1-

Nous ne remontrons pas les résultats suivants obtenus de maniere analogue

dans la démonstration du lemme II.2 :

1) L(G)

Zéro (N),

2)V(g+z)813,JZEF,]sz,Jp,quU{f},JZier,ipiEKU{f}

pour 1sism, et 1 x € £° tels que

¥y
|

- [p,Z,q] ’
.z =X [p1,Z1,p2] - [pm_],Zm_],pm][pm}Zm,q],

. 6‘] (p’x’z) = (p’]’zm"'z‘l)’

3) Ip,Z,q] € V \ £ implique 1 w € =¥ tel que (p,w,2) H% (q,A,0).

Alors, puisque N est sans mot vide, G est sans forme normale. D'autre part,

G vérifie la condition (I.2).

En effet, si (& ~» az1), (¢ ~ azz) € F, d'aprés la proprieété 2), Vi€ {1,2},
i m@) >0, 3 pgl) €K, 1 Zglj €r pour 1sjsm(i), 1 p, g€ K, et 1 Z € T tels que

[p,Z,q] = g,
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2, = 2y

. (1) 7)) 01, et

+ iy Zn(i)
610,3,2) = i,z 8t L. 2y,

(1) 2 5@ o (D - 2

Comme M est déterministe, m(1) = m(2), p11) =Py 3 ; pour

1<jsm(1).

NONINe)

Alors, d'aprés le lemme III.1, p§1) = pgz), et de la méme fagon, j :

pour tout j (tsjsm(1)).
Par conséquent, Z1 = ZZ’ et Lc est un s-langage.
Si G est une C-grammaire A-normale, posons maintenant

QG ={eeVvNz |3 a;, 4, €5, 1y, v, e v (g~ aiyi) € P,

pour i=1,2, et a # a,}.
On écrira plus simplement @ si G est sous-entendu.
Considérons le cas des langages bornés.

Lemme IIT.2 : Toute C-grammaire A-normale qui engendre un C-langage borné, vérifie la
condition suivante :

(I11.2) 1 peNtel queVze Vs o = z implique CardQ (z) s p.

Soit G une telle C-grammaire et soit u € Q.
Montrans que :
") YeeVvV Nz, ¥V 1> ¢2 € V¥, ¢ > 94 & ¢ implique Cardp (¢] ¢2) = Q.

Soient a;, a, €1, Yi» ¥y € Ve o (p o~ a; yi) € P pour i=1,2, et a # a,-

Alors, 1 2,2, € ¥ tels que y; => z; pour i=1,2.

Supposons que la propriété (*) soit fausse et distinguons deux cas :
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1) ¢5 = 65 u ¢y, avec ¢z, ¢, € V¥ :

"

Spient alors 2z et Zy € I* tels que ¢; ==> z; pour i=3,4.

Alors, £ ==> 91 £ 6, = b5 U by £ 0, ==> Zz W 2, & ¢y, et

. 23 U 24 £ ¢2 => z3 a] Y1 24 £ ¢2 == 23 a] z] z4 g ¢2. d'une part, et
< Zz W 24 £ ¢2 => 23 az y2 24 £ ¢2 === Zg a2 ZZ 24 €.¢2, d'autre part.

= . 1= 2 . * R
Posons u; = 2z a; z; Z, pour 1 1, (u1 € %)

Puisgue g =—> uy £ ¢, pour i=1,2, et que L(G) est borné, d'aprés [8],
u.1 u2 = u2 u1, c'est-a-dire
Z3 a1 21 Z4 23 32 Z2 Z4=23 az ZZ 24 Z3 31 Z.] Z4-

Ceci implique a1 = a2 et contredit 1'hypothese.
2) ¢2 = ¢3 u ¢4 :

dans ce cas symétrique, [8] est encore applicable ; ceci implique encore

a,; = a, gt achéve la démonstration de (%).

I1 est alors clair [6]1 que :

VYie€a 1 p(u) ENtel queVz€Vr 1o => 7 implique Cardu(z) s plw).
Comme @ est fini, il suffit de poser p = ) p(u).
e
Lemme III1.3 : Tout C-langage borné permutable peut &tre engendré par une C-grammaire
2-prédictive G dans laquelle

P (VNZ) x (VP\NWWIWUQ).

Soit L un tel C-langage. D'apreés le lemme 1.6, il existe une C-grammaire
2-prédictive G1 = (V1,Z,P1,c1) qui engendre L, dans laquelle (£ -~ a £1 gz) € P1
implique &, ) W(G1).
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D'aprés le lemme III.2, 1 p € N tel que, pour tout z € V?,

o =%T> z implique CardQ(G1)(z) s p.

Posons alors Z = {¢ € (V \ Z)(Q(G1) \ W(G1))* | o] < p*2}, et

Z'= (¢ € Z | |¢] < p*1}.
Z et Z' sont des ensembles finis.

Définissons V \ ¢ [resp. V' \ Z] comme un ensemble d'états liés biunivo-

quement & ceux de Z [resp. Z'], notés f(¢) pour tout ¢ € Z [resp. ¢ € Z'].
Alors V' C V ; Posons ¢ = f(o1) e V.

Définissons enfin P de la fagon suivante :

pour tout f(g1;..gn) € V' \ I, et tout a € L :
.sid1z¢€ (Vi N\ £)* (g] +~az) € P,
- siz = uy p, avec uy € Vi, My € V1 \ (z L)Q(G1)), alors :
(1) (f(gq.eegy) »a £0uy) £y, &) --0€))) € P,
-siz¢€ V1Q(G1) ou |z| < 1, alors :

(ii) (f(g1...gn) +~a f(z Ey oo gn)) € P,

(f(z gz...gn) = A si n=1 et z=4),
-sinx2, g €EWG), et I z€ (Vi NID)*: (g5, >az)€P
- siz =gy, avec uy €V, uy €V, N\ (ZUa(Gy)), alors :
(11ii) (£(gq--v8) »a £(uy) £y, &5 --- £)) €P,
- siz € Va(G) ou [z| 5 1, alors :

(iv) (f(g1...gn) +a f(z gs...gn)) € P,

(f(z gs...gn) = A si n=2 et z=4),
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. 51 n=1 et £, € W(G1), alors :

(v) (f(g1...£n) + A) € P.

Notons encore G la grammaire réduite de G = (V,%,P,s), et h : V¥ =~ V;

1'homomorphisme défini par

h(a) = a pour tout a € &, et

h(f(£1...gn)) = g1 .o gn, pour tout f(g1...gn) eV \Z:.

Comme (A + ¢) € P impligue h(A) ~=%=> h(¢), Vv € V*’ o .=§=> ¥
1

implique h(o) - é >h (y).
1

D'aprés le lemme III.2, CardQ(G )(h (v)) < p, donc ¥ € V'*. D'autre part,
1

(A > A7) €P implique 1 ¢ € W(G1) tel que A = f£(¢) ; comme CardW(G )(Z) < 1 pour
1 .

tout z € V? vérifiant o, -=%7> Z, nous avons donc Cardw(G)(w) < 1.

Par conséquent, V A1 EWWG, VA, €EV\NI,Vaer:, V 01597503,84 € V*

2
tels gue (Ai > a ¢i) € P pour 1=1,2, o -=%=> 93 A1 A2 ¢4 implique 1 g1 € W(GyJ,
3 £7 € Vd \z, 1 29,29 € V?, i (Ei > a Zi) € P] pour i=1,2, tels que

oy ‘=%T> h(¢3) 61 &, h(¢4). Puisgue G1 vérifie la condition (I.3), 1l en est de

méme pour G.

De méme, VAEV \,Vae€z,V 9159, € V¥ si (A~>a ¢i) € P pour i=1,2,
1 227, 13 gj eVyNiI (1<j<f) tels que A = f(g1...g£), et £q...8p ?1» a h(qsi)
pour 1=1,2. Alors, comme A € V', c’est-a-dire £, g W(G1), i 2952, € V? tels que :
soit (£1 > a Zi) € P1. soit &4 € W(GT) et (Ez > a Zi) € P1, soit &4 € W(G1) et

(gi > a Zi) € P1. Puisque G est réduite et que G1 vérifie les conditions (I1.2)

et (I.3), G vérifie aussi la condition (I.2). G est donc 2-prédictive.

En outre, une production (A + a B] BZ) € P, avec a € I, B1,B2 eEV\NZ,
est de type (i) ou (iii). Dans les deux cas, f(Bz) = W,z (uz € Vd \z, z¢€ V?),
et 1 (¢ > a My pz) € P1 avec U, e Q(G1) (u1 € V1 \ £) ; d'aprés la forme de P1,

Uy £ W(Gl)' Donc B2 g a(G) V W(G).

Enfin, comme h(w) = w pour tout w € ¥, L(G) C L(G1).
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~

Il reste & montrer 1'inclusion inverse.

Pour cela, montrons au préalable la propriété suivante :

(*) Vweid, Vz, z'e€ V? : ooy -=%?> z! -=§T> wz avec w € Init (z')

~te

implique 1 ¢ € (V' \ Z)* tel que h(¢) =z, et o -=ﬁ=> Wo .

Si |wl=£=1,2"= o, et (o1 > Wz) € P1. Alors, 1 ¢ € (V \ I)* tel que
(o0 - wo) € P1 , avec h(¢) = z ; de plus, W§ € V%, donc ¢ € (V' \ Z)*.

Supposons la propriété (*) vraie, pour [w| = £, et considérons la dérivation

0 *==>2' +==> Wz +===> wz! +==> waz., avec zi, 2! € V¥, et a € I.
1 —G; 1 _G? 1 G1 1 1 1 1

B'aprés 1'hypothese de récurrence, 1 BT""’Bn € V'\ I tels que

o W B1"°Bn' avec h(B1...Bn) = z.

Posons z = S . (€i € Vj \ ¢ pour lgism), B] = f(g1...gq) avec l<qgm,

et soit £ >y (v € V?) la premiére production utilisée dans z = a zq.
1

Distinguons deux cas :

al) y# A : alors y = a Y1 (y1 € VT), et 1 ¢' € (V \ 2)* tel que h(¢') = Y1 Ep--8

et (B1 »a¢') € P, et Z4 =Yy 52 .ee gm.

En posant ¢1 = ¢! B2 vee Bn’ on a donc h(¢1) =y 52...£q h(BZ...Bn) =25

. JR— ]
et o Tow B1 ces Bn o> wag B

2...Bn = wa ¢1.
b) y = A : alors m>1 et &5 s W(G1) ; donc 1 Y1 € (V1 \ I)* tel que
(gz > a y1) € P1, et z, =y, &g +o Ep-

. Sig>1, 1 ¢' € (V\NZI)* tel que h(¢') = g 53"'£q et (B1 ~ a¢') € P.
En posant ¢1 = ¢! B2 ces Bn’ on a donc h(¢1) =Y 53...€q h(BZ...Bn) = Zq5

-7=( I . '
et ¢ > W B1...B G >wa¢'B

G n ...Bn = w:a¢1.

2

. Si par contre g=1, B1 = f(g1) € W(G). Soit r (2<rsm) tel gue
B2 = f(iz...ér). i ¢'€ (V\NZI)* tel que (B2 +a¢') € P, avec

h(¢') = Y1 gs...ar. En posant ¢1 = 4! BS"'Bn' on a donc
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h(6y) = ¥y &5 ++- €p h(By...B

n) = Z], et

e
w

L] [ ———— [ ' =
0 e=F=> W BT"'Bn T sz...Bn Towas BS"'Bn Wa .

afe
W

Comme enfin o Nelig Y impligue ¢ € V'*, la propriété (*) est vraie pour

tout mot w.
Considérons maintenant w € L(G1).
Siw=47, {0 »1) €P.

Si par contrew # A, 1 z', z € (Vﬁ N\ 2)* tels que w & Init (z'), et
c; A * = o7l=-—‘:‘ ' & igte iy ! ' 7'\-
o4 G1> z G1> wZ G1> W. D’aprés la propriété (*), 1 ¢' € (V' \ I)

tel que o '=%%> wo, avec h(¢) = z. Comme de plus z € W(G1)*, ¢ € W(G)*.

Donc o «==> w¢ '=E=> w.

G

Théoréme III.2 : Les K-langages, les langages de Dyck et de semi-Dyck, et les C-langages

bornés permutables sont des C-langages sans permutations.

al Soit R un K-langage. D'aprés la démonstration du corollaire II1.2, il
existe un automate permutable M sans mot vide qui reconnalit R et tel que AM = .

R est daonc sans permutations.

b) Socient I = {ai | 1sisn} et I = {51 | 1sizn}. Soit I'' un ensemble d'élé-
ments 1iés biunivequement & ceux de t\UJ I : I'' = {f(x) | x €1 vzl.

Posons T = U I, K = {pyspy}, et M= (K, 2 U I, TUT' U {20358,2¢>Py>{PyH)
ol Z g TUT', et ot 8§ est défini de la facon suivante :

our tout X. € % E, si X. désigne 4. si X.=a., ou 4. si X. = a. :
B 1 U 1 & 1 1 1’ 1 1 1

8(pgsX;Zp) = (p>Zpf(x;0),

S E0)) = D E6) X)) VX £,
CS(p} ,Xi,f(ii)) = (PO’A)s
5(p1 ’Xi’xj) = (p1 ’Xj Xl) v Xj a ;(1:

$ (p1 ’Xi 33—(1) = (p1 »A) .
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M ainsi défini est bien un automate sans permutations gui reconnait le langage

de Dyck construit sur I {J I.

c) Avec les mémes notations que ci-dessus, définissons § de la fagon

suivante

pour tout i € {1,...,n}, é(pO,ai,ZO) = (p1,f(ai)),
6(p1,ai,f(aj) = (p‘]’f(aJ)al) VJ e {1,..-,1’1},
G(P],ai,aj) = (P1,aj a;) Yjed{l,...,n},
6(p1>ai,ai) = (p1,A),

6(p],ai,f(ai)) = (pO’A)'

I1 est clair que M est encore sans permutations et qu'il reconnait le

langage de semi-Dyck construit sur X U:.

d) Soit L un C-langage borné permutable. D'apres le lemme III.3, il existe

%

une C-grammaire 2-prédictive G telle que (¢ » a £ gz) EP (ae £,8,81585 e Vg
impligue EZ € @ UW. En reprenant les notations et la démonstration du théoréme
II.1, il existe un automate permutable sens mot vide M gui reconnait L.

M peut Btre supposé sans permutations :

puisque f2(¢) # A impligque f2(¢) € VN (ZU Q UW), pour toute production
(¢ >ap) €P (a€ sz, £€V \NI), on peut restreindre ' a V \ (Z U Q UW), et
T a{p | uerh
Alors, (p1,a1,Z) € by et (pz,az,Z) € by implique
itevN (U, 1 215 29 € V¥ tels que (1 ~ a; Zi) € P pour i=1,2.
Donc a;=a,, et M vérifie la condition (III.1).

Des théorémes III.1 et III.2, on déduit immédiatement le corollaire suivant

Corollaire III.1 : St L € (£ \{chH)* est un K-langage, un langage de Dyck ou de semi-Dyck,

ou un C-langage borné permutable, LC est un s-langage.



INTRODUCTION AU CHAPITRE IV

e g
WK

{ L'étude formelle d'une classe de C~langages s'accompagne généralement

de 1'étude de sa stabilité pour différentes opérations.

Les classes des C-langages permutables et sans permutations ne sont
stables qu'un nombre restreint d’opérations ; KORENJACK et HOPCROFT [121,
ROSENKRANTZ et STEARNS [16], w00OD [17] ont exhibé de nombreux exemples de
non stabilité pour la plupart des opérations habituelles. Ils n'avaient pas
gtudieé 1l’'application séquentielle injective ni 1'application séguentielle
inverse, et nous montrons dans ce chapitre (Théoréme IV.2) gue ces opérations
ne conservent pas non plus les C-langages permutables. Nous montrons également
gue 1'union disjointe d'un C-langage non permutable et d'un C-langage permutable
peut 8tre permutable (Théoréme IV.1). Ces résultats sont établis par des exemples
contraires choisis parmi les bornés sur deux lettres, et sont donc valables pour

les C-langages sans permutations, d'aprés les résultats du chapitre III.

Par contre, aucun résultat concernant la stabilité de ces langages n'avait
gté établi jusqu'alors. Nous donnons dans ce chapitre deux résultats trés géné-
raux pour l'union et la différence de C-langages et de langages gquelconques. Ces
résultats sont cependant établis sans la condition assez forte de fF-disjonction,
c’'est~a-dire sans la condition gque 1l'’ensemble des sous-mots initiaux communs &
deux langages soit fini {(Théoremes IV.3 et IV.4). Un troisiéme résultat est
spécifique aux langages étudiés et montre que la classe des C-langages sans
permutations est stable pour 1'intersection avec un K-langage local (Théoréme
IV.5), propriété gqui n'est vraie ni pour les C~langages permutables ni pour les

K-langages quelcongues. }



CHAPITRE 1V

OPERATIONS SUR DES C-LANGAGES

Le nombre d'op€rations stables pour la classe des C-langages est faible.
I1 1'est encore plus pour la classe des C-langages permutables ou sans permu-
tations [12]1, [16], [17]1. Nous donnons dans ce chapitre quelques nouveaux
résultats de non stabilité, et trois relations de stabilité qui n'avaient pas
été exhibées jusqu'alors :les deux premiéres sont valables pour des C-langages
quelconques, déterministes, permutables ou sans permutations. La troisiéme
concerne 1'intersection d'un C-langage sans permutations et d'un K-langage
local, et nous conduit a une version modifiée du théoreéme de CHOMSKY -
SCHUTZENBERGER [31.

1) NON-STABILITE

Exhibons d'abord deux exemples de C-langages qui ne sont pas permutables :
Lemme IV.1 : L1 = {a" bP | 1sn<p, §-¢ N} n'est pas un C-langage permutable.

Supposons le contraire ; d'apreés le corollaire II1.1, il existe une

s-grammaire G = (V,2 Y {c},P,0) qui engendre Lic.
Posons V' =V \ (Z U {cl).

. + e
Alors, YieN, 1 &s ev', 1 055 Yi» 25 € V'* tels que

o e==> gl Ef 945 (gi > a g Yi)’ (Ei - b Zi) e P,

avec ¢i+1 =Y; ¢i.

Notons I = {i €N | 3 g€N : i=3g+1}.

Alors, il existe p€ I tel que ¢p # A ; en effet, dans le cas contraire,

comme V' est fini, 1 P» P, € I, Py < p, tels que £p1 = gpz ; alors
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* i . Py Pj
gp. ==>b c, Vie {1,2}, ce qui implique a “ b CeL1c ; contradiction.
i

Par conséquent, L(¢p) Ci*c, et ¥ 1 €N, izp, L(yi) C b* et L(Zi) c b*.

Or L(G) posséde la propriété du préfixe décrite en [12]1. Donc, d'aprés
171, L(yi) et L(Zi) la possédent aussi. Par conséquent,
Card (L(yi)) = Card (L(zi)) =1,

Considérons maintenant les dérivations

ot
"

=3 aP p 3 o, et

p
Y p °p

.—:"i— p - == p+1 ) [ p+1
O ==l b op T AT Bpyq Y 0 T @ b2 Yy 4y

Lz, ¢,) = b1 (a+b) (02 ¢, et

L(zy; ¥y o) = bPe + bP*2(asb) (0% ¢ = R, .

Zp+1 1

T 2 '3
Posons L(zp) =b , L(Zp+1) =b ", L(Yp) =b ",

avec r; € N pour i=1,2,3.
- p-1-11 3. .
Alors L(¢p) = b (A+b) (B7)* c, et

L(zpey ¥y o) = BP 1T () 0%)% ¢ = R

p 2"

Puisque R1=R2 et que les mots de longueur minimale dans chacun d'eux sont

respectivement bPc et bp*1-r1+r2+r3 C, cela implique r2+r3~r1-1 = 0.

Donc bp+1 cCE€E R2 3 comme bp+1 c g R1. il y a contradiction et 1'hypothése

était absurde.

Lemme IV.2 : L, = (@®1 B2 | n313U (2 b | nx1) est un C-langage qui n'est pas
permutable.

De la méme fagon gue dans le lemme IV.1, il existe une s-grammaire

G = (V,z,P,0) gui engendre LZC, Vie N+, i &5 e Vv, 1 ¢ir Yo 25 e V¥

tels que
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* i
g e===> g F’i ¢i, (E;l + a Ei+1 )’i), (‘51 +b zl) € P,

GVEC 0541 T ¥j 94>

et 1 p €N tel que ¢p # A.
Alors, V 1 2 p, ¢i # A

V' étant fini, 1 91> 9; € N tels que p < Zq] < 2q2, et g2q1 = EZqz'

Posons p; = 2qi pour 1 = 1,2.

=g

Comme G est une s-grammaire, zp =2 L,y =Yy ,£

IS A S

et ZP]+1 = Zp2+1'

En utilisant encore la démonstration du lemme IV.1, I T1,T,,Ts € N* tels
T T T
1 2 3 .
que L(Zpi) =b ', L(Zpi+1) =b “, L(ypi) =b 7, peur i=1,2.
* Pj x Pyt
Or o e==>a " bz ¢ _ , et g =>a bz Y. ¢,
Pi Pj Pi*1 °p; Py

avec p; = Zqi pour i=1,2.

q;-1 2q;-1
Donc b c = L(Zp. ¢p_), et b

c=L(z_ vy
i i P

o ).
i Pi Py
q.-1-r 2q.-1-r,~r
1 ! c, et L(¢p_) =p 1! 273 c.

Par conséguent, L(¢_ ) = b
P i

1
i i i . = potr.,~- i= .
Ceci implique qq = Ty*Ty~ry pour 1 1,2
Donc q1=q2, ce qui contredit 1’'hypothése.

Nous pouvons alors montrer. des propriétés relatives a la non-stabilité.

Théoréme IV.1 : L'union disjointe d'un C-langage permutable et d'un C-langage non permutable

peut étre un C-langage permutable.

sotent Ly = {a” b3 | Tene3q) et L, = (a® bP | Tenepl.
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L3 et L4 sont des C-langages permutables :
L3 = L(GS) avec G3 = ({a,b,0,8,1,Y,u},{a,b},
3 2
{c>aédp,8§>a1b,s§>b", t>ayb, 1t >b",
y+>adb, y>b, p~» bsu, p > A}, o) , et
L4 = L(G4), avec G4 = ({a,b,0,8,u}, {a,b}, {c » as, § » asb, § - by, u > by,

u > A},0).

Alors, puisque L, = L, U L., le théoréme est vérifié.
4 1 3

Théoréme IV.2 : Ni l'application séquentielle injective, ni l'application séquentielle

inverse ne conservent les C-langages permutables.

Soit L5 = {a" p" | n21}. L5 est un C-langage permutables : L5 = L(GS)
avec G¢ = ({a,b,o,u},{a,bl,{c > ay, u » aub, u > bl,0).

Soit 51 = ({PO:P1 ’pZ’p3}’ {a’b}’ {a,b},<51,)\1 ’po)’ ou

% Pp P P P3 st M Pp Py P P3
a P; Py Pz Py a a a a a

N 2 2
P, P3 P, Dz b b b b b

Alors, 1l'application de S1 de {a,b}* dans lui-méme est injective et

8;(Lg) = L,.

Soit maintenant S, = ({po,p],pz,ps}, {a,b,c}, {a,b},éz,kz,po), ol

5%2¢ | Po P1 Pz P3 st Ayt | Pp Py Py P3
a Py Pz Pz D3 a a a a a
b Py P, Py Pz b b b b a
c Pz Pz D3 Pz c A A a a
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8-1(L4) = L1C , comme d'aprés le théoréme I.3 et le lemme IV.1, L1C

n'est pas permutable, le théoreme est démontré.

2) STABILITE

Pour énoncer des propriétés de stabilité sur les C-langages, nous aurons
besoin de la définition suivante :

Définition IV.1 : Deux langages A et B seront dite F—disjoints si Init (A) M) Init (B)

est fint.

Théoréme IV.3 : L'union F—disjointe de deux C-langages déterministes [resp. permutables,

resp. sans permutationsl est un C-langage déterministe [resp. permutable,

resp. sans permutationsl.

Saient M1 et M2 des automates & pile de mémoire qui reconnaissent de tels

C-langages L1 et LZ'
i i .
Posons Mi = (Ki,Z,Fi,ﬁi,ZS ),pg ),Fi), pour i=1,2.

Nous pouvons. supposer que K1f\ K2 = (B, que 261) = 282) = 20’ et que
(F1\ {ZO}) N (Tz\ {ZO}) = Q.

"

Posons E = Init (L1) N Init (LZ), et

4

"

Max {|w] | w€ E}.

Soit K' un ensemble de nouveaux &tats 1iés biunivoquement

a{we x| |wl £} :K ={qw | |w| s £}.
Posons F' = {q(w) € K' | we L ULZ}, K =K' UK, UKZ’
F = F'UF1 UFZ’ qq = q(A), et T = Iy UPZ.
Soit alors M = (K,Z,F,G,ZO,qO,F), ol § est défini de la fagon suivante :

=}

. Pour tout (pi,x,Zi) € Ki X I X T

(1) 6(pi,x,Zi) = Gi(pi,x,zi) Vvie{1,2};
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. Pour tout w € %, |w| s £, et tout a € I,

- st W] < & (11) §(q(w),a,Zg) = {(a(wa),Zp)} 5

- 81 |w| = £ et wa € Init (L) VU Init (L)) :
(iii) 6(q(w),a,ZO) = {(p,v)},

ol p et y sont tels que i 1 € {1,2}, 1 p' € K;» 1y'e€ P?
pour lesguels wa € Init (Li), et

@M wa,z) k= (0',2,v") ke (0,4,7)-
0 W 0 "M_ P Y I'I\Tl' Y

1

Remarquons que de tels p, p', v, y' existent et que, puisque wa € E,

ce 1 est unigue.
Comme en outre M1 et M2 sont déterministes, (p,Yy) est unique.
M ainsi défini est donc déterministe.

Considérons w€ TM) : 1 r € F, 1 y € T% tels que

(*) (qO’w’ZO) FD/\I- (I‘,A,Y) .

- S5i ]w] < £ : les seules transitions possibles sont du type (ii), et le
mouvement (¥*) est (q(A),w,ZO) h%-(q(w),A,ZO), avec q(w) € K' O\F = F',

Donc w € L1 U LZ'

-8i |w| > £ : alors, w = W, aw, avec Wi ,W, € I*, a€ g, |w1| = L.

Comme ci-dessus, le mouvement (*) se décompose en

(@(n),wy a wy,2) ki (awy), & wy,Zg), et
(75) (@wy), a wy, Zo) kg (r,4,7).

alonta

Puisque (w1) = £, la premiére transition de (**) est du type (iii).

Donc 31 i€ {1,2}, 1 p€ Ki’ i Y1 € Ki tels que

(pgl),w1a,zo) h%;~(p’A,y1), et (**) se décompose en
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(C[(W1), a Wzs Zo) hq (p:wz,Y1)' et

x
(%) (p,W23Y1) }'M (I‘,A,Y).

D'aprés la construction de M, puisque p € K, et que (K1 ) KZ) € g,

(**%*%) est vrai dans Mi’ et T € Ki'

Donc (p(g ) w,ZO) '—— (r,A,Y), avec T € F' N K = Fi’ c'est-a-dire
welL UL,

De plus, si M1 et MZ sont complets, T € Fi implique v = ZO’ et M est

alors complet lui aussi.
Montrons inversement gue L1 (V) L2 cCTM™.
soit w € L, UL,.

- Si |w| < £ : par des transitions du type (ii),
(a(n),w,Zy) G (aw),A,2p), et q(w) € F' CF,

c'est-a-dire w € T(M).

- 51 [w| > £ : alors w = w; aw, avec Wy, W, € I%, a €z, |w| =L

Comme ci-dessus, (q(A) W1 ,ZO) h\% (q(w1) ,A,ZO) .

Puisque W, a W, € L1U L,, 1 1€ {1,2}, tels que W, aw
donc , 1 Pq,>P; € Ki’ ire Fl, ] Y{sYgs ¥ € I‘l" tels gue

€Li;

(1) |
(g " sWq & Wy,Z4) (p1,a Wy,vq) (Py5%,,7,) (r,4,7).
0 "1 % "2°% IM: 125 7201 h@ 2272072 lﬂ‘l‘

Par une transition de type (iii), (q(w1)’a’20) ]—M (pz,A,yz).
D'apres les transitions de type (1], tout mouvement dans M gst
un mouvement dans M. Donc (pz, ,yz) I-—- (r,A,y) avec T € F CF

Donc T(M) = L, U L,.

De plus, &y &by by
1 2
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Soient (pl,x1,Z), (pz,xz,Z) SF

Puisque Z # ZO car défini

i1i¢€ {1,2}, tel qgue (pj,xj’z) £ A

5i My et M, sont permutables, aiﬁpk,xj,Z) = 5i(pj’xj’z)’ vVi,j,ke {1,
Comme é(pk,xj,Z) 6i(pk,xi,2; = 8.0 Z) =
permutable. ’

6(pj,xj,Z), M est aussi

Si de plus M1 et M, sont zans nermutations,

b

2

(pj,xj,a) € AMi implique X, = X,

M vérifie aussi la condition (III.1).

Enfin, si M1 et M, zont sans mon vid
L

&, 11 en est de méme pour M.

: Sotent L et A deux

que LNVA et A sotent F~disjoints.
St L est un C-langage quelconque lresr

r. déterministe, resp. permutable,
resp. sans permutationsl, L\ A ['2:5% awest.

Soit M = (K,Z,F,ﬁ,Lﬁ,pﬁ,r;
déterministe sans boucla,

ie &8 pile de mémoire (éventuellement

L. TG 5anid

permutations), gui reconnaisse

I
Posons E = Init (LNA) N Init {A), et
£ = Max {;w: i W o
Soit K' un ensemble de nouvoaux 218 1iés biunivoguement aux éléments de
o emadu | i . T4 - s I i ! H . e
{W € L7 ng < @} D KD o= Lgiws vy i

Posons F' = {q(w) & K' | w & Laas

£ LN \EE{§=KUK',F]=FUF"',et q0=q{:1“=,[}_,,
Soit alors M.I = (K1,;,L,é?,;ﬁ)qm,3}j, Gl 61 est défini de la fagon suivante
. Pour tout (p,x,Z2) & K x 7 < 7
(1} Si(p;}éfz,; = 4D, ;
. Pour tout w € %, tel gus wi g £

. 2% pour tout a € I:

!

F
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- si |w| € £-1 ¢ (ii) §,(aw),a,Zy) = {(q(wa),Zy)} ;
-si [w| =2 et wae Init (L\A) :
(1ii) ‘5] (q(w) ,a,ZO) = {(p,V)}

ol p et y sont tels que I p' € K, 1 y' € I'* pour lesquels
Py wa,Zg) by (@'s2,v") kg (sh,v)-

Remarquons que, puisque wa € Init (L\A) € Init (L), de tels p, p',v,Y’

existent et gue de plus, si M est déterministe, ils sont unigues.
Si M est déterministe, il en est donc de méme pour M1.

Considérons w € T(M1). ire F1, ] y € I'* tels que
(ag:¥:2g) H (07
oW i

- S8i |w| < £, les seules transitions paossibles sont du type (i), et le

mouvement (%) est (a(A),,Zy) [y~ (@G0} ,A,Zg), avec q(w) € K' [} Fy = E'.
1
Donc, W € L\A,
-Si|w| > &, w =W, aW, avec W;,W, € I¥, a € I, et |W1| = 2.

Comme ci-dessus, le mouvement (*) se décompose en

(q(n) Wy @ WZ,Z()) lﬁ]_ (Q(W]): a Wzszo), et
(@®y), a wy,Zg) !-@— (T,4,7).

Comme |w1] = £, la premigére transition de (**) est du type (iii) ; donc

Wy ae Init (L\NA), et (**) se décompose en
(Q(w), aw,,Z4) hq{* (PsWy,v¢) 5 et
(P,WZ,Y]) WT (r,A,y) , o0 p €K, et

(Pgswy 3,Zp) IM‘ ®'>3,v") |5 (P,4,v9) (p'€ K, y'e %),
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lantands

Puisque p € K, (*%*) n'utilise que des transitions du type (i) ; ce

mouvement est donc vrai dans M, et r € K.

Par conséquent, (po,w1 a WZ’ZO) }H (r,A,y) avec T € F1 NK=F,

c'est-a-dire w € L.

Comme de plus wWia € Init (L\A) et gue Iw1a| > L, Wy a ¢ Init (A) ,
par conséquent, w,aw, =w € A, ce qui implique T(M1) < L\A.

Remarguons aussi que si M est complet, r € F implique vy = ZQ, et M]

est complet aussi.
Montrons inversement que L\ Ac__:T(M1).
Soit w € L\A.
- Si |w| s £, par des transitions de type (ii),
CIOREN m (aW),1,2y) et q(¥) € E' CF,,
c'est-a-dire w € T(M1).
- 8i |w| > &, W =W, aw,avec W, W, € I¥, a €I, et |w1| = L.
Comme ci-dessus, (q(A) ,w1,ZO) l—l\q (q(w1),A,ZO).
Comme w € L\A, wia e Init (LN\NA) ; donc i p, p' €K, 31rekF,
i y,y',y1 € I'* tels gue (po,w1 a Wy,Zg) |-ﬁ (p',a wy,v") hv_l (p,wz,y)
i Gy
Alors, par une transition de type (iii), (q(w1),a.,ZO) l—m (p,A,Y).
Comme enfin tout mouvement dans M est vrai dans Mq.
(p,wz,y) I’ﬁ; (r,A,y1), avec r € F §F1.

Donc T(M) = L \ A.
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De plus, &y & 4y
!
Solent (p] 3X1,Z); (pz,Xz,Z) € AM1 < AM'
Si M est permutable, 6(pj,xi,2) = 6(pi,xi,Z), Vi, je {1,2}.

Comme 61(pj,xi,2) = G(pj,xi,Z) = 6(pi,xi,Z) = 61(pi,xi,Z), M] est alors
permutable.

Si de plus M est sans permutations, X17X, et M] vérifie la condition

(IIT.1) ; de plus puisgue M est sans mot vide, M] 1'est aussi.

Le théoréme suivant donne une propriété de cldture spécifique aux
C-langages sans permutations :

Théoréme IV.5 : L'intersection d'un C-langage sans permutations est d'un K-langage

local est un C-langage sans permutations.
Soit M un automate sans permutations.
Soient A,BC I, A gzz, et R = (AZ* M 5*B) \ ¥ A I* un K-langage lccal.
Posons K1 = (K x 1) L){po}, F] =F x B, et

M1 = (K1,E,F,61,ZO,pO,P1) ol 6, est défini de la fagon suivante :
pour tout (q,a,Z) € Ky xZxrT,

- ai (q,2) = (pO,ZO), si (r,y) € 6(p0$a,ZG), et si a € A, alors :

i) 8,(q,a,2) = (Ir,al,y) ;

- si g est de la forme Ip,bl € K x £, si (r,y) € &(p,a,2), et si ba € 4,
alors : (if) 61(q,a,Z) = (Ir,al,y}.

M1 ainsi défini est sans mot vide, et il est de plus déterministe car M
1'est aussi.

Considérons W € TGM]).
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i Ayreeerdy €z, 1 CIPREEC € K1, i Yoot oYy € I'* tels que
W=a5...8, 4y = Py> q, € F1, Yo = ZO, et
(qi,ai+1 an,yi) h—d]- (qi+1’ai+2}"'an’Yi+1) pour Ogisn-1.

Posans Yi T Vi Zi’ avec ;i € I'* et Zi € I', pour Ogisn.

Pou? tout q; € K x I, posons qQ; = [ri,xi].

Par construction de MT’ (*) utilise une transition du type (i) si i=0
et du type (ii) pour tout i strictement positif. Donc, pour tout i1, X;=a
a; a;,1 €4, et

(F558309 0 2p73) B (FypsBiap oor Bviag)
De plus, a, € A, et comme q, € F1, r € F et a, € B.

Donc a;...a € T™M) QR.

En outre, M étant complet, Y, = Z0 et NH est complet.

Montrons inversement que T(M) M R gT(M1) .

Considérons w € T(M) N R.

i a1,...,an€ Z, 3 rO,...,rnG K, 1 \CIRREEAM € I'* tels que

W=2a,...
1 an’

Yo = Pg» Tn € Fs vg = 29, 34 €A, 3, €8,
(ri,ai+1°"an,Yi) m‘ (I‘i+1 ,ai+2..-ansYi+1)’

et a1 854, ¢ A pour Ogign-%.

Alors, pour une transition de type (i)

(po,a1...an,20) ,—W ([r],a]],az...an,y1) ;

et pour tout Os<isn-1:

]

i’
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([ri,ai],ai+1...an,yi) hz; ([ri+1’ai+1]’ai+2"'an’Yi+1)'
Comme enfin [rn,an] € F x B, T(M1) =TM) NR.

Il reste a montrer que M1 vérifie les conditions (II.1) et (III.1).

Soient (q1 ,x1,Z) et (qZ’XZ’Z) de AM1'

Pour tout 1 € {1,2}, comme 8 (qi,xi,Z) ne peut &tre du type (i),
| P1 ’pZ’r1 ,rz €K, 1 a1 ,a2 €z, 1 Y1 ’YZ € I\ Zr*

tels que ql = [pi’ai]’ 6](qirxi,z) = ([ri’xi] ’Yi)’

et 5(piaxisz) = (ri’Yi).

Donc (pi,xi,Z) € AM, et puisque M est sans permutations, Xy =Xx,=a € I,

et (I',‘ ’Y1) = (rZ’Yz)‘

Par conségquent, 61 (qj ,xi,Z) = 61([pj,aj],a,2)

([rj,a] ’Yj) = ([ri’a]’Yi) = 61([pi’ai] »8,2)

61 (qi,xi,Z) pour tous i,j € {1,2}.
M1 est donc sans permutations.
Des théorémes III.2, IV.S5, et de [3], nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire IV.1 : Tout C-~langage est l'image homomorphe d'un C-langage sans permutations.




INTRODUCTION AU CHAPITRE V
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{ L'intérét théorique des langages bornés conduit naturellement &

1'étude d'une caractérisation des bornés permutables.

Une telle caractérisation est étahblie dans ce chapitre (Théoreme V.1) ;

elle s'exprime d’une maniére simple en termes de semi-linéaires particuliers.

Etabli dans le cas des bornés sur deux lettres, ce résultat ne s'étendrait
gue difficilement au cas général. En effet le nombre restreint d’'opérations
stables sur la classe des C-langages sans permutations, et en particulier la
non stabilité par application séquentielle et par intersection avec un K-langage,

rendrait délicate une généralisation. }



CHAPITRE V

C-LANGAGES PERMUTABLES BORNES

Nous donnons dans ce chapitre une caractérisation des C-langages

permutables inclus dans a? a%, a; et a, étant des lettres différentes.

D'aprés le théoréme III.2, les C-langages bornés permutables sont
reconnus par des automates sans permutations ; nous utiliserons donc ces

automates pour obtenir la caractérisation.
Etablissons au préalable une propri€té de clOture :

Lemme V.1 : L'union et la différence d'un C-langage permutable borné sur deux lettres
et de 1'image canonique d'un ponctuel est un C-langage permutable.

Soit L un tel C-langage et P un ponctuel.

Soit o la plus grande des 1-constantes des linéaires constituants de P.

T M
Soit R = {a;  a," € L ! n, <ol

a n
n est un K-langage car R = L,) a11({w € ¥
n,=1
1

i
a; wWe L}ﬂaﬁ).

De plus L\R et R sont F-disjoints.

Donc, d'aprés le théoréme IV.4, L\R est permutable.

D'autre part, P et R étant des K-langages, P |JR et R\P sont des

K-langages, donc des C-langages permutables.

Par conségquent (L\R) U(PUR) =LUP, et

(LVMR) UR\NP) =LN\P
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sont des C-langages permutables commé union F-disjointe de C-langages permutables

(théoreme IV.3).

Le lemme suivant met en évidence les particularités des mouvements dans un

automate sans permutations :

Lemme V.2 : Si M est un automate sans permutations, et si T(M) ga"f afz\‘ n'est pas un
K-1angage,
im,teN, 1f, geN,1reF tels que,

2
pour tout (ui’vi) € N” avec u; xm,

. €N,

£,(u;,v;) € TQD implique 3 hy, £, t;, g;

avec fi < f, et g > 0 tels que :

a) u.

i m+hif+fi,

b) wv.

i~8 *thjgrtrt,

uj Vvi-tj * N Yy
c) (po,a11 azl l,ZO) hq (r,A,ZO), et v <v;-t; implique a11 ag g TM),

d) Si f. = fj, alors g; = g;-

M étant déterministe et sans mot vide, et puisque de plus T(M) n'est pas

un K-langage, d'aprés [7]1 et [4]

im, fe€ N+, lw,yerrs, 12¢er,131peKtels que

o +hf * h
1) Vh> 0 (pgeay ,Zg) b (0,4,wy 2),

] ok ho x| o _ _h, , .
2°Y Yk 20 : (p,ay,wy Z) ~ (p',A,y) implique y = wy y' avec y' € IT*.

Soit (ui,vi) € f; (TM)) avec u; z m.

Soient hi et fi respectivement le guotient et le reste de la division de

(ui-m) par f.

Alors, 1 pi €K, 1 Yi € I'T* tels que, Y h', 0 < h' < hi :
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. . ¥* (h,-h')£+£, h' % h.
(pO’aI‘;l+hlf+fl’ZO) P— (p’a‘] t lawy Z) I_— (pi,A,WY lYi)a

u. v

et puisque M est complet, et gue 311 azl e T, 1 ri € F tel que

h.

V- 3.
(pi,azl:wy lY_.!L) "'_ (ri,A,Zo) .

Par conséquent, d'aprés le lemme III.1,

1 g€ K tel que, Vh' 3 0 avec h' ¢ hi’ lken :

(h.-h')f+f. k % X h.-h! %
(p,a1 ! ot aZ’Z) }_ (pi:azay * Yi) "— (q,4,4) .

g; *
Donc, 1 g; € N tel que (pi,a2 1,y‘i) = (g,A,4),

et

+ *
1geN tel que(q,ad,y) = (q,4,0).
Comme q et y sont indépendants de 1, g 1'est aussi.

Nous avons donc

u. V. v h v.-g. h.

(Pg-ay” 2, 5Zy) 1= (La,wy v 1= (@,a," Howy )
¥ v.-h, g-8. ¥*
|—' (q’azl . 1’W) !'_ (ri’A’ZO) .

Saoit maintenant t le plus petit entier pour lequel 1 r € F, 1 y € I'*

tels que (q,ag,w) F: (r,A,y). D'aprés la forme du mouvement ci-dessus, et

puisgque M est complet, un tel t existe, y = ZO’ et t vy - hig - g

De plus, puisque q et w sont indépendants de i, t et T le sont aussi ;

comme en outre M est déterministe., r est unique.

ceci implique 8; =g..

Donc, en posant t. = v, - g; - hig - t, on obtient

Ui Vi_ti S
(po,a1 a, ,ZO) F—»(r,A,ZO) avec r € F.

in, si f; = D=y = pl,
Enfin, si fi fj' alors vy: YJ et p; pJ

Comme M est déterministe,

J

Le lemme suivant fait une premicre restriction sur la structure des

C-langages permutables bornés :
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Lemme V.3 : Tout C-langage L, permutable et borné sur deux lettres tel qu'il existe

a, 8 EN, et p € N' vérifiant (a®% 28 | s e N} e L est un K-langage.
p 1 2 =

D'aprés le lemme V.2, si T(M) n'est pas un K-langage, Y © 2 m, o + Op
est de la forme m&hf+f1, avec £ > 0 et f1 < f, et B est de la forme

g1+hg+t+t1, avec g > 0.

En particulier, si @ = m+ Bf, o+0p 2 m, et

a+ep=a+(m+sf)p=m+hf+f1<m+(h+1)fsh+1.
Mais o + (m+B8f)p = B, donc B < h+l.

Or 8 = gq + hg + t + ty 3 h + g > h, donc 8 > h + 1. I1 y a donc

contradiction.

Nous définissons maintenant un type particulier de semi-linéaires :

Définition V.1 : Nous appellerons semi=linéaire primaire toute unton finie disjointe de

lindaires de type 1 et 3, de méme l—-constante, et de méme période de contrainte.

Dans un semi-linéaire primaire, une des 2-constantes des linéaires
constituants est particuliérement intéressante :

Définition V.2 : Nous appellerons base d'un semi-linéaire primaire la plus petite des

2-constantes de ses linéaires constituants.

Nous noterons généralement (p,q) la période de contrainte, a la T-constante

et g la base d'un tel semi-linéaire.

Une des particularités de la base est donnée par le lemme suivant qui se
déduit immédiatement de la définition V.2 :

Lemme V.4 : Dans tout semi-linéaire primaire SL, Y 0, u €N, 8 + 0q > p implique
(o + Op,1) # SL.

La caractérisation cherchée sera exprimée en termes de semi-lin€aires
homomorphes deux a deux :
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Définition V.3 : Nous dirons que deux semi-lindaires primaires SL1 et SLZ’ de périodes

(V.1) :

(v.2) :

Lemme V.5

de contrainte, de I-constantes, et de bases respectives (pi,qi), %y et Bi
pour i=1,2,sont homomorphes si et seulement s'ils sont 1-disjoints et s'ils

vérifient de plus les deux conditions suivantes :
P14, = Py44»

VA€EN, (u1,81+h) € SL1 sl et seulement st (a2,32+x) € SLZ'
: Tout C-langage permutable borné sur deux lettres qui n'est pas un K-langage
est 1'image canonique de 1'union finie disjointe d'un ponctuel et de semi-
linéaires primaires homormorphes deux d deux.

Notons L un tel C-langage. Puisque L est déterministe, d'aprés [4]
(Théorémes II.8.2 et I.2.1), il est 1'image canonigue d’'une union finie
disjointe de rationnels et de semi-linéaires ordonnés, entrelacés deux &
deux. D'aprés le lemme V.3, aucun de ces rationnels ne peut 8&tre de la forme
c+(p,0)*, et aucun des linéaires constituants ne peut &tre du type 2. f;1(L)
est donc 1'union finie disjointe d'un ponctuel P, et de semi-linéaires primaires

1-disjoints, de méme 1-période : SLi pour 1 € I.

Alors, d'aprés le lemme V.1, L\ fa(P) = U fa(SLi) est un C-langage sans
i€l ~
permutations et il est reconnu par un automate sans permutations M.

Pour tout 1 € I, notons oy

base, et la périocde de contrainte de SLi'

> Bys (p,qi) respectivement la 1-constante, la

+
Soient m, t €N, £, g€ N, et v € F définis comme dans le lemme V.2 ;
alors, d'aprés ce lemme, Y 1 € I, ¥V 9 € N tels que a; *+ Op 2 m, et puisque
(@;,85) + 0(p;»q;) € SL;, 1 hy, £, t., g; € Navec £, < £ tels que :
- o, +Op=m+ hif + fi,
- B. +0g. =g. +h.g+t+t.
8 0q; = 8; hlg . t t1’ et

-1
- (ai * op, 8, *0q; - ti) € fa (TrM).

Comme les SLi sont 1-disjoints deux & deux, d'aprés le lemme V.4, ti=0
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En outre, la condition fi < f impose que la décomposition de ai+Op en

m+h.f+f. est unique.
17 71
Par conséquent, en prenant O successivement égal a m et & m+f :

i hi’ hi, fi’ fi, 8;> gi € N avec fi < f et fi < f,

.+ = + n.tr + 1.
tels que o; +mp =m hlf fl,

B; +mq; =g, *hgtt,

et o; + (mtf) p=m + hif + fi,
B; * (m+f) q; = gi + hig + t.

Mais comme a; + (m+tf) p=m + (hi+p) f+ fi’

! =h, + . = f!, i i 2, g. =gl
h1 hl P, fl fl et par application du lemme V.2 g; =8

Done Viel, fqi = pg ; ceci implique que VY i, j € I, q; = qj, donc

que les SLi vérifient deux & deux la condition (V.1).

Pour un i quelconque dans I, considérons maintenant A € N tel que

(ai,Bi+A) € SL.l comme ci-dessus, pour tout entier

- a.+0p B.+0Q. *
T2 > (P0,311 821 1,20) - (r,A,ZO). Comme de plus

0 2 —
p

(a5 * ©p, 8;

A %
(r,az,ZO) = (ri,A,ZO).

+ Oqi + A} € SLi’ et comme M est déterministe, 1 ri € F tel que

M=o .
Alors, V j € I,VOZ—p-‘l:

a.+0p B.+0q.+A % .
J 5 J J . A {2

Donc 1 k € I tel que (o, + Op, B, + Op. + A) € SL, .
g (O‘J P> j pJ ) L'k
Or les SLi sont 1-disjoints deux & deux. Donc k = j.

Ceci implique (aj,8j+k) € SLj et compléte la démonstration.
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Pour la démonstration de la condition suffisante, nous aurons besoin
d'un résultat analogue a [4] (Théoréme I.2.1) :

Lemme V.6 : Toute union finie disjointe de semi-linéaires primaires homomorphes deux a
deux est 1'union finie disjointe d'un ponctuel et de semi-linéaires primaires
positifs homomorphes et entrelacés deux a deux.

C'est une simple transposition de [4] (lemmes I.1.2, I.1.4, et I.2.4) sur
des semi-linéaires primaires. Si de plus ces semi-linéaires sont homomorphes

deux & deux, 11 est facile de vérifier que les transformations de [4] respectent

la 1-disjonction et les conditions (V.1) et (V.2].

Lemme V.7 : L'image canonique d'une union finie disjointe d'un ponctuel et de semi-
linéaires primaires homomorphes deux & deux est un C-langage permutable.

D'apres le lemme V.6, nous pouvons supposer que ces semi-linéaires sont

en outre positifs et entrelacés deux & deux.

Notons P le ponctuel, et SLi (1sisn) les semi-linéaires considérés. Pour
chaque 1 (1sisn), notons sy Bi’ et (p,q) respectivement la 1-constante, la
base, et la période de contrainte de SLi' Par hypothése, a2 0, 8; > 1, et

[ai-ajl < p pour tout Tsjsn.

Nous pouvons suppaoser gue 1su1<u2<...<an, et poser o = aq + Ai pour

tout Tsisn.

Puisque les semi-linéaires sont entrelacés deux & deux :

0=A1<>\2<...<An<p.

En outre, comme les semi-linéaires sont homomorphes deux a deux
Vi, 8'{1,...,n}’

{u€Nl(ai+Bi+u)€SLi}= {0 EN | (aj,8j+u)€SLj}

Notons S cet ensemble, et posons R = {a" u € S}.

5 |
“ B ‘
Comme R = {w € ¥ | a; a, W € fa(SL1)} (\a%, R est un C-langage sur une

lettre, donc un K-langage.
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Soit A = (K,, {az},GA,pA,EA) 1'automate d'états fini qui reconnait R.

Ceci étant posé, nous allons construire un automate permutable qui

1
reconnait fa ( fgﬁ SLi)'

Pour cela, soit K; un ensemble de a; états : K; ='{pi | 0<i<aql}

soit K, un ensemble de p états : K2 = {qi O<i<p} ; pour chaque k compris

2
entre 1 et n, soit‘KS(k) un ensemble Bk—1 états : KS(k) = {ri(k) | 1$i<8k} 3

soit enfin K, un ensemble q états : Ky = {s; | 1sisql.

Ces ensembles seront supposés disjoints entre eux et disjoints de KA.

Soit I = {20,21}, ol ZO # Zq-

Posons alors M = (K,Z,F,G,ZO,pO,EA), ol

n
K=K VK, kk=11 Ks(k)UK4UK.

gt ot § est défini de la fagon suivante :
(1) : G(pi,a1,20) = (pi+1’ZO) pour 0$i<a1-1,

(2) : G(pa_1,a1,20) = (qO,ZO),

(3) : S(qi,a1,Zj) = (qi+1,Zj) pour Osi<p-1, et j=0,1,

(4) : 5(qp_1,a1,Zj) = (qO,Zj 21) pour j=0,1,

(5) : G(QAkfaZ’Zj) = (r](k),Zj) pour Tgksn, et j=0,1,

(6) : G(ri(k),az,Zj) = (ri+1(k),Zj) pour 1gksn, j=0, et 1Si<8k-1,
(7) : G(rsk(k),a2,21) = (ST’A) pour 1gksn,

(8) : a(er_1(k),a2,ZO) = (pA,ZO) pour T1gksn,

(9) : 6(si,a2,Zj) = (Si+1’zj) pour 1gi<q, et j=0,1,

(10) : 6(5q,a2,21) = (51,A)
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(113 = 8(sg,ap:Z0) = (PpsZg)

{(12) : G(t,az,ZO) = (GA(t,az),ZO) pour tout t € KA'

I1 est clair que M ainsi défini est sans permutations.
n
Considérons un mot gquelcongue W € fa(L} SLi).
i=1
2 . UV
Alors 1 (u,v) € N7, 1 k (1sksn) tels que w = aj a,, et (u,v) € SLk'

Donc § 0 €N, 4 u € S tels que (u,v) = (ak,Bk) + 0(p,q) + (0,u).
0‘1 _1‘ *
Alors, par (1) : (po,a], ,ZO) [ (pa]_1,A,ZO), car a1—1 2 0 ;

par (2) : (pa]_1,a1,20) — (qO,A,ZO) ;

puisque par  (3) : (qO,aI])-1,Zj) = (@yqshiZ)), ¥ 5 € 10,13,

et que par (4) : (qp_],a1,Zj) - (qO,A,Zj Z1), Y je {0,1},

donc, par (3) et (4): (qo,a?p,ZO) Fi (qO,A,Z Z?) ;

A

puisque A € p-1, par (3) : (qo’a]k

0y * 0
% 0
Donc (po,a‘{,zo) b~ (q)\k,A,Z Zq) -

De plus, par (5] : (qk ,aZ,ZO Z?) - (r1(k),A,Z Z?) ;
k
Bg=2 0y ¥ 0
par (6) : (r1(k),az »Z Z]) P~ (er_1(k),A,Z 21), car Bk~2 3 0.

Distinguons alors deux cas :

- soit 0 = 0 :
alors, par (8) : (rskf1(k),a2,zo) — (pA,ZO).

g *
_ k %
Dcnc (qkk,a'z ’ZO) ’-’ (pA,IAX’ZO) b

a, +Op 6k+®q "
et (pO,a]k a, »Zg) }—-(pA,A,ZO).
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- soit @ # 0 :

alors, par (7) : (er_1(k),a2,ZO Z?) ~ (51:A»Z0 Z1 1) ;
puisque par (9) : (51,33—1,20 Z?~1) FE (5 ,A,Z Z?—1) ’
et que par (10} , si ©>1 : (s ,aZ,Z Z ) - (51,A Z Z1 2)

a2 27 sz

donc, par (9) et (10) : (Sq 2

puis, par (11) : (sq,az,ZO) F-(pA,A,ZO).

B, —2
k -1 o-1 0
Donc (q}\k,a2 a, a, a% ag( ) aZ,Z0 Z1)
B, .*eq o) x
= (q)\k:azk ,ZO Z1) = (pA,A,ZO),

+0p B, +0Q
- k k <
et ici encore : (po, 1 aZ ’ZO) F‘ (PA,A,ZO) .

Comme enfin u € S, ag € E(A) ; donc 1 t € FA tel que

(pA,ag,ZO) Fi (t,A,ZO), ce qui montre que w € T(M).

Montrons maintenant 1'inclusion inverse, et considérons pour cela

un mot guelconque w € T(M).

Puisque M est sans mot vide, 1 toreeenty €K, 1 XqseeesXn €I,
1 Yo2+ s m € I'* tels gue ty = Pgs € FA’ XXy =W, v = ZO’

et (tl 1% m’Yi-1) - (ti,xi+1...xm,yi), pour Tsisgm.
Notons Ti ce mouvement.

- Puisque t; € K, et t g K, i m : 0 sm <m tel que tm1 e K1 et t m, +1 € K

Par construction de M, Tm1 est du type (2) ; donc Yo+1 = ZO’

X = q, € KZ' et pour Osl<m1, T est du type (1) ;

m+1 " A tm1 = P, 1-1’

par conséquent, v; = Zgs X5, = Zgs t; = Py

Donc m, = a1-1 et Xy eee Xpoyq T 3y
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- Puisque tm1+1 € K2 et tm¢ KZ’ 1 m, :m + 1 < m, <m, tel gue tmz € K2
et tm2+1 é KZ.

Par construction de M, Tmz est du type (5) ; donc Xm2+1 = aZ’

Ym2+1 = sz et 1 k (Tsksn) tel que gnz

est du type (3) ou (4). Plus précisément, si

= q =1, (K) € K () ;
Ak m2+1 1 3

de plus, pour 1si<m2-m1, T +i
1

i est de la forme Op, T est du type (4) ; donc dans ce cas,

my+i
tm1+i " 9p-1o tm1+i+1 " 00 Xmprin T2 et mg+it T Tm#i Zq

Si 1 n'est pas de la forme Op, 1 est du type (3) ; donc dans ce cas,

m]+i
en posant 1 = 9'p+j avec j<p.
tm1+i = qj-1’ tm1+i+1 = qj’ Xm1+i+1 = a,, et Yo +i+] = Ym1+i' Par conséquent,
. C]
puisque Ak <p, 306 20 tel que mz—m1-1 = @p+xk, Ym2+1 = ZO Z1, et
= 9Ptk
Xm1+2 v sz a1 .
ak+®p
Donc Xq .o =a ane
1 w1 T 2

- Puisque tmz+1 € KS(k) et t € KS(k)’ | Mg : m2+1 $mg <m, tel que
tm3 € K:,)(k) et th +1 ¢ K3 (k).

Par construction de M, T est du type (7) ou (8) ; donc

3
Xp 41 = 8 T =T, ~1&), et pour Tsiamg-m,, T +j €5t du type (8) ; par
3 3 k 2
conséquent, Ym +i = Ym +i+1? Xm +i = a2’ et tm,+i - ri(k)'
2 2 2 2
Bk—1
Donc msnmz = Bk"1, et Xm #2 Xm +1 = az ’

2 3

Distinguons maintsenant les deux cas :

. T est du type (8)
g
Alors Y

5 = Ym3+1 = Zp» et tm3+1 = Pp-
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Comme T ZO Z?, nous avons dans ce cas 9=0, et en posant

m4=m3, nous obtenons :
1 my 0 < my <m, 1 020,13k : 1sksn, tels que

=17

X .. = a a t = Das Y .
1 w1 T A N R
© T est du type (7)
3
alors Yms = Ym3+1 Z1, et tm3+1 =S, € K4.

Puisque t +1 € K4 et tm.¢ K4, i my :mg < m, <m, tel que

3
tm € K4 et gn +1 & K4.
4 4
Par construction de M, n est du type (11) ; donc
4
= =Zh, X =a,, t =35

Ym4+1 - Ym4 -0 my+1 2> my q’ tm4+1 = Pas

et pour 1 ¢ 1 < m,y-M, Tm3+i est du type (9} ou (10).

Plus précisément, si 1 est de la forme vq, T est du type (10} ;

+1

donc dans ce cas, t =3 t X

myr T %7 Tmgriel TS0 Tmpeien T 80 OF

Z

Ym4+i - Ym4+i+1 1°

Si 1 n'est pas de la forme vq, T est du type (9) ; dans ce cas, en

m4+i
posant 1=v'g+j avec i<q, tm " Sj’ tm4+i+1 = Sj+1’ Xm4+i+1 = a, et
=9 = v = 0 = @—1 .
Ym4+i+'] Ym4+io Cf.)mme Ym3 'Ym2+] ZO Z.I, 'Ym3+1 ZO Z.] > et 11 y a

(6-1) applicatione de la transition (10).

Par conséguent, m4~m3-1 = (0-1) q + g-1 = oq-1 ; donc

S}
Xm3+2 con Xm4+1 = azq, et nous obtenons encore : 9 m, : Osm4<m, 1 020,
o *Op By teq v
i k : Is<ksn, tels que X1""xm4+1 = a, a, s tm4+1 = Ppo Ym4+1 = ZO'
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Si maintenant m4+1 =7 :

ak+Op Bk+0q
w = x1...xm4+1 = a a, € fa(SLk).

Sinon, d'aprés la définition de 6, pour 1si<m-m4 : T +i est du type (12) ;
donc 4
m-m 4—1

(SA(pA’Xm4+2 xm) =t, € FA ; par conséquent, Xm4+2"'xm = a,

€ E(A).
Donc m-m4—1 = ueSs, et comme (ak+0p,6k+6q)€iSLk,

ak+@p Bk+@q+u
a, € fa (SLk) .

1 ...xm=a1

n n
Donc TM) < U fa(SLk) = fa(Lj SLk). Comme M est sans permutations et
k=1 k=1
n n n
que fa(¢£1 SLk)Q;'TGW), d'aprés le lemme V.1 : fa(P kk% SLk)=fa(P)ufa(kL=l1 SLk)

est un C-langage permutable, ce qui achéve la démonstration.

Des lemmes V.5 et V.7, nous déduisons la caractérisation suivante :

Théoréme V.1 : Un C-langage borné sur deux lettres qui n'est pas un K-langage est

permutable si et seulement s'il est l'image canonique de 1'union Ffinie
disjointe d'un ponctuel et de semi-lindaires primaires homomorphes deux

4 dewz.



(VI.1) :

CHAPITRE VI

ANALYSE SYNTAXIQUE

-

Nous développons ici un algorithme d'analyse syntaxique & partir des
automates a pile de mémoire. D'abord justifié pour les automates permutables,
il sera ensuite étendu aux déterministes. Cet algorithme n'est pas original.
Trouvé de fagon pragmatique pour ALGOL 60 [141, il n'avait pas été justifié.
C'est donc la présentation et la justification de cet algorithme qui forment
1'originalité de ce chapitre.

Un des intéré€ts de 1'analyse prédictive est de signaler 1l'erreur 3 la
détection du premier caractére erroné de la chafne source. Pour que cet intérét

soit conservé dans un automate 3 pile de mémoire M, il faut que,
Y (p,W,y) € K x 5% x 1%,

(pgsW»Zg) b= (P,h,v) implique w € Init (T(M)).

Par un algorithme voisin de celui de réduction des C-grammaires, nous pourrions

montrer que la condition (VI.1) peut €tre supposée vérifiée dans tout automate

d pile de mémoire.

D'autre part, 1'analyse syntaxique se fait le plus souvent sur des langages
de la forme Lc, ot L€ (2 \ {c} *. D'aprés le théoréme (I.3) [resp. d'aprés [71],
Lc est permutable [resp. déterministe]l si et seulement si L 1'est aussi. Nous

supposerons donc que les langages a analyser, qu'ils soient déterministes ou
permutables, sont de la forme Lc.

Alors, si 1l'automate vérifie la condition (VI.1), w € L si et seulement si
1 (p,y) € K x I'* tel que (pO’WC’ZO) }:-(p,A,y). I1 sera en particulier inutile

de tester si p € F ni , dans le cas des permutables, si y = Zg



VI.2

La difficulté d'utilisation pratique d'un automate a pile de mémoire
réside dans son codage. D'aprés le résultat ci-dessus, la représentation
de 1l'automate peut se réduire 3 celle de § qui est pour les déterministes
une application de K x £° x I dans K x I'*. Le volume d'informations corres-
pondant est prohibitif.

Nous allons donc nous ramener a des automates a pile de mémoire

équivalents, pour lesquels la représentation de § sera plus condensée.

Une forme d'automate 3 pile de mémoire équivalente aux déterministes est

la forme semi-déterministe.

Définition VI.1 : Nous dirons qu'un automate 4 pile de mémoire M est semi-déterministe

el
(Z) :V (p,x,2) € Kx z°x T : card (8(p,x,2)) s 1.
(¢2) : st 1 p, q€ K, 1 a€zi,1Z€T tels que
§(p,a,Z) # @, et §(p,A,2) = (q,Y) avec y € T*,
alors V y' € T%, 1 (r,4'") € K x I* tels que (q,a,v")  (r,A,y").

Pour chaque automate a pile de mémoire semi-déterministe M , posons

maintenant
By = {(p,x) € K x 2 |V (q,y) € KxTI%, 1 Z€T tel que

§(p,x,Z) # P et 8(p,x,2) # (9,2Zv)}.

Intuitivement, B, est l'ensemble des configurations ol le sommet de pile

est utilisé pour déterminer la transition.
L'analyse se fera a partir d'automates semi-déterministes particuliers :

Définition VI.2 : Nous appellerons analyseur déterministe tout automate d pile de mémoire

semi-déterministe M qui vérifie les conditions suivantes :
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(VI.2) : BM ={(p,A) | VZe€r,3q€Ktel que 6(p,r,2) = (q,M) 1},
(V1.3) : Pour tous p, q € K, x€ z°, Z€ T, y € T,

5(p,x,2) = (q,2Zy) implique |y| s 1.

Intuitivement, la condition (VI.2) signifie que le sommet de pile n'est
utilisé pour dé€terminer la transition que 1lorsqu'il y a '"dépilage'. De plus,

dans ce cas, il n'y a pas lecture sur le 'ruban d'entrée".

Définition VI.3 : Nous dirons qu'un C~langage L est accepté par un analyseur déterministe

st

L={we z\{chH*c |1 qeK, 1vye€T* tels que
(PQ’W,Z()) IL(Q;A,Y)}-

En posant F={qe K |1peK,I1Zer,3yer:: sp,c,2) = (qy)},
nous retrouverions la définition classique des langages reconnus par un
automate 3 pile de mémoire.

Nous nous intéressons d'abord a 1'analyse des C-langages permutables.

Définition VI.4 : Nous appellerons analyseur permutable tout analyseur déterministe M

qut vérifie en outre la condition suivante :
(VI.4) : prp2 EK, VZerT:
(158), (py,0) € By dmplique S(pq,h,Z) = 8(p,,N,2).

Nous arrivons alors a un résultat comparable au théoréme II.1

Théoréme VI.1 : Tout C-langage permutable est accepté par un analyseur permutable.

l.a démonstration est analogue & celle du théoréme II1.1 et ne sera pas

développée en détail.

D'aprés le théoréme I.2, un tel C-langage L est engendré par une

C-grammaire 2-prédictive G = (V,1,P,0).
Soient Z0 un nouvel élément, et T = (V\I) L){ZO}.

Soit K un ensemble d'états lids biunivoguement aux &léments de
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rUia : K=1{p() | ¢ eV NI}V {p(), p(Zy?l.

Posons alors M = (K,Z,F,G,Zo,p,(o),ﬂ), ol § est définie de la fagon

suivante :
Pour toute production (¢ +y) € P (y € {AY Uz(VNID* et |y| < 3),

-sly=at¢t &) avecactz, £, € V\Z, alors

8(p(e),a,2) = (pl&y),Z &,), vier,

msiy=ag aveca€s, g€ V \ £, alors

$(p(8),a,2) = (p(5),2), vzer,

- siy=aavec a € I, alors

§(p(£),a,2) = (p(h),Z) vier,

- sl y = A alors §(p(g),4,2) = (p(2),0), VZierT;

nous ajouterons en outre la transition

s(p(A),A,2) = (p(2),0) Vvier,

Puisque G vérifie la condition (I.5), il est facile de montrer que M est
semi-déterministe. Puisqu'il vérifie les conditions (VI.2), (VI.3), et (VI.4),

M est un analyseur permutable.

Enfin, en réutilisant les mémes raisonnements que pour le théoréme II.1,

nous montrerions que M accepte L.

Remarquons en outre que dans 1'analyseur ci-dessus,
vV (p,Z) € Kx T, 6(p,A,Z) # § implique 1 q € K : 6(p,4,Z) = (q,A).

Les transitions d'un analyseur permutable sont donc de trois types :

T §(p,a,2) = (q,2), VZET ;

Le sommet de pile est inutilisé ; T1 est comparable 4 une transition d'un
automate d'états fini. Son codage ne présente aucune difficulté : il suffit

-~

d'associer a p le doublet (a,q).
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Notons aussi que dans un langage de programmation, cette transition est

trés souvent utilisée ;

T2 s(p,a,z) = (q,ZZ1), YZ2€T

Le sommet de pile est encore inutilisé.

En dédoublant T2 en T2.1 : é(p,a,Z) = (r(q,Z1),Z) VZ€ET

et T2.2 : 6(r(q,Z1),A,Z) = (q,ZZ1) vZier,

ot r(q,Z4) est un nouvel état 1ié biunivoquement 2 (q,Z]) € Kxr,

T2.1 est du type T1.

Pour le codage de T2.2, il suffit de faire correspondre un doublet (E,q)
a r(q,Z1) : dans ce doublet, E est un symbole spécial qui répond aux deux buts
suivants :

- 11 permet de différencier (E,q) des doublets (a,q) de T1,

~

- 11 permet de spécifier qu'il y a empilage d'un élément Z1 1ié a

1'état r(q,Z;), et que 1'état courant devient q.

T3 S(p,0,Z2) = (q,h0)

Puisque 1l'analyseur est permutable, il vérifie la condition (VI.4), et g
est entieérement déterminé par Z ; comme il vérifie de plus la condition (VI.2),
11 y a "dépilage" quel que soit le sommet de pile. I1 suffit donc d'une seule

information (D) pour représenter cette transition T3.

Par homogénéité, c'est cependant un doublet (D,q) que nous ferons corres-

pondre a p. Le symbole spécial D joue donc encore deux rdles :

- 11 permet de différencier (D,q) des doublets (a,q) de T1 et (E,q) de T2 ;

- il permet de spécifier qu'il y a dépilage, et que 1'état associé au
sommet de pile devient 1'é€tat courant.

Bien que les transitions du type

T4 s(p,A,2) = (q,2) VY Zer
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ne soient pas nécessaires dans un analyseur permutable, il est souhaitable

de les introduire, essentiellement pour des raisons d'encombrement. Z n'étant
pas a spécifier dans cette transition, c'est encore un doublet (B,q) que nous
ferons correspondre a p : le symbole spécial B y joue encore un rdle de diffé-

renciation, et précise qu'il y a branchement : 1'état courant devient q.

Enfin, dans le cas ou 1 (p,Z) € K x I tel que &(p,A,Z) = @, puisque M
vérifie la condition (VI.2), V Z'e T, §(p,A,Z') = @. Nous introduirons alors

un nouvel état f, et une transition

s(p,A,Z) = (£,2) V¥ Zer.

Puisque f est indépendant de p, et que Z n'est pas a spécifier, il suffit
d'une seule information (A) pour représenter la transition T5. Par homogénéité,
c'est encore un doublet (A,f) que nous ferons correspondre i p. Le symbole
spécial A y joue encore un rdle de différenciation, et indique que le fonction-

nement de 1'automate doit €tre interrompu.

A chaque état p correspond donc un certain nombre de transitions : les
transitions du type T1 représentées par des doublets (a,q), et une et une seule
transition de la forme §(p,A,Z), du type T2.2, T3, T4 ou TS5, représentée par un
doublet (X,q) ou X € {E,D,B,A}. Etant dans cet état, l'analyseur sélectionnera
la transition a utiliser grice a la lettre a lue sur le ruban d'entrée. Puisque
1'automate est semi-déterministe, une seule transition est possible : ou bien
§(p,a,Z) # P ; dans ce cas le choix de la transition &(p,A,Z) n'aurait pas pu
permettre d'accepter la lettre a, ou bien &§(p,a,Z) = @, et dans ce cas, la
seule transition possible était &(p,A,Z). Ceci montre que 1'analyseur doit
lire sur le ruban d'entrée avant de déterminer la transition i utiliser, méme
sl cette transition est finalement du type &(p,A,Z) ; le fonctionnement de
1'analyseur s'éloigne donc de 1l'utilisation normale d'un automate 3 pile de
mémoire ol le choix des transitions du type &§(p,A,Z) se fait sans connaissance

de la lettre présente sur le ruban d'entrée.

Puisque le choix d'une transition ne se fait pas dans un ordre arbitraire,
les doublets qui les représentent ne seront pas stockés dans un ordre quelconque :
nous placerons successivement les doublets (a,q) de T1, puis le doublet (X,q)
de T2.2, T3, T4 ou T5. L'état courant repérera le premier de ces doublets, et
le choix de la transition se fera par un balayage séquentiel 3 partir du premier

de ces doublets. Si la lettre 3@ analyser coincide avec une premiére coordonnée
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d'un doublet (a,q) de T1, c'est cette transition §(p,a,Z) qui sera s€lectionnée.
Sinon, le balayage sera interrompu a la rencontre du couple (X,q) en sélection-

nant la transition §(p,A,Z) qu'il représente.

D'autre part, le passage d'un €tat a un autre ne se fait jamais implicite-
ment. Sauf pour les transitions du type T3, le nouvel état courant est la
seconde coordonnée du couple représentant la transition sélectionnée. Pour les
transitions du type T3, puisque l'analyseur vérifie la condition (VI.4), le
nouvel €tat est entiérement déterminé par le sommet de pile, par exemple 21.

I1 est donc possible de connaitre, dés 1'empilage de Z, 1'état dans lequel

devra €tre 1'analyseur au moment du dépilage de Z1. C';st donc cet état q(Z1)

que nous empilerons. L'ordre relatif des différents états n'a alors d'importance
que pour r(q,Z1) : 6(r(q,Z1),A,Z) = (q,ZZ1) VZieEP,et q(Z1), puisque dans les
autres cas, les €tats sont explicités. Nous choisirons de placer les transitions
correspondant a 1'état q(Z1) juste derriere le doublet (E,q), ol Z1 est déterminé

par la position de ce doublet.

Par conséquent, si le couple sé€lectionné est (a,q), la lettre a est

acceptée et le nouvel état courant devient q.
Si le couple sélectiomné est (X,q) :

- 81 X =E, i1 y a empilage d'un repére du couple qui suit immédiatement (E,q),

et le nouvel état courant devient q ;

~ 81 X =D, 11 y a dépilage, et le sommet de pile devient 1'état courant ;
- 81 X = B, i1 y a branchement : le nouvel état devient q ;

- 51 X = A, il y a arrét : le caractére 4 analyser n'est pas accepté, et le mot
analysé n'appartient pas au langage. q est inutilisé, mais il peut &tre mis
a profit pour circonstancier les messages d'erreurs.

Considérons par exemple le C-langage permutable L, = fa" v ¢ | n <1}

L= L(Gl)’ avec G1 = ({o,A,Y,8,a,b,c}, {a,b,c}, {0 » arxy, X > axrs,
A~>b, y>c, 8+>Db}, a).

Parallelement, L1 = T(M) avec M = ({po,p1,p2,p3}, {a,b,c}, {ZO,Z]},
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G)Zospo’ {ps}): ol 6(p0,a,20) = (P1,ZO 21),
S(pys32q) = (Pys2q 9,
6(p1,b,z1) = (pz,A),
6(p2,b’z“) = (pZ)A),
8(p;5C5Z2g) = (P5,20) -

La C-grammaire G1 et 1'automate M sont permutables. Nous pouvons construire

un analyseur permutable qui accepte L1

N, = (Ip; | 0sis7), {a,b,cl, (Zy,2;,2,3,8;,2q5Pp#), ol

0°“1°
61(Pg»a,2) = (py>2) VZer ={Z,2,2,},
81(p1»1,2) = (py,2Z4) VZer,
51(p;,3,2) = (ps,Z) Vvier,
81(P5»1,2) = (py,2Z,) vzier,
61(p,5b,2) = (py,Z) Vzier,

81(pyshsZ2,) = (Pg>0) s
81(pg58,29) = (pg>0) s
81(pyshsZg) = (P7h),
61(p5,b,Z) = (p4,Z) VZer,

51(p6,C,Z) = (p7,Z) vier.

Dans cet analyseur, en reprenant les notations précédentes,
a(Zy) = Py a(Zy) = pg, a(Z,) = pe,
r(pys29) = Py 1{Py,2,) = Ps-

I1 pourra €tre représenté par 1l'ensemble de couples suivants :
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r(p,,Z) =p; : [E p,

a(Zq) =pg i | € Py

r(p,,Z,) = P3¢ [E Pz

Q(Zz) = p5 : b p4

A -
Py ¢ [ D -
p7 : [ A -

I1 est clair que cette représentation de 1'analyseur peut €tre encore

condensée, et que l'analyseur n'est pas unique.
Considérons aussi le C-langage L2 = {anc(ac*,b)n d|nzx1. L, est
encore un C-langage permutable, engendré par la C-grammaire permutable

G2 = ({o,r,y,1,v,a,b,c,d},

{a,b,c,d}, {0 » arxy, » » arxrt, A »ar, T »av, Tt >b, v->cv, v-~>A,

y ~d}, o).
Alors que Ly était un s-langage, L2 n'est pas un s-langage.
L2 est accepté par l'analyseur permutable N2 suivant :

N, = ((py | 0sis8), {a,b,c,d}, (2,21,2,}, 6,,20,0,8) ol
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62(p0,a,Z) = (p1 :Z) YZeT = {20,21 ’ZZ}’
5,(p1,1,2) = (py,22) Y ZET,
8,(py52,2) = (P5,Z) vzier,

6,(p5ah,2) = (p,,22,)  VZET,

52(p2,C,Z) = (p4,Z) Vier,
62(p4,a,2) = (pS,Z) vier,
62(p4,b,Z) = (p6,Z) YZer,
dz(ps,c,Z) = (pS,Z) VZier,

8,(Pg,s M, Z0)= 8,(PgshsZg) = (Pgsh),
8,(Pgshs2q)= 8,(PgshsZq) = (P750),
85 (Pgshs25)= 85(PgshsZq) = (Pysh) s
62(p7,d,Z) = (p8,Z) vier,
avec q(Zy) = pg, A(Zy) = py, AlZy) = py, et
r(p,,29) = Pys T(PysZy) = Pg-

N, peut étre représenté par :

r(p,,Z) =p; < [E

q(Z]) =

I
g=;
~J
o
§=]
co
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r(py,2,) =pz : [E  ps

a(zZ,) =

i
=
~
ab]
s®]
w1

Pg - [D -
q(zo) = p8 . [A -
Ici encore, la représentation de 1'analyseur peut &tre condensée.

Décrivons enfin 1'algorithme d'analyse en ALGOL 60 :
1'analyse d'un caractére est réalisée par la procédure booléenne suivante,
dont le ré€sultat est VRAI si le caractére est accepté, FAUX si le caractére

est refusé.

BPPLEEN PRPCEDURE ANALYSE (LETTRE) ; VALEUR LETTRE ;

ENTIER LETTRE ;

DEBUT C@MMENTAIRE L'analyseur est codé dans un ENTIER

TABLEAU DELTA [1:D,1:2]. Nous rangerons la pile dans un

ENTIER TABLEAU PILE [0:FLEX]}, et son sommet est repéré

par un ENTIER S@MMET, L'état courant d'analyse est repéré par un

ENTIER ETAT. Ces identificateurs sont déclarés hors de la procédure ;
ENTIER F, PPINTEUR ; AIGUILLAGE F@NCTION := E,D,B,A ;

BPPLEEN PRPCEDURE TERMINAL (P,F) ; VALEUR P; ENTIER P,F ;

COMMENTAIRE  si DELTA [P,1] est un terminal, la procédure est VRAI, et

F contient la valeur de ce terminal. Sinon la procédure est FAUX, et F

contient respectivement 1,2,3 ou 4 suivant gque DELTA [P,1] est E,D,B,
ou A
CODE
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PPINTEUR := ETAT ;

EXAMEN : SI TERMINAL (P@INTEUR,F) AL@RS
DEBUT SI F = LETTRE AL@RS
DEBUT ANALYSE := VRAI ;
ETAT := DELTA [P@INTEUR,2] ;
ALLERA S@RTIE

FIN
SINGN DEBUT PPINTEUR := PPINTEUR + 1 ;
ALLERA EXAMEN
FIN
FIN
SINGN ALLERA F@NCTI@N [F] ;

E : SQMMET := SPMMET + 1 ; PILE [SPMMET] := P@INTEUR + 1 ;

B : PPINTEUR := ETAT := DELTA [P@INTEUR,2] ; ALLERA EXAMEN ;
D : P@INTEUR := ETAT := PILE [SPMMET] ; S@MMET := SPMMET - 1 ;

ALLERA EXAMEN ;

A : ANALYSE := FAUX ;

SORTIE . FIN de 1l'analyse de la lettre ;

L'analyse des C-langages déterministes se fera a partir des analyseurs
déterministes. Etablissons pour cela un résultat analogue au théoréme VI.1,

en nous aidant du lemme suivant :

temme VI.1 : Tout automate a pile de mémoire déterministe M est équivalent a un automate
a pile de mémoire déterministe Ml = (K1,z,r1,61,20,q0,F1) vérifiant la condition
suivante :

VLG VaeKk, i w,,W, € 5% tels que (pgo¥;»Z) hq;-(q,A,yi)
pour i=1,2, avec Yy = ZO et Y, # ZO‘

Utilisons pour cela un procédé analogue & celul du théoreme II.1

=

Soit K un ensemble de nouveaux états 1iés biunivoquement & ceux de

K:K-= {ﬁ | p € K}, et soit T un ensemble de nouveaux éléments liés

biunivoquement & ceux de [ : T = {£ |Z € T}.
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Notons F = {q € K | q € F} et qp = 50.

Posons K1 = KUK, r, =T ur, F1 = FUF, et définissons 61 de la fagon

suivante :

]

pour tout (p,x,Z) € K
(q’Y) e 6(p’x’z),

X

I” x I, et tout (q,y) € K x I'* tels que

alors : 61(p,X,Z) = §(p,X,2).

| De plus, si y = A, alors
: 8 (p,x,2) = (q,1),

ai {Yl =1, en posant y = Z], alors
: 61(p,x,2) = (q,z1), et

281 (p,x,0) = (3,2¢)

si |y| » 2, en posant y = Z1 Z2 Y1 (Z1,Z2 er, \ € I'*), alors

: 61(p,x,2) = (q,z1 ZZ Y1): et
: 5}(5,X,Z) = (q,Z1 22 Y1)°

Puisgue M est déterministe, M1 1'est aussi.

De plus, pour tout (q,W,y) € K; x I* x If vérifiant (qy,W,Z,) tﬁ— @,4,7),
1

- s1iq¢€K, alors y = Z0 et, en posant q = ﬁ :

ate
W

(pysw>Zg) By (s0,25) 5

- siq¢€ K] \ K, alors y € ZO TI* et, en posant y = ZO 21 Y (216 D)

(pO’W’ZO) H\% (p’A,ZO 21 V1)~

Inversement, pour tout (p,w,Y) € K x ¥ x [ vérifiant (po,w,ZO) H%-(p,A,y),
1ge {p,p}, 1 y' € F? tels que (qo,w,ZO) Fa-(q,A,y'), ol q et y' sont définis

de la fagon suivante :
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-st |y =1 :y=y'=Zyetq=p;

ZO Z1 Y, et g=p.

- si |y| 2 2, en posant y = Z0 Z1 y1(Z1 er) :y'

Ces deux résultats se montreraient facilement par récurrence sur la

longueur des mouvements, et impliquent 1'équivalence des automates.

Théoréme VI.2 : Tout C-langage déterministe est accepté par un analyseur déterministe.

~

Considérons un automate & pile de mémoire déterministe M. D'aprés [6],
nous pouvons supposer que M vérifie la condition (VI.3), et d’aprés le lemme

VI.1, qu'il vérifie aussi la condition (VI.5).
Posons K= {q€ K| Y we ¥ : (po,w,ZO) H%~(q,A,y) => y = ZO}.

Soit M' = (K,Z,F,G',Zo,pO,F) un automate & pile de mémoire ol &' est

définie de la fagon suivante :
- pour tout (p,x,Z) € (K\NK) xz%xr
(1) : 8'(p,x,Z2) = 8(p,x,2) ;
- pour tout (q,x,Z2) € K x £°x (T \ {ZO}),
si é(q,x,ZO) = §, alors
(i1) : 6'(q,x,Z) = # ;
si 1 (r,y1) € K x I' tel que G(q,x,ZO) = (r,ZO y1), alors
(iii) : &8'(q,x,Z) = (r,Z y1).
M' ainsi défini est encore déterministe.
De plus, ¥ (p,w,y) € K x % x I%,
(po,w,ZO) H% (p,A,Y) si et seulement si (po,w,ZO) [FIr (p,A,Y) .

Ceci se montrerait par récurrence sur la longueur des mouvements en
remarquant que, d'une part les transitions de type (ii) ou (iii) ne sont

jamais utilisées dans M' si Z # ZO‘ et gque d'autre part, les transitions du
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type §(p,x,Z) avec (q,X,Z) € K x £° x (T \ {ZO}) ne sont jamais utilisées
dans M.

Ceci implique 1'équivalence de M et de M’, et montre gue

Bype c (K\K) x r°.

Soit maintenant K' un ensemble de nouveaux états 1iés biunivogquement

aux éléments de (K\K) x r : K' = {r(p,2) | pe K K, Z€r}.

Posons M1 = (K1,Z,F,§],ZO,pO,F), ol K] K UK', et ot 8% est définie de

la fagon suivante :
pour tout (p,x) € K x £° :

- si (p,x) € By » alors

(1) = 61(p,x,Z) = §"(p,x,2) VZ

(O]
—

- si (p,x) € BM" alors
(41) 61(p,A,Z) = {(r(p,2),0)} VZET;
si de plus §8'(p,x,Z) = @ , alors
(iii) 61(r(p,2),x,2') = f Vi'er ;
sinon, si (q,y) = &'(p,x,Z), alors

{iv) 61(r(p,Z),x,Z’) = (q,2'y) V ZI'e€rT.
M1 ainsi défini est bien un analyseur déterministe.

D'autre part, puisque %W,EE(K‘\K) x1° i VreK,Vwe %, ¥ ye ¥,
(pO,W3ZO) hﬁi (r,A,y) impligue v # A. Il serait alors facile de montrer par
1

recurrence sur la longueur des mouvements que T € K implique

(PG,W»ZO) }'M:T (I‘,A,Y) .

Comme en outre toutg transition de M' est un mouvement dans M1, les

automates sont éguivalents.
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Donnons maintenant 1'application pratique des analyseurs déterministes.

La seule différence entre les analyseurs permutables et les déterministes

est que ces derniers ne vérifient pas la condition (VI.4).

Alors qu'il y avait biunivocité dans un analyseur permutable les &léments
de pile et les €tats au moment du dépilage, un élément de pile Z; est maintenant
associé 3 un ensemble d'états K(Z1). Lors du dépilage, la transition se fera en
deux étapes : nous sélectionnerons d'abord le sous-ensemble K(Z]) en dépilant
Zqs
état courant p au moment du dépilage. I1 sera donc nécessaire de stocker p avant

puis nous déterminerons le nouvel état courant dans K(Z1) a 1'aide de 1l'ancien

le dépilage de Z] ; cecl pourra se coder par un doublet (SD,p), ol le nouveau
symbole SD, outre son rdle de différenciation, précise qu'il y a simultanément
stockage de p, et dépilage. Parallélement, il sera nécessaire de pouvoir choisir
le nouvel état courant dans K(Z]). Si Card (K(Z])) ¢ 1, la situation est la méme
que dans le cas des permutables, et le probléme r€solu. Sinon, nous ferons corres-
pondre a Z] une succession de tests, codés par des triplets (T,p,q) ; ce triplet
signifie que si 1'€tat stocké avant le dépilage est p, le nouvel état courant est
q ; sinon, 11 y a lieu d'examiner le triplet (ou le doublet) suivant. Pratiquement
i1 sera nécessaire de ne conserver que des doublets ; par exemple, T et p pourrorit
étre regroupés en T(p). Enfin, nous choisirons comme dans le cas permutable de

placer ceci juste derri€re le doublet (E,s) qui provoque 1'empilage de Zy-

L'algorithme d'analyse décrit dans la procédure ANALYSE est complété de 1a

facon suivante :

BAPLEEN PRACEDURE ANALYSE (LETTRE) ; VALEUR LETTRE ;

ENTIER LETTRE ;

DEBUT CPMMENTAIRE DELTA, D, PILE, FLEX, SPMMET, et ETAT

Jouent le méme rdle gue dans le cas permutable ;

ENTIER F, PRINTEUR, ST@PCK ;

AIGUILLAGE F@NCTION := E,D,BR,A,SD,T ;

BPPLEEN PRPCEDURE TERMINAL (P,F) ; VALEUR P ; ENTIER P,F ;
CAMMENTAIRE  Outre le rdle joué dans le cas permutable,
F contient 5 ou 6 suivant gue DELTA [P,1] est SD ou T(q) ;
CPLE ;

ENTIER PRPCEDURE TEST (P) ; VALEUR P ; ENTIER P ;

CPOMMENTAIRE Dans le cas o0 DELTA (P,1] est 7(q),
TEST vaut q; CODE ;
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PPINTEUR := ETAT ;
EXAMEN : SI TERMINAL (PPINTEUR,F) ALZRS
DEBUT ANALYSE := VRAI ;
ETAT := DELTA [POINTEUR,2] ;
ALLERA S{RTIE
FIN
SINGN DEBUT P@INTEUR := PPINTEWR + 1 ;
ALLERA EXAMEN
FIN
FIN
SINGN ALLERA FNCTIPN [F] ;
E : SOMET := SPMMET +1 ; PILE [SPMMET] := P@INTEUR +1 ;
B : PPINTEUR := ETAT := DELTA [PZINTEUR,2] ; ALLERA EXAMEN ;
SD : STPCK := DELTA [P@INTEUR,2] ;
D : PPINTEUR := ETAT := PILE [SPMMET] ; SPMMET := SPMMET -1 ;
ALLERA EXAMEN ;
T : SI ST@CK = TEST (PQINTEUR) AL@RS ALLERA B
SINGN DEBUT P@INTEUR := PPINTEUR +1 ;
ALLERA EXAMEN

FIN ;
A : ANALYSE := FAUX ;
SPRTIE : FIN de 1'analyse de la lettre ;

Donnons pour terminer deux exemples d'analyseurs déterministes :

1) L, = {a® b a"bdlnztruiacalcd | nz 1l
3 i

Ce langage connu pour €tre déterministe mais non permutable [12] est du

méme type que les expressions booléennes d'ALGOL 60.

L3 est accepté par 1'analyseur déterministe

Ne = (Ip; | 05ig13}, {a,b,c,d}, {24s21525}, 82,24,P0,8), ol
63(}"0:&:2) = (‘p1,Z) Viers= {20,21,22},

85(py50,2) = (py,20)) VY ZET,

On
—_
o
IS
3
v
{i

(pS,Z) YZe€r,
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53(p3,A,Z) = (pz,zzz) Vier,
82(Py>0,2) = (pgsZ) vier,
§2(py>c,2) = (Ps»Z) Yier,

83(Pysh,29)= (Pgsh)s

62 (P550,25)= (Pysh) 5

55 (Dy>1,2)= (Pg>1),

55 (Pc,1,24)= (Pgsh) 5

§2(Dgs0,20)= 82(P550,20) = (Py350),
63(p6,a,2) = (p4,Z) VZer,
63(p7,a,Z) = (pS,Z) VZie€eT,
63(p8,a,Z) = (plO,Z) VZier,
%(Hya,m =(pH,Z) Vier,

83 (D1 0s2)= (Py5»2) vier,

o)
=
-

‘53(p1] ,C,Z)= (p]z7z) V 7

53(p]2,d,Z): {p]S,Z) YZeTr.

En reprenant les notations précédentes, K(ZO) = {p13}, K(ZT) = {ps,pg},
et K(ZZ) = {pe,p7}.

I1 peut é€tre représenté par :

Po | @ Py



Py

Py
3

P12

3
13

3 v‘T
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ey

P;)

&

52
13



I1 est clair que la représentation de N

VI.20

pourrait €tre condensée, en

particulier en adoptant d'autres conventions pour les couples (T(p)q).

2) L4={anprbpand|n,P2” U@ blad|n, pzi1l.

Ce langage est comnu pour €tre déterministe et ne pas €tre reconnu par

un automate déterministe sans mot vide [71. I1 n'est donc pas permutable.

Ly est accepté par 1'analyseur déterministe.

Ny = ({p; | O<is13}, {a,b,c,d}, {Z; | Osis3}, §,,Z0,p,9), od

54(p0,a,Z)

64(p1:A,Z) -

64(p2,a,Z)
84 (Pg>4,2)

64(p2,b,Z)

64(p4,A,Z) =

54(p5,b,2)
54(P5:C:Z)

54(P5:A,Z)

64(p6’A’23) =

64(p7’A,23) =

54(p6:A»22)

64(p6,A,Z1) =

64(p6’A’ZO) =

54(P8,b’z)

64(p9,a,2)

(py52) VZer=1{Z7,2,,%},
(p,,2Z,) Yzer,
(pS,Z) VZer,
(pz,ZZZ) VZer,
(p4,Z) YVZ€ET,
(pg,225) VY ZET,
(p4,Z) vzer,
(Pg>2) vier,
(p7,Z) vier,
§4(pyqs8525) = (pgsh),
(P7,1) 5
= 8, (p750,25) = 8,(Pyy585Z5) = (Pgsh),
S47>121) = 84(p11s0020) = (R,
84(P750520) = 6,(P1150,20) = (P350),
= (p6,Z) VZe€r,
= (p”,Z) vier,
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64(pm,a,2) = (p12,Z) Vvier,

64(p12,d,2) = (p13,Z) Vier.

11 peut €tre représenté par :

Pgp | @ P
A -
Pq [E P,
KZy) =pp |2 Py
-A -
p,[a p3
b Py
-A -
p; [E py
K(Z.,) = [ a
(Zy) =Py Py
LA -
Py [E Pg
K(Z4) [: T(p;) py
|pg [b pg
!
L LA -
s [b By
C p()
. B Py
Pg [SD Pg
p;, [ D p,
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Pip |4 Py3
A -
Pz [A -

Ici encore, cette représentation peut €tre condensée.

La partie '"Context-Free' des langages de programmation est généralement
déterministe. Cet algorithme d'analyse sera alors tres efficace. Ainsi,
1'analyse syntaxique d'ALGOL 60 a été réalisée sur une machine Honeywell
DDP 516, a mots de 16 bits, et 3 cycle de base de 0,96 us. Le codage de
1'analyseur est stocké sur moins de 320 mots, et le temps moyen pour réaliser
1'édition, 1'analyse syntaxique et la génération d'une chaine source condensée
est de 10 000 caractéres par seconde.

Un point important n'a cependant pas &té abordé dans ce travail ; c'est
le probléme de trouver un analyseur déterministe 3 partir de la définition du
langage. Puisqu'il est indécidable de savoir si un C-langage arbitraire est
déterministe, un tel algorithme de transformation ne peut pas €tre général.
Cependant la transformation qui permet de construire 1'analyseur a partir de
1'automate déterministe peut €tre automatisable. Celle qui est donnée ici,

suffisante sur le plan th€orique, ne l'est guére sur le plan pratique.



INDEX  TERMINOLOGIQUE

Application séquentielle

Base (d'un semi-linéaire)

Borné (langage)

C-langage

Complet (automate a pile de mémoire)
Déterministe (analyseur)

" (automate a pile de mémoire)
F-disjoints (langages)
Homomorphes (semi-linéaires)
K-langage
K-prédictive (C-grammaire)
A-normale (C-grammaire)
Linéaire
Local (K-langage)

Normale (C-grammaire)
Permutable (analyseur)

" (automate)

" (C-grammaire)
(C~langage)
Ponctuel
Prédictive (C-grammaire)
Primaire (semi~-linéaire)

Sans mot vide {(automate 3 pile de mémoire)

page

0.5
V.4
0.6
0.3
II.1
VI.2

0.5

V.5
0.2
I.15
1.2
0.6

IIT.1
V1.3
1.2
I.1
I.1
0.6
1.2
V.4

I1.5



Sans permutations (automate)

" (C-langage)
Semi~déterministe (automate a pile de mémoire)
Semi-linéaire
S-grammaire

S-langage

I11.1
IT1.1
VI.2
0.6

IIT .1

III.1



[1]

A

[31]

[4]

[5]

(61

L7]

81

91

(10l

(111

BIBLIOGRAPHIE

BACCHUS - DRIEUX : Extemsion de la forme normale de Backus pour la détection

~

d'erreurs syntaxiques. gome congrés de 1'AFIRO, 1966.

CHOMSKY : On certain Formal properties of grammars. Information and Control,
Vol.2, pp. 137-167, 1959.

CHOMSKY - SCHUTZENBERGER : The Algebric Theory of Context-free Languages.
Dans Braffort et Hirschbery (eds.), "Computer Programming and Formal

Systems'', pp.118-161, North-Holland, 1963.

DRIEUX : Sur certaines familles de langages bornés. Theése, Faculté des Sciences
de Lille, 1970.

FOSTER : A syntax improving program. Computer Journal, Vol.11, pp.31-34, 1968.

GINSBURG : The Mathematical Theory of Context—free Languages. Mc Graw-Hill,
New York, 1966.

GINSBURG - GREIBACH : Deterministic Context—free Languages. Information and
Control, Vol.9, pp. 620-648, 1966.

GINSBURG - SPANIER : Bounded Algol-like Languages. Trans. Am. Math. Soc.,
Vol.113, pp. 333-368, 1964.

GREIBACH : Formal Parsing Systems. Com. A.C.M., Vol.7, pp. 499-504, 1964.

GRIFFITHS : Analyse déterministe et compilateurs. Thé&se, Faculté des Sciences
de Grenoble, 1969.

KNUTH : Top-down Syntax Analysis. International Summer School, Copenhage, 1967.



fizld KORENJACK - HOPCROFT : Simple deterministic languages. Proc. 7th. Symp.
Switching and Automata Theory, I1.E.E.E., pp. 36-46, 1966.

1134 KURKI - SUONIO : Notes om top-down languages. Bit, Vol.9, pp.225-238, 1969.

ey LECOUFFE : Communication privée.

P15 LEWIS - STEARNS : Syntax directed transduction. Jour. A.C.M., Vol.15,
pp.465-488, 1968.

Liol ROSENKRANTZ - STEARNS : Properties of deterministic top~down analysis.
Information and Control, Vol.17, pp. 226-256, 1970.

{171 WOOD : The theory of Left-factored Languages. Computer Journal, Vol.1Z,
pp. 349-356, Vol.13, pp. 55-62, 1969 - 1970.




