
No d'ordre : 250 193 1 

THÈSE 
présentée à 

I'UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES 
de LILLE I 

pour obtenir le titre de 

DOCTEUR D E  SPÉCIALITÉ 
(Mathématiques appliquées) 

Par 

Paul-Marie WALLEZ 

6 - LANGAGES PERMUTABLES 
ET 

ANALYSE SYNTAXIQUE 

THÈSE soutenue le 30 Juin 1971 

devant la Commission d'examen 

Monsieur P. BACCHUS, Président 

Monsieur C. CARREZ, examinateur 

Monsieur G. PAIR, Examinateur 

Monsieur B. DRIEUX, rapporteur 



."vIVERSITE DE LILLE 

FACU LTE DES SC I ENCES 

DOYENS HONORAIRES 

MM. H. LEFEBVRE, M. PARREAU. 

PROFESSEURS HONORAIRES 

MM. ARNOIJLT, BROCHARD, CAU, CHAPPELON, CHAUDRON, CORDONNIER, i)EHEUVZLS, 
DEHORNE, DOLLE, FLEURY, P. GERMAIN, KAMPE DE FERIET, KOURGANOFF, LAMOTTE, 
LELONG, Mme LELONG, MM. MAZET, MICHEL, NORMANT, PARISELLE, PAUTHENIES, 
ROIG, ROSEAU, ROUBINE, ROUELLE, WIEMAN, LAMANSKY. 

PROFESSEURS T [TULA L RES 

BACCHUS P i  e r r e  
BEAUFILS Jean-Pier re  
BLOCH V i ncent 
BONNEMAN Pi e r r e  
BONTE Anto ine 
BOUGHON Pi  e r r e  
BOURIQUET Robert  
CELET Paul 
CONSTANT Eugène 
CORS I N  P i e r r e  
DECUYPER Marce l 
DEDECKER Pau l 
l e  Doyen DEFRETIN René 

M. DELATTRE Char les 
M. DURCHON Maurice 
M. FOURET René 
M. GABl LLARD Robert  
M. GLACET Char les 
M.  GOlJTlER Gérard 
M. GU l LiAUME Jean 
M.  HEIJBEL Joseph 
Mme LENOBLE Jacque l ine  
M. MONTKEU l L Jean 
Mme SCHVdARTZ Mar ie  Hélène 
M. TlLLlEU Jacques 
M. TRiDOT Gabr ie l  
M. VICAL P i e r r e  
M. VIVIER € m i  l e  
M. WATEKLOT Gérard 
M. NERTHE 1 MER Raymond 

Astronomie e t  Ca l cu l  
Chimie Générale 
Psychophys io log ie  
Chimie I n d u s t r i e l  ! e  
Géolog ie  Appl iquée 
Mathématiques 
B i o l o g i e  Végéta le  
Géolog ie  Générale 
E lec t r on ique  
Paléobotanique 
Mathématiques 
Mathématiques 
D i r e c t e u r  du L a b o r a i o i r e  de B i o l o ç i e  
Ma r i t ime  de Wimereux 
Géologie Générale 
B i o l o g i e  Animale 
Phys i que 
E lec t r on ique  
C h i v i e  Organique 
Mécan i que des F l u i des 
B i o l o g i e  Végétale 
Chimie M iné ra l e  
Physique 
Chimie B io l og ique  
Mathématiques 
Physique 
Chimie M iné ra l e  Appl iquée E.N.S.C.L. 
AuTornatique 
B i o l o g i e  Animale 
Géologie e t  M iné ra l og ie  
Physique 



PROFESSEURS A TITRE PERSONNEL 

M. 
M. 
M.  
M. 
M. 
Mle 
M.  
M. 
M. 

BOUISSET Simon 
DELHAYE Michel  
L l  NDER Rober t  
LUCQUIN Michel  
PARREAU M i c he l 
SAVARD Jean 
SCHALLER François  
SCHI LTZ René 

Phys io l og ie  Animale 
Chimie Physique e t  M inéra le  t e r  Cyc le  
B i o l o g i e  Végétale 
Chimie Physique 
Mathématiques 
Chimie Générale 
B i o l o g i e  Animale 
Physique 

PROFESSEURS SANS CHAIRE 

BELLET Jean 
BODART Ma r c e  l  
BO l LLET P i  e r r e  
DERCOURT Jean-Mi che l 
DEVRA l  NNE Pi  e r r e  
MARQUET Simone 
MONTAR l  OL Frédér i c 
PROUVOST Jean 
V A  l LLANT Jean 

Physique 
B i o l o g i e  Végétale 
Phys i que 
Géologie e t  M iné ra log ie  
Chimie Minéra le  
Mathématiques 
Chimie Minéra le  Appl iquée 
Géologie e t  M iné ra log ie  
Mathématiques 

MAITRES DE CONFERENCE ( e t  chargés des f o n c t i o n s )  

M. AUBlN T h i e r r y  
M.  BEGUIN Paul 
M. BILLARD Jean 
M. BKOUCHE Rudolphe 
M. Bol LLY Bénon i 
M. BONNOT Ernest  
M. CAPURON Al f red 
M.  CARREZ C h r i s t i a n  
M. CORDONNIER Vincent  
M. CORTOIS Jean 
M. COULON Jean-Paul 
M. DEBRABAN P i e r r e  
M. ESCAIG Ber t rand  
M. FROLICH Danie l  
M. GOBLOT Rémi 
M. GOUDMAND Pi  e r r e  
M.  GRUSON Laurent  
M.  GUILBAULT P i e r r e  
M. HERMAN Maurice 
M. HUARD de l a  MARRE P i e r r e  
M. JOURNEL Gérard 
M l e  KOSMANN Yvet te  
M. LABLACHE COMBl ER A l a i  n 
M.  LACOSTE Lou is  
M. LANDAIS Jean 
M. LAURENT Françoi  s 
M. LEHMANN Danie l  
Mme LEHMANN J os i ane 
M. LOCQUENEUX Robert 
M.  LOUAGE Franc i s 

Mathématiques Pures 
Mécanique des F lu i des  
Phys i que 
Mathématiques 
B i o l o g i e  Animale 
B i o l o g i e  Végétale 
B i o l o g i e  Animale 
Ca lcu l  
Calcu l  
Phys i que 
E l ec t ro techn  i que 
Sciences Appliquées 
Physique 
Sciences Appl iquées 
Mathématiques 
Chimie Physique 
Mathématiques 
Phys io l og ie  Animale 
Physique 
Calcu l  
Sciences Appl iquées 
Mathématiques 
Chimie Générale 
B i o l o g i e  Végétale 
Chimie Organique 
Automatique 
Mathématiques 
Mathématiques 
Physique 
Sciences Appl iquées 



M. LOUCHEUX Claude 
M. MAES Serge 
M. MAILIERES C h r i s t i a n  
M. MESSELYN Jean 
M. MIGEON Michel  
M. MONTEL Marc 
M. OULIAUX Roger 
M. PANET Mar ius 
M. PAQUET Jacques 
M. PARSY Fernand 
M. POVY Jean-Claude 
M. RACLY 
M. ROUSSEAU Jean-Paul 
M. ROYNETTE Bernard 
M. SALMER Georges 
M. SMET P i e r r e  
M. VANDORPE Bernard 
M. WATERLOT Michel  
Mme ZlNN JUSTIN N i c o l e  

Chimie Physique 
Phys i que 
Automatique 
Phys i que 
Sciences Appl iquées 
Physique 
Sciences Appl iquées 
E lec t r o techn ique  
Sciences Appl iquées 
Mécanique des F l u i d e s  
Sciences Appl iquées 
R a d i o é l e c t r i q u e  
B i o l o g i e  Animale 
Mathématiques 
E l e c t r o n  i que 
Physique 
Sciences Appl iquées 
Géolog ie  Générale 
Mathématiques 



Je voudrais exprimer toute ma gratitude à Monsieur Ze 

Professeur BACCHUS, directeur de 2'U.E.R. Informatique - EZectronique - 
EZectrotechnique e t  Automatique de Z'Université de LILLE pour Z'honneur 

qu ' i l  me fa i t  de présider le  jury. 

Je remercie vivement Monsieur Ze Professeur CARREZ e t  

Monsieur Ze Professeur P A I R  qui se sont intéressés à ce travaiZ e t  

qui ont accepté s i  voZontiers de Ze juger. 

Je sais  gré à Monsieur l e  Professeur D R I E U X  de m'avoir donné 

Z ' idée de ce travail  e t  d 'en avoir suivi  de t r è s  près Za réalisation. 

Je suis heureux de pouvoir Zui exprimer toute ma reconnaissance pour 

ses nombreux conseiZs e t  pour Zes encouragements qu' i l  n'a cessé de me 

prodiguer. 

Je n 'aura-ls garde d 'oubZier Mademoise ZZe DRIESSENS qui, se Zon 

son habitude, a fa i t  preuve d'habileté e t  de gentiZZesse dans Za réal i -  

sation matériel t e  de ce t te  thèse. 



pour sa compréhension 
et ses encouragements, 

à mes enfants, 

qui ne s'en sont jamais souci&s. 



TABLE des M4TIERES 

Chap-itre O Notations et terminologie 

Chapitre I C-grammaires permutables 

Chapitre II Ai~tomates permutables 

C'hapicre III C-langages sans permutations 

C h a p i  tre IV Opérations srir des C-langages 

Chpitre C-langages permutables bornés 

Chapitre VI Analyse syntaxique 



I N T R O D U C T I O N  

Les notions de langages et de grammaires "Context-Free" (C-langages et 

C-grammaires) ont été introduites par CHCMSKY C21 à partir de considérations 

linguistiques. La principale utilisation pratique de cette théorie est 

l'analyse syntaxique des langages de programmation. 

Un des algorithmes d'analyse syntaxique souvent employé est l'analyse 

prédictive formalisée par GREIBACH Cg1 ; elle consiste à développer simulta- 

nément toutes les dérivations les plus à gauche jusqu'à ce que les mots ainsi 

trouvés aient même sous-mot initial que la partie déjà lue de la chaîne à 

analyser. Cet algorithme présente l'avantage de pouvoir donner des renseigne- 

ments sur l'arbre de génération. Mais il présente l'inconvénient de conduire 

parfois à un nombre considérable de dérivations possibles. Il était donc 

naturel d'essayer de réduire ce nombre de dérivations. Différents algorithmes 

de réduction ont été imaginés Cl], E51, mais ils ne conduisent pas à un résultat 

général. 

Pour essayer d'y remédier, KORENJACK et HOPCROFT Cl21 ont défini les 

s-grammaires, KNUTH C l 1 1  et LEWIS et STEARNS Cl51 ont défini les grammaires 
LL(l), et WOOD Cl71 les grammaires "Left-Factored". Elles présentent toutes 

la particularité de n'engendrer qu'une seule dérivation possible à chaque 

étape de l'analyse. En fait, la classe des C-langages engendrés par les 
grammaires LL(1) est la même que celle des "Left-Factoredf', et contient celle 

des s-grammaires . 

Un premier but de notre travail a été de définir une classe de langages 

qui possèdent la même particularité : les langages permutables. Cependant, la 

définition que nous en donnons au chapitre 1 est d'une part plus proche de 

l'algorithme df analyse, et d'autre part elle étend les définitions de KNUTH 



et de WOOD. En particulier, une C--grammaire permutable peut être ambiguë. 

Nous montrerons cependant que les C-langages permutables coïncident avec 

les C-langages LL(1) ; nous donnerons en outre une forme particulière des 

C-grmires permutables. 

La définition des C-langages penmitables en termes de grammaires étant 

apparue peu maniable, il était naturel d'en chercher une caractérisation au 

moyen d'automates à pile de mémoire : c'est ce que nous faisons au chapitre 

II. Cette caractérisation qui existait pour les s-langages mais qui n'avait 
aucun équivalent pour les langages LL(l), nous permet de développer les pro- 

priétés des langages permutables dans les chapitres suivants. 

Au chapitre III, nous définissons une classe particulière de C-langages 

permutables : les C-langages sans permutations. Ceux-ci nous permettent de 

montrer sous certaines conditions me conjecture de KNUTH C l 1 1  qui se révèle 

fausse dans le cas général. C 1 3 1 . Nous verrons aussi que les K-langages , les 
langages de Dyck et de seml-Dyck, et les C-langages bornés permutables sont 

des C-langages sans permutations. 

L'étude formelle d'une classe de C-langages s'accompagne naturellement 

de l'étude de sa stabilite pour différentes opérations. KORENJACK et HOPCROFT 

C121, ROSENKRANTZ et STEARNS Cl61 et W80n 1171 ont ainsi montré que la plupart 

des opérations habituelles ne conservent pas les C-langages pemtables. Au 

chapitre IV, nous exhibons d'abord d'autres opérations qui ne préservent pas 

les C-langages permutables. Nous étudions ensuite la stabilité de ces langages. 

Cette étude nous a donné deux résultats très généraux quant à l'union et à la 

différence de langages. Le troisiSme, plus restrictif, nous conduit à une autre 

formulation du théorème de C H m H  - SCfIUTZENBERGER 131. 

Par ailleurs, l'étude des C-Langages bornés permet de répondre à un 

certain nombre de questions théoriques. Il était intéressant de caractériser 

les C-langages bornés permutables. Cettc caracterisatlon est faite au chapitre 

V dans le cas particulier des bornés sur deux lettres. Elle est exprimée en 
termes de semi-linéaires, corn l'ont déjà fait PARIKII, GINSBURG, et DRIEUX 

C41 pour les C-langages bornés quelcsriques, non ambigus, ou déterministes. 

Enfin, au chapitre VI, nous revenons à l'analyse syntaxique. Les algorithmes 

de type ascendant ou descendant exploitent une grammaire du C-langage. Si la 

grammaire possède certaines particularités, des modifications de l'algorithme 



peuvent en accélérer la mise en oeuvre ; ainsi, quand la grammaire est permu- 

table, l'analyse prédictive peut être plus efficace Cl 1 , C l  01 . Nous envisageons 
l'analyse sous un autre point de vue en exploitant l'automate à pile de mémoire. 

Nous pouvons alors tirer parti de certaines particularités de l'automate et 

analyser efficacement les C-langages déterministes. 



C H A P I T R E  O 

NOTATIONS et TERMINOLOGIE 

1) NOTATIONS 

Un ensemble fini non vide Z sera appelé alphabet, et le monoide libre 

qu'' il engendre sera noté Pt. 

L'opération dans Z* sera notée multiplicativement ; son élément neutre 

sera noté h et appelé mot vide. 

Nous appellerons généralement mots les éléments de c;k, et lettres les 

éléments de Z. 

Nous noterons c O = z 0 {A 1 ,  et pour deux parties quel.conques A et B de 
C" 

- A B =  {xy ( x E A ;  y € B l ,  

- A \ B = { x  ( x € A ;  y & B ) ,  

- Init (A) = {X 1 x 6 CC* ; 3 y 6 z>k tel que xy G Al, 

- Card (A) = le cardinal de l'ensemble A ; 

pour uil mot w de z*, et un élément x de A, nous noterons 

- Cardx(w) le nombre d'occurences de x dans w, 

4 

La longueur d'un mot w de Z* sera alors Cardr(w), et sera notée l w l .  

Enfin, nous appellerons langage sur Z (ou sur ~5:) toute partie de c*. 



II) AUTMTES D'ETATS FINIS ET K-LANGAGES 

Une famille importante de langages est celle des K-langages. Ils peuvent 

être caractérisés en tennes d'automates : 

Un automate d'états fini est un 5-uple A = (K,z,6,pO,F), où 

- K est un ensemble fini non vide (ensemble d'etats), 
- c est un alphabet, 
- 6 est une application de KxC dans K, 
- po est un élément particulier de K (état de départ) , 
- F est une partie de K (état de sortie). 

L'application 6 est étendue en une application de K x 2" dans K en posant : 

Le langage reconnu par A est : E(A) = {w E r* 1 6(p0,w) E F).  

Un langage est un K-langage s'il est reconnu par un automate d'états fini. 

Nous parlerons aussi de K-langages locaux : 

Un K-langage R est -. local s'il existe deux sous-ensembles A et H de Z, un 

sous-ensemble A de 1" tels que : 

III) C-GRAMMIRES ET C-LANGAGES 

Les langages "context-free" ont été définis par CHOMSKY E21 2 l'aide de 

grammaires "context-free" (C-langages et C-grammaires dans notre terminologie) : 

Une C-gramniaire est un quadruplet G(a) = (V,C,P,a), où 

- c est un alphabet (terminal) , 

- V \ z est un alphabet (non terminal) , 



- P e s t  une par t ie  f i n i e  de (V \ Z) x W'c, 

- o e s t  un élément par t icu l ie r  de V \ ' Z  (axiome). -- 

Un élément (s,z) de P sera noté 5 + z e t  sera appelé production. --- 

On é c r i r a  plus sinrplement G s i  l'axiome e s t  sous-entendu, 

Nous noterons d'une manière classique : 

- => e t  O=> (013 plus simplement --> e t  O=> s i  G e s t  sous;-e7n~tendid* 
G G 

Ces relat ions binaires sur V* x VIB definies V(x,y) 6 Vk x \Pt par : 

. x => y s i  3 u, v, z € 3 5 8 V \ L ,  e t  3 (5 -+ z) 6 P t.els que 

l 'on a i t  x = ugv e t  y = uzv, 

x O=> y s 1  3 u €  Z*, 3 v, Z E F ,  1 5 € V \ c , e t  3 (5-z) C P  

t e l s  que l 'on a i t  x = ugv e t  y = uzv. 

.i- -1. -1. ,le 

- => e t  (ou plus simplement => e t  a=>) l e s  clôtures t ransi t ives  
G G 

respectives de T >  e t  a=>. 
G 

-1. .b 

La re la t ion  => (resp. O=>) sera appelée une dérivation (resp. uce 

dérivation l a  plus a gauche). 

Nous noterons aussi 

-Q- 

8, 

- W(G) = t c  6 'V \ c  1 E G> A l ,  (ou plus si~plemerit W) 

-1- 
4. 

- LG(y) = Iw E z+c 1 y T >  w l ,  (OU plus simplement L(y)) ,  

- L(G (a)) = LG(a) (ou plus simplement L(G) sl l'axj.oxre est  

sous-entendu) . 

L(G) sera appelé lmgage engendre par l a  g r m a i r e .  

Un langage e s t  un @-langage s ' i l  e s t  engendré par une C - g r m i r e ,  

Nous dirons encore que deux grammaires ~ ~ n t é q u i v a l e n t e s  si e l l e s  

engendrent l e  même Imgage . 



Enfin, une C-grammaire G(o) sera dite réduite si 

-1- 8 ,  

- V 6 6 V \ ( L  U Io)),] u, v E V;k tels que o T >  ugv, et si 

4. 
,\ 

- V  5 E V \ (LU { O ) ) , ]  w E  C* tel que 5 ~ > w .  

IV) AUTCMATES A PILE DE MEMOIRE 

Les C-langages peuvent aussi être caractérisés en termes d'automates : 

Un automate à pile de mémoire est un 7-uple M = (K, I ,r,6 ,ZO,pO,F) : 

- K,L,qO,F ont la même signification que pour les automates d'états finis, 
- r est un alphabet 

- 6 est une application de K x I" x r dans l'ensemble des parties finies 
de K x r* (fonction de transition) , 

- ZO est un élément particulier de r. 

Nous noterons (ou plus simplement la relation binaire sur Kxr*xr* 

(appelée mouvement dans M) définie par : 

-1. JI & (ou F) désignera la clôture transitive de $ . 

Le langage reconnu par l'automate M est 

Un langage est un C-langage si et seulement s'il est reconnu par un 

automate à pile de mémoire. 

Nous poserons aussi : 

Zéro (M) = i w ~  L* 1 i q 6  K : (po,w,z0) &(q,h,n)~. 

Nous dirons que deux automates sont équivalents s'ils reconnaissent le 

même langage. 



Il est possible de restreindre la puissance de l'automate, et de ne 

considérer qu'une classe particulière de C-langages, en introduisant les 

automates déterministes C71 : 

Un automate à pile de mémoire M est déterministe s'il vérifie les deux 
conditions suivantes : 

- V (p,x,Z) 6 K x c 0  x r : Card (6(p,x,Z)) s 1 ,  

Un C-langage est déterministe si et seulement s'il est reconnu par un 

automate à pile de mémoire déterministe. 

V) APPLICATIONS SEQUENTIELLES 

Une famille importante d'applications dans le monolde libre est celle des 

applications séquentielles (directes ou inverses) : 

Une machine séquentielle généralisée 161 est un 6-uple S = ( K , c , A , I ? , X , ~  1 ,  
LI.  

où : 

- K est un ensemble fini non vide, 
- c et A sont des alphabets, 

- 6 et A sont des applfcations de KXC respectivement dars K et A", 

- po est un élément particulier de K. 

Les applications 6 et A peuvent être étendues en des appiicat,onç de KI.>:;'" 

dans K et A* respectivement, en posant 

L'application de 9 dans a;: définie par S(w) = ~ ( p  ,w) pour toilt w t i.;' O 
est appelée application séquentielle. 



VI)  ENSBiIBLES SIMI-LINEAIRES DE N' ET LANGAGES BORNES 

Un langage L sur L est dit borné s'il existe des mots w,, ..., w de L* n 
tels que l'on ait L c  Wk Wk ... Wi. - 1  2 n 

Nous nous intéresserons plus particulièrement aux langages bornés sur 

deux lettres, c'est-à-dire aux cas où n=Z et wi = ai E z pour i=1,2, et al # a2. 

Il y a alors une bijection entre le sous-monoide al a$ et N ~ .  Nous noterons 

fa et appellerons application canonique 1 'application de ~2 dans a, a2 définie 

2 Il sera intéressant de classifier les sous-ensembles de N , et nous 
reprendrons pour cela la terminologie de C41. 

2 En particulier, nous appellerons linéaire tout sous-ensemble de N de 
2 2 la forme L = c + P:, où c 6 N et P: est le sous-monoïde de M engendré par 

1 'ensemble fini P. 

Nous appellerons semi-linéaire toute union finie de linéaires,et ponctuel 

toute union finie de linéaires de la forme c + (O,q)*, avec q 8 N. 



INTRODUCTION AU CHAPITRE 1 

{ L ' a l g o r i t h m e  d ' a n a l y s e  p r é d i c t i v e  e s t  d e  t y p e  d e s c e n d a n t .  L ' a n a l y s e  d ' u n  

mot u s e  f a i t  l e t t r e  p a r  l e t t r e .  en  d é v e l o p p a n t  les  d é r i v a t i o n s  les  p l u s  à gau-  

c h e  j u s q u ' à  a p p a r i t i o n  d ' u n e  l e t t r e  comme s o u s  mot i n i t i a l .  S i  ce t e r m i n a l  e s t  

d i f f é r e n t  d e  l a  l e t t r e  a n a l y s é e  d a n s  u, c e t t e  d é r i v a t i o n  n e  p o u r r a  p a s  e n g e n d r e r  

u. En c a s  c o n t r a i r e ,  l e  r e s t e  du mot o b t e n u  d a n s  l a  d é r i v a t i o n  est  s u s c e p t i b l e  

d ' e n g e n d r e r  l a  p a r t i e  du mot u q u i  s u i t  l a  l e t t r e  q u i  v i e n t  d ' ê t r e  a n a l y s é e .  Tous 

c e s  mots  i s s u s  d e  d é r i v a t i o n s  l e s  p l u s  à g a u c h e ,  a p p e l é s  p a r f o i s  p i l e s  c i b l e s  

[ I O ]  ou s u i t e s  p o s s i b l e s  d o i v e n t  ê t r e  c o n s e r v é s .  En e f f e t ,  leurs d é r i v a t i o n s  l e s  

p l u s  à gauche  p e r m e t t e n t  d e  p o u r s u i v r e  l ' a n a l y s e .  

Il est c l a i r  que  cet  a l g o r i t h m e  s e r a  p l u s  e f f i c a c e  s ' i l  n ' e x i s t e  q u ' u n e  

s e u l e  s u i t e  p o s s i b l e  à chaque  é t a p e  d e  l ' a n a l y s e .  

En g é n é r a l ,  une  grammaire  n e  v é r i f i e  p a s  c e t t e  p r o p r i é t é .  

Dans ce c h a p i t r e ,  n o u s  d é f i n i s s o n s  l e s  C-grammaires p e r m u t a b l e s  comme d e s  

grammaires  q u i  à c h a q u e  é t a p e  d e  l ' a n a l y s e ,  n e  peuven t  donne r  deux s u i t e s  p o s s i -  

b l e s  d i f f é r e n t e s  ; mais e l l e s  peuvent  ê t r e  ambiguës  e t  p a r  c o n s é q u e n t  donne r  

p l u s i e u r s  s u i t e s  p o s s i b l e s  i d e n t i q u e s .  

C e t t e  d é f i n i t i o n  g é n é r a l i s e  c e l l e  d e s  grammaires  LL(1) d e  KNUTH [ I I ]  e t  

d e s  " L e f t - F a c t o r e d "  d e  WOOD Cl71 q u i  s o n t  d e s  grammaires  non ambiguës ,  a p p a r -  

t e n a n t  à l a  c l a s s e  d e s  p e r m u t a b l e s .  

Cependant ,  l e  f a i t  d ' a v o i r  p e r m i s  aux  C-grammaires  p e r m u t a b l e s  d ' ê t r e  

ambiguës  n ' é t e n d  p a s  l a  c l a s s e  d e s  C- langages  q u ' e l l e s  e n g e n d r e n t  ( l e s  

C- langages  p e r m u t a b l e s ) .  En e f f e t ,  nous  mon t rons  p a r  l ' i n t e r m é d i a i r e  d e s  

lemmes 1.3, 1 .4  e t  1 . 6  qu 'un  C-langage p e r m u t a b l e  peu t  ê t r e  e n g e n d r é  p a r  un 

t y p e  p a r t i c u l i e r  d e  C-grammaires : l e s  C-grammaires p r é d i c t i v e s  (Théorème 1.11. 

C e c i  e s t  éga l emen t  une  p r o p r i h t é  c a r a c t é r i s t i q u e  d e s  l a n g a g e s  LL(1) e t  " L e f t -  

F a c t o r e d " ,  e t  a s s u r e  l ' é q u i v a l e n c e  d e s  c l a s s e s  d e  l a n g a g e s .  



La forme p r é d i c t i v e  a v a i t  é t é  i n t r o d u i t e  p a r  KNUTH [II] en r a i s o n  d e  s a  

s i m p l i c i t é .  De p l u s ,  l ' a n a l y s e  p r é d i c t i v e  sur d e  t e l l e s  g rammai re s  est  p l u s  

e f f i c a c e  [ I O ] .  Le codage  d e s  p r o d u c t i o n s  e s t  en o u t r e  s i m p l i f i é  s i  l a  l o n g u e u r  

d e  l e u r s  s e c o n d s  membres e s t  bornée .  Le théo rème  1.2 mont re  que  c e t t e  l o n g u e u r  

peu t  t o u j o u r s  ê t r e  r e n d u e  i n f é r i e u r e  ou é g a l e  à 3. 

De p l u s ,  l e s  v a r i a b l e s  q u i  peuvent  e n g e n d r e r  l e  mot v i d e  r e s t r e i g n e n t  

p a r t i c u l i è r e m e n t  l ' e f f i c a c i t é  d e  l ' a l g o r i t h m e .  La c o n d i t i o n  (1.51 du théo rème  

1.2 a s s i g n e  à c e s  v a r i a b l e s  une  p l a c e  f i x e  d a n s  l e s  p a r t i e s  d r o i t e s  d e s  r è g l e s  

d e  p r o d u c t i o n s ,  c e  q u i  s i m p l i f i e r a  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  d e s  c h a p i t r e s  II e t  III. 

E n f i n ,  nous  mon t rons  qu 'un  l a n g a g e  r e s t e  pe rmutab le  l o r s q u ' o n  l u i  a j o u t e  

ou r e t r a n c h e  un marqueur  d e  f i n ,  p r o p r i é t é  q u i  n ' e s t  p a s  v r a i e  pou r  t o u t e s  l e s  

c l a s s e s  d e  l a n g a g e s  e t  que  nous  u t i l i s e r o n s  en p a r t i c u l i e r  au  c h a p i t r e  VI. 



C H A P I T R E  1 

C-GRAMMAIRES PERMUTABLES 

Nous définissons ici les C-grammaires permutables. La définition qui 

en est donnée est très proche de l'algorithme d'analyse prédictive. Le but 

du chapitre est de montrer l'équivalence avec les grammaires LL(1), 

"left-factored", et déterministes, et d'obtenir une forme particulière des 

C-grammaires. 

Définition 1.1 : Une C-grmaire G = (VJ,P,o) sera d i t e  permutable s i  e t  seulement s i  

pow, tout mot w de cc+', Za relat ion suivante e s t  vér i f iée  : 

(1.1) 
-1- 

V xl , xi, x2, xi E V" t e l s  que o *A> x' *=> wxi e t  w B Init (xi) i 
- pow, i=1,2, o n a  : xl - x2. 

Remarquons que les xi sont les piles cibles de [IO], et qu'une C-gramnaire 

permutable n'est pas nécessairement déterministe Cl 01 , ni une LF-grammaire 11 71 , 
ni une grammaire LL(1) Cl11 : celles-ci ne sont pas ambiguës alors que les 

grammaires permutables peuvent l'être, corne le montre l'exemple suivant : 

G = ({X,A,B,a,b,c), {a,b,cl, {X + bAB, A -+ a, A + A, B -, aB, E -+ cl, X). 

Définition 1.2 : Un C-langage sera d i t  permutabZe si on peut trouver une C-grmaipe 

p e m t a b  le  qui Z 'engendre. 

Grâce au lemme suivant, dans tout ce qui suit, nous pourrons supposer que 

les C-grammaires utilisées sont réduites : 

Lemne 1.1 : Toute C-grammaire permutable est équivalente à une C-grammaire réduite et 

permutable. 



La d é m o n s t r a t i o n  e s t  une  s i m p l e  t r a n s p o s i t i o n  d e  c e l l e  d e  161 pour  l e s  

C-grammaires que l conques .  

Etablissons une première propriété des C-grammaires permutables : 

Lemme 1.2 : Une C-grammaire G est permutable si et seulement si pour tout 5 G V \ c ,  i a  

C-grammaire G(5) est permutabl e. 

- S i  G(5) e s t  p e r m u t a b l e  pour  t o u t  5 € V \ C, G ( a )  = G l ' e s t  é g a l e m e n t .  

- Inve r semen t ,  s u p p o s o n s  q u ' i l  e x i s t e  5 € V \ C, e t  x x! € V" pour  i=1,2, i7 i 
e t  w € CC;? t e l s  que 

. XI # XZ, 

. w & Ir i i t  (x!) pour  i=1,2, 
1 

J- 

. 5 -=> x i  O = >  mi pour  i=1,2. 

-I- 

G é t a n t  r é d u i t e ,  3 u € zik, d V € V.i t e l s  que  a *=> u 5 V. 

J. -1- 

A l o r s  a -=> ucv O=> wc!v *=> uwx-v pour  i=1,2. 
1 1 

O r  X, # x i m p l i q u e  xlv # x2v, e t  w & 1ni.t (xi) i m p l i q u e  uw i? Init (ux!) 2 1 

pour  i=1,2. 

C e l a  c o n t r e d i t  l ' h y p o t h è s e  que  G e s t  p e r m u t a b l e .  

Nous allons maintenant caractériser les C-langages permuta1)les en termes 

de C-grammaires mises sous la forme particulière suivante : 

Ddfinition 1.3 : Une C-grmaire G = (V,L,P,a) es t  d i t e  A-normaZe s i  

Q(r,-+z) e P : z € { A }  Uz(V \ L)". 

.C 

Posons SG(c) = la € L 1 1 u, v € V" t e l s  que a - -> II t; a VI 

Définition I .  4 : Une C-grammaire G = (v,~,P,a) e s t  d i t e  prédictive s i  eZZe e s t  A-normale, 

e t  s i ,  pour tout 5 € V \ C, Zes deux conditions suivantes sont vér i f iées  : 



(1.3) : ( 6  8 W(G), 3 a €  Z ,  3 z  F  IPk , 1 (E + az)  € P) implique a @ S ~ ( S )  . 

Etablissons d'abord la condition suffisante de la caracterisation : 

Lemme 1.3 : Toute C-gramnaire prédictive est permutable. 

Supposons  q u ' u n e  C-grammaire p r é d i c t i v e  G = (V,C,P,o) n e  s o i t  p a s  

pe rmutab le .  

A l o r s ,  Y i € 2 ,  xi,x: E  V* a v e c  x, # x2 ; w f C i *  t e l s  que  

. w 63 Init ( x j ) ,  

-c ,, 
( ik) . j .= > mi. 

-0- 

Comme V z 8 V*, mi *=> z  i m p l i q u e  z  F  WV;, 

s i  3 i , j  € {1 ,2}  t e l s  que  l a  d é r i v a t i o n  (;?) s o i t  d e  l a  fo rme  -!. 4. ,, 
o  O=> x! O=> wx O=> mi, w 63 Init ( x i )  i m p l i q u e  i=j. 

J j 

Les deux d é r i v a t i o n s  Pkl s o n t  donc  d i f f é r e n t e s ,  e t  

V i € t 1 , 2 ) ,  1 < F V \ c ,  3 z .  CVSr ,  l u € C ; k ,  3 v € W , 3  ( < + z . )  E P ,  
1 1 

.t- .t. 

t e l s  que 1") s o i t  d e  l a  forrne 5 *=> utv O====> u zi v = >  mi, a v e c  z ,  # z2 .  

Deux c a s  s o n t  p o s s i b l e s  : 

- - 
Comme G est  A-normale, nous  pouvons p o s e r  z = a - z  a v e c  ai F L e t  zi f Wk, i i i7 

e t  comme G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1 .21,  z l  # z 2  i m p l i q u e  a # a D ' a u t r e  p a r t .  1  2 ' 
p u i s q u e  w & I n i t  (x!) ,  w e s t  d e  l a  fo rme  u a u' a v e c  a € L e t  u' € C;:. Donc 

- -8 .  ,, 1 

uai 2.. v  O=> u a u' xi pour i = 1,2.  c e  q u i  c o n t r e d i t  a # a2. 1 1  

21 3 i E {1,2},  zi = A .  Posons  p a r  exemple  z  = A. 1  

A l o r s ,  z l  # z2 i m p l i q u e  z f A. 2 



- 
Posons comme c i - d e s s u s  z = a Z avec a C I: e t  z2 6 vk ; d e  l a  même 2 2 2'  2 ik 

f açon ,  w e s t  d e  l a  forme u a u' , a v e c  a C C e t  u' C c*:, e t  u a S v O=> 2 2 
u a u' x2. Donc a = a2 ' 

-1. ,. -1- ,. 
D ' a u t r e  p a r t ,  a O=> u 5 v = >  u z1 v = UV *= > m l  = u a u '  x l .  

Donc v O=> a u' x l .  e t  p a r  conséquen t ,  a = a2 C S G ( ~ ) ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  

l a  c o n d i t i o n  (1.31 e t  achève l a  démons t ra t ion .  

La condition nécessaire de l a  caractérisation sera f a i t e  à l ' a ide  de 

deux lemmes préalables : 

Lemne 1.4 : Toute C-grammaire permutable est équivalente à une C-grammaire A-normale, 

permutable et vérifiant la condition (1.2). 

En e f f e t ,  s o i t  G = (V,C,P,a) une C-grammaire permutable .  Posons 

G2 = (V,C,P2,a) où,  pour chaque 5 E V \ E ,  P2 c o n t i e n t  l e s  p r o d u c t i o n s  : 

- 5 -+ ax, pour t o u t  a € C e t  t o u t  x 6 V'i t e l s  que 3 x '  € Vk avec 
-1, 

a & In i t  (x') e t  6 O=> x' G *T> 

Montrons d ' a b o r d  que G2 e s t  pe rmutab le ,  é q u i v a l e n t e  à G. e t  v é r i f i e  l a  

c o n d i t i o n  (1.21. 

Puisque G e s t  permutable ,  il en e s t  d e  même pour G(<), 5 6 V \ C 

[lemme 1.21. Donc G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1.21, e t  P e s t  f i n i .  2 2 

D ' a u t r e  p a r t ,  comme chaque p r o d u c t i o n  d e  P e s t  une  d é r i v a t i o n  dans  G ,  2 
L(G2) C L(G) 

Montrons main tenan t  que L(G) CS - L(G2), en é t a b l i s s a n t  au p r é a l a b l e  l a  

p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

3 w û C E ,  3 y,, y2 , y' € Wk t e l s  que w & In i t  (y ' ) ,  e t  

-1- ,, ri- ,, 
y1 O=> y '  * T >  wy2 impl ique  y1 7) y2. G 



Supposons l a  p r o p r i é t é  f a u s s e , &  c o n s i d é r o n s  l a  p l u s  c o u r t e  d e s  d é r i v a t i o n s  

($cl t e l l e s  que y 

Notons p l a  longueur  d e  c e t t e  d é r i v a t i o n  Pkl e t  posons 

Y1 = w1 C l  . . . et, avec  w1 E L*, c l  6 V \ L ,  t i  E V pour 2 6 i 6 t. 

-1- 
I\ 

D'après  [ 6 l .  3 zi 8 V>' ( l r i s l ) .  t e l s  que Fi T >  zi, e t  w y2 = w z 1 1  "' Z ~ '  

Puisque w 63 In i t (y ' ) ,  3 w2 € ZL* t e l  que  w = w1 w2, e t  3 y" € Vk t e l  que 

y '  = wlyl', avec  w $3 I n i t  (y"). 2 

S o i t  k  F i l  ,..., el t e l  que zl ,... pZk-1 = A# e t  Zk # A m  

Dis t inguons  deux c a s  : 

Posons z = w2y3 avec y  8 W. 3  

Comme l e s  d é r i v a t i o n s  s o n t  l e s  p l u s  à gauche e t  que w k? I n i t  (y"), 2 
y2 = y3 y4 = y3 Sk+l . . e t  yl' = y"' Ck+l . . . et avec y"' 6 P. e t  

4. 

.=> .- 
tk G G >  W~ Y3 , avec w & In i t  (y"'). 2 

S i  y"' E (V \ Z) V, (Ck + w2 ~ 3 )  E P Z *  

Sinon,  posons y'" = w t avec w c L L Q  e t  t, E (V \ L) V" e t  3 1 '  3  
W = w w avec  w € Pt. 2 3  4' 4  

Comme w2 @ In i t  (y"'), w4 # A e t  w4 @ I n i t  ( t l ) .  

De p l u s ,  3 t ' ,  t2 € V; t e l s  que w3 $3 I n i t  ( t )  e t  que 

-1. ,, .*A ,, 
Alors ,  d ' a p r è s  l a  rninirnali té d e  p ,  

.c 

P a r  conséquent ,  Sk T> W2 Y3 



Comme d ' a u t r e  p a r t  zl . . . z ~ - ~  = A i m p l i q u e  (Si + A) 6 P2 p o u r  lgisk-1, 

l a  d é r i v a t i o n  s u i v a n t e  est  v r a i e  d a n s  G ' 2 .  

w1 w2 Y3 Sk+1 "' 5L = wY2- 

C o n t r a d i c t i o n .  

A l o r s ,  zk = w 6 I L * ,  e t  3 w4 ô I L *  t e l  que  w2 = w w 3 3 4 '  

J- 
8 ,  

P u i s q u e  < *=> w3 ô LL". 3 t ' ,  t 6 V" t e l s  q u e  w3 @ Ini t  (t'). e t  q u e  k G 

-1. 

A l o r s ,  d ' a p r è s  l a  m imi rna l i t é  d e  p, Sk 7' w3t. 

De p l u s ,  l a  d é r i v a t i o n  (;?1 e s t  a l o r s  d e  l a  f o r m e  

-L 
8 .  

La m i n i m a l i t é  d e  p e n t r a î n e  a u s s i  w 

Comme e n f i n  (5. + A) 6 P pou r  lsisk-1, 
1 2 

C o n t r a d i c t i o n .  

La p r o p r i é t é  [ P l  est  d o n c  é t a b l i e .  

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  w 6 L(G). 



- S i  w = A ,  a l o r s  ( o  + Al E PZ, donc W 6 L(G2). 

a l o r s ,  1 t '  , t € Vf: t e l s  que w & I n i t ( t l )  

J. 
a, 

D'après l a  p rop r i é t é  [ P l ,  

-1- ,, 
Cornme d ' a u t r e  pa r t  t G> A, t & W(G)*, e t  t -2 A. 

"; 
-01 ,. JI 

Donc o z> W t  " > w, c ' e s t - à - d i r e  w E L(G2). 

Les grammaires sont donc bien équiva len tes .  

Montrons enf in  que G2 e s t  permutable. 

En e f f e t ,  à chaque production de G2 correspond une dé r iva t ion  l a  p lus  

à gauche dans G. 

Alors,  s i  3 y, y' 6 V;';, w F CE;'; t e l s  que w & In i t  (y ' ) ,  e t  

4. 

a l o r s  o * >  y ,  e t  Y' = Wl 5 V ,  wy = Wl Z V ,  G 

avec w, 8 c*, 5 6 V \ C ,  v, z 6 V S ~  e t  ( ~ - t z )  € PZ. 

Distinguons deux cas  : 

.ir 

C I  z = A : a l o r s  3 z '  € (V \ Z ) ~ C  t e l  que 6 O=> z1  O=> A = z. G G 

-1. 
,\ 

Dans c e  cas ,  y' = w1 5 V *G> W1 z '  v *G> w, z V = wy. 

En posant y" = w, z '  v : w f$ Init (y"). 

.*- ,, 
dl  z f A : a l o r s  4 x, x' F Vk, 3 a € Z t e l s  que 5 - T >  x' *T=> = z, 

e t  a $3 In i t  (x ' ) .  

Donc x '  6 (V \ C) V*, e t  de  l a  même façon qu'au cas  c l ,  



.C 

yf = W1 5 v *=> w x'v *= 
G 1 G > ~ l  axv=wzv=wy. 1 

E n  posant y" = wlxfv : w & Init (yf '). 

Dans l e s  deux c a s  : 

.C 

3 yf' 6 V.' t e l  que a O=> y" O===> wy, avec w & Init (y"). G G 

Ceci montre que s i  G2 n ' e s t  pas permutable, G ne l ' e s t  pas non p lus .  

Pour compléter l a  démonstration du lemme, il s u f f i t  de t rouve r  une 

C-grammaire A-normale G, equiva len te  à G2 e t  possédant l e s  mêmes p rop r i é t é s .  

Puisque P2 C (V \ L )  x ({A} U L V9:). c e  d e r n i e r  point ne présente  pas de 

d i f f i c u l t é s  [ E l ,  L I 7 1  . 

Lemme 1.5 : Toute C-grammaire permutable G e s t  équ i va len te  à une C-grammaire permutable 

G1 = (VI ,z,P, ,O), v é r i f i a n t  l a  c o n d i t i o n  su i van te  : 

8% 
JI 

( 1 . 4 )  )/zl ,z2,z3 & y, & VI \ Z t e l s  que O zl 5 z2 5 z3, e t  5 z3 5 A. 
.d 1 

S i  de p l u s  G e s t  A-normale e t  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1.21, il en e s t  de 

même pour G, . 

E n  e f f e t .  s i  L(G) = {A}, G1 = (ta} U L,L,io+Al,o) possède l e s  p r o p r i é t é s  

du lemme. 

Sinon, posons H = ( 5  c V \ L 1 L(G(s)) = {A}}, e t  VI = V \ H .  

S o i t  h : Wk + V?f l'homomorphisme d é f i n i  par  

posons enf in  P = (h(z)) / 5 € V I ,  e t  (<+z) E P l .  1 

11 es t  c l a i r  que L(G1) = L(G), que G1 e s t  A-normale s i  G l ' e s t ,  e t  que l a  

propr ié té  [I.2) e s t  conservée dans G 1 ' 

D'autre  p a r t ,  l a  correspondance e n t r e  G e t  G implique l a  p r o p r i é t j  1 
su ivante  : 



Y u1,u2 €X9:,  Y v l ,  v2 E t e l s  que  U V  - > U V  1 1 *-G; 2 2 ,  

Y v ~  € W t e l  que  h(vi) = v l ,  

-1. 

3 v ï ,  v '  6 Vk v é r i f i a n t  h(v7) = vl , h(vi) = v2, e t  u V '  -=f> ulv7 u V '  
2 1 1  2 2 "  

En o u t r e  u2 6' I n i t  (u v  ) i m p l i q u e  u2 k3 I n i t  (u1vï). 1 1  

A l o r s .  s i  3 xi, x j  6 y, 3 w 8 a v e c  w e In i t  (xi) ,  

-1, 

t e l s  q u e  o x i  *T> wi, pour  i = 1,2, 

1 y . ,  y! F W, t e l s  que  w &  In i t  (y:), h(yl) = x i ,  h(yi) = x i ,  
1 1  

-1. - e t  o y j  ,wyi , pour  i = 1 , 2 .  

Donc. s i  G1 n ' e s t  p a s  p e r m u t a b l e ,  X1 # x2, ce q u i  i m p l i q u e  y1 # y2, 

c ' e s t - à - d i r e  q u e  G n e  l ' e s t  p a s  non p l u s .  

I l  r e s t e  à m o n t r e r  que  G1 v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1.41.  

Supposons  l e  c o n t r a i r e  : 

3 Z 1 ,  Z 2 ,  Z3 8 Vf,  1 5 6 VI \ C, t e l s  que  

-*. 
Comme G est r é d u i t e ,  G l ' e s t  a u s s i  ; donc  3 W 8 c?; t e l  que  Z 1 1 

e t  1 x, x' 8 Vf, 3 w2 E IL* t e l s  q u e  w2 & I n i t  ( x ) ,  e t  

a v e c  w w B I n i t  (w1x1z2 E, z3), w w & I n i t  (w1x1z3), e t  1 2  1 2  

x Z 2  C Z3 # xz3, c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  q u e  G e s t  p e r m u t a b l e .  1 



Lemne 1.6 : Toute C-grammaire G permutable, A-normale et vérifiant la condition (1.2) est 

équivalente à une C-grammaire G1 ( V  P l  , a )  prédictive, et vérifiant la 

condition suivante : 

D ' a p r è s  l e  lemme 1.5,  nous  pouvons  s u p p o s e r  que  G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  

(1.41.  

Posons  W = W(G), = V \ (C  U hl), e t  FI - ( 4  E (V \ i:) W 1 Y 5: â W, 

Cardg (w) r 11. 

H est un ensemb le  f i n i .  

S o i e n t  c B V, VI \ i: = HH x (Q U l c l ) ,  Vî \ i: = H x (@ U {CI), et  ol = Co,cl. 

Pou r  t o u t  a E E e t  t o u t  [c l  . . . C n 9  1 E Va \ E ,  n o t o n s  1 l e  p l u s  g r a n d  

d e s  i n d i c e s  i c o m p r i s  e n t r e  1 e t  n+î [ s ' i l  e x i s t e ,  s i n o n  p o s o n s  1 ~ 0 1 ,  t e l  q u e  : 

E .  6 W p o u r  1 sjsi-1,  st (ci -+ am) E P, a v e c  $ E (V \ z)*. 
J 

A l o r s  : 

- s i  E l  8 W e t  s i  L € {O,n+l> : (c+A) € Pl 

- s i l = n e t  s i + = A  : (<+a) E: Pl 

- s i  l &  {O,n+lj,  4 # A e t  

s i  $, 6 W;C : ( ~ + a  14 ce+I O • • 5,,  E,+~ 1) F: P l *  

. s i  4 $3 VWk, p o s o n s  4 = $1p,$2 . . . + p $ 
P P ~ + l '  où $ ê WC p o u r  1 s i$p+l ,  i 

e t  pi B @ p o u r  l s i s p  ; a l o r s  : 

- s i  +1 = " (<+a [[ult2,iiZ1 .. . hp'bpcl cl,, . . . cnP c,+l]) & pl 

- s i  749 # " (<-+a b1 $ v l l  [vl  +2>'21 * - O  l u p  ip+1 cl+1 *En,6*+11Fy 

Pour  P a i n s i  d é f i n i ,  G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1 .51.  1 1 

S o i t  h : VT + v* l 'homomorphiçme d é f i n i  p a r  

h(a) = a,  V a € c, e t  

h([m,5:1) = m ,  vrm,~i E v1 \ z. 



-L 
8 ,  

-'. 
A l o r s  (A -t u) 6 Pl i m p l i q u e  h(A) *=> h(y) ; donc o  z 6 'p i m p l i q u e  * G 1 - 

h(o,)  = o *T> h(z). 

Comme h(w) = w pour  t o u t  w ô L*, L(G,) c L(G). 

Montrons l ' i n c l u s i o n  i r i v e r s e  en établissant s u  p r é a l a b l e  deux p r o p r i é t é s  ; 

..L 
#, 

[II : Y z Ê V ,  t e l  que  ol *=, z, 1 u F E*, 4 T l , m . . , T q - l  

G1 
s t5, 

, + 6 )ÿ1, 3 T~ û v1 \ P. t e l 5  q u e  : 
9 

-1. 
#% 

Montrons c e c i  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  l a  l o n g u e u r  d e  l a  d é r i v a t i o n  o 1 G,' 

- Pour  u n e  d 6 r i v a t i o n  d e  l o n g u e u r  n u l l e .  z ol = [o , c l ,  e t  l a  p r o p r i é t é  

est v é r i f i é e .  

- En s u p p o s a n t  l a  p r o p r l é t 6  (1) v 6 r I f i é e  p o u r  une d é r i v a t i o n  d s  J.ongueur 

-1- n J . <. 

donnée  a *=> z, ' c o n ç i d d r n n ç  l a  d é r i v a t i o n  o *-"> z .=-> a ' ,  D ' a p r b s  
1 G1 G* 

I 

l ' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  z-31 C T  4  T 1 . . T 4  ,cl ; a l o r s  0 a '  1 q-1 q 
Z '  = uy i r ,  ( 2 , ~ 2 1  ... [T . 4 ,CI ,  avec ( f i O  T 1 + y)  6 P i .  PSI. c o n s t r u c t i 3 n  

9-1 zl 
d e  P l ,  s e u l s  les  deux c a s  auivarbts  s o n t  p a s s i b l e s  : 

. y 6 C O  ; l a  p r o p r i é t e  e s t  a l o r s  t r i v i a l e .  

. y E IVl \ E)* ; a l o r s ,  y e s t  d e  13 f o r m e  a l i O  $; , v l l  . . . Ivr >il: 

où a E L ,  vo E VI \ I, $1 6 WC pour  l r ; i r r + ; ,  e t  v E 8 p a u r  l r i< r .  i 
Donc z '  = tia [O O $ i , v l l  .. . [ V  4 '  ,il] IT, @ Z 9 ~ 2 1  ... IT r r+l q-l yq,cl 

-1, 

En o u t r a  o ='. h ( z t )  = u a u o  q i  . . . vr $;+l i l  42 . . . r 4 ; cnrnme G v é r i t i r  G .  g-1 q 
l a  c o n d i t i o n  (1.41, Y 5 6 W. Gard, (v. 4 '  ) 5 1 pour  Osier, e t  Lard (T; (i+l) $1 

3. i+l  5 A. 

pour  lsisq ; p a r  c o n s é q u e n t  z" Vjï e t  l a  p r o p r i e t é  (1 1 e s t  e n c o r e  v6rifitSe. 2 

-1- 
a,  

21 : Y +, 0 '  G P, Y u G CC$: t e l s  que a O=> m P  O- 

G T >  u$, a v e c  u $ Init  (4 ') , 
.ir ,* 

3 y, y' Ê Vk t e l s  que  a O=====> y' *=> uy, a v e c  u @ InPt (y') e t  h(~) = 4.  1 ' G1 G1 

Montrons (21 par  r é c u r r e ~ c e  s u r  ]u l  = % 1 .  



- S i  1-1 : comme G est A-normale,  4 '  = a ,  e t  p a r  c a n s t r u e t i o n  d e  P 1  - 
1 z E t e l  q u e  (O, -+ uz) 6 Pl .  a v r c  h(z) = (. e t  l a  p r - r i p r i é t é  est v é r i f i é s .  

- Supposons  La p r o p r i é t é  [ 2 !  v e r i f i É e  p o u r  t aus  lus u t e l s  q u e  , ik 
~ 4 "  .T> l&d$lgB * lu1 r e t  c o n s i d é r o n s  l a  d é r i v a c i o n  n 4 '  * T >  U$ *- 

a v e c  ua $ In i t  (LI~"), c ' e s t - a - d i r e  a B I n i t  [$"). 

-1- ,, 
A l o r s ,  p a r  h y p o t h è s e  d e  r 6 c i ~ r r e n c e ,  O=> y' O====> uy, a v e u  h(y) = 4 .  

O 1  G1 1  

O r ,  en u t i l i s a n t  l es  n o t a t i o n s  d e  l a  p r o p r i 6 t é  (11, 

S o i t  O l e  p l u s  l o n g  d e s  mots O '  S Wk t e l s  que 4 s o i t  d e  l a  f u r m e  @ ' O t ' ,  1 
avec 011 .-> a@"', 0"' G V ~ C ,  

-€ 

-1- ,, 
P u i s q u e  I$ am"', d a  t t l s  m o t s  8 '  ~ x i s t e n t  e t  i l 8  p l u s ,  p i i i s q ~ i e  r l  @ W, 

O '  6 I n i t  ( ro  ml) U { A l .  

P o s o n s  a l o r s  T 4, r l  = 0 ï~ O uù 0 ~i E \r \ L ,  e t  Cli + a  5) E P ,  1 2 ' 2 

a v e c  O € iTj:. 3 

Nous avons  d o n c  d a n s  G 

-1. ,, JI 
II 

O *=> u4 = u0 p 0  4 .e> 
1 2 2 * O '  "'."02$2 ... Tq-l mq a--> uaO 0 4 "- 1 Q'q 3 2 2 ' * '  

Tq- l  m q ,  

e t  c o r n e  G est p e r m u t a b l e ,  6'" = O 3 O Z q 2  . . . T ~ - ,  tq. 

D i s t i n g u o n s  m a i n t e n a n t  deux  cas : 

a l  O2  = A .  A l o r s  p = T I ,  e t  par c o n s t r u c t i o n  d e  G1 ,  

a v e c  h(zl)  = O 4 3 2 '  
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donc @ = ro $1 '1 Tq-l  @$ 

O r  @ 6 W.', donc q=1, e t  (Cr 41 ,cl -+ A) 6 P  par  cons t ruc t ion .  
O 1  1  

Par  conçéqiient, w € L(G,) e t  l e s  grammaires sont  équiva len tes .  

La grammaire r é d u i t e  d e  G que nous noterons encore G e s t  a u s s i  1 '  1 '  
équiva len te  à G, e t  v é r i f i e  ggalernent l a  condi t ion  (1.51. Il r e s t e  à montrer 

q u ' e l l e  e s t  p réd ic t ive .  

Par  cons t ruc t ion ,  G, e s t  A-normale. Puisque G v é r i f i e  l a  condi t ion  [I.21. 

il en e s t  de même pour G1. Montrons q u ' e l l e  v é r i f i e  a u s s i  l a  condi t ion  (1.31. 

En e f f e t ,  en supposant l e  c o n t r a i r e ,  

3 z  ,z  ,z  6 V, ,  1 Al E W(Gl), 3 a E E t e l s  que 1 2 3  
.i- ,, 
G > z1 Al a z2,  e t  (Al + a 3) E P l .  

G1 é t a n t  A-normale, c e c i  s i g n i f i e  que 

w 6 L*, 3 z4  ô Wc(G1), 3 z5,  z6 6 V,, 3 A2 C V1 \ E t e l s  que 
.L 
,\ 

.C .t. 

u1 . = > w A  z A z aveu z1 *T)w, 
1  1 4 2 5 '  (A2 -5 a z6) E P l ,  e t  z Z  T> z 2 .  

D'après l a  p rop r i é t é  (1 1 .  Al zq A2 z5  = Kro m l  , r l l  .. . [T  + , C I ,  avec 
q-1 q 

T 6 W pour 1 r i ~ q - - 1 .  i 

Alors  I r l  $ 2 , ~ 2 1  k2 W(G1) ; donc Al = [ r 0  @,,il],  zq = A j  e t  A2 = Krl ( 2 , r 2 1  

Comme ( [ r  , T  1  -- a 2.) E P l ,  d ' ap rè s  l a  cons t ruc t ion  d e  P  s e u l s  l e s  O 1 1  3 1' 
deux c a s  su ivants  sont  poss ib l e s  : 

- s0j.t T~ E W ; 

a l o r s  Kro m l  , T ~ I  6 W ( G I ) ,  e t  il y a  con t r ad ic t ion  

- s o i t  r E W. e t  3 O E W t e l  que ( r l  -+ a@) 6 P  ; O 

a lo r s ,  J y E V ,  t e l  que @ 2 , ~ 2 1  -+ ay) E p l ,  puisque r l  W. 

Ceci con t r ed i t  également 1 ' hypothèse e t  complète l a  démonstration. 



Des lemnes 1.3, 1.4 et 1.6, nous déduisons la propriété caractéristique 

suivante : 

Théorème I.l : Un C-langage e s t  penitabZe s i  s t  seztlement s ' i l  ex is te  une C-grmaire 

prédictive qui l rengendre. 

Cette proprieté montre que les C-langages permutables coii-ncident avec les 

"Left-Factored Languages" de Wood C171, les langages LL(1) de Knuth 1111, et 

qu'ils peuvent être engendrés par une g-maire déterministe C I O ] ,  puisque ces 

derniers possèdent la même propriétE caractéristique. 

Nous pouvons érioncer un résultat plus fort en posant la définition suivante : 

Définition I.5 : Nous appellerons C-gramnaire kzrrédiatiz>e toute C-grmaire G prédictive - - ---- 
t e l l e  que 

(E ;  + z) € P  irrrp lique 1 . ~ 1  6 k + 1 .  

Théorème I .  2 : Pour toztt C-langage permtab Ze L, i Z exis te  une C-grmaire 2-prdd.icf;ive 

qui engendre L. 

En outre, G vér i f i e  la  condition ( 1 . 5 ) .  

En e f f e t ,  d ' a p r è s  l e s  lenimes 1.4 n t  1 . 6 ,  il e x i s t e  une  C-gsamrrioire 

k - p r é d i c t i v e  G = (V l ,L ,P l , o l ) ,  v é r i f i a n t  (1.51, q u i  e n g e n d r e  L. 11 s ~ f i ' i t  d e  1 
m o n t r e r  que ,  s i  k23, G est g q u i v a l e n t e  à u n e  C-grammaire G (k-1) -pr6dic t i .ve .  1 2 

P o u r  cela.  posons  V, = ( (VI  \ I) x (VI \ I)) U VI . e t  
L 

P2 = (Pl \ {(<+ai!+) 8 Pl 1 121 = k]) P i ,  où P '  e s t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

pour  t o u t e  p r o d u c t i o n  (5 + a p l  . . . pk) € P, 

pour  t o u t e  p r o d u c t i o n  (6 + a pl ... pL) E: P e t  t o u t  v E V1 \ I: 



pou r  t o u t e  p r o d u c t i o n  (v + a P I  .-.  pl) c P J  et  t o u t  5 f2 W(GI) 7 

- s i  t = k, ( V I  ( [ ~ , v l  + a p l  . . . "k-Z ["k-l ,"Il C p' ; 

- s i  trk-1,  ( v i l  ( [< ,VI  - a p l  ... p,. 

S o i t  G 2  = (V2,Z,P2,ul). q u e  n o u s  s u p p o s e r o n s  r é d u i t e .  

-8. 

S o i t  e n f i n  h : V; + V" l 'homornorphisme d é f i n i  p a r  1 

h(o) = u s i  u € V I ,  e t  

h(o) =<v s i  a = C S  ,VI € V2 \ V I .  

L(GZ) L(G1). c a r  

4- ri. ,, 
=> w i m p l i q u e  h(a,)  = u => h(w) = W. donc ,  V w 8 I*, ol GZ 

G1 

I n v e r s e m e n t ,  m o n t r o n s  d ' a b o r d  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e ,  p a r  récurrence : 

Jr 
8 ,  

(;k V u 6 IL*, V y,  y'  6 V?? t e l s  que  ol y '  
1 

*=> uy. a v e c  u & I n i t  ( y ' ) ,  
1 

JI 

3 + 8 V! t e l  q u e  h(+) = y et a = >  u+.  
G2 

- S i  lu /  = 1 : a l o r s ,  y '  = a,  (ul -+ uy) 6 Pl,  e t  

(0, -+ u$) 6 P2 a v e c  h($) = y ; 

l a  p r o p r i é t é  ($cl est  d o n c  v r a i e  

- Supposons  l a  p r o p r i é t é  v é r i f i é e  p o u r  un mot u d e  l o n g u e u r  donnée ,  e t  mon t rons  

q u ' e l l e  l ' e s t  a u s s i  p o u r  ua, s i  a 6 C .  

C o n s i d é r o n s  donc  d e s  m o t s  y ' ,  y, y ; ,  y1 E q- t e l s  q u e  

-0- .i- 

.=> 
"1 G1 

y '  O=> uy uy; O===> uay a v e c  a B I n i t  (y;) e t  u G I n i t  (y ' ) .  
G1 1 1 1 '  

D ' a p r è s  l ' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  1 4 6 V ,  t e l  que  



Posons y = f 1  ... Sr avec  E l ,  ..., Er e V1 

Comme G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1 .51,  E 2 ,  . . . , E r  6 W(Gl). 
1 

Deux c a s  s o n t  a l o r s  p o s s i b l e s  : 

11 y = y i  : a l o r s  (5 + a z l )  6 Pl e t  y l  = z l  f 2  ... E r .  1 

Comme h ( @ )  = 5 ... Er.  a l o r s  3 4, E V,  t e l  que : 1 

- s o i t  $I = f 1  m l .  e t  (tl + a 0,) € P2 avec h(0 , )  = z l .  

A l o r s  u@ = u 4, O==> U a O 1 @ l l  avec  h ( @  + ) = z l  s ~ . . . F ,  = y l .  
2 1 1  

- s o i t  @ = [E1,t2l m l ,  e t  ( [ i l  ,S21 + a 01) € P2 avec h(O1) = z1 <2 '  

A l o r s  u@ = u [c l  ,c21 m l  u a O 1 $11 avec  h (s lml )  = Z ,  tZ  E ~ . .  .s,=Y,. 2 

21 y # y; : a l o r s  (5 - A) E P l ,  (E2 + a z l )  6 P l ,  e t  y1 = z l  t3 . . .Fr .  1 

Corne h(@) = t l .  .Sr,alors 1 m l  E l? t e l  que : 

- s o i t  4 = E l  E 2  @,, et (El + A) 6 PZ,  ( f 2  -' a O,) B P2 avec  II(@,) = z l .  
-3- 

A l o r s  u4 = u c 2  $, -=> u a O 
G2 

m l .  avec  h(O 1 1  @ ) = z l  t3*.  Q ~ r  = y l .  

- s o i t  $ = E l [ t 2 , ~ 3 1  m l ,  et ( c l  + A) B Pz,  ([<2,cil + a o l )  6 PZ,  
avec  h(O1) = z1 c3.  

J . 
Alor su@ = U S  1 2 3  15 ,5 1 m l  = > u a Q 1  m l ,  avec  h(Ol@,)  = z1 f j  f q . . - i f  

2 

- s o i t  @ = [CIL2] m l ,  e t  ( L E ,  , i 2 1  + a 01) 6 Pz, avec h(O1) = z 1 ' 
JI 

A l o r s  u@ = u [ f ,  ,E21 @ - , avec h(@ b ) = Z1 E 3 . * . i r  - Yie  1 . 1  

Dans t o u s  l e s  c a s ,  l a  p r o p r i é t é  est  v é r i f i é e .  

S o i t  ma in tenan t  w E L(G, ) .  

S i  w = A ,  (ol - A)  € Pl e t  (u l  + A) € P2.  Donc w E L(G2). 

.L 
,\ 

-8- ,, 
s i  w # A ,  y, y'  E V ,  t e l s  q u e  a *=> y '  

G1 
avec  w & I n i t  (y ' ) .  



-1. ,. 
Donc, d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  ("1, 3 @ 6 V: t e l  que  h(4) = y e t  0, *=> Wm. 

G2 

S i  y=A, a l o r s  $=A e t  w  E L(G2). 

S i  yfA, comme G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1.51, = 1 .  
1 

Donc 141 = 1 ,  e t  t = y =  4  € W(Gl). 

-0- ,, 
P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  G (5 -t A) E PZ,  e t  ol *=> w4 = WC -=> W. 2' G2 G2 

Donc w 8 L(G2) . 

Les grammaires  s o n t  donc  b i e n  é q u i v a l e n t e s .  

I l  r e s t e  à m o n t r e r  que  G v é r i f i e  é g a l e m e n t  l e s  c o n d i t i o n s  ( 1 . 2 )  e t  (1.31.  2  

Supposons que  f a f V \ , 1 B 2  € v;, f a € L t e l s  que  2  1  ' 
( a  + a ml) 8 PZ,  (a  -+ a m2) E 5 ,  e t  4, f 4,. 

- S i  a  E V1 : a l o r s  (a  + a h ( B ~ ) )  6 Pl pou r  i = 1,Z. 

C o n t r a d i c t i o n  c a r  h ( @ , )  f h(m2). 

- S i  a  6 V2 \ VI : posons  a = [<.VI e t  d i s t i n g u o n s  t r o i s  c a s  : 

-0- 

a l  z1 Z 2  6 Vï t e l s  que  (5 -t a zi) E Pl pour  i = l , 2 .  

Comme h ( 4 . )  = z v pou r  i = 1 , 2 ,  e t  que  m l  # m 2 ,  on o b t i e n t  z 
1. i 1  7! Z ~ 9  

e t  G n e  v é r i f i e  p a s  (1.21. C o n t r a d i c t i o n .  1  

b l  3 Z l  , z 2  € V ,  t e l s  que (5  -+ a z l ) ,  ( 6  + A ) ,  (v + a z2)  E P l .  
.C 
S. 

Comma G e s t  r é d u i t e ,  3 O , O  € V* t e l s  que o => O [ < , V I  02.  2  1 2  2  1  G, 1  
-8- ,. L 

Donc o => h ( 0 , )  i v  h (02 ) ,  e t  G ne  v é r i f i e  p a s  (1 .3) .  
1 G ,  1 

~ o n t r a d i c t  i o n .  

c l  3 z1 , z2  € V; t e l s  que (6 -+ A), (v + a z - )  6 P  p o u r  i=1  , 2 .  
1 1 

Comme d a n s  l e  c a s  a l ,  il y a  e n c o r e  c o n t r a d i c t i o n .  

Donc G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  ( 1 . 2 ) .  2  



E n f i n ,  s u p p o s o n s  que  1 a € W(GZ), 1 O, ,02,03 E v;, 1 a & 2 t e l s  que  1 

A l o r s ,  comme G v é r i f i e  l a  c o n d i t i - o n  (1.51 e t  est  A-normale, 2 
1 Oq,05 f v;, 1 w 8 L*, 4 a2 6 V2 \ r t e l s  que  

N a i s  a l  E kJ(G2) imp l iq i i e  a E V1 ; donc  (a -+ a h(OS)) € Pl , e t  d ' a i i t r e  p a r t ,  1 
,, 

0, *=> W a l  h(a2 El4). 
1 

Comme G v é r i f i a  l a  c o n d i t i o n  (1.51.  h(a2  04) W(Gl) v,. 1 

A l o r s ,  s i  a2  E V I ,  (a2 -+ a h(O5)) 6 Pl ; 
-i- ,. 

donc  a - 1 G;> "1 a h(0, 0 ) e t  G n e  v é r i f i e  p a s  l a  c o n d i t i o n  / 3 . 3 1 .  C o n t r a d i u t i n n ,  
2 4 1 

S i  a2  6 V2 \ V i s  en p o s a n t  a = [ < > ~ 1 ,  nous a v o n s  : 2 

(6 -+ az) 6 Pl, a v e c  h(05) = zv. 
.i- 
,\ 

et O1 G;> OL1 

a z v h(04) ; 

C e c i  c o n t r e d i t  e n c o r e  l e  f 6 i . t  que  4; v é r i f i e  (1.31, e t  m o n t r e  que  G 1 2 
v é r i f i e  b i e n  ce t te  c o r i d i t i o n  II -31. 

Terminons ce chapitre par LUI résiiltat géneral, vrai aussi dans l e  cas 

des C-langages quelconques C61 e t  déterministes E71. 

éorème 1.3 : Soient L un C-Zungaye S U I >  L e t  c 43 C.  

L es$ permuta3î.e si e t  seulcn?ent s i  Lc est; pemtab le .  

S o i t  L u n  C- l angage  pe rmutab le .  D1apr6s l e  théo rème  1.1, 1, est  engendré  

p a r  une  C-grammaire p r é d i c t i v e  G = (V,C,P,G). 11 e s t  c l a i r  que  l a  grammaire  

est p r e d i c t i v e  e t  e n g e n d r e  Lc. 



Réciproquement .  s o i t  LC un C- l angage  p e r m u t a b l e .  Avec les  mêmes n o t a t i o n s  

que  c i - d e s s u s ,  d é f i n i s s o n s  un homomorphisme h : W': + \ {c})* p a r  V z 6 V* : 

h ( z )  = z s i  Cardc(z) = O , e t  

h (z )  = A s i  Carde (z) f O. 

Assoc ions  à l a  C-grammaire G l a  C-grammaire 

G1 = (VI \ {cl, L \ { c l ,  P l ,  O), 

a v e c  P = ( 5  -+ h(z)  1 (5 + z) € P l .  1 

Comme G e s t  A-normale, G l ' e s t  a u s s i .  1 

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  (5 + z) € P a v e c  Cardc(z) # 0,  3 z l  6 V" t e l  que  z = cz l  . 

Comme L(G) = Lc, LG(z1) = { A l .  

Donc L(G,) = L. 

En o u t r e ,  G v é r i f i e . l a  c o n d i t i o n  (1 .21 ,  c a r  1 

(5 -+ a z - )  6 P pour  i=1 ,2 ,  a v e c  z 
1 1 # z 2  i m p l i q u e  

(5 -+ a z . )  E P pour  i=1 ,2 ,  a v e c  z l  # z2,  
1 c e  q u i  c o n t r e d i r a i t  

l ' h y p o t h è s e  que G est  p r é d i c t i v e .  

E n f i n ,  G v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1 .31 ,  c a r  1 

(t + A ) ,  (5 + a z l )  € P l ,  e t  a O SG (5) i m p l i q u e  
1 

(5 + a z l )  E P, a € SG( t ) .  e t  

- s o i t  (5 -+ A) € P, a u q u e l  c a s  il y  a  c o n t r a d i c t i o n  p u i s q u e  G 

e s t  p r é d i c t i v e ,  

- s o i t  (5 -+ c z, )  E P. a u q u e l  c a s  S (5) = g. e t  il y a  e n c o r e  
G 

c o n t r a d i c t i o n .  



INTRODUCTION AU CHAPITRE II  

{ Pour  l e s  déve loppemen t s  f o r m e l s  d e s  c h a p i t r e s  III, I V  e t  V a i n s i  que  

pour  l a  j u s t i f i c a t i o n  d e  l ' a l g o r i t h m e  d ' a n a l y s e  s y n t a x i q u e  du c h a p i t r e  V I ,  

i l  n o u s  e s t  a p p a r u  p l u s  s i m p l e  d e  c a r a c t é r i s e r  l e s  l a n g a g e s  p e r m u t a b l e s  en 

t e r m e s  d ' a u t o m a t e s  à p i l e  d e  mémoire. 

C ' e s t  l e  b u t  d e  c e  c h a p i t r e  (Théorème 11 .21  q u i  nous  a  c o n d u i t  à i n t r o -  

d u i r e  l a  n o t i o n  d ' a u t o m a t e  p e r m u t a b l e .  

P o u r  ê t r e  p e r m u t a b l e ,  un a u t o m a t e  d o i t  v é r i f i e r  p l u s i e u r s  c o n d i t i o n s .  

I l  d o i t  d ' a b o r d  ê t r e  d é t e r m i n i s t e .  Il d o i t  éga l emen t  ê t r e  c o m p l e t ,  c ' e s t - à -  

d i r e  q u ' i l  v i d e  s a  p i l e  c h a q u e  f o i s  q u ' i l  r e c o n n a î t  un mot. E n f i n ,  s i  deux 

c o u p l e s  l e t t r e  - é t a t ,  i n t e r v e n a n t  d a n s  deux t r a n s i t i o n s  d e  l ' a u t o m a t e ,  

m o d i f i e n t  un c e r t a i n  sommet d e  p i l e ,  l a  p e r m u t a t i o n  d e s  deux é t a t s  c o n s e r v e  

c h a c u n e  d e s  m o d i f i c a t i o n s  d e  p i l e ,  e t  c o n s e r v e  a u s s i  l e s  é t a t s  r é s u l t a n t  d e s  

deux t r a n s i t i o n s .  C e c i  a  pou r  conséquence  que  l ' é t a t  d a n s  l e q u e l  s e  t r o u v e  

l ' a u t o m a t e  a p r è s  une m o d i f i c a t i o n  d e  s a  p i l e  ne dépend p a s  d e  c e l u i  d a n s  

l e q u e l  il s e  t r o u v a i t  précédemment. 

Le lemme I I . ?  nous  permet  d e  s u p p o s e r  que  l e  sommet d e  p i l e  d ' u n  a u t o m a t e  

n e  p e u t  ê t r e  m o d i f i é  q u ' a u  c o u r s  d ' u n  d é p i l a g e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  les  t h é o r è m e s  11 .1  e t  11 .2  m o n t r e n t  qu 'un  a u t o m a t e  p e r m u t a b l e  

e s t  é q u i v a l e n t  à un a u t o m a t e  p e r m u t a b l e  s a n s  mot v i d e ,  c ' e s t - à - d i r e  pour  l e q u e l  

t o u t  mouvement s ' accompagne  d ' u n e  l e c t u r e  s u r  l e  ruban  d ' e n t r é e  ; c e  r é s u l t a t  

n ' e s t  p a s  v r a i  p a r  exemple pour  l e s  a u t o m a t e s  d é t e r m i n i s t e s .  

La c a r a c t é r i s a t i o n  du théo rème  11 .2  permet  en  o u t r e  d ' é t a b l i r  que l a  c l a s s e  

d e s  C- langages  p e r m u t a b l e s  est  c o n t e n u e  d a n s  c e l l e  d e s  C- langages  r e c o n n u s  p a r  

d e s  a u t o m a t e s  à p i l e  d e  mémoire d é t e r m i n i s t e s  s a n s  mot v i d e ,  e t  c o n t i e n t  s t r i c -  

t emen t  l a  c l a s s e  d e s  K- langages .  } 



C H A P I T R E  II 

AUTOMATES PERMUTABLES 

Nous allons caractériser les C-langages permutables en termes d'automates 

à pile de mémoire déterministes. 

Dans tout ce qui suit, les automates à pile de mémoire seront notés le 

plus souvent M = (K, L , T ,S , Zo ,po ,F) , et nous supposerons que les déterministes 
vérifient la condition suivante : 

-sr 

(11.1) Y q E K, V j 6 Pi, 'd w 6 z*, (po,w,Zo) /$ (q,A,y) implique y E Zo(r \ Zo)% 

D'après [71, cette restriction ne diminue pas la classe des langages 

reconnus par M. 

Pour un automate à pile de mémoire M, nous poserons 

$ = l(p,x,Z) 6 K x L O  x r 1 i q E K, 3 y E @ \ Zr* t e l s  que 

( 9 9 ~ )  6 s(p,x,z)}. 

C'est un ensemble fini. 

Intuitivement, AM est l'ensemble des configurations où le ssmmet de pile 

est soit dépilé, soit modifié. 

Posons aussi la définition suivante : 

Definition 11.1 : Un automate à pile de mémoire M sera d i t  complet si, pour tout 
J- 

( q , ~ , ~ )  û K x L* x I? t e l  que (po,w,Zo) 1; (q,A,y), q 6 F implique l y l  o 1. 

Si M est déterministe, cette dernière condition devient: q C F implique 

' = zo. 



Définition 11.2 : Nous appeZZerons automate p e m t a b l e  tout  automte à pile de mémoire 

déterministe M qui e s t  compZet e t  qui vér i f i e  en outre la condition suivante : 

M étant déterministe, nous remarquons que si de tels xi sont différents, 

ils sont non vides. 

La signification intuitive de nM est précisée par le l e m  suivant : 

Lemme 11.1 : Tout automate permutable M e s t  équ iva len t  à un automate permutable 

Ml = (K1,~,',~l,ZO~~O~Fl t e l  que 

= {(p,x,Z) E K1 x x0 x r / 3 q E K1 t e l  que d,(p,x,Z) = (q,~)}. 

En e f f e t ,  a s s o c i o n s  b iun ivoquemen t  à t o u t  é l é m e n t  (x,Z) E L0 x (1' \ {ZO)) 

un é l émen t  r(x,Z), e t  n o t o n s  K' l ' e n s e m b l e  d e  t o u s  c e s  éléments. 

Posons  K = K U  K'. e t  d é f i n i s s o n s  d d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 1 1 

. s i  (p,x,Z) 63 4, : a l o r s  r i )  A1(p,x,Z) = A(p,x,Z), 

. s i  (p,x,Z) 6 AM e t  d(p,x,Z) = (q,A) a v e c  q 6 K : 

a l o r s  (ii) 6 ,  CP,X,Z) = Iq,A), 

. s i  (p,x,Z) 6 %4 e t  G(p,x,Z) = (q,y) a v e c  q 6 K e t  y G I'I'+: : 

a l o r s  ( i i i i  Gl (p,x,Z) = (r(x,Z) ,A) , 
et  ( i v l  G1(r(x,Z),A,Zf) = (q,Zty), V Z1 V T .  

Montrons e n  q u a t r e  p o i n t s  q u e  M p o s s è d e  l e s  p r o p r i é t é s  é n o n c é e s  : 1 

11 M est d é t e r m i n i s t e  : 1 

D ' a p r è s  l a  c o n s t r u c t i o n  c i - d e s s u s ,  il s u f f i t  d e  m o n t r e r  que ,  

V (q,Z1) B K1 x r, Card (6, (q,h,Z1)) i 1. 

Supposons  l e  c o n t r a i r e .  A l o r s ,  1 q=r(x,Z) 8 K ' ,  3 Z' 6 r ,  3 q ,q K, 1 2  
y E r* t e l s  que  (qi,yi) = A l  (q,A,Z1). p o u r  i=1,2. et  (q, ,Y,) f (q2,y2). i y l ?  2 



D'après l a  cons t ruc t ion  d e  M 1' Yi = zlTi e t  4 pl,p2 G K t e l s  que - 
6(pi,x,Z) = (qi,yi), avec (pi,x,Z) AM, Pour i=1,2. 

O r .  comme M e s t  permutable, G(p,,x,Z) = 6(p2,x,Z) ; 
- 

donc (ql ,y1) = (q2>y2), con t r ad ic t ion .  

21 T(M) = T(M1), e t  Ml e s t  complet. 

Puisque AMC K x x 0  x ( r  \ {Z 1). t o u t e  t r a n s i t i o n  de  M e s t  u n  mouvement O 
dans Ml. Donc T(M) c - T(M,) . 

Montrons inversement que pl, p2 E K, V wl,w2 6 X*, e t  V yl, y2 6 F:, 
-9- ..Be 

( P ~ > ~ ~ > Y ~ )  Implique ( ~ ~ 9 ~ ~ 9 ~ ~ )  6 ( P ~ > W ~ > Y ~ ) *  
1 

Supposons l e  con t r a i r e .  e t  considérons l e  plus cou r t  de  t e l s  mouvements 

dans M q u i  ne v é r i f i e n t  pas c e t t e  p rop r i é t é .  1 

Alors,  l a  première t r a n s i t i o n  u t i l i s é e  e s t  de t y p e  ( i i i l .  e t  

- - 
(pl >wl ,y1) ('(x,Z), "1 >Y1 Z1) (p2,w2>y21, 

1 
- - 

avec xw = wl, ylZIZ = 1 y19  x 6 LO, e t  

Alors,  a l  (r(x,Z) ,A,Z1) = (q,Z1y'). 

Comme M e s t  dé te rminis te ,  1 
- - 

(r(x,Z), G , ,  71w k (q,wl , Y ~ I . ~ Y ~ )  (p2,w2,y2). 
D'apres l 'hypothèse  de minimalit6 e t  comme q 8 K, 



-1- 

O r .  s i  w 6 T(M1), 1 s C F c K, 1 Y E r" t e l s  q u e  (po,w,zo) (~,A,Y) 1 - 
-1. 

ce q u i  i m p l i q u e  d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  p r é c é d e n t e ,  q u e  (po,w,Zo) (s,A,Y)* 
Donc w 6 T(M), et  T(M1) T(M). 

En o u t r e .  comme M es t  comple t .  y = Zo et  Ml est c o m p l e t .  

31 %1 = {(p,x,Z) € KI x 1' x r / 1 q 6 Kt t e l  q u e  61(p,x,Z) = (q9A)}. 

S o i t  (p,x,Z) F AM . 
1 

P a r  c o n s t r i i c t i o n  d e  M gl (p,x,S) n ' e s t  p a s  d e  t y p e  ( i v l  . 1' 

Si 61 (p,x, Z) es t  du  t y p e  [ i l .  (q,y) C K x I'* t e l  q u e  b(p,x,Z) = (q,Zy). 

A l o r s *  61(p,~,Z) = (q,Zy) e t  (p,x,Z) 6.3 
1 

Donc Bl(p,x,Z) est  d e  t y p e  ( i i l  ou ( i i i l ,  e t  l a  p r o p r i é t é  (31 es t  é v i d e n t e .  

41 M v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (11 .21 ,  c ' e s t - à - d i r e  q u e  1 

(pi,xi,Z) E % p o u r  i=1,2 i m p l i q u e  6   p.,^ ,Z) = 6 (p X. ,Z) 
1 1 j i  1 i' i 

p o u r  i, j 6 {1,2). 

Remarquons d ' a b o r d  d ' a p r è s  (31 q u e  p. f K e t  q u e  (pi,xi,Z) E AM 
1 

p o u r  i=1,2. 

Donc. 3 si E K, 1 y -  E r* \ Zr* t e l s  q u a  
1 

6(pi,xi,Z) = 6(p.,x.,Z) = (si,yi), e t  (p-,x ,Z) 6 % pou r  i,j 6 Il ,21. J 1 J i 

Posons  S1(pi,xi,Z) = (qi,A). e t  d i s t i n g u o n s  t r o i s  c a s  : 

a l  qi 8 K p o u r  i=1,2. A l o r s ,  d ' a p r g s  ( 111 ,  

- y, - y 2 = A >  e t  6 (p.,~;,z) = b(p- x-,Z), 
J' 1 

i 9  j € {1,21. 
1 3 -  

b l  q. 6 K' p o u r  i=1,2. A l o r s ,  d ' a p r è s  ( i i i l ,  
1 

yi # A, qi = r(xi,Z), pou r  1 2  et  

6 (p.,x.,Z) = (r(x,Z),) = sl(pi,xi,Z), Y i, j 6 {1,2}. 
1 3 1  



CI 1 il , i2 6 {1 ,2}  t e l s  que qi K e t  qi 6 K t -  
1 2 

Nous pouvons supposer i = 1 e t  i = 2. 1 2 

Dans ce cas. y, = h e t  y, # A .  

Donc 6 (p x ,Z) = 6(p.,x ,Z) = (sl,A) pour  j=1,2. 1 j 9  1 J 1 

D ' a u t r e  p a r t .  6(p-,x ,Z) = ( S ~ , Y , ) ~  e t  pa r  c o n s t r u c t i o n  de 
J 2 

M l ,  6 (p . ,x  ,Z) = (r(x,,Z),A) pour  j=1,2 
1 3 2  

e t  c e c i  achève l a  démonst ra t ion.  

Pour l a  condition nécessaire de caractérisatiori, posons l a  définition suivante : 

Définition 11.3 : Un automate à pile de mémoire M sera d i t  sans mot vide s i  G(p,A,Z) = fl 
POUX tout ( p , ~ )  6 K X  r .  

Théorème 11.1 : Tout C-langage permutable es t  reconnu par un automate permutable sans 

mot vide. 

En e f f e t ,  d ' ap rès  l e  théorème 1.2, un t e l  C-langage es t  engendré par  une 

C-grammaire 2 - p r é d i c t i v e  G dans l a q u e l l e  P C (V \ C) x (WC \ WW) . 

Soient  K e t  i? deux ensembles d ' é t a t s  d i f f é r e n t s  l i é s  biunivoquement aux 

éléments de (V \ 1) t.,) { A )  : 

Posons r = V \ C ,  e t  s o i t  ? un nouvel  a lphabe t  l i é  biunivoquement à 

r :  r = { i  l , l € r l .  

Soient  f l  : (V \ C)*+ (V \ L)", 

f 2  : (V \ 1)" + r*. e t  

des a p p l i c a t i o n s  d é f i n i e s  pour t o u t  @ 6 (V \ C)* par 

f1 ($1 = A s i  + = A ,  

f l  ($1 = p l  s i  4 = p 1 4 1 ,  avec p 1 6 v \ Z  e t  + O  E (V \c )" ,  



f2(m) = Z2(m) = A s i  / m l  6 1,  

f2(m) = u, et  Z2(m) = L 2 ,  s i  m = p l  u 2  4 1 ,  a v e c  u 1 7 l p  V \  c , 
et O '  c (V \c)+:. 

Posons  e n c o r e  F = tq(5) € I( 1 5  6 W ~ { A I I ,  e t  

où Z O  est  un n o u v e l  é l é m e n t ,  e t  où 6 es t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e .  

' t r < , ' T c v \ c :  

- s i  (5 -+ a$) 6 P, e t  V 4 '  € V* : 5 6 W i m p l i q u e  (T + amt) $3 P : 
- 

a l o r s  c i 1  6Cq(O7a7zI = lq l f l ($ ) ) ,  Z f2(9)I7  V Z  6 { r , ~ } ,  

( i i i  a($<) 7a9z0) = (q(f, (ml), zO r2(m)) s i  l m 1  = 2 ,  

( i i i i  6 ({(CI ta7z0) = (;cf1 (4)) ,z0) s i  l m 1  s  1,  

a l o r s  ( i v )  B(q(5) , a 9 ~ )  = (q(fl ($1) , f 2 ( W  , 

( V I  W~(t ) ,a , ; )  = (q(fl (ml) , T,(rn)) s i  I m l  = 2 ,  

Remarquons d ' a b o r d  q u e  V 6 L* t e l  que  141 r 2 ,  4 = f l  (m) f2 ($) .  
Mont rons  a l o r s  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

[ P l  1 : V w € L*, V r(5)  € K U h-, V U 0 7 . .  .,Ut F r u F U tZoI  t e l s  q u e  

11 Uo = Zo, U1 E 7 ,  e t  Ui E r pou r  Zsid,  

21 r(5) € R s i  e t  s e u l e m e n t  s i  b=0, 
.C 

31 o *=> w 5 U,[ . . . U2 Ù1. en n o t a n t  Ü 1 ' é l é m s n t  d e  V \ C a s s o c i é  à U1. 1 

[PA) est  t r i v i a l e m e n t  v r a i e  p o u r  l e s  mouvements d e  l o n g u e u r  0 d a n s  M. 



ri- 

Supposons  l a  v r a i e  p o u r  l e  mouvement (;(,) ,w,Z0) ( r ( S 1  . A , u o *  - *ut). 
e t  c o n s i d é r o n s  l e  mouvement s u i v a n t  : 

(9(o) ,wa,ZO) ( r ( 5 )  ,a,u0- . .ut) ( r ( v )  , A , Y )  , 

a v e c  a G e t  y & ( U U I Z ~ I ) " .  

D i s t i n g u o n s  deux  c a s  : 

a l  1 ( 5  + a v f 2 ( + ) }  G P : 

J- - 
A l o r s  , o O=> w E UL . . . Ü, waof , (+)  Ue . . . ; 

o r ,  d ' a p r è s  l a  f o r m e  d e s  t r - a r i s i t i o n s  ( i l  à Iiiil , on a  : 

b l  6 6 W U { A }  [ c e  q u i  i . rnpl ique q u e  1 > 0  d ' a p r e s  les  t r a n s i t i o n s  ( i v l  à [ v i l ,  

e t  3 ( U L + a v  f2($))  E P : 

-II -0- - 
A l o r s ,  a ... Dl a = > ~ U e  ... Ui a=> 

û r , d 1 a p r 2 s  l a  f o r m e  d e s  t r a n s i t i o n s  ( i v l  à ( v i l ,  on a  : 

( P l )  est  donc  v r a i e  d a n s  t o u s  l e s  c a s .  

S o i t  m a i n t e n a n t  w 6 T(M) ; 



A l o r s ,  1 E E W V { A } .  1 y F (r  i. U{Zo})* t e l s  que  

(q(o) ,w,Zo) ( { ( F )  ,AYY) a v e c  q ( < )  E F o  

J- -i- 
d. 

Donc, d ' a p r è s  ( P l ) ,  y = Z O ,  e t  u W 5  *= > W. 

P a r  c o n s é q u e n t ,  M est comple t  e t  T(M) c L ( G ) .  - 

Montrons i n v e r s e m e n t  q u e  L(G) CT(M),  - en  m o n t r a n t  au  p r é a l a b l e  l a  p r o p r i é t é  

s u i v a n t e  : 

-1- 

(Pz1 : V w 8 II$:, V y ,  y '  E V" t e l s  que  w & In i t  ( y ' ) ,  o *=> y'  O=> wy i m p l i q u e  

1 L 3 1 ,  1 51 E (V \ r) U {A}. 1 ci E  (V \ E) \ w  p o u r  2si61,  

t e l s  que  11 y = C l  . . . Cl, 

2 )  ({(a) ,w,Zo) (<(El) ,A,ZO) s i  1 = 1 ,  

3 )  ({(O) ,w,ZO) F (q(E1) , A , Z O  i, te-1 * * *  '2) s i  1 2 2 -  

Nous f e r o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  p a r  r é c u r r e n c e  sur Iwl . 

- / w l  = 1 : a i o r s  (o +wy)  F P a v e c  y  6 (V\ I )*  \ W .  

S i  Iyl r 1 ,  a l o r s  y  = 5, € (V \ r )  u i n } ,  ( 1  = 1 ) ,  

e t  ({(o) ,w,zo) k (6(El)  , b Z o )  p a r  (iii). 

S i  [ y /  = 2 ,  a l o r s  y = E l  E 2  a v e c  C l  E V \ I ,  E 2  E V \ ( I  U W ) ,  ( l=Z) ,  

et (6(o),w,z0) /- (q (c l )  , h , z 0  F2) p a r  (ii). 

[PZ) e s t  d o n c  v r a i e .  

- Supposons  q u e  (P2) es t  v r a i e  pou r  u n  mot w q u e l c o n q u e .  

-1. -8- 

C o n s i d é r o n s  l a  d é r i v a t i o n  o *=> y' O=> wy O=> z '  O=> waz, 

a v e c  Z, Z '  E W ,  a €  1, et  w a g  I n i t  ( 2 ' ) .  

D ' a p r è s  1 ' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e ,  y = 5, . . . 5,. a v e c  1 2 1 , 
E l  E (V \ E )  U {A} .  e t  C i  E (V \ .E) \ W p o u r  2 a i i L .  



Comme l a  d é r i v a t i o n  est l a  p l u s  à gauche ,  3 z" € Vk t e l  que  a & Init  ('z'"), 
-1. 
a ,  

et  Y = c l  ... El *= > 2" *=> a z .  

P u i s q u e  G est p r é d i c t i v e ,  z" *=> a z  u t i l i s e  une  p r o d u c t i o n  p -t a+, a v e c  

~ 1 1  = uml, e t  z = $4, (4,  6 V*) ; d e  p l u s ,  p 6 W i m p l i q u e  V $" E V" : 
4, .#> amll. 

D i s t i n g u o n s  deux c a s  : 

- S i  e 2 2. z = $4, = f1 ( m )  f 2 ( 0  f ,  . . . cl, e t  

( i (")  ,wa,zo) F (cl@1) il te-I t2) b 

(s(fl(m)),A,Zo ie E 2  f 2 ( 4 ) ) ,  

a v e c  f l  (4) 6 (V \ T )  U {Al, f 2 ( + )  E (V \ L)  \ W, p a r  ( i l .  

(9 (d  ,wa,Z,) li' ( 9 (5 , )  .a,Zo) l- ( 9 ( f l  ( 4 ) )  , A , Z ~ > P ~ ( ~ ) )  9 

a v e c  f l  (4)  € (V \ 1) U {Al, f i ( $ )  E (V \ 1) W p a r  [ i i l .  

( q < ~ )  ,wa,z0) (< (c l )  ,a,z0) t- (GU, ( 4 ) )  , A , z ~ ) .  

a v e c  f l  (4) € (V \ T )  UiAl, p a r  l i i i l .  

P a r  c o n s é q u e n t ,  (P21  e s t  v r a i e  d a n s  c e  c a s .  

- si  ~ 1 1  = E l  ... E,, a v e c  P # 51. a l o r s  5 = A et p = c 2  (122 ) .  1 

-8- 

- S i  z" # f 1  ... i,e , p u i s q u e  i ... Se = )  z" O=> a z  a v e c  a 6 I n i t  (z"), 1 

z f f  g (V \ 1 )  (V \ T)^ ,  e t  comme G est  p r é d i c t i v e ,  E l  . Se = Oz1' 

a v e c  O E Wk. E n f i n .  z" f A e t  E 2  ... fe  E ((V \ L) \ W)' i m p l i q u e  

1 2,  = ... Q, e t  e = 5, € W .  



Trois  cas  peuvent donc s e  p ré sen te r  : 

- 1 2 3 -  . a l o r s  z = $4  = f l ( $ )  f2 ($)  c3 ... ce, e t  1 

(;(O) ,wa,zo) , a , Z O  il .-.  E3 c2) t (9(fl (m)) J , z o  il 
* *  c3 f 2 ( $ ) )  , 

avec f l ( ( )  6 (V \ L )  UiA}. e t  f2($)  C3 ... cl 6 ((V \ 1) \ W)*.par [ i v l .  

- l =  2 e t  141 = 2 : a l o r s  z = $4  = f l ( m )  f 2 ( $ ) ,  e t  1 

(;(a) ,wa,zO) F (q(C1) ,a,zo iZ) t- ( q ( f l  O ) )  ,n ,zO f 2 ( 4 ) )  , 

avec f ,  (4) 6 (V \ 1) U { A ) .  e t  f 2 ( $ )  E (V \ i) \ W. par [ V I .  

- [ =  2 e t  141 r 1 : a l o r s  z = $ m l  = f l ( $ ) ,  e t  

i w a ? z O  F  CE^) ,a,zO i 2 )  t ( i ( f l  ($1) , A , Z ~ ) ,  

avec f l  (q)  6 (V \ 1) U { A } ,  par [ v i l .  

Par conséquent, (PZ1 e s t  v r a i e  dans tous  l e s  cas .  

S o i t  maintenant w 6 L(G).  

. S i  w = A ,  a l o r s  a € W. donc q(o)  € F e t  w = A 6 T(M). 

.*. -I* . S i  w # A ,  1 y ,  y '  C Wb t e l s  que a y '  *=> wy *=> w, avec w & I n i t  (y" .  

Donc y 6 IV"", e t  d ' ap rè s  !P21, / y [  G 1 ,  y  6 (V \ L) U { A l ,  e t  

(9 (0)  9w,Z0) F (%Y) , li,zo) 

Comme y 6 W V i A ) ,  q ( y )  6 F, donc w 6 T(M) 

Par conséquent, T(M) = L ( G ) .  

Montrons maintenant que M e s t  dé t e rmin i s t e .  

Comme M e s t  sans mot v ide ,  i l  s u f f i t  de montrer que 

V ( a , )  € (K W K) x L x ( r  U F UtZo}),  C a r d  ( r , a , Z )  a 1 .  

.ir 

Dans l e  cas  cantrai i -e .  1 r l ,  r2 c K U T<, 4 y , ,  y 2  B ( r  u T U {loi)" 
t .e i s  que ( r .  € & ( r , a , i )  pour i = 1 , 2 ,  e t  ( r l , y l  t # ( r 2 , y 2 ) .  1 



P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  M, ces deux  t r a n s i t i o n s  s o n t ,  s o i t  t o u t e s  deux  d e  

t y p e  ( i l  à ( i i i l ,  s o i t  t o u t e s  d e u x  d e  t y p e  [ i v l  à ( v i l  ; m a i s  d a n s  c h a c u n e  

d e  ces é v e n t u a l i t é s ,  ( r l  ,y1) # (r2,y2) i m p l i q u e  3 5 6 V \ E ,  1 m l ,  $ 2  6 P, 

1 ( 5  -+ am-) E P pou r  i=1,2, a v e c  m l  f $ 2 ,  ce q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  q u e  G est 
1 

p r é d i c t i v e .  

Mont rons  e n f i n  q u e  M v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (11 .21 .  

P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  M, 

% = ( q )  a , )  6 K x L x r ,  (q(c) ,a,;) 6 K x z x F 1 

5 6 W U{A),  3 $ € W, 3 (T -+ am) 6 Pl ; 

et  V u6  W U CA}, V(q(S) ,a,Z) E % : G(q(ri) ,a,Z) = d(q(S) ,a,Z) 

P a r  c o n s é q u e n t .  (q(i),xi,Z) € % p o u r  i l  2 i m p l i q u e  

G(q(tj), xi.,Z) = 6(q(si),xi,z), v i, j 11 ,2} .  

M es t  donc  b i e n  p e r m u t a b l e .  

Une conséqilence immédiate du théorème 11.1 e s t  l e  

CoroZZaire -- 11.1 : Tout C-Zar~yage pe~fimtabZe e s t  dé t emin i s t e .  

Montrons maintenant l a  proposition réciproque, à savoir : 

Lemme 11.2 - r Tout automate permutable reconna i t  un C-langage permutable. 

C o n s i d é r o n s  un a k ~ t o m a t e  p e r m u t a b l e  M = (K,z,r,G,Z p , F ) .  
O '  O 

S o i e n t  K' un e n s e m b l e  d e  nouveaux é t a t s  l i é s  b iun ivoquemen t  aux  é l é m e n t s  

d e  r : K' = {p(Z) 1 Z 6 fi, e t  c e  L 

P o s o n s  N = (K V K ' ,  L { c l , r , 6  ,p ,@), où 6 es t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  1 O 1 
s i i i \ l a n t e  : 



- En o u t r e ,  V p E F ; 

[ i v l  6, ( P . ~ . Z ~ )  = (p(Z0) 9" 

N é t a n t  a i n s i  d é f i n i ,  n o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  Zéro (N) = T(M) c, p u i s  

q u e  Z é r o  (N) p e u t  ê t r e  e n g e n d r é  p a r  u n e  C-graminaire  p e r m u t a b l e .  A l o r s ,  

l ' a p p l i c a t i o n  d u  t h é o r è m e  (1.31 m o n t r e r a  q u e  T(M) es t  un  C - l a n g a g e  p e r m u t a b l e .  

Remarquons d ' a b o r d  q u e  

(II : Y w 8 (C  U{c))$;, V q 8 K U K t ,  V y 6 r* : 
-9. 

(po,w,zo) 6 (q,A,y) i m p l i q u e  y E Z O ( r  \ {ZOl)2k LI {In ; 

d e  p l u s .  y=A i m p l i q u e  q = p ( Z  ), w 6 Z*c, et 3 n" 6 F t e l  q u e  O 

En e f f e t ,  l a  d é f i n i t i o n  d e  61 e n t r a î n e  immédia te tnen t  q u e  

y E Z O ( r  \ i Z o l ) ^  U { A l .  e t  q u e  w E i m p l i q u e  y # A .  

S u p p o s o n s  q u e  y=A ; a l o r s  w es t  d e  l a  f o r m e  w C w:, a v e c  w E E*, 1 - 1 

P a r  c o n s é q u e n t ,  @,y2)  8 6, ( r , c , Z )  [ t r a n s i t i o n  d e  t y p e  ( i v 9  1. 

' D o n c  r 8 F C K ,  - Z = ZO, s = p(Zo)  e t  y 2  = A .  

Comme y lZ  E r q 0 ,  y1 = A  ; d o n c  q = p ( Z o )  e t  W = A .  2 

M o n t r o n s  m a i n t e n a n t  q u e  



4- 

C o n s i d é r o n s  d ' a b o r d  (po,W,Z0) 6 (~,A,Y) . 

P u i s q u e  A C K x CO x ( r  \ {Z l ) ,  ' t o u t e  t r a n s i t i o n  d e  M e s t  un mouvement M - O 

Réc ip roquemen t ,  s u p p o s a n s  que  p, q E K, 1 w E E*, 4 y E ( {ZO))3k; 3 y'Er*> 

C o n s i d é r o n s  l e  p l u s  c o u r t  d e  ces mouvements ; il est d e  l o n g u e u r  non 

n u l l e  e t  d e  l a  forme : 

La m i n i m a l i t é  d e  ("1 i m p l i q u e  (pl ,y,) d 6(p,xl ,Z1) ; donc  6, (p2x1 ,LI) 

est  d e  t y p e  ( i l ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t ,  

- - - - - 
P u i s q u e  Z, f ZO, y1 f A. P o s o n s  y l  yl = y, = y2 Z2  a v e c  y E I?f e t  L2 6 T. 2 

En o u t r e ,  c o r n e  p 6 K' e t  q û K, 3 p E KUK',  1 x2 E zQ, 3 y2 E P. t e l s  q u e  1 ,2 
(P, 9x2 W2> Y 2  Z2) lq ( P ~ , w ~ > ; ~  & (qJ,y) 2 a v e c  x W2 = W1. 

P u i s q u e  pl = p(Z ). l a  t r a n s i t i o n  8 6 (p x Z ) e s t  d e  t y p e  (111 1 1 1'2'2 
donc  p2 E K,  e t  1 y; E r*, 3 r E K t e l s  que  

O r  M e s t  p e r m u t a b l e  i donc  6(r,x ,Z ) = 6(p,x ,Z ) = (p2,yi). 2 1 2 1 

D ' a u t r e  p a r t ,  l ' h y p o t h è s e  d e  m i n i m a l i t é  d e  [>kl  i r n p l t q u e  que  

P a r  c o n s é q u e n t .  (p,~,~) = ( P , ~ ~ w ~ , Y ~ z ~ z ~ )  JM (P~'w~>;~ z2 Y;) 

= (pZ,~29;2 y2) 6 (q9A,yf). C o n t r a d i c t i o n .  



Montrons maintenant  q u e  : 

(31 T(M) c = Zéro (N), 

Considérons WC 8 TW) c C - Pkc. 

1 q E F c K ,  - 1 y E r* t e l s  que (po,w,z0) & ( ~ , A , Y )  

Alors .  d ' a p r è s  (2) .  (po,wc,Z0) @ (q,c,y) ; Puisque M e s t  complet ,  Y = ZO ; 

comme 61 (q ,c,  Zo) = (p(Zo) ,A) , WC 6 Zéro (N) . 

Inversement,  c o n s i d é r o n s  w, 6 Zéro (N) . 
-1. 

D'après  (11, i r C F c K ,  3 W 6 Z" t e l s  que wl = Mc e t  ( P ~ , w ~ ~ ~ )  6 (r ,A>ZO)a 

A l o r s ,  d ' a p r è s  (21, w 6 T@).  

Cons t ru i sons  main tenan t  une C-grammaire q u i  engendre  Zéro ( N ) ,  e t  montrons 

qu'  e l l e  e s t  permutable .  

Posons pour c e l a  V a  C l  = (K U K ' )  x r x (K U Kt),  L I  = .X W { c l ,  

o = Cp09Z0,ql E V  \ L 1 9 p o u r  t o u t  q E K U K 1 ,  
9 

e t  
G, 

= (V,ZlP,oq). où P e s t  d é f i n i  d e  l a  f açon  s u i v a n t e  : 

- pour t o u s  Z ,  Z 1 ,  ..., Z, ô r ,  p, q E K VK', x C 17 t e l s  que 

(q,Z1 * * * , )  4 6, (p,x,Z) : 

([p,Z,sll + x [q,Zm,sml [sm9Zm-1 >srn-l 1 [s2,z1 $51 1) P, 

pour  t o u s  les  s 6 K UK', lsism, i 

- pour t o u s  Z € I', p,q E K V K ' ,  x E L I  t e l s  que (q,A) E 6l (p,x,Z) : 

(Cp,Z,qI -+ x) 6 P. 

Nous avons a l o r s  d ' a p r è s  C61 : 

(41 Zéro (NI = U L ( G ~ )  , 
q€KUK ' 



.a4 
#, [p,Z,ql O=> ~y s i  e t  seulement s i  1 p l ,  + - .pm E K K' , 3 U1,  8 0 ,U 6 
Gr 

111 

t e l s  que 

- y = Cp ,U ,p 1 ... Ep ,U ,ql ,  e t  1 ,  ! 2 m m 

JI 
8, 

.L 

[p,Z,ql => w s i  e t  seulement s i  (p,w,Z) & (q,n,n)  
Gr 

Nous déduisons de (Il e t  (61 que q p(Zo) implique L(G ) = O .  Posons 
9 

u = o  e t  notons G = (v,I,P,o) l a  grammaire r é d u i t e  de G 
P (Z,) P (ZO1 ' - 

Alors, Zéro(N) = ~ ( c ) .  

Montrons que : 

.r, 

( 7 1  V w 6 LX*, Y y, y'  6 V.i t e l s  que o y'  O=> wy avec w & I n i t  (y') 
G G 

W ,  F L * ,  f a E z ,  i p , q E K ,  3 Z E r ,  m z l ,  J p i E K U K 1 ,  4 Z i E r  

pour l ~ i g m ,  e t  3 L : I ~ l a n ,  t e l s  que 

.me 
,b 

Considérons une t e l l e  dér iva t ion  o *=> y'  O= > wy. 

Par cons t ruc t ion  de G ,  1 m l ,  m2 6 (Ü \ L)*. 1 a E V \ L ,  1 wl 6 L', 

i a E i t e l s  que y! = w, a 4 y = m 2  m l ,  e t  (a + a 82) 8 P - 

D'après (51 ,  1 k 2 0, 1 j (Osjsk), 1 U, Ui E r pour lyisk,  

3 r,  r. € K V K' pour 16isk, t e l s  que 
P 



D i s t i n g u o n s  d e u x  cas : 

a )  r 6 K : a l o r s  6 ( r , a , U )  es t  d e  t y p e  ( i i i 1  ; 1 

d o n c  rl 6 K, j 1 1 ,  e t  S l  ( r , a , U )  = 6 ( r , a , U )  = (rl ,Uj  . . . U 1 ) .  

D ' a u t r e  p a r t .  d ' a p r è s  ( 2 1 .  (PO,W1 ,zO) ( r , U k  U j + 1  U ) ,  

e t  l a  p r o p r i é t é  (71  es t  v é r i f i é e .  

Comme po 8 K, l e  mouvement [ i h k )  est d e  l o n g u e u r  non n u l l e ,  e t  

s1 8 K ~ K ' ,  1 xl 6 z O ,  1 U 1  6 r ,  3 yl  E r* t e l s  q u e  

a v e c  ti1 (s1 ,xl , U 1 )  = ( r > h 9 ~ 2 )  e t  y l y 2  = Uk . . U j + l  U .  O r  r 6 K'  

i m p l i q u e  q u e  6 (S x U 1 )  e s t  du  t y p e  ( i l ,  e t  d o n c  q u e  Sl 6 K, 1 1 '  1 '  
- xl - y Z  = A ,  r = p ( U r ) ,  e t  y1 = U k  ... u, +l U ,  e t  q u e  d ' a u t r e  p a r t ,  

1 x 6 1' t e l  q u e  (sl , x Z > U 1 )  6 %.Enf in ,  ( p ( U 1 )  ,a,U) est  du  t y p e  2 

( i i ) ,  d o n c  j a î  e t  U = U ,  e t  d e  p l u s ,  4 s2 € K t e l  q u e  
j 

6 ( s 2 , a , U 1 )  = ( r l , U j l  ... U1) ; a v e c  ( s 2 , a , U 1 )  E %. 
.C 

P a r  c o n s é q u e n t .  d ' a p r è s  (21 .  (pO,wl  ,ZO)  & (sl ,A,Uk . . . U j + l  U -  U ' ) ,  
J 

e t  p u i s q u e  M es t  p e r m u t a b l e ,  6 ( s 1  , a , U 1 )  = 6 ( s 2 , a , U 1 )  = (rl , U j - l . .  .U , ) .  

La p r o p r i é t é  (71  e s t  d o n c  v r a i e  d a n s  t o u s  l es  c a s .  

M o n t r o n s  e n f i n  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

(81  [ p , Z , q l  6 7 \ El i m p l i q u e  q = p ( Z )  E K 1 .  

La p r o p r i é t é  est  t r i v i a l e  s i  Z é r o  (N) = $. 

.Ir ,, .C 

S i n o n ,  1 w 6 L ,  t e l  q u e  [ p , Z , q l  => W. e t  d ' a p r è s  ( 6 )  : ( p , w , Z )  lz(q,h,n) 
G N 
* 

Donc. 3 x 8 C O  3 Z '  E r 9  3 r E K lJ K' t e l s  q u e  1 1 ' 



P u i s q u e  G l  (r,xl ,Z1) = (q,A) n e  p e u t  ê t r e  que  du t y p e  ( i l  ou ( i v 1 ,  q = p(Z1). 

En o u t r e  Z 1  = Z ,  c a r  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e ,  1 pl , p2 E K u K' , 
1 x2 G ey , 3 w1 E Z n ,  3 y G r*, 3 Z" 6 r ,  t e l s  que  Z" f Z et  

O r  une  t r a n s i t i o n  G1 (pl ,x2,Z) = (pZ,Z1'y) e s t  i m p o s s i b l e  s i  Zr '  f Z.  

Il r e s t e  à m o n t r e r  que  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  ( 1 . 1 ) .  

.f- 

S o i e n t  yl ,yz,yi ,y; E Wk, w 8 E t e l s  que o y: 1 1  G '=> Y i ,  S 
a v e c  w $ I n i t  (y;) pour  i=l ,Z. 

D i s t i n g u o n s  deux c a s  : 

c l  Cardc(w) # O : 

Posons  a l o r s  w = wlCWZ a v e c  w 6 E* e t  W F L , .  1 2 

D ' a p r è s  (51 ,  3 y l , y Z  E T*, 3 q1,q2 E K U  K' t e l s  que  

( P ~ > w ~ " ~ ' Z ~ )  l$ (qiy"Yi). a v e c  l u -  1 I = I Y ~ I  Pour  i = 1 , 2 .  

- 
Donc. 4 pi,pi B K UK', 3 y i , y i  6 P, 1 Zi  E r pour  = 1 2  t e l s  que  

-1- - 91 
( ~ ~ > ~ , c w ~ , z ~ )  6 ( P ~ > ~ ~ > Y ~  Zi) ( P ~ ¶ W ~ , ; ~ Y ; )  (qi>A,Yi), 

pour  i=1,2. 

comme 6 ,  (pi,cyZi) e s t  du t y p e  ( i v l  pour i=1,2, 

- - - z 1  = Z 2 = Z  O ,  y i  = y i  = b . e t  d ' a p r è s  ( I l .  yl  - y2 = A .  

P a r  c o n s é q u e n t  ly. 1 = O pour  i=1 , Z ,  e t  yl = yz. 
1 

P u i s q u e  w # A ,  1 a F Z, 1 w € Z;k t e l s  que  w = wla. 1  



D'après ( 7 )  e t  (8.1, Y i € 1 ,  3 pi, qi € K, i Ui € r ,  i m(i) 5 1, 

3 Z. (i) pour 1sjsm(i), 3 l(i) (lsl(i)sm(i)), t e l s  que 
J 

Puisque M e s t  dé t e rmin i s t e ,  G(qi,A,Ui) = $, pour i=1,2, e t  d ' a p r è s  

[71# ql=q2, U1=U2, Zm(l) (1) * . *  Ze(l)+l (1) = Zm(2) (2) * Ze(2)+1 (2) ; 

a l o r s  . comme G(qi,a,Ui) = (P~,Z~(~) (i) . . . Zl (i)) pour i=1,2, 

pl?,, l(1) = l(2), Z.(l) = Z.(2) pour lsjsl(l), 
J J 

e t  m(1) = m(2), Z. (1) = Z. (2) pour l(1)+1 6 j 6 m(1). 
J J 

Par conséquent yl = y2, e t  T(M)c e s t  bien permutable. 

Du théorème 11.1 et du l e m  11.2, nous dédui-sons le rSsultat essentiel 

de ce chapitre : 

Théorème 11.2  : Un C-langage e s t  permutable s i  e t  seulement s ' i l  exis te  un automate 

permutabZe qui l e  reconnaisse. 

Nous déduisons aussi le corollaire suivant : 

Corollaire II. 2 : Tout K-langage e s t  permtable. 

En e f f e t ,  so i en t  R un K-langage e t  A = (K,z,f,p0,F) un automate d ' é t a t s  

f i n i  qu i  l e  reconnaisse.  

S o i t  M = (K,C,{ZO},G,ZO,pO,F) l ' au tomate  à p i l e  de  mémoire t e l  que 

G(p,a,Zo) = (f(p,a) ,Z0). pour t o u t  (p,a) E K . 11 e s t  c l a i r  que T(M) = R, 

e t  que M e s t  permutable. 

Remarquons que les automates permutables constituent une extension des 

s-machines 1121. Une s-machine est en effet un automate à pile de mémoire 

déterministe, sans mot vide, Ci un seul état, qui 'Vide sa pile" toutes les 

fois qu'il accepte un mot. Puisqu'il n'existe qu'un seul état, la condition 



(II. 2) est vérifiée. 

D'autre part, la condition que la pile soit vide quand un mot est accepté 

n'est qu'une restrictian des automates à pile de mémoire complets, corne le 

prouve la démonstration du lemme 11 .2 .  



INTRODUCTION AU CHAPITRE I I I  

D ' a p r E s  l e  c h a p i t r e  II ,  t o u t  l a n g a g e  p e r m u t a b l e  est  r econnu  p a r  un 

a u t o m a t e  p e r m u t a h l e .  Lorsque ,  d e  p l u s ,  l e  l a n g a g e  e s t  bo rné ,  nous  mont rons  

au théo rème  1 1 1 . 2  q u ' i l  p e u t  ê t r e  r econnu  p a r  un a u t o m a t e  p e r m u t a b l e  p l u s  

s i m p l e  que  nous  a p p e l o n s  s a n s  p e r m u t a t i o n s  : o u t r e  q u ' i l  e s t  s a n s  mot v i d e ,  

un t e l  a u t o m a t e  p r é s e n t e  l a  p a r t i c u l a r i t é  que  d e s  t r a n s i t i o n s  n e  peuvent  

m o d i f i e r  un même sommet d e  p i l e  que  s u r  une  u n i q u e  l e t t r e .  

Ces a u t o m a t e s  s a n s  p e r m u t a t i o n s  s i m p l i f i e r o n t  l ' é t u d e  d e s  b o r n é s  

p e r m u t a b l e s  du c h a p i t r e  V.  

Nous mon t rons  en o u t r e  au t héo rème  111 .1  que l e s  l a n g a g e s  q u ' i l s  r e c o n -  

n a i s s e n t  ( l e s  l a n g a g e s  s a n s  p e r m u t a t i o n s 1  v é r i f i e n t  une  c o n j e c t u r e  d e  KNUTH 

f a u s s e  pour  d e s  l a n g a g e s  LL(1) q u e l c o n q u e s  C l I l  : en e f f e t ,  l o r s q u ' i l s  s o n t  

s u i v i s  d ' u n  marqueur  d e  f i n ,  i l s  a p p a r t i e n n e n t  à l a  c l a s s e  d e s  s - l a n g a g e s ,  

c ' e s t - à - d i r e  q u ' i l s  peuvent  ê t r e  e n g e n d r é s  p a r  d e s  C-grammaires  p r é d i c t i v e s  

s a n s  mot v i d e ,  a p p e l é e s  s-grammaires  d a n s  C121. 

Comme d ' a u t r e  p a r t  l e s  K-langages e t  l e s  l a n g a g e s  d e  Dyck e t  d e  semi-Dyck 

s o n t  d e s  C- l angages  s a n s  p e r m u t a t i o n s  (Théorème 111.21 ,  nous  r e t r o u v o n s  immé- 

d i a t e m e n t  un r é s u l t a t  mon t r é  p a r  a i l l e u r s  p a r  KORENJACK e t  HOPCROFT [121. 1 



Ce graphique schématise l e s  d i f f é r e n t e s  i n c l u s i o n s  e x i s t a n t  e n t r e  l e s  

langages dont il a é t é  ques t ion  j usqu 'a l o r s .  

d é t e r m i n i s t e s  sans mot v i d e  

ermutables ,-----e------------------------ 
I 

1 

I 
I 

I 
I 

I 
I sans permutat ions 

I .......................... 
I 
I 

I 
I 

I 
I hornés 

I 

I 
I r . - . - . - . - . - . l . r . - . - . - . - 1  

I I 
I I I 
I 
I r . - . r . - . - . - . - . s . - . - .  l 's-langages . 1 f 1 .  : I 
1 I I *  
I I 'K-langages f : I ..--- - L - - - -  
I I - - I 1 .  
I - I - 1 .  
I I - . - I I *  
I - I - 1 .  
I I - . - I 1 .  
I - I - I *  
I I - . - I 1 .  
I -.-.r.-.---.-.r.-.z.-.- 
I 

1 .  - . - I 
I - I - 1 .  
I - . - I 
I - I - 
1 

I -l.-4.-..-ir--r I 
I I I 
I I 
I I I 
I - .- .- .- .- .- .Y.-.- .- .- .-  
I 
I 

I .  

I 
I 

I 
I 

I 
1 '  

......................... 
I 
I 

I 

I 
I 
s 
I i-,-------,---,----------------- 

b 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 



C I - I A P  I T R E  III 

C-LANGAGES SANS PERMUTATIONS 

Les s-langages introduits par KORENJACK et HOPCROFT Cl21 sont les 

c-langages reconnus par les s-machines citées dans le chapitre II. Ils 

ont pour caractéristique la propriété d'être engendrés par des s-grammaires. 

En posant : 

Définition III.l : Une C - g r m i r e  G e s t  d i t e  sous forme normale s i  

Les s-grammaires sont les C-grammaires sous forme normale qui vérifient 

la condit ion (1.2) . 

Ces s-langages constituent une famille importante de langages, et KNUTH 

C l 1 1  a fait la conjecture suivante : Pour tout C-langage permutable 

L C - (Z \ {cl)*, Lc est un s-langage . Cette propriété est fausse en général 
C131. Nous définissons dans ce chapitre une classe de C-langages permutables 

pour laquelle cette propriété est vraie, et nous montrons que les K-langages, 

les langages de DYCK et de semi-DYCK, et les C-langages bornés permutables 

appartiennent à cette classe. 

Cefinit ion In.2 : Un automate à pile de mémoire M sera d i t  sans permutations s r iZ  e s t  

pemtubze ,  sans mot vide, e t  s 'il. v é r i f i e  en outre Za condition suivante : 

(III.1) : (pl9al,Z) E AM e t  (p2,a2,Z) E implique al = a2. 

Définition 111.3 : Un C-langage seia d i t  sans permuta-tions s ' i l  exis te  un automate sans 

p e m t a t i o n s  qui Ze reconnaisse. 

Montrons un premier résultat intermédiaire : 



Lerne 111.1 : Pour tout automate sans permutations M, pour i = 1 , 2 ,  e t  pour tous pi, qi 8 K,  - 
-1. 

W. E I*, Zi g r tels  que (pi,wi,Zi) (q. , A , A )  , 1 1 

Z = Z 2  implique ql = q2. 1 

Pour  d e  t e l s  mouvements,  i E 1 ,  m(i) 5 1, 1 E K ,  
j i l -  E r* p o u r  Isjrm(i)+î,  1 a!i-) p o u r  l i j an ( i )  t e l s  q u e  sl( - pi, Yi 1 

p o u r  1s j  m ( i )  . 

Pour  i=1 , 2 ,  posons  k!'.) ceux  d e s  i n d i c e s  k  t e l s  q u e  yci) 6 r e t  
J k 

Ci) r* (i:js.t(i)). N O U S  pouvons  s u p p o s e r  Yk+l Yk 

Posons  s ( i j  = 1 ,  ( 1  = ,!il y 
j  ,( i l  J 

= zCi), p o r  1 c j re ( i )  . 
,(il J 

j  j j  

A i o r s ,  Y i E 1 ,  V j  E 1 . . . ( i )  1 ,  ( r i f i  )  E $. 
J 

Comme M est s a n s  p e r m u t a t i o n s ,  z( ' )  = z!~)  (1 c j i  6 t ( i ) )  
j 1 ' 2 

i m p l i q u e  x  1 )  x , s (  = 5  (') e t  y (1) = ,  (2) 
j  1  j2 + k(Z)+l k j l )+ l  (2)+1 ' 

J 1 j2 1 k j 2  

e t  p a r  c o n s é q u e n t ,  y E z!; r* p o u r  k(i)+i 6 n( i )  r kjil ( i l  
j i  

Donc, s i  Z1 = Z (') = y(2) = Z1 = z e t  on m o n t r e r a i t  p a r  r é c u r r e n c e  
2. Y$(l) k1(21 2' 

('1 = y(2) Comme k  sur j l  que  Y = m(i) pou r  i=1,2, 
kf :) ' % ( i l  

kj 

Y 
(1 

= Y 
(2) = A ,  ce q u i  i m p l i q u e  l (1)  = l ( 2 ) .  P a r  c o n s é q u e n t ,  

k )  1 k i f ; )  +l 



Nous obtenons alors le premier résultat annoncé : 

Théorème III. 1 : Pour tout  C-langage sans permutations L C (C \ (cl)*, Lc e s t  un - 
s -langage. 

S o i t  M u n  automate  s a n s  pe rmuta t ions  q u i  r e c o n n a i t  L. 

Posons N = ( K U  if},C,r,G1,Zoypo,~), où f B K, e t  

6 ,  (p.a,Z) = 6(p,a7z) Y (p,a,Z) 62 K n (c \{cl)  x r, 

e t  61(q,~JO) = (f,h) V ~ G F .  

Il e s t  c l a i r  que T(M)c = Zéro (N). 

Comme dans  l e  lemme 11.2. c o n s t r u i s o n s  une C-grammaire G à p a r t i r  d e  N : 

G = (v,~,P,o), où \ L c - (K U if}) x r x (K U i f}) ,  e t  o = [p,,Zo,fl. 

Nous ne remontrons  pas  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  o b t e n u s  d e  manière  ana logue  

d a n s  l a  démons t ra t ion  du lemme 11.2 : 

11 L(G) = Zéro (N), 

21 V ( 5  + z )  6 P. 3 z € r ,  i m 2 O, 1 p,  q E K U { f l ,  i zi E r, i pi E K U { f }  
pour lsism, e t  3 x € C o  t e l s  que 

-1, 

31 [p,Z,ql E v \ C impl ique  3 w E L* t e l  que (p,w,Z) 6 (q,h,A). 
Alors ,  puisque N e s t  s a n s  mot v i d e ,  G e s t  s a n s  forme normale. D % u t r e  p a r t ,  

a v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1 .21.  

En e f f e t ,  s i  (E, t a z l ) ,  (5 + az ) E P ,  d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  21, Y i 6 {1,2}, 2 
K, i z!~) 61. pour Isjrm(i), i p,  q F K, e t  1 Z 6 t e l s  que 3 m(i) 3 O, i pj 

J 
[p,Z,ql = 5, 



(1) = et z ( l )  = Z(2) pour  Comme M est d é t e r m i n i s t e ,  m(1) = m(2), pl 
J 

lrjrm(1). 
j 

A l o r s .  d ' a p r è s  l e  lemme 111.1, p2 = p$2), e t  d e  l a  même f a ç o n ,  p 1 )  - - pj (2)  
j 

pour  t o u t  j (lsjsm(1)). 

P a r  conséquen t .  zl = z e t  Lc e s t  un s - l a n g a g e .  2 ' 

Si  G e s t  une C-grammaire A-normale, posons maintenant 

n(G) = { F  € V \  t 1 3  a l ,  a2  6 i, 3 y,, y 2 c W  : (5 + a - Y - )  6 P, 
1 1  

pour i=1,2, et  a 1 # a21. 

On écr i ra  plus simplement fi s i  G e s t  sous-entendu. 

Considérons l e  cas des langages bornés. 

Lemme 111.2 : Toute C-grammaire A-normale qui engendre u n  C-langage borné, vér i f ie  la  - 
condition sui vante : 

-8- 

(111.2) 4 p € N te l  que V z E V, o = z implique Card, (z) r p. 

S o i t  G une  t e l l e  C-grammaire e t  s o i t  p 6 R. 

Montrons que : 

-1.. 

V < € V \ , V $ , , $ 2 E V " , < -  - +, 5 $ 2  i m p l i q u e  Card (4, m2) = 0. JJ 

S o i e n t  a a2 E L,  y l ,  y E V "  : (Y + a i  yi) E P pour  i=l ,Z,  e t  a l  f a2.  1 2 
-1- 

A l o r s .  3 z z F Z* t e l s  que  yi => Z .  pour  i = 1 , 2 .  
1 '  2 1 

Supposons  que  l a  p r o p r i é t é  I îk )  s o i t  f a u s s e  e t  d i s t i n g u o n s  deux c a s  : 



1) $1 = $3 P. $4' a v e c  $ 3' 4 4 C V?; : 

-1. 

S o i e n t  a l o r s  z3 e t  z4 E E* t e l s  que  m i  => zi pour  i=3 ,4 .  

.*- ,. 
A l o r s ,  5 => $1 5 42 = $3 lJ 44 5 ($2 = > Z3 lJ Z4  5 $2' e t  

-31 - ,\ . 23 u 24 5 $2 - - > a, yl z4 5 $ 2  -> z3 al Z,  z4 5 $2 ,  d ' u n e  p a r t ,  e t  

-8- - - . z3 u z4  5 $2 - > z3 a2 y 2  z4 5 + 2  -> z3 a2 z 2  z4 5 . 4 2 B  d ' a u t r e  p a r t .  

Posons  u = z a z i 3 i i z 4  pour  i = 1 , 2  (ui 8 Z*) . 
.m- ,, 

P u i s q u e  5 => u. 5 4 pour  i = 1 , 2 ,  e t  que  L(G) e s t  bo rné ,  d ' a p r è s  h i ,  1 2  
u, u2 = u U c ' e s t - à - d i r e  2 1 '  

a z z z a z  - a z z a z  z3 1 1  4 3 2 z z 4 - 3  2 Z Z 4  3 1 l Z 4 '  

C e c i  i m p l i q u e  a = a e t  c o n t r e d i t  l ' h y p o t h è s e .  1 2 

d a n s  c e  c a s  s y m é t r i q u e ,  C81 e s t  e n c o r e  a p p l i c a b l e  ; c e c i  i m p l i q u e  e n c o r e  

al = a e t  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  Pt). 2 

Il e s t  a l o r s  c l a i r  [ 6 l  que : 

4. 

V !J 8 n, 3 p(p) € N t e l  que V z 6 W' : o => z i m p l i q u e  Card (z)  g P ( ~ ) .  
li 

Comme R e s t  f i n i ,  il s u f f i t  d e  p o s e r  p = 1 p ( l ~ ) .  
uGs2 

Lemme 111.3 : Tout C-langage borné permutable peut être engendré par une C-grammaire 

2-prédictive G dans laquelle 

S o i t  L un t e l  C- langage .  D ' a p r è s  l e  lemme 1 . 6 ,  il e x i s t e  une  C-grammaire 

2 - p r é d i c t i v e  G = (VI , L , P ~  , o l )  q u i  e n g e n d r e  L. d a n s  l a q u e l l e  (< 1 + a  5, c2) 6 Pl 

i m p l i q u e  c 2  6 W(G1). 



D ' a p r è s  l e  lemme 111 .2 ,  3 p € N t e l  que .  pou r  t o u t  z 8 9, 
-1, 
4, 

a -> z i m p l i q u e  Card T 
P o s o n s  a l o r s  Z = i+  E (V \ L )  (n(G1) \ W(Gl))n 1 / +  1 s P + Z ) ,  e t  

Z 1 = { + € Z  1 1 4 1  s p + l ) .  

Z e t  Z'  s o n t  d e s  e n s e m b l e s  f i n i s .  

D é f i n i s s o n s  V  \ C [ r e s p .  V' \ C l  comme un ensemb le  d ' é t a t s  l i é s  b i u n i v o -  

quement à ceux  d e  Z  [ r e s p .  Z ' ] ,  n o t é s  f ( 4 )  p o u r  t o u t  + E Z [ r e s p .  + € Z ' ] .  

A l o r s  V' C V  ; P o s o n s  o = f ( o l )  6 V'  . 

D é f i n i s s o n s  e n f i n  P d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

pour  t o u t  f ( t1 . ' . . cn )  E V' \ C ,  e t  t o u t  a E Z : 

- s i z = p  1  v 2  a v e c  P 6 V I ,  p2 E VI \ (L U n(G1) ) ,  a l o r s  : 

( i l  ( ~ ( C ~ * - . C , )  ' a  f( l - i l )  f ( p 2  6 2  * * .  6,)) E P ,  

- s i  z  E Vl"G1) ou Izl  r 1 ,  a l o r s  : 

s i n  > 2 ,  E l  6 W(G,), e t  1 z  E ( \ ) : ( c 2  + a  z )  E Pl  : 

( f ( < 1 . * * c n ) ' a f ( 1 - i l ) f ( ~ 2 ~ 3 . . . ~ n ) ) E P ,  

- s i  z  E V1"G1) ou / z l  r 1 ,  a l o r s  : 



. . s i  n-1 e t  E l  C W(G1), a l o r s  : 

( V I  ( f ( t 1 .  ..en) - A) € P. 

.t- 

Notons  e n c o r e  G l a  g r ammai r e  r é d u i t e  d e  G = (V,E,P,o). e t  h : V  ̂+ V; 

l 'homomorphisme d é f i n i  p a r  

h(a)  = a p o u r  t o u t  a C C ,  e t  

h ( f ( ~ ~ . . . ~ , ) )  = c l  ... 5,. p o u r  t o u t  f ( <  . E v \ Z. 1 

-f. 

Comme (A -t 4) E P i m p l i q u e  h(A) 0-z h ( + ) ,  V J, E v'~, o 0- G, -€' " 
-1- 

i m p l i q u e  h(o) *=> h (Q) 
1 

D ' a p r è s  l e  lemme 111 .2 ,  c a r d  
Q (G1 

(h ( J , ) )  6 p,  donc  Q € v'". D ' a u t r e  p a r t ,  

(A + n) E P i m p l i q u e  3 5 E W(G,) t e l  q u e  A = f ( < )  ; comme Card 
W(G, 

(z) s 1 pou r  

t o u t  z € P v é r i f i a n t  o -2, z ,  n o u s  a v o n s  donc  CardW(G) (Q) r 1 .  1 G1 

P a r  c o n s é q u e n t .  V Al E W(G) , V A2 F V \ L ,  V a € C, V m l  ,$2,$3,@4 6 Wk 
-W. 

t e l s  q u e  (A- + a mi) 6 P pou r  i = l  $ 2 ,  o 0 %  $3 Al A2 m 4  i m p l i q u e  i il E W(G1), 
1 

3 c2  E V1 \ E ,  1 z1,z2 E Wi, 1 ( t i  + a z . )  6 Pl p o u r  i=1 ,2 ,  t e l s  q u e  
1 

-1. 
#. 

u1 h(m3) E, 5 h(mq). P u i s q u e  G1 v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  (1.3). il en es t  d e  1 2  

même pou r  G. 

D e  même, V A €  V \ C ,  V a €  C ,  V $1,$2 6 V", s i  ( A +  a mi) E P pou r  i = 1 , 2 ,  
-1. 

3 ki, i 5 - E V1 \ C ( 1 r j r O  t e l s  q u e  A = f ( c l . .  .Ce), e t  C l . .  .ce a h(mi) J 

pou r  i z1 ,2 .  A l o r s ,  comme A 6 VI, c ' e s t - à - d i r e  5 @ W(G ) ,  3 z , Z  & V?j t e l s  q u e  : 2 1 1 2  

s o i t  (51 + a zi) E Pl ,  s o i t  c l  € W(Gl) e t  (c2  + a zi) E P l ,  s o i t  c l  & W(G1) e t  

(Ci -t a zi) 8 Pl P u i s q u e  G est  r é d u i t e  e t  q u e  G, v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  I I . 2 1  

e t  (1.31, G v é r i f i e  a u s s i  l a  c o n d i t i o n  (1.2). G est  d o n c  2 - p r é d i c t i v e .  

En o u t r e ,  u n e  p r o d u c t i o n  (A + a BI B2) € P. a v e c  a € 1, B1 ,B2 € V \ L ,  

e s t  d e  t y p e  ( i l  ou  I i i i ) .  Dans l e s  deux  c a s ,  f (B2)  = p2z (p2 F \il \ , Z E V ï ) ,  

e t  1 (5 +- a q E Pl a v e c  p z  @ n(G1) (pl  € V I  \ ) ; d ' a p r è s  l a  f o r m e  d e  P 1 "  

p, & W(GI) . Donc B2 & Q(G) u W(G) . 

E n f i n .  comme h(w) = w pou r  t o u t  w E E t 7  L(G) C L(G1). 



Il reste  à m o n t r e r  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e .  

P o u r  c e l a ,  mon t rons  a u  p r é a l a b l e  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

,. 
[;k:t) V W E  ZZ*, Y z ,  z 1  6 V ,  - 

O1 * T  z t  

O=> wz a v e c  w $ In i t  ( 2 ' )  
G1 

.id 

i m p l i q u e  4 ( 6 (V' \ ~ ) ; k  t e l  que  h ( ( )  = z ,  e t  o *-r;-> w(. 

S i  Iw/ = 1 = 1 ,  Z '  = o, e t  (ol + wz) E P l .  A l o r s .  3 ( 6 (V \ L)* t e l  que  

(O + w() 6 Pl , a v e c  h ( ( )  = z ; d e  p l u s ,  W( E V'% donc  ( 6 (V' \ Z)". 

Supposons  l a  p r o p r i é t é  [*1 v r a i e ,  p o u r  Iwl = 1, e t  c o n s i d é r o n s  l a  d é r i v a t i o r  
.i- -8- 

*=> wz *F> w Z ~  G1 
= >  wazl a v e c  z l ,  Z i  E v,,  e t  a E L .  

G1 

D ' a p r è s  1' h y p o t h è s e  d e  r é c u r r e n c e .  4 B I , .  . . B 6 V' \ Z t e l s  q u e  
-,- ' n  

o *T> w B I . .  .B a v e c  h (B1 . .  .B ) = z .  n ' n 

P o s o n s  z = c l . .  .cm (ci F VI \ Z p o u r  l r i ~ m ) ,  BI = f (c l . .  .cq) a v e c  l r q c m ,  
-0. 

e t  s o i t  + y (y E Wk) l a  p r e m i è r e  p r o d u c t i o n  u t i l i s é e  d a n s  z = 1 1 ' 

D i s t i n g u o n s  deux  c a s  : 

En p o s a n t  (1 = 4 '  B2 ... 
n a  

on a d o n c  II($ ) = y c2. .  .Sq h(B2. .  .B ) = z 1 n 
-L 

1 ' 
e t  u O=> w B1 ... Bn O=> wa@'  B2.. .B = wa ( G G n 1 ' 

bl  y = A : a l o r s  m>i e t  c 2  $ W(G1) ; d o n c  1 yl E (VI \ L)" t e l  q u e  

(S2 + a yl )  E P l ,  e t  Z1 = Y c3 * * -  cm. 

. S i  q > l ,  1 ( '  E (V \ Z)* t e l  q u e  h ( 4 ' )  = y 5 1 3 * * * c q  e t  ( B ~  - a m T )  c P. 

En p o s a n t  ( = ( '  B2 ... Bn, on a donc  h ( m l )  = y1 E3...cq h ( B  2...B ) = z 1 n 
.a- 

l ' 
,, 

et  o * T > W B ~ . . . B  e = > w . a @ '  B 2 . . .  B = ~ a ( ~ .  n G n 

. S i  p a r  c o n t r e  q=l ,  B1 = f ( t 1 )  € W(G). S o i t  r (2hrgm) t e l  q u e  

B2 = f ( S 2 . * . S r ) .  3 4 '  E (V \ L)* t e l  q u e  (Be + a(') E P ,  a v e c  

h ( ( ' )  = y1 6 3...  Sr. En p o s a n t  @ = ( '  B3... 1 Bn, on a  d o n c  



-1, ,. 
Comme e n f i n  a => $ i m p l i q u e  $ Ç V'$;, l a  p r o p r i é t é  [;kl est v r a i e  pou r  

G 
t o u t  mot W. 

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  w 6 L ( G  ) .  1 

s i  p a r  c o n t r e  w # A ,  3 z ' ,  z  E (VI \ x)* t e l s  que  w 6 Init ( z i ) ,  e t  
.C -3- 

a l  O=> Z '  O=> wz * =  W. D ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  * l ,  3 4 '  E ( V  1 L)" 
G1 1 G1 

.C 

t e l  que  a -=> Wm, a v e c  h(4) = z. Comme d e  p l u s  z G W(G,)*, 4 € W(G)'k. G 
-1. .'- 

Donc *a> Wt$ O=> W. 
G G 

Thkorème 111.2 : Les K-langages, Zes langages de Dgck e-t de semi-Dyck, e t  Zes C-Zangageç 

bornés perrnutabZes sont des C-langages sans permutations. 

a l  S o i t  R un K- langage .  D ' a p r è s  l a  d é m o n s t r a t i o n  du c o r o l l a i r e  1 1 . 2 ,  i l  

e x i s t e  un a u t o m a t e  p e r m u t a b l e  M s a n s  mot vi.de q u i  r e c o n n a î t  R e t  t e l  que  AM = fJ. 

R e s t  donc  s a n s  p e r m u t a t i o n s .  

b)  S o i e n t  C = {a.  1 lhibn) e t  C = {a.  ( lsisn). S o i t  r '  un ensemble  d ' é l é -  
1 1 

ment s  l i é s  b iunivoquement  à ceux d e  C E : I" = {f(x) 1 X 6 C G } .  

Posons  r = L U F, K = !pO,pI}p e t  M = ( K ,  z U y ,  r U r i  y {ZOl,S,ZO,pO,(pO!), 

où Z O  $ U r ' .  e t  où S e s t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

- 
pour  t o u t  x .  8 L u?. si:. d é s i g n e  a s i x  =a au a s i x  = ai : 

1 1 i i i ' i i 



III. 1 O 

M a i n s i  d é f i n i  est b i en  un a u t o m a t e  s a n s  p e r m u t a t i o n s  q u i  r e c o n n a i t  l e  l a n g a g e  

d e  Dyck c o n s t r u i t  sur C 0 C. 

c l  Avec l e s  mêmes n o t a t i o n s  que  c i - d e s s u s ,  d é f i n i s s o n s  6 d e  l a  f a ç o n  

s u i v a n t e  : 

pour  t o u t  i E { l ,  ..., nl, S(po,ai,Zo) = (pl,f(ai)), 

a(pl,ai,f(a.) = (pl,f(aj)ai) Q j C { l , - - . , n } ,  
J 

6(p ,a. ,a.) = (p ,a- a.) V j C {l, ..., nl, 
1 1 3  1 J l  

&(pl ,ai,ail = (pl 7" 9 

6(pl,ài,f(ai)) = (P~>A)* 

Il e s t  c l a i r  que M e s t  e n c o r e  s a n s  p e r m u t a t i o n s  e t  q u ' i l  r e c o n n a i t  l e  

l a n g a g e  d e  semi-Dyck c o n s t r u i t  s u r  C U f .  

d l  S o i t  L un C- langage  bo rné  p e r m u t a b l e .  D ' a p r è s  l e  lemme 111.3, il e x i s t e  

une  C-grammaire 2 - p r é d i c t i v e  G t e l l e  que  (5 + a  t1 c2) E P (a€ ~,S,E1,E2 E V j i ;  

i m p l i q u e  5 @ R U W .  En r e p r e n a n t  l e s  n o t a t i o n s  e t  l a  d é m o n s t r a t i o n  du théo rème  2 
11.1, il e x i s t e  un a u t o m a t e  p e r m u t a b l e  s a n s  mot v i d e  M q u i  r e c o n n a i t  L. 

M peu t  ê t r e  supposé  s a n s  p e r m u t a t i o n s  : 

p u i s q u e  f2(@) # A i m p l i q u e  fZ(+)  6 V \ (C U Q U W) , pour  t o u t e  p r o d u c t i o n  

(5 -+a$) Ê P (a€ Z, 5 € V \C), on p e u t  r e s t r e i n d r e  r à V  \ (CU QUW), e t  
- 
r à {i 1 p e rl. 

A l o r s .  (pl ,al , Z )  E AM e t  (p2,a2,Z) E % i m p l i q u e  

i T € V \ (C U Q), 1 zl, z2 E V?; t e l s  que  (r  - ai zi) E P pour  i=1,2. 

Donc a =a e t  M v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  [ I I I . I l .  1 2' 

Des théorèmes 111.1 et 111.2, on déduit immédiatement le corollaire suivant : 

Corollaire III.l : S i  L C - (C \ e s t  un K-langage, un langage de Dyck ou de semi-Dyck, 

ou un C-langage borne permutable, Lc e s t  un s-langage. 



INTRODUCTION AU CHAPITRE IV 

.L.*-t- ,, ,, ,, 

{ L 'é tude  f o r m e l l e  d 'une c l a s s e  de C-langages s'accompagne généralement 

de l ' é t u d e  de sa s t a b i l i t é  pour  d i f f é r e n t e s  opéra t ions .  

Les c lasses  des C-langages permutables e t  sans permuta t ions  ne sont 

s t a b l e s  qu'un nombre r e s t r e i n t  d ' opé ra t i ons  ; KORENJACK e t  HOPCROFT e121, 

ROSENKRANTZ e t  STEARNS C161, WOOD Cl71 on t  exhibé de nombreux exemples de 

non s t a b i l i t é  pour l a  p l u p a r t  des opé ra t i ons  h a b i t u e l l e s .  I l s  n ' ava ien t  pas 

é t u d i é  l ' a p p l i c a t i o n  s é q u e n t i e l l e  i n j e c t i v e  n i  l ' a p p l i c a t i o n  s é q u e n t i e l l e  

i nve rse ,  e t  nous montrons dans ce  c h a p i t r e  (Théorème I V . 2 1  que ces opé ra t i ons  

ne conservent  pas non p l u s  l e s  C-langages permutables.  Nous montrons également 

que l ' u n i o n  d i s j o i n t e  d ' un  C-langage non permutable e t  d ' un  C-langage permutab le  

peut  ê t r e  permutable (Théorème IV.13. Ces r é s u l t a t s  sont  é t a b l i s  par  des exemples 

c o n t r a i r e s  c h o i s i s  parmi  l e s  bornés sur  deux l e t t r e s ,  e t  sont donc va lab les  pour  

l e s  C-langages sans permutat ions,  d 'ap rès  l e s  r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  III. 

Par con t re ,  aucun r é s u l t a t  concernant l a  s t a b i l i t é  de ces langages n ' a v a i t  

é t é  é t a b l i  j u s q u ' a l o r s .  Nous donnons dans ce c h a p i t r e  deux r é s u l t a t s  t r è s  géné- 

raux  pour l ' u n i o n  e t  l a  d i f f é r e n c e  de C-langages e t  de langages quelconques. Ces 

r é s u l t a t s  sont  cependant é t a b l i s  sans l a  c o n d i t i o n  assez f o r t e  de F - d i s j o n c t i o n ,  

c ' e s t - à - d i r e  sans l a  c o n d i t i o n  que l 'ensemble des sous-mots i n i t i a u x  communs à 

deux langages s o i t  f i n i  (Théorèmes I V . 3  e t  IV.43. Un t r o i s i è m e  r é s u l t a t  e s t  

s p é c i f i q u e  aux langages é t u d i é s  e t  montre que l a  c l a s s e  des C-langages sans 

permuta t ions  e s t  s t a b l e  pour l ' i n t e r s e c t i o n  avec un K-langage l o c a l  (Théorème 

IV.51, p r o p r i é t é  q u i  n ' e s t  v r a i e  n i  pour l e s  C-langages permutables n i  pour les 

K-langages quelconques. 1 



C H A P I T R E  IV 

OPERATIONS SUR DES C-LANGAGES 

Le nombre d'opérations stables pour la classe des C-langages est faible. 

Il l'est encore plus pour la classe des C-langages permutables ou sans permu- 

tations C121, C161, C171. Nous donnons dans ce chapitre quelques nouveaux 

résultats de non stabilité, et trois relations de stabilité qui n'avaient pas 

été exhibées jusqu'alors : les deux premières sont valables pour des C-langages 

quelconques, déterministes, permutables ou sans permutations. La troisième 

concerne l'intersection d'un C-langage sans permutations et d'un K-langage 

local, et nous conduit à une version modifiée du théorème de C W K Y  - 
SCHWZENBERGER 131 . 

1) NON-STABILITE 

Mibons d'abord deux exemples de C-langages qui ne sont pas permutables : 

n P P L e m  IV. 1 : LI = la b 1 lrnsp, 64 NI n ' e s t  pas un C-langage permutable. 

Supposons l e  c o n t r a i r e  ; d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  111.1, il e x i s t e  une 

s-grammaire G = (V,C u {cI,P,o) q u i  engendre L1c. 

Posons V' = V \ (G U {cl). 

+ 
A l o r s ,  V i E N , 1 Ci E V', 1 mi, yi, zi E V f *  t e l s  que 

* 
0 .= i 

> a Ci mi. (si -+ a ci+, yi), (ci -+ b zi) E P, 

avec $i+l = yi $i. 

Notons 1 = {i E N  1 1 q E N  : i = 3q+lI. 

Alors ,  il e x i s t e  p 8 1 t e l  que $ f A ; en e f f e t ,  dans  l e  c a s  c o n t r a i r e ,  
P 

comme V' e s t  f i n i ,  1 pl, pz 6 1, pl < pz t e l s  que 5 = 5 ; a l o r s  
Pl pz 



* P- p2 Pl 
6 => b 'c, V i 6 {1,2}, c e  q u i  i m p l i q u e  a b c€Llc ; c o n t r a d i c t i o n .  
P i  

P a r  conséquen t .  L($ ) C ,WC, e t  V i 6 N, i l p ,  L(yi) C b* e t  L(zi) t b*. 
P - - 

O r  L(G) p o s s è d e  l a  p r o p r i é t é  du p r é f i x e  d é c r i t e  en C121. Donc, d ' a p r è s  

1171, L(yi) et L(zi) l a  p o s s è d e n t  a u s s i .  P a r  c o n s é q u e n t .  

Card (L (yi)) = Card (L (zi) ) = 1 . 

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l e s  d é r i . v a t  i o n s  

1 l 2  l 3  posons  L(z ) = b , L ( z ~ + ~ )  = b , L(yp) = b 
P 

a v e c  r 6 N p o u r  i=1,2,3. i 

A l o r s  L($ ) = b p-' (A+b) (b3) * c , et  
P 

Pu i sque  R,=R, e t  q u e  les  mots  d e  l o n g u e u r  min ima le  d a n s  chacun d ' e u x  s o n t  
1 Li 

r e s p e c t i v e m e n t  bPc e t  b ~ - ~ - ~ l ' ~ 2 + ~ 3  c, c e l a  i m p l i q u e  r +r -r -1 0. 2 3 1  

Donc bp+' c 8 R2 ; comme bpi' c @ 9. il y a  c o n t r a d i c t i o n  e t  1' h y p u t h è s e  

é t a i t  a b s u r d e .  

Lemme iv .2  : L~ = {azn+' b2n 1 n a l } U  {aZn bn 1 1 es t  un C-langage q u i  n ' e s t  p a s  
pe rmutab le .  

De l a  même f a ç o n  q u e  d a n s  l e  l . e m e  IV.1, il e x i s t e  une  s -grammaire  

z .  6 VV$< G = (V,E,P,~)  q u i  e n g e n d r e  LZc, i 6 N+, 3 Ei E V ' ,  3 m i ,  yi, 
t e l s  que 



A l o r s ,  Y i 2 p, 4 .  # A .  
1 

V' é t a n t  f i n i ,  1 q l ,  q2 8 N t e l s  que p r 2q < 2q2, e t  5 = E . 1 2ql 292 

Posons p = 2qi pour i = 1,2. i 

Comme G e s t  une s-grammaire,  z = z - - - - 
pl pz9 Y ~ l  Yp29 <pl +i 5p2+1 > 

G En u t i l i s a n t  e n c o r e  l a  d é m o n s t r a t i o n  du lemine I V . l ,  3 r r r E: t e l s  
r r r 1q2" 3 

2 3 que L(Z = b  l ,  L ( Z  +,) = b  , ~ ( y  ) = b  , pour i=1,2. 
P i  P i  P i  

avec  p = 2q. pour i=1,2. i L 

qi-1 2qi-1 
Donc b c = L ( z  $ ), et  b c = L(z  y 4 ). 

Pi  Pi Pi P i  Pi 
qi-1 -ri 2q.-1-r -r 

P a r  conséquen t ,  L($ ) = b C ,  e t  L($ ) = b 1 2 3  
P i  

C. 
P i  

Ceci impl ique  q = r +r -r pour i=1,2. i 2 3 1  

Donc q =q c e  q u i  c o n t r e d i t  l ' h y p o t h a s e .  1 2' 

Nous pouvons alors montrer des propriétés re la t ives  à la  non-stabili té . 

Théorème I V .  1 : L 'union d i s  jointe d 'un C-Langage permutable e t  d 'un C-langage non permutable 

peut ê tre  un C- Langage permutab le .  



L e t  L sont des C-langages permutables : 3 4 

L3 = L(G3) avec G3 = ({a,b,o,6,r,y,uI,{a,bl, 

3 2 { o - + a 6 p , 6 + a ~ b , 6 + b , ~ - + a y b , r + b ,  

3 y + a 6 b ,  y + b ,  r i + b u ,  r i + A l ,  a) , e t  

L4 = L(G4), avec G 4 = ({a,b,o,d,p}, {a,b}, {a + as ,  6 + aab, 6 - bv, + bu, 

ri -+ A1,a). 

Alors, puisque L = L1 L3,  l e  théorème e s t  v é r i f i é .  4 

Théorème .W. 2 : N i  Z 'appZieation séquentie ZZe i n  jective, n i  Z 'appZication séquentie ZZe 

inverse ne conservent Zes C-langages permutables. 

n n 
Soit L5 = {a  b 1 m l } .  L5 e s t  u n  C-langage permutables : L5 = L(G5) 

avec G5 = ({a,b,o,v),{a,bl,Cu + ap, ri + arib, ri -+ b1,o). 

Alors, l ' app l ica t ion  de SI de {a,b};k dans lui-même e s t  i n j ec t i ve  e t  

si (L5) = L2 

s o i t  maintenant S2 = ({pO,pI ,p2,p31, {a,b,c}, {a,bl . 62 ,h2 ,~0 ) ,  où 

& 2  : 

a 

b 

C 

Po Pl p2 P3 e t  A~ : 

Po p3 p3 p3 a 

Pl p2 Po p3 b 

p3 p3 p3 p3 c 

PO PI P2 P3 

a a a a  

b b b a  

A a a  



s-' (L4) = L1c ; comme d 'après  l e  théorème 1.3 e t  l e  lemme IV.1, 

n ' e s t  pas permutable, l e  théorème e s t  démontré. 
L1 = 

2) STABILITE 

Pour énoncer des propriétés de stabilité sur les C-langages, nous aurons 

besoin de la définition suivante : 

Définition N.1 : Deux Langages A et B seront dits F-disjoints si Init (A) Init (B) 
est fini. 

Théodme IV.3 : L'union F-disjointe de deux C-Langages déterministes Cresp. permutables, 

resp. sans permutations 1 est un C-Langage déterministe Cresp. permutable, 

resp. sans permutations1 . 

So ien t  M e t  M des automates à p i l e  de mémoire q u i  reconna issen t  de t e l s  1 2 
C-langages L1 e t  L2. 

,F~) , pour i=1,2. Posons Mi = (Ki,L,îi,ûi,Z0 ,po 

Nous pouvons supposer que KI n K2 = $3, qua ZO ('1 = z(~) = z09 e t  que O 
(î, \ {z0}) n (r2\ iz0}) = g. 

Posons E = Init (LI) (7 Init (LZ), e t  

l = Max {[wl ( w € E l .  

S o i t  K' un ensemble de nouveaux é t a t s  l i é s  biunivoquement 

à {WC 1 Iwl 6 [> : Kt = {q(w) 1 IwI 6 1) .  

Posons F' = iq (w)  E K' 1 w E LI UL2} ,  K = K1 U K ,  uK2, 

F = F I U F 1  U F 2 ,  q0 = q(h), et r = rl Ur 2 ' 

S o i t  a l o r s  M = (K,C,r,G,Z ,q ,F ) ,  où 6 e s t  d é f i n i  de l a  f açon  s u i v a n t e  : O O 

. Pour t o u t  (pi,x,Zi) E Ki x LO x r i s  

( i l  6(pi,x,Zi) = a .  (p. x Zi) 1 1' ' 



. P o u r  t o u t  w  6 c$;, Iwl s 1, e t  t o u t  a ô C ,  

- s i  Iwl = 1 e t  wa ô In i t  (LI )  U I n i t  (L2) : 

où p et  y  s o n t  t e l s  q u e  i i ô 1 1 , 2 1 ,  1 p' 6 Ki, 3 y '  E rq 
p o u r  l e s q u e l s  wa E In i t  (Li) , e t  

Remarquons que  d e  t e l s  p, p ' ,  y ,  y '  e x i s t e n t  e t  que ,  p u i s q u e  wa $? E, 

ce i est  u n i q u e .  

Comme en  o u t r e  M e t  M2 s o n t  d é t e r m i n i s t e s ,  @,y) est u n i q u e .  1  

M a i n s i  d é f i n i  e s t  donc  d é t e r m i n i s t e .  

C o n s i d é r o n s  w  6 T(M) : 3 r € F, 3 y  ô r* t e l s  q u e  

- S i  I w I  6 1 : l e s  s e u l e s  t r a n s i t i o n s  p o s s i b l e s  s o n t  du t y p e  I i i l ,  e t  Le 
ri- 

mouvement ("1 es t  ( q ( A )  ,w,Z0) & (q(w) ,A,Z0),  a v e c  q(w) € K' n F = F'  . 

Donc w  € L1 U L2. 

- S i  (wl  > L : a l o r s .  w  = w  aw a v e c  w ,w C z*, a 6 X, Iwll  = 1. 1 2  1 2  

Comme c i - d e s s u s ,  l e  mouvement (;'1 se décompose en 

P u i s q u e  (w ) = 1, l a  p r e m i è r e  t r a n s i t i o n  d e  ($~'l e s t  du t y p e  [ i i i i .  1  

Donc i i E 1 2 ,  3 p 6 Ki, i y1 E Ki t e l s  q u e  

, w l a , z  ) & ( p , h , y l )  , e t  ($*CI se  décompose  en (PO O Y 



D ' a p r è s  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  M, p u i s q u e  p f K et  q u e  (Kl n K2) E 8 ,  i 
(Pr*-) est v r a i  d a n s  Mi, e t  r 6 Ki. 

Donc (pii) ,w,Zo) /M (r,A,y) , a v e c  r E F1 n Ki = Fi, c ' e s t - à - d i r e  

w f L1 U L2. 1 

De p l u s ,  s i  Ml e t  M2 s o n t  c o m p i e t s .  r € Fi i m p l i q u e  y = ZO, e t  M est 

a l o r s  c o m p l e t  l u i  a u s s i .  

Mont rons  i n v e r s e m e n t  que  L1 u L C T ( M ) .  2 - 

S o i t  w E LI u L2. 

- S i  I w I  6 1 : p a r  d e s  t r a n s i t i o n s  du t y p e  ( i i l ,  

c '  e s t  - à - d i r e  w 6 T(M) . 

- S i  Iwl > 1 : a l o r s  w = wl a w a v e c  2 wl, w2 6 L*, a E r ,  lwll = 1. 
-i- 

Comme c i - d e s s u s ,  (q(A) ,wl ,Zo) 6 (q(w,) ,A,ZO). 

P u i s q u e  w a w2 8 L I U  L2, 3 i E I1,2), t e l s  q u e  wl a w2 € Li ; 1 
donc  . 3 p1,p2 8 Ki, 1 r 8 Fi, 1 Y ~ , Y ~ ,  Y 6 rq t e l s  q u e  

P a r  u n e  t r a n s i t i o n  d e  t y p e  ( i i i l .  (q(wl) ,a,ZO) (p2,A,Y2) 

D ' a p r è s  l e s  t r a n s i t i o n s  d e  t y p e  ( i l ,  t o u t  mouvement d a n s  M. e s t  
.i- 1 

un mouvement d a n s  M. Donc (p2,w2,y2) 6 (r,A,y) a v e c  r E F. C F. 
1 - 

Donc T(M) = LI U L2. 

De p l u s ,  



S o i e n t  (pl ,xl ,Zj , (p,,x?,Z) 7 
&, 

P u i s q u e  Z # Zil  ; 8 s . ~ ~  fiof ;,:t a i  ? e t  que ( r  \ i Z o l )  n [r, \ i l g  1) = 8 !\ 1 

1 i E { 1 , 2 } ,  ta: que  (pj  ,xj  , Z )  f : b q  L ~ S L I I -  j = l  $2 .  

S i  M e t  M s o n t  pel-mutabis. , ,  i\ !?,,,x ,Z) = 6. (p .  x , Z ) ,  Y i , j , k  ê { 1 , 2 i  1 2 . P J J ' J  

Comme S(pk,x.,Z) = hi(pk,x '.[p;,xj,Z) = 6(p. x.,Z), M est a u s s i  
J J J J '  J 

pe rmu tab l e .  

S i  d e  p l i l s  M et bl, ~ ~ 7 n . t -  5d 1 r ' 3  !t+: i o n s ,  

(pj ,xj ,i) E 4y i n i p i i q u e  a , = xboi?: i t i  4 r i T i e  a u s s i  l a  c o n d i t i o n  [III.11. 
i 

E n f i n ,  s i  MI e t  M, annt  bar. 
.'., 

v-. :, L;e, i l  en  es t  d e  même pou r  M. 

Ii2c"?~Grne I V .  4 : Soient L 6 t A LLeL~~  . **bgilg :c --- ,L  1 \ A e t  A soient F-dis joints .  
S i  L es t  un C-Ztzngcgc yuc.!troncp,e i r e 2  r j ,"+cministe,  esp. p. permutabze, 

resp. sans permutcztiansl, 1, \ A ! * ,,, i; LL,J:;L., 

i pi:& d e  mémoire  I é v e n t u e l l e r n e n t  

d é t e r m i n i s t e  s a n s  hou. i 3, 6 , - i l  2 p e r m u t a t i o n s ) ,  q u i  r e c o n n a i s s e  

Posons  3i, = I n i t  ( L U )  i) 11ii t ,.Al , et 

1 ,  / L = hhx { j l ~ !  1 \v . ' - "  

S o i r  K' un enstmt ii; f i t  r i i i  I , ' ~ ~ : I  -I 4: n ~ ~ 6 s  bit i r ï ivoquement  aux é l é m e n t s  d e  

i w  6 ~ + ~ l  1 !w l  6 t l  : = l q [ i v j  r L:. .. , 

Posons  F'  = iq(w1 t' h '  1 w 7 i I  \ . 'Il = K C) K t ,  FI = F , e t  qG = q [ ~  : 

S o i t  a l o r s  ivi . i - { r u - l  s * ; s i - ,  > 1 ,  0; 6 e s t  G é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a ~ ? t ~  
! 1 

. ,Pour t o u t  (p,xpbi  " A ai < ' ' '  . ' : 

t i !  S I  ( p t X # :  ' - , :  P i  , 



- si  Iwl = l et w a  6 In i t  ( L \ A )  : 

où p e t  y s o n t  t e l s  que  3 p1 6 K, 3 y '  6 I'* p o u r  l e s q u e l s  

(p0,wa,Zo) 6 (P' , a , u l )  ( P , ~ , Y )  

Remarquons que ,  p u i s q u e  w a  6 Init ( L \ A )  C - I n i t  (L),  d e  t e l s  p, p' , y , y l  

e x i s t e n t  e t  que d e  p l u s ,  s i  M est d é t e r m i n i s t e .  i l s  s o n t  u n i q u e s .  

S i  M e s t  d é t e r m i n i s t e .  il en  e s t  donc  d e  même p o u r  M l .  

C o n s i d é r o n s  w 6 T(M1). 1 r E F I ,  3 y  E @ t e l s  q u e  

( 9 0 , w , ~ o )  $( (',"Y) 

- S i  /wl f L, l e s  s e u l e s  t r a n s i t i o n s  p o s s i b l e s  s o n t  du t y p e  ( i l ,  e t  l e  

mouvement [*l est ( q ( A )  ,w,Zo) ( q ( ~ )  ,A,Zo), a v e c  q(w) 8 K' n FI = F ' .  

Donc, w 6 L \ A .  

- S i  Iwl > 1, w = w a w a v e c  w  ,w E L*, a E Z, e t  Iwl / = l. 1  2  1 2  

Corne  c i - d e s s u s ,  l e  mouvement (*) s e  décompose en  

Comme /wl / = e. l a  p r e m i è r e  t r a n s i t i o n  d e  e s t  du t y p e  [ i i i l  ; d o n c  

W, a 6 I n i t  @ \ A ) ,  e t  Pif') se décompose en 



P u i s q u e  p 6 K,  [JO~kl n ' u t i l i s e  q u e  d e s  t r a n s i t i n n s  du t y p e  ( i l  ; ce 

mouvement est  d o n c  v r a i  d a n s  M. e t  r Ê K. 

-i- 

P a r  c o n s é q u e n t ,  (pO,wl a w2,Z0) 6 ( r ,A ,y)  a v e c  r 8 FI n K = F ,  

c ' e s t - à - d i r e  w 8 1,. 

Comme d e  p l u s  W l a  € 1ni.t @ \ A )  e t  q u e  lwla l  > 1, wl a 6' In i t  (A) ; 

p a r  c o n s é q u e n t ,  w a W = w & A, ce q u i  i m p l i q u e  T(M ) c: L \  A. 1 2 1  - 

Remarquons a u s s i  que  s i  M est  c o m p l e t ,  r 6 F i i np l i q i i e  y  = ZO, e t  Ml 

es t  c o m p l e t  a u s s i .  

Montrons i n v e r s e m e n t  q u e  L \ A C - T(M1) . 

S o i t  w 6 L \ A .  

- S i  I w I  6 1, p a r  d e s  t r a n s i t i o n s  d e  t y p e  [ L i ] ,  

c '  e s t - à - d i r e  w 8 T(M1). 

Comme c i - d e s s u s .  ( q ( A )  ,Wl ,Zo) (9(wl)  ,A,Zo) . 

C o m m e w E  L \ A ,  w l a €  I n i t  @ \ A )  ; donc  3 p, p' 6 K, 3 r 8 F, 

A l o r s ,  p a r  u n e  t r a n s i t i o n  d e  t y p e  ( i i i l .  (q(wl)  ,a,Zo) (M; ( P , A , Y )  

Comme e n f i n  t o u t  mouvement d a n s  M est  v r a i  d a n s  Mi, 

( P , " ~ > Y )  (' ,A,Y,), a v e c  r 0 F C F l  - 

Donc T(M) = L \ A. 



S i  M e s t  permutable ,  G(p-,x.,Z) = S(pi9xi9Z), i, j E {1,2}. 
J 1 

Corna G1(pj9xi9Z) = O(p.,x-,Z) = 6(p x.,Z) = 6 (p-,x-,Z), Ml e s t  a l o r s  
J 1 a> I 1 1 1  

permutable.  

S i  da p l u s  M e s t  s a n s  pe rmuta t ions ,  x1==x2 et M1 v 6 r r i P e  l a  cond j t i a r i  

(11T.11 ; de p l u s  pu i sque  M e s t  sans mot v i d e .  M l'est aerâsi. 1 

Le th6orGme suivant donne une propriete de clôture sficificpe aiax 

C-langages sans permutations : 

9Morème IV.5 : L ' i~ztersect ion d'un C-Zangage sm~s p e m t a t i o n s  es-t d Puis K-lemgag2 -.--- 

Zocal e s t  esn C-lçmgage sms pemtat<ons,  

S a i t  M un au tomate  s a n s  pe rmuta t ions .  

S o i e n t  A,B CL, A CC', et R = (A@n E~'B) \ Z:; A Pk un K-langage l o c a l .  - - 

Posons KI = [K x L) U {pO}, FI = F x B, e t  

Ml = ( K 1 ~ ~ ~ , 6 1 , Z 0 9 ~ 0 9 F 1 )  0ù 6 est d é f i n i  d e  l a  facon  s u i v a n t s  : 1 
peur  t o u t  (q,a,Z] € KI x C x r ,  

- s i  q est. d e  l a  f r~rrne  ep,bl € K x C, si (r,-f) E 6&p,a,Z), e t  si ba 43 A ,  

a l o r s  : (iil 61 (q,a,Z) = ([r,al ,y). 

Ml a i n s i  d e f i n i  e s t  s a n s  mot v i d e ,  e t  il e s t  d e  p l u s  d 6 t e r m i n l a t a  c a r  M 

l ' e s t  a u s s i .  



1 al,.*.,a E C, 1 q0 ,..., 9, E KI, 1 yO ,..., y, E r* t e l s  que n 

- - 
Posons yi = yi Zi, avec yi € r* e t  Z.  8 r. pour Osisn. 

1 

Pour t o u t  q. 6 K x C, posons q = Cr. ,x. 1 . 
1 i 1 1  

Par c o n s t r u c t i o n  de Ml,, Pkl u t i l i s e  une t r a n s i t i o n  du t ype  ( i l  s i  i=O, 

e t  du t y p e  (iil pour t o u t  i s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  Donc, pour  t o u t  i'l, x.=a 
i iy 

a. a & A, e t  
i i+l 

an.YiI ljj (ri+l >ai+Z * * *  an.Yi+lI ; 

De p lus ,  a 6 A, e t  comme qn 62 FI, rn € F e t  an 6 B. 1 

Donc a ... an E T(M) n R. 1 

En out re ,  M é tan t  complet, yn = ZO e t  M., e s t  comp le t -  

Montrons inversement que T(M) n R cT(M1). - 

Considérons w € T(M) n R. 

i a ,,..., a € C, 3 ro ,..., r E K, 1 y ...,y € r* t e l s  que n n O ' n 

- w = a ,... an, ro -po, rn€ F, yO = ZO, al € A ,  an€ B, 

***an>~iI (ri+l ,ai+2* *.an>~i+l) 

e t  ai+l ai+2 $ A pour Oiisn-l. 

Alo rs ,  pour  une t r a n s i t i o n  de t y p e  ( i l  : 

(posa1 *%,Z0) tq (Cr1 ,a1] ,a2* *%>Y,) ; 

e t  pour  t o u t  Osisn-1 : 



Comme e n f i n  [r ,a 1 C F x B, T(M1) = T(M) n R. n n 

Il r e s t e  à montrer  que M v é r i f i e  l e s  cond i t i ons  (11.11 e t  (111.11. 1 

Pour t o u t  i 8 {1,2), comme 6 (q.,x.,Z) ne peut ê t r e  du t ype  [ i l ,  
1 1 1  

1 pl ,p2,r1 ,r2 € K, 1 al ,a2 €I, d y, ,y2 C r ï k  \ Zra 

t e l s  que qi = Cpi,ail, 6l (qi,xi,Z) = ([ri,xil,~i), 

Donc (p. x ,Z) 6 PM, e t  puisque M es t  sans permutations. x1 = x2 = a E L ,  
1' i 

e t  (rl,ul) = (r2>Y2I0 

Par conséquent. 6 (q. ,x. ,Z) = 6l ([p. ,a.] ,a,Z) 
1 1 1  J J  

= (Cr. ,al ,yj) = r i ,  , Y  = 61 ([pi,ai] ,a,Z) 
J 

= 6 (q. ,x. ,Z) pour tous i,j 6 {1,21. 
1 1 1  

Ml e s t  donc sans permutat ions. 

Des théorèmes 111.2, IV.5, et de C31, nous déduisons le corollaire suivant : 

CoroZZaire N.1 : Tout C-langage est l'image homomorphe d'un C-langage sans permutations. 



I ~ O D U C T I O N  AU CHAPITRE V 

{ L ' i n t é r ê t  théorique des  langages bornés conduit naturellement à 

l ' é t u d e  d 'une c a r a c t é r i s a t i o n  des  bornés permutables. 

Une t e l l e  c a r a c t é r i s a t i o n  e s t  é t a b l i e  dans c e  c h a p i t r e  (Théorème V . 1 )  ; 

e l l e  s 'exprime d 'une manière simple en termes de semi- l inéa i res  p a r t i c u l i e r s .  

E t a b l i  dans l e  cas  des bornés sur deux l e t t r e s ,  ce  r é s u l t a t  ne s ' é t e n d r a i t  

que d i f f i c i l emen t  au cas  généra l .  En e f f e t  l e  nombre r e s t r e i n t  d 'opéra t ions  

s t a b l e s  s u r  l a  c l a s s e  des C-langages sans  permutations, e t  en p a r t i c u l i e r  l a  

non s t a b i l i t é  par appl ica t ion  s é q u e n t i e l l e  e t  par i n t e r s e c t i o n  avec u n  K-langage, 

r e n d r a i t  d é l i c a t e  une géné ra l i s a t ion .  



C H A P I T R E  Br 

C-LANGAGES PERMUTABLES BORNES 

Nous donnons dans ce chapitre une caractérisation des C-langages 

permutables inclus dans a? a&, al et ap  étant des lettres différentes. 

D'après le théorème 111.2, les C-langages bornés permutables sont 

reconnus par des automates sans permutations ; nous utiliserons donc ces 

automates pour obtenir la caractérisation. 

Etablissons au préalable une propriété de clôture : 

Lemme V . l  : L'union et la différence d'un C-langage permutable borné sur deux lettres 

et de l'image canonique d'un ponctuel est un C-langage permutable. 

S o i t  L  un t e l  C- langage  e t  P  un p o n c t u e l .  

S o i t  a l a  p l u s  g r a n d e  d e s  1 - c o n s t a n t e s  d e s  l i n é a i r e s  c o n s t i t u a n t s  d e  P. 

nl n2 S o i t  R =  (al a2 € L  / nl 5 O). 

n est un K-langage c a r  R  = 0 {'(iw B V ' c  1 w E L I  n a2). 
nl =l 

De p l u s  L \ R  e t  R s o n t  F - d i s j o i n t s .  

Donc, d ' a p r è s  l e  t héo rème  IV.4,  L \ R  e s t  p e r m u t a b l e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  P e t  R é t a n t  d e s  K- langages ,  P  iJ R e t  R \ P  s o n t  d e s  

K- langages ,  donc  d e s  C - l a n g a g e s  p e r m u t a b l e s .  

P a r  c o n s é q u e n t  (L \ R) V (P  U R) = L U P, e t  



s o n t  d e s  C- l angages  p e r m u t a b l e s  comme un ion  F - d i s j o i n t e  d e  C - l a n g a g e s  p e r m u t a b l e s  

[ t héo rème  IV.31 .  

Le lemme suivant met en évidence les particularités des mouvements dans un 

automate sans permutations : 

L e m  V.2 : S i  M e s t  un automate sans permutat ions, e t  s i  T(M)ca, - a9 n ' e s t p a s  un 

K-1 angage, 

i m, t E N, 1 f, g 6 N+, i r 6 F t e l s  que, 

2 
pour t o u t  (ui,vi) E N avec ui 2 m, 

f,(ui7vi) f T(M) impl  ique  1 hi, fi, ti, gi E N, 

avec fi < f, e t  gi > O t e l s  que : 

d) S i  fi = f a l o r s  gi = gj. 
j 

M é t a n t  d é t e r m i n i s t e  e t  s a n s  mot v i d e ,  e t  p u i s q u e  d e  p l u s  T(M) n ' e s t  p a s  

un K-langage, d ' a p r è s  171 e t  E41 : 

1 m, f E N+, 3 w, y E rr*, 1 Z E r, 1 p 6 K t e l s  que  

k h -'- h 
2'1 V k 1 0 : (p,a, ,wy Z) (pl,A,y) i m p l i q u e  y = wy y' avec y' f 

S o i t  (ui,vi) E fa1 (T(M)) a v e c  ui 2 m. 

S o i e n t  h. et  f. r e s p e c t i v e m e n t  l e  q u o t i e n t  e t  l e  reste  d e  l a  d i v i s i o n  d e  
1 1 

(u.-m) p a r  f. 
1 

A l o r s ,  1 p! 6 K, 3 y! E rr* t e l s  que,  V h', O s hl 6 hi : 
1 1 



ui vi 
e t  p u i s q u e  M est  c o m p l e t ,  e t  q u e  a 1 a2  E T(M), 1 ri 6 F t e l  q u e  

vi hi -1. 

( ~ i > ~ ~  ,WY Y;) (rf¶A,ZO)* 

P a r  c o n s é q u e n t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 111.1, 

1 q E K t e l  que .  Q h' 2 O a v e c  h' s hi, 3 k E N' : 

+ g i 
Donc, 1 gi 6 N t e l  q u e  (pi,a2 ,yt i )  (q,A,A), 

e t  1 g 6 N+ t e l  q i e  cq,a2,y) (q,n,n). 

Comme q e t  y s o n t  i n d é p e n d a n t s  d e  i, g l ' e s t  a u s s i .  

Nous a v o n s  donc  : 

S o i t  m a i n t e n a n t  t l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  pou r  l e q u e l  3 r G F, 3 y 6 I'* 

t e l s  que  (q,a:,w) (r,A,y). D ' a p r è s  l a  f o r m e  du mouvement c i - d e s s u s .  e t  

p u i s q u e  M es t  c o m p l e t ,  un t e l  t e x i s t e .  y = Z o ,  e t  t i Vi - hig - gi. 

De p l u s .  p u i s q u e  q et  w s o n t  i n d é p e n d a n t s  d e  i, t e t  r l e  s o n t  a u s s i  ; 

c o r n e  en o u t r e  M e s t  d é t e r m i n i s t e ,  r est u n i q u e .  

Donc, en  p o s a n t  t = vi - gi - hig - t ,  on o b t i e n t  
i 

u v . - t  i i i  .C 

(pO,al a2 ,ZO) (r,A,Z O ) avec r E F. 

E n f i n ,  s i  f i  = f a l o r s  y! = y; e t  p j  = p;. Comme M est  d é t e r m i n i s t e ,  
j '  1 

c e c i  i m p l i q u e  gi - - g j *  

Le lemme suivant fait une première res t r ic t ion  sur l a  s t ructure des 

C-langages permutables bornés : 



Lemne V.3 : Tout C-langage L, permutable et borné sur deux lettres tel qu'il existe 

a, B 6 N. et p E N+ vérifiant taTCop ai 1 o € NI c L est un K-langage. - 

D'après l e  lemme V.2, s i  T(M) n ' e s t  pas u n  K-langage, Y O 2 m, a + Op 

e s t  de l a  forme m+N+f,, avec f > O e t  f < f, e t  B e s t  de l a  forme 1 
gl+hg+t+tl , avec g > 0. 

E n  pa r t i cu l i e r ,  s i  O = m+ Bf, a+Op b m, e t  

Mais a + (m+Bf)p 2 B, donc B < h+l. 

Or 6 = gl +hg + t + tl 2 h +  g > h, donc B 2 h + 1. Il y a  donc 1 
contradict ion.  

Nous définissons maintenant un type particulier de semi-linéaires : 

Ddfinition V.1 : Nous appellerons semi-linéaire primaire toute union finie dis jointe  de 

linéaires de type 1 e t  3, de même 1-constante, e t  de même période de contrainte. 

Dans un semi-linéaire primaire, une des 2-constantes des linéaires 

constituants est particulièrement intéressante : 

Définition V.2 : Nous appellerons base d'un semi-linéaire primaire la plus pet i te  des - 
2-constantes de ses linéaires constituants. 

Nous noterons généralement (p,q) la période de contrainte, a la 1-constante 

et B la base d'un tel semi-linéaire. 

Une des particularités de la base est donnée par le lemme ,suivant qui se 

déduit hédiatement de la définition V.2 : 

L e m  V.4 : Dans tout semi-linéaire primaire SL, Y O, ri Ê N, + oq > i ~ .  implique 

(a + @P,P> $ SL. 

La caractérisation cherchée sera exprimée en termes de semi-linéaires 

homomorphes deux à deux : 



Définition V.3 : Nous dirons que deux semi-linéaires primaires SL e t  SL de pdriodes 1 2' 
de contrainte, de 1-constantes, e t  de bases respectives ( p  - q . )  ai, e t  Bi 

1 1  

pour i=1,2,sont homomorphes s i  e t  seulement s ' i l s  sont l d i s j o i n t s  e t  s ' i l s  

ubrifient de plus les  deux cond.itions suivantes : 

(V .2)  : V A E N, (al ,@,+A) € SL1 si e t  seulement s i  ( a 2 , ~ 2 + h )  & SL 2 ' 

Lemme V.5 : Tout C-langage permutable borné sur  deux l e t t r e s  qu i  n ' e s t  pas un K-langage 

e s t  l ' image canonique de l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d 'un ponctuel e t  de semi- 

l i n é a i r e s  pr ima i res  homormorphes deux à deux. 

Notons L u n  t e l  C-langage.  Pu i sque  L e s t  d é t e r m i n i s t e ,  d ' a p r è s  141 

(Théorèmes 11.6.2 e t  1.2.11, il e s t  l ' i m a g e  canonique d ' u n e  union f i n i e  

d i s j o i n t e  d e  r a t i o n n e l s  e t  d e  s e m i - l i n é a i r e s  ordonnés.  e n t r e l a c é s  deux à 

deux. D ' a p r è s  l e  lemme V.3. aucun d e  c e s  r a t i o n n e l s  ne peut  ê t r e  d e  l a  forme 
-1 

c+(p,O)*, e t  aucun d e s  l i n é a i r e s  c o n s t i t u a n t s  ne peut  ê t r e  du t y p e  2 .  fa (L) 

e s t  donc l ' u n i o n  f i n i e  d i s j o i n t e  d ' u n  ponc tue l  P, e t  d e  s e m i - - l i n é a i r e s  p r i m a i r e s  

l - d i s j o i n t s .  d e  même l - p é r i o d e  : SLi pour i 6 1. 

Alors .  d ' a p r è s  l e  lerrnie V .  1. L \ f,(P) = U f (SL.) e s t  u n  C-langage s a n s  
LE 1 a 1 

permuta t ions  e t  il e s t  reconnu p a r  u n  automate  s a n s  p e r m u t a t i o n s  M. 

Pour t o u t  i 6 1, no tons  a i, Bi, ( ~ $ 9 ~ )  respec t ivement  l a  1 - c o n s t a n t e ,  l a  

base ,  e t  l a  p é r i o d e  d e  c o n t r a i n t e  d e  S L  i ' 

+ 
S o i e n t  rn, t 62 N, f ,  g C fi , e t  r E F d é f i n i s  comrne d a n s  l e  lemme V.2 ; 

a l o r s ,  d ' a p r è s  c e  lemme, V i 6 1, V 8 Ê N t e l s  que a + Op 2 m, e t  puisque i 
( a .  B . )  + o(pi,qi) E SLi. 1 hi,  f i >  t.., gi F N avec f i  f t e l s  que : 
1' I 

- C L .  + op = m + hif + f i '  
1, 

Comme l e s  SL .  s o n t  l - d i s j o i n t s  deux à deux, d ' a p r à s  l e  lemme V.4. t i = O  
1 



En out re ,  l a  c o n d i t i o n  f < f impose que l a  décompos i t ion  de a-+Op en i 1 
m+h.f+f. e s t  un ique.  

1 1  

Par  conséquent, en p renan t  O successivement é g a l  à m e t  à m+f  : 

3 hi, h j ,  fi, f j ,  gi, g j  6 N avec f i  < f e t  f j  < f ,  

t e l s  que u + mp = m + hif + f i ,  i 

Bi + mqi = gi + hig + t ,  

e t  a + (m+f) p = m + hjf  + f!  i 1 

Nais  comme a + (m+f) p = m + (hi+p) f + f i ,  i 

hj = hi + p, f i  = f j ,  e t  p a r  a p p l i c a t i o n  du lemme V.2, g = g j .  i 

Donc Y i 6 1, fqi = pg ; c e c i  i m p l i q u e  que V i, j 6 1, qi - 

que l e s  SL. v é r i f i e n t  deux à deux l a  c o n d i t i o n  (V.11. 
- q j '  

1 

Pour un i quelconque dans 1, cons idé rons  main tenant  h G N t e l  que 

(a B +A) 6 SL. comme c i -dessus,  pour  t o u t  e n t i e r  i' i I 

cl - +Op 
m-a 1 Bi+Oq i -1. 

4, 

0 2 -  
P ' (pO'al " 2 

,ZO) 1- (r,n,Zo). Comme de p l u s  

(ai + Op, Bi + Oq + A) € SLi, e t ,  comme M e s t  d é t e r m i n i s t e ,  1 ri E F t e l  que i 

(r,a;,zo) F (ri9A,Zo). 

A l o r s ,  j 8 1, V O  2 
P 

Donc 3 k 6  1 t e l  que (a +Op,  B + Op + A )  € S$ 
j j j 

O r  l e s  SL. son t  1 - d i s j o i n t s  deux à deux. Donc k = j . 
1 

C e c i  i m p l i q u e  (a B.+A) 6 SL e t  comp lè te  l a  démons t ra t i on .  
j '  J j 



Pour la démonstration de la condition suffisante, nous aurons besoin 

d'un résultat analogue à C41 (Théorème 1.2.1) : 

L e m  V.6 : Toute union f i n i e  d i s j o i n t e  de semi-1 inéa i res  primaires homomorphes deux à 

deux es t  l ' un ion  f i n i e  d i s j o i n t e  d'un ponctuel e t  de semi-l inéaires primaires 

p o s i t i f s  homornorphes e t  entrelacés deux à deux. 

C ' e s t  une s i m p l e  t r a n s p o s i t i o n  d e  C41 (lemmes 1.1.2, 1.1.4, e t  1.2.41 sur 

d e s  s e m i - l i n é a i r e s  p r i m a i r e s .  S i  de  p l u s  c e s  s e m i - l i n é a i r e s  s o n t  homomorphes 

deux à deux, il e s t  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  que  l e s  t r a n s f o r m a t i o n s  d e  C41 r e s p e c t e n t  

l a  1 - d i s j o n c t i o n  e t  l e s  c o n d i t i o n s  (V. 1 1  e t  (V .21  . 

L e m  V . 7  : L'image canonique d'une union f i n i e  d i s j o i n t e  d'un ponctuel e t  de semi- 

l i néa i r es  primaires homomorphes deux à deux e s t  un C-langage permutable. 

D ' a p r è s  l e  lemme V.6, nous pouvons suppose r  que  c e s  s e m i - l i n é a i r e s  s o n t  

en o u t r e  p o s i t i f s  e t  e n t r e l a c é s  deux à deux. 

Notons P l e  p o n c t u e l ,  e t  SLi (isifn) l e s  s e m i - l i n é a i r e s  c o n s i d é r é s .  Pour 

chaque i (lsifn), n o t o n s  a i ' Bi ,  e t  (p,q) r e s p e c t i v e m e n t  l a  1 - c o n s t a n t e ,  l a  

base ,  e t  l a  pé r iode  d e  c o n t r a i n t e  de  SL P a r  hypothèse .  ai > O ,  Bi > 1 ,  et i* 
lui-cij ( < p pour t o u t  lsjsn. 

Nous pouvons suppose r  que 1sa <a < n ' - al + Ai pour  ... <a e t  p o s e r  a - 

t o u t  1 sisn. 

Pu i sque  l e s  s e r n i - l i n é a i r e s  son t  e n t r e l a c é s  deux à deux : 

En o u t r e ,  comme l e s  s e m i - l i n é a i r e s  s o n t  homomorphes deux à deux : 

Q i, J -3 {l  9...p ri19 

Notons S c e t  ensemble. e t  posons = {ai  / u € S I .  

Comme R = i w  8 h* 1 aU1 a:' w € $(SI,,)} f) a;, R e s t  un C-langage s u r  une 1 
l e t t r e ,  donc un K-langage. 



S o i t  A = (KA, {a },6 ,p ,F ) l ' a u t o m a t e  d ' é t a t s  f i n i  q u i  r e c o n n a i t  R. 2 A A A  

Ceci é t a n t  posé ,  nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  un au tomate  pe rmutab le  q u i  
n 

r e c o n n a i t  fa ( i&!l SLi). 

Pour c e l a .  s o i t  K un ensemble  d e  al é t a t s  : K1 = {pi 1 Ori<al ; 1 
s o i t  K un ensemble d e  p é t a t s  : K2 = {qi 1 Osi<p} ; pour chaque k compris  2 
e n t r a  1 et n. s o i t  K3(k) u n  ensemble  B ~ - 1  é t a t s  : Kj(k) = {ri(k) 1 l s i < ~ ~ }  ; 

s o i t  e n f i n  K un ensemble q é t a t s  : K4 = {si 1 l s i s q l .  4 

Ces ensembles s e r o n t  supposés  d i s j o i n t s  e n t r e  eux e t  d i s j o i n t s  d e  K A ' 

S o i t  r = {Zo,Z1}.  où ZQ # Z1. 

Posons  a l o r s  M = ( K , c , I ' , ~ , Z ~ , ~ ~ , F ~ ) .  où 

e t  où 6 e s t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

(11 : 6(pi,al,Z0) = (Piil,Z0) pour Osi<al -1, 

(3) : 6(qi,al ,Zj) = (qirl,Zj) pour Osi<p-1, e t  j=0,1, 

(41 : 6($-l,al,Zj) = (qO,Zj Z1) pour j=0,1, 

: 6(qAk,a2,zj) = (rl (k) 9Z j )  pour lsksn, e t  j=0,1, 

(61 : 6(ri(k) ,aZ9Zj) = (ri+l (k) ,zj) pour lsksn, j=O, e t  l s i < ~ ~ - l ,  

[71 : 6(r  (k),a2,Z1) = (sl,A) pour lsksn, 
Bk 

pour lsksn, 

(SI : 6(s.  ,a ,Z.) = ( S ~ + ~ , Z ~ )  
1 2 J  

pour 1si<q,  e t  j=0,1, 



(121 : 6(t,a 2 ,Z O ) = (6A(t,a2),Zo) pour t o u t  t 6 KA. 

I l  e s t  c l a i r  que M a i n s i  d é f i n i  e s t  s a n s  pe rmuta t ions .  

Considérons  u n  mot quelconque w 6 fa( u SLi). 
i= 1 

2 u v 
A l o r s  1 (u,v) E N , 1 k (Irkrn) t e l s  que w = al a2, e t  (u,v) c Sh. 

Donc 3 O E N, 1 p 6 S t e l s  que (u,~) = (ak,Bk) + @(p,q) + (0,~). 

al -1 
Aiors .  p a r  LI 1 : (po,al , ,Zg) (pal -l ,A,Zo), c a r  al-1 a O ; 

Par  ( 2 )  : (pal-l, a 1, z 0 1 /-- (qo.A,Z0) ; 

puisque  p a r  ( 3  : o l j  /- (qp-l ,h,zj), Y j E' 1 0 ~ 1  1, 

e t  que p a r  (41 : (qp-19al,Zj) /-- (qO,A,Zj Z1), v j 10,1}, 

donc. p a r  (31 e t  (41 : (qo,ayP,~o) $ (qo,h,Z0 z:) ; 

k aAk,z0 z:) (qh , A ~ z ~  z:). puisque  A 6 p l ,  par  (3) : (qo, 
k 

De p l u s .  p a r  (51 : (qAk,a2 ,ZO z:) ('1 (k) ,A,zo z:) ; 

D i s t i n g u o n s  a l o r s  deux c a s  : 

- s o i t  O = O : 

a l o r s .  p a r  (81 : (k) ,a2,Z0) I- - 



- s o i t  O f O : 

a l o r s .  p a r  ( 7 1  : (rg (k) ,a2,Zo z;) (sl , A , Z o  ~ 7 - l )  ; 
k- 

p u i s q u e  p a r  (91  : 

0-1 
e t  q u e  p a r  (10)  . s i  O>1 : (s  a Z Z ) (sl  , A , Z ~  zY-~) ,  q ' 2 ' 0  1 

q(O-1) Z zY-l) (S A zo) ; donc .  p a r  (91 e t  [ I O 1  : (sq,a2 O q' ' 

p u i s ,  p a r  (11)  : (s  ,a , Z  ) k (pA,h,Z0) 
q 2 0  

e t  i c i  e n c o r e  : (posal 

Comme e n f i n  € S, a: E E(A) ; d o n c  3 t 6 FA t e l  que  

;Y 
(PA,aZ,~o) ( t , ~ , z ~ ) .  ce q u i  mon t r e  q u e  w € T(M). 

Montrons m a i n t e n a n t  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e .  e t  c o n s i d é r o n s  p o u r  c e l a  

un mot q u e l c o n q u e  w 8 T(M) . 

P u i s q u e  M e s t  s a n s  mot v i d e .  3 t0 ,..., tm Û K, x1 ,..., xm E I, 

y E r* t e l s  q u e  t0 = po, tm C FA, x ~ . . . x ,  = W, y. = ZO,  3 Y o , " * ,  m 

e t  (ti-l ,xi.. . X ~ , Y ~ - ~ )  )- (ti,xi+l . . .xm,yi), p o u r  1 sirm. 

Notons  T ce mouvement. i 

- P u i s q u e  t0 6 K1 e t  tm & K I ,  3 ml : O r ml < m. t e l  que  tm Û K1 e t  tm +1 k3 K I .  
1 1 

P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  M. T est du t y p e  (21 ; d o n c  y 
ml ml +l 

= zo, 
X = a  t = ml +l 1' ml t Pa1 -1 * ml +I = q0 6 K2,  e t  pou r  O s i < m  1, 'i es t  du t y p e  (11 ; 

- - - p a r  c o n s é q u e n t .  Y i  - Z O ,  Xi+l - ZO,  ti - Pi. 

Donc ml = a,-1 e t  x1 " 1 
* * *  %,+l = al . 



- P u i s q u e  tm +l 6 K2 e t  tm & K2,  1 m2 : ml + 1 s m < m. t e l  q u e  t 
1 2 m2 K2 

Par c o n s t r u c t i o n  d e  M, T est  du t y p e  (51 - 
m2 

- a2, 

- - 
'm2+i 'm2 et 1 k (lsksn) t e l  q u e  t = 

m2 qhk' et tm2+1 
= rl (k) 6 K3 (k) ; 

d e  p l u s ,  p o u r  l<i<m2-ml, T ~ ~ + ~  est du  t y p e  (31 ou (41. P l u s  p r é c i s é m e n t ,  s i  

i est  d e  l a  f o r m e  Op, T ml +i es t  du t y p e  ( 4 )  ; donc  d a n s  ce c a s .  

S i  i n ' e s t  p a s  d e  l a  f o r m e  Op, T ml +i est du  t y p e  (31 ; d o n c  d a n s  ce c a s ,  

en p o s a n t  i = O1p+j a v e c  j<p, 

- - - - - - - 
tm + q j  -1 > tml +iil q j  9 xml +i+l - a29 et Ym +i+l y,lii. P a r  c o n s é q u e n t ,  

1 1 

P u i s q u e  Ak < p, 1 O 2 0 t e l  q u e  m -m -1 = ~p+h 2 1 kt Ym,+l = Zo 27, et  

- P u i s q u e  tm .t.l E K3(k) e t  t, $ K3(k), 1 m3 : m2+1 6 m3 < m, t e l  q u e  
2 

P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  M, T est du t y p e  (71 ou ( 81  ; donc  
m3 

= a t = rB (k), e t  p o u r  1 si<m -m *m3+1 z9 m3 3 2' 'm2+i est du t y p e  ( 6 1  ; p a r  
k" 

c o n s é q u e n t ,  YmZ+i - - YmZ+i+~ Xm2+i - - a2, e t  tm2+i = ri(k) . 

- Bk-1 
Donc m3-m2 = B k - 1 ,  e t  x, +2 ... x m3+l - a 2  , 2 

D i s t i n g u o n s  m a i n t e n a n t  l e s  deux  c a s  : 

. r es t  du  t y p e  (81 r 
m3 

A l o r s  y = - 
m3 

'm3+l = ZOs et t5+, - PA* 



C o r n e  y = = Z Z' nous  a v o n s  d a n s  ce c a s  @=Oi e t  en p o s a n t  
"3 Ym2+1 O 1, 

m =nl nous  o b t e n o n s  : 4 3' 

3 m4 : O r m4 cm, 1 O 2 O, 1 k : lrkrn. t e l s  que  

. T est du t y p e  ( 7 )  : 
m3 

a l o r s  Y, = Ymj+l Z 1 ?  et tm +1 = S  EK4. 
3 3 1 

P u i s q u e  tm +1 8 K4 e t  t $3 K4> 1 m4 : m3 sm4 < m7 t e l  q u e  
3 m 

P a r  c o n s t r u c t i o n  d e  M. T~ est  du t y p e  1111 ; donc  
4 

et  p o u r  1 s i < m -m 4 3> Tm3+i est du t y p e  191 ou (201. 

P l u s  p r é c i s é m e n t ,  s i  i est  d e  l a  f o r m e  vq, T est  du t y p e  (101 ; 
m3+i 

donc d a n s  c e  c a s ,  tm4+i = sq7 tm4+i+l - - - 
'1 y xm4+i+î - a2> e t  

S i  i n ' e s t  p a s  d e  l a  f o r m e  vq. T ~ ~ + ~  est  du t y p e  (91  ; d a n s  ce c a s ,  en 

p o s a n t  i=vlq+j a v e c  j cq,  tm4+i = s j tm4+i+l = s j+l 7 xm4+i+l = a e t  
2 

= - - 
Ym +i+l Ym4+ie Cclmme Y - = z zo - m Ym2+l O 1 7  ym3+l - zO ZY-', e t  il y a  
4 3 

(0-1) a p p l i c a t i û n c  d e  l a  t r a n s i t i o n  (101.  

P a r  c o n s é q u e n t ,  m -m -1 = (0-1) q + q-1 = Oq-1 ; d o n c  4 3 

X a . .  X m,+2 
= aoq e t  n o u s  o b t e n o n s  e n c o r e  : 2 "  1 m4 : Ocm <m, 1 020, rnd+ 1 4 - 

ak+" Bk+Oq 
1 k : 1 iksn, t e l s  q u e  x, . . .xmqC1 = al 

a2 
- - 

m4+i PA, Ym4+i = z0. 



Si maintenant m4+l = m : 

Sinon, d 'après l a  d é f i n i t i o n  de 6, pour  ldi<m-m : T 4 m4+i e s t  du t y p e  (121 ; 

donc 

m-m4- 1 

6~(p~9xm4+2 ... x,) = t m € FA ; par conséquent, X ~ ~ + ~ . . . X ~  = a2 € E(A). 

Donc m-m -1 = u 6 S, e t  comme (a +Op,B +Oq) € S$, 4 k k 

n n 
Donc T(M) C - U fa(SLk) = fa( U SLk) Comme M e s t  sans permuta t ions  e t  

k= 1 k= 1 
n n n 

sue fa (  u SLk) C T(M), d 'ap rès  l e  lemme V . l  : fa(P U SLk)=fa(P) ufa( lJ SLk) 
k= 1 k= 1 k= 1 

e s t  un C-langage permutable, ce  q u i  achève l a  démonst ra t ion.  

Des lemmes V.5 et V.7, nous déduisons la caractérisation suivante : 

Théorème V . l  : Un C-langage borné sur deux le t t res  qui n 'es t  pas un K-langage e s t  

permutable s i  e t  seulemen-t s ' i l  e s t  l'image canonique de Z'union finie 

d i s  jointe d'un ponctuel e t  de senri-linéaires primaires homomorpbes deux 

à deux. 



C H A P I T R E  V I  

ANALYSE SYNTAXIQUE 

Nous développons ici un algorithme d'analyse syntaxique à partir des 

automates à pile de mémoire. D'abord justifié pour les automates permutables, 

il sera ensuite étendu aux déterministes. Cet algorithme n'est pas original. 

Trouvé de façon pragmatique pour ALGOL 60 C141, il n'avait pas été justifié. 

C'est donc la présentation et la justification de cet algorithme qui forment 

l'originalité de ce chapitre. 

Un des intérêts de l'analyse prédictive est de signaler l'erreur à la 

détection du premier caractère erroné de la chaîne source. Pour que cet intérêt 

soit conservé dans un automate à pile de mémoire M, il faut que, 
V (P,w,Y) 6 K x C* x rfï, 

(P(, ' w,Z,) (p,h,y) implique w € Init (T(M)). 

Par un algorithme voisin de celui de réduction des C-grmires, nous pourrions 

montrer que la condition (VI. 1) put être supposée vérifiée dans tout automate 

à pile de rn6unioix-e. 

D'autre part, l'analyse syntaxique se fait le plus souvent sur des langages 

cle la f o m  I,ç, où L c - (c \ cc> 9;. D'après le théoreme (1.3) Cresp. d'après C711, 

Lc est permutable Eresp. deterministel si et seulement si L l'est aussi. Nous 

supposerons donc que les langages à analyser, qu'ils soient déterministes ou 

permutables, sont de la forme Lc. 

Alors, si l'automate vérifie la condition (VI.1), w 6 L si et seillement si 

3 @,y) E K x r" tel que (po,wc,Zo) (p,n,y). 11 sera en particulier inutile 
de tester si p E: F ni , dans le cas des permutables, si y = Z 

O ' 



La difficulté d'utilisation pratique d'un automate à pile de mémoire 

réside dans son codage. D'après le résultat ci-dessus, la représentation 

de l'automate peut se réduire à celle de 6 qui est pour les déterministes 

une application de K x c 0  x r dans K x rf; .  Le volume d' informations corres- 
pondant est prohibitif. 

Nous allons donc nous ramener à des automates à pile de mémoire 

équivalents, pour lesquels la représentation de 6 sera plus condensée. 

Une forme d'automate à pile de mémoire équivalente aux déterministes est 

la forme semi-déterministe. 

Définition VI. 1 : Nous dirons qu 'un automate à pi le de mémoire M est semi-déterministe 

si 

(i) : V (p,x,Z) € K x c0 x r : card (6(p,x,Z)) 6 1. 

(ii) : si 3 p, q 6  K, 3 a 6 1, 3 Z € r tels que 

alors y' 6 Pt, 1 (r,yf') 6 K x ri' tels que (q,a,-yf) (r,A,yn). 

Pour chaque automate à pile de mémoire semi-déterministe M , posons 
maintenant 

% =  {(p,x) € K x 1' 1 V (q,y) 6 K x r*, 3 Z € r tel que 

Intuitivement, % est l'ensemble des configurations où le sommet de pile 
est utilisé pour déterminer la transition. 

L'analyse se fera à partir d'automates semi-déterministes particuliers : 

Définition VI.2 : Nous appellerons cma2yseu.r dgterministe tout automate à pile de mémoire 

semidéterministe M qui vérifie Zes conditions suivantes : 



(VI. 2) : 

(VI.3) : 

B~ = {(p,~) 1 Y Z ô r, 3 q 6 K te2 que &(p,A,Z) = (q,A)}, 

Intuitivement, la condition (VI.2) signifie que le sommet de pile n'est 

utilisé pour déterminer la transition que lorsqu'il y a "dépilage". De plus, 

dans ce cas, il n'y a pas lecture sur le "ruban d'entrée". 

Définition VI .3  : Nous dirons qu'un C-langage L e s t  accepté par un rmaZyseur déterministe 

si 

L = {WC (C\{C))>~C 1 1  q 8  K, 3 y 8  t e l s  que 

( ~ ~ 7 ~ 7 ~ ~ )  (q7A7~) }. 

Enposant F =  {qÊ K 1 3  p 8  K, 3 Z 8 r, 3 y 6  r;. : &(p,c,Z) = (q,y)l, 

nous retrouverions la définition classique des langages reconnus par un 

automate à pile de mémoire. 

Nous nous intéressons d'abord à l'analyse des C-langages permutables. 

Définition VI .4  : Nous appellerons analyseur permutable tout analyseur déterministe M 

qui vér i f i e  en outre Za condition suivante : 

Nous asrivoris alors à irn résultat comparable au théorème 11.1 : 

ThéorSrne V I .  1 : Tout C'-langage p e m t a b l e  e s t  aeeeptd par un analyseur p e ~ m t a b l e .  

La d6 rnons t r a t i on  e s t  a n a l o g u e  à c e l l e  d u  theoreme 11.1 e t  n e  s e r a  p a s  

d é v e l o p p é e  en d é t a i l .  

D ' a p ~ è s  l e  théo reme  1.2, un t e l  C- l angage  L es t  engendré  p a r  une  

C-grammaire 2 - p r j d i c t i v e  G = (V, ~ ,P , c r ) .  

S o i e n t  ZO un nouvel  é l é m e n t ,  e t  J? = (V \ L )  U iZOl. 

S a i t  K un ensemble  d'états l i é s  b iunivoquement  aux é l é m e n t s  d e  



Posons a l o r s  M = (K,C,r,6,Zo,p,(o),fl), où 6 e s t  d é f i n i e  de l a  façon 

suivante : 

Pour tou te  production (5 -+ Y) € P (y G {AI U L(V \ Z)* e t  lyl s 3) ,  

- s i  y = a El t2 avec a 6 Z, il,<2 6 V\C, a l o r s  

s(~(E),a,z) = (p(E1),Z E2)> V Z E ~ ,  

- s i y =  a avec a 6 Z, El E V \ C, a l o r s  

6 (P(S) ,a,z) = (p(E1) pz), Y Z C ~ ,  

- s i  y = a avec a 6 C, a l o r s  

&(P(E) ,a,Z) = (p(M ,Z) 

- s i  y = A a l o r s  6(p(S) ,A,Z) = (p(Z) ,A), V Z E ~ ;  

nous ajouterons en ou t re  l a  t r a n s i t i o n  

Puisque G v é r i f i e  l a  condition (1.51, il e s t  f a c i l e  de montrer que M e s t  

serrii-déterministe, Pu i squ ' i l  v é r i f i e  l e s  condi t ions  (VI.21, IVI.31, e t  IVI.41, 

M e s t  u n  analyseur permutable. 

Enfin, en r é u t i l i s a n t  l e s  mêmes raisonnements que pour l e  théorème 11.1, 

nous montrerions que M accepte L. 

Remarquons en outre que dans l'analyseur ci-dessus, 

V (p,Z) € K x r, &(p,A,Z) f fl implique 3 q E: K : 6(p,li,Z) = (q,A). 

Les transitions d'un analyseur permutable sont donc de trois types : 

Le sommet de pile est inutilisé ; Tl est Comparable à une transition d'un 

automate d'états fini. Son codage ne présente aucune difficulté : il suffit 

dl associer à p le doublet (a ,cl) . 



Notons aussi que dans un langage de programmation, cette transition est 

très souvent utilisée ; 

T2 : ô(p,a,Z) = (q,ZZ,), V Z 8 r ; 

Le sommet de pile est encore inutilisé. 

Endédoublant T2 enT2.1 : 6(p,a,Z) = (r(q,Zl),Z) Y Z E r 

et T2.2 : 6(r(q,Zl),h,Z) = (q,ZZ,) V Z E r ,  

où r(q,Z,) est un nouvel état lié biunivoquement à (q,Z,) E K x r ,  

T2.1 est du type Tl . 
Pour le codage de T2.2, il suffit de faire correspondre un doublet (E,q) 

à r(q,Zl) : dans ce doublet, E est un symbole spécial qui répond aux deux buts 

suivants : 

- il permet de différencier (E,q) des doublets (a,q) de Tl, 
- il permet de spécifier qu'il y a empilage d'un élément Z, lié à 

l'état r(q,Z,), et que l'état courant devient q. 

Puisque l'analyseur est pemtable, il vérifie la condition (VI .4 ) ,  et q 

est entièrement déterminé par Z ; comme il vérifie de plus la condition (VI.2), 

il y a "dépilage" quel que soit le sommet de pile. Il suffit donc d'me seule 

information (D) pour représenter cette transition TJ. 

Par homogénéit6, c'est cependant un doublet (D,q) que nous ferons corres- 

pondre à p. Le symbole spécial D joue donc encore deux rôles : 

- il permet de différencier (D,q) des doublets (a,q) de Tl et (E,q) de T2 ; 

- il permet de spécifier qu'il y a dépilage, et que l'état associé au 

sommet de pile devient l'état courant. 

Rien que ].es transitions du type 



ne soient pas nécessaires dans un analyseur permutable, il est souhaitable 

de les introduire, essentiellement pour des raisons d'encombrement. Z n'étant 

pas à spécifier dans cette transition, c'est encore un doublet (B,q) que nous 

ferons correspondre à p : le symbole spécial B y joue encore un rôle de diffé- 

renciation, et précise qu'il y a branchement : l'état courant devient q. 

Enfin, dans le cas où 3 (p,Z) E K x r tel que d(p,A,Z) = fl, puisque M 

vérifie la condition (VI.2), Y Z' 6 r ,  6(p,A,Z1) = fl. Nous introduirons alors 

un nouvel état f, et une transition 

Puisque f est indépendant de p, et que Z n'est pas à spécifier, il suffit 

d'une seule information (A) pour représenter la transition T5. Par homogénéité, 
c'est encore un doublet (A,f) que nous ferons correspondre à p. Le symbole 

spécial A y joue encore un rôle de différenciation, et indique que le fonction- 
nement de l'automate doit être interrompu. 

A chaque état p correspond donc un certain nombre de transitions : les 
transitions du type Tl représentées par des doublets (a,q), et une et une seule 

transition de la forme 6(p,A,Z), du type T2.2, T3, T4 ou T5, représentée par un 

doublet (X,q) où X € tE,D,B,A). Etant dans cet état, l'analyseur sélectionnera 

la transition à utiliser grâce à la lettre a lue sur le ruban d'entrée. Puisque 

l'automate est semi-déterministe, une seule transition est possible : ou bien 

6(p,a,Z) # fl ; dans ce cas le choix de la transition 6(p,A,Z) n'aurait pas pu 

permettre d'accepter la lettre a, ou bien 6(p,a,Z) = fl, et dans ce cas, la 

seule transition possible était 6(p,A,Z). Ceci montre que l'analyseur doit 

lire sur le ruban d'entrée avant de déterminer la transition à utiliser, même 

si cette transition est finalement du type 6(p,A,Z) ; le fonctionnement de 

l'analyseur s'éloigne donc de l'utilisation normale d'un automate à pile de 

mémoire où le choix des transitions du type 6(p,A,Z) se fait sans connaissance 

de la lettre présente sur le ruban d'entrée. 

Puisque le choix d'une transition ne se fait pas dans un ordre arbitraire, 

les doublets qui les représentent ne seront pas stockés dans un ordre quelconque 

nous placerons successivement les doublets (a,q) de Tl, puis le doublet (X,q) 

de T2.2, T3, T4 ou T5. L'état courant repèrera le premier de ces doublets, et 

le choix de la transition se fera par un balayage séquentiel à partir du premier 

de ces doublets. Si la lettre à analyser coïncide avec une première coordonnée 



d'un doublet (a,q) de Tl, c'est cette transition ô(p,a,Z) qui sera sélectionnée, 

Sinon, le balayage sera interrompu à la rencontre du couple (X,q) en sélection- 

nant la transition 6(p,A,Z) qu'il représente. 

D'autre part, le passage d'un état à un autre ne se fait jamais implicite- 

ment. Sauf pour les transitions du type T3, le nouvel état courant est la 

seconde coordonnée du couple représentant la transition sélectionnée. Pour les 

transitions du type T3, puisque l'analyseur vérifie la condition (VI.4), le 

nouvel état est entièrement déterminé par le sommet de pile, par exemple Z1. 

Il est donc possible de connaître, dès l'empilage de Z1 l'état dans lequel 

devra être l'analyseur au moment du dépilage de Z1. C'est donc cet état q(Z,) 

que nous empilerons. L'ordre relatif des différents états n'a alors d'importance 

que pour r(q,Z,) : B(r(q,Z,),A,Z) = (q,ZZ1) Y Z E P, et q(Z1), puisque dans les 

autres cas, les états sont explicités. Nous choisirons de placer les transitions 

correspondant à l'état q(Z1) juste derrière le doublet (E,q) , où Z1 est déterminé 
par la position de ce doublet. 

Par conséquent, si le couple sélectionné est (a,q), la lettre a est 

acceptée et le nouvel état courant devient q. 

Si le couple sélectionné est (X,q) : 

- Si X = E, il y a empilage d'un repère du. couple qui suit irrnriédiaternent ( E , q ) ,  

et le nouvel 6tat courant devient q ; 

- S i  X = D, ii y a depilage, et le sornniet de pile devient l'état courant ; 

- Si X = H ,  il y a branchement : le nouvel état devient q ; 

- Si X = A, il y a arrêt : le caractere à analyser n'est pas accepté, et le mot 

analysé  appartient pas au langage. q est inutilisé, mais il peut être mis 

à profit pour circonstaricier les messages d'erreurs. 

n n Considérons par exemple le C-langage permutable LI = {a b s 1 n s 11. 

L = L(GI). avec G1 = (ic,h,y,O,a,b,c], {a,b,cl, { o  + ahy, h + ahB, 

h + b, y + c, O + b l ,  a). 

Parallèlement, LI = T(M) avec M = ({P~,P, ,pZ>p3}, (a,b,c}, {ZO,Z1 1, 



La C-grammaire G1 et l'automate M sont permutables. Nous pouvons construire 

un analyseur permutable qui accepte LI : 

Dans cet analyseur, en reprenant les notations précédentes, 

q(zo) = P7> q(zl) = p6> q(z2) = p5> 

r(p,,Z,) = P l >  r(p2,Z2) = P3. 

11 pourra être représenté par l'ensemble de couples suivants : 



Il e s t  c l a i r  que ce t t e  représentation de l'analyseur peut ê t r e  encore 

condensée, e t  que l 'analyseur n 'es t  pas unique. 

n Considérons aussi l e  C-langage L2 = {a c(ac*,b)" d 1 n 2 1 L2 e s t  

encore un C-langage p e m t a b l e ,  engendré par l a  C-grammaire permutable 

GZ = ( i~ ,h ,u , r , v , a ,b , c ,d ) ,  

{a,b,c,d}, {a -+ ahy, h -+ ahr, h - a r ,  r -+ av, r -+ b ,  v -+ cv, v -+ A ,  

y -+ d l ,  0). 

Alors que LI é t a i t  un s-langage, L2 n 'es t  pas uii s-langage. 

LZ e s t  accepte par l'analyseur permutable N2 suivant : 



avec qlZ0)  = P 8 >  q (Z1 )  = P79 qCZ2) = P4, et 

r ( ~ 2 7 z 1 )  = P l >  ' ( ~ ~ 9 ~ ~ )  = P3. 

N peut ê t r e  représenté par : 2 



I c i  encore, l a  représentation de 1 ' analyseur peut ê t r e  condensée. 

Décrivons enfin l'algorithme d'analyse en ALGOL 60 : 

l 'analyse d'un caractère e s t  real isée par l a  procédure booléenne suivante, 

dont l e  résu l ta t  e s t  VRAI s i  l e  caractère e s t  accepté, FAUX s i  l e  caractère - 
e s t  refusé. 

BWLEEN - PR@CEDm ANALYSE (LETTRE) ; VALEUR LETTRE ; - 
ENTIER LETTRE ; 

DEBUT C@MMES\JTAIRE L'analyseur  e s t  codé dans u n  ENTIER 

TABLEAU DELTA Cl:D,1:21.  Nous rangerons l a  p i l e  dans u n  - 
ENTIER TABLEAU PILE CO:FLEXI, e t  son sommet e s t  r epé ré  

par  u n  ENTIER S@bIf-:T. L ' é t a t  courant d ' ana lyse  e s t  repéré  par  u n  

ENTIER ETAT. Ces i d e n t i f i c a t e u r s  sont déc l a ré s  hors de  l a  procédure ; 

EiVIEK F, P~JINSEUK ; AIGUILLAGE F@NCTION := E,D,B,A ; 

BWLEEN PR@XDURE 'TERMINAL (P,F) ; VALEUR P; ENTIER P,F ; -- 
C@MENTAIRE S i  DELTA CP,11 e s t  u n  t e rmina l ,  l a  procédure e s t  VRAI e t  
P - 9  

F con t i en t  l a  va leur  de ce  te rmina l .  Sinon l a  procédure e s t  FAIR, e t  F 

con t i en t  respectivement 1,2,3 ou 4 su ivant  que DELTA CP,11 e s t  E,D,B, 



WINTEUR := ETAT ; 

EXAMEN : -- SI TERMINAL (@INTEUR,F) ALflRS 

DEBUT SI F = LETTRE ALgRS -- 
DEBUT ANALYSE : = VRAI ; 

ETAT : = DELTA [ P@INTEUR, 2 1 ; 

ALLERA @RTIE 

FIN 

ALLERA EXAMEN 

FIN 

FIN - 
SINgN ALLERA FONCTION [FI ; 

E : S W T  := S@lMET + 1 ; PILE [s(ùMMETl := mINTEUR + 1 ; 

B : p0INTEUR := ETAT := DELTA CP@INTEUR,21 ; ALLERA EXAMEN ; 

D : PgINTEUR := ETAT := PILE [S@DETI ; S@MET := S@lMET - 1 ; 

ALLERA EXAMEN ; 

A : ANALYSE := FAUX ; 

SPKI'IE : Fm de l ' a n a l y s e  d e  l a  l e t t r e  ; 
P 

L'analyse des C-langages deterministes se fera à partir des a~alyseurs 

déterministes. Etablissons pour cela un résultat analogue au théorème VI.1, 

en nous aidant du lemme suivant : 

[vil-iie -----W. - V I . 1  -- : Tout automate à pile de mémoire déterministe M est équivalent à un automate 

à pile de mémoire déterministe Ml = ( K ,  , 6 , r 1  ,61 ,ZO,qO, F ) vérifiant la condition 

suivante : 

If q E K I ,  j wI,w2 E z* tels que (pO,wi,ZO) (~,A,Y~) 

pour i = 1 , 2 ,  avec y l  = ZO et y 2  f ZO. 

U t i l i s a n s  pour c o l a  un procédé analogue à c e l u i  du théorème 11.1 : 

S o i t  K un ensemble de nouveaux é t a t s  l i é s  biunivoquement à ceux de 

K : a = {p 1 p ê K I ,  st s o i t  un ensemble de  nouveaux éléments l i g s  

biunivoquement à ceux de r : ? = { C  I Z  8 I'). 



- 
Notons F = 19 & k 1 q 6 F} e t  qO = Po. 

Posons K = K W k, ï' = ï' U ?, F = F u F, e t  d é f i n i s s o n s  6 d e  l a  f a ç o n  
1 1 1 1 

s u i v a n t e  : 

pour t o u t  (p,x,Z) 8 K x C O  x r ,  e t  t o u t  (q,y) 8 K x t e l s  que 

( 9 , ~ )  E s(p,x,Z), 

a l o r s  : 61 (p,x,Z) = G(p,x,Z) 

De p l u s ,  s i  y = A ,  a l o r s  

: a l  ( P P , ~ )  = ({,A), 

s i  I y (  = 1 ,  e n  posant  y = Z,, a l o r s  

: s l (p ,x , i )  = , e t  

: 6,  ( 5 , x , ~ )  = ( 6 , ~ ~ )  i 

s i  I r [  3 2 ,  en posant  y = Z Z 2  y1 (Z, ,Z2 E r ,  y1 E r*), a l o r s  

: 61 (P.X,% = (q,i ,  Z2  Y , ) .  e t  

: ô I  (P>x,z) = (q,Z1 Z2  y l ) .  

Pu i sque  M e s t  d é t e r m i n i s t e ,  M l ' e s t  a u s s i .  1 

.i- 

De p l u s .  pour t o u t  (q,w,y) C: Kt x Z* x I', v é r i f i a n t  (q ,w,Z0) ( q , ~ , - f )  , O 
- - 

- s i  q Ê K, a l o r s  y = Z e t ,  en posant  q = p : 
O 

- 
- si q E KI \ K, a l o r s  y E Z O  ri." e t .  en posant  y = Z 2 y (SIC?)  : O 1 1  

-1. 

Inversement ,  pour t o u t  ( p , w , ~ )  6 K x L* x rn v é r i f i a n t  (po,w,ZQ) $ ( P , ~ > Y )  9 

-1. 

O 16 (q9A,yt) ,  où q e t  y '  s o n t  d é f i n i s  i q E ip,c!, i y '  € raf t e l s  que (q0,w,Z ) 

d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 



- 
- s i  1 1  = 1 : y = y ' =  Zo e t  q = p ; 

- 
- s i  I y l  2 2 ,  en posant y = Z Z y (Z C r) : y '  = Z  Z y e t  q=p. O 1 1 1  O 1 1  

Ces deux r é s u l t a t s  s e  montreraient faci lement  par récurrence sur l a  

longueur des mouvements, e t  impliquent l ' équiva lence  des automates. 

ThéorZrne VI.2 : l'out C-langage déterministe est accepté par un anaZyseur déterministe. 

Considérons u n  automate à p i l e  de mémoire dé terminis te  M. D'après E61, 

nous pouvons supposer que M v é r i f i e  l a  condit ion [VI.31, e t  d ' ap rès  l e  lerrune 

VI.1, q u ' i l  v é r i f i e  a u s s i  l a  condit ion (VI.51. 

-1. 

posons K = {q E K 1 Y w 6 L* : (p0 ,~ ,z0 )  6 ( q , ~ , y )  => Y = zO} 

So i t  M' = (K,z , r ,~ l ,Z  ,p ,F) u n  automate à p i l e  de mémoire où 6 '  e s t  O O 
d é f i n i e  de l a  façon su ivante  : 

- pour tou t  (p,x,Z) € (K \ Ï() x c 0  x r : 

( i l  : 6 '  (p,x,Z) = G(p,x,Z) ; 

- pour tout  (q,x,Z) 6 2 x L O  x (r  \ iZo}), 

s i  S(q,x,Zo) = O ,  a l o r s  : 

(ii) : 6 '  (q,x,Z) = $ ; 

s i  1 (r ,y ,)  E K x y* t e l  que G(q,x,Zo) = (r,Zo yl) .  a l o r s  : 

( i i i l  : G1(q,x,Z) = (r,Z y,) .  

M' a i n s i  d é f i n i  e s t  encore dé te rmin i s t e .  

De p l u s ,  V ( p , ~ , ~ )  6 K x x ri\, 

-1. 

(pO,w,ZO) & (p,A,y) s i  e t  seulement s i  (po,w,Zo) ( P , ~ , Y )  

Ceci s e  montrera i t  par récurrence su r  l a  longueur des mouvements en 

remarquant que, d 'une par t  l e s  t r a n s i t i o n s  de type ( i i l  ou ( i i i l  ne sont 

jamais u t i l i s é e s  dans M' s i  Z # Z O ,  e t  que d ' a u t r e  pa r t ,  l e s  t r a n s i t i o n s  du 



t y p e  ~(P,x,Z) a v e c  (q,x,Z) E x EO x ( r  \ iZo)) ne s o n t  j amais  u t i ï i s é s s  

dans  M. 

C e c i  -implique l ' é q u i v a l e n c e  d e  M et  d e  M ' ,  e t  montre que 

%' C ( K \ K )  x zO. 

S o i t  maintenant  K' u n  ensemble d e  nouveaux é t a t s  l i é s  biunivoquement 

aux é léments  d e  ( K \ n  x i : K '  = {r(p,Z) / p € K E, Z € r}. 

Posons M = (KI , L  , r  ,fi1 ,Zo,pO,F) , où KI = K u K '  . e t  où 6 7  e s t  d é f i n i e  d e  1 
l a  faqon s u i v a n t e  : 

pour t o u t  (p,x) 6 K x C O  : 

- s i  (p,x) & %, , a l o r s  

Cil : f i l  (p,x,Z) = bl(p,x,Z) Y Z 6 r ; 

- s i  (p,x) E %, , a l o r s  

( i i l  : fil(p,A,Z) = {(r(p,Z) , A )  1 Y Z 6 r ; 

[ i i i i  : 6,  (r(p,Z) ,x,Zt)  = fl v z l € r ;  

s i n o n ,  s i  (q,y) = G1(p,x,Z), a l o r s  

( i v l  : ô, (r(p.Z) ,x.Z1) = (q,Z1y) V Z '  E r .  

M a i n s i  d é f i n i  e s t  b ien  un a n a l y s e u r  d é t e r m i n i s t e .  1 

D ' a u t r e  p a r t ,  pu i sque  B ~ ,  c (K\K) x Z O  : v r E K ' ,  v w 1". v y E r*, 

(po,w,Z0) b: impl ique  y # A .  11 s e r a i t  a l o r s  f a c l l a  d e  mont re r  pa r  

r é c u r r e n c e  sur l a  longueur  d e s  mouvements que r 6 K impl ique 

Comme en o u t r e  t o u t e  t r a n s i t i o n  de  M'  e s t  un mouvement dans  M l e s  
1 ' 

automates  s o n t  é q u i v a l e n t s .  



Donnons maintenant l'application pratique des analyseurs déterministes. 

La seule différence entre les analyseurs permutables et les déterministes 

est que ces derniers ne vérifient pas la condition (VI.4). 

Alors qu'il y avait biunivocité dans un analyseur permutable les éléments 

de pile et les états au moment du dépilage, un élément de pile Z1 est maintenant 

associé à un ensemble d'états K(Z1). Lors du dépilage, la transition se fera en 

deux étapes : nous sélectionnerons d'abord le sous-ensemble K(Z,) en dépilant 

Z,, puis nous déterminerons le nouvel état courant dans K(Z,) à l'aide de l'ancji!. 

état courant p au moment du dépilage. Il sera donc nécessaire de stocker p avant 

le dépilage de Z1 ; ceci pourra se coder par un doublet (SD,p), où le nouveau 

symbole SD, outre son rôle de différenciation, précise qu'il y a simultanément 

stockage de p, et dépilage. Parallèlement, il sera nécessaire de pouvoir choisir 

le nouvel état courant dans K(Z1). Si Card (K(Z1)) -. 1 ,  la situation est la même 

que dans le cas des permutables, et le problème résolu. Sinon, nous ferons carre:\ 

pondre à Z1 une succession de tests, codés par des triplets (T,p,q) ; ce triplet 

signifie que si l'état stocké avant le dépilage est p, le nouvel état courant est 

q ; sinon, il y a lieu d'examiner le triplet (ou le doublet) suivant. Pratiquemenr 

il sera nécessaire de ne conserver que des doublets ; par exemple, T et p pourroll: 
être regroupés en T(p). Erifin, nous choisirons comme dans le cas permutable de 

placer ceci jilstp; derriErc le doublet (E,s) qui provoque 1 'empilage de Z1 . 

L'algorithme d'analyse décrit dans la procédure ANALYSE est complété de la 

façon suivante : 

U ~ L E N  Pb!@CFJ)LiKE iM,YSE (LEITE) ; VAI,EUR LETTRE ; -- - .- 

EVi' 1ER LEïTIiE ; 

DEBIJI' I:@?~.B~IFP\I'?'AIRE DEL'I'A, D, PILE, FLEX, S@lMET, e t  ETAT - --- 
jouent l e  r~iêrne r ô l e  que dans l e  c a s  perniutahle ; 

ENTIER F ,  q a r q m n t ,  S S ~ C K  ; 

AIGIJILLAGE 1:flNCTION := k,D,R,A,SJ),T ; 

R~I,EET4 PR(3CEDW.E TERMINAI- (P,F) ; VALEUR P ; ENTIER P,F ; -.-- - -- -- 
C$M6Vi"AIm Ciutre l e  r ô l e  joué dans l e  cas permutable, --- 
F c u n t i ~ x i t  5 ou 6 s i i i van t  que DELTA CP,11 e s t  SD ou T(q) ; 

C@DE ; - 
ENTIER PR@CFBURE TEST (P) 9 VALEUR 1) ; ENTIER P ; 

C@bENTAIE Gans Ls cas où DELTA CP,lI e s t  :'(q), 

TEST vaut q; C@DE ; - 



P@INTEUR : = ETAT ; 

EXAMEN : S I  TERMINAL (mINTEUR,F) M@tS - P 

DEBUT SI F = LETTRE AL@= -- 
DEBUT ANALYSE : = VRAI ; - 

ETAT : = DELTA EPûINTEUR, 23 ; 

ALLERA S@RTIE 

FIN - 
SINgN DEBUT P@INTEUR : = P@INTEUR + 1 ; -- 

ALLEU EXAMEN 

FIN - 
FIN - 
SINON ALLERA FPNCTIDN [FI ; 

E : ,S@MVE? := S@MET + 1  ; PILE C-TI := J?@INTEUR +l ; 

B : P@INTEUR : = ETAT : = DELTA CP$INTEUR, 21 ; ALLERA EXAMEN ; 

SD : STKK : = DELTA EP@INTE.iUR, 21 ; 

D : PgINTEUR := ETAT := PILE CS@NETI ; S@DET := S@NET -1 ; 
ALLERA E X M k  ; 

T : - SI S T F K  = TEST (P@INTEUR) AL@= ALLERA B 

SINgN DEBUT PP)IIVEUR := PPINTEUR +1 ; -- 
ALLEtllZ E W E N  

FIN ; - 
A : ANALYSE := FAUX ; - 

SgRTIE : FIK oe ! ' a , i d ly se  de ld lettre ; 

Donnons pour terminer deux exemples d ' a n a l y s e u r s  déterministes : 

Ce langage con rai.^ pour êt.re deterministe mais non permutable Cl23 e s t  du 

m&ne type que Les expressions booléennes dqALGOL 60. 

L est accepté par l'analyseur d.etenniniste 3 



En repre~iaiit les  nota t ions  précédentes, K(Zo) = {pI3} ,  K(Z,) = ipg ,p9 i ,  

et k:(Z 1 = l p  ,p  1. 2 C? 7 

I l  peut ê t re  representé par : 





Il est clair que la représentation de N3 pourrait être condensée, en 

particulier en adoptant d'autres conventions pour les couples (T(p)q). 

Ce langage est connu pour être déterministe et ne pas être reconnu par 

un automate déterministe sans mot vide C71. I l  n'est donc pas permutable. 

L4 est accepté par l'analyseur déterministe. 



II peut être représenté par : 



Ici encore, cette représentation peut être condensée. 

La partie "Context-Free" des langages de programmation est généralement 

déterministe. Cet algorithme d'analyse sera alors très efficace. Ainsi, 

l'analyse syntaxique dlALGOL 60 a été réalisée sur une machine Honeywell 

DDP 516, à mots de 16 bits, et à cycle de base de 0,96 us. Le codage de 

l'analyseur est stocké sur moins de 320 mots, et le temps moyen pour réaliser 

l'édition, l'analyse syntaxique et la génération d'une chaîne source condensée 

est de 10 000 caractères par seconde. 

Un point important n'a cependant pas été abordé dans ce travail ; c'est 

le problème de trouver un analyseur déterministe à partir de la définition du 

langage. Puisqu'il est indécidable de savoir si un C-langage arbitraire est 

déterministe, un tel algorithme de transformation ne peut pas être général. 

Cependant la transformation qui permet de construire l'analyseur à partir de 

l'automate déterministe peut être automatisable. Celle qui est donnée ici, 

suffisante sur le plan théorique, ne l'est guère sur le plan pratique, 



I I N D E X  TERMINOLOGIQUE 

Application séquentielle 

Base (d'un semi-linéaire) 

Borné (langage) 

C-langage 

Complet (automate à pile de mémoire) 

Dé temknis te (analyseur) 

t t  (automate à pile de mémoire) 

F-dis j oints (langages) 

Homomorphes (semi-linëaires) 

K-langage 

K-prédictive (C-gramaire) 

A-normale (Ç-grammai-re) 

binéai re 

Local (K-langage) 

N a m l  e (C-grairanaire) 

Pemutab le (-naPy çeur 1 
I I  (au tomte) 

I v ( C - g ~ i ~ ~ ~ l f i ~ i w  

t Y CC-langage) 

P I ~ C  ttae 1 

Bs6dictàve (C-grraiil  re) 

Prîi~iaire [semi - airréaire) 
Sans mot vide jarrtcamate à pi le  de mémoire) 

0.6 

0.3 

I I .  1 

II. 2 

6.1  

1.1 



Sans pemtations (automate) 

t t (C -langage) 

Semi-déterministe (automate à pile de mémoire) 

Semi-linéaire 

S-grammaire 

S- langage 
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