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I N T R O D U C T I O N  

Les études du mouvement de rotation, des mouvements de vibration et de luinteraction rotation - 

vibration des molécules ont fait I'objet d'un nombre très important de travaux. 

Dans certain cas, la faible différence d'énergie existant entre deux niveaux de vibration particuliers 

perturbe profondément l a  structure des niveaux de rotation et nécessite un traitement particulier de l'interac- 

tion rotation - vibration. Une telle quasi dbgénérescence des niveaux de vibration peut alors donner lieu A ce 

que l'on appelle une résonance de Coriolis. L'gtude théorique de ce type de résonance a été développ6e dans 

les articles géneraux de E. BRIGHT WILSON ' " e t  H.M. NIELSEN (2 ' .  

Plusieurs molciicuies du type toupie asymétrique, présentant un cas de résonance de Coriolis, ont 

fait l'objet d'études expérimentales tant en spectrométrie infra-rouge qu'en spectrométrie hertzienne . La 

piupart de ces molécules '3 13' appartient au groupé de symétrie CzV . La molécule de cyanure d'éthyl, 

qui appartient au groupe de symétrie CS , présente un cas de résonance de Coriolis trés faible, étudié par 

LAURlE ('"' . C'estst, à notre connaissance, la seule étude de ce type. 

Dans le cas de la molécule d'acide formique, toupie asymétrique du groupe de symétrie Cs , mus 

avons mis en évidence e t  analysé un cas de résonance de Coriolis forte.Nous présenterons tout d'abord ( chs- 

pitre f ) une &tude appronfondie du spectre de rotation pure de la molécule dans l'état fondamental. Cette 

étude est nciicessaire B l'identification du spectre de rotation pure des états vibrationnels excités qui fait l'objet 

du chapître a de ce mémoire. Le chapître HI est constitué par l'étude théorique de la résonance de Coriolis, 

permettant l'étude numbrique du problerne développée dans te chapître W .  



C H A P I T R E  - 1 -  

E"UDE DES SPECTRES DE ROTATION DES MOLECULES H CL * 0' O1 H ET 

H Cl 0' 0' fi H DANS LEURS ETATS FONDAMENTAUX DE VIBRATION. 



I - 1 - DESCRIPTION SOMMAIRE DU MATERIEL UTILISE 

A - SPECTROMETRE VIDEO 

La majeure partie des transitions entre niveaux de rotation utilisées dans ce travail a été mesurée à 

l'aide d'un équipement de spectrométrie vidéo classique. Comme l'ensemble des chercheurs du laboratoire 

travaillant en Spectrométrie vidéo, nous avons toujours cherché à rendre optimum la sensibilité des spectro- 

mètres et à en accroître la gamme de fréquence, principalement vers les très hautes fréquences. La gamme que 

nous avons utilisée s'étend de 8 GHz à 300 GHz (longueur d'onde variant de 40 mm à 1 mm) . 

En spectrométrie vidéo les deux caractéristiques les plus importantes, permettant de rendre 

optimum la sensibilité, sont la longueur et la  section droite du guide d'onde constituant la cellule d'absorption. 

Afin de conserver une bonne sensibilité sur l'ensemble de la gamme expérimentale, plusieurs 

cellules ont été construites, cellules dont les caractéristiques sont adaptées aux différentes parties de Ia gamme 

8 - 300 GHz . i'étude théorique des caractéristiques optimums des cellules vidéo est développée dans le 

cours de D.E.A. de Physique Moléculaire (15' ainsi que dans de nombreux ouvrages (16, "* '". 

En résumé les cellules utilisées sont les suivantes : 

1 - Une cellule de 16 m en guide standard de la bande K , principalement utilisée pour 

des longueurs d'onde de l'ordre de 4 mm. 

2 - Une cellule de 8 m en guide de la bande K pour des longueurs d'onde de l'ordre de 

2 mm. 

3 - Deux cellules de la bande X de 6 m e t  3 m pour les longueurs d'ondes inférieures 

à 2 mm. 

Les sources hyperfréquences généralement utilisées en Spectrométrie hertzienne sont cons- 

tituées par des k l  ystrons réflex et les harmoniques de leurs fréquences produits par des multiplicateurs. 

Compte tenu du matériel commercial existant, il n'est guère possible d'utiliser les fondamentaux des klys- 

trons pour des fréquences supérieures à 80 GHz ; il faut alors avoir recours à la multiplication de fréquences. 

Les études de la génération des harmoniques des fréquences d'un klystron, de la séparation des rangs d'harmo- 

niques e t  de la détection des hautes fréquences ont fait l'objet de nombreux travaux (lg "4'. 

Récemment le laboratoire a acquis un ensemble commercial d'excellente qualité (25) qui nous 

a permis d'étendre notre gamme jusqu'à la  fréquence 300 GHz par multiplication de la  fréquence de klytrons 



5 x 67722 ,37  
s o 2  ------------- 192 38 + 201,19 

3 x  67797,15 
s o 2  -------------- 1' 131 - l 2  0,12 

2 ~ 6 7 8 4 8  ,O1 
s o 2  __- _-________ 40,4  + 51,5 

4 x 67 882,23 
s o 2  ------------- 61,5 - 72.6 
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5 -  . #  - .- 
FIGiJRE I-1- 1 : Exemple de trrrnsirions dc lu mofer.~rle S 0 2  1)crniettant Ir re;gluge d e s  très ~zuautes fréquences. 



Varian V C 71 1 . 11 faut toutefois noter qu'a ces fréquences, la très faible énergie disponible interdit l'emploi 

classique de filtre passe haut (2" pour la séparation des rangs d'harmonique. Le réglage de l'optimum d'énergie 

doit alors être réalisé à l'aide d'une molécule test ( S0, ) dont les transitions sont parfaitement connues (voir 

figure 1-1-1). Enfin, compte tenu de la  très faible énergie produite, seules les transitions les plus Inie,.sses de 
-.- 

cette partie du spectre, situées vers les très hautes fréquences, ont pu être mesurées. 

B - SPECTROMETRE DU TYPE HUGHES ET WILSON 

L'étude des transitions de très faibles intensités a nécessité l'utilisation d'un spectromètre du type 

Hughes et Wilson à effet Stark couramment appelé spectromètre Stark, dont la sensibilité est, par principe, 

bien supérieure à celle des spectromètres vidéo. De plus la présence des composantes Stark donne une possi- 

bilité d'identification des transitions. Toutefois, compte tenu de la forte atténuation des cellules Stark, la très 

faible énergie dont nous disposons en très haute fréquence, rend difficile l'emploi de ia spectrométrie Stark. 

Nous avons utilisé dans nos travaux un spectromètre Stark classique ( cellule de 3 m en bande X ) 

d6veloppé depuis longtemps au laboratoire ( 26 ' .  

C - MESURE DE FREQUENCES 

La mesure précise de la  fréquence F d'une raie est effectuée d'une façon générale, tant en spec- 

trometre Stark qu'en spectrométrie vidéo, de l a  façon suivante : on fait battre sur un cristal mélangeur une 

hyperfréquence F' fixe et de valeur connue, à la précision d'un étalon de fréquence ( dans le laboratoire 

il s'agit d'un quartz 5 MHz General Radio Compagny type 11 15-6 dont la stabilité relative à court termes 

est de 1. 10-' ' ) , avec l'hyperfréquence du klystron de source e t  on mesure la fréquence intermédiaire Fi . 

Deux types de montage, habituellement utilisés dans le laboratoire (21* 27* 28' sont alors possibles. 

Dans le premier type de montage l'hyperfréquence F' peut varier continuement e t  nous pouvons utiliser un 

récepteur fixe pour détecter la fréquence Fi , alors que dans le second F' ne peut prendre qu'une suite de 

valeurs discrètes et il est nécessaire de disposer d'un récepteur de trafic pour Fi . C'est ce dernier type de 

montage que nous avons le plus souvent utilisé. 

Les méthodes de mesure employées permettent de déterminer I'erreur commise lors de la mesure 

d'une raie. En spectrométrie vidéo on peut estimer que I'erreur relative de mesure est de l'ordre de 5. . 
Toutefois, dans certaines conditions expérimentales moins favorables ( rang d'harmonique élevé , rapport 

signal / bruit de la raie peu supérieur à 1 ), cette erreur peut être multipliée par un facteur deux ou même 

trois. En spectrométrie Stark classique, l'augmentation de l a  largeur de la raie diminue la précision de la  mesure. 

L'erreur relative est alors estimée à quelques lu6. 

La figure 1-1-2, qui représente le montage général d'un spectromètre vidéo, comprend un schéma 

simplifié de la  mesure de fréquence que nous avons utilisé. Le spectromètre Stark ne diffère de la figure 1-1-2 

que par la cellule qui comporte une électrode, IP générateur de la tension Stark modulé appliquée à cette élec- 

trode et la détection de phase remplaçant l'amplificateur large bande du montage vidéo. 



------- ---- --.. - -- ----- 

K L Y S T R O N  

FIGURE 1-1-2 : Spectromètre vidéo 



1 - 2 - SPECTRE EXPERIMENTAL 

L'acide formique H C O O H est une molécule du type toupie faiblement asymérrique dont le para- 

mètre d'asymétrie de RAY (16) est voisin de - O,%. C'est une molécule plane dont le momerit dipoiaire pos- 

séde deux composantes(30', l'une pa suivant l'axe de moindre inertie a. l'autre pb suivant i'axe de moyen- 

ne inertie b (figure 1-2-1). 

FIGURE 1-2 - 1 . 

Disposition des axes principaux et du mornent dipolaae Électrique 

La sensibilité de notre appareillage nous permet d'étudier un spectre expérimental assez dense, 

composé de quelques raies de très grandes intensités et d'un grand nombre de raies de moyennes et faibies 

intensités. Ces raies ont des origines diverses : 

Elles constituent les transitions les plus intenses du spectre expérimental. La disposition 

des raies en ((paquets)) régulièrement espacés dans le spectre est très caractéristique des toupies faiblement 

asymétriques. Elles ont été les premiéres mesurées e t  identifiées jusqu'aux trarisitions J = 8 -+ J - 9 , par 

R. WERTHEIMER '19' e t  G. ERLANDSON (31'. 



Les transitions de type C l a  donne lieu, suivant les valeurs de J e t  de K., , à des raies de 

moyennes et faibles intensités (21, 2 2 ' .  NOUS avons mesuré et identifié un grand nombre de transitions de ce 

type. La sensibilité des spectromètres utilisés nous a permis d'atteindre des transitions entre niveaux de rota- 

tion caractérisés par J < 63. 

L'ensemble des trarisitions des types R b  , Pb ou ab (que nous désignerons par la suite 

sous l'appellation générale de transitions de type pb 1, constitue uri spectre de faible intensité. En effet le 
2 

vaut 0,035 k 0,01 (30) . L'importance des transitions de ce type est très grande dans 

la détermination des paramètres moléculaires ' 2 ' ) .  Nous avons niesuré e t  identifié des transitions de type pb 

entre niveaux de rotation caractérisé par des J < 51 . 
I 

* 6 ES-<U6STl TUT!oNi - ! S C l T O P l ~ U E S ~ .  

De nombreuses substitutions isotopiques de la molécule d'acide formique ont Bté étudibes '322. 

33r 34'. Ces études nous ont permis de proposer récemment une nouvelle structure de substitution de la nioie- 

cule (33). 

En composition naturelle, seule la molécule H cl3 Olo O" H (1 %) donne liieu a un spectre 

d'intensité suffisarite pour être fecilement étudié, 

Les transitions correspondant aux molécules H C' 0' 0" H e t  et C1 * O' 0" H , ne 

peuvent 6tre observées qukn spectrométrie Stark. L'étude par G. HSlNG KWEl e t  R . F .  C ~ J R L ' ~ '  , d'un 

produit enrichi, s'est avéré suffisante à l'identification des quelques très faibles transitions observables en com- 

position naturelle. 

En spectramétrie hertzienne, les états vibrationnels excirés de plus faible énergie ( v <: 1500 cm"' ) 

donnent lieu à des spectres d'absorption suffisamment intenses pour 3tre généra1ernen.t EtudiBs. 

L'btude des spectres de rotation pure des états vibrationnels excités de faible énergie de 

l'acide formique constitue l'objet principal de notre travail. Nous développerons donc longuement ce probléme 

dans lies trois chapitres suivants. 

Après identification du spectre des états fondamentaux des molécules H C' Cli6 016 H , 

H C' 0' ' 0' H , H C1 0' 0' e t  W C' 0l a 0' H , nous restons en présence d'un spectre résiduel 

assez dense, En dehors du problème des états vibratiannels excités, un certain nombres d'hypothèses concer- 



nant les origines de ce spectre ont été faites : 

-+ Le produit fournit par la maison MEFlCK est garanti pur à 99 '% . Toutes les impuretes 

indiquées par le fabricant e t  pouvant donner un spectre hertzien ont été étudiées. Aucune ne semble être a 
l'origine de notre spectre. 

+ L'acide formique est une molécule se polymérisant facilement. Aux pressions et temp6- 

ratures habituelles de travail une faible partie du gaz se présente sous forme de dimère(35) (figure 1-2-21 . 

Toutefois la configuration du dimère présente un centre de symétrie ; la molécule n'est pas polaire, elle ne 

possède donc pas de spectre hertzien. 

FIGURE 1-2-2 Acide formique dimère 

-+ Certains auteurs (369 37) ont mis en évidencr l'existence d'un isomère de position trans 

(figure 1-2-31 dont l'abondance serait très inférieur a celle de l'isomére cis. 

Fome cis Forme trans 

FIGURE 1-2-3 : Isomères cis et trans. 



Aucunes transitions de notre spectre expérimental n'a pu être identifié comme appartenant 

a I'isomère trans. 

La figure 1-2-4 montre un exemple de la densité du spectre mesuré en spectrometrie 

vidéo. En spectrométrie Stark ce spectre est  encore deux à trois fois plus dense. II est donc assez évident 

que l'identification des transitions appartenant aux états vibrationnels excités ne peut être entreprise qu'après 

une étude approfondie des états fondamentaux des molécules H 016 016 H et H C'" '6  016 H . 





I - 3 - ETUDE DE L'ETAT FONDAMENTAL DE H C' 0' O* H 

L'identification complète du spectre expérimental de l'état fondamental a été réalisée par étapes 

successives. En effet, la détermination de paramétres de rotation et de distorsion centrifuge rendant compte 

correctement du spectre expérimental, c'est-à-dire permettant d'identifier sans ambiguïté toutes les transitions 

observées, nécessite la mesure a'un grand nombre de transitions de tous les types Ra , Qa , Rb , Pb , Qb , 

dans une gamme de fréquence aussi large que possible (38'. 

De plus, nous verrons qu'une description correcte du spectre expérimental nécessite de développer 

jusqu'à un ordre élevé les théories d'interaction vibration-rotation employées. 

A - ETlJ61E' AL' PREMIER ORDRE. 

Dans une première étape nous avons utilisé des paramètres de départ déduits de I'identification des 

transitions Ra , précisés par l a  mesure de la transition l , , ,  -t 1 ,  ,, appartenant à la branche Ob et dont 

la fréquence, si les termes de distorsion centrifuge sont négligés, est égale à A--C . Indépendamment du pro- 

blème de l'identification de la transition I o , ,  - 1 ,  ,, la validité de la quantité A-C , donc du paramètre 

A (19. 31) , est subordonnée à l'importance du terme de correction dû au phénomène de distorsion centrifuge. 

Ces paramètres que nous appellerons ((paramètres Ra )) nous ont permis d'identifier sans ambiguïté une 

vingtaine de transitions de type Qa . 

Un calcul portant sur les transitions utilisées dans la détermination des paramétres Ra et sur les 

transitions de type Qa de J S 20 , nouvellement identifiées, nous fournit un nouveau jeu de paramètres 

que nous appellerons ((paramètres Qa » (22) . Ces nouveaux paramètres nous ont permis d'identifier treize 

transitions des types Rb , Pb e t  Qb 

Nous avons fait une nouvelle iteration des paramètres portant uniquement sur ces treize transitions. 

Le jeu de parametres ainsi déterminé, ({paramètres pb )) , permet alors le calcul des fréquences de toutes les 

transitions de J < 20 tant de type p, .que de type pb avec un écart entre fréquence calculée e t  fréquence 

mesurée inférieur aux erreurs de mesure (voir 1 -- 1 -C ) . les calculs ont été effectués en utilisant la théorie 

de KIVELSON '40t 41' appliquée aü cas des molécules planes '38'. 

Ces premiers jeux de paramètres (note N 1 en annexe) sont indiqués au tableau 1-3-1. A titre 

d'exemple, nous donnons dans IF! tableau 1--3-2 la différence des fréquences mesurées e t  des fréquences 

calculées de quelques transitions des types ga e t  gb , pour les trois jeux de paramètres. 



* Les T sont déduits (voir note N 1)  des paramètres de distorsion centrifuge donnés par 

R. WERTHEIMER"~)  et G. ERLANDSON '3') 

H C' 0' 0' H : Par~méfres moléculaires 

( Théorie de KI VELSON ) 



Transitions 
Fréquences 

mesurées (MHz) 

f, - if, 

u paramheres 

Pb " 
(MHz) 

fm - f, = Freque~ces mesurkes - fwuences calculées de qzcelques transitiorts p o u ~  les t~o ï s  jeux 

cie parmètres du tableau 1--3-1 . 



Les transitions entre niveaux de grande énergie ( J élevés 1 de l'état fondamental de la vol&cule 

correspondent à des raies dent les intensités sont faibles, voisines de celles dues à des substitutions isotopiques 

ou à des états vibrationnels excités. L'identification de ces transitions rie peut se faire que par un calcul précis 

de leurs fréquences et l'expérience montre que k s  effets de distorsion centrifuge d'ordre supérieur, n4giig4s 

jusqu'ici, prennent une importance relativement gi-ande ( tableau 1-3:2). Nous avons ators substitué à la 

thbrie de KIVELSON , mai adaptée à cette étude, celle introduite par WATSON (42)et appliqin&e avec succès 

à plusieurs mo!écuIes (43, 4ri). 

A titre dkxempie, considérons la transition 27 3,25 -+ 27 3#,, , calcul6e par Id thbrie de 

KIVELSON à l'aide des <cpararn&tres gb )) à f = 130165,23 MHz ; sr, nous obs?rvons deux raies 

de meme rapport signal 1 bruit, dont !es fréquences sont 13ûIâ6,07 MHz et 130168,72 MHz. Cornme 

nous savons que pour des J de cet ordre l'erreur de calcul peut etre de 2 ou 3 MHz, nous voyons que 

I'identification est impossible. 

Nous avons tout d'abord compare, pour un même ensemble de transitions de J faible, les rbsuf- 

tats obtenus en appliquant successivement les théories de KlVEiSON et WATSON par 

(voir figure 1-3-11 . Le tableau 1-3-3 compare les deux jeux de parametres ainsi obtenus ( note N 2 

en annexe). Nous voyons qu'en ce qui concerne les transitions entre niveaux de faible Bnergie, les deux th60 

ries conduisent bien a des paramhtres pratiquement identiques. 

Nous avons alors repris le problème de la détermination de paramètres rendant compte de I'en- 

sembie du spectre, à l'aide de la théorie de WATSON successivement à Ikrdre 1 par perturbation, par 

diagonalisation directe, puis à l'ordre deux ( note N 3 en annexe ) en Incluant daris le calcul d'ithration des 

paramètres la quasi totalité des transitions ntesurées ( 4 constantes d'ordre 2 sont nécessaires). Les deux series 

de paramètres ainsi obtenues sont regroupées dans le tableau T 1 (en annexe). 

Le spectre expérimental mesuré est  donné dans le tableau T 2 (en annexe). Les paramerres incluant 

4 constantes d'ordre 2 rendent compte convenablement du spectre observé. Par exemple la transition 

233,25 -f 273,24 que nous avons citée dans le paragraphe précédent est parfaitement identifiee car sa fréquence 

calculée est maintenant de 130168,67 MHz. Des deux raies que nous ne savions identifier il faut donc retenir 

celle mesurée à 130168,72 MHz . La figure 1-3-2 montre J'évolirtion des calculs concernant cette transi- 

tion. 





le' ordre Diawrralisation directe. 
/ 

Transition 
nitr. irlan+if;&n 

/ 

ordre 

, , w , t  .".,,PL.# ,,.,, 

Perturbation '-1 

FJ6;J-IRE 1- 3 .? - - - - -- - - -- 

'I lmsirion 27 ?,?ri -% 23 3,24 

Evolr~tiori des c~kcu2~ et  i&nt!)?cation. (Leç trclïisiriofzs obsi~nées sotrt en mit pleitz). 

Dans le tabieau T 2 rious donnons !es fteyuerices caici.ll&s à l'aide des 2 jeux de pni.arn&lreb 

du tabieau T 1 . afin de montrer I'6volciti~n des tt8qlicrices calculBes. On riotera entre autres I'importancc 

de la diaganalisatioiï directe en ce qui concerne i'ordie 1 mur les transitions de type 0, , l'utilisation de 

piusieurs constantes d'ordre 2 restant nécessaire pcilrr une deçct iption correcte du spectre expérimental. 

Les transitions d$ type Ra , J - 12 --- J = 13 dont les fréquences se situent aux environs 

de 292 000 MHz ont ét6 mesurées darrs d$s conditions ex~~erirneniales difficiles (sources hyperfrEqusnce 

const~tuée par I'harnranique 4 d'un klystron oscrliùnt vers 73 000 liAtlzl et sont entacRBes d'erreurs de nae- 

sure suphrieures à celles effecruse:, en vidéo 5 plils basse fréquence Le tableau T 2 regroupe toutes les 

transitions acluellernetlt connues excepticin fa i te  cles transntions de type T l a  
J = 3 -+ .1 = 4cas '  et 

J - 6 -+ J = 7 , J =- 7 + J = gis" 'diil~i que  des tran$itlorlS de type Qa de fréquence infkrieure 

à 33 MHz mesurées en spectron~étrie MASEP (4" 'non urrlisées dal-is Y'itératinii finale. 

Nous awans d6termin6 des paramettes permettarit une ident!f:cation complète du spectre de l'état 

fondarnental de Yaiacide formique dans sa ccrrnpusiiton i:otopiqus natureiie iô plus abondante. Eiant dorlnd la 

dens~ttl spectrale observce (vair figure 1- 2-41 ce travdil était ebsul~;nrent nécessaire toute recherche con- 

cernant les 4tars vibrationnelç excilés sr la substitutton isotopique W C' ' 0' ' O' ". 



Théorie de Watson 
Théorie de Kivelson * 

(par perturbation) 

1 77 512.332 

l 

! 12 055.107 1 

I 10 416.120 

-- 0.055 303 - 0.055 342 1 

- 0.024 057 1 1 
- 0.023 917 i 

1 
- 6.483 773 -- 6.478 571 1 1 

0.222 541 I 0.222 564 
1 l 

- 1.314 810 - 1.319 590 ! 
i 

0.107 

2 

* Les paramètres moléculaires de ce tableau sont dans les deux cas ceux introduits 

par Watson (voir note N 2 1 .  

Ordre 1 : Comparaison des théories de Kivelson et Watson appliquées u un ----"- 
même ensemble de transitions ( 68 transitions dc J < 13 / . 



X - 4 - ETUDE DE L'ETAT FONDAMENTAL DE H C' 0' 0' H 

A l'état naturel, l'acide formique contient 1 % de la substituion isotopique H C" 016 016 H. 

Les transitions les plus intenses de type pa ( Qa et Ra ) sont donc observées, tant eri spectrométrie 

Stark qu'en spectrométrie vidéo. Compte tenu des renseignements restreints ainsi obtenus (transitions cor- 

respondant à une seule composante du moment dipolaire : pa ) , I'identification du spectre ne nécessite 

qu'une étude sommaire, n'utilisant que Ia théorie de KIVELSON. 

Les seuls renseignements connus jusqu'alors correspondaient A deux transitions R ~ ( ~ ~ '  : la 

transition O -+ Io,, 
0,o 

à la fréquence f = 22 432.0 MHz (identifiée également comme appartenant 

à un Stat vibrationnel excité) et la transition 1, ,1 -. 2, ,2 à l a  fréquence f = 43 190.4 MHz. 

Nous avons alors entrepris l'identification du spectre en utilisant comme point de depart une 

remarque concernant la disp~sition caractéristique de trois iransitions. En effet dans le cas des toupies fai- 

blement asymétriques, nous pouvons écrire l a  fréquence des transitions Ra en négligeant la distorsion 

centrifuge sous la forrne : 

le second terme intervenant comme terme correctif du premier. En particulier, pour trois des transitions 

Ra , J = 2 -+ J = 3 , nous avons : 

Quelles que soient les valeurs des paramètres moléculaires les raies correspondantes doivent donc 

présenter la disposition caractéristique de la figure 1-4-1 

Nous avons donc recherché dans le voisinage des transitions correspondantes de H C' 016 ot6 H 
des raies ayant la disposition caractéristique de la figure 1-4 -1 e t  dont les intensités relatives seraient 

environ cent fois plus petites. Nous avons ainsi pu identifier les transitions de H 0' 0' H suivantes : 

20,2 30,3 f, = 67 166,09 MHz 

22,1 + 32.2 fm = 67 298,62 MHz 

22.0 -+ 32,1 fm = 67 429,22 MHz 



DisposiSion caractiristique des raies centrales des transitions J = 2 + J = 3 (La distonion centrifuge 

&tant ntgligée). A = ( A -- - B + C )  AU, 
2 

En utilisant la formule approchée nous en avons déduit un premier jeu de paramètres A, B, C 

Ce point de départ nous a alors permis d'identifier une trentaine de transitions de l a  molécule H c'' O l b  016 H, 

dont la  00,0 + 1 a la fréquence 22 432,0 MHz. En utilisant la théorie de KIVELSON, nous en avons 

déduit les paramètres de rotation e t  de distorsion centrifuge portés a i l  tableau T 3 (en annexe). Les transi- 

tions mesurees sont indiquées dans le tableau T 4 (en annexe) 

Certaines transitions de très faibles intensités appartenant à H C' 0' 0' H ou à H c l2 8'Qt6 H, 

ont été mesurées par G. STEENBECKELIERS à l'Université de Louvain à l'aide d'un spectromètre Stark. 

Les calculs ont été effectués au centre de calcul de l'Université de Louvain e t  au centre de calcul de l'Uni- 

versité de Lille 1 . 

L'étude de l'état fondamental de H Cl 016 O' H complétée par celle de H C' O' 0" H 

laisse subsister de nombreuses raies non attribuées. Dans ce spectre résiduel doivent apparaître les spectres 

des états vibrationnels excités que nous ailons maintenant étudier en détail. 



C H A P I T R E  - 1 1 -  

ETATS VIBRATIONNELS EXCITES v, ET v9 DE H C ' 2 0 ' 6 0 ' h H .  

IDENTIFICATION DES SPECTRES DE ROTATION PURE. 



I I  - 1 - LE SPECTRE IN1 RA - ROUGE 

L'acide formique est une molécule plane ap! cirtenant au groupe de symétrie Cs . La molécule 

ayant cinq atomes, le nombre de vibiat~ons normales es1 donc de 3 N - 6 = 9 . La théorie des groupes 

classe ces neuf vibrations normales en deux catégories : Les vibrations de type A' (vibrations dans le plan) 

et les vibrations de type A" (vibrations hors du plan). i e classement es t  le suivant ( 47 '  : Sept vibrations de 

type A' (numérotées de 1 à 7 suivant les fréquences dr,croissantes) et deux vibrations de type A" (numé- 

rotées 8 et 9 suivant les fréquences décroissantes). 

En dépit des nombreuses études du spectre Cie vibration de l'acide formique tant en spectroscopie 

Infra-rouge qu'en spei:troscopie Rdman, Ikttribution des brrndcrs. expérimentales reste discutée, particuliérement 

en ce qui concerne les bandes situées dans l'infra-rouge lointoin. Ces dernières sont les plus intéressantes du 

point de vue de la spectroscopie hertzienne car elles donnent lieu à un spectre de rotation pure d'intensité 

suffisante. Le spectre de rotation pure est  d'autant plus Intense c;ue l'énergie de la vibration est plus faible. 

Une vibration située par exempie vers 600 cm-' donne lieu à un spectre hertzien de rotation pure dont I'inten- 

sité est 4 t/o de l'intensité du spectre correspondant de l'état fondamental. 

Le tableau 11-1-1 résume les diffcrciltes artrihutions correspondant aux vibrations fondamen. 

tales dont les énergies sont inférieures à 1000 cm-' 

Auteurs 1 Attribu~ions v en cm-' 
-- -- - 

1 

L.G. BONNER et J.S. K lRBY - S M I T H ' ~ "  i 
i 1940 ) 1 

repris par J.K. ~i LMSHURST'~'  ' 1 
I 

i 1956 ) 1 

L.M. S V E R D L O V ' ~ ~ '  

( 1953 ) 

658 (O - C - O) 

919 ( O - H )  

---Y 
R.Ç. MILLIKAN e t  K.S. P I T Z E R ' ~ * '  636 (O- C - 0) 

( 1957 ) 1 636 ( O - H )  

TABI,EA U II - 1 - 1 : Spectre infra-rouge 1) < 7 000 cm-' 

- 

T. MIYAZAWA et K.S. P I T Z E R ' ~ ~ )  

( 1959 ) 
.- 

625 (O - C - O) 

638 ( O - H I  



les différentes ztdributions des vibrations e t  v ~ - - ~ - ~  expliquent les difficultés que 

nous avons rencontrées au début de cette étude dans If~dentification du spectre de rotation pure correspon- 

darit à ces états vibrationnels excités, 

L'identif~cation la plm récente est celle de I. MYAZIAWA e t  K.S. P l f Z E R  '"' Ils attribuerit 

a la vibration fondamentale de torsion O-H ( 19 hors du plan) la fréquence 638 cm-' et A la  vibration de 

déformation 0-ê-0 ( v7 dans le plan) la fréquence 625 cm". Dans cette hypothèse, \es spectres de rota- 

tion pure des Stats vibrationnels excites correspo~danr seraient susceptibles d'btre perturbés par une résonance 

de type Corrol is, l'interaction rotation-vibration de Cor 10Cis &tant fortement renforcee par ia quasi dBgén6- 

rescence des niveaux de vibration. 

Un spectre infra-rouge de l'acide formique a éte relevé au Laboratoire de LZnte ZEEGERS,  

institut de Chimie (Louvain) sur un spectrogrdphe Perkin - E!mer 125. 

A titre purement indicatif et sfin de nroniter ia difficulti! du probièrne infra-rouge, nws donnons 

ici (figure fi-1-2 et 11-1-3) un extrait de ce spectre centré sur ie; tr hquencerj de v,  e: ii 9 '  On voit 

irnmêd~atement que la précision du poing des centres de bandes (cclractériçes par J - O) est assez mauvaise 

du fait même de la proximité des bandes e t  de letirs structures campiexes. Si Ia fr6quence 638 1: 4 cm" (c: 
peut effectivement 6tte donnée curnme @ t a ?  ceile ~f'un centre de bande, la fréqtience 625 cm-', donnnz pobr 

ie centre de bande de 11, , paraît beaucoup plus discutable et se trouve peut erre entach0r d'une erreur de 

t 5 cm-'. Ceci entraîne une erreui d'au moins 5 cm-' sur l'écart A = v B - V ,  , entre les deux riiveaux d'éner- 

gie de vibration, écarr qui est, comme nous le verrons daris les chapitres Ifl et w ,  i i r i  inlportavt paraniètre 

du probl&me. 



. .- 
unr t e  
arbitraire  

e . ~ p e r = i ~ ~ ~ & k . ~ : P e ~ k  i n  E l m e r 1 2 5  

C e l l u l e  10cm 
p =  3cm Hg tg  20QC 

FII;CrRE I I - - i -2  : Spectre infrn-rouge de vv, el  riJ : balayage lapide 



. . 
@ b 
C Er ; :  

' 6  Cs O, 

V 
k . - 
0 
C 

b u -  &. - 
'-a = L 
'cl 



11 - 2 - iDENTIFICATION DU SPECTRE DE ROTATION PURE 

Le matériel i~ t i l i sé  pour cette étude est identique à celui décri t  dans le chapître 1. 

Compte tenu de ce que nous venons de voir de l 'at tr ibut ion des vibrations fondarnentales, le spectre 

résiduel peut en partie appartenir à u n  o u  plusieurs états vibrationnels excités de la molécule. 

La methode qu i  consiste rechercher dans le spectre expérimental u n  groupe de trois raies &quid is- 

tante, a été employée avec succès en ce qu i  concerne les spectres des substitutions isotopiques de I'acide f o r m i  

que, particulièrement dans le cas de la substitution H C" 016 016 H ( paragraphe 1-4 1 .  Elle vient encore 

d'être utilisée dans le cas de l ' identif ication des spectres de rotat ion des états vibrationnels excités non tlasonant 

v6 et  u, de I'acide formique '54) 

Nous avons donc entrepris une recherche systématique de toutes les transitions de la bande de 

fréquences 5 0  - 80 GHz, bande centrée sur le tr iplet central des rransitions R a  J = 2 -+ J = 3 de l'état 

fondamental don t  la fréquence est située aux environs de 67 GHz (tableau T 1 en annexe). Nous avons 

ainsi mesuré u n  grand nombre de raies qui, compte tenu de leurs intensités relatives, sont susceptibles d%ppar- 

tenir aux spectres des états vibrationnels excités de plus basse énergie de la molécule. Toutefois, il n'a pas été. 

possible de trouver aucurie des dispositions caractéristiques cherchées parmi  les raies ayant les intensités rela- 

tives attendues i 3 à 4 fois celle des transitions correspondantes de H C l 3  0" 016 H L'échec de cette recher- 

che semble déj3 conf irmer I'hypothPse de spectres de rotat ion pure des états vibrationnels excités v, et vg 

fortement perturbés par résonance de Coriolis (53'. NOUS avons donc été amenés à identif ier u n  certain nombre 
- -. 

de transitions appartenant aux spectres de v, et v9 par d'autres méthodes que nous allons niaintenant rtipi- 

dement décrire. Notons toutefois que chacune de ces méthodes, prise indépendemment, ne fou rn i t  qunune hyps-  

thèse probable d'identif ication et que seule, la concordance des conclusions, quand elle est possible, fourn i t  i lne 

certitude d'identif ication. 

A - ETUDE DES C'OI~.IPOSANTES STARK 

E n  spectroscopie hertzienne, l'effet Stark se manifeste par u n  déplacement en fréquence Au des 

différentes composantes d u  mult iplet apparues par une levée partielle de dégénérescence M des niveaux de 
-+ 

ro tat ion ("'. ( M est le nombre quantique qui  caractérise la project ion d u  moment cinétique L sur une 
3 

direct ion f i xe  de l'espace). Si la direct ion du  champ électrique statique perturbateur E est paralléle à la direc- 

t i o n  du champ électrique de l'onde électro-magnétique, la règle de sélection pour les transitions est AM = O 

et  donne alors des mult iplets a 2J 4 1 composantes (effet Stark du  l e r  ordre pour les toupies sym6triques) 

OU à J + 1 composantes (effet Stark d u  2eme ordre pour  les toupies linéaires ou  asymétriques). 

Dans le cas des toupies asymétriques, pour une transition J ' J '~:l  8 y1 o n  a 
K-1 , K+, 









Les coefficients a e t  B sont fonctions de la transition envisagée ainsi que de  la géométrie de la 

molécule. La pos i t ion des composantes Stark est donc caractéristique des transitions de  rotat ion de la molécule 

étudiée. En  conséquence, dans les cas faborables c'est-à-dire lorsque A et  B sont suffisamment grands e t  que 

les transitions o n t  l ieu entre niveaux de rotat ion caractérisés par des J faibles, l 'effet Stark est un moyen com- 

mode d'identif ication des transitions de rotation. 

O n  admet généralement que les coefficients A et  B dans le cas des états vibrationnets excités 

(de même que dans celui  des substitutions isotopiques), sont peut différents de ceux de l'état fondamental. 

Dans notre cas il suf f i t  donc de comparer le comportemen? des composantes Stark des raies non  

identifiées avec la référence que constitue les raies de l'état fondamental. It faut, bien entendu, se placer dans 

des conditions expérimentales aussi voisines que possible pour  ce qui est de la pression du gaz dans la cellule, 

de la vitesse et de l'amplitude d u  balayage et d u  champ statique appliqué. 

Les figures 11-2-1 , U-2-2 et 11-2-3 montrent  des exemples d'enregistrements ainsi effectués. 

Les figures 11-2-1 et 11-2-2 concernent la transit ion 1 ,  -+ 2, ,, qu i  possède deux composantes Stark 

d o n t  l'une apparair en haute fréquence par rapport à la raie, pour de faibles tensions Stark ( vs = 150 V sur 

la figure 11-2-1) et  l'autre en  basse fréquence, pour  des tensions Stark beaucoup plus éievées (vs = 900 V 

sur la figure 11-2-2) . La figure II-2-3 concerne la transition 22.0 -+ 32,, qu i  posdde  trois composantes 

Stark dont  deux apparaissent de façon trés caractéristique en haute frequence pour des tensions Stark très fai- 

bles (vS - 15 V sur la figure PI-2-3) et don t  la troisième composante n'apparaît qu'à champ Stark très 

élevé. 

Par ailleilrs, le calcu! des paramètres A et  B , pour les transitions q u i  nous intéressent, a été 

réalisé au centre de calcul numérique de l'université de Louvain. d'après u n  programme établi par 

R.A. BEAUDET (551. I l  nous a permis de comparer Irai!ure des spectres expérimentaux et  théoriques. II con- 

vient de remarquer que seule l'allure des spectres nous intéresse et que les manipulations faites o n t  u n  carac- 

thre purement qual i tat i f ,  ce q u i  nous a conduit  a n'employer, ainsi que nous l'avons d i t  au paragraphe 1- 1 , 
qu'un spectromètre Stark peu élaboré. 

Nous avons ainsi ident i f ié les transitions de type  Ra , J = O 4 9  = 1 , J = 4 -L J = 2 et  

J = 2 -+ J = 3 ainsi que celle de type  Q, , J = 1 , J - 2 e t  J = 3 appartenant aux deux états excités. 

B -- DOUBLE IRRADIA TIOJV MERTLlENN - HERTZIENN 

Les études de double irradiation hertzien - hertzien o n t  fa i t  l'objet de nombreux travaux dans 

le laboratoire ( 5 6 .  57'. 

Soit deux transitions de fréquences uto e t  vo entre niveaux d'énergie de rotat ion d o n t  la dispo- 

si t ion est donnée par la figure 11-2-4 . 

Le gaz est irradié par deux rayonnements hyperfréquences, l'un v ' ~  , de faible puissance (appelé 

rayonnement de sonde) et  l'autre vo , de for te  puissance (appelé rayonnement de pompe). Les deux transi- 

t ions possédant e n  commun le niveau 2 u n  pompage sus la transition 1 +2 , met  en évidence des modi f i -  

cations d'absorption sur la transition de sonde 2 - 3 . 



FIGURE 11-2-5 : Double irradiation : Montage expérimental . 



FIGURE 11 - 2 - 4 

Les études que nous avons entreprises ayant un caractère purement qualitatif (transitions ayant 

ou n'ayant pas de niveau commun), nous avons employé un montage expérimental très simple (figure 11-2-5) 

ne comprenant pas l a  métrologie élaborée, généralement utilisée pour ce type d'études (56 .  5 7 ) .  

Les transitions 

appartenant aux deux états vibrationnels excités étudiés ont ainsi vu leurs identifications confirmées. De plus 

cette méthode permet de classer, sans doute possible, les transitions en groupes appartenant 3 l'un ou l'autre 

des états excités. La troisième méthode d'identification employée confirme ce classement et le complète. 

C - METHODE GRAPHIQUE 

L'identification des transitions Ra peut également se faire en utilisant une méthode graphique. 

Nous appellerons ffond la fréquence d'une transition de type Ra de l'état fondamental et fex la fr6- 

quence de la même transition mais appartenant à l'un des états excités. Nous avons tracé les courbes 

A f = fex. - ffond en fonction du J du niveau supérieur, pour une même famille de transitions, famille 

caractérisée par les valeurs de K-, e t  de SK = K-, + K+, . Par exemple, la famille K-? = 1 , SK = J 

est formée par les transitions l , eo  -+2,,, , 21,1 +31,2  , 3, ,2 +41.3 etc .... 

Les figures 11-2-6 et II--2-7 montrent les différentes courbes obtenues. Les identifications 

précédentes, qui portaient sur des transitions entre niveaux de rotation caractérisés par des J Q 3 , ont 

ainsi été toutes confirmées. Par ailleurs cette méthode conduit un classement en deux groupes des transi- 







t ions appartenant aux états vibrationnels excités v, e t  v9. Par extrapolat ion à J = 5 et J = 6 , ces cour- 

bes nous o n t  permis d'identifier, parmi les nombreuses raies résiduelles mesurées entre 107 e t  140 GHz. les 

transitions correspondantes appartenant aux différentes courbes. 

La - METHODE DES u BOUCLES > 

Une dernière méthode permet de confirmer encore l ' identif ication de certaines transitions. Ce sont 

les transitions entre niveaux de rotat ion présentant la disposition de la figure 11-2-8 , o ù  les flèches simples 

designen* des transitions de type  R a  e t  les flèches doubles des transitions de type Qb. 

Toutes les transitions de la figure 11-2-11 o n t  été identifiées, pour les deux états v, et  va 

par une o u  plusieurs des méthodes précédentes. On vo i t  immédiatement que l'on peut  former ce que nous 

appelons des u boucles )) entre les di f férents niveaux. O n  doit, par exemple, vérifier les égalités suivantes 

pour chacun des états v7 e t  vS 



Nous avons ainsi trouvé pour l'un des états fi = 0,06 MHz , 6' = 0.03 MHz et pour 

l'autre 6 = 0,61 MHz , 6' = 0,16 MHz ce qui, compte tenu des erreurs de mesure (paragraphe 1-11 
confirme I'identification des transitions entrant dans la formation de ces ctboucies, . 

Les 36 transitions identifiees par ces quatre méthodes sont portées au tableau 11-2-1. 

LYdentification des raies centrales des transitions Ra J = 2 -+ J = 3 , explique maintenant l'échec de la  

rnkthode exposée au début de ce paragraphe et donne une preniére indication concernant l'importance de 

la resonance de Coriolis (figure 11-2-9). 

I I  convient de noter que la seule méthode ayant permis I'identification des transitions Ra , 

J = 4 -+ J = 5 et J = 5 + J = 6 , est la méthode graphique exposée en C - et yukn conséquence 

cette identification reste tres fragile. Celle-ci ne sera confirmée que par I'étude numerique exgosbe dans le 

shapître W .  Toutefois les 24 transitions entre niveaux de rotation caractkrisés par des J 3 , dont 

l'identification est certaine permettra d'effectuer une premiere détermination des paramhtres. Auparavant 

nous allons faire une étude théorique de la resonance da Coriolis, dant l'application au cas des états vibra- 

tionnels excités v, e t  tr9 de l'acide formiqcie conduira à l'étude numérique du chapître W .  
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FIGURE 11-2-9 : Disposition relative du groupe central des transitions R a  J = 2 + J = 3 . 





C H A P I T R E  - I I I -  

E T U D E  T H E O R I Q U E  



L'interaction rotation - vibration a été étudiée par de nombreux physiciens, tant du point de 

vue théorique qu'expérimental. Ce problème conduit, entre autre, à la détermination des constantes effec- 

tives de rotation e t  à l'étude de la distorsion centrifuge. L'hamiitonien correspondant est généralement 

décomposé en deux parties, Ho hamiltonien d'ordre zéro e t  Hl hamiltonien d'interaction rotation - 
vibration. 

Comme nous le verrons par la suite, le traitement habituel de I'hamiltonien Hl par des trans- 

formations de contact, c'est-à-dire par une méthode de perturbation, ne peut &tre entrepris qu'a la condi- 

tion qu'il n'y a i t  pas de quasi-dégénérescence des niveaux de vibration. Dans le cas où une telle quasidégé- 

nérescence existe, on dit que l'on a une résonance qui, lorsque les termes de couplage dépendent des opé- 

rateurs de rotation est appelé résonance de type de Coriolis. C'est ce dernier cas que nous nous proposons 

d'étudier. 

La détermination des niveaux d'énergie de rotation - vibration nécessite alors une diagonalisation 

directe dans le sous espace des vibrations quasi-dégénérées. 

L'étude théorique de ce problème a été faite par E.B. WILSON(') e t  par H.H. NI EL SON'^', 
dans des articles généraux sur l'interaction rotation - vibration. 



III - 1 - CHOIX BE L'HAMILTONIEN 

A notre connaissance, l'Étude de la résonance de Coriolis a toujours été entreprise à partir de 

I'hamiltonien de Darling et Dennison. Cet hamiltonien est un opérateur vectoriel construit à partir de sa 

représentation en mécanique ondulatoire. La construction de cette dernière représentation est donnée dans 

le cours de D.E.A. de Physique Moléculaire de R. WERTHEIMER (=*). En fait le choix de l'opérateur vec- 

toriel, lié à une observable, est directement lié au modèle adopté. 

Mous avons choisi I'hamiltonien utilisé par R. WERTHEIMER dans son cours de D.E.A.(**' et 

qui s'écrit : 

P est l'observable moment cinétique total de la molécule 

PI est l'observable moment cinétique relatif des mcuvements des particules qui constituent 

la molécule par rapport au solide principal correspondant aux positions d'équilibres des noyaux. 

0 0, est une coordonnée normale 

0 IIs est le moment conjugé correspondant à cette coordonnée normale ( nS = - a 1 
3 

a 0 s  
0 est le tenseur inverse du tenseur I , tenseur d'inertie instantané du solide principal cor- * 

respondant aux noyaux. 1 peut être décomposé en trois parties homogènes par rapport aux coordonn6es 

normales e t  dont les degrés respectifs sont O, 1 et 2. 

=+ 
Le tenseur p peut donc être developp6 en série : 

V ( 0, ) est l'énergie potentielle. 



III - 2 - DEVELOPPEMENT DE L'HAMILTONIEN ; 
LA RESONANCE DE CORIOLIS 

+ 
Lorsque PI ne contient aucune contribution d'origine électronique e t  que les spins sont 

négligés,on montre que I'on peut écrire : 

+ 
Le vecteur Cst (dont les composantes sont généralement appelées coefficients de couplage de Coriolis) 

+- 4- + 
est définit par la relation Gt = Xi 

A Qit , les vecteurs Qis étant eux-mêmes définis par 
+- - A  -j 

ci = X, M 2 qS Os , fi représentant les déplacements du ième noyau par rapport 3 sa position 

d'équilibre. L'approximation d'ordre zéro de I'hamiltonien H, soit Ho , s'obtient en supposant que 

+ 
Lorsqu'il existe des vibrations dégénérées, on montre que PI se décompose en deux parties 
3 

dant Ibne PIo,  liée uniquement aux vibrations dégénérées possède des éléments diagonaux par rapport 

à la base des vecteurs d'états de Ho . Dans le cas des toupies asymétriques, qui nous interessent ici, il 
-+ 

n'y a pas de vibrations dégénérées et I'on a Pi0 = O . 

La traitement par perturbation de I'harniltonien complet H ne peut être âbordé qu'après 

examen des dégénérescences. Pour les toupies asymétriques Ho est affecté uniquement de la dégént5- 

rescence M qui est liée à l'isotropie de I'espace. Elle subsiste donc tant que cette isotropie existe mais 

son influence peut être écartée en choisissant d'adjoindre PZ à Ho pour définir la base des vecteurs 

d'Btats du problème non perturbé. 

Développons H : 

où Hi sera considéré comme un opérateur de perturbation de Ho . Compte tenu de la décomposition 

de Ho en une somme d'kamiltoniens indépendants, I'espace des états se réduit à un produit tensoriel 

des espaces des états de chacun des composants de !a somme, produit tensoriel de I'espace des états de 
1 ' * '  1 

rotation ( - P . po . P ) e t  de I'espace des états de vibration ( - Es ( Ils2 + us2 0; ) . 
2 2 



Les termes de la première ligne de 
Hl représente un opérateur de perturbation qui agit à la 

fois dans le sous espace de rotation e t  dans le sous espace de vibration. Les termes de la seconde ligne de 

Ha ne comportent que des opérateurs qui agissent dans l'espace des états de vibration. I l s  sont donc dia- 

gonaux par rapport aux nombres quantiques de rotation. Les différents opérateurs composant I'hamiltonien 

de perturbation sont donc toujours au moins des opérateurs du sous espace de vibration. De manière géné- 

rale, i l s  se presentent sous la forme OR . Ov et leurs éléments de matrice par rapport aux vecteurs pro- 

pres de Ho se mettent toujours sous la forme < ER / OR 1 ER, > < Ey / OV 1 EV, > . 

L'expérience confirmant l a  notion de vibration normale, il faut admettre que toutes les pertur- 

bations sont justiciables de la théorie des perturbations pour ce qui est des vibrations c'est-à-dire que : 

1 < EV / Ov / EV, > / < =< Ev - E V ,  I pour tout V ,  V' . 

ha séparation des niveaux de rotation suppose elle que j ER - ER, I 4 ( EV - EV, ( , 
ce qui conduit à considérer que i < Ev 1 OV 1 E V .  > n'est pas forcément petit devant 1 ER - ER* 1 . 
Dans ces conditions on admet donc que la méthode de perturbation ne peut être appliquée qu'en considé- 

rant que les états de rotation d'un m6me niveau de vibration ( EV = EV, 1 doivent être traités comme 

s'ils appartenaient a un sous espace d'états quasi-dégbnérés de ce niveau de vibration. 

Plus généralement s'il advient que EV 2 EV, on étend la mkthode en considérant le sous 

espace des états de rotation des deux niveaux de vibration, considérés comme étant quasi-dégknérés. On 

dit aussi que les niveaux de rotation sont couplés par résonance de Coriosis. 

Tous les opérateurs de I'hamiltonien de perturbation étant diagonaux en J , la matrice de la 

restriction de H au sous espace de quasi-degénérescence est conforme à la figure III-I . Chacune des 

deux vibrations considérées donne naissance à une infinité de niveaux de rotation représentés par les carrés 

hachurés situés le long de la diagonale principale. Chacun de ces carres est caractérise! par une valeur du 

nombre quantique J et par les 2 3 + 1 valeurs du nombre quantique K ( - J < K < % J ) ; il est 

donc de côté ( 2 J 4- 1 ). t e s  carrés pointillés représentent les termes de perturbation. I ls  sont diagonaux 

en J mais non diagonaux par rapport aux nombres quantiques de vibration. Par réarangement des lignes 

et des colonnes le déterminant caracteristique de cette matrice peut facilement être factorisé sous la forme 

de la  figure 111-2 . Cette dernière remarque est particulièrement importante pour le calcui des valeurs 

propres correctes de H au premier ordre qui se réduisent alors aux valeurs propres de cette matrice. 

Pour pousser le  calcul a un ordre supérieur il faudrait réduire les termes de couplage entre les 

différents sous espaces de vibration, en suivant la méthode habituelle consistant effectuer une transforma- 

tion unitaire sur la  base des vecteurs propres de Ho ou à laisser cette base fixe tout en effectuant ia trans- 

formation correspondante sur les opérateurs de perturbation (" * '  5 8 ' .  C'est cette dernière méthode qui est 

connue sous le nom de transformation de contact ou de VAN VLECK. 

Examinons maintenant parmi les opérateurs constituant HI ceux qui formeront la partie poin- 

tillée de la figure 111-2. Nous nous limiterons dans le développement de HI aux termes du second ordre 

par rapport aux vibrations normales ou à leurs moments conjugués. Les opérateurs de perturbations de la 



FIGURE III-1 : Matrice de H dans le cas de deux états v et v' quasi dégénérks 



FIGURE 111-2 : Matrice de la jigure 111-1 ap&s réarangements des lignes et des cdonnes. 



+ 3 9  
forme Pl . p . Pl de la deuxième ligne du second nombre de Hl , non diagonaux par rapport aux nom- 

bres quantiques de vibrations e t  qui contribuent de façon indépendante de J e t  de K au déterminant 

caractéristique de la matrice, sont au moins du 4"' ordre par rapport aux coordonnées normales et à leurs 
=+ l +  * + 

moments conjugués. Puisque p, est du premier ordre par rapport aux coordonnées normales, - P . p, . P 
2 

n'apporte aucune contribution à la partie pointillee de la matrice. Celle-ci est donc constit~iée des éléments 
l + *  + 

de matrice des opérateurs - P . 4 . P et 1 ( 4 . . P + P . . 4 ) qui sont du deuxieme ordre 
2 2 

par rapport aux coordonnées normales et à leurs moments conjuguks. 

Le probième de la détermination des niveaux de rotation des états en résonance de Coriolis est 

donc de diagonaliser les différents (( blocs )) de la matrice représentée sur la figure 1.1-2. La déterniina- 

pion des éléments de matrice de ces blocs va maintenant être entreprise dans le cas de Ja molécule d'acide 

formique pour les états de vibration v, e t  v9 . 



III - 3 - CAS DE il, ET v9 DE L'ACIDE FOWIQUE 

A - DETERMINATION DES ELEME*YTS DE MATRICES NON NULS -- 

DES OPERA TEURS DE COUPLAGE. 

Ainsi que nous l'avons dit au chapître 11 , l'acide formique est une molécule plane appartenant 

au groupe de symétrie Cs . Les vibrations v, e t  clc, sont respectivement de type A (vibrations dans le 

plan) et de type A' (vibrations hors du plan). Pour résoudre le  problème il suffit de disposer d'une table des 
+ 

caractères primitifs du groupe et de décomposer l'espace à 3 dimensions qui contient P , vecteur axial, en 

ses composantes irréductibles du groupe pour obtenir le classement de celles-ci. Ckst ce qui a été fait par 

différents auteurs (59,  ' O ) .  

Toutefois dans le cas particulier du groupe Cs la déconiposition peut être obtenue immédiatement 

par un raisonnement elémentaire : La symétrie par rapport 2 un plan est équivalente au produit I x C2 , 

d'une rotation C2 d'axe perpendiculaire au plan e t  d'angle n et d'une inversion 1 par râpport au point 
+ 

d'intersection de cet axe e t  du plan. L'inversion I n'altère pas un vecteur axial P de sorte que la symétrie 

par rapport à un plan se ramène à une rotation de gI autour d'un axe perpendiculaire au plan. Les axes 

principaux d'inertie de la molecule (a, b, c) ayant la disposition de la figure I-2-1, r: 6tant perpendicu- 

laire au plan de symétrie, il en résulte que PC reste invariant e t  que Pa e t  pb se changent en - Pa et 

- pb dans une symétrie par rapport au plan de la molécule. Etant donné que les coordonnées normales 

correspondant à des vibrations perpendiculaires au plan changent de signe dans une symétrie par rapport au 

plan, la détermination des éléments non nuls s'obtient facilement en se basant sur Je fait que chaque ferme 

de I'hamiltonien doit rester invariant pour chacune des opérations de recouvrement de la mol6cube. 

Nous aIlons maintenant, avec cette méthode, examiner chacun des 2 termes intervenant dans Ica 

matrice de couplage. 

1 + * +  + *  + 
e Termes - - ( PI . Po. P + P .  /JO . PI : 

2 

+ + 
Compte tenu de la forme de Pl = Est tst 0, nt il faut donc examiner les propriétés 

+ 
de symétrie d'opérateur du type G, nt P a  , 06 P" représente les composantes du vecteur P 1 Ci pour 

a, b ou c). Compte tenu des remarques précédentes nous voyons immédiatement que dans notre cas ( s de 

type A et t de type A' ) les seuls éléments de matrice non nuls correspondent à Pa e t  p b .  

3 + 

Les termes de la forme 6 . p2 . P conduisent à examiner les propriétés de syrnetrie 
2 

de 0, Gt poi . PP . Il est  donc clair que les seuls éléments de matrice non nuls correspondant d Pa . Pc 
et pb . PC . 



B - CALCUL DES ELEMEN75 DE IWTRICE DE COUPLAGE -. 

Nous ferons le changement de variable habituel '58'corisistant à poser q = 0 
1 /2 

et p = (:) II . Les éléments de matrice non nuls de p et q sont alors : 

On en déduit immédiatement !es éléments de matrice des opérateurs q q' et q p' 

Dans le  cas des vibrations V, et v9 de l'acide formique nous caractériserons I'6tat v7 par v, = 1 , 

vg = O c'est à dire par le kèt / 1 , 8 > , l'état vg par V, = O , v9 = 1 c'est à dire par le kèt 

1 O , 1 > et les vecteurs bras correspondant. Les éléments de matrice dont nous aurons besoin s'écrivant 

alors : 

e t  leurs hermitiques conjugués. En particulier on a évidemment : 



-+ -+ + 
D'après la définition même des vecteurs {st158i il est clair que In = - fts . On a alors 

pa 
1 /2 

O9 
1 /2 

h79 = - - c g  ( - 1  q 7 . P 9  - ( - 1  W7 q g . P 7 ]  . 
1 a I~ W7 W9 

Connaissant les élhments de matrice de qs pt on a alors : 

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent les seuls éléments non nuls sont ceux 

correspondant à Pa et pb , on a donc finalement : 

et les éléments complexes conjugués. 

Compte tenu du paragraphe précédent les éléments de matrice non nuls correspondant à 

a = a , /3 = c ou (Y = b , = c . Dans l'un et l'autre cas on a donc : 



* 
Compte tenu de l a  symétrie du tenseur bst on a b" = baB d'où : 

s t  t s  

Compte tenu du calcul des éléments de matrice de q, . qt on a immédiatement : 

on posera ta 0 = b" 0 -1- bfj 
7 9 7 9 

7 9 1 h  1 h < ( 3 , 1 I h ,  / I , O > = -  - tac ( P a . P C + P c . P a )  C- - tbC ( p b . p c + p c . p b )  

O 7  O 9  a, 

et les éléments compfexes conjugués. 

Pour terminer ce calcul des éléments de matrice des matrices de couplages, il ne reste plus 

qu'a déterminer les éléments de matrice de Pa , pb , ( Pa . Pc + PC . Pa 1 e t  ( pb . PC + PC . pb 1 
dans la base des vecteurs propres / J, K, M > de Ho . 

Il est  tout d'abord nécessaire de fixer deux conventions : La première concerne le choix de 
+ 

la représentation utilisée pour relier les composantes de P sur les axes principaüx d'inertie ( a, b, c ) e t  sur 

le système local ( x, y, z ). Parmi les six représentations possibles('8), nous avons pris l a  représentation Ir 

c'est à dire que nous aurons la correspondance a on , b e x  , c F* y . La seconde convention concerne 

le facteur de phase arbitraire multipliant les vecteurs d'états. En physique moléculaire ce facteur de phase 

est généralement choisi de telle façon que les éléments de matrices de 6" soient réels ; les éiérnents de 
Y 

matrice Px sont alors purement imaginaires. Les seuls Çléments non nuls de Px et Py étant de la 



Les calculs des éléments du type < 0 . 1 . J, K. M 1 h:' 1 1 , O , J, K', M > est immé- 

diat compte tenu du calcul des éléments non nuls de PZ e t  Px : 

D'oir les éléments de matrice suivant pour h7' : 
1 

On définit le coefficient 

a 1 /2 i i;! 
- h2 c79 

9, -. - . - '"9 - +. - 1  1 * I~ "'7 O9 

h . En spectroscopie hertzienne A étant avec selon la notation habituelle pour le rotateur rigide A = - 
4 n Ia 

généralement exprimé en unité de Fréquences, nous définissons le coefficient 

qui sera donc également exprimé en unité de Frbquences . 

Nous definissons le coefficient 

Comme précédemment 

s'exprimera alors en unité de fréquences. 



Les éléments de matrice non nuls des opérateurs PZ . Py + Py . PZ et Px . Py + Py . Px 

sont aisément calculés à partir des éléments de matrice de Px , Py , Pz ( Annexe N 4 1 . On a : 

79 
D'où les éléments de matrice suivant pour h2 

h 1 
0 < O ,  i , K i h i 9  I 1 , O ,  K t 1 > = h2 . - tac . - ( 2  K k II \/J IJ+1) - K (Kf11 

W7 O 9  2 

- In3 Nous définissons alors : fac - - . tac e t  FaC - - en unité de fréquences. - fac 

&'7 W9 h 

- h3 Nous definissons de même fbc - - . tbc - fbc  

0 7  W9 
et Fbc - h . 

Compte tenu de I'hermiticité de la matrice les éléments de la matrice de couplage 

s'écrivent donc : 

Compte tenu des é16ments de matrice habituels de H ~ ( ~ ~ ,  18', nous donnons titre d'exemple. 

la sous matrice correspondant A J = 1 (figure 111-3 ). 



FIGURE 111--3 : Matrice J = 4 



C H A P I T R E  IV 

E T U D E  N U M E R I Q U E  



Après l'étude du modèle théorique adapté au cas particulier de l'acide formique, nol.as allons déter- 

miner numériquement les différents paramétres moléculaires ainsi introduits. Pour cela il faut tout d'abord 

calculer les énergies des niveaux de rotation des états vibrationnels excités en diagonalisant les matrices carr6es 

de côtés 2 (2 J -k 1)  correspondant à chaque valeur du nombre quantique J ( Bans ce chapître nous appel- 

lerons ces matrices, matrices < J & ) . Nous pourrons alors calculer les fréquences des transitions do rotation 

pure, puis nous formerons un systbme d'équations à l'aide des transitions identifiees et nous en déduirons la 

valeur des paramètres du problème. 

Etant donné que nous ne nous intéressons ici qu'aux transitions entre niveaux de rotation appar- 

tenant ài un éta t  vibrationnel excité, il est clair que seul 1"cart A - u9 - a, , entre les frhquences des vibra- 

tions fondamentales v, et v9 , pourra être déterminé. NOUS avons donc effectué sur les niveaux de rotation 

l a  translation d'origine consistant à choisir la  fréquence de la vibration v, égale B zéro et celle de la vibration 

V, égale a A . 

La notation usuellement employée en spectroscopie hertzienne pour désigner les niveailx de rotation 

est celie de MULLIKEN '"' , JK-, , . Celle-ci n'est définie, en fait, que dans Ie cas des rotateurs indé- 

pendants. Dans un but de clarté nous avons toutefois conservé cette notation, en lui ajoutant simplement un 

indice v prenant les valeurs 7 ou 9 suivant que les niveaux appartiennent B l'état v,  ou à l'état vg . Un 

niveau d'énergie de rotation, valeur propre d'une matrice @ J 9 sera donc désigné pas la notation J 
K", y ,  n v  . 

Dans: le premier paragraphe nous utiliserons des matrices < J 9 , que nous appelierons matrices 

g J % simplifiées. dans lesquelles les paramètres Fac et Fbc seront négligés. II est en effet généralement 

admis (2 '  que les paramètres de couplage ayant une influence prépondérante sont ceux correspondant au terme 

1 ' 3 '  +- + - . ( P .  po . PI -k PI . po . P j de i'hamiltonien Hl , c'est-à-dire les paramètres de roupiage Ga et Gb . 
2 

Nous allons, tout d'abord, entreprendre par différentes me5thodes, un traitement approche du problème, puis 

nous aborderons le cas général qui conduit a la  détermination de tous les paramètres mol6culaires introduits. 



IV - 1 - TRAITEMENTS APPROCHES 
-. -. 

A - ROZ4 TEUKS INDEPENDANTS 

La molécule de cyanure d'ethyl ( !: H3 C H2 C N i, qui appartient au groupe de symétrie Cs , 

présente, comme nous l'avons di.t dans I'intrsduction, un cas de résonance de Coriolis faible ""' . Il est 

alors possible de traiter riumériquement les états vibrationnels excités en résonance comme étant des rotateurs 

déformables indépendants. Les paramhtres moléculaires ainsi déterminés ne peuvent toutefois pliis dtre inter- 

prétés comme étant ceux habituellement definis pour les rotateurs deformables indépendants (rotateur rigide + 
distorsion centrifuge). 

Dans le  cas de l'acide formique, ce trbiternent conduit un échec totai. L'échec de cette méthode 

est imputable a l'importance de la perturbatior~ apporte aux niveaux de rotation par la resonance de Coriolis 

(voir par exemple la figure 11-2-9). 

B -- TRAITEMENT PAR Pi% TURBA TION 

Nous avons essayé de déterminer une solution approchee de l'équation caractéristique 1 H - 1 1 = O 

par une méthode de perturbation stationnaire. Tout d'abord, en suivant la méthode habituellement employée 

pour le rotateur rigide, nous avons effectué un changement de base caractérisé par une matrice de transformation 

formée de deux matrices de WANG ' 5 8 '  ( figure IV-1-1). 

'P- 

FIGURE II/-I - l : Matrice de tmnufornration 



Nous utiliserons la notation erl c t>?ocs 5) suivarite pour les matrices < J % , 

* 
où C et c désignent i e ~  elsrnentç de coupiiage cclnjuqués. La figure IV--1 --3 oid X designe une matrice 

de Wang, résume la transformation effectü4e. Les <( bfocs s de ia Oornre X %i et X w' peuvent alors 

être diagonalisés en effectuant des chanycmerats de base carclctPrisBs rtdspectivesnent par les matrices a" e t  U . 
Dans la  figure IV-1-  3 qui résume cette tlerrii&re transformat;on, 2 et A' son? donc des matrices diagonales. 

Nous voyons irnrnédiatewent sur ia matrice tranafsrrnbe de la fioute IV.-l--J rqcle Ea pt;lrtcsrbation, 

qui n'apparaît pas sur les termes diagonaux, n7ntervierit pas au premier ordre. Nous pouvons alors d6termin8 

les valeurs propres de la matrice par u n  calcul de perturbation au secavril ordre, les valeurs propres Citant aiors 

definies par En - E: 4- Ç' !!!LE!! , O E ea it&nergie !Ion partarb6r et V,, designe 
m E,O - E , ~ "  

les termes de couplage. Ce traitement n'est valable q,r'a ia conditton que le terme prrurbateur soit petit par 

rapport au terme non perturbé. 

Noiis avons appliqué les transformations àécr!tr;s pa6r8dc;mms.nt aux matrices oirnplifiées 

J = 1 > e t  4 J = 2 . Nous avons ainsi déteemin8 en forictiûn des drffesenrs parametaes O: A, 8, C,  A'# 

B', C', A, Ga, Gb 1 les énergies des niveaux da! rotation piris les fri.quanceâ der transitions entre niveaux de 

- - rotation. Nous avons formé un système d'équations fcalcu16n frlesurOe uiilixant ies transitions entre 

niveaux de rotation caract6risés par des valeurs de J 2 que nous avons pr8cédemmeat identifikes. La rkso- 

lution de ce système d'équations ne nous a pas permis de Prouver de soiutcons cohérentes calculant même de 

façon très approximatives Bes fréquences d'autres transitions identifiées. II apparaît donc que id perturbation 

apportée par la résonance de Coriclis est trop importante pour gtre justiciable de l a  théorie des perturbations 

stationnaires. 

Dans le  cas particulier de la matrice J - 1, nous avons toutefois pu d6duire du calcul de pertur- 

bation un renseignement quaiitarif important t a  transformation de WANG diagonalise directement les 

4 blocs )) s i t i iés sur la  diagonale principale. Nous avons alors rpbeeriu ia matrice reprasentée sur la figure 

IV-1-4 . Le traitement par perturbation au secorid cidre permet de calculer les niveaux la,, +7 et 

qui, compte tenu du fait que la matrice J = li n'est pas perturbée j E (Bo,0,7f = 0 et E (Oo,o,gj = A 

donne pour les transitions de type Ra O ,,,", -+ l , , o , v  les fréquences suivantes : 

G 
(00,0,7 '0.1.7 

) =  B + C +  ----.-a---- 

(B -k C) - (A' .+ 8' $. A 





FKURE IV-1-4 : ilfitrice J = 1 après transfor~nuriond Wang 



Nous supposerons, comme cela est généralement admis, que les paramètres du rotateur rigide 

(A, 0, C )  des états vibrationnels excités d'une molecule sont voisins de ceux de l'état fondamental. Le de- 

placement en fréquences des transitions O ,o,~, -+ l,,, ,, par rapport à la transition correspondante de 

I'état fondamental permet alors d'attribuer ces transitions à l'un ou I'autre des états vibrationnels v, et v9 . 
En effet en prenant pour A la valeur indiquée par T. MYAZAWA et K. PITZER !5J' soit 13 cm - h n  

voit immédiatement que le terme correctif pour la transition 00,,,, -+ ,7 est negatif (déplacement vers 

les basses fréquences par rapport à I'état fondamental) alors qiie le terme correctif pour la transition O + 
Q.Q,O 

'0 .1  ,SI 
est positif (déplacement vers les hautes fréquences par rapport à I'état fondamental). 

Compte tenu des dispositions re!atives de différerrtes transitions O,., -+ Io#,  identifiees 4 figure 

IV-1-51 nous avons attribué la transition mesuree à 22 303,7 MHz B l'état v, et la transition mesur& 

à 22 5743 MHz à l'état v9 . ii devient alors évident que ies transitions (< état 1 )> attribuées a I'état V, 

et que celles de 1' (( état 2 )) sont attribuées à l'état v9 ( Tableau 11-2-1 1. 

C - PREMIER CALCUL IlES PARAMETRES 

Les premiers calculs numériques que nous avons effectués ont porté sur les transitions R a  e t  Qb 

entre niveaux de rotation caractérisés par des J < 3 , dont l'identification, ainsi que nous l'avons vu au cha- 

pitre n ne peut être mise en doute. Compte tenu du peu d'équations dont nous disposons alors ( 24 transi- 

tions identifiées) nous avons utilisé les matrices < J % simplifiées. Les methodes numériques de diagonalisa- 

tion des matrices et de résolution par itérations successives du système d'équations obtenues, ne seront pas 

exposées dans ce paragraphe. Le programrne de calcul complet qui sera développé par la suite (paragraphe 

IV-2 1, utilise en effet les mêmes méthodes générales qui seront alors décrites. . 

Pour résoudre par une mkthode itérative le système des 24 équations, nous devoris disposer d"un 

jeu de valeurs de départ des paramètres aussi approchées que possible des valeurs correctes. 

0 Comme valeurs de départ des paramètres A, 5, C, A', Br, 6' nous avons pris les valeurs 

correspondantes de I'état fondamental ( Tableau T 1 en annexe). 

@ Pour A nous avons pris la valeur proposée par MYAZAWA e t  PITZER (53)  soit 

13 cm -' (390 000 MHz). 

e Mous avons alors essayé de déterminer l'effet des paramètres G, et Ga sur l a  disposition 

caractéristique des raies centrales des transitions de type Ra , J = 2 + 3  (figure 11--2--9). Les résultats ck 

cette étude numérique indiquent que le  paramètre Ga n'a qu'une influence très faible et qu'il faut donner à 

Gb une valeur de l'ordre de 5 000 MHz pour retrouver approximativement les dispositions caractéristiques 

observées. Nous avons donc pris 5 000 MHz comme valeur de départ du paramètre de couplage Gb . 





Nous avons alors effectué une première déterminâtion nurnérique des paramètres ("" rrappcw:é 

au tableau IV-1-1 . 

TABLEAU IV-1-1 - - 

Le paramètre Ga n'a pu être détermine corripte tenu de sa trop faible infiueneo sur les transirions 

utilisées. les fréquences des transitions entre niveaux de rotation casact6risés par des ..l 4 3, sant aiors calcu- 

lées avec un écart (fréquence calculée - trequence mesurée)moy,, de 2,4 MHz . Les transitions de type Qa, 

31 ,2,V -% 3, ,,*, , non utilisées dans le calcul, ont été ainsi prédites avec une erreur infkriecire a ? MHz. heurs 

identifications ont été confirmées par l'examen de l a  structure de leurs composantes staik. La masure de ces 

deux transitions va nous permettre maintenant une étude de la matrice simplifiée J - f qui conduira A la 

détermination d' <<équations de vérification >> . 

Les niveaux d'énergie de rotation caiac'cérisés par des J < 3 et des valeurs de K-, = O obi 1 ont, 

pour les états v7 et vg , la disposition représentée sur la figure IV-1-6 . Sur cette figure les clidferentes flèches 

désignent les transitions mesurées de type Ra , Ob OU Qa . On voit immédiatement qu'il est  alors possible de 

déduire des différentes fréquences mesurées les énergies de tous les niveaux de rotation corrsspol7dant 21 J - 1. 

Par réarrangernent des lignes e t  cotonneç, l a  matrice simplifiee (( J = 1 8 obtenue apres bransforma- 

tion de Wang ( paragraphe IV-1- R ), peut aisément être factorisêe (figure IV-1-7 ). Nous pouvons alors 

écrire des règles de sommes par simple utilisation de l'invariance de la  trace des matrices. Ces rkgles de somme 

fournissent des équations de vérification des paramétres détermines par un calcul numérique. Les deux équations 

de vérification qui nous ont paru les plus intéressantes sont les suivantes : 



FIGURE IV-- l - 7 :Matrice J - 1 api-ès transformation de Wung et r&anangemenh 

des lignes et des colonn~s. 



FIGURE I V -  1--6 : Dr'terrnalation de tovs les niveaux de J = 1 . 



o ù  E (1. . désigne les niveaux correspondant à J - 1 . II faut  noter que, si la premiére équation n'est 
l,J,V 

valable en toute rigueur que dans le cas o ù  Fat et Fbc sont négligés, la seconde, liée à la  trace de la matrice 

J = 1 complète, est valable dans le cas général. Nous avons ainsi vérif ié les paramètres du tableau IV-1-1 

déterminé précédemment. Le résultat est porté dans le tableau IV-1-2 ci-dessous. 

L Equations 

Calcul avec les paramètres 

Compte tenu des erreurs de rnesure des fréquences des transitions ayant permis d'atteindre les 

niveaux J = 1 , nous pouvons conclure à la validité des paramètres A, B, C, A', B', C' déterminés. Ces 

paramètres const i tuent les valeurs de départ des calculs plus complets exposées au paragraphe IV-2 . 

Calcul avec les niveaux 1 J = 1  

E - DEFAUG - _D YNER TIE 

- 10,7 1 400 563 

L'examen des défauts d'inertie fourn i t  u n  autre t ype  de vérification der paramétres, valable au 

moins quant aux ordres de grandeurs. Le terme prépondérant d u  défaut d'inertie ; dans le cas des deux Btats 

vibrationnels en résonance de Coriolis, peut en effet s'écrire ( 6 2 )  : 

I'état vibrationnel v7 et  

3 * Ag E K.-. i_ii-----.-i. [ ( C b  ) 2 + ( C : 9 i 2 ]  pour  
2 7 9 

cdg ( wQ2 - U72 

l'état vibrationnel vg . 



Nous voyons immédiatement que le signe de A, et Ag dépend directement du signe de us - a,, 
A, devant être négatif et Ag positif car u9 - w, est positif. 

Avec les paramètres précédemment déterminés ( tableau IV-1-1 1 nous avons en effet trouve 

4 = - 0,31 amu A 

Ag = 4- 0,15 amu A 

Ce résultat confirme donc les attributions respectives à V, OU à vg des spectres observés. 



IV - 2 - ETUDE NUMERIQUE 

A - PRINCIPE 

Après diagonalisation des matrices hermitiques J, par la méthode de JACOB1 (63) nous avons 

déterminé les 11 paramètres du problème par la méthode des moindres carrés. 

Soit Fp ( xl , ....... , xn 1 = O un système de p équations à n inconnues avec p beaucoup 

plus grand que n . Deux cas sont à distinguer : 

[ I l  Si les fonctions Fp sont linéaires par rapport aux xi , on peut mettre le système sous 

la forme matricielle A X = B . II existe divers critères pour définir la valeur probable des xi . En particulier 
n 

si I'on prend les résidus rk = bk - ?: ak,i . xi ( 1 < k < p 1 , on peut chercher à rendre minimum 
i =  1 

la fonction f = Z r i  . Ce critère s'appelle le critère des moindres carrés et dans ce cas on est donc amené(64' 
k 

B chercher le minimum de ( - 2 A 1 ( B - A X ) ce qui équivaut à résoudre le système A A X = A B 

de n équations à n inconnues. 

[2] Si les fonctions F ne sont pas linéaires par rapport aux xi on doit alors les développer P 
en séries de Taylor autour d'un point arbitraire X ( fi1 , .... , Sn 1 . Posons d xi = xi - Ei ( 1 < i < n 1 . 
On a F~ ( xl , .... , xn 1 = F~ ( 8, , ..... , gn 1 + ( o p )  â xi a X i  

et nous avons alors à résoudre le système suivant : 

i 
ob les élements de la matrice A sont : A. = (Fi) . Si I'on utilise le critère des moindres carrés 

J a x. 
J X 

on est amené à résoudre le système A A d X = - A F de n équations à n inconnues, système que 

I'on résoud par des méthodes itératives (64). 

Dans notre cas la fonction F , obtenue à partir des valeurs propres des matrices 4 J %,n'est 
P 

évidemment pas linéaire e t  nous avons dû employer la  méthode [2] . Soit q le nombre de paramètres dont 

dépend notre problème, soit N le nombre de transitions utilisées F Mi est la fréquence mesurée et F Ci 

la fréquence calculée de la i*me transition ( 1 < i 4 N ) . Partant de la solution approchée ( 8, , ... , Xq ) 

nous désirons minimiser la quantité 7 ( F Mi - F Ci ) . 
I 



Nous poserons F Mi - F Ci = Fi: . Nous devons donc résoudre le système surabondant linéaire 

A d x = 6 avec = ( E i )  dont  la solut ion est donnée par la résolution d u  système a x .  '; 
1 - O x.. a d X = a R . Le procédé de calcul est alors rejeté avec comme nouvelle solut ion approchée 

2 = 2 4- d X e t  ainsi de suite jusqu'à ce que le  critère de convergence soit satisfait. 

De plus nous ne connaissons pas expl ic i tement notre fonct ion F Ci e t  nous devons construire 

la matrice A à chaque étape d u  calcul. Pour cela nous donnons, tour  à tour  à chaque variable u n  même 

accroissement A x  e t  nous formons l'élément A! de  la  matrice A de la façon suivante : 
J 

x , . , x étant les paramètres de l'étape considérée . La construction des matrices A correspondant aux 
q 

différentes étapes de no t re  calcul a considérablement augmenté la durée des calculs et  nous avons parfois été 

obligés d'itérer deux o u  t ro is  fois avec la même matrice A de résolution. Ce procédé ne donne de bons résul- 

tats qu'à la condit ion que A a i t  été construite à par t i r  de paramètres assez proches de la solution recherchée. 

B - DESCRIPTION DES PROGRAMMES DE CALCUL ___-_- -^_ _ _ _ -- -- ----- 

La figure IV-2-1 résume les différentes phases d u  calcul que nous allons maintenant décrire. 

9 Après la construction des matrices J e t  leur diagonalisation par la méthode de JACOBI, 

les valeurs propres obtenues sont classées par une procédure croissance. Yous appellerons sous programme 

JACOB1 cette première part ie d u  calcul. Les valeurs propres sont ensuite rangées dans u n  tableau T G . 

Construct ion d u  tableau T G . C'est u n  tableau à O lignes correspondant aux Q niveaux 

d'énergie valeurs propres des matrices J . Les 12 colonnes de T G sont ainsi constituées : 

-t L a  colonne 1 est formée avec les niveaux d'énergie calculés à part i r  des paramètres de 

départ Xj  ( 1 < j < I l  ) soit Wi ( x,  , ..... Xj  ... x , ,  ) pour le ième niveau ( 1 < i < O ) . 

+ L a  colonne ( j + 1 ) est formée avec les niveaux d'énergie calculés à partir des valeurs 
j+ 1 

Xi , sauf le jhme paramètre qui  est accru de A x , soit Wi ( x, , ... , xi-, , xi + A  x , x. , ..., x,, ) 
l + l  

pour le ième niveau. L'organigramme de la partie d u  programme de calcul qu i  construit le tableau T G est 

présenté sur la figure IV-2-2 . 
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Construction du tableau T . Le tableau T est  la matrice de résolution de la méthode 

des moindres carrés. C'est un tableau à 1 lignes qui correspondent aux 1 transitions mesurées utilisées 

dans le calcul. Les 11 colonnes correspondent aux 11 paramètres. La fréquence calculée de la ième tran- 

sition entre niveaux de rotation ( noté K et L ) est : 

La fréquence calculée de la même transition, à l'aide des paramètres de départ ayant le j h e  paramètre 

accru, est : 

i 
On en déduit alors l'élément Ti du tableau T de la façon suivante : 

a F ci 
qui correspond donc à l'approximation très sommaire des dérivés - . 

a x 

Compte tenu de la durée nécessaire à la construction d'un tableau T ( de l'ordre de 2 h 30 pour 

J < 8 ) nous avons utilisé deux programmes : 

-+ Ploglammej : ( Listing L 1 en annexe) 

Ce programme calcule le tableau T e t  permet l a  mise en mémoire de ce tableau sur une' 

mémoire périphérique ( Bande magnétique ) . 

-f P l~ lamme-2  : ( Listing L 2 en annexe) 

Ce programme utilise le tableau T précédemment mis en mémoire e t  effectue une déter- 

mination des paramètres par la méthode des moindres carrés. Dans ce dernier programme un sous programme 

de glissement d'indice permet de supprimer telle ligne ou telle colonne de l a  matrice de résolution T . Nous 

pouvons ainsi éliminer une ou plusieurs transitions dont l'identification paraît douteuse où dont on désire 

tester l'influence sur les paramètres. Nous pouvons de même maintenir constant un ou plusieurs paramètres 

lors des itérations. II est donc possible avec un même tableau T mis en mémoire d'effectuer différents essais 

concernant tel ou tel paramètre, te l le  ou telle transition. 

Le programme a été écrit en langage ALGOL M 4 O . Les calculs ont été effectués au centre de 

calcul de l'université de Lille 1 , sur un calculateur Honeywell - Bull Gamma M 4 0 . 

C - RESUL TA TS OBTENUS - . . - . .. . -. -- .- 

Nous avons, par des calculs successifs, finalement identifié 61 transitions appartenant aux deux 

états vibrationnels excités v, et v9 . Les paramètres moléculaires obtenus sont portés au tableau T 5 ( en 

annexe). II convient de faire les remarques suivantes : 



Le paramètre Ga , dont l'influence est faible sur la plupart des transitions utilisées, reste 

mal déterminé. 

II existe des correllations entre certains des onze paramètres du problème. En particulier 

les paramètres Gb et Fac , qui sont très fortement correllés , ne peuvent être déterminés simultanément dans 

une même itération. 

Nous avons une nouvelle fois vérifié la validité des paramètres à l'aide des équations [l] et 

[2] définies au paragraphe IV-1- D . 
Les valeurs des paramètres du tableau T 5 conduisent pour [Il e t  [2] aux quantités portées 

au tableau IV-2-1 . Nous voyons que la concordance est très bonne . 

Equations 

Calcul avec les paramètres 
du tableau T 5 
- 

TABLEAU IV-2-1 

Calcul avec les niveaux 
J = l  l .- 

Les transitions identifiées sont portées aux tableaux T 6 et T 7 . Dans les lère et 2ème colonnes 

de ces tableaux nous donnons les identifications e l  les fréquences mesurées des transitions. Dans la quatrième 

colonne nous avons porté les fréquences des transitions, corrigées des valeurs de la distorsion centrifuge des 

transitions correspondantes dans l'état fondamental, valeurs qui sont indiquées dans la troisième colonne. Dans 

la 5ème colonne nous avons calculé la différence entre la fréquence corrigée ( fcorr) e t  l a  fréquence ( fret, rig 1 

du rotateur rigide équivalent, fréquence calculée avec les paramètres A, B. C du tableau T 5 . Cette différence, 

fcorr - fret. r ig.  
donne une indication concernant l'importance de la perturbation apportée par la résonance 

pour les différentes transitions. C'est cette quantité que corrige les paramètres de couplage. Enfin, dans la der- 

nière colonne figure les différences fréquences corrigées moins fréquences calculées. On constate que les plus 

grandes valeurs des différences fcorr  - fcal correspondent généralement aux plus grandes valeurs des quantités 

- fcorr - frig et aux plus grandes valeurs de la distorsion centrifuge. Pour que les différences fcalculee fmesurb 
deviennent inférieures aux erreurs expérimentales, il serait nécessaire d'introduire les termes de distorsion centri- 

fuge et les termes d'ordre supérieur du couplage de Coriolis. Cette étude nécessiterait un nombre nettement plus 

important de données expérimentales, ce qui dans le cas de l'acide formique s'avère très difficiie. 

- 10,1 

- 10.7 400 563 

400 559 



C O N C L U S I O N  

Après identification des spectres des états fondamentaux des molécules H c l2  016 016 H et 

H C' 0' 0' H nous avons identifié les spectres des états vibrationnels excités v, e t  v9 en résonance 

de Coriolis. Nous avons adapté l'étude de l'interaction rotation - vibration au cas particulier des toupies 

asymétriques du groupe Cs et nous avons développé les calculs concernant les états v, et v9 . 

L'étude numérique que nous avons alors entreprise rend compte du spectre observé e t  confirme 

pleinement les attributions des vibrations fondamentales de MYAZAWA et PlTZER (36' . NOUS avons 

finalement trouvé un écart de 14,4 cm-' entre les fréquences des centres de bandes des vibrations v, et v9. 

Ceci constitue, à notre connaissance, la première identification de spectres de rotation d'états 

vibrationnels excités en résonance de Coriolis forte, dans le cas d'un rotateur asymétrique du groupe Cs 

Les paramètres que nous avons obtenu devraient permettre l'analyse des bandes infra-rouge du 

spectre de rotation vibration. Cette étude sera reprise dans un proche avenir à l'université de Louvain. 

De plus nos résultats permettent d'envisager le fonctionnement d'un laser moléculaire à acide formique. 

II convient enfin de noter qu'un certain nombre de raies, d'intensités relatives trop grandes pour 

appartenir aux spectres des états vibrationnels excités de la molécule, reste non identifié. Aucune des hypo- 

thèses d'identification que nous avons faite (isomère trans, transitions inter-vibrationnelles) n'a pu encore 

être vérifiée. 



N O T E S  





NOTE N 2 : COMPARAISON DES CONSTANTES DE LA THEORIE DE W A T S O $ ~ ~ '  

ET DE LA THEORIE DE KIVELSON - W I L S O N ( ~ ~ .  4 1 )  . 

Les 5 constantes de distorsion centrifuge d'ordre 1 introduites par WATSON sont choisies(44) 

pour que la comparaison avec les ;' soit la plus rapide possible : 

. -, 
T ' x x x x  ' yyyy ; T'zzzz 

avec : 

K = 2 B - A - C  

A - C  

Dans le cas de la molécule plane une relation entre ces coefficients apparaît. Cette relation peut, 

par exemple, se mettre sous la forme : 

A + B  -' ' YYYY = 1 . p. 

B - C  -, 
' 2 

Elle constitue alors un « critère de planéité )) qui dans le cas de HCOOH (tableau T 1 )  dorme 0,996. 

La comparaison des constantes de Watson avec celles de Nielsen est naturellement possible. 

La méthode la plus rapide consiste dans ce cas à utiliser les 5 constantes de Watson AJ , AK , AJK , 

6 j  et 6~ 

A - -1 
J - 8 x x x x  + "yyyy 1 

1 n K =  --  + -' 
4 ( i ' x x x x  yyyy + T f z z z z  - T ' ,  

3 AJK = - ( i', 1 -t 

8 x x x  + i'yvyy ) - 4 1 

1 - _ I  

'J = 1< ( "YyyY ' x x x x  1 

- '! -, 1 - -- 

avec 
A - C  v = 
B - C  



On peut alors, en utilisant le fait que la molécule est plane, calculer ia constante de Nielsen RE en fonc- 

tion des T' 

ce qui permet d'en déduire : 

1 R = - -  Tj 2 A - B - C  
5 2 K - ~  B - C  R 6  

La constante 6j reste la même, elle ne dépend donc pas des relations de planéité. 

La comparaison des 3 constantes du rotateur rigide ne pose à ce stade aucun problème 

Les termes correctifs sont en général assez faibles. Dans le cas de HCOOH (tableau 1-7-31, le calcul 

donne : 

= 77 512,354 - 0,002 MHz 

gW = 12 055,021 4- 0,089 MHz 

cW = 10 416,207 - 0,087 MHz 



NOTE N 3 : CALCUI, SELON LA TIfEORIE DE  WATSON(^^'. 

Nous utilisons I'hamiltonien réduit de Watson, limité aux termes de degré 6 dans les compo- 

santes du moment angulaire. 

avec : 

Dans I'hamiltonien précédent, Hl e t  H2 représentent les termes de perturbation d'ordre 1 e t  2 respectivement. 

Le calcul de l'énergie a été conduit de deux manières : 

l e  calcul habituel par perturbation. Au développement de I'hamiltonien 

H = H o + H 1  + H 2 +  ....... 

correspond dans ce cas à un développement de l'énergie 

E = Eo + El + E2 4- .... 

On sait que Eo ne dépend que de HO , El de Ho e t  Hl , E2 de Ho , Hl et H2 , etc .... 

@ le calcul par diagonalisation directe. Ala suite d'hamiltoniens 

,,(O) = Ho ~ ( 1 )  = Ho + H I  , H ( ~ '  = HO + Hl + H2 , ...... 

on associe cette fois la suite des énergies correspondantes 

E(0) (2) 
I '." 

On connaît les avantages du calcul de perturbation : économie d'une diagonalisation souvent difficile, 

linéarisation automatique par rapport aux paramètres de l'ordre le plus élevé considéré. Dans le cas de 

I'hamiltonien réduit de Watson, la diagonalisation n'est pas plus difficile à I'ordre n qu'à I'ordre zéro 

et l a  linéarisation directe est pratiquable. Les deux méthodes sont donc ici concurentielles. 



Nous appelons calcul à l'ordre n le calcul de l'énergie, par perturbation ou par diagonalisation 

directe, à partir des termes HO , Hl , ..., Hn de I'hamiltonien d'indice inférieur ou égal à n . Le calcul 

à l'ordre 0, 1, 2... fournit donc, suivant le procédé choisi. Eo ou E(O' , EO + El ou E( ' ) *  Eo 4- El 4- E2 

ou E ( ~ ) ,  ......... 

Selon la théorie des perturbations. Eo . Eo E l  , Eo + El + E2 , ... représentent l'énergie à I'ordre 

0, 1, 2 ,... . On a évidemment toujours Eo = ~ ( 0 )  . II reste à examiner la signification de Efl) , E ( ~ ) ,  .... 

Nous envisagerons seulement le cas courant où la perturbation du troisième ordre est négligeable (Hg et E3 

négligeables). On a alors : 

Si l a  perturbation du deuxième ordre est aussi négligeable (H2 et E2 négligeables), on a de même : 

Eo + E l  
- E(1) - - 

Sinon, il faut examiner la répartition des effets du second ordre. En effet, E2 est la somme de deux termes 

provenant respectivement de Hl et de H2 et que nous désignerons par E2(,) et E2(2) . Avec ces notations, 

on a : 

En principe, E2(,) est du même ordre de grandeur que le terme négligé E2(2,, de sorte que la diagonalisa- 

tion directe ne fournit pas en général une meilleure approximation que le calcul de perturbation. Si on consi- 

dère les transitions entre deux niveaux d'énergie, i l  peut arriver que la difference AE2(2, soit beaucoup plus 

petite que AE2(,) Nous l'avons constaté systématiquement dans le cas des transitions de type QA formées 

A partir des doublets K-l ou K+ . Accidentellement, la diagonalisation directe au premier ordre fournit alors 

une bonne approximation de l'énergie au second ordre. 

Le calcul au premier ordre a été exécuté suivant les deux procédés. Au second ordre, on a uti- 

lise la diagonalisation directe. Comme on peut ici négliger l a  perturbation du troisième ordre, l a  diagonalisa- 

tion est équivalente au calcul de perturbation, et il n'y a pas lieu d'insister sur le procédé utilisé. 

Au premier ordre, la formule de perturbation est utilisée sous la forme 

avec : 

- - 
tx - 7'XXXX , tY = ~ ' y y ~ y  ' tz - 7 ' 2 2 ~ 2  

Dans ies tableaux, t, et t, sont désignés par les symboles y ' ,  et ;',. 



NOTE N 4 : 

1 - CALCUL DES ELEMENTS DE MATRICE DE Py Pz 4- Pz P  
Y  

On a : P  P- + P z  P  = ( P  P  - PZ P  ) - 2 Pz P  = - i hP, - 2 Pz Pv compte tenu 
Y L  Y  Y Z  Y Y  

des règles de commutation du moment cinétique. 

Les éléments de matrice non nuls de Px étant 

---- < K ;  pX I ~i 1 > =  * i h  JTjKTj- K (~ i l )  
2 

h? ..------- 

on a donc < K I - i h P x  / K + 1  > = + - -  d ~ ( J + 1 )  - K ( K I l )  
2 

Les éléments de mairice non nuls de Pz P  sont 
Y 

Les seuls éléments de matrice non nuls de Pz étant 

< K  / P z  i K > = h K  

Finalement on a donc : 

2 - CALCUL DES ELEMENTS DE MATRICE DE Px Py + Py Px 

Les éléments de matrice non nuls de Pz étant < K  1 PZ / K  > = 11 K  on a 

< K i - i h P z / K > = - - i h 2  K .  

P  P  a des éléments de matrice non nuls de la forme 
Y X  

< K I P y P x I K >  et < K I P y P x I K 1 2 >  



D'où < K 1 2 P y P x j K > =  i h 2  K 

nous avons donc finalement < K I P x P y + P y P x / K > =  O 

II reste donc les éléments de matrice : 

avec 

< K I P y P x / K 1 2 >  < K / P y I K - l > < K - 1 / P x I K i 2 >  

Compte tenu de la forme des éléments de matrice non nuls de Px et P nous trouvons 
Y 



T A B L E A U X  



TABLEAU T 1 

H cl2 016 016 H état fondamental : Paramètres d'ordre 1 et d'ordre 2 (th6orie de Watson). 

Paramètres 2ème ordre d 



TABLEAU T 2 

H C ' ~  016 016 H :Spectre observé 

TRANSITIONS 

26 025.59 i 









(*) T r a n s i t i o r ? ~  non ut i l i sées  pour ic caiciil cles paramètres. 



TABLEAU T 3 

Molécule H cl3 016 016 H : Paramètres 



Molécule H Cl o1 016 H Spectre 

TRANSITIONS 

"2.9 - 1°2,8 

Oo,o - l o , ~  

5i,5 - 'i,4 

193,17 - 1 9 3 , i ~  

122,11 - 122,10 

203,18 - 2 0 3 , ~ 7  

61,6 - 61,5 

132,12 - 132,11 

l1,l - 21,2 

Io,l - 20,2 

7 ~ , 7  - 71,6 

223,20 - 2 2 3 , ~ g  

21,2 - 31,3 

20,2 - 30,3 

22,1 - 32,2 

22,0 - 32,1 

30.3 - 31,2 

2 ~ ; ~  - 31,2 

40,4 - 41 ,3 

40,4 - 50,5 

42,3 - 52,4 

42,2 - 52,3 

41,3 - 51,4 

50,5 - 60,6 

54,2 - 64,3 

54,1 - 64,2 

52,3 - 62,4 

5 ~ , 4  - 6 i ,5  

Transitions non utilisées 

f mesurée 
(MHz) 

15 326,OO 

22 432.50 

25 101.25 

25 895,95 

'29 590,45 

33 962,85 

35 122,OO 

39 164,80 

43 190,80 

44 832,2 1 

46 787,50 

* 55 198,20 

64 765.57 

67 166,09 

67 298,62 

67 429,22 

69 529,23 

69 787,93 

73 137,45 

11 1 508,63 

1 12 088.78 

112 737,95 

116 196,65 

133 457,83 

134 714,07 

134 714,07 

135 573,05 

139 337,06 

pour le calcul des paramètres. 

f calculée 
(MHz) 

15 326.23 

22 432,52 

25 101.28 

25 896,07 

29 590,35 

33 962,65 

35 121,99 

39 164,86 

43 190,81 

44 832,15 

46 787.39 

55 198.08 

64 765.54 

67 166,08 

67 298.65 

67 429.20 

69 529,22 

69 787.91 

73 137,48 

11 1 508,64 

112 088,79 

112 737,99 

116 196.72 

133 457,86 

134 713,98 

134 714,13 

135 573,06 

139 337,03 

<,,' 
,-.+- 

1 :hi 
9 \...:y 



TABLEAU T 5. 

Etat  V, et v9 : Paramètres 



TABLEAU T 6 

Etat Y, , spectre observé 

Transitions 



TABLEAU T 7 

Etat v9 , spectre observé 

Transitions I D.C. 
(MHz) 

(MHz) 

22 574,6 

'corr. - 
Fret. rig. 

wHz) 

Fcorr. 
- 

Fala 
(MHz) 



Suite TABLEAU T 7 
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- LISTING L 1 - 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* I ~ ~ T E G F R ~ M l ~ , K t l , L t ~ , N f , ~ , ~ O u R , N C , ~ O M P ~ L T R , K l i  
' Q E A L ' A l t R l + C l r F ~ S t ~ r I , 5 , ~ P 5 1 ;  
' I N T E G E R " A R R A Y ' W I I : 1 6 3 1 ;  
( R F A L " A G Q A v ' A Ç ! , A ~ [ I : ~ ~ , I : ~  ~ ] ~ ! J ~ ~ ~ ~ : ~ ~ I ~ ~ ~ I I ~ I ~ ? ~ I ~ I ~ I , X ~ ~ X ~ A C C R ~ ~ ~ I  
7 1 ;  
'PROCFDURE ' D E Q C I J L  i 
* C O O F  ' ; 
t P R O C F D U ~ E * R E w l N D ;  
* C O D E t  ; 
*PROCEDI..lRC * T A B O R  ; 
' C O D E '  ; 

' P R O C F D I I R E ' M O I N P R C A P ;  
' C O D E '  ; 

' P R O C F D U R E ~ C R O I S S A N ~ F I A , R , L , M ) ,  
' V A L U F ' L t M :  
' I N T E G E R ' L , W ;  
' A R R A Y ' A t e l  
' B E G I N * ' I N T F C E R V ~ , U , ~ ;  
' R E A L ' M I N ;  
~ F O R ' U I = L ~ ~ T E P ~ I * U N T I L @ M ~ D O ~ P F C I N ' ~ I ~ : = @ ~ ~ ;  
~ F O R v I r = L 1 S T E P * I 9 U N T T L ~ W f P C t * R E C : ~ N @ ' I F 1 A [ ~ l < V l N * T H ~ N v * ~ F G ~ N * M ~ N l = A [ !  
1 ;  
J t = l i  
* E r 4 D a  ; 
' E N D '  ; 
B [ U I : = M I N ;  
A t J 1 : = @ 4 C ;  
' E ~ J D '  ; 
' E Y D * C R O I S S A N C F ;  
* P R O C E D I J R E * J A C O ( N , A D , A I , I  A M P ~ A , F P ~ ~ L O N ) ;  
' V A L U F * N , E P ~ I L O N ;  
( I N T E G E R ' N :  
' R E A L t E P 5 1 t  O N ;  
' A R R A Y ' A R e A 1 , L A W R C A :  
' B E G I N " I N T F G E R V I J * P ~ O ~ Y ;  
' R E A L ' X t Y t W P t W I t ' - - > F , D I , ~ ? i n i Y ( I R 8 " '  I l R , C c l ~ 1 # ~ * ~ V d 4 8 U I ~ ~ R ~ 7 1 ~ S ~ T i  
' P R O C E D U R f * T R A N S F O t R , T R , T l , ' J R t ? I I t Y 1 P l W I t 7 R * Z 1  ) ;  

' V A L U F ' R t T R e T I t U R t I I I ~ k R t W I ;  
' R E A L ' R , T R ~ T I I U I , W R ~ W I ~ ~ R , ~ ~ ~ U R ;  
' B E G I N ' Z R ~ = R * I J R + ~ R * W R - T ~ * ' ~ I ;  
' I F ' A n S ( Z R l < @ - l S ' T ~ t ~ h j * 7 r : = 3 ;  
Z I ~ = R * U I + T 1 * W R + T Q * W l ;  
~ I F ' A B S ( Z I ) < @ - I S * T H F ~ J ~ Z I : = I I ;  
* E N D c  ; 
I T E R A T l P N t ' F O R ' P : = I  ~ 5 T F P @ I ~ ! l N T I L ' N - I ~ D O " F O R * Q l = P + I 1 S T E P ' ~ * U N ~ I L * N ~ O  
O ~ I F ~ A R S ( A R [ P ~ Q ~ ) + A R ~ ~ A I [ P , O ~ ) # ~ ~ ~ ~ H E N * ~ ~ E G ~ ~ * X : = A R ~ P ~ P I ~  
Y : = A R [ Q e Q I ;  
W R : = A R I P t û l ;  
W I t = A I [ P t Q I :  
E : = X - Y ;  





P R l N T ( 2 ) ;  
~ F O R ~ I ~ = I ~ ~ T F P ~ I ~ ~ ~ N T ! L * I I ~ ~ C ~ B F G I N * X ~ I I : = ~ A T A ;  
E D I T ( " L 2 3 * i 7 \ r X [ I l ) :  
~ Ç C R ~ ~ I : = D A T A ;  
f D I T ( " F B r 4 \ , A C C R [ I I i ;  
P R I N T i  I 1 ;  
* E N D t ;  
* F O R ~ I : = I ' S T E P ' I ' U N T 1 L * 1 6 ? * D 0 1 t B E G ! N ' W I ! I ~ = P A T A i  

£ D I T ( " F 8 a 0 \ , W [ I I ) i  
'END ' i 
P R I N T ( ? ) ;  
E P S I  : = 1 0 0 0 n ;  
L T  t =DATA ; 
( R E G I ~ 1 ' ' R F A l  " A R R A Y ' F M ) T \ F ) F C (  1 t L T I * T [  I :I T t  1 :  1 7 1  i 
t I N T E G E R " A R R A Y t W I , W 2 [ l  rlTl; 
DEROULEUR;  
R E W I N D ( 2 ) ;  
' F O R t Q : = 1 1 5 T E P * 1 1 U N T 1 L t I  T ~ D C : * ~ B E G I N ~ W I ~ Q I : = P A T A ;  
W 2 [ Q l i = D A T A ;  
F M [ Q I r = D A T h ;  
@ E N D t * * * * * * * * * * * * + * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * C O N ? T R ( J C T I @ N - D I J - T A P L E A \ ! - T G * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
E P S : = O . O O O ~ ~ O I ;  
COMP:  = O  ; 
R E T O U R t C O M P : = C O M P + I ;  
) l F t C O M P = I  ' T H E N t N C k I  I ' F L ' 5 E 1 N C : = O i  
N f  ¶ = O ;  
* F ' O R t T ~ U R r = ~ t S T E P t I ~ o N T I L  t ~ \ I C : * D @ ~ t R E C ; I N " I F ~ T O U R = O I T H E N ' * G O T O t E l i  





* F O R t  1 : = !  ' S T F P ~  I Q ~ b ~ ~ ! ~ - q ~ * p n " ~ r ~ i t ~ ' ~ ~ = ; + ~  ; 
T G [ Q t Q T + l I : = V i P I ;  
P r = P + I  ; 
1 F Y D '  ; 
E D I T ( " L I 8 .  l ? \ ~ T G ( C , P ! T + I  1 ) ;  

P R I W T (  I ) :  

I E N D J '  ; 
t I F ' T O ~ R = O ' ~ ~ E ~ f l G ~ ~ ~ t ~ ? ;  
X I N T I : = X C N T I - A C C R I ~ V ;  
E ~ ~ * E N O ' * * * * * I * + * * * ~ * * + * * * * * ~ * * * , * * * Ç ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * * * * * * * * * * * * * + * * + * t * * * c : ~ h i S T R ~ J C T I O N ~ D E - L A - M h T R ~ C E - T * * * * * * * * * * * * * * * * *  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
T E X T  ( 'ICALCIII " D E S ~ F R F O U E P ~ J C E C , \  1 ; 
P R I N T ( 2 ) ;  
' F O R ' Q t = i ' ? T E P ' I I U N T I I  ' 1  T ' l 3 ~ " B E G I N ' ' F O Q 1 f ~ = I  ~ T T P ' l Q 0 N T I ~ ' 1 6 ? ' @ 0 " 9  
E G I N ' l I F ' W f ! l = W T I Q I ~ ? C ~ E ~ ~ l K : = i ;  
' 1 F ' W [ 1  l = w i  i 3 1 ' T i i E b i s d : = 1 ;  
' E N D *  ; 
D F [ Q ~ ~ = T G I J , I I - T G [ K , ~ I ;  
i I F ' C C ~ P > l ' ~ H E ~ ~ C ~ ~ ~ ' ~ 7 :  
* F O R ' I : = ~ ' ~ T E P ' I ' U N T ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ C . ~ ' R F i ; I F \ J ' T [ G I l - [ ? : = T ~  - [ J , l l - T G I K p I l i  
T [ Q I ! - I I : = ~ T C Q ~ ~ - ~ ~ - ~ F ~ ~ ~ ! / / ~ C C : Q I ~ - ~ ~ ~  
' E N D 1  i 
E 3 r E 0 1 T ( Q ~ F 7 , 0 \ , G ) ;  
SPACF ( 5 )  ; 
E D I T ( " F 5 r 0 \ ~ ~ 1 [ 0 1 ) ;  
SPACE ( 5  i i 

E D I T ( " F 5 r O \ , k ! ? [ C l ) ;  
S P A C E ( 5 ) ;  
F D I T ( w L 2 7 * ~ 7 \ , D F [ Q l ) ;  
E D I T ( " L 2 3 a 1 7 \ , F M [ Q ] ) ;  
D F [ Q l  : = F ! I I O I - D F ( û 1 ;  
E D I T ( " L ? 3 * 1 7 \ t D F I O l ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
' E N O I Q ;  
T A B D R ( 2 r D F ) ;  
T A B O R ( 2 t T ) :  
T E x T (  " V A C E I I P ~ M O Y E N N F \ )  ; 
A l  : = O ;  
B I  : = O ;  
F O R ' Q : = I ' $ T E P ~ ~ U N T ~ L ~ ~ Y " ~ ~ * ~ ~ F ~ ~ ~ ~ ' A ~ : = A ! + A Q ~ ( ~ F ~ Q I ) ;  
9 1 l = B 1 + i ? F [ O ] * O F 1 0 1 ;  
' E " D '  ; 
A l  : = A I / L T i  
E D I T ( " F 8 . 6 \ , A I  i 
S P A C E  ( 5 1 ; 
P R I N T (  1 ) ;  
T E X T ( " E . O . H \ ) ;  
B I : = S O R T ( B I  ) / L T ;  
E D l T ( " F R * 4 \ , B I  1 i 
P R J N T (  1 ) ;  
l F O R ' I : = I ' ~ T E P * 1 ' U N T j L ' I I ' n ~ q f F n I T ( " L 2 3 * 1 2 \ , Y f 1 I ) ;  
P H I N T (  1 ) ;  
' I F ' C O M P > l ' T H E N u G O T O I F 1 i ;  
* F o R ' Q : = I  I q T F P ' I  ' U P I T I L ' I  T ' @ n ~ ' P F G I ~ J ' T [ G , 9 1 : = T [ 3 ,  I l  1 ;  
* E N D * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * r r + * * f * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 3 R F 5 O L U T I 3 N * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *+**** * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ;  
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- LISTING L 2 - 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* l N T E G E R t M , ~ , ~ , l , L , ~ , h ~ ~ ~ , ~ ~ ~ , ~ P s t N P , L T , R t ~ l , F l P R , T R $  
' R E A L 9 A I ~ B I , C I , E P 5 ~ S ;  
~ ~ N T E C E R ~ A R R A Y ~ W [ I : I ~ ~ ~ , T S ~ ~ I ~ O ~ , P S ~ I : ~ ~ ~ ;  
t R E A L ~ A R P ~ ~ t A R t A I [ ~ : 3 b , 1 t 3 b ~ , U t v ~ I : 3 4 ~ ~ T G t l ~ l 6 2 l l x ~ D X ~ l : l 8 l ~ ~ t l ~ l 7 l  
i 
*PROCEDUREeb!O INDRCAR ; 
@ C O D E t  ; 
*PROCEDUREtDRTAB;  
* C O D E e  ; 
tPROCEDURE,nEROUL;  
* C O D E t  ; 
tPROCEDUREfREWIN0;  
* C O D E e  ; 
i P R O C E O U R E * C R O I S S A N c E ( A . R ~ L ~ M ) i  
' V A L l J E ' L t  M :  
l l N T E G E R t L e ~ i  
' A R R A Y ' A , E :  
~ B E G I N ~ I N T F G E R ~ ~ ~ U , J ;  
* R f A L t M I N ;  
* F O R e U t = L t S T E P ' I t U N T I L ~ M t D 0 1 t R E C : I N ~ M I N : = @ 4 0 ;  
* F O R ~ I : = L ~ ~ ~ E P ~ I ~ U ~ T I ~ ~ ~ E . ~ ~ O ~ ~ ~ B E G I N ~ ~ I F ~ A ~ ~ ~ ~ M ~ N ~ T H E N ~ ~ ~ E G ~ N ~ M ~ N ~ ~ A ~ I  
1 ; 
J:=I ; 
VEND' ; 
( E N D *  i 
B [ U l i = M I N i  
A [ J 1 : = @ 4 0 ;  
* E N D V  ; 
' E N D e C R O I S 5 ~ N C E ;  
~ P R O C E D U R E ~ J A C O ( N ~ A R , A I , I . A M R D A ~ E P S I L O N ) ;  
' V A L U E ' N t E P S I L O N ;  
* I N T E G E R e N ;  
* R E A L 9 E P S I  I O N ;  
' A R R A Y t A R t A f t L A M B D A :  
~ B E G I N t ' I N f ~ C E R ~ I ~ J ~ P ~ Q t K ;  
* R E A L ~ X ~ Y I W R ~ W I ~ E , F , D ~ , D ? ~ D , M I J R ~ M ~ I , R , C R ~ C ! , G P H ~ U R ~ U ! ~ Z R ~ Z I ~ S ~ T ;  
' P R O C E D U R E ~ T R A N S F O ( R ~ T R ~ T I I U R , U I I W R ~ W ~ ~ Z R ~ Z I ) ~  
' V A L U E t R ~ T R e T I ~ U R ~ U I t W R ~ W I ;  
' R E A L t R , T R , T l t U I t W R e W I t 7 R ~ Z I t U R i  
t B E G I N e Z R i = R * U R + T R * ~ R - T f * W I ;  
' I F ' A B 5 ( Z R ) < @ ~ I S t T H F N ' Z R I = O i  
Z ~ ~ = R * U I + T I * W R + T R * W I ;  
* l F q A 8 S ( Z I ) < @ - I S t T H F N t Z 1 ~ = 0 ;  
' E N D '  ; 
~ T E R A T ~ O N ~ ' F O R ' P I = I ' S T F P ' I  ' ~ J N T ~ L t N r l ' D O " F ~ R ' Q ~ = P + I ' S T E P e I t U N T I L ' M ' D  ' 

O ~ I F ~ A B S ( A R [ P , Q ~ ) + A R S ~ A ~ ~ P , Q ~ ) # O ~ T H E N ~ ~ B E G I N ~ ~ ~ = A R ~ P ~ P ~ ~  
Y t = h R [ Q , Q I ;  
W R t = A R t P , Q I :  
u I l = A I t P 1 0 1 !  
EttYf-Y; 



F : = S Q R T ( E * F + ~ * ( W ~ * W P + W I * W I ) ) ;  
Dl t = E + F ;  
0 2  1 =E-F ; 
D t = ' I F ' A R S ( D 1 ) > A R S ( n 7 ) 1 T H F N ~ D I ~ F L 5 E * D 2 i  
M U R t = 2 * W R / n ;  
M U 1 : = 2 * W I / n i  
R : =  1 / S Q R T (  I +MUR*MUR+MIJ1*YtiI 1 ; 
C R : = R * M U R ;  
C l r = R * M U I ;  
G : = 2 * ( C R * A R f P , Q I + C I * A I [ P , O I ) * R ;  
H:=X*R*R+Y*(CR*CR+CI*CI); 
T ! = Y * R * R + X * ( C R * C R + C I * C l ) :  
A R [ P t P ] t = G + H ;  
A R [ Q t Q I : = T - G ;  
A R [ P I Q I ~ = A I I P I Q I : = O :  
' ~ F ' P > = 2 ' T H E : N ' ~ F Q R ~ Y t = l ~ ~ T ~ ~ ' ~ ' I ' ~ 1 T ~ L 9 P - l ' D @ " F I E ~ I Y ' U R ~ = A R ~ K ~ P I ;  
U l ~ = A ! t K t ? l ;  
W R t = A R [ K , Q l ;  
W I : = A l [ K t Q l ;  
T R A N S F O ( R , C R , - C I , U R ~ I 1 I t W R t W I t ? R ~ L l ) ~  
A R I K I P ~ : = Z R :  
AI [ K t P ]  : = Z I  ; 
T R A N S r o ( R t - C R , - C I  , W R e W 1  tLJP*CII t Z R 9 7 1  ) ;  

A R I K t Q l : = Z R ;  
A I i K t O 1 ~ = Z I ' E N D t i  
' ~ ~ t Q > = P + 2 ~ T H E N " F O R t K ~ = D + ~ t S T ~ P ' 1 ' ~ J Y f 1 i ' Q - l t O O " R E G S N ' ! ~ R ~ = A R ~ ~ ~ K ~ i  
U I  :=AI [ P ~ K I ;  
H R S = A R [ K e Q l ;  
W I t = A 1 [ K t O I ;  
T R A N S F O ~ R ~ - C R ~ ~ C I ~ W O , W I , U R ~ - U I ~ ~ R ~ ~ I ~ ~  
A R [ K I Q ] ~ = Z R ;  
A I [ K , Q l t = Z I ;  
T R A N S F O ( R ~ C R ~ C I ~ U R ~ \ I ~ ~ W P I - W ~ ~ ~ R ~ Z I ) ;  
A R [ P , K ] : = Z R :  
A I ~ P I K I ~ = Z I ~ E N D ' ;  
t I F q O < = N - 1  ' T H E N ~ F O R @ K : = n + ~ ' 5 T ~ P ' I ' I J N T ~ L ' N ' D O t f ~ ~ G ! ~ ' U ~ t = A ~ [ P , K ~ ;  
U I l = A I [ P t K l t  
W R i = A R [ Q , K l ;  
W I t = A l [ Q t K i ;  
T R A N S F ~ ( R * C R ~ C I * U R ~ I J ~ * W R I W ! , Z R , Z I ) ;  
A R [ P t K ] : = Z R ;  
A I [ P , K ] i = Z l ;  
T R A N S F O ( R , - C R I C J ~ W R , W ~ ~ ~ I Q ~ U I , ? R , Z I ) ;  
A R I Q t K ]   ZR: 
A 1 [ Q , K l t = Z I q E N D ' ;  
' E N D * ;  
s t = o ;  
T : = A B S ( A R ~ N , N I ) ;  
~ F O R ' l : = I t ~ T E p * I t U N T I I - * N - 1 ~ D O g * P E G ! N ' t f 9 ~ ' , J t = I + l ' S T F P t ~ 8 U N T I L t N t ~ O ' ~  
l = S + A R S ( A R r I t J I ) + A R ~ ( A 1 r l ~ J l ) ;  
TI=T+ABS(ARt!,ll)'END': 
'IF'T=09THFN"GOTO'FND: 
~ I F ' S / T > = E P S I L O N ~ T H F N ~ ~ ~ : O T O ' I T F R A T I O Y ;  
E N D I ~ F O R ~ J : = ~ ~ ~ T E P * I t U N T 1 L * N t D O ' L A M @ ~ A ~ J l : = A R ~ J t J ~ ;  
I E N D ' * * * + * * a * * * * * * * * * * * * * * * * + * * + + o * * * * * t * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * E F . 1 T R E E - D E S - 3 O N N E E S * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * **************************************************************** ;  
t F O R * I ~ - I ' ~ T E P * I ~ U N T ~ L * 1 I t D O ~ * O E ~ I N * X [ I ? : = D A T A i  



E D I T ' ( " L 2 3 * ! 7 \ r X t l l ) ;  
P Ç N D *  ; 

P R I N T ( 2 ) ;  
~ F O R * I : = I ' ~ f E P ~ v U N T ~ L 9 1 r ; 2 @ O r ) + * R E G ~ r \ l  W [ I I : = T A T A ;  
E D I T ( " F 8 . 0 \ e W i I I ) i  
' E N D ,  ; 
P R I N T  ( 2  ; 
F t =DATA ; 
T E X T ( " F = \ ) ;  
E D I T ( " F 2 r O \ t F l i  
P R I N T ( 2 ) ;  
N T : = D A T A ;  
NP s = D A T A  ; 
T E X T ( " N P = \ ) i  
E D f T ( " F 4 r O \ , N P ) ;  
P R I N T  ( 2 )  i 
N T S I = D A T A ;  
T E X T (  " N T S = \  ) ; 
E D I T ( " F 4 * 0 \ e N T S )  i 

P R I N T ( 2 ) ;  
~ F O R ' ~ ~ = I ~ S J E P Q I ~ U W T I L ~ N T S ~ D O ~ ~ I ) E Ç : I ~ . ~ ' T S ~ ~ I : = ~ A T A ;  
E O f T ( " F ~ e O \ , T S [ I l ) ;  
( E N C I  ; 
P R l h T ( 2 ) ;  
M P S t = D A T A ;  
T E X T  ( "NPS=\ ; 
F D I T t " F L e O \ p N P S ) ;  
r J R ! N T ( 2 ) ;  
~ F O R ~ I ~ = ~ ~ ~ T E P ~ I W N T ~ L ~ ~ ~ P S ~ D O ~ ~ ~ E C ; ~ N ~ P S I ! I : = D A T A ;  
FD1TtnF4rO\,P5111)i 
"ND* ; 
P R I N T ( 2 ) ;  
L f  $ = N T ;  
~ E E O ! N ~ R E A ~ ~ A R R A Y ~ F M ~ O F ~ ~ ? ~ ~ ' T + I I , T ~ I I ~ . ~ T , I  : I f I l ;  
* I N T € G E R " A R R A Y ~ I , W ~ ~ I : N T I ~  
~ F O R ~ Q ~ = ~ * S T E P ~ I ' U N T ~ ~ ~ F J T * D O ~ ~ R F G I N ' ~ I [ O ~ : = ~ A T A ;  
W 2 f Q l r = D A T A :  
F M t Q ] r = D A T A ;  
iEND******+*s*+*ta****t**e****************************************** 
* * * * * * + * + ~ ~ + * * + * + * ~ ~ * * * * * * * C P . L C I I L - D E S - F R E Q U E N C E S * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + $ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 1  

E P S ~ = 0 ~ 0 0 0 0 0 0 1 i  
D E R O U C ;  
R E C t R E W I N D I ? ) ;  
* l F v F = I ' T W F N ~ B F G I N ~ D R T A ~ ( 2 ~ I : F ) ;  
Q r = O ;  
' F O R ' J : = Q t S T E P ~ ~ U N T I L * 6 * ~ o ' @ R F G I N * M : = 2 * ( 2 * J + ! ) ;  
P t =  ; 
* F O I ? ~ ~ : ~ ~ ~ ~ ~ ~ P ~ ' ~ ~ i ~ ~ * ~ ~ ~ ~ ~ ~ F ~ R ~ L L ~ ~ l * S T € P ' l ' ~ J N T ~ L ~ ~ * ~ O * A Q [ ~ ~ L ~ ~ ~ ~ ~ [  

I f L  : = O ;  
1 : = c i  
L : = O ;  
* F O R ' K : = - J 1 S T E P * ! ' U ~ ! T 1 L ~ , J t D 3 8 f R E G l N ' 1 : = + l  ; 
t r = L + I ;  
A I  : = X [  I I ;  
B I  r=x[21; 
C l  8 = X [ 3 5 ;  
A R [ I t i l : = ( b I - ( B I + C ! ~ / ? ) * ~ * K + ( R ! + C I  ) * J * ( J + I ) / ? i  



A l  :zX[bl i 
B l r = X t 5 l ;  
C I  i = X [ 6 1 ;  
A ~ [ I + P / ~ , L + M / ~ I ~ = I A ~ - I ~ ~ I + C ?  ) / ? ) * ~ * K + ~ ~ I + C I ) C J * ( J + I  ) / 2 + X t 7 l i  
V E N D S  ; 
1 t = 2 ;  
L:=O; 
@ F O R ~ K : = - J + ~ ~ S T F P * I ~ U ~ T I L * J * O ~ * ~ ~ ~ G I N ~ I : = ~ + I ;  
L t = L + I ;  
B i  r = X [ 2 1 ;  
C l  t = X i 3 1 ;  
A R [ ~ ~ L ~ ~ = ( ~ I - B ~ ) * S O P T ( ( , J * J - ~ K - ~ ) * ( Y - I ) ~ * ( ( J + I ) * ( J + I ) - ( K - I ) * ( K - I ) ) ) / ~  
8 

B I  : = X I 5 1 ;  
Cl : = X t 6 1 ;  
A F ~ I + M / ~ ~ L + V / ? ] ~ = ( C I - R I ) * S O R T I ( J * J J I Y W ~ ) * ( U - I ) ) * ( ( J + I ) * ( J + I ) - ~ K - I ) * (  
K - l  ) ) ) / 4 ;  
'END* ; 
1 : = O ;  
L t = 2 ;  
' F O R ' K : = - J  * S T € P ' I ' U N T I ~ * J - ~ ' ~ ~ ~ ' ~ F G I N ~ ~ : = ~ + I ;  
L : = L + I ;  
B I  r=XI21; 
Cl t = X [ 3 1 ;  
A R ~ ! , L l t = ( C I - B l ) * S Q R T ( ( . J ~ J - ( K + I ) * ( K + l ) ) * ( ( J + I ) ~ ( J + l ) - ( K + l ) * ( K + l ) ) ) / 4  
i 

RI t = X 1 5 1 ;  
CI i = X t 6 1 ;  
P R ~ ~ + W / ~ ~ L + M / ~ ] ~ = ( C I - R I ) * S Q R T ( ( J * J - ( K + I ) * ( K + ~ ) ) * ( ( J + I ) * ( J + I ) - ( K + I ) * (  
K + 1  ) ) / 4 ;  
q E N D t  ; 
1 :=O; 
L:=O;  
'FORqK:=-J'STEP'I*U~TIL',J8Dn"9EGlN'II=I+li 
L i = L + l ;  
A I [ ! t L + M / 2 1 r = - ~ * X [ 9 1 ;  
AI[I+P/2,Llt=K*Xi91: 
' E N D @  ; 
I :=O; 
L:=l; 
' F O l ? * K : z - J q S I F P @  1 ' U ~ J T I L  1.j-1 * D n * t 9 E ? ! N * I  t = l + l  ; 

L t = L + I ;  
A l t ~ S Q R T ( J * ( J + l ) - K * ( K + I ) ) / 2 ;  
A W f I t L + ~ / 2 1 i = ( X ~ 8 1 + ( 7 * ~ + I ) * X ~ l O l ~ * A l ~  
AR[I+M/2tLl:=(-X[81+(2*K+I ) * x [ l n l ) * A l ;  
VEND*  ; 
1 t = l ;  
L t t O ;  
' F O R I K 1 = - J + I t S T F P ' I ' [ J F . I T f [  * J q n O * * 9 E G I Y ' I ! = I + I ;  
L t = L * I ;  
BIt=SQRT(J*(J+I)-K*(K=l))/2; 
A R [ I ~ L + ~ / 2 l t = ( - X ( U I + ( 2 * K - I ) * X [ I O l ) * ~ I ~  
A R t I + M / 2 ~ L l t = ( X I 8 1 + ( 2 * K - I ) * X ~ l ~ I ) * B l ~  
'END4 ; 
I t = O ;  
~ t = 2 ;  
~ F O R * K ~ = - J ~ S V F P ~ ~ * ~ ~ T ~ ~ * J - ? * O O * * B E G I N ~ ~ : = ~ + I ;  
,L:=L+I ; 



A l : = S Q R T ( J * ( J + I ) - U * W  ) ) / ? ;  
A I [ I P L + M / ~ ~ : = A I I I + M / ~ ~ ~  l:= X I I I 1 * A I * S Q R T ( J * ( J + I ) - ( K + I ) * ( K + 2 ) ) i  
' E Y D '  ; 
1:=2; 
i:zO; 
~ O ~ Q K ~ = - J + 3 ~ S T F P ' I ~ U N T l ~ t J * O O f l R E ~ I N * I t = I + I ;  
L:=i+l; 
S l t = S Q R T ( , J * ( J + I ) - K * ( K = 1 ) ) / 2 i  
A I [ I ~ L + M / ~ ~ ~ = A I [ I + M / ~ , L ~ ~ = O . X ~ I I I * @ ~ * S Q R T ( J * ( J + I ) - ( K - I ) * ( K - ~ ) ) ;  
* E N D Q  ; 
JACO(M,ARtAItUsEFS): 
C R O I S S A N C E ~ ~ J ~  V ,  I P M / ? )  i 

K t = M % 2 + l  ; 
C R O S S s A N C E ( i j e V ~ K , M ) ;  
' F O R ' I : = ~ * ' = , T E P " ~ U N T ~ ~  * p * D O t q 9 F G I N * Q t = Q + I ;  
TG[Ql:=V[Pl; 
P t = P + I ;  
' END(  ; 
* E N D J t ;  
* F O R * Q r = I t ~ ~ E P ~ t U ~ : ~ I L 1 ~ T 1 P C t 1 ô E G I N * ~ F O R * I : = 1 1 S T F P * I ~ U N ~ l ~ ~ 1 6 2 ~ D ~ ~ * * R  
E G l t l ~ I F * W I J 9 = W 2 f G I ~ T H F h " < : = I ;  
~ I F ' W ! I I = W I ! Q I ' T W E N ~ J : = T :  
* E N D 8  ; 
DFCQI:=TG[.JI-TC~KI; 
EOlT("F3.O\,Q); 
S P A C E  ( 5  1 i 
E D I T ( " F 5 r O \ ~ W I I C l ) ;  
S P A C E ( 5 1 ;  
EDIT("F§*O\,W2[Qi)i 
S P A C E  ( 5  1 ; 
E D l T ( n L 2 3 * i 7 \ * ~ F f Q I ) ;  
EDIT("L23ai?\nFMiQi); 
DF[QI:=FM[01-DF[Q$; 
EDIT("C23rI7\tDF[Ql); 
P R I N T ( 2 ) ;  
' E N D * * * * * * * * t * * + + * * * * * * * x * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  
*1**+***********************RFS@LUTION****************************** 
*************ç******t***f f**********************************************t  

TEXT(nVALEURiMOYENNF\); 
Al $ = O ;  
81 r=Oi 
~ F O R @ O ~ = I * S T E P ~ I ~ U N T ~ L ~ ~ ! T ~ ~ ) ~ * ~ ~ E G I N ' ~ ~ ~ = A I + A B S ( D F [ Q I ) ;  
B l r = B I + O F t B 1 * n F [ Q l ;  
' C N O '  i 
Al:zAI/NT; 
EDIT("F8.4\eAI); 
SPACE7 f 5 1 ; 
P R I N T (  I l i  
T E X T ( " E * Q * M \ I ;  
Olr=SQRT(Bl ) / N T ;  
EDIT(nFB.4\,RI); 
PRINTii 1 ;  
* I F ' N T S > S O 9 f H E N " G O T O ' F 1 N ;  
fENDflELSE'DRTAR(2,nF); 
F 1 = l ;  
DRTAB(2,f 1 ;  
L:=l; 
TRr=TS[Il-1: 
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