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INTRODUCTTOM

Le présent travail traite du comportement mécanique d'un corps simple
en milieu continu déformable dans le cadre général d'une structure de variété
fibrée principale définie directement sur l'espace des configurations locales

du corps.

Un premier chapitre d'introduction & la théorie des corps simples
donne le point de vue pris ici, le situant par rapport aux orientations des

principaux travaux 3 ce sujet, en particulier ceux de W. NOLL et C.C. WANG.

Au deuxicme chapitre est introduite une définition des configuraticns
locales d'un corps continu qui permet une présentation englobant les aspects
distincts sous lesquels est définie cette notion par les deux auteurs cités.
Suit alors une construction effective de la variété fibrée vprincipale C(B)

précisant l'action du groupe linéaire comme groupe de déformations locales.

C'est directement dans ce fibré qu'est donnée dans un troisicme
chapitre une formulation nouvelle, en mécanique des milieux continus, des
notions relatives aux corps simples matériellement uniformes. On étudic les
relations entre les divers groupes d'isotropie et on précise certains résultats

dans le cas des corps solides et isotropes.

Aprds mise en évidence des g-structures matérielles, le dernier
chapitre traite de la méme maniére de 1'homogénéité locale en utilisant les
connexions sur C(B) . On termine sur quelques précisions apportées & cette
notion par l'existence de structures riemanniennes dans le cas des corps simples

solides.
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CHAPITRE 1

PAPPELS SIIR LA NOTINON DE CORPS SIMPLE
MATERTELLEMEMT UNTFORME

Le comportement d'un corps simple, caractérisé par le fait que la
réponse en 1l'un quelconque de ses points dens une configuration donnée est
fournie par une certaine fonction liée 3 la configuration locale associée en ce
point, est essentiellement de nature locale. L'étude de ces corps simples
constitue de ce fait un champ d'application naturel i la géométrie des variétés
différentiables. D&s 1958, W. NOLL utilise dans [6] , ofi se trouvent rassem-
blées les bases de la théorie géométrique des corps simples, le langage des
variétés différentiables en mécanique des milieux continus. La géomdtrie diffé-
rentielle est encore pratiquement absente de cette publication, son introduction
effective a lieu principalement en 1967 dans [7] (W. NOLL) pour les corps
simples de fagon générale et dans [13] (C.C. WANG) pour 1'étude des distri-

butions continues de dislocation en mécanique des milieux continus en particulier.

1 - 1. CONFIGURATIONS ET DEFORMATIONS.

Déginition.- (. NOLL [6])

Un corps B est une variété différentiable dont les €léments X,Y....
sont appelés particules. Les configurations ¢,9,... de B sont les éléments
d'un ensemble d'applications biunivoques de B dans un espace ponctuel euclidien

E de dimension 3 .



Dans 1'étude [6] qui donne d'un corps la définition ci-dessus, 1a
notion de localisation d'une configuration ¢ en un point X de B permet en
fait de se ramener 8 des cartes centrées en O et une déformation est définie
corme classe d'homéomorphismes différentiables locaux conservant 1l'origine O

prise dans E .

L'ensemble de ces déformations, utilisées pour le corps B aprés
définition des configurations locales, est muni d'une structure de groupe noté
D dont L , le groupe linéaire de R3 apparalt comme sous=groupe isomorphe
au groupe quotient D/N ol ! est le sous—groupe des déformations dont la

différentielle en O d'un représentant, donc de tous les autres, est l'identité.

Un €1lément de N y est appelé '"null-déformation”.

Une configuration locale de R en 1'un de ses points X est définie
par une classe d'homEomorphismes différentiables sur les voisinages de X &
valeurs dans RB et centrés en O . FEtant donnés un représentant & d'une
déformation A et un représentant ¢ d'une configuration locale © , 1'homfo-
morphisme § o ¢ définit alors de facon intrinséque une nouvelle configuration

~

locale & de R et A prend l'appellation de "déformation de la configura-
tion locale ¢ en la configuration locale ¢ . Remarquons qu'd ce stade,
le mot "déformation" n'a pas le caractére linfarisé qui lui est donné par la

suite avec 1l'adjonction du terme "locale".

Gradient de défommation. Gradient de configuration.-

Etant données deux configurations locales ¢ et ) de B en X,
la différentielle en &(X) de la déformation 6 = 5 . ¢G1 qui fait passer de
& 3 o est appelée alors 'gradient de déformation de © en & " c'est donc
un €lément de L . Sont ensuite d8finis les '"gradients de configurations”

classes d'équivalence sur 1l'ensemble des configurations locales dans la relation



définie par o R ® si et seulement si le gradient de déformation de & en o

est 1l'identité.

Ainsi présentée, 1l'appellation ‘‘gradient de configuration"” n'est pas
formellement justifiable, elle convient cependant parfaitement puisque les
définitions prises ici (c.f. remarque II = 2.L4,) feront de la notion corres—

pondante une différentielle de configuration.

L'introduction progressive de la géométrie différentielle a conduit
d une &volution de la terminologie et des définitions précfdentes. C'est ainsi
que ces gradients de déformations et gradients de configurations de [6] donnent
par la suite dans [7] les notions de déformations locales et de configurations

locales définies par W. NOLL.

Toutes ces notions issues naturellement de considérations mécaniques
ou physiques sont en fait, tant que n'interviennent pas les réponses des corps,
purement géométriques. Dans notre étude, les chapitres II et III en parti-
culier feront 3 ce sujet une distinction trds nette facilitée par le choix qui
est fait de se placer dans le fibré C(B) pour traduire toutes les données
mécaniques introduites. On peut remarquer au passage que ce point de vue dispense
de l'utilisation du fibré tangent qui sera cependant considéré pour certaines

remarques.

1 - 2, COPPS SIMPLES.

Rappelons la définition que donne W. NOLL des corps continus dans

[7] .

¢ finition. -
On dit que B est un corps continu de classe C° (p » 1) si

l'ensemble C des configurations satisfait aux axiomes suivants :



(C1) Tout « € C est bijective, «(R) &tant un ouvert de E appeléd

région occurée par B dans la configuration « .

(C2) S8i ¥y et « sont dans C alors A = y O P k(B) + v(B)

est une déformation de classe CP appelée déformation de R depuis la confi-

guration « Jusqu'd la configuration vy .

(C3) S8i «k est dans C et X wune déformation : «(RB) » ¢ de classe
c® alors A o k est encore dans C . Lfapplication A o x est dite configu-

ration obtenue a partir de la configuration «k par la déformation A .

Les déformations sont 13 des difféomorphismes reliant les régions
occupées par le corps dans ses différentes configurations. Un tel corps est
donc muni d'une structure de variété différentiable par ses configurations,

cartes globales par construction.

C'est dans [T] que l'on trouve, pour la premié€re fois, une utilisa~
tion des espaces tangents 3 la varidt? B en théorie des corps simples. Bien
que celle=ci soit faite 4 partir des cartes globales seulement elle permet
d'introduire 1'aspect isomorphisme de 1'espace tangent sur R3 attribué & une
configuration locale. Cette &tape est fondamentale puisqu'elle conduit i unec
formulation mathématique trds claire de la comparaison du comportement mécanique
local d'un corps simple en ses divers points. Les metériaux simples définis

dans [6] sont alors repris dans [T] en corps simples dont nous reproduisons

ici la dé&finition.

Definition.- (0. NOLL [7]).

Soit R un ensemble dont les é1éments sont appelés '"réponses'.
Un corps continu © est appelé corps simple vis & vis de R s'il est muni
d'une structure par une fonction 6 qui associe 3 chaque point X de B une

application



La valeur GX(GX) est 1'¢lément "réponse” du matériau en X dans toutes

configuration y de B telle que VY(X) = GX

Dans cet énoncé VY(X) désigne la configuration locale assocife en X
A la configuration y de B, et CX 1'ensemble des configurations locales

de B en X.

Cette définition est treés générale puisqu'elle ne concerne pas scule-
ment des propriltés mécaniques telles 1‘'E€lasticité ou la viscosité mais aussi
toute une classe de notions physigques comme par exemple la polarisation ou
encore l'entropie. Dans les ph&noménes rattachés & la mécanique des milieux
continus, on caractérise 1'¢tat des forces de contact par le champ des tenseurs
des contraintes. Les axiomes m€caniques habituels tels le principe du détermi-
nisme des contraintes ou le principe d'action locale par exemple permettent de

classer les corps continus déformables parmi les corps simples.

La définition précédente est donc reprise dans notre chapitre IIT
pour ces corps f{c.f. IIT = 1.). Sont ensuite redéfinis et &tudids les isomor=
phismes matériels et les groupes d'isotropie, ces isomorphismes matériels
correspondent par un foncteur contravarisnt & certaines bijections entre les
fibres de C(R) respectant l'action du groupe des déformations locales de B .
Cette action est souvent mise en &vidence en vue du chapitre IV . Suivant le
langage habituel, un corps simple est dit matériellement uniforme si pour tout
couple de ses points il existe au moins une '"bijection matérielle" entre les
fibres, ou encore un isomorphisme matériel liant les espaces tangents en ces

points.



Définition.- (6. MOLL [#])

Une fonction K sur un corps simple matériellement uniforme B |

dont les valeurs K(X) sont des configurations locales K(X) € C, est apnelée

X
référence pour B . Si de plus &(X,Y) = (X)w1 K(Y) est un isomorphisme
matériel de FY sur FX espaces tangents en X et Y de B, alors K est

appelée référence uniforme pour B .

Definition.- (C.C. WAMG [13])
Une carte référence pour B est un couple (U&,ra) formé d'un
ouvert Uu de B et d'un champ différentiable de configurations locales r,

sur Ua tels que la fonctionnelle de réponse O soit indépendante de p dans

U .
Q,

Dans cette dernidre définition € est la fonction réponse relative
4 la configuration locale ra(p) elle correspond i ce qui est défini ici en

II - 1.3, par G® .

La comparaison de ces deux définitions dont 1l'une est globale et
1'autre locale avec une hypothdse de difffrentisbilité supplémentaire nous
conduit & définir en III - 3.2., puisque nous disposons de la structure
fibrée C(B) , ce qui est appelé une référence matérielle locale. Une ré&férence
matérielle de B &tant une famille de références matérielles locales maximale
recouvrant B , on peut alors définir les groupes d'isotropie relatifs &

une telle référence matérielle du corps.

I - 3. STRUCTURES GEOMETRIOUES DES CORPS STMPLES.

Les conventions prises en III = 3.4, et III - L4.7. font que tous

les corps considérés dans le chapitre IV appelés simples sont donc des corps
p £



simples au sens de III = 1., matériellement uniformes, pour lesquels il existe
des références matérielles, les groupes d'isotropie relatifs 3 celles~ci étant

P

des sous=groupes de Lie fermés du groupe spécial linéaire. Nous reprenons 1la

des conditions analogues X celles de |[13] . Rappelons par exemple que le fait
de supposer les sous-—grounes de Lie ferm?s n’est pas une restriction effective
d'adaptation de la théorie mécanique au cadre methématique puisque la continuité
des fonctionnelles de réponse imposée en mécanique implique Que les sous-groupes

en question sont fermés donc qu'ils fournissent bien d'aprds le théoréne de

Cartan des sous—groupes de Lie.

Les éléménts de C(B) sont alors classés en termes de configurations
locales matériclles relatives aux références matérizlles du corps B . On nontre
ainsi au chapitre IV que la donnfée d'un corps simple est en fait un certain
choix de g=structures sur C(B) , et on y &tudie les liaisons entre les groupes

de réduction et aussi entre les algdbres correspondantes de champs fondamentaux

sur C(B) .

Corme dens [13] , 1les structures mat&rielles définies ici ne sont
pas en général triviales contrairement 3 ce qui se produit dans [7] ol par
exerple une connexion matérielle guelconque serait alors nécessairement de type
complétement intégrable. L'homogénéité locale est ainsi 1life 4 1l'existence de
certaines connexions sur le fibré principal C(B) réductibles aux sous-—structu=
res matérielles (c.f. IV = L.L4.). Le cas des solides sirples, sur lesquels
on peut mettre des métriques riemanniennes compatibles avec la structure

matérielle, apporte des caractérisations simples de 1'homogéndité locale

dens C(B) .

La bibliographie générale | ]* donnée ici contient toutes les données

mathématiques utilistes dans cette rédaction.



CHAPITRE 11

SUR UNE PRESEMTATION EM VARIETE FIRREE PRIMCIPALE
DES CONFIGURATIONS LOCALES
PN CORPS CONTTMU

IT - 1. CONFIGURATIONS LOCALES D'UN CORPS CONTIMNU.

Nous avons rappelé dans le premier chapitre que les configurations
locales d'un corps continu B sont définies dans [T] a4 partir des configura=-
tions de B , c'est~i=dire des cartes globales. Nous utiliserons ici toutes
les cartes de l'atlas maximal U définissant la structure de variété de B .
D'autre part, dans le but d'intégrer les points de vue développés respectivément
par W. NOLL dans [7] et C.C. WANG dans [13] , nous prendrons des corps

continus la définition suivante.

IT - 1.1, Definition.-
Un corps continu B de classe K (k 2 1) est une variété aiffé-
rentisble connexe orientable, de type R3 , de classe Ck pour laquelle il

existe des cartes particulidres (B,4) ol ¢ est un difféomorphisme de B

sur une partie de R3 appelé configuration de B .

Soit U 1'atlas maximal de B, notonms R 1la relation binaire

définie sur B X U de la facon suivante :

VpedB Vp'eB V(u,n) e U Y(u',nh') e U



(p,(U,h)) R(p*,(U',h")) <=> p=p' et dn(p)(h' o’ h(umu')) = T

ol @& symbolise la différentiation et I 1'identité de R3 .

Les fonctions h o h'“1

et h' o hm1 , réciproques l'une de 1'autre
sont telles que leurs différentielles en h'(p) et h(p) respectivement

vérifient 1'€galité

=
1 = v =1
dh'(p) (hoh h'(U{“xU')) - [d’n(p) (h' on h(Uf\U'))J >

on en déduit la symétrie de la relation R . ILa transitivité de R est
conséquence directe de la composition des différentielles, de plus R est

réflexive, il en résulte la proposition suivante.

IT - 1.7. Proposition.-

La relation R est une relation d'équivalence sur B x U .

1T - 1.3. Définition.-
Une configuration locale de B est un €1ément de 1l'ensemble quotient

B xU/R de B xU par la relation d'équivalence R .

Une configuration locale associée 3 une carte de B par passage au
quotient en l'un de ses points p est alors dite configuration locale de B
en p . L'enserble des configurations locales de B en p fixé sera noté
Cp(B) et B x U/R ensemble de toutes les configurations locales de B réunion

disjointe de tous les CP(B) pour ©p parcourant B sera noté C(B) .

e’ = L cm .
peB p
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Nemanque. -

Ainsi définie, une configuration locale de B en 1'un de ses points
p est telle que si (U,h) et (U',h') donnent deux représentant de cette
configuration locale, et si (x') et (x'M) sont, avec 1 = 1,2,3, les

. i i ..
systémes de coordonnées locales associés, les bases (dx™) et (dx'") ainsi

) 3 .

que (——EO et ( i) respectivenent dans les especes cotangent et tangent

3% ax'
en p sont confondues puisque la jacobilenne de changement de coordonnées est
par hypothése 1'identité. Inversement, tous les systémes de coordonndes locales
en p donnant les mémes bases des espaces tangent et cotangent induisent par
passage au quotient la méme configuration locale de B en p . En ce sens on
peut donc considérer une configuration locale de 5B comme un repére ou un

- -, Ve B 3 - . B - P
corepere de la varitté , et ainsi envisager sur C(B) 1la construction d'une
structure de variété différentiasble isomorphe 3 la variété des repéres, le noint

de vue de le construction qui suit ici &tant basé sur 1'aspect mécanique des

configurations locales présent en particulier dans [1{] .

Dens toute cette &tude, les groupes GL{(3,R) et GL(R3) sont
identifiés et confondus dans un groupe unique noté L , ceci compte tenu
de 1'isomorphisme canonique liant ces deux groupes. Sauf mention spéciale wn
automorphisme de R3 et la matrice le représentant dans la base canonique ne

seront pas distingufs.

Soit '{(Ui,hi) e U ; 1i€eI} une famille de cartes de B formant
une base de sa topclogie par les Ui correspondents. On note N 1'application
de C(B) dans B qui i toute configuration locale de B en p associe le
point p . Pour toute configuration locale ¢ dans H“1(Ui) il existe une
carte (U',h%) € U telle que (M(®),(U',h')) soit un représentant de ¢ .

Posons



¢i(®) = (n(q)),‘pi(@)) avec q)l(@) = d‘hi(n(cb))(h' 0 h;1) e L .

La définition de b, est cohérente puisque tout changement de représentant

par h" n'influe pas sur la différentielle, on a en effet

dh'(n(®))(h“ on) =1 dhi(n(@))(hV o hi1) peut donc s'écrire

“ -1 -1 =1 er e
37 ¥ ] = 1 z nin
dhi(n(¢))(h o h oh' oh, ) dhi(H(Q))(h o h, ) . On définit ainsi

une application ¢i sur chaque Hm1(Ui) 8 valeur dans U, x L . Soient
(U',h') et (U",n") des représentants respectifs de ¢ et V¥ deux configu-
rations locales de B quelconques, et p et q deux points de Ui , On &

gi d e CP(B) et V¥ e Cq(B) s
6,(9) = 6.(¥) = (p,4,(8) = (q,0,(9)) = p=q et ¥ (§) = (V)

si la premiére assertion est vraie on a alors pour les différentielles,

! 1 = n =1 " ""1 -
dhi(P)(h ° h, ) = dhi(p)(h o by ) donc dh,(p)(h oh' ) =1

puisque 1l'on peut &crire h" o h;1 sous la forme (h" o h'“1) o (h' o hz1) ,

en définitive ¢.(@) = ¢.(¥) => (p,(U',h")) (q,(U",n") => e¢=V.
L'application ¢; est donc injective, d'autre part (xi) étant un systémé

de coordonnées locales de B en p défini nar la carte (Ui’hi) , tout
€lément A de L fournit un autre systéme de coordonnées locales (x'k) en p

par les relations

3 .
X = z B. XJ k =1,2,3 s

ol les B? sont les coefficients de la matrice Aﬂ1 .  La nouvelle carte

A

correspondante est telle que l'endomorphisme A a pour inverse la différentielle



112 @

4 (p)(h' o hZ1) . S1i on note & 1la configuration locale associée & celle-ci,
i

on a wi(Q) = A , 1l en résulte la surjectivité de ¢i » donc sa bijectivité.

1T - 1.4, TNewmargue.-

Le groupe L opére 3 droite sur l'ensemble B x U par
-1 ~1
(p,(U,h)) « &= (p,(U,h'))  avec dh(p)(h' oh ) =A

avec Viaiel VBel ((p,(U,h)) « &) » B = (p,(U,h)) « 4B

Cette opération est telle que 1l'implication suivente est vraie :

(p,(U,n))A = (p,(U,h"))

(q.(V,xk))A = (q,(V,k")) = (p,(U,h")) R(q,(V,k"))

(ps(U,h)) R(q,(V,k))

En effet, p est alors égal & q et les différentielles vérifient :

~1 1 ~1

v =1y T - =
dk(P)(h oh ') =A dk(p)(k ok ) =4
dh(p)(k o h”1) =T dh'(p)(h o h‘n1) = A , il vient alors
dh(p)(kv o h’”1) = dh(p)(k' 0 km1 ok o hm1 oh o h'aT) d'ou
& ()K" 0 nly =1

I1 y a alors passage aux classes moduloc R de cette opération sur B x U,
L'action 4 droite de L sur B x Il passe aux classes sur l'ensemble des

configurations locales et L opére 3 droite sur C(B) .



en 13 o

Strweturne digferentiable C(D) .-

Supposons L rmuni de sa structure habituelle de variété différentiable
¢i(Uif\ Uj) est un ouvert de la variété produit U, X L , pour tout U, et
tout Uj . Dfautre part ¢i 0 ¢§1 est un difflomorphisme de
o5 ) AT (W) sur e (170 ATT(U,) (e closse 71 si B est
de classe Ck) puisque pour tout A dans L :

-1
b 0 (p,4) = (p,4 G (n

De plus, B étant séparé on a :

V ¢ ¢ C(B) Vv e C(B)

1

1(i,5) € 17 o € H“1(Ui) yell (Uj)

et H“1(Ui)f\ H"1(Uj) =¢ .

I1 en résulte l'existence d'une structure différentiable unique sur C(B) telle

que les Hm1(Ui) en solent les ouverts et les éi des difféomorphismes de

=

1) swr o, (17(u)))

Suprosons donnée unz deuxidme famille {(U%,hg) ell: jedlt, 1les
: 1
i .o I L) > UL ox
applications ¢1 (Ul) s L
¢5 : H“a1(U3) > Uj x L scnt telles que sur UifW Uj supposé

non vide on a si ¢ € CP(B) :

=1 1 =1
dhg(p)(h oh! ) dhj(p)(h oh; ' ohgohl)

1) .

1 -
dhi(P)(h o] hi ) ° dhj(p)(hi 0 hj

L'application (p,éi(®)) A (p,¢3(®)) fournit un difféomorphisme de
Uif“\Uj x L sur lui-méme. La structure différentiable définie sur C(B) est

indépendante de la base extraite de U pour la construction.



1T - 1.5, Théonrdme.-
La structure différentiable donnée sur B définit ainsi une structure

différentiable unique sur C(B) .

Nous ccnserverons le rméme symbole C(B) pour désigner cette variété

des configurations locales de B .

IT - 2. GROUPE TE LIE DES DEFORMATIONS LOCALES.

L'action de L sur l'ensemble C{(B) , rencontrée en II -- 1.hL.,

s'éerit

V ¢ ¢ C(B) V(A,B)6L2 (@ < A) *B=29 < AB .
Cette action laisse invariant le sous=enserble Cn(B) pour tout p e B
puisque :

VpeBd v@ecb(ﬁ) Viel gb'AeCP(B) .

Enfin elle a lieu transitivement dans chaque CP(B) :

VpeB Voe CP(B) Vve CP(B) Jael ¥=0 o p

1T - 2.1, Definition.~
Considéré comme groupe d'opérateurs sur 1l'ensemble C(B) des confi=
gurations locales du corpg continu B , le groupe L est appelé groupe des

déformations loceles de B .

11 - 2.7, Remanque . -

Dans [6] une déformstion locale &tait une classe d'horméonorphisnes
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3

locaux de R~ sur lui-méme, conservant 1l'origine, de 13 se dégageait ensuite
la notion de "grodient de déformation” d'un corps localement en 1lfun de ses
points. C'est ce "gradient de déformation" qui a conduit & la notion de d&for-
mation locale définie en [7] dans GL(RD) et en [13] dans GL(3,R) . Ces
deux aspects sont inclus ici dans la formulation de 1l'action de L sur £(B) ;

si (U,6) et (V,9) sont deux cartes locales en p de B induisant les

configurations locales respectives ¢ et ¥ on a pour Ae L

Y o=@ « A <= dh(.p)(ll) o (:)cﬂ) - Am“

En restreignant la définition II = 2.1. aux seules cartes globnles
de B, c'est=8~dire aux configurations de B , on retrouve la définition
donnée dans [7] a'une déformation locale & condition d'ordonner convenablerent
les configurations lifes par A . Ainsi nous dirons que A est la défornation
locale de la configuration locale Y en la configuration locale ¢ . Fornulée
de cette maniére cette notion prend le sens exact qui lul est donné en [T] .
La déformation localz A en p ducorps B, de ¥ en @ , est bien 1a
différentielle (ou sa matrice) en «(p) de toute déformotion (globale) Y ¢ .

de toute configuration (globale) « représentant ¥ en p en toute configu=

ration (globale) Y reprlsentant ® en p .

Munissons L de sa structure hebituelle de groupe de Lie. De la
définition de son action sur l'enserble C(B) et des structures différéntiables
de C(B) et du groupe de Lie G , il résulte que l'application de C(B) x L
dans C(B) définie par :  (¢,A) > $sA  est différentiable, et que chaoque
application ¢ A ¢*A pour A Tixe dens L est une transformation do lo

variégté C(B) , d'old :

11 - 2.3. Proposition.-

Le groupe de Lie des déformations locales de B opére différentiable-
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ment 4 droite sur la variété C(R) des configurations locales de B .

1T - 2.4, Remarque et notation.-

~

Dans le cas particulier o B seralt un ouvert de R3 nuni de la
structure induite de sous=variété de B3 , si deux cartes globales (B,¢) et
(B,y) de B sont telles que (p,(B,8)) et (p,(B,p)) scient en relation
par R (II = 1.2.), 1les confipgurations 4 et ¢ ont alors méme différentielle
en pe BC R3 . Cette remarque fournit un sens 3 1'appellation d€ja rencontrée

I

de "gradient de lo configuration 4 en p" pour désigner la configuration
3

s »

locale ¢ associée en p 3 ¢ , méme si B n'est plus une sous=variZté de R

auquel cas le rot gradient ne peut A priori s'appliquer.

2
=

Etant donnfe une carte quelconque (U,$) d'un corps continu quel=

conque en 1'un de ses points, on pourra par extension appeler encore gradient de
. ; " " 5 3

cette carte en p 1la configuration locale associe. Si 1'on munit R de sa

structure de variétl une telle configuration locale est effectivement 1a

différentielle de ¢ au point 7D .

Soit alors une deuxidme carte (V,)) en p , si ¢ est la configu-
ration locale assocife 3 (p,(U,4)) et ¥ 1'assocife de (p,(V,¥)) on a

o = dp ¢ et ¥=d ¢y or on peut crire

=11
d? Vo d¢(p) d

i}

d¢(p)(1\b @) ¢L1)

[

e dypy¥ e ¢ ) =g, v o o, g7

Pour simplifier 1'€criture, la notation * symbolisera, corme dans [13] 7
le passage au gradient ou encore 3 la différentielle. L'égalité précédente

s'éerira d :
a one ¢



L'élément A de L caractérisé par cette &galité est 1la déformation locale qui

par action & droite sur w*p donne ¢ ou encore (II - 2.2.) la déforma-

*p

tion locale de ¢*P en w*b . C'est ici 1l'aspect isomorphisme de 1l'espace

tangent Bp sur R3 pour une configuration locale qui est utilise. ILa variété
C(BR) #&tant isomorphe A celle des repdres de B , 1l'action de L conduit & une

structure fibrée principale isomorphe & celle des repires de B [1]

11 - 3, FIBRE PRINCIPAL DES CONFIGURATIONS LOCALES.

I1 résulte de la construction II =~ 1.5., et de la proposition
IT - 2.3. que 1l'ensemble C(B) nmuni de sa structure différentisble et le

groupe | des déformations locales de B possd@dent les propriétés suivantes

1) le groupe de Lie L oplre différentiablement 3 droite sur la

variété C(B)

2) 1'application T oprojection de C(B) sur B est différentiable

et telle que
V o e C(B) 1N ne)) =0 -G

3) pour tout point p de B, il existe un voisinage Ui de P

==

et un difféomorphisme ¢i1 de Ui x G sur Hm1(Ui) satisfaisant 3 :
quUi VAaeG VBeG

-1 S PR
b: (q,AB) = ¢ (q.b) * B

Les conditions permettant de munir C(B) d'une structure de varidté
fibrée principale de base B , de groupe structural L et de projection

canonique II sont donc vérififes. Les fibres CP(B) au dessus des divers points
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p de B sont constitufes des configurations locales de B en ces points,

chacune d'elles est diffComorphe & L qui y opdre librement et transitivement.

1T - 3.1, ThEonbme et définition.-

Les propridtés 1) , 2) , 3) mnunissent 1'ensemble C(B) d'une
structure de variété fibrfe principale de base 2B de groupe structural L .
C(B) muni de cette structure sera appelé fibré principal des configurstions

locales du corps continu B .

Le groupe L ayant deux composantes connexes et B &tant par
hypothése orientable, en tout point de B 1l existe dans la fibre CP(B) au
dessus de p deux familles de confipurations locales. La déformation locale
assocife 34 un couple de configurations locales d'une méme famille est 3 Jacobien
positif, au contraire assocife d deux configurations locales respectivement dans

les deux familles la déformation locale est 3 Jacobien négatif. Il en résulte :

IT - 3.2, Proposition.-

Le fibré principal C(B) possdde deux composentes connexes, chacune
- s’
d'elles admet une structure de variété fibrfe principale de groupe structural

G 1a composante de 1'identité de L .

Ramgggue,—

Les définitions donnfes dans [13] imposent dds le début une orien~
tation 4 la varitté B donc aux configurations ainsi qu'aux déformations
de B . Cette axiomatique interprétée dans le cadre de la proposition II - 3.2.
se traduit, en orientant la variété B , par une restriction de 1'étude &

l'une des composantes connexes de C(B) .
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1T - 3.3. Convention.-

Dans toute la suite, la variété définissant un corps continu sera
toujours supposée orientée, les cartes de l'atlas d'orientation donnant des
difféomorphismes directs dans RB orienté par sa base canonique. Le groupe

de Lie Adésormais désigné par G est donc maintenant la composante connexe de
+ -1

1'identité du groupe linéaire.



CHAPITRE 111

CORPS SIMPLE MATETTIELLEMENT UNTFORME
EN MECAMNIOQUE NES MILTEUX
CONTTMUS DEFORMARLES

La notion de corps simple, définie par W. NOLL dans [T7] et
rappelée au paragraphe I = 2., se transcrit intégralement avec les définitions

prises ici au chapitre II des configurations locales d'un corps continu.

Les remarques & propos de la diversité des domaines d'applications
restent inchangfes, en particulier rappelons que l'ensemble R ([7] defini=
tion 1) caractérisant les réponses du corps simple peut concerner des propriétés

mécaniques, mais aussi diverses propriétés physiques.

Si un corps continu B donné peut-8tre muni d'une structure de corps
simple, le fibré C(R) , au départ purement glométrique, va traduire d'une
certaine manicdre le comportement physique ou mécanique du corps B et ainsi
permettre une interprétation géométrique précise de ce qui est appelé en langage
courant "la fagcon dont répond le corps en ses divers points" . Le présent
chapitre traite de ceci pour les corps simples en mécanique des milieux continus

déformables.

ITT - 1. CORPS SIMPLE EN MILIEU CONTINU DEFORMARLE.

Soit ©# un corps continu guelcongue, 1la notion habituelle de mouvement

conduit & poser les définitions sulvantes.
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T1T - 1.1, Deginitions .-
Un mouvenent d'un corps continu B est une application de R dans

1l'ensemble des configurations de B .

Un mouvement local de B en 1'un de ses points P est une applica=~

tion de R dans 1'ensemnble Cn(B) des configurations locales de B en D .

A+

Etant donnfés un mouvement © de B ., c'est=3-~dire encore une famille
3 un paramétre réel t , le temps, de configurations ¢T de B, wum point 7p
de B et un instant t (t € R) , on appelle histoire cinfmatique locale én D
de © & l'instant t et on note in 1'application de R_ dans CD(B) définie
par :
t

= ¢
v T <0 @*P(T) 5(t + T)*P

Dans les conditions ci=dessus, soit @ est une configuration locale
de B en p , dite alors configuration locale de référence pour le mouvement
© , on appelle histoire de déformation locale de © en p & 1l'instant

référée 4 @ , 1l'application de R_ dans G daéfinie par :

=1

VT<O Tl‘)’ O(I‘ .

o]
"(t + T)*p

Remorque. -

¢ etant prise pour référence, toute histoire cinématique locale
détermine ainsi une histcire de d8formation locale, ¢ induit donc une bijection
de l'ensemble des histoires cinmatiques locales en p sur 1l'ensemble des
histoires de déformations locales assocides. Soit 2, cette bijection on a

alors 1'égalité suivante pour tout T de R_

t _ 1
QQ(@*p) (r) = ¢(t + T)*P o2 € G

Cet &lément de G est la déformation locale faisant passer par action 3 droite
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de la configuration locale de B en p & l'instant t + 1 dans

bt + T)%D
le mouvement O 4 la configuration locale de référence & de B en 1D .
Plagons maintenant 1'8étude en mécanique des milieux continus déformables. Les
axiomes classiques de celle-ci, expos’s par le détail dans [11] scnt done
vérifiés par les corps et les mouvements considérés ici, en particulier
"1'4quation de comportement” Cerite plus loin reste invariante dans tout chon-—
gement de repdre matfriel, de méme, le principe du déterminisme pour le tenseur
des contraintes et le principe d'action locale permettent de construire des
fonctionnelles de réponse du type de celle utilisée dans la définition suivante,

adaptation 2 1la n@canique des milieux continug déformables de la définition

gétnérale des corps simples.

111 -~ 1.2, Definition.-
Un corps continu déformable B est dit simple si on peut le mmnir

pa

d'une fonctionnelle de réponse F , c'est-d-dire d'une application F qui &

3

tout point p de i

tar

associe une application Fﬂ de 1l'ensemble des histoire

4.

cinmatiques locales de B en p dans l'ensemble des tenseurs symétriques

e
3 .
du second ordre sur R~ , appelée fonction réponse de B en p .

Soit T(+,p) 1le tenseur des contraintes en p de B & l'instant t
dans un mouvement © , ce tenseur est entiérement déterminé par la définition
P
réponse Fp

_ t

Etant donnfe une configuration locale ¢ de B en p 7prise comme
référence, on sait que o (IT = 1.1.) associe de facon biunivoque les
histoires cinématiques locales en p et les histoires de déformations locnles

en p . On peut donc donner une définition Gquivalente 3 la définition III -~ 1.2.



1T - 1.3. Canactirisation.-

7 est simple si on peut d&finir une fonction réponse G® relative
D
a toute configuration locale en p , @p , anplication de l'enserble des
histoires de dfformations locales de R en p dans 1l'ensemble des tensecurs
. 3
symétriques du seccond ordre sur R~ .
Les fonctions de réponse Fn et GQ "sont lides par la relation
T :
b
F =¢G Q .
o) <.T>O<I>

Physiquement, cet aspect donné aux réponses d'un corps correshond
au falt que si la configuration locsale @D est induite par une configuration
4 de B (@P = ¢*D) s le tenseur des contraintes pour R 3 1l'instant t en
p dens la configuration ¢ et dans le processus dynamique (cf. [11]) qu’est
le mouvement © , est parfaitement déterminZ par 1l'histoire de toutes lus
aux instsnts 1 antérieurs 3 t , induitcs

déformations locales Ogry O ¢

en » par les dlformations globales de ¢ en ¢ .
T

De ce point de vue le corps répond 3 des déformations locales, cette
interprétation i 1'aide de G nmermet en particulier de donner un sens précis
au fait mécanique qu'un corps peut se comporter "de la méme manidre"” en deux
de ses points. Dans ce dernier cas, on pourra dire que localement en ces deux
points, les mémes déformations produisent les mémes contraintes. C'est le but

du paragraphe suivant qui conduit aux notions de groupe d'isotropie et de corps

simple matériellement uniforme.

111 - 7. ISOMOTPHISMES MATERIELS D'UM CORPS SIMPLE,

Soient » et q deux points d'un corps simnle B ., Etant donné un



isomorphisme r(p,q) de l'espace tongent 3D sur l'espace tangent BG

définissons une opplication p{p,q) de la fibre CO(R) dens la fibre CD(B)
par : V V e Cg(ﬁ) p(p,a) (¥) = V¥ o r(p,q) . Cette application est surjec-
tive puisque pour tout ¢ dans CD(B) il existe ¥ =9 o r(p,q)m1 dens Cq(”)
tel que p(p,q) (¥) = @ . De plus 1l'isomorphisme r(p,q) &tant simplifiabls

A4 droite dans 1'Cgalité Y o r(p,qa) = ¥' o r(p,q) cette application est aussi
injective done bijective. Il en résulte l'existence d'une application bijéctive

p(p,q) de 1'enserble H  des histoires cinfmatiques locales en q sur celul

des histoires cinfmotiques en 1 , HP .

Etent données deux configurations locales en q , la déformation
locale p(p,q) (W1) o [p(p,a) (‘i‘z):!“1 asscciant les images par P(p,q) de ces

configurations locales W1 et W? reut s'Eerire

(¥, 0 v(p,2)) o (¥, o x(p,a)”’

qul donne par regroupenment Y1 o W;1 .

Soit maintenant ¢ prise comme référence dans Cp(ﬁ) , la surjecti=
vité de po(p,q) et la remarque précédente conduisant au résultat suivant avec

¥ =00 r(p,g)

Vo eH 2y(0,0) = 8,(p(p) (6 ) .

ITT - 2.1. Proposition.-

Tout isomorphisme r(p,q) de Rp sur Bq induit une application
bijective p(p,q) qui conserve l'action de G sur les fibres CP(B) et Cg(ﬁ).
Pour toute configuration locale ¢ de référence dans CD(B) , 1l existe une
configuration locale ¥ unique telle que

Q‘{r’ = Q@ o plp,aq)



Toute p(p,q) bijection de Cq(B) sur Cﬂ(B) conservant 1'action
N &

de G est issue d'un isomorrvhisme r(p,q) unique.

On peut remarquer que l'on introduit ainsi un foncteur contravariant
H de la catéporie T dont les objets sont les espaces tangents & B ot les
morvhismes les isomorphismeé vectoriels dans la catéporie C dont les objets
sont les fibres de C{B) et les morphismes les bijections respectant 1'action

de G .

Soit B un corps simple, les fonctions de réponse Fn et F en

7 ne neuvent &tre confondues puisque leurs

deux points distincts p et q Ade
enserbles de départ sont distincts, cependant il se peut que le tenseur dcs
contraintes soit le méme pour deux histoires cinématiques locales 3 l'instont t
respectiverment en p et en q . Le foncteur H donne un moyen & liaide des
o(p,q1) d'associer les histoires cinématiques locales

YneB YgqeB Vol ef
) *q Q

o(psa) (6;) (1) = p(0,0) ( )

¢(t + T)*%q

ceci pour tout isomorphisme r(p,q) de B sur Ea .

ITT - 7.2, D84inilions.-
On anpelle isonorphisme mat@riel entre les fibres Cq(B) et CU(Q)

tout morphisme p(p,q) de la catéporie € tel que 1'on ait 1'égalité

On appelle isomorphisme matériel entre les espaces tangents 3_ et

i

Sq tout isomorphisme de la catégorie T ayant pour image per H un isomorphis-

me matériel de la catégorie C .
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Pour résumer ces deux propriétés on dira que les particules p et g

sont "matiriellement isomorphes".

Soit ¥ une configuration locale de B en q , l'existence d'un
isomorphisme matériel r(p,1) entre p et g peut se traduire comme suit :

pour toute histoire cinfrmaticue locale en 7 eboutissant en ¥ & 1'instant

o

t , le tenseur des contraintes en q 3 l'instant t est aussi le tenseur de
contreintes en p au méne instant pour l'histoire cinématique locale acscecife

par S(p,Q) aboutissant en 3(p,q) (V) =¥ o r(p,a) .

Un isomorphisme matériel r(p,q) fournit un certain moyen d'associer
les fibres CW(S) et Cq(ﬁ) de facon compatible avec les réponses mécaniques
&
du corps aux deux points. Un difffomorphisme local de la variété T dfun voisi-
nage de p sur un voisinage de ¢ induit un isomornhisme des espaces tangents,
si cet isomorphisme est matériel, 1l'analogle entre les voisinages est non seule-

nent topologique et géordBtrique mais de plus mécanique.

Soit g(p) 1'ensemble de tous les automorphismes matériels en 7 ,
c'est=A-dire des iscmorphismes matériels de 3“ sur lui=-méme. De la définition
_L,

IIT - 2.2. il résulte que ce sous—ensemble de GL(B“) n'est pas vide car il

b

contient 1'identité de Rn , et qu'il en fournit un sous=groupe.

£

Supposons qu'il existe au moins un isomorphisme matériel de BT sur

Bo » on peut assccier A tout &lément o du groupe @(p) un élément de GL(FO)
¢y A

soit B par B = r(p,q) oa o r(p,q)m1 en notant r(p,q) cet isomorphisne

matériel. On prouve alors que B est dans g(g) de la fagon suivante :

8 or(p,a) =r(p,a) oe = olp,a) oo, =p, o o(p,aq)

B8

en passant aux histoires cinfnstiques locales il vient



o(p,q) oo, = 5@ o p(p,q) or o est dans g(p) par hypothdse donc

"B

— = s . . . P

= et P ue ) o C I ] i ! 2

F =F o0p de néne puisque 7r(p,q) est isomorphisme matériel
b b a

F =F ooplp,a) (III =2.2.) , onaalors F =F op o p(p,a) ou cncore
SIS e » o
Fq = Fﬁ o p(p,q) © Sp c'est 3 dire FO =F o0op, da'ol le résultat envisagd.
M B 1 q »”

I1 est clair dfautre part que nour tout B8 de g(q) il existe o de g(v) ,

o = 1"(1‘,<1)m1 o8 ¢ r(p,a) tel que B8 = r(p,a) o a o rip,q) V. Les deux croupes

=

vérifient donc 1'&zalité g(a) = r(p,1) o a(p) o r(p,q) .

11T - 2.3. Proposdition et dEginition.-

En tout reint p dfun corps simple P les automorphismes matiiricls

forment un groupe g(p) dit groupe d'isotropie nmatériel de B en 1 .

Si deux points D et aq de B sont 1iés par un isomorphisme maté-
riel r{(p,q), les groupes d'isotropie matériels de B en p et q sont liés

par la relation

g(q) = r(p,a) o 9(p) o r(p,a)” | .

111 - 2.4, Caractirisction.,~

Etant donnés deux points p et q d'un corps simple R, un isomor—
phisme de Bn sur Bq est matériel si et seulement si pour toute configuration
locale de référence r(p) prise dans CD(@) il existe une configuration locale
r(q) dans Cq(B) telle que l'on ait

r(p) © Te(p) © P(2a) =Gy 0 Qg -

Cette proposition est conséquence de TIII = 1.3. et III = 2.2. avec
r(p,q) = r(q)m1 o r{p) et du fait que d'aprés III = 2.1. on a 1'8zalitd

Q

Qr(q) -

r(p) < p(PaQ) .



On voit alors que la méme famille 3 un paramdtre d'éléments de G

conduisant aux deux histoires de déformations locales relatives a4 r(p) et r(q)

-

respectivenment, produit une méme réponse 3= la part de B . 7B se comporte

méecaniquement en  comme en g si et seulement si il existe un isomorphisme

matériel r(p,q) de ?ﬁ sur ?q .
o

Llexistence d'un isomorphisme nmatériel r(p,q) de ?n sur Rﬂ nermet

& A
alors, A la condition de choisir les réffrences r(p) et r(a) convenablenent
c'est=3-dire relies nar p(p,q) , de considérer les histoires de déformations

locales uniquement dans G sans faire mention des configurations locales sur

lesquelles les déformations locales agilssent.

Soit 2, 1la famille 3 un paramétre de G assocife 4 une histoire

. . t
cinématique locale @m.ona

L

t .
Q 0 a
” (a) ( *q) et aussi

2D
it

Q

e = %(p) (P2 (070

a
L'existence de r(p,q) isomorphisme matériel est caractérisée par le fait que

U = Y I snahles
pour toute £, on a Gr(p) (Q*) Gr(q) (@) pour r(p) et r(q) convenable

¥

ment choisies. Les fonetions Gr<h) et Gr(q) sont alors formellement identi-
T v

ques ce qui permet de dire en ce sens que le corps 2 répond de fagon identique

en p et q.

Remargue. -
Les analogies mécaniques entre les divers points de B  se traduisent
donc par le misc en &vidence d'une certaine sous—catégorie de € associée par
=

le fencteur H 3 une sous—catégorie de T . Munir un corps continu d'ime

structure de corps simple c'est donc  prendre une restriction du foncteur H
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£ : Pl .
caractériste par le conportement mécanique de ce corps.

Le paragraphe suivant traite des corps simples dont il est possible
de dire, en un certain sens, qu'ils répondent de facon identique en tous leurs

points.

TI1 - 3. CORPS SIMPLE MATERTELLEMENT UNTFORME,

I1T - 3.1, Déiinition.-
Un corps simple B est dit matériellement uniforme si pour tout counle
de ses points (p,q) il existe un isomorphisme matériel o(p,q) de C_(3) =t
\.l

c (B) .
p( )

117 - 3.2, De4inition.-

Soit B un corps simple matériellement uniforme, on appelle référence
matérielle locale de ' toute section locale (Ui’ri) du fibré C(B3) +telle
que pour tout couple (p,q) de noints de Ui , 1l'isomorphisne de Cq(B) sur

5

CO(B) défini par : o(p,q) (¥) =¥ o ri(q)”1 o ri(p) , s0it matériel.

On a alors d'aprés III - 2.2.

11T - 3.3, Conacténisation.~

Un corps simple 5  est matériellement wniforme si nour tout couple

de ses points (p,q) il existe un isomorphisme matériel r(p,q) de B et B .

I1 en résulte qu'une section locale (Ui,ri) du fibré C(3) est une
référence matérielle locale de B si et seulement si pour tout couple (p,a)

des points de U, , 1'isomorphisme ri(q)s"1 o ri(p) est matériel.
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I1 résulte alors de III = 2.L, et de la définition précédente :

11T - 2.4, Proposition.-
Une secticn locale o5 = (Uiari) du fibré C(%) est une rdférence
matérielle locale si et seulement si pour tous les points p de Ui les

fonetions de réponse Gr (n) sont identiques. On notera Gc la fonction
it i

de réponse communz.

ITI - 3.5, Dédinition.-
Deux références matérielles locales o, = (Ui,ri) et Uj = (Ujgrj)

sont dites compatibles si les fonctions de réponse G0 et GO sont identiques.
J
. Ty . 7
On appelle référence matérielle de B tout recouvrement maximal de 3 par des

références matérielles locales compatibles.

Soit U= {Oi = (Ui,ri) : i€ I} une référence matérielle pour © .
Les fonctions de réponse Gr () sont indépendantes 3 la fois de p dans D
ite

et de i dans I , on notera GU la fonction de rénonse cormune

Vie VopeU G, =G =G
T Peu; =G () T Y,
i i
GU sera dite fonction de réponse de © relative & la réffrence matérielle U .

Convontion. -
Pour toute la suite, sauf mention spfciale, la dénomination de ‘corps
simple" désignera un corps simple matériellement uniforme pour lequel il existe

au moins une référence matérielle U .



Pemasique . -

81 wn corps simple 7 posséde une référence matfrielle dont un U,
est &gal 3 R, 1a référence (Ui’ri) est alors globale et correspond 3 cs
qui est appelé dans [T7] "a uniform referencs for B" , dans [13] 1a noticn
correspondante 3 une réfirence matérielle de 72 est celle de '"reference atlas
of 7" . Physiquement un corps simple est tel qu'il est possible de repéror ses

déformations en prenent des références convenables de fagon que ses réponses

relativement 3 ces références soient uniformes.

YT

\)
[
0]

11T - 4. GROUPES N ISOTROPIE RELATTFS

\'T‘l
05
"3

STHPLES.

1171 - 4.1, Définition.-

Etent donnée une configuration locale de référence r(p) d'un corps
simple ® en 1'un de ses points p , on appelle isomorphisme matériel relatif
a r(p) toute déformation locale P de G telle gue, pour toute histoire

de déformaticn locale 9, , on ait

oll Q, P désigne 1'histoire de déformation locale définie par :

VteR_ Q* P(T) = Q¥(T) oP .

Proposition. -

Les isomorphismes matériels relatifs 4 r(p) forment un sous-—groupe
de G noté gr(w) . Ce groupe est 1i# au groupe d'isotropie matériel de

en p par la relation

y = rp) o g(p) o r(p) .
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Pheuve. -

Soit r(p,p) un isomorphisme matériel en 1 , r(p,p) € g(p) .
D'aprds les résultats du paragraphe III -~ 2., la configuratiocn locale
r(p) o rlp,p) associée & r(p) nar r(p,») est telle que pour toute histoire

de déformation locale 2, on ait 1'¢galité

Gr(p) o r(p,p) (@) = Gr(p) (@)

o]

d'autre part si on pose P =r(p) o r(p,p) o r(pf1 on
VTCR“

2,(1) o P or(p) =0.(1) or(p) orlp,p

*

a'ol 1'4galité

i 4

et par conséquent

Gr(ry (Pe) = Grp) (% P)

ce qui prouve l'sppartenance de P A g La corresmondance entre r(p.p)

“r(p)

et P pour r(p) fixée est bijective et les groupes sont alors liés par 1la
relation indiquée.

b d

Le groupe g ( est appelé groupe d'isotropie de & en p relatif

r(p)
4 la configuration locale de référence r(p) : cette dernidre &tant fixéc, les
isomorphismes matfriels de 1 relatifs & r(p) sont aussi en correspondonce

bijective avec les autcrorphismes matériels de la fibre CU(?) .

Soient r(p) et r(q) prises comme réffrences respectives dans
CU(R) et Cq(B) ; les groupes d'isotropie sont 1liés par les deux relations
-L A

sulvantes

)" 1L soit

8,.(») = 7@ gl o r(p) g = r(q) o g(a) o r(s

r(q)



r(p,q) 1'isomorphisme r(q).=1 o r(p) de Bp sur 7 . On a successivement

r(p,q) matériel <= olq) = r(p,a) o g(p) o r(p,q)
= Op(q) T r(a) o (r(p,a) o glr) o r(p,)” ") o r(q)
= (r(q) o r(»,7) o g(p) o (r(p,a) ' o r(e) )

=1 ., .
= r(p) o g(p) o r(p) , d'ol la proposition

A
1]
\
[Em}
2
~
I

suivante.

11T - 4.7, Proposition.-
Pour gque les groupes d'isctropie et d'un corps sirmle B
4 oR 5 PE0 j< gr(p) gr(q) S !
en p et q relatifs & r(p) et r(q) soient confondus, 11 faut et il suffit
que ces deux configurations locales prises corme références respectives en D

et q soient telle que 1'isomorphisme r(q) Ty r(n) qu'elles définissent soit

matériel.

11T - 4.2, Proposition ot difinition.-

Etant donnd® une référence matérielle U = {Oi = (Ui,ri) . ie I}
pour un corps simple B , le groupe d'isotropie relatif & ri(p) est l= méme
nuelque soit p dans B et i dans I .

On ecppelle proupe d'isotropie g, relatif 3 U ce groupe commun.

On appelle groupe d'isotropie 9, relatif 2 Ui le groupe d‘'isotro=

i
pile commun relatif 3 tous les ri(p) pour 1 fix€ et p variable dans u. .

Cette proposition est conséquence directe des résultats de III - 3.2. ot

ITT = 3.4, ainsi que e III - L.2. Deux références locales pour 2 sont



compatibles si et seulement si elles donnent le méme proupe d'isotropie relatif.

On se pronose maintenant de classer les références locales d'un corps

simple, compatibles ou non, ainsi que leurs groupes d'isctropie associég,

Soit P une déformation locale de B pour lequel U = {oi 1€ T}
est une référence matérielle. Considérons 1z famille V de sections locales

de C(B) définie par

Y={Po. ;i€ I} Po.=(U. ,Pr.)
i i i i

aveec P ri(p) =P o ri(p) pour tout point p de Ui .

Etant donnés deux points p et g dans Ui , on salt que 1'iso-

A

. =1 . .. .
morphisme ri(hgq) = ri(q) o ri(p) est matfriel. Celui ci peut s'‘@cerire

encore x‘i(q)“1 o oP o ri(p) c'est-a~dire

r.(p,a) = (P o ri(q))11 o (P o ri(p)) . Les références

P ri(p) et D ri(q) sont donc telles que 1'isomorphisme les liant

P ri(q)m1 . P ri(p) est metériel pour 2 , il en résulte que P o, est

une référence matérielle locale de B . Par conséquent, V que 1l'on notera

aussi P U est unc référence matlrielle pour 5 .

Considéreons maintenant deux références matérielles locales

o. = (U.,r.) el et r.=(V.,p0.) eV oi U et V sont deux références
i 1274 3 i3

matérielles quelconques données pour B . On sait qu'il existe pour tout

point p de U, une référence matérielle locale en p situfe dans Y soit

. -1
- A 18 ’3 (‘ &,
T (Vk’pk) . Désipnons par P 1'81énent pk(p) o ri(p) de G . 1La

référence matérielle locale P 9, & pour groupe d'isotropie QP . = gp (v)
i k'

d'aprés la construction de P U , d'autre nart Tj et T étant dans Y on



‘ = d'ol ¢ = 0 T. et P o. sont donc dans la néme
g g 8p. T % g, » T35 ° j sSomt don ©

=g
T Py (®) 3

référence motérielle locale et on a V

PU . DNotons que P utilisé dans
la dCmonstration n'est pas unique en général puisque l'indice k ne l'est nas

non plus 3 pricri.

11T - 4.4, Proposition.-

Pour toute référence matérielle U d'un corps simple B et toute
déformation locale P , 1la famille P U est une référence matérielle de 3
et si U et UV sont deux références matérielles de B quelconque il existe

une déformation T au moins, telle que V =P U

117 - A5, DEdinition, -
On appelle isomorphisme référence de 3 relativement 3 une référence
natfrielle U +toute déformation locale P ds B telle que ! soit invariant

rar P 3 U=P U .

Seit P un tel isomorphisme référence, si ri(p) est une configura~=

oy

tion locale de référence fournie par U en p , P o ri(p) est de réffrence
pour P U en o . L'isomorphisme les liant, soit r(p,p) = ri(p)“1 o (Po ri(p))

gcrit sous le forme Equivalente r(p,p) = r

£

i(p)J1 o P o ri(p) prouve d'aprds

ITI - 4.1. et puisqu'il est matériel par hypothdése, que P est bien isomorphis-—

by
-

me matériel relatif & r

i(p) . Rfciproquement si P est un tel isonorphisme

matériel, relatif 2 ri(p) , l'isomorphisme r(p,p) écrit plus haut est moté-

riel or il associe ri(p) et Po ri(p) , 11 sfensuit 1'égalité U=p U .
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11T - 4.4, Proposition.-
Le groupe d'isotropie de [ relatif 3 une ré&férence matérielle !

est aussi le groupe des isomorphismes références de R relativement & U .

117 - 4,7, Convention.-
En vue du chapitre IV , nous reprenons une hypothdse de [13J .
Tous les groupes d'isotropie des corns simples rencontrés par la suite seront

” o~ - Ve ” . - Vd -
supposés etre des sous=groupes de lie fermés du groupe spécial linéaire.

117 - 5. ETATS SOLIDES ET ETATS ISOTROPES DES CORPS STMPLES.

Les groupes d'isotropie vont donc caractériser des propriftés permet-

tant de classer les corps simples en divers types mécaniques.

11T - 5.1, Df{inition.-
Un corps simple B est dit solide s'il existe une référence matérielle
! d& B pour laquelle la groupe d'isotropie gy est contenu dans le groune
spécial orthogonal SO(E3) , 1l est dit isotrope s'il existe une référence

matérielle dont le groupe d'isotropie contient le groupe SO(R3) .

Dans les deux cas, la réffrence ! est dite naturelle.

Cette définition peut encore s'énoncer point par point, une particule

p de B &tant dite solide si le groupe gr(ﬂ) pour une certaine configuration
I

locale de référence r(p) , alors dite naturelle, est contenue dans SO(RB) .



En particulier, un sclide isotrope est donc tel que pour toute
. 03
référence motérielle naturelle U le groupe gy est exactement SO(r~) .
Voyons dans ce cas particulier corment sont lies les différentes références

matérielles naturelles.

D'aprés la proposition III =~ L.1., 1les groupes d'isotropie g(p)

1

8t 8.(p) SOnt 1iSs par glp) = r(p o8

(o) © r(p) , de méme si ri(p)

est une autre configuration locale de R en p
-1
= i Y [¢] v .
g(p) =r' (p) o Oop) ©F (p)

Soit P 1la déformation locale définie par r'(p) =P o r(p) on a

e 1

P=rzr(p) o r(p)”1 ot par conséquent ar'( oP . 81 r(p)

o

) T F o ay

b8 p)

X

est supposle naturelle, pour que r'(p) le soit il faut et il suffit que l'on

alt
SORS) =P o SOR) o 7!

)

. . . 3
c'est-d-dire encore que P appartienne au normalisateur de SO(R°) dans G ,

qui est le groupe des similitudes directes.

ITT - 5.72. Proposition.-

Etant donnée une référence matérielle neturelle U d'wn solide
simple isotrope, pour toute déformation locale P , 1la référence matérielle

P U est naturelle si et seulement si P est une similitude directe de B3 .

W

De fagon géntrale, pour un corps simnle quelconque B , les groupes
d'isotropie Qr'(n) et gr(p) relatifs 3 deux configurations locales respec-

tives r'(p) et r(p) telles que r'(p) =P o r(p) &tant conjuguds par F ,



elle est #1l€ment du normalisateur de celui~ci dans G . Pour un corps simple

isotrope zvec r(p) naturelle, r'(p) est noturelle si et seulement si ¢

. 3 e L. . .
conjugue en conservant SO(R™)  intérisur au contraire pour un solide

“r(p)

. e, . . . . . PN
simple la condition est que cette conjugaison se fasse & 1l'intérieur de  SO(R7).

Dans ce dernier cas »on veut préciser en utilisant la décomposition d'une dZfo

mation locale quelconque 4 1'aide d'une rotation et d'une défermation pure.

Soit en effet I une réffrence natérielle naturelle, on a

QPU =P o 8y © PM1 pour toute déformation locale P . Si G est daons o

o=

b

G' =P oGo Pﬂ1 est donc dans @, T Soit P = R°S 1la décomposition unigque

B

de P ol R est dans 30(83) et considfrons la déformation locale G'P

a d'une part

G'P = G'R §
d'autre part G'P=PG=RS G
ou encore GP=RGG 'sc=rRs (¢ g G) . Mais U Ztant

naturelle pour le sclide B , G est dans SO(R3) , l'unicité de la dfcom-
rosition prouve qu: G' est dans SO(B3) si et seulement si S =G S5 G
auquel cas on 2 G'R =R G . D'ol la proposition suivante caractérisant P

” . L
par sa déformation pure associZe.

11T - 5.3. Proposition.-

Etant donnfes une r&fférence matérielle naturelle d'un solide simple
et une déformation locale quelcongue de B , la référence matérielle P
est naturelle pour 7 si et seulement si la déformation pure associde & P

est &lément du centralisateur de a -

Remqggue,~

Le centralisateur est un sous=groupe distingué du normalisateur, et

On



0o 39 en

dens le cas ou 8 est exactement SO(RB) qui est celul de la proposition
4

IIT - 5.2., le ncrmalisateur et le centralisateur sont confondus.

On se propose maintenant de caractfériser les solides simples par

1'existence de structures riemenniennes sur ces corps.

I11 - 5.4, Définition.-

Un tenseur en un point p d'un corps simple B est dit matéricl
8'il est invariant par les transformations tensorielles induites par les

isomorphismes matériels de U en 1 .

Soit U une référence matérielle naturelle d'un corps simple solide
B . Pour tout point p de B on peut choisir une référence matérielle locale

o. = (U

ST
i i’

i> de f telle que » soit dans U, - Définissons sur l'espace

tangent RP un tenseur t;,(p) par :

V(u,v) € Si tu(p) (u,v) = r.(p)(u) - ri(p)(v) ol le merbre

i
de Arcite désirme 1: produilt scalaire euclidien sur R3 . tu(p) est un tenseur
covariant d'ordre 2 induisant une forme bilinfaire symétrique définie et

positive sur B_ .

Snient r(p,p) un isomorphisme nmatériel en p et ri(p) naturelle

pour B solide sinple, 1'élément ri(p) o r(p,p) o ri(p)w1 est dans

Qr (p) = Qu . Clest denc une transformation orthogonale de B3 . Pour tout
1

3 3

couple (u',v') d= R” X R~ on a la relation :

u!

e vl o= ri(p) c r(p,p) or (p)“=1 (u') - ri(p) o r(p,n) o ri(p)u1 (v?) (1)

i



. : e
Pour les €léments u et v de B associés & u' et v' par ri(p)

)

on a r.(p) (u) - ri(p) (v) = ri(p) (r(p,p) (u)) - ri(p) (r(p,p) (v)) . 11

en résulte 1'€palité suivante valable pour tout couple de vecteurs tangents

(u,v) de Rp :

tu(p) (w,v) = £,(p) (x(p,p) (W) . r{p,p) (v)) . (2)

Le tenseur tU(p) est donc un tenseur matériel en p . Ce tenseur est en fait
indépendant du choix particulier de ri(p) dans U au dessus de p ; si

rj(p) est une autre configuration locale donnée par U en p , 1'isororphisme

=

r(p,p) = r. (») o rj(p) est matériel et 1ls démonstration précédente prouve que

1'on a bien

ty(p) (wv) = r.(p) (w) - ri(?) (v) = r

pour tout couple (u,v) € Ti .

"

Un champ Ae tenseurs sur un corps simple est 4it matériel sfil reste
invariant par les transformations tensorielles induites par les isomorphismes

matériels de ce corns.

Un té&l champ est parfaitement déterniné par sa valeur en un point

fixé quelconque.

11T - 5.4, TB4indition.-
On dit qu'un corps simple 7° est runi d'une structure riémennienne
matérielle s'il existe sur F une structure riemannienne dont le charp des

tenseurs soit matériel.



P “3

Ce qui précéde prouve que si 7 «<st wn solide sirmle, alors 3 peut
8tre muni d'une structure riemannienne metérielle par le chamn de tenseurs tU

A'une référence matérielle naturelle de 3 .

Supposons que sur un corps simple ! existe une structure riermannienne
matériells. Notons ty le chemp de tenseurs de celle-cl sans sunposer dans
cette notation l'existence effective d'une réftrence matérielle naturelle,
existence prouvée Tar la suite. En un voint p de B il existe une configura-

I}
tion locale ri(p) telle que pour tout couple (u,v) de B; on ait

r.(p) (u) * ri(p) (v) = tu(p)(u,v) .

i

Pour tout isomorphisme matériel r(p,n) de 5 1la relation (2) est vraie,

i)

il en est alors de néne de (1) , ce nui prouve que 1'élément
ri(P) or(p,p) or

isomorphisne matériel relatif A ri(p) st dans le groupe orthogonal donc gue

r.(p) est naturelle et la particule p solide. La référence matérielle U

i
relative 3 ri(p) cst alors telle que g, est contenue dans SO(RB) ., U est
dans ces conditions naturelle et . solide ty correspondant 3 cette riéférence

matérielle naturelle de B . D'oll la caractérisation suivante des solides

simples.

117 - 5.7, Théondme. -

Un corrs simple 2 est solide si et sculerment si sur ©?  existe une

structure riermannienne natérielle.

Etant donng R solide simple, si U est une référence matériellc

naturelle de ¥ ot ty 1le champ de tenseurs natériels associé, pour toute



déformation locale orthogonale R 1e produit scalaire étant conservé par R

R 2
on a pour ri(p) relative 3 U en p et pour tout couple (u,v) de nos

X

R(ri(p) (u)) - R(ri(p) (v)) = ri(p) (u) - ri(p) (v)

R © ri(p) (u) * Ro ri(p) (v) = ri(p) (u) - ri(p) (v)

qui traduit la proprifté

tu(p) (u,v) = te g (p) (u,v) de l'invariance des structures
riemanniennes matCrielles par les d¢formations orthogonales. Notons que te
existe puisque d'aprés la proposition III -~ 5.3. la référence matfrielle R U
est naturelle pour © . Cette remarque, jointe 4 la décomposition classique de

toute déformation locale P de ¥ en preduit R S8 ol R est orthogonale et

S déformation pure, conduit aux &galités

be 0 " tp gy T tresy T tey - Ce sont donc en fait
les déformations pures qui différencient les mltriques riemanniennes matériaelles

d'un sclide simple.

ITT - 5.2, Proposition.-

Etent donnfe une structure riemannienne matérielle ty assocife &
une référence matdrielle d'un solide simple © , 1'ensemble de toutes les
structures riemanniennes metérielles de 3 est donné par les champs matériels
tp y Ppour toutes les déformations locales P de 7 dont la déformation pure

assocife est dans le centralisateur du groupe d'isotropie 9y -



CHAPITRE TV

SUR LTS CONPS STHPLES LOCALEMEMT HOMOGENES
EM TERMES DE CONNEYIOMS SUR LEURS

FIRRES DE COMFIGURATION? LOCALES

Le fibré C€(3) des configurations locales d'un corps simple 7 ,
purement géométrique par construction et d'ailleurs trivial, va se trouver
muni de certaines sous~structures caractéris@es par la fonctionnelle de¢ réponse
F de ce corps, ciest-d-dire par son comportement mécanique, ces sous-structures
natérielles &tant généralement non triviales. Au 4%but du présent chapitre, on
met en &vidence las réductions du groupe structural aux divers groupes d'isotro-
pie relatifs du corps simple o , 1l'existence de connexions sur C(DB) assurée
par la paracompacit® du fait de la présence de cartes globales pour 3 pernet
d'exprimer 1'homogénéité locale par l'existence de connexions particulidres sur
C(?) , ce qui conduit plus loin A préciser cette £tude dans quelques cag

particuliers donnant des caractérisations simples de 1'homogénéité locale.

IV - 1. SOUS-STRUCTURES DE  C(7) ASSOCIEES /fi¥ REFERENCES MATETIELLES 92 72,

Un atlas vectoriel du fibré tangent T(B) 3 la variété 7B est fourni

par les couples (Ui5¢i) ovl ¢i est le difftomorphisme de U, % RS sur

= . . 3 ﬁ . . .

1 1(Ui) tel que les spplications ¢i D de R7 sur wp soient indultes on
3

b2

chaque point p de U, par la carte (Ui,wi) de 1'atlas de B .
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Considérons deux cartes de B en » , (Uigwi) et (Uj,wj) , les applications
b. et .
"i,p %i.p

E en p par ¢, . =-‘r.(p)ﬁ1 et ¢, =r&pfq. La déformation locale
i,P 1 Jds J

associfes définissent deux configurations locales du corps simple

Gij(p) faisant passer par action 2 droite de ri(n) A rj(p) est donnée par

- -1

ou encore par

rj(p) = ri(p) Gij(p) .

D'autre part, suivant les notations courantes, les fonctions de transition

de T(3) sont du type ¢ij(p) avec

On a donc 1l'égalité ¢i J.(p) = G, i(p) et les fonctions de transition du
9 3

[

fibré tangent sont les déformations locales liant les configurations locales

-3

définies implicitement par les diffComorphismes éi done par l'atlas de % .
Considérons alors la famille S = {(Ui,ri) : 1 € I} des sections locales du

. .. .. . -1 . .
fibré principal C(Z) définie par ri(p) =¢; . Les fonctions de transi-
52

tion ¢i 3 de T(Z) sont aussi les fonctions de transition du triplet
9

(C(3),1,8) (cf. [1]) , plus précisément si les difffomorphismes loceux de

C(R?) sont notés &i sur Ui avec

v =r,
AeG gi,p(A) rl(p) A
on a alors pour U.
Ejap(A) = (r.(p) Gij(p)) .\

qui compte tenu de l'action & droite de G donne

£ () = r(0) ¢ (6 (0) 1 A)



-
7
5

enfin

J ¥ 1

conduit 3 :

Le groupe de Liec & opdre 34 gauche sur lul-méme, on peut donc identifier
Gij(p) 4 la multinlicetion & gauche par cet 31ément de G . Les foncticns
de transition de C(R) sont ainsi identiques 3 celles de T(B) , ceci &tent

consfquence de 1'association de ces deux fibrés.

IV - 1.1, Definition. -

S
2

On appelle configuration locale matfrielle de 7 en » , relative

une r&férence U de 7 toute confipuration locale ri(p) d'une réflrence

matfrielle locale (U{,ri) dans U .

Compte tenu des propriétés rencontrées en IIT = 3. et IIT ~ L.
d'une réffrence motlrielle U de 7%, 1a donnfe de U conduit 3 une famille
de sections locales de C(B) 1lifes par une famille de fonctions de transitions
3 valeurs dans lo groupe d'isotropie de 3 relatif & U , 9y - On sait dans
ces conditions gqu'elle donne un sous-fibré CU(?) de C(P) admettant cette
famille comme ensemble de fcnctions de transitions, 8y  permet ainsi une

réduction du groupe structural G . De la définition prise en II - 1.1.,

11 résulte

W - 1.7, Proposition.-

L'ensenble des configurations locales matérielles de T relatives

3 une r&ffrence matérielle U de B est muni d'une structure de sous-fibré
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de C(7) donnée par rfduction du groupe structural G au groupe d'isotropie

gy relatif 3 cette réffrence matfrielle.

Pomanqus.. -
Etant donné un sous-fibré C€'(B) de C(3) quelconque corrcspondant

3 une réduction de G 3 un certain sous—groupe ;' de G , ou bien il sxiste

bitd

un point p de B et une configuration locale de % en p , r(p) tels que
g' et gr(n) soient confondus et alors il existe une référence matériclle
U unique telle que C'(B) = Cu(@) et gy =g' , cubien C'(3) ne corrose

pond & aucune référence matérielle de B .

Sur wn corps continu © quelconque, qu'il soit simple ou non, consi=
drons l'ensemble de toutes ses @-structures dans C(R) . ILe fait d'&trs simple
se caractérise donc pour © par la donnfe d'une certaine famille bien dAtermi=
nfe de ses g-structures, les groupes de réduction sont ses groupes d'isotropie
relatifs 2 ses références matérielles.

Soit U une réfirence matérielle d'un corps simple 7 . Si 9 ast
une confipguration locele matérielle de B relative 2 U , et P une A8forma-
tion locale de  , d'aprés les résultats du chapitre IIT 1a configuration
locale ¢ P est matlrielle relativement A la r&ffrence pu , les sous fibrés
Cu(a) et Cpm1u(3) sont donc 1lifs par la relation

3y . .

Com1y(B) = €

D'autre part puisque l'on a, A'aprés le paragraphe IIT - L, , U
et V=P Ul confondus si et seulement si 1 est dans 9y » on peut ccnclure

& une partition e C(7) par les CU(G) .



IV - 1.3, Proposition.-

Le fibré principal C€(B) d'un corps simple R est réunion disjointe

des fibrés principaux CU(G) relatifs 3 ses références matdrielles.

Perarque., -

L'interprétation physique peut se traduire en ces termes : mécanique-
ment, repérées par rapport aux configurations locales de CU(B) les histoires
de déformation locale donnent des réponses identiques uniformément pour tout

le corps B .

.

Cette propriété d'uniformité dans la réponse du corps n'est cependant
par une guestion A'homogfnéité, notion que nous nous proposons de définir
: s ] 1Y

maintenant.

W - 1.4, P5finition. -
Un corps simple B est dit localenent homogéne si, en chacun ds ses

points p , 11 existe une carte (Uigéi) da 1'atlas vectoriel naturel dz  T(B)

telle que la section locale (Ui,ri) assocife dans C(R) & cette carte par :

i.q soit une réffrence matérielle locale pour 2 .
35

Vae Ui r.(q) = ¢

i

Avec les notations Au chapitre IT (II = 2.4.) on a alors

-
e
-
3
i
<
=
*
3
0]
s
ad
e
—~
lv
il
<=
=t
*
=) 1
¢
ey

si (Ui,wi) est la carte utilisfe en p . L'homogtnéité locale s'exprine donc
par l'existence en tout point du corps d'unc r&férence matfrielle locale de type

gradient. Il existe donc en tout point p de R un systéme de coordomnées



locales (Uiawi) tel qu'en tout point de Ui la réponse scit indépendante

des coordonnfes de ce point.

S'il existe pour R une référence matérielle globale (2,ri) ie
corps est alors dit homogSne sous réserve que celle=ci solt de type gradient
auquel cas il existe une configuration de 7 telle que la réponse de B &

toute histoire de déformation locale repérée par rappcrt d cette confipguration

scit la méme en tous ses noints.

L'existence d'une section globale (Bgri) qui soit matérielle rela-
tivement & U implique qu'il existe une section globale de CU(E) , dtautre
part d'aprés la proposition IIT = L.h.,, si 1'un des fibrés CU(R) est trivial

tous les autres le sont aussi, 1l en résulte :

1V - 1.5, Proposition.-

Tous les fibrés CU(?) A'un corps simple homogéne sont triviaux.

Remarque .~
Un corps simple 7B peut avoir tous ses fibrés Cu(g) triviaux sans
pour autant Stre homogene les réffrences matérielles globales n'étant pas

nécessairement de type gradient.

1V - 2. ALGERPES TE LIE DES CHAMPS FONDAMENT/X MATERIELS,

Soit B un corps simple dont U est une référence matérielle et
P une déformation locale quelconque. Les fibrés principaux CU(B) et

CP“1U(0) 1iés par
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C

o1 () = ¢(o) P

correspondent aux réductions de G A 8y et ng1u sous~groupes de Lie

- P
conjugués nar P

o
{
=

Considérons alors les champs de vecteurs invariants & gauche sur les
divers groupes Ade Lie en question. Il résulte de 1'épalité précédente et des
propriltés de 1l'application exponentielle de 1'algdbre infinitésimale g du
groupe de Lie G 1la conjugaison dans g des sous~algdbres de Lie 8y et
ng1u agsocies avux sous=—groupes 3 et QP’1U de G . Les algdbres de Lie
des champs fondamentaux définis sur les sous-fTibrés CU(S) dtent notées éu .

la représentation adjointe du groupe de Lie G donne ici la relation suilvante

entre les algdbres de Lie EU et éPn1U

ol R, désigne la multiplication 3 droite par P dans C(B) et Rox

l1'application indulte par RP sur les champs de vecteurs sur C(R) .

IV - 2.1. Proposiiion.-
L'application induite par la multiplication A droite par P , difor—

mation d'un corps sirple B , transforme 1'2lzdbre de Lie des champs fondanens

-~

taux sur CU(B) relatif 3 wne référence matlrielle U en 1'algdbre de Lie

des champs fondamentaux sur CP“1U(3) relatif 4 la référence matfrielle ?J1U .

Par changement de référence matfriclle 1'algdbre de Lie des champs
fondamentaux est modifi€e par multiplication 3 droite, cependant que le groupe

P

d'isotropie relatif est trensformé en un conjugud.



Remarque. -

Si on représente 1l'alglbre de Lie g par 1'espace tangent 3 1l'origine
de G, on obtient l'espace des matrices (3,3) réelles. La conjugaison dans
g se traduit ainsi par la conjugaison habituclle des matrices. Suivant la
convention prise zn TIII = L.7., 1les sous—algdbres de Lie &y seront done
représentles par des sous~algSbres de matrices de trace nulle. Plus particulid-
rement encore, pour les solides simples il s'agirn de matrices antisym@triques,
la conjugeison se faisant & 1'intérieur du groupe spéeial orthogonal pour les
groupes d'isotropie relatifs aux références matérielles naturelles. Celles-ei
conduisent 8 une certaine sous-famille de sous—algdbres de Lie de champs fonda~
mentaux, &tant donnée une telle référence U toute sous-algdbre de cutte famille
se d&duit de §u par multiplication & droite par une déformation du type
~1 =1

S R ol S est dens le centralisateur de 9y Pour un solide isotrope cette

multiplication est donnée par une similitude (cf. III =~ 5.) .

IV - 3, CONNEXTONE I/TERIELLES.

TV - 3.1. Rappels.-

La paracornpacité d'un corps simple assure 1l'existence de connexion
sur le fibré principal C(B) . Une connexion sur C(B) est la donnée d'une
1=forme w sur ce fibrd, différentiable, 3 valeurs dans 1l'algdbre de Lie g

de G et de type adjoint c'est=i-dire telle que

woo=1Idg

o(Xen) = aa AT w(X)

ol X désigne un champ de vecteurs de B , A un élément de G et o 17appli-
cation de g dans 1l'algébre de Lie des champs de vecteurs sur B , horiomorthis~

me d'algébres de Lie définissant les champs fondamentaux sur C(B) . Se donner
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une connexion sur C(B) est aussi définir un champ de tenseurs T de type
(1,1) sur ~e fibré, différentiable et tel que pour tout charmp de vecteurs X
sur B, T(X) eppartienne 3 1l'algdbre de Lie des champs fondamentaux de C(B)

et que pour tout tel champ X et tout €lément A de G on ait
r(X) = X T(Xa) =1(X) & .

Nous utiliserons oussi la caractérisation d'une telle connexion par un champ

différentiable H de sous-espaces H, de l'espace tengent TQ(C(B)) pour

toute configuration lccale ¢ dans C(R) tel que :

H, &V

o] o)
et H

1}

TQ(C(R)) ol V® est le sous—espace vertical en ¢

. Hy A pour toute déformation locale A de R .
Rappelons qu'étant donnée une telle connexion de 1=-forme w , on
sait définir pour toute courbe XA de 1la base B les relévements horizontaux

® au dessus de XA par la condition :

Do (4) (3(t) = 0)

ol t est le parandtre de la courbe ) et %(t) le vecteur tangent au

reldvement de X passant par @{(t) e C(B) .

Notons alors A pour t et t réels 1l'application de la fibre

t,to
C (B) dans 1o fibre C (B) aéfinie par relévement au dessus de X :
K(to) At)

0

ey (9L5g)) = 8(8)

Cette application est le transport paralldle de la fibre )(B) sur la
0

Crtt

fibre Cx(t)(B) et on sait que l'application de G dans lui-méme,

=1 . . . -
. A . > '
gl,A(t) o) bt o} El,A(tO) qui lul est assocife par la donnée d'un couple

0
(U.,£.) de 1'atlas de C(B) en supposant A{t) et X(t.) dans U. , est une
1°71 0 1



certaine multiplication 3 gauche. Notons la L avec A e G
Atst t,to

Pour tout P e G on a :

Atsto (@(to) « P) =

or

=1
O gi,x(t) (@(to))) « P

-1
St ° o (&5 Ay (2(8g)) » P) = *1,(t,) (T,
0

t,to t,t

done
e
° &t

0

A (@(to) + P) = (£

£t ) (@(to))) <P

. oL
iA(t) LY
2

le deuxiéme membre est donc At & (@(to)) « P, 1'égalité
70

A (@(to) + P) =2

£t | (@(to)) - P

t,tc

exprime que At ,  conserve 1'action du groupe G sur les fibres associfes.
9

- 0
Soit @ wun autre rel@vement horizontal de A , il existe dans G un Z18ment

P tel que Q(to) = 0(t.) * P . Les deux configurations locales é(t ) et ®(
0

0 t)

& ;. ! T 1 > P q )\ )\ 2
déterminent un isomorphisme de S\ (t) S )k(to) r(x(t), (to)) par
r(M(8),0(8)) = ¢ (t,) o a(t)

de méme 1'isomorphisme i(k(t),A(tO)) = 5-1(t0) o 3(t) 1lie les configurations

locales ®(to) et o(t) . De ce qui précdde et de 1'hypothése

a(to) ="', @(to) on d8duit alors
2(M(t),Mt,)) = @“1(t0) 6P oP | o oa(t) = @w1(t0) o o(t)
d'od §(A(t)sx(to)) = r(A(t),A(to))

Cet isomorphisme donnant le déplacement paralldle sur les espaces tangents
B R » dé ; i e
A(5) et ﬁk(to) ne dépend que de A et des points A(t) et A(to) a

la base B .
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1V - 3.2. Proposition.-

Lo bijection A est rssocife 3 1'isomorphisme r(A(t),A(tO))

t,to
par le foncteur H (IIT - 2.1.).

la remerque III -~ 2.hk. conduit 3 considérer les connexioms sur C(05)
induisent des tramsports entre fibres du type bijections matérielles toute
connexion de ce type permettant des associations entre fibres "respectant
les réponses” . Dans ce cas, chaque courbe relévement horizontal au dessus

2
[

d'une courbe de est contenue dans 1'un des fibrés CU(B) . Nous prendrons

donc 1la définition suivante

IV - 3.3, Deginition.-
On appslle connexion matérielle pour [} toute connexion sur C(3)

réductible 3 une connexion sur chaque CU(B) .

Remqggue,~

Pour que T connexion sur C(Z) soit matérielle il suffit qu'elle
soit réductible sur un seul sous-fibré CU(B) . En effet dans ce cas, Ctant
donné une autre référence matérielle ' , il existe une déformation P telle
que U' = Pm1U et CP“1U(B) = CU(B) P, Si ¢ est dans CU(B) , oP ést
dans Cu,(B) et tout reldvement horizontal d'une courbe X de B , passant
per ¢ donc contenu dans CU(B) est alors transform® dans l'application induite

par P en un rzldvement horizontal dans Cu?(ﬁ) .

Suivant les notations utilisées dans les rappels IV ~ 3.1.., @tant

donnée une cormexion T sur C(B) réductible i P“ sur CU(R) , une bijection
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si1 o 5 =
At,to est telle que si »(to) est dans Cu(:) , o(t) A(t,to) (@(to)) est
aussi dans CU(B) , & &tant reldvement horizontal de A 2 la fois pour T
et pour Pu . La bijection A(t,to) est donc matérielle et 1'isomorphisme

correspondant un isomorphisme matériel. Les transports paralléles entre espaces

tangents pour une telle connexion sont donc des isomorphismes matériels du corps.

Supposons maintenant que tous les transports paralléles d'une
connexion T sur C(7) scient matériels, alors pour toute référence natériclle
U de B et toute ¢ dans CU(R) l'espace horizontal pour T en @ ést
tangent 3 CU(B) puisque les relévements horizontaux passant par ¢ sont tous
dans ce méne CU(B) s [ est par conséquent réductible & une Ty sur chacun

des Cu(a) .

IV - 5.4, Proposition.-
Une connexion sur C(R) est matrielle si et seulement si tous scs

transports paralléles sont matériels.

Considérons un &lément A du group: d'holonomie relatif 3 une confi-
guration locale r(p) dans la fibre %ﬁm d'une connexion I sur C(B) .

Cet &lément caractérise une multinlication 2 droite de la fibre correspondant

jorg

un déplacement paralldle de CP(R) sur elle=méme., L'effet de A mar action

Ty r(») . Notens r(p,p) 1le transport

A droite sur r(») domne r'(p) = A
de l'espace tangent associé, on a r(p,p) = r'(p)m1 o r(p) ou encore
r(p,p) = Jc‘(p)w1 ocAor(p). Si T est matériclle, d'aprds la proposition

IIT -~ 4.1. 1la relation A = r(p) o r(p,n) o r(p)m1 prouve que A est &lénent

du groupe d'isotropie relatif g

r(p) Le groupe d'holonomie Hr(p) relatif

8 une configuration locale r(p) nour une connexion matérielle sur C(B) est

par conséquent un sous=groupe du groupe d'isctropie relatif 3 r(p)



Soit r(p) une autre configuration locale de B en p , les groupes

d'holonomie Hr(p) et H;(p) sont conjugués,

“ () = ad A Hr(p) pour r(p) = r(p) + A

~ - = ~ .
ar g~ = ad A ¢ . P 2que ) =
or d'aprés le chapitre III gr(p) Qr(p) ar conséquent la conju

gaison des grounes d'isotropie relatifs conjugues les groupes d'holonomie relatifs

correspondants lorsgue la connexion est matériclle.

Notons P(®) le fibré d'holonomie relatif 3 une configuration locale
d € CU(B) pour une connexion matérielle T sur C(R) . P(®) est alors

sous=fibré de CU(S) . le groupe d'holonomie H. donnant la rfduction du

U]
groupe gy . Inversement, si pour une connexion I tout fibré d'holonomie
relatif posséde cette propriété, d'aprés le théordme de réduction il existe
une connexion induite par T sur le fibré P(®) , cette connexion neut se
prolonger en une connexion sur CU(R) (si ¢ € Cu(R)) qui coincide ntcessai=

renent puisqu'il y 2 unicité du prolongement avec la réduction de T 3 CU(B) .

I' est donc matériclle.

IV - 3.5, Proposition.-

Pour tout corps simple R , une connexion T sur C(B) est
matérielle si et seulement si le fibré dA'holonomie P(¢) de T relatif &
toute configuration locale & de toute référence matérielle (I de B est

un sous-fibrd de CU(E) .

WV - 4, EQUATTONS 7ES TRANSPORTS MATERIELS, HOMOGENEITE LOCALE.

Soit w 1la 1-forme d'une ccnnexion T donnéde sur C(B) . Etant

donné un ouvert simple Ui de B, si 0. est une section locale de  £(2)



au~dessus de U, on désigne par w; la représentation de w dans Hd1(Ui)
relativement 3 cette section. Par définition w, est la 1-forme sur U,

a4 valeurs dans g , image réciproque de w par o - Considérons une secticn
arbitraire o dont le domaine U rencontre Ui . On a pour tout ¢ dans

Hm1(Ui(“\U) et tout vecteur X@ tangent en ® & cette section
_ -1 1
w(XQ) =ad A wi(n(x@)) + A dA(H(XQ)) (1)

avec X, = G(H(XQ)) = Oi(H(XG)) A(M(X,)) . L'application A7 dA assoecie
4 tout vecteur tangent 2 B en un point de U(A\Ui le champ invariant &
gauche sur G d&fini par la fonction de transition entre les sections ¢ ot

c, sur UMU. .
i i

Prenons pour sections de C(B) 1les sections naturelles o, relative
0

3 1l'atlas de d&finition de B, o. = (U. ,r. ) . Soit ¢ wune courbe de C(B)

ig iy i,
au-dessus de X courbe de 2 . Le paramdtre &tant t , si les coordonnées

2 i . .

de o(t) somt (A'(),A (t),x3(t),...,a3(t)e..,) avee i =1,2,3 §=1,2,3 .,

le vecteur tangent o(t) a pour coordonnéeas (i1(t),i2(t),13(t),...ség(t)g..a).

Dlaprés (1) , pour que % soit horizontale il faut et il suffit que le

systéme différentiel suivant soit virifié par A(t) = [ag(t)]

.

Fik(k(t)) . a?(t) . ig(t) + é;(t) =0

ol les coefficients sz sont les symboles de Christoffel de la connexion T

relatifs 2 Oi . Pour que ¢ soit horizontale il est donc nfcessaire et
0

suffisant que @(t) soit dans le sous-espace engendré par les vecteurs v,

de composantes

(67265263, Ty (e s (8], ~Tp ((£))al(e)., =I5 6Dk (6))

avec 1 = 1,2,3 J=1,2,3 k= 1,2,3 2 =1,2,3 . Le sous~espace
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horizontal en @D = ri (p) A est donc engendré par les vecteurs de composantes
* 0]
(62362,5%9,,. ~pt a%,...) . Soit alors (U. ,s. ) une référence
1°72°7°3 Lk 3 1q" 3,

locale pour 7B . Notcens A(p) = [é}(p)] la d&fcrmetion locale en p définie

par s, (p) = r. (p) 2A(p) . Le sous-espace tang