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Le présent t r a v a i l  t r a i t e  du comportement mécanique d'un corps s i n p l e  

en mil ieu continu déformable d m s  l e  cadre &Gral d'une s t r u c t u r e  de v a r i 6 t é  

f i b r é e  p r inc ipa l s  d e f i n i e  directement s u r  l ' espace  des configurat ions l o c a l e s  

du corps. 

Un premier chapi t re  d ' introduction à l a  t h é o r i e  des corps simples 

donne l e  point  de vue p r i s  i c i ,  l e  s i tuan t  par  rapport  aux o r ien ta t ions  des 

principaux travaux à ce  s u j e t ,  en p a r t i c u l i e r  ceux de W. NOLL e t  C . C a  14MIG. 

Au deuxisme chapi t re  est in t rodu i te  une dé f in i t ion  des configurat icns 

loca les  d'un corps continu qui permet une présenta t ion englobant l e s  aspects  

d i s t i n c t s  sous lesquels  e s t  d é f i n i e  c e t t e  notion par  l e s  deux auteurs  c i t e s .  

S u i t  a l o r s  une construction e f f e c t i v e  de 1s var i6 té  f i b r é e  p r inc ipa le  C(?.) 

préc i s rn t  l ' a c t i o n  du groupe l i n é a i r e  comme groupe de déformcrtions locales .  

C'est  directement dans ce f i b r é  qu 'es t  donnée dans un troisi8riie 

chap i t re  une fomula t ion  nouvelle, en mécanique des milieux continus,  des 

notions r e l a t i w s  aux corps simples mntériellzment uniformes. On é t u d i s  l e s  

r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  d ivers  groupes d ' i so t rop ie  e t  on précise  c e r t a i n s  rGsul ta ts  

dans l e  cas  des corps so l ides  e t  i so t ropes .  

Rprss mise en évidence des g,-structures maté r i e l l e s ,  l e  dernier  

chap i t re  t r a i t e  de 1~1,mëme manière de lfhomog6n6it6 loca le  en u t i l i s m t  l e s  

connexions sur  C ( 8 )  . On termine sur quelques pr6cisions zpportées 2 c e t t e  

notion par  l ' e x i s t e n c e  de s t r u c t u r e s  r iemnniennes dans l e  cas des corps s i r , l ~ l e s  

so l ides .  
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PAPEU SIR LA. hlC)TIOIY DE CORPS SIFPLE 

AMERTE L LEF.l&t,!T URI FORME 
-=-=-=-=-=-=-=-=- 

Le comportement d'un corps simple, carmtér i sé  par l e  f a i t  que l a  

Aponse en l ' un  quelconque de ses  points dans une configuration donnée e s t  

fournie par une certaine fonction l i é e  à l a  configuration locale associée en ce 

point, es t  essentiellement de nature locale.  étude de ces corps sinples 

constitue de ce f a i t  un champ d'application naturel  à l a  géomgtrie des varietés 

diff i rent iables .  D ~ S  1958, W. NOLL u t i l i s e  dans [6] , 03 se  trouvent rassem- 

blées l e s  bases de l a  théorie géométrique des corps simples, l e  langage des 

variétés diff 'erentiables en m6canique des milieux continus. La géométrie diff6- 

ren t ie l le  e s t  encore pratiquement absente de ce t t e  publication, son introduction 

effective a l i e u  principalement en 1967 dans [7] (W. NOLL) pour l e s  corps 

simples de façon générale e t  dans [13] (c.c. WANG) pour l 'étude des d i s t r i -  

butions continues de dislocation en mécanique des milieux continus en part icui ier .  

DE~A.dX.ion.- (W. ROLL [6]) 

Un corps B e s t  une variété diffkrentiable dont l e s  éléments X,Y,. . . 
sont appelés particules.  Les configurations 4 O, .  . . de 8 sont l e s  éléments 

d'un ensemble d'applications biunivoques de 8 dans un espace ponctuel euclidien 

E de dimension 3 



Dans l ' é tude  [6] qui donne d'un corps l a  dgf ini t ion ci-dessus, l a  

notion de 1ocalisa;tion d'une configuration Q en un point  X de 8 r e m e t  en 

fai t  de se  ramener à des car tes  centrées en O e t  une défornation est déf inie  

come classe  d qhon60morphismes d i f fé ren t iab les  locaux conservant 1 'origine O 

pr i s e  dans E . 

L'ensemble de ces déformations, u t i l i s é e s  pour l e  corps 8 après 

déf ini t ion des configurations l oca l e s ,  e s t  muni d'une s t ruc ture  de groupe noté 

O dont f. , l e  groupe l i nga i r e  de iR3 apparaît  come sous-groupe isomorphe 

au groupe quotient  O/M 03 ?J e s t  l e  sous--groupe des déformations dont l a  

d i f f é r en t i e l l e  en O d'un reprksentant, donc de tous l e s  autres ,  e s t  l ' i d en t i t é .  

Un élgnent de fd y e s t  appelé "nul1.-sdé f ornat ion". 

Une configuration locale  de r( en l ' un  de ses points X e s t  déf inie  

par  une c lasse  d9hon60norphismes d i f fé ren t iab les  sur l e s  voisinages de X à 

valeurs dans IR3 e t  centrés en O . Etant donnés un représentant 6 d'une 

déformation A e t  un reprgsentant 4 d'une configuration loca le  (9 , lvhom60- 

morphisme 6 O 4 dé f in i t  a lo rs  de façon intr insèque une nouvelle configuration 
* 

loca le  cP de R e t  A prend l ' appe l la t ion  de "déformation de l a  confi,.;ura- 
h 

t i o n  loca le  Q, en l a  configuration locale  @ ". Remarquons qu'à ce  stade, 

l e  mot "défornation" n ' a  pas l e  caractère l i néa r i s é  qui  l u i  e s t  donné par l a  

s u i t e  avec l 'adjonction du terme "locale". 

A 

Etant  données deux configurations locales  (9 e t  cP de 3 en X , 
A - 1 l a  d i f f é r en t i e l l e  en @ ( X I  de l a  déformation 6 = Q qui fait  passer de 

A 

Q, à (9 e s t  appelée a lo r s  "gradient de défornation de (9 en c ' es t  donc 

un éliment de f. . Sont ensui te  d6f inis  l e s  "gradients de configurations" 

c lasses  d'équivalence s u r  l'ensemble des configurations locales  dans l a  re la t ion  



A A 

déf inie  par  R @ s i  e t  seulement s i  l e  gradient  de déformation de en @ 

e s t  1 $ iden t i t é .  

Ainsi pr6sentée, l ' appel la t ion "gradient de configuration" n ' e s t  pas 

formellement j u s t i f i ab l e ,  e l l e  convient cependant parfaitement puisque l e s  

déf ini t ions  pr ises  i c i  (c . f .  remarque II -- 2 . 4 , )  feront de l a  notion corres- 

pondante une d i f f é r e n t i e l l e  de configuration, 

L'introduction progressive de l a  g g o k t r i e  d i f f é r e n t i e l l e  a conduit 

à une Svolution dc l a  terminologie e t  des def in i t ions  précedentes. C7es t  a in s i  

que ces gradients de déformations e t  gradients de configurations de [G] donnent 

par  l a  s u i t e  dans [7] l e s  notions de défornations locales e t  de configurations 

locales  déf inies  par  14. XOLL. 

Toutes ces notions issues  naturellement de considérations m6caniqws 

ou physiques sont en f a i t ,  t a n t  que n ' interviennent pas l e s  réponses des corps, 

purement géométriques. Dans notre étude, l e s  chapi t res  II e t  III en par t i -  

cu l i e r  feront à ce su j e t  une d i s t inc t ion  t r è s  n e t t e  fac i l i tGe  par l e  choix qui 

e s t  f a i t  de se  placer  dans l e  f i b r é  c ( 8 )  pour t radu i re  toutes  l e s  données 

m6caniques in t rodui tes .  On p e ~ t t  remarquer au passage que ce point de vue dispense 

de 1 ' u t i l i s a t i o n  du f i b r e  tangent qui se ra  cependant considSr6 pour cer ta ines  

remarques. 

Rappelons l a  def in i t ion  que donne W. M O U  des corps continus dans 

*ii, @~i..tion. - 
On d i t  que 8 e s t  un corps continu de c lasse  cP (P  2 1) s i  

l 'ensenble C des configurations s a t i s f a i t  aux axiomes suivants : 



( C I )  Tout K e C e s t  b i j e c t i ve ,  K(R) étant un ouvert de E appelé 

0 région occu=.ûe par R dans l a  conf3guration K , 

( ~ ' 2 )  S i  y e t  r sont dans C a l o r s  X = y O K-l : ~ ( 8 )  + ~ ( 8 )  

e s t  une dgfomation de c lasse  cP appelée déformation de 8 depuis l a  confi-, 

guration K jusquq à la configuration y . 

( ~ 3 )  S i  K e s t  dans C e t  X une d6formation : K ( R )  -+ E de classe 

C* a lors  X O K e s t  encore dans C . L q q p l i c e t i o n  h O K e s t  d i t e  c o n f i p .  

ra t ion obtenue a p ~ r t i r  de l a  configuration K par  l a  dgformation A . 

Les dgfomations sont l à  des diff6omorphismes r e l i m t  l e s  rggions 

occup6es par I r  corps dans ses  di f férentes  configurations. Un t e l  c o q s  e s t  

donc muni d'une s t ruc ture  de variSt6 d i f fé ren t iab le  par  ses configurations, 

ca r tes  globales par construction. 

C'est dans [7] que l ' on  trouve, pour l a  première f o i s ,  une u t i l i s a -  

t i o n  des espaces tangents à l a  variétg ? en thgor ie  des corps simples. Rien 

que cel le-c i  s o i t  f a i t e  à p a r t i r  des car tes  globales seulement e l l e  permet 

d' in t roduire  1' wgect  isomorphisme de 1 'espac- tangent su r  R~ a t t r i b d  ?i une 

configuration locale .  Cette étape e s t  fon0m,ril~ntal:> puisquq e l l e  conduit à un,? 

formulation mathé~natique t r è s  c l a i r e  de l a  comparaison du comportement m6canique 

l o c a l  d'un corps simple en ses  divers points.  Les matdriaux simples déf in i s  

dans [6] sont a lo r s  r ep r i s  dans [d en corps s inples  dont nous reproduisons 

i c i  l a  déf ini t ion.  

W~L&on.  - ( t J .  NOL L [7] ) . 
Soi t  R un ensemble dont l e s  éléments sont &?pelés "réponsess9. 

Un. corps continu 5 e s t  appelé corps simple v i s  à v i s  de R s ' i l  e s t  muni 

d'une s t ruc ture  par  une fonction qui associe ?i chaque point X de 3 une 

application 



La valeur $( G ~ )  e s t  l 'clément 1' reponse" 0 du matériau en X dans t o u t r  

configuration y de R t e l l e  que V Y ( X )  = GX 

Dans cet  gnonce V ( x )  désigne l a  configuration loca le  associge en X 
Y 

\ a l a  configuration y de R , e t  CX lvensenible des configurations locallcs 

n 
de en X . 

Cette t i6finit ion e s t  t r è s  générale puisqu 'e l le  ne concerne pss  seule-7 

ment des propriStGs mécrzniques t e l l e s  1 9 6 1 a s t i c i t é  ou l a  v iscosi té  mais auss i  

toute  une c lasse  de notions physiques comme par  exeriple l a  polarisetiori- ou 

encore l 'ent ropie .  Dans l e s  ph6nomènes rattachCs i l n  mgcanique des n i l i eux  

continus, on ca rac tê r i se  l ' s t a t  des forces de contact par  l e  chmp des tenseurs 

des contraintes.  LLS axiones mgcaniques habi tuels  t e l s  l e  principe du d6terr;li 

nisme des contraintes ou l e  principe d 'action loca le  par  exemple permettent de 

c lasser  l e s  corps continus dSf oi-mables parrii l e s  corps simples. 

La déf in i t ion  prgcédente e s t  donc r eg r i s e  dans notre chfipitre III 

pour ces corps (c . f .  III - 1 . ) .  Sont ensui te  redéf inis  e t  é tudiés  l e s  i smor -  

phisnes matériels e t  l e s  groupes d ' i sot ropie ,  ces isonorphismes matériels  

correspondent par un foncteur contravariCant 2 cer ta ines  b i jec t ions  en t re  l e s  

f ib res  de C(??+) respectant  l ' a c t i o n  du grou2e des d 6 f o m t i o n s  locales d:i 9 . 
Cette action e s t  souvent ~ i s e  en évidence en vue du chapi t re  I V  . Suivant l e  

langage habi tuel ,  un c o q s  simple e s t  d i t  mntériellement uniforme s i  pour t c u t  

couple de ses  points il ex i s t e  au moins une "bi ject ion na té r ie l l e"  en t r e  les 

f i b r e s ,  ou encore un isomorphisme matériel  Liant l e s  eslaces tangents en ces 

point S. 



8E &in iA /éa~+ - 1 .  0 11 [y] ) 

Une fonction K sur  un corps s inp le  matgriellelzient uniforme %i , 

dont l e s  valeurs K ( X )  sont des configurations 1-ocdes K(X) c CX e s t  ap-lée 

rcférence pour 6 . S i  de plus @(x,Y) = (x)-' K(Y) e s t  un i s o n o r p h i s ~ ~ e  

na t é r i e l  de Fy sur  FX espaces tangents en X e t  Y de 9 , a lo r s  IC e s t  

appelce référence uniforme pour . 

? é { & U a n . -  (C.C. c/l̂ %h!G [I3]) 

Une ca r t e  réfgrence pour B e s t  un couple (O,\) fom5 d'un 

ouvert Ua de n e t  d'un champ dif férent inMe de configurations locales  r 
CL 

sur Ua t e l s  c,ue 1û fcnctionnelle de réponse 6 s o i t  indépendante de 13 dans 

u .  
a 

D a n s  c e t t e  dernière dgfinit ion G e s t  l a  fonction r6ponse r c l ~ ~ t i v e  

à l a  configuration 3.ocale r ( n )  e l l e  correspond 2 ce qui e s t  d6f ini  i c i  en a -- 

II - 1.3. par  GD . 

L a  comparaison de ces deux déf in i t ions  dont l 'une e s t  globale r ? t  

1' au t re  locale  avec une hypothèse de d i  f f s r e n t i a b i l i t é  supplément a i r e  nous 

conduit 2 dé f in i r  en III -- 3.2., puisque nous disposons de l a  s t ruc ture  

f ib rée  C ( 3 )  , ce qui e s t  appelé une référence ma,tErielle locale .  Une r6fCrence 

n a t é r i e l l e  de R 6 t m t  une famille de réferences na t é r i e l l e s  locales  maxinde 

recouvrant on peut a lo r s  déf in i r  l e s  groupes dv iso t rop ie  r e l a t i f s  3 

une t e l l e  référencz maté r ie l l e  du corps. 

T - 3, STRUCTORES GEOMFTRTP!'€S DES C[?RP,C SI P.'iPkES, 

Les converitions ~ r i s e s  en III - 3.4. e t  III - 4.7. font que tous 

l e s  corps consid6r6s dans l e  chapitre IV asyel6s simples sont donc des corps 



simples au sens de III - I . ,  ma t6r i r ï ï em~nt  uniformes, pour ïesqueis  il ex i s t e  

des réfsrences maté r ie l l es ,  l e s  groupes d ' i so t rop ie  r e l a t i f s  à ce l les .  , c i  é t a t  

des sous-grou2es de Lie f emcs  du groupe spéc ia l  l inéa i re .  Nous reprenons 15 

des conditions analogues 3 ce l l e s  de [13] . Rappelons par exemple qus l e  f a i t  

de sup3oscr l e s  sous-groupes de Lie ferm6s n3,2st pas une r e s t r i c t i o n  e f f ec t i ve  

d' adaptation de l a  théor ie  né canique au czrtre ~a th6na t i que  puisque l a  contiiiuité 

des fonctionnellzs de réponse inposée en inécnni~ue implique que l e s  ~ous=~ijroupes 

en question sont fermgs donc qu ' i l s  fournissent  bien d'après l e  théorèrle de 

Cartan des sousr groupes de Lie. 

Les 61&~nts de c ( R )  sont a lo r s  c lasses  en ternes  de configurztiqns 

loceles  ~ ï z t é r i c l l e s  r e l a t i ve s  aux réf$renccs naterir:.lles du corps !3 . On iiontre 

a i n s i  au chapitre I V  que l a  donnée d'un corps s inple  e s t  en f a i t  un cert&n 

choix de g-structures sur C(8)  , e t  on y Gtu~lie l e s  l i a i sons  en t re  l a s  groupes 

de réduction e t  auss i  en t r e  l e s  algèbres correspondantes de champs fonda~entaux 

sur C(B) . 

Com~e dans 1131 , l e s  s t ructures  na t6 r i e l l e s  dgfinies i c i  ne sont 

pas en pénéral t r i v i z l e s  contrairement à cc qui s e  produit dails [7] 02 par 

exenple une connexion matér ie l le  quelconqw s e r a i t  a lo rs  nécassairerient de ty-pe 

complètenent intggrable.  L'honopéngité locale  e s t  a ins i  l i g e  à l ' ex i s tence  de 

cer ta ines  connexions sur  l e  f ib ré  p r inc ipa l  C(8) rgductibles aux sous structu- 

r e s  na t6r ie ï ï es  ( c . f .  I V  - 4.4.). Le cas des sol ides  simples, s u r  lesqtiels 

on peut mettre des ~ i ih? iques  rienctnniennes con2atibles avec l a  s t ruc ture  

matér ie l le ,  apporte des caractér isa t ions  sirfiï2les de 1 homog6nEit6 loca le  

ams G(B) . 

La bibliographie générale [ ] * donnée i c i  contient t ou t e s  l e s  données 

math6mat iques u t i l i s 6 e s  dans c e t t e  rédaction. 



CHAPITRE '61 
------- 

S!AR UNE PRESEFITAT7OP.I EAI VARIETE FKRPEE PRI!lCIPPLE 

?ES COMFTCi I?ATZOb!.9 LOCALES 

P 8 r i~ CORP.S C O P ~ ~ ~ P U  
-=-=-=-=-=-=- 

7 7  - 1. CONF7GURATlOlL5 LOCP.LES fl'lllV COPPS CU,'dTIAIU. 

Nous avons rappelé dans l e  p r ~ n i e r  chapi t re  que les configurat ions 

loca les  d'un c o q s  continu 8 sont dé f in ies  dans [7] à p a r t i r  des configura- 

t i o n s  de f3 , c ' e s t -$ -d i re  des c a r t e s  globzlss.  Nous u t i l i s e r o n s  i c i  tou tes  

l e s  ca r t es  de l ' a t l a s  rnaxinal U d g f i n i s s m t  l a  s t ruc tu re  de v a r i é t g  de 8 . 
D'autre p a r t ,  dans l e  bu t  d ' in tégre r  l e s  points  de vue développés respectivenent 

par  W. NOLL dans [7] e t  C. C.  WfYNG dans [13] , nous prendrons des corps 

continus l a  dé f in i t ion  suivante.  

71 - 1.1. D ? ~ i M o n . -  

Un corps continu R de c l a s s e  ck (k 3 1 )  e s t  une v a r i é t é  $-iffl.-- 

rent inble  connexe or ientable ,  de type  R , de c lasse  ck pour l aque l l e  il 

e x i s t e  des c a r t e s  j a r t i c u l i è r e s  (6,G) oii Q e s t  un diff6onorphisme de B 

sur une p a r t i e  de R~ appelg configuration d3 B . 

S o i t  (A' l ' a t l a s  maximal de 8 , notons R l a  r e l a t i o n  b i n a i r e  

dé f in ie  sur 8 x de l a ,  façon suivante : 

V p e R  V p '  e l 3  ' V ' ( U , ~ )  ê U V ( U '  ,h') e 61 



3 où d  symbolise l a  d i f fg ren t i a t ion  e t  1 l ' i d e n t i t é  de W . 

Les fonctions h O ht'*' e t  h' O h"' , réciproques l ' u n e  de l ' a u t r e  

sont t e l l e s  que l e u r s  d i f f é r e n t i e l l e s  en h s  (9) e t  h (p )  respectivement 

v é r i f i e n t  1 'ég,zlitC 

on en déduit  l a  spi6trie de l a  r e l a t i o n  ?? . Ln t r a n s i t i v i t g  de l? e s t  

cons$quence d i rec te  de l n  composition des d i f f 6 r e n t i e i ï e s 3  de p lus  R e s t  

r é f l ex ive ,  il en r é s u l t e  l e  proposit ion suivante.  

11 - 1 , 2 .  Pmpon,Mon.- 

La r e l a t i c n  R e s t  une r e l a t i o n  dq6quivalence su r  8 x fi . 

11 - 1 . 3 .  flE~ini.tion.- 

Une configuration l o c a l e  de 8 est un élér;~ent de l 'ensemble quotient  

8 x U/R de 3 U par  l a  r e l a t i o n  d16quivalence R . 

Une configurat ion l o c a l e  associée une carte de 8 par  passage au 

quotient en l D u n  de s e s  points  p e s t  a l o r s  d i t e  configurat ion l o c a l e  de 13 

en p . L'ensezble des configurat ions loca les  de en p f i x é  s e r a  not6 

C ( R )  e t  8 x il/R ensemble de t o u t e s  les configurat ions loca les  de 8 réunion 
P 

d i s j o i n t e  de tous les C ( B )  pour p parcourant s e r a  noté C ( 8 )  . 
P 



f,ananque. - 

Ainsi dé f in ie ,  une configuration loca le  de 3 en l ' u n  de ses  points  

p e s t  t e l l e  que s i  ( ~ , h )  e t  (u '  ,hl ) donnent deux représentant  de c e t t e  

configurat ion l o c a l e ,  e t  s i  (xi)  e t  x i  sont ,  avec i = 1,2,3, l e s  

i i 
systèmes de coordonn6es loca les  associ6s,  l e s  bases (dx ) e t  (dx' ) a i n s i  

a a 
que e t  respectivenent dans l e s  espaces cotnngent e t  tongent 

ax ax9 
en p sont  confondues puisque l a  jacobienne Ci? changement de coordonn6es e s t  

p a r  hypothese l ' i d e n t i t é .  Inversement, tous  l e s  systèmes de coordonnées loca les  

en p donnant l e s  Gmes bases des espaces tcmeent e t  cotangent induisent  2a r  

passage nu quotieni  l a  nême configurat ion loca le  de 8 en p . En ce sens on 

peut donc consid6rer une configurat ion loca le  8e ÉI comme un repère ou un 

corepère de l a  vnriCt6 8 , e t  a i n s i  envisnger sur  C ( B )  l a  construction d rune  

s t r u c t u r e  de va r ie tc  d i f f é r e n t i a b l e  isomorphe à i a  v a r i é t é  des repères ,  l e  ?oint  

de vue de l a  construction qui s u i t  i c i  é t a n t  bas6 sur l ' a spec t  nécanique des 

configurat ions loca les  prSsent en p a r t i c u l i e r  dans [11] . 

Dans tou te  c e t t e  étude,  l e s  groupes GL(~,R) e t  GL(IR') sont 

i d e n t i f i e s  e t  confondus dans un grouTe unique noté f. , c e c i  conpte tenu 

de l'isomorphisme canonique l i a n t  ces deux groupes. Sauf mention spécia le  ut? 

automorphisme de tR3 e t  l a  matrice l e  représentant dans l a  base canonique ne 

seront  pas d i s t  ingu6s. 

S o i t  1 (ui ,h. ) E U ; i E 1) une famille de c a r t e s  de fo1~~1an-t 
1 

une base de sn  topologie par  l e s  U. correspondmts. On note l ' a ~ p l i c a t i o n  
1 

de cm) dans 8 qui à t o u t e  configurat ion loca le  de B en p associe  l e  

point  p . Pour t o u t e  configuration loca le  @ dans n e l ( U i )  il e x i s t e  une 

c a r t e  ( U t  , h t )  E U t e l l e  que ( u h s o i t  un reprgsentant  de 

Posons 



( )  = , - avec ' i (@) = 4i. 1 ( n < m )  ( h l o h f l ) E ~  . 

La dgf ini t ion de ili e s t  cohérente puisque t o u t  changement de reprgsentnnt 

par  h" n ' in f lue  pas su r  l a  d i f f e r e n t i e l l e ,  on o en e f f e t  

- 1 (hs' O h V  ) = 1 - 1 
dh ' (n(f i ) )  , %.(II(@)) 

( h g  O h. ) peut donc s ' é c r i r e  
1 

1 

une application C. sur chaque n='(Ui) 2 valeur dans 'i 
x J!, . Soient 

1 

(u '  ,h l )  e t  (u" ,hlt) des représentants respec t i f s  de @ e t  Y deux configu- 

re t ions  locales  de 8 quelconques, e t  p e t  q deux points de Ui , on a 

s i  l a  première asser t ion e s t  vraie on a  a lo r s  pour l e s  d i f f é r en t i e l l e s ,  

..> 1 
puisque l ' on  peut 6c r i r e  h" O h r l  sous l a  f ome  (hvq o hi- ' )  O ( h '  O hi ) , 

1 

en déf in i t ive  Oi(fi) = 4 .  ( Y )  => (p , (u i  ,y,<)) ( q , ( ~ f q , h " )  => @ = Y .  
1 

L'  application 
Q i e s t  donc in jec t ive ,  d 'autre  par t  (xi)  &tant  un systèrie 

de coordonnées loca les  de LI en p d6f ini  Tar l a  ca r te  h i  , t ou t  

élément A de i. fourn i t  un autre  système de coordonnées locales  (xqB)  en p 

par  l e s  re la t ions  : 

où l e s  -> 1 f$ sont l e s  coeff ic ients  de l a  matrice A . La nouvelle carte 

correspondante e s t  t e l l e  que l'endomorphisme f o pour inverse l a  d i f f8 r en t i e ï ï e  



%:(p)(h' O hi1) . S i  on note 9 l a  configuration locale  associée à c e l l e ~ = c i ,  
I 

on a  ( = A il en r é su l t e  l a  su r j ec t i v i t g  de Oi , donc s a  b i j e c t i v i t é .  

77 - 1.6. f,e~?imuc?.- 

Le groupe L opère ,? droi te  sur  L'ensemble 8 x U par  

avec V A E  k V B E L  ((~,(u,h)) n) B = (p , (u ,h ) )  a t 3  . 

Cette opération e s t  t e l l e  que l ' i np l i ca t i on  suivante e s t  vraie : 

En e f f e t ,  3 e s t  d o r s  égal  à q e t  l e s  d i f fg r en t i e l l e s  vé r i f i en t  : 

(k o 11"~) = 1 -. 1 
%(Pl %' (p l  

(h o  h ï  ) = A il vient  a lo rs  

.l  .- 1  % ( p ) ( k p  O h ?  ) = % ( p ) ( ~ f  0 kr" 0 k  h h 0 nt-') aiou 

I l  y a  a lo r s  passi,ge aux c lasses  nodulo R de c e t t e  opération su r  B x U . 
L'action 3 d r o i t e  de L sur  B x II passe aux classes  sur 19ensemble des 

c o n f i ~ r a t i o n s  locales  e t  L opère 5 dro i t e  sur  C(R) . 



Supposons f muni de s a  s t r u c t u r e  hab i tue l l e  de v a r i é t é  d i f fgrent iable  

ai(uif 1 U .  ) e s t  un ouvert de l a  v a r i é t é  produit  Ui x f. , pour t o u t  U. et 
J 1 - 1 

t o u t  U . D'autrt  ;.art Bi o d j  e s t  un diff6onorphisne de 
j 

21 - 1 ~ ~ ( f ' ( u ~ ) i i  n ( u . ) )  su r  mi(n-'(u.)l ? n  ( (de c lasse  Ck- 1 s i  3 e s t  
J 1 J 

de c lasse  ck) puisque pour t o u t  A dans L : 

D e  plus,  B é t a n t  sGsaré on a : 

I l  en r é s u l t e  19ex i s tence  d'une s t r u c t u r e  d i f f e r e n t i a 5 l e  unique sur  C(g) t e l l e  

- 1 que l e s  (ui)  t'" soient  l e s  ouverts e t  l e s  Ci des diff ionorphisnes de 

Sup-osons donnee unx deuxième famille  { ( u ?  ,h?  ) e : j c J) , l e s  
J J  

, 1  
a p ~ l i c ~ s t  ions 0 (ui)  + Ui x f 

a; nqc-'(u;) - U! x L scnt  t e i l e s  que s u r  Ui n U! sul>posé 
J J 

non vide on a s i  CP E C ( 8 )  : 
P 

L'applicat ion ) W+ (p,$! (? )  ) f o u r n i t  un diff6omorphisme de 
J 

U .  U x L sur lui~~même. La s t r u c t u r e  d i f f6 ren t i ab le  dé f in ie  sur C ( B )  e s t  
1 j 

indépendante de l a  base e x t r a i t e  de U pour l a  construction. 



77 - 1.5. ThZoi~Qiri~..- 

La  s t ruc tu re  d i f fé ren t iab le  donnee sur fi d é f i n i t  a i n s i  une s t ruc tu re  

diff6rentia.ble unique sur  C(8) . 

TJous conserverons l e  nërne symbole C(B) pour désigner c e t t e  vari\":t6 

des configurations loca les  de 8 . 

71 - 2. GROUP% DE L'SE PZS nEFORE~IIIT10RIS LOCALES, 

L'action de L sur  l 'ensenble C(R) , rencontrée en II .- 1 .lr., 

s 'Sc r i t  : 

Cette act ion l a i s s e  invar iant  l e  sous-ense~ble  C ( R )  pour t o u t  p E E 
? 

puisque : 

Enfin e l l e  a l i e u  t rans i t ivenen t  dans chaque ( 8 )  : 
P 

11 - 2 , l .  ? é [ k W o n . -  

Consid$rg corne groupe d'opér8teurs sur l'ensemble C(B) des conlis-a 

gurations loca les  rlu corps continu iB , l e  groupe L e s t  appel6 e;rou?e des 

d6formations l oc r l e s  d e  F . 

Dans 6 une drfomat ion loca le  e t a i t  une c lasse  d'homéonorphisms 



locaux de R~ sur lui-nêne, conservant l ' o r i g i n e ,  de l à  s e  dégageait ensui te  

l a  notion de ''grn?-ient de d~fornrr t ion"  d'un corps localement en l ' u n  de ses  

points .  C'est  ce "êradient  de d6for_riationqv qui a  conduit 3 l a  notion de défor- 

3 nat ion locrtle d6f in ie  en [7] dans GL(R ) e t  en [13] d m s  G L ( ~ , R )  . Ces 

deux aspects  sont inc lus  i c i  dans l a  fomula t ion  Ce l ' a c t i o n  de !. sur  C(2) ; 

s i  (u,Q) e t  ( ~ ~ $ 1 )  sont deux c a r t e s  loca lzs  en p de 8 induisant  l e s  

configurat ions loca les  respectives O e t  Y on n pour li a L 

En res t re ignant  l a  d é f i n i t i o n  II = .  2.1. aux seu les  c a r t e s  g l o b ~ l e s  

de B , c ' e s t - a - d i r e  aux configurat ions de B , on retrouve la déf in i t ion  

donnée dans [7 ]  d une dé f o m 8 t  ion loca le  ?i conciition d'  ordonner convenablenent 

l e s  configurations l i g e s  par  A . Ainsi nous dirons que A e s t  l a  d6forïiation 

loca le  de l a  confi,c;uration loca le  Y en Lu configuration l o c ~ l e  Q . ~ o m u l é e  

de c e t t e  manière cet,te notion prend l e  sens excct qui  l u i  e s t  donne en [T] . 
L a  dgfomat ion loc?J iJ .~  2 en p du c o q s  de Y en @ , e s t  bien 13 

- 1 
d i f f g r e n t i e l l e  (ou sa matrice)  en K ( - )  de tou te  ~ C f o m z t i o n  (g lobale)  Y ç K 

de tou te  c ~ n f i g w ~ t i o n  (@obale) K reprsssntnnt  Y en p en t o u t e  configu- 

ra t ion  ( g l o b z ~ e )  y representant  0 en p . 

Munissons k de s,r s t r u c t u r e  h c h i t u e l l c  de groupe de Lie.  D c  l a  

dé f in i t ion  de son nction sur  l 'enserfble C(8) e t  des s t r u c t u r e s  d i f f6rent ic . I~les  

de C ( 8 )  e t  du grouge de Lie G , il r é s u l t e  que 11a2p l ica t ion  de C(8) x 

dans C ( B )  & f i n i e  gzr  : ($ ,A)  w+ $*A e s t  ~ l i f f C r e n t i a b l e ,  e t  que chnque 

applicat ion $*A pour f'i f i x e  dans L e s t  une transformation drs 12 

var ié tg  C(B) , (l'où : 

al - 2 , 3 ,  Pmpon&an.- 

Le groupe d-e Lie des dSformations locales  de 8 opère d i f f6rent iable-  



nent à dro i te  sur l a  var ié té  C(E) des configurations locales  de 8 . 

I l  - 2.4. Rwvila/ruu~ at na;tdtion,- 

Dans l e  cas pa r t i cu l i e r  03 8 s e r a i t  un ouvert de IR3 nuni de l a  

s t ruc ture  indui te  de sous-variété de 83 . s i  deux ca r t e s  globales (3,~) et. 

(8,$) de 8 sont t e l l e s  que (pS(B,$) )  e t  ( ( ,  so ient  en re la t ion  

par R (II - 1 . 2 )  l e s  confie;urations e t  $ ont a l o r s  m&e d i f f é r e n t i e l l e  

en p c OC R~ . Cette remarqua fourn i t  un sens à l ' appe l la t ion  déjà rencontrée 

de "gradient de 12 configuration 6 en pe' pour désigner 18 configuration 

loca le  @ associée en I> 9 4 . nêrne s i  :! n i e s t  plus une s o u s v a r i é t é  de 83 

auquel cas l e  not gradient ne peut à p r i o r i  s 'appliquer.  

Etant donnée une ca r t e  quelconque (u,$) d'un corps continu 13 quel- 

conque en l ' un  de ses  points ,  on pourra par  extension appeler encore gradient de 

c e t t e  car te  en p l a  cûnfigurntion loca le  associ6e. S i  l ' on  nuni t  n3 Ee sa  

s t ruc ture  de var ié té  une t e l l e  configuration loca le  e s t  effectivenent la 

d i f f é r e n t i e l l e  de 4 au point p . 

Soi t  d o r s  une deuxième car te  (v,$) en p , s i  @ e s t  l a  configu- 

ra t ion  loca le  associ6e à ( p , ( ~ , $ ) )  e t  Y l s a s s o c i ~ e  de ( v ,  on a 

0 = d e t  Y = d $ or  on peut é c r i r e  
r I? P 

OU encore 

Pour s impl i f i e r  l ' é c r i t u r e ,  l a  notation * synbolisera, corne dans [13] , 

l e  passage au gradient  ou encore à l a  d i f f é r en t i e l l e .   égalité précédente 

s ' é c r i r a  donc : 



�� élément R de L caractErisk par c e t t e  6ga ï i tS  e s t  l a  d6fomation loca le  qui  

pa r  action à clroite su r  4 
donne @*P 

, ou encore (II 2.2.  ) la dgforna- 
"P 

t i o n  locale de 
+"P 

en J . C'est  i c i  l P a s p e c t  isonorphisme de l e e s p m e  
"P 

tangent 8 s u r  aiJ pour une configurat ion l o c a l e  qui e s t  u t i l i s 2 e .  La mr i6 tG 
F 

C(8) 6tant  isomorphe 2 c e l l e  des resè res  de l ' a c t i o n  de conilnit ?i une 

s t ruc tu re  f i b r c e  p r inc ipa le  isomorphe à c e l l e  des repzres de Cl] . 

I l  r g s u l t e  de l a  construction II - 1.5. ,  e t  de l a  p o p o s i t i o n  

II .- 2.3. que lVensemble C(g) muni de sa s t r u c t u r e  d i f f é r e n t i a b l r  e t  I r  

groupe 1 des défornations loca les  de 73 ;>ossèdent l e s  p r o p i é t é s  suiv?~ntes : 

1 )  l e  groupe de Lie 1 opzre diff6rentiablement ,3 d r o i t e  sur  l a  

v a r i g t é  C ( B )  

2 )  lqnpplic,ciition ~ r c j e c t i o n  de C ( 8 )  s u r  3 e s t  d i f f c r e n t i a b l e  

e t  t e l l e  que 

3) 2our t û u t  point  p de G , il e x i s t e  un voisinage 
'i 

,le -p 

- -  1 - 1 et  un diffgomorphisine 6i de U. x G s u r  Ti (ui) s a t i s f a i s a n t  à : 
I 

Les conditions ~ e r m e t t m t  de munir C(R) d'une s t r u c t u r e  de vari?kE 

f ib rge  p r inc ipa le  de base , de GrouTe s t r u c t u r a l  i. e t  3.e project ion 

canonique sont  donc vgr i f i ces .  Les f i b r e s  C ( F )  au dessus des divers  -oints  
P 



p de 8 sont  consti tuges des configurat ions loca les  de 8 en ces  2oints ,  

chacune d ' e l l e s  e s t  diffcomorphe 2 i. qui y op?re librement e t  t ransi t ivement.  

17 - 3 . 1 ,  T h é a h h e  a ~ Z & L ~ L U M ,  - 

Les p rop- i s t s s  1 2 3 )  m i s s e n t  l 'ensemble C(8) ~I'unc 

.-, s t ruc tu re  de variGt6 f ib r6e  p r inc ipa le  de b?se G de groupe s t r u c t u r a l  L . 
C ( R )  muni de c e t t e  s t r u c t u r e  se ra  a ~ p e l S  f i b r e  ;y incipel  des configurat ions 

l o c d e s  du corps continu . 

Le Groupe !. 8 y m t  ?eux composmtes connexes e t  '8 6tan t  yar  

hypothèse o r i en tab le ,  en t o u t  point  rie 8 il e x i s t e  dans l a  f i b r e  C (3) p u  SI 

dessus de p  deux f < w - i l l e s  de confi,gurations locales .  La d6formation loca le  

associ5e 3 un couylz de configurat ions l o c a l e s  d'une même famil le  e s t  3 Jacobien 

p o s i t i f ,  a u  contra i re  associée à deux confif;prstions loca les  respectivenent  dans 

les deux f e n i l l e s  l a  d6formation l o c a l e  e s t  L? Jacobien ndgntif .  Il en r 6 s d t e  : 

I i  - 3.2. B h a p o / s ~ a n . -  

Le fibr: p r i n c i ~ a l  C(g) nossCde deux comgosantes connexes, chacune 

d ' e l l e s  admet une s t r u c t u r e  de var i6 t6  f i b r s e  17rincipnle de groupe s t r u c t u r ~ l  

G l a  com~osantc  dc. l J i c ? e n t i t é  de L . 

Po~vmque. - 

Les dé f in i t ions  données dfms [13] inposent dès l e  début une vrienr- 

t a t i o n  à 1% variz tg  E donc zux configurat ions a i n s i  qu'aux d6f~r r i a t ions  

de 8 . Cet te  ~xior ix t ique  i n t e q r 6 t é e  dans l e  cadre de l a  proposi t ioa  11 3.2. 

se  t r a d u i t ,  en o r i en tan t  1 2  v a r i e t é  f i  , par  une r e s t r i c t i o n  de l'étude 2 

l 'une  des c o ~ p o s a n t ~ s  connexes de C(G) . 



11 - 3 , 3 .  C a ~ v e d a n . -  

Dans tout?  l a  s u i t e ,  l n  v a r i é t e  définisseùnt un cor>s continu se ra  

toujours  supposée o r ien tée ,  Les c c v t e s  de l ' a t l a s  d 'or ienta t ion donnant des 

diff~omorphisnes d i r e c t s  dsns or ient6  par  s a  base canonique. Le groupe 

de Lie désormais &sicné -ar G e s t  donc ?mintenant l a  coro;?osante connexe de 

l ' i d e n t i t g  du vrcups l i n é a i r e .  



CORPS S71iPLE b4ATEf 7ELLEb fEId7  WZ FORFIE 

EM CI€CA!slICLE E S  bf7 LLEIJXi: 

C!!A?ITZbJ[l.? I)EFO?AillllDt c 
-=-=-=-=-=-=-=- 

La notion de corps simple, & f i n i e  par  W. NOLL dans [7] e t  

rappelSe au paragraphe 1 - 2 .  , se  t r a n s c r i t  in tégra lenent  avec l e s  d g f i n i t i o n s  

p r i s e s  i c i  au chapi t re  II des configurat ions l o c a l e s  d'un corps continu. 

Les remarques 3 propos de l a  d i v e r s i t z  des domaines d'applicz%ioiis 

r e s t e n t  inchangées, en p a r t i c u l i e r  ragpelons que 1' ensemble R ( [7] & f i n i m  

t i o n  1 )  c a r a c t 6 r i s m t  l e s  réponses du corps simple peut concerner des propr ié t6s  

mGcaniques, mais auss i  d iverses  ~ r o p r i e t 6 s  physiques. 

n S i  un corps continu b donn6 peu t -ê t r e  muni d'une s t r u c t u r e  de corps 

simple, l e  f i b r é  C(3-j) , au  dEpart purement gGora6trique. va t r a d u i r e  dvune 

c e r t a i n e  manizre l e  comportement physique oin nécanique du corps 8 e t  a i n s i  

permettre une i n t e r p r é t a t i o n  g6omCtrique yr6cise  de ce  qui e s t  ap~elG en lnnyape 

courant " l a  façon sont &pond l e  corps en s e s  d ive r s  points" . Le pr6sent 

chap i t r e  t r a i t e  Cie cec i  pour les corps s i r p l e s  en  mécanique des mil ieux continus 

déformables . 

112 - 1 .  CORPS SfE17LE EN MZLZEU CUbJTINU VEFOIMA~LE. -- 

Soi t  un corps continu quelconque, 13 notion h a b i t u e l l e  de mouvement 

conduit & poser les d 6 f i n i t i o n s  suivantes.  



111 - 1 . 1 .  c e d c d ~ w . -  
n Un rnouvaric-'?t d'un corps continu u e s t  une appl ica t ion de R dans 

l'ensemble des configurations de i3 . 

Un mo~rvement l o c a l  de 8 en l ' u n  de ses  points  p est une applica- 

t i o n  de R dans L'ensemble C ( 8 )  des coof i .gur~t ions  loca les  de 8 en p 
T 

Etmt donncs un mouvement O de '3 , c'est-5.-dire encore une i',?i-iille 

5 un paramètre r 6 e l  T , l e  temps, de configurations O de 8 , un ; 3 o i i 2 0  
T 

de 8 e t  un i n s t m t  t t E R on appel le  h i s t o i r e  cinématique loca le  en 

de O 2 l ' i n s t z n t  t et on note nt 1'ûpplic;rtion de R- dans C ( 3 )  dgî in ie  
"F ?2 

par : 

Dans les coriditions c i - d ~ s s u s ,  s o i t  @ e s t  une configurat ion l o c a l e  

de 8 en p , d i t e  a l o r s  configurat ion l o c a l e  de rgférence pour l e  rn~uveitlent 

0 , on appel le  h i s t o i r e  de déformation loca le  de @ en p à 1 ' i n s t w - t  L 

rSfér6e à Q , lVa:?ylicat ion de R- dans G déf in ie  pnr : 

R wi/~uiq uc, , - 

0 6 t m t  p r i s e  pour rGférence, t o u t e  h i s t o i r e  cinématique loca le  

dgtermine a i n s i  une h i s t c i r e  de d6formation l o c a l e ,  Q indu i t  donc une b i j e c t i o n  

de l 'ensemble des h i s t o i r e s  cin6matiques loca les  en p sur  l 'ensemble fies 

h i s t o i r e s  de déformations loca les  associ2es.  S u i t  Q0 c e t t e  b i j e c t i o n  on a 

a l o r s  1 ' é g a l i t c  suivante pour tou t  -r de R , 

Cet 6lSment de G e s t  l a  déformation l o c a l e  f a i s a n t  Lasser par ac t ion  -5 d r o i t e  



"7 

de l a  conf igura t ion  loca le  h de u an p à l ' i n s t a n t  t + r  d m s  
( t  + T)*P 

l e  mouvement O -?ï l a  conf igura t ion  l o c a l e  de reférence  0 de en 2 . 
Plaçons naintenant  1 ' étude en mg canique des milieux continus dé formables . ?AS 
axiomes c lass iques  c?e c e l l e - c i ,  ex-posr-s par  l e  d é t a i l  dans [ I I ]  sont donc 

vGri f i6s  pe r  l e s  c o q s  e t  l e s  mouvements considércs i c i ,  en p n r t i c u l i e r  

" l '6quc~t ion  dc com:,cxrtementP' c c r i t e  p lus  l o i n  r a s t e  i n v a r i m t e  dans t o u t  c;icn- 

gement de re&z rn5idt?riel, de meme, l e  pr inc ipe  d1.z d6terminisme pour Ie tensi.ur 

des con t ra in te s  e t  l e  p r inc ipe  d ' ac t ion  l o c ~ , l e  permettent  de cons t ru i r e  des 

fonct ionnel les  de r62onse du t n e  de c e l l e  u t i l i s e e  dcms l a  d é f i n i t i o n  su ivan te ,  

adapta t ion  5 lib i&cmique des n i l i e u x  continus d6forrnnbles de l a  d6 f in i t ion  

gGnbraie 6eç c o r j s  simples. 

711 - 3,2, DF&ktlan.- 

Un cor;îs c ~ i l t i n u  d6fomable  8 e s t  d i t  simple s i  on peut l e  i ~ i m i r  

d'une fonctionnell-è de rgponse f , c 'es t -%-di re  d 'une a p s l i c a t i o n  F qui h 

-7 t o u t  poin t  3 de ' )  a s s ~ c i e  une a72licatiori f de l 'ensemble des h i s t o i r e s  
r> 

3 cinEmatiques locc les  de : en p dans l ' e n s c r ~ b l ~  des t enseur s  synétr iqucs 

du second ordre sür (R3 , appe l i e  fonct ion  rggonse de 'i en p . 

S o i t  i ( h , p )  l e  t enseur  des con t ra in te s  en p de 8 i? l v i n s t m t  t 

dans un mouve?!ent O , ce  t enseur  e s t  en t i è remwt  déterminé p a r  l a  d 6 f i n i t i o n  

réponse F 
P 

~ ( t , ~ )  = F ( 2  ) a 

P "3 

Rtmt donii6e une conf igura t ion  l o c a l e  Q de R en r, p i s e  corne 

réfgrence ,  on s a i t  que R (II - 1.1 .  ) ~ s s o c i c  de façon biunivoque l e s  
@ 

h i s t o i r e s  cinématiques locctles en p e t  l e s  h i s t o i r e s  de dé fo rm~t ions  l o c : > l ~ s  

en p . On p u t  fiene donner une d g f i n i t i o n  Zquivalente 3 l a  d e f i n i t i o n  III - 1.2. 



aaa  - 7 . 3 ,  c m c h z h i n d o ~ -  

- 
. est simple s i  on peut & f i n i r  uno fonct ion  rcponse G rel:~'cive 

$3 

5 t o u t e  configurzt ion l o c a l e  en  6 a-s l ico t ion  de l 'ensemble des 
P 

h i s t o i r e s  de d f f o m a t i o n s  l o c a l e s  de R en 1-i cias l 'ensemble des tenst:i~rs 

synzt r iques  du stcond ordre  s u r  iR3 . 

Les fonct ions de réponse F e t  Go sont  l i - e s  par  l n  r e l a t i o n  
I? 

P 

Physiqueaent, ce t  cspect donn6 ?ux réponses d'un c o q s  corres;oncl 

au f8it que s i  l a  conf igura t ion  l o c a l e  G e s t  i n d u i t e  Far une ccnfiç;.uration 
7, 

+ de n ( Q  = O*-,) l e  t enseur  des con t rz in te s  pour 2 l l i n s t c m t  t un 
P 

p dans l a  conf igura t ion  e t  dans l e  processus 8ynn.nique ( c f .  [II] ) qu 'es t  

l e  mouvement O , e s t  parfaitement dgtcrmin: par l ' h i s t o i r e  de t o u t e s  l ~ s  

-- 1 Aéforr ia t io~s  lncn les  4,_ c C 3i.x i n s t m t s  r mt:rieurs 3 t , inf iui tcs  
":, 

en 3 a r  l o s  dsformrutions globales *je 6 en $ 
T 

Is De ce :loint de vue l e  c o r p  r 6 ~ o n r l  des d6formations l o c a l e s ,  c e t t e  

i n t e r p r b t a t i o n  ?i I l a i d e  de G yernet  en n a r t i c u l i e r  de donner un sens ;>rCcis 

au f a i t  n 6 c a n i q ~ ~ e  qu'un corys ?eut s e  c0~1pc)rter "de l a  même m,?ni8req7 en cl~ux 

de s e s  pgin ts .  Dans ce de rn ie r  cas ,  on -ourra d i r e  que lccnlernent en c?s deux 

2 o i n t s ,  l e s  mgries d6formations ~ r o d u i s e n t  les  menes cont ra in tes .  C'  e s t  l e  bu t  

du parzgrazihe suivnnt qui  conduit aux ncvtions de grcupe d ' i s o t r o p i e  e t  dp cnrps 

sirnple matériellelnznt uniforne.  

Soient  e t  q deux poin ts  d'lm corps s i m ~ l e  . E t m t  donn6 un 



isowrphisrne p . )  de l ' esgace  tanpent 2- s u r  l7es?ace  tancent  
3 cl 

d6finissons une zppl ica t ion p (p ,q )  do l a  Î i b r e  (3 ( q )  d m s  l a  f i b r e  (R) 
il ?> - 

par : 'TI Y s C n ( ? )  p(ysq)  (Y) = L o r ( p , q )  . Cette appl ica t ion e s t  surjet- 

.- 1 t i v e  puisque 23ur t o u t  @ dans C (3) il e x i s t e  !' = O I r(p,q) 8-s Cc,(?) 
7 

t e l  que P (p ,q )  ('2) = O . De plus l ' i s o n o r ~ ~ h i s n e  r ( n , q )  6 t m t  s impl iâ iablc  

2 dro i t e  dans l"'û.;;ulité Y O r ( p , q )  = Y '  o r(r) ,gL) c e t t e  ~ ~ ~ p l i c ç n t i o n  e s t  iiassi 

in jec t ive  donc b i j e c t i v e .  Il en rgsu l t e  l ' ex i s t ence  dDune ~ p p l i c a t i o n  b i j e c t i v e  

P(i,q) de lYense-?ble ff des h i s t o i r e s  cincrmtiques loca les  en q s u r  c e l u i  
c - 

des h i s t o i r e s  cinSr13tiques en p , ff . 
P 

E t m t  donnees deux configurat ions loca les  en q , l a  d6for i~at ion 

l o c a l e  ~ ( p , q )  ( Y , )  O [ ~ ( ~ ~ q )  (y2)]"' associant  l e s  images par  ~(?,q) fi-2 ces 

configurations l o c c l e s  e t  Y ?eut s P C c r i r a  
1 2 

qui  donne p a r  regroupement Y ,  o y i 1  . 

S o i t  naintencmt 6 p r i s e  comme r é g r e n c e  dans C ( p )  , l a  our jac t i - -  
P 

v i t 6  de p(p,q)  et l a  remarque precddente ccnduisant nu r é s u l t a t  suivant avec 

- -  1 
Y = C O r(z),q) 

III - 2 , 7 ,  P / r o p o a ~ a n . -  

Tout iso!?orphisne r ( p , q )  de s u r  indu i t  une a2plica;i;ion 
77 cl 

b i j e c t i v e  P ( T , ~ )  qui  conserve l ' a c t i o n  de G sTur l e s  f i b r e s  C ( 8 )  2% c.  (?). r LL 

Pour toute  conf i rura t ion loca le  CJ dr rFf6rencr dons % ( f i )  , il e x i s t e  une 

configurxkion loca le  unique t e l l e  que 



Toute p ( p , g )  b i j e c t i o n  de C, ( R )  sur  C (3) ccnservant l ' a c t i o n  
\Y. r, 

de G e s t  i s sue  d'un isonoryhisme q unique. 

On peut, rcracrquer que l ' o n  in t rx ' tu i t  a i n s i  un foncteur c o n t r a ~ ~ r i a n t  

R de l a  cat&-wrie I dont l e s  ob je t s  sont l e s  esnaces t m g e n t s  2 c t  l e s  

rror>hisnes l e s  i scr I r , r~isrnes  v e c t o r i e l s  da i s  l c  c z t é r o r i e  C  dont l e s  o b j ~ t s  

sont l e s  f i b r e s  dc C ( E )  e t  l e s  norphisnes l m  b i j e c t i o n s  r e s ~ e c t a n t  l ' a c t i o n  

de G . 

S o i t  un corns s inp le ,  l e s  fonctions de réponse F e t  F en 
?' .z 

deux ?oints  r t i s t inc ts  -p, e t  q de ne :?euvent ê t r e  confond~les nxi.sq~~t. l e u r s  

ensembles 2e d6pzrt sont  d i s t i n c t s ,  cegendmt il s e  peut que l e  tenseur  rtcs 

contra in tes  s o i t  1c  irême pour deux h i s t o i r e s  ciri6riatiques loca les  ii l ' i n s t m t  t 

respct iverzent  en e t  en q . Le foncteur H donne un m e n  à lqa i r l a  <?es 

P(p ,q) d' assoc ie r  les h i s t o i r e s  cinéant iques locales  

7 7  ceci  pour t o u t  iso'zorphisrne r(XI,q) de -, s u r  . 
9 

117 - 7 . 7 .  Df{ir&a~n.- 

On a;~-elle isonor;;hisne n a t 6 r i e l  m t r c  l e s  f i b r e s  G ( n )  e t  C- (?) 
q 2 )  

toiit n o r p h i s ~ e  p de l a  catgporie C t e l  que 1 9 0 n  a i t  l t é g i l i t é  

3 
On appelle i s o m o ~ h i s ~ ; l e  n z t 6 r i e l  e n t r e  l e s  es-aces tangents  , et 

I 

t o u t  isomorphism d e  l c  catkgorie T clymt pour i r a g e  pcr  H un isoinclr2his- 
C1 

me n a t S r i e l  de 1 2  ca t sgor ie  C . 



Pour &suer  ces deux pro2ri6t6s on d i ra  Cue l e s  p a r t i c u l e s  p e t  q 

sont "mat6riéllene:nt i sonor~hes" .  

S o i t  Y une c o n f i ~ u r a t i o n  loca le  ,?te R en l ' ex i s t enca  d71m 

isomorphisme matCridi r (? ,q)  e n t r e  e t  q peut s e  t r a d u i r e  comr~c? suii; : 

pour tou te  h i s t o i r e  cin6natiuue l o c a l e  en q irDoutissant en 5 l 9 i n s t n a t  

t , l e  tenseur  dv,s c ~ n t r e i n t e s  en q 2 lVir!st~xt  t e s t  auss i  l e  tens,:ur dês 

contrz in tes  en p au nêne i n s t a n t  nour l s h i s t o i r e  c i n é ~ a t i q u e  l o c a l e  ovoociCk 
- 

s a r  ~ ( p , q )  a5outissant  en P ( ~ , Q )  ('J') = Y c r(13~q) . 

Un isoi?or;ihisme m t é r i e l  r(r  ,q) fourni t  un c e r t a i n  moyen d g  ,rssocier 

l e s  f i b r e s  C ( 3 )  e t  C ( P )  d-e façon c o n ~ ~ ~ t i b l ~  avec l e s  réponses ~ .6canirpzs  
3 q 

du corps aux dcux ?oints .  iJn d i f f i o n o r y h i s n  l o c a l  de l a  var ié té  dFW vois i -  

nage de p s u r  un voisinage de q indui t  un i s o n o r ~ h i s n e  des espaces ta.ïigcnts, 

s i  ce t  isonor;?hisne est m i t é r i e l ,  l l m a l o p ) i e  en t re  l e s  voisinages e s t  non seule-  

rrent to:jologique e t  géor?Ctrique mais de ? lus  mécanique. 

S o i t  a(g) 1°ensznble de tous l e s  ~ u t o n o ~ - p h i s ~ e s :  matér ie ls  en 1: , 
7 c s  est-2-dire des isorinr~ihiszes matgriels  dc 11 sur  lui-même. D e  l a  d6fini'cion 
P 

III - 2.2. il rgsu l t e  que ce sous-ensemble tlz C - L ! ~ ~ )  n ' e s t  cas  vi6e car  il 
I 

contient  lVicl.entitG rle , e t  q u ' i l  en f o w n i t  im sous-croupe. 
7 

-7 Supposons q u ' i l  e x i s t e  au noins un iso~:ioryhisne mctér ie l  de j sur 
l-', 

B , on peut o.ssccier $ t o u t  élément a au crou2e 9(;3) un 6lélrent (?,! GL(7 ) 
0, cl - 1 s o i t  8 pe,r B = r(r),q) O a O r ( 2 , q )  en notant r ( p , q )  ce t  isomor;3liisr~e 

matériel .  On prouve a l o r s  que B e s t  d m s  g ( q )  de l a  façon suivante : 

en passant aux h i s t o i r e s  cinénztiques loca les  il vient  



- - 
p(2.q) 9 o g  = Pa a P(P,q) o r  a e s t  rlms <l(n) irtr hyiyyoth8se donc 

L> 

F = F o  p a  cle ri?rle ~ " s n u e  r (p ,q )  est isonor2hissne n a t g r i e l  
P P .-- 

F q =  F O ( I I  - 2 . 2 . )  on % 31.01.ç F = y O p a  O P(P,l) OU cnccre .n 'J 13 - 
'= F = F 0 ~ ( 2 , ~ )  o p g  c ' e s t  ? d i r e  F = Fq o p,  d 'na l e  rBsu ï t s t  enviszr.i .  

cl 2 c, I-) 

Il e s t  c l a i r  d?r?.u"G~e y a r t  que i o u r  t,out 4 riu g il e x i s t e  c i  dc B (-;) , 
-, 1 - 1  

a = r(n,ci) P B c r ( y , q )  t e l  que 9 = r ( p 9 1 )  o  a o  r ( p J q )  . Les deux ?roujes 

- 1  v 6 r i f i e n t  donc lPC, , ? l i tC  g ( q )  = r ( n , ? )  O g(;>) O . 

711 - 2 .  -3, P&opabikion ct d b & i ~ M o f l .  --- - 

3 En t o u t  yc in t  3 dsun corps s i q l e  57 l e s  a u t o ~ o r ~ h i s r i e s  r ~ t ~ r i c l s  

forment un grou:>e ~ ( p )  d i t  Crou3e d'isotrc-$e rizut6ritil de en ; 

S i  deux pc in t s  g e t  q de son-t 1 i 6 s  y a r  un i s o n o r p h i s ~ e  rmt6- 

r i e 1  ( p )  les groupes d D i s o t r o p i e  mat6riels  de 5 en e t  q s c ~ t  l i f s  

2 e r  l a  r e l a t i o n  

117 -- 2 , 4 .  C~tacstEdc%Labz.- 

E t m t  doriings deux po in t s  p et q dPun  cor2s s i q l e  fi , un iso :?~r-  

7 misme de fi s u r  e s t  ma té r i e l  s i  e t  seulefient s i  pour t o u t e  c o n f i ( ; u r ~ ~ t i o n  
7 cl 

l oca le  de rgfcrencc r ( p )  p r i s e  dans C ( q )  il e x i s t e  une configurat ion l o c a l e  
D 

r ( q )  dans C ( 3 )  t e l l e  que l ' o n  a i t  : 
'2 

Cette prc:?osition e s t  cons6quence de III - 1 .3. e t  III =- 2.2. avec 

~ ( P > o )  = r(01-l c r e t  du f a i t  que d 'après III - 2.1. on a 1 ' 6 , ' ~ a l i t g  

n = fi 
del) r ( ~ )  

c ~(1~4.) . 



On vo i t  a l o r s  que l a  n ê ~ e  famil le  2 un pnramGtre d'éléments de G 

conduisant deux h i s t o i r e s  de d6fornntions locales  r e l a t i v e s  3 r ( 2 )  e t  r ( q )  

.-, respectiverient,  ;>rç?uit une ri6ri~ r'cnonse 3' l a  p a r t  de . s e  colr;~;'rt~ 

n6cmiquerqent en - corîe en q s i  e t  sei j iemnt s i  il e x i s t e  un isonor;jhisiie 

mtitériel r ( p , q )  e s u r  $ . 
2 cl 

n L7exist,:ncci d'un isonorphisse ri~,i;&-iel r ( ? , ~ )  de 1 s u r  3 ?crnet  
P I 

a lo r s ,  -2 1 2  conditicin de c h o i s i r  l e s  r6f6rences r(?) e t  r ( q )  convenablerient 

c 'est-à-dire r e l i s e s  ;>nr ( q )  de considérer l e s  h i s t o i r e s  de d 6 f o r ~ a t i o n s  

Locales uniquement dans G sans f a i r e  nention des canfigurat ions 1ocal .c~ sur  

l e sque l l es  l e s  d6formations l o c a l e s  agissent .  

S a i t  il.+ l a  f a n i l l e  3 un paramètre rlri G associge à une h i s t o i r e  

t 
cinématique loca le  O on -t 

*q 

L'existence de r(;?,q) isomorphisme rnatgricj-1 e s t  carc,ctérisée pa r  l e  f a i t  que 

pour t o u t e  fi.+ a (%) = r (  q) (Q+) i2our r ( p )  e t  r ( q )  convcn~?iie-- 

ment chc i s i es .  Lias fonctions G 
et G r ( q )  

sent  a l o r s  fomellerient  i d a n t i -  
r ( p )  

ques ce qu i  ?errwt de d i r e  en ce sens que l e  corps ? &pond de f a ~ n n  identique 

en I, e t  q .  

? Q J ? ~ P U L ~ ~ ? .  0 - - 
7 Les an~iLogies ngcaniques en t re  l e s  d ivers  po in t s  de se  t r adu i sen t  

donc par  l a  n ise  en Svidence d'une ce r t a ine  sous-cat6gorie de C associ6e ?EU- 

le fcncteur H ,? une sous.-ca,t6gorie de T . Munir un c o r j s  continu d'uns 

s t ruc tu re  de toms simple c ' e s t  donc prendre une r e s t r i c t i o n  au  foncteur H 



Le paragraphe suivant t r a i t e  drç corps simples dont il e s t  pcss ib le  

de d i rp ,  en un ce r t a in  sens ,  q u ' i l s  r é ~ o n d e n t  de f a ~ o n  identique en tous  leurs 

point  S .  

IJn c o q s  sii:!i>le 7 e s t  d i t  r iat6riel lenent  uniforne s i  pour t o u t  c o u ~ l e  

de ses  p c i n t s  ï )  il e x i s t e  un isoiiornhisme ~ ~ c t é r i e l  P ( T > , ~ )  de C (3) e t  
'2 

S o i t  un corps s i m ~ l e  nRtGriel.lc~r?ent uniforme, on z p ~ i e l l c  rCf6~ance  

maté r i e l l e  locnlo Be ?' t o u t e  sec t ion loca le  (ui ,ri) du f i b r 6  C(3) t - l l o  

que 2our t o u t  cou;,le (p ,q )  de points  de U. 1 Pisomoqhisrie c?e C ( 3 )  sur 
l 3  '1 

C (E) d é f i n i  Fer : ~ ( p , q )  ( y )  = Y o r i ( q )  1 o ri(r) > s o i t  na tBr ie i .  
P 

On a nlors d 'après III - 2 .2 .  

7 7 7  - J,3,  Cnmc;tétMna,q%on.- 

7-7 Un c o q s  o i q l e  e s t  xatgriel lerient  uniforne s i  your t o u t  couple 

3 de ses  ?oints  (p,q) il e x i s t e  un isomory>hisme matér ie l  r ( p , q )  de e t  F . 
:? 'I 

Il en rE8sulte qu'une sect ion loca le  (ui , r i )  du f i b r é  ) e s t  une 

rcférence na té r i e l12  l o c a l e  de ? s i  e t  sculeaent  s i  pour tou t  c o u ~ l e  (p9?L) 

1 des points  de U; , l ' i s o ~ i o r ~ h i s n e  r i ( q )  o ri(?) e s t  matar ie l .  
A. 



.. 30 - .  

Il. r é s u l t e  a l o r s  de III -- 2.4.  e t  de l e ,  & f i n i t i o n  i.ir6cjdente r 

I I I  - 3 ,4 .  ? ~ - o p o s ~ a n .  - 

Une sec t i cn  l c c a l e  o.  = r i  du f i b r 6  C(?) e s t  une rÉf6rrnce 
1 

n a t é r i e l l e  l o c l l i  s i  e t  seu lemnt  s i  m u r  tous l e s  points  7 de Ui l e s  

fonctions de rsponsè G sont identiqucjs, Onnnte ra  G l a  fonctiori 
ri (r) cl. 

1 

777  - 3.5, ' ? 8 $ i W a n . -  

Deux r6fSrences i r a t<r ie l ï e s  l o c s l e s  cl. = r i  e t  o = ( u .  2 r .  
I. j J J 

sont a i t ~ s  com~,cvtiblcs s i  l e s  fonctions dz rgjnnse G e t  G s3nt  identiqur-S. 
cl. c l .  
1 

-7 
J 

On ap2el le  réfcrence ~ a t 6 r i e l l t -  Cie 3 tout, rt:couvrernent naxinal  fie 3 ;2rur des 

r é  fzrences r1at6riel les loca les  comrztibles . 

Soi t  Li = {cli = (ui 9ri) : i F Il me réf6rence n a t é r i e l l e  pour 'i . 
3 Les fonctions de r&;?onse G sont independantes à l e  f o i s  de p dans 

ri (2) 

e t  de i dans 1 , cn notera  Gli In fonction de r6-onse comune 

G o n \ l ? ~ u n ,  - 

Pour tou te  l a  s u i t e ,  sauf mention s$cicle,  l a  dcnonination de ' c o r ~ s  

simple" designers un r3orps sim3le matériellecient uniforne pour l eque l  il c x i s t e  

au rioins une rGf5rence mat6riel1.e U . 



f O B I O ? ~  ME. -- 

S i  un c o q ? ~  s imrle  " ~ o s s è d e  une r$f?rence  m a t z r i e l l e  dorit un U, 
.A. 

e s t  Epaï 2 l n  rZf8rence u r i  e s t  ? lo r s  #!-lobale e t  corresnond B c i  
4. 

qui  e s t  a;>pelf bris [7] "a uniforri r e f  -renc- f o r  7"' , dans 1131 l e  n2t icn  

correspondante 2 un,: ré fs rence  ma t6 r i e l l e  - e  e s t  c e l l e  de "refereu~ce a t l a s  

of Tr . Physic;u.;rzent un ccr;>s sim3le e s t  t ~ l  q u 5 1  e s t  poss ib lc~ de re-br:? s e s  

d6fornat ions ~ rzn- i r , t  des r6fGrences convenables de façon nue ses  r~~:?ons ,~u 

r e l a t i v e n e n t  5 ces r5férences  s c i e n t  nn i fo r r~es .  

17 7 - 4. GCOUPE3 f l p  7 '(iT2OPIF CE /.AT7 FS qE3 C0:173 S1fTLES. 

117 - 4 . 7 ,  Df&&on.- 

Etant d o n d e  une configurat ion loca , l~  de réfgrencs r ( ~ )  d'un C C ) ~ ; - S  

-7 

siriple !- en l q u n  iie s s s  po in t s  r, , on ay;lelle isonory>hisne ma te r i c l  r z l a t i f  

à r ( p )  t o u t e  ~ ~ $ f c m . a t i o n  l o c a l e  F) C ~ C  C t e l l ?  alle, p u r  t c u t e  h i s t ? i r c  

de d;fornatiiyi l o c a l e  , on %it ; 

où R.+ P (IEsignt: l ' h i s t o i r e  de r?éforriation l o c a l e  d é f i n i e  par  : 

Pnopoa&:o~. - 

Les isomorphismes n a t E r i e ï s  r e l a t i f s  5 r ( ? )  f o m e n t  un sous3,0-;;r.ou;~e 

de G noté  g -7 

r(7)) 
Ce g r o w e  e s t  1 i 6  au ~ T O Q ~ E  d ' i s o t r o p i e  ma té r i e l  dc 

en p pa r  l a  r e l a t i o n  



Ptleuv6). - 

S o i t  r ( i 2 , ~ )  un isomor-hisme matCricl en , r (p , ? )  e g ( p )  . 
~ ' a p r s s  les r 5 s u l t a t s  du paragraph~ III -. 2 .  , l a  conf icura t ion  locs l c  

r ( p )  o r (p , ? )  associ6e ;2 r ( ~ )  ?ar  r est, t e l l e  que p u r  t o u t e  h i s t c i r e  

de dgfornat icn l o c a l e  R* cn cit 1 1 6 p n l i t 6  

- 1 
d ' a u t r e  p a r t  si on pose P = r ( ? )  O r ( ? , y )  c r ( g )  on a 

V T C R  - 8 

n&) O P o r ( y )  = 9,(~) o r ( p )  O r (p ,n )  

e t  par  conséquent 

G , = y(?) (a* P) 

ce qui prouve lFcp?2nrtenance de P n La corresncndance e n t r c  r(?,p) 
&*r ( n )  

e t  P pour r ( ? )  f i x g e  e s t  b i j e c t i v e  e t  l e s  groupes sont  a l o r s  l i 6 s  jar la 

r e l a t i o n  indiqué?. 

Le groujje g r ( d  e s t  -?el6 prou2e d v i s o t r c p i e  rle en -3 r e l z t i f  

2 l a  configurnkion l o c a l e  de r l f é r e n c e  ( 2 )  c e t t e  derniere  6 t m t  f ixgc ,  l e s  

isonorphismes met6r ie ls  de r e l ~ t i f s  3 r(i2) sont  auss i  en c o r r e s ~ o n d ~ ~ c e  

b i j e c t i v e  avec l e s  autonor?hismes ma té r i e l s  dc l a  f i b r e  C ( q )  . 
F 

Soient r ( p )  e t  r ( q )  p r i s e s  COETG ré ferences  resyect ives  3ans 

6 ( 3 )  e t  C (13) g les groupes $ ' i so t rop ie  sont  l i 6 s  par  l e s  deux r e l a t i o n s  
P I 

suivantes  : 

= r ( q )  o ~ ( q )  o r ( 2 ) l 1  S o i t  



r ( p , q )  l'isomorphisme r ( q ) - '  O r ( p )  de R su r  . On a successivement 
P 1- 

r (p ,q)  mat6r ie l  <Y> ( 1  = r ( p , q )  o g(7) O r ( ~ ~ q ) ~ - I  

< => = r ( o )  0 ( )  o g ( r )  o r O r ( q )  3 1  Or( q) 
<=> - 1 1 

g r (  q) = ( r ( ~ )  r(q, 1)) O g(p)  O ( r ( p , q )  O r ( y )  ) 

< => r.1 
gr( q> = r ! ~ )  0 g(r) o r ( r )  , dfo3 l a  proyos i t ion  

suivante.  

Tl7 - 4 , 2 ,  Fttopuaix%an.- 

Pour lue  les grou2es d ' i s o t r o p i s  
g r (? )  et gr(,)  

d'un c s r p  sir%-11e l3 

en p e t  q r e l a t i f s  ?i r ( p )  e t  r ( q )  s o k n t  confondus, il f a u t  e t  il s u f f i t  

l ue  ces deux confip;ur,?tions l o c a l e s  p r i s e s  corme r6f6rences r e spec t ives  ~ 1 1  :i 

-1 e t  q soient  t e l l e  que l ' i s o ~ o r p h i s m e  r ( q )  c r q u ' e l l e s  dé f in i s san t  s o i t  

matSriel.  

E t s n t  don& une r t f6rance  ma to r i e l l e  = O = r i  : i E 11 

pour un ccrps s i n y l e  7 , l e  groupe d- ' isotropie r e l a t i f  à r .  ( p )  e s t  13  me 
1 

n -elque s o i t  p d ~ a s  e t  i dans 1 . 

On ?y-elle yroupe d ' i so t rop ie  r e l a t i f  i ce groupe CO~TLXI. 

On q p e l l ~  p o u p e  d ' i s o t  r o p i ~  9, r e l a t i f  5 0. l e  ~ r o u p e  2 f  i so t ro - .  
1 i 

p i e  commun r e l a t i f  3 t o u s  12s  r i ( p )  pour i f ix6  e t  p va r i ab le  dans u~ 

Cette pro?osi t ion p s t  cons6quence d i r e c t e  des r 6 s u l t a t s  de III - 3.2. et 

III - 2  3.4. a i n s i  que de 1 2 Deux réf6rences  l o c a l e s  gour 7 sont 



compatibles s i  e t  seulement s i  e l l e s  donnent l e  ~iêne grnupe d1 i so t r9p ie  r e l z t i f .  

On s e  pro-ose mnintenant de c l a s s e r  l e s  r6fCrences l o c a l e s  d'un corps 

simple, conpatibles ou non, n ins i  que l e u r s  grouges dv i so t ro - i e  ~ s s o c i i ~ ,  

S o i t  P une dCformation loca le  ;le ?! p u r  lequel  If  = {o. : i E 11 
1 

e s t  une réfgrence n a t s r i e l l r .  Considérons 13 f%inille V dp sect ions  locales  

de C(R) & f i n i é  iJar 

avec P r . (g)  = P o r.!p) pour t o u t  point  :? Je Ui . 
1 1 

Etant donn6s deux points  p e t  q dans U. on s a i t  que l%soc 
1 '  

- 1 
morphisne r i p .  = r i  O ri(?) e s t  r ic t$r ie l .  Celui c i  peut s t 6 c r i r e  

encore r .  (q) '31  Q E)'" O 1' c ri(?) c 'eç t -4 , -d i r .  
1 

l? r . ( p )  e t  P r . ( q )  sont  donc t e l l e s  que l'isonorphisme l e s  l i a n t  
1 1 

P r .  e s t  n e t é r i c i  m u r  ? , il en r é s u l t e  qur P 0. e s t  P r . ( q )  * 
I 1 1 

une référence maté r i e l l e  loca le  de . Pnr c~nsGquent,  V que l t o n  notcin 

0 a u s s i  P il e s t  uilê rcférence natGrie l le  ?Our 8 ,  . 

Consid6rcns maintenant deux réf6rences rnnt6rielles l o c a l e s  

0 = (ui ,ri) E U i e t  r .  = (v . ,P . )  E V 01; ( C  e t  V sont deux réferences 
J J J  

7- mat6r ie l les  quelcon-jues données pour 5 . On s a i t  q u ' i l  e x i s t e  pour t o u t  

point  p de U.  m e  réf6rence rriat<rielle Inca le  en p s i t u &  dans soi-t  
I 

r6fGrence mat6r ié l le  loca le  P 0 R pour grou?e d P i s o t r o p i e  i 

d'après l a  construction de P (! , d 'au t re  ? a r t  T e t  T é t a n t  dans on a  
j k 



d'où g = O  , T e t  P o .  sont donc d m s  l a n $ n e  r .  -'P O .  j 1 
J 1 

rgférence mrti ir iel le  loca le  e t  on a V = P U Mnt~ns  que P u t i l i s 6  d m s  

l a  d&mnstration n ' e s t  pas unique en ~ 6 n é r a l  p i s q u e  l ' i n d i c e  k ne l ' e s t  -as 

non ? lus  5 p r i c r i .  

111 - 4 . A ,  - l)tlot~oniXLan.- 

POIX tout t?  r6fCrence mattirieïie 11 d V m  corps s inp ie  e t  tou te  

d~format ion  locall: I' , la. famil le  P I I  e s t  un2 rcfcrence mat6riel le  cte y 3  , 

e t  s i  (1 e t  V scnt  deux r6fgrences matér ie l les  cfe 3 quelconque il cxistt? 

une défcrnation F au no ins ,  t e l l e  que b' -- ir' di . 

111 - 4 0 5 +  ??&ifione- 

7 7  \ On -pelle i s o m o r ~ i s m e  r6fCrence d~ relativement a une r5fSrence 

n a t g r i e i ï e  U t o u t e  d6formation ~ s c a i e  P dr i: t e l l e  que ( 4  s o i t  i r - v a r i m t  

yar  P J  U = F U  

Soi t  P un t e l  isonorphisnr rgférencc, s i  ri(?) e s t  une c3nfi;-ura- 

t i o n  l o c a l e  rie rgfzrence fourn ie  -3ar U en 7 , 'i O r i ( p )  e s t  de r g b r e n c e  

- 1 
pour P (1 en . L ' i s o ~ ~ o r p h i s n e  l e s  l i r n t ,  s o i t  r (p ,p )  = ri(?) O (P c r i ( p ) )  

- 1 &rit sous Ir fcrrii- Lquivalente r ( p , g )  = r i ( p )  o F o r .  ( p )  prouve :1-'a,?ris 
1 

III - 4.1. et, ~ ) l ' * i s q u ~ i l  est m8t6rieï y3r ?ly:?othese, que P e s t  b ien  i s o n o r ~ h i s - -  

me n a t i r i o l  r e l a t i f  ? r i  . RFcipro~~uenent s i  P e s t  un t e l  isnnor~hisri i :  

n a t % r i e l ,  r r l a t i f  ? r i (p )  > 1'isn~orphisri:r r(D,y) 6cri.t  plus haut est nat6.. 

r i e 1  o r  il sssoc ie  ri(?) e t  P o r .  ( p )  , il s f e n s u i t  l < é g a l i t i  U = P U . 
1 



Le groupe d ' i s o t r o p i e  de 8 r e l a t i f  à une rzférence  n a t é r i e l l e  2 

e s t  auss i  l e  xroupe des iscnorphismes rcfs rences  de P relativement à l f  . 

111 - 4 , 7 .  Canve~/'5an. - 

En vue du c h p i t r e  I V  , nous reprenons une hy-pothke de Cl31 . 
Tous l e s  Groups  d ' i s o t r o p i e  des corps s inpldç rencontrgs par  l a  s u i t e  se ron t  

supposés ê t r e  cles sous -c rou~es  de T,ie fera6s  du groupe s p f c i a l  l i n é a i r e .  

711 - 5 .  FThfS )(lLZflES FT ET!$TS TSOTFIOPFS CE': r3(7R?,C; S1ffPLE.q. 

Les grouyes d P i s o t r o 2 i ~  vont donc c a r a c t 6 r i s e r  des p ropr i6 té s  jîer1;et-- 

t a n t  de c l a s s e r  l e s  corps s i n p l e s  en d ivers  types rnécanigps. 

111 - 5 0 1 .  f l z ~ i ~ i f i @ f l , e -  

Un corps simple 8 e s t  d i t  soliS,e s 8 i l  e x i s t e  une réf6rence :za t$r ie l le  

(i de 3 ~ o u r  laquelle 1.3 grouFr d ' i s o t r ~ a i e  gU e s t  contenu dans l e  Groulx 

3 s p é c i a l  o r t h ~ ~ y ~ n a l  3 0 ( ~  ) , il e s t  d i t  i s o t r o l e  s ' i l  e x i s t e  une r5f:kencz 

matBriel ie  dont l e  Grrupe d ' i s o t r o p i e  c o n t i o ~ i t  l o  groune S O ( R ~ )  . 

Dans l e s  +.aux cas ,  1s rgfyrence 11 e s t  d i t e  n a t u r e l l e .  

Cette  & f i n i t i o n  peut encore s 'énoncer w i n t  pa r  po in t ,  une :mrt icule  

p de 9 é t w t  d i t e  s o l i d e  s i  l e  groupe g pour une ce r t a ine  conf i[;~un?t ion 
r ( 2 )  

1ocd.e de r6fCrenco r ( p )  , a l o r s  d i t e  n a t u r e l l e ,  e s t  contenue dans S O ( R ~ )  . 



En p a r t i c u l i e r ,  un s o l i d e  i s o t r o r e  e s t  donc t e l  que pour tou-ke 

référence m i t i r i e l l c  n a t u r e l l e  U l-e groupe gu est exactenent SO(B') 

Voyons dans ce cas ~ x r t i c u l i e r  corment sen t  l i c e s  l e s  d i f f6 ren tes  r6fErences 

ma té r i e l l e s  nri turel les .  

D' r;nrss 1.9, proposi t ion III - L. 1. , l e s  Frou?es d ' i s o t r o p i e  g(F) 

e t  - 1 
sont  li:s 2 a r  ri(p) = r ( p )  o gr(?) O r ( p )  , de nêne s i  r-(- , , )  

e s t  une a u t r e  confiçurat ion l o c a l e  de en p : 

S o i t  P l a  defornation l o c a l e  dgf in ie  par  r q ( p )  = P O r ( ~ )  on a  

P = rq  ( p )  o r ( 2 )  ' t , t  p ~ r  cons6quent - P C ' ~  
"S' (17) o  P ' . S i  r(,) 

r ( p )  

e s t  su2pos6e ~ ~ ~ t u r e l l e ~  pour que r P  ( p )  l e  s o i t  il fau t  e t  il s u f f i t  que l e o n  

a i t  

3 c'est.-à-6ire enc5re que P appartienne e u  n î r r ~ a l i s a t e u r  de SO(R ) dans G , 

qui  e s t  l e  groupe iles s imi l i tudes  d i rec tes .  

111 - 5.?. P&opanLtion.- 

Etant  donn6e une r6fErence n a t é r i e l l e  n c t u r e l l e  (1 d'un s c l i d e  

sim?le i s o t r c g e ,  pair t o u t e  d6forrnation l q c a l c  P , l a  référence raat6ricl3-e 

P U e s t  n a t u r e l l e  s i  e t  seulement s i  P e s t  mi3 s i n i l i t u d e  d i r e c t e  de G~ . 

De f ~ ç o n  ~6nGr.zle,  Tour un corps si-ln quelconque 6 , l e s  Trou;,es 

d' i so t rop ie  g r !  (0) e t  r e l a t i f s  ? deux configurzt ions loca les  res;jacr. 

t i v e s  r 1 ( 7 )  et r(-) t e l l e s  sue r q ( ? )  = P o r ( p )  Gtant conjugu$s par P , 



une dgforna t ion  locn le  l a i s s e  incl-inngb. un grcune dl  i s o t r o p i e  s i  e t  s e d e r - s n t  s i  

e l l e  est 6 l i ~ e n t  CIU norrnal iszteur  dc c e l u i  c i  d m s  G . Pcur un corys siillL>lc 

i s o t r o p e  wvec r ( p )  n z t u r e l l e ,  r e s t  nrirturelle s i  e t  seulenent  s i  -' 

conjugue n :-n c?nservrn t  S O ( R ~ )  i n t5 r i ; u r  au  c o n t r a i r r  pour un solid-c 
~r (y)  

3  s imple l a  condi t ion  e s t  que c e t t e  conjugaisnii SC f a s s e  3 l ' i n t e r i e u r  c ? ~  Sl2(3 ) .  

Dans ce d e r n i e r  cas ?n neut  ~ r z c i s e r  en u t i l i s a n t  l a  c~Fco~.pos i t ion  d k e  dc fo r -  

maticn l o c a l e  quelconque 5 l P C i d e  dPune ro t ? , t i cn  e t  d'un@ d6fcrriation y i . ~ , ~ .  

S o i t  en e f f e t  (1 une rgf6rence  1 m t 5 r i e l l e  n a t u r e l l e ,  on a  

1 gp(] = P O gu O P pour t o u t e  défornût inn  l o c î l e  P . S i  G e s t  &lis SI! y 

-= 1 
G s  = P  o G o F  e s t  donc dans (7? . S o i t  P = R"S l n  & c o n ~ o s i t i o n  un4que 

de P où R e s t  ?ans S O ( R ~ )  e t  consid6rrns l a  déforna t ion  l o c a l e  G s i  . On 

a d'une p a r t  

GFP = G q R  S 

d 9  a u t r e  p a r t  G 9 P = P G = R S G  

OU encore 
1 

G'P = R G G-" S G = F: G ( G  S G )  . Mcis L I  ~ t z n t  

n a t u r e l l e  ?our l a  s c l i d e  , G e s t  d m s  S O ( R ~ )  y l ' u n i c i t 6  de l n  rdco-. 

3 y o s i t i o n  prouve qu. C l  e s t  dans -sO(E? ) s i  et seulement s i  S = G ' S G 

auquel  cas on a G';: = R G . D'O~ l n  p r o ~ c s i t i o n  su ivan te  caractér is-mt;  ? 

Cit r  s a  dcfoririatinin yure  a s s ~ c i ~ e .  

7 17 - 5. *y. P x a i ~ o a ~ a r , .  - 

Etcn t  dori..n;es une r6f6rence s n t g r i e l l e  n a t u r e l l e  d'un s c l i d e  s i r~ :~ le  

e t  une d6forrna'cion l o c a l e  quelconque de 3 l r  réfgrence  n a t é r i e l l e  P 

7 e s t  n a t u r e l l e  , s i  e t  seulement s i  l a  déforxa t ion  pure assoc iée  2 i' 

e s t  éliment du c e n t r a l i s a t e u r  de g l !  . 

Le  c e n t r a l i s a t e u r  est un sous-grou;?e d i s t i n g u é  du n o m l i s a t e u r ,  e t  



dans l e  cas cÙ gLf e s t  exactement SO(R-') ~ u i  e s t  c e l u i  de l n  proposit ion 

III - 5 , 2 . ,  l e  n o m a l i s a t e u r  e t  l e  c e n t r a l i s ~ t e u r  sont  ccnfonfius. 

On se -2ro7ose sinint~ncmt d e  ca rac t6 r i se r  l e s  sol ides  si~?.ples par  

l ' ex i s t ence  dz s t r u c t u r e s  r i e n m n i ~ n n e s  su r  ces c o q s .  

171 - 5 . 4 ,  - n i ? ~ i m i o ~ . -  

Un tenseur  en un point  ;? d'un corps simple ?? e s t  d i t  natéric?l- 

s ' i l  e s t  invar iant  ;;ar l e s  t r a n s f o r m t i o n s  t e n s o r i e l l e s  indui tes  par  l e s  

? i s o ~ o ~ h i s m e s  r2r2t6riels 2e i )  en . 

Soi t  ! une réfgrence n a t é r i e l l e  n a t u r e l l e  d corgs siill:>le so l ide  

8 . Pour tout  ;~oiil+, de 2 on peut c h c i s i r  ujze réfgrence rin;tSri?lle locc le  

\ o .  = (ui3ri ,  fici ' t e l l e  que ? s;,it i i rns  U.  . ~ é f i n i s s o n s  su r  l scs?ac  2 
1 1 

n tangent 1 un têssciur t (3) par r 
I! II 1 

-2 ~(u,v) 
15 - t ( , ( ~ )  (u ,v )  = r. x ( 3 ) ( u )  r i ( p ) ( v )  où l e  iisribro 

3 de $ ro i t e  d6si;me 1.: produit  s c a l a i r e  eucl id ien  sur R . t U ( p )  es% un tenseur  

covariant  6' ordre 2 induisznt  une forrne b i l i n 6 a i r e  syn6trique d é f i n i e  et 

?cs i t ive  su r  7;-, . 

Soient r ( a , p )  un isanorphisne 12ctêr ie l  en p e t  ri(?) n ~ ~ t u r c l l e  

- 1 
P u r  R soliGe sir iple,  1'616nent r i ( p )  O r ( p > p )  O ri(R) e s t  dans 

(? = llU C'est  donc une t ransfcrnat ion orthogonale de El3 . Four t c u t  
-ri (PI  
couple ( u ' , v 7 )  cf. /R3 X R~ on o l a  re la tFcn 



Pourlesé16r:ents u e t  v de 9 assaciés  2 u r  e t  v '  p'w r i (p )  1 
?? 

en résu l te  1 éf;c,litS suivante v a l ~ . ? ~ l e  pour tout. coucle de vecteurs tnnf;ent s 

Le tenseur t,l(~?) 2st donc un tenseur matgriel  sn y . Ce tenseur e s t  on f n i t  

ind6-endant du choix ~ a r t i c u l i e r  de ri(?) dans nu dessus de 7 : s i  

r .  (p )  e s t  une autre  configuration loca le  donnge par !d en p , l t i s c~ :n r$~ i sne  
J - 1 

P = ri 5 )  O r .  e s t  natBrieï  e t  l a  dhons t r a t i on  ?récidente ?rouvc ~ u e  
J 

l ' o n  a bien 

tu(?) (u,v) = r i ( p )  (u )  ri(-) (v )  = r . (p)  J ( u )  r .  J ( n )  A ( v )  

RL pour tout  cou;-de (u ,v)  E 
ri 

711 - 5 , 5 .  % { i O i o ~ . . -  

Un ch~r:) .'e tenseurs sur  un c o q s  s i r z ~ l e  e s t  r?it mater ie l  s ' i l  r eq te  

invar iant  par l e s  t2ransfornations t en so r i e l l e s  indui tes  par l e s  isoraorphisixs 

matériels  de ce car-,S. 

Un t a 1  charap e s t  7arfaitement déterriin6 par s a  valeur en un pcliat 

f ixS quelconque. 

I l t  - S."; %!l(.iniAiovr.- 

On d i t  qu'un c o q s  s ixp le  est r~urti dPune s t ruc tu re  riémmniennr 

C1 n a t e r i e l l e  s'il ex i s t e  su r  une s t r uc tu r e  rienCuinienne ciont l e  char- cldv 

tenseurs s o i t  mctgriel.  



* 3 Ce qui  y 6 c è d e  prouve que s i  t s t  cm solirte s iv : ) le ,  a l o r s  ;,eut 

A p t r e  nuni d'une s t r u c t u r e  r i e n ~ ~ n i e n u e  ~ 1 z t 6 r i s l l e  ?nr l e  c h m  de tensçeurr 
tL, 

Ii d'une réfgrencc i m t 5 r i e l l e  nztitilrelle de > . 

-7 Sup&~sc,i?,s (lue su r  un c o r p  s i ~ p l i  e x i s t e  une s t r u c t u r e  riunalinienne 

m , t 6 r i e l l e .  Notons tu 1 9  chprqil: de tenseu.rs ::e ce l l e -c i  s m s  su??oser 3-mn 

c e t t e  nota t ion  l q e x i s t e n c e  e f f e c t i v e  d'une r6f6reace n z t 6 r i e l l e  n a t u r t ~ l l c ,  

P exis tence  prouvee ; p z  13 s u i t e .  En un yoin t  3.e 3 il e x i s t e  une ccnfi;;ura - 
t i o n  l o c a l e  ri(*) t 2 1 1 ~  que ~ o u r  t o u t  C O U ~ ~ C  (U >v) de n2 on a i t  

1' 

., Pour t o u t  i sonor@isne  c a t i r i e l  (  2 :  ! l a  r e l a t i o n  ( 2 )  e s t  vr2iv ,  
1 

il en e s t  a l o r s  de :12:1e (1-e ( 1 )  ) ce ?ui nrouve que 1 '6 lénent  

isonor7hisnr  r i a tg r i a l  r e l a t i f  ? r i  ~ s t  2;la l e  groupe orthogonnl 'innc que 

r i  e s t  n a t u r e l l ~  e t  l e  p a r t i c u l e  p solicT.t>. ï,a r6fFrence n a t i r i e l l e  Ii 

r e l a t i v e  ? r i  est a l o r s  t e l l e  que gU e s t  contenue drns SO(R') , U e s t  

d m s  ces condi t ions  naturelle e t  7' solide tu crrres:.mdant ?i c e t t e  ri:f:srencç: 

n a t é r i e l l e  naturelle ,Cie . D'o.? l n  co rac tS r i sz t i cn  su ivante  des s o l i f i ~ s  

1 2 3  - 5.7, Théonèm~.- 

n Un c o q s  s i n p l e  3 e s t  s o l i d e  s i  e t  s ~ u l e n e n t  s i  s u r  existe -me 

s t r u c t u r e  rieriannienne r ic tEr ie l ie .  

E t m t  C"c11212 solic?e s i w l e ,  s i  Cl e s t  une r é fé rence  nn,tGriel-1-c. 

-> n a t u r e l l e  4e f i  2 tC! l e  chm? de t enseur s  r i ~ t C r i e l s  cssoci6 ,  p3ur ta ut^ 



d-$formation loca le  orthogonale R l e  produit  s c a l a i r e  é t a n t  conserve Far K 

on a pour ri(p) r e l a t i v e  ? (1 en p e t  p u r  t o u t  coiiple (u ,v)  de 2 

P j  

qui t r a d u i t  l a  propr ig té  

t l l (p )  (u,v)  = tp O (p)  ( u i v )  de l ' i nvar iance  dos s t r u c t u r e s  

rienanniennes n a t 6 r i e l l e s  p a r  l e s  d6fomations orthogonales. Notons que t, Fi CI 

e x i s t e  puisque d s a ~ r è s  l a  proposit ion III . 5.3.  l a  r6fkrence m a t 6 r i e ~ e  R C! 

e s t  n a t u r e l l e  pour ? . Cet te  remar-e, jo in td  l a  d6composition c lnss içué  de 

.-, tou te  défornation loca le  P d? ;- en produit  F L; O? l? e s t  orthoqon8Lcl e t  

S &formation  pu^-3, conduit aux 6 c a l i t é s  

"z - = t - - tR R.S - ts Ce sont donc ?n f a i t  

l e s  déformations pures qui d i f fgrcncient  l e s  m.$triques riemanniennes ::zit6rialles 

d'un so l ide  simplu. 

111 - 5.8, 7kopoaiitiun.- 

Etant donnge une s t r u c t u r e  rienannienne mat6r ie l le  tu associ:c 1 

-- 
une réference matgr ic l l e  d'un so l ide  simplç- :> , l 'ensemble de t o u t e s  l e s  

s t ruc tu res  rienaiiniennes matSr ie l les  de e s t  donné par ].es champs n~ i t6 r i :As  

tp pour tou tes  .Les i?6forr?ations loca les  P de dont l a  d6formation pure 

associ6e e s t  d ~ m s  1- cen t ra l i sa teur  du groune d ' i so t rop ie  g l ~  . 



W3, LYS PL'??.S S 7!li7LFS LOCI LE!!FBfB HO?4>G€flE(; 

EFi JEpblES nE COkJ'ilEYIO:!,": Sb12 LEIRS 

f 7 ' 3 E "  nE CBPlF76(l~LA:jr~fl~~:q l.(TCb lSF-5 

7 Le fibr: C(3) des conf iwra t ions  loca les  d'un corps simplc , 

purement g$om$tric:ue pa r  construction e t  d v a i l l e u r s  t r i v i a l ,  va s e  trouver 

muni de ce r t a ines  sous-structures ceract6r is6es  par l a  fonct ionnel le  du rs:?onse 

F de ce corps,  c ' e s t  -;=-dire par  son comy>ortement m6cmique, ces sous   structures 

/ nat6riel l-es e t m t  gGnéraliment non t r i v i a l e s ,  Au rlcbut du ~ r 6 s e n t  c h ~ ~ s i t r a ,  on 

met en h i d e n c e  12s r fduct ions  du groupe s t r u c t u r a l  aux divers  groupes 2 8 i s c t r o -  

.7 p i e  r e l a t i f s  Gu ccrps simple 41 , l P e x i s t ~ ~ n c ~  de connexions su r  C(3) a s s - d e  

* )  par  l a  paracompacitS du f a i t  4e l a  pr6scnce c?e car tes  plobales pour pt.rr1e-t 

d' exprimer 1' homo;;6ncit2 locrzlè. per 1 ' e x i ~ t ~ ~ n c t  de connexions part i c u l i e r e s  su r  

C(") , ce qui condult p lus  l o i n  ?_ prgc i se r  c e t t e  <tude dcns quelques ca? 

p a r t i c u l i e r s  donnant des ca rac té r i sa t ions  simylcs 5e 1' horno~én6itS locs le .  

Un ~ " t l a s  vr:ctoriel du f ibr ;  tangent ~(3) 2 l a  variGt6 '? est fourni  

par  l e s  coupl-s (ui,Ci) oi1 'i e s t  l e  diff~omorphi.sme de Ui x R~ sur 

-- 1 2 
fl (ui)  t e l  que? les  ppplicat ions 4. de 2 s u r  ";oient indui tes  rn 

1 3P P 

chaque point  p Ui par  l a  c a r t e  ( u ~ ' ) ~ )  cle l ' a t l a s  do . 



Considérons deux c e r t e s  dc 8 en , (u: 9+i) e t  ( u . .  ) l e s  app l i ca t ions  
J J  

C i  ,p  
e t  

"d? 
associées dc f in i s sen t  deux c o n f i ~ u r a t i o n s  l o c a l e s  c l i l  corps s i q l e  

G .  . p f a i s a n t  passer  s a r  ac t ion  ' d r o i t e  de r .  ( n )  5 r . (r)  e s t  donnec y a r  
1 J  1 J 

ou encore pa r  

D'autre p a r t ,  suivant  l e s  nots,tions courzntes,  les fonct ions  de t r a n s i t i o n  

de T ( ? )  sont  du typc Oij(p) avec 

On E donc l 1 6 i j s l i t 6  Çi . ( p )  = Gi3j(p) e t  l e s  fonct ions  de t r a n s i t i o n  du 
3 J  

fibre tangent  sont  l e s  d6forma,tions l o c a l e s  l i a n t  l e s  conf igura t ions  3.ocalcs 

3 d é f i n i e s  inpl ic i t r?aent  pa r  l e s  diff<oriorphisnes . donc pa r  l ' a t l n s  de 
1 

Considirons a l o r s  l a  f ami l l e  S = {(u. , r . )  : i e 1) des sec t ions  loc2 lcs  (3-II 
1 1  

f i b r g  p r i n c i p n l  G(3)  d é f i n i e  p a r  r .  (y) = c . ' . Les fonct ions  de trmsi- 
1 1 3p 

t i o n  +i,j rie Y(?) sont  a u s s i  l e s  fonct ions de t r a n s i t i a n  du t r i p l e t  

( ( 7 )  s ( c f .  [ l ] )  , v lus  nr6cisénent  s i  li?s 4iff~omorphismes loczux de 

C(?) sont noti-s Fi su r  Ui avec 

on a a l o r s  pour U .  
J 

E .  ( A )  = ( r i ( ? )  Gi j (p) )  A 
<l 91) 

qui  conptc: tenu  de l ' s c t i o n  à d r o i t e  de G donne 



e n f i n  

conduit à a 

Le groupe de Li:, G cnère 2 gauche sur l u i  .?~$;:'?ie::, on peut donc identifier 

G .  . (n) 3 l a  m?l t i? l - ice t ion & gaucbz ac'r c s t  'lénent (le G . Les foncticns 
1J  

de trcrnsition de e(q)  sont  c i n s i  i d ~ n t i q u ~ j s  2 c e l l e s  de T(? )  , ceci 6trs-L 

consiquence de 1 enssocia t ion de ces deux f i b r $ s ,  

IV  - 1 . 7 ,  0c"LA:mXion.- 

On zppelle configurat ion loce le  mat5r le l le  c?e en 7 , relû,tivr- 8 

n une r 5 f 6 r e n c ~  L1 :?: t o u t e  configurat ion l o c a l e  r i ( p )  d'une rdfsrence 

matc r i e l l e  l o c a l e  u r i  5ans I l  . - 

Com?tc. tenu des propriSt6s rencontr6l;s en III - 3. e t  III h ,  

d'une r6fzranct n ~ t i r i e l l e  II de , l n  ?c,iin;je de U conduit ?_ unc f m i l l e  

de sect ions l c c - l r ç  de C(';) l i c e s  pa,r une f a n i l l e  de fonctions de t r am?- t ions  

\ 7 
A valeurs dans 1: groupe d ' i so t rop ie  de ) r t ~ l a t i f  ? (1 , qU . On s a i t  C?AS 

ces conditions q i ~ ' , l l e  donne un sous 'fihrE CL,(?) de C ( 7 )  aiinettant c e t t e  

famil le  conme ensimble de fcnctions d~ t r a n s i t i o n s ,  Lli nernet a i n s i  mc 

r6duction du group? s t r u c t u r ? l  G . De 1% %?f in i t ion  p r i s e  en II 1 .  l . ,  

il r é s u l t e  : 

I f !  - ? , v a  ? m p o n ~ o ~ , -  

L'mscrsblt.: des c ~ n f  igura t ions  localt:s r m t é r i e l l ~ s  dz ? r e l a t i v , : ~  

\ 

a une r f f6rence  matSr ie l le  If d~ 3 e s t  :nuni dPune s t ruc tu re  de sous ~ f i b r c  



de C ( T )  donnge pa r  rcduction du qrouye s t r u c t u r a l  G a u  groupe d v i s o t r o y i ?  

gu r e l a t i f  i c e t t e  r6f:rence mtGrit?iïr. 

Etant  r3~nnc un sous- f ibr6  ( )  dê ~ ( y )  quelconque corr,sy)onc??.nt 

3 une réduct ion  de G 5 un cer ta i r i  sousS2i.,roup de G , ou b ien  il a x i s t e  

un poin t  p de ? c t  une conf igurc t ion  locn lc  de en p , r ( ? )  t e l s  que 

g' e t  
-Or(??) 

so ient  confondus e t  a l o r s  i l  e x i s t e  une référence  m ~ t é r i e l l c  

U unique t e l l e  qw C t  (3) = C U ( ? )  et (JU = g q  OU b ien  C '  (?) ne corrr;s 

pond 8 aucune rgf6rt>nce n a t é r i e l l e  de 7, 

Sur un cor7s continu quelconque, q u 9 i l  s o i t  s i q l e  ou non, c ~ n s i -  

ci5rons l ' e n s ~ ~ b l i  rie t c u t e s  s e s  $- -s t ruc tures  dans ( )  . Le f a i t  dp$- t r .  simple 

se  c e r a c t 6 r i s e  3?nc your p a r  l a  donnée dBune c e r t a i n e  f a m i l l ~  b ien  (':6trxmi-= 

de s e s  g ~ s t r u c t u r e s ,  les groupes (?c rCduction sont  s e s  groupes f i7  i s o t r ~ p i c  

r e l a t i f s  2 ses rCf5rences n a t g r i e l l - S .  

S o i t  U ime rc fc rence  n a t s r i e l l e  ~ ? ' U X  c?rps s i w l e  . S i  Q c;st 

une coiifipuration l c c c l e  ma tSr i e l l e  de 3 r c l o t i v e  S II , e t  I une -7Sfr3rr;la- 

-- 
tien l o c a l e  de d e a p r s s  les r i s u l t a t s  rlu chzp i t r e  III l a  configuratj-on 

loca le  6 P e s t  n a t G r i r ï ï e  re la t ivemrnt  i la r5fCrence P ' 0  , l e s  sous f lbrAs 

CL'(?) e t  CI,=lu(q) sont donc l i 6 s  pa r  l a  r e l s t i c n  

D'autre p3rt  puisque l ' o n  3, d ' ap r s s  l e  p a r a g r ~ p h e  III - -  h . ,  
-- 1 

e t  V = P confcnfius s i  e t  seulement s i  P e s t  dans .Ou , on peut conclure 

2 une p a r t i t i o n  r? C(?) p a r  l e s  CU(?) a 



T V  - 1,3. ?tropobiXion,- 

Le f ib r6  p r inc ipn l  C ( 2 )  d'un corps s i ~ i p l e  3 e s t  réunion d i s j o i n t e  

aes  f i b r e s  principzux C (3) r e l a t i f s  ?, ses réfbrences n u t g r i e l l e s ,  
II 

Fic~vxlue, - 

L' in te ry ré tz t ion  physique peut s e  t r a d u i r e  en ces t e rnes  : n6cmique- 

ment, repéri'es par rapport aux conf i rura t ions  loca,les de Cu(? )  l e s  h i s t a i r e s  

de figfomat ion locnle  donnent des rEponses identiques unifom6ment pour t o u t  

l e  corps E . 

Cet te  prol3ri6t6 d'uniformit6 d m s  l a  réponse du corps n t e s t  cep.?n?ant 

pa r  une questi-on d7homoggn6it6, notion que nous nous proposons ae & f i n i r  

maintenant . 

Un corps s i ~ p l e  ? e s t  d i t  localerlent homogène s i ,  en chacun dc ses 

po in t s  p , il e x i s t e  une c a r t e  . . ) CL,? l V a t l a s  v e c t o r i e l  na turc1 2 3  ~ ( 3 )  
1 1  

t e l l e  que l n  sec t ion loca le  ( Y .  associ fe  ddnns C ( 2 )  2 c e t t e  car td  par D 
1 1  - 1 

' V ~ S U  '$9) = O. s o i t  une r6fCre>ice m t 6 r i e l l e  l c c a l e  pour 3 b~ - 
1 3 9  

Avec l e s  nota t ions  (3u clriapitre II (II -. 2.4.) on e, a l o r s  

s i  est l a  c a r t e  u t i l i s a e  en 2 . ~'honoog~GnEit6 loca le  s9expri i ie  donc 

pa r  l s e x i s t e n c e  en t o u t  point  du corps dPunc r s f s rence  matCrielle Locale de type 

gradient .  I l  e x i s t e  donc en t o u t  ?oint  p  de un système de coordonn6,:s 



locales  ( u ~ ~ G ~ )  t e l  qu'en t o u t  point  de U.  l a  réponse s o i t  ind6penduite 
1 

des coordonn6es de cc point .  

S ' i l  e x i s t e  your R une r i f6rence ;iatÈrielle globele (?,ri) le 

corps e s t  a lo r s  (lit honocène sous rcserve que c + l l e - c i  s o i t  de ty-pe gradient 

auquel cas il exisi;<i- une configuration de " t c l l c  que l a  réponse de 3 

toute  h i s t o i r e  de Gtfnmation lcc?<le rey%r6c riar r a y ~ c r t  3 c e t t e  confi:yrt?kion 

s o i t  l a  m&e en to1.1~ ses ?oints .  

L'existence dtunr sect ion  lobal le (3,ri) qui s o i t  mztér ie l le  r e l z  

t ivenent ii U irl-pliqu-. q u ' i l  e x i s t e  une sect ion çlobnle de CU(8) > Ct??utre 

pa r t  dv-rès la pmpcsi t ion III - 4 .  s i  ' u n  des f i b r é s  CU(g) e s t  t r i v i a l  

tous l e s  aut res  13 sont nussi ,  il en r6su l te  : 

Tous l o s  f ibrgs  CL!(") dVun corps s i q - l a  homogène sont  t r iv icux .  

3 ch mlC&[ UQ . -, 
77 Un corgs s im~>le  $ 3  peut avoir  tous ses f i b r é s  CU(R) t r i v i aux  sens 

pour autant  ê t r e  honocène l e s  rgf6rences n a t e r i e l l e s  globales n '$ tant  pns 

nkcessairemnt 63 type gradient .  

T i 1  - 2 ,  C LCETf;ES 'F L I E  PFS Ctllif4;i)c FfiPJnA/?F'1TI'"X Sl\TFn7EL,i, - 

So i t  5 un corps simple dont e s t  une référence matér ie l le  ct 

P une 66forn3tion locale  quelenno-ue. Les f i b r6 s  nrincipaux CU(e) e t  

C - 1  ( 7 )  l i é s  lar P U 



corresponriuit ?LUX r ~ i ' u c t i o n s  de G ?ï gl l  e t  Op sous->groupes de Lie 

conjugu6s j a r  P 

Considsrcns a l o r s  l e s  champs da vectcilrs inva r i an t s  5 gauche sur  13s 

d ive r s  groupes da Lie en quest ion.  I l  r é s u l t e  de l v 6 p a l i t 6  prGc6rientc e t  iles 

p r o p r i c t i  s de 1 rs;>;~lication exponentiel le  CE: 1' alcabre  i n f  in i t e s i r i a l e  8 'u 

groupe de Lie G l a  conjugaison dans g des sous-algèbres de Lie eu ~t 

q,-ll! ~ ~ s ç o c i 6 e s  nu.x sous-groupes e t  g1, iiU ne G . Les alpGbrcs du  L ie  

des champs foniaiieataux d6i'inis s u r  l e s  sous f i b r i s  C[,(X) &nt not6es g0 , 

l a  reprCsentation a ~ j o i n t e  du zroupe de Lie G ?onne i c i  l a  r e l a t i o n  suivai i ts  

e n t r e  l e s  a lgsbrcs  dur Lie eu e t  kp-lU 

03 Fi dGsi,~,:' lp. m l t i ? l i c p . t i o n  5 d r o i t e  7a r  1' ??ns C(q) e t  rbf P 

l t a ~ g l i c a t i o n  icr?uite r>ar $ su r  les chm?s de vecteurs s u r  C($ )  . 

7!/ - 2 , 1 .  ? h ~ p ~ b ~ % h f l . -  

L1e?pplic3;tion i n d u i t e  par  l a  r iu l t iy l i ca t ion  3 d r o i t e  par  P %:for- 

mation d'un corys siiqyle t ransforne  lVz.l;cèbre de Lie des charzyis fonc'lx~~.n- 

t a u x  sur CII(F) relatif 2 une rgférence in?t6rielle U en l ' z l g W r ~  ïle Lie 

Y -  1~ . des chrmps fondniicntaux s u r  Cp lu ( ' ? )  r e l a t i f  2 l a  rgfsrence n a t C r i e l . 1 ~  - 

Par  chadn2t.i?ent 132 rc  fs rence  nat5r i i : l le  1 ' alpèbre de Lie des ch?:-ys 

fondaraentaux e s t  rlodifi6e par n u i t  i p l i c a t  ion à d r o i t e ,  cependant oC1utr l c  grq-e 

d ' i s o t r o p i e  r e l a t i f  e s t  trensform6 en un conjiqu6. 



Ji7rnii~clc.. - 

S i  on represente  l s a l g ? b r ~  de Lie par  l ' espace  tcmgent à l ' o r i g i n e  

de G , on ob t i en t  l g e s p a c e  des iilatrices ( 3 , 3 )  & e l l e s .  La  conju,p,ison ,-':;ns 

g s e  t r a 2 u i t  z i n s i  par l n  conjugaison h%"bituel le  cles n a t r i c e s .  Suivant 1~ 

conventian p r i s c  rn III *- 4.7., l e s  sous olyêbres de Lie gli seront  donc 

r ~ p r 6 s e n t i e s  jfir d2s SOUS-alcèbres de matrices fie t r a c e  nu l l e .  Plus 2a r t i cu l i è . .  

relnent encore, :>our l c s  so l ides  s i~ ;?ples  il ç q s 6 i r ' i  de matrices m t i s y l : ~ t r i q u c s ,  

l a  conjugaison s e  f? , isznt  a l ' i n t l r i e u r  du [;roupe s ~ é c i a l  orthogonal 2cur l e s  

grou2es d ' i s o t r o p i z  r e l a t i f s  aux r é f é r e n c ~ s  >-m,t6rielles n a t u r e l l e s .  Celles  c i  

conduisent 5 une c ~ r t a i n e  sous-famille d e  sous >alg$bres de Lie de chimrs Ponde. 

mentaux, t 'tmt ilonnée une t e l l e  référence U t o u t e  sous algèbre de cutt,: f m ~ i l l ~  

se  d6duit de gU ~ 3 r  m l t i ~ l i c ~ ~ t i ~ n  2 d r o i t e  p?r une d6fomation du ty:y 

-1 -1 
S B où S e s t  den8 l e  c e n t r a l i s a t e u r  de gU. Peur un sol i i ie  i so t rope  c,?tte 

mul t ip l ica t ion  e s t  donnée par  une s imi l i tude  ( c f .  III - 5 . )  . 

T V  - 3. CO!dME!!i!IEfC' !b'lERl ELLES. 

T V  - 5 , l .  P r ~ p p c k 9 . -  

La paracorip8cité d'un corps simple assure 1 'existence de connexioii 

su r  l e  f i b r é  p r i n c i p l  C(R) . Une connexion sur C(9) e s t  l a  d-onnec d'une 

2 1-forme w s u r  ce f ib rB ,  d i f f é r ~ n t i s l b l e ,  a val~2urs d ~ n s  l ' a l g è b r e  de Liz g 

de G e t  de t y r ~ e  12joint c'est--; -d i re  t e l l e  que 

où désigne lm champ de vecteurs d~ ' fi m 6 i 6 ~ e n t  de G e t  0 l ï~ :7pl i - '  

ca t ion  de g clans l ' a l c è b r e  de Lie des chwlps de vecteurs s u r  8 , ho~o-.or?his=- 

me d 'algèbres cJe Lie d6f in issnnt  l e s  champs fondmentaux su r  C(R) . Se c?c~niier 



une connexion sur C ( 8 )  e s t  aussi  dé f in i r  un chmp de tenseurs r de type 

( 1 , l )  sur -e f ibr6 ,  d i f fé ren t iab le  e t  t e l  que pour t o u t  chan, de vecteurs X 

sur 7: , r (X) agpartienne à 1 'algèbre de Lie des chanps fondamentaux de C ( B )  

e t  que pour t ou t  t e l  chaap e t  tou t  élgrnent A de G on a i t  

Nous u t i l i s e rons  auss i  l a  caractér isa t ion dPune t e l l e  connexion par  un chmp 

d i f fé ren t iab le  H de sous-espaces Ho de l 'espace tangent T@(C(E)) pour 

toute  configuration loca le  Q dans C(E) t e l  que : 

H@ B V~ = T ~ ( C ( R ) )  où V, e s t  l e  sous-espace v e r t i c a l  en 0 

et = H@ a A pour toute  défornation loca le  A de ?? . 

Rappelons qu'étant donn6e m e  t e l l e  connexion de 1 - f o m  u , on 

C) s a i t  d6f in i r  pour t ou t e  courbe A de l a  base l e s  relèvements horizontaux 

Q au dessus de X par  l a  condition : 

où t e s t  l e  p e x m h - e  de l a  courbe X e t  Q(t) l e  vecteur tangent au 

relèvenent de passant par @ ( t )  E C ( E )  . 

Notons a lo r s  X pour t e t  to rée l s  l ' app l ica t ion  de la f i b r e  
t ,tO 

( R )  dans I n  f i b r e  CA(t) ) cléfinie par  ralzvement au dessus de X : 

Cette a x l i c a t i o n  e s t  l e  t ranspor t  pa r a l l è l e  de 1s f i b r e  C A ( t 0 )  (8 )  sur  l a  

f i b r e  CX(t)(l?) e t  on s a i t  que l 'appl icat ion de G dans lui-aêne, 

- 1 
' i ,~ ( t )  O 't,to ' i , A ( t 0 )  qui l u i  e s t  nssociie par l a  donnée d'un cou2le 

( 0 ~ ~ 6 ~ )  de l ' a t l a s  de C ( 3 )  en supposant A(t) e t  X ( t O )  dans Ui , sst une 



cer ta ine  multiplication à gauche. Notons l a  LA avec A s G  . 
t ,tO t ,tO 

Pour t o u t  P s G on a : 

donc 

l e  deuxième mernbre e s t  donc X ( $ ( t o ) )  P i1égr i l i t6  
t 'tO 

exprime que A conserve l ' a c t i on  du grcupe G sur  l e s  f ib res  associ$cs. 
P t 0  - 

Soi t  @ un autre  relèvement hor izontal  de A , il ex i s t e  dans G un 116i~ent 

P t e l  que O(tO) = @(tO) P . Les deux configurations locales  @ e t  0 (t,) ( t )  

déteminent un isomorphisme de 6 -7 

X ( t >  
sur  3 r(A(t) , A ( t o ) )  par  : 

--1 
de même l'isomorphisme i ( A ( t ) , h ( t O ) )  = @ (t,) O r ( t )  l i e  les configurations 

loca les  i ( t O )  e t  i(t) . D e  ce qui précède e t  de l'hypothèse 
A - 1 ~ ( t , )  = P O @(t ) on déduit  a l o r s  

O 
f ( ~ ( t )  ,i(to)) = rnw1(to) o P o P ' l  ~ ( t )  = 6"(t0) O ~ ( t )  

$ ( h ( t )  , h ( tO) )  = r (X(t1  ¶ i ( t 0 ) )  d'où 

Cet isomorphisme donnant l e  déslacement pa r a l l è l e  sur  l e s  espaces tangents 

' ~ ( t )  e t  h ( tO)  ne dépend que de A e t  des points  h ( t )  et A(tO) de 

l a  base 3 . 



L? b i j e c t i o n  A e s t  ;.ssociée à l P i s o m o ~ h i s m e  r ( ~ (  t )  , A ( t o )  ) 
t ,tg 

Far l e  foncteur H (III - 2.1. ) . 

La remarque III - 2.4. conduit 2 considérer les connexions sui- C(q) 

i n d u i s m t  des t r m s ? o r t s  e n t r e  f i b r e s  du type b i j e c t i o n s  maté r i e l l e s  t o u t z  

connexion de ce tyjjle pernet tEnt  des associa t ions  en t re  f i b r e s  "respectant  

l e s  réponses" . Dms ce cas ,  chaque courbe relèvement hor izonta l  au dessus 

-7 d'une courbe de ) e s t  contenue d m s  l ' u n  des f ib rFs  CU(R)  . Nous prencl~ons 

donc l a  dgf in i t ion  suivante : 

TI/ - 3 . 3 ,  B d ~ i W o n . -  

-7 On appelle connexion matCriel le  pour tou te  connexion sur C('?) 

réduct ib le  2 une connexion s u r  chaque CU(3) . 

;iwe.tri&e, - 

Pour que r connexion s u r  C ( n )  s o i t  ma té r i e l l e  il s u f f i t  q u % l l e  

s o i t  réduct ib le  s u r  un s e u l  sous-fibri  CU(?)  . En e f f e t  dans ce cas ,  Gtant 

don& une aut re  rgfcrence matgr ie l l e  U t  , il e x i s t e  une défornation P t e l l e  

que U t  = P-'U e t  C -1 (3) = CU(B) P . S i  C. e s t  cians CU(B)  . 0 P e s t  
P U 

dans Cul ( B )  et t o u t  relèvenent h o r i z o n t d  i19une courbe A de 8 , pissant  

par  a donc continu <ans CU(??) e s t  a l o r s  trmsform; dans l ' a p p l i c a t i n n  i n d u i t e  

par  P en un rslèvenent  hor izon ta l  dans CU, ( 8 )  a 

Suivant l e s  nota t ions  u t i l i s é e s  dans l e s  ragpels  I V  -- 3.1., é t m t  

donnEe une cornexion ï' s u r  C ( 8 )  r sduc t ib le  h rll sur CU(C) , une b i j e c t i o n  



A e s t  t e l l e  riuf s i  fi(tO) e s t  dans C U ( D )  > dt)  = A ( t , t O )  (O( tO))  E s t  
t ,tO 

auss i  rLpss CU(fi )  Q é t a n t  relèveilent hor izonta l  de A 3 l a  f o i s  pour r 

e t  pour ru  . La b i j e c t i o n  ~ ( t , t ~ )  e s t  ilonc matc r i e l l e  e t  l~isorp.orphisrie 

correspondnnt un isomorphisne n a t 6 r i e l .  Les t r anspor t s  p a r a l l s l e s  e n t r e  es;mces 

tangents pour une t e l l e  connexion sont donc ?Les isonorphisnes matér ie ls  du corps. 

Supposons riaintenant que tous  l e s  t r;lnsports ~ > s r e l l è l e s  Cl un? 

connexion r su r  C(") so ient  matér i? ls ,  a l o r s  sour t o u t e  référence  r?ctr?teri.?lle 

U de 8 et  t o u t e  dans Cu(") l ' esvacc  hor izonta l  pour r en 0 e s t  

tangent à CU(?) :misque l e s  relèvenents horizontaux passant par  0 sont tous 

dans ce mêne CU(R) i e s t  par  conséquent r6ductible à une rU sur chzcim 

des Cu(" . 

a i l  - .3.r i .  P ~ ~ O ~ U A X O M . -  

Une connexion sur  C ( R )  e s t  n a t g r i e l l e  s i  e t  seulement s i  tous ses 

t r anspor t s  p a r a ï ï ê ï e s  sont n a t F r i e ï s  . 

Consid6rons un $l&:ent 1 du grou?,- dPnolonoaie r e l a t i f  2 une confi- 

gurat ion l o c a l e  r ( 2 )  dans l a  f i b r e  C (5) ??une connexion i sur  G(9) . 
P 

Cet élément caractGrise une n ü L t i ~ l i c a , t i o n  2 Croite de l a  f i b r e  correspondLant 

a à un déplacement p a r a l l 5 l e  de C ( q )  s u r  e l l e  -rn_em?. L' e f f e t  de A yar  cct ion 
P 

- 1 2 d r o i t e  s u r  r(l1) donne r1 ( g )  = A O r(;s) . Notons r ( p , p )  l e  t r m s 2 o r t  

-- 1 de l ' espace  tangent associF,  on a r = r (9) O r ( p )  ou encore 

1 p = r c i? O r ( p )  . S i  e s t  mat6r ie l le ,  d 'après l a  pro2osit ion 

-2 1 III - 4.1. l a  relation Fi = r ( p )  O r ( p , y )  O r ( p )  2rouve que A e s t  G~Crient 

du groupe d ' i s o t r o i i d  r c l z t i f  
-Or(p) 

. Le groupe d'holononie re loh i  f 
r ( p )  

à une configurat ion loca le  r ( p )  Tour une connexion maté r i e l l e  s u r  C(R) e s t  

par  conséquent un sousagroupe du prouFe d ' i so t rop ie  r e l a t i f  2 r ( p )  . 



S o i t  r ( p )  une a u t r e  configuration l o c a l e  de !3 en p , l e s  groupes 

CI' holonomie 
H r ( P )  

e t  He sont conjugugs , 
r ( y )  

or  d 'après l e  chap i t re  III : = ad A 1 
g F ( ~ )  Or(p) 

. Par conséquent l n  conju- 

gaison des groupes d ' i so t rop ie  r e l a t i f s  conjugue l e s  groupes d'holonomie r e l a t i f s  

correspondants l o r s ~ e  l a  connexion e s t  matSricl le .  

Notons P(@) l e  f i b r 6  d'holonomie r e l a t i f  2 une configurat ion loca le  

O e C (7) pour un: connexion mat6r ie l le  r sur  C(R) . P ( Q )  e s t  a l o r s  U 

sousL f i b r 6  de CU(;) Ir  g r o u y  d 'holono~iie rlonnant l a  rgduction du 

grou;3i gll . Inversement, s i  pour une connexion I' t o u t  f i b r 6  dlholono;?ie 

r e l a t i f  2ossède c e t t e  yro-ri6t6,  dvaprès  l e  th6orène de réduction il e x i s t e  

une connexion indui t*  par l? s u r  l e  f i b r 6  ~ ( 0 )  , c e t t e  connexion peut s e  

prolonger en une connexion s u r  CU(") ( s i  @ c Cu(P)) qui coïncide n6cessci- 

renent p u i s q u ' i l  y n unic i tg  du prolongenent avec l a  réduction de 2 C u ( ? )  , 
r e s t  donc natgr i t - l le .  

7 - 3.5 . ?&01306i&0~. - 

Pour t o u t  corps sirnple P , une connexion i' sur C(c) e s t  

matSriel le  s i  e t  seulenent s i  l e  fibre d'holononie P(6)  de I' r e l a t i f  ?i 

toute  configurat ion locale  Q de t o u t e  ~ S f g r e n c e  matSr ie l le  (1  de 8 e s t  

un sous-fibrs fie C l d ( P )  . 

IV - 4.  E$r,"iTSONS PZ-? Tf!ii!SPOI?TS jf~ZTf37IF LT, j%'fJF~OGENESTE LOCr2LE. 

So i t  w 1 1 -forme d'une connexion I' donnie s u r  C(?) . Etant  

donné un ouvert sir?-,?le U. de G , s i  a. e s t  une sect ion loca le  de C(?) 
1 1 



- 1 
au-dessus de Ui on &signe pa r  w .  l a  reyirgsentation de o dans Ii ( u . )  

1 1 

relativement, à c e t t e  sec t ion.  Par c6f in i t ion  w. e s t  l a  1-7form sur  
1 i 

à valeurs d ~ a s  image récisroque de w pnr a i *  Consid6rons un2 sdc t i cn  

a r b i t r a i r e  a dont l e  domaine U rencontre U. on n pour t o u t  Q dans 
1 )  

-= 1 
ïi (ui A 1 ~ )  e t  t o u t  vecteur Xe tangent en @ 2 c e t t e  sec t ion 

1 avec xm = o(n(x,))  = U ~ ( I I ( X ~ ) )  4(Nxn))  . L1apr>licntion A= dA associe  

à t o u t  vecteur tan(rent à 8 en un ?oint de U( ? Ui l e  chcmp invar iant  2 

gauche sur G & f i n i  par  l a  fonction de t r a n s i t i o n  e n t r e  l e s  sec t ions  a ct 

a s u r  U L ? U i  . i 

Prenons :,ouï? sec t ions  de C(8)  l e s  sec t ions  n a t u r e l l e s  a .  r e l a t i v e  
1  O 

2 l ' a t l a s  de & f i n i t i o n  de f i  , o.  = u r .  ) . S o i t  G une courbe c'e C(3) 
1 1  

3 
O O 

au-dessus de A courbe de i~ . Le parsm2tre 6 tan t  t , s i  l e s  coordonnées 

1 2 3 i 
de ~ ( t )  sont ( A t t . , . . .  avec i = 1,2,3 j = 1,2,3 , 

J 
1 -2  3 i l e  vecteiu. tangent ?(t) a pour coordonnées ( A  ( t )  9 A  ( t )  , A  (3) , * .  a ~5 (t) a .  1. 

j 

~ ' 8 ~ ~ 5 s  ( 1 )  ,  OUT que s o i t  hor izonta le  il f ~ u t  et il s u f f i t  quc ~c 

systène 6 i f f $ r e n t i c l  suivant s o i t  v c r i f i é  Der A ( % )  = [a i ( t ) ]  : 

i 
où. l e s  coef f i c ien t s  rQk sont  l e s  symboles de Chr i s to f fe l  de l a  connexion 1' 

r e l a t i f s  à 0. . Pour que 3 s o i t  horizontale il e s t  donc n6cessaire e t  
1, 

suf f i san t  que Q(t) s o i t  dans Ir ~~~~~~~~~nce engenctrg y0.r l es  vecteurs "Q 

avec i = 1 , 2 , 3  j = 1 , 2 , 3  k = 1 , 2 , 3  % = 1 , 2 , 3 .  Lesous-espace 



hor izonta l  en Q = r (p l  A e s t  rionc engendr6 par  l e s  vecteurs de composo.ntes 
P i O 

R R R  i k  
( 6 1 3 ~ 2 9 6 3 3 .  .. -rkh n j  ,... ) . Soi t  ? lors  (ui =si ) Une r6fGrenca 

O O 
i loca le  2our Notcns A )  = [ S .  ( 1  l a  c6f~rmot ion loca le  en 2 & f i n i e  
J 

Far S .  ( = r. ) A() . Le sous-espace t a g e n t  à c e t t e  sect ion l oca l e  en 
Io 1 

O 
s .  (p )  e s t  ene?ndrs Far l e s  vecteurs de coqosan tes  
l o  

que l ' on  peut 6 c r i r e  encore 

Dana ces conditions on met en 6vidence l e s  vecteurs composants ver t icaux dc cas 

vecteurs e t  ï' e s t  matgr ie l le  s i  e t  seulement s i  ces vecteurs composants 

vert icaux 

correspondent aux vzleurs  en s ( p )  de c h a q ~ ç  fondamentaux r e l a t i f s  au sous - 
i 

O 
f ibr6  cU(n) pour (ui ,si ) dcns lf . 

O O 

Lppliquons l'hom~norphisme en t r e  l ' a lgèbre  Ue Lie des chsin-s 

fondamentaux e t  l V a l g è 3 r e  d e  Lie inf in i tés imale  de G . On f a i t  in te rven i r  

a i n s i  l n  d6formation loca le  de r (p )  er- S .  ( p )  au sens de [7] :>uisquc 
io 1 i i O 

c ' e s t  l a m a t r i c e  ( a j ( p ) )  inverse de ( n . ( p ) )  qui  in te rv ien t .  
J 

Ainsi P e s t  cnract6ris6e maté r ie l l e  pa r  l e  f a i t  que gll contiarit 

l e  sous-espace engendrg par l e s  vecteurs de composantes 



Montrons que c e t t z  ca rac t6 r i sa t ion  e s t  independacte du choix de l a  reférence 
-. - 

ïoce ie  mat6r ie ï ïe  r i l r t t ive  à U . S o i t  (ui .si ) dans U t e l l e  que ï. 
O O 

s o i t  d m s  U.  { \, 11. il e x i s t e  une dGf3rmation l o c a l e  ~ ( p )  dans gtl 
l r ~  Io 

v g r i f i a n t  ;. ( p )  = - S .  ( p )  ~ ( p )  . s o i t  ~ ( p )  = (b!(")) . Le c a l c u l  ~ r g c é d e n t  
Io  1 

O J 

donne pour l e s  composantes des vecteurs engendrant l e  soils-.espace l e s  

expressions s u o c e s s i v ~ s  suivantes : 

e t  puisque un oi - 6q 
i o. n 

abq 
o r ,  l e s  no t r i ces  [ B ~  -$] sont ilans ql puisque [b!] e s t  dans rLl , 

a, d 

d 'aut re  p a r t ,  en termes nci t r ic ie ls  on peut 6 c r i r z  

ce qui prouve que l e s  vecteurs ggnérzteurs ( 1 )  e t  (2)  sont ou ne sont  pas 

dans simît m6r~ent .  

On peut donc ca rac t6 r i se r  l e s  connexions maté r i e l l e s  pa r  l a  proposit ion suivante : 

1 V - 4,2. Pttopohi..tXen. - 
Une connexion r s u r  C ( " j  e s t  n a t ê r i e l l e  s i  e t  seulenent s i  poiu: U 

rgférence n a t ~ r i c l l e  d e  R , l e  sous =espace engendr3 d m s  8 par  l z s  



vecteurs de co~posan tes  

e s t  contenu dans 
gla 

Application zu cccs d'un so l ide  s inple  de type  c r i s t a l l i n  ; l 1 n l ~ S b r e  Qc Lit2 

gU é t a n t  rédui te  fi O , les connexions r i a t é r i e l l e s  sont d6terninies  ;?ar 

l e s  r e l a t i o n s  

Etant donnge une courbe X dans un t e l  s o l i d e ,  la condition ci-dessus >cru& 

dl é c r i r e  

ce qui prouve que l a  sect ion l o c a l e  (1 .  s i  réf r rence  natér ie l l -e  localc. 
'-0 1 

pour l e  corps en p e s t  horizontczle. Pour t o u t e  d6fomation l o c a l e  dans G 

l a  sec t ion locale (u .  ,S. A) aura l a  aêm p r ~ p r i S t 6 .  Par tou te  configurat ion 
'-0 Io 

locale  0 de C(3) d'un t e l  corps il p s s e  donc une var i6 t6  i n t k r a l e  r e l a t i v e  

à tou te  connexion r s a t 6 r i e e  donnje . 

7il - 4.3, ?ttopob&on. - 

Toute connexion mat6r ie l l e  sur  C(3) , pour so l ide  simple 

c r i s t ca l l in ,  e s t  cc~r~iplèterrient in tégrz~ble .  



D'aprss l e  début de ce  pnragraphe, s i  une connexion ï' sur un corps 

simple e s t  ma té r i e l l e  e t  de p lus  localement s l a t e ,  c e t t e  dernière  condition 

i s e  t r adu i san t  par l e  f a i t  que l e s  symboles cle Chr i s to f fe l  r qui  re-rsseiitent 
.ik - 

i i k  l a  1-forme w par .o = r dx r e l a t i v m e n t  à l a  sec t ion loc,zlr: 
1, j kj (ui ,ri ) 

k 
G O 

indu i t e  par  le, c a r t e  (ui ,ii ) cle coordrinn6es loceles  ( x  ) , sont n d ç ,  l e  
O O 

sous-espace horizont?& e s t  engendré pa r  l e s  vecteurs de composantes 

R R R 
(6 6 6 6 . 9 )  Ces vecteurs  sont donc l e s  t r o i s  premiers d'un repère 

1 2 3  

adapte .1 l a  connexion. La sec t ion  (ui ,ri ) fourn i t  une v a r i 6 t i  i n t 6 ~ r a l ,  
O O 

de C(3) pour l a  ccnnexion m ~ t 6 r i e ï l e  I' , c ' e s t  donc une r é f l r e n c e  ~i.?;t<ri,lle 

loca le  pour 3 . On en déduit  une condition s u f f i s a n t e  d'homog6néitg l c c d e .  

IV  - 4.4. ?&oyloa&on,- 

Pour qu'un corys simple s o i t  localement honogène il s u f f i t  q u ' i l  

e x i s t e  s u r  C(3 ) une connexion n a t é r i e l l e  1ocLLer;lent p la te .  

Pour un c o q s  s i n p l e  quelconque, lfhoao&6nSit6 loca le  s e  t r a d u i t  par 

l ' ex i s t ence  en t o u t  point  de ce  corps d'un? connexion mit teriel le  t e l l e  que ses  

syxboles de Chr i s to f fe l  s 'annulent  p u r  un c3r ta in  systène de coordonnzes 

locales  au point  considgré m a i s  2 s r i o r i  c e t t e  connexion d5pend du p i n t e  Bien 

que l1hornogGr,6it6 l o c a l e  n ' implique donc pas 1 'existence d'une connexion 22t6.- 

r i e l l e  l o c a l e j ~ ~ e n t  ljltlte, e l l e  conditionne ceyendant l a  to r s ion .  Etant  d o n ~ 5  un 

corps simple 1ocalt:ï.ient homogSne on peut const ru i re  un recouvrer~~ent de 

-3 ,- 
de type g rac ien t  in8uiçant par tout  des r 6 f i r r n c e s  rfiat6rielles l o c a l e s  J 9 ~ 1 t  

paracompacte, il f:st poss ib le  d ' e x t r a i r e  d'un t e l  recouvrement un r e c o u ~ r e ~ ~ c n t  

p lus  f i n  localerient f i n i  e t  de cons t ru i re   un^ p a r t i t i o n  d i f f é r e n t  i a b l e  de 
- 

l ' u n i t 6  subordonni-a ?i c e l u i - c i ,  n o t t  U = lui , i E II 2 l ' a i d e  d'une f ru i i l le  

da fonctions I f i  : i c I} . C h  s a i t  pa r  a i l l e u r s  que su r  chaque n-' (ui) il 
- 

e x i s t e  une connexion n a t é r i e l l e ,  s o i t  ri ( U )  t s l l e  quo l a  sec t ion corrzsyondant 



à (ui.ri) en fournisse une v a r i z t é  i n t g ~ r z l e .  Notons yi (Ü) l e  1 -forne de 
1 

ri(U) e t  dcfinissons w ( 0 )  par  : 

Chaque w ( U )  e s t  une 1--fornie d i f f i r e n t i a b l e  cle ty-pe ad jo in t .  On peut t o u t e s  
i 

les c h o i s i r  2 v%leurs clans ga algèbre de L i -  da g u  groupe d ' i s o t r r ; i i ~  r e l a t i f  

2 une nêne rgf6rencè n a t é r i e l l e  U puisque l ' a c t i o n  à d r o i t e  d e  G 6chsi1~~pn L,L 

globalement l e s  r6f::rences i?iatérielles e t  p e r n ~ t  a i n s i  de ranener l e s  rçfir.::nces 

n a t é r i e l l e s  l0co~1t.s u t i l i s é e s  dans une mêne . Ln 1.-fom-e d i f f6 ren t i a3 le  

de type adjoint  w ( U )  valeurs  dans g~ & f i n i t  donc une connexion ric.tCriellz, 

0 de plus  chaque ri(fi) e t a n t  symétrique$ il en e s t  de ?iiêEe de c e l l e  d s f i n i e  ;>ar 

w ( Q )  . On a dcnc 12 prososi t ion  suivante.  

I V  - 4 * S .  BmpabLticzn,- 

Pour t o u t  corps s i n p l e  localement hcriogCne l? il e x i s t e  sur  c(3) 

une connexion mat6r ie l le  syngtrique. 

S i  un toms s i q l e  e s t  t e l  que toutes  s2s connexions matgr ie l les  

s o i e n t  & torsi.cn no;? n u l l e ,  ce  corps ne peut-être lccalenent  honogène, l a  t o r -  

s ion,  donc 1s cow;bljse sirnultan6aent auss i ,  reprssentent  l a  d i s t r ibu t ion  e~~ 

inhonogén6it6s l o c ~ ~ l e s  du corps. Le  paragray)lié suivant  cont ient  un excrr,,le i!e 

type de corss sim,,le pour l e q u e l  l ' ex i s t ence  d'uns connexion matér ie l le  sy-1.15 = 

t r i q u e  ca rac t6 r i se  1 hono~(n6 i t6  loca le .  



7V - 5. CUIV141EXIONS LlATFRIELLES RIE! IANNIE?fMES flE3 SOLTQES <1'6;4PLES. 

Dqapres l a  c a r ~ c t 6 r i s c t i o n  III - S.S., S t m t  don& un corps ç i r ~ 2 l e  

so l ide  E , il ex i s te  s u r  2 une s t r u c t u r e  rienannienne mat$r ie l le .  S o i t  r .  

une connexion n a t e r i e l l e  s u r  C(13) . Ses trms;>crts p r a l l è l e s  sont donc des 

isonorphisrnes r n t 6 r i i l s ,  ceux-ci induisent  das t r a n s f o m a t i o n s  t e n s o r i 6 l l e s  qui  

conservent l e  c%-, 4.e t enseurs  & f i n i s s a n t  1:: s t r u c t u r e  rienannienne r a t s r i ? l l e  

puisque ce chal:, e s t  m a t l r i e l .  C e  chzi;, e s t  dünc t e l  que s a  d6riv6e ccvari?inte 

r e l a t i v e  à une cornexion r i a t6 r i e ï ï e  quelconque sur C ( " )  e s t  n u l l e ,  

Supposcns yus e x i s t e  sur C(1,) une connexion matSr ie l le  e t  s y d t r i q u e .  

La connexion rienCamienne de l a  v a r i é t é  rienannienne é t a n t  lluniqu.: coraexion 

s u r  c e t t e  v a r i s t s  qui s o i t  2 l a  f o i s  symstrique e t  t e l l e  que l a  d$rivl.c- cruvari-, 

an te  du chmp de tanseurs de l a  &t r ique  rienannienne s u i v m t  l e s  d6placc.rzen.t~ 

s a m l l è l e s  de c e t t e  connexion s o i t  n u l l e ,  il en r c s u l t e  que I' e s t  nécessaire-  

nent  confondue avac c e t t e  connexion riernanni.an6. 

7 V  - 5.7. PfwpohhXon.- 

Etant  domg un so l ide  s i q l e  * dont U e s t  une réference n ~ t $ r i e l l e  

n a t u r e l l e ,  il ne ;?eut e x i s t e r  sur  C(3) quDunc seule  connexion matSriel le  

symGtrique, l n  cronnexion rienannienne associCê 5 l a  s t r u c t u r e  riemannienna 

Supposans qu'une t e l l e  connexion e x i s t e ,  clest-$--dire que l a  connexicn 

r iemanienne rl l nssoci6e 9 tu s c i t  mi tCr ie l le ,  s i  Ü e s t  une a u t r e  r a d r e n c e  

n a t o r i e l l e  pour 3 de &t r ique  notée t ü  , la connexion ru conserve a a r  

t r anspor t  parallèle l e  champ mat6r ie l  to , corne d l a u t r e  part e l l e  e s t  a u s s i  

synstr ique e l l e  coiInci.de avec l a  connexion r iemnnienne r- u 



Zb! - 5,2. P ~ ~ o p o b X o n + -  

7 
t> étant  un corps s inp le  sc l ide ,  si su r  C ( i 3 )  e x i s t e  une connexion 

n a t é r i e l l e  s y d t r i q u c ,  e l l e  e s t  unique e t  c  "st l a  connexion rienanniennc 

n a t e r i e l l e  issue de tou tes  l e s  mctriques r i e n u n i e n n e s  soçs ib les  sur  3 , 

Soi t  8 un s c l i d e  simple localement homcgène, en chaque point  cle T? 

e x i s t e  une réf'Srence r.iat6rielle l c c a l e  d'un a t l a s  n a t u r e l  U Se i n d u i t e  

par  l e  systcme de ccordonnSes loca les  du dormine de c e t t e  rgférence. k s  

com~osantes l e  l a  r-letrique rienannienne n a t g r i e l l e  tu r e l a t i v e  à U prises 

par rapport  au repzra  dCfini  par  l a  ccnfigurat ion l c c a l e  de réf5rence en chaque 

i i point  sont donnees Sar 6 . Les symboles de C f x i s t o f f e l  I'. sont  a l o r s  riuls 
j ~k 

pour l a  connexion rienannienne n a t é r i e l i e  asçocise à 
tu on peut donc ;?r8ci- 

s e r  dans ce cas les p-oposi t ions  I V  - 4.4. e t  I V  -. 4.5. ?ar : 

1 V  - 5.3. %~zZonol;lc.- 

Pour q u ' ~ m  corps s i q l e  sol ide  ? s-it localenent  honogène il faut 

e t  il s u f f i t  que sur C ( G )  e x i s t e  une connexicn r i a t6 r i e l l e  localerient pln*t?. 

Su~posons qu'un corps simple so l ide  3 s o i t  de type c r i s t a l l i n .  

 après l a  proposit ion I V  - 4.3., tou te  connexion matSr ie l le  sur  (2) e s t  

a l o r s  complètement in t sg rab le ,  s i  de plus une t e l l e  connexion e s t  symGtriq~ie 

e l l e  e s t  aussi  localement p l a t e  d'où : 

IV - 5 , 4 *  P ~ t o p o a ~ o ~ . -  

Toute coimexion mat6riei1.e s y d t r i q u z  s u r  un so l ide  simple de type 

c r i s t a l l i n  e s t  localement p l a t e .  



I l  en r é su l t e  une carac té r i sa t ion  de l'homog6néité loca ïe  pour l a s  

sol ides  simgles c r i s t a l l i n s .  

IV - 5.5. Ph0y)cibhtion.- 

Un corps simple 23 de type so l ide  c r i s t a l l i n  e e t  localement 

homogène s i  e t  sedement s i  sur  C(8) e x i s t e  une connexion matériel12 symétri- 

que. 

Ptreuve a Dans ce cas ,  s i  sur  C(B) ex i s t e  une connexion matErielle 

symétrique r , dgaprès  I V  - 4.3. e l l e  e s t  en f a i t  5 l a  f o i s  completement 

intégrable e t  symétrique donc r e s t  matér ie l le  localement p la te .  De I V  .- 5.3.  

on déduit a l o r s  une condition suf f i san te  d'homogénéité locale  pour e t  par 

s u i t e  l a  proposition énoncée. 
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