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INTRODUCTTION

L'objet de notre travail a été 1'étude d'une méthode de
détection d'un gisement de forme approximativement sphérique situé 3 une

certaine distance d'un forage.

La méthode que nous envisageons est bas@e sur la mesure de la
conductivité apparente du terrain compris entre 2 &lectrodes d'émission du
courant, situées par exemple A la surface du sol et 2 &lectrodes de
réception descendues dans le forage & une certaine profondeur.

Cette méthode a regu le nom de '"Télédiagraphie".

I1 existe dans la nature beaucoup de gisements de forme
grossiérement sphérique qui présentent par rapport au terrain encaissant
des contrastes de conductivité importants. Ce sont par exemple des gisements
d'oxyde ou des cavités. Leur détection présente donc un int@rét &conomique

certain pour les techniques miniéres et de Génie Civil.

L'approximation mathématique que nous avons utilisée pour
décrire de tels gisements ou de telles cavités consiste 3 les assimiler
38 des sphéres parfaites, incluses dans un terrain homogéne de conductivité S5
ce terrain étant lui-méme sépard de 1l'atmosphére par un plan infini. Cette

approximation est suffisante dans beaucoup de cas pratiques.

La détection de tels gisements, par des procédés géophysiques
opérant depuis la surface du sol, devient généralement impossible si ces
gisements sont enterrés i une profondeur excédant 2 3 3 fois leur diamétre.

Ce résultat est bien connu et a fait 1'objet de nombreuses publications.

L'originalité du travail que nous présentons est de permettre la
détection d'un gisement sphérique situé 3 une profondeur bien supérieure
a celle permise par les procédés classiques, & condition toutefois que la
distance séparant ce gisement de 1'axe du forage ne soit pas trop importante
(pas plus de 4 fois le diamétre du gisement). L'objet de notre thé&se est donc
1'exposé d'une méthode permettant d'étendre l'étendue latérale d'investigation

d'un sondage.



Dans une premidre partie de notre travail, nous calculons
4 partir du modéle th&orique le potentiel &lectrique cré& dans le demi-milieu
inférieur de conductivité o, par deux points sources de courant situées &
1'interface air-sol. Cette &tude nous permet de mettre en &vidence 1l'influence
des paramétres géométriques et &lectriques de l'inclusion sphérique sur la
répartition des lignes de courant dans le sol.

Dans la deuxiéme partie, nous comparons dans un cas

" obtenus

particulier 1les résultats de l'analyse théorique aux '"télélogs
34 1'aide d'une cuve rhéographique & trois dimensions simulant la propagation

électrique dans le sol.

La troisiéme partie est.associée & une &tude approchée
qui nous permet de déduire de 1l'analyse directe du probléme une méthode

de prospection d'un gisement sphérique utilisable sur le terrain.
P g q



CHAPITRE.TI.,

Nous nous proposons de définir le systéme de coordonnées
le mieux adapté au probléme des conditions aux limites des grandeurs
électromagnétiques sur les surfaces séparant les milieux de caractéristicues

électriques différentes existant dans notre modéle théorique.

Nous rappelons tout d'abord la méthode générale de calcul
des composantes du chawp &lectromagnétique et nous introduisons une

approximation dépendant de la fréquence utilisée.

I. - POSITION DU PROBLEME -

I.1. Convention d'indices

Le sol est assimilé 3 un demi-milieu conducteur renfermant
une inclusion sphérique et surmontd d'un diélectrique : 1'atmosphére.
Ces milieux sont caract@risés par leurs constantes &lectromagnétiques

ayant les indices (0), (1) et (2).

L'indice (0) est affectd % 1'air, 1'indice (1) au sol et

1'indice (2) a 1'hétérogénéité sphérique (fig.l.).



(air) OosEoslo

o

é/%i// (SO]-) Ol’el’ul
-\\\\ 0qsEq sy (inclusion sphérique)
o c

v

points sources
de courant

’ 1
I.2. Rappels sur le calcul des composantes du champ éZectromagnéttque( )

I.2.1. Contraintes imposdes au_systéme_de_coordonnée:

Les champs électromagnétiques dérivent d'un potentiel

(2)

qui est dans le cas général une solution de 1'équation -

(a-yDT = o

oli : y est la constante de propagation

y = Yjuu(o + jwe)

O, u, € sont les caractéristiques électromagnétiques du milieu

w est la pulsation du courant injecté dans le sol.

Cette solution satisfait aux conditions aux limites des
champs électromagnétiques sur les surfaces séparant les milieux de

caractéristiques électriques et magnétiquesdifférentes.

Ces conditions expriment en particulier sur chaque surface

de séparation :



. la continuité& des composantes tangentielles cu champ é&lectrique
. la continuité des composantes tangentielles du champ magnétique

. la continuité des composantesnormales du vecteur densité de courant.

11 en résulte que chaque surface desé@paration doit €tre une

surface de coordonnéespour ie systéme choisi.

I.2.2. Approximation — cas du_courant continu -

La résoluticn analytique directe de 1'équation d'onde

(3)

vectorielle n'est aisément réalisable que dans le systéme de coordonnées
cartésiennes car dans un autre systéme il n'est en général pas possible de
trouver une solution vectorielle dont les compeosantesz sont crthogenales.

(4)

L'emploli d'artifices de calculs devient inextricable

lorsque le systéme physique considéré ne présente pas de symétrie.

La fréquence(s) du courant sinusoidal injecté dans
le sol est au plus de l'ordre de quelques dizaines de hertz pour permettre
une pénétration suffisante des ondes €lectromagnétiques dans le sol. Nous
supposerons donc dans la suite de cet exposé que le champ &lectrique

dérive d'un potentiel scalaire U.

Dans le milieu (1) le potentiel scalaire U, est la somme d'un

potentiel primaire U_. et d'un potentiel secondaire Usl qui satisfoernt

pl
respectivement les &quations suivantes :

AUpl = g(x, v, 2) (N

AUs] = 0 (2)

ol g(x, y, z) représente la distribution des scurces du champ &lectrique.

Dans les milieux (0) et (2) les potentiels U] et U2

satisfont 3 1'€quation de Laplace :



figure.2.

-~
S

Le champ électrique se calcule & partir des potentiels d'aprés

la relation suivante :

= —_—
E = - grad U (3

Les conditions aux limites rappelées ci-dessus sont générales
et restent valables dans le cas oli le champ électrique dérive d'umn potentiel

scalaire.

I.2.3. Chotx du systéme de coordonrées

.~

Nous avons retenu deux systémes qui permettent de représenter 3 la

fois une sphére et un plan non sécants par deux surfaces de coordonnées

(M, (®), (9
7

D'une part, le systéme de cocrdennées toriques il

D'autre part, la combiraisor: de deux systémesde ccordonnées

. . . . - G .
sphériques d'origines dlfferentes(}) (Figeu2i:)




Le point courant de l'espace P a pour coordonndes (r,8,¢) dans

le repére (0'XYZ) et (R,0,%¢) dans le repére (o,x,y,2).

Nous obtenons une sphére et un plan i coordonnée constante en

faisant tendre Re vers 1l'infini tout en maintenant la distance h constante.

Pour expliciter les conditions aux limites que doit satisfaire
le champ. électrique, il est nécessaire d'exprimer la solution de 1'équation
de Laplace dans 1'un des milieux en fonction des deux familles de coordonnées
en conservant les mémes constantes inconnues. Le passage d'un systéme de
coordonndes i l'autre est long et délicat, cela nous a amené& & choisir

le systéme de coordonnées toriques II d'apparence plus facile & manier.

I.3. Le systéme de coordonndes toriques II (ou coordonnées bipolaires)

Considérons les faisceaux de cercles orthogonaux (C) et (C')

de la figure.3.

 §
«

©

figure.3.



Si nous faisons tourner les faisceauxautcur de 1l'axe Cz, les cercles
(C) et (C') engendrernt respectivement des tcres crthogonaux qui coupent

leur axe et des sphéres,

Nous cholsissonscomme trcisiéme famille de surfacesde coordonnées

les plans verticaux passant par 1l'axe de révolution Oz.

Les équaticns de ces surfaces de cocrdonnées sont données dans les

systémes torique et cartésien par les relations suivantes :

. pour les sphéres

x2 + y2 + z2 - 28z coth& + a2 =0 £ = cte
. pour les tores
(x2 + y2 + 22 - aZ)L - Aaé(zz + yA) cotg2¢ = ( $ = cte
. pour les plans méridiens
§=t Y = cte
y g v

Les variables x, y, z sont dornées en fonction de £, b et § par les

v

formules suivantes @

sindcosy

sind siny
ch + cos¢

chg + cos¢

(59 z = a—=P& ____ (g

(4) M chE + cos¢

Tous les points de 1'espace sont décrits une fcois et une seule si on

limite les variaticns des coordonnées aux intervalles svivants

—-oo<£< +00;O\<q5»$‘ﬂ 061‘)§2ﬂ

we

-
Dans ce systéme de cocrdonnéecs Jes relations grad U et AU sent

données par les expressions suivantes :

en posant :

A = chg + cos¢



A 3U A U . A au
gradE U a 3¢ (7 grad¢ U o= 7 ¢ (8) gradw L= 3 sing Y (%)

, 2 (.2 2 2
AU = %(co:lgggﬁj,i, %%“5h5%%)+%(ag+ag+ 5 ag) .
a ' a 3EC B¢ sin“¢ oy

La figure.4., donne les surfaces de cocrdenndes 3 valeurs limices.

Le demi-espace des £ positifs représente l'atmosphire. Dans le demi espace
des § négatifs, si £ est inférieur & £, cette zone représente 1'inelusien

sphérique, dans 1'autre cns le sol.

(0)

(1)

£ <0

figure.4.



CHAPITRE ., ITI.

II. ETUDE DE L'INFLUENCE D'UNE INCLUSION SPHERIQUE SUR LA DISTRIBUTION

DU POTENTIEL DANS UN DEMI-MILIEU CONDUCTEUR HOMOGENE

Dans ce chapitre, nous calculons le potentiel créé dans le
sol par deux points sources de courant situés & sa surface. Nous résolvons
d'abord ce probléme pour un seul point source. Le théoréme de superposition
des états d'équilibre nous permet alors de déduire directement le potentiel

€lectrique créé par deux points sources.

Enfin, nous définissons les notions d'indice d'anomalie ¢

et de résistivité équivalente Paq qui permettent d'interpriéter les logs

de télédiagraphie.

II.1. Solution de 1'équation de Laplace dans le systéme de ccordonnées

Cdifférents milieux

II.1.1. Solution générale de I'dquation de Laplace

La fonction potentiel =~ vérifie 1'équation de Laplace en
tout point de 1'espace P(£,¢,y) sauf au point S de coordonnées £', ¢' et '

sur la source du potentiel.



Son expression analytique dans le systéme de coordonnées

considéré est donnée par la relation (10) :

2 2 2 2
A [ cosgchg +1 U _ ), A [, su 1 a7 ).
3 ( sind 59 ~ Shé ag) * 3 ( 7t T3 " ) o an

avec ¢+ A = chf + cos9

Cette &quation peut &8tre ré&solue par séparation de variables

a condition de poser ;

U = (cht + cos) 2V (2,0,0) (12)
et V = T(E)- 0(4)- ¥ (D)
(11). devient :
2 2 2
1 d°T 1 1 d7°¢ 1 1 do 1 1 d
—— -t — + — — o+ —s = 0 (13)
T2 4 0,277 g & ¥ 70 2

(13) se décompose en deux membres indépendants.

Le premier membre conduit & 1l'équation différentielle suivante :

2

2 +n®v = o0 (14)
dy
I1 en résulte que :
cos my
Wm i sin my (1)

La formulation adoptée représente une combinaison linéaire des fonctioms.
Pour que la solution de (14) soit unique nous choisissons m dans le groupe

des entiers positifs ou nuls.
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Le deuxiéme membre associé i (14) est la somme de deux termes indépendants,
il en résulte que T(E) et ¢(¢) vérifient respectivement les équations

différentielles suivantes :

2
2 - @+ 1T = 0 (16)
dg
2 2
a%s 1 do [ m ]
= 4 — — + | n(n+l) - ¢ =20 a7
d¢2 tgd do sin2¢
il en résulte que :
o (m*1/2)E
e‘(n+1/2)£
P: (cos¢)
et » = (19)
Qz (cos¢)

m m . .
Pn (cos ¢) et Qn (cos ¢) sont respectivement les fonctions de Legendre
assocides de premidre et de deuxiéme esp&ce. L'indice n est entier, positif

ou nul.

-~

- —-} - 3 »
Tout point appartenant 3 l'axe Oz fait partie du domaine
de définition de la fonction potentiel qui doit demeurer finie dans tous
les cas. Dans ces conditions, les coefficients de la fonction de Legendre

.. . m . ~
de deuxiéme espéce, Qn (cos ¢), doivent €tre nuls.

I1 en résulte que la solution générale de 1l'équation de

Laplace s'écrit :

U= (chg+cos¢)l/2

m e(n+l/2)£ + D"
Ii n

©
m m . .
io i:o EAn cosm¢+Bn 31nm¢]E1

e"(n+l/2) i‘] 1;.1111l (COqu) (20)
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II.1.2. Expression _générale du potentiel secondaire dans les différents

Le potentiel secondaire rend compte de 1'influence des
contrastes de conductivité entre les divers milieux. Ce potentiel est

solution de 1'équation de Laplace et doit demeurer fini dans tout l'espace.

II.1.2.1. Condition de convergence des solutions de l'équation de Laplace

et expressionsgénéralesdu potentiel secondaire

Le facteur multipliant les séries devient infini quand le
module de £ tend vers 1'infini , S0it au voisinage des points A et B
dont les coordonnées cartésiennes sont respectivement (o,0,a) et (o,0,-a)

(figure.4.).

Dans ce cas, la coordonnée torique ¢ tend vers les valeurs

z&ro ou 7.

I1 en résulte que les fonctions de Legendre associées
P: (cos¢) tendent vers zéro. Les fonctions de Legendre de premidre espéce
. n
Pn(cos¢) tendent vers 1 lorsque ¢ tend vers zéro et vers (-1) 1lorsque ¢ tend

vers T.

D'ol, d'aprés (20)

limU = Vehe +1 1 (A e(“”/z)g + B’ e'(“”/z)g) (21)
n n

$>0 n=0

lin U = Ve ST oz (- ar MH/DEL g ~(F1/2D)E, (22)

n=0 n n
si £ tend vers 1'infini, nous avons :

£/2

Yehevl 44 =
V2
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(21) devient alors :

I1 faut donc que les A; soient nuls pour que le potentiel secondaire

reste fini au voisinage du point A.

De méme au voisinage du point B, il faut que les Bé soient nuls pour que

le potentiel secondaire reste fini.

I1 en resulte que, dans 1'air, le potentiel secondaire est donné& par la

relation suivante :

© q
/2 )Y (A: cosmy + B: sinmy)e (n+1/2) € P:

n=0 m=0

1] 0 = (ch€+cos¢)] (cosd) (23)

s
dans le sol, son expression est la suivante :

Usl = (chE;+cos¢)]/2 by iC? ‘n+1/2)§+D: e—(n+l/2)£) (E:cosm¢+F:sinm¢)P:(cos@

n=0 (24)

3 1l'intérieur de 1'hétérogénité le potentiel secondaire est :

© n
/2 4 £(C" cosmy + H sinmy) e
n=0 m=0" n

U, = (chi+coss)' +(a+1/2)¢

s Pg(cos¢) (25)

II.2. Expression générale du potentiel total dans les différents milieux

du modéle théorique

Le potentiel total est la somme du potentiel primaire et

du potentiel secondaire.

Le potentiel primaire tient compte de la distribution des
sources de courant. Il n'y aura donc de potentiel primaire que dans les

milieux qui contiennent des points sources de courant.
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II.2.1. Calecul du potentiel primaire

II.2.1.1. Expression analytique du potentiel primaire

Le potentiel primaire rend compte de 1'influence des sources
de courant. Dans le calcul de ce potentiel, tout se passe donc comme si

le milieu était homogéne et infini.

Le potentiel électrique créé@ dans un milieu infini de

conductivité o, par un point source de courant I a pour expression :

(26)

r est la distance du point source de courant au point de 1'espace oii 1'on

reléve le potentiel Up (figure.5.).

II.2.1.2. Caleul de 1l'inverse d'une distance dans le systéme torique II

4 =

point source de

cour ,nt | x £=0 (0)
777’777717‘ «4//////////% ATTTTTT 777 77T TTTTTY y

S<a',¢',$’>\\ 0 (1)

A

SN p(ES$, W)

figure.5.
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Nous ne donnons, dans ce paragraphe, que le résultat du calcul,

son développement est exposé dans 1'annexe.I.

Soient deux points P et S dont les coordonnées toriques II sont
respectivement (£,¢ ,y) et (&', ¢',¢"). Nous appelons r la longueur du
segment PS. Alors l'expression de 1/r dans le systéme de coordonnées

toriques II est la suivante :

© n + ,
-1.; = %(ch€+c05d>)]/z(ch£'+cos¢')”2 oI Ez—a‘c’,‘) _2%3:%:_ o (@*1/2) (g-g")
n=0 m=0
P: (cos¢) P: (cos¢') cos m(y—-y") (27)

m
8o est le symbole de Kromecker
m . = o
§e vaut 1 si m est égal a zéro
m > : o g p >
§, vaut zéro si m est différent de zéro.

o

Le signe + est utilisé devant 1'argument de 1l'exponentielle si § est

inférieur 3 £'. Le signe - est utilisé si & est supérieur a £'.

Dans ces conditions, le potentiel primaire s'exprime de la fagon suivante :

_ 1 1/2 : Wi/2 2% m (nem) ! T(n+1/2) (£-¢"
Up ke (chi+cos¢) (chg'+cos¢") nio ;=O(2 So) T T
P: (cos¢) P:(cos¢') cos m (Y=y") (28)

I1.2.2. Expressions générales du potentiel total dans les différents milieux

Nous déduisons les expressions générales du potentiel total des
relations (23) i (28).

Nous poserons :

A = ch§ + cos¢
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le = 4ﬂola(ChE'+COS¢')]/2 (2-85) %ﬁ%ﬁ%% P: (cos¢') cos my'  (29)
I 1/2 - .
Mgz = Ancla(Chg'+C°s¢') / (2-59) %E:%%% P: (cos¢') sin my' (30)

Dans ces conditions, le potentiel total s'écrit :

- pour 1l'atmosphére :

oo n

_ L 1/2 -(n+1/2)f , . m m . m
Uo = A néo méo e (Anlcos my+ Anzsznmw) Pn(cos¢) (31
- pour le sol :
1/2 > n (n+1/2)%, m +(n+l/2)g' m +( +1/2) & m
— n > - p ={n > e
Ul = A n§0 2o © (Mnle cosmy+ Mhze 51n9w)Pﬁ(co$¢)
© 1
+ AI/Z z X [(Bm e(n+]/2)g+Cm e (n+1/2)g)cosm¢ + (Bm e(n+l/2)£+ vew
nl nl n2
n=0 m=0
m -(n+1/2)&, . m
“en ane )51nan Pn(cos¢) (32)
- pour 1'inclusion sphérique :
o) n .
U, = AI/Z by )y e<n+]/23£(Dm cosmy + o sinmy) p" (cosd) (33)
2 nl n2 n
n=0 m=0
Les constantes Am. s Bm., Cm., D", sont des inconnues que nous allons
ni ni’ ni’ ni

déterminer grace aux conditions aux limites.

II.3. Conditions aux limites

Les conditions aux limites, &crites sur les surfaces de

séparation des différents milieux, nous permettent de déterminer les = -
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constantes inconnues définies plus haut. Les résultats ainsi obtenus

sont uniques et donnent la solution du probléme physique.

Ces conditions s'énoncent de la maniére suivante :

E E (34)

to tl

sur 1l'interface £ = 0

5 | (35)

Jno nl

]

Nous appelons respectivement Eti et Jni les composantes des vecteurs
. > . > . -
champ électrique E et densité de courant J qui sont tangentielles

et normales aux surfaces de séparation.

On démontre facilement que la relation (34) est équivalente 3 la relation

suivante :

Dans des milieux conducteurs homogénes isotropes et linéaires, la
relation (35) devient :

BU]

Oo = 0O, T

g 1 El

I1 en résulte que les conditions aux limites se traduisent de la

maniére suivante :

Uo = U (36) U

sur 1l'interface U1 = 2 §3§)1'interface

U oU
We  _ 1 E=0 1 _ 2
a (37) o 5E 9y 5%

1 39 =%

IT.3.1. Conditions aux limites sur l'interface £ = 0

En remplagant Uo et U, par leurs valeurs issues de (31)

et (32) et en les reportant dans (36), nous obtenons :
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«© n

m m m _
z E (Anlcosmw+ An231nm¢) Pn (cos¢) =
n=0 m=0
o0 n + +
m =(n+1/2)£' m  m m =(n+l/2)g' .m _m., .
E E [(Mnle +Bnl+cnl)cosmw + (ane +Bn2+Cn2)s1nmw]
n=0 m=0
P (cos ) (40)

Cette relation doit &tre vérifiéd quelle que soit la valeur de ¥
dans 1'intervalle [O,Zﬂ]. Dans ces conditions, nous utilisons les

propriétés d'orthogonalité des fonctions trigonométriques.

+1 T osim=p Sl T sim=p
J cosmycospydy = [ sinmysinpydy =

-7 0 sim#p ~T Osimé#Pp

+m
sinmpcospy = O

i1}

de (40) nous déduisons les relations suivantes :

® o _m _ ® m (n+1/2)E' m  .m m

nio A, ?n(cos¢) = nio (Mnle +Bn]+9n1) P (cos¢) (41)
o .m _ > m (n+l1/2)E£' _m ,.m m
niO A, P (cosy) = niO M e +B_,+C ,) P (cos¢) (42)

Ces deux dernidres relations doivent &tre vérifiées quelle que soit la
valeur de ¢ appartenant 3 l'intervalle [O,w], nous utilisons maintenant
les propriétés d'orthogonalité des fonctions de Legendre, et fonction

de Legendre associées.

T 0] sin#s

PE (cosd¢) PZ (cosd)sinddd =

o 2 (n+m) !

2n+1  (n~m)! st =8
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Les équations (41) et (42) deviennent donc les suivantes si 1'on suppose

que le point source se trouve sur 1l'interface air-sol (§'+0) :

A", - 8™, - % = MY, avec i = 1,2 (44)
ni ni nl ni

-~

En procédant de fagon analogue 3 partir de l'équation (37), nous obtenons :

m m m
ObA . + 0B . -0, . = 0o

ni 1'ni 1 nt 1" ni 1=1,2 (45)

Nous avons mené ce calcul en supposant que le milieu z&ro qui simule

1'atmosphére poss&de une conductivité oo négligeable, il en résulte

que nous déduisons des relations (44) et (45) 1'égalité suivante :

B, ~C, = M., pour i = 1,2 (46)

Compte tenu des expressions (28), (32) et (46);le potentiel

dans le sol s'écrit :

© n
U, = 2n§ [% + 212 E E (C:1 cosm¢+cszsinm¢) (e(n+l/2)€+
1 n=0 m=0
e"(n+1/2)€) P: (cos¢ﬂ (47)

II.3.2. Conditions aux limites sur l'interface ¢ = £

-~

. . ]
Par un raisonnement analogue & celui que nous venons d

exposer , nous obtenons 3 partir de (38) 1'égalité suivante :

(2n+1) gl o (2n+1)£1 (2n+1)£]

Dni e - Bnie - Cni = }ni e avec 1 = 1,2

(48)
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Remarque. .

-~

Nous constatons & partir de (48) que si 1'hétérogénéité

sphérique tend vers la sphdre point B, la coordonnée £ tend vers moins

. e . s m ~
1'infini ; alors les coef:'flcmntsC’li sont tous nuls.

Dans ces conditions, (47) devient :

I
v, = 71|

1
r

Dans un demi-milieu conducteur parfaitement homogéne,
1'interface air-sol joue le rGle d'une surface réfléchissante parfaite pour

les lignes de courant.

Considérons maintenant la relation (39).

En remplagant les dérivées des potentiels U, et U2 par leurs

1
expressions analytiques et en appliquant la proriété d'orthogonalité des

fonctions trigonométriques nous obtenons 1'égalité suivante :

> (n+1/2)¢

Oy nio Dnie 1{[shg1+(2n+])chgl:[Prn:(cos¢)+(2n+l)cos¢ P:(cos¢)} =
> m ~(n+1/2) g7 m m m
9y nio (Mnie +Bni){ Bﬂm&+{2n&l)chg‘]Pn(cos¢)+(2n+l)cos¢ Pn(cos¢)} X
(n+]/2)g] o ‘(n+1/2)€1
e T oy L Cni € {[sh£1~(2n+1)chE1] P: (cos¢) — (2n+1)cosd
n=0

m -
Pn(cos¢) } (49)

Avant d'appliquer la propriété d'orthogonalité des fonctions
g

de Legendre et fonctionsde Legendre assocides, il faut distribuer les

@

m N . . - .
cos ¢Pn(cos¢) i 1'aide de la relation de récurrence suivante

(2n+1) cosé P:(cos¢) = (n—m+1)P:F1(cos¢) + (n+m) P:_l(cos¢) (50)
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. . . . m m m
Nous obtenons donc une relation entre les coefficients Bni s Cni et Dni

qui fait intervenir trois valeurs consécutives de chaque coefficient :

(2n+1)€1+Dm. [
ni

shE;1+(2n+l)chgllez(n+l)gl+(n+m+])D:He(zn+ 351}

m
gy { (n~m) Dn*l?

—(n—- ' (2n+1)€ 2 - '
= 01{(n-m)(fl~1nn_._1§ (n-1/2)¢" ;m Te I—Cm_le 1)+([M:ie (n+1/2) 8" m.

n—1l< n ni
1

(2n+D)g, n 3
e x[sh£l+(2n+l)ch£]] + Cni [shil—(2n+l)ch£1]e )+(n+m+l)

_ , (2n+3)¢
(FM§+lie (n+3/2)" B:+*] o I _ oo )} (51)

1 n+l

Des équations (46), (48) et (51) nous déduisons une relation de récurrence

. e . . m
que doivent vérifier les coefficients Cni

(20-1)E, 2§ . (2n+1)¢

(n-m) C:_{§5{02)+(02-01)e ]e +Cni e 1{shgl(cz—ol) (l+e )

(2n+1) g

(2n+ 2 ¢
+(2n+1)chg| [(o,%0 )+ (0,70 )e T+ e Cl, | [(0,%0 )+ (0,70 e :
1

(2n+1)E 2(nt)E

= 2(01—02) {(am)e lMi_l-+M3412n+1)ch£1+sh£]]e !
1

+(n+m+1)

(2n+3)¢,

e } (52)

n+l.
1

Remarque. 2.

En considé@rant (52), nous constatons que tout se passe,dans notre modéle

théorique, comme dans un milieu homogéne et infini de conductivité o,
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contenant deux inclusions sphériques identiques de conductivité Oy Ces

deux inclusions sont symétriques par rapport au plan de coordonnées £ = O.

L'intensité de courant,~injecté dans ce dernier cas, estdeux

fois plus grande quecelle injectée 'dans notre mod@le théorique (figure.6.).

”‘— -Q\
I, \\
y; \
' / |02 ‘|
[} JU WS,
1 !
1 ]
1 4
\\ ' /,
\\‘q_"a
1
air 1 , G
T\ = . , _ _ _
(g,
sol {oy

figure.6.

II.4. Méthode de calcul des coefficients C:{ ~ Valeurs approchdes —

IT.4.1. Méthode de calcul des coefficients CZ.

La relation (52) ne nous permet pas d'obtenir une valeur
. . . m . . . . .
unique pour chaque coefficient Cni . Pour que leur détermination soit unique,

. . . - . . m m
il faut obtenir une relation supplémentaire liant les Cni aux Mni'

Considérons 1'égalité (39), en mettant en facteur la
quantité (chE]+cos¢) et en utilisant les relations (46) et (48) liant les

différents coefficients nous obtenons la formule suivante :
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° o (@1/2)e, -(n+1/2)£1 shg, o o
(02-01) E Cni(e +e ). <hE +cosd Pn(cos¢) + I [Koz-o])
n=0 1 =0
(@+1/2)€, L /2, o
Cnie + (01+02)Cnie ], (2n+1) Pn (cos¢)
® (n+1/2)¢ shg
_ _ 1 1 m
- 2(01 02) nio M:i € [ ch£l+c08¢ * (2n+1)] Pn (cos¢) (53)
' avec i = 1,2
sh&l
En développant la quantité "EﬁE::ESEE en série entiére, nous obtenons :
shg - . ]
l _ind cos¢
ch£]+cos¢ thE] jio =D (fhgl ) (54)

Cette série est absolument convergente si £, est différent de zéro. Nous
8liminons ce cas qui correspond & un demi-milieu homogéne de conductivité
o,.
2

. . . . . i, M
En appliquant j fois la relation de récurrence (50) aux cosJ¢Pn (cos¢),
puis en utilisant la propriété d'orthogonalité des fonctions de Legendre et

fonctions de Legendre associées, nous obtenons une &galité du type suivant :

I oo, CY = p g, MY (55)

(11) (12)

I1 en résulte que les C:i sont la solution de 1'équation de récurrence
(52) 3 coefficients non constants dont la condition initiale est de la
forme (55). La résolution d'une telle &quation est analogue a celle d'un
systéme d'équations différentielles linéaires, et devient analytiquement trés
compliquée 3 résoudre lorsque les coefficients de celle-ci ne sont pas
constants. Sur le plan de la résolution numérique, cela nécessite la

mise en oeuvre de programmes de calcul délicats, nous avons préféré nous

contenter d'une solution approchée.
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I1.4.2. Valeurs approchies des co<fficiéﬂt3_czi _—

On démontre facilement, dans 1'annexe A.II., la relation

suivante

. - B
chs, R

H : est la profondeur du centre de la sphére par rapport 3 l'interface air-
sol

R : est le rayon de la sphére.

En nous limitant au premier ordre, la relation (54) devient

shgl

_ cos¢
ch£]+cos$

ch&1

## thi, (1 )

Cette approximation est valable & quelques pourcents si H est supérieur ou
égal a 5R.

Celle-ci convient amplement aux cas généraux de prospection,

Dans ces conditions, la relation (55) devient

. 1T 72
en posant K = — e
] 2
(2n-1) ¢ g (2n+1) ¢
(n-m) m 1 m 1 - 1
e K thg1 Cn_]i (1 + e ) + Cni e {(2n+l)ch£1 (1 K e )
(2n+1)¢ (2n+3) ¢
] n+m+) , i} m |
—Kshgl (1 + ¢ )} +-2_;1:§_ I\thgl Cn+]i(l + e )
(n~-m) e (2n+1)s r T 2(a+1)E,
= 2k { - SoTT thg1 n_li e + L.(2n+l)ch£§1 + Sh514 i
(n+m+l) che " (21’1"’3)‘;[ )
2n+3 “1 Tn+t1.® ‘

avec i = 1,2 (56)
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En résolvant le systéme d'équations (53) et (56) nous obtenons les

. PR m
expressions des coefficients Cni

Nous posons

e 2K[(2n+l)chg1 + shgl] (2n+l)€,l
ni (0¥ E | (2n+DE, X Hhi

(2n+1) chgl(l—K e ) - K shgl(l + e )

2né
- {(n-m) e l < MO eZnQI

ni (2n~1)£1 (2n—l)£l n-1

(2n-1) ch&l(l-K e ) - K sh&l(l + e )

2(n+})£1
(n+m+1) e
* (Z0+3)% (Zn+3)E | * Mﬁ-ﬂi

(2n+3) chgl(l -Ke ) - K shél(l + e )
Il en résulte que :
- sin - mest impair :

o m
Cos Y, (59)
- si n-m est pair :
m
Cm ) Ym ] 2K Shil (1+K) . Hni
ni ni (2n+1)£l ' (2n+1)ﬁl
(2n+l)ch£l(]—K e ) - K Sh&l(l + e )

Nous pourons donc a4 l'aide des relations (47), (59) et (60) calculer le

-

(57

(58)

(60)

potentiel créé par un point source de courant placé a l'interface air-sol,

lorsque le terrain renferme une apegmalie de conductivité sphérique

II.5. Potentiel total créé dans le milieu (1) par deux points sources de

courant d intensité +I et ~I

En appliquant le théoréme de superposition des &tats

d'équilibre, les formules établies ci-dessus restent valables lorsque le

.
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-

potentiel est créé par deux points sources de courant, i condition de poser :

Mnm = (2 ~6?) %ﬁ%ﬁ%% [(1+cos¢{)P: (cos¢;)cosmw;“(1+cos¢é)Pg(cos¢é)cosmwé]
1 !
(61)
—m) !
M = 2 -6D) B[ (rcosi PR (coso])sinmy Mi+coss)T) (coseg) sinmp]

(62)

Dans ces conditions, les points sources de courant d'intensité
+I et -I ont respectivement pour coordonndes torique II les valeurs (0,¢i,w{)

et (0,4)5,%) .

11 en résulte que 1'expression générale du potentiel est la

suivante :
! 2 2 (chercosp) /2 T B @/DE —(ar1/2)E
Ul T 4mo R, r a z L (e +e )
I 1 2 n=0 m=0

Rl est la distance du point source d'intensité +I au point P ol 1l'on
calcule le potentiel

R2 est la distance du point source -I au point P (figure.7.).

: )

l
X

générateur

R'o(\\\\\ﬁ\\\\\g\\\\é\\\ TR R R e
- - ~ 1 ®
Sz(géﬂpé"pz) S~ \\

~

P(E,9,¥)

figure.7.
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IT.6. Notion d'indice d'anomalie et de vésistivité équivalente

II.6.1. Définition_de_L'indice d'anomalie_o

Soient un dispositif émetteur placé au point E et V] la différence
de potentiel créée par cet émetteur en un point P d'un demi-milieu conducteur

contenant une - anomalie de conductivité sphérique
Soit Vo la différence de potentiel qui serait créée en ce

point P par 1'@metteur toujours placé au point E si le demi-milieu considéré

ne contenait pas 1'hétérognéité (figure.8.a.b.).
Nous appelons indice d'anomalie le rapport :

V —Vc

b= (64)

Compte tenu de la remarque.l. et de la relation (63),

l'expression analytique de ¢ est la suivante :

en posant :
i 12 ° (n+1/2)€l "(n+1/2)51
F(€I’¢1’¢l’€2’¢2’¢2) = = {(Chf‘;]'*'COS(b]) )y (e +e ) E
n=0 =0
(n+1/2) gy ~(a+1/2)€
(C:l cosmw] + C:é sinmwl)P:(cos¢]) - (ch52+cos¢2)1/2 nio (e +€ 2)
n m
L (C: cosmlb2 + Cn sinmwz) P:(cos¢2)} (65)
n=0 1 2
1 1 1 1
et G(R,.,R,..,R,,,R,,) = 2( - - + ) (66)
1177122721722
Rir Rz By Ry
nous obtenons :
F(g 3Py sVisE,50 ,\P)
& 1°71271222272°2%2 67)

G(R 1sRypsRy15Ry)
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Les différentes valeurs géométriques intervenant dans F et G sont définies

sur la figure.8.a.

“ z Az
-1 E +I -1 E +I
X
>y —\ X ® >
R
1
Ry2
P](E] 9¢13¢1)
1)2(52’(1)2"‘)?_)
figure.8.a. figure.8.B.

I1.6.2. Définition de la résistivité dquivalente Psg—= relation entre ® et Psg-

Les différences de potentiel V1 et Vo s'expriment respecti-

vement en fonction des grandeurs F et G de la mani&re suivante :

<
l

] .
L= 3 Py (PG 0 ¥ps Byy 00 Up) * G(R LR 50Ry LRy] (68)

o
Vo = 7= 0y G(R;LR Ry LRy) (68)

p, est la vésistivité et vaut 1/01.

Nous appelons résistivité &quivalente Paq la valeur numérique
de la résistivité qu'il faut introduire dans la relation (68) pour obtenir
1'égalité :

Vl = Vo
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I1 en résulte donc que :

P = F( [ 39 ’ )
- 19 1°V12822 927U (69)
p

! G(Ry5Ry55Ry5Ryy

de (67) et (69) déduisons une relation importante liant la résistivité

équivalente a 1'indice d'anomalie :

©
\
el
it
+
e

(70)

©
—

II.7. Passage du systéme de coordomnées toviques I1 au systéme de

coordonndes cartésiennes

Les grandeurs géométriques tellagque la profondeur de la sphére
par rapport i la surface du sol, le rayon de la sphére ... etc n'apparaissent
pas directement dans les expressions analytiques du potentiel secondaire

et de la fonction F données par les relations (63) et (65).

Nous avons défini les relations permettant de relier les
coordonnées toriques II aux grandeurs géométriques intéressantes, nous ne
donnons ici que les résultats, les calculs détaillés figurent dans 1'annexe
A.1II.

Ces relations sont &tablies en vue de simuler sur ordinateur

(13)

un log de télédiagraphie ou télélog.

Nous présentons sur les figures.9.a. et 9.b. les différentes

grandeurs qui interviennent dans le calcul de ces relations.

h est la profondeur du centre de la sphére par rapport i 1'interface

air-sol
R : est le rayon de 1'inclusion sphérique
de

est la distance entre les deux points sources de courant +I et -1

représentant le dispositif émetteur
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r : est la distance du centre du dispositif &metteur 3 la verticale du
point de réception P
d : est la distance de la verticale du point de réception F au diamétre
vertical de 1l'inclusion sphérique
' . . — =
& : est l'angle de direction FO, FC
z : est la profondeur du point de réception P par rapport & la surface du

sol.

Le tableau ci-dessous résume les relations qui existent entre les coordennées
toriques II et les grandeurs géométriques et angulaires précitées.
Les expressions que nous donnons dans ce tableau, se rapportent a la

formule du potentiel que nous rappelons ci-dessous :

U= [R_%_%M v (ehtregen) /7 1 (OTHDEEH/DET (D ooy
1 1 2 a n=0 wm=0 1 2
sinmy) P (cos¢)]
Systéme torique Grandeurs géométriques
2.2 . 2-1/2 .
R, [(r -5tz j _
de, 2 271/2
R, [(r+ 5%+ 2" ]
chg az + d2 + z2
(@2 a2 2? [Pac@®-aD]y 12
cos¢ a® - 22 - dz
{(a2+ d2)2+ z2 [z2+2(d2-a22]} 1/2
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Coordonnées toriques

Grandeurs géométriques

10 V2

cos ¢{

L
cos ¢2

dsin8
Arc tg d cosb~r

Si dcosfb-r > 0 T+0=0
Si dcosfB-r < O 2m+a—8

h

R

_\ZRZ"
R

Log(h~¢h2—R2) - Log R

(r2+d2-—2rdcose)1/2

dsinfdl
Arc tg 5
20C"-(r-dcos6)dL
Arc tg —331n9d2
20C7+(xr~-dcos6)d2
by = e
Si OC > d&
wé = T8,
vy = By
si oc < at
| .
vy = 1By
azcoszw; - oc? |1 - (E:ﬂﬁgﬁﬁ} de
b 20C -
azcoszwi + OCZ - (r—dcgsﬁ) az
L 20¢” >
azcoszwé - OC2 1+ (E:QE§§§9 de
- - 20C .
. azcoszw'2+ OC2 1+ (E:QE%E—Q de
" 20C -
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CHAPITRE .IITI,

VERIFICATION EXPERIMENTALE SUR UN MODELE ANALOGIQUE A TROIS DIMENSIONS

L'étude théorique que nous venons d'exposer nous permet

de simuler un log de télédiagraphie sur ordinateur.

Dans ce chapitre, nous comparons les résultats ainsi obtenus

a4 des mesures effectudes sur un mod&le analogique d& 3 dimensions.

Nous rappelons d'abord le principe de 1'analogie, et nous
présentons le dispositif expérimental qui nous a permis de procéder i

cette comparaison.

Nous décrivons enfin 1la méthode expérimentale emplcyée,

et nous donnons les ré&sultats obtenus.

III.1. Etude du modéle analogique

Le modéle analogique a deux avantageélé)

D'une part, il permet de simuler des conditions de propagation

plus simples que dans la réalité.

D'autre part, il permet de réduire dans un rapport K les

dimensions de la structure géologique étudiée.

Cependant, la similitude de rapport K obtenue impose des

-~

conditions & respecter entre les constantes é&lectromagndtiques des structures

-~

réelle et réduite . Ces conditions sont &tablies 3 partir des &quations

de Maxwell qui rendent compte de la propagation du champ &lectromagnétique.
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Considérons les équations de Maxwell :

—— . o
rot E = -—juwuH (71)
Yot i = (o+jwe)k (72)

o est la conductivité
€ est la permittivité électrique
pn est la permdabilité magnétique

w est la pulsation de la source du champ &lectromagnétique.

En général, cette pulsation est bien inférieure @ la pulsation caractéristique

du milieu :

Enfin la perméabilité magnétique est celle du vide. Il en résulte que

les équations (71) et (72) deviennment :

—— B
. > > > [ -
rot £ = - JwuoH rot H = ¢E dans le milieu réel
et
— —_——
rot B = - j i rot B = o E_ dans le modéle analogique
m Wty m m ’ = g1d
D'ol :
— —
> > > >
rot b _ wH rot H oE
_ = Y et ===F = e
rot E w H rot H c E
m m m m m m
(73) (74)

. —_—r ., . . e .
L'opérateur rot fait intervenir les dérivées partielles de chaque vecteur
> - o . .. . ,

E ou ] par rapport a une coordonnée, celui~ci a donc la dimension de

1'inverse d'une longueur.

Nous pouvons assimiler les relations (73) et (74) aux &galités suivantes :

-

_LJP_E__=9_B_ m B w E
L E W H L H ) E
m m m m m
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I1 existe une similitude parfaite entre les milieux réel et ré&duit lorsque
les dimensions et les caractéristiques &lectromagnétiques vérifient la

relation suivante
= K (75)

¢ est la conductivité du terrain
£ est l'unité de longueur du milieu réel.
w est la pulsation du courant injecté dans le terrain

(leurs homologues sur la cuve rhéographique sont affectés de 1l'indice m).

. s i %15,16)
III.2. Le dispositif expérimenta

La structure naturelle du modéle est cylindrique.

Le modéle analogique mis au point par 1'équipe du

Professeur GABILLARD est décrit figure.l10.

BZ

H - — _ | ecamsalde_

R N
électrodes de | —_— —
mesure_ 4F

figure.10.
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Le milieu conducteur est constitud d'une solution d'eau salée,
dont la conductivité varie entre 0,! et 3 Siemens par métre, suivant la
concentration en sel. Cette solution est contenue dans une cuve cylindrique
réalisée en stratffié de laine de verre ,de 2,40m de diamétre et de 1,70m
de profondeur. Ces dimensions sont choisies de fagon & pouvoir simuler des

distances et des profondeurs allant jusqu'3a 3000 métres.

Le dispositif émetteur se compose d'un générateur de courant
sinusoidal de fréquence 200kHz. Ce générateur excite un dipdle &lectrique

horizontal placé & la surface de 1'électrolyte. Ce dip6le de longueur LE

égale 3 2cm peut se déplacer sur toute la surface du liquide.

Le dispositif de réception se compose d'un dipdle vertical
de longueur Lr égale 3 2cm plongeant au centre de la cuve. Cette sonde peut

- . .
se déplacer suivant 1'axe Oz.

Les dipdles émetteur et récepteur se déplacent 3 l'aide de

moteurs électriques ; des capteurs indiquent leur position & tout instant.

Le signal existant aux bornes des &lectrodes El et E2

amplifié, filtré et détecté avant d'étre exploité convenablement.

est

La figure.ll. représente le diagramme général de l'ensemble de

mesure.

III. 3. Méthode expérimentalic

III.3.1. Etalonnage du mode ic

L'étalonnage cdu modéle analogique est effectué en relevant la
tension Vz aux bornes des &lectrodes F, et E, pour une valeur donnée de
1 &~
la cote z de la sonde, ceci en fonction de la distance r et en 1'absence

d'hétérogénéité sphérique (rfigure.10.).

Pour vérifier que la structure ainsi réalisée correspond bien
2 celle du demi-milieu homogéne et infini, nous calculons pour chaque valeur

de r la conductivité correspondante.
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dépouillemenﬂ dépouillement
manuel par
Tf calculateur -
table bande
tragante perforée

Centralisation des
résultats

contrdle -

et des
données

. paan

Conductivité
du milieu

position Z

position r

Récepteur
S
Busy
\yluj électrodes glectrodes
S g - 0 - O .
réception émission

longueur
antenne LE

contrdle

v

Emetteur

figure.l1.
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Caleul de la conductivité (17,18)

L'amplitude de la différence de potentiel mesurée entre les

électrodes E1 et E2 est donnée par la relation suivante :

L e“Yan e"*xklz e”Ylez e"Yle]
V@ = 35 | K "R "R "R (76)
11 12 22 21
Iest le courant injecté dans 1'8lectrolyte
o est la conductivité de 1'Electrolyvte
Y est la constante de propagation dans 1l'eau salée :
y] = ¥ Jwuo
Les distances Rij sont définies sur la figure suivante :
z
A
r ad
P, 'I:‘e P
) l ‘
y r
R
Rll
z
Ro2
E, R
1
L
R .
£
figure.i2.
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Compte tenu des dimensions des dipGles &metteur et récepteur (LE = LR = 2cm)

nous pouvons faire 1l'approximation suivante :

R.. ## Ro

13

avec Ro = /R12+ z4

Dans ces conditions, (76) devient

L1 e, [ i ‘
V(z) = 5o 5 @ {n + ] (77

§ est la profondeur de pénétration ;

o en Siemens

_ 500 f en Hertz

§ = =

vof 8 en métres

f est la fréquence du signal injecté dans 1'électrclyvie
q 2 3

nij'eSt la distance numérique

Il en résulte que ¢ est la solution de 1'équation implicite :

5 = 1_%e~na[1u1_1+1] 78)
21|V (z) | " M2 M2 M22

La relation (78) nous permet d'obtenir pour chaque valeur duv module de VZ
une valeur correspondante de o.
Si la structure envisapée est celle d'ur demi-milieu homogéne et infini,

alors o est une constante.

Les résultats sont groupés sur la planche.l. Les conditions de mesure sont
le suivantes :
. Fréqueﬁce du signal &mis : 200kHz
. Profondeuvr z de la soude : 19cm {courbe.l.)
i4cm (courbe.2.)

. Longueur des antennes d'émissior et de réception : 2cm.
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On remarque que le mod&le correspond avec une assez bonne précisicn

4 un demi-milieu homogéne infini.

Nous pouvons cependant faire trols remarques :

. La conductivité apparente de 1l'@lectrclyte est une fonction de la profordeur.
A titre d'exemple, nous donnons une courbe de résistivité apparente obtenue
en maintenant le dispositif émetteur fixe et en mesurant 1o différence de

potentiel en fonction de 1a cote de la sonde réceptrice z.
Les conditions de mesure sont les suivantes :

. Fréquence du signal &mis : 200kH=z

. Distance de 1'émetteur & la verticale de la sonde : 10cm

. Longueur des antennes d'émission et de réception : 2cm.
Cette variation de la conductivité est provoquée par la diminution de la

longueur du cdble qui relie la sonde immergée au récepteur de surface.

. Aux extrémités des courbes présentées sur la planche.l. on constate une
variation légére de la conductivité :

- Lorsque l'@metteur se trouve & faible distance de 1'axe de symétrie du
modéle, le champ &lectromagniétique est perturbé& par le dispesitif récepteur

qui ne se comporte plus comme un dipdle dont les dimensions scnt nézligeables.

-

- Lorsque l'émetteur est placé & grande distance de 1'axe de symétrie du

modéle, 1'importance de 1'conde de surface qui se propage dang 1'sir 4 200kHz

devient plus importante.

Enfin si 1'émetteur se trouve & proximité des parois de la cuve, celles-ci

perturbent le champ électromagnétique, et les effets de bords modifient la

résistivité apparente du modéle.(}g)
Il en résulte que le mod&le peut €tre considéré comwe un demi-

milieu si la distance r reste comprise entre 10cm et 55cm.

III.3.2. Comparciscr_des résultats théoriques et expérimentaux

I71.8.2.1. Chotx du rapport de similitude K

Dans le cheix du rappert de similitude, il faut tenir compte de

deux contraintes :
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D'une part la fréquence du ccurant injecié 3 l'émission dans le
milieu en vraie grandeur deoit étre telle que 1'approximation du courant
continu reste valable. Dans le modéle gnalogique, la fréquence du courznt &mis

est fixe, elle est &gale a 200kHz.

D'autre part, il faut pouvoir employer toute la partie utile du
modéle pour éviter la zone perturb@e au niveau de 1la sonde de récertion et
des parois de la cuve tout en conservant une précision suffisente sur la
mesure des varamétres géométriques. En effet, dans le modéle en vraie
grandeur, les erreurs sur la mesure de ceux-ci sont multipliées par le

rapport de similitude K,

Pour tenir compte de toutes ces contraintes le rappert de

similitude K choisi est égal i 1000.

I1 en résulte que :

= = 1
fmodéle 200kHz frée]le 2001z

locmmodéle = 100m

IIT.3.2.2. Présentation des résultcts

Nous présentcns 3 titre d'exemple, les résultats obtenus pour
deux groupes de paramétres géométriques sur les planches III et IV. Ceux-ci

sont rappelés sur la figure.13. ; leur valeur est donnée en vraie grandeur.

Planche III Planche IV
d : distance du centre de la
sphére 3 1l'axe de la sonde 200m 200m
z : profondeur du dispositif 190m 140m
récepteur
h : profondeur du centre de
la sphére 190m 140m
R : rayon de la sphére 65m 65m
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Les courbes en traits pleins représentent la variation de la

résistivité équivalente relevée sur modéle analcyique,

Les courbes en traits pointillés sont les résultats théoriques

obtenus sur ordinateur en programmant les formules (65), (66), (67) et (70).

On remarque quelques divergences entre les courbes théoriques

et pratiques :

. La différence des amplitudes est de l'ordre de grandeur de
1l'erreur absolue commise sur les mesures de la différence de potentiel
existant aux bornes des électrodes E1 et E,.

. Les abscisses des extrémas obtenus par les deux méthodes sont
pratiquement identiques.

. Sur ces relevés nous constatons encore l'effet de 1l'onde de

surface lorsque la distance de 1'émetteur par rapport d la verticale du

dispositif récepteur devient supérieure & 50cm sur le modéle analogique.

I1 en résulte que dans la suite de notre exposé, nous allons
utiliser pour mettre au point notre méthode de prospection, des télélogs,
obtenus 3 partir de formules théoriques. Ce qui nous permet de nous affranchir
des problémes technologiques qui apparaissent lors d'une simulation sur la

cuve rhéographique 3 trois dimensions.
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CHAPITRE.IV.

METHODOLOGIE - DE PROSPECTION D'UN GISEMENT SPHERIQUE

Aprés avoir posé le probléme de la localisation d'une inclusion
sphérique, nous introduisons une expression approchée de 1'indice d'anomalie
? fondée sur de larges approximations. En particulier, nous montrons que
1'influence d'une inclusion sphérique de conductivité g, placée dans un
milieu conducteur homogéne de conductivité oy ol régne un champ électrique
uniforme est &quivalente i celle d'un dipdle &lectrique. Nous calculons la
valeur approchée de 1'indice d'anomalie ¢ dans un demi-milieu conducteur

homogéne en remplagant la sphére par son dipdle équivalent.

Cette expression simplifiée de 1'indice d'anomalie wva nous
permettre d'une part de justifier notre méthodologie de prospection et
d'autre part d'obtenir aisément les informations désirées telles que les

grandeurs géométriques d, h et R et é&lectrique gy définissant le gisement.

IV.1. Aspect théorique de la localisation de l'inclusion sphérique

Le principe de la méthode de localisation de 1'hété&rogéneitéd
sphérique consiste 3 déterminer les grandeurs géométriques d, h et R et
électrique g, définissant le gisement, & partir du relevé sur le terrain
de 1'indice d'anomalie en fonction de la profondeur z, et du "paramétre

de prospection" r.

Pour résoudre ce probléme, trois procédés sont également

possibles :

- D'une part, nous pouvons, a partir des relations (65) et (66) issues du
développement théorique, établir un systéme d'équations implicites, liant
1'indice d'anomalie ¢, la cote du point de réception z et le "paramdtre de

prospection” r aux grandeurs que nous cherchons 3 connaltre.

- D'autre part il est possible d'@tablir, & partir des résultats du chapitre
.II., un réseau d'abaques universels liant les grandeurs géométriqueSet

8lectrique inconnues 3 des valeurs particuliéres de ¢, z et r.
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-~ Enfin, nous pouvons nous contenter d'établir des relations tré&s simples entre

les inconnues et les ré@sultats de mesure, moyennant quelques approximations.

A priori, nous retenons ces deux dernidres méthodes parce
qu'elles ont l'avantage d'@tre exploitables directement sur le terrain tandis
que le premier procédé est le résultat d'un développement mathématique long

qui nécessite l'emploi d'un ordinateur.

Cependant, compte tenu du nombre de paramétres et inconnues
qui interviennent dans le calcul du potentiel, la multiplicité de leurs
combinaisons rend complexe la réalisation du réseau d'abaques cit@ plus haut.
C'est pour cette raison que nous avons choisi la troisiéme solution. Cette
méthodologie est d'autant plus intéressante que la précision sur les grandeurs
a4 déterminer peut &tre relativement faible. En effet, en prospection minidre,
l'important est de déterminer 1'endroit d'ol on peut, 3 coup siir, forer en

rencontrantle gisement sans pour cela connaitre son centre avec précision.

IV.2. Hypothéses simplificatrices

Le dispositif est repéré dans un systéme de coordonnées
cylindriques. Un dipdle électrique horizontal ?(D.E.H.) est situé 3 l'origine
du repére de coordonnées. Le relevé des composantes du champ &lectromagnétique
s effectue au point M de coordonnées (r Z,$).

La sphére est située au point S de coordonnées (r-d,h,9'). d est
la dlstance de la verticale du point de réception au centre de la sphére.

Un systeme de coordonnees sphériques (p,9,¥) est 1ié 3 la
sphere, l'orlglne de celui-ci se trouve au point S (figure.14.)

Nous supposerons dans cette etude, que le dipdle primaire P
et la verticale de coordonnée r, i laquelle appartient le point de réception M,

se trouvent dans un plan diamétral pour la sphére.
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8i les dimensions de la sphére sont petites par rapport
aux distances r et h on peut admettre que le champ électrique créé par le
dipdle émetteur P au voisinage de la sphére est uniforme. Nous allons
démontrer que,dans ces conditions, la contribution de 1'inclusion sphérique
sur le champ électromagnétique total est &quivalente 3 celle d'un dipdle
électrique orienté selon la direction du champ électrique créé par le
dipGle primaire P au point S en 1'absence de la sphére.

, (20,21)
IV.3. Influence d'une anomalie sphérique sur un champ électrique uniforme ’

Soit une sphére de caractéristiques électriques 0ys My et €y
plongée dans un milieu infini dont les constantes &lectromagnétiques sont

Tysky ete,. figure.l15.
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P(p,6,¢)

figure.lS.

Un chaﬁp électrique uniforme :

* EoeJmt
est appllque selon la direction Oz.
Le calcul du champ électrique s effectue en partant des composantes du vecteur
de Hertz H.
Le poténtiel de Hertz Il est la somme d'un potentiel primaire ﬁ. qui tient
compte dé la contribution du champ uniforme Ee et d'un potentiel secondaire ﬁs
qui traduit lesré&flexions et les réfractions des ondes &lectromagnétiques sur
- la surface de l'anomalie sphérique.
. D'une maniére générale, le potentiel vecteur T et le champ électrique E sont
1iés par la relation suivante :

— ——

E = ryot rot if (79

Dans le cas particulier ol le milieu ne contient pas de cources du champ

, . : - .
électromagnétique, le potentiel de Hertz Il est solution de l'équation d'onde :

(a—Ht = 0 (80)

oli Y est la constante de propagation :

¥ = Jpu(gtiee) (81)
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I1 résulte de (79) et (80) que :

- : >
Eo = —‘Yl Ile (82)

. - . , . \ . .
Le potentiel secondaire I, est la solution de 1'équation (80) qui satisfait,
sur la surface de la sphére, aux conditions de continuitd des composantes

tangentiellesdu champ &lectrique.

Le probléme physique considéré posséde une symétrie axiale selon 0z. Le
vecteur champ magndtique est situé dans le plan xOy perpendiculaire 3 la
direction du champ électrique uniformeﬁQll en résulte que le potentiel [
n'a qu'une composante st sélon 1%axe 5Z'qui est solution de 1'é&quation
d'onde scalaire :

(=) 1, o= 0 (83)

La solution générale de cette &quation se met sous la forme suivante :

[22]

nEO (A3 ey 070> + BY 1 0(ive)) B (cose)  (84)

12
I,e = (3ve)

’Jn+1/2(Jyp) et Yn+1/2(3yp) sont les fonctions de Bessel et de Neumann.

Compte tenu de la symétrie du probléme, l'expression de st doit
8tre finie dans les deux milieux de caractéristiques &lectromagnétiques

différentes.

I1 en résulte que dans le milieu (1) le potentiel total I, est 1a gomme du
potentiel primaire o et du potentiel secondaire Hsz' Ce potentiel né est donné
par la relation suivante :

NY]D

- o E, e
Hz‘i = 5 + Ao E (85)
Ty

Dans le milieu {2), & 1'intérieur de la sphére, l'expression du potentiel

sz se met sous la formes

L. = B —N1? (86)
22 © 0

Les conditions de continuité des composantes tangentielles du champ &lectrique

nous permettent de déterminer la constante inconnue Ao.
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Nous obtenons :

E.R3[?(sha—acha) - (oacha - sha- azsha)]
2(sho~ocha) + 2(acha~ sho—-o sha)

R est le rayon de la sphére

et a = YIR’

Si la sphére est isolante, on a : & = j —5— , et compte tenu des dimensions

de la sphére (qui est supposé@e petite), Ae se met sous la forme suivante :

A° T g cmem—— (88)
A est la longueur d'onde du courant injecté dans le sol.
I1 résulte des expressions (85), (87) et (88) qu'une petite sphére placée
dans un champ electrlque uniforme Eo est équivalente i un dipble &lectrique

dont le moment est proportionnel a Eo.

IV.4. Caleul de 1l'indice d'anomalie ¢ dans les conditions de Z;_pprox1matzon

(22)

du_champ électrique uniforme

o Pour calculer la valeur de 1'indice d'anomalie, il faut
calculer le potentiel au point d'observation M. Le champ &lectrique dont dérive
le potentiel est la somme du champ &lectrique Ep créé par le dipdle émetteur P €

et du champ électricue secondaire E: créé par le dipdle équivalent & la

petite sphére K.. (figure.16.).

Pour faciliter le calcul, nous décomposons le dipSlé X

* -~ . .+
en deux dipdles, 1'un vertical Pz, 1'autre horizontal gx'

IV.4.1. Caleul du champ électrique 2; selon l'axe FF' di aux dipdles ﬁ; et ?Z

Le champ &lectrique se déduit du potentiel de Hertz au moyen
de la relation :
> —_ — -
e

= rot rot HZ (89)

Nous calculons la valeur du champ E: pour chacune des composantes ?; et f:
du dipdle A..
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axe du

forage

L (r,2)

)

figure.16.
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IV.4.1.1. Contribution du dipdle vertical [9:

Soient eq et e les composantes du champ €lectrique € dans le

repére de coordonnées sphériques lié a la petite sphére S et dont l'origine

correspond au centre de 1'hétérogéreitésphérique.
Dans ces conditions

e = ¢ cosb - e, sinb
Z o) 9

En appliquant la relation (89) :

."Er\{ p
e 1

z Zo 3
o

2 . 22
[Zc:os 8,(i+y1p) - 51I126a(1+y’p+y1 0 )](90)

Y, est la constante de propagation dans le sol
K est un facteur de proportionnalité qui, dans 1'expression de ?:, ne dépend
que des caractéristiques électriqueset géométriquegde 1'anomalie. L'expression

de K est la suivante :
3 A N ‘
K = %__ [2(sh0t~ucha) - (achG=gho- zsha)]

(sha—acha) + (acha—sha*azsha)

avec o = le.

Compte tenu des dimensions de la sphére, son influence est extrémement locale

et ne se fait sentir qu'au voisinage de celle-ci ; il en résulte que :

Iy]pl << 1

d'ol :
e =KE L 2 - 3si 2
2 Zo 3 E sin é.]
o

en remplagant sim® par sa valeur en fonction de d et P, nous obtenons le

résultat suivant, & condition de prendre d en valeur algébrique selon Ox

B 1 34d°
ez = K Ez 3 2 2
5 p p

IV.4.1.2. Contribution du dipdle horizontal ;7;

) on

On démontre de la méme fagon que le champ électrique e'z dd & la
contribution du dipdle électrique horizontal &quivalent est donné par la

r elation suivante :
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e'z = 3K Ez ié% (Z+h) (92)
p

h profondeuf du centre de la sphére par rapport & la surface du sol est
positif

cote du point de réception est négatif
est positif si 1l'inclusion est située entre 1'é@metteur et le forage

est négatif si l'inclusion est 3 1l'extérieur de 1l'ensemble forage-émetteur.

IV.4.2. Expression do 1'indice d'anomalie i
@

Nous rappelons ci~dessous la définition de 1l'indice d'anomalie :

Vz est la tension mesurée aux bornes de la sonde réceptrice dans le demi-
milieu homogéne contenant 1'inclusion sphérique

Vz° est la tension qui existerait dans les mémes conditions, si le demi-milieu
conducteur considéré ne contenait pas d'anomalie sphérique de conductivité -y

En considérant, d'une part que les &lectrodes de la sonde réceptrice
sont suffisamment proches 1l'une de l'autre, et d'autre part que le gradient
du champ électrique n'est pas trop &levé, nous pouvons admettre que la valeur
de la tension recueillie par la sonde de mesure est égale au produit de la
composante Ez du champ par 1l'espacement L des électrodes de la sonde. En
faisant 1'hypothé&se que 1'influence de 1'inclusion sphérique est localisée
en son voisinage, et que nous nous intéressons aux valeurs de ¢ dans cette

zone, l'expression des tensions V_ et Vz sont les suivantes :
& [>]

V. = V. + v
Z Zo z

v, est la contribution des dipdles équivalents & la sphére, et vaut :

] 2 .2 E '
e {(2;) -3a%) + 222 |a| (z+h) (93)
p - .

v, = KL Ezs F
z8

Vz est la contribution du dipdle primaire :
-]
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E_ et Ex sont respectivement les composantes verticale et horizontale du

28 s
champ qui seraient créées par le dipOle primaire P au point S en 1l'absence
d'anomalie.

Il en rd8sulte que ¢ est donné par la formule suivante :

o
p= 52 [(202-3d2) + 3= |4 (Z+h>J (94)
o} 28

p est la distance du centre de la sphé&re au point de réception
d est la distance du centre de la sphére & 1'axe FF'
h est la profondeur du centre de la sphére

Z eést la cote du point de réception.
IV.4:3. - Caleul du rapport Ex/Ez
Considérons la figure suivante :

A% figure.17.

(Uo)

,(Ul) R

m
@

Le potentiel créé par le dipCle électrique P (DEN) est donné par 1'expression
suivante :
cosH

RZ

v = 2P

Le champ &lectrique E dérive du potentiel scalaire V :

> : ———-—-———>
E = ~grad V
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Soit encore en remplagant sin® et cos® par leur valeur en fonction de z, r

et R : rz 22
Er'_-l}P = "'ZP—'S—
R R
et
EZ=4p -]—:%— + ZP%
R R
D'ol :
PR T (95)
EZ 3 Zr

D'aprés (94) et (95) 1'indice d'anomalie ¢ s'écrit :

; 2,2
o= K [(2p2-3d2) - Mo D g (zm)J (96)
5

La formule (96) va nous perméttre d'intérpréter les logs de télédiagraphie
et nous permettre i la fois de comprendre physiquement 1'influence de
1'hétérogéneité sphérique sur les filets dé courant et de justifier notre
méthodologie de prospection.

Cette méthodologie est présentée dans le chapTtre suivant.

IV.5. Position du probléme

-~

Le principe de la méthode consiste 3 repérer une sphére par
rapport a4 un systéme de coordonndes cylindriques 3 partir de la mesure de
la tension existant aux bornes d'une sonde réceptrice mobile dans un forage.

Cette différence de potentiel dépend de trois coordonnées du systéme.

Nous définissons sur la figure.18. le systéme de coordonnées

considéré,

. L'axe Oz est 1'axe du forage

. 1'angle ¢ est 1'azimuth

. la distancé r est la distance séparant le centre du dispositif &metteur
de 1'axe Oz. Cette distance est appelée "paramétre de prospection".



..53...

NORD

Figure.18.

Pour localiser la sph&re par rapport au forage, il faut déterminer d'abord
1'azimuth ¢,puis les longueurs H et d. La sphére sera entidrement définie

1 orsqu'on connaltra son rayon R.

Ces grandeurs géométriques seront déduites de 1'interprétation du réseau des
logs dé télédiagraphie obtenus sur lé térrain.

Ces logs sont obtenus en mesurant l'amplitude de la différence de potentiel

aux Bornes E1 ét E2 de la sonde réceptrice mobile, en fonction de la profondeur
z de celle-ci, Cette tension est créée par le courant injecté dans le sol,
depuis sa surface, 3 l'aide des deux prises de terre P] et P2. La distance
moyenne r séparant ¢es derniéres de la verticale du forage, est un paramétre

en fonction duquél on reléve une famille de logsde t&lédiagraphie.

Nous n'exploitons pas directement ces mesures de tension, nous en déduisons

la résistivité équivalente oéq. Celle—ci est la valeur numérique de la résistivi
té qu'il faut introduire dans la formule (76) donnant la différence de
potentiel apparaissant aux bornés de la sonde S dans un demi-milieu parfaitement
homogéne et infini pour que cette tension soit égale 3 celle que 1'on a

e ffectivement mesurée sur le terrain.
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La formule (70) nous permet d'obtenir directement la valeur de lindice

d'anomalie :

0.
—...—q. ::]+(I)
P

1
P, est la résistivité du demi-milieu conducteur qui contient 1'hétérogéneité
sphérique de résistivité Pye
Au cours d'une prospection, ce réseau est obtenu & partir des logs de
télédiagraphie. Dans le cas présent, comme nous ne disposons pas de tels
enregistrements effectuéssur un terrain contenant un gisement approximativement
sphérique, nous utilisons un téseau théorique obtenu i partir de la formule
(68).

En outre, nous utilisons des valeurs r&duites de la tension V en posant :

dans les expressions du potentiel, de 1'indice d'anomalie, et de la

résistivité quivalente.

I est 1l'intensité du courant injecté dans le sol au moyen des prises de

terre P1 et PZ‘
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IV.8. Détermination de 1'azimuth

On montre facilement dans 1'annexe.III. que la fonction
potentiel est symétrique par rapport au plan passant par le centre de la

sphére et 1'axe du forage.

I1 en résulte que, si on reléve deux télélogs identiques
parmi un certain nombre obtenus pour des positions d'émetteur situés i
distance connue du forage (voir figure.20.), la verticale de la sphére aura
de fortes chances de se trouver sur la bissectrice de 1'angle formé par le

forage et les deux positions d'émetteurs donnant des télélogs égaux.

~En pratique il est extr@mement rare de relever deux télélogs
exactement &gaux et il sera préférable pour chaque profondeur z donnée de la
sonde de tracer 1'indice d'anomalie, 3 r constant, en fonction de 1l'azimuth
de l'@émetteur par rapport au forage. Le plan de coordonnées passant par

le centre de la sph&re sera repéré par la symétrie de cette courbe.

—
La direction Fx correspond 3 la valeur de 6 nulle (figure.20.)

Vue en plan du terrain de prospection

figure.20.

(1),(2),(3),(4) permettent de déterminer A

(5),(6) permettent de déterminer E;

) —
Dans la suite de 1'exposé&snous supposerons que la direction FX est connue),

il en résulte que nous prendrons des valeurs de 0 nulles,
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IV.?. Détermination de la position du centre de l'anomalie

Pour déterminer la position du centre de la sphére,il nous
faut connaltre les paramétres H et d qui sont respectivement la profondeur du
centre par rapport a la surface du sol et la distance du forage au diamétre

vertical de 1'anomalie sphérique.

IV.7.1. Détermination du paramétre H

La méthode consiste 3 déterminer, i partir des télélogs, des
valeurs particuliZves du'paramitre de prospection'r qui sont liées par des
relations simples & la profondeur h et 3 la distance d. Nous utilisons,pour y

parvenir, l'indice d'anomalie déduit du traitement des logs de té€lédiagraphie.

"

tre d'exemple, sur les planches ¥V et VI la

Nous dennons & t
valeur de 1'indice d'anomalie en fonction de la cote z de ia sonde réceptrice,
pour différentes valeurs du paramdtre de prospection r. Ces réseaux de courbes
sont &tablis pour des positions et des rayons de sphére déterminés dont nous

rappelons les valeurs ci-dessous :

Planche V. |{Planche VI
h : profondeur du centre 202 ,5m 200m
d : distance du centre au forage 100m 150m
R : rayon de la sphére 55m 65m
02/0l : contraste de conductivité 0 0

Nous constatons sur cette planche que les maxima de 1'indice
d'anomalie sont localisés au voisinage de la sphére. Leur position est d'autant
plus proche de la surface du sol que la distance de 1l'émetteur au forage est
grande. On constate par ailleurs que les courbes obtenues pour des positions
d'émetteur proches du forage (courbe.l., planche.VI..) présentent une partie
médiane croissant avec z,tandis que les courbes relatives 3 des positions
éloignées de 1'émetteur (courbe.8., planche.VI .) présentent une partie

médiane décroissant avec z.
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Ce phénoméne s'explique physiquement en considérant la
f igure.21. Cette figure représente la coupe du terrain par un plan passant
par le centre de la sphé&re et 1'axe d'un forage. Les c¢ourbes en traits
pointillés représentent les lignes de courant dans un demi-milieu parfaitement
homogéne, tandis que celles en traits pleins représentent la distribution

du courant dans un sol contenant une anomalie sphérique isolante.

FZF'2 représente 1'axe d'un forage tel que la sphére se trouve entre
1l'émetteur et le forage
FlF'l représente l'axe d'un forage tel que la sphére se trouve a l'extérieur

du systéme forage-émetteur.

Dans chaque cas, il faut considérer 2 régions :

. la région I du terrain situé entre la surface du sol et le plan horizontal

passant par le centre de la sphére
. la région II qui est toute la zone située en-dessous de ce plan.

Envisageons le cas ol le dispositif émetteur est situé entre le forage FIF'I

et la verticale passant par la sphére :

Dans la région I l'angle o que font les lignes de courant
avec la verticale est plus grand dans le milieu contenant la sphére que
dans un milieu homogéne ; il en résulte que la composante verticale du champ
électrique est plus faible, ainsi que la tension que 1'on mesure avec la
sonde réceptrice. Dans cette zone, l'indice d'anomalie passe par un minimum

pour une valeur particuliére de z inférieure 3 h.

Dans la région II 1l'angle o est plus faible dans un terrain
contenant une sphére isolante que dans un demi-milieu parfaitement homogéne.
D ans ces conditions, dans la région II 1'indice d'anomalie % passe par un

maximum pour une valeur de z supérieure 3 h.

Si 1'on considére maintenant 1le deuxiéme cas de la figure,
ol la sphére se trouve entre les dispositifs émetteur et récepteur, on montre
par un raisonnement analogue que l'indice d'anomalie ¢ passe par un maximum

dans la région I et par un minimum dans la région II.

Enfin comme nous le constatons sur les planches.IIE, et .VI.
il existe une valeur de r pour laquelle 1'amplitude maximum de 1'indice

d'anomalie est la plus faible.
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. On détermine graphiquement cette valeur en tragant la courbe de ¢ maximum

en fonction de r. v -

- Nous donnons sur les planches.VII. et VIII les courbeslde’¢ maximum en fonctior
du paramétre de prospection pour les valeurs de h, d, R, correspondént aux
planches.V;pét VL. _ | ,' N

Pour ces valeurs particuliéres de s la cote du maximum de 1'indice
d'anomalie correspond avec la profondeur du centre de la sphére. En effet,

o

considérons la formule approchée de l'indice d°anomalie :

" 2.2 ~
= K g 2ig4y 20 =R, e
b = 5 ::zp 349 NE=)] . (2+n) |d|

Etudions maintenant la variation de ¢ en fonction du paramétre de prospection

| 2 .2
3 K 2D 2k
5:1_1 =% ld| (Z+n) %"‘“ ¢

o

il en résulte que cette dérivée ne peut étre nulle que si :

Z = =h
Cette relation montre qu'il existe une valeur privilégiée r, du"paramétre
de prospection'r pour laquelle la déformation des lignes de courant provoquée
par 1'inclusion sphérique est minimum. Dans ces conditionms, les lignes de
courant au voisinage du forage sont sensiblement paralléles 3 la surface de
1'inclusion sphérique. Il én résulte que,pour cette valeur rc,l'amplitude
maximum de 1'indice d'anomalie est la plus faible et la cote de ce maximum
correspond 3 la profondeur du centré de la sphére.
Il’en.résulte qu'aprés avoir déterminé graphiquement la valeur critique r,
du paramétre de prospection, il suffit de tracer la courbe représentant la cot
des maximums de ¢ en fonection du"paramétré de prospection!
Nous en déduisons directement la profondéur du centre de la sphére.

Nous donnons sur les planches.IX.,.X., les courbes représentant
la cotezde ¢MAX en fonction du paramétre de prospegtibﬁ qui cprreSpondent
aux planches.V. & VIII. . _ ‘

Par cette méthodé, nous obtenonskuhe précisibn de queléues

pourcents sur la valeur de h.
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Fg (air) .

Fel

fe2 sol'

dipdle
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d - sphérique
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figure.22.

Par contre, si 1'indice d'anomalie passe par un maximum puis par un minimum,

il faut choisir la solution :

4 = r, - %;;_ (102)
)

Nous donnons ci-dessous les véleurs de d obtenues i l'aide des relations (102)

et (103) pour les deux exemples

numéros de planche | d .0 | dygquie | Yrger’/ddsduit
Vi . 100 77 1,28
vII 1150 136 1,10

Cette différence est bien &videmment due aux approximations nombreuses que
nous avons faites dans la formulation approchée de 1l'indice d'anomalie.
Cependant, compté tenu du rayon de la sphére qui est dans le premier cas de
55m et dans le deuxiéme cas de 65m, nous constatons .qu'un forage aux
verticales de 77m et de 136m rencontrerait le gisement. L'erreur est donc

de peu d'importance pratique.
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Nous avons introduit un facteur correctif dans les formules (102)

et (103). Ce facteur est la valeur moyenne du rapport d /d calculée

réel’ "déduit

sur plusieurs exemples. Sa valeur est la suivante :
cC = 1,17

I1 en résulte que,si la sphére est assez proche du forage, la valeur de d est

donnée par la relation suivante :

d = 1,17 (rC - ) (104)

h
V2

la précision sur d est alors supérieure a 107.

IV.8. Détermination du rayon de 1l'anomalie

Si 1'on connait H, d et ¢, l'expression de l'amplitude de
1'indice d'anomalie ﬁ'est plus qu'une fonction du rayon R de la sphére
et du contrasté de conductivité 02/61.

I1 en résulte que 1'on ne peut déterminer 1l'une de ces inconnues
sans connaitre l'autre. Or la plupart du temps on sait ce que l'on cherche
et par suite on comnalt 1l'ordre de grandeur de gy. En particulier lorsque
1'on recherche des cavités, le rapport 02/01 est nul. Le rayon de la sphére,

peut alors &tre calculé 3 partir de la relation (68).
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CONCLUSION

Le travail que nous venons d'exposerdans notre thése constitue
une contribution 3 la prospection des sols contenant une anomalie locale

de résistivité de forme approximativement sphérique.

L'intérét que présente notre &tude théorique sur les
précédentes réside d'une part dans le fait que nous ne faisons aucune
hypothése sur la position des &lectrodes d'injection de courant par
rapport au gisement sphérique et d'autre part, dans la vérification
expérimentale de nos résultats théoriques que nous avons effectuée

sur une cuve &lectrolytique de simulationm.

Par ailleurs, nous avons exposé une méthodologie de prospection
qui permet d'effectuer les mesures sur le terrain d'une maniére systématique
conduisant 3 la détermination de la position et du rayon d'une inclusion

sphérique.

Nous pensons que ce travail pourra étre utile aux prospecteurs

chargés de découvrir des gisements de forme compacte 3 moyenne profondeur.
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ANNEZXE . 1.

DEVELOPPEMENT DU CALCUL DE L'INVERSE DE LA DISTANCE DANS LE SYSTEME DE

COORDONNEES TORIQUES I
2

A

—AA

Les coordonnées rectangulaires d'un point P, par rapport aux axes habituels

issus de O, sont données par les relations suivantes :

.

sin¢siny
X = a

chi+cosd

singcosy (1)
chi+cosd

<
|

‘shg
chg+cos$

N
]

Soient les deux points P et Q dont les coordonnées toriques sont respectivement

E, ¢,9 et £',4",y'. Nous supposerons £ # £' et ce qui ne diminue pas
la généralité, £ < g'.



A2,

Les formules (1) nous donnent, pour le carré de la distance d de ces deux

points :
o e N2 : N2
da ( sin¢siny _ sing¢'siny + ( sin¢gcosy _  sin¢'cosy )
a chét+cos¢ ch&'+cos¢! ch&+cos ¢ ch&'+cos ¢!’
+ shg ~ shg! 2
ch&+cosd cos¢'+shi!
L2, 2 2 2 .
sin"¢(chg'+cos¢') "+ sin"¢'(ch&+cosd) "~ 2sindsing'(chi+cosd) x
Vme b ! 1 2 Yy 1 etn2, 42 2
(ch&'+cos¢')cos(P-y') + sh™E(cos¢"+ch&') "+ sh” E(cosd+chi)
_ - 2sh&sh&'(cosdtchi) (ch&'+cosd')
(chE+cos¢)2 (ch€'+cos¢')2
en posant : sin2¢ =1 - cosz¢
et chzg =1 + sh2 3
nous obtenons :
éi = 2 ch(Z-&') ~ cos¢cosd' - sindsind'cos(P=¢*)
a2 (ché+cosd) (ch&'+cos¢')
_ _ 1/2
et & - __[ch(e-E") - cosx]
2a

(ch22+cos<b)l/2 (chE'+cos¢')1/2

avec : cosy = cos¢cosd' + sindsiné', cos (Y~y¢¥)

Nous n'avons plus qu'ad appliquer le développement fondamental di 3 Legendre :

(l-2hcose-i-hz)“1/2 = r n® Pn (cosb) si h < 1

n=0
nous obtenons :
1/2

-1/2

[en(e-g") - cosx | - @efTEy V2 L gt 2(67e"),

cosyt e
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Puisque & <E&' il en résulte que :

I
n=0

-1/2 1/2 e(n+1/2) (g-g")

2

[gh(g—g') - cosx] Pn(COSx)

Enfin, en remplacant Pn(cosx) par sa valeur donnée par la formule d'additionm :

n
Pn(cosx) = Pn(cos¢)Pn(cos¢') + 2 mi] %ﬁ%g%%-Pg (cosd) P: (cosd') cosm(¥-¥')

Dans ces conditions :

12 5 T e Gom! Ta+1/2) (676"

= é— (ch€+cos¢)l/2 (ch&'+cosd’ (nrm) |

1
d
n=0 m=0

Pg (cosd) PE (cosd") cosm(U-U")

ol 65 est le symbole de Kronecker :

I sim=20

s =
° O0sim# 0

En outre on prendra le signe + devant 1l'argument de 1'exponentielle si £ < ¢'

et le signe - si £ > g'.
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ANNEXE .ITI.

PASSAGE DU SYSTEME DE COORDONNEES TORIQUES II AU SYSTEME DE COORDONNEES

CARTESTENNES

I. Calceul des coordonnées des deux points sources de courant

v
<

£i§ure.1.

r est la distance de la verticale du point de réception au centre du dispositif
émetteur
d est la distance du forage F au diamétre vertical de la sphére
d? est la distance séparant les deux points sources P1 et P2
' —
® est l'angle FOQ, FC

a est l'angle 56, oF

Nous supposerons que le centre O du dispositif émetteur est toujours situé

sur le demi-axe Cy' (Y=mu).
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Considérons les distances OC et CF :

OC2 = r2 + d2 - 2rdcosé
CFZ = OC2 + r2 - 2r0Ccosa
= d2

nous en déduisons l'expression analytique de cos¢, valable si © n'est pas

nul lorsque r est égal & d :

r—dcos® ’
cosa = R 75 m
(r +d"-2rdcoss) '~
d'ol sing = 5 —351n6 77 (2)
(r"+d"=2rdcosd)
il en résulte que :
_ dsin®
o = Arc tg T so-r 3
si r=d
8 = 2Kn

alors : a = ¢
oli y est la coordonnée torique du point de réception.

De (1) et (2), nous déduisons les coordonnées cartésiennes des pdles P] et PZ:

X = - dsinfdf x =+ dsinfdf
(l l 2(r2+d2—2rdcose)]/2 2 2(r2+d2*2rdcose)]/2
) ,;2 .
P 4 _ =20C"+(r-dcos6)ds P . _—20C"-(r—dcospldg
1 v = 30C 2 I2 20C
(4) (5)
z. =0 z, =0
1 2
\

I.2. Calcul de wi et wé __

Nous avons :

|

tg vy =



I1 en résulte que :

t8¢'1 - +331n6d2 (6)
20C "~ (r—~dcos8)d
~dsinbdL
1 —
tgv’, = 7
20C7+(r—dcos8)d
nous posons @
81 = Arc tg ' 3S1n6d2 ' B? = Arc tg "4351n6d2
20C = (r-dcos9)d ’ 20C7 +(x=ccosB)dl
Dans ces conditions,
Si 0C > dg
alors :
w'l =m+ By (N
W'z =T+ B, (8)
Si 0C < d
alors : V= - By 9
II.2. Caleul de cos¢’1 et cosgig_
_ . - singcosy
Nous avons : y a chetcosd

Pour le point source Pl nous obtenons :

asing'jcosy']
1 + i:os¢"1

y =

d'ol :
2
cosz¢'l(y12+a2coszw'l) + 2y1cos¢'] + ylz— a coszlb1 =0
g.zcoszd)'1 - yl2
cos¢', = =
15 T,
a cosy i + Y,

2

- 2
d'ol : azcoszw'1 - OC2 1 - ﬂ;_ﬂ&%iﬁl.dé1
B R T 1
cos¢'y = an

2
azcoszw'] + OC2 [1 - ££;2£§§§)~d21
. 20C
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De méme : 2 2., 2
a cos y 2 7Yy
| ._
cos¥’y = T )
acos ¢ 2 + Y,
2 2 2 (r-dcos8)de | 2
a cos w'z = 0C [l.+ -___22%____'
2, _ T 20C
cos Y 9 = 5 (12)

a2c0821p'2 + oc? (3 + ﬁfigfgéglgﬁj

L 20C

II. Calcul des grandeurs a et £

4z

LU Ll Clll Yl Ll | L

zB h a

£ =g,

la valeur de la cote z est donnée par la relation suivante :

ashg

z ch&+cos¢



~ Au point A,¢ est nul,tandis qu'au point B ¢ est égal &3 w, d'ol :

ashg1
Zp T che +1 = "h+R
ashg1
% T g1 T MR
=(h+R) (Chél‘l) = (h-R) (Ch£1+1)
d'ol
chg, = h (13)
1 R
2 2
o Wl
ShE1 = R (14)
a = Vh2g? (15)
de (14) nous déduisons la valeur de £
2
El = Log(shgl +Vsh £, + 1)
d'ou : El = Log(h-V 2—Rz) - LogR (16)

III. Calceul des coordonnées d'un point courant de l'espace H(E, ¢,y)

ITI.1. Calcul de y

région III région Iv

/’///,/ 8 =m/2

région y

V<

région VI

région IL - : région 1

lieu dcosf-r =




Le plan xoy est divisé en 6 régions :

région I : 3n/2 < 68< 27 dcosé~r > O
région I1 : -3 /2 <8< 2 dcosé-r > O
région III: 0 < o< m/2 dcoso-r > O
région IV : 0 < o< n/2 dcosb-r < O
région V m/2 < < W dcosé-r < 0
région VI : ™ < 8< 37m/2 dcosb-r < O
en posant : o are t dsing

dcos6-r
si dcosb~r < 0 a=u
si dcosb~r > O a=7+u

il est alors posible de calculer ¥ en fonction de 6 et u, nous obtenons :

si dcosb-r < 0 v = 21+ u ~ 6 (17)
si dcos6-r > O y=7m1-86+au (18)

ITT.2. Caleul de & et ¢

Soient x et y les coordonnées du point de réception P. Sa projection sur le

plan xoy est le point F.

D'otl : x = dsiny
P y = dcosy
z

en utilisant les relations (4), (5) et (6) du chapitre .l1. nous obtenons :

3 asind
d = ch&+cosd (19)

_ ashg '
z = ch&+cosd (20)

d'oisid#0 soit ¢ # O ou

nous obtenons

2 2 .2 /2
et chg - (4 2 :1n 8 2n

sh§

]
N



d'ot :- -

1/2
(d2+zzsin2¢)

4 [

3 +c%ﬂ= a sing

Il en résulte que :

2ad cos¢ = (az-dz—zz)sin¢

dans ces conditions, nous écrivons :

32— zz- d2
cosp = 73 (22)
[(a2+d2)2+ 22(z2+2(d2*a2§]
cette relation est valable si d = 0 :
. 2 ad
sing = 72
[(a2+d2)2 + zz(z2+2(d2-a2))]
de (21) et (22) nous déduisons :
2 za

shg = 173
[(a2+d2)2 + zz(zz+2(d2—a2))1

A.10.



ANNEXE.ITTI.

DEMONSTRATION DE LA SYMETRIE DE LA FONCTION POTENTIEL PAR RAPPORT
AU PLAN w PASSANT PAR L'AXE DU FORAGE ET LE CENTRE DE LA SPHERE

—0

oY

X9

d est la distance de 1'axe du forage au diamétre vertical de l'inclusion
sphérique

r est la distance moyenne du forage aux prises de terre

6 est 1'angle (fﬁ,fg)



L'amplitude du potentiel réduit créé par deux points sources dé courant en

un point du forage est donnée par la relation suivante :

8

— [_2___ _%__ . (ch£:cos$)l/2 I mtl/DE, ~(rl/2)g,
1 2 n=0 . '

m m .,
(Cnlcosmw+ans1nm¢)P3bos¢)]

Comme nous 1l'avons montré dans les formules (57), (58), (59) et (60) les

coefficients C:i sont de la forme :

m m m m m m
Cni a An—l Mh-l * Xn Mzi * An+1 Mn+1

Les paramétres A: dépendant, lorsqu'ils existent, de la coordonnée torique £
de 1'inclusion sphérique, et du contraste de conductivité@ existant entre
1'anomalie et le sol, 02/01 les coefficients Mgi dépendent seuls dé la position
des prises.de terre.

Cependant, pour présenter des relations plus simplés liant les coordonnées
toriques aux coordonnées cylindriques, nous avons supposé que le centre du
dispositif émetteur se trouvait toujours sur 1l'axe de coordonnée Y &gale

3 m(voir annexe.II.). Il en résulte que, poﬁr démontrer la symétrie du
potentiel, il faut étudier # la fois les expressions des lignes trigonomé-—

t riques intervenant dans la formile du potentiel, et celles des ¢'; et V'

. . ; . . m
intervenant dans 1l'expression des coefficients M_. (que nous rappelons
P ni ‘4

ci-dessous) :

Mﬁl = (2-6? %%Eg%% [(1+cos¢'l)1/2 P: (cosd)'])cosmll)'l - (]+cosd>'2)l/2

P:(cos¢‘2)cosm¢'2]

! 1/2 _m . 1/2
= —6m (n-m) + U U T . '

M:z - (2-8,) (arm) 1 (1+cosd 1) Pn (cosd 1)smmw ] (l1+cos¢ 2)

‘ m ' s '
. P“Eioii 2)31nmw 2]

Considérons les valeurs 6, et 62 de 1'angle FE,FS définies figure.l.

- On affectera l'indice (1) de ¥, ¢' et V' correspondant & la valeur 6]
de l'angle 6 et l'indice (2) aux valeurs ¥, ¢' et ' correspondant 3 la

valeur 62.
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Dans le cas de la figure.l. les angles 6, et 6, sont 1liés par la relation
suivarte : ' '

61 = ZW—QZ
"I1 en résulte que :
cose1 = cose2

et sme1 = - 31n62

Dans ces conditions, et compte tenu des expressions de bys ¢'1, Y et ¢'2

données dans 1'annexe.Il., nous obtenons :

1 2
1,!)'1<)=TT—B{ , w'l()::ﬂ‘-—sl
\1)'2(]) = T +82 ) ‘#'2(2) = a7 _.82
d'ol :
cosmw'1(1)=cosmw'1(2) sinm¢'1(l) = —sinm¢’](2)
cosmw'l(1)=cosmw'2(2) _ sinmw'z(l) - —sinmw'z(Z)

Comme seuls interviennent les cos® et cosw'i dans les expressions des coscb'i

] . . . . m .
nous obtenons les relations suivantes pour les coefficients Mni(avec i=1,2).

m(1) _ ,m(2) (mn _ _m2)
Mnl B Mnl et M:Z - Mn2 M

Considérons maintenant la variable y; son expression est donnée dans

]
-1'annexe.II. Dans les deux cas, nous obtenons :

w(Z) = -¢(l) (mod.2m)

il en résulte que :

(D
(D

(2) _

" cosmy = cosmy

(2)

(2)

sinmy =-ginmy

Compte tenu des expressions (1) et (2) nous constatons que le potentiel
en tout point du forage est identique pour deux positions de priées de terre

symétriques par rapport au plan w.



-~

Nous donnons a titre d'exemple sur la plancheAl une courbe repré@sentant

le rapport ¢MAX/¢MAX MAx &P fonction des valeurs de 1'angleg .

. ¢MAX est le maximum de 1'indice d'anomalie, lorsqu'on calcule celui-ci
en fonction de la profondeur de la sonde S pour une valeur donnée des

" -~ .

paramétres de prospection" r.

. est le maximum de ces maxima.
¢MAX.MAX

Les valeurs des différents paramétres sont les suivantes :

¢ profondeur du centre de 1'h&térogénité : 200m

: rayon de la sphére : 45m

H

R

62/01 : contraste de conductivité : pul

d : distance du forage au diamétre vertical : 100m
r

: distance moyenne des prises de terre au forage : 200m.



4>MAX MAX

r = 200m
R = 45m
d = 100m
H = 200m

—

PLANCHE A1
-7 -1/2 0 /2 —~ :

Variation de 1'angle

]



