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I N T R O D U C T I O N  

L'objet de notre travail a été l'étude d'une méthode de 

détection d'un gisement de forme approximativement sphérique situé à une 

certaine distance d'un forage. 

La méthode que nous envisageons est basée sur la mesure de la 

conductivité apparente du terrain compris entre 2 électrodes d'émission du 

courant, situées par exemple à la surface du sol et 2 électrodes de 

réception descendues dans le forage à une certaine profonderir. 

Cette méthode a reçu le nom de "Télédiagraphie". 

Il existe dans la nature beaucoup de gisements de forme 

grossièrement sphérique qui présentent par rapport au terrain encaissant 

des contrastes de conductivité importants. Ce sont par exemple des gisements 

d'oxyde ou des cavités. Leur détection présente donc un intérêt économique 

certain pour les techniques minières et de Génie Civil. 

L'approximation mathématique que nous avons utilisée pour 

décrire de tels gisements ou de telles cavités consiste à les assimiler 

à des sphères parfaites, incluses dans un terrain homogène de conductivité O,, 

ce terrain étant lui-même séparé de l'atmosphère par un plan infini. Cette 

approximation est suffisante dans beaucoup de cas pratiques. 

La détection de tels gisements, par des procédés géophysiques 

opérant depuis la surface du sol, devient généralement impossible si ces 

gisements sont enterrés à une profondeur excédant 2 à 3 fois leur diamètre. 

Ce résultat est bien connu et a fait l'objet de nombreuses publications. 

L'originalité du travail que nous présentons est de permettre la 

détection d'un gisement sphérique situé à une profondeur bien supérieure 

à celle permise par les procédés classiques, à condition toutefois que la 

distance séparant ce gisement de l'axe du forage ne soit pas trop importante 

(pas plus de 4 fois le diamètre du gisement). L'objet de notre thèse est donc 

l'exposé d'une méthode permettant d'étendre l'étendue latérale d'investigation 

d'un sondage. 



Dans une première p a r t i e  de n o t r e  t r a v a i l ,  nous ca lcu lons  

à p a r t i r  du modèle théor ique  l e  p o t e n t i e l  é l e c t r i q u e  c reé  dans l e  demi-milieu 

i n f é r i e u r  de conduct iv i té  rsl par  deux po in t s  sources de courant s i t u é e s  2 

l ' i n t e r f a c e  a i r - so l .  C e t t e  étude nous permet de mettre  en évidence l ' i n f l u e n c e  

des paramètres géométriques e t  é l e c t r i q u e s  de  l ' i n c l u s i o n  sphérique s u r  l a  

r é p a r t i t i o n  des  l i gnes  de courant dans l e  s o l .  

Dans l a  deuxième p a r t i e ,  nous comparons dans un cas  

p a r t i c u l i e r  l e s  r é s u l t a t s  de l ' a n a l y s e  théor ique  aux " té lé logs"  obtenus 

à l ' a ide  d'une cuve rhéographique à t r o i s  dimensions s imulant  l a  propagat ion 

é l e c t r i q u e  dans l e  so l .  

La t ro is ième p a r t i e  e s t . a s s o c i é e  à une é tude  approchée 

q u i  nous permet de dédu i r e  de l ' ana lyse  d i r e c t e  du problème une msthode 

de prospect ion d'un gisement sphérique u t i l i s a b l e  s u r  l e  t e r r a i n .  



Nous nous proposons de définir le système de coordonnées 

le mieux adapté au problène des conditions aux linites des grandeurs 

électromagnétiques sur les surfaces sépariànt les milieux de caractéristiques 

électriques différentes existant dans notre ~odèle théorique. 

Nous rappelons tout d'abord la méthode générale de calcul 

des composantes du chanp électromagnétique et nous introduisons une 

approximation dépendant de la fréquence utilisée. 

I. - POSITION DU PPOELEME - 

1.1. Convention d ' indices 

Le sol est assimilé à un demi-milieu conducteur renfermant 

une inclusion sphérique et surmonté d'un diélectrique : l'atmosphère. 

Ces milieux sont caractérisés par leurs constantes électrornagn~tiques 

ayant les indices (O), (1) et (2). 

L'indice (0) est affecté L l'air, l'indice (1) au sol et 

l'indice (2) à lfhétérogén6ité sphérique (fig.1.). 



points sources 
de courant 

ion. sphérique) 

fig. 1. --- 

1.2. Rappels sur l e  caZchl des composantes du champ dlectromagnétique ( 1 )  

Les champs électromagnétiques dérivent d'un potentiel 
(2) qui est dans le cas général une solution de l'équation . 

où : y est la cinstante de propagation 

Y' J j w ~ ( o  + j w e )  

", p,  E sont les caracté.ristiques électromagn6tiques du niilieu 

w est la pulsation du courant injecte dans le sol. 

Cette solution satisfait aux conditions aux lini-ites des 

champs électromagnétiques sur les surfaces séparant les milieux de 

caractéristiques électrique et magnétiquesdifférentes. 

Ces conditions exprimerit en particulier sur chaque surface 

de séparation : 



. l a  c o n t i n u i t é  des  composantes t a ~ g e ~ t i e l ~ e s  C U  champ é l e c t r i q u e  

. l a  c o n t i n u i t é  des composantes t a n g e n t i e l l e s  du chanip magnétique 

. l a  con t inu i t é  des composante normales du vecteur  densi  t é  de c.oiirant . 
Il en r é s u l t e  que chaque su r f ace  desépara t ion  d o i t  g t r e  Urie 

sur face  de coordonn6es pour l e  systèn:e c h o i s i .  

I .  2.2. A ~ r o x i m a t i o n  - cas 211 cburant continu - ..................................... 

La r é s o l u t i c n  a ~ a l y t i q u e  d i r e c t e  de l ' équa t ion  d'onde 

vec tor ie l le ( ' )  n ' e s r  a is iment  r é a l i s a b l e  qoe dans l e  systène de coordonnées 

car tes iennes  c a r  dans un a u t r e  systènie i l  n ' e s t  en généra l  pas p o s s i b l e  de 

t rouver  une s o l u t i o n  v e c t o r i e l l e  dont l e s  composante: son: crtk,ogcnales. 

L'emploi d ' a r t i f i c e s  de c a l c u l s ( 4 )  devien t  i n e x t r i c a b l e  

lorsque l e  système physique considéré ne p ré sen te  pas  de symétrie.  

La f r f  q ~ e n c e ' ~ )  du courant s inuso ïda l  i n j e c t é  dans 

l e  s o l  e s t  au p lus  de l ' o r d r e  de quelques d i za ines  de h e r t z  pour perniettre 

une pénét ra t ion  s u f f i s a n t e  des  ondes Glectrcmagnétiques dâns l e  s o l .  Nous 

supposerons donc dans l a  s u i t e  de c e t  expose que l e  champ é l e c t r i q u e  

dé r ive  d ' i n  p o t e n t i e l  s c a l a i r e  U.  

Dans l e  mi l ieu  (1) l e  p o t e n t i e l  s c a l a i r e  U ,  e s t  l a  somme d'un 

p o t e n t i e l  p r imai re  U e t  d 'un p o t e n t i e l  secondôire U qui  s a t . l s fon t  
P 1 s l 

respectivement l e s  équat ions su ivantes  : 

où g ( x ,  y ,  2) r ep ré sen te  l a  d i s t r i b u t i o n  des  scurces  du chariip g l e c t r i q u e .  

Dans l e s  mil ieux (O) e t  (2) l e s  pot.erit iels U e t  U2 1 
s a t i s f o n t  à l ' équa t ion  de T,aplace : 



Le champ électrique se calcule à partir des potentiels d'après 

la relation suivante : 

Les conditions aux limites rappelées ci-dessus sont générales 

et restent valables dans le cas où le champ électrique dérive d'im gotentie: 

scalaire .. 

1.2.3. Choix du sgggg-g-de eoordur~~ées 

Nous avons retenu deux systèmes qui permettent de reprSsenter 5 1< 

fois une sphfre et un plan non sécantspar deux surfaces de coordonrrées 
(7) 3 (8) 9 ( 9 )  

D'une part, le système de cocrdcnnEes toriq~ies II (7) 

D'autre part, la comhicaisor: de deux systèmesde coordorznees 

sphériques d'origines différentes") (fig.2 .) . 



Le point courant de l'espace P a pour coordonnées (r ,O,$)  dans 

le repère (O'XYZ) et (R ,O,@)  dans le repère (o,x,y,z) . 
Nous obtenons une sphsre et un plan Zi coordonnée constante en 

faisant tendre Re vers l'infini cout en maintenant la distance h constante. 

Pour expliciter les conditions aux limites que doit satisfaire 

le champ électrique, il est ngcessaire d'exprimer la soltltion de lV6quation 

de Laplace dans l'un des milieux en fonction des deux familles de coordonnées 

en conservant les mêmes constantes inconnues. Le passage d'un système de 

coordonnées l'autre est long et délicat, cela nous a amené à choisir 

le systsme de coordonnées toriques II d'apparence plus facile 43 manier. 

Le systdme de coordonndes toriques II (ou coorcl'onndes bipolaires) 

Considérons les Laisceaux de cercles orthogoncux (C) e t  ( C l )  

de la figure.?. 



S i  nous f a i sons  tourr;er l e s  ia isceauxautour  de l ' a x e  Cz, l e s  c e r c l e s  

(C) e t  (Cl) engendrent  respect-Lvement des  t c r e s  nrthogonaüx qui  coupent 

l e u r  axe e t  des sphères ,  

Nous choisi  ssons conae t ro is ième f ami l l e  de  s u r f  zces de coürdorinées 

l e s  p l ans  ve r t i caux  passant  pa r  l ' a x e  ùe révolu t ion  Oz. 

Les équatforis de ces  si:rf zces d e  coordon~rées son t  données dans l ez  

systèmes tor ique  e t  c a r t é s i e n  pa r  l e s  r e l a t i o n s  su ivan te s  ; 

. pour les sphères 

. pour l e s  t o r e s  

. pour les plans méridiens 

5 = c t e  

4 = c t e  

$ = c t e  

Les v a r i a b l e s  x,  y ,  z s o n t  dcrLrkéec èc fonct ion d e  5 ,  $ e t  $ par l e s  

form!es su ivantes  : 

Tous l e s  p o i n t s  de l ' e s p a c e  sont  dé cri?.^ une 2 ~ : ' s  e t  une seille si on 

l imi t e  l e s  v a r i a t i c n s  des coordcinrEes aüx in : t rva l les  si:ivants : 

-> 
Dans ce système de cocrdonnGcs l e s  r e l a t i o n s  grad U e t  AU sont  

données p a r  l e s  expressions cu lvantes  ; 

en posant  : 

X = chE + cos4 



cos?ch..-y, oJ - 
Au +i ( s ~ n 4  

h 2  a2u a2u .ht a )  + ni ( -- + -- * 7- 1 - 
a 2 6 2 

1 ((10) 
am2 sin 4 a b  

2 

La figure.4. donne les çurfaeeu da cnurdonn3en à valeurs limiien. 

Le demi-espace dec 5 posi t i f : i  repriioerr: É 1 'atniosphFre. nana le demi capaee 

des 6 ndgatifr, si C est inf6riei lr  à 6, c e t t e  zone représente :'iaclul.f.cn 

sphgrique, dans l'autre c:ts le sab. 

f i g u r e .  4 .  



II. ETUDE DE L 'INFLUEr?(!E L)'lINE INCLUS.CC)n' S P H E R I Q U E  SUI? LA DIS'THIBUTIOAn ----- 

DU P O T E N T I E L  DANS UN DEMI-MILIEU CONDUCTEUR HÜAIOGENE 

Dans ce chapitre, nous calculons 1.e p o t e n t i e l  c rée  dans le 

s o l  par deux points  sources de courant s i t u é s  à s a  surface.  Nous résolvons 

d'abord ce problème pour un seul  point  source. Le théorène de superpos i t ion  

des é t a t s  d ' équ i l ib re  nous permet a l o r s  de déduire directercent l e  p o t e n t i e l  

é l ec t r ique  créé par  deux po in t s  sources. 

Enfin, nous déf in issons  l e s  notions d ' indice  d'anomalie Q 

e t  de r é s i s t i v i t é  équivalecte p.. qui permettent cl : i n t e rp r f i t e r  l e s  logs 
t? cl 

de télédiagraphie.  

II.l. SoZufiion de Z1dquat?:07~ de Laplace dons l e  système de ccû~~donndes 

topiques II e t  expressions des poZen5ieZs secorrdaires dans Zes 

II. 1.1. SoZgiion généraLe de l 'égu~t-io- d c L z Z a c e  

La fonction p o t e n t i e l  v é r i f i e  l 'Êquation de Laplace en 

tou t  point  de l 'espace P ( S , + , $ )  sauf au point  S de coordonnées 5 ' ,  +' e t  +' 
s u r  l a  source du p o t e n t i e l .  



Son expression analytique dans le système de coordonnées 

considéré est donnée par la relation (10) : 

avec : X = chc + cos4 

Cette équation peut être résolue par séparation de variables 

à condition de poser ; 

et 

( 1  1 )  devient : 

(13) se décompose en deux membres indépendants. 

Le premier membre conduit à l'équation différentielle suivante : 

Il en résulte que : 

cos m$ 
- 

'm 
- 

sin m$ 

La formulation adoptée représente une combinaison linéaire des fonctions. 

Pour que la solution de (14) soit unique nous choisissons m dans le groupe 

des entiers positifs ou nuls. 



Le deuxième membre associé à (14) est la somme de deux termes indépendants, 

il en résulte que T(S) et @($) vérifient respectivement les équations 

différentielles suivantes : 

d2@ 1 d@ 
2 - + - - + n(n-t-1) - J @ = 0 

dm2 
tg$ d4 sin 2 $ 

il en résulte que : 

m m Pn (cos ) et Qn (cos $1 sont respectivement les fonctions de Legendre 
associées de première et de deuxième espèce. L'indice n est entier, positif 

ou nul. 

4 

Tout point appartenant à l'axe Oz fait partie du domaine 

de définition de la fonction potentiel qui doit demeurer finie dans tous 

les cas. Dans ces conditions, les coefficients de la fonction de Legendre 

de deuxième espèce, Q: (COS 4) , doivent être nuls. 

Il en résulte que la solution générale de l'équation de 

Laplace s'écrit : 



II. 1.2. Ezression -------- géngrale d u ~ o t e n t i e l  ............................. secondaire dans Zes diffezaents ------ 
m i  l i e n  

Le potentiel secondaire rend compte de l'influence des 

contrastes de condi~ctivité entre ].es divers milieux. Ce potentiel est 

solution de l'équation de Laplace et doit demeurer fini dans tout l'espace. 

11.1.2.1. Condition de convergence des solutions de Z 'équation de Laplace 

e t  express7~onsg&ne"ralesdu potentiel secondaire 

Le facteur multipliant les séries devient infini quand le 

module de 5 tend vers l'infini , soit au voisinage des points A et B 
dont les coordonnées cartésiennes sont respectivement (o,o,a) et (o,o,-a) 

(figure.4.). 

Dans ce cas, la coordonnée torique 4 tend vers les valeurs 

zéro ou IT. 

Il en résulte que les fonctions de Legendre associées 
m 
Pn (COS+) tendent vers zéro. Les fonctions de Legendre de première espèce 

n 
Pn(cos4) tendent vers 1 lorsque 4 tend vers zéro et vers (-1) lorsque 4 tend 

vers T I .  

D'où, d'après (20) : 

si 5 tend vers l'infini, nous avons : 



(21) devient  a l o r s  : 

Il f a u t  donc que l e s  A '  s o i e n t  nu l s  pour que l e  p o t e n t i e l  secondaire  
n 

r e s t e  f i n i  au vois inage du p o i n t  A .  

De même au vois inage du po in t  B ,  il f a u t  que l e s  BA s o i e n t  nu l s  pour que 

l e  p o t e n t i e l  secondaire  r e s t e  f i n i .  

11 en r e s u l t e  que, dans l ' a i r ,  l e  p o t e n t i e l  secondaire  e s t  donné par  l a  

r e l a t i o n  su ivante  : 

dans l e  s o l ,  son express ion  e s t  l a  su ivante  : 

à l ' i n t é r i e u r  de 11h6 té rogén i t é  l e  p o t e n t i e l  secondaire  e s t  : 

11.2. Expression générale du potentiel  t o ta l  dans l es  d i f f é r en t s  mil ieux 

du modè Ze théorique 

Le p o t e n t i e l  t o t a l  e s t  l a  somme du p o t e n t i e l  p r imai re  e t  

du p o t e n t i e l  secondaire .  

Le p o t e n t i e l  p r imai re  t i e n t  compte de l a  d i s t r i b u t i o n  des 

sources de courant .  Il n 'y  aura  donc de p o t e n t i e l  pr imaire  que dans l e s  

mil ieux q u i  cont iennent  des  p o i n t s  sources de courant .  



I I .  2.1. CaZcuZ _________ d u ~ o t e n - t i e  _-_-____ Z ~ r i m a i r e  --____- 

11.2.1.2. Expression analytique du potent ie l  primaire 

Le p o t e n t i e l  p r imai re  rend compte de l ' i n f l u e n c e  des  sources 

de  courant.  Dans l e  ca l cu l  de ce p o t e n t i e l ,  t o u t  s e  passe donc comme s i  

l e  mi l i eu  é t a i t  homogène e t  i n f i n i .  

Le p o t e n t i e l  é l e c t r i q u e  c réé  dans un mi l i eu  i n f i n i  de 

conduct iv i té  a pa r  un poin t  source de courant  1 a  pour express ion  : 1 

r e s t  l a  d i s t a n c e  du po in t  source de courant au po in t  de l ' e space  où l 'on  

r e l ève  l e  p o t e n t i e l  U ( f i gu re .5 . ) .  
P  

I I .  2.1.2. Calcul de 2 ' inverse d 'une distance dans Zz système topique I I  



Nous ne donnons, dans ce paragraphe, que le résultat du calcul, 

son développement est exposé dans lfannexe.I. 

Soient deux points P et S dont les coordonnées toriques II sont 

respectivement (Er( ,JI) et (6' , (' ,JI1). Nous appelons r la longueur du 

segment PS. Alors l'expression de l/r dans le système de coordonnées 

toriques II est la suivante : 

m 
6 0  est le symbole de Kronecker 

m 
6. vaut 1 si m est égal à zéro 

6 0  vaut zéro si m est différent de zéro. 

Le signe + est utilisé devant l'argument de l'exponentielle si 5 est 
inférieur à 6'. Le signe - est utilisé si 5 est supérieur à 5'. 

Dans ces conditions, le potentiel primaire s'exprime de la façon suivante : 

1 n + 
u = -  (ch~+cos() '" (ch~'+cos(') (n-m)! -(n+l/2)(5-5' e 
P 4aa a n=O m=O 

II .  2 . 2 .  Expressions gdndrales du potentiel to ta l  dans l e s  d i f fdrents  m i  lieux 

Nous déduisons les expressions générales du potentiel total des 

relations (23) à (28). 

Nous poserons : 



(n-m) ! ' (chgl+cos$') (2-60) (n+m) ! M:~ = - P: (cos$') cos m$' (29) 4 m l  a 

Mm = - ' (chC1+cos+') (2-6:) (n-m)! (n+m)! Pm (cos+') sin m$' (30) 
n2 4.rrala 

Dans ces conditions, le potentiel total s'écrit : 

- pour l'atmosphère : 

- gour le sol : 

- pour l'inclusion sphérique : 

m m m 
Les constantes Ani , n i ,  Cni, Dni sont des inconnues que nous allons 

déterminer grâce aux conditions aux limites. 

II. 3. Conditions aux l imi tes  

Les conditions aux limites, écrites sur les surfaces de 

séparation des différents milieux, nous permettent de déterminer les - 



constantes inconnues définies plus haut. Les résultats ainsi obtenus 

sont uniques et donnent la solution du problème physique. 

Ces conditions s'énoncent de la manière suivante : 

Eto = 
sur 1 'interface 5 = O 

Jno = Jni 

Nous appelons respectivement Eti et Jni les composantes des vecteurs 
-+ 

champ électrique E et densité de courant 3 qui sont tangentielles 

et normales aux surfaces de séparation. 

On démontre facilement que la relation (34) est équivalente à la relation 

suivante : 

Dans des milieux conducteurs homogènes isotropes et linéaires, la 

relation (35) devient : 

Il en résulte que les conditions aux limites se traduisent de la 

manière suivante : 

Uo = U1 (36) sur l'interface BUP i ' interface 
auo - au I 

(37) 
E = O  (39) 5 = 5 ,  - - as i aE 

2 a g  

II.3.1. Conditions aux limites sur l'interface 5 = O 

En remplaçant UO et UI par leurs valeurs issues de (31) 

et (32) et en les reportant dans ( 3 6 ) ,  nous obtenons : 



Cet t e  r e l a t i o n  d o i t  ê t r e  v é r i f i é  que l l e  que s o i t  l a  va l eu r  de $ 

dans l ' i n t e r v a l l e  [0,21;1. Dans ces  condi t ions ,  nous u t i l i s o n s  l e s  

p r o p r i é t é s  d 'o r thogonal i té  des  fonc t ions  t r igonométr iques.  

de (40) nous déduisons 1.es r e l a t i o n s  su ivantes  : 

Ces deux d e r n i è r e s  r e l a t i o n s  doivent  ê t r e  v é r i f i é e s  q u e l l e  que s o i t  l a  

va leur  de  + appartenant  à l ' i n t e r v a l l e  [O,V] ,  nous u t i l i s o n s  maintenant 

l e s  p r o p r i é t é s  d ' o r thogona l i t é  des  fonc t ions  de Legendre, e t  fonc t ion  

de Legendre assoc iées .  

]P: (COS+) P: (cos$) s in+d+ = 

O - 2 (n+m)! s i n = s  
2n+l (n-m) ! 



Les équations (41) et (42) deviennent donc les suivantes si l'on suppose 

que le point source se trouve sur l'interface air-sol (5'+0) : 

A" - m - m - m 
ni Bni 'ni - n i  

avec i = 1,2 

En procédant de façon analogue à partir de l'équation (37), nous obtenons : 

Nous avons mené ce calcul en supposant que le milieu zéro qui simule 

l'atmosphère possède une conductivité 0 0  négligeable, il en résulte 

que nous déduisons des relations (44) et (45) l'égalité suivante : 

pour i = 1,2 

Compte tenu des expressions (28), (32) et (46);le potentiel 

dans le sol s'écrit : 

II. 3.2. Conditions aux l imi tes  sur 2 ' in ter face  = - 

Par un raisonnement analogue à celui que nous venons d' 

exposer, nous obtenons à partir de (38) l'égalité suivante : 

m (2n+l) El (2n+1)c1 (2n+1)El 
- Bm.e - Dni 'ni 

= 2'. e avec i = 1,2 
ni ni 



Remarque. I. 

Nous constatons à p a r t i r  de (48) que s i  l ' hé t é rogéné i t é  

spherique tend v e r s  l a  sphCre po in t  B ,  l a  coordonnée tend ve r s  moins 
m 

l ' i n £  i n i  ; a l o r s  l e s  c o e f f i c i e n t s  c~~ sont  tous n u l s .  

Dans ces  cond i t i ons ,  ( 47 )  devient  : 

Dans un demi-milieu conducteur parfai tement  homogène, 

l ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  joue l e  r ô l e  d 'une su r f ace  ré£?éc!ricsante p a r f a i t e  pour 

l e s  l i g n e s  de courant.  

Considérons maintenant l a  r e l a t i o n  ( 3 9 ) .  

En remplaçant l e s  dér ivées  des p o t e n t i e l s  UI e t  U2 pa r  l e u r s  

express ions  ana ly t iques  e t  e n  appl iquant  l a  p r o r i é t é  d ' o r thogona l i t é  des 

fonc t ions  trigonométriques nous obtenons l ' é g a l i t é  su ivan te  : 

Avant d 'appl iquer  l a  p r o p r i é t é  d ' o r thogona l i t é  des  fonc t ions  

de  Legendre e t  fonct ionsde Legendre a s soc i ées ,  i l  f a u t  d i s t r i b u e r  l e s  
m (8) 

cos ~ $ P ~ ( c o s $ )  à l ' a i d e  de l a  r e l a t i o n  de  récurrence su ivante  . 



m m m 
Nous obtenons donc une relation entre les coefficients B ni * 'ni et Dni 

qui fait intervenir trois valeurs consécutives de chaque coefficient : 

Des équations (46), (48) et (51) nous déduisons une relation de récurrence 
m que doivent vérifier les coefficients C . 
ni 

Remarque. 2. 

En considérant (52), nous constatons que tout se passe,dans notre modèle 

théorique, comme dans un milieu homogêne et infini de conductivité o l  



contenant deux inclusions sphériques identiques de conductivité Ces 

deux inclusions sont symétriques par rapport au plan de coordonnées 5 = 0. 

L'intensité de courant,-,injecté dans ce dernier cas, estdeux 

fois plus grande qirr celle injectée 'dans notre modèle théorique (figure. 6 .) . 

4 2 1  
l (a ,  ) 

s-3 - ,- 

I 1 s o l  (al  : 

I I .  4 .  Méthode de catcut  des coe f f i c ien t s  ci - Valeurs approchées - 

La relation (52) ne nous permet pas d'obtenir une valeur 
m 

unique pour chaque coefficient C . Pour que leur détermination soit unique, 
ni m m 

il faut obtenir une relation supplémentaire liant les C aux M ni ni ' 

Considérons l'égalité (39), en mettant en facteur la 

quantité (chE,+cos~) et en utilisant les relations (46) et (48) liant les 

différents coefficients nous obtenons la formule suivante : 



avec i = 1,2 

sh5 1 
En développant l a  quant i  t é  en s é r i e  e n t i è r e ,  nous obtenons : 

ch5 l+cos+ 

Cet te  s é r i e  e s t  absolument convergente s i  E l  e s t  d i f f é r e n t  de zéro. Nous 

éliminons ce  cas qui  correspond à un demi-milieu homogène de conduct iv i té  

(J 
2 ' 

j m En appl iquant  j f o i s  l a  r e l a t i o n  de récurrence (50) aux cos (P, ( cos+) ,  

pu i s  en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  d ' o r thogona l i t é  des  fonc t ions  de Legendre e t  

f o n c t i o ~ s  d e  Legendre a s soc i ées ,  nous obtenons une é g a l i t é  du type su ivant  : 

m 
Il en r é s u l t e  que l e s  Cni son t  l a  so lu t ion  de l ' équa t ion  de récurrence (1 1) (12) 

(52) à c o e f f i c i e n t s  non cons tan ts  dont l a  condi t ion  i n i t i a l e  e s t  de l a  

forme (55) .  La r é so lu t ion  d'une t e l l e  équat ion e s t  analogue à c e l l e  d'un 

système d 'équat ions d i f f é r e n t i e l l e s  l i n é a i r e s ,  e t  devien t  anhlytiquement t r è s  

compliquée à résoudre lorsque l e s  c o e f f i c i e n t s  de c e l l e - c i  ne sont  pas 

cons tan ts .  Sur l e  p lan  de l a  r é s o l u t i o n  numérique, c e l a  n é c e s s i t e  l a  

mise en oeuvre de programmes de  c a l c u l  d é l i c a t s ,  nous avons p r é f é r é  nous 

contenter  d'une s o l u t i o n  approchée. 



- 4 ' 1  11.4.2. b ~ g ~ ~ g - @ p r - c h &  des c o ~ i f i ~ z i e n t s  L ni -- 

On démontre fac i lement ,  dans l 'annexe A . I I . ,  l a  r e l a t i a n  

su ivante  : 

H : e s t  l a  profondeur du cent re  de l a  sphère par  rapport  à l ' i n t e r f a c e  a i r -  

so 1 

R : e s t  l e  rayon de l a  sphère.  

En nous l i m i t a n t  au premier o r d r e ,  l a  r e l a t i o n  (54) devient  : 

Cet te  approximation e s t  va lab le  à quelques pourcents s i  H e s t  supér ieur  ou 

égal  à 5R. 

Cel le-ci  convient  amplement aux cas  généraux de prospec t ion .  

Dans ces  cond i t i ons ,  l a  r e l a t i o n  (55) devient  : 

1 L 
en posant 1 = - 

- - t + J, 

avec i = 1 , 2  (56) 



En résolvant le système d'équations (53) et (56) nous obtenons les 
m 

expressions des coefficients Cni . 
Nous posons : 

2~[(2n+l)ch<~ + shf (Zn+ 116 
n - - 
'ni (2n+1)5, (2n+1)5, 

x ~ ~ . e  ni (57) 

2nt 2nS 
Hm. = (n-d e ni (2n-1)5, (211-115 

xMm e n- 1 
(2n-1) chc:,(I-K e ) - K shS1(l f e 

Il en résulte que : 

- si n - m est impair : 

- si n-m est pair : 

Nous pourons donc à l'aide des relations ( 4 7 ) ,  (59) et (60) calculer le 

potentiel créé par un point source de courant placé à l'interface air-sol, 

lorsque le kerrafn renferme une de conductivité sphérique. 

II .  5 .  Potentiel  t o t a l  cr&é dans l e  mVZieu ( 1 )  par deux points sources de 

courant d i n t ens i t é  +I e t  -I 

En appliquant le théorème de superposition des états 

d'équilibre, les formules établies ci-dessus restent valables lorsque le 



potentiel est créé par deux points sources de courant, à condition de poser : 

(n-m) ! 
M = (2 -6% (n+m)! [(l+cos+ (cos+;) c o s m $ ~ - ( ~ + c o s ~ ~ ) ~ ~ ( c o s ~ ~ )  cosm$;! 

1 

Dans ces conditions, les points sources de courant d'intensité 

+I et -1 ont respectivement pour coordonnées torique II les valeurs (O,$',$') 1 1  
et (O,+;,+;) 

Il en résulte que l'expression générale du potentiel est la 

suivante : 

R est la distance du point source d'intensité +I au point 
1 
calcule le potentiel 

R est la distance du point source -1 au point P (figure.7 
2 

9 2 

P où l'on 

.>. 



11.6. Notion d' indice d'anomalie e t  de r é s i s t i v i t é  équivaZente 

II. 6.1. Définition de Z ' indice d 'anomalie cf, -- ................................ 

So ien t  un d i s p o s i t i f  émetteur  p l acé  au p o i n t  E e t  V l a  d i f f é r e n c e  1 
de p o t e n t i e l  créée par  c e t  émetteur  en un po in t  P d 'un derni-milieu conducteur 

contenant une anomalie de condue t iv i t e  sphérique . 
S o i t  Vo l a  d i f f é r e n c e  de p o t e n t i e l  qu i  s e r a i s  c r éée  en ce 

po in t  P par  l ' éme t t eu r  t ~ u j s u r s  placé au p o i n t  E si  l e  demi-milieu consid6ué 

ne contena i t  p a s  l'hé$érognEi te Cf i g u r e  -8. a,b .) . 
Nous appelons indice  d'anomalie l e  r appor t  : 

Compte tenu d e  l a  remarque.1. e t  de l a  r e l a t i o n  ( 6 3 ) ,  

l ' express ion  ana ly t ique  de  9 e s t  l a  su ivan te  : 

en posant  : 

nous obtenons : 



Les d i f f é r e n t e s  valeurs géométriques intervenant  dans F e t  G sont  dë f in ies  

s u r  l a  figure.8.a. 

II. 6.2. Défini t ion de Za r é s i s t i v i t é  équivaZentg-péq - rezatiofl en t re  Q, g&-pdq- 

Les d i f férences  d e  p o t e n t i e l  V I  e t  Vo s'expriment respect i -  

vement en fonction des grandeurs F e t  G de l a  manière suivante : 

p l  e s t  l a  r é s i s t i v i t é  e t  vaut  I / o  
1 ' 

Nous appelons r é s i s t i v i t é  équivalente p l a  va leur  numérique 
Sq 

de l a  r é s i s t i v i t é  q u 5 1  f a u t  in t roduire  dans l a  r e l a t i o n  (68) pour obteni r  

l % g a l i t é  : 

v = V o  1 



Il en résulte donc que : 

de (67) et (69) déduisons une relation importante liant la résistivité 

équivalente à l'indice d'anomalie : 

II.7. Passage du sgsthme de eoi~~données $ol%z~es - I I  au systBme de 

coordonnées ca~ té s i enr~es  - -. - .-- 

Les grandeurs géom&triques telhsque la profondeur de la sphère 

par rapport à la surface du sol, le rayon de la sphère . . . etc n'apparaissent 
pas directement dans les expressions analytiques du potentiel secondaire 

et de la fonction F donnees par les relations (63) et (65). 

Nous avons défini les relations permettant de relier les 

coordonnées toriques II aux grandeurs géométriques intéressantes, nous ne 

donnons ici que les résultats, les calculs détaillés figurent dans l'annexe 

A. II. 

Ces relations sont établies en vue de simuler sur ordinateur 
(13) un log de télédiagraphie ou télélog. 

Nous pr6sentons sur les figures.9.a. et 9.b. les différentes 

grandeurs qui interviennent dans le cal-cul de ces relations. 

h : est la profondeur du centre de la sphère par rapport à l'interface 

air-sol 

R : est le rayon de lYinclusion sphérique 

dR : est la distance entre les deux points sources de coura.nt +I et -1 

représentant le dispositif émetteur 



a i r  



r : e s t  l a  d i s t ance  du cen t r e  du d i s p o s i t i f  émetteur  à l a  v e r t i c a l e  du 

poin t  de  récept ion  P 

d : e s t  l a  d i s t ance  de l a  v e r t i c a l e  du p o i n t  de récept ion  F au diamètre 

v e r t i c a l  de l ' i n c l u s i o n  sphérique 
-+ -4 

0 : e s t  l ' a n g l e  de d i r e c t i o n  FO, FC 

z : e s t  l a  profondeur du po in t  de récept ion  P par  rappor t  à l a  su r f ace  du 

s o l .  

Le tab leau  ci-dessous résume l e s  r e l a t i o n s  q u i  e x i s t e n t  e n t r e  l e s  coordonn6es 

to r iques  II e t  l e s  grandeurs géométriques e t  angu la i r e s  p r é c i t é e s .  

Les expressions que nous donnons dans ce t ab l eau ,  s e  rappor ten t  à l a  

formule du potent iel .  que nous rappelons ci-dessous : 

- 

2 2 2  2 2 2 2  112 
{(a + d ) + z [ z  +2(d -a ) ] 1  

Système to r ique  

- - 

2 2 2  2 2  2 2  
{ ( a  + d )  + z +2(d -a )JI  

Grandeurs géométriques 



COS C p t  
1 

- 

COS C p '  
2 

Coordonnées to r iques  

~ o ~ ( h - m )  - Log R 

Grandeurs géométriques 

Arc t g  
dsin0di  
2 

20C -(s-dcos0) d& 

Arc t g  
-ds in0 dk 

2 
20C + (r-dcos0) d l  

2 2 r-dcos0 
a cos + 1 - oc2 rl - (---r-) 1' 



VERIFICATION EXPERIMEiVTALE SUR UN NODELE ANALOGIQUE' A TROIS DIELENSION3 

L'étude théorique que nous venons d'exposer nous permet 

de simuler un log  de t é l éd i ag raph ie  s u r  ord ina teur .  

Dans ce c h a p î t r e ,  nous comparons l e s  r é s u l t a t s  a i n s i  obtenus 

à des mesures e f f ec tuées  s u r  un modèle analogique à 3 dimensions. 

Nous rappelons d'abord l e  p r inc ipe  de l ' a n a l o g i e ,  e t  nous 

présentons l e  d i s p o s i t i f  expérimental  qui nous a permis de procéder à 

c e t t e  comparaison. 

Nous décrivons e n f i n  l a  méthode expérimentale emplcyée, 

e t  nous donnons l e s  r é s u l t a t s  obtenus. 

III .  1. Etude 'du ,modè Ze 'anaZogique 

Le modèle analogique a deux avantage&'?) 

D'une p a r t ,  i l  permet de s imuler  des  condi t ions  de propagation 

p l u s  simples que dans l a  r é a l i t é .  

D'autre p a r t ,  il permet de r édu i r e  dans un r appor t  K l e s  

dimensions de  l a  s t r u c t u r e  géologique é tudiée .  

Cependant, l a  s i m i l i t u d e  de rappor t  K obtenue impose des 

condi t ions  à r e spec t e r  e n t r e  l e s  cons tan tes  électromagnétiques des s t r u c t u r e s  

r é e l l e  e t  r é d u i t e  . Ces condi t ions  son t  é t a b l i e s  à p a r t i r  des  équat ions 

de  Maxwell q u i  rendent compte de l a  propagation du champ électromagnétique. 



Considérons les équations de Maxwell : 

__t -+ 
rot E = -jwpH 

__t I 
rot H = (o+ j  wc)E 

o est la conductivité 

E est la permittivité électrique 

p est la perméabilité magnétique 

w est la pulsation de la source du champ électromagnétique. 

En général, cette pulsation est bien inférieure à la pulsation caractgristique 

dumilieu : 

Enfin la perméabilité magnétique est celle du vide. Il en résulte que 

les équations (71)  et (72)  deviennent : 

___)_ _I+_ 
-+ -f 

rot 8 = - jwpoH rot H = 0% dans le milieu réel 

i -+ i 
rot Em = - jwm~oHm rot Hm = omÏfm dans la modèle analogique 

D'où : 
__t __3 

r o t 2  - wH r o t 8  - a2 
et - -  - - 

-f -+s 
rot En; rot Hm a E m m 

-+ 
L'opérateur rot fait intervenir les dérivées partielles de chaque vecteur 
+- 
E ou 8 par rapport à une coordonnée, celui--ci a donc la diniension de 

l'inverse d'une longueur. 

Nous pouvons assimiler les relations (73)  et (74) aux égalités suivantes : 



Il existe une similitude parfaite entre les milieux réel et réduit lorsque 

les dimensions et les caractéristiques électromagnétiques vérifient l a  

relation suivante : 

a est la conductivité du terrail: 

R est l'unité de longueur du milieu réel. 
w est la pulsation du courant injecté dans le terrain 

(leurs homologues sur la ciive rheographique sont affectés de l'indice m). 
$ 1 5 ~ 1 ~ )  

I I I .  2. Le dispositif expér7:mentn 

La structure naturelle du modèle est cylindrique. 

Le modèle analogique mis au point pûr l'équipe du 

Professeur GABILLARD est décrit figure.10. 



Le mi l ieu  conducteur e sc  c o n s t i t u é  d'une s o l u t i o n  d 'eau  s a l é e ,  

dont la conduc t iv i t é  va r i e  e n t r e  O,] e t  3 Siemens par  mètre, su ivan t  l a  

concent ra t ion  en s e l .  Cet te  so lu t ion  e s t  contenue dans une cuve cy l ind r ique  

r é a l i s é e  en s t r a t i f i é  de l a i n e  de ve r r e ,de  2,40m de diamètre e t  de 1 , 7 h  

de profondeur.  Ces dimensions sont  c h o i s i e s  de façon à pouvoir s imuler  des 

d i s t ances  e t  des  profondeurs a l l a n t  jusqu 'à  3000 mètres.  

Le d i s p o s i t i f  émetteur se  compose d 'un générateur  d e  courant  

s inuso ïda l  de fréquence 200kHz. Ce généra teur  e x c i t e  un d ipô le  é l e c t r i q u e  

ho r i zon ta l  p lacé  à l a  sur face  de l ' é l e c t r o l y t e .  Ce d ipôle  de longueur LE 

éga le  à 2cm peut s e  déplacer  s u r  t ou te  l a  sur face  du l i qu ide .  

Le d i s p o s i t i f  de récept ion  s e  compose d'un d ipô le  v e r t i c a l  

de longueur Lr éga l e  à 2cm plongeant au cent re  de  l a  cuve. C e t t e  sonde peut  
--+ 

s e  déplacer  su ivant  l ' a x e  Oz. 

Les d ipô le s  émetteur e t  récepteur  s e  déplacent à l ' a i d e  de 

moteurs é l e c t r i q u e s  ; des capteurs  indiquent  l e u r  pos i t i on  à t o u t  i n s t a n t .  

Le s i g n a l  e x i s t a n t  aux bornes des é l ec t rodes  E e t  E2  e s t  
1 

ampl i f ié ,  f i l t r é  e t  d é t e c t é  avant d ' ê t r e  exp lo i t é  convenablement. 

La f igu re .11 .  représente  l e  diagramme général  de l 'ensemble de 

mesure. 

III. 8. Méthode eucpérirnenta it- 

III .  3.1.  Etalonnage ----- ----------- du mcdè L t  

L'étalonnage Cu modèle analogique e s t  e f f e c t u é  en r e l evan t  l a  

tens ion  VZ aux bornes des é l ec t rodes  F ,  e t  E, pour une va leur  donnée de 
1 L 

l a  co te  z de l a  sonde, ceci en fonc t ion  ae l a  d i s t ance  r  e t  en l ' absence  

d 'hé té rogénéi té  sphérique ( f i g u r e .  l O .  ) . 
Pour v é r i f i e r  que l a  s t r u c t u r e  a i n s i  r g a l i s é e  correspond b ien  

à c e l l e  du demi-milieu homogène e t  i n f i n i ,  nous calculons pour chaque va leur  

de  r l a  conduc t iv i t é  correspondante.  
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CaZcuZ de Za conductivité (17,181 

L'amplitude de l a  différence de potentiel mesurée entre l e s  

électrodes E e t  E e s t  donnée par l a  relation suivûrife : 1 2 

l e s t  l e  courant in jec te  dans  l fElectrolyte 

a e s t  l a  conduetivite de l 'é lectrolyte  

y I  
e s t  l a  constante de propagatior dans l'eau salée  : 

y, = 

Les distances Rij sont définies sur l a  figure ouivazte : 

f i g u r e .  12. 



Compte tenu des dimensions des d ipôles  émetteur e t  récepteur (LE = LR = 2cm) 

nous pouvons f a i r e  l 'approximation suivante : 

avec 

R.. ## R o  
1 J 

Dans ces  conditions, (76) devient  : 

6 est la profondeur de pén6trat ion : 

cr en Siemens 

f en Hertz 

6 en mètres 

f e s t  l a  fréquence du s ignal  i n j e c t é  dans l ' é l e c t r o l y t e  

"i j e s t  l a  distance numérique 

R.. 
3 J = -- 

"i j 6 

Il en r é s u l t e  que o est l a  so lu t ion  de l 'équation impl ic i t e  : 

La r e l a t i o n  (78) nous pencet d 'obteni r  pour chaque valeur  du module d e  VZ 

une valeur  correspondante de a. 

Si l a  s t r u c t u r e  envisagée e s t  c e l l e  d'un d e ~ i - m i l i e u  homogkne e t  i n f i n i ,  

a lo r s  u est une constante. 

Les r é s u l t a t s  sont  groupés s u r  l a  plantike.1. Les condit ions de mesure sont  

l e  quivantes : 

. ~ r é ~ u e x k e  du s ignal  é m i s  : 200kHz 

. Profondeur z de l a  sonde : 19cm (courbe. 1 .) 

14cn (courLc,4.) 

. Longueur des antennes d ' émiss io~ .  e t  dc? réception : 2cm. 







On remarque que l e  nodèle  correspond avec une assez bonne p r é c i s i c n  

à un demi-milieu homogène i n f i n i .  

Nous pouvons cependant f a i r e  t r o i s  remarques : 

. La conduct iv i té  apparente de l1é lecr rc3 ly te  e s t  ilne fonc t ion  de Is profocdeur. 

A t i t r e  d 'exenple,  nous donnons une courbe de r é s i s t f v i t g  apparente  obtemie 

en maintenant l e  d i s p o s i t i f  émetteur  f i x e  e t  en mesurant 1::. ( : i f férence dc  

p o t e n t i e l  en  f o n c t i . 0 ~  de l a  c o t e  de l a  sonde r é c e p t r i c e  z .  

Les condi t ions  ~e mesure sont  l e s  su ivantes  : 

. Fréquence du s i g n a l  émis : 200kfIz 

. Distancc de l ' éme t t eu r  à l a  v e r t i c a l e  de l a  sonde : lOcm 

. Longueur ces  antennes d'émission e t  de r6ce.ption : 2cm. 

Cet te  v a r i a t i o n  de l a  conduct iv i té  e s t  provoquée par  Ir; diminution de l a  

longueur du câble  qui  r e l i e  l a  sonde j.m.ergée a u  recepteur  de su r f ace .  

. Aux ex t r êmi t é s  des  courheç présentees  s u r  l a  planche.1. cn cons t a t e  une 

v a r i a t i o n  l égè re  de l a  conduct iv i t6  : 

- Lorsque l 'éniet teur  s e  troiive à f a i b l e  d i s t ance  de l ' a x e  de s y ~ é t r i e  du 

modèle, l e  champ é1ectron;agrlGtiçue e s t  per turbé  par  l e  d i s p o i i t i f  réceptecr  

qui  ne s e  comporte p lus  corr;me un d.ipôle dont l e s  din:crisions scn t  négl igeables .  

- Lorsque l ' émet teur  e s t  p lacé  à grande d i s t ance  de l ' a x e  de synlétrie du 

modèle, L'importance de  l 'onde de sur face  q u i  se  propage dans l ' a i r  5 2GOkHz. 

devien t  p lus  importante.  

. Enfin s i  l ' émet teur  s e  trouve 2 proxiniité des  pa ro i s  I c  l a  cuve, ce l l e s - c i  

per turbent  l e  champ é l e c t r o m a g ~ ~ é t i c ~ i ~ e ,  e t  l e s  e f f c t s  de bords modifient l a  

r é s i s t i v i t é  apparente du modC:.e. (19) 

Il en r é s u l t e  que l e  moaèle peut  ê t r e  cons idéré  coriie iin den.;-- 

mi l ieu  s i  l a  d i s t ance  r r e s t e  comprise e n t r e  lOcrn e t  55cnt. 

111.3.2. Co~arcriscr: -- des r é s u l t a t s  théoriques -------- e t  e ~ é r i n e n t ~ z i x  ---------- 

III. 3.2.1. Choix du rapport de sim< l i t d e  E! 

Dans l e  choix du rappczt  de s i m i l i i u d e ,  il f a u t  t e t i r  compte de 

deux c o n t r a i n t e s  : 



D'une p a r t  l a  fréquence du ccurant injec:;é 2 l 'émission dans l i?  

milieu en v ra ie  grandeur dei t ê t r e  t e l l e  que 1 'approl:imatiori du coürz.r,t 

continu r e s t e  va lable .  Daris l e  modèle analoi:ique, l a  fréquence du courarit émis 

e s t  f ixe ,  e l l e  e s t  éga le  à 200kHz. 

D'autre p a r t ,  i l  f a u t  pouvoir employer toute  lii p a r t i e  u t i l e  du 

modèle pour év i t e r  l a  zone perturl-Ge au niveau de l a  sonde d e  récept2.0n e t  

des parois  de l a  cuve tout  en conservant une préc is ion  su f f i szn te  sur l a  

Ioesure des oarâmètres géomGtr"ues, En ek£et, dans l e  modèhe cn v r a i e  

grandeur, les e r r e u r s  sur  l a  rieçvre de ceux-ci sont  mui t ip l i é r s  par  l e  

rapport de  s imi l i tude  K. 

Pour t e n i r  compte de toutes  ces  contrai l i tes  le rappcr t  de 

s imi l i tude  K choisi  e s t  égal  à 1000. 

Il en r e ç u l t e  que : 

'modèle 
= 200kIiz 

III. 3.2.2. Présentation des résuZtcts 

Nous présentcns à t i t r e  d'exenpie, l e s  r ë s u l t a t s  obtenus pour 

deux groupes de paramètres géométiiqilcv s u r  l e s  planches I L I  e t  I V .  Ceux-ci 

sont rappelés su r  l a  f igure .  13. ; l eu r  va leur  e s t  dontlee en v ra ie  grandeur. 

Planche I L I  Planche I V  

d : dis tance  du cen t re  de l a  
sphère à l 'axe de l a  sonde 

--T-- 200m 

z : profondeur du d i s p o s i t i f  
récepteur 

h : profondeur du cen t re  de 
l a  sphère 

R : rayon de l a  sphère 







(eau s a l é e )  

7 f i gu re .  13. 

Les courbes en t r a i t s  p l e ins  reprCi:i:ntenl l a  17eriat-s'or! de l a  

Les courbcs tln t r a i t s  p o i n t i l l é s  sont l e s  r é s u l t a t s  théoriques 

obtenus s u r  o rd ina t eu r  en programmant l e s  formules (65),  (66),  (67) e t  (70).  

On remarque quelques divergences e n t r e  l e s  courbes théoriques 

e t  p ra t iques  : 

. La d i f f é rence  des amplitudes e s t  de l ' o r d r e  de grandeur de 

l ' e r r e u r  absolue commise s u r  l e s  mesures de l a  d i f f é r ence  de p o t e n t i e l  

e x i s t a n t  aux bornes des é l ec t rodes  E e t  E2. 1 . Les absc i s se s  des  extrêmas obtenus pa r  l e s  deux méthodes sont  

pratiquement ident iques .  

. Sur ces  r e l evés  nous constatons encore l ' e f f e t  de l 'onde de 

sur face  lorsque  l a  d i s t ance  de l ' éme t t eu r  pa r  rapport  à l a  v e r t i c a l e  du 

d i s p o s i t i f  récepteur  devient  supér ieure  à 50cm su r  l e  modèle analogique. 

Il en r é s u l t e  que dans l a  s u i t e  de n o t r e  exposé, nous a l lons  

u t i l i s e r  pour met t re  au poin t  n o t r e  méthode de prospec t ion ,  des t é l é l o g s ,  

obtenus à p a r t i r  de  formules théor iques .  Ce qui  nous permet de nous a f f r a n c h i r  

des problèmes technologiques qu i  appara issent  l o r s  d'une s imula t ion  s u r  l a  

cuve rhéographique à t r o i s  dimensions. 



C H A P I T R E . 1 - v .  

M?THODOLOGI;E~DE PROSPECTIOiV D'UN GISEMENT SPHERIQUE 

Apres svoir pose l e  problame de la localisation d'une inckusion 

sphérique, nous inrroduisons une expression approchée de l'indice d'anomalie 

@ fondée sur de larges agproxina%kons. En particulier, nous montrons que 

l'influence d'une inclusion sphcrique de conductivité O placée dans un 2 
milieu conducteur homogène dc conductivEtF, n i  où règne un champ électrique 

uniforme est équivalente à celle d'un dipôle électrique. Nous calculons la 

valeur approchée de l'indice d'anomalie Q dans un demi-milieu conducteur 

homogène en remplaçant la sphère par son dipôle gquivâlent. 

Cette expression simplifiée de l'indice d'anomalie va nous 

permettre d'une part de Justifier notre méthodologie de prospection et 

d'autre part d'obtenir aisément les informations désirées telles que les 

grandeurs géométriques d, h et R et électrique o2 définissant le gisement. 

I V .  1. Aspect théorique de  Za ZocaZisation de Z ' inc lus ion sphérique 

Le principe de la méthode de localisation de l'hétérogéneité 

sphérique consiste à déterminer les grandeurs géométriques d, h et R et 

électrique o2 définissant le gisement, à partir du relevé sur le terrain 

de l'indice d'anomalie en fonction de la profondeur z, et du "paramètre 

de prospection" r. 

Pour résoudre ce problème, trois procédés sont également 

possibles : 

- D'une part, nous pouvons, à partir des relations (65) et (66) issues du 

développement théorique, établir un système d'équations implicites, liant 

l'indice d'anomalie @, la cote du point de réception z et le "paramètre de 

prospection1' r aux grandeurs que nous cherchons à connaître. 

-  autre part il est possible d'établir, à partir des résultats du chapître 

.II., un réseau d'abaques universels liant les grandeurs géométriqueÇet 

électrique inconnues à des valeurs particulières de 4 ,  z et r. 



- Enfin, nous pouvons nous contenter d'établir des relations très simples entre 
les inconnues et les résultats de mesure, moyennant quelques approximations. 

A priori, nous retenons ces deux dernières méthodes parce 

qu'elles ont l'avantage d'être exploitables directement sur le terrain tandis 

que le premier procédé est le résultat d'un developpement mathématique long 

qui nécessite l'emploi d'un ordinateur. 

Cependant, conpce tenu du nombre de paramètres et inconnues 

qui interviennent dans le calcul du potentiel, la multiplicita de leurs 

combinaisons rend complexe la réalisation du réseau d'abaques cité plus haut. 

C'est pour cette raison que nous avons choisi la troisième solution. Cette 

méthodologie est d'autant plus intéressante que la précision sur les grandeurs 

à déterminer peut être relativement fâible. En effet, en prospection minière, 

l'important est de déterminer l'endroit d'où on peut, à coup sûr, forer en 

rencontrantle gisement sans pour cela connaître son centre avec précision. 

IV .  2. Hypothèses simp Zificcttrices 

Le dispositif est repéré dans un systènie de coordonnées 
-f 

cylindriques. Un dipôle électrique horizontal P(D.E .H. )  est situé à l'origine 

du repère de coordonnées. Le relevé des composantes du champ électromagnétique 

s'effectue au point M de coordonnées (r,Z,$). 

La sphère est située au point S de coordonnées (r-d,h,$') . d est 
la distance de la verticale du point de réception au centre de la sphère. 

Un système de coordonnées sphériques (p ,8,$) est lié à la 

sphère, lrorigine de celui-ci se trouve au point S (figure.14.) 

Nous supposerons dans cette étude, que le dipôle primaire P 

et la verticale de coordonnée r, à laquelle appartient le point de réception I f ,  

se trouvent dans un plan diamétral pour la sphère. 



forage 

X 

- - -  

Y @ -  

figure. 14. 

inclusion - - - - - - . -  

Si les dimensions de la sphère sont petites par rapport 

aux distances r et h on peut admettre que le champ électrique créé par le 
-t 

dipôle émetteur Y au voisinage de la sphère est uniforme. Nous allons 

démontrer que,dans ces conditions, la contribution de l'inclusion sphérique 

sur le champ électromagnétique total est équivalente à celle d'un dipôle 

électrique orienté selon la direction du champ électrique créé par le 

dipôle primaire P au point S en l'absence de la sphère. 

(20,211 
I V .  3. Inf  Zuence d 'une anoma Zie sph6rique sur un c b p  6 Zectrique un i  forme 

0 

Soit une sphère de caractéristiques électriques a*, p2 et E~ 

plongée dans un milieu infini dont les constantes électromagn6tiques sont 

a l  ,pl etc figure. 15. 1 

spl~érique 

( ( J 2 , ~ 2 ,  p2) a 

,Mf:r, 2:) 

t' F ' 

P 

S X 



figure. 15. 

Un champ électrique uniforme : 
+ + jwt 
E = Eoe 

-3. 
est appliqué selon la direction Oz.  

Le calcul du champ Grectrique s'effectue en partant des composantes du vecteur 
+ 

de Hertz ll. 
-+ 

Le potentiel de Hertz Ïf est la somme d'un potentiel primaire II. qui tient 
-f 

compte de la contribution du champ uniforme Éf, et d'un potentiel secondaire ns 
qui traduit Pasréflexions et les réfractions des ondes électromagnétiques sur 

la surface de l'anomalie sph6rlpue. 
+ 

D'une manière générale, le potentiel vecteur ?Ï et le champ électrique E sonc 

liés par la relation suivante : 

*-+ E = rot rot 3 

Dans le cas particulier oG le  milieu ne contient pas de cources du champ 
-9. 

électromagnétique, le potentiel de Hertz est solution de l'équation d'onde : 

où y est la constante de propagaelon : 



IZrésulte de (79) et (80) que : 

-f 
Le potentiel secondaire IIs est la solution de l'équation (80) qui satisfait, 

sur la surface de la sphère, aux conditions de continuité des composantes 

tangentiellesdu champ électrique. 

-+ 
Le problème physique consider6 possède une sydtrie axiale selon Oz. Le 

vecteur champ magnétique e s t  situé dans le plan xOy per.pendiculaire à la 

direction du champ électrique uniformeË!o~l en résulte que le potentiel 

n'a qu'une composante II selon l ' a x e  qui est solution de l'équation 
Z S 

d'onde scalaire : 

La solution générale de cette equation se met sous la forme suivante : 

m 

nZs = C ~ Y P )  1/2 (%%+ 1 /2 ( j  YP) + Bnyn+ /2  Cj YP) Pn(cos 0) ( 8 4 )  
n=O 

Jn+ 1 / 2  (~YP) et yn+*12 ( j y p )  sont les fonctions de Bessel et de Neumann. 

Compte tenu de l a  symétrie du problème, l'expression de doit z s 
être finie dans les deux milieux de caract.éristiques 6lectromagnétiques 

ciifferentes. 

Il en résulte que dans le milieu ( 1 )  le potentiel total IIzl est la somme du 

potentiel primaire Il, et du potentiel secondaire Il . Ce potentiel ii est donné 
s z z 

par la relation suivante : 

Dans Xe milieu (2), 2 l'intérieur de l a  sphère, l'expression du potentiel 

nz2 se met sous 3a E ~ r m e  : 

Les conditions de eontinuit& des CQIBpOSaalCeS tangentielles du champ electrique 

nous permettent de determiner la constante inconnue Ao. 



Nous obtenons : 

3 2 EeR @(sha-achu) - (acho - shci- ci sha)] 
A. = 2 2(shci-%ha) + 2(acha- sha-a sha) 

R est le rayon de la sphère 

et ci = Y IR* 

2 .rrR 
Si la sphère est isolante, on a : a = j et compte tenu des dimensions 

de la sphère (qui est supposée petite), Ae se met sous la forme suivante : 

X est la longueur d'onde du courant injecté dans le sol. 

Il résulte des expressions (85), (87) et (88) qu'une petite sphère placée 
-+ 

dans un champ électrique uniforme EO est équivalente à un dipôle électrique 
-+ 

dont le moment est proportionnel à Eo. 

I V .  4 .  Calcul de l ' i nd i ce  d 'anomalie 4 dans Zes conditions de Z 'approximation 

du champ dZectrique uniforme (22) 

Pour calculer la valeur de l'indice d'anomalie, il faut 

calculer le potentiel au point d'observation M. Le champ électrique dont dérive 
-+ 

le potentiel est la somme du champ électrique E créé par le dipôle émetteur P t 
-t P 

et du champ électrique secondaire E créé par le dipôle équivalent à la s 
-t 

petite sphère A.. (figure. 16 .) . 
-+ Pour faciliter le calcul, nous décomposons le dipôle A. 

3 -f 
en deux dipôles, l'un vertical P l'autre horizontal Px.  

z ' 
3 

IV. 4.1. ~ ~ ~ n < ~ - i & c ~ g ~  électrique ez  se ta-axe FF ' d g g u x  diyôZes < e t  < ---- 

Le champ électrique se déduit du potentiel de Hertz au moyen 

de la relation : 

-+ ' 4 --+ -t 
e = rotrot Ji z 

3 4 
Nous calculons la valeur du champ e pour chacune des composantes Px et < z 
du dipôle A.. 





IV. 4.1.1. Contribution du dipôle vertical pZf 

Soient e et e les composantes du champ électrique 2 dans le 
0 P 

repère de coordonnées sphériques lié A la petite sphère S et dont l'origine 

correspond au centre de l'hétérogérkitésphérique. 

Dans ces conditions : 

e = e cos8 - e s i n @  
Z P 0 

En appliquant la relation (89) : 

"Y] P 
e 2 2 2 2 e = E K --- cos ~ J i + y ~ p )  - sin B X ~ + Y ~ P + Y ~  P 

z Z o  3 
P 

yI est la constante de propagation dans le sol 

K est un facteur de proportionnalité qui, dans Isexpresçion de 7 ne dépend x ' 
que des caractéristiques électriqueset géométriquesde l'anomalie. L'expression 

de K est la suivante : 

r2(sha-acha) - (a~ha-~hu- 2sba;l K = -  
2 2 (sha-acha) + (acha-sha-a shu) 

avec a = ylR. 

Compte tenu des dimensions de la sphère, son influerrce est extrêmement 1.ocaI.c 

et ne se fait sentir qu'au voisinage de celle-ci ; il en résulte que : 

I Y ~ P I  <<  1 

d'où : 

en remplaçant sin0 par sa valeur en fonction de d et P, nous obtenons le 

résultat suivant, à condition de prendre d en valeur algébrique selon Gx : 

IV. 4.1.2. Contribution du dipôle horieonta2 < 
On démontre de la même façon que le champ Clectrique etZ dû B la 

contribution du dipôle électrique horizontal équivalent est donné par la 

relation suivante : 



h profondeur du centre de la sphère par rapport à la surface du sol est 
positif 

Z cote du point de réception est négatif 

d est positif si l'inclusion est située entre l'émetteur et le forage 

d est négatif si l'inclusion est à l'extérieur de l'ensemble forage-émetteur. 

I V .  4 . 2 .  E3ressic;,7 r74 2 ' ii.~d.ict? d 'anomaZie 9 ................................ - 

Nous rappelons ci-dessous la définition de l'indice d'anomalie : 

VZ est la tension mesurée aux bornes de la sonde réceptrice dans le demi- 

milieu homogène contenant l'inclusion sphérique 

V est la tension qui existerait dans les niêmes conditions, si le demi-milieu 
20 

conducteur considéré ne contenait pas d'anomalie sphérique de conductivité a 2 

En considérant, d'une part que les électrodes de la sonde réceptrice 

sont suffisament proches l'une de l'autre, et d'autre part que le gradient 

du champ électrique n'est pas trop élevé, nous pouvons admettre que la valeur 

de la tension recueillie par la sonde de mesure est égale au produit de la 

composante E du champ par l'espacement L des électrodes de la sonde. En 
Z 

faisant l'hypothzse que 3 'influence de I ' inclusion spl-rérique est localisée 
en son voisinage, et que noits nous intéressons aux valeiirs de $ dans cette 

zone, l'expression des tensions V et V sont les suivantes : 
Z Z O 

v + v  
Z z O Z 

v est la contribution des dipôles équivalents à 1-a sphère, et vaut : 
Z 

V est la contribut !on d.ii dipôle primaire : 
Z o  



E: e t  Exs sont respectivement l e s  con~posantes ve r t i c a l e  e t  hor izonta le  du zs 
champ qui se ra ien t  créées par l e  dipôle primaire P au point S en l'absence 

d'anomalie. 

I l  en résu l t e  que $ e s t  donne par l a  forniule suivante : 

p e s t  l a  distance du centre de l a  sphère au point  de recepticn 

d e s t  l a  distance du centre de l a  sphère à l ' axe  FI?' 

h e s t  l a  profondeur du centre de l a  syhsre 

2 e s t  l a  cote du point de réception. 

I V .  4.3, Ca7.rmZ du rapport  E J E Z  

Considérons l a  f igure  suivante : 

Le po ten t ie l  créé par l e  dipCle éfect r ique P (DEII) e s t  dor,né pcr l 'expression 

suivante : 

cos 0 
V = 2 P -  

R~ 

Le champ é lec t r ique  jf; dérive dii potent ie l  s ca l a i r e  V : 



Soit encore en remplaçant sin0 et cos9 par leur valeur en fonction de z, r . 

D'où : 

D'après (94) et (95) l'indice d'anomalie + s'écrit : 

2 2 
2 2 

m = L Z p  -3d ) - 
5 

2 ( r  - -h . /dl (z+h)J 
h (r-d) 

P 

La formule (96) va nous permettre d'interpréter les logs de télediagraphie 

et nous permettre à la fois de comprendre physiquement l'influence de 

l'hétérogéneitésphérique sur les filets de courant et de justifier notre 

méthodologie de prospection. 

Cette méthodologie est présentée dans le chapître suivant. 

IV. 5. Position du problème 

Le principe de la méthode consiste à repérer une sphère par 

rapport à un système de coordonnées cylindriques à partir de la mesure de 

la tension existant aux bornes d'une sonde réceptrice mobile dans un forage. 

Cette différence de potentiel dépend de trois coordonnées du système. 

Nous définissons sur la figure.18. le système de coordonnées 

considéré. 

. L'axe Oz est l'axe du forage 

. l'angle 4 est l'azimuth 

. la distance r est la distance séparant le centre du dispositif émetteur 
de ilaxe o z .  Cette distance est appelée "paramètre de prospection". 



Pour l o c a l i s e r  l a  sphère par  r appor t  au forage ,  il f a u t  déterminer  d'abord 

l 'azimuth +,puis l e s  longueurs H e t  d. La sphère s e r a  ent ièrement  d é f i n i e  

1 orsqu'on conna î t r a  son rayon R.  

Ces grandeurs géométriques s e r o n t  dédui tes  de l ' i n t e r p r é t a t i o n  du réseau des 

logs de t é l éd i ag raph ie  obtenus s u r  l e  t e r r a i n .  

Ces logs  son t  obtenus en mesurant l 'ampli tude de l a  d i f f é r ence  de p o t e n t i e l  

aux bornes E l  e t  E2 de l a  sonde r é c e p t r i c e  mobile, en fonc t ion  de l a  profondeur 

z de ce l l e - c i .  Ce t t e  tens ion  e s t  créée pa r  l e  courant i n j e c t é  dans l e  s o l ,  

depuis s a  su r f ace ,  à l ' a i d e  des deux p r i s e s  de t e r r e  P e t  P La d i s t ance  
1 2 ' 

moyenne r séparant  &es de rn i è re s  de l a  v e r t i c a l e  du fo rage ,  e s t  un paramètre 

en fonc t ion  duquel on r e l è v e u n e  f a m i l l e  de l o s d e  t é l éd i ag raph ie .  

Nous n ' exp lo i tons  pas directement  ces mesures de t ens ion ,  nous en déduisons 

l a  r é s i s t i v i t é  équiva len te  p. . Celle-ci  e s t  l a  va leur  numérique de l a  r é s i s t i v i  
e q 

t é  q u ' i l  f a u t  i n t r o d u i r e  dans l a  formule (76) donnant l a  d i f f é r e n c e  de 

p o t e n t i e l  appara issant  aux bornes de l a  sonde S dans un demi-milieu parfai tement  

homogène e t  i n f i n i  pour que c e t t e  tens ion  s o i t  éga le  à c e l l e  que l 'on a 

e f f ec t ivemen t  mesurée s u r  l e  t e r r a i n .  



La formule (70) nous permet d'obtenir directement la valeur de l'indice 

d'anomalie : 

p l  est la résistivité du demi-milieu conducteur qui contient l'hétérogéneité 

sphérique de résistivité p 2 ' 

Au cours d'une pr~'spec%ion, ce réseau est obtenu à p2rtir des legs de 

télédiagraphie. Dans le cas présent, comme nous ne disposons pas de tels 

enregistrementseffecr_u6ssu;c un terrain contenant un gisemenlt: approximaitiveme!nt 

sphérique, nous utilisons un reseaer théorique obtenu à partir de la formule 

(68). 

En outre, nous utilisons des valeurs r6duites de la tension V en posant : 

dans les expressions du potentiel, de lYindiêe d'anomalie, et de la 

résistivité quivalente. 

1 est l'intensité du courant injecté dans le sol au moyen des prises de 

terre P l  et P 2 



I V .  6. Dd termination de Z 'azimuth 

On montre faci lement  dans l l a n n e x e . I I I .  que l a  fonc t ion  

p o t e n t i e l  e s t  symétrique pa r  rappor t  au p lan  passant  par  l e  cen t r e  de l a  

sphère e t  l ' axe  du forage .  

Il en r é s u l t e  que, s i  on r e l ève  deux t é l é l o g s  ident iques  

parmi un c e r t a i n  nombre obtenus pour des p o s i t i o n s  d'émetteur s i t u é s  à 

d i s t ance  connue du forage  ( v o i r  f i g ~ r e . 2 0 . ) ~  l a  v e r t i c a l e  de l a  sphère au ra  

de f o r t e s  chances de s e  t rouver  s u r  l a  b i s s e c t r i c e  de l ' a n g l e  formé par  l e  

forage  e t  l e s  deux p o s i t i o n s  d 'émetteurs  donnant des  t é l é l o g s  égaux. 

En p ra t ique  il e s t  extrêmement r a r e  de r e l e v e r  deux t é l é l o g s  

exactement égaux e t  il s e r a  p ré fé rab le  pour chaque profondeur z donnée de l a  

sonde de t r a c e r  l ' i n d i c e  d'anomalie, à r cons t an t ,  en  fonc t ion  de l 'azimutb 

de l ' émet teur  par  rappor t  au forage.  Le p lan  de  coordonnées passant  par  

l e  cen t r e  de l a  sphère s e r a  repéré  par  l a  symétr ie  de c e t t e  courbe. 

-4 
La d i r e c t i o n  Fx correspond à l a  va l eu r  de 8 n u l l e  ( f igure .20 . )  

Vue en p lan  du t e r r a i n  de prospec t ion  

( 1 ) , (2) , ( 3 )  , ( 4 )  permet t e n t  de déterminer A 
-+ 

(51, ( 6 )  permettent  de déterminer F 
X 

forage 

3 

Dans l a  s u i t e  de l ' e x p o s é ~ n o u s  supposerons que l a  d i r e c t i o n  F e s t  connue', 
X 

il en r é s u l t e  que nous prendrons des va leurs  de 8 n u l l e s .  



IV. 7. Détermination de Za position du centre de ZfanomaZie 

Pour déterminer la position du centre de la sphère,il nous 

faut connaître les paramètres H et d qui sont respectivement La profondeur du 

centre par rapport à la surface du sol et la distance du forage au diaiiaètre 

vertical de l'anomalie sphérique. 

IV. 7.1. D6temination du garam. tre H 
---------a------- 

La mi5thsde tonsiske 2 determiner, 2 p a r t i r  des télélogs, des 

valeurs particulières du"araaCere de prosgcchion't qui sont liges par des  

relations simples 2 133 profondeur h et à Ta dista~nee d.  Nous utilPsons~pour y 

parvenir, l'indice dYanowalfe dgdult du craitemené des logs de télédiagraphie. 

Nous dmnsns 2 titre d'exemple, sur les planches V et Va la 

valeur de l'indice d'anomalie en fonction de la cote z de la sonde réceptrice, 

pour différentes valeurs du paramètre de prospection r .  Ces réseaux de courbes 

sont établis pour des positions et des rayons de sphère déterminés dont nous 

rappelons %es valeurs ci-dessous : 

Planche VI 

h a profondeur du centre 

R : rayon de la sphère 

a2/a1 : contraste de conductivité 

Nous constatons sur cette planche que les maxima de l'indice 

d'anomalie sont localisés au voisinage de la sphère. Leur position est d'autant 

plus proche de la surface du sol que la distance de l'émetteur au forage est 

grande. On constate par ailleurs que les courbes obtenues pour des positions 

d'émetteur proches du forage (courbe.l., planche.VI .) présentent une partie 

médiane croissant avec z,tandis que les courbes relatives à des positions 

éloignées de l'émetteur (courbe.8., planche, VI .) présentent une partie 

médiane décroissant avec z ,  









Ce phénomène s'explique physiquement en considérant la 

figure.21. Cette figure représente la coupe du terrain par un plan passant 

par le centre de la sphère et l'axe d'un forage. Les courbes en traits 

pointillés représentent les lignes de courant dans un demi-milieu parfaitement 

homogène, tandis que celles en traits pleins représentent la distribution 

du courant dans un sol contenant une anomalie sphérique isolante. 

F2F'2 représente l'axe d'un forage tel que la sphère se trouve entre 

l'émetteur et le forage 

FIF'* représente l'axe d'un forage tel que la sphère se trouve à l'extérieur 

du système forage4met&eur. 

Dans chaque cas, il faut considérer 2 régions : 

. la région 1 du terrain situé entre la surface du sol et le plan horizontal 
passant par le centre de la sphère 

. la région II qui est toute la zone située en-dessous de ce plan. 
Envisageons le cas où le dispositif émetteur est situé entre le forage F F' 1 1  
et la verticale passant par la sphère : 

Dans la région 1 l'angle a que font les lignes de courant 

avec la verticale est plus grand dans le milieu contenant la sphère que 

dans un milieu homogène ;il en résulte que la composante verticale du champ 

électrique est plus faible, ainsi que la tension que l'on mesure avec la 

sonde réceptrice. Dans cette zone, l'indice d'anomalie passe par un minimum 

pour une valeur particulière de z inférieure à h. 

Dans la région II l'angle a est plus faible dans un terrain 

contenant une sphère isolante que dans un demi-milieu parfaitement homogène. 

Dans ces conditions, dans la région II,llindice d'anomalie @ passe par un 

maximum pour une valeur de z supérieure à h. 

Si l'on considère maintenant le deuxième cas de la figure, 

aù la sphère se trouve entre les dispositifs émetteur et récepteur, on montre 

par un raisonnement analogue que l'indice d'anomalie g, passe par un maximum 

dans la région I et par un minimum dans la région II. 

Enfin comme nous Le constatons sur les et .VI. 

il existe une valeur de r pour laquelle l'amplitude maximum de l'indice 

d'anomalie est la plus faible. 



On détermine graphiquement c e t t e  valeur en t r açan t  l a  courbe de maximum 

en fonction de r. 

Nous donnons sur  l e s  planches.VI1. e t  V I 1 1  l e s  courbes de 4 maximum en fonctior  

du paramètre de prospection pour l e s  valeurs de h ,  d, R ,  correspondant aux 

p1anches.V. , e t  .VI. 

Pour ces va leurs  p a r t i c u l i è r e s  de r l a  cote  du maximum de l ' i n d i c e  
c' 

d'anomalie correspond avec l a  profondeur du cent re  de l a  sphère. En e f f e t ,  

considérons l a  formule approchee de l ' i n d i c e  dBsnomePie : 

Etudions maintenant Pa va r i a t ion  de 4 en fonction du parametri? de prospection e 

il en r é s u l t e  que c e t t e  dérivée ne peut ê t r e  n u l l e  que s i  : 

z = - h  

Cette  r e l a t i o n  montre q u v i l  e x i s t e  une valeur  privi légP6e r duWparamètre e 
de prospectionnr pour l aque l l e  l a  dé£ ormation des k i  gnes de courant ,provsquëe 

par  l ' i n c l u s i o n  sphérique e s t  minimum. Dans ces condi t ions , les  l ignes  de 

courant au voisinage du forage sont  sensiblement p a r a l l è l e s  3 l a  surface de 

l ' inc lus ion sphérique. 11 en r é s u l t e  que,pour c e t t e  va leur  rc , l fampl i tude  

maximum de l ' i nd ice  d'anomalie e s t  l a  plus f a i b l e  e t  l a  cote  de ce maximum 

correspond à l a  profondeur du cen t re  de l a  sphère. 

11 en r é s u l t e  q u k p r è s  avoir  déterminé graphiquement l a  valeur c r i t i q u e  rc 

d u  paramètre de prospection, il s u f f i t  de t r a c e r  l a  courbe représentant  l a  cotc 

des maximums de 4 en fonction duffparamètre de p r o s p e c t i ~ n ! ~  

Nous en déduisons directement l a  profondeur du centre de l a  sphère. 

Nous donnons su r  l e s  planches.IX.,.X.., l e s  courbes représentant  

l a  cotezde hX en fonction du paramètre de prospection qui  correspondent 

aux planches. v . à .~III .  

Par c e t t e  méthode, nous obtenons une préc is ion  de quelques 

pourcents s u r  l a  valeur de &. 
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sol 
I 

1 \ dipôle 
équivalent 
à IYnclusion ) sphérique 

figure.22. - 

Par contre, si l'indice d'anomalie passe par un maximum puis par un minimum, 

il faut choisir la solution : 

Nous donnons ci-dessous les valeurs de d obtenues à l'aide des relations (102) 

et (103) pour les deux exemples 

nunaéros de planche 

Cette différence est bien évidemment due aux approximations nombreuses que 

nous avons faites dans la formulation approchée de l'indice d'anomalie. 

Cependant, compte tenu du rayon de la sphère qui est dans le premier cas de 

55m et dans le deuxizme cas de 65m, nous constatons.qu'un forage aux 

verticales de 77m et de 136m rencontrerait le gisement. L'erreur est donc 

de peu d'importance pratique. 



Nous avons i n t r o d u i t  un f a c t e u r  c o r r e c t i f  dans les formules (102) 

e t  (103). Ce f a c t e u r  e s t  l a  v a l e u r  moyenne du rappor t  d  r ée l lddédu i  t ca l cu lée  

s u r  p l u s i e u r s  exemples. Sa v a l e u r  e s t  l a  su ivante  : 

Il en r é s u l t e  que , s i  l a  sphère e s t  a s sez  proche du fo rage ,  l a  v a l e u r  de d e s t  

donnée p a r  l a  r e l a t i o n  su ivante  : 

l a  p r é c i s i o n  s u r  d  e s t  a l o r s  supér ieure  à 10%. 

I V .  8. Dbtermination du rayon de Z 'anomaZie 

Si l ' o n  connaît  H ,  d  e t  @, l ' exp res s ion  de  l 'ampli tude de 

l ' i n d i c e  d'anomalie n ' e s t  p l u s  qu'une fonc t ion  du rayon R de l a  sphère 

e t  du c o n t r a s t e  de conduct iv i té  a 2 / o l .  

Il en r é s u l t e  que l ' o n  ne peut  déterminer l 'une  de ces  inconnues 

sans conna î t r e  l ' a u t r e .  O r  l a  p l u p a r t  du temps on s a i t  ce  que l ' o n  cherche 

e t  pa r  s u i t e  on connaî t  l ' o r d r e  de grandeur de a2. En p a r t i c u l i e r  lorsque 

l ' on  recherche des  c a v i t é s ,  l e  r appor t  a 2 / a l  e s t  nu l .  Le rayon de l a  sphère,  

peut  a l o r s  ê t r e  ca l cu lé  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  (68).  



C O N C L U S I O N  

Le travail que nous venons d'exposerdans notre thèse constitue 

une contribution à la prospection des sols contenant une anomalie locale 

de résistivité de forme approximativement sphérique. 

L'intérêt que présente notre étude théorique sur les 

précédentes réside d'une part dans le fait que nous ne faisons aucune 

hypothèse sur la position des électrodes d'injection de courant par 

rapport au gisement sphérique et d'autre part, dans la vérification 

expérimentale de nos résultats théoriques que nous avons effectuée 

sur une cuve électrolytique de simulation. 

Par ailleurs, nous avons exposé une méthodologie de prospection 

qui permet d'effectuer les mesures sur le terrain d'une manière systématique 

conduisant à la détermination de la position et du rayon d'une inclusion 

. sphérique. 

Nous pensons que ce travail pourra être utile aux prospecteurs 

chargés de découvrir des gisements de forme compacte à moyenne profondeur. 
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A N N E X E .  1 .  

DEVELOPPEMENT DU CALCUL DE L'IIVERSE DE LA DISTANCE DANS LE SYSTEME DE 

COORDONNEES TORIQUES II  
z 
A 

Les coordonnées rectangulaires d'un point P, par rapport aux axes habituels 

issus de O, sont données par les relations suivantes : 

Soient les deux points P et Q dont les coordonnées toriques sont respectivement 

5, +,JI et E ' , $ ' , $ ' .  Nous supposerons 5 # 5' et ce qui ne diminue pas 

la généralité, 5 < 6 ' .  



Les formules ( 1 )  nous donnent, pour l e  c a r r é  de l a  d i s t ance  d de ces  deux 

po in t s  : 

2 2 2 
s i n  $(ch5'+cos$') + s i n  $ ' ( c h ~ + e o s $ ) ~ -  2s in$s in$ ' (ch~+cos$)  x 

2 2 2 
(chS'+cos$')cos(il~-$') + sh E(cos$'+chS') + sh  S(cos$+chS) 2 

- - - 2shSshS1 (cos<pcchS) (chSP+cos$ ' )  
2 

(chS+cos 4) (chE'+cos+') 
2 

en posant : 2 2 
s i n  $ = 1 - cos 4 

2 2 
e t  ch  5 =  1 + sh  5 

nous obtenons : 

avec : cosx = cos+cos4'  + sin@sin$ ' .  cos ( $ - i f )  

Nous n'avons p lus  qu 'à  appl iquer  l e  développement fondamental dû à Legendre : 

nous obtenons : 



Puisque 5 <5' il en résulte que : 

Enfin, en remplaçant P (cosX) par sa valeur donnée par la formule d'addition : n 

Dans ces conditions : 

1 
+ 

- = -  I (ch<+cos$) (chS1+cos4') (n-m) ! -(n+i 12) (5-5') 
d e a n=O m=O 

m 
où 6, est le symbole de Kronecker : 

En outre on prendra le signe + devant l'argument de l'exponentielle si 5 < 5' 

et le signe - si 6 > 5'. 



PASSAGE DU SYSTEME DE COORDONNEES BORIQUES I I  AU SYSTEME DE COORDONNEES 

CARTESIENNES 

I .  CaZcuZ des coordonnées des deu.z points sources de courant --- 

f i g u r e .  1 .  
-.- 

r e s t  l a  d i s tance  de l a  v e r t i c a l e  du poin t  de récept ion  au cen t r e  du d i s p o s i t i f  

émetteur  

d e s t  1.a d i s t ance  du forage  F au diamètre v e r t i c a l  de l a  sphère 

da e s t  l a  d i s t ance  séparant  l e s  deux poin ts  sources P I  e t  Pt 
3 3 

8 e s t  l ' ang le  FO, FC 
3 3 

a e s t  l ' ang le  OC, OF 

Nous supposerons que le  cen t r e  O du d i s p o s i t i f  émetteur  e s t  toujours  s i t u é  

s u r  l e  demi-axe Cy' ($=IT). 



Considérons les distances OC et CF : 

nous en déduisons l'expression analytique de cosa, valable si 0 n'est pas 

nul lorsque r est égal à d : 

d'où 

il en résulte que : 
dsine 

a = Arc tg dcosO-r 

si r = d  

0 = ~ K I I  

alors : a = JI 

où $ est la coordonnée torique du point de réception. 

De (1) et (2), nous déduisons les coordonnées cartésiennes des pôles P et P2: 1 

x = -  dsin0dR x = +  dsin0dR 
2 2 2(r +d -2rdcosB) 2 2 2 

2 (r +d -2rdcos0) 1 /2 

2 
- - 20C - (r-dcos e) d~ 

1 Y2 - 20C 
( 4 )  

z2 = O 

1.2. Calcut de $i e t  $; - - 

Nous avons : 



nous posons : 

dsin0dR 
B1 = Arc t g  

20~'-(r-dcos0) d t  

Dans ces  condi t ions ,  

S i  OC > dR 

a l o r s  : 

G P 2  = 71 + 87. 

Si OC < BR 

a l o r s  : = - B 1  

= .rr + f3 
- 2: 

Nous avons : 

-dsinûdR 
@2. 

- Arc t g  ----"- 
2 0 ~ ~ + ( r - c î a s 9 )  de 

Pour l e  po in t  source P l  nous obtenons : 

d'où : 

2 2 
9. cos  gJf 2 

cos$' = -' 

1 - Y 1  
1 2 2 2 

a cos + y *  

2 2. (Y-dcos0) 
2 

d'où : a cos - OC 
-4 

COS$', = 2 ( 1  1) 
r dcose) a2cosaG' I + oc2 [I - l----*--dt] 

20c2 



De même : 2 2 
a cos ~ 1 ' ~  - y2 2 

COS*' = 2 2 2 
a cos $J' 

2 
2 + Y2 

II. 

2 2 (r-dcos6) dR ' 2 
a cos , l  - oc2 [1 + 

2 
2 

COS *' = 
20c2 

2 L. 9 

Cateul des grandeurs a e t  S i -  

la valeur de la cote z est donnée par la relation suivante : 



région 

région 

Au po in t  A , $  e s t  nul , t andis  qu'au poin t  B 4 e s t  égal à T ,  d'où : 

d'où : 

de (14) nous déduisons la valeur de 5 1 '  

J * E l  = Log(shS1 + sh E l  + 1) 

d'où : 5 1 = L o g ( h - l m )  - LogR 

III. CaZcuZ des coordonnées d 'un point courant de Z 'espace H i  ~ , b ,  $1 

T T T  

II I 

'lieu dcos0-r = 



Le p lan  xoy e s t  d i v i s é  en  6 rég ions  : 

rég ion  1 : 31~12 < 8< 2 1 ~  

rég ion  II : 3 / 2  < 8< 2 

région III: 0 < 6< n/2 

rég ion  I V  : O < 8< n/2 

région V : 7r/2 < 6< n  

rég ion  V I  : n  < 8< 3 n / 2  

dcos6-r > O 

dcos6-r -. O 

dcos 8-r > O 

dcose-r < O 

dcos6-r < O 

dcos8-r < O 

en  posant : dsinû 
U = Arc t g  d c o s p r  

s i  dcosû-r < O 

s i  dcos6-r > O 

il e s t  a l o r s  pos ib l e  de c a l c u l e r  UJ en fonc t ion  de 8 e t  u ,  nous obtenons : 

s i  dcosû-r < O 

s i  dcosû-r > O 

Soient  x e t  y l e s  coordonnées du po in t  de r écep t ion  P. Sa p ro j ec t ion  s u r  l e  

p l an  xoy e s t  l e  po in t  F. 

D'où : x = dsinJi 

y = dcosJ, iz 
en  u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  ( 4 ) ,  (5) e t  (6) du c h a p î t r e  . l .  nous obtenons : 

d'où s i  d # O s o i t  + # O ou IT 

nous obtenons : 

s i n $  2  2 2 i l 2  
sht; = z- e t  ch5 = 

( d  +z s i n  h )  
d d (21) 



d'où : 

Il en r é s u l ~ e  que : 

2 2 2  
2ad cos+ = ( a  -d -z )sin$ 

dans ces  condi t ions ,  nous écr ivons  : 

2 2 2  
a - z - d  cos$ = . ,^ 

c e t t e  r e l a t i o n  e s t  va l ab le  s i  d = O : 

de (21) e t  (22) nous déduisons : 



DEMONSTRATION DE LA SYMETRIE DE LA FONCTION POTENTIEL PAR RAPPORT 

AU PLAN n PASSANT PAR L'AXE DU FORAGE ET LE CEITRE DE LA SPHERE 

d est la distance de l'axe du forage au diamètre vertical de l'inclusion 
sphérique 

r est la distance moyenne du forage aux prises de terre 
4 4  

0 est l'angle (FE,FS) 



L'amplitude du potentiel réduit créé par deux points sources de courant en 

un point du forage est donnée par la relation suivante : 

Comme nous l'avons montré dans les formules (57), (58), (59) et (60) les 
m coefficients C sont de la forme : 
ni 

m 
Les paramètres A dépendant, lorsqu'ils existent, de la coordonnée torique 5 n 1 
de l'inclusion sphérique, et du contraste de conductivité existant entre 

l'anomalie et le sol, o u l  les coefficients 8. dépendent seuls de la position 
n 1 

des prises de terre. 

Cependant, pour présenter des relations plus simgl&s liant les coordonnées 

toriques aux coordonnées cylindriques, nous avons supposé que le centre du 

dispositif émetteur se trouvait toujours sur l'axede coordonnée JI égale 

à  voir annexe.11.). Il en résulte que, pour démontrer la symétrie du 

potentiel, il faut étudier 2 la fois les expressions des lignes trigonomé- 

triques intervenant dans la fornule .lu potentiel, et celles des 4'i et Ji'i 
m 

intervenant dans l'expression des coefficients Mni (que nous rappelons 

ci-dessous) : 

$, = (2-6:) (n-m) (n+m) ! ! [(i+cos+'l) 112 pm n ( c o s ~ ~ ~ ) c o s ~ $ ~ ~  -   COS+^^) 112 - 

Morn = (2-63 
(n-m) ! 

(l+c~s$~ l) pm l)~inm$' - (1+cos3'~) 112 n2 (n+m) ! n 1 
œ 

Considérons les valeurs 8 

- On affectera l'indice (1) de $, 4' et $' correspondant à la valeur 8 1 
de l'angle 8 et l'indice (2) aux valeurs $, 3' et $' correspondant à la 

valeur Cl2. 



Dans le cas de la figure.]. les angles et €12 sont liés par la relation 

suivante : 

Il en résulte que : 

cosel = cose2 

et sin0 = - sin0 1 2 

Dans ces conditions, et compte tenu des expressions de Ji,, $',, Ji' et 412 

données dans l'annexe.II., nous obtenons : 

d'où : 

cosrn~il (l'=cosm~f, (2) sinm~i' ( l )  = -sinmdt (2) 1 

Comme seuls interviennent les cos0 et cosqqi dans les expressions des cos('i 
m 

nous obtenons les relations suivantes pour les coefficients Mni(avec i=1,2). 

Considérons maintenant la variable $; son expression est donnée dans 

l'annexe.11. Dans les deux cas, nous obtenons : 

il en résulte que : 

Compte tenu des expressions ( 1 )  et (2) nous constatons que le-potentiel 

en tout point du forage est identique pour deux positions de prises de terre 

symétriques par rapport au plan T .  



Noiis donnons à t i t r e  d'exemple s u r  l a  plancheAl une courbe r ep ré sen tan t  

l e  rappor t  $I /$I 
MAX MAX.MAX en fonc t ion  des  valei i rs  de 1 'angle  e . 

. $MAX e s t  l e  maximum de l ' i n d i c e  d'anomalie,  lorsqu 'on c a l c u l e  ce lu i - c i  

en fonc t ion  de l a  profondeur de l a  sonde S pour une va l eu r  donnée des 
II paramètres de  prospect ion ' '  r. 

%Ax.MAx e s t  l e  maximum de ces maxima. 

Les va l eu r s  des  d i f f é r e n t s  paramètres son t  l e s  su ivantes  : 

H 2 profondeur du cen t r e  de l ' hé t é rogén i t é  : 2Wm 

R : rayon de 3a spherc : 45m 

a2/01 : con t r a s t e  de conductivité : niil 

d : d i s t ance  du forage au diamètre v e r t i c a l  : lOOm 

r a d i s t ance  moyenne des p r i s e s  de t e r r e  au forage  : 200m. 




