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Introduction

L'un des prew’ons probLemes que doit nésoudrne L'ingéndieur Lorsqu'il se
propose d'étudien une installation est L'identification du systeme a asservin, c'est-
a-dine de La détermination d'un modéle permettant de décrnine complitement £e systeme
a L'aide d'équations.

SL La précision nequise n'est pas thés impontante, certains systemes
sont comectement neprnésentés par un modele Linéairne et Les techniques classiques
peuvent etre employées poun L'analyse et La synth2se. Mais tnes souvent, so0it parce
que £es non-Linanités ne se prétend pas & une LinZarisation, s04it parce que Le
caleul nécessite une grande préeision, AL Ampornte d'introduine dans Les Equations
diggernentielles du modele des coefficients non constants. C'est dans cette hypothise
que sont placés Les trhavaux présentés dans ce mémoinre.

La plupant des modeLes couramment utilisés sont obfenus en donnant
une gorme a priond aux Equations et en necherchant des Lois de varniations des coed-~
giclents penmettant de décrnine correctement Le systeme.

La méthode d'identification, 4issue de La méthode de Kron, que nous pré-
sentons dans wie premigre partie utilise La siructure du systeme pour déterminer La
gonme des Zquations. Les caracténistiques des eléments non Lingairnes apparaissent alons
explicitement grace & un choix de variables d'état guidé par £'étude des connexions
du systéme. L'.intenprétation de ces nésultats conduit a des neprésentations par des
Systemes assenvdis eementaires couples.

La seconde partie est consacrie, pour Le modéle précidemment thouvé,
a L'application des notions thioniques de stabilité, d'unicité de rZponse et de
précisdon. Une simulation sur calculatriice hybride (EAT 580) complite ce travail
et met en évddence Les phénomenes de non unicité prévus parn La théonle.



Chapitre 1

Formulation des systemes continus muliivariables

I.1. Inthoduction

Parmi les divers types de représentation des systémes, 1'automatique
moderne emploie de préférence la notion de vecteur d'état. La justification de ce choix

se trouve naturellement dans la souplesse d'utilisation de ce modéle mathématique.

Dans le domaine non linéaire, cette formulation conduit & des condi-
tions suffisantes de stabilité, d'unicité de répomnse, etc... Ces conditions assurent
la sécurité de fonctionnement impossible 4 obtenir par la méthode du premier harmonique
issue de la fonction de transfert de 1'automatique classique. Cette derniére a, en
effet, le grave inconvénient d'@tre approchée et de ne pas permettre une é&valuation

simple de 1l'incertitude de calcul.

De plus, la notion d'état d'un systdme est indépendante du nombre d'en-

trées et de sorties ce qui facilite les extensions aux systémes multivariables.

Définition du vecteur d'état

Un vecteur d'état est un ensemble ordonné de paramétres indépendants
caractérisant 1'état du systéme & chaque instant. Cstte définition implique que la con-
naissance des équations du systéme, des valeurs des composantes du vecteur d'état 2
un instant to et des excitations définit sans ambiguité 1'évolution du systéme pour
toute valeur de t supérieure 3 ty

L'évolution d'un systéme peut &tre caractérisée par la trajectoire de
son point représentatif dans 1l'espace d'état. S'il est en &quilibre cette trajectoire

se réduit 3 un point.

-

I1 est alors naturel de chercher 3 imposer 1'état final en respectant

certaines contraintes de performances.



1.2. Différents modes de commande

On constate que dans la plupart des cas un signal de commande ne tenant
compte que de 1'état initial et de la structure du systdme permet de 1'amener dans 1'état
désiré. Un tel fonctionnement suppose une identification parfaite de chaque &lément de
la chaine et une connaissance rigoureusc de toutes lecs grandeurs d'entrée y compris

celles que 1'on nomme habituellement perturbationms.

L'asservissement d'un systéme implique donc 1l'introduction d'une rétro-
action. Cette nouvelle structure permet 1'élaboration d'une fonction de commande tenant
compte 3@ tout instant de la différence entre la réponse souhaitée et la réponse réelle.
En raison des propriétés qualitatives des systémes bouclés, toutes les imperfections

d'identification se trouvent ainsi automatiquement corrigées, au moins dans une certaine

mesure.
Cet ensemble est schématisé figure 1.1.
- - . - M
con eloboratio sortie
sighe oboration de sysume‘ a —~ -
la commande asservir

traducteury e

Figure 1.1.
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1.3. Foruulation des sysitlmes monovariables en boucke ouverte

Un systéme monovariable en boucle ouverte est représenté par le schéma-

bloc de la figure 1.2.

energie
re e s
entree u_ | sortie s

{}crar:x

. Figure 1.2.

quatre sortes de grandeurs peuvent intervenir dans un tel modéle :

- 1'énergie qui ne joue de role que sur le plan technologique (elle

ne sera plus mentionndc¢ au niveau de la théorie)

1

1'entrée, désignée par le scalaire u, qui commande 1l'é&volution
du systéme
-~ la sortie, désignée par la lettre s, qui est la grandeur physiquement

utilisable.

le vecteur d'3tat X, de dimension p et de composantes X,

Le systéme étant linéaire, on attache au systéme des &quations diffé-

rentieclles qui prennent la forme :
%
(1.1.) —— = I a,, X, +Db,u
= ] 1
Soit, sous forme matricielle :

(1.2.) X" = AX + Bu

ou :

(1.3.) X' - AX = Bu
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A : matrice (p X p) & coefficients constants caractéristique du régime autonome.
B : vecteur colonne 3 coefficients constants traduisant 1'influence de 1'entrée sur

le comportement du systéme.

A ce stade de la description du processus, il est important de déter-

miner s'il posséde les propriétés de stabilité et de commandabilité.

1.3.1. Stabitits /6/°

Définissons pour le systéme (1.2) une norme pour u(t) et une norme

pour ¥/t) que nous noterons respectivement lu(t)l et IlX(t)ll .

Le systéme est stable si, sous 1'influence d'une entrée limitée en
a +2, le vecteur d'état X conserve une norme ||X|| bornée supérieurement pour

t . leur de t.

Liintégration de 1'équation (1.3.) ne présente aucune difficulté et

— t ——
B u(r) dt
— 0 —

(1.4.) X =

!
>
o
+
S
(]

P
(1.5.) e = b e i w

Ai : valeurs propres de la matrice A
w, : matrices constantes

Considérons séparément eAt X0 qui correspond au régime libre et
ac |78 -ar - . . N .
e f e B u(t) dt qui correspond 3 la contribution de 1l'entrée.

-0 —

At . . .
e XO est non divergent si, et seulement si, les valeurs propres Ai

de la matrice A sont 3 partie réelle non positive. Il tend asymptotiquement vers z&ro

si les parties réelles des X, sont |négatives |strictement.

L'entrée étant limitée en amplitude, il est possible de trouver U po-

sitif tel que :

lu(t)] < v

pour toute valeur de t.
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En introduisant une norme multiplicative :

t L
H =|leAt f AT B u(t) dr|| < ||eAt [ e AT at||.l|8 |l. ©
0 0

A

Si la matrice A est inversible nous dZduisons

||eAt A-} ‘ I- e_At

el v

H &

Soit
A -1 St ,-1 -A
B |1 Ha™ B u s [ s e L] s ||, U

Si aucune valeur propre de A n'a une partie réelle positive, le premiev

terme est majoré par :
Je ~1
He® . Ha il -is |l v

At . .
En remarquant que &  est commutable avec A, il vient

1 At

- - - - —‘
1120 470 &™) = a7t @ w7 = e

Nous déduisons de ces résultats que si la matrice de transformation A

est iuversible, le vecteur d'état a une norme bornéec si les Ai sont & partie réelle

négative.

1.3.2. Commandabilite /5,748/

Un systéme est commandable si, &tant dans un état XO’ il est possible

de trouver une commande admissible le transférant dans un état X1 arbitraire.

Ces transformations sont possibles si et seulement si la matrice N
définie par :

— —

N=|B, 4B, ..., AP} g

et de rang p.



1.4, Sysimes bouckés

La seule information utilisable en vue de la réalisation d'une chalne
d'asservissement est la sortie du systéme. Cette grandeur est lie au vecteur d'état

et & la commande par la relation lin&aire
(1.6.) s=CX + du

C : matrice (1 x p) 3 coefficients constants

d : ‘scalaire constant

Cette relation jointe & (1.2) caractérise complétement le filtre

1.4.1. Observabitite /5,7.,8/

I1 n'est possible d'envisager d'imposer 1'état d'un systéme que s'il
est possible de déterminer son état initial par simple observation de s sur un inter-
valle de temps.

On démontre qu'un systéme posséda cette propriété d'observabilité si,

et seulement si, la matrice M définie par :

C

M = Ca

caP™!

est de rang p.

1.4.2. Form.lation des systomes bouckds Lindaines

Considérons 1'asservissement de la figure 1.3.

- 3
organe a regler -
Vx
capteurs l‘

v

Figure 1.3.



- -

&

L'organe 3 régler est linfaire et le vecteur d'état X qui lui est attaché
d'ordre p. Nous supposerons les filtres servant 3 &laborer la commande incorporés dans

cet organe.

L'ensemble des systémes d'observation ou capteurs admet un vecteur d'état
Y d'oxdre q.

Les &quations attach@es aux leux blocs s'@crivent :

X'=4A, X + B, u

(1.7.)

s = C1 X + d] u

Y'=A_Y + B, s
(1.8.) 2 2

= +

v C2 Y d2 s
A], A2 matrices (p x p) et (g x q)
Bl’ B2 vecteurs cc'onnes de p et q composantes
Cl’ 02 vecteurs lignes de p et q composantes
dl’ d2 scalaires.

Le fonctionnement de l'asservissement est entidrement défini par 1‘adjonc-

tion d'une relation introduite par le discriminateur.

(1.9.) u

]
[¢]

- Vv

L'état de l'organe est défini par p paramétres, celui de l'ensemble
des capteurs par q paramétres, il est naturel de chercher, pour le systéme d'entrée c

et de sortie s, un vecteur d'état d'ordre p + q.

—E--——-‘{ ] ssgrvissement et
B

- Figure 1.4, (2)



-0 -

En supposant dl.d différent de moins un, 1'élimination de u et v entre

2
les relations (1.7.) (1.8.) et (1.9.) conduit aux nouvelles relations matricielles :

- - - o
o R 55 < B
1 1+dld2 ]+dld2 1+dla2
= +4 e
- 5,% A - B4y v B4
. _ 1+d]d2 2 1+dld2 _ L B 1+dld2 B
~ =
Cl 1 CZ + ——-fl——-— c
§ = | ———ue - 1+d d
l+d]d2 l+d]d2 Y 12

Nous trouvons ainsi une forme semtlable 3 celles qui sont lies aux

systémes en boucle ouverte soit, en notant l'état total Z :

A AZ + Be

(1.10.) CzZ + de

S

Les conditions de stabilité&, commandatilit&, observabilité&, s'appliquent

aux relations (1.10.)

Dans le cas ou dld2 = - 1, la relation qui donne v s'écrit :
~ - X
v = d, C o ' -u
,l_z 1 2 .

Les composantes du vecteur Z ne sont plus indépendantes et le choix d'un

nouveau vecteur d'état s'impose.
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1.5, Systemes a commande non Linéairne /7,2,3,4,9,T0/

Une représentation lindaire ne correspond génirazlement qu'd une appro-—
ximation dans 1'identification ou 3 des limitations dans les conditions d'utilisation

du systéme.

Afin d'améliorer le moddle, 1l convient d'introduire danc les &quations
différentielles le régissant des coefficients non constants. L'outil mathématique dont
nous disposons alors, beaucoup moins perfectionné que dans le domaine lingaire, ne nous

permettra plus, en général, de calculer la solution avec précision.

Un grand nombre de structures, fondamentalement différentes peuvent se
présenter dans de tels systémes. Nous n'envisagerons que des asservissements dont le modéle,
généralement admis par 1les automaticiens, peut se ramener au schéma bloc de la figure
1.4. (b)

- NL. ol riltre -

Figure 1.4. (b)

Le signal de commande u est &laboré par la non-linéarité i partir du
signal d'erreur ¢ selon une loi de la forme u = f(s} s'il n'apparait aucun effet de
mémoire notable.

Cette structure rend compte de'phénoménes comme le pompage, la synchroni-
sation ou lesaut‘qu'une théorie placie dans 1'hypothése linéaire est impuissante 3 ex—
pliquer. ' n T '

La formulation compléte de ces systémeS's'obtient'en adjoignant aux

équations (1.7.) et (1.8.) les relatioms :

u=f ()

€ = e -V

(1.11.)

Lorsque le retour est unitaire, conformément au schéma de la figure 1.4 (b)
le modéle devient : | . . | '
X' = AX + Bu
CX + du
f ()

€ =€ - 8

©w
]

(1.12.)

[«
]
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. - * . . *
L introduction du coetficient flottant £ défini par £ =

- permet
. * . . . .
d'écrire u = £ .e. Les relations (1.12.) se réduisent alors &
% * *
X' = (4 - f,‘ BC) X + fe*=qx+—-f—§;3
1+df” 1+df 1+df
*
d
L
I+df 1+df

Cette écriture permet 1l'étude d'un certain nombre de propriété@s des systémes
non linéaires. Nous citerons deux résultats connus relatifs 3 la stabilité provenant de
1'utilisation de fonctions de Ljapunov de type quadratique. Les conditions obtenues limitent
la variation du coefficient f .

Le premier indique que pour assurer la stabilité du systéme il suffit

qu'il existe une matrice C carrée d'ordre p telle que pour chaque ligne on puisse

écrire :
P
cip * I [ci.l <0
i j=l 3
j#i
c.. coefficients de la matyice C
1] . t
C peut étre Q, sa transposée Q ou encore la somme 9

2
Pour les systémes dont la matrice de transformation A est réelle symétri-
que, on peut affirmer que le domaine de stabilité@ linaire est inclus dans le domaine

de stabilité non linéaire.

1.6. Systemes multivarniables Lintaines .. fT14,15/

Un systéme multivariable posséde m entr@es et n sorties scalaires qu'il
est possible d'ordonner sous forme vectorielle. Il existe alors, dans le domaine lindaire,
un modéle mathématique formellement analogue & celui d’un systéme monovariable.

X' = AX + BU

(1.13.) S CX + DU

X, U, S vecteurs d'état, des commandes ¢t des sorties de dimensions res-—
pectives p, m, n.

-

A, B, C, D matrices & coefficients constants de dimensions (pxp), (pxm),
(nxp), (nxm).
I1 est souvent préférable de chercher & identifier un processus sous la
forme
FX'
S

AX + BU
CX + DU

(1.14.)

[}
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En effet, la matrice # est souvent introduite naturellement par la struc-

ture méme du systéme et l'identification sous la forme

Floax + 7Y osy

CX + DU

Xl
S

peut devenir trés pénible et, 3 la limite, imextricable.

1.6.1. Stabilite des systimes multivariables

En chalne ouverte, la loi d'évolution du vecteur X en fonction du temps
et des conditions initiales s'écrit

B U(t) drt

0

La condition nécessaire et suffisante de stabilité s'énonce donc de la méme

At } e-Ar

fagon que pour un systéme monovariable : il faut et il suffit que les valeurs propres Ai

-~

de la matrice A soient 3 partie réelle négative.

1.6.2. Commandabi€ité

Un systéme multivariable est commandable s'il existe un vecteur de

commande U(t) permettant de le transférer d'un &tat initial X, quelconque 3 un &tat final

0
X, arbitraire.

1

Certains systé@mes peuvent etre commandés 3 l'aide d'une entrée ej. L'étude
se réduit alors au cas monovariable en ne considérant que la colonne j de la matrice B.

Les systémes dont toutes les entrZes poss&dent cette propriété sont
appelés mnormaux.

L'intérlt des systémes multivariables est particuliérement important lors-
qu'ils ne sont commandables par rapport & aucune cntrée prise séparément. Un signal de
commande faisant intervenir plusieurs ou toutes les entrées peut alors, sous certaines

conditions, amener le syst&me dans 1'état désiré.

Appliquons la formule de Sylvester dans la relation (1.15.)

- t p _
1) =e®xx. = [ 1 a(0. s 8o a
0 . k
0 k=1
Soit, en restant u, les composantestdu vecteur U
~ fa u drT
P - ko P -
() = ¢ a7l g .?ﬁ,....,... - 1 A¥! g v,
k=1 f =1
a u drt
o k m
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Sous forme matricielle il vient : _-V
i
- - v
Y(t) = | B, AB, ..., Pl g 2 | oN.w
B T v
p

Ce systéme de p équations 3 mxp inconnues admet une infinité de sclutions
s'il est possible d'extraire de la matrice N, par suppression de colonnes, une matrice

réguliére d'ordre p.

Les degrés de liberté qui en découlent pourraient, théoriquement, Ctre

exploités au cours d'une synth&se pour tenir compte d°un plus grand nombre de contraintes.

Dans le cas oli aucune sous matrice régulidre d'ordre p ne peut &tre trouvée,

le systéme n'est pas commandable.

1.6.3. Observabilite

Un systéme multivariable est observable si la connaissance de ses entrées
et de ses sorties sur un intervalle de temps (tO, tl) permet de déterminer son é&tat ini-
tial X(to).

Nous sommes ainsi amenés 3 résoudre les équations vectorielles :

C XO = S0
= qf
CA Xo 50

p-1 - ofp-1)
CA X, = Sg

Ces p équations vectorielles représentent m p équations scalaires servant

3 déterminer les p composantes du vecteur d'état.

En notant :
SO : C S0 , C
1 : : ¥
s = S0 M = CA oM = S0 , CA
mnv . .o ceeevans
g(p=1 ca P! s(P'l), caP!
0 0
il vient : M X0 = §
mv .

Le systéme est observable si et seulement si la matrice M est de rang p et
si tous les déterminants d'ordre p+! de la matrice M sont nuls.
I1 est &vident, que, dans la pratique, la seconde condition ne pourra pas

gtre vérifide puisqu'elle suppose une précision mathdmatique dans 1l'identification et les
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mesures de SO et de ses dérivédes. Les valeurs des déterminants d'ordre p+! de la matrice
SM pourront donc servir 2 Zvaluer grossiérement l'incertitude sur les résultats expérimen-

taux obtenus.

1.7. Sysitemes multiverniables non Linéaires

Lorsque l'approximation linéaire s'avére inadaptZe au systéme &tudié&, il
faut introduiire des termes non constants dans les matrices A et B.

I1 est impossible de considérer les prcoblémes posés par les systémes mul-
tivariables non linéaires dans toute leur généralité, aussi nous limiterons-nous, dans le
cadre de ces travaux 3 1'étude d'un type de structure ayant les propriétés suivantes :

Le systéme posséde n entrées ej et autant de sorties s, - Chaque infor-

mation ej est traitée par un ou plusieurs filtres linéaires L,. fournissant chacun une

ij
information wij'

Les n grandeurs E, définies par :

.

constituent les commandes de n systémes asservis monovariables non linéaires correspondant
a la structure précé@demment définie.

Un deuxiéme ensemble de filtres monovariables linéaires introduit des ccupla
ges entre les différents asservissements &lémentaires. Un filtre M?E capte une information
o en un point de 1'asservissement i et sa sortie, notés y?z, est injectée sur le discrimi-
nateur I, du systéme boucll o viag L.

Dans ces conditions, les différentes sorties apparaissent comme des
entrées parmi les autives sur les discriminateurs des systémes asservis monovariables.

Le schéma-bloc correspondant 3 cette définition est représenté i la

figure 1.5,

L'étude des gipeut se faire indépendemment des vecteurs d'état X et Y,
ils pourront donc &tre considérés comme entrées du systéme multivariable non linéaire.

Afin de simplifier encore le mod&le, on effectue sur le schéma de la
figure 1.5 une suite de transiormations élémentaires qui ménent 3 la représentation de

la figure 1.6. Ei devient E; et Vi est défini par :

(1.16.) vV, =

i Yid

e

(ST SRS
e —
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Figure 1.6.

Ces systémes sont régis par l'ensemble d'équatioms

(1.17.) X! A,. X. +B.., u,
B | ii i ii i

(1.18.) s. =0C,, X, +4d,. u,.
i1 i i

i wil i
(1.19.) u, = f(ei) = fi CH
(1.20.) e. =E, +V, - g,

i i i i

\]
(1.21.) Yik Aik Yik + Bik Si

(.22 ¥4 = Ce Vi * 41 8

Pour la plupart des systémes, le coefficient dii est nul, il vient alors :

* - n 7

(1.23.) Xi=A.. X, +B,. £f. | E, + ¢ (C,. Y,. +d,, C,. X.)-C,, X.
i i Ti ii i i ji “ji ji 33 737 ii i

N
(1.28)  Yg = A Yo * B G Xy

(1.25.) si = C,., X.

]
o>
+
[+ ]
b

En ordonnant les composantes des vecteurs d'état de tous les filtres dans
un vecteur d'état total Z et en groupant entrées et sorties dans des vecteurs E et S, nous

pouvons réduire les écritures (1.23.), (1.24.) (1.25.) & :

AZ + BE
CZ

(1.26.) z'
(1.27.) S

Les matrices A et B ont des coefficients non constants:il n'est donc pas

possible d'utiliser les méthodes propres aux systémes linéaires pour 1'étude de ce modéle.
Par contre, les critéres &laborés sur les systémes monovariables non linéaires et ne faisant

intervenir que les propriétés de la matrice A sont utilisables.



Chapitre 2

Méthode d'étude des néseaux Linéaires

2.1. Intrwoduction

Un réseau électrique linéaire peut €tre considéré comme un
processus multivariable composé d'un certain nombre de systémes asservis mono-
variables présentant des interaations, Les deux ensembles admettent alors les

mémes équations.

La méthode de Kron permet de systématiser cette recherche. Des
représentations du systéme dans 1'espace d'état en découlent trés naturellement.
I1 est possible, si on le désire, d'en déduire les relations entre les entrées

et les sorties par la matrice de transfert.

. . - o . . . 1
L'introduction des opérateurs de dérivation et d'intégration >
allége considérablement les écritures. Dans le cadre d’une théorie linéaire, les

grandeurs R, C, L sont constantes, méme s'il s’agit de mutuelles impédances.

2.2. Méthode de Knon /1V,72,1%/

Dans les branches du circuit peuvent circuler des courants dont

les intensités dépendent des sources d'énergie.

En définissant des sens positifs de référence concordants pour

la tension et le courant, il vient, pour la branche j :

b
(2.1.) V,=E, - Z., I, - z Zz,, 1
I3 1) o dkk
k#j
Vj’ Ij’ ij tension, courant et impé&dance de la branche j

ij mutuelle impédance de la branche k sur la branche j.
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Ces b relations s'Bcrivent matriciellement :

TR

1:Vb:

de branches.

vecteurs des tensions, courants et forces &lectromotrices

Zb matrice des imp&dances de branches.

Si le réseau comporte n noeuds, la premi&re loi de Kirchoff
introduit n-1 relations entre les courants, il faut donc b-n+l équations de

mailles indépendantes pour résoudre le probléme.

Le choix des majlles indépendantes est un probléme délicat si
1'on n'utilise pas la notion d'arbre. En effet, un arbre est un ensemble de n-l
branches reliant les n noeuds du réseau ; aucun courant ne peut y circuler mais

1'adjonction d'une branche défiuit sans ambiguité une maille.

2.3, Méthode des mailles

I1 est possible de choisir les courants de maille comme courants
indépendants et de les ordonner dans un vecteurl*i l. La premiére loi de Kirchoff

conduit alors 3 :

(2.3.) I I

o matrice bx(b-n+l1) de terme général apq.

apq 0 si la branche p n'appartient pas 4 la maille g

]

apq + 1 si la branche p appartient 3 la maille q. Le signe + correspond au
cas ol les sens de référence sont les mémes pour le courant de branche
et le courant de maille dans la branche p. Le signe - correspond au

cas contraire.
En remarquant qu'd une colonne de la matrice o correspond une
. - t . ~ .o .
maille du réseau et en notant o 1la matrice transposée de o , la deuxiéme leéi de

Kirchoff -'écrit

(2.4.) o l Vb_J = 0
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Par rapprochement des égalités (2.2.) et (2.6.) et en utilisant la relation de

liaison (2.3.), il vient

(2.5.) o

. . . - t P .
Par inversion de la matrice d'opérateurs Z = o Zbu on déduit la matrice de

transfert qui lie les courants de branches aux forces électromotrices de branches:

— — =1 —

(2.6.) o Z, 0o

b

Le terme général zqr de la matrice impédance Z est 1'impé&dance symbolique de la
branche commune aux mailles q et r affectée du signe + si les sens de référence

des deux mailles y coincident ou du signe - s'ils différent.

Cette propriété montre que la matrice Z est symétrique par rapport
3 (a1 diagonale principale et le terme aGq est la somme de toutes les imp&dances

1

symboliques de la maille q.

2.4. Modeles mathématiques assocdés I La méithode des mailles

La méthode de Kron ne fait pas appel 3 la notion d'état du systéme.
Mais nous nous proposons de déduire de cette méthode un modéle dans l'espace

d'état susceptible de conduire 3 un algorithme de calcul numérique / I9 / ou

analogique.
Posons :
c T T I
NI
Le terme ej du vecteur e est la somme des forces €lectromotrices de la
maille j. -
La jéme ligne de l'expression (2.5.) s'écrit 3
t t
di. Of i, dt b-n+i dik £ iI dt
(2.7.) e, =L,, —L +R,, i, + —-d + 3 (Lo ——-+R.kik+--—5—~)
J 33 dt 333 cj. =1 3 dt 3 c.k
En notant : ¢
OI i.dt Q.
(2.8.) v,=R,, i, +~—3d— =g, i, +-1-
1 J3 13 C.. 11 1 C..

1] 11
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et t

b-n+ di, of i, de
(2.9.) W, = z (L., — + R., i, + —————)

j =1 jk dt jk 'k cjk

ki#

il vient
di' d¢.

2.10. L.. 21 = e, ~ VvV, mw, = —1
¢ ) jj de 3 3 3 dt

Cette décomposition conduit au schéma fonctionnel de la figure 2.1. qui fait

apparaitre pour le systéme élémentaire deux variables d‘état possibles : ¢j et Qj'

A% 1 ' 1 @y
P L] P
! $ B P
” 1
<y
Figure 2-4
Soient : x} = ¢,
i j
2
%= Y

les "variables d'état" que 1'on ordonne dans un vecteur X. L'expression (2.7.)

entralne alors :

. b-n+l L Kk el R.. 1 x% b-n+1 R'k 1 xﬁ
(2.11.) x, + I El—- X, =e. - ill- X.+ El—- + I (fl~ X, + P )
I, k=1 kk 3 [T Y k=1 “kk 3k
© k#j _ k#j -
Xl
22 7]
(2.12.) Xj =1
J]

L'ensemble de toutes les relations (2.11.) et {(2.12.) obtenues en faisant varier

j de 1 & b—n+l se réduit i une &criture matricielle de la forme :

(2.13.) FX = A l X
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L'équation (2.13.) n'est une &quation d'état que si les composantes du vecteur X

ainsi définies sont indépendantes.

2.5, Modalités de choix des variables d'état

Si le déterminant de 1l'une des deux matrices A ou F est nul, le
choix d'un nouveau vecteur d'état s'impose. Nous allons donc &tudier les condi-
tions de nullité de ces déterminants et en déduire des régles qui permettent, dans
la plupart des cas, d'obtenir des variables d'&tat indépendantes dés la premiére
mise en &quation.

Tous les termes de la diagonale principale de F sont égaux & l. Elle ne peut

donc comporter ni ligne ni colonne identiquement nulle.

Si le choix d'un arbre fait apparaitre une maille ne comportant qu'une seule self
et que celle~ci appartient 3 une branche de 1'arbre, 1l'égalité relative 3 la

maille k :
Lie = D

introduit un 1 en dehors de la diagonale principale de F.

Si la maille j posséde la méme propriété, les égalités :

(2.14.) ij = ij

L. =K.,
kj 1]

montrent que, s'il n'existe pas de valeurs de m et n telles que :

(2.15.) Lin # L

et L . L .

(2.16.) L . 4
i Lk

soient simultandment vérifiées, 1'égalité de deux lignes ou deux colonnes de la

matrice F entraine la nullité de son déterminant.

S'il existe deux mailles j et k telles que c., = Cric T cjk = ckj’
le déterminant de la matrice A est nul s'il n'existe pas de valeur de £ telle que :

(2.17.) c£3 # Cor

Tout arbre respectant ces conditions conduira & des variables d'état indépendantes

sauf pour certains ensembles de valeurs numériques particuliers. Dans ce cas, on
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réduira la dimension du vecteur X en tenant compte des remarques faites sur la

matrice.
Si 1'on ne cherche pas 3 obtenir tous les arbres satisfaisant

aux conditioas &noncées plus haut, on pourra procéder ce la fagon suivante :

a) Toutes les branches purement résistives ne formant pas de
mailles seront adoptées.
b) S'il est nécessaire d'adjoindre d'autres branches pour cons-

tituer 1'arbre, on les prendrz selon 1'ardre de priorité décroissante suivant

a) Les branches n'engendrant aucune maille dont le seul terme
inductif ou capacitif soit celui de la branche d'arbre

B) Les branches ne faisant pas apparaltre plus d'une maille
du type a

Y) Les branches ne respectant pas ces conditions et pour
lesquelles il faut faire lesvérifications définies par les relations (2.14.)

a(2.17.).

2.6. Exemple d'application

Soit le réseau de la figure 2.2.

Figure 2.2. Figure 2.3.

Nous choisissons 1'arbre constitué de Rl’ RZ’ Pq L3 qui corres-—
pond aux régles indiquées.
Si, au lieu de prendre cet arbre, nous gvions retenu celui composé

des &léments R., R, et C, les deux mailles définies par (Rl’ c, Py L3) et

17 72
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(R2, C, ‘92’L2) auraient comporté le condensateur C. Le circuit ne comprenant
pas d'autre condensateur, la méme charge Q serait intervenue dans deux asservis-
sements &lémentaires et le systéme aurait sembl& &8tre d'ordre cing alors qu'il
n'est que d'ordre quatre.

Le schéma de la figure 2.3. associé au réseau précise la numérota-

tion et les sens de référence. La matrice impé&dance s'écrit alors :

Lip*+R +Ry*p, Ri* Ry R
= : S+ +
Z Rl + R2 (L2+L3)p+R1+R2+p2 I L3p Rl+p3
1
+ ip + —
R Lyp + Ry + 0, Lyp+R 0, c,

Le systéme est donc régi par les équations :

di

. C o

(2.18.) L1 - = e (R1+R2+pl) i (R1+R2) i, R1 i,
di2 di3
(2.19.) (L2+L3) ;;— =e, (R]+R2+p2493) i, - (R]+R2)11 - L3 ;;— —(Rl+p3)13
t
di / i, dt di,
3 . C . .
.20. L, —2 =e, - e ~L, —— =

(2.20.) 3 ey = (R *pg) ig - R i L, " (R *+0,) i,

Le schéma fonctionnel correspondant a ces &quations (Figure 2.4.) met en évidence
une propriété génmérale des circuits électriques a éléments passifs : les systémes
multivariables associés présentent des couplages de type proportionnel oi le temps

n'intervient pas. L'ardre du systéme global est donc déterminé par 1l'ordre des

boucles &lémentaires exclusivement.

Le choix des variables d'état suivant :

1 . 1 . 1 .
*#x =L i =¢ *x, = (L2+L3) i, =9, ¥ x, = Ly iy ¢3

méne au modéle matriciel (2.21.)
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(Ry+@3)P+

Figure 2.4.




0 0 0
1 1 0
L3 1 0
L2+L3
0 0 1
2.7. Ramargque

. Ri*Rytey R R
] L L, L,
. Ri#R,  Ry*Ry*py’py Ry o4 .
2 L L+l L
. i R1 +p3 R1+p3 | l_
3 I I, L c
l |
o | 0 0 Lo
— — — 3 —
(2021 n)

S'il v a un transformateur linéaire dans le circuit, son &tude

peut étre envisagée par la méme méthode.

Supposons les enroulements primaire et se€oidaire parcourus

respectivement par des courants i

1

et 12 (figure 2.6.)

Son fonctionnement est régi par les relations :

Vi

En choisissant comme variables

oy =L 1

L

1

Figure 2.6.

di di

1 2
. TMa
d12 . dll
dt dat

1'état :

et ¢2 = L2 i,
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La "sous matrice premier membre” lui correspondant dans le mod&le mathématique

s'éerit :

Un transformateur sans pertes est donc un systéme d'ordre un, mais si des
pertes interviemnent linéairement, le systéme est d'ordre 2. Dans le premier
cas, son état est repéré par la valeur du flux dans le noyau de fer et dans

le setond cas par les deux intensités il et iz.

2.8. Méthode des noeuds

La méthode des noeuds est, en tous points, semblable & la méthode

des mailles.

A partir du choix d'un arbre, elle considére les tensions dans
ses branches comme inconnues indépendantes et établit les liaisons par 1'inter=-

médiaire de la seconde loi de Kirchoff.

La connaissance de la matrice des admittances de branches Yb et

du vecteur sources de courant l Isl conduit au systéme d'équations suivant oud

187 désigne le vecteur des tensions de branches d'arbre :

(2.22.) l_?b_J = l.FS.. - Yb l_yb_J
(2.23.) l_yb_J = B _Y_

N
(2.24.) B _FE. 0

I1 vient alors la relation

(2.25.) gt l I
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. t -~ .
La matrice B Y B a la méme forme que la matrice Z et les

b
propriétés se correspondant selon les lois du tableau suivant :

Maille.oeeeoieneeanosnecoascsccossssananssaes Noeud
AS80Ciation SETriC.cesevereossocnsesssenconnons Association paralléle

Source de tenSiOMescesvosesscrorsnssassasacs Source de courant

EENSIOM Verereeooaosovonsosrscsorsossosasassos Courant i
FLUX $everrtneransrnessoncecnsassncarncanos Charge Q
RES1StANCe Retvvecvononcoesvosscosasanasnnses Admittance G

Self inductance Liciecvecereoossaosonvonsscs Capacité C.

En régime permanent sinusoidal, nous remarquons que deux réseaux
qui se correspondent selon ces régles sont duals. En effet, le systéme est repré-

senté par l'opérateur matriciel Zb (jw) dans la loi :

* . - P .
et l'opérateur M adjoint 3 Z, est défini par la relation :

b

* . ,
M a la structure d'une matrice admittance.

2.9. Conclusion

Ce nouvel outil d'analyse des réseaux électriques linéaires
permet d'aborder 1'étude de ces circuits au moyen des méthodes propres aux

systémes asservis.

La formulation des systémes dans 1'espace d'état permet une
extension au domaine non linéaire, c 'est pourquoi nous allons, dans le chapitre

suivant, envisager les problémes posés par la présence d'éléments non linéaires.
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Chapitne 3

Extension de La wmithode de Kron aux aystémes non Linlaires

3.1. Génernakités /18,19/

En premi&re analyse, il peut sembler qu‘un réseau comportant des éléments
pour lesquels le principe de superposition ne s’applique pas améne une formula-
tion mathématique peu exploitable. Cependant, il est généralement possible d'iso-
ler les non-linéarités en étendant les méthodes d'identification relatives au

domaine linéaire issues des travaux de Kron.

Les réseaux que nous étudions dans ce chapitre sont constitués de selfs
impédances linéaires ou non. Les variables qui caractérisent 1'état des circuits

sont d'une part les flux et d’autre part la charge des capacités.

Les valeurs des termes résistifs R, capacitifs C et inductifs L seront,

dans l'hypothése non-linéaire, respectivement définis par les relations :

* *

R = R(i) ou R = R(v)
c* = C(q)
L* = L(1) ou L* = L(¢) avec $ = L*i.

i est le courant parcourant le composant, v la différence de potentiel i ses

bornes et q la charge du condensateur.

3.2. Modeles associls a La méthode des mailles

S'il est possible de choisir un arbre linéaire constitué de toutes les
branches purement résistives ne formant pas de maille complété par des branches

inductives respectant les conditions (2.14) a (2.17) d'indépendance des variables

flux et charges, il existe un modéle a commande non linéaire associé.

3.2.7. Mailhe a selg non Linéaine /17/

Nous supposerons qu'il n'y a aucun terme inductif commun & cette maille

et a8 1'arbre. I1 vient alors @
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d . R.. b-n+1 R.
(3.1.) ¢J=e__.il¢_._l... - dk oy o+ g
dt - * 1 C.,. q° ¥* k. Cc. k—
3 ] J =1 L k
ii H kk !
k#j

*
] L. J c.. ] J
ij ij
dq, 1
(3.2.) 9 )
* h]
dt L..
ij

Le modéle associé est représenté a la figure 3.1. Il est aisé de le rame-

ner a celui de la figure 3.2. ol la commande est non linéaire.

4 4 q
\a ®. . ’} T .
ij P

‘Euae» Ri}p m
i}

FIGURE 3.1,

teRjjCjje

FIGURE 3.2.
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L'équation matricielle d'état liée 3 un ensemble de m = b-n+l mailles

de ce type s'écrit :

o e R I “im 1 6
i i ~ - ceceascans = - !
1 11 mm Im
. 1
9, 9 -— 0 ceeso 0] 0 q,
(3.30) 1 |=1: - H
5 ; Rt ] R om 1 ¢
o o — e R R~ o
L L C
13 ml mm mm
q 0 0 0 - 0
q ™ q
- - - - _ L S B DU
mm
Les termes non linéaires L?i_apparaissent dans tous les coefficients non
nuls de la colomne de rang 2j-1. Cette disposition particuliere¢permet de décom~

poser la matrice en un produit de deux matrices dont les termes de l'une sont

constants et dont l'autre est diagonale non linéaire.

3.2.2. Mailles a nésistances non LAnéaires

Lorsque la résistance Rjj est non constante, les relations (3.1.) et (3.2.)

s'écrivent :

L 3
do, b-n+1 L. d R.. b-n+1 R,
(3.4) —l+ 3 fl‘i%w.—fll e TR I € B
dt y=y Kk I oMy 03 %5 03 k=1 Kk ik
k#j k#]
dq. ¢.
(3.5.) —1 = -
dt ij
Notons :
vy = b;“*‘ ( i‘k :¢k : . o * 1 )
J =] ke Ot Kk ik
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Cette décomposition conduit au schéma fonctionnel de la figure 3.3. et une
transformation &lémentaire permet d'en déduire le moddle 3 commande non linéaire

de la figure 3.4.

Les &quations 3.4. et 3.5. obtenues en faisant varier j de 1 3 b-—n+!

conduisent 3 la formulation matricielle (3.6.) dans 1l'espace d'état :

: _
L L. R .
10 i}Z- ..... fll‘ 0 .o || 9, e, LRI LI L
22 3 1 cn 5i 13
O 1 o0 0 0 3, ol |2 o o 0 q,
. . 11
o6 | : : R, | R;j 1 :
356. ——— . & 5 8 0 00 8 4 & & 0 e » 8 3 = - —— L ] ——— &
0. ! 0 ¢J ej L c. .. «c.. q'>j
Ly 1 7]l i3 1]
. ...l
0 0 cerernennnnns 0 1. . 0 0 0...-— o..
e ¥ i

La localisation des termes non linéaires dans la matrice d'état est par-
ticulidrement intéressante. En effet, ils n'apparaissent chacun qu'une seule

fois et sur la diagonale principale.

3.2.3. Mailles & capacitis non constantes

La présence d'une capacité dont la valeur est fonction de sa charge

conduit aux équations :

db, bom+l L. R, | bmn-l R ,
(3.7) —L+ § Ly =e, -AL - —q. .~ I ( ¢ + —q, )
dt k=1 Mk &3 Ly 3 A =1 L K Gy K
. 33 k#j
k#j
(3.8 %95
L q)J
dt i3

Le schéma fonctionnel associé 3 ces équations est représenté sur la fi-

gure (3.5.) et le modéle 3 commande non lindaire sur la figure (3.6.).




e o *Gre d4nNO1a
{f
e
b
(do+u)d -
e aed H
b fa
i S im_s o d:-1 | . W)&%ew
™ 4 mm 4 <N/ 'a
, 3
A —
{
91 S N
*Heg WANOIA "€¢ mANOId ,_z
ffs
b b
it
umemei.. re | .wm
d mmU i . ¥
.- &
B! le d
( dlfnff4y > - ralie
A \ p :U
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L'évolution des variables d'état de tels réscaux est régie pour ume 2qua-
tion matricielle analogue 3 1'équation 3.6. La seule différence réside dans le
s i * i i
fait que les termes non linéaires sont les ij de la sur-diagonale principale

3 -~ ¥ . v
au lieu d'B8tre les Rjj de la diagonale.

3.3. Modoles assocdés d La méthode des noouds

S'il cxiste un arbre du graphe comportant tous les &léments non-linéaires
du réseau, la connaissance du vecteur [ v / des tensions de branches d'arbre

conduit aux relations :

*
(3.9.) _Fb__ = ‘_FS__ - Yb l_yb_J
(3:10.) QYb__ = _Y _J
] ] Lt o
(3:11:) B l_}ﬁ_ = R Yb R -Y _J

Celles=~ci représentent 1'extension au domaine non linéairc des relations
(2.22.) a (2.25.). Elles sont semblables & celles que 1'on obtient par la métho-
de des mailles, la correspondance se fait naturellement comme dans le cadre des

circuits linéaires.

< ; 11 vient alors,

. E
Notons Ij le terme de rang j du vecteur colonne B l T

dans le cas général et pour le noeud j :

dqj ) ¢.
(3.12.) 1. = + L+ —L o+ 7,
J 4k = ]
i3 33 ii
do. q.
(3.13.) -1 = L
dt Cus
ii

et lorsque la capacité cjj est linéaire nous avons

dq.

n-1 jk ¢
1 K
J- = Z + q + ——
J k=1 dt LT T
k#]j

ou bien, pour 1'hypothése contraire
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n-1 1 ¢
L ( - q
I I "

[
it

k=1
k#j

Les schémas fonctionnels correspondants aux cas des capacités, résistances

au selfs non constantes se déduisent simplement du schéma-bloc de la figure 3.7.

mmmwjj
%1 4 a: q Vi ‘:?j
e AN = 04 ¢
B ﬁiﬁ
1 b
3
Ry
4 ,
v\mvu
=
FIGURE 3.7.

Les équations scalaires (3.12.) et (3.13.) ménent 3 une formulation ma-
tricielle dans l'espace d'état semblable a celle que l'on obtient par la méthode

des mailles.

3.4, Exemples d'applications

3.4.1. Méthode des mailles

Si p], p2 et c sont les composants non constants du réseau de la figure

2.3, le modéle mathématique se <déduit aisément de la relation (2.21.) en rem-

* * *
plagant f par_pl, 0y par Pys € par c .
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3.4.2. Méthode de/s noeuds

Les branches du circuit de la figure 3.8. sont constituées d'associations
d'éléments en série ou en paralléle. L'étude de ce systéme par la méthode des

noeuds nécessite 1l'introduction des variables intermédiaires Wi W2’ w,, tensions

3
des noeuds 4, 5 et 6 représentés sur la figure 3.8. (b) qui précise en outre,

®

la numérotation et le choix des branches d'arbre.

/ff?g‘, j@?&
p N |
k1 L Y
&R
L3 &Rz Rs P
¢, C%

T 0 -
?1 (a) qu (b®
FIGURE 3.8.

En notant Is la somme des courants de sources au noeud k, il vient pour

k
le noeud 1 :

da, 9§ 1 ft |
— + + — (v, ~w)dt+ — (v. -w) =1s
2
ae H% Lo b2 pg 173 1
Soit:
dq q ¢ ¢
(3-]4.) "—i + R (]: - fg + -I:—3— = Isl
dt 171 2 3

L'ensemble des six relations du type (3.14.) obtenues en procédant
de fagon identique pour les cing autres woeuds conduit & 1'équation matricielle

d'état :



(3.15.)

—('11— _Isl* B .é_l_é_l_ po 0 wii 0 f§~ q,
5, 0,15, 0 Tl' - E’;’ 0 Ei 0 5,
4, Is, 0 i’i“ i’;’c‘; 0 c - i’;’ q,
b, ) o, T8, ) -C—:- 0 0 -;—2— - é—;- 0 0,
a, s, o - L—i— 0 Ei '1{3—(1?'3' 0 a

—cBB o I8, ) - E% 0 Ei: 0 0 % 0, _

3.5, Dispositions de composants non LinBaires rendant délicat Le chodix d'un axbre

Il est impératif que les &léments non constants soient placés dans les
branches indépendantes ce qui conduit quelquefois & utiliser un arbre que 1'on
n'aurait pas considéré dans le domaine lindaire. L'utilisation des relations de
dépendance entre les variables d'état permet alors d'utiliser la méthode géné-

rale sans difficulté.

Par exemple, si les trois selfs du r&seau 2.6. dépendent du flux qui les
traverse, il n'est plus possible de choisir 1'arbre défini lors de 1'étude liné-

aire.

Nous sommes donc obligés de considérer 1l'arbre formé des &léments Rl’ RZ’
C et de tenir compte du fait que la méme charge q intervient dans deux mailles

distinctes.

Le schéma de la figure 3.9. précise la nouvelle numérotation et les

courants de maille du réseau.

FIGURF 3.3.
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Nous sommes alors conduits a 1'équation (3.16.) et au schéma fonctionnel

(3.10.)
_.q; — ——e - R1+R2+p] ) -1-{_2-
1 i * *
Ll LZ
Rz R2+p
¢y ) ¥ LY
1 2z
(3.‘60) = =
. Rl
) -— G
¢3 63 L*-
1
. 1
2

3.6, Présence d'une mallle nésistive

R — —
-1
L* °
3
1
0 TC
R1+p3 i_
* C
L3
1
- ;J_*_ 0 B B
3

Lorsqu'un réseau posséde une maille purement résistive, les courants de

branche ne sont plus déterminés uniquement par 1l'évolution des variables d'état.

Considérons donc le circuit de la figure 3.11. oG les capacités C

peuvent dépendre de leur charge.

FTIGURFE 3.11.

oy
ool

|9

N

r .W'~9mﬂm

(h)

L'évolution de ce circuit est régic par les &quations :

q
. l . . -
(3.17.) (R1+R3) q1 + Cl + R3 q2 + (R1+R3) 13 = e1
L] L] q2 .
(3.18.) R3 ql + (R2+R3) q2 + E; + (R2+R3) 13 = ez
(3.19.) (R]+R3) 4, + (R2+R3) q, + (R,+R +R3+R4) 13 = e3

1

et C

2
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Ry =
-l @5 Iy '3
|
P L.g
Q&*%‘@g il ¥

FIGURE 3.10.
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Chaque maille inteivenant avec son ordre, ce systéme est d'ordre 2. Il
admet donc un modéle dont les matrices A ¢t T sont de dimensions 2 X 2 et la
réponse du réseau est entiércment définie par 1 adjonction 3 1'équation (3.20.)

de la relation (3.19.).

o o= +R.+R,.*R, . i s
Notons f R1 R2 R3 R4 Il vient alors

{ - o
(R *Ry) (R +R,) RR, -~ R R, q

(3.20.) =

- (n pd
R3R4 R R, (R2+R3) \~1+R4) q

pe - (R1+R3) e,

lo
o
_.D

(@]
— %

[e)

P ey = (Ry+Ry) ey

x|
N ¥ T
£
~o

3.7. Conclusdion

L'extension au domaine non linéaire de la méthode de Kron nous a permis
d'attacher 3 un réseau un modéle possédant une structure de systéme asservi multi-
variable. L'&tude des circuits électriques non linéaires pourra donc &tre abordée

avec les outils des automaticiens.

Ces modéles se prétent &galement & une &tude sur calculateurs. En effet,

la structure asservie conduit rapidement 3 un schéma de calcul analogique et la

formulation matricielle 2 un algorithme de calcul numérique.
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Chapitre 4

Cireults couplis

4.1. Intrwoduction

La présence d'organes de couplages entre diverses parties d'un réseau né-
cessite une &tude particuliére. Ils se distinguent, en effet, des &léments consi-~

dérés jusqu'a présent par un fonctionnement quli se raméne 3 un transfert d’infor-

mations.

Dans notre étude, nous distinguerons d’une part, les éléments passifs
comme le transformateur qui ne mettent en jeu aucune source d'énergie extérieure,
et d'autre part, les &léments actifs, tels les amplificateurs, pour lesquels

1'état de la sortie n'a que peu d'influence sur l'entrée.

Dans de trés nombreux cas, qu'ils soient de 1'un ou 1l'autre type, les
€léments de couplage aménent des changements de nature de 1'information et éta-
blissent des correspondances entre grandeurs &lectriques, €lectromagnétiques,
mécaniques etc... Ces &léments peuvent €tre des moteurs, des dynamos, des pompes
des radiateurs etc... L'extension de la méthode de Kron & des systémes comportant

de tels organes permet alors d'envisager 1'Ztude d'installations industrielles.
g P

4.2. Relation génénale caractiristique des cincuits passifs

Soient deux syst@mes couplés < 1 > et < 2 > isomorphes i des réseaux

électriques.

Soient bl’ n etvbz, n, leurs nombres respectifs de branches et de noeuds.

1 2
En utilisant les notations usuelles relatives aux circuits électriques,< 1 >
est régi par l'équation :
dQ
T T m
+E) = a —=
a (Eg B) Zy @55
Eg et EB désignent respectivement les vecteurs des sources de tensions des branches

et des tensions de branches induites par < 2 > .
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< 2 > est régi par une &quation du méme type :

T dwm
Y (e, te) = ¥ &gy T

L'influence de < 1 > sur < 2 > est traduite par la relation :

dQB
eg = N Fra N : (b2 X bl)
et celle de < 2 > sur <-1' > par :
dWB
EB =M EE_ M (bl X b2)
do, a¥
—— , — : vecteurs de dimensions b,, b, des “courants" de branches.
dt  dt o2

Les deux réseaux étant couplés par un &lément passif, la puissance globale

fournie par les deux systémes a4 1'élément est nulle :

dy dg
eg ..__B_ + Eg _.g. = 0
dt dt

Soit :

dQ. T ay ay. T . 4g

B NG B 3 W B o
dt dt dt dt

De cette relation scalaire on dé&duit, compte tenu de 1l'indépendance des vecteurs

dqQ ay
~—§-et -B : M= - NT
dt dt

4.3. Thans formateurs

4.3.1. Trhansformmatews Lindairnes

De nombreux circuits présentent des imp&dances mutuelles. Parmi celles-¢i
une des formes les plus répandues est introduite pour les transformateurs. Lorsque
cet appareil est lin&aire la recherche du modéle ne présente pas de difficulté-

majeures.
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FIGURE 4.1.

Considérons, en effet, le transformateur présenté figure 4.1; les mailles
du réseau comprennent les enroulements primaire et secondaire. Les équations qui

régissent 1'évolution du systéme s'Ecrivent :

dil di2 dil d(il+i2)
(4.1.) e, =z i +L — +M—= =2 i+ (L + M

at dt dt dt

di2 di1 di2 d(il+i2)
(4.2.) e, =2, i, + L, —= +M— =127, i, + (L,7M) + M

dt dt dt dt

Ll’ L2 sont les selfs inductances des bobinages primaire et secondaire

et M le coefficient de mutuelle inductance.

Ces relations montrent que le transformateur peut &tre considéré comme

une association en T de selfs linéaires (figure 4.2.) qui permet directement 1'u-

tilisation de la méthode de Kron.

-

FIGURE 4.2.
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4.3.2. Transforrateuns non Linéaines

Lorsque le transformateur rn'est pas surdimentionné, la saturation du circuit

magnétique ne peut plus Etre négligée ; Ll ~ M, L2 - M et M dépendent du flux ¢ ,

1ié de fagon biunivoque & une somse pondérée de courants lorsque d'hystérésis est

négligeable, ce que nous supposerons.

Considérons ainsi un transformateur comportant q bobinages montés sur un

circuit magnétique sans dérivation et sans perte mais présentant une saturation.

Soit nj le nombre de spires du bobinage de rang j, vj la tension 3 ses bornes

et ij le courant le traversant.
Les notions de force magnétomotrice €
q
(4.3.) £ = I n. i,
g1 33

et de reluctance 0(¢) ou o(e) autorisent une identification par la méthode de Kron.

En effet, le flux ¢ dans le circuit magnétique est 1ié & ces deux grandeurs par

la relation :

(4.4.) e=0 ($). ¢

Les équations de fonctionnement d'un tel transformateur s'écrivent alors :

{4.5.) v, = n. gi
; n 1
k=1 k 'k
(4.6.) ¢ =
a
Soit :
(4.7.) cn, i oo Lok,
ol Y3 i ey kdt O

—

v, n 2 NN, cossssos
1 1 172
2
4.8.) | V2 4 i n,n, My eoeeeens
: dt G(E) LEE B B A R °
vq nqn1 nqnz........

nl n 1l
m,n 2
2

n

q
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Effectuons un changement de variables défini par la matrice non singulieérza coeff:~

. -1 . . . 3 . s s
cients constants p . Les composantes i,,... 1q restent inchangées mais a i, est

substitué e , grandeur dont dépend la valeur de la reluctance o.

n, n, ng nq
0 1
-1
p =
0 1

Un calcul élémentaire conduit 3 :

—
I R T
oy m ny %
0 i o—0
p = I1 vient alors :
C
0 0 N |
" S
. u——
+ocou R g
n, v, + nq v .2 nj 0 0 €
1=1
: %2 i
_d :
dt- a(e)
L q _ q *q
B iy
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Ce changement de base appliqué dans 1'expression matricielle qui traduit
la seconde loi d'Obm permet de faire intervenir ¢ exclusivement dans la colonne dont

les termes impliquent une opération sur la variable e.

4.3.3. Exemple

Soit le réseau de la figure 4.3.

T4

1
i,

FIGURE 4.3.

Le circuit est composé de deux mailles parcourues respectivement par les
courants il et 12 ; elles sont couplées par un transformateur dont les bobinages
comportent n, et n, spires.

Notons 9> 9, les charges des condensateurs Cl’ C2 et ¢ le flux dans la

self L*.

La méthode des mailles conduit 3 la relation matricielle :

- - - ] 'l . -2 - i

el r1 + c o 0 11 nl nln2 : 1]

1 d 1
= o —_—
dt o(c)

e 0 r, + 1 + ___,Qi i n.n n2 i

_ 2 _ _ 2 Czp '12 at 2] 21 2 {2
— ad

Fffectuons le changement de base défini au paragraphe 4.2.2.
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! eeryede oLy L1 do
By ety WY To my | ()T = T) 5 T a €
1 — 2 1 2 ¢t—
= +
1 1 d¢ i
e 0 X, + m—— * 77 2
_ 2 _ _ 27 Cp i, at e _
n, + ng 0 €
1
+ =
&t | o
n, 0 i,

Une équation d'état particuliérement simple;caractéristique du fonctionnement; s'en

déduit aisément en posant :

n +n

2 i 1 71 2 2
0 nl o n2 x2 0!
n = -
2 .
n2+n2 0 1 0 x3 e2
1 72
~ 0 0 0 1_ :24_ _ 0 _
- . . _— - -
r, o 21 nz(r2 r, EZ .
2.2 C * C 1
n]+n2 1 L 2
n2+n2 0] 0 0 Xy
1 72
r
2 1
0 0 — — X
L* C2 3
0 0 - L 0 x
* 4
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La non linéarité du circuit magnétique du transformateur intervient en

colonne comme celle d'une self.

4.4, Couplager passits avec modification de La nature physique de £'information

Les métheles 2'Etude 2o trancforrmateurs s'étendent sans difficultés aux
systémes présentant des couplages passifs avec modification de la nature de 1l'in-

formation.

L'évolution du flux magnétique dans le circuit magnétique d'un transformateur

est régie 'par une &quation de type résistif :

Nous allons donc considérer des systémes plus généraux ol la variable

"secondaire"” est régie par une &quation différentielle.

Nous présenterons cette théorie sur 1°'exemple d'un moteur 3 courant continu

-~

commandé par 1'induit et 3 courant d'inducteur constant. La nature de cet &lément

destiné i élaborer un mouvement de rotation permet d'illustrer le couplage d'une

maille électrique et d'une maille "mécanique”.
. q

Considérons les systémes des figures 4.4. (a) et (b) comwandés respective-

ment par des tensions U et V.

v

o

(b)

FIGURES 4.4.

La "maille"” mécanique entrainée par le moteur est supposée sans frottement
et sans inertie. Les lois régissant 1'évolution de ces deux systémes sont résumi~e

dans le tableau suivant :



Systéme électromagnétique
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U=r1
€E=ni

€
¢ o

L'angle de rotation 6 et le couple moteur T

équations "'mécaniques" symétriquement au flux et 3 la force magnétomotrice dans

les &quations "magnétiques'.

Systéme électromécanique

<
H
©
[Py
+
=
|

interviennent dans les

Dans la réalité, il est trés rare de rencontrer un systéme dont les inerties

et les frottements soient négligeables. Dans ce sens, &tudions les problémes qui

impliquent une formulation mathématique compléte et considérons 1l'exemple de la fi-

gure 4.5.

Nous supposerons le coefficient de couplage k constant,la saturation du

FIGURE 4.5.

circuit fer intervenant dans la valeur de la self de 1'induit.

Notons ¢ le flux dans la self L*, q la charge de la capacité C, w la vitesse

de rotation de l'arbre moteur et u sa quantité de mouvement.

Les mailles définies sur la figure 4.5. conduisent 3 la relation (4.9.).

e

(4.9.) e

- 1
ntT rl
p
1 do
) LD ST
2
0 -

0 1l
k 12
JP+f oW
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De 1l'interprétation de cette équation dans 1'espace d'état il résulte :

. I 1

1 0 0 q g — = 0 q
r; r,C ¥

(4.10.) T, 1 0 6l=1le | =] o0 r2 % ¢
L*

Gt 1
=

t“*lﬁ‘

La méthode de Kron s'étend donc sans difficulté aux systémes passifs

comportant des couplages avec changement de nature de l'information.

4.5, Formulation d'une classe particuliine de cincudts coupldis

4.5.1. Relation générale

Considérons deux systémes couplés régis par les équations du paragraphe 4.2.

§'il est possible de décomposer les matrices ZB et EB selon les lois :

1
ZB RB + . C
B
1
= +4+ -
Ep = Py > B
ol %-est 1'opérateur d'intégration et 613 g des matrices non singulidres il vient :
B
- dy — dQ
T m T ™ T 1
. . - —_— = — —
4.11.) o |E N vy T o RB o T a CB a Qm
B ¥
(4.12.) YT€+Nad_Q“_1 =YTpri__n1+yTn y v
‘g dt ST B m

Nous en déduisons une représentation dans l'espace d'état :

{
|
(4.13.) = ] b N
!
|
}

Cette formulation s'étend sans difficulté au cas de n circuits couplés mais
présente toutefois 1l'inconvénient de ne s'appliquer qu'd une classe particulidre

de systémes. Elle nécessite en effet la présence d'un élément capacitif par maille.
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4.5.2. Application aux systémes éLectrnomagndtiques

* . o .
La self L du réseau de la figure 4.3. possé&de n, spires et notons

3
respectivement ¢T et ¢S les flux dans le fer du transformateur et de la self.
Choisissons les mémes mailles que dans 1'exemple 4.3.3. et les ‘informa-

tions de branches suivantes :

pour le circuit pour le circuit

électrique magnétique

Les matrices suivantes traduisent la structure du réseau :

1 0 1 0 nl G
o = Y = N =
0 1 0 1 n2 n3
r 0 | _-—l 0-_
1 1 01
pB= 0 L{B = E—-—. =
0 r B 1
i 2 0 o
-— 2..
- _ _ _
OT 0 el
n, = E = e =0
B g g
*
0 GS e2

_ ~ A o _
r, 0 n, 0 9 E: 0 G 0 q, e
0 n n ; o L o o e

I, 3 9, c 9 2
2 ~ _
+ =
. -n.. 0 0 ; 0 0 * o 0
1 2 op Or Op
0 -n., 0 0 ; o o0 0 o 0
3 %g S %g
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FIGURE 4.6.
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Le modéle d'asservissement correspondant est représenté a la figure 4.6.

4.5.3. Réseau comportant un moteun

Le systéme représenté 3 la figure 4.7. est constitué de quatre circuits

couplés.

FIGURE 4.7.

- un circuit &électrique formé& de capacités et de résistances

- un circuit magnétique constitué d'une self

- un circuit mécanique comportant un frottement et un ressort

= un circuit mécanique analogue au circuit magnétique dans lequel la

quantité de mouvement joue le rdole d'un flux.

Les variables d'état provenant du choix des mailles présentées sur la

figure 4.7. sont : 9 9, les charges des condensateurs Cl’ C2 ; 6 1'angle de

. »* s '
rotation de l'arbre moteur ; ¢ le flux dans la self L et u la quantité de mou~

vement de l'arbre moteur.

L'exemple présenté conduit 3 la relation :

e T | Lo —1 w i
e r r : 0 l 0 i 0 q, C] o 0 O 0 9,
! | | . 1
e r rl+r2 : k | 1 ' 0 9, 0 Cz 0 o0 0 q,
o [=]o0 -k : £ 0 ; 1 8l1+loc 0o & o0 0 8
P P e 1
0 0 1o o ! 0 ¢ 0 0 0 — 0 &
.——‘ﬁa'-f“’r‘—l—- ) L
0 0 0 i -1 :o L0 o o 0 0 - % u
|
|
e — . ' } — S e JUUNR N S
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4.6. Reseaux comportant des eLéments actifs

Lorsqu'il existe, parmi les &léments constitutifs d'un réseau, une ou
plusieurs sources d'énergie liées 3 des grandeurs internes l'identification doit

€tre menée de fagon légérement différente.

Nous ne considérerons que des &léments actifs dont la grandeur de sortie
est proportionnelle 3 sa grandeur d'entrée, 3 la dérivée de cette fonction ou &

son intégrale par rapport au temps.

Un élément actif introduit dans la matrice impédance un terme au dehors
de la diagonale principale rendant celle-ci non symétrique. Cette propriété

traduit l'existence d'un apport d'énergie extérieur.

4.6.1. Cas de deux mailles sErarbes

Considérons (figure 4.8.) deux mailles &lectriques ne possédant aucun
élément commun mais couplées par l'intermédiaire d'un systéme actif d'impé@dance
d'entrée infinie et d'imp&dance de sortie nulle. Tous les &léments passifs peuvent

”» [ - 3
etre non linéaires.

, * - " L3
— | A — T
| Ir - 2

> T )EHES L) 2

FIGURE 4.8.

Les sens de références &tant indiqués sur la figure, nous choisissons, comme

C, et les flux ¢], ¢2 dans

variables d'état, les charges 9 9, des capacités Cl’ 2

les selfs L., L,.
1 2
Les deux mailles "électriques' comprenant une résistance, une self et un

condensateur, le couplage G n'augmente pas l'ordre du systdme.

La loi d'Ohm s'exprime sous la forme :




ol G peut &tre de la forme A,A.p ou %-(A étant constant).

(4.14.)

(4.15.)

L'équation d'état s'en déduit aisément dans les trois cas :

a) couplage proportionnel

— — —— .-R*
é e L
1 1 L
1
. 1
q 0 e
i *
= - Ll
' A
¢ e ’
2 2 *
L
|
q, _ 3 B B 0

— - — — R*

¢ e -1
1 i o*
Ll

. 1
q 0 -
i *
Ll

¢2 e2 0
qz 0 0

|-

|-

(o]

RY A

—

N N

N ]

ufkl_. thln?%

R

n | =

o
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c) Couplage dérivé

*
1 0 0 0 é, e, — = 0 0 3
L 1
1
o 1 0 0 , 0 - = o 0 0 q,
(46.16.) = -1 4 *
] N R2 l
A 0 1 0 ¢)2 62 0 0 'L—*' E; ¢2
; 2 2
i .
o o0 0 1 | a, 0 0 0 ~ 0 1,
. — a— | —— — — 2 pu—— — —

4.6.2. Application aux systdmes asservis

Le discriminateur d'un systéme asservi &tant généralement réalisé 3 1'aide
d'un amplificateur &lectronique, cette méthode de recherche d'un modéle mathématique

est particuliérement intéressante a utiliser.

Considérons le montage de régulation d'intensité dans un inducteur de géné-

~

ratrice ou de moteur & courant continu représenté d la figure 4.7.

r

FIGURE 4.9.
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Soit K le gain de 1'amplificateur électronique, R, r, ses résistances

d'entrée et de sortie et r2 la résistance de 1'inducteur. Notons r la somme

rl + rz. >

Ce systéme possé&de deux mailles et choisissons la résistance p comme arbre.
La premiére maille est d'ordre un et la seconde, purement résistive, d'ordre zéro.

Ce systéme est donc régi par l'équation différentielle (4.17.) et par la relation
4.18.

(4.17.) R - RErprRrKR) - 2T e
R+ I R+ p
e - %*¢
(4.18,) 12 =
R+p

\

I1 est intéressant de noter que ce systéme est instable pour 1les valeurs

de K inférieures a ~] -r - ( %-+ é’)

4.7. Conclusion

La méthode proposée présente un domaine d'applications trés &étendu et
un certain intérét dans 1'identification de systémes de grandes dimensions. Elle
permet en effet d'étudier plusieurs sous-systémes, leurs interactions intervenant

-~

ultérieurement d'une manidre facile 3 mettre en oeuvre.

L'étude des modéles ainsi présentés peut alors conduire 3 des conditions
suffisantes de stabilité et d'unicité du comportement =2ainsi qu'as la déter-

minPtiol théorigue de 1la précision d'un corlcul.

Une interprétation particuliére des relations obtenues introduit des
algorithmes de calcul et suggére des schémas de calcul amalogique. La simulation

compléte alors les informations nécessaires & l'exploitation du systéme proposé.
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Chapitre 5

Equations aux Zearts

5.1. Généralités

Un systéme n'est utilisable que s'il posséde un certain nombre de propriétés
parfois d'une définition délicate. Les plus importantes et les plus utiles sont sans doute

la stabilité, la vélocité et la précisiom.

Des critdres donnant des conditions suffisantes de stabilité asymptotique
ont &té élaborés /2/ /3/. Lorsqu'ils sont vérifiés la sécurité du matériel n'est pas
encore assurée, certaines limites technologiques pouvant ne pas €tre respectées au cours
du régime transitoire ou pendant le régime permanent. Une &tude plus précise sur calcula-

teur s'impose alors.

Une idée assez grossiére du temps de réponse peut €tre obtenue grace i la
majoration d'une mesure du vecteur d'état mais une simulation ou une expérimentation

peuvent s'avérer nécessaires si la majoration du temps de réponse est trop importante.

Avec 1l'é@tude de la précision d'un systéme non lindaire se pose le pro-
bléme de la validité méme du calcul ou de l'expérimentation. En effet, dans le cas
général; la réponse d'un systéme dépend & la fois de la sollicitation et des conditions
initiales et il est difficilement envisageable d'effectuer une &tude systématique dans

1'espace des conditions initiales des systémes de grandes dimensions.

I1 importe donc de déterminer si le régime permanent du systéme est
indépendant des conditions initiales, c'est-3-dire de déterminer s'il posséde la propriété

d'unicité de réponse.

S'il est impossible de conclure 3@ 1l'unicité de réponse, une majoration de
la dispersion entre les réponses permettra souvent de définir le domaine de validité

de 1'étude.
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5.2. Equation aux écants /16,17/

Soit un systéme régi par un ensemble de n équations qui s'écrivent sous

forme matricielle.

(5.1.) LX = AX + BE

* .
Le terme général de A* sera indifféremment noté aij ou aij (xJ)
A deux ensembles (I]) et (12) de conditions initiales correspondent, pour

une méme entrée E(t), deux réponses X](t) et Xz(t) vérifiant la relation 5.1. soit :

(5.2.) L% = A’: X, +BE
. *
(5-30) L XZ - Az Xz + B E

Le systéme posséde la propriété d‘unicité de réponse si 1l'écart Xl(t)“xz(t)

entre les deux réponses tend vers zéro lorsque le temps t croit indéfiniment.

Soustrayons membre i membre les relations (5.2.) et (5.3.)

. o * *

(5.4.) L (Xl - XZ) = A! Xl A2 X2

La jeme ligne de cette identité est une équation différentielle du premier

.J "..

ordre en xl et x2 :

s ST A i
(5.5.) jzl Aij (xl - 2) = il aij (xl)qx1 - aij (XZ) . Xy

Si aij (xJ).xJ est définie continue sur l'intervalle fermé xi s x% R

dérivable sur 1'intervalle ouvert—] x%, x; [: , il existe au moins une valeur Gj de” xJ

-

appartenant i l'ouvert |xJ, x%[j tel que :

A} i
d aij(x ). x

d xJ

j
1

a.. (X?) . X

- h] h P R
i aij (xz) . X (x x?) .
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Notons :
d a,, (xJ). x3 .
(5.6.) Ll = £ %)
d x
*
5.7. £!. (8.) = £!.
( ) i ( J) i
La relation 5.5. s'Zcrit alors :
5 2j 1] S oEr* L oyl
- = ' -
(5.8.) .E Aij (xl xz) .E fij . (xl x2)
i=1 j=1
Introduisons le vecteur Z de composantes z; défini par :
(5.9.) Z=Xx - X2
I1 permet d'écrire 1'équation aux Ecarts :
(5.10.) Lz =4z

Si le vecteur Z tend vers zéro lorsque le temps croit indéfiniment, le
syst@éme posséde la propriété d'unicité de réponse a une entrée quelconque vis a vis

des conditions initiales.

5.2. Conditions suggisantes d'unicité de riponse

La relation (5.10.) a la méme forme que 1l'équation d'état du systéme

en régime autonome :
. *
(5.12.) LX = A X

I1 est donc possible d'étudier 1l’unicit@ de réponse d'un systéme & 1l'aide

des critéres élaborés pour l'étude de la stabilité.

Remarquons néanmoins que les conditions de stabilité conduisent a des
. . . . * o s e * j L1z
limitations des coefficients aij c'est~3~dire que la caractéristique aij . xJ de 1'élément

non linéaire doit €tre comprise entre deux droites de pentes kl et k2 tandis que les

conditions d'unicité de réponse limitent, en tout point, la pente de la tangeante 3 la

caractéristique entre les valeurs k1 et kz.
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5.3. Intenprétation physique

* - * - -
Lors de 1'étude des réseaux maillés, les termes aij prennent généralement

la forme
5.13. oo ] = K.. - ]
( ) a13 (x7) li x al] (%)
kij scalaire constant
(x.) . y AP, S . *
i J° scalaire égal soit & z&ro, soit a 1, soit & vj(xj) = vj

S . . S 5 :
Vj scalaire non constant indépendant de 1'indice i de la ligne correspondante.

* . ¢ < :
vj peut, en particulier, prendre trois formes importantes :

+ v, =
]
L.(¢.
J(¢J)
R. (¢.)
> AV} =__..]__J_
] L.
]
” 1
> \)j=
C. (q.)
j q
" :
v. x xJ est donc égal soit au courant traversant la self soit & la différence de potentiel

aux bornes de la résistance ou de la capacité.

Cette constatation nous conduit 3 utiliser les caractéristiques i(¢) pour
. _ S oo : *
les selfs, v (i) pour les résistances et v(q) pour les capacités. Les limitations de vj

découlant de 1l'application d'un critére de stabilité apparaissent alors comme des limita-

1(¢) vi) o Q)
¢ i q

tions des gains statiques s

Les conditions d'unicité de réponse conduiront alors 3 des limitations

des pentes de ces caractéristiques.

5.4. Dispersion des néponses

I1 est quelquefois impossible d'écrire la relation 5.10 pour certains sys-
témes soit parce que le théorZme des accroissements finis n'est pas applicable 3 un terme
*
aij de la matrice A, soit parce que 1'on veut tenir compte d'éventuelles modifications

de structures.



- 62 -

La soustraction membre 3 membre des équations (5.2.) et (5.3.) entraine

n n . .
3 Y N e i j j
(5.14.) 2 .. (x. x.) i a.j(x ) . X3 aij (XZ) . X

Si 1'on peut décomposer ai.(xJ). x? selon la loi

(5.15.) ay a3y L - s Gy + 3 =

ol “ij (x7) est une fonction autorisant l'application du théoréme des accroissements

finis et 'Sijl une fonction bornée par hij’ 1'équation (5.14.) s'écrit :

n . n %
(5.16.) pX i3 % = r p' .z, ¥+ k1
j=r 13 j=r i 3
avec
- ; .
L d uij(x ). x
Mij )
d xJ . .
_ R xJ - 83
n
(5.17.) [ ke || hijl
3=l
Les n relations 5.16. conduisent a
(5.18.) Lz =A"z+K

Le vecteur K, d'ordre n, a toutes ses composantes bornées en module.

I1 est alors possible de majorer les oscillations limites de 5.18. ce qui

correspond & limiter le domaine de dispersion des réponses.

Lorsque L est la matrice unité, il est possible d'utiliser des critéres
connus que nous rappelons ci-aprés. Ils proviennent de 1'utilisation des trois normes

usuelles comme fonctions de Ljapunov.
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a) Module de la composante maximale

V = Max | zi |

i
n *
Si Max a.. + I Ja,.| est négatif, il vient :
. ii . ij
1 1=1
j#i
X - K, |
(5.19.) lim Max ‘ zlg < Max = L
e i i af. + I a?.t
g ij
j#i

a i
v= 3z |z |
i=1
n
Si Max a.. + I i a, . | est négatif, il vient :
i i=1 J
i#j
n
o] k.|
oo d =) *
(5.20.) lim I | z I <
tro  i=] n
*
Max a.., + I Iai.l
j i=y M
i#]
¢) Norme euclidienne
n .
V= I (242
i=1
. 1 2 * * e e
81 Max a + = ) Ia.. + a,.. est négatif, il vient :
. il 2 . i3 j1
1 =1
J#i
- k, 72
nooi2 n L
(5.21.) lim = (z)) < 3
tre  1=1 1=1 * i g * *
ap vy o leyp +agl
j=] J J
J#i
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. - . i .
Si di est l1'@cart maximum entre deux valeurs de la composante x et si1
1'on connait une répomnse, on peut affirmer que toute réponse se trouvera, au bout

i i
d'un temps assez long, entre x  + di et x - din

La zone hachurée de la figure 5.1. représente le domaine de dispersion
maximum 2 1'intérieur duquel peuvent se placer les régimes permanents autour d'une

- 1
reponse connue x .

'-v

FIGURE 5.1.

Remarque :

Considérons un systéme dont la non-linZarité de rang i a une caractéristi-~
que u (g) définie, continue, dérivable en tout point et vérifiant les .conditions suffisan-

tes de stabilité :

u (g)
ky < —— < Kk
€

mais ne vérifiant pas les conditions d'unicité de réponse

d u ()
d ¢

Il est généralement possible de la décomposer sous la forme

ﬁ(e) = g (e + h(e)
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h(e) fonction de e , bornée

g(e) définie, continue, d&rivable quel que soit € et vérifiant :

k < L&(E} < k&
81 ae )

Si 1'intervalle lk , k

systéme, il est alors possible de limiter la dispersion des réponses en régime permanent.

permet de conclure 2 la stabilité du nouveau

5.5. Applications

5.5.1. Atbre purement nésistif ot nésistances non Linéaires

Considérons le systéme de la figure 5.2. L'arbre, formé de la résistance

RIZ’ est lindaire et les variables d'état choisies sont ¢1 et ¢2 les flux dans les selfs

Lll et L22, Ql et Q2 les charges des condensateurs Ll et Cz.

FIGURE 5.2.
L'équation d'état régissant l'évolution de ce réseau est de la forme :
. % .
X = E~-A X

La différence entre deux réponses a une méme entrée correspondant 3 des

conditions initiales différentes s'écrit :

7 = - A'M g



S
. _ 92
Ql Ql
(5.22.)
.] .2
b, - 4
o] 02
Q- Q
* *
avec Rll = Rl + R]2
1 T
V= > Z
I1 vient :
p av. __ T
{5.23.) ac Z
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Soit, en explicitant cette &écriture :

= .

*

' o

[

-

[

-~
(]

=~

o=
—
[\

|

=

22

0 0
El’ 0
i
1
O P
Lo
0 0
. Rz
Ly Ba
0 0
T{*
B2
0 3
Loy
0 0

1
)

1
Ql

0~
NN

(&2 )




Soit, en posant A¢1 = ¢i = ¢? et A ¢2 = ¢2 = ¢§
L L ta 1
v N - H T
= Iﬁ?l A$2_J v R* o = =Y NY
f12 2 8,
L oo L22

La forme quadratique (5.24.) est définie négative quelies que soient les

valeurs des résistances et des selfs.

. * ~ : s
La matrice A' gardant la méme structure quel que soit le nombre de mailles,

il est possible d'étendre ce calcul a l'ordre n et 1‘on peut énoncer :

Tout réseau dont il est possible d'extraire un arbre linéaire purement
résistif et possédant des résistances non linaires dans ses branches indépendantes de la

propriété d'unicité de réponse si la condition :

est vérifiée pour toute valeur de j.

5.5.2. Introduction d'une capaciiti dans X'arbre

Introduisons une capacité C12 en s@rie avec la résistance R12 dans 1la

branche de l'arbre (figure 5.2.).

et C., a 1'ins

Notons le, Q’, Q2 les charges des condensateurs CIZ’ Cl 2

tant t.
En choisissant les variables :

t

Nal
[l
ey
=
(=9
(m
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11 vient :

Q, (8 = Q, (O +q, +aq,
Q, () = @ (0+q
Q, () = Q, (O+aq,

L'équation aux &carts s'écrit alors :

— —— —_— 1* k2l — — — — Y —
: A ! 12 ] Q0 Q@
8%y .. c.. T [ b 60— o)
11 11 22 12 1 12
: b A 0
Aql L“ 0 0 0 Aql 0
5025‘ = - -
22 R R Q0 Q. (0
" 12 1 22 1 Ad a( 2 e AR
2 L C L c 2 C C
11 12 22 22 2 12
. 1
Aa, 0 0 E; 0 Aq, 0

Cette écriture est de la forme :

. = . ')E B
Z A Z + K

La présence du vecteur K non nul ne nous permet plus de conclure 3 1 uni-
cité de réponse.
Le vecteur K n'étant pas borné&, il n'est pas non plus possible de limiter

la dispersion des réponses.
5.6. Conclusdion

Les modéles mathématiques considéré&s dans ces travaux nous ont conduit,
par l'application de critéres trd&s simples, & des conditions suffisantes de stabilité

asymptotique et surtout d'unicité de réponse.

Lorsque ces derni@res ne sont pas satisfaites, l'adaptation des critéres
de majoration des oscillations limites 3 1'équation aux &carts nous a permis de localiser
la dispersion des réponses et des conclusions ont pu en &tre déduites sur le plan de 1la

nr@cision et de la stabilité de structure.
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Chapitrne 6

Sinmukation

6.1. Intrnoduction

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'étudier 1l'asservissement en

pesition d'un moteur 3 courant continu comme exemple d'application des résultats

établis antérieurement.

Une simulation sur calculateur hybride EAI 550 permettra de mettre

en évidence le phénoméne de non unicité de réponse prévu par le calcul.

6.2. Présentation du systéme

Considérons 1l'asservissement en position avec retour tachymétrique

présenté a la figure 6.1.

\o/

£

= o oy o
G

- Figure 6.1.
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L'arbre du moteur entraine une inertie J, une dynamo tachymétrique de gain
A et un potentiométre.

L'amplificateur de gain G possé&de une impédance d'entrée infinie. Il ne
circule donc aucun courant dans le potentiométre et 1l'on pourra considérer que celui-
ci posséde un gain constant h.

L'impédance de sortie de l'amplificateur et la résistance de 1'induit du

moteur sont matérialisé@s par la résistance R.

6.3. Modele mathématique et Equation aux ecarts

Le systéme est constitué de trois mailles (deux mailles électriques et
une 'maille mécanique") couplées entre elles par trois &léments : la dynamo tachy-

métrique, le potentiométre et l'amplificateur.

La premiére maille &lectrique comprend la source de tension e qui commande
la position, la dynamo, le potentiomé@tre et l'entrée de 1'amplificateur. Aucun courant

ne circulant, l'équation régissant son évolution s'écrit :
(6.1.) u=e - Aw - ho
u : tension aux bornes d'entrée de l'amplificateur.

La seconde maille électrique, parcourue par le courant i, comprend 1l'in-
duit du moteur, la résistance R et la sortie de 1'amplificateur. Son fonctionnement

est régi par l'équation :
(6.2.) g(u) = v = Ri + ko
La charge du moteur formant la "maille mécanique’, il vient :

(6.3.) ~ki+ 3% 4y =0
dt

L'équation de fonctionnement de la “maille mécanique"” faisant intervenir w
et sa dérivée, les organes de couplages électromécaniques fournissant des tensions
respectivement proportionnelles 3 w et 6, et le réseau &lectrique ne possédant aucune

variable d'état, le systéme est d'ordre deux.

Nous pouvons donc prendre 6 et w comme variables d'état dans 1'équation

suivante :
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(6.4.) Kg (e =dw— h8) = w + 1 du
dt
avec : K= S
Ry + K2
N *
R + k°

. e . * . . P
Dans la suite, nous utiliserons la notation g' définie antérieurement

g* = dgle)

de e=0,
- - i

La soustraction membre i membre de deux équations (6.4.) correspondant
3 une méme entrée et 1'application du théoréme des accroissements finis conduisent,

pour l'expression de 1'écart & la relatiom :

- - % dw] dwz .
- - an - ! = - —r— S sttt
(6.5.) K. _-A(wl wz) h (el 62)—_ . g w, "W, + 1 ( it T )
solt, en notant Aw = w]—wz et A = 61-62
(6.6.) K. (Mw - hA8 ). g'" = Aw + T Aw

La relation matricielle correspondant & 6.6. s'écrit :

Aée | |7 o 1 i I
° h K * 1 KA *
A -— g - .2 g
® T g T T g Aw
ou bien :
A A

Effectuons le changement de variables défini par la matrice P

0

= e

1
X

w
>
>
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Les nouvelles variables d'état sont hO = s et h6 + Ao = w, tensions

représentées sur la figure (6.1.).

11 vient alors, pour l'équation aux écarts

had ~

>

146 + A A

A
1
>

> |

hAa6

hAg + AAw

% . ‘. . . .
Dans cette relation, g' est multiplié par la variable hA® + AAw, variable

d'état dont dépend sa valeur.

6.4. Conditions d'unicdf& de néponse

6.4.1. -% plus petit que t

Soit V une fonction de Ljapunov définie par la forme quadratique :

(6.9.) vezlw
avec :
- | —_
X T 0
M =
h
0 A
. . h i h _ .. . PR
Les coefficients Y T T et X étant positifs, la fonction V est définie
et strictement positive. Sa dérivée prend la forme :

(6.10.) o T W w2
dt
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avec :
“h,1_h B
NI 0
(6.11.) ATM + MA = 2
hooh_1_KL
0 Yy TT T 68
La condition suffisante d'unicité de réponse s'écrit alors :
(6.12.) K g'* > bt . 1
% A

h . 1a . . . ce oA
X- étant plus petit que T , cette condition exprime que le gain dynamique dolit etre

plus grand qu'une valeur positive.

A o
6.4.2. Eega»(’.ar

Dans ce cas ,1'@quation (6.8.) se rvéduit 3 :

hoé

h A8+ A A

et la condition d'unicité de réponse s'‘en dé&duit simplement :

(6.13.)

A

*
Kg'

h

>

hAd

had +

Adw

Dans le cas de la non observabilité de la chaine ouverte, la condition

d’unicité de réponse exprime que le gain dynamique doit rester strictement positif.

6.4.3. 1 plus petit que%

Effectuons le changement de variables défini

Vs

- -

>

par la matrice P

1 H
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3
.

I1 vient

-< o

La matrice étant symétrique, l'unicité de réponse du systéme sera assurée

* . tae o - P
entre les valeurs K, et K  de g' &gales aux limites de stabilit& du systéme linéaire

1 2
correspondant.

6.5. Schéma de cablage

La simulation de ce systéme consiste & résoudre sur calculateur hybride

1'équation (6.4.) qui décrit entiérement son évolution.

Effectuons un changement d'échelle machine élémentaire et il vient :

_— - do
(6016.) € = e - AUJ -
. e s * o 4 = - .
La non linéarité g = gle) sera réalisée par une méthode de sous-routine,
€

procédure multi-vitesse qui permet de réaliser un traducteur de fonction hybride.

Nous considérerons des non linéarit@s symétriques par rapport a l'origine
nécessitant 1l'introduction de retards purs dans la commande logique ce qui nous

conduira 3 adapter la méthode classique de sous-routine. Au lieu d'élaborer g (&)

g(eD)

le

- * . . . . . - .
nous élaborerons g = qui sera ensuite injecté dans la chaine d'action de

1'asservissement par l'intermédiaire d'un multiplieur. La sortie de cet &lément sera

alors égale 3
g(leD
€]

g (Ie|). signe ¢ = g(g)

6.5.1. Remarque

L'utilisation de cette méthode nécessite un &chantillonnage blocage de

5%22_ aux instants 12 ez(t). Si le mode répétitif de la partie rapide a une fréquence
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trés élevée vis 3 vis de la vitesse d'évolution de € (t), la dispersion des réponses

ne peut pas etre misc en évidence sur les apparecils d'observation utilisés.

en effet, le systéme n'est plus décrit par unc relation du type :
y P yp

X E - A¥ X

mais par une du type *

] *
X E-A X + K

- i N , . . P
ol les composants#s k- de K sont trés petites. Une majoration de 1'écart entre
deux réponses conduit & une relation de la fcrme :
i
k
ok
F(A)

Max || z || <

Cette valeur peut &tre rendue aussi petite que 1l'on veut en augmentant

la fréquence du répétitif rapide.

6.5.2. Modele analogique de L'asservissement /20/

Le cablage doit traduire les équations (6.15.) et (6.16.) soit :

*
do _ K. g.e_ @
dt T T
€ = ¢ =)o ~ 6

Il vient donc le modéle de base de la figure €.2.

.24 £4

S—<k

Fr gure &2
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Ce montage permet de visualiser les évolutions de w et 8 sur oscilloscope

ou table tragante.

6.5.3. ELaboraticn de gale Sehantllhorne bloqué

La méthode de sous-routine nécessite 1'élaboration préalable d‘'une dent
de scie d'horloge. Nous utiliserons pour cela un intégrateur ayant une référence
comme entrée et une valeur initiale nulle. Un comparateur, attaquant une bascule RS,
déclenchera la mise en condition initiale au moment ol sa sortie atteindra 1'unité ;
un compteur, utilis@ comme opérateur de retard pur, le fera revenir en mode calcul

quelques instants plus tard. Le montage est présenté & la figure 6.3(a)

Figure 6.3.(a)

L'introduction de la fonction NAND ayant 1'information RUN en entrée
correspond a une s&curité. Elle permet en effet, lorsque la partie logique n'est
pas en mode calcul, de mettre 1'intégrateur en position condition initiale et
d'éviter qu'il diverge.

Nous considérerons des non-linéarités g(ec) constituées de deux arcs de pa-
raboles. Le gain g* sera donc pris égal 3 la somme de deux rampes de pentes régla-
bles (figure 6.3(b),1la premiére démarrant au temps t = 0 et la seconde quelques

instants plus tard grace a la présence d'un deuxiéme compteur utilisé comme organe

de retard pur.
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el

%
i€l

Figure 6-3°(b)

L'échantillonnage blocage sera réalisé 3 l'aide de deux track-stores
2

. oy ~ " . . . 2
montés en série et commandés par un comparateur traitant les informations T et =~ €

Le montage complet est  présenté ¢ figure 6.4. ph0e T7

6.@. Simuwlation

Nous présentons dans les figures suivantes, quelques enregistrements
significatifs montrant la non-unicité de réponse du systéme &tudi& pour des non-liné-

arités ne respectant pas les conditions définiss antérieurement.

‘Nous emploierons deux méthodes pour mettre ce phénoméne en &vidence.
La premiére consiste a relever, dans le plan de phase, 1'&volution du systéme en
régime autonomec et constater que les points d'équilibre obtenus dépendent des con-~

ditions initiales. La seconde fait apparaitre une démultiplication de fréquence en

régime forcé

Considérons en premier lieu, une non linfarité présentant un seuil

(figure 6.5.). "
| ﬁ?' er U M
q4 «s‘a‘ﬂ‘“‘"“'“"’-"”“

P

4

6,06 | i€l en UM,

“Figure 6.5.
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Pour T = 10, A =1, la condition d'unicité de réponse :

*
Kg > —s— =26

n'est pas vérifiée.

L'enregistrement dans le plan de phase de la figure (6.6.) met en &videuce
trois points d'équilibre pour trois ensembles de conditions initiales et celui de la

figure (6.7.) montre un phénoméne de démultiplication de fréquence qui, dans les con-

ditions de 1'expérience, est d'ordre 3.

Dans le cas A > 1, si 1'on introduit une instabilité locale autour de
1'origine (caractéristique de la figure 6.8.), 1'évolution dans le plan de phase

(figure 6.9.) montre qu'il existe deux points d'Zquilibre ; ce sont les conditions
initiales qui déterminent le point d'arrivée.

¥
&?' en U.M.

i

ééé En .M.

- Q} O3S

Figure 6.8.

Les figures 6.10. 3 6.13 présentent divers cas de démultiplications de
fréquences obtenus pour des réglages différents.

Au cours de l'expérimentation, nous avons pu faire apparaitre plusieurs

fois des sorties 8 apériodiques; ce phénoméne montre; lui aussi, la non-unicité de

réponse. Un exemple est présenté a la figure 6.14.
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6.7. Conclusion

La simulation de 1'asservissement du moteur sur calculateur hybride EAL 580

nous a permis de mettre en &vidence la non unicité de réponse- .

Nous avons pu remarquer, au cours de 1'expérimentation, que la démultipli-

cation de fréquence dépendait de nombreux paramétres.

Par exemple pour une m@me entrée périodique et pour un méme ensemble
de conditions initiales, la sortie peut présenter divers régimes dynamiques si une

légére perturbation est introduite dans le systéme.

Cela montre qu'il est difficilement envisageable de contrdler un phé-

noméne de démultiplication de fréquence.

La théorie nous a permis de trouver des conditions de structure assurant
1'unicité de réponse d'un systéme. S'il ne posséde pas naturellement cette propriété,
il est donc possible de calculer une compensation le plagant dans cette hypothése

afin de le rendre utilisable.
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Conclusion

La complexite des dnstallations indusinieiles augmentant sans cesse,

L' ingénieun de systeme e hewrte a des probldmes d' Adentification de plus en plus
difgiciles a nésoudre.

L'extension de La méthode de Kron au domaine non Linéainre, pemmet
d' identigien de tels systimes en Les décomposant en un cefifadn nombre de sous-systimes
de petites ddmensions plus faciles & etudien, Leurs inttractions intervenant witérdieu-
rhement de fagon sdmple.

Cette méthode conduit & des modeles autorisant L'application de crnitines
sdmples. Tes conditions sugfisantes de stabilité ou d'unicitZ de néponse du systéme
Btudié peuvent en itre déduites. Ces conditions pontent sun La structune meme du
néseau et sun Les fornmes des caractinistiques des El@ments non Lindaires.

L'etude du négime penmanent des systemes possédant La propriete d'unicite
de #éponse peut se faine @ partin d'une réponse connue et indZpendemment des conditfions
initiales. Par contre, R'Etude des systémes ne possédant pas cette proprliié nécessite
La détermination préalable d'une majoration de L'2cant entre deux néponses @ une
meme entrie.

Cette étude a 648 complétéie par une simulation swt machine hybride ot
Les nésultats trouvés peuvent apporter une contrnibution a £'introduction de caleula-
teuns dans La chaine de commande.

- - - - -
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