
N' d'ordre : 118 

Titre de la thèse : 

T H E S E  

présentée 

il l'université de Lille I 

pour obtenir 

le titre de DOCTEUR-INGENIEUR 

Dominique R E G N 1 E R 

Ingénieur I.D.N. 

" Conitrcibun à t ' d y a e  d u  4 E g h u  dynamiquu  d u  si&ü!me6 

cov&&uu. AppLkaaXon6 aux non f iéaiha " 

Soutenue le 25 Juin 1971 devant la commission d'examen : 

Messieurs : P. VIDAL 

F. LAURENT 

G. S A m R  

J.M. TOULOTTE 

R. BOSSUT 

Président 

Rapporteur 





- 1 - 
Introduction 

L 'un d u  ~ r n  L m  ptroUème6 que doLt &.bouche &'i.ngéuUeuh &rtbqutXR 6e 

piopode d1i2tudLm une &.tuUu%n es t  tt.i.âev&i$i.c&hn du système a asdmv&, c'eôlt- 
Za-&e de la dU-n d'un modUe pmct&wt.t de dé&e wmptetem&&e 4lfa&e 

a &#tti.de d t é q m u .  

S i  phéci6hn 4eqU.ibe n ' a i t  pab hpon;tan.&, byd.theô 

dont coma&ment hepiruentéb pan un modèle &nédine et tes i techwuqu~ CRa44.CQueb 

peuvevtt ê ta  eqdoyées pout l t a n d y s e  Ra byn&he. h h A  &èd &ouvent, soLt p?utce 

que &es non-- ne ae pa&knd pas à une f i W d t i o n ,  4o.G m e  que l e  

cakut nEces4& une gtuwde ~ry~ i l c ishn ,  Lt hpoltrte d ' inahdu ine  dan6 t e s  équa;tiom 

di6$&mCkU!ea du modèle des coe~&idmtx non c o n b m .  C' ut dana c-e ./paiULébe 

qLce dofit p.&ZCé6 &A d 2 . a ~ ~  d4n6 Ce h W h e .  

La phpmt des  modèees counamnwt uAAUU dont obtenüb en d o W  
une $orne a p/Uo&i aux éq&n6 at en lrechenchavLt d a  h.tb de v W v l b  des we6-  

~ - i c h . t X  pm4Man-t de d&cniRe commtement t e  byd22me. 

La méthode d t ~ e n t i ~ n ,  d s u e  de la m&üwde de Khan, que noub pE- 
aenZom.6 d m  une plr&e m e  W e  .ta a&uc$we du syda%e pom dé.t&a la 
dome des équations. Les cam&éhi6;tique6 des Ui5nen.U nan f i m e s  ap)xvrcU6devLt &h.b 

e-enit g & c e  21 un choix de vaniabeeb d' W g d é  pa/r &' W e  des connadom 
du sy4&e. L t ~ ~ n  de ces néscLetdts wndui;t a des ~eptédentat ionô p c ~  des 

d ~ d ~  a44Vf.vkA ée&W&U&es wUP&é6. 

La beconde ptm.&ie est  con6achée, pouh t e  modèes. NcédemnevLt W u v é ,  
à L 'appUmt ion  des noltiov~b t .MoNueb de a & b U é ,  dlunicLt& de Réponôe et de 

ptEci6bn. Une &uû.&bn AWL cdc-e hybhide (EAZ 5 8 0 )  wn@è.te ce &zVaie 

et me2 en évidence &es p ~ ~ e 6  de non d c i . t é  pévu.6 pa~. tu XkéolUe. 



Parmi les divers types de représentation des systèmes, l'automatique 

moderne emploie de préférence la notion de vecteur d'état. La justification de ce choix 

se trouve naturellement dans la souplesse d'utilisation de ce modèle mathématique. 

Dans le domaine non linéaire, cette formulation conduit à des condi- 

tions suffisantes de stabilité, d'unicité de réponse, etc,.. Ces conditions assurent 

la sécurité de fonctionnement impossible à obtenir par la méthode du premier harmonique 

issue de la fonction de transfert de l'automatique classique. Cette dernière a, en 

effet, le grave inconvénient d'être approchée et de ne pas permettre une évaluation 

simple de l'incertitude de calcul. 

De plus, la notion d'état d'un système est indépendante du nombre dsen- 

trées et de sorties ce qui facilite les extensions aux systèmes multivariables. 

Définition du vecteur d'état 

Un vecteur d'état est un ensemble ordonné de paramètres indépendants 

caractérisant l'état du système à chaque instant. C 2 t t e  définition implique que la con- 

naissance des équations du système, des valeurs des composantes du vecteur d'état à 

un instant t et des excitations définit sans ambiguïté lqévolution du système pour 
O 

toute valeur de t supérieure à t O ' 

L'évolution d'un système peut être caractérisée par la trajectoire de 

son point représentatif dans l'espace d'état. S'il est en équilibre cette trajectoire 

se réduit à un point. 

Il est alors naturel de chercher à imposer l'état final en respectant 

certaines contraintes de performances. 



On constate que dans la plupart des cas un signal de commande ne tenant 

compte que de l'état initial et de la structure du systgme permet de l'amener dans l'état 

désiré. Un tel fonctionnement suppose une identification parfaite de chaque élément de 

la chaîne et une connaissance rigoureus: de toutes ILS grandeurs d'entrée y compris 

celles que l'on nomme habituellement perturbations. 

L'asservissement d'un système inpliqw donc l'introduction d'une rétro- 

action. Cette nouvelle structure pernet 1161aboratPon d'une fonction de commande tenant 

compte à tout instant de la différence entre la réponse souhaitée et la réponse réelle. 

En raison des propriétés qualitatives des systèmes bouclés, toutes les imperfections 

d'identification se trouvent ainsi automatiquement corrigées, au moins dans une certaine 

mesure. 

Cet ensemble est schématisé figure 1.1. 

Figure 1.1. 



Un système monovariable en boucle ouverte est représenté par le schSma- 

bloc de la figure 1.2. 

Figure 1.2. 

quatre sortes de grandeurs peuvent intervenir dans un tel modèle : 

- l'énergie qui ne joue de rôle que sur le plan technologique (elle 
ne sera plus mentionnSc au niveau de la théorie) 

- l'entrée, désignée par le scalaire u, qui commande l'êvolution 
du système 

- la sortie, désignée par la lettre s, qui est la grandeur physiquement 

utilisable. 

- le vecteur d'état X, de dimension p et de composantes x i 

Le système étant lineaire, on attache au système des équations diffé- 

rentielles qui prennent la forme : 

Soit, sous forme matricielle : 



A : matrice (p x p) à coefficients constants caractéristique du régime autonome. 

B : vecteur colonne à coefficients constants traduisant l'influence de l'entrée sur 

le comportement du système. 

A ce stade de la description du processus, il est important de déter- 

miner s'il possède les propriétés de stabilité et de commandabilité. 

Définissons pour le système (1.2) une nome pour u(t) et une nonne 

pnirr ylt) que nous noterons respectivement lu(t) 1 et 1 Ix(~) 1 1 . 
Le système est stable si, sous l'influence d'une entrée limitée en 

a :-, le vecteur d'état X conserve une nome 11x1 1 bornée supérieurement pour 

t ' Leur de t . 
L'intégration de l'équation (1.3.) ne présente aucune difficulté et 

1. : 

La formule de Sylvester permet d'écrire : 

A. : valeurs propres de la matrice A 
1 

w : matrices constantes 
i 

Considérons séparément eAt Xn qui correspond au régime libre et - 
-AT 5 1- e U(T) qui correspond à la contribution de l'entrée. 

-0 - 

eAt X est non divergent si, et seulement si, les valeurs propres h O i 
de la matrice A sont à partie réelle non positive. 11 tend asymptotiquement vers zéro 

si les parties réelles des A .  sont/négatives !strictement: 
1 - - 

L'entrée étant limitée en amplitude, il est possible de trouver U po- 

sitif tel que : 

pour toute valeur de t. 



En introduisant une norme multiplicative : 

O O 

Si la matrice N est inversible nous dGduisons : 

Soit : 

At r-t -- 1 -At 
H i  Ile I I * I I A - ~ I I * I I ~ I I *  u + lIc .e . I I * I I B  I I *  u 

Si aucune valeur propre de A n'a une partie réelle positive, le premier 

terme est mjoré par : 

En remarquant que eAt est eomutablz avsc A, il vient : 

Nous déduisons de ces résultats qus si la matrice de transformation A 

est ir~versible, le vecteur d'état a un2 norme borné& si les h sont à partie réelle 
i 

négative. 

Un système est commandable si, étant dans un état X il est possible O * 
de trouver une commande admissible le transfgrarit dans un état X arbitraire. 

1 

Ces transformations sont possibles si et seulement si la matrice N 

définie par : 

et de rang p. 



La seule information utilisable en vue de la réalisation d'une chaîne 

d'asservissement est la sortie du système. Cette grandeur est liée au vecteur d'état 

et à la commande par la relation linéaire : 

C ; matrice (1 x p) à coefficients constants 

d : 'scalaire constant 

Cette relation jointe à (1.2) caractérise complètement le filtre 

Il n'est possible d'envisager d'imposer l'état d'un système que s'il 

est possible de déterminer son état initial par simple observation de s sur un inter- 

valle de temps. 

. On démontre qu'un système possède cette propriété d'observabilité si, 

et seulement si, la matrice M définie pcr : 

est de rang p. 

Considérons l'asservissement de la figure 1.3. 

Figure 1.3. 



L'organe à régler est linéaire et le vecteur d'état X qui lui est attaché 

d'ordre p. Nous supposerons les filtres servant à êlaborer la commande incorporés dans 

cet organe. 

L'ensemble des systèmes d'observation ou capteurs admet un vecteur d'état 

Y d'ordre q. 

Les équatioris attachées aux jeux blocs s'écrivent : 

Al, A2 
matrices (p x p) et (q  x q) 

BI, B2 
vecteurs crl.onnes de p et q composantes 

CI, C2 
vecteurs lignes de p et q composantes 

dl, d2 scalaires. 

Le fonctionnement de l'asservissement est entièrement défini par l'adjonc- 

tion d'une relation introduite par le discriminateur. 

L'état de l'organe est défini par p paramètres, celui de l'ensemble 

des capteurs par q paramètres, il est naturel de chercher, pour le système d'entree c 

et de sortie s, un vecteur d'état d'ordre p + q. 

Figure 1.4. (a) 



En supposant d d différent de ncins un, l'élimination de u et v entre 
1' 2 

les relations (1.7.) (1.8.) et (1.9.) conduit aux nouvelles relations matricielles : 

Nous trouvons ainsi une forme semklable à celles qni sont liées aux 

système0 en boucle ouverte soit, en notant l'état total Z : 

Les conditions de stabilité, commandat.ilité, observabilité, s'appliquent 

aux relations (1.10. ) 

Dans le cas où dld2 = - 1, la relation qui donne v s'écrit : 
I - -, 

La fermeture de la chaîne conduit à 

Les composantes du vecteur Z ne sont plus indépendantes et le choix d'un 

nouveau vecteur d'état s'impose. 



Une représentation linéairt ne correspond génlrelement qu'à une api>ro*- 

ximation dans l'identification ou 3 des limitations dans les conditions d'utilisatiosr 

du système. 

Afin d'améliorrr le modèle, il convient d'introduire dan2 les équations 

différentielles le régissant dès coefficients non constants. L'outil xathématique dont: 

nous disposons alors, beaucoup moins perfectionné qi:: dans le do~laine linGaire, ne nous 

permettra plus, en général, de calculer la solution avec pracision. 

Un grand nombre de structures, fondanentalement différentes peuvent se 

présenter dans de tels systèmes. Nous n'envisagerons que des asservissements dont le modèle, 

gGnéralement admis par les autoniaticiens, peut se ramener au schéma bloc de 'la figure 

1.4. (b) 

Figure - 1 . 4 .  (b) 

Le signal dk commande u est élabore par la non-linGarité à partir du 

signal d'erreur E selon une loi de la forme u = £(c l  s'il n'apparaît aucun effet de 
mémoire notable. 

. Cette structure rend compte de phénomènes conmie le pompage, la synchroni- 

sation ou lesaut qu'une théorie placge dans 1'hypotrSse linéaire est impuissants à ex- 

pliquer. 

La formulation cou~plète de ces systèrries s'obtient en adjoignant aux 

équations (1 .7 . )  et (1.8.) les relations : 

Lorsque le retour est unitaire, confomfrnent au schéma de la figure 1".4 (b) 

le uodèle devient : 1 



d 
L'introduction du cocf'iclent flottant f defini par f * = - '(') permet 

d 
E 

d'écrire u = f . E. Les relations (1.12 .) se réduis^at alors à r 

Cette écriture permet l'étude d'un certain nombre de propriét5.s des systèmes 

non linéaires. Nous cicerons deux résultats connus relatifs à la stabilité provenant de 

l'utilisation de fonctions de Ljapunov de type quadratique. Les conditions obtenues limitent 
* 

la variation du coefficient f . 
Le premier indique que pGur zssurer la stabilité du système il suffit 

qu'il existe une matrice - C carrée d'ordre p telle que pour chaque ligne on puisse 

écrire : 
P 

c coefficients de la mtrice C 
i j - 

t 
C psut être Q, sa transyosee Q ou encore la somme - 2 

Pour les systèmes dont la matrice de transformation A est réelle syn12tri- 

que, on peut affirmer que le domaine de stabilité linéaire est inclus dans le domaine 

de stabilité non linéaire. 

Un système multivariable possède n entrées et n sorties scalaires qu'il 

est possible d'ordonner sous forme vectorielle. 11 existe alors, dans le domaine linéaire, 

un modèle mathSmatiqüe formellement analogue à celui d'un système nonovariable. 

X, U, S vecteurs d'état, des commandes et des sorties de dimensions res- 

pectives p, n, n. 

A, B, C, D matrices à coefficients constants de dimensions (pxp) , (pxm) , 
(nxp), (nxm). 

Il est souvent préférable de chercher à identifier un processus sous la 



En effet, la matrice 3 est souvent introduite naturellement par la struc- 

ture même du système et l'identification sous la forme : 

S = CA + DU 

peut devenir très pénible et, à la limite, inextricable. 

En chaîne ouverte, la loi d'évolution du vecteur X en fonction du temps 

et des conditions initiales s'écrit : 

La condition nécessaire et suffisante de stabilité s'énonce donc de la même 

façon que pour un système monovariable : il faut et il suffit que les valeurs propres X i 
de la matrice A soient à partie réelle négative. 

Un système multivariable est commandable s'il existe un vecteur de 

coimiande U(t) permettant de le transférer d'un état initial X quelconque à un état final 
O 

X arbitraire. 
1 

Certains systèmes peuvent être commandés à l'aide d'une entree e . L'étude 
j 

se réduit alors au cas monovariable en ne considérant que la colonne j de la matrice B. 

Les systèmes dont toutes les entrées possèdent cette propriété sont 

appelés normaux. 

L'intérêt des systemes rnultivariabfeç est particulièrement important lors- 

qu'ils ne sont cornmandables par rapport à aucune entree prise séparément. Un signal de 

commande faisant intervenir plusieurs ou toutes les entrées peut alors, sous certaines 

conditions, amener le système dans l'état d6siré. 

Appliquons la formule de Sylvester dans la relation (1.15.) : 

Soit, en restant u les composantes du vecteur U : 

P 
s A~-' B vk 

k= 1 

j - t - 
P 

~ ( t )  = e A~-' B 
k= 1 

I ak dr 
O 

.eeuo...e... 

t 

I ak d' 
O 



Ce système de p équations à mxp inccxnues admet une infinité de solutions 

s'il est possible d'extraire de la matrice N, par suppression de colonnes, une natrice 

régulière d'ordre p. 

- 13 - 

Les degrEs de liberté qui en découlent poarraient, théoriquement, Etrs 

exploités au cours d'une synthèse pour tenir compté cl'un pius grand nombre de contraintes. 

Sous forme matricielle il vient r 

- 
"P-' B I  

- 

Dans le cas où aucune sous matrice regulizre d'ordre p ne peut être trouvée, 

le système n'est pas commandable. 

Un système multivariable est observabls si la connaissance de ses entrées 

et de ses sorties sur un intervalle de temps (t O' t 1 ) permet de déterminer son état ini- 

tial X(t ).  
O 

Nous somes ainsi amenés à résoudre les équations vectorielles : 

- - 

1 
V 
:2 

v 
- P - 

Ces p équations vectorielles représentent m p équations scalaires servant 

= N. W 

à déterminer les p composantes du vecteur df&tat. 

En notant : 

il vient : M Xo = S mv 

Le systeme est observable si et seulendnt si la natrice M est de rang p et 

si tous les déterminants d'ordre p+l de la matrice 2-2 sont nuls. 

11 est évident, que, dans la pratique, la seconde condition ne pourra pas 

être vérifiée puisqu'elle suppose une précision ~aathérnritique dans l'identification et les 



ruesures de S et de ses dézivées. LES valeurs des d5terninants d'ordre p+l de la natrice O 
SM pourront donc ser-~ir 5 évaluer grossiereuent l'incertitude sur les résultats expérimen- 

taux obtenus. 

Lorsque l'a~proximation linCaire s7avèrd inadaptse au système étudié, il 

faut introduirs des terce2 non constants dzns les matrices A et B. 

Il est iqossible de considérer les prûblèmes posés par les systGmtis mul- 

tivariables non linéaires tacs toute leur généralité, aussi nous limiterons-nous, d ~ n s  le 

cadre de ces travaux à l'étude d h n  type de structure ayant les propriétés suivantes : 

Le système possède n entrées e et autant de sorties S.. Chaque infor- 
j 1 

mation e est traitée par un ou plusieurs filtres linéaires L fournissant chacun une 
j ij 

information w 
ij' 

Les n grandeurs E. définies par : 
-1 

constituent les commandes de n systèmes asservis monovariables non linéaires correspondant 

à la structure précédemment définie. 

Un deuxième ensemble de filtres monovariablës linéaires introduit dcs coupla 
a 

ges entre les différents asservissements élementaires. Un filtre Mit capte une information 
a 

a en un point de 19aseervissement i et sa sortie, notée 
'it9 

est injectée sur le discrimi- 

nateur C du systèoir boce7,l ::-:, LL,:; 1. a. 
Dans ces conditions, les différentes sorties apparaissent comme des 

entréss parmi les autïes sur les niscïiruinateurs drs systèrnes asservis monovariables. 

Le schéma-bloc correspondant à cztte définition est représenté à la 

figure 1.5. 

L'étude des E.peut se faire indépendement des vecteurs d'état X et Y, 
1 

ils pourront donc être considérés comme entrées du système multivariable non linéaire. 

Afin de simplifier encore le modele, on effectue sur le schéma de la 

figure 1.5 une suite de transiormations élémentaires qui mènent à la représentation de 

la figure 1.6. E. devient Ei et V. eût défini par : 
-1 1 





Figure 1.6. 

Ces systèmes sont régis par l'enseable d'équat' L O ~ S  

1 7.) Xi = A.. X. + Bii u 
11 1 i 

( 1 . 1 )  S. = C i i X i + d i i  u 
1 * i 

(1.1.) u =£(ri)=£ . E .  i i 1 

(1.20.) r = Ei + Vi - S. i 1 - (1.21.) Yik - Aik Yik + Bik Si 
(1.22.) 

'ik 
= Cik Yik + dik Si 

Pour la plupart des systèmes, le coefficient d:: est nul, il vient alors : 
L A  

fi 

(1.23.) X!=AiiX. + B i i f i  L. + C (C.. Y.. +d.. C..X.)-GiiXi 
1 1 j = l  Ji Ji JI J J  J 

j#i 

En ordonnant les composantes des vecteurs d'état de tous les filtres dans 

un vecteur dqétat total Z et en groupant entrées e t  sorties dans des vecteurs E et S ,  nous 

pouvons réduire les écritures (1.23.), (1.24.) (1.25.) à : 

(1.26.) Z s  = AZ + BE 

(1.27.) S = CZ 

Les matrices A et B ont des coefficients non constants:il n'est donc pas 

possible d'utiliser les méthodes propres aux systèmes linéaires pour l'étude de ce modèle. 

Par contre, les critères élaborés sur les systèmes monovariables non linéaires et ne faisan1 

intervenir que les propriétés de la matrice A sont utilisables. 



Un réseau électrique linéaire peut être considéré comme un 

processus multivariable composé d'un certain nombre de systèmes asservis mono- 

variables présentant des interm-rions. Les deux ensembles admettent alors les 

mêmes équations. 

La méthode de Kron permet de systématiser cette recherche. Des 

représentations du système dans l'espace d'état en découlent très naturellement. 

Il est possible, si on le désire, d'en déduire les relations entre les entrées 

et les sorties par la matrice de transfert. 

1 
L'introduction des opérateurs de dérivation et d'intégration - 

P 
allège considérablement lès écritures. Dans le cadre d'une théorie linéaire, les 

grandeurs R, C, L sont constantes, même s'il s'agit de mutuelles im?édances. 

Dans les branches du circuit peuvent circuler des courants dont 

les intensités dépendent des sources d'énergie. 

En définissant des sens positifs de référence concordants pour 

la tension et le courant, il vient, pour la branche j : 

k#j 
V 1 Z.. tension, courant et impédance de la branche j 
j' j' I J  

2 mutuelle impédance de la branche k sur la branche j .  
jk 



Ces b relations s'écrivent matriciellement : 

- - - - - - 
vecteurs des tensions, courants et forces électromotrices 

I?b/9 llb/ $ I E ~ I  
de branches. 

Z matrice des impédances de branches. 
b 

Si le réseau comporte n noeuds, la premiëre loi de Kirchoff 

introduit n-l relations entre les courants, il faut donc b-n+l équations de 

mailles indépendantes pour résoudre le problème. 

Le choix des mgilles indépendantes est un problème délicat si 

l'on n'utilise pas la notion d'arbre, En effet, un arbre est un ensemble de n-1 

branches reliant les n noeuds du réseau ; aucun courant ne peut y circuler mais 

l'adjonction d'une branche dé£ iiiit bas ambiguTt6 une maille. 

Il est possible de choisir les courants de maille comme courants - - 
indépendants et de les ordonner dans un vecteur . La première loi de Kirchoff 
conduit alors à : 

a matrice bx(bn+l) de terme général a 
P4 

a = O si la branche p n'appartient pas a la mclille q 
P Q 

a = f 1 si la branche p appartient à la maille q. Le signe + correspond au 
PQ 

cas où les sens de référence sont les mêmes pour le courant de branche 

et le courant de maille dans la branche p. Le signe - correspond au 
cas contraire. 

En remarquant q u 3  une colonne de la matrice a correspond une 
t 

maille du réseau et en notant a la matrice transposée de a , la deuxième léi de 
Kirchoff "écrit : 



Par rapprochement des égôlités (2.2.) et (2*6.) et en utilisant la relation de 

liaison (2.3.), il vient : 

Par inversion de la matrice d'opérateurs Z = ilt % ci on déduit la matrice de L 
transfert qui lie les courants de branches aux forces électromotrices de branches: 

Le terme général z de la matrice impédance Z est l'impédancî symbolique de La 
q r 

branche commune aux mailles q et r affectée du signe + si les sens de référence 

des deux mailles y colncident ou du signe - s'ils diffèrent. 

Cette propriété montre que la matrice Z est symétrique par rapport 

3 ~2 diagonale principale et le terne a est la somme de toutes les impédances 
q 

symboliques de la maille q. 

La méthode de Kron ne fait pas appel à la notion d'état du système. 

Mais nous nous proposons de déduire de cette méthode un modèle dans l'espace 

d'état susceptible de conduire à un algorithme de calcul numérique / 19 / ou 
analogique. 

Posons : 

- - 
Le terme e du vecteur est la somme des forces électromotrices de la 

j le 1 
maille j. 

La jème ligne de l'expression (2.5.) s'écrit e 
.t 

En notant : 
t 



k$ j 
il vient : 

d d 4 
L.. A = e  - v  - w  = A 

3 3  dt j j j dt 

Cette décomposition conduit au schéma fonctionnel de la figure 2.1. qui fait 

apparaître pour le système élémentaire deux variables d'état possibles : 9 .  et Q.. 
J J 

Soient : 

les "variables d'état" que l'on ordonne dans un vecteur X. L'expression (2,7.) 

entraîne alors : 
0 - -1 

L'ensemble de toutes les relations (2.11.) et (2.12.) obtenues en faisant varier 

j de 1 à b-n+l se réduit à une écriture matricielle de la forme : 



L'équation (2.13.) n'est une équation d'état que si les composantes du vecteur X 

ainsi définies sont indépendantes. 

S. 5. ModalLtéa de cho ix  d u  vaniabR~a d1&XaZ 
- -- - 

Si le déterminant de l'une des deux matrices A ou F est nul, le 

choix d'un nouveau vecteur d'état s'impose. Notiç allons donc étudier les condt- 

tions de nullité de ces déterminants et en déduire des règles qui permettent, dans 

la plupart des cas, d'obtenir des variables d%tat indépendantes dèç la première 

mise en équation. 

Tous les termes de la Siagonale principale de P sont égaux à 1. Elle ne peut 

donc comporter ni ligne ni colonne identiquement nulle. 

Si le choix d'un arbre fait apparaître un2 maille ne comportant qu'une seule self 

et que celle-ci appartient à une branche de l'arbre, l'égalité relative à la 

maille k : 

'jk ' Lkk 

introduit un 1 en dehors de la diagonale principale de F. 

Si la maille j possède la même propriété, les égalités : 

montrent que, s'il n'existe pas de valeurs dc. m et n telles que : 

soient simultanément vérifiées, l'égalité de deux lignes ou deux colonnes de la 

matrice F entraîne la nullité de son déterminant. 

S'il existe deux mailles j et k telles que c = c = c = c jj kk jk k j 9  
le déterminant de la matrice A est nul s'il n'existe pas de valeur de 4 telle que : 

Tout arbre respectant ces conditions conduira à des variables d'état indépendantes 

sauf pour certains ensembles de valeurs numériques particuliers. Dans ce cas, on 



réduira la dimension du vecteur X en tenant compte des remarques faites sur la 

matrice. 

Si l'on ne cherche pas à obtenir tous les arbres satisfaisant 

aux conditio?s énoncées plus haut, on pourra procéder Fe la façon suivante . 

a) Toutes les branches purement résistives ne formant pas de 

mailles seront adoptées. 

b) S'il est nécessaire d'adjoindre d'autres branches pour cons-, 

tituer l'arbre, on les prendre selon l'erdre de priorite décroissante suivant r 

a) Les branches n'engendrant aucune maille dont le seul terrJlv 

inductif ou capacitif soit celui de la branchs d'arbre 

6) Les branches ne faisant pas apparaître plus d'une maille 

du type a 

y) Les branches ne respectant pas ces conditions et pour 

lesquelles il faut faire lesvérifications définies par les relations (2.14.) 

à (2.17.). 

2 . 6 .  Exemple d ' a p p W n  

Soit le réseau de la figure 2.2. 

Figure 2.2. Figure 2.3. 

Nous choisissons l'arbre constitué de R L qui corres- 
1 '  R29 P3' 3 

pond aux règles indiquées. 

Si, au lieu de prendre cet arbre, nous avions retenu celui composé 

des éléments R R et C, les deux mailles définies par (RI. C, 
1 0  2 p3< L ~ )  et 



( R 2 ,  C ,  .p ,L ) auraient comporté le condensateur C. Le circuit ne comprenant 
2 2  

pas d'autre condensateur, la même charge Q serait intervenue dans deux asservis- 

sements élémentaires et le système aurait semblé être d'ordre cinq alors qu'il 

n'est que d'ordre quatre. 

Le schéma de la figure 2 . 3 .  associé au réseau précise la numérota- 

tion et les sens de référence. La matrice impedance s'écrit alors : 

Le système est donc régi par les équations : 

di. 

Le schéma fonctionnel correspondant à ces équations (Figure 2 . 4 . )  met en évidence 

une propriété générale des circuits électriques à éléments passifs : les syst2mes 

multivariables associés présentent des couplages de type proportionnel où le temps 

n'intervient pas. L'ordre du système global est donc déterminé par l'ordre des 

boucles élémentaires exclusivement. 

Le choix des variables d'état suivant : 

mène au modèle matriciel ( 2 . 2  1 .) 



Figure 2 . 4 .  



S'il y a un transformateur linéaire dans le circuit, son étude 

peut être envisagée par la même méthode. 

Supposons les enroulements primaire et secoidaire parcourus 

respectivement par des courants i et i (figure 2.6.) 1 2 

Figure 2.6. 

Son fonctionnement est régi par les relations : 
di 

di2 V I  = L1 - + M -  
dt dt 

En choisissant comme variables $l'état r 

e l  = L i 
1 1  

et $ 2  = L i 
2 2 



La "sous matrice premier membre'' lui correspozidant dans le modèle mathématique 

s'écrit : 

Le déterminant aseocié est nul si : 

Un transformateur sans pertes est donc un systsme d'ordre un, mais si des 

pertes interviennent linéôirement, le système est d'ordre 2. Dans le premier 

cas, son état est repéré par la valeur du flux dans le noyau de fer et dans 

le secniid cas par les deux intensités il et i 
2 ' 

La méthode des noeuds est, en tous points, semblable 2 la méthode 

des mailles. 

A partir du choix d'un arbre, elle considère les tensions dans 

ses branches comme inconnues indépendantes et établit les liaisons par l'inter- 

médiaire de la seconde loi de Kirchoff. 

La connaissance de la matrice des admittances de branches Y et - - b 
du vecteur sources de courant conduit au système d'équations suivant où l Isl 
&? %signe le vecteur des tensions de branches d'arbre : 

Il vient alors la relation : 



t 
La matrice f3 Yb f3 a la même forme que 12 aatrice Z et les 

propriétés se correspondant selon les lois du tableau suivant : 

Maille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e o o c . . . . . . . . . . . . .  Noeud 

Association série........ ................... Association parallèle 

Source de tension ........................... Source de courant 

tension v...................+............... Courant i 

Flux +..................................... Charge Q 

Résistance R................................ Admittance G 

Self inductance L........................... Capacité C. 

En régime permanent sinuso?dal, nous remarquons que deux réseaux 

qui se correspondent selon ces règles sont duals. En effet, le système est repré- 

senté par l'opérateur matriciel Z (jw) dans la loi : b 

* 
et l'opérateur M adjoint à Z est défini par la relation : b 

m 
M a la structure d'une matrice admittance. 

Ce nouvel outil d'analyse des réseaux électriques linéaires 

permet d'aborder l'éturle de ces circuits au moyen des méthodes propres aux 

systèmes asservis. 

La formulation des systèmes dans l'espace d'état permet une 

extension au domaine non linéaire, c est pourquoi nous allons, dans le chapitre 

suivant, envisager les problèmes poses par la présence d'éléments non linéaires. 



Ex;tenaAon de .la mZzlwde dc fian aux aghièma na2 fiéahu 

En première analyse, il peut sembler qu'un réseau comportant des éléments 

pour lesquels le principe de superposition ne s'applique pas amène une formula- 

tion mathématique peu exploitable. Cependant, il est généralement possible dqiso- 

ler les non-linéarités en étendant les methodes d'identification relatives au 

domaine linéaire issues des travaux de Kron. 

Les réseaux que nous étudions dans ce chapitre sont constitués de selfs 

impédances linéaires ou non. Les variables qui caractérisent l'état des circuits 

sont d'une part les flux et d'autre part la charge des capacités. 

Les valeurs des ternes résistifs R, capacitifs C et inductifs L seront, 

dans l'hypothèse non-linéaire, respectivement définis par les relations : 

R* = R(i) ou R* = R(v)  

c* = C(q) 

* 
L* = ~(i) ou L* = L($) avec 4 = L i. 

i est le courant parcourant le composant, v la différence de potentiel à ses 

bornes et q la charge du condensateur. 

S'il est possible de choisir un arbre linéaire constitué de toutes les 

branches purement résistives ne formant pas de maille complété par des branches 

inductives respectant les conditions (2.14) 2 (2.17) d'indépendance des variables 

flux et charges, il existe un modèle à commande non linéaire associé. 

3 . 2 . 1 .  M&c?Ùadti  n o n f i n W  / 1 7 /  

Nous supposerons qu'il n'y a aucun terme inductif commun à cette maille 

et à l'arbre. 11 vient alors : 



Le modèle associé est représenté à la figure 3.1. 11 est aisé de le rame- 

ner à celui de la figure 3.2. où la commande est non linéaire. 

FIGURE 3.1. 

FIGURE 3.2. 



L'équation matricielle dv6tat lige à un ensemble de 

de ce type s'écrit : 

m = b-n+l mailles 

W; 
Les termes non linéaires L apparaissent dans tous les coefficients non 

j j 
nuls .ie la colonne de rang 2j-1.  Cette disposition particuliempermet de décorn-- 

poser la matrice en un produit de deux matrices dont les termes de l'une sont 

constants et dont l'autre est diagonale non linéaire. 

3 . 2 . 2 .  M a i e e u  à k é ~ h ~ a i ~ c e ~  non L&&&a 

Lorsque la résistance R.. est non constante, les relations ( 3 . 1 . )  et ( 3 . 2 . )  
J J  

s'écrivent : 

Notons : 



Cette décomposition conduit au schéma fonctionnel de la figure 3 . 3 .  et une 

transformation élémentaire permet d'en déduire le modèle à commande non linéaire 

de la figur? 3 . 4 .  

Les équations 3 . 4 .  et 3.5. obtenues en faisant varier j de 1 à b-n+l 

conduisent à la formulation matricielle (3.6 ,) dans l'espace d'état : 

La localisation des termes non linéaires dans la matrice d'état est par.. 

ticulièrement intéressante. En effet, ils n'apparaissent chacun qu'une seule 

fois et sur la diagonale principale. 

3 . 2 . 3 .  ! M a  6 capac.Ltéa non commIL$@ 

La présence d'une capacité dont la valeur est fonction de sa charge 

conduit aux équations ; 

Le schéma fonctionnel associé à ces équations est représenté sur la fi- 

gure ( 3 . 5 . )  et le modèle à commande non linGaire sur la figure (3.6.). 





L'évolution des variables d'état de tels réseaux est régie pour une gqua- 

tion matricielle analogue à l'équation 3 . 6 .  La seule différence réside dans le 
* 

fait que les termes non linéaires sont les c de la sur-diagonale principale 
?~r j j 

au lieu d'être les R de la diagonale. 
j j 

3 . 3 .  M o d Z e ~  abocLéa à Ra méthode den noeudn 

S'il existe un arbre du graphe comportant tous les éléments non-linéaires 

du réseau, la connaissance du vecteur [VI dzs tensions de branches d'arbre 
conduit aux relations : 

Celles-ci représentent l'extension au domaine non linéaire des relations 

( 2 . 2 2 . )  à ( 2 . 2 5 . ) .  Elles sont semblables à celles que l'on obtient par la métho- 

de des mailles, la correspondance se fait riaturellement corne dans le cadre des 

circuits linéaires. 

Notons 1 le terme de rang j du vecteur colonne fit ; il vient alors, 
j 

dans le cas général et pour le noeud j : 

d q 1 9. - :A+ 
j dt 

+-J- + J  
R* 

u qj * 
L.. j 

jj 'jj J J  

* 
dt c.. 

J J  

et lorsque la capacité c est linéaire nous avons : 
j j 

n- 1 dgjk 
J  = C + 1 O, 
j k= I dt 'kk 'jk qk + L 

j k 

ou bien, pour l'hypothèse contraire : 



Les schémas fonctionnels correspondants aux cas des capacités, résistances 

au selfs non constantes se déduisent simplement du schéma-bloc de la figure 3.7. 

Les équations scalaires (3 .12 . )  et (3 .13 . )  mènent à une formulation ma- 

tricielle dans l'espace d'état semblable à celle que l'on obtient par la méthode 

des mailles. 

Si p 
1 *  O2 

et c sont les composants non constants du réseau de la figure 

2.3, le modèle mathématique se &duit aisément de la relation (2 .21 . )  en rem- 
?& * a 

plaçant Pl Par Pl ,  P2 Par P2, c par c 



Les branches du circuit de la figure 3.8. sont constituées d'associations 

d'éléments en série ou en parallèle. L16tude de ce système par la méthode des 

noeuds nécessite l'introduction des variables inter~Gdiaires w l ,  w2> w3> tensions 

des noeuds 4, 5 et: G re~résentés s u t  la figure 3.8. (b) qui précise en outre, 

la numérotation et le choix des branches d'arbre. 

FIGURE 3 . 8 .  

En notant 1 la somme des courants de sources au noeud k, il vient pour 
sk 

le noeud 1 : 

Soit: 

L'ensemble des six relations du type (3.14.) obtenues en procédant 

de façon identique pour les cinq autres toeuds conduit à l'équation matricielle 

d'état : 



3.5. O&306&rZh de cornpodant6 non h Z U h e . 4  kendant d m &  Le c h a h  d 'un a b h e  

Il est impératif que les éléments non constants soient plac6s dans les 

branches indépendantes ce qui conduit quelquefois à utiliser un arbre que l'on 

n'aurait pas considéré dans le domaine linéaire. L'utilisation des relations de 

dépendance entre les variables d'état permet alors d'utiliser la méthode géné- 

rale sans difficulté. 

Par exemple, si les trois selfs du réseau 2.6. dépendent du flux qui les 

traverse, il n'est plus possible de choisir l'arbre défini lors de l'étude liné- 

aire. 

Nous sommes donc obligés de considérer l'arbre formé des Bléments R 1 '  ' 2 9  

C et de tenir compte du fait que la même charge q intervient dans deux mailles 

distinctes. 

Le schéma de la figure 3.9. précise la nouvelle numérotation et les 

courants de maille 
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Nous sommes alors conduits à l'équation (3.16.)  et au schéma fonctionnel 

3.6, Pkéaence d'une waLUe héd.ihZLve 

Lorsqu'un réseau possède une maille purement résistive, les courants de 

branche ne sont plus déterminés uniquement par l'évolution des variables d'état. 

Considérons donc le circuit de la figure 3.11.  où les capacités C 1 et C2 

peuvent dépendre de leur charge. 

Rd3 

L'évolution de ce circuit est régie par les équations : 





Chaque maille inteivenant avec son ordre, ce système est d'ordre 2. Il 

admet Lonc un modèle dont les matrices A ct P sont de dimensions 2 x 2 et la 

réponse du réseau est entirrcnent definie par 7,adjonction à l'équation ( 3 . 2 3 . )  

de La relation (3.19.). 

Notons p = R +R +R +R II vient alors : 
1 2 3 4 '  

L'extension au domaine non lineairc de la &thode de Kron nous a permis 

d'attacher à un réseau un modèle possédant une structure de système asservi t~ulti- 

variable. L'étude des circuits électriques non linéaires pourra donc être abordée 

avec les outils des auto~sticiens. 

Ces modèles se prêtent également à une étude sur calculateurs. En effet, 

la structure asservie conduit rapidement à un schéma de calcul analogique et la 

formulation matricielle à un algorithme de calcul numérique. 



La présence d'organes de couplages entre diverses parties d'un réaeau né- 

cessite une étude particulière. Ils se distinguent, en effet, des éléments consi- 

dérés juaqu'à présent par un fonctionnement qui se ramène à un transfert d'infor- 

mations, 

Dans notre étude, nous distinguerons d'me part, les éléments passifs 

comme le transformateur qui ne mettent en jeu aucune source d'énergie extérieure, 

et d'autre part, les éléments actifs, tels les amplificateurs, pour lesquels 

l'état de la sortie n'a que peu d'influence sur l'entrée. 

Dans de très nombreux cas, qu'ils soient de l'un ou l'autre type, les 

éléments de couplage amènent des changements de nature de l'information et éta- 

blissent des correspondances entre grandeurs électriques, 6lectromagnétique~~ 

nécaniques etc... Ces éléments peuvent être des moteurs, des dynamos, des pompes 

des radiateurs etc... L'extension de la méthode de Kron à des systèmes comportant 

de tefs organes permet alors d'envisager l'étude d'installations industrielles. 

Soient deux systèmes couplés < 1 > et < 2 > isomorphes à des réseaux 

électriques. 

Soient bl, n et b2, n leurs nombres raspectifs de branches et de noeuds. 
1 2 

En utilisant las notations usuelles relatives aux circuits électriques,< 1 > 

est régi Car l'équation : 

E et E désignent respectivement les vecteurs des sources de tensions des branches 
8 B 
et des tensions de branches induites par < 2 > . 



< 2 > est régi par une équation du même type o 

L'influence de < 1 > sur < 2 7 est traduite par la relation : 

d Q ~  
€ = N -  
B dt 

N : (b2 x b,) 

et celle de < 2 > sur < -  1 ' >  par : 

d y ~  E B = M  - 
dt 

M : ( b l  x b2) 

dQ, dYb - , - : vecteurs de dimensions b,, b, des "courants" de branches. 

Les deux réseaux étant couplés par un élément passif, la puissance globale 

fournie par les deux systèmes à l'élénent est nulle : 

Soit : 

De cette relation scalaire on déduit, compte tenu de l'indépendance des vecteurs 

De nombreux circuits présentent des impédznces mutuelles. Parmi celles-ci 

une des formes les plus répandues est introduite pour les transformateurs. Lorsque 

cet appareil est linéaire la recherche du modèle ne présente pas de difficultec 

majeures . 



FIGURE 4 . 1 .  

Considérons, en effet, le transformateur présenté figure 4 . 1  ; les mailles 

du réseau comprennent les enroulements primaire et secondaire. Les équations qui 

régissent l'évolution du système s8écrivent : 

LI, L sont les selfs inductances des bobinages primaire et secondaire 
2  

et M le coefficient de mutuelle inductance. . 

Ces relations montrent que le transformateur peut être considéré comme 

une association en T de selfs linéaires (figure 4 . 2 . )  qui permet directement lvu- 

tilisation de la méthode de Kron. 
e 

- - 
FIGURE 4 . 2 .  



Lorsque le transformateur  est pas surdinentionné, la saturation du circuit 
magnétique ne peut plus être negligéc ; LI - 14, L2 - Pf et M dépendent du flux 9 , 
lie de façon biunivoqce ÿ. u m  soiuirie 2ondérée de courants lorsque d'hystérésis est 

négligeable, ce que nous supposerons. 

Considérons ainsi un transformateur comportant q bobinages montés sur un 

circuit magnétique sans dérivation et sans perte mais présentant une saturation. 

Soit n. le nombre de spires du bobinage de rang j, v la tension à ses bornes 
J j 

et i le courant le traversant. 
j 

Les notions de force nagnétomotrice e : 

et de reluctance a($) ou O(€) autorisent une identification par la méthode de Kron. 

En effet, le flux 4 dans le circuit magnétique est lié à ces deux grandeurs par 

la relation : 

Les équations da fonctionnement d'un tel transformateur s'&rivent alors : 

C n i  
k= 1 k k  

0 = 

Soit : 

L'ensemble de !s q rel - 

1 - 
~ ( € 1  

7 ) peut 

nIn2 - 
2 

"2 " '  

..... 0 0 0  

n n 
q 2" 

Si! 

* a $ .  

o .  a e 

0 0 0 0  

e.*. 

réduire à 1 équation 

i 
9 - - - I 



Effectuons un changement de variables de£ ini par la matrice non singulièrrà coef f i - 1 
cients constants p . Les composantes i 2 ' " *  

i restent inchangees mais à i est 
P 1 

substitué E , grandeur dont dépend la valeur de 12 reluctance o. 

Un calcul élémentaire conduit à : 

n n 
3 

n 
1 1 ?<<\-;; 

P = Il vient alors ' 

O 

- 



Ce changement de base appliqué dans l'expression matricielle qui traduit 

la seconde loi d'Ohm permet de faire intervenir o exclusivement dans la colonne dont 

les termes impliquent une opération sur la variable E.  

Soit le réseau de la figure 4.3. 

FIGURE 4 . 3 .  

Le circuit est composé de deux mailles parcourues respectivement par les 

courants i et i ; elles sont couplées par un transformateur dont les bobinages 1 2 
comportent n et n spires. 1 2 

Notons q 1 '  92 les charges des condensateurs C l ,  C et 4 le flux dans la 
* 2 

self L . 
La méthode des mailles conduit à la relation matricielle : 

Fff2ctuons le changement de base défini au paragraphe 4.2.2. 



Une équation d'état particulièrement sinple~caractéristique du fonctionnementr s'en 

déduit aisément en posant : 

x = q1 2 

Elle prend la forme : 



La non linéarité du circuit mat;nétique du transformateur intervient en 

colonne corne celle d'une self. 

Les ixZitr2c; 2'2::1î 2- :  tz~=rforrateurs s'étendent sans difficultés aux 

systèmes présentant des couplages passifs avec modification de la nature de l'in- 

formation. 

 évolution du flux magnétique dans le circuit magnétique d'un transformateur 

est régie'par une équation de type résistif : 

Nous allons donc considérer des systames plus généraux où la variable 
1 E secondaire" est régie par une équation différentielle. 

Nous présenterons cette théorie sur l'exemple d'un moteur à courant continu 

commandé par l'induit et à courant d'inducteur constant. La nature de cet élément 

destiné à élaborer un mouvement de rotation permet d'illustrer le couplage d'une 

maille électrique et d'une maille "m5~anique"~ 

Considérons les systèmes des figures 4.4. (a) et (b) conmiandés respective- 

ment par des tensions U et V. 

La "maillev' mécanique entraînée par le moteur est supposée sans frottement 

et sans inertie. Les lois régissant l'évolution de ces deux systèmes sont résumS-c 

dans le tableau suivant : 



L'angle de rotation 0 et le couple moteur i" interviennent dans les 

équations iîmécaniques'' symétriquement au flux et à la force magnétomotrice dans 

les équations "magnétiques". 

Système électromagnétique 

Dans la réalité, il est très rare de rencontrer un système dont les inerties 

et les frottements soient négligeables. Dans ce sens, étudions les problèmes qui 

impliquent une formulation mathématique complète et considérons l'exemple de la fi- 

gure 4.5. 

Système électromécanique 

FIGURE 4.5.  

Nous supposerons le coefficient de couplage k constant,la saturation du 

circuit fer intervenant dans la valeur de la self de l'induit. 

?iE 
Notons '# le flux dans la self L , q la charge de la capacité C, o la vitesse 

de rotation de l'arbre moteur et p sa quantité de mouvement. 

Les mailles définies sur la figure 4.5. conduisent à la relation (4.9.). 



De l'interprétation de cette équation dans l'espace d'état il résulte : 

La méthode de Kron s'étend donc sans difficulté aüx systèmes passifs 

comportant des couplages avec changement de nature de l'information. 

4 . 5 ,  F a n m U e ~ o n  d' une c l a d e  pamXc&2&e de chcub3 cauplEd 

Considérons deux systèmes couplés régis par les équations du paragraphe 4.2. 

S'il est possible de décomposer les matrices Z et SB selon les lois : B 

1 1 
où - est l'opérateur d'intégration et ri des matrices non singulières il vient : 

P B 

Nous en déduisons une représentation dans l'espace d'état : 

Cette formulation s'étend sans difficulté au cas de n circuits couplés mais 

présente toutefois l'inconvénient de ne s'appliquer qu'à une classe particulière 

de systèmes. Elle nécessite en effet la présence d'un élément capacitif par maille. 



4.5.2. A p p f i d o n  aux 4 yisZ2rned é L e c f f n o ~ ) ~ a g n ~ u u  
* 

La self L du réseau de la figure 4.3. pssssde n spires et notons 
3 

respectivement @ et $ S  les flux dans le fer du transformateur et de la self. 
T 

Choisissons les mêmes mailles que dans lkexemple 4.3.3. et les informa 

tions de branches suivantes : 

pour le circuit 

électrique 

pour le circuit 

magnétique 

Les matrices suivantes traduisent la structure du réseau : 

Il vient donc, dans l'espace d'état : 



FIGURE 4 . 6 .  



Le modèle d'asservissement correspondant est représenté à la figure 4.6. 

Le système représenté à la figure 4.7. est constitué de quatre circuits 

couplés. 

FIGURE 4 . 7 .  

- un circuit électrique formé de capacités e t  de résistances 

- un circuit magnétique constitué d'une self 

- un circuit mécanique comportant un frottement et un ressort 
- un circuit mécanique analogue au circuit magnétique dans lequel la 
quantité de mouvement joue le rôle d'un flux. . 

Les variables d'état provenant du choix des mailles présentées sur la 

figure 4 . 7 .  sont : 41* q2 les charges des condensateurs CI, C2 ; 8 l'angle de I 
rotation da l'arbre moteur ; 41 le flux dans la self L et IJ la quantité de mou- 

vement de l'arbre moteur. 

L'exemple présenté conduit à la relation : 



Lorsqu'il existe, parmi les élénents constitutifs d'un réseau, une ou 

plusieurs sources d'énergie liées à des grandeurs internes l'identification doit 
Ci 

etre menée de façon légèrement différente. 

Nous ne considérerons que des éléments actifs dont la grandeur de sortie 

est proportionnelle à sa grandeur d'entrée, 2 la dérivée de cette fonction ou à 

son intégrale par rapport au temps. 

Un élément actif introduit dans la matrice impédance un terme au dehors 

de la diagonale principale rendant celle-ci non symétrique. Cette propriété 

traduit l'existence d'un apport d'énergie extérieur. 

4.6.1 . Cu de deux wzieea aé~ahéu 

Considérons (figure 4.8.) deux mailles électriques ne possédant aucun 

élément commun mais couplées par l'intermédiaire d'un système actif d'impédance 

d'entrée infinie et d'impédance de sortie nulle. Tous les éléments passifs peuvent 

être non linéaires. 

FIGURE 4 . 8 .  

Les sens de références étant indiqués sur la figure, nous choisissons, cono 

variables d'état, les charges ql, q2 des capacités C C2 et les flux 0 *, 02 dans 
1 ' 

les selfsL,, . =2 

Les deux mailles "électriques" comprenant une résistance, une self et un 

condensateur, le couplage G n'augmente .pas l'ordre du système. 

La loi d'Ohm s'exprime sous la forme : 



A 
où G peut être de l a  forme A,A.p ou - (A étant constant). 

P 

L'équation d'état s 'en déduit aisément dans l e s  t r o i s  cas : 

a) couplage proportionnel 

b) l e  couplage intégral 



c) Couplage dérivé 

4 .6 .2 .  Apptka2ian aux 4 ybtèmes asamvi.6 

Le discriminateur d'un système asservi étant généralement réalisé à l'aide 

d'un amplificateur électronique, cette méthode de recherche d'un modèle mathématique 

est particulièrement intéressante à utiliser. 

Considérons le montage de régulation d'intensité dans un inducteur de géné- 

ratrice ou de moteur à courant continu représenté à la figure 4 . 9 .  

FIGURE 4.9. 



Soit K le gain de l'amplificateur électronique, R, r ses résistances 
1 

d'entrée et de sortie et r la résistance de l'inducteur. Notons r la somme 2 
r + r  \ 

1 2 ' 

Ce système possède deux mailles et choisissons la résistance p comme arbre. 

La première maille est d'ordre ur, et la seconde, purement résistive, d'ordre zéro. 

Ce système est donc régi par l'équation différentielle (4.17.) et par la relation 

4.16. 

11 est intéressant de noter que ce système est instable pour les valeurs 
1 1  de K inférieures à -1 -r . ( - + - ) 
R P 

La méthode proposée présente un domaine d'applications très étendu et 

un certain intérêt dans l'identification de systèmes de grandes dimensions. Elle 

permet en effet d'étudier plusieurs sous-systèmes, leurs interactions intervenant 

ultérieurement d'une manière facile à mettre en oeuvre. 

L'étude des modèles ainsi présentés peut alors conduire à des conditions 

suffisantes de stabilité et d'unicité du comportement a i n s i  la d;?ter-  

m i a k i o r f  t h i ~ r r r i q ~ i e  hr-. la p r 6 c i s s o t i  d ' i l11 c t . 1  cc11 . 
Une interprétation particulière des relations obtenues introduit des 

algorithmes de calcul et suggère des schémas de calcul analogique. La simulation 

complète alors les informations nécessaires à l'exploitation du système proposé. 



Equd@iun6 aux ScahAx 

Un système n'est utilisable que s'il possède un certain nombre de propriétés 

parfois d'une définition délicate. Les plus importantes et les plus utiles sont sans doute 

la stabilité, la vélocité et la précision. 

Des critères donnant des conditions suffisantes de stabilité asymptotique 

ont été élaborés /2/ / 3 / .  Lorsqu'ils sont vérifiés la sécurité du matériel n'est pas 

encore assurée, certaines limites technologiques pouvant ne pas être respectées au cours 

du régime transitoire ou pendant le régime permanent. Une étude plus précise sur calcula- 

teur s ' impose alors. 

Une idée assez grossière du temps de réponse peut être obtenue grâce à la 

majoration d'une mesure du vecteur d'état mais une simulation ou une expérimentation 

peuvent s'avérer nécessaires si la majoration du temps de réponse est trop importante. 

Avec l'étude de la précision d'un système non linéaire se pose le pro- 

blème de la validité même du calcul ou de l'expérimentation. En effet, dans le cas 

général~la réponse d'un système dépend à la fois de la sollicitation et des conditions 

initiales et il est difficilement envisageable d'effectuer une étude systématique dans 

1 'espace des conditions initiales des systèmes de grandes dimensions. 

Il importe donc de déterminer si le régime permanent du système est 

indépendant des conditions initiales, c'est-à-dire de déterminer s'il possède la propriété 

d'unicité de réponse. 

S'il est impossible de conclure à l'unicité de réponse, une majoration de 

la dispersion entre les réponses permettra souvent de définir le domaine de validité 

de l'étude. 



5.2 .  Equaitiovt aux é c W  / ~ t :  , ~ 7 /  

Soit un système régi par un ensemble de n équations qui s'écrivent sous 

forme matricielle. 

m * 
Le terme général de A sera indifféremment noté a ou a (xj) 

i j i j 
A deux ensembles (1 ) et (1 ) de conditions initiales correspondent, pour 

1 2 
une même entrée E(t), deux réponses X (t) et X (t) vérifiant la relation 5.1. soit : 

1 2 

Le système possède la propriété d'unicité de réponse si l'écart X (t)-X (t) 
1 2 

entre les deux réponses tend vers zéro lorsque le temps t croît indéfiniment. 

Soustrayons membre à membre les relations (5.2.) et (5.3.) : 

la jème ligne de cette identité est une équation différentielle du premier 

ordre en X' et 2; : 
1 

- 
Si a (xj1.x' est définie continue sur l'intervalle fermé 1 xl  , 1;-1, 

i j 
- j dérivable sur l'intervalle ouvert-1 , il existe au moins une valeur 0 de x - j 

appartenant à l'ouvert x xirtei que : - 



Notons : 

(5 .6 . )  

La relation 5 .5 .  s'5crit alors : 

n * j 
E A . .  ( -  = E fij . (x' -x2) 
j= 1 1 J  1 j = l  1 

Introduisons le vecteur Z de composantes zi défini par : 

Il permet d'écrire l'équation aux écarts : 

Si le vecteur Z tend vers zéro lorsque le temps croît indéfiniment, le 

systame possède la propriété d'unicité de réponse à une entrge quelconque vis à vis 

des conditions initiales. 

La relation (5 .10 . )  a la même forme que l'équation d'état du système 

en régime autonome : 

Il est donc possible d'étudier l'unicité de réponse d'un système à l'aide 

des critères élaborés pour l'étude de la stabilité. 

Remarquons néanmoins que les conditions de stabilité conduisent à des 
* * 

limitations des coefficients a c'est-à-dire qui la caractéristique a.. . xj de l'élément 
i j 1 3  

non linéaire doit être comprise entre deux droites de pentes k et k tandis que les 
1 2 

conditions d'unicité de réponse limitent, en tout point, la pente de la tangeante à la 

caractéristique entre les valeurs k et k 
1 2 ' 



* 
Lors de l'étude des réseaux maillés, les termes a.. prennent généralement 

1 J 
la forme : 

j j a,. (x ) = kij x aij (X 1 
13 

'ij scalaire constant 
* 

a.. (*j) scalaire égal soit à rira, soit à 1, soit à v .  (x.) - v 
=J J J  j 
% 

v scalaire non constant indépendant de l'indice i de la ligne correspondante. 
j 

t 
V .  peut, en particulier, prendre trois formes importantes : 

J 

* 
v x est donc égal soit au courant traversant la self soit à la différence de potentiel 
j 
aux bornes de la résistance ou de la capacité. 

Cette constatation nous conduit à utiliser les caractéristiques i(4) pour 
% 

les selfs, v (i) pour les résistances et v(q) pour les capacités. Les limitations de v 
j 

découlant de l'application d'un critère de stabilité apparaissent alors comme des limita- 

tions des gains statiques i(4) - ~(i) et v ( 4  
4 i q 

Les conditions d'unicité de réponse conduiront alors à des limitations 

des pentes de ces caractéristiques. 

Il est quelquefois impossible d'écrire la relation 5.10 pour certains sys- 

tèmes soit parce que le théoreme des accroissements finis n'est pas applicable à un terme * 
a.. de la matrice A, soit parce que l'on veut tenir compte d'éventuelles modifications 
1J 
de structures. 



La soustraction membre à membre des équations ( 5 . 2 . )  et ( 5 . 3 . )  entraîne : 

j Si l'on peut d6cornposer a (x ) . xj  selon la loi : 
i j 

j où v (x ) est une fonction autorisant l'application du théorème des accroissements ij 
finis et / 6 . .  1 une fonction bornée par h 1 'équation ( 5 . 1 4 . )  s'écrit r 

1 J ij' 

avec o 

Les n relations 5 .16 .  conduisent à : 

Le vecteur K, d'ordre n, a toutes ses composantes bornées en module. 

Il est alors possible de majorer les oscillations limites de 5.18. ce qui 

correspond à limiter le domaine de dispersion des réponses. 

Lorsque L est la matrice unité, il est possible d'utiliser des critères 

connus que nous rappelons ci-après. Ils proviennent de l'utilisation des trois normes 

usuelles comme fonctions de Ljapunov. 



a) Module de la composante maximale 

* n 
ïc 

Si Max a + E a 1 est nggatif, il vient : 
i ii j = j  

i - 1  kiI (5.13.) lim Max 1 z f < Max 
t* i i x n 

a. + C * f 
i i j=l 

jS i  

b) Somme des modules des composantes 

* n n 
Si Max a + C 1 a.. 1 est négatif, il vient : 

j  
j j  i=l 1 3  

c) Norme euclidienne 

ïc I 4i ïc 
n 

+ - Si Max a i i E laij + a  j  i 1 est négatif, il vient : 
i j=l 



i 
Si d. est l'écart maximum entre deux valeurs de la composante x et si 

1 

l'on connaît une réponse, on peut affirmer que toute réponse se trouvera, au bout 
i i d'un temps assez long, entre x + di et x - di. 

La zone hachurée de la figure 5.1. reprgsente le domaine de dispersion 

maximum 2 l'intérieur duquel peuvent se placer les régimes permanents autour d'une 
i réponse connue x . 

FIGURE 5 . 1 .  

Remarque : 

Considérons un système dont la non-linéarité de rang i a une caractéristi- 

que u (E) définie, continue, dérivable en tout point et vérifiant les conditions suffisan- 

tes de stabilité : 

mais ne vérifiant pas les conditions d'unicité de rgponse : 

11 est généralement possible de la décomposer sous la forme : 



h(~) fonction de E , bornée 
g ( ~ )  définie, continue, dirivable quel que soit E et vérifiant : 

I 
Si l'intervalle lke, 

p e m t  de conclure à la stabilité du nouveau 
- 

systême, il est alors possible de limiter la dispersion dzs réponses en régime permanent. 

Considérons le système de la figure 5.2. L%rbre, fomG de la résistance 

RIZ> est linéaire et les variables d'état choisies sont <1 et + 2  les flux dans les selfs 
1 

L l l  et LZ2> QI et Q2 les charges des condensateurs C et C . 
1 2 ' 

L'équation d'état régissant l'évolution de ce réseau est de la forme a 

La différence entre deux réponses à une même entrée correspondant à des 

conditioni initiales différentes s ' écrit : 



- 66 - 

Soi t ,  en exp l i c i t an t  c e t t e  é c r i t u r e  : 

- IL;; - 
L1 1  

1  - -  
L i  1 

R 1  2 - 
L l  1  

avec 

Adoptons l a  fonction de Lja~unov suivante : 

Il vien t  : 
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1 2 1 2 
Soit, en posant Ac$ = 4  - et A $2 = (2 - (2  

1 

La forme quadratique (5.24.) est définie négative quelies que soient les 

valeurs des résistances et des selfs. 

* 
La matrice A' gardant la même structure quel que soit le nombre de mailles, 

il est possible d'étendre ce calcul à l'ordre n et l'on peut énoncer : 

Tout réseau dont il est possible d'extraire un arbre linéaire purement 

r6sieti.f et possédant des résistances non linéaires clans ses branches indépendantes de la 

propriété d'unicité de réponse si la condition : 

d (R.. i . )  

d i 
j 

est vérifiée pour toute valeur de j .  

Introduisons une capacité C en série avec la résistance R dans la 
12 12 

branche de l'arbre (figure 5.2.). 

Notons QI2, QI, Q2 les charges des condensateurs C C et C à l'ins 
12' 1 2 

tant t. 

En choisissant les variables : 



11 vient : 

L'équation aux écarts s'écrit alors u 

Cette écriture est de la forme : 

La présence du vecteur K non nul ne nous permet plus de conclure à l'uni- 

cité de réponse. 

Le vecteur K n'étant pas borné, il n'est pas non plus possible de limiter 

la dispersion des réponses. 

Les modèles mathématiques considérés dans ces travaux nous ont conduit, 

par l'application de critères très simples, à des conditions suffisantes de stabilite 

asymptotique et surtout d'unicité de repense. 

Lorsque ces dernières ne sont pas satisfaites, l'adaptation des critères 

de majoration des oscillations limites à l'équation aux écarts nous a permis de localiser 

la dispersion des réponses et des conclusions ont pu en être déduites sur le plan de la 

nrécision et de la stabilité de structure. 



Nous nous proposons, dans ce chapitre, d.'étudier 1'as.servissement en 

position d'un moteur à courant continu comme exemple d'application des résultats 

établis antérieurement. 

Une simulation sur calculateur hybride EAI 580 permettra de mettre 

en évidence le phénomène de non unicité de réponse prévu par le calcul. 

Considérons lrasservissement en position avec retour tachymétrique 

présent6 à la figure 6.1. 

Figure 0.1. 



L'arbre du moteur entraîne une inertie J, une dynamo tachymétrique de gain 

A et un potentiomètre. 

L'amplificateur de gain G possède use impédance d'entrée infinie. 21 ne 

circule donc aucun courant dans le potentiomètre et l'on pourra considérer que celui- 

ci possède un gain constact h ,  

L'impédance de sortie de l'amplificateur et la résistance de l'induit du 

moteur sont matérialisés par la résistance R. 

6.3, b40dU.o. urfd~Wnafiquc c-t 2qumXon aux écah t~  

Le système est constitué de trois mailles (deux mailles électriques et 

une "maille mécanique") couplées entre elles par trois éléments : la dynamo tachy- 

métrique, le potentiomètre et l'amplificateur. 

La première maille électrique comprend la source de tension e qui commande 

la position, la dynamo, le potentiomètre et l'entrée de l.'arnplificateur. Aucun courant 

ne circulant, l'équation régissant son évolution s'écrit : 

u : tension aux bornes d'entrée de l'amplificateur. 

La seconde maille électrique, parcourue Far le courant i, comprend l'in- 

duit du moteur, la résistance R et la sortie de 19amplificateur. Son fonctionnement 

est régi par l'équation : 

La charge du moteur formant la "maille mécanique", il vient : 

L'équation de fonctionnement de la "maille mécanique" faisant intervenir w 

et sa dérivée, les organes de couplages électromécaniques fournissant des tensions 

respectivement proportionnelles à w et 0, et l e  réseau électrique ne possédant aucune 

variable d'état, le système est d'ordre deux& 

Nous pouvons donc prendre 0 et o corne variables d'état dans l'équation 

suivante : 



k 
avec : K = 

R$ + k 
2 

Dans la suite, nous utiliserons la notation g'' définie antérieurement 

La soustraction membre à membre de deux équations (6 .4 . )  correspondant 

à une même entrée et l'application du théorème des accroissements finis conduisent, 

pour lsexpression de l'écart à la relation : 

soit, en notant Au = w -w et A8 = O -8 
1 2  1 2  

La relation matricielle correspondant 2 6.6. s'écrit : 

ou bien : 

Effectuons changement de variables défini 
- 1 par la matrice P 



Les nouvelles variables d'état sont h8 = s et hû + Xw = w, tensions 

représentées sur la figure (6.1.). 

Il vient alors, pour l'équation aux &arts : 

Dans cette relation, est multiplié par la variable hA8 + A A o ,  variable 

d'état dont dépend sa valeur. 

(6.9.) 

avec : 

A 6.4.1.  7; pLun p& que r 

Soit V une fonction de Ljapunov définie par la forme quadratique : 

h 1 h Les coefficients - - - et - étant positifs, la fonction V est définie X T A 
et strictement positive. Sa derivée prend la forme o 

- dV - - ZT ( A ~  M + MA) Z 

dt 



avec : 
- - 

h l h  T(y-x) O 

O 
i i h 1 K X  ' i ; ( x - T - T  g 

9 * 
- - 

La condition suffisante d'unicité de réponse s'écrit alors : 

h - étant plus petit que r , cette condition exprime que le gain dynamique doit être 
A 
plus grand qu'une valeur positive. 

Oans ce cas ,llÊquation (6.8.) se réduit à : 

et la condition d'unicité de réponse s'en déduit simplement : 

Dans le cas de la non observabilité de la chaîne ouverte, la condition 

d'unicité de rêponse exprime que le gain dynamique doit rester strictement positif, 

Effectuons le changement de variables défini par la matrice P-l 1 : 



Il vient : 

La matrice étant symétrique, l'unicité de repense du systGme sera assuree 
m 

entre les valeurs K et K de g' égales aux limites de stabilité du système linCaire 
1 2 

correspondant. 

6,s Schéma de cabkhge 

La simulation de ce système consiste à résoudre sur calculateur hybride 

l'équation (6.4.) qui décrit entièrement son évolution. 

Effectüons un changernent d'échelle machine é16iuzntairs et il vient : 

* 
K g .  E = 

da 
W + T -  dt 

La non linéarité gf = e(- sera réalisée par une méthode de sous-routine, 
E 

procédure nulti-vitesse qui permet de réaliser uz traducteur de fonction hybride. 

Nous considérerons des non linéaritgs symétriques par rapport à l'origine 

nécessitant l'introduction de retards purs dans la ccmmande logique ce qui nous 

conduira à adapter la méthode classique de sous-routine. Au lieu d'élaborer g (E) 
m 

nous élaborerons g = d-& qui sera ensuite injecté dans la chaîne d'action de 
ICI 

lvasservissement par l'intermédiaire d'un multiplieur. La sortie de cet élément sera 

alors égale à : 

~ ( l ~ l )  
E .  = g ( 1 ~ 1 ) ~  signe E = g(~) 

l ~ l  

6.5 .7 .  Rmçurque 

L'utilisation de cette méthode nécessite un échantillonnage blocage de 

2 2 .  aux instants r = E (t). Si le mode répétitif de la partie rapide a une fréquence 
T 



t r è s  é levée  v i s  à v i s  de l a  v i t e s s e  d7Gvolut ion de E ( t ) ,  l a  d i spe r s ion  des réponses 

ne peut  pas ê t r e  mise en évidence sur  l e s  a p p a r e i l s  d 'observa t ion  u t i l i s é s .  

en e f f e t ,  l e  systSme n ' e s t  p lus  d é c r i t  par  u ~ t  r e l a t i o n  du type : 

mais par  une du type : 

* 
= E - A  X + K 

i 
où l e s  composantesk de K son t  t r è s  p e t i t e s .  Une n a j o r a t i o n  de l ' é c a r t  e n t r e  

deux réponses conduit  à une r e l a t i o n  de l a  f c m e  : 

C e t t e  va l eu r  peut  ê t r e  rendue a u s s i  p e t i t e  que l ' o n  veut  en augmentant 

l a  fréquence du r é p é t i t i f  rap ide .  

Le cablage d o i t  t r a d u i r e  l e s  équat ions  (6.15.) e t  (6.16.) s o i t  E 

Il v i e n t  donc l e  modèle de base de l a  f i g u r e  6 . 2 .  



Ce montage permet de visualiser les évolutions de w et û sur oscilloscope 

ou table traçante. 

La méthode de sous-routine nécessite l'élaboration préalable d'une dent 

de scie d'horloge. Nous utiliserons pour cela un intégrateur ayant une référence 

c.omme entrée et une valeur initiale nulle. Un comparateur, attaquant une bascule RS, 

déclenchera la mise en condition initiale au moment où sa sortie atteindra l'unité ; 

un compteur, utilisé comme opérateur de retard pur, le fera revenir en mode calcul 

quelques instants plus tard. Le montage est présenté à la figure 6.3(a) 

Figure 6.3. (a) 

L'introduction de la fonction NAEJD ayant l'information RUN en entrée 

correspond à une sécurité. Elle permet en effet, lorsque la partie logique n'est 

pas en mode calcul, de mettre l'intégrateur en position condition initiale et 

d'éviter qu'il diverge. 

Nous considérerons des non-linGarites g ( ~ )  constituées de deux arcs de pa- 
x 

raboles. Le gain g sera donc pris égal à la somme de deux rampes de pentes régla- 

bles (figure 6.3(bX9 la première démarrant au temps T = C et la seconde quelques 

instants plus tard grâce à 13 présence d'un deuxième compteur utilisé comme organe 

de retard pur. 





Figure 6.3 (b) 

L'échantillonnage blocage sera rgalisé 2 l'aide de deux track-stores 
2 2 

montts en série et commandés par un comparateur traitant les informations T et - s . 
Le montage complet est présenté figure 6 . 4 .  ,,3,, 77 . 

Mous présentons dans les figures suivantes, quelques enregistrements 

significatifs montrant la non-unicité de réponse du système étudié pour des non-liné- 

arités ne respectant pas les conditions définiesantérieurement. 

Nous emploierons deux .méthodes pour rnettre ce phénomène en évidence. 

La première consiste à relever, dans le plan de phase, lvévolution du système en 

régime autonome et constater que les points d'équTlibre obtenus dépendent des con- 

ditions initiales. La seconde fait apparaître une démultiplication de fréquence en 

régime forcé 

Considérons en premier lieu, une non li.néarit6 @sentant un seuil 

(figure 0.5.). 

IL) rsr OsaYi. 

Figure- 6.5. 







Pour T = 10, X = 1 ,  la condition d'unicité de réponae : 

n'est pas vérifiée. 

L'enregistrement dans le plan de phase de la figure ( 6 . 6 . )  met en &viaence 

trois points dlGquilibre pour trois ensembles de conditions initiales et celui de YJ 

figure (6.7.) montre un phhomène de démultiplication de fréquence qui, dans les con- 

ditions de l'expérience, est d'ordre 3. 

Dans le cas X > T ,  si l'on introduit une instabilité locale autour de 

l'origine (caractéristique de la figure 6.8 . ) ,  ls6volution dans le plan de phase 

(figure 6.9.) montre qu'il existe deux points dv6quilibre ; ce sont les conditions 

initiales qui déterminent le point d'arrivée. 

Figure 6 . 8 .  

Les figures 6.10. à 5.13 prgsentent divers cas de d~multiplicetions de 

fréquences obtenus pour des reglages différents. 

Au cours de l'expériaentation, nous avons pu faire apparaître plusieurs 

fois des sorties 9 apériodiques; ce phénomène montre, lui aussi, la non-unicité de 

réponse. Un exemple est présenté à la figure 6.14. 
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nous a permis de mettre en évidence la non unicit6 dc  réponse . 
Nous avons pu remarquer, au cours de I7exp6rimentation, que la demultipli- 

cation de fréquence dépendait de nombreux paramètres. 

Par exemple pour une mgme entre€ periodique et pour un même ensemble 

de conditions initiales, la sortie peut présenter divers régimes dynamiques si une 

légère perturbation est introduite dans le système. 

Cela montre qu'il est difficilement envisageable de contrôler un phé- 

nomène de démultiplication de fréquence. 

La théorie nous a permis de trouver des conditions de structure assurant 

l'unicité de réponse d'un système. S'il ne possède pas naturellement cette propriête, 

il est donc possible de calculer une compensation le plaçant dans cette hypothèse 

afin de le rendre utilisable. 



Conciusion ---------- 

l a  cotnp&cxité d a  b z ~ ~ o ~ ~  hdaM&u augr/ievLt ban6 cube ,  

&'ingéuticw~ de ay~X&~le AC !zC?U/tte à d a  phaUSma d 9 A ~ ~ & L c a 4 i o n  de p u  cn p l u  

did&iciXed 2i néaoudtre. 

L'extenabn di- lu méthode de h n  au. do~wine nor, L inéahs ,  puano3 

d P  .LdevLti&im de X& bqakèma en ta décompo~amA EYL dn CCN&L&I nomhe de b o u ~ - b ~ i ~ a B n ~  

de p e A i X u  d i w m h n n  p tu6  daciLa 6 &,tudia, 2i- LI, .LvLtEtracLion~ i n t m v e M  &ertiRu- 

netnevtt de (açon akrlpke. 

C m e  m&thmde condui;t à don modèea autoninant k ' a p p k k W n  de c u & e s  

b h p l ~ .  Ca covid.i;tionn aud@an;ta de a;tabdXté ou d g  clvUcia2 de néponbe du a ybX&rie 

W é  peuwatt en &Xe déduAAe6. Cu covtddioa pon/tevi;t bun la h-uhe m&~e du 

tléhmu at auh L a  domu d u  cattactérua&iquu d a  Uév;.~e& non &Uzéadïu. 

L ' &.tude du héghe p m n e n . 2  d u  4 ya&a poan édant Ra ptrop&iélté d' unici&? 
de niiponbe peu;t 6 e ~ a h e  à patr;tvL d' une xépon~c- connue e..t hdépwuimen,t d u  c a n U ~  
&.Mata. P a  co&e, &'éRLlde d a  4 y a . t h u  ne pobb&dant C&Q pkopdéXé néceh6Lte 

dii5t-n ptréaeabte d'une ma j o w o n  de 2' oc& eM;trLe deux h é p o n s ~  à une 

même en&iZe. 

C W e  é M e  a &té comfl&tée pm Luze o.bmhxiAn am mckidze h y b d e  e.t 
la /rébcce;td;tb RtLouvéa yeuve~zt appon/ta [mi- c o ~ W b W r c  à .t'ihOwdu.c;tion dc CU.&~&X- 

2u.m d m ~  la chauze de conmande. 
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