


théorème de l a  "construction standard" t e l  qu'on l e  trouve dans l 'exposé X I  du'-:i{d . r 
Séminaire Henri C4RTM-l (année 195 1-52 - 1 éd i t ion) .  'P9fi ,km 

La rédaction de ce t  exposé, modifiée dans l a  récente réédi t ion,  sou f f r a i t  

de quelques inexacti tudes (on en trouve par e x e ~ p l e  une rédaction correcte  dans un 

papier  de B. CALLENAERE, à L i l l e ) .  Nous aprellerons ponctuel ce théorème. Nous 

avons cherché à l ' é tendre  en un théorème loca l ,  f a i san t  in tervenir  une s u i t e  fon- 

. damentale de voisinages d'un point ; l a  d i f f i c u l t é  venait  de ce que l 'anneau des 

sect ions  de O au-dessus d'un ouvert,  au con t ra i re  de ce lu i  de l a  f i b r e  de C n 
' en un point ,  n ' e s t  pas noetherien. 

Le théorème que nous avons démontré e s t  en f a i t  l n  conséquence de ' . 
- l r  r é s u l t a t s  publiés par H. CARTAN dans l e s  4nnp.les Scientif iques de 1'E.N.S. (t. I -  

1944 ; p. 190 sq)  , bien que le. notion de Construction Standard n 'y f i gu râ t  pas 

. explicitement. On pourra donc considérer l e s  papes qui suivent comme l a  présenta- 

t i o n  dé t a i l l é e ,  dans l e  langage de l a  Construction S t a n d ~ r d ,  avec 1'0 

s .. faisceaux cohérents, d'un théorèrile qui r é su l t e  &ussi du mgmoire fond 
1 ;  "-' ' 
.J ,.A, % ; Henri CARTAiV. >,k: ' 



Les notations sont c e i l e s  du cours de D.E.A. de Madame M.H. SCHWARTZ 

rédigé par  M. BONIFACE : ''Fonctions analytiques e t  théor ie  des faisceaux", 

Faculté des Sciences de L i l l e  1965-1966 ; nous y ajoutons quelques notations 

par t i cu l iè res  : nous noterons 0 l e  faisceau des germes de fonctions holomorphes n 

de n variables complexes, e t  l e  fa isceau somme d i rec te  de p faisceaux n 

6&ux à 0 n ( 8 n e s t  encore l e  faisceau des germes de fonctions holomorphes 

pdimensionnelles de n var iab les ) .  Etant donné un système f i n i  ( ' i ) i  r  1 +, 27 r l. 

de sections de 0 au-dessus d'un ouvert U de en , nous noterons L(si ,i E 1) 

ou par fo i s  L ( s ~ )  , l e  préfaisceau, e t  L(si , i  o 1) , ou parfois  L(si) , l e  

faisceau de modules associés au système ( ' i ) i  c I . ( c f .  Annexe 1 ) .  

Construction r e l a t i ve  au fa isceau L(si , i  t 1) sur  une s u i t e  

décroissante d'ouverts. 

Soient U un ouvert de en , ( s i ) i  un système f i n i  de 

sections de OP au dessus de U , e t  ( u ~ ) ~  une su i t e  d'ouverts de U 
n 

décroissante pour l a  r e l a t i on  d'inclusion. Nous appelons construction de 

L(si, i E 1) sur l a  s u i t e  ('m)m e i ~ i  
t ou t e  famille ( h l )  d ' appl i  - mmeîN,  i e I  

cations 

possédant les  propr ié tés  suivantes : 

i 
1 )  1  , V m r N  , hm e s t  C-linéaire e t  continue pour l a  topolo- 

g i e  de l a  convergence uniforme s u r  tou t  compact de 'm 



R e q u e  7 . -  La propriété 2 exprime l a  commutativité d'un dia- 

gramme : pour m ? m1 , on a : 

commut a t  i f . 

Nous dirons a l o r s  que l e s  A commutent aux r e s t r i c t i ons .  

Rernmquc~' 2 .  - La propriété 3 peut être'remplacée par  l a  propr ié té  

équivalente 3' : 

3 ' )  V i E 1 , d Q Q iN , f E I'(um, 09' l e s  propr ié tés  suivantes sont n 

équivalentes : 

( i )  : f E L ( u ~ ; s ~ , ~  E 1 )  . 

en e f f e t ,  on a évidemment 3' - 3 ; mais on a aussi  3 4 3' : on a toujours 

i i i  e t  ( i i i )  i , e t  3 exprime que ( i i )  ( i i i ) .  

TUEOREME. - 

r Soient U un ouvert connexe de cn contenant l ' o r i g ine ,  

1 A un ensemble f i n i ,  e t ,  V a r A y (S.  )i un système f i n i  
I "a a Ia 

Pa 
de sections de on au dessus de U . Alors il ex i s t e  dans U 

I une s u i t e  décroissante de voisinages ouverts e t  connexes de l ' o r i -  

-3!l 
gine,  de diamètres tendant vers zéro, s u r  l aque l le ,  v a E A , f e  

f a i s ceau  L ( s .  , i E I a )  admette une construction. 
=a 

a 

Nous démontrerons ce théorème par une double récurrence sur n L 
e t  s u r  p = sup g ; s o i t  t h  (n , p) l e  théorème, nous démontrerons successivement 

acA 
que 



t h ( 0 , l )  e s t  v r a i  

s i  t h ( n , ~ 1 )  e s t  v r a i ,  a l o r s  t h ( n , d  e s t  v r a i  

Q 
s i , v ~  E N  . th(n-1,p) e s t  v r a i ,  a l o r s  th(n-1) e s t v r a i .  

1)  t h ( 0 , l )  e s t  vrai. 

CO e s t  l e  corps rédu i t  à {O) , l e  seu l  voisinage ouvert connexe 

de l ' o r i g ine  e s t  CO lui-même. Le faisceau OO e s t  l e  fa isceau d'anneau C e t  

de base l ' o r i g ine  ; ses  sect ions  s ' i d e n t i f i e n t  à des él6ments de d: . La topolo- 

g ie  de l a  convergence uniforme s u r  t ou t  compact coïncide avec l a  topologie habi- 

t u e l l e  de C , puisqu'el le admet l a  même base d'ouverts : l e s  ensembles de l a  

forme V( f , k , ~ )  ( c f  annexe 3, note 1 )  sont i c i  l e s  disques de centre f e t  de 

rayon E . 
Puisque p = 1 , pa = 1 V a E A . On prend l a  s u i t e  ( u ~ ) ~  

constante : m = 8 = {O) ; c ' e s t  bien une s u i t e  décroissante de voisinages 

ouverts connexes de l ' o r i g ine ,  de diamètres tendant vers zéro ; il faut  montrer 

que, V a s A , l e  faisceau L(s , i e 1 ) admet une construction sur  i a a 
a 

i 
On peut dé f in i r  comme s u i t  l e s  marphismes X : m 

- s i  V i e 1  S .  = O , a lo r s  L(s. ,i E Ia) e s t  nul  ; on pose que 
a '  1 1 m 

e s t ,  Q i e 1 v m e W > l ' app l ica t ion  nu l l e  de r(Um,O0) S C! 
a y 

dans lui-même ; l e s  1, 2 ,  3 sont tr ivialement vér i f i ées .  

- s i  3 io E Ia , S. # O , a l o r s  L(si, i E 1 = OO ; on pose, 
1 a 

O i 
X O e s t  l'endomorphisme de C déf in i  par m 

i 
f XmO(f) = - , e t  que, pour i # io , A e s t  l'endomorphisme nul  s m i 

O 

de G ; l e s  propr ié tés  1, 2 ,  3 sont  encore vé r i f i é e s  ( l a  division 

par  s e s t  une application continue). i 
0 

dcnc V a E A , il ex is te  une construction de i (si , i  E I ~ )  sur  l a  su i t e  



2)  Soit  - p >  1 ; th(n,P-1) e s t  v ra i ,  a lo r s  th (nYp)  e s t  v ra i .  

Soient U un voisinage ouvert connexe de l ' a r ig ine  dans an , 

A un ensemble f i n i ,  e t ,  tr o E A , (si li un système f i n i  d'éléments 
P a a I a  

de i(u,O a) avec pa 6 p . 
n 

Faisons une pa r t i t i on  de A en B e t  C , avec B = (a e A ; 

Pa 
= p} e t  C = { a  E A ; pa 6 p-l} . Soient d 'autre pa r t  6 e t  l e s  projec- 

t ions  canoniques de OP sur  on e t  sur OP-' ; pour f E Op * ,  notons n n n 

? = f , ? = f , e t  f = (i,?) ( f é tan t  l a  première application coor- 

donnée de f ). La r e s t r i c t i on  ? a Ker e s t  un isomorphisme. 

Considérons, v B E B , l e  faisceau ff = Ker n L(si,i L I ) . 
B B .  

L(si,i E 1 ) e s t  cohérent (c f .  annexe 1 , remarque 2) e t  Ker fi e s t  cohérent ; 
B 

donc ff e s t  cohérent, e t  en pa r t i cu l i e r  de type f i n i  : il exis te  dans U un 
f i  

voisinage ouvert V de l ' o r ig ine ,  e t  un système f i n i  
B ('j'j s J~ d'éléments 

de i ( V  ,N' ) t e l s  que l a  r e s t r i c t i on  du faisceau 
B B NB 5 V s o i t  l e  faisceau 

8 

L ( @ j .  j E JB) 

De plus,  @ j  c i(vB.NB) e t  r ( v B , N B ) C r ( v  ,L(s. ,i e Ig)) , on 
B 1 

i peut donc res t re indre  V de manière q u ' i l  exis te  des fonctions a , i E: 1 
B j B 3 

j e JB holomorphes dans V , t e l l e s  que V j E J 
i 

B 

en e f f e t  considérons. l e  germe à l ' o r ig ine  de l a  fonction $ : tjo appartient 
j 

à 530 e t  donc à Lo( si ,i e 1 ) ; d'après la remarque 1 de l'annexe 1 , il 
B 

i exis te  des germes à l ' o r ig ine  de fonctions holomorphes a t e l s  que j E JB , 
j0 

i 
@jO '-1 .jO sio ; on r e s t r e in t  V à un voisinage ouvert de l 'o r ig ine  t e l  que 

1ôI 
B 

B i i l e s  germes a (en nombre f i n i )  possèdent des représentants a . 
j 0 j 

Soit  V un voisinage ouvert connexe de l 'o r ig ine  inclus  dans  

l ' in te rsec t ion  n V . On peut appliquer th(n,p-1) à l a  donnée suivante : 
BeB 

B 

l e  voisinage V de 1 'origine,  l'ensemble f i n i  A = B U  C , e t  pour chaque 

B E B , l e s  deux systèmes f i n i s  ( p  ( s .  ) ) 
W i i ~ 1  e t  ( ( i W ( $ j ) ) j c  JB , e t  Pour 

B 
chaque Y . C l e  système f i n i  ( ~ ~ ( 8 ~ ) ) ~  est bien -, - 

Y 



A 

p,(si) E r ( v Y n )  PWB(+j) C r(v,O n '-') , e t , p o u r  ~ E C  ,  LI Y  , 
P 

pW(si) o r(v,OnY) avec p i p-11 . 
Y 

Il  e x i s t e  donc dans V une s u i t e  d6croissante 
(um)m c i~ 

de 

voisinages ouverts connexes de l ' o r i g i n e ,  de diamètres tendant vers  zéro ,  sur 
." * 

l a q u e l l e ,  '7' 6 6 B , l e s  fa iscsaux L(si,i E 1 ) e t  L ( @  , j E J ~ )  e t ,  
f3 j 

'd y E C , l e  fa isceau L(s i , i  E 1 ) admettent une construct ion.  
Y 

Montrons que, a o A , l e  f a i sceau  L(si,  i E I ~ )  admet une 

construct ion sur . N 
; on l e  s a i t  dé jà  s i  a E C  , prenons donc a c B . 

Soient  (P:)~ Ja , l a  construct ion de L (  j ,  j E J a )  e t  

1 

('m)i F I  , m e  N c e l l e  de L ( i i .  i E I a )  sur la s u i t e  
a 

( u m ) r n e ~  

Définissons (en u t i l i s a n t  l a  méthode du séminaire Henri CARTAN) une famil le  

i 
( A m I n  E N, i c I 

d 'app l i ca t ions  Ai m : U ,  $1 n ( U n  en posant : 
a 

1 ) e s t  b ien  C-linéaire e t  continue pour l a  topologie de l a  convergence 
m 

uniforme s u r  t o u t  compact de ** , corne combinaison l i n é a i r e  à c o e f f i r  

c i en t s  holomorphes de composées de t e l l e s  appl ica t ions .  

i 
2 )  s o i t  m 5 m' ; on s a i t  que p j  e t  v comutent  aux r e s t r i c t i o n s ,  m m 

puisque ce sont  des construct ions ; d 'au t re  p a r t  l e s  projec t ions  
m 

e t  nu comuten t  aux r e s t r i c t i o n s ,  e t  l ' o n  a : 
m 



i - i 
0 lm' - A m >  0 PU U e t  l e s  li commutent aux r e s t r i c t i ons .  

P ~ m ~ m  9 m m l  m 

3) s o i t  f E r(um, 0:) , t e l l e  que f E r(um, L(s.,i E I a ) )  . Alors, en 
1 

i proje tant  par fi , F o r(um, L ( s i >  i E ICI)) ; or  ( m ' m  r 8, i E I a 

e s t  une construction de L(si, i E I ~ )  , donc 

k - considérons g = f - 1 vm( f )  pu ( s  ) ; g e s t  nu l ,  e t  g appart ient  
kaIa m 

à ( U S . ,  E 1 ) donc g appart ient  à i(um,Na) . O r  
1 a 

LI 

r(um, L ( m j ,  j r J a ) )  . Donc, après projection par  ïï , 
A A 

g a r(um, L ( + j 9  j E J ~ ) )  . Et corne m , j E J~ e s t  une construc- 
A 

A A A 

t i on  de L ( m j ,  j E J O )  , on a : g = v i (g )  pu (mj) , Ce qu'on 
j€Ja m a 

A 

peut encore é c r i r e ,  puisque l a  r e s t r i c t i o n  de à Ker n e s t  un 

isomorphisme : 

j A  
g = P,(B) ( m j )  

j~ Ja m a 

i 
Considérons maintenant Am(f) pu ,(si) : 

ir 1, m 

i - ci i 
V , ( ~ ) P , ~ ( S ~ ) +  1 1 ~ L ( B ) P , ~ ( ~ ~ )  pUU(si) 

i r I  a m i€Ia jsJa m a m 

i 
O r  on a déf in i  l e s  a pour que 

j ida m a  J m m a 

i i -  
donc 1 lm(f) P, U ( ~ i )  = l vm(f) U ( ~ i )  + l pJ( i ; )  pu  (mj) 

i o  1 m i a  Ia m j aJ  m a a a 

ce qui d'après l a  r e l a t i on  (1) e t  l a  déf in i t ion  de g donne l e  r é s u l t a t  



cherché : 

i 
e t  

( A m ) i  c  I , m E N 
e s t  une construction de L(s. ,i E I ~ )  sur  la 

a 1 

s u i t e  (um)m c N . 
3)  Soi t  n > O . s i  th(n-1, p )  e s t  v ra i  quel  que s o i t  l ' e n t i e r  p , a lors  - = - 
t h ( n , l )  e s t  v r a i .  

Soient U un voisinego ouvert connexe de l ' o r i g ine  dans en , 

A un ensemble f i n i ,  e t  17' a c A , ('i'i L 1 un système f i n i  d'éléments de 
01 

S ' i l  ex i s te  a dans A t e l  que i E Ia , S .  s o i t  nul ,  a l o r s  
1 

L(si,i E 1 ) admet l a  construction nul le  ( A i  nul  U i E Ia e t  m E W ) a m 

sur  toute  s u i t e  d6croissante d'ouverts : on peut donc supposer que, a E A , 

l e s  s ne soient  pas tous nuls .  
i a 

De plus on peut même supposer que, u E A , aucune des sect ions  

s  n e s o i t n u l l e :  s o i t e n e f f e t  K = { i c I a  ; S.  # O )  ; K @ , 
i a a 1 a 

puisque l e s  s  ne sont pas tous nuls ; tou te  construction L(si, i E K ~ )  peut i 
U 

se prolonger B L(si, i e  1 )  enposan t  que, V m c N  , V i  E IO - K a  
a 

A e s t  nui. 
m 

Puisque U e s t  connexe, l e s  germes 5 l ' o r i g ine  des sections 

s  ne sont pas nu ls ,  e t  l ' on  peut appliquer l e  théorème de Weirstrass à l a  i a 

f a n i l l e  f i n i e  de sections holomorphes ( s i  ) où ci E A e t  i E 1 : on peut 
a a a 

f a i r e  dans %? un changement l inGaire de coordonnées, e t  l ' on  é c r i r a  

x C z  de manière q u ' i l  ex i s te  dans U un polydisque centré ?i l ' o r i -  
z 

n~ 

gine $2 e t  des fonctions holomorphes invers ibles  h. définies dans $2 , e t  
1 a 

des polynômes distingués P. , t e l s  que 1 'on a i t  : 
1 
a 



dans Q , l e s  faisceaux de L) -modules L(si., i E Ia) e t  L(Pi , i e 1") 
n 

a 
coi  ncident . 

Soient p. l e  degr6 de P. , pa = sup pi , p = sup Pa , e t  
1 1 
CI ci i~ 1 a aeA 

pour chaque a e A , PIG un des polynômes Pi de degré maximal p a . 
a cn- 1 

S o i t  li l a  project ion canonique de an sur , n : z- z '  4 

pour t ou t  e n t i e r  s tr ictement p o s i t i f  r , l e  faisceau F des germes de poly- r 

nômes de degré str ictement i n f é r i eu r  2 r coznci.de avec l'image réciproque par 

n du faisceau O; - , ( c f .  annexe 2 )  ; s o i t  (4- 1 ' appl ica t ion canonique de 

* sur or F = on-, ; s i  V e s t  un ouvert de an de l a  forme V = V P  X D 
r n- 1  

Cn- 1 avec V' ouvert de e t  D disque centré 2 l ' o r i g i n e ,  a l o r s  4, permet 

de d é f i n i r  une applicat ion : ( V  ) - ( V ,  O )  q" e s t  un homéomor- 
r 

phisme C-linéaire (on munit T ( V ,  F ) de l a  topologie indu i te  par  c e l l e  de 
r 

r-1 
I'(v, 0 ) )  . ( c f .  annexe 2 ; B r V :  a + a z  + ... + a  z * (a0 ,a l  ,..., a 1) 

n O 1 n r-1 n r- 1 

Considérons, V ci c A , l e  faisceau LI(? n P. ) associé au sys- 
l a  

k tème fini (' Pi I i  
Ia, O 6 1( < p -1 

, l e  faisceau d'anneau de base é t an t  
n 

o. a a 

i c i  F I  (c 'est-à-dire n.0 , c'est-;-dire encore l e s  fonctions de z qui 
n- 1 

t 
sont constantes par  rapport à zn) . L (2: P. ) e s t  tm sous-faisceau de 

1 
ci 

* k  
Fr-modules de L(si, i o Ia) . E t  comparons l e s  Fr-modules = F n L ( z  P. ) . 

" Pa n 1 a 

On a une . inclus ion Évidente M ; montrons q u ' i l s  ont même 
ci 

f i b r e  à l ' o r i g ine  : pour c e l a  montrons donc que M~~C- Mao . Soi t  Po D Mao 
i i 

P o =  1 aoPio  avec a O E Ono , e t  Po e s t  un polynôme en z n de degré 
i c  1 a 

i n f é r i eu r  à pa . 
i 

Divisons, pour t ou t  i E Ia , l e  germe a par  l e  polynôme 
O 

dist ingué 
O : 

a 



- 10 - 
i i i i 

a. = A. P l  O + Bo ; Bo e s t  un polynôme de degré in fé r ieur  à 
a 

Pa 
, donc 

donc 

l e  second membre e s t  un polyn6me de degré i n f c r i eu r  à 2pa ; en l e  d ivisant  par  

l e  polynôme P , on ob t ien t  encore un polynGme, e t  comme l e  quotient e s t  uni- 
'a0 

e s t  k polynôme A. ; l e  degré de A. e s t  i n f é r i eu r  à 
i e In ,  

U 

- - i 2pa pa - pa , e t  finalement P = A P + 1 136 pi, avec A~ e t  B~ 
O O '2 io Ia  

appartenant à F ; donc Po e s t  bien une combinaison l i néa i r e  à coeff ic ients  ~a 
dans F des germes z 

k 
n 'io o ù  i e I  e t o Ù  O d k d p  - 1  ; d o n c  

1 ,O a a 

Po  na^ 
F e s t  un fa isceau FI-cohérent , comme image réciproque d'un 
P 

faisceau cohérent. l*(zk P. ) e s t  aussi  un faisceau FI-cohérent ( c f .  annexe 1 , n 1 a 
remarque 2 ) .  Donc Ma e s t  un faisceau FI-cohérent, e t  il e s t  en p a r t i c u l i e r  

de type f i n i  : il ex is te  un voisinage ouvert connexe V de l ' o r i g ine ,  qu'on a 

peut prendre "de Weierstrass pour 
1 

" (nous dirons qu'un ouvert V e s t  de 
M. 

Weierstrass pour un polynôme dist ingué P s 'il e s t  de l a  forme V =: V '  x D 

avec V'  ouvert de en-' e t  D disque de CZ centré à l ' o r i g ine ,  t e l s  que 
n 

P ne s 'annule pas sur  V t  x 6 e t  t e l s  que l ' o r i g ine  s o i t  l e  seu l  zéro de P 
< .  < 

dans (0 ' )  x D .  ) e t  un système f i n i  (Q.) de sections de N au-dessus 
3 j € J a  a 

* 
de Va , t e l s  que l a  r e s t r i c t i o n  de /d à V s o i t  1 (Qj , j e J a )  ( é g a l i t é  

a '3 

de FI-modules). De plus ,  'd j s J , Qj 
e s t  en p a r t i c u l i e r  une section de a 

L(si ) e t  selon un raisonnement déjà f a i t ,  on peut res t re indre  V de manière 
CL a i q u ' i l  ex i s t e  des fonctions a holomorphes dans Va , où i E 1 e t  j e J 

j a a 



i 
t e l l e s  que, V j o Sa , (S.)  

l€ 1 

Considérons l e  polynôme P = rf Pl : c 'est  encore un polynôme 
4. a 

distingué, e t  l 'on peut trouver dans r) Va un polydisque V centré à l t o r i -  
acA 

gine e t  "de Weierstrass pour P ; V e s t  en par t icu l ie r  "de Weierstrasst' 

, pour chaque Pl . Posons V = V t  x D ; on peut appliquer th(n-1 ,p) à l a  
a 

donnée suivante : V1 , A , e t ,  Id a e A , l e  système f i n i  

Cpvtvt O $p v ( Q ~ ) I  j 
Ja 

de sections de on-, au dessus de V'  : il e A s t e  dans 
a a a 

V' une su i te  décroissante (u;)~ de voisinages ouverts e t  connexes de l ' o r i -  

gine, de diamètres tendant vers zéro, sur laquelle chacun des O n- 1 -faisceaux 

de modules associés aux systèmes [pVvV, O Op (Q.)] admette une construction 
a a a - 

On peut trouver une sui te  de rée ls  (&m)m c N 
, décroissante e t  

tendant vers zéro, de manière que, s i  D e s t  l e  disque de Q) centré à l t o r i -  m 'n 
gine e t  de rayon E , UA x Dm so i t  encore un ouvert " de Weierstrass" pour 

m 

P . E$ e f f e t ,  supposons que ce la  ne so i t  pas possible : il ex i s t e ra i t  un r6e l  

strictement pos i t i f  E t e l  pue, V m E I , p slannule sur UA x ~)(o,E)  (bord 

du disque de centre O e t  de rayon E: ) ; on formerait a insi  une su i t e  3e 

points (Xm)m e i~ vér i f ian t  x ç U 1  x D(O,E) e t  P(xm) 3 O ; l e s  points xm m m 

appartiennent au compact V t  x D(O,E)  ; on peut ex t ra i re  une sous-suite conver- 

gente, s o i t  x = (x t  ,xn) s a  limite ; x1 = O , car  l e  diamètre de UA tend vers 

zéro, e t  (xnl = E , ca r  'd m c PJ , lxml = E , e t  P(x) = O ; donc l ' o r ig i -  

ne ne s e r a i t  pas l e  seul zéro de P dans { O t )  x D , ce qui e s t  impossible 

(car V e s t  "de Weierstrass" pour P ). 

Posons Um - U h  x Dm . (um), e s t  une su i te  de voisinages 

de l 'or igine ouverts, connexes, de diamètres tendant vers 'zéro. Montrons que, 

v o o A , l e  faisceau L(si, i c 1 ) admet une construction sur ce t te  suite 

d'ouverts. 



Fixons donc CL ~3 A ; U e s t  "de Weierstrass" pour P , e t  donc 
m 

a f o r t i o r i  pour Pl , e t  l ' o n  peut d é f i n i r  des applicat ions quotient  e t  r e s t e  
a 

de l a  division par P l  s u r  Um ( c f .  annexe 3) 
ci 

définissons 'd m Q N , 

e t ,  s i  i # 1 a 

A e s t  bien C l i n é a i r e  e t  continue comme combinaison l i néa i r -  m 

à coef f ic ien t s  holomorphes de composées de t e l l e s  applicat ions.  

Les hi comutent  aux r e s t r i c t i o n s  : s o i t  m z m'  , comme l e  
m 

quotient  gma 
commute aux r e s t r i c t i o n s ,  il s u f f i t  de l e  f a i r e  pour l e  terme 

général (i f 1,) : 

donc R (f) e s t  donc une sect ion de L(si) audes sus  de U ; comme R ( f )  
. . ma m ma 
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e s t  un polynôme de degré infér ieur  ouéga l  à p , Rma(f) e s t  aussi m e  sectic, 
a  

. . de F . Donc R ,~ (P )  E P(Um, Ma) . O r  M e t  N ont même f ibre  b ; 'or i , r~e 
Pa a  C 

e t  l e  d imè t re  de Un %el:dverr; zéro : 3 m l  E N  , R ( f )  E r(UmI,/da) . 
/ 

n'a  

or  r (urn l ,  N:) = r (uml ,  L " ( Q ~ )  ; donc + O R (f) e s t  une section du 
PaUm m1 a 

Ù -module associé EU systèae [p n- 1 O @p , dont y' e s t  une cons- 
% a a m 

truction : 

+Paum ' m'a a  m' O R  m'cc (f)] X P U  V o  (Qj 1 m f  a 

s o i t  

l e s  deux fonctions holomorphes sur l 'ouvert connexe U : R ( f )  e t  
m ma 

-1 j 1 [@pu  0 Orno m p U  0 Rma(f)] p U V  (Qj) ont donc même r e s t r i c t i o n $  
jsJ a m a  m m a a  

l 'ouvert  U , e l l e s  sont donc égales ( 1 ) .  
m ' 

i 
ConsidSrons 1 Am(f) ' défini t ion des applications 

isIa 

ce t t e  fonction e s t  égale à : 

e t ,  en tenant coxste de ( 1  ) : 

l 

ce qui achève l a  dé~.onstration. 



On appelle construction standard toute  construction obtenue par  

ce procédé de double récurrence. 

Co/lo.Udw 1 . - La conh&mtion Stafldahd po-e. - .. 
Notons dn l'anneau des germes à l ' o r ig ine  , s , de fonctions . - 

holomorphes p-dimensionnelles ; peut ê t r e  muni de l a  topologie l imi t e  induc- n 

t i v e  de l a  topologie de l a  convergence uniforme sur tout  compact, que nous note- 

rons F , 
- , 

Soient M un sous-ihodule de n ' s ,  . , Q 1 un système 

de générateurs de M ( On e s t  noethérien). 11 exis te  q appli- 

1 
- 

cations A , . .. . ,Aq , de O: dans 6 , C-linéaires e t  n 
.8 

continues pour l a  topologie F , t e l l e s  que, pour tout  f appar- 

tenant à 6: , on a i t  : 

en e f f e t  tous l e s  r é su l t a t s  du théorème peuvent passer à l a  l imi t e  inductive, 

quand m tend vers l ' i n f i n i ,  grâce à l a  compatibilité avec l e s  morphismes de 

Un sous-0 -module F de q a n t  pour base un ouvert U de 
n 

cn e s t  un faisceau de une famille 
( s ~ ) ~  E A , f i n i e  _ n 

ou in f in i e ,  de sections de O' au-dessus de U t e l l e  que F = f ( s  , a C ' A )  
n OL 

(cf .  annexe 1 ) .  

3 1 .  - un faisceau cohérent e s t  localment  un f i i sceau  

de 0 ~ - x n o d u l e s ~ u " 1 ' ~ ~ * i l  e s t  de type f i n i .  



THEOREME. - 
Tout f a i sceau  de ~ ~ - m o d u l e s w t  cohérent. 

Puisque OP e s t  cohérent ,  il s u f f i t  de montrer que F e s t  de type  
n 

f i n i  ; so ien t  donc a E U . e t  ( s ~ ~ ) ~  un système de géné- 

r a t e u r s  de l a  f i b r e  
Fa 1 e s t  une p a r t i e  f i n i e  de A ,  puisque 

0 e s t  noéthérien. On peut donc appliquer l e  théorème de l a  n 

construct ion standard au  système f i n i  
( ' i ) i  e  I : il e x i s t e  

une s u i t e  décroissante  d 'ouverts  U s u r  l a q u e l l e  l e  fa isceau 
m 

L(si ,  i E 1) admette une construct ion.  

Soient x a U t  e t  ( s j x )  un système de généra- 

t e u r s  de l a  f i b r e  F ; J e s t  une a u t r e  p a r t i e  f i n i e  de A. 
X 

V j e J  , s j a & F a  , o r  F = L,(si, i o 1 )  ; on peut  donc a 

t rouver   EN t e l q u e  p ( S . )  c L ( U m ;  s , i~ 1) 
UmU J i 

ce  qu'on peut é c r i r e  : 

l e s  fonctions holomorphes p ( S .  ) e t  u,u J 
i 1 

1 A ,  O pUIU(s j )  x pUIU(si) ont  même r e s t r i c t i o n  à l ' ouver t  
i e 1  

un > 
e l l e s  sont  donc égales  s u r  l ' ouver t  U1 ,  e t  en p a r t i c u l i e r  

e l l e s  ont même germe en x : 

et ( ' i x ) i  E I e s t  auss i  un système de générateurs de F e t  F e s t  bien 
x ' 

de type f i n i .  



Annexe 1 

?%€FAISCEAU, FAISCEAU DE MODULES ASSOCIES A UIJE FAEIZLLE DE SECTTUMS. 

Soient 8 un faisceau d'anneaux sur  un espace topologique X ,  G un 

faisceau de modules sur  une famille de sections au- 

dessus de X . On dé f in i t  su r  X un préfaisceau L(si , i E 1) en posant, pour 

t ou t  ouvert U de X , que L(U ; s i ,  i E 1) e s t  l e  i ( ~ , 6 )  sous-module de 

engendré par l a  famille e t  que, pour t ou t  ouvert 

inclus  dans U ,  l e  morphisme de r e s t r i c t i o n  de L(u ; si, i E 1) à 

L ( V  ; s i s  i E 1) e s t  l e  morphisme indui t  par l e  morphisme de r e s t r i c t i o n  de 

r(u,G) 5 r(v,G). 

Ce préfaisceau L(si ,  i c 1) e s t  séparé, mais il n ' e s t  pas, en général,  

recol lable  : s o i t  X = IR , prenons pour 8 l e  faisceau constant d'anneau Z , e t  

pour G l e  faisceau des fonctions numériques continues, 1 = 1 2 , s e t  s 1 2 

l e s  fonctions déf inies  par 

considérons 
uct 

= ]  - , + 1[ e t  U = ] -  1 ,  + formant un recouvrement ouvert 
f3 

- de In ; e t  f, - ~ ~ ~ ( 0 , )  e t  (s ) ; on a f E L(U, ; si f f 3  = p ~ g ~  2 a , i c I )  , 
ct 

17 ( f ) = p  f i  f E L(UB ; S i  3 i E 1 ) s  PU UB Y Uct , ( f g )  mais l a  fonction 
B ct D u~ ' 

numérique continue qui reco l le  f e t  f B  n 'appart ient  pas à L(R ; si 
a 

i E 1). 

Par l imi te  inductive,  l e  préfaisceau L(si , i E 1) dé f in i t  un espace 

é t a l & ,  auquel on peut associer  l e  faisceau de ses sections continues, que nous 

noterons L(si , i E 1) : L ( S ~  , i c 1) e t  L(si , i E 1) sont appelés 



respectivement l e  préfaisceau e t  l e  faisceau de modules associés à l a  famille de 

sections (si]i I- 

R ~ g u e  I .  - f x E X, Lx(si , i E 1) e s t  l e  Bx sous-module de Gx 

engendré par l a  famille , comme on l e  voi t  dans l e  passage à l a  li- 

mite inductive (six désigne l e  germe en x de l a  section s , Lx(si) l a  f ibre  i 

en x de L(si)). 

~ ~ q u ~  2.- Si  G e s t  8 - cohérent, s i  1 e s t  f i n i ,  alors 

L(si , i E 1 )  e s t  aussi 8 - cohérent : il e s t  de type f i n i  par construction, e t  

c 'es t  un sous-faisceau de G . 

R C > ~ M ~ U Q  3 . -  Le théorème de l a  construction standard permet de préciser 

l e s  rapports entre l e  préfaisceau L(si) e t  l e  faisceau L(si) dans l e  cas où 

X e s t  un ouvert U de E" , 8 l e  faisceau On , G l e  faisceau , e t  où n 

1 es t  f i n i  : l a  su i t e  décroissante (um) sur laquelle l e  faisceau L(si, i E 1) 

adrnet une construction possède alors  l a  propriété : 

(ce résu l ta t  découle immédiatement de l a  remarque 2 précédant l'énoncé du théorème). 

Autrement d i t ,  s i  une fonction f , holomorphe sur Um , es t  localement combi- 

naison l inéa i re  des s en chaque point,  a lors  e l l e  e s t  globalement sur Um i 
combinaison l inéa i re  des 

Le théorème B de Cartan permettrait de préciser ce résu l ta t  : dès 

pue U e s t  un ouvert "de Stein", T ( u , L  ( s i ) )  = L(u, s i )  (cf  "Faisceaux analy- 

tiques cohérents" par Monsieur H. Cartan, Rome 1964). Soit  1 = i l  ,2, . . . . , q} . 



Considérons l e  morphisme 4 : 0 - L s i  , i E 1 défini par sa  valeur sur 

germes : 

i 

e s t  sur jec t i f  d'après l a  remarque 1 .  

L(si , i E 1) e s t  cohérent d'après l a  remarque 2 (op es t  cohérent - c 'es t  l e  n 

théorème d'Oka). Donc Ker 4 e s t  un faisceau cohérent, e t  on a l a  su i te  exacte 

de faisceaux cohérents 

4 
O - Ker p - oq - L(si , i E 1) - O 

n 

Cette su i t e  exacte induit  une su i t e  exacte en cohomologie 

4 u 
O - r(U, Ker 4) - T ( U ,  oq) - I'(u, L(sia i E 1)) - H'(u, Ker 4) n 

1 O r  H (u, Ker 4) = O , d'après l e  théorème B de Cartan ; donc (U e s t  su r j ec t i i ,  

et. T ( U ,  L(si , i B 1 ) )  = $ U ( r ( ~ ,  oq) )  = L ( U  ; si , i E I )  . n 



Annexe 2 

Soit ïï la projection canonique de en sur &n-1 qui à z = (z' , zn) 
associe z' . Cette application continue permet de définir au dessus de cn les 

faisceaux images réciproques par Ii des faisceaux or : * O . Ces faisceaux 
n-1 n-1 * 

sont des modules sur Ii on-l . 

Définissons d'autre part,-pour tout entier strictement positif r , le 
préfaisceau sur cn , Fr , de la manière suivante : pour tout U ouvert de 

en y Fr(U) est l'ensemble des polynômes en z à coefficients holomorphes en n 

z t  définis dans U , et de degré strictement inférieur à r ; ce préfaisceau est 

séparé comme sous-préfaisceau de groupe de C) ; il est même recollable, car si n 

deux polynÔmes sont égaux sur un ouvert, leurs coefficients sont égaux : on peut 

donc recoller les coefficients. Ce préfaisceau est donc un faisceau, que nous 

noterons F ; ï' (u,F ) = Fr(U) ; la fibre en un point x de ce faisceau est r r 

exactement l'ensemble des germes en x des polynômes en z à coefficients 
n 

holomorphes en z' et de degré strictement inférieur à r . 
* 

On a FI = I i  O montrons que F = ï ï  Or ; verifions à cet 
n-1 ' r n- 1 

effet que Fr est solution du problème universel définissant l'image réciproque 

II* Or : soit + l'application de Fr dans O: n- 1 - définie par sa valeur sur 

les .fibres : 
'rx 

: F -> Or 
rx n-1 ,x 

r- 1 + a 2  +*.*+a (aox,,al,'. .-.,ar-l,X' l n  r-ln x 1 

cette application est continue : l'image réciproque d'un ouvert est un ouvert : 

soient S2 un ouvert de O' , 5 un élément de $r1(S2) ; +,(F) E Q , donc n-1 



r il existe  un ouvert de base de On-1 contenant $r(F) e t  inclus  dans il : s o i t  1 
n-1 s(u')  ce t  ouvert de base (u '  e s t  un ouvert de , s e s t  une section de 

r au dessus de U '  ; on peut & r i r e  s = s , . . . . , s r  avec on-1 * ' * * 9  sr 
1 

sections de 0 au dessus de u t ) ,  l e  polynôme P = sl  + s2 zn + .... n- 1 

e s t  une section de F au dessus de l fouver t  U'  Q: , e t  P(u' x (c) e s t  un r 

voisinage de 5 inclus dans - 1 r 

Cette application 4 rend cornnutatif l e  diagramme r 

So i t  A un faisceau sur en , t e l  q u ' i l  exis te  une application 

f de A dans f c o n t i n u e e t r e n d n n t c o m u t a t i f l e d i a g r s u a e  n- 1 

f 
A - @  

n- 1 

J 

h 

' l+=Y 
8 '  

' 1 ' -  I 
On é c r i t  f = ( f l ,  .... f r )  , alors f s e  factor ise  d'une manisr$ 

unique par Q : r 

- 
f = 4, O T. avec f '  : A + F , définie par sa valeur sur  l e s  f ibres  

r 

e s t  l e  germe en du polynôme 

Z nx 

e s t  

+ .... 
unique C a r  'rx e s t  une 



biject ion)  ; f e s t  continue : s o i t  S(U' x D) un ouvert de base de Fr i 

s e s t  une section de Fr au dessus de U t  x D : s = so + sl zn + .... + 
r- 1 s z ; = ( s , . . . . s ) e s t  une section de Or r-1 n r- 1 au dessus de U t  . n-1 

S i  E E : ~  --' [s(ul x D)] , alors  f (6 )  = pr O f ( ~ ) ,  e t  f ( ~ )  appartient à 

cr(ut) ; come f e s t  continue, il exis te  autour de 5 un ouvert de base 

t ( ~ )  de A inclus dans f l ( ( )  , e t  t ( ~  n (u '  x D)) e s t  un voisinage 

-- 1 de 6 inc lusdans  f ( ~ ( u ' x D ) )  

Donc Fr , module sur e s t  bien i t i nege  réciproque par 1 

Ii de OF , nodule sur n-l . n- 1 

n D'autre par t  s i  U e s t  un ouvert de (C de l a  fonge U t  x D , 
avec U t  ouvert contenant l 'or igine de 1 e t  D disque de ü! centré à 

l 'o r ig ine ,  $r p e m t  de déf in i r  une application 

'ru : r u ,  Fr) - r ( u f ,  or ) n- 1 

r- 1 
définie par O (a  + a  z + - - - -  + a z ) = ( aoy  .--. , a ) r U o  l n  r-1 n r- 1 

ce t t e  application e s t  6videmment une bi ject ion ; e l l e  e s t  bicontinue, si l 'on 

nunit P(u, 5)  de l n  topologie induite par ce l le  de i ( ~ ,  On) : on peut consi- 

dérer l e s  conposantes de 'ru comme l e s  r premières i té rées  successives de 

l 'application "reste de l a  division par l e  polynôrile distingué z ," division n 

qui e s t  possible dans F(u, Fr) puisque U e s t  "de Weierstrass" pour l e  poly- 

nôme 'n 
; or c e t t e  application "reste" e s t  contiu1,e (cf annexe 3) pour 1% 

topologie de l n .  convergence uniforme sur tout  compact (on peut aussi considérer 

ces composantes come l e s  applications "dérivées par t ie l les  par rapport à en 
II 

- 1 
successives, qui sont continues classiquement). L'application réciproque k 
e s t  continue pour cette topologie, corne conbinaison l inéa i re  & coefficients 

holomorphes d'applications continues (l 'application , où O .$ i 5 r - 1 

de I'?.U, fl ) dans (u ,  on) qui à (,, ... , a ) associe a. considérée n- 1 r- 1 I 
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conme fonction de n variables est  évidement continue). 

D e  plus s i  V '  e s t  un ouvert inclus dans U , on a évidemment, 

en posant V = Y' x D : $rv O pW = Pv l u 9 0 OrU i les nor~hismes 4m 

cornmutent aux restr ic t ions.  

' _II! 
VA- - ,  
t 



Annexe 3 

I I l  - APPLICATIONS 'f~OTIEIdT'' ET "RESTE" 

Soient dans en un système de coordonnées z ~ ( z ' ,  zn), P un 

polynôme distingué de l n  variable zn , à coefficients holomorphes en z1 , 
de degré p , &fin i  dans un voisinage ouvert U de 1 'origine, "de Weierstrass 

pour Pu (rappelons que U e s t  de l a  forme U = U'  x D dans U' ouvert de 

P" 1 e t  D disque centré à l 'or igine t e l s  que P ne s 'annule pas sur 

U1 x D e t  que l 'or igine s o i t  l e  seul  zEro de P dans l e  disque 10) x D. 

Soi t  p l e  rayon de D. 

A toute fonction f holomorphe dans U on peut associer de m i è r e  

unique une fonction holoniorphe %( f )  e t  un polyn6ne %(f )  de degré 

- :, 
infér ieur  à p , dgfinis dans U . e t  t e l s  que f = %(f) P + R,,(f) ; de plus 

s i  f e s t  un polynône , alors q,(f) e s t  un polynôr~e. hi déf in i t  a ins i  de= 

applications % e t  % de r (u ,  O ) dons lui-nême. 
n 

Lm1e. ces applications % e t  sont continues pour l a  topologie 

de l a  convergence uniforne sur  tout  compact de U. 

I l  su f f i t  de montrer l a  continuité de % , puisque ~ ~ ( f )  = f - 
O r  gII e s t  définie de l a  nanière suivante (cf  '?Several complex variables" par I 
HERVE, ch II, th. 2 - p. 13) : pour tout r é e l  r infÉr:eur ou égal à P , ' 

appelons yr l e  bord d-u disque Dr de centre O e t  de rayon r ; s o i t  

r r U ; choisissons r t e l  que 1 znl r < p : on a alors : 

Les ouverts de base de l a  topologie de l a  convergence a i f o r n e  sur tout  compact 



(03 f e s t  un Bïéuent de U ,  0 )  , K un compact de U, tz un r é e l  s t r i c -  

tenent posit  - ' ) . 

Soient 0 un ouvert de ( U ,  0 )  e t  f un élément de 

on peut trouver K e t  E t e l s  que V ( % ( f )  , K ,  E ) C Ci ; l a  distance de K 

au complémentaire de U e s t  un rée l  strictement pos i t i f  a ; choisissons r 
a 

' t e l  que p - - Q r < p e t  t e l  que P ne s'annule pas sur K' x yr (c 'es t  
2 

possible puisque P ne s'annule pas sur U' x yp ; K'  , projection de K. 
@no 1 , e s t  conpact) ; s o i t  fi = in f  ) ~ ( z ' , t ) l  ; 0 > O , car  K g  x 'r e s t  

. . 
- +a. 

(en ef fe t  1 znl s P - u < r )  a lors  ~ ( f ,  K t  x g , *'"B 
--kL ) e s t  un voisinage 

F. 

L -  :. de f inclus dans < ' (a)  : en e f f e t  s o i t  h E ~ ( f ,  K t  X Dr , -1, on. : 
2 

Sup I f (z ' ,  t )  - h(z ' ,  t ) l  Q SUE I f ( z ' ,  t )  - h ( z v ,  t ) l  CU 
K t x y r  K * xDr 2 

' I ce qui pemet  l e s  najorations suivantes : 

1 
( f ) ( z )  - g l ~ ( h ) ( ~ ) I  s - S U .  I I P ( Z ' . ~ )  - h ( ~ * , t )  d t  1 1 ~ g ~ ~ & = ~  

2ïï K1xDr ~ ( z ' , t )  t-zn 2 1 B a  2 

donc gu(h) -C  R e t  h c <'(Ci) . 
@ (!il[ 

5, et ~ I I  comutent aux res t r ic t ions ,  du f a i t  de l ' un ic i t é  du couple 

quotient - reste.  

- ;.:g , 7 b' 

* '+ 




