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Cette thése de troisiéme cycle est l2 conclusion de travaux effectués
a4 Lille, sous l'impulsion et le contrdle de Madame M.H. SCHWARTZ, autour du
théoréme de la "construction standard" tel qu'on le trouve dans l'exnosé XI du

Séminaire Henri CARTAN (année 1951-52 - 1° &dition).

La rédaction de cet exposé, modifiée dans la récente réédition, souffrait
de quelques inexactitudes (on en trouve par exemple une rédaction correcte dans un
papier de B. CALLENAERE, & Lille). Nous appellerons ponctuel ce théoréme. Nous
avons cherché 3 1'étendre en un théoréme local, faisant intervenir une suite fon-
damentale de voisinages d'un point ; la difficulté venait de ce que 1'anneau des
sections de On au-dessus d'un ouvert, au contraire de celui de la fibre de On

en un roint, n'est pas noetherien.

Le théoréme que nous avons démontré est en fait la conséquence de
résultats publiés par H. CARTAN dans les Annales Scientifiques de 1'E.N.S. (t. 61-
1944 ; p. 190 sq), bien que la notion de Construction Standard n'y figurat pas
explicitement. On pourra donc considérer les pages qui suivent comme la présenta-—
tion détaillée, dans le langage de la Construction Standard, avec 1l'outil des
faisceaux cohérents, d'un théoréme qui résulte aussi du mémoire fondamental de

Henri CARTAN.



Les notations sont celles du cours de D.E.A. de Madame M.H. SCHWARTZ
rédigé par M. BONIFACE : "Fonctionsanalytiques et théorie des faisceaux",
Faculté des Sciences de Lille 1965-1966 ; nous y ajoutons gquelques notations

particuliéres : nous noterons OI1 le faisceau des germes de fonctions holomorphes

de n variables complexes, et Oi le faisceau somme directe de p faisceaux

é,aux'a On ( Oi est encore le faisceau des germes de fonctions holomorphes
A

pdimensionnelles de n variables). Etent donné un systéme fini (si)i e I

de sections de 02 au-dessus d'un ouvert U de €° , nous noterons L(si,i e I}

ou parfois L(si) , le préfaisceau, et L(si,i e I) , ou parfois L(si) , le

faisceau de modules associés au systéme (s.) . (cf. Annexe 1).

12 € I

DE ganltion. -
Construction relative au faisceau L(si,i € I) sur une suite

décroissante d'ouverts.

Soient U un ouvert de € , (s.) un systéme fini de

1°3 e I

sections de 0P au dessus de U , et (U ) une suite d'ouverts de U
n mmelN
décroissante pour la relation d'inclusion. Nous appelons construction de

L(Si’ ie I) sur la suite (U ) toute famille (%)

f T -
mmel mmelN, 1 €I & agpdd

cations

possédant les propriétés suivantes
1) VieI , VYVmemw , Ai est C-linéaire et continue pour la topolo-
gie de la convergence uniforme sur tout compact de Um .
2) VieI , YVmelN , Von'edN , [m2mn]— [x; op =
0 o Ai,]
3) VieI , VmeN , Vrfe F(Um, og) s

[f e ru , L(s;,ie 1))] = [f= '2 A;(f) o,



_.3-

Remarque 1.- La propriété 2 exprime le commutativité d'un dia-

gramme : pour m > m' , on a :

Ai
py —__m'
F(Um,, On) r(Um,, On)
Ai
r(u ,,OP) 2 > (U , 0) commutatif.
m'’ ' n m’ n

s 1 .
Nous dirons alors que les Am commutent aux restrictions.

Remarnque 2 .- La propriété 3 peut &tre remplacée par la propriété
équivalente 3'
3') VieI , VmelN , Vfe T(Um, Oz) les propriétés suivantes sont
équivalentes

(1) = £

m

L(U 3;s.,i € I)
m’"i
(ii) = £ ¢ F(Um,L(si,l e I)) .

1
izI A (£) pum o(8:)

en effet, on a évidemment 3' == 3 ; mais on a aussi 3 => 3' : on a toujours

(iii) = £

(i) = (ii) et (iii) == (i) , et 3 exprime que (ii) = (iii).

THEOREME . -
— . n .
Soient U un ouvert connexe de € contenant l'origine,
A un ensemble fini, et, V a € A, (s. )i e W systéme fini
1(1 [0} o
de sections de 0na au dessus de U . Alors il existe dans U

une suite décroissante de voisinages ouverts et connexes de l'ori-
gine, de diamétres tendant vers zéro, sur laguelle, V a e A , le
faisceau L(si , 1 € Ia) admette une construction.

o
a
Nous démontrerons ce théoréme par une double récurrence sur n

S

et sur p= sup B, 3 soit th(n,p) le théordme, nous démontrerons successivement
o€l
que



th(0,1) est vrai

si th(n,P1) est vrai, alors th(n,p est vrai

si, Vp € N , th(n-1,p) est vrai, alors th(n-1) est vrai.

1) th(0,1) est vrai.

CO est le corps réduit & {0} , le seul voisinage ouvert connexe
de l'origine est CO lui-méme. Le faisceau OO est le faisceau d'anneau € et
de base l'origine ; ses sections s'identifient 4 des éléments de € . La topolo-
gie de la convergence uniforme sur tout ccmpact coincide avec la topologie habi-
tuelle de € , puisqu'elle admet la méme base d'ouverts : les ensembles de la
forme V(f,k,e) (cf annexe 3, note 1) sont ici les disques de centre f et de
rayon €

Puisque p=1 , p =1 VaeA . On prend la suite (Um)m .-

0 . : ; -
constante : Um = ¢ = {0} ; c'est bien une suite décroissante de voisinages
4
ouverts connexes de l'origine, de diamétres tendant vers zéro ; il faut montrer

que, V a e A , le faisceau L(si . ia € Iu) admet une construction sur

o
(Um)m e N
On peut définir comme suit les morphismes A;
. . . -
-si Vie Ia » S5 = 0 , alors L(Si,l € Ia) est nul ; on pose que Am

est, Vie Ia , VmeN , l'application nulle de F(Um,oo) = C
dans lui-méme ; les propriétés 1, 2, 3 sont trivialement vérifiées.

-si 4 io eI Sio # g , alors L(Si’ ie Ia = OO ; on pose,

Vmell , que AmO est l'endomorphisme de € défini par
i .
¢ . _T : . 1, ; .
Am (f) = T et que, pour i # i s Am est 1'endomorphisme nul
¥
o

de € ; les propriétés 1, 2, 3 sont encore vérifiées (la division

par s, est une application continue).
o

done V ae A , il existe une construction de L(si,i € Iu) sur la suite

(u)

n’me N



2) Soit p> 1 ; si th(n,P-1) est vrai, alors th(n,p) est vrai.

g .. o n
Soient U wun voisinage ouvert connexe de l'eorigine dans G .

A un ensemble fini, et, VaeAdA , (s. ) un systéme fini d'éléments
P
o
de I‘(U,On ) avec P, $P
Faisons une partition de A en B et C , avec B = {a e A ;
B, * p} et C={ae A ; p, $ p-1} . Soient d'autre part T et T les projec-

tions canoniques de 05 sur On et sur Oi-l ; pour f € 03 , notons

F=1(f) , F=10(f) ,et f= (£,) ( f &tant la premidre application coor-

donnée de f ). La restriction 1 3 Ker 1 est un isomorphisme.
Considérons, V B € B , le faisceau NB = Ker ﬁ,(w L(si,i € IB)
L(si,i € IB) est cohdrent (cf. annexe 1, remarque 2) et Ker I est cohérent i

donec N, est cohérent, et en particulier de type fini : il existe dans U wun

8

: el o " ..
voisinage ouvert V_ de l'origine, et un systéme fini (¢j)j e J_ d'éléments

B

de F(VB’NE) tels que la restriction du faisceau N‘3 a VB soit le faisceau
¥

B

L(¢J’ JEJB) .
De plus, ¢j € F(VB,NB :
i

peut donc restreindre V_ de maniére qu'il existe des fonctions a. , ie I

B8 3
holomorphes dans V, , tclles que V je Jd,  , ¢.= ) ot By U(Si)

en effet considérons. le germe 4 l'origine de la fonction ¢j : %jo appartient

) et r(vB,NB)(::r(VB,L(si,i € IB)) , on

8
jed

a NBO et donc 2 LO(Si’i € IB) ; d'apreés la remarque 1 de l'annexe 1, il

existe des germes a l'origine de fonctions holomorphes a}o tels que VYV j € J8 5
2 ago 8i9 > OB restreint VB 4 un voisinage ouvert de 1l'origine tel que
iel .

les germes ago (en nombre fini) possédent des représentants a} :

¢jO =

Soit V un voisinage ouvert connexe de l'origine inclus dans

l'intersection (ﬁ\ VB . On peut appliquer th(n,p-1) & la donnée suivante :
BeB

le voisinage V de l'origine, l'ensemble fini A = BLJJC , et pour chaque

¥

B e B , les deux systémes finis (p .
J7')ed

vul8i); e 1 et (oyy(®

B B
(pVU(si))i € IY .(1'ordre est bien -1

, et pour

chague 7y € C le systéme fini



-~ -~ -1 .
oyy(8;) € T(V,0) 5 oy (¢j) € F(V,Ofl ) ,et,pour yeC , ie I
D B
Y -
pVU(Si) € I’(V,On ) avec p, $P 1)
I1 existe donc dans V wune suite décroissante (U ) de
mme N

voisinages ouverts connexes de l'origine, de dismétres tendent vers zéro, sur
laquelle, VY B € B , les faisceaux L(éi,i € IB) et L(;j, je JB) et,
YVyeC , le faisceau L(si,i € IY) admettent une construction.

Montrons que, Ya0eA , le faisceau L(si, ie Iu) admet une

construction sur (U ) ; on le sait déja si o € C , prenons donc a € B .

m'med
J)

Soient (um J € Jq , me N

o).
nmi e:Ia ,me N

la construction de L( 30 Jje Ja) et

celle de L(si, ie Ia) sur la suite (Um)m e I

Définissons (en utilisant la méthode du séminaire Henri CARTAN) une famille

o)

e i . .
m'me N, iel d'applicetions A : (U, oﬁ) — (U ,0 ) en posant :

> k ~ - i
. m U ) (vm o Iy ) oy U(sk)]} oy v (aj)
m JeJa m keJa id} m m o

ie. Veer(u, ®):
n’ n
i i~ Jra k,~ - i
= + -
A(E) = (f) 4 F o [e - ) v (E) ey s )] ey y (aj)
jed keIa m ma
1) A; est bien €-linéaire et continue pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compsasct de Um , comme ccmbinaison linéaire a4 coeffie
cients holomorphes de composées de telles applications.
2) soit m > m' ; on sait que ui et v; commutent aux restrictions,

-~

puisque ce sont des constructions ; d'autre part les projections HU

m

et HU commutent aux restrictions, et l'on a :
. m
p o Ai = p oTM: + Y op o uj o [ﬁ - (vk o . )
Uuo, m uu,, u, . Uu_, m' U, m' U,
.mm mm n JeJa mm i} keIa m

., A
pUm,U(sk)]



i i - A ~
p oA, =v oll. op + Y (wWoln, op - ) (v. ol op )
UﬁUm' n B Um UmUm' jeJa Um UmUm' keIu m Um UmUm'
- i
pUmU(sk)]} pUmva(aj)
0 Ai = Ai o} t les Ai commutent stricti
pUmUm- o o pUmUm' e " utent aux restrictionms.

- p a .
3) soit f ¢ F(Um, On) , telle que f € F(Um, L(si,l € Ia)) . Alors, en

-~

. nd « N
projetant par T , f e T(Um, L(si, i & Ia)) ; or (\)m)m€ N, iec I

est une construction de L(Si’ ie Ia) , done

K8 o

f= 1 v u uls)
m

kel
o

Considérons g=f - ) vz(f) ey U(s ) 5 & est nul, et g appartient
m

keIa
a F(U,L(si,i £ Ia)) done g appartient 3 F(Um’Nu) . Or

PN

F(Um, L(¢j, 3 e Ja)) . Donc, aprds projection par 1

k

-~ -~ . j B
g€ F(Um, L(¢j’ je Ja)) . Et comme (um)m e, je Ju est une construc
. N . .o - de2 n '
tion de L(¢j, j € Ja) ,ona: g .Z um(g) Bosi g (¢j) , ce qu'on

JeJa ma

peut encore écrire, puisque la restriction de T & Ker T est un

isomorphisme :

- Jos
g= 1 w (8) oy y (¢j) (1)

J€Ja ma
Considérons maintenant ) AS(f) p._ . (s.)

: m UuU 1

iel m

o
i §ow

= +
(s;) = X v (®) ey yls)+ 1 1 wle)

iel " m iel m iel jed
a o a a

1
Py V(aj) Py U(si)
m o m

s i . A
Or on a défini les a, pour que z o 1 _ ) A
J ieIa Umva(aj) pUmU(Si) pUmya(¢l \2:;}

-~

i - i, J
done  } A (£) oy fsy) 1 v (E) oy ls;) + P w (&) oy (¢j)
1€Ia m 1€Ia m JEJu m o

ce qui d'aprds la relation (I) et la définition de g donne le résultat



cherché :
i =
1 ML) oy ylss) = £
1el m
a
et (AY), est une construction de L(si,i € Ia) sur la

m'il € Ia » m e

suite (Um)m e m

3) Soit n >0 ; si th(n-1, p) est vrai quel que soit l'entier p , alors

th(n,1) est vrai.

. . . .. n
Soient U un volsinege ouvert connexe de l'origine dans € .

A un ensemble fini, et Vae A , (s.) un systéme fini d'€léments de

i1 el
o

P(U,On) .

S'il existe o dans A tel que Vi e I, s; soit nul, alors

L(si,i € Ia) admet la construction nulle ( A; nil Vie I, et VmeN )

sur toute suite décroissante d'ouverts : on peut donc supposer que, Yoea .
les s; me soient pas tous nuls.
De plus on peut méme Supposer que, Vaoea , aucune des sections

sia ne soit nulle : soit en effet Ka = {ie I, s 55 # 0} Ka £ ,

puisque les s; ne sont pas tous nuls ; toute construction L(si, ie Ka) peut
e

se prolonger 3 L(Si’ ie Ia) en posant que, VYmelN , Vie I, - X, »

Al est nul.
m

Puisque U est connexe, les germes 3 l'origine des sections
s; ne sont pas nuls, et 1l'on peut appliquer le théoréme de Weirstrass a3 la

a

 famille finie de sections holomorphes (si ) ol oe A et ia e I, : on peut
a

. k43 . . .
faire dans € un changement linaire de coordonnées, et 1l'on écrira

I
¢ = e

” R CZ de manidre qu'il existe dans U wun polydisque centré & l'ori-

n

gine § et des fonctions holomorphes inversibles hi définies dans 0 , et

des polyndmes distingués Pi , tels que l'on ait :



Pouls; ) =By Py
o o o

Vaeadsr , VielI ,
o o

dens  , les faisceaux de On—modules L(sj, ie Iu) et L(Pi , 1€ Ia)

o
coincident.
Solent 1 le degré de Pi » P,=SUpPpP, , P SUP et
o o 1el o€h
o .
pour chaque o € A Pm un des polynlmes Pi de degré maximal pa .
o
Soit 1 1la projection canonique de ¢ sur € 1 , Tz 2!

pour tout entier strictement positif r , le faisceau Fr des germes de poly-
ndmes de degré strictement inférieur 3 r coincide avec 1l'image réciproque par

T du faisceau 0;_ (ef. annexe 2) ; soit ¢.. 1'application canonique de

1

* .
Fr =1 0£_1 sur 0;_1 . si V est un ouvert de € de la forme V =7V' xD
avec V' ouvert de Cn—1 et D disque centré & l'origine, alors ¢r permet

de définir une application b " P(V,Fr) —> (V' O;_1) qui est un homfomor-—

phisme C-lindaire (on munit T(V, Fr) de la topologie induite par celle de

r-1
+ ... +a .z w(ao,a1,...,a ))

r(v, On)) . (cf. annexe 2 ; =12 -1

: +
¢rV ao a1zn

. . ® 0k .
Considérons, V o € A , le faisceau L (zn P, ) associé au sys-
i
a

« . . k . 2
téme fini (z P. ). , le faisceau A'anneau de base etant
n i i € Ia, o £k g pa—1

. s . # . . .
ici F, (c'est-2-dire 1 On- , c'est-3-dire encore les fonctions de 2z qui

1 1

*
sont constantes par rapport 3 zn) . L (zk Pi ) est un sous-faisceau de
Bty
- o
F -modules de L(s., i€ I ) . Et comparons les F -modules M = F L (z P. ).
r i a r a P, n i

~.

On a une-inclusion &vidente Néﬁ::Mq : montrons qu'ils ont méme
. -~ ] . . R — -
fibre & l'origine : pour celas montrons donc que Mué:;“NaO . Boit P, e MaO

est un polyndme en z, de degré

_ i i
P ) ay P, &vec 8, € OnO » et Py

0 iel 10
o

inférieur 2 P, -

Divisons, pour tout 1 € Ia , le germe a; par le polyndme
distingué P

10°
o



-10...

i_ i i - L, . . -
ay = AO Pluo + BO 5 BO est un polyndme de degré inférieur a
P, > done
1
Po= 1 AP oPo* L BB
1el o el
o o
donc
i _ _ i
(1 A5 Pi) Pyg =B~ I ByPi,
IEIa o 1eIa

le second membre est un polyndme de degré inférieur i 2pa ; en le divisant par

le polyndme P , on obtient encore un polyndme, et comme le quotient est uni-

10
o
que, ) Aé P.O est un polyndme A. ; le degré de A. est inférieur &
iel i 0 0
a
. i i
- = = +
2pa pa Pa , €t finalement PO AO P1 0 .Z BO PiO avec AO et BO
o 1eIa
appartenant 3 Fp o » donc PO est bien une combinaison linéaire & coefficients
@
k « . ~
< - .
dans F1,O des germes z Pio , 0u 1€ Ia et o 0 gk g P, 1 3 donc
PO € NaO .

Fp est un faisceau F1-cohérent, comme image réciprogque d'un

. B ' . . -
faisceau cohérent. L (zi Pi ) est aussi un faisceau F1—coherent (cf. annexe 1,
o

remarque 2). Donc Na est un faisceau F1—cohérent, et il est en particulier
de type fini : il existe un voisinage ouvert connexe Va de 1l'origine, qu'on

peut prendre "de Weierstrass pour P " (nous dirons qu'un ouvert V est de

1
o

Weierstrass pour un polyndme distingué P s'il est de la forme V =V' x D
avec V' ouvert de Cn-1 et D disque de Cz centré a4 1l'origine, tels que
n

P ne s'annule pas sur V' x D et tels que l'origine soit le seul zéro de P
dans {0'} x D' ) et un systéme fini (Qj)j e J de sections de N(x au~dessus

-

. . * . s
de Va » tels que la restriction de Na a Va soit L (Qj’ Jje Ja) (égalité
de F1-modules). De plus, V j ¢ Ja . Qj est en particulier une section de
L(si ) , et selon un raisonnement déji fait, on beut restreindre v, de manidre

a _ .
qu'il existe des fonctions ag holomorphes dans Va ,oi 1ie Ia et Je Ja
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. i '
telles que, V j e Ja . Qj = ‘z a5 oy U(si) .
1el o
a
Considérons le polyndme P = i P1 : c'est encore un polyndme
ceA o
distingué, et 1l'on peut trouver dans (\ Va un polydisque V centré a 1l'ori-
ach
gine et "de Weierstrass pour P " ; V est en particulier "de Weierstrass"
pour chaque P1 . Posons V =V' xD ; on peut appliquer th(n-1,p) & la
a
donnée suivante : V' , A , et, YaeA , le systéme fini

p
5 a . L s .
[pV'V& o ¢Pava(Qj)]j ed de sections de 0 * au dessus de V' : il existe dans

V' une suite décroissante (Ux;l)m de voisinages ouverts et connexes de 1l'ori-

e N

gine, de diamétres tendant vers zéro, sur laquelle chacun des On_1 -faisceaux

de modules associés aux systémes [OV'V' o ¢p V(Qj)] admette une construction
. a a a

J

um-

On peut trouver une suite de réels (e ) , décroissante et

mme N

tendant vers zéro, de maniére que, si Dm est le disque de ®z centré 3 1l'ori-
n
gine et de rayon € U x Dm soit encore un ouvert " de Weierstrass" pour
m

P . En effet, supposons que cela ne soit pas possible : il existerait un réel
strictement positif & tel que, VmeMN , p s'annule sur U& x ﬁ(O,s) (pora
du disque de centre O et de rayon € ) ; on formerait ainsi une suite de

points (x_ ) vérifiant x €U! D(0,e) et P(xm) = 0 ; les points X

m'me N

appartiennent au compact V' x D(O,e) ; on peut extraire une sous-suite conver-

gente, soit x = (x',x ) sa limite ; x' =0 , car le diemétre de U’ <tend vers
n m

e ,car YVmeWN , |x | =¢€¢ ,et P(x)=0 ; donc 1l'origi-

mn

zéro, et Ixnl
ne ne serait pas le seul zéro de P dans {0'} x D , ce qui est impossible
(car V est "de Weierstrass" pour P ).

Posons Um = Ui X Dm . (u) est une suite de voisinages

mme N
de 1'origine ouverts, connexes, de diamétres tendant vers zéro. Montrons que,

VaeA , le faisceau L(si, i eI ) admet une construction sur cette suite

d'ouverts.
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Fixons done o € A Um est "de Weierstrass' pour P , et donc

a fortiori pour P , et 1'on peut définir des applications quotient et reste

1

o
de la division per P, sur U (cf. annexe 3)
o
: T 0 ) —————
Eno (Um’ n) F(Um, On)
| : 0) —— F
R @ T(U,0) r(u_, p)

définissons VmenN ,

1 .
o _ -1 -1 J
m pUmQh g . * z (¢p u ° ™ ° d)p U

by
1 .
a JeJa om o m

et, si i # 1
a

i _ -1 i
M= L ey (e3)

m Jjed am

J
° L™ © ¢p u ° Rma) X uv
a o ma

m
i . . . . .. . .
xm est bien € 1linBaire et continue comme combinaison linéaire
a4 coefficients holomorphes de composées de telles applications.
i . L. .
les Am commutent aux restrictions : soit m > m' , comme le

quotient o commute aux restrictions, il suffit de le faire pour le terme

général (i # 1)

a
i -1 J i
0 oA, = 7 (p. o ¢ ous, 09 oR ) xp op (a7)
UmUm' o Jjed UmUm' anm' e puUmf e UmUm' Um'va J
i -1 J i
[} oA, = 1 (¢ oo ¢ oR 0p ) ® o o (&)
' UmUm' Jjed PaUm " PaUm e Umpm' mea J
i i
= A
Puu , © Am' n®fuu )
mm mm

N S .
Soit f e F(Um, L(si, ie Ia)) . 0na Rma(f) =f - gma(f) pUmF(P1a) ou encore

e -1
Rm(f) = f gma(f) oy Q(h1 ) Py U(s1 )
m o m o

donc R_(f) est donc une section de L(s.) au dessus d¢ U ; comme R ()
27 Tma i m me
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est un polyndme de degré inférieur ou égal 3 p, » R (f) est aussi une secticn

me
de F +Done R (f) eT(U ,M) .O0r M et N ont mdme fibre 3 I'oriiic
y me m® "o a )
et le diamstre de U *end vers zéro 3 m' el , R, (f) el (U ,,N)
n m'o m )

Or F(Um,, Na) =T(U_,, L°(Q.)) ; donec ¢ v ° Rm'a(f) est une section du

o m' -
0 _,-module associd au systéme [p v O (Q.)] , dont pd  est une cons-
n=1 Um,Jrv Pava 3 m

truction :

) = 3 j 1
4 O Ryl 7 L Dhoey g o Ry (8] xey o6y (Q)
G m m' a

soit
" -1 J
R (f) = T [¢an 0 My 0 6y

m'a :
JEJﬂ m' am'

© Rm'a(f)] ) pUm,Vu(Qj)

les deux fonctions holomorphes sur l'ouvert connexe Um H Rma(f) et

=1 J . - C e
.Z [¢p y ©om o ¢p y © Rmu(f)] X Py v (Qj) ont donc méme restriction 3
JeJa om anm ma

1'ouvert Um, » elles sont donc égales (1).

. o 15 L . . 2
Considérons ) Am(f) s par définition des applications A*
n

iel
a
cette fonction est ézale 3
(py o 1 ) x (r) x (s. )+ ] 7 [¢_1 ooy o R_(£)]
m o B Mt Pu U . o P ‘m,” "p U o
m Q 1el jed o m o m
av o
i
X 0y y (aj) oy yls;)
ma
or
i /
Z p]’ V’ (a‘_‘) X Q "}S:) = p V (Q')
iel Jm a Y Um . Um a 9 £t o
o fdua}
Y LALE;
et, en tenant compte de (1) : o

. m

i —
iEL A(F) pUmU(Si) =g () pUmQ(P1 ) + Rma(f) -

o

ce qui achéve la démonstration.
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Déginition. - Construction Standard.
On appelle construction standard toute construction obtenue par

ce procédé de double récurrence.

Corolhaine 1.- La comstruction Standarnd ponctuelle.

~

Notons On 1l'anneau des germes 3 l'origine , s , de fonetions

-~

holomorphes p-dimensionnelles ; Oi peut étre muni de la topologie limite induc-
tive de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, que nous note-

rons F .

Soient M un sous—-module de Oi - (51;
Je utel. de générateurs de M ( On est noethérien). Il existe q appli-

cations A1, - ,Aq , de Oi dans Oh » C-linéaires et

5 ,gq) un systéme

continues pour la topologie F , telles que, pour tout £ appar-

tenant 3 05 , on ait

en effet tous les résultats du théordme peuvent passer 2 la limite inductive,

quand m tend vers l'infini, gréce 3 la compatibilité avec les morphismes de

restriction.

Conolhaine 2.- Failsceau de 0n—modu£eé de sections

Deginition. - faisceau de On—modu,(’_e,é de sections

Un sous=0 -module F de .Op ayant pour base un ouvert U de
o 2 de seckions
C” est un faisceau de On-modules s'il existe une famille (sa)a ca finie

ou infinie, de sections de Oi au-dessus de U telle que F = L(Sa , a € A)

(cf. annexe 1).

Kunangue. ~ un faisceau cohérent est localément un faisceau
e t————————

e _geet<ons ..
de On—modules puisqu'il est de type fini.
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THEOREME . - ,
— 4o 0k

Tout faisceau de On-modules €st cohérent,

Puisque Oi est coh&rent, il suffit de montrer que F est de type

fini ; soient donc a e U , et (s. ) un systéme de géné-

ia’i e I

rateurs de la fibre Fa’ I est une partie finie de A, puisque
On est noéthérien. On peut donc appliquer le théoréme de la

construction standard au systéme fini (s.) : 11 existe

i1 eI
une suite décroissante d'ouverts Um sur laquelle le faisceau
L(Si’ i € I) admette une construction.

)

teurs de la fibre Fx ;3 J est une autre partie finie de A.

Soient x € U1 et (ij jed un systéme de géndra-

Vied, Sig € Fa , or Fa = La(si, i€ I) ; on peut donc

trouver m e N tel que (sj) € L(Um 385 ieI)

Puu
m

done oy fs;) = ] A 5 ute3)) % 0y yls;)

€ I Ump
ce qu'on peut &crire :
Py, ©fpulsy) = L ey o Ai(ou yls;)) Xy g0y yls;)
m1 J ieI ‘mi1 17 d m 1 1
les fonctions holomorphes p (s.) et
- U ot :
i - .o S 4y
. E . A1 o pU1U(Sj) X pU1U(si) ont méme restriction 3 1'ouvert

Um, elles sont donc égales sur l'ouvert U et en particulier

1’

elles ont méme germe en x :

Vied s..= ) [%i X p (s.)] s,
X ;€ 1 U1U J lx 1x

)

et (six;i eI

est aussi un systéme de générateurs de Fx’ et F est bien

de type fini.



Annexe 1

PREFAISCEAU, FAISCEAU DE MODULES ASSOCIES A UNE FAMILLE DE SECTIONS.

Soient B un faisceau d'anneaux sur un espace topologique X, G un
faisceau de modules sur‘ 5, et (si)i ¢ I ue famille de sections de G au-
dessus de X . On définit sur X un préfaisceau L(si’ i € I) en posant, pour
tout ouvert U de X , que L(U ; 55 ie I) est le T(U,B) sous-module de
)

inclus dans U, le morphisme de restriction de L(U ; s ielI) &

r(U,G) engendré par la famille ,» @8t que, pour tout ouvert V

(ux(s); e 1
L{(V ; S5s i€ I) est le morphisme induit par le morphisme de restriction de

r(u,G) a r(v,G).

Ce préfaisceau L(si, i € I) est séparé, mais il n'est pas, en général,
recollable : soit X =R , prenons pour B 1le faisceau constant d'anneau Z , et
pour G 1le faisceau des fonctions numériques continues, I = {1,2} , s, et s,

les fonctions définies par

x £-1 s1(x) =x + 1 52(x) = x° -1
-1 <x <+ 1 51(x) =0 SQ(X) =0
1 ¢ x 51(X) = x -1 se(x) = x° - 1

i

Considérons Ua ] - o+ 1[ et U =:]— 1, + WE formant un recouvrement ouvert

B
de R; et f = pUaX(|1) et fB = DUBX(SE) ; ona f € L(Ua 385 »1eI),
M " 1 = r\i 3 :
fB E L(UB 3 8; » 1€ I), Py N U 'y (fa) Py U *u (fB) mais la fonction
a B a o B8 g
numérique continue qui recolle fa et fB n'appartient pas & L(R ; S5 » ieI).

Par limite inductive, le préfaisceaun L(si , 1 € I) définit un espace
étalé, auquel on peut associer le faisceau de ses sections continues, que nous

noterons L(si ,ieI): L(s:-L ,1€e1I) et L(si , i€ I) sont appelés



respectivement le préfaisceau et le faisceau de modules associés a la famille de

)

sections (s.). .
12 e I

Remarnque 1.- YV x ¢ X, Lx(si , 1 e I) est le Bx sous-module de Gx

)

engendré par la famille (s comme on le voit dans le passage a la li-

£ -
mite inductive (six désigne le germe en x de la section s; > Lx(si) la fibre

en x de L(si)).

Remarque 2.- Si G est B - cohérent, si I est fini, alors
L(si » 1 € I) est aussi B - cohérent : il est de type fini par construction, et

c'est un sous-faisceau de G .

Remarque 3.-  Le théoréme de la construction standard permet de préciser
les rapports entre le préfaisceau L(si) et le faisceau L(si) dans le cas ou

n

X est un ouvert U de € , B 1le faisceau On , G le faisceau Oi , et ol

I est fini : la suite décroissante (Um) sur laquelle le faisceau L(si, iel)

£y

admet une construction posséde alors la propriété :

Voemw, F(Um s L(si . 1 € 1) = L(Um 5 S; , 1€ 1I)

(ce résultat découle immédiatement de la remarque 2 précédant 1'énoncé du théoréme).
Autrement dit, si une fonction f , holomorphe sur Um , est localement combi-
naison linéaire des s; en chaque point, alors elle est globalement sur Um

combinaison linéaire des (si) <

v u
m
Le théoréme B de Cartan permettrait de préciser ce résultat : dds

que U est un ouvert "de Stein", T(U,L (Si)) = 1L(U, si) (cf "Faisceaux analy-

tiques cohérents" par Monsieur H. Cartan, Rome 196L4). Soit I = {1,2, ...., q} .



Considérons le morphisme ¢ : 03 -——~-+-L(si , 1€ I) défini par sa valeur sur les

germes

¢ est surjectif d'aprés la remarque 1.

L(si , 1€ I) est cohérent d'aprds la remarque 2 (Oﬁ est cohérent - c'est 1le

théoréme d'Oka). Donc Ker ¢ est un faisceau cohérent, et on a la suite exacte

de faisceaux cohérents

¢

0 —— Ker ¢ s Og -~ L(si y1eI)——0

Cette suite exacte induit une suite exacte en cohomologie

%y
0 ——+ (U, Ker ¢) — I(U, 0) — I(U, L(s;, i e I)) —> 1(U, Ker ¢)

Or H1(U, Ker ¢) = O , d'aprés le théoréme B de Cartan ; donc ¢ est surjectif,

U
et T(U, L(s; 5 e D)) = ¢,(r(u, 02)) =L(U;s; ,ieI).




Annexe 2

IT - FAISCEAUX F_ ot ™ 0

n-1

Soit N 1la projection canonique de €° sur ¢! ,qui & z= (z2', zn)

associe z' . Cette application continue permet de définir au dessus de €% 1les

. . o o o o % i 4p .
faisceaux images réciproques par 1[I des faisceaux On_ : On_1 . Ces faisceaux

1

sont des modules sur 1" 0n—1 .
Définissons d'autre part, pour tout entier strictement positif r , le

préfaisceau sur C° , Fr » de la maniére suivante : pour tout U ouvert de

o, Fr(U) est l'ensemble des polyndmes en z 4 coefficients holomorphes en

z' définis dans U , et de degré strictement inférieur & r ; ce préfaisceau est

séparé comme sous-préfaisceau de groupe de On ; 11 est méme recollable, car si

deux polyndmes sont &gaux sur un ouvert, leurs coefficients sont égaux : on peut

donc recoller les coefficients. Ce préfaisceau est donc un faisceau, que nous

noterons Fr : P(U,Fr) = Fr(U) ; la fibre en un point x de ce faisceau est

exactement 1l'ensemble des germes en x des polyndmes en z a coefficients

holomorphes en z' et de degré strictement inférieur & r .

" * . N
Ona F_ =1 0 ; montrons que F_ =T 0° _ ; vérifions 3 cet
1 n-1 r n=1

effet que Fr est solution du probléme universel définissant 1'image réciproque

* s . . Fidl s
il 0i_1 soit ¢ 1'application de Fr dans 0;_1 définie par sa valeur sur
les fibres : ) : F—— OF
rx X n-1,x
(a. +a,z +...+ a zr-1) — (a a veey 8 )
0 1°n r-1"n ’'x Ox'? “ix'? 2 Tlp-q x!

cette application est continue : 1'image réciproque d'un ouvert est un ouvert

solent Q un ouvert de 0;_ , &€ un élément de ¢;1(Q) : ¢r(£) € @ , donc

1



1l existe un ouvert de base de O;a contenant ¢r(€) et inclus dans € : soit

1
n-1

s(U') cet ouvert de base (U' est un ouvert de € , S est une section de
r v Pls -
0n-1 au dessus de U' , on peut ecrire s (s1, s EE g Sr) avec s1, veeny B
. . a re1
! 1 = + H csss
sections de On“1 au dessus de U'), le polyndme P s1 S5 Z, 8. 2,

est une section de Fr au dessus de l'ouvert U' X ¢ , et P(U' x €) est un

voisinage de ¢ inclus dans ¢;1

Cette application ¢r rend cormutatif le diagramme

F ____*EQL__,, oF
r h=1
n U n-1

Soit A un faisceau sur C° , tel qu'il existe une application

f de A dans 0§m1 continue et rendant commutatif le diagraume
A - o
n=1
n I n-1

On écrit f = (f - fr) , alors f se factorise d'une maniére

unique par op

f= ¢r 0% avec f : A ——= F% , définie par sa valeur sur les fibres
f_ : A —— F
% x £
r=1

g — f1(£)+f2(a) ....+fr(£)z

A +
nx nx

ol Z,y €St le germe en x du polyndme z, (f est unique car ¢rx est une



bijection) ; f est continue : soit s(U' x D) un ouvert de base de F_ ;

s est une section de Fr au dessus de U' x D : s = sO + s1 zn T oaeee *

s g = . i 0* L
12y 30 (so, . Sr~1) est une section de ne1 BY dessus de U

. =1 N
Si gef  [s(U' x D) , alors f(g) = ¢, © f(g), et f(g) appartient 3
o(U') 3 comme f est continue, il existe autour de £ wun ouvert de base
t(V) de A inclus dans fw1(o(U')) , et t(v M (U' x D)) est un voisinage

de ¢ inclus dans ?m1(s(U' x D))

Donc Fr , module sur F1 , est bien l'image réciproque par

N de O;m1 , module sur 0

n-1 °
D'autre part si U est un ouvert de ¢ de la forme U' XD 3

=1 =

avec U' ouvert contenant l'origine de ¢t et D disque de € centré a

l'origine, ¢r perriet de définir une application

r(u, Fr) — T(u', OF )

¢rU : =1

)

P r=1
g + * ceew Z = o 4.
définie par ¢rU(ao 8,z .1 Zn ) (ao, > 8

cette application est évidemment une bijection ; elle est bicontinue, si 1'on
munit T(U, Fr) de la topologie induite par celle de T(U, On) : on peut consi=

dérer les composantes de ¢rU corme les r premiéres itérées successives de

l'application "reste de la division par le polyndume distingué z, ," division
qui est possible dans TI(U, Fr) puisque U est "de Weierstrass' pour le poly-
ndne z ; or cette application "reste" est continve (cf annexe 3) pour 1a

topologie de la convergence uniforme sur tout compact (on peut aussi considérer

ces composantes comme les applications "dérivées partielles par rapport & 2 "

5 s . . . . . =1
successives, qui sont continues classiquement). L‘'application réciprogue ?rU

est continue pour cette topologie, comme combineison lin€aire & coefficients
holomorphes d'applications continues (1'application ¢& ,ou 0 €31 s$r~1,

de I(U, 0§”1) dans (U, On) qui a (ao, .ee, @_ ) associe 2y considérée

r-1



corme fonction de n variables est évidemment continue).

De plus si V' est un ouvert inclus dens U' , on a évidemment,

en posant V = V' x D : les umorphismes

¢rV ©Pyy T Pyigre © ¢rU s ¢rU

commutent aux restrictions.



Annexe 3
I1T - APPLICATIONS "QUOTIENT™ ET "RESTE"

Soient dans €% un systéme de coordonnées z =(z"', zn), P un
polyndme distingué de la variable Z, s a coefficients holomorphes en z',
de degré p , défini dans un voisinage ouvert U de l'origine, "de Weierstrass
pour P" (rappelons que U est de la forme U =U' x D dans U' ouvert de
mn“1 et D disque centré a& l'origine tels que P ne s'annule pas sur

U' x D et que 1'origine soit le seul zéro de P dans le disque {0} x D.

Soit p 1le rayon de D.

A toute fonction f holomorphe dans U on peut associer de maniére

unique une fonction holomorphe gU(f) et un polyndme R;

inférieur & p , définis dans U , et tels que f = gU(f) P+ RU(f) ; de plus

(f) de degré strictement

si f est un polyndme, alors gU(f) est un polyndre. On définit ainsi deux

applications et R. de T(U, 0 ) dens lui-réne.
gU U n

Lemme. ces applications &y et RU sont continues pour la topologie

de la convergence uniforme sur tout compact de U.

I1 suffit de montrer la continuité de &y > puisque RU(f) =f - PgU(f).
Or g; est définie de la maniére suivante (cf "Several complex variables" par
HERVE, ch II, th. 2 = p. 13) : pour tout réel r infé-.eur ou égal & o ,
appelons Yr le bord du disque Dr de centre O et de rayon r ; soit

z € U ;, choisissons r tel que Iznl <r <p : on a alors

g,(f) (z) = — [ £(z',t) _dt

. , R
211l | P(z',t) t z

Les ouverts de base de la topologie de la convergence urniforme sur tout compact



de U cont les ensembles de la forne

V(f, K, €) = {h € T(U, On) , sup|£(z) = h(z)| < €}

zeK
(ol f est un éléuent de T (U, 0n), K un compact de U, € un réel stric-

tement posit. ).

Soient © un ouvert de T(U, On) et f un élément de g;1(9) 3
on peut trouver K et € tels que V(gU(f), K, ¢e) C Q@ ; 1la distance de K
au complémentaire de U est un réel strictement positif o ; choisisscns r

tel que o -2 gcrc< p et tel que P ne s'annule pas sur K' X ; (c'est
2
possible puisque P ne s'annule pas sur U' x yp ; K' , projection de K sur

Pl , est compact) ; scit g =inf |P(z',t)| ; B >0, car K' x ¥y est

1 ]
compact (2',t)ek er

Vzek, gU(f) (z) = 1 ! £(z',t) _ dt

. , _
2117y, P(z',t) t z
(en effet |zn| $p=a<r) alors V(f, K' x 5; s BRE ) est un voisinage
e __
de f dinclus dans g 1(Q) : en effet soit h e V(f, K' x Dr 5 g_ﬁ_g_), on a :
2
sup |f(z', t) = n(z', t)| € sup_ |£(z', t) - h(z', t)]| < afe
K! xyr K' XDI' 2

ce qui permet les majcrations suivantes :

flz'.t) = i dt 1 12 .y GBe
SUP'SU(f)(Z) - gU(h)(Z)I < L sup I (2',%) = h(z',t) LS o 2l a g
K 21 K'xD P(z',t) t~z | 20 B « 2
o n
donc gU(h)te Q2 et he ga1(9) . ’9n§\
\ige

RU et &y commutent aux restrictions, du fait de 1'unicité du couple

quotient = reste.
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