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En 1966, T. Kanbé 2 étudié l a  K-théorie des espnces l en t i cu l a i r e s  

ordinaires  L " ( ~ ) .  Plus précisément, en posant n = ( p l  ) s  + r avec 

O ,< r < p - 1 ,  il a r!iontré [IO]  que 

1.- pour r premier K? (L~(? ) )  = (Z s+ l ) r  8 (C 
p-1-r . 

> 

r-' P 

2.- pour p premier i npa i r ,  s o i t  p = 2q + 1 

r [q désignant l a  pa r t i e  en t i è r e  de - . 
2 2 

Dans son t r a v a i l  sur  l e s  champs de vecteurs sur  l e s  sphères, J .F.  Adms 

ava i t  d 'autre  par t  déterminé l a  K-théorie des espnces p ro j ec t i f s  r ée l s  

p2n+ 1 
( R )  = ~ " ( 2 ) .  

Dans ce qui s u i t  nous étudions l a  K-théorie des espaces l en t i cu l a i r e s  

n 
génÊralisés L (p;p ,p , . . . ,p ) pour p quelconque. Après quelques rappels sur 

O 1 n 

ces espaces, nous précisons [chenitre 21 l ' o rdre  e t  l e  to r s ion  des croupes 

~i n % i  n 
KU (L (p;pO,pl ,. . . ,p 1 )  (p quelconque) e t  KC (L (p;po,pl .. . . ,rn)) ( p  i n p a i r ) .  n 

Nous montrons ensui te  que l a   théorie conplexe des esyaces l en t i cu l a i r e s  @né- 

r a l i s é s  e s t  indépandente de (po ,p , , . . . ,p ) oour t ou t  > 1 [-chapitre 3, t h .  1 .4.]. 
n 

A l ' a i d e  d'un théorèm de factorisat iori  Lchppitre 3 ,  t h .  2.1 .] nous ramenons l e  

ca lcu l  de & ( L ~ ( ~ ) )  avec quelconque à celui  de & ( L ~ ( ? ) )  avec p premier 

e t  m b 1 .  Le r é su l t a t  obtenu chspi t re  3 ,  t h .  3.7. r e r r e t  de retrouver ce lu i  

de T. Kambé dans l e  cas rn = 1 .  



Dans l e  c h a p i t r e  4 nous énonçons des r é s u l t a t s  analopues en K-théorie 

r 6 e î i e  pour p i n p a i r .  Enf jn ,  dans l a  de rn i è re  p a r t i e ,  nous donnons un c r i t è r e  

de non-icinersion e t  de n o n - ~ l o n g e ~ e n t  d'un espace l e n t i c u l a i r e  o r d i n a i r e  dans un 

espace nmér ique .  



RAPPELS SUR LES ESPACFS LEkIlCULAIPFS, 

1. Action fihte d'un gtoupe 6 . i ~  d " ~ b ? ~  un UMnce topologique. 

Soient X un espace topologique sCpar6 e t  G un groupe f i n i  d1fl6rnent 

neu t re  e .  

7 . 7 .  Dé,(inLClan.- On d i t  que a e i t ,  ou opère,  librement i pauche 

dans X s ' i l  e x i s t e  une appl ica t ion  continue @ de G x X dans X (G 6 tan t  

muni de l a  topologie d i s c r è t e )  t e l l e  que 

1)  @(p;.gl,x) = @ ( g ,  ( ~ ' , x ) )  V ,o E O, V e t  E G, V x E X, 

2 )  @ ( e , x )  = x b 'x E. X ,  

3 )  s ' i l  e x i s t e  f~ c G e t  x E X t e l s  que @(p,x) = x a l o r s  v = e .  

On d i r a  aussi  que G a ~ i t  sans point  f i x e  ?i gauche dans X. 

Une t e l l e  appl ica t ion  @ 6tant  donnc'e, on convient ,  sauf m b i p i t 6 ,  

de noter  

@(g,x)  = f?.X v ,y E G, v X E X. 

Quand l e  groupe Go opposÊ de a ~ i t  l ibrement à pauche dans X ,  on d i t  que 

a g i t  l ibrement 2 d r o i t e  dans X.  Dans t o u t  ce  qui  s u i t  chaque f o i s  que l ' on  

p a r l e r a  d ' ac t ion  oir d 'opcrat ion il s ' a g i r a ,  sauf ind ica t ion  con t ra i r e ,  d ' ac t ion  

à frauche. 

1 .2 .  Puppet d a  , p a p t U é f é ~  de x/G. 

On note  X/G l ' e space  des o r b i t e s  des points  de X pour l ' a c t i o n  de 

. muni de l a  topologie quot ient .  Rappelons que 

1 )  s i  X e s t  conpact a l o r s  x/G e s t  compact [ 5 ] : 

2)  s i  X e s t  connexe a l o r s  X/G e s t  connexe [ 4 3 . 
Quand X possède une s t r u c t u r e  de v a r i é t é  e t  G a ~ i t  librement e t  d i f f c r e n t i a -  

blement dans X,  on s a i t  [ 6 ] que 



1)  X/G e s t  une v a r i é t é  ayant l a  même dimension que X ; 

2 )  s i  X e s t  o r i en tab le  e t  s i  G o p h e  en respectant  l ' o r i e n t a t i o n  

de X a l o r s  X/G e s t  or ientable .  

1 . 3 .  Cab d a  Ijakrna bpkéh,iquu. 

On appel le  forme sph6rique t o u t e  va r ic tg  du type S"/G où G est un 

groupe f i n i  opErant librement sur l a  sphère sn. 

On montre [ 7 ] que 

1 )  s i  n e s t  pair ,  G e s t  s o i t  &dui t  à {el s o i t  isomorphe à Z2 

auquel cas snh2 e s t  homéomorphe à l ' e space  p r o j e c t i f  r g e l  P"(IR) ; 

2 )  s i  n est impair e t  G abé l i en ,  G e s t  un groupe cyclique 

Z = Z/pE ( p  > 1 )  auquel cas l a  forme sphgrique S"/Z e s t  appel6 espace l e n t i -  
P P 

c u l a i r e  d 'ordre p ; 

3)  s i  a : G + 0(2n+2) e s t  une repr6sentat ion l inCa i re  orthoeonale 

de G, t e l l e  que, p a r  a, G opère librement su r  S2n+l R2n+2 a l o r s  a se 
- 

f a c t o r i s e  en une reprf , senta t ion u n i t a i r e  a 

en p a r t i c u l i e r  G opère différentiablement s u r  S2n+ 1 en respectant  1 'orien- 

t a t i o n .  

2 .  Ebpaca E e d c d d u  . 
2.1. P é ~ i ~ G o n a .  

On considère su r  l a  sphère 

l a  r o t a t i o n  y : s 2n.e1 + s 2n+ 1 
dé f in ie  pa r  



e t  sont t e l s  que 
n  

1 )  P f 1, 

2 )  (%,p) = 1 pour tou t  k . ~  {O9l9. . . ,n)-  

i 
Dans ces conditions l e  groupe ï' = {y }lsisp e s t  un groupe cyclique 

s2n+ 1 
d'ordre p  agissant  librement sur  isomorphe à . La forme sphérique 

s2n+l ' 

&P 

/ r  e s t  appelée espace l en t i cu l a i r e  généralisé d'ordre p  e t  notée 

- 
Ln(p ; pO.pl, . $pn). Quand P = pl - . - 

O - 'n 
= 1 L ; I I ,  . . )  e s t  

noté. e t  appelé espace l en t i cu l a i r e  ordinaire  d'ordre p.  après l e s  

propriétés rappelées en 1.2. on vo i t  que L"(P ; p ,p ,. . . ,p ) e s t  une va r i é t é  
O 1 n  

d i f fé ren t iab le  de dimension 2n+l, compacte, connexe e t  or ienta le .  En pa r t i cu l i e r  

p2n+ 1 
~ " ( 2 )  e s t  l 'espace p ro j ec t i f  r é e l  (IR) 

Enfin t o u t  espace l en t i cu l a i r e  possède une s t ruc ture  na ture l l e  de 

C.V. complexe f i n i  avec une ce l l u l e  en chaque dimension 1: g ]  D ~ n s  toute  1s. 

n  
s u i t e  on notera LO(p ; pO,pl . . . . ,P ) (respectivement L;(P) ) l e  2n-squelette 

n 
n  

de Ln(p ; pO.p1,. . . ,P ) ('esp. L ( p l ) .  n  

Phopobi;tion 2.2.1. ['31 - Les groupes de cohomologie en t i è r e  de 

pOyp l y . . . , p  ) sont donnés par 
n  

f E pour i = 0,2n+l, 
I 
i 

A ~ ( L " ( ~  ; pO,p1,....pn), 2 )  =< Z pour i = 2,4 ,..., 2n, 

i 
\ O  a i l l e u r s .  

P/topo~.&ion 2.2.2. - Les groupes de cohomologie en t iè re  de 

L:(* ; pO,pI, . . . ,p ) sont donnés par n  



(3 pour i = O, 
i r, 
(L~(P P09P1 3-..Pn)y = {zp pour i = 2,4 ,..., 2n, 

[O ailleurs. 

n 
.LO(p ; p ,p ,...,p ) étant une variété connexe et compacte de dimension 2n, 

O 1 n 

il vient 

F pour i = O, 

(1) 
i n 
H (L~(F PO>P1 >.'.>Pn), ') = \  

pour i > 2n. 

n n S2n+ 1 
Comme L (p ; pO.pl ,. . . ,pn)/LO(p ; pOYP1 '. . . YP ) est isomorphe à 

n Y la 

suite exacte de cohomologie associée à la paire (Ln(p ; pO >pl , . . >pn) y 

n 
LO(~ ; p0 'pl 9 .  . . YP,) ) s ' écrit 

Il s'ensuit pour 1 i 5 2n-1 

c'est-$-dire en utilisant 2.2.1. 
z pour i = 2,4,. . . ,2n-2, 

i n P 
(2) H (LOLp i PO,P1 9 .  * .  'Pn) JJ) = 

O pour i = 1,3,...,2n-1. 

n n- 1 
considérons ~ ~ ( p  ; pOYply~..>pn) et L~ ( P  i P 3F ..-.,P,) : leur quotient O 1 

2n-1 w 2n 
est isomorphe à S e OU 9:  s -+ S est l'application d'attache- 

6 
ment cellulaire, on sait [ 9 ] que 4 est de degré p. La suite de cohomologie 

n-- 1 
associée à la paire (~:(p ; P ~ Y P ~  y .  3L0 (P i P ~ Y P ~  > * * a  3~ 1)  donne n 

et, compte tenu de (1) et (2), nous en déduisons 



Ecrivons l a  s u i t e  exacte de cohomologie associée à l n  p a i r e  

2n 2n-1 (s2"-' U e ,S ) dont l e  quot ient  e s t  isonorphe 1 s2" 
C, 

0'03 l a  s u i t e  exacte 

L' homonorphisme cobord a e s t  l e  cor~posé de 1 'hosomorphisme 

* 2n-1 2n-1 2n-1 s2n-1 
6 : I I  (S  , C ) - + H  ( ,C) indu i t  par A e t  de l ' i s o m o r ~ h i s a e  

2n-1 2n-1 ' .2n 2n ' 2n 
S' : H ( S  ,Cl -+ h (S ,d)  indu i t  par  l a  suspension S : s ~ ~ - ~  + E . 
9 é t a n t  de degr6 p, O* e s t  l a  ~ u l t i p l i c a t i o n  dons Z par  p e t  il en est 

* * 
de même de a = E o . Alors, d'une pa r t  

e t  d ' a u t r e  p a r t  

2n n - w 

Moyennont (3)  on a b ien  H ( L ~ ( P  ; P ~ , P ~ . . - - . P , ) ~ ~ )  CF, c e  qui démontre 

entièrement l a  proposit ion.  

C O K O ~ C  2 . 2 . 3 . -  S o i t  k un nombre e n t i e r  p lus  ,:rand que 1 ,  a l o r s  

r 
I ek pour i = 0,2n+l,  

i n 
3 (L ( P : P ~ > P ,  > ¶Pn) >gk) = 2 , &(J),k) 

pour i = 1,2,3,.  . . ,2n. 

' O a i l l e u r s .  
\ 

/.zk pour i = O ,  
i n 
H ( L ~ ( P ; P ~ ~ P ~  . . ,P 

p z k )  - - \ L ( ~ , k )  
pour i = 1,2,3 ,2n n 

/,&O a i l l e u r s .  

.Il s u f f i t  d 'appliquer successivement l e  théorème des c o e f f i c i e n t s  universels  à 

n 
L (p:pO,pl,. . . ,pn) e t  à son Zn-squelette e t  d ' u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  des ca lculs  

prgcédents pour é t a b l i r  ce c o r o l l a i r e .  I l  se ra  enployé dans l a  s u i t e  pour F = 2 .  



7 .  La drUhe 4pec;ttruXe c i '  A.~:laCz-C-/hzet7mc'~. 

S o i t  hf une thgor ie  r é d u i t e  de cohomolopie r éngra l i sée ,  a l o r s  J t iyah  

e t  Hirzebruch ont montré que pour t o u t  C.V. c o n ~ l e x e  f i n i  X il e x i s t r a i t  une - 
s u i t e  s p e c t r a l e  [ 21 

Lorsque X e t  un c.w. complexe f i n i  de Cimension 2n+l ,  2n-connexe, s u r  l eque l  

opère librement un croupe f i n i  G d'ordre p,  on s l e  c r i t è r e  de t r i v i a l i t é  

suivant .  

1 . 7 .  P h o p a a a o n  [I 1).  
. . i j 0 i+j 

La s u i t e  s p e c t r a l e  eJ = H (x/G,h ( S  ) )  => h (x/G) est t r i v i a l e  

s i  l e s  condit ions su ivantes  sont  r é a l i s S e s  

2 i+  1 * 
1. H ( G , ~ ( s ' ) ) = o  pour ~ = o , I  ,..., c-1, 
2. E~~ (G ,himpair(s0) ) = O pour i = 1 > 2  >...,ri, 

3. H "+' ( X / G  hpair(s0) ) n'adnet , éventuellement. des élgments de t o r s i o n  que 

d 'ordre premier avec p. 

Sous l e s  hypothèses précédentes, on a a lo r s  

désigne l e  rradu6 associé pour une f i l t r a t i o n  convenable]. 

En appelant Y. l e  2n-squelette de X/C, on a gralenent  l e  c r i t è r e  ùe t r i v i a -  

l i t é  suivant  

1 .2. P h a p o b ~ o n .  

~a s u i t e  s p e c t r a l e  E ~ "  = Zi j 0 
i+ j  

2 II (Yo,h ( S  ) )  = h (yo) e s t  t r i v i a l e  

sous les hypothèses suivantes 



1 .  H~~~~ ( G , ~ * ( s o ) )  = O pour i = O , I  ,. . . >n-1 

2. H ~ ~ ( G , ~  
impair ( s o l )  = O pour i = 1,2, . . . ,n- l9  

3. i m ~ a i r ( ~ 0 ) )  = 0. 

En pa r t i cu l i e r  

2 .  AppXicdtio~ 6 2a F-Clzéahie de4 a p a c a  &eMkiccLe&c6. -- 
"J 

Selon que n a O ou 1 (mod 2 ) ,  on s a i t  que I< V n ( s O )  = Z ou O : 

il e s t  a lo r s  c l a i r  que l a  proposition 1.1.  s'applique à l a  K-théorie r6duite 

complexe. De facon plus précise pour X = S e t  G = C , on obtient  : 
P 

% -1 n 2.1.  P&opodXon.- Le groupe K U  ( L  ( p  p 0 , p 1 3 ~ . . y p  1) e s t  i s o ~ o r -  
n 

" J O  n 
phe à Z , l l o r d r e  du groupe K U ( L ~ ( T  . pO.pl , . . . .P ) ) e s t  P w e l  que s o i t  

n 
"J 

l ' e n t i e r  p > 1. [plus précisérent U ' (L"(~  ; P ~ , P ~ , - . .  .pn))] = (a InI. 
P 

La p r o ~ o s i t i o n  1.1.  ne s'applique en !<-théorie réduite r é e l l e  que pour 

p  impair. Compte tenu du feit que K ( s O )  e s t  donné Far 

on obt ient  pour l e s  espaces l en t i cu l a i r e s  

Il s ' ensu i t  l a  proposition suivante : 



2 - 2 .  P t l u p o 6 i Z i o n . -  Pour r, impc~ir non nécessairement preniier 
t- 

g ?07n S-rl 5 O OU 2 (vod h ) ,  
% 2s+1 n 

1 .  I < O  (L (P;poip15. . . . i .  ) )  = < O  pour s - n ~  1 ( n o d 4 ) .  - - n  
1 z pour s-n r 3 (mod 4 )  4 
1 2  

'L 2s n 
2 .  S i  s est, p a i r ,  l e  groupe K 3 ( L  ( p ; p o . , ~ l :  .... T 1)  8 pour o rd re  E 

n- 

2.p quand s-n : O (mod 4 ) ,  F quand s-n f O (mod 4)  ; 

,\ 2 s  n 
3. S i  s e s t  i n p i i r ,  l e  groupe h O L p p o Y p l y . p n  a pour 

ordre  2.p quand s-n E O (mod 4), p quand s-n 2 O (nod 4 ) .  

La proposi t ion  1.2. s ' appl ique  en K-théories complexe quel  que s o i t  p e t  

r é e l l e  pour p inpa i r .  E l l e  donne l e s  r é s u l t a t s  su ivants  

2 . 3 .  P/ropob i z ior t .  - 
Pu -1 II 'b O 

1. K TJ ( L ~ ( ~ ; ~ ~ ~ Q ~  ,. . . ,p ) )  = 9 e t  l e  groupe K U ( L ~ ( P ; F ~ , P ~  >P,)) 
n 

a pour ordre pl1. 

'L 2s+i ri  
2 . K O  ( ~ ~ ( ~ ; p ~ , p ~ ~ . . . , p ~ ) ) = i )  e t , s e l o n q u e  

% 2s  n 
impair ,  l e  groupe IL G ( ~ ~ ( p i l i ~ , ~ , ~ . . . ~ ~ ~  ) !  PO" ordre P OU P ri 

2 r L - d y u e l & e ~ .  

Soierit i I ' i n c l u s i o n  canonigu- de ~ i ( ~ ; ~  p . . . , ) dans O '  1 n 
n n L (D;po.pl ? .  . . > p  ) e t  j 1.a pr0jec t i .m csnonique de L (p;po,pl ,. . . ,p ) su r  n n 

n 
Ln(p;p ,p ,. . . ,p )/L~(~;F~,~, ,. . . .p ) qui est homiomorphe à s*~+ ' .  E l l e s  

O 1 n n 

induisent  l e s  homoaorphisnies su ivants  



3 , 7 .  ----- PkspobLtLan. 

c 
1. Pour tout entier p > 1 - i est ur? isomorphisme d'znneaux quel 

que soit n. 

2. Pour tout entier impa.ir 9 > 1 : 

. 'R a) I est un isomorphisme d'anneaux lorsque s-n f rJ (mod 4 )  :, 

.In %. 
b) J psusède une r6tracti~n J lorsque s-n 2 O (mod 4)  et 

alors l'homornorphisme 

est un isomorphisne de groupes. 



Démomk/Lation.- 

I l  s i i f f i t  d f a p p l i q u e r  s u c c e s s i v i i e n t  2 l p .  p e i r t  ( ~ ~ ( p ; p ~ , ~ ~  >.. . ,pn) 

n  'L 
~ ~ ( ~ ; ~ ~ . p ~ ,  . . . ?pn) ) ].es s u i t e s  cxnctas  ossocibes dc W e t  K%-théories. 

~ o n s i d 6 r o n s  c i n s i  l a  s u i t e  excc te  

Cofiqe &O(s2"" ) = O ,  i@ e s t  i n j e c t i f  donc b i j e c t i f  puisque (prop .  2.1.  e t  

- ) ) e t  O ~ ( o , l  . . . 1) ont  2 . 3 . )  l e s  prouyos .- ,,. 
n  n  

même ordre .  

De r êne  nous avons l a  s u i t e  exzc te  longue 

%2s-1 n  
où KO ( ~ ~ ( y ; ~ ~ ~ p ~  ,. . . > p n ) )  = O (TOP 2 . 3 . ) .  

% 2s  .W 
Lorsque s - n  f O (mod 4). KQ 1spn+l)  = Ci e t  i e s t  un homorior~hisme 

i n j e c t i f  donc un i s n r ~ o r r h i s s o ,  l e s  groupes & 2 s ( ~ n ( p ; r 0 , p 1  9 . .  . ) )  ?t 

$ 2 5  n  
KO ' ( ~ ~ ( p ; " ~ n ~ ~ . . . , p ~ ) )  ayant ncne ord re .  

% 2 s  ,2n+l -1 2s+1( s2n+l 
Lorsque s  - n  5 O (rad 4), nous Rvcns EO ( ) = L2 e t  KO ) = 8  : 

7 p 2 ~ ( L n ( T  a e s t  a l o r s  n 6 c ~ s s ~ i r e z e n t  n u l  puisque 1.6 O ; O , 1 . . .  p  e s t  UF. ~ r o u p e  

f i n i  noil t r i v i c l .  I l  s ' e n s u i t  1:. s u i t e  exac te  cour te  

%SS n s i  s e s t  r a i r  I<02S(~n(p;p0,p1 9 - .  .F,)) e t  IcO ( L ~ ( P ; P ~ , P ~  9 .  .9i' n  )! ont  res -  
'I 121 

pectivenen* 2.r e t  p p u r  ordre  : p 6 t a n t  i m y ~ , i r ,  c e t t e  s u i t e  e s t  

.R 
scindée.  Un r ~ ~ i s o n n e r i e n t  analoguc t i e n t  Fcur s  inr2i.r .  Donc J r,ossèdc une 

YI? W. ;IR 
r é t r a c t i o n  J ~t = ( J  ,* ) e s t  un isomoryhiswe de Croupes. 

'b . C c t t s  r r o p o s i t i o n  r ~ c n t r c ,  en y a r t i c u l i e r ,  que 1% KO-tnéorie des  e s r aces  len-  
t i c u i n i r e s  s e  rawène 2 c e l l e  de l e u r s  2n-squele t tes .  



Cfi~P1TIZ.f 3 

#-TH €OPTE-- CCiJPLCXtT DES ESPACES LE/!T7CL!LATT.'ES. 

1 ,  K-Zhéobk cu~tlpl~xe d a  ebpaca  --- X~vALcuXaitLe~ géiz i i r td i sé~  . 
S o i ~ n t  G uq croupe f i n i  e t  1 un C-modulr- c o n ~ l e x e  qüe l ' o n  pourra  

t ou jou r s  supposer i m i t a i r e  puisque C e s t  f i n i ,  t e l s  que G apisse l i b r e n e n t  

sur l a  sphère S(E) a s s ~ c i g e  3 E. 

S o i t  Q : F?(G) -+ R ( G )  l e  ~ u l ~ t i p l i c a t i o n ,  clans l ' anneau  des  repr6sen- 
d i in  E i i 

t a t i o n s  l i n é a i r e s  a : + ( 2 )  par  1 (-1 ) A o. A l ' a i d e  de 1' isonor-  - 
i=r,  

phisrne de llhc;c; eri "-théorie équ iva r i an t e ,  Atiyah a a l o r s  montré 1- 1 que l a  

s u i t e  

e s t  exacte .  

Dans l e  ca s  où E = C "+' e t  G = Z , nous avons donc l a  s u i t e  exac t e  
P 

Dans ce q u i  s u i t  nous nous proposons de c a l c u l e r  O a f i n  de déterminer  

~ u O ( s 2 " + ' / z  1. 
F; 

Leninîe 1. i . - r o u t e  r ep rgsen tz t ion  l i n i p i r e  o : G + u ) s e  décom- 
P 

pose en une son:me àc. r ep ré sen ta t ions  l i n é e i r e s  de rang 1. 

S o i t  a : Z -+ u(cX+l  ) il e s t  clair que a e s t  totalenient  déterminée 
P - - - 

pa r  o ( 1 )  puisqxe o(h )  = (~(i))': pour t o u t  k E ZD en appelant  k l a  c l a s s e  

des e n t i e r s  r e l a t i f s  ccnprus à k modulo p. D 'au t re  p a r t  l a  r e l a t i o n  

implique nécesszirrment  



avec des nombres e n t i e r s  s a t i s f a i s a n t  EUX condi t ions  p r é c i s é e s  au 

c h a p i t r e  1 ,  $ 2. En appelan t  a ( 0  d k d n )  i a  r e p r é s e n t a t i o n  l i n é a i r e  de rang  1 k 

d é f i n i e  pa r  

n 
il e s t  donc c l n i r  que o = @ ok . 

k=O 

n+ 1 
k ~ n e  1.2 . -  Avec l e s  notstitions précédentes  1 ( - l ) k  A '"o = Il ( 1  - o k ) .  

B=O k=O 

Pl  ù2 . Soient  ct : Z -t U(& ) 2t B : PL + LJ(c deux r ep rgsen ta t ions  l i n é e i r e ç ,  
P P r~ +n 

on s a i t  que l a  r e p r r s e n t c t i o n  1inéair.p Ak(a 3 6 )  : L + ü(A IT. 
P 

* )  e s t  t e l l e  

Dans l e  cas  présent  nous evons donc pour O d k 6 n+l 

Corne a e s t ,  pour chaqiile r E 9 , .  . . , -une r ep ré sen ta t ion  l i n é a i r e  de 
r 

rang 1 ,  il v ien t  



k 
Pa r  conçéqusnt la s o m e  & f i n i s s a n t  A a e s t  miquenient cons t i t uée  

. . 
des termes oij. a des i n d i c i s  lo$~l,. . . >i s ~ n t  Ep-aux 2 1 e t  1i.s a u t r e s  h O.  

I: 

Di. faqon p l u s  p r 6 c i s î  appelons P O ,  1 . . . l ' e n s e r t l e  6i.s p a r t i e s  ordonnées 

de k é i cnen t s  d i s t i n c t s  de 1 . .  n .  Alors 

n+l" 
Notons que d ~ n s  c e t t e  sommi; i l  y r. ( ) terr-les. Il s ' e n s u i t  

posé? es t  démontrée. 2 i n k  

- l' . S o i t  8 : Z -+ I J ( C )  18 r e p r é s c n t a t i c n  na tu re l13  k -+ s e t  appelons 5 l e  
P 

f i b r é  cornp1t:xe de rang 1 

,Pz+ i n ,  
a s soc i6  pa r  8 au  rcvê te :~~ent  un ive r sc i  -+ L IFiFO'Pl i . . =  .Pn).  

Dans t o u t  ce qui s u i t  on convient di;. n o t e r  encore 5 ia c l a s s e  de 5 dans 

P&oponitLo:~ 1.3. - Pour t c x t  ((PP~ ,pl . . . . 'p ) ( avec p non néccssa i -  n 

rernent premier) on a 

i=n  
en dési'znant pa r  4 Ti (1-6 ) , 5'-1 > l f i d 8 n l  e n p n d r ;  p a r  l e s -  polynÔù!cr 

i=O 



i=n  
'i (1-5 ) e t  gP-1 fians l12-r~neâu des polynômes à coefficients dans Z .  

O n 
ÛémonitJlatioii.- La s u i t ?  exact;  ( 1 )  rrontre que I\li ( L  (p;pq3p1 , . . . , p n ,  --- 

~ l e !  
e s t  isomorphe s u  quot ici i t  d.? F(z  ) = - c;:r ( ( z  . Lz p ropos i t i on  

F 1 < e - l >  

s ' e n s u i t  clairemc2nt en u t i l i s z n t  l e  l s n m ~  1.2. 

7. T\iéonPne 1 .4 .  - Pour t out ( p ; r0 ,- , . . . , pn ) (avec p non nécessa i re -  -- 
ment pren:ier) il e x i s t e  un isomorshisrne d'annsaux : 

fL 
c a r a c t é r i s é  p z r  $1(5-1) = 1 où n désicne g lo rsque  - - 

Po = Pl - ' . '  - Fn = 1 .  

*heuve. Considérons l'homomorphism.e 

- - 
d é f i n i ,  à l ' a i f i e  dc 1 .3 . ,  par  + ( ? ( [ ) )  = f in )  où P(E) ( ï e ç p .  $ ( n ) )  e s t  l n  

A 

c l a s s e  du po lyn~ i - s  "(5) E 2151 (r'sp. P(rl)  E z [ ~ ]  ) m d u l o  l ' i d é a l  

r: 
Soient a : KL'(L (F iFoyp l  .,.. . 'n,)) -+ Z st f : K U ( L ~ ( P ) )  -+  Z l e s  ~upmen te t ions  

d é f i n i e s  p a r  

% n 
E l l e s  orit pour noyrux KL(L ,p , . . . .pn) ) e t  K U ( L ~ ( ~ )  ) respnct ivcnent  . 

O 1 

L'homomorphismc. Q c s t  s u r j e c t i f  e t  induj-t  l'homomorrhisme s u r j e c t i f  

n  
qui  e s t  en f a i t  b i j c c t i f  puisque (prop.  2 .1.  Chapi tr?  2 )  W ( L  (;.:p, ,p l  , . . . .Pn) ) 

'L' 

c t  ) sont  des groupes de mzme ordre .  

Le théorènz  1 .4 .  montre que l a  K-théorie c o p l e x e  des espaces l e n t i -  

c u l a i r e s  g é n é r a l i s é s  se rimènc à c e l l e  d o s  l e n t i c u l a i r e s  o r d i n a i r e s .  Nous nous 



l im i t e rons  df s o r n a i s ,  dans t o u t  ce ckiapitre,  S l lG tude  de :?U(Ln(p) ) . 

Soient  5 ,  r, L.t, p l e s  f i b r g s  cornplexès de rang 1 respectivement 

,2119 1 ,Pr;+ 1 associGs HUX revêtements + L ~ ( ~ )  , L~ -+ La(q) st s 2"+1 + ~ " ( ~ ~ 1  par  

l e s  repr6sen.t a t  ions a z t u r e l l c s  

respect iveneri t .  

ThQot~5me 2 . 1 . -  Soient  p e t  q deux nombres p r e n i e r s  e n t r e  eux, a l o r s  -- 

il e x i s t e  un isonorphisme d'anneaux : 

L)eu~onb&ak/icf!r. - ~ o n s i r i é r o n s  1* zppl i  cnt ion -- 

d é f i n i e ,  aiL mcycr. r ? ~ .  la proposi t ior ,  I . 3 . ,  ya.r 

où F ( s )  I resp .  ;S(ri)  ; r e sp .  P ( D ) . o , ( o ) ]  désigne i a  c l a s s e  dupolynôze  P(C) E 2151 

f resp .  Q(T-I) c, z [ri1 : r e sp .  P ( p )  .Q,(p) E z [pl]. Il e s t  f a c i l e  de v g r i f i e r  que Y 

e s t  un homomorphisae d'anneaux. 

En f a i t  g s t  s u r ~ j t c t i f  : pour l e  v o i r  i l  s u f f i t  de montrer que,  pour t o u t  

k E { 1,. . . >pq-11, l l i l i m e n t  ( p l k  dc KU(L~(~. q ) )  e s t  l ' i n a p e  pa r  Y d ' un  

é l t n e n t  de l i ~ ( ~ ~ ( p ) )  KU(L"(~)). En e f f e t ,  p e t  q é t a n t  premiers e n t r e  
-1 

eux, il e x i s t c  ( i d e n t i t 6  de ~ e z o ~ i t )  u ' , v '  E Z t e l s  ~ U I  



pv'  1- qus = k . 

Alors on peut  t ou jou r s  6 c r i r e  

RVEC U,V  8 M t c ? l ~  QUC U % 12' (~;'iod F) , V - ~ ' (1n0d  q ) .  

Considérons l e s  auflmentntioss 

dÉf in ies  , a u  noyen de le. pprop. 1.3. , p2r 

Corn? ( p , q )  = 1 ,  ~ o u s  avons 

c a r  & ( L ~ ( ~ ) )  e t  K % ( L ~ ( ~ ) )  ne cont iennent  respectiverient que dc ia ?-torsion 

e t  de l a  q- tors ion ,  et par consgquent a e t  $ ont pour noya-dx r e s p e c t i f s  

I Z J ( L ~ ( ~ ) )  0 & ( ~ " ( q ) )  e t  i & ( ~ ~ ( p ~ ) .  

Nous avons l e  diagrarme su ivant  

?i 
où l e s  homonorphismes Y e t  Y sont  i n d u i t s  per  l 'honomorphis~c  s u r j e c t i f  

- 
Y : Y e s t  un i s o c o r p h i s ~ i  et e s t  surjectif. Puisque (prop. 2 . 1 .  ,ch;??i t ic  2 )  

l e s  groupas I < F ' ( L " ( ~ )  ) @ K%(L*( ) e t  K%( L2(pq) ) ont  respccti7reincrt m;ni- o rdre  

n n, 
p . qn = (pq)n  i'ho'iomorphisa2 Y e s t  ail isnrorphiç<-e.  

Rem&tuue.- Xous avons uénontrE q u z  Y s s t  un isomorphisme. D'autre --- 



part le thlorsme précgdent inplique, pour tout. nonbre p > 1 ,  l'isomorphisme 

i=r n. XI 
1 \ 

avec p =  il p 
Ou 'i 

sont les f'act,eurs pre~iers d c  la décomposition de 
i=l i 

p. En d'autres ternes il nous suffit. d16tudizr désor~iais la K-thCorie corzplcxe 

des espaces lenticulcires ordinaires d'ordre p où p est un nonbre prcriier. 

3.  cutcu.t de I&( U (Pm) ) p ~ ~ l  p p ~ e ~ k e n .  

NOUS avons (proposition 1.3. ) KII(L~($) ) = 
z 161 

rn 
n+1 6p-1, 

<(1-5) 9 

- -2 n' 
-p -1 .Posons 1-5 = -x, -'tiors % ( L ( ~ ~ )  ) a x, x , . . . , x pour fwillc ~éng- 

ratricc en tant que croupe ; les relations 

caractérisent çc structure d'anneau. 

Puisque ?.~J(I.~(~"')) est un groupe ebili.cn d'ordre P (nrop. 2. l . ,  chapitre 21, 

il s'écrit corme some de sous-groupes cycliques dont les ïcspectifs 

-i F. 
sont aes co~binaisonç Uês x , 1 d i d p - 1. Nous SOInrirs donc menCs 2 

i P? 
chercher à quelles conditions des corbineisons de x , 1 Y i S p - 1 , seront 

congrues à O ~odulo l'id6c.l 

. De fzçon plus pr6cise nous allons d'abord c5errSer les conditions que doivent 
h 

vSrifier des 2. E Z 1 S i S p - 1 , pour q.ue 
1 

avec B donné nppar-cenant à 1 2 . . . . 11 en sera p.insi si et seule~ênt s'il 

existe A et B de Z 1x3 tels que 



n- 1 
ou de façon équltra.lerite s ' i l  e x i s t e  ~ ( x )  = b + 5 x + 

0 1 
. . . + bn-l x a.ve c 

i, E E k E 0 9 -  t e l  que 
k 

En s ~ ; > ~ o s & t  n i: ph, il e s t  c l a i r  que ce çerc?. l e  cas s i  e t  seulerefit  s i  l e s  

condit ions s u i v m t e s  sont  v é r i f i é e s  

. L'ordre de I & ( L ~ ( ~ ~ ) )  é t an t  une puissance de p 9  dans t o u t  ce gui va. su iv re  

nous a l l c n s  Ètudier  l e s  carac teres  de d i v i s i b i l i t é  des bk, pour k = 0 3 1 y . . . 9 n - l ,  

h 
donc des a. pour i = 1 2 , .  . , -1 .  Les r e l a t i o n s  ( 1 ) e t  ( 2 )  montrent a l o r s  

1 ' 
que l e s  caractèr.t?s ae d i v i s i b i l i t é  des coe f f i c i en t s  biri6miaux vrsnt jouer un r ô l e  

f ondment a l .  

Bappclons d.onc 1~ r6sulta . t  suivant  

Lemme 3 . 7 .  [ C  1 
In 

Soient r ,  rc, 3 1: avec i i: 1 ,  p p r e i r i ~ r  e t  1 I j I p . Ecrivons 

2 
j = p .a avec a E ?T ,:t a en-LL~r p r e b i e r  avec p. 

P T.-- a, m- a+ 1 
Alors ( ) e s t  d i v i s i b l e  pzr , mais non par  p 

. Pour l e s  bg, k = O,l ,  ..., ri-1, nous nvons en vue l n  proposi t ion suivente 

P ~ L O ~ O A L C ~ U M  3 . 2 .  - Soient p ,  Ï e t  n t r o i s  e n t i e r s  t e l s  quc p> 

h 
s o i t  premizr, m 2 1 e t  n 3 1 .  S o i t  1 5 h 5 m e t  supposons que n 5 p . 
Soient h ,b ..., b O 1 "  

des e n t i e ~ s  r e l a t i f s  t e l s  que 
n- 1 



j=k pi' 
( 2 ;  

h 11+1 E ( . )bk-j = O  pour t o u t  k E {p ,p 9 . . . 9 n l .  
j = 1  2 

Four chaque i {O 1 , . . . 1 } écr ivons  

h-1 . h- 1 h- 1 
n - p - = p ( - 1 ) .  + r ~ v e c  O s r .  < p . ( D - 1 )  . 

d. 1 

'i 
Alors  p d i v i s e  b i , ' d i  E {031 ,...> n-1). 

Oêmolzll$~cfian.- E l l e  s ç  f a i t  en r ~ i s o n n z n t  p a r  r6currence s u r  n  e t  

comporte p l u s i s m s  6tnpes.  

1 .  - Considérons l e  cas  n  = ph : ( 2 )  s e  r é d u i t  à l a  s eu l?  r e l a t i o n  -- 

h- 1 
Pour cliaque 1 i j ,< p écr ivons  

3. . 
j = p -.a. nvec n.. F I!' a E QT y 

J J j 

I" 

t e i s  que (*,a.) = 1 .  LE lemme 3.1 r o n t r e  qlle (: )b 
J 

e s t  s u  poins d i v i s i b l e  

- .  r - j  
, ,. m-a. 2-1 PR 

Par P pour 1 i j ( p h-l e t  ynr  cons6qu-nt -1 ( )b e s t  d i v i s i b l e  
j = 1  j p - j  

rn-(h-1) Y -?! 
par P . Conne l c  p r e c i e r  rn~mbre de ( 2 '  ) e s t  d i v i s i b l e  p a r  p il 

s ' e n s u i t  que p d18içe G cc: qui  e s t  l ' e s s e r t i o n  pro-osée nvec 

Lorsque i = 1 2 . .  1 l ' a s s e r t i o n  e s t  t r i v i a l e  c a r  e l l e  s i p n i f i e  "1 d i v i s e  

2 .  - mosans 1' a s s e r t i o n  3.2.  v r a i e  jusqu 's  n  e t  6tudions l e  r a n r  

n + l .  Autrement d i t  nous ûvons p?r hypcthSse 



La, division 

pour O $ i s n ,  s ' é c r i t  aussi 

avec 

- 1 S r  - t < p h - l  h- 1 
i ' (p-1) - 1 < P (p-1) 9 

a i n s i  pour tous l e s  i de { O l . . . n  pour lesquels r 3 1 l ' a s s e r t i on  i 

proposée e s t  vraie puisqu 'e l le  l ' e s t  p o w  n. 

Il ne r e s t e  donc plus qu'à l a  v é r i f i e r  pour l e s  i t e l s  que r = 0 ,  c'est-2- i 

d i r e  

autreirent d i t  pour ceux s  'écrivant 

ou bien 

3.- Nous a l lons  montrer aue 3.2. e s t  vra ie  pour ' 

h- 1 h 
i = n + 1 - p ( - 1  ) ( 1  ) - p . Autemênt d i t ,  avec l e s  hypothèses f o i t e s ,  

il s ' ag i t  d ' é t a b l i r  l e  lemie suivent 

Lerne 3.3.- b h-l .  .. . .  h 
cl e s t  d iv i s i b l e  par  p . 

n+l-p (p-1 (q-1)-p 

Raisonnons par rgcurrence sur  q  : considérons l e  cas q = 1 e t  

montrons que b h 
e s t  d iv i s ib le  par -p. La re la t ion  

n+ 1 -p 



[:elle e s t  t i r é e  de ( 2 )  pour k = n + l j ,  en posant = inf(pm,n+l ) s f é c r i t  

LlVhypothèse de récurrence su r  n montre que, pour t o u t  

h-1 h 
j 1 $ 1  - p ,P } >  bn+l-j e s t  d i v i s i b l e  p n r  2' avec 

c ' est-à-dire 

a 
Posons, pour t o u t  j E {1,2, ..., 6 ,  j = p j . a  avec a ,a E N  e t  ( a j , a j )  = 1 .  

j j j 

h-1 h pril 
Alor6 pour t o u t  j E 11.2 ,..+ ,a1 - (p  ,P 1, ( . ) b n + l - j  e s t  d i v i s i b l e  par  

J 
m-e . +q 

P J j .  

Conme nous nous in t s resse rons  à l a  d i v i s i b i l i t é  de bn+l-ph par  p ,  écrivons 

( 3 )  sous Ir forme 

m-(h-1 ) D-h+i 
Puisque ( h- l )b  h- 1 est a-1 moins d i v i s i b l e  par  p = P , nous 

P n+ 1 -p 
sommes ramenés à mcritrer que 

Lemme 3 . 4 . -  Avec l e s  nota t ions  i n t r o a u i t e s  ci-dessus, 

v j E { I  ,2,. . . , e l  - {ph-1 nous avons 

Pnc)uve.- Ceci équivaut à - a.. + h - 1 3 O pour '3 J 
h-1 h 

j E {1,2, ..., a l  - (p ,p 1. 

S i  l s j < p  
h- 1 

a.iors O 6 a < h - 1 d'oc YI - c? - 1 > O e t  à f o r t i o r i  
j j 



h- 1 s i  p < j < ph a l o r s  O j n .  < h d'où h-a. > O e t  2 f o r t i o r i  
J J 

enf in  s i  ph < j < : s o i t  O s a .  < h e t  a l o r s  + h - a - 1 2 O ,  s o i t  
J j 

a 3 h e t  a l o r s  
j 

i . e .  à f o r t i o r i  

c a r  p 2 2 .  

r m-hf 1 . Ce l e m e  montre que ( )b h 
e s t  d i v i s i b l e  per p ( v o i r  (3 '11,  

- $ n+l-p 
il1 

n-Pi 
corne (' ) e s t  seulenent  d i v i s i b l e  par  p , il s ' e n s u i t  que b 

h h 
e s t  

P I n+ 1 -p 

d i v i s i b l e  par  p. Le l e m e  3.3. e s t  donc vrei pour q = 1 .  

. Supposons roaintenrnt que pq d i v i s e  b 
h-l h : nous a l lons  

n+l-p .(P-I  )(q-1)  - p 
montrer que 

pq+' d iv i se  b h-, 
h 

n+î-p . (9-1 )q-p 

En procgdant de l a  même façon que pour q = 1 ,  nous soInmes menés  à considkrer 

l a  r e l a t i o n  



h- 1  
e x t r a i t e  de ( 2 )  pour k = n  + 1 - p ( p - 1  e t  à poser 

h- 1 
R =  i n f ( C 3 n +  1  - p  ( - 1 ) )  E l l e  s f 6 c r i t  a l o r s  

h-1 h  
Pour j E { 1 2,. . . , - p >p  1 ,  considérons l a  d iv i s ion  

;*1- 1 h- 1 h- 1  
n  - .P "' - Ln+ 1 - I. . ( - j  = p . ( p - l ) q .  + rj avec 0 i r < ? . (P-1 : 

J j 

l 'hypothèse de rgcurrence s u r  n  nontre quc b e s t  d i v i s i b l e  h- 1 

pm 
n+l-p . (p-1 )q-j 

q  ; r i a  .+q 
par  p  " donc ( ) . b  par  y J j .  M ~ i s  l a  d iv i s ion  prgc6- 

j n + ~ - p ~ - I . ( ~ - ~ ) q - j  

dente s 8 6 c r i t  euss i  

Le l e m  3.4. perrict z l o r s  d l e f f i m e r  que pour j E {I ,2 , .  . . - {P YP 1 -  

rn 
n 

m-h+ 1  +q 
11 en r é s u l t e  que e s t  d i v i s i b l e  par  p 

j = 1  

j + {ph-' $21 
m 
2 pr: 

o 1 a u t r e  p a r t  ( h-l )b = ( )b h 
e s t  

h- 1 h- 1 h- 1 h-.l 
P n+l-p . (p-1 )q-@ P n+î-p (p-1) (q-1 )-P 

in-(h-1) q - m-h+l+q 
d i v i s i b l e  par  p .p - P & czuse d2 l 'hypothèse de récurrence s u r  q.  

(4) implique donc : p d iv i se  b h- 1 
n+f-p . (p- l )q-p  

h  ' 

. Le lemme 3.3.  e s t  démontré e t  par  conséquent l a  proposi t ion 3.2. éga le ren t .  

Ptrapoclkt%ofl - 3.5.- Soient p ,  m e t  n t r o i s  e n t i e r s  t e l s  aue p 

s o i t  p r e ~ i e r ,  r* e t  n  z 1 ; suppcsona qui- n  2 ph où ? $ h  .' n. Soient 

a l , a 2 % - - m y n  h e t  bO,bl ,... ,b n- 1  des e n t i e r s  r e l a t i f s  t e l s  que 
F -1 



h- 1 h- 1 h- 1 n - p  + 1 = ~  - ( ~ - l ) q ~ + ~ ~  E~vec O S  r < p - ( ~ - 1 ) -  
h  

Alors  : 

h- 1 m-h+l+qh 
.1. lorsque 1 6 i < r + p  

h  
, ai e s t  d i v i s i b l e  par p 3 

h- 1  h  TJ-h+qh 
2. lorsquc r + p .,< i ,< p -. 1 a. e s t  d i v i s i b l e  pa r  

h  1 

rzmolzn~uXA.orz. - 

h  
Soient  i E { 1 2 . . , - 1 )  et 1 s j  i ,  en éc r ivnn t  

h- 1 h- 1  h- 1 
( 5 )  n - p  - ( i - j )  = p (p-1 )qiqj + r. avec O : < p ( ? - I l  

1- j 

qi- j 
l a  propos i t ion  3.2.  montrê que bi- e s t  d i v i s i b l e  pe r  p 

h- 1  
R e q l n ç o n s  dcns ( 5 )  n  par  p . ( r - l ) q h + r h -  1 ,  il v i e n t  

h- l - ) i - r  
j = p  - 1  q i j  qh /  - r  + i + l  i-j h 

OU enccre 

h- 1 h- 1  h- 1 (6) j - p  - ' I = p  l i j +  i-j  - rn + i - 3 '  

S o i t  d ' au t r e  par t  pour t o u t  j E { 1 , 2 ~ . . . , i }  

a. 
j e t  j = p . a .  avec a ,a E !lJ e t  ( P , ~  ) = 1 .  Le lemme 3.4. i ~ p l i q u e  a l o r s  

.3 j j j 



h- i h h  
pour t o u t  j E 1 2 . .  i pcurvu que j 2 s . r1ci - j # p car 1 '. i a p - 11. 

h- i h- 1 
Nous a l lons  comp~~re r  (G) e t  l a  d iv i s ion  de j - -i. - 1 par p . ( p - l ) a  

:1-1 , - 
+ i - p- < { S ,  r l o r s  l r u n i c i t i  c?e la divis ion  

h --- 
i r ip l i  que 

+ a.. -- h + 1 
e s t  d i v i s i b l e  par  p qh J 

bi- pour t o u t  1 s j 6 i ,  sauf 6ventuei- 

FI" 
h- 1 

lernent pour j = p , e t  par conséquent ( )biqj e s t  d i v i s i b l e  psr 
j 

11 e s t  c l a i r  q u ' i l  s i r f f i t  miintenant de v o i r  qiw ceci  e s t  encor? valit7?1ç Tcur 

h- l 
j = ~  pour é t a b l i r  conipletement l a  r r c i i è r e  y a r t i e  de l n  proposi t ion.  

h- 1 
Soi t  donc j = p la relc-tien (6) dcvient 

h- 1 h- 1 
( o b i s )  - 1 = r  (il h-l - 4. r + L - F  - r  . 

k- 1 h 
i -p i -p 

C1 

Il nous fuut  ~ ~ o n t r e r  que 5 
'h 

e s t  d i v i s i b l e  par  p donc nous devons 
h- 1 

i -F I 

montrer que 1 i 

11-1 2 qh . 3 
i -p ,: :, 

, , 
h- 1 h- 1 

D e  (6 b i s )  il vient  - 1 - i + p + r = P  . ( p - l ) . ( q  h-l - q h  + r 
h i-j  ' 

i -p 
11- 1 

corne nous avons su-ppcsé i S p - 1 + - 
Ih 

nous en déduisons 

c 'es t -à-d i re  



h- 1 puisque 9 . < r (P-1) ; d ' o s  c l  h-l 2 ch P 3 2 .  
1-j 

i -p 

I,-. 1 7% 1, 
2. Plaçons nous dans l e  c a s  rIc + p - 5 2 5 p - 1 ; r e ~ r e n o n s  (6 )  e t  

écrivons-12 

h 
pour t o u t  1 j i . Hous cvons i - r - Z. < O e t  l e  même raisonnement que 

h 

ci-dessus implique 

h- l 
Puisque pour j # p nous a.vons 2 n - 5 + 1 il v i e n t  i c i  

j 

2- 1 
pour 1 ,< j ;c i sr'uf 6ventuellernent Four ,j = p . En f z i t  c ' e s t  encore mai 

in- 1 
quand j = p En e f f c t  ( 6  t e r )  s l G c r i t  

h- l h avec O 6 r < . ( - 1  ) ; mais i ,< -p, - 1 e n t r a î n e  h-1 
i -p 

h- 1 
e t  ( 6  qua te r )  r i 7 e s t  cu t r e  chcse que la d i v i s i o n  de - 1 - i + r p a r  p ( ? - l )  : 

h 

donc q - 
h-1 qh 

+ 1 2 O ce qui  e s t  l l i n < p e l i t é  recherchge puisquc,  pour 
i -p 

j = r ,  h- 1 n ~ u s  avons S .  - h + q = h - 1 - h + q h = q h - 1 .  
J h ' 2  < ; t - "  9 

{L '!.y 
h- 1 h 

Ainsi  pour r + p S i S p - 1, j E {I 
h 

...., i l  bi - e s t  d iv isb le  par  

aj-h+qk Fm 
P donc ( b .  . p a r  

j 
1-J 



d'où la seconde assertion de la propositicn. 

Phapas&on 3.6.- Soient m, n et F trois entiers tels que m et 

n" n 2 1 et r premier ; soit 1 < i 6 s où s = inf(p - 1, n ) .  Ap~elons h 

h-1 . h 5- 1 l'entier tel que p 3 1 < p st posons n - 2 + r = ,h-l.(r-~).qh + rh 

~cjlent (ciJ ) des entiers relatifs tels que 
i lijii 

h- 1 h- 1 
1.si p i + p  j 

h il existe ai a L , 1 E j s i , tels que 

. m-h+1+q 
j -  J FL. - (Y.. .F Y ,j E {1~2~~..,i} :. 
1 1 

h-1 . kl 
2. si r + p i i < p , il existe 6; E P , 1 L j s i . tels que h 

prgcédentr, il suffit seulenent de verificr quc 3.5. est encore vraie pour 

1 n < p, l'tiypotnèse 

(dans  laquelle 1 6 i < n) implique l'existence d'entiers relatifs b 0 5  b , . . *  517 n- 7 

t z l s  qc' en part i-culicr 

'n 
m 

carre 1 I j B i S n < p, nous avons ( j )  = 1 donc ( )bi-.j divisible pnr 



m 

p o ~  tout 1 6 j d i, c'est-à-dire a,. divisible par pu- : ce qui est 
1 

précisément le résultat donné par 18 seconde assertion de 3.5. pour h = 1 . 

T~~QakEtnc 3 . 7 , -  Soient n, n et p des entiers tels que m et n 2 1 - 
et p premier. Four tout entier h de 1 2 .  m on pose 

h-l + 1 = p  h- 1 h- 1 
n - P  . ( ~ ~ - i ) ~ ~ + r ~  avec O <  r. n < ï ,  .(p-l). Alors 

m- 1 
1. Pour n 2 p , on a 

2. Pour d n < pR avec 1 Ç 2 6 31-1, on a 

DSrna~~lfrL&un,- Elle se fait en plusieurs étapes. -- 
m 

1.. Soit i E 1 . . s avec! s = irif(p -1 ,n) ; h étant l'entier tel que 

h- 1 11 
p 6 i < p , nous poserons (avec les notations de 3.6. ) 

h- 1 h- 1 [ n - h + ~ + q  h pour F 6 h + p  <> 

(1) m =t i h- 1 h 
i m - h + o ,  pour r + p  < i < p  . 

h h 

&(L"(~")) étant un groupe abglicn d'ordre fini p il existe des entiers 

j 
(ai)16j6i tels que 

1 1 Posons ai = p .v avec v entier tei qic? (v. ,p) = 1. ~a proposition 3.6. 
i m. 1 

montre qu'alors nécessairement p divise chaque a? 1 6 j Ç i et en parti- 
1 ) 



Parmi toutes  l e s  fami l les  d ' e n t i e r s  (<)  < j < i  v é r i f i a n t  (21, choisissons c e l l e  
4 ,  4 

pour l aque l l e  n. e s t  l e  p lus  p e t i t  poss ib le ,  s o i t  ( t j )  
1 i l i j i i  ' 

La proposi t ion 3.6. montre q u ' i l  e x i s t e  des e n t i e r s  ( u J )  t e l s  que i l s j ~ i  

Notons ou' en p a r t i c u l i e r  

Nous avons a l o r s  

Posons 

En f a i s a n t  pa rcour i r  à i l'ensemble 1 2 s  nous obtenons a i n s i  une 

fami l l e  ( X i ) ,  siss dL6léments de E C \ U ( L ~ ( ~ ~ ) ) .  

2. S o i t  G l e  sous-groupe de & ( L ~ ( ~ ~ )  ) engendré par  l e  famil le  (Xi) . 
Chaque 2 .  1 6 i s s engendre un sous-group~ G de G. Comme Pi.zi = 0,  

1 i 
m 
-5 G, e s t  un croupe cyclique d 'ordre au plus é g a l  à p Su~posons que l ' o r d r e  

I R. R. 
1 

de Gi s o i t  p < m .  ; nous aurions p . X .  = O  s o i t  (avec (3)) 
1 1 

1 
avec v. # O. V u  l e  choix f a i t  pour u;, 1 i j < - 1  e t  v nous devons 

1 i ' 
avo i r  nécessairement n.-m.+R. a n c 'es t -à-d i re  R. 2 m. ce qui  con t red i t  

1 1  1 i 1 1 

l 'hypothèse R. < m. . 
1 1 

Autrement d i t ,  i E {1,2,. . . ,S I ,  Gi e s t  un groupe cyclique isomorphe 



i=s 
3. Mous a l lons  iaontrer que G = f6 G .  . Supposons q u ' i l  e x i s t e  A .  E Z, 1 6 i s s ,  

1 1 i= 1 
t e l s  que 

A l ' a i d e  de ( 3 ) ,  nous obtenons 

C ' e s t  un polynôme, à c o e f f i c i c n t s  dans , de degr6 s ,  dont l e  c o e f f i c i e n t  

dominant e s t  

k 
S 

Posons A s = P  .Fis  avec 
l-i s 

e n t i e r  t e l  que ( p s , p )  = 1 ,  a l o r s  

n -m n -m +k 
s S S S S  

As.p .v  = p 
S 

.PS .VS . 

.. 
Etan t  donnée l a  cons t ruc t ion  de x nous devons avoi r  

s y 

c 'es t -à -d i re  k b 31 e t  per  conséquent 
s S 

- .  

Ainsi  X .? = O e t  nous avons donc 1 A .  . X .  = O : en ra i sonnant  de l a  même 
S s 1 1  

i = 1  
A 

nan iè re  il v i e n t  X ..x = 3 e t  3e proche cn proche s-1 s-1 

i = c ,  

Il  s ' e n s u i t  que G e s t  isomorphe 2. 8 Z 
i=î pmi 



m- 1 
4. Calculons l ' o r d r e  de G en u t i l i s a n t  ( 1 ) .  Si~pposons d'abord que n 5 p , 

a l o r s  G a pour ordre  

h=m h=n 
h- 1 h- 1 h- 1 h h-1 = r h + q h . p  ( p - i ) +  ( ~ - h ) ( ~ - i ) ~  = 1 n - p  + 1 + ( s - h ) ( ~ - p  ) =  

h= 1 h= 1 

h=n1 
ri! = m n + n ; p  - h- 1 h- 1 1 p 3 - P  + 9 = m. 

m- 1 
Supposons maintenant 1 5 n < p , il e x i s t e  a l o r s  1 d R d m-1 t e l  que 

2- 1 Q 
p d n < p ; G a pour ordre 

Bous voyons que le sous-groupe G de &20( iq(ri ) ) a y pour t o u t  n 5 1 ~ ê ~ i e  

ordre que &(~"(p'.) ) : il e s t  donc isomorphe 5 $ u ( ? ( ~ ~ )  ) e t  l e  th6orère  

s e  t rouve entièrement démontré. 

Remahque. 

Dans l a  démonstration de cc théorène,  nous avons mis en évidence l a  

forne des générateurs des groupes cycliques coii.possnt ? U ( L ~ ( ~ ~ ) ) .  En p a r t i c u l i e r ,  



avec N = inf(p-l,n), les E preniers groupes cycliques ont respectivement pour 

générateurs 

Nous retrouvons ainsi, pour rr. = 1 ,  lès risçulta,ts Gtablis dans [10] par T. Ka,mbbé. 



CHAPITRE 4 

K-THEOFIF REFLLE 1ES ESPACES LEMTlCULAZPES . 

1.  Les homomorrpMm~ de. T o a .  

. Soient r l e  inorphisme 

qui à tou t  rn-fibré complexe de base ~ ~ ~ p ~ . p ~  ,. . ,pn) associe l e  2m-fibré 

r é e l  qui l u i  e s t  sous-jacent ; c l e  morphisme 

qui associe à t ou t  ni-fibré r é e l  s a  s t ruc ture  na ture l l e  de m-fibré cortrplexe ; 

e t  t l e  morphisme 

qui associe à t ou t  f i b r é  complexe son conjugué. 

Ils sont,  d 'après Bott t3], t e l s  q-ae 

Rappelons enf in  que r e s t  un homomorphisme de groupes, c e t  t des honomor- 

phismes d'anneaux. D e  plus i l s  sont fonc tor ie l s .  

Ptropodi.Cl0~ 1 . 7 .  - 
S i  p e s t  impair, l e s  homomorphismes de Bott 

sont respectivement s u r j e c t i f  e t  i n j e c t i f .  



P & ~ u v ~ .  - Considérons le morphisme 

Q 2s n 
qui est la multiplication par 2 ; soit a E KO ( ~ ~ ( p ; p ~ . p ~  ,. . . ,pn)) tel que 

Q2s n 
alors a est nécessairement nul car KO ( ~ ~ ( p ; p ~ , p ~  ,.. . ,p,)) est un groupe 

d'ordre impair (proposition 2.3., chapitre 2). Autrenent dit rc = 2 est un 

Q2s n mononorphisme et, KO (LO(p:pO,pl ,. . . ,pn)) 6tant un groupe fini, par conséquent 

un isomorphisme. 

Le diagrarane comut at i f sui vant 

montre que c sst injectif et r surjectif. 

Pour p impair (non nécessairement prenier), il existe un isomorphisme 

d'anneaux : 

Démovï&a,tion. 

Soit l'isomorphisme 

défini par 



. C % 
où i e t  sont  l e s  isomorpfiismes respectivement donnés par l e  théorènie 1 .4  

( chap i t r e  3) e t  l a  proposi t ion  3.1. ( chap i t r e  2 ) .  

Considérons l e  d i a e r r m e  suivant 

Corne c r  = 1 + t e t  t e s t  f o n c t o r i e l ,  il e s t  commutatif car 

Puisque p e s t  i1n9ai-r 2 = r c  e s t  un isomorphisne, r un épimorphisme (prop. 

'L 
1.1.)  e t  par s u i t e  r$gc e s t  un épimorphisne : c ' e s t  donc un isomorphisne, l e s  

Q2s n Q2s groupes KO ( ~ ~ ( p ; p ~ , p ~ ,  . . . .p,)) e t  ?;O ayant mêne ordre  (prop. 2.3., 
'L 

chap i t r e  2 ) .  L'isomorphisme x e s t  a l o r s  donné par  

avec l e s  notat ions i n t r o d u i t e s  au $ 3 du chap i t r e  2 .  

Ce r é s u l t a t  moatre que l a  KO-théorie des espaces l e n t i c u l ~ i r e s  généra- 

l i s é s  d 'ordre i o p a i r  s e  rm-;ne à c e l l e  des l e n t i c u l a i r e s  ordinai re  d 'ordre  i n p a i r .  

Aussi n'étudierons-nous p lus ,  dans t o u t  ce qui  s u i t  que K % ( L ~ ( ~ ) )  pvec impair.  



Si p et q sont tous deux impnirs et premiers entre eux, il existe 

un isomorphisme d'anneaux : 

'L 
Lorsque s - n $ O (nod h ) ,  oo induit un isomcr~hisne 

. G 
Nous noterons 1 il: et (k = p,g,pq) les isonorphis~es induits 

k ' k 

par l'inclusion canonique i . L:(k) -+ Ln(k). [cf. 8 3, chapitre 21. 
k *  

Soit yO 19isomorphisce 

induit par l'isonorphisme (th. 2.1., chapitre 3) 

plus précisément 

Considérons le diagrarme suivant 



Là a u s s i  l a .  f o n c t o r i a l i t é  de t e t  l e s  r e l a t i o n s  r c  = 2 , c r  = 1 + t i i lpl iquent  

'L 
sa c o m u t a t i v i t é .  A l ' a i d e  de l a  propos i t ion  1 . 1 .  nous v o ÿ o ~ s  que 2 r 4  e t  

0 
Q, 

O )  sont  des ép i ro rph i saes  : 
( O  r 

ryO. (S  g) e s t  donc un E p i m o r ~ h i s ~ e .  Corne 

2s n  2s  n 0 ( ~ ~ ( p ) )  $ KO ( L O ( q ) )  e t  ~ ? o ~ ~ ( L ~ ( ~ ~ ) )  sont  même ord re ,  l'homomorphisre 
O 

e s t  l ' i somorphisne annoncé. 

Lorsque s - n f O (mod b ) ,  i.1 e s t  c l a i r  que 

Q 

2s  n 2s  r2 'L 2 s  e s t  un isomorphisme de & (L, ( p ) )  @ K %  ( L  ( q ) )  s u r  KO  p.^)). 

'L 2s  
Ce théorzme de f a c t o r i s a t i o n  rzmène l ' é t u d e  de KO ( L ~ ( ~ ) )  pour p 

m i=r m. 
'L 2s r". i 1 impair  R c e l l e  d; KO ( L " ( ~ ~  ) )  w e c  p = -Ti pi O? pi 1 sont  l e s  f a c t e u r s  

i = 1  
premiers  de l a  d6conposi t ion de p.- 

4 .  €,tudude de & ( L"($") ) r1ou.a r p e n i ~ .  - l v ~ p o h .  

. Nous a l l o n s  d 'abord p r é c i s e r  l e  l i e n  quj existe e n t r e  l e  f i b r é  canonique 

complexe de r s s p  1 di base P" ( O  ) , e t  E = s ~ ~ + ~  x C -t L " ( ~ )  
8 

l e  f i b r é  

complexe de r anc  1 assoc ié  p a r  l a  représenta%ion n a t u r e l l e  

- 
k - t e  F 

S2n+ 1 au  revêtement u n i v e r s e l  -t Ln(-p). Soien t  f ,  g e t  a l e s  p roJec t ions  

canoniques su ivan te s  



f 
il e s t  c l a i r  que I T . ~  = g.  Appelons E l ' e space  t o t a l  de q e t  IT E c e l u i  de 

* 
son f i b r é  image réciproque IT . Alors 

Lemme 4 .1 . -  
Je 

Les f i b r é s  5 e t  n TI sont isomorphes. 

Un élément (3) de S 2n+1 x C e s t  l e  c l a s se  d'équivalence de 
8 

(z,X> E. S 
2n+l O: 

modulo l a  re la . t ion  d'équivalence 

2ink 2 i r k  - -  
( ( Z , X ) ~ [ Z ' , X ~ )  <=> ( E z t e l  que z '  = e ' . z e t  A '  = ~ . e  ' ),  

r> 

en considérant S 
2n+ 1 = {Z E Cn*'l I Z I  = 11. 

Considérons l ' a p p l i c a t i o n  

dé f in ie  par 

* 
En f a i t  Q e s t  un morphisne de 5 dans T q c a r  d'une p a r t  l e  diagr-e 

2n+ 1 
où Ci[(z,h)I = f ( z )  , ~ [ f ( z ) , ( ~ ( z ) , z ' ) ' j  = f h )  avec z E s , 2 '  E E S ( Z ) ,  

A E a, e s t  commutatif e t  d ' a u t r e   art R e s t  clairement l i n é a i r e  s u r  l e s  f i b r e s .  

Mieux R e s t  l ' i soaorphisne  annoncé. En e f f e t  c ' e s t  un mononorphisme puisque : 



- 
(a[(=)] = ~ [ ( Y , u ) ]  ) => ( f ( z )  = f ( y )  e t  x z  = vy) <=> /I E E L t e l  que y = e ' .z') 

I P 

c e  qui  équivaut  à 

B E z t e l  que y = e ' .z\ - - 
( ( z ,X>  = (YYU)) 

2 i r k  
! - 

?& 
S o i t  maintenant r f ( z )  , ( g ( z ) , z f ) ]  E n E : corne z '  E g ( z ) ,  il e x i s t e  h E 6* 

de norme 1 t e l  que z '  = Xz ; il v i e n t  c la i rement  

au t renent  d i t  R e s t  un é p i m o r p h i s ~ e ,  cê  qu i  t e r n i n e  l a  preuve. Bien entendu, ce  

l e m e  vaut pour t o u t  e n t i e r  p > 1 .  

. Puisque l ' i n c l u s i o n  cariocique i : L:(nP) + L ~ ( ~ ~ )  i n d u i t  l f i so r io rph i sne  

iC : I & ( L ~ ( ~ ~ ) )  + & ( L ; ( P ) ) ,  dans t o u t  ce q u i  s u i t  nous i d e n t i f i e r o n s  

I & ( L " ( ~ ~ ) )  e t  &(L;(~'') ) a f i n  de s i r p l i f i e r  I f é c r i t u r e .  A ins i ,  l f 6 l é n e n t  
- - 
x = 5-1 de I % ( L ~ ( ~ ~ ) )  ; tent  i d e n t i f i é  avec son i r a g a  i G (  , r s e r a  

considgr6 cor:me apyn-rtenant à & ( l ~ ( p n )  ) . 

F t t a p o ~ ~ u n  4.2 . -  

L'hoi:oi.orph;srne i n j e c t i f  c : F ? ~ ( L : ( ~ ~ ) )  -+ &(L:(?~)) e s t  t e l  que 

Démom.OuMan. 

Nous avons c ( r ( X ) )  = ( l + t )  (x) = x + t ( x )  e t  il fau t  c a l c u l e r  t ( X ) .  

Posons 

p = q - 1  

dans & ( p n ( c ) )  ; l e  lemne b.1. donne 



* 
Canyte-tenu de l a  f o n c t o r i c l i t é  d e  t qui  donne t ( n  l ~ )  = n x ( t ( l J ) ) ,  nous sonnes 

ramenés au c a l c u l  de t ( p ) .  

2 n s o i t  a un &néra teur  de h ( P  ( c )  ,z) 2 &, on s c i t  [12] que l e  c l a s s e  t o t a l e  

de Chern du f i b r f  q e s t  

conme - ( t ( n ) )  = 1 - a ,  il v i e n t  

Les f i b r é s  ccmnlcxes de reng  1 é t ~ n t  c l e s s i f i é s  pa r  l e u r  premiEre c l a s s e  de Chcrn, 

nous en diduisons 

Alors  

TI~PorrPmc 4 . 3 .  - 

Sc ien t  n, n e t  p des e n t i c r s  t e l s  que m e t  n 2 1 e t  r nremipr 

h- 1 
impair. pour t o u t  e n t i e r  h de { 1 2  . . . , on nose n-?-'+l = p . (p-1 )qh+rb 

h- 1 
avec O < r < 7 . (p-1) .  

h 

Alors m e c  = 2u + 1 : 



R- 1 R 
2 .  poür p S n < P avec 1 6 1 on s 

3Emon \f;ttntAc~n. 

Dans l a  d g ~ o n s t r ~ t i o n  du th6orème 3.7. ( c h m i t r n  3 )  nous svions vu 

% n m  que l e s  r rou res  cyc l iques  c o ~ r o s r n t  ~ F ( T ,  ( p  ) ) = K%(I;(<)) Etn ien t  r ~ s p e c t i -  

vement engendrés ?ar  

17 
avec i = I1 ,2  ,..., s = i n f ( ?  - 1 , n ) ) .  

Considérons dnns & ( L ~ ( ? ) )  l e s  é l é ~ r n t s  
O - 

Ir, 
s pour 1 6 i E =  in^(^, [:] ) . Avec 1 'hninorormhisne d1anne8ux c nous 

2 

obtenons 



en t e n a n t  c o q t e  de  1 2  r r o p o s i t i o n  )+.2.9 ou encore 

S '. 
pnur 1 d i d 1-1. A l ' a i d e  de l a  n ropos i t i on  3.6. e t  de 18 cons t ruc t ion  des 

2 - X~ " 

1 d i 6 S ,  qui  engendrent &(L~(P~)) nous voyons que 

Comme c  e s t  i n t j e c t i f ,  il s ' e n s a i t  

V 
'L n m  v 

Soient  G l e  sous-groupe de K~(L ( p  ) )  enr~endré par s  
\/ 

s i s f51 
v 

e t  G. l e s  snus-proupes cyc l iques  respec t ivenent  enqendrés ppr  x .  . f i l o r s ,  en 
1 1 

ra i sonnant  comne dans l e  théorème 3 .7 . ,  on a 

1 -81 
\ I 2 v 
G =  9 G . .  

1 
i = 1  

Posons p - 1 = 2u e t  rc rarquons  que, nour 1 d h d m, l a  divj .s ion 

h- 1  h- 1 
n  - i, + 1 = rh- l . (p- l ) .qh  + rh avec O 5 r < F . (p-1) h  

implique 

m- 1 Supposons n  2 p , a l o r s  l l o r d r e  de e s t  

h=r? 



v 
R- 1 Supposons I: d n < avec 1 d 2 6 - 1  a lo r s  l ' o rd r e  de G e s t  

V n n 
Ainsi l e  sous-groupe G de P%(L;(pm)) a même ordre que &Lg(p ) )  ; I 

autrement d i t  P%(L;($) ) e s t  isomorphe à 

Alors, en tenant compte de l a  proposition 3.1. du chapi t re  2,  naus avons démontrd ' 

l e  thgorème proposé. 



Remmque. Pour m = 1, le thgorème 4.3. donne les résultats de Kambé 
v 

[IO] et, en posant N = inf(u, ) ,  lu d6monstration qui vient d'être faite 

v i 2 v 
montre que x = [r(X)] pour 1 6 i s ?? . i 

5. Vétecrminationde KO~(L~(~)) pour p i~pzir. 

Pour tout nombre impair p > 1 , les théorèmes 3.1 . et 4.3. permettent 
de déterminer complètement &O(Ln(p)). D'autre part ln proposition 2.2. 

% i 
(chapitre 2) donne KO (Ln(-p)) lorsque i est inyair. Dans ce paragraphe nous 

'i. 2 ~4 n 
nous proposons de calculer KO (Ln(p)) , KO (L (p)) et K%6(Ln(p)) : la 20-théorie 

des espaces lenticulaires ordinaires (et donc celle des lenticulaires généralisés) 

'Il 

sera alors entièrement connue. Etant donné la relation existent entre la ' KO-théorie 

des espaces lenticulaires et celle de leurs 2n-squelettes (9 3, chapitre 2), il 

suffira en fait de faire ce calcul pour les 2n-squelettes ~:(p). 

P t ~ o p a a X o n  5.7. - 

Pour tout entier inpair 7 > 1 : 

Q i 
1. KO (L~(~)/L;-'(~)) = O pour i i~pair, quel que soit n ; 

2. pour i pair, soit i = 2s 

/ O si s-n est inpair, 

'L 2s 
KO (L;(P)/I~:-' ( p l  ) = {, 

i"p 
si s-n est pair . 

D é m o ~ ~ a x % o n .  
n n- 1 2n-1 y 2n 

Nous savons que LO(p)/'LO (p) est isomorphe à S Q où 

,2n- 1 llapplici.;tion d'attachement cellulaire 4 : s + S2n-1 est de degré p. La 

Q 2n-1 u e2n, s2n-1) 
suite exacte de KO-théorie associge à la paire (S  s 'écrit 

4 

* ?k 
Soient l'homonor~hisme induit Far @ et S l'isomorphisme de suspension 



i n d u i t  pa r  S : s ~ ~ - ~  * * -+sZn, a l o r s  a = S o c' e s t  l a ~ u l t i p l i c a t i o n p a r  p.  

Exminons  l e  c a s  où i = 2 s + l ,  l a  s u i t e  précédente donne a l o r s  l e s  s u i t e s  

exac tes  

%2s+l  '211-1 U 2n 
O + K O  ( S  4 e  ) - * O  pour s - n z O  ( n o d 4 )  y 

2 2s+1 2n-1 (J 2n) , , 
O + K %  ( S  + e  z pour s-n r 1 (mod 4 )  , 

a 
$2s+' 2 n - ' U c 2 n )  + z 2  --+ g2  pour s-n r 2 (noà 4 )  , O j K O  ( S  + 

a + cO2s+1 a 
d2 - d 2  ( S  2n+1 u e 2 n )  -+ E, + z pour s-n 5 3 (niad 4 )  : 

comme l a  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  D ( impa i r )  dans E2 e s t  l ' i d e n t i t é  e t  dans G un 

&2s+1 2n-1 ( j  e2n 
hcmomorphisne i n j e c t i f ,  il e s t  c l a i r  que 

( s  4 ) = O pour t o u t  n .  

Dans l e  cas  où i = 2s ,  nous obtenons l e s  s u i t e s  exac t e s  su ivan te s  

a 
".2s 2 n - 1 c J s 2 n )  + O ncur s-n E O ou 2 (mod 4 )  , O+.?!,-+ Z + K O  ( S  0 

Q 2 ~ ( ~ 2 n - l U ~ 2 n  
0 -+ KO 

6 
) -t O pour s-n r 1 (mod 4 )  , 

a 2 . 2 ~ ( ~ 2 n - 1  U 2n a 
O -t L* - z2 -+ KO O E ) - + Z 2  -+ E2 pour s-n E 3 (mod 4 )  ; 

l ' a s s e r t i o n  proposée e s t  e l n r s  év idente .  

Remmoue. --- 
Il e s t  c la . i r  que l a  p ropos i t i on  ci-dessus vau t  éealement nour 

ThSonéme 5.2. 

Pour t o u t  nombre impair  p > 1 : 

Q 4s $9 
1 .  KO ( L ; ( ~ ) )  e s t  isomorphe à KO pour t o u t  n ; 

Q4s+2 n 
2.  su ivant  que n e s t  p a i r  ou impai r ,  KO ( L O ( ~ ) )  e s t  r e s p e c t i -  

$0 'L O n+l 
vement isomorphe à KO (L;(F)) ou KO ( L ~  ( p l ) .  



Démon.h&a;tion. 

Considérons 1'Foncnorrhis~e 

2s n 
où B : & (L~(P)) + &O(L;(~)) est l'isomorphisne due à ln pCricdicitE de Bott. 

Il est elors i~ddiat de vérifier le cnmute,tivité du diqpranme suiv8,nt 

ruisque r est surjectif (proposition 1.1 . ) ,  rBc est surjectif peur tout 

'L 4s 
entier S. Conne KO (L;(p)) et K"O'(L;(~)) ont même ordre, à savoir n 

El 9 

rBc est un isomorphisme et 1% première assertion du théorème s'ensuit. 

?.4s+2 n  ons sidérons maintenant KO (Ln(?)) : lorsque n est pair, son 
V 

[;l 'L O 
ordre p est 6gal à p qui est justecent l'ordre de KO (L;(P)) 4 

rBc est donc encore un isomorphisme. Il ne nous reste plus qu'à étudier 

~ 4 s + 2  n % KO (~~(p)) lorsque n est impair. La suite exacte de KO-théorie associge 

n+ 1 n à la paire (L (P), L (P)) donne la suite exacte suivante 
(3 O 

Mais (proposition 5.1.) d'une part 

%4s+2 n+l %\.4s+2 n 
et d'autre part KO (Lo (p) ) et KO (LQ(p) ) ont même ordre puisque 



%4s+2 n+l = %4s+2 n 
pour n impair ; d'o? l'isomorphisme KO ( L ~  (p)) -i KO ( ~ ~ ( p ) )  . 
Lorsque n est impair, n+l est pair et l'homomorphisms 

est bijectif d'après ce que nous avons déjà établi. En composant les isomorphismes 

%4s+2 n 2 $4s+2 n+1 
KO (LJP)) - KO (LO (pl) 

on obtient l'isomorphisme annoncé. 



C H A P I T P E  5 

IMMERS101V E T  PLONGEMEAIT DES ESPACES LENTICLILAZRES. 

1 .  Le &ène de ptungemenk Q;t d ' immmion  d r A X i ~ a ! z .  

Soit  V une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a - ~ l e  compacte de dipension n. So i t  

1 + K O ( V )  [[al]+ l e  groupe m u l t i p l i c a t i f  des s é r i e s  f o r n e l l e s  à c o e f f i c i e n t s  

dans K O ( V )  e t  de terme constant  1 .  Fappelons rl] que l'homomorphisme de 

Grothendieck 

l i é  à c e l u i  d'Adam psr  1~ r e l a t i o n  

d é f i n i t  l e s  opérat ions de Grothendieck 

So i t  T ( V )  l e  f i b r é  tanpent de V e t  appelons TO(V) l 'é lément T ( V )  - n de 

'L 
KO(V) (avec des abus de no ta t ion  Evidents) .  M.F. Atiyah ' ) a a l o r s  6 t a b l i  l e  

théorème suivant  : 

n+k 1. S ' i l e x i s t e u n e i m e r s i o n d e  V dans IR , a l o r s  y i ( - T O ( V ) ) = "  

pour i > k ; 

n+k i 
2. s ' i l  e x i s t e u n  plongement de V dans R , a l o r s  y ( - T ~ ( v ) )  = O  

pour i 3 Ir. 
.................................... 
(1 ) Immersions and embeddings of manifolds [ ~ o ~ o l o ~ ,  vo l .  1 : 19611 . 



2. AppkXca,t&m aux c?lpaca Levllticu&dihea o a d i n a h u .  

T. Kmbé dans son a r t i c l e  [IO), 5 l t a i d e  d-e l a  c a r a c t é r i s a t i o n  du 

f i b r é  tangent  complexe de l ' e space  p r o j e c t i f  complexe donnée par  J. Milnor [12] 

où ri e s t  l e  fibri:  compl.exe canonique de rang 1 de base p n ( c ) ,  montre que 

il en déduit 1c r e l a t i o n  sui:rante 

Il s ' e n s u i t  pour t o u t  p  > 1 : 

Nous avons vu [ c h q i t r e  4, théorème 4.3.1 que ? o ( L ~ ( $ ) )  e s t  engendré, pour p 

\/ Vl 
s avec s = i n f ( p  -1,n) .  premier i n p a i r  supérieur à 1 ,  par  ( x t l l  

t 2 ~  
-i 

Alors t o u t  x ( 1  f i f [']) de &(L:($)) peut s ' é c r i r e  
2 

i 
avec hk r L , V B E {1,2 ,... ,['II . 

2 

Appelons u. l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  t e l  que 
1 

n  \I 
p désignent l ' o r d r e  du groupe onyendrg, par  x k .  



En notant L(n,p,m) l ' e n t i e r  dé f in i  par 

n+ i u. n 
~ ( n , ~ , r n )  = sup (1 g i 6 [-Il( ) i! O (mod p ') 

2 

l e  théorene d'fltiyah 1.1. e t  l a  r e l a t i on  ( 1 ) donnent a lo rs  

Théot~ëme 2 .7 .  - Pour tou t  nombre premier inpair  p > 1 : 

1. L " ( ~ ~ )  ne peut pas ê t r e  i m e r g é  dans R 
2n+2L(n,pYni) . 

Y 

2. L " ( ~ ~ )  ne peut pas ê t r e  plongé dans hi 2 n + 2 ~ ( n  ,p ,m)+l 

C'est  l à  une généralisat ion d'un r é s u l t a t  de T. Kambé 05 

~ ( n  ,p)  = L(n,p, 1 ) . Nous en déduisons l e  coro l la i re .  

c a n a m e  2 .7 . -  Pour tou t  nombre premier inpair  p t e l  que 

n m 
['] < - 1 , L ( p  ) ne peut pas ê t r e  immergé dans R ~ ~ + ~ ~ ! ~  e t  ne peut pas 
2 

ê t r e  plongé dans R2n+2 [:] + 1 

Dans l e  cas général où p e s t  un nombre impair quelconque supérieur 

à 1,  l e s  r é s u l t a t s  précédents se généralisent  a i n s i  : s o i t  

l a  décomposition en facteurs  premiers de p ; soient  (2 .  ) s l e s  
J k 1 6 k i  [-q 

m 2 
générateurs de avec s = in f (*  '-1 , n ) ,  pour t ou t  1 6 j 6 Q . 

j 

Tout ;i de peut s ' é c r i r e  

appelons, pour 1 6 j 6 Q ,  ui  l e  plus p e t i t  e n t i e r  t e l  que 
1 



v 
P Jk désignant l'ordre du groupe engendré p r  x . Notons ~ ( n  ,p) l'entier 

jk 
défini par 

alors 

Théokkme 2.2. - Pour tout nombre impair p > 1 : 

1. L"(~) ne peut pas être immergé dans iR 2n+2~(n,p) 

2. L"(~) ne peut pas être plongé dans W 2n+2~(n ,p)+l 
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