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INTRODUCTTION

En 1966, T. Kembé a étudié la K-théorie des espaces lenticulaires
ordinaires L"(p). Plus précisément, en posant n = (p-1)s + r avec

Osr<p-1, il e nontré [10] que

. o~ N—-1-
1.- pour p premier KU(L(p)) = (& S+1)r ® (Z S)p Ty
T

& -

2.—- pour p premier ilmpair, soit p = 2q + 1

(z ) si nz0 (rmodld) ,
KO(L"(p))

1]

pS+1 ® (2 s) si n=0 (modl) ;

1

F:] désignant la partie entidre de = .
2 2

Dans son travail sur les champs de vecteurs sur les sphéres, J.F. Adams
avait d'autre part déterminé la K-théorie des espaces projectifs réels

P2n+1(

R) = L'(2).

Dens ce qui suit nous étudions la K-thforie des espaces lenticulaires
généralisés Ln(p;po,p1,...,pn) pour p quelconque. Aprés quelques rappels sur
ces espaces, nous précisons [bhapitre 2] l'ordre et la torsion des groupes

vioon a1 . .
KU (L (p;po,p1,...,pn)) (p quelconque) et KO (Ln(p;po,pT,...,pn)) (p impair).

Nous montrons ensuite que la K-théorie complexe des espaces lenticulaires géné-

ralisés est indépendante de (po,p1,...,pq) pour tout p > 1 [chapitre 3, th. t.h.].

i

A 1'aide d'un théoréme de factorisation [9hapitre 3, th. 2.1.] nous ramenons le
calcul de ﬁU(Ln(p)) avec p quelconque 3 celui de ﬁﬁ(Ln(pm)) avec T premier
et m 2 1. Le résultat obtenu chapitre 3, th. 3.7. permet de retrouver celui

de T. Kambé dans le cas m = 1,



Dans le chapitre 4t nous énoncons des résultats analogues en K-théorie
réelle pour p impair. Enfin, dans la derniére partie, nous donnons un critére
de non-immersion et de non-plongement d'un espace lenticulaire ordinaire dans un

espace nunérique.



CHAPITPE 1

RAPPELS SUR LES ESPACFS LENTICULATPES.

1. Action Libre d'un groupe f4ind dans un esvace topofogique.

Soient X un espace topologique sépar? et G un groupe fini d'é1&ment

neutre e.

3

1.1. Défindtion.~ On dit que ( agit, ou opére, librement 3 gauche
dans X s'il existe une application continue & de G x X dans X (G &tant
muni de la topologie discrdte) telle que

1) o(g.g',x) = &(g, (g',x)) VegelC, Veg'elG VxelX,

2) ¢(e,x) =x VxeX,

3) s'il existe ge G et x e X tels que &(g,x) = x alors = = e.

On dira aussi que G agit sans point fixe 4 gauche dans X.

Une telle application ¢ é&tant donnfe, on convient, sauf ambipuit?,

de noter

o(g,x) =p.x VgelG, VxeX

Quand le groupe G° opposé de € arit librement 3 pauche dans X, on dit que
G agit librement 3 droite dans X. Dans tout ce qui suit chaque fois que l'on
parlera d'action ou d'opération il s'agira, sauf indication contraire, d'action

i pauche.

1.2. Pappel des proprietés de X/G.

On note X/G 1'espace des orbites des points de X pour l'action de
3. muni de la topologie quotient. Rappelons que

1) si X est compact alors X/G est compact [ 5 ] :

2) si X est connexe alors X/G est connexe [ L ] .
Quand X posséde une structure de variété et G agit librement et différentia-

blement dans X, on sait | 6 | que



1) X/G est une variété syant la méme dimension que X
2) si X est orientable et si G opére en respectant l'orientation

de X alors X/G est orientable.

1.3. Cas des 4onmes sphéniques.

On appelle forme sphérique toute varifté du type S%/6 o G est un
groupe fini opférant librement sur la sphére s,

On montre [ T ] que

1) si n est pair, G est soit réduit & {e} soit isomorphe 3 z,
auquel cas Sn/z2 est homéomorphe 3 1'espace projectif réel PZ(R) ;

2) si n est impair et G abélien, G est un groupe cyclique

Zp = Z/pZ (p > 1) auquel cas la forme sphfrique sn/zp est appelé espace lenti-

culaire d'ordre p ;

3) si o : G + 0(2n+2) est une représentation linfaire orthogonale
-~ - +
de G, telle que, par o, G opére librement sur S2n+1 c RZn 2 alors ¢ se

factorise en une reprisentation unitaire o

G ——-—» 0(2n+2)

N/

U(n+1)

. . ~ . opr . + .
en particulier G opére différentiablement sur 82n ! en respectant l'orien-

tation.

2. Espaces Lenticulaires.

2.1. Deginitions.

On consid@re sur la sphére

82n+1 {(zo,z1,...,z ) € Cn+1! Z |2

k=0

. + P
la rotation vy : 82n ! - S2n+1 définie par



21 ™ Po 21w P, 21 7 P,
Y(ZO’Zi""’Zn) =(e 7T 2y s € p Zy s eees © P zn)

~ *
4 P> Pg» Pys> +++5 P € N et sont tels que

1)p#1a

2) (pk,p) = 1 pour tout k_e {0,1,...,n}.

Dans ces conditions le groupe T = {yl} est un groupe cyclique

Tgigp
. . + - N s s
d'ordre p agissant librement sur 82n ! i1somorphe & Zp' La forme sphérique

2+1 - L A ” . ” e
S n /T est appelée espace lenticulaire généralisé d'ordre p et notée

n n
L(p ; po,p1,...9pn). Quand Py =Py = --- =P = 1 L(p 3 1,15...,1) est

noté. L°(p) et appelé espace lenticulaire ordinaire d'ordre p. D'aprds les

propriétés rappelées en 1.2. on voit que M p 3 po,p1,...,pn) est une variété

différentiable de dimension 2n+1, compacte, connexe et orientale. En particulier
L?(2) est l'espace projectif réel P2n+1(ﬁ).

Enfin tout espace lenticulaire posséde une structure naturelle de
c.w. complexe fini avec une cellule en chaque dimension [9]. Dens toute la
suite on notera Lg(p ; po,p1,...,pn) (respectivement Lg(p)) le 2n-squelette

de L(p ; po,p1,---,pn) (resp. L7(p)).

2.2. Cohomoloade des espaces Lenticulaires.

Proposition 2.2.1.[3] - Les groupes de cohomologie entidre de

n Pd
L(p 3 PO,P1,--.,pn) sont donnés par
{,Z pour 1 = 0,2n+1,

i / .
H (L (p ; PO’p1""’pn)’ Z) =X Zp pour i = 2,4,...,2n,
L\O ailleurs.

Proposition 2.2.2. -~ Les groupes de cohomologie entilre de

n e
Lo(p 5 PO,P1,--.,pn) sont donnés par



tZ Pour i - O,
H.(L*(p 3 p p "'P ) Z) = <{Z
O 2 09 15 n ?

P pour i =2,4,...,2n,
{O ailleurs.

.Lg(P 3 Po,p1,...,pn) étant une variété connexe et compacte de dimension 2n,

il vient

Jé pour i = 0,

i, .n

(1) H(Lo(P 5 PgsPqs-+»P )5 ) =<
lp pour 1i > 2n.

. < 2n+1
Comme Ln(p ; po,p1,...,pn)/Lg(p ; pO,P1,,..,pn) est isomorphe 3 S, 1la

suite exacte de cohomologie associée & la paire (Ln(P 5 posp1a~--,pn),
n . '/ -
LO(P > P03P1,---,pn)) s'écrat

i g2n+l i i i+1, .2n+1
> Hl(s B 3Z) -+ H (Ln(P 5 p03p1a"'apn)9z) + H (Lg(p 5 P09P1s-“spn)az) > Hl (S " SZ) g

I1 s'ensuit pour 1 ¢ i g 2n-1

-

-~

i, n 3 i, .n
H(L7(p 3 PysPyaesesp )sL) —— H (Ly(p 5 DysDyse--sP )s2) s

clest-a-dire en utilisant 2.2.1.

7Z  pour i = 2,4,...,2n-2,
i, .n
(2) H (Ly(p 3 pysPyse-+sP, )52) =
O pour 1i = 1,3,...,2n~1.
Considérons Lo(p 5 DasDise--»D.) et Ln-1(p 5 PasP.s>e++5P_) : leur quotient
O b O’ 1’ 3 n O " 3 09.1) % n

est isomorphe & S2n‘1lJ e ol ¢ szn_1 - S2n—1 est 1l'application d'attache-
)

ment cellulaire, on sait |j9] que ¢ est de degré p. La suite de cohomologie

L -~ . »1
associée & la paire (Lg(p 3 PgsPyseeesP ),LE(

n’ 0 P 3 PO,P13-'-,pn)) nous donne

H2n_1( n-1(

n
o (

O p;p09p1,""ph)gz)
¥
n,.n-1
< H2 (LO (p5poap1s"' 9pn)sz)

2n, 2n-1| | 2 2
o Lo (D 3 PyoPys-+-ap )52) » (s Ue™,2) » 87°(L

et, compte tenu de (1) et (2), nous en déduisons

2n, . 2n-1 2 I
(3) BT U eh2) = BTN (Lo (P 3 BysPyse s ap, ) oL
5




H2n--1

Ecrivons la suite exacte de cohomologie associée 3 la paire

(Szn"1LJ e2n,82n—1) dont le quotient est isormorphe 3 s°n
o)
Z) - H2n 1()2n—1(52n~1kj e2n?Z) N H2n—1(82n-1sz),9) H2n(s2n,z) - P ( 2n 1 Ue 2n 7)
¢ + ¢
v« EOYEPRTT gy

Dol la suite exacte

2n-1 -1 2 1= - 3 2 - -
i 3

L'homomorphisme cobord 9 est le composé de 1l'homomorphisme

* - - - - s . i

& §on 1(82n 1,2) > HR 1(82n 1,2) induit par & et de 1l'isomorphismre

* - - * : . -

s H2n 1(82n 1,Z) —-»-Hen(s2n,z) induit par la suspension S : S2n LN S2n'

P4 ” * . - . -
4 é&tant de degre p, ¢ est la multiplication dans Z par p et il en est

N * *
de méme de 3 =S o0 ¢ . Alors, d'une part

H2n—1(s2n—1 L}egn,Z)
o)

=0

et d'autre part

~
~

(%) Py 2P g) — z, -
o}

Moyennant (3) on a bien Hen(Lg(p ; P09p15"‘7pn)9z) e zr’ ce qui démontre

entiérement la proposition.

Conollaine 72.2.3.- Soit k un nombre entier plus srand que 1, alors

le pour i = 0,2n+1,
1) (L (p: 105 JERRI ), z, ) =< Z(n ) Powr i = 1,2,3,...42n,
O ailleurs.
ry

I
2) (L (p: 30 JERPES N )y z, ) = ( ) Powr i=1,2,3,...,2n

k pour 1 = 0,

| O ailleurs.

.I1 suffit d'appliquer successivement le théoréme des coefficients universels 3

Ln(p;po,p1,...,pn) et 4 son 2n-squelette et d'utiliser les résultats des calculs

précédents pour établir ce corollaire. Il sera employé dans la suite pour * = 2.



CHAPITFE 2

1. La suite Apectrale d'Atinah-tinzebruc’.

. * P . . P . .
Soit h  une théorie réduite de cohomologie rénéralisée, alors Atiyah
et Hirzebruch ont montré que pour tout c.w. complexe fini X il existrait une

suite spectrale [ 2]
. s s . "
E*? = 5(x, n’(s%) = n'"(x) .

Lorsque X et un c.w. complexe fini de dimension 2n+1, 2n-connexe, sur lequel
opére librement un rroupe fini € d'ordre p, on o le critére de trivialité

suivant.

1.1. Proposition [11].
. o . . - .
La suite spectrale E;’J = Hl(X/G,hJ(SO)) => n' J(X/G) est triviale
si les conditions suivantes sont réalisées

‘4 * .
1. H21 1(G,h (SO)) =0 pour 1 =0,1,...,n-1,

2. H21(G’h1mpa1r(so)) =0 pour i = 1,2,.

<1,
+ i -~ rd ” .

3. H2n 1(X/G,,htpalr(so)) n'adret, éventuellement, des &léments de torsion que

d'ordre premier avec p.

Sous les hypothéses précédentes, on a alors

2s+1 2n+1(X/G,h2(S_n)(SO)),

1. h (x/¢) = 1

n - .
i=1

E;; désigne le gradué associé pour une filtration convenablé].
En appelant YO le 2n-squelette de X/, on a éralement le critére de trivia-

1ité suivant

1.2. Proposition.
C s . s o
La suite spectrale Ei’J = Hl(Yo,hJ(So)) => n' J(YO) est triviale

sous les hypothéses suivantes



1. B2 e, ¥ (%) =0 pour i =0,1,...,n-1,
2. 216, (5%)) = 0 pour 1= 1,2,....0-1,

3. Hzn(yo,hlmpalr(so)) = 0.

En particulier

1. hlmbalr(Yo) =0,
- _ n-1 . s _
2.6§;Lh25(yo)j = 1?1 216,125 (%)) o Hgn(Yo,he(s n) (),

2. Application & la ¥-thdondie des espaces Lenticulaires.

N
Selon que n =0 ou 1 (mod 2), on sait que K U Me®y =37 ou O :
il est alors clair que la proposition 1.1. s'applique 3 la K-théorie réduite

+ .
complexe. De fagcon plus précise pour X = S2n ! et G = Zp, on obtient :

N~
2.1. Proposition.- Le groupe K U 1(Ln(p . po,p1,...,pn)) est isomor-
~ . ' N o P o} n .
phe & 2 . 1l'ordre du groupe K U (L (p - pO,p1,...,pn)) est p quel gue soit
Y
1l'entier p > 1. [Plus précisément f&[K UO(Ln(p : po,pT,...,pn))] = (Zp)nl.
La proposition 1.1. ne s'applique en K-thforie réduite réelle que pour

o s
p impair. Compte tenu du fait que K 07 (s®) est donné Par

iz0o0 1t 2 3 L 5 6 7 (mod 8)

= 7
zZ 0 0 O Z O Z2 Z2

on obtient pour les espaces lenticulaires

2s+1 2n+1 2

1. K 025 (1P 6235 IS PRRIN )) = B (Ln(p;po,p1;~--,pn) Ko (s n)(SO))

X (21 N hs-(2n+1)

v hs, n . 2 2n+1,._n ~(2n+1
2-%‘[K 0 (L (P;Poop1s"-apn))] = (Z'p) ® H (L (PZPO9P17"',p ) KO (S ))
n+1-

bs+2, n . -2 2n+1, n SV Us-2n+1, 0

3. 2?;[& 0" (LM (pspgspy e op )] = (Zp) & B (LT (pipgaPya---sP )oK (s7)).

I1 s'ensuit la proposition suivante :



..10..

2.2. Proposition.- Pour p impair non nécessairement premier

I'd
'7 pour s-n =0 ou 2 (mod k),
SV .25+t n J _
1. KO (L (p;po,p1,...,pn)) =< 0 pour s-n =1 (mod 4),
gz, pour s-n = 3 (mod 4) ;

Do
2. 81 s est pair, le groupe KWO“”(Ln(p;pohpwﬁ..-,p )) a pour ordre

31 3

25P-2‘ quand s-n = O (mod L}, p 2 quand -s-n £ 0 (mod k)

v N o
3. 81 s est impair, le groupe K O2°(Ln(p;po,p1,---,pn)) a pour
[n+1] n+1

ordre 2.p 2 quand s-n = O (mod k), 2 quand s-n = O (mod h).

La proposition 1.2. s'applique en K-théories complexe quel gue soit p et

réelle pour p impair. Elle donne les résultats suivants

2.3. Proposition.

N o-1,.n ! O, N
1. KU (Lo(p;po,p1,...,pn)) =0 et le groupe K U (ho(p;posp1:---spn))

n
a pour ordre D .

v 2s+t,  n, L - .
2. K© (“O(p’PO’p1""°pn)) = J et, selon gue sn.eat pair 331]
" =
impair, le groupe K OQS(LS(P§P05P19-'-}gn)) a pour ordre D 2 ou p e

3. Refation entrne La K-théonie des espaces Lenticulaines et celle de feunrs

2n~-squeletites.
Soient i 1'inclusion canonique de Lg(p;po,p1,...,pn) dans

n ) . . } n
3 e oT la . anc 5 ‘e S
L (p,po,p1,.. ,pn) et j la projection canonique de L (P.P03P1s ,pn) sur

n n . - < 2n+1 ,
L (p;po,p1,...,pn)/LO(p;po,pw,...,pn) qui est homéomorphe 3 S . Elles

induisent les homomorphismes suivants

.C N O, N O, h
i’ XK U(L (P;Ppr1a"'apn)) -— KU (Lo(p§posp1a'--spn))s

.R N 28 v 28,10
i" : KO (Ln(p;pg,p1,.-.,pn)) — X0 (Lo(p;po,p,,-.-,pn)),

R v 2s

B MRS (et ~o?

v 25, .1
—> K 0" 7(L (p;po,pT,...,pn)).



- 11 -

- . .C . .
1. Pour tout entier p > 1, 1 est un isomorphisme d'anneaux quel

que soit n.
2. Pour tout entier impair p > 1

.R . . -
a) i est un isomorphisme d'anneaux lorsque s-n # O (mod 4)

R - . L. IR
b) J possdde une rétraction SF lorsque s-n = O (mod 4) et

alors 1'homomorphisme

"R R .R

N2 ~ 25, 1
im=(J,1") K0 S(Ln(p;po,p1,---,pn)) =2, 8K 0°°(L(

o{PiPyeD e 5P, )

est un isomorphisme de groupes.



e o> Kﬁo(sg

- 12 -

Démonsthation. -

I1 suffit d'appliquer successivement & la peire (Ln(p;po,p1,...,pn),

Lg(p;po,p1,...,pn)) les suites exactes assocides de KU et KO-théories.

Considérons ainsi la suite exacte

AV §]

-C
n+] v O 1, 2enti
) (1g(P3pgamy e -or,)) > KO (ST >

n i
> KU (L (p;p03y1,...,pn)) —— KU

2n+1)

Cormme QUO(S = Q, i(C est injectif donc bijectif puisque (prop. 2.1. et

LO.n O/, D
2.3.) les groupcs ﬁb (L (P;PO,P1a---,pn)) et ﬁﬁ (LO(p;PO,P1,---,pn)) ont

méme ordre.

De méme nous avons la suite exscte longue

N 2s—1

+ KO (L

.R
n( 3 ﬂr2s(€2n+1) J 'b2s(L

e}
o papo,p1,---,pn)) ~—— KO" (S —— KO (PipgsPysee-sP ))

n

R
1

v2s+1, 2nt 3 N2
.« KOS (™M) &£ D S(Lg(p;po,p1,...,pn))

N ves-1, . n
ol KO (Lo(p;posp1,--~,pn)) =0 (pop. 2.3.).
v 25(82n+1) -

.R .
Lorsque s - n 20 (mod k), KO et 1 est un homomorphilsme

28

O

. . . n
injectif donc un isomorrhisme, les groupes KO (Ln(p;po,p1,...,p )) et

n

N2g, N ~
KO (Lo(p;:o,p1,...,pn)) ayant méme ordre.

v 2a, + A2s+1, 2n+1
Lorsque s - n = O (mod 4), nous avons Kankszn 1) =2, et KHs 1(ben ) =2

. . Y 1
3 est alors nécessairement nul puisque KO L‘(p;po,p1,...,pn)) est un groupe

fini non trivial. Il s'ensuit l= suite exacte courte

;F V28, n iB o
0+ z, ~+— KO“°(L (p;PO,p17---ﬁp )) — KO

2s
2 n (

n
LO(P;??Oal“-V--'sPn)) >0,

o n,
si s est pair KOES(LH(P;pO,p19-..,p )) et KOZS(Ln(P3P03P1’...,pn)) ont res-

n 0
. 2] 2]
. . 2- -2- P . . . .
pectivement 2.7 et pour ordre : p étant impair, cette sulte est

. . . . . .R
scindée. Un raisonnement analogue tient pour s impair. Donc ] rossdde une

P . MR R R LR . .
rétraction Sﬁ et 1 = (3 ,1i ) est un isomorphisme de groupes.

s . . N .
. Cette proposition montre, en particulier, que la KO-théorie des espaces len-
ticulaires se raméne 3 celle de leurs 2n-squelettes.



CHAPITRE 3

K-THEOPTIE COMPLEXE DES ESPACES LEMTICULATEES.

1. K-theonie complexe des espaces Lenticulaines généralisis.

Soient G un groupe fini et E un O-module complexe gque 1'on pourra
toujours supposer unitaire puisque € est fini, tels que G agisse librement
bn P -~ -

sur la sphére S(E) associée 3 E.

Soit ¢ : R(G) » R(G) 1la multiplication, dans 1'anneau des représen-

dim E ..

tations linéaires ¢ : G -+ U(E), par Y (1) A'o. A 1'aide de 1'isomor-
i=0

phisme de Thom en K-théorie équivariante, Atiyah a alors montré | ] que la

suite
0o - KU1(S(E)/G) + R(G) AN r(G) - kUu°(S(E)/G) =+ O

est exacte.

Dans le cas o0 E = C et G = Zp, nous avons donc la sulte exacte
On+ 2n+
(1) 0 » ku' (5™ 1/z]p> > R(z) R(z) » ku°(s 1/zp) >0 .

Dans ce qui suit nous nous proposons de calculer ¢ afin de déterminer

n+1 -
) se décom-

Lemme 1.7.- Toute représentation linéaire o : Zp > U(e
pose en une somme de représentaticns lindeires de rang 1.

1+ )

Soit o : Z_ > U(C , 1l est clair que 6 est totalement déterminée

P
par o(1) puisque o(k) = (o(7))" pour tout k € Z_ en appelant kX la classe

des entiers relatifs congrus & k modulo p. D'autre part la relation
(o(I))F = ia

implique nécessairement



\\
o]
e}
[V
Fedo
=3
iy

T ———s,

\ . 2inpn
\ cr

AVeC PysPyse--sP des nombres entiers satisfaisant aux conditions précisées au

chapitre 1, § 2. En appelant ok(O € k £ n) 1la représentation linéaire de reng 1

définie par

e1mp,
ok(?) =e P '.idC ,
n
il est donc clair que o= & o .
k
k=0
n+1 kX
Lemme 1.2.- Avec les notations précédentes ) (-1)" A o= T (1 -0 ).
— k
k=0 k=0
&2 o
Soient o : Zp >WC ) et B : Zp + U{€C ) deux représentations lindeires,
ni,+n
on sait que la représentation linéaire Ak(a ® B) : Zp -> U(Akﬂ 1 2) est telle
que
k i? i2
A (ao®B8)= ) A o®h“B.
4T

. yrapTE |

Dans le cas présent nous avons donc pour O £ k £ ntl
. _~ i i i
Fo=rG. 00 06 ... 00 ) = :2’ 2% 88 's. 8 ...8 A% .
0 1 n o] 1 n

i +1 +...+1 =k
O 71 n

Comme o est, pour chegue r e {0,...,n}, une représentation linéaire de

rang 1, il vient .
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e s k . .
Par conséquent la somme définissant A 0 est uniquement constituée
des termes ou k des indices iO,i15..,gi sont égaux & 1 et les autres & O.

De facon plus précise appelons P (0,1.....n) 1'enserble des parties ordonnées
A

de k #éléments distincts de {0.1....,n}. Alors
b e bl

ck(o %o, @ o0 )= 7 g. ®o. & ... 8 0.
o 1 : T 1y | 3y 1y
(igeiqoeeesiy_q) € P (0,1,.00,m)
. n+1y _ ' .
Notons que dans cette somme il y 2 ( " ) termes. Il s'ensuit

n+1 n+1 x:;f—~*~
) (‘1)k ko= ) (—1)k. > . ®8c. 8 ... 80,

Ac o o
k=0 k=0 S 0 | Tk
(10,11,. ’1k*1) € Pk(051,...,n)
n n+1 K ST
Comme I (1~c;) = Z {-1) E oy ® o, & ... B o , l'assertion pro-
10',0»1:"'5 k-1 KLU
posée est démontrée. o1 mk
- P
. Soit @ : ZD + U(C) 1la représentation naturelle k =+ e et appelons & le
fibré complexe de rang 1
2n+1 S0y
8 Xec — L kp;1307p1,---,Pn)
2n+1

. - . , n,
associé par 6 au revetement universel 2 > L \p;po,p1,...,pn).

Dans tout ce qui suit on convient de noter eucore £ 1la classe de £ dans

KUO(Ln(p;pO,p1,...?pn))-

Proposition 1.3.- Pour tout (p;pﬁ,p1g...,pn) (avec p non nécessai-

rement premier) on &

n " z &)
KU (L7 (p5pg»Pys---sp ) = ~
i=n 1 D
< nm(1-£7) , -1 >
1=0
i=n .
en désignant par < T (1-g By, gp—1 > 1'idéal engendré par les- polyndmes



_16_

T (1-£ %) ot &P-1 dans 1'enneau des polyndmes 3 coefficients dans Z.

3\
7

Demonstrhation.- La suite exacte (1) montre que KUO(Ln(p;pO,p1,‘..,pn
zle] o

est isomorphe su quotient de R(Z ) = - par 6(R{(Z_)). La proposition
S TN p

s'ensuit clairement en utilisant le lerme 1.2.

Theondme 1.4.- Pour tout (Pépﬁ;p1,...,pn) (avec p non nécessaire-
ment premier) il existe un isomorphisme d'annecaux :
"\ on .0
$: KU(L (P3pgoPys--e5p)) > KU(L%(p))
~ . ~ r\J ~N ~ o
caractérisé par &é(£-1) = n-1 ol n désigne & lorsque Pq =D, = ,..=p_ =

Preuve. Considérons 1'homomorphisme

: KU{L" (p5psDy---op,)) > KU(L'(p))

-

ohl

défini, & 1'aide de 1.3., par ¢(§(5)) = F{n) od P(g) (resp. P(n)) est 1=

e

classe du polyndre P(E) ¢ Z[ﬁj (resp. P(n) e an]) modulo 1'idéal

i=n P -
< 0 (1-g 7) , £7=1 > (resp. <(1-n
i=0

+
)n 1 n'p_1>>.

3

Soient a : KU(Ln(p;pO,p1,...,p )) > 72 et B o KU(Ln(p)) -+ 7 les sugmentations

définies par

", n .
Elles ont pour noysux KU(Ln(p;pO,pT,...,pn)) et KU(Ln(p)) respectivement.

L'homomorphisme ¢ ecst surjectif et induit 1'homomorphisme surjectif

ny Y uY 1
§ 1 KL (p3pgpys-eoopy)) > KO(LN(R)),

. - . - 3 - f\l
qui est en fait bijectif puisque (prop. 2.1. Chapitre 2) KU(Ln(p;pO,p1,...,pn))

nooon . a
et KU(L (p)) sont des groupes de méme ordre.

Le théoréme 1.4. montre que la K-théorie complexe des espaces lenti-

culaires généralisés se raméne 5 celle des lenticulaires ordinaires. Nous nous
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.. . L. N A
limiterons désormais, dans tout ce chapitre, 4 1'étude de XKU(L (p)).

2. Un théoneme de factorisation.

Solent E, n ¢t p les Tibrés complexes de rang 1 respectivement

.. ~ z + L li — i+ b 1+
associés aux revétements 0T - Lp(p) R LN L*(q) et LN Ln(pq) par
les représentations naturelles
2ink 2ing 2imm
P 4 Pa
k(mod p) ~» e , 2(mod q) -~ e et mlmod pg) -+ e

respectivement.

Theorgme 2.1.- Soient p et q deux nombres premiers entrc eux, alors

i1 existe un isomorphisme d'anneaux :

¥ K0 (p)) @ (R5(1%(q)) — RK(L™(pq)) ,

” : ~
caractérisé par :

N, 4]
¥(£-1,0) = pq—1 , ¥(0, -1) = pp-1

Démonstration.- Considérons 1'application

v KU(L7(p)) 8. KU(L™(q)) —— KU(L"(pq))

définie, au moyen de la proposition 1.3., per

y(P(g) 8 a(n)) = P(p).alp)

o P(£) [resp. @(n) ; resp. P(p).Q(p)] désigne la classe du polyndme P(E) € 7]£]
[resp. aln) ¢ Z[n] ; resp. P(p).0(p) € Z[p]]. I1 est facile de vérifier que V¥
est un homomorphisme d&'anneaux.
En fait ¥ est surjectif : pour le voir il suffit de montrer que, pour tout

P -k LI .
ke {1,...,pq-1}, 1'2lément (p) de KU(L (p.q)) est l'image par ¥ d'un
€lément de KU(Ln(p)) 8, KU(Ln(q)). En effet, p et q étant premiers entre

eux, il existe (identité de Bezout) u',v' € Z tels que



pv' + qu' =k .
Alors on peut toujours écrire
-k - pv'+qu’ Ty U v
@)= T = y[(e) e (n)]

avec u,v € N tels que u = u' (mod p) , v = vi(mod q).

Considérons les ausmentations
o : KU(1”(p)) 8, KU(L™(a)) » 2 et B8 : XU(L"(pa)) > Z
définies, au moyen de la prop. 1.3., par
a(P(g) 8 G(n)) = P(1).a(1) et B(R(p)) = R(1)
Comme (p,q) = 1, nous avons
(1" (p)) 8, (1 () = 0,

ool AP ¢} . . - .
car KU(L"(p)) et KU(L ' (q)) ne contiennent respectivement que de la vp-torsion
et de la g-torsion, et par conséquent o et B ont pour noyaux respectifs
IAEPI of AVIP o} n
KU(L"(p)) ® KUO(L7(q)) et KO(L'(pq).

Nous avons le diagramme suivant

0~ KO(L™(p)) ® KU(L™(q)) —— xu(1’(p)) 0, KU(IM(q)) 2> 2 >0
:\}f s i@
0~ KU(L"(pg)) > KU(L" (pg)) : > 2 >0

~ . Y . ..
ou les homomorphismes Y et ¥ sont induits par 1'homomorphisre surjectif
Y : ¥ est un isomorphisme et ¥ oest surjcetif. Puisque (prop. 2.1.,chepitre 2)
ny . ~
les groupes KO(L'(p)) @ Kﬁ(Ln(q)) et ﬁﬁ(Ln(pq)) ont respectivement mZme ordre
n n n,

n . . .
q = (pq) , 1'homomorphisme ¥ est w1 isomorphisme.

&

Remasgue.- Nous avons démontré gque ¥ est un isomorphisme. D'autre
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part le théoréme précédent implique, pour tout nomhre p > 1, 1l'isomorphisme

i=r m .
5 KU (p, 1)) — xu(1”(p))
i=1
i=r m. 1.
avec p= I D o pi1 sont les facteurs prermiers de la décomposition de
i=1 i

p. En d'autres termes il nous suffit d'étudier désormais la K-théorie complexe

des espaces lenticulaires ordinaires d'ordre p ol p est un nombre premier.

3. Caleul de KU(L™(p™)) powr p premiei. ]
m AE3
Nous avons vu (proposition 1.3.) aque KU(Ln(p“)) = - .
n+1 -1
<(1=g)" 0, P T

m
5 EAVHNS + Wy 1 - 2 = -1 .
‘Posons 1~ = -x, alors XU(L"(p)) a X, x , «u.s P , pour femille géné-
ratrice en tant que groupe ; les relations
m

L T S R

fl
O

caractérisent sa structure d'anneau.

. v I s I .
. Puisque KU(Ln(pn)) est un groupe ebé&lien d'ordre pﬂn (prop. 2.1., chapitre 2),

il s'écrit comme sorme de sous—-groupes cycliques dont les générateurs respectifs

-1 . m

sont des cowbinaisons des x , 1 €1 £p - 1. Nous sommes donc arenés 2
< ., - .. . i . m
chercher & quelles conditions des corbinaisons de x , 1 £§1 <& p -1, seront

congrues & O modulo 1'idéel

+ T
T = <x" ! . (1+x)? S

de zlx].

. De fagon plus précise nous allons d'abord chercher les conditions que doivent

vérifier des a; € Z ,1<i1i<p -1, pour que
v 1
Z a. x> =0 (mod I) ,

avec h donné appartenant & {1,2,...,m}. Il en sera ainsi si et seulement s'il

existe A et B de Z[x] tels que
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h
p -1 + ) m
I ot = atx)ax™ e B0 (eI - 1],
i=1
ou de fagon égquivalente s'il existe B(x) = bO + b1x + ...+ bn_1 &7 avee
b, €L Vke{0,1,...,n-1}, tel que
h m m
P : n-1 . P P +
= , n+ 1
Y 2, % = ) bkxf).( U %) (mod <x '>)
i=1 k=0 j=1 3

. PP .o . . .
En supposant n 2 ph il est clair gue ce sera le cas sl et seulement si les

conditions suivantes sont vérifiées

T Il
j=i p° .
(1) VO Jb. s=a. L Vie{1,2,...,00-1)
.o . 1-] 1
J=t
j=k "
(20 I Cp_y=0 , Vee{p'p*i,....n)
3=t

n, 1 . . . .
. L'ordre de KU(Ln(pm)) étant une puissance de p, dans tout ce gqui va suivre

nous allens étudier les caractéres de divisibilité des b pour k = 0,1,...,n-1,

donc des a;» pour i= 132,...,ph—1. Les relations (1) et (2) montrent alors

k?

que les caractdres de divisibilité des coefficients bindmiaux vont jouer un rdle
fondamental.

Rappelons donc le résultat suivant

Lemme 3.1. [o]

Soient p, m, i €W avec m 32 1, p_ prerier et 1< j £p . Ecrivons

ol

j=p .0 avec a el ot o entier premier avec p.

o
= N m-a . m-a+]
Alors ( ) est divisible par 1 , /7als non par p
3 ,
. Pour les b . k =0,%1,...,n~1, nous avons en vue la propesition suivante

ProposLiion 3.2.- Soient p, r et n trois entiers tels que 7D

. . . h
soit premier. m > 1 et n 2 1. Soit 1 < h £mn et supposons que n 2 p .

Soient bO’b1”"’bn—1 des entiers relatifs tels que



h+1

—_
n
~——
0o~ 0t
—
~—
o
]

e {0,1,...,n~1}, Ecrivons

h~1
=7 .(p—T).qi-&-r;

-

evec 0

o]
|

e
i

"
[

Alors p *

Demonsinction.~ Elle sc falt en ralsonnant

comporte plusicurs &tapes.

1.~ Considérons le cas n = ph
n n m
P P-1p
ot = -
(2") ey == T vy
T J=1 P ~d
. h-1 P
Pour chagque 1 £ J £ , ecrivons
23
jJ=p-.a. aveec a, el , o

i
tels que (p5aj) = 1. Le lemme 3.1 rontre que (p.)b .

0 pour tout %k ¢ {ph?p se s

divise b ¥Yi e {0,1,....0n~1}.
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,nt.

par récurrence sur n et

(2) se réduit & la seule relation

est au roins divisible

_ P -J

oo h m
r m_r‘:l.j h-—-" K ) p -1 p .
par p pour 1 € J £p et par conséquent '& ( )b h est divisible

=1 3 p-i

m-(n-1) ~ . N e e m-h .
par Comme le premier membre de (2') est divisible par p s 11
s'ensuit que p divise b, ce qui est l'assertion proposée avec

i=0 ., qo =1 ro = 0
Lorsque i = 1,2,...,n-1, 1l'assertion est triviale car elle signifie "1 divise
b.".
2.~ Supposons 1l'assertion 3.2. vraie jusqu'd n et &tudions le rang

n+1. Autrement dit nous avons par hypothése

=k p"

h _h+1
PR by =0 Vie{p,p
J=1 3

S B oLk I I
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La division

- . h~ h-
n+1- ph "o D 1.(p-1)q- +r. , Ogr. <D 1-(p-1)
i i i
pour O ¢ i g n, s'écrit aussi
h-1 _ _h~1 _
n-np i=rp .(p1)qi+ri 1

avec

“ter s <p pm1) - 1 < B T

ainsi pour tous les i de {0,1,...,n} pour lesquels r. 2 1 1l'assertion
proposée est vraie puisqu'elle 1l'est pour n.
I1 ne reste donc plus qu'a la vérifier pour les i tels que r, = 0, c'est-i~

dire

h-1 . _ _h-1
n+1-p -i=p (p-1)q

autrement dit pour ceux s'écrivant

. h-1 h-1
i=n+1-p (p-1)a-7p

ou bien
h

. h-1
i=n+1-p (p-1)a-1) -1

3.~ Nous allons montrer que 3.2. est vraie pour

i=n+ 1~ ph—T(p—1).(q—1) - ph. Autement dit, avec les hypothéses faites,

il s'agit d'établir le lemme suivent

q

Lemme 3.3.- Db est divisible par p- .

e e
n+1-ph (p-1¥(a=1)-p

Raisonnons par récurrence sur q : considérons le cas q =1 et
montrons que b est divisible par p. La relation
n+1-p
n+1 pm
a3 B T
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[elle est tirée de (2) pour k = n+1], en posant £ = inf(p",n+1) s'éerit
. m
J=2 p
=
(3) DL RLNET
J=1 3

L'hypothése de récurrence sur n montre que, pour tout

. h-1 _h . 45
Je{r,2,oo 0 - {p ,p1}, bn+1—j est divisible par p avec
h-1 . h-1 h-1
n-p - (n+t1=j) =7 -(p-1)qj try o, Osro<p Ap-1)
c'est-a-dire
h-1 h-1 h-1
j-p -1t=p (p-l)g.+r. , Ogr.<p .(p-1).
J J J
a.
Posons, pour tout j e {1,2,....8, j=p “.a. avec aj,aj e N et (aj,aj) = 1.
m
. . h-1 _h p .
Alors pour tout j e {1,2,...,2} - {p” ,p'}, ( ) n1-; est divisible par
J
m-ea.+q.
P J 7J

Comme nous nous intéresserons 3 la divisibilité de bn+ n par p, écrivons

1-p

(3) scus la forme

™ . ) m
(3') (p ) JER (p ) ('p )
3! - b = b . ko)
. Lo . +1- - -
B 1 ph 55 P B O
. h-1 h
jelp” .p}
pm
Puisque ( h—1)b h=1 est a1 moins divisible par pm-(h—1) = pm—h+' , nous

P n+i-p
sommes ramenés a mentrer que

Lemme 3.4.- Avec les notations introduites ci-dessus,

V3e{1,2,.0.,0} ~ {ph—1,ph} nous avons
m-a.+qg. 2m-h+ 1.
J J

Preuve.- Ceci &€quivaut 3 4 T By +h=-120 pour
. h-1 h
jJe{1,2,...,2 - {p ",p L

8i 1¢ 3 < ph-1 alors O € aj <h=-1 a8 h -~ aj - 1>0 et a fortiori



- 24 -

"q. ta.+h-1>0
qJ 3 5

si ph T J < ph alors O g a5 < h d'ol h-aj >0 et a fortiori
. +*h-a. -15>0 ;
qJ j 5
enfin si ph < J < & :soit O g aj <h et alors qj + h - aj - 130, soit

aj 2 h et alors

a a. a.-(h-1):
h-1 h-1 h-1 h-1
j-p -1=pla,-p -13p’-p -1=p (r - 1) -1
a.~h
h-1 h-1
j-p -120p (p=1)(1 + p+ oo + D ) -1
[t 1_, a.~h 1 5 A, -h
q. = [%—EL—————J > [} +p+ ...+ Joo- ——————————] 2P+D + ...+ D J
3 h1 _ h~1
r (p-1) r.(p-1)
i.e. & fortiori
Q. 2 a. - h + 1
car p 2 2.
pL.‘..x . . . m-h"'- 1 .
. Ce lemme montre que ( h)b est divisible par 71 (voir (3')),
- p ntl-p
i
corme (ph) est seulement divisible par pm h, il s'ensuit que b h est
p i n+i-p
divisible par p. Le lerme 3.3. est donc vrei pour q = 1.
. Supposons meintenant que pq divise b p ¢ pous allons

h-1
nti-p~ .(p-1)(g-1) - p
montrer que

+ ..
pq ! divise b .

h-1 h
n+t1-p~ . (p~1)g-p
En procédant de 1la méme fagon que pour q = 1, nous sommes amends 3 considérer

la relation

h-1
n+1-p . (p-1)q

) (pm)b 1 =0 RSy
J nt1-p .(p-1)g-~j 1i£i§f

J =1
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extraite de (2) pour k =n + 1 - ph_1

L = inf(pm,n + 1 - ph—_1

(p-1), et & poser
.{p~1)a). Elle s'écrit alors

m
b

-( )v =
h - )
D n+1-ph 1-(p-1)q-ph J

I~
—~
-

o’

+
—
o
=

. _b-1 _h
Jgr L.}

. -1 ¢ . e e
Pour j e {1,2,...,8} - {ph ,ph}, considérons la division

- =1 . h- h-1
n-p -+t -0 (pai] = o 1~(p-1)q3 +ry evec Ogr, <p Ap-1)
1'hypothése de récurrcnce sur n mnmontre que b =1 est divisible
q o nt1-p~ . {(p-1)a-j
3 m—g:+q: . o s s 2, 2
par p *° donc ( ).b par p’ #3793, Meis la division préce-

. h-1 .
i n+t-p L(p-1)a-j
dente s'écrit aussi

h-1 h~-1

_ h-1
j-p - 1=p (p-1)(g5ma) + o <p  .(p-1)

-
(@)
A

r.
d d

. n-1 % .
pour J e {1,2,...,8} ~ {p11 ,nh}. Le lermme 3.4. permet azlors d'affirmer que

oy

Vie{1,2,...,2} - {ph_w,ph} WAy + a. >m-h+1+q.

(3

m-h+1+g

I1 en résulte que est divisible par ©p

il 12
—
~
o

) h-1 )
1 J nt1-p . (p-1)a-j

1 h
o0}

C

3 ¢{ph

)b pe1 = ()b y €St

D'autre part ( ne1 h-1
D nt1-p  .(p-1)a-p D n+1-p . (p-1)(g-1)-p

e . m~(h— ~h+1+ <
divisible par pm (n 1).pq = pm bti+e
. . + . .
(4) implique donc : pq ! divise b ; .
h=1 h
n+1-p . (p-1)a-p

. Le lemme 3.3. est démontré et par conséquent la proposition 3.2. également.

Proposdition 3.5.~- Soient p, m et n trois entiers tels que p

. . h
soit premier, m et n 2 1 ; supposons gue n 2 p ol 1 <h

A

n. Soient

a, .4 des entiers relatifs tels que

128pa0 e et bo,b1,...,b

n-1

h- ) h-1'" - -
1 ionrpt g PP a ™ (pe1)aen

d cause de 1l'hypothése de récurrence sur q.

1
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. oom
j=i p _ .
(1) YO Jb,_.=a. , Vie {1.2,...,p -1}
. i-J i
J=1 2
. m
J=k p , h h
(2) z( )b1 . =0 s Vke{p.,p + 1....,n}
ot} . I{-—J
J=1 3
Ecrivons n - ph”1 + 1 = ph_1.(p—1)qh +r, avec Ogr < ph—1.(p-1).
Alors :
. - C . ~h+1+
4. lorsque 1 g 1 < rh + ph 1 . ai est divisiblie par ,m h+T+ay H
i~ . o & . m—h+
2. lorsque 1, + pb 1‘5 ig ph -1 , a, est divisible par o htay
Temonstration.
Socient 1 e {1,2,...,ph -1} et 1< jsg i, en écrivant
h-1 .. h-1 h-1
(5) n - - {i~j) = Ap-1)gq. . +r. . avec O g¢r. .<7p (p-1)
P (i-j) =p (p )ql_J -3 i-5 < B T
qi‘j
la proposition 3.2. montre que bi—' est divisible par D .
\ h"“ - .
Remplacons dans (5) n par p .(p—1)qh + r - 1, il vient
. h-1 .
= -1).(q. . - q) R |
J=p (p-1) (ql_J Q) *ryy T i
ou encore
h-1 h~1 . h-1
-— — = - - <+ - + —
(6) - 1 =p .(p 1)(qi~3 g, ) Ty T T tiow
h

pour 1€ {1,2,...,p -1} et 15 1.

Soit d'autre part pour tout j e {1,2,...,1}

é

h-1 ph~1.(p—1)q. +r. avec C gr, < ph‘1.(p—1) R Ké;:y;
’ J J J g

.
f

g
i
it

et j=7p J.aj avec 2 a5 € N et (p,aj) = 1. Le lemme 3.4. implique alors
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pour tout Jj e {1,2,...,i} pourvu que J # . [ici J# ph car 1 g¢igp - 1].

Nous allons comparcr (6) et la division de j - ph*1 - 1 par ph~1.(p—1).

) . Jal .. . e .
1. Supposons d'abord gue -r + 1 - D < O, =alors 1'unicité de la division

h
implique
.- . "3 e {1,2,...,1
G5 7Y 2 Vie {1,2,...,1}
Ainsi > + 2 +a,-h+ 1 : eutrement dit pour 1 g i < -1 +r
+ Qi_j - qj q"l - qh j L ] ’- - p < F h
g, + a. - h+ 1

bi—' est divisible par p ! J pour tout 1 g j £ i, sauf éventuel-

m

. _ _h-1 p ® L

lement pour J = 7p , et par conséquent )bi_j est divisible par

J

m-a +2.-h+ n=ht 1+
m ﬁJ qh aa h+1 ) r~h+1 qh
IS -D = p .

I1 est clair gutil suffit maintenant de voir gque ceci est encore valable pour

Jj = ph-1 nour établir complétement la premiére partie de la proposition.
Soit done J = ph_T, la reletion (6) decvient
. h~1 h-1
5 - = . - <+ 1 - D -
(6 vis) 1 =71 (q -1 qh) ro, ot D r,
i-p i-p
I1 nous fout montrer que b h-1 est divisible par p b donc nous devons
i-p
montrer que
T w1 % Y
/
. . . . h-1 h-1
De (6 bis) il vient - 1 -1 + p tr =0 Ap-1).(q he1 " qh) + ri-j 5
- i-p
comme nous avons supposé 1 € ph T r, » nous en déduisons
h~-1
S - + >
p o (p=1)(a 4 -a)*tr, 20,

i-p v

c'est-a-dire
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h-1
‘.( - >
P (p-1).la | q,) >0
i-p
. h"'“ S ~

puisque O g r., . <7D (p=1) 3 a'od q > g car 1 > 2.

S T1-g . _h-1 = ™"n =

i-p
h-1 .  h

2. Placons nous dans le cas r, * 0 _gigp -1 i reprenons (6) et
Ecrivons-13

. h-1 h-1 . h

> - - 1= Ap-1)a. . - + +r, .+ i- -
(6 ter) j-p 1=07 (p 1,(ql_J a, 1) iy ti-rn -
pour tout 1 g 3 < i. Nous avons i - T, - ph < 0 et le méme raisonnement que
ci~dessus implique
A5 T Gy + 1 3 qj s, Vie{1,2,...,i} .

Puisque pour j # p , nous avons qj 2 aj - h+ 1, il vient ici

A . + « 2 e T +
q z 9 1 qJ 2 %J h 9,

h-1

il

pour 1 g Jj g1 sauf éventuellement pour Jj = p . En fait c'est encore vrai

quand J = p . En effet (6 ter) s'éerit

(6 quater) -1+ p + r, - i=np .(p—1)(q. pe1 T Gy * 1) + Ty
i-p i-p
avec 0 g1 het < pn_1.(p—1) : mais 1 g ph - 1 entraline
1—p L i
h .
-1 -1+ r
T 1 1 N > Ty >0

... h . h-1
et (6 quater) n'est autre cheose que la division de r -1 -1+r par p (p—1)

h
donc q pe1 = 9 + 1 20 ce qui est 1'infgalité recherchée puisque, pour
i-p -
j = ph_1 nous avons 2, ~h+q =h-1-h+gq =q - 1. o
s J h h h ,,' N;,‘;’b"
o
h-1 h N
Ainsi pour r +p  gisp -1,9Y3e{1,...,i} bi'j est divisible par
a.—h+qr pm
p Y Y donc ( >bi—5 par

J
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d'ol la seconde assertion de la propositicn.

Propostiiion 3.6.- Soient m, n et p trois entiers tels que m et

. . . . m
nzx1 et p premier ; scit 1 <1 g¢s od s =inf(p - 1, n). Appelons h

. h- . 1 h-1 =
1l'entier tel que 7 <1< ph et posons n - p + ph !

< Ap-1).q + r
h-1
T

h h

=

avee O g r <

Ap-1).
kN (p-1)

Soient (aq) des entiers relatifs tels que

i"1¢dsi
J=i 35
z g9.x" 20 (mod I)
. 1
J=1
alors
. -1 . h- . . j . ;
1. si ph £1 < T, + pk 1 ., 11 existe uf e? , 153 <1, tels que
. . m-h+l+q
ag = r_;g“?.p h 9 \7 j € {1,2,:..,i} P
. h-1 . h . . J . .
2. 51 rh + D £1i<p , 11 existe Bi e?Z , 1 g3 g1, tels que
J j m~h+qh
ny = Bz.p .o, YVie {1,2,...,1i) .

Démonstration.- Cette pronosition se déduisent immédiatement de la

précédente, il suffit seulement de vérifier quc 3.5. est encore vrale pour

1 ¢ n<p, l'hypothése

Z 2d.x° = 0O (mod I)

(dans laquelle 1 € i < n) implique 1l'existence d'entiers relatifs b, ,b. ,....b

071 n-1

tels qu'en particulier

.. m

Jil (P )

b . = 8 5
. i i
=t 3
m
it

corme 1 € j<£ig€n<p, nous avons (j,p) =1 donc ( )b, . divisible par

S R
j d



1 €

pm pour tout < ]

£ 1, c'est-a-dire

a.
1

divisible

par Pm
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ce qui est

précisément le résultat donné par la seconde assertion de 3.5. pour h = 1.

Théoneme 3.7.- Soient m, n et p des entiers tels que m et n 2
et p premier. Pour tout entier h de {1,2,...,m}, on pose
n - Ll h‘1.(p-1)qh *+r, avec 0 g r, < ph*T.(p~1). Alors
-1
1. Pour n 2 p , On a
h-1
) = " bty
KU(L™(p)) = (z ) ( )
i n~h+1+ n-h+
h=1 Pm.h 1 q_h n~h qh
2. Pour p2_1 £€n< Pl avec 1 £ L £ m-1, on a
h-1 -1
Ap-1)- - +
Y -1 r, D (p-1) ry n-p 1
KU(L™(p)) = {Q(Z ) (2 ) ] o (2 )
n-h+1+ ~h+ -0+
=1 pm h+1 qh m-h qh _m 241

Démonsthation.~ Elle se fait en plusieurs étapes.

1. Soit i e {1,2,...,8} aveg s = inf(pm—1,n) : h
h-1 . h . .
P €1 <p ., nous poserons (avec les notations de
?Am -h+1+q pour p 1 i< r +
h n
(1) m. =
o h-1 h
L m~-h + + 1 < ‘
lm h qh rour rh r 1 <p
’\J - - ad,
KU(L"(p™")) &tant un groupe abélien d'ordre fini prn
J
(ai)sti tels que
S i
(2) z al.x” =0 et a, #0
. i i
J=1
. n.
Posons a} =7p v, avec v.
i

. 1
montre qu'alors nécessalrement p

culier

m.

divise chague

-

>

3

J

8.
1

étant 1l'entier tel que

.6.)

il existe des entiers

» Vs

£

<

i

entier tel que (Vi,p) = 1., La proposition 3.6.

1

et en pmrti-
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Parmi toutes les familles d'entiers (aQ) vériftiant (2), choisissons celle

i71gsd
pour laquelle n. est le plus petit possible, soit (t§)1<%<i
La proposition 3.6. montre qu'il existe des entiers (u.‘__*?L)1<j<i tels que
i i
ti =p .u vie{1,2,...,i}.
Notons gu'en particulier
n.-m
N S
i~ P i
Nous avons alors
m., i-1 . n.-nm, -3
p 1. ( 2 u,.x° + p tv..x) =0
J=1
Posons
i-1 3 -3 n,-m, -
. = .. + V..
(3) X 521 U X o) V. eX

En faisant parcourir & i 1'ensemble {1,2,...,s} , nous obtenons ainsi une

famille (%) dléléments de KU(L™(p™)).

i71<igs

2. Soit G 1le sous-groupe de KL (p")) engendré par la famille (%.)

.

i'1giss
m: .
Chagque ii’ 1 g1 g s, engendre un sous—-groupe Gi de G. Comme p 1.Xi = 0,
m.
Gi est un groupe cyclique d'ordre au plus égal & p . Supposons que l'ordre
' 2.
. 3 . 1. .
de Gi soit p = avec Qi < mi ; nous aurions p .X, = 0 soit (avec (3))
i-1 . of. . m.-n.+L. s
z ug.p T+ P Tl iy ¥ =0
521 1 1

avec v. # 0. Vu le choix fait pour ug 1¢€3 ¢i-1, et v., mnous devons
i

avoir nécessairement n.-m.+L. 2 n. c'est-a~-dire li 2 m. ce qui contredit
i1
1'hypothése Qi <m

Autrement dit, Vi e {1,2,...,s}, Gi est un groupe cyclique isomorphe



jord

. Nous allons montrer que

tels que

1'aide de (3), nous obtenons

G

j=i-
L
J -

i=s

: Gi

1=1

i=s

TR =0

L 171

1=1
.. n.-m,
J Zd 1

s +
1 u;.x je

1

C'est un polyndme, & coefficients dans %, de degré

dominant est

Posons AS

c'est-d-dire

Ainsi A .%
s s

maniére il vient A_ .

I1 s'ensuit que

Hs

et nous avons donc

(mod p ) , Yie {1,2,...,s}.

est isomorphe a ® 7
=t p1

entier tel que

n ~m +k
s

et par conséquent

n

=0 (modp °)
s—1
RIEE?
i=1 .

(Ussp)

. Supposons qu'il existe

S,

et de proche en proche

m.
1=s

. m.
1

; € Z, 1

_32-

dont le coefficient

A
=

A

S,

en raisonnant de la méme
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4. Calculons l'ordre de G en utilisant (1). Supposons d'abord que n 2 pm—1,

alors G a pour ordre

hem n o _h-
) (m-h+1+qg)r +{(m-h+ql(p -p -r )=
L v 'h n h
h=1
h=m - h=n .
h-1 h-1 n-1 h h-1
= ) r +gq.p (p-1)+ (mh)(p-1)p = ) n-p + 1+ (e-h)(p-p )=
h h
h=1 h=1
hem h-1__ k=1, h=1 m bem h-1, _h-1
= J (p-V)(mp" ~hp )-p~ 4n+t =mn +m + mip-1) - ) (p-1)hp + 7 =
h=1 h=1
=m
= mn + mpn‘ _ 2 p.m _ ph 1 + ph 1 = mn.

=1

A

Supposons maintenant 1 £ n < pm—T, il existe alors 1 £ & € m—1 tel que

-1 2
P E£n<p G a pour ordre

-1 N h-1 2-1
[ Z (m-h+ 1+ qh)rh + (m - h + qh)(p - P - rh)_ + (-2 +1)(n-p +1)=

-1 4
=(m-2+1)n-1 )+ ) n - ph I (m“h)(ph-— ph 'y =
h=1
g1 e h-1 h-1 h-1
=(m=-2+1)(n-p +1)+ ()@-1)+ ) (pD0p  -np )-p =
h=1
P I S R
=mm o+ (-Dp¢ - J (p-1) BB e T =
h=1 p~ 1

AP N -

Nous voyons que le sous-groupe G de KU(L™(p')) a, pour tout n > 1, méme
% v . . « Y 1 M P -~

ordre que KU(L®(p™)) : il est donc isomorphe & KU(L"(p')) et le théordme

se trouve entidrement démontré.

Remarque.
Dans la démonstration de ce théoréme, nous avons mis en évidence la

forme des générateurs des groupes cycliques corposant ﬁﬁ(Ln(pm)). En particulier,
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e

avec N = inf(p-1,n), 1les preriers groupes cycligues ont respectivement pour

générateurs

X1 = X1 3 X2 = X2’ ooy XN = XN .

Nous retrouvons ainsi, pour m = 1, les résultats établis dans [16] par T. Kambé.



CHAPITRE 4

K-THEORIE REELLE DES ESPACES LENTICULATRES .

1. Les homomonphismes de Toilt.

. Soient r le morphisme

n A" n
ﬁU(LO(p;po,p1,---,pn)) — KO(LO(p;pO,p1,---,pn))

qui & tout m-fibré complexe de base Lg<P;PO’p1""’pn) associe le 2m~fibré

réel qui lui est sous-jacent ; ¢ le morphisme
N, n n, n .
KO(Lo(P3PysPyse -5 ) — KU(Ly(pipysPys---5p )

qui associe & tout m-fibré réel sa structure naturelle de m-fibré complexe ;

et t 1le morphisme

A | RPN ¢!
KU(LO(P;PO:P15'0'aPn)) — KU(LO(P:PO:P1S°'~yP ))

qui associe & tout fibré complexe son conjugué.

Ils sont, d'aprés Bott i}i, tels que
rc=2 , cr=1+1%.

Rappelons enfin que r est un homomorphisme de groupes, ¢ et t des homomor-

phismes d'anneaux. De plus ils sont fonctoriels.

Proposition 1.1.-

Si p est impair, les homomorphismes de Bott

N2s, . Dy v28, N,

r : KU (Lo(p,pO,P.',---,Pn)) — KO (LO(P,PO>P1,---aPn))
n2s, 1 V25, n

¢ @ KOT(L(pswyspys e eup ) —> KU (L (pspgspyse--5P )

sont respectivement surjectif et injectif.




Preuve.- Considérons le morphisme

N 2S ’MQS(

n n
r.c @ K0T (Lo(pspysPyseeesp ) — KOT(Ly(p3pyspys- e -5 )

. . o . . V28, . n
qui est la multiplication par 2 ; soit a € KO (Lo(p;po,p1,...,pn)) tel que
rc(a) = 2a =0

. ny
alors a est nécessairement nul car KOES(LS(P;PO,P1,...,pn)) est un groupe
d'ordre impair (proposition 2.3., chapitre 2). Autrement dit re = 2 est un
- f\' Pl . . P
momoriorphisme et, KOZS(Lg(p;pO,p1,...,pn)) étant un groupe fini, par conséquent

un isomorphisme.

Le diagramme commutatif suivant

c Vv 2s

V25, n n
KO (LO(P9P03P1,--'spn)) —> 'KU (LO(P9P09P1"-'sPn))
\ .
= r
re =2 A\
veZs,. n
KO (Ly(p3PysPys- -« 52 )

montre que ¢ east injectif et r surjectif.

2. K-théonie riefle des espcces Lentlculaires aénéralisés.

Théondme 2.1.-

Pour p impair (non nécessairement premier), il existe un isomorphisme

d'anneaux :
N N2 N 2
X @ X0 S(Ln(p;po,p1,--.apn)) — k0“%(L"(p)) .
Démonstration.

Soit 1'isomorphisme

'\l.mgsn_ 2s5,.1n
0p * KU (Lo(p,po,p1,---,pn)) — KU (Lo(p))

défini par
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3, = 195157

.C 3 . . .
ol i~ et ¢ sont les isomorphismes respectivement donnés par le théoréme 1.4

(chapitre 3) et la proposition 3.1. (chapitre 2).

Considérons le diagramme suivant

n
¢
v 28, n ] N2S,._n
7 M cee e a——
KU™ (L (pspgep, ,pn)) KU (Lo(p))
r 2r
s
ré_c
M28, Ny Q ~ 25,1
EO (Lo(p,po,p1,...,pn)) ———— KO (Lo(p))

Comme cr =1+t et t est fonctoriel, il est commutatif car
5 N\, - aV] _ (1 + t)’\: _ n (1 + t) _ n
r¢o = rcr¢O =r ¢O = r¢o = r¢ocr

Puisque p est impair 2 = rc est un isomorphisme, r un épimorphisme (prop.

N . . . .
1.1.) et par suite r¢oc est un épimorphisme : c'est donc un isomorphisme, les

o , .
groupes KOQS(Lg(p;pO,p1,...,pn)) et KOQS(Lg(p)) ayant méme ordre (prop. 2.3.,

. . - ’\' Pl
chapitre 2). L'isomorphisme est alors donné par
D I

R~ Y s .
(i) 1.r.¢0.c.(1m) si s-n#0 (modl) ,
oy
X = 3
fia
MR -1 | > R
(18) .i Z2 0 .;R si s-n=0 (mod k) ;
N N ¢
L9 ¢¢OC

avec les notations introduites au § 3 du chapitre 2.

Ce résultat montre que la KO~théorie des espaces lenticulaires généra-

lisés d'ordre impair se raméne 3 celle des lenticulaires ordinaire d'ordre impair.

Aussi n'étudierons-nous plus, dans tout ce qui suit que KO(L(p)) evec P impair.
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3. Le théondme de factorisation en Kd-théonie.

Théordme 3.1.-
S1 p et q sont tous deux impairs et premiers entre eux, il existe

un isomorphisme dfanneaux :

V)
w

Lg(p)) ® Ko-°(L°

2s
( 0

s
: KO

5 (a)) — K0°°(L5(pa)) .

Lorsque s - n #0 (mod 4), «. induit un isomorphisme

0

6 KOPS(LP(p)) & KOS(1P(q)) — ROPS(LM(pa)) .

Demonstrnation.

Nous noterons i;, ii et }i (k = p,g,pq) les isomorphismes induits
par 1'inclusion cancnique i, : Lg(k) > LM(k). [ef. § 3, chapitre 2].

Soit Yy 1'isomorphisme

" n 2S
v : KD (Lg(

0

v N2
) & Ki7%(15(a)) — K0°°(15(pa))
induit par 1'isomorphisme (th. 2.1., chapitre 3)

¥ KPS(IR(p)) 8 RS (1Mq)) — RPS(I™(q)) s

plus précisément

L€\ 1
v =iy ((lp) ")
Yo 7 Fpq¥ _
o (i)
q
Considérons le diagrarme suivant
n 2 2 ¥
7S (L5 (p)) ® R™°(12(a)) - — RP3(12(pa))
& 9 2.r .
O r s
{33
v (] 0 Uite
2 2 Yo lo o) 2 -
n, . n
K6“° (1 (p)) & KO%(15(q)) - K0°°(1)(pa))
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Lad aussi la fonctorialité de t et les relations rc =2 , cr =1+ t impliquent

sa commutativité. A 1'side de la proposition 1.1. nous voyons gue 2r?5O et

(g O) sont des épimorphismes : r?o.(g 2) est donc un épimorrvhisme. Comme
2 ,

ﬁbes(Lg(p)) ® KOES(Lg(q)) et ﬁb“s(Lg(pq)) sont méme ordre, 1'homomorphisme
5= (80
0 T0T0

est 1'isomorphisme annoncé.

Lorsque s - n £ 0 (mod 4), il est clair que

.R
Be@B)Ta (T )
Pa 0 B
q

est un isomorrhisme de Kb2S(Ln(p)) ® Kng(Ln(q)) sur ﬁbzs(Ln(p.q)).

Remargue.

~

Ce théoréme de factorisation reméne 1'étude de ﬁbds(Ln(p)) pour D

Y

nos, n, P i=r m. m,
impair 3 celle de KO (L (pil)) avec p = "1 pil oil Pil sont les facteurs
i=1

premiers de la décomposition de p..

4. Etude de ﬁb(Ln(pm)) poun p  premden Ampait.

. Nous allons d'abord préciser le lien qui coxiste entre n, le fibré canonique

2n+1 n(

complexe de rang 1 de base P (C), et & = 0§ x, € » L (p), le fibré

complexe de rang 1 associé par la représentation naturelle

*
6 :Z -+ U(1)=¢
P
2ink
kK » e F
-~ . 2n+1 n . . .
au revetement universel S + L (p). Socient f, g et 7 1les projections
canoniques sulvantes
n
L (p)
£
S2n+1 l"
~



~
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. . * .
1l est clair que =n.f = g. Appelons E 1l'espace total de n et = E celui de
P P *
son fibré image réciproque w n. Alors

Lemme 4.1.-

ee . * .
Les fibrés & et w n sont i1somorphes.

Preuve. -
P b 21’14‘1 X -~ .
Un élément (z,A) de S g € est la classe d'équivalence de
+ . P
(z,2) € s2"* ¢ modulo la relation d'équivalence R
2imk _ 2imk
((z,)R(z',A1)  <=> (] X e Zp telque z'=e ¥ .2z et A'=2r.e T ),
en considérant S°Y1 = {5 ¢ €n+1| |z] = 1}.
Considérons 1l'application
g . soot xg € —> T'F
définie par
— 2n+1
Q[(z,k)] = [f(z),(el(z),x.2)] , Vzes n , Yarec€
En fait 0 est un morphisme de & dans 7 n car d'une part le diagramme
™ w6 s o'E
a ///;
L™(p)
< — - . — a/ 2n+1 \
od af(z;0)] = £(2) , B8[f(2),(e(z),2")] = £{z) evec z e S , z' € glz),

A e €, est commutatif et d'autre part 9 est clairement linéaire sur les fibres.

Micux @ est 1l'isomorphisme annoncé. En effet c'est un monomorphisme puisque :

(e[(z;0)] = el(yow)]) => (£(2) = £(y) , glz) = gly) et Az = yny)
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2imk
[(Zon] = o[ Fom]) = (£(2) = £(y) et Az = uy) <= | ‘k € 2, tel quey = -z
Z = uy

ce qui équivaut 3

i1k
([(@0] = algm)]) >[Ik e ter avey = \ ((z,0) = (1oW) .
2itk /
N \ r P

= ue

Soit maintenant [f(z) , (g(z),z')] € ~'E : corme z' e g(z), il existe A ¢ c*

de norme 1 tel que z' = Az ; il vient clairement

e[(z,0)] = [£(z) , (e(z) , 2")]

autrerent dit Q est un épimorphisme, ce qui termine la preuve. Bien entendu, ce
lerme vaut pour tout entier p > 1.

, . . . . n
. Puisque 1'inclusion canonique i : L. (p

0
. 113 [4Y)
iC ™) - KU(L]

ﬁ%(Ln(pm)) et éﬁ(Lg(pm)) afin de simplifier 1l'écriture. Ainsi, 1'élément

™ = 1%(p™)  induit 1'isororphisme

(7)), dans tout ce qui suit nous identifierons

- n, . -
x = £-1 de KU(Ln(pm)) étant identifié avec son irage ic(x) , r(x) sera

T(p))

Y]
considéré cormme appartenant 3 KO(LO(p

Proposition 4.2.-

n, d Y n
L'horomorphisme injectif c : Ko(Lg(p”)) - KU(Lg(pp)) est tel que
-2
e(r(x)) = (x)
1+x

Demonstrhation.

(1+t) (%) = x + (%) et il faut caleuler t(x).

Nous avons c{r(x))
Posons
w=En -1

dans ﬁﬁ(Pn(C)) : le lemme L.1. donne
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d'ol
- * *
e(r(x)) = o u+ t(nu)
e el . * %
Compte-tenu de 1z fonctorialité de t qui donne t(n u) = 7 (t{u)), nous sommes
ramenés au calcul de t(u).

Soit a un générateur de Hg(Pn(ﬁ),Z) ~ Z, on sait [12] que 1la classe totale

de Chern du fibré n est

Ko
3
~

[i]
-
4
Y

comme c(t(n)) =1 -2, il vient
cln®t(n) = (1 +2)(1-2)=1.

Les fibrés complexes de reng 1 étant clessifiés par leur preriére classe de Chern,

nous en déduisons

n.t(n) =1

T1 s'ensuit 1 = (1 + wt(1 + p) = (1 4 u) [1 + t(u)], scit

o0
1 1
14+ t(p) =—= ) (-0
1+u i=0
Alors
% x x = . ® . . (—)2
- - i i i, =i X
clr(x)) =mu+n () =x+a () D w)= ) (-1)(x) = =
i=1 i=2 1 +x
Théondme 4.3.-
Soient m, n et p des enticrs tels que m et n 2 1 et 7™ premier
. . . h-1 h~1
impair. Pour tout entier h de {1.2,...,m}, on mese n-n 41 =7p -(P—1)qh+r%

avec 0 gr < ph”1.(p—1).

h

Alors avec 1 = 2u + 1 ¢



1. rour n 2 vm—1, on a
r r
( h=m [;1 T - ??]
' 7 @{@P(Z )T & (z ) - ] si n=0 (mod k),
; S —-h+1+ m-h+
| 2 h=1 pm h+1 qh Cm h qh
voon, m /
KO(LP(p7)) =<
\ T r
i - ¥
o & R B
| (z ) 8 (7 ) si nZ0 (mod :
| - —h+
| h=1 Pm h+1+qh m Q
\\
2. pour p "l gnc< D avec 1 £2< m-1, on »#
. . I S
S e B
2, 0| Dz 728 ( ) [0,
—~h+ 1+ n—h+ n—+
2 =1 Jm h qh »r h qh m 2+1
ﬁb(Ln(pm))= ¢ si n=z0 (modl) .
i r r
-1 -2 P (B
1 ( )2 ) 2]
n—h+1+ -h+
h=1 om0 ! % nm‘h I -
\ si nZ20 (modl)
Domonsthation.

Dans la dfmonstration du thfordme 3.7. (chavritre 3) nous aviens vu
. O y N, m P .
que les proures cyeliques composant KO(LT (p)) = hU(Lg(pm)) étaient respecti-

vement engendrés nar

+ 7 SV, -X
i

avee i = {1,2,...,8 = inf(pm—T,n)}.

. Y 1 PR
Considérons dens KO(Lg(pm)) les éléments

R R R L T
0T L Uy VT ! Vo1 { Bisy
= NS
m
pour 1 g1 g [Sﬂ = inf(Ez;l, [%}) Avec 1'homomorrhisme d'anneaux c¢ nous

obtencons



- -

i-1 =123 n,.-m.. =21
C(\}éi) = Z ugl (X)_ T + e1 el V2i (x)— 3
j=1 (1+x)¢ (1+x)
en tenant compte de la rroposition %.2., ou encore
i-1t .. s n,.-m.. s
e(¥.) = == ¥ w0 (4x)1 0 e - 2 A ()3
1 =1 . 21 21
(14x)7 j=1

pour 1 £ 1 € [§1. A 1'aide de la proposition 3.6. et de la construction des ﬁfg
2 Vvoon, m |
1 <1 g s, qul engendrent KU(L (p )), nous voyons que

m.. -
D 21,c(;£> =0 , Vief{1,2,...,[% 1.
2

Comme ¢ est ingectif, il s'ensuit

o1 v 5
pTx. =0, Viedfl,2,..., Bl .
i
2
. 4 vooon, m . v
Soient G 1le sous~groupe de KO(L (p )) engendré per (Xi)1 << {gi
\, - - _2

- - v
et Gi les sous—groupes cycliques respectivement engendrés par xi. Alors, en

raisonnant comme dans le théoréme 3.7., on a

.oy
G= 9 6

Posons 1 - 1 = 2u ¢t remarquons que, vour 1 £ h £ m, 1la division

h-1 - h-
n-p + 1= ph 1.(p—1).qh + r, avec 0 g r, <p 1.(p-1)
implique
h-1 r
n -1 _ _h-1 o
B 2t g e [
2 2 2
n-1 -
Supposons n 2 p , alors l'ordre de G est BUE\
L"‘l;_f/‘?
h=t r r_

(m-h+1+q ). |—2] + (m-htq ) (o0 ".u-[-2])
" inenersg: (2] + i, 167 12



h=n e
DCEERREERY [:h] tm-n+g) - [—j—D -

h=mn r h=m h-1
L—Q] + ph 1.qh.u + (m—h)ph L ) [Fq S S muph L huph L
h=1 2 h=1 2

h=m _h-1 h=m h-1 m h-1

m
S SO e I L o R P (i R RS M
2 2 P~ 1 h=1 2 2 h=1 2 p -1

n moon e DE n
sm B+ BT ] Eoan B
2 2 h=1 2 2
2—1 d
Supposons T £ n < pg avec 1 £ £ £ m-1, alors l'ordre de G est
£=1 rh he1 rh - 2—1_1
) (m—h+1+qh).[-] + (m-h+qk)(p uw- [+ (B - PO (m-241) =
h=1 2 ) 2 2 2
. =1 h=R-1 B, Yo o
= (m-2+1)([B] - 2—) + 7§ (=1 - P+ mup - hup =
2 2 h=1 2 2
_ 2-1_ 2-1 h-1 _
=n [B] + 20 (m~2+1) = I ) - B— ¢ muph - huph L.
2 2 2 h=1 2
L B .
cn 2]+ (o) B o ] B—e g (3
2 2 h=1 2 2

v

ny n
Ainsi le sous-groupe G de KO(Lg(pm)) a méme ordre que KO(Lg(pm)) :
Y Y
autrement dit KO(Lg(pm)) est isomorphe 3

o=
6= 6, .
1=1

Alors, en tenant compte de la proposition 3.1. du chapitre 2, nous avons démontré

le théoréme proposé.
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Remarque. Pour m = 1, 1le théoréme L.3. donne les résultats de Kambé

\
[10] et, en posant N = inf(u, [;ﬂ ), la démonstration qui vient d'étre faite
. 2
v — v
montre que x, = [r(x)]l pour 1 g1ig X

5, Détermination de KO'(L"(p)) pour p impair.

Pour tout nombre impair p > 1, les théorémes 3.1. et L4.3. permettent
de déterminer complétement ébo(Ln(p)). D'autre part la proposition 2.2.
(chapitre 2) donne ﬁbi(Ln(p)) lorsque i est impair. Dans ce paragraphe nous
nous proposons de calculer ﬁbQ(Ln(p)) , ﬁbh(Ln(p)) et ﬁb6(Ln(p)) : 1a KO-théorie
des espaces lenticulaires ordinaires (et donc celle des lenticulaires généralisés)
sera alors entilrement connue. Etant donné la relation existent entre la ' KO-théorie
des espaces lenticulaires et celle de leurs 2n-squelettes (§ 3, chapitre 2), il

suffira en fait de faire ce calcul pour les 2n-squelettes Lg(p).

Proposition 5.1.-

Pour tout entier impair »n > 1

N3 -
1. KOl(Lg(p)/Lg 1(p)) =0 pour i impair, quel que soit n
2. pour 1 pair, soit 1 = 2s

( 0 si s-n est impair,
~v2s..n n-1 /
KO~ (1(p) /1y () = <

i
i

kzp si s-n est pair .

Déemons trhation.

Nous savons que Lg(p)/Lg—1(p) est isomorphe 3 2y 2 o

3 ou
' . . . . ~2n=1 2n-1 .
1'application d'attachement cellulaire ¢ : S > S est de degré p. La

2n~1i¢)82n
¢

. ", . . . .
suite exacte de KO-théorie associée & la paire (S S s'éerit

> 1601‘1(8211_1) _8_+ K’bl(SQn) > I&\‘Ol(sgn—“ UeEH) - I?-'Ol(sgn"‘]) ___§_+ k\‘ol+1(82n) >

¢

. * . . . * 3 . .
Soient ¢ 1l'homororphisme induit par ¢ et £ l'isomorphisme de suspension
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. . 2n- * * . . .
induit par S : S -1 > Szn, alors 3 =S o ¢ est la multiplication par p.
Examinons le cas ol 1 = 2s+1, 1la suite précédente donne alors les suites

exactes

t

0~ ﬁ625+1(sdn—1LvJe2n) >0 pour s-n 20 (mod L) ,

¢

- 3
0~ £623+1(82n 1“::;}een) +7Z —> Z pour s-n =1 {(mod L) ,

+ - 2 J
0~ ébgs 1( en 1‘?2@ ) > 2, > ZE pour s-n

2 (mod L)

9

m25+1(82n+1kzje2n) >Z — Z pour s-n =3 (mod L)

Z, —* ZQ*KO

comme la multiplication par v (impair) dans Z, est 1'identité et dans Z un
n D+ -
KOZS 1( 2n-1 %)eQn)

Dans le cas ol 1 = 2s, nous obtenons les suites exactes suivantes

hemomorphisme injectif, 11 est clair que S = 0 pour tout n.

N 2s

d
0+%Z — Z > KO (8 0 ou 2 (mod L) ,

tH

2n_1t§)e2n) - 0 pour s-n

a, — ~
0 » k03P WPy L 0 pour s-n

3 1 (mod 4)

3 - 3
0>z, ™ Z,> K628 (77 1L“J 2n *‘Zg — Z, pour s-n = 3 (mod L)

l'assertion proposée est alors évidente.

Remarque.

I1 est clair que la proposition ci-dessus vaut €galement pour

vioon n-1
. \ I (n- R o .
KO (Lo(pspoaf1a"°ap )/ o \,_apos—"‘s s ))

Thionéme 5.2,

Pour tout nombre impair p > 1

Y ¢
1. KOhS(Lg(p)) est isomorphe 3 KOQ(Lg(p)) pour tout n

. . . . +2 .
2. suivant que n est pair ou impair, K bs (L (p)) est respecti-

n Y +
vement isomorphe & KOO(Lg(p)) ou KOO(Lg 1(p)).
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Démonsthation.

Considérons 1'homemorrhisme

rfc : ﬁbeS(Lg(p)) > (L p))

~

ou B : ﬁi (L (p) ﬁto est l'isomorphisme due 3 la péricdicité de Bott.

I1 est alors immédiat de vérifier la commutativité du diagrarmme suivant

m2s(L (»)) __TrBe K’\OO(LS(P))
T

r 2r
RPS (12 (1)) B O (p))
o)) —— KU (r4(p))

puisque r est surjectif (proposition 1.1.), rBec est surjectif pour tout
vUis, n "y Eﬂ

entier s. Comme KO (Lo(p)) et KOO(Lg(p)) ont méme ordre, 3 savoir D .

rRc est un isomorphisme et la premiére assertion du théordme s'ensuit.

N Us+2 . .
Considérons maintenant KO (Lo(p)) : lorsque n est pair, son
) 5]
2 2 N 2 . . . v o, n
ordre p est égal & p qui est justement 1l'ordre de KO (Lq(p)) :
rfc est donc encore un isomorphisme. Il ne nous reste plus qu'a étudier

’\4 -+ . . . 2 . ..
hs 2(L (p)) 1lorsque n est impair. La suite exacte de KO-théorie associde

. + . .
8 la paire (Lg 1(p), Lg(p)) donne la suite exacte suivante

o bge2 n+1(p))

K0 S*3(7 > RUSRD(p)) > BB (p)/12(p))

Mais {proposition 5.1.) d'une part

RO*E*3 (2 (p)/L2(p)) = 0

yLg+2

+ + ” .
et d'autre part K0 (Lg 1(p)) et KO hs 2(L (p)) ont méme ordre puisque

SR



pour n impair ; d'ol 1l'isomorphisme ﬁhhs+2(Lg+1(p)) — ﬁbh5+2(Lg(p))

Lorsque n est impair, n+1 est pair et 1'homomorphisme

n, hg+2

rRe : KO (Ln+1(p)) b°

0 + KO (L

est bijectif d'aprés ce que nous avons d¢j3 établi. En composant les isomorphismes

ﬁbhs+2(Lg(p)) = ﬁbh5+2(Lg+1(p)) rfec ﬁ&o(Lg+1(p))

on obtient 1l'isomorphisme annoncé.



CHAPITRE 5

IMMERSTON ET PLONGEMENT DES ESPACES LENTICULAIRES.

1. Le cnitene de plongement et d'immersdion d'Atiyah.

Soit V une variété différentiable compacte de dimension n. Soit
+ e s . P < ..
1 + KO(V)[[@J] le groupe multiplicatif des séries formelles d coefficients
dans KO(V) et de terme constant 1. Rappelons [1] que 1'homomorphisme de

Grothendieck

A KO(V) - 1+ KO(V)[[a]]+ ’

1ié 3 celui d'Adams par la relation

Y, = A

a a/i - a ’

définit les opérations de Grothendieck
Yy~ : KO(V) - KO(V)

par

Soit T(V) 1e fibré tangent de V et eppelons TO(V) 1'élément T(V) - n Qe
(1

0, .
KO(V) (avec des abus de notation évidents). M.F. Atiyah a alors établi le

théordme suivant

Théoneme 1.1.-

. . . . + i
1. S8'il existe une immersion de V dans R- k, alors yl(—TO(V))

pour i >k

1

. . +
2. 8'11 existe un plongement de V dans R k, alors vy —TO(V))

(1) Immersions and embeddings of manifolds ETopology, vol. 1 ; 1961].
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2. Application aux cspaces Lenticulaires ondinairnes.

T. Karmbé dans son article [10], & 1l'aide de la caractérisation du

fibré tangent complexe de 1l'espace projectif complexe donnée par J. Milnor [12]

T(PH(E)) + 1 = (n+1)n

ol n est le fibré complexe canonique de rang 1 de base Pn(C), montre que

TO(Ln(p)) = (n+1)x ;

il en déduit la relation suivante

I1 s'ensuit pour tout p > 1

) . nti

(1) v, (TP = [y, (01T = 0t F (et
i=0 1

. P ~ 7] N n P
Nous avons vu [chapitre 4, théor@me L4.3.] que KO(LO(p )) est engendré, pour

premier impair supérieur & 1, par (;21,)1 K < [gq avee 8§ = inf(pm-1,n).
=i . n Noon, m 2 P
Alors tout x (1 51i s [F]) de KO(L,(p )) peut s'écrire
5 9
g
-1 - z Xi ¥
X k k
k=1
avec X; e2,Yxke {1,2,...,[5]}
2

Appelons us le plus petit entier tel que

4o P s
p A 20 (modp ) ,Vke {1,2,---:[—1} s

. . Y
P k désignant l'ordre du groupe engendré par }k
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En notant L(n,p,m) 1l'entier défini par

# n+i us
L(n,pom) = sup {1 s i< [Z]|(,)#£0 (map™)
2

le théoréme d'2tiyah 1.1. et la relation (1) donnent alors

Théoréme 2.1.- Pour tout nombre premier impair p > 1
\ A 2 P + !
pm) ne peut pas étre immergé dans R2n 2L(n,p,m) 5

. P + m)+
ne peut pas étre plongé dans RZn 2L{n,p,m)+1

~

C'est 13 une généralisation d'un résultat de T. Kambé ou

L(n,p) = L(n,p,1). DNcus en déduisons le corollaire.

Conollaine 2.1.- Pour tout nombre premier impair p tel que

n
I . ; P HR =
F;] < pm — 1 Ln(pm) ne peut pas etre immergé dans R2n 2[2:I et ne peut pas
2 n
N . +2 | =+
etre plongé dans E2n 2[2] !

Dans le cas général od p est un nombre impair quelconque supérieur

& 1, les résultats précédents se généralisent ainsi : soit

J=L n.
p= 1 »°
g=
la décomposition en facteurs premiers de p ; soient (x. ) g les
J et
k1sks [~
e m, m, 2
générateurs de KO(LO(ij)), avec s, = inf(p 9-1,n), pour tout 1 € j g 2

- ",
Tout x  de KO(Lg(p)) peut s'écrire

S .
.
-3 It 1 iy
x' = JOLAT x0)
j=1 k=1 Jx Ik

appelons, pour 1 g J < 2, ug le plus petit entier tel que



J n.
uv . J S.
s k
pj .}gj =0 (mod pJ. ) L,V ke {1,2,..., [_J.]} ,
k 2
n.
J Y4
P désignant 1l'ordre du groupe engendré par Xx. Notons M(n,p)

défini par

alors

Théoreéme 72.2. - Pour tout nombre impair

1. L%(p) ne peut pas 8tre immerg? dans

2. Ln(p) ne peut pas étre plongé dans

R

p>1

m2n+2M(n,p)

2n+2M(n,p)+1

_53_

1l'entier
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