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INTRODUCTION

L'optimisation en nombres entiers a pris, a cause de besoins bien
définis (probléme d'implantation, probléme du voyageur de commerce,
d'ordonnancement,...), une place importante en mathématiques. Diverses
méthodes ont &été mises au point depuis plus de dix ans mais n'ont pas
toujours €té satisfaisantes pour la résolution pratique de tous les
problémes. Comme dans bien d'autres domaines, un algorithme ou une

approche mathématique efficace restent a trouver (s'ils existent !).

Rappelons briévement que les méthodes existantes peuvent se classer
en deux familles. D'une part les méthodes arborescentes ou d'énumération
implicite qui peuvent fournir assez rapidement une solution optimale mais
qui nécessitent généralement des temps de calcul assez élevés pour prouver
que l'optimum est effectivement atteint. D'autre part, des méthodes qui
reposent davantage sur des bases mathématiques (notion de congruence, de
dualité, de théoréme de séparation) et qui permettent d'affirmer qu'il y a
convergence, mais celle-ci €tant bien souvent acquise, si elle 1l'est, au
bout de temps de calcul assez élevés. La limite entre ces deux familles
n'étant d'ailleurs pas toujours bien définie. Ajoutons que la programmation
en nombres entiers n'a pratiquement abordé, les méthodes booléennes mises a
part ainsi que deux ou trois exceptions, que des problémes avec contraintes
et fonctionnelle de type linéaire.

Les nombreuses difficultés pour traiter ce probléme proviennent, semble-
t-il,du fait que nous ne savons pas expliquer la structure du point de vue des
points entiers de sous-ensembles de R" vérifiant certaines égalités ou inéga-
lités, méme de type linéaire. Ces difficultés sont celles que rencontre
1'arithméticien. Elles sont ici accrues sur le plan pratique par le fait
qu'en optimisation en nombres entiers les problémes 3 traiter sont de grande
taille par rapport a ceux de l'arithmétique traditionnelle : le—nombre de
variables est de 1'ordre de la centaine et plus, dans quelques années il sera
de 1'ordre du millier et plus, le nombre des contraintes d'un ordre presque
comparable. D'autre part, la dimension n'est pas la seule difficulté : méme
un probléme de dimension modeste peut se révéler difficile a résoudre en

raison du fait que le nombre de solutions & envisager peut &tre trés grand



et n'est pas proportionnel 3 la dimension.

C'est dans cette optique que se place ce travail et qu'une approche a &té
faite. Nous sommes parvenus @ expliquer (chapitre V) de maniére exacte la struc-
ture de tous les points entiers d'un cdne polyédrique de R* (ou d'un module sur
un anneau principal 3 base finie), c'est-a-dire 3 expliquer la structure du
probléme asymptotique. Cette approche est différente de ce qui avait été fait
jusqu'alors. Nous nous intéressons aux points entiers eux-mémes et non plus a
leur enveloppe convexe (méthodes de découpe en général). Nous montrons que
1'optimum en entier d'une fonctionnelle linéaire sur un cOne polyédrique est
un point d'une famille privilégiée mise en évidence appelée ensemble des ''points
fondamentaux''. Cet ensemble et n vecteurs lin€airement indépendants (que nous
savons déterminer) portés par les arétes du cbne nous permettent de générer
tous les points entiers du cne polyédrique. Une mé€thode constructive permet
de sortir sur ordinateur tous ces é€léments. Le nombre de ces points fondamentaux
est donné par une formule trés simple.

La méthode est ensuite appliquée au cas des parallélotopes de R"
(chapitre VI).

Nous pouvons mettre en similitude la th€orie ainsi trouvée avec celle de
la décomposition des polye€dres : aux points fondamentaux correspondent les
sommets du polyédre, aux vecteurs portés par les arétes du cOne correspondent
les directions d'infinitude du polyédre.

Avec la méthode rigoureuse qui a été définie, nous nous trouvons devant
des situations trés différentes les unes des autres. Pour certains cas,
1'ensemble des points fondamentaux est trés petit, ce qui nous donne rapidement
1'optimum (réduit a un point parfois, ce qui nous permet de caractériser les
matrices unimodulaires ou semi-modulaires), pour d'autres par contre, bien que
cet ensemble soit toujours fini, 1l est trés grand; c'est le cas par exemple
lorsqu'une contrainte, 3 fortiori plusieurs, sont presque paralléles aux plans
de coordonnées, méme si la dimension de 1'espace dans lequel on se trouve est
trés petite, ce qui confirme ce que nous disions tout-a-1'heure.

Aprés un chapitre sur les notations et les définitions, nous rappelons
dans le deuxiéme chapitre la résolution des systémes linéaires en nombres
entiers. Puis dans les deux chapitres suivants nous avons ajouté la résolution



des systémes de congruences linéaires et des systémes mixtes. En plus des
résultats cités plus haut (chapitres V et VI), nous avons mis en évidence
(chapitre VII) certaines propriétés importantes d'ordre algébrique et géo-
métrique qui résultent de la théorie faite aux chapitres V et VI.

En annexe nous trouverons des programmes écrits en ALGOL testés sur
M 40 B.G.E. qui fournissent :

. la résolution des systémes linéaires en nombres entiers ;

. la recherche du pgcd de n nombres et de leurs coefficients dans
1'identité de Bezout. Les codes obtenus sont performants ;

. la génération des points fondamentaux d'un cOne polyédrique .

En ce qui concerne la bibliographie, elle est constituée de la maniére
suivante : d'une part les articles et ouvrages qui nous ont réellement servi
et qui sont cités dans le texte, d'autre part les articles et ouvrages que

nous avons consultés ou qui nous ont familiarisé a ce probléme ou méme qui

ont €té écrits pendant ce travail et méme aprés.

Nous terminerons en disant que cette thése regroupe pour 1l'essentiel
deux notes parues aux Comptes Rendus de L'Académie des Sciences (en 1969
et 1970) ainsi que deux articles parus dans la Revue de la Direction des
Etudes et Recherches de 1'E.D.F. (en 1969 et 1970).
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I.1

Chapitre I

NOTATIONS et DEFINITIONS

I.1 NOTATIONS

N : ensemble des entiers z 0
£ : ensemble des entiers rationnels
A(m,n) : matrice de format (m,n) c'est-d-dire & m lignes et n colonnes,

a éléments dans &

AN colonne j de la matrice A
Aj : ligne j de la matrice A
A.R : sous-matrice de A composée de lignes dont les indices appartiennent

au sous-ensemble R de N

AR sous-matrice de A composée des colonnes dont les indices appartien-
nent au sous-ensemble R de N
A} : sous-matrice de A dont 1'indice de la ligne et de la colonne

d'un élément appartient respectivement aux sous-ensembles J et I

Soient p éléments m1,mz,...,mp de Z ; on note :

[m1,m2,...,m ]

, m leur plus petit commun multiple (en abrégé p.p.c.m.),

(m1,m2,...,mp) = d leur plps grand commun diviseur (en abrégé p.g.c.d.).

La relation a|b signifie : << a divise b >,

La relation afb signifie : << a ne divise pas b >>.

A;.a désigne le produit scalaire du vecteur ligne A, par le vecteur colane a.

ta) désigne le vecteur ligne transposé du vecteur Al

1 1

Etant donnés p vecteurs colomnes B',...,BP, nous notons par B = [B ,...,Bp]

la matrice dont les vecteurs colonnes sont BJ.



1.2

I.2 DEFINITIONS ET PROPRIETES

I.2.1 Matrice unimodulaire : matrice de forme carrée 3 é€léments dans un anneau
(ce sera toujours Z) de déterminant +1 ou -1.

1.2.2 Matrice semi-modulaire : matrice de forme rectangulaire 3 éléments dans
un anneau possédant une inverse 3 droite ou 3 gauche entiére.

I1.2.3 Matrice de transposition : matrice de la forme

jav)
n
—
-

A étant une matrice quelconque :

La prémultiplication de A par Pij (c.a.d. PijA) a pour effet de permuter
les lignes i et j de A.

La postmultiplication de A par Pij (c.a.d. APij) a pour effet de permuter
les colonnes 1 et j de A.

1.2.4 Matrice élémentaire :

V(i,j,o) = b




1.3

La prémultiplication de A par V(i,j,a) a pour effet de retrancher 3 la
191€ ligne de A a-fois 1la §ome,

La postmultiplication de A par V(i,j,a) a pour effet de retrancher i la

.eme éme

j colonne de A o-fois la 1
Ces matrices sont des matrices unimodulaires.

I.2.5 Plus grand commun diviseur d'une matrice

On appelle p.g.c.d. d'ordre h d'une matrice A(m,n) noté Ah(A) le p.g.c.d.
des déterminants de toutes les sous-matrices de format carré (h,h) de A.

On appelle p.g.c.d. de A noté A(A) le p.g.c.d. d'ordre r ol r est le rang
de A.

I1.2.6 Matrices arithmétiquement &quivalentes

A et B sont dites arithmétiquement équivalentes s'il existe deux matrices
unimodulaires U et V telles que

B = UAV.

Proposition T :  Deux mathices anithmétiquement équivalentes ont méme p.g.c.d.
powr tous Les ondrnes h.

Il suffit de fe montrer pour B = UA.

Considérons la sous-matrice de forme carrée B§ avec |I| = [J| = i. Alors,
det (BI) =} det (UI') det (AI )

J I J '’
somme étendue & tout I' tei que |I'| = i.

Donc Ai(A) | det (B}) pour tout I et J de cardinal 1, d'od Ai(A) l Ai(B).

1

Réciproquement, comme A = U 'B, Ai(B) [ Ai(A)’ d'ol finalement Ai(A) = Ai(B).

Remarque 1 :  Deux matrices arnithmétiquement Zquivalentes ont méme rang.



I1.1

Chapitre II

RESOLUTION des SYSTEMES LINEAIRES

en NOMBRES ENTIERS

Dans ce chapitre nous rappelons deux techniques de résolution des
systémes linéaires en nombres entiers : celle basée sur la réduite d'Hermite
(trés rapide a notre avis) et celle basée sur la réduite de Smith (également
rapide). La construction de ces deux réduites est établie dans le cas ol les
€léments de la matrice sont pris dans un anneau euclidien. On trouvera dans
{171 la construction dans le cas ol 1'anneau est principal. Les systémes

s'écriront toujours :
Ax = b (ID
ol les éléments de A et b sont dans &.

Le point nouveau est la mise sous forme triangulaire inférieure de la

matrice donnant la forme générale de la solution de tels systémes

(corollaire II.3 et corollaire I1I.4).



I1.2

II.1 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES EN NOMBRES ENTIERS PAR LA METHODE D'HERMITE

II.1.1 Triangularisation d'une matrice quelconque

Theondme 11.1 : Pour toute matrice A(m,n) de rang r a éLéments dans un anneau
euclidien L& existe deux matrnices unimodulairnes P et V, P étant une matrice de
permutations, telles que :

= H (IT.1.1.1)

oi L(r,r) de rnang r est trniangulaine ingériewre. H est dite La néduite
d'Hermite de A.

Remargue 11.7 : Sim s n, on a la configuration suivante
_ L
PAV = = 0
sim>n
0
PAV =
Remarque IT1.2 : La forme (II.1.1.1) étant obtenue par des transformations

€lémentaires et des transpositions sur les colomnes et des transpositions
seules sur les lignes, en intervertissant le rdle des lignes et des colonnes

on obtient deux matrices unimodulaires P et U, P étant une matrice de permuta-
tions, telles que

sinzm

UAP

It

simzn

UAP

S| L




I1.3

Cornollaine I1.1 :  Poun toute matrice A(m,n) de nang r = inf(m,n) & éLéments
dans un anneau euclidien, Ll existe deux matrnices undmodulaines U et V telles
que :

AL T =msgn N .
AV = L\ ol = H,
UA =[S L 0} = HZ
AL T =T g m
- 0| .
AV—\ g
L
S
UA = \o =,
L
La démonstration est la méme que celie du théoréme 1.1, mais comme le
rang est maximal, il n'intervient pas dans ia construction de matrices de

transpositions donnant P.

Preuve du théoréme 1I[.1

a) Déterminons d'abord deux matrices unimodulaires P1 ot V1, P1 étant

une matrice de transposition, telles que

K2l I
P]AV1=! = H

. 1 . o .o
Nous noterons tfoujours ay fe terme qui est en position (1,1). Si i est
I'indice de !'a premiére ligne non identiquement nulle de A, notons P1 la matrice
de transposition Pli qui échange la ligne 1 avec la ligne 1.
j P . . ., .k
Notons par a% les éléments de cette nouvelle premiére ligne. Soit ay le

plus petit terme en valeur absolue des termes non nuls de la premiére ligne.



I1.4

Une transposition P1k’ notée Pé, échange les colonnes 1 et k et amé&ne donc ce

terme en position (1,1). On remplace les termes non nuls de (a%), J=2,3,..., n

par leurs restes P2s P3s-+s Py aprés la division euclidienne par a}-
avec 0 5 |p;]| < |a1| j = 2,3
j s p_] = 1 J T 4595000500

Pour cela on multiplie & droite P] A Pé par les transformations élémentaires
V(1,j,aj).

On obtient donc :

1
P1AP2V(1,2,a2) Y (1,3,a3) cee V (1,n,an) = (I1.1.1.2)

En fait, dans la pratique, on regroupe le produit V(1,2,a2) e V(l,n,an)
en une seule matrice unimodulaire

V(1,2,6,) V(1,3,a5) ... V(1,n,a) = \

1
Si P, =Pz = ... =p, =0, alors la formule (I1.1.1.2) donne H avec

<
H

;= Py V(1,2,0,) V(1,3,a05) «.. V(1,n,0)

Dans le cas contraire, on recommence sur la forme (II.1.1.2) ce que I'on

a fait sur PAPé. Nous obtiendrons la forme H, puisqu'd chaque étape on remplace

1 . .
les termes non nuls autres que a, par des termes sirictement plus petits en
valeur absolue.



II.5

b) Si A = 0, alors P = P1 et V = V1 vérifiant (I1.1.1.1), L se réduit

a un seul élément a} ; le rang de A est 1.

1 1
Si A # 0, nous effectuons sur A les transformations définies en a) pour

obtenir la forme

a} 0 0
a; ag 0
PV, =Pp, A = 2 - f
g HVy = P)Pr AV, = A =H
i

Nous obtenons ainsi une suite de matrices A dont les dimensions diminuent

d'une uniTé chacune a chaque pas ; il existe r' avec r' ¢ m tel que
! I
K =0@ =¢sir =m.

PAV, ot V= Vr,,... V1 et P = P] ves Pr' est donc de rang r' par
construction et aussi de rang égal au rang de A = r [remarque 1) ; donc

r = r' ; nous obtenons donc (II.1.1.1).

Remarque 11.3 : L'étude ci-dessus peut &tre faite sans faire intervenir P ;

H prend alors la forme en escalier irrégulier

AV = 0

1
e

Remarque 11.4 :  De plus, nous pouvons dans le calcul de V ne pas faire

intervenir les matrices de transpositions du type Pé ; Il prend alors la
forme

AV

el
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IT.1.2 Organigramme de la réduite d'Hermite

, données AM x L) L = {1,2,...n} M= {1,2...m}

-1
-
non / AL—{T,Z, <.p-1) 0 oul
\ D '

L

1i>ptel que Ai-{1’2"'p_1} #0 ; [Ap] i= [A]

r

b | N
non ap est le plus petit terme en valeur absolue des termes

\\\\\g non nuls de A;-{1’2""p_1}

|
.

A 1'aide d'une transposition de colonnes le plus petit

k
a
P

# 0 est amené en position (p,p)

oul

4

A 1'aide de transf. €1ém. on remplace tous les &léments

L-{1,2...p-1}
de A ’
p

par leurs restes aprés division

euclidienne par ag

nomn

A\

non

} oui
}
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Nous pouvons donner une forme plus élaborée au théoréme II.1 sous la
forme du corollaire suivant :

Conollaine 11.2 : La nlduite H peut étre telle que :

1) Tous Les termes de La diagonale de H sont positifs.

2)a) Tous Les termes s4tués dans une méme colonne au-dessous de L'éLément
diagonal sont inférniewrs a ce dernien et sont positifs ou nuls ;

ou 2)b) Tous Les termes situds dans une méme Ligne sont inférieuns a celud
situe sun La diagonale et sont positifs ou nuls.

Il suffit de multiplier & droite ou & gauche par une matrice diagonale

composée de +1 ou -1 bien appropriés pour obtenir 1).

Il suffit de multiplier & gauche dans le cas 2)a), & droite dans le cas

2)b), par des matrices élémentaires.

Exemple 11.7 - Calcul de la réduite d'Hermite de
3214
64 28
A=1]1201
240 2
2043
10000 10000 10000
01000 00100 00100
P=PP,=100001 x (01000 = (00001
00010 00010 00010
00100 00001 01000
0010/ [1254|]1000] 1000 [1000] [1000
_ 0100 (0100 {00710 0121|0100 [0100] _
V= ViVoVaVyVsVe 1000/ (0010 lo100/ loo10/l0oo001]| o014
0001/ 0001, looo0o1] o001l o010l (0001
0146
0001
134 0
0014
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10000 3214 0 1-16 1000
. 100100 6428 0001 _ |o0100
died  PAV=1500010 % [H201 * N340 T |-1520
00010 2402 0014 0200
01000 2043 2000

100

L=1010 A est de rang 3
152

on remarque que V],VS,V5 sont des matrices de transposition .

II.1.3 Conditions d'existence des solutions et résolution de Ax = b.

0
—— = P AV une réduite d'llermite de A (de rang r).
0
Posons R = {1,2,...,r}, R = {r+1,r+2,...,n}t, R = {r+1,r+2,...,m}.
Proposition 11.1 :  Une condition nécessaire et suffisante pour que (II) ait

une solution entilre est que

-1

L PR b 40t entien
(I1.1.3.1)
SL™! Py b = P_b
R
En effet, (II) est éguivalent a
PAVV 'x =Pb ou
HV 'x = Pb (11.1.3.2)

1

Donc, en posant y =V 'x, (II1.1.3.2) devient

LyR = PRb
Sy, = P_b
N TRTR

y_ entier queiconque

\

Ce qui donne bien la proposition, car X entier est équivalent & y entier

(V &tant unimodulaire).
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On reporte YR résolu dans x = Vy = VRyR + VRy_, d'oll :
R

Théondme 11.2 : Sous Les conditions d'existence (11.1.3.1), La solution du
systeme (II) est donnée pan

x= WL b+ Ry (11.1.3.3)
R

ol ® = VR L"1 PRb est une solution parnticulidre et VIS'_ est La solution
R

générale de £'équation homogéne ; La solution dépend donc Lintairement de
n-r parametres y_.
R

Exemple 11.2 - Résolution du systéme linéaire suivant :
3x1 + sz toxg* 4x4 = 5
6x1 + 4x2 + Zx3 + 8x4 = 10
Xy + sz + X o=
2x1 + 4x2 + 2x4 =
Zx1 - X+ 3x4 =

La réduite d'Hermite de la matrice du systéme a été calculée 3 1'exemple
II.1.

Calculons Pb= |5
2
7
4
10
Ax = b est équivalent & (en posant x = Vy)
1000 Y1 5
0100 Y, 2
4520 Y3 = 7
0200 Ya 4
2000 10
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100 100 5 Y
L=|010 V=101 o0 ¥ = L7 Pgb = |2| entier = |y,
-152 1-5 1 1 Y
- z 772 3
on vérifie que
020 Y1 = 4
200 Y, 10
Y3
d'ol la solution :
0 1-1-6 5 1 -6
X = Vy = 0 0 0 1 2 - 0 +y, 1
1-3-1 0 1 -2 0
0 0 1 4 Y4 1 4
x1 = 1 - 6Y4
X = Yy 'y4 €z
XS = -2
Xy 1+ 4y4

Corolhaire 11.3 :  Sous Les conditions d'existence (II.1.3.1) La sofution du
systeme (II) se metina sous La foxme

x=%2+W y_
R
ou W est une matrice triangulaire infiriowne.

VR(n,n-r) qui figure dans (II.1.3.3) est de rang n-r, le corollaire I1.1

montre |'existence d'une matrice unimodulaire V1(n—r,n-r) telle que

R - \




II.1

Considérons alors la matrice unimodulaire V1(n,n) construite de |a maniére

-

suivante a partir de Vi

, H est conservée

PAVV1 = HV1 = H

d'ol en posant W = VV1, WR = VR et WR = VRVi, on obtient bien -
we vy =y oy |

x =R+ Wﬁy_
R

avec WR triangulaire inférieure.

Exemple 11.3
Résoudre Zx1 - sz - 4x3 - 6x4 + 8x5 = =2
Sx1 - 2x2 + Xz - Sx4 - 3x5 = -4
1 0-1 1 3
0-3 310 1 _
V=10 0 1 0 0 R=1{1,2} R =1{3,4,5}
0 1-2-3 2
0 00 0 1
120000 120 -1 1/2 0
AV = 1000‘ L"51 » L |-5/21
S=4§ P_=9
R
..‘] y
1 1
2T 4]
1 Y,
-1 1 3
= 310 1 -1 9 -29
wW=1700 vi= |03 10
-2 -3 2 0 4 -13
1
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1‘\Q 0 1010 O O
_ -3 1.0 01/0 0 0
Vv = -1 9 -29 d'od Vv, =[00[-1 9-29
2 -1 2 00 0 -3 10
0 4 -13 00|00 4-13
1 0 1 0 O
0 -3 -3 1 0
W= VV1 =10 0 - 9 -29
0 1 2 -1 2
0 0 0 4 -13
-1 1 0 0 y3
- -3 -3 0 Ya
x=2+Wy_ =0 + 19290y,
Ry 2 -1 2
0 0 4 -13
X1 -1 + y3
X, -3 - Sy3 + y4 y3 Y4 Vs entiers
Xz 0 - Y3 +9y4 - 29y5 rationnels arbitraires
Xg= 1+ 2yz -y, + 25
Xg 0 +4y4 - 13y5

II1.1.4 Application au calcul du p.g.c.

d

. de n nombres et de leurs coefficients

dans 1'identité de Bézout.

Etant donnés n €léments a1,2,,

“ees@) d'un anneau euclidien, nous nous

proposons de calculer leur p.g.c.d. ainsi que leurs coefficients dans 1'identité

de Bé&zout. Ceci constitue une mise en forme de [5] 3 1'aide des matrices unimo-

dulaires et de la réduite d'Hermite d'une matrice & €léments dans un anneau

euclidien.

Un programme écrit en ALGOL se trouve en annexe 5. Les résultats sur

ordinateur sont obtenus de maniére trés rapide.
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Proposition 11.2 :  La multiplication & dnoite (nesp. a gauche) d'une matrice
A par une matrnice undmodulaire V conserve Le p.g.c.d. des éléments de chaque
Ligne (nesp. de chaque colonne).

En effet, soit B

"
=
el
"
>
<

Soit d. le p.g.c.d. des éléments de la ligne Ai’ on note

= (4] n, .
di = (ai, ag, ..., ai).
Les éléments de la ligne B étant des éléments de |'idéal engendre par
(al,ai, sesdy ) sont des mulflples de d , par suite si on note

' = n ]
df = (b, ++., b;) nous avons donc di[di°
Or inversement nous avons A = BV-1 ; donc de Ai = B-1 V_1 le méme

raisonnement entraine que dildi d'ol d; = d} Vi

I11.1.4.1 Application - Algorithme d'Euclide révisé

Etant donnés n entiers rationnels ay,...,a, NOUS NOUS proposons de
rechercher d = (:111 yooe ,an) et n entiers rationnels Xqyee Xy tels que
d= Xjaq * X3, * ...+ X3, (identité de Bézout).

Pour cela il suffit de calculer la réduite d'Hermite de la matrice 3
une ligne A = [a1 185500 ,an] .

Pour plus de simplification nous n'utilisons pas les matrices permutations
de colonnes pour la construction de la réduite d'Hermite.

I1 existe donc une matrice unimodulaire V(n,n) telle que

1 2 i 1 i
[a,,8,,..-,3,] V] V] vi Vil = 10, ...0,d,0,...0

1.,2 1 n

_Vn Vi Yn Vn_
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D'aprés la proposition précédente d est le p.g.c.d. de a1,35,...,8 €t
. |
d-V1a1+V;a2+ ...+Vlllan.

Comme la matrice V n'est pas unique on retrouve le fait que la décomposi-

tion de d ne 1'est pas non plus.

Exemple 11.4 - Calcul du p.g.c.d. de -46, 38, 280, 126.

On trouve par exemple

3 3 -3 -5
37211 -16
V=190 0 1 o0

2 -1 0 3

et d=2=3.(-46) + 7.(38) + 0.(280) - 1.(126)
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I1.2 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES EN NOMBRES ENTIERS PAR LA FORME NORMALE ET LA
REDUITE DE SMITH

II.2.1 Diagonalisation d'une matrice quelconque

Théoneme 11.3 : Pour toute matrice A(m,n) de rang r 4 é£éments dans un anneau
euclidien, 4L existe deux matrices unimodulaines U et V telles que

UAV = r D (II.2.1.1)

ol La matrice diagonale D de nang r est dite fonme normale de A.

Preuve :

a) Déterminons d'abord deux matrices unimodulaires U1 et V1 Telles gue

AV

Pour cela on procéde de la maniére suivante : par une permutation de lignes
et de colonnes, on améne le plus petit terme en valeur absolue des termes non

nuls en position (1.1) ; soit a} ce terme.

Comme dans le cas de la réduite d'Hermite, nous remplagons a |'aide de
matrices élémentaires chaque terme de la premiére ligne (multipliication a droite)

et de la premiére colonne (multiplication & gauche) par son reste dans la division

euclidienne par a}.
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Si ces restes sont nuls, on obtient ﬁ. Sinon, on recommence sur la matrice
obtenue ce que lbn a fait sur A.Nous obtiendrons la forme D, puisqu'a chaque
étape on remplace les termes non nuls autres que a} par des termes sTri;TemenT
plus petits en valeur absolue.

1
b) Si A =0 alors U = U1 et V=V, vérifient (II.2.1.1). Si A # 0, nous

1

effectuons sur A les transformations définies en a) pour obtenir la forme
d1 0 0
0 d 0
1 2 2
u,bv, = U,UAV.V, = =D

i
Nous obtenons ainsi une suite de matrices A dont les dimensions diminuent
. T f
d'gne unité chacune a chaque pas : il existe r' avec r' s m tel que A =0
T
(A =@ sirt=m.UAV,o0 U = Ur,...U1 et V= V1... Vf, est donc de rang r' par

construction et aussi égal a celui de A, soit r (remarque I) ; doncr =71' ;

nous obtenons donc (II.2.1.1).

Remargque 11.5 : L'étude ci-dessus peut €tre faite sans faire intervenir les

matrices de transposition ou de permutations mais seulement les matrices
élémentaires (ce qui allége le calcul de U et V). On obtient alors la matrice
diagonale généralisée suivante :

UAV: =D
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II.2.2 Organigramme de la forme normale de Smith

"Plus petit terme' désignant dans 1'organigramme le plus petit terme en
valeur absolue des termes non nuls de la matrice A.

I données AMxL) L= {1,2...n} M= {1,2...m} }

B
31

non . oui

ag est le ''plus petit terme'

¥

par une permutation de lignes et de colonnes

on améne le ''plus petit terme' en ag

:

A 1'aide de transformations &lémentaires on remplace

L-{1,2...p-1,p} p
chaque terme de Ap et AM—{1,2...p-1,p}
par son reste aprés division euclidienne par ag

non L-{1...p} _ p - oui

T
non L L-{1,2..... p-1} NG oui
< NOMM-{10200 =13 =0 >~ ’

FIN
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Exemple I1.5 - Calcul de la forme normale de Smith de

1 1 1 -4 1

A=1|1 -1 1 3 -2

2 0 2 -1 -

on trouve

1 1 -1 1 1
1 0 0 0o 3 0 7 2
U= [-1 1 0 et v=1]0 0 1 0 0
-1 -1 1 0o 1 o 2 1
0O 0 0 0 1

1 0 0 0 o0

et VAV=1| 0 1 0 0 0 =0D
0o 0 0 o0 O
I1.2.3 Conditions d'existence des solutions et résolution de Ax = b

Soit |

D= N = UAV

une forme normale de A(m,n) de rang r.

Proposition 11.3 : Une condition nécessaire et suffisante pour que (I1I) ait
une solution est que

@™ Uy b soit entier
(11.2.3.1)
Ub =0
R

En effet, (II) est équivalent

[1])

vav v! x

&

ou

v x =Ub (11.2.3.2)
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donc en posant y =V 'x, (II.2.3.2) devient

= U_b

y_ entier arbitraire

\

(I1.2.3.3)

ce qui donne bien la proposition, car X entier est équivalent 8 y entier

(V étant unimodutlaire).

Remarque 11.6 :

plus explicite en posant bi = Uib ; on trouve :

Théoneme 11.4 -

dilbi pour

bi =0 pour

systeme (II) est donnZe par

oil ® = V'(DR)-

X = VR(DR)

i€

ie

ol

Sous Les conditions d'existence

1 U b + VR y_

Ubutmewmumpmuwameu(n)av% est La

Les conditions (II.2.3.1) peuvent se mettre sous une forme

(11.2.3.4)

(I1.2.3.1), La solution du

solution génénale de L'tquation homogéne ; etfle dépend donc ﬂ&nea&nement de

(n-r) parametres y_.
R

Pour obtenir ce résultat on écrit x

Remarque I11.7 :

Remarque 11.8 :

Remarque 11.9 :

Si di
(II.2.3.4) se réduisent

Sir

d; | b}

=‘],

Q/

b! =0

M

m et di =

pour i € M.

1 pour tout i,

= Vy avec les conditions (II.2.3.3).

Si r = m, les conditions d'existence (II.2.3.4) se réduisent a

pour tout i € R, les conditions d'existence

le systéme (II) admet toujours

des solutions. Nous caractériserons de telles matrices au corollaire II.5.
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Conollaine 11.4 : Sous Les conditions d'existence (I1.2.3.1), La solution
Vdu systeme (1I) se mettrna sous La fome

x =R+ WR y_
R

ol WR est une matrice tulangulaine ingérnieure.
La démonstration est identique & celle du corollaire I1.3.

Exemple 11.6 - Résolution du systéme lin€aire suivant :

x1 + X, + Xg = 4x4 + XS

X; - X, + Xz + 3x4 - 2x5
2X

1 + 2x3 - 1x4 - 1x5
Nous avons (exemple II.5) U, V et D.
R = {1,2} R = {3,4,5}.

Le calcul de la réduite d'Hermite de VR donne

1 -2 5
vi=1| 0 1 -2
0 -3 7
et pour réduite
101 1 0 0
- 07 2 -1 -2 s 0 1 0
H = vRv; =1 10 0 x 0 1 -2| = 1 -2 s
0 2 1 0 -3 7 0 -1 3
0 0 1 0 -3 7
1000 0]
0100 0
or  V;=|00-1 25
0 0 0 1 -2
00 0-3 7
T 1-1 1 1 1000 0 1 1-10 0
030 7 2 01 00 0 03 01 0
W=V, =|0 0100 0 0-1-2 5| =10 0-1-25
010 2 1 00 0 1-2 01 0-2 3
000 0 1 00 0-3 7 0 0 0-3 7
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X = WR Yr * WR yR s'écrit

2 -1 00 Yz Xy = 2 - Y3
6 010 Y4 X, =6 Yy
x=,0 + -1 -2 5 y X, =0~y -2y, + 5y y. € 2
5 3 3 4 5 i
2 0-1 3 Xy = 2 -t 3y5
0 0-3 7 Xg =0 - 3yq * Tyg

I1.2.4 TForme réduite de Smith

La réduite d'Hermite comme la forme normale de Smith ne sont pas uniques.

Le théoréme suivant va nous fournir une unicité.

Theondme 11.5 : Pour foute matrice A(m,n) de rnang r a éLéments dans un anneau
euclidien L€ existe deux matrnices wnimodulaires U et V telles que

€1

UAV = \ = E (I1.2.4.1)

oll €i|€i+1 pour tout i vardant de 1 & r-1 ; Les ey tant uniques : iLs sont
appeles Les "invarniants" ou "diviseurns éLémentairnes" de La matrice A.

Pour obtenir la réduite de Smith, on peut partir directement de ia matrice

A ou de la forme normale obtenue précédemment.

a) Comme dans la preuve du théoréme I1.3, partie a), nous déterminons deux

matrices unimodulaires U1 et V1 telles que

€ 0
U1AV1 = =

tTi—
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1
ol €1 divise tous les termes de la sous-matrice A. Pour cela on diminue €4 en

ajoutant & la premiére ligne une ligne de A contenant un terme B non divisible

par ey ; par des transformations élémentaires et transpositions de colonnes, on

1
recalcule €4 Jjusqu'a ce que €4 divise tous les termes de A.

En effectuant alors la méme opération sur A, on obtient

1
Comme €1 divisait tous les termes de A, alors 51192. En itérant le processus

on obtient (I1.2.4.1).

b) D'aprés la proposition I,A et E ont méme p.g.c.d. Ai de divers ordres,
donc :

Ay = €1 €p eee £y i=1,...,r

d'ol
i=2...Tr (11.2.4.2)

égalités qui montrent bien |'unicité des €y

Conollaire 11.5 : Une condition nécessainre et suggisante pour que Le systeme 11
admetie une folution quel que soit Le second membre est que r =m et A(A) = 1. La
solution dépend Linairement de (n-m) paramétres.

C'est une conséquence directe de la remarque I1.9 et de (II.2.4.2).

En fait, dans ce cas, la matrice est semi-modulaire ce qui démontre

directement le corollaire.
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Chapitre III

RESOLUTION des SYSTEMES de

CONGRUENCES LINEAIRES

IIT.1 RAPPELS ET DEFINITIONS,

Déginition 1 : Sodent R = ()%1,...,)"%1) et § = (?1,...,§n) deux vecteurs de
", nous dirons que R et § sont Zquivalents (X = § (mod m)) 84 et seulement 84

1%}

b’
i

§i (mod m) pour i = 1,2,...,n.
Remarquons que si m = [m1,m2,...,mp] nous avons l'équivalence suivante :

(ﬁi = §li (mod m)) <==> (}; = f’i (mod mj) pour j = 1,...,p)

en effet, si ﬁi - ?i est un multiple de m, il est multiple de tous les m; pour

j=1,...,p et inversement.

Autrement dit, 2 ¥ (mod m) <==> 1 i tel que ii £9; mdm) <==>1i
et 1 j tel que )%i F3 f’i (mod mj).

Deux éléments R et ¥ de " équivalents au sens de la définition 1 seront

dits égaux par la suite.

Déginition 2 : Les systemes de congruences LinZaires se présentent de La
manitre suivante : trouver x € L tek que

bd x, = g{ (mod m;) i=1,2,...,p | (III.1.1)

II.M o}
—

=1 )
avecb:{ez pour i=1,...,petj=1,...,n
g{ €Z powr i=1,...,p
miez powr 1 =1,...,p.

Au systéme (III.1.1) associons le systéme suivant :
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.= h; (mod m) i=1,2,...,p (I11.1.2)

he~13
(g]
L)
el

avec m = [m1,...,mp] oDm=vJ. m, j=1,...,p

J

Proposition T11.1 : : Les systemes (III1.1.1) et (II.1.2) ont mémes solutions.

) En effet :

n .
R solution de (III.1.1) <==> (j§1 bi ﬁj = gi + k; my i=1,...,?>

n .
<==> (JZ1 (b?L vi) )%J = v g{ + ki v; My, i=1,...,p> <=>
n .
] <% =h +k m i=l,...,pl<=> % sofution de (III1.1.2).
21 177 i i

Nous verrons dans la suite le nombre exact de solutions de (III.1.1) ou

(I11.1.2).
. h‘]
Considérons C = (ci) la matrice du systéme (III.1.2) et posons h = E H
h
p

(I1II1.1.2) s'écrit alors sous forme matricielle

Cx =h (mod m) (111.1.3)

Pour résoudre (III.1.1) nous résoudrons (III.1.2) mis sous la forme
(I11.1.3).

II1I.2 CONDITIONS D'EXISTENCE DES SOLUTIONS ET RESOLUTION DE Cx = h (mod m) .

Utilisons la forme normale (ou la réduite) de Smith de C : on sait qu'il

existe deux matrices unimodulaires U et V telles que U C V = G ot G est une
forme normale de Smith
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Si C est une n-p matrice, G également ; U est une p-p matrice et V une n-n
matrice.

Posons h' = Uh (ou h' = Uh (mod m)).

Proposition 111.2 :  Une condition nicessairne et suffdisante pour que (III.11)
ou (III.1.2) ou (III.1.3) ait une solution est que

(g.,m) | h! pour i=1,...
1’ 1 ¢l (ITI.1.4)

/ , . .
h, s04t un mubtiple de m powr i=q+1,...,p

1

En effet, Cx = h (mod m) <==> CW ' x = h (mod m).

<==>UC W x:Uh (mod m)
par suite en posant V-'1 x =y (ou V-1x =y (mod m)) et tenant compte de

h' = Uh (ou h' = Uh (mod m)), nous obtenons le systéme suivant équivalent 3
(I11.1.3) :

Gy = h' (mod m) (I1I1.1.5)

c'est-a-dire que nous sommes ramenés & la résolution de congruences dans Z

(
g1 71 = i (mod m)
8, Yy = hé (mod m)
< ...... (111.1.6)
gq Yq = hél (mod m)
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/ i}
0= hy,; (mod m
< """" (1I1.1.7)
\ 0= hﬁ (mod m)

Rappelons la proposition suivante : la congruence |inéaire ax = b (mod m)

a des solutions si et seulement si (a,m) | b. Si (a,m) | b, alors ax = b (mod m)

a (a,m) solutions distinctes modulo m.

D'ol !'existence des solutions de (III.1.6).

g1 Y1 : hi (mod m) a (g1,m) solutions si et seulement si (g1,m) | hi
gq yq z hq (mod m) a (gq,m) solutions si et seulement si (gq,m) | h&.

De plus il faut que (III.1.7) soit satisfait, c'est-a-dire que

h&+1 yeoes h& soient des multiples de m.

Tenant compte du fait que x = Vy avec V unimodulaire, on obtient bien la

proposition.

Notons que yq+1 cee Yy sont arbitraires ; ils peuvent se metfre sous la

forme

yq+1 = 0 (mod m), yq+1 =1 (mod m),..., yq+1 = m-1 (mod m)
Y, ¢ 0 (mod m), Yy = 1 (mod m),..., Yy, ° m~-1 (mod m)

Toujours de x = Vy (ou x = Vy (mod m)), on déduit qu'il y a autant de

solutions distinctes pour x qu'il y en a pour y.
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D'aprés ce qui précede, il y a au total
ou 0 solution

ou (gq,m) x (gyom) x ... x (gq,m) x« M4 solutions distinctes aux
systémes équivalents (III.1.1), (III.1.2), (III.1.3), (III.1.5).

En posant Q = {1,2,...,q}, Q = {g+1,...,n}, nous avons

x = R YQ * R yQ (mod m) (111.1.8)

On peut récapituler les résultats dans le théoréme suivant :

Theondme 111 : Les systemes de congruences Lindaires (II1.1.1), (III.1.2),
(I11.1.3), (III.1.5) Zquivalents possédent

ou (gg,m) x (g,m) x ... x (ggm) x m" 4 sofutions distinctes
ou 0 solution .

selon que Les conditions d'existence (III1.1.4) sont vErnifiles ou pas (Les g;
tant Les eLéments d'une forme nowmale de Smith de La matnice C associie &
(I11.1.2)). Les solutions sont données pan (III1.1.8).

Remarquons que si le second membre de (III.1.2) ou (III.1.3) est nul

(h.i =0 i=1,...,p), le systéme a toujours des solutions.

Exemgge 111
111.1

- Zx1 + 2x2 - 6x3 + 10x4 = 4 (mod 3)

I
(93]
~
=]

2
Z

6x1 + + Zx3 + 8x4 =

- 4x1 + sz - 8x3 + 2x4

I

[3a]
E)
&
S

18 = [3,6,9] 18=6x3=3x6=2x9

12x1 +12x2 -36x3 + 60x4 z 24 (mod 18)
18x1 + + 6x3 + 24x4 = 15 (mod 18)

- 8xy + 4x, -16x5 + 4x, = 10 (mod 18)
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0 1 0

0 0 1 0 400 0
u={o 1 0 v=|1 471017 G=(0 6 0 0
1-2-3 0 1-3-4 000 0
00 0 1
0 0 1 24 10
b, ={ 0 1 0 15 ) = | 15) =n
1 -2 -3 10 -36

(p]
<
1l

hi (mod 18) <==> 4y1 = 10 (mod 18)
6y2 15 (mod 18)
0 ~36 (mod 18) vérifié

i

(4,18)
(6,18)

2 2|10, d'oll 2 solutions pour Y

6 6/15, 0 solution pour y,.
Le systéme proposé n'a pas de solution.

111.2
4 (mod 3)

- 2)(1 + 2x2 - 6x3 + 10x4
4 (mod 6)

i

6x1 + + sz + 8x4

—4x1 + 2x2 - 8x3 + 2x4 = 3 (mod 9)

Gy = hé (mod 18) <==> 4y1 = 6 (mod 18)
6y2 = 12 (mod 18)
0 = -18 (mod 18) vérifié

(4,18) = 2 2|6, d'ol 2 solutions pour Y1

a savoir Yy = 6 (mod 18) Y1 Z 15 (mod 18)

(6,18) = 6 6|12, d'od 6 solutions pour Y,

a savoir y, = 2 (mod 18) v,
y, = 14 (mod 18) v,

5 (mod 18) Y, = 8 (mod 18) Y, E 11 mod B
17 (mod 18)

I

Y3 et y, arbitraires, c'est-d-dire :

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17 (mod 18)
idem.

i

Y3
Y4
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au total, il ya 2 x 6 x 182 = 3888 solutions distinctes. On peut donner le

tableau des valeurs prises par Yq:YpsY3 €L ¥y ¢

y301234567891011121314151617

y401234567891011121314151617

x = Vy nous donne les solutions x cherchées ; par exemple en prenant :

6 0

;' =<(2) on obtient >1c = Qg (mod 18)
0 0

) ) 0 0

y = (2) on obtient % = :‘2 (mod 18) = }g> (mod 18)
1 1 1,
15 ‘ 17 17

38)§8 = }; on obtient 880 = ::1”(7)2 (mod 18) = é (mod 18)

17 67 17
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Chapitre IV

RESOLUTION des SYSTEMES LINEAIRES MIXTES

en NOMBRES ENTIERS

IV.1 DEFINITION

12 s'agit de chenchen tous Les x € 2" qui vérifient a La fois Les groupes
d'égakités (IV.1.1) et (IV.1.2) suivants :

A.x = b,

1 1

hi (mod ms), j=1,2,...,p (IV.1.2)

i=1,2,...,k (IV.1.1)

Clx
J

Les données sont :
Les vecteurs Lignes Ai’ i=1,2,...,k et CJ!, j=1,2,...,p @ composantes dans
Z,

Les scalaines by €%, i=1,2,....k ; h! € 2, m; €2, j=1,2,...,p.

Nous savons (d'aprés la proposition II1.7) que (IV.1.3) a les mémes

solutions que le systéme suivant :

ij z hj (mod m), j=1,2,...,p (IV.1.3)

?O1m2= [m1 ,m2,...,mp], m=vm = ... = mep et ol Cj = ijJ!, hj = vth!,
J= ? ,""p'

Par suite, en notant A la matrice dont les lignes sont Ai’ Cla matrice
dont les lignes sont Cj’ b le vecteur colonne de composantes bj et h celui de
composantes hj’ le probléme posé revient donc a résoudre a la fois (IV.1.4) et
(IV.1.5) ci~-dessous :

Ax = b (Iv.1.4)
Cx

nt

h (mod m) (IV.1.5)

A(k,n) est de rang r quelconque, C(p,n) de rang s quelconque.
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IV.2 CONDITIONS D'EXISTENCE DES SOLUTIONS ET RESOLUTION DE Ax = b ET Cx = h (mod m).

Résolvons d'abord (IV.1.4) en utilisant le chapitre II (II.2). Il existe
deux matrices unimodulaires U et V telles que UAV = E, E étant une forme normale
de Smith de A.

1

Ax = b s'écrit UAW x = Ub,

Ub ot y= 'x.

soit Ey
Posons R = {1,2,...,r}, R = {r+1,...,n) et R = {r+1, r+2,...,k}.

@ Une condition nécessaire et sufgisante poun que (IV.1.4) ait une solution est
que (Eg)'1 Ugb 40it entier et que Ub = 0.
R

Dans ce cas yp = (Eg)—1 ugb, y_e &,
R

La solution générale de (IV.1.4) est alors :

x= Vs VB = VREY T o+ R g R
R R R R R R

- . n-r
avec y_ vecteur arbitraire de Z .

Reportons la valeur de x, solution générale de (IV.1.4), dans (IV.1.5).
On obtient :

y_=h - oRED " U (mod m).
R

Posons F = CVR et e =h - CVR(EE)-1 URb ; F(p,n-r) est une matrice de rang

égal a celui de C soit s.

Résolvons Fy_ = e (mod m) en utilisant ce qui a été fait au chapitre III.

Il existe deux matrices unimodulaires U et V telles que UFV = G, G étant une

forme normale de Smith.

1l

Fy = e (mod m) <==> GY = f (mod m) (IV.1.6)

R

avec f = Ue et Y = V-1y_.

R
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Notons 815895+ 58 les éléments diagonaux non nuls de G. GY = £ (mod m)

s'écrit :
g1 Yq = f1 (mod m)
g, Y, = f2 (nod m)
g Y = fS (mod m)
0 = fS+1 (mod m)
Q = fp (mod m) .

Posons p; = (gi,m).

Une condition nécessaire et sugfisante pour que (IV.1.6) ait des solutions

est que p; | £;, i=1,2,...,5 et que f ..,fp sodent des multiples de m.

s+1°°

Rappelons que les y, dépendent de F = R qui dépend de C bien siir, mais

aussi de A par 1'intermédiaire de R.

Proposdition TV :  Le systéme LinZaine mixte a des solutions s4 et seulement
i (B et sont nespectivement nealises.

Nombre de solutions : il y a py x Py X ..o X Pg X mP™% = P solutions

pour Y et par suite pour y_ donc pour X.
R

De y_ = VY on obtient
R

Yr+1 * £r+1 m

Ypeg * Apag M

y = . avec £r+1’ cees Zn € Z

Yn + Zn m



_ %r+1 _ T+l
L1 R, -1 R 1 R
d'oq X = VR(ER) URb +V Yre2 + mV £r+2
¥ 2
n I
i=1,2,...,P.
i
Yr+1
- R i i
Posons VR(EE) 1 URb + R Ve = %
i
"

D'ol les P solutions du systéme linéaire mixte proposé :

€ £

n-r

La forme de la solution est trés proche de la solution générale en entier.

Remarque IV :

Nous pouvons reprendre ce qui a été fait en résolvant d'abord

(IV.1.5) puis en reportant les solutions trouvées dans (IV.1.4).

Résoudre

Exemple TV :

Zx1
- 3x1
- X
- 4x1

2x1

Sx1

dans &
+ 4X2 +
+ 7x2
* 1x, +
+ 18x2 +
+ 4X2 +
+ XZ

4,

i

4
3
7
4 (mod 6)
2 (mod 6)
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0 01 0 2 4 5 -12 1-1 17 4 1 0 00
0 1-3 0 -3 7-2 2 0 0 5 2 0-1 0 0
1 1-1 0 -1 11 3 -10 0 3 -6 4 0 0 0 O
0-1-1 1 -4 18 1 -8 01 2 3 0 0 0 O
U A \'s E
3 -
N -5 _ ~R _ 34 12 R, - _ - 6
=10 F=Or= (130 4) Bp) ~ Ugb (- 120)
0
(4) _ (— 6 - 10)
2. - 120 122
I1 faut résoudre
_ 0 _ (4
34 )( - (1;2) (mod6):<2> (mod 6)
(3 ) (3 ) - G )
1 175 13 ~32 65 712
u 4
2
(354)
ZY1 = 2 (mod 6) d'ol (2,6) = 2 solutions @ savoir Yy = lTetY = 4 (mod 6),
712Y2 = 354 (mod 6) = 0 (mod 6) d'ou (712,6) = 2 solutions a savoir Y2 = 0 et
Y, =3 (mod 6),

donc au total 4 solutions pour Y.

1 1 2 1 3

v- (o) Y-(3) ¥
/-8
R, -1 [ 0
V™ U ={ 4
5

i i . .
d'od y_ = VY (mod 6) 1i=1,2,3,4 ce qui donne

2



s 4
- G) mod 6) > (4> mod 6) = G‘) (mod 6)
84 72
28 22
>\ =8 ) » |-20
20 1

i=1,2,3,4 donne

13 - 76 o 64
_[ 7 3_( 28 a2
13 ] 7 ] -5
10 25 16
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Chapitre V

GENERATION des POINTS ENTIERS dun CONE POLYEDRIQUE

/.1 CONE POLYEDRIQUE REGULIER (13],[14]

Déginition V.1 : Un cone polyédrique negulien est défini par :

{x | Ax > b} ot A est une (n,n) matrice de nang n, a &éLéments dans
Z {ou Q) et b ER".

Théondme V.1 : Tous Les points entiens d'un cone polyldriique régulien sont
donnés par La fommule sulvante :

x =%+ k]B‘ + kB

Cette décomposition est unique.
9
B1, B®, ..., B sont n vecteurs Lindairement indépendants & composantes
entienes. 1Ls sont paralleles aux arétes du cone, kj € N pour j=1,2,...,n.

i
L'ensemble des x est appelé ensemble des points fondamentaux (ensemble Pf).
Ces points fondamentaux sont Les seuls points entiens du parallélofope semdi-
ouvernt suivant :

{x | x=8+ A1B1 + ...+ Aan, 0« x: <1, A € R pout 1=1,2,...,n}

S est Le sommet du cone.

Le nombre de ces points fondamentaux est égal & |det B|, o B = [B1,...,Bn].

La preuve consiste en cinq parties. Les parties V.1.1 et V.1.2 fournissent
un algorithme pour trouver les points fondamentaux et les vecteurs B). Le pro-
gramme correspondant écrit en ALGOL se trouve en annexe 6.

La méthode consiste & résoudre dans Z le systéme Ax=a avec azb c'est-i-
dire 3 trouver 1'ensemble des a qui rendent le systéme linéaire compatible et
qui sont plus grands ou égaux a b (composante par composante). De tels points

a sont dits admissibles.



V.1.1 Calcul des a admissibles

D'aprés le théoréme 11.3 1| existe deux matrices unimodulaires U(n,n) et
V(n,n) telies que UAV = E ol E est la forme normale (ou réduite) de Smith de
Al

Ax = a <==> Ey = Ua avec x = Vy. (V.1.1.1)

Appelons €4,65,...,6 les éléments de la diagonale de E. Développons
1272 n

(V.1.1.1), nous obtenons :

£o.

i Ui.a pour i=1,2,...,n.

U..a

Les vecteurs a doivent étre tels que soit un entier pour tout

i
i=1,2,...,n. Les a qui possédent cette propriété sont les solutions du systéme

de congruences {inéaires, & n inconnues, suivant :
U..a =0 (ei) pour i=1,2,...,n. (V.1.1.2)

Soit ¢ = [51,52,...,en]. Si nous avons la réduite de Smith au lieu de la
forme normale alors ¢ = €ht Posons vi T éi-pour i=1,2,...,n. (V.1.1.2) est

P N 1
équivalent 3

Ci.a z 0(¢) pour i=1,2,...,n. V.1.1.3)

Nous appellerons C la matrice de (V.1.1.3). Résolvons (V.1.1.3) par la
méthode du chapitre III. || existe deux matrices unimodulaires U et V telles

que UCV = G o0 G est une forme normale de Smith de C.

Ca z 0(e) <==> GY = 0{e) avec a=VUY

Appelons 81787558 fes éléments diagonaux de G. Le dernier systéme se

décompose en n éguations indépendantes

g Yi 2 0(e) pour 1=1,2,...,n

Y, ayant p, = (gi,g) solutions.
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Nous avons donc Pp X P2 X --+ X Py solutions pour le vecteur Y et par

suite pour a.

ti i i .
Posons Y = (a1,...,un) (mod €) pour 1-1,2,...,p1XpZX...Xpn.

a = VY donne té = (8%,...,8&) (mod €) pour i=1,2,...,p1XpZX...Xpn.

) N . i .. .
Maintenant retournons & la condition azb. Bj définit une classe modulo ¢,
i
nous prenons |'élément de cette classe que nous appellerons Yj tel que

1 . .
bj < Yj < bj + ¢ pour 1=1,2,...,p1poX...Xpn et j=1,2,...,n.

Alors tous les a admissibles sont donnés par

tl i 1 i .
a= (v, + ke, vy * Koeyoros Yy * kne) avec kj € N pour j=1,2,...,n et

i=1,2,...,p1XpZX...Xpn. (V.1.1.4)

Posons tP = (%1,...,%n) et considérons le vecteur st dont toutes les

i19Me soale & 1. (V.1.1.4) devient :

composantes sont nulles sauf la i
i1
=D+ ek161 + .00t ekndn pour i=1,2,...,p1XpZX...xpn. Ce qui constitue

|'ensemble des a admissibles (kj € N).

V.1.2 Points entiers du cbne

De x.= Vy et de y = E 'Ua nous obtenons x = VE 'Ua. Posons M = VE™!

101 -1
B=eM, MP = X ; notons que M = A ",

u,

Alors tous les points entiers du cbne V.1 sont donnés par la formule :

X=X+ kTB1 + ... 4 kan pour i=1,2,...,pTXpZX...Xpn avec ki € N pour

i=1,2,...,n.

i
L'ensemble des X est appelé ensemble des points fondamentaux du céne V.1.

Cet ensemble sera noté Pf.

V.1.3 Propriétés de BL,..J,Bn

S

De B=¢eM = eA-1 qui est une matrice a coefficients dans # nous déduisons

i
que Ai'B

Aix = bi’ i#j. En d'autres termes les B qui sont des vecteurs & composantes

n

0 pour i#j, c'est-a-dire que B) est paralléle aux n-1 hyperplans

entiéres sont paralléles aux arétes du cone.
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V.1.4 Le parallélotope fondamental

Considérons |'ensemble suivant, appelé parallélotope fondamental du cbne :

1

F={x|x=8+xB +...+ 1B, 052 <1,1 €R, i=1,2,...,0},

~

constitué & partir du sommet S du cone et porté par ses arétes.

Les points fondamentaux sont les seuls points entiers de E. Pour cela
i i
montrons d'abord que pour tout te Pf il existe un vecteur réel X de composantes
; i i i
}j satisfaisant a 0 ¢ Aj < 1 tel que % = S + Bx.

i i
Par construction P est tel que bj < Pj < bj + e pour j = 1,2,...,n et

1= 1,2,...,p1Xp2x...xpn.

i j i
Considérons le vecteur réel i = %-(ﬁ-b), nous avons 0 g Aj < 1 et en

appliquant M a cette égalité nous obtenons
i i i i
M(ex) =MP - Mb c'est-3-dire X =S + Bx.

Inversement un point entier X de F étant aussi un point entier du cbne,

s'écrit de la maniére suivante : X = % + k1B1 + ... kan. Or

x=5 +_>\1B1 oLl F ann avec 0 g Aj < 1 ce qui entraine k; =k, = ... =k =0

i
et x = X : c'est un point fondamental.

En d'autres termes nous recouvrons tous les points entiers du cbne en

translatant le parallélotope fondamental avec les vecteurs B1,...,Bn.

L'ensemble
des parallélotopes translatés du parallélotope fondamental constitue avec ce

dernier une partition du cbne pour les points réels comme pour les points entiers.

V.1.5 Nombre de points fondamentaux d'un cbne régulier

D'aprés V.1.1, le nombre de points fondamentaux est égal a Py¥Py X o+ X Py
Nous montrons que :
n

= € =
p,lxpzx...xpn-—'l—d;—tTl- |detB
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Pour démontrer cette formule nous considérons la réduite de Smith de A
c'est-3-dire que nous avons ei|s:i+1 pour i=1,2,...,n-1.

De e = V1€1 = VZEZ = L

€. nous déduisons que v.|v- our 1i=2,...,Nn.
n is qu v1|v1_1 p seees

~

Rappelons que C a été définie & partir de la matrice unimodulaire U

et des vy : Ci = viUi.

Nous calculons Ai(C), le p.g.c.d. d'ordre i de C, de deux maniéres

différentes.

Premi&rement, nous avons UCV = G et gilgi+1 pour i=1,2,...,n-1 alors

8;(C) = gyxgyx+ . -xg; - (V.1.5.1)
Deuxiémement, de Ci = ViUi’ Vi ZVyzoeee 2V 4%V S 1, Vilvi—1
pour i = 1,...,n et Ai(U) = 1 nous déduisons :
Ai(C) =1 x Vaol Xttt X Vnoied (V.1.5.2)

{V.1.5.1) et (V.1.5.2) nous donnent :

A1(C) =gy =y, T 1

8,(0) =

|

oQ
iy

[tje]
oo

i}

<

o}
X
<

n-1 - 827 Vn-10
et ainsi de suite g; = v, 4.4~

Pui .= (g, = . . . = v__. nous avons
uisque p; = (g5,¢) = (V3415 Vit fn-i+1) n-i+1’

3 € n
_ _ . n n n_ (e .
Dy X Py X wee X PP T VL XV g X el Xy S E; x . X eea X ET TT A

BA = eI => |det A| - |det B| = " et P{XPyX- - XD = |det B|.

Nous avons prouvé que le nombre de points fondamentaux est €gal au volume

du parallélotope fondamental.

Dans R® nous avons |det A| = |det B| mais pour n>2, |det B{ peut &tre
différent de |det A|. Nous donnons deux exemples illustrant ces formules.



b)

Exemple V.

Les coordonnées du sommet S sont (] R 10)

Nous avons

- (})

V.6

121
A= 21 2 det A = 3
1 2 0
100 1
E=( 0-1 0 U =[ -1
Q 0 -3 -2
4 2 3
B=({ 2-1 0 |det B| =
\J3 0-3
33
N == =9= [det B|] > det A
/14 5N\
A={ 1-2-25, det A = 1
\1 7 23/
100 1
E={0 3 0 U=( -1
0 0 6 -3
(4319 30
B=1{ 16 -6 -10 |det B| =
\-3 1
63
N=q1g= = |det B| < det A.
1 - (bne défini par :
Zx-yz-d-'-zé (H
x -5y -4 2

10
“'(—s 1) v

"
/'\
-

Ujl\)

1]
P
R

8

— OO

12
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et neuf points fondamentaux :

).

(9]
N
NN
~

($) 3
13>
5 )

oo
1l
N
—
[
.

//

S T |/

/

r
/
// 4

/

£

M

2 13 I 1516 17

by
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/.2 CONE CONTENANT UNE VARIETE LINEAIRE ([13],1141)

Considérons {x | Ax » b} ol A est une {m,n) matrice avec m < n, de rang m.

Les éléments de A appartiennent a £ (ou Q), b € R".

Theoneme V.2 : Tous Les points entiens d'un tel cone sont donnés par £a
gornmule sulvante :

i
- 1 +1 n
x = x + kB +...+1<mBI"+ym+1 e + ey VL

Cette décomposition est unique.

B) est parallile a La varitté Lindaire K = x | Ajx = b, i#j} poun tout
j=1,2,...,m.
V) est panatlete & La vanidtd Linfaine A% = {x | A;x =b; i=1,2,...,m}

kj €N j=1,2,...,m

€ 2 =m+tl,...,n.
Yp P

L'ensemble des X est appels L'ensemble des points fondamentaux {ensemble Pf) .
Les points fondamentaux sont Les seuls points entiens de L£'ensemble suivant :

xPx=2+a8 e BY 0y < 1,0 €R, i51,2,...,m),

R etant un podnt parfaitement déterminé.

Le nombre de points fondamentaux de ce cone est égal au p.g.c.d. de B
ot B =I[B',...,BM.

Preuve :

V.2.1 Calcuil des points entiers de ce cdne

Il existe deux matrices unimodulaires U(m,m) et V(n,n) te!les que UAV

E(m,n) étant une forme normale de Smith de A.

Ax = a <==> Ey = Ua avec x = Vy.

=E’
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(o
@]

Définissons R = {1,2,...,m} et R = {m+1,...,n}. Nous pouvons

R rire
X = VY = VI;SIR + VR yﬁ.

Appelons £15€95 0 9€p les éléments diagoraux de E. Le caicul des a

admissibles se fait comme en V.1.1. Nous obtenons :

i_ 1 1 m _
a=p+ sk1& + o, ..+ ekmd pour 1-1,2,,..,p1qux...Xp ,

tl i i i :
avec P = (y1,...,ym) et bj < Pj < bj + g pour J=1,2,...fm,
et i=1,25...,p1XpZX...Xpm.

VRyR - & va.

Posons : M = VR(ER)u1

et B = eM. Alors tous les points entiers de V.2 sont donnés par :

U, qui n'est autre que itinverse a droite de A

v 1 +1 ‘
x = MP + k1B + ... 4 kmBm + V" Y1 * o0 * Jnyn,

pour 1i=1,2,...,p{XPy¥-++*Py» ol ki € N pour i=1,2,...,m et yp € Z pour
p =mtl,...,n.

V.2.2 Propriétés de B,....B% V™1 . "

De B = eM nous déduisons que Ai.BJ = 0 pour i#j, c'est-a-dire que BJ

e¢st paralléle a la variété Kj = {x | Aix = bi i#j).

De UAV = E nous déduisons que AVR 0 c'est-a-dire que v (pour j € R

ast paralléle a la variété linéaire A*

{x | A;x = by, i=1,2,...,m}.

Nous pouvons remarquer que ces vecteurs B1,Bz,...,Bm,Vm+1,...,Vn, sont

linéairement indépendants.

V.2.3 Parallélotope fondamental

Considérons |'ensemble suivant que nous appellerons parallélotope du

{(x =R+ 2

w3}
1]

B' + ...+ xmgm, 05a; <1, €R, i=1,2,....m}
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ot R = VR(ER)"1 Ub = Mb c'est-a-dire que ® est un point (non entier en général)

de la variété linéaire Ax = b.

i
Etant donné bj < Pj < bj + g, pour j=1,2,...,m et i=1,2,...,p1poX...Xpm,

s i 1 1
nous considérons le vecteur % = E—(P-b). Ses composantes sont telles que

1 1 1 i
0 < Aj < 1. Appliquons M & la derniére égalité Mex = MP - Mb ol x = ® + B) ;

ainsi tous les points fondamentaux sont dans E.

_Inversement un point entier x de E étant aussi un point entier du céne,

1 1 +1 i 1
x =x+ kB + ...+kmBm+ym+1Vm + ...+ynVn. or X §+A1B oot AmBm
avec 0 ¢ Aj <1 j=1,...,m, ce qui entrafne que k1 = k2 = ,,. = km = Ve T v

. Tous les points entiers de E sont des points fondamentaux.

"

=1
C =Y T 0et x= %

V.2.4 Nombre de points fondamentaux

Montrons que le nombre de points fondamentaux d'un te! cdne est égal 3
m

AEA) = A(B) ol A(A) et A(B) sont respectivement les p.g.c.d. de A et de B.
Le nombre de points fondamentaux est donné par p1xp2x...xpm, Nous avons :

e = [51,...,em] =€

£ = 21\)1 = = Em\)m
Vi 2 Vy % oeee 3V F 1
vy | vi_q Pour i=2,...,m.
Alors Ai(C) = Vo1 X Vo2 X v X Vp_jer - 81 % 8y X ... x 8 pour

i=1,2,...,m ce qui entraine que 8i = Vpoiet

Py X Py X cov X Pp TV X Vo g X ees X vy = o . e G = FAY ol A(A)
est le p.g.c.d. de A.

. € _
Maintenant montrons que O A(B).
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Considérons VIBUT! = v aRED T = viWR c BT c (B8R et une
1o -1
BU

est une matrice (m,n) dont les &léments sont nuls sauf ceux de la diagonale

matrice diagonale dont les &léments sont VqaVgsee eV Par suite V~

principale gqui sont égaux a VQsVos e,V Alors d'aprés la remarque I,
A(B) = v X «e. x vo. CQFD.

175V

Les formules donn€es entrainent par exemple qu'un demi-espace ne posséde
qu'un seul point fondamental.

Exemple V.2

a} Cone défini par :

14
- 7x1 + 9xz + 13x:S + 19)(4 + X¢ : 3
7

5)(1 - 7xZ - 3)(3 + Sx4 —17x5 )
3x, + 5x, - S5x, - 7x, - 9% 2 16

1 2 3 4 5 -5

Le calcul donne :

t,1

B! = (5327, 697, 2307, 8, 875) ,
g2 = (658, 86, 285, 1, 108),
g3 = (651, -85, -282, -1, -107),

deux points fondamentaux :

1
tx

(15 337, 2007, 6642, 23, 2519),

2
%

(12019, 1573, 5205, 18, 1974),
et
tV4
tVS

(-89, -12, =37, -1, -15),

(24, 6, -2, 7, 7).

. _ 13
b) Demi-espace : Zx1 + 3x2 + 4x3 : >

Nous trouvons tB1 = (-1,1,0), tV2 = (3,-2,0), tV‘-S = (-2,0,1) et un point
fondamental = (-7,7,0).
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V.3 CONE POLYEDRIQUE DEFINI PAR {x | Ax > b} OU A EST UNE (m,n) MATRICE, m > n.

Ce cOne peut €tre décomposé en une réunion de cdnes réguliers (V.1) et
nous utilisons pour chacun d'eux la génération de leurs points entiers comme
elle a été définie en V.1. Dans cette décomposition, deux cOnes réguliers ont
au plus une face en commn. Pour obtenir cette décomposition nous utilisons
la méthode simpliciale (voir [1] ) qui nous permet de générer les sommets de
tout polyédre, en particulier des directions d'infinitude. L'intérét de la
méthode simpliciale est que cette génération se fait en passant d'un sommet
(ou d'une direction d'infinitude) 3 un sommet voisin (ou 3 une direction
d'infinitude voisine) c'est-a-dire dont les bases correspondantes ne différent

que d'un seul élément.
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Chapitre VI

GENERATION des POINTS ENTIERS d’un

PARALLELOTOPE de R"

VI.1 PARALLELOTOPE BORNE ([151, [161)

Un parallélotope borné de R est défini par :

{x | ¢ 2 Ax 3 b} o0 A est une matrice (n,n) de rang n, i éléments dans #,

bet c € R

Théoneme VI.1 : Tous Les points entiens d'un parallélotope boané de R" sont
donnés pan :

i i i
x=x+ kB« ...+ kB
1 n

Cette décomposition est unique.

i € K (un sous-ensemble §ini de N)

B! ,..-,BY sont n vecteuns Lindairement indépendants & composantes entines.
1 1

10s sont paralleles aux arétes du parallélotope .kj e N £els que 0 < k; < ij
pour j=1,2,...,n et 1 € K.

i
L'ensemble des x est appelé ensemble des points gondamentaux [(ensemble P’f‘).

Ces points sont Les seuls points entiens d'un parallélotope semi-ouvernt qui est
appele parallélotope gondamental du parallilotope.

Vi.1.1 Calcul des a admissibles

Comme en V.1 nous avons UAV = E, E est une forme normale de Smith de A.

Ax = a <==> Ey = Ua avec x = Vy.

=

Nous trouvons comme en V.1.1 que les solutions de Ca = 0(e) avec a 2 b

sont données par :
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VI.2

ti_ i i i
a= (X * ke, ¥y * kpe, en, ¥+ KoE).

Deux cas peuvent se présenter :

i i
a) 1 j tel que %. > Cj , alors ie point a n'est pas admissible.

J

- . i
b) ¥V j, %j < Cj’ 4 est admissible. Appelons Zj le plus grand nombre entier

tel 1 :
e ue .+ ¢ . £ C..
que vy SIS

L'ensemble des a admissibles est donné par :

'S S R i i
a-= (y1 + k1e, ceey Yo F kne) ol kj sont des entiers tels que

i i
0 sk, <4..

J J

Notons K le sous-ensemble des i de {1,2,...,p1XpZX...Xpn} tels que

i
bgacgc.
Nous avons alors T = z (t1+1) R (%n+1) points admissibles et par
i€K . .
X : ) . ty _ i 1
suite T points entiers dans le parallélotope. Définissons P = (Y1""’Yn) ;

on peut écrire que :

i 1 1
g=P+¢ck, & + ...+ ¢c k3§

.2 Points entiers du parallé&lotope

De x = Vy et de y = E-1Ua nous déduisons en posant M = VE-1U = Af1 et

B = €M, que tous les points entiers du paralliélotope sont donnés par :

i i 9 i
x = MP + k,B' + + k B",
1 n
i i :
avec 1 € Ket 0 ¢ kj < £j pour 1 € Ket j =1,2,...,n.

De B = eA-1 nous déduisons que B) est paralléle aux n~1 hyperplans

Ax = bi’ i#j.

1 i
Les points MP = x pour 1 € K constituent |'ensemble P%. P¥ est un sous-

ensemble de Pf associé au cdne asymptotique AxX = b. Notons que Pf n'est pas
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~

unique en ce sens qu'il est associé a un sommet x du parallélotope : dans la

preuve du théoréme il était associé au sommet solution de |'équation AX = b.
. . . v a . -

Néanmoins le nombre de points de Pf est le méme quel que soit le sommet X

considérer.

Exempfe VI.1 - Considérons le parallélogramme de R2 suivant :

-16 ¢ x+ yg 22

- S5s2x - ygs 1

Le calcul donne :

1 _ /1 2 _ (5
- (1) e 2 (

1
1 - k 1 1
a=<18> + 11 1 avecOsk153etk=0.
_ 1 2
2
2 - 3 -
a =( 13) (mod 11), a = ( 2) (mod 11) ne sont pas admissibles.
4
- 4 4
g =<_§ +11<41>avec0$k1szetk2=0
k2
5 /-7 ]5‘1 5 .
a-<_34+ l% avec 0 ¢ k, s 2 et k, = 0.
2
6
6 -6 k1 6 6
a-(_1>+ 1(2 avec 0 k152etk2—0.
2.
7
- k 7 7
a71=<}6>+ <K1>avec0$k153etk2=0.
2
381 ( 15) (mod 11), a _;4 (mod 11) ne sont pas admissibles.
1ﬂ N
10 (-13 10 10
< >+11 :avecO k153et k2 0.
11 , 1 11
a -(%) 11 1 /avec Osk1 < 3 et k2=0.
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S
w

L'ensemble Pf est :

- (@) R 3k ()8 ) F(DE-G) N -

PXPyx- e XP, = |det B| = 11,|K| = 7, T = 25.

54—t
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/1.2 PARALLELOTOPES NON BORNES (L1511, [16]1)

Pour les deux cas suivants, la preuve peut &tre déduite immédiatement de VI.1.

VI.2.1 Ter type :

"= =
{x | bJ < AJX $Cy, bJ,S AJ,x, JUJ n, JNJ' =@, AJUJ' de rang n}

Conollaine VI.2.1 : Tous Les points entiens de ce parallélotope sont donnés
parn La fommule sulvante :

: i .
x=x+ ¥ kBl + 7 kB,
jeJ J jEJ !

Cette décomposition est unique.
i € K (sous-ensemble §ini de N)
B/ comme dans Le théoneme VI.1.

kj(-ZNpoijeJ'.
i

i i
kj eybtée)u.ste/&squeOskjs?.jpounieKe,tjeJ.

L'ensemble des X est L'ensemble des points §ondamentaux (P’E).

s
"

P est dans un parallilotope semi-ouvert appelé parallélotope fondamental
du parallilotope.

VI.2.2 Z&me type :
{x | by s Axx s cj, by < Ajpx , J=1{1,2,...,s},

J' = {s+1,...,m} , m<n, A

TOJ" de rang m}



VI.6

Conollaine V1.2.2 : Tous Les points entdiens de ce parallélotope sont
donnés par La fonmule sulvante :

s i N . .
x=>1<+2k.BJ+Z k. B) + § y. v,
jeJ J jeJr J jeL J

Cette décomposition est unique.
i€ K.

B) pour j € JUJ' sont des vecteuns paralleles aux vanidtis
Kj = {x | A;x =b, powr i, j&JUJ', i#j}.

Vj pour j € L = {m+1,...,n} sont des vecteurs paralleles a La varniété
Linaine A* = {x | Ajx = bi’ 1eJyJdl.

k; € Npour j € J'.
i i i .
kjaon/tduemwte/aque Oskjskjpowt1€Ke/tjeJ.

yje%pouxzjeL.

L'ensemble des >1< est L'ensemble des points gondamentaux (P’E) .
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Chapitre VII

QUELQUES PROPRIETES ALGEBRIQUES et GEOMETRIQUES

VII.1 PROPRIETES LIEES AUX CONES POLYEDRIQUES, AUX PARALLELOTOPES DE R ET AUX MATRICES

UNIMODULAIRES ET SEMI-MODULAIRES. [16]

Propasition VII.1 : Le cone V.1 ou Les parallélotopes de VI.1 et VI.2.1
ont un point gondamental et un seul 54 et seulement 54 La matrice A = €U
ol € € Z et U est une matrnice unimodulaire.

Preuve :
En

det A .

Nous devons avoir ¢ = |det A]. Or de det A = €1 X €5 X ... X £ aVec ai[e

Le nombre de points fondamentaux est donné par la formule N =

i+1
pour i=1,2,...,n-1, nous déduisons qu'il faut €, = €, pour tout i=1,2,...,n-1.
En particulier €q =g, =€ c'est-a-dire que A1(A) = ¢ : tous les &léments de
A sont multiples de e. Posons A = ¢W.

De UAV = E nous déduisons que det A = det E c'est-a-dire que

N |det W| = " donc det W = +1, W est donc une matrice unimodulaire.

Inversement pour une matrice de la forme A = eW oll W est unimodulaire et

e € Z - {0}, la forme normale de Smith a des ¢ sur la diagonale car Ai(A) = (e)1
ell ’

pour i=1,2,...,n. Alors N = ———— = 1,
|det Al

Conollaine VII.1 : Le cone V.2 et Le parallélotope VI.2.2 ont un point
gondamental et un seul 8L et seulement 84 A = ¢W ol ¢ € Z et W est semi-modulaine.

Preuve :

. m N . m
Dans ce cas nous devons avoir e = A(A) c'est-ad-dire ¢ £ XEp% e uXe

m

(]

avec Eilgi pour i=1,2,...,m-1. Nous en déduisons €; T ey =

m pour Tout

+1
i=1,2,...,m-1.

De A1(A) = €4 = € nous pouvons écrire que A = W et que UAV = E ol

E = €[I,0] (I étant la matrice unité de rang m, 0 la matrice (m,n-m) 3a
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éléments nuls). Ainsi nous obtenons ¢ U W = ¢[I,01, ce qui donne
Am(MD = A(W) = 1 d'aprés la proposition 1. Par suite W est semi-modulaire

(c'est une propriété caractéristique d'aprés réf. [ 101 page 36 ).

Inversement, si A = eW avec ¢ € Z -~ {0} et W semi-modulaire, les formes

normales de Smith de A ont des € sur la diagonale principale car Ai(A) = (e)1
e 1.

pour i=1,2,...,m. Alors N = =
A(A)
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VII.2 PROPRIETE GEOMETRIQUE [16]

Proposition vi1.2": Etant donné un parallélotope semi-ouvert :

(x| x=T+aC + ...+ C" avee TERY, C* dtant n vectewrs Lindainement
indépendants a coorndonnées entilres, 0 < Ay < T, A; € R pour i=1,2,...,n.
Alors Le nombre de points entiens de ce parallélotope est exactement égal a
son volume.

Freuve :

Nous supposons que les vecteurs colonnes Ci sont réduits c'est-a-dire que
le p.g.c.d. de leurs éléments est égal a 1. Si certains vecteurs ne |'étaient
pas, par exemple ¢ = qjC'j pour j € J C{1,2,...,n}, nous prendrions

C' = [C'J,C“’Z""’n}*J 1. C'" définirait un parallélotope avec 1 (. moins
jed
de points que celui défini par C.

Nous allons montrer que le parallélotope donné,une fois réduit,est le
parallélotope fondamental d'un cdne ayant T pour sommet et dont les arétes sont

paralléles aux ct.

Considérons la riduite de Smith de C, soit D = SCR. Les éléments diagonaux

de D sont 1, d2’d3"”’dn' A partir de C—1 = RD—1S nous définissons
N -1 _ -1 -1 41 _ -1
A= dnC = R(an ) S. Nous avons R~ AS ' = an .

il existe deux mafrices de permutation U et V telles que
(UR_1) A (S_1V) = U(dn D_1) V =E o0 les deux éléments diagonaux de E sont

d d d d
1, EFE;" ceey HE s dn’ tels que 32 H—E— pour j=2,...,n-1 ; les autres
n-1 2 il

&iéments de E étant nuls. Ainsi E est la réduite de Smith de A.

Les matrices de permutation U et V sont égales, tous leurs é&léments sont

égaux a zéro sauf les éléments Ui ou V% avec i+j=n+1 qui sont égaux & 1.

Le cbne cherché est défini par AXx 2 b ol b = AT et A = dnC—j. La matrice
H

des vecteurs de translation associée & A est B* = dnA = C. Ainsi le parallé-~

lotope donné est le paral!lélotope fondamental de ce cbne et nous pouvons

Cette propriété est, parait-il, déja démontrée mais nous sommes incapables de citer

une référence exacte.
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appliquer V.1.4 et V.1.5 : le nombre de points entiers de ce parallélotope
n
(dn) _ 1

est égal a = -
|det A|] |det C

1] = |det C|, donc égal au volume du parallélotope.
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/I1.3 PROPRIETE ALGEBRIQUE : INVARIANT LIE AUX FORMES NORMALES DE SMITH D'UNE

MATRICE QUELCONQUE.

D'aprés les constructions données aux paragraphes I11.2.1 et 1I.2.4
nous constatons que pour obtenir la forme réduite de Smith il faut faire
beaucoup plus de calculs que pour obtenir une forme normale de Smith. De plus
dans 1'algorithme de recherche des points entiers d'un cOne ou d'un parallélo-
tope nous avons considéré, pour les mémes raisons, une forme normale et le
p.p.c.m. des éléments diagonaux de cette forme. Mais pour établir les formules
de V.1.5 et de V.2.4 donnant le nombre de points fondamentaux nous avons &té
obligés de considérer chaque fois la réduite de Smith et le p.p.c.m. de ses
€léments diagonaux, lequel est égal dans ce cas au plus grand élément.

Afin de se limiter dans la pratique (c'est ce qui est fait en annexe 6)
d un algorithme basé sur le calcul d'une forme normale, il importe donc de

émontrer que ces deux p.p.C.m. égaux. C'est ce que nous allons faire.
démont e de c.m. sont ég C'est s allons fai

Proprniete VII.3 : Le p.p.c.m. des €Léments diagonaux non nuls d'une §omme
normale quelconque de Smith d'une matrice A est un Lnvarniant gal au plus
grhand eLement de sa néduite de Smith.

Preuve :
Elle découle directement de la remarque de [10] page 46 . Considérons
une forme normale queicongue de Smith de A dont les éléments diagonaux seront

toujours notés €13€05 02 sE Nous montrons qu'avec une construction particuliére

0
nous pouvons transformer cette forme normale en une autre et itérer le processus
pour obtenir la réduite de A, de telle sorte que le p.p.c.m. des éléments non

nuls de chacune d'elles soit le méme.

a) A l'aide de matrices de permutations nous rangeons les éléments de la
diagonale de la forme normale dans |'ordre croissant.

b) Soit j le premier indice tel que ej { €y Pour k>j. A 1'aide de matrices
élémentaires opérant seulement sur les termes en (j,j), (k,k), (j,k) et (k,j),

nous remplagons le terme en (j,j) par (ej,ek) = d de maniére & obtenir une

nouvel le forme normale.
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Pour étre plus précis, ceci est réalisé en multipliant

3 droite par une matrice V, a gauche par une matrice U.

La matrice V est définie par :

V% = 1 sauf pour i=j et i=k,

. €. € .

J - k_J ook o

VJ- G,Vk d,Vj H—,Vk 8,

a et B étant tels que 0e; * Bey = d = (ej,sk),

les autres termes de V étant nuls.

La matrice U est définie par :

Ui = 1 sauf pour i=k,

. e, 8 .
j-_k k| j
= % Y

les autres termes de U étant nuls.

UetV sont deux matrices unimodulaires .

Appelons 81 I'élément en (k,k) de ia nouvelle forme normale.

X €. X 4e0

J

X oo

De det A = € X en e

€541 X eew X € g X & X Epiq X ee. X £, NOUS déduisons que
' —xed =
c'est-a-dire que &, [ej,ek].
De plus nous avons :
[61, ceey ej, cevs Eps tees en] = [e1, cees (ej,ek), ees, Le
Si pour le méme j il existe un autre k' > k tel que €

en a) et b) jusqud ce que €5 | ey Pour fout k> j.

Ce que nous avons fait pour Ej sera fait pour €j+1 et a

la forme normale

P X Eg g X (sj, ak) x

(ej,ek) X 8 = €5 %k

., e 1.

- 5E
’ ], n

J

| e+ nous retournons

insi de suite de
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maniére & obtenir la forme réduite c'est-a-dire €5 | €47 POUT i=1,2,...,n-1.

Le procédé nous permet d'affirmer que les p.p.c.m. des éléments diagonaux
de toute forme normale sont égaux entre eux et égaux 3 h de la réduite frouvée

(réduite qui rappelons-le est unique).

La preuve a été établie pour une matrice A(n,n), elle s'établit de la

méme maniére pour toute matrice A(m,n).
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VII.4 RESOLUTION D'UN PROBLEME GENERAL

Nous généralisons le probléme résolu aux chapitres V et VI, & savoir

chercher tous les x entiers qui vérifient :
Ax Rb,

oll R est une relation quelconque; en fait ce sera une relation d'ordre

quelconque sur un anneau.

A est une (m,n) matrice ; si m = n elle est de rang n, si m < n,
elle est de rang m, ses éléments sont entiers, b est un vecteur a coordonnées
réelles ou entiéres selon les cas.

Pour cela nous posons Ax = a et nous cherchons tous les a admissibles,
c'est-a-dire qui :

1) domnent des solutions entiéres aux systeémes Ax = a,

2) vérifient aRb.

Le premier point s'obtient en utilisant la technique de résolution des
systémes linéaires en nombres entiers. Avec les notations déja utilisées

auparavant nous obtenons :
Ax = a <==> Ey = Ua (avec x = Vy) (VII.4.1)

€15€0 0 esEp étant les €léments diagonaux de E, posons ¢ =[e1,...,en],

€ = V.

i €y Ci = vy Ui pour i=1,2,...,n. (VII.4.1) s'écrit

Ca = 0 (mod ¢)
d'otl a = a (mod ¢) pour i=1,2,...,p1xp2x...xp .

n

Revenons a 2), il faut a Rb c'est-a-dire que pour i fix€é il faut qu'il

existe au moins un kj tel que

(éj + kje) ij pour tous les j=1,2,...,n. (VI1.4.2)
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Appelons L le sous-ensemble de {1,2,...,p1xp2x...xpn} tel que 2) soit
réalisé. /

L'ensemble des 2 pour 3 € L constitue 1'ensemble des a admissibles.

I1s peuvent s'écrire :
i
=7+ ek161 + ..+ eknén ie L.

Un 3 admissible peut fournir un nombre fini de solutions (c'est le cas
ou la relation est la relation de divisibilité, voir ci-dessus) ou un nombre
infini de solutions (cas de la relation 3z, au chapitre V), selon que 1'ensemble
des n-upples k_j est fini ou non.

L'ensemble des solutions du probléme est alors donné par x = MA ol

M = VE 'U.

- i 1 n ]
x = MP + k1B + ...+ knB i€ L

les kj étant déterminés par les relations (VII.4.2).

Dans le cas ol la matrice est rectangulaire, m < n, nous obtenons

- 1 +1 _
X = M@ + k1B + o0+ kmBm + ym+1vm + ...+ ynVn,

ou Ype1? 0 Vp sont des entiers quelconques.

Exemple VII - Nous traitons le cas ol la relation R est celle de la divisi-
bilité.

Recherche de tous les x entiers tels que :

21xy = 10x, + 4xq | 31
X; - Xy - 2xg | 3
=3xy + 4xy + 10xg | 7

La partie 1) nous fournit 4 solutions :

t! t2 t3
a= (0,0,0) (mod 2), "a = (11,0,1) (mod 2), a = (21,1,-3) (mod 2),

- (32,1,-2) (mod 2).
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1 2 4 ..
a, a, a ne sont pas admissibles car :

a, = 2k, | 31

2

a, =2k, [ 3,

4

ag = -2+ 2k |7

3 L. .
a est admissible et donne 27 solutions car

21 + 2k, | 31 pour k -26, -10, 5

1

1+ 2%k, | 3 pour k,=-2,0,2

-3 + 2k, | 7 pour ks =-2, 2,5
Ces solutions sont :

(-227, -432, 104), (-131, -248, 60), (-59, -110, 27), (5, 12, -4), (101, 196, -48),
(173, 334, -81), (121, 234, -58), (217, 418, -102), (289, 556, -135),

€259, -496, 120), (-163, -312, 76), (-91, -174, 43), (-27, -52, 12), (69, 132, -32),
(141, 270, -65), (89, 170, -42), (185, 354, -86), (257, 492, -119), (-289,-556,135),
(-193, -372, 91), (-121, -234, 58), (-57, -112, 27), (39, 72, -17), (111, 210,-50),
(59, 110, -27), (155, 294, -71), (227, 432, -104).

Nous ne traiterons pas la résolution de b|Ax car ceci est équivalent a

Ax = 0 (mod b) (voir chapitre III).
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VIT.5 APPLICATIONS A L'OPTIMISATION EN NOMBRES ENTIERS

VII.5.1 Considérons PM! : Max {fx | Ax » b} ol fx est une forme linéaire et ol
Ax > b définit géométriquement un cOne. Nous supposons que le sommet X est
1'optimum de PM1.

Proposition VIT.3 :  L'optimum en entien de PM1 est un point fondamental de
ce cone.

Preuve :

Puisque X est |'optimum de PM1 , nous avons les conditions d'optimalité

de Kuhn et Tucker :

Etant donné y, un point entier quelconque du cbne, nous avons
n .

i . i

y=x+ } k. B) avec X ,point fondamental .
._1 J
J_

i n .
£x) + ] flk; B)
=t

n

L

£(y)

i
fx) +

K. (-uAB?)
seq

1

k. ABJ.

f(i
X) - u. N

j

o~ 3

. . n .
ABd = e8! 30, k., >0 => ) k, ABJ > 0.
j JEt

Comme u > 0 ==> f(y) < f(%). CQFD.

 Dans le cas des cdnes non réguliers la preuve est identique car
£(v)) = - wav! = 0.

VII.5.2 Considérons PM2 : Max {fx | c 2 Ax > b} ol fx est une forme linéaire et
ol ¢ > Ax > b définit géométriquement un parallélotope. Nous supposons que le
sommet x par exemple est 1'optimum de PM2.

Conollaine VIT.2 : L'optimum en entien de PM2 est un point fondamental de

parallilotope c'est-a-dirne un point de P? ol P? est assocdé au sommet X.

La preuve se déduit aisément de la proposition précédente.



ANNEXES



A0,

ANNEXE 0

Nous trouvons en annexe A0 les différentes procédures qui serviront

pour les programmes suivants. Ces procédures sont :

Procédure INF ;
Procédure PRODMAVEC ;
Procédure INFA 2 ;
Procédure HERMITE ;
Procédure SMITH ;

PROCEDURE INF (A,L1,N,JM) ;

VALUE L1, N ; INTEGER L1, N, JM ; INTEGER ARRAY A ;

COMMENT cette procédure repére par JM la plus petite valeur absolue des termes non
nuls de la ligne L1 du tableau A du L1**™ terme au Nléme. 8388607 est
1'infini machine ;

BEGIN INTEGER I, X, S ;

S := 8388607 ;
FOR T := L1 STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN X := ABS(A[L1,I1) ;
IF X # 0 AND X<S THEN
BEGIN JM := I ; S := X END

END

END de INF ;

PROCEDURE PRODMAVEC (A,B,C,S,R,M) ;
VALUE S,R,M ; INTEGER S,R,M ; INTEGER ARRAY A,B,C ;
COMMENT cette procédure exécute le produit d'une matrice A 3 R-S+1 lignes par un

vecteur B et met le résultat dans C ;
BEGIN INTEGER I, K
FOR I := S STEP 1 UNTIL R DO
BEGIN C[I] := 0 ;
FOR K := 1 STEP 1 UNTIL M DO
ClI] := CI[I] + ALI,K1 * BI[K]

END
END de PRODMAVEC ;
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PROCEDURE LECTURE (A,B,M,N) ;
VALUE M,N ; INTEGER M,N ; INTEGER ARRAY A,B ;
COMMENT procédure de lecture des données : la matrice A 3 M lignes et N colonnes
et le vecteur B 3 M composantes ;
BEGIN INTEGER I,J ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO
A[T1,J1 := DATA ;
FOR I :=1 STEP 1 UNTIL M DO
B[I1 := DATA
END de LECTURE ;

PROCEDURE INFA2 (T,L1,L2,13,S,MI,MJ) ;
VALUE L1, L2, L3 ; INTEGER L1, L2, L3, MI, MJ, S ;
INTEGER ARRAY T ;
COMMENT cette procédure repere par (MI,MJ) la plus petite valeur absolue des termes

non nuls du tableau T dont les lignes sont indicées de L1 a L2, les colonnes
de L1 a L3 :
BEGIN INTEGER I,J,X ;
S := 8388607 ;
FOR I := L1 STEP 1 UNTIL L2 DO
FOR J := L1 STEP 1 UNTIL L3 DO
BEGIN X := ABS (TII,J]) ;
IF X # 0 AND X<S THEN
BEGINMI =1 ; MJ :=J ; S :=XEND

END

END de INFAZ ;

PROCEDURE HERMITE (P,A,V,N,M) ;
VALUE N,M ; INTEGER N,M ; INTEGER ARRAY P,A,V ;

COMMENT cette procédure calcule la réduite d'Hermite de la matrice A quelconque 2

M lignes et N colonnes ainsi que les matrices unimodulaires P et V qui
permettent d'obtenir cette réduite, celle-ci étant dans A 3 la fin du calcul.
PA=2 signifie qu'on calcule la réduite d'une matrice de rang maximum (en
particulier d'une matrice unimodulaire) ayant plus de lignes que de colonnes,
PA et RANG sont déclarés a 1'extérieur de la procédure ;
BEGIN INTEGER I,C,Y,Z,T,E1,H,J,Q,JM,K,R ;
IF PA = 2 THEN GOTO SUITE ;
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FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO
P(I,J] := IF I =J THEN 1 ELSE O ;
SUITE : FOR T := 1 SIEP 1 UNTIL N DO
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO
VII,J] := IF I = J THEN 1 ELSE O ;

FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO
BEGIN FOR C := I STEP 1 UNTIL N DO
IF A[I,C] # 0 THEN GOTO ETIQ ;

IF PA = 2 THEN GOTO BOND ;
IF I<M THEN Y := I ELSE GOTO FINALE ;
FOR Y := Y+1 WHILE Y<=M DO
BEGIN FOR ,Z := I STEP 1 UNTIL N DO
IF ALY,Z] # 0 THEN
BEGIN FOR T := 1 STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN Q := ALY,T]; ALY,T1:=A[I,T]; ALI,T):= Q END ;
~ FOR E1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO ;
BEGIN H := PII,E1] ; PII,E1] := P[Y,E1] :=H END;
GOTO ETIQ
END

END ;
BOND : GOTO FINALE ;
ETIQ : INF (A,I,N,JM) ;
IF PA = 2 THEN GOTO SAUT ;
RANG := 1 ;
SAUT : FOR J := I STEP 1 UNTIL N DO
IF A[1,J] # 0 AND J # JM THEN
BEGIN Q := A[I,J]1 + ALI,JM] ;
AlI,J1 := AlI,J1 - Q * ALI,M] ;
FOR R := I+1 STEP 1 UNTIL M DO
A[R,J] := A[R,J]1 - Q * A[R,JM] ;
FOR E1 := 1 STEP 1 UNTIL N DO
VIE1,J] := VIE1,J] - Q * VIE1,JM]

END

FOR E1 := I STEP 1 UNTIL N DO
IF ALI,E1] # 0 AND E1 # JM THEN GOTO ETIQ ;
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IF I # JM THEN FOR K := I STEP 1 UNTIL M DO

BEGIN Q := A[K,I] ; AIK,I1 := A[K,JM] ; A[K,JM] := Q END ;
FOR E1 := 1 STEP 1 UNTIL N DO

BEGIN H := VI[E1,Il ; VIE1,I1 := VIEt1,JM] ; VIE1,JM] := HEND ;

FINALE : END

END de HERMITE ;

PROCEDURE SMITH (U,A,V,N,M) ;
VALUE N, M ; INTEGER N, M ; INTEGER ARRAY U,A,V ;
COMMENT cette procédure calcule une forme normale de Smith de la matrice A

quelconque a M lignes et N colonnes ainsi que les matrices unimodulaires
U et V, la forme normale se trouve dans le tableau A 3 la fin du calcul ;
BEGIN INTEGER E,F,I,MI,MJ,Q,R,T,R1,R2,B1,S,K,G,Q1,E2 ;
FOR E := 1 STEP 1 UNTIL M DO
FOR F := 1 STEP 1 UNTIL M DO
ULE,F] := IF E = F THEN 1 ELSE 0 ;
FOR E := 1 STEP 1 UNTIL N DO
FOR F := 1 STEP 1 UNTIL N DO
VIE,F1 := IF E = F THEN 1 ELSE 0 ;
FOR T := 1 STEP 1 UNTIL M DO
BEGIN
ETIQ : INFA2 (A,I,M,N,S,MI MJ) ;
IF S = 8388607 THEN GOTO FINALE ;
FOR T := I STEP 1 UNTIL N DO
IF AIMI,T1 # 0 AND T # MJ THEN
BEGIN Q := AIMI,T] = AIMI,MJ] ;
FOR R := I STEP 1 UNTIL M DO
A[R,T] := A[R,T] - Q * A[RMJ] ;
FOR E2 := 1 STEP 1 UNTIL N DO
VIE2,T] := VIEZ,T]1 - Q * VIE2,MJ]

END ;
FOR R1 := I STEP 1 UNTIL M DO
IF AIRT,MJ] # O AND R1 # MI THEN
BEGIN Q1 := AIRT,MJ1 + AIMI,MJ] ;
FOR R2 := I STEP 1 UNTIL N DO
AIR1,R2] := AIRT,R2] - Q1 * AIMI,R2] ;
FOR F := 1 STEP 1 UNTIL M DO

UIR1,F} := U[R1,F] - Q1 * UIMI,F]

END ;
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FOR Bl := I STEP 1 UNTIL M DO
IF A[B1,MJ] # 0 AND B1 # MI THEN GOTO ETIQ ;
FOR B1 := I STEP 1 UNTIL N DO
IF ADMI,B11 # 0 AND B1 # MJ THEN GOTO ETIQ ;
IF I # MJ AND I<=N THEN
BEGIN FOR K := I STEP 1 UNTIL M DO
BEGIN G := A[K,I) ; ALK,I1 := A[K,MJ] ;
A[KMI] := G
END ;
FOR F := 1 STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN G := VIF,I1 ; VIF,I] :
VIF,MJ] := G

VIF,MJ] ;

END

END ;
1F I # MI THEN

BEGIN FOR K := I STEP 1 UNTIL N DO

BEGIN G := AIIL,K]I ; AII,K] :
A[MIL,K]I := G
END ;
FOR F := 1 STEP 1 UNTIL M DO

BEGIN G := ULI,F1 ; UII,F] :

UIML,F] := G

AMIL,K] ;

UIMI,FI ;
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Les programmes qui suivent ont &té& &crits ii ALGOL et passés sur

M 40 B.G.E.

Ils sont au nombre de quatre .

Résolution de Ax = b dans 2" par :

1) la méthode de la réduite d'Hermite exposée en II.1 et utilisant

les tests de la proposition II.1

2) la méthode précédente a laquelle on ajoute la triangularisation

définie au corollaire II.3

3) la méthode de la forme normale de Smith exposée en II.2 et utilisant

les tests de la proposition II.3

4) la méthode précédente d& laquelle on ajoute la triangularisation

définie au corollaire II.4.

Ces quatre programmes sont trés performants, le plus rapide d'entre eux

étant le premier.
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BEGIN COMMENT Résolution de Ax = b dans Z par la méthode d'Hermite. AL1:M, 1:N] est une

-~

matrice de rang quelconque a €léments dans Z, b est dans BA [1:M], PA = 1
signifignt que 1'on utilise HERMITE complétement ;

b

INTEGER N,M,PA,RANG,J1,R1,11,Q1,A1,B1 ;

N := DATA ;
M := DATA ;
BEGIN INTEGER ARRAY P[1:M,1:M], A[1:M,1:N], V[1:N,1:N1, BA[1:M], XO[1:N] ;
PA := 1 ;

LECTURE (A, BA, M, N);
HERMITE (P,A,V,N,M) ;
BEGIN INTEGER ARRAY BB[1:M] ;
(a) PRODMAVEC (P,BA,BB,1,RANG,M) ;
BEGIN INTEGER ARRAY X1[1:RANG] ;
FOR IT := 1 STEP 1 UNTIL RANG DO
BEGIN X1[I1] := BBII1] ;
FOR J1 := 1 STEP 1 UNTIL T1-1 DO
X10I11 := X1[I1] - ALI1,J11% X1[J11 ;
A1 := X1[I1]1 ; B1 := A[I1,I1] ;
Ql := Al = Bl ; Rl := Al - Bl * Q1 ;
IF R1 # 0 THEN GOTO TEST 1 ;
X111 := Q1 ;

END
TEXT ("'PREMIER TEST VRAI /) ; PRINT (2) ;
COMENT Nous venons de tester si yp = L-1PRb (page 11.8) qui
se trouve dans le tableau X1 est entier ;
IF RANG < M THEN
BEGIN INTEGER ARRAY X2 [RANG*+1 : M] ;
PRODMAVEC (A,X1,X2,RANG +1,M,RANG) ;
PRODMAVEC (P,BA,BB,RANG +1, M,M) ;
FOR IT := RANG +1 STEP 1 UNTIL M DO
IF BBLI1] # X2[I1]1 THEN GOTO TEST 2 ;
TEXT ("'DEUXIEME TEST VRAI /) ; PRINT (2) ;
END ;
COMENT Le deuxiéme test consiste d vérifier si P§b=SL_
8) PRODMAVEC (V,X1,X0,1,N,RANG) ;
SORTIE DES RESULTATS (la solution particuliére est dans le

tableau X0, la solution générale s'obtient en ajoutant i X0 les

1 :
Ppb 3

combinaisons linéaires d coefficients dans 2 des colonnes numé-
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rotées de RANG +1 a4 N du tableau V) ;

GOTO FINALE ;

TEST 1 : TEXT (""PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /); PRINT (2) ;
TEST 2 : TEXT ("'PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /); PRINT (2) ;
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BEGIN COMMENT Résolution de Ax=b dans # par la méthode d'Hermite donnant 3 la matrice

solution la forme triangulaire inférieure. La réduite d'Hermite étant
utilisée deux fois : une fois pour A (PA = 1), une autre fois pour V
(PA = 2) ;

INTEGER N,M,PA,RANG,T,J,Q,R,J1,I1,R1,Q1,A1,B1 ;

N :
M

li

BEGIN INTEGER ARRAY P[1:M,1:MJ, A[1:M,1:N1; VI1:N,1:N1, BA[1:Ml, XO[1:N] ;

=1

LECTURE (A,BA,M,N) ;
HERMITE (P,A,V,N,M) ;

BEGIN INTEGER ARRAY BB[1:M],

insérer ici la partie du programme Al comprise entre les lignes (a) et

(B) incluses ;
PA := 2 ;
IF RANG = N THEN SORTIE DE LA SOLUTION se trouvant dans le tableau X0 ;
GOTO FINALE ;
BEGIN INTEGER ARRAY VRI[1:N, 1:N-RANG], VP[1:N-RANG, 1:N-RANG] ;
FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL N DO
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N - RANG DO
VRII,J1 := VII,J+RANG] ;
HERMITE (P,VR,VP,N-RANG,N) ; _
COMMENT on vient de calculer la réduite d'Hermite de VR primiti-

vement mise dans le tableau VR ;

SORTIE DES RESULTATS (la solution particuliére est dans le tableau
X0, la solution générale s'obtient en ajoutant & X0 les combinai-
sons linéaires a coefficients dans Z des colonnes de RANG +1 3 N
du tableau VR) ;

END ;

GOTO FINALE ;

TEST 1 : TEXT ("'PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /) ; PRINT (2) ;

TEST 2 : TEXT ("'PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT (2) ;



BEGIN COMMENT Résolution de Ax=b dans % par la méthode de Smith. A[1:M,1:Nl est un

tableau de rang quelconque, b est dans BA[1:M] ;

INTEGER N,M,RANG,E4,F4,Q2,R2,1,J

N := DATA ;

M := DATA ;

BEGIN INTEGER ARRAY U[1:M,1:M], A[1:M,1:N]l, VI1:N,1:N], BA[1:M], XO(1:N] ;
LECTURE (A,BAM,N) ;
SMITH (U,A,V,N,M) ;
BEGIN INTEGER ARRAY BBI[1:RANG] ;
{4 PRODMAVEC (U,BA,BB,1,RANG,M) ;
FOR F4 := 1 STEP 1 UNTIL RANG DO

BEGIN Q2 := BB[F4] : A[F4,F41 ;
R2 := BBIF4] - Q2 * A[F4,F4] ;
IF R2 # 0 THEN GOTO TEST 1 ;
BBIF4] := Q2 ;

END

TEXT ("'PREMIER TEST VRAI /) ; PRINT (2) ;
COMMENT nous venons de vérifier si (Dg)_1 URb est entier, ce vecteur
se trouve alors dans le tableau BB ;
IF RANG < M THEN
BEGIN INTEGER ARRAY X2[RANG +1 : M] ;
PRODMAVEC (U,BA,X2,RANG+1,M,M) ;
FOR F4 := RANG +1 STEP 1 UNTIL M DO
IF X2[F4] # 0 THEN GOTO TEST 2 ;
TEXT ("DEUXIEME TEST VRAI /) ; PRINT (2) ;
END ;
) PRODMAVEC (V,BB,X0,1,N,RANG) ;
SORTIE DES RESULTATS (idem qu'en A1) ;
GOTO TERMINAL ;
"TEST 1 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /) ; PRINT (2) ;
TEST 2 : TEXT (''PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT (2) ;

TERMINAL : END
END
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BEGIN COMMENT Résolution de Ax=b dans # par 1la méthode de Smith donnant 3 la matrice
solution générale (tableau VR) la forme triangulaire inférieure ;
INTEGER N,M,RANG,E4,F4,Q2,R2,1,J,PA ;
N := DATA ;
M := DATA ;
BEGIN INTEGER ARRAY UL1:M,1:M1, AL1:M,1:N1, VI1:N,1:N1, BAL1:Ml, XO[1:N] ;
LECTURE (A,BA,M,N) ;
SMITH (U,AV,N,M) ;
BEGIN INTEGER ARRAY BB[1:M] ;
insérer ici la partie du programme A3 de la ligne (a') 4 (B') incluses ;

PA := 2 ;
IF RANG = N THEN SORTIE DE LA SOLUTION se trouvant dans le tableau XO ;
GOTO ALAFIN ;

BEGIN INTEGER ARRAY VRI[1:N,1:N-RANG], VP[1:N-RANG, 1:N-RANG} ;
FOR E4 := 1 STEP 1 UNTIL N DO
FOR F4:=1 STEP 1 UNTIL N-RANG DO
VRIE4,F4] := VIE4,F4+RANG] ;
HERMITE (V,VR,VP,N-RANG,N) ;
SORTIE DES RESULTATS (idem qu'en A2) ;

END ;

GOTQ ALAFIN ;

TEST 1 : TEXT ("'PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /) ; PRINT (2) ;
TEST 2 : TEXT ("'PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT (2) ;
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BEGIN COMMENT Ce programme calcule le p.g.c.d. de N entiers rationnels et 1'exprime comms

combinaison liné€aire de ces N entiers (identité de Bezout) ;
INTEGER N, J, JP ;
PROCEDURE INFA (T,L) ;
VALUE L ; INTEGER L ; INTEGER ARRAY T ;
COMMENT cette procédure rep€re par JM la plus petite valeur absolue des termes non

nuls.
BEGIN INTEGER I, X, S ;
S := 8388607 ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL DO
BEGIN X := ABS (TI[Il) ;
IF X # 0 AND X < S THEN
BEGIN JP := 1 ; S := X END

END
END de INFA ;
PROCEDURE HERM (A,V,N) -;
VALUE N ; INTEGER N ; INTEGER ARRAY A, V ;

COMMENT Cette procédure calcule la réduite d'Hermite d'une matrice a une seule ligne

de N €léments. L'€lément non nul de la réduite est en position JP. Les coef-
ficients de Bezout sont dans la colonne JP de la matrice V ;
BEGIN INTEGER I, J, Q ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL N DO
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO
VII,J] := IF I = J THEN 1 ELSE 0 ;
ETIQ : INFA (A,N) ;
FOR T := 1 STEP 1 UNTIL N DO
IF ALI]l # 0 AND I # JP THEN
BEGIN Q := A[Il + ALJP] ;
AlIl := AlIl - Q * ALJP] ;
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO
VLJ,I11 := VILJ,I1 - Q * V[J,JP]
END ;
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO
IF ALJ] # 0 AND J # JP THEN GOTO ETIQ ;
END de HERM ;

N := DATA ;
BEGIN INTEGER ARRAY A[1:N1, VI1:N, 1:N] ;
' FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO A[J] := DATA ;
TEXT ("LES ? N = /) ; EDIT ("F3.0/,N) ; TEXT (" ? ENTIERS ? SONT : /) ;
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PRINT (2) ;

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO EDIT ("F 8.0/, ALJI) ;
PRINT (2) ;

HERM (A,V,N) ;

TEXT ("LE ? PGCD ? EST : /) ; EDIT ("F8.0 /, ALJP]) ;

PRINT (2) ;

TEXT ("'LES ? COEFFICIENTS ? DU ? PGCD ? DANS ? L'IDENTITE ? DE ? BEZOUT ? SONT :) ;
PRINT (2) ; _

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO EDIT ("F8.0/, VLJ,JP]) ;

PRINT (2) ;
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Le programme proposé est commm aux cdnes V.1 et V.2. I1 génére d'abord
les vecteurs B appelés 'vecteur de translation', puis les points fondamentaux
en indiquant leur nombre et si on se trouve dans le cas V.2, les vecteurs de

translation VR appelés ''vecteur de translation bis".
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GIN COMMENT ce programme génére les points fondamentaux et les vecteurs de translation
d'un cbne polyédrique défini par Ax:zb ol A[1:M,1:N] est 3 coefficients
entiers et b dans B[1:M,1:2] 3 coefficients rationnels, NPOINTS est le
nombre de points fondamentaux ;-

INTEGER N,M,I,J,PM,K,PG, NPOINTS,LJ,L,RANG,I2,F2,S ;
PROCEDURE PGCD (T,PG) ;
INTEGER PG ; INTEGER ARRAY T
COMMENT cette procédure calcule le pgcd (PG) de deux nombres, elle fait appel

a la procédure INFA2 ;
BEGIN INTEGER I,MJ,Q,S ;
SAUT : INFA2(T,1,1,2,S,1,M)) ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL 2 DO
IF TI1,11 # 0 AND I # MJ THEN
BEGIN Q := TI[1,I1 + TI[1,MJ] ;
T{1,I1 := TI1,I1 - Q * T[1,MJ]

END ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL 2 DO
IF T[1,I1 # 0 AND I #MJ THEN GOTO SAUT ;
PG := T[1,MJ]
END de PGCD ;

PROCEDURE PPCM (EPS,PM,N) ;
VALUE N ; INTEGER PM,N ; INTEGER ARRAY EPS ;
COMMENT 1la procédure calcule le ppcm (PM) de n nombres en faisant appel 3 la

procédure PGCD ;
BEGIN INTEGER I,PG ;
' INTEGER ARRAY TA[1:N1, TB{1:1, 1:21 ;
TA[1] := EPSI[1] ;
FOR T := 1 STEP 1 UNTIL N-1 DO
BEGIN TB[1,1]1 := TAII] ;
TBI1,2] EPS[I+1] ;
PGCD (TB,PG) ;
TALI+1] := EPS[I+1]% TAI[Il + PG
END ;
PM := TAIN]
END de PPCM ;




A6,

PROCEDURE REAJUST (AA,M,B,PM) ;
VALUE M,PM ; INTEGER M, PM ; INTEGER ARRAY AA, B ;
COMMENT cette procédure donne les i admissibles (a}lab) d partir de a
BEGIN INTEGER I,C ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO ,
BEGIN C := (BLI,11-BII,21*AALIl) : (PM * B[I,2]) ;
IF BI[I,11 > AALIl * BII,2] AND
BII,11-AALII*B[I,21- C * PM * B[I,2] # O
THEN C := C+1
AALI] := AALIl + C * PM

END
END de REAJUST ;

PROCEDURE SORTIE (A,AA,BB,N,M) ;
VALUE N,M ; INTEGER M,N ; INTEGER ARRAY A,AA,BB ;
COMMENT cette procédure sort les points fondamentaux ;
BEGIN INTEGER I, J ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL N DO

BEGIN BBLI] := 0 ;
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO
BBLI1 := BBII] + ALJ,I] * AALJ]

END ;
BEGIN PRINT (1) ; TEXT ("X[/) ; EDIT (“F3.0/,LJ) ; TEXT ("'1=/)
FOR T := 1 STEP 1 UNTIL N DO
EDIT ("F8.0/, BBII] + PM) ; PRINT (2)

END ;
LI := LJ+1
END de SORTIE ;

N :
M :

DATA
DATA ;

BEGIN INTEGER ARRAY A, TRAN[1:M,1:NI, U[1:M,1:M}, VI1:N,1:N1,Y,AA,EPS[1:N],

Luf1:1, 1:21, BBI[1:Nl, Bl[1:M,1:2]1 ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO A[I,J] := DATA ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO
BEGIN BII,11 := DATA ; BII,2] := DATA END ;
SMITH (U,A,V,N,M) ;

VY ;



A6

FOR I := 1 STEP 1 UNTIL M DO EPSII] := ABS(ALI,Il) ;
PPCM (EPS,PM,M) ; COMMENT Calcul de ¢ = [51,32,...,en] mis dans PM ;
FOR I :=1 STEP 1 UNTIL M DO

BEGIN EPSII] := PM + AlI,I] ;

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO
ULT,JT := ULL,J] * EPS[I]

END ;
COMMENT Calcul de C mise dans le tableau U ;

FOR I := 1 STEP 1 UNTIL N DO
FOR K := 1 STEP 1 UNTIL M DO
BEGIN A[K,I1 := 0 ;
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO
A[K,I1 := AIK,IT + VII,JI * ULJ,KI ;
TRAN [K,I] := A[K,I]

END ;
TEXT (''LES VECTEURS DE TRANSLATION : /) ; PRINT (2) ;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO
BEGIN PRINT (1) ; TEXT ("BL/) ; EDIT ("F2.0/,J) ; TEXT ("1=/) ;
FOR I := 1 STEP 1 UNTIL N DO
EDIT ("'F8.0/,TRAN [J,I1) ; PRINT (2)

END ;

FOR T:=1 STEP 1 UNTIL M DO
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO A[I,J] := ULI,J] ;
SMITH (U,A,V,M,M) ;

BEGIN BOOLEAN ARRAY TBL1:M, 0:PM-11 ;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M @
BEGIN FOR 1:=0 STEP 1 UNTIL PM-1 DO
TBLJ,T] := ALJ,J1 * T = A[J,J1 * I : PM * PM ;

LUL1,11 := ABS (ALJ,J)) ;
LUL1,2] := PM ;

PGCD (LU,PG) ;

EPSLJ] := PG

END ;
NPOINTS := 1 ;
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M DO
NPOINTS := NPOINTS * EPS[J] ;
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SORTIE DE N POINIS ;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL M DO
YLI)} := 0 ;
PRODMAVEC (V,Y,AA,1,M,M) ;
REAJUST (AA,M,B,PM) ;
LJ := 1 ;
SORTIE (TRAN,AA,BB,N,M) ;
FOR L:=M, L-1 WHILE L>=1 DO
BEGIN RETOUR : FOR I := Y[L}+1 STEP 1 UNTIL PM-1 DO
IF TBIL,I] THEN
BEGIN Y[L}:= T ;
PRODMAVEC (V,Y,AA,1,M,M)
COMMENT Calcul de a=VY (mod ¢) ;
REAJUST (AAM,B,PM) ;
COMMENT Calcul de #3b ;

SORTIE (TRAN,AA,BB,N,M) ;

L =M,
GOTO RETOUR
END ;
FOR K:=L STEP 1 UNTIL M DO Y[KI := 0
END ;
IF M < N THEN

BEGIN TEXT ("LES VECTEURS DE TRANSLATION BIS : /) ; PRINT(2) ;
FOR J := M+1 STEP 1 UNTIL N DO
BEGIN PRINT (1) ;
FOR I:=1 STEP 1 UNTIL N DO
EDIT("'F8.0/,VII,J1) ; PRINT (2)
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