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I N T R O D U C T I O N  

L'optimisation en nombres entiers a pris, à cause de besoins bien 

définis (problème d'implantation, problème du voyageur de commerce, 

d'ordonnancement,...), une place importante en mathématiques. Diverses 

méthodes ont été mises au point depuis plus de dix ans mais n'ont pas 

toujours été satisfaisantes pour la résolution pratique de tous les 

problèmes. Conune dans bien d'autres domaines, un algorithme ou une 

approche mathématique efficace restent à trouver (s ' ils existent ! ) . 

Rappelons brièvement que les méthodes existantes peuvent se classer 

en deux familles. D'une part les méthodes arborescentes ou d'énumération 

implicite qui peuvent fournir assez rapidement une solution optimale mais 

qui nécessitent généralement des temps de calcul assez élevés pour prouver 

que l'optimum est effectivement atteint. D'autre part, des méthodes qui 

reposent davantage sur des bases mathématiques (notion de congruence, de 

dualité, de théorème de séparation) et qui permettent d'affirmer qu'il y a 

convergence, mais celle-ci étant bien souvent acquise, si elle l'est, au 

bout de temps' de calcul assez élevés. La limite entre ces deux familles 

n'étant d'ailleurs pas toujours bien définie. Ajoutons que la programmation 

en nombres entiers n'a pratiquement abordé, les méthodes booléennes mises à 

part ainsi que deux ou trois exceptions, que des problèmes avec contraintes 

et fonctionnelle de type linéaire. 

Les nombreuses difficultés pour traiter ce problème proviennent, semble- 

t-i1,du fait que nous ne savons pas expliquer la structure du point de vue des 

points entiers de sous-ensembles de fRn vérifiant certaines égalités ou inéga- 

lités, même de type linéaire. Ces difficultés sont celles que rencontre 

l'aritlméticien. Elles sont ici accrues sur le plan pratique par le fait 

qu'en optimisation en nombres entiers les problèmes à traiter sont de grande 

taille par rapport à ceux de l'arithmétique traditionnelle : le nombre de 

variables est de l'ordre de la centaine et plus, dans quelques années il sera 

de l'ordre du millier et plus, le nombre des contraintes d'un ordre presque 

comparable. D'autre part, la dimension n'est pas la seule difficulté : même 

un problème de dimension modeste peut se révéler difficile à résoudre en 

raison du fait que le nombre de solutions à envisager peut être très grand 



et n'est pas proportionnel à la dimension. 

C'est dans cette optique que se place ce travail et qu'une approche a été 

faite. Nous sonnnes parvenus à expliquer (chapitre V) de manière exacte la struc- 
ture de tous les points entiers d'un cône polyédrique  de^" (ou d'un module sur 
un anneau principal à base finie), c'est-à-dire à expliquer la structure du 

problème asymptotique. Cette approche est différente de ce qui avait été fait 

jusqu'alors. Nous nous intéressons aux points entiers eux-mêmes et non plus à 

leur enveloppe convexe (méthodes de découpe en général). Nous montrons que 

l'optimum en entier d'une fonctionnelle linéaire sur un cône polyédrique est 

un point d'une famille privilégiée mise en évidence appelée ensemble des "points 

fondamentaux". Cet ensemble et n vecteurs linéairement indépendants (que nous 

savons déterminer) portés par les arêtes du cône nous permettent de générer 

tous les points entiers du cône polyédrique. Une méthode constructive permet 

de sortir sur ordinateur tous ces éléments. Le nombre de ces points fondamentaux 

est donné par une formule très simple. 

La méthode est ensuite appliquée au cas des parallélotopes de /Rn 

(chapitre VI). 

Nous pouvons mettre en similitude la théorie ainsi trouvée avec celle de 

la décomposition des polyèdres : aux points fondamentaux correspondent les 

sommets du polyèdre, aux vecteurs portés par les arêtes du cône correspondent 

les directions d'infinitude du polyèdre. 

Avec la méthode rigoureuse qui a été définie, nous nous trouvons devant 

des situations très différentes les unes des autres. Pour certains cas, 

l'ensemble des points fondamentaux est très petit, ce qui nous donne rapidement 

l'optinami (réduit à un point parfois, ce qui nous permet de caractériser les 

matrices unimodulaires ou semi-modulaires), pour d'autres par contre, bien que 

cet ensemble soit toujours fini, il est très grand; c'est le cas par exemple 

lorsqu'une contrainte, à fortiori plusieurs, sont presque parallèles aux plans 

de coordonnées, même si la dimension de l'espace dans lequel on se trouve est 

très petite, ce qui confirme ce que nous disions tout-à-l'heure. 

Après un chapitre sur les notations et les définitions, nous rappelons 

dans le deuxième chapitre la résolution des systèmes linéaires en nombres 

entiers. Puis dans les deux chapitres suivants nous avons ajouté la résolution 



des systèmes de congruences linéaires et des systèmes mixtes. En plus des 

résultats cités plus haut (chapitres V et VI) ,  nous avons mis en évidence 

(chapitre VI 1) certaines propriétés importantes d' ordre algébrique et géo- 

métrique qui résultent de la théorie faite aux chapitres V et VI. 

En annexe nous trouverons des programmes écrits en ALGOL testés sur 

M 40 B.G.E. qui fournissent : 

. la résolution des systèmes linéaires en nombres entiers ; 

. la recherche du pgcd de n nombres et de leurs coefficients dans 
l'identité de Bezout. Les codes obtenus sont performants ; 

. la génération des points fondamentaux d'un cône polyédrique . 

En ce qui concerne la bibliographie, elle est constituée de la manière 

suivante : d'une part les articles et ouvrages qui nous ont réellement servi 

et qui sont cités dans le texte, d'autre part les articles et ouvrages que 

nous avons consultés ou qui nous ont familiarisé à ce problème ou même qui 

ont été écrits pendant ce travail et même après. 

Nous terminerons en disant que cette thèse regroupe pour l'essentiel 

deux notes parues aux Comptes Rendus de L'Académie des Sciences (en 1969 

et 1970) ainsi que deux articles parus dans la Revue de la Direction des 

Etudes et Recherches de 1'E.D.F. (en 1969 et 1970). 



Chapitre 1 

N O T A T I O N S  et D E P I N I T I O N S  

N : ensemble des entiers 2 O 

Z : ensemble des entiers rationnels 

A(m,n) : matrice de format (m,n) cl est-à-dire à m lignes et n colonnes, 

à éléments dans Z 

A' : colonne j de la matrice A 

A : ligne j de la matrice A 
j 

AR : sous-matrice de A composée de lignes dont les indices appartiennent 

au sous-ensemble R de N 

: sous-matrice de A composée des colonnes dont les indices appartien- 

nent au sous-ensemble R de N 

A: : sous-matrice de A dont l'indice de la ligne et de la colonne 

d'un élément appartient respectivement aux sous-ensembles J et 1 

Soient p éléments ml >m2,. . . ,m de ? ; on note : 
P 

[ml,m2 ,..., m 1 = m leur plus petit commun multiple (en abrégé p.p.c.m.), 
P 

(ml ,m2, . . . ,m ) = d leur plus grand commun diviseur (en abrégé p.g.c.d.) . 
P 

La relation a 1 b signifie : <<  a divise b >, . 

La relation alb signifie : << a ne divise pas b >>. 

Ai.a désigne le produit scalaire du vecteur ligne Ai par le vecteur colonne a. 

j t ~ J  désigne le vecteur ligne transposé du vecteur A . 
1 Etant donnés p vecteurs colonnes B', . . . , B ~ >  nous notons par B = IB ,. . . ,gP1 

la matrice dont les vecteurs colonnes sont ~ j .  



1.2 DEFINITIONS ET PROPRIETES 

1.2.1 Matrice unimodulaire : matrice de forme carrée à éléments dans un anneau 

(ce sera toujours Z) de déterminant +1 ou -1. 

1.2.2 Matrice selni-modulaire : matrice de forme rectangulaire à éléments dans 

un anneau possédant une inverse à droite ou à gauche entière. 

1.2.3 Matrice de transposition : matrice de la forme 

A étant une matrice quelconque : 

La prémultiplication de A par P (c.a.d. P..A) a pour effet de permuter i j 1J 

les lignes i et j de A. 

La postmultiplication de A par Pij (c.a.d. AP..)  a pour effet de permuter 
1J 

les colonnes i et j de A. 

1.2.4 Matrice élémentaire : 



La prémultiplication de A par V(i , j ,a) a pour effet de retrancher à la 

ième ligne de A a-fois la jème. 

La postmltiplication de A par V(i , j ,a) a pour effet de retrancher à la 

jeme colonne de A a-fois la ième. 

Ces matrices sont des matrices unimodulaires. 

1 . 2 . 5  Plus erand commun diviseur d'une matrice 

ûn appelle p.g.c.d. d'ordre h d'une matrice A(m,n) noté $(A) le p.g.c.d. 

des déterminants de toutes les sous-matrices de format carré (h,h) de A. 

On appelle p.g.c.d. de A noté n(A) le p.g.c.d. d'ordre r oil r est le rang 

de A. 

1 . 2 . 6  Matrices arithmétiquement équivalentes 

A et B sont dites arithmétiquement équivalentes s'il existe deux matrices 

unimodulaires U et V telles que 

B = UAV. 

P t ~ o p o ~ i L i u n  1 : Deux m a a 2 i c a  mLthmi5t.iquement éqLuvdWes o n t  même p.g.c.d. 

p0üA $OU .&A 0 ~ d h ~ d  h .  

I I  s u f f i t  de l e  montrer  pour  B = UA. 

1 
Considérons l a  sous-matr ice de forme ca r rée  B avec 1 1 1  =  JI = i. Alo rs ,  J 

1  1 ' 1 det (Bj) = 1 det (UJ det (AI,,), 
1 ' 

somme étendue à t o u t  1' t e  i que 1 1' 1 = i.  

I 
Donc Ai(A) 1 det (BJ) pour t o u t  1 e t  J de ca rd i  na 1 i, d 'où ni(A) 1 ni(B). 

Réciproquement, comme A = U-'B, di(B) 1 *.(A), d 'où f ina lement  L(A) = di(B). 
1 

Remahcjue 1 : Deux m a t t U c a  amXm~é;tiquement éqLUudente6 a n t  même m g .  



Chapitre I I  

R E S O L U T I O N  des S Y S T E M E S  L I N E A I R E S  

en N O M B R E S  E N T I E R S  

Dans ce chapitre nous rappelons deux techniques de résolution des 

systèmes l inéaires  en nombres ent iers  : ce l l e  basée sur l a  réduite d'Hermite 

( t rès  rapide à notre avis) e t  ce l le  basée sur l a  réduite de Smith (également 

rapide). La construction de ces deux réduites e s t  é tabl ie  dans l e  cas où l e s  

éléments de l a  matrice sont p r i s  dans un anneau euclidien. On trouvera dans 

Cl71 l a  construction dans l e  cas où l'anneau e s t  principal. Les systèmes 

s 'écr i ront  toujours : 

où l e s  éléments de A e t  b sont dans 45. 

Le point nouveau es t  l a  mise sous forme triangulaire inférieure de l a  

matrice donnant l a  forme générale de l a  solution de t e l s  systèmes 

(corollaire II .  3 e t  corol la ire  I I .  4) . 



11.1 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES EN N m R E S  ENTIERS PAR LA METHODE D'HERMITE 

11.1.1 Triangularisation d'une matrice quelconque 

ThEotème 11.7 : Powr t o d e  m&ce A(m,n) de mng r à é t é m m  dans un anneau 

eu&&en &te deux ma/thices unimoduhhes P & V ,  P &tant une matrUce de 

p m m o n s ,  .t&es que : 

Si m 6 n, on a la configuration suivante 

PAV = 

PAV = 

Remmque 11.2 : La forme (11.1.1.1) étant obtenue par des transformations 
élémentaires et des transpositions sur les colonnes et des transpositions 
seules sur les lignes, en intervertissant le rôle des lignes et des colonnes 

on obtient deux matrices unimodulaires P et U, P étant une matrice de permuta- 

tions, telles que 



C o h o ~ e  1 7 . 1  : P o u  tauLe ma/trUce A(m,n) de m g  r = inf (m,n) à ELémentb 
dans un a n n u  e.uclidien, i l  e x d t e  deux mdttucu ulWno-a U et V ; t au  
que : 

La d é m o n s t r a i i o n  e s t  l a  même que c e l l e  du thêorèrne 1 1 . 1 ,  ma is  comme l e  

r a n g  e s t  maximal, i l  n ' i n t e r v i e n t  pas dans l a  c o n s t r u c t i o n  de m a t r i c e s  de 

t r a n s p o s  i t i o n s  dor-tnant P. 

Preuve du théorème 1 1 . 1  : 

a )  Déterminons d ' a b o r d  deux m a t r i c e s  u n i i o o d u l a i r e s  P e t  VI, Pl é t a n t  1 
une m a t r i c e  de t r a n s p o s i t i o n ,  t e l l e s  que 

Nous n o t e r o n s  t o u j o u r s  a' l e  t e rme  q u i  e s i  en p o s i t i o n  (1 , l ) .  S i  i e s t  1 
l ' i n d i c e  de ' 2  p r e m i è r e  l i g n e  non i den t i quemen t  n u l l e  de A, no tons  P l a  m a t r i c e  1 
de t r a n s p o s i t i o n  P q u i  Gchange l a  l i g n e  1 avec l a  l i g n e  i. 1 i 

k 
Notons p a r  a j  l e i  é lêmen ts  de c e t t e  nouvelle p remiBra  !igb,e. S o i t  al l e  1 

p l u s  p e t i t  te rme en v a l e u r  abso lue  des te rmes non n u l s  de l a  p r e m i è r e  l i g n e .  



Une t r a n s p o s i t i o n  Plk, notée Pi,  échange l es  colonnes 1 e t  k e t  amène donc ce 
j terme en p o s i t i o n  ( 1 , l )  On remplace les  termes non n u l s  de ( a l ) ,  j = 2 , 3 ,  n 

par  l eu rs  res tes  pz,  p3,. . . 1 , pn après l a  d i v i s i o n  euc l i d i enne  par  a l .  

aJ = 1 1 
1 a j  a l  + pj avec O r Ipj 1 < lal 1 j = 2,3,. . . ,n 

Pour ce la  on m u l t i p l i e  à d r o i t e  P A Pi pa r  l es  t rans fo rmat ions  é lémenta i res  1 
V(1 ,j , a j )  

On o b t i e n t  donc : 

En f a i t ,  dans l a  p rh t i que ,  on regroupe l e  p r o d u i t  V(l ,2,a2) . . . V(1 ,n,an) 

en une seule ma t r i ce  un imodu la i re  

- S i  pz = pg - ... - 1 
- p, = O ,  a l o r s  l a  formule (11.1.1.2) donne H avec 

Dans l e  cas c o n t r a i r e ,  on recommence sur  l a  forme (11.1.1.2) ce que l ' on  
1 

a  f a i t  su r  PAP;. Nous ob t iendrons  l a  forme A, pu i  squ'à choque étape on remplace 
1 l e s  termes non nu l s  a u t r e s  que a par  des termes s t r i c t e m e n t  p l us  p e t i t s  en 1 

va leu r  absolue. 



b)  S i  1 = 0 ,  a l o r s  P = Pl e t  V = V v é r i f i a n t  (11.1 . l . l ) ,  L se r é d u i t  1 
à un seu i élément a' - l e  rang de A e s t  1 .  1 '  

1 1 
S i  A f O ,  nous e f f e c t u o n s  sur  A l e s  t r ans fo rma t i ons  d é f i n i e s  en a )  pour 

o b t e n i r  l a  forme 

i 
Nous obtenons a i n s i  une s u i t e  de m a t r i c e s  A dont  les  dimensions d im inuen t  

d'une u n i t é  chacune à chaque pas ; i l  e x i s t e  r '  avec r '  6 m t e l  que 
r A '  = O (A = O  s i  r1 =ml. 

P A V,  où V = VrI  ,... V1 e t  P = Pl ... Pr, e s t  donc de rang r '  p a r  

c o n s t r u c t i o n  e t  auss i  de rang égal au rang de A = r (~teinahgue 1 )  ; donc 

r = r '  ; nous obtenons donc (11.1 .1 .1) .  

Remahque 11.3 : L'étude ci-dessus peut ê t r e  f a i t e  sans f a i r e  intervenir P ; 

Ii prend alors  l a  forme en escal ier  i r régul ier  

R m q u e  11.4 : De plus,  nous pouvons dans l e  calcul de V ne pas f a i r e  

intervenir l e s  matrices de transpositions du type P i  ; I I  prend alors  l a  

forme 





Nous pouvons donner une fome plus élaborée au théorème 7 7 . 7  sous la 

forme du corollaire suivant : 

C o / r o U e  1 7 . 2  : L a  /réduite H p u t  eRhe t u e  que : 

1 ) T o u  lu tme~ de la diagonute de H a o n t  poaX6a.  

2 ) a )  T o u  ta tme~ a&& d m  une même colonne au-duaou de llée&nent 

d i a g o n d  a o n t  in@,tieum à ce d a n i a  e.t a a n t  p o a X ~ a  ou nu.& ; 

ou 2 )  b )  T o u  la R m e ~  ai tul ia  dand une même Ligne a o n t  in&!hiew~b à celui 

oLtué a u 4  la durgon.de e.t dont pobLt.ida ou vu&. 

I I  s u f f i t  de m u l t i p l i e r  à d r o i t e  ou à gauche pa r  une m a t r i c e  d iagonale  

composée de + 1  ou - 1  b i e n  app rop r i és  pour o b t e n i r  1 ) .  

I I  s u f f i t  de m u l t i p l i e r  à gauche dans l e  cas 2 ) a ) ,  à d r o i t e  dans l e  cas 

2 ) 6 ) ,  par  des ma t r i ces  é lémenta i res .  

Exemple 7 7 . 7  - Calcul de la réduite d'Hermite de 



L = O 1 O A est de rang 3 l 5 21 

on remarque que VI ,V3,V5 sont des matrices de transposition . 

11.1.3 Conditions d'existence des solutions et résolution de Ax = b. 

Soit I I  = = P A V urlc réduite d'liermite de A (de rang r) . 

- - 
Posons R = {1,2,. . . , r ) ,  R = {r+1 ,r+2,. . . ,n), R = {r+l ,r+2,. . . ,ml. 

Ptloy~obUon 7 7 . 1  : Une condctcon nÉcubaihe eA hud&ihavLte pauh que (II) a i t  

une bo&on ent i2 . t~  a;t que 

L-' PR b h 0 . d  elLtiez 

(11.1.3.1) 

En e f f e t ,  (II) e s t  é q u i v a l e n t  à 

P A V V-'X = Pb ou 

Hv-lx = Pb 

Donc, en posant y = v - ~ x ,  (11.1.3.2) dev ien t  

( yR e n t i e r  que l conque 

Ce qu i  donne b ien  l a  p r o p o s i t i o n ,  c a r  x e n t i e r  e s t  é q u i v a l e n t  à y e n t i e r  

( V  é t a n t  un imodu la i r e ) .  



On reporte yR résolu dans x = Vy = hR + a-, d'où : 
R 

Théokême 1 1 . 2  : S o u  co&n6 d t U t e n c e  (II.1.3.1),  R . a h o U o n  du 
hyhtème (II)  ult dannée p~ 

( II .  1.3.3) 

g E n W e  d e  L t é p u a t i o n  h o g Z n e  ; h s o û L ü o n  depend donc L i n E d e n i e n t  d e  
n-r parramweb y-. 

R 

Exemple 1 1 . 2  - Résolution du système linéaire suivant : 

La réduite d'Hermite de la matrice du système a été calculée à l'exemple 

11.1. 

Calculons 

Ax = b est équivalent à (en posant x = Vy) 



II'. 1 O 

on vérifie que 

L =  

d'os la solution : 

Com.thhe 11.3 : SOU l e6  e o n w n b  dt&tence (11.1.3.1) Laaolut ion du 

a yatème (II) de metfrLa AOU lu dome 

1 O 0  

O 1  O 

-1 5 2 

ou # ut une &e &iangdkihe hdéhiewre. 

Z Z Z 

- 
$(n,n-r) qui  f i g u r e  dans (11.1.3.3) e s t  de rang n-r, l e  co ro l  l a i  r e  II. 1 

montre I 'ex is tence d'une mat r ice  unimodu l a i  r e  VI (n-r,n-r) t e l  l e  que 

L = 

y3 

1 0 0  

O 1 O 

1 -5 1 

yR = L-' PRb = 

5 

2 

1 

entier = 
Y1 
y2 



Considérons a  l o r s  l a  matr ice un imodu l a i  r e  V (n,n) c o n s t r u i t e  de l a  manière 1 
sui  vante à p a r t i r  de Vi 

PAW1 = HV1 = H , H e s t  conservée 

- 
d'où en posant W = W1, fi = vR e t  @ = v%;, on o b t i e n t  b ien  

# avec t r i a n g u l a i r e  i n fé r ieu re .  

Exemple 77.3 

Résoudre 2x1 - 2x2 - 4x3 - 6x4 + 8x5 = -2 

5x1 - 2x2 x3 - 5x4 - 3x5 = -4 



I I .  12 

XI = -1 + y3 
x2 = -3 - 3y3 + y4 y3 y4 y5 entiers 

X3 = O -  y3+9 y4 -29y5  rationnels arbitraires 

X4 = 1 + 2y3 - y4 + 2y5 

X5 = O +4y4 - 1 3 ~ 5  

11.1.4 Application au calcul du p.g.c.d. de n ncnnbres et de leurs coefficients 

dans l'identité de Bézout. 

Etant donnés n éléments al ,a2, .  . . ,an d'un anneau euclidien, nous nous 
proposons de calculer leur p. g. c .d. ainsi que leurs coefficients dans 1 ' identité 
de Bézout, Ceci constitue une mise en forme de C51 à l'aide des matrices unimo- 
dulaires et de la réduite d'Hermite d'une matrice à éléments dans un anneau 
euclidien. 

Un progrme écrit en ALGOL se trouve en annexe 5. Les résultats sur 

ordinateur sont obtenus de manière très rapide. 



Pmpo~LCLon 11.2 : LamuWpLLdon h &oLte ( / r u p .  à gauche) d 1 u n e ~ c e  
A p a ~  une matruce unimodatmhe V commue Le p.g.c.d. de6 éebW de chaque 
Ligne (tre6p. de chaque cotonne). 

En e f f e t ,  s o i t  B = AV ; Bi = AiV. 

S o i t  d. l e  p.g.c.d. des éléments de l a  l i gne  Ai, on note 
- 1 n di - (ai, a3 . . . , ai) : i ' 

Les éléments de l a  l i gne  B, é t a n t  des éléments de l ' i d é a l  engendré par  
I - 

1 2  n (ai,ai, ..., a.) sont des m u l t i p l e s  de di, par  s u i t e  s i  on note 
1 

1 n 
dj = (bis . . . , bi) nous avons donc dildi. 

O r  inversement nous avons A = BV-1 ; donc de Ai = Bi v-' l e  même 

raisonnement en t ra ine  que dildi d'où di = di Vi 

11.1.4.1 Application - Algorithme d'Euclide révisé 

Etant donnés n entiers rationnels al, ..., a nous nous proposons de n 
rechercher d = (al ,. . . ,a ) et n entiers rationnels xl ,.. .,x tels que n n 
d = x a + x2a2 + ... + xnan 1 1  (identité de Bézout). 

Pour cela il suffit de calculer la réduite d'Hermite de la matrice à 

une ligne A = [al ,a2,. . . ,an]. 

Pour plus de simplification nous n'utilisons pas les matrices penmitations 

de colonnes pour la construction de la réduite d'Hermite. 

Il existe donc une matrice unimodulaire V(n,n) telle que 



D'après la proposition précédente d est le p.g.c.d. de al ,a2,. . . ,a et n 
d = vial + $a2 + ... + tann. 

Cornne la matrice V n'est pas unique on retrouve le fait que la décomposi- 

tion de d ne 1 ' est pas non plus. 

Exempte 11.4 - Calcul du p.g.c.d. de -46, 38, 280, 126. 

On trouve par exemple 



11.2 RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES EN NOMBRES ENTIERS PAR LA FORME NORMALE ET LA 
REDüITE DE SMITH 

11.2.1 Diagonalisation d'une matrice quelconque 

Théotrhe 11.3 : Poun toLLte muAxLce A(m,n) de trang r à Uéments daMd un anneau 
euceXdien, Lt d t e  deux mattuces u ~ o ~ u  U et V t&es que 

UAV = 

Preuve : 

a) Déterminons d'abord deux matrices unirnodulaires U et VI telles que 1 

Pour cela on procède de la manière suivante : par une permutation de lignes 

et de colonnes, on amène le plus petit terme en valeur absolue des termes non 
1 nuls en position (1.1) ; soit al ce terme. 

Comme dans le cas de la réduite d'Hermite, nous remplaçons à l'aide de 

matrices élémentaires chaque terme de la première ligne (multiplication à droite) 

et de la première colonne (multiplication à gauche) par son reste dans la division 
1 euclidienne par al. 



a S i  ces res tes  sont nuls, on o b t i e n t  . Sinon, on recommence sur l a  mat r ice  
1 

obtenue ce que Ibn a f a i t  sur A.Nous obt iendrons l a  forme D, puisqulà chaque 

étape on remp lace les termes non nu l  s  au t res  que a' par des termes s t r ic tement  1 
p lus  p e t i t s  en valeur  absolue. 

1 
b) S i  A = O a l o r s  U = IJl e t  V = Vl v é r i f i e n t  (11.2.1.1). Si A # O, nous 

1 

ef fectuons sur  A les t ransformat ions d é f i n i e s  en a) pour o b t e n i r  l a  forme 

i 
Nous obtenons a i n s i  une s u i t e  de matr ices A dont les dimensions diminuent 

r1 
d':ne u n i t é  chacune à chaque pas : i l  e x i s t e  r' avec r' s m t e l  que A = O 
r 

(A = ld s i  r = m). UAV,oÙ U = Ur ,... U, e t  V = VI... 'r ' e s t  donc de rang r' par 

const ruc t ion  e t  aussi éga l  à ce1 u i  de A, s o i t  r (remarque 1) ; donc r = r' ; 

nous obtenons donc (II. 2.1 .1) . 

R m u e  21.5 : L'étude ci-dessus peut être faite sans faire intervenir les 

matrices de transposition ou de permutations mais seulement les matrices 

élémentaires (ce qui allège le calcul de U et V). On obtient alors la matrice 

diagonale généralisée suivante : 



Organigramme de la forme normale de Smith 

"Plus petit terme" désignant dans l'organigramme le plus petit texme en 

valeur absolue des termes non nuls de la matrice A. 

est le "plus petit terme" > oui 

1 1 A l'aide de transfomations élémentaires on remplace 1 
chaque terme de A L-{1,2.. .p-1 ,pl P 

P et %-il,2...p-l,pl 
par son reste après division euclidienne par aP 

P 

A non - A L-(1 ...p 1 = oui + 

O et $-{i,2. ..pl = O 

I 

non L-{l,2 ..... p-ll = O oui 
w < 'k-c 1,2 .....p- 11 *I 



Exemple 1 1 . 5  - Calcul de la forme normale de Smith de 

on trouve 

11.2.3 Conditions d'existence des solutions et résolution de Ax = b 

Soit 

D = = UAV 

une forme normale de A(m,n) de rang r. 

~ h o p o 4 ~ n  1 1 . 3  : Une c o n ~ o n  n é c c m a i h e  et d u d d h a n t e  p o m  que (II) ai;t 

une ao&&Lon esX  que 
/ 

En effet, (II) est équivalent à 

UAV V-' x = üb 



- 1 
donc en posant y = V x, (11.2.3.2) dev ien t  

O = U-b 
ii 

y e n t i e r  a r b i t r a i r e  

ce qui  donne b ien  l a  p ropos i t ion ,  ca r  x e n t i e r  e s t  équ iva len t  à y e n t i e r  

( V  é t a n t  unirnodulaire). 

R e m q u e  11.6 : Les conditions (11.2.3.1) peuvent semettre sous une forme 

plus explicite en posant bj = Uib ; on trouve : 

pour i € R 

Théohèwe11.4 : S o u  la condhXoncr d ' e x i d t e n c e  (II.2.3.1), h b o U o n d u  
ayatème (II) ut donnée pdi( 

- - - 
où 2 = vR(D;)-)'I URb e6.t une ~o.&&ion paht icueièhe d e  (II) et $y u* h 

R 
~ o U o n  génétraee d e  l ' é q u a t i o n  homogène ; elXe dépend donc &é&emenit de  
(n-r) ~ è a a  Y - .  

R 

Pour o b t e n i r  ce r é s u l t a t  on é c r i t  x = Vy avec les cond i t i ons  (11.2.3.3). 

R e m q u e  11 .7  : Sir = m ,  les conditions d'existence (11.2.3.4) se réduisent3 

di 1 b j  pour i 8 M. 

R m q u e  11.8 : Si di = 1 ,  pour tout i € R, les conditions d'existence 

(11.2.3.4) se réduisent à 

Remanque 1 1 . 9  : Si r = m e t  di = 1 pour tout i, le système (II) admet toujours 
des solutions. Nous caractériserons de telles matrices au corollaire 11.5. 



Cot~oUu.he 2 1 . 4  : S o u  Cu concf&iona d' exidtence (II. 2.3.1 ) , lu ao5u%on 
du ayaitème (II) ae m W  aoua &a dome 

où 8 est  une rna.ixice ~ n g W e  inderrieme. 

La démonstration e s t  ident ique à c e l l e  du c o r o l l a i r e  21.3. 

Exemple 11.6 - Résolution du système linéaire suivant : 

Nous avons (exemple 11.5)  U, V e t  D. 

Le calcul de la réduite d'Hermite de $ donne 

et pour réduite 



x = WR yR + WR y s'écrit 
R 

1 1 . 2 . 4  Forme réduite de Smith 

La réduite d'Hermite comme la forme normale de Smith ne sont pas uniques. 

Le théorème suivant va nous fournir une unicité. 

ThZotrème 11.5 : Poutr Z o d e  maRhice A(m,n) de mng r à élément6 dana un a n n u  

e u u e n  i l  & t e  deux m W c a  unimociuhina U et V Zellcu que 

UAV = 

Pour o b t e n i r  l a  r é d u i t e  de Smith, on peut p a r t i r  directement de l a  ma t r i ce  

A ou de l a  forme normale obtenue précédemment. 

a)  Comme dans l a  preuve du théorème 11.3, p a r t i e  a ) ,  nous déterminons deux 

mat r ices  unimodulaires U1 e t  VI t e l l e s  que 



1 
où E~ d i v i s e  tous les  termes de l a  sous-matrice A. Pour c e l a  on diminue E en 1 

1 
a jou tan t  à l a  première l i gne  une l i g n e  de A contenant un terme B non d i v i s i b l e  

par  E~ ; par  des t ransformat ions élémentaires e t  t r anspos i t i ons  de colonnes, on 
1 

reca l cu le  E jusqu'à ce que E d i v i s e  tous  les  termes de A. 1 1 

1 
En e f fec tuan t  a l o r s  l a  même opérat ion sur  A, on o b t i e n t  

1 
Comme E~ d i v i s a i t  tous l es  termes de A, a l o r s  E~ 1 ~ ~ .  En i t é r a n t  l e  processus 

on o b t i e n t  (11.2.4.1). 

b) D'après l a  p ropos i t i on  7,A e t  E on t  même p.g.c.d. A .  de d i v e r s  ordres, 
1 

donc : 

Ai = €1 €2 ... E i i = 1, ..., r 

d'où 
- - 

Ai 'i Ai-l i = 2. ..r (11.2.4.2) 

é g a l i t é s  qu i  montrent bien l ' u n i c i t é  des E i' 

C o i t o ~ ~ e  7 7 . 5  : Une cond i t i an  n é c u a a h e  & a u d ~ A a n t e  pourc. que Le 4yaXème II 
&&te une 4 o l ~ t i o n  quel  que a o d  Le aecond membite uX que r = m A(A) = 1. La 

~ o W o n  dépend &nécuhernent d e  (n-m) patramè&u. 

C'est  une conséquence d i r e c t e  de l a  remarque 17.9 e t  de (11.2.4.2). 

En f a i t ,  dans ce cas, l a  ma t r i ce  e s t  semi-modulaire ce qu i  démontre 

directement l e  c o r o l l a i r e .  



Chapitre I I I  

R E S O L U T I O N  des S Y S T E M E S  de 

C O N G R U E N C E S  L I N E A I R E S  

111.1 RAPPELS ET DEFINITIONS. 

o z A m o n  I : soient 2 = (%1 ,..., %) et 9 = (Tl ,..., fn) deux v e c t ~  de 
zn , nou6 h o n a  que P et 9 sont équivatents (3 E 9 (mod ml) s i  ct seulement h i  

bi i Pi (modm) p o w i  = 1,2 ,..., n. 

Remarquons que s i  m = h l , m 2 , . . . , m  1 nous avons l 'équivalence suivante : 
P 

(Iti i Yi (mod m)) - (2i = Yi (mod m.) pour j = 1, . . . , p )  
J 

en e f f e t ,  s i  Bi - Bi e s t  un m u l t i p l e  de m. i l  e s t  m u l t i p l e  de tous les  m. pour 
J 

j = 1, ... ,p e t  inversement. 

Autrement d i t ,  % 9 (mod ni) <=> 1 i t e l  que gi f f i  (mod m) <-> 3 i 

e t  1 j t e  i que iti f Vi (mod m.) . 
J 

Deux é Iéments % e t  9 de zn équ i va l en ts  au sens de l a  d é f i n i t  ion I seront  

d i t s  égaux par  l a  su i t e .  

D é d u o n  2 : La ays.theb de congmeuzca Linéahes  se  pt~éaentent de kk 
manièhe suhante : .trrouve>r x E Z" .tee que 

n 
j 1 bi xj = g! (mod mi) i=1,2, ...,p 

j=1 1 

avec b l  E Z p o w  i = 1 ,..., p et j = 1 ,..., n 

mi E Z p o w  i = 1, ...,p. 

Au système ( I I I .  1 . l )  assoc ions l e  système su i  vant  : 



n 
j c. x = hi (mod m) i=1,2,. . . ,p 

j=1 1 j 
(III. 1 .2) 

avec m = Cml,. . . ,m 1 où m = 
"j "j 

j=1,. . . ,p 
P 

c' = v bJ e t  hi = Yi pl(. 
1 i i 

Pnapoa&on 221 .7  : : Les ayatëmes (111.1 .l) et (11.1.2) o c t  mêmes a o U o ~ .  

En e f f e t  : 

gj = h i  + k. m. i=l, ..., <=> 2 s o l u t i o n  de (111.1.2). 
1 

Nous verrons dans l a  su i  t e  l e  nombre exact  de sol  u t i ons  de (111.1 .l) ou 

(111.1.2). 

j Consi dérons C = (ci) l a  matr i ce du système (III .l. 2) e t  posons h = 

(111.1.2) s ' é c r i t  a l o r s  sous forme m a t r i c i e l  l e  

Pour résoudre (111.1 .l) nous résoudrons (111.1.2) mis sous l a  forme 

(111.1.3). 

XII. 2 CONDITIONS DIEXI!jTENCE DES SOLUTIONS ET RESOLUTION DE Cx - h (mod m) . 
Utilisons la forme normale (ou la réduite) de Smith de C : on sait qu'il 

existe deux matrices unimodulaires U et V telles que U C V = G où G est une 
forme normale de Smith 



Si C est une n-p matrice, G également ; U est une p-p matrice et V une n-n 
matrice. 

Posons h' = Uh (ou hl - Uh (mod m)). 
Phopoafion 7 7 7 . 2  : Une concEtion n é c e s a u h e  ct au66&ante pour que (III. 1.1) 
ou (111.1.2) ou (111.1.3) ad une a o U o n  e s X  que 

/ 

En e f f e t ,  Cx i h (mod m) <=> CVV" x 5 h (mod m). 

-1 - par  s u i t e  en posant v-.' x = y (ou V x = y (mod m)) e t  tenant  compte de 

h' = Uh (ou h' E Uh (mod m)), nous obtenons l e  système su ivant  équ iva len t  à 

(111.1.3) : 

1 Gy i h' (mod m) 1 
c 'es t -à -d i re  que nous sommes ramenés à l a  réso lu t i on  de congruences dans Z 

gl y1 5 hi (mod m) 

g2 Y2 = h i  (mod ml 



O = h1 (mod m) 
9+1 

...... 

...... 
O = h1 (mod m) 

P 

Rappelons l a  p ropos i t i on  suivante : l a  congruence l i n é a i r e  ax r b (mod m) 

a des so lu t i ons  s i  e t  seulement s i  (a,m) 1 b. S i  (a,m) 1 b, a l o r s  ax = b (mod m) 

a (a,m) so lu t i ons  d i s t i n c t e s  modulo m. 

D'où l 'ex is tence des so lu t i ons  de ( 1 1 1 . 1 . 6 ) .  

g1 y1 hi (mod m) a (gl ,m) so lu t i ons  s i  e t  seulement s i  (gl ,m) 1 hi 

..... 

..... 
g y fi (mod m) a (g ,m) sol u t  ions s i  e t  seu lement s i  (g ,m) 1 h' 
9 9  9 4 9 9' 

De p l u s  i l  f a u t  que (111 .1 .7 )  s o i t  s a t i s f a i t ,  c 'es t -à-d i re  que 

h b l  ,..., h1 so ien t  des m u l t i p l e s  de m. 
9 

Tenant compte du f a i t  que x = Vy avec V unimodulaire, on o b t i e n t  bien la  

propos i t ion .  

Notons que y ... y sont  a r b i t r a i r e s  ; i l s  peuvent se m e t t r f  sous l a  
9+1 n 

forme 

yq+l = O (mod m ) ,  Y ~ + ~  E 1 (mod ml  , * * * ,  Yq+1 5 m-1 (mod m) 

..... 

..... 
y* r O (mod m) , yn E 1 (mod ml , , Yn E m-1 (mod m) 

Toujours de x = Vy (ou x 5 Vy (mod m ) ) ,  on dédu i t  q u ' i l  y a  au tant  de 

so lu t i ons  d i s t i n c t e s  pour x q u ' i l  y en a pour y. 



D'après ce qu i  précède, i l  y a au t o t a l  : 

ou O s o l u t i o n  

OU (gl ,m) x (g2,m) x . . . x (gq,m) x mn-q so lu t i ons  d i s t i n c t e s  aux 

systèmes équivalents (III.1.1), (III.1.2), (III.1.3), (111.1.5). 

En posant Q = { 1,2,. . . ,q}, Q = {q+l,. . . ,II}, nous avons 

Q 7i x = V yQ + V y- (mod m) 
Q 

(III .1.8) 

On peut récapituler les résultats dans le théorème suivant : 

adon que les  cond..Wori6 d'eristence (III .1.4) d o n t  véhi6iEu ou pas (lu gi 
étan;t lu éehen;tb d'une dome nomde  de Smi;th de lu matnice C abaoLée à 

(111.1.2)). Lu aoPUtion6 a o n t  donnéu pm (111.1.8). 

Remarquons que s i  l e  second membre de (111.1.2) ou (111.1.3) e s t  nul 

(hi = O i=l, ...,p), l e  système a tou jou rs  des so lu t i ons .  

Exemple 111 

111.1 

- 2x1 + 2x2 - 6x3 + 10x4 E 4 (mod 3) 



Gy E hi (mod 18) <=> 4yl = 10 (mod 18) 

6y2 1 15 (nad 18) 

O r -36 (mod 18) vé r i f i é  

(4,18) = 2 2 11 0, d'où 2 solutions pour yl 

(6,18) = 6 6x15, O solution pour y2. 

Le système proposé n 'a  pas de solution. 

6x1 + + 2x3 + 8x4 s 4 (mod 6) 

- 4x1 + 2x2 - 8x3 + 2x4 E 3 (mod 9) 

Gy r h i  (mod 18) <=> 4yl E 6 (mod 18) 

6y2 s 12 (mod 18) 

O E -18 (mod 18) vé r i f i é  

(4,18) = 2 2 1 6, d'où 2 solutions pour yl 

à savoir yl 6 (mod 18) = 15 (mod 18) Y1 - 

(6,18) = 6 6112, d'où 6 s o l u t i o n s p o u r y 2  

a savoir y2 E 2 (mod 18) y2 E 5 (mod 18) y2 E 8 (mod 18) y2 ' 1 1 6icd b 

yt 5 14 (mod 18) y2 5 17 (mod 18) 

y3 e t  y4 arb i t ra i res ,  c'est-à-dire : 

y3 5 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17 (mod 18) 

y4 5 idem. 



au total, il y a 2 x 6 x 18' = 3888 solutions distinctes. On peut donner le 

tableau des valeurs prises par yl,y2,y3 et y4 : 

x = Vy nous donne les solutions x cherchées ; par exemple en prenant : 

I = (i) on obtient ! = ti) (mod 181 

3888 - (-3!:) (mod 18) = (::) (mod 18) on obtient x - -1 02 



Chapitre IV 

R E S O L U T I O N  des S Y S T E M E S  L I N E A I R E S  M I X T E S  

en N O M B R E S  E N T I E R S  

IV. 1 DEFZNITZUN 

A i x z b i ,  i = 1 , 2  ,..., k (IV.1 . l )  

C!x = h! (mod m j ) ,  j = 1 , 2 , .  . . ,p J J 
( IV.1.2)  

Lu donndes sont : 

lu v e c t w  LLgne.4 Ai, i = 1 , 2  ,..., k et C!, j = 1 , 2  ,..., p à composantes  da^ 
J 

2, 

Les scaeaUles bi E 3, = 1 , 2 , . . . ,  k ; h! E 2 ,  m. E 2 ,  j = l , 2  ,..., p. 
J J 

Nous savons (d 'après la  p ropos i t i on  171.1) que ( IV .1 .3 )  a  les  mêmes 

so lu t i ons  que l e  système suivant  : 

C . x  z h. ( m o d m ) ,  j = 1 , 2  ,..., p 
J 

(IV. 1 -3)  
J 

Par su i te ,  en no tant  A l a  ma t r i ce  dont les  l ignes sont  A C l a  matr ice i ' 
dont les l i gnes  sont C b l e  vecteur  colonne de composantes b e t  h c e l u i  de 

j ' j 
composantes h l e  problème posé r e v i e n t  donc à résoudre à l a  f o i s  (IV.1.4) e t  i ' 
( N . 1 . 5 )  ci-déssous : 

Ax = b 

Cx -= h (mod m) 

( IV .  1 .4)  

( IV.  1 - 5 )  

A(k ,n )  e s t  de rang r quelconque, C ( p , n )  de rang s quelconque. 



IV.2 CONDITIONS D'EXISTENCE DES SOLUTIONS ET RESOLUTION DE Ax = b ET Cx - h (mod m). 

Résolvons d'abord (IV. 1.4) en u t i l i s a n t  l e  chapitre I I  ( I I .  2) . I l  exis te  

deux matrices unimodulaires U e t  V t e l l e s  que UAV = E, E é tant  une forme normale 

de Smith de A; 

AX = b s ' é c r i t  U A V Y ' ~  = ~ b ,  

- 
Posons R = {1,2 ,..., r l ,  = I r + l ,  ..., nl e t  R = { r + l ,  r+2 ,..., k}. 

Une co-n néce.&sahe et su,j,jAante pom que (IV.1.4) aiA une a o U o n  est  
que (E:) -' uRb s o i t  entieh et que u-b = O .  

R 
R -1 

Dans ce cas yR = (ER) URb, Y o * ~ - ~ ~  
R" 

La s o l u t i o n  généra l e  de (IV.1.4) e s t  a  l o r s  : 

avec y- vec teur  a r b i t r a i  r e  de 2"-'. 
R 

Reportons l a  v a l e u r  de x, s o l u t i o n  généra le  de (IV.1.4)' dans (IV.1.5). 

On o b t i e n t  : 

R R -1 CVy = h - C$(E~) URb (modm). 
R 

Posons F = C$ e t  e = h - c$(%)-' URb ; F(p,n-r) e s t  une ma t r i ce  de rang 

égal à c e l u i  de C s o i t  S. 

Résolvons Fy = e (mod m) en u t i l i s a n t  ce qu i  a  é t é  f a i t  au c h a p i t r e  I I I .  
ii 

I I  e x i s t e  deux ma t r i ces  un imodula i res U e t  V t e l l e s  que UFV = G, G é t a n t  une 

forme normale de Smith. 

Fy E e (mod m) <=> GY = f (mod m) (1V.l .6) 
R 

avec f = Ue e t  Y = v'ly . 
R 



Notons g1 ,g2,. . . ,g l es  é Iéments diagonaux non nu I s de G. GY 5 f (mod m) 
S 

s ' é c r i t  : 

g1 Y1 ' fl (mod ml 

g2 Y2 = f2 (".dm) 

g Y ; f (mod m) 
S S 

O = f (mod m) s+ 1 

O - f (mod m) . 
P 

Posons pi = (gi ,m) . 

O Une c o n ~ o n  n é c e a s d e  et 4ut j t jhante  pouh que (IV.1.6) a L t  des a a U a n a  
ut pue pi 1 fi, i=1,2,. . . ,s et que fS+, , . . . ,f s o i e n t  des  muRtiptes d e  m. 

P 

R Rappelons que les yi dépendent de F = CV qui dépend de C bien sûr, mais 
R aussi de A par l'intermédiaire de V . 

Pkapos&n 7 V  : Le s y s t è m e  f i é a i h e  d e  a d e s  aak2.u%m a i  &t aedernent  

6 i  @ et @ 4 o n t  neapectiuement k é ~ ~ 6 .  

Nombre de so lu t i ons  : i l  y a pl x p2 x ... ps x mP" = P so lu t i ons  

pour Y e t  par s u i t e  pour y- donc pour x. 
R 

De y- = VY on o b t i e n t  
R 



d 'où 

i = 1,2$.  .. ,P. 

Poson s  

D'où les  P s o l u t i o n s  du système l i n é a i r e  m i x t e  proposé : 

La forme de l a  s o l u t i o n  e s t  t r è s  proche de l a  s o l u t i o n  généra le  en e n t i e r .  

Rmmque I V  : Nous pouvons reprendre ce qui a été fait en résolvant d'abord 

(IV. 1 .5) puis en reportant les solutions trouvées dans (IV. 1.4) . 

Exemple I V  : Résoudre dans *4 : 

2x1 + 4x2 + 5x3 - 12x4 = -1 

- 3 x 1  + 7 x 2 - 2 x 3 +  2x4 = 4 

- x1 + 11x2 + 3x3 - 10x4 = 3 

- 4x1 + 18x + x3 - 2 8x4 = 7 

2x1 + 4x + 2x3 - 4x4 z 4 (mod 6) 2 

5 x 1 +  x Z - 6 x 3 +  2x4 2 (mod6) 



11 faut résoudre 

2Y1 = 2 (mod 6) d'où (2,6) = 2 solutions à savoir Y, i 1 e t  YI 5 4 (mod 6) , 

712Y = 354 (mod 6) E O (mod 6) d'où (712,6) = 2 solutions à savoir Y2 - O e t  2 - 
Y2 - 3 (mod 63, 

donc au t o t a l  4 solutions pour Y. 

i i 
d 'oùy-  = W (mod6) i=1,2,3,4 cequ idonne  

R 



IV. 6 

1 2 3 4 
y- (l) (mod 6) y- (1) (md 6) 

R R R R 

i 
V y- donne 

R 

i=1 ,2,3,4,  donne 

L'ensemble des solutions du système proposé est : 



Chapitre V 

G E N E R A T I O N  des P O I N T S  E N T I E R S  d'un C O N E  P O L Y E D R I Q U E  

D é ~ i W o n  V .  7 : Un cône polyédiuque hégulietl e6;t dédivU. pst : 

{X 1 Ax a b) où A e6X une (n,n) mattLice de mng n ,  à &léme& dam 

a ( O U  Q) et b GR". 

ThEuhème V .  1 : TOUA la p o i d  ent iem d'un cûne polyédtUque héguRietl sont 

donna pah tu ~ o m d e  suivante : 

Cette dScompo~iLLon e6X unique. 

c-ntièhes. Th d o n t  pa ,kuUèl~~  aux arrGXe6 du cûne, k .  E: N pou  j = 1 , 2 , .  . . ,n. 
J 

i 
L ' erisemble d e s  x es* appelé membLe d e s  pointn d;lndamentaux ( ennemble Pf 1 . 

Ca p a i n t h  ~ondumevttaux sont l e s  A& p u i n t h  e h m  du pcUdlélotope semi- 

S e n X  Le du cûne. 

La preuve consiste en cinq parties. Les parties V . l . l  et V . 1 . 2  fournissent 

un algorithme pour trouver les points fondamentaux et les vecteurs B j  . Le pso- 
gramme correspondant écrit en ALCOL se trouve en annexe 6. 

La méthode consiste à résoudre dans zn le système Ax=a avec a-zb c'est-à- 

dire à trouver l'ensemble des a qui rendent le système linéaire compatible et 

qui sont plus grands ou égaux à b [composante par composante). De tels points 

a sont dits admissibles. 



V.1.1 Calcu l  des a  admiss ib les  

D'après l e  théorème 11 .3  i I e x i s t e  deux m a t r i c e s  unimodu l a i r e s  U(n,n) e t  

V(n,n) t e l l e s  que UAV = E où E e s t  l a  forme normale (ou r é d u i t e )  de Smith de 

A. 

Ax = a <=> Ey = Ua avec x = Vy. (V.l.l . l )  

Appcloris c l , r 2 , . . . , ~  l e s  éléments de l a  d iagona le  de E. Développons n  
(V.1.1.1), nous obtenons : 

' i Y i  = U..a pour  i = 1 , 2  ,..., n. 
1 

U. .a 
1 

Les vec teurs  a d o i v e n t  ê t r e  t e l s  que - s o i t  un e n t i e r  pour t o u t  
E i 

i = 1 , 2 ,  ..., n .  Lei a qu i  possèdent c e t t e  p r o p r i é t é  son t  l e s  s o l u t i o n s  du système 

de congruences l i n é a i r e s ,  à n  inconnues, s u i v a n t  : 

U. .a 5 O ( E - )  pour i = 1  , 2 , .  . . ,n. 
1 1 

(V.1.1.2) 

S o i t  E = [t 1 , ~ 2 , . . . , ~  1 .  S i  nous avons l a  r é d u i t e  de Smith au l i e u  de l a  n  
F_ forme normale a l o r s  E = E . Posons v = - p o u r  i=1,2  ,..., n.  (V.1.1.2) e s t  n i E -  
1 

é q u i v a l e n t  à 

C .  .a : O(€) pour  i = 1 , 2  ,..., n. 
1 

(V.1.1.3) 

Nous appel le rons C l a  m a t r i c e  de (V.1.1.3). Résolvons (V.l.l .3) pa r  l a  

méthode du c h a p i t r e  I I I .  I I  e x i s t e  deux m a t r i c e s  un imodu la i res  U e t  V t e l l e s  

que UCV = G où G e s t  une forme normale de Zrr,ith de C.  

Ca : O(E) i=;, Gy - 0' L ~ )  avec a = VY 

Appelons g l , g 2 ,  ...,% l e s  éléments diagonaux de G. Le d e r n i e r  système se 

décompose en n équa t ions  indépendantes 

g.  Yi - O(&) pour i=1,2, .  . . ,n 
1 

Y .  ayant p = ( g i , ~ )  s o l u t i o n s .  
1 i 



Nous avons donc pl x p2 x ... x pn s o l u t i o n s  pour l e  vecteur Y e t  par 

s u i t e  pour a. 

Posons ti = (a;, . . . ,ai) (md E) Pour i=1,2,. . . ,plxp2x. . . xpn. n  
ti i i a = W donne a = ($l,...,Bn) (mod E) pour i=1,2 ,..., p xp 1  

i 
Maintenant retournons à l a  cond i t i on  aab. B .  d é f i n i t  une c lasse modulo E ,  

J 1 
nous prenons l 'é lément  de c e t t e  c lasse que nous appel lerons y t e l  que 

i j  
bj  L y j  < b + E pour i=1,2, ... 

j  
, p 1 ~ p 2 ~ . . . ~ p n  e t  j=1,2 ,..., n. 

Alo rs  tous les  a admissibles sont donnés par  

ti i i 
a = (y,  + klc ,  y 2  + k2€,  . . . , + k  E)  avec k E N pour j=1,2,. . . ,n e t  n  j 

i i i 
Posons t~ = (+ , . . . , y  ) e t  considérons l e  vecteur 6 dont t o u t e s  les 1  n  i ème 

compqsantes sont n u l l e s  sauf l a  i égale à 1 .  (V.1.1.4) dev ien t  : 
i l n  a = P + €kl 6' + . . . + Ekn6 pour i=1,2, .  . . ,pl xp2x.. .xpn Ce qu i cons t i t ue  

l'ensemble des a admissibles (k. 6 N). 
J 

V.1 .2  Poin ts  e n t i e r s  du cône 

-1 
De x.= Vy e t  de y = E Ua nous obtenons x = V E - I U ~ .  Posons M = VE-~U, 

1 1  1  
B = EM, MP = x ; notons que M = A- . 

A lo rs  tous les  p o i n t s  e n t i e r s  du cône V.l sont  donnés par l a  formule : 

i 1  n  x  = x  + k  B + ... + knB pour i = 1 , 2 ,  ...,plxp 2x . . .~pn  avec ki € N pour 1  

i=1,2, .  . . ,n. 

i 
L'ensemble des x e s t  appelé ensemble des p o i n t s  fondamentaux du cône V.1. 

Cet ensemble sera noté Pf. 

V. 1.3 Proor i é tés  de B' . . . . .B* 

De B = CM = CA-' qui  e s t  une rnatr i c e  à coe f f  i c i e n t s  dans Z nous dédu i sons 

que Ai .B' = O pour i# j  , c'est-b-d i r e  que B' e s t  para l  l e  l e  aux n-1 hyperp tans 

Aix = bi, # . En d 'au t res  termes les  B' qui  sont des vecteurs à composantes 

e n t i è r e s  sont p a r a l l è l e s  aux arê tes  du cône. 



V.1.4 Le p a r a l l é l o t o p e  fondamental 

Considérons l'ensemble suivant ,  appelé pa ra l l é lo tope  fondamental du cône : 

1  
F = { x  1 x  = S  + A,B + ... + A,$, O s < 1, hi E R, i=1,2 ,..., n } ,  

cons t i t ué  à p a r t i r  du sommet S du cône e t  po r té  par  ses arê tes .  

Les po in t s  fondamentaux sont  les  seuls po in t s  e n t i e r s  de E. Pour ce la  
i 

montrons d'abord que pour t o u t  4 O Pf i 1 e x i s t e - u n  vecteur  r é e l  1 de composantes 
1 i 1 

s a t i s f a i s a n t  à O i A < 1  t e l  que x  = S  + BA. 
j j 

i i 
Par cons t ruc t i on  P e s t  t e l  que b ,< P < b + E pour j = 1,2,. . . ,n e t  

j j j 

i 1 '  i 
Considérons i  e  vecteur r é e l  h  = - (6-b) , nous avons O 6 h  < 1  e t  en 

E j 

app l iquant  M à c e t t e  é g a l i t é  nous obtenons 

i i i i 
M(Ex)  = MP - Mb c 'es t -à -d i re  x  = S  + BA. 

Inversement un p o i n t  e n t i e r  x de F é t a n t  aussi un p o i n t  e n t i e r  du cône, 

s ' é c r i t  de l a  manière suivante 
i 1  

: x = x + k l ~  + ... k 8. o r  n 
i 1 
x = S +  AIB + ... + A ~ " a v e c  O s  A < 1  c e q u i  en t ra ine  k 

j 1  
= kz = ... = kn = O 

i n 
e t  x  = x  : c ' e s t  un p o i n t  fondamental. 

En d 'autres termes nous recouvrons tous  les p o i n t s  e n t i e r s  du cône en 

t r a n s l a t a n t  l e  para l  lé lo tope fondamental avec les vecteurs BI,. . . ,B". L1ensemb l e  

des pa ra l l é lo topes  t r a n s l a t é s  du pa ra l l é lo tope  fondamental c o n s t i t u e  avec ce 

de rn ie r  une p a r t i t i o n  du cône pour les  p o i n t s  r é e l s  comme pour les p o i n t s  e n t i e r s .  

V.1.5 Nombre de po in t s  fondamentaux d'un cône r é g u l i e r  

D'après V.1.1, l e  nombre de p o i n t s  fondamentaux e s t  égal à p1xp2 x ...x pn ' 
Nous montrons que : 



Pour démontrer c e t t e  fo rmu le  nous cons idérons l a  r é d u i t e  de Smith de A 

c ' e s t - à - d i r e q u e n o u s a v o n s  & . l e  i i+l  pour i=1,ZY ..., n-1. 
- - De E = V ~ E ~  - V ~ E ~  - . . . = E nous déduisons que vi lvi-l pour i = Z Y . .  . ,n. n 

Rappelons que C a é t é  d é f i n i e  à p a r t i r  de l a  m a t r i c e  un imodu la i re  U 

e t  des vi : Ci = viUi. 

Nous. ca l cu l ons  Ai(C), l e  p.g.c.d. d ' o rd re  i de C, de deux manières 

d i f f é r e n t e s .  

Premièrement, nous avons UCV = G e t  gi lgi+l pour  i = l Y Z y .  . . ,n-1 a l o r s  

ai (C) = g1 xg2x. . . xgi. (V.1.5.1) 

Deuxièmement, de C = viUi, v1 2 v 2  2 ... 2 v 2 un = 1,  v. I V  
i n-1 i i -1  

pour  i = 1,. . . ,n e t  ai(U) = 1 nous déduisons : 

(V.1.5.1) e t  (V.1.5.2) nous donnent : 

bl(C) = g1 = vn = 1 

AZ(C) = g1 X g2 = v x V - n n-1 -> 82 = Vn-l Y 

e t  a i n s i  de s u i t e  gi = vn-i+l.  

v E Puisque Pi = ( g i > ~ )  = (vn-i+l 9 n-i+l n-i+l ) ' V  
nous avons n-i+l ' 

E E E n n 
pl Pz Pn = Vn vn-l n n-1 det A * * *  x ... x y  = , " x  ... x - -  

E 

n BA = c I  => ldet Al ldet B I  = E e t  plxpZx.. .xpn = ldet B I .  

Nous avons prouvé que l e  nombre de points fondamentaux e s t  égal au volume 

du parallélotope fondamental. 

2 Dans R nous avons (det  A (  = (de t  BI mais pour n>2, ldet BI peut ê t r e  

différent  de ldet Al . Nous donnons deux exmples i l l u s t r an t  ces formules. 



ldet BI = 9 
3 O -3 

3 N = - -  
3 - 9 = ldet BI : ,det  A 

b 1 
f i  4 5\ 

A = i 1 -2 -25 , det A = 18 
1 .. 7 23) 

-43 19 30 
B = 6 6  -6 - 1 3  ldet B I  = 12 

\:3 1  

6 I  N = -- = 12 = 
18 ldet BI < det A. 

ExsnpLe V . 7  - Cône défini  par : -- 

Les coordonnées du sonmet S sont (G , 7 
l O> 

Nous avons -5 1 



et neuf points fondamentaux : 



V.2 -- COPE CONTE3%4lNT üNE VARIETE LINFAIRE (E131,1141) 

Considérons [x  1 A .  2 b )  où A e s t  une (m,n) matrice avec ni < n,  de rang m. 
m 

Lcç éléments de A appartiennent à Z (ou Q ) ,  b € R . 

ThCotrème V .  2 : T o u  la poi& e n t i m  d'un t ek !  cône a o n t  donn&  CUL la 

L u e  décompo~AXion ut unique. 

B-' es t  pah&èle à la vahiézé LLaéaihe K = i x  1 Aix = b i f j  } pom *out 
j i 

j=1,2,. . . ,m. 

L 1  ertsemble d e s  : es t  appek!é llevlsemble d e s  poULt6  ond dam en taux ( e ~ e m b t e  Pf)  . 
La poi& ~ o n d m e n ~ x  h o n t  Ce6 poi& e d w  de l'ertsevrible alUvant : 

Le nombtre de poin t% dondamentmx de ce cône UR. égal au p.g.c.d. de B 
1 où E? = [B ,..., B ~ I .  

Preuve : 

V.2.1  Calcu i  des p o i n t s  e n t i e r s  de ce cône 

I I e x i s t e  deux m a t r i c e s  un imodu l a i  r e s  U(m,m) e t  V(n,n) t e l  l e s  que UAV = E, 

E(m,n) é t a n t  une forme normale de Smith de A. 

A x = a < = > E y = U a  avec x = V y .  



- 
Dé f i n i s sons  K = i 4 , 2 ,  ..., ml e t  R = ( m + l ,  ..., n).  Nous pouvons é c r i r e  

Appelons L 1 , ~ 2 , . . . , ~ m  l e s  é lsments  diagor%?ux de E. Le c a i c u l  des a 

a d m i s s i t l e ç  se f a i t  cgmme en V.1.1 .  Nous obtenons : 

i i m  
a = P + & k l  2 + . . . + ckmS pour i= l  , Z ,  . . . , p l x p 7 x . .  .xpm, 

ti i. i i 
avec P = !y1 $ .  . . ,yrn) e t  b < P < b + E pour  j = 1 , 2 , .  . . ,m, i j  j 

Posons : M = ~ ~ ( ~ ~ 1 - l  U, qui  n ' e s t  a u t r e  que 1 ' inverse  à d r o i t e  do A 

et B = EM. A l o r s  t ous  l e s  p o i n t s  e n t i e r s  de V.2 son t  donnés p a r  : 

pour i = 1 , 2 ,  ...,plxpzx...xpm, où ki  6 N pour  i = 1 , 2 , .  . , i  e t  y E ? pour 
P 

p = m + l ,  ..., n .  

1  n V.2.2 P r o p r i é t é s  de B  ,..., B ~ ,  V ~ + ' , . . . , V  

De R = EM riious déduisons que A ~ . B '  = 0 pour  i # j ,  c ' e s t - à - d i r e  que B J 
- 

d s t  p a r a l l è l e  à l a  v a r i é t é  K = {x 1 Aix = bi 
j i f j  1 .  

De UAV = E nous déduisons que A$ = O c ' es t - à -d i r e  que \ij (pour  j 8 A) 
? s t  p a r a l l è l e  à l a  v a r i é t é  l i n é a i r e  &k = {x 1 Aix = 5 .  i = 1 , 2 ,  ..., m l .  

1 

Nous pouvons remarquer que ces vec teu rs  , B ~ , .  . . ,f ,~'+' , .  . . ?V", sont  

! i néa i r emen t  indépendants. 

V.2.3 P a r a l l é l o t o p e  fondamental 

Considérons l 'ensemble su iva r i t  que nous appe l l e rons  p d r a l l é l o t o p e  du 

cône : 



où 2 = ~ ~ ( ~ ~ 1 - l  Ub = Mb c 'es t -à -d i re  que 9 e s t  un p o i n t  (non e n t i e r  en général 1 

de l a  v a r i é t é  l i n é a i r e  Ax = b. 

i 
Etant  donné b i P < b + E ,  pour j = 1 , 2 ,  ..., m e t  i = 1 , 2 ,  . . . , p l x p 2 x . . .  xpm, 

j j j i 
nous considérons l e  vecteur  f = 1 (P-b) . Ses composantes sont  t e l  les  que 

E 
i i i i 

O 6 A j  < 1 .  Appliquons M à l a  dern iè re  é g a l i t é   ME^ = MP - Mb où x = 9 + BA ; 

a i n s i  t ous  les  p o i n t s  fondamentaux sont dans E. 

Inversernent un p o i n t  e n t i e r  x de E é t a n t  aussi un p o i n t  e n t i e r  du cône, 
i 1 

m P. O r  X = 3 + A ~ B '  +...+ A B"' x = x + k l B  + ... + k ~ ~ + y ~ + ,  p" + ... + y ,  m - - - - - avec O f 1 j=! ,.. . ,m, ce qu i  en t ra îne  que k = k 2  - . .. - km - ym+l . .. 
- j 1 1 . . . - yn = O e t  x = x. Tous les  p o i n t s  e n t i e r s  de E sont des p o i n t s  fondamentaux. 

V . 2 . 4  Nombre de p o i n t s  fondamentaux 

Montrons que l e  nombre de p o i n t s  fondamentaux d'un t e l  cône e s t  égal à 
m 

E -- 
A (A) 

- A(B) où A(A) e t  A(B) sont  respectivement les p.g.c.d. de A e t  de B. 

Le nombre de p o i n t s  fondamentaux e s t  donné par p l x p 2 x  ...xpm. Nous avons : 

v 1 vi-l pour i = 2  ,..., m. i 

x v Alo rs  di(C) = v ~ - ~  m-2 x ... x v m - i + l  = g, x g2 x ... x gi pour 

i = 1 , 2 ,  ..., m ce qui en t ra ine  que gi = v m - i + l  ' 
v O r  P i  = (gi>') = (vm-i+l 9 m-i+l 'm-i+, ) ' v  m-i+l ' 

e s t  l e  p.g.c.d. de A. 

E 
m 

A (A) 
- A(B). Maintenant montrons que - - 



R -1 Considérons v-~Bu-' = V-' E V ~ ( E ~ ) - '  = v - ' v ~  E(E ) . S ( E ~ ) - '  e s t  une 

ma t r i ce  diagonale dont les  éléments sont v 1 9 V 2 9  - • "Jm- par s u i t e  v-~Bu-' 
e s t  une ma t r i ce  (m,n) dont  les  éléments sont nu l s  sauf ceux de l a  diagonale 

p r i n c i p a l e  qu i  sont égaux à v 1 9 V 2 9 .  ' *' m ' A lors  d'après l a  remarque 1, 

A(B) = v1 x v Z  x ... x v m ' CQFD . 

Les formules données entraînent par exemple qu'un demi-espace ne possède 

qu'un seul point fondamental. 

Exemple V . 2  

a)  Cône déf in i  par : 

Le calcul  donne : 

deux points fondamentaux : 

Nous trouvons t ~ l  = ( 1  1 0 , t ~ 2  = (3 ,-2 ,O) , t ~ 3  = (-2 O 1 e t  un point 
t 1 fondamental x = (-7,7,0). 



CONE POLYEDRIQUE DEFINI PAR i x  1 Ax -. b) OU A EST UNE (m,n) MATRICE, m > n. 

Ce cône peut être décomposé en une réunion de cônes réguliers (V.l) et 

nous utilisons pour chacun d'eux la génération de leurs points entiers corne 

elle a été définie en V.1. Dans cette décomposition, deux cônes réguliers ont 

au plus une face en corn. Pour obtenir cette décomposition nous utilisons 

la méthode simpliciale (voir C l 1  ) qui nous permet de générer les sonmets de 

tout polyèdre, en particulier des directions d'infinitude. L'intérêt de la 

méthode simpliciale est que cette génération se fait en passant d'un sommet 

(ou d'une direction d'infinitude) à un sonnnet voisin (ou à une direction 

d'infinitude voisine) c'est-à-dire dont les bases correspondantes ne diffèrent 

que d'un seul élément. 



Chapitre VI 

G E N E R A T I O N  des P O I N T S  E N T I E R S  d'un 

P A R A L L E L O T O P E  de Rn 

VI.l PARALLELOTOPE BORNE (C151, C161) 

Un parallélotope borné de R" est défini par : 

{X 1 c 2 Ax 2 b )  09 A est une matrice (n,n) de rang n, à éléments dans 3 ,  

b et c 6 R ~ .  

Théohème V I .  7 : TOU les  poUZt6 d m  d'un pairaeeéeotope bonné de R~ sont 
donne4 pat : 

i i l  i 
x = x + k B  + ... + kn~n. 1 

C-e d é c o m p o ~ ~ o n  es$ unique. 

i F K (un soud-.mmble (.UU de N) 

B' , . e .  ,Bn sont n u e c t ~  fiéainement uidépendants à composanteg e+i%ed. 

sont pa taeeèe~  nux m.~néte6 du pmattélotope .i. F N que O 6 k s t 
I j j 

pom j=1,2 ,..., n et i 8 K. 

i 
L 1  en6embLe d e s  x appelé erisemble d e s  p o i n t s  dondamentailx l wuemble P:) . 

Ces points sont Les sa& poh&i entjehd d'un ~ ~ o $ o p e  senti-ouvext q u i  ent 
app& p W & L o t o p e  @ n d a m W  du patraeeEloXope. 

VI.1.1 Calcul  des a admissibles 

Comme en V.1 nous avons U N  = E, E e s t  une forme normale de Smith de A. 

A x = a < = = = > E y = U a  avec x = V y .  

Nous trouvons comme en V.l.l que les so lu t i ons  de Ca r O ( € )  avec a 2 b 

sont données par  : 



Deux cas peuvent se p résen te r  : 

i i 
a )  3 j t e l  que y > c , a l o r s  l e  p o i n t  a n ' e s t  pas admiss ib le .  

j j 

i i 
b )  V j ,  y j  6 c j ,  $ e s t  admiss ib le .  Appe Ions l l e  p i  us grand nombre e n t i e r  

j 
i i 

t e l  que y + E lj 6 c j .  
j 

L'ensemble des a adm iss i b l es  e s t  donné pa r  : 

x p  x . . .xp  1 t e l s  que Notons K  l e  sous-ensemble des i de { 1 , 2 ,  ...,pl 
i n 

b g a s c .  

Nous avons a l o r s  T = (é l+ l )  x ... x (P,+l) p o i n t s  admiss ib les  e t  p a r  
i€K 

ti i i 
s u i t e  T p o i n t s  e n t i e r s  dans l e  p a r a l l é l o t o p e .  Dé f i n i s sons  P = (y,, ... ,yn) ; 

on peu t  é c r i r e  que : 

VI.1.2 P o i n t s  e n t i e r s  du pa ra l  l é l o t o p e  

De x = Vy e t  de y = E - ' u ~  nous déduisons en posant M = V E - ~ U  = A" e t  

B = EM, que t o u s  les  p o i n t s  e n t i e r s  du p a r a l l é l o t o p e  son t  donnés p a r  : 

i i 
avec i €  K e t  O s k .  s l .  pour  i €  K e t  j = 1 , 2  ,..., n. 

J J  

De B = A nous déduisons que ~j e s t  para l  l è l e  aux n-1 hyperp l  ans 

Aix = bit i # j .  

i i 
Les p o i n t s  MP = x pour  i E K  c o n s t i t u e n t  I  'ensemble Pf. e s t  un sous- 

enaemb l e  de Pf assoc ié  au cône asymptot ique Ax > b. Notons que PZ n ' e s t  pas 



uni que en ce sens qu ' i l e s t  associé à un sommet 2 du para l l é  l otope : dans l a  

preuve du théorème i l  é t a i t  associé au sommet s o l u t i o n  de l 'équat ion  Ax = b. 

Néanmoins l e  nombre de p o i n t s  de ~f e s t  l e  même quel que s o i t  l e  sommet 2 
considérer .  

2 Exmple VI. 7 - Considérons le parallélogramme de R suivant : 

Le calcul donne : 

(-5) (mod 11) ne sont pas admissibles. =(-l;) (mod 111, a = 

9 a =(-i5) (mod Il), a =  -14 (mod 1 1 )  ne sont pas admissibles. 5 

10 10 
a 



L'ensemble ~f est : 

1 5 
x = ( )  = (1;). x = (ri), H = (:;), z =(:;), io = (:;), i1 = (1;) 

P1XP2X---XPn = ldet B I  = 1 1  ,[KI = 7, T = 25. 



1 2 PARALLELOTOPES NON BORNES ( L 1 5 1 , C 1 61 ) 

Pour l e s  deux cas suivants, l a  preuve peut ê t r e  déduite immédiatement de V I . l .  

{X 1 bJ s Ajx S C  J ' bJI d J , x ,  J U J t  = n,  J n J1 = 8 ,  A J u J I  d e  rang n) 

C o r r o U e  V I .  2.7 : T o u  L a  pahu% e m m  de ce pa~&éLo;tope aon;t donne6 
p a ~  lu 60trmuRe ouivante : 

Cette décompoa~on es t  uniciue. 

i i i 
k .  entim ; t a  que O s k ,< C. p o w  i € K et j 8 J. 

J J J  

i 
L l memble de6 x est  l' en6emble des  p o i m  ,jondmentaux (P:) . 

P: est  dan6 un pamUéeo.tope semi-ouvw appelé pailceeéeotope Qondmnentae 

d u  pahaeeUortope. 

J '  = { s + l ,  ..., ml , m < n,  AJuJ, d e  rang ml 



C o ~ o U e  VI. 2.2  : T o u  l e6  p o m  M m  de ce p-éeotope sont 

donna p a t ~  la ~otrmuRe 4LUvante : 

CeA=te dEcomposA;tion u.t unique. 

~j p o u  j E J u J I  d o n t  d u  vecteum pm&èles aux vahiétéd 

~j p o m  j E L = im+î,. . . ,n} sont des v e c t a m  pailat.tètes à v d é t é  
eoiEaine @ = {x 1 Aix = bi, i 8 J U J ' } .  

i i i 
k .  6 0 n t d & 3  wu5m .ta que O ,< k ,< l .  pom i 8 k : e t  j 8 J. 

J j~ 

i 
L' metnble d e s  x es t  l 'eaemble d e s  points dondamentaux (P:) . 



Chapitre VI1 

Q U E L Q U E S  P R O P R I E T E S  A L G E B R I Q U E S  et G E O M E T R I Q U E S  

VI 1.1 PROPRIETES LIEES AUX CONES POLYEDRIQUES, AUX PARALLELOTOPES DE R~ ET AUX MATRICES 

UNIMODULAIRES ET SEMI-MODULAIRES. Cl61 

PtLopadiLio~ V 1 7 . 7  : Le cône V. 1 ou la pamUélo topa  de VI. 1 et VI. 2.1 
ont un point ~ondamei.Ltae et un A& A i  et a d m e n t  a i  h m W c e  A = EU 

où E G Z et U ut une m&ce u n U n o W e .  

Preuve : 
E 
n 

Le nombre de points fondamentaux est donné par la formule N = - . 
det A 

Nous devons avoir in = ldet A/. Or de det A = E~ x E~ x ... x E avec E. / E  n 1 i+l 
pour i=1,2, ..., n-1, nous déduisons qu'il faut t = E pour tout i=1,2, ..., n-1. i n 
En particulier E = E = E c'est-à-dire que A,(A) = E : tous les éléments de 1 n 
A sont multiples de E. Posons A = EW. 

De UAV = E nous déduisons que det A = det E c'est-à-dire que 
n n 

o ldet W/ = E: donc det W = t1, W est donc une matrice unimodu lai re. 

Inversement pour une matrice de la forme A = EW où W est unimodulaire et 

E € Z - {O), la forme normale de Smith a des E sur la diagonale car A.(A) = (E) 
i 

€n 1 

pour i=1,2,. . . ,n. Alors N = = 1. 
ldet A( 

CotLo.Udhe V 7 1 . 1  : Le cône V.2 e.t l e  patraeeélotope VI.2.2 ont un point 

 ond du mental et un d e ~ d  b i  et 6 d m e n t  s i  A = EW où E € Z e,t W a & - m o u e .  

Preuve : 

Dans ce cas nous devons avoir E~ = A(A) c'est-à-dire cm = E X E  X...XE 1 2  m 
avec€-IE pouri=1,2, ..., m-1.Nousendéduisons~ = E   pourto tout 

1 i+l i m 
i=1,2,. . . ,m-1. 

De iil(A) = E~ = E nous pouvons écrire que A = EW et que UAV = E où 

E = ECI,OI (1 étant la matrice uni té de rang m, O la matrice (m,n-m) à 



éléments n u l s ) .  A ins i  nous obtenons E U WV = e [ I , O I ,  ce qu i  donne 

A,(W) = A(W) = 1 d'après l a  p ropos i t i on  1. Par s u i t e  W e s t  semi -modulaire 

( c ' e s t  une p rop r ié té  c a r a c t é r i s t i q u e  d'après r é f  . [ 10 1 page 36 1. 

Inversement, s i  A = EW avec E € Z - 101 e t  W semi-modulaire, les  formes 

normales de Smith de A o n t  des E sur l a  diagonale p r i n c i p a l e  ca r  A-(A) = (E) 
1 

m 1. 
E 

pour i = 1 , 2 ,  ..., m. Alo rs  N = - - - 1. 
A (A) 



\TI 1 . 2  PROPRIETE GEQMETRIQUE C 1 61 : 

PtropohLtion VI 1.2*: €.tu& donné un p M U o Z o p e  A&-ouveht : 

i x  1 x = T + h l c l  + ... + incn1 avec T E R", ci étant n v e o t w  eoiéui,tement 

indépendants 6 cooirdonnéen entiètres, O s ii < 1 , ri E R p o m  i=1 ,2 , .  . . ,n. 

keoit-l l e  nornbtre de points emXm de ce p U Z o t o p e  en2 exac;teme.n.t é g a l  ù 

d a n  volune. 

Preuve : 

Nous supposons que l e s  vec teurs  colonnes ci son t  r é d u i t s  c ' e s t - à - d i r e  que 

l e  p.g.c.d. de l eu r s  éléments e s t  égal  à 1. S i  c e r t a i n s  vec teurs  ne l ' é t a i e n t  

pas, par  exemple C' = q jc lJ pour j E J C i 1 , 2 ,  ..., n}, nous p rendr ions  

i 1 ~ Z 9 ' * ' , n ' - J  1. C l  d é f i n i r a i t  un p a r a l l é l o t o p e  avec C' = CC' ,C 
qj j ES 

de p o i n t s  que c e l u i  d é f i n i  pa r  C. 

Nous a l l o n s  montrer  que l e  p a r a l l é l o t o p e  donné,une f o i s  r é d u i t , e s t  l e  

p a r a l l é l o t o p e  fondamental d 'un cône ayant  T pour  sommet e t  don t  l e s  a r ê t e s  sont  
i 

p a r a l l è l e s  aux C . 

Considérons l a  r L d u i t e  de Smith de C, s o i t  D = SCR. Les éléments diagonaux 

de D son t  1 ,  d2,d 3 , . . .  ,dn. A p a r t i r  de C-' = R D - ~ S  nous d é f i n i s s o n s  

A = 4 c - l  = R ( ~ ~ D - '  j S. NOUS avons R" AS-' = d n ~ - '  . 

i l  e x i s t e  deux m a t r i c e s  de permuta t ion  U e t  V t e l l e s  que 

[UR-') A (s-'v) = U(dn D-l) V = E où l es  deux é Iéments diagonaux de E s o n t  

dn dn 1 ,  . , . . . - , dn, t e l s  que - 
' d2 fil 1 pour . , n - I  ; e s  au t res  

n- 1 

éléments de E é t a n t  n u l s .  A i n s i  E e s t  l a  r é d u i t e  de Smith de A. 

Les ma t r i ces  de permuta t ion  U e t  V son t  égales,  t ous  l eu r s  éléments son t  

égaux à zé ro  sauf l e s  éléments UJ ou VJ avec i+j=n+l qu i  son t  égaux à 1 .  
1 1 

Le cône cherché e s t  déf  i n i  par Ax 2 b où b = AT e t  A = d C-'. La m a t r i c e  
1 n 

des vec teurs  de f r a n s l a - t i o n  associée à A e s t  B* = d A- = C. A i n s i  ! e  p a r a l  l é -  n 
l o tope  donné e s t  l e  p a r a l l é l o t o p e  fondamental de ce  cône e t  nous pouvons 

i ) i ~ e  o r o p r i é t 6  es t ,  p a r a i t - i l ,  dé jà  démontrée mais nous sommes incapables de c i t e r  

~!. ie r a f  érence exac te .  



appl iquer  V . 1 . 4  e t  V.1.5 : l e  nombre de p o i n t s  e n t i e r s  de ce p a r a l l é l o t o p e  

e s t  égal à 
Wnln - - ' 

= ldet C 1 ,  donc éga l au vol  urne du para l  l é  lotope. 
ldet A I  ldet C" 1 



J11.3 PROPRIETE ALGEBRIQUE : INVARIANT LIE AUX FORMES NORMALES DE SMITH D'UNE 

MATRICE QUELCONQUE. 

D'après les constructions données aux paragraphes 11.2.1 et 11.2.4 

nous constatons que pour obtenir la forme réduite de Smith il faut faire 

beaucoup plus de calculs que pour obtenir une forme normale de Smith. De plus 

dans l'algorithme de recherche des points entiers d'un cône ou d'un parallélo- 

tope nous avons considéré, pour les mêmes raisons, une fornle nomle et le 

p.p.c.m. des éléments diagonaux de cette forme. Mais pour établir les formules 

de V.1.5 et de V.2.4 donnant le nombre de points fondamentaux nous avons été 

obligés de considérer chaque fois la réduite de Smith et le p.p.c.m. de ses 

éléments diagonaux, lequel est égal dans ce cas au plus grand élément. 

Afin de se limiter dans la pratique (c'est ce qui est fait en annexe 6) 

à un algorithme basé sur le calcul d'une forme normale, il importe donc de 

démontrer que ces deux p.p.c.m. sont égaux. C'est ce que nous allons faire. 

P / r o p ~ U é  V 7 7 . 3  : Le p. p. c.m. d u  élément6 dutgomx  non vu.& d'une aotrme 

notrmaee quelconque de Smikh d'une m&ce A e ~ ; t  un LnvcurkMJt éga l  cee~ p h  

grrand éei9nen.t de bu tZduLte de S d h .  

Preuve : 

E l  l e  décou l e  d i  rectement de l a  remarque de 1101 page 46 . Considérons 

une forme normale quelconque de Smith de A dont  l es  éléments diagonaux se ron t  

t o u j o u r s  notés E ,, E ~ ,  ..., cn. NOUS montrons qu'avec une c o n s t r u c t i o n  p a r t i c u l i è r e  

nous pouvons t rans fo rmer  c e t t e  forme normale en une a u t r e  e t  i t é r e r  l e  processus 

pour o b t e n i r  l a  r é d u i t e  de A, de t e l l e  s o r t e  que l e  p.p.c.m. des éléments non 

n u l s  de chacune d ' e l  les  s o i t  l e  même. 

a )  A l ' a i d e  de ma t r i ces  de permutat ions nous rangeons l es  éléments de l a  

d iagona le  de l a  forme normale dans l ' o r d r e  c r o i s s a n t .  

b )  S o i t  j l e  premier i n d i c e  t e l  que E E~ pour  k>j. A l ' a i d e  de m a i r i c e s  
j 

é lémentai  r es  opéran t  seu lement su r  l es  termes en (j ,j) , (k,k) , (j ,k) et (k, j) , 
nous remplaçons l e  terme en  ( j  ,j) par  ( c j  ,E~) = d de manière à o b t e n i r  une 

nouve l l e forme norma l e  . 



Pour ê t r e  p l u s  p r é c i s ,  cec i  e s t  r é a l i s é  en m u l t i p l i a n t  l a  forme normale 

à d r o i t e  p a r  une ma t r i ce  V, à gauche par  une m a t r i c e  U. 

La m a t r i c e  V e s t  d é f i n i e  par  : 

i Vi = 1  sauf pour i=j e t  i =k ,  

a e t  fi é t a n t  t e l s  que as + B r k  = d = 
j (s j  ,ck) , 

l e s  au t res  termes de V é t a n t  nu ls .  

La m a t r i c e  U e s t  d é f i n i e  par  : 

1 Ui = 1  sauf pour i =k ,  

l e s  au t res  termes de U é t a n t  nu ls .  

U e t V  sont deux ma t r i ces  u n i m o d u l a i r e i .  

Appelons 6 l 'é lément  en (k,k) de l a  nouve l le  forme normale. k 

De det A = E~ x ... x E x ... - 
j 

X ~ k  C~ - cl ... E j -1 ( E . >  E ) 
J k 

E j + 1  
x ... x E k-l x 6k x E ~ + ,  x . . . x E nous déduisons que ( E ~  , E ~ )  x bk - 

n 9 - 'k 

c 'est -à-d i r e  que 6k = [ c j  ,E~I. 

De p l u s  nous avons : 

S i  pour lemême j i l  e x i s t e  un a u t r e k '  > k t e l  que E 
E ~ ,  j 

nous re tournons  

en a )  e t  b l  jusquâ ce que E~ 1 ck pour t o u t  k > j. 

Ce que nous avons f a i t  pour E sera f a i t  pour  E ~ + ~  e t  a i n s i  de s u i t e  de 
j 



manière à o b t e n i r  l a  forme rédu i te  c 'est -à-d i re c 1 cicl pour i=1  , 2 , . .  .,n-1. i 

Le procédé nous permet d ' a f f i r m e r  que les  p.p.c.m. des éléments diagonaux 

de tou te  forme normale sont égaux e n t r e  eux e t  égaux à t de l a  r é d u i t e  trouvée n 
( rédu i te  qu i  rappelons-le e s t  unique).  

La preuve a  é t é  é tab l  i e  pour une mat r ice  A(n,n), e l  l e  s létabl  i t de l a  

même manière pour t o u t e  matr ice A(m,n). 



VII.4 RESOLUTION D'UN PROBLEME GENERAL 

Nous généralisons le problème résolu aux chapitres V et VI, à savoir 

chercher tous les x entiers qui vérifient : 

Ax Rb, 

où R est une relation quelconque; en fait ce sera une relation d'ordre 
quelconque sur un anneau. 

A est une (m,n) matrice ; si m = n elle est de rang n, si m < n, 

elle est de rang m, ses éléments sont entiers, b est un vecteur à coordonnées 

réelles ou entières selon les cas. 

Pour cela nous posons Ax = a et nous cherchons tous les a admissibles, 

c'est-à-dire qui : 

1) donnent des solutions entières aux systèmes Ax = a, 

2) vérifient aRb. 

Le premier point s'obtient en utilisant la technique de résolution des 

systèmes linéaires en nombres entiers. Avec les notations déjà utilisées 

auparavant nous obtenons : 

Ax = a <=> Ey = Ua (avec x = Vy) (VII.4.1) 

E,,E~,...,E~ étant les éléments diagonaux de E, posons E = k l ,  ..., E 1 ,  n 
E = v E C. = v U -  pour i=1,2,. . . ,n. (VII.4.1) s'écrit i i' i i 1 

Ca - O (mod E) 
i d'où a - a [mod E) pour i=1,2 ,..., pl '? '...'Pn* 

i 
Revenons à 2), il faut a Rb c'est-à-dire que pour i fixé il faut qu'il 

existe au moins un k. tel que 
J 

i 
(a. + k. E) Rb. pour tous les j =1,2,. . . ,n. 

J J J 



Appelons L le sous-ensemble de { 1,2,. . . ,pl xp2x.. . xpn} tel que 2) soit 
réalisé. 

L'ensemble des pour E L constitue l'ensemble des a admissibles. 

Ils peuvent s'écrire : 

Un admissible peut fournir un nombre fini de solutions (c'est le cas 

où la relation est la relation de divisibilité, voir ci-dessus) ou un nombre 

infini de solutions (cas de la relation 3 ,  au chapitre V), selon que l'ensemble 

des n-upples k. est fini ou non. 
1 

L'ensemble des solutions du problème est alors donné par x = & où 
M = VE-'u. 

les k. étant déterminés par les relations (VI1  .4.2) . 
J 

Dans le cas où la matrice est rectangulaire, m < n, nous obtenons 

où ym+1 9 ..., y n sont des entiers quelconques. 

Exemple VI1 - Nous traitons le cas où la relation R est celle de la divisi- 

bilité. 

Recherche de tous les x entiers tels que : 

La partie 1) nous fournit 4 solutions : 

1 t2 3 
ta = (O,O,O) (mod 2), a = (11,0,1) (mod 2), ta = (21,1,-3) (mod Z), 

t$ = (32,l ,-2) (mod 2) . 



1 2 4  
a, a, a ne sont pas admissibles car : 

3 
a est admissible et donne 27 solutions car 

21 + 2kl 1 31 pour kl = -26,  -10,  5 

1 + 2k2 1 3 pour k2 = -2 ,  0 ,  2 

-3 + 2k3 1 7 pour k3 = -2 ,  2 ,  5 

Ces solutions sont : 

Nous ne traiterons pas la résolution de blAx car ceci est équivalent à 

Ax r O (mod b )  (voir chapitre III). 



VII.5 APPLICATIONS A L'OPTIMISATION EN NCMBRES ENïIERS 

VII. 5.1 Considérons PM1 : Max {fx 1 Ax a b l  où fx est une forme linéaire et où 

Ax B b  définit géométriquement un cône. Nous supposons que le sommet x est 
l'optintum de PMI. 

Preuve : 

Puisque 2 e s t  l 'opt imum de PM1 , nous avons l e s  c o n d i t i o n s  d 'op t ima l  i t é  

de Kuhn e t  Tucker : 

E t a n t  donné y, un p o i n t  e n t i e r  quelconque du cône,nous avons 

i n i 
y = x + 1 k .  B~ avec .,point fondamental. 

j=1 J 

Comme u a O => f (y) < f (4) . CQFD. 

Dans le cas des cônes non réguliers la preuve est identique car 

~(vJ) = ' -  UAvJ = o. 

VII.5.2 Considérons PM2 : Max {fx 1 c a Ax a b l  où fx est une forme linéaire et 

où c à Ax 3 b définit géométriquement un parallélotope. Nous supposons que le 

sommet x par exemple est l'optimum de PM2. 

CahaUahe V 7 7 . 2  : L'opltimum en e n t i m  de PM2 ut un p o i n t  dondamentcd de 

pm&Uotope c'est-à-dlte un po in t  de P* où P* es t  a b ~ o o i é  au ~ o m d  x. 

La preuve se d é d u i t  a isément de l a  p r o p o s i t i o n  précédente.  



A N N E X E S  



A N N E X E  O 

Nous trouvons en annexe A0 les différentes procédures qui serviront 

pour les programmes suivants. Ces procédures sont : 

Procédure INF ; 
Procédure PRODMAVEC ; 

Procédure INFA 2 ; 

Procédure HERMITE ; 

Procédure SMITH ; 

PROCEDURE INF (A,L1 ,N,JM) ; 

VALUE LI, N ; INTEGER LI, N, JM ; INTEGER ARRAY A ; 

COMMENT cette procédure repère par JM la plus petite valeur absolue des termes non 
nuls de la ligne LI du tableau A du LI ième terme au N ~ ~ ~ ~ .  8388607 est 
l'infini machine ; 

BEGIN INTEGER 1, X, S ; 

S := 8388607 ; 

FOR I := LI STEP 1 N I L  N Dû - - - -  
BEGIN X := ABS(ACL1 ,II) ; 

IF X # O AND X<S THEN - - 
BEGIN JM := 1 ; S := X END - 

END - 
END de INF ; - 

PREEDURE PRODMAVEC (A, B , C , S , R , M) ; 

VALUE S,R,M ; INTEGER S,R,M ; INTEGER ARRAY A,B,C ; 

COMMENT cette procédure exécute le produit d'une matrice A à R-S+l lignes par LUI 

vecteur B et met le résultat dans C ; 
BEGIN INTEGER 1, K ; 

FOR 1 := S STEP 1 UNTIL R DO - - - -  
BEGIN CC11 := O ; 

FOR K := 1 STEP 1 W I L M  DO - - - -  
ClIl := Cr11 + A[I,KI * BIKI 

END - 
END de PRODMAVEC ; - 



PROCEDURE LECTURE (A,B,M,N) ; - 

VALUE M,N ; INTEGER M,N ; INTEGER ARRAY A,B ; 

COMMENT procédure de lecture des données : la matrice A à M lignes et N colonnes 

et le vecteur B à M composantes ; 
BEGIN INTEGER 1 ,J ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  M DO - - - -  
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
A [ I , J I  := DATA ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
B [ I I  := DATA 

END de LECTURE ; - 

PRKEDURE -- INFA2 (T , L I ,  L 2 ,  L 3 ,  S ,MI ,MT) ; 

VALUE L I ,  L2,  L 3  ; INTEGER L I ,  L2 ,  L3, M I ,  M J ,  S ; 

INTEGER ARRAY T ; 

COMMENT cette procédure repère par (M1,MJ) la plus petite valeur absolue des termes 

non nuls du tableau T dont les lignes sont indicées de L1 à L 2 ,  les colonnes 

de L1 à L 3  ; 

BEGIN INTEGER I , J , X  ; 

S := 8388607 ; 

FOR 1 := L1 STEP 1 UNTIL L2 DO - - - - 
FOR J : = LI STEP 1 UNTIL L3 DO - - - - 

BEGIN X := ABS ( T C 1 , J I )  ; 

I F  X # O AND X<S THEN - - 
BEGIN MI := 1 ; MT := J ; S := X END - 

END - 
END de INFA2 ; - 

PROCEDURE HERMITE (P,A,V,N,M) ; -- 

VALUE N,M ; INTEGER N,M ; INTEGER ARRAY P,A,V ; 

CObNENT cette procédure calcule la réduite d'Hermite de la matrice A quelconque à 

M lignes et N colonnes ainsi que les matrices unimodulaires P et V qui 

permettent d'obtenir cette réduite, celle-ci étant dans A à la fin du calcul. 

PA=2 signifie qu'on calcule la réduite d'une matrice de rang maximum (en 

particulier d'une matrice unimodulaire) ayant plus de lignes que de colorner, 

PA et RANG sont déclarés à l'extérieur de la procédure ; 

BEGIN INTEGER I,C,Y,Z,T,El,H,J,Q,JM,K,R ; 

IF  PA = 2 THEN GOTO SUITE ; - -- 



FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  M DO - - - -  
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
PC1,J I  := I F  1 = J THEN 1 ELSE O ; - - - 

SUITE : FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
FOR J := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - - 
VC1,JI  := I F  1 = J THEN 1 ELSE O ; - - - 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
BEGIN FOR C := 1 STEP 1 UNTIL N DO -- - - -  

I F  A[I ,CI  # O THEN GOTO ETIQ ; - -- 

I F  PA = 2 THEN GOTO BOND ; - - 
I F  I<M THEN Y := 1 ELSE GOTO FINALE ; -- 
FOR Y := Y + l  H I L E  Y<=M il0 - - 

BEGIN FOR, Z : = 1 STEP 1 W I L  N DO -- - - - 
I F  ACY,ZI # O THEN - 

BEGIN FOR T := 1 STEP 1 UNTIL N DO -- - - -  
BEGIN Q := ACY,TI; ACY,TI:=A[I,TI;  A [ I , T I : =  Q END ; - 
FOR E l  := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 

BEGIN H := PC1,El l  ; PCI,E11 := P[Y,ElI  :=H END; 
P 

GoTO ETIQ - 
END - 

BOND : GOTO FINALÉ ; 

ETIQ : INF (A,I,N,JM) ; 

I F  PA = 2 THEN GCYï.0 SAUT ; - -- 
RANG := 1 ; 

SAUT : FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - - 
I F  AC1,JI f O AND J f J M  THEN - - - 

BEGIN Q := AE1,JI  + AC1,JMI ; 

FOR R := 1+1 STEP 1 LJNTIL M DO - - - -  
ACR,JI := A I R , J I  - Q * A[R,JMl ; 

FOR E l  := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
V[E1 , J I  := VCE1 ,JI  - Q * V[E1 ,JMl 

FOR E l  := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - -  
I F  A i 1 , E l l  # O AND E l  # JM T'EN GOTO ETIQ ; - - -- 



I F  1 # J M  THEN FOR K := 1 STEP 1 W I L  M DO - -- - - -  
BEGIN Q := ACK,II ; ACK,II := ACK,JMI ; ACK,MI := Q END ; - 

FOR E l  := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
BEGIN H := VCE1 , I I  ; VCE1 ,Il := VIE1 ,Ml ; VIE1 ,JMl := H END ; - 

FINALE : END - 
END de HERMITE ; 
P 

PILC>C?IUURE . - - - --- SMITH (U ,A,V ,N ,M) ; 

VALUE N, M ; INTEGER N, M ; INTEGER ARRAY U,A,V ; 

C O b M N T  cette procédure calcule une forme normale de Smith de la matrice A 

quelconque à M lignes et N colonnes ainsi que les matrices unimodulaires 

U et V, la fome normale se trouve dans le tableau A à la fin du calcul ; 

BEGIN INTEGER E,F,I,MI,MT,Q,R,T,Rl ,R2,B1 ,S,K,G,Ql ,E2 ; 

FOR E := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 
FOR F := 1 STEP 1 N I L  M DO - - - -  

UCE,FI := I F  E = F THEN 1 ELSE O ; - - - 
FOR E := 1 STEP 1 N I L  N DO - - - -  

FOR F := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
VCE,FI := I F  E = F THEN 1 ELSE O ; - - - 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO -- - - - 
BEGIN 

ETIQ : INFA2 (A,I,M,N,S,MI,MJ) ; 

I F  S = 8388607 THEN GOTO FINALE ; - -- 
F O R T  := I STEP 1 UNTIL N DO - - - -  

I F  ACM1,TI # O AND T # MT THEN - - - 
BEGIN Q : = ACMI ,TI t ACMI ,Ml ; 

FOR R := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
ACR,TI := ACR,TI - Q ik  ACR,MJI ; 

FOR E2 := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - -  
VCE2 ,Tl  := VCE2,Tl - Q ;k VCE2 ,MT1 

END ; 
FOR RI := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - -  

I F  ACR1 ,MT1 # O AND RI # MI THEN - - - 
BEGIN QI := ACR1 ,MJl + ACMI ,MT1 ; 

FOR R2 := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - - 
AER1 ,R21 := ACRI ,R21 - QI * ACM1,RZI ; 

FOR F := 1 STEP 1 U N I L  M DO - - - -  
UCR1,FI := UCR1,FI - QI ;k UCM1,FI 

END ; - 



FOR BI := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 
IF ACB1 ,MJI f O AM> BI # MI THEN GOTO ETIQ ; - -- 

FOR BI := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
IF ACM1,BlI # O AND BI # MJ THEN GOTO ETIQ ; -- 

IF 1 f MT AND I < = N  THEN - - - 
BEGIN FOR K := 1 STEP 1 UNTIL M DO -- - - -  

BEGIN G := AEK,II ; ACK,II := ACK,MJI ; 

ACK,Wl := G 

; - 
FOR E' := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - -  

BEGIN G := VCF,Il ; VCF,II := VCF,MJI ; 

VEF,MJI := G 

END - 
END ; - 

1F 1 f MI THEN - 
BEGIN FOR K := 1 STEP 1 UNTIL N DO -- - - -  

BEGIN G := AC1,KI ; AC1,KI := ACM1,KI ; 

ACM1,Kl := G 

END ; - 
FOR F := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 

BEGIN G := UC1,FI ; U[I,Fl := UCM1,FI ; 

UCM1,FI := G 

END - 
Fm; - 

RANG := 1 ; 

F1NALE:END - 
END de SMITH ; - 



A N N E X E S  1, 2 ,  3 ,  4 

Les programmes qui suivent ont été écrits LII ALGOL et passés sur 

M 40 B.G.E. 

Ils sont au nombre de quatre . 

Résolution de Ax = b dans 3" par : 

1) la méthode de la réduite d'Hermite exposée en 11.1 et utilisant 

les tests de la proposition 11.1 

2) la méthode précédente à laquelle on ajoute la triangularisation 

définie au corollaire 11.3 

3) la méthode de la forme normale de Smith exposée en 11.2 et utilisant 

les tests de la proposition 11.3 

4) la méthode précédente à laquelle on ajoute la triangularisation 

définie au corollaire 11.4. 

Ces quatre programmes sont très performants, le plus rapide d'entre eux 

étant le premier. 



BEGIN C m  Résolution de Ax = b dans ? par la méthode d'Hermite. ACl:M, l:Nl est une 

matrice de rang quelconque à éléments dans 2,  b est dans BA Cl:Ml, PA = 1 

signifiant que l'on utilise HERMITE complétement ; 

INTEGER N,M,PA,RANG,Jl,Rl ,Il ,Ql,Al ,BI ; 
N : = DATA ; 

M : = DATA ; 

BEGIN INTEGER ARRAY PC1 :M,1 :Ml, AC1 :M,1 :NI, VC1 :N,1 :NI, BAC1 :Ml, XOC1 :NI ; 

PA := 1 ; 

LECTURE (A, BA, M, N) ; 
HERMITE (P,A,V,N,M) ; 
BEGIN INTEGER ARRAY BBC1:MI ; 

PRODMAVEC (P ,BA,BB ,1 ,RANG ,M) ; 

BEGIN INTEGER ARRAY X1 Cl :RANG1 ; 
FOR Il := 1 STEP 1 UNTIL RANG DO - - - - 

BEGIN XICI11 := BBCI11 ; 
FOR JI := 1 STEP 1 üNTIL 11-1 DO - - - - 

XI CI11 := X1 CI11 - AC11 ,JI]* X1 [JI1 ; 

Al := Xl [Ill ; B1 := ACI1,IlI ; 

QI := Al 5 B1 ; R1 := Al - BI ;k QI ; 

IF RI # O THEN GOTO TEST 1 ; - -- 
XlCI11 := Q1 ; 

END - 
TEXT ("PREMIER TEST VRAI /) ; PRINT (2) ; 

CMENT Nous venons de tester si yR = L-l pRb (page II .8) qui 

se trouve dans le tableau X1 est entier ; 
IF RANG < M THEN - - 

BEGIN INTEGER ARRAY X2 CRANG+l : Ml ; 

PRODMAVEC (A,Xl ,X2,RANG +1 ,M,RANG) ; 
PRODMAVEC (P,BA,BB,RANG +1, M,M) ; 

FOR 11 := RANG +1 STEP 1 üNTIL M DO - - - -  
IF BBCIll # X2[111 THEN GOTO TEST 2 ; - -- 

TEXT ("DEUXIENE TEST VRAI /) ; PRINT (2) ; 

0I .D ; - 
C m  Le deuxième test consiste à vérifier si P ~ ~ = s L " P ~ ~  ; 

PRODMAVEC (V,Xl ,XO,1 ,N,RANG) ; 

SORTIE DES RESULTATS (la solution particulière est dans le 

tableau XO, la solution générale s'obtient en ajoutant à XO les 

combinaisons linéaires à coefficients dans ? des colonnes numé- 



rotées de RANG +1 à N du tableau V) ; 

GOTO FINALE ; - 
TEST 1 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /) ; PRINT (2) ; 

TEST 2 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT ( 2 )  ; 

FINALE: END 

END 



BEGIN COMENT Résolution de Ax=b dans Z par la méthode d'Hermite donnant à la matrice 

solution la forme triangulaire inférieure. La réduite d'Hermite étant 
R utilisée deux fois : une fois pour A (PA = l), une autre fois pour V 

(PA = 2) ; 

INTEGER N,M,PA,RANG,I,J,Q,R,Jl ,Il ,RI ,Q1,A1 ,BI ; 
N := DATA ; 

M := DATA ; 

BEGIN INTEGER ARRAY Pr1 :M,1 :MI, AC1 :M,1 :NI ; VC1 :N,1 :NI, BAI1 :MI, XOC1 :NI ; -- 
PA := 1 ; 

LECTURE (A,BA,M,N) ; 

HERMITE [P,A,V ,N,M) ; 

BEGIN INTEGER ARRAY BB Cl :Ml , - -- 

insérer ici la partie du programme Al comprise entre les lipes (a) et 

( a )  incluses ; 

IF RANG = N THEN SORTIE DE LA SOLUTION se trouvant dans le tableau XO ; - - 
GOTO FINALE ; - 
BEGIN INTEGER ARRAY VRC 1 :N, 1 :N-RANG1 , WC1 :N-RANG, 1 :N-RANG1 ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - - 
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N - RANG DO - - - - 
VRCI ,JI := VCI ,J+RANGl ; 

HERMITE (P ,VR,W,N-RANG ,N) ; 
IT CCMENT on vient de calculer la réduite d'Hermite de V primiti- 

vement mise dans le tableau VR ; 
SORTIE DES RESULTATS (la solution particulière est dans le tableau 

XO, la solution générale s'obtient en ajoutant à XO les combinai- 

sons linéaires à coefficients dans ? des colonnes de RANG +l à N 

du tableau VR) ; 

E N D :  

GCrrO FINALE ; - 
TEST 1 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /) ; PRINï (2) ; 

TEST 2 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT (2) ; 

END ; - 
FINALE : EM) 

7. 

END - 
END 



dEC;IN COMMENT Résolution de Ax=b dans Z par la méthode de Smith. A[l:M,l:Nl est m 

tableau de rang quelconque, b est dans BAC1:MI ; 
INTEGER N,M,RANG,E4,F4,42,R2,1,J ; 

N : = DATA ; 

M : = DATA ; 
BEGIN INTEGER ARRAY Ur1 :M,1 :MI, AC1 :M,1 :NI, VC1 :N,1 :NI, BAC1 :MI, X O C I  :NI ; 

LECTURE (A,BA,M,N) ; 

SMITH (U,A,V,N,M) ; 

BEGIN INTEGER ARRAY BBC1 :RANG1 ; 
PRODMAVEC (U ,BA, BB ,1, RANG ,M) ; 

FOR F4 : = 1 STEP 1 UNTIL RANG DO - - - - 
BEGIN 42 := BBCF41 + ACF4,F41 ; 

R2 := BBiF41 - 42 +; A[F4,F41 ; 

IF R2 f O THEN GOTO TEST 1 ; - -- 
BBCF41 := 42 ; 

yJ; 
TEXT ("PREMIER TEST VRAI /) ; PRINT (2) ; 

C M N T  nous venons de vérifier si (~K1-l URb est entier, ce vecteur 
se trouve alors dans le tableau BB ; 

IF RANG < M THEN - 
BEGIN INTEGER ARRAY X2CRANG +1 : Ml ; 

PRODMAVEC (U,BA,X2,RANG+l ,M,M) ; 
FOR F4 := RANG +1 SI'EP 1 UNTIL M DO - P - -- 

IF X2CF41 f O TIEN GOTO TEST 2 ; -- - 
TEXT ("DEUXIEME TEST VRAI /) ; PRIhri' (2) ; 

END ; - 
PRODMAVEC (V,BB,XO,l ,N,RANG) ; 

SORTIE DES RESULTATS (idem qu'en Al) ; 

GOTO TERMINAL ; 
'TEST 1 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 1 /) ; PRINT (2) ; 

TEST 2 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT (2) ; 

END ; - 
TERMINAL : END - 

Eh11 
--- . 



BEGIN CObMENT Résolution de Ax=b dans Z par la méthode de Smith donnant à la matrice 

solution générale (tableau VR) la foxme triangulaire inférieure ; 

INTEGER N,M,RANG,E4,F4,42,R2,I,J,PA ; 

N : = DATA ; 
M : = DATA ; 

BEGIN INTEGER ARRAY UI1 :M,1 :Ml, AI1 :M,1 :NI, VI1 :N,1 :NI, BAI1 :Ml, XOIl :NI ; 
LECTURE (A,BA,M,N) ; 

34ITH (U,Y,N,M) ; 
BEGIN INTEGER ARRAY BB C 1 :Ml ; 

insérer ici la partie du programme A3 de la ligne (a') à ( B ' )  incluses ; 

PA := 2 ; 
IF RANG = N THEN SORTIE DE LA SOLLITION se trouvant dans le tableau XO ; - - 
GCYïO ALAFIN ; 

BEGIN INTEGER ARRAY VRI 1 :N, 1 :N-RANG1 , VP I 1 : N-RANG, 1 : N-RANG1 ; 

FOR E4 := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - - 
FOR F4:=1 STEP 1 W I L  N-RANG DO - - - - 

VRIE4,F41 := VCE4,F4+RANGl ; 

HERMITE (V ,VR ,VP ,N-RANG ,N) ; 
SORTIE DES RESULTATS (idem qu'en A2) ; 

END; - 
GmO ALAFIN ; 
TEST 1 : TEXT ("PAS DE SOLüTIONS, TEST 1 /) ; PRINT (2) ; 

TEST 2 : TEXT ("PAS DE SOLUTIONS, TEST 2 /) ; PRINT (2) ; 

END ; - 
W I N :  

END - 



A N N E X E  5 



BEGIN COMMENT Ce programme calcule le p.g.c.d. de N entiers rationnels et l'exprime comm 

combinaison linéaire de ces N entiers (identité de Bezout) ; 
INTEGER N, J, JP ; 

PROCEDURE INFA (T ,L) ; 

VALUE L ; INTEGER L ; INTEGER ARRAY T ; 
Coi= cette procédure repère par JM la plus petite valeur absolue des termes non 

nuls. 

BEGIN INTEGER 1, X, S ; 

S := 8388607 ; 

FOR I := 1 STEP 1 UNTIL DO - - - - 
BEGIN X := ABS (TCII) ; 

IF X # O AND X < S THEN - - - 
BEGIN JP := 1 ; S := X END - 

END - 
EM) de INFA ; - 

PROCEDURE HERM (A,V,N) ; 
VALUE N ; INTEGER N ; INTEGER ARRAY A, V ; 
C(lbNDR Cette procédure calcule la réduite d'Hermite d'une matrice à une seule ligne 

de N éléments. L'élément non nul de la réduite est en position JP. Les coef - 
ficients de Bezout sont dans la colonne JP de la matrice V ; 

BEGIN INTEGER 1, J, Q ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 -NTIL N DO - - - -  
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - 
V[I,Jl := IF I = J THFA 1 ELSE O ; - - - 
ETIQ : INFA (A,N) ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - - 
IF ALI1 # O AND 1 # JP THEN - - 

BEGIN Q := AC11 4 ACJPI ; 

AC11 := AC11 - Q * ACJPI ; 

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
VCJ,II := VCJ,II - Q ;k VCJ,JPI 

END ; - 
FOR J := 1 STEP 1 üNTIL N DO - - - -  
IF ACJI # O AND J # JP THEN GOTO ETIQ ; - - -- 

END de HERM ; - 

N := DATA ; 

BEGIN INTEGER ARRAY A [ 1 :NI , VC 1 : N, 1 :NI ; 
FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N DO ACJI := DATA ; - - - -  
TEXT ("LES ? N = /) ; EDIT (I1F3.O/,N) ; TEXT (" ? ENTIERS ? SONT : /) ; 



PRINT (2) ; 

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N Dû EDIT ("F 8.0/, ACJI) ; - - - - 
PRINT (2) ; 

HERM (A,V,N) ; 

TEXT ("LE ? PGCD ? EST : /) ; EDIT ("F8.0 /, ACJPI) ; 

PRINT (2) ; 

TEXT ("LES ? COEFFICIENTS ? DU ? PGCD ? DANS ? L'IDENTITE ? DE ? BEZOUT ? SONT :) ; 

PRINT (2) ; 

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL N Dû EDIT ("F8.0/, VLJ,JPI) ; - - - -  
PRINT (2) ; 

END 



A N N E X E  6 

Le programme proposé est connnun aux cônes V.l et V.2. Il génère d%bord 

les vecteurs B' appelés l'vecteur de translation", puis les points fondamentaux 

en indiquant leur nombre et si on se trouve dans le cas V.2, les vecteurs de 

translation @ appelés 'lvecteur de translation bistt. 



EGIN COMENT ce programme génère les points fondamentaux et les vecteurs de translation 

d'un cône polyédrique défini par Axab où ACl:M,l:Nl est à coefficients 

entiers et b dans BCl:M,1:21 à coefficients rationnels, NPOINTS est le 
nombre de points fondamentaux ; 

INTEGER N,M,I,J,PM,K,PG, NPOINTS,LJ,L,RANG,I2,FZ,S ; 

PROCEDURE PGCD (T ,PG) ; 

INTEGER PG ; INTEGER ARRAY T 
COMVENï cette procédure calcule le pgcd (PG) de deux nombres, elle fait appel 

à la procédure INFA2 ; 

BEGIN INTEGER I,MJ,Q,S ; 
SAUT : INFA2(T,1,1,2,S,l ,MT) ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  2 DO - - - - 
IF TC1 ,Il # O AND 1 # MT THEN - - 

BEGIN Q := TC1 ,II + TC1 ,MJl ; 
TC1 ,Il := TC1 ,II - Q TC1 ,MT1 

END ; - 
FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL 2 DO - - - - 

IF TC1 ,II # O AND 1 #MT THEN GüïO SAUT ; - -- 
PG := TC1 ,MJI 

END de PGCD ; - 

PROCEDURE PPCM (EPS ,PM,N) ; 

VALUE N ; INTEGER PM,N ; INTEGER ARRAY EPS ; 
CûMENï la procédure calcule le p p m  (PM) de n nombres en faisant appel à la 

procédure PGCD ; 

BEGIN INTEGER 1,PG ; 
INTEGER ARRAY TACl:NI, TBC1:1, 1 :21 ; 
TAC11 := EPSC11 ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  N-1 DO - - - - 
BEGIN TBC1,ll := TAC11 ; 

PGCD (TB,PG) ; 

END de PPCM ; - 



PROCEDURE REAJUST (AA ,M,B ,PM) ; 
VALUE M,PM ; INTEGER M, PM ; INïEGER ARRAY AA, B ; 

C M N T  ce t te  procédure donne l e s  admissibles (aab) à par t i r  de a = W ; 

BEGIN INTEGER I , C  ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 
BEGIN C; := (BCI ,1 l -BCI ,21~ 'AACI l )  (PM .' BCI ,21)  ; 

I F  BCI,11 > MC11 7k BCI ,21  AND - - 
B [ I , 1 1 - A A C I I ~ ~ B C I , 2 1 -  C " PM '; BCI ,21  # O 

END 

END de REAJUST ; - 

PROCEDURE SORTIE (A,AA,BB,N,M) ; 

VALUE N,M ; INTEGER M,N ; INTEGER ARRAY A,AA,BB ; 

C(lMENT ce t te  procédure sor t  l e s  points fondamentaux ; 

BEGIN INTEGER 1, J ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - -  
BEGIN BBCII := O ; 

FOR J := 1 STEP 1 W I L  M DO - - - - 
BBCII := BBCII + A C J , I I  * AACJl 

END; 
BEGIN PRINT (1) ; TEXT ('lx[/) ; EDIT ( " F 3 . 0 / , U )  ; TEXT ("]=/) ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL N DO - - - - 
EDIT ("F8 . O / ,  BBCII : PM) ; PRINT (2)  

END ; - 
U : = U + 1  ; 

END de SORTIE ; - 

N := DATA ; 

M : = DATA ; 

BEGIN INTEGER ARRAY A,  TRANC1 :M,1 : N I ,  UC1 :M,1 :Ml,  VC1 :N,1 :NI ,Y,AA,EPS[l :NI , 
LUC1 : 1 ,  1 : 2 1 ,  BBC1 : N I ,  BC1 :M,1 :21 ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 
FOR J := 1 STEP 1 N I L  N DO AC1,JI  := DATA ; - - - -  

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - - 
BEGIN B C 1 , l I  := DATA ; BCI,21 := DATA END ; - 

SMITH (U,A,V,N,M) ; 



FOR 1 := 1 STEP 1 N I L  M DO EPSCII := ABS(AC1,II )  ; - - - -  
PPCM (EPS ,PM,M) ; CQdVFN C a l c u l  de E = C E ,  , E ~ ,  . . . , E,] mis dans PM ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 UNTIL M IX) - - - - 
BEGIN EPSCII := PM + A C 1 , I I  ; 

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
UC1,JI  := U C 1 , J l  * EPSCII 

C M M  C a l c u l  de C m i s e  dans l e  t a b l e a u  U ; 

FOR I := 1 STEP 1 UNTIL N DO - 
FOR K := 1 STEP 1 M I L  M DO - - - - 

BEGIN ACK,II := O ; 

FOR J := 1 STEP 1 UNTIL M DO - 

TRAN [ K , I l  := ACK,II 

END; 
TEXT ("LES VECTEURS DE TRANSLATION : /) ; PRINT (2 )  ; 

FOR J : = 1  STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
BEGIN P R I M  (1)  ; TEXT (IIBC/) ; EDIT ("FZ.O/,J) ; TEXT ("]=/) ; 

FOR 1 := 1 STEP 1 W I L  N DO - - - - 
EDIT (11F8.0/,TRAN C J , I l )  ; PRINT (2 )  

FOR I : = l  STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
FOR J : = 1  STEP 1 UrvTIL M DO AC1,JI  := UC1,J I  ; - - - -  

SMITH (U,A,V,M,M) ; 

BEGIN BOOLEAN ARRAY TB[ 1 : M ,  0 : PM-1 1 ; 

FOR J : = 1  STEP 1 UNTIL M DO 
P - - -  

BEGIN FOR I:=O STEP 1 UNTIL PM-1 DO -- - - 

LUC1,11 := ABS ( A C J , J I )  ; 

PGCD (LU,PG) ; 

EPSCJI := PG 

END ; - 
N POINTS : = 1 ; 

FOR J : = 1  STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
NPOINTS := NPOINTS E P S [ J l  ; 



SORTIE DE N POINTS ; 

FOR I:=l STEP 1 UNTIL M DO - - - -  
Y[Il := O ; 

PRODMAVEC (V,Y,AA,l ,M,M) ; 

REAJUST (AA,M,B,PM) ; 

U : = 1 ;  

SORTIE (TRAN,AA,BB,N,M) ; 

FOR L:=M, L-1 WHILE L>=l DO - - 
BEGIN RETOUR : - FOR 1 := YCLl+l STEP 1 W I L  PM-1 DO - - - 

IF TBiL,II THEN - 
BEGIN Y [LI := 1 ; 

PRODMAVEC (V ,Y, AA ,1 ,M ,M) ; 

COMMENT Calcul de a=VY (mod E) ; 

REAJUST (AA,M,B,PM) ; 
CWNT Calcul de B>b ; 

SORTIE (TRAN,AA,BB,N,M) ; 

GOTO RETOUR 

END ; - 
FOR K:=L STEP 1 UNTIL M DO Y[KI := O - - - - 

END; 
-T 

IF M i N THEN - 
BEGIN TEXT ["LES VECTEURS DE TRANSLATION BIS : /) ; PRINT(2) ; 

FOR J := M+l STEP 1 UNTIL N DO - - - -  
BEGIN PRINT (1) ; 

FOR I:=l STEP 1 UNTIL N DO - - - - 
EDIT("F8.0/,V[I,Jl) ; PRINT (2) 

END - 
END 

END - 
END 

END - 
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