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I N T R O D U C T I O N  

Les éléments moyens auxquels on s ' intéresse i c i ,  sont d'une part 

l e  plan moyen de l'anneau des petites planètes, d'autre part l 'excentricité 

e t  l e  périhélie de cet anneau. Le plan d'une orbite e s t  caractérisé par son pôle, 

point représentatif sur l a  sphère céleste du vecteur unitaire normal au plan ; 
l e  point du plan complexe : s in i  eio ( i2  = -1) représente alors, à une rotation 

de 90" près, l a  projection sur un plan de référence (par exemple l 'écliptique 

d'une certaine époque) du pôle d'une orbite inclinée de l'angle i sur ce plan, 

e t  dont l e  noeud e s t  à l a  longitude o. Le pôle moyen de n planètes e s t  l e  

barycentre de leurs n pôles également pondérés e t  l e  plan moyen des n orbites 

sera, par définition, l e  plan passant par l e  Soleil ,  qui a pour pôle ce pôle 

moyen. 

jlo 
De l a  même façon, l e  point du plan complexe e e définit  ce qu'on 

appelle l e  vecteur de L i z t  ou l e  point de L i z t  d'une planète dont l 'excentricité 

e s t  e e t  dont l a  longitude du périhélie (dans un repère convenable) e s t  o. Le 

point de L i z t  moyen de n pet i tes planètes, barycentre de leurs n points de L i z t  

également pondérés défini t  alors l 'excentricité moyenne e t  l a  longitude moyenne 

du périhélie des n orbites. 

Avec ces définitions, on trouve l 'inclinaison du plan moyen (sur 

l 'écliptique par exemple) e t  l 'excentricité moyenne bien différentes de l a  

moyenne des inclinaisons e t  de l a  moyenne des excentricités. En f a i t ,  ces deux 

dernières quantités (respectivement égales à 8:s e t  0,15) caractérisent plutôt 

l a  dispersion des pôles e t  des points de L i z t  autour de leur point moyen. 

On retrouvera aussi l'accumulation des périhélies dans l a  direction 

du périhélie de Jupiter, corrélation qui fu t  décelée e t  expliquée dès 1860 par 

Newcomb 181, puis confirmée par toutes les  études ultérieures (Cf. C91, C101, 
C 181 , C41) . Par contre, l a  corrélation analogue des noeuds avec l e  noeud de 

Jupiter,  predite par Newcomb, ne fut  jamais trouvQe évidente. 



En f a i t ,  l 'u t i l i sa t ion des pôles es t  nécessaire car l a  considération 

des noeuds indépendamment des inclinaisons conduit à rattacher l e s  orbites à 

l 'écliptique, repère auquel ïes peti tes planètes ne sont pas associées de 

façon naturelle. 

Ainsi, l a  détermination récente Cl1 du pôle moyen des 1725 orbites 

cataloguées 1241 l e  situe à peu près aligné avec l e  pôle de Jupiter e t  celui de 

plan invariable du Système Solaire. La théorie des perturbations séculaires 

des plans d'orbite, limitée à l 'ordre 1 des inclinaisons, avec Jupiter pour 

seul corps perturbateur, jus t i f ie  qualitivement ce résultat mais l e  rapport 

théorique des distances entre ces pôles ne concorde pas avec celui donné par 

l'observation. C'est pour trouver l es  raisons de désaccord e t  aussi pour réal iser  

une étude analogue avec les points de L i z t  que fut  entrepris ce travail.  

Dans une première partie,  on a ainsi  repris 1 'étude des perturbations 

séculaires des pôles e t  des points de L i z t  des petites planètes e t  tenant compte 

des effets  de toutes les  grosses planètes, mais en limitant au le r  ordre les 

inclinaisons e t  l e s  excentricités. Cette théorie, connue depuis longtemps, e s t  

présentée d'une façon particulière : d'une part,  on u t i l i s e  l a  notation matri- 

c ie l le ,  t rès  concise, d'autre part on visualise les  résultats en présentant 

les trajectoires décrites par les  pôles e t  l e s  points de L i z t  des grosses 

planètes sous l ' e f f e t  des perturbations séculaires. I l  apparaît alors que l e  

degré de complexité de ces courbes peut caractériser d'une certaine façon l e  

pouvoir perturbateur de l a  planète considérée. 

Cette théorie du l e r  ordre permet de prévoir que, sous l'hypothèse 

de l a  régularité de l a  distribution des pôles e t  des points de L i z t  d'un grand 

nombre de petites planètes, leur pôle moyen e s t  sensiblement aligné avec les  

pôles de Jupiter e t  de Saturne, e t  décri t ,  en phase avec eux, à peu près un 
cercle en 50 000 anS. Quant à leur point de L i z t  moyen, il décrit  une épicycloïde 

presque parfaite (périodes 58000 ans e t  349000 ans) en phase avec l e  point de 

L i z t  de Jupiter ; on retrouve alors l a  corrélation des périhélies indiquée 

plus haut, e t  on peut prévoir son évolution à long terme. 

Cependant l'application de cet te  théorie aux peti tes planètes du 

système Solaire demande quelques précautions à cause des valeurs élevées que 

peuvent prendre 1 'inclinaison e t  1 'excentricité. 



Aussi dans une deuxième part ie ,  on a étudié les  mouvements séculaires 

du pôle e t  du point de L i z t  d'une pet i te  planète sans limitation de l 'ordre 

de l 'inclinaison e t  de 1 'excentricité. Cette étude numérique, fondée sur l a  

méthode de Gauss, ne concerne cependant que l e  cas où Jupiter es t  l e  seul corps 

perturbant e t  possède une orbite circulaire, mais su f f i t  pour montrer: l e s  

limitations du 1 e r  ordre ; l e  mouvement du pôle e s t  toujours rétrograde tandis 

que celui du point de L i z t  peut ê t re  direct ou retrograde ou même l ibratoire 

autour d'une direction fixe, selon les  conditions in i t ia les .  

Enfin, dans une troisième part ie ,  après l'élimination des effets  de 

sélection du catalogue des pet i tes  planètes, on constate l'accord entre l es  

positions théorique e t  observée du pôle moyen e t  du point de L i z t  moyen de 

l'anneau des peti tes planètes. 



CHAPITRE 1 : THEDRIE DES PERTURBATIONS SECULAIRES DU l e r  ORDRE 

L'ensemble des corps en présence e s t  constitué par l e s  neuf grosses 

planètes du système so la i re  e t  n pet i tes  planètes. La dis t inct ion entre grosses 

e t  pe t i tes  planètes e s t  due à leur  masse : l e s  neuf grosses planètes ont une 

masse suffisante pour se  perturber sensiblement l 'une l ' au t r e  tandis que l e s  

pe t i tes  planètes ont une masse trop fa ib le  pour perturber l e s  grosses mais 

sont perturbées par e l les .  Dans ces conditions, l e s  équations du mwement 

des grosses planètes ne dépendent pas des pe t i tes .  Elles peuvent ê t r e  résolues 

séparément e t  il su f f i r a  ensuite de reporter leur solution dans l e s  équations 

du mowement des pe t i t e s  planètes. 

1. GROSSES PLANETES 

L ' expression générale des inégal i tés  séculaires des grosses planètes 

s 'obtient facilement lorsqulon limite l a  fonction perturbatrice à l 'ordre 2 

en inclinaison e t  en excentricité,  (Cf. C21 p. 404 ou [ S I ) .  On note : 

ak demi-grand axe de l ' o rb i t e  de l a  kème planète (1 s k 5 9) 

nk moyen mouvement sur l ' o rb i t e  de l a  kème planète 

excentr ic i té  ' 1  I I  
ek 

ik 
inclinaison I I  I I  

0 longitude du noeud t 1 11 

k 

k longitude du périhélie " v t 

masse de l a  kème planète l '  I I  

mk 

i O 
uk = s i n  i e k représentation complexe de l a  projection 

k = Pk + iqk du pôle de l a  kèm orb i te  sur l'écliptique 
iZ. 

: représentation complexe du vecteur 
de Lizt .  



Les équations de Lagrange pour l e s  parties réelles e t  imaginaires 

s'écrivent (Cf [21 p. 407) : 

% est  l a  partie séculaire de l a  fonction perturbatrice de l a  planète k 

limités à l 'ordre 2 en p ,  q ,  h e t  Z : 

f es t  l a  constante de Gauss 

Les coefficients N e t  P ne dépendent que des demi-grands axes (a a ) 
j k  j k  j' k 

Les équations ( 1 )  s'écrivent pour l es  variables u e t  v k  k .  

On a N = N j k  e t  PG = P mais # Ajk e t  Bkj # Bjk 
kj j k  ( j  f k )  

On peut transformer ces inégalités en égalités par l e  changement de variables : 

Chaque nouvelle variable représente aussi bien l e  pôle ou l e  vecteur de L i z t  

d'une planète que l'ancienne puisqulelle n'en diffère que par un facteur constant, 

qui es t  l a  racine carrée de son moment cinétique orbital .  



Les équations (3) deviennent alors : 

avec 4 2f i/"k"j 
A& = - Nkj = A j k  

V n k n j  aka j  

Ein appelant A (resp. B) la matrice constante réelle, symétrique, ne depen- 

dant que des masses et des demi-grands axes des orbites, d'éléments AlCi 
(resp. B1 ) , et U (resp. V) le vecteur de composantes ui (resp . v;) , les 

kj 
systèmes (3') s'écrivent : 

Ces deux équations différentielles dans l'espace produit complexe C 9 

remplacent les 36 équations différentielles (1) dans R. 

Les solutions de ces deux équations sont de la forme : 

P est la matrice réelle des vecteurs propres de A ; A est la matrice 
a  

diagonale formée des valeurs propres A de A, qui sont toutes réelles non 
i A  t k  i A k t  

positives, e a est la matrice diagonale formée des éléments e ; a est un 

vecteur colonne complexe arbitraire ; on a des définitions analogues pour Q, 

h et B, et les valeurs propres de B sont toutes réelles positives. 
b 
a et 6 sont liés aux conditions initiales : 



-) - 
demi- grand axe M O/M moyen mouvement longitude du longitude du 

(en U.A. ) e t  référence diurne PERIHELIE MCENTRICITE NOEZTD INCLINAISON 

MERCURF: 

VENUS 

TERRE 

MARS 

JUPITER 

SATURNE 

URANUS 

NEPTUNE 
* 

PWTON 

Eléments moyens rapportés à l 'écl ipt ique e t  à l'équinoxe 1900,O (23) 

TABLEAU 1 

h (*)Eléments oseulateurs pour l e  23 Sept. 1960 à O TE , ramenés à l'époque 19C10,O . 



Si Uo désigne l e  vecteur U à l ' ins tant  origine (t=o) e t  sachant que, 

P étant orthogonale, P-' coincide avec sa transposée P, on aura : 

e t  de l a  Rême façon : inbt 

V = Q e  
Q vo 

i A k t  
Comme les  valeurs propres sont réelles, les  éléments e restent bornés 

au cours du temps. Par développement des produits matriciels, les  composantes 

de U e t  V sont des sommes de termes de l a  forme aeiAt. Leur représentation dans 

l e  plan complexe es t  donc l e  résultat de l a  composition de mouvements circulaires. 

Le calcul des matrices A e t  B mntre que leur diagonale e s t  quasi prépon&rante, 

ce qui permettra de faire quelques remarques sur l a  prépondérance de certains 

des muvemnts circulaires. 

Ces matrices sont données dans les tableaux II e t  III avec leurs 

valeurs propres e t  leurs vecteurs propres, ainsi que l'amplitude e t  l a  phase 

(pour l'époque 1900.0) de chacun des mouvements circulaires. Le calcul des 

constantes d'intégration a é té  effectué à par t i r  des éléments dlorbïte donnés 

dans l e  tableau 1. Les masses ut i l i sées  proviennent des déteminations les  

plus récentes. On remarquera que chaque ligne de l a  matrice A correspond 3 

l'équation du mouvement du pôle d'une planète, l a  première pour Mercure, l a  

seconde pour Venus e t  ainsi de suite jusqu'à Pluton. On a l a  même remarque pour 

l a  matrice B. 



MATRICE n ~ n  DES POLES 

VALEURS PROPFC3S , PERIODES CORRESPONDANTES ET VECTEURS PROPRES 

-Gy5657376 - O, 487917788 
0,623882979 

197386 a n s  J, 607487347 
0,348946624 
-O, 326i56563 
- 2,023523237 
3,005652133 
C, 300392412 
2, ooooi6igg 

- ~y6599229 0, >O2131591 - 
O, 308843754 

1963665 a n s  12, ~104785:3 
~,;0359874i 
3, 253434337 
G, 155779448 
-0,065538875 
- J, 886870335 
- C!, 347083297 

-18:'7445121 O, 021097054 
-O, 625322951 

69140 a n s  0, 688583599 
-O, 366569832 
- 0,000144895 
- 2,002304425 
O, 000089786 
3,030012463 
3, do0000467 



MERCURE 
v m s  
TERRE 
MARS 
JUPITER 
3 9 m a  
URANUS 
NEPTUNE 
PLUTON 

- 3y8593993 O, 0006i0762 
3,302463314 

1508557 ans  3, ,202898~69 
3, 300978306 
3,367802034 
3,341183758 

- 2,032860695 
- 3,337722767 
9,937312385 

AMPLITüDE DES MOWEMENTS CIRCULAIRES ( r d )  

PHASES 

TABLEAU II 



MATRICE "B" DES POINTS DE LIZT 

VALEURS PROPRES , PERIODES CORRESPONDANTES ET VECTEURS PROPRES 

7:3438822 - 0,191743351 17: 3299923 O, 015429364 
0, 713318605 -0,570750757 

176473 ans 0,672538731 74784 ans 9, 571786718 
3,043221719 0,589080452 

- O, 312'777818 - û, 001383617 
-0,0083gog46 -O, 006908278 
0, 000953203 O, 300189392 
O, oo0046104 O, ooooi6766 
O, oooooi406 O, oooo00480 

i8:9043064 - 2,0094$826 3:7126102 
0,377119522 

71984 ans -0,454610623 349980 ans 
O, 806846007 

-O, 30045 5669 
-0,304376796 

O, GO0112450 
O, 000010029 
3,300000287 

22: 2939279 O, 900022456 
- 0,000494288 

58132 ans O, 002675664 
O, 006322365 

-O, 452409948 
O, 891646296 

- c, 315579954 
-O, 001416584 
-0,00004O494 



MEE\CURE 
m s  
TERRE 
MARS 
JUPITER 
SATURNE 
URAnUs 
NEPTUNE 
mUTON 

,3:6230606 O, 000014180 
O, 000097649 

2080055 ans O, 000137078 
O, 000079341 
O, 017358781 
O, 012272842 
0,119628564 
O, 953971890 
0, 274198794 

AMPLïTüDES DES MOUVEMENTS CIRCULAIRES 

0:85i4340 -O, 000004534 
-0,000030131 

1522138 ans -0,000041921 
- O, 000023875 
-O, 005061734 
- 9,003572585 
-0,035275641 
-O, 271852056 
O, 961672345 

PHASES 

TABLEAU III 



2 .  PETITES PLANETES 

Une pet i te  planète e s t  un corps suffisament isolé e t  de masse 

suffisamment peti te  pour ne perturber aucun autre corps. A l a  limite on l u i  

donne une masse nulle ; alors e l l e  es t  perturbée mais non perturbante. Dans ce 

cas on peut considérer chaque pe t i t e  planète indépendamment de toutes l e s  

autres, en présence des neuf grosses. Lorsqulon se f ixe l a  configuration des 

grosses planètes (masses e t  demi-grands axes), l e  problème des perturbations 

séculaires de l lo rb i te  de chaque pet i te  planète t r a i t é  dans l a  théorie du l e r  

ordre en e e t  i, dépendra d'un paramètre, a ,  (son demi-grand axe, qui e s t  

invariant) . 
Notons comme pour l es  grosses planètes : 

u = s i n i e  
O 

i' pôle de l a  pet i te  planète 
(6 )  i O 

O 0  
= e e  son vecteur de L i z t .  

ûn obtient alors 10 équations du même type que les  équations (3) mais l e  

changement de variable : 

ne peut pas se fa i re  car mo = O. I l  reste néanmins valable pour l es  grosses 

planètes de sorte qu'on aboutit à des équations du type suivant : 

oii U, V, A, B sont l es  vecteurs e t  les  matrices définies précédemnent pour 
9 l e s  grosses planètes ; a, e t  bo sont des vecteurs colonne de R dépendant 

du paramètre a ; aoo es t  un scalaire positif  dépendant de a. A t i t r e  indicatif,  

on a représenté ses variations sur l a  figure 1. 



La résolution des équations (7) e t  (8) s e  f a i t  à p a r t i r  de l a  solution 

U, V obtenue pour l e s  grosses planètes : 

duo i A  t 
(9) = - i a  oouo + i Üo U avec U = P e a F u o  

dvo i A  t (10) r =  i a  v + i b o V  
00 O 

avec V = Q e i)vo 

La solution de chacune de ces équations s s é c r i t  : 

- ia  t 
00 

i n  t , 
( i l )  u O o - C e  a -l a PUo + a. P(A + a o 0 )  e 

1 désignant l a  matrice unité d'ordre 9, l e s  matrices A + a 1 e t  Ab -aooI sont 
a oo 

diagonales e t  donc inversibles s i  e t  seulement s i  aoo e s t  différent  de chacun 

des modules des valeurs propres de A e t  B. La figure 1 m n t r e  que dans l ' i n t e r -  

val le  11,62 U,A ; 12,s U.AC intéressant l e  système des pe t i tes  planètes, l a  

seule valeur de a donnant un aoo égal à une valeur propre de A e s t  1,95 U.A 

(alors, a = 25",75 par an). C'est pour ce t t e  valeur de a que Le Verrier 
O 0  

d i s a i t  qu'une pe t i t e  planète de t e l  demi-grand axe, ve r ra i t  son inclinaison 

c ro î t r e  indéfiniment sous l ' influence de Jupi te r  e t  de Saturne Cf [21 p. 429). 

Cette valeur cr i t ique ex is te  encore lorsqu'on t i e n t  compte de toutes l e s  planètes. 

On a d 'a i l leurs  un point c r i t ique  du même type pour l e s  vecteurs de L i z t  : 

pour a = 1.70 U.A, a = 22','29 plus grande valeur propre de B. 
00 

Pour ces valeurs de a ,  l e s  points u ou v sont a lors  re je tés  à l ' i n f i n i ,  
O O 

ou tout au moins, puisque l a  théorie u t i l i s ée  e s t  du l e r  ordre en e e t  i, on 

peut d i r e  que luo/ (OU [vol) ne reste  pas p e t i t .  Ces valeurs correspondent à 

l a  l imite  inférieure de l'anneau des pe t i tes  planètes de sorte  que l e s  relat ions 

(11) e t  (12) sont valables pour l a  quasi t o t a l i t é  de l'ensemble. La présence 

de ces points crit iques explique peut ê t r e  ce t t e  l imite.  I l  n 'y a pas de t e l s  

problèmes pour un éventuel anneau de pe t i tes  planètes entre  Jupi te r  e t  Saturne. 

Par contre entre Saturne e t  Uranus, on aurai t  plusieurs points cr i t iques.  





On voit, d'après l e s  relations (7) e t  (8) que A' admet toutes les  

valeurs propres de A, plus une autre qui e s t  -aoo ; de même B' a l e s  valeurs 

propres de B e t  en plus l a  valeur a,,. Cette nouvelle valeur propre es t  d i te  

associde à l a  pet i te  planète. L'amplitude 1 C l  (resp. IDI) correspondante es t  

appelée inclinaison propre (resp . excentricité propre) [ 61 . 



3. DISTINCTION ENTRE GROSSES EP PETITES PLANETES 

3 . 1 .  Associations vaZetlrs vrovres - Grosses vZmdtes 

Dans ce paragraphe, l e s  raisonnements porteront sur l a  matrice A 

des pôles. On aboutit aux mêmes conclusions avec l a  matrice B des vecteurs de 

L i z t  . 
On vient de voir qu'une valeur propre de A' (égale à aoo) e s t  associBr 

à une planète de masse nulle. On remarque d'autre part que certaines valeurs 

propres de A sont t rès  voisines d'un t e m  diagonal de cet te  matrice (Cf  tableau 

II) ; ceci incite à l e s  associer aux planètes correspondantes. 

Pour s'assurer de ces correspondances e t  aussi pour détecter des 

associations moins évidentes, on va u t i l i s e r  l a  continuité du spectre de l a  

matrice A, par rapport à l a  masse d'une planète au voisinage de zéro. En regrou- 

pant dans A l es  termes proportionnels à l a  masse m de l a  kèm planète, ceux k 
o t ~  m intervient par sa racine carrée e t  ceux indépendant de m on met A sous 

k k > 
l a  f o m  : 

où l e  scalaire a l e  vecteur colonne a l a  matrice d'ordre 8 A ( ~ )  e t  l a  
kk'  k ' 

matrice diagonale D ( ~ )  sont indépendants de mk. 

Si m tend vers zéro, l e  spectre de A tend vers l a  réunion du spectre k 

de A ( ~ )  e t  de l a  valeur propre akk' üne valeur propre de A tend donc vers akk. 

On a représenté sous forme d'une application de 1' ensemble des planètes dans 

celui des valeurs propres de A, l a  correspondance entre chaque planète e t  l a  

valeur propre qui tend vers son akk. O" a f a i t  figurer également les  résultats  

re la t i f s  à l a  matrice B. 



Valeurs propres de A (pôles) 

4 (en par an) 

-6. 57 - 
Mercure - 

-2 O 

-18, 7 5 

-17, 6 3 ,  

- 5 . 2 0  c d 

Uranus - 
Neptune 

Pluton 

Mars 

Venus-Terre 

Figure 2 : Paramètre variable : masse d'Uranus 

m (unité = 
masse réelle) 



Matrice A Matrice B 

On constate que pour l e  sous ensemble des cinq planètes : Mercure, 

Mars, Uranus, Neptune, Pluton, cet te  application e s t  une bijection. On dira 

que les  cinq valeurs propres sont associ5ées aux planètes correspondantes. 

Pour ces planètes, on remarque d'ailleurs que l e  terme akk es t  

nettement plus grand que chacun des éléments du vecteur I/mk ak . Ceci manifeste 

l e  faible pouvoir perturbateur de chacune de ces planètes sur l es  autres. On 

peut aussi l e  constater sur les  courbes de variation du spectre en fonction 

de leur masse. A t i t r e  d'exemple, on a représenté ces courbes en fonction de 

l a  masse d l~ ranus ( l )  (figure 2 ) .  Celles relatives aux quatre autres planètes 

sont analogues. On note l a  faible pente de chacune des droites : si Uranus 

n'existait  pas ou avait une masse par exemple double, il n'y aurait  pas grand 

changement dans l e  mouvement des autres planètes : une certaine variation rela- 

t ive de l a  masse d'Uranus ne provoque qu'une variation relative 17 fois  plus 

faible pour sa valeur propre. Pour Mercure, ce rapport es t  de 15,5, pour Mars 140, 

pour Neptune 47 e t  pour Pluton 55. 

Pour ces raisons, ces planètes peuvent ê t re  qualifiées de pet i tes  

p Zanètes . 

(1) Pour une masse d'Uranus double de ce qu'elle e s t ,  les  courbes relatives 

aux valeurs propres de Neptune e t  de Pluton se coupent. La matrice A possède 

alors une valeur propre double. Lagrange ayant démontré que dans l e  cas de 

deux planètes on ne peut pas avoir de valeur propre double, Seeleger ayant 

genéralisé ce résultat au cas de t ro i s  planètes de masse quelconque non nulle, 

l a  conjecture f a i t e  par Tisserand d'une généralisation B un nombre quelconque 

de planètes trouve i c i  un exemple contraire. (Cf [21 p. 414) 



Spectre de A 

t 
(en " par an) Venus- 

/ Terre 

Jupiter 
Saturne 

Mercu 
4 

-2, 9 Uranus 

Figure 3 : Paramétre variable : masse de l a  Terre (z) 
LY Sc... 

-Q, 8 5 9  I Pluton 
- 0 ,  6 5 3 1  Neptune 

t t B I 5r unité= 
O 1 2  5 1 O m masse réelle 



Revenant 3 1 'application des 9 planètes dans l es  9 valeurs propres, 

on constate que deux valeurs propres sont associées chacune à un couple de 

planètes. On voit d'autre part que pour chaque couple (Venus-Terre ou Jupiter- 

Saturne) , l e  terme diagonal akk correspondant à 1 'une des planètes du couple 

es t  chi même ordre de grandeur que 1 'élément du vecteur f i  ak correspondant 

à l 'autre planète. Dans l e  couple, l e s  perturbations mtuel les  ne sont pas 

négligeables. Les courbes de variation du spectre en fonction d'une des masses 

d'un couple rtianifestent d'ailleurs bien l ' e f f e t  de ces perturbations. 

Pour l e  couple Venus-Terre, l a  figure 3 donne l e  spectre de A en 

fonction de l a  masse de l a  Terre. Les pentes sont nettement plus fortes que 

dans l e  cas d'Uranus : une certaine variation relative de l a  masse de l a  Terre 

provoque une variation relative seulenient 2 , l  fois  plus faible pour sa valeur 

propre (- 18,74) . Pour Venus ce rapport es t  de 1 ,8. Ce sont des rapports dix 

fois  plus importants que dans l e  cas des planètes à valeur propre associée. 

On ne peut pas considérer Venus e t  l a  Terre comme de petites planètes. Si ,  pour 

une suite décroissante de valeurs de l a  masse de Venus, on f a i t  tendre vers zéro 

l a  masse de l a  Terre (ou réciproquement), on s'aperçoit qu ' i l  su f f i t  qu'une des 

masses so i t  l e  cinquième de ce qu'elle est  pour pouvoir associer une valeur 

propre à Venus e t  une autre à l a  Terre. En d'autres termes, ces planètes sont 

cinq fois  plus massives qu'elles ne devraient l ' ê t r e  pour posséder une valeur 

propre associée, e t  donc pouvoir ê t re  considérées comme peti tes.  

Alors que pour l e  couple Venus-Terre, l e s  perturbations du spectre 

sont surtout sensibles sur les  valeurs propres associées à Mars e t  à Mercure, 

pour l e  couple Jupiter-Saturne, l es  effets  perturbateurs sont visibles sur 

toutes l es  planètes (voir figure 4 oi3 l e  paramètre variable e s t  l a  masse de 

Jupiter). Une certaine variation relative de l a  masse de Jupiter entraîne une 

variation relative 1,6 fois  plus forte pour sa valeur propre (- 25,75). 

Ce rapport n 'est  que de 0,4 pour Satunie. Ceci montre bien l a  prépondérance de 

Jupiter sur l e s  autres planètes. 

Enfin, il reste deux valeurs propres (- 6,56 e t  0) qui ne sont associées 

à aucune planète, La m6thode ut i l i sée  permet en effet  de ne d6tecter que des 

associations simples, En f a i t ,  l e  même procedg appliqu6 non plus zl une seule 

masse variable mais a un couple de masses (en l'occurrence Venus-Terre) , e t  ceci 

en ut i l i sant  une d6composition 2-7 de l a  matrice A au l ieu  de l a  dgcompositian 

1-8, mntre  que le couple de valeurs propres (-6,56 e t  -1 8,74) tend vers l e  

couple des deux termes diagonaux correspondant Venus e t  B l a  Terre lorsque 
les deux masses tendent vers z61-0. Dans ce cas, on peut parler d'un couple de 

valeurs propres (-6,56 et -1 8,74) associ6 au couple Venus-Terre. 



d 
gunit$= ma se r elle) 



De l a  même façon, pour l a  matrice B, l e  couple de valeurs propres 

(7,34 e t  17,33) es t  aussi associé au couple Venus-Terre, e t  l e  couple (3,71 e t  

22,29) à Jupiter-Saturne. 

Le cas de l a  valeur propre nulle de A est  différent dans l e  sens 

qu'elle existe quelles que soient les masses en présence. Elle caractérise un 
invariant du système solaire : l e  moment cinétique orbital  to ta l  ; e l l e  fixe 

un plan de référence (plan invariable ou plan du maxinnmi des aires du système 

solaire) auquel peuvent ê t re  rapportés l es  plans de toutes les  orbites. 

La position de ce plan es t  l i ée  à l a  distribution des moments cinétiques à 

l ' instant  in i t i a l .  Cette valeur propre ne peut donc ê t re  associée à aucune 

planète. Cependant, Jupiter e t  Saturne monopolisant 86 % du moment cinétique 

to ta l ,  l e  plan invariable es t  fortement l i é  à l a  position in i t ia le  des plans 

d'orbite de Jupiter e t  de Saturne. Dans ce sens, l a  valeur propre nulle e s t  

l iée à Jupiter e t  à Saturne. 

Remarque : Les courbes de v a r i a t i o n  du spec t r e  de A e t  B en fonc t ion  des  masses 

montrent que l a  déterminat ion de ces  masses à p a r t i r  des va l eu r s  propres  

[déterminées par l ' obse rva t ion  des pe r tu rba t ions  sécu la i r e s1  peut ê t r e  

s a t i s f a i s a n t e  pour c e l l e  de  J u p i t e r  e t ,  à u n  degré moindre pour c e l l e  de 

Venus, de l a  Ter re  e t  de Saturne.  E l l e  e s t  t o u t  à f a i t  médiocre pour l e s  

a u t r e s .  

3.2.  Remarque sur Za Pr&pondérance de certains mouvements circuZaires 

On a vu précédemment que l e  mouvement du pôle (ou du point de Lizt) 

d'une planète peut se représenter par une composition de mouvements circulaires 

dont l e s  pulsations sont les valeurs propres de A (ou B ) .  

Si on a pu associer une valeur propre x à cet te  planète (association 

simple), alors, l'amplitude du mwenient circulaire correspondant a des chances 

d'être prépondérant sur celles de tous les  autres. Le caractère aléatoire vient 

de ce que les  amplitudes dépendent de l a  distribution in i t ia le  des pôles (ou 

des points de Lizt). 



En effe t ,  A étant associé à l a  planète k ,  e s t  voisin du terme 

diagonal akk de A. Dans ces conditions, l e  kème élément ( ) du vecteur propre 
k 

nonné X associé à 1 est  voisin de 1.  On s a i t  d'autre part que l e  mouvement 

du pôle de cet te  planète s ' éc r i t  : 

(Pk désigne l a  kh ligne de l a  matrice P des vecteurs propres de A) 

&JO es t  l e  kèm élément du vecteur ho. Sa valeur e s t  voisine de l'inclinaison 

(ik) 
de l a  planète k à l ' instant  i n i t i a l  s i  à cet instant l es  planètes influen- 

t es  sur l a  planète k n'ont pas leur inclinaison beaucoup plus grande que 

Dans ce cas, 1 'expression u contient un terme prépondérant sensiblement égal à k 

Un raisonnement s ' applique évidemment de l a  même façon au mouvement 

des points de L i z t .  

Ainsi, pour Mercure e t  Pluton, on aura un mouvement circulaire prépondé- 

rant dû à leur forte excentricité e t  à leur forte inclinaison in i t ia les .  

Celles-ci resteront alors toujours du même ordre de grandeur. Par contre pour 

Neptune, principalement perturbé par Pluton, on ne peut plus assurer a priori  

une t e l l e  prépondérance. 

Pour les  associations par couple, on aura de l a  même façon deux 

amplitudes du &me ordre de grandeur, prépondérantes sur les  autres, s i  les  

planètes influentes sur ce couple n'ont pas à l ' ins tant  i n i t i a l  des inclinaisons 

ou des excentricités trop grandes ou si l e s  perturbations dues aux autres planè- 

tes  sont faibles. C'est l e  cas du couple Jupiter-Saturne mais non de Venus-Terre. 

Pour l a  valeur propre nulle, l'amplitude associée va dépendre de 

l 'origine choisie pour mesurer les  inclinaisons des orbites. Elle es t  nulle s i  

l 'origine e s t  l e  plan invariable du système solaire. Si on choisit  l 'écliptique 

pour une certaine époque c o r n  plan de référence, l'amplitude associée sera 

l 'inclinaison du plan invariable sur 1 'écliptique à cette époque. 



La distribution des mments cinétiques orbitaux montre que le pôle d(, du plan 
invariable est lie principalement à la position des pôles de Jupiter et de 

Saturne à l'instant initial. Si on néglige les perturbations des autres planètes, 

leurs pôles, alignés avec le et de part et d'autre de celui-ci, décri- 

ront avec la vitesse - 2511,75 par an, deux cercles concentriques, centrés sur A, 
le rapport des rayons étant égal au rapport de leur moment cinétique (= 2,47) . 



4. REPRESEW'ATION DES ~ O W E T m S  SECULAIRES DES GROSSES PLANETES 

Les tableaux II e t  III donnent l e s  amplitudes des mouvements 

c i rcu la i res  décri ts  par les  pôles e t  l e s  points de L i z t .  Mais, corne une courbe 

e s t  toujours beaucoup plus suggestive qu'un tableau de ch i f f res ,  on a aussi  

voulu t racer  l e s  courbes représentatives des mouvements des pôles e t  des points 

de L i z t  sur une durée de quelques centaines de mi l l ie rs  d'années. L'étude des 

associations valeur propre-planète e t  l a  remarque sur  l a  prépondérance éventuelle 

d'un mouvement circulaire  permettent de mieux comprendre l ' a l l u r e  de ces courbes. 

Celles-ci ont é t é  réal isées  sur l a  table  traçante de 1 'ordinateur 

M 40 du Laboratoire de Calcul. On a d 'autre  par t  t racé l e s  l imites du domaine 

susceptible d 'ê t re  parcouru par chaque pôle ou chaque point de L i z t .  En e f f e t ,  
i h  t 

l e  module d'une somne de mouvements circulaires  ak e , e s t  borné : 

avec 

Le pôle ou l e  point de L i z t  de chaque planète se  déplace donc dans une 

couronne limitée par  l e s  cercles de rayon p e t  max(6 ,O) . Pour l e s  pôles ce t t e  

couronne e s t  centrée sur l e  point A ,  pôle du plan invariable du système Solaire,  

e t  c ' e s t  relativement à ce plan que l 'on  comptera l e s  inclinaisons extrêmes 

précisées à propos de chaque planète. Pour l e s  points de Lizt ,  l a  couronne e s t  

centrée à 1 'origine. Le repère choisi  e s t  1 'écliptique e t  1 'équinoxe de 1 'époque 

1900,O. Sur chaque courbe, l e  point noté O représente l a  position actuelle du 

pôle ou du point de Lizt. 

Remarques : L e s  r é s u l t a t s  numér iques  p u b l i é s  i c i  d i f f è r e n t  un peu d e  ceux  o b t e n u s  

p a r  0. BROUWER e t  A. van WOERKOM [ S I .  Ces a u t e u r s  o n t  en  e f f e t  n é g l i g é  

P l u t o n  e t  o n t  f a i t  i n t e r v e n i r  d e s  t e r m e s  s u p p l é m e n t a i r e s  d a n s  l a  f o n c t i o n  

p e r t u r b a t r i c e  d e  J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e .  Ces t e r m e s ,  d u s  à l a  g r a n d e  

i n é g a l i t é  d e  800 a n s ,  m o d i f i e n t  q u e l q u e  peu l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  l a  

m a t r i c e  B e t  amènent deux  mouvements c i r c u l a i r e s  s u p p l é m e n t a i r e s  au 

mouvement d e  chaque  v e c t e u r  d e  L i z t  
[Cf L711 



D'autre  pa r t  l e s  masses u t i l i s é e s  i c i  d i f f è r e n t  légèrement des  l e u r s .  

O n  a  représenté  l e  mouvement du pôle e t  du point  de Lizt  de Pluton 

comme ceux des a u t r e s  p lanè tes  tou t  en sachant que l a  t h é o r i e  présenthe 

i c i  e s t  f o r t  approximative en ce qui  l e  concerne d'une p a r t ,  à cause 

de sa f o r t e  e x c e n t r i c i t é  (0,251 e t  de s a  grande inc l ina ison  (17'1, 

d ' a u t r e  p a r t  à cause de son moyen mouvement qui ,  t r è s  vois in  des deux 

t i e r s  de c e l u i  de Neptune, l u i  confère u n  ca rac t è re  de résonance. 



Pale de MERCURE 

Valeurs extrêmes de llinclinaison : 

On note la prépondérance du mouvement circulaire associé à Mercure 

dlamplitude 0,1264 rd et de période 249 037 ans. Il s'y ajoute une composante 

d'amplitude 0,0359 rd et de période 197 388 ans. 

Les autres composantes ont des amplitudes de 4.1 rd à 9.1 rd. 



Pôle de Ni3KüRE 

-400 000 a n s  -> +400 000 a n s  
é c h e l l e  : 1 cm -> 0 .02  

d i s t a n c e  d e  deux p o i n t s  s u c c e s s i f s  : 40 000 a n s  



Pôle de VENUS 

On n'a pas de borne inférieure pour l ' inclinaison. Celle-ci ne peut pas 

dépasser 0,060145 rd (3:446). On observe l a  combinaison de t ro i s  mouvements 

principaux d1 amplitudes e t  de périodes : 

0,026848 rd 69 140 ans ) provenant du couple Venus-Terre 
0,010154 rd 197 388 ans 

0,011775 rd 249 037 ans dû à 1 ' influence de Mercure. 

Les autres composantes ont des amplitudes comprises entre 

0,0069 rd e t  0,00083 rd. 



Pôle de VENUS 

Figure 6 
de -400 000 ans à +400 000 ans 
é c h e l l e  : 1 cm -> 0.008 

d i s t a n c e  de deux p o i n t s  s u c c e s s i f s  : 40 000 ans 



Pôle de la TERRE 

Valeur maximale de l'inclinaison : i = 0,052626 rd (3:015) M 

Amplitudes et périodes des principales composantes : 

0,024464 rd 69 140 ans ) dûs au couple Venus-Terre 
0,008182 rd 197 388 ans 

0,008485 rd 249 037 ans dû à Mercure 

0,004541 rd 74 487 ans dû à Mars 

Les autres composantes ont des amplitudes de 0,0028 rd à 0,0008 rd. 



Figure 7 

Pôle de l a  TERRE .- 

d e  -400 000 a n s  à +400 000 a n s  
é c h e l l e  : 1 cm -> 0.008 -\-/' 

d i s t a n c e  de  deux  p o i n t s  s u c c e s ç l f s  : 40  000 a n s  

o r i g i n e  : é c l i p t i q u e  e t  é q u i n o x e  1900.0  



Pôle de MARS 

Valeur maximale de 1 ' inclinaison : i = 0,103432 rd  (5:926) r4 

Amplitudes e t  périodes de t r o i s  composantes prépondérantes : 

0,0359786 rd 69 140 ans (Venus-Terre) 

0,0504849 rd 73 487 ans (Mars) 
0,0096625 rd 50 329 ans (Jupiter-Saturne) 

A noter l e  point de rebroussement par lequel e s t  passé l e  pôle de Mars 

il y a environ 150 000 ans. A ce t t e  époque l e  pôle de Mars é t a i t  quasiment 

immobile. La régularité de l a  courbe e s t  due à un phénomène de battement entre 

l e s  deux premières périodes. 

Les autres composantes ont des amplitudes comprises entre 0,0018 e t  0,0007 rd 
5 mais l e s  périodes qui leur correspondent sont plus grandes (de 2.10 ans à 

6 2.10 ans). 



Figure  8 

Pôle de FlARS 

d e  -400 000 a n s  à +400  f l n n  ans 
é c h e l l e  : 1 cm ----+ 0 0 2 0  

d i s t a n c e  d e  deux  p o i n t s  s u c c e s s i f s  : 40  000  a n s  



Pôle de JIJPITER E l  
Valeurs extrêmes de l ' inclinaison : 

"M = 0,0094498 rd (0:541) 

i = 0,0032198 rd (0:184) m 

L'inclinaison reste donc toujours faible ; cela e s t  dû à l a  prépondérance 

de l a  masse de Jupiter  : l e  plan de son orbite ne peut ê t r e  que for t  voisin 

du plan invariable du système Solaire. 

L'allure de l a  courbe e s t  due à l a  prépondérance du mouvement circulaire 

rapide (période associéeau couple Jupiter-Saturne) auquel se superposent t ro i s  

autres mouvements d f  amplitudes non négligeables mais beaucoup plus lents 

manifestant les  actions d'Uranus, Neptune e t  Pluton : 

0,0063264 rd 50 329 ans (Jupiter-Saturne) 

0,0014470 rd 1 963 865 ans (Neptune) 

0,000954 9 rd 446 322 ans (Uranus) 

0,0007232 rd 1 508 557 ans (I'luton) 

Les autres composantes ont leur amplitude comprise entre 2.10" e t  rd. 

On remarque surtout sur l a  courbe l e  mouvement perturbateur d'Uranus ; 

les  deux autres ont une période trop grande comparée à l ' in terval le  de temps 

considéré. 



Figure 9 

Pôle de JUPITER 

de -400 000 ans à +400 000 ans 

é c h e l l e  : 1 cm -, 0.005 

1 valeur  propre prépondérante : 5 = -2S1,'75/an 



Pôle de SATüRNE rn 
Valeurs extrêmes de l'inclinaison : 

i~ = 0,018631 rd (1 ;067) 

Les mêmes remarques que pour Jupiter s ' appliquent ici. 

Amplitudes et périodes des mouvements circulaires prépondérants : 

0,0157542 rd 50 329 ans (Jupiter-Saturne) 

0,0013963 rd 1 963 865 ans (Neptune) 

0,0007787 rd 446 322 ans (Uranus) 

0,0006896 rd 1 508 557 ans (Pluton) 

- 5 Les autres composantes ont une amplitude comprise entre 2.10 rd et 

4.10-~ rd. 



Figure 10  

Pôle de SATURNE 

de -400 000 a n s  à +400 000 a n s  
é c h e l l e  : 1 cm - > O .  005 

1 v a l e u r  p ropre  p répondéran te  : w5 = -25:75/an 



Pôle d'URANUS 

Valeurs extrêmes de l 'inclinaison : 

i~ 
= 1'188 

i = Oi737 
m 

Le mouvement circulaire associé à Uranus es t  prépondérant (période de 

446322 ans). I l  s 'y  superpose un pe t i t  mouvement plus rapide (période de 

50329 ans), dG à Jupiter e t  à Saturne ; les  autres périodes sont trop longues 

pour ê t re  visibles sur l a  figure. 

Amplitudes e t  périodes des mouvements circulaires prépondérants : 

0,0175973 rd 446 322 ans (Uranus) 

0,0006956 rd 50 329 ans (Jupiter-Saturne? 

0,0011826 rd 1 508 557 ans (Pluton) 

0,0012627 rd 1 963 865 ans (Neptune) 

- 5 
Les autres composantes ont leur amplitude comprise entre 2.1 0 rd e t  

4 . 1 0 ~ ~  rd. 



Pôle d'URANUS 

de -400 000 ans à + 400 000 ans 

> 0.005 6chelle : 1 cm - 



Pôle de NEPTUNE 

Valeurs extrêmes de l'incliniaison : 

= O, 02561 8 rd (1 y4671 

La courbe tracée est très fragmentaire : les mouvements circulaires 

d'amplitudes prépondérantes sont très lents. On observe surtout la composante 

c3e période 446322 ans et on devine celle de période 50329 ans. 

Amplitudes et périodes des mwements circulaires prépondérants : 
0,014029 rd 1 963 865 ans (Neptune) 

0,009980 rd 1 508 557 ans (Pluton) 

0,002073 rd 446322ans (Uranus) 

O, 000077 rd 50 329 ans (Jupiter-Saturne) 

Les autres composantes ont une amplitude de l'ordre de  IO-^ rd. 



Pôle de NEPTUNE 

Figure 12 d e  -400 000  ans à +400 000 ans 
é c h e l l e  : 1 cm - > 0.005 



Pôle de PLUTON 7 
Valeurs extrêmes de P ' incl inaison : 

% = 17i140 

Z = Ili666 In 

L'inclinaison de l 'orbite de Pluton reste donc ésu-jours t r è s  g~midR, 

On distingue l a  composante prépond6rahte de période 1 508 557 ans associh  

Ci Pluton. I l  s 'y  superpose l a  composante de période 1 963 865 aias due 3, 

Neptune. 

Amplitude Période 

0,25055 rd 1 508 557 ans 

0,04966 rd 1 963 865 ans 

Les autres composantes ont leur amplitude comprise entre rd et Iom8 rd. 



Pôle de PLUrON 

6 6 
de -10 ans à 10 ans 
EIchelle : 1 cm - > 0.035 

5 
d i s t a n c e  de deux p o i n t s  s u c c e s s i f s  : 10 ans 



Vecteur de Lizt de MERCURE r--- 
Valeurs extrêms de l'excentricité : 

e~ = 0,232710 

e = 0,130232 m 

L'excentricité reste donc toujours importante. 

L'allure régulière de la courbe décrite svexplique par la présace de 

la composante d'amplitude prépondérante, de période 237 259 ans associée à 

Mercure et de deux composantes d'amplitudes noai négligeables dont les périodes 

sont du &me ordre de grandeur : 

0,181432 237 259 ans ~rcure) 

O, 024204 349 080 ans (Jupiter-Saturne) 

O, 0231 87 176 473 aris (Venus -Terre) 

Les autres composantes ont des amplitudes comprises entre 0,0015 

et 7 . 1 0 - ~  



Figure 14 

Vecteur de Lizt de MERCURE 

de -400 000 ans à +400 000 ans 
é c h e l l e  : 1 cm - > 0.02 

1 v a l e u r  p r o p r e  prépondérante  : A = 5;46238/an 
o r i g i n e  en 1900.0 

"d i s tance"  de deux p o i n t s  c o n s é c u t i f s  : 40 000 ans. 

LILLE 



Vecteur de Lizt de VENUS s 
Excentricite maximale 

= 0,070394 

La courbe décrite est complexe car quatre composantes ont pratiquernt 

Pa même amplitude : 

O, O1 9078 176 473 ans (Venus -Terre) 

0,016277 349 080 ans (Jupiter-Saturne) 
O, O1 4950 71 984 ans (Mars) 
O, 01 2735 74 784 ans (Venus -Terre) 

tes autres composantes ont des amplitudes allant de 0,0062 a IO-' 

Actuellement, lvexcentricité de Venus est petite mais on voit qu'il n'en 
est pas toujours ainsi. 



Figure 25 

Vecteur de Lizt de VENUS 

de -400 000 ans B +400 000 ans 

dchelle : 1 cm - > 0.006 



Vecteur de Lizt de la TEm 2 
Excentricité maximale o 

% = 0,063774 

Comne pour Venus on a quatre composanttes d'eunplitudes v~iaineâ: : 

O, 04 6275 349 080 ans (Jupiter-Satunie] 

0,014913 71 984 ans m r s )  

O, 014884 76 473 ans ) (Venus-Terre) 
O, O1 0557 74 784 ans 

Les autres composantes ont des amplitudes variant de 4.1 O-' à 11 .1 o - ~  



Figure 16 

Vecteur de Lizt de la TERRE 

de -400 000 ans à +400 000 ans 
Bchelle : 1 cm > O. 006 



Valeurs extrêmes de 1 excentricite : 

e~ = 8,142631 

e = 0,603877 m 

L'excentricité peut &ions varier dans de grandes proportions. 

Cela nvapparaît pas a priori d'agrès la courbe. Cela est dû 2, ce que les deux 

composantes prépondérantes ont presque la même période : 

71 984 ans (Mars) 
74 784 ans (Venus-Terre) 

(Jupiter-Saturne) 
58 132 ans 

Les autres composantes ont des amplitudes allant de 0,0026 à 0,000015 

Actuellement Mars n'a pas de faible excentricité. Cela est dû principale- 

ment au phénomène de battement entre les deux premières périodes. 



-. . . . . . . . . 
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t L J  

O 0.03 0.15 

Vecteur de L i z t  de bQîRS 

de -400 000 ans à +400 000 ans 
é c h e l l e  : 1 cm- 0.015 

Figure  1 7  



Valeurs extrêmes de l 'excentricité : 

e~ = 0,061116 

e = 0,025410 m 

La forme extrêmement réguli6re de l a  courbe e s t  due à ce que l e s  périodes 

349 080 ans e t  58 132 ans des deux composantes d'amplitudes prgpondérantes 

sont presque dans un rapport simple o 58 132 x 6 = 348 792 

Ltq'épaisseur" de cet te  6pPcycloTde presque parfaite e s t  due a une 

troisième composante (due à uranus) de faible amplitude e t  à longue période 

(479 678 ans). 

La simplicité de l a  courbe vient de l a  prédominance des masses de Jupiter 

e t  de Saturne. Voici %es amplitudes prépondGrantes e t  les  périodes correspon- 

dantes : 

0,0432639 349 O80 ans 7 (Jupiter-Saturne) 
O, O1 56657 58 132 ans 

O, 0020323 479 678 ans (Uranus) 

Les autres amplitudes sté&elonnent de 9.1 o - ~  à 5.1 oV7 

I l  est à noter que l e s  périodes trouvees par D. Brouwer e t  Van Woerkom 

sont de 301 682 ans e t  46 662 ans au lieu des 349 080 ans e t  58 132 ans 

obtenues i c i  ; leur rapport n 'est  plus aussi voisin d'un entier.  Ces différences 

sont dues à l a  considération des termes provenant de l a  grande inégalité de 

800 ans. 



Vecteur de L i z t  de JUPITER 

F i g u r e  ' 18 

d e  - 4 0 0 . 0 0 0  a n s  à 1  600 000 a n s  
6 c h e l l e  : . 1  cm - > 0.006 

2 v a l e u r s  p r o p r e s  p r é p o n d a r a n t e s  : A ,  = 3117125/an 

I 
, '..!& ? 

" d i s t a n c e "  d e  deux p o i n t s  c o n s é c u t i f s  : 100 000 a n s  'L> 



1.45 

Vecteur de L i z t  de SATURNE 

Valeurs extrêmes des ~xcent r ic i t és  : 

e~ = 0,084522 

Les comnta i res  f a i t s  pour Jupiter s'appliquent de l a  .&me façon pour 

Saturne. 

Voici les  amplitudes e t  les  périodes des principales composantes : 

s8 l 32 ans ') (Jupiter-%turne) 
349 080 ans 

479 678 ans (Uranus) 

Les autres amplitudes varient de 25:10-~ à 6 . 1 0 ~ ~  



Vecteur de L i z t  de SATURNE 

d e  -1 000 000 a n s  à 1 000 000 a n s  
Figure 19 > 0.008,  é c h e l l e  : 1 cm - 

2 v a l e u r s  p r o p r e s  p r é p o n d é r a n t e s  : 3"7126/an 
e t  22"2939/an 



1'47 

Vecteur de Eizt de W% 

Valeurs extrêmes de l. fexcentsicitê : 

4 = 0,076815 

e = 0,010821 m 

On a deux amplitudes prépondérantes avec les périodes : 

O, 04381 8 349 080 ans (Jupiter-Saturne) 

O, 029384 4 7 9 6 7 8 m s  @Jranus) 

On aperçoit également la  compsante de période 58 132 ans et 

d'amplitude 0,001 856. 

La composante 

O, O01 249 1 522 138 ans (Pluton) 

apparaît mins nettement du fait de sa très longue période. 

Les autres amplii:udes vont de 2 . 1 0 - ~  à 4.10-? 

Valeur maximum de 1 excentricité : 

eM = 0,016350 

Vecteur de Lizt de N E m  

Amplitudes prépondérantes : 

O, 007907 1 522 138 m s  (Plu ton) 

O, 003532 2 086 055 ans (wtl-me) 
O, 0031 76 479 678 ans (üranus) 

6 5 de -10 ans à 5.10 ans 

349 080 ans ) (Jupiter-Saturne) 
58 132 ans 

même échelle : 1 cm - a 0,008 

Les autres sont de l'ordre de 

Les deux premières composantes donnent 1 'aspect épicycloïdal de la 

figure. On remarque la composante de 58 132 ans malgré sa petite amplitude. 



Vecteur de Lizt de URANUS 1 
6 6 

de -10 ans  à + I O  ans 
échelle : 1 cm - 0.008 

Vecteur de L i z t  de NEPTUNE 



Valeurs extrêmes de 1 "c:xcentricité s 

% = 0,262621 

e = 0,243416 m 

Le mouvement est  quasi circulaire ; Ba composante de Pluton est nettement 

pr6pondérante : 

O, 25301 8 1 522 138 ans (Pluton) 

Vient ensuite l a  composante de Neptune : 

O, 0091 84 2 0 8 0 0 5 5 m s  (Neptune) 

Les autres composantes ne participent que pour 0,16 % dans l e  mouvement. 



Figure 21  

Vecteur de L i z t  de PLüTON 
6 6 

de -10 ans  à 10 ans 
éche l l e  : 1 cm -> 0,030 





5 .  REPRESENTATION DES I@3UVEîvlENPS SECULAIRES DES PETITES PLANETES 

Comme pour les  grosses planètes, les  courbes représentatives des 

mouvements du pôle e t  du point de Lizt d'une pet i te  planète &pendent de leur 

position in i t ia le .  Leur diversité nous empêche de l es  représenter toutes. On 
peut cependant mettre en évidence les  caractéristiques générales de ces courbes 

en fonction du demi-grand axe a de leur orbite. 

5.1. P8les moyens 

La rotation (1 1) donnant l e  mouvement du pôle d'une pet i te  planète 

peut s ' écrire : 

On y a m i s  en évidence l e  paramètre a,  demi-grand axe de l 'orbite.  

Le mouvement du pôle se présente ainsi  comme une relation de pulsation -a (a) 00 
autour du point P(a,t). Les conditions in i t ia les  relatives au pôle de l a  pe t i t e  

planète n'interviennent que dans l e  coefficient C (pôle propre) : e l les  n'affec- 

tent que 1 'amplitude e t  l a  phase de ce vecteur. 

P(a,t) sera appelé Pôle moyen de l a  pet i te  planète de demi-grand 
axe a. I l  ne dépend pas de l a  position in i t ia le  du $le ; toutes l e s  peti tes 

planètes de même demi-grand axe a ont l e  même pôle moyen P(a,t).  Leurs vrais 

pôles tournent sur des cercles concentriques centrés en P avec une vitesse 

conunune : -a (a). 
O 0  

On pourrait tracer l a  courbe decrite au cours du temps par l e  pôle 

moyen P(a , t )  pour a fixé, e t  ceci pour différentes valeurs de a .  I l  e s t  cependant 

préférable de représenter ensemble l es  pôles moyens pour différentes valeurs 

de a e t  à un instant donn6,car on verra mieux ainsi l e s  relations qui existent 

entre l es  peti tes planètes : l a  figure 22 donne l a  position des pôles 

moyens pour 1900,O e t  pour a variant de 2 U.A à 12 U.A ; on voit que dans cet  

intervalle, l e s  pôles moyens sont sensiblement alignés avec les  pôles de Jupiter  

e t  de Saturne. Ceci s'explique par l a  prépondérance de ces deux planètes sur 

l e s  autres: 



60 . 70 80 (en rd) 
I 1 l 1 b 1 I l w 

Y 

6chelle  

-60-- 

-80- Positions de Ml pour 
a variant de 2 U.A. à 12 U.A. 

L l origine est  en 4. 

( ag rand i s sement  : 50 p a r  r a p p o r t  
Fi*re23 à i a f i g u r e 2 2 1  



P(a,t) est en effet l'extrémité du vecteur résultant de la composition 

de neuf vecteurs tourna+ dont les vgtesses agulaips sont iespleurs propres 

de la matrice A et dont l&s'phseh déperident des positib&s iiitiines des grosses 

planètes ; vitesses angulaires et phases sont d e  ir~dépendantes de a. Seule 

l'amplitude de ces vecteurs en dépend et ce, à des degrés divers conduisant à 

leur regroupement en trois classes : 

- 1 vecteur indépendant de a : a ; c'est le vecteur fixe correspondant 
à la valeur propre nulle de A. 

- 7 vecteurs quasiment indépendants de a : ils correspondent aux sept 
valeurs propres de A autres que -25,75 et O. Leur somme a actuel- 

lement un module d'environ 3;s. Les variations de la position de Ml 

avec a sont données sur la figure 23. On voit qu'elles ne sont que 

de quelques dizaines de secondes pour l'intervalle de a considéré. 

- 1 vecteur d6pendant fortement de a : v; il co*respd à la valeur . . 
propre -25,75 associk au couple Jupiter-Saturne. Son module peut :varier 

de pliisieurs degrés lorsque a parcourt 1 ' intervalle [ 2, 121 , soit 
environ 100 fois plus que &+Il. 

A chaque valeur de a correspond un point Ml (Cf. figure 23) et de ce point 

est issu le vecteur MT dont la direction D est indépendante de a. Il s'en 
suit que l'ensemble des points P n'est pas rigoureusement une droite mais reste 

compris entre les deux droites parallèles de direction D qui enveloppent la 
courbe de la figure 23. (Cf. figure 24) . 

Les variations de Ml sont trop petites pour être visibles sur la figure 22, 

d'autant plus qu'elles sont encore atténuées par l'orientation de la courbe 

de la figure 23, sensiblement la même que la droite JS de la figure 22. De ce 
fait, on peut assimiler la petite courbe décrite par Ml avec le point noté Ml 

sur la figure 22. C'est la différence d'ordre de grandeur entre la variation des 
différents vecteurs qui donne l'allure rectiligne du lieu de P. 

Pour toute petite planète, a étant une constante, la distance MIP 

est inv riable. En négligeant les déformations du lieu de Ml au cours du temps, 

on peut 5 ire que les pôles moyens décrivent des cercles concentriques centres 
en M., , à la vitesse de -25775 par an, en phase avec les pôles de Jupiter et de ' 

Saturne et en restant alignés avec ceux-ci. A ce degré d'approximation, c'est-à- 

dire à quelques secondes d'arc près, les distances entre ces pôles et entre les 

pôles myens sont donc constantes ; ainsi l'inclinaison de Jupiter sur Saturne 

est quasiment constante et égale à 1:265. 



Voir f i g .  26 -O# 

3, 0 7  

Saturne (9 ,55)  

Points de L i z t  Moyens 

pour  1900,O 
pour  2 U.A. s a s 11,8 U.A. 

Figure 25 



La petitesse vecteur manifeste la prépondérance de Jupiter 

et de Saturne sur les autres planètes : si elles Btaient les deux seules, Ml 

serait confondu avec dd et rigoureusement aligné avec leurs pôles J et S. 
Il diviserait le segment J S  dans le rapport de leurs moments cin6tiques soit -2,47, 

On voit que la présence des autres planètes ne modif ie pas grand1 chose. 

A noter enfin, lqéjection du pôle moyen à l'infini pour a = 1,95 U.A 

et a = 12,5 U.A (Cf. p. 4) , D'autre part, la construction géométrique des pôles 

met en évidence d'une autre façon l'association du couple Jupiter-Saturne avec 

la valeur propre -25,75. 

5.2. Points de Lizt  moyens 

Comme pour les pôles, 1 'Bquation du mouvement du point de Eizt d'une 

petite planète peut s'écrire : 

et Q(a,t) est appelé Point de Lizt  moyen. 

On peut voir sur la figure 25, la position de ces points moyens pour 
1900,O et lorsque a varie de 2 U.A Zi 12 U.A. On ne retrouve plus ici la simpli- 

cite obtenue pour les pôles moyens. En effet, le partage de l'ensemble des 9 
vecteurs intervenant dans la construction d'un point Q, d'après leur dependance 
avec a, est different : il n'y a plus de vecteur independant de a mais il reste : 

- 2 vecteurs prépondérants dépendant de a : ils correspondent aux deux 
valeurs propres de B : 22,29 et 3,71 associées au couple Jupiter-Saturne. 
Leur module varie de quelques centièmes lorsque a parcourt l'intervalle 

[2,121. 

- 7 vecteurs petits et dépendant peu de a : leur somme O07 a un mdule 
de l'ordre du millième et sa variation avec a, représentée sur la 

figure 26, est chi même ordre, soit dix fois plus petite que pour les 

deux vecteurs pfipondérants . 

La figure 27 schématise la construction des points Q a partir de ces - 
vecteurs. En négligeant les vecteurs 001, on voit que les points Q décrivent des 
6picyclofdes analogues Zi celles parcourues par les points de Lizt de Jupiter 
et de Saturne (Cf. fig. 18 et 19) , et en phase avec ceux-ci. A noter le rejet à 

l'infini des points Q pour a = 1,8 U.A et a = 12,7 U.A. 



Positions de O, pour 

a variant de 2 U.A. à 1 2  U.A. 

Figure 26 

Figure  27 



Plus généralement, en ne limitant plus 1 ' intervalle de variation de a ,  

on s'aperçoit que l a  courbe representative des points de Lizt moyens (resp. 

pôles myens) B un instant quelconque, re l i e  continuensent par rapport aux demi- 

grands axeç les  p'oints & %-iz t  (resp. l es  pQles) de toutes les grosses planètes, 

sauf lorsque a devient égal au module d'une des valeurs propres de B (ou A), 
00 

auquel cas on a une discontinuité, e t  l e s  points moyens sont rejetés à 1 'infini .  

On voit,  d'après l es  intersections de l a  courbe des aoo (fig. 1) par l es  

droites aoo = 1 A 1 (A valeur propre de A ou B) , que, seuls, l e s  couples Jupiter 

Saturne e t  Venus-Terre sont re l iés  continuement par l a  courbe des points moyens ; 

toutes l e s  autres planètes sont isolées sur des branches partant à l ' i n f i n i  

pour l es  valeurs de a t e l l es  que aoo égale 22,29 (ou 25,754 . Ceci manifeste 

d'une autre façon 1 ' isolement ou 1 ' association des grosses planB.tes, te l les  

qu' on l e s  a m i s  en évidence par 1 'étude des correspondances entre valeurs propres 

e t  planètes. 

Remarque : O n  a  r e p r é s e n t é  s u r  l a  f i g u r e  28 l a  p o s i t i o n  d e s  p o i n t s  de  L i z t  moyens 

d ' a p r è s  l e s  v a l e u r s  numériques p u b l i é e s  p a r  0. Brouwer e t  A .  Van Woerkom 

151. E l l e  e s t  légèrement  d i f f é r e n t e  d e  l a  f i g u r e  25. En e f f e t ,  l a  cons idé -  

r a t i o n  d e  t e r m e s  s u p p l é m e n t a i r e s  ( j u s q u ' à  l ' o r d r e  6 en e x c e n t r i c i t é )  d a n s  

l a  f o n c t i o n  p e r t u r b a t r i c e  d e  J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e  a  condu i t  à une s o l u t i o n  

semi numérique [ a n a l y s e  harmonique1 du mouvement d e s  p o i n t s  d e  L i z t  de  

J u p i t e r  e t  d e  S a t u r n e ,  c o n s i d é r é s  comme s e u l s  c o r p s  du sys tème p l a n é t a i r e  

[Cf. G.W. H I L L  [711. C e t t e  s o l u t i o n  e s t  d e  l a  forme : 

où h l  e t  A 2  son t  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é e s  au c o u p l e  J u p i t e r - S a t u r n e ,  

e t  ak, Bk d e s  c o e f f i c i e n t s  numériques.  

Lorsqu'on ne g a r d e  que l e s  t e r m e s  d e  c e  développement co r respondan t  

2 k=l e t  k=2, comme d a n s  [ S I ,  on a  a l o r s  deux mouvements c i r c u l a i r e s  s u p p l é -  

m e n t a i r e s  d e  p u l s a t i o n s  : 21  -A e t  2 A 2 - A l .  C e t t e  s o l u t i o n  amène donc une 1 2  
n o u v e l l e  d i s c o n t i n u i t é  d a n s  l a  c o u r b e  d e s  p o i n t s  d e  L i z t  moyens chaque f o i s  

que aoo é g a l e  une d e  c e s  n o u v e l l e s  p u l s a t i o n s .  C'est ce q u i  a r r i v e  pour 

a = 2,64 U.A. On a  t r a c é  en p o i n t i l l é s  sur l a  f i g u r e  28 l a  courbe de, l a  

f i g u r e  23 : on v o i t  que l a  n o u v e l l e  d i s c o n t i n u i t é  e s t  a s s e z  l o c a l i s é e  i on 

peu t  quand même s e  demander s i  l a  s o l u t i o n  complète  o b t e n u e  p a r  H i l l  s e r a i t  

u t i l i s a b l e  i c i  à c a u s e  du nombre d e  d i s c o n t i n u i t é s  n o u v e l l e s  q u ' e l l e  a m è n e r a i t .  



Position des points de L i z t  moyens 

p o u r  1,90 5 a 5 4,O 

p o u r  1950,O 

J et  S : Points de L i z t  de Jupiter e t  de Saturne 
(d ' a p r è s  D. Brouwer) 

Figure 28 



D'autre part ,  l e s  valeurs de X e t  X 2 ,  légèrement d i f fé ren tes  des 1 
valeurs propres de B associées au couple Jupiter-Saturne, causent un 

décalage des points de Lizt moyens par rapport à l a  f igure  25, notamment 

au voisinage de 2 U.A : l e s  points sont en e f f e t  r e j e t e s  à l ' i n f i n i  pour 

a =2,02 U.A au l i eu  de 1,80 U.A dans l e  cas  de l a  f igure  23. 



6. aONSmCES SUR LA DISTRIBUTION DES ELEUENTS D'ORBITES DANS L'ANNEAU 

DES PETITES PLANETES 

La figure 22 montre que pour l es  valeurs de a comprises entre 2 U.A 

e t  4 U.A., correspondant à l 'endroit ail l 'on trouve l a  majorité des peti tes 

planètes dans l e  système solaire, l e s  pôles moyens suivent des trajectoires 

analogues à celle du pôle de Jupiter e t  de Saturne e t  en phase avec ceux-ci. 

Cette corrélation se retrouve pour l e  pôle réel  d'une pet i te  planète s i ,  du 

moins, son inclinaison propre es t  assez pet i te  pour ne jamais l 'écarter  beaucoq 

du pôle moyen. 

On peut espérer trouver une corrélation entre l e s  pôles réels e t  

l e  pôle de Jupiter quelles que soient les  inclinaisons propres en considérant 

un ensemble de n peti tes planètes dont les  demi-grands axes ai (;=If ..., n) 

sont suffisamment voisins pour pouvoir confondre l es  pôles moyens P(ai,t) 

correspondants avec leur barycentre P. Les pôles décrivent alors des cercles 
de rayon 1 ci 1 ("linaisons propres) centrés en P mais avec des vitesses angulai- 

res -aoo(ai) légèrement différentes les  unes des autres de sorte qu'avec l e  

temps, l e s  différences d'élongations entre l e s  différents pôles s 'accumulent ; 

il s'en sui t  qu'après un temps suffisant, l e s  pôles seront régulièrement d i s t r i -  

bués autour de P quelles que soient leurs positions in i t ia les  respectives. 

D'autre part ,  l e  barycentre Pb des pôles des n petites planètes 

également pondérés peut s'exprimer en fonction du barycentre P des pôles moyens : 

Ce point sera voisin de P si n e s t  assez grand e t  s ' i l  n'existe pas de corréla- 

tion entre l es  amplitudes Ici I e t  les  arguments (-aoot++ . )  De toutes façons, 
3 

s i  de t e l l es  corrélations existent à un instant donné, e l l es  ne sauraient ê t re  

que passagères. La coincidence des points H e t  Pb fournit donc un t e s t  de l a  

régularité de l a  distribution des n pôles. 

Dans ce cas, Pb doit ê t re  aligné avec les  pôles de Jupiter e t  de 

Saturne ; il tourne en phase avec ces pôles avec l a  vitesse angulaire -25','75 

par an ; l a  distance de ces points est  constante. 



Autrement d i t ,  c o r n  P défini t  l e  plan moyen des n orbites, on voit que son b 
noeud dans l e  plan invariable reste constament voisin des noeuds des orbites 

de Jupiter e t  de Saturne dans ce même plan. 

Tout ce qui vient d'être d i t  à propos des pôles es t  vrai pour les 

points de L i z t  : s i  l a  distribution des n points de L i z t  e s t  régulière, Qb, 

barycentre de ces n points doit ê t re  voisin du point de L i z t  moyen q. 
Il es t  alors aussi dans l e  voisinage du point de L i z t  de Jupiter,  e t  donc on 

devra observer une concentration de périhélies de peti tes planètes d a .  l a  direc- 

tion du périhélie de Jupiter. De plus, Qb se déplace sur une épicycloïde analogue 

à celle parcourue par l e  point de L i z t  de Jupiter ( C f .  figure 18) e t  en phase 

avec l u i  de sorte que cette dissymétrie dans l a  distribution des périhélies doit 

toujours exister. 

Enfin, au lieu de prendre des petites planètes de demi-grands axes ai 

t r ès  voisins, on peut chercher où se trouve l e  barycentre Pb des pôles de 

l'ensemble des petites planètes comprises entre 2 U.A. e t  4 U.A. ; Pb es t  l e  

pôle du plan moyen de l'anneau des peti tes planètes. Les conclusions précédentes 

obtenues pour des peti ts  intervalles de demi-grands axes e t  appliquées ensemble 

à l a  réunion 1.2 U.A, 4 U.Al de ces pet i t s  intervalles permettent de dire que P b 
doit ê t re  voisin du barycentre P des pôles moyens également pondérés. La valeur m 
a = 2,8 U.A. étant l a  moyenne des demi-grands axes, Pm sera voisin de P(2,8,t). 

ûnvoit sur l a  figure 22 que l e  rapport des distances M1P(2,ôl e t  M I J  e s t  égal a 
1,6. On devrait donc trouver P aligné avec les  pôles de Jupiter e t  de Saturne, 

1 ,6  fois  plus loin de Ml que l e  pôle de Jupiter. On peut mesurer son inclinaison 

moyènne sur l e  plan invariable : 0)55. 

De l a  même façon, l e  barycentre Qb des points de L i z t  de l'ensemble 

des peti tes planètes peut définir l 'excentricité e t  l 'orientation de l ' e l l ipse  

représentant l 'orbite moyenne de cet ensemble. Si l a  distribution des points de 

L i z t  e s t  régulière autour du barycentre des points de L i z t  moyens, Q sera 
b 

voisin de a e t  donc aussi du point de L i z t  de Jupiter. L'orbite moyenne des 

peti tes planètes a donc son périhélie dans une direction voisine de celui de 

Jupiter : ceci explique l a  dissymétrie observée depuis longtemps [81 dans l a  

distribution des périhélies des peti tes planètes. Cette orbite moyenne se  déforme; 

son point de L i z t  se déplace sur une épicyclofde analogue à celle du point de 

L i z t  de Jupiter. La corrélation entre l es  périhélies des peti tes planètes e t  

celui de Jupiter es t  donc un phénomène durable. L 'excentricité myenne de 

1 'anneau correspondant au point de L i z t  moyen devrait ê t r e  actuellement de 0,035 

(Cf. figure 24) . 



Ainsi, la théorie des perturbations séculaires pexmet de prévoir la 

position du plan moyen ainsi que l'orientation et l'excentricité de l'orbite 

moyenne de l'anneau des petites planètes du système solaire. Cette orbite moyenne 

peut servir de base pour Pa description de l'anneau : toute orbite a de façon 

approchée ses éléments égaux à la somme (vectorielle) des éléments de l'orbite 

moyenne et de ses éléments propres (C et D). 

Cependant, la théorie précédente ne considère que des inclinaisons 

et des excentricités infiniment petites du ler ordre. Peut-on admettre que 

les petites planètes satisfont à cette condition quand on sait que l'inclinaison 

médiane (8; 5) et 1 'excentrici té médiane (0,15) sont sensiblement 
plus importantes que pour les grosses planètes ? Avant de voir au chapitre 3 

jusqu'à quel point ces prédictions se trouvent vérifiées dans le système solaire, 

on va donc d'abord essayer de mettre en évidence les limitations de la théorie 

du ler ordre en intégrant numériquement le mouvement du pôle et du point de Lizt 

lorsque i et e ne sont plus petits. 



CIIAPITRE II : PEKïüRBATIONS SECULAIRES D'ORDRES SUPERIEURS 

IB s'agit de &terminer les mouvémts séculaires du pôle et Qi point 

& Eizt d'une petite planète dont 1' inclinaison et l'excentricité sont quel- 
conques. Pour simplifier, on considère que Jupiter est le seul corps perturbatet 

et que son orbite est fixe et circulaire (problb restreint des trois corps) 

Divers auteurs (Gr, A. Antonacopoulos C 123 , Y. Kosai C 131) ont déjà 
attaqué ce problèm par des &thodes analytiques mais qui ont 11inconv6nient 
d'être d'application limitée : Gr. A. Antonacopoulos utilise un d6veloppement 
de la fonction perturbatrice F suivant les puissances croissantes de i et de e 
jusqulà l'ordre 4 seulement. Quant à Y. Kosai, la lenteur de la convergence & son 
cléveloppement de F suivant les puissances croissantes de a ,  rapport des demi- 

grands axes, rend difficile son application pratique aux petites planètes du 

systh~ solaire perturbées par Jupiter (0,4<a<0,75) . D' ailleurs 1 'étude du 
niowement n'est faite que pour a très petit et l'application nuidrique faite 
pour CL=O convient essentiellement à un satellite perturbé par le Soleil. 

Enfin, 1 'emploi des variables de Delaunay par ces deux auteurs adne naturellement 
l'élimination du noeud des orbites : la solution est alors donnée dans un repère 
tournant dans lequel le noeud est fixe mais le mouvement de ce repére n'est pas 
6 tudié , 

On se propose ici de résoudre le problème lorsque a est grand et 
quels que soient i et e en utilisant la dthode de Gauss ; cette méthode ndri- 

di de do d~ que fournit les variations séculaires z, z, et pemttant 1 'intégration 

imnédiate du muvernent du pôle et du point de Lizt. L'étude préalable des 
Bquations différentielles du mouvement permet de plus la discussion &s divers 
types de solutions possibles. t, 



Figure 29 



1. RAPPEL DE LA METIDDE DE GAUSS 

On calcule les inégalités séculaires des éléments d'orbite d'une 
planète P perturbée par me autre planète P' à un instant donné. Pour cela, 

il suffit de connaître les Gléments et la disposition relative des deux orbites 
à cet instant : 

a et a' demi-grands axes de P et Pr 

i inclinaison des deux plans d'orbite 
O longitude du noeud mesurée dans le plan de Pt à 

partir d'une direction fixe Or. 
=O+w { longitudes des périhélies n et n v  (Cf. fig. 29) 

et i3'=0+wf 

Les équations de Lagrange relatives à la planète P s'écrivent 

(Cf. par exemple C21 p. 433) : 

m' na 
l+m Wr sin (w+v) K7 sini 

oii v représente l'anomalie vraie et w l'argument de la latitude du périhglie. 

Ces équations donnent les dériv6es des éléments géométriques de lPsrb;te 
de la planète P en fonction de ces éléments eux-mêmes, de la positjon de P sur 

son orbite et des composantes R, S et W représentant, au facteur km près, les 
projections de la force perturbatrice sur les trois axes rectangulaires : 

- prolongement du rayon vecteur de la planète perturbée P 
- nomle à ce rayon-vecteur dans le plan de l'orbite de P 
- normale i3 ce plan. 



Ces Qqwtiom sont rigoureuses. Seule leur r6solution f a i t  appel à. 

des appmximat ions. 

La force perturbatrice dont on doit calculer l e s  compssantes R, S 

e t  W e s t  l a  différence de de lx  termes : 

Le premier represente l 'a t t ract ion de l a  planète P-çîrr l a  planète P e t  l e  

second lqat t ract ion de P' sur l e  Soleil. Ce deuxiè~ne terme ne donne pas d'inéga- 

l i t é s  séculaires lorsqulon se  place dans l a  théorie du l e r  ordre par rapport 

awc masses. On se placera désormais dans cette approximation e t  l a  force pertur- 

batrice peut alors se rdduire Zï son premier t e m .  

Les variations des éléments données par l es  équations 20 sont du 

&me ordre que l a  masse perturbante ( i l  faut seulement éviter  que l a  distance PPf 

soi t  trop petite : l 'excentricité de P devra ê t re  limitée en conséquence). Au 

l e r  ordre par rapport aux masses Les éléments d'orbites puvent alors ê t re  

considérés comme constants pendant l e  temps de quelques périodes de P ou de Pq , 
oii mieux, ê t re  assimil6s à Peur valeur moyenne. Dans ces conditions, les  membres 

de droite des 6quations %O sont p6riodiques e t  de période 2 H  en M e t  en Mt, 
anomalies moyennes de P e t  de P t .  Orï peut les  développer en série de Fourier 
des deux arguments M e t  Mt. LVme quelconque des équations 20 stBcrira u 

A . ,  
d'où : (23) o- J = Aoot * 1 - sin$M + j M' +q) 

Q j ,  j 9 J ~ + J %  

S i  les moyens muvemnts n e t  i a '  de P et  de P t  sont incrammensurables, 

A représente 1' Bnégalité séculaire de l 'Gl&nent a ,  C h  çifpposera dans toute l a  
00 

suite que cette condition e s t  réalisée. 

Le calcul de .Aoo par l a  &thode de Gauss consiste à éliminer l es  

termes périodiques : 

Aoo ne depend plus que des él&ments géodfriques de iqorbitt. L- 

mamement sQculaire peut alors ê t re  &temin6 de pm&e en pmche a partir $es 

condit ions Ini t  ialas , 



II. représente les  variations (lentes) des éléments moyens de l'orbite. Dans 

toute l a  suite l e  mot mouvement sera B prendre dans ce sens. 

Comme l e  demi-grand axe a n'a pas d'inégalité séculaire (Cf .  Cl1 
p. 1 99) , on pourra l e  consld6rer comme constant e t  ne s ' intéresser qul aux 

6quations 20 relatives à e ,  i, 0 e t  W .  



L'expression de donnée par les formules (20) p e m t  le calcul 
da numérique de 1 ' intégrale 2 : il suffit de calculer pour des valeurs de M 

et de Mt régulièrement réparties de O 3 Zn et d'en faire la moyenne. Il y a 
Zn da bien un moyen de calculer 1 ' intégrale dM' en utilisant les fonctions 
O 

elliptiques (Cf. Cl1 chap. 27) mais ce procédé, intéressant pour les calculs 
manuels car ces fonctions sont tabulées, est difficilement adaptable au calhl 

électronique. On a préféré utiliser la méthode de Simpson pour sa simplicité et 
sa meilleure automaticité . 

La précision obtenue par cette méthode, évaluée en variant le nombre 

de points d'intégration, est de pour une subdivision de l'intervalle dtinté- 

gration (0,217) en 30 parties égales. Cette précision est largement suffisante 

pour l'utilisation qu'on a en vue. 

da Cela nécessite le calcul de en 900 points. Le calcul des anomalies 
vraies à partir des 60 anomalies moyennes M et Mt nécessite, compte tenu des 

symétries, 30 fois la résolution de lt6quation de Kepler. (15 fois si l'excentri- 

cité de Jupiter est considéré comme nulle). On a utilisé à cet effet une méthode 

très performante associant les méthodes dites "de la corde" et "de la tangente" 

(Cf. [Ill chap. 3). Le temps de calcul nécessaire pour obtenir les quatre 

inégalités séculaires (de e ,  i, O et a) est dans ces conditions de l'ordre de 
15 secondes (11, 

(1) sur Bull GAMW 40, langage ALGOL. 



3.  APPLICATION DE LA METI-DDE DE GAUSS 

L1automtisation de l a  méthode permet d'effectuer 1 'intégration 

numérique du mouvement du ~ â l e  e t  du point de L i z t .  Pour cela, il faut se 

donner l e s  conditions in i t ia les  ao, io, eo, wo e t  à l ' ins tant  to, calcüier 

d i  de do les  inégalités séculaires , , e t  aF d%orrespondantes, e t  en déduire par 

une méthode de type Runge-Kutta l es  nouveaux éléments d'orbite pour un instant 

t + ~ t .  On i tère l e  processus en prenant ces nouveaux éléments c o r n  conditions 
O 

ini t iales.  L'inconvénient majeur de l a  méthode e s t  de ne donner l e  mouvemnt 

du pôle e t  du point de L i z t  que sur un intervalle de temps limité, sans possibi- 

l i t é  de généralisation. D'autre part,  l e s  conditions in i t ia les  peuvent ê t r e  si 

diverses que le  nombre de cas $ t r a i t e r  pour obtenir un minimum de généralité 

dépasse nos possibilités de calcul. Aussi va-t-on plutôt déterminer d'abord 

1 ' aspect qualitatif du mouvement (symétries, périodicités) , 1 ' intégration numéri- 

que n'intervenant qu'à t i t r e  d'exemple e t  pour chiffrer l es  variations des 

éléments. 

Ceci revient 3 étudier l es  inégalités séculaires en tant que fonctions 

des conditions in i t ia les .  L'orbite de Jupiter étant fixe e t  circulaire, 

di  de dw do , , e t  ne dépendent que de a(qui  es t  constant), de i, de e e t  de m. 

o n'intervient pas par raison de symétrie. 

La démarche sera l a  suivante : 

Pas 1 - étude qualitative des inégalités séculaires en fonction des conditions - 
in i t ia les  à pa r t i r  de l a  forme des intégrales doubles. 

On détermine notamnent leur @riodici té  e t  leur parité en fonction de w 

ainsi que l e  degré de l iberté du système d'équations différentielles.  

Pas 2 - étude quantitative des inégalités séculaires : - 
Pour une valeur de a ,  on détermine numériquement leurs caractéristiques 

principales, c'est-à-dire leur signe e t  leur dépendance vis-à-vis de 

chacun des éléments i, e e t  w .  On pourra ensuite généraliser à d'autres 

valeurs de a. 



Pas 3 - étude des mouvements s8culaires : - 
D'abord dans un repère tournant avec Ze noeud. 

On détemine graphiquemnt % par t i r  du pas 2 deux types de solutions : 

- s o i t  un mouvement p s o g r ~ s s i f  en w pour l e q u e l  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  O à 380" 

s o n t  a t t e i n t e s .  Ce t y i ; ~  da  s o l u t i o n  e x i s t e  q u e l l e  q u e  s o i t  l ' i n c l i n a i s o n .  

- s o i t  u n  mouvement l i b r a t o i r e  en w, a u t o u r  d e  w=90° ou 270' ; l e s  v a l e u r s  

w=OO e t  180' ne s o n t  j amais  a t t e i n t e s .  On t r o u v e  d e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  

d ' o r b i t e s  e l l i p t i q u e s  s t a t i o n n a i r e s  s t a b l e s  pour l e s  t r o i s  pa ramèt res  r 

i, e ,  e t  &90° I c e  t y p e  d e  s o l u t i o n  n ' e x i s t e  que s i  l ' i n c l i n a i s o n  e s t  a s s e z  

g rande .  

E n t r e  c e s  deux t y p e s  d e  mouvements on t r o u v e  une o r b i t e  e l l i p t i q u e  

t e n d a n t  asymptotiquement v e r s  une o r b i t e  c i r c u l a i r e .  Pour  c e s  deux t y p e s  d e  

s o l u t i o n s  on ddrnontrera l a  p é r i o d i c i t é  du mouvement en f o n c t i o n  di1 temps. 

. Ensuite dans un repère absolu. 

L 'étude des mouvements périodiques du pôle e t  du point de L i z t  donnera 

les  résultats  essentiels suivants : 

Sur une firiode, pour toute condition in i t i a le ,  l e  pôle a un mouvement 

rétrograde sans point double . Par contre, suivant l es  conditions in i t ia les ,  

l e  point de L i z t  peut avoir uri mouvement direct avec ou sans point double , 
un mouvement libratoire e t  périodique autour d'une direction f ixe,  ou un mouvement 

rétrograde avec ou sans point double . Des exemples d'intégration numérique 

donnent dans chaque cas un ordre de grandeur de 1 'amplitude des variations 

périodiques de ces mouvements. 

Remarque : Pour  pouvo i r  f a i r e  l a  comparaison avec  l a  t h é o r i e  du l e r  o r d r e  en i e t  e .  

il est  u t i l e  de  résumer i c i  l e s  r g s u l t a t s  auxque l s  e l l e  a b o u t i t  dans  l e  c a s  

où J u p i t e r  e s t  l e  s e u l  c o r p s  p e r t u r b a t e u r .  

. Le p61e d e  l a  p e t i t e  p l a n è t e  d é c r i t  u n  c e r c l e  c e n t r é  au p ô l e  d e  J u p i t e r  

d a n s  l e  s e n s  r é t r o g r a d e ,  à l a  v i t e s s e  a n g u l a i r e  c o n s t a n t e  a ne  dépendant 
O 0  

que du demi-grand axe.  

. Le p o i n t  d e  Lizt  d h c r i t  u n  c e r c l e  c e n t r é  en un p o i n t  Q du v e c t e u r  d e  Lizt 

d e  J u p i t e r ,  dans  l e  s e n s  d i r e c t  a v e c  l a  même v i t e s s e  a La d i s t a n c e  d e  Q 
00. . 

à l ' o r i g i n e  est une f r a c t i o n  a e d e  1 1 e x c e n t r i c i t 6  e j  d e  J u p i t e r .  i 
a e s t  i n f é r i e u r  à 1 e t  c r o f t  avec  l e  demi-grand a x e  d e  l a  p e t i t e  p l a n è t e .  

Dans l e  c a s  d ' u n e  o r b i t e  d e  J u p i t e r  c i r c u l a i r e ,  Q coxnc ide  avec  l ' o r i g i n e ,  

l e  mouvement du p o i n t  de  L i z t  e s t  a l o r s  c i r c u l a i r e  e t  uniforme. 



3.1 .  Symétries e t  périodicité des inégalités séculaires 

a '  désignant l e  rayon de l 'orbite de Jupiter,  l e s  quantités R, S e t  

W s'écrivent : 

R = (a t  cosMt cos (o+v) + a tsinM' sin(w+v)cosi -r) / A 3 

(26) S = (-atcosM' sin(w+v) + a 'sinM' cos(u+u)cosi )/ A 
3 

W = -a ts in i  sinM' / A 
3 

2 avec = a t 2  + r2 - 2afr(c0sM' cos(w+v) + sinMt sin(w+v)cosi) 

oit r désigne l e  rayon vecteur de l a  pet i te  planète. 

Comme M' n'intervient que dans R, S e t  W,  on peut effectuer 1 'intégration 

de ces t ro is  quantités par rapport à M' ; on aura : 

e t  des expressions analogues pour So(o,v) e t  Wo(w ,v) . 

Les changements simultanés de w en II-w, de v en -v e t  de M' en n-Mt ne 

mdifient  n i  R n i  W mais changent l e  signe de S. Comme ces quantités sont 

périodiques de période Zn par rapport à M l ,  leurs intégrales de O à 2n sont 

invariantes par translation sur M t .  On a donc : 
4 

R,(u,v) = R (n-U, -O) 
O 

(28) s O ( ~ , v )  = -s0(n-U, -v) 

wo(w,v) = w (n-U, -v) 
O 

De l a  dme façon l e  changement simultané de w en n + w  e t  de M t  en n+M' 

sans changer u conduit aux relations : 

Ro(w,v) = R0(n+w,v) 

(29) So(~ ,v)  = S0(n+w,v) 

wo (w ,v) = -Wo (n+w ,v) 

Les inégalités séculaires sont alors obtenues en intégrant par rapport à M 
l e s  équations 20 dans lesquelles Ro, So e t  Wo remplacent R, S e t  W. (hi aura 

par exemple : 



de Compte tenu de (281, z est  aussi égal à : 

2l-I 
- K I  [Ro(n-a,-v)sin(-v) + So(n-a,-v)f(r) W 

O 1 
de de on en conclut que (a) = - (n-w) 

on aboutit de l a  &me manière à : de ( 4  = E de ("4 

De ces deux résultats,  on peut encore t i r e r  : 

de es t  donc une fonction périodique de w ,  de période n e t  impaire de w e t  at 
& w + 2 ;  "lle possède deux centres de symétrie : l 'un en o-O e t  l 'autre en 

n 
U= Z ,  sur l 'axe des abscisses. 

di On aboutit de l a  même façon au même résultat pour - d t  
do diil n - e t  - sont aussi périodiques en w ,  de période n mais paires de w e t  de a+ 2 ; dt  d t  
Ils possèdent deux axes de symétrie : en w=O e t  en a= T \e . dernier résultat 

dw - da do s'applique aussi évidemment à - ; ~ t  - . 

A par t i r  des symétries des inégalités séculaires considérées c o r n  fonctions 

de w, on pourra t i r e r  plus loin des conclusions sur l a  périodicité de i, e ,  O 

e t  W en fonction du temps. 

3.2. IntdgraZe s du mouvement 

Dans un repère tournant oLt l e  noeud e s t  fixe, l e s  équations différen- 
d de du t i e l l e s  donnant l e s  dérivées x, e t  dépendent d'un paramètre a e t  des 

t ro is  coordonnées i, e e t  w. Ces dernières ne sont pas indépendantes car il 

existe deux invariants séculaires : cosi = Co, e t  V(i,e,w) = Vo 

représentant 1 ' intégrale de 1 'énergie. 



En effe t ,  de l'expression : H = 6 fi7 cosi, on obtient par l e s  

formules 20 : 

2n 2n 
W & & l = J  

a ?r (sinM1cos (o+u) -sin(w+v) cosM1 cosi) 
J J  7E 
O O O O 

[(a ?r+r2-2a 'r (cosMt cos (o+vi+sinM' sin(w*v) cosi)S] 

Cette expression e s t  nulle car l a  quantité entre crochets es t  égale à 

1 ( ) e t  que A e s t  périodique de M l  de période Zn. La variation séculaire de fl m ïï 
es t  donc nulle. Comme a e s t  déjà un invariant séculaire il en e s t  de même de 

147 cosi. 

H est  une des variables de Delaunay ; son invariance apparait plus naturel- 

lement dans les équations canoniques écri tes pour ces variables après y avoir 

éliminé l e  noeud (Cf Cl21 e t  1131). On voit de plus que dans ces équations, 

après 1 'élimination des termes à courtes périodes, au ler  ordre par rapport aux 

masses, 1'Hamiltonien du système es t  indépendant du temps : c 'es t  une intégrale 

première du système différentiel du mouvement séculaire exprimée par l a  relation 

1 2n & &' 
(301 v(i,e,u) = -2 I I A = Cte 

4n O O 

L'invariance de H e t  de V réduit ainsi  à 1 l e  degré de l iberté du système 

différentiel.  Géométriquement, ceci veut dire que, l e  demi-grand axe étant fixé, 

dans l'espace de configuration ( i  ,e ,w) l a  t rajectoire décrite par l e  point 

( i  ,e,u) représentant l 'orbite,  à par t i r  des conditions in i t ia les  (io,eo,wo) , es t  

1 intersection du cylindre 

e t  de l a  surface V(i,e,w) = V i o , e o 0  = Voo 

La détermination analytique des trajectoires à par t i r  de ces deux invariants 

a é té  fa i t e  par Y. b s a i  (C131) dans l e  cas où, l e  rapport a des demi-grands 

axes étant très pe t i t ,  on peut négliger a2. Elles s'expriment alors à pa r t i r  

des fonctions elliptiques. 

Dans l e  cas des peti tes planètes du système solaire a e s t  trop grand pour 

que cet te approximation so i t  suffisante e t  1 ' intégrale V(i ,e , w) =Vo n 'es t  pas 

exploitable analytiquement. 



On pourrait bien déterminer numériquement l es  trajectoires en tabulant l a  

fonction V(i ,e , w) =Vo mais ce procédé es t  lourd à mettre en oeuvre e t  manque de 

généralité d' autant plus qu' il es t  possible d'étudier graphiquement l a  nature 

des trajectoires e t  l e  mouvement sur ces trajectoires à par t i r  de l a  forme des 

équations différentielles,  déterminée par l a  méthode de Gauss en variant l es  

conditions in i t ia les .  

3.3. Etude nwnémque As inégalités sécuZaires 

L'application de l a  méthode de Gauss à des orbites de pet i tes  planètes, 

avec des conditions in i t ia les  régulièrement distribuées, permet de tracer l es  
d i  de do courbes de variations de z, z, ;li e t  dG en fonction des éléments a ,  i, e e t  W. at 

Voyons d'abord l e  cas l e  plus simple où l 'orbi te  de l a  pet i te  planète 

es t  circulaire mais inclinée d'un angle quelconque. 

3.3.1. e=O ; a e t  i guelconques -----..------- ------ --- 
Les deux orbites étant circulaires e t  inclinées d'un angle i quelconque, 

on voit par symétrie que l e s  intégrales doubles donnant di de sont identique- z et z 
ment nulles. La solution es t  donc i ( t ) = i o  e t  e(t)=eo=O : l e s  orbites circulaires 

sont des solutions d'équilibre. On verra plus loin que l a  s tab i l i t é  de t e l l es  

orbites n'est assurée que pour des inclinaisons i < i':, i" dépendant de a. 

Le périhélie e s t  dans ce cas indéterminé e t  O reste l a  seule quantité 

variable. Sa dérivée, $ es t  toujours négative (Cf. f ig.  30). Pour toute valeur 

fixée de a ,  c 'est  une fonction croissante de i. Elle es t  évidemment nulle pour 
i=90° : on ne voit pas pourquoi l 'orbi te  tournerait alors dans un sens plutôt que 

dans l 'autre. Notons que jusque i = S O ,  toutes l es  courbes sont confondues avec 

leur tangente horizontale à l 'origine à moins de 1% près. Dans cet  intervalle, 

l a  théorie du l e r  ordre e s t  donc valable avec cet te  précision. Au-delà, l a  varia- 

tion de % avec i es t  d'autant plus grande que a es t  plus grand : pour a=3,5 U.A, 

1 do do est  égal à Z(z)), lorsque i=25O ; avec a=2,4 U.A, ceci n'arrive que pour z 
i=4Z0.  D'autre part ,  $ augmente en valeur absolue avec a. Ceci mnt re  que l a  

théorie du le r  ordre en i es t  d'autant mins  valable que a es t  plus grand. 

Le mouvement du pôle e s t  circulaire e t  uniforme mais plus lent que 
do dans l a  théorie mi 1 e r  ordre : par exemple, pour a=3,1 U.A. e t  i=1 S O ,  vaut 

-70" par an soi t  une différence de 15 % avec l e  cas où i es t  pe t i t .  



O (en " par an) 4, 

Figure 30 

Orbites circulaires 



Remarque : L e s  c o u r b e s  d e  l a  f i g u r e  30 peuven t  ê t r e  r e p r é s e n t é e s  d e  f a ç o n  a p p r o c h é e  

p o u r  t o u t  d d e  0' à 90' p a r  l a  f o r m u l e  e m p i r i q u e  : 

où a e s t  une  f o n c t i o n  c r o i s s a n t e  du r a p p o r t  d e s  demi -g rands  a x e s .  

Q u e l s  q u e  s o i e n t  a e t  i, c e t t e  f o r m u l e  donne d e s  é c a r t s  i n f é r i e u r s  a 
do 1% du (-) d t  max do f o n c t i o n  d e  i, m a i s  n e  s a u r a i t  ê t r e  r i g o u r e u s e  : x, 

a  une d é r i v é e  s e c o n d e  n u l l e  pou r  i = 9 0 °  c e  q u i  n ' e s t  p a s  l e  c a s  

d e  l ' e x p r e s s i o n  (32). 

Voyons maintenant l e  cas général 05i l 'excentricité de l a  pet i te  

planète e s t  quelconque. Cependant, pour limiter l e  volume de calculs, on ne 

considèrera qu'une valeur du demi-grand axe : a=3,1 U.A,  représentative d'une 

des zones l es  plus peuplées de l'anneau des peti tes planètes. On déterminera 

pour cet a des valeurs critiques de i e t  de e correspondant à des changemnts 

dans l e  type du mouvement. ûn généralisera ensuite en recherchant ces valeurs 

critiques pour d'autres demi-grands axes. 

3.3.2. a=3 1 U A *  i e e t  wguelcongues ,,,A,,,I--L-,,L--,,,-,, ,,,,,, ,,, 

ûn supposera dans toute l a  suite que e n 'est  pas nul pour éviter 

1 ' indétermination de w . 

Contrairement aux résultats de l a  théorie du l e r  ordre en i e t  e ,  

di & n e  sont engénéra lpasnuls .  û n l e v o i t  sur l a  figure 31 o ù o n a t r a c é  x et % 
leurs courbes de variation en fonction de w pour quelques valeurs fixées de i 

e t  de e. On remarque l a  périodicité de 180" e t  les  symétries par rapport aux 

points (0,O) e t  (90°, 0) signalées en 3.1 . L 'allure des courbes e s t  sensiblement 

sinusoïdale pour l es  peti tes valeurs de i ou de e mais il n'y a pas d'axe de 

symétrie parallèle a l'axe des ordonnées : l'extremum si tué entre o=O e t  w=90° 

se trouve avant w=4S0. 

D'autre part,  les  variations de i e t  de e sont toujours de signes 

opposés. Ceciestévidemment lacons~quencedel l invar iancedelaquant i té  ' 

V z  1 e cosi. 



Figure 31 (a= 3, l  U.A) 

(en l'/an) (w= 4 5 O )  

Figure 32 (a= 3,1 U.A) 



ûn peut d'ailleurs la vérifier numériquement pour des valeurs diverses de i 

et de e. On doit en effet avoir dans ce cas : 
de 
ZE 1 -e 2 

(33) - 
di = - tgi .- e 
ZËt 

Le tableau IV permet de comparer la valeur de cette expression avec le rapport 
des inégalités séculaires calculées par la méthode de Gauss pour 0=30° et 

w=60°. On vérifie ainsi que la précision du calcul est bien de l'ordre de 1 o - ~  
(Cf. 2.2) . C'est également un test favorable de la validité de la méthode 
de Gauss pour tout i et tout e. 

de Enfin, examinons les courbes de variations de - ou - en fonction de i dt dt 
(fig. 32). w a été fixé à 45'. ûn constate que 2 est une fonction croissante 

di de i et de e .  % est aussi fonction croissante de e qui prise en fonction 

de i montre un maximum pour i voisin de 15" et s'annule évidement pour i=O et 

i=90°. (hi remarque que la m a x h  de $$ est d'autant plus élevé et plus près de 
l'axe des ordonnées que l'excentricité est plus grande. D'ailleurs, pour e? 0,67, 

l'orbite perturbée (a=3,1 U.A) peut couper l'orbite perturbante ou même lui 

être tangente dans le cas i=O. Les perturbations augmentent alors indéfiniment. 

Au voisinage d'un tel cas, le ler ordre par rapport aux masses, admis à l'origine 

de cette étude est certainement une approximation insuffisante. Aussi, dans 

toute la suite, on adoptera une valeur maximm de l'excentricité, égale dans le 

cas présent à 0,67. 

do dw 
3.3.2.2. Etude de et de 

di2 Les figures 33 3 35 donnent les courbes de variations de et de - dt 

en fonction de o pour quelques valeurs fixées de i et de e .  On voit que ces 

dérivées ne sont pas indépendantes de o sauf si i et e sont très petits, auquel 

cas on retrouve le résultat de la théorie du ler ordre en i et e, 3 savoir 

do 
at et égaux en valeur absolue à 82:5 par an pour tout w. 

do Quels que soient i, e et w, % est toujours négatif : le noeud ne 
peut que rétrograder. Il n'est nul que si i=90°. Sa variation avec i est d'ailleurs 

analogue B celle obtenue pour e=O (Cf. fig. 30) de est une fonction croissante 
de i. 

. z 





a = %,1 U.A. 

Figure  33 



Pour w e t  i fixés, est  fonction décroissante de e. L'écart avec l e  cas e=O 

es t  plus important en w=90° qu'en w=OO e t  il e s t  d'autant plus grand que i 

es t  plus pe t i t  e t  e plus grand : on voit a ins i  que l 'écart  re la t i f  entre l es  
do valeurs de - en w=OO e t  w-90' a t te in t  50% pour i=0:05 e t  e=0,2. Pour l a  même 
d t  

excentricité, cet écart n'est plus que de 25% si i=20° e t  de 10% si  i=45O. 

L'écart à l a  théorie du le r  ordre en i e t  e es t  donc appréciable même pour des 

valeurs relativement peti tes de i e t  de e. 

Quant à l a  longitude du périhélie, sa dérivée $ n'est  pas toujours 

positive. Son mouvement peut ê t re  direct,  rétrograde ou même l ibratoire autour 
di3 d w d'une direction fixe dans l e  cas où. e s t  moyennement nul. On remarque que 

dépend peu de e mais beaucoup de i e t  de w : par continuité sur i , on voit qu ' i l  

existe une valeur il (e) , voisine de lgO, décroissant lentement avec e ,  t e l l e  
di3 que s'annule en u=9O0. 

L'inclinaison i (0) décroît légèrement avec l e  demi-grand axe : on en a 
1 

déterminé l a  valeur pour différentes valeurs de a en calculant par dichotomie 

l a  racine de l'équation da = O  avec e=O e t  u=90°. Les résultats sont présentés z 
dans l e  tableau V. 

TABLEAU V 



7% c i ,  par an) dw - (" par an) d t  n. 

3 $ (" par an) 

figure 34 (a = 3,1 U.A.) 



Notons que les courbes des figures 33 à 3 7  sont tracges pour des 

valeurs fixees de i et de e. Elles ne représentent pas le mouvement d'une petite 

planète donnée pour laquelle i et e varient. Avant de pouvoir déterminer complè- 

tement ce mouvement, il est utile de voir quelles sont les variations de w.  

On les déduit évidemment de celles de CI et de G : 

On a ainsi tracé (fig. 3 5  à 37) les courbes de variations de $ en 
fonction de u  lui-même pour quelques valeurs fixées de i et de e. 

Leur allure suggère plusieurs remarques : 

, Pour  t o u t  e n  p a r  c o n t i n u i t é  s u r  i. on v o i t  q u ' i l  e x i s t e  une  i n c l i n a i s o n  

i ' (e) pour l a q u e l l e  l a  composante  f o n d a m e n t a l e  du déve loppemen t  d e  F o u r i e r  
du 

en o d e  a  une  a m p l i t u d e  n u l l e .  e s t  a l o r s  s e n s i b l e m e n t  i n d é p e n d a n t  ZE 
d e  w  e t  v o i s i n  d e  165"/an q u e l  q u e  s o i t  e .  Pour  une  o r b i t e  d o n t  les  

d u  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s o n t  e e t  i '(e) , -J- n  ' e s t  cependan t  p a s  c o n s t a n t  t 
au c o u r s  du t emps ,  c a r  i e s t  lui-même v a r i a b l e .  La f o n c t i o n  i f ( e ) e s t  

c r o i s s a n t e ,  n u l l e  pour  e = O  : au  l e r  o r d r e  en  i e t  e ,  w est u n e  f o n c t i o n  

l i n é a i r e  du temps .  

, p o u r  t o u t  e,  p a r  c o n t i n u i t é  s u r  i, on v o i t  q u ' i l  e x i s t e  une  i n c l i n a i s o n  
d u  

i 2 ( e )  t e l l e  q u e  s ' a n n u l e  pou r  w = 9 O 0 .  Comme pour  c e t  w. z di de s o n t  z et z 
éga l emen t  n u l s ,  une o r b i t e  d o n t  l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  s e r a i e n t  e ,  i2(e) 

et  w = 9 0 °  e s t  s t a t i o n n a i r e  pou r  c e s  t r o i s  v a r i a b l e s .  Cet é t a t  est  permanent  

c a r  les é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  du  mouvement ne  dépenden t  que  d e  e ,  

i e t  w  e t  non du temps.  On v e r r a  d e  p l u s  q u ' i l  e s t  s t a b l e .  P o u r  une  t e l l e  

o r b i t e ,  s e u l s  l e  noeud e t  l e  p é r i h é l i e  s e  d é p l a c e n t ,  a v e c  un même mouve- 

ment r é t r o g r a d e  e t  un i fo rme .  La f o n c t i o n  i=i ( e )  e s t  l e n t e m e n t  c r o i s s a n t e .  2 
s a  v a l e u r  à l ' o r i g i n e  i (O) v a u t  2 g 0 , 6  pour  a=3,1 U.A. i Z ( 0 )  a  é té  d é t e r -  2 
miné,  comme i ( O ) ,  pou r  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  d e  a [Tab leau  51. Les r é s u l t a t s  1 
s o n t  en p a r f a i t  a c c o r d  a v e c  ceux  q u e  Y. Kosa i  a  o b t e n u  p a r  a i l l e u r s  [Cl311 
à p a r t i r  du développement  d e  l ' i n t é g r a l e  d e  l ' é n e r g i e  s u i v a n t  l e s  p u i s -  

s a n c e s  d e  a. On v o i t  q u e  l o r s q u e  a p a s s e  d e  2 U.A à 4. U.A, i (O) n e  2 
v a r i e  que d e  35',1 à 2Z0,7 .  A n o t e r  q u e  l a  v a l e u r  d e  i (O) t r o u v g e  p a r  2 
Gr. A. Antonacopoulos ,  v o i s i n e  d e  19' pour  a=3,1, est l o i n  d e  l a  v a l e u r  

e x a c t e  c e  q u i  mon t r e  que  son  développement  p o u s s é  j u s q u ' à  l ' o r d r e  4 en i 

et  e e s t  e n c o r e  n e t t  ement i n s u f f i s a n t  pou r  une  r e p r é s e n t a t i o n  c o r r e c t e  

du mouvement. 



(a = 3 , l  U.A.) 

Figure 35 

Figure 37 



dw . Pour  t o u t e  i n c l i n a i s o n  i n f é r i e u r e  à i (e), est p o s i t i f  q u e l  que  s o i t  w .  2 t 
du 

Pour  l e s  i n c l i n a i s o n s  s u p é r i e u r e s  à i ( e ) ,  l e  s i g n e  d e  - est t o u j o u r s  2 d t  
n é g a t i f  en w=90° e t  p o s i t i f  en w=O. C e c i  n e  p r é s a g e  en r i e n  d e  l ' e x i s t e n c e  

d ' o r b i t e s  p o u r  l e s q u e l l e s  l e s  v a l e u r s  w=O e t  w=90° s o n t  t o u t e s  deux  

a t t e i n t e s  a u  c o u r s  du temps .  Pour  en d é c i d e r ,  il f a u t  é t u d i e r  en même 

t emps  l e s  v a r i a t i o n s  d e  i, d e  e e t  d e  w ,  en  f o n c t i o n  d e s  c o n d i t i o n s  

i n i t i a l e s .  La combina ison  d e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  va  m a i n t e n a n t  p e r m e t t r e  

une  d e s c r i p t i o n  p r é c i s e  d e s  d i f f é r e n t s  t y p e s  d e  mouvements s é c u l a i r e s  

p o s s i b l e s .  

3 .4 .  Etude des mouvements sécuZaires 

L'étude numérique précédente a m i s  en évidence sur un cas particulier 

(a=3,1 U.A) des caractéristiques (notamment les  fonctions i, (e) e t  i2 (e)) qu'on 

retrowe pour tout a ,  e t  dont 1 'ordre de grandeur reste l e  même lorsqufon passe 

de 2 U . A .  à 4 U . A .  

Dans ces conditions, l'étude des mwements séculaires peut ê t re  f a i t e  

de façon plus générale en raisonnant pour a fixé mais quelconque, les  figures 

e t  les  exemples numériques étant pr is  pour a=3,1 U.A. e t  pour des astérofdes 

du système solaire. 

Partant du point de départ Po= (io ,eo ,wo) , on s a i t  que l e  point 

P=(i,e,w), représentatif de l 'orbi te  de l a  pet i te  planète de demi-grand axe a 

dans un repère tournant avec l e  noeud, parcourt une trajectoire qui es t  l1 inter-  

section du cylindre 
C ( i  ,el E G c o s i  = W cos;o = C 

O O 

e t  de l a  surface V(i,e,w)=Vo. 

On ne s a i t  pas déterminer simplement cette deuxième surface mais son 

intersection avec l e  cylindre e s t  l a  solution du système différentiel 

, f ,  

dont on connait quelques représentations graphiques par les  paragraphes précédents. 

Bi se plagant sur l e  cylindre, 1 'étude de $ OU de 2 permet de déterminer l a  

nature des trajectoires : 



c = 67 cosi 

Figure 38 



La figure 38 présente un projection sur l e  plan (e,i) l e s  cylindres 

re la t i f s  à quelques valeurs de Co. 

du D'autre part,  l a  candition = O  fournit une relation entre i, e e t  w 25 n à laquelle correspond une ::irface S qui admet les plans w = k comm plans w 

de symétrie. Eh limitant w à l ' intervalle CO, 180°1, on a représenté en projectionr 

sur le plan (e  , i )  les  intersections de cet te  surface par des plans w= Cte 
do (Cf. f ig . 38) . En un point (e , i )  situé sur 1 'une de ces courbes, g es t  nul pou: 

les valeurs de w qui y sont marquées e t  négatif pour w compris entre ces valeurs, 

On voit apparaître comme intersection de Sw par l e  plan w=90° l a  courbe i= i2(e ) .  

du Cette courbe e s t  l a  limite inférieure des inclinaisons en deça de laquelle 

est  positif  quel que soit o. 

Comme le mouvement de P se f a i t  sur l e  cylindre passant bar Po, il 

peut ê t r e  ut i le  de représenter son intersection éventuelle avec Su : développons 

p u r  cela l e  cylindre C ( i  ,e) =Co dans un plan (u ,w) , 1 'axe u=O correspondant à 

l a  génératrice e=O. Lorsqu'elle existe, (ie, Co <cos(i2(0)) (Cf. f ig.  38) 

l'intersection du cylindre e t  de Su e s t  une courbe Co, symétrique par rapport à 

l a  droite w=9O0, qui coupe l 'axe u=O en deux points Ml e t  M2 dtordonnées e t  

180'-mm. Elle coupe également l a  droite w=90° en un point M3 d'abscisse %. 

Cw délimite un domaine Du 3 l ' intérieur duquel $ est  strictement negatif. 

do Dans l e  reste du plan es t  strictement posi t if .  Notons que l a  pente de Cu 

est  nulle en Ml e t  M2 e t  infinie en M3 (Cf. f ig.  39). De plus, Do n'est convexe 

que s i  Co est  supérieur à une valeur Cl (voisine de 0,6 dans l e  cas a=3,1) . 

Figure 39 



Notons qu'à tout point du plan (u,o) correspond une orbite unique, sauf 

pour les points de l'axe u=O qui représentent l a  même orbite circulaire d'incli- 

naison i= Arc cos (Co) , e t  à condition que u so i t  inférieur à u représentant Z ' 
l a  longueur de l a  courbe C(i,e)=Co avec i e t  e posi t ifs  ; à pa r t i r  de l a  distance 

élémentaire de deux points du plan : 
2 

ds = d w 2 + d u  2 avec d u 2 = d i  2 + d e  2 

so i t  encore 2 du = de2 (l + O 

J "" (par (31) e t  (33)) 
(1 -eL) (1 -eZ-c:) 

u est  alors donné par 1 'expression : Z 

(on a limité e à 0,67 pour rester  dans l e  cadre du ler  ordre par rapport 

aux masses (Cf. 3.3.2.1)) 

du du En tout point P, % e t  déterminent de façon unique l e  vecteur vitesse 
du 2 

z ds2 du2 du 1. ~ ' é t u *  numérique de P par sa direction ( ) e t  son module -z +at 
du de e t  de $f fa i t e  précédemment permet a ins i  de connaître l a  fome de l a  t ra-  

jectoire de P dans l e  plan. 

Suivant que $ garde un signe constant ou non, deux cas sont à considérer : 

3.4.1. 5 cos(i2(0)) (= 0,87 pour a=3,1 U.A) 
iiii----ii--i-, 

Le cylindre ne coupe pas l a  surface Su (Cf. f ig  . 38) . Ce cas regroupe 

l a  presque to ta l i t é  des orbites de peti tes planètes. 

reste toujours strictement posi t i f .  Quel que soi t  l 'angle wo i n i t i a l ,  à5 
il existe toujours un instant pour lequel o passe par toute valeur comprise 

entre 0' e t  180". Prenons alors 1 'origine du temps quand w=O e t  soient w (t)  , 
e ( t )  , i (t) les  fonctions représentant l e s  mouvements séculaires de 1 'orbite. 

Elles forment l a  solution du système différentiel : 

do 
= f(o,e, i)  

d i  - e 
= h ( ~ . e ¶ i )  

2 
tg i  (1 -e ) 

oii f ,  g e t  h sont l es  intégrales doubles du type (24). 
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La parité de f e t  g par rapport à w (Cf.  3.1) entraîne que l e s  fonctions 

w l  (t) = -w(-t) , e ( t )=  e (-t) e t  il ( t )= i  (-t) constituent aussi une solution. 1 
On a en effe t  : 

- du - dwl f(wl ,el , i l )  = f ( -y  ,el , i l )  = f(w,e,i) - - 

Cornnie l a  solution es t  unique, on a nécessairement w (t)  =wl ( t )  , e ( t)  =el (t)  

e t  i ( t ) = i l  (t) .  o e s t  donc une fonction impaire du temps tandis que e e t  i en 

sont des fonctions paires. 

En désignant par 5 l e  temps mis par w pour passer de O" à 90°, l a  parité 
T 

de f e t  g par rapport à w+90° (Cf. 3.1) entraîne de l a  même façon que w(t+ I)  
T T es t  impaire du temps e t  que i ( t +  T) e t  e ( t+  7) sont paires. i e t  e possédant 

T ainsi deux axes de symétrie distants de sont périodiques de période T. 

De même, w possédant deux centres de symétrie distants de es t  périodique, 2 
modulo 180" avec l a  période T. 

de Corn l e  signe de es t  positif  pour w compris entre O e t  90" e t  négatif 

entre 90" e t  180°, on voit que e e s t  maximum pour w=90° e t  minimum pour O" 

e t  180". On a évidemment l 'inverse pour i. 

La figure 40 présente quelques unes des trajectoires du plan (u,w) corres- 

pondant à Co=0,95 e t  Co=0,87 (= cos(iZ(0)) pour a=3,1 U.A 



On voit sur ces figures que pour C fixé l 'inclinaison varie peu s i  l'excen- 
O 

t r i c i t é  e s t  faible ; e l l e  varie au contraire beaucoup s i  l 'excentricité e s t  

voisine de . La période du muvement en w e s t  de l 'ordre de quelques 

milliers d'années mais peut être plus importante pour l es  orbites pour lesquelles 

Co e s t  voisin de cos(ig(0)) e t  e t r ès  pet i t  ; dans ce cas l a  trajectoire passe 

du en effe t  près du point staalonnaire M (Cf. f ig.  40) où - s'annule. d t  

Remarques : . S i  e e s t  d i f f é r e n t  de zéro ,  e ne peut pas s ' annu le r  c a r  l e s  o r b i t e s  
O 

c i r c u l a i r e s  sont  s t a t i o n n a i r e s .  

. Comme e e s t  maximum pour w=90°, en c h o i s i s s a n t  des  condi t ions  i n i t i a l e s  

w =90° 'et e= E>O, l e s  v a r i a t i o n s  de  e sont  a l o r s  i n f é r i e u r e s  à E .  
O 

Les o r b i t e s  c i r c u l a i r e s  correspondant à C 2 0,87, c ' e s t - à - d i r e  t e l l e s  
O 

que i d i (O), sont  donc s t a b l e s .  2 

2. Mouvements sécuZaires du PÔZe e t  dudo in t  de L i z t  ............................ ---------_ 
Les trajectoires pr6cédentes sont cel les du pôle e t  du point de L i z t  

dans un repère tournant avec le noeud. Ce mouvement d'entraînement e s t  rétrograde 

e t  ne s'annule jamais. Pour tout a supérieur à 2 U.A,  on peut même préciser que, 

Co Btant supérieur à cos(i2(0)),  es t  toujours inférieur à -18" par an, ce qui clt 
correspond une révolution en moins de 72 000 ans. 

do do Comme e t  ne dépendent que de i, e e t  o (pour a fixé) e t  

sont périodiques en w avec l a  période 180°, ces deux dérivées sont aussi pério- 

diques en fonction du temps avec l a  période T. Sur une période, l e  noeud rétro- 

grade de l'angle QT tandis que l e  périhélie se déplace d'un angle 6$, dont l e  

signe dépend des conditions ini t iales.  Le mouvement du pôle (resp. du point de 

Lizt) e s t  alors périodique m&lo OT (resp. $) avec l a  période T. 

Co- $ est  toujours négatif, l a  courbe décrite par l e  pôle sur une 

période ne comporte pas de points doubles. On peut en outre préciser que i e t  e 

variant en sens contraire do , at- est  maximum en valeur absolue pour w=90° e t  mininami 

pour w=O (Cf. fig. 33).  La valeur moyenne de i sur une période es t  donc plus 

voisine de son maximum que de son mininami. Par contre, suivant que i es t  supérieur 

ou inférieur à il (O), 3 peut ê t re  positif  ou négatif. On voit d'après l a  figure 

38 qu ' i l  faut considérer deux cas : 



Eplacements du Pôle e t  du point de L i z t  en 8000 ans pour les  

condit ions in i t ia les  a = 3,1 U.A. 

i, = 10" 

Figure 41 



II. 22 

d' es t  toujours posi t i f .  La courbe décrite par l e  point de Lizt sur une z 
p6riode ne possède donc pas de points doubles e t  l e  mouvement se f a i t  

dans l e  sens direct. Fr& de 90% des astéroïdes entre 2 e t  4 U.A sont dans 

ce cas. 

La figure 4 1 donne un exemple d l integrat ion numérique du mouvement du 

pôle e t  du point de Lizt correspondant à ce cas (a=3,1 U.A e t  Co=0,983 ; 
avec une inclinaison de 10' e t  une excentricité de 0,15, cet exemple e s t  

bien repdsentat if  de l a  moyenne des orbites des peti tes planètes). 

On a tracé en &me temps les  trajectoires circulaires qui auraient été 

décrites par ces points dans l a  th6orie du l e r  ordre en i e t  e avec l e s  

mêrries conditions in i t ia les  . Notons que les  écarts en excentricité (au plus 

8,5% de l a  valeur maximum) e t  en inclinaison (au plus 7,8% du maximum) ne 

s'acnmnilent pas au cours du temps vu leur périodicité. Par contre, sur 

une pQriode (T~4100 ans) , l a  vitesse moyenne àu pôle (-96", 7/an) e t  cel le  

du point de L i z t  (681t,2/an) diffèrent de 17,3% de l a  valeur (k 82115/an) 

qu'on obtiendrait au l e r  ordre en i e t  e .  Dans ces conditions, l'invariance 

de O+' au 1 e r  ordre ne se conserve pas aux ordres supérieurs e t  l e s  écarts 

en longitude entre position réelle e t  position du l e r  ordre s laccumuient 

au cours du temps. 

b) Co < COS ( i l  (O) ) (1 94 astéroïdes entre 2 e t  4 U.A sont dans ce cas) --------------- 
dB es t  négatif dans un domaine Do du plan (u,w) analogue ZI Du at 

(Cf. f ig.  42). On voit  qu ' i l  faut envisager t ro i s  types de mwements suivant 

que l a  trajectoire de P dans ce plan passe à côté de ce domaine (cas l ) ,  l u i  

e s t  tangent (cas 2) ou l e  coupe (cas 3) . 

Figure 42 



Déplacements du Pôle e t  du point de L i z t  en 8 000 ans pour l es  
r 

Figures 43 - 44 

condit ions in i t ia les  
a = 3,1 U.A. 

i = 20' w = 0° 
O O 



- es t  toujours positif  : comme dans l e  cas Co% cos ( i ,  (O)) , l e  cas 1 ;~t 

mouvement du point de L i z t  se f a i t  donc sans point double dans l e  

sens direct. Cependant l e s  variations de i e t  da e sont en ggnéral 

plus importantes car l a  trajectoire de P correspond généralement 

dans ce cas à des excentricités notables. Les figures 43 e t  44 en 

donnent un exemple : l e s  amplitudes des variations de i e t  de e sont 

respectivement égales à 29% de l 'inclinaison maximum e t  à 20% de 

l 'excentricité maximum. On a représenté avec l e  mouvement du pôle 

l es  vecteurs d'erreurs de l a  théorie du l e r  ordre : nulle à l'origixi~? 

des temps, leur longueur a t te in t  rapidement l 'ordre de grandeur de 7. 

En effe t ,  sur une période (= 4000 ans) l a  vitesse moyenne du pôle 

(-1 1411/an) e s t  en valeur absolue 1,4 fois  plus importante que cel le 

donnée par l e  l e r  ordre (82115/an). Le décalage e s t  encore plus grand 

pour l e  point de L i z t  : sa vitesse moyenne (43", 7/an) e s t  1,9 fois  

plus faible que celle du l e r  ordre ; on remarque d'ailleurs qu'au 

voisinage de w=90°, l a  vitesse du point de L i z t  e s t  presque nulle. 

- dw s'annule en u=9o0 : l e  mwement du point de L i z t  présente alors cas 2 

un point de rebroussement. L'exemple de l a  figure 44 est  t r è s  voisin 

de ce cas. 

dG es t  négatif au voisinage de u=90° : l e  point de L i z t  rétrograde cas 3 

dans ce voisinage e t  l a  trajectoire e s t  formée de boucles. Cependant, 

l e  myen mouvement peut ê t re  posi t if ,  ml ou négatif suivant que 

1 ' angle : 
'P 

dont s v e s t  déplacé l e  point de L i z t  sur une période es t  posi t i f ,  

nul ou négatif. 

Pour déterminer une racine de 1 'équation $=O, on peut se f ixer  

deux conditions in i t ia les ,  e e t  w par exemple, e t  chercher l a  
O O 

troisième. Pour e =0,005 e t  w = O  on a trouvé i0=25:5 (avec a=3,1 UA). 
O O 

Si on a i o  >25:5, $ est  négatif e t  s i  io < 25y5, il es t  posi t i f .  

La figure 45 montre l e  mouvement du point de Lizt pour i=25:5 : 

c'  es t  un mouvement l ibratoire , l a  t rajectoire étant sensiblement 

circulaire, d6centr6e par rapport à l 'origine e t  parcourue en environ 

12 800 ans. 



Mouvement libratoire du point de L i z t  

[ a = 3,1 U.A. 

Période 

1 2  800 ans 

Figure 45 

Mouvement du Point de L i z t  rétrograde en moyenne r a = 3,1 U.A. 

Figure 45 bis 
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La trajectoire du pôle e s t  alors également f e d e  e t  sensiblement 

circulaire mais dans l e  temps 2T mis par l e  pôle pour faire un 
tour complet, l e  point de L i z t  décrit  deux fois  sa  trajectoire. 

La figure 4 5  bis montre un exemple de mouvement à point 

double,rétrograde en moyenne. On peut remarquer les  fortes variations 

relatives de e e t  l ' ins tabi l i té  de l 'orbi te  libratoire. On peut 

évidemment déterminer d'autres couples (io ,eo) donnant, avec l a  

condition wo=O,un mouvement libratoire ( i  .e $=O) : 

l'ensemble des racines de 1 'équation GT=O (avec oo=O) es t  une 

fonction i=i3 (e) dépendant peu de e e t  t e l l e  que i3 (0) so i t  sensi- 
blement égal a 25" ,S. Plus généralement, pour d'autres valeurs de a, 

on a l a  relation : 

On peut alors résumes ainsi  l e s  mouvements du pôle e t  du point de L i z t  : 

. Mouvement du pôle toujours rétrograde sans point double 

. Co 2 cos ( i l  (0) ) : l e  mouvement du point de L i z t  ne peut ê t re  que 

direct e t  sans point double. 

, Co z cos(i3(0)) : on a en plus l a  possibilité d'un mouvement 8 points 

doubles mais direct en moyenne, avec un cas particulier de 

trajectoire avec points de rebroussements. 

. Co a cos(i2(0)) ; on a en plus l a  possibi l i té  d'un mowement à point 

double, rétrograde en moyenne, avec un cas limite d'orbite libra- 
toire . 

. ûn va maintenant voir que l e  cas Co < cos(i2(0)) amène une possibi l i té  

supplémentaire : celle d'un mowement du point de L i z t ,  rétro- 

grade e t  sans point double. 

3.4.2. Co < cos (i2 (0)) (1 8 astéroïdes seulement correspondent à ce cas) 
mm------------- 

Le cylindre C ( i  , e) =Co coupe l a  surface S (Cf .  f i g  . 38) . I l  existe 
W 

alors un domaine Cu du plan ( u , ~ )  où $ est  négatif (voir f ig .  39 ou l a  courbe 

en pointillés de l a  fig. 46). Les trajectoires de ce plan peuvent ê t re  déter- 

minées notamment à par t i r  des signes de d& e t  de $ qui donnent en chaque point P 

l a  pente -? de l a  trajectoire qui y passe. La figure 46 montre comnent e l l es  
du 

sont disposées. 



e varie de 0,128 à 0,428 

i varie de 36y63 à 28y7 

T - 17 000 ans 

b l .  Co < Cl 

Figure  46 

Mouvements du pôle e t  du point de L i z t  de PALLAS 

Figure 47 



On distingue un domaine D oii l e s  trajectoires sont fermées e t  

correspondent à des oscillations de w autour de l a  valeur 90'. Ces trajectoires 

entourent toutes, sans se couper, un point M3 qui correspond à une orbite 

elliptique stationnaire stable. A l 'extérieur de Dl, on a des trajectoires 

progressives pour lesquelles w peut prendre toutes l es  valeurs. Entre ces d e n  

types de mouvement on trou\-,. une trajectoire conduisant l e  point P de Ml en M2 

en m temps infini.  (Notons que Ml e t  M2 représentent l a  &me orbite circulaire 

stationnaire, inclinée de 1 'angle arc cos (Co) ) . 

Ces trajectoires représentent aussi les  intersections du cylindre 

avec l a  famille de surfaces V(i,e,w)=Vo signalées en 3.2. M3 es t  un point de 

contact d'une de ces surfaces avec l e  cylindre tandis que Ml e t  M2 sont des points 

d'intersection ; autrement d i t ,  M3 e s t  un point double réel des branches imagi- 

naires, caractéristiques de l a  s tab i l i t é ,  tandis que Ml e t  M2 sont des points 

doubles réels des branches réelles, caractéristiques de l ' ins tab i l i t é .  

a) Tra;jectoirespm~re --- -------- - -------- ssives 

Cette classe de trajectoires es t  identique à celle étudiée précédem- 

ment pour Co z cos(i2(0)),avec cependant des variations de e e t  de i beaucoup 

plus importantes car les  trajectoires contournent l e  domaine Dl. D'autre part,  

s i  Co e s t  inférieur à une valeur C l ,  voisine de 0,6 dans l e  cas où a=3,1 U.A, 

l e  domaine Dl ne contient pas entièrement l e  domaine Cu : certaines trajectoires 

correspondant aux conditions in i t ia les  eo t rès  pe t i t  e t  wo=Oy traversent alors 

une partie de C amenant une pet i te  rétrogradation en w (Cf. f ig  . 4 6 ,b) . 
(1' 

Le mouvement du pôle e t  du point de L i z t  ne se distinguent pas du cas t ra i t é  

au paragraphe précédent pour Co 3 cos (ig (0)) , sauf par les  fortes variations de i 

e t  de e.  A t i t r e  d'exemple, les  figures 47 e t  48 montrent que le  mouvement du 

point de L i z t  de Pallas es t  rétrograde en myenne (?<O) , tandis que celui de 

I s t r i a  (no 183) e s t  direct en moyenne (%>O). 

I l  semble qu'un seul astéroïde ( le  no 1373) corresponde à ce cas 

(Cf. C131, ou C141). La périodicité de ces trajectoires, en i, e e t  w ,  évidente 
sur l a  figure 46 se démontre comme en 3.4.1 . l .  à par t i r  de l a  parité de di de 

du z de z 
e t  de, en LI , Corne les  trajectoires de DZ coupent nécessairement l a  droite 

m 

w=+90° en deux points Pl e t  P2 e t  que l e  temps i m i s  pour passer de Pl en P 2 e s t  
3 3 3 

f i n i  (car l a  vitesse du' est  strictement positive), l e s  graphes de 
m 
l i ( t )  e t  e ( t)  possèdent deux axes de symétrie distants de 2 e t  sont donc pério- 

diques de p6riode T. I l  en es t  de même de w ( t )  dont l a  variation es t  bornée. 



. . 
T période - 13 000 ans 

. . --  . 

Astéroïde no 1373 

I s t r i a  no 183 

dans un repère'.. 
absolu *. 

Figure 49 



La période T au voisinage du point M, peut d'ailleurs être évaluée 
à partir des courbes de variation de z, di de et de - dw au voisinage de w=90°. dt 

n En posant w= - w et v= u- U .  (% abscisse de %) , les équations différentielles 
du m e m e n t  au voisinage de sont très sensiblement de la forme : 

mL, 2 
at = 

au (en négligeant un terme en w ) 

(371 

avec a et 6 >O. 

Les conditions initiales uo>O et wo=O entraînent la solution : 

V = Vo COS f i t  

La trajectoire est une ellipse décrite dans le temps T = - Zn . ~a solution 
Jo;s 

d'équilibre en M3 est donc stable. Les valeurs de u et 6 pewent être tirées 
des courbes 31 à 37:par exenple pour e =O, 15 et io=300, u vaut environ 15" par 

O 
an et 6 20" par an d'oit la période T de 75 000 an;. 

La figure 49 représente le mouvement du point de Lizt de l'astéroïde 

no 1373 dans un repère tournant avec le noeud et dans un repère absolu. Il faut 
noter la grande amplitude des variations de l'excentricité (de 0,31 à 0,56). 

Dans le même temps i varie de 29i2 à 40y4. Cependant, sur une période, la 

valeur moyenne de e est plus proche de son minimum que de son maximum ; on a 

évidemment l'inverse pour i. 

Dans le repère absolu, le mwement du point de Lizt est toujours fitrograde, 

comme celui du noeud qu'il suit à 90' i21°. En particulier, pour le point M3 
stationnaire, le point de Lizt correspondant décrit un cercle, conxne le pôle, 

avec la &me vitesse négative et constante. 

c) -- Trdectoires ------ asymptotiques --- -- 
On peut montrer le caractère asymptotique du mouvement à partir de 

la f o m  des équations différentielles au voisinage de e=O. D'après la figure 36 

la variation de w pour les grandes valeurs de i peut être reprgsentee de façon 
approchh par 1 'expression : 

do = A + Bcos 2o z 
avec A et B >O, A < B. 



du Lorsque e es t  voisin de zéro, i e s t  pratiquement constant e t  - ne dépend 
dt 

de e que par son carré e2: A e t  B peuvent ê t re  considérés c o r n  constants. 

du - s'annule pou? les  valeurs o e t  n-am, ordonnées des points Ml e t  d t  m 
MZ sur l a  figure 46. 

du De l a  nême façon, z, t rès  sensiblement égal à es t  de l a  forme -dt, 
(Cf. f ig.  31) : 

(4 0) du = au s i n ~ o  at (a constante positive) 

De  (39) e t  (40) on déduit : 

do - A + Bcos 2 w  
cïU- au s~112w 

, Si uo es t  différent de zéro, e t  s i  wo e s t  différent de ou de n-w,, u 

a un minimum strictement positif  pour w=O e t  w= " l a  trajectoire ne coupe pas 2 '  
l'axe u=O. 

d'ail: (41) U = U  
O 

. S i  w =w (ou bum) ,  l a  solution e s t  de l a  forme : 
O m 

Elle représente un mouvement asymptotique éloignant l e  point P 

de Ml OU l e  rapprochant de M2 en un temps infini .  Cependant, dès que wo e s t  

différent de wm (uo étant t rès  peti t)  l a  t rajectoire ne passe n i  par Ml n i  par 

M2. Ceci montre l ' ins tabi l i té  de l 'orbi te  circulaire représentée par l e  point Ml 

ou M2. Comme de te l l es  trajectoires n'existent que s i  on a Co < cos(i2(0)) , on 
peut affirmer que les  orbites circulaires sont instables dès que leur inclinaison 

e s t  supérieure à i2 (0) . 

A + Bcos 2wo 

A + Bcos 20 

a 
'28 



4. CûNSEClU3CES SUR L'ANNEAU DES PETITES PL,ANEïES 

L'étude précédente ne peut pas s 'appliquer rigoureusement aux peti tes 

planètes du système sol.aire car on a négligé l 'excentricité eJ de Jupiter e t  

l'influence des autres planètes. 

L t  introducti.on de e en t rabe  cel le de wJ, argument mi périhélie de 

Jupiter ; cet argument n'intervient dans l es  équations (20) que dans les  combi- 

naisons u -+ u Si Jupiter e s t  l e  seul corps perturbateur, son périhélie e s t  J ' 
fixe mais oJ su i t  les  mêmes variations que l e  noeud de l a  pet i te  planète. 

Cependant, l a  petitesse de eJ (= 0,05) f a i t  que l e  mouvement doit peu dépendre 

de uJ : sa périodicité en u e s t  altérée mis reste approchée. 

L'influence des autres planètes contribue aussi à modifier cette 
périodicité, mais l ' e f fe t  l e  plus important semble devoir intervenir indirecte- 

ment par les  variations séculaires de 1 'orbite de Jupiter. 

Dans ces conditions, l a  représentation du muvement du pôle e t  du 

point de L i z t  d'une pet i te  planète par l a  composition de mouvements circulaires r 

P = C e  ih(a)t+ p(a,t) 

qui est  propre à l a  théorie du l e r  ordre en i e t  e ,  doit ê t re  mdifi6e lorsqu'on 

passe aux ordres supérieurs. 

D'une part,  l e  mouvement propre Ce ih(a)t, circulaire e t  uniforme, doit ê t re  
remplacé par l e  mouvement plus complexe C(t) e d où ~ ( t )  e t  , t (t) ont des 

variations périodiques en rapport avec l a  périodicité de w. D'un point de vue - 
dZ statistique, on peut ne considérer que leurs valeurs moyennes C e t  - , mais 
dt 

qui diffèrent de celles fournies par l e  ler  ordre en i e t  e .  

D'autre part,  l e  point myen P(a , t )  du 1 e r  ordre ne dépend que du demi-grand 

axe mais par 1' intermédiaire de (a) . Aux ordres supérieurs, l a  vitesse angulaire 

du mowement propre dépend non seulement de a mais encore de i, e e t  w . 
Dans ce cas, l a  détermination du pôle moyen théorique (ou point de L i z t  myen) 

d'un ensemble de peti tes planètes ne peut plus se faire suivant l e  seul paramètre 

a ; s i  on veut trouver l a  coïncidence entre l e  point moyen observé e t  P(a,t) 
il faut limiter l 'inclinaison e t  l 'excentricité de façon à rester  dans l e  voisi- 

nage du l e r  ordre en i e t  e. 



Pratiquemnt , il semble que l a  condition 

Qcosi > cos(il (0)) 

permette de rester dans un voisinage satisfaisant du l e r  ordre notamment pour 

l e  mouvement du point de L i z t  propre qui, dans ce cas, s'effectue dans l e  sens 

direct e t  sans points doubles. Comme cette condition rassemble près de 90% 

des astéroïdes, l e s  points myens trouvés resteront encore bien représentatifs 

de l'ensemble des peti tes planètes. 

Enfin, l e s  résultats de ce chapitre suggèrent quelques remarques à 

propos des familles d'astéroïdes (Cf C61 e t  1171). Celles-ci sont caractérisées 

par l a  similitude des demi-grands axes, des inclinaisons propres e t  des excentri- 

c i tés  propres de chacun de leurs membres. Elles dépendent donc directement de 

l a  théorie du ler  ordre en e e t  i. Le f a i t  qu'aux ordres supérieurs on ne 

retrouve plus ces quantités constantes permet de se demander s i  l a  notion de 

famille ne pourrait pas s'étendre à des ensembles d'astéroïdes de demi-grands 

axes voisins e t  dont les  éléments propres subissent l es  mêmes variations sécu- 

laires.  I l  faudrait pour cela étudier plus en détai l  1 'influence de 1 'excentricité 

de Jupiter e t  des autres planètes. 

Dl autre part ,  dans quelques familles, appelées ''Jet streams" ou 

"courants" (Cf. Cl 51, Cl 61 e t  Cl 71), on a mis en évidence des similitudes entre 

les  périhélies propres W~ a insi  qul entre l es  noeuds propres ol . Le passage aux 

ordres supérieurs devrait permettre d'améliorer l a  connaissance de leur évolution. 

En e f fe t ,  au ler  ordre en i e t  e ,  les  quantités ol e t  e varient linéairement 1 
en fonction du temps : 

w1 = w0 + aoo(t-to) 

O 1 = O 0  - a oo (t-to) 

On en conclut que l a  quantité G+o e s t  un invariant (Théorème de Chazy). 

Si à un instant donné, les  longitudes des noeuds propres de plusieurs 

astéroïdes sont égales, ainsi que celles de leurs périhélies, e l l es  ne l e  res- 
tent pas en genéral car aoo dépend des demi-grands axes, mais leur somme reste 

constante. Dans un parei l  cas, on devrait observer 1 'étalement des valeurs de o 
e t  de dans des intervalles de &me longueur, mais aucun étalement des valeurs 

de @+a* Eh réalité,  dans tous l es  courants détectés, l a  dispersion des (O+@ e s t  

du même ordre de grandeur que celle de e t  de G. 



Celle-ci pourrait s'expliquer lorsqu'on passe aux ordres supérieurs en i e t  e ; 

en effe t ,  les  vitesses du noeud e t  du périhélie ne sont plus constantes n i  même 

égales en valeur absolue : l e  théorème de Chazy n'est donc plus valable. 

Par exenple , l e  courant JI , l e  plus signif icat if  (32 membres) , 
signalé par Arnold C 1 71 , possède les  éléments propres moyens suivants : 

a = 2,21 U.A. 

i = 4" O = 214" 

e = 0,12 0 = 11" 

On trouve par l a  d thode  de Gauss que l a  vitesse du noeud varie de -31','3 

à -37" par an tandis que cel le  du périhélie osci l le  entre 2973 e t  3173 par an. 

Leurs valeurs moyennes sur une période sont respectivement égales à -3472 e t  
30v6 par an. On a donc une dérive myenne de o+6 égale à 376 par an. 

Cependant, l e s  éléments i e t  e du courant sont dispersés respectivement 

de 0i5 B 7" e t  de 0,07 à 0,17. La dérive de o+6 varie donc d'un astéroïde à 

l 'autre, provoquant l'étalement des valeurs de @+o. On constate que cet étalement 
es t  égal à 255'. 

Par ailleurs, l a  dispersion des demi-grands axes entre 2,17 e t  2,25 U.A. 

entrake une dispersion de 2v4 par an sur les  vitesses du noeud e t  du périhélie. 

L'étalement des valeurs de 0 e t  de 6 (1 63" pour 0 e t  154" pour 6) correspondrait 

à une durée myenne d'expansion de 240 000 ans. L'étalement de 255" pour l e s  

valeurs de WG correspondrait dans ce cas à une dispersion des dérives de 0+6 

égale à 378 par an. Cette dispersion, comparable aux 3','6 par an, sera i t  explica- 

ble par l a  théorie des perturbations séculaires d'ordre supérieur. 

La mise en évidence des limitations de l a  théorie du l e r  ordre en i 

e t  e devrait inci ter  à reprendre 1 'étude aux ordres supérieurs e t  en tenant 

compte de toutes l e s  grosses planètes. Elle devrait permettre une meilleure 

connaissance de l a  structure de l'anneau des pet i tes  planètes, mais aussi de 

son évolution à long terme. 



CHAPITRE III : DETERMINATION W POLE MOYEN ET DU POINT DE LIZT MOYEN 

DE L'ANNEAU DES PETITES PLANETES 

Les 1725 petites planètes cataloguées dans les éphémérides de 

Leningrad [241 ne représentent qu'une petite partie de l'ensemble existant 

dans le système Solaire : les dénombrements effectués par l'observatoire de 

Mac Donald en 1958 C251 pour les astéroïdes plus brillants que la magnitude 16 

(magnitude moyenne à l'opposition) puis ceux des Observatoires du Mont Palomar 

et de Leyde en 1970 E261 pour les astéroïdes d'éclats plus faibles montrent 

que leur nombre cro?texponentiellement avec la magnitude. 

D'après ces études, on peut voir que le catalogue 1241 est complet à 

100 % jusqu'à la magnitude 14 et à 95% jusqu'à la magnitude 15. Au-delà, les 

astéroïdes connus ne représentent qu'un échantillonnage affecté par des effets 

de sélection qu'il convient d'éliminer pour déterminer le pôle moyen et le point 

de Lizt moyen de l'anneau des petites planètes. 

Ces effets de sélection ont été bien mis en évidence par T. Kiang 

en 1966 [31 sur l'hypothèse essentielle de la constance de la distribution des 

élémnts d'orbite lorsqu'on passe d'une tranche de magnitude à la suivante. 

Cette hypothèse semble confirmée par le récent "Palomar-Leyden Asteroid Survey" 

C261, tout au moins pour la distribution des demi-grands axes, et des excentri- 

cités. 

Tout d'abord, dans le catalogue 1241, les astéroïdes de magnitude 

supérieure à 15 manifestent une surabondance de faibles inclinaisons car leur 

recherche s'effectue surtout au voisinage de 1 'écliptique. D'autre part, 1 'étude 

de la distribution des longitudes d'astéroïdes au moment de leur découverte 

montre deux maxjmums très nets aux longitudes 0" et [150°-1 80°] ; ils sont dus, 
semble-t-il, aux conditions d'observations plus favorables en Septembre et en 

Mars pour les principaux observatoires engagés dans la recherche des petites 

planètes. Ce facteur saisonnier combiné avec le facteur latitude donne une 

surabondance de noeuds d'orbites aux longitudes 0" et 11 50"- 1 80'1 pour les 

ast6roïdes de magnitude supérieure B 15. Par contre, on ne voit pas apparaître 
d'effet de sélection dans la distribution des pôles d'orbite en deçà de la 

magnitude 15. 
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De l a  mSme manière, on observe une surabandance de fortes excentri- 

c i t é s  pour l e s  astérofdes de magnitude supérieure à 16 : il semble que, les  

astéroïdes étant classés par tranches de magnitude, dans une tranche fixée l es  

premiers découverts soient ceux dont 1 'excentricité e s t  élevée, ce t te  découverte 

se  faisant au voisinage Bhl périhélie. Cependant, l e  facteur saisonnier n t  appa- 

r a î t  pas nettement dans l a  distribution des périhélies. Fm conclusion, l a  

distribution des points de L i z t  des peti tes planètes n'est correcte qu'en 

deçà de l a  magnitude 16. 

La détermination du pôle moyen de l'anneau des peti tes planètes pourra 

donc se fa i re  avec les astéroïdes du catalogue [241 dont l a  magnitude es t  

inférieure à 15, tandis que pour obtenir l e  point de Lizt moyen on ut i l i sera  

l e s  astéroïdes de magnitude inférieure à 16. 

Parmi l e s  astéroïdes ayant s a t i s f a i t  aux conditions d'éclat précé- 

dentes, on élimine ensuite ceux qui ne sont pas concernés par l a  théorie des 

perturbations séculaires exposée dans l es  Chapitres 1 e t  II à cause de leur 

mouvement moyen commensurable avec celui de Jupiter. Il  s 'agit des petites 

planètes du groupe Troyen (a = 5,2 U.A.) , celles du groupe de Hilda (a=3,95 U.A.) 

e t  de Ihnigaria ( a-1,95 U.A.) . Leur situation, bien en marge de l'anneau des 

peti tes planètes, e t  leur pe t i t  nombre les  rendent d'ailleurs peu représentatives 

de 1 'ensemble. Pratiquement, on ne conserve que les  orbites de demi-grand axe 

compris entre 2 U.A e t  3,5 U.A. 

Ehfin, comme on l ' a  vu au chapitre I I ,  une dernière condition : 

élimine les  pet i tes  planètes qui ne suivent pas de près l a  théorie des pertur- 

bations séculaires du l e r  ordre en i e t  e .  

I l  reste dans ces conditions 727 pet i tes planètes pour déterminer l e  

pôle moyen P, e t  1183 pour l e  point de L i z t  moyen L. Dans l e  repère écliptique 

1950,0, ces points ont pour coordonnées : 

= Oz976 (distance polaire myenne) 

0 = 10z23 (longitude du pôlemoyen) m 

e = Oz0439 (excentricité moyenne) 

m (longitude du périhg1 i e  moyen) 



Point de L i z t  moyen de l'anneau des petites planètes 



Le demi-grand axe moyen des 727 orbites est  de 2,7744 U.A. , e t  

celui des 1183 orbites 2,7576 U.A. 

Sur les  figures 50 e t  51, on a marqué d'une croix les points P e t  L ainsi 

que les points correspondants de Jupiter e t  de Saturne e t  on a représente l e  

lieu des points myens théoriques déterminés au chapitre 1. Le t r a i t  qui relie 

l e  point moyen observé (P ou L) e t  l e  point moyen théorique (P(2,77 U.A) ou 

L(2,76 U.A)) correspondant B l a  moyenne des demi-grands axes des petites 

planètes sélectionnées permet d'apprécier l a  concordance entre l a  théorie e t  

1 'observation. 

Plus p d c i s h n t ,  on peut déterminer l 'erreur à craindre sur l a  posi- 

tion de P e t  de L. Dans ce but, on a partage llensemble des N petites planètes 

sélectionnées en M groupes d'environ 60 membres (727 = 7 groupes de 61 + 

5 groupes de 60, e t  1183 = 3 groupes de 60 + 17 groupes de 59). 

Les petites planètes sélectionnées étant rangées par numéros croissants, 

c o w s e  l e  ler  groupe avec l a  1ère petite planète, l a  ( M + I ) ~ ~ ,  l a  ( ~ h l * 1 ) ~ ~  
. . . , l e  2ème groupe avec l a  zèm, l a  ~ + 2 ) ~ ~ ,  l a  ( Z M * ~ ) ~  . . . . . , e t  ainsi 

de suite jusgu'au groupe. On obtient ainsi une bonne homogénéisation des 

groupes : on évite notamnent que l e  ler  groupe ne soit  composé que des plus 

gros astéroïdes (les premiers numérotés, car les premiers décowerts) . 
Les points myens Pi (ou Li) de chacun de ces groupes redonnent, lorsqu'on 

en fa i t  l a  moyenne, l e  point P (ou L); on les a représentkpar des points ronds 

sur l a  figure 50 (ou 51) . Conme chacun d'eux représente l a  moyenne d'un grand 

nombre de points (60 environ), leur distribution suit  l a  lo i  normale. L'écart 

quadratique moyen sur chacune des coordonnQes de P (ou de L) permet de déduire 

d'abord l 'erreur à craindre sur celles-ci : 

puis, l e  rayon du cercle dans lequel l e  point P (ou L) a l a  probabilité 1/2 

de se trouver : 
R =  E = 1,177 E. 

Pour l e  pôle, les\aleurs trouv6es : ux = 0:68 e t  o = 0I83 sont conpatibles 
Y 

avec l a  symétrie de rQvolution de l a  distribution des Pi autour de P. Avec l a  

valeur moyenne a=0:75, on obtient : 



III .4 

Pour l e  point de Lizt, 11 se t rowe que a e t  a sont égaux 0,014. x Y 
C h  en dédbiit : 

Ce sont l e s  cercles Oe rayon R qui sont tracés sur les  figures 50 

e t  51. Le rayon du cercle dans lequel P (su L) a 99% de chance de se trouves 

e s t  2,58 fois plus grand que R. On voit donc que l a  concordance entre l a  

théorie e t  1 'observation e s t  satisfaisante. 

Une étude analogue peut ê t re  fa i t e  en fonction du demi-grand axe : on 

partage l'ensemble des astérofdes en t ro i s  sous-ensembles disjoints respectant 

l e s  principales lacunes de l a  distribution de a : 

groupe 1 : entre 2 U.A e t  2,507 U.A : 147 astéroïdes 

groupe 2: ' O  2,507et2,815U.A : 278 " 
groupe 3: " 2 ,815e t3 ,5  U.A : 302 

Le nombre dlastérof des indiqué pour chacun des groupes correspond à l a  

sélection : mo r 15 e t  4 7  cosi 3 cos(il (0)). Les pôles myens correspondants 

Pl,  Pz e t  P3 sont indiqués par un point triangulaire sur l a  figure 50 e t  sont 

re l i és  par un t r a i t  aux pôles myens théoriques. On ne peut pas dire que l a  

concordance soi t  évidente, mais il es t  vrai que l a  précision de définition de 

Pl Pz e t  Pz, proportionnelle a l a  racine carrée du nombre d'astéroïdes 

u t i l i sés  dans l a  moyenne, e s t  respectivement 2 ,2 ,  1,6 e t  1,s fois  moindre que 

cel le  de P. 

En ce qui concerne l e s  points de L i z t  , l a  décomposition en t ro i s  groupes 

t i en t  compte de l a  discontinuité des points de L i z t  moyens théoriques pour 

a=2,64 U.A. o 

groupe 1: entre 2 U.A e t  2,64 U.A. : 408 astérofdes 

groupe 2: entre 2,64 e t  2,815U.A: 275 0 1  

groupe 3: 2,815 e t 3 , 5  U.A:500 1' 

Les points de L i z t  myens correspondants : L I ,  L2 e t  L3, sont indiqds  par un 
point triangulaire sur l a  figure 51. La corrélation entre points myens théori- 

ques e t  observés semble i c i  meilleure que dans le  cas des pôles. 



On a pensé améliorer cet te  corrélation en 6liminant l es  astéroïdes 

faisant partie d'un courant (ou "jet stream"). Ceux-ci sont en e f fe t  caractérises 

par l a  similitude de leurs pôles propres e t  de leurspoints de L i z t  propres, 

entraninant une dissymétrie Jans l a  distribution des pôles e t  des points de Lizt. 

Cependant, l e  décalage des points moyens résultant de cet te  élimination es t  

insignifiant e t  n'améliore pas l a  concordance entre l a  théorie e t  l'observation. 

Il faut sans doute rechercher l a  cause de ce défaut de concordance dans l e  

nombre insuffisant de peti tes planètes dans chacun des t ro i s  groupes. 

Enfin, à t i t r e  indicatif,  on a marqué par un point carré l e  pôle 

moyen PT e t  l e  point de L i z t  moyen 4 correspondant à l'ensemble des peti tes 

planètes cataloguées C241 (avec 2 s a r 3,s U.A). On peut voir de cet te  façon 
l'importance des effets  de sélection présents dans l e  catalogue. 

Remarque : Le p l a n  moyen d e  l ' a n n e a u  d e s  p e t i t e s  p l a n è t e s  e s t  s i g n i f i c a t i v e m e n t  

d i f f é r e n t  d e  1 ' é c l i p t i q u e ,  e t  l a  l o n g i t u d e  du p ô l e  moyen est a c t u e l l e m e n t  

s e n s i b l e m e n t  l a  m&me q u e  c e l l e  du p o i n t  d e  L i z t  moyen. Ces deux  c o n s t a t a -  

t i o n s  combinées  au  f a i t  que  l e s  a s t é r o I d e s  p a s s e n t  d a v a n t a g e  d e  temps  

d a n s  l a  p a r t i e  a p h é l i q u e  d e  l e u r  o r b i t e  que  d a n s  l a  p a r t i e  p é r i h é l i q u e ,  

e n t r a f n e n t  qu 'on  d e v r a i t  t r o u v e r  en  moyenne d a v a n t a g e  d ' a s t é r o ï d e s  au  

n o r d  d e  l ' é c l i p t i q u e  qu ' au  sud.  C'est à l a  c o n c l u s i o n  i n v e r s e  q u ' a b o u t i -  

r e n t  Kresak  e t  Nar in  141 p a r  une  s i m u l a t i o n  d e s  mouvements d e  t o u s  l e s  

a s t é r o ï d e s  c a t a l o g u é s  [ s a n s  é l i m i n e r  l e s  e f fe ts  d e  s é l e c t i o n )  : Il 

s ' a g i s s a i t  d e  d é t e r m i n e r  u n e  zone  d e  mo ind re  f r é q u e n t a t i o n  d e s  a s t é r o I d e s  

p o u r  l imiter  l e s  r i s q u e s  d e  c o l l i s i o n  a v e c  eux  d ' u n  é v e n t u e l  v a i s s e a u  

s p a t i a l  l a n c é  v e r s  J u p i t e r .  D ' a p r è s  l e s  é l é m e n t s  moyens d e  l ' a n n e a u  d e s  

p e t i t e s  p l a n è t e s ,  il v a u d r a i t  mieux p a s s e r  au sud q u ' a u  n o r d  d e  l ' é c l i p t i -  

que ,  ma i s  en r é a l i t é ,  on d o i t  p o u v o i r  n é g l i g e r  c e t t e  d i s s y m é t r i e  p a r  

r a p p o r t  à l ' é c l i p t i q u e ,  v u e  les  très p e t i t e s  v a l e u r s  d e  i e t  d e  em. m 



C O N C L U S I O N  

La concordance entre points moyens théorique e t  observé manifeste 

une corrélation entre l es  pôles des petites planètes e t  ceux de Jupiter e t  

de Saturne, ainsi  qu'entre leurs points de L i z t  e t  celui de Jupiter : l a  

position moyenne dans l e  temps du pôle (resp. point de Lizt) d'une pet i te  

planète es t  en effe t  l e  pôle <rl du plan du maximum des aires (resp. 1 'origine) , 
mais à tout instant, l e  pôle moyen (resp. point de L i z t  moyen) de l'ensemble 

des peti tes planètes es t  significativement différent de J.( (resp. de l 'origine). 

La théorie des perturbations séculaires montre en outre que l'évolution à long 

terme de ces corrélations e s t  l i ée  aux variations séculaires des éléments 

d'orbite de Jupiter (Cf .  I,6). 

Cette concordance, signe de l a  régularité de l a  distribution des 

pôles e t  des points de Lizt autour de leur point moyen (Cf. I,6) , implique l a  

s tab i l i t é  de l a  distribution de ces éléments, e t  ne permet donc pas de préciser 

l'évolution passée de l a  structure de l'anneau. 

D'ailleurs, l tétude fa i t e  i c i  ne constitue à cet égard qu'une 

première approximation consistant à négliger l ' intéraction des petites planètes 

l e s  unes sur l e s  autres : dans un prolongement de cet te  étude, il faudrait en 

réal i té  tenir  compte des modifications possibles des éléments d'orbite dues 

aux rapprochements e t  aux collisions des astéroïdes. 

Cette étude pourrait ê t re  réalisée de façon stat is t ique e t ,  pourrait- 

on dire, ltthermodynamiquet', en considérant l a  ceinture d'astéroïdes cornne un 

nuage de points (dont on a précisé i c i  l e s  élémnts moyens) caractérisé par 

une certaine distribution de masses (densité) e t  animé d'un muvement d'ensemble 

autour du Soleil (vent de peti tes planètes) ; à ce mouvement d'ensemble se 

superpose une agitation des peti tes planètes (température), caractérisée par une 

certaine distribution des vitesses résiduelles, en rapport avec l a  distribution 

des inclinaisons e t  des excentricités des orbites ; c 'es t  cet te  agitation qui 

e s t  seule responsable des rapprochements e t  des collisions. 



Le calcul de l a  probabilité de présence de deux astéroPdes dans un même 

voisinage e t  de leur vitesse à cet endroit, permettrait de déterminer une 

probabilité de déformation des orbites qui résulte d e d e  rapprochement éventuel. 

Après intégration à tout l'espace e t  à tous l es  astéroïdes, on pourrait ainsi  

déterminer Ifévolution de l a  distribution des éléments d'orbite des peti tes 

planètes en rapport avec leurs intéractions. 
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