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INTRODUCTION

Les €léments moyens auxquels on s'intéresse ici, sont d'une part
le plan moyen de 1'anneau des petites planétes, d'autre part 1'excentricité
et le périhélie de cet anneau. Le plan d'une orbite est caractérisé par son pdle,
point représentatif sur la sphére céleste du vecteur unitaire normal au plan ;
le point du plan complexe : sing e‘7.6 (jz = -1) représente alors, 3 une rotation
de 90° prés, la projection sur un plan de référence (par exemple 1'écliptique
d'une certaine €poque) du pdle d'une orbite inclinée de 1'angle < sur ce plan,
et dont le noeud est 3 la longitude 0. Le pdle moyen de »n planétes est le
barycentre de leurs n pdles &galement pondérés et le plan moyen des » orbites
sera, par définition, le plan passant par le Soleil, qui a pour pdle ce pdle

moyen.

De la méme fagon, le point du plan complexe e ej& définit ce qu'on
appelle le vecteur de Lizt ou le point de Lizt d'une plandte dont 1'excentricité
est e et dont la longitude du périhélie (dans un repére convenable) est . Le
point de Lizt moyen de n petites plan&tes, barycentre de leurs n points de Lizt
€galement pondérés définit alors 1'excentricité moyenne et la longitude moyenne
du périhélie des n orbites.

Avec ces définitions, on trouve 1'inclinaison du plan moyen (sur
1'écliptique par exemple) et 1'excentricité moyenne bien différentes de la
moyenne des inclinaisons et de la moyenne des excentricités. En fait, ces deux
dernires quantités (respectivement égales 3 835 et 0,15) caractérisent plutdt
la dispersion des p8les et des points de Lizt autour de leur point moyen.

On retrouvera aussi l'accumulation des périhélies dans la direction
du périhélie de Jupiter, corrélation qui fut décelée et expliquée d&s 1860 par
Newcomb [8], puis confirmée par toutes les &tudes ultérieures (Cf. [9], [101,
(181, [41). Par contre, la corrélation analogue des noeuds avec le noeud de
Jupiter, prédite par Newcomb, ne fut jamais trouvée évidente.



En fait, 1'utilisation des pSles est nécessaire car la considération
des noeuds indépendamment des inclinaisons conduit 3 rattacher les orbites 3
1'écliptique, repére auquel les petites planétes ne sont pas associées de

fagon naturelle.

Ainsi, la détermination récente [1] du pdle moyen des 1725 orbites
cataloguées [24] le situe & peu prés aligné avec le pble de Jupiter et celui de
plan invariable du Systéme Solaire. La théorie des perturbations séculaires
des plans d'orbite, limitée a4 l'ordre 1 des inclinaisons, avec Jupiter pour
seul corps perturbateur, justifie qualitivement ce résultat mais le rapport
théorique des distances entre ces pdles ne concorde pas avec celui donné par
1'observation. C'est pour trouver les raisons de désaccord et aussi pour réaliser
une €tude analogue avec les points de Lizt que fut entrepris ce travail.

Dans une premiére partie, on a ainsi repris 1'étude des perturbations
séculaires des pOles et des points de Lizt des petites planétes et tenant compte
des effets de toutes les grosses plan€tes, mais en limitant au ler ordre les
inclinaisons et les excentricités. Cette théorie, connue depuis longtemps, est
présentée d'une fagon particuliére : d'une part, on utilise la notation matri-
cielle, trés concise, d'autre part on visualise les résultats en présentant
les trajectoires décrites par les pGles et les points de Lizt des grosses
planétes sous 1l'effet des perturbations séculaires. Il apparait alors que le
degré de complexité de ces courbes peut caractériser d'une certaine facon le
pouvoir perturbateur de la planéte considérée.

Cette théorie du Ter ordre permet de prévoir que, sous 1'hypothése
de la régularité de la distribution des pSles et des points de Lizt d'un grand
nombre de petites planétes, leur pSle moyen est sensiblement aligné avec les
poles de Jupiter et de Saturne, et décrit, en phase avec eux, a peu prés un
cercle en 50 000 ans. Quant 3 leur point de Lizt moyen, il décrit une épicycloide
presque parfaite (p€riodes 58000 ans et 349000 ans) en phase avec le point de
Lizt de Jupiter ; on retrouve alors la corrélation des périhé€lies indiquée
plus haut, et on peut prévoir son évolution 3 long terme.

Cependant 1'application de cette théorie aux petites planétes du
systéme Solaire demande quelques précautions 3 cause des valeurs élevées que

peuvent prendre 1'inclinaison et 1'excentricité.



Aussi dans une deuxieéme partie, on a étudié les mouvements séculaires
du pble et du point de Lizt d'une petite plan€te sans limitation de 1'ordre
de 1'inclinaison et de 1l'excentricité. Cette €tude numérique, fondée sur la
méthode de Gauss, ne concerne cependant que le cas oll Jupiter est le seul corps
perturbant et posséde une orbite circulaire, mais suffit pour montrer les
limitations du Ter ordre ; le mouvement du pdle est toujours rétrograde tandis
que celui du point de Lizt peut &tre direct ou rétrograde ou méme libratoire
autour d'une direction fixe, selon les conditions initiales.

Enfin, dans une troisiéme partie, aprés 1'élimination des effets de
sélection du catalogue des petites planétes, on constate 1'accord entre les
positions théorique et observée du pSle moyen et du point de Lizt moyen de

1'anneau des petites planétes.



CHAPITRE I :

THEORIE DES PERTURBATIONS SECULAIRES DU ler ORDRE

L'ensemble des corps en présence est constitué par les neuf grosses

planétes du systéme solaire et »n petites planétes. La distinction entre grosses

et petites planétes est due 3 leur masse :

les neuf grosses planétes ont une

masse suffisante pour se perturber sensiblement 1'une 1'autre tandis que les

petites planétes ont une masse trop faible pour perturber les grosses mais

sont perturbées par elles. Dans ces conditions, les &quations du mouvement

des grosses planetes ne dépendent pas des petites. Elles peuvent &tre résolues

séparément et il suffira ensuite de reporter leur solution dans les équations

du mouvement des petites planétes.

1. GROSSES PLANETES

L'expression générale des in€galités séculaires des grosses planétes

s'obtient facilement lorsqu'on limite la fonction perturbatrice a 1'ordre 2

en inclinaison et en excentricité, (Cf. [2] p. 404 ou [51). On note :

S Q9

L\

e o

3 o,
R xR

demi-grand axe de 1'orbite de la k
moyen mouvement sur l'orbite de la k

excentricité ' "

inclinaison "

longitude du noeud "

longitude du Eérihélie "

masse de la k°™° planéte "
70

. k _ .
sin zk e = pk + 1qk

e e = hk + izk

“M® blanste (1 < k < 9)
eme planéte

"

1A

représentation complexe de la projection

du pble de 1la k™ orbite sur 1'écliptique

représentation complexe du vecteur
de Lizt.



_ Les équations de Lagrange pour les parties réelles et imaginaires
s'écrivent (Cf [2] p. 407) :

P 1 R Ay g Ry
ac 2 dq o dt 2 3p
O ne 9 K e % K
dy g R Ay g Ry
az az 37, L 42 ahk
" % "

Rk est la partie s€culaire de la fonction perturbatrice de la planéte k
limités 3 1'ordre 2 enp, g, h et L :

9
_ 2 2 2 2 2 _ 2 _ 2 _ 2
(2) Rk =C+ 321 fmJ Nkj (hJ + ZJ- + hk + Zk pj Qj Pr = 4 + z(pjpk +qjqk))
J#k

f est la constante de Gauss

Les coefficients Nﬁk et ij ne dépendent que des demi-grands axes (a ak)
Les équations (1) s'écrivent pour les variables Uy et vy
duk 9
= A k=1, ..., 9
gg— j§1 7(,] 1 UJ ’ ’
(3)
dvk 9
- = B .< k=1, ..., 9
I j§1 kit SRR
On a Nkj = Njk et ij = ij mais Akj # Ajk et Bkj # Bjk G #K

On peut transformer ces inégalités en égalités par le changement de variables :

Uy = ag Yy U
vy, = ak m Vg

Chaque nouvelle variable représente aussi bien le pdle ou le vecteur de Lizt
d'une planéte que 1l'ancienne puisqu'elle n'en différe que par un facteur constant,
qui est la racine carrée de son moment cinétique orbital.



I.3

Les équations (3) deviennent alors :

r M =-B7'<k=-—2LZ.;kmj N

duzézg L "k Y
(3" = 7 AkJ avec 1, = 7 mkmj N, . =A!
w9 { g Vmr; aa, M IE
EEK N jZT Bij v v; Zfb/mkm
\ B;q' o M A ij ) ‘7' k

En appelant A (resp. B) la matrice constante réelle, symétrique, ne dépen-
dant que des masses et des demi-grands axes des orbites, d'éléments Aij
(resp. Bij)’ et U (resp. V) le vecteur de composantes ”é (resp. ué), les
systémes (3') s'écrivent :

4 %UE=7,'AU ot %NE=¢'BV

Ces deux équations différentielles dans 1'espace produit complexe 09

remplacent les 36 équations différentielles (1) dans R.

Les solutions de ces deux équations sont de la forme :
’zlAat

U=Peg a
(5) iht

P est la matrice réelle des vecteurs propres de A ; A, est la matrice

diagonale forwée des valeurs propres Ay de A, qui sont toutes réelles non
7 At
a k

positives, e est la matrice diagonale formée des €léments ¢ ; o est un

vecteur colonne complexe arbitraire ; on a des définitions analogues pour Q,

Ab et B, et les valeurs propres de B sont toutes réelles positives.

o et B sont 1iés aux conditions initiales :
’I:Aat -ZA t
U=Pe o ==> g = o ¢ P'1U




MERCURE
VENUS
TERRE
MARS
JUPITER
SATURNE
URANUS
NEPTUNE

»*
PLUTON

(*)

demi-grand axe

(en U.A.)

0, 387098
0,723330
1,0000013
1,523678
5, 202561
9, 554TLT
19,2181k
39,10957
39, 4387

Mo/M
et référence

6110000 (19)
408539  (19)
328906  (19)

3098600 ° (19)

047,36 (20)
3499,6 (19)

22930 (19)
19349 (21)
1812000 (22)

moyen mouvement

diurne

1h73234237
576756769
354851932
188655243
29951263
12054547
4232309
2155349
1453259

longitude du
PERIHELIE

75°53' 49} 67
130° 8'25%91
10i013' TV15
334023 5781

12°437155 34

91° 5'53;38
171°32'55; 14

46°L31 385 37
225° 8'18735

EXCENTRICITE

0,205615
0,006816
0,016750
0,093309
0,048335
0,055892
0,0L63LY4
0,008997

0, 25022k

longitude du
NOEUD
L7° 8'40593
T5°UT' 1750k
173°57" 3500
L8471 12Y0k
99° 26" 36519
112°4T* 25540
73°28' 37755
130°40* 52789

110°52' Qiy7

Eléments moyens rapportés a 1l'écliptique et & 1'équinoxe 1900,0 (23)

TABLEAU I

Eléments osculateurs pour le 23 Sept. 1960 a OhTE » ramenés a l'époque 1900,0 .

INCLINAISON

7° 0110385
3°23' 37,09
0° 0' 0¥00
1°51' 1509
1°18'31545
2°29'33;07
0°L6120,8T
1° k6 45y 27

17°11* 6715



I.4

§i U, désigne le vecteur U 3 1'instant origine (¢=0) et sachant que,
P étant orthogonale, P! coincide avec sa transposée P, on aura :

a=PU

d'od U=Pe % PU

et de la méme facon :
V=0Q
ALt
Comme les valeurs propres sont réelles, les €léments e restent bornés
au cours du temps. Par développement des produits matriciels, les composantes
de U et V sont des sommes de termes de la forme aeixt. Leur représentation dans
le plan complexe est donc le résultat de la composition de mouvements circulaires.
Le calcul des matrices A et B montre que leur diagonale est quasi prépondérante,
ce qui permettra de faire quelques remarques sur la prépondérance de certains
des mouvements circulaires.

Ces matrices sont données dans les tableaux II et III avec leurs
valeurs propres et leurs vecteurs propres, ainsi que l'amplitude et la phase
(pour 1'époque 1900.0) de chacun des mouvements circulaires. Le calcul des
constantes d'intégration a été effectué 3 partir des €léments d'orbite donnés
dans le tableau I. Les masses utilisées proviennent des déterminations les
plus récentes. On remarquera que chaque ligne de la matrice A correspond a
1'équation du mouvement du pSle d'une planéte, la premiére pour Mercure, la
seconde pour Venus et ainsi de suite jusqu'd Pluton. On a la méme remarque pour
la matrice B.



-5, 535490239
0,633122529
0, 176775323
0,012239135
U, 010969864
0, 000825995
0, 000033223
5, 000008401
J,000000361

0,633122529
-12,069159743
6,150171984
2,201796491
0, 130057996
0,209613383
0, 000384398
0, 300097105
¢, 000004172

-55 2040399
249037 ans

-1756358099
73487 ans

C, 176775323
6,15017198%
-12, 785230656
0, 712734635
0, 264336794
0,019072572
U, 000756968
0, 000190948
0, 200008200

VALEURS

0,872537563
0,367371431
0,319915338
0, 52588433
-2,020835679
-2,016978623
0, 006670955
2, 300209968
2,000012612

0,010855636
-, 289804969
£,230796752
0,928638531
-0, ANNENEY T
-2,015912679
35 DO069TTO0
0, 0005096745
0,000003633

" "

MATRICE A DES POLES

0,012239135
9, 201796491
0, 712734635

-17, Th937250k

0, 19450545
0, 013448738
J,000518824
0, 000130352
0, 000005592

0, 010969864
0, 130057996
0, 264336794
0, 198450645
-7, 464818814
11,528404169
C, 276002298
0,064074173
0, 002688883

¢, 000825995
0,009613383
0,019072572
0,013348738
11, 528404169
-18, 468968483
0,647639531
J,117104301
0, 004619103

PROPRES , PERIODES CORRESPONDANTES ET VECTEURS PROPRES

-655657376
197386 ans

- 056599229
1963865 ans

-0, 487917788
v, 623882979
2, 60TUBT3LT
0, 0L89L6E62L

-0,026156563

-0,023523237
0,005652133
¢, 000392k12
2,000016159

0,002131591
0, 00884754
C,C10478503
0, 003598741
0, 253434337
0, 155770448
-0, 065538875
-0,886870335
-C, 347083297

0, 000033220
0, 000384398
s, 000756968
¢, 00051882L
0, 276002298
0, 647639531
-2, Th2355020
0, 342957698
0,009121941

-18y7hLk5121

69140 ans

-25;7502501

50329 ans

0, 000008401
0,000097105
0, 000190948
0, 000130352
0, 06L0TH1IT3
0,11710L4301
0, 342957698
-0,6734k2161
0, 069136300

0, 000000361
0, 000004172
0, 000008200
0, 0000V5592
0, 002688883
0,004619103
0,009121941
0, 069136300
-0, 834266279

0,021097054
-0,6253%22951
0, 688583590
-0, 366569802
-0,000144895
-3,002304425
0, 000089786
0, 000012460
0, 200000467

0, 000160621
0,000317978
0, 008868859
0,011016L46
-0, 533171907
0, 845706895
-3,C17375019
-0,002349248
-2, 000086370



MERCURE
VENUS
TERRE
MARS
JUPITER
SATURRE
URANUS
NEPTUNE
PLUTON

— kY

-2,9037321
LL46322 ans

0, 1264586
Cy 0LLTTST
>, C084853
0,0018017
-3, 0000206
- J, 2000264
0,0000221
¢, 000505
s, 0000003

18968855

-3, J0k221748 o" U, 305360492
-0,010989857 S, 024237457
-2,011999202 0, 029295977
-.,003152756 0,C10602553
-2, 177559536 0, 783Tk1121
-0,09223L060 2,1499211428
2, 969689688 2,232268877
-0,139191287 0, 282885840
3, 000812459 0, 031273136
AMPLITUDE DES MOUVEMENTS CIRCULAIRES
-3,0359390 g, 043955 0,0011672 3, 0017795 0, 0002786
s, .1015k9 -G, 268482 -, 0068920 0, 0016323 2, 0001220
0,2081821 2, J2kl636 0, .0bsSkiT 2,0016008 2,0028157
0,0018213 -2, 359786 2, 050L8l49 0,0015189 2, 0096626
-7,0000131  -0,.500000 -3, 0000018 C,C0L4kTY -0, 3063264
-1,0000186  -0,0000048  -3,000018k 0, 0013963 0, 0157542
9, D000096 0, 0000040 0,C000017  -0,0012627  -.,0006956
3, 0000005 0, 0000003 0,0000002  -C,01k0295  -2,C000772
Jy 2000002 &, 0000000 J,2000001  -0,0k96655  -0,0000257
PHASES
317,368772  25k,728361 296, 062066  338,608687 126, 653436

TABLEAU 1II

-058590990
1508557 ans

(ra)

-0,0033197
-J,2019112
-2,0017267
-0, 001253k
-3, 2009549
-2,0007788
C, 175974
-0, 2020739
0,00C81095

31k, 410328

0,000610762
0,002460314
0, 302898069
0, 000978006
0, 567802034
0,041183758

-2,032860695

-0, 337722767

0, 937312385

C,0279226
C, 2279226
0,0279226
0, 0279226
2,0279226
0,0279226
0, 0279226
0,0279226
C, 0279226

106, 675768

0, 0009524
¢, 0008486
0, 0008271
0,0007711
0,0007232
0, 0006896
-0,C011827
-0,0099801
0, 2505524

1025916850



5,535490239

-9, 40682858L
-0,083854672
-0,00385L4763
-0,001019564
-0, 000041822
-2, 000000836
-0, 000000135
-0, 00000000k

.0, 406828584

12,0691597L3
-5,120764061
-0,116112656
-0,022548072
-0, 000909058
-0, 000018082
-0, 000002916
-0, 000000096

55 4623790
237259 ans

1850040064

71984 ans

-0, 083854672
-5, 120764061
12,785230656
-0, 548068476
-0,063214553
-0,002491 745
-0,000049219
-0, 000007926
-0, 000000260

VALEURS FROPRES , PERIODES CORRESPONDANTES ET VECTEURS PROPRES

0,981272200

0,1519739686
0,11798350L
0, 006974057
-0, 005473887
-0,003110382
0, 000626327
0,000011516
0, 000000568

-G, 009496826
0,377119522
-0, k54610623
0, 806846007
-0, 000455669
-0, 00376796
0, 00112450
0, 000010029
0, 000000287

MATRICE B DES POINTS DE LIZT

-0,003854763
-0,116112656
-2, 548068476
17, 749372504
-0, 071849934
-0,002652347
-0, 200051377
-0, 000008243
-3, 000000270

793438822
176473 ans

397126102

349080 ans

-0,00101956k4
-0, 022548072
-0,06321k553
-0,07184993L
T, 464818814
-T,525052550
-0,092520308
-0,013786896
-0,000442411

-2, 000041822
-0, 000909058
-0,002491745
-0, 002652347
-7, 525052550
18, 468968483
-0, 388981975
-0,0u45847376
-0,001388372

-0,191743351
0, 713318605
0,672538731
0,043221719

-0,012777818

-0, 008390946
0, 000953203
0, 000046104
0, 000001406

0,003302513
0,010041849
0,012134287
0, 005056022
0, 862979687
0, 433289852

.-0,259054149
0,011504353

-0, 000097469

-0,000000836
-0, 000018082
-3, 000049219
-0,00005137T7
-0,092520308
-0,388981975
2, 42355020
-9, 257556170
-0,005377833

1753299923
7478k ans

2232939279

58132 ans

-0, 000000135
-G, 000002916
-0, 000007926
-0, 000008243
-0,013786896
-0,0L5847376
-0,257536170
0,673h4P161
-0, 060006405

0,015429364
-0, 570750757
C,571786718
0, 589080452
-0,001383617
-0,006908278
0, 000189392
0,000016766
0, 000000480

0, 0000221456
-0,000494288
0, 002675664
0, 006322365
-0, 452409948
0, 891646296
-C, 015579954
-0,001416584
-0, 0000L0OLgL

-0, 000000004
-0, 000000096
-0, 000000260
-0, 000000270
-0, 000442411
-0,001388372
-05005377833
-0, 060006405
0, 834266279



VENUS

MARS
JUPITER
SATURNE
URANUS

PLUTON

277018111

479678 ans

0,1814319
0, 0062145
0,0039922
0, 0006519
-0, 2000069
-0, 0000062
2, 0000027
0, 0000000

- 0,0000000

875973956

0, 000438931
0,001954267
0, 00250103k
0, 001200948
0,223784083
0,130063195
0, 957648943

-0,126094138

0,001144175

-0,0231877
0, 0190783
0,01488k2
0, 0026426

-0,0000106

-0,0000109
0, 0000027
0, 0000001
0, 0000000

1935279731

0r6230606

2080055 ans

0, 000014180
0, 000097649
0, 000137078
0, 000079341
0, 017058781
0,012272842
0,11962856k4
0, 953971890
0, 274198794

078514340

1522138 ans

-0, 00000k534
-0, 000030131
-0,000041921
-0, 000023875
-0, 005061734
-0, 003572585
-0, 035275641
-0, 271852056

AMPLITUDES DES MOUVEMENTS CIRCULAIRES

0,0015566
-0,0127351
0,0105571
0,030047L
-0, 0000009
-0, 0000075
0, 0000004
0, 0000000
0, 0000000

333591034

-0,0017023 0, 0242045
0, 01Lk950kL 0,0162773
-0,0149130 0,0162756
0,0731204 0,0187350
-0, 0000006 0,0L432598
-0, 0000084 0, 0340997
0,0000005 -0,0438184
0, 0000000 0,0015977
0,0000000  -0,000122k
PHASES
3175090801 28766193

TABLEAU TIII

0,0001135
-0, 000552k
0,002kThé6
0,01615k1
-0,0156377
0,0L483861
-0,0018171
-0,0001356
-0,0000351

128, 936858

0, 0005836
0, 0005746
0, 0006085
0, 0008073
0, 0020349
0,0018568
0,0293843
-0,0031767
0, 0002607

1083169415

0, 961672345

0, 0000027
0, 0000042
0, 0000049
0, 0000078
0, 0000228
0,0000257
0,0005395
0,0035324
0,0091842

118457752

-0, 0000069
-0,0000102
-0,0000118
-0,0000185
-0,0000531
-0, 0000588
-0,0012k96
-0,00790T1
0,2530184

227, 183667



2. PETITES PLANETES

Une petite plan€te est un corps suffisamment isolé et de masse
suffisamment petite pour ne perturber aucun autre corps. A la limite on lui
donne une masse nulle ; alors elle est perturbée mais non perturbante. Dans ce
cas on peut considérer chaque petite planéte indépendamment de toutes les
autres, en présence des neuf grosses. Lorsqu'on se fixe la configuration des
grosses planétes (masses et demi-grands axes), le probléme des perturbations
séculaires de 1'orbite de chaque petite planéte traité dans la théorie du ler
ordre en ¢ et 7, dépendra d'un paramétre, a, (son demi-grand axe, qui est
invariant).

Notons comme pour les grosses plané€tes :

0

“s
(6) i .
vo = e e son vecteur de Lizt.

sin ¢ ei pdle de la petite planéte

On obtient alors 10 équations du méme type que les équations (3) mais le
changement de variable :

u! = ¢ l/m n_u

o] o o0 o
l/ n_ v

4GB V"M% Yo

ne peut pas se faire car m, = 0. I1 reste néanmoins valable pour les grosses

v!
o)

planétes de sorte qu'on aboutit 3 des équations du type suivant :

d U A 0 U U
(7) 3;( = 1 = 7 A
“o 25 %ol \ %o “s
et
B 0 A
o ¢ Y%

\
® 4
dt
00
ol U, V, A, B sont les vecteurs et les matrices définies précédemment pour

|
Q

It
o
=
————————
< <
\_—-/

v
0

les grosses planétes ; a, et b sont des vecteurs colonne de R9 dépendant

du paramétre a ; a__ est un scalaire positif dépendant de a. A titre indicatif,

00
on a représenté ses variations sur la figure 1.



La résolution des équations (7) et (8) se fait 3 partir de la solution
U, V obtenue pour les grosses planétes :

duo . iAat .
(9 T T T LAk, T T A, U avec U=Pe P UO

dbo . iAbt .
(10) ol iaoovo + 7 b0 Vv avec V=Qe Q Vb

La solution de chacune de ces &quations s‘écrit :

-la_t At

_ 00 ~ -1 a

an Uy = Ce *al P(Aa +’aOOI) e PUO
iaoo N -1 7“.Abt A

(12) Vo = De + bo Q(Ab - aOOI) e QVb

I désignant la matrice unité d'ordre 9, les matrices At aOOI et A, —aOOI sont
diagonales et donc inversibles si et seulement si a ., est différent de chacun

des modules des valeurs propres de A et B. La figure 1 montre que dans 1'inter-
valle 11,62 U.,A ; 12,5 U.AL intéressant le systéme des petites planétes, la

seule valeur de a donnant un A égal a une valeur propre de A est 1,95 U.A
(alors, dyo = 25",75 par an). C'est pour cette valeur de a que Le Verrier

disait qu'une petite planéte de tel demi-grand axe, verrait son inclinaison
croitre indéfiniment sous 1'influence de Jupiter et de Saturne Cf [2] p. 429).
Cette valeur critique existe encore lorsqu'on tient compte de toutes les planétes.

On a d'ailleurs un point critique du méme type pour les vecteurs de Lizt :
pour a = 1.70 U.A, Ao = 22429 plus grande valeur propre de B.

Pour ces valeurs de a, les points Uy OU v sont alors rejetés a 1'infini,
ou tout au moins, puisque la théorie utilisée est du ler ordre en e et z, on
peut dire que {uol (ou Ivol) ne reste pas petit. Ces valeurs correspondent a
la limite inférieure de 1'anneau des petites planétes de sorte que les relations
(11) et (12) sont valables pour la quasi totalité de 1'ensemble. La présence
de ces points critiques explique peut &tre cette limite. I1 n'y a pas de tels
problémes pour un éventuel anneau de petites planétes entre Jupiter et Saturne.
Par contre entre Saturne et Uranus, on aurait plusieurs points critiques.
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1.7

On voit, d'aprés les relations (7) et (8) que A' admet toutes les
valeurs propres de A, plus une autre qui est a3 de méme B' a les valeurs
propres de B et en plus la valeur %o Cette nouvelle valeur propre est dite
associée 3 la petite plandte. L'amplitude |C| (resp. |D|) correspondante est

appelée inclinaison propre (resp. excentricité propre) [6].



1.8

3. DISTINCTION ENTRE GROSSES ET PETITES PLANETES

3.1. Associations valeurs propres - Grosses planétes

Dans ce paragraphe, les raisonnements porteront sur la matrice A
des pbles. On aboutit aux mémes conclusions avec la matrice B des vecteurs de
Lizt.

On vient de voir qu'une valeur propre de A' (égale a aoo) est associée
i une planéte de masse nulle. On remarque d'autre part que certaines valeurs
propres de A sont trés voisines d'un terme diagonal de cette matrice (Cf tableau
II) ; ceci incite 3 les associer aux planétes correspondantes.

Pour s'assurer de ces correspondances et aussi pour détecter des
associations moins évidentes, on va utiliser la continuité du spectre de la
matrice A, par rapport 3 la masse d'une planéte au Voisinagg de zéro. En regrou-
pant dans A les termes proportionnels 3 la masse my, de la k™ planéte, ceux

k
la forme :

ol m, intervient par sa racine carrée et ceux indépendant de My, 5 O met A sous

Ut 0 0 0 \

] (13)
A= |, AB rm g | pR)

ol le scalaire Apges le vecteur colonne s la matrice d'ordre 8 A(k) et la

matrice diagonale D(k) sont indépendants de My«

Si my, tend vers z&€ro, le spectre de A tend vers la réunion du spectre

de A(k) et de la valeur propre e Une valeur propre de A tend donc vers g
On a représenté sous forme d'une application de 1'ensemble des planétes dans
celui des valeurs propres de A, la correspondance entre chaque planéte et la
valeur propre qui tend vers son Ut On a fait figurer également les résultats
relatifs 3 la matrice B.



Valeurs propres de A (pdles)
‘ (en " par an)

Jupiter-Saturne
-25, 50
-20
-
-18, 75 Mars
-17, 63 Venus-Terre
-10
-6. 57 n
Mercure
~5.20 ‘ £
@ Neptune
«0,779 Pluton
-0, 415
o
¥ T T 1 o
0 1 2 S 10 m  (unité =
masse réelle)
Figure 2 : Paramétre variable : masse d'Uranus
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Matrice A Matrice B
- 5,20 — § s 5,46
- 6,56 Q 7,34
- 18,74 .‘/____/_' 5 17,33
- 17,65 2 «——— 9 . 18,00

0 _— g — &7
- 25,75 < R —_ % 22,29
- 2,90 - '7 — = 2,70
- 0,659 o—80 ¥ —_— . 0,623
- 0,859 e—— P 0,851

On constate que pour le sous ensemble des cinq planétes : Mercure,
Mars, Uranus, Neptune, Pluton, cette application est une bijection. On dira

que les cinq valeurs propres sont associées aux planétes correspondantes.

Pour ces planétes, on remarque d'ailleurs que le terme Ut est
nettement plus grand que chacun des €léments du vecteur b/ﬁ;'ak. Ceci manifeste
le faible pouvoir perturbateur de chacune de ces planétes sur les autres. On
peut aussi le constater sur les courbes de variation du spectre en fonction
de leur masse. A titre d'exemple, on a représenté ces courbes en fonction de
la masse d'Uranus(1)(figure 2). Celles relatives aux quatre autres planétes
sont analogues. On note la faible pente de chacune des droites : si Uranus
n'existait pas ou avait une masse par exemple double, il n'y aurait pas grand
changement dans le mouvement des autres planetes : une certaine variation rela-
tive de la masse d'Uranus ne provoque qu'une variation relative 17 fois plus
faible pour sa valeur propre. Pour Mercure, ce rapport est de 15,5, pour Mars 140,
pour Neptune 47 et pour Pluton 55.

Pour ces raisons, ces planétes peuvent €tre qualifiées de petites
planétes.

(1) Pour une masse d'Uranus double de ce qu'elle est, les courbes relatives
aux valeurs propres de Neptune et de Pluton se coupent. La matrice A posséde
alors une valeur propre double. Lagrange ayant démontré que dans le cas de
deux plan&tes on ne peut pas avoir de valeur propre double, Seeleger ayant
généralisé ce résultat au cas de trois planétes de masse quelconque non nulle,
la conjecture faite par Tisserand d'une généralisation & un nombre quelconque
de plan&tes trouve ici un exemple contraire. (Cf [2] p. 414)



Spectre de A

1"
A (en ™ par an)  yepys-
Terre Mars
|
-30
i} 1
l
|
-25.7 - Jupiter
' Saturne
!
|
l
<20 i ‘
-15.79 '
| Mercure
]
@’ ]
|
|
<10+ ’
f
-5, 23
-3, 97
-2, 9 Uranus
-0, 859 v Pluton
-9, 653 ] Neptune )
T — v Y —» unité=
0 1 2 5 10 m masse réelle
Figtj_re 3 ¢+ Paramétre variable : masse de la Terre



I1.10

Revenant i 1l'application des 9 planétes dans les 9 valeurs propres,
on constate que deux valeurs propres sont associées chacune d un couple de
planétes. On voit d'autre part que pour chaque couple (Venus-Terre ou Jupiter-
Saturne), le terme diagonal . correspondant 3 1'une des planétes du couple
est du méme ordre de grandeur que 1'élément du vecteur p/EZ'ak correspondant

a 1'autre planéte. Dans le couple, les perturbations mutuelles ne sont pas
négligeables. Les courbes de variation du spectre en fonction d'une des masses
d'un couple manifestent d'ailleurs bien 1'effet de ces perturbations.

Pour le couple Venus-Terre, la figure 3 donne le spectre de A en
fonction de la masse de la Terre. Les pentes sont nettement plus fortes que
dans le cas d'Uranus : une certaine variation relative de la masse de la Terre
provoque une variation relative seulement 2,1 fois plus faible pour sa valeur
propre (-18,74). Pour Venus ce rapport est de 1,8. Ce sont des rapports dix
fois plus importants que dans le cas des planstes a valeur propre associée.

On ne peut pas considérer Venus et la Terre comme de petites planétes. Si, pour
une suite décroissante de valeurs de la masse de Venus, on fait tendre vers zéro
la masse de la Terre (ou réciproquement), on s'apercoit qu'il suffit qu'une des
masses soit le cinquiéme de ce qu'elle est pour pouvoir associer une valeur
propre 3 Venus et une autre 3 la Terre. En d'autres termes, ces planctes sont
cing fois plus massives qu'elles ne devraient 1'étre pour posséder ume valeur

propre associée, et donc pouvoir &tre considérées comme petites.

Alors que pour le couple Venus-Terre, les perturbations du spectre
sont surtout sensibles sur les valeurs propres associées a Mars et & Mercure,
pour le couple Jupiter-Saturne, les effets perturbateurs sont visibles sur
toutes les plandtes (voir figure 4 ol le paramétre variable est la masse de
Jupiter). Une certaine variation relative de la masse de Jupiter entraine une
variation relative 1,6 fois plus forte pour sa valeur propre (- 25,75).

Ce rapport n'est que de 0,4 pour Saturne. Ceci montre bien la prépondérance de
Jupiter sur les autres planétes.

Enfin, il reste deux valeurs propres (- 6,56 et 0) qui ne sont associées
3 aucune plandte. La méthode utilisée permet en effet de ne détecter que des
associations simples. En fait, le méme procédé appliqué non plus 4 une seule
masse variable mais 8 un couple de masses (en 1l'occurrence Venus-Terre), et ceci
en utilisant une décomposition 2-7 de la matrice A au lieu de la décomposition‘f
1-8, montre que le couple de valeurs propres (-6,56 et -18,74) tend vers le’
couple des deux termes diagonaux correspondant 2 Venus et 2 la Terre lorsque
les deux masses tendent vers z&ro. Dans ce cas, on peut parler d'un couple de
valeurs propres (-6,56 et -18,74) associé au couple Venus-Terre.



Spectre de A

Jupiter
A(en " par an) Sal'zurne
Mars
-25 . Venus
I Terre
I
I
I
|
I
20 I
|
|
a
|
A5 I
|
I
-13, 05 I
] |
|
: Mercure
«7. 46 l
|
-5 _
|
o I Uranus
-3. 21 |
I
I Pluton
t Neptune
' - >
0,5 ) 1 : mag
Figure 4 : Paramdtre variable : masse de Jupiter

uni
se

t&s11e)



De la méme facon, pour la matrice B, le couple de valeurs propres
(7,34 et 17,33) est aussi associé au couple Venus-Terre, et le couple (3,71 et
22,29) a Jupiter-Saturne.

Le cas de la valeur propre nulle de A est différent dans le sens
qu'elle existe quelles que soient les masses en présence. Elle caractérise un
invariant du systéme solaire : le moment cinétique orbital total ; elle fixe
un plan de référence (plan invariable ou plan du maximum des aires du systéme
solaire) auquel peuvent &tre rapportés les plans de toutes les orbites.

La position de ce plan est liée a la distribution des moments cinétiques 2
1'instant initial. Cette valeur propre ne peut donc €tre associée 3 aucune
planéte. Cependant, Jupiter et Saturne monopolisant 86 % du moment cinétique
total, le plan invariable est fortement 1ié 3 la position initiale des plans
d'orbite de Jupiter et de Saturne. Dans ce sens, la valeur propre nulle est

liée a Jupiter et 3 Saturne.

Remargue : Les courbes de variation du spectre de A et B en fonction des masses
montrent que la détermination de ces masses & partir des valeurs propres
(déterminées par 1l'observation des perturbations séculaires) peut étre
satisfaisante pour celle de Jupiter et, & un degré moindre pour celle de
Venus, de la Terre et de Saturne. Elle est tout & fait médiocre pour les

autres.

3.2. Remarque sur la Prépondérance de certains mouvements circulaires

On a vu précédemment que le mouvement du p6le (ou du point de Lizt)
d'une planéte peut se représenter par une composition de mouvements circulaires
dont les pulsations sont les valeurs propres de A (ou B).

Si on a pu associer une valeur propre ) 3 cette planéte (association
simple), alors, l'amplitude du mouvement circulaire correspondant a des chances
d'étre prépondérant sur celles de tous les autres. Le caractére aléatoire vient
de ce que les amplitudes dépendent de la distribution initiale des pbles (ou
des points de Lizt).



En effet, A étant associé a la planéte k, est voisin du terme

diagonal U de A. Dans ces conditions, le k“™ &lément (xk) du vecteur propre

normé X associé a 1 est voisin de 1. On sait d'autre part que le mouvement
du pGle de cette planéte s'écrit :
At .
(14 U = p PUo

(Pk désigne la x e ligne de la matrice P des vecteurs propres de A)

XUO est le ™™ &lément du vecteur ﬁUO. Sa valeur est voisine de 1'inclinaison
G% de la planéte k 3 l'instant initial si a cet instant les planétes influen-
7o
tes sur la planéte k n'ont pas leur inclinaison beaucoup plus grande que (fk> .
o

Dans ce cas, l'expression U contient un terme prépondérant sensiblement égal 3

(f xz eixt
),

Un raisonnement s'applique évidemment de la méme facon au mouvement
des points de Lizt.

Ainsi, pour Mercure et Pluton, on aura un mouvement circulaire prépondé-
rant di 3 leur forte excentricité et 3 leur forte inclinaison initiales.
Celles-ci resteront alors toujours du méme ordre de grandeur. Par contre pour
Neptune, principalement perturbé par Pluton, on ne peut plus assurer a priori
une telle prépondérance.

Pour les associations par couple, on aura de la méme fagon deux
amplitudes du méme ordre de grandeur, prépondérantes sur les autres, si les
planétes influentes sur ce couple n'ont pas & 1'instant initial des inclinaisons
ou des excentricités trop grandes ou si les perturbations dues aux autres plané-
tes sont faibles. C'est le cas du couple Jupiter-Saturne mais non de Venus-Terre.

Pour la valeur propre nulle, 1'amplitude associée va dépendre de
1'origine choisie pour mesurer les inclinaisons des orbites. Elle est nulle si
1'origine est le plan invariable du systéme solaire. Si on choisit 1'écliptique
pour une certaine époque comme plan de référence, 1'amplitude associée sera

-~

1'inclinaison du plan invariable sur 1'é€cliptique 3 cette époque.



La distribution des moments cinétiques orbitaux montre que le p61ed{, du plan
invariable est 1i& principalement 3 la position des pbles de Jupiter et de
Saturne & 1'instant initial. Si on néglige les perturbations des autres planétes,
leurs podles, alignés avec le point¢M, et de part et d'autre de celui-ci, décri-
ront avec la vitesse - 25",75 par an, deux cercles concentriques, centrés sur c/() s
le rapport des rayons étant égal au rapport de leur moment cinétique (= 2,47).



4, REPRESENTATION DES MOUVEMENTS SECULAIRES DES GROSSES PLANETES

Les tableaux II et III donnent les amplitudes des mouvements
circulaires décrits par les pbles et les points de Lizt. Mais, comme une courbe
est toujours beaucoup plus suggestive qu'un tableau de chiffres, on a aussi
voulu tracer les courbes représentatives des mouvements des pdles et des points
de Lizt sur une durée de quelques centaines de milliers d'années. L'étude des
associations valeur propre-planste et la remarque sur la prépondérance éventuelie
d'un mouvement circulaire permettent de mieux comprendre 1'allure de ces courbes.

Celles~ci ont été réalisées sur la table tracante de 1'ordinateur
M 40 du Laboratoire de Calcul. On a d'autre part tracé les limites du domaine

susceptible d'€tre parcouru par chaque pdle ou chaque point de Lizt. En effet,
: At
le module d'une somme de mouvements circulaires a, e k , est borné :

irt
k
) a, e
Lk

<

~

) 'akl =

(15) & = ’aj' - k;j‘ak
avec laj‘ = mzx (‘ak’)

Le pSle ou le point de Lizt de chaque planéte se déplace donc dans une
couronne limitée par les cercles de rayon p et max(s,0). Pour les pdles cette
couronne est centrée sur le point M,, pdle du plan invariable du systéme Solaire,
et c'est relativement a ce plan que 1l'on comptera les inclinaisons extrémes
précisées a propos de chaque plan€te. Pour les points de Lizt, la couronne est
centrée d l'origine. Le repére choisi est 1'écliptique et 1'équinoxe de 1'é€poque
1900,0. Sur chaque courbe, le point noté 0 représente la position actuelle du

pble ou du point de Lizt.

Remarques : Les résultats numériques publiés ici différent un peu de ceux obtenus
par D. BROUWER et A. van WOERKOM [5]. Ces auteurs ont en effet négligé
Pluton et ont fait intervenir des termes supplémentaires dans la fonction
perturbatrice de Jupiter et de Seturne. Ces termas, dus & la grande
inégalité de B00 ans, modifient guelque peu les valeurs propres de la
matrice B et aménent deux mouvements circulaires supplémentaires au

mouvement de chague vecteur de Lizt(Cf [7]].



D'autre part les masses utilisées ici différent légérement des leurs.

On a représenté le mouvement du pSle et du point de Lizt de Pluton
comme ceux des autres planétes tout en sachant que la théorie présentée
ici est fort approximative en ce qui le concerne d'une part, a cause

de sa forte excentricité (0,25) et de sa grande inclinaison (17°),
d'autre part & cause de son moyen mouvement qui, trés voisin des deux

tiers de celui de Neptune, lui confére un caractere de résonance.



P6le de MERCURE ,

Valeurs extrémes de 1'inclinaison :

iy = 0,173957 rd

z_ = 0,078959 rd
m

On note la prépondérance du mouvement circulaire associé a Mercure
d'amplitude 0,1264 rd et de p€riode 249 037 ans. Il s'y ajoute une composante
d'amplitude 0,0359 rd et de période 197 388 ans.

Les autres composantes ont des amplitudes de 4.1073 rd 2 9.107

rd.
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Figure 5
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Y
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échelle : 1 cm —> 0.02

distance de deux points successifs : 40 000 ans
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P6le de VENUS

On n'a pas de borne inférieure pour 1'inclinaison. Celle-ci ne peut pas
dépasser 0,060145 rd (3,446). On observe la combinaison de trois mouvements

principaux d'amplitudes et de périodes :

0,026848 rd 69 140 ans } provenant du couple Venus-Terre
0,010154 rd 197 388 ans
0,011775 rd 249 037 ans di 3 1'influence de Mercure.

Les autres composantes ont des amplitudes comprises entre
0,0069 rd et 0,00083 rd.
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Pdle de la TERRE

Valeur maximale de 1'inclinaison : = 0,052626 rd (3;015)

M

Amplitudes et périodes des principales composantes :

0,024464 rd 69 140 ans '} dfis au couple Venus-Terre
0,008182 rd 197 388 ans

0,008485 rd 249 037 ans dG a Mercure

0,004541 rd 74 487 ans dd a Mars

Les autres composantes ont des amplitudes de 0,0028 rd a 0,0008 rd.



Figure 7

0 2° 4
P6le de la TERRE
de -400 000 ans & +400 000 ans O
échelle : 1 cm > 0.008 -

distance de deux points successifs : 40 000 ans

origine : écliptigue et équinoxe 13800.0
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P6le de MARS ’

Valeur maximale de 1'inclinaison : = 0,103432 rd (53926)

)

Amplitudes et périodes de trois composantes prépondérantes :

0,0359786 rd 69 140 ans (Venus-Terre)
0,0504849 rd 73 487 ans  (Mars)
0,0096625 rd 50 329 ans  (Jupiter-Saturne)

A noter le point de rebroussement par lequel est passé le pSle de Mars
il y a environ 150 000 ans. A cette époque le pOle de Mars était quasiment
immobile. La régularité de la courbe est due 3 un phénoméne de battement entre
les deux premiéres périodes.

Les autres composantes ont des amplitudes comprises entre 0,0018 et 0,0007 rd

mais les périodes qui leur correspondent sont plus grandes (de 2.105 ans a

2.106 ans).



Figure 8

P6le de MARS

de ~-400 000 ans & +400 000D ans
échelle : 1 cm —— U0.20

distance de deux points successifs

40 000 ans
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P6le de JUPITER

Valeurs extrémes de 1'inclinaison :
0,0094498 rd (07541
0,0032198 rd (05184)

7
M
“m

L'inclinaison reste donc toujours faible ; cela est di 3 la prépondérance
de la masse de Jupiter : le plan de son orbite ne peut &tre que fort voisin
du plan invariable du systéme Solaire.

L'allure de la courbe est due 3 la prépondérance du mouvement circulaire
rapide (période associé€au couple Jupiter-Saturne) auquel se superposent trois
autres mouvements d'amplitudes non négligeables mais beaucoup plus lents
manifestant les actions d'Uranus, Neptune et Pluton :

0,0063264 rd 50 329 ans  (Jupiter-Saturne)
0,0014470 rd 1 963 865 ans  (Neptune)
0,0009549 rd 446 322 ans  (Uranus)
0,0007232 rd 1 508 557 ans  (Pluton)

> et 1077 rd.

Les autres composantes ont leur amplitude comprise entre 2.10°

On remarque surtout sur la courbe le mouvement perturbateur d'Uranus ;
les deux autres ont une période trop grande comparée 3 1'intervalle de temps
considéré.
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P8le de SATURNE {

4.10

Valeurs extrémes de 1'inclinaison :
iy = 0,018631 rd  (15067)

T
m

0,012859 rd  (0°737)

Les mémes remarques que pour Jupiter s'appliquent ici.

Amplitudes et périodes des mouvements circulaires prépondérants :

0,0157542 rd 50 329 ans  (Jupiter-Saturne)
0,0013963 rd 1 963 865 ans  (Neptune)
0,0007787 rd 446 322 ans  (Uranus)

0,0006896 rd 1 508 557 ans  (Pluton)

Les autres composantes ont une amplitude comprise entre 2.10_5
-7
rd.

rd et



Figure 10
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Pdle d'URANUS

Valeurs extrémes de 1'inclinaison :

iM = 1°188

i = 05737

Le mouvement circulaire associé 3 Uranus est prépondérant (période de
446322 ans). I1 s'y superpose un petit mouvement plus rapide (période de
50329 ans), df & Jupiter et & Saturne ; les autres périodes sont trop longues
pour &tre visibles sur la figure.

Amplitudes et périodes des mouvements circulaires prépondérants :

0,0175973 rd 446 322 ans (Uranus)
0,0006956 rd 50 329 ans (Jupiter-Saturne)
0,0011826 rd 1 508 557 ans (Pluton)
0,0012627 rd 1 963 865 ans (Neptune)

Les autres composantes ont leur amplitude comprise entre 2@10-5 rd et

4.1078 rd.



0 1°
P6le d'URANUS
Figure 11 de -400 000 ans & + 400 000 ans
Lrgure ‘1

échelle : 1 cm > (0.005




P6le de NEPTUNE ‘

I.31

Valeurs extrémes de 1l'inclinaison :

1

M

.
1

La courbe tracée est trés fragmentaire :

0,025618 rd

0,001690 rd

(12467)

(0°097)

les mouvements circulaires

d'amplitudes prépondérantes sont trés lents. On observe surtout la composante
de période 446322 ans et on devine celle de période 50329 ans.

Amplitudes et périodes des mouvements circulaires prépondérants :

0,014029 rd
0,009980 rd
0,002073 rd
0,000077 rd

1 963 865 ans
1 508 557 ans
446 322 ans
50 329 ans

(Neptune)
(Pluton)

(Uranus)
GJﬁpiter—Saturne)

Les autres composantes ont une amplitude de 1'ordre de 10—7 rd.
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P6le de PLUTON

Valeurs extrémes de 1'inclinaison :
M

“m

172140

115666
L'inclinaison de 1'orbite de Pluton reste donc toujours trés grande,

On distingue la composante prépondérante de période 1 508 557 ans associée
a Pluton. 11 s'y superpose la composante de période 1 963 865 ans due 3

Neptune.
Amplitude Période
0,25055 rd 1 508 557 ans
0,04966 rd 1 963 865 ans
Les autres composantes ont leur amplitude comprise entre 1074 rd ez 1078 ra.



Figure 13

P6le de PLUTON

de -108 ans a 108 ans
écheglle : 1 cm > 0.035

distance de deux points successifs

-
-—d - - -

~- - o




I.35

Vecteur de Lizt de MERCURE

Valeurs extrémes de 1'excentricité :
0,232710

M

e
m

0,130232

L'excentricité reste donc toujours importante.

L'allure réguliére de la courbe décrite s'explique par la présence de
la composante d'amplitudé prépondérante, de période 237 259.ans associée 3
Mercure et de deux composantes d'amplitudes non négligeables dont les périodes
sont du méme ordre de grandeur :

0,181432 237 259 ans (Mercure])
0,024204 349 080 ans (Jupiter-Saturne)
0,023187 176 473 ans (Venus-Terre)

Les autres composantes ont des amplitudes comprises entre 0,0015
-6
et 7.10
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Figure 14

Vecteur de Lizt de MERCURE

de -400 000 ans & +400 000 ans
échelle : 1 cm > 0.02

1 valeur propre prépondérante : A = 5746238/an
origine en 1300.0

"distance’ de deux points consécutifs : 40 000 ans.
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Vecteur de Lizt de VENUS

Excentricité maximale :
ey = 0,070394

La courbe décrite est complexe car quatre composantes ont pratiquement
la méme amplitude :

0,019078 176 473 ans (Venus~Terre)
0,016277 349 080 ans (Jupiter-Saturne)
0,014950 71 984 ans (Mars)

0,012735 74 784 ans (Venus-Terre)

Les autres composantes ont des amplitudes allant de 0,0062 & 10-5

Actuellement, 1'excentricité de Venus est petite mais on voit qu'il n'en
est pas toujours ainsi.
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Vecteur de Lizt de VENUS

Figure 15 de -400 000 ans & +400 000 ans

échelle : 1 cm > (0,006
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Vecteur de Lizt de la TERRE

Excentricité maximale :
ey = 0,063774

Comme pour Venus on a quatre composantes d'ampli_tﬁdes voisines :

0,016275 349 080 ans (Jupiter-Saturne)
0,014913 71 984 ans (Mars)
0,014884 176 473 ans } (Venus-Terre)
0,010557 74 784 ans
Les autres composantes ont des amplitudes variant de 4.10'"3 a i 010'=6
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Vecteur de Lizt dé MARS

Valeurs extrémes de 1'excentricité :

ey = 0,142631

e, = 0,003877

L'excentricité peut donc varier dans de grandes proportions.
Cela n'apparait pas a priori d'aprés la courbe. Cela est di 3 ce que les deux
composantes prépondérantes ont presque la méme période :

0,073120 71 984 ans (Mars)
0,030047 74 784 ans (Venus-Terre)
0,018735 349 080 ans

} (Jupiter-Saturne)
0,016154 58 132 ans

Les autres composantes ont des amplitudes allant de 0,0026 a 0,000015

Actuellement Mars n'a pas de faible excentricité. Cela est df principale-
ment au phénoméne de battement entre les deux premiéres périodes.
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Figure 17

de -400 00C ans & +400 000 ans
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Vecteur de Lizt de JUPITER

Valeurs extrémes de l'excentricité :
ey = 0,061116
en = 0,025410

La forme extrémement réguliére de la courbe est due & ce que les périodes
349 080 ans et 58 132 ans des deux composantes d'amplitudes prépondérantes
sont presque dans un rapport simple : 58 132 x 6 = 348 792

L'"épaisseur' de cette épicycloide presque parfaite est due 3 une
troisiéme composante (due 2 Uranus)de faible amplitude et 3 longue période
(479 678 ans).

La simplicité de la courbe vient de la prédominance des masses de Jupiter
et de Saturne. Voici les amplitudes prépondérantes et les périodes correspon-
dantes :

0,0432639 349 080 ans } (Jupiter-Saturne)
0,0156657 58 132 ans
0,0020323 479 678 ans (Uranus)

Les autres amplitudes s'échelonnent de 9.107° 35.1077

I1 est @ noter que les périodes trouvées par D. Brouwer et Van Woerkom
sont de 301 682 ans et 46 662 ans au lieu des 349 080 ans et 58 132 ans
obtenues ici j; leur rapport n'est plus aussi voisin d'un entier. Ces différences
sont dues 3 la considération des termes provenant de la grande inégalité de
800 ans.
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Vecteur de Lizt dé SATURNE

Valeurs extrémes des cxcentricités :

ey = 0}084522

e, = 0,012206

Les commentaires faits pour Jupiter s'appliquent de la méme fagon pour

Saturne.

Voici les amplitudes et les périodes des principales composantes :

0,0483861 58 132 a.ns} Utpiter-Saturme)
0,0340997 349 080 ans '
0,0018568 479 678 ans (Uranus)

Les autres amplitudes varient de 25.107% 2 6.107°



Vecteur de Lizt de SATURNE

Fioume 19 de -1 000 000 ans & 1 000 000 ans
rigure -9 échelle : 1 cm ——> 0.008-

2 valeurs propres prépondérantes : 3'7126/an
et 22"'2939/an
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Vecteur de Lizt de URANUS

Valeurs extrémes de 1°excentricité :
ey 0,076815

e
m

1

0,010821

On a deux amplitudes prépondérantes avec les périodes :

0,043818 349 080 ans (Jupiter-Saturne)
0,029384 479 678 ans (Uranus)

On apergoit également 1a composante de période 58 132 ans et
d'amplitude 0,001856.
La composante
0,001249 1 522 138 ans (Pluton)
apparait moins nettement du fait de sa trés longue période.

Les autres amplitudes vont de 2.10-6 a 4.10"7
Vecteur de Lizt de NEPTUNE de -106 ans 5.105 ans
méme échelle : 1 cm > 0,008

Valeur maximum de 1'excentricité :
ey = 0,016350

Amplitudes prépondérantes :
0,007907 1 522 138 ans (Pluton)
0,003532 2 080 055 ans (Neptune)
0,003176 479 678 ans (Uranus)

0,001597 349 080 ans

} (Jupiter-Saturne)
0,000136 58 132 ans

Les autres sont de 1l'ordre de 10'7

Les deux premiéres composantes donnent 1'aspect €picycloidal de la
figure. On remarque la composante de 58 132 ans malgré sa petite amplitude.
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Figure 20

Vecteur de Lizt de URANUS

de -106 ans a +'ID8 ans
échelle : 1 cm —— 0.008

Vecteur de Lizt de NEPTUNE

+



Vecteur de Lizt de PLUTON

Valeurs extrémes de 1'excentricité :

M

e
m

0,262621

0,243416
Le mouvement est quasi circulaire ; la composanté de Pluton est nettement

prépondérante :
0,253018 1 522 138 ans (Plutor)

Vient ensuite la composante de Neptune :
0,009184 2 080 055 ans (Neptune)

Les autres composantes ne participent que pour 0,16 % dans le mouvement.



Vecteur de Lizt de PLUTON

Figure 21 de -108 ans a 108 ans
échelle 1+ 1 cm > 0,030
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5. REPRESENTATION DES MOUVEMENTS SECULAIRES DES PETITES PLANETES

Comme pour les grosses planétes, les courbes représentatives des
mouvements du pdle et du point de Lizt d'une petite planéte dépendent de leur
position initiale. Leur diversité nous empéche de les représenter toutes. On
peut cependant mettre en évidence les caractéristiques générales de ces courbes
en fonction du demi-grand axe a de leur orbite.

5.1. PSles moyens

La rotation (11) donnant le mouvement du pSle d'une petite planéte

peut s'écrire :
—iaoo(a)t
(16) Uy = Ce

+ P(a,t)

On y a mis en évidence le paramétre a, demi-grand axe de 1'orbite.
Le mouvement du pble se présente ainsi comme une relation de pulsation —aoo(a)
autour du point P(a,t). Les conditions initiales relatives au pble de la petite
planéte n'interviennent que dans le coefficient C (pSle propre) .: elles n'affec-
tent que 1l'amplitude et la phase de ce vecteur.

P(a,t) sera appelé PSle moyen de la petite plan&te de demi-grand
axe a. I1 ne dépend pas de la position initiale du p6le ; toutes les petites
planctes de méme demi-grand axe a ont le méme pdle moyen P(a,t). Leurs vrais
pdles tournent sur des cercles concentriques centrés en P avec une vitesse
commme : -aoo(a).

On pourrait tracer la courbe décrite au cours du temps par le pdle
moyen P(a,t) pour a fix&, et ceci pour différentes valeurs de a. Il est cependant
préférable de représenter ensemble les pdles moyens pour différentes valeurs
de a et & un instant donné,car on verra mieux ainsi les relations qui existent
entre les petites plan€tes : la figure 22 donne la position des pdles
moyens pour 1900,0 et pour @ variant de 2 U.A 3 12 U.A ; on voit que dans cet
intervalle, les pbles moyens sont sensiblement alignés avec les pdles de Jupiter
et de Saturne. Ceci s'explique par la prépondérance de ces deux planétes sur
les autres:
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P(a,t) est en effet 1'extrémité du vecteur résultant de la composition
de neuf vecteurs tournants dont les vltesses angulalres sont -les valeurs propres
de 1a matrice A et dent 1es phases dépendent -des p051t10ns initidles des grosses
planetes ; Vvitesses angulalres et phases sont donc 1ndépendantes de a. Seule
1'amplitude de ces vecteurs en dépend et ce, a des degrés divers conduisant 2
leur regroupement en trois classes :

- 1 vecteur 1ndependant de a : G}I ; c'est le vecteur fixe correspondant
a la valeur propre nulle de A.

- 7 vécteurs quasiment 1ndependants de a : ils correSpondent aux sept
valeurs propres de A autres que -25,75 et 0. Leur somme. JEH+' a actuel-
lement un module d'environ 3)5. Les variations de la position de M1
avec a sont données sur la figure 23. On voit qu'elles ne sont que
de quelques dizaines de secondes pour 1'1nterva11e de a considéré.

- 1 vecteur dependant fbrtement de a M1P N il correspond d la valeur
propre -25,75 associde au couple Juplter Saturne. Son module peut varier
de p1u51eurs degrés lorsque a parcourt 1'intervalle [2, 121, soit
environ'100 fois plus que MLM1. |

A chaque valeur de a correspond un point M (Cf. figure 23) et de ce point
est issu le vecteur ﬁ—§ dont la direction D est 1ndependante de a. I1 s'en
su1t que 1l'ensemble des points P n'est pas rigoureusement une droite mais reste
comprls entre les deux droites paralleles de direction D qui enveloppent la
courbe de la figure 23. (Cf. figure 24).

Les variations de M1 sont trop petites pour étre visibles sur la figure 22,
d'autant plus qu'elles sont encore atténuées par 1l'orientation de la courbe
de la figure 23, sensiblement la méme que la droite JS de la figure 22. De ce
fait, on peut assimiler la petite oOUrbe décrite par M, avec le point noté M,
sur la figure 22. C'est la différence d'ordre de grandeur entre la variation des
différents vecteurs qui donne 1'allure rectiligne du lieu de P.

Pour toute petite planéte, a &tant une constante, la distance M1P
est invigiable.‘En négligeant les déformations du lieu de M, au cours du temps,
on peut dire que les pSles moyens décrivent des cercles concentriques centrés
en M,, 3 la vitesse de ~25)'75 par an, en phase avec les pbles de Juplter et de
Saturne et en restant alignés avec ceux-ci. A ce degré d'approximation, c'est-a-
dire 3 quelques secondes d'arc prés, les distances entre ces plles et entre les
pOles moyens sont donc constantes ; ainsi 1'inclinaison de Jupiter sur Saturne

est quasiment constante et égéle a 15265.
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Voir fig. 26

-0, oL

-0, o

Points de Lizt Moyens

pour 41800,0
pour 2 U.A.

Figure 25

< as< 11,8 U.A.
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La petitgsse du vecteur EQNT,manifeste la prépondérance de Jupiter -
et de Saturne sur les autres planétes : si elles étaient les deux seules, M,
serait confondu avec 4 et rigoureusement aligné avec leurs pSles J et S.
I1 diviserait le segment JS dans le rapport de leurs moments cinétiques soit -2,47.
On voit que la présence des autres planétes ne modifie pas grand' chose.

A noter enfin, 1'éjection du pdle moyen 3 1'infini pour « = 1,95 U.A
et ¢ = 12,5 U.A (Cf. p. 4). D'autre parf, la COnstructionAgéométrique des pdles
met en évidence d'une autre fagon l'association du couple Jupiter-Sattrne avec
la valeur propre -25,75.

5.2, Points de Lizt moyens

Comme pour les pdles, 1'équation du mouvement du point de Lizt d'ume
petite planéte peut s'écrire :
iaoo(a)t
an - vy = De + Q(a,t)

et Q(a,t) est appelé Point de Lizt moyen.

On peut voir sur la figure 25, la position de ces points moyens pour
1900,0 et lorsque a varie de 2 U.A 3 12 U.A. On ne retrouve plus ici la simpli-
cité obtenue pour les pdles moyens. En effet, le partage de 1l'ensemble des 9
vecteurs intervenant dans la construction d'un point Q, d'aprés léur'dépeﬁdahce
avec a, est différent : il n'y a plus de vecteur indépendant de a mais il reste :

- 2 vecteurs prépondérants dépendant de a : ils correspondent aux deux
valeurs propres de B : 22,29 et 3,71 associées au couple Jupiter-Saturne.
Leur module varie de quelques centiémes lorsque a parcourt 1'intervalle
[z,121.

- 7 vecteurs petits et dépendant peu de o : leur somme 55; a un module
de 1'ordre du milliéme et sa variation avec a, représentée sur la
figure 26, est du méme ordre, soit dix fois plus petite que pour les
deux vecteurs prépondérants.

La figure 27 schématise la construction des points Q & partir de ces
vecteurs. En négligeant les vecteurs 66;, on voit que les points. Q décrivent des
gpicycloides analogues & celles parcourues par les points de Lizt de Jupiter
et de Saturne (Cf. fig. 18 et 19), et en phase avec ceux~ci. A noter le rejet 2
1'infini des points Q pour a = 1,8 U.A et a = 12,7 U.A.
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Plus généralement, en ne limitant plus 1'intervalle de variation de q,
on s'apergoit que la courbe représentativé des points de Lizt moyens (resp.
pdles moyens) a un instant quelconque, relie‘continuement par rapport aux demi-
grands axes les points de Lizt (resp. les pbles) de toutes les grosses planétes,
sauf lorsque aoo-devient'égal au module d'une des valéurs propres de B (ou A),
auquel cas on a une discontinuité, et les points moyens sont rejetés 3 1'infini.
On voit, d'aprés les intersections de la courbe des 200 (fig. 1) par les
droites 20 = |x]  (» valeur propre de A ou B), que, seuls, les couples Jupiter -
Saturne et Venus-Terre sont reliés continuement par la courbe des points moyens ;
toutes les autres plan€tes sont isolées sur des branches partant 2 l'infihi
pour les valeurs de a telles qué %0 égale 22,29 (ou 25,75). Ceci manifeste
d'une autre fagon 1'isolement ou 1'association des grosses planétes, telles
qu'on les a mis en &vidence par 1'étude des correspondances entre valeurs propres
et planétes.

Remarque : 0On a représenté sur la figure 28 la position des points de Lizt moyens
d’'aprés les valeurs numériquss publiées par D. Brouwer et A. Van Woerkom
[5]. Elle est légérement différente de la figure 25. En effet, 1la cohsidé-
ration de termes supplémentaires (jusqu'a l'ordre 6 en excentricité) dans
la fonction perturbatrice de Jupiter et de Saturne a conduit & une solution
semi numérique [énalyse'harmonique] du mouvement des paints de Lizt de
Jupiter et de Saturne, considérés comme seuls corps du systéme planétaire
(Cf. G.W. HILL [71). Cette solution est de la forme :

7 Z(kr,=(R=-Dr)¢t (k=D A =kr,)

1 2 1 2
o, e + B, e

k1] ¥ k

ol A1 et Az sont les valeurs propres associées au couple Jupiter-Saturne,
et Gz Bk des coefficients numérigues.

.Lorsqu‘bn ne garde gque les termes de ce développement correspondant
& k=1 et k=2, comme dans [5], on a alors deux mouvements circulaires supplé-
mentaires de pulsations : 2x1-x2 et 2x2—x1. Cette solution améne donc une
nouvelle discontinuité dans la courbe des points de Lizt moyens chaque fois
que a . égale une de ces nouvelles pulsations. C'est ce gul arrive pour
a=2,64 U.A. On a tracé en pointillés sur la figure 28 1la courbe de la.
figure 23 : on voit que la nouvelle discontinuité est assez localisée ;'oh -
peut guand méme se demander si la solution compléte obtenue par Hill serait

utilisable ici & cause du nombre de discontinuités nouvelles qu'elle aménerait.



Position des points de Lizt moyens
pour 1,90 < a < 4,0
pour 1850,0

J et S : Points de Lizt de Jupiter et de Saturne
(d'aprés O. Brouwer)

Figure 28
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D'autre part, les valeurs de A1 et Az, légérement différentes des

valeurs propres de B associées au couple Jupifer-Saturne, causent un
décalage des points de Lizt moyens par rapport a la figure 25, notamment
au voisinage de 2 U.A : les points sont en effet rejetés a 1'infini pour

a =2,02 U.A au lieu de 1,80 U.A dans le cas de la figure 23.
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6. CONSEQUENCES SUR LA DISTRIBUTION DES ELEMENTS D'ORBITES DANS L'ANNEAU
DES PETITES PLANETES

La figure 22 montre que pour les valeurs de g comprises entre 2 U.A
et 4 U.A., correspondant 3 1l'endroit ol 1l'on trouve la majorité des petites
planétes dans le systéme solaire, les pSles moyens suivent des trajectoires
analogues 3 celle du pdle de Jupiter et de Saturne et en phase avec ceux-ci.
Cette corrélation se retrouve pour le pble réel d'une petite planéte si, du
moins, son inclinaison propre est assez petite pour ne jamais 1'écarter beaucour
du p6le moyen.

On peut espérer trouver une corrélation entre les pdles réels et
le pdle de Jupiter quelles que soient les inclinaisons propres en considérant
un ensemble de » petites planétes dont les demi-grands axes a, (Z=1, ..., n)
sont suffisamment voisins pour pouvoir confondre les pdles moyens P(ai,t)
correspondants avec leur barycentre P. Les pSles décrivent alors des cercles
de rayon ‘ci' (inclinaisons propres) centrés en P mais avec des vitesses angulai-
res -aoo(ai) 1égérement différentes les unes des autres de sorte qu'avec le

temps, les différences d'élongations entre les différents pdles s'accumulent ;
il s'en suit qu'aprés un temps suffisant, les pSles seront réguliérement distri-
bués autour de P quelles que soient leurs positions initiales respectives.

D'autre part, le barycentre Pb des pbles des »n petites planétes
8galement pondérés peut s'exprimer en fonction du barycentre P des pfles moyens :

i (-ag(a ) t+0.)

n
(19) P=F+%Z e

b il
Ce point sera voisin de P si n est assez grand et s'il n'existe pas de corréla-
tion entre les amplitudes ‘cj‘ et les arguments (—aoot+¢j). De toutes fagons,

si de telles corrélations existent 3 un instant donné, elles ne sauraient étre
que passagéres. La coincidence des points P et b, fournit donc un test de la
régularité de la distribution des n pbles.

Dans ce cas, Py doit €tre aligné avec les pSles de Jupiter et de
Saturne ; il tourne en phase avec ces pdles avec la vitesse angulaire -25Y75
par an ; la distance de ces points est constante.
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Autrement dit, comme Pb définit le plan moyen des n orbites, on voit que son
noeud dans le plan invariable reste constamment voisin des noeuds des orbites
de Jupiter et de Saturne dans ce méme plan.

Tout ce qui vient d'€tre dit a propos des pSles est vrai pour les
points de Lizt : si la distribution des » points de Lizt est réguliére, Qb’
barycentre de ces n points doit &tre voisin du point de Lizt moyen Q.

I1 est alors aussi dans le voisinage du point de Lizt de Jupiter, et donc on
devra observer une concentration de périhélies de petites planétes dans la direc-
tion du périhélie de Jupiter. De plus, Q, se déplace sur une épicycloide analogue
a celle parcourue par le point de Lizt de Jupiter (Cf. figure 18) et en phase
avec lui de sorte que cette dissymétrie dans la distribution des périhélies doit
toujours exister.

Enfin, au lieu de prendre des petites planétes de demi-grands axes a
trés voisins, on peut chercher oll se trouve le barycentre Py des pdles de
1'ensemble des petites planeétes comprises entre 2 U.A. et 4 U.A. ; Pb est le
pSle du plan moyen de 1'anneau des petites planétes. Les conclusions précédentes
obtenues pour des petits intervalles de demi-grands axes et appliquées ensemble
a la réunion [2 U.A, 4 U.A]l de ces petits intervalles permettent de dire que Pb
doit &tre voisin du barycentre Pm des pdles moyens également pondérés. La valeur
a = 2,8 U.A. étant la moyenne des demi-grands axes, Pm sera voisin de P(2,8,t).
Onvoit sur la figure 22 que le rapport des distances M1P[2’BJ et M1J est égal a
1,6. On devrait donc trouver P aligné avec les pdles de Jupiter et de Saturne,
1,6 fois plus loin de M1 que le pSle de Jupiter. On peut mesurer son inclinaison

moyénne sur le plan invariable : 0355.

De la méme fagon, le barycentre Qb des points de Lizt de 1l'ensemble
des petites planétes peut définir 1'excentricité et 1'orientation de 1'ellipse
représentant 1'orbite moyenne de cet ensemble. Si la distribution des points de
Lizt est réguliére autour du barycentre Qm des points de Lizt moyens, Qb sera
voisin de Q, et donc aussi du point de Lizt de Jupiter. L'orbite moyenne des
petites planétes a donc son périhélie dans une direction voisine de celui de
Jupiter : ceci explique la dissymétrie observée depuis longtemps [8] dans la
distribution des périh€lies des petites planétes. Cette orbite moyenne se déforme;
son point de Lizt se déplace sur une épicycloide analogue a celle du point de
Lizt de Jupiter. La corrélation entre les périhélies des petites planétes et
celui de Jupiter est donc un phénoméne durable. L'excentricité moyenne de
1'anneau correspondant au point de Lizt moyen devrait étre actuellement de 0,035
(Cf. figure 24).
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Ainsi, la théorie des perturbations séculaires permet de prévoir la
position du plan moyen ainsi que l'orientation et 1'excentricité de 1'orbite
moyenne de 1'anneau des petites planétes du systéme solaire. Cette orbite moyenne
peut servir de base pour la description de 1l'anneau : toute orbite a de fagon
approchée ses €léments &gaux d la somme (vectorielle) des €léments de 1'orbite
moyenne et de ses €léments propres (C et D).

Cependant, la théorie précédente ne considére que des inclinaisons
et des excentricités infiniment petites du ler ordre. Peut-on admettre que
les petites planétes satisfont 34 cette condition quand on sait que 1'inclinaison
médiane (895) et 1'excentricité médiane (0,15) sont sensiblement
plus importantes que pour les grosses planeétes ? Avant de voir au chapitre 3
jusqu'a quel point ces prédictions se trouvent vérifiées dans le systéme solaire,
on va donc d'abord essayer de mettre en évidence les limitations de la théorie
du ler ordre en intégrant numériquement le mouvement du pSle et du point de Lizt
lorsque 7 et e ne sont plus petits.



CHAPITRE II : PERTURBATIONS SECULAIRES D'ORDRES SUPERIEURS

I1 s'agit de déterminer les mouvéements séculaires du pdle et du point
de Lizt d'une petite planéte dont 1l'inclinaison et 1'excentricité sont quel-
conques. Pour simplifier, on considére que Jupiter est le seul corps perturbatet
et que son orbite est fixe et circulaire (probléme restreint des trois corps).

Divers auteurs (Gr. A. Antonacopoulos [121, Y. Kosai [13]) ont d&ja
attaqué ce probléme par des méthodes analytiques mais qui ont 1'inconvénient
d'étre d'application limitée : Gr. A. Antonacopoulos utilise un développement
de la fonction perturbatrice F suivant les puissances croissantes de 7 et de e
jusqu'a 1l'ordre 4 seulement. Quant 3 Y. Kosai, la lenteur de la convergence de son
développement de F suivant les puissances croissantes de o, rapport des demi-
grands axes, rend difficile son application pratique aux petites planétes du
systéme solaire perturbées par Jupiter (0,4<0<0,75). D'ailleurs 1'€tude du
mouvement n'est faite que pour o trés petit et 1'application numérique faite
pour o=0 convient essentiellement 3 un satellite perturbé par le Soleil.

Enfin, 1l'emploi des variables de Delaumay par ces deux auteurs améne naturellement
1'élimination du noeud des orbites : la solution est alors donnée dans un repére
tournant dans lequel le noeud est fixe mais le mouvement de ce repére n'est pas
étudié.

On se propose ici de résoudre le probléme lorsque o est grand et
quels que soient ¢ et ¢ en utilisant la méthode de Gauss ; cette méthode numéri-

que fournit les variations séculaires %:”-, gg-, %9 et Z_ permettant 1'intégration

immédiate du mouvement du pble et du point de Lizt. L'€tude préalable des
équations différentielles du mouvement permet de plus la discussion des divers
types de solutions possibles. .
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1. RAPPEL DE LA METHODE DE GAUSS

On calcule les infégalités séculaires des €léments d'orbite d'une
planéte P perturbée par une autre planéte P' 3 un instant donné. Pour cela,
il suffit de connaitre les éléments et la disposition relative des deux orbites
d cet instant :

a et a' demi-grands axes de P et P'
e et e’ excentricités
T inclinaison des deux plans d'orbite
0 longitude du noeud mesurée dans le plan de P' 2
partir d'une direction fixe Oy.
G =0+ {' longitudes des périhélies m et n* (Cf. fig. 29)
et &'=0+w'

Les &quations de Lagrange relatives 3 la planéte P s'&crivent

(Cf. par exemple [2] p. 433) :
3 2
da _ 2m' na (' . a(l-e 2)
= Resinv + S
z o+
¢ , " h-e:E i

. 2 2
de _ m'" 2 l/ 2 . S fa (1-e
%-mna 1-e (Rsmv+—e—a-<——gr-’—l-r

4

(20) % - T%;? 2 Y cos (w)
1-¢
Lo 8 i sin(ut)
1-¢” sin<

i . 27 o
% = 2sin? 1}%% + 1:””; na P1-¢ [ -Reosv + S (1+ -2—2—) siny
a(1=-e")

oll v représente 1'anomalie vraie et w 1l'argument de la latitude du périhélie.

Ces équations donnent les dérivées des €1éments géométriques de 1'crbite
de la planete P en fonction de ces €léments eux-mémes, de la position de P sur
son orbite et des composantes R, S et W représentant, au facteur km prés, les
projections de la force perturbatrice sur les trois axes rectangulaires :

- prolongement du rayon vecteur de la planéte perturbée P

- normale 3 ce rayon-vecteur dans le plan de 1'orbite de P

- normale 3 ce plan.
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Ces équations sont rigoureuses. Seule leur résolution fait appel 3
des approximations.

La force perturbatrice dont on doit calculer les composantes R, S
et W est la différence de deux termes :

PPt t
(21) F=km [ P

P! |

|spr®

Le premier représente lfattraction de la planéte P' sur la planéte P et le
second 1'attraction de P' sur le Soleil. Ce deuxiéme terme ne donne pas d'inéga-
lités séculaires lorsqu'on se place dans la théorie du ler ordre par rapport

aux masses. On se placera désormais dans cette approximation et la force pertur-
batrice peut alors se réduire & son premier terme.

Les variations des €léments données par les équations 20 sont du
meme ordre que la masse perturbante (il faut seulement éviter que la distance PP'
soit trop petite : 1l'excentricité de P devra étre limitée en conséquence). Au
ler ordre par rapport aux masses les éléments d'orbites peuvent alors &tre
considérés comme constants pendant le temps de quelques périodes de P ou de P',
ou mieux, €tre assimilés a leur valeur moyenne. Dans ces conditions, les membres
de droite des équations 20 sont périodiques et de période 2I! en M et en M',
anomalies moyennes de P et de P'. On peut les développer en série de Fourier
des deux arguments M et M'. L'une quelconque des équations 20 s'€crira :

(22) %w\oo«» I A, cosGM+ iM + q)

God! Jdd .

A..,
dlodl 1 (23) o-o = A t+ ] =Ly sin(M+ jM' +q)
Jsd

. p jn+jh
]

Si les moyens mouvements n et n' de P et de P' sont incommensurables,
Ao représente 1'inégalité séculaire de 1'81ément o. On supposera dans toute la
suite que cette condition est réaiisée.

Le calcul de Abo par la méthode de Gauss consiste 4 éliminer les

termes péricdiques :
2 21

1 do R
(24) A =— [ | = Mar
00 4n o o%

Abo ne dépend plus que des €léments géométriques de 1°orbite. Le
mouvement séculaire peut alors €trs déterminé de proche en proche 3 partir des
conditions initiales.
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I1 représente les variations (lentes) des €léments moyens de 1'orbite. Dans
toute la suite le mot mouvement sera @ prendre dans ce sens.

Comme le demi-grand axe a n'a pas d'inégalité séculaire (Cf. [1]
p. 199), on pourra le considérer comme constant et ne s'intéresser qu'aux
équations 20 relatives 3 e, 7, 0 et &.



2. CALCUL NUMERIQUE DE A.00

L'expression de g% donnée par les formules (20) permet le calcul
numérique de 1'intégrale {24) : il suffit de calculer %%-pour des valeurs de M
et de M' régulicrement réparties de 0 & 2 et d'en faire la moyenne. Il y a
bien un moyen de calculer 1'intégrale IZH %%- dM' en utilisant les fonctions

o

elliptiques (Cf. [1] chap. 27) mais ce procédé, intéressant pour les calculs
manuels car ces fonctions sont tabulées, est difficilement adaptable au calcul
€lectronique. On a préféré utiliser la méthode de Simpson pour sa simplicité et
sa meilleure automaticité.

La précision obtenue par cette méthode, évaluée en variant le nombre
de points d'intégration, est de 10-3 pour une subdivision de 1'intervalle d'inté-
gration (0,21) en 30 parties égales. Cette précision est largement suffisante
pour l'utilisation qu'on a en vue.

Cela nécessite le calcul de %% en 900 points. Le calcul des anomalies
vraies @ partir des 60 anomalies moyennes M et M' nécessite, compte tenu des
symétries, 30 fois la résolution de 1'équation de Kepler. (15 fois si 1'excentri-
cité de Jupiter est considéré comme nulle). On a utilisé 3 cet effet une méthode
trés performante associant les méthodes dites '"de la corde" et 'de la tangente"
(Cf. [11] chap. 3). Le temps de calcul nécessaire pour obtenir les quatre
inégalités séculaires (de e, 7, © et &) est dans ces conditions de 1'ordre de
15 secondes(1). '

(1)  sur Bull GAMA 40, langage ALGOL.
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3. APPLICATION DE LA METHODE DE GAUSS

L'automatisation de la méthode permet d'effectuer 1'intégration
nunérique du mouvement du pSle et du point de Lizt. Pour cela, il faut se
domner les conditions initiales A io’ e , w_et Oo a 1'instant to, calculer

o’ "o
les inégalités séculaires ?— , % , %—2— et %g— correspondantes, et en déduire par

une méthode de type Runge-Kutta les nouveaux &€léments d'orbite pour un instant

t tat. On itére le processus en prenant ces nouveaux éléments comme conditions
initiales. L'inconvénient majeur de la méthode est de ne donner le mouvement

du pSle et du point de Lizt que sur un intervalle de temps limit€, sans possibi-
1ité de généralisation. D'autre part, les conditions initiales peuvent &tre si
diverses que le nombre de cas d traiter pour obtenir un minimum de généralité
dépasse nos possibilités de calcul. Aussi va-t-on plutdt déterminer d'abord
1'aspect qualitatif du mouvement (symétries, périodicités), 1'intégration numéri-
que n'intervenant qu'a titre d'exemple et pour chiffrer les variations des
éléments.

Ceci revient 3 étudier les inégalités séculaires en tant que fonctions
des conditions initiales. L'orbite de Jupiter étant fixe et circulaire,

-2271 , %3 , %‘2— et %S— ne dépendent que de a (qui est constant), de Z, de ¢ et de w.

© n'intervient pas par raison de symétrie.

La démarche sera la suivante :
Pas 1 - étude qualitative des inégalités séculaires en fonction des conditions
initiales 3 partir de la forme des intégrales doubles.
On détermine notamment leur périodicité et leur parité en fonction de w
ainsi que le degré de liberté du systéme d'équations différentielles.

Pas 2 - €tude quantitative des inégalités séculaires :
Pour une valeur de a, on détermine numériquement leurs caractéristiques
principales, c'est-a-dire leur signe et leur dépendance vis-2a-vis de
chacun des €léments %, e et w. On pourra ensuite généraliser & d'autres
valeurs de a.
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Pas 3 - étude des mouvements séculaires :
. D'abord dans un repére tournant avee le noeud.
On détermine graphiquement d partir du pas 2 deux types de solutions :

- soit un mouvement progressif en « pour lequel toutes les valeurs de 0 & 380°
sont atteintes. Ce types de solution existe guelle que soit 1'inclinaison.

- soit un mouvement libratoire en w, autour de w=80° ou 270° ; les valeurs
w=0° et 180° ne sont jamais atteintes. On trouve des cas particuliers
d'orbites elliptiques stationnaires stables pour les trois paramétres :

i, e, st w=90° 3 ce type de solution n'existe que si 1l'inclinaison est assez
grande.
Entre ces deux types de mouvements on trouve une orbite elliptique
tendant asymptotiguement vers une orbite circulaire. Pour ces deux types de

solutions on démontrera la périodicité du mouvement en fonction du temps.

. Ensuite dans un repére absolu.

L'étude des mouvements périodiques du pSle et du point de Lizt donnera
les résultats essentiels suivants :

Sur une période, pour toute condition initiale, le pdle a un mouvement
rétrograde sans point double . Par contre, suivant les conditions initiales,
le point de Lizt peut avoir un mouvement direct avec ou sans point double ,
un mouvement libratoire et périodique autour d'une direction fixe, ou un mouvement
rétrograde avec ou sans point double . Des exemples d'intégration mumérique
donnent dans chaque cas un ordre de grandeur de 1'amplitude des variations
périodiques de ces mouvements.

Remarque : Pour pouvoir faire la comparaison avec la théorie du 1er ordre en 7 et e,
11 est utile de résumer ici les résultats auxquels elle aboutit dans le cas
ol Jupiter est le seul corps perturbateur.

+ Le pSle de la petite planéte décrit um cercle centré au pSle de Jupiter
dans les sens rétrograde, & la vitesse angulaire constante aoo ne dépendant
qgue du demi-grand axe.

. Le point de Lizt décrit un cercle centré en un point Q du vecteur de Lizt
de Jupiter, dans le sens direct avec la méme vitesse 40" La distance de Q

a 1l'origine est une fraction o ej de l'excentricité ej de Jupiter.

a est inférieur & 1 et crolt avec le demi-grand axe de la petite plangte.
BDans le cas d'une orbite de Jupiter circulaire, Q cofncide avec l'origine,

le mouvement du point de Lizt est alors circulaire et uniforme.
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3.1, Symétries et péricdicité des inégalités séculaires

a' désignant le rayon de l'orbite de Jupiter, les quantités R, S et
W s'écrivent :

(a' cosM' cos(wtv) + a'sinM' sin(w+v)cosi -r)/ A3
(=a'cosM' sin(w+v) + a'sinM' cos(w*v)cosz )/ A3
-a'sin? sinM' / A:S

avec Az = a'z

(26) S
W

1

+ r2 - 2a'r(cosM' cos(w+v) + sinM' sin(w+v)cosz)
ol r désigne le rayon vecteur de la petite planéte.

Comme M' n'intervient que dans R, S et W, on peut effectuer 1'intégration
de ces trois quantités par rapport & M' ; on aura :

20
(27) Ro(u),‘l)) = f R(w,v,M")aM"
(o]

et des expressions analogues pour So(m,v) et Wo(w,v) .

Les changements simultanés de w en N-w, de v en -v et de M' en I1I-M' ne
modifient ni R ni W mais changent le signe de S. Comme ces quantités sont
périodiques de période 21 par rapport a M', leurs intégrales de 0 3 21 sont
invariantes par translation sur M'. On a donc :

4

R (w,2) = R (-w, -v)
(28) 8 (w,0) = =8 (l~u, -v)
Wo(w,v) = WO(II-w, =)

De la méme fagon le changement simultané de w en M+w et de M' en II+M'
sans changer v conduit aux relations :

R0 (w,v) = R0 (M+w,v)
(29) §,(w,v) = 8 (I*w,v)
W (w,0) = =W _(+w,0)

Les inégalités séculaires sont alors obtenues en intégrant par rapport & M
les &quations 20 dans lesquelles R, §, et W, remplacent R, S et W. On aura
par exemple :

21 ‘
B x I Rolwmdsinw + §,(w0)5)]



Compte tenu de (28), g% est aussi égal 3 :

21
K [Ro(n-m,-v)sin(-u) + SO(H-w,-v)f(r)J M
o
on en conclut que %% (w) = -lgg (M~-w)

on aboutit de la méme maniére a : %% (w) = %% (+w)

De ces deux résultats, on peut encore tirer :

Lw=-LE) et L(Fw--L (1

7 est donc une fonction périodique de w, de période I et impaire de w et

de w+ %-; elle posséde deux centres de symétrie : 1'un en w=0 et 1'autre en
1

w= =y 5 SUr 1'axe des abscisses.

i

On aboutit de la méme fagon au méme résultat pour vl

%% et %% sont aussi périodiques en w, de période I mais paires de w et de w+ %-;

Ils possédent deux axes de symétrie : en w=0 et en w= % . Ce dernier résultat

s'applique aussi évidemment 2a g% = %% - %% .

A partir des symétries des inégalités séculaires considérées comme fonctions
de w, on pourra tirer plus loin des conclusions sur la périodicité de Z, e, 0
et & en fonction du temps.

3.2, Intégrales du mouvement

Dans un repére tournant oll le noeud est fixe, les équations différen-
tielles donnant les dérivées T T et I dépendent d'un paramétre a et des
trois coordonnées <, e et w. Ces derniéres ne sont pas indépendantes car il
existe deux invariants séculaires : 1-e? cost = Co’ et V(Z,e,w) = Vb

représentant 1'intégrale de 1'énergie.
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En effet, de 1'expression : H = Vﬁ'bé:zz.cosi,on obtient par les
formules 20 :

3
2 21 . 211 211 . .
dH m! 7{ a’r(sinM'cos (wt+v) -sin(w+v) cosM' cost)
i MM =] [ —=na
fo 0 ZE o © ! i
(a'r+r2-2a'r(cosM'cos(w+v)+sinM'sin(m+v)cosi)

Cette expression est nulle car la quantité entre crochets est égale a
EﬁT G%) et que A est périodique de M' de période 2I. La variation séculaire de H
est donc nulle. Comme a est déja un invariant séculaire il en est de méme de

1/1——:2 COSZ.

H est une des variables de Delaunay ; son invariance apparait plus naturel-
lement dans les équations canoniques écrites pour ces variables aprés y avoir
€liminé le noeud (Cf [12]1 et [131). On voit de plus que dans ces équations,
aprés 1'élimination des termes 3 courtes périodes,au ler ordre par rapport aux
masses, 1'Hamiltonien du systéme est indépendant du temps : c'est une intégrale
premiére du systéme différentiel du mouvement sé€culaire exprimée par la relation

2n 21 ,
(30) V(o) = — [ [ MM e
IT

4 o o

L'invariance de H et de V réduit ainsi 4 1 le degré de liberté du systéme
différentiel. Géométriquement, ceci veut dire que, le demi-grand axe &tant fixé,
dans 1l'espace de configuration (Z,e,w) 1la trajectoire décrite par le point
(Z,e,w) représentant l'orbite, 3 partir des conditions initiales (io,eo,wo), est
1'intersection du cylindre

L}
@}

(31 C(Z,e) & Vl-e“cost = b4:;Z cosi0

et de la surface V(z,e,0) = V(Z e s0) = V.

La détermination analytique des trajectoires & partir de ces deux invariants
a été faite par Y. Kosai ([13]) dans le cas ol, le rapport a des demi-grands

axes étant trés petit, on peut négliger az. Elles s'expriment alors & partir
des fonctions elliptiques.

Dans le cas des petites planétes du systéme solaire o est trop grand pour
que cette approximation soit suffisante et 1'intégrale V(i,e,w)=Vb n'est pas
exploitable analytiquement.
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On pourrait bien déterminer numériquement les trajectoires en tabulant la
fonction V(i,e,w)=Vb mais ce procédé est lourd 3 mettre en oeuvre et manque de
généralité d'autant plus qu'il est possible d'étudier graphiquement la nature
des trajectoires et le mouvement sur ces trajectoires 2 partir de la forme des
équations différentielles, déterminée par la méthode de Gauss en variant les
conditions initiales.

3.3. Etude numérique des inégalités séculaires

L'application de la méthode de Gauss a des orbites de petites planétes,
avec des conditions initiales réguliérement distribuées, permet de tracer les

courbes de variations deygé, %%3 g% et g% en fonction des éléments a, 7, e et w.

Voyons d'abord le cas le plus simple oli 1'orbite de la petite planéte
est circulaire mais inclinée d'un angle quelconque.

3.3.1. e=0_; a et 7 quelconques

- — i 2 " ——— o e " —— o — - -

Les deux orbites étant circulaires et inclinées d'un angle ¢ quelconque,
on voit par symétrie que les intégrales doubles donnant g%-et g% sont identique-
ment nulles. La solution est donc i(t)=io et e(t)=eo=0 : les orbites circulaires
sont des solutions d'€quilibre. On verra plus loin que la stabilité de telles

orbites n'est assurée que pour des inclinaisons 7 < ¢*, Z* dépendant de a.
q

Le périh€lie est dans ce cas indéterminé et 0 reste la seule quantité
variable. Sa dérivée,vgg est toujours négative (Cf. fig. 30). Pour toute valeur
fixée de a, c'est une fonction croissante de <. Elle est évidemment nulle pour
£2=90° : on ne voit pas pourquoi 1'orbite tournerait alors dans un sens plutdt que
dans 1'autre. Notons que jusque 7=5°, toutes les courbes sont confondues avec
leur tangente horizontale & 1'origine 3 moins de 1% prés. Dans cet intervalle,
la théorie du ler ordre est donc valable avec cette précision. Au-dela, la varia-
tion de %% avec 7 est d'autant plus grande que a est plus grand : pour a=3,5 U.A,

vI%% est égal a %{%%Jmax lorsque 7=25° ; avec a=2,4 U.A, ceci n'arrive que pour
£=42°, D'autre part, g% augmente en valeur absolue avec a. Ceci montre que la
théorie du ler ordre en < est d'autant moins valable que a est plus grand.

Le mouvement du pdle est circulaire et uniforme mais plus lent que

dans la théorie du ler ordre : par exemple, pour a=3,1 U.A. et £=15°, %% vaut

-70" par an soit une différence de 15 % avec le cas oll ¢ est petit.
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Remarque : Les courbes de la figure 30 peuvent étre représentées de fagon approchée

pour tout Z de 0° & 80° par la formule empirique :

g0 G
(32) dt 1+a51nz tg?

ol o est une fonction croissante du rapport des demi-grands axes.

Quels gue soient a et 7, cette formule donne des écarts inférieurs &

0 do
10/0 d I [} -~ 3 : . i
u CE;J mais ne saurait 8tre rigoureuse p fonction de 2,

a une dérivée seconde nulle pour 7=390° ce gui n'est pas le cas

de l'expression (32).

Voyons maintenant le cas général ol 1'excentricité de la petite
planéte est quelconque. Cependant, pour limiter le volume de calculs, on ne
considérera qu'une valeur du demi-grand axe : g=3,1 U.A, représentative d'une
des zones les plus peuplées de 1'anneau des petites planétes. On déterminera
pour cet a des valeurs critiques de 7 et de e correspondant 2 des changements
dans le type du mouvement. On généralisera ensuite en recherchant ces valeurs
critiques pour d'autres demi-grands axes.

3.3.2, a=3,1 U.A ; 7, e et w_quelconques

On supposera dans toute la suite que e n'est pas nul pour éviter
1'indétermination de w. '

3.3.2.1. Etude de Z_ et de a—

Contrairement aux résultats de la théorie du ler ordre en 7 et e,

-33 et Er-ne sont en général pas nuls. On le voit sur la figure 31 ol on a tracé

leurs courbes de variation en fonction de w pour quelques valeurs fixées de 7
et de e. On remarque la périodicité de 180° et les symétries par rapport aux
points (0,0) et (90°,0) signalées en 3.1. L'allure des courbes est sensiblement
sinusoidale pour les petites valeurs de Z ou de e mais il n'y a pas d'axe de
symétrie paralléle & 1'axe des ordonnées : 1'extremum situé entre w=0 et w=90°
se trouve avant w=45°.

D'autre part, les variations de ¢ et de ¢ sont toujours de signes
opposés. Ceci est évidemment la conséquence de 1'invariance de la quantité -

L4:;zéosi.
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On peut d'ailleurs la vérifier mumériquement pour des valeurs diverses de 7

et de e. On doit en effet avoir dans ce cas :
o .
2
a _ _ . . 1l-e
(33) . % = tgr . >
at

Le tableau IV permet de comparer la valeur de cette expression avec le rapport
des inégalités séculaires calculées par la méthode de Gauss pour w=30° et
w=60°, On vérifie ainsi que la précision du calcul est bien de 1'ordre de 10-3
(Cf. 2.2). C'est également un test favorable de la validité de la méthode

de Gauss pour tout 7 et tout e.

Enfin, examinons les courbes de variations de Zi ou Zi en fonction de <

(fig. 32). w a été fixé a 45°. On constate que gi est une fonction croissante
de Z et de e. 2— est aussi fonction croissante de e qui prise en fonction

de ¢ montre un maximum pour ¢ voisin de 15° et s'annule évidemment pour =0 et
2=90°. On remarque que la maximum de Zr-est d'autant plus élevé et plus prés de

1'axe des ordonnées que 1'excentricité est plus grande. D'ailleurs, pour e 0,67,
1'orbite perturbée (a=3,1 U.A) peut couper 1'orbite perturbante ou méme lui

€tre tangente dans le cas ¢=0. Les perturbations augmentent alors indéfiniment.
Au voisinage d'un tel cas, le ler ordre par rapport aux masses, admis a 1'origine
de cette étude est certainement une approximation insuffisante. AuSsi, dans

toute la suite, on adoptera une valeur maximum de 1'excentricité, égale dans le
cas présent a 0,67.

3.3.2.2. FEtude de g— et de -d—

Les figures 33 @ 35 donnent les courbes de variations de Zr-et de dm

en fonction de w pour quelques valeurs fixées de < et de e. On voit que ces
dérivées ne sont pas indépendantes de w sauf si 7 et e sont trds petits, auquel
cas on retrouve le résultat de la théorie du ler ordre en 7 et e, .3 savoir

g% et gE €gaux en valeur absolue & 82Y5 par an pour tout w.

Quels que soient 7, e et w, g% est toujours négatif : le noeud ne
peut que rétrograder. Il n'est nul que si 7=90°. Sa variation avec ; est d'ailleurs

analogue 3 celle obtenue pour e=0 (Cf. fig. 30) : g% est une fonction cr01ssante
de <.
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Pour w et ¢ fixés, %-% est fonction décroissante de e. L'écart avec le cas e=0

est plus important en w=90° qu'en w=0° et il est d'autant plus grand que <
est plus petit et e plus grand : on voit ainsi que 1'écart relatif entre les

valeurs de %% en w=0° et w=90° atteint 50% pour =005 et e=0,2. Pour la méme

excentricité, cet &cart n'est plus que de 25% si £=20° et de 10% si £=45°.
L'écart 3 la théorie du ler ordre en 7 et e est donc appréciable méme pour des
valeurs relativement petites de < et de e.

Quant 3 la longitude du périhélie, sa dérivée E% n'est pas toujours

positive. Son mouvement peut €tre direct, rétrograde ou méme libratoire autour
d'une direction fixe dans le cas ol % est moyennement nul. On remarque que -g—(:;)
dépend peu de e mais beaucoup de 7 et de w : par continuité sur <, on voit qu'il
existe une valeur 7:1 (e), voisine de 19°, décroissant lentement avec e, telle

que -a% s'annule en w=90°.

L'inclinaison 7,"1 (0) décroit 1égérement avec le demi-grand axe : on en a
déterminé la valeur pour différentes valeurs de q en calculant par dichotomie
la racine de 1'équation %i—’ =0 avec e=0 et w=90°. Les résultats sont présentés
dans le tableau V.

a 2,(0) 2, (0)
U.A.)

2,0 35°,1 | 24°,6

2,5 32°,9 | 22°,6

3,0 30°,1 | 20°,0

3,5 26°,6 | 16°,8

4,0 22°,7 | 13°,3

TABLEAU V
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Notons que les courbes des figures 33 a4 37 sont trac€es pour des
valeurs fixées de 7 et de e. Elles ne représentent pas le mouvement d'une petite
planéte donnée pour laquelle 7 et e varient. Avant de pouvoir déterminer complé-
tement ce mouvement, il est utile de voir quelles sont les variations de w.

On les déduit évidemment de celles de ¢ et de & :

On a ainsi tracé (fig. 35 a 37) les courbes de variations de % en
fonction de w lui-méme pour quelques valeurs fix€es de 7 et de e.

Leur allure suggére plusieurs remarques :

+ Pour tout e, par continuité sur %, on voit qu’il existe une inclinaison
2'(e) pour laguelle la composante fondamentale du développement de Fourier
en  de %% a une amplitude nulle. g% est alors sensiblement indépendant
de w et voisin de 165"/an guel que socit e. Pour une orbite dont les
conditions initiales sont e et % '(e), g% n'est cependant pas constant
au cours du temps, car 7 est lui-méme variable. La fonction Z'(e)est
croissante, nulle pour e=0 : au 1er ordre en 7 et e, w est une fonction

linéaire du temps.

. Pour tout e, par continuité sur ©, on voit gqu’'il existe une inclinaison
iz(e) telle qgue %% s'annule pour w=80°. Comme pour cet w, %% et g% sont
également nuls, une orbite dont les conditions initiales seraient e, iz(e)
et w=90° est stationnaire pour ces trois variables. Cet état est permanent
car les équations différentielles du mouvement ne dépendent que de e,

7 et w et non du temps. On verra de plus qu'il est stable. Pour une telle
orbite, seuls le noeud et le périhélie se déplacent, avec un méme mouve-
ment rétrograde et uniforme. La fonction i=i2(e) est lentement croissante.
Sa valeur & 1'origine iZ(O) vaut 29°,6 pour a=3,1 U.A. iz(O) a été déter-
miné&, comme i1(0), pour différentes valeurs de a (Tableau 5)}. Les résultats
sont en parfait accord avec ceux gue Y. Kosai a obtenu par ailleurs ([13])
a& partir du développement de 1'intégrale de 1'énergie suivant les puis-
sances de a. On voit que lorsque a passe de 2 U.A a 4. U.A, iz(O) ne
varie que de 35°,1 a 22°,7. A noter que la valeur de iZ(O) trouvée par

Gr. A. Antonacopoulos, voisine de 19° pour a=3,1, est loin de la valeur
exacte ce gui montre gue son développemsnt poussé jusqu'a 1l'crdre 4 en 7
gt e est encore nettement insuffisant pour une représentation correcte

du mouvement.
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. Pour toute inclinaison inférieure & iz(e), g% est positif quel que soit w.
Pour les inclinaisons supérieures a iz(e). le signe de Zg-est toujours
négatif en w=90° et positif en w=0. Ceci ne présage en rien de 1l'existence
d'orbites pour lesquelles les valeurs w=0 et w=90° sont toutes deux
atteintes au cours du temps. Pour en décider, il faut étudier en méme
temps les variaticns de Z, de e¢ et de w, en fonction des conditions

. initiales. La combinaison des résultats précédents va maintenant permettre
une description précise des différents types de mouvements séculaires

possibles.

3.4. Ftude des mouvements séculaires

L'étude numérique précédente a mis en &évidence sur un cas particulier
(a=3,1 U.A) des caractéristiques (notamment les fbnctionS‘ﬁ(e) et iz(e)) qu'on
retrouve pour tout a, et dont 1l'ordre de grandeur reste le méme lorsqu'on passe
de 2 U.A. 34 U.A.

Dans ces conditions, 1'étude des mouvements séculaires peut &tre faite
de facon plus géné€rale en raisonnant pour a fixé mais quelconque, les figures
et les exemples numériques &tant pris pour a=3,1 U.A. et pour des astéroides
du systéme solaire.

Partant du point de départ PO=(io,eo,wO), on sait que le point
P=(7,e,w), représentatif de 1'orbite de la petite planéte de demi-grand axe a
dans un repére tournant avec le noeud, parcourt une trajectoire qui est 1'inter-
section du cylindre

C(Z,e)

1-e“cos? = ¥1-e¢_ cosi_ = C
o 05% o]

et de la surface V(i,e,w)=Vb.

On ne sait pas déterminer simplement cette deuxi@me surface mais son
intersection avec le cylindre est la solution du systéme différentiel

% = f(w,e,?)

(34)
& - glu,e,)
% = h(w,e,z) <= - ______e__T_ g(w,e,i))
tgz(1-¢7)

ﬂﬁ?apnt on connait quelques représentations graphiques par les paragraphes précédents.
En se plagant sur le cylindre, 1'étude de g%-ou de'gg permet de déterminer la
nature des trajectoires :



90
=0
>
1 e
C= WVi-e” cosi
Iigure 38

Y

N
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La figure 38 présente un projection sur le plan (e,Z) les cylindres
relatifs 3 quelques valeurs de Co.

D'autre part, la condition %% =0 fournit une relation entre ¢, e et v

3 laquelle correspond une surface Sw qui admet les plans w = k %, comme plans

de symétrie. En limitant » & 1'intervalle [0,180°1, on a représenté en projection
sur le plan (e,7Z) les intersections de cette surface par des plans w= Cte

(Cf. fig. 38). En un point (e,Z) situé sur 1l'une de ces courbes, g% est nul pou:
les valeurs de w qui y sont marquées et négatif pour w compris entre ces valeurs.
On voit apparaitre comme intersection de S, par le plan w=90° la courbe i=i2(e).

Cette courbe est la limite inférieure des inclinaisons en de¢d de laquelle %%

est positif quel que soit w.

Comme le mouvement de P se fait sur le cylindre passant bar Po’ il
peut &tre utile de représenter son intersection &ventuelle avec S : développons
pour cela le cylindre C(i,e)=Co dans un plan (u,w), 1'axe u=0 correspondant a
la génératrice e=0. Lorsqu'elle existe, (ie, C0 <cos(i2(0)) (C£. fig. 38) |
1'intersection du cylindre et de S, est une courbe Cw, symétrique par rapport &
la droite w=90°, qui coupe 1l'axe u=0 en deux points M, et M, d'ordonnées w et
180°-wm. Elle coupe également la droite w=90° en un point M, d'abscisse U

C, délimite un domaine D, 3 1'intérieur duquel %% est strictement négatif.

Dans le reste du plan g% est strictement positif. Notons que la pente de Cm
est nulle en M, et M, et infinie en M; (Cf. fig. 39). De plus, D, n'est convexe
que si C, est supérieur 2 une valeur C1 (voisine de 0,6 dans le cas a=3,1).

180 ' 180 4
MZ
M
2 M
so b .. VN3 L 90 —_
Dw '
M1 ——"’Cw M1
( U, U 0 u, U
C, < €, < cos(Z,(0)) c, < G

Figgre 39
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Notons qu'a tout point du plan (u,w) correspond ume orbite unique, sauf
pour les points de 1'axe =0 qui réprésentént la méme orbite circulaire d'incli-
naison 7<= Arc cos (Co) ,» et 3 condition que u soit inférieur a Ugs représentant
la longueur de la courbe C(Z,e)=C o avec 7 et e positifs ; @ partir de la distance
élémentaire de deux points du plan :

2 2 2 2

ds® = du® + du avec  du’ = &t + de®
2

2 _ 2 e e
soit encore du” = de 1+ (par (31) et (33))

) (1-e%) (1-e*-C5)

u, est alors donné par 1'expression :

e=min(0,67,1-c2)
u

e=0

(on a limité ¢ & 0,67 pour rester dans le cadre du ler ordre par rapport
aux masses (Cf. 3.3.2.1))

En tout point P, -g% et % déterminent de fagon unique le vecteur vitesse

, 2 2.
de P par sa direction (%) et son module (%i—= %"t— +%‘- ). L'étude numérique
de % et de %i— faite précédemment permet ainsi de connaitre la forme de la tra-
jectoire de P dans le plan.

Suivant que % garde un signe constant ou non, deux cas sont 3 considérer :

Le cylindre ne coupe pas la surface S, (Cf. fig. 38). Ce cas regroupe
la presque totalité des orbites de petites planétes.

1. Périodicité de la solution

% reste toujours strictement positif. Quel que soit 1l'angle w, initial,

il existe toujours un instant pour lequel w passe par toute valeur comprise
entre 0° et 180°. Prenons alors 1l'origine du temps quand w=0 et soient w(z),
e(t), 7(t) les fonctions représentant les mouvements s€culaires de 1l'orbite.
Elles forment la solution du systéme différentiel :

G - gue,n
g% = h(w,e,i) (= - —=2 g(s,e,7)

tgi (1-¢)
ol f, g et 4 sont les intégrales doubles du type (24).
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La parité de f et g par rapport 4 w (Cf. 3.1) entraine que les fonctions
wy () = -w(-t), e (&)= e(-t) et i1(t)=i (-t) constituent aussi une solution.
On a en effet :

) = Fogegiy) = Floe,d) < D22 2
f(w1’e1’7/1 f w1’e1’7’1 = flw,e,7) ST
de

: . . de 1
g(“’1931 "L‘])= "g("'w1 )91 ,711)=‘ g(w,e,¢)= —Z'E = -2%—

Comme la solution est unique, on a nécessairement w(t) w1 ), e(1t)=e1 ®)
et i(t)=i1 (t). v est donc une fonction impaire du temps tandis que e et < en
sont des fonctions paires.

En désignant par % le temps mis par w pour passer de 0° & 90°, la parité

-~ -~ T
de f et g par rapport 3 «w+90° (Cf. 3.1) entraine de la méme fagon que w(z+ 7)
est impaire du temps et que <(t+ -'g-) et e(t+ %) sont paires. 7 et e possédant
ainsi deux axes de symétrie distants de = sont périodiques de période T.

De méme, w possédant deux centres de symétrie distants de % est périodique,
modulo 180° avec la période T.

Comme le signe de % est positif pour w compris entre 0 et 90° et négatif
entre 90° et 180°, on voit que e est maximm pour w=90° et minimum pour 0°
et 180°. On a évidemment 1'inverse pour 7.

La figure 40 présente quelques unes des trajectoires du plan (u,w) corres-
pondant a C0=0,95 et Co=0,87 (= cos(iz(O)) pour a=3,1 U.A
y = “p — .
6 17w o 29,6 29° 277 o 18 13 0
180° 180 [

IZ

90 ={— j— =} = | —| = X — —}— - -
4 [
0 u; U o) u; 9}
| - . , 0[ -~ . N -
4 0,1 o2 0,312 e 0,1 0,2 03 O 0, 493
Co=0’95 : Coé0,87

Figure 40
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On voit sur ces figures que pour CO fixé 1'inclinaison _Varie peu si 1'excen-
tricité est faible ; elle varie au contraire beaucoup si 1'excentricité est
voisine de 1/1:?0- . La période du mouvement en w est de 1'ordre de quelques
milliers d'amnées mais peut &tre plus importante pour les orbites pour lesquelles
C0 est voisin de cos (7:2(0)) et e trés petit ; dans ce cas la trajectoire passe

en effet prés du point stationnaire M (Cf. fig. 40) ol % s'annule.

Remarques : . Si eo est différent de zéro, e ne peut pas s'annuler car les orbites

circulaires sont stationnaires.

. Comme e est maximum pour w=90°, en choisissant des conditions initiales
o’ . . . P N
wo=90 et e= >0, les variations de e sont alors inférieures a e.
Les orbites circulaires correspondant & C0 > 0,87, c'est-a-dire telles

que 7 < iZ(O),sont donc stables.

2. Mouvements séculaires du Pdle et du point de Lizt

Les trajectoires précédentes sont celles du pSle et du point de Lizt
dans un repére tournant avec le noeud. Ce mouvement d'entrainement est rétrograde
et ne s'annule jamais. Pour tout q supérieur & 2 U.A, on peut méme préciser que,

C0 étant supérieur a cos (iz(O)) , %% est toujours inférieur 3 -18'" par an, ce qui
correspond & une révolution en moins de 72 000 ans.

Comme %?—; et % ne dépendent que de Z, e et w (pour a fixé€) et

sont périodiques en w avec la période 180°, ces deux dérivées sont aussi pério-
diques en fonction du temps avec la période T. Sur une période, le noeud rétro-
grade de 1'angle O tandis que le périhélie se déplace d'un angle @ dont le
signe dépend des conditions initiales. Le mouvement du pdle (resp. du point de
Lizt) est alors périodique modulo 6 (resp. mT) avec la période T.

Comme %% est toujours négatif, la courbe décrite par le pSle sur une
période ne comporte pas de points doubles. On peut en outre préciser que 7 et e
variant en sens contraire, %% est maximum en valeur absolue pour w=90° et minimum
pour w=0 (Cf. fig. 33). La valeur moyenne de 7 sur une période est donc plus
voisine de son maximum que de son minimum. Par contre, suivant que < est supérieur
ou inférieur a 71 0y, g% peut &tre positif ou négatif. On voit d'aprés la figure
38 qu'il faut considérer deux cas :



Déplacements du PSle et du point de Lizt en 8000 ans pour les

conditions initiales | ¢~ 3’1°U~A- o
Ty = 10 o, = 0
eo = 0,15 wo = 00
4
5000

,,,,,
.-

_'4000"“‘

Figure 41
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C0 > cos(il(O)) (i.e C0 2 0,943 pour a=3,1 U.A)

di

7 est toujours positif. La courbe décrite par le point de Lizt sur umne
période ne posseéde donc pas de points doubles et le mouvement se fait
dans le sens direct. Prés de 90% des astéroides entre 2 et 4 U.A sont dans
ce cas.

La figure 41 donne un exemple d'intégration numérique du mouvement du
pdle et du point de Lizt correspondant 3 ce cas (a=3,1 U.A et C°=0,983 ;
avec une inclinaison de 10° et une excentricité de 0,15, cet exemple est
bien représentatif de la moyenne des orbites des petites planétes).

On a tracé en méme temps les trajectoires circulaires qui auraient &été
décrites par ces points dans la théorie du ler ordre en 7 et e avec les
mémes conditions initiales . Notons que les écarts en excentricité (au plus
8,5% de la valeur maximum) et en inclinaison (au plus 7,8% du maximum) ne
s'accumlent pas au cours du temps vu leur périodicité. Par contre, sur
une période (T=4100 ans), la vitesse moyenne du pdle (-96",7/an) et celle
du point de Lizt (68",2/an) différent de 17,3% de la valeur (* 82"5/amn)
qu'on obtiendrait au ler ordre en < et e. Dans ces conditions, 1'invariance
de ©o+% au ler ordre ne se conserve pas aux ordres supérieurs et les &carts
en longitude entre position réelle et position du ler ordre s'accumulent
au cours du temps.

C0 < cos(i1(0)) (194 astéroides entre 2 et 4 U.A sont dans ce cas)

g% est négatif dans un domaine D du plan (u,w) analogue & D,
(Cf. fig. 42). On voit qu'il faut envisager trois types de mouvements suivant
que la trajectoire de P dans ce plan passe 3 cO6té de ce domaine (ecas 1), lui
est tangent (cas 2) ou le coupe (cas 3).

wﬂ;
180
90. - [ I A
® ©® (©
0 Uy u

Figgre 42



Déplacements du Pdle et du point de Lizt en 8 000 ans pour les

a = 3,1 U.A.
conditions initiales i = 20° o, = 0°
Le°=0’30 OO=0

1000

Point de
Lizt

\iﬂﬂf Figures 43 - 44

2V
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g% est toujours positif : comme dans le cas Caz cos(i1(0)), le
mouvement du point de Lizt se fait donc sans point double dans le
sens direct. Cépendant les variations de < et de e sont en général
plus importantes car la trajectoire de P correspond généralement
dans ce cas a des excentricités notables. Les figures 43 et 44 en
donnent un exemple : les amplitudes des variations de 7 et de e sont
respectivement €gales a 29% de 1'inclinaison maximm et 3 20% de
1'excentricité maximm. On a représenté avec le mouvement du pdle
les vecteurs d'erreurs de la théorie du ler ordre : nulle 3 1'origius
des temps, leur longueur atteint rapidement 1'ordre de grandeur de 7.
En effet, sur une période (= 4000 ans) la vitesse moyenne du pSle
(-114"/an) est en valeur absolue 1,4 fois plus importante que celle
donnée par le ler ordre (82'"5/an). Le décalage est encore plus grand
pour le point de Lizt : sa vitesse moyenne (43",7/an) est 1,9 fois
plus faible que celle du ler ordre ; on remarque d'ailleurs qu'au
voisinage de «w=90°, la vitesse du point de Lizt est presque nulle.

g% s'annule en w=90° : le mouvement du point de Lizt présente alors
un point de rebroussement. L'exemple de la figure 44 est trés voisin
de ce cas.

g% est négatif au voisinage de «w=90° : le point de Lizt rétrograde
dans ce voisinage et la trajectoire est formée de boucles. Cependant,
le moyen mouvement peut &tre positif, nul ou négatif suivant que
1'angle :

T
(36) By = fo 5 dt

dont s'est déplacé le point de Lizt sur une période est positif,
nul ou négatif.

Pour déterminer une racine de 1'équation mT=0, on peut se fixer
deux conditions initiales, e, et w, par exemple, et chercher la
troisiéme. Pour e,=0,005 et w,=0 on a trouvé io=2535 (avec a=3,1 U.A).

Sionat > 2535, By est négatif et si 1y < 2555, il est positif.

La figure 45 montre le mouvement du point de Lizt pour £=2555 :

c'est un mouvement libratoire, la trajectoire &tant sensiblement
circulaire, décentrée par rapport a l'origine et parcourue en environ
12 800 ans. S



Mouvement libratoire du point de Lizt

00
00

OO
00

a = 3,1 U.A.
. o
To = 25,5 Wy
= (0,005 <)
4000 ¢ ’ 0
2000
Y
Période
12 800 ans
6000 Figure 45
Mouvement du Point de Lizt rétrograde en moyenne
a = 3,1 U.A.
. i, = 28
00 =
e, 0,005
Y
Période
19 000 ans

000

Figure 45 bis
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La traJect01re du pble est alors également fermée et sensiblement
circulaire mais dans le temps 2T mis par le pole pour faire un
tour complet, le point de Lizt décrit deux fois sa trajectoire.

La figure 45 bis montre un exemple de mouvement & point
double,rétrograde en moyenne. On peut remarquer les fortes variations
relatives de ¢ et 1'instabilité de 1'orbite libratoire. On peut
évidemment déterminer d'autres couples (io,eo) donnant, avec la
condition m0=0,un mouvement libratoire (i.e &T=O) :
1'ensemble des racines de 1'équation &T=O (avec w0=0) est une
fonction i=i3(e) dépendant peu de e et telle que iS(O) soit sensi-
blement égal i 25°,5. Plus généralement, pour d'autres valeurs de a,
on a la relation :

i1(e) < iS(e) < iz(e)

On peut alors résumer ainsi les mouvements du pdle et du point de Lizt :

. Mouvement du pble toujours rétrograde sans point double

. C0 2 cos(i1(0)) : le mouvement du point de Lizt ne peut &tre que

direct et sans point double.

C0 2 cos(iS(O)) : on a en plus la possibilité d'un mouvement a points
doubles mais direct en moyenne, avec un cas particulier de
trajectoire avec points de rebroussements.

C0 2 cos(iz(O)) : on a en plus la possibilité d'un mouvement 3 point
double,rétrograde en moyenne,avec un cas limite d'orbite libra-
toire.

. On va maintenant voir que le cas C0 <-cos(i2(0)) améne une possibilité

supplémentaire : celle d'un mouvement du point de Lizt, rétro-
grade et sans point double.

Co < cos(iZ(O)) (18 astéroides seulement correspondent 3 ce cas)

) o .ty - —— -

~Le cylindre C(Z,e)= C coupe la surface S (Cf. fig. 38). Il existe

alors un domaine C  du plan (u w) Oﬁ'a" est negatlf (voir fig. 39 ou la courbe

en pointillés de la fig. 46). Les trajectoires de ce plan peuvent étre déter-

minées notamment 3 partir des signes de-%ﬁ et de du

la pente

dw

: ot qui donnent en chaque p01nt P

£ de la trajectoire qui y passe. La figure 46 montre comment elles
u P

sont disposées.



v
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al C1 < C0 < cos(iz(O))

Point
de Lizt

e varie de 0,128 a 0,428

i varie de 36;63 a 2837

o
n

17 000 ans

Mouvements du pdle et du point de Lizt de PALLAS

Figure 47
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On distingue un domaine D olt les trajectoires sont fermées et
correspondent 3 des oscillations de w autour de la valeur 90°. Ces trajectoires
entourent toutes, sans se couper, un point M; qui correspond a une orbite
elliptique stationnaire stable. A 1'extérieur de D,, on a des trajectoires
progressives pour lesquelles w peut prendre toutes les valeurs. Entre ces deux
types de mouvement on trouve une trajectoire conduisant le point P de M1 en M2
en un temps infini. (Notons que M, et M, représentent la méme orbite circulaire
stationnaire, inclinée de 1'angle arc cos(Co)).

Ces trajectoires représentent aussi les intersections du cylindre
avec la famille de surfaces V(i,e,w)=Vb signalées en 3.2. M3 est un point de
contact d'une de ces surfaces avec le cylindre tandis que M1 et M2 sont des points
d'intersection ; autrement dit, M3 est un point double réel des branches imagi-
naires, caractéristiques de la stabilité, tandis que M1 et M2 sont des points

doubles réels des branches réelles, caractéristiques de 1'instabilité.

a) Trajectoires progressives

-~

Cette classe de trajectoires est identique 3 celle €tudiée précédem-
ment pour Co p cos(iZ(O)),avec cependant des variations de e et de < beaucoup
plus importantes car les trajectoires contournent le domaine D,. D'autre part,
si C0 est inférieur a une valeur C1, voisine de 0,6 dans le cas ol ¢=3,1 U.A,

le domaine DZ ne contient pas entiérement le domaine Cw 1 certaines trajectoires
correspondant aux conditions initiales e, trés petit et wo=0, traversent alors
une partie de C amenant une petite rétrogradation en w (Cf. fig. 46,b).

Le mouvement dumpﬁle et du point de Lizt ne se distinguent pas du cas traité

au paragraphe précédent pour CO 2 cos(iz(O)), sauf par les fortes variations de 7
et de e. A titre d'exemple, les figures 47 et 48 montrent que le mouvement du
point de Lizt de Pallas est rétrograde en moyenne (&T<O), tandis que celui de

Istria (n° 183) est direct en moyenne (mT>0).

b) Trajectoires libratoires

I1 semble qu'un seul astéroide (le n° 1373) corresponde 3 ce cas

(C£. 131, ou [14]1). La per10d1c1te de ces traJect01res en z, e et w, ev1dente
sur la figure 46 se démontre comme en 3.4.1.1. i partir de la parité de-a—, de
et de-a- en w . Comme les trajectoires de DZ coupent nécessairement la dr01te
w=+90° en deux points P1 et P2 et que le temps z-mls pour passer de P1 en P2 est

fini (car la vitesse éfz éﬁz .QZZ est strictement positive), les graphes de

o dt dt dt
1(t) et e(t) possédent deux axes de symétrie distants de %-et sont donc pério-

diques de période T. Il en est de méme de w(t) dont la variation est bornée.
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La période T au voisinage du point M, peut d'ailleurs &tre évaluée

a partir des courbes de variation de %—, %— et de gt au voisinage de w=90°.

En posant w= -IZI- - w et v= umiy, (uM abscisse de M3) » les équations différentielles
du mouvement au voisinage de M3 sont trés sensiblement de la forme :

% =0V (en négligeant un terme en wz)
(37)

avec a et B >0.

Les conditions initiales vo>0 et wo=0 entrainent la solution :

v=9op_cos Va B ¢
(38) °
W= I/: sin Yo B ¢
o¥g
La trajectoire est une ellipse décrite dans le temps T = Z—H—/___ . La solution
aB

d'équilibre en M; est donc stable. Les valeurs de o et g peuvent &tre tirées
des courbes 31 3 37:par exemple pour e o=0,15 et i0=30°, o vaut environ 15" par
an et g8 20" par an d'oll la période T de 75 000 ans.

La figure 49 représente le mouvement du point de Lizt de 1'astéroide
n° 1373 dans un repére tournant avec le noeud et dans un repére absolu. I1 faut
noter la grande amplitude des variations de 1'excentricité (de 0,31 3 0,56).
Dans le méme temps < varie de 2972 3 4034. Cependant, sur une période, la
valeur moyenne de e est plus proche de son minimum que de son maximum ; on a
évidemment 1'inverse pour <.

Dans le repére absolu, le mouvement du point de Lizt est toujours rétrograde,
comme celui du noeud qu'il suit a 90° £21°. En particulier, pour le point M3
stationnaire, le point de Lizt correspondant décrit un cercle, comme le pdle,
avec la méme vitesse négative et constante.

e) Trajectoires asymptotiques

On peut montrer le caractére asymptotique du mouvement 3 partir de
la forme des €quations différentielles au voisinage de e=0. D'aprés la figure 36
la variation de « pour les grandes valeurs de 7 peut &tre représentée de fagon
approchée par 1'expression :

(39) 42 - A + Beos 2u

avec A et B >0, A < B.
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Lorsque e est voisin de zéro, 7 est pratiquement constant et %% ne dépend

2

de e que par son carré e“: A et B peuvent &tre considérés comme constants.

%(;_, s'annule pour les valeurs w et l-w , ordonnées des points M, et
M, sur la figure 46.

De la méme fagon; %, trés sensiblement égal él%, est de la forme
(Cf. fig. 31) :

(40) | % = au sinZw (o constante positive)

De (39) et (40) on déduit :
dw _ A + Bcos 2w

EZ au Sln2w
o
A + Bcos Zwo 7B
dlod: (41) u = %y |K+Bcos 2o

. Si Uy est différent de zéro, et si w  est différent de w ou de T-w , %
a un minimum strictement positif pour w=0 et w= % : la trajectoire ne coupe pas

1'axe u=0.

. Si W, (ou H-wm) , la solution est de la forme :

w=w_ (ou H-wm)

m
(42) ot sinlw at SiHZ(H-wm)

_ m
u=u, e (ouuoe )

Elle représente un mouvement asymptotique €loignant le point P
de M1 ou le rapprochant de M2 en un temps infini. Cependant, dés que w, est
différent de 0 (uo étant trés petit) la trajectoire ne passe ni par M, ni par
M,. Ceci montre 1'instabilité de 1l'orbite circulaire représentée par le point M1
ou M,. Comme de telles trajectoires n'existent que si on a C0 < cos(iz(O)) , on
peut affirmer que les orbites circulaires sont instables dés que leur inclinaison

est supérieure 3 7,'2(0).
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4. CONSEQUENCES SUR L'ANNEAU DES PETITES PLANETES

L'étude précédente ne peut pas s'appliquer rigoureusement aux petites
planétes du systéme solaire car on a négligé 1'excentricité ey de Jupiter et
1'influence des autres planetes.

L'introduction de ey entraine celle de wy, argument du périhélie de
Jupiter ; cet argument n'intervient dans les équations (20) que dans les combi-
naisons w * wye Si Jupiter est le seul corps perturbateur, son périhélie est
fixe mais wy suit les mémes variations que le noeud de la petite planéte.
Cependant, la petitesse de e; (= 0,05) fait que le mouvement doit peu dépendre
de wy ¢ sa périodicité en w est altérée mais reste approchée.

L'influence des autres planétes contribue aussi 3 modifier cette
périodicité, mais 1'effet le plus important semble devoir intervenir indirecte-
ment par les variations séculaires de 1'orbite de Jupiter.

Dans ces conditions, la représentation du mouvement du péle et du
point de Lizt d'une petite planéte par la composition de mouvements circulaires :

eix(a)t

P=C + P(a,t)

qui est propre a la théorie du ler ordre en 7 et e, doit &tre modifiée lorsqu'on
passe aux ordres supérieurs.

x(a)t

D'une part, le mouvement propre Ce , circulaire et uniforme, doit €tre

remplacé par le mouvement plus complexe C(z) eﬂl(t) ol C(z) et g? 1(t) ont des

variations périodiques en rapport avec la périodicité de w. D'un point de vue
statistique, on peut ne considérer que leurs valeurs moyennes C et %% , mais

qui diffeérent de celles fournies par le ler ordre en 7 et e.

D'autre part, le point moyen P(a,t) du ler ordre ne dépend que du demi-grand
axe mais par 1'intermédiaire de A(a). Aux ordres supérieurs, la vitesse angulaire
du mouvement propre dépend non seulement de g mais encore de Z, e et w .

Dans ce cas, la détermination du pdle moyen théorique (ou point de Lizt moyen)
d'un ensemble de petites planétes ne peut plus se faire suivant le seul paramétre
a ; si on veut trouver la coincidence entre le point moyen observé et P(a,t)

il faut limiter 1'inclinaison et 1l'excentricité de fagon 3 rester dans le voisi-
nage du ler ordre en 7 et e.
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Pratiquement, il semble que la condition
1-e”cosz > cos(i1(0))

permette de rester dans un voisinage satisfaisant du ler ordre notamment pour
le mouvement du point de Lizt propre qui, dans ce cas, s'effectue dans le sens
direct et sans points doubles. Comme cette condition rassemble prés de 90%

des astéroides, les points moyens trouvés resteront encore bien représentatifs
de 1'ensemble des petites planétes.

Enfin, les résultats de ce chapitre suggérent quelques remarques 3
propos des familles d'astéroides (Cf [6] et [17]1). Celles-ci sont caractérisées
par la similitude des demi-grands axes, des inclinaisons propres et des excentri-
cités propres de chacun de leurs membres. Elles dépendent donc directement de
la théorie du ler ordre en e et <. Le fait qu'aux ordres supérieurs on ne
retrouve plus ces quantités constantes permet de se demander si la notion de
famille ne pourrait pas s'étendre 3 des ensembles d'astéroides de demi-grands
axes voisins et dont les éléments propres subissent les mémes variations sécu-
laires. Il faudrait pour cela étudier plus en détail 1'influence de 1'excentricité
de Jupiter et des autres planétes.

D'autre part, dans quelques familles, appelées 'Jet streams' ou

‘courants” (C£. [151, [16]1 et [171), on a mis en évidence des similitudes entre
les périhélies propres o1 ainsi qu'entre les noeuds propres 04- Le passage aux
ordres supérieurs devrait permettre d'améliorer la connaissance de leur évolution.
En effet, au ler ordre en < et e, les quantités 0, et &, varient linSairement
en fonction du temps :

m = + -

By = By aoo(‘b to]

0, =6, - aoo(t-to)

On en conclut que la quantité #+0 est un invariant (Théoréme de Chazy).

Si a8 un instant donné, les longitudes des noeuds propres de plusieurs
astéroides sont égales, ainsi que celles de leurs périhélies, elles ne le res-
tent pas en général car a5 dépend des demi-grands axes, mais leur somme reste
constante. Dans un pareil cas, on devrait observer 1'étalement des valeurs de ©
et de @ dans des intervalles de méme longueur, mais aucun &talement des valeurs
de o+®. En réalité, dans tous les courants détectés, la dispersion des (o+a@) est
du méme ordre de grandeur que celle de © et de &.
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Celle-ci pourrait s'expliquer lorsqu'on passe aux ordres supérieurs en 7 et e ;
en effet, les vitesses du noeud et du périhélie ne sont plus constantes ni méme
égales en valeur absolue : le théoréme de Chazy n'est donc plus valable.

Par exemple, le courant J1 sy le plus significatif (32 membres),
signalé par Arnold [17], posséde les €léments propres moyens suivants :

a= 2,21 U.A.
z=4° 0 = 214°
e = 0,12 &= 11°

On trouve par la méthode de Gauss que la vitesse du noeud varie de -31%3
d -37" par an tandis que celle du périhélie oscille entre 29%3 et 31)3 par an.
Leurs valeurs moyennes sur une période sont respectivement €gales 3 -34"2 et
306 par an. On a donc une dérive moyenne de o+i égale 3 36 par an.

Cependant, les €léments 7 et ¢ du courant sont dispersés respectivement
de 035 3 7° et de 0,07 3 0,17. La dérive de o+& varie donc d'un astéroide 3

1'autre, provoquant 1'étalement des valeurs de o+@. On constate que cet &talement
est égal & 255°,

Par ailleurs, la dispersion des demi-grands axes entre 2,17 et 2,25 U.A.
entralne une dispersion de 2y4 par an sur les vitesses du noeud et du périhélie.
L'étalement des valeurs de © et de & (163° pour © et 154° pour &) correspondrait
d une durée moyenne d'expansion de 240 000 ans. L'étalement de 255° pour les
valeurs de o+ correspondrait dans ce cas 3 une dispersion des dérives de 0+&
égale a 3,8 par an. Cette dispersion, comparable aux 36 par an, serait explica-
ble par la théorie des perturbations séculaires d'ordre supérieur.

La mise en évidence des limitations de la th€orie du ler ordre en <
et e devrait inciter a3 reprendre 1l'étude aux ordres supérieurs et en tenant
compte de toutes les grosses planetes. Elle devrait permettre une meilleure
connaissance de la structure de 1'anneau des petites planétes, mais aussi de
son évolution 3 long terme.



CHAPITRE III : DETERMINATION DU POLE MOYEN ET DU POINT DE LIZT MOYEN
DE L'ANNEAU DES PETITES PLANETES

Les 1725 petites planétes catalogues dans les éphémérides de
Leningrad [24] ne représentent qu'une petite partie de 1'ensemble existant
dans le systéme Solaire : les dénombrements effectués par 1'Observatoire de
Mac Donald en 1958 [25] pour les astéroides plus brillants que la magnitude 16
(magnitude moyenne a 1'opposition) puis ceux des Observatoires du Mont Palomar
et de Leyde en 1970 [26] pour les astéroides d'éclats plus faibles montrent
que leur nombre croitexponentiellement avec la magnitude.

D'aprés ces €tudes, on peut voir que le catalogue [24] est complet &
100 % jusqu'a la magnitude 14 et 3 95% jusqu'a la magnitude 15. Au-deld, les
astéroides connus ne représentent qu'un échantillonnage affecté par des effets
de sélection qu'il convient d'éliminer pour déterminer le pdle moyen et le point
de Lizt moyen de 1'anneau des petites planétes.

Ces effets de sélection ont €té bien mis en évidence par T. Kiang
en 1966 [3] sur 1'hypothése essentielle de la constance de la distribution des
éléments d'orbite lorsqu'on passé d'une tranche de magnitude 3 la suivante.
Cette hypothése semble confirmée par le récent ''Palomar-Leyden Asteroid Survey"
[26]1, tout au moins pour la distribution des demi-grands axes, et des excentri-
cités.

Tout d'abord, dans le catalogue [24], les astéroides de magnitude
supérieure & 15 manifestent une surabondance de faibles inclinaisons car leur
recherche s'effectue surtout au voisinage de 1'écliptique. D'autre part, 1'étude
de la distribution des longitudes d'astéroides au moment de leur découverte
montre deux maximums tr@s nets aux longitudes 0° et[150°-180ﬂ ; 1l1s sont dus,
semble-t-il, aux conditions d'observations plus favorables en Septembre et en
Mars pour les principaux observatoires engagés dans la recherche des petites
planétes. Ce facteur saisonnier combiné avec le facteur latitude donne une
surabondance de noeuds d'orbites aux longitudes 0° et{150°-180°] pour les
astéroldes de magnitude sup€rieure & 15. Par contre, on ne voit pas apparaitre
d'effet de sélection dans la distribution des pGles d'orbite en decad de la
magnitude 15.
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De la méme maniére, on observe une surabondance de fortes excentri-
cités pour les astéroides de magnitude supérieure d 16 : il semble que, les
astéroides étant classés par tranches de magnitude, dans une tranche fixée les
premiers découverts soient ceux dont l'excentricité est élevée, cette découverte
se faisant au voisinage du périhélie. Cependant, le facteur saisonnier n'appa-
rait pas nettement dans la distribution des périhélies. En conclusion, la
distribution des points de Lizt des petites planétes n'est correcte qu'en
decd de la magnitude 16.

La détermination du pdle moyen de 1'anneau des petites planétes pourra
donc se faire avec les astéroides du catalogue [24] dont la magnitude est
inférieure a 15, tandis que pour obtenir le point de Lizt moyen on utilisera
les astéroides de magnitude inférieure 3 16.

Parmi les astéroides ayant satisfait aux conditions d'éclat précé-
dentes, on €limine ensuite ceux qui ne sont pas concernés par la théorie des
perturbations séculaires exposée dans les Chapitres I et II 3 cause de leur
mouvement moyen commensurable avec celui de Jupiter. Il s'agit des petites
planétes du groupe Troyen (a = 5,2 U.A.), celles du groupe de Hilda (a=3,95 U.A.)
et de timgaria ( a=1,95 U.A.). Leur situation, bien en marge de 1'anneau des
petites planétes, et leur petit nombre les rendent d'ailleurs peu représentatives
de 1'ensemble. Pratiquement, on ne conserve que les orbites de demi-grand axe
compris entre 2 U.A et 3,5 U.A.

Enfin, comme on 1'a vu au chapitre II, une derniére condition :

b4:;7 cosi 2 cos(i1(0))

élimine les petites planétes qui ne suivent pas de prés la théorie des pertur-
bations séculaires du ler ordre en 7 et e.

I1 reste dans ces conditions 727 petites planétes pour déterminer le
pdle moyen P, et 1183 pour le point de Lizt moyen L. Dans le repére €cliptique
1950,0, ces points ont pour coordonnées :

p = {%m = 03976 (distance polaire moyenne)

o 10523 (longitude du pdle moyen)

e, 050439  (excentricité moyenne)
L=1s = 4504 (longitude du périhélie moyen)



10, 01

Point de Lizt moyen de 1'anneau des petites planétes

1S
@LE Figure 61



II1.3

Le demi-grand axe moyen des 727 orbites est de 2,7744 U.A., et
celui des 1183 orbites 2,7576 U.A.

Sur les figures 50 et 51, on a marqué d'une croix les points P et L ainsi
que les points correspondants de Jupiter et de Saturne et on a représenté le
lieu des points moyens théoriques déterminés au chapitre I. Le trait qui relie
le point moyen observé (P ou L) et le point moyen théorique (P(2,77 U.A) ou
L(2,76 U.A)) correspondant & la moyenne des demi-grands axes des petites
planétes sélectionnées permet d'apprécier la concordance entre la théorie et
1'observation.

Plus pfécisément, on peut déterminer 1l'erreur 3 craindre sur la posi-
tion de P et de L. Dans ce but, on a partagé 1l'ensemble des N petites planétes
sélectionnées en M groupes d'environ 60 membres (727 = 7 groupes de 61 +
5 groupes de 60, et 1183 = 3 groupes de 60 + 17 groupes de 59).

Les petites planétes sélectionnées étant rangees par_ numéros cr01ssants,
on compose le ler groupe avec la 1ére petite Planete la (M+1)eme la (ZM+1)eme
ceees 5, le 28me groupe avec la 2eme la 0W+2)eme la (ZM+2) ..... , et ainsi
de suite jusqu'au Mgme groupe. On obtient ainsi une bonne homogénéisation des
groupes : on évite notamment que le ler groupe ne soit composé que des plus
gros astéroides (les premiers numérotés, car les premiers découverts).

Les points moyens P, (ou Li) de chacun de ces groupes redonnent, lorsqu'on
en fait la moyenne, le point P (ou L); on les a représentéspar des points ronds
sur la figure 50 (ou 51). Comme chacun d'eux représente la moyenne d'un grand
nonmbre de points (60 environ), leur distribution suit la loi normale. L'écart
quadratique moyen ¢ sur chacume des coordonnées de P (ou de L) permet de déduire

-

d'abord 1'erreur 3 craindre sur celles-ci :

puis, le rayon du cercle dans lequel le point P (ou L) a la probabilité 1/2

de se trouver :
R=E /2 LogZ = 1,177 E.

Pour le pdle, leswaleurs trouvées : o, = 0568 et o, = 0583 sont compatibleSf
avec la symétrie de révolution de la distribution des Pi autour de P. Avec la
valeur moyenne ¢=0375, on obtient :

E = 9_/;;12_5 = 0°23 et  R=0%27.
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Pour le point de Lizt, il se trouve que o, et Gy sont égaux a 0,014.
Cn en déduit :

g = 0,014 . g 0032
/19

et R = 0,0038

Ce sont les cercles de rayon R qui sont tracés sur les figures 50
et 51. Le rayon du cercle dans lequel P (ou L) a 99% de chance de se trouver
est 2,58 fois plus grand que R. On voit donc que la concordance entre la
théorie et 1'observation est satisfaisante.

Une étude analogue peut €tre faite en fonction du demi-grand axe : on
partage 1l'ensemble des astéroides en trois sous-ensembles disjoints respectant
les principales lacunes de la distribution de «a :

groupe 1: entre 2 U.A et 2,507 U.A : 147 astéroides
groupe 2: " 2,507 et 2,815 U.A : 278 "
groupe 3: " 2,815et 3,5 U.A : 302 i

Le nombre d'astéroides indiqué pour chacun des groupes correspond 3 la
sélection : my < 15 et ¥l1-e” cos? 2 cos(i1(0)) . Les pGles moyens correspondants
Pl’ P2 et P3 sont indiqués par un point triangulaire sur la figure 50 et sont
reliés par un trait aux pSles moyens th€oriques. On ne peut pas dire que la
concordance soit évidente, mais il est vrai que la précision de définition de
Py, P, et P;, proportionnelle # la racine carrée du nombre d'astéroides
utilisés dans la moyenne, est respectivement 2,2, 1,6 et 1,5 fois moindre que
celle de P.

En ce qui concerne les points de Lizt, la décomposition en trois groupes
tient compte de la discontinuité des points de Lizt moyens théoriques pour
a=2,64 U.A. :

groupe 1: entre 2 U.A et 2,64 U.A. : 408 astéroides
groupe 2: entre 2,64 et 2,815 U.A : 275 "
groupe 3: " 2,815 et 3,5 U.A: 500 "

Les points de Lizt moyens correspondants : L1, L, et Lz, sont indiqués par un
point triangulaire sur la figure 51. La corrélation entre points moyens théori-
ques et observés semble ici meilleure que dans le cas des pdles.
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On a pensé améliorer cette corrélation en éliminant les astéroides
faisant partie d'un courant (ou '"jet stream'’). Ceux-ci sont en effet caractérisés
par la similitude de leurs pdles propres et de leurspoints de Lizt propres,
entralnant une dissymétrie dans la distribution des pbles et des points de Lizt.
Cependant, le décalage des points moyens résﬁltant de cette €limination est
insignifiant et n'améliore pas la concordance entre la théorie et 1'observation.
I1 faut sans doute rechercher la cause de ce défaut de concordance dans le
nombre insuffisant de petites planétes dans chacun des trois groupes.

Enfin, 3 titre indicatif, on a marqué par un point carré le pdle
moyen PT et le point de Lizt moyen LT correspondant 3 1'ensemble des petites
planétes cataloguées [24] (avec 2 < a £ 3,5 U.A). On peut voir de cette fagon

1'importance des effets de sélection présents dans le catalogue.

Remafgue : Le plan moyen de l’anneau des petites planetes est significativement
différent de 1'écliptique,et la longitude du p6le moyen est actuellement
sensiblement la m8me gue celle du point de Lizt moyen. Ces deux constata-
tions combinées au fait gue les astéroldes passent davantage de temps
dans la partie aphélique de leur orbite que dans la partie périhéligue,
entrainent gu'on devrait trouver en moyenne davantage d'astéroldes au
nord de 1'écliptique qu'au sud. C'est & la conclusion inverse qu'abouti-
rent Kresak et Narin [4] par une simulation des mouvements de tous les
astéroldes catalogués (sans éliminer les effets de sélection) : Il
s'agissait de déterminer une zone de moindre fréquentation des astéroides
pour limiter les risgues de collision avec eux d’'un éventuel vaisseau
spatial lancé vers Jupiter. D'aprés les &léments moyens de 1l'anneau des
petites planétes, il vaudrait mieux passer au sud qu'au nord de 1'éclipti-
que, mals en réalité, on doit pouvoir négliger cette dissymétrie par

~

rapport a 1'écliptique, vue les tres petites valeurs de im et de em.



CONCLUSION

La concordance entre points moyens théorique et observé manifeste
une corrélation entre les pdles des petites plandtes et ceux de Jupiter et
de Saturne, ainsi qu'entre leurs points de Lizt et celui de Jupiter : la
~position moyenne dans le temps du pSle (resp. point de Lizt) d'une petite
planéte est en effet le pble M du plan du maximm des aires (resp. 1'origine),
mais 3 tout instant, le pdle moyen (resp. point de Lizt moyen) de 1'ensemble
des petites planétes est significativement différent de M (resp. de 1'origine}.
La théorie des perturbations séculaires montre en outre que 1'évolution 3 long
terme de ces corrélations est liée aux variations séculaires des &léments
d'orbite de Jupiter (Cf. I,6).

Cette concordance, signe de la régularité de la distribution des
pdles et des points de Lizt autour de leur point moyen (Cf. I,6), implique la
stabilité de la distribution de ces &léments, et ne permet donc pas de préciser
1'évolution passée de la structure de 1'anneau.

D'ailleurs, 1'étude faite ici ne constitue 3 cet égard qu'une
premidre approximation consistant a négliger 1'intéraction des petites planétes
les unessur les autres : dans un prolongement de cette étude, il faudrait en
réalité tenir compte des modifications possibles des éléments d'orbite dues
aux rapprochements et aux collisions des astéroides.

Cette €tude pourrait &tre réalisée de fagon statistique et, pourrait-
on dire, '"thermodynamique', en considérant la ceinture d'astéroides comme un
nuage de points (dont on a précisé ici les éléments moyens) caractérisé par
une certaine distribution de masses (densité) et animé d'un mouvement d'ensemble
autour du Soleil (vent de petites planétes) ; 3 ce mouvement d'ensemble se
superpose une agitation des petites planétes (température), caractérisée par une
certaine distribution des vitesses résiduelles, en rapport avec la distribution
des inclinaisons et des excentricités des orbites ; c'est cette agitation qui
est seule responsable des rapprochements et des collisions.



Le calcul de la probabilité de présence de deux astéroides dans un méme
voisinage et de leur vitesse 3 cet endroit, permettrait de déterminer ume
probabilité de déformation des orbites qui résulte deece rapprochement éventuel.
Aprés intégration a tout 1'espace et @ tous les astéroides, on pourrait ainsi
déterminer 1'évolution de la distribution des éléments d'orbite des petites
planStes en rapport avec leurs intéractions.
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