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INTRODUCTTION.

Les groupes de bordisme équivariant Qn(Zb) , P premier, ont &té

déterminés (cf. [3] et [L]) par Conner et Floyd, dans le cas orienté et complexe.
Dans EL] , l'ordre des générateurs du @, -module Q*(z k), P Dpremier impair a

P
été calculé dans le cas du bordisme orienté.

On se propose dans ce travail d'étudier le bordisme complexe équivariant,

lorsqu'on prend le groupe fini Q8 des quaternions & huit éléments.

Au chapitre II, en s'inspirant des méthodes utilisées dans [i] et [&],
on étudie les relations liant les groupes de bordisme de Q8 et ceux de ses sous

groupes.

Au chapitre IIT et IV, aprés avoir donné un systéme de générateurs de

Q*(Z k) et calculé l'ordre des générateurs, généralisant ainsi au cas complexe

5 ,
les résultats Ckz , obtenus dans le cas orienté pour Q*(Z'k
P

donne un systéme de générateurs de Q*(QB) et une borne inférieur de 1l'ordre des

), » impair, on

générateurs.

Enfin au chapitre V on &tablit une formule de décomposition en produit,

du Q* - module Q*(Zh), m un entier quelconque, dans le cas orienté et compléxe.
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CHAPITRE 1

BORDISME COMPLEXE ET ORIENTE. RAPPELS.

1 - LES GROUPES DE BORJISMES,

1.1, - Variétés faiblement complexes.

Solt & un fibré vectoriel rédel de rang 2k, sur un espace topologique

X; FX L ReR , la fibre au-dessus du point x e X.

Une prestructure complexe sur &£ [cf. 1 et 2] , est la donnée d'un

morphisme de fibré

J g > g
tel gque
J F -+ F
X X X
vérifie
2 _
Jx = IdF
X

Une structure complexe sur £ est alors la donnée d'une classe d'homo-

topie d'une telle prestructure.

1.1.1. - Déginition.- Une varidté différentiable est dite faiblement
complexe, si son- fibré tangent stable est muni d'une structure complexe.

Dans la suite on appellera, pour simplifier, une variété faiblement
complexe : une U-varidté.

Soient M et M'® deux U-variétés

. (M) et T(M'")  leur fibré

tangent respectivement ; supposons donné une difféomorphisme



f:I\/In»M'rl

Si on note df 1'application linéaire tangente induite par f, et par (2k-n) I

le fibré trivial de rang (2k-n) sur M° et M'B , on a l'application
14 ® df : (2k-n) I & T(M') » (2k-n) I & T(M'R)

Désignons par J et J' les classes d'homotopies d'applications, qui définissern.

respectivement les structures faiblement complexes des U-variétés M et M'D

1.1.2. - Déginition.- On dit que le difféomorphisme f préserve les
structures faiblement complexes de M~ et M'D , Ou bien que f est un U-difféo-

morphisme, si le diagramme suivant est commutatif :

198dL k) T @ T(M'D)

¢ g

(2k-n) I & T(M")

I1dedr '
(2k-n) I & T(M") 1a8df (2k-n) I & T(M7)
1.2. — Les groupes de bordisme orienté et complexe.

Supposons fixé un espace topologique X ; soit M'  une variété orientée
compacte et sans bord (respectivement une U-variété compacte sans bord) et f

une application continue

On a [cf. 1 et h] .
1.2.1. - Définition.- Le couple (Mn,f) est appelé une variété singuliélre,
dans l'espace topologique X.

Une variété singuliére compacte (Mp,f) , dans X, est dite un bord, s'il

. - « + . . .
existe une variété compacte g bord W 1 et une application continue F

F o Wn+1 + X



telle que
(i) M= g ]

(ii) F/M = 7

Entre variétés singuliéres sans bord, on définit la relation d4'dquiva-

lence suivante

Deux variétés singulidres orientées (respectivement deux U-variédtés

singuliéres). (Bn,f) et (c",g), dans X, sont dites bordantes si la somme
n n n . T e 2 n
disjointe : (B AJ -¢C ,» TV g) est un bord dans X ; -C étant la variété C

munie de l'orientation opposée.

L'ensemble des classes d'équivalences des varidtés singulidres de
. . < U 2 80
dimension n, est munl d'une structure de groupe abélien noté Qn dans le

cas orienté, QE(X) dans le cas complexe.
La classe de (Mn,f) sera notée : [Mn,Ij

Le foncteur 2, » définit une théorie d'homologie généralisée, dont les
.. P S0 S0
groupes de coefficients sont les groupes de Thom [cf. 10] notés Qn (pt) = Qn

pour le bordisme orienté ; dans le cas complexe les groupes de coefficients sont

les groupes de Milnor [cf. 8] notés Qg(pt) = QE

On notera dans la suite ,» le bordisme réduit.

2 - LES GROUPES DE BORDISME EQUIVARIANT.

Soit G un groupe fini ‘opérant différentiablement et sans point fixe

sur une variété M©

On supposera dans la suite de ce travail, les variétés M toujours

compacte sans bord.

On a [cf. 3 et 4] :



- -

2.1. - Définition.- Une G-variétd principale orientde et 1a donnde d'un
' n ~ < . . c . P n
couple (G,M ), ol G opére sans point fixe sur la variété orientée M , comme un

groupe de difféomorphisme de M préservant 1'orientation ge M".

2.2. - Définition.- Une G-variété principale faiblement complexe est
la donnée d'un couple (G,Mn>, cdi G opére sans point fixe sur la U-variétéd Mn,
n

comme un groupe de U-difféomcrphisme de M .

A ~ . . ,n . - . 3 . .
Une G-variété principale !G,.[') est dite un bord équivariant si il

. . . . +1 .
existe —me G-variété principale i bord (G, W ) telle que

On 3&firit entre G-variétés principales sans bord la relation d'équiva-
lence suivante
~ R st 4 . P n /l’l( .
Deux G-variétés principales orientées (G,B) et (G,C") (respective-
ment : deux G-variétés principales faiblement complexes) sont dites un bord &qui-
. . e e n n [ N L
variant si la scmme disjointe (G, B \J - C ) est un bord équivariant.
L'ensemble des classes d'équivalence des G-variétés singulidres en
. . L. , SO o . .. U
dimension n, focrme un groupe abélien noté : Q (G) dans le cas orienté, Qn(G)

dans le cas ccmplexe.

La classe .de (G, i) sera notée : [G, Mn]

Soit BG un espace classifiant, pour le groutpe G et (G,Mn) une

G-variété principale.

Considérons l'espace des orbites Mn/G et 1'application classifliante :

M0 > By

On a [éf. 3 et h] :



S0

2.3. - Proposition.- L'application ¢ : Qn (¢) -~ Qn (BG) (respectivement
b : QU(G> > QU(B )) définie par
n n G
s([s,0) = [7/6,7)

est alors un isomorphisme de groupe.

On identifiera dans tout ce qui sult, Qn(G) et Qn(EG)

3 - LA SUITE SPECTRALE DE BORVISME.

On a [@f. 1 et H] :

3.1. - Proposition.- Pour tout C.W. complexe X et pour les théories
S10) U . . .
Q* et Q* , 11 exlste une sulte spectrale
B2 (X)) =H (X,2) = o (X
P.q 1Y q ptq

Soit 1'homomorphisme naturel de Thom—-Steercod :

w0 (X) -~ H

N n(X;Z)

défini par

ol O(Mn) est la classe fondamentale de variété M

3.2. - Prnoposition.- La suite spectrale précédente est triviale si et

seulement si, 1'homomorphisme de Thom-Steercod, est surjectif pour tout entier n.

On a, la proposition, =¥, 5] , qui nous donne un critdre de trivialité

-

de la sulte spectrale précédente

3.3. - Proposition.- Si G est un groupe fini, vérifiant



E.(G,2) =0 ,Vi>0

21

alors la sulte spectrale

est triviale.

Si G un groupe fini, ne contenant pas de torsion paire et vérifiant

H..(G,z) =0 ,9vi>0

2i

alors la suite spectrale

S0 S0
g° (6) = H (G,2°°) = a>° (G)
P,q 1Y p+q
est triviale.
o : U ) Uy o v U N
Considérons malintenant le Q* -module gradué : Q*(X) = z Qn(X), ou
n=0
X est un C.W. complexe a squelettes finis, en toute dimension.
On a le lemme suivant
3.4. - Lemme.- Supposons que la sulte spectrale associée & X, soit

triviales soit {Crll}rl un systéme de générateurs homogeénes de H*(X;T) et soit

i . P U . i - i i
{yn}n une famille d'éléments de Q*(X), tels que : u(yn) Cn , alors {yn}n

engendre Q:(X) en tant que @ -module.



CHAPITRE 11

BORDISME COMPLEXE EQUIVARIANT DU GROUPE DES QUATERNIONS .

Dans ce chapitre, on notera par Qn(X) les groupes de bordisme complexe.

1 - ORDRE DES GROUPES ak(Qsa).

Soit Q8 1le groupe des huit quaternions
(1, +1i,* 3, k)

I1 est muni de la multiplication habituelle.

1.1. - Lemme.- Les groupes d'homologie entiére de Q8 sont donnés par :
H,(Q8;2) = 7
Hgi(QB;Z) =0, pour 1 > 0
th_1(Q8;Z) = 2y, pour n 3 1
H)peq(9852) = 2,8 Z,, pour n 20

Puisque HZi(QB;Z) =0 ,pour i>0, il s'en sult (proposition 3.3. du chapitre I)
que la suite spectrale de bordisme est triviale ; on peut alors calculer 1l'ordre

des groupes ak(QB).'

On a, en notant : lak(QB)[ 1l'ordre de ak(QB)

Il
|52n+1(Q8)| B z:l lﬁ‘2p+1(Q8;Q2(n—p))!

Mais [pf. 8], Qz(n—p) est un groupe libre de rang w(n-p), w(n-p)
étant le nombre de partitions de l'entier (n-p) , et Q2i+1 =0 |
H . = .| T(n-D)
% a1 (0830, (o p))| = [Eyp, (2852|707



et compte tenu du lemme précédent :

O
[oe]
I

O
o
i

=(2

n-1 n-1
} w(on-2i) )
n-1 n-1
1 m(en-2i+1) b
_ (22)1=1 « (23)J=O
0

2 - LES HOMOMORPHISMES 1 ET t EN HOMOLOGIE ORDINAIRE.

Soit G un groupe fini quelconque, H un sous-groupe de a
[cf. 6] , les homomorphismes de groupes
t o Hp(G;Z) - Hp(H;z)
1 : H (H;2) > H_(G;2)
p( ; p(
t #&tant le transfert, et 1 indult par l'inclusion de H dans
On a les deux propositions suivantes
2.1.1. - Proposition.- L'homomorphisme composé
10t : Hp(G;Z) > HP(G;Z)
est la multiplication par l'indice de H dans G.
2.1.2. - Proposition.- Si G est un groupe & cohomologie périodique,

de période q, et si g ¢ Hq

-1

t(g) e H _1(H,Z) est aussi un générateur maximal.

q

(G,2) est un générateur maximal, alors



3 - LES HOMOMORPHISMES 1 ET € EN BORDISME EQUIVARIANT.

On définit [cf.)ﬂ , en théorie de bordisme équivariant des homomorphismes

-~
-~

1 et t, analogues aux homomorphismes - et t en homologie ordinaire, du para-

graphe précédent.

Soit G un groupe fini quelconque, H un sous groupe de G ; on va

définir les deux homomorphismes de 0, -module

3.1. - Déééniixoh de t.

On considdre une G-variété principale (G,M?) ; le sous groupe H opére

sur M sans point fixe, par restriction on pose alors
t[cM] = [H,147]
avec [G,M] eq (6) , [H.M] e o (1),

3.7. - Définition de 1.

On part d'une H-variété principale (H,Mn) ; on considére la variété

produit
G x M

G étant consigéré comme variété de dimension zéro.
On falit opérer H sur G x M par :

-1

n(g,x) = (gh ', hx) ,xeM , geG,heH

Cette action de H sur G x M* est évidemment sans point fixe.

G x Mn

Dans l'espace des orbites T

, notons par [g,x] la classe de



(g,x) ¢ G x M°
n
. . G x
On falt opérer G sur m M par
Ar A e .
g E,x, = |88, X
. G x M° . . . .
Cette action de G sur T est aussl sans point fixe ; on obtient alors la
n
. X
G-variété principale (G, g—ﬁ~M— ).

On définit o par

NERlS

|
—

Q2
o

Remarque .- On voit, par définition, que 1 et t sont des homomorphismes

de Q, —module, de degré zéro.

3.3. — Calcul du composé t o 1,

Soit G un groupe fini quelconque et H un sous groupe normal de G.

On désigne par A(G) le groupe des automorphismes de G et par I(G)

le sous groupe normal des auytomorphismes intérieurs,

dans le Q* -module

Nous allons définir une représentation de () °

0,(6), Tef. 4.

Scit 1'homomorphisme noté ¢

défini par
¢(Y9 [GaMn]) = Y*[GaMll:] s Y € A(G)

ol y*[G,MnJ est la classe d'égquivalence dans Qn(G), de la G-variété principale

y*(G,Mn) , y*(G,Mn) étant 1a G-variété M' sur laquelle G opére par

#*
g x = y(g).x ,8e G, x¢e¢ Mn



La G-variété principale (G,M") &tant la variété M° sur laguelle

ltaction de G est donnde par :

* n
gx=8.x ,8¢G ,xeM .

On pose donc
L I 1
v lo = Ty (o] .
Maintenant nous allons voir que I(G) opére trivialement sur Qn(G).

En effet

, -1
Ines,YgeG,v(g) =heh

-

Définissons une application
m : M - Mn

par
n
m(x) = h.x , he G, xeM .

L'application m est un U-difféomorphisme de (G,Mn) sur [Y*(G,Mn)] , car

on a alors

* -1
gm(x) =hgh hx=nhg.x=nmg.x)

Cette &galité montre que m est U-difféomorphisme équivariant ; donc pour

Yy € I(G)

v [0 = o
A(G)

- . e .
) dans le Q_ -module J*(G). Elle va nous

On a donc une représentation de

rermettre de calculer E o 1,



- 12 -

-~

Calcul de { 0 1.

On & 1'homomorphisme naturel
T : G > A(H)
définivpar
1(g) ={h » ghegi} ,heH, get

I1 est clair que si h ¢ H , 1'homomorphisme précédent prend ses valeurs
dans I(H).

On d&duit donec un homomorphisme naturel que nous noterons encore T
T : G/H -~ Ty
Considérons le composé ¢ o 1 ; pour [H 7 e n (H), on a par définition

o [HMP-’ -~ g._f_.M.n_]

H
L G x MY L .
L'action de H sur g gtant la restriction de celle de G.
Cette action est donc donnée par
r GXMn
hg:" [ng,f} » h e H, _ngJ €T
on a aussi
s _ 1 T -1 1
lhg,x] = [eg 1 g,x] = [g,8 h g x

. "1 -z
puisque g hg € H 3 H étant un sous groupe normal de - G.

. G o« M .
L'action de H sur —— sera notée dans la sulte par

- -
nle,] = 2,8 hog o«

Nous allcns montrer maintenant comment H opére sur la variété produit

G/E x M° , et exprimer dans un sens qul sera précisé& plus loin, B{, G/H x Mp]



en fonetion de [H,Mn].

Soit 1'homomorphisme naturel

G/H &tant fini, soient : éA’ g 5enes g ses éléments. Choisissons : 85855008

dans G tels que

n(g:) =g. , 3=1,..., k .

Considérons la variété G/H x M et définissons sur elle une action de

H par

n(n(e;).x) = (n(g,), gj1 hg; %)

Cette action est bien définie puisque H est normal dans G. Pour gj

fixé, la variété n(gj) x M'  est laissée invariante par l'action de H.

Avec les notations précédentes, l'action de H sur n(gj) x MO z Mn .

n'est autre que T(n(gj))* (H,Mn) puisque T(n(gj)) £ %%%%
On en conclut donc que
. k
i, G/H x M1 = VY 1(n(g.)) [H,Mn]
k=1
On a le lemme suyivant B:f.lg.
3.3.1. - Lemme.- Dans Qn(H) , on a :
G x MY
(8, =1 = [&, &/m x ]
I1 en résulte alors
3.3.2. - Théohgme.- Si H est un sous groupe normal de G, alors
- -~ rr‘ k A
t o 1[H,m‘} = X T(n(gj))* [H,Mn] .



_1)4—

Remargue.- Le composé £t o 1, s'exprime donc en fonction de l'action

=

(#) _ :
() sur le Q. - module Q*(H).

de

3.3.3. - Conollaine.- Si G est un groupe fini abélien, H un sous
groupe de G, alors le composé ¢ o est 1a multiplication par l'indice de H dans

G.
On & la proposition [pf. ﬂ].
3.3.4. - Proposition.- Pour tout groupe G et tout sous groupe H,

le diagramme

~

o (1) — g (6) —iw o (1)

R
1 t
Hh(H;Z) Ba— Hn(G’Z) — Hn(H,Z)

est commutatif.

4 - APPLICATION AU GROUPE Q8 DES QUATERNIONS.
Soit done
Q= (1,1, +j, k)

Soit m le sous groupe de Q8, engendré par 1'édlément 1 ; il est
cyclique d'ordre quatre, donc isomorphe & Zh' Il est facile de voir en outre que

L3 est normal dans Q8.

les automorphismes de m. , sont les homomorphismes qui appliquent un

1
générateur sur un autre. Comme m admet les deux générateurs 1 et i3 = - i,

il s'en suit que A(n1) le groupe des automorphismes de T est :



1'automorphisme o é&tant défini par :

Done A(r. ) = (Id , a) = Z
1 m 2

D'autre part pulsque m est abélien on a :

Le groupe Q8 ayant huit &léments, 11 s'en suilt

%§ =7
1
Dans %ﬁ , les seuls éléments distincts sont les classes des éléments 1 et ],
g .
puisque dans =
B
,J:_J:k:"k
En notant 1 et 3 les classes respectives de j, on a :
8 - -
Q—=(1,J)
T
1
4,1. - Lemme.- L'application 1 : %ﬁ- > A(w1) est un isomorphisme.

Démons thation. -

Par définition on a :
-1
(g) =(h > ghg )

donc ici



- 16 -~

1
et (1) = 14
m
1
- . .~
i) =(h » jhnij )
Mais j_1 = - J , pour calculer 1(5), i1 suffit de le faire pour h = i,
générateur de T,
donc : 1(3)=(i » ji(-d)=-1)=ua

d'ol
7(5) = O
Remarque 1.- On a un résultat analogue au lemme 4.1., lorsqu'on prend
le sous groupe 7 de Q8 , engendré par 1'élément J.
G .
I s A(m ) =2
s ( 2 °
e
Remarque 2.- Compte tenu du lemme L.1. et du théoréme 3.3.2, nous

. . - . -~ -~
donnerons, dans le chapitre sulvant, le calcul expliclte du composé t o \ , dans

le cas du groupe Q8 et de ses scus groupes normaux Tr1 et ﬂg



CHAPITRE 111

v

GENERATEURS DE Q*(QB).

1 - GENERATEURS DU o, -MODULE 5*(2 )

2

k

LY
Afin de déterminer les générateurs de Q‘(QB), nous allons déterminer

% s, %
ceux de @ (Mh) et plus généralement ceux de Q*(Z K
2

), pour k 2 1. Il s'agit

dans ce chapitre de bordisme complexe.

1.1, Cas ou k = 1.

- + : .
On a le résultat : [cf. 3] , s2ntl étant les sphéres de dimension

2n+1

.y, +1
1.1.1. - Proposition.- L'ensemble ([22, 82n I)n>0 est un systéme
s, o, B } l’ 2n+1 -~
de générateurs de Q*(Zé) et 1l'ordre de LZQ, S ] dans Q2n+1(Zé), est égal

n+1
a 2

1,2, Cas ou k > 2.

Considérons la représentation de 7 K dans le groupe unitaire U(n),
2

des matrices n x n complexe



..18...

On sait que, [cf. 7], le groupe Z  ©Opére sans point fixe sur les sphéres 82n+1;
2n+1 P 2 n+1
on supposera S plongée dans (€
n+1
2n+1 -
S = (21,22.-.,zn+1) avec 121 25 25 T, z; €€
. 2n+1 Lk Lo <
Il est clalr que sur S , ailnsl plongée, le groupe 7 K opere par
2

2n+1

6, comme un groupe de U-difféomorphismes (S étant muni de sa structure

naturelle de U-variété).
On a alors, de fagon analogue & 4]

21‘1"'17 )

1.2.1. - Proposition.- L'ensemble ([Z K2 S est un systéme de

2

P - N
générateurs du Q¥ module Q* (2 k)’

Demonsthation. -

Les groupes d'homologie entiére de Z ., , k 2 1 sont

2k
(2 W2 =2
2
Hgi(z k,Z) =0 pour 1 = 1
2
H2i+1(2 k,l. =2, pour i 0
2 2
Considérons le sous groupe 22 € 7 K (inclusion induite par la multi-
2

plication par 2 ).
Le composé 1 O t

\

vot s H, (2,8 + 8, (2.2 + H, (7,27

2 ‘ 2

est la multiplication par gk“1 ., d'aprds la proposition 2.1.1., chapitre II. Il

k,

en résulte que Im(lot) posséde deux éléments, donc que t est surjective et

1 injective,.

D'autre part, par la proposition 3.3.4, chapitre II, le diagramme

commutatif suivant
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b 6. (z)
on+1 2k 2n+1 Zé
. t v
2n+1(Zék) 2n+1(zé)
nous donne
~r ent+iy _ r 2n+1
tz .57 1 = 12,87 ]

2

Mais puisque H_ .{(7 k,Z) =0, 1>0, la suite spectrale

21

2
£ q(z/rk) =H (7 ,.,2) = Q@ +q(zk)'
b, > P o P )
est triviale Cproposition 3.3. chapitre I].
o, . 2n+1f P i
Par la proposition 1.1.1. chapitre III, U[Z2,S | est un générateur
de H (z_,72) =~ 2 donc "7 S2n+17 est aussl un générateur de H (z . .,7%);
en+1° 727 2 ° “-gk’ - on+1 2k’ ’
. . + .
enfin par le lemme 3.4, du chapitre I, ([Z k,S2n 1])n>0 est un systéme de géné-
5 >
rateur de Q*(% k).
2
On a aussi pour Z K 7 K1 induit par la multiplication par 2 :
2 2

-~

1.2.2. - Proposition.- Les homomorphismes t et 1

v

£:8 . (z..) +8&  (2.)
* ton+1 4 k+1 on+1'% k
2 2
~ "] 4¥) .
v Qen+1(22k) ” Q2n+1(zgk+1)

sont respectivement surjectif et injectif .

Demona thation. -

Pour montrer que 1 est injectif, on utilise le fait que ;

18 1Ia : H (7

@
D £

2) @0, > H(Z,, .7 8a

2
s S]]

2k
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est un monomorphisme et que les sultes spectrales associées & 7 K et 7 K1 sont
2 2

triviale

-

Pour t , il suffit de voir que

~ r 2n+t _ r 2n+1
t [12k+1,s io= »_zgk,s ]

Comme t est un homomorphisme de G, - module, et Qque

: ent -
([2 5 Dy

21’1‘*‘11 )
2k+1’ -'n

engendre Q*(Zék+1) . ([Zék,s

n, -~

engendre Q*(Z k)’ il en résulte que t est surjectif.
2

2 - GENERATEURS DE ¢ (@8).

Soit Q8 1le groupe des quaternions & huilt €léments et m le sous groupe

engendré par 1'élément 1.

2.1. - Générateurs de dimension lun+1.
On salt que [cf. 7] R H1(Q8;Z) = 8 , avec [QS : Q8J le sous
[@8:q8]

groupe des commutateurs de Q8.

g : Q¢ =
Q8 : Qt] = 22
Donc Q8 . ({1}, {1}, {i},{k}) ,{a} désignant la classe de o e Q8,
[@8:Qg]
dans ——@ﬁ——:' . Dans _~@§_ir , tout élément est d'ordre deux ; on identifiera
[8:Q8] [q8:28]
désormais 88 a 22 ® Z2 , par 1'isomorphisme f défini par :
[@8:48]
£({1i}) = (1,0)
£({3}) = (0,1)

Soit g, (respectivement g2) 1'isomorphisme



-1

(respectivement g, : 7, > ) qui applique la c¢lasse de. 1 modulo 4 sur

i (resp. j).

On identifie H (v ,Z) & wn,, H(7m_,Z) & 7w. et H_(Q8,2) a Q8
171 1 1" 2 2 1 [Q,8Q,8]
Soient les homomorphismes
Y :H1(ﬂ1;2) + H.(Q8;2)
t, H1(W2;Z) - H1(Q8;1)
On a :
(11 ) g1) (1 modulo 4) = (1,0)
(v. 0og.) (1 modulo k) = (0,1)
2 2
de sorte que (11 o g1) (Zh) est le premier facteur Z, dans 22 ® 22 et
(12 o gg) (Zh) le second,
Dans le cas n > 0 , 1'homomorphisme 11 (resp. 12)
o B ()~ H L (08:2)
est le méme que dans le cas n = 0, 1 (resp. 1.) commutant avec les isomorphis-

2

mes de périodicité

Y12
n

H1(Q8;Z) z HS(QS;Z) ...... Hun+1(Q8,%)

H (v _32)

n

...... > th+1(n1;7)

n

Générateurs de 5*(Q8)

On a :

Qn(nl)

R
o)
5

=
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Comme ([Zh,s engendre le @, -module Q*(ZL) (proposition 1.2.1.

. + .
chapitre III), donc ([ﬂ1,82n 1])n engendre aussi Q*(n1).

De la commutativité du diagramme

1
1
Qn(“1) — Qn(Q8)

1 g

1
H (7,;2) —— & (G;7)
n 1 n

. . l" + ” - +
il s'en suit que , u[7,S n 1] étant un générateur de th+1(zh’2)’ u[n1,shn 1]
est aussli un générateur de th+1(ﬂ1;7) ; mals comme
hn+1 - hn+1
11 o) UEWT’S ] = u o0 11[ﬂ1,8 ]
et que
Ln+1

ulQ

~ Jhn+1 Q8 * s
u o 1 [W1,u ] 8, —————;-~———]

1

par définition de :1 ,» pour cette derniére égalité,

Un a donec

Un+1

X
8, Q8 8
™

UDQ

I1 en est de méme pour le sous groupe L nous avons cette fois ci

hn+1
Q8 x S _
hn+1 hn+1
. S
Les images par yu de [Q8, @§_1_§____] et de [Q8, g§~5—~———-j, sont
L - n2
lés deux gfnérateurs de th+1(Q8;Z)
2.2. - Cas de la dimension Ln-1

Le groupe Q8 opdre sans point fixe sur les sphéres de dimension ln-1

-1

[cf. 7] . On supposera toujours que sur Shn , Q8 opére par une représentation



dans U(n).

On a :

H (Q8;2) = Zé , pour n 3 1

hn-1

et d'aprés la proposition 2.1.1., chapitre I, le composé :

v ot th_1(Q8;Z) - th;1(ﬂ1;2) -+ th_1(Q8;Z)

est la multiplication par deux.

Mais puisque oo t1 a pour image : (0, 2, L, &) dans Zé, il s'en
suit que t1 est surjectif.

Le diagramme commutatif :

:
Q),,_,(Q8) hn—1¢™)
t

. 1
th—1(Q8’Z) - th—1("1’Z)

Nous donne

. . . ~ . . =1
Puisque t1 o u est surjectif, w o t1 1'est aussi. llals u[n1,shn j est un

générateur de th_1(n1,z), il en résulte que, HEQs,Shn—lj est un générateur

de H (Q8;2) , 1l'application
bn-1

t,  H

;o By 4(88,2) >

un—1{Ty32)

appligquant les générateurs du premier groupe dans ceux du second, (proposition

2.1.2, chapitre II).

En tenant compte de ce qui précdde et du lemme 3.L4. (chapitre I) on a :



-21‘_

2.3. - Thgoneme.- Le systéme constitué par les Q8-variétés principales

hi+1 hi+1

(ae , 257y (a8, ¥EE5 ) (s, s
‘ 130 ) 120 iz1

engendre 5*(Q8) en tant que @, -module.



CHAPITRE 1V

SUR L'ORDRE DES GENERATEURS DE {f_(q8)

] - CALCUL VE L'URVRE DES GENERATEURS DE 5*(Z )

2

k

On définit comme dans Dﬂ, un homomorphisme de Smith

(@) > 9, ,(3,)

9]
+
2n+1 5 5

k

C'est un homomorphisme de Q, -module, de degré (-2), surjectif. Considérons

1'homomorphisme

1:%mﬁ2kﬂ)+ %mﬁzmﬁm
2 2
I1 est clair que 1 est injectif ; il applique un générateur de H2n+1(7’k,2)
2
dans deux fois un gene#ateur de H2n+1(22k+1gz).

On a la proposition :

1.1. - Proposition.- L'ordre de [T k,S1] est égal & 2k et
2

N 1 1
.1[72k,s ] = 2[721{4'1 53 ]

Jemonstrhation. -
On a :
ny
G (z.) =8 (2 .2 =7
1 k 1 2k 2k
donc U S (z.) ~» B (2 Z)
1 2k 1 2k

est un lsomorphisme.

Du diagramme commutatif :



et du falit que 1 est un monocmorphisme, la proposition est démontrée.

. . n r ol ny o_
1.2. - Proposition.- 8i [V] e o, alors LZék,o 1 [v] =
seulement si [Vn] £ 2k Q.
n

vémons thation. -

Supposons le résultat vrai pour k < r + 1, et supposons :

1 Ny
[Z k+1,8 ] [V J =0 .
2
D'aprds la proposition 1.1.,

Wz .8l [ =27, 8] ] =0
2

2r+1’

Comme 1 est injectif :

(7,2 7] = o
done :

e r

V] e2 a
I1 existe alors une variété M° telle que :
[v] = 2" [7]
On a :
2" T([Tgr,s1] M) = 2r”1.2[22r+1,s1] [M"] = [zgrﬂ;s’] (V¥ =0

donc

0

_26_

si et



1 -1  na . .
[1 r’S ] [2r Mri = 0 , par induction ,
5 ,

On a alors
P e o” I

il existe donc une variété X , telle que

2771 ] = 2T [

d'old
r.n r r+1 +
[P = 2T =2~ [ e 2™ g
La proposition 1.1, nous permet de définir une application
Qm
2J
a + 2 (z )
k . k
2 92- 231 2
J
_par

0] _ A . 2]
[ = g, 8] ]
2
o est un monomorphisme d'aprés la proposition 1.2.

Cn a :

1.3. - Proposition.- La suite

Q.
23 o v A A
o] ——— : . .
Tk >ty (B ) vty (@) >+ 0
2°Q . 2 2
23
est exacte.
Démons thation. -

Il est clair que A o o = 0

On a aussi
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J
N
" K, i=0 rene o
' Vi =/ -
‘QQJH(ng’) \2)-
d-1
¥ ran Q.
¥ (g2 | = (oK 170 S
l2,j—1 k"" =
2
donc
rang ..
|cer A] = (2%) 24
Comme
Q. 1 .
23 ok rang Q?J
]k -| = (27)
£,.4d
2 2

a est injectif et A surjectif, la suite est bien exacte.

1.4. - THEOREME.- Dans 5*(2 k) , l'ordre de |7 k,Sgn—;J est égal &
k-1+n ° 2
2

Demons thation. -

Nous allons raisonner par récurrence sur kX et n & la fols. Le résultat
est vral pour k = 1 et n quelconque, d'aprds la proposition 1.1.1, chapitre III.

Le théoréme est vrai pour k Qquelconque et n = 1, d'aprds la proposition

1.1. chapitre IV.
Supposons le résultat vrail
1) pour k < r + 1, et pour n quelconque, n > 1

2) pour k =r + 1, et pour n < s

Nous allons montrer que le théoréme est vrai pour k =r + 1, n = s, donc montrer

que le théorédme est vral pour [1 r41? 2S_1]
2

Considérons



2s-1
- 2[22r+1’ S 5 ]

Ae Q (Z ) .

-~

des homomorphismes 1 et © correspondant & 1'ineclusion
Comme T o 1 est la multiplication par 2, donc

D'autre part

-~ 2s-1 ’ 2s-1
u(1[Z o5 J) = 1(u[7 S ])
r
2
mais u[7Z ,825_1] étant un générateur de H (z _;Z) et 1, appliquant le
2r 2s-1 21’ .
générateur de H23_1(22k,2) dans deux fois le geperateur de H23—1(%ér+1’1)’ done
- 2s-1 2s-1
(v [7r, s ] =f2(u[2r, s=°7'])

Puisque
u(A) = 0 , on peut alors écrire A de la fagon suivante :
s . .
. - - 2
(1) A = 23:‘+‘][Z s SQS 1] [VO] + 2 [2 o SQ(S l)] [:V 1]
2 1=1 2
En appliquant t , on obtient
s . ,
(1) B =2, T v e T [, P =0
2 =1 2
appliquons A & (ii), (s-2) fois, on a :
2r+1 [Z s 33] [Vo] + [2 o S1] [Ve] =0
2 2

. +
Mais par hypothése [Z r? 83] est d'ordre 2% ! , donc
2



[Zr’
2

s'] v¥] = o

La proposition 1.2., chapitre IV, implique

[v°]

I1 existe donc une variété M2 €

[v]

Ecrivons A comme suilt

[z
2

,825—1] 825_1J

. - o[z

r+1°
2

Par hypothése 1l'crdre de [Zér+1, 8

Multiplions les deux membres de 1'égalité

On obtlent

r+s-2 -~ 2s-1 r+s-1
2 1[2 r,S ] I

2

-2

les autres termes étant nuls.

Mais comme 1 > 1t , 1'

+s5—-2 -~
(1ii) oS 2 1[

r

appliquons A , le second membre

2r+s-1
[

2 z

par hypothése de récurrence.

L +1°?
2r 1

’82s—1J N 2r+s—1[z

r
Q
£ 2 5

92 , telle que

= 2" 1)

—1 —1 o
«2(s-1) ] T

P +s-
précédente par r¥s-2

28—1'1

-

- 221“"5—1 [Z

2

S r+1°

égalité se simplifie

2r+s~1 ~

[

525—1J =5

r+1° +1°?
5 1 oF 1

devient

25-3 r _
2r+1,s 1 [v°] = o

25—11 r.
S oo

7]



Donce

22r+s~1[: 2r+1, 825—1] [Vo] c ker A

I1 peut s'écrire, proposition 1.3., chapitre IV,

2r+s-—1 [Z'

s 85 BT = 2, 8T D
2

2 ‘
- +1 2 -
2r 1

1'égalité (iii) s'écrit donc

. r+s-2 ~rfr_ 2s~14 _ rts-1r 2s=T9 _ .Trpr 9 r, 28-2
(iv) o 1[lr’s ] -2 z,,..5 ]—e[zrﬂ,sJ X ]
2 2 2
-1 -1+ .. . PR .
l'ordre de [Z e S28 ] est : 2r 1+s ; multiplions 1'égalité (iv) par 2, 11
2
vient
r+sr_ 2s—i- _
2 [ y+‘]’s ]_O
Revenons 3 (iii) on a :
2r+s—1r, 2s-17 _ .r-1 r+1 2s—1+ _
2 (2 .87 1=2"" 2 Z,,.,85 1=o0
2 2
ce qui implique
r+s—1 ~pr 2s-19 _ ,.r+s-1 2s-1
2 1[12r,s 1=02 [z2r+1,s ]

Comme 1 est un monomorphisme, proposition 1.2.2, chapitre III,

alors

r+s-1r
ﬁzﬂr+1’

5 825—1] # 0

- +
es 1} est exactement 2r s

Donc l'ordre de [Zér+1, S

2 - SUR L'JRORE DES GENERATEURS DE (a8).

Soit L Zh » le sous groupe de Q8, engendré par 1'élément i e Q8
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On a
G ) =3
(7. ) 2 9,(2))
. + P + . . on+
Soit 82n 1 plongée dans @n ! ; on fait opérer g sur 5" 1
par
( ) oA (1
(205 Zgs wevees e A CIE IS I FORPPP , i zn+1)
2i~
. i .
avec 1 = e , Dulsque T _ 7

Soit avec les notations du chapitre 111, paragraphe 3.

-~ o~ + 1=
z ~T. SZH 1‘

S 5

. 2n+1, on+ -
[\1, S I+ u*[ﬁ1, S )

Cette égalité résultant du théoréme 3.3.2. et du lemme L.1., chapitre IIIL.

.. o o
2.1. - Proposition.- Dans Mun+1(ﬂ1), on a

Lhn+ 14 - Ln+1
a*[ﬂ‘]’ 2 _J = —LT"}’ S ]
Demons trhation. -
hn+1 P e bn+
a7 S ] est par définition la ﬂ1—var1ete Sun 1, sur laquelle
m opare par (i) = - 1 ¢ A(r1) ; avec les notations précédentes, 2q(i) est
! -2iw
. . . hn+1 .. . n
1'automorphisme qul opere sur S q,' par la multiplication par e = ~-1¢€C.
(z], 22, ...... N Z2n+1/ e (" 1 213 -1 223 sey T 22n+1’
Considérons 1'application
+ +
£ shn 1 Shn 1
définie par
(7 =(z , 2 z
f\z1, Zps e R Z2n+1) (21, Zos e . Z2n+1>

f est une difféomorphisme équivariant puisque



aof(z1, ewrees 2 0) F .

Mais comme :

donc

aof=Ffoil,ic¢e¢¢
. . + .
Mais f renversant la structure faiblement complexe de Shn 1, [bf.1] la proposition

est démontrée (le déterminant de f est égal 3 -1).

En dimension Ln-1 nous avons la proposition :
2.2. - Phoposition.- Dans ahn_l(Qs), on a :

kn- hn-
u*[n1,sn1]=[ﬂ1,sn1]

Démons thation., -
Puisque Q8 opére sur les sphéres Shn-1, il s'en suit qu'il existe
o } L. . hn-1 hn-1 ) . ) ) _

un difféomorphisme équivariant de S - dans S qul lalsse 1nvarlante la
structure naturelle de Slm_1 , comme variété faiblement complexe.

I1 suffit de prendre : J e Q8, Q8 opérant par une représentation dans
U(en) , puisque dans Q8

(-1) § =3.1 .

La proposition est démontrée.
On a le théoréme

2.3. - THEOREME.- Le composé
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-~ -~ ] 4" \, \
g0, ¢ th+1(ﬂ1) - th+1(Q8) + Q

est nul.

Le composé :

- - ; Ny ‘ " n
£E,001, ¢ th_1(w1) -> th_1(Q8) + th_1(ﬂ1)

est la multiplication par deux.

La démonstration se fait directement, en utilisant les propositions 2.1.

et 2.2. du chapitre IV,

2.4. - Proposition.- L'ordre des générateurs [QB, Shnf1] en dimension

(bn-1), est un multiple ge 22n+1

Démons thation. -

On & :

. kn-1 -
t [e8, s ] = [ 5 7
Comme 1'ordre de EH’ Shn_?] est 22n+1 , d'aprés la proposition 1.k,

chapitre IV, la proposition est démontrée.

Considérons les deux sous groupes 7, et 7 de Q8 ; on a :

TAT. =T = (+1, =1) .

1 2 2
- ’ Ln+1
Considérons les deux m - variétés [ﬁ1, Q§_§_§____3 et
Ln+1 2
ﬂ1 x S .
[y e e B )
2
Ln+1 :
QS X S _ o~ -~ hn+1
[y T A T
€1 o ?2 étant le composé :

~  a '
£1 ° 1 th+1("2) - & (@8) - Qun+1(" )

hn+1 1
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et
y Shn+1
1 =1 o T [ﬂ2, S

DL
e 1t ’H{\TE S o)

~)
o]
ct)

étant le composé

~ n, n
T ot th+1(ﬂ2) > th+1(‘?{\ m

o ° % 0! 7 ey

T, 7. étant considéré comme sous groupe de. T et 1

1 2 1 2
On a le théoréme
A
.3. - THEOREME.- 1 .
2.3 THEOREME Dans »th+1(ﬂ1) , on a
hn+1
a8 x 5" TP
[ﬂ‘]’ T ] - K—TT’I’ T T :[
> ™
et t1 0 12 = 10 o to
Démons thation. -
. . +
Considérons la variété 88 x Shn 1
) 2
Soit ] n: Q8 - %Q
. >

l'application naturelle.

Choisissons g1, g2 € Q8 1les deux représentants des classes dans %Q
2
ici
g, 1,8 =1
Puisque
8 _ -
L=, D
2
.. . +
Définissons l'action de 7, sur §§.X Sl par

1 T
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J J J 1 1 1 2
\ —_— - - .
h1<r‘.(gj/s X) = (n(h1 g )9 %) S1 h.] =1 ¢ 7T,!
h1(n(gJ>, x) = (n(h1 gj), - X S1 h1 = - 1 ¢ v1
. + . .
Cette action de v1 sur %ﬁ-x SZn ! est dans point fixe.
2
+
. . . il ~ QB . 82n 1 . . N .
Sc1t maintenant 8,i € Y 1]l existe alcrs un unlgue
2

J, h ¢ " tel que

Définissons alors une application

o oaent
o Q8 x 8 , Q8 4on+1
2 ™

Par
m[g,x] = (n(gj>, hx) ,henm

2

Cette application est bien définile car si

g,z = (&, ¥]

alors
~ N a1 N
3h€ﬂzag=gh » h x =Y
d'ou
> =g. hh
¢ gJ 1
et



m est surjective car si

(n(gj), x) € %Ei x gont]

2

alors
ih2€'"2,ig€Q8,g=gjh2

mais pour h, fixé et x fixé ,

+
3 y € 82n 1 , N, ¥ = X

done

(n(g:)s x) = (n(gj), h, ¥) = nfg,y]

J 2

m est injective car si :
(n(sj), x) = (n(sj); y)

On =& :

Donc d'aprés ce qui précéde m est bien injective

L'application m est équivariante, car pour h1 em, ,o0na:

oyl 4 = [y & 2]

. el . . Q8 x 82n+1
Par définition de l'action de m, sur T — .
2

D'autre part :

| si h1 e T, AT, :

mfh, & x] = (n(g;), s; h, &5 hx) = h ufg, 1

-—37-—



1]
|
a3
=
—
o
[
|
oy
>

Done
2n+1
[‘!T , QB S ‘] = r_r 9,_8_ % 82n+1]
1 m =
2 2

De facon analogue, considérons 1'application

T x S2n+1 T
¢ . ] 1 2n+1
m' = > x 8

définie par :

n'[h, x] = (n(hj), B' x),hew ,h em AT, ,0n=h b

n
On définit une action de m,  sur 1 xS , Dar

h. = . 1 T
h1(n( J), x) (n(hJ), b, x) , si hyem AT,

a3
=3
3
o
L}
5
a2

hj), %), si h,=-1¢m
Comme précédemment, m' est bijective, équivariante.

done
ﬂ1 . S2n41
[, — = [

m 1f\Tr2 s 1{\':

™

N 32n+ 1]

2

_38_
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Soit 1'homomorphisme

6 B i
m (a
2 T
défini par :
T yooT Q8 o ™
(1) = (1) , i e=>=,1¢
"2 "o
C'est un isomorphisme.
Soit f 1'application
Q8 2n+1 ﬂ] +
f:——XSn -»———.—-n xs2n1
"2 EE
définie par :
+
tg,x) = (4(e), %) , s B, x e 52

2

C'est un difféomorphisme.

Une simple vérification montre que f commute & 1'action de -

Donc

m
[y %%* xS

ntty _ 1 on+1
2 ] [n1’7H““2 s

Compte tenu de ce qui précéde, cn a :

2n+1
[TT Q8 x 82n+1 ]= [Tr TTT xS ]
9 L]
1 T 1 n1(w2

et le théordme est démontré.
’ 2n+1
.. Q8 x 8
- - 1 o e et
2.5. Proposition. Dgns §2n+1(Q8), l'ordre de E;B, ™ ]
2n+1
X g e
et EQS, g§-—-—~———ﬂ ,» est un nultiple de 2n+1 .

™

Démons thation. -

On a :
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nt1 +
tfas, VxS 9.~ A8 s
1 ? m - -1 T
2 2
mais
entl
+ a
[ M} = [- R gent =
‘ 7° TTQ | 1° T - IOL1m TT2,\, i
Comme
2n+1- - ent+
[WW N oo g 1= 7,55 ]
Par la proposition 1.1.1., chapitre 1II, Z'crdre de 7 Scn+1l est &gzl 3 2n+1.
2
Par ls proposition 1.2.2., chapitre III, To
~ o \ N
T T Q . 7 N Q Lo =  \
o fone {2y o+t ont1! Ty
est un moncmorphisme.
. v s aentd
Donc 1l'ordre de ["1, ! "f§_m{ est égal a 2n+1
orn+1 -
- S
I1 est de meme pour [W1, 48 o -
2
. r B x ety : nt1 ;
Ainsi 1l'ordre de @8, **————— est un multiple de 2 , et celul de

w wen+l
BQ8, E@_?_é___,; aussi.

1



CHAPITRE V

BORDISME DES GROUPES CYCLIQUES.

1 - BURDISME ORIENTE ET COMPLEXE VES GROUPES CYCLIQUES.

Dans ce chapitre, un notera { , l'une des théories de bordisme

QSO ou QU .

Considérons 1l'homomorphisme naturel de Q* -module

¢ @ Q(X) 8. (YY) > QX x YY)

Q
#

X et Y étant deux espaces topologiques quelconques.

Soient p et q deux entiers, p > 2, g 2 2, tels que p et q soient

premiers entre eux.

On a :
2 =7 &7
rd P 1
Soit B , un espace classifiant pour 2 . B a méme type d'homo-
32 bq 4
ra el
topie que B x .
1Y q 7 BZ

iy q

On se propose de montrer la proposition suivante

1.1. - Proposition.- Si p et q sont deux entiers positifs premiers

entre eux, 1'homomorphisme naturel

est un isomorphisme de Q, —module.

Pour la démonstration, on établit d'abord trois lemmes.
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1.2, - Lemme.- Quels que solent les espaces topologiques X et Y

n, v . . . . ~ Y
Qn(X) et 'Qn(Y) , s'identifient canoniquement 3 des sous groupes de Qn(X x Y).

Déemons thation. -

Soient (X,XO) et (Y,yo) deux espaces pointés respectivement par

X et Yo 5 X Yo est pointé par (xo,yo).

Considérons l'inclusion pointée
1, : X S X xY
et la projection
131‘

On déduit les applications

On a
n n . v
11* [B,f] =[B,11Of’] an(X%Y)
et
n n
9*01¥[B,f:|—[B,p1011of]=[B,f]
d'ol
P,o° i - 14
1 1 Q*(X)
3 ‘ . ’\J c' .
Donc 1 4 ©St un monomorphisme et Qn(X) s'identifie donc & un sous groupe

1
n o
de Qn(X X Y). I1 en est de méme pour Qn(Y).
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n SV n ..
1.35. - Lemme.- &i Qn(X) et Qn(Y) sont des groupes finis, a'ordre
. ] v . . . - ~
premier entre eux, alors Qn(X) ® Qn(Y) s'identifie canoniquement & un SOuS

| Y
groupe de & (X x Y).

n(
La démonstration se falt & partir du lemme précédent.

1.4, - Lemme.- Pour les théories QSO et QU , 1'homomorphisme de

Thom~Steerocd

V) A
T Qn(Zm) > Hn(zm,z)

est toujours surjectif, quel que soit 1'entier m, m > 2.

Demons thation. -

On fera la démonstration dans le cas orienté, et Zm d'ordre pair,

les autres cas ayant &té &tudiés dans [5]

Solt donc

avec s 1impair et considérons le diagramme sulvant

ny n U] v
szn(zgk) ® Qn(ZS) — Qn(zzm)
lu1®u2 1u
Y Y JJ n,
Hn(%gk) ® Hn(ZS) — Hn(Zm)

Soient : [B%, 1 ¢ 5n(zk) , [ e e (2)

et les inclusions

B > R = X
T 2K 7 BZ k BZS
2 2
B . > = B X B
ot Py By x 7
s m Z s
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Notons i .+ et i y  L1es homomorphismes induit en bordisme par i1 et i2
1 2
respectivenment, v,oet fg les homomorphismes induit en homologie.
On a
A~n - ~n . -, -
vi[B, :J ® [Cn, ¢]y = [B, i, o 1+ [, i, 0 g
. ~n n
=i B, f] +1 [, g
et
A -7 n - -1 ] n
oy, ]@[C,{\=u1*_B,f]+u1*[C,g_
1 2
=/¥ "(n ~ 'n
t. o 1, (o + v, 0 f*(o )
n 1 ~ o n n
o} et 0 ' &tant les classes fondamentales de B et C
D'autre part
~_ 1N - - Y -y - n
w\bl@bz\, (_3, . @_ 5%__)2111(11 rB,l:l@Uz [C, ‘>
. (N '
=yf (o) & f (c ™))
*
mais | = }1 ® ?2
dorne
vlu, &) = uoy.
Le diagramme précédent est denc commutatif,
‘lais T surjectif T-f. L7 T est surjectif Tef. 5] .
Comme  est un isomorphisme, il s'en sult que u est surjectif et

le lemme est démontré.

Demons thation de La proposition.-

Soit donc



Désignons par

i et i2 les inclusions

1 Z 4

1Y rq

1 B >

2 ' Pz B2

q ra

et par i « €t i . les homomorphismes induits en bordisme.
1 2
D'aprés le lemme 1, 1 . &t 1 , sont des monomorphismes.

1 2

Soit ¢ 1'homomorphisme

v Qn(Z%) o Bn(za) > 3n(Z§q
défini par :
o([B", 1] & [c", ) = i1*[_'Bn, £] + ig*[cn, g

8%, i, o ] + [c", i, © g

ot [, f]ed (z) et [C°, & ¢ #.(7) .

D'aprds les lemmes 2 et 3, l'homomorphisme § est un monomorphisme.

Le calcul des ordres des groupes 5n(Zb) , Qn(Z ), § (Z_) qui se fait

en tenant compte de [5, 8,5ﬂ , montre que
16 (2 )| = |8 (z2)] x |¥ (7))
n “paq n “p n q
d'oll il résulte que § est isomorphisme.
Considérons 1'homomorphisme

¢ : Q*(zb) 8 Q*(Zé) > Q*(Z )

9] pq
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Comme
0, 7)) %* 2,(2) =0 e %;(zp) ® (7))
On a :
:/q* = IdQ* et ¢/ e ¥ (7) =
* 7D % g

2 - CONSEQUENCE.

Soit 7 un groupe cyclique et sa décomposition en somme de groupes

cycliques

Z =i, & 7 D ..., ® 7
4 K 1S K
1 o 2 1
pT 2 ps
on suppose
< - -
2 < p1 p2 ...... < ps

les p., #&tant des entiers premiers et k. des entiers positifs ou nuls.
1

<

~
ey
1

PrROposLtion.,- On a les iscmorphismes

§(z) =8 (7 )@'ﬁn(zk>e......®?¥(z )

n m n pk1 5 n ks
1 p2 ps
v 4" 4] n
G(z)=q(z. )8 gz )Ye ...... @ 4. (z )
* “m * k1 Q* * k2 Q* Q* * ks
p1 p2 ps
Déemons thation. -

C'est une conséquence des lemmes 1.2, 1.3, 1.4 et de la proposition.
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