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A ma femme. 



Je remercie t r è s  vivement Monsieur Dedeeker d 'avoir  bien voz~ lu  présider 

Ze j u r y .  

O'adresse mes remerciements à Madame Schwartz e t  Monsieur Bkouche d 'avo i r  

accepté de faire par t i e  du j u r y .  

Que I'4cnsieur Lehmann, qui  m'a prcposé l e  s d e t ,  qui m'a g ~ i d é  dans ce 

t ra3ai  i par ses  conse i  1s ines t imables ,  trouve i c i  Ze témoignage de ma profonde 

reesnnaissance . 

Je n ' c u b l i e r a i  pas e n f i n  de remercier Madame Lengaigne, qui  a rendu 

poss ib le  l a  r é a l i s a t i o n  ma tér i e l l e  de ce t r a v a i l ,  dans des d é l a i s  re la t ivement  

cour ts .  



I N T R O D U C T I O N .  

Les groupes de bordisme équivar ian t  $2 (5)  , p premier ,  ont été 
n 

déterminés ( c f .  [3] e t  [ h l )  pa r  Conner e t  Floyd, dans l e  cas  o r i e n t é  e t  complexe. 

Dans 5'2 , l ' o r d r e  des généra teurs  du 0, -module nt( l 1 , p premier impair a 
P 

é té  ca l cu lé  dans l e  cas  du bordisme o r i e n t é .  

On s e  propose dans ce t r a v a i l  d ' é t u d i e r  l e  bordisme complexe 6 q u i v a r i m t ,  

l o r squ 'on  prend l e  groupe f i n i  Q8 des quaternions à h u i t  éléments.  

Au chap i t r e  I I ,  en s ' i n s p i r a n t  des méthodes u t i l i s é e s  dans 131 e t  LLl, 
on é t u d i e  l e s  r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  groupes de bordisme de Q8 e t  ceu; de s e s  sous 

groupes. 

Au chap i t r e  III e t  I V ,  ap rè s  avo i r  donné un système de généra teurs  de 

nx(P k) e t  ca l cu lé  l ' o r d r e  des  généra teurs ,  géné ra l i s an t  a i n s i  au  cas  complexe 
2 

l e s  r é s u l t a t s  '+: , obtenus dans l e  cas  o r i e n t é  pour ( , p impair ,  on 

P 
donne un système de généra teurs  de Q * ( Q ~ )  e t  une borne i n f é r i e u r  de l ' o r d r e  des 

généra teurs .  

Enfin au chap i t r e  V on é t a b l i t  une formule de décomposition en p rodu i t ,  

du 0, - module Q * ( ~ ) ,  rn un e n t i e r  quelconque, dans l e  cas  o r i e n t é  e t  compïe'xe. 
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CHAPiTRE 1  

6dZD1S,'dE COMPLEXE ET Oi71ENTE. RAPPELS. 

- - - - - - - - 

1 - LES GROUPES D E  dORdlS!dES. 

1 . 1 . - Variétés  faiblement complexes. 

Soi t  5 un f i b r é  v e c t o r i e l  r é e l  de rang 2 k ,  s u r  >in espace topologique 

- 2k 
X; F = L R  , l a  f i b r e  au-dessiis di2 point, x  E X.  

X 

Une p r e s t r u c t u r e  complexe s u r  E, [cf. 1 e t  21 , e s t  l a  donnée d'un 

morphisme de f i b r é  : 

t e l  qlLe : 

v é r i f i e  : 

Une s t r u c t u r e  complexe s u r  5 e s t  a l o r s  l a  donnée d'une c l a s s e  d1homo- 

t o p i e  d'une t e l l e  p r e s t r u c t u r e .  

7 . 1  . 1 . - l)édin&on. - Une v a r i é t é  d i f f é r e n t i a b l e  e s t  d i t e  faiblement 

complexe, s i  son. f i b r é  tangent  s t a b l e  e s t  muni d'une s t r u c t u r e  complexe. 

Dans l a  s u i t e  on a p p e l l e r a ,  pour s i m p l i f i e r ,  une v a r i é t é  faiblement 

complexe : une U-variété. 

Soien t  M" e t  M l n  deux U-variétés , T(#) e t  T(M'") l e u r  f i b r é  

tangent  respectivement ; supposons donné une difféomorphisme : 



f : Mn -+ M'n 

S i  on note  df l ' a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  tangente  i n d u i t e  par  f ,  e t  par  (2k-n) 1 

l e  f i b r é  t r i v i a l  de rang 2 s u r  18 e t  M l n  , on a l ' a p p l i c a t i o n  : 

Désignons par  J e t  J '  l e s  c l a s s e s  d'homotopies d ' a p p l i c a t i o n s ,  qui  dé f in i s se r , ,  

. / . Y  respectivement l e s  s t r u c t u r e s  faiblement complexes des U-varletes I@ e t  M l n  . 

1 . 1 . 2 .  - DedLnia%un. - On d i t  que l e  difféomorphisme f préserve l e s  

s t r u c t x r e s  faiblement complexes de Mn e t  M l n  , ou bien que f e s t  un U-diff'éo- 

morphisme, s i  l e  diagramme su ivant  e s t  commutatif : 

1.2.  - Les groupes de bordisme o r i e n t é  e t  complexe. 

Supposons f i x é  un espace topologique X ; s o i t  8 une v a r i é t é  o r i e n t é e  

compacte e t  sans bord (respect ivement  une U-variété compacte sans bord) e t  f 

une a p p l i c a t i o n  cont inue : 

On a [cf. 1 e t  41 . 

1 . 2 . 1 .  - Védi&on. - Le couple (M" ,f) e s t  appelé une v a r i é t é  s ingul iè re , ,  

dans l ' e s p a c e  topologique X. 

Une v a r i é t é  s i n g u l i è r e  compacte (#,f) , dans X ,  e s t  d i t e  un bord, s ' i l  

e x i s t e  une v a r i é t é  compacte à bord 8" e t  une app l i ca t ion  cont inue F : 



t e l l e  que : 

( i )  

(i i)  

Entre v a r i é t é s  s i n g u l i è r e s  sans bord, on d é f i n i t  l a  r e l a t i o n  d1équiva- 

l ence  su ivante  : 

Deux v a r i é t é s  s i n g u l i è r e s  o r i e n t é e s  (respect ivement  deux U-variétés 

s i n g u l i è r e s ) .  ( ~ ~ , f )  e t  ( c n , g ) ,  dans X ,  sont  d i t e s  bordantes  s i  l a  somme 

n  d i s j o i n t e  : (B"U - cn,  f U g)  e s t  un bord dans X ; -C é t an t  l a  v a r i é t é  C" 

munie de l ' o r i e n t a t i o n  opposée. 

L'ensemble des c l a s s e s  d 'équivalences des v a r i é t é s  s i n g u l i è r e s  de 

dimension n ,  e s t  muni d 'une s t r u c t u r e  de groupe abé l ien  noté  QSO dans l e  
n  

u 
cas o r i e n t é ,  R (x) dans l e  cas  complexe. 

n  

La c l a s s e  de (M" , f )  s e r a  notée : [I@,f] 

Le fonc teu r  R* , d é f i n i t  une t h é o r i e  d'homologie g é n é r a l i s é e ,  dont les 

S O SO groupes de c o e f f i c i e n t s  son t  l e s  groupes de Thom [cf. 101 no té s  Qn ( p t )  = Qn 

pour l e  bordisme o r i e n t é  ; dans l e  cas complexe l e s  groupes de c o e f f i c i e n t s  sont 

u l e s  groupes de Milnor [cf. 81 notés  ClU(pt) = On . 
n  

'-b 
On n o t e r a  dans l a  s u i t e  R , l e  bordisme r é d u i t .  

2 - L E S  GROUPES DE 8ORDlSME EQUIVARZANT. 

S o i t  G un groupe f i n i  'opérant d i f fé ren t iab lement  e t  sans  poin t  f i x e  

s u r  une v a r i é t é  . 

On supposera'  dans l a  s u i t e  de ce t r a v a i l ,  l e s  v a r i é t é s  t o u j o u r s  

compacte sans bord. 

On a  [cf.  3 e t  41 : 



2 . 7 .  - Dédini.tian.- Une G-var ié té  p r i n c i p a l e  o r i e n t é e  e t  l a  donnée d'un 

couple  ( G , l f l n ) ,  où G opère  s a n s  p o i n t  f i x e  s u r  l a  v a r i é t é  o r i e n t é e  M n ,  c o m e  un 

groupe de difféomorphisrne de IV? p r é s e r v a n t  l ' o r i e n t a t i o n  de M". 

2 . 2 .  - Dé dini t iv iz .  - Une G-var ié té  p r i n c i p a l e  fa ib lement  complexe e s t  

l a  donnée d ' a n  couple  ( G , M " ) ,  c.2 G opère  s a n s  p o i n t  f i x e  siir l a  U - v a r i é t é  M", 

c o m e  un groupe d e  U-difféorncrphisme de M ~ .  

n iJr!e G---ar ié té  p r i n r i p a l e  G , - i  ) e s t  d i t e  im bord é q ~ ~ i i ~ a r i a r i t ,  s i  il 

e x i s t e  - s e  G-x7ariété p r i n c i p a l e  $ bnrd ( G ,  8") t e l l e  que : 

Gn .jit f i ~ i t  e n t r e  G- : a r i é ~  6s p r i n c i p a l e s  sans  b o r à  l a  r e l a z i o n  d 'équiva-  

l e n c e  s u i v a n t e  : 

Deux G-variét  6s p r i n c i p a l e s  o r i e n t é e s  ( G  , B ~ )  e t  ( G , c ~ )  ( r e s p e c t i v e -  

nierit : deux ~ - ~ ; a ï - i é t é s  p r i n c i p a l e s  faib;ement complexes ) s o n t  d i t e s  un bord équ i -  

v a r i a n t  s i  l a  scmye d i s j o i n t l e  ( G ,  B~ CJ - cn )  e s t  un bord équivariari l , .  

L'ensemble des  c l a s s e s  d ' g q u l v a l e n c e  des  G-var ié tés  s i n g d i è r e s  en 

so u 
dimension ri, f c r n e  un groupe a b é l i e n  no té  : Rn ( G )  dans l e  cas  o r i e n t é ,  % ( G )  

dans l e  cas  ccnp lexe .  

La c l a s s e  .de ( G ,  Y:?) s e r a  n o t é e  : [G, $1 

S o i t  BG m espace  c l a s s i f i a n t ,  pour  l e  groiipe G e t  (Gy#)  m e  

G-variété p r i n c i p a l e .  

Considérons  l ' e s p a c e  des o r b i t e s  Mn/G e t  l ' a p p l i c a t i o n  c l a s s i f i a n t e  : 

On a [cf. 3 e t  41 : 



so S O 2.3. - Phopoaifivri.- L 'app l i ca t ion  4 : on (G) + fin ( B ~ )  (respect ivement  

U u 
$ : R (G) + R (B ) )  dé f in i e  par  : 

n  n G 

e s t  a l o r s  un isomorphisme de gro.Lpe. 

On i d e c t i f i e r a  dans t,o:t ce qui s u i t ,  Q n ( ~ )  e t  ( B ~ )  n  

3 - LA SUITE SPECTRALE D E  BORVISd4E. 

On a  [cf. 1 e t  41 : 

3 . 7 .  - P ~ L O P O ~ ~ ~ O M .  - Pour tou t .  C . W .  complexe X et. polir Les t h é o r i e s  

fi:' e t  fi* , il e x i s t e  une s u i t e  s p e c t r a l e  : 

Soi t  l'homomorphisme n a t u r e l  de Thom-Steerood : 

d é f i n i  p a r  : 

où O ( # )  e s t  l a  c l a s s e  fondamentale de v a r i é t é  . 

On a  : 

3.2. - Phopaai;t.ivn.- La s u i t e  s p e c t r a l e  précédente e s t  t r i v i a l e  s i  e t  

seulement s i ,  1 'homomorphisme de Thom-Steerood, e s t  s u r j e c t i f  pour t o u t  e n t i e r  n. 

On a ,  l a  p ropos i t i on ,  >:Y. 51 , qui  nous donne un c r i t è r e  de t r i v i a l i t é  

de l a  s u i t e  s p e c t r a l e  précédente : 

3.3. - PtrapobiAion.- S i  G e s t  wi groupe f i n i ,  v é r i f i a n t  : 



a l o r s  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  : 

e s t  t r i v i a l e .  

S i  G un groupe f i n i ,  ne contenant pas  de t o r s i o n  p a i r e  e t  v é r i f i a n t  : 

a l o r s  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  : 

e s t  t r i v i a l e .  

m 
u u 

Considérons maintenant l e  $2: -module gradué : Q*(x) = n n ( x ) ,  où 
n=O 

X e s t  un C.W. complexe a s q u e l e t t e s  f i n i s ,  en t o u t e  dimension. 

On a l e  lemme su ivant  : 

3 .4 .  - Lemme.- Supposons que l a  s u i t e  s p e c t r a l e  assoc iée  à X ,  s o i t  

i 
t r i v i a l e ;  s o i t  {C } un système de générateurs  homogènes de H,(x;I) e t  soit 

n n 
i U i i i 

{un 3n 
une f ami l l e  d'éléments de Q*(x ) ,  t e l s  que : = Cn , a l o r s  {y,}, 

engendre C~:(X) en t a n t  que $2* -module . 



C H A P I T R E  1 7  

BOa'3ISME Cl)islPLEXE E Q U I V A R I A N T  DU GROUPE D E S  QUATERNIONS , 

----------- 

Dans ce c h a p i t r e ,  on no te ra  p a r  Qn(x )  les  groupes de bordisme complexe. 

I - ORDKE D E S  GROUPES Zk(Q8) . 

Soi t  Q8 l e  groupe des h u i t  quaternions : 

(+  1,  t i ,  t j ,  t k )  

Il e s t  muni de l a  m u l t i p l i c a t i o n  h a b i t u e l l e .  

7 . 1 .  - L e m m e . -  Les groupes d '  homologie e n t i è r e  de Q8 sont  donnés pa r  : 

H,$Q~;Z) = 0 , pour i > 0 

( 9 8 ; ~ )  = a8 , pour n  2 1 

H 4 n + i ( ~ 8 ; ~ )  = Z2 @ z2, pour n  2 O 

Puisque H p i ( Q 8 ; 2 )  = O , pour i > O , il s ' e n  s u i t  (p ropos i t i on  3.3. du chap i t r e  1) 

que l a  s u i t e  s p e c t r a l e  de bordisme e s t  t r i v i a l e  ; on peut a l o r s  c a l c u l e r  l ' o r d r e  

'L 
des groupes %(Q8) .  

% 'L 
On a ,  en notan t  : lQk(&8) / l ' o r d r e  de ~ ~ ( 4 8 )  : 

e s t  un groupe l i b r e  de rang n(n-p) , ~ ( n - p )  

é t a n t  l e  nombre de p a r t i t i o n s  de l ' e n t i e r  (n-P) , e t  agi+, = O 



e t  compte t e n u  du lemme précédent ' : 

2 - LES HOMOMORPHTSMES i ET t EN HOMOLOGTE ORVTNATRE. - 

s o i t  G un groupe f i n i  quelconque, H un sous-groupe de G ; on a 

[cf. 61 , l e s  homomorphismes de groupes : 

t é t a n t  l e  t r a n s f e r t ,  e t  i n d u i t  par  l ' i n c l u s i o n  de H dans G .  

On a  l e s  deux p ropos i t i ons  su ivan te s  : 

2.1 - 1 .  - Piropvsikion. - L ' homomorphisme composé : 

e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  par  l ' i n d i c e  de H dans G. 

2 . 7 . 2 .  - PkopobiLiom. - S i  G e s t  un groupe à cohomologie pér iodique ,  

de période q ,  e t  s i  g E H ( G , I )  e s t  un générateur  maximal, a l o r s  
q- 1 

t ( g )  E H (H,z) e s t  auss i  wi générateur  maximal. 
q- 1 



3 - L E S  HUMUMORPHZSMES - E T  £ EN BORDZS,'dE EQUZVARZANT. 

On d é f i n i t  [cf. )+] , en t h é o r i e  de bordisme équivar ian t  d e s  homomorphismes 

A 
4 

1 e t  t ,  ana1og:~es aux homomo-.phisrnes . e t  t en homologie o r d i n a i r e ,  du para- 

graphe précéàent. .  

So i t  G un groupe f i n i  quelconque, H un sous groupe d e  G ; on va 

d é f i n i r  l e s  deux homomorphismes de -mod~le  : 

On considère une G-variété p r i n c i p a l e  (G,M") ; l e  sous groupe H opère  

s u r  Id1 sans po in t  f i x e ,  pa r  r e s t r i c t i o n  on pose a l o r s  : 

ave c 

On p a r t  d 'une H-variété p r i n c i p a l e  ( H , # )  ; on considère l a  v a r i é t é  

p rodu i t  : 

G é t a n t  cons idéré  comme v a r i é t é  de dimension zéro .  

On f a i t  opérer  H s u r  G x bIn p a r  : 

Cet t e  ac t ion  de H s u r  G x M" e s t  évidemment sans po in t  f i x e .  

Dans l ' e s p a c e  des o r b i t e s  
G x M" 
H 

, notons p a r  [@;,XI l a  c l a s s e  de, 



On f a i t  opére r  G s u r  
G x M~ 

H 
p a r  : 

C e t t e  a c t i o n  de G s u r  
G x M~ 
H 

e s t  a u s s i  sans p o i n t  f i x e  ; on o b t i e n t  a l o r s  l a  
- - 

G-variét .6 p r i n c i p a l e  ( G ,  
G x M~ 

H 1. 
A 

Oc d é f i n i t  i p a r  : 

A * 

i?e.mwrque.. - On v o i t ,  p a r  d é f i n i t i o n ,  que i et, t son t  des homomorphismes 

de R* -module, de degré z é r o .  

* 4 

3.3.  - Calcu l  du com2osé t O 1 .  

so i t ,  G ?in groupe f i n i  quelconque e t  H un sous  groupe normal de  G. 

On dés igne  par  A ( G )  l e  groupe des automorphismes de G e t  p a r  I ( G )  

l e  sous  groupe normal des  automorphismes i n t é r i e u r s .  

No-2s a l l o n s  d é f i n i r  m e  r e p r é s e n t a t i o n  de - A ( G )  dans l e  fi* -module 
I ( G )  ' 

R , ( G ) ,  r c i .  - 51. 

S o i t  l'homomorphisme n o t é  + : 

d é f i n i  p a r  : 

o ù  y * [ ~ , 1 8 ]  e s t  l a  c l a s s e  d ' é q u i v a l e n c e  dans n , ( ~ ) ,  de l a  G-var ié té  p r i n c i p a l e  

v , (G,#)  , y,(G,#) é t an t  l a  G-var ié té  s u r  l a q u e l l e  G opère  p a r  : 



La G-variété p r i n c i p a l e  (G ,M")  é t a n t  l a  v a r i é t é  Ivln s u r  l a q u e l l e  

l ' a c t i o n  de G e s t  donnée p a r  : 

On pose  donc : 

y,l~,:"'l = l y t ( ~ , # ) J  . 

Maintjenant nous a l l o n s  v o i r  que I ( G )  o p è r e  t r i v i a l e m e n t  s u r  R ( G ) .  
n 

En e f f e t  : 

h E  G , v g E  G y ( g )  = h g h - '  

D é f i n i s s o n s  une a p p l i c a t i o n  : 

m : #  -+ I@ 

p a r  : 

~ ' a ~ p l i c a t i o n  m e s t  un U-difféornorphisme de G ,  s u r  L y t ( ~ , M " \ :  , c a r  

on a a l o r s  : 

C e t t e  é g a l i t i  montre que m e s t  U-di f  féomorphisme é q u i v a r i a n t  ; donc pour  

Y E UG) 

On a  donc une r e p r é s e n t a t i o n  de A ( G )  
I ( G )  

dans l e  fi* -module G + ( G ) .  E l l e  va  nous 

A A 

p e r m e t t r e  de c a l c u l e r  t o 1 .  



C. * 
Calcu l  de  t O , . 
On a 1 ' homomorphisme n a t u r e l  

d é f i n i  p a r  : 

Il e s t  c l a i r  que s i  h  H , l 'homomorphisme p récéden t  prend s e s  v a l e u r s  

dans I ( H ) .  

On d é d u i t  donc un homomorphisme n a t u r e l  que nous n o t e r o n s  e n c o r e  T : 

A 

Considérons l e  composé t O I ; pour  [H ,!?? E L?,(H) , on a  p a r  d é f i n i t i o n  : 

L ' a c t i c n  de H s u r  
G x M~ 

H 
ê t a n t  l a  r e s t r i c t i o n  de c e l l e  de G .  

C e t t e  a c t i o n  e s t  donc donnée p a r  : 

on a  a u s s i  : 

- 1 
pu i sque  g hg E H ; H é t a n t  an s s ü s  groupe normal de  G. 

L ' a c t i o n  de H s u r  
G M~ 
H 

s e r a  n o t é e  dans  l a  s u i t e  par : 

Nous a l l c n s  mont re r  maintenant  comment H o p è r e  s u r  l a  v a r i é t é  p r o d u i t  

G/H b? , e t  expr imer  dans  un s e n s  q u i  s e r a  p r é c i s é  p l u s  l o i n ,  pl!, G/H x b?] 



en fonc t ion  de [ H , f l .  

S o i t  l'homomorphisme n a t u r e l  : 

- , - - 
G/H é t a n t  f i n i ,  s o i e n t  : gl , g2, .  . . , gk s e s  éléments.  Choisissons : ,g  ,... gl 2  gk 

dans G t e l s  que : 

- 
n ( g j )  = g j  , .i = 1, ..., ir . 

Considérons l a  v a r i é t é  G / H -  x 18 e t  dé f in i s sons  s u r  e l l e  une ac t ion  de 

H pa r  : 

Cette  a c t i o n  e s t  b ien  d é f i n i e  puisque H e s t  normal dans G.  Pour 

f i x é ,  l a  v a r i é t é  n ( g j )  x M" e s t  l a i s s é e  i n v a r i a n t e  pa r  l ' a c t i o n  de H .  

Avec l e s  no ta t ions  précédentes ,  l ' a c t i o n  de H s u r  r i (g .  ) x IV? =, 8 , 
J 

A ~ H )  n ' e s t  a u t r e  que g j  H puisque r ( q ( g j ) )  E 

On en conclut  donc que : 

On a  l e  lemme su ivant  [ c f .  41. 

3.3 .1 .  - Lenune.- Dans R n ( ~ )  , on a  : 

I l  en r é s u l t e  a l o r s  : 

3 .3 .2 .  - Théokème. - S i  H e s t  un sous groupe normal de G ,  a l o r s  : 



A Li 

Rernaque.- Le composé t O i , s 'exprime donc en fonc t ion  de l ' a c t i o n  

A ( H )  s u r  l e  n* - module b * ( ~ ) .  
de I ( H )  

3 . 3 . 3 .  - Ca40,f.taihe. - S i  G e s t  un groupe f i n i  abé l i en ,  H un sous 

groupe de G ,  a l o r s  l e  composé t O î e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  l ' i n d i c e  de H dans 

G. 

On a l a  p ropos i t i on  Ecf. 43. 

3 . 3 . 4 .  - P m p o a a a n .  - Pour t o u t  groype G e t  t o u t  sous groupe H ,  

l e  diagramme : 

e s t  commutatif. 

4  - APPLZCATZON 44 GROUPE Q8 DES QUATERNiciNS. 

S o i t  donc ! 

S o i t  n l e  sous groupe de Q8, engendré p a r  l ' é lément  i ; il e e t  
1 

cycl ique  d 'ordre  q u a t r e ,  donc isomorphe à Z4. 11 e s t  f a c i l e  de v o i r  en o u t r e  que 

r e s t  normal dans Q8. 
1 

Les automorphismes d e  TT , sont  l e s  homomorphismes qui  appl iquent  un 
1 

généra teur  s u r  u n  a u t r e .  Comme n admet l e s  deux généra teurs  i e t  i3 = - i ,  
1 

il s ' e n  s u i t  que A ( n , )  l e  groupe des automorphismes de n e s t  : 
1 



l lautomorphisme a é t a n t  d é f i n i  p a r  : 

Donc A b l )  = (1d  TI , a) = Z2 
1 

D 'au t re  p a r t  pu i sque  r e s t  a b é l i e n  on a : 
1 

S o i t  1' a p p l i c a t i o n  n a t u r e l l e ,  d é f i n i e  a u  paragraphe  p récéden t  : 

Le groupe Q8 ayan t  h u i t  é l é m e n t s ,  il s ' e n  s u i t  : 

Q8 Dans - , l e s  s e u l s  é léments  d i s t i n c t s  s o n t  l e s  c l a s s e s  des  é léments  1 e t  j ,  
'F 

1 Q8 puisque dans - 
71 

1 

j = - j = k = - k  

- - 
En n o t a n t  1 e t  j l e s  c l a s s e s  r e s p e c t i v e s  de 1 e t  j ,  on a  : 

1 

Q8 + A ( * , )  4.1. - Lemme.- L ' a p p l i c a t i o n  T : - e s t  un isomorphisme. 
T 

1 

DEmonnXaation. - 

P a r  d é f i n i t i o n  on a : 

donc i c i  : 



Mais j-l = - j , pour ca lc l le r  ~(11, il s u f f i t  de l e  f a i r e  POU h = i ,  

g é n é r a t e u r  de n, . 
donc : T ( j )  = ( i  -+ ,j i ( - j )  = - i )  = a 

d 'où  : 

Reniafique 1 .  - On a -2 r é s u l t a t  analogue au lemme 4 .1  . , l o r s q u ' o n  prend 

l e  sous gro-pe - de 48 , engendr6 p a r  L'élément j. 
3 
L. 

Remcifique 2 . -  Compt,e t e n u  clu l e m l e  4 . 1 .  e t  du t,héorème 3 . 3 . 2 ,  nous -- 
* 1i 

donnerons,  3ans l e  c h a p i t r e  s u i v a n t ,  l e  c a l c u l  e x p l i c i t e  dl; composé t, O i , dans  

l e  c ~ s  d: groupe &8 e t  de s e s  sclis groupes normaux n e t  7 . 1 2 
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GENERATEURS DE 8,(&8) . 

I - GENERATEUUS VU n, -M(>OULE ??*( Z' k) 
2 

'-b 
Afin de déterminer l e s  généra teurs  de Ql(~8), nous a l lons  déterminer 

'-b 

ceux de a,( if4) e t  p lus  généralement ceux de Q * ( P  k) , pour k Z 1. I l  s ' a g i t  
2 

dans ce chap i t r e  de bordisme complexe. 

1 . 1 .  Cas où k = 1 .  

-1 On a l e  r é s u l t a t  : Lf. 3j , s 2n+ 1 
$ t a n t  l e s  sphères  de dimension 

2n+l : 

1 . 1  . l .  - Phoponi,tiun. - L' ensemble ( [a2, s ~ ~ " '  - ) na9 e s t  un système 

2i 
de généra teurs  de R*(Z ) e t  l ' o r d r e  de ;Z2 , 

2 s*~"] dans 2n+ 1 ( z 2 ) , e s t é g a 1  

1.2.  Cas où k b 2. 

Considérons l a  r ep ré sen ta t ion  de Z k y  dans l e  groupe u n i t a i r e  ~ ( n )  , 
2 

des mat r ices  n x n complexe : 

a : z k  + ~ ( n )  
2 

donnée par  l e s  mat r ices  diagonales : 



S2n+ 1 . 
On s a i t  que, [cf.  71 , l e  groupe I opère sans po in t  f i x e  s u r  l e s  sphères  Y 

plongée dans 
2gn+l 

on supposera S 

S2n+ 1 
I l  e s t  c l a i r  que s u r  , a i n s i  plongée, l e  groupe opère par  

( ç2n+ 1 
o , comme un groi;pe de U-difféomorphismes é t a n t  muni de s a  s t r u c t u r e  

n a t u r e l l e  de U - v a r i é t é ) .  

On a a l o r s ,  de façon analogue à [4] : 

2n+ 1 
1 . Z . I .  - PhOpUhiXiUn. - L'ensemble ( [2 k ,  S ] ) e s t  un système de 

% 
2 

généra teurs  du -module f ( i? k) . 
2  

Les groupes d  'homologie e n t i è r e  de Z2k , k > 1 sont : 

x0(z kyl) = Z 
2  

H . ( a k , a )  = O  pour i z  1 
2i 2  

H 2 i + , ( Z k y d  = B k  pour i ? O  
2  2 

Considérons l e  sous groupe +. 7 2 ,  ( i n c l u s i o n  i n d u i t e  par  l a  multi-  

2k-l 
2  

p l i  c a t i  on par  ) .  

Le composé i O t : 

2k- 1 
e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  par  , d' après  l a  p ropos i t i on  2.1.1. , chap i t r e  II. I l  

en r é s u l t e  que 1 ( i o t )  possède deux éléments,  donc que t e s t  s u r j e c t i v e  e t  m 

i i n j e c t i v e .  

D'autre  p a r t ,  par  l a  propos i t ion  3.3.4, c h a p i t r e  I I ,  l e  diagramme 

commut a t  i f suivant  : 



nous donne : 

 ais puisque H ~ ~ ( P  k,l) = O y i > O , l a  s u i t e  s p e c t r a l e  
2 

- 
e s t  t r i - c i a l e  L2roposit,ion 3.3. chap i t r e  11 . 

Par l a  propos i t ion  1 . 1 . 1 .  chap i t r e  III, p [a2 ,S 
2n+ 1- 

-1 
e s t  un générateur  

de H ( 7 2 , ~ )  , d o n c  L > ~ , S  2n+ ll  
2n+l 2 i 

e s t  a u s s i  un générateur  de (' k~z) ; 
2 

2n+ 1 2 
e n f i n  par  l e  lemme 3.4, du chap i t r e  1, ( [3 g,S 1 )nQo 

e s t  un système de géné- 
2 

r a t e u r  de S i * ( l  g ) .  
2 

On a a u s s i  pour 4 
g2k+l ' i n d u i t  par l a  m u l t i p l i c a t i o n  par  2 : 

A 1 . 2 . 2 .  - PtLapabi.tion, - Les homomorphismes S e t  1 : 

sont respectivement s u r j e c t i f  e t  i n j e c t i f  . 

4 

Pour montrer que 1 e s t  i n j e c t i f ,  on u t i l i s e  l e  f a i t  que ; 



e s t  un monomorphisme e t  que l e s  s u i t e s  s p e c t r a l e s  assoc iées  à 2 e t  Zzk+, .sont 
2 

t r i v i a l e  

A 

Pour t , il s u f f i t  de v o i r  que : 

Comme î e s t  un homomorphisme de G* - module, e t  que : 

2n+ 1 1  
( [3 k+l )n engendre 

2 2 

engendre $*( 23 k) , il en r é s u l t e  que e s t  s u r j e c t i f .  
2 

2 - GENERATEUUS DE nt( Q8) . 

S o i t  Q8 l e  groupe des quaternions à h u i t  éléments e t  T l e  sous groupe 
1 

engendré par  1 ' élément i . 

2.1. - Générateurs de dimension 4n+l.  

On s a i t  que [cf. 71 , Hl(e8;2) = Q8 , avec [&8 : &8] l e  sous 
[Q8 : &8] 

groupe des commut,ateurs de Q8. 

Donc Q8 = ( { l  i l ,  j k  { a  désignant l a  c l a s s e  de a E Q8, 
ra.8 : ~ 8 1  
L - i 

dans Q8 . Dans Q8 , t o u t  élément e s t  d 'o rdre  deux ; on i d e n t i f i e r a  
[~8:~6] [~8 : 2 8: 

désormais : Q8 à 63 Z2 , par  l t isomorphisme f d é f i n i  pa r  : 

[Q8 : &8] 

f ( { i l )  = (1 ,O) 

f ( { j } )  = ( 0 , ~ )  

S o i t  
1 

(respect ivement  g ) l ' isomorphisme : 
2 



(respect ivement  9 : Zb + n2)  qui  appl ique l a  c l a s s e  de 1 modulo b sur 

i ( r e s p .  ;). 

On i d e n t i f i e  H ~ ( ~ , Z )  à " ( I T  ,a)  à IT e t  H ~ ( Q ~ , Z )  à Q8 
1 ~ ~ 1  2 2 [~8 : ~ 8 7  

Soient  l e s  homomorphismes : 

(11 
o g )  ( 1  modulo 4 )  = (1,o) 

1 

o g ) ( 1  modulo 4 )  = ( 0 , l )  ( '2  2 

de s o r t e  que ( i l  O g l )  (a4)  e s t  l e  premier f a c t e u r  
2  % dans @ 2 et 

( '2 
O g ) ( 2  ) l e  second. 

2 4 

D a n s l e  c a s  n > O  , l'homomorphisme i ( r e s p .  i2) 
1 

e s t  l e  même que dans l e  cas n = 0 ,  i ( r e s p .  i 2 )  cornutant avec l e s  isomorphis- 
1 

mes de p 6 r i o d i c i t é  : 

?J 
Générateurs de Q,(Q8) 

On a : 

finhi) = nn(a4) 



Comme ( [g4 ,S2"+l] ) n  engendre l e  f -module n i (  Z ) (p ropos i t i on  1 .2.1. 4 
chap i t r e  I I I ) ,  donc ( [ Ï T ~ , S * " + ~ ) ~  engendre a u s s i  Q * ( T , ) .  

De l a  commutativité du diagramme 

A 

il s ' e n  s u i t  que , u [ ~ 4 , ~  4n+ 11 é t a n t  un générateur  de ( Z  , , u [ r l  ,s4"+'] H4n+l 4 
e s t  aus s i  un générateur  de 

Hiin+ I (i 1 
;I) ; mais comme : 

e t  que : 

A 

par  d é f i n i t i o n  de i , pour c e t t e  de rn i è re  é g a l i t é ,  
1 

un a donc : 

I l  en e s t  de même pour l e  sous groupe n ; nous avons c e t t e  f o i s  c i  : 
2 

4n+ 1 Q8 x S hn+ 1 Les images pa r  u de [ ~ 8 ,  Q8 ] e t  de [Q8, 1, sont 
71 

1 7T ? - 
l e s  deux généra teurs  de H4n+1 (Q8;Z) 

2 . 2 .  - Cas de l a  dimension 411-1 

Le groupe Q8 opère sans point  f i x e  s u r  l e s  sphères  de dimension 411-1 

[cf .  71 . On supposera t ou jou r s  que s u r  S 411-1 , Q8 opère par  une r ep ré sen ta t ion  



dans ~ ( n ) .  

Hbn-i ( Q G  ; d )  = a 8 , pour n  5 1 

e t  d ' ap rè s  l a  propos i t ion  2.1.1 ., chap i t r e  1, l e  composé : 

es t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  par deux. 

Mais puisque i O t a  pour image : (6, 2 ,  5, 6 )  dans Z8, il s ' e n  
1 1 

s u i t  que t ,  e s t  s u r j e c t i f .  

L e  diagramme commutatif : 

Nous donne : 

Puisque t l  O u e s t  s u r j e c t i f ,  u O t l  l ' e s t  aus s i .  I lais e s t  un 

génêrateur  de 
H4n-1 

( n 1  ,a) ,  il en r é s u l t e  que, n [ ~ 8  ,s4"-'] e s t  un générateur  

de H4n-1 ( Q ~ ; z )  , l ' a p p l i c a t i o n  : 

appliquant  l e s  généra teurs  du premier  groupe dans ceux du second, (p ropos i t i on  

2.1.2, c h a p i t r e  I I ) .  

En t enan t  compte de  ce qui  précède e t  du lemme 3.4. ( c h a p i t r e  1) on a : 



2 . 3 .  - 7héahème.- L e  système constitue p a r  l e s  Q8-variétés  p r i n c i p a l e s  : 

engendre 2*(&8) en t a n t  que Q* -module. 



C H A P I T R E  I V  

S U R  L ' O R D R E  D E S  G E N E R A T E U U S  DE ?L*(Q~)  

I - C A L C U L  D E  L 1 J R J R E  DES GENERATEURS D E  $*(a ,) 
2 

On d é f i n i t  comme dans [b] , un homomorphisme de ~ m i t h  : 

C'es t  un homomorphisme de fi* -module, de degré ( - 2 ) ,  s u r j e c t i f .  G on sidérons 

llhomomorphisme : 

(a , ;@ + 
I : H2,+~ Han+ 1 ( z 2 ~ +  1 iz) 

I l  e s t  c l a i r  que i e s t  i n j e c t i f  ; il applique un générateur  de R (l k , ~ )  2n+l 

dans deux f o i s  un générateur  de H2n+ 1 ( z2k+ 1 ;z). 

On a l a  p ropos i t i on  : 

1 . 1 .  - ?&opobiXian.- L'ordre de [g k , ~ l ]  e s t  éga l  à 2k e t  
2 

donc 

e s t  un isomorphisme. 

Du diagramme commutatif : 



et du fait que i est un monomorphisme, la proposition est démontrée. 

1 1 . 2 .  - PnoposWon. -  Si IV"] r f i n ,  alors [ z k , s ]  [vn] = O si et 

k 2 
seulement si ['I"] E 2 fin . 

Supposons le résultat vrai pour k < r + 1 ,  et supposons : 

D'après la proposition 1 . 1. , 

Comme i est injectif : 

donc : 

[vn] E 2r fin 

Il existe alors une variété M" telle que : 

donc : 



[I r , ~ ' l  - .  r2'-' 8: = O , 2a r  induct ion  , 
2 

On a a l o r s  : 

r [ I? 2  n n  ; 

il e x i s t e  donc une v a r i é t é  xn , t e l l e  que : 

2r-1 [E?] = pr[xn] 

La p ropos i t i on  1 . 1 ,  nous permet de d é f i n i r  une app l i ca t ion  : 

n2j + ,2 ( a , )  a:Ir * '2j 2 j + l  2 

par  : 

a e s t  un monomorphisme d 'après  l a  propos i t ion  1 .2 .  

1.3 .  - Phopoa&on.- La s u i t e  : 

e s t  exac te .  

OEtno~.thcu%on. - 

I l  e s t  c l a i r  que A O a  = O 

On a  aus s i  : 



donc : 

k r a n g  Q 
l a e r  A /  = (2 ) 2  j 

Comme : 

R 
2 j  

r a n g  R 
I-, = !2k) 2j 

2 R2J 

a e s t  i n j e c t i f  e t  A s u r j e c t , i f ,  l a  s u i t e  es t  b i e n  e x a c t e .  

1 . 4 .  - T H E O R E M E . -  Dans it( Z , l l o r d r e  de [Z ,S 2n--1 e s t  é g a l  à 
, k 

2k-1+n . 
c' 2 

VQmonb; t t tdon .  - 

Nous a l l o n s  r a i s o n n e r  p a r  r é c ï r r e n c e  s u r  k e t  n  à l a  f o i s .  Le r é s u l t a t  

e s t  v r a i  pour  k = 1 e t  n quelconque,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 1 . 1 ,  c h a p i t r e  III.  

Le théorème e s t  v r a i  pour  k quelconque e t  n  = 1 ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  

1 . 1 .  c h a p i t r e  I V .  

Supposons l e  r é s u l t a t  v r a i  : 

1 )  pour  k < r + 1 ,  e t  pour  n  quelconque,  n  > 1 

2) pour  k = r + 1 ,  e t  pour  n  < s  

Nous a l l o n s  mont re r  que l e  théorème e s t  v r a i  pour  k = r + 1 ,  n  = s ,  donc montrer  

que l e  théorème e s t  v r a i  pour  ['32r+1 , s ~ ~ - ' ]  . 

Considérons  : 



L- 

des homomorphismes i e t  correspondant à l ' i n c l u s i o n  

Comme < O 7 e s t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  pa r  2 ,  donc : 

D'aut re  p a r t  : 

mais u [Z , s ~ ~ - ' ]  é t a n t  un généra teur  de 
H2s-l ( z ; e t  1 , appliquant  l e  

2 2 
générateur  de ( Z  ,a) dans deux f o i s  l e  générateur  de 

H2s-l k 
2 

Puisque : 

U ( A )  = O , on peut  a l o r s  é c r i r e  A de l a  façon su ivante  : 

En appl iquant  S , on ob t i en t  : 

appliquons A à ( i ,  ( - 2 )  f o i s ,  on a : 

Mais par  hypothèse [Z r, s3] e s t  d ' o rd re  2r+  1 , donc 
2 



La propos i t ion  1 . 2 . ,  c h a p i t r e  I V ,  implique : 

I l  e x i s t e  donc une v a r i é t é  M~ E fi , t e l l e  que : 
2 

Ecrivons A comme s u i t  : 

Par hypothèse 1' ordre  de 2 ( s - i ) - ?  ] e s t  2 r+s - i  [' r + l  3 

2 

Multipl ions l e s  deux membres de 1 ' é g a l i t é  précédente par  : 2r+S-2 

On o b t i e n t  : 

l e s  a u t r e s  termes é t a n t  nuls .  

Mais comme I 2 1 , l ' é g a l i t é  s e  s i m p l i f i e  

(iii) 2r+s-2 y[ .  2s-1 ] - 2 r+s-1 [ z ~ ~ + ,  ,s*~-'] = 2 2r+s-1 2s-1, r 
2 

!Q .+, 'S - L b ' l  
2 

appliquons A , l e  second membre devient  : 

par  hypothèse de récurrence.  



I l  peut  s  ' é c r i r e ,  p ropos i t i on  1.3.  , c h a p i t r e  I V ,  

l ' é g a l i t é  (iii) s ' é c r i t  donc : 

( i v )  2r+s-2 , s 2 ]  - 2  r+s-1 s2s- 1 
r 

rz2r+1 y J = 2  5 25-21 
2 2  i 

l ' o r d r e  de 17 s ~ ~ - ~ ]  e s t  : 
2r- 1 +s ; 

m ~ l t i p l i o n s  l ' é g a l i t é  (iv) par  2 ,  il 
2 

v i e n t  : 

Revenons à (iii) on a  : 

ce qui  implique : 

* 
Comme i e s t  un monomorphisme, propos i t ion  1 .2 .2 ,  chap i t r e  III,  

a l o r s  : 

Donc l ' o r d r e  de s*~-'] e s t  exactement 2 r + s  
[g- r+ 1 

2 - SUR L'JRDRE DES GENERATEURS DE Q*(Q~). 

S o i t  nl Zg , l e  sous groupe de 98, engendré pa r  l ' é lément  i E Q8 



'L n,!..) 2,(z4) 

S2n+ 1 @n + 1 2n+ 1 
S o i t  plongge dans ; on fait o p é r e r  T s u r  S 

1 

p a r  : 

( z l  . z 2 ,  . . . . . .  Y z n + l !  ( i  z , ,  i z2, ....... i z ) 
n+ 1 

2 i -  - 
!+ 

avec i = e  , l u i s q u e  .rr 
1 - z  1t ' 

S a i t  avec l e s  n o t a t i c n s  du chap i t , r e  III, paragraphe 3. 

C e t t e  é g a l i t é  r é s x l t a n t  du théorème 3 . 3 . 2 .  e t  du lemme 4.1 .  , chap i t , r e  III.  

4n+ 1 a*[-, , s'~"] e s t  p a r  d é f i n i t i o n  l a  n - v a r i é t é  S , s u r  l a q u e l l e  
1 

.rr opère  p a r  a(i) = - i E A(r,) ; a v e c  l e s  n o t a t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  i e s t  
1 -21 7i 

Ln+ I 
l ' a7~ tomorph is rne  q ~ i  opère  s u r  S  p a r  l a  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  e  

T- 
= - i ~ t .  

....... ( z l ,  z 2 ,  ....... z + ( - i z  - i z  - i z  'i 
2n+ 1 ' l 7  2 ' 2 n + 1 '  

Considérons l ' a p p l i c a t i o n  : 

d é f i n i e  par  : 

f  e s t  m e  d i  f  féomorphisme é q u i v a r i a n t  pu i sque  : 



Mais comme : 

donc : 

4n+ 1 Mais f  renversant  l a  s t r u c t u r e  faiblement complexe de S , [cf. l] l a  propos i t ion  

e s t  démontrée ( l e  déterminant de f  e s t  éga l  à -1) .  

En dimension 411-1 nous avons la propos i t ion  : 

% 2 . 2 .  - PhapoaiXian. - Dans Q4n-i(Q8),  on a : 

Démonh i t W a n .  - 

Puisque Q8 opère s u r  l e s  sphères  s ~ ~ - ~  , il s  ' en  s u i t  qul  il e x i s t e  

un d i  f féomorphisme é q u i v a r i m t  de S 4n- 1 
dans S4n-1 qui  l a i s s e  i n v a r i a n t e  l a  

s t r u c t u r e  n a t u r e l l e  de S  411-1 , comme v a r i é t é  faiblement complexe. 

I l  s u f f i t  de prendre : j E Q8, Q8 opgrant par  une r ep ré sen ta t ion  dans 

u(2n) , p u i s q u e  dans Q8 : 

La propos i t ion  e s t  démontrée, 

On a  l e  théorème : 

2 . 3 .  - TUE~REME.- Le composé : 



e s t  nu l .  

Le composé : 

e s t  l a  mu l t ip l i ca t ion  pa r  deux. 

La démonstration s e  f a i t  directement ,  en  u t i l i s a n t  l e s  p ropos i t i ons  2.1. 

e t  2.2. du c h a p i t r e  I V .  

2 .4 .  - P h o p o ~ a o n . -  L'ordre  des généra teurs  [~8, s4"-'] en dimension 

( 4 n - l ) ,  e s t  un mul t ip le  de 2 
2n+l 

Comme l ' o r d r e  de [nl, S 4 n - 1 ~  e s t  22n+1 , d l a p r è s  l a  propos i t ion  1.4, 

c h a p i t r e  I V ,  l a  propos i t ion  e s t  démontrée. 

considérons l e s  deux sous  groupes n e t  np de Q8 ; on a : 
1 

n l " n p  = z2 = (+  1 ,  -1) . 
Q8 x S 

4n+ 1 
considérons l e s  deux n - v a r i é t é s  En1, 

1 IT 
2 

1 et 

Il X S  
4n+ 1 

1 % 

Ln1 1 dans ~ ~ ~ + ~ ( n ~ )  
* P 2  

* 
E l  O L é t a n t  l e  composé : 2 



A 

1 0 é t a n t  l e  composé : 
O 

.ir A 7 é t a n t  c o n s i d é r é  comme soiis groupe de li e t  n 
1 2 1 2 .  

On a  l e  théorème : 

% 
2.3.  - TdE0REME.- Dans Q 4 n + 1 ( n l )  , on a : 

Soit., : 

Considérons l a  v a r i é t é  : @ x S bn+ 1 
li 
2 

1 ' a p p l i c a t i o n  n a t u r e l l e .  

C h o i s i s s o n s  Q8 gl , v Q8 l e s  deux r e p r é s e n t a n t s  des  c l a s s e s  dans - 2 TT 
2 

i c i  : 

Puisque : 

112 

Q8 2n+l D é f i n i s s o n s  l ' a c t i o n  de .ir s u r  - x S 
1 

p a r  : 
T 
2 



Q8 Cet! P act , ion de n s u r  - x S 2n+' e s t  dans p o i n t  f i x e .  
1 71 

2 

Q8 . S 2n+ 1 
7 - 

s c i t  maintjenant : -g, !- E ; il ex i s t , e  a i c r s  un unique 
T 
2 

j, h E T t e l  que : 
2 

~ é f i n i s s o n s  a l o r s  une a p p l i c a t i o n  : 

Par  : 

C e t t e  a p p i i c a t , i c n  e s t  b i e n  d é f i n i e  c a r  s i  

a l o r s  : 



rn e s t  s u r j e c t i v e  c a r  s i  : 

a lo r s  : 

1 2 ' 3  e ~ Q 8  , g = g . h  
J 2  

mais pour 
2 

f i x é  e t  x  f i x é  , 

3 y E s ~ ~ * ~  , h 2 y = x  

donc : 

m e s t  i n j e c t i v e  c a r  s i  : 

Par d u f i n i t i o n  de g. e t  
J g; On a : 

Donc d 'après  ce qui précède m e s t  bien i n j e c t i v e  

L 'appl ica t ion  m e s t  équivar iante ,  car pour h l  E r 1  , on a  : 

Par d é f i n i t i o n  de l ' a c t i o n  de n sur  
98 x sa" 

1 r2 

D'autre p a r t  : 



Donc : 

De façon analogue, considérons l ' a p p l i c a t i o n  

d é f i n i e  pa r  : 

71 
2n+ 1 s , ? a r :  On d é f i n i t  une ac t ion  de E s u r  - 

h l ( r l ( h j ) ,  X )  = (ri(h h . ) ,  x s i  hl = -i E n 
1 J  1  

Comme précédemment, m' e s t  b i j e c t i v e ,  équivar ian te .  

donc : 



Soi t  l'homomorphisme : 

Q8 
71 

1 
O : ,  + -  

2 
n  TI 

1 2  

d é f i n i  par  : 

C '  e s t  un isomorphisme. 

So i t  f l ' a p p l i c a t i o n  : 

d é f i n i e  par  : 

C'es t  un difféomorphisme. 

une simple v é r i f i c a t i o n  montre que f cornmuCe à l ' a c t i o n  de T 
1 

Donc : 

Compte t enu  de ce qui  précède,  on a : 

e t  l e  théorème e s t  démontré. 

2.5. - Phop~d&btion.- Dans 3 ( Q 8 ) , l f o r d r e d e  CQB, Q8 x s2n+' 
2n+ 1 n 

2 
1 

] , e s t  un,multiplede *n+ 1 



mais : 

Comme : 

Sn+l i 2n + 1 
Par la proposition 1 . 1  . 1 .  , chapitre III, l 'îrdre de 1 Zp , S , est égal à 

A 

Par la proposition 1 .2.; . .  , ri-iapit TÏ III, 1 : 
O 

e s t  ün monc~orphisme. 

1 
Donc l'ordre de r- - Y *n+ 1 

1 '  - 6 --; est égal à 
L 

&8 szr+l- 
Il est de même poxr [T, , 71 - 

jij " p + 1 ,  
- n+ 1 

Ains i  l'ordre de [~8, - _ e s t  un mul t ip le  de 2 , et c e l u i  de 

48 X s2n+1 
TI 

' a u s s i .  
d 

1 



C H A P I T R E  V 

B O R D I S M E  D E S  G R O U P E S  C Y C L  1 Q U E S .  

----------  

7 - tAIKV7S;dE Ù K l E N T E  E T  C O M P L E X E  U E S  G k O U Y E S  C Y C L l Q U E S .  

Dans ce c h a p i t r e ,  on n o t e r a  fi , l ' u n e  des t h é o r i e s  de bordisme 

fiSo ou nu . 

Considérons l'homomorphisme n a t u r e l  de R* -module : 

X e t  Y é t a n t  deux espaces topologiques quelconques. 

Soient  p  e t  q deux e n t i e r s ,  p  > 2 ,  q 2 2 ,  t e l s  que p  e t  q  so i en t  

premiers  e n t r e  eux. 

, S o i t  B , un espace c l a s s i f i a n t  pour . D a  même type  d'homo- 
La 
P  q Pq z ~ q  

t o p i e  que B Bz . 
P  9 

On s e  propose de montrer l a  propos i t ion  su ivante  : 

1 .  7 .  - Phapuai%ion. - S i  p  e t  q  sont deux e n t i e r s  p o s i t i f s  premiers 

e n t r e  eux, l'homomorphisme n a t u r e l  : 

es t  un isomorphisme de LI* -module. 

Pour l a  démonstration, on é t a b l i t  d 'abord t r o i s  lemmes. 



1 . 2 .  - iemme,- Quels  que s o i e n t  l e s  espaces topologiques X e t  Y 

'b 'L % Qn(x) e t  R n ( Y )  , s ' i d e n t i f i e n t  canoniquement à des  sous groupes de R,(x x Y ) .  

Soient  (x ,x0 )  e t  ( Y  ,y ) deux espaces poin tés  respectivement par  
O 

x e t  y. ; X Y. e s t  po in té  par  
O ( xo ,y0 )  

Considérons l ' i n c l u s i o n  poin tée  : 

e t  l a  p ro j ec t ion  : 

On déduit  l e s  app l i ca t ions  : 

S o i t  [B", Y] ?i (XI 
n 

% 
Donc i e s t  un monomorphisme e t  (x) s ' i d e n t i f i e  donc à un sous groupe 

1 
n 

'L % 
de $2 ( X  Y ) .  Il en e s t  de même pour n n ( y ) .  n  



'L 
1.3 .  - L e m m e . -  si n ( X )  e t  G,(Y) s o n t  des  groupes f i n i s ,  u t  o r d r e  

"., 

e n t r e  eux ,  a l o r s  G n ( X  ) B Z n ( y )  s ' i d e n t i f i e  canoniquement à un s o u s  

groupe de Zn ( X X Y) . 

La démons t ra t ion  s e  f a i t  à p a r t i r  du lemme p r é c é d e n t .  

1.4. - L e m m e . -  Pour l e s  t h é o r i e s  fiS0 e t  au , llhomomorphisrne de 

Thom-Steerood : 

e s t  t o u j o u r s  s u r j e c t i f ,  q u e l  que s o i t  l ' e n t i e r  rn, m > 2 .  

On f e r a  l a  démonstra t ion dans l e  c a s  o r i e n t é ,  e t  'm dl  o r a r e  p a i r ,  

l e s  a u t r e s  c a s  a y a n t  é t é  é t u d i é s  dans [5] . 

S o i t  donc : 

Z m = Z k @  ; Z ç ,  
2 

avec s i m p a i r  e t  cons idérons  l e  diagramme s u i v a n t  : 

A 

'7, i "(z k) B ?in(%> - f in(%> 
2 

JWIBY 

"., 4 2> 

1. 
H n ( 2  k) B '$n(%S) e H,(%) 

2 

s o i e n t  : [ B ~ ,  i] E , [dn, ej E n ( z )  
2 n s  

e t  l e s  i n c l u s i o n s  : 



ltotons i e t  i l e s  homomorphismes i n d u i t  en bordisme p a r  i e t  i 
1 * 2  * 1 2 

A A 

r e s p e c t i ~ i e m e n t ,  e t  1 les homomorphismes i n d u i t  en homologie. 
' 1 

= ?. O f Y \  ( o n )  + '? O f * ( o f n )  
2 

n 
a et c i I r  Glant l e s  c l a s s e s  fondamentales  de  B~ e t  C* . 

D ' a i ~ t  r e  p a r t  

-,ais = % $ 7: 

1 2 

donc 

Le diagramme précéden t  e s t  dcnc commutatif .  

, l a i s  b j  est. s u r j e c t , i Î  r-f. L7 : - p 2  e s t  s u r j e c t i f  'cf. - 5; . 
Comme $ e s t  un isomorphisme, il s ' e n  s u i t  que e s t  s u r j e c t i f  e t  

l e  lemqe e s t  démontré.  

0érno~n;tn-cdon dg l u  ptiopub4LLun. - 

Soi t ,  dcnc : 



Désignons par : 

i et i les inclusions : 
1 2 

et par .i * et i les homomorphismes induits en bordisme. 
1 2 * 
D'après le lemme 1, i * et i sont des monornorphismes. 

1 2 * 
Soit l'homomorphisme : 

défini par : 

A 

~ ' a ~ r è s  les lemmes 2 et 3, l'homomorphisrne JI est un monomorphisme. 

% % 
Le calcul des ordres des groupes an(\) , nn(z 1, Zn(l ) qui se fait 

q P9 

en tenant compte de [5, 8, g] , montre que : 

A 

d'où il résulte que + est isomorphisme. 

Considérons 1 ' homomorphisme : 



Soit, 7 ILI group~ cy:-iqae et sa décoxpositior. en somme de groupes 
. . 

cycliques : 

on suppose : 

2 zC P, ' P* -- . . . . . .  
< Ps 

les pi é t a n t  des entiers pre~iers e? k. des entiers positifs 02 n u l s .  
1 

2 . 1 .  - / t r a p u ~ i f i ' o n .  - On a Les iscnorphismes 

C'est une conséquence des lemmes 1.2, 1.3, 1.4 et de la proposition. 
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