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Ill 

1. El capitulo A no contiene sino las definiciones y las notas queme parecîan nece~ 

serias para tratar la cohomologie de los grupos cruzados, No obstante, los capitulas 

B y C se sirven en varias ocasiones del primero ·· 
1 

a) El espectro S[f] de una flecha f: G .. H entre grupos simpliciales ha sido 

definido con la ayuda de los fibrados torcidos 1 · 

1 

b) La caracterizacion de la cohomologfa h*(X,G) en el caso abeliano, .emplea vaM 

rias veces la teorla de fibrados y su c!asificaci6n;' 

c) Yo desarrollo un método que me• permite asociar a una teorîa de la cohomologie, 

uria K•oteorla algebraica. Asi que cuando yo aplico estemétodo a los Hq de· 

finidc·S en A.3, obtengo, para todo conjunto simplicio!; X. y para todo an(llo ~e 
. , . , ... J · • ..... :, · r. - • , 1 ~' '' • · _. ·· - . -

Banach A., una serie de grupos abelianos Kq(X 1 A), que se reducen a la K. 

·" teorfa de Ka~o·u'bi· Yilf~may6r~c~:a~do·. ··x'l "~s 1~ r~sfer~· ~5°: : ·· 

2. · Pasemos al capltulo B en donde se encuentra una parte importante del trabajo •. El 

resultado fundamental puede re~umirse de la manera siguiente: 

A coda morfismo f:G -+ H de grupos simpliciales puede asociarse una teorfa de 

la cohomologie generalizada (sobre la categorie de los conjuntos simpliciales provis" 

ta de las nociones de homotopie y cofibraci6n tradicionales) 

q en i 

Y a coda pareja de flechas componibles 
' 

(g 1 f) pued~ ser asociada una transformàcion na-

tura! de grado + 1' 

t• * * . 0-

c5 ( g, f) : h (- 1 [ f] ... h (- 1 [ g] ) 

D" manera a satisfacer las propiedades siguientes : 

2.1 El triangula 

'l" .,. ;·., 

h*(_~[f-~]) 1 ~··· h*LI[f]') 
.:-. · .. · , -r ~ ~":.. o· .· 

T ·'l· ' .......... 

h* (_1 [ 9] ) .. . ) 

asociado al diagrama 
·, -, ' ' : i. .,. 

l 



1 
--t 

IV 

; - • . 

• )! 1 f.; - . : ! f ; 

,.... 1 

es exacto i. ., . " -· 

...... 

~j 

' .•·, 

.- ' ~ r,:- '-· ' 

"'·-· 

' :, ; 

1 • .. 1 r : 

~ 

·' - ' v 

~ 

(, ~ ,· 

' ~ ' 

. -~ ·~ -~ .... · 

.. • • \ ~ : ; . . • (. . ., t ... ; 

2.2. lnvarianciCÏ homotopica ~on resl>ecto. a la variable L f] • Co:T,o' es natur.al, la defini ci on 

de ·h;,;;otopla en !~;~a~e~~~~? ~~;_j;~ fl~cha~ __ e:~fa·s·i~~i-~~e:_:-~d~sr.H,~chas ,, a
0 

s9n hom6topas 
... -(.~. .... ~ (· . . 

i ""=' o, 1 

·. '1 

p ,, 'A 
f . 

B 1 --4 

uJ 1 '. 
'. ' v, 
; 

.. · ..,_ ! . 

c - D 
,· .. 

si existe un diagrama conmutativo {. 1. 

A xl 
f x 1 

Bxl 

kl -·· . ~ 

c D 
, i 

que comporta dos nomotopfas U {de U
0 

en Ul) y V (de V0 en Vl) en la cote· 

r;orfa de los grupos simpliciales; 
' . 

Dicho esto,se puede demostrar que los homomorfismos 

1' 
1 

,, 

(' . .. 



v 

·.· r :· .... ' .. · --
inducidos por las flechas homotopes coinciden. 

NuTACION. Si 
' 

represente la flecha nula 1 es conveniente escribir 
.. ~ . ' ' ·' . :- 1 1 - ···;· •. • ...~.·-- .'· ....... :.-_ ~~-!, ..: .. :: ,. ' ... •• ~ ~~-: c ~ 

'1 

h*(_ 1 G) 'en lugarde h*L..~~ (OG] ) ·· :. 'j 'J ' 

,.~ f . ' 'J. ) : -~~ \ ( ·-· i;-_,,Î.• ,-.. '. ~~ -~~- .,.J:.. ;' -'•i" !1"~·'' &..•; ••. J ~ .: .. • ~1 

Con esta notaciOn 1 la relaci6n y la propiedad de sucesic)n exacta (2.1) 
..... • ... ·- 'J • • • 

dan lugar a un triéingulo exacto 

h*(_~[f]) ·./., 
... 1 

·· .... ' ...,; .: ·~ 

(. 

h*(_ 1 G) 

' .. ; - :· :... .. • ~- • ' -... ,. • . ~ '1 
., 

. .. 

2.3 Cuando los grupos SOJ1 abelianos se encuentra la teorf~ estudiada por NUGENDHI~GOG 

en su tesis. A saber 

si n > o = 

• z ' hn (X 1 G ) = .· 
si n ~ o 

\ 

t.léis alin 1 en ese caso1 la cohomologie h* (X 1 [ f]) no depende sino del nucleo de f: 

-, 1 
' ' 

.1 

h* (X 1 (f]) = h* (X 1 Ker (f) ) 

r,. Nota 1. El caso abeliano puede expresarse1 para los valores 'p > o )-- como los fun~ ,>; 

· tores derivados .j '·..,, ,. . ';..,\ ,:--

•. ' ' ' .. ) .. _.. ~~ .,. .: 1 ·v.. :. . ; " 

(' Ext" ( F X ) ( G ) = h" (X, G ) (n>o : .. 

del funtor 

Fx: G Hom (X 1 G) 

~- . 
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de la categorie de los grupos abelianos simplicio les a la categorfa de los grupos obelia-
v J : .. ,.: l.,. l(· ~ ~,·;: . . 1 ' 

nos. 

: -' ~li . ) ..) . • j .:.. ~ ; ; ~- - '"' .• ~ : ~ .: ,. • .. 1 

Es por esta rozon que, en el parégrofo B.2.1i7, aparece un estudio de los objetos inyec-

tivos de una cotegorfa ~-e : C-~bjetos simpliciales. _. · ,i 

Nota 2.; Existe otra manera de ver el caso abeliano y que consiste en definir, como de 
r ' 1 . 

èostumbre: una cadena .·. 

\ 
( CP (X , G )' ; dP ) 

. ' 

cuya homologfa ~.s, para todos los val ores de p, hP( X, _G). _·" 

'< ~ . 

2.4 Pasemos un momento a los grupos abeli:Cilos .dlscretos : los grupos de Ens. El com-

plejo singular 
n 

c(E) de uno de esos grupos, es de tipo K(E, o); y su clasifican-

._,. te ' Vi (c .E) es de tipo :• K(E,n) .• En consecuencia, la cohomologîa 
.. . ... 
' . 

·' 

hP(X,c(E)) 

1 '~ '. ' t. 1 

es nula si p es negativo, y es igual a la cohomologfa singular si p es posi-
~ 

tivo o nulo : ·· 1' 
1 ' 

' 
.2 ; 1 

hP (X ~ c (E) ) = t. K( ~,p)] 
si p<O 

.,• 1 J : ( 

si p> 0 = 

: ': 1' .... ' 

'•· • 1 ,, :: 

:3. Yeamos, antes de pa!Dr al capftulo ; C, cual es, a grosso modo, el método empleado en la 

construcci6n de la cohomologie h*(X, G) : como consecuencia del hecho que el funtor 

"' 
con muta con los productos, el clasificante. W(G ), de un grupo abeliano G, es 

de nuevo un grupo abeliano,' Y en es~ .ca~'9 ~1 clasifÎcante it~rodo 

fin ido • 

Como de otro parte, existe una equivaldncia naturel 

·1 ,, x 

W"(G) esté bien de-

• ~J ' 
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la cohomologie h*(X, G) en el caso abeliano, no es otra que la del espectro (S*(G) ,) , 

definido a continuacion:. 

.. 
n~P(G) si p~ 0 

= SP( G) 
wP (G) 

-1 .: 

si p ~ 0 

'' .· \ . . . 
lSP(G) : SP(G) ~' 0 SP+ l(G) p ~ 0 

' ' ~ .. 

aP = 
·1 .... 

p ~ 0 

. . , ' ~ r. --= ·, • 1 • ·, 

Este caso inspira una definici6n en el caso general, siempre y cuando que se pueda dar 

una definicion cons~cuente ciel '~c.lasificante iterado', de un grupo si~plici.al no abelia~o~ 

Las defin iciones deben entonces conducir a una serie de fun tores w"(G) y de transfor· 

maciones naturales 

bn : wn(G) .. !-

'. 
•.• , . l", ,, 

(a las que no se puede exigir de ser equivalencias !) de tai manera que; 

i) w 1 (G) = W(G) 
> . 

n 
ii) en el caso abeliano ... w" (G) = i (G) 

iii) Los wn sepan ~onserv.ar las homotopies,· con ~1 fin de asegurar de.antemano la' 

propiedad 2.2. 
' '. .. 1-: 

El procedimiento"que m~ paree~ natu.;al,consiste en definir w sobre los conjuntos sim-'; 

pliciales de la forma 'W(G) , empleando una formula del tipo 

- "') - - ~- . i :.. 
w ( W ( G) ) = W F ( W( G) ) .. 

en la que F es un functor que transforma "de manera con.venie~;e " el conjunto 
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W(G) , en un grupo simplicio!. 
c . 

Es para encontrar F que yo me veo forzado a trabajar en una categorie mas extenso que 

la de los grupos simpliciales y que contiene ademas los clasificantes y, cuando es·tos sean· 

definidos, los clasificantes iterados. Es la categorie P( Gr)· de los " presque "• grupos 

~~ funet<or 

F : P (Gr) ... Gr = grupos simpl ici ales 
'l 

1 

puede ser, por ejemplo, el adjunto de la inclusion 

A 

i : Gr ... P ( Gr) , , 

Hay, sin embargo, otro functor que conviene a nuestros prop6sitos, notado (?], 

Los dos satisfacen a la propiedad .. F(G) = G cuon do 
1 

G es un grupo simplicio! 
1 ... ':"•' 

'.' ' J 

y es tan provi st os de un a trans formoc i Ql'l noturo 1 
...... 1 .;,: 

x ... iF(X) 

lndi3Perl30BIG i li ççnotrucciJn J.l ospeetro, 

So obtienen en consecuencia dos cohomologies h* y k* seglin que se emplee 

1(?) 0 [?], yquocolncldon enolcaaoaboliano, .. 

Y o no se si elias coinciden para todo grupo pero tengo la conviccion de que no es as r. , 

En los dos eosol, dlg~moslo para ferrnlnar, .. lrflplea Optoxl_rnadamente ·' tnlatno método po• 
ra defln ir la cohomolog io a coefici entes rolatlvos h(_, [ f] ) , k (_, [ f] ) , . 

! • . ~ 

4, · El eontenido del tercer capftulo (Cap. C) no puede resumirse, en realidad de verdad, bajo la 

formula "Relaciones entre la cohomologie h* y la K-teorl,o ".;Me explico : -:.-..,/ 

Supongomos de manera general qu~ tP(X. ( f] sea una è:oh~mologia truncada,' es decir; 

que ~ :;i p :;i p , en donde SI 'y .b son enteras eventualmente infinites; y supQn-
,. 

gamos ademas que depende "como se debe"de la variable f ' es decir, 

que las propiedades 2.1, y 2.2 enunciodos onteriormente, sean satisfechas, En esas condi· 
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ciones, una parte del camino que conduce a la definici6n de una "K-teorla algebraica sobre 

Ùn· ~SPa cio .. X",. q~eda recorri da : · 
'·' t J ~. :' ... ; .: r .c ·: \ ; 

En efecto si A es una subcategorfa de la categorla de los anillos topol6gicos y si 

•• f •••• 

A 

Q: A .. An nt 

1 

, .... 'r~ ; , , ~- ', 

11 un func:tor CC)Vorionte, ae definen lo1 como lo1 grupoa ab tl ianoa 
. ' . . . 

•n dande GL •• el prolongomiento o los onillos simplicio les del 

functor \\ orupo llnedl " 

1 1 ' * ,. 
El functor -~ Q · ·da luger 'i)' éa una 'noci6n d~ honiotopla, 'propicia a hacer de·-- KQ(X, .:..) 

Ul1 in,variante homo~opico y 'ii) •d una nocf6n .de lif:H~c"i6n en funciOnd~ là cual ~e én~"nèià 

la existencia de sucesiones exactes largos. 1 ·' • 

1. 
,; ,;· . . ,1 ... ·,.,' ,· ,., 1 . • 1 

Un problema es, entonces, estudiar en 'detalle s~a las fib.racionés; seo los functores Q, 

. ·-~mas precisement~ las parejas -· (Q, t*), que van _a dar .. K-teorlas algebraicas co-

nocidas , 
, ~ 1 

C<lr-..lder•no" çomo eiemplo el çaaQ •n que lo teorlo t''(X,G) sea aquella dafin ida 

. 1 . ': ... • ... :.'1 \ '·.... ~ ' ' ~· '. \ 

Yo exhibo un functor de la categoria B de los anillos de Banach en la categorie 

de los anillos s impliciales cuyas nociones de fibraciôn 'y homotopia equivolen a los de 

Karoubi-Yillamayor, y tai que en el caso particularen que x seo la esfera sïmp!i-

cial . '. ·' 1 

, Kq ( X R ) ~- · ~ : - . X == so ' 1 
Q,H* , 

es la K-teoria algebraica de Karoubi-Villamayor: KP(R) p<O ( K ·théorie 

Algébrique et K-théorie Topologique, Institut de Recherche Mathematique Avancée de 

Stros bourg 1969- 70 ) , · 

2. Otro caso importante concieme, no solamente los anillos de Banach sino todos los ani-
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•• 1. 

llos topol6g-icos, y para tratarlo es -necesario de definir Q de una manera aparente-
, ' .. - .. ~ t " '..: 

mente di ferente • 

- ~·: ,. .. ~- ... . ·. 

Digamos en fin, que este ultimo functor Q, permite definir una teorla 

,~ : 0 

LP(X, A) p en Z X = conj. simpUcial 
i, x', \; '~ ? .• if· .. '-,~ ~-~: ·.:. .. .:~.) ·.u~ •: \ l !"\\ .. ~ 

~- ~-· A= anillo topol6gico 
\ . 

'1 :-·. '1 '·. ' . .· .. ., . ~. ....... . f 1 ~ ;'·· 
, . 

ta 1 que 
:i... .·"'1 ~- ;-.~. . .·"- ~ 

1) .• ~*(_,A)._. es una cohomologie generalizada sobre la categorie de los conjuntos · : J , . ~ . - - , . . 

simpliciales, est_a ~ltim~a provi.sta de_l_as noc.io~es de_co·fjbraci6n Y_ d_e ~omotopia tradi • -~ 

cionales;' 
"- ,:, .,r ï·~·'·'·~ A} '"'i 

Il) * L·'(X,_) es un invariante homot6p ico. 
_ .. ' -~ . 

Ill) Mas aun, si f:A B 

ne también 

.. •l' 'LP(X,[f]) ·· p t· en · . Z • ~· 
., 

t.•_. ~-. 

y se encuentra una sucesi6n exacte, naturel en x y en [f] 
. ., .... ,ltl • : .J '-' ~ '• ~ t ., . ' 

/ 

' ' ' 

. t ~ •• ,•. -L..P( X , [ f] ) , LP( X, A) ·~ ~ LP( X, B) ._,.. _ LP+l(X,[f]) ~- : ~. :) . .. • 
' -· "··· ·, ,_,) .r Il 1· .·· 

IV) Y en fin, si f es un a "fibrac ion" L' J 

LP(X, [ f] ) = LP( X , Kerf ) p en Z 

' r ·~. ~, ,. :-: •. i :.~ . ·'· , · , . 

•,. ... \, 1' .. • ) ~ 

1 .. 

(' _, 
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Par la suite B {resp .. G) représente un ensemble simplicial {res p. un groupe simplicial 
·. i : t. ! 

11 

,.\ 

1 

-

non nécessairement abélien ) . 

' \ 
,. •• 

1 
• i. •. 1 ·~. • ? 1. \ - •' • • (,. ·, •• ~- l • \ 

AJJ Définition. Une zéro cochatne 
1 
J 

(fn) n?, 0 

{, . B ' . n : n ... 

de B à. valeùrs dans 
...... J..l. \' 1 • 1 ~ ... 

1 

en 1 ' ... 1/ [ ., J; 

,, ,, 
G est une suite 

• ; ) ,, ' 1 • .• ') 

d'applications qui conmutent avec les opérateurs de face et de dégénérescencer, sauf. 
. ' ~. '•' .• 1\ f;~.J.i. 

éventuellement, avec d
0

: 

n>i>.l = = 
.,\ 1 

; c. "· .. :' • :.: ·._, ,1; / .. ':Î .: . j,. '. \ "\ .. ~ f' ?. . ' 

L'ensemble des zùos cochaines de B à valeurs dans. G est not'é. 
, 

t ~' ,. 'hJ -~ 1 

On remarquera que la structure de groupe de G 
\ 

n'intervient pas dans la dé finition 

mais que elle induit une structure de groupé sur_ la multiplication de deux 

cochaines se faisant point par point. Si l'on fixe B on obtient un foncteur 
. ' -...; 

X ... C
0 
(B , X ) , .' 

de la catégorie des .ensembles .simpliciaux, (res p. des groupes simpliciaux) dans .la caté: 
:l \',. ' .. (.~·-·· • ..... ) ~-1\) 1 •••.• 1 1 ·. ,~.~ :·~. •' > .\ : •.• 

gorie des ensembles (res p. des groupes). De façon semblable si l'on fixe . X ·:
1 Da~s ce 

cas: ··.•., 
•••• ' {. 1 :• 

A.I.2 Proposition. Soit x un ensemble simplicial. Alors le foncte~ (. 1 • ,1 

' .. 

.\. 

est représentable .. On note·-' X
0

. l'objet simplicial qui le représente.· Si 
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un groupe simplicial il en est de m~ de 

En effet il suffit de prendre 

. ; 

1 • ~ ... 
'· 

où ~[n] est l'ensemble simplicial type en dimension n • Les opérateurs de face sont 
. ··.:· • ·. . \ ·• ' ''· . \ • .- . ; ! ' 

définis par composition avec les opér~teurs' 

• ~[n] ~ [n·l] 

A.IJ A ~n morphis~ 

f: x y 

1 
et 

~[n] : 

,\ 

.. J .,., ,·_", 

\ , r. \ ' • ~, ·' :\ 

~ . , .. ... ; . 

j 

d'ensembles simpliciaux (res p. de groupes simpliciaux) correspond un morphisme de foncteurs. 

-., ., 
• \ • • .d • ' ~ ! ' 

et donc un morphisme simpücial • 
l '). '.) 

On constate que 

X- xo 1 

'\. 

,, .. \ 

••.. ,_ ,., ''l•', . ' 
'' ·. ' . . . . . ~ . .\ ~ 

' ...... ·.· 

,, ' 

. .. \ . 

est un foncteur. covariant. de source et but de la catégorie des ensembles simpliciaux (res p. 
· ·' ' • · · ' • ,. r · · · , , ,· ,. · . \ ' '. : ··. .-, • . ·. . · ; :' · ., , ,. , , , ··. , -~ 

des groupes simpliciaux). 

A.1.4 Pro;osition. (' .. ... ~ .. 

1 .... G' .... G .... G" .... 1 
cp 

"' .. 
est Uhe suite exacte de groupes simpliciaux ~· Alors la suite 
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1 ... G '0 ... G0 ... G " 0 ... 1 

est exacte . 

Il suffit de montrer que pour tout ensemble simplicial B 1 le foncteur 
0 1 . 

est exacte . , Qu 'i(soit e~~t à. ·g~che est é~id~nt. It're~·te''à. mo~tre~ que si. 
' ., ... 

... 

t/J G ... G" 

est épijective .il en es~ de même de ...... ,', 

.Cela est une ~onclusion des deux lemmes .suivants 
) 

•· ,\ 

Lemme 1. .. Soit 

f! E ... X , .. 

une fibration de Kan,. Soit B une· composante connexe de X et B' est un 

sous.· complexe de. B • Alors, tout relèvement 

p': B'... E 
·' 

de. f , c'est ·à-dire to.ute.application satisfaisant aux conditions. 
j. • 1 '. • .. -·-·. '. 

r, 2 •. · f of'= idB, 

se prolonge en un relèvement 

P: B ... E 

de f. 
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On en déduit que si 

• 1 ~ J 

f: E _. X 

. ' .•.' l' 

est surjective -et satisfait à la condition de Kan, alors .un relèvement défini sur un sous• 
; • • ; . ) •. ·, ' ' •. , 1) . ·. . . ~ . • . • . ' • .. 

. . 
complexe. X' de X 1 éventuellement vide, se prolonge à X tout entier • Car il 

suffit d'appliquer .le lemme 1, composan!e par composante • 

Nous ne reproduisons pas .ici la démonstratipn du lemme 1. do~née 'par H. Cartan ([ 1] ' 

exposé 4) au cas où X est connexe. . 

Lemme 2., Soit G un groupe simplicial et E un G·ensemble s implicial. C 'est•à-

E .. X .. Et{ G 
·'. 

est une fibration de Kan. En particulier tout morphisme épijectif de groupes .simpliciaux 

est une fibration de Kan. ,· ' 

A.2 Le foncteur W 

A.2.1 Défïnition < Une l·cochârne r. de B à valeùrs .dans. G est une suite 

n ~ 1 

d'applications, satisfaisant aux conditions. 

(a) 

{b) 1 < i < n•l "" = 

(c) rn os 0 =élément neutre de 
• 

Gn·l n > 1 • ... 
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On dira que r est. un cocycle ou une fonction tordante si satisfaisant à a) b) c) il 

satisfait en outre à 

(d) 

\ 

' ' 
c'est·à·direque.pourtout. b€B~+l (etpourtout n) 

J 

(Le produit dans .le groupe est noté x ). 

On note ainsi 

cl(R, C) = ensemble de 1-cochatnes • 

. ' 

Il est facile de voir que si 

r: B ... G 

est une fonction tordante~ et si 

h: B' ... B 

(resp. k: G ... G') 
1 

.\ 

. ' ~. 

• .. 

l -

. •,' .......... 

est une application simpliciale (resp. un homomorphisme de groupes simpliciaux) alors. 

roh (re.çp. k or) est à nouveau une fonction tordante. (où (roh} (x')) ,;,,(h(x') )) , \ 
1 '/ ,, 

A.2.2. Proposition.·. Soit G un sroupe simplicial. 

Les .foncteurs 
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,, \ 

et 

sont représentables. 
\. ' \. 

On note Gl : l'ensemble (c'est en fait un groupe) qui représente. cl et 

représente Z1(B, G). · On a donc. 

On note aussi 

Hom(B,Gl; .. Cl(B,G), 

Hom(B,WG) .. zl(B, G) 

re: WG .... G 

\ 

'· i. 

(1) 

(2) 

(3) 

\. \ -

.. 

-W(G) celui 
' ' 

i ~ . 

. 
la fonction tordante qui par l'isomorphisme .(2) correspond à l'identité de. WG = B • Toute 

fonction tordante . 

r: B .... G 
'\ 

s ~écrit donc de façon unique sous la forme 

où 

f: B .... WG 

est une .application simpliciale • 

,. ' .. · 

Démonstration ... Si dans .les formules (1) et (2) on pose. B = ~ Jn] (n ~ 0) on trouve . 
la définition de. et (WG )n: 

. . ' 

G1 = C 1( ~ [-n] , G) 
n (4) 

1 (" ,. 

. ' 
(5) 

. \ 

Les opérateurs de face. w* sont définis par composition avec les opérateurs 
9 . 'j ••• ' ' 

w: ~[m] -+ ~[n] 
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.. 
La 1·cochaine universelle 

qui va donner Ueu à l'isomorphisme .(1 ), est celle qui à chaque cochatne. 

r:~[n] ... G 

1! / 

fait correspondre .l'élément 

de Gn_1 ., lei ~n estl'unique.simplexenondégénéréendimension n de ~[n]. 
'., 

L'inclus ion canonique . '. 
' ' 

', \ ''· ' ; 

induit un monomorphisme. 

(6) 

qui composé avec cG nous donne. · r G • · 

1 • • 

A.2.3. En expüaitant l'ensemble simplicial WG défini par la formule (5) on constate que c'est 

exactement la "construction Bar 11 de. Mc. Lane ;. 
\ 

·si 1 < k < n 
... c 

. 
(W'GJ

0 
=pt 

(WG)n = (WG )n.1 x G n·P=-G
0 

x ..••• X.Gn-1 

di go'"· ' gn-1) = (g'o•" ·' g~-2) 

dn f go' • '• 'gn-1) = ( d 1 g 1' • • • 'dn-1 gn -1) 

sor go, ••• , gn-1) = (go, ••• , gn-1 ; 1) 

... '1 

.. 
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1 < k < n-1 = = 

A.2.4. Adjoint à gauche du foncteur Ir (Kan [ 1] ). 

W. est un foncteur de la catégorie des groupes simpliciaux dans la catégorie 

!:!.0 Ens. des ensembles simpliciaux, voire fensembles simpliciaux pointés car l'ensemble 
\ 

des simplexes .en dimension zéro de IÏ'G est réduit à un point. 

Proposition . . Le foncteur 

admet un adjoint à gauche 

On a donc 

l .-. 

G : !:!.0 Ens. .... !:!.0 G r 

'!:l 0 Gr(GX,H) ,..llom(X,WH) 

.. z1rx. HJ 

Démonstration. Soit (GX)n_1 le groupe libre engendré par 

. \' ' 

ce qui revient au mêne le groupe à un générateur r(x) pour chaque élément x de 

xn et des .relations. 

r(s
0

z)=1 

pour tout 

On note 

l'application qui associe .à le générateur r(x) de (G X)n.1 • ·· Les. 

applications. 

i > 1 
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s 'annullent sur les éléments de la forme 

Il existe donc un et un seul homomorphisme de groupes 

tel que 

di: (GX)n .... (G~_Jn-1 
1 '. 

... '.'i 

d - -1 d 
0 o rn+-1 -rn d0 x rn .1 

On déduit aussi l'éxistence d'homomorphismes. 

t~ls .que 

' \. 1 . ~ 1 

\ 

i>O = 

-, 

l'·' lJ_.' .. 
i > 1 

'· . ~ 

'•' 

Les définitions sont telles que GX est un groupe simplicial et que rX = r est 
.' ) 

une fonction tordante • 

Elle satisfait la propriété universelle: 

x . .. 

'x~ant•) 
ex H 

.. 
. ·.' 

f(r ') 

Pour toute application tordante. 
1-

·, ~. 

r' : X .... H 
'. \, 



10 

\ J.. ' 
il existe un et un seul homomorphisme de groupes simpliciaux 

f(r') GX ... H .. . ) . .. ; 

tel que 

f(r') orx= r' 

En effet l'application 

, \ 

xn+l 
\ 

r n+l : ... Hn 

est nulle sur les éléments .de la forme sor x) avec xc xn. De la définiti~n de. . 
(GX)n on déduit l'existence d'un et ·;~ul mo'rphis.me d~ groupes. 

tel que ,, ' ... 

Pour montrer que f commute aux opérateurs il suffit de constater 

que 

Or, pou/ 
... \ 

i > 1 = 

'' .. )' ·.· 

i = 0 

= r 'd. 1 '+ 

= di r' 

,, 

f d
0 

r = f( r • 1 d0 x r di) 

= f r1 d0 x fr di 

- ~z • d J d -r ox" 1 

= d r' 
0 

= d fr .0 
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Pareillement pour les. si i ~ 0 

A.2.5. Corollaire • Le foncteur W (resp. G) conmute aux produits (res~':, ~ux sommes). · 

En particulier si G est un groupe abélien simplicial il en est de même de wc. 
; (·.' \ \,'·' 

A.2.~. Rappelons une description du foncteur n,. Espace de lecets [Moore [ 1]] 

Soit X un ensemble simplicial pointé et *' c X le point base de X. L'espace 
\ ' ~ ( 

de lacets de X au point ote se décrit comme suit: · ;, 

a) : · .. 
. -

où k =o. \, . . ... , n ... 

b) '.1 <i. : ( n x )n'• ..... . nx. 1 est induit par ,, . ,, . \ 
'l' 

\' 

' n+ 

di+1: xn+1 xn 
~ 1 ) • ') : ;' .. '. 

.... 

(0 X)n ( nx;n+1 est induit par 
. . , , . .. 

c) St . .... \ ·. ~ ; . 

. .... ., ·, ,··· 
' " 

. 
D'après èette définition et d~ la description du foncteur . W ( A .. 2. 3.) 

'l •.. -

il se dégage 

une équivalence naturelle en G 
\"•. •. :. 

,, 1 • 4' ······' ; '·'. 

n W(G) .. G (7) 

l • ~ \. 

A:.~· . Définition de l/P • p ~ 1 , p ~- Z 

A.J.I. Action de co sur z1 • · 
t. 

, ',.1 • • . '· ~- \ 

t' ~ .. 
. .J\J 

Le bifonct~ur e~ groupes co opère sur Z 1 de 1 la manière suivante.: 

Soient ~ . ', . ': , 
·' 1 

' . 

A lors le cocrcle ' · ;,. l' . '·.,, 
1, 



12' . 1 

- \U ' \~ , .,., •' · .. , .. 1 r~ 

•\ ., \ 1 
' 

... -~ ~ . . J 
·~·' 

. . 
est donné par 

' '. ·.~ ., 

.'·· 

.. \\_j 

1 .. ., 
1 ) (! 

' 

\\., 
., 

~ : ,, ., ' 
b ( Bn n > -1 

\ '· . 
Ce qui de façon plus courte s'écrit . . . . 

., 

·r· 

' ' 

'· ,. 

1 1 

) 1 'f 

.,, 

,; •' 

" 

,. 

') ~. 1 

'1 . J : ;· 

,, (B) 

•1 '. 

(· 

; 1 

"· 

·1 1~) 

\ · .. • 

Il suffit d'un simple calcul pour montrer que l'action 'est bien définie et qu'elle est. 
' • 1 • ~ 

naturelle en 8 et en G. · 

si 

1 

' 

'f ! ', . 

.. , 

~- . ) 

... ~ ' -~.:... f 

dénote, pour tout B, la fonction tordante à valeur constante égale à l'élément neutre 
1 ·r 

de G , on écrit pour chaque (1 t'co (B, ~) '. · · ' \ · ' · 

'8((1) = (11* = ud· X.d 
4

:,..1 · 
. (J • 0 

ce qui donne lieu à une transformation naturelle 

" 
8: co .. zl 

Le noyau de 

~B.·C BG uc. or ' ) ... 

est Hom ( B, G). D'où une suite exacte 
., 

·. ,_. 

. .> 

.· r9) .. \. 

• 1 •. ' ' • ., \ • \ ~ . . • \ .... \ ~\ 

(JO) 
n t , •. 

,; '' }-.1 

., ' ) .) ,,_ 

. .. \' ', ~\' 

\., 1 '\ , 

Hom(·,G) ... cor•,G) ... zl(•,G) (11) 
,J '· 

• 
En fait le foncteur en groupes. Hom(·, G) ·Opêre sur cor-~ G) . . par . · 

r. i .. 

.i.:J 
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A.3.2. 

13 

translations : deux éléments. 0 et p. de cor B, C) ont la mtme image dans . 

zlrB,C) s'il existe h de Hom(B,C) tel que 

'\ ' ' 1 • ~ \ ... ',· 
1 · .. ',) 

o=p.xh . 
'· 

En effet. . \' ·'· 
B _ B ôc r o) - ôc r p.) 

'1 

équivaut à 
) 

., 
' . ~ l '.• 

' ,. 
f .... 1 

r ,_,.·1 x o) d
0 

= d
0 
r ,_,.·i x o) 

·.,, • ., • ' <1 • ·• • ' ;\ .' •• ' ~~ 1 ... \ / \ . ,· .. 

Ou ce' qui rev~ent au même .. 1 ·. .. '· '.•· ',\. 

' ·' 1' ~ \. '.' . ' 

Néanmoins. ô~ 

simpliciaux B 

n'est pas épijectif, ille sera par exemple pour les ensembles. 
1_ ' ! \ . ~ '• . 1 ' 

de la forme 6.[ n] rn ( Z), , 

Puisque d'autre part 

par 8 et WrCJ 

s'implicidl' · · 

' ' j 

cor., C) et 

respectivement 

J. 
,., 

~C: co 

r ' ' 

. ' . l 
,, t T . } ' ~ , 

zzr., c; sont représentables .et représentés 
·;' \ 

rA.2.2.); on dispose alors d'un morphisme 

\' \ ·) 1 
' 1 ,\• Li ..... ' .... 

'/ 

. ... wc 
.• ·' 1 . - \ .. 11 :\ .· 

et d'une suite exacte naturelle en C 

' . '. 

C 

( • 1 

dans laquelle . . 
point base de wc 

' ~ \ ., \. ' 

son sous·groupe C, 

Définition. On note 

,, 
.• 1, 

ec ôc • 
... C0 ... WC 

\ \ • ~ ·• !'' ) 

.\. 

(12) 
' ' 

.. ·,\ 

est épijective, C est la fibre de· au dessus du . ,i•·' . 

et wc est le quotient de C0 par l'action à droite de 

i .. .· ,. 

le bifoncteur quotient de 

. 1 

'zz , L 1 ;~' '!'1 
par l'action de co' • 

rA.3.J.) Hl rB, C) ·. ~st par définition l'ensemble de; classes de ]·cohomologie de·· 

,,. ',·,. 

.. . ~ 

.'• 
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B à valeurs dans. G , 

1 ' 

A.~.3. La connaissance du H1 permet de définir les. HP 

application du foncteur sur une suspension : · 

Définition. Soit 

On pose 

B un ensemble simplicial pointé et 

/, 

J·. l 

'. 

pour p ~ 1 et cela par 

G u:' groupe s i~plic ial. · 

(13) 

où p est un entier < 1 , • et I,B est la suspension de B au point base. · 

On démontrera plus .loin que les HP sont représentables. En fait .il suffit de le faire · 

pour p = 1 • · Ceci est fait à l'aide de la théorie d'espaces .fibrés tordus, qui donne une . . 

équivalence 
'.·' 

où [X, Y] dénote l'ensemble d.es .classes d'homotopie d'applications simpliciales. 
,· 

1 .• 
de X dans Y, 

D'après A.2.6. et d'après .le fait que I et n soient adjoints il est alors immédiat 

que 

•p 
H P(B, G) = . [ I". 8 , G] p~O 

où • [ , ] est le bifoncteu.r Hom dans la catégorie homotopique des ensembles. 

simpliciaux pointés .• · 

Il en résulte que H0 (B,G) est un groupe, tandis que les 

sont abéliens .• · 

Si le groupe Hi(B, G) sont abéliens. (A.2.,5.! 
. l' 

G est abélien, tous les. 

A.4. · Fibres principiaux torJus • : 

A.4.1. · Soit G ' . un groupe simplicial. Soit E• un G-ens.emble simpliciàl, x 
quotient de . E par G et 

., 
i 

le ï 
i 
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p: E ... X 

la projection canonique 

On dit que. E est un fibré principal de groupe 

f/>: (x, g,' 
_, 

(x.g,x} -
est un isomorphisme : 

~: EX. c' ... . E. x E 

po pr] p' 

x 

. '\ 

G au-dessus de 

'\ ·.: ' 

·' ' 

,;,· 

X si la flèche 

'.• ... '· 

" ·' . 
où EgE dénote le produit fibré de E avec lui-même au-dessus de X. · Pour 

l ... 

que E soit un G-fibré principal il faut et il suffit que l'action de 

satisfasse la condition: 

pour tout couple d'objets x,y 

\ 

il existe un et un seul élément 

de . E tels que 

p(x) = p(y) 

tel que 

x. g = r .. , .i' 

G 

A.4.2. D'après. A.J,4. lemme 2. Tout fibré principal est un fibré au sens de Kan. 

Il adment donc un relèvement 

r: X ... E 

r ( C0 (X, E) 

p 0 r = idx 

' , ., 

sur E 

·.' 

En général d0 r(x} ne cotncident pas, mais ils se trouvent dans .la 

même fibre. Alors .il existe un et un seul élément 
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p. (x) cG 

tel que 
\ ., 

r dofx) = d
0 

r(x) • p. (x} 
. . ~ . . .. :t ··,.•', 

Un simple .cal~ul montre que. 

r = p.-1 : X .. G 

est une fonction tordante, dépendant du relèvement r. · Supposons .que r 

sont deux relèvement de. 

p:E .. G 

Soit .. 

t: X .. G 
.~ \ ' 

l'application définï;e par la relation 

r'(x) = r(x) • t(x) 

Alors. 

tc C0 (X, G) 
4' ; 

Soient 
, 

p. les applications définies par p. et 

r' d = d r' ' 0 0 • p. 

Alors. 

' Mais d'autre part ,. ' 

. ''· 

et r' 

'' 

'.1 
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',l ' • • . } \ <", ~ \' '. ~. .' l 

. " 
=(d

0
r)·(p.xtd

0
) 

:) . 
'• 

~' 't 

D'où la relation 

On peut en conclure que :·' ') \' :. \ 
\. 

si r et r' sont deux relèvementt,d' un fibré pri.ndp~l ~-

.. ' E ... X 
-) 

de groupe G il existe un 
), >:. 'u 

u ( C0 (X, G) tel que 

u 1 r • r' (voir A • 3 • 1 • · (8) ) · ~ • 

où .,~~nt i~k-{o~ëti.Ons.'idrclantes :asso~iée's à· r' 1 èt ., r' . respectivement. 

La classe 
'i.··.•· .. ~·;·\,~. ·'[·\ 

T~JE)=[r]!Hl(X,G)' '·· 

' '-. ., •. ·.~ 
1 . ' ·~ (. ' .. '; '\ \ '' '·.···. ')' \' 

ne dépend que du fibré 
', ; .IJ ·~ 1\ ~J 1 ·, ., .J. • .: \ • 'f' '. ';. \. 

·, . ·. 'l 

f: E ... F .··.\ '. 

est une aplication équivariante de : G-fibi'es principiaux au-dessus d'un ~œ .. me. X 

\•,. \. · .. · )': 

et si r (resp. s) est un relèvement de p (resp. q) tel que . 
~ ~) ',- \ ·,\ 

{or=s. 

.U.\ 



18 

alors les fonctions. tordantes associées .aux relèvements .'r' ' et s cot'ncident. En 

effet, soient et définis par 

' ' 

rd=dr•" 0 0 ,.. 

., 

s d = d s•,., 0 0 ., 

Alors \ . ' 
\) 

s d
0 

= (for) d0 = f( d0 r • p.) ... \ ', 1 ' ~ 1 

D' ., 
•OU 

=(fdor)•p.' 

= d0 s • p. 
·:··, .• }\ 

i. 

• 1 { .. : 

.; ' ~ . . . ..• 

.. 
' . ,,. ' :, ., .\' '· .. ' . ? ··,'.~ 

Le procédé que l'on vient de décrire nous .a permis de_d~[ini~ ~~e appli~a,tio,n. ,.,, 

Tx: lG(X) ... Jl./(X, G) . 
• 1 ••• ; 'j . i.- 1 - ', . '\ 

'" 
ckl'ensemble lG(X) de classes de fibrés principiaux de gr_oupe 

• ~ .' :"\ ... 1 l 1 \: '. 

G et base 
·.\'· . \ ... \\\ 

dans l'ensemble de ]·cohomologie de. X à valeurs dans. G • Il s'agit en fait 
, 

d'une transformation naturelle de foncteurs 
\ ' . ' .. , 

. ·. . ~ \'. 

c• est mffl-le une transformation de bifoncteurs_, qui, d'après le théorëme _ci-après est 

une équivalence : 

A.4.~. Théorème. · La trans formation 
f. 

t''.-\ '." i "' ·~ 1 . , .. ,. \'•' \- ' !_,, ·'l• ', l 
TG : tc( ) ... H ( ., C) 

)(.) 1 

x 
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est une équivalence • 
. ) 

pour démontrer ce théorème on se sert dela notion de fibré tordu : à une fonction tordante 

'on cis~dcle ti.nfibré ~unt d'u~ re.lèvement d;nt 'la ionction t~rdan'te àssocÙe (A .'4. 2.) 

est celle du départ. ·Cela nous permet de cons~ruire la transformation inverse de TG • . \·· ' . 

(A.4.4.): 

A.4.4. Soit 
' ' " " . ) • A" 

.. 
\1) •· ..... \ ' ' ·~ :\ •• l_ . ' 

G 

une fonction tordante • · 

. 
On définit le fibré principal tordu E(r) associé à r comme suit: 

·~ '. ~ ';. ,, . '". v ; . 

i~l 

i~O 

·•. 
••.· \1. ·\t>, . ,· ,. 

' '. 
E (r) est un ensemble simp~icial sur lequel · ·· G ., ~opère à droite par la loi 

.. 
. ' 

• J \ . '\' . . . ., 

La première projection \' ... 

p: E(r) -+ X 

qui est une application simpliciale et bompatible 'avec l'action; fait de x le quotient 

de E(r) par l'action de.·,, G. ' , , . . , 

L' application 
'.·, 1 

x- (x,l) 

;, 

de. x dans E(r) est un relèvement de p , dont la fonction tordante associée 

est justemerlt r. 
,. 

'•'' ·. 
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On dira que 

E(r) notéaussi XxG 
\, :. '\ c~. \ \. , r. . ·.\ ....... ,.'· .. , . 

, .est le fibré principal_ tordu associé à la fonction tordante_, ~' ~: X ~ G. ,La fonction 

. ~ .. ... - ·E:·Zl(X,G) ~ t(;(X) 

'r ... E( r) = X x G 
' r 

i ~ . • ' ~-

\ 

est compatible avec l'action de C0( X, G). · (A. 3. 2 .) 

Soit en effet q E co (X i·G / et 

. ' ....... ·.,r'= qlr 

Alors .l'application simpliciale équivariante 
'' 

{ :' E ( r) .. :+ · E ( r') 1 ~ ' 

(x,g) .. (x,r(x)xg) 

est un isomorphisme, d'inverse . .. ! 

. 1 

. . 1 . 
". :, , (x,g} -.(x,;(~) xg) •. · . 

' ~ 1, ~ • 

. ~, . 

>· . 

Montrons que f est simplicial: .le seul point intere!f::tnt est 
' . • • 1 • 

Or 

; . ~. 

' •• 1 1l ... , 

. ., \ ' ... • ., .1 
1 ••• .... \ ,,, 

Pour qu' ils .cotncident il faut et il suffit que 

·•. 

, .. 

\ 

' ' 

•. ~ . ' 
1 . ' 

., 

.. ·. 

,. . \ 

1 

' .'Cl 

' l J. 
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ou, ce qui revient au meame ., que 

, - 1 r ..... a r 

Inversement soit 

f: E(r) ... E(r'). 

un morphisme de fibres principiaux au•dessus .de X. 
J \' : '·. ' 

Pour chaque couple. 

(x, g) t E(r) = X x G 
r 

f( x, g) s'écrit sous la forme 

f(x,g) = (x,h( x,g) Je E x G 
r' 

.... · 

D'autre part f est compatible avec les actions. 

\ 

f(x,gg') = f(x,g) • g' 

Ce qui entraîne que la donnée de 

1 ~ ' • • •• ,, '•. 'l'' 

f(x,l) tE( r') 

détermine celle de 

1. ..... 

{(x • g) = {(x • 1 ) . g 
1 

' 
Alors. 

f(x,g) = f(x,l) • ·g . ' 'j 
' ' 

= (x,h(x,l )) • 'g 

= (x,h(x,l)• 'g) 

= (x,o(x) •. g) ou. 

'\ 

. 
' 

. ' 

·' 

d 

o(x) = h(x, 1} 

\J •• 

-.-
::; 

'1 

••• 1 .' 
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') ' ': 

et donc 

ulr • r' 

On vient ainsi de montrer le. 

Lemme • · L'ensemble 

Homc(E (r), E(r' )) 
. 1 \. • o\ • 1 

1 ,; . ·, . ' .. 
des .morphismes de fibrés pr.incipiaux est en correspondance biunivoque avec l'cns'einble.· 

des .· ,~,, ; · .. ) 

' ' 

tels que 
,; 1 •· :., 

u.lr • r' 

En particulier tout morphisme de fibrés principiaux 

. ' . ' . ' ... 
\_, 1. ·\ 

f: E(r) .. E(r') 

est un isomorphisme 

.. ~. 1 
\. ~ . ·, 

A.4.~. . L'application EG du numéro précédent passe au quotient donnant lieu à une application 

notée encore. 
1 

' ; 

qui associe à chaque .classe [r] . la classe du fibré tordu 

On a aussi démontr/, que . 

E(r) =X x.G 
r .. 

Tc o Ec =id 

' 
' 1. 

• .l• 
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} ..• 

La démonstration du théorèmeA.4.3. ·se;a complète si l'on con~tate .que .. : .. ,, , •.1. 

L'ensemble lG(X) de classes d 'isomorphie des fibrés principiaux de base X et 
• 1 ; ~. ;: • \ 1 

groupe. G esi .canoniquement isomorp_he à l'ense171:ble l~(X} des classes .d'iso-

morphie de fibrés principiaux tordus de base X et groupe G • Plus précisément: 

Lemme. Soit y .... x un fibré principal de groupe G et base 
•. \ t. 

'x: r 

un relèvement de p 
•• , \\.; ',\ ,, • ,'. '1 ( • •'. 

de fonction tordante r. 'Alors.il existe un et un seul 

morphisme 
'• . ~ \ , i : " J ., ' ~ 

f: Y ... E (r) 

: ... , •• '\4. '· \ ') • l"' • ',,· .'··' 

de fibres .principiaux , compatible avec r et le relèvementr canonique de E(r) • 
\ • : ·~~ ·.. J ; \ i,·~ 1.' 1 J.\ <' ·\ 

En fait f est un isomorphisme • 

... '·\' \. 1 
\ ,. ., 1 

1 1. ',j ' ~ ... 
\:.J 

Démontrons le lemme. 

. ·t · .. ' 

f: Y .... E (r) 

,, ,·,, . j) _\ 

existe elle est nécéssairement de la forme 
/ ~' . ... ' ,'·\ ' .'. 

"'' {(y)= (x ,h(y)} 

ou 
'1 •,\ t 

•.;. ·' • . ,- i ··1 .. :v · .. · ~ .. 
1 . 1' •:. . ~ ' • '. ·. ) • + ~' ~ •• 1 1 ' • -' • ' , ,,. 

' ! ·,.' 0 '~' ) '. •.• . ~ ' '"·;.. ,,,··' (_ 

et l'application 

. h: Y .... G 
'J ,, .......... 

satisfait entre autre à la relation 

h(y. g)= h(y)· g 

.·. ,· ·l· 

, 
·.l 

• . '\ ,f ·. 

Il suffit donc de connai.tre h sur un point de chaque fibre de 
' ·.· ... ' . ~ 1 1 . '. ' '· ~ . . " ... \ . 

y pour qu'elle 
• ~ ' ~;. <\ •. ' • .' 1 

! t . 
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soit déterminée partout. \? . l 

' 
Or , par hypothJse. 1 1 1 • 1• 

\' 
1 ' 

1 

'·· ~ ' j 1 ' 1 

Alors 
' . ' ' . ' ·\ 

h(r(x}} = 1 =élément neutrè de 
. . .,, ·' ,, H. 

Ce qui montre l'unicité. 

\ 

On définit f en conséquence : 

\ ''!: "(• .\' \ 

où h(y) 

L'application 

f(y) = (" ' h( y)) 

est l'unique élément de G tel que 

k 

r= r(x)' h(y) 

inverse de· f est 

.. · 
k: E(r) = Ex G ... Y 

r 

k(x,g)=r(x) • g 
., 

' .. , , . ~ r· 

. ·. . ~ . ·' .\ r ,• ' 

.... l • ._,.', '\. 

\i r''•'' ' ~ .. ·~ 

{ ' ) 

G. 
. ~ 

\ 

. '\', . 

'l'.\·, 

,, 
' ,. 

T 
1; 

'\ '· 

. ' . ..,. 
1 •• ~ l' 1 

., 
l'· 

A4.~. Il est bien connu que le foncteur tG est un ,in~ariant homotopique • Il se factorise. 

à travers la catégorie homotopique de la catégorie des ensembles .simpliciaux , donnant 

lieu à un foncteur noté encore 

Théoreme • · Le foncteur. 
.• ') . i . .... ,l .• \ 'i\\ 1 

• 1 • ~ 1 ... • ) ~ • • • • '\ • • . .) . ' \. 

est représentable .• ·Plus précisément il existe un isomorphisme canonique 
' 
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Contentons nous de définir ici l'application a.x et son inverse : D'après le lemme 
. ' . 

A.4.S. ·il suffit de travailler avec des fibrés tordus • · 
t ~. ."', • •• J :\ ,, 

Si r est une fonction tordante et si 

•• 1 .. Il 

fr B W(G) 

··• >, • \ ., .. ... '} ' . ' ~. 

dénote l'application simpliciale qui lui correspond par Visomorphisme 

' ' ~ -. ..... ·.:. ··· .. •·. 

l·· .·' ' ..... ·• 
(A. 2.2.) 

alors on pose. 
! ' 

' ., •J \\ • 
' .1' . : .... 

• 1 ".l ~ \ • • s 
a(cl E(r)) = cl(f) 

. . T .. ' '· . . ~ 'i .. 

(où cl = classe de .. • • ) 

Inversement soit 
• 1 • , • • ... :\' : ·' .. ·,· 

., 
• i ;.: . '. ;,., i• .' 

W'G) r G: . j ' ... 1 c __ 
'::.. t .\ 

la fonction _tordante canonique du groupe. G . .... :. .. . ' ,. .. . . ' -: .. ' 

(A.2.2 •. _(3)) 
\'. (' . '~ '·.. .. .: ~ 

Soit 

,_·. 

...: . 

.-J .• 

est une -application simpliciale on lui fait correspondre le fibré prz:ncipal de groupe G 
. ~ ' 

et base X 
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image réciproque de E( 'G) par f. ;, ' \: .. j 

On définit f3 ~ l'inverse de a, par 

* f3(cl(f)) =cl f (E(~G)) \ 

Pour une démostration complète .du théorème on peut sonsulter le séminaire Cartan 56' /57 • 
. ~ 

A4.7. · Remarctue •. On ne doute pas .que le point critique dans .la démonstration du théorème 

précédant est celui qui concerne le~ .relations d'équivalence .dans .les .ensembles . 

. ,., ... 

et le .comportement de l'isomorphisme A.2.2.(2), par rapport à ces .relations .• De façon 

précise 

Corollaire • Soielit r , r' deux fonctions tordantes et 
' 

. 
f, , f,• : X .. If G · ·, 

\ . . . \ . . . . 
les applications .simpliciales qui leurs .corrèspondent par l'isomorphisme A.2.2. (2) 

zl (X, G) • H om(X, W G) 

Pour qu'il existe 

~ ! . ' 
" 

(1 t C0 (X, G) 
,. ·• '1 ; 1 ' 

tel que 

' ql.r•r' (A.3.1.)- \'' 

1 
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. ' 
il faut et il suffit que fr et fr' soient homotopes .• " 

On en déduit que le foncteur est le quotient du foncteur 

d'homotopie : 

A.4.8. Pour que 

-
* ( 

1 

f,g: X .... G 

soient homotopes il faut et il suffit qu'il existe 
\ ~' • ~ ' 1 

tel que \ •.;• 

ulf= g • 

Soient en effet 

[{'], [g'] 

les éléments de 

... · ' . '. . ~ ., : 

-
[IX.WG] 

qui correspondent à 

[[] et [g] 

par l'isomorphisme 

' ·~-

,, ~ ·~ 

. ·' .. , 

... " 

\_ 1 ,. 

'·' 

''''Ï 
"·\ 

Z 1 . par la relation 

• l 

, .... ·. 

••• J \ ·... • '\ ~ l·.f 

·' 

·:-. 

. ~ ' ; ~ .. { . ,•\} 
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[ IX, WC] ... [X, G] _ . 1 1 
; ... 

Or pour que- f' et g' soient homotopes .il faut et il suffit qu'il existe 

u' E C0 
( I X, G) 

. \ 

tel que 

u'.l.f' = g' 

En composant u' avec 

{1) 

on déduit que 
·. ,. 

ulf= g où 

A.4.9. · L'isomorphisme 
0 
G • W(G) \· 

A.4.9. a. Soient G un groupe simplicial, E un G-ensemble simplicial et : ' 

f: E G 

un morphisme de G • objets 

\ l 
' 

f( e • g) = f( e) • g (a.l) 

. ' ,, ·. 

qui conmutent aux faces et dégénérescences .sauf, éventuellement avec. d
0 

, c'est• 

à· dire quel 'on n'a pas .nécessairement l' .. ' 

' ' ' 
On définit une aplication de degré moins 1 
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r .• E .. G ); 

par la formule. 1 ~ ' ; ' • 

D'après. ( a.l) 

r(e) • g)= r(e) 

pour tout 

D' où une application tordante 

1 ~ ,) 

~ 

e 

1 

i E 

; 

. ' 

, . ; 

')': 

' ' 

. h' n > 1. '\ = ": 

• ; l' 

dont le fibré tordu associé E (rf) 'e~t'jus te ment· · E · 

.. " \; i 

;{ .,, ''.) 

ra. 2; 

\ , ',\ 

.•. ,) ••• 1 '•' '·'' 

\ r.~ 

'' ~ ·, '· • •••• j J·. 1', 

u : E : E (rf) = B x G 

'f 

'. 
·' .. \ ~ ,)~ • ' • . 1 • 1 ••• .!". '· 4· l' 

e ..... ([e], f(e)) 

En effet si 

u{e)= u{e') 

.. , • . i ... ~' •• ' 

alors. [ e] • [ e '] ce qui veut dire qu'il existe g l G 

. ' 
e.•g=e'. 

Mais .on a aussi 
\. \' 

'.• •. 

. . ' ~ . . . ' 
f(e) = f(e ') = f(e • ·g) = f(e) • · g' "· 

tel que. 

' . ... 

· (a.4) · 

. (. 

. i 
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Or on se trouve alors dans. G , donc g=l ··'et 

Démontrons .maintenant que. u est surjective .• 

Pour tout 

il existe el E 

et aussi il existe 

On a évidemment 

.. , 
(b, g) ( B x G 

rf 

tel que 

[e] :a b 

g ·r G tel que 

f( ~) . g' = g 

\ 
\ 

\ ; ~ 

'~ 

., 

.i . ' 

A.4.9.o. /~versement., il existe pour chaque produit tordu 

e = e ~ • 

\. 

. 

1 ·, ,, 

. •,\ 

. ' 

. '• 

. ':. . ~ : ' 
\. ; ·' . ;.) 

une application 

B x G 
r 

f: B x G ... G 
r 

. ·~ 

satisfaisant (a.l), à savoir 

f(b ' g) = g. 

1 ·- ·'• 

., 

' 

\ ... 
' ,, 1 

'" -···\j 

'\ ·~ · .. ,, ;,,; , ; \ 

. \ '. .•, 

1· 1 

La fonction tordante qui lui correspond ~-ar· la méi, h ode dé~~ite dans. a) est justement , 

r • , 
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A.4.~.c. On note comme d'~pbitude 
, . ,; . 

• . 1 

Homc(E, F) 

' '\ ' ~ J ., ' 

l'ensemble des applications simpliciales .de E dans. F satisfaisant à (a.l). · 
. . . ) . . . .. 

De mtme 
0 

C c(E, F) 1. j i.\ 'l'. 

est l'ensemble des zero- cochaînes équivariantes·· .. 

On a 
Homc(E, f; .. C~(E., F). 

La projection 
1 '!) . 1 ·. 

\ 

Pc: W (G) = W(G) x G .. G 
re 

est un élément de 

0 

C~(lf'G,G) .. HomG(li'G,G) 
'. ·: 1\ c'• • : \ : :;.. 

En outre si 

.il existe un et un seul morphisme simplicial équivariant 

~: E . .. ',\ . . 

tel que 

. ·,··; 

Pc o h = r . 

Cette propriété univtJ"selle caractérise le couple 

,. •\ 
1 

.) .\• .•,. (a. 5) 

. ~, 

,. )' . ·, , \'. ,,\' . ;' 

• 1 ., j 
; 



On a ainsi 

Démontrons la propriété universelle. Soit ,, 

D'après A.4.9. a. ·il existe une fonction 'tordante., ;. '1 

) ' .l ' i' 

de fibré E. · 

D'où une et une seule application simpliciale 

1\ ·.-... ',·· 

k:Ejè=B ... 

' .. 1 
• ' •• 1 ') ' 

W(G) ' 

telle que 

Tf = re 0 k 

L'application proauit 

. 
h x id: B x G' ... W(G) x G 

Tf TG 

est simpliciale et équivariante .• · 

Soit hf le composé 

' •' 

~ ' ·, i .•.... 

' : ( . ·, . ·' 

',1 

" \ 1 

,, ' 

' ' 

E : B x G 
rr 

kxid ... W (G) x G = W (G) 
re 

•• 1 • • '... ~ '·' • .J 

(a. 6) 

' .J .\ 

(A.2,2.) 

.: . 

1 ,, 
l' 

j 
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1. 

Par construction 
' ' . \ 

Pc 0 "'r = r 

Démontrons .mainte nan l'unicité de h • · 
• 1 . "' ' • ~ •• 

est donée il est nécessairement de la forme. 

h =(k. f) ~ ' 
' '· ',,!-', .,,, ._.,\.· ... 

où 
"' .. ,,. ·. ,. 1., 

k: E ... W(G) 

est une application simpliciale satisfaisant 

h( e : g) = k(~j , .. , 
\ ., ... 

De plus .la relation • · , .. ('. .. '.;\ 

implique (A.4.4.} que 

rck(e) • f(e) = fdo(e) 

Ou ce qrLi revient au même (A. 4. 9. a.) 

D' ' ou ,, 

-
" 

\ ' 

·, J 1 \ ) • \ ~. ~. ~ ' ! 

' ' 

ç .. ~ ... : : ·~ 

'; ... . ~ ' . ' ' . i· • . ) 

•.· 

) .. · 

. ' . ',· 

A.4.9.d. Proposition •• Les .G-ensembles. simpliciau~ 
isomorphes .• Il en est de me .. me des fibrés. 

8 et W(G) sont canoniquement 
. J ' ~, ' •• ~ • \: .• 
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. 
C0 .... WC (A.3.L(12)) 

. 
WC .... WC 

est ainsi l'espace total du fibré universel du groupe C • · L 'espacf!t sous·jacent ,; 

est donc contractil • 
\ 

.1 

A.4.~.e. pe ce qui précède on déduit une structure de groupe si~plicial sur l'ensemble WC . 
dont C est un sous·groupe et WC l'espace homogène quotient. 

De façon explicite, l'application 

correspondant à l'identité d.e. co par l'isomorphisme. 

C0 (C 0 , C) .. Hom(Co, co) (A.1.2 .• ) ' '1 

est telle que .si 

ic: c .... co ' ' 

est l'injection canonique , alors. ' ' 

,_ ... 

Ceci impliqtj.e que si ,.> 

. ..~. 

Alors. 

,.,' .-, ····' 

D'où 

_j 
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Soit 

E = C0 

dans la formule (a.6) 

L 'isomorphisme 

h: C0 .... W(C) 

correspond à la zér~cochat'ne 

· r • C0 .... C c· 

.. ·· 

·. ~ .. (l'.\ ::":" ..1. 

;;· ·.'. :, 

·~ ...• : 

• • T) x 
;. 

qui, elle, correspond avec l'identité de C0 • Le transport. de la structure de groupe 

simplicialde C0 sur W(C) se fait alors .comme suit: 

Soit • 
\ 

x=(w.g)€W(C)=WC xC 
re 

il existe un et un seul 

tel que. 

u C0 
x ( 

x, '1 ( W (C) 



" 

36 

x = ( (ù, g) 

Alors 

\ 

. ..._ 

··'· r, 

...,. . 

. .) 

' 

~. 
p. j 

·,, 

:, .. 1, ·' 

'\ 

• .1 

; .\ \ ,, : .,· 

(a. 7) 

,., 
\ 

\ 

\ 
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,. '.: 

B.l. RAPPELS CO\TCERNANT LES COHOMOLOGIES GE\TERALlSEES. 

Sauf mention expresse du contraire les .complexes .simpliciaux dont il sera question 

satisfont la condition tl. 'extension de Kan • 

B.1.1. Rappelons qu'un spectre sur la catégorie 
0 

• Ô Ens , des ensembles simpliciaux 

pointés, est la donnée d'une collection 

des applications .s impliciales pointées. 

En(nEZ) d'objets.de .ô
0

Ens. et 

... oEn+ 1 nE Z, 
\. \ 

On définit pareillement la notion de spectre sur la catégorie homotopique dans 
r 

ce cas les. an sont des classes d'homotopie de flèches • 

Si les an sont des équivalences d'homotopie on dit que 

est un n -spectre . \ .. 

' 
Un morphisme de degré r entre deux spectres. 

est une suite f=(r), nEZ 

... 

' ' 

et F = { Fn' {3n } 

avec {3n + r • r =-{ 0 f+l) • a n • 

On note Sp la catégorie dont les.objets sont les.spectres.sur Ô
0 

Ens. et 

dont les flèches sont les morphismes de degré r(rl z),· 

8
·1.2 1 " h · l' · l { En n 1 • ·'?- c aque spectre SLmp LcLa , a est associé de 

dé finie par les formules (1) et (2) ci-après .• 
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En = ë { n k E n+k, {3k 1 
'·'. k 

1 
. . 

' 
(1} 

; 1: 

où 

{3k = nkan+k ' . ' . J 

\ 

De même ? ; -·· 
,. 

n 
j!_· . En 

~ n.§... n+I (2) ... 
' 

est la seule application simpliciale dont les .composés .avec les applications canoniques 
.. ~ ! l' f• 

·,\ 

donne les flèches. n ik .n+l 

,, é ' .. 

' n lim ni En+i+l 

N otom enfin 

-n 
1 

; ' 

. . 

E~ 

-i 
n 

a 

~'application canonique · · j o,n • ·· La famille l jn l 

(de degré 0 ). • 
1 • 

• J 

(3) 

est un morphisme de .spectres 
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8.1.2.2. Lemme • L'application simpliciale 
.. . ~·.' . \' \ . '. ·. :• '. ·~ ...... 1 I \ 

. 
, ,. 1 ! . ~ 

an : En ... 0 Ent-l 
t·- . -· ·. - /, 

.i · ·. ~ · , · . -. :H · ~ ,. •. _:,? { •,. f . . . ..,.,.,.;. . . ·' ' ... . , . . . . r r ~ 
est une equivalence d homotopie faible , c'est ·à·dire· qu'elle induit' des iSomorphismes. 

1. 
;. 1 . ;_e·~·homot~pie·:'· ~-. '!. ·~·, ·,_,, '" ·,. · :· ·_, .. ·.· ., :•,' ·•' \.:., .•. , .,.;\ , .... ···• ·. ···.\ · •' ·· 

. -~-, 

'{ ,'.J 

' 1 
• l . 

~: .. ' ... 

k >o. .. ... ,·, 

'{ l i l 1 1 
Il suffit de montrer que la iimite en question comm~te avec les foncteurs. "k d'homo-

·' . ~~ . ' \ ' ,:, 

topie (k;;:; 0). En général si { Ak, a k 1 est une donnée de limite avec. 

ak: Ak .... · Ak+l," dans.la catégorie des.ensemble$ simpliciaux de [(an, a~ors·.l'appli• ,, 
cation 

induite par les 

k ( 
rr.(a Y) 
1 

-+ rr( ·i~m (A k' ak) 

k 

(lim Ak) · ' .; '·' .,_ 
.... 1T' .... 

1 k 
~ ' 1 - , 

.1 .~·· :.:~ f.. \,-· .. •,.· ... •.,.,.~,, ••. \, '···'· >•111'·•· • ·' ·• ,\ ·'·\''·' 

est un isomorphisme • ·(Il suffit en fait d'une limite filtrante à droite pour avoir le résultat). · 

Cette affirmation se démontre facilement en utilisant la définition donnée p~ Kan {2] 

des .groupès d'homotopie. d'lk complexe satisfaisant la condition d'extension. · 
. : ~ ,, : \,h ~ ,, ,\ /~ t 

B.1.2.3. . Lemme ~ . Soit :~.·-
J.' 

' ' . 
une application simpliciale entre ensembles simpliciau~ sdtisfaisant la conditi~n d'ex .. 

. . ~ #' . . . . 
tension • Pour que f soit une équivalence d'homotopie il faut et il suffit que 

.. , : . . , .. ~1 :'. ,, ·. .. '-· \ -~ '. ,;_·. ·:\ ,. , ·~· .• :, . :~ ,,,1!·. '!) -~ ~.LU 

i) rri: "k(X,x) .... "k(Y,f(x)) 
, • ·, ·: / ~·.-~ • ···:' •· :: ,.\ '. •: ,!·: r ;ir··; -:\; · <1 'w: L \ .. :1.:{ 

soit, pour tout k>O et tout un isomorphisme et que 
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... 

'))'· .• ·i:.. t • .,' 1 . ';:\: ,, ~ l -~.:..~! _[ 
ii) soit une bijection • · · 

~ .\ -~ ' 

Le lemme précédant est démontré au cas .ou x 
.. 

sont ·connexes, dans .Moore 

(JJ pp, 1 c ~ 4 .. . Considérons que ... X et . Y , s~nt quelconques. ( rr
0 
f) • est une. 

• ... • ' • • ' 1 • .) .l : • . . ... J ~ ..• 1 ~ ·• 

bijection entre l'ensemble de composantes connexes de X et de. Y. · On écrit X 
: •• • •'. "'1 

\ 
et Y comme somme de x composantes .. connexes .avec le même ensemble d'indi • 

ces. L = rr X ; 17 Y , '· · -~ '1 
.. o .. i 0 . '" ~ 

x ,:: u x.c 
>.tL 

,,.-,, 

.,,, 
1 • \ • ~ ' ·' 

\'\ : 
;\ 

y= u y 
. 1. À 

>.tL 

~\ . 
\· 1 

'\'' .,, 1 \_. ) : ' •• ' .... ': \ 

L 'applicaÙ01i · f ."est alors 'une somme fÀ . ' d'applications. 
1 

• 1 : l'~ 

... .1 
.. 1 ~ .. \ 

•· 
}. ·.\ 

entre complexes .connexes·:, · 1 
- 1 Ï,_ 

: .\; . ' ; ·' ,\.' 

Or par hypothèse pour chaque. x ( xo, dont la classe est À • [x] t rr
0
X, l'homo • 

~-· l'\ ,, ... ·' ',t\1 . ~- h. '. ,, 1 ' ... 1· , , \'', 

. . morphisme' 
r1 . · .. i · ... ·. 1. .,<. ".·. . ··' '·. .·) 

• • 1' · ( rr f)'·: · rr (X, x) = tr (X , x) . .... rr (Y ,.fx) = rr (Y ._ · {x) ,., , ., , 
R k k (>..) · k ' k (A) . : 

est un isomorphisme. Donc chacune des .applications. f>., 
<' 

est une équivalenhe fdible··. 

entre complexes connexes et d'après Moorj (Loc:: ci'~;) une équivalence d'homotopie. 

. ,En conséquence. 1 1 f ... =f 'A ·x···· .,est une équivalence .d'homotopie. · 
1
, ." 'i. _ 

. . ·~; '. . \_ ~ ·, ·. \ '· ' .. - . ·,_ . : ..., · .. ' . r 1 . ~ . . - ·!"'- ,\ 

8.1.2.4. _Corollaire •. · Le spectre E (B.J. 2.1.) associée à E est un O•spectre., • 

\_ \ (, \ . ( . ~ ' • 'l ) ~ . y • \ \ 

8.1.3. · Rappel de la notion de cohomologie giniralisée sur ~ o Ens·. · 

8.~.3.1. Soit Ot 
~· t' '" .,_ \ ' ·. .. \h; 

une catégorie abélienne -e' 
Il \\ '··.-.\·.:, • i·\· •. 
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0t-- Ol .··. 

\ .. ~- ' 

un endomorphisme de <Jt. • On dit que ot est !.•stable (ou stable) si - I. est 

un automorphisme .• · 
·-,r·. 

Au cas .d'une catégorie. I.•stable le foncteur. I. est exacte.· Un triangle, . 

A 

est (par définition) exacte si la suite. 
\,1 ·~ .• ~ t 

A .... B 

est exacte .• · 

.... C .... I. A .... 
l .'. 

B .... ••• 
\ . . ·~ 

. . . ) .... " .. ,, ·". 1 

Dans .ce .qui suit il sera presque toujours question dela catégorie des groupes .ab élie~ 
• -. • 1 • 1, . • . ~ ·.' \ ·. 

gradués .avec .comme notion de suspension : ' . 

n•1 
( I. Af =ï A 

... 
B.l.~.~. Le domaine des .cohomologies généralisées .dont il sera question par la suite est .la 

catégorie .• Il 
0 

Ens 
\ • f \ ... 

des ensembles simpliciaux pointJs ., avec 

1. ·Comme .cofibrations ., les. monomorphismes. 

2. ·La notion d'homotopie classique .. · 

. • . ,• . . • •l • . i ~ •..• ,' ' : ,J • • J • 

. , Notq.tion. Lesfoncteurs.canoniques.de.la catégorie. ( .ll
0 

Ensf2 · des .. couples. de 
\• ~ : • _, - • >·. ' ' i • • 1 • 1 . • • • \ • ·-.· • : • • •• t,· ·.'. . ~ 

X !Y! Z 

·. '': 

morphismes composables dans .la catégorie, .Il 
0 

Ens. associant à 
'-'.,;. ,. ·'.' 

les .espaces. X, Y, Z seront notés. T 1, T 
2

, T 
3 respectivement • · 

ie : 
-~-·. ,, . j -~ [.~.~i 

Tlf,g) = x 
._,, i. c 

T2([,g) = y 

T3([,g) = z 
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8.1.3.3, Une cohomologie généralisée dont le domaine .est • 6. 
0 

Ens et le rang une .catégorie 

,, 

abélienne stable O'l (B. 1, 3. ]. ) , est un couple (k, a J 

: k : • 6. 
0 

Ens .... 0( 

est un {oncteu; contravariant s~tis faisant \ 

(3) f :. g => k({) =-- k(g) 

E~ où a est une transformation naturelle 

Le tout soumis à axiome .. · 

(4) Si f 
- \ \ 

est une cofibration de cofibre. · g • 

,. 

x ! y ~ z .. 
,, ' / . 

Alors le triangle 

kZ kX 
a 
.... kZ kY .... .... 

est exacte . . .. ' 

' J 

où 

' 

',.' 

'•. 

,• 
,·' 

. ~' .. . . .... 
Re marque • On dit parfois .que le domaine d'une .cohomologie généralisées .est la caté-

. . . 
gorie ~o~otopiq;e, 1

.1<. \ des' e~~embles ~simplidi~ux pointés s'aJis f~is~t ia''c~ndition 
• ( • \ / • • • ~ •• 1 • ~ ', r ~ 1 ·' • '""~'; 

d'extension • 

. . . ~ ' . 
·y 

'., l. 1 1 ' ' 1 _;. ,. 

B.l.J.4. L'axiome d 'exicion (4) appliqué à la cofibrCf~-ion 

1 x .. x .... pt 
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donne l'égalité 
! 

. 1 

k' (pt)= 0 

De même .si l'on l'applique à la cofibration 

A ... CA ... IA 
Il l\ ····l ... '~1 ~' . ~ : •' . . ) ~ . ' .... .\ ' ... . ' •'. ' ' . ' .. ~ . " : . .: .. 

... 
on obtient un isomo',phisme ,, ', ~ ,. ' 4 :. • • .: \ •• L J 

s. l. ·. \. ,: ",)..", 

ill' 

dit de .suspension~ 
·.,.·. 

' ~· \, ;:, ' , ...... 
,·, ., l' .-. g ••. ' '• 

B.}.J.5. Axiome du lf'edge • 
. ' 

\ 'i. ' ) 

Soit 1 X a 1 a € 1 une famille d'ensembles simpliciaux. Pour chaque a, 
1 • • , 

i 
a .. V Xa a 

dénote l'injection canoniq·u~ • 

homomorphismes. 

. ' 
D ' où un hnmnmnrph i• m" 

k· (V X a) 
a .. JJ k(Xa) 

1' . 

Les. i a induisent des 

1. 

' • 

qui est un isomorphisrne.si l'ensemble d'indices. 1 est fini.· On dit qu'une.cohomologie 
., ' 

satisfait l'axiome du W~dge lorsque pour tout ensemble d'indices·. 1, l'homomorphisme 
., 

'', canoniqu~ i' est ,;,. isomorphisme'. 1 - ' ·-

8
·1·4. · Cohoproloaie associée a un spectre , 

~ . \ 

B.1.4.1. La Cohomologie gé11éralisée associée ci un spectre E = 1 E", a" 1 ·est définie., 

pour un ensemble .simplicial pointe X, comme .le :groupe gradu~ (hn (X, E )) n t Z . 
,1 • - t . • 

où 
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' . 
La définition du foncteur h· (-, E) sur les .flèches .se fait aussi par passage ·à la 

limite. On notera f". l'hpmomorphisme de groupes gradu.és associé à une .application 

simpliciale f: X ... Y • 
. .. . ' ~- . ' 

Il ne nous reste donc qu'à rappeler la définition de l'opérateur a. 

Pour ce faire remCU'quons tout d'abord qu'il résulte des définitio~s un is;morphis~e, 

oP: hP(X,E) .. hP+l ('I.X, E) 

• '1 
.. 

., 1 

·. 1 

naturel en x (et en Et). 
! 

Cela dit soit 

x f y cf 
ar . 

I.X ..... I.Y .... ... .... 

La suite de Puppe (Gahriel-Zisman) de.l'application f. 
.1 ' •• • ' ' • t ~ 

Alors. 

·' 
est le composé -~ 

,, 

,(4) 

Il est bien connu que ( h • (-, E), a) est une cohomologie généralisée réduite ~ 
,, 

satisfaisant. l'axiome du Wedge. .. 
... f t 1 • (.. 

l1 
1 

• 

( 

8.1.4.2. Un morphis~ .(de de'éé · · r) 1'·. •' . ·\ 
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. -~- ., ~ j ' • 1 ' ' 
g = .. E -+ F 

·. . . . ' ! ' 1 ' • • • ' ~ \ ' , "' •• 
'J i 

1' .. ·.·, '1 
entre les spectres simpliciaux 

'· .\•, 

E et F 
., , .• . 

'' ''( '· ' • ~ •• , '. '. f • , ' •' ·. \ •,.' •. ·,'\\ 

même degré) entre les .cohomologies associées, noté 
'1' .. ·~~· .. · • .~·.·1··~;-· ······~~''·'-."') ~\· ._,~,, 

' ~i '• ( ... ~~· .. : >.·.·' .,. .. ·~~·.,,·; ...... ~· ~) . .,·,. J .·; 

g# 1 h • ( , E) . .. h· ( •, F) 
.•-: 

.Jl,; .. J.1' • 

. ,. Ce pr~c édé donn!! évidemment lieu, à un foncteur covariant. 
~ ~ 4 • • • • • • • • • • ... ' • : • • , '. •• • • ~ ; - J 

,• 

G 
'i 

. . . . ' ( ' '/. · ..... :-, . ... . ;..... : : ·. ';' . 
de la catégorie des spectres simpliciaux dans cèlle des .théories de la cohomologie dé • 

finies .sur la catégorie des ensembles simpliciaux, · 
\'' ~ 

8.1.5. 
' . ' 

t ' 
Suite spectrale d'Atiyah • Hirzebruc~ • .f'>egal (1)) . 

8·1.5.1, D'après .Gabriel· Zisman (1 , P· 139) la réalisation géométrique de Milnor , • 
~ ~ . ' ~ 

;. ,. ',. [? J : . Il 
0 

Ens ... ~ 
' 1' ' v 

Top .. , .. \ i. ~) 

" /_ \ •• \ -\ .... ' •• 1 • 1 ~ ~-. ~ • ' :· \ • ' '~ '\. . • • ~ ~ 'i~ . - ~ "· ' 1 ) • " ., ~' 
induit une .équivalence entre la catégorie .K des complexes (pointés) de Kan modulo 

-~ • 1 f' • \. \ :- .., (' . 0 ~ • •. • \ • ' •• 

d~ la catégorie des cw·complexes. homotopie, la catégorie homotopique .CW 

, , . C'est pourquoi il existe une correspondance biunivoque entre .les cohomologies .généra· 
• \, ... J 1 1 •• 

lisées dont le domaine est . K est celles .dont le domaine .est .cw (cette 

dernière .ave(: la notion de cofibration et d'homotopies .classiques). 

B \. ·.J • \., •.•. ;.. •.• •.• ~ . .:_ • • ,.... •• i. ~-.. ·., .. ~ 

·~·5.2,: Ce qui précède nous permet de. conclure à l'existence d'une suite .spectrple d'Atizah • 

Hirz.ebruch pour ,les c:ohom,ologies définies .sur,' ..• K~ . _~!us pr:_écisément s~it ; .~ .. ~.!Y 

une cohomologie générali~ée définie sur ... : _.K.,, e.t prenan:t.ses valeur_s dans. la 

catégorie des groupes abéliens gradués. 
- ,. \\ \' .:, . ' ... ~ '~. 
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Pour chaque ensemble pointé z .. , 
on convient de noter · cY l'ensemble simpli· 

cial dont l'ensembl~ des simplexes ~n dimension p (p ~ 0) est z et dont 
..... 

les faces sont toutes égales à l'identité de Y. cY est .un ensemble simplicial 
. . 

minimal de type K.( Y, 0 ), c est un foncteur covariant de la catégorie des. en• 
\ 

sembles .dans celle des ensembles .simpliciaux. (minimaux) satisfaisant la condition d' 

extension. 

Cela dit, soit X ~ ens~mble .simplicial. {pointé). · On notè · · '(kq, X/ · le com· 

plexe de .chatnes. 
. ·' 

... 
·~ ' \. 

' ,, 
où 

. 
•• t.; .• , ! 4 !• 

""' : ~! 
·' ·-. 

., 
i • 

son~ les faces .de. X. 

Théoreme, Soit k une cohomologie réduite saÙsfaisant;J'axiome du ll'edge (B.J.3.eJ. 

Il existe une suite .sp~ctrale nature~le e11 x, k'(X) et dont se terminant par 
. '~ . 'J 

le .terme 
,, 

1 •. 

. \ 
,•· 

E· 
2 

' " 

est donné par . 

;, ' ., ;. 

\ 1 

,, 
4;1 

! .. l 

;c p-ième groupè .d'homologie . 

du co,.-plexes de chathes. (k q, 't.) 
• :.: . 1 

Jo\ 

.. ' '(6) 

/0 

.., r .. ' ·: 
'' ··- .. ' 

8.1.5.~., On peut cepedci.nt dém~ntrer,'le .théorème sans pasJ~r par· la c~égorie des~pac.~s topolo• 

giques. C'est cela que nous ferons par la suite. '' ' 
\ 
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H(p, qJ = k· r xrqJ; xrPJ J 

x( q) = q-i ème s que let de. X. 

X'
00 

=X 

.. ~ = 
·' ' 

•oo 

X , .Pt 

• 1 ~ 

Si p ~ p' et ~ ~ q' l'application 

- H(p', q') .... H(p, q) 

est celle induite par l'._(lpplicati~n évidente· 

.... 

De même que si •oo < p < q '< r < oo • = • a 

S : H(p, q) .... H( q , r) -

est l'opérateur bord 
'· 

.... 

(, 

' ·. 

de la suite exacte de cohomologie, relative à la cofibration 

.... 

· .... 
•• 

On démontre que les .propriétés SP 1, • •• , 5 de Eilenberg-Cartan (loc.cit.) sont 

satisfaites .• . .... 
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On note 

H(p,oo) 

H = 'H(-oo,oo) 

F PH = lm(H (p) H) 

' 
zPr = lm(H(p,p+r) ... H(p,p+ 1)) 

B~ = lm(H(p-r+J,p) ... H(p.p+l)) 

.·. ·' 
l<r< oo .. "' 

Explicitons les termes 
. p 

et E 2 • 

B.1.5.4. Le terme. E~ 

D'après .les .définitions 

= 1 m( k • (X 1 Xp) ... k • (X P+ l 1 Xp ) ) 

lm( K • ( Xp) ... k • (X P+~ 1 X P)). 

Démontrons que 

(7) 

' ' 1 

Pour ce faire nous allons appliquer le Lemme: ~ dans le diagramme commutatif 
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- ... - .. -- ---- ---- .. ~-.: .·· 

'! \ \ 

1 ., 
,\. 

la suite hori~ontale est ~xacte, alors .on a un isomorphisme .canonique. 
• • • ·_,1 

( 

1 ~.. ' 

lm(cp) / lm('f') · -. · lm( tf:) · '. • 1 ''. ·, \ ; : : ~ . '. 1 r ~ • l ·: 

Evident. 

t \ / l" 'l .... ' ~- ( ~. 1. , . ; J.. \\ -. • \) ' ' 
Considérons m~intenant les diagra,;,mes. 

. 1 

, 

1

, , k··(X/XP) ·' '· .r· .. 1 

~-·- \ ~·- +, 

k XP ' ,,. -: k·rx'.P+1·! xP; - ~ .' · . . -k· rxp+l; ~( ;·, .. ,.. ~ 

' . 
!",-

"-.;._ "' . . ~--.J .,·\ 

k• (x) --
·,' ' . 

·. '. . . 
' '' 

. :\ . ':;:.... 

Ils donnent lieu aux isomorphismes 
\ 

•; - i \ , 

:\ 

., 
c. 

1 

1 .,. '- ._ ... 

·. ':· .. ; 
' • j _.; 

- .. _ · . 

~ .. , 
\ -.. -: 
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.... k(X)) 

I~(k· r x 1 xP+1 J .... k(X)) 

B.~.S.S. Le terme \ 

On note x~ c xp '·'·l'ensemble des p-simplexes dégénérés de~; x • . ·.:·.·l' 

Proposition •. Il existe des isomorphismes .canoniques - .. · rendant commutatif le 

diagramme• 

(8) JI 

kq(c(Xp f.X~)) 
. ! ---·-

J :. 

'i 

.1 

~ . j 

.Le lemme suivant nous donne ~es .isomorphismes .• 

4-·· --

JI 

' \ 

., 
·,:· 

B.l.S.~., Lemme.: Pour tout ensemble simplicial pointé X • la suspension itérée p·fois de 

l'ensemble simplicial c( Xp /x:) est isomorp~ .au quotient Xp 1 Xp·l: 

' .. ,, • : • .!,· ·. . . ' . . . : ) ' ~ ' 

(9) 

(remarque sur le cas ... '. p·= 0 ). __ ~. _ 

: r 
.-• ' ; . : . ~~ 
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On remarque d'abord que si A est un ensemble pointé alors. 
. l, '') 

'· 
. (Wedge de Sphére.s). 

Àt"A-{ pt base} 

'· 
So So où ,\ = = ·zéro sphère s implic iale • 

D'où un isomorphe. 

". ,:. 

... v Ps~ 
,\ 

. .:\ 

•.' 

. l 

" (10) 

.,,_ ... "", 

(11) 

En particulier, pour tout ensemble simplicial • X et tout entier · p ~ 0 
\ 

p d p 
I c(XP 1 fpJ ... -~~.~.\~ 

(12) 
,\ c xP 

,\ non d.égénéré 

., 

On sait que le p-ième squelet xP d'un ensemble simplicial X s'obtient à 
p-1 

partir du (p-1)- ième squelet par adjonction des sphères S x , une pour chaque. 

x l xp non dégénéré. ·. 

De façon précise 

Lemme (Gabriel Zisman p. 3D-31) Soit N(p) l'ensemble .des p·simplexes .non 

dégénérés de. X • Pour chaque u l N(p) soit 
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l 'application simpliciale, pointé somme de u: ~ [ p] .... X et .. de. l'application 

nulle. ., ..' 

pt, base ~ [ O] .... x. 

On convient de noter ,, 

. 
MPJ U ~[O] 

~[ p] 
, 

les .restrictions de a aux (p-1)- ième et p-ie me s que lets. Dans ces conditions. 

le diagramme .ci• après .est cocarte$ien. ·. 

v~[ p ]' 
~ (au) ~p;-1 . 

u 
U( N(p) 

1 ! inclusion 
inclusion 

, xP v ~[p] (13) 
U(N(p) ~ ( {3 u) 

, , 
(où ~ [p ]u = ~ [p] quelque soit 

En conséquence les cofibres des deux flèches iJerticales .coïncident et l'on a alors les 

équivalences. 
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.•,_-·,. 1,. 

xP 1 xp·I .. v ~[p]'Jil • 
' (1 • ; ' (1 't MP] ~ 

(' 

... v ( ~ [p] / ~ [ p] ) 
(1 (1 (1 ~ . ' ' 

. '· "' ··; \, ... 
,; 1 

.. v · sP 
uEN(p) u (14) 

1 > 
! .. ' 

où 
~ :~. .\ ., 1 ··; ·, ~ ' 

sP = ~[p]/ ~[p] IpSo .'. ., .. . 
·' 

., 
._, 

L'isomorphisme (9) est alors. une conséquence -des .isomorphismes .(12) et (14). Il donne. 

lieu, au cas d'une cohomologie réduite à un isomorphisme. 
'l . ~ 

••• 1' 1'1 T, ' .. 
\ 

k P+q(Xp / Xp·l) .. k.P+q(!. P c(XE'! X~)) 
(9) . 1 

d 
• kq(c(XP/Xp)) (15) 

\' . ~ .. 

Si en outre. k • satisfait l'axiome du Wedge on peut écrire , . 

. . ,. 

(16) 

Remarque. On définit aussi directement l'application (9) 
. .. ., . 

) ' 
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ou plutot son adjointe 
1 l 

' 
comme suit: Pour tout ensemble poùité ·· A ~t tout ensemble simplicial Y 

\ . 
(pointés .tous deux), on a un isomorphisme canonique : 

... , 
La définition de uP 

-X 
se fait alors très facilement. Il suffit de se donner une apli· 

. . '\ '' 

cation ensembliste ' . \ 
' 

.. 
' . 

.. 
Or d'après la description du foncteur 0 donnés .au A. 2. 6. 

' 

rnPrxPI xp·I))
0 

.. xP 1 x~ 
. ,, 

Afin de montrer la commutativité du diagramme (8) il nous faut donner une description 

détaillée de l'operateur bord (a) dans la suite.·. 

xP - p-l x 

.. 1 
xP+ . -.-

.. 

a · xP " 
.. I

p·1 x 

·~ . . .. 

B.l.S. 7· :Description de l'opérateur a: XP + 
11 X P .. I ( xP 1 Xp-I) 

' 
1) Notations: soit p.; Xp+l" L •application simpliciàle 

p.: ~[p+l] ... x 
·• 
' 

.•. 1 
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" . 1 l \ 

Elle sera encoré notée 

'"7'"' 
. 1 . . ? .. '· . 

p. : Il [p + 1] ... ' . '· 

De même 
. ~ 

• i , 
p. : 'Il[ p + 1 ] 

-,, 
... xP __ _ 

~ . : 
• 1 
P.,"; p. 1 p~ième s que let 

t : 
[ . -. ' •• " ' 1 l ' ', 1 

., 1 ... - 1 .. ·' ' 1 1 
M ' ~-1 j p-
p. • Il [ p + 1 ] = ( Il [p + 1 ] - x 

• 1 1 

~ : 1 \ "• 1 . ' l ·· •- · p.= p. (p·l)• ~eme sque et 
~ -·· •·- JI~- - - --

... '; 
l' 

Les applications induites par p., ~ et p. par passage au quotient .sont notées 

'. . /'\ ., . ; 

xP+l ;lxP •' ' ~ ~. . - ' 

p. 1 ~ : Il {p+1] 1 Il [p+ 1] ... 
\ 

.. . . .. . M 

xP x~l ~ 1; : Il [ P+1 ] 1 Il [ p+l ] ... 1 ~ 1' ... 

p./;: Il [ p+1 ] 1 Il [ p+1 ] .... xPt
1 !· xrr:

1 

2) Co~e conséquence de .la naturalité de .l' opèrateur ' a dans la suite de Puppe 

d'une cofibration, le diag:-amme ci-dessous .est homotopiquement commutatif 
' ' l' .: - . ;J ·. 

(p.tXp+l): 

. Il [p+1] 

~[p+l] 

, xP+1 ..,._ , xP+1 
... -·~ 

p·l x 

. ~·. -~~; 1 
1 

j ' : /' 
ll[p+l] ':"' 

.... 
Mp+ll ., . . . !· 

xP \ . 

. ~t'i !' 
r '' ll[p+1] ... 

L\[ p + 1] 

a! !ll[p~ll 
i\[ P+1] 

,. 

.. 
. • .) . 

1' 

'( 1 • 
, .. 

. ' .. l. 

,.,. 

. .. 
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Et lorsque. p. . parcourt . , XP+l on en déduit la commutativité du diagramme .suivant 
• ' •, •• \.1" • J•, 1 

(où ~[p + 1] ~ [ p + 1 ] . P.=--- quelque soit 

A[p+l]. ~[p+l] 1 . 

.. 
'' 

a 

. 
\ 1. ··" . ,• . ' . ~v A[p+l] 

p. • ~ p. p. 

.&[ p + 1] 

--~ ; . ' .· :' : '1'• ) 

3) Les .complexes .1 L\(p] s ~enboitent dans .le complexe ~ [ p+1] de façon à 
f • • 

recouvrir entièrement la frontière. 

\' r '. 
De façon précise si ' 1; ., !; 

··. 
(l ~[p] ... A[p+ll 

. est l'application induite par l'injection 

., 

·. ~ \ 

.. , 

. \ 
,. ' , . 

. ;' 
... [p+l] . . . iriJ # i. ·u ·.· .. o· .. . ··':\ J = •...• p .... 

alors .l'application .. .. ,,_ ~· 

. , 
p+l 0 1 'M' 

. V (cl/El) 
l = 0 ' . •\ . ·\.! .'. 

1 

p+l ~: ' 
iv ~fp], 

i=o L\[p~ 
1 -.. 

(18) 

~[p] i = ~[p] 
A [ p 1 -~ , A[ p 1 __;_ 

est un isomorphisme. (où pour tout i) • · 
...... -~ ....... - .• ~ . ,, 

( 

des .deux bouquets .de. P+ 1. ~phères en dimension p, 
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4) Soit 

• i 
p. 9 ~ = 

57 ,• 

alors .quelque soit 
: ; 1 

dJ p.) 
• 

dj (p.) 

, . : T 

0< .. 

·· .. 
l\ • ! ~ ,· ' ? ... ,. ' • ~ 

. ' ) ~ ., . : ; ' .. t • f, ' ,\ ~ ... ,\ 

. . : ' . ·... . ~ ! . 

ô[p] ô[p+l] 

A[ P 1 -
l / 

ô[p +1] 
., : ., 

' . 1 ~ -~ '· -·- .- - ... i •' 

; ~.) ', J• 

l i ' ,• 

C'est pourquoi le diagrame .(20) est commutatif 

' ' -· 
(20) . . ' ~ ( ~ i ÏJ 

.. 

' (,• 

'l' 

., 
~ fri i; ("i ;'~· 

tr tJ·P} ~' 
. [p] . '·• 

. ô[p] \ 
v ~=p+l i xr;;! 
P. i=o · \ [ p ] 1 

(où oc parcourt les élements .de' xp ; p. parc,ourt . . xp+l ' 

ô[p] - ' . . 'A(' ] . . .. ~ p 
(p.,t)= -

. ~(p] 

.•.' • ,)1 

pour chaque p.lXp+l' i = 0, ••• ,. p+l 
. ' '. 

'.' 

et enfin 

1 ': ,\ 

Il 

(p.,i) 

.j 
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est l'identité). · 

A[p] 

~[p] 
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-+ .' 
A [ P] 

A[p l 

\ 

; . 
'\ 

(5) Si l'on met co'le .à côte le .diagramme (17) et la suspension du diagramme (20), on 
'J. 

obtient, aprés application de foncteur k, le diagramme (21) où il ne reste à connaitre · 
; 

que les k (a p.) , et cela pour chaque p. t Xp+l" ·Ce.gui d'ailleur est fait dans le 
. ; \ 

lemme ci·après. 
~ 1: j 1 

, . ~ ," _ ..... ~-
• 1 /. 

'1 1 

k(aJ k(l:,{Xpj XPM! J) 
; ~: ~ / . , 

k(l:.V A[p] 
oc I[pj 

k(V 
p. 

' ~ .. 

·. i '\: ..... 

Diag. (•) 

+ ! \·': ' 1 

Foncteur . k .T ,· 

A[p+l] 
---p.) 

~ ' , 

A[p+l]' 
f -:1 

• i 

Axiomme de W edge, 

'1 

/, 

Diag. 

\. . + suspens ion 
· + foncte'!' · k. 

_., 
' '-

'. l 

oc} 

llk(l:. A[p+l] p.) 
p. ' . L\[ p + 1 ] 

!'-~ llk(IV A[p] i)J 
f i ~[ p] ( p.• 

(6) Description de ·.' a .. a 
p. 

·~ . / 

' 1 

Lemme, · Le. diagramme ci·dessous .est homotopiquement commutatif (la flèche verticale 
\ ·; ••• ,\; · •• '1 : '; ' '\ 

de gauche .est la co·multiplication iterée. p + 1t fois. D'autre part 
. , . '/ 
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dénote une application de .degré (•t )i , i = 0, · • ·, p + 1) 

L\[p+l] . 
L\[ p + 1 

i=vp+1 L\[p+l ~ 
i=o L\[ p + 1] 

. ~ a. \ 
.... 

• .... 

• i 
i '· i=o (; 

r ~ -:· ' . ~.) 
\.1, ,_). \) 

. 
L\[p] 

~·~ 

'·''· 1 
·À <', .::1 ' ; ••. ' ,_ 1, ! - .:. -~. , ..... ·'.1 ,",,.\ \ ~..... . ... }, ~/,. 

~ 

B.l.6. ·· coN~~CJIEN,èÉs .. oE LA sm rE SPECTRALÈ, d~'~A.·~· H· .... , 1 
· , •• ·.-

.1' 0: qi ,\. ' ·.• \. . '· ~. ' /, 

B.1.6.1. :On di.-a qu'un ensemble simplicial , X est de .dimention finie, s ~il existe .un entier p 
\ _: ! -~ ''l d ' ,\ l 

tel que 
p 

X = X. Le plus petit entier d tel de X =X est la dimention 

de X. \ 

La suite spectral d' Atiyah-Hirzebruch nous permet de.voir que de~ th~ori.e~' de la 

cohomologie qui co incident sur les sphères coïncident sur tout ensemble simplicial de. . ... . -· 
dimension finie. Et donc partout (Th .. B.1. 6. 3.). · En particulier. un spectre S et. 

son O·spectre S ( ) définissent la même .théori.e. 
., ,.\' ...... 

~.l.r;,2, Lemme. · Soit À: h .... k un morph~sme entre deux c'!homologie satisfaisant l' axio• . ; 
me .du lfedge. Pour que À soit un isomorphisme sur tout ensemble simplicial de 

dimension finie il faut et il suffit que 

; 

Î 
À 5o : · h ( S 

0
) .... k (S 

0
/ ·• \ 

soit un isomorphisme • ·,. 
• . 1 • . ~ 
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. ' ,. .: 
• ~ 1 

En effet, le.terme E" 
2 de la suite spectrale de " est l'homologie du complexe 

... ; a , "rs o -- .... n J 
,.u: x 1 p. 

P+ , ' 
: ' !, 

. 0 
n~ -h(S J 

UlX q 
(\ p t ·; l'-

avec 

r ' . " l --4 .... ... 
l \1 ./_ 

1' .. 
l .. 

• 1. 

' 

Si À~ estunisomorphisme,les.termes.· E2 · de h et k coincident. . ; 

D'où un isomorphisme f!ntre les. gradués assocïés aux filtrations de h(X) 
·• .• : ., ~ ~;~·_)'c'• ':j:~'/•.J;•tr'_~~~r.~~~.l .. ~-

k(X)o Si X est de dimension finie, p par exemple, alors.· 

\,· '. ,) ~ . ~. 

La relation 
• j\ { 

1. 

À 

implique alors q~ 

1 

' 

'Fp+l h(X) ~. Îm(h( X f Xp+l) <... h.( X iJ, 
... I = 0 

~ . •, ,\. ·1 ,, 
•· ' ~J 1 

Gr ad h(X) ... Gr ad '· k(X) "" 
; ' 1 .. d .\ 

.. ,, 
' 

. ~\ 

.;.•. ' 

~' i . .\.. 

·- ... , ' ... 

et de 

.. ,, . !. ' 1 1 '· \ 

Et par récurrence descendante 

Ainsi que pour i = ·1 

. ... ... 

on trouve 

. -~ . 1, .. ' 

., . t · .• · ' . 
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h(X) k( x). ·, :. 

8.~.6.3., Tltéoreme. : Pour qu'une transfo·mation natu;elle · À t : h .... k entre deux théo;ies. 

de la cohomologie satisfaisant l'axiome du Wedge soit un isomorphisme il faut et. tl.su[fit 

que , .. 

0 
h(S ) ... 

·' 1 

soit un isomorphisme. 

La condition étant évidemment né ces saire1 démons tr?ns qu'elle est suffisante. D'après. 

le lemme précédent elle implique que les deux théories co incident sur .tout ensemble sim· 

plicial de dimension finie • · 
' . ., .. :·' _.·. 

En particulier À · p : h (X p) x. "" ... est un isomorphisme pour tout 

et tout ensemble simpUcial X. 

Or, d'après Milnor (1) on a une .~uite exacte courte 
--· 

.-· 

0 ... 
... 0 (23) 

Le lemme de cing implique alors que dans .le diagramme 

0 ... lim h 'ï 1 
(X p) ... h q(X) ... l~m h q(Xp) ... 0 p -p-

'\'•· ' 

l· [À x Jid1) X(XP) 1·~ MXPJ • 1 

1 q-1 p 
kq(X) kq (XP) 

0 ... /im k (X ) ... ... lim ... 0 -p p '' 

.\·. 

p 
l'': 
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' 
;. . est un is omorphism~ (pour tout q) C. Q. F. D. ~ ., 

• fi"! 

' \ 
8.1.~·4· Soit E un spectre., · On note 

ITP(E) = li!!!.. "p (ËP+k; 

= ~ "ornPEP+k; 

= kk(S 0
, E) . (24) 

1. 

On se réfère aux "k comme aux groupes.d'homotopie du spectre E. · Il est 

· évident que .si .L dénote le 0 ·spectre as-socié à E (B.l. 2~1.).· 'alor~ 

De même que si E est un 0 ·spectre 

Corollaire • · Soit 

rr (E) 
k 

··-.. k 
= n rE ; 

0 

. ' .. 

• 1 

'· ' 

1 

(25) 

(26) 

1" 

un morphisme de spectres .simpliciaux. A lors les .conditions .suivantes sont équivalentes• 
1 ' 1 

1 : 

a) Le morphisme : . . . 
f :h(•,) 

entre les .cohomologies .associées à E et F est un iso.morphisme. 

b) l'homomorphisme 
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"· ([) rr ( E) . ' ... rr.( F) 
.1. , ) ·. ,. \ ·' 

1\ .... 1' 

·, 
·"· • J \ ' ' ~.. 1. ., • 

.... ~ '. 

associé à F, 
. ', -i• . • . ' ..• , ·• . • ·.• • ,. •. . .• ' 

ent.'"e les groupes .d'homotopie des spectres. est un isomorphisme .• 

c) Si .E... et ..E. s'ont. k les O•spectres .associés .à E et F ( ) 

alors pow tout' ktZ ' ( 
,, ( •. : ·. ' ' :· > -11 

p 
..... .1 

" 

' ' ·':a ,; 

k Fk+d "o (f) "o( E.., ) ... "o(.- ) 

( ..... 

où d =degré de f· \ • • • ' • 1 ~ ' . • . 

·' 

CLASSIFIA~T GEN ERALlSE. . .') 

' 1 

8.2.1. On note Il. la catégorie dont les ob jets sont les e~sembles ordonnés. 

~ ' ' 
' [n]. 1 0 ~ 1 ~ • •• ~ n 1 et les flèches les applications .croissantes .au sens large. · 

On sait bien que la catégorie. Il. °C des objets s impliciaux d'une catégorie c, 

est la catégorie des foncteurs cont,.avariants de dans . C. · On note . 8 la 

catégorie discrète associée à Il. : ses .objets sont ceux de et les flèches. 

sont les .identités. Il est clair qu'un foncteur contravariant (ou covariant) de dans. 
' ' . ·.) 

un~ catég~rie c :•. . . . . ·_,. \• 

est tout simplement un 
~. . . . ' ~., 

.. v:8 ... Il. 
.., . ' 

le foncteur évident. PorJr'cha~ue· ~atégori~ C, le foncteur 

... ' 0 
8 c 

.,. .· ') '-~ ·. ~: 

'""' ' ~. :..·, ' \ 'l .... 

associé à v , .. est celui qui oublie les opérateurs .d'un objet simplicial pour ne laisser 

que l'objet gradué sous•jacent. · 
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Sous certaines .conditions .sur C, le foncteur V admet un adjoint à droite v. 
... Ce paragraphe est dédié~ l'étude du foncteur . . . ; . . ' 

U lorsque C est la catégorie 

des .groupes, ou celle des groupes .abéliens .• 

' : 

' B.2.2. · C dénote une des .catégories .ci-après.: . ensembles, ~r~upes, semi·groupes, groupes · · 

abéliens, semi·anneaux, a~neaux commutatifs .avec unité, module sur un anneau Il 
" .. 

(comm. avec 1). · .. 

Proposition . · Le foncteur oubli 

... 

admet un adjoint à droite .• · : 1 1 ( 

Nous .ferons .la construction de. 

t', •• \ •. 

U Oc -t A Oc 1 ' 8 Ll 

' > 

au cas .où · C est la catégorie des groupes, Pour les .autres .cas .la démonstration est 

semblamle • ·' i .• 

S uppo~'ons tout d'abord q.ue C =Ens .• · 

Ils 'agit en effet de montrer qu'étant donné un ensemble gradué 
' ' • J •.. • • . ··' 

G , le foncteur qui à ... 
chaque ensemble simplicial x fait correspondre l'ensemble des .applications graduéeS 

de X dans G, est représentable. Il est représenté par U (G) : 

U (G) = 8 ° Ens (V Il [ n] , G) .,, n . .. - ... .. 

Pour les catégories. C qui nous .intéressent le membre droit est de nouveau dans 
_; #. ': '1; : ' 

C, si G est un objet de C • Les faces sont définies de façon évidente : si 

w : [n] .. [m] est une flèche de · Il,. et . · w .; Il [ n] ... Il [ m] 
• 

la flèt• .· 

che de associée , alors l'application 
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qui en résulte est dans C· . 
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... 

Cù • : U (G ) m ... U ( G ) n • 

On a défini U G de telle façon que 

8 ° Ens (V ti [n] , G) = ( U G) n 

= â 0
Ens (li [n], U G) 

.... 'i ' 

Plus généralement pour tout ensemble s implicial ' X 1 

' ... 

.•.' : L 

Cet isomorphisme est associé à l'application 
\ 

rG : V U G ... G 

définie sur x : V ti [ n ] ... G par 

·, - •' . . ~ .. 

Si G est un groupe gradué, la multiplication dans 

x,y: V !i[n] .. G 

(x.y)(t)=x(t). r (t), 

.·' 1 

et alors. 

~ . ' , 

U G se fait par poi.nt!l 
\ . ~ \ . 
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Lemme. 

= r {x). 
;G 
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Si G est un objet de t/C, 

rG: V U G ... G 

0 
est un morphisme de B C. · 

\ 

Démontrons maintenant que la relation (•) a lieu. Par définition elle a lieu lorsque X 

est représentable, c'est·à·dire que pour chaque n~.o et pour chaque 

x: V ~[n] ... G il existe une, et une seu.le application simpliciale 

T: ~[n] ... U (G) 

telle que. : 

: ,' ·' . 

Soit maintenant X un ensemble simplicial quelconque, et 

· .. 
f: V X ... G 

une application d'ensembles. gr~ués. Soit x t X • · On note encore 
n 

x • ~[n] .. X 

. ' J 

l'application simpliciale qui lui est associée. ·Alors .à l'application 

' 
f o V (x) V~ [n] .. G 

'. 

' ,. 
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correspond une et une's_eule application simpliciale 

• \ \ • • 1 . . 
f(x) = foV(x): ~[n) ... V (G) 

(ou , ce qui revient au même., un élément 

. 
f (x) 

. . ., 
l .. ·. ,, •· 

t V (G)n ) 
r \\ ., * \ 'r.! 

. ' 
' <.; . 

telle que 

. 
rco v f(x).~iforr~;, 

' \ . 1 1 i ~ 

.. .~ 'appfication , , ~ -~} (xJ. ';, ~e ... X ~- dans V (G} est simpliciale : car si 
! ''· '·'\.' \~· f •' ·-~-- .,- ,. •• '< ~~ 

l. .. \ Cù 

est un morphisme de 
\• 

(ù . 

• 

[ml .... 
j • 

[n) 
• 1 '"' J 

et si 
\ . '. \ ·~ . ' '' 

~ [m1 . .;. . ~[n) 

·•••. 1..1. ' . .'.,',". 

·,;., 1'. -· \,· ,, '' •'"· •• '! ~: : ·, . 

l . ~-

sont les applications associées, alors.pour tout···~·" : .. ~[n) ..... x .. : .. ie . "l xn 

v . est la seule application ~impliciale telle que 
. ) ) l, . \ 

Or, d'une part 

[o V(Cù•(x))=[o V(xoCù) 
•··.~' 1: ~~~ \ -,: .. ~ .; 1 ' '" .r. ··~·. ···~ :''· "' 1".\" 

. 
= rG o V(f (x))o V(Cù.) 
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. "" 'co V ({(x) o w
1

) .... ,. , ....... , ... _., 

~~ d 'autr1 pmt 

. _, 

• • 
w 1/fx)) A[m] .. U fG J 

) 
. • r 

est aussi s impliciale, alors .l'unicité nous donne l'identité cherchée : 

• • 
{(w(x)) 

. . 

. \' ''· ,• 

. \ 

Il noua .reste à voir que si x et G .sont des. C- objets simpliciaw.:. alors 

t/crvx,GJ. à
0 c'/x,· u· dr·· ·r··J 

La démonstration sera faite lorsque C est la catégorie des groupes. Soit donc G 

un groupe gradué, X un groupe simplicial, et ' t 

1: v x c 

'! • un homo~rp.hisme de groupes gradués, alors, l'unique application simpliciale .. 

. "\\. 1 , .. 
f x VG 

\' :' 

telle que 

~ ~ 

est est un homomorphisme de groupes simpliciaul. Car pour tout couple x, y de 

simplexes en dimension · n de X, · on a 

( . 1 1 1 .. 
' ' 
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1 : 1 \ \ 

~ f(x) f(y) 

=tc; 0 vrifx)) {re 0 vrjfy))) 

1 '; l •. 1· 

= r o V ( f (x). f (y)) 
G 

1 ,\ \ .\ 

Alors. . \ ., . ~ .· '; ~ l t : : • i ,, 1 [, 

. . 
f(xy)=f(x) 

B.~.~.; Pr~position., Soient 

•' 
.. ,. 

\ c " ' ''. ' • " 1 '· ·. 

· ... \ h ' 
. ) . '\) 

f,g: G .. H 
.\ •·.' ' 

. i \ 
deux rrwrphî~me's de S°C ., 1. Alors le~ tn.otphl~me[j 

\ •'" 

• ' 
.,, 

~ J: 

. ···· ..... ,(\•,· 

• 1. 

V (f) , V (g) : V (G) .. V (H) 
, i : r i ·) 1 ·, r .· .. ·. _ 

1
• Il 

Par commodité nous allons dérrwntrer la proposition au cas où 

. " ~ . '. . . 1 

• •J 1 • ~ ·,. \ ! 

c . e~t la .c~égorie. 

S ',\ 1/, •. l 
de groupes. ott ' [\j/1·\·\f ··.f\i"'l !' '! ,,, ,,,,, (j 

? ,, r t · F': v à (1) K G ' .. H ·' 1 ,· . •\ 
·.,·; 1 ..... 

i, { . ' '. \ \ ··' '. • ·\ - \ 1 .. :t 0 '._ • ·~ 
l' a.pptication 5raduée donnée par 

'~ .\ j ' { ,. 

' ·1· ( ( ·, . ·. ') , .. ;.. 

' • '1 • ·"': l:t •. ·, "' 1 . ' •• -.~ .: • -'J 



70 '" 

f( o, x) = {(x} ,·. \ .. 

F{l,x)= g(x) 

\' -F(t,x) = ··f(x), t ~ 1 

1 ' 1 ' ,, \, 

Ici o {res p. 1) représente un simplexe de 
0 

ô [ 1] dans .l'image de l'application 

tl : ô [o] ... ô[l] {resp. · t ). · '. <".'' • 

Cette. application satisfait en outre à la relation i · 

F (t , x y) = F (t , x) F (t , y ) 

·' ·., lt n 
'1 

pour tout couple. x, 1 de G , et tout t de Vô[l].· 

L'homotopie cherchée entre U ([) ·et 

., 
', . ~\ ' 

U (g;' <· . est le composé 

~ . ·, U (F) U 
F':ô[l]xU{G) ... ·UVô[l]xU(G) ..... (H)·· 

sxl 

où t ,. 

s: ô[J] ... uv ô[l] 

est l'injection.simpliciale associée à l'identité de 
• ~ ' ' ·",1 ,\ ~ i' i' 

V Ô [ 1] , par l'isomorphisme d'ad· 

jonction 
, . . ·.' \ 

1 ,. • \ ~ 

L'application F' a le mime comportement 'que. ' F ·~ vis~ à ·vis .des opérations : 

F' ( t, x. y) = F' ( t, x) • F' (t , y) 
.. ·c. 

x, y t U G et 

' 
Soit c une des.catégories suivantes: groupes.{r esp. abéliens), ô-modules, semi• 

groupes, ensembles pointés, La proposition précédente nous donne le : 
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B.2.4. Corollaite. Pour tout le C·objet simplicial. ,U (G) est contractile: : 

Il existe donc une homotopie 
.. \? f. f • 

'1 

\ ·. ·~ . \ \' •· .. • ···~ • :·. \.. ' • ·• ~ • ~ '1 \ 

F: à[l] x V(G) .. V.(G) 

a) 1 f (_o, x ) , =. x. : 

b) .. f( 1," J.: = \~ f. 

'· .X t 

1 

V(~) 1 l<. :; . ' . : .. '\ ~ ... (. 

c) pour tout n et t t à [ 1 ] ·en dimmension . · n '' · 

'· ·. L 

est une flèche de C • · ' J \.1 ;, 

Il suffit d'appliquer la proposition précédente avec 
. .\ 1 :-:-. • ~' . • 

G=H .. ·. . ·~~·. ,, \ f := identité de . . . . ' 

et. g = l'application nulle = * 
) • ' ••• J ~' • :, i ' 1 :,•.·· .:. \ ·• "· ~· \ 1 

8.2.5, · Soit G un groupe simplicial. Alors l'application canonique 
• ~ ~ ) • • • • • • • 0 \' ,•, • \ •• '~ ~ ' • , '. ~' • ':! .. ; 

.. ,. . S . • G ~· u v G 
·' .. G i . 1 

., 

est un morphisme de groupes .simpliciaux. 1, Cet.te application fait correspondre à chaque 

x f: Gn 

• ~ 1 • 'U •• • • .. ·'x:à[n] .... c···· 

l'application graduée 
( 1 

Vx: V à[n] ... VG 

ie : 

V (x) t V ( V ( G ) Jn 

. \ 

~ ! i. 

\ 

'· 

· .. ~ 

Le corollaire 8.2.4. nous permet alors de conclure que.l'ensemble simplicial 
' ~. . . -

G 
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UVG/G . \ 

1 
l , . .: \ ·' 

quotient de UV (G) par l'action de son sous- groupe simplicial G , est le classi· 

fiant de G. 
1 j . : •. ; 1 ·. ·\ 

B.2.6. Soit maintenant X un ~nsemble .simplicial tel ~ue .. V (X) ., est un gro~p~ gradué· 

C'est-à-dire que chaque. Xn est un gr~upe mais lesf~es.de X ne sont pas 

des morphismes .de groupes .• .. . . 
Alors. U V (X) . est un groupe simplicial mais l'application sù~pliciale (injective) • 

sx:X ~ U V(X) . 1 • 

n'est pas, dimension par dimension, un homomorphisme de.groupes'. · 1 1\ 

On note [X] le plus petit sous~groupe simplicial de U V (X) contenant 

Remarques.. a) x ' 
es t'un group~ .simplicial alors. [X],. X 

,· 

b) Si f: X ~ Y est u~e a~plication simpliciale telle que. 

V (f) : V X '... VY . ' ,·' 1 .·, \' 

s tX)· 
~ 

est une flèche de 8 ° Gr , alors elle induit .. un homomorphisme de groupes s impliciau% 

f# [X] ... [Y] 
" ' • 1 

rendant commutatif le diagramme 
: ,. 

S.)( __.,..___ 
x ·C.. [X] c... UV (X) 

. '. ' 
if v ( f) 

. ,• Y~V(Y) ' .. , .. 

-~y : . . 
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· ; En effet, les hJf>Othès.es sur. .: {, . impliquent que·~ , U V· (f) r'. est u~ homomorphist. .: 

mesimplicial.Si s)/Jx1) •• ,.s~(xn).· .. , estleprqduit~ans _.U,V(X):- 'de. n 

éléments de X, de même dimension, alor.s. 

"· ,· ·J.' 

U V(f) (sx(x1) • ·l •• • sX (xn)) = 

U V(f) (s~_(x 1 )) :<:. • U V (f) (s.wJxn}) = 

., ... 
'.\v)' 

est le sous- groupe de U V (X) for.mé des éléments de la forme 
!,·, 

.. 
~ , ; ) ' 1 " '!; •• : ·~ • ' ,: . \ \ ,)0 ·, '\ -~' . 

~.2.7. Définition,. 1) Soit X un en~emble simplicial tel que , VX. ;. est un groupe gr.a-

dué. · 

Alor.s .on note W (X), et on appelze (1) class ifia'nt généralisé de 

simplicial W[ X] classifiant du groupe [X] engendré par. 
\ . 

X , l'ensemble 

x dans. U V(X). 

• ' ~ \ \..... ) ~ 1 • ~. •• ·;\, - • ' • r·. ·• ,, • h··\ ,~, • ~\;;;,\, '· : :, :··.· .. , . , 
2) De même., si f: X -. Y est une application simpliciale telle que, · ..' : 

,,i\. ~ • ·~\·'··' .. ': :: \\ 1;\ .• ••. ,l'.'·. ( .,., ... ~\ •.. •,• •' ~- 1 ' ... ·,. . ) ·,_, \\. ',\ . : .. \ ., ~ ' .. 

' ~\ . ' l .. ,/. 

. V(f): V,X ... VY . ') ... ;;._. l '·~ 

est une flèche de 8° Gr. , on note W(f) l'application simpliciale. 

1'. 

,W(f#): W[X] ... , W[Y] 
,•. \ .. ' •.• \ '. • • J 

3) G est un groupe .simplicial, l'ensemble. W ( G) décr.it au numéro 

A. 2. 3., est tel que 

classifiant de l'ensemble 

z . 
V W(G) 

W[G)'. 

est un gr.~upe gradué. On note · ·, W (X) k 

0~ définit a~~i 'par. r.écur.r.ence 

i 
~ 

' ~ \ 

n- 1 n - -
W(X) = W( W .. , ; 

x ) '· •' 
' 1 

(1) de façon plus précise : on par. le de [ ] -'classifiant généralisé 
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Remarque. Si X ! ~st un groupe s implicial , le c lass ifi~t de · X 

A. 2. 3. et ceiui donné par la définition précédente coïncident . 

. ... , . '\ 

B.2.8. Notons. P(Gr) = P le produit fibré des .deux f~cteurs. 

1 

/i
0 

Ens 

• 
~ v 

0 . 

8 Gr 

. ' 
J. ' 

8°Ens 
~· 

Ê 

. ,, ' 1 • 1 ~ • ., • 1 .' ; ' ' 

est le foncteur qui à chaque groupe gradué associe l'ensemble ~radué sous~jacent· 
.. • . l • . '·. ' • • ..<.'· • . . '· • .. •·· 

où E 

Les .objets de la catégorie P sont les. triples. ( G, a, X) où G est un 

groupe gradué, 'X un ensemble simplicial, et • ~-} •• t .] 

l. · .. a : E (G) , .. · V (X) '. ',, !, 
... 

t t. ; ,; 

un isomorphisme dans (i.e : a est bijective). Bref, un objet de. p· 
) ,, ! l ' ',. • 

est un ensemble s implicial dont l'ensemble gradué sous~ jacent est muni d'une structure 
1 

de groupe gradué • · Les flèches de ) P sont les couples (f, g) 

•• 1 ' 'l' . 
f: G -+ G' flèche de 8 °Gr 

g: x .. x 
' .. 

" 
tels que le diagramme .. , 

E(G) 
'·1' ; 

E({)! 

E(G')' 

. l: . 

flèche de ~ 0 
Ens 

''." .l • 
,, 

a 

., 

.. , 
a 

V(X) 
~ : 

iE(g/ 

V(X') 
;, 

-~ _j , 1 

\'. 1' • ''" 

., i 

··' 
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commute. Il s'agit donc des applications simpliciales~-1: X·.>. X' qui sont des 
1 • . ~ ' .' 

homomorphismes .des. "groupes gradués 'sous~ jM.ents ". / 

' ·. l: '\ .;'/ '11 
Il existe un plongement fïdèle. 

.. P(Gr) 

. , de la catégori~ des groupes fi.mpl~fi~~x .~~:.· .. f, ··i~C.:e~t.,Z:~~\q'L~fo.nct~u~,f~ .c.~ordonnées. 

A0
Gr 

.·, E 

à
0

Gr v 

à
0

Gr 

D' autre part le foncteur 

. '; :i• à 0 t ,.;s ' 
. ,'1' .. ~-., 

cS 
0
Gr 

~ , .. · 

(fo~cteu~,~~b·li.de zci ~'tr~~tur.e de g~o~pe) 

(oubli de la structure s impliciale ) • 
. 1 •• ' 

1. 
à 

0

Ens. 1 '' 
lv \ .. ~ ,''. 

8°Ens. 

'. ;\,, 

l'')! 1 • : 1 '~. \ '· '. 

1 '·' ''.l'' .• ;'' \. '.\ 

défini dans A. 2. 3. prend ses valeurs dans la catégorie 

des ensembles simpliciaux, mais il se factorise à travers ,: · P (B • .2. 7 .) , donna;l lieu~ 'i 

foncteur noté encore 
' 1 
J ·- • 1 

.. P(Gr) 

D'après 8~ 2. 7. celui· ci se prolonge en un foncteur, noté toujours. 
' ', 1 • • ~ 

W: P(Gr) .. P(Gr} 

et appelé classifiant (généralis9 

,· 

) 
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P(Gr) 

' ~ ' .. 
. ' 

1 . \ 

\ 

··,~r. ·~ 1 \ •• ~ 1 ji '. \ \ '· \ 1 '.t'\'' 

? ~- ;., ; . .' ·, .\.' .• ,, '' 

' ,, 
) ,, \ . ,, -'· . . ' 

\ 

Remarque. Ce' qu(prec~~e -~è)stè ~ncoré ~~labk sl.au lieu de la catégoriè ,. ' Cr '"' des 

groupes, on utilise la catégorie , SGr des .se mi-groupes, la catêgori.e. Ab des. 
. • • 1 . • . ~ j ) ' • •• •l t J 1 .,, • :. -···- --· ; i 

groupes abéliens, ou celle des modules sur un anneau. 
'.; ., 

L'inclusion. 

Gr. 
j - Ab 

induit un foncteur P(j) 

P(Gr) 

wl 

P(Gr) ... 
\ ,.l (\ 

De même si Ab est remplacée par SGr.-

\. (' ·,,. ...\' 'i • ·< .\ '~-

8.2.9. ·. Proposition. · Le fon~teur 
1' ' .. l. •'' ·'· . \, 

• ..... •• \ . . ~ 1 ,• ' •• 

... P(C) 

. q" . ' 
" 1 

admet un ·adjoint à gauche 

. '1. ~ 
1 1 Il' 'j .. . p ( c ) \ ... ,, tl 0 c ' 1 • ' ; .. 

\ . 

' 

' . l . ' \ •• ) \ •. \. i \ . . • .. ', ~ ,·, 

li 

-· 
\ ... ~ \ 1 ' 

' ' '· • ·'. { 1 ., ~ ',. i 1. \ ' 

i. (resp. j) commute donc aux limites projectives (resp. inductives). 

Nous ferons .la démonstration au cas où C = Gr • Soit donc x un ensemble sim· 
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plicial dont l'ens.emble gradué sous~ jacent est muni d'une structure de groupe gradué. 

Soit D(X) le plus petit sou~ groupe simpiicial distingué de [X] con.tenant les. 

éléments .de la forme 
"'-""·-··-···· ..... ---. 

l " ....... 

·r ; ·r -z; ' .·r'·,"o.1J ·;· s .t • Cù x y • sx Cù y J sx Cù x . 
1 \ ..... , 

~ '' l (M) 

où x,y lX n Cù: [m] [ n] est une flèche de·: , Il , 
..... - ... - ........ _ i. J 

et où 

... [X] est l'injection canonique • 

Soit enfin 
• ! t ~ .. " ' "· .,. . . '.\ 

'j(X),;, (X]/D(X) 
'ù: ·.lU 

(1) ' 
. , 

. ' • 1 • • . • • • • • ~' 1 i . ' ., \_ • : ,·, 1 .'. 1 • ~. • • ., \\. •• ; ~ • • .• 

1 ... D(X) ... x ... j(X). ... 1 

h//x 
; 

:~, , .. .\ 

; ~ l. 

; ~. \ X> 
' ... '\ (· 

il est clair que l'application ,_, ! ( : ·) 

i) est simpliciale 
\ . ~- : ~ ' ,") • 1-~ ·l~) \\\ 

''. 
'!~ . ; 1 .J ' 

ii) pou~ tout n , (tx)n : xn 
~ .. 1~. • • • " \ . • 

·· -o j(X)n est un homomorphisme de groupes. 
~- •· . . . . ~ .,. ~ :·' . . ' ,· .. · .•. ;,:.,~ ,:• ') 1 

En outre elle est universelle pour CBS deux propriété. c· est à dire que pour tout groupe 

simplicial H et toute application t: X -o H . , . satisfaisant à i) et ii) 
·.t: ••. · . 1 •• ,· • •• \}1 .• \ 

1 
J \ •)',-'. ':'' ,_., •• \\ 3~ .. 

il existe un et un seul homomorphisme de groupes .simpliciaux u '. j X -o H 
• 1 ' '. \1 '•. i , ' \ 1. : 1; 

rendant commutatif le diagramme 

\ . . "· x \' 

H ··•. ·' J !' ·' 

u ' \' ~ 1 

j(x) 
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En effet on a un diagramme commutatif ~ ... .. '. ··, 
' . \• : 

~ ~ ... : 1 ,,, .... ' \', 1.··· ,·, .. ' j '' .. 

x H 
'· •' .. .~ • l ~ ~ 

1 

/ 
',: î 

'l' / . . 
'/ ; \ 

. 
'1 

',l, 

sn s \ : 

sx 
v 

/ ' 

/ 
. ' •\ t. 

[H ]' ! [X] 
,. : •.:. '1 ' r 

. \) 
'\ 

\•·· ' " ' 1 f.J 1 ·x 

\1 . ·., '.':.. 'i. 
où sn 
. '.·, 

r/J z si/ o t 
est un isomorphisme car H .. est un groupe simplicial , et où 

' 1. 1 '. ~ l " j ; ·. \ 

est un homomorphisme de groupes simpliciaux • En outre. 

·* . 1 \ j . \\ 

'l'(s.~ (xy) ..(· sw*(y·1) • sw*(x-1)) = 

\ ''\ j 
'l' s( w *( xy) ) • 'l' s w * (y -1 ) . 'l' s w *(x ·1) = 

' ; ' . 

w*t( xy) . w* t(y"1 ). w*t( x"!) = 
·• '\ ',' • •• ~ •• 1 ~ 

) 
.. 

(dans. H) w* tx • .œ*t(y-1). w*t(x"1) = 1 
. l .. ·. ,• ' ; ~ 

't ·' : ' . ' ·. ') . ... ~ , . 1 ; : : \\ 1\ ) \ • .,., ( : 1 

est donc nulle sur le sous.- groupe simplicial de ,. X engendré par les .éléments. 

' (M), donc sur le ;ous- gr~~pe distingùé eng~ndré par le~ .éléments· de la· forme · x.M x ·1 
r • , ·, ~ ·' \ , " . ,.. \\ ' • ..... . •. • ' • \ '\ '": ~ \ ' L \ ''· 

et à fortiori, sur D(X). D'où un homomorphisme .de groupes .simpliciaux 
; ,; • 1 •' • j 

tel que. u o tx = e. 

L'unicité de u est immédiate.: si u 

1\ 

et u' 

' 
sont deux solutions. 

' . 
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alors les .homomorphismes. 'l' , 'l'' 
1 \. 

''de groupes .s implic iaux . 

1 1 

[X] 'l' • CI'), II' 

"' / j x 

donnés .par 

" .. . 
" 

' 1_,\ 

!.i ( 

., 

'·, .. ) ~ . ' ' ·~ ; .1 

. ' . 
'·· 

sont tels que. .. ·' 
. 1 

1 

'l' .. s ='l'os =t x ~ 
1 

.\ '' . ,\ 

Or, en. c.haque dimension, [X] est engendré par des. "mots." 

donc et w' coïncident, et, avec eux, leurs quotients. 

u et u'. 

\ 

~.2.10. Corollaire, Le foncteur composé 

. 0 v·= i o v : s c 

est. adjoint à droite du foncteur 

v 0 j P(C) ... 

,., 

... · P(C) 

\ J \, \·· 

... 

' . : 
'' 

i. ,\ . 

8·2.10, Bis 1. On decrit le groupe jX comme le groupe quotient du groupe' simpliciallibre 

FX engendré par x modulo la relation d'equivalence 

w*(x y) w*x • w*y x,yt'X~· 
'1 .. \, . .. 

'· ,, : 
,. '. 

L'application canonique x ... jX est surjective • Pour qui elle soit un isomor-
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phisme il fout et il suffit que X soit un groupe simplicial • 

8.2.10. Bis 2. · Pour que l'application canonique 
\' 

t • . : W A ... j W A 
IrA 

'f . , "' 

,,. . ' 
..... / 

j, 

\ 
\ 

' 

r . 

.. ' 

soit un isomorphisme il et il suffit que le .groupe A soit abélien • 

En effet on identifie ~ \ ,_;. . ~ ., 

tWA est injective on a necessairement 

. , \ ·J' 7 . 
.· .. 

0\ .. ' .y 

D'où. ... '• ., 
·' . ! 

.~ 

dans An-1 

Or d0 est surjective, alors pour tout n .. • '' 

An est commutatif et donc . A est un groupe s~mpli~ial. abélien • 

B.2.10.(3)Notation. XtP(Gr), CJJ(X) = Wj(X) 

- . 
W( X) = W[X] 

·' \'. . ) . \ ., 

1 
{. ~'· ,. ' 

.. . ~ . ) 

. 1 • ~ •• 

' -1.' .... , -

' ' \ ~ 

,\ ·' 

'. ( ··' ,;, 

On dit parfois que CJJ(X) {resp. W(X)) 

' ) . \ 

est le j • classifiant (resp. le [ ]· 

classifiant) ~e . X •.', Ou,si aucune confusion:n 'e'st à craindre, on pa-lera des classifiants 

généralisés 
'·' 1 

i, 1 '. 
~ ,; < 1 ~) 1 1 

8.2.10.(1) · On décrit aussi le groupe , jX ' comme le groupe quotient du groupe simpliciallibre 

FX engendré par X modulo la relation d'équivalence (où w* ·est une face quel· 
.. , , ,. 

1 ' 1 , l ~ t . \. 1 ; •. ~ 1 ' l' 1 ' ' • 1 \. 

conque) w*(x y) • w*(x).w*(y)' x,y dans x 
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L'application. can~nique x .. j x est surjectiv~. Pour qu'elle soit un isomorphisme 

il faut et il suffit que x soit un groupe simplicial • 
t-, ·, l Î J 

B.2.I0.(2). · Pour que l'application canonique. 
t'", ··.\·' ..... , -\ { . .. _._ ...... )f' ,, \. ' 

t. 
WA 

. 
IVA . .. . 

j WA 
1 1 l ,,, \ ,'. \ ' 

·,. soit .un i.s omorphisme il faut e! .ils uffit que .le group~.·(,, A ;,~soit abéli-en .• · . ,,,,· 1\ 
• • 1 1 

En effet, on identifie 

\., .-:. !1 

dz("oYo•'''•"nYn~ et 
~ 

[ '. 
l": 

' ... ' ~ 1 ~- ' f i 
t_ est injectif on a nec~s;airemente · 
WA 

. ~. ', . ,_,. \ ,\ ' . \· ' -t \ ... ,\ ' i ' ' 
"n-l.Yn~l-do "n doYn = "n-1 do x Yn-1 do Yn 

·.' ,~· t.·:· 1 .• : ~-· 1 1.. ·; ...... ~..,:-.. /.,·~ 

D'où . \',1.' .,·l., 

•·. t. 

Y ... 

'~t •.. ~. \' j' 

l' ••••• ). 'l','-.·· 

.. \ · ..... · '' _., .. :.. 

1 '! 

': 

Or, quel que soit n, d
0 

est surjective, donc 

est un groupe simplicial abélien. · 

\ 

B.2.I0.(3) Notation : on convient de noter 

(J)(X) 

) . ,, 
> . 

W(X) 

= IVj(X) 

'. '\ 

= W[X] 

x est un objet de. P(Gr). 

q ·, 

·' 

'1 4\'1 

,., 

'' 

' • ? 

J. 

1 
!17 ( \' '1' 

,1 •, ",1' .· 

est commutatif et donc A 
! ... '; •': 'r ''l 1 ' r· Çj 

• ·' . 1 " . • " ...... -

t ',t: 

•• \. ' • ~ • ' •• 1 .•• 1 . • . 
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La transformation natu~elle ' j ; 

' 
i . . 
'· ~ 1 

[x] -+ 

. ' ,. 1 

jX 
' ',·~ .-, 

J,· ;-•\•' 

., 
., ·\' ~·. 1 

(',;' t) .( . ,.,. 
induit une .trans formation 

\ . 
W(X) -+ (ù rx] · 

l. ~ 

D'autre part, par applic~tion de l'espacè de lacet~, elle r~~ èo~utatif le diagramme· 

~ t • 1 

On parle parfois .de 

fiant) de l'objet . X. 

[X] • n W(X) 

x 
'-..., j(X)=O(ù(X) 

',. \l ''• Il; • ~ \ .· .1 

.. 
Cù (X) (res p. ile, 'r'XJ). çomm1e du j-classifiant 

' 1 \ 1 . l . . 1 l'· ; '• ' 

1ls coi'nculent. si x est un groupe simplicial. 

/1 

(resp. r ].classi• 

Nous .aurons à nous servir de ces deux généralisation du classifiant de MacLanè ;otammt"
1 

dans .la construction des .deux spectres .associés. à un Presque· groupe .simplicial, dont 
. \ ~ \ . ' ' . 

les .cohomologies k( ,X) et h( ,x) seront étudiées .au § 8. 3. 

'1 ·' '1 ·• 
. \ ,, .. , '1. '1 1• l • ·:·, ' 1) 

B.2.ll. Proposition. Le composé .\:. 't.··. ,·,\ \ ' ;,.. ' ' .. ' l ~ ' ~· . \ 

-+ P(C) 
,, 

est le foncteur .identique. 
~ 

Corollaire. Le foncteur p=ioj: P(C) .. 
1 1 

est un projecteur i.e. · 2-p -p. 
.. 

.\ \ . \, 1 ,. 

P(C) 

, ... \, .. ~· '\ 

· .. 

'. \1• \• ·,/ 

! 

!' 1 Il •.' 
\. '' •.'' 

~~ 
lo J 
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COMPORTEMENT DE j ET [ '' ] VIS- A- VIS DES HOMOTOPIES .. ' ~ • 1 

B.2.12. Définition. · 1: )<. /. 

l 

Une homotopie. F : f
0 

~ f1 : (X. a, G) .. (Y, {3, H) 

':-~. ,,: .. ~~-; ); ·)·. ~:·'1 ~·- ,\ )' 

entre deux flèches .de P (C) est une homotopie .simpliciale. F entre 

et 

F: ~l x X 

l'' x ~ f.., ·.! 
\ 

y 

; '· , , ; .. r, " ~ ·\ i ·. ·; :'. 
t. J 

~- ~ '! \ . \ ._, ', .: ., •.. ~. ·\ .. ~. : ~ . ~ .. ; .. ï . l /. ', '>\ '.\· . 

telle que ·pour .tout n > 0 = 
et tout tE ~[1 ln ·.la flê-che'coniposé'. '·.: ,,,.,·t 

\, ' ' 1 ~ ' 1 : \ . ! . '(. ' \ . \ 

Xn F(t,-/ • yn 

-1 1 
r ,; ~n _1 ,· 
! ·•. ' 

·. 1!. ,; 
j 't ' ,,. 

\ ' ... ·. 

Gn --------• Hn 

\ 

est dans. C. 

\ \ (... ; •. i.. : ., '. ~ : .,, 

Si par exemple C est la catégorie des groupes cela s ~exprime en disant que pour 

tout 
1 '. ,·,: 

tt~(l]n 
' --. 

'· ·~t· · ' x ,'~;·txn 
. ., 
. ; 1 

F(t,xTx')= F(t..xJJ F(t,x') 
1 • . \ ~- : t. • · •• " : • : 

où T dénote la loi de Xn , resp. Yn , induite par a , res p. {3. · .. 
\ .-.1. - ·• ·'· 

8
·2.13. Proposition. Le foncteur (B. 3. 7.) 

.'.' .• t· 

[ ) : p (C) , .... 

\ .... ' 1 1,' • J • '\ • 

ï. ' 

transforme flèches homotopes en flèches homotopes • 

', i \ \ : . •. ·:·-\ . 

' l ·" i . j. l' ,_, .. · 

; ' 

•1 
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Il suffit en effet de montrer que l'application ; '\ '. . ;_\ 'T"(.'',•,t ··: .. ," ';,) 

F · fl
1

. x [X] .. 
~ \ J 

[Y] 
. \ 

' •t' • ~ . .:· .... .·~ . '1 

obtenue par restriction de 

• ·~ '1 .\ ' .• \ f •. , \ . ' 

G=(UF) o Sfl[J]XlU(x): fllxUX .. Ufll xUX .. UY 

(où F:fllxX .. Y est une homotopie dans. P (C )) est une flèche de fl°C' 

Tout d'abord il est certain que .. ' ~ , . \ :.\ • 1. • ' .• ·:· ., ; • •.• \ 

G (t, y)= G ( t, x) • G ( t, y) 
. ' ·. ...... - ..... ·--·· ' j 

pour tout x, y f ( U X )n: 
1 . ' f• 

F(t,x.y) tl [n] .. x ( app. graduée) 

' .. - - ·- ),,j 

F(t,x.y)(s) = F(t(s),(x.y)(s)) 

= F(t(s),s(s)Ty(s)) 
,) 

) 
f' 1.J \ 1 ' J 

' = F(t(s), s (s))T F (t(s), y(s)), 
! 1 \ J : \ ' ~. 1 \ ~ ' ' ~ ' \ • 

= F(t,x)(s) T F(t,y)(s} 

' \ .,. ' '· . . . ' f ~ . • ··\ 

= (F(t,x). F(t,y))(s) 

.. •·. ( \ '· . ' ~. ; 1\. ' :1 • \ ~ 
... r ... 

pour tout s f tl [ n] • · où T dénote les .lois .de X et Y • En particulier si 

F(t,x.y)= G(t,x.y) \ • 
· = G(t,x). G(t,y) 

•' .. ·, . ·\ . ' (·'· 
; . \ 

' \.~ - -= F(t, x) • F(t.., y) 
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·' Puisquel~sélémen.ts·de· .. [Xl.,son~d~ilaforTM\1 '. X]••··r.•xp,, .. avec .. ·XtcXcUX, 

la relation précédente montre. que . f, .. , transfor"!e _les éléments .de .. .. ! x. [X] ·· .. en 
• •• ••• \ • • • ' ., '\ ••• , • 1 • f ' • • 

éléments de [Y] . 

a.2.!4. Proposition. Si dans. \; ;/; ~· .• \G~ ·. \ Jla' l~i,.\ T ind-;it~ ;a/'. ~ 1 /i sur 

la condition 
\. ·: ·.'· ,"""·~·"· ·• y .? .. ~'A:· i, \ ~~ ~ , ~'·-! l l 

\. ·, 'i. 1 

et ce, pour toute dégénérescence ' 
\ '( 

• 'u • - \.. ·.1. "' l l··· ... ··'. ., : ~ • ~ \ (' l . t . '· 1 : 

s t ,. alors .toute homotopie 
~ i . • ~ }, 1 )\ >. 
. 1 

,F: f .• f:(X,a,G) ; .. •. (l',f3,H) 
' ' '· 0 : ., 1 '. .l ·. ' i. 

i . 1 t ·. ;, -.'11 . 1 • .. ~ , ·,'A . "-
entre flèches .de. P(C i . induit une homotopie 1 

1 
•J' 

j(fJ • i(f1 ) : ~ [ 1 J xi (x) ... ir Y) 

. . .. 
·. \ "\ .'· 

~oc 
~ 1 ;·<'. i 1 t .. . '.'• .· \ r !'·. \: ~ 

dans 
• 1 1 . 1 . 

. \ 

x satisfait à 

Soit F: ~1 x [X] ... [Y] l'homotopie associée à F • D'après B. 2. 9. (1} il 

su [fit de mo ntrerque , ,,'- • · . ~~ ''1 \ , ~. LI ~: f' 

• _·,, ··)·,··\ l' 

satisfait à l'égalité 

chaque fois que 

... 'l\_._,: );' .• ·tl ··,·~-,), .• ~·-., '"·') i.'j \\ -.. · i 'f 1 
K=q, oF: ~1. x [X] ... j(Y) 

·. ~ cl'' Y 1. 1. ; · 1 ., o ~., ir•.,\ .. 1 J'.) 
)( J( 'f.' 

K(r,w*(x T y)) = K(t, u)*x}. K(t,w*y) 

\ \ 1 : 

-+ ~[n] 
' 1 

· .. \• ,, 
'1 

; 1 .·• .1 
'{ 

\ ,,. ; \ ·, ··': .. ~ • ' 1 . • •. 
T '(' 

. ,. A 

., 
l . . '!'i 
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. 1 , 

est le' compose 
... \ • \ 1 • 

Comme tout opérateur 0 w*: Xn ... Xp · assoc'ié à un ° w 00 

de 
1 t!. 

'desfaces~et dégénérescences, il suffit de m~ntrer què pour tout i, 11 
''' .l .. \ 

,1 

'' 

Or 

' 
K{t,ddx Ty))= ~(t,dl x). K(t,diy) 

• 1 ' •• ,1 \ ; 1 •• • ~ i \ l 

K(t,s0l
0

(x T y))= K(t, ·~x). K(&, s: y) 
,.o ' ' \ 

• :. \ ' • ~· ... ' 1 • 

... ' 
• 0 1 J.' lo: 

\ 
~ ' -' . 

1) K(t,dl(x T y)) = K(di si t, dt( x T y)) 

2) 

'. 
= diK(!J,t,xTyJ 

' 

0 ' 

• 0 • ' i ., 
di{K(~i t,x). K(si ti y)) 

= dj K(si t, x). di K(s1 t, y) 
• • 0 • 0 \. 

= K(t, d. x). K(t,y) 

' '. ' 
'\' f 1 1 t. \ 

K(t,si(x TY) = K(t .sj x T s~ y)' 

= K(t,si x). K(t, st y). 0 

·.·f ,· 
'

0
1 i 

:J' 

' ' . • 1 

... ,\'. ' '\ ·. ' .. ' 

~ '· 1 , ',, • : ·' ..... • ) ,; \' • 

,) / 

\ t 0 ' 

.. l ,. 

Remarque. On a écrit K(t ,x T y) an lieu de ° K(t, sx (x T y)) 0 où 0 

0
" 

,, 
1' 

sx: X -+ [X] CU (X) est l'injection simpliciale canonique, qui n'est pas.un homo" 

morphisme. Cepeda~/ '
1 cf>x o sx;O:: tx; X t. :/x.· 'Y ··~at~fait à l'égalité 

.. :,. : ~. i •· '"'T ' \ .. : '' . \ . ·,, 

C'est pourquoi 

K(t,x 1 y) = K(t,sx(x 1 y)) 
' ~ \ ~ ! 

0 • ' 

= t.yF(t,x 1: y} 

=e.y(F(t,x) 1 F(t~y)j 0 ( • J 

'· 
=t,F(t,x).,oF(t,y) y y 

=K(t,x).K(t. y) 

.,' 1 li 0 

' '. 1 
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8.2.15 . Prqpo~ition ~ ·. Si ·· f . et 

W g sont homotopes dans P(C) • ' .. , • . ' • • ~ . 1 ' -~ •• 1 •• • ·, ' •• 

• 1 Soit 1 .. F ~· f. g :. G, ...... H • une homotopie, ·avec'. 

F (t, x • y) = F ( t, x) • F ( t, y) 

,1 
t. 

Alors .on pose 

•• • !_j ' / F'(t,~)= (F(d0nt,x
0

), F(d0 n·lt,x1 ), ... , F(d
0

t,xn-z)) 

où t fr 6.:[l'].n • 
' • , 1 '\, \.·.· •• • •• ~' ~ ~ . J,. . ' \J 

!'t f 
et .;,. ... 

On constate sans .difficulté que F' est une homotopie de W(f) dans W(g) , 

et que 
.... 

.. ·' ._,. \' '·,· F'(t, a J b). = ~'(t,_aJ.) F'(t.' b) 
. . . . . \' . " . .. . . ·. , ·.. ~ 

où T dénote la loi de W(G)\ iruluite'7dimension par dimension·pCJT celle de G. 
\ 

~·2.~,; .. Corollaire. Les. foncteurs composés. \'-
... 0 '. 

•1 . . ·. ~ ' l' . ~ . " ~ \ (\ ....... -· . ,,' .• ) 

w 0 [ ) P[C) ... P(C) 
1 

1 ',r, 1 ., .... ,, ' a\·~ ' ', 

1 ' .\ ' 

et 

j 0 w 

sont compatibles avec les relations d'homotopie. 

Il suffit de remarquer que la loi de WG est compatible ~vec les dégénérescences. 

Et la proposition 8.3.14 permet de conclure que si f-g 

.1', ,, ' ~ \- . ' .. ·. ,. ' ~~-

alors . j w(f) - j W( g) 

1 ~. \ 
\ 

' ~ 

\ \ ' '. ··.\ , ,_\ ,, . . \ 
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OBJETS INJECTIFS DE /l.°C 

B.2.17. Le propos de ce paragraphe est de montrer que les objets .injectifs de ·1 tl. ° C 1 ' et leurs 

classifiants .sont contractiles. _, .... \ 

Définition. · Un obJet 1 d'une catégorie quelc~nque est" dit injectif si"'chaque diagraff(l' 

; me. 

' ··, ' t , 0 ~ , 

A 
u 

B 
l' .• ' 

~ 
/ ' 

/ 
/ w 

/ 
1 ~. 

' '*•. 

' .. \j 

où u est un monomorphisme, se complète par une flèche w • En particulier si 

li . ' 
• J .. ; 

1 
a 

B 

est un monomorphisme de la catégorie et si 
, . r . ' '.\ 

1 est injectif, il admet une retraction 

,, 
r: B ... 1 

r o a = id[ . .. ,) . ( 

On sait bien que l'existence de retractions. r pour toute inclusion a: 1 .. B 

permet de cordure que 1 est injectif, si C satisfait à la proprieté:. pour tout 

couple de flèches. 

A 
b 

B 

c , ... '• ') ._, ., • \ '. •' J '. \ 

'· .• 1 • .. , 
,'. ! 

où b est un monomorphisme, il existe_ un objet D , un monomorphisme b •, et 

une flèche c' , ·tels que le diagramme ci-apr~s commute 
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b 
B ,. ·,,· .. ~ 

A •4•·• ... " '. 
,.) 

.. 

1 
1 ".1 

t·· 
. ' P·. \; ' 

a 

1 ' . , ·:) ' '· . .. ;·~ 

c D 
b' .,.. :1: 

( 1 ; ' ·. ..._,\.."\ ,,.J 
8.2.18. 

' 
, 

8°C 
' 

~roposition. : Un objet 1 de est injectif si et seulement si 

jectif quel que soit n .L \ . ~~ . 1 . ] ·., 

8·2.19. Proposition. Soient .. ' 

d: A .. B: g 
·t:· .·. ,. ·;,. •\.,.'., ' •. 1 •• f .••• ~ •• : ~. .\ \ •. ~- ' 

deux foncteurs .adjoints. (g adjoint à gauche de d ). Si g transforme mono en 
. ··. " ., 

mono alors d trans for~ le.s ob jets inje~û/s d~.- ·-A .. ; · e~ ob jets injectifs de B. 

\ 

En effet dire què 1 est injectif dans. ·A · iquivaut à dire que. H omA ( ~, 1) trans~ 

{orme monomorphismes .en épimorphismes. ., 
• , •·• . .J ... • \,, i. 1' '. . 

Or, d'une part.: . 

et d'autre part g conserve les monomorphismes, alors, ·. HorriA(.:, d(l) )' '' transforme 

monomorphismes .en épimorphismes, et donc d(1) est injectif. 
. ,, !. ! ·.:, 1 1· 1 \,, . 

.• , 1... .• , . 'i' ', ~~ 1 

8
·2·20 •. Proposition. Soit c une catégorie avec sommes .finies .et ~. n ~ 0 • 

te ur.". 

A Oc dn: u 

'F 

... c 
\',,. 'i''::\'. 

·, 

'." F •· r, n 
·! 

A lors le .f one:. 
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admet un adjoint à gauche. gn o 

On définit de .la façon suivant~ : soit 
1 

un objet' de g c Co 

1 

g(C) = bJ G a 
p ' --- .,. - .... 
Ga. G· 

a t' Hom ( [p] , [ n] ) o 

\ ., 

si w [g] -+ [p] est une flèche de. fl , 

est l'homomorphisme induit par les .applications 

G = G a 

P = id a-
G = G a .o Cù 

a l Hom ([ p] , [ n ] ) o • 

On définit aussi g(f) où 

f: G ..... H 

est une flèche de C comme l'application IJ ' 

(gf)P :U ca. .... (p ~ 0) 

':. , a: [p]-+ [n] .· a . . !'' 

induite par les morphismes 

·' 
G .. C 9a=f H =H 

a a 
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et on remarque que g est adjoint de d. '. ·'' 

. •. ., \ . . ' . ' .. . . . ' . \. . . ~ ~· ·, ' . ' '.. '. .; ... •.',; . 
C est une catégorie avec sommes finies, et telle que 

. . . ' 
. por:r toute fa~ille finie : ; ' ·. 

' • ~. i : ' •. > 
. • \\ 1.'' ~ .. ':' i .. ~ •, • . ., 

.. , 

. ,,.._\ ~·. ) .... - ... · . ( ' . :.. 

fa : G ... H t fa a a 
·' .. 

·\\'' . . , , ·'· .. .. ,,i )'. . 
' 

'>\, 
monomorphisme 

de -morphismes., U f : U G -. U H soit un mono~orphisme. Dans .ces conditions, 
a- a· a· 

si Ft 1:!. °C est injectif, les objet;.~ Fn ' de.' C ·. sont injectifs. (n ~ 0). Le. 

foncteur oubli ... transforme donc injectifs .en_ injectifs. 
•'· 1 .. ' .J •.•• ' ' 

En effet (B. 2.19.) il suffit de voir que la çondition imposée à_ . C · .. implique que -pour. 
,. • ••• 1 " ··' ' • ,, •• ' 

_chaque n > 0 
, .• 1. 

le foncteur transforme les . mo-

nomorphismes .en monom~rphismes. Or il est évident que si !'ne .application simpliciale::. 
. . . ' . .. . ~ . ~ 

est telle que· fn 

monomorphisme • 
• :' ~ 1 • ~ 

D 
_\ 

est un mono!fWrphisme po~ ch~que · 

.. , \, 
,, 

1 •• , '· 'A~\ 

· .. ' R . . -
.. \ . 

n ~ 0 alors . f est un 

\·· ', ·.' •, 

Considerons .à nouveau une des caté~ories c c~mc.ernées par le corollaire B. 2. 2. · 

Proposition. 1) Le foncteur 

transforme .injectifs .en injectifs. 

2) Si C est une des .catégories du corollaire B. 2. 4. 

6. Q c < e~t ·c~T'ntractile • , ~~ .·~ ' ~. ' •' 1 

'.• 

1 

. ' ~' 

En partic~lier. 
. \ 

\ ... \ 

... 

·, \ 

. ,, 
P(C) .:· . ,: ,, 

alors .tout objet injectif de 
,,, ·, · .. . ~ \ 

.. 
" 

.) 

•. 1 ~ ', 1 
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transforme objets injectifs .en objets contractiles. 

La partie 1 est une conséquence immédiate de la proposition B. 2.19 et du fait que si f 
• 1 •• . ' • 1 

est un monomorphisme d'objets simpliciaux, il est aussi un monomorphis~ des objets gra· 
' ' 

dués sous~jacents. 

Démontrons 2. Soit 
1 ' 

un objet simplicial injectif. Le monomorphisme canoni• 

que ,·, ' : 1 1 • \' . . ~ ~ ·t . 

.F .. u v F 
.) 

admet donc une retraction r 
' :'. 

Or UVF est contractile (B. 2. 4) donc l'inclusion i et l;ap~Ûcation nulle de 

e
1
; l 'applicatio~·' ~ulle de F dans UV F, sont homotopes. Alors. 1F =roi 

\ 

F ·dans F sont auss' homotope·s .• · 
. ~·· 

8.2.23. Corollaire • Si M est un t\ ·module simplicial injectif alors 
'l 
WM est un 1\ -mo· 

dule contractile _pour tout . n > 1. -
B.2.24. Corollaire. Pour qu'un t\ ·module simplicial M soit injectif il faut et il suffit que 

• · 1. Mn soit injectif pour tout 
'' ·.' \ol , / ,1 

n et que 

. ~ . 

2. L'inclusion 

M UM 

admette une retraction. 

D'après .ce qui précède la condition est nécessaire. Inversement si 1) est satisfait alors 

V M est injectif (B. 2.18.) et donc UV M, noté U M, est injectif (B. 2. 22 .). La 
, . . ,~ 

oondition 2. implique que M est un facteur dir'ect de. U M il est donc inj~ctif, de 

même que son quotient W M. 
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1 f\ . 1 1 .- : • • • • • .... \ • ', > 
B.J .. ' COHOMOLOGIE .A COEFFICIENTS DANS UN P~GROUPE SIMPLICIAL NON ABE~ 

... LIEN:~:" ... , ,., ;, ' ... ~- . . 

• 1 \ ,· .. ·. . ' ·;,. 

8·3.1. Le spectre d'un p,groupe. 
j .1) 

B.J.l.l. On a défini au S B. 2. le cl;.,sifi~n't g~néralisi. ·' ' 1 ' (ùA d'un obi~t' A de P (Gr). Le 

fait que Cù A soit encore un presque-groupe permet de définir le classifiant itéré 
'., . . 

Cù "A. · Il existe en outre une trans formation naturelle 

-., . .. '~ ·. /~ 

A 

composée de l'adjonction 

f ( ,. 

~et de l'isomorphisme. n w. .... id 

... ,, .,, ~' . 

. : . 1 . ' 
Lorsque. A est un. g~oupe simplicial, ÀA est u~ isomorphisme. 

a.J . .. . . . .. · \ . ... .. ·. .... . .. 
·1.2, Pour tout presque•groupe simplicial 

•1 , • . 

'·. ( ,· 
Ai P(Cr) on note. 

o(''•\ 

s(A) 
' ~ · .. : 

le spe~tre défini 

comme suit: 
l. ,' ' ,, •• ~ 1 u 

a) est l'ensemble simplicial sous- jas cent de. .n ~.0 ,, où 

si n ~ 0. · (Par définition Cù 0 A = 0°A = A). 
'1 '· 'L 1 · ••. ·{ 

aÂ sont soit l'identité (si n ~ 0) soit 

., 
'< 

b/' Les m~~phism~~,s~;~:t~a~~'· 
j •• ; 

; ' n+l · 
.:. Os. (A) . {si n ~ 0) 

/ ' 
/, ·. • •.• 't' 1.:1 •. ~ \ • -· ·. ·, • • . •· . '- l' ,._.'. i .... \ ..... 

. 1 . -~ '. '. : .. 
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f: A .... B est une flèche de P(Gr). on note., r,:, sn(A) .... sn(B): 
• .i ! : ~ ', .• 1• :' -'· ' • '.· •J', •• 1 •• "t ... 

l'application simpiiciale associée à f par le foncteur (J)n (si n ?.-0), ou.par leS· 

1 t nn (s; 1onc eur • n ~ 0). 

' 
On vérifie que 

_.. . .. ~ . 

•• ''· .1: 

! ,· 

. \ . i. ': 

~st un morphisme de ~pec.tres. Ceci vient du fait q~e ... ,. ' 

id .... n(J) 

est une transformation naturelle. 

8.3.1.3. Le .composé du foncteur 
! ' 

s 

~ 

que l'on vient de définir, e~t du foncteu,r .. 

. ' .· . . ". 

.\.". 

! . 

' f 
l 

(B. J, 4.. 2.) 
' \ ' 

(. -~) 

associe à chaque objet du P(Gr) une théorie de la cohomologie sur la catégorie d~5, 
.. , .. '1 

e!'lsembles simpliciaux poi,~tés. o~'note h'(X,A), et l'on appelle cohomologie de 

X à coéfficients dans A, la cohomologie h' (X, s (A ) ) de X dans .la 

théorie définie p';,.. le spectre s(A). \. '1 11 ·' 

1, l >': ~ 

Si x: x .... y est une application d'ensembles .simpliciaux pointés on ~ote 
t. r ·". • .~ '' .,. .. l 

- . 
h"(Y,A) .. h' (X, A) 

''· • 1 ,, 

-· ~ 

l'isomorphisme de groupes gradu~s qui lui est associés 

De même 
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x f : h' (X, A) ~ h·( X, 8) 
# 

/ ,· 
dénotra celui associé à une flèche· f . A . ~ B __ de_ P(Gr). 

9.3.2. · Le spectre slfl d'une flèche f de P(Gr). 

B.J.2.l, On entreprend par la suite la constructio-n d'un foncteur, noté encore s, de la catégorie 

Fl( P (~r)), .. de.s flèches de_ la catégorie P(Gr), d~ns celle des spect~es simpli~i aux. 

Et qui prolongt;, ( A ) en ~esen'§ que si 
. ' . \ ~ 

P (Gr) ~ fl ( P (Gr) ) 

. l 
dénote le foncteur pleinement fidèle identifiant un objet 

:· f 

A l P(Gr) 
' '· 

à la flèche 

A ~ "', alors on a un diagramme commutatif 

., 
•· . 1 

P(Gr) 

~~ 
Fl(P(Gr)) ••• > sp 

s. 

Parmi les propriétés du foncteur s on peut en citer trois particulièrement importantes: 

i) s est un invariant homotopique 

ii) & commute aux produits finis 

iii) le foncteur cohomologique. : 1 

k ,;, h· ~ s : fl ( P (Gr) ) .. G , • 

associe à chaque couple de flèches composables (f, g) :un triangle exacte 

:, 
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/ 
k(f) k(g) l -, • 

\ 
\ 

de .cohomologi~s genéralisée~ (B. 3. 3. 3 )· · 
•,.1' •. \ 

B 3 2 2 R l · f .· .A ·.. ' B , • • • appe ons que s' est un homomorphisme de groupes .~im~liciaux, on 

le produit fibré des deux flèches . If'({) et 

• • '>WB 

. _1 PB 
WA ~WB. 

Wf 

-
C'est le fibré tordu (A. 4. 4) principal de base WA 1 groupe B, et fonction tordante 

/ 
rf WA .. WB .. B ,.. 

wf rB 

B.3.2J. Proposit_ion. La suite p. . 
Wf. 

A .. B E (rrJ .. WA WB 
F if Wf 

est exacte, en ce sens .que pour tout ensemble .simplicial pointé . X, la suite d'enseTTf' 

bles pointés lX, PIf' f] : ',' 

.[X,A] .. JX,B] .. • [X,E(rf)] .. •.[X,WA] .. jX,If'B] 

est exacte. En conséquen:ce, si X est un cogroupe dans la catégorie homotopique• 

' 
la suite .[X, P ] est exacte ~ans la catégorie des groupes .• 

If'[ 

Démonstration. a) L'exactitude de la suite 
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... .... WA . .... WB '·, 1 .. ' . : r •· . <. ~-. n 

. '\ .• ~ ~ '~ '\\·. \ ~\- ·: . .".~:_,..,{,_..·. \ .:-! -. ; ..• r. '··~ •·. ~-... 

est conséquence immédiate du ie~me [NGUYEND/NfiN,' GOC P· 42 ] t Soit E .... y 

un fibré principal de groupe . G ,induit par une application simpliciale 

Alors, pour tout ensemble simplicial X, la suite d'ensembles pointés 

f: Y .... W(G). 

A .. , ' . ., 
. , .. 

• [X, E] .... [X, Y] .... • [X, WC] 

' 

. est exacte • " . \ :.. . . .. ' \ ;, j L ,"1: • 1 ~ • ~ • \..·''- ',)', l"' •, .'a 

• ' 

0

): i. \ . . ~; . 1 • -
b) La suite. ... WA est évidemment exacte c:ar ils 'agit d'un fibré 

principal et donc d'une ftbration de Kan. D'où ~ne suit~ exacte loniue , ·, • · , .2 ·~.L< 

.. 
.... B "' ... G(rf) 

' . ( 

... WA 

•.' 

où l'application 

A 
. .·.,,· . .... 

' : -\, .. -
.... n WA ... B 

.. .. . . \ \ . \ ~\ . .. ' 

est homotope à l'application f. 

-
On remarquera que P- n'est autre que la suite de P uppe de l'application 

Wf 
Wf. 

8
·3.2.4. Rappel rD 'après. les définitions de 

. 
W et W (A. 2. 3. et . A. 4. 5.) il existe. 

une application bijective canonique et de degré + 1 de WB dans. WB 

n > o = 
,· 

telle que 
\, t. 

<p 0 d· = d· 1 0 cp 
n-1 ' '+ n-1 n ~ 1 ., 

i >. 0 = 
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8.3.2 ,5. Rappel. L 'ensemb'le des simplexes en' dimension t. n ·de . n W ( H), où H est 

un groupe simplicial, est constitué des tels que 

1 
• \ "\, • . ' 1 • ' 

t ~ L' i · _"', . \ • : '·' ' '.\, ··.·.-.) '._, ' . -~ . ' . , 

). . \ ·· d. o • ~ , o d- (X) = 1 € H 
'n '1 ° 

' 

• 'L ,, (11) 
·, .. } ·': 

o < · K < r. 
& -

. ' • 1 i ...... ' .. ·r 1 

Les faces d
0

, ••• , dn sont induites par respectivement. 

Pareillement pour les dégénérescences. 

'1 :·. 
l •<il ., 1. 

1 ,. 

8.3.2.6. Ceux deux rappels faits, nous JTOposons d'exiber une transformation' nat~elle 

J' ... OW'jlf'-.~ 
\. \ . \. . \.', 

-
1. ;1 :··. 

indispensable dans la construction des .morphismes structuraux du spectrf! .s { fl· 

D'après ce qui précéde ils uffit de définir une application y de degré + 1 

Yn 

satisfaisant ~x égalités 
v • • • ~ -~ • 1 • \ •• ' ' 1 \ ~. 1', "' 

Y.,. d; = d , • i-1 y 

'· y'. st' = si-1 ·• y' 

l' 

1 
1 

• 1 v ·~ 
•.• 1 .. 

. ' ' \ 

0 , · · . n cri 
n n'aura pas besoin de vérifier la condition r 1 J) SUr les images par cette applicatLO 

est réduit à un point • 

•• 
L'application. y est définie comme 'étant le c.omposé de <p (rappel B. 3. 2. 4.) e' 
de l'homomorphisme canonique . tWB 
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<P 
y' WB ---. 'WB 

1 -----
(degré +1) 

B,J.2.7. La commutativité du diagramme 

,, 
' ', .... -·-. ----,. 

', l -~ ~ 

. , ; .... WB y 
0 If jWB 

! l . . . 
i'B jWB .. OWj(lf'B) 

\ \' 

et le fait que toutes .les flèches qui y interviennent soient dans 
:·j r ·.j . ', ' ! 

conséquences immédiates .des définitions_, ' t ! 
! 

1 
0 ·, •• l' ,, ' -

B.J.2.S, Nous .allons maintenant dé{irtir ... ~~~- appÛ~~tion ·. ~ 1 

', '. 

·:.-,, 
1•' 

l 

' _; ' .. 

P(Gr) sont des 

( lt ) 

nat welle en f et telle que les carrés .du diagramme. ( • ) soient commutatifs .• · 

... 
E(rf) ,. · OWA ... A ...:._ B - WA WB 

.. , .. -'f 

@ ''WA Q) ~~~B n tWA @ lOt· Q) ·l •t , WB 

~ 

.-. 1 

(. ) 

- -0 j WA OjWB -OE(r.W )- jWA -jWB 
i- ' 1 f 
Wf / " 

' 
Il 

•' 

Pour ce faire rappelons que n . commute aux produits fibrés. 

Le diagramme. 



" 

_,-···o 

\
1 ~ 00 

00 

i 
. 1 . .. 

·'.: .:_ ~· 

100 , .. 

·, 
' ,, 

~ 

nE r riwrtJ nw (iW BJ ·- -- ., 
'' 

! 
1 0 ·\ 

1 \ - - - -
jWA - jWB.., nW(jWB) 

.... ( ! 
jW(f) '' ~ 0' 

' " ' 1·· 

' 
est donc cartésien. ·Pour avoir il nou~ ·~ uffit âins ides d~ux applications en 

pointillé du diagramme 
•.' . ~ .. 

! ! 
.. 

~· ; . 

jWB .. 

0 Wf 
0 J .. '.) 

.. 
00 o'.j 

.•.'\ 

. _., 

,. 

1.': 

,._. . 
) 

,.,,,., 

( . . ) 
\ ' " -

Le carré Q) 
0 

du diagrammi!. {·)est automatiquement c?mmutatif. P~ur démon~rer que le 

carré Q) ·est commut~tif il suffit .de démontrer que j 

! l f j 
; ·'·' : f - • ' '"> 

,i) le.s deux composés,de- B , dans nWjWB 1 ; 
0

' 

l ~ t l 
\ \ , 

, ' 
1 

t 
-

1 •o ' '•' . ·-: E(rf) .. ----·- . ,, 

/ " •k 1 

, ., 

B nE (rowrJ 

"-.. - /' J 

·•" ' · .. OjWB.J ~, 

co incident 1 \ 

,o 



ii) idem pour les .composées 

B 

" njWB 

lOT 

' . 1 

' \ 1 

... 

'\: 
"i 

1 
1 
1 

1 
1 
f 

, nE(r ;;. ; . ..:. n 1·wA .. 
/ . ~~ .. j w f • .. ·- . . ! ·' 

~ · .. \ 

' / 
1 

\ . .. '; ~. ' .. 

/ 
1 

D'après les définitions le premier de ces deux diagramme peut se développer comme suit 

B = nwB 
(fibre) projection 

1 :·li' , 1 n,,B ;, ,•, :f ~ i ' ~ 
.• t \. '. 

\ 

njWB 
n (inclut ion) 

J f. :' 

1 
~ .. }' . l : ~.,. i 

.•. 

n w jlf'B 

1 
1 

··' 

... , 
'1 

. \ 

l' : t' 

.'·'.~. ,. 'j 

~ 1. 1 : •. t. . i . ~ 

L'application horizontal du bas. du diagramme est ifuluite par l'inclusion canonique 

' . . 

jWB W(jWB) 

x ...... ---. (1, .•. ; l,x) 

. '. 

La commutativité de ce dernier est évidente. 

Quant au second diagramme, il prend la forme 

! ,, 
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B'.,.QWB E (rf) <·· . ' ~ ~ .. l. .. 
fibre. . 

1 
1 \ 

WA, ) 

! / . ' -
O(iWB) 

" nulle 'n W ( i W A ) .. j W A t:~ 

. " ~ 

fib,. \ 
) ', 

. 
t. 

(Projection} · 

, n~(riWf) 
' . . ) ' 

... • .. 
-1' ~ u ' ' ;,, .~ 1,\ 

Il est donc commutatif 
' ·: ~ •· ·r- -•-• 

BJ.2.9. Définition du spectre 
. 1 

s 1 f 1 ; :zssociée ?z un homomorphisme de groupes simpliciaux 

f : A .. B. i 
! 
' 

On note 
. ' . .. 

. :.~ 

( ( 

s 11 f} = E (;{) .. 

snlfl• sn-1{iWfl' 
. ,_ '. .' '• ,·. . -" - ·. " 

Les morphismes structuraux 
. . . ~ 

' 
sont, soit l'application identique si n < 0. = 
soit 

( ) 
n-1 n 

af = a·-
lW[ 

~ 

' ~ 1 

n > 1 . ' ... .\.•, ·' ·• 

p -~ 0 

·, .. ". '· 

'' \. 

(B. 3. 2. B.) 

n > 1 
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8,J.2.IO. On remarquera que si 

A-• 
~ ' ~ 1 . " ..... \ 

' 1· 

.. ', 
' ' 

\ 1 ·, ~ • • • ~\ 

• : .-,. 1"' \ '-~ • '' . ~ ' ;1:. "' . •• . • : . : :' .. :-
.. .. \ ~ 

dénote l'application nulle; alors le spectre s { 0 A 1 co 'incide .avec s{AJ. Eneffet 

'1 ' \. 
.. ~ . : .... \ ... 

\ 
:. 

l' . ' ! 
1. 

' . ' .• ~ .•• \ 1 

On n'a pas de peine à démontre~ que les .morphis rnes structuraux co incident aussi. . . ; . . . -' . ~ . . .. : . . . ' . . 
8·3.2.11. Défïnition de s 1 f 1 lorsque f ~ Fl ( P ( Gr) ): · 

' J '• '. 
; 1 ••••• .. :. ! u. 1 • ~' 

, ( .. 
..t.\ (', 

La définition B. 3. 2. 9. se prolongue nat~rellement aux homomorphismes. f: A -+ B 

entre objets de P(Gr). · Il suffit pour cela de faire 

\Il• '• ,,.. 
'l 

n n 
, ,,_, .. , s.lfl"' s lj(f)i ., 

,\', ,. ·, •\ ' . 
• \: -~ •' •• '.). l' . ·, 

Ce tt~ .définition est tout -à- fait cohérente puisque, au cas où f est .un homomorphis~ 
• • ~ 1 . 

me de groupes s impliciaux , j f = f • 
~ . ·.' . ..( .. ' . 

. 3.2.12. Notqns. 

.. : ·, .. , •.. · '.)' .• '\. 1 .•. •·' ·.· .• :. '~~ 

.•• l' '' J ~- ···'. :. 'i '· : 1', 

i) '' . ~ • \ j 

la cohomologie de · X · suiv~t le spectre' ' 's fj 1 • · '!• 
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., ' 

ii) (u, v)1 : h)-, If} J -+ h'(·, lg 1) 

l'homomorphisme associé à la flèche. 
. . ,- ·-

(u,y):·lfl 
. ,, 

-+ { g 1 

\ :\ t : ) ... , \ .. , 1•1 ~\ .. . l·. 
1 

.··~ 

f 
.. 1 

A ·- B 

[ 
l 

l ' 
~ ;. 

u u 
,. 1 

A' - B' 
g ' ' (' i -. 

' ... 

8.3.2.13. Dans tout le §B. 3. 2. nous avo~s utilisé de façon systématique l'existence de la tran5 ~ 

formation naturelle 

J. 

-+ j(A) 

(A dans .. P(Gr)) qui est l'identité sur les. objets .de .. '~ 0 Gr:· On ·p~u~ ·~e·~~quer 

ce pedant que .nous .n'avons utilisé que. ~'application simpliciale .sous-jacente. C'est · ' 
' 1 ;. 1 .• ' : -· ' 

pourquoi, au lieu de se .servir du couple (j, t) on peut employer le couple ([ ] , s) 
.. 
où 

.•, ' 
.. ·. 

·' 1 •.1 
•\' ···:') .\: i -

.. ·.· '· 
.\ 

.• (. 

~x : x -+ [X] 

~ 

est l'injection canonique .(Cf. B. 2. 6. ), et ce pour obtenir un autre spectre, noté u(f)' 

dont la cohomologie associée. k(-,lfiJ jouit de proprietés.semblables.à celles de· 

h(-, rn;: • .. 1 ·1, '•· ~·. ,, ~· 1' ) 

1 . . ,)· ! '1 "· ••. \ t 'Ill. 1 .... . . ' . 
Reprenons, par exemple la construction de la transformation nat~elle (B. 3.2.6.), 

. · r • r ( r 
en. 

utilisant . [ à la place de 

+ 1 , telle que 

~i-1 

j: il suffit, à nouveau de se .donner; 

. ;. ~ ,, 
1 • . . . 1 ·, l ,_:; _. 

<? , 
r r'o s. - s o r' .. 

. . ' -::-:' i-1 

•\ .. ! . 

'. ~ ~ .. 

r' '·de degré 

'' 

' 
~· 
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, La condition (Il) est vérifiée, ccv dans .ce cas .on a aussi .. '· .• · ... ~ 

~ . ·.; 
~ 

. t < ,, .;l" ' '"\ .. . 
[ W(B)] - (1) = point 

0 

On pose (Cf.B.3.2.S. · et B.3.2.6.) 

., 
: . 

.. WB .. [WB]) 

t'.. 

Le diagramme 

WB 
r 

OW[WB] ... 
(proj.) 1 1 [l (p,oj.) 

-
WB [WB]=OW[WB] 

~WB 

est commutatif, mais .les. flèches horizontqles ne sont que des applications .simpliciales. 

point~es, et non pas de morphismes. de P(Gr). 

Le lecteur n'aura pas .de peine à montrer que les constructions du §B. 3. 2. 8. sont 

encore .valabes .si l'on change · 

i) j par · [ ] 

.· ~ . l . . . 

iii) La transfor~tion définie au B. 3.2.6 par celle que l'on vient de .définir. 

On note 

.. nE (r · ) 
[W(f)] 

l'application correspondante à af de B. 3. 2. 8. \·, 
.1 
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' 
Dans ces conditio~s, la définition du spectre · u se fait comme au B. 3.2.9: si 

{:A .... B est un homomorphisme de groupes simpliciaux, on pose 
'· • • \ ' t 

u1!{1 "' E(rf) 

un!fl • un-1 ([W_(f)]) n > 1 .. 
.. ' 

n ~- 0 

Les morphismes .structuraux 

·' 

sont soit l'application identique si n est négatif, soit 

1 
af = f3r 

n n-1 
a/ = a( Wf] si n > 1 

Si, enfin, f est _une flèche de P(Gr)1 on note 

ulfl ... u[f] 

B.J.J. Proprietis des Cohomologies a Coefitients dans un Presque -groupe. 
" ' , . ' ' • . 

. ' 

Suite exacte long-ue sur la variable' G· ~t '.P(Gr). 

B.J.J.O Nous avons définie un bifoncteur - h*(X, {} dont .les varaibles. sont.: 
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X = ensemble simplicial de Kan (p~int~) ' ~· , . 1 

f = flèche de P(Gr) 
'1 '; ~. . \ ;• ·\ .... 

Si l'on fixe. f, les propriétës du foncteur 

.·,! 
•. J ! 

x __. h *(x , {) 
• 

.. ._, . . ': _',\ ,') 

ont été ét~iées au § ~.i. Ils 'agit~ en effet, d'une .theori.e de la cohomologie .sur la ca-

tégorie .des .ensembles .simpliciaux cette demière avec .les .notipns .d'homotopie et de .co• 

· : • fibration classiques. On étudie, par aille ur, le cas .où f , est un homomorphisme de 

groupes simpliciaux abéliens .(Cf. B. 3.4); ainsi que .la r4duction au cas .minimal et ses. 

rapports. avec la cohomologie Singulière (cf. B. 3. S.). 
. ~ - . . . . . • .... 1 • • '..> • ' • • ~ •• 

Le propos de ce paragraphe.- ci est celui d'étudie" le comportement des .foncteurs. 
'. 

· .. ·. (, 
, .. \ ,• ' ... -~ .. 

f .- h*(X,f) 

Nottament,.,on met en évidence l'existence .d'une suite, exacte longue associée .au diagramme. 

' ~ ~ ... , '·· 
A ... A ... B 

·-' 
., tl ,. 2 ! 1· 

B ... ... ... * 
.... •1 •• '. t 

De .même on démontre que. 
~J ; • • ~· • 

h*(X,-) est .un inv.ari.ant homotopique. 
l' '\. -~ '.·. 

a 3 JI . ' • • • Soit 
. n ' n :- ·· 

E::: { E ; a. 1 un spectre.' On n;te où 
.• l ~ ( . : :..· 

et 

Le carré commutatif (3) du diagramme(.) de. 8~3-2.8 montre en faite .l'existence .d'un 

morphisme de ·Spectres. 

1 
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. . 
De façon explicite, les sn ~ont donnes .. par l~ diagramme 

Osn(8) n ... s. lfl 

l '. 

l 
Own(8) 

n-1 
E ( r· n-1 f ) .. jw 8 ... 

·;., ·.) .. , /W 

' ~ . ,, ...,. 

... où les .flèches .verticales .sont identitées, et la flèche horizontale du bas .du diagramme esl 

de .la fibre dans .l'espace total. 

' . . ·~ . ,, 
On dispose ainsi d'une suite exacte de .spectres 

1. ..· .• . 

...... Os(A) ... Os(8) ... st{l ..., s(A) ... s(8) 

sr 

associée au morphisme , f: A ... 8 ' de P(Gr) . Le mot " exacte." veut dire 

ici que, pour tout. X, la suite de .groupes abéliens 

est exacte. ·Cette dernière est obténue en passant à la. limite dans les .suites .du diagraf11· 

me (1/n, apres .application du fon~ te ur .[X,'-]. L 'exactitud, dans. ( // j),· des sui• 

te~ .h:orizontales est .une consequence de la proposition 8.3.2.3. ,.. La commutqtivit'ée · ' 

' des carrés .découle de 8.3.2.8. 

\\ .. 
1 • ' ,/ , ' 

,, 



--. 
~ ....... 

+ 
Q.. 

"' 
t 

--. 
~ ....... 

+ Q... 

"' 
t 

-....... '-.... 
+ Q.. . 

"' 
t'f. 
~ ....... 1 -~ - .... 

Cl:) + '- Q.. Q.. 

"' "' c 
tQ.. 

Q.. t ....... ........ c: -~ - '-.... 
~ + '- Q.. Q.. 

"' "' c: 
-~ t 
o.Q t 

~ 
~ ,...., .... 

+ ....... ....... 
Q.. ....... ....... "' ....... 

Q;' c ........ 

"' ~ .... 
E tët E (.() c:s ~.._t c: ... 
I::J) -.~ Cl:) 

0 - - '-
~ ~ 

..... 
+ .... Q.. Q... 

tl) • "' ~c: Q.. c: "' 
t t t 

- - -~ ~ ~ 
'- '-..... Q.. .... • "' + Q.. c Q... 

tl) 
tl) 

t t ~ c 



" 

,. .......... 
1. ' \ 
\ j .. J 

..... ~- ....., 

\ 

' 

. ...:. 



8.3.3.2. 

' ' 

109 

,. 

'i 

·' ' 

Les fleches 
f ' . g 

A ... B ... C 'h= ~· f donnent lieu à deux flèches de Fl( P (Gr)) 

A A 
<. f 

B 

lf 1 i f3 

1 
1 a g.! 1 a.=(lA,g) g 
i 

,. f3=(f,1c) 
B c c 

D'où, à des transformations naturelles (de degré zéro) 
·' f ·. 

... h·(~.lgl). 

On a aussi une transformati,on n~turelle de degré +1, canonique.en ,, ( f, g), noté · 

8 • f.g 
f,. 1 • ' \ 

a
1 

: h · (- , l g 1 ; -... h · (- ·• l fl ; deg. 8 = + 1 • f.g .g 

C'est le .composé de .l'application canonique que .degré zéro 

h·(-,(g)) 

et de .l'opérateur de degré + 1 

-.. 

... h·(-,(B )) 

i '. 

8·, = h'(-,B~ . ... ~ ~~-(-,!~~!_--~ , , (B. 3. 3. 1) 
1: :. 

On peut être .encore .plus .explicite ; 8 f.g est la transformation associée .au morphis~ 

me de spectres. 

n s tg 1 ... n s rn J 
8f ... s t n 



" 

llO 

: \ ! \ \ 
' • 1 

lB \ 

B B 
" 

gl 
' .. 

• 1 1 ' ~ 

1 
OB 

1 l '\ 

1 ! c ; 'f Ill . oc .. ·' +----···-. ·- <.; 

Avec ces notations nous pouvons énnoncer la 

8.3.3.3. Proposition. Le triangle de cohomologies généralisées. _ 

.. · 

' h' ( • • l g0 fl ) 

/ ~ 
h·(-,lfl) h·(-, lgl) 

8 f.g 

est exacte. C'est-à-dire .que pour tout ensemble simplicial pointe (de .Kan). X, le 

triangle de groupes .abéliens gradués. 

h ·(X, l g
0 

fl) 

\ ~ ~ 
h•( x .l fi) . h '(x' 1 g l) 

est exacte .• 

~ 

x 
8 f. g 

' 

Cette proposition est une consiquence .immédiate de B. 3. 3.1. et du lemme suivant· 
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B,J,J.4 •. Lemme •. Si dans le diagramme ( o) de groupes abéliens gradué~, les suites .ve,:ticales. 
. 1 • , ••• ; ., . , 

•· 

s~nt exdctes .et .les carr.és commut~tifs, alors la suite 

c 

•]. 

' 
..., F' i H'i...,c· 8 ..., F' i ~ H' ... ..., .... ... 

r\ /a 
B' , 

;. :.: 

est exacte.. 

j ' 
F' - H' - c·. 

a. l. ~! 1; 
(o) 

A' - A' - B' 

vJ jeu 1.u (degré a ... +.Z J 
B· c· ==-

c·. 
M 

al, a J aJ \ 

F'- H'. _,. c· 
i j 

On chasse .sur .le .diagramme. o pour démontrer. le .lemme, dont .l'application à la propo-

sition se .fait en prenant . 

F' = h' (x, 1 fi) 

H' = h' (X' 1 go fi ) 

c· = h'(X,{g!) 

A' = h' (X, A) etc. 

8
·3·3.5. Corollaire. Soient 

'0 
G 0 ..., G 
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les homomorphis~s évident;, Alors la trc~sformati:m ~turelle (de degr:· +,1) 
.. \ 

. ' 0 
L (_-, 0 G ~ .. (l (-, G ) 

',1 -.... 
est un isomorphisme. 

B.3.3.6. Proposition. Si 
• ' J J , 

OCA •. A -+ C dénote l'application nulle alors . 

Eneffetl'homomorphisme.de. j(A) ''dans. j(C) associéà 

De même que l'on a l'égalité 

i- w"A -c· = o-c•·i: ·-+ w 
(ù f Ct)r.(i • .• 

La fonction tordante r W(OCA) est en conséquence .nulle et alors. 

D'où l'on tire l'égalité cherchée 

; 
n .. ~-'-p 

= lim • {x ' n s . ( 0 ' .l ] 7 .. · CA 

,. . 

est nul• 

n ~ 1 

. n n-'-P - - n ( n+p ~ 1) 
= ~[X,n w ·,(A)]x l~[X.Oj w (C)] 

n n 
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B,J,J. 7. Corollaire. Si le. couple (u , v ) • . 1 ~. .. ' 1 ' ' • 

1 ' ' 
' • :..1 

(il suffit en fait ,que V
0 

u soit. l·homotope à 

Alors on a une .suit~ .exacte 

. ~. • .. - +1 

t ,· 

Conclusion immédiate de B. 3.1.9 et - B. 3. 2. 2. 
. . 

B.J.J.s. Invariance homotopique • 
' ~ -. 

Soient. 
'. ' ... 

(uo ' Vo) . ({) .. (g) . 
(ul,vl): ({) .. (g) 

.. · \ 

.·.• 

1'. 

A 

"o! 
c 

., 

f 

; ... 
,., 

',. '•' •) 

- B 

l . ' - li 

(27) 

';. 

1 vo 
....Lv ,,. l' 

,\ 

deux flèches .de· P(Gr )• On dit qu'elles .sont homotopes .s ~il existe. des .homotqpies. 

u: ~ ul ' v: Vo ~ vl -' 1 dans' ' P(Gr) rendant commutatif le diagramme 

1 x.A ÎX{ 
·• 1 xB 

îu 1 v 
g 

c D .. 
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B.~;~;~; , PrO?OSition •. Les ~omomorphismes ) ~ , ; .. 

h' r-, rn r~ ... h' .r-; r gJ ; 

., associés .aux flèches homotopes .. . . ~. \\: .\ 

co incident ~ ,, ' 

B.3.3.20. Proposition. Soit 
' • ' 1 • ' • 

f: G -+ H r un homomorphisme de P(Gr). Si G et. H 
'. · .. ; 

.... • 

.... . ~. ~ . ~ .. 

sont de n .tp- groupes alors , S(f) est un n- spectre • 
-~ 

, ',, 
On doit démontrer que si dans .le diagramme des .suites .exactes (mixtes .1) ci-dessous, 

les flèches verticales .en pointillés .sont des équivalences .d'homotopie alors .on peut eTI 

dire autant de la flèche du milieu: ' '· ~ ' •',• ' 

n-1 n-1 n n 6JnH i w G iw H - S(f) - w G -
1 1 1 l 1 

n n n n+1 n 
Ojw G- Ojw G _ ns ({) _ i w c - iw H 

:_; ~ -· 

·l .. 
On se ramènè au cas n = 1 , en faisant 

n-1 
G'=jw G 

n-1 
H'=jw H et la proposition est alors .une conséquence du 

··.·,, '.J • •1 

Lemme.· Si les .applications .canonique t- : WG · .... jWG . WG· 

' 
4 t-. - ' WH WH ... jWH 

. ' ) 

1 1·· 
i '1 

·ouf
sont des équivalences d'homotopie, alors .pour tout homomorphisme de groupes .s implic~ 

l'application canonique 



• ~ • ~ 1 

E (r ) 
f 

.... ~ ., . . . . ~ •. ' 
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.... 

J ·. ~ .. .. :' ' . ;> 

,. {'! 
t" ~ f 1 

est aussi équivalence d'homatpie •. 

Il suffit en effet de -montrer. que· a. est alors une équivaleR-ce d'homotopie faible., 
f . . . ,· ') \ . /; ,, . . . ~ ' ' .. t \0 

c'est-:à·dire que pour k > 0 = , TTk (a/)" est tijec~-~ve' •. ·, ''· .J 

,. 

. . . 1 - . " . -. . . 1 ' • . ·.. - . _., 
Or on dispose d'un diagramme de suites exactes 

•' .. . ,·; :. . ·'\ ·.' 

. G 
"'tt H TTE(r) 

. ., TT W(G) ... TT W(H) 
"k .... .... : -.... -·k k 

" . k f 

1 " 1 t/af) ! ,. . -:, ! . \'_.,, ·,, :••\ · . 

·,,, 1 l 
Donc est _un isomorphisme. k>O 

Pour k = 0' on à le diagramme, 

. (\ ·l, 
., . 

1 

TTo G .... TT H .... TToE (rf) .... (*) 
0 

~ . 1 1 " 
.. ( t ~ ; ~ 

·wH .... TT jW H .... TT/ (rjW f) ... (_*) ,/ 1 · .. 

"·•. :·, 1 \ 

où.', est d'après. A. A~ 13 (3) le quot~nt. de. 

clusion. 

TT jWH) 
1 

par .l'action de. TT
0 

G (resp·. 

. '· 

. \ '. 
TT 

0 
j W G ) • · D ' où la con -

., 
: . ~ 
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B.3.4. Cas abelien • ; 
f , 1 1 

Sauf mention expressé du contraire, les groupes dont ~lest que~tion dans .ce paragrapœ' 
. \ . · ... '· . . · .. ' 

sont abéliens.~ ' . 

. •• l' . - '. ( 

B.~·1·~· ·.Soit. C un groupe .simpl~éial abélien. L~ .classificl!tt. 
.. 
wc 

o·. •.\'c·.•. ·. ·l 
. l' ~ es~ un groupe simp ~c 

abélien, car le foncteur W 
1 • i i' 1 . : ! : . . ~· -

commute. .avec les .produits,~ En conséquence les groupeS· . 
jW(C) et W (C) coïncident et l'on trouve par récurrence l'identit~ 

·-· - • • J ~ # ', • 

n 

W(C). · 

0 i 
On en déduit aussi que, lorsque. 

' 1 ~ .. , 1 ; 
est un groupe simplicial abélien, le .spectr.e· c 

s(C) est tin 0-spectre .• C'.estpourquoi, quel que:soit x' ', 

lrx.c; p z = [X, s (C) ] p ( 

rx, n·Prc n 
,, 

. p < 0 
'!' 

~ 
= [X, W(C)] p ~ o .. 

8.3.4.2. Plus .généralement soit. 
j , 1 4 

t 

f c .. H' 

un homomorphisme .de .groupes simpliciaux abéllens. Alors. si {1 est .un 

(B. 3;J;~o~) e.t i~ est is~morphe .a~ spectre du groupe abélien simplicial 
1 

s. Ill· 

p-1 1 
... w· si{! p ?; 1 
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... 
. · 

En conséquence 

, ·· .... J 
; . ~ 

·' 
p t z. 

B,J.4.3. Un cas parti.culièrement .important .est celui d'un homomorphisme.de.groupes apéliens. 

simpliciaux dont l'applicatipn simplicial sous~iacente .est .une fibration de Kan~ C'est. . . . . . .. . .. . . . . . ... , , .1· 
le cas où par exemple. f: G ... H est une .épijection • Dans .ce cas. s .1 fl ne 

dépend que du noyau de· f. 

,. 

De façon précise., 

Proposition. Le morphisme, de spectr~s. .1 ., 

y# s (Ker. f), ... s .{fi 

" . 
associé à la flèche. 

, 
·' 

•. 
'• 

. 

Ker({) ... G 

P· 1 f -> 
'; 

... ... H 

est .une .équivalence .[ors~ue f est .une .fibration de Kan. (ie : il induit un isomor·. 

phisme entre les groupes d'homo~opie des spectres.· 

8·~·~·~· .Corollait~ • , Si l'homomorphisme 

f : G ... H 

.1 
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de groupes .simplici,aux ~béliens est une fib~ation de .·Kan, aiors .les .cohomologies 
0 ' 

h ( •, ker . f) et h 
0 

( ·, f) sont canoniquement .is amorphes • 

' B.~·4·~· . Corollaire • ; Soit . 
\ 

T . -
0 ~ G' .. G .. G" .. 0 (0) 

. , 1 • 

' ' 
une .suite .exact~ de groupes .abéliens .simpliciaux ~. Il existe .un ~pérateur fonctqriel en 

, (P) 

(de degré + 1) tel que le triangle 

0 

h ( •• G) 

est exact.: • 

B.~.4.6. Ce .quiveut dire .que pour chaque ensemble .simplicial (pointé) X, le couple 

( h 
0 

(X , ·) , 8 ) 

est un 8· {oncte.ur sur la catégorie des groupes a/,éliens simpliciaux;. Plus encore 

p ! z 

si G est un groupe abéliens-.simplicial injectif. En effet si G est injectif, il 
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en est de même de rlc et de 
r 
W G (B. 2. 23), quel que soit p. Or 

tout groupe simplicial injectif est .contractil (B. 2~ 22) ~ :~ · 

'l.~-1-~· .Notqns provisoirement F X le foncteur, associant à chaque groupe simplicial abé-

lie~ G , l'ensemble. H om(X, G) d'applications .simpliciales .de. X dans. G~ 

c• est un foncteur de .[a catégorie \. tl. 0Ab 9ui est.;' catégorie .abélien~e ayant assez 

d 'injet>tifs• les foncteurs .dérivés à droite. 

du foncteur 

Proposition.;. 

F x 

' . . , 

p ~ 0 

sont .bien définis, et l'on a un isomorphisme .canonique r 

'. 1 •• ,._ •• 

RPF p 
~· 1 ~. - h(X,·) p .. \ ·.·. 1. 

x 
p 

• 1 • ~ 

~[X, W( -
·)] ' .. 

, • • ~J. )· r . , 
Pour le .montrer; U suffit de voir ,que .le. 8· foncteur effaçable (B. 3'. 4. 6) 

p .. 
(h(X,-),8) 

. ' 
p ~· 1 

' . ' .. '. ·~ \ . ' \: . • • ' .. .i 

sur la catégorie des groupes abélien$ .simpliciaux peut tse co.mpléter en pre~ant F X , 

pour p = 0 ~ . Il existe, en effet une sui te exacte longue. 

8 1 ' 1 
... h (X, G ') ... h (X , G ) ! ~ 1 ... . .. 

où l'application 

. ·.. . ~ 1 . . ' 
h (X,G') 
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' . . ~ ~ ~ . ( 

' 
est celle .associé à l'application, notée .elicor~ . 8 ' ' . 

. 8 : · G" · -. . W (G ') ' · 

·classifiant le fibré principal (de .groupe. G') 

G .... G" . 

Rappelons .commet .elle .est définie pour voir qu'au, cas .abélien 

8 Hom (X , G ") .... • [X, W G • ] 

est un homomorphis rrie , : 

si f": x .... G" 

est une .application simpliciale, il exist~. 
1 

f: x .... G ., 

, .. 

,. ' 

·.\. 

une zéro co-chaîne.( A.l ) qui la relève, 8(f") est la classe.d'homotqpie de· 

l'application simpliciale cor;espondant à la fonction tordante 

' " 

f d 0 • do f: x .... c• 

• 
par .l'isomorphisme. 1 

''' • 1 
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On démontre eTLSuite que deux r~lèvements .de, {" induisent deux fonctions tordantes . 

équivalentes.( ) et donc deux applicatioTLS .de. x . 
daTLS. WG' 

. 1 ' 

homotopes. 

8 ({") 
' .. . . . ·. . ' ; ~ \ 

ne dépend pas .du rélèvement de f". 
g est .un ré lève ment rie. g", alo~s. f+g en est ,un de f"+g'; et 

puisque. 

f ,, ~ ·.· \ 

(f+g)do . do(f+g!) = (f do • do f) + ( g do· do g) 

' ' . )'" '.):' ., ·\ ,.{. 

8({-t-g) = 8({) + 8(g) • · ·.,.;· 

" 
\ ' ·.~ 

8.3.4.8 • . Nous .allons .donner ci·dessous .une .autre .coTLStruction de la cohomologie, 

•', . )· .l' 

p > 0 
.. ., \ 
<. < ·' 

lorsque.· G est .abélien~ · 

• 1 
' r\ ": .... . : .~ \ 

Pour tout. p , soit le groupe des suites. 
· .. '. l ~ ~ 

f = (f ) 
n n 

où X ... G 
n n·p 

'' 
soumises .aux conditions suivantes. 

a) fsp·i = • • ·· = fs0 = "' (:-esp~ aucune bonditi.on si p=O)_. 

,, :. ("! 

b) >' - p 
~. \ 1 ~ • 

" 
c) f d.=d. f ' ,.p ~·p-d 

\ . 
• ~ 1 
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·' ,. 
On définit 

.'···). 

p+1 
C (X, G) ... 

. 1 

par. 

' 
\ \ . ' . ~ 

8 ([) = do f + I. (., 1.). p+i+l f di 

\: . . i~p 

On constate aisément que. e.stune. p+1 

Notons .provisoirement \, . ~ 

le q·ième groupe d 'horr]ologie .du complexe. 

0 

( C (X , G) , 8 ' ) 

,·•, 

i 

Avant de .montre~ que, pour. q ~ 1 , fi g(X, G) .. et 
; ..... 

il nous .faut démontre~ un lemme qui affi-:-me que 

( ) au cas .non abélien 

Lemme. Les groupes . 
p -/! (X, WC) . et 

isomorphes • · ' 
En effet, on a un isomorphisme .canonique. 

1 • 

cochaîne, de .même que 58=0· 

coïncident' 
' ' ' '' ~ ·. , 
satisfait aussi à la propriét~ 

sont, canoniquement 
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entre les groupes .de .cycles .de. 8, induisant un isomorphisme .ent,re .le.s .bords. 

si 

et si 

est dans. 

On définit 

Soit maintenant 

Définissons. 

' ' 

tel que. 

.\ 

. 
r WG .. G 

r o f 

{3({) 

X .. G 

= r of~ 
\ .] 

'' \ ·. 

g t zP+l (X, G) 

(3([) = g 

!'' 

,, 

•',1 

,,., 

\ ' 
~ . 

. . ,, ~ 

\' l 

' , 

On voit dans .ce qui suit qu'il n'ra qu' un choix ~ · 

. Sur est définie de façon unique. 

{(x) =' 0 ··' ' x 
1 x' l p 

l ' 

·' '·: ... ~ 

' ·' 

·, 1 

.. \' .· 

· .. ·,_, 
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.car (WG) = 0. , .. \'.' 
,, 

0 

Si x ( x ,. 
' P+1 ' \ 

{(x) f (IPG h = c· 
0 

j .. ' .. 
doit être un élément tel que . 

r ' ' • • ~ \. ~· 

f. o {(x) = g(x) 

Or .. ï 

r1 (WGh .... Go 

Il nous faut démontrer que· 

' . ' \, 
, .. 1· , ••. ·\c .. ,!\ 

fq: Xq .... (WG)q-p ... (WC )q-p-1 x q-p-1 

·.; 

' ' 

, 

·. ' 

. '\ 
·1.. 

' 
; ' 

.; '· 

se définit .automatiquement. En effet pour chaque. . n , 
1 c., '· 

l 
.., 

c 

' 
. 

; \ "1 

\ 

"· ···r 
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. 
(WC) n 

\. ·i 1 

. ' .-. 

et 

' ) - ,···,;,• \ .. .. 
• ~ J ' / 

' .. , 
po~ clwq~e G li 

'ft n·l ~ ' " ''' 
.> 1 .. :. \\ ' ·~ .... '' .·, '· '. ~ 

. , En outre 
1, •· ' •• • J 

.. 1 
~ ,. ' r i ., ;; ' .~. ~ ', ,\, \ ,. \~·- .-':.: 

r(x,y} 
) 

= r • : '. ' ~ . , .. \ : ~ '·. ~ . 

Si l'on veut 1que. 
. i ' ~ \'~ ; . 1 

r f = g 

. ,. • '1, • "· 
e& que. f soit un cocycle .il faut avoir. 

\ 
~ \.. \ J • 1_ '\ \ ~- ; 

fjz) = (x(z), g(z)) 

• • ' ' ,1 ·~ ' 
.. 

'l;' ,, • 

... :. ·· .. ' . . . . . ) . ,_ , ; • .. ' ~ ~ ' \' 'u '· 
Hp ' 

= I (·1) f d. (z) 
. '< ~ 
'· p .. 

\· .1 .• ' · •• • ·.· .. · 

~) 

C'est pourquoi 
;, '. '.1. 1.. · .. ( ·. \ 

x(z} = .I (·1/+Pf (d.(z)) 
'~ p ... - q-1 . ' . 

Or d. (z} 1 B . est rUnnie,_ alors .nécessa~reme1at 
' q-1 \.. ' . • ' 

est définie. de. 

de façon unique. ,• ' . .· .. , .. ,\ . ; ,; 

. .. \ 
. . . \ . \ '; . ·~ 
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' ... 

l' .. ' ., 

f 
\ . 

satis ait à toutes. tes .co'nditions .exigées .• 

1' 

Proposition, Pour tout. p.~ 1 . les .groupes .de .cohoTTI.()logie. Hp(X, G) et· 
- 1 ,\ \' 

hp r)(, G) sont canoniquement isoTTI.()rphes .• Il suffit de montre~ que. H
1 
(X·, G) 

coincide~t quel que soit .le .groupe. 

le résultat par rée urrence ., 

., 
G • Car alors .le .lemme .précéde~t p~;met d tobtenir 

• { • i\ ·r \ ' 

Soit pour cela 
. • \ . ! '\• '~ 1 

[f]t H (X,G) 

Dire que · 8 f = 0 équivaut à dire que, outre .les propriétés. a) b) et. c) il sati!>[ait 

à 

f d z = f do 4:. do f 

\ 1 • \ ;\, • ' •• 1 ; \ • ', • ~\. \ 

1 
\ 

ou ce qui revient .au même que. f est une fonction tordante , 

De .même un bord provient d'une application de degré zéro 
1 ,_,1·\· , -\··. t• 
' 1 ' \ ~ .. - .... ~ ' .. l. l'. ') 

8g ' 

'J 

g B .... G 

,., 

' \ 

qui commute avec les opérateurs de face sauf éventuelleme~t avec do;·; ·· Ei ·' ' 

, . 
. \ . 1 • ' , 

8g, = do' g - g do :~ 

à valeurs dans. G , TTI.()dulo la relation ( • ) 

~ 

f -(f l g)= f + 8 g 
C.Q.F.D. 
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REDUCTION DU CAS AB EUEN AU CAS MINIMAL 

B,~·4•Q• .Soit, G un groupe simplicial. · 

L'application canonique. 

(o) 
p 

satisfait à la re, lat ion 

•• G . 'G 
o -+ "o 

(o) d = p(o) d 1 p . 0 

.\' 

·'' 

. ..\ • 1 • . 1 • 

C'est pourquoi elle donne lieu à un homomorphisme .de groupe& simpliciaux noté encore . 
. (o) . ' . 
p 

si à la place de· G on pose. on a 

. '· . ,: J • 
.' .. ) 

~ • 1 

si l'on applique .le classifiant. If , on en déduit au cas .où le groupe ·est ebélie"~& un 

homomorphisme de groupes simpliciaux· 

p~ t G • wnc ... WK(rr{ G,O) = K(rr: G, [) 
1 

; ( 0 
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G ... K( rr G , n) 
n 

n- w· n-1 P. - p 
G one 1 ·, 

Les ainsi définis donnent lieu à un .homomorphisme .de groupes .sirnpliciaux 

Il K(r G,n) 
n> o n -

qui induit .un isomorphisme .entr.e .les groupes d'homotopie. ·D'après .B. 1.6.4. il induit 

un isomorphisme entre les .cohomologies .associees .à G et rr K(.,. G, n). C' 
n 

est-: à· dire que lors que G est abélien la cohomologie se .réduit. 

toujours à celle d'un groupe abélien minimal, à savoir 

ll K(.,. G, n). 
n>o n ... ) ... 

B.3.~.: COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS UN GROUPE TOPOLOGIQUE,; 

·' 
13.3,5.1. ,Nous avons. étudié la cohomologie 

' 
définie .au cas où X est un ensemble simplicial pointé et G un groupe sim• 

plicial, et démontré· que par rapport à ~hacune des variables l'on dispose de suites 

exactes longues (cf. 8.3 .. 1. 3 (4) · et .. 8.3.3.1) associées respectivement à une 
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cofibralion dans. tl
0

Ens. 

lorsqu~. X et/ ou G 

et .à une flèche de ' P(Gr) •. Cesi s'applique .en part,iculier 

sont les .co~ple:œs singuliers. 

\ .. :\ ,\ 

sin x• 

· .•• \ • 1 '· ... \ .\ .. 7 \1 1 •'' 1 ~', 

d'un espace -topologique. x• 

sing c• 

;. 
., ,, 

et/ ou d'un groupe topologique 
' . ..: ;· ;', . . 

.. 
J :'1. 

r - r 
~l .... 1 

., :. 

Notr!!, .pr~pos .est de car0;ctérise-,: .Zt: ~as abélien~ Nous commençons .par .le cas discret~ Et 

démontrpns que le .cas.( abélien} général p~ut· être rédÙit à celui ·là ( ) ~ 

B 3 . • .S.2. Si 
J 1 : • 

\'. ·' .. ~ \ 

T :. C ... tl 0 Ab 

- i ·~ 

est un foncteur exact ri 'une. catégori_e abélienne. C d ' A OAb ans .la. categori.e. u des 

.. ' .\ ~. . .. . ~., •• 1. ' . 1 \l • ~ ~ ,',' ,. .:. , r. 
. 0 

~! tl E'fS. , . E ( C P. 
. "·") ·.~ 

· -. ,·•'· en associant à chaque ensemble simplicial• ····X .. et, à chaque objet. E ' de. t' la 

c oho mo log_ie . , .·! 1 '·.' '• .-. • . ~ ( • 1 • ·~ J 1 . 

) ~ 

Parmi les .propriétés de 
• • ~~ • • ' • T 1 • 

h0 (X, T ( ) ).. citons . 
•• \ ! • \ 

A une suite exacte. ·, )• ). 

0 ... E' ... E ... E ,; ... 0 .. 

corresporu!- un triangle exact. 

.. ,"1 

l ~. :. J .u .. 

1 \, '.• . ' 

" . 
' . ' 

\ ~. ,,\_. • ,., ~ • 1 
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·., .. \ ... \ •' 

0 
h (·, E) 

·• \ 

h
0 

( -, E') 

8.3.5.3. Soit maint~nant . . ,. 
prenons pour 

C la catégorie 

T le.{oncte~~ 

Ab 

c :,,Ab 
0 

.... !::. Ab 

. ' 

. •·. ,. ~·.) 

1 

des groupes abéliens .(discrets./). ·Et 

'' 
• :1 

• ••• J ~: .1 • 

'~. ' . ·' l. '·'· 

. ) .. '\ 

qui associe .à chaque groupe, E l'ensemble simplicial 

1 

c (E) = s ing (E) 

. 

( ~ \ (.' .... 

lo~~qUe, E 
. . ' ' . 

est considéré comme :es pace topologique discret •· L 'ense~ble de ·simple-

xes .en dimension n de c(E) est donc égal à E et les faces .sont 

égales à l'identité de E. (~f. B.' J, s. 2 ). '. 

En fait ', c. · est défini pour tout ensemble et transforme les .groupes {resp. les groupeS· 

abéliens) en groupes (resp. en groupes. abéliens) simpliciaux. l • • ~ '' 1 

' ., . 
Ils ~agit .aussi d'un prolongement fidéle et .il est .évideri'unent exact. En outre .on a le 

8.~.5.4. Lemme 1.: Pour tout ensemble. 
• • 1 

E, l'ensemble .simplicial cE· 
! \ ' . \' \ 

est minimal et . 

satisfait à la condition d'extension de Kan~ · Enfin ., ·~ •'. :•, '- . '' \ 

' 1 

rr. c(E) = 0 =IO 
' 

1 • ' ~ \~ .. ' 
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La condition d'extension est .évidemment ~atisfaite. ·Et pour qu'un complexe 
l ' . • • ~ ~ 

Z de ., ... 

Kan soit minimal il faut et il suffit que .pour tout .couple x, y de .simplexes .de même, 

dimension (p par exemple) et satisfaisant . ' 
'· 

. i. . '··' do .x '= do y 
1 ' ·' '' ·' 

qu~l.qu~ soit .. ' ~ . . ~ ' . . . , . . . . 

2. les applications simpliciale.s. .. \ .:. .. '1 

x,y ~[p] 

• 1 0 

•'so~t ho~~~pes .relati~e-~nt d 0 

• Afp]··; ·l;on ait 7li~-~ssair~m~t. • ••• •.l .·, 

x= y. 

Cette condition est bie~ sûr satisfaite par . cE • La définition des groupes d'homotopie 

donnée par Kan, donne directement les. rr cE, 
i 

comme .énoncés plus .haut~ · 

•• ·,1 
' ·: \ ~~ 

B.~.~·~· ,Lemme 2., Pour tout groupe\ E de Ens., l'ensemble.simplicial WcE est 

du type· K(E,1). Sien outre. 
0 E o. es~'abé\Ùe~,o .. W~E estminimaletalors 

\ 
••• .1 

-
; ' ' :) . . ~ .. 

La p'!'emïerre affirmation est une,.conséquence .immédiate .du lemme 1 et du fait que 

.. ; ·1 
. .. 

'\ ,. w ,. )· 

fT = fT, 1 i > 1 
i , . • 

. 
fT w = * 0 ,, \ ' ,. :'' 'i 

' 

Le .caractère minimal de, Wc(E) découle du fait que si G est .un groupe sim • 
.\ . " ; r :..t 

plicial abé'lien minimal il en est !le même de, W G. Rappelons .que pour qu'un groupe, 

simplicial abélien soit minimal il faut et il suffit que pour tout . n et pour tout 
·~o ( .• 
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si dl x) 0 i < n-1 ' :;:: 

' = 

' ·:. ' . ,, 
alors dn(x) = 0 

\ 
,, ; . ' 

' 

Démontrons .cette propriété pour ·.sous .l'hypothèse que G la satisfait • 

On sait que 

- -
(W G) = (WC) x G 

n+1 n n 

et que, sous .cette décomposition, les opératews .de face sont donnés .par la relation 
' . ,. ' ,, . . . 

d ( ~· g) = w 
0 . 

Le. "dot ''dénote .l'action évidente .de 

( W G )11 = ( W G Jn.1 x G n _ 1 • 
~ .l, i. 

sur 
' •1 

Supposons .donc que G est abélien minimal , 

Soit 

te,l que. 

'..: .· 

• 1 

Ceci implique que 

-
r = ( w, gn) t (WG)n+l 

.. '•, . i 

d r = o ' ' 
w=O 

·•· 
et que · 

.. 

" 

·, 
< n .. 

r 

> 1 

ji. 
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. . q 

Or G est minimal, cette der:nière re lati,on' impliqué que·'· 

d (\ ·' .... 
g = (} n n . . 

\" 

et donc 
··,. \ 

1. • - 1). -~. ' • ~ : ·• 1 •. 

'· 

·1 r : ··: . '. ; .\ . 1 1 , , , 1..: ,, 

B,J.~.7 . . :oit maintenant:, ~ 'i un groupe abélien d~. Ens. · On sait que .po~J.r n ~ 0, 

WK( E, n} a le même type d'homotopie de K(E, n+l), et puisque K(E, n} 
\ 

est mi ni mal quelque soit n ala-s. 

WK(E, n) = K(E,n+l) 

Le lemme 2 et l'équivalence précédente. nous .conduisent .à affirmer que 

n . 
K(E,n) = W(cE) 

Ajoutons enfin que d'après .la description de. 0 donnée au paragraphe A, 2.6. 

OpcE = 0 p > 1 • . 

C'est-à-dire, que le .spe~tre s(cE} est donné par. 
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...... \, , ... ,, 

p 
K(E, p) 0 s (cE) =T p~ 'l ., 

·' '. ) . 1 --· 
. '\ 

\ 

0 p< 0 ., 

Et en conséquence . ) ~' ·'·;, 'lo 

., ,, ·' \ '• ·': 

8.3.5.8. Prop Œ ition •. Soit E un groupe abélie'!' de Ens. Alors 

hp(X,cE) = [X,K(E, p)] p > 0 -
., 

·'' 
., 0 ., .. .,, \. 

,., ,, 
0 

c-., •. ) , .. 1 . 
p < 

" ' . ,., : ,, 
~ ., ' ,. 

\ ' ' \'' . ' •• )1 .. \ ~'1 ,., !\ :1 •1 

,. , ... :. 
' ····\• ,, .. ' ...... 

. :\ " 

' ... i ') ..l ,. 1 '. .,. ,_1 i ··' \ . \. (' ,_·,•. ,1 • 

' i •' . ·'· ·,~ 

'! ' ' !. 

·\ 

·' ., ·' . ,\ 
' . \ . ~) . '"';. t. ',\ •. •. \·,- : . .. , l 



C. K· THEORIE ALGEBRI~UE 

C.t Groupe simplicial associé a un Anneau de Banach. 

c.l.I. Définition de foncteur Gl. 

C,1.1.1. On note Ann la catégorie des anneaux non nécessairement commutatifs et non né. 

cessairement avec élément unité, Ann(l) dénote la sous-catégorie (non pleine) de 

Ann formé des anneaux avec élément unité et des morphismes qui préservent l'élément 

unité. 

Le foncteur d'inclusion 

\ 

Ann(l) ... Ann 

ad me nt un adjoint à gauche 

R- R* 

L'anneau R* a comme groupe abélien sous-jacent R x Z et la multiplication 

est àonée par 

( ) ( , ')-(, , , ') r, n • r , n - rr + n • r + nr • nn • 



.. 

1 
1. 

' . 

' 

·1 ·,. 

.,, 

... 

• 

·ri ·JI 

' 

;t;l 1) 

i ; ·, ~~ 

~ ., • .... '1 ' • 

. . · .. ·~ 

. l. \ ' 1 ~ t 

·' ., :. 

. '\ 

\ \. 

1 

.. , 
•' •\ ~. 

: t 

J ; 1 r·.; .i '1 

. ) 

1 •••• ; .\' • 

) , .. 

,• 

\· '·;· 

! /' 
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C,1.1.2. ,Soit A un anneau. 

Dans l'ensemble des.matrices. 
\ 

.. • .'\ 
~ 1 . ·• .. · .. ,c.·., ~ ... ~ . ,\·. 1 • 

Q = ( q . .). . 
'1.·.:·~:\ ' ~' ~, ~' 1 > 1 1 .. , •' ... 

= 
)''. \ ... , ~·. l .. ; . . 0 ' .• ~ \ 1 . 1 

n'aran' qu'un nombr~fini de.coordon~é~s ~pn n!ulle~, on~éfinit 6a loi de. composition 

•.· : .. 

On nott{ \'·''"'. 1 ! ,·, :.) 

; ' GL(Â) 
.. '\,. \ . '. .l . \ ', ,1 •. '. \~ . 1 ) .•• , 

1' 

le group~ .des mat:-ices P pour les queUes :a existe .un Q = Q(P) 

.• .. ' r. . • .. ~ ( l 
-~- .L. 

,· p 0 Q = Q 0 p = 0 . 

'. ·, ,. \\ \ .. ·; \ .\· .····J ~ i i J l. \',\ ·'. ·) \ .l!:·.o~,, .,. ~~· ~ . L~. t.J 

· GL · ' est .un foncteur c'ovariant de .la catégorie Ann. ·dans .la Catégori.e de's groupes .• 

Si l'anneau A a un élément unité alors la flèche 

. ' 
\' \ 

\ ... 
est un isomorphisme .entr,e le groupe GL(A). . et le groupe des matrices .inversibles. 

\~'1 ~1.··.~.) ·.~'\•.: ... } \.J'; 

. ,: ( ,·. .,· ~. .·{' '• 1.' .• 
., 

·~; I,J 

,\ ,·,' .-: n ..... .,(",-)\.: \ '. -.. ··~ ~ ~ ! .. : .. ~.· :~.'.) t· .,, .. , 

. où' · Gl (A) 
n est le' groupe des matr~es inversibles •,\ 

. 1 
nxn· à coefficients. 

~.' ''· •• 1 ·.'l' .• i \ ,>,··•,\, · •. l\ .•. ,, 
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Cl,/ A) .... Cln+z( A) 

M 0 
:M -r ) 

0 1 

; 1 

• .,,., '.\ 't\ \ 

>. ~ •• ' '' '' ·.' 1 • 

r. 

'• ., ' 

.. ' 1,11. 

t .. i .. ~ '·. 

• 1 l . ' ' 

A' ( A 
g 
-+ \ de C.l.lJ. On dira qu'une suite A" Ann est exacte si la 

C.l.2. 

C.l.2.1. 

.. ' ' 

suite des groupes ~bélie ~ sous jacente est exacte. A ~ec cette ~Jéfinition d'exactitude 

dans Ann on peut m9ntrer que si 

. ' . .• ·\ ~ . . ' . ,\A;· f. A 0 .... .... A" g ~· 
.... 

est exacte alors 
1 1 t, \' ... ~ t, \ ' '.\ 

Cl( A')= ker (Cl( A)' .... Cl( A") ) 

ie : que la suite 0 .... Cl(A') .... Cl(A) .... Cl(A") 

. ' 

En particulier Cl( A) est le noyau de l' ho'~~morphisme 

assotié à la projection canonique 
1 . 1 \' : . \ \' .' ' ' ' \' . :,,\ .. 

Définition du foncteur R;·Ann .. ll
0 

Ann. 
. il - '\ ' 1 . - ( 

,, 
\o 

est exacte. .. 

Cl(A+)-+ Cl(Z} 

• •. , 'i..l .' 

On reprend les définitions de K. V[1] sur les anneaux de Banach. Un anneau 

de Banach est un anneau '·A ., (avec ou sans élément unité) muni d'une quasi-norme 

PA = p : A -+ R+ 

(i) p(x)=O< .. =>x=O 
' 1 ' •• 1"\ ·• '· 

(ii) ' 'p(x+y) ~ p(x)+ p(y) 

(iii) '· p(.x) = p(x} 
:--. , • 1 ••• • . ·.\ • ' ( : 

·(iv) · p(xy) ~ C p(x) p(y) 

(1 
·' 

~ . ' ' ') "" .. 

1 ,._ 
• 1 ••• ·:\' •• ·,(. 

• ••.• ' 1 ': • (", 

ou C est une constante indépendante de · x . et de y. En outre on suppose 
1\t 

que A est complet pour la distance d(x.y)::! p(x.y). 

On note Ann b la catégcrie des ~nneaux d_e Banach. Le& flèches sont les homo• -

morphismes bernés: f: A -+B. est dit borné s'il existe une constante · C teUe 

que 



137 \, _i 

{ '; 

C.l..2,2, L'anneau Z sera toujours considéré a~ec laquasi~norme Il ~11-=l~l:-
Si S est un. anneau de Baru:zch sans élément unité,. l'anneau A+.A x Z est 

-,, .· -\ , \.'· 

un anneau de Banach pour la semi·norme li( a. n) Il• Il a Il+ If nIl • 

1 '. 

Soit A un an~èau d~ Bcin~ch. On note A{X
0

, ... .', x;1 ;.' l'anneau de Banach 

des séries formelles 

' -· . .. · .. ,•. l 

S = I a· · . ' 'n ~' ·'* 'h . " ; 0 , ••• '( 
\ 

! \. \ .... 

pou:- la semi•no.7ne Il s Il • I Il ai .. ·• i Il < + • 
o n 

C'est le complété de l!anneau des polynômes , 
• ~ ., \ l 1 . 

A [X , ••• , Xn] 
0 ' ,,'· \ ,\ ·~ 

pour la topologie 

'définie par la nor~ . \ 

.... ·., \ •, 

O,. ~ima'i'qu~ enfin que le noyau de l'application 

l' i. 

associé à la projection canonique 

• • ' ~· 1 •• • ~ • ' 

C.l.2.3. Soit, tout d'abord, A un anneau avec élément unité • 

\ . ,, . ~ ~ : ' • • ' 0 •• { j : . 

On note 
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d. 
' 

'· les applications .définies ci-après. : 
,, ' ' '\i' ; t'• .·' ... 

. t 
1-) si 

'·. 

0 < < n • • 
. .. \' 
' 1, 

2.) si i = n+l 

'i ... L 

: .. 
. '· 

,, 1 

' 

., ' 

' ,, 

i\ ,\ ,, 

\· 

. 
' ' 

., 

i = 0, 1 

o· < k < n-i·l 
.'. •· • ',.: .• 1 

.. 
'. ~ 

= y. 1 r \ ,,\ 

. ,, •. 1· 

' 1 i . t 

':'. ' ' . ·,, 

On définit aussi des. applications 

•• . \ 

., .. ' .~ \ 

.'. ' 1 ' • ) 

. n>j> 1 
.: ·, - a: .) 

1 

1 ••• 

0 < i < n-1 - ': . 

comme suit 

r ,. [ J 



1) si 2.< p < n =-. = 

. ,. ,": L ~. -~. ''. .. ·,' ~\ 
2) si p = 1 

139 !:'.' 

' 1 ~ - ~· 
..... •. )'i jl·. ~ : 1\. 

si 0 ~ .k ~ p-2. 

l f' l'' . :., 
p ~ k ~ n.-1 

, ... ', 

'· ~ /'. 

l !, 
., 

l. 

•. 

\.~~···.~ ',~· .. 1 ,'.\' ")'. r_: 

, ·. ! ~ k ~ n ~ 11 : -= '. r . ' .. 

C;l.2.4, Si :. A · est un anne(lu.-sans. élément unité on note • ' ~' ('. ·, ·, i. ·. 

~\ ..... \ .1)' ~\ .• ~ "\.)~ ..• :\ \:. :. ,_\q ·'· l: .. ·•· (\ \'~) \ ~ '.~\ ,,~ '"'{··'· ... -,~~ .,, ... i 
\ 

A [X0 , ••• , ] le .noyau de homomorphismes. ,~. •. ,\·. . " .\ ,\ .• 

( ! .ri. 

' l ' ' ;' 

associé à la proje~tion canonique. 

~ .:.. t"\ ••• •': . ' . 1 ', '. .:,, 

Les applications. 
..... · .. · · ... ' 's· J. -: ... ~ 

di et si 

~ . .. , .. ,:-,'\\ 1~~ :, .. ) ' .... : .. h() 4::~~~:·:··_: .. ;"','1 .I.f.l.'") 
définies auparavant .induisent des .homomorphis· 

mes •\ ,, 'l-'. 

. ~' '11·'· 
\' .. 

Il ·· .. · •.. "! 

C.l.2.5. Si A est un anneau de .Banach, on note encore 

·. '• .. ' ' .·. 1'. ,._ .. '.. r. ,· \,' . '·'. . • ., .• 1~ L. ... • ·., ;\'1 
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d. 

' 
:A{X

0 
,.;., Xn{ ... Al y 0 ' ••• ' yn-11 ~ ... !.\ 

> -. i •· 
et . \ 

s. A 1 X0 , •• ;, Xn 1 ... A 1 Y 0 >· •. 1 y n-11 
' { - 1· ). ' 

~ i !" 

lis .homomorphismes .induits. par .les. définies .au C.2. 1.4. · 
\ _\' • ' •. ' 1' ':" 

c.~.2.6. ,Définissons .l'anneau simplicial R( A) associé à un anneau de Banach Al Ann b 
\• 1 ._ 

R(A) = A . { ., ' .. 1 ' ·' ~ ... ,, _.' 
0 

R(A) = A{X
0

; ... , X~_1 1 \ _.. 
n > 1 

n -
Les faces et les .dégénérescences .sont donnés .dans. C. l~ 2. 5. On démontre sans 

1 1 

peine qu'elles font de R(A) un anneau simplicial de Banach. L'action de R 

sur _les flèches de Ann b ' e~ ~mfnlid&~te '· ' ·· .... , 1 
) 

R(A) est en fait un objet simpücial dela catégorie.des.annear.ix de Banach: . ' / 

R( A) t ~ 
0 

A nn b • 

' • ~ 1. • \t. ~' 1' •• 

. C.~J •. · Homotopie dans la catégorie des. Ame aux de Ban4cb. ~ 
\' . .. ~ . 

C+J·~· ,Définition, .· On dira que deux homomorphismes .d'anneaux de Banach (C. 1. 2. 1.) 
• '· :. ' • •. \ '\\ 1 • 1 : . 1 i ,. ·.' . 

1 
• \ \. '' ; • • • \ ' ~ . ~- .' ' 

f.g A ... B .: ·\'.' 

' sont homotopes, si les. homomorphismes, d'anneaux simpüciaux de Banach 
·, 1 1 ' • \.· • 

R(g) sont homotopes dans. la catégorie. ~ 0 
Ann b 

'"'. \ 'l •. • •.. \ ~ •• ) 
'1 

\. \ . ~ • ' \. \' • \ " 1 t .. 

R(f) 

.. ... 

et 

C.~.3.2. Rappelons .un lemme -donnant. une .caractérisation des homotopies .dans la cat. des .ensem· 
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bles simpliciaux (resp. dans .celle des anneaux simpliciaux, res p. dans 
• • \ • \ ~ 1 • : .\1 ' 

0 
tl Arm b). ,,· 

Lemme. · Soient. 
1 •. , ' l ' •• \\ 

i t J ' l ' . '/.' ·'. 

f,g x ... y 
l 1 l '\,, ~\ ·. 

deux applications .simpliciales .(resp. deux homomorphismes .d'anneaux simpliciaux). Pour . 

qu'il existf! une homotopie. 

1 . 
' ' 1 

F f • g 

• f ... . . t\. '·.' '~ 

' \,·': •\ 

dans .la catégorie. 
0 

tl Ens 
o·, ..... _- ....... 1\\ ·-~·O*'·<·~-' .. \ 

tl Ann, res p. dans. tl Ann b) il faut et il (res p. dans. 

suffit qu'il exist~ des applications (resp. des.homomorphismes.d'anneaux, resp. des.ho· 
• ' .- ~ \ : J 

momorphismes .d'anneaux de .Banach) h. 
' 

satisfaisant 

'' 

(ii) d. },. = },. 1 d. 
' 1 r ' 

d.
1

h. 1 =d· 1 h. 
/+ J+ J+ 1 

d.h. = },.d. 1 
' 1 1 r 

(iii) si hj :;:: hj+1 si 

s' h· = h. s. 1 
' 1 

1 ,. 

. '), ... 

/ 

' J ·' \ • 1 

•• •. 1 ;,.J 

. ·.\ 
. t •• :. 

\ .... :... ' . ..., . ··'· ... ' '·' 

' . ,., 
• J. 

' • '\ ~ : t' • • .' • J • 

Rappelons la démonstrati~n de .ce lemme. Soit . 

• 1 . \ . ' 
F · tl[1] x X ... Y 

.. . . ... \. ~ . 

(i > j + 1 ) 

( i < . ) . .. ]. 

( i > j) 

>. ' • (. 



142 

.... , . . . 

uri.e homotopie de'~ f à g ~ Soit ... ' 

' ~ .. •. •l ~ ..:. 

'f . '1 

l'identité de. [ 1] dans. Ô ~ · 

·' 
On pos~ .pour chaque ' . x ~Xq 

. ':.1 

Inversement , si les. h· 
. ' sont donnés on pose · 

. t '·, 

F(O,x) = g(x) " 
\. 

F (1, x) = {(x) 

On rappelle à ce ·propos que tout différent des. 0 et. 1 

s ~écrit de façon unique .sous .la forme 
1 \ 

,, 
\ .. 

Supposons maintenant que.l'on se place dans. Ô
0 

Ann: F satisfait ~ux ~onditions. 

F(t, X+Y) = F(t, x) + F(t, y) 

' . F(t, x. y)= F(t,x) F(t,y) 

si et seulement si 'les. h. 
' 

sont des .homorra rphisme,s .d'anneaux. 

S'ils 'agit de la catégorie • ô 
0 

Ami b .on remarquera que pour que "*quel que soit. 
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soit une flèche de 
\ . Ann b" il faut et il suffit 

\; 
que. "les. hi soient des .flèches de Ann b ". 

. ' . ! ·.• • '~ ~. '~ . 

C,l,J.J. Proposition. Pour 9ue deux homo~phismes. 
,, . 

~ . 'f. i i •- r1 
f,g: A .. B 

dans .la catégorie. Ann b soient homoto.pe~ "(C : J, 3: 1) 'il faut et il suffit qù 'il 
existe un homomorphisme d'anneaux de Banach 

, 1. .. • : j 
\; ~.. • .. ' ,. l\ .:: 

h A .. B{X { 
.. , . ,· ... ,· 0 . .l~ . l'·. •. • ..... • . - ._:..' : -,. ,I,J ' ,, .. ,.,. ,, .. ' 

tel que. 
'\ : 1 ., 

d 0 h = f et dz h = g 
r ; ·; 
l \ . ! \. \ t. · r. 

\ 

On retrouve ainsi la définitio~ d'homotopie donnée par Karoubi· Villamaror [1] 
1 

~' ,_ 1 l' -. 

Démonstration.· Supposons que. f N g / ; au sens .de .notre définition C.1.3.1. · Il 
J . 

existe donc pour tout q des fonctions (de Ann b) 
1 •. t't ·•. 1 ,'1 -

h. : R(A) _. R(B) . 
1 ' q q+ . 

0 < i < .. .. q 

., " . ~· 'L' # ,) '1 _ .... /· . 

satisfaisant aux candi tians .i), ii) et iii) de. C. 1.3.2. · On pose 

\ ~' : \ \ '. 

. ·' 
h = h 

0 

, ·r 
R(A) ~'A 

0 

···-' \'.· 

La condition (i) donne comme prévu 

. l . 

et 

r. ' 
. i. •· « 

.. R(B)z = B{X
0 

f 

' -~ ' .i ,\ 

dz h = g •. 

Inversement on doit construire les homomorphismes bornés. 

''1 ·.,.,.,..._ 
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'• ;· \' • ' ~ ·~ '' '· ' h. R(it)q R(Bf 1 0 ~· i ~ q : ... 
' q+ 

'•\\ 

satisfaisant (i), (ü) et (iii) de. C. 1~3.2. ,à parti~ de 
\. ' 1· ; 

. :> 0 , q .. 
i'. •' 

. ' 

' . 
. 

'1 

' 

. , .. 
'\, 

, \ 

, ·On démare avec , ~ q = 0 -~ e~ posant ' . ~ •.. . . . '.• . \, 

à chaque a A 

" • ~ ' .. f ' 

... . . 

'•' 

correspond une série formelle. . h(a) 

l'indéterminé en écrivant 

h{a) = h{a) [X
0

] 

i' : 

a,.· a alots 
1. 

' ~ d
0

h(a) = h(a) [X
0 

= 1] = f(a) 

d1 h{a) = h(a) [X
0 

= 0] = g(a) 

Passons au cas. q = 1. · Nous allons donc définir. 
··l 

hi. r A 1 X 0 1 ... B 1 X 0 , X 11 
J .. ' 

'. 1 

dont il est utile de rappeler 

\ ' ·, 

~ \ >1 

t '' ·. ,\ 

- 0, 1 

En fait, elles .sont automatiquement définies .sur les .séries constantes par la relation iii): 
\ ' ' . ' ' ·. . ; .\ 

' 
(voir C. 1. 2. 5) 

.. 
' .. ,' ' . '· 
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· .. , ' .(i=O) J 0: 0.' 0 ! t 

.,, . ~\ ·. :·,, ··~ ' "' 

f ; 

(i = 1) 

'. ·' . ' '' ·_; . ·.. . .. \ ~ ., . ' 

!' \~' •.. 
.; 

'/ 
1 

• 1 
'1· 

' 
) . ' . •·\ 

((iii) c. 1.3.2) 

Il 

\ .•,·, 

t ,, 

·., 

i 1 !. ,, 

. 1 

Par abus d'écriture {car nous .sommes SUT des anneaux qui n'on pas d'élément un:Ùé) posons 

1 ,. 
t l ,. ~ 

h0 (X
0
)= -1 +Xo:t-XJ,i' 

\ 

De façon précise sur une série 
1' 

.11 (, 

\\ 

i . 
Q = I a. · .. X0 (.A l.X.l 

' ·: ·~·,f \) 

'.· 

On démontre facilement que les conditions .exigées .son satisfaites. Passons enfin au cas 

1 R l h . d h d , 'd ' d' . l'dt. 1 J q > . emarquons .que e c o'x es i es pre ce entes. eterrmne ce u' es': · · 
i 

h : Aq+l .. Aq+2 car, d'après les définitions des opérateurs de dégénérescence, les. 
_ . .~ ·'. 
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de. A{X,: •••• ,X{ 
0 ' q peuvent être trouvé à partir des .indéterminées. 

1 

de. Al X
0

, .... , Xq- 11 • ·Définissons par exemple les. 
t .... 

\ ' - ' ' , 

AIX0 , .... , Xql · ... A{X0 ,.-:, X~+ll 
. : \ ( "·: 

sur l'hypothèse que les. sont définies. Sur les polyrvAmes. constants. 

' '~ 
f '1 

., 
:' ' 

h:+
1 
(a) 

q+1 
= h

0 
(s

0
(a)) 

-
\ 1 ' q 

·, ' ,: s 1 h0 (a) ',,. 
''· 

(iii. c. 1.3.2) 

) 

Et sur les .indéterminées. : . .-.·. ., '. '\ 

q+1 
h· (s X) 1 ·· 

' 0 0 
' l k=O 

.. \ 

'"· . ·•,. 

i=O, k=O 

,. - i ~· 1, k = 0 

0 • 

' 

,• 
. ·- 1 ' 

i = q+1 , 1 ~ k ~ q 

1 ' -· \: 

C.!.4. Le foncteur 
0 

G : : Ann b .,. li Gr • 
., ' .• 'r; ·,, 

C.1.4.1. Il est évident que chaque foncteur 
' ' ' 

F-
.... Gr 

\ 

' ,, 

' ~ \ 

' 1 

x. 
1 



147 

de la catégorie des annea~Q: (res p. des. anneaux de Banach) dans .celle des groupes
1
donne 

' ·. \ ... 
lieu à un foncteur . · ' ' ' '' 1 ,/ '. ,,_ .J \ 

':'. 

0 0 0 
tl F : tl Ann -+ tl r.;, • · 

• •1 ").'-l' • .' '\ 1 
1 1.' .. 

Si A est un anne~u si~pÛclal, il est aussi un fo~cteur contravariant de 

est par définition le groupe simplicial 

A F 

1 
1 

!l' dans. 

... Ann ... Gr. ·. ,• .. 

n 
( ;·' 1 

En dimension est égalà F(ApJ, Les faces s'obtiennent des faces 

de A par applications de. 
l . ' . ' \. 

F. farfois .on notera encore 
•• ... 1 

F le foncteur 

c.l.4.2. :Le fon~teur associé à ~n' fonèteur 

F : Ann -+ Gr 
\ 

' ,, 

•.;,, ,, . ·,\ ,· 

est un invariant homotopique. En ce sens que si f • g 

., 

... \ ·-· 
0 

dans tl Ann (resp. · 

est homotop_e à 
0 

0 
(tl F)g. Ce qui est évident d'après.la des~ 

• ' 1 \ 1 

cripti0 n des homotopies .dans. tl Ens. (resp. 
0 0 

tl Ann, resp. tl Ann b et qui est 

encore valable au cas. 
0 

tl Gr) donné au C. 1.3.2. 

•1 ... : ' ,, 
Ann, 

. ··~· \ 
, . 

-' 
h. A ... Bq+1 0< i < q q~ 0 
' q .. ... 

! ' 1 1 ; !_, -· . ' 

satisfaisant i) ii) et ii) de C. 1.3.2.' Puisque. F est un foncteur de Ann dans 

Gr, les homomorphismes de groupes 

. l 

k- = F(h) 
' ' 

.. \ _\ 

F(Aq) ... F(Bq+1 ) 

. . ~ . . '· ~ '\ ; . ,) .•' .\ - . . } 
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'' ... \ c -~ • '~· ' .• ,': ( ·, .c • \. \ ~' •• ·. ·' ,.! ' i ' . ' . : l . ; ~) 

satisfont les mêmes'.relations .i) ii) et iii). ·Ce qui implique que 

( "°F) 1g) h "
0

Gr·. L1 1• sont omotopes dans L1 

\ \ ; ) 

0 \ 0 i ( •· ·,•, t. ,'1 ' . .\,_ 1. 

C.1.4.2. Ce qui précède sera appliqué dans .ce qui suit lorsque · F =CL (C. 1. 1. 2). · Si 

. 0. l; At estyn anneau de Banach on note-encore._-,.'. GL(A) .. le groupe linéaire de son 
~ ' 

anneau sous~jascent • ...... ·,1 _,., , ... . < ;· , ·•'. ,. 

Corollaire , Soient 
1· 

f' g : A ... B 

f, . 

1' , .. : 

• : ~ t. . . \ .·. ; ; ' ·•. ,, .~ . . ') \ .. \. ; ) '·\ : 1 

. , 
e~t homot.op~ .à g 

\ . 
daris. 

Ann b (C. 1. 3.1) alors. CL R(f) , et , CL f.(f) sont homotopes dans la.caté ·: 

gorie des groupes simpliciau.x • · 
., 1 

'\• ·,•',• r' 

C.1.4.3. On note G le foncteur composé 
' . ' , 

·'· 1 •· •• i 

·,\ ;1 

: .. '. \. 
1 

\· 

du foncteur . 

et du foncteur 
' .. 

R: Ann b 
, ·.;,'1 

~ , \ . \ ,\•,. ~ \ ~ ": ' .. 1 \ ••· , • \ 

associé au fonctèur 

CL 

Corollaire • · Le foncteur 

.. , .. \. 
.,, ' /, \ 1 -~ • 1 1 

0 ~ 1'.• .,,, •,',) .•• ! '. • 0 •• 

(C. 1.2). 
• ~ 1\ 1- ,\ 

(C.1.4.1) 

..,\, 1 •• . ·, \ 

' :·)' •\, .... ,1. 
, . 

Ann b ... Gr (C. 1. 1 ) 

: .· ~ . \ 

G . est un invariant homotopique -en ce sens que .si 
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f ":' g , . dans. Ann b (C.J. 3) 

~ . ' \ . ; . \ -

alors 
,. 

G(f) • G(g) (B. 1. 2. 12). · 

C.l.4.4. Remarque. Comme le groupe. GL(A) d'un anneau de Banach est un groupe topologi· 

que, on aurait pu considérer GL comme un foncteur de 

rie Gr t des groupes topologiques, Et en conséquence. 

!1 ° Ann b · dans. ' !1 ° Gr t et ' '· · 

g 

Ann b dans .la catégo· 

"

0

GL u irait de. 

. ! 

Mais nous n'aurons pas à nous .servir de la structure topologique du groupe simplicial 

G(A). · 

. \ " 

APPUCATION DE LA THEORIE 

G = F(A), F · /l
0 

Ann .... !i
0

Gr 

C.2.1. · F. fibfat.ions dans . ti o Ann. '· 

c.2.1.1. .Soit . 

F 
0 0 

Il Ann ... Il Gr 

un foncteur covariant • 

On dira qu'un flèche . 
\ ;\. 

f : A .... B 

0 
de. !1 Ann est une. F-fibration faible si F(f) est une fibration de Kan • · 

. , ' 
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Il est évident 'q~e le ~omposé de de~x F·fibrations est en~ore une. F·fibration. Et que 

si F·commute aux produitsfibrés.alors l'ensemble des F-fibrations.est.stable par chan· 

ge ment de .base .• · 
.\ 1 

C.~.1.2 . . Nous .allons .donner una caractérisation des fib'!'ations de .Kan 
,. 1 ' '...o; 1 1', 

~ 

.\ ' 1 

. ... : . , ... 

·f-:-G .. H 

' . ' 

~ . ~. . . 

. ~ \ 

\, 

· .. , 

lorsque. G et H sont des .groupes. simpliciaux et i f est un homoni:orphisme• 

Proposition, · Les conditions .suivantes .sont équivalentes. 
. , \ .• 

a} f est une fibration de Kan ~ · 

b) f(G) est une .réunion de composantes connexes de · H • · 

L C" H 0 

,\ .' ~ t j ' ( ' •. j 1 ! . -

··-. ... 

c} La composante.connexe.de l'élément neutre de. H est contenue dans.l'image.de· 

f 0 • 

d) Soit xl H. · S'il existe. j tel que. alors. : · .t l lm f • ': ! • 

e} Soit 

u* H .. H 
p q 

une .face quelconque de. H. · Alors 

ker u*C lm f. ' 

{) S ';l . ( • ex~ste une'lace. u* , t~lle que . 
, .. 

u*(x} l lm l 

.~··· .. 
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alors. x t lm f. · 

g) S'il existe k tel que à ix} t lm f alors. x € lm f. · 

Démonstration • ·Les .implications. b => .c => .e => d f =>.e ., f => 

Démontrons que d) => e ). · On sait que toute face s'écrit sous la forme 
' lJ •• . ~ . ' ' 

iz > .... > h . ·.Supposons que 

... 

u*(x) = 1 

Puisque les .•' si sont injectys, il en résulte 
.1 

·~· ·:· 

d· ... d
1
.
1 

(x) = 1 
le 

La condition implique alors .que 

d
1
·t_

1
(y) = d. ( .. , d· (x))Elm f • . ·• 

lt-1 11 

On se ramène ainsi à démontrer que .si 

d.(y) E lm f 
' 

alors. 

y t lm f. 

', -
(C'est-à-dire que d => g) · · 

En effet, si on pose. 

/ ,, 

J_ 
l 

\' 

son évidentes. · 

. -

.• ,ii, 

i. 
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Alors. . -, 1\ ·-1 

dJst {(a} 

' ' ' . 

y)= {(a'} \ 

D'où .1·. .· \ 

y = f(si(a) ). ·f(a') ={(si a. a') 

Ce .qu'on voulait démontrer·~ · 

Démontrons .que e) => c). · Pour ·'que d~ux élément~ 

' .1 

dans .la même. composant il faut et il suffit qu'il ~ait des faces. u 1 , •• •' uk+1 et 
. 

des pointes . "1····· "q tels que. 

,, 
uk~l 

. ( 

H UJ H u2. H u3 H u4 H' H ... .,_ ... ... ' ... .,_ 
p Pl P2 P3 qk q 

... , . ~' ' 

ul"2) = u4( "4) 
1 ~ • • ~ ' 1 

.. 
·, 

Pow démontrer c) on peut se limiter donc a démontrer que .lorsque. z est lié à l 

par des diagrammes ci-après 

" 

1 

, . 

• 
" 

y 

·, 
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Alors y E lm f. 
. ' '"'· 

En fait le second diagramme implique que. x= 1, .·et l'hypothèse e) permet de conclure 

que y E lm f· .:!-. .-. 

·., / 
Il ne .nous reste à considérer que .le premier. Par hypothèsé: · xE lm f· Alors. 

"= f(a} 

et donc. ·· - \ \ • ,.·;, ; 1 \' · ... , \:..) 

1 •· ••. , Y= u.(x) ~ u; f(a) l .. ', , •. · '\ · " ·· · ' \H; · .\ \' . · 1\\ .•')' 'l \ 

... · 

\ ' · .• j (\ ·> 

Pour démontrer que c} => b) on suit à peut près, même méthode. On se ramène à démontrer 

que l'hypothèse c) implique chaque fois .que 

. ' . ' ~' 

\ 

g = Cù (x) E lm f "' .- .l 

alors. x lui- même -est dans lm f· · C'est-à-dire on démontre-que. c) =>. f). ·Or 
. '\ \\ ~ 

toute face se décompose sous' la f~~~ . . 

.\ •:.... ' ' ~ .. . t' ' 

Cù =si ••• ·s· d· ••• d· 
"' _1 ''p-,11.\ .,lq 

il nous suffira de faire la démonstration lorsque .. (ù =s. ou 
·"' ' 

étant évident, passons au second. Si d/x) =[(a) alors. 

dans .la composante de zéro et en conséquence 
. ,, 

·, ·.·. \' 

x = [(si a • a 1 ) '· ·.\ 

\ ',). ' , 1 

\. 1 ....... \ 
o\ 

Cù =d .. ·Lepremier. 
"' ' •Al 

si f(a ) • · x est. 

1 . 

·.· . '. ~; ~ 
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On démontre que b) => a) 

....... i.; 

' .. _,_,\: 

G 
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,, 

en faissant remCITquer que 

' \. -- i' .. -
f -. H 

\ 

. "'' 

f(.G) 

f 
' ·, \ \J 

se décompose 
'•, 

~ '\. 

,, 
1 > ~- 1 . 

en un épimorphisme. f' ·qui est toujours une fibration de Kan ( ) • et une i'njection 

i. ·La condition b) ou la condition f) équivalent au fait que,. i. est une fibration de Kan• 

Pour démontrer enfin que la condition de Kan a) implique une des .autres conditions, f) 
' ! ,, ~. 

pCIT exemple, rappelons que d'après Quillen 'r[ 1] Pro p. 1 PP· 3.8 ), un homomorphisme· 

. \' ,• . ' ' ·-·· .,. ·r ·:,.·G 1..' H ·' ' ... · ,., '•· 

1 ':' ·, ' 
,. 

1. 

est une fibration de Kan à la condition nécessaire et suffisante que l'homomorphisme 

'.' ; 

f : G ... K( u
0 

G, 0) x H 

,'\l . .1 ,; ' 
·' -, .. : .. _. -· \ '.- ,, :_ 

K(1F
0

H,O) 
•. • ,•1 ·''· 

-~ • . • • ~ 1 ... \. .• 

de .coordonées f et p~ (B. 3. 4. 9) <'• soit surjectif. C'est·à·dire que si 
' . '\ . . ' . 

pCIT une face quelconque· w = di • • : di 
• 1 n 

x i H et si n 

~ ' ·, ~ '.1, 

'. 

-..~wixJ' = {r;Jt .Ho·"'. 
• ' '1 ·.: • \ ·.\ ~- • • 0 ' ' ' 1. .., 

·L , .. . \ . ' ..... ~ . .. 
"''\ . 

lui même est image d'un . i ·t·c ':tel que·· ·"w.(zJ = r ···Cette remarque· 
n alors 

complète la démonstration de la proposition • , 
~ ' . 'l ": ; . \ 

t 
~. ~ 

l 

C.2.1.3. Soit F un foncteur exact à gauche de_ la catégorie Ann dans .la catégorie des· 

groupes • On note · . . 
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.. Corollaire • Les conditions ci-après .sont équivalentes. 

a) f : A .. B estune. G-fibration (C.2.J,J.) 

,. . ' . 
b) quelle.que soit la face. (LI: [ q] .. [p] (p,q>O) - : 

c) Pour que. x € G(B)p (p ~ 0) soit dans.l'image de .G(f) il Sli.{fit et il faut 

* qu'il existe une face. (LI telle que 

(LI* {x) € lm G(f) 
·'· 

d) Quel que soit n , et quelle que soit la face. 
1 •. '! . 

': 

d. 
' 

(0~ ~n) 

F(kerd.) c F(fn)(F(A )) 
' n 

Le .corollaire résulte des définitions et de la proposition C. 2. ]. 2. · 
. ' ~. 

C.2.2. La théorie H~(X, A) 

C.2.2.1. Soit 
: .. 

F 

un foncteur covariant. On note. .. \ .. 

z 3 p ~ 1 

(A. 3). · 
' ' 

'\ 

. ... 

. ' ~ 

De .même, si F = tl0 
G ou G: Ann .. Gr on convie nt de .noter H~ (X, A ) 

Dna falta involuntaria de mecanografia hizo saltar la numeracion de la piigina 155 a la 

Pligina 166 , 
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les HP (X, A). · 
F : 

.. \ ' 
H;(X,A) 

Tandis .que 

p 
est un groupe et ,HF (X , A} est un groupe abélien pour 

H
1 

. (X , A) . n' es:t qu'un ens.emb ~ .~ · 
F 

C.~.~·~· ,Supposons .maintenant que. F ; commute .avec .les noyaux • · 

A • une ; F- fibration p ..... ., 

1· 

0 ... A' ... A ~A" 

'\ ·' . ' 
de noyaux A' · correspond une fibration de .Kan F(p) 

1 ... FA' ... FA ... FA" 

Et, pour toute ensemble simplicial X , une fibration de Kan 

1 ... Jl.smiX,FA') .. Hom(X,FA) .. Hom(X,FA") 

., 

p ~-1 •. 

La suite exacte d'homotopie de cette dernière donne lieu à une suite exacte de groupes· 

( p ~ 0) ! . ··. 

p-1 
HF (X, A ") .. 

C;~~: ,Soit F: Ann :.,. Gr un foncteur ,qui commute ave~ les produits fibrés .• Alors les· 

anne aux s impliciaux 0( !!J.° F) (A) et 

morphes .• · 

•• 
C.2.~. . Invariance homotopi'iue • ; 

C.2.~.~· ;Tl est évident, d'après .les définitions .que si 

pes , en homomorphismes ~omot~pss, alors 

sont canoniquement isO" 

• F transforme homomorphismes homotO" 
p . 

' H 1 X, A ) ( p ~ 0) est aussi un 

'' 
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(; f 

invariant homotopique par rapport à la variable A. ·Ceci est _en particulier le cas lorsque 
· .. ·. 

: ù • 
F est de la forme. où H: Ann .... Gr 

' ' 

.• .: } ·.,_ 

C.J. · LA TIIEORIE 
p 

H GL (X, A) . et la . k· Théorie ALGE13RIQUE DE KAROUBI .• 

.\· VILLAMAYOR. · -
. · .. 

C,J.l. La théorie 
p 

H (X, A) 
GL 

C.J.J.l. Proposition • · A chaque 
0 

tl (GL) ·fibration ' 1 

A 
p 
.... A" 

\ 
de noyau A' correspond de façon naturelle une suite exacte longue de groupes. (p ~ 0) 

........ .... .... 

C.J.I.2. Proposition. Les foncteurs. 
·, .. 

sont des invariants homotopiques .par rapport à chacune des variables. En conséquence 

C.J .2. 

\' ' '· 

, ... 

1 . . . . i, t . : 
si l'anneau simplicial A est contractile • · 

La théorie 
p 

H (X, R(A)) . · 
GL 

' ., 

..· " 

• 
. 1. • ~ '· • •• 1 

'· 
• \- .. 1 •. 

C.3.2.1. Nous .allons appliquer tout ce qui précède .dans les .cas particuliers .où les anneaux simpli-
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' 
ciaux ~o'nt de~ for~~ R(A) où .. R:Ann b:.. /1° Ann ~st le. foncteur défini au 

1 '.. • • ' . \ ' ' • .\ • . ,' • ' • • '>\ 
§ C. 1. 2. Ori obtiendra ainsi Ùne théorie où la première variable est un ensemble sim· 

plicial X et la seconde un anneau de Banach , A. · 

- 1.. · Nou8'avôns défini ies .homotopi~s dans ia'catég~rie · .. A~n b 
. . . . ! t : l 

à l'aide du foncteur 

R(C.1.3.1), et démontré posttérieurement que.cette notion d'homotopie et' celle donnée 

par Karoubi· Villamayor cotncident (C~ 1. 3.3) 

Puisque, par définition 

f .. g , ss , R(f) •· R( g) 

les. 
p p 

Ki X, A) = H GL(X , R (A) ) 
~ \ ': . '·' \ ... '' ') . '~ 

p 
'\ = H (X, G( A)) 

1\ 

'. 
sont des invariants .homot~piques .et donc 

p ~ 0 

si par exemple, A est un anneau contractile .• · 

• l' • ·l',,,. '! ' .• ·, 

., 

(notation) p < ... 

\ 

p < -

0 

0 

.. ' J •. u J 

,J 

1 \ 

( ' 

De manière analogue on définit .les fibrations dans Ann. · Un homomorphisme d'anneau 

de Banach p est une fibration si R(p) est une I1°(GL) ·fibration. Et l'on 

démontre (C. 3.2.3.) que cette notion de fibration co in_cide a~ec celle donnée par Karoubi• 

V illamayor • La suite exacte .C. 3.]. 1. donne lieu a une suite exacte des. KR (X, A) 

(C. 3. 2. 4.) associée à une fibration. ' 
,. 

On retrouve enfin la k·théorie de Karoubi· Villamayor lorsqr.le .. X est za sphère 

S
0 

( c. 3. 3 • 1 • }. . 
. .. 
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C.3.2.2. Définition , · Un homomorphisme d'anneaux de Banach 

f : A ... B 

est une fibration (rel. à R) si l'homomorphisme d'anneaux simpliciaux 
;. ~ 1 ' • ' \ .' .• ' 

R(f) : R(A) .. R(B) 

est un Ô 
0
(GL)- fibration (C. 2.1.1.) 

C,J.2.3. Proposition. Soit 

f: A .. B 

un homomorphisme.d'anneaux. ·On note g =.G(f) = GL R(f) :'GA .. GB. Les con-

ditions suivantes .sont équivalentes •. · , 

1) f : A ~ R est une fibration de · Ann b 
\ 

2) Si une matrice. 

a.= (P. (X , .... , X ) ). . c GL (B 1 X , .... , X 1 ) ti o n t, 1 o n 

•. i· ,\ 1 • i\ ,·'. ,, .\ . 

Avec 
1' ' 

il existe. 

1. 

' ~· . ~.,' 

tel que.··.~ 

g({3) = a· 1 ~ • • • ; 

est dans l'i.mage de. g alors. , 

·' ' ·, 'i 
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a.( CL B 1 X , • •• , X } 
. ('. 

'e~i: a~~i ddns l'im~ge de .. ' ,• ' g. 
.. ' 

.: .... 1 ' . 

' 0 : p 

5} Si une ~atrice polynomiale 

Pi;J·fO, Xl'"''' Xn) 
i 

\. 

= 0 

Alors. a est dans .l~image de. g.' 

6), Si une mat~ice polynomiale 
~- • ~ ~ • '\. • 1. .. \ '\ .. • : ~ 1, 

.,\; 

\ ,\ 1 ~ ' •• f ~-. •••• .. ~ ' • ':. • t 
i, i 

- ! ' 

! ~.' ' ~ :; . . : •. ; ' ·- •• • •• 1 ~ ~ • 1 •• 

a "" (Pi-;j (X 
0

, ; ~ • , Xn) )E CL É lX 
0

, ~ :. ~ X~, l 
'/ 

' .\ .· , .. ~' •• 1 "'·. 
. , .. ., 

·, ' ,. •, ·~' 

. " ' . 

·.· u ... , 

. ' .'. ,~. ~ 

' ~ .• \ 

! ' 

, l • ' . 1 • ' '~ •• ·_,._ \. 

P ... (0 ,·. • • , 0) = 0 i j , "1: . . • \ 1 l -1 ., l' 

; t • • ) , 1 . • '. 1 • \ - 0 • • • ~ 1 ' i . . .o.) . . . \ . ,• . 

alors .il existe f3 t CL Al X
0

,. •., Xn l telle que f(f3) = a.• · (cf. Karoubi· 

Villamayor [ 1]) ·'' :· \ 
.. \ . . . •, f ~ . \ .'\ ,, 

Démonstration. Les p,..opositions .C. 2.1.2. ·et 
1 • 

C. 2.1. 3 donnent les .implications. 

1 ' 

de va,..iable) <=> 5) 
_; [" \ o/' \ 

1 <=>' 4) <=> 2) <=> 3)(changement. 
• ' .... ' 1 \' •.• 

-co 

6) - (Cf. [ ] Ruiy Salgue;o ) 

' 
C.3.2.4. Proposition. ·Soit 

1 ' 1 1 ~ 

·'· 0. :..- ;A' .. A P .-'A, ... \ 
~i : '.\ 1 -i ···J· ,· l'. 

une .suite exacte d'anne~, où l'homomorphisme. p est une fibration (C. 3. 2.2. ) • · 
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Alors à chaque ensemble simplicial X est associé une suite exact~ longue de srou-

pes , ... 

... ·~ p-1 
HR (X,A ') 

p-1 p-1 
.. KR ~X,A) .. KR (X,A',') 

(voir C. 3.1.1) et~ définition C. 3.2.2). · 
,'• 

KP (X A') -+ R , 

1 
J\ 

Il s'agit en effet de la suite d'homotopie dela fibration de Kan·.· ; · · 

....... 

: j • . Hom(X, GL R(p))' : Îlom/X, GL R(AJ) .. Hom(X, GL R(A~' )' 

' 1 ~ • . ' .. ·. 

C,J.~.. Le_s groupes 
p 

H GL(S0 R(A)) et la KM théorie .Algebrique de Karoubi · .. Villamayor. 

p . 
C,J,J.l. D'après.les définitions les groupes. HGL(S~R(A)) sont les groupes d'homotopie du 

grou~~,s~mplicial G(AJ,=:=,G~R(A). Legroupe .H~L(~0.;R(A)) est:-;,\- ~L·; 

.. • 1', 

le groupe des classes de composantes .du gr~upe simplicial GL R(A), et il est donc . 
' ' \ ' ' ~ \ 1 

le .quoÛen t du groupe . 
_) .... ,, j 

·.• ·' .\ 

G(A) = GL R(A) = GL(A) 
0 0 

., 1 . ' 
par la relation a·-{3 sietseulements'ilexiste;. XEG(Alj=GLA[X0 ] 

t .• - • • • 

tel 

que 

et •' 

:, 
': ,·, 

On sait que .cette relation est d 'équivale"R.ce et compatible avec la structure de groupe. 

puisque 
1 ' 

quence 

G(A) est un groupe .simplicial et donc u~ complexe de Kan • ·En consé-
• • ' • '. ' -· 1 • • • ' ..... - • . 

. H~L/S0 , R(A}) = K0 
{S

0 
1 A) est le quotient de. GL(A) par la re~ 

,lation : a .. f3 s'il existe une matrice \ . ' ' . \ ~ ... 
\ 

/:·' 

''· 
( \ ' ,) 
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, :. 
- , .. , -' telld qu~ ~. ~ t· • ' • 

H '. 

(Pi. ( 0 J}: = a 
"1;· If 

·' . 
' • . ' ,. 

'· 
\.' ~. 

~ 1\ . 
"..!. ; , f rP ... oJ r · =: ~ 

r.~· fj fJ 

• ~ .. . : . ' f. 

En conséquence. es~ le groupe abélien 

llamayor ~ ( J, définition 3, 7 ] l. 
.. l' ' .. 

: 1 

-·i -~ \ \ 
K (A} 

, . 

ft.~ --~ • 

de Karoubi- Vi·'" 

. ,, 
·'.. l....' .. 1 \ \' , ; . \ '· • •. J 1 '· • ~ 

Propo~itio~.' ,?~'! ,to,u_t ,annea~ de Banafh .-. -~-, les grC!upes_ • li~~(S0 , RA) et. 

lesgroupes. K'p.''f(A) et KV ((1])) ~ontcanoniq~_mentiscmorphes.· 
_ ,·.f p ~ O) ',~Cette proposition est èonséquenèe du théor~ d'uni~i~~-de lâ' théorie de! KV 

( l\.aroubi V illamayor ) 
1 ;•\ ..• ~\: i' . .• ... . ,· ,. . '· ~ 

' ' '(· 

' • • ' ~ ~ . . l, .· 1 

1 
,) 

p.. .. ' .. ; 1 - •... -. 

C.~.4.; Les groupes ' ~ HG~ (X, T (A)) •·· lorsque · A • est un anneau topologique~. 

'· "/ ··, \\ 1 . : ~ \ i\ '· .. ": .. • . t• . . 0 • ~ 1 • ' 

C.~·4·~·, On définit le foncteur 

, . ~-·. ::~·~. . .. ··o ... !..·.) 

T : A nn t ... ~ A nn de la catégorie des anneaux topologiques _ 
l ., ·" ' •. 

~-

dans .celle des anneaux simpliciaux, comme le composé du foncteur "complexe singulier" 

et des attachements. 

. ..•. \.,·. ·.\ . ' 
! ; 

où ._, 

_.;._ . ' •·• .. :. 1\ 

AP = 
''!, \ ~ ,l ,;. ,, 

(Sing A) 
'1 ••• ~ -· ' l~ • • . ... · .. · ·,, 

-et 

où les opérateurs d.: An .. An·l 
1 

sont ceux du complexe singulier de A ·'et les-

d/Xk) sont définis par les formules .de c. 1'.2.3 ~ ' ·Idem pour les si) • 
i t : ~ !' t j 

. , ' ., 1) 

' 
C.3.4·~· ,Disons que f,g . A ... B sont homotopes relative meru- au foncteur T si T(f) . 
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et sont homotopes .considérés .comme homomorphismes .d'anneaux simpliciaux. · 
\ ' . ' • \ \ .. ' ' ~ ' 1 : : ' ' \ ' ' • • • . ; •• ·, • l ' • 

Pour qu'il en soit ainsi il faul et il suffit qu'il existe des .homomorphismes .d'anneaux 

hk: AP[X
0

, ..... , Xp-J] ... Bp+J[X0 ,.,.., Xp] 
.... ' ) : : : .~;. ' . '. •• ' • ' •• , • 1 ' ' .• '· .• ~ .... ~ :· 

' '\ ,. 
et aussi ''· -; ' ~ . ~ '. • '1 

. -~ 
·\ 

··' '( ,·. . 1. 

' • ~. • • ' ., ; 1 • ' : • 

qui satisfont aux relations i) ii) et iii) de C. 1.3.2. à c~ndition d'y 

\ ~. ·. ~ .. ' 

; ,·, ,· 
1 

'Il 

remplacer . f 

;. ' l 

par 

T(f) et g par T(g). Il peut être dém~ntré qu'il suffit d'avoir les. hk dé-
. • 1 • : ' 1 • ' " 

finies sur les éléments.de Ap (p ~ 0) ' 'satisfaisant aUx mêmes.relations, pour qu'il 

soit possible de les. prolonguer à A [X , •. ,. , Xp_.1 ] de façon à voir l'homotopie. 
' . p 0 . ' 1 

\ 1 ~ l . ' . . . 

C'est pourquoi au cas où 'A 

... , .. ; 

est discret (et donc 

' ~ ' . ' .,, 

A = A) p 
.1 '/ 

hk: Ap.=.A ... AP+1 [X0 ,:··~· Xp] 
•. ' • ~ • 1 • • • .. 

·~. hk(a) =:= a \' '· p > 0 
' ... 1 • 4. ~ J , ., 1 l )' ( / . t 

; 

et il suffit à ce moment là de se donner 

·· .. · 

avec r,cf. 
1 t .. 

il 

) 
" ·y 

on pose 

·' 

' \ 

C,3.4.3, On définit de même les fibrations relativement à T par la formule . 
. \ l' ,., ' ~ .. . 

p est une fibration relativement à T, ss , 
•\ 

·; ... . ' . ~ ' . . 0 . ' . 

T(p) est une GL- fibration dans. Il. Ann • 
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• ''1. 1 1 • 

'' L 'ensemblè ies {ib~~ion~.r~lative.s du'[o~ct~ur · · T 
• \. , . \, '·,. . .• • '\ • J 

est evidemment stables par com • 

., position, par ch~gement de base et bie.n. entendu contient une flèche l' , f :\; si T(f) 

est un isomorphisme ~ 

. . f .. 1 .' 1 ! . 

C.3.4.4. Si p : A ... B 
1 :\ j • ~. 'ù '-' 1: 

est un ho:nomorphisme d'anneaux discrets p~ur qu'il soit une fibration 

rel. ' T il faut et il suffit qu'il soit une fibration rel. à R au sens de la définition 
. . . 1 

(C. 3.2.2) et donc au sens de la définition de . K-V (C. 3~ 2. 3). • 

r .,., ... ! . .l 

C.~.4.S. :La théorie dévelopée en C. 3. ~. donne, l~rqu'·~~ l;~pplique a~x anneaux de la forme T( A) 

les résultats que voici, où par notation 
',. .\ • ; • ,\ J •• ~t • 1' \ ' ~· • 1-~ ~ ~. ) ~ ' 

·,· ''· 

~ 1 1 ~ .. ~ •. ' . ... 

,, 

1 

·\ 
. \•.• ,, 

;,, .. \,··. 

!l'\ 

• 1 • J ·.:. ,. . ' ~ 

" ·;.• •\ . \'. 

1 1\1 ... · ~ ' . '. 1· ) •' l ~ ~ 1... • • 1 • \ 1 .1\ 1 ' ., 1 

0 
1) KT(X..J,) est un invariant homotopique (homotopie relative à TC. 3.4.2), · 

r 

2) A chaque fibration 
.. p . . . ~. . 1. 

A ... B (rel~ à T) correspond une suite exacte logue. 

où C = ker p. · 

3) Lorsque A est dis cret 
r ~· i , ' 

' 
:, ~j • · .• ·~. .. • • ' '\ 

,. ,' .... 

(cf. C. 3.2.}.). 

. . . . ~ . 

. \' t ·. · .•. · / '1 

'\ " ' 

....... 
:. '·1 

\ \ ' . l\ ,, 

4) KfT ., A) est une théorie de la cohomologie réduite (tronquée 
.. ~ l. f i .,.~ • ,. '·' .: ,.• '' .. i ; . .· ·: . ; . \ 

\·', 

., .,') 
1 f.} 



175 
,',·' 

C.4.1. La théorie h' (X, G) . et la cohomologie classifiattte d'un groupe abelien • · 
,: .. , .>'1 '!> ·,.. J '1•'-'l~'-· i' ;.., ·,· 1": ,·· . ~ ')1 J: -~. 1 ;. : ~:.·,·' •• ~- ,\ ". ·" 

C.4.1.1. Nous allons .montrer que la théorie de la 'cohomologie 
• 1 t·" ' \ l : 4 •. -

(8. 3.·1. 2.) ...... --·· _:.. 

h' ( , G) défini par le spectre 
·.l 

lrc; = "'P(G) 

} • f '. ,\\ 

p~O 

'l < 1\ 
, '1 

\\ ' 
Op(G) 

,. ,, 
= p<O 

où "' - j w, 
·. -.~·,. ,• ·.~) . . \ ._, ~. ~l·. \··''l d ,., ~ ·~. /. '_.~· '• ~. ·~ 

peut s ~interpréter comme la cohomologie class ifiante associée à un groupe 

simplicial abélien. A • ·,(',·'.'.', f' '.'· ~T ~ !'~~.·~ \'•; 

= [X,JiP A] p ~.0 
·.) • "'· ' i ~' ' 

C.4.1.2. Rappelons que. \ 
1 ,, 1) 

·' 

j '\'.l ••• , 

'~~ ·,.est ie fonct'eur Mjoint à.droit'e de.l'induction ... ,,·, ,., .. i 1 ,, r .U·.; 

1 ...... 

\ ~ •• \\ .. ,1 ···~ '" ' • i . 
!i

0
Gr ... P(Gr) 

: 1 ,. 1. . • \ .._ ; .'. () (, ~ . ' . ,._ .. ,, •,1 

D'après .la des cri pt ion de j donnée au B. 2.1.2 bis .r' (j X)ii' • èst le groupe à un 

générateur pour chaque élément de xn et pour chaque triple (x, y,"'), 
! • \.' d • \ : • \ \ ' ;, •. ' ·. ,} ,, .! \ •• \) ' ~' 

x, yi xp et "' : [n] ... [p] es't une flèche de ti , . une relation ·' 

où 

"'*(x.J. y)- w*(x).l.C4.l*(y). · 
,1 \. i','\ ·.·•·• 

l' ; ,l 'J 

'=' 
(où ..l dénote la loi de groupe de 

· ..• :; ' 'j 1 .• ., ,) •• ' .•· ' l ·~ 
'1 '\ 

On peut démontrer aussi que.. (j X )n .. est la quotient du groupe. 

x p)· 
·, 

)\) '·'' ;'\ . .,. . ~· :; 1. 1 

~ . 
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\. _:·':, .. ,~~ ),~; .~. \) ~.t< ;,~.·:? .}] :.'.· ~ .... ~·. -~) ·,; ': ~-, "/.) ·~\. 
par le nQr.malise d~ groupe engendre par les éléments de la forme 

.,.·. · .• t\ •_, (. .·· '. -1 . \. -1 .. ·. 1 :} '''\",_. 

w*( xl_ y).[ w*(y) ]. w*(x) 
' \ 

Ou, enfin, 

(\ .... Il 

est déterminée par la propriété universelle: 

,, 
. \ 
\. ~ ù 

n > 0 -r '' • ' " 1 ~ .. 

' .··~. i'·~ f. -::: .c.;-,,~· .... ,,-.'.,. ·'' ~ ' . , \•' .. ' \ \. '·' 

Quelle que .soit l'application monotone •. ~ 

Cù ::_1 [n] ... [m]
1 
.', :: , j,] 

. ' . 
l'application composée. 

[ l· ~t . '! .. ] 

1 

en o w*: Xm ... (j X)n 

est un homomorphisme de groupes~ ·, \ t. 

·1 

,. 1 , 

> /, .l 

'.' 
0 ~ • 1 

~ '' ; 

•'· : . ,. l.: J')', : ~ l" G 

,. 

C.4·~·~· ;Considérons le.cas où le presque-groupe,simplic_ial X., , ,est}e c_lass,ifia~t:. , W(G) 

d'un groupe .simplicial G~ 

'· '. ~ • ~ .... --:: J i. t 

Les opérateurs .de dégénérescence sont alors .des .morphismes de groupes. Il en est de 

. .. le , 
:.1 ,, meme pour s o-perateurs., •. \.~.t' .•:· :> _, •.. \ • 

. \ ~ 
' ~ 1 ) l ~ ' • •• ' • \ • ~ 

'!. . ( . 

On en déduit que 

. ~' t J .. ':. ·) 
(j WG) o = 0 

I , ~ 

et que ( j WG) 
' ' p 

_i 1 ,.... ~ ,\.,- , . \ ........ _L :, , 
est le quotient de ·· (J' G) ~ Go x , •• x G 1 par le sous-group~ 

p p-
normal ·N p 

~ . ,. 
engendré parl~s éléments de la forme·, ·( , .. , '··1!·· •il :.: ; ,;·, 



·<x, r, dl>= dj..(x r) 
1 • ,; • 

' ou 

177 
r· . \ 

•. 1 

., . ~· . ' 

t 1 ' ., . • '. . ~ \ ' 

q ~ 1 

. \ 

Disons .enfin que dans .ce .cas .l'application simpliciale. 
• • ' t •• ·,, ~ • \ • 1 • • : \ ~ • \ .' ·, ; \...' • 

'• ' .\·. '' •· ,, 
jWG 

·, .. · .. l .. 1' :· j 

est dé fini par les .conditions. 

1) 
. \'' ~ ' . ' .. . •.. '·' 

est un morphisme de groupes. 
\ 

\ ' . ~ ' 
' -~ 

2) 
1 ~. • .. , \ 

. 
3) elle est universelle pour ces deux propriétés '. ;; . ',. 

\ 

x 1 . ~ ' • • >" 

W(G /[G,G~) C.4.1.4. Théoreme , Les groupes simpliciaux j W(G) et 

ment isomorphes , ([ G, G] .. , est le groupe des .commutateurs) 
1 • • • • . -...... 

Tout d'abord l'application canonique 
; ·1 

induit une flèche .de 

. , ' 

P(Gr) 

- .. 
W(G) ... W(G I[G,G]) , . . ·,! 

et donc un homomorphisme de groupes simpliciaux ~. 

··\ · .. , 

1 
••. 1 

. .. ' 

.. , 

' . .. 

•• 1 

l.' 

l. 

', 

\ \ .: -~: : 

\ . 
sont canontque~ 

Mais Gj[G, G] est abélien et W(G I[G, G]) es_t un groupe abélien simplicial et 
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~ . 

- - 1 

' . r. ' i ~ r 
1 

i W(Gf[G,G])= W(G/[G,G]) (B. 2. 7) 

1 :·' \) . ~ 
D' où un homomorphisme de groupes .s impliciau.x. 

' \ 

\ 

\ 

[A x B, A x B] d'un groupe produit est le produit aes deux groupes de commutateurs. 
' '1 • , ' 

[A,A]x[B,B]. En conséquence: 

(' ' . . . . ) , ~ \ , .. 1: . ' 
-
W(Gf[G,G])n = Go x~ .. x Gn·11C Z 

. . 
où C = commutateurs du groupe produit Cela dit noÜs pouvons 

affirmer que. j W(G) est abélien. ·en effet . (j W (G) )n est le quotient de 

• ~~ ' .. ' ' ,, . j :"'· t . ~ . ' : 
Go x ~ •• x.ç;n-1 
~ . . ' . '1 .•. · .. \ 

par la relation 
.\ ; : :.~.' !f -~ i: ' : 

. 1 ·.'.' j 

.J.. ).. .. -1. ·ar -1. d/x y .. d/r) .· ix) . n-1 > i > 1 ... - ·• 

',f ... \ · .•• ~ \ ' \f ' 1 . • . \ . 1 

x 

Mais un éliment· x ((WC) n 

1 ., , 

est de la"forme .' 

,.·.t'·\ ' '· 

x= (xo , ••• , xn·l) 

=(x
0

,J, ... , J)j_(l,xl'l .. ~ 1) .• ~· J.o,z.:. l,x,.1 ) 

.. 
~-1 

' • ' ~ ·, 1 • ... . 1 

Et en conséquence le groupe fW G )n . e~t engen:dré pa~ les éléments de la forme. 

. ' 
) -·: \ .. ~ . ': \~ . . ,· 

. . 
.• O(:x..). "\

1
· ,, 0 .< i .< n·l . .. ,. ·· , 

l i ' 1 • ' J 
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'\ 

On a évidemment 

i =f j 
' .. .. , 

Et si i = j , la. relation 
\ . \ ,, 

($) 

implique que ·'· '· 

er;i; e rriJ = erriJer~i; 
. • '' .:.: • '. \\ ,. f .. . r ' 

L > 

Voyons pourquoi . Soit 
, J • •.. ~ ·, •. \ r , 1 ,. ".. { \ ·' 

1. ,, ~ \ \ 

En cons~quenc~. 
1 ~~ •. - ,. .. . ' '.ir 

( , . 

• 'l •. : \ . . . . '·\ . 1 \.1·· ' ' -1 
=(1, ... ,1, Xn-k-JY~·-1-1 do ~n-k.Yn-k~l.doxn-k' 

.. . -1 \ " 
xn·k-1' 1, .... ,.]) 

. 
•. \ 

. ... '; . ,.) 

- (1 ' 1 x [y k d • 1 -1 . 1 )' ' - '. •.' n·k-1 n· ·1' o·xri;.k •. x-~.k-1, . • • • 1 . , ... ,.' 

. Ceci permet de tirer deux conclusions 
' . ' 1 ' ; ' ' ' • .· "'·\. l":l ..... 

1) La for'mule: e est vraie. : · il suffit de faire · ~: •. . \ . \' ' •;• 

1 
•' 1 



x = 1 p 

Yn·ld = b 

y = 1 p 

:p'fn·k 

al G. 
' 

p :'f n·k·l. · 
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' . \ .·.) ;' 

(n·k·1 = i) 

- "' • i. 1 . ), 
! ...... \ 

. ! j, 
1 ......... 

~lors' 
\. -· . 

v _l f.) • •. 1 1 . < ,X_i y , dn·i -1 > =d, ••• \ 1 , [ b t a]' , 1 , / •• rl)' \ 

Or 

2) Pourtou.t x,y 

En conséquence 

1 \ .. 

,. - ··1- 1 
= o. a· b. a~ 

' ' ' ' 
\. • ' ~\r 1 

•• .. 1 ··:t 
est dans le noyau ·de 

' (J • • . 

commutateurs 
• ' ' . l' , t~ \. \. 1) • ~ • \ • ' • 

\', . \ J.. 1 '~ 

1 •• . ,. 
\ .. 

1. 

• 1 
~ . • .1 

'î' 'V ·' :· 

C. Q. F. D. · 

C.4·~·~· _Corollair~ • , Les .s pee tres. s(G) 
,, • 1 " "' •\ , • 

sont homotopiquement equt • 

valentes • Ils définissent donc la même cohomologie. 
-

1
•. .'. ~ J. \ . . . 1 \ ( 1 ' 1 • \. 

Or 

. 
t l' 

'· 

. q 1 G q+1G 
\_ (ù , . ( ) =: s •·. . ( ) 

' 

......,_ .\ 1 .. : • ". 
;. 

co incident • · 
. .1.· .. 

Donc s~(G) · -Jt '. sq(G/[G,G]) · \ Cotnèident ~ur 

M est un G-module simplicial (où . G • ~ • ~ ' j • • t. • . • ' - , 

est un groupe simplicial} on définit l 

homologie H*(G,Mj ·de·, .. G \•à .coefficientsdans t.M .de lamanière 

suivante 
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H.(G,M) = "•(ZW(G) zrG) M) ,,· 
' • ' • • • • ~. , \ 1 • • • • • 1 ... ') ' 

., 
' l où Z A 

• ' 1 • 1 . . . . \ . ' .. \ ., . ' 

est le groupe -simplicial libre engendré par l'ensemble simplicial et . 
W(G) = W(G) x G est l'espace tot'az ·du: fibré universel. (A. 4. 4) 

'c 

Lemme • (Quillen [1] , P·P· 6 .]6). · Si· G est un groure .simpliciallibre en chaque 

dimmens ion, l'homologie de. G à .coe ffic_ ients dans. 
1 

Z 

et égale aux groupes d'homotopie de. \. ~ ' re-~u· ~~lie~ 
est nulle si n=O 

j ,. -
* 

,,. 

n >.0 

Ce qui précède nous .permet d'exprimer les groui>es de .coefficients .de. h'/-, G) en 

fonction de l'homologie de G lorsque G est libre en chaque dimension 

·.'-.\ .,. ~P ( ~ , G) = 0 . 
·'· •• 1 .u :: ., .. , 

p > 0 • 
,,•,. 

, ...... .~ . .1\ \,, " d 1 -p . • .1. 

h (8 , G) = H p+l (G , Z) p > 0 ... . \ ·.\ . ~\ . ' .:)' .·: .1 .. \ 

\ 
,.... . \, 1\'' 1'."-\. :\' 

0

) : :\ 

C.4.2.1. Soit 
, ~ . •. t r 

f G ... H 

\\ •.\.. ,. ·, • ' • '~ • ) 1 ',/ • ! ~ \J'\.' i .... \ )\, 1\\ 
1

o\l 'r.•· 
~ .. . . ,.. ~ 

\ , ~ ,.\ \ ) ,• ·\ • ! \1 ' .~ . : ... '1 ' 
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un homomorphisme de P(Gr) ~ 1
· Supposons que dan.s. G et H les éléments. 

, neutres sont stables par les opérateurs 1 di . et. Sj. · Alors .1 Ker f. est 
• • ·.~ .. ·. ( '-t.• ... , . , • :• ~ • '· ._} i ,_,., •. : \J .,.\ "· t ·tJ• .. ~ J,, ~ .... ,.;\) 

dans P(Gr);·.!·
1
Notons .. ar·.~aflèche: ., .... '. ··11 ., , ~_.~,, _ i~;;; 

': ~ -~ ~·~. ~r ~· .\ 
.. . · ,.,,\, {'. ~~ ~· ..,' ..... . 

) 

• H 

·! 
0 - .1 11 

... 

" .. ' , .. 

' ... , 

· .• \'• • ~ 1\1 ~ ~ • 

dan.s. Fl (P [Gr)) ~. \. ~ -, r·, .. 
Définition • ; 

·'·•: . \ \ .• , t'. 

) 

• si l'homomorphisme. '· •. . u . . .. 

.. \'. , ... , "'' . .. ··, 
J ), ' • \ ~ .. \ f' '' \\' 

est un isomorphisme.~ 
<1 

On définit de m~me'',;,e'' h' ~fibration stabl~1 
(par chànge'm~~t de base). C'est une flèche 

f: G .. H telle que pour tout_ . g : K ~ H 
\,\ < ,, \ ~ . ,; ~ •· l"! 'u -

est une h' ·fibration~ · • 

la flè~he 
\ ; J • '/. i ~ 

• g (f): K x G .. K 
. H 

C.4.~·~· .Proposition., Pour que. f 

k l Z , l'homomorphisme. 

soit une h' ~fibration il faut et il suffit que quel que soit · 
... ' /.. '·· . ' ~ : ...••. l . . .. ~ 

' 

C,4·~·~·; Un exemple de. h' ·fibration est celui d'un épimorphisme 

s impliciaux abéliens (B. 3~ 4. S.) 

f:G .. >H de groupes 
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... 

C.4.2.4. Si f: G .. H est un épimorphisme de groupes simpliciaux, on peut intérpréter la 

cohomologie h' ( ·, { f 1 ) de la manière suivante. Soit K le noyau de l'homo·) 
''· .... , 

morphisme 

·l. • ~ 1 ·, ; 

f' 
-<> 

associé à f. Alors on a un morphisme de triangles .exacts 
'· ~· . ' 

r '· ···. )1, .\ · .. /. 

h' ( ·, G) 
.. . ) J' . \ .\' 

,., 
· .. "';:' \ ', .... ~ ...... · .. /t 

\·.~ . 
~·. . .... ,, L 

h '(·, {fi) 
<l~J-

:t, '. ' .. ' i, ,.{ 1 

h'(·,C!iG,Gi) 

h'(·, H) ~ 

n '· i 
·~ \ 0 

,· .\.) 

/, 
h. ( ·, { f, 1 h'(·,H![H,H]) 

·\ • '1 •• l :' 

associé au diagramme 
' '1 ' .. : \, •• ) 1 • ~.. • ,1 '·.' "' ··.· \ .. ' \ ... J •• ' ) , ·.~' - ' ~\ .J •.• 

" " ~ ~ G •) f .l .. H ,··,•:• .. , ' ,, ~ ' -o r.. . .-~ ... , · :~. ·' .. ·. ·. 

Il 
' 

1 

~ ~ 
., - .\ 

G![G, G] 
l' 

H![H, H] -<> 
.~ 

' .·' 

,, 
''·' '. \ 

' 

D'après C.4. 1.5. · et lemme de 5, ~on -conclut que. .,. , .. , 

h' (-' 1 f, 1 ) ' 
• '. \ ' ! 

, .. ~. 1 • "", 

(C. 4. 2.3.) 

.. h'(·, K) 
.· " . ' . ~\ ' ~ ~ .~ . . '· ... 

\ . 
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' . , \\l', ~..,.,l, · .. '. ,, .. . (', ... , 1 ·-~ •.• ~ '.. ~ !' \ .. \ ........ ; ','} . ~ ·. \ 
' 

\ :. : ·. \ • - ) Il 

\ 
Corollaire • · Pour qu'un épimorphisme de groupe~ .simpliciaux f: G ... H soit une·· 

. . ' . . ' '\ 

h" • fibralion il faut et il suffit q~ l'application canonique: · ~,.' 1 . -· 

·'· '1 ;' ,( \ . ' \) '\ ,· .•. ·. ·, 

· [Ker f, Ker {] 

\ -,) ' . )" l\ 

K = ker f' . B. 4.2.4.) soitJJ,~e équlvalenc~ d'homotopie faible • · En effet dire· 
w."T l ' 

(où 

que f est une h·fibralion équivaut à 1 
. . \ 1 l' 1 
',., ..... • 1• ----~k----- ~"'\ \...: ', .. -\1 ,., 

1 
? 

h' (·,{fi} l isomorp~f·~ . , : h'-: (.·~~er [) tia af#) 

D' après ce qui précède cela veut. Jire 

·------.... :·\! .· \ li 

h • ( ·, Ker [) isomorphe à h ·r-, K; 

... , ~ ',; . . 1 •. il ·• \ .• 1 :· ~ • ... '. t' 

Ker f ... K~ · Mais , comme la cohomtr Ce dernier associé à l'applicalion canonique 

logie h' (-,Ker f) 
' 

est d'après. Ç. 4. 1.5. , isomorphe à , h · ( • , Ker f 1 [ Ker f, Ker fl) 

Pour que f soit une h '• fibration il faut et il suffit que l'application canonique 
. . 0 ! ~ 

" \\ \ \ 

Ker {J[i~~·;, K:r {] j~i K''·'· 

induisse une équivalence entre les '·, O·speètres ''': '· 

• 
• . , 1 ' ·, : • ,\ ( ~ .•. l 

· S (Ker f 1 [Ker f , Ker f J) ... S (K) · 
\. ~ s.~· .·.li 

; IÎ , ,, ·: 

·• ) ,1 l' • 1 \ 

Ou ce qui revient au même .:ntr~ .les gro~pes d'homotopie des spectres. · Or si A 

est un groupe abélien· simplicial 
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.• , ;1 • ., 
0 

;OI 

k > 0 
... 

k < 0 .. 
\'' 1 

Cette remarque permet d'en conclure. 

-~ ... ... 

C.4.2.5. Soit cp : G ... G" un homomorphisme épijectif de groupes .simpliciaux de noyau G '. · 
'1 

·. . ,~· ~ 

Soit P 
,., .. ,, 

le produit fibré 
. 
' ( 

, \ -~. •\ \ .• 

·., (. 

. ~ i ,.,. ·~ ... ·. ) ~' .. 
p ... > . [ G", G"] 

• \• 1 
. .,, .. 

.• ·~ ~. t •' 

~. '. ·"1 : 

G G" 

,'; .. ' 

Les groupes c• et [G,G] sont des sous~ groupes distingués .de P, et 

p est le plus· petit groupe de G le contenant • En effet si 

est un commutateur de. G", il existe un commutateur c de 

xtP, cp(x) 

G tel que 

cp(x} = cp(c}. · Ce qui veut dire que x = c. ·x' • ou x 1 t G.' , 1• et donc. 

P=[G,G].·G'. 

( i 

Le noyau de 

~ , : G 1 [ G ' G] ... G "1 [ G ; , ' q , 1. ~ ·.· . ~ 

' •. 

est donc isomorphe au quotient 
1 " \ 

1 ~ ' 
\ ' 1, ... , .. ~ . 

PI[G,G] = [G,G] ; ·G'I[G,G] 

. ? . 
.. G'l c•(l 're·, GJ 

·~ ', 
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En conséquence ;pour que 

canonique 

cp, 
·.' 

soit une h' ~fibration il faut et il suffit que l'application 
.. ! 

-+>. 
[G', G'] 

;. G" 

G'f\[G,G] 

\ .. 

induite par l'identité soit une équivalence d'homotopie faible. · 

~-~ -~;· elle;~·s; :ur;~c-.ti~e, il s '~i: 'donc d'~ne fibr~;i~~ ~~~- ~:n d·~ ·;ibre ~~ .9 '/""'\. [G, d] l[G ,: G1 
,. ,•:. 't '; .. ·~ ·~. . ~ 1'.• ". 

Et la condition _.._,cp est une h'.; fibration " est encore équivalente à l'ensemble sim• 

plicialsous~jacent du groupe abélien simplicial G•f\ [G,G] / [G', G'] est 
J '' ; \\ ') 1 .. · ,. 

contractile. Si l'on applique à nouvea~ ia ;ulte ex.acte d'ho~otopie d'un fibré on déduit 
l ' 

qu'à son tour cette dernière condition peut s'écrire.: ~ 

L' inclus ion . -) 
"'!. ---

[G', G'] .. G'I)[G,G] 
.,. ... ,. 

est une équivalence d'homotopie faible .• · ',-1 

1 • 
~ •• 1 ' • ' 

. ,._ , ' 
\ '. '1 ,; '\ ':· 

C.4.J~ _- .. La théorie. · .. · h' (X, GL R ( ·)) • · ' '\ ·,·, _, .. _ . ' 
\. 

C.4.~.~· ,On vient de démontrer que la théorie de la cohomologie. h·(·, G) associé à un 

et faisant intervenir.le foncteur 
i. . ' . ~' ' ~ l ' . ' ~ 1 

::" .• 

s'interpréter comme .la cohomologie classifiante du groupe simplicial 

G i: P(G~)~ c;' ··' peut 

Cab= Gj[G,G]· 

groupe s implicial 

En partie ulier si A est un anneau simplicial 
' 0 ' .i ..... :\. . ',1 : ... 

r ' 

hp(X,GÛA~) = 
.. , 
t .· 

En conséquence 
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·' 

hp(S', CL (A))= 0 p > 0 ·,• ... ' 

et ,\ l. " 

hp (S',' CL(A)J=.JioO?(CL(A)ab) 

1 

"-

= rr.prCL(A)al) p < 0 •. .. .. ' . 

pour p=O , 

. ,. ' ' \ ~ 

= H1(GL(A),.Z).·-
',j .,. 

C.4.3.2 . . Soit A un anneau de Banach et R(A) l'anneau simplicial qui lui est associé 

. . . ' 
par des attacheme~ts su~c~ssifs. comme se fait au 

§ c ,J, 2-6. ' 
:' ... •) 

Alors la composante de l'identité en dimension zéro CL 0(R(A)) 

CL R(A) 
'·. ·-'·. . .\ ' .. ·. ,• 

contient le groupe de commutateurs .de CL(A) ·. 

CL
0

R(A)) [CLA,CLA] 

En effet d'après C.3.3.1.' CL
0 

R(A) est formé des.éléments. 

telsqu'ilexiste P(X)(A{XI satisfaisant 

·' 
P(O) = 1 P(l) - a. 

.. .. 

du groupe 

a. de. 

>i 
. ~·· . 1 

CL( A) 

Ce .qui ve.ut dire que CL 
0

• R(A) . est le groupe. éL 
0 

A de matrices "homoto· 

pes à l'identités~· suivant la ter:minologie de KV(l). Or 

• 1 t 
• 1 :\ ~ .·. : 

CL
0
(A)) [CL(A), CL(A)] Th. ·3.6. · 

,. 
' .. 
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En conséquence i~ existe un homomorphisme surjectif. · . · ' . ·~ 
' 

. ·, 

llo(CL R(A)) ..... llo(CL R(A) ) 
. ab '. . ' .. ' . . " \ .. . \ 

iS 
l 

s 1' 
: .. ' .. 

•\ '.1 ' -· . 
CL( A)/ CL o CL( A) ab 1 CL( A p (A) 

ab 

' . ,,. 

CL(A) /[CL(A), CL(A)] 
- 1 

CL 0(A)j[CL(A), CL(A)] 

•.. 

Et pour démontrer qu'il est un. isomorphisme .il suffit de montrer que 
• • • ' ,1 ~ f • " 0 • 0 • • ~· ~ "· • c • ·.' ' • 

où .CL(A):b 

CL R(A) ab • · 

. . '• .. 
CL 0(A)j[CL A,CL A] - 0 .. CL(A)ab 
~ \ ~. .. . 1 ;. 

est la composante connexe en dime~sion zéro de .l'élément neutre de 
• ~ • ' • : • • ·, ' • • \. ; • ' ' • ~ 1 

,. 
Plus généralement pour tout anneau simplicial B on à une suite exacte 

. · CL 0 Br-, [CL(B), CL(B)] .. CL·o B _:>(CL 8) 0 . 

. . . ab .· 
\' .. •· 1 

Et pour B = R(A) on en déduit le résultat désiré.· 

Proposition, 
.. ' , .. 

' ' .. : h0,(S0 ,~L 'RrAJJ. '.-K~rsb;A;' (C.3.2. J.) 
: ' , ~ r_. 

Et e~ conséquence. h0 (S 0 , CL R(A)) est le 
-1 

K (A) de KV[1] 
. ' 

i. 

(Cf. 3. 3. 1.) 
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AP ENDICE 

. '. ,, 
. i. 

[ 1] Bkouche m'a fait part d'une constr.uction assez algébrique du foncteur 

R :. Ann p .... Afin b, 
• ,.. • , .. 1. 

Elle .s.'inspire du fait qu_e .si A est un anneau de Ens dans l'anneau ~implicial 

(A')n = Ens.([n],A) ., 

avec, comme faces, les flèches 
' '. \ ~ . ~ . ~ . . '. 

u-i.: Ens.([n], A) ... Ens.([m],A) 

J ' •... 

associées en composant à guche les .âpplications ensemblistes 
•1. ' .. 

[n] 
\ . 

... · A avec la 

co-face 
u 

[m] ... [n] 'rl~s ~pplications. 

i = 0, ... ,n , satisfont la relation 

x 0 + x2 + •• ·• + xn = 1 

Et que, en outre, tout élément de (A ')n s'écrit comme une conbinaison d'elements .de. 

la /orme !i!Xi où.Jl,est dans A. 

[2] Soit A un anneau de Ens. On note B(A) l'anneau simplicial dont les .simplexes 
'',•' ., . ·, 

' 
e~ dimention n sont les éléments .de A[X

0
,X1, ... , Xn]. · Les faces.et dégé-

,, 
nérescenses .sont définies .comme suit : 

d.(X) = x. j = 0, ,;, . ' i-1 
' 1 J 

= 0 j= i 
' \' 

= x. 1 r j= i+l, ••• , n 
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j = 0, ••• ' i-1 

;: xi+l' j = i, ••• , n-1 \ . ' . . . •. •, ~ •• '.o •l,' • 

On constat~ sans peinequ~il s'agit en effet d'u~ an~eau ~implicial. 
. . 

[3] Soit l. l'tdéal s implicial de ' ' B(A) ·· · enge;dré par les éléments de l~ fo;"rrt~ 

/'.'. 

.. 
On note ..!i[jJ l'anneau simplicial quotient de l'anneau B(A) par l'idéal 

J.=l(A). • f ."\ 

Théoreme. Les .anneaux simpliciaux B111. et R(A) sont canoniquement . 
: .. ,), 

équivalents .• 

0~ définie une application simpliciale. mieux encore un homomorphisme d'anneaux 

simpliciaux 

<p: B (A) .. R(A) 
-\ 

telle que pour tout xel(A), <p (x) = 0 • · Et on démontrera que ~ 'homomorphis• 

.. me qui en resulte .. . . .. 
. 
<p R(A) 

... . 

est on fait , un isomorphisme .• 
\ 

1 

Si n > 1 , <p (xi) = 1· xi 

n-1 
<p (xn) = 1-. I 

j=o 

.. 

si 

n-1 
=(1-n)+I. 

,, . 
• j=o 

. •' 

.... 
R(A) 

.. 

.. · 
' . 0 < J < n 
. - - . -

., 
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w .. , •. , .·) ., ! 

-'· . J ' ' .i '· 

Des .calculus .assez ennuyeux montrent qu'ils 'agit d'une application simpliciale -~ 

L'application inverse 
. ' . / 

;p : · R( A) · -+ R( A) 

est donnée par 

r/lo : 

. : . . t , • 

A .. 
1 ', ..:,.,_ ••• 

A 
. ) 

r/ln( "i) .;, [ 1· x j] 
\ 

.i 

'; ! ... ; ··' 

identi,té 
• ••. 1 , .. : .. 

O<"<n-1 
"" 1 -

Lemme. et rp sont inverses l'une .de l'autre. Puisque cp est simpliciale 

(res p. rp) 

1•. ' 

. . . ,. '' . 
il erl es de même de 

... 

' . ' 

• 1 !' . ,1 

' . ' 
, 

' . 

,. l . ' 
(resp. cp ) • 

., ' . ., 

. 1 
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