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€1 capitulo A no contiene sino las definiciones y las notas queme parecian nece-
sarias para tratar la cohomologia de los grupos cruzados. No obstante, los capitulos
v . '
By C se sirven en varias ocasiones del primero : Lt e e
a) El espectro S[f] de una flecha f:G + H  entre grupos simpliciales ha sido

definido con la ayuda de los fibrados torcidos , -

v ~\
b) La caracterizacién de la cohomologia h*(X,G) en el caso abeliano, emplea va-

rias veces la teoria de fibrados y su clasificacién ;

¢) Yo desarrollo un método que me permite asociar a una teoria de la cohomologia ,
una K- teoria algebraica. Asi que cuando yo aplico estemétodo a los HI  de-

finides en A3, obfengo, parc todo conlunfo SlmpllCIGI X _y para todo anillo de
Banach A, " una serie de grupos abelxanos KX, A), que se reducen a Ic K.
. [ B B D o'’
. teoria de Karouin- lllamayor “cvando X esla esfera S .

R A,

Pasemos al capitulo B en donde se encuentra una parte importante del trabajo. El

resultado fundamental puede resumirse de la manera siguiente :

A cada morfisme f:G -+ H de grupos simpliciales puede asociarse una teorfa de
la cohomologia generalizada (sobre la categoria de los conjuntos simpliciales provis-
ta de las nociones de homotopia y cofibracién tradicionales )

<
&

hq("'t[f]) q en Z’

Y a cada pareja d? flechas componibles (g, f) puede ser asociada una transformacisn na-
tural de grado + 1

Sig: W (= [f1 » W(=Tg])"

|

De¢ manera a satisfacer las propiedades siguientes :

2.1 El tridngulo
LR ) R A )

h*(_;[g]) "”8(9:{') )

asociado al diagrama © < ' " A S e



o
‘

- es exacto ;. ., . noo

N

v i , . !
- K Lot ..
R .
) . PRI BN 3 [ B
-
] v > S~y T
[ ~ : ! s
5 e -
h LU . - ¢
- . .
N
> ~ i “ ¢
»
‘ U
N
. t . ‘! v

g Lo
2.2 lnvariancid homotoplco con respecto ala vonable T_ f] Como es natural la deﬁnncnon
, 5 PR . Gy m B G
de homo'ropla en Ia cotegorlo de las flechas es la sngu:ente dos flechas °o y . ay
- I MR - & b
son hométopas
. o~ PR A
0;= (v, vi) 1 [T -7 [g) " =0, o ‘
V . ~ o, ’
T oo q
ot . . £, . . Y
' . t A — B
i o i )
c — 0 |
'.‘. & ! A
si existe un diagrama conmutativo . - -, ! . ot
1 ek
fx1
Axl —— s Bxl . .
L .
o ~? _'\4 3 et
.9 :
C SN
. ) Y l‘ Ir
que comporta dos homotopfas U (de v, en uy) y  V (de v, en vi) enla cate-
gorfa de los grupos simpliciales; . H
Dicho esto,se puede demostrar que los homomorfismos
' ’* * .
(Ugrve)x (u],v])*:h (_f1)Y - h(_,[g]) . b



. [ . .
4 [ - " - ' KR

inducidos por las flechas hométopas . (uy,ve) v (vy, v]) coinciden .

NOTA.C‘ION.‘ Si 05:G -+ 0 represente la flecha nula , es conveniente escribir

A . PN T A

| h*(_,G) en lugar de. h*(_, [OG] ) DRI Sh o

o ' ) . .
N eyt P N Ciat L L CL e e T LT e et s e A

Con esta notacisn, la relacién OG° =g vy la propiedad de sucesion exacta (2.1)
dan lugar a un tridngulo exacto
_‘(~‘ ‘:v :\'. v

h*(_, G)

h*(__',[f]) E l R TIC R S (f‘:G e )"il;f i

~

h*(_ H) .
2 1 : . - Pa St e e e PR
! CA [ R R L T A N BT N I e L R A L At 1

. : o 4 K - et ’ : o

DI G S N S [P B I T RS SR R U - B e 1

2.3 Cuando los grupos sop abelianos se encuentra la teorfa estudiada bor NUGENDHINGOG

en su tesis. A saber

RN LA
nav Tt
X ,WG)] si n2o
e a N hn(x,G)='., DT T S g "oy
(X,Q"(G)] si n<o ..

O.on P

Més ain, en ese caso, la cohomologfa  h*(X,[f]) no depende sino del nicleo de f:
AR IR
@ 3 e S

h* (X, [f]) = h* (X, Ker(f) )

t Nota 1. El caso abeliano puede expresarse, para los valores *p> o} como los fun-

“ tores derivados ! - b vt zuen oo 3 LT A4 ALV Y S EEVTRRE S VI SR | Rt

. -
~ . . e - . 5 » A
g e R T L D Y S i L R S TR B A T R R 4

S B (Fy)(G) = KM(X,6) . in>e

del funtor S :
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de la categoria de los grupos abelianos simpliciales a la
. : ; 3

N Y v ’ : i e P N T T T

categoria de los grupos abelia-
: N o

nos.

s : : . P Lo S Yo7 A T B
) Ehl . ) [ i : P s L - -
Es por esta razén que, en el paragrafo B,2.17, aparece un estudio de los objetos inyec-

tivos de una categoria de ; C-objetos simpliciales. . 5

Nota 2.. Existe otra manera de ver el caso abeliano y que consiste en definir, como de

I . . v . R Lo . - - [ 3
! a : S s e e G A R
costumbre, una cadena ' : T

- ' I s, l C

\
(CP(X,G); dP)
cuya homologia es, para todos los valores;ie p, hP( X,G). .

2.4 Pasemos un momento a los grupos abelianos discretos : los grupos de  Ens, El com-

plejo singular ¢(E) de uno de esos grupos, es de tipo  K(E, o) ; y su clasifican-

- e S

v ta W(cE) esdetipo* K(E,n).* En consecuencia, la cohomologia =~ = --

hP(X,c(E))
T bede o }
esnulasi p esnegativo, y es igualala cohémo|ogu’a singular si P es posi-
tivoonulo: > © . IR
0 si p<o0
hP(X, c(E)) = -: A

[X,K(E,p)] si p3 0

R S TR

Veamos, antes de pasar al capitulo ; C, cuél es, a grosso modo, el método empleado en la

construccién de la cohomologia  h*(X,G) : como consecuencia del hecho que el funtor

v - .
W conmuta con los productos, el clasificante. W(G), de un grupo abeliano G, es
L TN vgi T il L
de nuevo un grupo abeliano. Y en ese casg el clasificante iterado W (G)  esté bien de-

finido .

Como de otra parte, existe una equivalencia natural

I x

ag: G . aW (o)

I



VIl

la cohomologia  h*(X,G)  en el caso abeliano, no es otra que la del espectro  (S*(G) ),

definido a continuacién :

o 2Pe) si p<o N
SP(G) = | e
WP (G) si p20 T
TopG) : SPG) = @SPHNG) 50
P = = Lo
. . 2>
aWP(G) : _. ' p2 0

oi R R S P -

Este caso inspira una definicién en el caso general, siempre y cuando que se pueda dar
una definicién consecuente del *‘clasificante iterado ** de un grupo simplicial no abeliano.

Las definiciones deben entonces conducir a una serie de funtores w"(G) vy de transfor-

maciones naturales

b w(G) - owlE) T e e

\ .
v on - I :. .. -

(a las que no se puede exigir de ser equivalencias !) de tal manera que ;
i) wl(G)=W(©)

n
i) en el caso abeliano ~ w"(G) = W (G)

iii) Los w" sepan conservar las homotopias, con el fin de asegurar de antemano la
propiedad 2.2,
L A e

El procedimiento que me parece natural, consiste en definir w  sobre los conjuntos sim -’

~ pliciales de la forma W(G), empleando una férmula del tipo

- s - ;
- , b
¢ .

w(W(6)) = WF(W6))

en la que F  es un functor que transforma ‘“ de manera conveniente * el conjunto
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W(G) . en un grupo simplicial.

Es para encontrar F  que yo me veo forzado a trabajar en una categoria mds extensa que
la de Ios grupos simpliciales y que contiene ademds los clasificantes y, cuando estos sean'
definidos, los clasificantes iterados. Es la categoria  P(Gr) de los ** presque *- grupos
simrlicio(-l.

El funetor

F.:P(Ge) = Gr = grupos simpliciales
' '

puede ser, por ejemplo, el adjunto |  de la inclusién \

-

1:Gr . P(Gr).

Hay, sin embargo, otro functor que conviene a nuestros propésitos, notade [ 7?1,

]

Los dos satisfacen a la propiedad ~ F(G)=G  cuando G ~es un grupo sfmplicial

y estdn provistos de una transformacién natural

X + iF(X)

mmjpcﬂmg[g | Ig ggmtrucc{én dol ospecf'ro.

Se obtienen en consecuencia dos cohomologias h* 'y  k* seglin que se emplee

(?) & [?], vy que coinciden en el caso abeliano. !

Yono se si ellas coinciden para todo grupo pero tengo la conviccién de que no es asf, .

En los dos casos, digdmoslo para terminar, se amplea aproxi_madamonh ol mismo metodo pas

ra defiqir la cohomologic'a coeficientes relativos h_, (1), k(_.[f1).

El contenido de! tercer capitulo (Cap. C) no puede resumirse, en realidad de verdad, bajo la
férmula “*Relaciones entre la cohomologia  h* 'y la K-teoria **. Me explico: ., | -
Supongamos de manera general que  tP(X,[f]  sea una tohomologia truncada, es decir ,

que asps b, endonde 9 ®y b sonenteros eventualmente infinitos ; y supon-

gamos ademds que  tP(X, =) depende “‘como se debe ’ de la variable  f . esdecir,

que las propiedades 2.1 y 2.2 enuncicdas anteriormente, sean satisfechas. En esas condi-

.
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ciones, una parte del camino que conduce a la definicién de una ‘' K-teoria algebraica sobre

T S R i S AL NG T AR B Y e

NN - [ . o x
un espacio X/, queda recorrida :

Ppar Lomo
En efectosi A  es una subcategoria de la categoria de los anillos topolégicos y si
e 3P niaen St e sl P am d
Q: A <  Annt

o8 un functor covariants,

r@_.Zieiiﬁqp-io; KZ’ ’*('X, ﬁ) " como los grupos abelianos

13X, GL (G(R)Y)), on donde GL os ol prolongamiento @ los anilles simpliciales del

functor ™ grupo lineal *, )

El functor © @ - "da lugar’i)’ @ una nocién de homotopia, propicia a hacer de’ - Kg(X, =)
un invariante homo'fépico y il) 'd una nocién de fibracidn en funcién de la cual se enuncia

lo existencia de sucesiones exactas largas.

e e {

) R L S Sew )} o R :'
1. Un problema es, entonces, estudiar en detalle sea las fibraciones, sea los functores Q.

., © mds precisamente las parejas . (Q, ) /. Que van a dar K:feoru’as algebraicas co-
nocidas , b
Consideremos come ejemplo el case en que la tearia ~: +*(X,G) sea aquella definida
Borlss  HO §20, delinida &n &l primer Eapliula.

[ o v i R R TR T SO LU T g

Yo exhibo un functor de la categoria B de los anillos de Banach en la categoria

de los anillos simpliciales cuyas nociones de fibracién’y homotopia equivalen a las de

Karoubi- Villamayor, y tal que en el caso particularen que X sea lo esfera simp'i-

C‘Ol SO . fow oo o} Lo : s Y

y q :: N = O‘l
K@ (X RY 7 X=S

es la K-teorfa algebraica de Karoubi-Villamayor : KP(R) p<0 (Kufhéorie

Algébrique et K-théorie Topologique, Institut de Recherche Mathematique Avancée de
Strasbourg 1969-70) . :

~ Otro caso importante concieme, no solamente los anillos de Banach sino todos los ani-



llos topolégicos, y para tratarlo es

D

iy

m

V) Yen fih, si

¢ -
- 7 -

mente diferente ,

Nt

necesario d

K o - L.

definir Q  de una manera aparente -

t

' . . -
Digamos en fin, que este Gltimo functor. @, permite definir una teoria
AR At "‘\ . :\J
'
LP(X, A) p en Z X = conj, simplicial
’ Lo g e SIO0Y iy X0 Y 2 a SuBur oo o soetagotwtoaatae o
t o A = anillo topolégico
\ .
P T 2" wE T, e 2 Lo te A LY
tal que SRR TR SN A SRR
) « L*(_LA), es una cohomologia generalizada sobre la categoria de los conjuntos - ;5

simpliciales, esta ltima provista de las nociones de co-fibracién y de homotopia tradi-

cionales ;

LX)

T fA

Méas aon, si

ne también

LX) e

1

y Sse encuentra una sucesién exacta, natural en

- e P . [

4 gy kPO EF]) e (LP(X,A) m e LP(X,B) s LPHIX,A) =

» a0 - K

f

es una “‘fibracién

LP(X,[f]) = LP(X,

es un invariante homotép ico,

*
'+ B “esunhomo

PR A R SR 2 % B
. K B M {
> 3 ] . o3

morfismo de anillos topolégicos, se defi-

en~-Z,J I LAy o
+4 L}
Lo . Lol i N
X y e [f]:
~ AETR VR S B BT NI
ey )
e 'l
. -
3 I RN TR IS Y ™
. .
o
Kerf) p en Z
o f
.
t . 1
( i - o R I
o T A (A
AR S N
< [, e €
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A, Le bifoncteur Hl . (Dedecker |1 )

A.1 Le foncteur ( )0

( 2 - .
Ll T I A A S

Par la suite B (resp. G) représente un ensemble szmplw;al (resp un groupe simplicial

AR 1
. , A o
non nécessairement abélien ) . )
IR v . ooy . . . . . -
L [ \-.""'.','\ st i [7EA T S LR ‘.;. . ) o ey e RN .
A.1.l Céfinition. Une zéro cochaine . f de B a valeirs dans G est une suite,
) K ..._ A Vo e v ) \“r [
(fa)n20
' 4 ‘ .'..
fn : Bn’~'—v Gn fo-- 17 & {al
d'applications qui conmutent avec les opérateurs de face et de degenerescencer sauf it
éventuellement, avec d, :
tT
o ' » 4; °fn‘fn-1°d » n2ixl
RN 3 ».\’ ‘. '»,_‘\,\'.ﬂ\-\ T . AU e 2 T ":_""':\. :‘}'.'“\ e a N

i’

fn°si=si°fn~1 » n-12i20

L T L= 6%
L'ensemble des zéros cochaines de B G uvaleurs dans. G est noté CO(B G ).
] b \JN l 3 ’\‘-"'-' " LUER Y IS

On remarquera que la structure de groupe de G n'intervient pas dans la deﬁnmon
\
mais que elle induit une structure de groupe sur - C (B » G)  lamultiplication de deux

cochoines se faisant point par point . Si l'on fixe B on obtient un foncteur

X - CO(B’X) LA
de la categone des ensembles sr.mplwzaux , (resp des groupes szmpltczaux ) dans la caté®
EAIAN e R O N )
gorie des ensembles (resp. des groupes) De fagon semblable si l'on fzxe "X . Dans ce

BRI B & i

cas

Al.2 Proposition. Soit X  un ensemble simplicial. Alors le fonczeuyr SR et

.

B 4 CYB,X)

AN

’ ° . . 13 . . s
est représentable » On note > X' l'objet simplicial qui le représente. Si - X .. est



- . { : ! ‘ / ’; ! H “lj —: B :’ !
un groupe simplicial il en est de mene de X°.
oy ot s LA
En effet il suffit de prendre
C O O e, R
: 0) = Co
, (X°), = CO(ALn] X) ) \
(R ey, Tt

ot A[n] est lensemble szmplwzal type en dimension n . Les opérateurs de face sont

. e\ L ' IR . N DT PR I O SR
deﬁms par composition avec les. operateurs\ et ¢ o e
0 o ‘.‘\.
1; &
A[n] A[n-1] > A[n]
O . ' ' - '.’ A " Ty . 3
A.1.3 A un morphisme ’ ‘
] AT AN
f.' X - Y
i B Ve ‘-,r. \ ':"z ,t N :‘
d'ensembles simpliciaux (resp. de groupes simpliciaux) correspond un morphisme de foncteurs.
oo 7 : . L P
Co(‘vX) -+ CO(_’Y)
' I 3 e w8 T BRI SN
et donc un morphisme simplicial ,
“ i S N P N \ ) N oWty oy . L. , Oy
o we L T e s v £O, YO o .. . . e T
- fO: X0 o YO o o e
". . e '. \ C X )
On constate que ‘
. oot ’
X X0 U ot /
. . . N . . ) . DN L . ) N D]
_estun foncteur covanant de source et but de la categorze des en.sembles s:.mplwtaux (resp
we o PR ST P e e T
des groupes simpliciaux ) . .
A.1.4 Proposition,  S; ., -+« . , 5 e e e

1 G 4G +G" 41
¢ '/l"'},;

\ »

est une suite exacte de groupes simpliciaux . Alors la suite .~ |



1 - G°o , Go , G'o , 1]
est exacte .

11 suffit de montrer que pour tout ensemble simplicial B, le foncteur C9B.-)

v

est exacte . Qu'il soit exact & gauche est évident. Il reste & montrer que si
: _ : ) N 4 S T N R N :
. ()b . G - G". R
est épijective il en est de méme de .
7
1+ = (O :
g, =CB,y )
" Cela est une .conclusion des deux lemmes suivants. 5
Lemme 1.- Soit
. ! ‘
f¢!E & X '
une fibration de Kan. Soit B une composante connexede X et  B' est un
sous - complexe de. B . Alors, tout relévement o T
\. y s E
[4 .'B-’ ) P

de. f, c'est - g-dire toute application satisfaisant aux conditions.

w1l p'( CO(B’, E)
n2 fop =idg

se prolonge er un relévement

p.’BaE

de f.



A2

A2l

On en déduit que si

f.’E-oX

est surjective et satisfait & la condition de Kan, alors un relévement défini sur un sous-
N . ' R Y . . ' 'v: B PR . A L.t

R

complexe. X' de X éventuellement vide, se prolonge a X tout entier . Car il

suffit d'appliquer le lemme 1, composante pa? composante .

Nous ne reproduisons pas ici la démonstration du lemme 1. donnée ‘par H. Cartan ([ 1]

exposé 4 ) au cas ou X est connexe. X

W o

Lemme 2. Soit G un groupe simplicial e¢ E . un Geensemble simplicial. C'est-a-

dite gie G opere libtowmont (G droite par sxenple ) siF Ky Alors ajiplivition
E 4 X= E?/ G '

est une fibration de Kan. En particulier tout morphisme épijectif de groupes simpliciaux

3

est une fibration de Kan, G

Le foncteur W

\

Définition .+ Une I-cockdbe ¢ de B &valewrsdans. G est une suite

»

d'applications, satisfaisant aux conditions.

(@) e d;=dyyor, 25isnl
(b) anSi=Si_1° LIS ] 1§i§n~l
»
(c) Th ©S, = €lément neutre de Gn-l nx1l .



On dira que t est. un cocycle ou une fonction tordante si satisfaisant & a)b)c) il

satisfait en outre @

(d) rndl'—‘rndOXdo ra+ 1
¢'est-g-dire que .pour tout  be B,.1 (et poﬁr.tbut n) _
’ndl(b)=’ndo{b)xdo fni 1(0) R
. Dot
(Le produit dans le groupe est noté x ).
On note ainsi i
CI(B »G ) = ensemble de l-cochalnes.
Z)(h G ) = ensemble de l-cqycycles .
Il est facile de voir que si .
il \‘l 3y
T’ B -5 C
\ ~\A

est une fonction tordantey et si
h . B 4 - B

(resp. k: G + G') /
o . o . R ST TR

t

est une application simpliciale (resp. un homomorphisme de grou'pes.simplic’iaux) alors.

roh (resp. kor) estanouveau une fonction tordante. (0@ (roh)(x')) =r(hix') ).}

A-Z-Z_. Proposition - Soit G un groupe simplicial.
Les foncteurs

B~ CIB,G)

1



et

B~s Z!1(B,G)

Ty ',
O - A :

sont représentables. -

. Onnote Gl : I'ensemble (c'est en fait un groupe) qui représente. cl e E’(G) celui

représente . ZI(B, G).: Onadonc.

\
HomB,Gl).Cl(B,G). o) -
Hom(B,WG ) w Z1(B,G) (2)
- On note aussi ) |
o WG + G | (3) s

i

la fonction tordante qui par l'isomorphisme .(2) correspond & l'identité de. WG = B . Toute
fonction tordante . I

r*B 4 G

s'écrit donc de fagon unique .sous.la forme
cof

ou

f.‘B - WC

" est une .application simpliciale .

Démonstration ~ Sidans les formules (1) et (2) on pose. B = A [n] (m>0) on trouve

la définition de . (CI)n et (ﬂ.’C )n :
1 . - v . . o . . + .
G =Cla(n],6) | (4)

(i'vc)n=21(A'[n],c)' (5) j

Les opérateurs de face. w* sont définis par composition avec les opérateurs

’ o0

w: A[m] 5 A[a]

s "



-~
La l-cochaine universelle.

cé:Gl + G

qui va donner lieu & l'isomorphisme (1), est celle qui a chaque cochathe.
riA(n] A G

| fait corresporuire-l'élément - ‘ ’

. o6l = (&%)
de. G, 14 lci 8™ est l'unique simplexe non dégénéré en dimension n de Alr].
L'inclusion canonique e | B
zB,6) . cl(B,G)
induit un monomorphisme .

e . ¢l (6)

qui composé avec ¢ nous donne. ot
.‘ :

.‘ . .
A.2.3. En explicitant. l'ensemble simplicial WG  défini par la formule (5) on constate que c'est

exactement la "Constructi\on Bar ' de Me, Lane P A RS ' S
(WG), = pt
(WG),= (VG ), ;x G 1=C % e X.Gp g
dyf8yr+++ s Bpap) = (S'Ov-;-v g,;..z)
d1(ggr+++s 8pe]) = (Bor++*8n-3>8n-2+ 40 Bn-1)
A (Bor + <0 18n-1)= (80 +98Bnek-27 Bneke 1+ Qo8nk? 4] Bnks 1>+ **2 k-] Epe])
st 1<k<n
Ao fBpieiBpu)) =(d18]s+eordp18n-1)
SolBor+ s Bn-1) = (Bor+ v+ 18] :1)

sk(go,...,gn_I) = (80""’8n-k~1’sogn-k"""slc-lgn—l),



Si 1gkgn-l
Sn(8o>**++Sp-18n-1)"

A.2.4. Adjoint & gauche du foncteur [ (Kan [1] ). .

W. est un foncteur de la catégorie A°Gr  des groupes simpliciaux dans la catégorie
A%Ens. des.ensembles simpliciaux, voire d'ensembles simpliciaux pointés car l'ensemble

- \ .
des simplexes en dimension zéro de VG est réduit & un point.

Proposiiion. Le foncteur
V:A%, - A°ns.

admet un adjoint @ gauche
G: A%°Ens. 4 A° Gr

On a donc.

* A°G,(GX,H) « Hom(X,WH)
~Z1(X,H)

Démonstration, : Soit (G X)n-I le groupe libre engendré par Xn -5, Xn-l «+ Ou
ce qui revient au méme le groupe & un générateur  r(x)  pour chaque élément x de

Xn et des relations .
r(so z)=1
pour tout Ye Xn-l .

0 . .
n note . ‘ o X . (GX)_1

n n
l'application qui associe ¢ xe¢X le génératewr r(x) de (G X)pp+° Les.

applications.

modi: Xpp o (CX)pg i1

~ (GX) g

-1
ta dyxrpdp ¢ Xn+1



T,H_Iosi.' Xn - (CX)n . . o i>1
s'annullent sur les éléments de la forme.

s,(x) xeX.

N
\

Il existe donc un et un seul homomorphisme de groupes

tel que oy _ ‘ . ) . .
. fii'1°’n+1ffpdi ] . i>1

PR F e A T

d or

o

= -1
nl = 'n dox’qd,l.-.:.‘.:

On déduit aussi l'éxistence d'homomorphismes.

1

S; ¢ (GX).:I- - (GX),,"'

" tels que

Tn+1 o8; = S 107, v
oA A T
. \ ‘ . ,
Les définitions sont telles que GX  est un groupe simplicial et que r =¢ est
Vo RIS
une fonction tordante . :

Elle satisfait la propriété universelle .:

.
X : - -\ o

\ ' tordante ) ' .-
x

GX H
f(r')

Pouw toute application tordante .

e X s H
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il existe un et un seul homomorphisme de groupes simpliciaux

f(r') : GX o+ H ey
tel que. :

f(r')o rx:ro

En effet l'application

\ . o \
f'fH-I by XYH-I - Hn
est nulle sur les éléments de la forme s (x) avec. x€X,. Dela définition de.

-

(GX)n' on déduit l'existence d’ un et 'seul mo‘rphis‘me d\e groupes.

fn: (GX)R "-v H

n
tel que N e

fn ° (txdns1 = 'fn+1

1

Pour montrer que f commute aux opératewrs. d; (i 1) il suffit de constater

que

fd;r=d;fr

Or,pour{ i:]
fdirzf(rd,:+1) !
=r'di+1
=di o' i

=d(fr) = oo / -

De méme pour i=10 “

fd, r=firld, xrd;)
=ff-1d0)(frdi .
:r’l'dox‘nfdl o '
:d07' ‘

=‘.10f’
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i20 ..

Pareillement pour les. s;

L tan

A.2.5. Corollaire . Le foncteur W (resp. G} conmute aux produits . (resp. aux sommes) . -

En particulier si G est un groupe abélien simplicial il en est de méme de  WG.

[ sy -8 R . - .
\ B SRR 4 ' R N on DR T,
A : v

A.2.5 Rappelons .une description du foncteur Q = Espace de lecets. [Moore [1]]

Soit X un ensemble simplicial pointé et x ¢ X le point base de X . L’espace

SO T

de lacetsde X aupoint x se décrit comme suit:

a) (QX)n={x|x¢X

nel2 o X =% et déo'-':’°-53in(x)=*‘}r"-_-

Coi ' 0Sipgmel k=000

b) |d1. P QX)) QXn-+1 Cestinduitpar .. WLy

o y e o wo e, '

di+1:Xn+1 > Xn

c) s; 0 (QX), - (QX),.; estinduitpar by o0

S5 (IO PN

. R O P ' S ,’.1
, X
Siv1t Xnyl 2 "n+2. . ‘
Vit A * EE \" T e « V!

D'aprés cette définition et dela description du foncteur .. W (4.2.3.) il sedégage

une équivalence naturelle en G

" \‘-. . - L ° ‘, ; S "I ".4 et " T
QWG] « G (7)
A.3, Deinitionde HP. psl, peZ
* ) 5 1
A3.1, Actionde C° sur zl . "
' CUTLL e ey 89

Le bifoncteur en groupes. C° opére sur Zl  de ,la maniére suivante :

3 .
. . P LU . \ y .
‘ N Y S nr i) . . o, iy 3 )

Soient

r&CoB,G)
‘rezl(B,Gj

Alors le cocycle ' o S DTN
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0 . s S
olrezl(B,c) ) S
LN \J - " - ‘ " ! f '\l 7
est donné par ' ! ’ o
P e S RE . ) A R S B L S T B K R T
(017)y(6) = 0papdy(b)x 1,(b)xd, ] (b)
!, ' .‘ : ;’. . _ Ly, \ . ‘_ (! K Ve oo '.‘ Calat, L .’-»‘-h - "(.‘ U\"‘
ox}‘ . -
o . ! e ¢ L ., - N R R N ¢ s ". LS CEN "_ A
b € Bn y N 2 1
’ A \ 4o Vo 4 L PV )
. '/. .
Ce qui de fagon plus courte séerit a4 oy ,‘
. P . |
olr=0dyxrxd,o P w8

11 suffit d'un simple calcul pour montrer que l'action ‘est bien définie et qu'slle est

naturelleen B eten G.:

st

xezZl(B,G6) . .y, '

R

dénote, pour tout B, la fonction tordante G valeur constante égale & l'élément neutre

de G, on écrit pour chaque ¢ C° (B.E;) et e
Yy \ v .A.. ! \ 18(0.)= al'* =1 ad())('do'.éol s Co (9) . ,:_'..‘
’ : ¥ ) ' ol
ce qui donne lieu a une transformation naturelle
8: ¢o , 71 ' (10)
S N IO S
- Le noyau de , ‘
5 EREN " “y n .
8G: Co(B,G) » ZI1(B,G)
o Lo, e G, N EEEREN ) N : —- ‘.\\
est Hom(B,G). D’oi une suite exacte _—
Hom(=,G) » C°+,G) » ZI(+,G) (11)

En fait le foncteur en groupes.  Hom(=+, G)  .opére sur  C°(+, G) . . par -
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translations : deux éléments. ¢ et y de CoB, C)_ ont la méme image dans .

ZI(B,C) s'ilexiste h de. Hom(B,G) tel que

A oy i e e Y Do et R
o=pxh. , . ‘
Eneffer L L e
E(o)= ok
8G(a) =8¢ (n) _ BT
1
équivaut'& S " p R
(6lxa)d,=dy(y T xo)
‘3 R A PSS J i : 3 . \"
Ou ce qui revient au méme - - oyt o N A

P . . o
0 T \1‘\ (RIS |

o b= o Hom(BL G

Néanmoins . 82 n'est pas épijectif, il le sera par exemple pour les ensembles.

simpliciaux B de la forme - A[nj meZ), .

v

T
LN v vt 4

G Ry » o ..

. B v - o - | P V. ‘ o
Puisque d'autre part  Co(-,G) et ZI(-, G)  sont représentables et représentés .

par é et ﬁ’(G) respectivement (A.2.2.),' on dispose alors d’un morphisme

. IR TN ). o Y ‘< B BVt e et
stmplicial Vo :
dc: G° -+ WG
. A A IR

et d'une suite exacte naturelle en G

[ R P : . ."‘ R ST : .

€G 5 . oo
G - G° L WG " (12)

'\

. .
. . )
| SN ' ' A B s

dans laquelle-i 8¢ est éﬁijéctn:ve, G ‘estla ,ﬁbre de. 5¢c au d;ssus du

point basede. WG et WG  estle quotientde G° par l'action a droite de

. B o, . Vo . ERN . o » N
Son sous-groupe G (3

. .. '
PR R T
i ; .

- Définition.  On note e bifoncteur quotient de z! par l'actionde (o' .
(4.3.1.) HI(B ,G) - est par définition U'ensemble des classes de 1-cohomologie de-' "

l A}
. e



A‘3.3. X

Ad.

Ad.l.

équivalence

sont abéliens ..

14

B Gvalewsdans. G. :

La connaissance du  HI permet de définir 'lesA HP  pour p <1 et cela par

application du foncteur sur une suspension :

Définition. Soit B un ensemble simplicial pointé et G un groupe simplicial. -
On pose o A

wr(8,6)= 11 8P ,¢) (13)
oi p estunentier <1 , et 3B estla suspensionde. B au point base.

On démontrera plus loin que les  HP sont représentables. En fait il suffit de le faire

powr p=1. Ceciest fait a l'aide de la théorie d'espaces fibrés tordus, qui donne une

Hl(B,G) ~ [B,WG]
o A |

oi [X, Y] dénote l'ensemble des classes d'homotopie d'applications simpliciales.

de X dans Y. S o

D'aprés A.2.6. et d'aprés le fait que 2 ‘et Q  soient adjoints il est alors immédiat

que |

HPB,G)=.[ 57 B,G] p<0

oi. [»] estlebifoncteur Hom dans.la catégorie homotopique des ensembles.

simpliciaux pointés . -
P P

Il en résulte que  HO(B,G) est un groupe, tandis que les. HP_(B,G) (p<0)

~ A}

Si le groupe. G est abélien, tous les. HYB,G) sont abéliens. (4.25.)

Fibres principiaux tordus , -
Ty . Rl . - N

‘1
N i

Soit G . un groupe simplicial. Soit  E* un G-ensemble simplicial, X - le

quotient de. E par G et
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p.‘E - X

la projection canonique .

On dit que. E  est un fibré principal de groupe G . audessus de- X

b (2,8 & (x.gx)
est un isomorphisme : o L
'¢:E$<G"" A “E{\?E
P opry P

oo EY{E dénote le produit fibré de ‘ E avec lui-méme au-dessus de

que E  soit un G-fibré principal il faut et il suffit que l'actionde G

.
[y
' y .

satisfasse la condition : ‘ s

pour tout couple d'objets.  x,y de E  tels que

p(x) = p(y)

\\

il existe un et un seul élément - geg  tel que

- ) N 2 4

P x.g=y
D'aprés. A.1,4. lemme 2. Tout fibré principal est un fibré au sens .de Kan.

R

Il adment donc un relévement R
r.? X - E
Te CO(X, E)

por =idy

1

si la fleche

En général. r do(x) et dor(x) ne colncident pas, mais ils se trouvent dans la

méme fibre. Alors il existe un et un seul élément
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p(x)eG

tel que
' rdyfx)=d,r(x)* u(x)

Un simple calcul montre que.

est une fonction tordante, dépendant du relévement r.- Supposons.que r

sont deux relévement de.
Soit

l'application définie par larelation
ri(x) = rfx)* t(x)

Alors .
teCo(X,G)

Soient y et ' les .applications définies par

Alors .

(rt)d, =dfr¢)- ,) '
= (do r)-'(do t.x p,')
' . \

Mais d'autre part
. T

et
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P Y (ra't)do=(d ctd

[+] (o I R A 25 TR LU IERPETTE NS S SR 71
. = . etd " 5 : L
(dO r p.) ¢ dO N _ ¢

:(dor)-(#xtdo')b

D’o4 la relation UREINCEEN

|
dotx“—#xtdo . L

On peut en conclure que T U

. N . U IRE
si r et r' sontdeux relévementad’ un fibré principal -

<5 N

E -~ X AR
o , | W b
de groupe G , ilexisteun oe¢ CoX, G) tel que'

olr=r (voir A.3.1.-(8)) o~ - N

P '
e VAT,

AL S S T
N 1
ou r et 7

H W e g i mannnidde Mt 2 et ‘y
sont les fonctions tordantes associées & " r b ek r’ respectivement.

La classe

Te(B) =[] Blx,6)
\

) RN - R S e L O Tt v v v
. ' T . LRI IN
~ ne dépend que du fibré  E. '
.;‘.,'l‘ I IO | . v} . ,i_";. o .\;;,\1 “ ' TR SR s R \J '-\. o ;X
s.
! L P PR PP

f.' E - F
est une aplication équivariante de * G-fibfes .principiaux au-dessus d'un meme. X

5\ T Sy DR M . f ‘ .
N L S R AU e sy - .

E \ 5 YoM anis, s Y
p\c/ q 35 REER RS BRIV
X

R v . . . . - . e
. .~.-\\.xr.\‘.. RMCLEEN JHy Tty _Ll'. \

etsi r (resp.s) estunrelevementde p . (resp. q) tel que
- (V- L T on ek

' N\

for=s.
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alors les fonctions . tordantes associées .aux relévements .'r * et s coihcidents

effety soient et g  définis par

[N

‘ rd,=d,repu
8d0=d08'1, .\\.,'\ AT AR
B -.\‘ - . %
. Alors * Y : v b
s'do=(f°r)do=f(do"#) . : o o
= (de I')_' " . e i e e e \, N .
=(dyfr) m S
s B
=d s
o~'."‘ F;‘v n R ! R ey v b LD v ol
It . .
D'OL‘L “-‘r’s-_.,‘ A (..:‘,_ ..

. Le procédé que l'on vient de décrire nous a permis de définir une application .
. . ' T A PR Yo H

et

Ty: eX) - HIX,6)

Yot "’,iv‘l_\-'.*\
del’ensemble  ¢g(X) de classes de fibrés principiaux de groupe G et base
ol L T T

dans l'ensemble de 1-cohomologie de. X & valeurs dans. G. Il s'agit én‘)\'ait

; .
d'une transformation naturelle de foncteurs \ L 37
. IR |

.

...- L ‘ ch « '»" HI(.’G)‘P»._M‘-‘_ '_'._\ :"* .

!
TR

C' est mdne une transformation de bifoncteurs, qui, d'aprés le théoréme ci=aprés est

une équivalence : v\ v

A.4.3. . Théoreme. . La transformation

' 4 ’ ’ .
oy ot v 3 « e s i
A A '~""‘,"'\ “

TG: 2 ) -o;HI(.,‘”C)

I}
i

En

X
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est une équivalence . RN
» Vi “ I LIPIPTEETEES St . '| ‘A

pour démontrer ce théoréme on se sert dela notion de fibré tordu : & une fonction tordante

on assdcie un fibré muni d'un relévement dont la fonction tordante associée (A.4.2.)

est celle du départ. -Cela nous permet de construire la transformation inverse de. T¢ .

(Ao 4-40): ;\_ < I .,:‘.‘ “ «e X
3
Ao4~4o. Soit ‘ :.’.-‘ Yoo Ii\).‘il R Y S A E
reX 5 G
) () :‘{\y"\,""‘: +

une fonction tordante . -

ST ,
On définit le fibré principal tordu  E(r) associéa r  comme suit:

- ! " N ' N '
E(1t),=Xyx- 5,
d;(x,g) =(d;x;d;g) *+ izl
s;(x:8)=(s;%r8;8) " i20

do(x’ g)= (dox,r(x) * Ido 8) T T T B SV x~

1
‘

E(r) est un ensemble simplicial sur léc}uél TGt ﬁop‘ére a droite par la loi

3 e ..
ey by T T L \ DU

‘(x,g) A '8' = ‘x:.g-g v)

B

- . L Y
La premiére projection ‘ ¢

p: E(r) - X -(r

qui est une application simpliciale et tompatible avec l'action, fait de X le quotient

de  E(r) parl'actionde,, G. .- _—

D ‘
L’ application . .
Lo T et ) Lt b
x —D(xpl)
, '” e . "o '." L '\,‘| M

de. X dans. E(r) estunrelévementde p, dont la fonction tordante associée

. - . N . o L. [
est justement r. - T I T S I ARLITERA

\
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On dira que Lt e

E(r) notéaussi XxG
’ L 4 ‘. v,

i RN ‘\ Yoo R R S ¥ A X T SN .
est le fibré principal tordu associé a la fonction tordante  r: X +» G. La fonction

. U"\ [P e " "', E: Z](X’G) '_. QG(X) . N LN .\‘ “ "'._ o \
' C reE(r)=XxC Loyt
\\f

est compatible avec l'actionde C%X,G).  (4.3.2.)

Soit eneffet geco(XysG) et

Alors Vapplication simplicialé équivariante

o

Lo fPE(r) A E(r) oL

(%98) = (x47(x)x 8 ) -

A
R

est un isomorphisme, d'inverse -

L@ m(xaal(x) xg)e ey

Tty

Montrons que f est simplicial ¢ le seul point interesant est

\

fdo ) dof " S R T WP
Or .
T fdo(x,8)=f(dox.r(x)dolg)' Do,
=(dxra(d,x)xr(x)xd,g) - T
d,flxrg)=d,(x,0(x)xg) v "y
B I YU
\ . = dox.f'(x)’xdoa(x)x.dog). ‘,

Pour qu’ ils .coincident il fﬁut et il suffit qué
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’
adoxrzr xd,o
ou, ce qui revient au méme , que
t'Falr R

Inversement soit

f: E(r) » E(r') .

K
un morphisme de fibres principiaux au-dessus de X.
. f v . : N L

Pour chaque couple .

(x,8) e E(r)= X x G
T

f(x+g)  s'écrit sous la forme

f(x’g) = (x,h(x,g) ) € Er)'< G

FEEER

D’autre part f est compatible avec les actions.

™

. 3
fixr88°) = f(xs8) &’

Ce qui entraine que la donnée de
HL

f(x:1) ?EI(,")’ |

détermine celle de

flxrg) = flxs1) g

. t
P

Alors .
fvg) = fxl)e g 0 o1 0
= (wh(xl))- g
= (x,h(x,1)* 'g)
=(x,0(x) *'g)  Tou. ofx)=h(x,1)
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et donc

olr=r T T

On vient ainsi de montrer le.
.

i

Lemme . L'’ ensemble . _ et e L
N _
Homg(E(r), E(+*)) =~ =~ %

! : N IR - oo
des .morphismes de fibrés principiaux est en correspondance biunivoque avec l'ensemble.:

des. : .
i ) -)
o €C%X,G) Cs
tels que.
e S 2,
olr=r'
vy o Sy
En particulier tout morphisme de fibrés principiaux
- . A ) 3
f:E(r) - E(r)
est un isomorphisme
W K Al 4

1
L'application EG du numéro précédent passe au quotient donnant lieu g une application

A et
[ o

notée encore. EG 3

Eg: HI(X,G) ~ep(X)

c

L

qui associe a chaque .classe. [r]. la classe du fibré tordu

E(f)=x X.G . e . %
T

% L. -

On a aussi démontré) que. , s
A -.TGOE(;:id.

’ -
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La démonstration du théoréme A.4.3. -sera compléte si l'on constate que s ., . - -

L'ensemble ¢g(X) de classes d'isomorphie des fibrés principiaux de base X et
. P ,':: . oy Y
groupe G esicanoniquement isomorp_.hg _&"l'ensen‘zl?le (E;(X) des classes d'iso-

morphie de fibrés principiaux tordus de base X et groupe G .  Plus précisément:

Vv

Lemme . Soit Y o X unfibré principal de groupe G et base X. r
R U Y e \ [

un relévement de  p  de fonction tordante 1. Alors.il existe un et un seul

morphisme .

f_' Y -+ E(f)

R T S S W : . Y

de fibres principiaux , compatible avec r et le relévement: canonique de  E(r) .

R VAT ) ey
En fait  f  estunisomorphisme .
e yor o B s e e RPN k"‘ . .
Démontrons le lemme .
S S, -
Si HEC R
f:Y - Ef)
ey A A R A RO PR EPTR
existe elle est nécéssairement de la forme.
P A TR
: g
fly) = (x,h(y) )
3 T e A
ou
ot " T e i b el o N F S SN U : v
. . ) \x=p(y)|\. \ AR BY B P TR .'t',".
BARENLTEIS A Sae Sl Yoo nh A N Sty .:,( LI
, .
et l'application R
.v h.‘ Y - G
(.-’i - RS ’
) b
! 3

satisfait entre autre & la relation
hly * &)= hiy)- &

Il suffit donc de connaitre  h  sur un point de chaque fibre de Y  pour quielle
. L [T v" ," oy g ',-,‘/,'«‘.;» - ,"\‘ L s v
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soit déterminée partout . ' wove LD b e e
Or, par hypothése. ~ '™ "~ i7 vl o v heh ey e T
K : o O A S , .
o frix) = (x,1) s R
v o .). U . 7 1 . .
. B L i . cavnl e e L T
Alors . ; o (
S N A oo G2y
kir(x))= 1= élément neutrede G.
' I S S N ST L A TR Y
Ce qui montre l'unicité . ARSI
vy {
On définit  f  en conséquence :
' T s ey T N L B T AN
fiy)= (x> hy)) (x=p(y)) '
S N T Da
oi My) estl'unique élémentde G tel que
. . AT \ TATL L
y=r(x)s hy) .
. 3'.

L'application k inversede. [  est

A .o . 1 N

k:Er)=ExG + Y -
'f-__ R
k(x,8)=r(x) - g

est un invariant homotopique » Il se factorise.

‘G b

a travers la catégorie homotopique de la catégorie des ensembles simpliciaux , donnant

A48, 1l est bien connu que le foncteur

lieu & un foncteur noté encore . v e T

“: .Ao Ens,; - ”Ens.

B B Bt ALY
Théoreme . - Le foncteur

. ’ P v )\
eG‘: AOE"sh + kns. :

T . ", \ B e sty ey v Y /'.‘

est représentable . - Plus précisément il existe un isomorphisme canonique
4 . -
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-ax: GG(X) bd [X!WG] s l,,..(-_“\.

Contentons nous de définir ici l'application a, etsoninverse.D'aprés le lemme

A.4.5. ‘il suffit de travailler avec des fibrés tordus . -

[ [P T N ,..1 . 4‘
Si r est une fonction tordante et si

I

f, ¢ B -.'A I.V(G)‘.

T -
PR L S (Y -‘-, N

dénote l'application simpliciale qui lui c‘orresi)olr;i par l'zsomorphtsme n .
- . 1'\ - [T _“ T S L EAER Wbt A
L. ZIX,6) = Hom(X,W(G)) (A.2.2.)
! o oy ee P P oo e e
alors on pose. TS VI (3
. alclE(r)) = cUlf,)
" Yoy S PO R PRI EE N .,‘_ \ L .
foi cl=classede...)
Inversement soit . ‘ ' o, g ! SN
rG J ngg) . —’1 G; ':i . .‘.\

PR
PR

. . la fonction tordante canonique du groupe vG _: (4-2-2-: (3))

SR e

Soit

-

WG) = " E(r

n Y * Ay
A.4.4.

c ) (A.4.4.)

le fibré tordu sur l;/(G).. : ‘

I S T A
L. HER TS
.-

i o
: f: X - WEG)

MR
PR

est une -application simpliciale on lui fait correspondre le fibré principal de groupe G

et base X
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f(Efg))
image réciproque de  E(rz)  par  f. : e VR
: R .. L
On définit B » llinversede a, par

Blel(f) )= el f*(E(rg)) \

Pour une démostration compléte du théoréme on peut sonsulter le séminaire Cartan 56/ 57.

S . . .
. TN . . [

Remarque . On ne doute pas .que le point critique dans .la démonstration du théoréme

précédant est celui qui concerne les relations d'équivalence dans.les ensembles .

Zi(X,G) et HomX,WG)

et le comportement de l'isomorphisme 4.2.2.(2), par rappori a ces relations . De fagon

précise.

Corollaire.. Soient ¢ , r' deux fonctions tordantes et ; N ' ,

foofr: X o WG

les applications .simpliciales qui leurs correspondent par l'isomorphisme 4.2.2. (2) :

4]
e

Z!(X,6) « HomX,WG)

Pour qu'il existe

ceC°(X,G)

tel que

a-Lr-r' . E o, * RN (A;3.1.)_\,‘
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il faut et il suffit que  f, et for

. Doy - T
sotent homotopes .."

On en déduit que le foncteur - HI st le quotient du foncteur

d’ homotopie :

%
o
zlngx,6) —
*
‘1
- Pour que
f,g: X -» G

soient homotopes .il faut et il suffit qu' il

L

oeC%X,06)

tel que .» st EAYE

olf=g.

Soient en effet

(f'1, (8']
les €léments de. o
- ;fzx;ﬁci
qui correspondent & .
[f1 e [g]

par l'isomorphisme

L)

zlx,6) 4 Hix,6)

v T
- "——M-
, - N .\
A I .
existe
.
“©
b L
’ i N
Y Y
. - .
\ 8] 5t
b
\ N
R

~

Lzl

par la relation
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[X,#6] = [X,6]. o

Or pour que f* ~ et g' soient homotopes il faut et il suffit qu' il existe. °

a't’Co(ZX,G) .

tel que

En composant o' avec.

j:x .xx
on déduit que
olf=g of o=joo’ . )
0 Co
A49. L'isomorphisme G = W(G) o

A4.9.a. Soient G  un groupe simplicial, E  un G-ensemble simplicial et
ftE 4+ G

un morphisme de G -objets
o . ; [
fleeg) = fle) » g8 ecE,geG (a.1)

qui conmutent aux faces et dégénérescences sauf , éventuellement avec. d,, ' c'est-

d-dire quel’on n'a pas nécessairement

fd, égal ad,f.:

Y

On définit une aplication de degré moins 1
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r E 4 c X y 3 N \, \ y
par la formule- Sy ST e )
fdfe)=r(e)- d, fle) eck ‘ v (@.2)
D’ gprés. (a.1) v
r(e) ~g)=r(e) - 6.3
d . [
pour tout !
et’En, geGn SRS ng];_ o
D’ ou une application tordante e
r,-:E/G:B -+ G N ¢

dont le fibré tordu associé E(rf) est justement * E-

\
i .

AN

u: E :E(rf)=

g 33 Y

B xC
f

e w ([e]s fle))  °

En effet si

P U |

we)= ule')
alors. [e]=[e'] ce quiveut dire qu'il existe ge¢G  tel que.
e+ g=¢e' .-

Mais on a aussi

fe)=fle)=fles )= fle) g

-d
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Or on se trouve alors dans. G ,donc. g=1 ‘et e=e!.

Démontrons maintenant que. u est surjective . : N \
A X Rt
Pour tout : RS W .
H AT Ve,
(b’S)tB x G ’
f
A
AY
_ tlexiste e¢kE tel que
[e] = b
Vo e
et aussi il existe ge(G - tel que. L T
fle) . g'=g NN
On a évidemment L A
uerg’)= (big)e
N ) \ P | Y AN

A.4.9.0. Inversement., il existe pour chaque produit tordu
S el R . .\ , | . R
B x G
r LAY T
une .application \
-~ \ b
T, * .
f.’ B x G - G
r
N\
3 , T , Vet ) IR
satisfaisant (a.1), @ savoir
By , \
flbrg)=g-
. Ykl iy o, "..
»

La fonction tordante qui lui correspond par la méihode décrite dans. a) est justement ,

v
b

f o
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A-4.9_.C. On note comme d'babitude

Homg(E , F )

. lU'ensemble des,application's.simpliciales,tge E dans. F  satisfaisant é (a.1). -
De méne

COG(E,F) R

est l'ensemble des -zéro-cochaines équivariantes . -

Ona °
HompE , F) w CO(ELF). - .i:.  (a.5)

La projection B T
<} i “. Y ,. ) ‘\ SN

pg: V(C) = WG)x G + G
G

est un élément de B E R T TEUE PR ey e

et

[+]
Co (W6, 6) = Hom (WG, G)
\ 3|\' .. ¢ o

PR

En outre si

feCH(E,G)

il existe un et un seul morphisme .simplicial équivariant

_h:_E- - W(G,) o8

Y’

tel que

pG° hzfo

Cette propriété univeselle caractérise le couple

AL Ny - ®

W
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W (G ‘ k
(V(6), pg)
AY 1 V."\
On a ainsi
Hon;G(E,W.(c))‘ - C°G(‘E,G) ~ HomG(E,GO):“ o (a.6)
Démontrons .la propriété universelle . Soit N )'\
v f‘ C:;(E'G) B o "-' "':." - :“.‘\

- D'aprés A.4.9. a. il existe une fonction tordante . * .

rre ZI(E[ G, G) v
[ :) oy g
de fibré E .- '
D'’ oi une et une seule application simpliciale R T
S T o ii,,;»
k:E]GC=8B 4 W©G)
telle que ‘
=g ek (4.2,2.)
v oy , \
L’applieation proauit
hxid: BxC' + WGC) x G
f e
' . LI
est simpliciale et équivariante . -
. Al 31
v 1

s N ’
oit hf le composé .

ESBxG "9y « c=we)
. rf , G
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LI
Par construction R
SIS LR Ly
Pc ° hf = f .
-
i N B
Démontrons maintenan l'unicité de h . -
Si h  estdonée il est nécessairement de la forme.
. ‘ . k=(k,f) )
o R D LI A v . ‘ " NN SN LR
\ PR S R S A .'D;;; T sy [ . s
ol ; = \ g " I(: LI G VL L \ vy

k:E + WG) ' B IRV

est une application simpliciale satisfaisant - "
“ . U \'L‘p Gapoahe A Y T e

h(e . g) - k(e) 4 e . Y Sy

, . N v 1 . e .
De plus la relation - U T T

’ ALy e
\ .
implique (A.4.4.} que S Ny
rGk(e) - fle)= fd, (e) ARV ) o
Ou ce qui revient au méme (A.4.9.a.)
s
fc -] k = rf o ~
D* o3 LR
h = hf
‘4°9-d. Proposition .« Les G-ensembles simpliciaux 8 et W) sont canoniquement
o Voo (I A

isomorphes .. Il en est de meéme des fibrés.
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co . WG (A.3.1.(12))

e . WG

4.\

G°  est ainsi l'espace total du fibré universel du groupe G . L'espace sous=jacent .:
. VL Y .. ’ ’ A b

est donc contractil . - X
\ N
L}

De ce qui précéde on déduit une structure de groupe sir;zp\licial sur l'ensemble WG

dont G est un sous-groupe e¢ WG  l'espace homogéne quotient »

De fagon explicite, l'application

el (‘;0 - ¢
correspondant g l'identité de.  G°  par !'is omotphismg-
CoG°,G) =~ Hom(G°,G?°) (A.1.2.) . .. ..\
est gelle que si :
ic : G 4 GO v

est l'injection canonique , alors.

c o ig = idg
Ceci impligie que si | )
oeGl 4 8eC,
Alors .
ol 8)= rela) + role)= clal 8

D*ou . o -

7’ -

e
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"Gg GE(GO,C) L] Homc(co,co)

" (1',\‘ T
Soit
E =60
o -
dans la formule (a.6) , N GPTRS
~ L'isomorphisme N T
h: G° L WEG)
correspond & la zéroscochaine
'r : GO - G

G

qui, elle, correspond avec l'identité de  G°. Le transport dela structure de groupe
simplicial de G° sur W(G) se fait alors .comme suit :
Soit "
: \ )
x=(w,g) e ¥(G)=WG x G
G

il existe un et un seul

o, € G°
tel que.
Gloy) = w
rglog)=g
Si

x,yeW(G)
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yx=(2,,§) v (wrg)

=(8(oy x 0,)r88)

-
ey
N - At )
. . Al
- wos -
A ! .

s
! ™~ \ WL
- 2
A} " ~
.
..
'3
-
.
\ ' ' ' ‘
Ay
(a.7)
- .
. “ ony o
9] ~
o PN “
.. . A N "
. . ) T
K
' ' ¢
s s \
N N
i
- '
\ Ay i W N \
3] -
t A
vl
Lo
VoL
PN
'
]
4
e
o,
S
-
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B.L RAPPELS CONCERNANT LES COHOMOLOGIES GENERALISEES ,

Sauf mention expresse du contraire les.complexes.simpliciaux dont il sera question

satisfont la condition d’extension de Kan .

’ . ° . . .
‘L. " Rappelons qu'un spectre sur la catégorie .A Ens., des ensembles simpliciaux
’ ’ . . o
pointés, est la donnée d'une collection E"n ¢ Z) d'objetsde .A Ens. et
des applications simpliciales pointées.
a": E® . QE"+] nel.
1. B .. \ .

N .

On définit pareillement la notion de spectre sur la categone homotoptque : dans.

ce casles. q" sontdes classes.d homotopae de fleches

Siles a® sontdes équivalences d'homotopie on dit que {E* , o"}
: : X 0

est un ) -spectre. =~ . \° -oT

[3

~

Un morphisme de degré r entre deux spectres.

~

E={E",a"}| e F={F", pg"}

est une suite f=(f"), ne Z

f* E® L F™T  gvec Bn+'.f"='(9fn+1).an

’ - . ' o
On note Sp la catégorie dont les objets sont les spectres.sur A Ens. et

dont les fléches sont les morphismes.de degré ~ r(re 7Z) .

B .
1214 chaque spectre simplicial {E™,q"} estassociéde Q-spectre {E™,g"}

définie par les formules (1) et (2) ci-aprés..
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. De .méme

ot i EP ) oE™] (2)

\

est la seule application simpliciale dont les.composés .avec les applications .canoniques
- !

¢ o L \..

jk+1’n: Qk+1 Em+kel En

donne les fléches. ij.’ml :

el ekt
Q t ETTE L v Q LimQIET
- I
)
.k+1.n s /‘ ’ n
] a
- .. EM L ‘
Notorenfin
]" E™ . EP ' (3)

Vapplication canonique - j @™ . - La famille { j®}  est un morphisme de spectres.

_ (de degré 0).
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A
B.1. 2.2. Lemme . L applwatzon szmplzcmle
I O \ Yiee (\{\‘7‘_ S I A B ‘.‘ oF i
n n n+l
"E’ v""‘.. . e —a- :-E‘-‘ f Q -E' {. Ly w B ' . (’l € Z) X i
. AT B A S NI AN BT R SN R

Y

!
est une equwalence d homotopze fazble , ¢est-a-dire qu elle mduw des. womdphzsmes

Lo . . .
A 'ennhomot(opl.e:\ 3 ".v I P T Y T R TR LI
* ‘\-'-..‘L '>:- W ey Ty 3o ey P T SR U O S e Ny Voot N “' "y
n n ; n+l -
(a”) (E*) 7 (EP) oo .oy L
m com » w !
k k * kel k20.

! ] :
K t |
Il suffit de montrer que la lz.mtte en quesnon commute avec les foncteurs ™ d'homo=

L v Vo

topie (k>0). En général si { A sa } est une donnée de lzmzte avec.

o : AR L. AR dans la catégorie des ensembles simpliciaux de Kan, alors.l'appli
I . [N

cation
!

‘ { . ! " )
lim (ﬂl‘Ak » rr.(ak 3o~ mj 'iim (Aknak)
7 ]

k k

k G v me by ey
induite -par les. ”(1) s "},(,\4’9) - ”(ltmkA) ol

: "}“ e 3 - N [ . ° . .
B -1 2 {' £ Verngnoot ot e B l(\l. 3 R T T PPN Sy 1 A

est un is omorphism,e (Il suffit en fait d'une limite filtrante a droite pour avoz,r le résultath -
Cette affirmation se démontre facr.lement en utilisant la définition dormee pw Kan [2]

des groupes d'komotopz.e d'in complexe satisfaisant la condition d" extenswn .

\}\, " 3}
)
123, Lemme , Soit., ' :
g b % R AN , N e
A 5 P \ 3 . . ‘l Yoo o
A
" . : X ' - :
T T eyt gy L \[Y: O N T T O N S R e

v

une applzcanon sunplzcmle éntre ensembles sr.mplzczaux sausfar,sant la condition d’ex-

tension . Pour que [ soit une equwalence d"homotopie .il faut et il suffzt que .

e ".\' -0 I Do R TR U ST AN AR "~"‘ Cavalicn ) 3 Uy
i) ”kf: grk(X,i) » m(Y,f(x))
A A AL TP LT LS GRS PR SRV U T S0 S O S

soit, pour tout k>0 ettout xeX,, un Lsomorphtsme et que LE
: ¢ L
L S I 22 AT PO B A D) [T O S0 A
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Do ERETRTN \"‘-_Ay‘a\ I .:'..f(‘
ii) wg.f: mo (X)) = a(Y) soz.t une bz/ectlon .

K ™
v 3

VN . , 2 Sy
Le lemme précédant est démontré au cas .ou X et Z sont connexes, dans Moore.
{11 ppy Icz4-. Con.'siclléron_s que X} Lt }-’,‘~ _sont que.lc:pnque:s. (m, [) .. €St une.

bijection entre l'ensemble de composantes connexesde X etde. Y. Onécrit X
P TN REEEE )

et Y comme sommede x composantes.connexes avec le méme ensemble d'indi-

ces. L=n X 3n¥. 8

04 (o] . . a o \ a

! t X

-
2 . ) - Y .
N 1 ._~‘. > U XX L R -. Y LRI U 1. A . ARTRRRY ‘:: .” + - v:\
)\cL . Ael
Ve N PRSI , PO B Lt e H T

" L'application ' f - est alors une somme - - fA .t d'applications. i .,

entre complexes .connexes . ', . .

. Or par hypothese pour chaque xe Xo , dont la classe est A =[x)e ”oX’ L"homo *

LANR B EAR LIS [ AN Vot M EA O v .\-! e e LY e ey
morphisme ‘ '
{';_} cLb et s e e Y e st L e T LA s L s )
e f) e X, = ’ - Y;. ) 4 Yoy
(ﬂRf) nk( x) k( N ). »om( fx) = m ( (X)f) L e

e ¢

est un isomorphisme. Donc chacune des applications. f, estune equwalence fazble '

’ \ { K o . .
entre complexes .connexes et d'aprés Moore (Loc . cit. ) une équivalence d'homotopie .

e I

- .~ En conséquence. f . .est une équivalence d'homotopie. - .,

\'.\‘-v..._,“a».»":.'\‘..\u"r,.‘:\- . T P A

B.1.2.4. Corol!alre “Lespectre E (B.1.2.1.) associéed E estun Q-spectre.
I T N I A S T

B.1.3. Rappel dela notion de cohomologie generahsee sur A lfns .

. ’ . -
10 oy . R A O o e, ooty u . [E PR T U S

B L3.L Soit OU une categone abelzenne et

, "
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s O o0 BT SN

v

. R A E O S D T S T
un endomorphisme de. OU +  On dit que OU est Zestable (ou stable)si - %  est

LT t
\ ’

un automorphisme . - : ' S

Au cas d'une catégorie. Zestable le foncteur % est exacte. Un triangle.

A - B -» C é . E A i oo
est (par définition) exacte si la suite. ] .
A-oB-oC-ozA\-o‘B SRR .
T R
est exacte s ' .
) MR ¢ ¢

Dans .ce.qui suit il sera presque toujours question dela catégorie des groupes .abélien

e

gradués .avec .comme notion de suspension i .

-1
(AP = 4"
B‘1.°3,-2 + Le domaine des .cohomologies généralisées dont il sera question par la suite est la

A

catégorie. + A" Ens. des ensembles simpliciaux pointés , avec

1. -Comme .cofibrations ., les. monomorphismes .

2. 'La notion d'homotopie classique « -

e o7 B " . . B .
. Y a

g . . . PR RN O U S T b, ALY
3 . ’ . ' ° ’
C ‘Notatzon. “Les foncteurs .canoniques de la catégorie. (+A Ens 2 des .couples. de
Coy RV P , Lot e, S, it . S A S .

morphismes composables dans la catégorie. +A°Ens. associantvd X [.Y € z

e e

les espaces. X,Y,Z  seront notés. Ty, T,, Ty respectivement . -

\

. . T [ . ’ [
ie-.’ . . . . cocgem Ao PR T 4 ‘L‘“h‘

Tl(f’g) =
Tsz’S) =Y

Ty(fg) =

]
>

!
N
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B.1.3.3, Une cokomologie généralisée dont le domaine est . A° Elns. et le rang une catégorie

abélienne stable (U (8

. K . 7
. N N . Lo \ A LT

Pk LA Ens 4 OC

.1,3.1. ), estuncouple (k,3d) ou

est un foncteur contravariant satisfaisant Ty o K

(3) f g =>k(f) = ke)

»

Etob ¢ est une transformation naturelle ‘ AR te
37 kT, o TRTY ,

Le tout soumis & axiome .. - , N

4) Si f esi uné co[ibrau"on de cofibre. g‘ ' E

x L v &z -
Alors le triangle |
f

kZ - kY o kX 3 .z ‘ o

est exacle . . . o . ‘

Remarque . On dit parfois que le domaine d'une cohomologie généralisées est la caté -

W e e s \ o, R v e P P ey .
gorie homotopique. K des ensembles simpliciaux pointés satisfaisant la condition
oty SR : L
d'extension .

3 i ' . . ‘ -
2 o .- ! craee TUL S0 e R s e
E 3 i i

RGN

B.1.3.4. L'axiome d'exicion (4) appl;'qué;i la cofibration

o . !
.\ i bl T \-.\

.
LR Al (l k4 R

1 " SR
X 53 X o p¢ .
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donne l'égalité . e )
e e K R o 3

k(pt)=0 K
De méme si l'on U'applique & la cofibration

A+ CA . 34

Gy Y0 \ R N IR

Do e - USRI

" on obtient un isomorphisme .t v vV Lo o AL oy

s g
i . U A )
5. z'k x k ] 2 ’ b
- Y TP A VI R E CL ' 0 Nray s an 0 3
dit de suspension .
Cerl e R L C L Tyt I x_‘ Vot e g \
L35, Axiome du Wedge ..
L = 1 N ’ . - (g.{\
Soit {Xalael une famille d'ensembles simpliciaux . Pour chaque a,
. . . : ... '\4 b ) 13 . I-
ia : Xg o gxa dénote l'injection canonique .  Les. i, induisentdes.
homomorphismes . - ' e

\ .
i: : k':(g Xa ) 4 k(Xq) s

L o [
D’ o un hnmamorphia me '

qui est un isomorphisme si l'ensemble d'indices. I - est fini.  On dit qu'une .cohomologie
satisfait U'axiome du Wedge lorsque pour tout ensemble d'indices. I, I'homomorphisme

[}

G v N N .
' canonique i est un isomorphisme. / . 't

B . ..
"L4. Cohomologie associée aun spectre, .

I| LA . RN . PR R
B . . . .
141 La Cohomologie généralisée associée g un spectre E={E™, g"} est définie .,

pour un ensemble simplicial pointe X, comme le groupe gradué  (K*(X,E))n e Z

oy
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RYX,E) = Lm{[X,QPE™P] , BP] ‘ (3)
. P . ,
ou
BP = QP o™P

La définition du foncteur  h'(-,E)  sur les fléches se fait aussi par passage 4 la
limite . On notera  f*, 'homomorphisme de groupes gradués associé ¢ une application
simpliciale f: X » Y.

Il ne nous reste donc qu'a rappeler la définition de l'opérateur 9.

Pour ce fairg remarquons tout d'abord qu'il résulte des définitions un isomorphisme.

. R A
oP : WP(X,E) ~ RP¥I(SX,E)
P cv " SR IR R . . _‘..,‘A..,.i
naturelen X (et en E 1),
. - . - !
Cela dit soit
d
x Ly oo Yisx sy
La suite de Puppe (Gabriel-Zisman ) de l'application f. -
Alors .
P : BP(X,E) « WP+l(ep) T (peZ)
est lé;cémbosé' ' T S e - S e
wx,E) £ s x,E) O wlin By g
Il est bien connu que (h*(-,E), ) est une cohomologie généralisée »re’duite‘? m
satisfaisant l'axiome du Vedge . »
B.1.4.2. Un morphisme (de degré "r) - P I P
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. \ z E - F . s
PR Ly g .. PR Y S A SRR ST S .\ 9% T St T YR
RS N Ce S 9 T S e,
. . entre les spectres s;mpl;ctaux E e F donne lieu & un homomorphisme (de
meme degre) entre les cohomologtes assocr,ees, noté
: . e . ' . . A
' MNP & i .,,_-.,--,\‘ QLo 3 Ao Yoy ! v
‘.
a R R \ W y s . :

\ . .',.’., A .‘\'.”\,;, ey
!h( JE) 5 k(- F)
-+ . ...Ce procédé donne évidemment lieu a un foncteur covariant

L S fogo e . o
de la catégorie des spectres simpliciaux dans celle des théories de la cohomologie dé «

finies sur la catégorie des .ensembles simpliciaux . -
8'1.-5,.. Suite spectrale d*Atiyah - Hirzebruch . ¢Segal (1) } R

B‘l-s.l. ‘D’aprés Gabriel-Zisman (1. p. 139 ) la réalisation géométrique de Milnor , . -

TR U S |71 _;,AoEns.,'_‘ + Top |
v | AT Ve e SN e it

Lo S P T
\'.\‘ . . .
o \l\ Sey vt Y as .’ Ty TR .‘....~-"/‘-' L Y ‘)“
induit une .équivalence entre la catégorie K des complexes (pomtes) de Kan modulo
. ‘l‘*~.\\‘a e BT
homotopie, la catégorie homotopique  .CW de la catégorie des cw-complexes.

.. .C'est pourquoi il existe une correspondance biunivoque entre les cohomologies généra~
N L T ‘e ..
lisées dont le domaine est K est celles dont le domaine .est  .CW.  (cette

derniere .avec la notion de cofibration et d homotopies .classiques ).

. J Lo SN . R
M PR s . " N Far vy ,;'\ AT

L, 2. Ce qui precede nous permet de.conclure g l'existence d'une suite spectrale d'Atizah -

* .\ Hirzebruch pour les cohomologies définies sur .. .K. Plus précisément soit . k - ]
3 R - f < \ . . P [ Y e ‘ et

une cohomologie généralisée définie sur . .K . et prenant ses valeurs dans. la

catégorie @ des groupes abelzens gradués. o .
. Aty R R R T L IV e %
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B.1.5.3.
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" A ‘
Pow chaque ensemble pointé ~ Z  on convient de noter = cY l'ensemble simpli-
cial dont l'ensemble des simplexes en dimension p (p20) et Z etdont
les faces sont toutes égales a l'identité de Y. cY  estun ensemble sithlicial

minimal de type  K(Y,0), ¢ est un foncteur covariant de la catégorie des.en=

\
sembles .dans celle des ensembles simpliciaux. (minimaux) satisfaisant la condition d'

extension.

Cela dit, soit X un enSé;zble-sianliciali (poénté). " On note” - ‘%9, X) le com-

plexe de chaines.

o e Bk O RI(e(Ky ) e e (6)
9" = :1210 (-1F k(c(d;)) + e e D
oiles. 'd,:X o X, sontlesfacesde. X. . v . ... ;i LR

3 n+l n

Théoreme . Soit k une cohomologie réduite Eét'.isfaisantd'axiome du Wedge (B.1.3.¢k

Il existe une suite spectrale naturelle en X, se terminant par k'(X) et dont

con i o Shog ot e
le terme. E‘2 est donné par
L . . B

O CES =R, X)) 0 T T s)
= p-iéme groupé d "homologie . e

du corplexes de chames. (k9, X)

[ . . .
." . DN AN Y R . oo ‘

-
BN €~

. ' . ! * . R ., _ f o
On peut cepedant démontrer le théoréme sans pasder par la catégorie desespaces topolo*®
giques. C'est cela que nous ferons par la suite. e

Suivant les notations de .Cartart--Ei.le‘nber'g'(p. ~.3‘.‘3‘3)."5;0‘;“: E

v
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Hip,q)=k'(X(9)/X(P)) - o0

A
]
TA
L
A
8

ou x(9 = g-iéme squelet de. X

X =X

Si pgp' et geq'llapplication
H(p'»q') + H(p,g)

est celle induite par I" application évidente .

v Lo R )

(q) . q')
' /X(p) - X /X(p’) S

De méme que si «<p <9

7. ¢

rsoo
5: Hip,q) -+ Hig,r) - . . .

est l'opérateur bord

-

’ IN

' o J s

de la suite .exacte de cohomologie, relative a la cofibration

X9, 4y g0,
On démontre que les propriétés. SP1,...,5 de Eilenberg-Cartan (loc.cit.) sont

satisfaites .
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On note .
B = By ‘
H = H(o, o) .
FPH = ImiHp) + H) X
z% = Im(Hpiper) * ”(p-;}p+1)) o
BY = ImH(p-rel,p) » Hip,p+l))
e = zP /B, S PSR

Explicitons les termes E:: , AE;) et 'Ep .

B.1.5.4. Le terme. EL ..

D’ aprés .les définitions.
p
Egc - I’"(H(P’”) - H(P’p +1))/]"[(H(‘OO,P) - H(p'P+1)

= Ik (X X) + ke (XPT/xP))

I(K* (X*) & k-(X“f/XP)).

Démontrons que

P F®y e | (7)

‘ 2y

Pour ce faire nous allons appliquer le Lemme: Si dans le diagramme commutatif

i

v
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la suite horizontale est exacte, alors on a un isomorphisme .canonique.

CIm(9) o/ Im(9) S i dm(g) e e

Evident .

‘ i"l e '4‘ et vt < ‘L.p Lo W o

Considérons maintenant les diagrammes .

n
f

SR A 172924 BEEEE Y S D

y tp+1 V- .
kP s S exPR xR = e

ke(x /xP)

pely ke (X) ___,k'(X’”I)

kX/X

o . Do RN ' RS P ARSI

s donnent lieu aux isomorphismes.
Ve oo \

- . ' .
N . ’
‘h L LA
\

I
Ik (X7 XP) o kxPT/xP))
p+1

P

Im ¢

ImkeX?) & KXP/xP))
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inga Jmk(X/XP) o k(X))

In(he (X /X)L X))

B.L5.5. Le terme Elp. - \

A

d L : '
On note Xp C XP “ l’ensemble des p~simplexes dégénérés de~: X o ~u» v

Proposition, Il existe des isomorphismes .canoniques - w ° rendant commutatif le

diagramme?

P
2 'E1p+.-1.q - kp+q+1(xp+1/ x?) )

. 1
BT PP )

(8) Jl- Jl

. d - d

. q, Y,
. /xd k (c(XP/:’Xp))“_ Sk q(,x(XP+1/Xp+1))
T:) 'ec:on' e - 1 ] . | 1 \\
el . L kYeX)) . — k(X p )
canonique . p
! p+l1
X 2 (+1)*%(c(d;))

P i=o
Ci

Le le_mme sutvant nous donne ces .tfsomorphisrﬁes - s e

B.I_.S.G. 'Lemme .- Pour tout ensemble simplicial pointé X, la suspension itérée. p-fois de:
d -1
l'ensemble simplicial  ¢f Xp / Xp ) est isomorphe .au quotient Xp/ Xp :

o PRI

p d _ p-1 |
zc(Xp/_XP) 3 X’/X (9)

Lo, . N a .
(remarque sur lecas. .\ p=0),__' " .5 . L L.l M w)

i
s
R i

o L v
-t [
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On remarque d'abord que si A est un ensemble pointé alors.
. . w0 : P “y
R cA = V(S/\C’) o . (Wede de‘_SPhére‘S). .
Aed-{ pt base } .~ (10)
. ° o i R :
ol A =5 =-zéro sphére simpliciale .

D’oi un isomorphe.

P 2 SR - :
E A =£ }/b £ : . [
(cd) ,\,\

Pco

-V S,\
A

v sP :

A¢d- {pt} (11)

L C.

En particulier, pour tout ensemble simplicial > X - et tout entier .~ p > 0
N .

<P dA P
2 "(Xp/f{p.) '_YS)“ -

1 N (12)
i Ae XP ;

-

A non dégénéré -
On sait que le p-iéme squelet XP  d'un ensemble simplicial X s'obtient a
-1

partir du  (p-1)-iéme squelet par adjonction des .sphéres Si y une pour chaque.

X e Xp non dégénéré.

De fagon précise. .

Lemme (Gabriel Zisman p. 30-31) Soit  N(p)  l'ensemble des p-simplexes non

dégénérés de. X .  Pour chaque oeNp) soit
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o :Alp) = Alp] L Afo] - X.
I 'application simplic{alépointé somme de  ¢g: A[p] = X et de l'application

v

" nulle. T A

N

pt. base : A[0] -+ X..

]
v

\

On convient de noter

. ) a
Awf==Ab]LJAw1 o xpl

A[p]' ﬁg Xp

les restrictions de G aux (p-1)-iéme et p-ieme squelets. Dans ces conditions.

le diagramme .cizaprés .est cocartesien. '

V(a,)

<, Cipl
vappy, —2 . x”
aeN(P)
l inclusion
inclusion
v Alp)’ ' xP ’
p] -_— (13)
o

oeN(P) V(ﬂa)

Ty
. .

(o A[p]a' = A[p]' quelque soit oeN(p)) |

En conséquence les cofibres des deux fléches Berticales coincident et l'on a alors les

équivalences.
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X/ XL vap .
7. %/ Y Al
: S o '0o

RN O S |
~ 5eNip) g | | (14)

Tovw . . 3. L, . . = . C
sP - A[p]/A[p] - sPs°. o
i

¢ ‘

L'isomorphisme (9) est alo.rs une .conséquence des .isorﬁbrbhismes (12) et (14). 1l donne.
lieu, au cas d'une cohomologie réduite & un isomorphisme .
N . .
\
epeax/XPY) o iparsPex /X2 ) )
() A
- KYe(X)/ K3 ) (15)

Si en outre. k* satisfait l'axiome du Wedge on peut écrire. .

P+q P , yP1 p+q P
EX /X7 ) = I kST :
oeN(p)~ - o I — -

- o

~ qS° . : 16
' aeg(p)p (S, ) (16)

Remarque. On définit aussi directement l'application (9)
arreesemett AR

P P d P, p1
uy : zc(xp/xpg - X /X
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ou plutot son adjointe

Yot
. o R
\ -

: d - pop upl
sy X,/ Xg ) s PP/ X7 .
comme suit : Pour tout ensemble poir{te;' T A .\ét Yout ensemble simplicial Y

\

(pointés tous deux), on a un isomorphisme canonique :
.A%Ens (cA, Y) = .Ens(A,Yo)

La définition de uXp se fait alors trés facilement. 1l suffit de se donner une apli-
. RN . . <

N

cation ensembliste s e \

d 1
xx, - @fxPrx"h),
Or d'aprés la description du foncteur Q@  donnés.au A.2.6; ‘

b, ol d’
P/ X)), - x, /X,

Afin de montrer la commutativité du diagramme (8) il nous faut donner une description

détaillée de 'operateur bord (3) danslasuite.

AN G G P
Xty xP xP!
B ’ ‘. I -
B.1.5.7. Description de l'opérateur g : xP* / xP L s (XP/ Xp.l)
: . »

1) Notations.: soit >#:Xp+‘1; L’abplicdiion simplici(zle R

B A.[p+1] .+ X

v
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S, Do 3 w0 . . PR TN
associée se factorise a travers le ~ (p+1)-squelet. Elle sera encoré notée '

N S P L
' +1 - - S F
p..'A[p+]] > Xp' s
De méme
S "‘,i , v p ‘.A‘.‘?}
B Alp+1] TS XU #"'=’,1]p~iéme squelet
[ﬂ“‘ ;".{ ' g ! ?“~ - .‘1\ g 1
- e ; - p.
b Alp+1l = (Ap+11S - X
b g, L R g | (pel)sieme squelet
. ) o - BV e ~-:- - A a e e o e ) )
(\ . ”‘. \ a Y R o

R

Les applications induites par p, i e p parpassage au quotient sont notées.

pe ‘,\

 w/hs A / Apen) - XTI/ XP
\ ) ST
C o - I
w/m i Alpad) / Alpe1l - X0/ X5 \

- - 1 1
w/p: Alpell /- Alpel] - X107 X7

2) Comme conséquence de la naturalité de I’ operateur * 3 ~ dans la suite de Puppe

d'une cofibration, le diagramme ci-dessous .est homotopiquement commutatif
e : (S - Y

(ycxp+1) :

P p+1 p+1 P h
LA A aad
XP' : 'Xp~ ‘Xp.' b XP.I \.N':

L P 1. Lt \, 4’
L/J] #/#I L/u‘l o z‘m/w

- P Coen L
‘Alp+l) * Alp+I1 + A[p+I] dpgAlp+1] =
Alp+1]  Alp+1]  Alp+1]

&[p+1]
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E¢ lorsque  y  parcourt .Xp+1

(oa Alp+1] p= Ap+1]. quelque-s-oit. ycXp+1)
Alp+11. Alp+11 . Leoa T
\
Xp+1 P ,EXP .
P -- - Xp-I
V(u/il VE(Zip/iN)
CAlp+1] VA Alp+1] Alp+1]
ey Ly
b Aps1) o Ape) Alp+1]

N * . = Wasy e Tt ey

3) Les.complexes ., Alp] . s'enboitent dans le complexe — A[p+l]

S0

recouvrir entiérement la frontiere .

94,

Is .
4 L

De fagon précise si

""i.. Alp] = ~,/3[p§1]g. ooy

. est l'application induite par l'injection

Sl e el U dj)#i T j=0,%, pet
\'\r 1!
alors .l'application
p+l Y p+l ”'"' O
NCP RN E Aein
i=o. TN .A,[p+11 .
V ; ' g B vQ
ést_un isomorphisrﬁe- (ou A[P] = A[_P_] powr tout i).
-“_ : A[p] [ ] - — e

x J [

des deux bouquets de. p+1. §pheres en dzmen;szon p-

on en déduit la commutativité du diagramme .suivant

de fagon d

(18)
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4) Soit yeX lors qu g, L
) ol peAp 1 ao:rs f]luelque soit I ¥ '
pog' = filw 0<igp+l
4 lu) “'
? > . . N \ " {
| xF
s . : XP‘I SRL U - vt ey S S AR RO
C /-ﬁ \ oy .
Afp] Alp+1] o
L, Al Alp+1] _
I A T I S Sy
[ l" .
C'est pourquoi le diagrame (20) est commutatif :
. ‘ ; y '; 'l" a
I {CVC B 70 LU
X TIRE
Lo ,' N -
. T .- ' d d .; ti . "“— ——— Ly s d# - .
(20) .« - Z(#/#)  deus descriptions desI (pi) ;d(’“t”b "

éléments de. X /XP .

(oi «. parcowrt les élements de. Xp: g parcourt

A N
(p] (#,;)- Alp]

Alp] ©Alp]

et enfin

' M .

1 ;A[pﬂl

=p+l x|

. Zifo ‘ '\ [P]j
Vvisisti v e s P
0l /et) "
: R XP+1’ o

pour clzfzque ) ‘“Xp+1’ i= 0, ey p+1
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d;p Alp] Alp] .
. ! 1 i) d. e ¢
“hon  Bpy Y Rip) ik
est l'identité). A --\, R .

(5) Sil'on met cote a cite le diagramme (17) et la\.iuspension du diagramme (20), on
obtient, aprés.appiigation de foncteur  k, le diagrarrw}é (21) ou il ne reste .@ connaitre:
que les. k(&ﬂ) » et celfz pour chaque ipe Xp+’1» 'Ce-iui d'ailleur est fait dans le
lemme ci-aprés. '

TR LN i 4

———— - -—— —— - -

v

p+l, p k(a) o p, o pl B Alp]
kexPT xP) ke2ixP/xP0y )  kesv «)
y TS
R S
} Diag. (+) ! Diag. |
+ IRV : \. . .+suspension
Foncteur :k. 4:,.‘“ < ) . + foncte.w-. k.
A 1 A
k(V _[”_’Z_]# Rlolgliss Ap+ 1] W= wzy 22l
koApe1y " A[P+1] « o fwi)Alp]
o LY \ .
= l Axiomme de Wedge . | ~l ==l
“A[ e Alp+1] . Alp]
p+ o p+ © - p )
Nk ) — Ok(S=——=y) = OE(ZV —m i)
e Ry T e
(6) Description de a#-a‘ Do s"’ R

Lemme Le. dzagramme cz-dessous est homotoptquement commutatr.f (la fléche verticale

b . . e \ . ————

, \
de gauche. est la co- muluplr,cauon iterée. p + I fots. D’ autre part ,
P L

(-17%: 3{atp1/AlpY) = S L 3flp1/ Alpy) - 57
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dénote une application de degré (+4)%, i =0,...,p+1)

-

Alp+11 9 3 Alpsl] s 3y7PH dp1 s
N : . ! B PR . :
Alp+1 ! Alp+1] v~ ¥0 Af p]

_ | e VL A
izptl Ay . s Afp] " . ¥ pl .
i=o Alp+1] t Y Alp) * ¢ -t _X[P] '

B T < i -.."- N PENEUIVIE IR T P N A
C
et ’ ll ‘." AN [ o Yo e, S iy ;»'\‘; AL gy s \._‘. g e et ‘(\
B.16. CONSEQUENCES DE LA SUITE SPECTRALE d A*H..
. | U U T LA A AR A

B‘1-6-1. :On dira qu'un ensemble simplicial , X est de dimention finie, s'il existe un entier p

! . AN [y

tel que xP=Xx. Le plus petit entier d telde X =X  estladimention

de X. \

La suite spectral d' Atiyah-Hirzebruch nous permet de voir que deux théories de la
cohomologie qui colncident sur les sphéres coincident sur tout ensemble simplicial de.
dimension finie. Et donc partout (Th. B.1.6. 3.) - En particulier un spectre S et

son (-spectre S ( ) définissent la méme théorie.

[PV TR TN
v

’1.-5-2. Lemme.; Soit  A: ook un morphisme entre dewz cqhomologie satisfaisant ' gxiope
me du Wedge. Pour que A soit un isomorphisme sur tout ensemble simplicial de

dimension finie il faut et il suffit que e e A

Aso:"}z(s°) o kS

soit un isomorphisme .
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. t. . RN . P
' i .. . L. T, n

En effet, le terme 'E.2 de la suite spectrale de  h  est l'homologie du complexe

VoLt ;_‘_‘_ . I 'h(s°)0 r9, HX h(S°)“ _
i""‘ @ afxp ] e #‘ P+1 \ LI

avec ‘ 3("0)0‘(7;;);‘ ) . : '

-

R SN 22 SRR L
—— e T - N ‘1 X , T [
) i yy.. ,Eoi’!j,_) d,‘a - i '

e

Si )\so' est un isomorphisme, les termes. E2' de h etk coincident.

D’ou un isomorphisme entre
R

les.gradués associés .aux filtrations de X) et de
At [ooSrerest A ae -
N oo v

B t - : ot N !
RS IS L LG B S A

k(X). Si X est de dimens ion finie, p  par exemple, alors .

? ' IR Lo ' o | 1 . ) ) - . R
| ) FPIyx) = Im(h(X/XP") " (X)) -
LI L ‘. [EAA T .‘= 0 - N 'w\ l. N oA
.
. La relation _
Tt h e v . N A TP CR S S Tt Woue, '.x.‘\
' : A : Grad KX) 2 Grad » k(X) - L
< i ﬁ\ . LS I ! \‘v N B .
in‘;plique alors qué-'i ‘ \ -
Voo o S . CN
FPyx)" 3" FP(X) ot e b,
R B e “ 1. LN
E¢ par récurrence descendante S P 5
F'heX) 5 F.k(%) i<p
Ainsi que pour - i=-1 - ontrouve . '
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Ay : WX) = k(X).

8‘1-6.3. Théoreme, = Pour qu'une transformation naturelle = A ¢:h + k  entre deux théories.
de la cohomologie satisfaisant l'axiome du Wedge soit un isomorphisme il faut et tl.suffit

que

P

A

soit un isomorphisme.

. La condition étant évidemment nécessaire, démonstrons qu'elle est suffisante. D'aprés.
le lemme précédent elle implique que les deux théories coincident sur tout ensemble sim=

plicial de dimension finie . -

En particulier )\Xp. h(Xp) 3 k(Xp) "+ estun isomorphisme pour tout p
et tout ensemble simplicial X,

Or, d'aprés Milnor (1) on a une .fuite exacte courte.

4

M(I)h‘I‘I(X.p) -+ hYX) » lim KYXP) 4 o (23)
P N

v ot

Le lemme de cing implique alors que dans le diagramme
N o P q ., 4yP,
o » Uimh? (X7) s RYX) o im b5(X") » o
T

l- i Vax®) ax cim AXP)

..1 ‘
o tim xR L W) o um KT xP) 4 o
. p B N K . p . R TR



B.1.6.4. ‘Soit  E  un spectre, - On note

62.

Ayt BUX) o RYX)

est un isomorphism‘e (pour tout q ) ~ C.QFD.. . . S b

_ - pok
HP(E) = lim o (E" )

: k
= lim_a(QPEP)

ok Lo , o . B N
= k(S ,E) ¢ (24)

t.

On se référe aux m,~ comme aux groupes d'homotopie du spectre  E.- 1l est

- évident que . si _E_ dénote le v. Q-spectre associéd  E (B,1,2.1.) 1alors

m(E)= u (E) o | (25)

De méme que si E estun Q-spectre

R —

m (E) = HO(E") “ (26)

Corollaire , = Soit
f: E - F L

1 . i - . v
.t
1 .
un morphisme de spectres.simpliciaux. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
! v t
' H ; - i
a) Le morphisme : - _ N
. . : e’
f :h (‘,) - h P', F)
: . . Lo e . \
entre les.cohomologies .associ¢esa E et F  est un isomorphisme.

b) l'homomorphisme
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n(f) : n(E) » n(F) ) . ,
e : ) LR T T T, A e v
associé &  F, entre les groupes .d'homotopie des spectres » est un isomorphisme .« -

¢c) Si E et E sonti:les Qespectres.associésa E e F ( )

. B e e Cep
alors pour tout” ke Z ™ - 7 ST St . S L

.- T BT T
une catégorie  C  est tout simplement un  Ceobjet gradué. Notons .

.
1 o e Y 3 e L. oyt <

n(f) : a(E) = nO(E_*’d)

oi  d=degréde f. S W TR TP PR

CLASSIFIANT GENERALISE. ' B VN

On note. A la catégorie dont les .objets sont les ensembles ordonnés.
P . N . i

[(n]={0g51gevsn}l et ies.fléches les .applications croissantes .au sens large. -

rd - " ° . . . . rd .
On sait bien que la catégorie. A -C  des objets simpliciaux d'une catégorie  C,
est la catégorie des foncteurs contravariants de A dans. C.,. Onnote. & la
catégorie discréte associée @ A : ses.objets sont ceuxde A et les.fleches.

sont les identités. Il est clair qu'un foncteur contravariant (ou covariant)de &  dans.

i
[ \ oot R P I N - . . [

-~
.

S wr s e A

- R SR SN Yo
le foncteur évident. Powr chaque catégorie  C, le foncteur
" LT . - A . " PN V!
f o . o Y Yo o, VP s
V:A C 4 §5C _
R T S SR

associéd v .. est celui qui oublie les opérateurs d'un objet simplicial pour ne laisser

que l'objet gradué sous-jacent. © . -~ . . .o . . . R
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"B.2.2.

’ Szlppo;ons.iout d'abord q~ue C=Ens.

64

Sous certaines .conditions sur  C, le fonctew V  admet un adjoint & droite. U+

Ce paragraphe est dédié G l'étude du fonctewr U lorsque. C  est la catégorie

des groupes, ou celle des groupes abéliens .. .

N . R : . e K ‘_
\
, . o \ . .
C  dénote une des .catégories ci-aprés.: . ensembles, groupes, semi-groupes, groupes
abéliens, semi-anneaux, anneaux commutatifs avec unité, module sur un anneau A

- . R ) \ -
(comm. avec 1) - .- -~ Vo

Proposition . - Le foncteur oubli A
V:A°C o+ 8°C

admet un adjoint g droite . SR I N ¢

Nous .ferons .la construction de -

lUI‘SOC - AOC »

au cas.ou - C est la catégorie des groupes. Pour les.autres .cas la démonstration est
semblamle . = { T T
*

. . . . o . A \
A v T . L S . . - VN

Il s'agit en effet de montrer qu'étant donné un ensemble gradué G, le foncteur qui 6
Co . ) v S . . i o AR

.

chaque ensemble simplicial X  fait correspondre l'ensemble des applications gradufe’

de X dans G, estreprésentable. Il est représenté par U (G) ':
U(6),=8Ens (V Aln] ,6) .

Pour les catégories. C  qui nous intéressent, le. membre droit est de nouveau dans .
, 5o R S

’

C, si G estunobjetde C. Les faces sont définies de fagon €vidente ;: si

o ! [r] » {m] estuneflichede A, et -'(,_,.,;A[n]~.. A[m] . lafler

[+ ., ’
chede. A Ens. associée , alors l'application .. S
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w: 8C(VA[m],G) =+ 8°C(V Aln], G)

qui en résulte est dans  C:

m‘:.U(C)m - U(G)n.

A

On adéfini UG de telle fagon que

5%Ens (V An],G)=(U G)n
= A°Ens (A[n), U G)

Plus généralement pour tout ensemble simplicial - X ¢t -

8%°Ens (VX,G) = AEns (X, U G)
Cet isomorphisme est associé a l'application
\

rG;VUG ..‘G

définie sr  x: VA[n] -+ G  par

- . N ' N B i
. f . * . ¢

rofx) = x(8") , 1 = an‘eEAn[n]

Si G estun groupe gradué , la multiplication dans UG

Xy»¥y: VA[n] - G

. o
]

se fait par pointst

(PR}

(coy)(t)=x(t) « y (1) teAln].

et alors .

2 (xey) = (xy) (8"
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=x(8").y (87)
=;rG(x). rc(y)

Lemme. Si G estun objetde 5°C, \

\

rG:VUG..G

-

est un morphisme de. BOC .o

Démontrons maintenant que la relation (* ) a lieu. Par définition elle a lieu lorsque

est représentable, c'est-a-dire que pour chaque n2o  etpow chaque

x: VA[r] -+ G ilexiste une, et une seule application simpliciale

I3

T:Aln] - U(G)

telle que . :

i !
]

Soit maintenant X  un ensemble simplicial quelconque, et

f.' V X - G
ﬁne.aéplicakion d"ensembles'glr&dués. Soit .‘.Xn . - On note encore

z : A[n] = X‘
S Colov

l'application simpliciale qui lui est associée. Alors & l'application .
»

foV(x) : ‘VA[n] + G

X
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L'application  x --o;'(x) . {1e X .. dans U (G) est simpliciale : car si
L R 2 o T EEE Y TR v . M \.

67
correspond une et une'seule application simpliciale
- LU ——— 1.
f(x) = foV(x): A[n] - U (G)

. ALY
U S PR SN

{ou, ce. quirevient au méme ., un élément

fte) ¢ U(C) ")

P LT FAI L IO SRS SRS T R B RPRIPAR N VLDV, et Yy
)

telle que.

rGOV.f(x).';—-'\[-O\V‘,("C{ Y 3

AR T L B e A Y

. : Im] .o [n - . )
N L S S T P
est un morphismede A et si
P
. N g e L R Lo R vat e W BRI PR L T AU PR ‘.

w,: AlmY %" A[n] o 5 o & s e

sont les applications associées, alors powr tout.:» x: A[n] - X - ie  xeX,

- . .
flo (x)): A[ml -+ U _est la seule' appljcation simpliciale telle que

<)) \

reo V(') ))=fo V(o'(x))

)l‘w
Or, d'une part L R )‘»
A
.
foV(iw (x))=fo V(wa‘)
K I ot e Sl AT AN B TN -‘.1‘-,‘“ Y [CPAER TR B

=foVix) o V(w)

PRV W SR S RPN JE AL SRR

=reo V(f(x))o V()
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= 1o V(f(x) o W ) e e
SRR S A R IO P [0V
et d'aulre part
o' (i) ¢ Alm) + U (C)

est aussi simpliciale, alors l'unicité nous donne l'identité cherchée :

vy

e = ot (f )Y

. . BN N ! . ) X . R
1l nous reste 6 voir que si X et G sontdes. C-objets simpliciaux. alors

5°C(V X,G) = AC(X, U G)" ‘(o)

La démonstration sera faite lorsque ~ C  est la catégorie des groupes. Soit donc

un groupe gradué, X un groupe simplicial, et - ' *

feVX . G

.un homomorphisme de groupes gradués, alors, l'unique application simpliciale . .

telle que | . o o

. 1 s A t ) [ )

est est un homomorphisme de groupes simpliciauX. Car pour tout couple x, y de
LT i o

simplexes en dimension n de. X,- on a
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fcoyf{x?') T

ftx) ) o

(0 VIEI)) (150 VIf(x)))

i}

. L reo V (f(x) (7))

\\c“-\,"'\l\‘.‘:“‘ . . VA
3-2-3.; Proposition, : Soient
v W RN T “h v .. alin an Yt a8y
, [’ g2 G . H
) DR N . 'S <A ‘ A

SR 0
deux morpin'smes de - § ¢ o) AZors les rnof'p}u'smed R

[
N

Utf) » Ue) + U(G) » U (H)

IR AR R RS

L Sont homotopess - ‘ o :
AT e T 1/ { T T S NS DI RS P R R 'l Yy,
Par commodité nous allons démontrer la proposition au cas oi C  .est la catégorie.
. . N

de groupes. Soib 1/ VIV e Ve R Y Ly

R EETA SEME VA S SRR F..' 1% A[]] )(Gl -+ H.\\ Soyoov A

[ O I ivex.
I’ application graduée dunnée par
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Flo,x) = f(x)

F(l,x)= g(x)
oo F(tx) = f(x), t# ] .
Ly -..‘_ i‘,"--'

.‘;-" . \‘
Ici o (resp. 1) représente un simplexede. A[1]  dans l'image de l'application
el : Afo] » A[I] (resp.: )

Cette . application satisfait en outre & larelation i - .-

. F(t,xy)=F(t,x)F (t,y)
. Vo R
pour tout couple. x,y de. G, ettouw ¢t de VA[I].
¥ v :

L'homotopie cherchée entre  U(f) et Ufg) “ est le composé

: U(F ,
F': AL x U(G) '+ UV AL1}KU(G) F oy

ou ¢ (o

. UV ALI]

{ : Voo
s: A[1]
R VI I T
est l'injection simpliciale associée a l'identité de.  V A[1] , par l'isomorphisme d' ad-
iohction e e A oo ' B ).\‘.v_ v, ow s ! A .o ,’v\

-~ 8°Ens. (V A[1],VA[1])= A°Ens (A[17, Uvarl) ... ,

L'application  F' a le méme comportement que. ' F vis=-d-vis des opérations .:

F'(t,x.y)=F'(t,x).F' (t,y)

N4

x,ye UG et teA[l] o

]
Soit C  une des catégories suivantes : groupes (r esp. abéliens), A-modules, semi*

groupes, ensembles pointés, La proposition précédente nous donne le :
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B4, Corollaite.  Pourtout G ¢5°C, le  C-objet simplicial. U (G) est contractile: :

Il existe donc une homotopie

G, B T N R ANTR PER L S SR S NETI ) CW I

i«‘: A{1]1 x U(G) + U(G)

- .,ts.lle que . a) I,F,‘ (0r%) - : V S U(G) IR WL SO AR

Pl A b) F,(I' %), _\* Wy ...’ PRI S E SRR

I
.

¢) pouwtout n et  teD([1]  endimmension n- -

Y ARSI ‘-1.\ Nty F t R UR ) v £ U (G)('.\. Ao U: b i ) PR N
) ’ L f ( ] .o . n - ( )n

est une fleche de. C .. SR S S A

Il suffit d'appliquer la proposition précédente avec . G= H et . f[=identitéde G

et g = l'application nulle = *
. [T I SRR S R PR R R YT I S S
2.5, Soit G un groupe simplicial. Alors l'application canonique
ety IR T T :

est un morphisme de groupes .simpliciaux. ; Cette application fait correspondre & chaque
X ¢ Gn . '
O TR o A [n] B 4 G-l_,_ DENEN \ Qe

, SRR P .
l'application graduée ‘

Vx.'V A[n] -»> VG
ie: L A.J-" ——
R ] I\" . i
Vi)eU (V(G)), \

Le corollaire B.2.4. nous permet alors de conclure que l'ensemble simplicial

m— -
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. . .
LA A A | . Bl [ |

quotientde UV (G)  par l'action de son sous - groupe simplicial G, est le class¥’
; . N s - ) . :', : / . .‘.‘
fiant de. G . ' -
' . ‘ - * “ e .. Vs ,
B.2.6. Soit maintenant X un ensemble simplicial tel que "V (X) " est un groupe gradué"
C'est-a-dire que chaque . X,  estun groupe mais les faces de X  ne sont pas.

des morphismes de groupes..* | - .

Alors. UV (X) . estun groupe simplicial mais l'application simpliciale (injective) +

sx:X, + UVix) N o

: . ; . ‘ . LR !
n' est pas, dimension par dimension, un homomorphisme de groupes . '

AR S 3

V(X) | contenant sx/X)'

3 "

On note [X] le plus.petit sous-groupe simplicialde U

v

Remarques.. a) Si X est.‘un grouple 'silmblic.i'al alors . [X]:X

b) Si f:X 4 Y est une application simpliciale telle que.

Vf): VX s vy » -~ B I N Y
est une fleche de  §°Gr ,  alors elle induit un homomorphisme de groupes simpliciot*
fr: (X1 - 1Y) I

rendant commutatif le diagramme

Sx
/_%\
X< [X] c, UV
. oy, ’

| f | f2 lfV(i)
Y e, YY) L U VYt T e
\—_/ .
- .
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En effet, les hypothéses sur . f, . _impli’qugnt 'que,\,‘ s U V(f) + estun homomorphisy :

‘me simplicial. Si sx(xl)'. e sx(xn) "

est le produit dans. ., | UVX): de. n

éléments de x, de méme dimension, alors.

B R A R Loed s Sty 2 "o \_"\}‘, B f,;n.‘-\.' ”“f‘;
U V(f) (sx(xl)‘.'s et sx (xn)) =

U Vi) (sy (1) )5 U VAP (sy(x)) =

sy(f(xl))..“g.- sY(f(xn)).'
Or [X]n est le sous - groupe de. UV(X) formé des €léments de la forme
T T TR T TS ST BN UL ORI T\ A A 2
Sx(xl) o'c . stxP) avece xI, oy xp(Xn .
LTSN v . L) i Yo N v A\ TSRS L R n o

Définition , 1) Soit X un ensemble simplicial tel que., VX . est un groupe gra-
dué .
Alors on note. W(X), et on appelle (1 classifiant généralisé de. X , lensemble

simplicial i’[X] iclassifiant\du groupe. [X] engendré par X dans. U V(X)

1 1

S NN y\ U R X nooL . “_\"\ O EETPR PN h ; SN L
2) De méme,si f:X +Y est une application simpliciale telle que. "/
. B LY 5 5 ' . -+
te LT T T BT A CECRRT RN L B AN R R R LR L

Vs vE VY o
oY)y ¢ - 4o 0T - D R . L T R

N
o A

est une fléche de  8° Gr , onnote. W(f) l'application simpliéiale.
o T TR R

e

C Fefy) s WLXY S WY

3) Si G estungroupe simplicial, I’ ensemble. ﬁ’(c) décrit au numéro
A. 2. 3., esttel que v i’(G) est un groupe gradué . On.'n.oté .' | W(X)‘: le

- ‘o I
classifiant de l'ensemble  W{G]'. On définit aussi par récurrence
. | (. '
PR 14 Vo .

no _; n-1 4
W(X):‘W(; vV X ).,

(1) de fagon plus précise : on parle de [ |- classifiant généralisé
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Remarque. ~Si X' est un groupe simplicial , le classifiant de’ ~ X  donné par

LA

A.2.3. et celui donné par la définition précédente coincident .
S

B.28. Notons. P(Gr)=P le produit fibré des deux for}cteurs.

N

Co A’Ens.

LV
S P AR
on o
s Gr E & Ens.

T RN
o " Tl FLER

o E estle foncteur qui a chaque groupe gradué associe l'ensemble gradué soqujaCe”"

' L A ;
Les objets de la catégorie. P  sont les.triples. (G,q,X) o G estun
groupe gradué , X  un ensemble simplicial, et i ST
‘[. - L a-’ E(G) [Siad E V(X) RN . . ) DAY !

v T . . B B R R
un isomorphisme dans 5Ens (ie: a est bijective ). Bref, un objet de. . P
est un ens‘er'nbl.e s‘ir'nplicit‘zl do;zt l;en.;‘e;mb.le.\gradué sc\)us‘ .-;'a?:ént eslt’ r;luﬁi d;uﬁe‘-sz.r;tcture-
de groupe gradué . - Les fléches de }I P sont‘les couples (f, g)

: N
N . e

f:G 4 G' flickede & Gr

’ o 1‘5)3 ':4 .
g: X » X flechede A°Ens.

N . . L Do a2
tels quelediagramn;e_ - B | ) | i'\ ey
R A e
E(f)l e
EGy T ovexy o
a’. )




commute. Il s'agit donc des applications simpliciales. _ f: X "2+ X'  qui sont des.

,

Vd -
, e N T

Il existe un plongement fidéle .

. ;oL : : , . S .
homomorphismes .des.''groupes gradués 'Sous - jacents'’.  /

LG

R [+]

i:ANGr s P(Gr) .
foncteur de coordonnées .
PR N A PR A

3Ly i ay vl \

., de la catégorie des groupes simpliciaux dans . 13 . Clest l'unique
[ . , bl T L I N ].'-"-

A% B UVACERs 7 (foncteur oubli de la structure de groupe )

S Gb s e wt‘.,\\, [ :(‘.‘: ;\", vyt .‘i;’nvs\,"»-‘.\ 4oyt 2
[} V [ . . . .
AGr — . §56Gr (oubli de la structure simpliciale ).
. ’ oy
1
i) - <)

A°Gr

N o v ’ s
. Vo ) o T
P(Gr): + A Ens. 1
<
e
LRI 4 A . \ -_\. P
O, (o]
P Gr' + d Ens
LA vy e demar vy S A

D' autre part le foncteur W défini dans 4.2.3. . prend ses valeurs dans la catégorie

des ensembles simpliciaux, mais il se factorise g travers - P

%

(B.%2.7.), donnant liei &

foncteur noté encore
Co ST
vooeot b VA

[}

W: A6 - PGr)
RO & g ITTNCIR SRR

D'aprés B.2.7.. celui-cise prolonge en un foncteur, noté toujours . W: P(Gr) - P(Gr)

et appelé classifiant (généralis€))

%
Lol e ey s e T e sl Ceieey e A
B - y , \ : ' A .
: ., ~ . . N . o
. . BTN N N 3 PR R S A R R T S O T R
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! A Cr ! - AN p(c,.) e L i (IR YRR L BT

\ / wt RICR e v B T
B . s
\ o

: P(Gr)

. A R IPLIS I N N T TR o e o mayy
Remarque. Ce qui'précéde reste encore valable st au lieu de la catégorie’ * Gr *7 des
groupes, on utilise la catégorie ~ SGr  des semi-groupes, la catégorie. Ab  des.

i . ' PR N T T v, -'~x [T Y DR o v Fa
groupes abéliens, ou celle des modules sur un anneau.
e R B . Vo IPUAINEUE T
L'inclusion -
)
Gr ~—— A4b

induit un foncteur - P(j) rendant commutatif le diagramme ci-dessous .
7 - e
v a /
P(Gr) + 7 P(4b) yd /

- . - - /
W PRET W ¥ /
et ¢ B A '/
l 1; ' //
P6y U o Poas) -
R J\" - v G -
De méme si Ab  estremplacée par  SGr. -
N ey ¢ ! SRS i} O S U TP SRR O

B.2.9. - Proposition.  Le fonctewr - ;.. ;. ... AT T R TN

! ' . s en w
. o * k]
i: A C - P(C)
) N ‘\\ < O ,' ‘c
admet un adjoint & gauche
S T T AR TS T SN, -} P SO oY S

]:P(C) \-o‘AC o

resp. j) commute donc aux limites projectives (resp. inductives ).
p-1 proj p

Nous ferons .la démonstration au cas oi C=Gr. Soitdonc X unensemble sim”

s
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plicial dont l'ensemble gradué sous - jacent est muni d'une structure de groupe gradué.

Soit  D(X) le plus petit sous .groupe simplicial distingué de  [X] contenant les.

éléments de la forme ’ ' o I
! F\
" ! 1 i M
sx‘w(xy)-Sm(y ),ixw(x ). (M)
} N
o x,¥e¢dn , w:[m] o [n] est une fléche de , ]‘ A, et on
. L el TR RN

Sy! X s [X] estlinjection canonique .

Soit enfin

o , g e e e, et Y e W :“-‘
’ ;(X) [X]/D(A ' R o)
v . T N T TR W N ARS) ‘\% W
1 »  DX) » X - 1
R (v v Y
e, b
AN X o A
. . , . b VLo *
il est clair que l'application t_x’ a L v bt
, . .. - oyt R gy . Wow
i)  est simpliciale. { Goesta s e s O e

4 RN )

B pourtons By O Fu o et fomonerphisne de grogpes

En outre elle est universelle pour ces deux propri€té. C'est d dire que pour tout groupe

simplicial H et toute appl;cauon t: X ) H sausfaz.sant é i)et ii)
N . . R (O P RYE ST AR TS DR TN
il existe un et un seul homomorphtsme dc groupes sz,mpchLaux uyjX 7 H
:. 3! K I o

(Y

rendant commutatif le dz.agramme
: TR ¥ st oy, Ay A

t u . B __\ [T



. En effet on a un diagramme commutatif .+ . oo -

0

\
ol . sy

¢=Si{l ot

Af \ I‘.
‘| ' i 2 2l , e \
'X H oy “h.
\Il// . Cs .
’ P ¢ - \ \ 2
Sy Y sy |S. r
Ve :
a Cos s :
[X] [4] ' B
\) ‘\ Y | /‘J, ‘
[}
o
est un isomorphisme car  H est un groupe snnplwzal y et ol
o Ly

est un homomorphisme de groupes .Smelzczaux « En outre.

. ! . WA . y
¥is. w(xy))\ sw*y-1). sw*(x1))=

Yy s(w’“(xy)‘). ‘l’sm"\‘(y";l). ¥s w*(x'l)z
tw*(xy). ‘w*fy-l)'- to*(x71) =

w*t(x)’) . w*t(ynl)' w*t(x..!) =',', .,'-’,'\',“-"', Yoo -
¥ . .

(dans. H) o* tx . a*t(y D). o*e(x) = 1

3
’

(M) , donc sur le sous- groupe distingué engendré par les éléments de la forme - xMx

u: /(X) -

L'unicité de

T R R VNPT TR B foaoan W W e
¥ st donc nulle sur le sous - groupe simplicial de ~ X engendre par les .€léments.

i N TR T S\

et a fornon, sur D(X) - D'og un homomorphzsme de groupes szmpltcuaux

I S R T
‘H telque-' uotx—t.-

LIS PR LA

u estimmédiate.: si u, e u' sontdeux solutions.
0y 1
Vo ..

N

[

Py

-1
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¢ v v

alors les homomorphismes . ¥, W e groupes .simplic\iddx

() L) o
N 7 S
j o

|
X TR "

donnés par . - . e R L

sont tels que.

%
. ks 8
Ao .

Or, en.chaque dimension, [X] est engendré par des. "mots."’
, .
sx(xl )eon sx(xp) , donc. ¥ et ¥  coincident, et, avec eux, leurs quotients.

u et u’-’ Lo , . ! P
\\

@2,10. Corollaire. Le foncteur composé v
U=iol :8°C & A°C ' 4 "PC) -
est adjoint & droite du foncteur

Voj:P(C) + AC 4 5°C _
| . v o ooy . ! ) ety )

B o . . N
.10, Bis 1. On decrit le groupe - jX  comme le groupe quotient du groupe simplicial libre

FX engendré par X  modulo larelation d'equivalence

0¥z y) = o*r-0*  xyyeX,oo L e L

£t
L T *

L'application canonique X + ;X est surjective . Pour qui elle soit un isomor-
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phisme il fout et il suffit que X  soit un groupe simplicial .
: . . - ' Al ’ E '

. N \
N ' . f f FAKN

B.2.10. Bis 2. - Pour que l'application canonique '
. ' ¥ - :.“__ { i
‘ - - .‘\. / -
[ ] WA - ] WA ; ’
V4
\
! \
soit un isomorphisme il et il suffit que le groupe A soit abélien . SN
En effet on identifie REEE
d] (xoyo,.-.','xnyn) et dl(xo;:."-',én)dlfyo,...-, yn)
Si ti’A est injective .on a necessairement T
' ' PR AR |
%] Yn-1* 8o %n G0 ¥ = %n-1% %+ Yn-1 9o ¥n
' r\> N ) . L , wom et LY -v.,‘ Lty N
D' . ) . . a7 . RN N,
D'ou Lo 4 oo N A R TAN
Yn-1 (d,x,) = , Xp) e Yp-1 dans An-l U
. H . R I ) ¢
Or d, est surjective, alors pour tout  n P T T e e e B
4, est commutatif et donc A - est un groupe si;mpli'cial. abélien .

[t}

B.2.10. (3) Notation . X ¢ P(Gr), w(X) WicX)

Vex) = W(X)
K I - Yo . IR T Y o
On dit parfois que w(X) (resp. W(X)) estle

f = classifiant (re_sp.‘le [ )

. .
+ classifiant) de X . Ou,si auoune confusion'n'est & craindre,on parlera des classifian®
généralisés :

PR S R [
N .

B.2.10.(1) - On décrit aussi le groupe » jX - comme le g'ro’upe quotient du groupe .dimpliciai libre
FX  engendré par X modulo la relation d

'équivalence (o w*
. Ly v \ ) IR ) Py ‘ W
conque) w¥(x y) = w¥x).w¥y)’ =x,y ° dans X

est une face quel"
. ot

1

v
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L'application canonique X "+ jX  estsurjective. Powr qu'elle soit un isomorphisme

il faut et il suffit que X soit un groupe simplicial .
[ .- L l‘j

8-2.10,(2).;. Pour que l'application canonique .

RO RPARA NI S I A

t. WA & ]WA :
V4 Yhmee

. soit un isomorphisme il faut et il suffit que.le groupe .. 4 . soit abélien . .

En effet, on identifie

d](xoyo,..-.-,xnyn:) et dl(xo;""!’xn)dl(70"""77;)'

L s
. B ‘/
S; A U = f 3
i ot est m;ect;f on anecessairemente
\
A IR ~..~—‘- - d d B \d\ \fi‘* See et
n 1 yn-I *p oyn n-1 x 7n-1 In o
.(~. Lot P AT /., /' "' S j" A \"k
' N
Dou e a . oy . ) KN v o) ) \ D e o

. t v R e .‘ \ .
[ Y JRRT TR - \ - PUETECEE . L e N woen
Y Ypeldg Xy = dy Xy, Vdans' Apj
- ‘< R et e s . 1§ ':’ ‘ .-"f.’ !.,‘ S [ "’_ -
Or, quel que soit n, d, est sur;ectwe, donc A, q est commutatuf et donc A
est un groupe s;mplwtal abélien. , oo e ‘
B o ~\ T . RV
‘2‘10-(3) Notation : on convient de noter
e T -!‘45:“-1

w(X) = Wj(X)
DI R R 4 AT AR

WX) = W[X]

o

Oi X  estunobjetde  P(Gr).
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La transformation natu".elle vy PR 7 4 « H LRV e RS R R S P "..\V \
I T R T o { SKIPEFARES HIE PO ST
. . MEREY IR IR i
. ) 3 CELEN L s w1 [SPERVI
induit une transformation
- \\ -
- LY L Y

D'autre part, par 'applic&tion de l'espace de lacets, elle rend COm}r;utatif le diagramme .

. ’
PPN LA TR

X] = QW(X)
/' : \- l..’ E v y

N

Lot X
j(,X)=-Q.w.(»X.),-n e s Lo

P
On parle parfois de . @(z.\;') (resp. '({e B ?:TX)) . ,c\omr'n‘e 'fiu ijf:lfzsls’iﬁdnc (resp. [ )classic
fiant) de l'objet . X. '.Ils cbz:'n,cidént..si X est unlgn‘)up; ;im;;)l‘écial.
Nous .aurons @ nous servir de ces deux ge’né’ralisation du classifiant de MacLane Thotamme™
dans la construction des deux spectres .ass.?(:ie's. G un }:\rels‘que -groupe .simplicial, dont

les .cohomologies. k{ ,X) e h( ,X) seront étudiées au §B.3.

v YR - t o . LT B A ST 1y
Proposition. Le composé : T T T S
o i
a°’c L Py L A% .
ol
1Y L TR ¢ Y eV " \ ‘-.!"
est le foncteur identique . - )
N o8 )
Corollaire. Le foncteur p=ioj: P(C) 4 P(C)
AT T
est un projecteur  i.e. P2 =p.
»’
) '\\l‘\ \\‘\): AR ! l‘\‘
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COMPORTEMENT DE j ET (.1 VIS-A-VISDES HOMOTOPIES. . . ..

-

B212. Definition, . R TV BN S
Ve
Une homotopie.  F: f, ~f;: (X.a,G) » (Y,B,H)

AP EOEA SN DIVEI I S ayt

entre deux fléches de  P(C)  est une homotopie simpliciale. F  entre  f,

et f] N A VORI B A b g e CR e D
. - ]
) F.' AI XX - Y
! ' \ \\\ REETER R LEREE SETIN e K f P WP Ky

telle que.pour tout  n2.0 ettout teA[1], - .lafleche'composé ' v\t

Cr vy e v T gy

Fe,-
Xn Yn
I . A RN Ay, 3
.] s
G ' B, |
A "'l\ ) y 3 ,r‘f_' - ¥ '
: Gp =-==-==-- » Hp
\\
est dans . c. . B (rtre. M
Ve s ‘- cae b ‘.:"‘

Si par exemple C  est la catégorie des groupes .cela s'exprime en disant que pour

Coade oy Tl
tout  teA[l]l, et x,x"eX, -

o A DAY .
\ s -,1;\‘;\)-1;'. -

‘F(tt,xTx")= FCt,x)T F(t,x")

oi T dénote laloide Xn , resp. Yn , induite par q , resp. B.:

Yot s ) -? . : . s . N : Yo .
35ty “'i “f\ .ot . I ,-\. PN RN RS X o < “' . y ¢ P LA W

v

B . ki — )
‘2-13. Proposition. Le fonctgwr (B.3.7.) '

Ny e

° -

{y: P(C) .- AC ..

N ¢
r A +

v R
transforme fléches homotopes . en fléches homotopes .

U UL

A 1



1l suffit en effet de montrer que l'application ; ' | .V T 00D

FoA; x(X] « (Y] REO I AR
I\_' '.\\, L '\. .“: _ '.'.A ,'-," .

obtenue par restriction de

4 v .‘\ G2 b BRI S

G:(UF)oSA[I]XIU(x).'AleX-oUAIXUX» UY \.\ by

.v ‘ v . “'. o
foo F:AlxXaY est une homotopie dans.  P(C)) est une fléche de AC

Tout d'abord il est certain que . ' .+ v . G o iy el

A

G(t.y)=G(t,x) . G(ty)

.
\

1

pour tout x,yg(UX)n: i . ]
\s

A

Fit,x.y) : Aln) -+ X (app. gradue'e)u

- .- —— .-

R

Fley)(s) = F(t(s) (x-y)(s)) S0t e

= F(z.(s),s(s)Ty(s)) ' ,
= F{z(s),;s’(s))TF(t(s):)’(s)‘)l". \'

= Fe,x)(s) T Fltay)s)
VT e T O
= (F(t,x). F(t,y))(s)

\ . . _ . RN Vo
. " v h [ N S TR P

pour tout seA[n]. oa T dénote lesloisde. X et Y. En particulier st

o e ) W .. )‘\ 1 et 1 ’, :\,
x,yeXcUX v

ﬁ'(t,x.y): G(t,x.y) \’ i
" =6(t,2). G(t,y)

;i‘(t,x.) . I}(t.’y)
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.. Puisque les Eléments-de {X1 , sont de la forme . Rpv g Xp ;,., avec 4!.,xteXCUX »
. - N 4 )

la relauon précédente montre que . F_ . transforme les éléments.de . [ x[X] , en

elements de [Y].

'\\.‘\‘}-,'-'\';\_'\J".':’\,,‘\ ( J_J.\)/v.l

L

B'2-14. Proposition. - Sidans. (X,a,G), laloi T mduzte par a sur X  satisfaita
."l '\i‘i.;,,".'..".'--y A?..l\f\”‘\l‘ | PRI
la condition : ) ¥

£

s;(xTy) = s;(x) T s;(y)

VY T o0 u o7 x"" A - by T x“'“"\' RN
et ce, pour toute dégénérescence : s‘ . alors toute homotopie

vy ,.\‘“/\.
oo < (Xrai8) e (Yo B H)
Ly Woot e v vA LY
entre fleches de. P(C) mdu;t une homotopte v

\.‘(v-\"‘ L “ Yo -

3

iy - itf) « AUIx(X) =+ j(¥)

o coe

dans. A C

Soit F:Alx (X] -+ (Y] ['homotopie associée ¢ F. D’aprés B.2.9. (1) il

———

sufﬁt devmontreriijue, ;v B T YO | i R SR S U N BRI

N Wy (\x\": SN S:.‘l :".' sty »"' T RSET PRI P L “ P 'l\I} N 7 "‘.'?'

K ¢ oF-A1x[X] - ,(Y) ,
TR Y o A alL S BT A

L I x )( 7’ x»‘ %3 3
satisfait ¢ l'égalité - ‘
. .‘;:‘-Y'\ ._: ;.‘.ﬂ(\ N oy
Kiryo*(x Ty)) = K(t, w*x). K(t,0*y)

ARRRVEA NS SR )

chaque foi teAll
que fois que €A ]p v L A e g A

w: B[] =+ Aln]

XsYe€ Xn TR Gy



" des faces et dégénérescences, il suffit de montrer que pour tout i, "
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M . LYY n ) . Lok
Comme tout opérateur - o*: X+ X associédun & “de' A est le compost

n p

Taoac b

g . - S

K(td(xTy)) Kdi%). K(:.d,y) Y

K(t,sI(xT)’)) K(t s; x) K(t,s y)

Or o . . v, RN \ A.T.J,\ -
1) K, di(xTy)) K(d s; ts dt(x T y))
o d;K(g xTy)

4 (K(s; tx) Kisj 15 )

L [ TN

diK(sjtx). diK(sjt,y),

"
N L IR T

K(e, di x). K(t,y)

. . e . L A
R N S A SN l‘)‘\
2) Keesi(xTy) =K(t,s; =T spy) S
¢ h
=K(t,s; x). K(t,8; ).
0 ". , .4 Y l.) N A :.;’ . “j \, \ ) 2

Remarque. On aéerit K(t,x Ty) anlieude ’ K(t,s (xTy)) oa =

sgt X o [X1cU(X)  est Vinjection s:.mplzctale canomque, qui n'est pas .un hom?
{ R &
morphisme. Cepeda;tt ¢ 08y =ty : X ]X Y satzs[att al egalue
B ) Vo Gt
tylx | y) = t(x).t (y). -
«“'/"‘\\!wv‘ :'f A".iv"T'\'-‘.v«‘.}\

C'est pourquoi
Kit,x | y) = K(tysy(x | y))
=t Fle,x {'y)

=0y (F(t,x) | F(8y)) (-

S SR

=g.Y/F‘('t,x).o&Y'F(t’y)
=K(t,x).K(t- y )



Bais,

leﬁ ;

87

. s . o~ R
N R \\‘;~‘\,xh‘.'\_.\»‘)

nd v e

Proposition . * Si ~ f et ~ g sont homotopes dans’ '2"'.‘A°C vy calorst > Wf o et S

i’g sont homotopes dans P(C) - . st T
SOiP. v Fifege G ..+  H  une homotopie, avec. v &y il

Fltox.y)= F(t,x) . F(t,y) |

Alors on pose ~

P

" N
F’(t'a)= (F(dbnt’xo)’ F(dé n-It’xI)""- ’ F(dotvxn-l))

et te’ A, .
vy

L A DR N R B T A

ou a=(xo,...,xn_1)¢(ﬁ/0)n.-

(I [

On constate sans difficulté que F' est une homotopie de ﬁ/(f) dans . ﬁ’(g) ,
€ o

et que [

C F(yeT b= Ena) T Fnb)

oi | dénote la loi de ﬁ’(G)\ induiie'-‘-dimension par dimension-par cellede G .

Vo

Corollaire. Les. foncteurs composés. ! T
\ . " - oLt \ R S ",' \ 3 \,\f.\ )

Wol Vi P(C) . B(C) \
Loy , A SR 3 T
ez 4 AY

jO ﬁ/ N AOC - Aoc G

< e e e mem
i

sont compatibles avec les relations d'homotopie .

Il suffit de remarquer que la loi de WG est compatible avec les dégéné}escences.
Et la proposition B.3.14 permet de conclure que si  f - g alors. jw(f) ~j w(g)

. B .o . (" a . - . . A
A STV I AT LS AR PR Y vt PRAREA SR KUY
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(<]

OBJETS INJECTIFSDE  AC

B.Z.H. Le propos de ce paragraphe est de montrer que les objets .injectifs de -. A_OCV, ‘et leuws

classifiants sont contractiles . S S S

De’finition. "Un objet | d'une catégorie quelconque est dit injectif si-chaque diagra™

i me. .
! ( Vet ey
N
u
A —_— B
’ e 4
) f
w /
v /’w
»
' I . . . - .

v . [N Lo N D
oii u est un monomorphisme, se compléte par une fleche w . En particulier si

1 ) . . B L .

! —— B

- S T
est un monomorphisme de la catégorie et si | est injectif, il admet une retraction

r_-‘B-.,‘IV. ot R

rOG—Ldl_. S o

On sait bien que Uexistence de retractions. r  pour toute inclusion a:1 + B

\ t

permet de conclure que | est injectif, si ~C satisfait 3 la proprieté s pour tout

couple de fléches .

ey

oi b estun monomorphisme, il existe un objet D , un monomorphisme b', €

une fleche c¢', 'tels que le diagramme ci-aprés commute

v
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b .
A — B ¢ . o
- v E [] ® :
a a
R
" ") ‘ -
C —-—\ D
: b' .
B . . FOY LT Wy .
'2.‘1& _ Proposition. © Un objet 1 de. 8°C est injectif si et seulement si In est in=
jectif quel que soit n A 2 R S {al . P
8 .
219, Proposition. - Soient C .
d: A - B 2 g :
R T S NN PO y w,-‘;:.. .. RS

deux foncteurs .adjoints. (g adjoint ¢ gauchede d ) Si g  transforme mono en

mono alors. d transform:e' les objets .‘i.njez.tffé de A" en objets injectifs de  B.-

En effet dire que 1 est injectif dans. * A * équivaut & dire que. Homg(=,1) transe
forme monomorphismes en épimorphismes.
Or, d'une part: .

HomB(g-',l) - Honf,A"(-,d(I})" |

et d'autre part g conserve les monomorphismes, alors. - Homy(<,d(I1) )" "+ transforme

monomorphismes .en épimorphismes, et donc d(1)  estinjectif.
L orany \L 5 ; - “‘-:r & ! o \.'f.;'-
Bz R ERM W LN
.20, _‘ Prqposition, * Soit C une catégorie .avec sommes finies et * n 20. Al(.Jrs..fe fonc=
teur:.
° : IR L RS Loy %
dn . A C -

AP

C
Y N U F “- 4..." N .‘j
n :
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admet un adjoint & gauche. g, .

!

On définit g de la fagon suivante : soit C  un objetde C.

| !
8l = L ¢ a ’

Ca = G

aefom([p], [n] )"

si w:[g] - [p] est une fléchede. A,

ot g(C), - g(C),

b

est I'homomorphisme induit par les applications

p.=id
G -6 2 ____, G = G

v TaT 7 aow -,
aelom([p] , [n]).
On définit aussi  g(f) ou
f:6 4 H

est une fléiche de  C , comme l'application

G, 46, - 4", (p20)

v a: [p]l=(n] - a

induite par les morphismes
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et on remarque que g estadjointde d.,.

v .

’ S AT B LR JRRIEHpYY e , .
8221 Corollaire. ' Supposons que.” C “est une -catégorie avec sommes finies, et telle que
P N R O A SARE U NI TR

v

- powr toute famille finie

AT e '(&,.:,
. ¢ H .
fot Cq a £ f,  monomorphisme
BRI |l AU T T URCIL B T BEFEEN A T L Tt s

de morphismes ., Ufa‘ | Ga. - UHa. soit un monorhorphisme. Dans .ces conditions,
si FeA°C o est injectif, les objet.;. ‘' Fn' de.’ C ° sontinjectifs. (n >0). Le.

o . . . . . . .
foncteur oubli  V:AC o+ 5°C , transforme donc injectifs en injectifs.

En effer (B.2.19.) il suffit de voir que la condition imposée a C - implique que.pour

t . chaque n2 0 lefonctewr g, . (adjoint & gauche de -, d,) transforme les.mo-

‘ .

nomorphismes en monomorphismes. Or il est évident que si une application simpliciale::.

est telle que. f,  est un monomorphisme pour chaque.” n3 0  alors. f estun

monomorphisme ..

. . . .o ) \
v e [ v RRTIN L ! et

-

.22, Considérons .6 nouveau une des ccatégories. C  concernées par le corollaire B.2.2.
Proposition. 1) Le foncteur o
U: §°C . A°C

trans forme .injectifs .en injectifs.

v ot

2) Si C estune des .catégories du corollaire B.2.4. alors tout objet injectif de

S o B PO S R P O Coa _ C s
A°C  est contractile . '
o o . i ) S oo : TR
En particulier - . -
. oo , 5 o, b A W o I [V oy U

&: A C - P(C) L :4 B



B.2.23.

B.2.24.
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transforme objets injectifs en objets contractiles.

La partie 1 est une conséquence immédiate de la proposition B.2.19 et du fait que si f
est un monomorphisme d'objets simpliciaux, il est aussi un monomorphisme des objets g

dués sous-jacents .,

X VoL

Soit FeAC  un obje‘t s

. v N

Démontrons 2. implicial injectif. Le monomorphisme canom”

que - | o L

i:F . UVF

. . [+] )
admet donc une retraction r dans. AC.

Or UVF  est contractile (B.2.4) donc Vinclusion i et l;ap‘piicaztson nulle de

- F dans UV F, sont homotopes. Alors. I = r'g; i e(s l'a‘pplicatior‘z‘. nulle de

F " dans = F sont aussi homotopes .. - h

. ) 2L i "
Corollaire ., Si M est un A-module simplicial injectif alors. WM  est un A-mo
dule contractile powr tout  n3> 1. . . C

1

901’0”(11'78. Pour qu'un  A-module simplicial M  soit injectif il fauk et il sﬁfﬁt que

[ B T o

- L Mn soit injectif pour tout n et que

- 2. L'nclusion

admette une retraction.

D'apres ce qui précéde la condition est nécessaire. Inversement si 1) est satisfait alors:
VM  estinjectif (B.2.18.)etdonc UVM, noté UM, estinjectif (B.2.22.)- Le
condition 2. implique que M est un facteur directde. UM il est donc infzzétif, de

\U
»

méme que .son quotient WM.
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'(\.,I- [ L. - : . . . HY v
B3, " CONOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS UN P-GROUPE SIMPLICIAL NON ABE-

g SN

CLEN Lt T

REERY

Bi.L, Le spectre d'un P-groupe . )

(no v
8‘3-1.1. On a défini au § B. 2. le classifiant généralisé A d'un objet A de P(Gr) Le.
fait que. wA  soit encore un presque-groupe permet de définir le classifiant itécé
w"4. . Il existe en outre une transformation naturelle

. ooy A

Ay 4 » Dod A¢P(Gr)

composée de l'adjonction

I EER
tA e A - iA o
l' ’et:de l'isomorphisme . Qv. 3 i :
A:Ad o jA.3QWA = Qud

AR S

Lorsque. A est un'gfoupe.simplicial, Aq est un is omorphisme.

83 l N . A M Ay \'. - "' ‘-'v, . ; ’ Y ‘ i\v o ~ 1' " N
12 Pour tout presque'-groupe simplicial A e P(Gr) on note. s(4) le spectre défini
. ’ S ‘ . o e S . . ’ "_ . L P AREY y oL E vlels 2 : ‘-
comme suit : . o .
o : I L2 ! * ! o W ... PN PR R, TRy 4y
@) s"A) estllensemble simplicial sous-jascentde  w"4. . si - n>0, oa

celuide Q"M . si n<0. - (Pardéfinition °4 =Q°A=4).
~e .t L S e e Yo, RTINS R T S { . J L] D
b) Les morphismes structuraux az sont soit l'identité (si n<0) soit

!

Magay ¢ ostA) s ety T sy o)
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Si f: 4 + B. est une fléche de P(Gr) . on note ., ‘f'f,:‘__s"(z.‘l)_,.. ‘s."(B):

I DI

Vapplication simpliciale associée & f  par le foncteur ™ (si n30) ou par les:
RV

foncteur Q" (si n £0).

\~
N o ;¢ [
Y o e ot !
On vérifie que
o [}f"! : !.s.".A,aZ}, - {;?Q;aé‘] A s i
s . . . . . . LT LI A : ¥
est un morphisme de spectres. Ceci vient du fait que.
V.o, 18 \
A id o Qo
! ! e
13
est une trans formation naturelle .
i
Le composé du foncteur A ,
s : P(Gr) o s L e (a)
N
que l'on vient de définir, et du foncteur
ke Sp - G (8.1.4.2.)

o \ . i *
associe a chaque objet du  P(Gr) une théorie de la cohomologie sur la catégorie d?s( .
, L R T T . , P
ensembles simpliciaux pointés. On note  h'(X,A ), et l'on appelle cohomologie de

X & coéfficients dans. A, la cohomologie k' (X,s(A)) de X " dans la

’ [ 7 . U . ‘ ' B s, 0 R Q -“

théorie définie par le spectre ~ 's(4). A ' e

T Yy B [ oo
Si x:X + Y  estune application d’ensembles simpliciaux pointés on note

LY R S S . '.; €. e M W Yo '
: . T
xA# : k(Y A) + Kk(X,4) . s
‘ . [ - : : RN

-

l'isomorphisme de groupes gradués qui lui est associés .

De méme
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X
f, k(X,4) -+ Kk(X,B)
dénotra celui associé a une fléche' [ :. A s B _de P(Gr).
8-3-2. " Le spectre  sif} d'une fléicke f de P(Gr).

5.3.2.1. On entreprend par la suite la construction d'un foncteur, noté encore s, dela catégorie
. Fi(P(Gr)), des fleches de la catégorie  P(Gr), dans celle des spectres simplici aux.

Sy .

Et qui prolonge.  ( a ) en cesens que si o
Sy ° L * ‘."

P(Gr) s+ fU(P(Gr))
é

dénote le foncteur pleinement fidéle identz:ﬁant un objet A ¢ P(Gr) ala fléche

A 4 «, alors on aun diagramme commutatif

ey .

FyPGr))...> s

s.

p

Parmi les propriétés du foncteur s | on peut en citer trois particuliérement importantes:
i) s est un invariant homotopique

‘ii) § commute aux produi;s .]Tinis

iit) le foncteur cohom;)logique.- NP :

k'éh-as'.- fl(P(Gr)) w G v '}

associe @ chaque couple de fléches composables (f,g) " un tridnéle exacte



B.3.2.2.

B.3.2.3.
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ke e
k(f) e—m ——— Kk(g) . . S0 ey

(+1) \

de .cohomologies généralisées (B.3.3.3) -

SRR

Rappelons que si f: A '+ B est un homomorphisme de groupes.:sim‘;)liéiaux, on
- . . A
note. E (rf) le produit fibré des deux fléches. W(f) et pB': "
ST O
E(rf) ... VB
S D
VA ——— WB.

v
C'est le fibré tordu (A.4.4 ) principal de base WA » groupe B, et fonction tordanté

s
B - '

-
g - N

o WA 12

if

Proposition. - La suite T

4 . B E(r) + WA _ WB
F i’ W

est exacte, en ce sens .que pour tout ensemble .simplicial pointé X, la suite d'ense™

3 A |

bles pointés IX,PWf] .

[6A] - [XB] o« [KE()) +eX,0A] . [X,0B)

est exacte. En conséquence, si X est un cogroupe dans la catégorie homotopique’

est exacte dans la catégorie des groupes ..

la suite [X, PWf]
Démonstration. a) L'exactitude de la suite

-
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" “ . E( rf) o ﬁ/A o i/B B e (A A \ oy & : (' H

R 4, R

est conséquence immédiate du lemme (NGUYENDINHN: GOC p. 42 j! :

NN A

[y
Soit E - Y
un fibré principal de groupe G induit par une application simpliciale f: Y W(G).
Alors, pour tout ensemble simplicial - X, la suite d'ensembles pointés

. a _ . . X .". SR e
(X,E] o+ . [X,Y] s . [X,FG)

" est exacte . Py LB
A :
b) La suite. B o E(rf) - WA est évidemment exacte car il s'agit d'un fibré

principal et donc d'une fibration de Kan. D'oi une suite exacte longue . . + . .2 7.0

S -

Y 7R B“',"”c(;f) L WA
ou i'appliéat;l;)n

: A : ’ C N . R Lo . . . P
Y [ . r PO W Tt Dot w A o . - \‘AA‘.“ IR

est homotope & l'application  f.

On remarquera que Pﬁ/ n'est autre que la suite de Puppeﬂde l'application wf.

Rappeer'aprés' les définitions de W et W (4.2.3. et A.4.5.) ilexiste.

une application bijective , canonique et de degré +1. de WB dans. WB
‘Qn: (WB)II . - (W'B)IH-I . - n =>=0 N
telle que R R
O .p°% = dis1 ° 9 Y
. . ) B N i
(pnosi = sH—I o (pn_l . '. S izo
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AR

B.3.2.6.

satisfaisant aux égalités
X Lo ) RN A
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1

Rappel. L'ensemble des simplexes en dimension - 'n -de QW(H), ot H est

tels que

Sy

un groupe simplicial, est constitué des  x ¢ Hn+1

“\ 3 ', l! ';" o R ’\ ."’.,"_.. S i \ DUIREREA SR EEEER e \'.“"._‘.s‘.'i
AR o c "d,; o:- I -] dLI(X) = 1¢ How'.\ R (//)
n v Ve . ‘\:
4 N . : 3
oS snl-K , og'Kgn
- N 3y N i "Ll‘ F o

s EEPE R TN i o

Les faces  d,,...,d, sont induites par dI’ Y INT respectivement .
Pareillement pour les dégénérescences.
TS - JEE NN EI RN TP o T s e )

e : t
- . bl s
\

Ceux deux rappels faits, nous proposons d'exiber une transformation naturelle * .
. W QW i’ :
. Y, L -: . . ] N b

»

indispensable dans la construction des morphismes structuraux du spectre  sif}.

D'aprés ce qui précéde il suffit de définir une application y de degré +1

N r

’

yo : (WB), o (jWB)

1 o

y'edp = dipy’

. . . . . N . . . .
[ H . Loe N \ v . P . Ve

v, }"° st. = .51-1 ‘. }"
. ot g
On n'aura pas besoin de vérifier la condition (/{) sur les images par cette applicatio® ¢

(jWB),  estréduit a un point . . L

W

L'application y." est définie comme ’ééant le composé de | @ (rappel B.3.2.4. ) et

\

de U'homomorphisme canonique

- tyg
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s - -
y': W8 —» Vg — - j¥B
(degré +1) ;

8'3-2.7. La commutativité du diagramr;te )

| Jp———y'1} #17:]

N

N [OATIEE IS PR
V8 ——m——s j¥B « QW;j(wB)
[2:]
Vv e A
' A
et le fait que toutes les fléches qui y interviennent soient dans.  P(Cr) sont des
o e . : S
. N . et ST
cons équences immédiates des définitions .. a : ol
; v ’
B RN RO m 3 ,\!-4 ,/ ‘,
X . i 5 A e e e R A e o,
3.2.8. Nous allons maintenant définir une application /’ -,
. ) \\ \. . . . , I{. N
- A | . . DR .’ / .
¢ % 4
a.: E(r) » QE(r.; )) 7 (*)
f f iy .
N .

#
[

naturelle en et telle que les carrés du diagramme. ( . )

QWA « AL B — E(ry) 7

soient commutatifs .. -

- V7

Q‘Tq D |0 @ - lo O

‘wa

O |4z (4

QWA s QWB s QE(r 2 ) — jWA —, jWB

le

Wf 4 -"\\

o

L
4 .

Pour ce faire rappelons que Q  commute aux produits fibrés.

Le diagramme .
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QE (s, P o WB) Lt R S
(TIW(f}) (] e -

A ——  jWB < QW;¥B)
i¥(f) -

est donc cartésien. - Pour avoir a,, il nous ‘suffit ainsi des deux applications en

pointillé du diagramme - . \ i

t
- ;
|

Le carré Q) dudiagramme (. ) est automatiquement commutatif. Pour démontrer que le

carré Q) est commutatif il suffit de démontrer que i i
? | i ; i
! 7N : t . - RN .
 vi) les deux composés,de < B dans QW WB,. * =
{ ot I "
: J v | i
L N N 7 % M T C AP IR
- Elryp)
/ R » .
B : QE(erf) - QW;WB
[ Q]i/B. - -

coincident :
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it) idem pour les composées | -\ .. ... ann

|
/E('\
RN

e e an e

. ,
: / QE(r 2RIV
Q]WB _' //"
. 'v \\\ 4‘/: .
« 7/
\ ‘;'” o

D'aprés les définitions le premier de ces deux diagramme peut se développer comme suit

B=QWB —— E(rf) —_— ;WB”“‘”. Lo

(fibre) projection
i Lo e S [ S S I A S B 2% IR YL RS TS
. RIAA
WB \ Y P
Q;j¥g — ‘ - QW;¥B
! Q (inclution ) . ] RV
) A . :
bt L R

L appchatwn horizontal du bas. du dtagramme est induite parl 'inc lusion canonique

LR
'
-

j#WB  —_, W(jWB)

% eeee—— (1yeeei1,%)

La commutativité de ce dernier est évidente.

Quant au second diagramme, il prend la forme
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B'wQWB —— E R SR
S T 1(7’ v
vA. .S
1 s "
Q(JWB) * nulle QW(IWA)., L7 , &
.-~ . "..‘
fibre (Pro;ectwn) :
QE
(r Wf) D R
Il est donc commutatif
- s P - . e < ) A
B.3.2.9. Définition du spectrci sif} ;-associée ¥ un homomorphisme de groupes simpliciaux
f:A LB, oy
o ;
On note AN oo T
SI{,"} = E(rf) -
() sMfy=sviuwny n o> 1
sPift= PRl slify. ' p 2 0
Les morphismes structuraux
nt+l
a® : s"if} - Qs {f}
f
\ 1
. A
sont, soit l'application identique si n< 0. .
soit
! , .
iU =a (B.3.2.8.)
) n n-1
a, = a.. - n> 1
f iwy
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B'3‘2.10. On remarquera que si
. . \ : L“ o y i
Og : A — »
{ [ RN [
A fou e " I O a

dénote l'application nulle,alors le spgc:tre s{04} coincide.avec. s{A}. Eneffet
Brog) = Ba1= )
o4l = o" Lo, )t |
3 s “H
- J"J;oﬂ-w
NN S e . ”WOIWA,}...- I A WA

On n'a pas de peine G démontrer que les :morphismes structurauz co anuient aussi.

B3211 De}zmtlon de s{f] lorsque f FI(P(Gr)).- GO e

4 . :
NER . . s T D N R TURN TSNS R

La deﬁm.twn B.3.2.9. se prolongue naturellement aux homomorplusm,es f: A
entre objets de  P(Gr ). - 1l suffit pour cela de faire
. . n n
\.‘ . s e v on e s.{f! = § U(f)} L .‘..\.: U S

L - < . X . . .
TN SR S P S P L T A R ' I . Lo et [T S S
) \ 3 .

-

B

Cette définition est tout -~ fait cohérente puisque, au cas.oi [ est un homomorphis-

me de groupes snmplt,czaux ’ ,f =f.
8 N : . ; AR .
3212 Notons . N L X C e . )
(LY PEEE B N S e . \ . Py e b ‘ } 8-

i WP,y = dim [x 0 s"”’m]

la cohomologie de” X " suivant le spectrq‘ ‘ sif} 2
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: he o ERY e T ) l"‘) : ":
i) (u,v)y : K(-1f1] » h(-1g}) .
' R e e e ;\\
U'homomorphisme associ€ a la fléche. (u,v) At {fy - {gl
i U o " Lo o ’ 'A-‘ e ey ‘, SRR \

A —f—- B

[ l u | |

A' —— B’ )

L4 ‘.
Doyt .

B.3.2.13. Dans tout le § B. 3. 2. nous .avons utilisé de fagon systématique l'existence de la trans’

formation naturelle “ Ce .

tA N A nd ](A)
A

. (A dans. P(Gr)) quiest l'ide;tiilé sur les objets de ~A°Gr. On peué remarquer

’

cepedant que nous .n'avons utilisé que. {'application simpliciale sous-jacente. C'est " !
~ ! . 1 toa ‘ T

pourquoi, au lieu de se servir du couple (j,t) on peut employer le couple ([ 1,5/

Vo T - KO . L . Soe- \ . LT .
N \ P W v LVl tayy e STy . - . N Yo

ou

Sy ! X Jpky oo oon PR

est l'injection canonique (Cf. B.2.6. ), et ce pour obtenir un autre spectre, noté  u(f)

dont la cohomologie associée.  k(-,{f}) jouit de proprietés semblables a celles de’
A

TR 727

" L . ,l\, t ,'.=\g! Y,

ST e R R )

Reprenons, par exemple la construction de la trans[ormauon naturelle (B.3.2.6.), er .

utilisant [ 1 alaplacede j: ilsuffit, & nouveau de se donner r' " de .degre.'
+1, telle que ) l|"":' s ‘_,‘ " ‘._‘_l_“,. R l"-,'_ Oy

., = 7 ' to S. = ’
_l, . ‘d«I'-I r = e K si‘j er. e !
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. La condition (//) est vérifiée, car dans cecas.on a aussi « ... .., e .

. . ]
et 3 " Y Lo Yy [N .- b,

[ﬁ/(B)]O = (1.) = ‘point

On pose (Cf.B.3.2.5. et 3.3.2.6.)“

"= sy
Le diagramne
WB .- QW[WB)
(pro-) | aderern)
WB ——— [WB]=QW[WB]
sWB

est commutatif, mais les fléches horizontales ne sont que des . applications simpliciales.

1

AR
1

pointées, et non pas de morphismes.de  P(Gr).

Le lecteur n'aura pas de peine & montrer que les constructions du § B.3.2.8. sont

encore valabes si l'on change .

X
iii) La transférrr;zzion Jé'ﬁ'nie au B.3.2.6 par celle que l'oﬁ vient de .de'finir. .

Or note

'.' E . )-o QE y

l'application correspondante & a}. de B.3.2.8. T oo
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Dans ces conditions, la définition du spectre - u se fait comme au B.3.2.9 : - si

f: 4 -+ B est un homomorphisme de groupes simpliciaux, on pose
N o

AY
1

uI{“ - E(rf) L

-l -
S W= () , n2l
“n n+1 1 ‘
P TITN Saa I "3 0
Les morphismes structuraux ‘ s
n+l

ap U 8

sont soit l'application identique si - n est négatif, soit -

= B
n _ nl _
T qwn si  n> 1

Si, enfin, f estune fléche de. P(Gr), onnote

ulfl = ulf]

B.3.3.  Proprietés des Cohomologies a Coefitients gans un Presque groupe.

Suite exacte-longue sur la variable © G de P(Gr),

{

B.3.3.0 Nous avons définie un bifoncze_u:f - h*(X, .f) dont les varaibles. sont :
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X = ensemble simplicial de Kan (pointé) Tt N
f = fléckede P(Gr) - -
coove 8 ) Ly SAVIRTIES A P S ST LY B
Si l'on fixe. f, les propriétés du fon’cteur
R . v
X ~ kX,f) ’
‘ ¢

, .

ont été étudices au § B.I. Iis 'ath, en eff;et,_ d'dﬁe theorie de- la cohomologie sur la ca-

tégorie des .ensembles simpliciaux cette derniére avec les notions .d'homotopie et de co=
"t fibration classiques. On étudie, par ailleur, le cas.ou f. est un homomorphisme de

groupes simpliciaux abéliens (Cf. B.3.4); ainsi que.la réduction au cas minimal et ses.

rapports avee la cohomologie Singuliére (cf. B.3.5.).
Le propos de ce paragraphe ~ci est celui d'étudier le comportement des foncteurs .
\

) ~ CE o

L
! L . S e

o Vs . P

fooam BX,f)

Nottament on met en évidence l'existence d'une suite exacte longue associée .au diagramme .

i SRR S
A 5 A + B
| o
B > o -+ *
e T Wt . . L . ." ;'-\ 39 . AR

De .méme on démontre que. h*(X ,-) est un invariant homotopique.
8.3 31 . . n.'n.: S, . P T N . . PR . ‘n . .
l, Soit E={E,a } un spectre- Onnote QE e spectre. { F",B } ou

n n

F =QE et Bn=Qa.n

Le carré commutatif (3) du diagramme (.)de. B.3.2.8 montre en faite l'existence d 'un.

morphisme de spectres .
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R

De fagon explicite, les 5" sont donnes .par le diagramme

Qs’.‘(B)a ~ - - sn{n
| R

n . n-1 n-1
e B) ~je B B SM)

DS ECENEE SR

R . . '
 onl les fléches verticales sont identitées, et la fléche horizontale du bas du diagrammeé es

«  "linclution - i n» 1/ de la fibre dans .l'espace total .

On dispose ainsi d'une suite exacte de spectres

B

co»Qs(4) + Qs(B) -+ sify s s(4) - s(B)
. . 5
f

- associée au morphisme . fr A - B\ de P(Gr). Lemot "exacte.' wveutdire
P

ici que, pour tout . X, la suite de groupes abéliens

¢

'
i

CAWP(X,A) + WX,B) S N RTINS y

est exacte. -Cette derniére est obténue en passant & la limite dans les suites du diag’am.
me (///"), apres application du fonlciéur IX,-1. L'exaciitud, dans . .(///), des sué”

. .. ' . T4 . a
tes horizontales est une consequence de la proposition B.3.2.3. * La commutativitée
P Ty . . . . : . ;
]

des carrés découle de B.3.2.8.
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(V) 458Ul g0 <« (4)

Gy e Ul g (80
e

“{//7) owumnibnig

'S19 801

«

uc . o €

V),.q

(V)T = *
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A

832 Liamomoghisme 3 : (s Lgh+ (s lgh)be(n 1 1)

+

Lesfleches A LB & C i g downent lieus dew flickes de  FI(P(Gr)
" , —
4 4 — . B ,
! M
a ! B | 1
f &f g | e~llpe
¥ T
B . ¢ =——cC B=(1)

D'oi, a des transformations naturelles (de degré zéro )
B tf3) o« h0-lg 1) - kr(tel) o 0T

On a aussi une trans formation naturelle de degré +1, canonique.ern (f,g), noté -

- Y.
8 . . . - \'\
f-& S

5 hftel) s h(eAf})  deg 5. =1,
M) RN des 5

C'est le .composé de l'application canonique que degré zéro

he(-,(8)) =+ h'(=(B)) "

et de l'opérateur de degré + 1

I
i .

- v

57 = h-(-;'é)” B ,.";_('.’,”l.).,,'..‘j\ . '(13.3.3.1)

i

On peuwt étre encore plus explicite ; 8f est la transformation associée .au morphis-=
-8

me de spectres .

Qsig] - QsB) O 4 sifi
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v 1 .
iy, PR N ' >

ou la premieére fleche est celle induite par le morphisme - évident (IB ,OC ): g - OB'

N
' e

A'UGC ces notations nous pouvons énnoncer la

B.3.3.3. Proposition. - Le triangle de cohomologies généralisées. .
CR(lgfl)
~h'_(°,{f}) x h'(',.{g}_)
) s R

f-8
est exacte. C'est-a-dire que pour tout ensemble simplicial pointe (de Kan) X, le

triangle de groupes abéliens gradués.

h-(X,{g,f})

/

BOXASY) e R (X, 1gl)

[

est exacte ..
. )
v

Cette proposition est une cons équence .immédiate de B.3.3.1. et du lemme suivant *
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8'3.3.4. Lemme . Sidans le diagramme (o) de groupes abéliens gradués, les suites verticales .
sont exactes .et les carrés commutatifs, alors la suite

‘-

§ i 0

cee o F i gl 8 LR JH .
N/
B
est_é:;cac;te,- !
Pl e
a B l"
' . D

A= 4 — B » _(,%\

(degré 9= ,4;.1)"

On chasse sur le diagramme. 0O powr démontrer le lemme, dont ['application & la propo-

sition se fait en prenant

F' = E(X,U;)
H = K (X 1g,f})
G = E(ng})
4 =

K(X,4) etc.

'3'3.-5. 'Corollaire. . Soient
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: : v !
les homomorphismes évidents. Alors la trans formation naturelle (de degré + 1)

Y 4

W R

est un isomorphisme.

B.3.3.6. Proposition. = S Ocy * 4 4 C dénote l'application nulle alors.

A

P e
h(X,{OCA},.-h(X A)+ h (X C)

En effet I'homomorphisme de.  j(4) dans. j(C) associé & OCA est nul’

De -méme -que l'on a l'égalité

-
L
-.

) L
@(0cs) = Ogcrga s 54 - ¢

La fonction tordante 1 W(OCA) est en conséquence .nulle et alors.

nl ' T
I(OCA) = wdXje (C2 . n> 1

LAY

D’oy U'on tire 1'égalité cherchée
n n.

p = hm
Pexqo, b = B oxad o)

n

n{nip-1)
= _r_rz[xgw ,{A’]xl”"[X Q) o (C)1

n+l n+p

il

WX, A)xl”"[XQ (C)]

1}

- ’h”(x,A)x.hP“I(x,c)
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B-3.3.7. ‘Corollaire.  Si le.couple (u,v)

[ . u v .

A et B e C oo nn oy
esttel que v, u= OAC (il suffit en fait que =~ v, u  soit L -homotope &
AC ) ’ : ) T . o P

Alors on a une suite exacte

i (x, 4 thIXC) R Pelns
il \ ey
PXauw)) o ”(x,(v))

PR T +1

p

¢ LRt

Conclusion immédiate de B.3.1.9 et - B.3.2.2..

B‘3..3_.8. Invariance homotopique . . L S
' : ‘ : :
Soient - . o - .
“(ﬁuo ’ vo) (f) "‘(8) a A _f. B
(_UIyUI):Ai(f) +(g) ) uol lvo
R S T N ¢ £.p

deux fléches de. P(Gr) On dit gu'elles sont homotopes s 'il existe des homotopies .

U: . gy, Vi v, - v o dans. . P(Gr) rendant commutatif le diagramme

lx.Aﬂ»Ix.B
10 I 4
4

C _.:D,_V' ;"
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B.3,~'3,-'-9,;;PYO;)OSition.'Les.homomorphismes. S VTR I

(ugs voly  (u1>01)g ¢ K (=5 (f)) n K (i (&)
&

associés .aux fléches homotopes. = | - . o

7

(Ugs v ) = (upsvy) 2 (f) =+ (g) P
cqfincident, ‘ "o

B.3‘.3.20. Prqposiu‘on. Soit  f: G + H ;un homomorphisme de PGr). Si G et H

" sont de Qp-groupes .alors, S(f) estun Q-spectre.-

o

On doit démontrer que si dans le diagramme des suites exactes (mixtes | ) ci-dessouss
les fléches verticales en pointillés sont des équivalences.dhomotopie alors on peut €*

dire autant de la fléche du miliew . - R L RN

-] n-1 n :
jo 6 = jo H = S) 0 C wwl -

! | ! [

n n+l -
Djo" 6 = Qjo 6 =05 (f)ejo 6 —jo

N L )
On se raméne au cas. n=1, en fasant G'=jo G
n-]

H'=j, H ; etlaproposition est alors une conséquence du

.

~ Lemme . Si les applications canonique. -~ . t- . : WG .4 . ]ﬁ’c \

: toe e T '.l
. ¢- i .

.
-

;. . : . . 100
sont des équivalences .d homotopie, alors pour tout homomorphisme de groupes simplic*

v

U’ application canonique
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.
E - E - RS torg
(rf) Q (r]Wf) R PRI | ¥ .
! \' At ‘ T '.~_ \ “, w : . A_ S e . T T A A .’)
est aussi équivalence d'homotpie . ' '
1 suffu en effet de montrer que.  a, est alors une equwalence d'homotopw fauble v
: cest -G - dzre que pour k> 0 . (a,,)' est bzlectwe“ : Lot
PV I . N . u . -" '.! - ‘.. ‘:“,J
Or on dispose d'un diagramme de suites exactes = Y
iy . n W) L, n W)
NEE
”kc - 7’7‘” - ”kE(rf) ek | hd k i.
l o 1 : k(,af) . 1 LS 1\ TN
m Q¥ —m QWA (O (s vy~ n (WG o (GVH)
\\
S P e
Done nk(af.) est un isomorphisme . k>0
PLTwT
Pour k=0, onadle diagramme.
e s H noE(ff) > (%)
R o
i WH & n jWH 4 g E
nl " mE (g 2 ()
v R Lt . . o . . e -
oy " noE(rf) (’?SP' s E(r f est d'aprés. A A. 13(3) le quotient de.

n H (resp. m ]ﬁ’H) parlactzon de. n, G . (resp. ”ojﬁ’c).- D’ ou la con-

clusion . Yoo LA

“
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B3.4., Casabélien.; 1L

-

Sauf mention expresse du contraire, les groupes .dqnt il est _queézion dans ce paragraple:

AY
N

sont abéliens '

. v\ R '.". . S I T S , A P a o \,‘,.\'-3.1_ N . . ‘l

B.3..4.1‘. Soit, G un groupe simplicial abéliens Le classifiant WG est un groupe simplic¥
e et T ) R

abélien, car le foncteur W.  commute avec les produits. £n conséquence les group®s:

jl;’(G) et ﬁ’(c) coincident et l'on trouve par récurrence l'identité
n n
p w(G) = -
W) .-
. : ' . ; !
On en déduit aussi que, lorsque!. G est un groupe simplicial abélien, le spectre-
s(G) est un Q-spectre.. . C'est pourquoi, quel que soit . X,
P P
h(X!G)= . [X:s(c)] P(Z
‘ _p W
0P b <o
P o
= L, [X,¥6)] P20
B.3.4.2, Plus généralement soit | ' i i
f N G - H t o "

un homomorphisme .de groupes simpliciaux abéllens. Alors. sifl  estun Q'SPCC”
(8,3',‘3.’.‘20,) et il est is;omovrphe .au spectre du groupe abélien si}rzpli.ci;zl C sl{f} .

ol g
sP{f}-' v _S-I{fl op21
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Pin -2

>
o

WA

(=)

En conséquence

W)= sty ) pez.

B'3,-4-3. Un cas particuliérement im rtént est celui d'un homomorphisme .de groupes abéliens.
P po 4 group {

simpliciaux dont l'application simplicial sous=jacente est une -fibrati_on de Kan. C’est
St o ae N CEEET : A . .

. '
le.cas.oi par exemple.  f: G + H  est une épijection . Dans.ce cas. s.{f} ne

" dépend que du noyaude. .

De fagon précise .,

Proposition. - Le morphisme. de spectres. : ‘ T

Yyt s(Ker f) = s{f}

associé & la fléche. R ’ |
Ker(f) » G |
|2l
* - H . <
est une .équivalence -lors_que f  est une.fibration de Ka@. (ie ¢ il induit un isomor=

phisme entre les groupes .d'homotopie des spectres.

] .
'3-‘44,- _Corollalte_ ., Si l'homomorphisme

v
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de groupes simpliciaux abéliens est une fibration de Kan, alors les cohomologies

K (~sker f) et Ko -, f)  sont canoniquement isomorphes . .
\\
B.3.4.5. Corollaire .- Soit o ]

Sy

O—-vc'ac-.c"_-yo - (0)

r oY
3

L
'y ' _ _ A S . :
une .suite exacte de groupes .abéliens simpliciaux . Il existe un opérateur fonctoriel en

8: h(=6") » h(-,C")

(de degré + 1) tel que le triangle

N

NI K-, G")

est exact.: « . i
\ i ‘

1

B.3.4.6. Ce quiveut dire que pour chaque ensemble simplicial (pointé) X, le couple

(ho(x"')' 5)

est un  §-foncteur sur la catégorie des groupes ,alm'liens simpliciaux. Plus encore

o
]
v

WiX,6) = P —

si G est un groupe abéliens simplicial injectif. En effet si G est injectifs il
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p
en est de méme de QPG et de WG (B.2.23), quel que soit  p. Or
tout groupe simplicial injectife;é contraczil'(B- 2.22). -

3347. Notons provisoirement | FX le foncteur , associant & chaque groupe simplicial abé -
lien G, l'ensemble. Hom(X,G) d'applications simpliciales de. X dans. G.
C' est un foncteur de .la catégorie A°Ab qui est -+ oatégorie abélienne ayant assez

d'injectifs; les foncteurs dérivés a droite

p .
RPF 5 0
X P =

e P . . A e Caay L

du foncteur FX sont bien définis, et l'on a un isomorphisme .canonique
‘.\I“,,"} - ‘"f.i

Proposition. : v
RFy, = W(X,e) P

LA
Pt
"

\\
. I

B
« X W -)]
Pour le montrer il suffit de voir que le. 8-fon’cte.zuf _effagablve‘-‘(B'.& 4:6)

(hP(Xv =) 5) p

"W
L

sur la catégorie des groupes abéliens .simpliciaux peut se compléter en prerant  F
. . . et . .. N N R

pour p=0. _llexiste en effet une suite exacte longue.

SR N S 1
o"F ' - G - X-’ ') s ] -olo".
X(G) *FX(G) FX(G ) h(X,G') ~ h(X,G)

ou l'application

o 1 o
§5:F (G") 5" K (X,6")
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| .
A oo

3

est celle associ€é g l'application , notée ercore . § , - .

N YT AL W(G') . v

o

- classifiant le fibré principal (de groupe. G')

G - G'".

Rappelons .commet elle est définie pour voir qu'au. gas .abélien

5: Hom(X,G") - .[X,li’.c']
est un homomorphisme . :

si f": X - G:" .

est une application simpliciale, il existe.
v L

une zéro co~chaine (A.1 ) quilareléve, &(f") est la classe d'homotopie de-

l'application simpliciale correspondant g la fonction tordante *

[}

 fdo-do f: X 4 G

v
par l'isomorphisme . *

2MX, 67 < Hom(X,W(G")) .

- - . .-
B RN
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On démontre ensuite que deux rélévements de. ' induisent deux fonctions tordantes.

équivalentes ( ) et donc deux applications de. X dans. 76l

. y v
homotopes.

A . . F ‘ LI ) .
C'est-g-dire que. 8 (f'') ne dépend pas durélévement © f de f*. Si

"

g estunrélévementde. g'', alors. fig enestunde  f'sg"

puisque.

. ‘ !
l s 0l
At (S VoL

(f+g)do = do(f+g) = (f d‘_’-do f) +(8.d0-do g)
on déduit
8(f+g) = 8(f) + &(8) « W W

o

. .o

. L)
Y

8‘3.04.8. Nous .allons .donner ci~dessous .une autre .construction de la-cokomologie .

L . .
LA . IR v

p \
h(X,G) p > 0

lorsque.. G est abélien "

NI R T 4 Cu : v o e
. 2 [} A v FSARY
Pourtout . p, soit CP(X, G)  le groupe des suites.

pobtTs P T LR i

f=(f) o f : X G

n n n-p
soumises .aux conditions suivantes . '
a) fsp.j = e =f80'= * (resp. aucune éondition si p=0) . .
b) f&izsi-pf i .>.>'P

c) fd,;=di..Pf v i > p+l

et



On définit
ey
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Py, 6y ..
\

8 :.CPx,6) 4 C

\

A R U TR B |

por

8(f) =do f+ Z(«}) prixd fd;
! AL "SP

On constate aisément que. 5(f) est une. p+1l cochalne, de méme que 56=0

Notons .provisoirement .

H(x,6)

le g-iéme groupe d'homologie du complexe .

(C(X,6),8")

Avant de montrer que, pour 921, Iig(X, G) . et hq(X, G) coincident s

il nous faut démontrer un lemme qui affirme que qu satisfait aussi & la propriété

( ) aucas non abélien

i

wex,6) - hp'l(x,if(c)).

Lemme . ' Les groupes . l!p(X, WG) . et {1p+1(XA, G) sont canoniquement .

isomorphes . - .

En effet, on a un isomorphisme canonique -

B: 2Px,W6) » zPx.¢)
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entre les groupes .de.cycles.d.e- 8, induisant un isomorphisme entre les bords . :

‘ P v : o
> f‘ Z (X’W(G)) . . y ! e
R ,\4:.'3'._‘.,,‘
et si 2
r: WG 4 G , |
o . .

est la fonction tordante canonique, alors.

r o f K X - G
. : .. p+1 . ," - “
estdans. £ (X,G).:
Ondéﬁnit - . N L S Y
B(f) = rof. |
N " 7 y \ 3 ot
Soit maintenant
8¢ ZP+I(XY,G) ‘
Vi
Définissons.
IR D% 110 & 7-J R g '
tel que.
v \
B(f) = &
On voit dans ce qui suit qu'il n'y av_qu' un chqix Y

Sur Xp y f  est définie de fagon unique.

-
o

fix) =0 S %



qu’
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.car '(li’G) = 0. i L e teree L0 S N T s
0 o :

Si h¢ Coh e ’

) X ¢ p+1 ’ \\ +

flx) € (W6 ); = G,

doit Etre un élément tel que. ' e !
\ Yoo Y A
fo fix) = g(x)
Or - f Y hd
TI N (WG)I -» GO '
“\ N Yoot
SR

est l'identité de . Go , on est obligé de poser .

M A T

fx) = glx)  si x;X;H.

Supposons que.

fo X . (lffc)n_p

est définie pour n<q et que.les.conditions. a), b) c

[ S y

)‘ solent satisfaites et -

enr outre .
rof, = & pour n< q.

1l nous faut démontrer que.

. - G [ "W . "'.Xi\c, o R h ..llv o v
fq: Xq (VE)p (Ve )gop-1™ ~ gpl
e e d o T e 3 , .’

se définit automatiquement. En effet pour chaque. n, |
s - i, "

v
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(¥6)y = (WG)py X Cnt -
et .
NCNETS J L TPV S PO 'y

PO“f_chaque- xe(WG), 1 et ye Cn-l"p‘» il R T
A‘ Enoutrq
L P ‘

(RN Yoy d

R S 3 "y . .
Y 53 . e T B L PR R ST (O S TH Y ;'3; B

'(x’y) =y R N

Si U'on veut (que. : '

rf=g

Lo Tty R} .
et que [ soit un cocycle il faut avoir .
: . |
. . ot E e u
ff2) = (x(2), 8(2))
e O A S R * R T
et
’ AR S W '~._\ AN i;;“ Cen ‘u oL . =7 \‘ . \
. :
dyfgz) = 2 (1) " fd;(z)
igp
\) !‘. A
C"estpourquoi o \ | L ‘

_ . i+p
) = 2 CUT(46)

Or, di(z)¢B P est de'f\inie,.‘alors,ne'cessairemen_z ‘f (z) ..  estdéfinie. de.

de fagon unique . ;- . T . e
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N\

i+p VY e
ff) = ( 2, (U7 g di(z) 3 g(z))

\ g,
On constate que. fq satisfait @ toutes.les .conditions exigées ..

Proposition. Pour tout . p21. . . les groupes de .\colwmologie. HP(X G ) et
v L o Mg
hp(X, G) sont canoniquement isomorphes .. Il suffit de montrer que. H (X,G)
ot 0 .
coincident quel que soit le groupe. G . Car alors.le lemme précédent permet d ‘obteni’

le résultat par récurrence . Y

Soit pour cela
1
[fle H(X,G)
SYEIR

Dire que. &f = 0 équivaut & dire que, outre les propriétés. a)b)et c) il satisfait

3 R N I AR Yoo e
fdl = f do & do f
[ PN N N ‘.‘
A
ou ce qui revient au méme que. [  est une fonction tordante .

De méme un bord  8g , provient d'une application de degré zéro
Coav ey 4 IR

o

Yo et Y
qui commute avec les opérateurs de face sauf éventuellement avec do'v ~ Et *

N AN : . ;‘_..;A‘

3g)=¢.1‘o‘ g.- g doq

, ) vl S Sy, ‘ S,
" En conséquence’ "H (X ,G) " est le groupe de classes de-fongt_io\ns tordantes de X

a valeurs dans . G , modulo larelation (- ) e e

f -y e re0e
| - C.Q.F.D.
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REDUCTION DU CAS ABELIEN Al CAS MINIMAL

BJ,A.Q. Soit, G un groupe simpl't:cial ,

L'application canonique.

o) - e

e e

satisfait d la rqlatiqn -t . l
p o = ¢ 4 -

N - . . . .o S . .
C'est pourquoi elle donne lieu & un homomorphisme de groupes simpliciaux noté encore.
(o) : ! . : -

P

(0) . ., )

o A
'PG : G » K(n,6,0).

siglaplacede. G onpose. 6, _on‘a. O

° £ QG 4 K(n G

, ’ PQG.." I T‘/.,_/'(.”J‘ ?.,0‘ ')' : E i o =

si l'on applique le classifiant W » on en déduit au cas.ou le groupe est ebélien un

homomorphisme de groupes simpliciaux’

pl 1 C ~WQG 4 WK(n G,0) = K(n. G, I}
¢ I i
I' - (]
=W
¢~ " fac

R S

RIS
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.
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:
En général on pose '+

g = VPge PL = W !
Q"G \ (
n
pG: C - K(fr G,n)
Les. pn ainsi définis donnent lieu & un homomorphisme de groupes simpliciaux

: G II K G,n .
PG -+ nZIo (fn ’ ) 5
qui induit un isomorphisme .entre les groupes d’hom.otbpie. :D'aprés B. 1.6.4. - il induit
un is omorphisme entre les cohomologies .associées & G e nKim G,n). C'

- : : : - no.
est=g-dire que lorsque G est abélien la cohomologie 8¢ -,G) se .réduit .

toujours a celle d'un groupe abélien minimal, & savoir

I K(” C,n).

n>o0 - n
=

COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS UN GROUPE TOPOLOGIQUE -

3.3.5.1_. Nous avons . étudié la cohomologie

hx,6) .

»

définie .au cas.oi X  estun ensemble simplicial pointé et G un groupe sim”
plicial, et démontré - que par rapport ¢ chacune des . variables l'on dispose de suites

exactes longues (cf. B.3,1.3 (4) et " B.3.3.1 ) associées respectivement g une

-
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cofibration dans. A°Ens. et g une flé'cl'i‘e”de " P(Gr) Cesis 'applique .en pa(tliculier_

lorsque. X et/ ou G sont les.complexes sin guliers .
f ., B
(A : Cre
sin X' , sing G'
A S T o I e
(0 T T R . RIS ‘{’, PN . . VR Y N [EAEN R HECEE Y GRS

d'un espace topologique. X' et/ ou d'un groupe topologique G’y

o

’, . 90 . t
Notre propos est de caractériser le cas abélien, Nous .commengons .par le cas discret E:

démontrons que le .cas (abélien) général peut'é‘tre .rédtlit a celui=la ( I

B.3"3.‘2;; ‘St L N T T 1 St T

T: C - A%4b

e

, . . ’ o 2 . °
est un foncteur exact d'une catégorie abélienne. C  dans.la catégorie. A Ab  des.

. groupes simpliciaux abéliens, on définit une théorie de la co{zomologie-.homologie .
PR R o A Doty ., - NI PpiaRe

Virle o ‘\ .. -... ."‘1 .:\ v Aot 4 '; A ) ’(-‘ USRI Lo ool
ROMHE)  XeNErs  ECy

"t en associant & chaque ensemble simplicial: - X - et & chaque objet . E i de.y la

cokomologie . N T R SR

PO A edet g e e e

e RXGTE))

MY
A Y Ay l“ L} b ’ XY
Parmi les propriétés de  h°(X, T( )) citons.
‘A“v_ Loy Y .7 ‘- A S ',.‘\ . 3 LY ot v g .3“{"
A une suite exacte o Gy ST S TR SN S DT

O*E.'*E?E"'-t").;

correspond un triangle exact
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K(-EY) h",(\-. E")

B.3.5.3. Soit maintenant . C la catégorie ~ Ab  des groupes abéliens (discrets.l) . Eg

LN i D \ o f e PP
prenons pour T * le foncteur ’ - '
\ v R U . . BV sy ST MY e o
(o]
codb e A
PR

qui associe .a chaque groupe. E  l'ensemble simplicial R

‘ A T

c(E) = sing (E)

lorsque. E  est considéré comme espace topologique discret . L'ensemble de simple
xes .en dimension n  de. c(E) est donc égala E et les faces sont .

. \ L ¢ 3
égales a l'identité de E. (cf. B, 1.5.2 ). b
~ En fait \ c. ' est défini pour tout ensemble et transforme les groupes (resp. les groupes:

abéliens) en groupes (resp. en groupes. abéliens) simpliciaux . R

1l s'agit aussi d'un prolongement fidéle et il est évidemment exact. En outre .on a le

A\ ‘A

’ . B v |.”‘ ¢ B I S L
B.3.5.4. Lemme 1. " Pour tout ensemble. E , l'ensemble simplicial cE " est minimal et .
satisfait ¢ la condition d'extension de Kan. - Enfin SN AP
t ' ’ ’ A
m c(E)=0 i 0
n ¢(E)=E- . et et -
0o ‘ _
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La condition d'extens ion est évidemment satisfaite. Et pour qu'un complexe Z  de

Kan soit minimal il faut et il suffit que pour tout couple x,y  de.simplexes.de méme.

dimension (p  par exemple) et satisfaisant Oy b

ol dox = diy . quelque soit |

2. les applications simpliciales. . .
S . (I \ N . t\ oy
x,y ¢+ Alp] » Z Caw
1 * * - ‘\ Al con .v K . N ‘ ! T .
sont homotopes relativement g A[p] s l'on ait necessau‘ement =y,
Cette condition est bier sir satisfaite par ~ cE . La définition des groupes d'homotopie

donnée par Kan, donne directement les. w cE,  comme .énoncés plus haut, -
. )

: ‘: 8 - ' g . : i .Ar)
R ) ! v ‘ \.

B3 5.6. Lemme 2. Pouw tout groupe E de Ens " lensemble sunplzctal WcE est

du type. K(E 1) Sl, en outre. * E est abelten, WeE est minimal et alors

[

WcE =.'K('E,1)
_ ...13:\ .k
La premiére affirmation est une conséquence immédiate du lemme 1 et du fait que

Le caractére minimal de . We (E) découle du fait quesi G  est un groupe sim -
plicial abéliern minimal il en est de méme de. W.G. - Ra;pelons.que-pour qu'un groupe .

simplicial abélien soit minimal il faut et il suffit que pour tout . n et pour tout
‘y Y [N oy T N
X € G ’ ‘
n



. tel que.

.Ceci.ir‘nplique-que w=0  etque-

132.

si Cdx) =0 i <n-l
’ A\ ) 3 he W
alors dpfx) = 0 \
\
- o . ’ L
Démontrons .cette propriété pour VG sous l'hypothése que G la satisfait .
On sait que ol

(WG) =(WG) x G
1 n . n

n+

et que, sous .cette décomposition, les opérateurs.de face sont donnés par la relation

S

d (wg) = w ey
o |

difw,g) = w,d, g

d;(w,g)=(d;.qw,d;.; g) i> 1

Le .""dot "' dénote .l'action évidente de Gn-l sur

s . . B

fﬁlc)n =__(i/c)n-1 X Cn-1-

Supposons donc que G est abélien minimal .

Soit

y:(w,gn)g (WC)n‘_’_J 4
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dy 8y = e = dp-18, = 0

Or G est minimal, cette derniére relation impliquée que. *

et donc

5 TR A

o

8‘3-5.7. Soit maintenant, E un groupe abélien de.  Ens. - On sait que pour

j

WK(E,n) ale méme typs d'homotopie de  K(E,n+l), et puisque

\
est mi nimal quelque soit n  alors.

WK(E,n) = K(E,n+l)

Le lemme 2 et l'équivalence précédente nous .conduisent g affirmer que

- n
K(E,n) = W(cE)

Ajoutons .enfin que d'aprés la descriptionde.

Qch =0 p

v

donnée au paragraphe

L

C'est-g-dire que le speetre  s(cE)  est donné par

n 20,

K(E,n)

4.2.6.



sT(cE) = K(E,p)

Et en conséquence

B3.58. Propaition.  Soir

134

\

.
N

0 p<0

AL h
Yy W\
i)

.
' Y

E un groupe abélien de

WiX,cE)= [X,K(E,p)]

“ \
¢ . . . .
. 0 4 .d p 2 0 o
1 . . AR - t
4 Yoay, [ » o) el v . N n
. . .
\ v IO
YA - At
Y y 2 v EANECIER AT
n
4.\ v ‘lﬁ
) oy wop Y
v
' ) LY NY .6
- i \ W 5 \ v ) '
’ -
v
M

Ens.

Alors K
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C. K- THEORIE ALGEBRIQUE

. Groupe simplicial associé a un Aneau de Banach.

CLy, Définition de fonctewr Gl

LLL, Onnote Ann o catégorie des anneaux non nécessairement commutatifs et non né.
cessairement avec €lément unité . Arm(l) dénote la sous-catégorie (non pleine) de
Ann  formé des anneaux avec €lément unité et des morphismes qui préservent l’élément

o, ?
unite .

Le foncteuwr d'inclusion
Ann(l) + Adnn
adment un adjoint & gauche

R = R"

* 7. . . . .
L'anneau R a comme groupe abélien sous-jacent R x Z et la multiplication

est donée par

(o). (r'yn’)=(rr'+n'ren' nn').



e - : - . . P -
kY N . . 5 .
N N -
- 3 . N
. z P
- £ - ..
- - B o
— : R .
- - N . o
- v - . -
o - -
- g — - K
fad B . K .
: . . .
>
> P . 3 -
e § - > - - —
< o - : - -
[ - . g . - <
—— S L - -
: . 7. - - . ' -
- ~ - .
- N : - - .
. »
= - * K ke -
O o R .
13 N - -
N -
. I3
- ' . -
b . - .
v g
.
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C.l.l.z. Soit A un anneau . - R
. ; ) . W \‘ 3 |
¢ . i !
Dans l'ensemble des matrices.
n L . . :
e e e vl 5% o . .\ : O AR RN
CEATY Y L e NIRRT (q; "’l- Z 1 A Y hq',] ST R ;': v
‘lr PETE AR SRR, Yt BN ,"-\‘x ] P

n'ayant qu'un nombre fini de coordonées non nulles, on définit la loi de composition

X \
2 SR NEPREN A T

A NN .| LR

P q Q\-_j p+QfPQ m o

‘>

Or note’ e (Ol ST R I JEORe R RO T Wit ey .
. "G L(A - _

X .E:‘ 3 . Poe 3 /‘\,“‘ n \(,{ ‘\.., RV RPN g‘vl \1‘.) N 3‘".'»(‘, . :“

: . S~ R I A SV h e

le groupe des matrices P pour lesquelles’il existeun - Q=Q(P) ©  tel

. : \~
A S SR ¢ LRI LT IRV NITSSoY RN U
v P (] Q = Q (4] P = 0- 4

BRI \ .“. 4\ :“.' P T \\ A ’ H l‘ l ‘/‘. _".\ PR UM A .' ~x. 2 \, n. oy > ,'.'\ ,I.:.‘.I.\

GL: * est un foncteur covariant de .la catégorie | Ann. -dans lacatégorie des groupes .»

Sil'anneau A aun élément unité alors la fléche

) B e et D o
Q -~ I1+Q { = ‘matrice identité ,
\‘l‘_\":l A e v g [P
: ' : C T IS
est un isomorphisme .entre le groupe GL(A) . et le groupe des matrices .inversibles.

[ TS A aE i

Ve 2t ¢ o lim Gl (A) AT EEEE SRR e R TN I Y N Y

-+ n ’
Jewsa® ok R N P IR T U0 SIS SO SEVRR TOU S | W

v ok’ GL(A) T est le groupe des matrices inversibles "\ n'xn'- & coefficients.

A [hl “

Codans .~ 2 A et s Ve At v T I A SRR
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C.l2.

C.1.2.1.
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GlL(4) -+ Gl i(4)

- M 0
0

L]
&

+ "
2 LW ol Loty e

: . f g :
On dira qu' une suite A' 5 A 3 A" \ de Anmn  estexactesila
. Yoy, 0 . T TR PP .
suite des groupes abéliens sous jacente est exacte. Avec cette définition d'exactitude

dans Ann on peut montrer que si
ety f o 8 i R AR LR MR VMR VAR
0 - A" 5 4 3 A" ’ '

est exacte alors

LAY i . A

GUA) = ker (GUA)" " GL(A") )
ie : que la suite 0 + GlfA') » GyA) -+ GIl(A") est exacte.

En particulier  Gl(4) est le noyau de l'/;b‘niémorphisme GifA*) - GI(Z)

assoti€ a la projection canonique At . Z
\.‘ A ,‘ vt e \l y‘ 'IA :‘,‘\. o) i A\ ’ e "LA EEAE N
Lo a4 - [}
Définition du foncteur R :-Am . A Am.
13 \ i ‘. - ', ) “.
On reprend les définitions de K.V[1] sw les anneaux de Banach. Un anneau

. . de Banach est un anneau ' A - (avec ou sans €lément unité ) muni d'une quasi-normé

PA=P:A"R+

Ut Lt b e e e A PO 4
() . px)=0<e=>x=0
(i) " plxey) < ple) ply) b ¥
(iii) "o p(-x)= p(x)

ou C est une constante indépendante de * x . etde y. En outre on suppose
Ne .

que A est complet pour la distance  d(x.y) = p(x«y)

. Onnote Annb_ la catégorie des anneaux de Banach. Les fléches sont les homos .

morphismes barnés ¢ f: A 4 B . estdit borné s'il existe une constante - C  telle

que
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Voo Rplf))SC pgl) s

C122. L'anneas Z  sera toujours considéré avec la quasi-norme || n|| = lpl e
Si S est un anneau de Banach sans élément unité, l'annean A*mA xZ est
A Ly o

un anneau de Banach pour la semi-norme [|(arn) || =] al]]+ u:n 1]

Soit A unannéau de Banach. On note A{X reenn .X R RK l'anneau de Banach

n}

des séries formelles

{ - -
S=%a  ; Xo..xn®
B oen o 0yese'n Cl ey
. - ¥ :
pou- la semisnorme S |=Zla; ,,.i || <+w
o n : o ,
A R T A S

14

C'est le complété de llanneau des polynémes = A [Xo' vves X1 pour la topologie
5 - _'/, . _\‘\ H "' (I .y ‘l'

1 L9

Yaepi s )
définie par la norme Lo

i

i no o
IZa . X2 ooe Xy l=E oy Lo ff it v

oocoln [ ..

¢ - -7
i R
On témaPqug¢ enfin que le noyau de ' application
. Coiy
A+{XO'-“"XH‘ bud [ZO"°"XYI ]v
associé a la projection canonique A* 5 Z, est justement A | Xo’ vees Xn {

C'1.~2.3. Soit, tout d'abord , A un anneau avec €lément unité .

-

T O O T I T A

On note
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d; 2 ALX s evis X 10 A1Y e Yol o 0 Signsl

les applications définies .ci-aprés . : S
N B N T
1)) si. 0Z5ign
’ N . A} " 3 1 ! 1 -",. Loy
GX = Y v Ogkgminl b
di Xn-r. =1
d, X, =Y, Y omeivl<k<n
- ’ e
2.) si i=n+l
woot i R ’ 1 [ ‘-_" I Y b
¥ : n-
dnv1 %o = "'iiyi b = Vi1 nzin
3) d;: A[X,] + 4 tai=0,1 0 w2
d, X, =1
noY ; \ " ] s
dI Xo =0 : -
l [ ...... \\1. ! ' § ‘
W . :
~ ~ !
{ ‘ ;}.’r - “ h -\ ' R '
On définit aussi des .applications .
[ . e ) ot
s;c ATX oS Xl A1Y e, Y1 0gi <nel

-

comme suit

-
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. : N o Co N
< Ve ,...‘E)\i.r,‘_. AT R
1)  si 2=>p§n ) v N

n-P L4
TR UUUUR R TOUN DL AUOUR I S U
s, (X =14+Y 14+7Y
n-p( p-]) X p.. P
AT e ¢ 1y R PR ey o An v
sn-p(Xk) =Yp1 . pskgnl
I NN : t“.v-‘,u"-\“ AT I :".)\ D oviau Ln \ "","- $ond ;“"./ R R PR PR TN i ,('n.(,:..{ 3

»
E)
[]
—
-~
o
(s}
~
I

=-1+Y,+Y, oA

sn-I(Xk)' =. Yk+1 : 21 <k<g n-l ili ERER

cil_.2.4. Si .. A .. est un annegu'sans.élément unité.on note . v i 4o o aad

Ty \ '?\.(‘ \

. . P . ) . vl
[ LT U R SRR SR ‘U-...--'\ oo RN CORRL A L N WY . " e WO eagua e it 1

\
A(X,» -<+ 3] le.noyau de homomorphismes. e

s A+[XO""’ X ] . 'Z[X'o"»"-’,xn] TIPS ERTR TS I b(\i A

: n
' v 7
Y oo, ," 3 \'n IJ
associé a la projection canonique.
-
TR I T CATAE AN TR AR IERAL WR! s B 38 PO
“+
A -» Z '

[ S A TAL YPAUR S EUNRPICITIS SIS P SIS BT ELAMPRIN BRANS

D . spe o . . y
Les applications. d. et s définies auparavant induisent des homomorphis=

mes : “

i

.y
r v N . .
(\ Wale e ey .‘ A S TR SR AT WU X Y2 1;, rE)

oW g A['Xb;-;‘.-:?“, X)) o A(X,, 00y Xyl fresp. des 5Tl )
C‘1.2.S. Si A  est un anneau de Banach, on note encore

. . . )
P 0 \._ PR [ N N N T T M PRI AR TPEN FERE AT S P I
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d. : ALX

orei Kpls AU, Yol

o N .:.):.v“:'"
s, ¢ A{Xo,...-,Xn{-.A{YO,‘.a.,-Yn_l{
{' \ '

et

¥
- -\
(U : .

les homomorphismes .induits par les.  d; et s; définies.au C.2.1.4. "

! I‘ M o ¢
. A . ' .
¢ S0 YA e

C.1.2.6. Définissons l'anneau simplicial R(A) associé é un anneau de Banack A ¢ Ann b
C | V- [
R(A) = A : { . 1 PR . L L%
R R
R(A)n = A{X, i X};-I{ \_‘n'z 1 v
Les faces et les dégénérescences sont donnés dans. .- C. [. 2.5. On démontre sans. '’
peine qu'elles font de R(A)  un anneau simplicial de Banach. L'action de R

’

sur les floches de  Annb estimmédigte 1o o0t

R(A) esten fait un objet simplicial de la catégorie des.anneaux de Banach : . 7 ; *

R(A) ¢ A°Annb.
.C.L3. Homotopie dans la catégorie des. Ameaux de Banach, -

C.l,t3.1,. 'De’finitiqn. . On dira que deux homomorphismes d'anneaux de Banach (C. 1.2. 1.)

L N T S U L e 0y I4 ' 3. '.-'-\g\,(,;\

f-g : 4 - B ‘o

»
sont homotopes, si les.homomorphismes d'anneaux simpliciaux de Banach  R(f) et

Rg) sont _homotapesdans-.la catégorie. A" Ann b

-
4 -

‘ .
[ T T S P I Y N VORI SO I WO

C.1.3.2. Rappelons.un lemme donnant une .caractérisation des homotopies .dans la cat. des ensem”
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bles simpliciaux (resp. dans celle des anneaux simpliciaux, resp. dans. A°dnn b)
. LY b \ WAt W v

Lemme, - Soient . o . o
1\ } v j [ ‘/ "'-‘-\ \‘I' ;o iy A
f;g N X Y
- ‘I‘ ‘{—’\-J‘V ’L\ ’ “"Ql 'II*A..- ‘.‘ ..-

deux applications .simpliciales (resp. deux homomorphismes d'anneaux simpliciaux). Pour
s SUAAL N
qu'il existe une homotopie. '

e PR A\ RENPRITE !

dans la catégorie . A°Ens. (resp .d;zn\é. A° I/inn,‘re_spi dans. A° Ann b) il faut et il

suffit qu'il existe des .applications (resp. des .homomorphismes d'anneaux, resp. des .ho-

4

momorphismes .d'anneaux de Banach ) , h:i : Xq - Yq+1 0<i<q,q2 0
satisfaisant P Loty
_
(L) dO hO 3 fi N "\)‘.". .o :‘_“( ‘\.Al?' .dq+1 q\=g
(':i) di h] : hJ-I di A { {‘ "_ oy S . o s !', N (L'< j)
N T T SR I
diphi1 =41k
)
dihj = hldl'l : \ Lt §s (i>j+1)
(“:':) St hj = h1+1 Si‘ r,‘{ § N , I (l< 1)
sphp = hispp v 0 (i> )
. Ut
Rappelons la démonstration de ce lemme. Soit
"F i AU x X LY ‘
E ; 5
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une homotopie de. ' f & g. Soit. ' ‘
1 v o
& e(A[1]); = HomA([I]‘o[IT)
oo
l'identité de. [1] dans. A.
Onpos‘ef-p;ur c;'haque“ é;Xq B S o
" o . BT

¥

hi(x) = F(sq.'.. Sivl si_I'...sosl,' s; x)
Inversemgnt s st les. hi sont donnés on pose.

oo oL AT

g(x)

[ . . N

F(0,%)

ftx)

F(I_,x)

F:(sq_l TR TR TS IETE s081 ;%) = diph(x)

On rappelle & ce propos que tout te(A[I] )q » g2 1, diﬁ'érent des. 0 et. 1

s 'écrit de fagon unique sous.la forme. , _
O

| » . 1 ,
. . . t = Sq_I-.n Si+1 Si.l sev 808 » . N I'”

' O 4 e T
Supposons maintenant que .l'on se place dans. A Ann. F  satisfait aux conditions-

Voo Ft,x4y) = Frt,x) + F(t,y) { ; -

" Frt,x.y) = Ft,x) . F(t,y)

si et seulement si les . h;  sont des homom tphismes d'anneaux .

S*l s'agit de la catégorie. ~ A°Annb  on remarquera que pour que " quel que soit
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P

que. 'les. h, soient des fléches de  Ann b,

teA[I]p, f(t,_') : ‘X N Yp soit une\fléqhg de Aan" il faut et il suffit

¥
l

: P Tt SPIL AR PR S -;. T S P
Proposition. Pour que deux homorphismes.

Vo . -
[N N B VR Cn

frg: 4 » B

dans . la catégorie. . Annb soient homoto'pe;s'." (C: 1.3.1)"il faut et il suffit Ziti'il

existe un homomorphisme d'anneaux de Banach

".L.-..' « ) [ ot
h b A - B iX {
Y R e T s 9 CAs e e g : Do, kD
té_l que . Y
d (o] h = f et . dl h = g
R TR

AR

\

On retrouve ainsi la définition d'homotopie donnée par Karoubi-Villamayor [1] .-

Démonstration, - Supposons.quq . f - g [, ausens de notre définition C.1.3.1 -

existe donc pour tout  q des fonctions (de Ann b)
| I IR S
hi o RA), + RB), 0<i<q

N . I
T v ey e LS o

satisfaisant aux conditions i), ii) et iii)de. C.1.3.2. " On pose

. h:: ho »: R(A)o =t‘ f‘i -t’ R('B)l‘ _ B{Xo {
Coot ot e e T s e L e et ey e e
La condition (i) donne comme prévu
Dy P A BN
dh=f et dh=g.

Inversement on doit construire les homomorphismes bornés .

Il
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i A 4 : v g, * AN X .l-. 3 . e ‘Yv .I 3 \
R \ AR . Can 2 & o
satisfaisant (i), (i) et (iii) de. C.1.3.2. & partir de .
T S Y T RS S I O
h.: 4 + B{X | ‘
.- On démare avec + . q=0 | enposant . . = ., NP
h, = h : R(4), - R(B)
a chaquea A correspond une-sé'rile for;nelle. ) ‘h(a) dont il est utile de rappeler
l'indéterminé en écrivant o a
. . : ) \ y M
Wa) = Ha)(X,)
P B T o el T e RN o Ay
On a alors
Yoo e d, hla) = hfa)(X,=1] =fla) R
dj k(a) = h(a)[X, = 0]= gla)
Passons au cas. q = 1. Nous allons donc définir
Ny ot \ : "
hl.i P AKX, BIX, XL i=0,1

En fait, elles sont automatiquement définies sur les séries constantes par la relation iii):
Lo Vet
)

hia) = hil(so(a)) ' (voir C. 1.2.5)

. I
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(sghola) voon 0 (i=0) ST
PRI Ty, G yo .'z.\-‘ AT t'_ I‘fl e, i';!‘ Y
= < ,' ( (iii) C. 1.3.2)
I D S S T .“‘/’,- A = 3
5o ho(a) (i=1)
’ % . NS “‘ -

(slho(a)[xo]=h(a)[xl] (i=0)
‘ ‘ t

!' \Q R y “' o . ‘\ .\

' oL ‘. . -
< " . <

sé ho(a)[xo]=h(a)[xo“"+ XI-I] (i= 1)
\

Par abus d'écriture (car nous sommes sur des anneaux qui n'on pas d’'élément unité) posons

AT - “‘-‘I'- N ‘T?x
3 0 ho(Xo)— -1+X0‘*X1’.5\ -t ;\:'~ y 1
N
. h](xo)'—' -‘X] . Lo
' - LoaT e
De fagon précise sur une série '
N P ATILT
, | ‘ o
ho . e_t” hy so@cdonnées par a._‘\[\?}- .
. ‘ ,;
P h, Q= z(h(ai)[xll_),('.l + X, +Xp)
; .
N IR S NP

On démontre facilement que les conditions exigées son satisfaites. Passons enfin au cas.
, s . ; . , AT
g > 1. - Remarquons que le choix des hi des précédentes détermine celui des:' -+’

i
h: Aq+1 + Aq+2- car, d'aprés les définitions des opérateurs de dégénérescence, les.
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Xk de. A {Xo,:;. cedy Xq{ peuvent étre trouvé & partir de .indéterminées. X]-
de. A{Xo’ ceds Xq-I{ . -Définissons par exemple les. L
C | \ L

q+1 N .
h —h N A{X ’X.q{ - A{Xo’-“"'qu_*_]{

N 2
¢ .

0’""’

sur l'hypothése que les. hz sont définies. Sur les polyndmes . constants. :

[T N R _l",-'_ ‘\'
q+1() hq+1 '

(s,(a)) ‘\
(iii. C. 1.3.2)

Y v..j

O B e

. Et sur les indéterminées. ;. . ... .. U
+1 q+1 , _
W) = s X s k=0
g+l \ N
rSJ"o(X) i=0, k=0
0 ,.I(X ) e i>1, k=0
.
q+1h(Xk_1)' g2 i, 15kéq
(Xk-l) = 't=.q+1.1§k=<=q
A R A
°‘ \ ’
Cl4. Le foncteur G :: Annbs A Gr.
C.1.4.1. Il est évident que' chaque foncteur i i ‘
A F G . ) . . "
Ann o Gr ' s
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de la catégorie des anneaux (resp. des anneaux de Banach) dans celle des groupes,donne

N ‘ ; “ AT L Yo - AR R T
lieu & un foncteur ' '
- UL (RN R i ’ l’ .
° ° o .
AF: A 4dAnn » A Gr.:
o v, 3.‘J'A‘..\. Vo ey e AT VR sy AN
©Si A est un anneau simplicial, il est aussi un foncteur contravariantde = A '
=] . N
Ann, (AF)(A) est par définition le groupe simplicial GRS
o 4 F
A - Ann -» Gr .

I »

¢ \

dans .

En dimension  p, (AOF) (A)  est égala F(AP), Les faces s'obtiennent des faces

{

. o °
de A parapplications de., F . Parfois on notera encore  F le foncteur A F.

C.1.4_.2. j

. . [¢] PR . e R I
Le foncteur A F  associé a un foncteur ! S :
- ‘; ’
F N Anr\l - Gr
s . . AT AT L \ ':‘l . 1 1 _9‘_
3 . . . o °
est un invariant homotopique- En ce sens que si f -8 dans A Ann  (resp.

- s

A° Ann b) (AOF)(f) est homotope ¢ (Ao F)g. Cq qui est évident d'aprés .la des-=

cription des homotopies dans A°Ens. (resp. A° Ann, resp. A°Annb et qui est

encore valable au cas. A° Gr) donné au C,1.3.2.
0, . - U ) Aot
Si f-g dans. A Ann, il existe des flechesde  Ann,

St ot 4

~ b '

satisfaisant i) ii) et ii)de.C. 1.3.2.. Puisque. F est un fonctew de. Ann

Vet

Gr, les homomorphismes de groupes
VLo R

k=F(h) : Fdy) - F(B ;)

v - . \ g : TR BAAEE - <) ' -\ c L ".4.". }

dans
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St 2 AR D e \,~ Cd . '."' oL v e Yy C LRI S Ay S L e %": *‘\\

‘ . ~ . . . . LN} . . . °
satisfont les mémes relations i) ii) et iii) Ce qui implique que. A F(f) et
ot g PO L)

{AOF)(g) sont homotopes dans . A°Gr.
A . vt \\,' BCY )/

we -~ F=GL (C.1.12).- Si

A ; est un anneau de Banach on note .encore . 1 GL(A) . le groupe linéaire de son

.
anneau sous=jascent. v, ., \ ., . .. P T LV R R o g !
C . . : i }

orollaire . Soient ci . . I
f,g N A - B
e . o Loy L ‘. AT LA , R
AR DA . PRI - L d I NERTN S0 ey v K

: . A 4 KN . Ay l,... Y N . Y., . * \~
deux homomorphismes d'anneaux de Banach. Si f est homotopea g dans.

Ann b (C. 1.3.1) alors . GL R(f) . et. .‘GL R(f) . sont homotopes dans la caté =;

gorie des groupes simpliciaux « -

: N
W ! .
C.14.3. Onnote G le fonctew composé
- RO o S R T T I WO VRIS TR S
. R T S Y v SRR U S S g
A G=(AGL) o R: Annb 4 AGr R
Loy Gt l o cal o a RTINS
du foncteurA oa Yoov o R < .l-, R S S

R:Annb o+ AAunb (C.1.2) _—
RO : PR T . . -

¢ PR SR Y e

et du foncteur X N
Al Vl K 19 v 0 . K . ‘)5' s ‘\
[ -} ]
AGL : A Annd 4 A Gr (C.1.4.1)
ot S TP PN AR I CE T S S R Tt
associ€ au foncteur '
S VO U Sy .-

GL : Annb o Gr (C.1.1)

S S P S B SR
L N A

Corollaire . - Le foncteur G . est un invariant homotopique en ce sens que .si



Cl4.4.

alors .
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.f_..gy: dans . ‘Armlb> o . (C.1.3)

o]

G(f) - Glg) dans. A°Gr (B.1.2.12).

coLC

3
c N .

Remarque. Comme le groupe. GL(A)  d'un anneau de Banach est un groupe topologi-

que, on aurait pu considérer GL  comme un foncteur de Ann b dans la catégo-
. . -]
rie Grt des groupes topologiques. Et en conséquence. A GL  irait de.
. ,0 . .0 : . L v A :
A Annbd -dans.’ A Grt et * S '

g :‘ Annb - AOC; t

A . R . v

Mais nous n'aurons pas & nous .servir de la structure topologique du groupe simplicial

GA).

C2.-  APPLICATION DE LA méo:uﬁ HPx, c) aucas Qu
| G=FA), F‘.- tAolAnn'-. ‘A°c}>

C.Z.l.l' F- fibrations dans . A° Amn.- .. - - o

C21.1. Soit

F :.AoAnn - AOCr

un foncteur covariant .

On dira qu'un fléche.
f v A - B

de. A Ann  est une. F-fibration faible si | F(f) e.;t une fibration de Kan . -

P
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Il est évident 'qx;e le cbmpose' de deux F-fibrat'io.ns est encore une. F-fibration. Et que

si  F-commute aux produits fibrés .alors l'ensemble des F-fibrations est stable par chan

LTI

gement de base .. - . \

VLo e e M T e ey e e Y I S
f::G s H - b
? A .
R A VAL e e L e R A e, v
lorsque. G et H  sont des.groupes.simpliciaux et ; { est un homomorphisme-
Proposition, - Les conditions suivantes sont équivalentes . T

a) [ est une fibration de Kan . -

b) . f(G) est une.réunion de composantes connexes de * H.:

F(G) = UH, L Crn H
‘AEL . . v" - \‘-'lt, .'A;l"~-

c) La composante connexe de l'élément neutre de. H est contenue dans l'image de-

T
fo

d) Soit xeH. S'ilexiste. | tel que. dl{x)=1{ alors.. " g elmfo . '

e) Soit

une face queléonque de. H. Alors. SR

ker u*Clm f.

5

) S'il existe une.face. u* , telle que -

L PTG o i ) v

u,*(x) € 7m f
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alors. xelmf.

g) S'il existe k tel que dy(x) elmf alors. xelmf.-
Démonstration . - Les .implications. b=>c=>e=>d = f=>e,f=> son évidentes.

Démontrons que d) =>e ). - On sait que toute face s'écrit sous la forme

L BN

. “ e . d' .o"d'
ik iy %y T

&
]|

$ >y '.suppogons.que-

Olt'.)l,l<-oo<ls'.et 11>A'..
\ B L v
u*(x) = 1 .
Tt B Lo ey EA
N 1
Puisque les. s, sont injectifs, il en résulte.
se - A - P R < .

LD

dl-‘A. s -djl (x) = 1

K

La condition implique alors que
. =d. s . ‘.\i‘ .;:..
400 = & (oo dy (5))elm f
On se .raméne ainsi & démontrer que si
d(y) ¢ Im

alors .

y(Im f.

(C'est-a-dire que d =>g) :

En effet, si on pose.
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d;(y). = fla)

Alors . T S R vl , e \
d;(s; fla) - y)= fla')

D'O(Z . ' L Ve B .
y = flsyfe)e fla)=fls; 5 ")

Ce .qu'on voulait démontrer s - '

Démontrons que e) =>.¢) Pour';que deux éléments % ¢ Hp C et Ye Hé - soient

dans la méme composant il faut et il suffit qu'il y ait des faces. up,..csup g et
des pointes. xpr+«ss %g tels que. ‘ o
: R 3 . S e A
H, 4 o, 21, ¥ oA, Mo H el

uI(x) = u2(x2)

“3(’62,)_:—‘ ug(2y4)

t . .
. Bl N At v Y

‘v .
. v : TR
L

-

w (2)1) = U1 ()

A

Pour démontrer ¢) on peut se limiter donc a démontrer que lorsque. y est liéa L

par des diagrammes ci-apreés .
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Alors. yelm fo 0 L e

En fait le second diagramme implique que. x =1, et l'hypothése e) permet de conclure

N
t

que yglm f ; . ! B

. ’
N r
Il ne nous reste & considérer que le premier . Par hypothése.: " x¢lm f. Alors.

%= fla)

i

et donc. T T AR TR YRR B TS St ‘,/....:"(.'w Co e

I T LY = u*(X) = u.*' f(a) AR l.‘,~ ot g s ety W

. v i \ A} N . N e - i
S R I SR DA . ATy v ‘l A OREY .
= flu_(a)) ¢Im f. ‘
P T T U A AR S R T T L SRS b

Pour démontrer que c) =>b) on suit & peut prés méme méthode. On se raméne & démontrer

que U'hypothése .c) implique chaque fois que.

R “ - .
o0l B L. R Y o I e A . A
\

§ = o,fx)