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N .  WIENER e t  C .  SHANNON f u r e n t  à l ' o r i g i n e  [19481,  d e  l a  

d é f i n i t i o n ,  à p a r t i r  d ' u n e  p r o b a b i l i t é ,  d e  l a  mesu re  d e  l ' i n f o r m a -  

t i o n  a p p o r t é e  p a r  l a  r é a l i s a t i o n  d ' u n  événement  A : 

.I 
J(A1 = C Log - 

P [ A I  
, C > O  

J é t a n t  d é f i n i e  s u r  une c l a s s e  C d e  p a r t i e s  d ' u n  ensem- 

b l e  d ' événemen t s  é l é m e n t a i r e s  R . 

Les s u c c è s  d e  l a  t h é o r i e  ne  v i n r e n t  c e p e n d a n t  pas  d e  r e c h e r -  

c h e s  a p p r o f o n d i e s  s u r  l ' a x i o m a t i s a t i o n  d e  l a  d é f i n i t i o n  c i - d e s s u s .  Les 

t r a v a u x  s ' o r i e n t è r e n t  v e r s  l a  t r a d u c t i o n  ma théma t ique  d e s  n o t i o n s  d ' e n -  

t r o p i e  e t  d e  mesure d e  l ' i n c e r t i t u d e ,  i n t r o d u i t e  p a r  C. SHANNON : 

n  
S i  (A, 1 s o n t  n évenements  i n c o m p a t i b l e s  d e  C , de  

i = l  
p r o b a b i l i t é s  d e  réalisation r e s p e c t i v e s  ?(Ail , l ' i n c e r t i t u d e  moyen- 

ne  s e  mesure  p a r  : 

c ' e s t - à - d i r e  p a r  : 

C ' e s t  c e t t e  f o r m u l e  q u i  f i t  l a  r é p u t a t i o n  d e  l a  t h é o r i e  e t  

p e r m i t  d ' o b t e n i r  d e s  r é s u l t a t s  i m p o r t a n t s  d a n s  d e s  domaines t r è s  d i -  

v e r s  comme l e s  Té l écommunica t ions ,  l a  l i n g u i s t i q u e ,  e t c . . .  

Cependant ,  l a  n o t i o n  d e  p r o b a b i l i t é  d ' u n  événement  A é t a n t  

f o r t e m e n t  l i é e  à c e l l e  d e  f r é q u e n c e ,  c ' e s t - à - d i r e  à l a  p o s s i b i l i t é  de  

r é p é t i t i o n  i n d é f i n i e  d e  l ' é v é n e m e n t  A , il e s t  a l o r s  i m p o s s i b l e ,  à 



l ' a i d e  d ' une  i n f o r m a t i o n  d é r i v a n t  d ' u n e  p r o b a b i l i t é ,  d e  m e s u r e r  l ' i n -  

f o r m a t i o n  f o u r n i e  p a r  un événement  q u i ,  p a r  s a  s t r u c t u r e  même, ne  

p e u t  s e  r é p é t e r .  

O r ,  t r è s  peu d ' é t u d e s  e u r e n t  p o u r  o b j e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  

n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n ,  indépendamment d e  c e l l e  d e  p r o b a b i l i t é .  

En 1967,  J .  KAMPE DE FERIET, à l a  s u i t e  d e  t r a v a u x  s u r  l ' a p -  

p l i c a t i o n  de  l a  t h é o r i e  d e  l ' i n f o r m a t i o n  à l a  Mécanique S t a t i s t i q u e ,  

p r o p o s a ,  a v e c  B. FORTE [SI , une a x i o m a t i q u e  f o n d a n t  l a  n o t i o n  d ' i n -  

f o r m a t i o n  indépendamment d e  c e l l e  de  p r o b a b i l i t é .  

Nous r a p p e l o n s  en  d é t a i l ,  d a n s  l e  c h a p i t r e  1, l ' e n s e m b l e  d e  

c e s  axiomes e t  d e  l e u r s  conséquences .  Nous p r é s e n t o n s  l e s  p r i n c i p a u x  

t y p e s  d ' i n f o r m a t i o n  a u x q u e l s  o n t  a b o u t i  l e s  d e r n i e r s  t r a v a u x  : 

D'une p a r t ,  l e s  t y p e s  M e t  M' d é f i n i s  à p a r t i r  d ' u n e  

f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e s  q u i  p e u t  ê t r e ,  non s e u l e m e n t  une mesure non f i n i e ,  

ma i s  p l u s  g é n é r a l e m e n t  une f o n c t i o n  s e u l e m e n t  a d d i t i v e :  t y p e s  d o n t  

l ' i n f o r m a t i o n  c l a s s i q u e  de  WIENER-SHANNON, a p p a r a î t  a l o r s  comme un c a s  

p a r t i c u l i e r .  

D ' a u t r e  p a r t ,  l e  t y p e  inf imum q u i  n ' e s t  p l u s  c o n s t r u i t  à par- .  

t i r  d ' u n e  mesure e t  d o n t  c e r t a i n e s  f a m i l l e s  d ' i n f o r m a t i o n s  peuven t  ê t r e  

d é f i n i e s  à p a r t i r  d ' u n e  f o n c t i o n  d e  R d a n s  k+ , d i t e  f o n c t i o n  géné -  

r a t r i c e .  

A T , f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e s  d é f i n i e  s u r  une c l a s s e  C d e  

p a r t i e s  d e  Cl , a s s o c i o n s  l e s  ensembles  d e  v a l e u r s  : 

e t ,  p o u r  n b 2 : 



D ' a u t r e  p a r t ,  T s e r a  d i t e  composable ,  s ' i l  e x i s t e  une opé-  

r a t i o n  de  c o m p o s i t i o n  F , t e l l e  que  : 

Les  t r a v a u x  i c i  e x p o s é s  o n t  p o u r  o b j e t  l ' é t u d e  d e s  e n s e m b l e s  

d e  v a l e u r s  d é f i n i e s  c i - d e s s u s ,  p o u r  n = 1  e t  2 , d a n s  l e  c a s  04 T 

est  une i n f o r m a t i o n ,  s o i t  de  t y p e  fl ou M '  , d é f i n i e  à p a r t i r  d ' u n e  

mesure  p , s o i t  de t y p e  inf imum, d é f i n i e  i 3  p a r t i r  d ' u n e  f o n c t i o n  géné -  

r a t r i c e .  Nous p r é s e n t o n s ,  au  c h a p i t r e  III, l ' e r i s emble  d e s  r é s u l t a t s  ob-  

t e n u s .  

Mais ,  a u p a r a v a n t ,  pou r  p o u v o i r  t r a i t e r  l e s  t y p e s  fl e t  M l ,  

nous  exposons ,  dans  l e  c h a p i t r e  II, q u e l q u e s  p r o p r i é t é s  s u r  les ensem- 

b l e s  r l [ p l  e t  r2(u)  . 
Dans l e  c a s  d e  I',(p) , on t r o u v e  e x p o s é  p a r  P.R. HALMOS 

([3J. 141) , un ensemble comple t  d e  p r o p o s i t i o n s  r e l a t i v e s  aux  m e s u r e s  

f i n i e s  ou a - f i n i e s  non -a tomiques ,  e t  e u x  mesu res  f i n i e s  q u e l c o n q u e s .  

Nous avons ,  à l ' a i d e  d ' u n  e x e r c i c e  d e  N .  BOURBAKI, complé t é  c e s  r é s u l -  

t a t s  pou r  les  mesures  pu remen t  a t o m i q u e s  f i n i e s .  

P a r  c o n t r e ,  l e s  p r o p r i é t é s  d e s  e n s e m b l e s  ï n ( ~ )  p o u r  n  2 2 

s o n t  f o r t  peu  é t u d i é e s .  C e c i  v i e n t  c e r t a i n e m e n t  du f a i t  que  l a  mesu re  

é t a n t  a d d i t i v e  : 

s o n  o p é r a t i o n  d e  c o m p o s i t i o n  F [ x , y l  = x+y  e s t  t r è s  connue.  



Cependant ,  l o r s q u ' o n  u t i l i s e  l ' i n s t r u m e n t  ma théma t ique  

q u ' e s t  une mesure .  i l  e s t  q u e l q u e f o i s  i n t é r e s s a n t  d e  s a v o i r  s i  l ' e n -  

s emble  ï' est un s o u s - e s p a c e  d i s c r e t  d e  6' x 6' ou s ' i l  rem- 
2 

p l i t  t o u t  un domaine c o n t i n u .  P a r  exemple,  s i  on p r e n d  l a  p r o b a b i l i -  

t é  Pl d é f i n i e  p a r  : 

nous  o b t e n o n s  l ' e n s e m b l e  l",(P11 : 

P a r  c o n t r e ,  s i  nous  p r e n o n s  l a  mesure  d e  LEBESGUE s u r  

[O. 11 , comme p r o b a b i l i t é  P , a l o r s  on a c o r n e  ensemble  r [P  1 : 
2 2 



Nous a v o n s  é t u d i é ,  d ' a u t r e  p a r t ,  a u s s i  b i e n  l e  c a s  d ' u n e  

m e s u r e  q u e  d a n s  c e l u i  d ' u n e  i n f o r m a t i o n  d e  t y p e  M o u  M l  , l a  no-  

t i o n  d e  f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e s  i n j e c t i v e .  

Une m e s u r e  p es t  i n j e c t i v e  s ' i l  n ' e x i s t e  pas d e u x  e n s e m -  

b l e s  A e t  B , q u i  n e  s o i e n t  p a s  p - é q u i v a l e n t s  e t  p o u r  l e s q u e l s  

u [ A )  = p [ B )  ; n o u s  a v o n s  d é m o n t r é  q u ' u n e  m e s u r e  p u r e m e n t  a t o m i q u e  

f i n i e  n e  p e u t  p a s  ê t r e  i n j e c t i v e ,  ceci  s e  t r a n s p o s e  i m m é d i a t e m e n t  

a u x  i n f o r m a t i o n s  d u  t y p e  Y . 
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NOTATl ONS ET SYMBOLES 

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-  

Dans ce qui suit, nous noterons par : 

IN : L'ensemble des entiers positifs ou nuls 

IR : La droite réelle 1- + m[ 

IR + : La demi-droite réelle [O, + a[ 

16' : La demi-droite réelle achevée \IO, + a] 

0 : L'ensemble vide. 

Les symboles suivants désigneront : 

La réunion 

L'intersection 

Complémentaire de l'ensemble A 

L'inclusion stricte et d : la non-inclusion 

L'inclusion large 

L'appartenance et d la non appartenance 

L'implication et -f> la non-implication 

Il existe ... 
Quel que soit 

/In] renvoie aux références correspondantes données à la fin. 



C H A P I T R E  1 
-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

RAPPELS SUR LA TUEORTE DE 1' INFORMATZUN 



1 -A. - AXIOMATIQUE 

S o i t  R un ensemble  d o n t  les é l é m e n t s  w r e p r é s e n t e n t  

l e s  événements  é l é m e n t a i r e s  d é f i n i s  à p a r t i r  d e  l ' o b s e r v a t i o n  d e s  

é t a t s  d 'un  s y s t è m e  que l conque .  

S o i t  C une c l a s s e  d e  p a r t i e s  d e  R  , C C  P I R I .  On n ' a  

p a s  b e s o i n s ,  a p r i o r i ,  d e  muni r  C d ' u n e  s t r u c t u r e  d ' e n s e m b l e  p a r t i -  

c u l i è r e .  Cependan t ,  compte t e n u  d e s  ax iomes  e t  d u  c a r a c t è r e  d e  l a  

p r é s e n t e  é t u d e ,  nous s u p p o s e r o n s  t o u j o u r s  q u e  C e s t  une a l g è b r e  ou 

une a - a l g è b r e  q u e  nous n o t e r o n s  de  p r é f é r e n c e  S . 

1 - AXIOME 1. - 

Une information définie sur une algèbre ou a-algèbre S 

e s t  une fonction d'ensembles J  , t e l l e  que : 

AXIOME 2. - 

üne information J  déf inie  sur S es t  une appzieation 

monotone par rapport à Z 'incZusion : 

S i  on c a l c u l e  a l o r s  les v a l e u r s  de J e n  0 e t  n , 
on o b t i e n t  : 

0 ,< J (QI $ i n f  J ( A )  $ Sup J [ A l  J ( 0 )  4 + 
AeS AeS 

Mais ces i n é g a l i t é s ,  s u f f i s a n t e s  p o u r  R  S e t  J don- 

n é s ,  ne  c o n v i e n n e n t  p l u s  si l ' o n  v e u t  d e s  q u a n t i t é s  J ( R 1  e t  J ( 0 )  

v a l a b l e s  q u e l s  q u e  s o i e n t  , S e t  J . 



On a f f e c t e  donc à J , en e t  Ci , des  v a l e u r s  d i t e s  

u n i v e r s e l l e s ,  à s a v o i r  : 

NOTATION.- 

Pour un ensemble quelconque E e S , nous n o t e r o n s  : 

E 
( i l  (01  (1 1 c , i =  0 , l  : E = E  . E = E  

A X I O M E  3.- 

S i ,  en vertu de Za structure du système observd, Zes éué- 

nements A e t  B e S sont indbpendants, toute information J défi- 

n i s  sur S doit  sat is faire  aux quatre conditions, [6] : 

On peu t  i n t e r p r é t e r  c e  t r o i s i è m e  axiome comme une d é f i n i -  

t i o n  : 

Pour  une i n f o r m a t i o n  J , d é f i n i e  s u r  S , deux événements 

A e t  B e S s o n t  indépendan t s  s i  la1 e s t  v é r i f i é e .  On p a r l e r a  a -  

l o r s  de p r é f é r e n c e ,  de  l ' i ndépendance  d e s  deux a l g è b r e s  : 

d é f i n i e  p a r  : 

Ce q u i  nous amène à l a  g é n é r a l i s a t i o n  s u i v a n t e  : 

s o i t  {Ai jiEI une f a m i l l e  d ' a l g è b r e s  ou d e  O-algèbres .  

S o i t  K l a  c l a s s e  de t o u t e s  l e s  p a r t i e s  de  Q a p p a r t e n a n t  à au 



moins une des A . 
i 

DEFINITION 1. - S i  J e s t  une information dé f in ie  sur S contenant 

K , l e s  Ai sont d i t e s  J-indépendantes s i ,  pour toute sous-famille 

f in ie  1 1  on a :  

Cependant, pour  une i n f o r m a t i o n  J , l a  n o t i o n  d ' i n d é -  

pendance ne se l i m i t e  pas au cas où l e s  sous - f am i l l e s  1' Sont f i n i e s .  

DEFINITION 2 . -  S i  J e s t  une information dé f in ie  sur S , contenant 

K , l e s  Ai sont d i t e s  J-o-indépendantes, s i  pour toute famiZZe dé- 

nombrabZe , o n a :  

EXEMPLE.- S o i t  n r IN e t  J d é f i n i e  s u r  P(INI , p a r  : 

A f i n i  : J(A1 = 1 

A i n f i n i  : J t A l  = O 

On cons ta te  a l o r s  que s i  on prend deux p a r t i e s  de IN , l ' u n e  f i n i e ,  

l ' a u t r e  i n f i n i e ,  e l l e s  sont  indépendantes. 

NOTATION.- Rappelons qu 'à  t o u t e  i n f o r m a t i o n  J , on assoc ie  l e s  

ensembles de va leu rs  : 

e t  pour  n  :: 2 : 



II - Les t r o i s  p remie r s  axiomes semblent  ê t r e  l e s  s e u l s  que l ' o n  

p u i s s e  imposer  i n t u i t i v e m e n t  à l a  mesure de  l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i e  p a r  

un événement. En e f f e t ,  s i  nous cherchons  à c a l c u l e r  l ' i n f o r m a t i o n  

f o u r n i e  p a r  l ' événement  A U B , s a c h a n t  l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i r  p a r  

A e t  l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i e  p a r  0 , A e t  B é t a n t  i n c o m p a t i b l e s ,  

l e s  p e r s p e c t i v e s  s ' a v è r e n t  extrêmement d i v e r s e s .  

De l ' axiome 2 ,  on d é d u i t  seulement  : 

J(A U 8 )  < i n f  [ J ( A I  , J ( B I ]  

En g é n é r a l ,  on ne p e u t  pas c a l c u l e r  J (A U 6) , à l ' a i d e  

d e s  s e u l s  J(A1 e t  J [ B )  . A u s s i ,  p a r  a n a l o g i e  avec  l ' i n f o r m a t i o n  

de  WIENER-SHANNON, e t  pour  pouvo i r  p r o c é d e r  à d e s  c a l c u l s  a l g é b r i q u e s ,  

b i e n  que c e l a  r e s t r e i g n e  que lque  peu l a  n o t i o n  d ' i n f o r m a t i o n ,  on impo- 

s e  à J d ' ê t r e  t e l l e  que 

AXIOME 4.-  Me information J  définie sur S e s t  d i te  composa- 

ble si e l l e  vér i f i e  , [6J : 

t e l s  que A ~ B  = 0 

F [ x j y I  e s t  l 'opération de composition de J . 

ment : 

S i  l e s  événements A e t  B s o n t  quelconques ,  on a  évidem- 

Des p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  de  l a  r éun ion  : 



A U  ( B U  C l  = [ A U  B I  U C 

on dédu i t ,  pour  l ' o p é r a t i o n  F[x,y) ,  l e s  p r o p r i é t é s  : 

SYMETRIE F(x ,y I  = F ( y , x I  

ASSOCIATIVITE : F[X,F(Y.ZI] = F[F(X,YI J] 

ELENENT NEUTRE : F(x,+ml = x  

MONOTONICITE x  < y -, F(z,x) d F(z,y)  L6.I 

Ces qua t re  p r o p r i é t é s  sont  v ra i es ,  quelque s o i t  l ' o p é r a t i o n  

de compos i t i on  considérée. Cependant, dans l a  p résen te  étude, nous é t u -  

d i ons  essen t i e l l emen t  des i n f o r m a t i o n s  dont l ' o p é r a t i o n  de composition 

e s t  r é g u l i è r e  : 

DEFINITION 3. - 7 . Vne opération de cor?iposition xTy = F[x ,y l  e s t  ' 

réguZi&re (O.  c.r) s i  eZZe s a t i s f a i t  : 



ce qui implique 

I C î l  F l x , y I  < inf[x,yl 

Toute o .c . r .  d é f i n i t  a i n s i  un semi-groupe t opo log ique  

D ' a u t r e  p a r t ,  à p a r t i r  d 'une 0.c.r .  F  , on c o n s t r u i t  l a  

s u i t e  : 

Nous noterons l e  suppor t  d 'une f o n c t i o n  F p a r  : 
n  

x - + 
On a  éviderment r l (Fl  E R  . Dans l a  p résen te  étude, nous 

X 
ne mentionnerons que l 'ensemble i? (FI  q u i  n ' e s t  a u t r e  que le suppor t  

2 
de F(x ,y l  : 

Il e s t  impor tan t ,  en f i n ,  de p r é c i s e r  que l a  c o n d i t i o n  (Cl) 

n ' e n t r a î n e  pas que J e s t  composable s u r  t o u t  fR+ x IR' , mais que 

J e s t  composable, d 'ap rès  l ' a x i ome  4 , s u r  l 'ensemble : 

EXEMPLE.- Prenons l ' i n f o r m a t i o n  de WIENER-SHANNON : 

1 Y A e S : J(A1 = c  Log - 
P [ A l  

# C > O  

P é t a n t  une p r o b a b i l i t é  d é f i n i e  s u r  S , on a  pour  opé ra t i on  de 



composi t ion : 

Pour a v o i r  une o p é r a t i o n  de  composi t ion r é g u l i è r e ,  i l  

f a u t  p r e n d r e  : 

Nais. i l  f a u t  a l o r s  p r é c i s e r  que J  n ' e s t  composable que 

sur une p a r t i e  du domaine : 

c ' e s t - à - d i r e  que pour  l ' i n f o r m a t i o n  de WIENER-SHANNON : 

AXIOME 5.- Une information J définie sur une a-aZgèbre S 

e s t  o-composable si e l le  vémfze  : 

avec 

T J(A = L i m  JIA,) T JIA21 T ... T J ( A  1 
I " n* n 

avec 

Dans l e  c a s  où l a  s u i t e  
(AnIndl n ' e s t  pas  deux à deux 

d i s j o i n t e s  : 



avec 

III - Donnons maintenant quelques r é s u l t a t s  importants  concernant 

l a  a- composabilité : 

D E F I N I T I O N  4 . -  Une information J possède la  continuité séquentiel- 

Ze ascendante en A e S , (resp. descendante en A 6 S) , s i ,  

'Ai ' i 6 N  étant une su i te  croissante, (resp. décroissante), d'éléments 

de S tendant vers 

THEOREME 1. - Four wze information J déf inie  sur a-algèbre S , 
l e s  deux propositions suivantes sont éqtcivalentes : 

(a)  J possède Za continuité séquentielle ascendante 

(b) J e s t  a-composabZe (Cf [6] Th. 5 . 3 .  1 

THEOREME 2. - Pour une information J  définie sur une a-algèbre S , 
d'opération de composition régulière, possédant Za continuité sdquen- 

t ie lZe  descendante en 0 , on a : 

(a)  J possède la continuité séquentielle descendante V A c S 

(b)  J possède Za continuitd sbquentielle ascendante, 

V A E S  t e t q u e  J [ A )  7 0  ( c f .  [6J ~ h .  5 . 4 )  



LES INFORMATIONS DE TYPE M , M '  ET INF. 

S o i t  un ensemble R quelconque,  muni d ' u n e  o - a l g è b r e  S . 
S o i t  p  une mesure d é f i n i e  s u r  S,  c ' e s t - à - d i r e  une f o n c t i o n  d ' e n -  

semble ,  non n é g a t i v e ,  o - a d d i t i v e  e t  t e l l e  que p ( 0 )  = O 

- INFORMATION DE TYPE M - 

On d é s i g n e r a  p a r  i n f o r m a t i o n  d u  t y p e  N , une i n f o r m a t i o n  

d é f i n i e  p a r  : 

O é t a n t  une a p p l i c a t i o n  de  [0.p] dans  , avec  

u = p[n i  , v é r i f i a n t  l e s  p r o p r i é t é s  : 

[ a )  O[DI = + . O[;) = O 

( b l  O[%)  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  

( c )  E c[o>;] 

On v é r i f i e  a i sément  que J  admet l e s  axiomes 1 e t  2 . Pour 

l ' ax iome  3, on r a i s o n n e  dans  l e  s e n s  d ' u n e  d é f i n i t i o n .  

D ' a u t r e  p a r t ,  de  : 

On d é d u i t  que J  e s t  composable, d ' o p é r a t i o n  d e  composi t ion : 

- 1 F[J[A) . J ~ B ) ]  = J I A  U B I  = o[o-'(J(A) 1 + O ( J ~ B I I ]  



a v e c  

d ' a u t r e  p a r t ,  

c a r  s i  : ( x . y l  E r2(J1  , 3 A e t  B C S  , 

d i s j o i n t s ,  t e l s  q u e  : 

on a  a l o r s  évidemment : 

X 
d 'où  : ( x , y )  E r 2 ( F )  

E n f i n ,  p r é c i s o n s  q u e ,  é t a n t  o - a d d i t i v e ,  l e s  i n f o r m a t i o n s  

d e  t y p e  M s o n t  a - composab le s ,  

REMARQUES. - 

(11. L ' i n f o r m a t i o n  du t y p e  M se d é f i n i t  en  g é n é r a l ,  

( c f  [6] , 81, en  s u p p o s a n t  q u e  e s t  une f o n c t i o n  d ' ensembles .  non 

n é g a t i v e  e t  s implement  a d d i t i v e .  Ce la  s u f f i t  p o u r  que J , d é f i n i e  à 

p a r t i r  d e  O , s o i t  composable.  

Cependan t ,  nous  n ' é t u d i e r o n s  i c i  que  d e s  i n f o r m a t i o n s  

du t y p e  M d é f i n i e s  à p a r t i r  d ' u n e  mesure.  A u s s i ,  d a n s  l a  p r é s e n t a t i o n  

c i - d e s s u s ,  du t y p e  M , nous  a v o n s  s u p p o s é ,  comme d a n s  , q u e  l a  

f o n c t i o n  d ' ensemble  u e s t  une  mesu re .  

(21. S i  une  i n f o r m a t i o n  J du  t y p e  M , p o s s è d e  l a  p l é n i -  



t u d e  b i n a i r e ,  ( C f  [7], Déf ,  21 , on a  : 

Car,  en e f f e t ,  s i  J possède  l a  p l é n i t u d e  b i n a i r e ,  on a ,  

p a r  d é f i n i t i o n  : 

I 
r,LFI C r2 [ J I  

O r ,  on a  vu que,  pour  l e  t y p e  M , on a ,  en g é n é r a l  : 

I 
D ' a u t r e  p a r t ,  r (F I  é t a n t  un domaine fermé, symét r ique  

2  
e t  convexe de  lk2 . l a  p l é n i t u d e  b i n a i r e  impl ique  que J e s t  compo- 

s a b l e  s u r  un ensemble non d i s c r e t .  

EXEMPLES. - 

[ I I .  Dans l e  c a s  où on prend pour  p une mesure de  p robab i -  

l i t é  P e t  pour  O l ' a p p l i c a t i o n  : 

1 
O(x1 = c  Log - 

X 
c  > O 

on r e t r o u v e  l ' i n f o r m a t i o n  de WIENER-SHANNON c i t é e  p l u s  h a u t .  Le t y p e  M 

a p p a r a i t  donc comme une g é n é r a l i s a t i o n  de WIENER-SHANNON. 

1 (2) .  En c h o i s i s s a n t  @ ( X I  = - 
X 

, e t  une mesure p t e l l e  que 

ii(i2l = + , on o b t i e n t  d e s  i n f o r m a t i o n s  dont  l ' o p é r a t i o n  de  c o m p ~ s i t i o n  

F  correspond au semi-groupe hyperbo l ique  : 

X 
avec  i c i  : r 2 ( F 1  16' x kt , ce  q u i  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  l e  c a s .  

S i  on c o n s i d è r e  a l o r s  l e  c a s  p l u s  p r é c i s  où : 



R E N et p(A1 = n(A) = nombre de points de A , 

-1 
L'information J [Al = - n (A) 

est une information du type M 

qui vérifie 

C'est une propriété que ne possède jamais l'information 

de WIENER-SHANNflN : l'invariance pour toute translation. 

- INFORMATION DU TYPE M' - 

On désignera par information du type M' , une information 

définie par : 

La mesure u est telle que p(Rl = + m 

\p est une application de il?+ dans 6' vérifiant : 

étant un nombre réel fini. positif. et O une bijection de  [O,;] 
dans IR+ vérifiant, comme pour le type M , les trois conditions 

[al , [ b I  . (cl . 

L'opération de composition est ici donnée par : 

F(x.yl = Y [O-' (XI + O-' [y)] 

D'autre part. on a comme pour le type M : 



x 
Cependan t ,  pou r  l e s  ensembles  F 2 ( J )  e t  I'*(FI , i l  n t y  

p a s  o b l i g a t o i r e m e n t ,  comme p o u r  l e  t y p e  M , une r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n .  

E n f i n ,  l e  t y p e  M '  e s t  a u s s i ,  d e  p a r  l a  a - a d d i t i v i t é  d e  . 

, a-cornposable.  

REMARQUES. - 

( 1 1 .  De même que  p o u r  l e  t y p e  M , l ' a d d i t i v i t é  s i m p l e  

d e  l a  f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e  p s u f f i t  p o u r  q u ' o n  a i t  c o m p o s a b i l i t é .  

Mais. d a n s  l a  p r é s e n t e  é t u d e ,  nous  n ' é t u d i e r o n s  a u s s i  que  d e s  i n f o r -  

m a t i o n s  du t y p e  M '  d é f i n i e s  à p a r t i r  d ' u n e  mesure.  

(21 .  La p l é n i t u d e  b i n a i r e  e n t r a î n e  a u s s i  p o u r  l e  t y p e  M '  

q u ' u n e  t e l l e  i n f o r m a t i o n  e s t  composable  s u r  un ensemble  non d i s c r e t .  

EXEMPLE. - P r e n o n s  l a  mesure  d e  LEBESGUE s u r  IÎ?+ , m e t  O(x1 

t e l l e  que  : 

@ ( X I  = c i o g  2 p o u r  x  6 [O,;] 
X 

L ' i n f o r m a t i o n  J d é f i n i e  p a r  : 

J (A1 = c  Log A m(A1 6 ; m(A1 

e s t  une i n f o r m a t i o n  du t y p e  M '  . C ' e s t  é g a l e m e n t  une  g é n é r a l i s a t i o n  

de  WIENER-SHANNON q u i  p o s s è d e  a u s s i  l a  p r o p r i é t h  d ' ê t r e  i n v a r i a n t e  

p o u r  t o u t e  t r a n s l a t i o n .  

- INFORMATION DE TYPE INFIMUM - 

On d i r a  q u ' u n e  i n f o r m a t i o n  J d é f i n i e  sur S e s t  d u  t y p e  

inf imum ( i n f . 1 ,  s i  l ' o p é r a t i o n  d e  c o m p o s i t i o n  d e  J , e s t  d e  l a  forme : 



F ( x , y l  = i n f  [ x , y l  

c ' e s t - à - d i r e  

THEOREME 1. - L'information J  &tant définie sur un anneau R, s i  

J[A u 81 = i n f r J ( A 1  . J ( B ) ]  es t  sa t i s fa i te  pour tous les  couples dis- 

joints ( A . 5 )  e R x  R , e l l e  e s t  nécessairement v é r i f i b e  pour tous 

les couples de l'anneau. L'opération F(x,y)  = i n f  l x , y l  es t  Za seule 

qui possède cet te  propriété. f [6_1 Th. 9.2) . 

THEORENE 2. - Pour une information du type in f . ,  définie s u .  un anneau 

R , quelte que so i t  La familte f inie {Ai l i s I  teZZe que : 

il ex is te  au moins un Ai t e l  que JIAI)  = J(AI (Cf. [6] Th. 9 . 3 ) .  

COROLLAIRE.- S i  J  du type i n f .  e s t  déf inie  sur une algèbre S , 
ators V A e S , au moins une des deux informations J  [A) ou J[AC;1 

e s t  égale à O : 

i n f  [ J J ~ A )  , 3 (AC]]= J(R1 = O 
(Cf. [6]  , cor.9.3.). 

D ' a u t r e  p a r t ,  nous avons vu que,  pour  une i n f o r m a t i o n  du 

t y p e  i n f  d é f i n i e  s u r  S , on a v a i t  : 

( B I  J [ u Ai] = i n f  {J ( A ~ )  1 
ie1 i ~ 1  

pour  t o u t e  f a m i l l e  {AiliEI f i n i e ,  d ' é l é m e n t s  de S . 

On n ' a ,  en g é n é r a l ,  pas  l ' é g a l i t é  sl l a  f a m i l l e  e s t  i n f i n i e .  

On d i s t i n g u e  a l o r s  : 



DEFINITION 1 .  - Une information J e s t  du type inf-a ou in f -c  , 
se Zon que Za propmété (61  e s t  vdr i f i é e  pour toute f a d  ZZe dénom- 

brable i n f i n i e  ou pour toute famt ZZe i n f i n i e  quelconque d ' indices  I 

[63 

EXEMPLE. - 

S o i t  fi r IR . D é - F i n i s s o n s  J s u r  P(IR1 p a r  : 

A f i n i  ou d é n o m b r a b l e  : J ( A l  = 1 

A non d é n o m b r a b l e  : J ( A l  = O 

J es t  une i n f o r m a t i o n  du  t y p e  i n f - a  , m a i s  non d u  t y p e  i n f - c ;  

( C f .  [6] , p a g e 2 1 3 1 .  

Dans l ' é t u d e  q u i  s u i t ,  n o u s  n ' é t u d i o n s ,  comme i n f o r m a t i o n  du  

t y p e  in f imum,  q u e  d e s  i n f o r m a t i o n s  d u  t y p e  i n f - c  , c o n s t r u i t e s  d e  l a  

f a ç o n  s u i v a n t e  : 

THEOREME 3. - So i t  4 Lw1 une appZica6ion de st dans IR+ , t e l l e  

que i n f  4Iw1 = O . L'information dé f in ie  sur P[nI par : 
we R 

J ( A 1  = i n f  4 (wl 
w e A  

e s t  du type in f -c  ( C f  r6] th .  9.6.)  

EXEMPLE. - ( [6] , p a g e  2141 .  S o i t  Ci? E IN et  s o i t  x les ra- 
n  

t i o n n e l s  d e  16' i n d e x é s  d ' u n e  m a n i è r e  q u e l c o n q u e .  

P r e n o n s  l a  f o n c t i o n  t e l l e  q u e  : 

a l o r s  J ( A )  = i n f  xn  e s t  u n e  i n f o r m a t i o n  d e  t y p e  i n f - c  . 
n e  A 

P o u r  t e r m i n e r  c e t t e  p r é s e n t a t i o n ,  r a p p e l o n s  un r é s u l t a t  

g é n é r a l  i m p o r t a n t .  



DEFINITION 2 . -  h e  l o i  de composition F ( x J y I  , e s t  d i te  universel- 

Ze quand e l  le  peut s 'appliquer à tout espace mesurable Cs2 ,SI . 

D E F I N I T I O N  3.- Soit 
'"'iç~ 

une famille d 'algèbres ou de u-algèbres. 
Cr 
Les Ai sont dites K-indépendantes ou M-u-indépendantes, s i  on a : ' 

C e c i ,  Y s o u s - f a m i l l e  
I n  

f i n i e  ou i n f i n i e  dénombrab l e  

d ' i n d i c e s  d e  1 . 

THEOREME 4.- Les deux lo i s  de composition : 

sont les  seules lois  universeZles pour Zesquelles, é tant  donné une 

fami l le d 'algèbres ou de u-algèbres {Ai IioI, M-inddpendantes ou 

M-o-indépendantes, on peut chois ir  arbitrairement une information J _ 
J. 

sur chaque algèbre ou a-algèbre 
Ai , de façon qu ' i l  exis te  une e t  

une seule information J , déf inie  sur Z'algèbre ou la  o-algèbre S 

engendrée par l e s  Ai , possédant les deux propriétés : 

fa)  J prend les valeurs données sur chaque algèbre ou 

a-algèbre : 

(b) Les algèbres ou a-algèbres A. sont J-indépendantes 
1 

ou J-u-indépendantes : 

C e c i  p o u r  t o u t e  s o u s - f a m i l l e  f i n i e  ou i n f i n i e  dénombrable  

I n  d ' i n d i c e s  de  1 , 



S U R  LES E N S E M B L E S  DE VALEURS 

D' U N E  MESURE 



I I - A ,  - RAPPELS DE DEFINITIONS ET PROPRIETES 

- THEORIE DE LA MESURE - 

S o i t  X un e n s e m b l e  q u e l c o n q u e .  

II-A-1. - DEFINITION. Une algèbre de Boole S définie sur X , 
e s t  une classe de parties de x , S P [ X )  , contenant 

0 e t  x e t  stable pour les  opérations de corrplémentation, 

de réunion e t  d' intersection f inies ,  

I I -A-2 .  - DEFINITION. On dira que S e s t  une a-algèbre de parties 

de x , s i  : 

(a) S es t  wze algèbre de Boole de parties de x . 
(b)  S e s t  stable pour la réunion dénoinhrable, 

REMARQUE.- Dans l a  d é f i n i t i o n  c i - d e s s u s ,  [ a l  e t  [ b )  e n t r a z t  

n e n t  q u e  S es t  s t a b l e  p o u r  l ' i n t e r s e c t i o n  d é n o m b r a b l e .  

II-A-3.- DEFINITION. Soit  S une a-algèbre de parties de X . 
On appelle mesure sur s , toute application p de S 

dans 6+ , t e l l e  que : 

Ib) w su i te  {Ail idl  d'éldments deux à deux dis joints  

de S , o n a :  

C'est la propriété de a-additivité. 

REMARQUE.- Nous a p p e l l e r o n s  e n s e m b l e  m e s u r a b l e  les é l é m e n t s  

d ' u n e  a - a l g è b r e  S q u e l c o n q u e ,  s u r  l a q u e l l e  on p e u t  d é f i n i r  u n e  me- 

s u r e .  



NOTATION.- Rappelons l e s  d é f i n i t i o n s  des d i f f é r e n t s  ensem- 

b l e s  de va leu rs  d'une mesure, données dans l ' i n t r o d u c t i o n  : 

A t o u t e  mesure p , on assoc ie  l e s  ensembles : 

e t ,  pour  n  2 2 : 

D ' a u t r e  p a r t ,  de p a r  l a  p r o p r i é t é  d ' a d d i t i v i t é ,  t o u t e  mesure 

a  comme o p é r a t i o n  de composi t ion dans IR+ : 

Construisons, à p a r t i r  de F , l a  s u i t e  de f o n c t i o n s  : 

FI[xl) = x 1  

F ~ + ~ ( X ~ ~ . . . , X  n+ 1  1 = F [ F ~ ( X ~ , . . . , X  n  I . x  ] n+ 1  

On cons ta te  a l o r s  que : 

Fn[xlS...,x 1  = x + x + ... + x  
n  1  2 n  . Y n  

n  
e t ,  s i  on no te  l e  support  de 

n  
dans IR' p a r  P:IF) , on a : 

I 
n  

r (FI E (R+ 
n  , V n  

P n ( p I c I " ( F 1  - n  , Y  n  

Dans l a  présente étude, nous nous i n t e ressons  uniquement 

d 'où  : 

aux ensembles r l ( p l  e t  TZ(p1 . 



I I - A - 4 .  - D E F I N I T I O N .  Une mesure p , définie sur une a-algèbre S 

de parties de x e s t  d i te  f inie s i  on a : 

I I - A - 5 . -  D E F I N I T I O N .  Une mesure p , dbfinie sur une o-algèbre S 

de parties de x e s t  d i te  a-finis,  s i  p[xl  = + w , 
e t  s i  i l  ex is te  une su i te  

{ E n  ' n e 0  
d'éléments de S , 

t e l l e  que : 

I I - A - 6 ,  - D E F I N I T I O N .  Un élément E , d ' m e  a-algèbre S , de 

mesure posit ive,  e t  un atome s i  V F E S t e l  que F C E , 

Soit  u [ F l  = O 

s o i t  u ( E - F )  = O . 

I I - A - 7 . -  D E F I N I T I O N .  Deux ensembles E e t  F E S , a- algèbre, 

sont égaux modulo la mesure u , e t  on note E z F[.] , 

s i  e t  seulement s i  : 

I I - A - 8 .  - D E F I N I T I O N .  Une mesure u es t  d i t e  non-utontique, s i  e l l e  

ne possède aucun atome. 

I I - A - 9 .  - D E F I N I T I O N .  Une mesure 1_i es t  d i t e  purement aton6que s i ,  

{Ai ' ic i  étant l'ensemble de ses atomes, on a : 

X =  { U  Ai) U K  avec pLKI = O  
iaI 



II-A-10. - THEOREME. Si p  e s t  une mesure o-finie, possède 

au p Lus wz nombre dénombrab Ze d 'atomes. 

PREUVE.- Montrons d ' a b o r d  l e  t héo rème  p o u r  une mesure  p  , f i n i e  

Remarquons d ' a b o r d  que  s i  nous  avons  deux a tomes  A e t  6 d i s t i n c t s ,  

c ' e s t - à - d i r e  t e l s  q u e  : 

a l o r s  : p ( A f l 6 1  = O , s i n o n  i l  e x i s t e r a i t  F = A n B  , F  s , 

F c A t e l s  que p(F1  # O e t  A ne s e r a i t  p a s  un atome.  

D ' a u t r e  p a r t ,  p u i s q u e  p(X) < + , i l  e x i s t e  au p l u s  n  

a tomes  d e  mesure  2 - ' [X1 , d o n c  au p l u s ' u n e  i n f i n i t é  dénombrable  n  
d ' a t o m e s  d i s t i n c t s .  [Cf.  p] compl. 1-4-31. 

S i  on s u p p o s e  m a i n t e n a n t  que  p  e s t  a - f i n i e ,  i l  e x i s t e  

une s u i t e  
' E n ' n c ~  

d ' e n s e m b l e s  d e  S t e l s  q u e  : 

On p e u t  t r a n s f o r m e r  c e t t e  s u i t e  en  une s u i t e  
'Fn ' n d ~  d  ' é- 

l e m e n t s  d e  S deux à deux d i s j o i n t s  en p r e n a n t  : 

comme F n C E  , t l n  , on a  t o u j o u r s  : 
n  

d e  p l u s  : 

Cons idé rons  a l o r s  l a  r e s t r i c t i o n  d e  p  à l a  t r a c e  s u r  
n 

d e  l a  a - a l g è b r e  S . C e t t e  r e s t r i c t i o n  est  une mesu re  f i n i e  q u i  pos-  

s è d e  don t  a u  p l u s  un nombre dénombrable  d ' a t o m e s .  Un atome d e  c e t t e  



r e s t r i c t i o n  é t a n t  évidemment  u n  a tome d e  , l e  nombre t o t a l  d ' a t o m e s  

d e  p es t  d o n c  é g a l  à l a  somme d e s  a t o m e s  d e s  r e s t r i c t i o n s  d e  à 

chaque  ensemb le  F . 
n 

O r ,  une u n i o n  dénombrab l e  d ' e n s e m b l e s  d e  c a r d i n a l  dénombra-  

b l e  donne  un ensemb le  d é n o m b r a b l e .  p o s s è d e  donc  a u  p l u s  un nombre 

dénombrab l e  d ' a t o m e s .  

REMARQUE.- La c o n d i t i o n  : p a - f i n i e ,  du  t h é o r è m e  p r é c é d e n t  

est  essen t ie l le .  Une mesu re  q u i  n ' e s t  p a s  a - f i n i e ,  p e u t  a v o i r  u n  

nombre d ' a t o m e s  d ' u n e  p u i s s a n c e  q u e l c o n q u e .  P a r  exemp le  : 

S o i t  X un c a r d i n a l  s u p é r i e u r  a u  dénombrab l e .  Donnons comme 

m e s u r e  à un e n s e m b l e  E C X , s o n  nombre d e  p o i n t s  s ' i l  est  f i n i  e t  

+ m. s ' i l  es t  i n f i n i .  

Nous avons  a l o r s  d é f i n i  s u r  P(X1 une  m e s u r e  non a - f in ie ,  

p o u r  l a q u e l l e  t o u t  p o i n t  d e  X e s t  d e  mesure 1 e t  e s t  d o n c  un a tome.  

II-A-11. - LEMME. Soient une mesure purement atomique f inie ,  e t  - 
{Ai IiW l'ensemble de ses atomes. Notons a = p[A. 1 , i 1 

V i E IN. Soit  A E S un ensemble quezconque : A  = U Ai 
n  n 

e t  u[Ai 1 = a , V n E IN . Notons par K Z 'ensemble 
i n n  

Alors, i l  ex i s t e  toyjours a o K t e l  que a  = S u p  ai . 
i 

k 
i 

k n n  

PREUVE.- S o i t  donc  A q u e l c o n q u e  e S . A p e u t  s ' éc r i r e  s o u s  

l f l  f o r m e  : 



un ion  f i n i e  ou i n f i n i e  d ' a t o m e s  d e  p , a v e c  : 

S i  l ' e n s e m b l e  K = {ai , a i  , ... . a  , ...) p o s s è d e  un nombre 
1 2 

i 
n  

f i n i  d ' é l é m e n t s ,  l a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  é v i d e n t e .  

Supposons  donc  q u e  K p o s s è d e  un nombre i n f i n i  d ' é l é m e n t s :  

{a i ,  1 es t  a l o r s  une s o u s - s u i t e  de  'an ' n r ~  e t  p é t a n t  une mesure  
n  n d i  

f i n i e  : on a  : 

r a  + , d ' o ù  : L i m a  = C I  
n  n  n  njco' 

La s u i t e  
{an 'n CN 

n ' a  donc  q u ' u n  p o i n t  d ' a c c u m u l a t i o n ,  

à s a v o i r  O . 

D r ,  s ' i l  e x i s t a i t  a  = Sup ai t e l  q u e  l ' o n  n e  p u i s s e  t r o u v e r  
i 

un i n d i c e  k v é r i f i a n t  a = a k  , a  s e r a i t  un deuxième p o i n t  d ' a c c u -  

m u l a t i o n  de  { a n )  , c e  q u i  e s t  i m p o s s i b l e .  C e  r a i s o n n e m e n t  é t a n t  v a l a b l e  

p o u r  (ai 1 on démon t r e  l ' e x i s t e n c e  d e  : 
n  nsN 

- TOPOLOGIE ET ANALYSE - 

!'dous donnons i c i  p r i n c i p a l e m e n t  l a  d é m o n s t r a t i o n  d ' u n  e x e r c i c e  

d e  N .  BOURBAKI s u r  l e s  f a m i l l e s  sommables d e  nombres r é e l s ,  p o s i t i f s  ou 

n u l s ,  q u i  nous  s e r a  t r è s  u t i l e  d a n s  l ' é t u d e  d e s  mesu re s  purement  a tomiques  

f i n i e s .  

Mais a u p a r a v a n t ,  r a p p e l o n s  un r é s u l t a t  c l a s s i q u e  d e  t o p o l o g i e .  

I I-A-12.  - PROPOSITION. (II Dans un espace corpact, toute suite de 



points possède au moins une valeur d'ahérence. 

( 2 )  S i  e l l e  a une seule valeur d'adhérence, 

la su i t e  converge vers e l l e .  (Cf [z]  prop. 11-51 

I I - A - 1 3 . -  LEMME. So i t  {UnIndl une s u i t e  s o m b l e  dans R , de 

nombres > O , sa t i s fa i san t  aux conditions : 

Alors, pour tou t  nombre a  t e l  que 

i l  e x i s t e  une part ie  1 de N , t e l l e  que : 

a =  1 un (Cf. [l] exeerc. 41 
na1 

PREUVE.- La c o n d i t i o n  Un 6 1 Uk , V n  E N e s t  é q u i v a l e n t e  

à : Li kiUn 

c a r  IUnlnrN é t a n t  une s u i t e  sommable de nombres r é e l s  > O , il 
, 

s u f f i t  de l e s  ordonner  convenablement. 

S o i t  donc a  c ]O. s  [ . Nous supposons que a  f Un , 
W n  e IN , s i n o n  l a  démons t ra t i on  e s t  é v i d e n t e .  

Considérons a l o r s  l a  s o u s - s u i t e  
fVn ' n a  

c o n s t r u i t e  de l a  

façon s u i v a n t e  : 

v = Un 
O 

U  é t a n t  l e  p l u s  g rand  é lément  de 
O " 0  'Un ln&  



v = u  
I 'no+ kl 

é t a n t  l e  p l u s  grand élément de 
" 0 + ~ 1  ' 

'Un 'nc~  
t e l  que : 

On peu t  t o u j o u r s  t r o u v e r  un t e l  élément dans l a  mesure où : 

t e l  que 

De P lus .  s i  on a  é g a l i t é ,  a l o r s  1 = {no nn + k,} e s t  

e t  l e  problème e s t  réso lu .  

Sinon, de proche en proche, on o b t i e n t  v  t e l  que : 
n  

é t a n t  l e  p l u s  grand élément de 
{"n 'nm 

t e l  que 

E t  on peu t  t o u j o u r s  t r o u v e r  
'no+ kn , c a r  si on suppose qu'on a  

t r o u v é  : 

t e l s  que : 



a l o r s  on a  : 

S i ,  au bout d ' un  rang, nO+kn f i n i .  on o b t i e n t  : 

l e  problème e s t  r é s o l u  avec : 

Sinon. on o b t i e n t  une sous -su i t e  {'n ' n a  de {"n 'nem q u i  tend, 
e l l e  aussi .  ve rs  O quand n  t end  vers l ' i n f i n i .  

De p l us ,  on a  p a r  c o n s t r u c t i o n  : 

v o s  2' U = I R  en prenant  k  = O 
k>n 

O 
O 

La s u i t e  {R 1 é t a n t  uns sous -su i t e  de l a  s u i t e  des 
kn ndN 

r e s t e s  
'Rn ' n d ~  de l a  s é r i e  Un . o n a :  

ndN 

L im  R = 0 
n- kn 



Notons a l o r s  SO = v 
O 

'Vn 'nE~ 
é t a n t  une s o u s - s u i t e  de 

' U n ' n e ~  , on a  : 

S t e t  L i m S  = v  1 U < + m  
n  n  

n-m n=O n  
n=O n  

Considérons a l o r s  l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  : 

K  = a - S  , W C  , a l o r s :  
n  n  

Kn + 

e t  p a r  c o n s t r u c t i o n  de 
"n ' n c ~  on a : 

Kn > O W n e I I V  

De p l u s ,  on a  : 

en e f f e t  : 

c a r  : + U  
n  + S . .  + u 

O " o + ~ ~ - I  + 'n0+kn-l > a 

de p a r  l e  c h o i x  de l ' é l é m e n t  
'nO+kn d'où : 



La s u i t e  
{Kn ' n c ~  

e s t  donc majorée terme à terme p a r  l a  

s u i t e  {Rk ) q u i  tend  vers  O quand n t end  vers  1' m . 
n nsN 

On a donc : 

Lirn Kn = O 
n* 

ce q u i  en t r a îne  que 

Lirn S = a 
n 

n-m 

On a donc t r o u v é  : 

t e l  que : 

So ien t  X un ensemble quelconque. S une o-a lgèbre de 

p a r t i e s  de X e t  p une mesure. f o n c t i o n  d'ensembles d é f i n i e  s u r  S . 
Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d ' é t a b l i r  quelques p r o p r i é t é s  

des ensembles : 



- CAS D'UNE MESURE FINIE QUELCONQUE - 

S o i t  p une mesure f i n i e .  Notons par  Y l a  réunion de 

tous l e s  atomes de X e t  pa r  Z l 'ensemble X-Y , ou p a r t i e  non- 

atomique de X . 

11-6-1.- LENUE. Tout ensemble mesurable E c z , de mesure pos i t i ve ,  

cont ient  des sous-ensembles mesurabzes de mesure poss i t ive  

arbitrairement p e t i t e .  (Cf. (31 Lem. 1) . 

PREUVE.- E n 'é tant  pas u n  atome, 3 F e S , F C E t e l  que 

Notons p a r  El c e l u i  des deux ensembles F ou E-F 

dont l a  mesure n ' e s t  pas p lus  grande que : 

On peut c o n s t r u i r e ,  de même, un ensemble E C E t e l  que : 
2 1 

a u s s i  V o > O , 1 "(c l  t e l  que : 

E n  s e  cons t ru i san t  comme indiqué  c i -dessus ,  par  récurrence.  

11-8- 2 .  - LEMME. L ' ensemb Ze des valeurs de v sur l e s  sous-ensemb Zes 

mesurables de Z e s t  Z ' intervaZle fermé : 



PREUVE.- S i  Z est  n u l ,  i l  n ' y  a  r i e n  à p r o u v e r .  Supposons 

donc  que  uIZ1 > O , e t  s o i t  a t e l  q u e  : 

Le lemme p r é c é d e n t  e n t r a î n e  a l o r s  que  1 E c Z m e s u r a b l e ,  t e l  que  : 
1 

S ' i l  y a  é g a l i t é ,  l a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  t e r m i n é e ,  s i n o n ,  on a p p l i q u e  

à novueau l e  lemme pour  t r o u v e r  un ensemble  m e s u r a b l e  

E c Z-E e t  t e l  que  : 
2  1 

De l a  s o r t e ,  ou b i e n  on o b t i e n d r a  un 
En 

t e l  que  : 

n  
P I  U Ei) = a a v e c  n f i n i ,  

i = l  

ou  b i e n ,  on a u r a  une s u i t e  dénombrable  d ' e n s e m b l e s  m e s u r a b l e s  deux à 

deux d i s j o i n t s ,  t e l s  que : 

11-8-3.-  LEMME. L'ensemble des valeurs de p sur l e s  sous-ensembles 

mesurabzes de Y e s t  fermé. (Cf. [3] Lem. 31 

PREUVE.- S o i e n t  y l J  y2 ,  ... l e s  a tomes  d e  Y , q u i  s o n t  en  

nombre au  p l u s  dénombrable  ( I I - A - 1 0 ) .  

S o i t  r l ' e n s e m b l e  de t o u t e s  les  s u i t e s  : 

Dans l a  t o p o l o g i e  u s u e l l e  d e s  e s p a c e s  p r o d u i t  c a r t é s i e n ,  l" e s t  un 



e s p a c e  t o p o l o g i q u e  compact e t  chacune  d e s  f o n c t i o n s  : = i 
e s t  une f o n c t i o n  c o n t i n u e .  

C o n s i d é r o n s  a l o r s  l a  f o n c t i o n  $ [ y )  d é f i n i e  p a r  l e s  s é r i e s  :. 

P o u r  q u e  $ s o i t  c o n t i n u e ,  i l  s u f f i t  que  l a  s é r i e  Ui ( y )  
i= l 

s o i t  uniformément  c o n v e r g e n t e  s u r  r , e t  que  chacune  d e s  fonctions 

Ui s o i t  c o n t i n u e  s u r  r . 

O r .  Ui(y) = ~ ~ ( y )  p ( y i l  es t  c o n t i n u e  s u r  r , Y i  

c a r  c i [ y )  l ' e s t ,  e t ,  d e  p l u s ,  on a  : 

Cec i  e n t r a î n e  donc ,  d ' a p r è s  l e  c r i t è r e  d e  WEIERSTRASS, q u e  
m 

l a  s é r i e  Ui[yl es t  uniformément  c o n v e r g e n t e  s u r  r . 
i= 1 

On en d é d u i t  que  $ ( y )  e s t  c o n t i n u e  s u r  r . Dr, l ' i m a g e  

c o n t i n u e  d ' un  e s p a c e  compact e s t  compact e t  p a r  là-même f e rmé ,  p u i s q u e  

d a n s  R . 

Comme l ' i m a g e  ($( l?l)  est e x a c t e m e n t  l ' e n s e m b l e  d e  t o u t e s  

l e s  v a l e u r s  de  s u r  les sous -ensembles  m e s u r a b l e s  d e  Y , l e  lemme 

e s t  démontré .  

11-0-4. - THEOREME. Four t o u t e  mesure p finie ; Tl ( p )  es t  fermé. 

(Cf. [3] Th. 1). 



PREUVE.- X = Y U Z a v e c  Y n Z  = fl , d o n c ,  d ' a p r è s  I I -B-2  , 

on a  : 

e t  d e  11-6-3 . on d é d u i t  q u e  Tl(pl es t  fermé comme un ion  d e  deux  

f e r m é s  . 

11-6-5. - THEOREME. Si e s t  une mesure finie, non-atomique, azors : 

PREUVE.- S o i t  d o n c  x s [o .~ [x I ]  e t  p o s o n s  =  X . I l  

e x i s t e  t o u j o u r s  A E S t e l  q u e  u ( A l  = x  d ' a p r è s  11-8-2. 

- 
S i  a l o r s  (x ,y l  es t  t e l  q u e  x+y 6 p , m o n t r o n s  q u ' i l  

e x i s t e  B s S t e l  q u e  : 

En e f f e t ,  on a  : 

A U A C = X  

d ' o ù  : 

p l ~ ~ l  = il - x 

C o n s i d é r o n s  a l o r s  l a  mesu re  r e s t r i c t i o n  d e  à l a  t r a c e  

s u r  A~ d e  S . A l o r s  t o u j o u r s  d ' a p r è s  11-8-2 , 

t e l  q u e  : 



- CAS D'UNE MESURE PUREMENT ATONIQUE FINIE - 

Nous avons  vu, au Lemme 11-8-2  , que  s i  une mesure  LI 

f i n i e ,  e s t  non-a tomique ,  a l o r s  I. C U )  E [ o , ~ ( x ) ]  , Autrement  d i t .  
1 

q u ' e l l e  e s t  s u r j e c t i v e  comme f o n c t i o n  d ' e n s e m b l e s  à v a l e u r s  d a n s  

Dans l e  c a s  d ' u n e  mesure  purement  a tomique  f i n i e ,  nous  avons  

pu ,  à p a r t i r  d ' u n  e x e r c i c e  d e  N .  BOURBAKI, [ I I -A-131,  é t a b l i r  un r é -  

s u l t a t  de  c a r a c t è r e  g é n é r a l .  

S o i t  une mesure  purement  a t o m i q u e  f i n i e .  S o i e n t  

{Ai liem s e s  a tomes  en  nombre au  p l u s  dénombrab le ,  [ I I -A-101.  

Notons  a  = Fi(Aii , V i c IN . i 

I I -B-6 .  - THEORENE. üne mesure LI , pwement atomique finie, e s t  

t e l l e  que 1  O ,  , si e t  seulement s i  : 

ai '< ak , V I D I N .  
a  < a  

k i 

PREUVE.- Montrons d ' a b o r d  l a  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e .  Pour  c e l a ,  

r a i s o n n o n s  p a r  l ' a b s u r d e  ; supposons  donc  q u e  : 

Notons  : 

A l o r s ,  s i  on p r e n d  x E l a ;  . ap[,: , on ne  p e u t  p a s  t r o u v e r  A E S 

t e l  q u e  u(Al = x ; e n  e f f e t  : 

S o i t  A s S q u e l c o n q u e ,  on p e u t  é c r i r e  



union f i n i e  ou i n f i n i e  dénombrable d'atomes de p , avec : 

S i  K = {ai . ai , . . . . ai . . . .) , nous savons, d ' ap rè s  
1  2 n  

l e  lemne II-A-11, q u ' i l  e x i s t e  u n  e n t i e r  k t e l  que : 

a l o r s .  s i  ai 5 a  . on a  : 
k 

Sinon, o n a  a  < a  e t :  
i k 

donc : 

d'où l a  condit ion nécessa i re .  

Réciproquement. supposons que V i c IN , ai < a . 
a  <a 

a l o r s ,  é t a n t  f i n i e .  l a  s u i t e  e s t  sommable, k i 
fan l n& 

e t .  d ' après  l e  lerrme II-A-13. nous savons que : W a  t e l  que : 

on peut t rouve r  1 C I N  t e l  que a  = a  
ne1 ri ' 

Donc. W a  E [O.P(X)]  . i l  e x i s t e  A = U An t e l  que : 

ne1 



- CAS D'UNE MESURE a-FINIE - 

Nous s u p p o s e r o n s  m a i n t e n a n t ,  q u e  l a  mesu re  p  d é f i n i e  s u r  

l a  a - a l g è b r e  S d e  p a r t i e s  d e  X , e s t  a - f i n i e .  

11-6-7.- LEMME. S i  p e s t  wze mesure a-finie, non atomique, alors - 
V EO e S , t e l  que p (Eo l  # O , on a : 

te2 que : 

PREUVE.- S u p p o s o n s ,  t o u t  d ' a b o r d  q u e  Eo es t  d e  mesu re  f i n i e .  

A l o r s .  d ' a p r è s  11-5-1 , a p p l i q u é  à l a  r e s t r i c t i o n  d e  p à l a  t r a c e  

s u r  E o  d e  S , q u i  es t  une  mesu re  f i n i e ,  l a  p r o p r i é t é  est d é m o n t r é e .  

S o i t  d o n c  Eo d e  m e s u r e  a - f i n i e .  A l o r s ,  i l  e x i s t e  une  s u i t e  

I n s i  d ' e n s e m b l e s  d e  S , t e l l e  q u e  : 

à p a r t i r  d e s  E , on p e u t  c o n s t r u i r e  l a  s u i t e  
n { E n l n ~  t e l l e  que : 

a v e c  t o u j o u r s  ; 

On c o n s t r u i t  e n s u i t e  l a  s u i t e  d ' e n s e m b l e s  d i s j o i n t s  d e u x  à 

deux  I F ~ I ~ ~ , ,  e n  p o s a n t  : 



Les ensembles  F v é r i f i e n t  e n c o r e  : 
n 

S o i t  a l o r s  un E > O . La s é r i e  1 u[Fn1 é t a n t  d i v e r g e n t e ,  

3 no t e l  q u e  : nslN 

Cons idé rons  l ' e n s e m b l e  : 

on a : u(Fo l  < + e t ,  d ' a p r è s  11-6-1 . il e x i s t e  un ensemble  

m e s u r a b l e  F  C Fo t e l  que  : 

o r  F C EO . c e  q u i  t e r m i n e  l a  d é m o n s t r a t i o n .  

11-6-8.- LENME. S i  p e s t  une mesure o-f inie,  non atomique, e t  - 
s i  E g e S  , o n a :  



PREUVE.- si  a = + m a l o r s  a = p ( E o l  = + m . On p r e n d  a l o r s  

El  = Eo - {un nombre f i n i  d e  p o i n t s  d e  Eo) e t  on o b t i e n t  : 

S i  a < + m , a l o r s  on a p p l i q u e  l e  lemme I I - B - 7  p o u r  

c o n s t r u i r e  une s u i t e  dénombrab le  d ' e n s e m b l e s  de  S deux à d e u x  d i s - .  

j o i n t s ,  e t  t e l s  q u e  : 

03 m 

u (  U Ei) = u a v e c  u Ei C Eg 
i = l  i= 1  

e x a c t e m e n t  comme p o u r  l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  11-8-2.  .. 

I I - B - 9 .  - THEOREME. Si  p  e s t  une mesure a-finie, non-atomique, on 

a : 
- + r (p) - I R  1 

PREUVE.- E l l e  s e  d é d u i t  immédia tement  du lemme p r é c é d e n t ,  

I I - B - 1 0 , -  THEOREME. S i  p e s t  m e  mesure a-finie, non atomique, 

on a : 

PREUVE.- S i  x  = y < + a l e  r é s u l t a t  d é c o u l e  d e  1 1 - 8 - 9  e t  - 
11-8-8 .  S i  x = y = + , p é t a n t  a - f i n i e ,  non a tomique ,  on 

p e u t  t o u j o u r s  t r o u v e r  A,B c S d i s j o i n t s ,  t e l s  que  : 

S i  x  < + e t  y = + a l o r s ,  d ' a p r è s  1 1 - 8 - 9  , on 

p e u t  t r o u v e r  A c S t e l  que  p(A1 = x e t  i l  r e s t e  



S i ,  e n f i n ,  x e t  y < + m  e t  x # y , on peut t rouve r  

A e S t e l  que y ( A )  = x , e t ,  d ' après  11-8-8 : 

Comme ~ ( A ' I  = + a  , V y  < + m  , j B C A '  , B E S  , , 

t e l  que : 

II-B-11. - THEOREME. S i  p e s t  une mesure a-f inie,  purement atomi- 

que, r ,  (p) e s t  t a  tirnite d'une su i t e  dénombrable crois-  

sante de fermés. 

PREUVE.- X é t a n t  de mesure a - f i n i e ,  i l  e x i s t e  une s u i t e  d 'en-  

sembles de S . {EnIn& , t e l l e  que : 

s o i t  {FnIndU l a  s u i t e  d é f i n i e  par  : 

{Fn ' n d i  e s t  une s u i t e  dénombrable c r o i s s a n t e  d'ensembles 

d e  S e t  on a  : 

S o i t  un l a  r e s t r i c t i o n  de p à l a  t r a c e  sur F de n 
l a  a-algèbre S . D'après 11-6-3 , r l ( u n )  e s t  fermé e t  cec i  

V n € I N  . D'aut re  p a r t  : 

r ( p  1 C r 2 ( s n r l )  
l n -  

e t  {Tl ( u n )  },,& e s t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de fermés. 



r l  ( F I  = L i m  r ( u  1 = U r (p 1 
n- 1 n  

n d  1 n  

REMARQUE.- D ' a p r è s  l e  t héo rème  c i - d e s s u s ,  on ne  p e u t  r i e n  d i r e ,  

en g é n é r a l ,  d e  l ' e n s e m b l e  r , pour  une mesure p a - f i n i e ,  p u r e -  
1 

ment a tomique .  En p a r t i c u l i e r ,  Y I  l u )  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  f e rmé ;  en  

v o i c i  un  exemple  : 

S o i t  l a  mesure  , a - f i n i e ,  purement  a tomique ,  d é f i n i e  

s u r  une a - a l g è b r e  S , p a r  : 

{Ai lia é t a n t  l e s  a tomes  de  , v é r i f i a n t  : 

(11 La . s u i t e  iai lia est  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e .  

(21 L i m  ai = a , a v e c  O < a < + rn 

i- 

- 
A l o r s  . a  E , c e p e n d a n t ,  on ne p e u t  t r o u v e r  un 

ensemble  A E S , t e l  que  : 

I I - C . -  MESURE INJECTIVE 

Une a p p l i c a t i o n  f d ' u n  ensemble  E d a n s  un ensemble  F 

e s t  d i t e  i n j e c t i v e  l o r s q u e  : 

b ' x , y c E  t e l s q u e  x # y  o n a  f ( x 1  f f ( y 1  . 

P a r  a n a l o g i e ,  nous  d i r o n s  d ' u n e  mesu re  F , d é f i n i e  s u r  



une  o - a l g è b r e  S d e  p a r t i e s  d e  X ,  q u ' e l l e  e s t  i n j e c t i v e  quand : 

I I - C -  1. - DEFINITION. Une mesure e s t  in jec t ive  Zorsque 

V A , B e S  t e k  que A É B[p] , on a ~ i [ A l  # p(B1 . 

C e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  é q u i v a l e n t e  à : 

I I -C-2 .  - DEFINITION. Une mesure p  e s t  in jec t ive  Zorsque 

V A , B a S  t e l s  que A n 6  = El e t  p(A U BI f O , 
on a u(Al # u(BI 

En e f f e t ,  s u p p o s o n s  q u ' u n e  mesure  p  s o i t  i n j e c t i v e ,  s e l o n  

l a  d é f i n i t i o n  I I -C-1 .  . Montrons q u ' e l l e  e s t  i n j e c t i v e  s e l o n  I I -C-2 .  

S o i e n t  A , B  E S t e l s  que  A n B  = El e t  u(A U 81 # O . 

Montrons q u e  p(A1 # p(BI , On a  : 

p[A A B I  = p[A U 8 )  $ O d ' o ù  A 2 8[p] 

e t  on a d o n c  : plAl # p(81  . 

Supposons ,  r é c i p r o q u e m e n t ,  que  s o i t  i n j e c t i v e  s e l o n  

I I -C-2 .  

S o i e n t  a l o r s  A,B E S t e l s  que  A f 5 [pl 

Montrons que  u[A) # p[B) . On a  : 

Donc, d ' a p r è s  I I -C-2 .  : 

p(A-BI f p[B-A) 



d 'où  : 

p ( A )  = V I A - 8 1  + (A n 8 )  e t  p ( 8 1  = 1 ( 8 - A l  + [A [ )BI  

On en  d é d u i t  a l o r s  q u e  : 

- MESURE NON ATOMIQUE - 

I I - C - 3 .  - THEOREME. laute mesure u , non-atomique, f inie ou 

O-finie, e s t  non inject ive.  

PREUVE.-  S o i t  d o n c  une mesure  p non-a tomique .  Notons 

,,[XI = ; . 
- 

[ a )  p < + a . S o i t  un  ensemble  A E S t e l  que  : 

p o s o n s  u [ A l  = a ; a l o r s  on a  : 

e t  II- E-8 e n t r a î n e  q u ' i l  e x i s t e  B C A' , B o S 

t e l  q u e  : 

p [ B l  = a 
- 

(b) !J = + , p e s t  a - f in ie .  



Alors s i  on prend un  ensemble A e S t e l  que : 

11-8-8 e n t r a i n e  encore l ' e x i s t e n c e  de B C A' , 

B E S t e l  que : 

- MESURE PUREMENT ATOMIQUE - 

S o i t  p une mesure purement atomique. E l l e  possède au 

p lus ,  [II-A-IO) , u n  nombre dénombrable d'atomes s i  e l l e  e s t  f i n i e  

ou a - f i n i e .  

Notons {An l e s  atomes de p ; on a  : 

A n e S  , Y n c M  e t  { U  A n ] U K =  X avec p(K1 = O  
n& 

D'au t re  p a r t ,  f a i t  correspondre à chaque atome une masse 

p o s i t i v e ,  que  nous noterons : 

Ceci e n t r a î n e  que W A c S , on a : 

Nous supposerons, dans l ' é t u d e  p ré sen te ,  que l e s  a  sont  
i 

tous  d i s t i n c t s ,  sinon l a  mesure p s e r a i t  a p r i o r i  non- in jec t ive .  

I I - C - 4 .  - T H E O R E M E .  Pour qu'une mesure purement atomique , s o i t  

i n j e c t i v e ,  i l  faut que : L i m  a  = O . 
n  

n-fo3 



PREUVE.- Supposons, pour ra i sonner  par  l ' absu rde ,  que l a  s u i t e  

i a n ' n E ~  
ne tende pas vers  O , On a  a l o r s  deux p o s s i b i l i t é s  : 

( a )  L i m  an = a  > O , a f i n i  ou i n f i n i .  
n-tco 

Dans ce cas ,  on peut e x t r a i r e  de 
'an ' n d ~  

d e u x  sous- 

s u i t e s  {an 1 e t  [a } n 'ayant  pas tous l eu r s  
k kslN nt tdN 

termes ident iques  e t  tendant vers  l a  même l i m i t e  a  

On o b t i e n t  a l o r s  A  e t  B t e l s  que : 

V I A ]  = a  = + m  pour A =  u A  n km k 
n 

kdN k 

u ( B 1  = an  = + - pour B = 

ta L e!A Ant 

avec A É B [ ~ ]  

[ b )  n ' a  pas de l i m i t e .  

Alors,  'an ' n a  é t a n t  une s u i t e  de p o i n t s  de 6' , 

espace compact, possède au moins deux va leurs  d'adhérence 

d i s t i n c t e s ,  sinon (II-A-121 , s i  e l l e  n 'en n ' a v a i t  

qu'une, e l l e  convergerai t  vers c e t t e  unique va leur  

d'adhérence. 

D'autre  p a r t ,  l ' u n e  de ces deux va leurs  d'adhérence 

d i f f é r e n t e s  e s t  forcément d i s t i n c t e  de O , e t  on peut 

a l o r s  e x t r a i r e  de 
'an ' n d ~  

une sous - su i t e  qui  converge 

vers  e l l e ;  on e s t  a l o r s  ramené en ( a l  . 

II-C- S. - THEORENE. Pour que , purement atomique f i n i e ,  s o i t  

i n j e c t i v e ,  i l  s u f f i t  que l 'on a i t  : 



PREUVE.- S o i e n t  donc d e u x  e n s e m b l e s  A,B e S v é r i f i a n t  

A 0 5  = 0 e t  p[A U BI # O 

On p e u t  é c r i r e  : 

B = A  U A j  U m . .  U A j  U ... 
j 1 2 m 

Un ions  f i n i e s  o u  i n f i n i e s  d ' a t o m e s  d e  u , a v e c  : 

d e  p l u s  : 

i # Jm , W Im,nl E M X W  c a r  A n B = 0  . 
n 

Notons  : 

D ' a p r è s  le lemme II-A-11, on a : 

t e l s  q u e  : a  = Sup a et a = S u p a  
i 

k n i n m j m  

On a a l o r s  d e u x  p o s s i b i l i t é s  p o u r  A e t  B : 

[ a l  a i  < a  d ' o ù  : 
k je 



d ' o ù  : ~J . (B )  > v ( A 1  

( b l  ai > a  d ' o ù  : 
k j, 

d ' o ù  : 

I I - C - 6 .  - COROLLAIRE. Supposons que p , purement atomique f in ie ,  

s o i t  t e l l e  que a  > a 
i + 1 

, V i . Alors, pour que 
i 

s o i t  i n j e c t i v e ,  i l  s u f f i t  que : 

EXEMPLE.- S i  on c o n s i d è r e  l a  mesure v é r i f i a n t  

e t  c e t t e  mesure  e s t  i n j e c t i v e .  

I I - C - 7 .  - THEOREME. S o i t  u , purement atomique f in ie .  Alors l e s  

deux propositions suivantes sont incovpatibtes : 

(B)  u e s t  i n j e c t i v e .  

PREUVE.- 11 s u f f i t  de m o n t r e r  que  : - 
(a) - n o n  [ B I  

Nous savons ,  d ' a p r è s  11-8-6 q u e  : 



A l o r s  V i c N , 3 A E S  t e l  q u e  A i n A  = 0 e t  t e l  

q u e  : 

En e f f e t ,  s o i t  1 = {Q IN : a, 2 a i l  p 

S i  on c o n s i d è r e  l a  mesu re  p '  . r e s t r i c t i o n  d e  à l a  

t r a c e  d e  S  s u r  Y = X - U A 
Q  ' 

a l o r s  p '  v é r i f i e  : 
1s 1 

O r ,  d ' a p r è s  11-8-6 . u '  e s t  t e l l e  que  : 

r ( u l l  z [ o D p l ( y l  = 
I a  <a 1 ak l  

k i 

O r  ai e [ o . u ' ( Y ) ]  d o n c  3 A E S  . t e l  q u e  : 

u '  (Al = a = , , (A)  i 

a v e c  : Ai l l A  = 0 

II-C- 8. - LEMME. So i t  p  , purement atomique f in ie  v é r i f i a n t  - 

PREUVE. - S o i t  donc  x E ]a; . ai  [ p o u r  i q u e l c o n q u e .  S o i t  - 
A q u e l c o n q u e  c S . on p e u t  é c r i r e  : 



A = A U Ai U ... U Ai U . . ,  
i 

1  2 n 

union f i n i e  ou i n f i n i e  d 'a tomes de p . 

D'après  II-A-11, 3 ai t e l  que  : 
k 

Alors  on a deux cas  p o s s i b l e s  : 

[ a )  a  < a  , d ' o ù :  
i 

k 
i 

c ' e s t - à - d i r e  

[ b )  ai 2 a i  e t  : p[Al > x  
k 

Donc r A E S t e l  que l i (A l  = x 

d  'où x c r , ( p )  . 

REMARQUES.- 

(11.  La condi t ion  du théorème I I - C - 4  : 

L i m  an = O 
n* 

e s t  n é c e s s a i r e  mais non s u f f i s a n t e .  

S i  on cons idère ,  en e f f e t ,  l a  mesure p t e l l e  que : 



1 on a  bien l i m -  = O . or .  on peut t rouver  deux ensembles d i s j o i n t s .  
n- 2n 

ayant même mesure non nu l l e .  E n  e f f e t ,  l ' a tome A e s t  t e l  que 
1 1 u ( A q )  = - 
2 

e t  on t rouve : 

e t  t e l  sue : 

( 2 ) .  La condit ion du théorème II-C-5 : 

a  r 1 ak  , V ~ E M  i a  <a 
k i 

e s t  s u f f i s a n t e ,  mais non nécessa i re .  

En  e f f e t ,  considérons l a  mesure su ivante  : 

u e s t  t e l l e  que : 

ai > 1 ak  pour i 5 2  
k > i  

Donc l a  condit ion a  > 1 ak  n ' e s t  pas v é r i f i é e  V i E M. i a  <a 
k i 

Nous a l l o n s  cependant montrer que e s t  une mesure i n j e c t i v e .  
Il s u f f i t  pour c e l a  de prouver que pour un couple quelconque d'ensembles 

de S , d i s j o i n t s ,  A e t  B .  t e l s  que u I A  U B I  # O  . on a  

u ( A )  # u ( B 1  . 



E n v i s a g e o n s  d o n c  l es  d i f f é r e n t s  c a s  p o s s i b l e s  : 

( a l  A e t  B n e  c o n t i e n n e n t  p a s  l ' a t o m e  
' 

S o i t  a l o r s  Y = X-A 
1 '  

S i  on c o n s i d è r e  l a  r e s t r i c t i o n  p' 

de  ,, à l a  t r a c e  s u r  Y de  S , p '  v é r i f i e  l a  c o n d i t i o n  : 

e t  ' est  donc  i n j e c t i v e ,  d ' a p r è s  II-C-6 , d o n c  : 

( b l  L ' un  d e s  deux  e n s e m b l e s  A e t  B  c o n t i e n t  

P a r  exemp le  A = A l  U A '  a v e c  : 

Peu t -on  a l o r s  a v o i r  , , (A l  = ,,[BI ? 

On r emarque ,  t o u t  d ' a b o r d ,  q u e  l ' e n s e m b l e  B  d o i t  c o n t e n i e  

1 ' a tome A2 , s i n o n  on a  : 

On p e u t  d o n c  écr ire  : 

B  = A U B' a v e c  8 '  = A U A U ... U A U ... 
2 

j 1 j 2 j m 

a v e c  : i 
n  e t  3 2 3  , b ' n  e t  V m e N  , 

qm 

De p l u s ,  comme A n B  = 0 , on d o i t  a v o i r  : 



on a  a l o r s  l e s  i n é g a l i t é s  s u i v a n t e s  : 

1 Donc, on ne  peu t  a v o i r  p ( A 1  > - , c a r  a l o r s  : 
6 

On en d é d u i t  que : 

c e  q u i  é q u i v a u t  à : 

D ' a u t r e  p a r t ,  on d o i t  a v o i r  : 

s i n o n  : 

donc  : v ( B 1  = l i ( B ' 1  1 2 0  + g 2 -  1 5 3  
c e  q u i  é q u i v a u t  à : 

C o n s i d é r o n s  a l o r s  l ' i n t e r v a l l e  : 

I l  , o n a  a  = -  I 54  ' 27 
1  

3 2 7  
e t  a '  = - 

3 54 

e t ,  d ' a p r è s  l e  lemme I I - C - 8  , a p p l i q u é  à l a  mesure  p  ' , r e s t r i c t i o n  

d e  1.i à l a  t r a c e  d e  S sur Y = X - A 
1 '  

i l  n ' e x i s t e  p a s  A ,  s , 
t e l  que  : 



C e c i  e n t r a î n e  a l o r s  q u e  : 

ce q u i  d o n n e  

1 1 1 35 u [A)  = p ( A 1 ]  + - 4< - + - = - 
5 1  5 1  5 4  306 

4 o r  : - > -  35 d ' o ù  p[B) > p [ A l  et o n  ne p e u t  a v o i r  : 
27 306 

v(A)  = u [B)  . 



S U R  L E S  E N S E M B L E S  DE V A L E U R S  

D' UNE 1 N F O R M A T l O N  



III - 1 

III-A.- INFURMATION ET ATOME. 

S o i e n t  D un ensemble  q u e l c o n q u e ,  S une a - a l g è b r e  d e  

p a r t i e s  de  R e t  J une  mesure d ' i n f o r m a t i o n  d é f i n i e  s u r  S , 

Nous nous  p r o p o s o n s ,  d a n s  l e  p r é s e n t  p a r a g r a p h e ,  d ' é t u d i e r  

l e s  n o t i o n s  d ' a t o m e s ,  d e  J - é q u i v a l e n c e  e t  d ' e n s e m b l e s  J - n é g l i g e a b l e s ,  

d é d u i t e s  de  c e l l e s ,  c l a s s i q u e s ,  d e  l a  t h é o r i e  d e  l a  mesu re .  

Nous i n t r o d u i s o n s  l a  n o t i o n  d ' a tome  d a n s  un s e n s  p l u s  l a r g e  

que  J .  KAMPE DE FERIET e t  P. BENVENUTI, r7 ] .  q u i  o n t  e u  b e s o i n  d ' u n e  

d é f i n i t i o n  p l u s  r e s t r i c t i v e  pou r  l e s  i n f o r m a t i o n s  du t y p e  i n f .  

I I I -A-1 .  - DEFINITION. Pour une information J  quei?conque, E e S 

e s t  un atome au sens large ( S .  2 ,  ) , s i  : 

(b) Y F C E  , F E S  , o n a ,  s o i t  J [ F I  = + m , 
so i t  J IE-FI  = + m 

I I I -A-2 .  - PROPOSITION. Pour m e  information J coqosable, La 

r e l a t i o n :  A R 8  , A , B e S < = - > J ( A A B I  = + m 

e s t  m e  re Zation d '&quivalenes. 

PREUVE. - 111 R e s t  r é f l e x i v e  c a r  J ( A  A Al = + m 

(21 R e s t  s y m é t r i q u e  c a r  A A B  = B A A , d ' o ù  

(31 R e s t  t r a n s i t i v e  c a r  : 

8 R C -;> J [B-CI = J  [ C - 8 1  = + m 



O r ,  n o u s  a v o n s  : 

C - A  = [c n (8-AI] u Tc - - ( A  u BI ]  

A-c = r ~ n  - ( B - C I ]  u [A - - 18 u CI] 

d e  p l u s  : 

P a r  a i l l e u r s ,  l a  m o n o t o n i c i t é  d e  J e n t r a i n e  q u e  : 

c n (8-Ai c (8 -Al  d J n (8-AI] 2 J (B-A) = + m 

[C - (A U B I ]  L (C-81 => J[c - (A U BI] >, J ( C - 8 1  = + m 

e t  de  même : 

On en d é d u i t  a l o r s  q u e  : 

d o n c  q u e  J ( A  A Ci = + . 

Ce r é s u l t a t  n o u s  p e r m e t  d ' i n t r o d u i r e ,  p o u r  l es  i n f o r m a t i o n s  

c o m p o s a b l e s ,  l a  n o t i o n  d e  J - é q u i v a l e n c e .  

III-A-3.- DEFINITION. A e t  B e S sont J-équiva~ents ,  s i  : 



C e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  é q u i v a l e n t e  à : 

Nous n o t e r o n s  c e t t e  r e l a t i o n  p a r  A  E B[J] 

I I I -A-4 .  - THEOREME. Si A,B E. S v é r i f i e n t  A  5 B[J] , alors  tau* 

C  ê S te2 que A n B C  C C A  U 6 est  J-équivalent  à A 

e t  B , e t  on a : 

PREUVE.-  La c o n d i t i o n  A n B  C C C. A  U €3 e n t r a i n e  : 

d ' o ù  : J I A - C l  = J ( C - A I  = + m 

ce q u i  impl ique  que : 

e t  p a r  t r a n s i t i v i t é  : 

D ' a u t r e  p a r t  : 

De même : 

J [ B I  = J [[B-AI U ( A ~ B I ]  = J (B-A)  T J(A nB) 

" = J [ A ( ' I B I  

De p l u s  : 



E n f i n ,  p o u r  t e r m i n e r ,  on remarque  que l a  c o n d i t i o n  : 

e n t r a î n e  que  : J  ( A  n B 1  B J ICI  2 J [ A  U 81 

d ' o ù  : 

I I I -A-5 .  - DEFINITION. ( N .  PINTACUDA LI@ . A c S e s t  J -négZigeabZe 

s i  : J [ A )  = + C O  

S i  J e s t  composable ,  c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  é q u i v a l e n t e  à : 

N .  PINTACUDA a  mont ré .  [IO] , q u ' o n  p e u t  c o m p l é t e r  d ' u n e  man iè re  u n i q u e  

l a  a- a l g è b r e  S , en  l u i  a d j o i g n a n t  t o u t e s  l e s  p a r t i e s  de  R c o n t e -  

nues  d a n s  un ensemble  J - n é g l i g e a b l e .  Nous s u p p o s e r o n s  donc ,  d a n s  l a  

s u i t e  de  n o t r e  exposé ,  q u e  l e s  a - a l g è b r e s  S que  nous u t i l i s e r o n s ,  

s o n t  c o m p l è t e s  p a r  r a p p o r t  à J . 

I I I - A - 6 . -  THEOREME. So i sn t  A , C  E S , J(A1 < + , J(C1 = + m 

Alors : 

S i  C ~ A  o n a  A U  c E A [ J ]  

Si C C  A on a A-c - A[J] 

PREUVE.-  Supposons  d ' a b o r d  que  C e A  

On a  a l o r s  : 



A A [A " C l  = A - ( A  U CI]  U [[A U C l  - A] = C - A  

d 'où : 

J ~ A  A [A u C I ]  = J(C-AI 3 J [ C )  = + a  - 

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  C C A  , a l o r s  : 

A A [A-Cl = [A - [A-CI]  u [(A-CI - A ]  = C 

d 'où : 

J [A A [A-CI]  = J  (Cl = + m 

donc : 

A - C  E A[J] . 

I I I -A-7.  - PROPOSITION. La r é u n i o n  d 'un nombre f i n i  d 'ensembles  

J-négl igeables ,  e s t  J -nég l igeab le .  

PREUVE.- I l  s u f f i t  de f a i r e  l a  démons t ra t ion  pour l a  réun ion  de  

deux ensembles A , B  E S , J - n é g l i g e a b l e s .  

On peut  c h o i s i r  A e t  B d i s j o i n t s ,  c a r  on a  : 

A U B = A U ( 8 - A l  avec  J (B-Al 2 J[B1 = + m 

on a  a l o r s  : 

I I I -A-8.  - PROPOSITION. Les ensembles ~ l z é g l i g e a b l e s  s o n t  deux à 

deux J -équ iva len t s .  

PREUVE.- S o i e n t  A,B s S deux ensembles J - n é g l i g e a b l e s .  

On a : 
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On en d é d u i t  : J ( A  A B I  = + w 

Nous pouvons a l o r s  é t a b l i r  q u e l q u e s  p r o p r i é t é s  des  a tomes  

s.1. 

I I I - A - 9 . -  P R O P O S I T I O N .  S i  E c S e s t  un atome S .  2.  , alors 

V F  E S ,  F C E  , on a, soie  J I E )  = J ( F 1  , 
s o i t  J ( E l  = J I E - F I  . 

P R E U V E . -  E n  e f f e t ,  F C E E = ( E - F I  U F . d ' o ù  

J I E I  = J ( E - F I  T J IF1 , 

o r ,  E é t a n t  un atome S.  1. , on a : 

S o i t  J ( F 1  = + m d ' o ù  J I E l  = J [ E - F I  

S o i t  J ( E - F I  = + a d ' o ù  J ( € 1  = J ( F )  . 

REMARQUE.- La r é c i p r o q u e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  c i - d e s s u s  e s t  f a u s s e  

car  : 

De même : J ( E l  = J I F I  =j", J ( E - F I  = + m 

I I I - A - 1 0 . -  P R O P O S I T I O N .  S i  A,B E S  sont deux atomes s.2. , on a  : 

S o i t  J ( A ( I B I  = + w , 

So i t  J ( A  A BI = + m .  



PREUVE.- On a  e n  e f f e t ,  d ' a p r è s  I I I - A - 9  : 

S o i t  J (A n B 1  = + w 

A n 6  C A  

S o i t  J  [A -B I  = + w 

S o i t  J ( A ~ ~ B I  = +m 

A O B  c B =-2-ij 

S o i t  J (B-A1  = + m 

ce q u i  donne,  en résumé : 

S o i t  J ( A f I B 1  = + a  , s o i t  J ( A  A B I  = + ,  . 

I I I - A - 1 1 .  - PROPOSITION. l 'out  E E S , J - é q u i v a l e n t  à un a tome S.  2. 

e s t  un a tome S .  2. 

PREUVE.- S o i e n t  A  un atome s.1. e t  E E S t e l  q u e  : 

On remarque ,  t o u t  d ' a b o r d ,  que  J ( E 1  < + m 

S o i t  a l o r s  F  E: S , F  C E , on a  : 

E = [E -A l  u ( E ~ A )  

d ' o ù  : 

F =  [CE- AI^ FJ U [ E ~ A ~ F ]  

O r  : 

J,(E-AI n ~ ]  2 J ( E - A I  = + m , c a r  E  E A ~ J ]  - 

d ' o ù  : J ( F 1  = J ( E ~ A ~ F )  

D ' a u t r e  p a r t  : 
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o r  : 

d ' o ù  : 

Notons : 

e t  

E - F  = I [(E-A) n [E-FI ]  U [(E n A I  ri (E -F I ]}  

J [[E-A) n [E-FI ]  1 J (E-AI  = + oi 

J ( E - F )  = J CE n A n  ( E - F I ]  

C = ~ n A n  ( E - F I  

On c o n s t a t e  a l o r s  que : 

d ' o ù  : A-B = [ A - E l  U C 

e t  A-C = (A-CI  U B 

o r ,  B e t  C  é t a n t  de  p l u s  i n c l u s  dans  un atome s . l . ,  on a : 

S o i t  J ( B 1  = + 

S o i t  J (A-BI  = J [ (A-EI  U C] = J I A - E l  T J ( C 1  

ou b i e n  e n c o r e  : 

S o i t  J ( C I  = + 

S o i t  J I A - C I  = J [(A-El U B] = J ( A - E l  T J ( B 1  

P l  = J ( B )  = + CO 

O r  : J ( B 1  = J ( F I  e t  J ( C 1  = J ( E - F I  

I I I - A - 1 2 . -  COROLLAIRE.  S i  A es t  un atome s.z., e t  C e S t e l  que 
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J(C1 = + a , alors  : 

S i  CsCA on a : A U C e s t  un atome s.2. 

S i  C C A  on a : A - C e s t  un atome s.2. 

I I I - A - 1  3. - DEFINITION. üne information quelconque J e s t  d i t e  non- 

atomique, s i  e l l e  ne possède aucun a t o m ~ .  

I I I - A -  14. - DEFINITION. Une information queZconque J  e s t  d i t e  pure- 

ment atomique s i ,  
{ A i ' i e ~  

étant  l'ensemble de ses atomes, 

on a : 

D = { U Ai] U K  avec J(K1 = + w 

ici 

111-8.- PROPRIETES DES ENSEMBLES DE VALEURS OES INFORMATIONS 

DU TYPE N OU N' , - 
S o i t  un ensemble quelconque Q , muni d 'une O-a lgèbre  S 

su r  l a q u e l l e  e s t  d é f i n i e  une mesure d ' i n f o r m a t i o n  J , du t ype  M 

ou du t ype  N' . 

Nous supposons donc q u ' i l  e x i s t e  une mesure p  , d é f i n i e  

s u r  S , t e l l e  que V A e S : 

J I A l  = o [~ [AI ]  pou r  l e  t y p e  M 

J ( A l  = Y [~ [A I ]  pou r  l e  t ype  M g  

\P e t  0 é t a n t  d é f i n i e s  comme au c h a p i t r e  II . 

I I I - 8 - 1 . -  THEORENE. J  é tan t  du type N ou M '  , A e S e s t  

J-négligeable, si e t  seulement si A e s t  p-négZigeabZe. 

PREUVE.- Supposons que A c S e s t  J -nég l igeab le ,  a l o r s  
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J (A) = + a. et 0-A [J (A)] = p[Al = O et A est p-négligeable. 

Réciproquement, si p(Al = O , on a : 

111-0-2.- COROLLAIRE. Soit  J du type M ou M' , déf inie  sur 

une o-algèbre S . S e s t  complète par rapport à J s i  

e t  seulement s i  eZZe e s t  corplète par rapport à . 

111-0-3. - COROLLAIRE. Pour J du type M ou M '  , toute union 

dénombrable d 'ensemb les  J -néglige& Zes e s t  J-nég Zigeab le .  

111-8-4.- THEOREME. Pour J du type M ou Np, k e S es t  wz 

atome S .  Z . ,  s i  e t  seulement s i  A e s t  un p-atome. 

PREUVE.- Soit A e S , un atome s.1. : alors 8 E S 

tel que B c A , on a : 

Soit B est J-négligeable, soit A-B est J-négligeable 

et, d'après II-8-A., c'est équivalent à : 

Soit B est u-négligeable, soit A-8 est p-négligeable. 

D'autre part : J(A1 < + - - p[A) > O 

111-8-5.- COROLLAIRE. Toute information J du type M ou N' 

définie à partir d'une mesure , f inie ou a-finie, 

possdb au plus un nombre ddnombrabZe d'atomes S .  2 .  

Nous pouvons alors transposer au cas d'une information 

du type M ou N' , les résultats obtenus pour une mesure. 
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- PROPRIETES DE r1 ( J I  - 

I I I - B - 6 .  - THEOREME. Pour J du type M , on a l? [ J I  E 6' , 
1 

s i  e t  seulement s i  l a  mesure p vér i f i e  : rl l u >  i [O .;] . 

PREUVE. - Supposons  d ' a b o r d  q u e  Y I  [ J I  6' e t  mon t rons  q u e  

r , (e )  2 p,;]. 

Ra i sonnons  p a r  l ' a b s u r d e  : s o i t  x E [O,;] t e l  q u e  

T A E S  a v e c  ~ J ( A I  = x . 

A l o r s ,  on a  y = O(xI d r ( J I  c a r  O es t  i n j e c t i v e  e t  
- + 1 

on n ' a u r a i t  d o n c p a s  r  ( J I  r R  , 
1 

Réc ip roquemen t .  s i  r l  lu )  5 [0.i] . O é t a n t  une  f o n c t i o n  

s u r j e c t i v e ,  o n  a : 

- + 
111-8-7 . -  THEORENE. POUP J du type M l ,  on a r l ( J I  E R  , s i  

e t  seulement s i  ta mesure p véx4fie r, [ D I  2 [O [ 

PREUVE.- La d é m o n s t r a t i o n  e s t  e x a c t e m e n t  l a  même q u e  p o u r  l e  

t h é o r è m e  p r é c é d e n t .  On r e m a r q u e  s i m p l e m e n t  q u e  u p e u t  n e  p a s  p r e n d r e  

l a  v a l e u r  , s a n s  p o u r  c e l a  empêche r  q u e  r (JI  Z fi+ . 
1 

111-8-8 .  - COROLLAIRE. S i  3 e s t  du type M ou N '  , non-atomique, 

déf inie  à partir de p , f inie  ou a-finie pour Ze type 

N , a-finie pour t e  type N' , on a rl  (JI  E 8' , 

PREUVE.- E l l e  r é s u l t e  d i r e c t e m e n t  d e s  r é s u l t a t s  d e  I I -B -2  e t  

11 -8 -9  s u r  l e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  une  m e s u r e  e t  d e s  t h é o r è m e s  111-8-4 ,  

111-6-6  e t  I I I - B - 7  sur les  i n f o r m a t i o n s .  
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Dans l e  c a s  d ' u n e  i n f o r m a t i o n  purement  a tomique  J , 

n o t o n s  
'Ai ' ig IN  

l e s  a t o m e s  S.  1. , e t  posons  : 

1 1 1 - 8 - 9 .  - COROLLAIRE. S i  J e s t  du type M , purement atomique, 
- 1 t e l l e  que O ( 0 1  < + w , on a r , ( J l  5 16' , s i  e t  

seulement s i  : 

PREUVE.- E l l e  se d é d u i t  d e s  t héo rèmes  1 1 - 8 - 6  et  1 1 1 - 8 - 6  . 
- 1 Il f a u t  s implement  r e m a r q u e r  que  l a  c o n d i t i o n  O ( 0 )  < + , impose  

à l ' i n f o r m a t i o n  purement  a tomique  J , d ' ê t r e  d é f i n i e  à p a r t i r  d ' u n e  

mesu re  f i n i e .  

111-8 -10 .  - THEOREME. Pour toute  information J du type N , t e l l e  
- 1 que O O < + , r 1 ( J )  e s t  un ensemble fermé. 

- 1 PREUVE.- O (0 )  < + w impose  à J d ' ê t r e  d é f i n i e  à p a r t i r  

d ' u n e  mesure  f i n i e .  De p l u s ,  O é t a n t  une b i j e c t i o n  c o n t i n u e ,  e s t  

b i c o n t i n u e .  Le r é s u l t a t  s e  d é d u i t  a l o r s  d i r e c t e m e n t  d e  I I - B - 4 .  

PROPRIETES DE 

111-8 -11 . -  THEOREME. Si J e s t  du type M , non-atomique, t e t t e  
- 1 que O ( 0 )  < + a , o n a :  

r ( J I  z I'*(F) c 6' x R+ . 2 2 

PREUVE.- Nous s a v o n s  d é j à ,  d ' a p r è s  l e  c h a p i t r e  1 , que  



mont rons  l a  r é c i p r o q u e .  

X 
S o i t  ( x , y )  c T21F) , on a  donc  : 

- 1 - 1 - 1 
O [ x i  + O [ y )  < O ( 0 1  = ; 

O r ,  d ' a p r è s  11-8-5  , une t e l l e  p r o p r i é t é  e n t r a î n e  q u ' o n  p e u t  

t o u j o u r s  t r o u v e r  A e t  B  c S , d i s j o i n t s  t e l s  que  : 

d ' o ù  : 

e t  : 

D ' a u t r e  p a r t ,  on r emarque  a i s é m e n t ,  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  
K 

d e  r 2 [ F l  q u e  : 

111-8-12.  - THEOREME. S i  J e s t  du type N ou U '  , non-atomique 

definie à partir d'une mesure a-finie, on a : 

K r [ J I  - r [ F I  - R+ x R+ 
2 2  pour Ze type N 

 FI c r 2 ( ~ )  E R+ x  R+ pour Ze type M' 
2  

PREUVE.- Supposons  d ' a b o r d  q u e  J e s t  du  t y p e  N . 

s o i t  a l o r s  I x J y I  E fi+ x 16' on a  : 

O r ,  d ' a p r è s  11-6-10.  1 t o u j o u r s  A e t  6 s S . d i s -  

j o i n t s ,  t e l s  q u e  : 
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- 1 
V I A )  = O ( X I  e t  p[BI = Q - ' ( ~ )  

d ' o ù  : 

Cec i  é t a n t  v r a i  V I x , y )  E 6' xiRC , on a  : 

On s a i t ,  d ' a u t r e  p a r t ,  qu ' on  a t o u j o u r s ,  p o u r  l e  t y p e  M : 

d ' o ù  l e  r é s u l t a t .  

Supposons  m a i n t e n a n t  q u e  J est  du t y p e  M '  . Nous avons  

vu,  a u  c h a p i t r e  1, qu 'on  n e  p o u v a i t  o r d o n n e r  p a r  i n c l u s i o n ,  d e  f a ç o n  

u n i q u e ,  l e s  ensembles  r 2 ( J I  e t  I';[F) . I c i .  on a  : 

donc  : 

Il n e  r e s t e  donc  à m o n t r e r  que  : 

S o i t  ( x J y l  c I R +  x , a l o r s  : 

e t .  d ' a p r è s  11-8-10 ,  on t r o u v e  t o u j o u r s  A e t  B e  S , d i s j o i n t s  

t e l s  q u e  : 



d ' o ù  : J(A1 = x  e t  J ( B 1  = y  

ce q u i  e n t r a i n e  que V [ x , y l  c lk* x  kt  , on a  [ x , y I  c r21J1  

REMARQUE.- Dans l e  c a s  d ' u n e  i n f o r m a t i o n  du t y p e  M , on cons -  

t a t e  que l ' e n s e m b l e  r [ J I  n ' e s t  a u t r e  que  l e  t r a n s f o r m é ,  p o i n t  p a r  
2 

p o i n t .  de  l ' e n s e m b l e  r 2 [ p )  , en  p r e n a n t  p o u r  t r a n s f o r m é  d ' u n  p o i n t  

( x ' . y ' )  de  T 2 ( u 1  ; l e  p o i n t  [ ~ [ x ' )  , ; c ' e s t - à - d i r e  : 

En e f f e t ,  s i  on p r e n d  [ x , y )  c r 2 ( J )  c e l a  v e u t  d i r e  q u ' i l  

e x i s t e  A e t  B c S , A n 6  = 0 t e l s  que  : 

Mais ,  a l o r s ,  s i  on p o s e  : 

donc ,  à un ( x , y )  q u e l c o n q u e  de  r 2 [ J 1  c o r r e s p o n d  un ( x ' , y 1 1  d e  

r 2 ( p 1  . 

On v é r i f i e  l a  r é c i p r o q u e  t o u t  a u s s i  s imp lemen t .  

P r é c i s o n s  p a r  un exemple .  

S o i t  l ' i n f o r m a t i o n  d e  WIENER-SHANNON : 



1 
J [ A l  = C Log - 

P ( A I  

Nous p r e n d r o n s  i c i  comme u n i t é  d ' i n f o r m a t i o n  : 

E t u d i o n s  l ' e n s e m b l e  : 

s a  f r o n t i è r e  : e  -x / c  - Y / C  = ., s ' éc r i t  : + e 

1 x x Log [l - 5 1  ] 
y = - -  

on a  a l o r s  : 

Lim y  = + e t  L i r n  y  = O 
x-to x-Hm 

D e  p l u s  : 

y '  " - L 

1 x est  t o u j o u r s  < O 
1 - 

et  n e  s ' a n n u l e  q u e  l ' o r s q u e  x t e n d  v e r s  + - . La f o n c t i o n  y  

est d o n c  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e .  E l l e  est  d ' a u t r e  p a r t  s y m é t r i q u e  

p a r  r a p p o r t  à l a  p r e m i è r e  b i s s e c t r i c e .  

S i  on c a l c u l e  l e s  v a l e u r s  d e  y p o u r  x e n t i e r ,  on a  l a  

f o r m u l e  : 

y = n -  Log (2"-11 
n e N  

c e  q u i  nous permet  a l o r s  d e  t r a c e r  l e  g r a p h e  d e  l a  f r o n t i è r e  d e  
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S i  on p r e n d  a l o r s  p o u r  P l a  p r o b a b i l i t é  Pi d é f i n i e  p a r  

On a ,  p o u r  r I P  1 : 
2 1 



En t r a n s f o r m a n t  ces p o i n t s  p a r  O , on o b t i e n t  l ' e n s e m b l e  

r 2 ( J 1 1  . Tous l es  p o i n t s  d e  r21P, l  a y a n t  une coo rdonnée  n u l l e  se  

t r a n s f o r m e n t  e n  d e s  p o i n t s  à l ' i n f i n i .  Il n e  r e s t e  q u e  t r o i s  p o i n t s  

f i n i s ,  d o n t  d e u x  s u r  l a  f r o n t i è r e  d e  I'2(J1) . 

3 1-r, {m - , , + m l  
Log 2  

S i ,  p a r  c o n t r e .  on p r e n d  p o u r  p r o b a b i l i t é  P  
2 ,  l a  m e s u r e  

d e  LEBESGUE s u r  O 1 , on a p o u r  r 2 (P21  : 

I 

0.6 

4 

' i - - i - -  /l'\, 1 
' 1  I /  I 

1 '. -1 1 d - + - -* - - - - - - {.} = {+a, ,.!&kS! 
I - 

- L L - 1- - - - -  -*- Log 2  

I 
l 1 - *  

r ,  l -  - - - C I  - -( - - 1 - - - - --a---- -, , 
/ 

l I I 
1 ! ..r* I - 1  

O O J 2  0 , 6  1 1,6 2  3 
0,4 
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X 
e t  l 'ensemble r ( J  1 e s t  a l o r s  confondu avec r 2 [ F )  . 

2 2 

- INFORMATION INJECTIVE - 

111-0- 13. - D E F I N I T I O N .  Une information J quelconque, e s t  i n j ec t i ue  

lorsque V A , B  E S  t e l s q u e  A , Z B [ J ]  , o n a :  

I I I - 0 - 1 4 . -  LEMME. Soient A , B  s S e t  J du type M ou M '  . 
Alors on a A  .Z B[J] s i  e t  seulement s i  A  2 ~ [ u ] .  

PREUVE. - Supposons que A  j? El [pl 

Ceci e s t  équiva len t  à p [ A  A BI  = O qu i  e s t  équiva len t  à 

J ( A  A B I  # + c ' e s t - à - d i r e  à A 2 B ~ J ]  - 

III-i3-15.- THEOREME. üne information J du type M e s t  i n j e c t i v e  

s i  e t  seulement s i  p e s t  i n j ec t i v e .  

PREUVE. -  En  e f f e t ,  J i n j e c t i v e  e n t r a î n e  que : 

W A . B c S  t e l s  que A ~ B [ J ]  on a J ( A 1  Z J t B )  

o r ,  d ' a p r è s  l e  lemme ci-dessus : 

De plus : 

J ( A 1  # J ( B 1  B-'[J(A)] f O-'[J:J(BIJ 

d'où f inalement  : 

V A J B  a S t e l s  que A  f B ~ U ]  on a p ( A 1  # p [ B )  



La r é c i p r o q u e  se v é r i f i e  t o u t  a u s s i  a i s é m e n t .  

111-6- 16.  - COROLLAIRE. Toute information J du type M , non- 

atomique, définie à partir d'une mesure p , f inie ou 

a-finie, e s t  non-in jectiue. 

PREUVE.- E l l e  se d é d u i t  d i r e c t e m e n t  du t h é o r è m e  I I - C - 6  s u r  l e s  

m e s u r e s  i n j e c t i v e s  e t  du  t h é o r è m e  c i - d e s s u s .  

111-8- 7. - COROLLAIRE. Une information J du type M , purement 
-1 atomique, t e l l e  que O (Oi < + w , es t  in jec t ive  s i  : 

PREUVE.- C ' e s t  une   ons séquence d i r e c t e  d e  I I - C - 5  e t  111-6-15 .  

111-6-18 . -  COROLLAIRE. S i  J es t  une informution du type M , 
-1 purement atomique, t e l l e  que O ( 0 )  + m , Zes deux 

propositions suivantes sont incompatibzes : 

(1) r J I  6' 

(2)  J est i n j e c t i v e .  

PREUVE.- Conséquence  d i r e c t e  d e  I I -C-7  , 111-8-6  e t  111-8-15.  

111-8-19 .  - THEOREME. Toute information J du type M '  , déf inie  à 

part ir  d'une mesure p , a-finie, e s t  non in j ec t i ve ,  

PREUVE. - P o u r  l e  t y p e  M '  , on a : O < ; < l.I[R) = + e t  t o u s  

l e s  e n s e m b l e s  d e  mesu re  b v s o n t  d ' i n f o r m a t i o n  n u l l e .  O r ,  on  p e u t  

t o u j o u r s  en t r o u v e r  deux d i s j o i n t s .  
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3 - C .  - QUELQUES RESULTATS SUR L 'INFORMATION DU TYPE INF. 

S o i e n t  R un ensemble  que l conque ,  S une O - a l g è b r e  

de  p a r t i e s  de R  e t  J une i n f o r m a t i o n  d e  t y p e  i n f . ,  d é f i n i e  s u r  

S .  

- LE TYPE INF-c - 

S o i t  une i n f o r m a t i o n  J d e  t y p e  i n f - c  , d é f i n i e  s u r  PInl  , 

à l ' a i d e  d ' u n e  f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  4 . 

S o i t  donc  ( : R  -+ 6' , t e l l e  que  : 

i n f  $(al = O 
W 6  n 

e t  c o n s i d é r o n s  l ' i n f o r m a t i o n  de  t y p e  i n f - c  . d é f i n i e  p a r  : 

J I A I  = i n f  4 [ w )  , V A s  PIRl 
w s A  

L 'ensemble  r ( J I  d e s  v a l e u r s  p r i s e s  p a r  J . p e u t  v é r i f i e r  
1 

d e s  c a r a c t è r i s t i q u e s  t r è s  d i v e r s e s .  

C o n s i d é r o n s ,  p a r  exemple ,  l e s  f o n c t i o n s  s u i v a n t e s  : 

A un  é l é m e n t  q u e l c o n q u e  a, e 6' t e l  que  a ,  # O , a s s o -  
J. J. 

c i o n s  l a  f o n c t i o n  mi à v a l e u r s  d a n s  il?' e t  d é f i n i e  s u r  n p a r  : 

V w s R  o n a :  

S o i t  mi(ul = a  , s o i t  $ i ( ~ )  ' O , a v e c  a u  moins un 
i 

w E t e l  que ~ $ ~ ( w l  = O 

Ces f o n c t i o n s  v é r i f i e n t  t o u j o u r s  : 

i n f  4 .  (al = O 
1 w e  Q 



On p e u t  a l o r s  c o n s t r u i r e ,  à p a r t i r  d ' e l l e s ,  d e s  i n fo rma-  

t i o n s  J i  , t e l l e s  que  : 

Ji[AI = i n f  $ i [ ~ l  , V A E P[RI 
WE A 

e t  on a  a l o r s  : 

J i I ~ I  = O s i  -] E A t e l  que  +i(w) = O 

j . [ A I = a  s i  Y W E A  o n a  $ i ( w I = a  
1 i i 

On a a l o r s ,  q u e l q u e  s o i t  l ' i n f o r m a t i o n  
J i  : 

J I  E a i +  a v e c  a  E R '  , a # 0  i i 

P a r  exemple ,  s i  on p r e n d  fi E N e t  s i  l ' o n  d é f i n i t  : 

t e l l e  que  : 

on o b t i e n t  une  i n f o r m a t i o n  J i  q u i  p r e n d  l a  v a l e u r  a s u r  l ' e n s e m b l e  
i 

r é d u i t  à l ' é l é m e n t  (i) d e  JN e t  q u i  e s t  n u l l e  s u r  t o u t  a u t r e  ensem- 

b l e  A c ~ U  . 

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  un ensemble  d ' i n d i c e s ,  f i n i ,  1 . 
S o i t  

{ai lier un ensemble  f i n i  d e  nombres r é e l s  p o s i t i f s  d i s t i n c t s  : 

Nous pouvons ,  à chaque  a  a s s o c i e r  une  f o n c t i o n  
i (bi 

Notons  Ai l e s  e n s e m b l e s  : 



S o i t  a l o r s  l a  f o n c t i o n  aI d é f i n i e  p a r  : 

S i  nous  supposons  que  u Ait R , l ' i n c l u s i o n  é t a n t  

s t r i c t e ,  a l o r s  on a : is 1 

i n f  @I(wl = O 
UE n 

e t  on p e u t  d é f i n i r  une i n f o r m a t i o n  JI t e l l e  que  : 

JI(A) = i n f  QI ( m l  , W A s PtnJ  
M A  

S i  nous  supposons ,  d e  p l u s ,  q u e  les  Ai s o n t  d i s j o i n t s  

deux  à deux,  a l o r s  on a  : 

S i n o n ,  on p e u t  t r o u v e r  d e s  é l é m e n t s  de  R a p p a r t e n a n t  à 

p l u s i e u r s  ensembles  Ai e t  on a  : 

c e  q u i  , e n r i c h i t  l ' e n s e m b l e  d e s  v a l e u r s  d e  
J I  d ' u n  nombre f i n i  d ' é l é -  

men t s  s u p p l é m e n t a i r e s .  

S i  nous  examinons ,  m a i n t e n a n t ,  l e  c a s  où 1 e s t  un ensemble  

d ' i n d i c e s .  i n f i n i  dénombrable .  on p e u t  o b t e n i r ,  à l ' a i d e  d e  f o n c t i o n s  
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du t y p e  0 , d e s  i n f o r m a t i o n s  JI a y a n t  un ensemble  de  v a l e u r  

i n f i n i  dénombrable .  P a r  exemple  : 

s o i t  
{anInen 

une s u i t e  d e  nombres r é e l s :  deux à deux d i s -  
+ 

t i n c t s ,  c o n v e r g e a n t  en d é c r o i s s a n t  v e r s  une l i m i t e  a  E IR , v é r i f i a n t  

a  < + w , e t  s o i t  l ' i n f o r m a t i o n  
O 

J N  d é f i n i e  p a r  : 

a v e c  : 

Les ensembles  A = {u E n : $ n ( U l  = a n }  , v é r i f i a n t  n  

An nAm = Ei > W (n,m) e W x N t e l  que  n  # m 

e t  u A n S  n l ' i n c l u s i o n  d e v a n t  ê t r e  s t r i c t e  d a n s  l e  c a s  où a  > O , 
MN 

C e t t e  i n f o r m a t i o n  Jh n e  p r e n d  que  l e s  v a l e u r s  : 

r ( J  1 E (O,a,  { a i }  , +CO} , 
1 A\] n ndN 

c ' e s t - à - d i r e  l ' e n s e m b l e  d e s  v a l e u r s  de  c o m p l é t é  p a r  +m e t  a .  

Mais c e t t e  p r o p r i é t é  n ' e s t  p a s  v é r i f i é e  p a r  t o u t e  i n f o r m a t i o n  d é f i n i e  

à p a r t i r  d ' u n e  f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  $ a y a n t  un ensemble  i n f i n i  dénom- 

b r a b l e  d e  v a l e u r s .  

I I I - C - 1 . -  THEOREME. So i t  R un ensemble au moins inifinni dénombrable. 

So i t  J  une information du type in f -c  dé f in ie  sur P[n l  

par une fonction géne'ratrice $ , alors : 

L ' in terva l le  [a, b [ de 6' e s t  eontenu dans I. ( J  1 s i  
1  

e t  seulement s i  3 A c n te2 que l'ensemble $ ( A )  des va- 

leurs de ,$ sur A , s o i t  partout dense dans [a > b] . 

PREUVE.- r l on t rons  d ' a b o r d  l a  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e .  Supposons  donc 
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q u ' i l  e x i s t e  un ensemble A C  R  t e l  que : 

e s t  p a r t o u t  dense dans [a,b] c ' e s t - à - d i r e  qu 'on a : 

Cela e n t r a î n e  que, pour  t o u t  vo i s i nage  V d 'un p o i n t  

x E ra,b] . 3 y E $(Al  t e l  que y c V . - - 

Montrons a l o r s  que V x  c b , b [  , A E P[Rl t e l  que : 
O - 

S i  xO E $ [ A l  . a l o r s  c ' e s t  év i den t .  

Supposons donc que x E [a. b  [ - + ( A l  e t  considérons l e s  
O 

ensembles 

a l o r s  on a : 

B e s t  dense dans [xOBb] e t  id vo is inage  V de xo , 3 x  E B 

t e l  que x  E V . 

Cela e n t r e î n e  que x  = i n f  B = i n f  +[wl , avec 
O 

fi€ A 



Montrons maintenant l a  condition nécessa i re .  

L ' i n t e r v a l l e  [a,b[ e s t  donc t e l  que : 

S o i t  l 'ensemble A = {u e : $(uI f: ra,bl- ) , 
- - 

Montrons que $(Al e s t  dense dans Ca,b] e t  pour ce la ,  

raisonnons par  l ' absurde  : 

- 
Nous supposons donc que $(Al f ra,b]. 

Cela en t ra îne  l ' ex i s t ence  d'un x0  E [a,b[ t e l  que 

- 
ca r ,  en e f f e t .  s i  if xo E [a,b[ . on a  x c $[Al . cela  veut d i r e  - O 
que $(Al 3 ra,b[ e t  donc que : - 

- 
s o i t  donc xo i~ [a,b[ e t  t e l  que xo L $(Al . a l o r s  7 

de p a r t i e  K de $(Al t e l l e  que : 

i n f  K = x 
O ' 

Cela en t re îne  que l ' o n  ne peut t rouver de p a r t i e  Q de 

$(RI  t e l l e  que : 

i n f  Q = xo 

En e f f e t ,  supposons l ' i n v e r s e ,  c ' e s t - à - d i r e  q u ' i l  e x i s t e  



Q c $(RI t e l  q u e  i n f  4 = x 
O '  

a l o r s ,  V x c Q ,  o n a  x ? x  
O 

e t  on p e u t  t r o u v e r  une s u i t e  
IXn ' n a ! ~  

d ' é l é m e n t s  d e  Q t e n d a n t  en  

d é c r o i s s a n t  v e r s  x  . 
O 

La conve rgence  d é c r o i s s a n t e  v e r s  x  e n t r a i n e  q u ' à  l ' e x -  O 
t é r i e u r  d e  [xo,b [ , on n e  p e u t  t r o u v e r  q u ' u n  nombre f i n i  d ' é l é m e n t s  

de  l a  s u i t e .  

d ' o ù  : i n f  Q  AI = x 
O 

O r  Q Il ${AI e s t  une p a r t i e  de  $(Al . 

A l o r s ,  s i  on n e  p e u t  t r o u v e r  d e  p a r t i e  Q d e  $[QI t e l l e  

que i n f  Q = x  
O B  

c e l a  e n t r a î n e  q u ' i l  n ' e x i s t e  p a s  de  p a r t i e  Q '  d e  

fi? t e l l e  que  : 

e t  t e l l e  que  : 

*O 
= i n f  +(wI 

W E Q '  

d 'où  

I I I - C - 2 .  - C O R O L L A I R E .  Soient R wz ensemble au moins i n f i n i  dénom- 

brable e t  J m e  information du type inf-c  définie sur 

P ( n ]  par une fonction géndratrice 9 ; alors on a : 

I' ( J )  - 6' s i  e t  seulement s i  + ( R )  e s t  partout dense 
1 

dans R' , en notant mtn) = I x  : w c n,  +cu l  = X I .  

- L E  T Y P E  INF-a - 

S o i t  une i n f o r m a t i o n  J , d e  t y p e  i n f - a ,  d é f i n i e  s u r  une  



a - a l g è b r e  S d e  p a r t i e s  d ' u n  ensemble  R . 

III-C-3.- THEOREME. Si  J  du type i n f - u  possède La cont inui té  

séquentZeZZe descendante en , alors : 

r l ( J 1  e s t  fermé dans 16' 

P R E U V E . -  Pou r  m o n t r e r  que  T 1 ( J )  e s t  fe rmé.  nous  a l l o n s  m o n t r e r  

que  t o u t e  s u i t e  de  p o i n t s  de  r l l J l  . c o n v e r g e n t e ,  conve rge  v e r s  un 

p o i n t  de r l ( J l  . 

S o i t  donc { x , } ~ ~  une s u i t e  t e l l e  que  : 

L i m  x = x 
n  

n-foî 

On a  a l o r s ,  p o u r  t o u t  n  6 IN 

3 A n  e S t e l  q u e  J ( A  I = xn n  

(1) Supposons  q u e  
"n l n  dN 

e s t  d é c r o i s s a n t e ,  a l o r s  : 

n Co 

L i m  J I  U A i )  = J (  U Ail = i n f { ~ [ ~ ~ ) ]  = x 
n- i = O  i = O i 

(21 Supposons  m a i n t e n a n t  que 
"n ' n a  

e s t  c r o i s s a n t e .  C o n s i d é r o n s  

l a  s u i t e  
'An 'ndN c o r r e s p o n d a n t  à 



"n ' n c ~  
e s t  une s u i t e  d é c r o i s s a n t e  d ' e n s e m b l e s  de  S e t  

on a  : 

De p l u s ,  J p o s s è d e  l a  c o n t i n u i t é  s é q u e n t i e l l e  d e s c e n d a n t e  

en , donc d ' a p r è s  [ 6 ] ,  t héo rème  5 .4  , en t o u t  A E S . 

C e l a  e n t r a î n e  que  : 

O r ,  V ~ E N ,  o n a :  

a, 

d ' o ù  : J [ n  B I  = x  
n  n=O 

w 

o r  : 'I B~ c S d ' o ù  x  E r, ( J I  . 
n=O 

13) S i  ixn}nEN e s t  une s u i t e  c o n v e r g e n t e  q u e l c o n q u e  v e r s  x  , 
a v e c  x  c r l I J )  , V  n  E IN , on p e u t  t o u j o u r s  en e x t r a i r e  une 

n 
s o u s - s u i t e ,  s o i t  c r o i s s a n t e ,  s o i t  d é c r o i s ç a n t e ,  d ' é l é m e n t s  d e  

rlIJ1 t e n d a n t  v e r s  x  . On e s t  a l o r s  ramené aux  deux c a s  p r é c é d e n t s .  
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