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INTRODUCTION

N. WIENER et C. SHANNON furent & 1'origine (1948), de la
définition, & partir d'une probabilité, de la mesure de 1l'informa-

tion apportée par la réalisation d'un événement A

J(A) = C Log

J étant définie sur une classe C de parties d'un ensem-

ble d'événements é&lémentaires Q .

Les succes de le théorie ne vinrent cependant pas de recher-
ches approfondies sur l'axiomatisation de la définition ci-dessus. Les
travaux s'orienteérent vers la traduction mathématigue des notions d'en-
tropie et de mesure de 1'incertitude, introduite par C. SHANNON

n .
Si {Ai}i 1 sont n évenements incompatibles de C , de
i

probabilités de réalisation respectives P(Ail » l1'incertitude moyen-

ne se mesure par :
n n

HOA Y ) = ZP(AiJ (A
i=1 i

c'est-a-dire par :
) n n 1
H({Ai}__ ) =¢C ZP[Ai) Log 575 T
i=1 i i

C'est cette formule qui fit la réputation de la théorie et
permit d'obtenir des résultats importants dans des domaines trés di-

vers comme les Télécommunications, la lingulstique, etc...

Cependant, la notion de probabilité d'un événement A é&tant
fortement 1liée & celle de frégquence, c'est-a-dire & la possibilité de

répétition indéfinie de 1'événement A , il est alors impossible, &



1'aide d'une information dérivant d’'une probabilité, de mesurer 1'in-
formation fournie par un événement qui, par sa structure méme, ne

peut se répéter.

Or, trés peu d'études eurent pour objet la définition de 1la

notion d’information, indépendamment de celle de probabilité.

En 1967, J. KAMPE DE FERIET, & 1la suite de travaux sur 1l'ap-
plication de la théorie de 1'information & la Mécanique Statistique,
proposa, avec B. FORTE [ﬁ] , une axiomatique fondant la notion d’in-

formation indépendamment de celle de probabilité.

Nous rappelons en détail, dans le chapitre I, l'ensemble de
ces axiomes et de leurs cohséquences. Nous présentons les principaux

types d'information auxguels ont abouti les derniers travaux

D'une part, les types M et M' définis a partir d’une
fonction d'ensembles qui peut &tre, non seulement une mesure non finie,
mais plus généralement une fonction seulement additive; types dont
1'information classique de WIENER-SHANNON, apparait alors comme un cas

particulier.

D'autre part, le type infimum qui n'’est plus construit & par-
tir'd'une mesure et dont certaines familles d’'informations peuvent &tre

définies a partir d'une fonction de & dans §+ , dite fonction géné-

ratrice.

A 1T , fonction d'ensembles définie sur une classe C de

parties de @ , associons les ensembles de valeurs
rylad = {x s JAeC, x=1(A))}

et, pour n > 2



= : n n = =
I‘n['[') - {(x’l’...,xn) . (A,l;---aAnJ € C K} AJ AK ﬁ » XJ T(AJ]}
D'autre part, 1 sera dite composable, s'il existe une apé-

ration de composition F , telle que
vA,BeC , aAfg=¢g
on a
t(AUB) = F[x(A) , (B)]

Les travaux ici exposés ont pour objet 1'étude des ensembles
de valeurs définies ci-dessus, pour n =1 et 2, dans le cas ol r
est une information, soit de type M ou M' , définie & partir d'une
mesure yu , soit de type infimum, définie & partir d'une fonction géné-
ratrice. Nous présentons, au chapitre III, 1l'erisemble des résultats ob-

tenus.
Mais, auparavant, pour pouvoir traiter les types M et M’',

nous exposans, dans lé chapitre II, gquelques propriétés sur les ensem-

bles F1(u] et Ez(u] .

Dans le cas de F1(u) » 0on trouve exposé par P.R. HALMOS
[[Q].Dﬂ) » un ensemble complet de propositions relatives aux mesures
finies ou o-finies non-atomiques, et aux mesures finies qguelcongues.
Nous avons, & l'aide d’un exercice de N. BOURBAKI, complété ces résul-

tats pour les mesures purement atomigues finies.

Par contre, les propriétés des ensembles Fn(u) pour n = 2
sont fort peu étudiées. Ceci vient certainement du fait que la mesure
étant additive :

ulAUB) = p(A) + u(B) VA,BeC,ANB = ¢

son opération de composition F(x,y) = x+y est trés connue.



Cependant, lorsgu’on utilise 1l’instrument mathématique
gu'est une mesure, il est guelquefois intéressant de savoir si 1l'en-
semble szu) est un sous-espace discret de R" x R ou s'il rem-
plit tout un domaine continu. Par exemple, si on prend la probabili-
té P1 définie par :

Q= A1 U A2 U AB

P1[Ai] = i=1,2,3

wl—

nous obtenons 1’ensemble FZ(P1]

1
110
\ I, (P,) = {+}
2/3&—-—-\-?\ 2 1
PN
) N
1/3"---7——-y\
| [ BN
! -

0 173 2/3 1~

Par contre, si nous prenons la mesure de LEBESGUE sur

[b.1] ,» comme probabilité P2 » alors on a comme ensemble PZ(PZJ :




Nous avons étudié, d’'autre part, aussi bien le cas d'une
mesure gue dans celui d'une information de type M ou M' , la no-
tion de faonction d'ensembles injective.

Une mesure w est injective s’il n'existe pas deux ensem-
bles A et B , qul ne soient pas p-équivalents et pour lesquels
p(A) = u(B) ; nous avons démontré gqu’une mesure purement atomique
finie ne peut pas 8tre injective, ceci se transpose immédiatement

aux informations du type M .
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NOTATIONS ET SYMBOLES

Dans ce qui suit, nous noterons par :

IN : L'ensemble des entiers positifs ou nuls
IR ¢ La droite réelle ]- ®, + W[:

R+ : La demi-droite réelle [b, +<»[

l§+ : La demi-droite réelle achevée [p, + m]
] : L'ensemble vide.

Les symboles suivants désigneront

La réuniaon

o

L'intersection

¢ Complémentaire de 1l’ensemble A
L’inclusion stricte et & : 1la non-inclusion
L'inclusion large
L'appartenance et ¢ 1la non appartenance
L'implication et =¥ 1a non-implication

Il existe ...

<‘-—'—Jﬂm|(\_n>'3

Quel gue soit

Ip] renvole aux références correspondantes données & la fin.



CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LA THEORIE DE L'INFORMATION



1-A.~  AXIOMATIQUE

Soit Q un ensemble dont les éléments « représentent

les événements élémentaires définis & partir de 1’'ohservation des

états d'un systéeme guelconque.

Soit C une classe de parties de @ , Cc P(Q). On n'a
pas besoins, a priori, de munir C d'une structure d’ensemble parti-
culiére. Cependant, compte tenu des axiomes et du caractére de la
présente étude, nous supposerons toujours que C est une algébre ou

une g-algébre gque nous noterons de préférence S .

I - AXIOME 1.-

Une information définie sur une algébre ou o-algébre S

est wie fonction d'ensembles J , telle que :
J:8S—R
J(A) 20 YVAeS (6]

AXIOME 2.-

Une information 1 définte sur S est wne applieation

monotone par rapport 4 l'inclusion :
(A,B) e $SxS , BCA= J(B) > J(A)

Si on calcule alors les valeurs de J en @ et § .,

on obtient :

0 £ J(Q) g inf J(A) < Sup J(A) < J(B) g +
AeS AeS
Mais ces inégalités, suffisantes pour Q , S et J don-
nés, ne conviennent plus si 1'on veut des quantités J(Q) et J(@)

valables quels gque soient § , S et J.



~

On affecte donca J ., en @ et Q , des valeurs dites

universelles, a savoir :

JQ) =0 et J(2)

i
+

» [e]

NOTATION. -

Pour un ensemble guelcongque € ¢ S , nous noterons

AXIOME 3.-

St, en vertu de la structure du systéme observé, les évé-
nements A et B e S sont indépendants, toute information J défi-

nis sur S doit satisfaire awx quatre conditions, [6]

(o) J[A(i)nB(j]) = J(A(i]J + J[B(j)] i,j = 0,1

On peut interpréter ce troisiéme axiome comme une défini-

tion :
Pour une information J , définie sur S , deux &vénements
A et B €S sont indépendants si (a) est vérifiée. On parlera a-
lors de préférence, de l’indépendance des deux algebres
A= {2,A,A°,2}) et B = {g,8,8°0}
définie par :
JEENF) = JE) +J(F) , EeA et FeB

Ce guil nous amene & la généralisation suivante :

Soit {Ai}ieI une famille d'algeébres ocu de O-algébres,

Soit K 1la classe de toutes les parties de § appartenant & au



moins une des Ai .

DEFINITION 1.- St J est wne information définie sur S contenant

K , les A, sont dites J-indépendantes si, pour toute sous-famille

1
finte I'< I, on a:

xJ[f\ ' Al = 1 IR VA €A (6]
iel iel

Cependant, pour une information J , 1la notion d'indé-

pendance ne se limite pas au cas ol les sous-familles I' sont finies.

DEFINITION 2.- S J est une information définie sur S , contenant

K , les Ai sont dites J-g-indépendantes, si pour toute famille dé-
nombrable 1'< 1, on a:

A LY B D W VA €A [6]
iel’ iel’

EXEMPLE.- Soit @ =IN et J définie sur PON) , par :

A fini r J(A)
A dinfini : J(A)

i "
[am] -

On constate alors que si on prend deux parties de N , 1’une finie,

1'autre infinie, elles sont indépendantes.

NOTATION.- Rappelons qu'a toute information J , on associe les

ensembles de valeurs
F1(J] = {x : 3 AeS ., JA) = x}

et pour n 3 2 :

7

= ' . n n = =
Tn[J] {(x1,...,xn) : (A1,...,An] eSS , Aj Ak g, xj J[Ajl}



IT - Les trois premiers axiomes semblent &tre les seuls que 1'on
puisse imposer intultivement & 1la mesure de 1'information fournie par
un événement. En effet, si nous cherchons a calculer l'information
fournie par 1'événement A U B , sachant 1'information fournir par

A et 1l'information fournie par B, A et B étant incompatibles,

les perspectives s'averent extrémement diverses.
De l'axiome 2, on déduit seulement :
J(A U B) ¢ inf[I(A) , 1(B)]

S,

En général, on ne peut pas calculer J(A U B) , & l'aide
des seuls J(A) et J(B) . Aussi, par analaegie avec l'information
de WIENER-SHANNON, et pour pduvoir procéder & des calculs algébriques,
bien que cela restreigne quelque peu la notion d’information, on impo-
se & J d'étre telle que

J(AuUB) = F[3(A) , 18] AlB =9 , ABeS

AXIOME 4.- Une information J définie sur S est dite composa-
ble si elle vérifie . [6]

J(AyB) = F[OJ(A) , J®] VYABeS
tels que ANB = g
Flx,y) est l'opération de composition de J .

Si les événements A et B sont guelconques, on a évidem-

ment :
J(Ay B) = FU(A) , 1(B-A)]

Des propriétés suivantes de la réunion :



AUB=BUA
AuBUC = (AUBIUC
AURB =A

AcB=>AlUCcBUTC

on déduit, pour l'opération F(x,y), les propriétés :

SYMETRIE : Flx,y) = Fly.,x)

ASSOCIATIVITE  : FIx,Fly,2)] = F[F(x,y).2]

ELEMENT NEUTRE  : Flx,+o) = x

MONOTONICITE : x <y = F(z,x) g F(z,y) [6]

Ces gquatre propriétés sont vraies, guelque soit 1'opération
de compasition considérée. Cependant, dans la présente étude, nous étu-
dions essentiellement des informations dont 1'opération de composition

est réguliere :

DEFINITION 3.- [7]. Une opération de composition xTy = Flx,y) est

réguliére (O.c.r) si elle satisfait :

(c,) F:R xR — R
~ 4 -+
(c,) FecC[R xR]
[CS) Fly,x) = F(x,y)
(c,) FIx.Fly.2)] = F[F(x,y).z]
[CSJ Fix,+o) = x
(c.) x' < x" = F(x',y) £ F(x",y)



ce qui implique

(C7] Fix,y) g inflx,y)

Toute o.c.r, définit ainsi un semi-groupe topologique

sur R .

D'autre part, & partir d'une o.c.r. F , on censtruit la
suite :

F1[x1) = X,

Fn+1fx1,...,xn+1] = F[Fn[x1,...,an , xn+1]

Nous noterons le support d’'une fonction Fn par :
%
T (F)
n
On a évidemment P:(F) ﬁ+ . Dans la présente étude, nous
ne mentionnerons que l’ensemble T_(F) gui n’est autre gue le support

de F(x,y)

N %

I‘;(F) = {(x,y) : F(x,y) > 0}

Il est important, enfin, de préciser que la condition (C1]

n'entraine pas que J est composable sur tout l§+ xl}i+ » Mmais que

J est composable, d'aprés l'axiome 4 , sur l'’ensemble :
r,00 = {xy) : 3 ABeS, ANB =8, J(A) = x, J(B) =y}

EXEMPLE.- Prenons 1l’information de WIENER-SHANNON :

YVAeS : J(A) = c Log . c >0

P  étant une probabilité définie sur S , on a pour opération de
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composition @

Fix.y} = - ¢ Log (e_X/C + e-y/c)

Pour avoir une opération de composition réguliére, il

faut prendre :

e-y/c

Fix,y) = Sup[- ¢ Log(e-X/C + ), 0]

Mais, il faut alors préciser que J n’'’est composable gue

sur une partie du domaine :

IAF) = (Gy) X, y/e

£ 1}
c'est-a-dire gue pour l’'information de WIENER-SHANNDON :

ok
TZCJl E;FZ[F) .

AXIOME 5.- Une information J définie sur une a-algébre S ,

est o-composable si elle vérifie :

o] +00
ual= T3
1 1
avec
TJIA ) = Lim J(A,) T IA) T «uu T J(A))
n 1 2 n
1 n-e
avec

A eS8 Vndl et Ajr\A =g si j#Kk

Dans le cas ol la suite {An} n'est pas deux & deux

neiN

disjointes



sfual=T113A-B)
n n n
1 1
avec

B,=# ; B = UA 5 n>1; A eS YnenN [g]
1

IIT - Donnons maintenant guelgques résultats importants concernant

la o- composabilité :

DEFINITION 4.- Une information J posséde la continuité séquentiel-

le ascendante en A € S, (resp. descendante en A € S) , si,
{Ai}ieN étant une suite croissante, (resp. décroissante), d'éléments
de S tendant vers

UA, =A (resp. A, = A)
17 1t

on a .

[°S) n o n
J[L1J A = tamdUA] 5 tresp. J[? Al = Lim 3[NA D

N>« 1 M- 1

THEGREME 1.- Pour une information J définie sur o-algébre S ,

les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(a) J posséde la continuité séquentielle ascendante
(b) J est o-composable (cf [6] Th. 5.3, )

THEOREME 2.- Pour wne information J définie sur une o-algébre S ,
d'opération de composition réguliére, possédant la continuité séquen-

tielle descendante en 8 , on a :

(a) J posséde la continuité séquentielle descendante ¥ A € S

(b) 3 posséde la continuité séquentielle ascendante,

VAeS tel que J(A) >0 (Cf. [6] Th. 5.4)



1-B.- LES INFORMATIONS DE TYPE M , M’ ET INF,

Soit un ensemble @ quelconque, muni d'une o-algébre S .
Soit u une mesure définie sur S, c¢'est-a-dire une fonction d'en-

semble, non négative, o-additive et telle que u(@) =0
- INFORMATION DE TYPE M -

On désignera par information du type M , une information

définie par :

JA) = o[ulA)] vAEeS

© étant une application de [p,p] dans R’ , avec

ﬁ = ulQ) , vérifiant les propriétés :

(a) 0l0) =+, oy =0
{b) 0o(x) strictement décroissante

(c) olx) e C[0.u]

On vérifie aisément que J admet les axiomes 1 et 2 . Pour

1'axiome 3, on raisonne dans le sens d'une définition.
D'autre part, de :

wtA) = 0 Trea]
et de

p(A UB) = u(A) + u(B) , ANB =
On déduit que J est composable, d’opération de composition ;

FO L, 3] = saus) = ele AN + o wae)]
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avec A,Be S et ANB = ¢
d'autre part,
IAF) = {h0y) 0 ) + 0 (y) g )
: r_(3) CTA(F)
et on a : 5 &I,
car si : (x,y) € FZEJ] s j A et BeS ,
disjoints, tels qgue :
J(A) = X et J(B) =y

on a alors évidemment :

- - _/] -

0 1[J(AUB)] =0 '(x) +0 'ty 5 n

N %

d'ol : (x,y) € FZ(F)

Enfin, préciscns que, u étant o-additive, les informations

de type M sont o-composables.

REMARQUES. -

(1. L’information du type M se définit en général,
(cf [6] . 8), en supposant que u est une fonction d'ensembles, non
négative et simplement additive. Cela suffit pour que J , définie &

partir de © , soit composable.

Cependant, nous n'étudierons ici que des informaticns
du type M définies a partir d'une mesure. Aussi, dans la présentation
ci-dessus, du type M , nous avons supposé, comme dans [5] , gue la

fonction d’ensemble u est une mesure.

(2). Si une information J du type M , possdde la pléni-
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tude binaire, (Cf [7], D&f. 2) , on a:

Hi

X
T2(FJ T2(J]

Car, en effet, si J posséde la plénitude binaire, on a,

par définition
ro(F) € T3
Or, on a vu que, pour le type M, on a, en général :
I (J) C TA(F)
2 -2
D'autre part, P;(F] gtant un domaine fermé, symétrique

et convexe de R » la plénitude binaire implique que J est compo-

sable sur un ensemble non discret.
EXEMPLES. -
(1). Dans le cas ol on prend pour u une mesure de probabi-
lité P et pour 0O 1'application

e(x) = ¢ Log %- c >0

on retrouve l'information de WIENER-SHANNON citée plus haut. Le type M
apparait donc comme une généralisation de WIENER-SHANNON.

{2). En choisissant 0O(x) = %- » et une mesure pu telle que
u(Q) = + » , on obtient des informations dont 1l'opération de composition

F  correspond au semi-groupe hyperbolique :
PN Y P
Fioy) = (£ + ) (6]

x -— -—
avec ici : PZ[FJ EIR+ le+ , ce qui n'est pas toujours le cas.

Si on considere alors le cas plus précis ol :
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Q =N et u(Al = n(A) = nombre de points de A ,

L'information J(A) est une information du type M

n{A)
qui vérifie

Jla*+m) = J(A) , YmeN (8]

C'est une propriété que ne possede jamais 1l'information

de WIENER-SHANNON : 1l'invariance pour toute translation.
- INFORMATION DU TYPE M' -

On désignera par information du type M' , une information

définie par :
JAY =¥ luay] VAEeS
La mesure u est telle que Q) = + =

¥Y est une application de R dans R+ vérifiant :

¢ (x)

n

olx)  x e [0,u]

1]

0 X € [ﬂ,+m]

p  étant un nombre réel fini, positif, et © une bijection de [p,ﬂ]
dans I§+ vérifiant, comme pour le type M , 1les trois conditions
(a) , (b) , () .
L'opération de composition est ici donnée par :
_'] ._1 -
Fix,y) =90 (x) + 0 '(yv)] [6]

D'autre part, on a comme pour le tyme M :

T;(F) = {(x,y) : 9—1[x) + @—1[y] < u}
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Cependant, pour les ensembles PZ(JJ et F;(F] , 11 nty

pas obligatoirement, comme pour le type M , une relation d'inclusion.

Enfin, le type M' est aussi, de par la o-additivité de

u , o-composable.

REMARQUES. -

{1)+ De mBme que pour le type M , 1'additivité simple
de la fonction d'ensemble y suffit pour qu'on ait composabilité.
Mais, dans la présente é&tude, nous n'étudierons aussi gque des infor-

mations du type M' définies & partir d'une mesure.

(2). La plénitude binaire entralne aussi pour le type M’

gu'une telle information est composable sur un ensemble non discret.

EXEMPLE.- Prenons la mesure de LEBESGUE sur R, m et 0(x)
telle que :

0(x) = ¢ Log pour X € [O,a]

x =

L’information J définie par :

J(A)

H

c Log ;#ﬁa- m(A) g ¢

=0 m(A) > u [6]
est une information du type M' . C'est également une généralisation

de WIENER-SHANNON gui posséde aussi la propriété d'étre invariante

pour toute translation.
- INFORMATION DE TYPE INFIMUM -

On dira gu'une information J définie sur S est du type

infimum (inf.), si 1'cpération de composition de J , est de la forme
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Fix,y) = inf (x,y) (5]
~c'est-a-dire
J(Ay B) = inf[3(A) , J(B)] , VABeS ., ANB=1.

THEOREME 1.- L'information J é&tant définie sur un anneau R, st
J(A U B) = inf[J(A} , J(B)] est satisfaite pour tous les couples dis-
Joints (A.B) € R x R , elle est nécessairement vérifiée pour tous
les couples de l'anneau. L'opération F(x,y) = inflx,y) est la seule

qui posséde cette propriété. ([6] Th. 9.2)

THEGREME 2.- Pour une information du type inf., définie sur un anneau

R , quelle que soit la famille finie {Ai}i€I telle que :

.U Ai = A . Ai € R Yiel ,
iel

il extste au moins un A, tel que J(A;) = J(A) (Cf.[8] Th. 9.3).

COROLLAIRE.- S7 J du type inf. est définie sur une algébre S ,
alors’ ¥ A e S , au moins wne des deux informations J(A) ou IA%)

est égale 4@ 0 :

inf[J(A) , J(AS)]= J(Q) = 0
(cf.[6] 5 cor.s.3.).

D'autre part, nous avons vu gque, pour une information du

type inf définie sur S , on avait :

(8) ILu A = anfl3ta))
iel iel

pour toute famille {Ai} finie, d'éléments de S .

iel

On n'a, en général, pas 1'égalité si1i la famille est infinie.

On distingue alors :
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DEFINITION 1.- Ume information J est du type inf-o ou inf-c ,
selon que la propriété (B) est vérifide pour toute famille dénom-

brable infinie ou pour toute famille infinie quelconque d'indices I

[6] .

EXEMPLEI - -

Spit Q =R . Définissons J sur P(R) par :

1
a

A fini ou dénombrable : J(A)

A non dénombrable ¢ J(A)

J est une information du type inf-o , mais non du type inf-c;

(Ct. [6] , page213).

Dans 1'étude qui suit, nous n'étudions, comme information du
type infimum, gue des informaticns du type inf-c , construites de la

fagon suivante :

THEOREME 3.- Soit ¢(w) wune application de Q dans R , telle

que inf ¢(w) = 0 . L'information définie sur P(Q) par :

wen
J(A) = inf ¢ (w)
weh
est du type inf-c (cf [8] th. 9.6.)

EXEMPLE.- ( [6] . page 214). Soit @ =N et soit x  les ra-

N
tionnels de R indexés d'une maniére quelconque.

Prenons la fonction ¢ telle que :
p(n) = X ¥Y¥neiN

alors J(A) = inf X est une information de type inf-c .
neA

Pour terminer cette présentation, rappelons un résultat

général important.
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DEFINITICON 2.- Une loi de composition F(x,y) , est dite universel-

le quand elle peut s'appliquer & tout espace mesurable (9.,8)

DEFINITION 3.- Soit (A},
i ieT

une famille d'algébres ou de o-algébres.
L] .
Les A, sont dites UV—indépendantes ou M-o—~indépendantes, si on a :

I

N .

Ceci, VY sous-famille In finie ou infinie dénombrable

d'indices de I .

THEQREME 4.- Les deux lois de composition :

(1) Fix,y) = - ¢ Log[e-X/C + e~y/c]

bl

(2) F(x,y) = inf(x,y)

sont les seules lois universelles pour lesquelles, étant donné une
famille d'algébres ou de o~algébres {Ai}ieI’ M~indépendantes ou
M-o-tndépendantes, on peut choisir arbitrairement une information N
sur chaque algébre ou o~algébre Ai s de fagon qu'il existe une et
une seule information J , défintie sur l'algébre ou la o~algébre S

engendrée par les Ai s possédant les deux propriétés :

(a) 3 prend les valeurs domnées sur chaque algébre ou

o-algébre :
JAL) = J.(A,) , VYA, €A, iel
i it i i

(b) Les algébres ou o-algébres Ai sont J-indépendantes

ou J-o—indépendantes :

afN aAl= 7 s A, € A, Viel
ter, 7 ger  * oot 4

Ceci pour toute sous-famille finie ou infinie dénombrable

In > d'indices de I .
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RAPPELS DE DEFINITIONS ET PROPRIETES

IT-A-1.-

II-A-2.-

nent que

II-A-3.-

- THEORIE DE LA MESURE -

Soit X un ensemble guelcongue.

DEFINITION. Une algebre de Boole § définie sur X ,

est une classe de parties de X , S< P(X), contenant
@ et X et stable pour les opérations de complémentation,

de réunion et d'intersection finies.

DEFINITION. On dira que S est une o-algébre de parties

de X , st

(a) S est une algébre de Boole de parties de X .
(b) S est stable pour la réunion dénombrable.

REMARQUE,~ Dans la définition ci-dessus, (a8) et (b) entrair

S est stable pour l'intersection dénombrable.

DEFINITION. Soit S une o—algébre de parties de X .
On appelle mesure sur S , toute application yu de §
dans R’ , telle que :

(a) u(@) =0

(b) ¥V suite V{Ai}iaN d'éléments dewx & deux disjoints

de § , onma:

U A = ] utA)
ieN - ien  *

C'est la propriété de o-additivité.

REMARQUE.- Nous appellerons ensemble mesurable les &léments

d'une o-algebre S quelcongue, sur laquelle on peut définir une me-

sure.
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NOTATION.- Rappelons les définitions des différents ensem-

bles de valeurs d’une mesure, données dans l'introduction

A toute mesure u , on associe les ensembles
Fq(u3 = {x a AeS , ulA) = x}

et, pour n 3> 2

3

= o n = =
Taw) = {0 enex ) ] (AgseesA ) eSS AjNA =B J(Aj] xj}
D'autre part, de par la propriété d'additivité, toute mesure

a comme opération de composition dans lﬁ+
Fix,y) = x +y
Construisons, & partir de F , 1la suité de fonctiaons :

F1(x1) = X,

F +1[x

n 20, X

= F[Fn[x1,....xn] ;X

1 n+1) n+1]

On constate alors gque :

Fn(x1,...,xn) = X, + X, + .. * X s ¥n

n
et, si on note le support de Fn dans R+ par P:[F) , 0On a:

r¥(F)
n

it

d'od : I (W< I (F) , ¥on
n - 'n

Dans la présente é&tude, nous nous interessons uniquement

aux ensembles Fq(ul et Fz(ﬁ] .
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II-A-5.-

II-A-6B.-

II-A-7.-

IT-A-8.-

IT-A-9.-
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DEFINITION. Une mesure vy , définie sur une og-algébre §

de parties de X est dite finie s on a :

ulX) < + =

DEFINITION. Une mesure y , définie sur une o—algébre §

de parties de X est dite o~finie, 8T U(X) = + » ,
et 81 11 existe wne suite {En}nelN d'éléments de S ,
telle que :

(a) X= U E

neiN
(b) u[En] <+w ,Y¥YneN

DEFINITION. Un élément E , d'une o-algébre S , de

mesure positive, et un atome si Y F e S tel que FCE ,
on a !

Sott w(F) =0

Sott wl(E-F) =0 .

DEFINITION. Deux ensembles E et Fe S , o- algébre,

sont égaux modulo la mesure y , et on note E = Flu| »
g

81 et seulement s8i :
u(E AF) =0

DEFINITION. Une mesure y est dite non-atomique, si elle

ne posséde aucun atome.

DEFINITION. Une mesure vy est dite purement atomique st,

{Ai}ieI étant 1'ensemble de ses atomes, on a :

X={U Ai} UK avec ulK) =0
iel
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II-A-10.- THEOREME. St u est une mesure o-finie, n posséde

au plus un nombre dénombrable d'atomes.

PREUVE.- Montrons d'abord le théoréme pour une mesure y , finie
Remarquons d'abord que si nous avons deux atomes A et B distincts,

c'est-&-dire tels gue :
AéB[u]

alors : ulANB) = 0 , sinon il existerait F = ANB , Fe S,

FCA tels que upl(F) #0 et A ne serait pas un atome.

D'autre part, pulsgue u(X) < + = , il existe au plus n

atomes de mesure 3 Eilg., donc au plus une infinité dénombrable

n
d’atomes distincts. (CF. [9] compl. I-4-3),

Si on suppose maintenant que u est o-finie, i1l existe

une suite {E } d'ensembles de S tels que :
n neN

X = U En et u(En] <+owo , ¥nedN
nelN

On peut transformer cette suite en une suite {Fn}n d'é-

lements de S deux & deux disjoints en prenant :
n noo. i » YneN
comme Fn<: En . ¥Yn , on a toujours :
u(FnJ <+® , ¥YneN
de plus : X= U F
Considérons alors la restriction de u & la trace sur Fn

de la o-algdbre S . Cette restriction est une mesure finie qul pos-

séde dont au plus un nombre dénombrable d'atomes. Un atome de cette
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restriction étant évidemment un atome de u , le nombre total d'atomes

de yp est donc égal & la somme des atomes des restrictions de y &

chague ensemble Fn .

Or, une union dénombrable d'ensembles de cardinal dénombra-
ble donne un ensemble dénombrable. y posseéde donc au plus un nombre

dénombrable d'atomes.

REMARQUE.- La condition : u o-finie, du théoreme précédent
est essentielle. Une mesure qui n’est pas o¢-finie, peut avoir un

nombre d'atomes d’une puissance gquelcongue. Par exemple

Soit X un cardinal supérieur au déncmbrable. Donnons comme
mesure a un ensemble E < X , son nombre de points s'il est fini et

+ o g5'i]l est infini.

Nous avons alaors défini sur P(X) une mesure non o-finie,

pour laguelle tout point de X est de mesure 1 et est donc un atome.

II-A-11.- LEMME. Soifent vy wune mesure purement atomique finie, et
R , )
{Ai}iel\l l'ensemble de ses atomes. Notons a, u(AiJ R
VieN Soit Ae S un ensemble quelconque :A = U A;

n n
et u[Ai ) = a s YnelN. Notons par K L'ensemble

n n
{a =R > e a F v }
11 l2 ln
Alors, 11 existe toujours a, € K tel que a; = Sup 3
K k n n

PREUVE.- Soit donc A quelconque € S . A peut s’écrire sous

la forme
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union finie ou infinie d'atomes de yu , avec !

u[Ai )] = a; et u(A) = z 8,
n n n n

Si 1'ensemble K = {a. ., ai T «+¢} posséde un nombre
1 2 n
fini d'éléments, la démonstration est évidente.

Supposons donc que K posséde un nombre infini d’éléments;

{a,,} est alors une sous-suite de {a } et u é&tant une mesure
i n-neN
n neiN

finie 5 on a :

a <+« , d'od : Lim a = 0
N0 *
La suite {an}n N n'a donc qu’un point d'accumulation,
€

& savoir 0 .

Dr, s'il existait a = Sup ai tel que 1'on ne pulsse trouver

P e 1 . s .
un indice k vérifiant a = aK , a serait un deuxieme point d'accu-

mulation de {an} » ce qui est impossible. Ce raiscnnement é&tant valable

pour {a. } on démontre l'existence de
n neN
a, = Sup a, v
Tk n 1n

- TOPDLOGIE ET ANALYSE -

Nous donnons ici principalement la démonstration d'un exercice
de N. BOURBAKI sur les familles sommables de nombres réels, positifs ou
nuls, gqui nous sera tres utile dans 1l'étude des mesures purement atomiques

finies.
Mais auparavant, rappelons un résultat classique de topologie.

II-A-12.- PROPOSITION. (1) Dans un espace compact, toute suite de
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points posséde au moins une valeur d'ahérence.

(2) 57 elle a une seule valeur d'adhérence,

la suite converge vers elle. (Cf [2] prop. 11-5)

II-A-13.- LEMME. Sott {Un}neN wne suite sommable dans R , de

nombres > 0 , satisfalsant aux conditions :
US 2 U JVDC'N

Alors, pour tout nombre a tel que

1l existe une partie 1 de N , telle que :

a=_) U (cf. [1] emere. 4)
nel "

PREUVE.- La condition U_ g ) U, » ¥ neN estéquivalente
k

[aVY

n

. . ’
Un+1 RS Un YVnenN

US_Z U » YneN
k=n+1

car {Un}neN étant une suite sommable de nombres réels >0 , il

suffit de les aordonner convenablement.

Soit donc a € ]D,s[: . Nous supposons gque a # Un ’

YneWN, sinon la démonstration est évidente.

Considérons alors la sous-suite {Vn}neN construite de la

fagon suivante :

v, = U , Un gétant le plus grand élément de {Un}ndN
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"o
v1 = Un +k1 s Un +K1 étant le plus grand élément de
{Un} N tel qgue
Un + U Kk < a.
) 9" ™1
On peut toujours trouver un tel élément dans la mesure ol
a-\u > 0 et LimU =20
K n
8] N>
De plus, si an a égalité, alors I = {nO s gt k1} est
tel que

U = a
nel n

et le probleéme est résolu.

Sinon, de proche en proche, on obtient vn tel que

Et on peut toujours trouver Un ,» car si on suppose gu'on a

trouvé :

tels que
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alocrs on a

a-u - U -~ ... — U > 0 et Lim Un = 0
1 0 n-1 N>

Si, au bout d'un rang, n0+kn finl, on obtient

le probleme est résolu avec :

I={n n +k1 s e n0+kn}<: N

0’0

Sinon, on obtient une sous-suite {vn}ndN de {Un}neN gui tend,

elle aussi, vers 0 quand n tend vers 1'infini.

De plus, on a par construction

ve & Z U =R en prenant k_ = 0
0" \Sn K Kg 0
8]
v, € ¥ U =R
Tk, KK

n k>n_+Kk K kn
0 n
La suite {R } étant uns sous-suite de la suite des
; n nelN
restes {R } de la série z U , ona:

n neN n
neN
im R -

Lim K 0

n-> n



Notons alors S =v

0 )
S1 = vD + v1
Sn = vO + v1 + oae. * vn
{vn}n€N étant une sous-suite de {Un}neN , on a
o0 [e o]
Sn + et Lim Sn = Z v, < ) Un < +
Moo n=0 n=0
Considérons alors la suite définie par :
K =a-2-8 s YneN , alars
n n
Kn ¥ et par construction de {vn}neN
Kn >0 , ¥YneN
De plus, on a :
K <R , ¥YneN
n k
n
en esffet
K. =a-S =a-1y - U - wee - U
n n ng nO+K1 n +kn_1
et K < U - U
n n0+kn 1 nD+k
car : U + U * .. + U + U >
Ny nU+K1 n +kn_1 nU+Kn 1
de par le choix de 1'é@lément U » d'ol
n_+k

’
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on a :
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N keno+k -1 K "o*kn ksUCek K o
0 n 0 n

La suite {Kn}neN est donc majorée terme & terme par la
suite {R 1} qui tend vers 0 gquand n tend vers 1' « ,
n neN

On a donc :

LimK =0
n
n->o
ce gul entraine que
LimS = a
n
>0
On a donc trouveé
= ’ »3 wes 3 F) "3 C'N
I {nD ng*k, ng*kn, }
tel que :
Yy u =u_ + } U =a .
+
nel " "o nen-{0} "0*kn

IT-B.- PROPRIETES DE Fq(u] ET DE Tzfu) .

Soient X un ensemble quelconque, 8§ une o-algébre de
parties de X et u une mesure, fonction d'ensembles définie sur § .
Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d'établir quelques propriétés

des ensembles
r,w={x:J]Aes ., ulA) =x}

r,w) = {{xy) : J ABeS , ANB =8 , u(A) =x, ulB) = y}.
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- CAS D'UNE MESURE FINIE QUELCONQUE -

Soit p une mesure finie. Notons par VY 1la réunion de
tous les atomes de X et par Z 1l'ensemble X-Y , ou partie non-
atomigue de X .

II-B-1.- LEMME. Tout ensemble mesurable E ¢ 7 , de mesure positive,
contient des sous—ensembles mesurables de mesure possitive
arbitrairement petite. (Cf.[3] Lem. 1).

PREUVE.- E n'étant pas un atome, 3 FeS., FCE tel que

0 < plF) < p(E)

Notons par E1 celui des deux ensembles F ou E-F

dont la mesure n'est pas plus grande que
u(El/2
On peut construire, de méme, un ensemble E2<: E1 tel que
0 < u(EZJ < u[Eq)/2 S u[E)/4
aussi VY e>0 , 3 nle) tel que :
0 < u[En) £ U(E]/n <€

En se construisant comme indiqué ci-dessus, par récurrence.

I1-B-2.- LEMME. L'ensemble des valeurs de u sur les sous—engsembles

mesurables de 7 est l'intervalle fermé :

0 € x g u(2) (cf. [3], Lem. 2)
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PREUVE.- Si u{Z) est nul, il n'y a rien & prouver. Supposons
donc que u(Z) > 0, et sait o tel gue :

0 <a < ulZ)
Le lemme précédent entraine alors gue 3 E1 < Z mesurable, tel que :
0 < u(EqJ <a

S'il vy a égalité, la démonstration est terminée, sinoen, on applique
& novueau le lemme pour trouver un ensemble mesurable

< z- :
E2 Z E1 et tel gue

0 < u[Ez) <a - u(Eq]

De la sorte, ou bien on obtiendra un En tel que :

n
u( U Ei) = q avec n TFini,
i=1

-

ou bien, on aura une suite dénombrable d'ensembles mesurables deux a

deux disjoints, tels que :

II-B-3.- LEMME. L'ensemble des valeurs de w sur les sous—ensembles
mesurables de Y est fermé, (cf. 3] Lem. 3)

PREUVE.- Soient Ygr Yoo e les atomes de Y , qui sont en
nombre au plus dénombrable (II-A-10).

Soit T 1'ensemble de toutes les suites

Dans la topologie usuelle des espaces produit cartésien, T est un
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espace topologique compact et chacune des fonctions : gi[yl = ey

est une fonction continue.

Considérons alors la fonction ¢(ly) définie par les séries

8

$ly) = ‘z gify] u(yi) = .X Uiny
i=1 i=1

o]
Pour gque ¢ soit continue, i1 suffit que la série z Ui[y)
soit uniformément convergente sur T , et que chacune des fonct%ggs

Ui soit continue sur T .

Or, Ui[y) = gifyl u[yil est continue sur T , VY i

car si[y) 1'est, et, de plus, on a :

0 g g5 u(yiJ = Ui(y) < u(yi) , ¥Yi et VYyeT

Or :

uﬁyi] = ul¥Y) <+ =

ne~18

i=1
geci entraine donec, d’apres le critére de WEIERSTRASS, gue

la série Z Ui[y) est uniformément convergente sur T .,
i=1

On en déduit que ¢(y) est continue sur T . Or, 1'image
continue d'un espace compact est compact et par 1a-méme fermé, puisque

dans R .

Comme 1'image {$(T)} est exactement 1'ensemble de toutes
les valeurs de u sur les sous-ensembles mesurables de Y , 1le lemme

est démontré.

II-B-4.- THEOREME. Pour toute mesure u finie ; F1(p] est fermé,
(cf. [3] Th. ).
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PREUWE.- X =Y U Z avec YNZ =0 , donc, d'aprés II-B-2 ,

on a
r,tu) = [0,u(2)] U {x :jAes , ACY , ulA) = x}

et de II-B-3 , on déduit que quu] est fermé comme union de deux

fermés.,
II-B-5.- THEOREME. 87 u est une mesure finile, non-atomique, alors :
Pz(u] = {(x,y) t x320,y >0, xty g u(X)}

PREUVE.- Soit donc x € [0,u(X)] et posons u =y (X) . 1I1
existe toujours A € S tel gue ylA) = x d’apras II-B-2.

Si alors (x,y) est tel gque x+y g ﬂ , montrans qu’il

existe B € § tel gue :
ANnB =@ et ulB) =y
En effet, on a
AU A° =X
u[ACJ = L - X

Considérons alors la mesure restriction de p & la trace

sur A° de S . Alors toujours d'aprés II-B-2 ,
Vysu-3x ] B A® , BeS

tel que : uiB) =y .
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- CAS D'UNE MESURE PUREMENT ATOMIQUE FINIE -

Nous avons vu, au Lemme II-B-2 , que si une mesure u
finie, est non-atomique, alors chu) = [G,u(Xl]. Autrement dit,

qu'elle est surjective comme fonction d’ensembles & valeurs dans

[0,utx)] .

Dans le cas d’'une mesure purement atomique finie, nous avons
pu, 3 partir d'un exercice de N. BOURBAKI, [II-A;131, établir un ré-

sultat de caractére général.

Soit u une mesure purement atomique finie. Soient

ses atomes en nombre au plus dénombrable, (II-A-10).

{Ai}ieN
Notons a; = u[Ai) , YielN.

II-B-8.- THEGREME. Une mesure vy , purement atomique finie, est

telle que quu) = [D.ﬁ(X)] s 81 et seulement st :
a. g 2 ak , YieN.

PREUVE.- Montrons d'abord la condition nécessaire. Pour cela,

raisonnons par 1'absurde : supposons donc que
J p entier tel gue a > X ak
<

Natons

Alors, si on prend x e ]aé , a [L , on ne peut pas trouver A e S

p
tel que u(A} = x ; en effet

Soit A € S quelcongque, on peut écrire
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union finie ou infinie dénombrable d'atomes de u ., avec @
u[Ai ) = a; et u(A) = z a
n n n n

Si K=1{a, , a , «v¢ , @ ., «esa} . nous savons, d'aprés
i, i, i

le lemme II-A-11, qgu'il existe un entier k tel gue

a, = Sup a, avec a, ek
i i i
k n n k

alors, si ai > a , On a

Sinon, on a a, < a et

donc :
plA) = z a;, < Z a, = a

d’ol la condition nécessaire.

Réciproquement, supposons que Y i e N , a; g Z LT

alors, u étant finie, la suite -{an}ncN est sommable,

et, d'aprés le lemme II-A-13, nous savons que : Y a tel que
0D <ags = 2 a_ = ulx)

on peut trouver I ciN tel gque a = 2 a,
ne -

Done, ¥ a e [0,u(X)] , il existe A = U A, tel que
nel

ulA) = a .,
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- CAS D'UNE MESURE g-FINIE -

Nous supposerons maintenant, que la mesure y définie sur

la o-algébre S de parties de X , est o-finie.

II-B-7.- LEMME, SZ u est wie mesure o-finie, non atomique, alors

v ED €S , tel que u(EO] #0 , ona
Ve>o0 JEesS
tel que

ECE, et 0<ulE) <e ,
(cf.[4] §41,(1))

PREUVE.- Supposons, tout d'abord que E0 est de mesure finie.
Alors, d'apres II-B-1, appliqué & la restriction de u & la trace

sur E0 de S, qui est une mesure finie, la propriété est démontrée.

Soit donc ED de mesure o-finie. Alors, il existe une suite

{En}ndN d'ensembles de S , telle que

UWE ) <+ o , YnelN et U E E
n n

neN 0

a partir des En » on peut construire la suite ‘{Eé} telle que :

neilN

E' =E N E d'od Uu E' =E
n n

nelN 0

avec toujours
u(Eé] <+ , ¥neilN

On construit ensuite la suite d'ensembles disjoints deux a

deux {Fn}neN en posant
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Fy = E
PR Y
. Fg = B3~ By UE)

lL.es ensembles Fn vérifient encore :

p(F) <+® , ¥YnelN et U F = E
n el n 0

Soit alors un e > 0 . La série ] w(F_ ) étant divergente,

ﬂ "y tel que : nel

n
n s n., === i§1 u[Fi) > €

Considérons 1l'ensemble

-

"o
F. = U F.
i
e
on a : u(FD] < + o et, d'apres II-B-1 , 1l existe un ensemble

mesurable F C:FO tel que :
0 < ulF) < ¢

or F ClEO » ce qul termine la démonstration.

II-B-8.- LEMME. 87 u est une mesure o-finie, non atomique, et

st ED eSS , ona:

Y o€ R , a g (EU) , ﬂ EeS

tel que E c:.E[J et ulE) = a

(cr. (4] § 41 (2)).
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PREUVE.- Si a = + « alors g = u(ED] =+ o , 0On prend alors
E1 = EO - {un nombre fini de points de EU} et on obtient
= oo = C
u(E,]] + o et E,] EU

Si o < + o, alors on appligque le lemme II-B-7 pour
construire une suite dénombrable d’'ensembles de § deux a deux dis~—

Joints, et tels gue :

o0 oo
ul U Ei) = q avec U E.CE
1=1 i=

exactement comme pour la démonstration de II-B-2.

-

II-B-9.- THEOREME. 57 yu est une mesure o—finte, non-atomique, on

a:
r,(w =R
PREUVE.- Elle se déduit immédiatement du lemme précédent.

II-B-10.- THEOREME. S7 u est une mesure o-finie, non atomique,

on a

-4 -4

R xR

[

T2(uJ

PREUVE.- Si x =y < + = le résultat découle de II-B-9 et
II-B-8. Si x =y =+, y étant o-finie, non atomique, on

peut toujours trouver A,B € $§ disjoints, tels que ;

(Al

u[B) = + o

Si x <+ o gt y = + o alors, d'aprés II-B-9 , on

1)

peut trouver A € S tel gque ulA) X et 11 reste

u(AC] = + @

n
<
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Si, enfin, x et y <+ = et X #y , on peut trouver

AeS tel que u(A)} = x , et, d'aprées II-B-§

Comme u(A®) =+ , Yy<+eo , ]BCA” , BeS .,
tel que :

p(B) =y
II-B-11.- THEOREME. 57 yu est une mesure o-finte, purement atomi-—

que, T1(u) est la limite d'une suite dénombrable crois-

sante de fermés.

PREUVE.- X étant de mesure ¢-finie, 11 existe une suite d’en-
b , {E ., tell
sembles de S { n}nEN elle que

U En = X et u(EnJ <+o , ¥Ynel
nelN

Soit {Fn}ndN la sulte définie par :

F.=E , F1 = EO U 51 3 aes 3 Fn = ED U ... U En ;

‘{Fn}ndN est une suite dénombrable croissante d'ensembles

de § et on a :
u(FnJ <+ew , ¥YneN

Soit I la restriction de u & la trace sur Fn de
la o-algebre S . D'aprés II-B-3 , F1(pn] est fermé et ceci
VneWlN. Dautre part

r,uJ & Tt )

: . . -
=) {F1(un)}ndN est une suite croissante de fermés
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Or :
P () =Llim T, (p) = U T, (u)
1 oo 1°"n el 1 ™n
REMARQUE.- D'aprés le théoréme ci-dessus, on ne peut rien dire,

en général, de 1'ensemble P1[u] ,  pour une mesure u o-finie, pure-
ment atomique. En particulier, FqiuJ n'est pas toujours fermé: en

voici un exemple :

Spit la mesure py , o-finie, purement atomique, définie

sur une o-algébre S , par :
u[Ai] =a; . VieiN.
{Ai}idN gtant les atomes de y , vérifiant

(1) La.suite {ai}idN est strictement décroissante.

(2) Lim a; =a ., avec 0 <a<+w
i—)-oo

Alors , & € P1(uJ , cependant, on ne peut trouver un

ensemble A € S, tel que

ulA) = a

II-C.- MESURE INJECTIVE

Une application f d'un ensemble E dans un ensemble F

est dite injective lorsque :

Vx,ye E telsgque x#y ona Flx) # fly)

Par analogie, nous dirons d’une mesure u , définie sur
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une c¢-algébre S de parties de X, gu'’elle est injective quand :

II-C-1.- DEFINITION. Une mesure v est injective Llorsque
VABeS telsque AZB[u] , oma ulA) # u(@)

Cette définition est éguivalente a
II-C-2.- DEFINITION. Une mesure u est injective lorsque
YVABeS telsque ANB =0 et uwlAUB) #0 ,

on a plA) # ulB) .

En effet, supposons qu'une mesure yu soit injective, selon

la définition TII-C-1. . Montrons gu'elle est injective selon II-C-2.

Soient A,B € § tels que ANB

g et u(AUB) #0

Montrons que (A} # u(B) . On a :

plAAaB) = pylAUB) #0 d'od

>

£ 8[y]

et on a danc : ulA) # u(B)

Supposons, réciproquement, que p soit injective selon

I1-C-2.
Soient alors A,B € S tels que A £ B[u]
Montrons que pl(A) # ﬁ[B) . On a:
u(A A B) = u[(A-B) U (B-A)] # @
Or (A-BIN(B-A) = ¢

Donc, d’aprés II-C-2.

u(A-B) # u(B-A)
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Or :

A= (A-B) U (ANB) et B = (B-A) U (ANB)

u(A) = p(A-B) + p(ANB) et  u(B) = {(B-A) + u(AnB)

On en déduit alors gque :

ulA) # u(B) .

- MESURE NON ATOMIQUE -

1I-C-3.> THEOREME. Toute mesure y , non-atomique, finte ou

o-finie, est non injective.

PREUVE.- Soit donc une mesure p non-atomigque. Notons

ulX) = u .
(a) L < + o , Soit un ensemble A e S8 tel que :
ulA) < u/,
posons u(A) = o ; alors on a :
05ac< L/Z < (A%

et TI-B-8 entraine qu’il existe B < A° , BesS

tel que :

u(B) = q

{b) i =+ o , p est g-finie.
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Alors si on prend un ensemble A e S tel gue :
a = plA) < + =

II-B-8 entraine encore 1l'existence de B C;AC ,

BeS tel que:

ulB) = o .

- MESURE PUREMENT ATOMIQUE -

Soit u une mesure purement atomique. Elle possede au

plus, (II-A-10) , un nombre dénombrable d'atomes si elle est finie

ou o-finie.
Notons {An}ndN les atomes de u ;3 on a :

A eS , YneN et {U A}TUK=X avec ulK) =20
n n
nelN

~

D'autre part, 1y fait correspondre & chaque atome une masse

positive, que nous noterons
U(A.J = a, ’ VieN
i i
Ceci entraine que Y AeS8 ., on a:

nlA) = z a,

ACA ©
i -

Nous supposerons, dans 1’'étude présente, gque les a; sont

tous distincts, sinon la mesure p serait a priori non-injective,

IT-C-4.- THEOREME. Pour qu'une mesure purement atomique wu , SOiLt

injective, 11 faut que : Lima_ =0 .
noe
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PREUVE. - Supposons, pour raisonner par 1'absurde, gue la suite
{an}neN ne tende pas vers 0 . 0On a alors deux possibilités

{a) Lim 8, = a> 0, a fini ou infini.
>0

Dans ce cas, on peut extraire de {an}nlN deux sous-
€

suites {an } et {an } n'ayant pas tous leurs
k keN £ LelN

termes identiques et tendant vers la méme limite a

que {an}neN

On obtient alors A et B tels que

u(A) =} a =+w pour A= U A
ke "k keN 'k
u(B) = a, = * = pour B= U An
LeN 2 LN R
avec A Z B[u]
{b) {an}ndN n'a pas de limite.
-~ ] a —+
Alors, {an}ndN étant une suite de points de R ,

espace compact, posséde au moins deux valeurs d'adhérence
distinctes, sinon (II-A-12) , si elle n'en n'avait
gu'une, elle convergerait vers cette unique valeur

d’adhérence.

D'autre part, 1’une de ces deux valeurs d'adhérence
différentes est forcément distincte de 0O , et on psut
alors extraire de ’{an}ndN une sous-suite qui converge

vers elle; on est alaors ramené en (a)

II-C-5.- THEOREME. Pour que yu , purement atomique finie, soit

injective, t1 suffit que l'on ait :

a., > Z a , YieN .
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PREUVE.- Soient donc deux ensembles A,B € § vérifiant

ANB =P et ulAUB) #0

On peut écrire

Unions finies ou infinies d'atomes de y , avec :

u(Ai ) = a, » YneN et ylA) = a;
n n nelN n
ulA, ) =8, , ¥YmeN et (B = § a,
Im Im meN Jm
de plus :
in # Jm » Y (m,n) e NxN car ANB =@ .
Notons :
K, = {a, } et Kg = {a, }
A *n neN B Im melN
D'apres le lemme II-A-11, on a :
Ja, eX, et a, eK
i A JK B
tels que : ai = Sup ai et a. = Sup a,

K n n Jp m m

On a alors deux possibilités pour A et B :
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d’ol : ulB) > ulA)
(b) a; > a, d'ol
ko e
u(A) = ¥ a; za; > ) a, 3 ) a; = u(B)
neN n K a, <a, meN m
t i
k
d’ot
w(A) > u(B) .

II-C-6.- CORCLLAIRE. Supposons que w , purement atomique finte,

soit telle que 8, > 85, o Y 1 e N. Alors, pour que

soit injective, il suffit que :

a; > X_ a, Viel
k>1

EXEMPLE.- Si on considere la mesure u vérifiant
a; = ;%' s, Y ieNWN
3
1 o] [+ 2] 1
on a bien : - > Z a, = Z —
3 k=1+1 k=i+1 3

et cette mesure est injective.

II-C-7.- THEOREME. Soit w , purement atomique finie. Alors les

deux propositions suivantes sont incompatibles :
() T 0w = [0,u00]
(B) u est injective.

PREUVE.~- Il suffit de montrer gue :

(a) => non (8)

Nous savons, d'apres II-B-6 que :
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() = &, 5 ] & - YieN

Alors Y ie N , 3 A e S tel que Ai{\A = @ et tel
que

En effet, soit I = {£L e N aK 2 ai} .

Si on considére la mesure yu' , restriction de yu a la

trace de S sur Y =X- U A , @alors y' vérifie :
Lel £

Aj < I a8, s YJeNI
Or, d'aprés 1I1II-B-g , !

U est telle que :

F1(u'] = [D,p'(Y)

I
©~1
o
=
——

Or a; € [p,u'EY)] donc ] AeS , tel que :
p'(A) = a, = u(A)

avec AiflA =g

I1-C-8.- LEMME. Soit vy,

purement atomique finte vérifiant

a; > _ Ea a > YieN
k 1
' = .
Notons a} y a, - On a alors :
ak<ai

laj » o, [N, (1) = @

PREUVE.- Soit donc x e ]ai s ai[ pour 1 quelcongue. Soit

A guelconque € S, on peut écrire :
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union finie ou infinie d'atomes de y .

D'aprés II-A-11, jai tel gue

u{A) g Z a € ai < X
a, ga
2 i
c'est-a-dire
ulA) < x
(b) a;, 2 a; et : plA) > x
K

Donc Z’A € S tel que ulA) = x
d'od X & quu] .

REMARQUES. -

(1), La condition du théoréme II-C-4 :
Lim an =0
N-—>cc
est nécessaire mails non suffisante.

51 on considere, en effet, la mesure u telle que

1
a, =—r , YieN
1.1

30
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. .1 s
on a bien lim - 0 , or, on peut trouver deux ensembles disjoints,
N> 2

ayant méme mesure non nulle. En effet, l'atome A1 est tel gque

u(A1) = % et on trouve

B= | A, tel que A,NB =@
. i 1
i=2
et tel que
p(lB) = Z a, = z — = =
1= 1 4=y b 2

(2). La condition du théoreme II-C-5 :
a, » z a , VY ieN
est suffisante, mais non nécessaire.

En effet, considérons la mesure yu suivante

20 1 .
51 Y- et ai ] pour i3x?2
3
v est telle gue
ay > ai+1 » Y i1ielN

¥ 1
ot ay < I 8 =%

i=2

a. > Z ak pour 1 » 2

Donc la condition a; > X ak n'est pas vérifidée V i e N.
a, <a,
k 1
Nous allons cependant montrer que u est une mesure injective.
I1 suffit pour cela de prouver que pour un couple quelcongue d’ensembles
de § , disjoints, A et B, tels que ulAUB) #0, on a

u(A) # u(B)
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Envisageons donc les différents cas possibles
(a) A et B ne contiennent pas l'atome A1 .

Soit alors Y = X—/—\1 . 51 on considére la restriction g

de p & la trace sur Y de S , y' vérifie la conditiaon :

a, > Z. 8, » Vi=2,3,...
k>1

et u' est donc injective, d'aprés II-C-6 , donc :
u(A) # u(B) .

{b) L'un des deux ensembles A et B contient A1 .

Par exemple A = A1 U A' aver

A" = A, UA, U ... UA, U .».
1 2 n

Peut-on alors avoir u(A) = u(B) 7?

On remarqgue, tout d'abord, que 1l'ensemble B doit contenie

1'atome A. , sinon on a :

2
v 1 20
U[BJSZ—'{=';]-5<'1—§—'SU[A]
i=3 3

On peut donc écrire

i
pg

UA, U ... UA, U ...

B = A2 U B! avec B’
J1 32 Jm

avec : 1 et J 23 , ¥Y¥n et Yme®N .
o
De plus, comme ANB = @, on doit avoir :

i #A s ¥ (m,n) eN x N
n m
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on a alors les inégalités suivantes

1 1 1

- 1
= z — L= u(B') F Y T = = =
520 31 B 3 18

f=p 3 BN

n(B) <

Donc, on ne peut avoir plA) > %- , car alors
1
ulBlg T < p(A)
On en déduit que :

, 1
u (A) =qu1) + u(A') g 5

ce qul éguivaut a

u(B) » 753
sinon :
20
p(B) < T3 su(A) ,
_ , a 20
donc : uiB) = u(B') + T > o3
ce qui équivaut 3 :
20 1 1
'2—-—-———-:-—.—.
WY 2 s - gt o

Considérons alors 1l'intervalle

]—:]—. -:]_[ on a a::._’l_ et a':-i_
54 * 27 ’ 3 27 3 54
et, d'apreés le lemme II-C-8 , appliqué & la mesure u' , restriction
de u & la tracede § sur Y =X - A, , il n'’existe pas A €S

1
tel gue :

WA = x . V¥V xelal,a [
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Ceci entraine alors que

, g ' ' 1
u(B’) > = d’'od w(B') > >3
WAT) < == d'ol u(A') g =
27 S 54
ce qui donne
1 1 1 4
= 4 — — o — T ———
uBl = ulB) v gxg+ o5 =
1 1 1 35
= ' —_—— L — — D e——
WAL = WA+ =3 € 25 * =7 % 58
or LIEN 23 d'ol u{B) > u(A) et on ne peut avoir :
27 306 ’

u(A) = u(B) .



CHAPITRE 1III

SUR LES ENSEMBLES DE VALEURS
D' UNE INFORMATION
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ITI-A.- INFORMATION ET ATOME.

Soient Q un ensemble guelconque, S une g¢-algébre de

parties de § et J une mesure d'information définie sur § .

Nous nous proposons, dans le présent paragraphe, d'étudier
les notions d'atomes, de J-équivalence et d'ensembles J-négligeables,

déduites de celles, classiques, de la théorie de la mesure.

Nous introduisons la notion d'atome dans un sens plus large
que J. KAMPE DE FERIET et P. BENVENUTI, [7]. gqul ont eu besoin d’'une

définition plus restrictive pour les informations du type inf.

ITI-A-1.- DEFINITION. Pour une information J quelconque, E ¢ S

est un atome au sens large (s.l.) , st :
(a) J(E) < + =

(b) YFCE , FeS ,ona, sott JF) = + » ,
sott J(E-F) = + »

II1-A-2.~ PROPOSITION. Pour une information J composable, la
relation : ARB , A,Be S <=> J(A A B)

i

+ oo

est une relation d'équivalence.

8

PREUVE.- (1) R est réflexive car J(A A A) = +

(2) R est symétrique car AAB =B A A , d'od

J(A A B)

+ o <> J(BA A) = + »

(3) R est transitive car :

A RB = J(A-B) J(B-A)

n
+
8

B RC= J{B-C)

1]

J(C-B]

]
+
8
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Or, nous avons

c-A = [chs-A] u [c - (AU BY]
a-c = [An(-0] y [A - (BU ]
de plus :
[cne-m]Ntc-(uBl] =2
[ANB-c)]N[A-(BUC] =0

Par ailleurs, la monotonicité de J entraine que :

8

CN(B-A) € (B-A) => J[CN(B-A)] » J(B-A) = +

73

[C-(AUB]ec (C-B) = J[C- (AUB] »J(CB) = +w
et de méme
AN (B-C) < (B-C) = J[Ar\ta—c)] > J(B-C) = + »
[A- Buc]c(AB) = JA- (BUCT] 2 J(AB) = + o

On en déduit alors gue :
J{C-A) = J(A-C) = + o

done que J(AAC) = + o,

Ce résultat nous permet d'introduire, pour les informations

composables, la notion de J-éguivalence.
IIT-A-3.- DEFINITION. A et B e S sont J-équivalents, st :

JAAB) = + »
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Cette définition est éguivalente &
J(A-B] = J(B-A) = + o
Nous noterons cette relation par A = B[J]

TII-A-4.- THEOREME. Si A,B e S vérifient A =8[1] , alors tout
CeS tel que ANBC C A UB est J-équivalent & A
et B , et ona:

J(ANB) = J(C) = J(A) = J(B) = J(A y B)
PREUVE.- La condition ANB € C CA U B entraine
(A-C) € (A-B) et {C-A) < (B-A)

d'ol : J(A-C) = J(C-A) = + o

ce qui impligue gue :

2
"

z c[J] et par transitivitsg

c[3]

@
ff

D'autre part

J(A) = J[(A-B) U (ANB)] = J(A-B) T J(ANB)
" = J(ANB)
De méme :
3 = J[(8-A) U (ANB)] = J(B-A) T J(ANB)

" J(ANB)

De plus :



J(A U B)

Enfin, pour terminer,
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J[(A-B) U (ANB) U (B-A)]

J{A-B) T J(ANB) T J(B-A)

J(ANB)

on remarque dque la condition

ANBC C CcAUB

entraine que : JANB) » J(C) > J(A U B)

d'oul
J(ANB) = J(C) = J(A) = J(B) = J(AU B)

III-A-5.~ DEFINITION. (N. PINTACUDA [10). A € S est J-négligeable
st J(A) = + o
Si J est composable, cette définition est éguivalente &

N. PINTACUDA a montré, [10] .

la o- algébre S

nues dans un ensemble

sulte de notre exposé, gue les

, en lul adjoignant toutes les parties de @

A = plI]

gu'’on peut compléter d'une maniére unique
conte-
J-nggligeable. Nous supposerons donc, dans la

o-algébres S que nous utiliserons,

sont completes par rapport a J .

ITI-A-6.- THEOREME.
Alors :
S7

Si

PREUVE. -

On a alors :

Sotent A,C

C&EA ona AUC
C<A onma A-C

Supposons d'abord gue

S , J(A) <+, J(C) =+

™

Al3]
Al3]

CEA
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Aa(AyC) =fA-(AuDO]u [AuC)-A] =cC-A

d'ou
J[AA (Ay Bl = J(C-A) 3 J(C) = + =
et on a :
AU C = A[J]

D’autre part, s1 C €A , alors

An (A-C) = [A- (A-C)] y [(A-Q) - A] = C
d'od

J[AA (A-D)] = J(0) = +

donc :

A-C = A “J]

III-A-7.- PROPOSITION. La réunion d'un nombre fini d'ensembles
J-négligeables, est J-négligeable.

PREUVE.- 1I1 suffit de faire la démonstration pour la réunion de

deux ensembles A,B e § , J-négligeables.

On peut choisir A et B disjoints, car on a :

n

AUB AU (B-A) avec J(B-A) » J(B) = + o

on a alors
JA UB) = J(A) T J(B)

or

il

J (A} J(B) = + » , d’'ol JAUB) = + »

ITI-A-8,- PROPOSITION. Les ensembles J-négligeables sont deux a

deux J-équivalents.

PREUVE.- Soient A,B € § deux ensembles J-négligeables.

On a :
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AAB = (A-B) U (ANnB) U (B-A)
et
J(A A B) = J(A-B) T JIANB) T J(B-A)
or .
J(A) = J(B) = +

On en déduit

JAAB) = + .

Nous pouvons alors établir quelgues propriétés des atomes

s.1.
III-A-8.- PROPOSITION. 57 E € § est un atome s.l. , alors
YVFeS8S, FCE, ona, soit J(E) = J(F) ,
sott J(E) = J(E-F) .
PREUE,- En effet, FCE ==>E = (E-F) UF , d'ol
JIE) = J(E-F) T J(F) ,
ar, E étant un atome s.l. , on a :
Soit J(F) = + d'ou J(EY = J(E-F)
Soit J(E~F) = +# o d'ol J(E) = J(F)
REMARQUE.- La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse
car
J(E) = J(E-F) =~ J(F) = + e
De méme JIE) = JIF) =% J(E-F) = + =
III-A-10.- PROPOSITION. S7 A,B € S8 sont deux atomes s.l. , on a :

Soit J(ANB) = + o

Sott J(A AB) = + o |,
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PREUVE.- 0On a en effet, d'aprés ITI-A-9 :
Soit J(ANB) = + o
ANB C A =
Soit J(A-B) = + =
fSOit J(ANB) = +w
ANB ¢ B ==
I Soit J(B-A) = + o
ce qui donne, en résumé

Seit J(ANB} = + » , soit J(A A B) = + o .,

III-A-11.- PROPOSITION. Tout E € S , J-équivalent @ un atome s.lL.

est un atome s.l.

PREWE.- Soient A wun atome s.l. et E € S tel que

m
i

Al]

On remarque, tout d’abord, que J(E) < +

Soit alors Fe S8 , FCE, on a:

E = (E-A) Uy (ENA)

d'ol
F=[(E-mN F] u [ENANF]
Or :
J[(E-ANF] > J(E-A) = +» , car E = A[J]
d’ol : J(F) = J(ENANF)

D'autre part



E-F = {[{E-A) n(E-F)] U [(ENAI N(E-FIT}

or : J[(E-AN(E-F)] % J(E-A) = + =
d’ol : J(E-F) = J[ENAN(E-F)]
vNotons : B =ENANF

et C = ENAN(E-F)

On constate alors qgue :

BNC=¢g et BUC=ENA

a
D.
cs
>
@
1

(A-EJ U C

et A-C

(A-C) U B
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or, B et C étant de plus inclus dans un atome s.l., on a :

+ oo

Soit JiB)

Soit J(A-B) = J[(A-E) U C] = J(A-E) T J(C)

”n

1]

JIC) = +
ou bien encore :

Soit J(C) = + =

Sait J(A-C) = J[(A-E) U B] = J(A-E) T J(B)

” J(B) = + o
Or : JB) = J(F) et J(C) = J(E-F)

III-A-12.- CODROLLAIRE. SZi A est un atome s.l., et

CeS tel que
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J(C) =+ » , alors :

ST CELA ona?: AUCLC est u atome s8.1l.

ST C<A oma: A-LC est un atome 8.L.

III-A-13.- DEFINITION. Une information quelconque J est dite non-—

atomique, si elle ne posséde aucun atome.

III-A-14.- DEFINITION. Une information quelconque J est dite pure-
ment atomique ST, {Ai}ieI étant l'ensemble de ses atomes,

on a

Q={U Ai} UK avec J(K) = + «
iel

III-B.- PROPRIETES DES ENSEMBLES DE VALEURS DES INFORMATIONS
DUTYPE M QU M .

Soit un ensemble quelconque § , muni d'une o-algébre S
sur lagquelle est définie une mesure d'information J , du type M

ou du type M' .

Nous supposons donc gqu'il existe une mesure y , définie

sur § , telleque VAeS

J(A)

O[ﬁ(AJ] pour le type M

J(A)

?[ﬁ[A)] pour le type M’
¥ et 0 étant définies comme au chapitre IT .

ITI-B-1.- THEOREME. J étant du type M ou M' , A e S est
J-négligeable, si et seulement si A est p-négligeable.

PREUVE.~ Supposons que A € § est J-négligeable, alors
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J(A) = + » et 9'1[J(A)] = ulA) = 0 et A est uy-négligeable.
Réciproguement, si ulA) = 0, aon a :
J(A) = 0(0) = +

III-B-2.- COROLLAIRE. Soit J du type M ou ™' , définie sur
une o-algebre S . S est compléte par rapport ¢ J sz

et seulement si elle est compléte par rapport 4 vy .

III-B-3.- COROLLAIRE. Pour J du type ™M ou ™M , toute union
dénombrable d'ensembles J-négligeables est J-négligeable.

III-B-4.- THEOREME. Pour J du type M ou M', A e S est un

atome s.l., st et seulement s A est un p-atome.

PREUVE.- Secit A€ S , un atome s.l. : alors VB e §
tel que BCA, on a:

Soit B est J-négligeable, soit A-B est J-négligeable

et, d'aprés II-B-1., c'est équivalent a :

Sogit B est u-négligeable, soit A-B est ﬁ-négligeable.
D'autre part : J(A) < + o <= y(A) > O
III-B-5.- COROLLAIRE. Toute information J du type M ou WM’

définite 4 partir d'une mesure q inte ou o-finie
3 3

posséde au plus wn nombre dénombrable d'atomes s.l.

Nous pouvons alors transposer au cas d’une information

du type M ou M' , les résultats obtenus pour une mesure.

VATY
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- PROPRIETES DE Pq(J3 -

III-B-6.- THEQREME. Pour J du type M , on a F1[JJ = R s

st et seulement si la mesure y vérifie : T, () = [0.1] .

PREUVE.- Supposons d'abord que Pq[J] 5l§+ et montrons que
'quu] = LO,u].

Raisonnons par l'’absurde : soit x ¢ [b.ﬂ] tel gue
)’A e S avec ulA) = x .

Alors, on a y = 0(x) # F1(J) car @ est injective et
on n'aureit donc pas F1[JJ =R .

Réciproguement, si F1(uJ = [@,ﬂ] , O étant une fonction
surjective, on a :

ES

F1(J] =R .

ITI-8-7.- THEOREME. Pour J du type M', ona T,(J) =R, si

et seulement si la mesure vérifie P1(u1 :D[b,ﬂ[

PREUVE.- La démonstration est exactement la mé&me que pour le
théoréme précédent. On remargue simplement que u peut ne pas prendre

la valeur u , sans pour cela emp@cher gue Pq(J) =R

III-B-8.- COROLLAIRE. S7 J est du type M ou M' , non-atomique,
définie a partir de w , finle ou o-finie pour le type

M , o-finie pour le type M' , on a Tq(J) =R .

PREUVE.- Elle résulte directement des résultats de II-B-2 et
I1-B-9 sur les valeurs prises par une mesure et des théorsmes III-B-4,

ITI-B-6 et 1III-B-7 sur les informations.
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Dans le cas d'une information purement atomique J ,

notons {Ai}ielN les atomes s.1. , et posons :
A = x. . o x) =a. = plA) ., YieN
i i i i i

III-B-9.- COROLLAIRE. SZ J est du type M , purement atomique,
telle que 9_1(03 <+ oo , oOna F1(J] 2 s ST et

seulement si :
o ltx) s ¥ o 'tx) . ¥YieN
i” ® ’

PREUVE.- Elle se déduit des théorgmes II-B-6 et III-B-8
I1 faut simplement remarquer que la condition 6—1[01 < + » , impose

a 1'infdrmation purement atomique J , d'&tre définie & partir d'une

mesure finie.

III-B-10.- THEOREME. Pour toute information J du type M, telle
que 9'1(03 <+ oo, F1(JJ est un ensemble fermé.
PREUVE. - @—1(03 < + o impose & J d'étre définie & partir
d’une mesure finie. De plus, © é&tant une bijection continue, est

bicontinue. Le résultat se déduit alors directement de II-B-4.

- PROPRIETES DE TZ(J] -

III-B-11.- THEOREME. S7 J est du type M , non-atomique, telle

que 6-1(01 <+ w o ona:
X =+ -4
= <
FZ(J] = T2[F) R xR .

PREUWE.- WNous savons déja, d'aprés le chapitre I , que

X
T, () S T(F)
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montrons la réciproque.
Soit (x,y) € F;{F] , on a donc :
- _f] - -—
0 x) + 0 (y) g0 (0) = u

Or, d’apres II-B-5, wune telle propriéte entraine gu'on peut

toujours trouver A et B e § ., disjoints tels que

LAY = 0 Ttx) et ulB®) = 0 (y)

x = J(A) et y = J(B)
et :

(X:y] € P2[J] .

D’autre part, on remarque aisément, d'apres la définition

X
de FZEFJ que :
F;[F) <R xR .

ITI-B-12.- THEOREME. S7 J est du type M ou WM' , non-atomique

définie & partir d'une mesure u o-finie, on a :

m

x

e
+

"

FZ(JJ F;(F) pour le type M

Ht

X

o)
+

P;(F] <r, ) pour le type W'

PREUVE.- Supposons d'abord que J est du type M .
i -+ =+
Soit alors (x,y) e R xR ., on a

[9—1(x] , O_quJ] eR xR

Or, d’aprés II-B-10, ] toujours A et B e S , dis-

joints, tels que :
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LA = 8 (k) et u(B) = g tey)

JEA) = x et J(B) =y
et
(XJY] € PZ(JJ

-+ +
Ceci étant vrai V¥V (x,y) € R xR , on a:

-+

r (3 = R xR .
On sait, d'autre part, gu'on a toujours, pour le type M :
(< rXm cr’ xR
2 - 2 -
d'ol le résultat.

Supposons maintenant que J est du type M' . Nous avons
vu, au chapitre I, qu'on ne pouvait ordonner par inclusion, de fagon

unique, les ensembles PZ(J] et P;[F] . Ici, on a:

P;(F] = {(x,y) : 6_1(x) + 6—1(y] U<+ o}

donc :
I';[F] crR xR

-

Il ne reste donc & montrer que :

~ 4+ -4

Soit  (x,y) eR xR , alors

-+

', eyl e R" xR

et, d’aprés II-B-10, on trouve toujours A et B e S , disjoints

tels que
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GA) = 0t et wB) = o gyl

d’ol : J(A) = x et J(B) =y

ce qui entraine que ¥V (x,y) e R" xRr" , ona (x,y) e FZ(JJ .

REMARQUE.- Dans le cas d'une information du type M , on cons-
tate que 1'ensemble FZ[J) n'est autre que le transformé, point par
point, de l'ensemble PZ[uJ , en prenant pour transformé d’'un point
(x',y') de Tz(p) 3 le point [G(x’) , e(y']] ; c'est-a-dire

P2[J) = {(x,y) ¢ x = 0{x") , vy =o0ly'), (x'.,y') € P2(u]}

En effet, si on prend (x,y) € PZ(JJ cela veut dire qu’il
existe A et BeS ., ANB =4 tels que :

J(A) = x et J(B) =y

Mais, alors, si on pose

@
~
X
~—
H

p(A) = x’
et

@
—
<

A

n

u(B) =y’
on a «

(x',y') € thu]

donc, & un  (x,y) quelconque de P2[J] correspond un (x',y') de
PZ(UJ o

On vérifie la réciproque tout aussi simplement.
Précisons par un exemple.

Soit 1'informaticn de WIENER-SHANNON :



J(A) =

Etudions 1’ensemble :

%
PZ(F) = {({x,y)

sa frontiére : e

- . 1
y Log 2

on a alors :

Limy = + o

v e

-x/c R e-y/c

-x/c . e-y/c < 1}

= 4 g'éerit

"X Log [1 - [%Jx]

et Limy = 0

x>0 X+ oo
De plus :
)
y' = - T est toujours < O
1 - (EJ

et ne s'annule que 1l'orsqgue

x tend vers + o« ,
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La fonction vy

est donc strictement décroissante. Elle est d’autre part symétrigue

~,

par rapport 3 la premiére bissectrice.

Si on calcule les

formule

y = n - Loz 2"-1)

Lkog

valeurs de y pour X

) neilN
2

entier, on a la

ce qui nous permet alors de tracer le graphe de la frontiére de

x
F2(F)
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Si on prend alors pour P 1la probabilité P1 définie par

2
ol

A
A1 U 2 U A3
et @

P,l(Ai]

n
wl=

On a, pour P2[P ) e

1
1™
\
2/3 4 - P = )
AN Bu>
ik
173 P---‘--\—o\ N
1 [N
] ! N
— *
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En transformant ces points par 0 , on obtient 1'ensemble
F2[J1) . Tous les points de F2[P1] ayant une coordonnée nulle se
transforment en des points & 1'infini. I1 ne reste que trois points

finis, dont deux sur la frontiére de PZ(Jﬂ] .

{+} = {0,+=}
(¢} = {+w,+w}
A
/
L—--\ W1 = [LOB 3 _. ..
3 “‘{ } {Log > 1,+ } Y
l : Log 3 ,
\ {.} = {——L ’ +°°} - .
"\ ’ A Log 2, rzun) {3}
\‘\ i ) y
Py ! )
2 - = | |
| ,\\l ' /
| \ . .
1,6 F--1-& —- - - - & - . - . » {-}={+°°.——-g——L03}
v | [ Log 2
L \\ 4
| .
L \ / }
l 7 x
L I R T |
N
Loy s \ !
NS - Log 3
D:B"“"L{‘T"“‘ﬁ—\—-*-~—* {-}={+oo,LOg2—1}
’ i ~
0,4 |- L/: e PO
; ' ~.‘--_~.— - .
0‘2 _/{ v " - l - - _' - —:— - - - '- )
—— L ! > (-1 = {+=,0}
0 0,2 0,6 1 1,86 2 3
0.4

Si, par contre., on prend pour probabilité P

de LEBESGUE sur [b,1] , 0N a pour F2[P2]

5 la mesure
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et 1'ensemble F2[J2] est alors confondu avec F;(F] .

- INFORMATION INJECTIVE -

IIT-B-13.- DEFINITION. Une information J quelconque, est injective
lorsque Y A,B e S telsque A2B[J] , ona:

J(A) # J(B)

ITI-B-14.- LEMME. Soient A,Be S et J du type M ou WM’ .
Alors on a A ¢ B[J] si et seulement si A 2 B[y].

PREUVE.- Supposons que A Z B[]

Ceci est équivalent & u(A A B)
J(AAB) #+ o c'est-a-dire & A £ B[J]

i

0 gqui est égquivalent 3
II1-B-15.- THEOREME. Ume information J du type M est injective
st et seulement si u est injective.
PREUVE.- En effet, J injective entraine que :
VYV A,Be S tels que A Z B[J] on a J(A) # 1(B)
or, d'aprés le lemme ci-dessus
A 2B[1] < A 2 B[]
De plus
1) £ 3 — o '] £ e ]
d'ol finalement :

Y A,BeS tels que A Z B[u] on a uf(A) # u(B)
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lLa réciprogque se vérifie tout aussi aisément.

III-B-16.- COROLLAIRE. Toute information J du type M , non-—
atomique, définie 4 partir d'une mesure u , finie ou

o~finte, est non—-injective.

PREUVE.- Elle se déduit directement du théoréme II-C-B8 sur les

mesures injectives et du théoréme ci-dessus.

III-B-7.~ CORCLLAIRE. Une information J du type M , purement
atomique, telle que 6_1(0) <+ w , est injective st :

6-1(Xi) ) 9‘1(xk) , YieNlN

X, >X,
1

K
PREUVE.- C'est une sonséguence directe de II-C-5 et III-B-15,

ITI-B-18.- COROLLAIRE. S%Z J est une information du type M ,
purement atomique, telle que 6—1(0) < +» , les deux

propositions suivantes sont incompatibles :

(1) 1,0 = R

(2) J est injective.
PREUVE.- Conséguence directe de II-C-7 , III-B-6 et III-B-15.

ITI-B-18.- THEOREME. Toute information J du type M' , définie Q

partir d'une mesure v , o-finte, est non injective.

PREUVE.- Pour le type M’ , ona: 0 <u<p(R) =+ o gt tous

les ensembles de mesure 2 ¥ sont d’information nulle. Or, on peut

toujours en trouver deux disjoints.
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3-C.- QUELQUES RESULTATS SUR L'INFORMATION DU TYPE INF.

Soient § un ensemble guelconque, S une g¢-algébre
de parties de © et J une information de type inf., définie sur

S

-~ LE TYPE INF-c -

Soit une information J de type inf-c , définie sur P(Q) ,

a 1l'aide d'une fonction génératrice ¢ .

Soit donc ¢ : Q > R' , telle que
inf ¢lw) =0
WEe
et considérons 1'information de type inf-c¢ , définie par :
J(A) = inf ¢lw) , VY A e P(Q)
weA

L’ensemble Pq(JJ des valeurs prises par J , peut vérifier

des caractéristiques trés diverses.

Considérons, par exemple, les fonctions suivantes

A un élément quelconque a; € R+ tel que a; #0 , asso-

. . ~ — + el L] L] »
cions la fonction ¢i a valeurs dans R et définie sur Q par :
VweR ona

Soit ¢i(w] =a;, » soit  ¢,(w) =0 , avec au moins un

we R tel gque ¢i[w) =0

Ces fonctions vérifient toujours

inf ¢, (w) = 0
i
we
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On peut alors construire, & partir d'elles, des informa-

tions Ji , telles que

J.(A) = inf ¢.(w) , VYV A € P(Q)
i i
weA

et on a alors

J, (A)
i

u
o

si ﬂ weA tel gue ¢i(w] = 0

ou
J.(A)
1

1}
)]

si YweA ona ¢i(w) = a,

On a alors, quelque soit 1'information Ji

+

{O,ai,+ ©} avec a; € R ,oay 0

i

thjij

Par exemple, si on prend @ = N et si 1'on définit

telle que
0.() =a, & , VIeN
1 1 1

on obtient une information Ji gul prend la valeur a; sur 1'ensemble
réduit a 1'élément {i} de N et qui est nulle sur tout autre ensem-

ble ACWN .

Consildérons maintenant un ensemble d'indices, fini, I .

Soit {a.}

iYeT un ensemble fini de nombres réels positifs distincts :

0<a, <+o , Viel et a, # a si i # j
i i h|

Nous pouvons, a chaque a; associer une fonction ¢i .

Notons Ai les ensembles
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Ay lwen ] ol =a} , Viel

Soit alors la fonction @ définie par

I

—+
. : Q > R

¢I(w3 = .Z ¢ifw] , YweQ
iel

Si nous supposons gue U A.c € , 1'inclusion étant

. iel
stricte, alors on a

inf ¢ (w) =0
I
wed

et on peut définir une information JI telle que

J. (A} = inf o (w) , V A e P(Q)
I I
weh
Si nous supposons, de plus, que les Ai sont disjoints
deux & deux, alors on a :
r1(JI] = {0,{ai}ieI , + w}
Sinon, on peut trouver des éléments de Q appartenant a

plusieurs ensembles Ai et on a :
Si Iw = {iel: e Ai}

@I[w] = .z 8,
iel
w

ce qui enrichit 1'ensemble des valeurs de JI d'un nombre fini d’élé-

ments supplémentaires.

Si nous examinons, maintenant, le cas ol I est un ensemble

~

d'indices, infini dénombrable, on peut obtenir, & 1'aide de fonctions
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du type @I » des informations JI ayant un ensemble de valeur

infini dénombrable. Par exemple

Soit {a } une suite de nombres réels: deux & deux dis-
n’ neN +
tincts, convergeant en décroissant vers une limite a ¢ R , vérifiant
), < + o , et soit 1'information JN définie par

I (A) = inf o (w) ., Y Ae F(g)
N A N
avec we
@N(wJ = ) ¢nfw) v Y weq
ne‘N

Les ensembles An = {we Q! ¢n(w] = an} , vérifiant

=

>

-3
1

g , Y In,m) e N xN telque n#m
et U A g, 1'inclusion devant étre stricte dans le cas o0 a > 0 .

Cette information JIN ne prend que les valeurs

I"l (Jﬂ\l) = {U.a, {aﬁ}nelN » +°°} 2

c'est-a-dire l'ensemble des valeurs de QI » complété par +o et a .
Mais cette propriété n’est pas vérifiée par toute information définie
a partir d'une fonction génératrice ¢ ayant un ensemble infini dénom-

brable de valeurs.

IIT-C-1.~ THEOREME. Soit Q un ensemble au moins infini dénombrable.
Soit J une information du type inf-c définie sur P(Q)

par une fonction génératrice ¢ , alors :

L'intervalle [a,b[ de R est contenu dans F1(J) st
et seulement st ] A < tel que l'ensemble ¢(A) des va-

leurs de ¢ sur A , soit partout dense dans [a,b] .

PREUVE.~ Montrons d'abord le condition suffisante. Supposons donc
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gu'il existe un ensemble A<C @ tel gue
oA = {x : J we A, ¢lw) = x}
est partout dense dans [?,b] c'est-a-dire qu'on a
T = [aut]

Cela entraine gue, pour tout veoisinage V d’un point

X € [ﬁ,b] ] ve¢A) telque yelV.

Montrons alors que VY X_ e [@,b[ . j A e Plo) tel gue

0

J(A) = x
Si Xg € ¢(A) , alors c'est évident.

Supposons donc gue Xy € [?,b[ - ¢(A) et considérons les

ensembles

B={xe ¢(A) : x> xgh # ¢
et

[ko,b]
alors on a

B est dense dans [xo,b] et V wvoisinage V de Xg ﬂ X € B
tel que x e V .

Cela entreine que Xg = inf B = inf ¢(w) , avec
weh

A=1{weq: ¢lw e B}

J(A) = Xg -
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Montrons maintenant la condition nécessaire.
L'intervalle [ﬁ,b[ est donc tel gue

I‘,’(J] > [a.b]
Soit l'ensemble A = {we Q : ¢lw) e [a,b] } .

Montrons gque ¢(A) est dense dans [a.b] et pour cela,

raisonnons par 1'absurde
Nous supposons donc gque ¢{A) 2 [a,b].

Cela entraine 1'existence d'un xO € [é,b[ tel que

e

X4 é ¢ (A)

———

car, en effet, si V X, € [é,b[ , ona x,e ¢(A) , cela veut dire

0

que ¢(A} > [a,b[ et donc que :

$(AY = [a,b] .

e oy

Soit donc X, € [é,b[ et tel que x_. € ¢(A) , alors ﬁ

0
de partie K de ¢(A) telle que :

inf K = xD

Cela entreine gue 1'on ne peut trouver de partie Q de

¢(Q) telle que

inf @ = XD

En effet, supposons 1'inverse, c'est-a-dire qu'il existe
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Q €4(Q) tel que inf Q = Xg » alors, ¥ xeQ, ona x3x,
et on peut trouver une suite {xn}ndN d'éléments de Q@ tendant en
décroissant vers XO .

La convergence décroissante vers xG entraine qu'a 1'ex-

térieur de [&D,b[ , on ne peut trouver gqu'un nombre fini d'éléments

de la suite.

Oor v X € [%D,b[ » ona X € ¢ (A)
d'od : inf Q@ Ng(A) = x
Or O N¢{A) est une partie de  ¢(A) .

Alors, si on ne peut trouver de partie @ de ¢(QJ telle

que 1inf Q = x cela entraine qu'il n'existe pas de partie Q' de

O 2
8 telle que :
Q' = {w: ¢lw) e @}
et telle que :
xg = inf ¢ (w)
wed'
d'od xg € T,0) et T3P [ab]

III-C-2.- COROLLAIRE. Sotent Q un ensemble au moins infini dénom—
brable et J une information du type inf-c définie sur
P(Q) par une fonction génératrice ¢ ; alors on a :
P1(J) =R si et seulement si 6(Q) est partout dense
dans R’ » en notant $(Q) = {x : 1 we 2 dlw) = x}.

- LE TYPE INF-¢ -

Soit wne information J , de type inf-o, définie sur une
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o-algébre § de parties d’un ensemble Q .

III-C-3.- THEOREME. S7 J du type inf-o posséde la continuitd

séquentielle descendante en ¢ , alors :
F1(J) est fermé dans R .

PREUVE.- Pour montrer que F1[J] est fermé, nous allons montrer
que toute suite de points de thjl s convergente, converge vers un
point de F1(J)

Soit donc {xn} une suite telle que

nelN

x € P1fJJ ., YneN

Lim x_ = x
n
n->0

On a alors, pour tout n e N
] A €S tel gue JA ) = x
n n n

(1) Supposons gue '{xn} est décroissante, alors

neN

n o]

Lim JC U A,) = JCU A.) = inf{J(A.)} = x
. i . i . i

n-c i=0 i=0 i

or

o

UA, € S d'od x e T,J)
\ i 4
i=0

(2) Supposons maintenant que b{xn}ndN est croissante. Considérons

la suite {An}ndN correspondant &

x = J(A )
n n



an

en

(3]
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Notons : BO = | An
n=0
81 = U An
n=1
B = U A
k n=k n
{Bn}neN est une suite décrolissante d'ensembles de S et
N B €S8
n
n=0

De plus, J posséde la continuité séguentielle descendante

¢ , donc d’'aprés [8], théoréme 5.4 , en tout AeS .

Cela entraine gue
n [e 0]
Lim{ O B,) = J( N B

N i=0 n=0 "

Or, YkeN, ona:

J[BKJ = J(;j An] = inF{J[An)} = X

k n K

et J(/ﬂ Bi] = J[Bk] = Xy
i=0
d’ol : JIMN B Y =x
n

n=0

or : N B € § d'od x e I, (J) .
0=0 n 1

Si {xn} est une suite convergente guelcongue vers x ,

neflN
avec x_ € Fq[J) ., YnelN , on peut toujours en extraire une
sous-suite, soit croissante, soit décroissante, d’'éléments de

Fq[J) tendant vers x . On est alors ramené aux deux cas précédents.
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