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Le développement recent des lasers a donné un regain d'intérêt 

à l'étude théorique et expérimentale de certains effets de l'optique tradi- 

tionnelle: effets Kerr ou Cotton-Mouton et a permis de situer ces effets dans 

un contexte plus général: celui de l'optique non-linéaire du troisième ordre. 

Dans ce travail, la méthode de variation-perturbation-qui a 

déjà permis d'obtenir des résultats quantitatifs satisfaisants pour les 

susceptibilités magnétiqueç,lleffet Faraday, l'effet Cotton-Mouton et l'effet 

Kerr - a été adaptée à l'étude des phénomènes électro-optiques du troisième 

ordre. Ces phénomènes apparaissent quand on soumet un milieu physique à l'action 

simultanée d'un champ électrique statique et d'un champ électrique dynamique. 

Nous nous intéresserons à des molécules ou des atomes, à symétrie 

sphérique, afin de ne pas avoir à tenir compte de l'effet d'orientation des 

molécules par les champs appliqués, et nous négligerons,en phase très diluée, 

les interactions entre les molécules ou les atomes. 

Les calculs numériques ont été menés à terme pour les gaz inertes, 

et la méthode utilisée a permis d'exprimer la variation des coefficients 

caractérisant les différents effets du troisième ordre, en fonction de la 

pulsation de l'onde lumineuse. Nous obtenons ainsi, les premières courbes 

publiées pour le Néon, l'Argon, le Krypton et le Xénon, des courbes pour 

l'hélium ayant déjà été obtenues par Sitz etyaris (29) .  

Mis à part l'effet Kerr, qui a été mis en évidence expérimenta- 

lement en 1875, le premier effet non linéaire du troisième ordre observé, a 

été la génération de la troisième harmonique, en 1962 par Terhune et d { 3 3 ) .  

Il est possible d'expliquer simplement ce phénomène en développant 

la polarisation électrique par rapport aux puissances du champ électrique 

perturbateur. 

Si le champ électrique est de la forme 

-+ 
E-+ = Eo ( eiwt+ .-iwt) 

W W 



le terme de troisième ordre peut être écrit: 

On voit ainsi apparaître un terme à la fréquence 3w et un autre terne à la 
3 3 fréquence o. Les tenseurs x(-3w,w,w,w) et x (-o;w,w;w) baractérisent respecti- 

vement la génération de la troisième harmonique et l'effet lingaire. Les diffg- 

$ rents tenseurs x introduits sont appelés tenseurs hyperpolarisabilités ou 
plus simplement hyperpolarisabilités. 

L'application simultanée d'un champ dynamique et d'un champ 

statique permet de mettre en évidence d'autres effets du troisième ordre : 

l'effet Kerr, la génération de la seconde harmonique induite, la rectification 

optique et l'hyperpolarisabilité statique. Les calculs les plus nombreux 

effectués jusqu'à mainteaant portent sur l'hyperpolarisabilité statique des 

gaz inertes. 

En 1966, ces calauls ont été effectués, 

- par Langhoff, Lyons et Hurst E24) à l'aide de la méthode de 

Hartree-Fock non couplée, pour 11h91itam, le Néon et l'Argon. 

- par Boyle, Buckingham,Disch et Dunbar (31, à l'aide d'une 

méthode de développement en puissance de la charge nucléaire Z . 
Ces auteurs ont également mesuré la constante de Kerr pour 

l'hélium, et ont assimilé cette grandeur à l'hyperpolarisabilité 

statique. 

En 1968, l'hyperpolarisabilité statique de l'hélium, a été calculGe 

- par Drake et Cohen {12), avec la même méthode que Boyle et I 3 ; ,  

- par Grasso ,Chung et Hurst (191, à l'aide d'un2 mgthode variation- 

nelle faisant intervenir une fonction d'onde de type HyLleraas. 

- par Buckingham et Hibbard E5) à l'aide d'une méthode variatlonneLLe 

- par Sitz et Yaris(29) à l'aide d'une methode de variation-per- 

turbation très précise. Ces auteurs ont egalement calcule 

les coefficients des générations de troisième et seconde 

harmoniquesainsi que l'effet Kerr. Ils ont de plus, étudié la 

variation de ces coefficients en fonction de la pulsation de 

l'onde incidente. 



Le c o e f f i c i e n t  de  g e n e r a t i o n  de l a  t r o i s i è m e  harmonique a  é t é  c a l c u l é ,  pour 

l e s  gaz i n e r t e s , p a r  Dawes { I O >  à l ' a i d e  d e  13 méthode d e  v a r i a t i o n  d e s  

c o n s t a n t e s  de D i r a c  { 11. 

Des mesures  e x p é r i m e n t a l e s  de  l a  c o n s t a n t e  d e  Kerr o n t  é t é  e f f e c -  

t u é e s  s u r  Les gaz i n e r t e s  p a r  Binckingham e t  Dunmur ( 4 3 .  

En 1969, K a r d  e t  Kev [35 '  o n t  r 6 a l i s é  l ~ s  p r e m i è r e s  mesures  

e x p s r i m e n t a l e s  d u  c o e f f i c i e n t  de  l a  g é n é r a t i o n  d e  l a  t r o i s i è m e  harmonique.  

En 1971, i ' r u i ~  s: Ward 1141 ont mesure l e  c o e f f i c i e n t  de  l a  

g g n é r a t l o n  d e  l a  seconde harmonique i n d u i t e  . pour les  gaz i n e r t e s .  

- S l i n g b e i l ,  Kdveeshwar e t  Hurçt { 2 1 i  o n t  é t u d i é  3 l ' a i d e  de  l a  

méthoae d e  Har t ree-Foc)<,  l a  \ - g r i a t i o n  du c o e f f i c i e n t  de l a  

g é n h r a t i o n  de l a  t r i 3 1  s,trqe tiarmoniqiie e n  f o n c t i o n  de  ,. 

- T r i p a t h i ,  Lalorayci  e t  S r i v a s t a v a  34 1 ont c a l c u l é  c e  terme à 

l ' a i d e  d 'une  méthode d e  coup lage ,  e n  r e p r e n a n t  l e s  c a l c u l s  de  

Dawes '10;. 

En 1972, à l ' a i d e  ~ e  l a  méthode de  Wartree-Fock c o u p l é e ,  l ' h y p e r -  

p o l a r i ç a b i l i t é  s t a t i q u e  a é t é  calruiée, pcer  l ' h é l i u m  p a r  Bha t t acharya ,  Sengupta  

e t  Mukherj i 121, e t  pour Le XGon e t  1 'Argon pa r  S i t t e r  e t  Hurs t  < 2 8 1  . 



FORMALISME G E N E R d L  

- ,  Soit uu syatGmc physi-us, n t c m e  ue ;pu lGci~Le,  pertu~bé par un " - - -  J . : ~  .. .~ 

.A 

ceau de Lumière rnonochr:xm.tique, c e i x  '2t3ic 11 c:?.~qp é!êptrigui+ s e  
ci. 

longueur d'onde 1 e ;  il*: ;;uisztEon dunç t x  .JL-- ;i 

/ , -  Nous seip~osaris r e a l r s i l~ :  Ics rr c ' :  t:r*- = L A ~  - de ?. APCLO 
* .  

Born-Oppenheimer et noua nous plzyons dans d e s  c e ~ d h t s c r ~ a  p k y s i q - ~ :  

que la longueur d'onde A e s t  gr 2, -" par rappor t -  eux dimens~s-raç mol ?ilL:! .i 

c'est-à-dire que les chs~ps : g i  s w . r r  sur La mal&c~-tte c n t  L 3  nême 173' ZUL et. 

tous points de celle-ci . 

Le champ élect-~i.-~p,f :c;:le s . p p ~ i q G ~  ::.iit c;sfi;;re @L2ctronique du 

système est : 

Afin d'étudier 1.e.; effets non-lilaaliï-es tels que ï â  g é n é r a r . ; ~ ~  L - 
la seconde harmonique, L'effet Kerr, ka rectif~cation optique et k'hyper- 

polarisabilité statique, le système est perturbé par un champ 61-ectrique s p z -  

-+ 
tique E . 

L'opérateur hamiltanien d'un çyst-ème d'électrons de spin co ta ;  

nul, est habituellenient exprimé, 5 l ' a a d e  des poteintieiç scalaire  t 3 t  L P _ C C C ~ ,  

par la formule suivante: 



En effectuant un développement multipolaire, l'harniltonien H du 

système peut être réécrit sous la forme plus simple 415) { 1 7 )  : 

-+ 
P est alors le moment dipolaire électrique du système non perturbé 

et H(') représente la perturbation du système . 

2 - Fonction d'onde du système 

La. fonction d'onde du système, supposé être dans son état foridamen- 

ta1 avant la perturbation, peut être développée suivant les puissances des 

champs électriques 

-f i -f -+ 
où R = (r l ,  r2$ a -  rN), repère les N électrons . L'origine des rayons vec- 

teurs est priseau centre de gravité électronique du système. 

Seuls sont exprimés les termes nécessaires pour l'étude des 
ème 

phénomènes du 3 ordre , c'est-à-dire : 

* ( O )  (tR, t)=):) (6) exp (-i wot) (I - 7 a) 

, = 1 BE . EO exp (i ( EW- w )t) + 2. E exp Ci u0t) 
W O 

4. (1 - 7 b)  



' E + s : ES: rxp  ci ( E U  - u ) LI} + S(O) : go exp (- i t )  J O !L O 

i 

7. + -i 

Ji. W : E a E  exp ( - i u o t )  

r . 3 )  i t )  = 1 ~ 6 %  QEW g E" exp i i  ( E  3~ - ko) t j 
&' - w 

+ C E . * *  : E , @ f i W ~ E W  -y> exp { i  ( ru  - u. ) t ?  + 
LL O G: O 

TE 2 exp !i ( r  2w -u. ) t i  

- 2  (O) u - -3-0 -0 ' F 
4- u : E ~ L .  @ E  exp ( - i<: t )  + Q- i I ~ E Q W  exp l i  ( E U  - w ) t! ' (*\ O O 

2," 

+ 
+ , +  -t + 

-+ U : E o E  raE exp ( - iwot)]  

' - *E $0) ' E 
Les d i f f é r e n t s  t e n s e u r s  K, F -  , S , 

4. -i -c i + 
+ -+ -f ' -+ 

GE , , -i 

?(O), OE , U , s o n t  d e s  f o n c t i o n s  t e n s o r i e l l e s  r e l a t i v e s  aux p r o p r i é -  

t é s  que l ' o n  é t u d i e .  

3 - Equa t ions  d ' é v o l u t i o n  

En s u b s t i t u a n t  l e s  r e l a t i o n s  (1 - 7 ) dans  l ' é q u a t i o n  d ' é v o l u t i o n  

du système , 

e t  en i d e n t i f i a n t  dans l e s  deux membres l e s  termes q u i  s o n t  de  même degré  par  

r a p p o r t  acx champs, nous ob tenons  l e s  é q u a t i o n s  d é t e r m i n a n t  l e s  f o n c t i o n s  ten-  

sor ie l les  inconnues  ( E= I) 



-f +- + 
H(~)} j E  . 'O -0 + Ci -  a ( & 2 ~  - uO) - + F ~ I  i É+i? + PaxE : E @ E  @ E  = O 

LI' LL .L 



4 - Normalisation de la fonction d'onde 

Les expressions quantiques des hyperpolarisabilités sont écrites 

en supposant vérifiée la condition de normalisation 

En développant P suivant ( 1 - 6 ) et en prenant la fonction 

d ' ~ n d e  à e  la molécule non perturbée normaiisée 

li faut que soient vérifiées les équations: 

Il est possible de montrer que les deux relations sont nécessairement v é r i f i - é c c  

si i ") et Y ( 2 )  sont solutions rigoureuses des équations d'évolution (1 -9). 

En effet, soit l'équation partielle d'évolution (1 - 9b) en 
Ft , en multipliant cette équation par (O)* , et en intégrant sur 1 'espace d+- 

O 

configuration, on trouve, grâce à l'équation d'évolution pour le système non 

perturbé. 

&- 

En effectuant les mêmes opérations sur l'équation en F (1 - 9 b ) ,  

on obtient: 



-+ 
En c o n s i d é r a n t  l e  v e c t e u r  m o l é c u l a i r e  K comme un c a s  l i m i t e  du 

c a s  dynamique, on o b t i e n t  d e s  r é s u l t a t s  i d e n t i q u e s .  On démontre  a i n s i  que  l a  

r e l a t i o n  ( I -  12 a )  e s t  v é r i f i é e  l o r s q u e  ' : ( ' )  e s t  s o l u t i o n  d e s  é q u a t i o n s  

d ' é v o l u t i o n .  

On montre d ' u n e  maniè re  ana logue  q u ' i l  en  e s t  d e  même pour l e s  

t e rmes  du second o r d r e  de  l a  f o n c t i o n  d ' o n d e  p e r t u r b é e .  

L l  conv ien t  de  remarquer q u ' e n  u t i l i s a n t  d e s  f o n c t i o n s  d 'onde 

a p p r o c h é ~ s .  i1 s e  peut  aue l a  c o n d i t i o n  d e  n o r m a l i s a t i o n  ne s o i t  pas  r i g o u -  

reusement  v é r i f i é e .  T o u t e f o i s ,  e n  g é n é r a l ,  l a  c o n d i t i o n  au p remie r  o r d r e  

(1 - 12 a )  l ' e s t  pour d e s  r a i s o n s  de  s y m é t r i e ;  quan t  à l a  c o n d i t i o n  au second 

o r d r e  [I - 1 2 ' b ) ,  e l l e  p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é e  comme v é r i f i é e  à une f a i b l e  erreIl  

p r è s ,  p a r  s u i t e  d e  l a  g randeur  d e s  champs é l e c t r i q u e s  u t i l i s é s .  

B)  JALEUR MOYENNE QUANTIQUE DE L'OPERATEUR MOMENT DIPOLAIRE -------------- ----- .................................. 
:LECTRIQUE DE LA MOLECULE ------- ----------------- 

1- [ornent d i p o l a i r e  é l e c t r i q u e  

Quaid l a  molécu le  p e r t u r b é e  e s t  dans  l ' é t a t  d é c r i t  par  l a  f o n c t i o n  
-+ -i 

' i (R,  t ) ,  l a  v a l e i r  o b s e r v a b l e  mic roscop ique  du moment d i p o l a i r e  é l e c t r i q u e  P 

e s t  donnée par  1 3  moyenne q u a n t i q u e  

+ 
< >= <Y (a, t )  131 Y($, t )  > 

-+ 
où l a  f o n c t i o n  '4 (R, t )  e s t  normée. 

A l ' a i d e  de  l a  décompos i t ion  de  Y (a, t )  (1 - 6) pa r  r a p p o r t  
+ 

aux d i f f é r e n t s  o r d i e s  de  p e r t u r b a t i o n ,  il e s t  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  <P>sous  

l a  forme d ' u n  développement p a r  r a p p o r t  aux champs é l e c t r i q u e s .  

a v e c  : 

-+(O)  = < y <P> (0) / p  y ( o ) >  



IAféquati 7 i i  (1 - 17 d) à l'il-cire 3 est réécrite plus si~plti~rnt 

Jxbiis la Forne: 

2 -  Définitions des hyperpolarisabilités. 

Les notations adoptées pour exprimer les effets non-linéaii2s 

~ o c t  celles qui sont employées co;~ventinnnellement dans la littérature 

L i  . 25 29. : dans l'expression du tenieur interviennent quatre pulsations: 

la première indique la pulsaticn resultante et les trois autres, les pulsations 

des ondes incidentes ( y compris ia pu1s:ition 0 du champ statique) qui indui- 

sent cette résultante; et l'on convicnt que la somne des quatre pulsations doit 

être nulle. 

- (3) Avec cette définition, ,1 est possible de distinguer dans - P >  , 

Les diff6rents effet. non-linéaires. IL vient ainsi: 

+ - ( 3 )  i p \  - /  . _O 'O - A {  - 3 ~ ; ~ ~  : E g t  gl. exp  ( i  3 t) + i?xp ( -  i 3 t )  

pour la génération de la troisième harmonique et celle de l'harmonique fonda- 

mentale, 



F ( 3 )  =; ( - 2 & ;  o , ~ , ~ )  I E a E o s É o  texp ( i 2.t) + erp ( - i 2.1) 

pour la genCratlû~ d~ 1s seconde harmonique induite et la rectification ~~ptiqiit. 

pour l'effet Kerr, et 

pocr l'hyperpolarisabilité statique. 

bf in que les di£ férentes hyperpolarisabilités tendent vers 

1 'hyperpolarisabilitn statique quand , tend vers zéro, les .différents auteurs 

* 25:, : 3 5 .  ont pris I'Iiabitilde de multiplier chaque tenseur : par un coef ficiene 

quitpour nos définitions est égal à !/3 , sauf pour les tenseurs de troisième 

harmonique ( coefficient 1 ) et de rectification optique ( coefficient 1/6). 

3 - Expressions des hyperpolarisabilités individuelles 

Les fonctions d'aride perturbées aux différents ordres sont 

reportées dans l'expression de la valeur moyenne du moment dipolaire électrique, 

et nous obtenons les différents tenseurs hyperpolarisabilités: 



+* -+ 
+< (K. E)  P ($: Cs E0 ) . } 

W 

-+ + 
-+ -+ -+ 

. +  - + - +  -t* -f x (O; 0,0,0) : E @ E o E  = 2 Re{< ( K  . E )  P ($ : Êm E ) >  



4 - Elimination des tenseurs du troisième ordre dans Y ( 3 )  

En utilisant les équations d'hvolution ( 1 - 9 ) , il est possible 
d'obtenir des expressionsdes hyperpolarisabilitéç ne dépendant pas des tenseurs 

de troisième ordre. Cette méthode est maintenant d'usage courant .7 21 29 . 

d titre d'exemple, nous établissons l'expression qui permet 
2 - d'é! iminer ( à l'aide des tenseurs ti'orcit-e inférieur. L'équation (1 - 9b) est 

est réécrite pour une frpquence 3 : 

+ -  t + . 
En mu1 tipi-iant cette relation par C ': E ' & L ' G E '  , en l'intégrant sur 1 'espace 

L .  * 

de conf igi~rsrion, et en tenant comprr du fait qiie "(O) et 6 sont des opérateurs 

hermitiques, nous obtenons 

- * 
L'é iuation (1 - 9 g) est multipliée à gauche par ( F (3,) . C o )  

Elle est ensuite intégrée sur l'espace de configuration; il vient 

La :omparaison des 2 jquations obtenues (1 - 21 ) et (1 - 2 2  ) 

donne : 

" E 
Le tenseur V e:t éliminé de la même façon grâce à la relation: 



Pour la génération de la seconde harmonique induite et l'effet 
i 

Kerr, les tenseurs caractéristiques sont respectivement liés à E Q  E 0  s É ' 
L W  

et E s  É g  Ec  . L'ordre cies différentes contractions intervient et la formulation - 
obtenue est moins générale. 

Ainsi pour la génération de la seconde harmonique induite, 

Gcrite composante pour composante, donne: 

(Li) * t3 * E 
(J' + Jvuu >= ' F 5  ( 2 _ )  (pu s, Pv uvu + Pv s; O v vu UU 

E * P s L  + P sE } >  + .F (2-1  u vu 
(1 - 26 b)  

v 
' 

L:>s &mes calculs ont été faits pour J(~), tenseur lié à la génération de la 

seconde harmonique 

(O)* * + 
* P J(O) >=< Ku Pv ( S I  + S- ) >+ K* P . 
0 U vvu 1 u u vv 

vu vu 



-* 
'E De même pour le tenseur Q lié à l'effet Kerr, il vient: 

(O)* - * 
pv (Q:( . + Q =  1 .  =. F; pv s; +< F€*P s i  > 

Y. uvu v u 
Il u UV 

Quant au tense c U, lié à l'hyperpolarisabilité statique,il est éliminé à 

partir de la r lation: 

Tg utes ces relations entre composantes, permettent d'obtenir les 

hyperpolarisab lités indépendamment des composantes des fonctions tensorielles 

du troisième O dre . La détermination complète des termes qui caractérisent les 
systèmes physi.ues étudiés, dépendra uniquement des fonctions tensorielles 

c: 'ordre 1 et d ordre 2 ,  

C) DETERMINATION VARIATIONSELLE DE LA FONCTION D'OKDE ................................................... 

1 - Expression de la densité Lagrangienne 

Les fonctions tensoriellesne peuvent être calculées à partir des 

équations du mouvement. Pour obtenir d e s  solutions approchées des fonctions 

intervenant dans la fonction d'onde, nous appliquons la méthode variationnelle 

utilisée par Smet ' 3 1 )  dans l'étude de l'effet Faraday et par Locqueneux 122 , 
i 2 3 j  dans l'itude de l'effet Kerr et de l'effet Cotton-Mouton. Cette méthode 

fait intervenir des fonctions d'essai adaptée à la symétrie du système et 

comportant des paramètres que l'on déterminera, ensuite par un calcul varia- 

t ionnel . 

Le calcul variationnel porte sur la densité Lagrangienne suivant, 

- 2 7 7 :  

in ))it e s  ti ,-+* : + 2 
X = - - ! q  > J - ,  + i + -  . 

2 
, , -  + v .  

2m " 
(1 - 30 ) 



avec V = H + - 
2m 

Les développements habituels, aux différents ordres, donnent: 

Les coefficients / n'ont été introduits que pour repérer les 

différents crdres de perturbation. 

La csnsité Lagrangienne peut alors être écrite comme un développe- 

mev t  par rapport lux puissances des champs. 

I l , - s  fonctions tersorielles intervenant dans la fonction d'onde sont déterminées 

s l'aide des 2'". Pour exprimer les fonctions d'onde au ~remier et au second 
ordre, il suffit d'obtenir les densités Lagrangiennes au second et au quatrième 

ùzdre, soit 



=(4) -? + i + 2 r 3* 
= - T L  fifa G + ~ r  /2m (;w / i u ~ ê I / l u )  + W'g v (0) $ 

& (W) O 

2 - Détermination variationnelle des paramètres 

-- 
" ) et i(4)permettent la détermi- Les composantes des tenseurs 5 

nation variationnelle des aifférentes fonctions tensorielles inconnues figurant 

dans la fonction d'onde. En effet, en faisant varier ces fonctions dans la 

densité Lagrangienne correspondante, nous retrouvons les équations d'évolution 



Les d i f f é r e n t e s  d e n s i t é s  ~ a g r a n g i c n n e s  s o n t  i n t é g r é e s  

s u r  l ' e s p a c e  de  c o n f i g u r a t i o n  e t  c e s  q u a n t i t é s  s o n t  r endues  extremum p a r  

T 7 a r i a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  inconnues .  De maniè re  ~ p p r o c h é e ,  il su££ i t  d e  d é r i v e r  

c e s  q u a n t i t é s  par  r a p p o r t  aux pa ramèt res  f i g u r z n t  dans  l e s  f o n c t i o n s  inconnues  

pour o b t e n i r  c e s  d e r n i è r e s .  

-' E A t i t r e  d 'exemple ,  prenons  l e  c a s  de  l a  f o n c t i o n  F . E l l e  e s t  
-+ E déterminée p a r  l a  d e n s i t e  ~ a g r a n g i e n n e  g(2) . S i  nous posons F s o u s  l a  forme 

(F' ) 

Lcs d i f f e r e n t s  p a r a m è t r e s  a '  s e r o n t  d é t e r m i n é ;  p a r  l a  r é s o l u t i o n  du système 
i 

d ' é q u a t i o n s  a l g é b r i q u e s  

a <,x 3 ,(X d't 
(CE>  

UV = = O ( i = 1 , 2 .  .. ) 

n t e r p r é t a t i o n  physique d e s  d e n s i t é s  Lagrang iennes  

Il  a  é t é  montré  pour l e s  phénomènes n o n - l i n é a i r e s  du second 

o r d r e  que ?ll ? 

-t 

+ 
où L (b; . )  e t  . (o;o) son t  l e s  p o l a r i s a b i l i t é s  dynamique e t  s t a t i q u e  . 

Il e ; t  a i n s i  p o s s i b l e  de  donner  un s e n s  physique B l a  d e n s i t é  

Lagrangiennz i n t r ) d u i t e  précédemment ( 1 - 30 ) .  Pour l e s  phénomènes non- 

l i n é a i r e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e ,  on n ' o b t i e n d r a  pas  d e s  r e l a t i o n s  a u s s i  s i m p l e s  

mais  l e s  h y p e r p o l i r i s a b i l i t é s  petivent ê t r e  expr imées  comme combinaisons  l i n é a i r e .  

d e  p i u s i e u r s  d e n s i t é s  b g r a n g i e n n e s  " p a r t i e l l e s "  du type  (1 - 4 3  ) .  



A titre d'exemple, Trenons l'équation (1 - 9 f )  

- f  
En muitipliant par li : E g  t, et en intégrant sur tout l'espace, 

1.2 substitut ion de H'O) dans cette expression, suivie d'une intégra- 

tion par parties, conduit à 12 nauvelle rzlation 

Des calculs identiques conduisent aux relations: 

Des développements ultérieurs montreront que des expressions 

analogues aux seconds membres de (1 - 43 ) S.:  retrouvent dans la forme expli- 

cite dês hyperpokarisabilités de sorte qu'ef'ectuer un calcul variationnel sur 

les densités Lagrangiennes équivaut à lleffe:tuer sur les hyperpolarisabilités, 

grande~rs qui 0r.é une définition physique pli:s immédiate et ne présentant pas 

d'arbi t r x i  



ADDiT7VlTE - UTiLTSGT70N DES SYMETRlES 

La méthode variationnelle precédemment exposée est appliquée aux 

systèmes diamagnétiques ( de spin total nul). La fonction d'onde non perturbée 
(O) peut alors être cioisie réelle et il est possible de voir, grâce aux - O 

équations d'évolution ( L  - 9),que toutes les fonctions tensorielles inconnues 
sont réelles, ce qui apporte une grande simplification aux calculs. De plus, 

nous nous intéresserons aux systèmes sans pouvoir rotatoire naturel, c'est- 

à-dire possédant un centre. ou un plan de symétrie. 

Le formalisme général est applicable au système physique tout 

entier et il est défini à partir de la fonction d'onde , (O) de l'état 
O 

fondamental du système non perturbé. Cette fonction n'est jamais connwde façon 

rigoureuse; elle peut être approchee à l'aide de fonctions plus simples carac- 

térisant certains groupes d'électrons. 

11 est intéressant de montrer que, s'il est possible de décomposer 

le système en sous-systèmes indépendants, tout le formalisme établi pour le 

système entier est encore applicable aux différents sous-systèmes et qu'il 

existe des relations d'additivite entre les grandeurs établies pour le systsme 

entier et celles établies pour les sous-systèmes. 

Nous donnons ici les grandes lignes d'un formalisme général 

établi par Locqueneux , 2 2 1  :23; dans l'étude des effets Kerr et Cotton-Mouton, 

basé sur la décomposition possible d'un système physique en sous-systèmes 

d'électrons ou de loges ( 8 )  , : 9 1 .  

1 - Décomposition de la fonction d'onde 

On suppose qu'il est possible de décomposer le système physique 

considéré en L sous-systèmes, repérés par l'indice a ( a = 1 ,  2, .... L), 
contenant chacun N électrons et décrits par l'ensemble de fonctions d'ond 

a 
normées 



En supposant que l'on puisse exprimer la fonction d'onde totale 
:(O) à l'aide d'un produit simple non antisymétrisé de fonctions partielles. 

O 

et l'hamiltonien, du système non perturbé sous la forme approchée 

Il vient: H (0) r(0) = hw 
a & a  

O )  ( a = 1,2 ... L) 
o,a - a 

(II - 2 ) 

(II - 3  ) 

Soit {Y (t) 1 l'ensemble des fonctions perturbées dèpendant du 
a 

temps, des divers sous-systèmes étudiés, le développement habituel permet 

d ' écrire 

Comme la fonction d'onde du système tout entier, les différents 

termes de la fonction d'onde perturbée des sous-systèmes peuvent être exprimés 

avec les fonctions tensorielles inconnues: 

Si la fonction d'onde globale est écrite sous la forme 

L 

Y= n 
a=i 'a 

(II - 6)  



il est alors ~ossible de relier toutes les fonctions tensorielles des sous- 

systèmes, à leurs correspondants pour le système tout entier. Comme exemple 
-f E 

nous exprimons F . 

(II - 7 1 

2 - Décomposition des équations d'évolution 

Toutes les relations du type ( II - 7 ) et l'équation 

permettent de réécrire les équations d'évolution sous la mSme forme, mais avec 

les fonctions et tenseurs attachés au sous-système considéré et non plus au 

système tout entier. 

3 - Additivité des grandeurs physiques 

Les expressiorsdu type (II - 7 ) donnant les fonctions tensorielles 

inconnues de la molécule entière sont reportées dans les relations ( I - 19) 

qui donnent les hyperpolarisabilités. 

Les équations sont simplifiées grâce aux conditions de normali- 

sation que vérifient les fonctions inconnues, liées aux sous~systèmes. Et 

finalement, il est possible d'écrire: 
-f + 
-f -f -+ L -? 

-+ -f 

x =  C 'a (II -9 ) 
a= l 

-+ 
-+ 
-+ 
-+ 

où les x ont la même forme que le tenseur décrivant l'effet pour la molécule 
a 

ou l'atome tout entier. Il faudra évidemment, pour utiliser la relation tenso- 

rielle (II -9) rapporter tous les sous-systèmes à un même référentiel 1 3 2 ) .  



II - ETUDE DES SOUS-SYSTEMES 
....................... 

A) Moyenne quantique des hyperpolarisabilités 

1 - Expressions générales des composantes des tenseurs 
hyperpolarisabilités 

Les composantes des tenseurs hyperp~larisabilités~ caractéristiques 

des systèmes ou des sous-systèmes,et nécessaires à l'étude des phénomènes 

non-linéaires, peuvent être exprimées à l'aide des relations ( 1 -19 ) et les 

relations ( 1 - 24, 25, 26, 27, 28, 29) permettent d'écrire ces tenseurs 

moléculaires, sans faire intervenir les tenseurs de rang 4. Les expressions de 

ces composantes sont valables quelle que soit la symétrie du sous-système étudié. 

Par suite de la symétrie sphérique ou cylindrique des sous-systèmes 
$ 

physiques considérés, les seuls termes non nuls des tenseurs sont ceux dont 

les indices ayparaissent par paires{191. Pour chaque tenseur hyperp~larisabilitf~ 

il existe 21 composantes non-nulles, qui ne sont pas toutes indépendantes. 

On obtient alors pour les différents effets non-linéaires: 

- pour la génération de la troisième harmonique 
.............................................. 

(II - 10 b) 

(II - 10 c ) 



(II - I l  a) 

(II - I l  b) 

(II - I l  c) 

(-2w;o,w,w) + x (-2w;o,w,w) = 
X,vUv UUVV 

E 1 i <  y ( 2w)  Pu ( s; + Svu 
E 

) >  +<P ( 2 w )  Pv s; > f <PZ ( 2 ~ )  pu sE > 
v 'UV 

ES+ VU uu 7 .  



+ - 
<F; pV s I  + <F;P" sl > 

uu UU (II - 12 c) 

(II -13 b) 

(II - 13 c) 

- pour l ' e f f e t  Kerr 
----------------- 



(II -14 C )  

(II -15 b ) 

( L I  - 1 5  e ) 

( T I  - 15 d ) 

L a  méthode vari ?:-ioa*lrl l e  prscédernment exposée  permet a l -o r s  

d ' e x p r i m e r  t o u t e s  c e s  composaii~is à l ' a i d e  d e s  f o n c t i o n s  d 'onde  a d a p t é e s  

à l a  s y m é t r i e  du S Y S ~ R - L C  et p r i s e s  süuç \ii>e forme approchée  comportant  un cerr,.; i 

nombre de  pa ramèt res .  

Dans les  applirntions e n v i s a g é e s ,  nous c o n s i d é r e r o n s  u n i q u e r n ~ ~ i t  d,,: 

sous-sys tèmes 2 s y m é t r i e  ~ y h e r i q u e  ou c y l i n d r i q u e .  

Ce s q ~ i t  le.; i- i, ; d.. c;miZtr i e  c o r r e s p o n d a n t  respect - ivc->&>nt  a t i ~  

o r b i t a l e s  s et- p d ' u n  i,~; ? ~ t i x  C l e c t r ~ n s  ns e t  l e s  deux é l e c t r o n s  np 
Z 

s o n t  d é c r i t s  p;lr un prpr:? ; i  <;.*. .le ( 11on a n t i  sy rné t r i sé )  d e  deux f n i i c t i o n s  
.. monoé lec t ron iq~nes ,  cItdc1 : r  ".-! 1 t . c :  a p p o r t a n t  l a  merrie c o n t r i b u t l i , , ~  d a n s  l a  -1: - 

t e r m i n a t i o n  d e s  tenseur. ;  L . Î ii j Ç ~ ~ C ~ ~ I C Ç  d u  système phys ique  é t i d i  6 . 



On peut alors se limiter aux calculs des tenseurs monoélectroniques. 

2 - Expressions des fonctions tensorielles inconnues 

Quelle que soit la symétrie du sous-système physique envisagé, les 

fonctions tensorielles introduites dans les fonctions d'onde perturbées sont 

prises sous la forme: 

(II  - 1 6  ) 

En portana ces expressions dans les équations d'évolution (1 - 9) 

et en utilisant les propriétés de symétrie du système et la forme de la fonction 

d'onde non perturbée +(O), il est possible de choisir les expressions des fonc- 
O 

tions inconnues, que nous prenons à un paramètre pour ne pas alourdir les 

calculs numériques. Nous envisageons deux sortes de sous-systèmes : à symétrie 

sphérique et cylindrique. 

Dans ce cas, la fonction d'onde non perturbée ne dépend que de la 

distance au centre de symétrie. 

( I I  - 17 ) 



u ,  V ,  w = X ,  y ,  z ; u  # v ,  v f W ,  u  f W ,  ( I I  - 18) 

L 'axe  d e  s y m é t r i e  du sous-système e s t  c h o i s i  de  t e l l e s o r t e  q u ' i l  

c o ï n c i d e  avec  l ' a x e  Oz du r e p è r e  d ' a x e s  c a r t é s i e n s  (Oxyz). 

La f o n c t i o n  d 'onde  non p e r t u r b é e  du sous-système dépend d e  r ,  

d i s t a n c e  à l ' a x e  d e  s y m é t r i e  e t  d e  z ,  d i s t a n c e  au p l a n  Oxy. 

Les  composantes d e s  v e c t e u r s  e t  t e n s e u r s  inconnus son t  a l o r s :  

[w  = W = w zx. 
ZX Zy f 

O O 
ho  = b  = bd xy 

X Y  yx 

O 
O = b0 = a zx ( I I  -20 ) 
zx ZY f 



Tous les coefficients introduits sont déterminés de façon 

variationnelle. Leurs expressions en fonction des intégrales moléculaires sont 

données dans l'Appendice (A - 1). 

De plus, il est possible, à l'aide de ces paramètres, de réécrire 

toutes les composantes des tenseurs hyperpolarisabilités ( Appendice A-II). 

B) Moyenne - - statistique des hyperpolarisabilités 

Les expressions des hyperpolarisabilités, ont été données pour ü~i? 

molécules, dans un ré£ érenriel lié à celle--ci. Pour pouvoir comparer nos rés111 t. - 
aux résultats expérimentaux, il £aut envisager une assemblée de molécules cons-. 

tituant un échantillon macroscopique. Pour cela, on effectue un calcul de 

moyenne statistique des hyperyolàrisabilités suivant la méthode indiquée 

dans l'Appendice C. 

Comme la plupart des auteurs cependant, nous exprimons nos 

résultats en  IO-^' CGS par atome. 



APPLiCATiONS NUMER12UES : CAS DES GAZ 7NERTE.S 

Des calculs numériques ont été effectués pour les gaz inertes: 

hélium, &on, argon, krypton e l  xénon, 

A) DESCRIPTION DES GAZ INERTES- FONCTIONS D'ONDE MONOELECTRONIQUEÇ 

NON PERTURBEES DES SOUS-SYSTEMES s ET p 

Considérons la couche externe  des gaz inertes. Il est possible 

de la décomposer en sous-systemes constitilés par %es 2 électrons s,a sym6t.ri.e 

sphérique et les électrons des sous-couches p , 5  symétrie cylindrique. 

Les calculs numériques pour évaluer les contributions des orbitales 

s et p ont été effectués à l'aide de fonctions d'onde hydrogénordes et 

normalisées: 

(0) (0) m 
(r,B) = 4J (r) (cosEl) (III - 1  ) 

(m = O pour les orbitales s; m = 1 pour les orbitales p )  

Les calculs ont été faits pour deux expressions de la partie 

radiale. 

- l'une est de la forme 

(III - 2 ) 

Les valeurs de N, n et R sont établies suivant les conventions 

données par Slater, pour les différentes orbitales ns et np (30)  

(0 >, - l'autre fonction $ r )  a été calculée par la méthode de 
O 

Hartree-Fock 1161. Elle est donnée sous forme numérique. 



L'appendice D donne la valeur des intégrales moléculaires 
2 

Cr > et <r4 . calculées à l'aide des fonctiorsd'onde précédentes, ainsi que 

celles calculées par Gordon (18) . 

Dans tous les calculs des hyperpolarisabilités des gaz inertes 

( sauf pour l'hélium), nous n'avons considéré que la contribution des élec- 

trons de la dernière couche. Les calculs ont néanmoins été faits pour les 

électrons des couches internes mais la valeur des intégrales moléculaires 

est faible, et le calcul donne une contribution négligeable qui, dans le 

cas de l'hyperpolarisabilité statique, est à peu près mille fois plus faible 

que celle des &Zectrons des couches externes. 

B) CALCULS NUMERIQUES DES HYPERPOLARISABZLPTES DE L'mLIUM 

L'atome d'hélium présente la symétrie sphérique. Les composantes 

des tenseurs hyperpolarisabilités entrant dans l'expression de la valeur moyenne 

de < 6>(3) ( Appendice C) sont celles données par les relations de l'appendice 
A-II . 

a) Tableaux numériques 

Le tableau 1 donne nos résultats numériques pour toutes les 

hyperpolarisabilités de l'hélium. Les calculs ont été faits pour une onde 
O 

incidente de longueur d'onde X = 6.943 A . 

Nos résultats numériques et les valeurs expérimentales et théo- 

riques trouvées dans la littérature pour toutes les hyperpolarisabilités sont 

comparés dans le tableau II. 

b) Hyperpolarisabilités en fonction de w 

L'expression des différentes hyperpolarisabilités permet d'étudier 

leurs variations en fonction de la pulsation de l'onde électromagnétique inci- 

dente: La figure 1 réunie les différentes courbes représentant la variation 

des rapports hy~erpolarisabilitésdynamiqu~sur hyperpolarisabilité statique, 

en fonction de w. 

Dans la figure 1, nous comparons nos courbes représentant 

- le coefficient de la génération de la 3ème harmonique 



- le coefficient de la génération induite de la ~econde harmonique 
- l'effet Kerr 

avec celles obtenues par Sitz et Yaris t 2 9 ?  à l'aide d'une méthode de varia- 

tion-perturbation. 

Les intégrales moléculaires utilisées pour tracer les variations 

des effets non-linéaires sont celles données par Gordon ( 1 8 ) .  

TAELEA!-r-i-: 

Hyperpolarisabilités de l'hélium 

(en  IO-^' 
O 

CGS par atonie ) = 6.943 A 

1 - Fonction d'onde de Slater I30) .  

II - Fonction d'onde dont la partie radiale a été calculée à l'aide de la 

méthode de Hartree-Fock { 161 . --- ---- - 
111- Calculs effectués avec les intégrales moléculaires de Gordon (181. 



TABLEAU - II - ------------- 

Hyperpolarisabilités de lthélium(en IO-~' CGS par atome) 

Auteurs Valeurs obtenues 

- 
Remarques 

Mesures expérimentales 

II 

Calculs théoriques 

II 

II  

11 

t t  

II 

II 

II 

II 

t 1  

II 

Valeurs expérimentales 

Calculs théoriques 

II 

1 1 

II 

II 

11 

II 

I l  

Hyperpolarisabilité statique x(o,o,o,o) 

Buckingham et Dunmur (4) 

Boyle et d (3) 

Langhof f et d 1241 

Grasso et d { 19) 

Buckingham et Hibbard 
(5) 

Sitz et Yaris E29) 

Drake et Cohen 112) 

Klingbeil et d ( 2 1  1 

Sitter et Hurst (28) 

Nos calculs 

4,42 

4,33 

2,61 

4,32 

3,58 

3,61 

3,57 

2,38 

3,o 

3,Ol 

1 ,O4 

2,37 

2,50 

3ème 0 
harmonique x(-3o;w,w,o) ( X=6 943 A) 

Ward et New 135) 

Dawes { 10) 

Ward et New { 35 1 

Sitz et Yaris (291 

Tripathi et d { 34 1 

Klingbeil et d (21 1 

Nos caleuls 

2,3 - 21 
8 - 72 
0,9 

12 

4 

13 

3,61 

1 ,O9 

2,56 

2,70 



Hyperpolarisabilités de l'hélium ( suite, 

en 10-39 CGÇ par atome 

Calculs effectués avec 

1 - la fonction radiale de Slater { 3 0 )  

II -la fonction radiale donnée point par point (161  

III - les intégrales moléculaires de Gordon { 181 

valeurs obtenues 

harmonique x (-2w;o,w,w) A=  6 943 A 
XXXX 

Finn et Ward Mesures expérimentales 

Sitz et Yaris Calculs théoriques 
1  1  

Nos calculs 1 1  

Boyle et cd 131 

Buckingham et Dunmnr E41 

Sitz et Yaris (291 

1 

Nos calculs 11 iIII 

4,33  

4 ,47  

3 ,66  

1 ,O7 

2 ,42  

2 ,54  

Valeurs expérimentales 

1 1  

Calculs théoriques 

I I  

l t  

I I  

O 

Coefficient linéaire x(-w;o,wiw) X = 6 328 A 

Klingbeil et {21)  

1 

Nos calculs h : : 
3 , 3 0  

1 ,O6 

2 , 4 5  

2 ,57  

Calculs théoriques 

I l  

If  

I l  



FIGURE - 1 - ----------- 

H y p e r p o l a r i s a b i l i t é s  d e  l ' h é l i u m  e n  f o n c t i o n  d e  o 

La l e t t r e  K d é s i g n e  l e s  termes e n t r a n t  d a n s  l a  c o n s t a n t e  d e  Kerr 

O 

o correspond à l a  longueur  d 'onde  
1 X 1  = 6 943 A 

O 

w correspond à l a  longueur  d 'onde  
2  

X 2  = 6 328 A 



r 

- Figure 1 - 



FIGURE - II - 
-------------- 

H y p e r p o l a r i s a b i l i t é s  d e  l ' h é l i u m  

- Seconde e t  t r o i s i è m e  ha rmoniquese t  e f f e t  Ker r  ............................ --------------- 

L e s  c o u r b e s  e n  p o i n t i l l é s  s o n t  c e l l e s  o b t e n u e s  p a r  

S i t z  e t  Y a r i s  E291, c e l l e s  e n  t r a i t s p l e i r s o n t  é t é  

tracées à l ' a i d e  d e s  i n t é g r a l e s  m o l é c u l a i r e s  d e  

Gordon (18) . 



- Figure II - 



C ) CALCüLS NUMERIQUES POUR LES GAZ INERTES, AUTRES QUE L'üELIUM 

1 - Expressions des valeurs moyennes de <6> (3) 

a) -- Ex~ressions générales -------- 

Les expressions des valeurs moyennes de <$> (3) regroupent les 
contributions des électrons des couches s et p. 

Afin d'alléger l'écriture de ces expressions, il est commode de 

poaer : 

x: - s = S 
(III - 3 b) P 

s 
X~~~~ (111 - 3 a) x , xuWu X3 X~~~ (III -3 C) 

P 1 - X2 - 5 { x ~ I ~ I ~ I ~  * 4 L I ~ I ~ ~ ~ ~  ( x ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ X ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~  (III - 4 b) 

1 0  1 - x 2 y ~ x u i u l u l u i +  4 Xu'u'v'v' ~x u ' v l v l u l  +x ul"'*lvl 1) (III - 4 c) 

P l  
Y3 5 ~ ~ ~ ' u t u ' u r  + 3 ~xulu'vtv'+ x u l v l u ' v l ~  - 2xulv,v1ul 1 (III - 4 d) 

1p 1 x ' 7 ~2xu'utu'u'+ 3 (x~'~'~'~'+ Xu'v'u<v<)- 2xUlulvlvl 1 (III - 4 O )  

3 

avec x P P P  1 p P , = x 2 + x 3  - x ,  + X I ,  (III - 5 ) 

Les lettres s et p ont été utilisées pour indiquer les contribu- 

tions respectives des orbitales s et p. 
-b 
-f 
-b + 

Les.composantes d'un tenseur x global, c'est-à-dire relatif aux 

3 orbitales p ( indices primés) sont obtenues à partir des composantes d'un 

tenseur partiel, C c'est-à-dire relatif à une seule orbitale) ~ t r r  les fortdules 

de eoqosition tensorielle (321. 



P 
L'expression des x ( a  = 1 , 2, 3 ) est donnée dans 1 'Appendice B 

a 
pour tous les effets non-linéaires. 

Avec les notations précédentes, la contribution de la dernière cou- 
+ (3) che à la valeur moyenne de <P> , devient: 

- pour ------- la génération ----i-i--ii--_i_----------------- de la troisième harmoniqs~ 

(III - 6 a) 

- pour l'effet linéaire -------------------- 

- 
+ (3) ={ <P> S P +O 2 +O 

X I  (-w;u,o,-u)+ x (-o;w,w,-w)) (E ) (E ) {e iot 
-iwt 

1 
+ e 

w O (III - 6 b) 

- Our la génération de la seconde harmonique induite E------- ,------------------------------ ---------- 
- 
< $> (3)  = {x2 s (-~w;o,o,w)+x~ P (-2~; o,w,o)) (E) -+O 2 + E ( 2iwt + e  -2iwg 

W 
1 

S s P -K+ +O 
+{x, (o;o,w,-W) - x~(o;o.w,-Y) + Y,., (o;o,w,-W) 1 (E~E) E 

0 

- pour l'effet Kerr ---------------- 

(III -6 c) 

s 
+ txy (-u;o,o,u) - x3 (-Y;o,o,u) + x 1 3  (-W;O,O,W) }( E .E) E w 

(III - 6d) 



(III - 6 e )  

Afin de faciliter la cornparalson de nos calculs avec les  résultars 

expérimentaux, il est in*Gresçant da v o i ~  -c):mcrt SE. tr;finbfrgrmel21 Les T I C L E ~ I . ~ I L ~ ~ -  

-f 

précédentes dans le cas oû E et 6 sont perpe~dlculaires au par&gîiJes. T3e 
W 

trièdre de référence est choisi de telle skbrtîc ql,e Oy cn?nlc*ae r ~ e c  i e  seris 3~ 

propagation de l'onde et Oz avec la dlrect~on du champ s t a r r q o e ,  

a) 2 et E sont p e r p d i  c u l ~ i r r ;  
O --.--- --- 

-+ 
Dans ce cas, E sera .J-, igé  se1oa1 O x .  

W 

Certains termes dans les relations préc~doz:~es  dispara i sseizt ei lies . i i -a le~r  .; 

moyennes sont réécritesplus simplement. 

-pour la génération de la seconde harmonique induite 

-+ 
Le vecteur polarisation P est dans la direction Oz. Finn et Ward CI41  

trouvent également ce résultat expérimentalement. 

-pour l'effet Kerr 

-+ 
Le vecteur P est polérisé dans la direction Ox. 

Nous noterons ces termes x 
I' 



fi) E et 5 parallèles 
W - 

Les différents termes des re?ations(Iltib) s'additionnent. Le 
-f 

vecteur P aura la direcrion Oz. 

Il vient alors: 

- pour la génération du  ? a  seconde karmon i - r : ~  itsd9sisi:e 

- pour l'effet Kerr 

Nous noterons ces termes x 
/ / 

Pour la génération de La seconde harmonique induite, an renarque 
+ 

que dans chaque cas, le vecteur P s Pa direction 0 2 ,  

2 - Applications numériques 

a) HyperpolarisabiPités pour certaines valeurs de X - 

L'hyperpolarisabilité statique et le coefficient de La génération 

de la troisième harmonique ont été calculés à l'aide des intégrales molécu2aires 

données dans l'Appendice D (tableau III). 

Pour les autres effets, la fonction d'onde radiale choisie est 

celle calculée point par point par la méthode de Hartree-Fock { 1 6 j  et qui 

nous a parue plus exacte que Les fonctions d'onde de la description sirnplé- 

fiée de Slater. 

b) Hvper~olarisabilités en fonction de w 

De même que pour l'hélium, nous avons étudié la variation des 

différentes hyperpolarisabilités en fonction de la pulsation de l'onde incidenr:. 



nous avons représenté d ~ ~ s  les C i p t ~ c  .: 111 3, h, c g  d ,  la 

rapports hyperpolaris?b ; ités avnasrtidiles . , ~ r  hrperpoiai-isa bi 1 0 

en fonction de O) peur ci-:'que gaz. 

en fonction de w pour I%E.LT- ~ e r r . .  E L  corm,e S l t z  et Yariç C1k3.l e t  1bn.n 

Ward ( 1 4 1 ,  on peut vérifier, d d c ,  COUL w tendant ver?* z e r c ,  

De plus, nous n'avons pan re-  irirr3 Ip.3 CGULI~CS sonnant 1s 1 - f . ~ , ; a ' h ~ ; z  

car il a été vérifié que cet e f f e é  E + a i t  Ggal 3 l'effet Y?rr (25) C261 

". Ce sont à r o d r r .  connaissance, les p?elsi~.eru. c.3 

le Néon, l'Argon, l e  Krypton n t  le Xénon* En e tqe t ,  les r n ~ t k - ~ - + - ~ s  

par les autres auteurs i 2 1 j  i 2 9 j  , ne permettraient que d i i P i ~ . . ~ e - \ , c r i i -  , t  

découpage du système en sous-systèmes, afin de çlolavoir ~àppl.i<jiler d e s  rel.c?r-.c: 

d'additivité. 







F I G U R E S  III ------------------ 

H y p e r p o l a r i s a b i l i t é s  d e s  gaz i n e r t e s :  

G é n é r a t i o n s  d e s  seconde e t  t r o i s i è m e  

harmonique, e f f e t  l i n é a i r e  e t  e f f e t  

Ker r ,  pour l e  Néon ( I I I  a ) ,  1 'Argon 

( I I T b ) ,  l e  Krypton ( I I I  c )  e t  l e  

Xénon ( I I I  d )  



- Figure III a - 





- P i r e  III c - 



- FWUE III d - 



F I G U R E S  IV ---------------- 

Hyperpolarisabilités comparées des gaz inertes. 

ème 
IV a: Génération de la 3 harmonique 

IV b: ~ f f e t  linéaire 

IV c: Génération de la seconde harmonique 

IV d: Rectification optique 

IV e: Constante de Kerr. 



- Figure IV a - 



- Figure IV b - 



- Figure IV c - 



- Figure IV d - 



- Figure IV e - 



D) COMMENTAIRES SUR LES REÇULTASS NUMERIQUES 

Nous avons rassemblé dans les différents tableaux les valeurs 

théoriques et expérimantales trouvées dans la littérature, ainsi que nos propres 

valeur S. 

Il est à remarquer ( Tableau I ) que les résultats numériques 

sur l'hélium deviennent de plus en plus nombreux: Les calculs sur l'hyperpolasi- 

çabilité statique nécessitrt~ moins d'approxinürkomqrie ceux sur les effets 

dynamiques. Sitz et Yaris ( 2 9 )  ont calculé les coefficients des générations de 

troisième et seconde harmoniquesainsi que l'effet Kerr avec une erreur estimée 

à 1%. Cependant leurs calculs mous paraissent difficilement applicables à des 

systèmes plus compliqués que lJatoms d'hélium. 

Les autres calculs sur Ea génération de la troisième harmoni- 

que ne sont pas aussi précis. Ceux de Dawes (10) et de Ward et New ( 3 5 )  utilisant 

la méthode de variation des constantes de Dirac ( 1 )  ( 1 3 1 ,  comportent de nombreuses 

approximations. Les valeurs calculées par Dawes pour les gaz inertes autres que 

l'hélium sont ajustées grâce à un facteur de correction tiré de la comparaison, 

pour l'hélium, de leur valeur avec celle de Sitz et Yaris. 

Les seuls résultats expérimentaux sont ceux de Ward et New 135) 

pour la génération de la troisième harmonique, et ceux de Finn et Ward ( 1 4 1  

pour &a génération de la seconde harmonique induite, de tous les gaz inertes, 

mais corne nous l'avons indiqué ( tableaux II et III ) tous leurs résultats sont 

affectés d'une large erreur 111). 

Pour réduire cette erreur, Ward et New (351% et Finn et Ward 1141 

ont fait des mesures pour les gaz inertes autres que l'hélium et les corrigent 

suivant le procédé indiqué ci-dessus. 

Nos résultats numériques, pour l'hélium et le néon, sont du 

même ordre de grandeur que ceux trouvés dans la littérature. Cependant les valeurs 

pour l'Argon, le Krypton et le Xénon,semblent assez éloignés des résultats déjà 

obtenus, pour l'hyperpolarisabilité statique. L'allure des courbes représentant 

la variation des hyperpolarisabilités en fonction de la pulsation o est cependant 

satisfaisante. 



D'autre part, la vérification des relations 

X/ / lim - -, 1 (III - 1  1 )  

pour la génération de la seconde harmonique et l'effet Kerr, 

X kWCI; W,, WZ, wg) = x(u,i 02> u3,-~I) (III -1 2) 

où y ,  W2, w3 = O ,  - a ,  +O (III - 13 a) 

et w = w, + w2 + w3 
CI 

(III -13 b) 

pour l'effet Kerr et la rectification optique, permettent de croire que la 

méthode proposée dans ce travail est bonne dans son principe et qu'avec des 

fonctions d'onde plus élaborées, les valeurs absolues des hyperpolarisabi- 

lités seraient meilleures. 



La méthode Je variation-perturbation que nous avons appliquée 

aux phénomènes électro-optiques du troisième ordre a permis le calcul effectif 

des différentes hyperpolarisabilités à partir seulement de la fonction d'onde 

du système non-perturbé. 

Le lorxal isse  général de cet.te mgthode est basé sur le dévelop- 

pement de la fonction d'onde + l'atome ou de la molécule par rapport aux champs 
perturbatauns qui lui sont appliqués. Les équations d'évolution " partielles" 

du système permettent d'éliminer les tenseurs da rang quatre, dans la fonction 

d'onde perturbée du troisième ordre, et de réduire ainsi considérablement les 

caleuls . 

Des relations d'additivité sont également établies: lorsque la 

molécule est décomposable de manière approchée en sous-systèmes indépendants, 

il esr montré que toutes les relations exprimant les différentes hyperpolari- 

sabblités valables pour la molécule entière, sont également valables pour chacun 

des sous-systèmes. Il est possible en tenant compte dans le formalisme général, 

de la symétrie des sous-systèmes,de réduire encore les calculs numériques et 

de les mener à bonne fin. 

Les résultats numériques que nous obtenons pour l'hélium et 

le néon sont très comparables à ceux des autres auteurs. Pour les autres gaz rares, 

nos valeurs s'en écartent davantage, mais il paraît difficile d'en tirer une 

conclusion, par suite des nombreuses et diverses approximatiorsutilisées dans la 

littérature, 

Rappelons que nous avons également supposé que les molécules sont 

en phase très diluée, ce qui permet de négliger les interactions entre atomes 

ou molécules; toutefois les mesures expérimentales sont faites sur un échantillon 

en phase condensée. 

L'avantage pratique de la méthode ici proposée réside dans le 

fait qu'elle pourrait être appliquée, sans trop de diffioultés, à des molécules 

telles que l'hydrogène, le méthane et le tétrachlorure de carbone. 



- APPENDICE A 1 - --------------- 

Expressions des paramètres en fonction des intégrales moléculaires 

En portant les formes des fonctions tensorielles inconnues 

(II -16) dans 1:expression des différentes composantes des tenseurs densités 

Lagrangiennes 3'") et en effectuant les calculs variationnels sur des com- 
posantes de ces tenseurs ,udicieusement choisies, nous obtenons les expressions 

des paramètres introduits dans les fonctions inconnues en fonction d'inté- 

grales mol~culairesrelatives au seus-système physique considére. 

Tous les paramètres ont été calculés dans le système d'unités 

atomiques. 

( e = -  1 ; Ti= 1 ; m =  1 )  

3 ) Sous-systèmes à symétrie sphérique 

Les paramètres introduits (II - 18) sont alors: 

E 2 4 
avec a = 10<r >+ 6 ~ u < r  > 

E 4 B = 2 ~ ~ < r  

E E 4  y = £  < r >  

E E E E E E 
sE et s , ont les mêmes formes que s et s , mais avec pour a ,B  et y 
la ' tj a b 

des valeurs différentes 



De plus, à l'aide des relations précédentes, il est possible de montrer que 

En supposant la fonction réelle 1$(0", normalisée, les intégrales 
O 

moléculaires qui rentrent dans l'expression des paramètres sont écrites sous 

la forme: 

B) Sous-systèmes à symétrie cylindrique 

Les paramètres introduits dans les relations (II - 20) ont 
comme valeur: 



avec 

avec 



2 4 2 4 Les in tégra le s  moléculaires  <x > e t  <x > sont l i é e s  à <r > e t  C r  > par l e s  

re la t ions :  

( A -  1 5 )  

où r désigne l a  d is tance  de l ' é l e c t r o n  au centre de gravi té  é lectronique d e  

l'atonie. 



- APPENDICE A II - ------------------ 

Composantes des tenseurs hyperpolarisabilités en fonction des 

paramètres 

Il est possible de réécrire toutes les expressions des composantes 

des tenseurs hyperpolarisabilités (II - 10 - 1 1  - 12 - 13 - 14) à l'aide des 

paramètres introduits dans les composantes des fonctions tensorielles inconnues. 

La connaissance des valeurs des integrales moléculaires permet alors le calcul 

des hyperpolarisabilités. 

On obtient ainsi les différents tenseurs hyperpolarisabilités 

successivement pour les sous-systèmes à symétrie sphérique et cylindrique. 

a) Sous-systèmes à symétrie sphérique 

Les nouvelles relations obtenues sont écritesà l'aide des para- 

mgtres introduits dans le chapitre II (II -18 ) . 



4 + + 
Xuuuu (o;o,~:u)=x (-w;0,oi~)= -<r >I l5  i f  (3 s 1  + 2 ç l b  

XXXX 
a 

+ > 

( A -  II - 6 )  

4 
Xuuuu 

(o;o,o,o) =-44/45 <r > k w 
a 

(A -11 - 7 ) 

On peut remarquer que (24)  (25 )  : 

-Ces relations sont justifiées grâce à l'égalité (A- 1 -2) 

B) Sous-systèmes à symétrie cylindrique 

Les composantes des différents tenseurs hyperpolarisabilités sont 

réécrites à l'aide des paramètres définis par les relations (II -20). 



- pour la troisième harmonique 

4 + + -- 
4 

=x 
X~~~~ YYYY a a 

- + + - + 4 
=-2 [ s  { f  + f' (3w) } + Sc { f z  + f  (3w) l l < x  > 

XzZzz C Z  Z  Z  

2 + + - - - - + 4 
= - 3 ~ { 3 S b  + } { f + ( 3 w )  + f )+ 13 s + s ! i f  (3w) + f 11 <x > 

X~~~~ a b a* 

+ + =-L$ ç {f+(3U) + f - l  + s-{ f-(3o) + f  I l  <x 4 > 
xxxz z  C C 

+ + + - - 
XZ zxx 

- E------------- Our l'harmonique --------------- fondamentale 



+ O + O - O - 
= - -  3 <x4>[ f t  13 ( sb  + + sa  + sa  1 + £ 7 3  ( sb  + sb  ) +  sa  + s j l  i 

X x x ~ ~  

- - 
C C 

4 + + O O 
- - - O = - 2 < x > c f + ( s  + s  + s  + s  ) + £  ( s  + s  + s  + s O ) l  

z  zxx z a  b a b z a  b a b  

- pour l a  géné ra t i on  de l a  seconde hamonigue i n d u i t e  ------- ------------------------------- ---------- 

4 + 
- + + + - - + - 

zxxz 
= - <x >Cf (2w){ s 1  + s + Sb} + f z  

z 
(2w)t S I  + s + s-J + f  S I  

e a e 
a b  e 



- pour l'effet Kerr ---------------- 



(A-II -13) 

- pour le tenseur de rectification optique 
_---I_----_____------------------------- 

Comme en symétrie sphérique, les composantes de ce tenseur sont 

directement égale à celles du tenseur qui définit l'effet Kerr, cela est dû aux 

relations qui lient certains paramètres: 

- pour l'hyperpolarisabilité statique x(o;o,o,o) 
............................................... 

= - -  40 , w 4 =x 9 
<x > 

X~~~~ YYYY a 

(A-II -14a) 

(A-II -14b) 



Remarque : 

Puisque l'axe z a été choisi comme axe de symétrie, il ~ 3 .  i~ 

soi que toutes les composantes nouvelles obtenues en substituant x à y c j  A 

sont égales entre elles. 



APPENDICE B 
------------- 

Expressions des 
P 
0 

Les x ( voir formules III -6) sont donnés pour chaque effet 
01 

non linéaire. 

- pour l'effet linéaire .................... 

P 4 + 1 os; + 2 s+ 
<x >{f ( 3 xl( -w;w,w, -w)= - d 4 + + + 7 0  4 9 0  5 + 2 s  + -  

b 3 +S +S + -S + -S ) + 3  e F 3 c  9 a 

- 
- 1 0s; - 2sd 4 - - - 

+ f (3 + 2 s  + - + - s  
49 O 

b 
+ L s Q + - s  ) 

3  3 c  + Se 3 c 9 a 

- - - - -  
+ f; (3s + s + s +s +s + 4s 

c a b e f  
O c ' ?  7 s 0 ) )  a 

- pour l'hy~er~olarisabilité statique ------- -- ------------------- - 



- pour la génération de la seconde harmonique 
........................................... 

P 
Les expressions des x et xP sont très lourdes, et nous donnons 

2 3 
simplement la valeur des composantes qui interviennent dans ces expressions, 

+ - + - + 4- f 
+ k{ 3 (sa + Sa ) + 5 b + 

+9 (sc + s-)}+ 3 f z  (Iw) is + s+ 1 
C ' c 

c 



- ~ o u r  le terme de rectification op~iq2g ............................... 

Nous procédons comme pour la seconde harmonique et ne donnons 

que les composantes du tenseur. 

- pour l'effet Kerr -- ---------------- 

Le calcul a montré que, comme pour la symétrie sphérique, il. 

existe des relations entre les composantes des tenseurs caractéristiques d e  la 

molécule, on trouve ainsi: 



APPENDICE C ----- 

C a l c u l s  des  v a l e u r s  moyennes de  <b> (3) 

En op t ique  non- l inéa i re ,  l e s  champs dynamiques u t i l i s e s  sont a s sez  

f o r t s  pour o r i e n t e r  l e s  systèmes physiques.  Pour ne pas a v o i r  i cons idé re r  u n  

t e l  e f f e t ,  nous nous bornons à l ' é t u d e  des  sys t èneç  à srnétrie sphuriq::e; LI- 

n ' e s t  pa s  n é c e s s a i r e  a l o r s  d e  t e n i r  compte des  e f c e t s  d ' o r i e n t a t i o n  qui c~myli- 

que ra i en t  beaucoup l e  problème. 

Grâce à l a  méthode u t i l i s é e  par Locqueneux i 2 2 1  dans t ' é t u d e  Ge; 

e f f e t s  Kerr e t  Cotton-Mouton, nous obtenons a i n s i  pour des s y ç t ~ r n e s  possGdunt  

un c e n t r e  de symét r ie ,  l a  v a l e u r  moyenne de<$> ( 3 )  sur  t o u t e s  l e s  o r i e n t î t  i o n s  

p o s s i b l e s  de l a  molécule ou de  l 'a tome dans l ' e s p a c e :  

- 

<P> + (') = I I , ,  L 
XUUVV ( - ~ w ; w , w , u )  + X UVVU ( - 3 ~ ; ~ , ! d , d )  Li,v = x , y , z  

+O 2 - m  
+xuvuv (-3w;w,w,w) } ( E ~  ) E (exp ( i  3wt)+ exp(- i3wt))  

W 

+ [xuu, ( - w ; w , w ~ w )  +X ( - ~ ; u , u ~ w )  + X  
U W U  uvuv 

+O 2  ->O 
(Eu) E (exp ( iwt )  + exp (- iwt)  )] 

W 
( C - 1 )  

pour l a  géné ra t i on  de l a  t r o i s i è m e  harmonique e t  l 'harmonique 

fondamentale,  

- 112 Cy (-2w;o,w,w) 
U U W  +xuvuv (-2w;o,w,w)I-j 

+O 2 
(E ) 2 Cexp ( i 2 k t )  + exp (- i 2wt11 +( 3/2 E xUUVV 

W 
(*;O , u , d  

- + o + - t o  
(Eu- 8 )  Eu (exp ( i  2wt) + exp (- i  z u t )  



+ C2xuvvu 
(o;o,o~w)-I/~ ( x ~ ~ ~ ( o ; o , w ~ w ) + x  (o;o,w~w))] 

uvuv 

w 2 - t  
(Eu) E +C3/2 ( ~ ~ ~ ~ ~ ( o ; o , u i ~ )  +X uvuv (0 ;O ,W.> ) 

- + O *  Xuvvu (o;o,u;u)~ (E w . E) Eu} 

pour la génération de la seconde harmonique induite et la rectification optique, 

- ' 
II2 (XUVUV (-~;O,O,W) + x uvvu (-W; o~o,w)~ (%)2 E w 

+ + +  
+ 13 / 2 C xuVu, (-w;o,o,w)+ x uWU (-w:o,o,w)~- xUUW (-W;~,~,W)l (E~.E)E 

( C  -4 ) 

pour l'effet Kerr, 

- 
+ ( 3 )  = 1 / 1 5  1 <P> Ix uuvv (o;o,o,o) 7X U W U  (o;o,o,o) 

u,v= X,Y,Z, 

pour l'hyperpolarisabilité statique 

Les équations sont valables pour le système physique entier. Puis- 

qu'il est possible de décomposer le système en sous-système ( chapitre II -1) 

et d'additionner ensuite les contributions dues à chaque sous-système, nous 

pouvons écrire, quel que soit l'effet étudié: 

C x total- - I x s  + I : x  c 
ij kl s ijkl c ijkl 

où les sommations sont étendues à tous les sous-systèmes à symétrie sphé-' L lqüe 

ou cylindrique. 



Pour les sous-systèmes à symétrie sphérique, d e  gralades 

simplifications sont apportées aux équations générales (B- 1 ,  2, 3 ,  4 )  
,. figurant: dans les expressions macroscoaiqucç, gra1-P 2 la relation Cl91 

6:);~; r b t  6 - f f ~ ~ r t i v e n a e n t  v g r i f i é e  dans Las ~ r ' ?  C I I ~ "  nrt*)i " 3  6j711",,c iles 

grandeurs ml ccillaires. 

+ O 

+ Xxxxx (-ib;w,urw) ( E ~ ) ~  ( O )  a [eup (iwe) + exp ( T ~ u Ç ) ]  

+ (xxxxx (-2w;o,w,bJ)-x X Y F  (-2u;o,W,w)) (C. É) Ë? W 

(exp (i î w t ) +  exp (-zut))) + i x  (o;o,w,-u) (5 l 2  E 
XYYX 



- APPENDICE D - --------------- 

I n t é g r a l e s  m o l é c u l a i r e s  d e s  gaz i n e r t e s  

Nous donnons dans  l e  t a b l e a u  1, l a  v a l e u r  d e s  i n t é g r a l e s  m o l é c u l a i r e s  
2 4 <r > e t < r  ? c a l c u l é e s  à l ' a i d e  d e s  f o n c t i o n s  d 'onde  non p e r t u r b é e s  d e  l a  forme 

( I I I  - 1 )  a v e c  comme p a r t i e  r a d i a l e  

1 : c e l l e  donnée p a r  S l a t e r  (30) 

II : c e l l e  c a l c u l é e  p o i n t  par  p o i n t  115) 

- -. - 

T A B L E A U - I -  

I n t é g r a l e s  m o l é c u l a i r e s  d e s  gaz  i n e r t e s  



De p l u s ,  pour 1' hé l ium,  Gordon . 181 a c z ~ ~ : ~ ~ ! e  ' v*Fz.s- , ? r i - ,  c 

il t rouve  : 

Z <r > = 1 , 2  
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