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Les récentes etuues concernant les spectres micro-ondes des molécules 

du type toupie asymetriqlia? légère, c'est-à-dire caractérisées par de faibles moments 

d'inertie, ont montré qu'il était possible à partir d'un hamiltonien e t  d'un nombre 

raisonnable de mesures de caractériser la molécule à I'aide de paramètres moléculaires, . . 

e t  de prédire de façon précise le spectre de rotation sur une large gamme de fréquence. 

Caractérisant une molécule par ses constantes et  choisissant une forme 

de raie, nous nous proposons donc de construire un modèle qui, de façon automatique, 

nous permettra d'expiimer l'absorption par ces molécules d'un rayonnement électro- 

rnaiJnétique, les seuls paramètres physiques étant la pression et  la température. 

Nous rappelierons tout d'abord, les bases théoriques nécessaires à la cons- 

truction de ce modèle: dans le cadre d'une application à l'absorption atmosphérique, 

nous prendrons comme exemple, les spectres de rotation de l'eau et  de l'ozone dans 

les domaines millimétrique e t  décimillimétrique. 

D'autre part, l'analyse des spectres de vibration - rotation de ces toupies 

asymétriques légères est également possible à I'aide de notre modèle ; ainsi tracerons - 
nous, à titre d'exemple, celui d'une bande de vibration de la molécule d'anhydride 

sulfureux. 
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I - TRANSITIONS DE ROTATION ET DE VIBRATION - ROTATION 
--------------A------------------ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Une molécule est un ensemble d'atomes, noyaux et électrons reliés entre eux par 

des forces. A l'intérieur de la molécule, les noyaux e t  les électrons sont en mouvement. Le mou- 

vement des électrons est beaucoup plus rapide sur celui des noyaux, du fait de leur grande diffé- 

rence de masse ; en vertu de l'approximation de BORN . OPPENHEIMER , nous dparons 

totalement ces deux mouvements. En particulier, pour les molécules possédant un moment dipo- 

laire permanent, nous poi1vons considérer qu'en moyenne, les atomes se sont échangés un certain 

nombre d'électrons. dits électrons de valence e t  se meuvent dans un champ coulombien. Nous 

somm?s intéressés par le mouvement de ces atomes dans la molécule e t  pour celui de la molé- 

cule considérée comme un tout autour de son centre de gravite. 

1 ) HMLTONIEN DE ROTATION 
----------------------- 

L'énergie de vibration - rotation E des molécules est quantifiée et les niveaux 

d'énergie permis sont déterminés par l'équation aux valeurs propres I H - E \I = O ou 

H est le bamiltonien de vibration - rotation et 9 la fonction propre correspondante. 

1 - 1 ) Approximation du rotateur rigide 
- - - - - - - - - - - - - . . . . 

Les hypothèses de la molécule rigide et de l'oscillateur harmonique isotrope per- 

mettent de négliger le terme d'interaction vibration rotation. 

Le hamiltonien du rotateur s'écrit alors 

x, y, z désignent les axes principaux d'inertie et forment ainsi un repère mobile (en rotation) 

du système ; Px , Py , PZ représentent les projections du moment cinétique de rotation et 

sont liées par : 

PX + P; + PZ = PZ , 



Si X , Y , Z est u n  repère fixe, PX , Py , PZ satisfont à des règles de commu- 

ta t ion  du même type  avec u n  changement de signe de i . 

O n  rapporte l'espace des états à une base de vecteurs propres communs aux W r a -  

teurs p2 , PZ , PZ telle que : 

K J, K. M sont trois nombres quantiques entiers tels que - J < S f J , les autres 

composantes du moment  cinétique on t  alors des matrices représentatives telles que conventionnel- 

lement (2) Py , Py soient réelles et  Px , PX imaginaires. 

Dans le cas général, c'est-àdire dans le cas d'une toupie asymétrique, le hamil tonien 

commute avec P2 e t  PZ mais non  avec Pz . La déterminat ion des états d'énergie possibles s'effec- 

tue alors par le  calcul des valeurs propres de la matrice énergie. L'opérateur s'écrit sous la forme 

suivante : 

1 1 1 
r-i; - 2 T y  - 2 7  

avec W = PZz + P2x  - p z y  

Dans la base considérée , P2et Pz sont diagonaux. 



Dans cette r me base, les seuls Bléments ilon nuls de PZx et Pzy s'expriment par : 

Les Bléments diagonaux cor tiennent un terme commun J (.l + 1 )  h2 . La diagonalisation de la 

matrice HR dans les sous espaces de J et  M fixés, se ramène donc B celle de W . 

Cette matrice peut s'écrire en fonction du seul paramètre de Ray : 

- 2 8 - A - C  K - 
A - C  

avec 

1 , 1 , 1 sont les moments d'inertie de la molécule qui, par convention en spectroscopie 

moléculaire, sont classés : 

Les 3 1 possibilités d'identifier la , lb , 1, avec 1, , ly , IZ donnent 6 

représentations telles que 3 rendent direct a , b , c et 3 correspondent au sens inverse. 

Ces possibilités sont résumées dans le tableau : 



Suivant les identifications choisies, les éléments de la matrice énergie ont des 

expressions différentes de forme générale (2) 

Les valeurs de F,  G, H sont données par 

Dans la représentation 1' la matrice s'écrit alors 

H~ = 1 ( A + C )  pz +il ( A - C I  W 
2 2 

La base de vecteurs propres qui diagonalise la matrice est désignée par la notation 

I J , r , M >  telle de 7 = - J , J + l  ,..... 1 0 1  ,......., J - 1  , J  . 



Cette notation est plus souvent remplacée par la notation de Mulliken exprimée 

en fonction des cas limites des toupies symétriques. 

rotateur allongé 

B = C 

I J , r , M >  I J K  , M  > avec T = K-, - KI 
-1 

rotateur aplati 

A = B  

Ce vecteur est caractérisé par la parité de K-l et K+ 



4,2 1 SYMETRIE DE LA MAZVCE ENERGIE 

L'étude des propriétés de symétrie des états d'énergie ou états de rotation, 

simplifie le problème. Les rotations définies dans le système de référence lié à la molécule, 

ne modifiant pas l'état du mouvement car H e t  R commutent. forment avec l'opération 

identité le groupe D2 dont la table de caractères s'écrit 

Ces opérateurs unitataires ont des valeurs propres de module unité et  sont 

liés par la relation Ra Rb = Rc . La compatibilité de ces opérations de symétrie avec 

les équations du mouvement permet d'écrire que si  1 a > et I s > appartiennent à 

deux représentations irréductibles différentes 

la matrice se transforme donc par permutation e t  groupement des vecteurs symétriques et  

antisymétriques. Les vecteurs de base de la toupie symétrique n'appartiennent pas à ce groupe 

de symétrie mais Wang a montré qu'il existait une combinaison linéaire d'entre eux appar- 

tenant a ce groupe (3). En représentation 1' 

c'est-àdire dans la limite de la toupie symétrique 



Par contre, ce vecteur n'est plus vecteur propre pour l'opération Rc . Mais 

la combinaison 

fournit deux vecteurs propres de Rc tels que : 

Le passage de l'ancienne base à la nouvelle se fait ainsi par l'intermédiaire 

d'une matrice unitaire ou matrice de Wang 

et W se met sous la forme : 

i nulle 

nulle 

W 
+ - 1  

où W + correspond aux vecteurs symétriques si J est pair, antisymétriques si J est impair 

e t  W - aux vecteurs antisymétriques si J est pair, symétriques si J est impair 

Enfin, tenant compte de la symétrie Ra  directement liée à la parité de 

K-, par permutation de l'ordre des vecteurs, nous obtenons 



Pour Ra et Rc , les vecteurs de ces sous matrices ont même type de symétrie ; 

ils appartiennent donc à une même représentation irréductible dont les caractères sont : 

Conformément à la notation introduite par Mulliken, les symboles e et O 

permettent alors de caractériser les états 

Puisque HR est d'ordre 2 J + 1, l'ordre des sous matrices est : 

1' 

E + 

E - 
O + 

O - 

J pair 

e e 

e O 

O e 

O O 

E + 

E - 

0 + 

O - 

J impair 

e O 

e e 

o o 

O e 

J pair 

1 - (  J +  2 1 
2 

1 - J  
2 

1 - J  
2 

1 - J  
2 

J impair 

1 - (  J +  1 )  
2 

1 - (  J -1 1 
2 

1 - (  J +  1 ) 
2 

1 - (  J +  1 I 
2 

1 



Plus généralement, la classification des sous matrices par parité de J, K-, 

et K, peut se résumer de la façon suivante (2) 

la parité de K-, et K, suffisant pour caractériser les représentations : 

A = e e  Ba = e o  Bb = 0 0  



e t  l'écriture des sous matrices devient : 

21 / 2  H f ( J , 1 )  O - - - - - - -  

F J ( J + l  ) - ( F - G )  (212 H f ( J , 3 )  - - - - - - -  
E + =  

H f ( J , 3 )  F J ( J + 1 ) - ( F - G ) , 4 2  - - -  

O H f ( J . 5 )  - - - - - - - -  

- - - - -  - -  - -  - - m m  

E - se déduit de E + par suppression de la l0 ligne e t  la l0 colonne 

- 
Les états énergétiques seront les valeurs propres de la matrice ainsi simplifiee 

auquel s'ajoute le terme fonction de J. La notation de Mulliken permet de remarquer qu'ils 

croissent uniquement avec K. , . 

1 - 3) Molécule en mouvement 
- - - - - - - - - - - - - - -  

Nous avons jusqu'à présent considéré que la molécule formait un ensemble rigide 

ce qui n'est qu'une approximation. Dans son mouvement la molécule se déforme, il est donc 

nécessaire d'introduire dans la détermination des niveaux d'énergie des termes correctifs dits de 

distorsion centrifuge. Différentes méthodes expriment cette correction. 

C'est tout d'abord KIVELSON e t  WILSON (4) qui ont proposé une théorie 

faisant apparaître la distorsion centrifuge comme une perturbation, au l0 ordre du rotateur 

rigide 



dont le nombre de paramètres 7' se réduit à 6 

T ' x x x x  T'zzzz YYYY T ' y y z z  ' " x x y y  ' T'zzxx  

Dans le cas de la molécule plane, l'introduction des relations de planéité de DOWLlNG 

permet d'écrire deux équations : 

- - c2 B2 - C2 B~ 
f x x y  y  T ' x x x x  2B, + "YYYY .jC' Z Z Z  x 4  

ce qui réduit à 4 les paramètres indépendants. 

Toutefois, DRElZ LER , DENDL e t  RUDOLPH (6) ont montré que le 

modèle proposé n'était valable que dans le cas des molécules planes ; ce qui a conduit b 

Watson à développer une théorie plus générale (7) de distorsion centrifuge. Nous n'en 

rappelons ici que les grandes lignes : 

H hamiltonien standard 

où les coefficients hr ,, r m  dépendent des paramètres géométriques de la molécule. Ces coeffi- 

cients sont également réels ; non nuls si : 

r + r' + r" = 2 n  > 2 avec r , r l , r "  2 O 

Une transformation unitaire appliquée au hamiltonien standard simplifie le 

calcul des valeurs propres en les laissant inchangées. II prend la forme réduite 



c'est-à-dire en se limitant aux termes en P6 

Hz = ( X + Y )  P' ( Z - -  X + Y )  P i  i- ( * )  ( P i  - P;) 
2 2 2 

Cet hamiltonien réduit possède les trois propriétés suivantes : 

- il est totalement symétrique par rapport aux opérations de symétrie du groupe D2 . 

- il ne contient que ( 2 m + 1 ) termes de degré total 2 m 

- ses éléments de matrice dans la base de la toupie symétrique sont du type AK = 0, I 2 

G. STEENBECKELIERS a développé ce hamiltonien réduit de WATSON. 

Dans la représentation 1' il s'exprime ainsi (8) (9) 

+ H j K  p4 P: + HKJ p2 P: + HK PL +A> k ( P : P 2  ) 
2 2 Y 

- 2 6~ Pz ( P i  - Pz ) - 6~ (2) + 2  h j  P' ( p i  P;)+ hJK P' (2) + hK ( 4 )  Y 

avec Z(i) = ( PX - P2 ) P: + PL ( PX - P' 1 
Y Y 



et peut se mettre sous 'a forme : 

où & désigne la matrice unité d'ordre 2 J + 1 ; la  constante s est choisie telle qu'à 

I'ordre 0, la matrice scalaire s 8 soit la  même que celle introduite par King, Hainer et 

Cross. H en une matrice dont les éléments non nuls correspondent à AK = O, f 2. 

Ainsi en se limitant à l'approximation à I'ordre 2, 

et les éléments non nuls de H sont : 

- A - C  HKCK - - [ K 2  + - ( J ( J + l ) - K 2 ] - K 2 [ A J K J  ( J + l ) + A K K 2  ] 
2 2 

- f (J, K+ 1) [ 2 h j  J2 (J+ 1)2 + hJK J (J+ 1) K2 + hK K4 ] 

L'invariance de ce hamiltonien par rapport aux opérations de symétrie permet comme 

pour le rotateur rigide de factoriser la matrice caractéristique en 4 sous matrices qui dépendent 

ainsi de 15 constantes: 3 liées à I'ordre O , 5 à I'ordre 1 , 7 à I'ordre 2 . 

Les constantes de distorsion centrifuge introduites au l0 ordre c'est-à-dire en 

5 sont directement liées aux T' définis par KIVELSON et WILSON : 

3 1 
AJK - + T~~~~~ 1 - 71, 

- 1 - 
( r'yyyy - "xxxx 1 

- 1 - v  - - 7) - - 
8 "XXXX 8 YYYY 4 2 



avec 

A - C  
v = -  

B - C  

7' = 7' 
1 yyzz + 7'xxzz + 7'xxyy 

2 ) SYMETRIE' DES NdVEAbrX - 
----------------------- 

Dans l'étude quantomécanique des systèmes, le principe d'indiscernabilité joue 

un rôle essentiel ; les états du système se déduisant l'un de l'autre par permutation de parti- 

cules identiques doivent être équivalents au point de vue physique, Dans le cas des molécules 

du type toupie asymétricjüe, le vecteur d'état doit rester inchangé, ou doit changer de signe, 

c'est-A-dire qu'il est symétrique ou antisymétrique. 

L'etat stationnaire de la molécule est défini par son état électronique, son état 

vibrationel, son état  de rotation et enfin son état de spin nucléaire. Le vecteur d'état résul- 

tant, séparant ces différents mouvements, est le produit tensoriel de chacun des vecteurs d'état. 

La symétrie de l'état rotationel ayant été définie, considérant la molécule dans 

son état électronique fondamental, nous étudierons successivement la  fonction vibrationelle 

e t  de spin. 

2 - 1 )  Etude de la symétrie de l'état vibrationel 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Les toupies asymétriques ne possèdent aucun axe d'ordre supérieur au second. 

Donc, pour les molécules de ce type toutes les fréquences de vibration sont simples car leur 

groupe de symétrie ne possède que des représentations irréductibles à une dimension. 



Le caractère de la représentation irréductible est f 1 ce qui correspond 

respectivement à des vecteurs d'état symétrique ou antisymétrique. 

Ainsi I'état de vibration sera-t-il symétrique ou antisymétrique, c'est-àdire 

de type A ou B. En particulier, notons que I'état fondamental de vibration est symé- 

trique . 

2 - 2) Statistique de spin 
- - - - - - - - - - - - -  

Si la  molécule a un couple de noyaux identiques de spin 1 , il leur corres- 

pond dans cet espace de spin nucléaire des vecteurs d'états I 1, a,> e t  1 2, 5 > , 
a, e t  a, sont alors les projections du moment de spin sur l'axe z. Chacun de ces 

vecteurs peut prendre ( 2 1 f 1 ) valeurs par rapport à l'autre et le vecteur d'état 

total de spin prend ( 2 1 f 1 ), valeurs ; 

- pour ( 2 1 i- 1 ) valeurs, le vecteur total d'état sera symétrique ( a, = ol, ) 

- si  3 # 5 le vecteur d'état n'est ni symétrique ni antisymétrique. Une combinai- 

son linéaire d'entre eux permet toutefois d'obtenir ( 2 1 + 1 ) 2 1 vecteurs donnant 

naissance à deux quantités égales de vecteurs symétriques e t  antisymétriques. 

I l , ?  > l 2,a2 > t 1 1.01, > 1 2,a1 > 

soit au total : 

( 1 f 1 ) ( 2 1 f 1 ) états symétriques 

1 ( 2 1 4- 1 ) états antisymétriques 

2 - 3) Symétrie du vecteur d'était total 

Le vecteur d'état est égal au produit des différents vecteurs d'état ; en con- 

sidérant le cas particulier de I'état électronique fondamental, 1 v > B I R > @ 1 1 > doit, 

suivant la statistique de Bose et de Fermi être symétrique pour des bosons ou une molécule 

possédant un nombre pair de couples de fermions e t  antisymétrique pour une molécule 

ayant un nombre impair de couples de fermions. Leur nombre, dans le cas particulier d'une 

molécule de type C,, , n'ayant qu'un couple de, fermions ou un couple de bosons, est 

dkfini dans le tableau suivant : 



Un couple de Bosons 1 Un couple de Fermions 

3 ) ACTION D'UN CHAMP DE RA YONNEMENT - REGLES DE SELECTION 
--------------------------------O--- - - - - - - - - - - - 

En présence d'un champ de rayonnement suffisamment faible, dans I'approxima- 

tion dipolaire électrique, le hamiltonien de la molécule s'écrit 

où Ho est le hamiltonien indépendant du temps e t  He, i t i  celui de perturbation en présence 

de champ électromagnétique qui peut être traité par la méthode de perturbation dépendant du 

temps. 

Nous savons que ce hamiltonien est susceptible de provoquer des transitions d'un 

état d'énergie stationnaire 1 k> a un autre 1 j > . La probabilité de transition par unité de 

temps provoquée par le rayonnement de pulsation w est donnée par : 

- EO. - Eok 
Ojk - où E0 et E O ~  sont les valeurs propres de HR . 

h j 



U (t) est l'opérateur d'évo ~ t i o n  de la molécule e t  

+ 
E étant un vecteur indépendant du temps caractéristique de l'amplitude maximale du champ 

[ ans l'approximation où l'interaction vibration-rotîtion poi t ê t r p  considérée cor,ime nulle. 

H = HR + HV c'est-à-dire E = EV + ER , le vecteur d'état se met sous la forme 

I J > @ I R > O  I I > .  

9 

Si p est l e  moment dipolaire électrique de la molécule et que x, y, z est 
-+ 

un repere mobile de vecteur unitaire h alors que X, Y, Z est un repère fixe de vecteur 
+ 9 

unitaire h F  dans I'sspace, ce moment électrique par rapport à l'un des axes mobiles s'écrit : 

où kX ) est le moment dipolaire permanent et Q k  la k0 coordonnée normale. 
O 

Par rapport à un axe fixe l a  composante es t  : 

ou de façon générale : 

où les 9 Fg sont appelés les cosinus directeur du repere l ié  a la molécule par rapport au 

repère lié au rayonnernmt électromagnétique. 

Les éléments de matrice du moment électrique ont ainsi la forme : 



c'est-adre qu'au premier ordre 

Une transition de rotation pure s'effectue eritie niveaux d'un même état 

vibrationel, elle est ainsi due au dipole permanent de la niolécule. 

On  sait que cette probabilité de transition est proportionnelle à : 

Une transition de vibration rotation est due à la variation du moment dipolaire 

entre les deux états de vibration entre lesquels s'effectue la transition. Elle a comme probabi- 

l i té : 

Ce terme sera non nul si d'une part l'un des termes 

est non nul, ce qui s ' b i t  : 6 V = ': 1 dam l'approximation des petits mouvemenrs 

e t  pour un développement l h i t é  au 1' ordre des coordonnés normales, et si d'autre part : 

< J', T ' ,  M' I 6 F~ 1 J, T , M > 

est différent de zéro. 

Cet élément de la matrice cosinus directeur peut s'écrire de façon gén6rale à 

I'Wde du theorikne de Wigner Eckart 



< J' , T' II *$ F~ II J, T > < J' , M' I UF I J, M > 

OÙ < J', M' 1 UF 1 J, M > sontcommunsà tous les éléments et  sont non  nuls. si 

F =-Z_- 

F = X O U Y  

3 - 1)  Règles de sélection de rotation pure - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

A ce niveau, les règles de sélection sont obtenues à partir des considéra- 

t ions de symétrie : puisque les états sont classés par rapport aux deux rotat ions de n, 

indépendantes, d'une par t  Ra par rapport à I'axe a et  d'autre part Rc par rapport 

à I'axe c , les composantes du  moment  électrique suivant les axes appartiennent aux 

représentations Ba , Bb , Bc d u  groupe D2 . Le produi t  des caractères des représen- 

tations des états initial, f inal e t  de la composante d u  moment responsable de la  transi- 

t i o n  d o i t  &tre + 1 , c'est-à-dire que cet élément d o i t  appartenir à la représentation 

identique A ; 

composante du 

moment dipolaire 

a 

b 

C 

I I Ba 
- 

Bb l 
e o e o o  

Representation 

Initiale Finale 

A -  'a 

% -  Bc 

A -  Bk, 

Bc 
- 

Ba 

A - Bc 

en notation de Mulliken 

R I R F 

e e  + e o  

o e o o  

e e * o o  

o e e e o  

e e e o e  



3 - 2) Règles de sélection de vibration - - - - - - -  - - - - - - - -  - - -  

Quelle que so i t  la vibrat ion considérée, les règles de sélection sont don- Par 

AY= * 1 . Ces transitions sont dues ZI la variation d u  moment  dipolaire entre les deux 

6taD de vibrat ion mnsidc5rés c'est-A-dire ZI < V r  1 Z 3 C l k  I V >. 
k a a k  

La molécule est caractérisée par son groupe de symétrie, l'élément considéré 

d o i t  alors appartenir à la représentation identique. 

A ins i  dans le  cas particulier des toupies asymétriques d u  type C2, les 

élt5ments du groupe sont C2 , gv 
e t  a', de table de caractère identique A D 2  . 

Une transit ion entre état de même symétrie correspond donc A une variation 

de moment  d i p d a i r e  suivant I'axe de la molécule alors que si l'état de vibration change de 

svrnétrie ceci se t radui t  par une variation de moment  dipolaire suivant u n  axe perpendicu- 

laire I'axe de  la molécule. 



II - ELEMENTS DE MATRICE DU MOMENT DIPOLAIRE POUR UNE 

TOUPIE ASYMETRIQUE 
- - - - - - - - - - - - - - - - - _ _ - - - - - - - - - - - - - - -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Les éléments de matrice du moment dipolaire auxquels est  directement propor- 

tionnelle l'intensité d'absorption du champ 6lectromagnétique par la molécule, ne sont pas 

réductibles une forme simple à l'opposé de ceux d'un rotateur symétrique. Ceci est dû 

au fait que Pz ne commute pas avec HR . 

L'étude la plus élaborée de ce sujet reste actuellement celle de SCHWENDEMANN 

(10); avec la méthode du calcul de l'énergie comme guide, nous utilisons les éléments de matrice 

des cosinus directeurs d'une toupie symétrique pour la détermination de ceux d'une asymétrique. 

Par les symétries, nous avons donc mis le  hamiltonien sous forme HR = H+ + H- 

c'est-àdire opérer un changement de base de l'espace des états dont la matrice de passage X 

était la matrice de Wang. Ainsi donc, si ÇI Fg sont les cosinus directeurs (2) dans la base de 

la toupie symétrique, i ls s'écrivent après ce changement de base . 

p w  = x + F g  x car X - '  = x t = x  
F9 

Les I,J Fg sont donnés par (2) 

Valeur de J' 
J+ 1 C J 

----_______________________ - - _ _ _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _ _ _ _ - - - _ - - -  



Ca pari té de K., a permis de met t re  la matrice d u  harniltonien sous la forme 

E + , E - . O + , O - . Ensuite, les niveaux d'énergie sont obtenus par diagonalisation 

E '  
A = T' T . Dans cette nouvelle base la matrice des cosinus directeurs s'écrit a l o n  : 

O '  

o ù  TI e t  TF sont les matrices de  passage. Leur matrice est diagonale entre J et M 

e t  il est possible d'écrire : 

2 1 < J, k M  I $ F~ 1 JI, k, Mt >12 = 3 1 <  J 1 $zg  1 JI >12 l <J ,  ki $Zg 1 J f . k  > l2  
FMM' 

2 i < J, M D Zg l JI, Ml > l2 
MM' 

Avec les conventions de  signe de phase de KING-HAINER-CROSS (2) 

2 
3 1 < ~ 1 0 ~ ~ 1 ~ ~ > 1 *  MM' L: I < J . M I ~  zg J ,  M . > ,  = 

L'expression des éléments dipolaires est alors 

Expression simplifiée des éléments J 
W 

-----O-- Fg 

Le changement de base in t rodu i t  par Wang s'écrit 

1 x =  - 
42 



où 8 désigne la matrice unité d'ordre J  et 6? la matrice déduite de cel leci par renversement 

des colonnes. Introduisons AC et A' pour désigner les matrices déduites de A par renverse- 

ment des colonnes e t  des lignes 

Posant X J - l  , XJ , XJ+l  IesmatricesdeWangd'ordre 2 J -  1  , 2 J +  1  , 2 J + 3 ,  

O - 1 a @ J, , 9 J, et Q+;, les matrices des cosinus directeurs telles que 
9 J, * A J' = 

correspondant à l'élément dans la base de la toupie symétrique 

J' -+ J' + a 

la matrice générale des transitions s'écrit . 

t 
X  

J r l  

1 ) ____________________----_-------------------------_-- EXPRESSION DE ELEUFNTS DE MATRICE DIPOLAIRE POUR LES TRANSITIONS 

DE TYPE Q --------- 

La transformation de la matrice des cosinus directeurs telle que A J  = O s'écrit : 



1 - 1 ) Transitions de type a - - - - - - - - - - - - - - - - -  

La forme des éléments pour les transitions de ce type est telle que: 

c'est-à-dire : A"C i- A = O ; A~ + A'  = O ; et la matrice se réduit : 

ce qui exprime que les transitions s'effectuent entre niveaux de symétrie différente mais de même 

Puisque la matrice énergie est factorisée suivant cette parité, les éléments W 

s'écrivent : 
'a 



Pour les transitions de type Qa 

de forme générale (r + 2 q) < J  ou J  - 1 avec 

r 

! 
syrnetrie du niveau initial 

------- ----------------- 

Z E + 

2 E - 

1  O + 

1  0 - 

si E + n'appartient pas à la transition, on supprime la lère ligne de T 1.1. on obtient ainsi T 1 . t  

1 - 2 ) Tramitions de type c 
- - - - - - - - - - - -  - - - - - -  

O 
Exprimons de même les éléments de X j  J XJ en posant : 

, ; , ( K , K + l ) =  [ ( J - K )  ( J + K + l  ) ] ' 1 2  

q i (  K , K - 1 )  = [ ( J + K )  ( J  - K + l  ) I l l 2  

soit : 



Ils sont 

A' = 

tels que : - 

C'est-à-dire : 

En d'autres termes pour une transition de ce type, le vecteur d'état ne change pas 

de symétrie par rapport à la rotation R,, mais K- , change de parité. 



.S?Jd z,, ! a ~naiae4 un auwuim auim4 aun sa%m 

s!ojanoi luauua~d 3 la q sadAi ap suo!i!sueJi xne luepuodsuw sm!~zeui sa7 

-saiuai?H!p ' ->( ua @!& ap 

l a  a!fiquAs ap ~aa  sap y iuapuodsal~oa suo!l!sueJl sa1 .sa~!eu!6eui! !ssne luoa s a u l  sa( Sn01 

'y!l.od sasne sa( '( 1 - = 8 ) sgie6au iuos aleuo6e!p el ap snssapne sauiJa1 sa1 



Ainsi pour les transitions de type Qc ou Qb la matrice des cosinus directeurs 
- - . - . - - - - - - - - - - - - - - - - - - . - . .  

dans la base de Wang est : 

- 7 

2  J  ( J + 1 )  O 

B [ J  ( J + 1 )  - 2  [ J  ( J . 1 ) - 6 1 " '  O . . . . . .  

O B 1 J ( J . 1 )  - 1 2 1 ' "  0 . .  . . . . 

O O . . . . . .  
. . . .  . . 

-L 

L 
de forme générale J ( J  + 1 ) - q ( q + 1  ) . q ayant pour premiére valeur O et étant 

croissant par pas de 1  jusque J  - 1 . Nous omettons la première ligne dans T 2.1 si I'un 

des états n'appartient pas à E + pair obtenir T 2.2 . 

2 ) ETUDE DES TRANSiTïONS R -------------------- 

Leur forme générale est: 

En précisant les dimensions de 

Etudiom successivement les trois types de transitions R 



2 - 1) TtzmsiR'ons de type a 
- - - - - - - - - - - - - - - -  

Les éléments de matrice non nuls des cosinus directeurs dans la base de ia toupie 

symétrique pour ciles transitions de ce type sont : 

d'où : 



C'est-adire que les transitions s'effectuent entre états de &me sydtrie p6r 

rapport B la rotation R, et de m6me parité en K -, En d'autres termes une Ra s'écrit : 

dont les termes 4 dans la base de Wang sont : 
Za 

de forme générale : 2 [ ( J+ 1 )' - ( r+ 2q )z 1' l Z  tant que r + 2q < J t 1 

avec : 

r = O pour E + 
r = 2 pour E - 

r = 1 pour o f  

Les bl4ments de matrice non nuls des cosinus directeurs dans la base de la 

toupie symétrique étant : 
$ (  K , K + l )  = - [ (: J + K + I )  ( J + K + 2 )  l i t 2  

les formes de A' et A sont alors : 



Tenant compte de la parité de K - ,  et K+ , , la matrice dans le cas des 

w t i ~  E + + O - se présente sous la forme : 



et  celle des tronsitiors O - -+ E + s ' h i t  : - 

de terme général commun 

q a comme valeur de départ O e t  c ro i t  d'une unité pour chaque é16ment de la 

diagonale et de la sous diagonale tant que q = J - 1 ou J , et B = - 1 

La matrice T 4.2 calculée pour & trwsit iors de type E - -+ O + s'obtient 

par élithination de la lh ligne de T 4.1. Quant à ceHe calculée pour des transitionrde type 

O + -+ E - T 5 9  elle se déduit par élimination de la lère cotonne de T 5.1 

2 - 3) Une étude semblable nous permettrait d'atteindre les transitions de 

type b , comme dam le cas des Qb l e i  termes sont imaginaires , conformément B la conven- 

t ion adoptée, nous obtenons des matrices semblables mais imaginaires avec B = + 1 

3 )  TRQNSITION DE TYPE P - A J =  - 1 

Etant donnd la sy&e, ses éiéments se déduisent de ceux des transitions de type R 

Les propriétés et forme de ces différents tableaux sont résumés ci-après : 





III - ABSORPTION 

- - - - - - - - - -  . . . . . . . . . 

1 ) FORME DE LA RAIE D2BSORPTION 

L'absorption quantifiée de la molécule s'effectue sur une certaine bande 

de fréquence e t  est maximum A la fréquence de résonance. Cette bande d'absorption 

est due à divers phenom&nt?, physiques qui sont en particulier l'élargissement naturel, 

l'effet Doppler e t  celui du aux chocs ; ce dernier est nettement prépondérant en haute 

pression. Les phénomènes de saturation ainsi que ceux liés à la détection des raies 

d'absorption sont négligés dans notre étude. 

1 - 1 ) . Largeur naturelle 

Cette largeur est d'origine purement quantique. Soit la transition d'un état 

Ik> à un autre état supérieur Ij> . Si nous considérons la molécule isolee, à cause de 

l'émission spontanée, la  molécule ne peut demeurer dans l'état U> . D'après la 4éme rela- 

tion d'incertitude de Heisenberg, le niveau possède une certaine largeur ; on en déduit pour 

la transition une certaine largeur naturelle AuN négligeable pour les cas qui nous intéressent. 

1 - 2 ) Contribution de l'effet Doppler 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

En théorie sA,rtétique des gaz,lorsqu'on suppose le gaz en équilibre, la 

répartition des molécules dont la projection de la vitesse suivant la direction du 

rayonnement électromagnétique x, est comprise entre vx et vx + d vk , se fait 

suivant la loi : 
m vZ, 

d n x  = A e  
- 2 .. 

vx 



Si une molécule possède la vitesse v, et se déplace suivant une direction 

vx parallèle au rayonnement, celui-ci possède une fréquence apparente v' = v ( 1 - - 1 
C 

II y a résonance lorsque cette fréquence est égale à vo . L'absorption de chaque mol&- 

cule dépend donc de sa vitesse par rapport à la source de rayonnement. Pour un ensemble 

vx de même vitesse v, , l'absorption se fait sur la fréquence v' = v0 ( 1 f - et est 
C 

proportionnelle au nombre de molécules de même vitesse v, . 

cette fonction Gaussienne est maximum en v' = vo e t  à mi- hauteur 

où No est le nombre d'Avogadro et où m est la masse de la mol6cule = - 
No 

M la  masse moléculaire.. La largeur à mi-hauteur est ainsi 

2 Au, = - 4 2 k NO Log 2 
c M 

à basse pression, cet effet est prédominant. 

I - 3 ) Contribution des chocs 
- - - - - - - -  - - - - - -  - - -  - 

Nous nous bornerons dans ce travail à utiliser les résultats de la théorie 

de VAN-VLECK e t  WEISSKOPF (11). Le coefficient d'absorption a qui caractérise 

une transition s'écrit : 



avec 

vo est la fréquence de résonance de la transition 

Av . la demi largeur à mi hauteur 

E l'énergie du niveau initial 1 J K-, , K+ , > 
EP l'énergie du niveau d'arrivée 1 JP, K-,P , K+ ,P > 
h la constante de PLANCK 

k la constante de BOLTZMANN 

c la  vitesse de-la lumière 

T la température absolue 

N le nombre de molécules absorbant le rayonnement électromagnétique 

ST STP les poids statistiques de spin 

O la  fonction de partition que nous expliciterons 

I-( la projection du moment dipolaire responsable de la transition 

Une approximation du modèle de VAN-VLECK et WEISSKOPF consiste à 

négliger Av c'est-à-dire le terme non résonnant; nous sommes ainsi 
( v+  vo)2 + Au2 

conduit à la forme de Lorentz Av2 . Ceci n'est naturellement valable que 
(v - vol2 + Au2 

lorsque Av vo . Dans le cas de la molécule d'eau si l'étude se situe à des fréquences 

inférieures à 10 GHz et à des pressions supérieures à une atmosphère, le modèle de VAN-VLECK 

et WEISSKOPF ne peut plus être approché e t  la figure d'absorption devient très asymétrique. 



Lorsque le modèle de Lorentz peut être utilisé, le coefficient d'absorption 

maximum varie comme l'inverse de la largeur de raie, il est donc inversement propor- 

tionnel à la pression. La diminution du nombre de molécules absorbant, compense ce 

premier effet. Globalement, le coefficient d'absorption maximum reste donc constant. 

Toutefois écrire que AU est proportionnel à la pression correspond à une nouvelle 

approximation. 

La rosllribti~ivn de l'effet Doppler est indopendant de l a  pression. A forte 

pression la contribution des phénomènes de chocs est donc prépondérante. 

Pour les molécules teiles que H,O , S O2 e t  O, , AuD a une valeur 

maximum 3 1 000 GHz de 1.5 VHz. La forme brentzienne est applicable pour toute 

1 pression égale ou supérieure à - d'atmosphère, puisque les largeurs dues aux chocs 
1 O0 

sont, pour ces mêmes molécules, de quelques GHz à la pression d'une atmosphère. 

Nous nous sommes systématiquement placés dans ce cas où AuD est 

très inférieure à 

2 ) ETUDE DE LA FONCTION DE PARTITION 
............................... 

La loi de répartition de Maxwell - Boltzmann répartit les molécules entre les 

différents états d'énergie telles que la fonction de partition soit 

Dans l'approximation de Born-Oppenheimer, l'énergie et le poids statistique 

s'écrivent : 

En = Etr + Evib + Erot 

= gtr gv grgt 

ce qui permet d'écrire Q sous l a  forme QR QV 



- - te. ri. la fo,îcLion de partitioa de rotation 
- . -  - . - - - - - . - - - - - - - - - - - - -  - 

iz p,-,bt$me di iïir6irl , . te - dssociés aux angles 

P ,  , P , E - T  P 
i 

' .  r> 
' $ 

csr t3 I-: 1 
8- \L X 

- [.-2 sin2 .t 5~:-2 1 pzo + 1 [ -  cofi  4. sin2_y -- ] [ Pq - COS O Px I2 
%ot - 2 I x  2 ly  sin2 0 2 I x  2 IY 

1 1 2 sin x Po cos x 
-t[- - - - 1  -.-. -- 

PZ 
( Pq - cos O PX 1 + 3 

2 I y  2 I x  sin O 2 Iz 

- 1 sia2 x .+ cos2 4 1 sin x cos x - - ( --4-- ---x- 1 f ri, -?- t-- --) --- -- ( Pq - COS 0 PX) J2 
2 Ix IV I Y  l x  ,in 0 [ sin2 x + coi X ] 



Et prend la forme 

1 

sin2 x sin x COS X 
1 1 ) -  

Erot = [- 
2 l x  2 IY sinZ cosZ x sin O [ --x + - 

l x  IY 
1 

La forictron de partrticrn ae r ~ r e r i s n  de ce rotateur rigide es1 alors 

en introduisant les constantes A, B, C en A 1 1 

ABC h3 

b) expression approchée dans le cas de la toupie asymétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 

En mécanique quantique, la fonction de partition est : 

VlNEY e t  KASSEL (13) ont donné une expression de ce terme 

dans le cas de la  toupie symétrique allongée : 

QR = exp (KI . [ n [ kT j3 lllz h C  - h cZ C 1 +  m + ...... 
4 kT A c 2  h3 12 kT A 3 

Mais leur méthode ne peut être appliquée au cas du rotateur asymétrique. 



GORDON (15) utilisant cette expression a montré que la fonction de 

partition relative à un tel rotateur pouvait être approchée avec comme constantes de rotation A, 

( B C ) I l 2  , ( B C )liZ 

n ( k ~ ) ~  '12 112 
oR = ( +4 h l ~ c l ' ' ~  

ABC h3 
' (kT)' ] + . . . . . . . . 

3 4 kT [ ABC h3 

L'exemple de l a  molécule d'eau nous montre que dans le cas des toupies asymé- 

triques à faible moment d'inertie l'approximation classique est justifiée. 

Cet exemple correspond au cas extrême . L'erreur relative décroitra proportion- 

nellement à [ BC , I'approxima tion classique reste largement suffisante pour notre étude. 

2 - 2) Etude de la fonction de partition de vibration 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Si v 1  . . . . . . vi  sont les fréquences de vibration de la molécule, les 

niveaux d'énergie correspondantssont donnés par : 

- Dans le  cas d'une toupie asymétrique ces niveaux ne sont pas dégénérés, la 

fonction de vibration s'&rit : 



Dans l'état de vibration considéré x nous avons donc un nombre de 

molécules proportionnel à : 

le second facteur est toujours voisin de 1 

Le développement de la fonction de partition permet d'écrire le coefficient 

d'absorption, s i  l'on néglige le terme non résonnant, sous la forme : 

1 1 2  - 'kT 
8 n2 N a =  - ABC h3 

[ ]  /pl2 <i2 ( ST e - STP e 
3 hc n [kTl3 a 

C'est cette forme simplifiée qui a été utilisée dans l'exploitation numérique. 



B - A P P L I C A T I O N  

- - - - - - - - - - - A - - -  . . . . . . . . . . . . . .  . . 

1 - ETUDE NUMERIQUE 

1 - Principe de calcul 

2 - Programmes 



1 -- ETUSJE NUMERIQUE 

- -- --- -"- -- -- - - -. - - - - " . . . . o . . . . . .  

Les buses triecriques qse nous avsos rappelées ou établies dans le début 

de cette étude permettent de çni,,t.ruire nuinéiiquetrtent le modèle. Le but est d'automa- 

tiser au mzximun le ca!c~il :di çpect:es e t  de tracrr dans une bande de fréquence donnée, 

le spectre d'absorpticn d'une ~8 piilsieurs molecules. La pression et la température étant 

prises cornitsi: pdr~,,,:t~~b, L: , , p t i l ; ~ i ~ ~ : ~ ) ; ~  n~tmér~que niirce;si-re trois séquences distinctes 

de calcul. 

Une trarisitic?n de rotairor, ou de vibration rotation s'effectue entre deux niveaux 

caractérisés châcun par / J ,  K*, , Kt > .  

Ces niveûdx sont de type E+ t* OC 0- qui sont repérés numériquement par 

un indice G = 1, 2, 3 ou 4. Leur symétrie est  déterminée par la séquence de calcul corres- 

psndant au tab!eau suivant : 

/ J pair J impair 1 
1 G ]  

K ,  ' 5 . 1  1 K-1 KT, ; 



Nous construisons ensuite les matrices qui correspondent aux deux niveaux ; 

dont les éléments non nuls sont donnés en A 1 1) .Les différentes valeurs propres de 

chacune de ces matrices correspondent à l'ensemble des niveaux qui pour un J donné ont 

même type de symétrie. 

Les énergies sont des fonctions croissantes de K-, . L'énergie du niveau 

1 J, K-, , KI > est alors la somme d'une fonction de J et de la valeur propre T . 

Si le niveau est de symétrie : 

K 
Et.. T =  zl+l  

2 

La diagonalisation de la matrice est effectuée par la méthode de JACOB1 (15) applicable aux 

matrices hermitiques. En outre, cette méthode de calcul nous permet de connaître l a  matrice 

de changement de base. Ces deux matrices sont respectivement appelées H et HP pour les 

deux niveaux initial e t  final . 

1 - 2) a lcu l  des cosinus directeurs 
- . - - - - . - - - - - - . - - - -  

La matrice énergie considérée est exprimée dans la base de Wang. Dans cette 

même base, la  forme de la  matrice des cosinus directeurs a été étudiée en A II . Toute 

transition peut être ramenée à l'un des cas étudiés par une procédure de permutation des 

différents paramètres caractérisant ses niveaux. Lorsque cette permutation a été effectuée, 

nous posons AP = 1 sinon AP = O . 

La mise en forme numérique des différents tableaux T conduit tout d'abord 

à deux séquences principales de calcul. Dans chacune d'eile différents tests permettent d'affecter 

un tableau unique qui est l'expression des cosinus directeurs exprimés dans la base de Wang. 

L'ensemble de ces éléments correspondant naturellement à toutes les transitions.de même type 

que la transition considérée. 



Si rious repérons par J, Y, , K+, , G et T, le niveau de départ et par 

JP, K.,P , KII P , GP e t  3 P ie n i vcu i i  i. ,arrivée, nous pouvons schématiser les séquences 

de ediltni - % P I  , r5tani7jrdrnrnes suivants 

1 avec 

Dans le programme de calcul, ce tableau T 1.J est appelé V . 



Les cosinus directeurs dans l a  base qui diagonalise la matrice sont alors obtenus 

puisque nous connaissons les matrices de chüiigement de base des deux niveaux. En particulier 

\'élément j T ,  TP ) correspondant :3 Is transitron considérée sera exprimé par : 
Fs 

L'absorption totale du rayonnement électromagn6tique par la ou les molécules 

est égale à la somme de toutes les absorptions des transitions. A la fréquence FX I'absorption 

sera ainsi : 

où I M  [1J est un coefficient proportionnel à l'absorption rnaximcim de l a  transition de 

de fr6quence FC [Il 

DU [Il  e s t  la demi largeur de la raie aux pression e t  température considérées. 

1-orsque le domaine d'étude est  étendu, les différentes contributions peuvent 

être limitees aux transitions les plus proches de l a  fréquence étudiée. Notre sommation 

s'effectue donc autour de FX par boucle sur les différentes transitions appartenant à la 

bande FX  -- DF , FX 4- DF . DF est alors l'intervalle de fréquence dans lequel la 

contribution des transitions à l'absorption est non négligeable. Cette séquence de calcul 

est mise sous forme de prcicédure : CURVEÇ . 



2 ) PROGRAMMES DE CALCUII 

2 - il Listing 1 ( ~ O B  Annexe) 
a - -  - -  

Ce prnrrairrir%* permet le caiccil de I?abo,orption d'un rayonnement électro- 

magnétique par une ou ; .leurs molécules C P ~  * *akcer\$te l a  connaissance des transi. 

tions dont i a  fr6suar>c.i. ésonance appartient a i , .  uaride de friquence étudiée. 

Nous calculons successivernmt peur chaque molécule les fréquence et coeffi- 

cient proportionnel à l'absorption maximum des différentes transitions. Ceci nous permet 

de tracer I'absorption du systeme en tun<.ta~r, de l a  fréquence dans des conditions expéri- 

mentales de pression et de ternpc d t ~ t  -i~.7.iees. l a  sumrnation s'np6p.e après l'interclasse- 

ment des fréquences de transition des ~ ~ V B ~ L I ~ J  mol6cuZes. 

ENTREES DES DONNEES 
- - -- -- - - - -- - -- - - -- -. 

absorption exprimée en cm-' 

DB / KM 

TKELVlN Température en degré Kelvin 

PCGS Nombre de molécules gramme par cm3 

NMT Nombre de molécules différentes absorbantes 

NT [ 1 : NMT ] successivement le nombre de transitions de chaque molecule 

Puis pair chaque molécule dans l'ordre établi par l e  tableau NT 

CR 

Sigma 

paramètres exprimés sous la forme A,B,C 

La projection du moment dipolaire sur l'axe a, b, c si les transitions 

sont de type a, b ou c . 

Concentration relative 

0,s 1 ou 2 (voir Remarque.) 

Spin = O pour les molécules du type Cl3, S02 , HDO 

= 1 "20 



Masse masse de la muiécuia 

DU - 1 largeur da *sr. - -imée en M H z  
2 

A, 13, C 

A + C  A C 
OU - , - , IC C J  <, îa t~ te~ ,  de ruta.tiun exp  , -,-:s ::!: %lis#z 

2 

m ,  L?s JK , Arp, , 6 j  . hl.; 4 huatantes de distorsion ..~ttrikt.ge au l0 ordre exprimées en M H z  

H~ H . J ~  'K.J , ' 4 ~  

istan?es (?Y dt.i:o@ p w  .1 rtrl 2" ordre exprimées en M H z  
h J p R j K  

les 

J 1 K-, , K+l , JP , Km, P , K+l P i r rastdi is.,nt Crs ciifterentes trarisitrons 

F~eyuente laai:tdfr, d~ s~eo . *~ t .  h:?iod:e 

Frirquence finaie du ~pecrtie Btuurl~C 

Inteivaile de Pr6qs!?r.r~t dans lequel se limitera la sommation 

Nombre de courbes n8cessaires pour décrire le spectre 

Nombre de 9vints -qui décrivent le spectre d'une seule courbe. 

2 - 2) Li~tirig 2 et 3 ( voir Annexe ) 
- - - - * - - - - - - - - - - - - - - -  - 

Le programme 2 permet le calcul systématique des fréquence e t  coeffici~nt 

proportionnel à l'absorption maximum de toutes les transitions relatives à une bande de fre- 

quence donn6e. II es t  ainsi possible d'imprimer e t  de stocker sur bande magnétique les infor- 

mations de toutes les transitions dues à un moment dipolaire ,ua, pb OU pc 

Leur rappel pour tracer la courbe correspond i3 une courre séquence de calcul 

Listing 3.- Le stockage sur bande magnétique permet Ifexploitation des mêmes informations 

pour diverses conditions expérimentales. 



ENTREES DES DONNEES DU LISTING 2 

Spin = O 
OU 

1 

TKELVIM 

JMAX 

(4 

Elim 1 

2 

pour les molécules S02 , O3 , HDO ..... 

pour H20 

température 

Fréquence initiale rie *niilme rj'etude 

F r4qtier~c.e ficlale de 

fkq tb* ; i i~ r~  et, L-.I-' du ~diveau 000 de Ietat vibrationnel étudié 

Si Iee < : r ; ~ v ~ B * : t l ~  ~ 0 1 7 f  rnsâ sous la forme A,B,C 

A + C  ,A> , , Si le- esinxF to. .;on+ sous la forme - 
2 2 

(3 - 1 .  3 t i c  i ,  T~~OIECUJI co~re~pondant au ntveau de 

départ, expr inlées en MHz. 

Les 15 constantes correspondant au niveau final toujours 

exprimées en MHz 

Valeur du J rna.xirnum de calcul des transitions 

Si les transitions sont de type a 

Si les transitions sont de type b 

Si les transitions sont de type c 

Si tous les niveaux sont permis 

Si les niveaux ee oo sont seuls permis 

Si les niveaux oe eo sont seuls permis 

ENTREES DES DONNEES DU LISTING 3 

nombre de transitions calculées 

par le programme 2 et envoyées 

sur bande magnétique 

Nombre de points qui décriront le spectre 

Fréquence initiale 

Fréquence finaie 

Bande de fréquence à l'intérieur de laquelle se limitera la sommation 

demi- largeur de raie. 



L a  séquence de calcul relative au poids statistique ainsi que le paramètre sigma 

introduits orrt été étudies dans les cas particuliers o ù  la molécule possède au plus 1 couple 

1 de noyaux iden~iqlues de spirt 0 ou  - . Leurs valeurs sont données dans le tableau suivant : 
2 

Sigma -1;1 - - 

1 ccùpie de H u s ~ n s  

Sigma est u n  paramètre relat i f  à la fonct ion de part i t ion. 

Spin 

- - . -- -. 

3 

Ces programmes on t  été écrits en langage Algol M40. Les calculs e t  tracés 

de courbes o n t  é t é  effectués au centre de calcul numérique de l'université de Li l le 1 , 

sur u n  calculateur H O N E Y W E L L  - B U L L  G A M M A  M 40. 



II - EXPLOITATION DU MODELE 
_ - _ _ _  __l_._,_.- . - . - - - - -  - . . . . . .  . . a . .  

1 -' EAU 

Le mrsoèie e.,t tout d'abord appliqué à-la molécule d'eau dont diffé- 

reliibb SrJOc ,  i c.,, . %, ,micro- ondes (1 6) nous permettent de connaître les para- 

mktres. Ace niveau, un seul problème demeure, celui des largeurs de raie. 

ï - 1 )  i,orger*t de rare 
- 

bd iû - j :~ ,  dt 3 arc. ir.trodwitt. par v r \ r  I-VLECK e t  WEISSKOPF est  définie 

1 à partir du temps de relaxation Au = - . Pour le cas de l'absorption de I'eau 
2 7 i r  

en milieu atmospkiérique, nous nous sommes appuyés sur les travaux de BENEDICT (17), 

eux-mêmes basés sur. la théorie d'ANDERSON (18). 

La largeur de raie est ainsi une fonction de la pression P et dc  a tempé- 

rature T : - n.. 
11 

ou ( Au.. ) est  la demi largeur de la transition i +- j à la pression Po e t  à la tempé- 
'1 O 

rature To . ( Auij ) e t  l'exposant n.. sont spécifiques de l a  transition considérée. 
O '1 

Dans le cas des melanges de gaz, la largeur de raie est également fonction 

de l a  composition : 

Au.. = E e, (Au..) avec X e, = 1 et 
'1 m '1 m 

où (Auij) correspond à la largeur de la transition de I'eau en présence du gaz m, à une 
m 

pression totale P. Ces différentes largeurs nous sont données par BENEDICT. 



1 - 2) Spectres de 10 à 1000 GHz 
- - - - - - - - - - - - - - - - -  

Les différents spectres d'absorption en fonction de l a  fréquence sont tracés 

en échelle logarithmique e t  exprimés en DB / km à la température de 3 0 0 ° ~ ,  la masse 

d'eou, absorbante étant de 7,s g/ m3 à une pression de une atmosphère. 

Pour ic ~ û i c ~ i  de la largeur de raie nous'prendrons comme conditions mété- 

orolrsgiq~es moyennes /ti 70 de N2 , 21 % de O2 e t  1 % de H20. 

Les spIictres I et iI  snrlt relatifs à la molécule de ~ 2 0 ' ~  , les pressions 

1 tocales rl?s;sci~ves étant de 1 atrnosphSrt? e t  - d'atmosphère. Dans chaque cas, nous 
9 80 

coinpar.ms ie spectre t ë , ~  avec une !arcjeur de raie fonction de la transition à celui où 

cette largeur est constante. Cette largeur constarite est obtenue en prenant la moyenne 

des largeurs de tootes les transitions du spectre représenté. 

La variation d'absorption due à l'approximation de la largeur constante se 

situe.à la fois dans le maximum d'absorption et dans les pieds de la raie. Elle est aussi 

pius particulièrement apparente en haute fréquence. 

Notons que pour la construction de ces spectres, nous n'avons considéré que 

la contribution des transitions les plus proches de l a  gamme d'étude. Nous avons ainsi tenu 

compte des principales transitions de ~ 2 0 ' ~  jusque 1200 GHz. 

1 Le spectre III correspond à l'étude de H2016 à une pression totale de - 
1 O 

1 d'atmosphère. Nous n'étudierons pas le spectre à - d'atmosphère car à cette pression 
1 O00 

la largrur Doppler es t  comparable à la largeur due aux chocs. 

On remarque qu'à faible pression, des raies peu intenses apparaissent, aussi 

est-il nécessaire d'envisager la contribution des transitions relatives aux substitutions isoto- 

piques les plus abondantes e t  celles relatives aux états vibrationnels les plus peuplés. 



Aucune étude de largeur de raie des molécules de ~ ~ 0 ' '  , H201' , HD016 , 

ni de  I'état vibrationnel v 2  n'a été faite. Aussi adopterons-nous comme largeur de raie 

la moyenne calculée précédemment. 

L e  spectre I V  montre que meme à la pression atmosphérique, quelques 

absorptions des substitutions isotopiques et  de I'état vibrationnel v, perturbent le spectre. 

1 
Le5 :,l'. L.. ?/ , trace, pour une pression de , d'atmosphère, correspondent 

1 O0 
à l'ensemble des spectres de ~ ~ 0 ' ~  , H2017 , ~ ~ 0 "  , H D O ' ~  e t  à celui de I'état vibra- 

t ionnel excité v2 de ~ ~ 0 ' ~ .  La comparaison avec le spectre III m e t  en évidence le fa i t  que 

la contr ibut ion de ces mol6eules est effective et que de  nombreuses fenêtres de H201 sont 

occupées par des trofisitions d'intensité non négligeable. 

Ces différents spectres o n t  été construits en util isant les paramètres portés 

au tableau suivant. L a  validité de ces paramètres varie fortement suivant les molécùles (16). 



Etat v 2  

de ~ ~ 0 ' ~  

Les niveaux d'énergie ont été calculés à partir du hamiltonien réduit 

de Watson limité à l'ordre 2. Des études micro ondes ont montré que cette appro- 

ximation était insuffisante e t  que le  spectre de ces molécules ne pouvait' être inter- 

prété qu'en développant les termes d'ordre supérieur à . Toutefois, ces corrections 

portent sur des transitions de J élevé, c'est-à-dire d'intensité faible, donc pertucbant 

peu notre spectre. 



Nous utilisons les concentrations naturelles de ces molécules qui sont 

1 pour H2016 

0.37  IO-^ pour H201 

0.204 IO-' pour H$" 

0.15  IO-^ pour HD016 

L'état vibrationnel excité v, de H2016 correspond à une vibration fonda- 

meotala de 1402 cm"' . Le rapport des populations de ces niveaux particuliers, à celles 

des nir?aux de t'état fondamental de H20'\st donc à la température ambiante de 

0.423 ?CF3. 

Les moments dipolaires de ~ ~ 0 ' ~  , H2017 , ~ ~ 0 "  e t  H2016 v2 sont 

tous pris égaux à 1,88 debye. Les projections sur les axes a e t  b du moment dipolaire 

de HDO' valent respectivement 0.64 debye e t  1.72 debye. 

Les caractéristiques des dttterentes transitions utilisées sont données dans 

le tableau suivant,en appelant : 

016 une transition de H2016 

(-y7 +a , , ~ ~ 0 ~ '  

01 8 ,, H 2 ~ 1  

,r ,, 
V2 v2 de H2016 

Fa '' HDO' de type a 

Pb HDO' de type b 
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2 ) OZONE 
- - - - -. - - - 

De récents travaux de M. LICHTENSTEIN, J.J. GALLAGHER et 

S.A. CLOUGH (191, sur l'ozone nous ont permis d'obtenir les paramètres de cette 

molécule. Ces mêmes auteurs ont effectué des mesures de largeur de raie à la pression 

de 1 atmsspkere et à 293' K, de deux transitions mesurées à 118,3 GHz et à 110.8 GHz. 

Nous avons donc pu calculer ce spectre VI de 150 GHz à 300 GHz à 

une pression &gale au dixième de la pression atmosphérique et à la température de 

380" K. 

Nous avons porté en ordonnées le rapport du coefficient d'absorption à la 

masse volumique d'ozone, rapport exprimé en cm-' . Toutefois, nous n'avons pas utilisé 

dans le calcul les transitions de J supérieur à 40 ; celles-ci sont d'intensité assez faible 

mais non négligeable. Leur contribution est du même ordre que celle des substitutions 

isotopiques de la molécule. Le spectre de I'ozone doit donc être corrigé. La correction 

ne peut, à l'heure actuelle, être effectuée, car les paramètres correspondants ne sont pas 

déterminés. Un travail en cours est effectué par J.C. DEPANNEMAECKER (20) et devrait 

dans un prochain avenir nous permettre de calculer le spectre de I'ozone dans I'atmos- 

phère avec une meilleure précision. 

Les paramètres qui nous ont permis de calculer le spectre de 0i6 sont 

les suivants : 

59 185.174 MHz 

47 351 .O63 MHz 

- 0.967 996 MHz 

0.01 35 MHz 

- 0.056 MHz 

6.357 MHz 

0.002 MHz 

0.239 MHz 

H~ O MHz 

HJK 

HKJ 

H~ 

h~ 

h~~ 

K 

0.0001 MHz 

- 0.0005 MHz 

0.001 MHz 

O MHz 

O MHz 

0.0182 MHz 





3 ) ANHYDRIDE SULFUREUX 
------------------- 

Le modèle proposé permet également le calcul des bandes de vibration - 

rotation des molécules du type toupie asymétrique. Nous avons pris comme exemple 

la bande v, de S02 , bande mesurée à l'Université de Louvain (spectre VI1 1 à l'aide 

d'un spectrométre PERKIN - ELMER. 125. 

La molécule de S02 possède trois vibrations fondamentales 

Y, = 1151 '38 cm-' , v 2  = 517,69 cm-' , e t  v, = 13@,8 cm-' . L'observation 

des spectres de rotation pure relatifs 3 l'état fondamental et à de nombreux états excités 

a peîrnis de calculer des paramètres molécules précis concernant plusieurs de ces états 

vibrationnsls (21 ). 

En ce qui concerne cet exemple les paramètres utilisés, exprimés en MHz, 

sont les suivants : 

Etat  Fondamental Etat V c 

Les constantes de distorsion centrifuge du 2' ordre sont prises toutes nulles. 

Bien que la bande v, ait été mesurée de 1085 à 1225 cm-', nous n'avons 

calculé que le  centre de la bande de 1100 à 1190 cm-' en n'utilisant que les transitions 

caractérisées par des valeurs de J inférieures ou égales à 35. Cette limite nous a été imposée 



par la.capacité en mémoires de I'ordinateur. II faut donc à ce niveau remarquer que 

le spectre est  entâché d'une certaine erreur due au fait que les transitions de J 

supérieur à 35 ont été omises. La forme de raie utilisée est une forme de Lorentz 

et nous n'avons pas tenu compte de l a  fonction d'appareil. 

Deux exploitations correspontldnt respectivement à des demi largeurs 

de 0.2 e t  0,3 cm-' ( Spectre V l l l  e t  IX ) permettent -de comparer les modèles 

proposés au relevé expérimental. 

Etant donné les limitations dues à I'ordinateur cet exemple n'est donné 

qu'a titre indicatif. l i  est  toutefois possible de constater que le spectre est reproduit 

de façon valable. Une telle méthode permettrait entre autre de fixer de façon précise 

le centre de bande des spectres infra,rouge pour les molécules de ce type. II est  évident, 

que l'intérêt de cette méthode est fonction de la qualité du spectre expérimental et de 

la fidélité du modèle utilisé pour le calculer. 





S p e c t r e  V I 1  

cm-' * 
v -v 

1155 1160 1165 1170 1175 1180 1185 

Spectre  IX 



donc de repr6senter de façon automatique 

&!ecrr~>n-iei: .:.*: :iiL/I: hertzien ou infra-rouge 

réside dans le choix d'une forme 

qrrp+Q~*ri. .>* -- r- d $ s  -a::- 4 7 -3are des études micro-ondes e t  garde 

une certaine imgsrrbrnus? au ravean d.5 ,waitcauions pratiques de l'absorption atmosphé- 

i i c u ~ .  kie:ude numérique prspcsée est belle que différentes formes de raies peuvent 

naturellement se substitlaer a l a  forme de Lorentz utilisée dans les exemples traités. 

De plt~s, la qua1ité dg ce modgie est subordonné à la  validité des paramètres molé- 

culaires caractSrisant les molécules absorbantes dont les plus importantes sont du 

type toupie asymétrique légère . Dans ce cas, des paramètres corrects ne peuvent être 

obtenus qu'après une étude micro-onde assez difficile. 

Nous n'avons donné ici que quelques exemples des possibilités du modèle 

proposé qui peut aider à l'interprétation d'études pratiques de l'absorption des ondes 

millimjtrique e t  décimillimétrique par l'atmosphère. 

Nous avons enfin montré qu'il é ta i t  susceptible de s'adapter au dépouille- 

ment des spectres de vibration - rotation des toupies asymétriques légères. 
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B E c I c ' J : = T x 1 0 0 0 0 ;  

: : = ( T - J * 1 0 0 C 0 ) ? ~ 1 0 0 ;  
' r = T - ( J * I O O O O + X * 1 0 0 ) ;  
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T Z X T  ( " = R E O U E N C E \  ; 
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' 1 " :  ='.fF [ i i ' ]  ; 
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' I ~ ' J - ~ P = I ' ~ H E ! 4 " 3 ~ I ; I t 4 ' P E R Y U T ( J i G t f l t T , J P t G P , M P t T P ) i  
n P : = i ;  
' t t i D '  ; 





" ' \ ~ < = . ~ ' T r i Z ? ' \ l [  i t ! P L I  1 : = B * s Q p T i  ( J ? t Q ) * I  J P + Q + l  ) ) ; 
.5 ' ; 

~ ' ~ C 1 K ~ S E ~ a ~ G I ' l t 1 ~ ~ ~ ~ ~ = ~ ' T ~ E ~ ~ t a E G I N t ~ ! l t l l : = S Q ~ ~ ( 2 * J ~ * ( ~ ~ ~ ~ ) ) ;  
: = I r > - ,  ; 

- ,G  l ,  

-'>Y'? : = O + \  " , , J Y ! L K ' Q < = J O I J a l  * Q E G ] i \ i l  1 : = [ +  \ ; 
- : X I : ' . . :  ; 

. 1 t I " ~ : = S 2 P ' ( ( J P + G ) * ( j F P + Q + l ) j ;  
; =';+ i ; 

, ~ ' ( ~ < ~ " r l f  I i 1 \ / [  l +  1 ,  101 :=sQqT(  ! \ j F . - 3 ) x (  J P w O -  1 ) )  ; 
- \" ~j ' ; 
- i î )  ; 

. " U V  ; 
- - ,O ; 

y :  Y :  t5'fP' t ' upJ- ! l  1 "  $2" 1 ' q F r ; i h j *  *FFc i i  * < : ~ 1  I S T E p f  1 ? U t J T ! L t M p t D O t  
l ' L ? ; - . D :  :-:3g 
, I 1 T B '  1 *:! j - l ; - v k i t r ; *  f :  r t * , ! r * T 3 1 ~ t , , ~ ; :  3 T ? H E N ' L P [ T , K l : = L P [ T , K ! + H [  

1 I - l . t / ~ l l i .  I * F . L s F ~ ~ [ - , . ~ , : ~ - , . ~ : T . ~ ; ;  , r : -  J ~ * I ~ [ I # K I ;  
--, d , 

* ,">? ; 

:qy 1 - 2  ,= ,  1 <:-+:,- .A v I v l j s ; ~  9 ~ 4 ;  x sr'r,- L L O ~ Y ~ ~ ~ T ' A P Y Q ' T H E N ' F C ~ ~ P ] : = D P [ G P ~ T P ]  
i t ~ p - ] " - L 1 - * " $ : F P ? . = ~ P [ ~ P P J J ~ [ > F ; I T ~ j l  

. - ~ T 3 : ' J P ~ < - 5 ~ d ~ i 3 ~ t : : O P ] ~ F I  * T Y E t J t ' B E G ! P : f L I T , T P l  : = O ;  
' F ' A P = ? 1 T t i E Î 4 ' ; N : J ~ f ~ e ~ t J P , G F 1 t T P t F T )  ' E L 5 E ' I N ( J P t G P t T P t J t G t T t F T l ;  
' V K ' r , : = ! ' S T ~ P ' ~ v U N f ~ ~ t M ~ ' ~ C i ~ i ~ ~ G I Y f q I F ' A P = O ' T H ~ ~ ~ ~ ~ [ ~ n T ~ l : ~ ~ [ ~ , ~ ~ J + ~  
~ ~ P t ~ ~ ~ ~ P l * L ~ ~ T t K l ' ~ i S t ~ L ~ T ~ T P l ~ ~ L [ T ~ V P l c H ~ G P ~ K ~ T P l * L P ~ T ~ K l ~  
I ' .G ; 

~ I ~ T P ~ : = ~ . [ " , T P ] ~ L [ T ~ ~ P ] ;  
! F ' J = J P ~ T H ~ U ' S : = ( ( ? * J + I  ) / ( ~ * J * ( J + l ) ) ) u L [ T T P l E L S E S = l / * J + l ) ) )  
- i T , T P I ;  
' ( d t G , s 7 ) ;  

' ( J P t ? P , S T P ) ;  
I F ' L ~ = ? " H F Y s ' U E G I ~ ' 5 : = S * ( 5 T * E - X P ( - D [ G t T I * H ~ T ) - S T P * E X P ( - D P [ G P ~ T P ] * H K  
) )  : 
- \  3 1 t ~ ~ ~ r  T 1 S E S !  J 1 C 3 : = S * ( S T P * F X P ( - t ) [ S P t T P I * H K T ) - S T * E X o ( - D P [ G p T l * H K T ) )  



. _ .  > . .,- - . . ' : . : = z 1 0 ~ ' G = 3 )  ) ' o s *  ( r , p [ = 2 '  A I U ' I t ( G =  l ' O R 1 G = 4 ) ) f T H E N v G O T û ' F ;  
' 1 ' '  > = ]  " . i E N ' Y : = (  J + 2 ) / 2 1 E L S E t F A : = J / s ;  

" < i S c q t c E O I Y "  I F @  ( p l i , ! = /  * A h ! D 1  ( c = l  ' G Q q G = 4 ) )  ' Q R t  ( ~ 4 p 1 = 2 ' ~ N ! ' ) ~  ( G z Z l Q R  - 3 -  

I = =  > 1 1 I -.I . -~J ,- " S O T O ' F ;  
' : F I  ; = Z f ' - i E ? J " 6 : = (  J - 1  ) / 2 * E L S E : ' f 4 : = ( J + I  1 1 2 ;  
* c'<t-> l . - 1 

' ! F ' ' ? # 3 ' ' * E N f  t û E S I h * Y I  [ c l  : = h l ;  

i I d ~ , r U ( J , ' ? t G t Z I , t 1 3 ) ;  
! E ~ I I J  7 ; 
z :  15 ! 9 4 ;  
t C C <  I J P : = J + ! , , j , J - I  ' S ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ ' I ~ ' ~ F ' J P > = ~ ' T H E N ~ ~ B E G I N " F O R ~ ~  : = l l S T E P ' l '  

J ' ,T  : - 4 4 Y ? '  ?4F ; 1 3 - - - 
: v J + b @ ~ ~ ! t : L '  I F q S * ( , j % X 2 ) = J P 1 T Y E N ' 1 B E Y I N t  l I F '  
4 "!>- = 1 9 b,'jri v (' ; p - ~  9 j;r;? Y ,;ii-f 1 ; ù / , 5  : E T F - l *  -, 5 a i , L  hi y 9 ,Lf .  - 1  0 3 2 ' c D = 4 )  ) ' T H E N l f G 3 T O '  
-- 2 ; 
l j F  ' ' 7 .;El4 I = (JP . f>Z  ; I L  cb-)çI P/jO E - ! r î l  '3 ; 
1 ;  s * r i>-  - -  - L $ f 3 t G  i , :  9 (Ta ( i i 5 C  j ; i d ?  ! > * -  - 3 V G P z 4 )  ) ' O R @  ( N P F = 2 ( & N D '  ( c P = 2  
r ;;? 1 ; p z ?  t P i r ~ c "  jr v ,Os0  1 jZ p :  

I F '  ;3=7 ' - + E P J * * - + j >  t i: / jp, ,  ( ) / ; i f E b S E  Q : ,  .z i < t  , 1 ) / z ;  
9 L * !  2 1 . 
! F ' ip$+r > y s j k * .  * $ E I ~ ! ~ ~ V M F  [ c ?  j $ z p C *  

r j ' i L , ~ U ! \  ? > " ~ P Q G P , Z F  I 1 ) ;  
t k + ; ) * .  
F-2; ' -- t ic  ' ; 
1 c;,i; t . - 
2 1 - 1  J P = J "  E N ' ~ B E G I ~ " I T ' ~ V P E = I 1 T V E ~ 4 q ' B E G I N q C @ ( J ~ I e J P t 2 , F C ~ l M ) i  
C J ( d t 2 , . J = t  I ~ F C I I M )  i 

C 3 ( L , 3 , J 7 1 4 t F C t I M ) ;  
P n  l b J \ I 1 4 i J ~ ' 3 9 V C t I ~ 4 ) :  , '--,'1\ 1 . 

- i r  t 

' ; F " ~ ~ E = ? ' T Y E N " E E ~ I I \ . I ' C D ( J t I t J P ~ ~ e F C t I P ) i  
< 3 ( , * 2 e J 9 1 3 t F C ,  1 - f ) i  
L : j ~ 4 t T , . J f 7 r ? t F C l  I M ) ;  
zJ( J * h , J r , t  1 t F C 1 I t l ) i  
1 .- ' -- 4 2 '  ; 
. , r * -  
I ~ P E = I ' T H E N " B E G I N ' C D ( J I I ~ J P , ~ ~ F C ~ I M ) ;  

V ? ( b t 2 ? J ~ , 4 ? F C , I t ~ ) i  
C C ( U ? ~ , ' J ~ ,  1 ,FC, I M ) ;  
C . I ( J ~ 4 ? L J r ' l 2 t F ~ 8 ~ M ~ i  
1 - -  ) l .  
i 3 -  ' 

t ,!' ' ; 
'I~')?=J*I q O R ' J P ~ J ~ ~ ' T W E N " 5 E G I N ' 1 I F ' T Y P E ~ ~ 1 Y H E N " B E G I N ' C ~ ~ J e I ~ J P e  l t  
T C ,  4 ) ;  

: u ~ L P 2 P " ~ t 2 t F c !  1:11; 
C L :  ' t 3 + J T t 3 ~ F C f  1 3 ) ;  
CZ!, * 6 t J ; ' t 4 t F c ~  
' C " _  * ; 

~ c " Y ~ = : 2 q f H F ' J " B E C I N f C ~ ( J t I t J P t 3 ~ F C ~ I M ) i  
V ~ ( , r 2 t < J ~ ~ 4 1 F C , I i V o ;  
V U ( J , 3 t d P ,  I ' F r ,  1 ; l ) ;  
: 9 { J * b e d 7 t 2 t F C e  I M ) ;  
t t.,!' ' . 
9 i F l *  Y P E = ? ' T H E A l " ü E G I N ' C D ( J ~  I 1 ~ i P t 4 t F C e  111) i 
c 2 t L J * 2 1 J ~ f 3 # F c e  1 . 1 ) ;  
,- ,- w L l ~ u ~ 3 ~  J I ' ~  i e V ? *  1 . 1 )  ; 
, & ' ; - ' , & t : 7 , 2 t F C ,  I f l) ;  
1 5 .  - 1  ' 

fLh ; 
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*55' . '*8'  y .  ' ' ? J T E J ' > <  p i c  , ~ ~ T t ~ o P P f  :ii , f d T f  , N T 2  ; 

' F E L L 1 P 9 5 r F , < , ? ~ p 7 C , C  1 p p s s s ;  

!4T l : =DATL,  i 
h T 2 :  = D A T A ;  
I K : = D A T A ;  
' I F ' N T I > N T ~ ' T W E N ' N T : = N T I * E L S E ' N T : = N T ~ ;  
' ~ E C I I ~ " A R R A Y ' ~ M ~ F C [ I ~ N T ] ~ L X [ ~ ~ ~ ~ I ~ I K J ~  
* P R O C E D U R E ' P L O T C U R V E ~  
'CODE' ; 
' P R C C E D 5 R E f N E W C U R V E ;  
l C O D E  ' ; 
' P R O C E D U R E I D E R O U t i  
'Cao€' ; 
' P R O V E D U R E ' D R T X B ;  
* C 0 D E '  ; 
' P R O C E D U R E  'FLAGS î 

'CCIDE' ; 
' P R O C E D U R E  V P L P E R  ; 
' C 9 D t  ; 

P9LiCLDUG?E ::'F' .?T * - '  

'CODE' ; 
FI : = D A T A ;  
F S : = D A T A ;  
DF:  = D A T A ;  
DU = D A T A  i 
P A S : = ( F S - F I ) / I K ;  
D E R O U L ;  
C G M P : = i ;  
R E C G ~ 1 r D R T A B ( Z t F C )  i 
D R T b R ( 2 t I M ) i  
FLAG'St"2); 
' I F ' C O P P = I ' T H % N ? N T : = N T I ~ E L S E * N T ~ T N T ~ ~  
~ F O k ~ : = ~ t S T E P ~ I ' U ~ p ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ O ~ q F O R ~ ~ : = I t S T & P ~ ~ ' U N T I L ~ t ~ T ' D O ~ ' B E G ~ N " ~ F  
~ F C ! Y I < F C [ I I ' T H E N ~ B E G I N ~ S : = F C ~ I I ;  
FC[Il:=FC[KI; 
F C [ Y  1 : = S i  
S : = I M I I l ;  
I M [ l l r = I M I K l ;  
I M [ K l  $ = S i  
' E h [ ? ' ;  
' E N D '  8 
~ F O H t I : = ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ @ ~ ~ ~ E G I ~ ~ ' F X ~ = F I + I * P ~ S ;  
L X l l r I ] : = F X ;  
' C O ~ ' K ~ = [ ' S I E P ' ~ O t U ~ T I L ' N T ~ D 9 ~ ~ B E G I N ~ ' I F ' A B S ~ F C ~ K l ~ F X ~ ~ D F ' T H E N ' q E E G ~  
N"IF'K#I*THEN'K:=K-IO; 
~ ~ ~ F ~ K : = K + ~ * W H I L E ~ ( A B S ~ F C [ K ~ - F X ) ~ D F ~ O R ~ F ~ ~ F C [ K ~ ~ ~ A N D ~ K ~ = N T ~ D ~ ~ L ~ ~ ~ ~ ~  
l : = L X ~ 2 ~ 1 l + I M I K I + D U * F X ~ F X / ( F C [ K l * ~ D U * ~ ~ + ( F C [ K ~ - F X ) * ( F C ~ K ~ - F X ~ ) ) i  
'IFqS<IX12rII'THEN'C:=LX[2rII; 
' G D T O t F ;  
' E N D 1 ;  
' c:;u ' ; 
$ :  'END'; 
' I F t C O M P = 1 ' T H E N u B E ~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ p : = 2 ;  
'GOTO'RECOM; 

ENI) ; 


