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INTRODUCTION

Les récentes étuues concernant les spectres micro-ondes des molécules
du type toupie asymetrigue légere, c'est-a-dire caractérisées par de faibles moments
d’inertie, ont montré qu’il était péssible a partir d’'un hamiltonien et d’un nombre
raisoqnable de mesures de caractériser la molécule a 'I_'aide de paramétres moléculaires,

et de prédire de fagon précise le spectre de rotation sur une large gamme de fréquence.

Caractérisant une molécule par ses constantes et choisissant une forme
“de raie, nous nous proposons donc de construire un modele qui, de fagon automatique,
nous permettra d'expfimer l'absorption par ces molécules d’'un rayonnement électro-

magnétique, les seuls paramétres physiques étant la pression et la température.

Nous rappellerons tout d'abord, les bases théoriques nécessaires a la cons-
truction de ce modele: dans le cadre d’une application a I'absorption atmosphérique,
nous prendrons comme exemple, les spectres de rotation de !'eau et de I"ozone dans

les domaines millimétrique et décimillimétrique.

D'autre part, I'analyse des spectres de vibration - rotation de ces toupies
asymétriques légéres est également possible a l'aide de notre modéle ; ainsi tracerons -
nous, a titre d’exemple, celui d'une bande de vibration de la molécule d’anhydride

sulfureux.
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I — TRANSITIONS DE ROTATION ET DE VIBRATION - ROTATION

1 - Hamiltonier. de rotation
2 - Symétrie des niveaux
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II — ELEMENTS DE- MATRICE DU MOMENT DIPOLAIRE
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Il1 — ABSORPTION

1 - Forme de raie

2 - Etude de la fonction de partition



I — TRANSITIONS DE ROTATION ET DE VIBRATION - ROTATION

Une molécule est un ensemble d’atomes, noyaux et électrons reliés entre eux par
des forces. A l'intérieur de la molécule, les noyaux et les électrons sont en mouvement. Le mou-
vement des électrons est beaucoup plus rapide sur celui des noyaux, du fait de leur grande diffé-
rence de masse ; en vertu de I'approximation de BORN - OPPENHEIMER , nous séparons
totalement ces deux mouvements. En particulier, pour les molécules possédant un moment dipo-
laire permanent, nous pouvons considérer qu’en moyenne, les atomes se sont échangés un certain
nombre d’électrons, dits électrons de valence et se meuvent dans un champ coulombien. Nous
sommas intéressés par le mouvement de ces atomes dans la molécule et pour celui de fa molé-

cule considérée comme un tout autour de son centre de gravité.

1 ) HAMILTONIEN DE ROTATION

L'énergie de vibration - rotation E des molécules est quantifiée et les niveaux
d'énergie permis sont déterminés par l'équation aux valeurs propres (H — E) ¥ = 0 ou

H est le hamiltonien de vibration - rotation et ¥ la fonction propre correspondante.

1 -1 ) Approximation du rotateur rigide

Les hypothéses de la molécule rigide et de i'oscillateur harmonique isotrope per-
mettent de négliger le terme d’interaction vibration rotation.
Le hamiltonien du rotateur s’écrit alors

1P
Hp = 2 |

P

N

2
X
IX

P2
+ Y o+
[Y

—_—

z

X, y, z désignent les axes principaux d’inertie et forment ainsi un repére mobile (en rotation)
du systéme ; Px . Py ) Pz représentent les projections du moment cinétique de rotation et
sont liées par :

2 2 2 - p2
PL + P + P, =P

[P,.P, ]=—ihP, ; [P, P

x Py y Py 1= ~ihP [P, P = —iliP

Z' X



Si X ,Y ,Z estun repére fixe, PX s PY , PZ satisfont & des regles de commu-

tation du méme type avec un changement de signe de i .

On rapporte V'espace des états & une base de vecteurs propres communs aux Opéra-

teurs P2, P, . Py telle que :

I

P2 |J, K, M> J(J+1) B |J K M>

Pz 14 K, M> M hilJKM>

P, iJ, K,M>

. K h JKM>

J, K, M sont trois nombres quantiques entiers tels que — J < 5‘ < + , les autres
composantes du moment cinétique ont alors des matrices représentatives telles que conventionnel-

lement (2) Py , PY soient réelles et P, Py imaginaires.

Dans le cas général, c’est-a-dire dans ie cas d'une toupie asymétrique, ie hamiltonien
commute avec P? et PZ mais non avec PZ . La détermination des états d’énergie possibles s’effec-

tue alors par le calcul des valeurs propres de la matrice énergie. L'opérateur s'écrit sous la forme

suivante :
1 1 1 2 1 1 1
Hp = — [ — + — } P + [ XL - 1 W
R
2 21y 21, 2 21, 2[y
[1 1 1 |
1, — 2Ty = 271,
— 2 2 X Z 2
avec w =P, + P _py
(1 - 1y
21, 21,

Dans la base considérée , Pet P, sont diagonaux.

<L KM [PiY K M> h? J(J+1)

h? Kk?

I

<J, KM lP2z|J,K,M>



Dans cette r me base, les seuls éléments non nuls de P’x et sz s'expriment par :

<LKM (PP 0 KE2, M> = —<J KM [P |JK:2,M>
2
= {TI(Je1)=K(KE1)] [J(J+e)=(KE1)(K£2)]}
Les éléments diagonaux cor tiennent un terme commun J (. 1) h? |, La diagonalisation de la

matrice Hp dans les sous espaces de J et M fixés, se raméne donc a celle de W .

Cette matrice peut s'écrire en fonction du seul paramétre de Ray :

avec

Ia , lb y Ic sont les moments d’inertie de ia molécule qui, par convention en spectroscopie
moléculaire, sont classés :

, <1, <1

a Cc

Les 3 | possibilités d’identifier Ia , lb , lC avec lx , ly R lz donnent 6
représentations telles que 3 rendent direct a , b , ¢ et 3 correspondent au sens inverse.

Ces possibilités sont résumées dans le tableau

G T T 1 LA I T LA T LA B
X b c c a a b
y c b a c b a
z a a b b (4 c

1/2



Suivant les identifications choisies, les éléments de la matrice énergie ont des

expressions différentes de forme générale (2)

<LKMIWILKM> = F [J(Js1) =K ] + GK2 =F () (J+1)=[F -G ]|K

<LK MIWI|LK+2M>=H f{J K+1) ou

/
FlL K =f(d=K)= L [J(Je1)mK(Ke1)] " [d(dst)=K(K=1)]"

N =

Les valeurs de F, G, H sont données par :

I 2 nr| n® iy i
F LPIEY lw-1 0 0 ka1 T+
2 2 2 2
G 1 1 K K 1 -1
H | =Lt | ke ) 1 1 |tk —tuw-n
2 2 2 2

Dans la représentation I' la matrice s'écrit alors :

Hp =+ (AsC) P2 + 1 (a-c) w
2

CY B

(ks 1) (P2, =P2 )

_ k-1 p2 K -3 2 _ 1
W= P U P g v P

<LK MIWILKM> = Z(k-1)[J(J1) =K ] +K?

1
2

<J,K,M|W|J,K+2‘M>=<J,K+2,MlW1J,K,M>=—1§(x+1)[f(J,K+1)]

La base de vecteurs propres qui diagonalise la matrice est désignée par la notation

[d, 7, M> telle de 7 = —J,J+ 1, .. 101, et , =14

172



Cette notation est plus souvent remplacée par la notation de Mulliken exprimée

en fonction des cas limites des toupies symétriques.

K=K, K=K,
f
J 1 K K J
‘ |
f J
| {
| 0 ll
|
1 2
o2 !
| 1 )
I
2 | .
1 1 |
! 2 |
! |
I o |

1
1 ! !
]
0 ///
|
| |
' 0 | O
o! 0 ‘ R
H
rotateur allongé rotateur aplati
lJ.T,M>EIJK.l K1'M> avec T o= K, - K

Ce vecteur est caractérisé par la parité de K_ et K



A.2 ) SYMETRIE DE LA MATRICE ENERGIE

L'étude des propriétés de symétrie des états d’énergie ou états de rotation,
simplifie le probléme. Les rotations définies dans le systéme de référence lié & la molécule,
ne modifiant pas I'état du mouvement car H et R commutent, forment avec |'opération

identité le groupe 02 dont la table de caractéres s'écrit

E R, R, R
Al 1 1 1
By | 1 1 - -1
B, | 1 —1 1 -1
B, |1 -1 =1 1

Ces opérateurs unitataires ont des valeurs propres de module unité et sont
liés par la relation Ra Rb = Rc . La compatibilité de ces opérations de symétrie avec
les équations du mouvement permet d’écrire que si | a> et | s> appartiennent 3

deux représentations irréductibles différentes

<3|HR'S> = 0

la matrice se transforme donc par permutation et groupement des vecteurs symétriques et
antisymeétriques. Les vecteurs de base de la toupie symétrique n’appartiennent pas a ce groupe
de symétrie mais Wang a montré qu’il existait une combinaison linéaire d’'entre eux appar-

tenant 3 ce groupe (3). En représentation 1"
Rpld KoM> = (- 1)K wkm>

c’est-a-dire dans la limite de la toupie symétrique

K
M> = (-1 LK M >



Par contre, ce vecteur n‘est plus vecteur propre pour l'gpération Rc . Mais

la combinaison

ald K, M>+ B (J-K,  M>

-y

fournit deux vecteurs propres de Rc tels que :

M> [ J,-K.  M>]| = :(—1)JL2{|J,K1,M>¢|J,-K_ M >

1 1’

Le passage de l'ancienne base & la nouvelle se fait ainsi par l'intermédiaire

d’une matrice unitaire ou matrice de Wang

et W se met sous la forme :

ou W + correspond aux vecteurs symétriques si J est pair, antisymétriques si J est impair

et W T aux vecteurs antisymétriques si J est pair, symétriques si J est impair.

Enfin, tenant compte de la symétrie Ra . directement liée a la parité de

K_1 par permutation de 'ordre des vecteurs, nous obtenons -

(W ) = (E- 1+ (0~ 1+(ET1+(0T).



Pour Ra et Rc . les vecteurs de ces sous matrices ont méme type de symétrie ;

ils appartiennent donc a une méme représentation irréductible dont les caractéres sont :

Ra RC
E~ +1 — (=1
0~ -1 — (-1
et +1 (-1
ot 1 (-1

Conformément & la notation introduite par Mulliken, les symboles e et o

permettent alors de caractériser les états

I J pair J impair
E+ ee eo
E™ e o ee
O+ oe oo
0~ oo oe

Puisque HR est d'ordre 2 J + 1, 'ordre des sous matrices est :

J pair J impair

gt Tide2) Tigey
2 2

E~ 1y dig=-1)
2 2

ot 1y diget)
2 2

0~ 1y Lo
2 2




Plus généralement, la classification des sous matrices par parité de J, K-1

et K, peut se résumer de la fagon suivante (2)

I g mr
J pair J impair J pair J impair J pair J impair
K, KX, K, K, |k, X [|K, K | K K Ko K
E + e e e o e e o e} e e o e
E ™ e (o] e e o o e e o e e e
0 + o e o 0 e o o e 0 ) e o
0~ o o) ) e o e e ~; e o o o
1 ¥ m?
J pair J impair J pair J impair J pair J impair
-1 Kl K'l Kl K‘l Kl K'l Kl K‘l Kl K'l Kl
E + e e e o} e e o 0 e e o e
E™ e o e e 0 o) e e o e e e
0 + (] o o e o] e e o e o o o
0~ o e o (o} e o} o e o o e o

la parité de K_1 et Kl suffisant pour caractériser les représentations :

A=c¢ce



et l'écriture des sous matrices devient :

FLJ (d+1] 222 Hi(J, 1) 0 e
212 Hf(J, 1) FI(Je1) = (F-G)I2? Hf(J,3)  eeeenn-
ET=
0 Hf(Jd 3) FJ{J+1) = (F—-G) 4% --..
0 0 Hf(J,6) @ ceeenn--
e - - - - .
E = se déduit de E + par suppression de la 1© ligne et la 1° colonne
FJ(J+1)+(G~-F)
Hf(J,2) 0 0 ---
tHf(J,0)
0t = Hf(J,2) FUY(J+e1) —(F=G) 3 HFfU, 4 0o ...
0 Hf(Jd 4) FJUs1)—(F-G)&* O0--.
0 Hf(Jd, 6)

Les états énergétiques seront les valeurs propres de la matrice ainsi simplifiée
auquel s'ajoute le terme fonction de J. La notation de Mulliken permet de remarquer qu'ils

croissent uniquement avec K_ .

1 - 3) Molécule en mouvement

Nous avons jusqu’a présent considéré que la molécule formait un ensemble rigide
ce qui n'est qu’une approximation. Dans son mouvement la molécuie se déforme, il est donc
nécessaire d’introduire dans la détermination des niveaux d’énergie des termes correctifs dits de

distorsion centrifuge. Différentes méthodes expriment cette correction.

C’est tout d'abord KIVELSON et WILSON (4) qui ont proposé une théorie
faisant apparaitre la distorsion centrifuge comme une perturbation, au 19 ordre du rotateur

rigide

-12.




dont le nombre de paramétres 7' se réduit a 6

’ I ’
T XXXX '

’

7-zzzz ! Tyyyy ! Tyyzz ' Txxyy © T zzxx

Dans le cas de la molécule plane, I'introduction des relations de planéité de DOWLING

permet d’écrire deux équations :

' - c? , B2 , c? B?
Txxyy = T xxxx 5 g2 +or YYYY s Tazzz 5 Ad
. — A’ . c? . A% c?

Tyyzz = 7 YUY 5 2 * T 2 a2 T Txoxx T, g

ce qui réduit a 4 les paramétres indépendants.

Toutefois, DREIZLER , DENDL et RUDOLPH (6} ont montré que le
modéle proposé n’était valable que dans le cas des molécules planes ; ce qui a conduit
Watson & développer une théorie plus générale (7) de distorsion centrifuge. Nous n’en

rappelons ici que les grandes lignes :

_ s r or r" r off pr’
H = z, hy o p# ( Py PY P, + P, Py Py )
H hamiltonien standard

ol les coefficients h dépendent des paramétres géométriques de la molécule. Ces coeffi-

rrer”
cients sont également réels ; non nuls si :

r +r + " = 2n = 2 avec r,r, " =2 0

Une transformation unitaire appliquée au hamiltonien standard simplifie le

calcul des valeurs propres en les laissant inchangées. Il prend la forme réduite

.13 -
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c'est-3-dire en se limitant aux termes en PS

1 2 2
H —§(X+Y)P + (Z - 2
_ 2 42
H4 - —AJ(P o= AJK p? P§ - AK P;

+ (Pf(—P;) [ -8 P2 — 8 P2

+ (=8, PP — 8 P2) (PL—P%)

3 2
= 2 2 2 2 4 6
Hg = Hy (PP )+ Hy  (PP) PL + Hg,y, PP P+ He Py
2 2 22 2
+ Py —PL) (hy (PH) 4+ hyy P P2+ hg P} )
22 4
+ (4 hy(PP) 4 hy P2OPL 4 by P O(PL-PL)

Cet hamiltonien réduit posséde les trois propriétés suivantes :

—~ il est totalement symétrique par rapport aux opérations de symétrie du groupe Dj .
— il ne contient que ( 2 m + 1} termes de degré total 2 m

~ ses éléments de matrice dans la base de la toupie symétrique sont du type AK =0, 2.

G. STEENBECKELIERS a développé ce hamiltonien réduit de WATSON.

Dans la représentation [7 il s'exprime ainsi (8) (9) .

H = A+C p2 _ 5 ps 6 L A-C -1 .
red +H, PO +A-C (k-1 p2 13-k p2 _ 2 p2
2 J J 2 , 5 P2 = &) PP P —b¢

4 p2 -
+ Hyg P* P2 4 Hy P2 PE 4 Hy PS +“‘%_2C ‘*2"<P;.P§)
_ 2 2 2
28y PRAPL-PU) =8 Z () +2hy PP (P} - PE)+hy PP Z (2) +hy Z (a)

aveCZ(i):(Pi_pi)piZ+ Piz (P;P:’)



-15.

et peut se mettre sous 'a forme :

H = s & + H

red

ol & désigne la matrice unité d'ordre 2 J+ 1 ; la constante s est choisie telle qu’a
'ordre 0, la matrice scalaire s & soit la méme que celle introduite par King, Hainer et
Cross. H est une matrice dont les éléments non nuls correspondent 3 AK = 0, + 2.

Ainsi en se limitant a 'approximation & l'ordre 2,
s=—'*;29 JUe) = AP UL+ Hy B3

et les éléments non nuls de H sont :

A-C
H =
K,K 2

[ K? + iT‘ (J e K] = K[ Ay J U+ 1) + A K2 )

+ KP[Hy & (Ue 1) +He J Ue1) K2+ H K

Hg Koo =—F0Jd Kel) é_z'_(_? ";‘ Hf UKD [ 2080 Wel) + 8y K2 )

— f U KeD [ 20 2 Ue 1 +hy S U1 K2+ 0y KH

U fUK = L TU-1) K (K- T = TK-TTK Jet H =H
ou f{ 2 ARK! ) ( BERA ) le K,K+2 K+2, K

L'invariance de ce hamiltonien par rapport aux opérations de symétrie permet comme
pour le rotateur rigide de factoriser la matrice caractéristique en 4 sous matrices qui dépendent

ainsi de 15 constantes: 3 liées & l'ordre O , 65 & l'ordre 1 , 7 & 'ordre 2 .

Les constantes de distorsion centrifuge introduites au 19 ordre c'est-a-dire en

Pa sont directement liées aux 7' définis par KIVELSON et WILSON :

Ay = 8 (T xxx + Tyyyy )
— 1 ’ ’ ’ _ '
Ax Y (Txxxx+Tyyyy+Tzzzz T1)
_ 3 . , IR
Ay = ) CTxxx T Tyyyy ) 7
5 = 1 (r - )
i 75 L Tyyyy T Txxxx
_ 1-=-v _ _ v _1 L
bk = = Txox T g Tyywy "5 "1 T3 72



avec
A-C
14 =
B~-C
et
7'1 = T'yyzz * Txzz ' xyy
P 2 r '
T2 T 7%y Txxyy * Tyyva

Dans V'étude quantomécanique des systémes, le principe d’indiscernabilité joue
un rbie essentiel ; les états du systéme se déduisant I'un de I‘autre par permutation de parti-
cules identiques doivent étre équivalents au point de vue physique, Dans le cas des molécules

du type toupie asymétrique, le vecteur d’état doit rester inchangé, ou doit changer de signe,

c’est-a-dire qu’il est symétriqgue ou antisymétrigue.

L'état stationnaire de la molécule est défini par son état électroriique, son état

vibrationel, son état de rotation et enfin son état de spin nucléaire. Le vecteur d'état résul-

tant, séparant ces différents mouvements, est le produit tensoriel de chacun des vecteurs d’état.

18> @1 v> @1 LK, K >@|I>.

La symétrie de I'état rotationel ayant été définie, considérant la molécule dans

son état électronique fondamental, nous étudierons successivement la fonction vibrationelle

et de spin.

2 - 1) Etude de la symétrie de l’état vibrationel

Les toupies asymétriques ne possédent aucun axe d'ordre supérieur au second.

Donc, pour les molécules de ce type toutes les fréquences de vibration sont simples car leur.

groupe de symétrie ne posséde que des représentations irréductibles & une dimension.

- 16 -



Le caractére de la représentation irréductible est * 1 ce qui correspond

respectivement a des vecteurs d’état symétrique ou antisymétrique.

Ainsi |'état de vibration sera-t-il symétrique ou antisymétrique, c’est-a-dire
de type A ou B. En particulier, notons que I'état fondamental de vibration est symé-

trique ..

2 - 2) Statistique de spin

Si la molécule a un couple de noyaux identiques de spin I , il leur corres-
pond dans cet espace de spin nucléaire des vecteurs d'états | 1, O(l> et | 2, o, >,
a, et «, sont alors les projections du moment de spin sur l'axe z. Chacun de ces

vecteurs peut prendre { 2 1 + 1) valeurs par rapport & l'autre et le vecteur d’état

total de spin prend ( 21 + 1)? valeurs ;

— pour { 21 + 1) valeurs, le vecteur total d’état sera symétrique ( Q =, )

— si o * a, le vecteur d’état n’est ni symétrique ni antisymétrigue. Une combinai-
son linéaire d’'entre eux permet toutefois d'obtenir ( 2 1 + 1) 2 1 vecteurs donnant
naissance a deux quantités égales de vecteurs symétriques et antisymétriques.

l1,al> (2,a2> + |1,oz2> |2,a1>

soit au total

{(I+1)(2]1+1) états symétriques

I (21 + 1) états antisymétriques

2 - 3) Symétrie du vecteur d’état total

Le vecteur d’état est égal au prodluit des différents vecteurs d'état ; en con-
sidérant le cas particulier de I'état électronique fondamental | v > @ | R>® | 1> doit,
suivant la statistigue de Bose et de Fermi étre symétrique pour des bosons ou une molécule
possédant un nombre pair de couples de fermions et antisymétrique pour une molécule
ayant un nombre impair de couples de fermions. Leur nombre, dans le cas particulier d'une

molécule de type C2V , n‘ayant qu’un couple de: fermions ou un couple de bosons, est

défini dans le tableau suivant :

-17 -



v > IR > Un couple de Bosons Un couple de Fermions
e e ,

+ 1 I+ 1) (20« 1) 21+ 1)
o o
e o

+1 I+ 1 T+ 1) (21+ 1)
o e
e e

-1 1 {21+ 1) (T 1) {21+ 1)
o o
e o

-1 T+ 1 (21+ 1) {21+ 1)
o e

En présence d'un champ de rayonnement suffisamment faible, dans |'approxima-

tion dipolaire électrique, le hamiltonien de 'a molécule s’écrit .

H = H, + Hom (t)

ou Ho est le hamiltonien indépendant du temps et Hem {t) celui de perturbation en présence

de champ électromagnétique qui peut étre traité par la méthode de perturbation dépendant du

temps.

Nous savons que ce hamiltonien est susceptible de provoquer des transitions d'un

état d'énergie stationnaire | k> & un autre |j > . La probabilité de transition par unité de

temps provoquée par le rayonnement de pulsation w est donnée par :

. _ 2
[ <itu @ k> =21 < Wik> 8 (w-wy)
dt t =0 17 y
EO._EO
=_—1_ "k o on et EC  sont les valeurs propres de Hp .



U {t) est 'opérateur d'évo ition de la molécule et
—
<jIWIlk> = E <jlalk>

%
E étant un vecteur indépendant du temps caractéristique de I'amplitude maximale du champ

él -ctrique

[ ans I'approximation ol I'interaction vibration-rotation peut étre considérée corame nulle,
H = Hg + Hy c'est-a-dire E = Ey + Er . le vecteur d’état se met sous la forme
| />® |R>®@ |I>

. > . . . .
Si u est le moment dipolaire électrique de la molécule et que x, y, z est

-
un repere mobile de vecteur unitaire )‘g alors que X, Y, Z est un repere fixe de vecteur

.19 -

_)
unitaire )\F dans l'sgpace, ce moment électrique par rapport a I'un des axes mobiles s'écrit :

0 u
e = lm )+ 3 (=K Q + e

o} G Ok
ou (u, )o est le moment dipolaire permanent et Q, la k® coordonnée normale.

Par rapport a un axe fixe la composante est :

-

- > -> > -
ou de fagon générale :

-

ou les f,‘ng sont appelés les cosinus directeur du repeére lié a la molécule par rapport au

repére lié au rayonnemant électromagnétique.

Les éléments de matrice du moment électrique ont ainsi la forme :

<V R jpug V™ R*> = <V'|® <R Jug IR> @V >



c'est-a-dire qu'au premier ordre

. . oy
<V] ® <R'] Z: ¢ Follugly + f (.5-%: g Q11 R>® | V>

Une transition de rotation pure s'effectue entre niveaux d'un méme état

vibrationel, elle est ainsi due au dipole permanent de la molécule.
On sait que cette probabilité de transition est proportionnelle & :

2 o). 2
2;(#9)0!<le,:913>1

Une transition de vibration rotation est due & la variation du moment dipolaire

entre les deux états de vibration entre lesquels s‘effectue la transition. Elle a comme probabi-

lité :

zl<v'1z~a_ﬁ§ok|v>|’|<a'| IR > P

o
g k 30 Fg
Ce terme sera non nul si d’une part {‘un des termes
9
l<viiz 258 g v>p
k 2 Q

est non nul, ce qui s'éerit : AV = % 1 dans |'approximation des petits mouvements

et pour un développement fimité au 1°© ordre des coordonnés normales, et si d'autre part :

<J',T'.M'|§FglJ'T’M>

est différent de zéro.

Cet élément de la matrice cosinus directeur peut s'écrire de fagon générale a

‘Y'aide du théoréme de Wigner Eckart



<J.,r ”'QFg” > <V MU ld M >

ot <J, M| Ug | J, M > sontcommuns & tous les éléments et sont non nuls, si

F =_2 Al = 0,

I+
-

AM = 0

F = XouY Al = 0,

+
—h

AM =

t+
——t

3 - 1) Regles de sélection de rotation pure

A ce niveau, les régles de sélection sont obtenues a partir des considéra-
tions de symétrie : puisque les états sont classés par rapport aux deux rotations de m,
indépendantes, d’une part Ra par rapport a l'axe a et d‘autre part Rc par rapport
a I'axe c , les composantes du moment électrique suivant les axes appartiennent aux
représentations Ba , Bb , Bc du groupe 02 . Le produit des caractéres des représen-
tations des états initial, final et de la composante du moment responsable de la transi-
tion doit étre + 1, c’est-a-dire que cet élément doit appartenir & la représentation

identique A ;

en notation de Mulliken
composante du Représentation

moment dipolaire initiale Finale R RF

a a
«— B, o e > 0 O
A = B, e e © o0 o0
b
B, « ! Ba o e © e o
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Quelle que soit la vibration considérée, les régles de sélection sont données par
AV= % 1 . Ces transitions sont dues 3 la variation du moment dipolaire entre les deux
0
états de vibration considérés c'est-adire 3 <V’ | T —f-g. Qk V>
La molécule est caractérisée par son groupe de symétrie, I"élément considéré

doit alors appartenir & la représentation identique.

Ainsi dans le cas particulier des toupies asymétriques du type C2v les

éléments du groupe sont C2 .o, et o', de table de caractére identique a 02 .

v

Une transition entre état de méme symétrie correspond donc & une variation
de moment dipolaire suivant I‘axe de la molécule alors que si I’état de vibration change de
symétrie ceci se traduit par une variation de moment dipolaire suivant un axe perpendicu-

laire a I'axe de la molécule.
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II — ELEMENTS DE MATRICE DU MOMENT DIPOLAIRE POUR UNE
TOUPIE ASYMETRIQUE

e T T Ty e e e e e e ———— s ——

Les éléments de matrice du moment dipolaire auxquels est directement propor-
tionnelle I'intensité d‘absorption du champ électromagnétique par la molécule, ne sont pas

réductibles & une forme simple 3 'opposé de ceux d'un rotateur symétrique. Ceci est di

au fait que PZ ne commute pas avec Hp .

L'étude la plus élaborée de ce sujet reste actuellement celle de SCHWENDEMANN
(10}; avec la méthode du calcul de I'énergie comme guide, nous utilisons les éléments de matrice

des cosinus directeurs d'une toupie symétrique pour la détermination de ceux d‘une asymétrique.

Par les symétries, nous avons donc mis le hamiitonien sous forme HR = H+ +H™
c’est-a-dire opérer un changement de base de I’espace des états dont la matrice de passage X
était la matrice de Wang. Ainsi donc, si ¢ Fg sont les cosinus directeurs {2) dans la base de

la toupie symétrique,ils s'écrivent aprés ce changement de base
W _ R B VS S
ﬁ Fg X ¢ Fg X car X' =X X

Les o Fg sont donnés par (2)

Valeur de J’
J+ 1 J J -1
(®pg) J, ¥ [4(J+ 12T 1121+ 3)] ! Jr [4J(J+ 1! [4W/a3F 7!
(@p,) LK IK 2/ K+ NJ-K+ 1) 2K i NI
4 e . — |
W ) KN K )
Y T JTEKA 11T 2K+ 2) ‘ UFKUEKT) | #F/UFKUFK-1)
=Fi(g FX)J,K‘,J’,Kﬂ |
| S T
(@zg)J,M‘,J',M 2/« M+ N{J-M:+ 1) ; M J\ NAEN
Gy ) IMMIM LT |
v +/[TEM+ NI EM= 2) 1‘ TIMITEM: 1) | T/ IMITFM-1)
=£i(® y ML ML
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La parité de K_l a permis de mettre la matrice du hamiltonien sous la forme

E + ,ET .0 + , 0 7 . Ensuite, les niveaux d‘énergie sont obtenus par diagonalisation

+

E
A=T o + T . Dans cette nouvelle base la matrice des cosinus directeurs s'écrit alors :

A LW

ou Ty et Tp sont les matrices de passage. Leur matrice est diagonale entre J et'M

et il est possible d'écrire :
s N , 2 A , o 2
FaM,|<J,bM|¢Fg|J,b,M SP=31<U gy I KL TN 1V R >

2
SI<ULM gy 3 M >
MM

Avec les conventions de signe de phase de KING-HAINER-CROSS (2)

2 2
31<J | > T O I<IL Mg 1y M>>It =
! ¢Zg ' MM’ Zg

Siy =4 c= 2J+1
45U+ 1)
J =J+1 c= _1 _
4 (J+ 1)
J o=J-1 c= _L
34

L'expression des éléments dipolaires est alors

cl<J,‘:w’z‘gu',h>\2

Expression simplifiée des éléments . ‘;_.vg

Le changement de base introduit par Wang s'écrit

- & 0 28
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o & désigne la matrice unité d’ordre J et ® la matrice déduite de celle<i par renversement

des colonnes. Introduisons A® et ASZ pour désigner ies matrices déduites de A par renverse-

ment des colonnes et des lignes

g =8° fAa=at A Q= A

Posant Xy.1 X) . Xj,1 les matrices de Wang d'ordre 2 J-1,2J+1,2J+3
@ j). . /pj.’ et ‘*)+Jl' les matrices des cosinus directeurs telles que .a?, = Al =0«
correspondant & 1'élément dans la base de la toupie symétrique

J = J + «

la matrice générale des transitions s'écrit

I ar 17
X .0 41 X
Jmi Y1 )1 J-1
1 (] +F
G » p
Xy J J J X
‘)J11 “3
XJ+1 + +1
JL JL

X310 vt Xpg X0 #er Xy 0
_ -1 1
=1 X ) X1 Xy v X, Xy ®y
-1 [}
0 Xy e Jot X XJ41 ¢ J+1
L

La transformation de la matrice des cosinus directeurs telle que A J = 0 s'écrit :

.

XJ + 1

_
X501
XJ+ 1

J




N —

-& o0, & A i c

(. [T

) N2 o B D,
T N T

! :0: & 0 ' C

] t
A+ Ak W2 [ -+t
vl =B 48] 720
— A%+ aC V2t !

1-1 ) Transitions de type a

A = -
c =¢ = 8
c’est-3-dire
X 9
1%

2 (1)
. 0
\\ A:
0 .~
2 (1)
J L
B = 0
Afe 4+ A =0 . A% 4 A = 0
_ .
1 ' 21
I 1 -
0 IOI /’
2
X = _____O__I_O_-_________
J 200
’,' v O 0
P b
L ' |

.26 -

0 -8 10 R
] ]
B 0 w2 0]
Bl __0_._. w2 0]
[}
A 2 :05 &
Ac + A%
o _N2[BctB]
A% 4 A
\\ 0
0 RN
2J
J

et la matrice se réduit a :

-

ce qui exprime que les transitions s'effectuent entre niveaux de symétrie différente mais de méme

parité de K_ .

Puisque la matrice énergie est factorisée suivant cette parité, les éléments vy
a

s'écrivent
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Pour les transitions de type Qa

0 0 ]
2¢ "7 70”77
T 1.4
2 ( r+ 2 )
0 ‘\\
L i
de forme générale (r+2q) <J ou J — 1 avec
r symétrie du niveau initial
Z gt
2 E~
1 ot
1 o~

si ET n‘appartient pas & la transition, on supprime la 1°7€ Jigne de T 1.1, on obtient ainsi T 14

1 - 2 ) Transitions de type c

Exprimons de méme les éléments de XJ 4 3 XJ en posant :

p (K Kel)= [(J=K){J+Kse1)}'"?
plK K-1)= [(J+K)(J=-Ks1)}'?
e —K —K+1)= o(K K=1)

soit :
2 (K, K+ 1)

il

p{ - K —K-1)
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Ils sont tels que : _ F -
0 ad, J-1) 0 (1,2
A = o (J-1d) ~ et A = 9 (2,17 o
\ <
~ ~
S wl21) YA R )
21,2 o o, -1 0
- - - —t
B = [#(0,1)..0..0] B = [0 .. 0 e ¢(0, 1]
1
#(1,0) |
c = 0 c = + 0
t
0 [}
, {1,0)
D = 0
C'est-3-dire
-8B + B° = o0
—c + ct = o
- At + At = o
dou : - -
0 A1J-1) o
g U-1,9 0 o
i
I 0 :
I . 0
0  p(2,1) »
| |
#(1,2) 0 .
(1,0)
O)( = et i S D
Xyey X --- 0-,- _,)(0,1),_o_:‘,,ioﬂ-.-_-_(_)_._- _________
T T T T T Tt T T “Tm,o»;' 0 #1.2)
l
. w21 0
i |
0 L0 ;
|
. )
. x
! [ N 5(J-1,J)
| !
b s, d-1) 0
L ' | .J

En d'autres termes pour une transition de ce type, le vecteur d‘état ne change pas

de symétrie par rapport 3 la rotation Rc' mais K__ change de parité.

1
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0= a
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0= 8+3:8
r
X ¢ f
of X 0=V + 5yV
0 = 3?5V + .Y ! 41409,p j13wsad 1nb a0
(e e —= b (- ) (- =) rli—= (1-d--)¢
(L= 0 — = L e ) () = (i) r ]t = (L+d-"-)#
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Ainsi pour les transitions de type Qc ou Qb

dans la base de Wang ést :

—

2J(ds1)
T 2.1 B[J(Je1) =22

0 -

[J(Js1) =62
BIJ(J+1)-—12]‘/2

0

la matrice des cosinus directeurs

de forme générale J (J+ 1) —q(qg+ 1) . qayant pour premiére valeur O et étant

croissant par pas de 1 jusque J — 1 . Nous omettons la premiére ligne dans T 2.1 si {'un

des états n'appartient pas 3 £ + pour obtenir T 2.2 .

2 |ETUDE DES TRANSITIONS R

Leur forme générale est:

+1

Xy ¢, Xpq
En précisant les dimensions de
Xy 2J+1
¢*J‘ 2)J+1, 2J+3
Xg ) X1 = .
A + a¥e V2 i-c +cti —ac + A%
Lifvai-w*e) T 20, v21et+s)
2 '-___-"—“__: - )
+ I

Etudions successivement les trois types de transitions R .



2 - 1) Transitions de type a

Les éléments de matrice non nuls des cosinus directeurs dans la base de ia toupie

symétrique pour les transitions de ce type sont :
UK K) = 2[(J+K+1)(J-K+1) ]2

Gl-K K= 2[(J-K+1)(J+K+1)]"?

$IK K) = ¢(-K, -K)
d’ou
- ]
g(1,1) o
0 ¢(2,2)
~
A= A
A 0
N
$(3,0) 0
B _
[ i
0 ¢(JJd) O
0 0 -
A= T~
0 $(11)
D = 2(J+1)
B=B =0 e C=¢C=0
e | ] a—
0 $(JJ) \ '
\\ | i
~ ! 0 0
N ] |
N ! )
{
$(0, 1) -l-
0 12 (1) 0
A Pt o
t |
' B 1,1)
I ! ~
ﬂo ' 0 | ~
| | N
i | ~ .
3 ’ 1 ¢(J,J) O
L ' -



C’est-3-dire que les transitions s’effectuent entre états de méme symétrie par

rapport & la rotation Ru, et de méme parité en K _,

et
ot
0~
£ -

R

et
ot
0-
0-

En d'autres termes une Ra s'écrit ¢

dont les termes ¢‘Z~a dans la base de Wang sont :

2[(Je1)2 =2 112 0
172
T 3.1 20 (4412 = (re22 )Y
0 AR
L S
de forme générale 20 (J+1)%2 — (r+29)* |''? tantque r+ 29<J 41
avec :
r = 0 pour E+
r = 2 pour E
r = 1 pour ot

2 - 2) Transitionsde type ¢

Les éléments de matrice non nuls des cosinus directeurs dans ia base de la

toupie. symétrique étant :

GlK Ke1) = — [{J+Ket) {JKe2) )2
PUKK-1) = + [(J-Ke1) (J-Ke2) ' 2
gl-K -Kel) ==$(K K-1)
pl-K-K-1) ==4(KK+1)
les formes de A’ et A sont alors :
p(-J,-4-1) 0 $l-J,-J+1)
0 ¢(-J-1,-0) 0 > o

Ac




0
42,1

A+ A = o

ct+ec =o
8+ B =0
c’'est-a-dire :
+1
Xy #, X o

b

Tenant compte de la parité de K, et K |

$(1,2)
0

e

e

$(J,d+1) 07 p(J,d-1)

$ldI-1) "0 @l 1)
: i -
| Gl4,J-1) 0 ¢(d,J+1)
| Ve
i ' V4
| l ,/
!
[ | g
.\/2_@1_)]_0 ety
V2 #0100 0
e e e m e e — — — ]
$01.2) 0 | ]
0 $(2,1)
- o ! 0

u
|
!
I
]

, la matrice dans le cas des -

transitiom E ts 0 — se présente sous la forme

et > 0~

T4,

0

B.vV2[(Je1)(Ja2) ]2

['J(J'l)]llz

0 0
B.l J+3) (J+4)|? 0

[(J-2)(J-3)]'Bf{+5)(J61)]"20




et celle ‘des transitions 0 — > E + s"écrit

V2 [J(Je1) ]2 B[ (Je2) (4+3) 2 0 0
0 [(J-2)(J-1) ' B[(Je8)(JeB)P? 0
T 51
0 Y [(J-3) (-4 .
0 0 0

de terme général commun
{J+12q) (J+121g+1) )

q a comme valeur de départ 0 et croit d'une unité pour chaque élément de la

diagonale et de la sous diagonale tantque g=J-1 ou J, et B= =1

La matrice T 4.2 calculée pour des transitiorsde type E — — 0 + s'obtient
par élimination de la 1ére ligne de T 4.1. Quant & celle calculée pour des transitionsde type
0T >E~ T52 elle se déduit par élimination de la 18" colonne de T 5.1 .

2 - 3/ Une étude semblable nous permettrait d’atteindre les transitions de

type b , comme dans le cas des Qb les termes sont imaginaires ; conformément 3 la conven-

tion adoptée, nous obtenons des matrices semblables mais imaginaires avec B == 4 1 .

3 ) TRANSITION DE TYPE P - Al= -1

Etant donné la symétrie, ses éléments se déduisent de ceux des transitions de type R.

Les propriétés et forme de ces différents tableaux sont résumés ci-apres :
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g ¥ B (wmbre de nombre de
lignesde T colonnesde_T

JE*| JE- T 172 4+ 2) 1/2

0% J0° T 12 12+ 1) V2 3+ 1)
LE* J0° T21 |+ 12 14+ 2) 172 3+ 1)
JE- J,o* T2 + 1 172 J 172 (J+ 1)
JE*, J 0" T21 -1 1/2 J+ 2) 172 (J+ 1)
LE| Jo° T2 |-1 172 4 172 4+ 1)
JE*| J+t1,E* T3 172 (4+2) | 172 (J+ 3)
Jo*| J+1,0° T 31 172 U+ 1) 172 4+ 2)
Jo°! J+1,0° T 31 12 (J+ 1) 5 /2 (J+2)
LE| J+1,E° T 31 124 L2z ue
JEY| J+1,0° T 42 -1 172 3+ 2) i 172 3+ 2)
JE | Jset, 0" T4 |[-1 172 J | 172 U+ 2)
Jo*| Js1,E? Ts -1 72U+ | 1/2 4+ 3)
30| Je1,E” T&2 |1 V2l 1 ue )
JE*| d+1,0° T 4) + 1 12 4+ 2) 1/2 4+ 2)
JE | Jet,0* T4 |+ 1 1/2 3 172 3+ 2)
Lot Js1,E- T5 |1 V2 4+ 1) 124s1)
JO | J+1,E? TE b1 V2 4 12443

i

L

——
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Il — ABSORPTION

L'absorption quantifiée de la molécule s'effectue sur une certaine bande
de fréquence et est maximum 2 la fréquence de résonance. Cette bande d’absorption
est due a divers phénoménes physiqﬁes qui sont en particulier |'élargissement naturel,
I'effet Doppler et celui du aux chocs ; ce dernier est nettement prépondérant en haute
pression. Les phénoménes de saturation ainsi que ceux liés 3 la détection des raies

d'absorption sont négligés dans notre é&tude.

1 -1 )-.Largeur naturelle

Cette largeur est d’origine purement quantique. Soit la transition d‘un état
(k> & un autre état supérieur |i> . Si nous considérons la molécule isolée, & cause de
I'émission spontanée, la molécule ne peut demeurer dans I'état |i>> . D‘aprés la 48Me ro)a
tion d'incertitude de Heisenberg, le niveau posséde une certaine largeur ; on en déduit pour

la transition une certaine largeur naturelle Awpp négligeable pour les cas qui nous intéressent.

1 - 2 ) Contribution de l'effet Doppler

En théoric -.nétique des gaz, lorsqu’on suppose le gaz en équilibre, la
répartition des molécules dont la projection de la vitesse suijvant la direction du
rayonnement électromagnétique X, est comprise entre v, et v, + dv, ,se fait

sutvant la loi :

>N



Si une molécule posséde la vitesse v, et se déplace suivant une direction

v
paralléle au rayonnement, celui-ci posséde une fréquence apparente v = v ( 1 - X,
c

Il y a résonance lorsque cette fréquence est égale 3 Vo - L’absorption de chaque molé-

cule dépend donc de sa vitesse par rapport & la source de rayonnement. Pour un ensemble
: v

de méme vitesse Vy I'absorption se fait sur la fréquence »' = Vo {1+ -2) etest
P L c
proportionnelle au nombre de molécules de méme vitesse Ve
2 ’ 2 2
_mvx : _m(V-vo) c
2 kT 2 kT V02 ,
A e d Ve = A’ e d v
cette fonctionrr ‘Gaussienne est maximum en V' = v, et a mi- hauteur
' T KT Tog 2
V- vy -1 \/ kT Log 2
Vo m
ol m est la masse de la molécule = M ol N0 est le nombre d’Avogadro et
o

M la masse moléculaire...La largeur a .mi-hauteur est ainsi

2
28 = —° 2k N, Log2 T
c M

a basse pression, cet effet est prédominant.

1 - 3 ) Contribution des chocs

Nous nous bornerons dans ce travail & utiliser les résultats de la théorie
de VAN-VLECK et WEISSKOPF (11). Le coefficient d'absorption « qui caractérisg

une transition s'écrit :
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- E/ - EP/
aoy = BTNY . g, ST e KT _ sTP KT
3hec K ' Q
avec:
S(wy,,av)y =1 2 A’;% R e i
LN tv-vy) A v v+ ) Av
ou :

v, est la fréquence de résonance de la transition

o
Av  la demi largeur & mi bauteur
E I‘énergie du niveau initial | J K, . K., >

EP I'énergie du niveau d’'arrivée | JP, K-1P . K, P >

h " la constante de PLANCK
Tk la constante de BOLTZMANN

c la vitesse dt-a‘la lumiére

T température absolue

N le nombre de molécules absorbant le rayonnement électromagnétique

ST STP les poids statistiques de spin

Q la fonction de partition que nous expliciterons
u la projection du moment dipolaire responsabie de la transition
P L.

R [
24\23

Une approximation du modéle de VAN:VLECK et WEISSKOPF consiste a
Ay
(v+ vo)2 + Av?

c’est-a-dire le terme non résonnant; nous sommes ainsi

négliger

2
conduit a la forme de Lorentz __.;‘.K______ . Ceci n’est naturellement valable que
v - 110)2 + Av?

lorsque Av <KL Vo - Dans le cas de la molécule deau si I'étude se situe a des fréquences

inférieures 4 10 GHz et a des pressions supérieures 3 une atmosphére, le modéle de VAN-VLECK

et WEISSKOPF ne peut plus étre approché et la “figure d’absorption devient trés asymétrique.



Lorsque le modeie de Lorentz peut étre utilisé, le coefficient d’absorption
maximum varie comme ['inverse de la largeur de raie, il est donc inversement propor-
tionnel & la pression. La diminution du nombre de molécules absorbant, compense ce
premier effet. Globalement, le coefficient d‘absorption maximum reste donc constant.
Toutefois écrire que Avr est proportionnel a la pression correspond a une nouvelle

approximation.

La contribudion de l'effet Doppler est indépendant de la pression. A forte

pression la contribution des phénoménes de chocs est donc prépondérante.

Pour les molécules teiles que HZO , S O2 et 0} , AVD a une valeur
maximum 3 1 000 GHz de 1,5 MHz. La forme Lorentzienne est applicable pour toute

pression égale ou supérieure & T]_., d’atmosphére, puisque leslargeurs dues aux chocs
00

sont, pour ces mémes molécules, de quelques GHz & la pression d'une atmospheére.

Nous nous sommes systématiquement placés dans ce cas ol AVD est

trés inférieure a AVL

2 ) ETUDE DE LA FONCTION DE PARTITION

La loi de répartition de Maxwell — Boltzmann répartit les molécules entre les

différents états d’'énergie telles que la fonction de partition soit -

En
Q=36 e /K

Dans |’ approximation de Born-Oppenheimer, I'énergie et le poids statistique

s‘écrivent

+ EI’O'K

n tr vib

G = 9 O Yot

ce qui permet d'écrire Q sous la forme OR QV
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Lo te probiéme du rotateod cipide, sont associés aux angles
5o Downoneyis aonioguds By P et P
& o X
Eroenpeimant F , gl ¥, wn foncion de Pg s P\p et PX
vy P cos & P
?\ s X Zﬁé -+ @ LA 7} F‘X )
p, = PX
Em,{s éerit -
.3 2 2 (a2
E = [T X 4 cos” X p? 4 1 cos® x 4 sin® x P -cosf@ P ]2
ot 2 Ix oty L0 T e o o1y | [P x ]
Zsiny Py cos x p2
TR T B I 6 (P, —cos 6P ) +—X
2ly 2 Ix sin 0 @ X 21z
fn2 a2 sin cos
=1 s x4 ocot X jep, 4L -1y X X (P, —cos P)J
2 Ix Iy ly ix sin 0 smN X + cosm X 1
I Iy
{ ; in? cos? 2
R IO A Bt X X -1 sin? X 4 cos® X X1 (P, -cos§ P2
2 Iy Ix sin? 6 [ sin® x 4 cos® x ] sin2 8 21y 2 Ix ¢ X
Ix -1y
7
+ . Fx
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TEt prend la forme

~[Sinzx+°°52X] P4+ () 1 s':X°°SX2 (P, ~cosd P
rot 2 Ix 21y 0 ly Ix sinO[S'n X 4 Cos” X
Ix Iy
2
- P 2 P
o ,1~ (P“’ cos 6 X + -
2 5 X 4 cos’® X ) 4
ix ly

La fonction de partition ¢e rotation de ce rotateur rigide est alors

+ 00 $ x e L0 " (2 e Ero{ kT
Q = / -‘: e” d Py dPy d P df didx
- o0 . o0 - oo [o] Q h

o]

1/2 2 1/2 82I 1/2 8212
Q== [Szz‘x kT | [__._—”hzykT] (2L T

1/2

en introduisant les constantes A, B, C en A1

1/2
kTP

Q= [— ]
ABC h?

b} expression approchée dans le cas de la toupie asymétrique

En mécanique quantique, a fonction de partition est :

-E
(2J+1) e rof kT

o}
il

N ™8
™

VINEY et KASSEL {13) ont donné une expression de ce terme
dans le cas de la toupie symétrique allongée :

_ hC ) [_nLKLP T g RO hE ]
Qg = exp (-4—‘(——_[_)~[AC2 o ] 12 kT 12 kT A

Mais leur méthode ne peut étre appliquée au cas du rotateur asymeétrique.
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GORDON (15) utilisant cette expression a montré que la fonction de

partition relative & un tel rotateur pouvait étre approchée avec comme constantes de rotation A,

(BC)I/Z’ (BC)”2

1/2 3 1/2
Qp = exp (PIBCI?y [ 7 (KT )3, [ 1 h[BC ]2 h BC
R e 1+ 4 - BC .
4 kT ABC h 1 3 4k 34kt A T

n (kT)S 1/2 1/2 3 1/2
Qg = (——— ) +4 h[BC] [olkD” ¢ 4 L
ABC h 3 4 kT ABC h®

L'exemple de la molécule d’eau nous montre que dans le cas des toupies asymeé-

triques & faible moment d'inertie I'approximation classique est justifiée.

4 kT -
1 1/2
3A 4 kT -

Cet exemple correspond au cas extréme . L'erreur relative décroitra proportion-

nellement & [ BC ]'/? , I'approximation classique reste largement suffisante pour notre étude.

2 - 2) Etude de la fonction de partition de vibration

Si Vg ooen e v. sont les fréquences de vibration de la molécule, les
niveaux d’énergie correspondantssont donnés par

€:

= (v+-;—-)hvi

Dans le cas d‘une toupie asymétrique ces niveaux ne sont pas dégénérés, la

fonction de vibration s’écrit :

b 1 hy
V. _
—L (v,+ L) 308 -2 kT
kT T2 e :
ST e S —m
in N .

—
—

{
[+



Dans I'état de vibration considéré x nous avons donc un nombre de

molécules. proportionnel a : .

h v
kT

le second facteur est toujours voisin de 1.

Le développement de la fonction de partition permet d’écrire le coefficient

d’absorption, si I’'on néglige le terme non résonnant, sous la forme :

2 3 1/2 N E /kT - EP / kT
o = 8w N [ ABC h ] |“|2 o2 {ST e — STP e
3 he P {kT]3
»? Av
Yo (v-vy)* + Av?

C'est cette forme simplifiée qui a été utilisée dans |'exploitation numérique.
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Il — EXPLOITATION
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I - ETUDE NUMERIQUE

Les bases théorigues gue nous avons rappelées ou établies dans le début
de cette étude permettent de construire numériquement le modéle. Le but est d'automa-
tiser au maximum le calcul des spectres et de tracer dans une bande de fréquence donnée,
le spectre d'absorption d'une cu plusieurs molécules. La hression et la température étant
Drises coiming paraimiatres, cotiv anploitation numérique nécassite trois séquences distinctes

de calcul.

1) PRINCIPE

1 - 1) Caleud de fréquence

Une transition de rotation ou de vibration rotation s'effectue entre deux niveaux

caractérisés chacun par | J, K~1 ; KH >

Ces niveaux sont de type E¥ E° 0" @ qui sont repérés numériquement par
un indice G = 1, 2, 3 ou 4. Leur symétrie est déterminée par la séquence de calcul corres-

pondant au tableau suivant :

i J pair J impair G E

i |

: K«i K+J K-z K+1 ;

i |
|

EF e e e 0 1
E e o0 e e 2 \
i

o* c e o o 3 !
x

0 c o o e 4 E
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Nous construisons ensuite les matrices qui correspondent aux deux niveaux ;
dont les éléments non nuls sont donnés en A I 1) .Les différentes valeurs propres de
chacune de ces matrices correspondent 3 |'ensembie des niveaux qui pour un J donné ont

méme type de symétrie.

Les énergies sont des fonctions croissantes de K., - L'énergie du niveau

i J, K K, > est alors la somme d'une fonction de J et de la valeur propre T .

-1 ’
Si le niveau est de symétrie :

+ __K-1
E' — T= -~ +1

+1) 1y

La diagonalisation de la matrice est effectuée par la méthode de JACOBI (15) applicable aux
matrices hermitiques. En’ outre, cette méthode de calcul nous permet de connaitre la matrice
de changement de base. Ces deux matrices sont respectivement appelées H et HP pour les

deux niveaux initial et final .

1 - 2) Calcul des cosinus directeurs

La matrice énergie considérée est exprimée dans la base de Wang. Dans cette
méme base, la forme de la matrice des cosinus directeurs a été étudiée en A Il ) . Toute
transition peut étre ramenée a l'un des cas étudiés par une procédure de permutation des
différents paramétres caractérisant ses niveaux. Lorsque cette permutatfon a été effectuée,

nous posbns AP =1 sinon AP =0.

La mise en forme numérique des différents tébleéux T conduit tout d'abord
4 deux séquences principales de calcul. Dans chacune d'efle différents tests permettent d'affecter
un tableau unique qui est I'expression des cosinus directeurs exprimés dans la base de Wang.
L'ensemble de ces éléments correspondant naturellement 3 toutes les transitions.de méme type

que la transition considérée.
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Si nous repérons par J, ¥ K ,GetT, le niveau de départ et par

o P

JP, K P, K P GPetTP le niveau uarrivée, nous pouvons schématiser les séquences

de caicui & Valie gus nrganigrammes suivants o

¥ p . oul
Por o i | o
| -
non * o U T Paerpit | non & oui MBarmut
AL AT e 1 [aP =0 _G=2ou4}_.AP=1
,
Y & 1
L B
. oo s b - 4 oui
T 22 B =+1 pour G hood® 771 (112 m__fé_J= 1 T 14
: Fpour g b [ ) : : :
B =<1 Q,
|‘J #* JPl
non oui Permut
AP =0 J > Jp AP = 1
non oui
G = GP T 3.1
G - T 4.1

=1
G=2 > T42
GP =1 = T 51
GP =2 = T5.2
avec

B = 4 1pour Rb’Pb
B -1 RC,PC

Dans le programme de calcul, ce tableau T I.J est appelé V .
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Les cosinus directeurs dans la base qui diagonalise la matrice sont alors obtenus
puisque nous connaissons les matrices de changement de base des deux niveaux. En particulier

1 opz A ] R .- L oys s P
'élément D { T, TP ) correspondant A lz transition considérée sera exprimé par :

% HF;‘VK,[PJ{HZH{l,T;v’g_i,K]]siAon
‘}g H[K,TP][};HP[!,T}V{!,K]]siAPz1
male de ta transition = oeraportionnelle A
2+ oA LT Tt G = 4P
43 (J+ 1) F
(o oy

it o o P f; JP = J+ 1

L'absorption totale du ravonnement électromagnétique par la ou les molécules
est égale 2 la somme de toutes les absorptions des transitions. A la fréquence FX ['absorption

sera ainsi :

Fx? DU 1]
FC{I] (FX —FC[I])® +DU[IP

MM

ot IM [1] est un coefficient proportionnel & 'absorption maximum de la transition de
de fréquence FC [I]

DU [I] est la demi.largeur de la raie aux pression et température considérées.

L.orsque le domaine d'étude est étendu, les différentes contributions peuvent
étre limitées aux transitions les plus proches de la fréquence étudiée. Notre sommation
s'effectue donc autour de FX par boucle sur les d‘iifférentes transitions appartenant a la
bande FX — DF , FX + DF . DF est alors I'intervalle de fréquence dans lequel la
contribution des transitions 3 'absorption est non négligeable. Cette séquence de calcul

est mise sous forme de procédure : CURVES .



2 ) PROGRAMMES DE CALCUL

2 - 1) Listing 1 (voir Annexe)

Ce programins permet le calcul de Vabsorption d’un rayonnement électro-

magnétique par une ou wiosieurs molécules. Cette snede nécessite la connaissance des transi-

tions dont la fréquence de résonance appartient & i« bande de fréquence étudice.

Nous calculons successivernent pour chague molécule les fréquence et coeffi-
cient proportionne! & l'absorption maximum des différentes transitions. Ceci nous permet
de tracer I'absorption du systéme en foncticn de la fréquence dans des conditions expéri-
mentales de pression et de tempé:ature dunnées. La sommation s'opére aprés l'interclasse-

ment des fréquences de transition des diversss molécuies.

ENTREES DES DONNEES

UN =1 absorption exprimée en cm’}
ou
0 DB / KM
TKELVIN Température en degré Kelvin
PCGS Nombre de molécules gramme par cm?
NMT Nombre de molécules différentes absorbantes
NT [ 1 : NMT ] successivement le nombre de transitions de chaque molécuie

Puis pour chague molécule dans 'ordre établi par le tableau NT
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AP =0 paramétres exprimés sous la forme A,B,C
ous
_— 1 A+C A" C K
2 2
MU La projection du moment dipolaire sur I'axe a, b, ¢ si les transitions

sont de type a, b ouc.

CR Concentration relative
Sigma 0,5 1 ou 2 (voir Remarque.)
Spin = 0 pour les molécules du type O3, SO, , HDO
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Masse masse de la molécuie
bu ; largeur de raic oxirimée en MHz
A B C

A . . .
ou --f-(—: , /-\;-;C-:. , K constantes de rotation exprand

2 2
B, A e A L85, B constantes de distorsion contrifuge du 1° ordre exprimées en MHz
Ha o Hyk s Higy o Hg
stantes de distorsic ¢ du 20 ordre exprimées en MHz

hJ ¥ th hk’
les
JoK, LK, P K P, KLP raractérisant les différentes transitions
FI Fréquence initiaie du spectie diudié
FS Fréquence finale du spectre étudié
DF Intervaile de frécusnce dans lequel se limitera la sommation
Q Nombre de courbes nécessaires pour décrire le spectre
IK Nombre de points qui décrivent le spectre d’'une seule courbe.

2 -2} Listing 2 et 3 { voir Annexe )

Le programme 2 permet le calcul systématique des fréquence et coefficient

proportionnel & I'absorption maximum de toutes les transitions relatives & une bande de fré-

quence donnés. }i est ainsi possible d'imprimer et de stocker sur bande magnétique les infor-
e p 1

mations de toutes les transitions dues & un moment dipolaire Mg Mp OU .

Leur rappel pour tracer ia courbe correspond 3 une courte séquence de calcul

Listing 3. Le stockage sur bande magnétique permet Jexploitation des mémes informations

pour diverses conditions expérimentales.



ENTREES DES DONNEES DU LISTING 2

et

Spin = 0 pour les molécules SO, , 05 , HDO ...
ou
1 pour Hy0
TKELVIN température
FI Fréquence initiala de + amme 'étude
Fo Frégquence finale de Io s O suade
W ZERO Fréquence en om’’ du niveau 000 de I'état vibrationnel étudié
AP =0 Si les paraméires sont mis sous la forme A,B,C
Cu
1 Si lez pavardires sont mis sous la forme A;C s ’9‘—2—9 , K
Zi[1:15 ] Les of consteates de la raoldcule correspondant au niveau de
départ, exprimées en MHz.
ZF[1:15) Les 15 constantes correspondant au niveau final toujours
exprimées en MHz
JMAX Valeur du J maximum de calcul des transitions
1 Si les transitions sont de type a
type 2 Si les transitions sont de type b
3 " Si les transitions sont de type ¢
¢ Si tous les niveaux sont permis
Elim . 1 Si les niveaux ee oo sont seuls permis
2 Si les niveaux oe eo sont seuls permis
ENTREES DES DONNEES DU LISTING 3
NT 1 nombre de transitions calculées
NT 2 par le programme 2 et envoyées
sur bande magnétique
iK Nombre de points qui décriront le spectre
FI Fréquence initiale
FS Fréquence finale
DF Bande de fréquence a l'intérieur de faquelie se limitera la sommation

DU demi.largeur de raie.
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REMARQUE

La séquence de calcul relative au poids statistique ainsi que le paramétre sigma

introduits ont été étudiés dans les cas particuliers ou la molécule posséde au plus 1 couple

de noyaux identiques de spin 0 ou -% . Ledrs valeurs sont données dans le tableau suivant :

Spin Sigma
1 couple de Bosons S0 2
1 couple de fermions 1 0,5
aucune symewie <, 0 1

Sigma est un parameétre relatif a la fonction de partition.

Ces programmes ont été écrits en langage Algol M40. Les calculs et tracés
de courbes ont été effectués au centre de calcul numérique de ['Université de Lille [,

sur un calculateur HONEYWELL - BULL GAMMA M 40.



I — EXPLOITATION DU MODELE

Le modéle est tout d’abord appliqué a-la molécule d'eau dont diffé-
rentes éladss mioonune o micro-ondes (16) nous permettent de connaitre les para-

métres. Ace niveau, un seul probléme demeure, celui des largeurs de raie.

I -1} Lorgeur de raie
La jargeur de rale introduite par VANJYLECK et WEISSKOPF est définie

1
27T

4 partir du temps de relaxation Ar = . Pour le cas de I’absorption de |'eau

en milieu atmosphérigue, nous nous sommes appuyés sur les travaux de BENEDICT (17),

eux-mémes basés sur.la théorie I’ANDERSON (18).

La largeur de raie est ainsi une fonction de la pression P et o4~ a tempé-

rature T
- nij
avg = (av) (B (D)
o P0 T0
oa Avij ) est la demi largeur de la transition i~ a la pression P et & la tempé-

o}

rature T, . | Av-‘j ) et Fexposant njj sont spécifiques de la transition considérée.
: )

Dans le cas des mélanges de gaz, la largeur de raie est également fonction

de la composition :

Av.. = 2 e {Av.:) avec X e = 1 et
m m |jm

m

oli (Avij) correspond 3 la largeur de la transition de I’'eau en présence du gaz m, a.une
m

pression totale P. Ces différentes largeurs nous sont données‘par BENEDICT.
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1 - 2) Spectres de 10 a 1000 GHz

Les différents spectres d’absorption en fonction de la fréquence sont tracés
en échelle logarithmique et exprimés en DB / km & la température de 300°K, la masse
d’eau absorbante étant de 7,5 g/ m> a une pression de une atmosphére.

Pour le caicul de la largeur de raie nous prendrons comme conditions mété-

orologiques movennes 78 % de N2 , 21 % de 02 et ‘I % de H20.

Les spectres I et II sont relatifs & la molécule de Hy0'® | les pressions

totales respaciives étant de 1 stmosphere et 1%6 d'atmosphére. Dans chaque cas, nous

comparons le spectre trecé avec une largeur de raie fonction de la transition a celui oU
cette largeur est constante. Cette largeur constante est obtenue en prenant la moyenne

das largeurs de toutes les transitions du spectre représenté.

La variation d’absorption due a l'approximation de la largeur constante se
situe.a la fois dans le maximum d'absorption et dans les pieds de la raie. Elle est aussi

pius particuliérement apparente en haute fréquence.

Notons qué 'p‘our la construction de ces spectres, nous n'avons considéré que
la contribution des transitions les plus proches de la gamme d’étude. Nous avons ainsi tenu
compte des principales transitions de H,0'® jusque 1200 GHz.

Le spectre III correspond & I'étude de H,0'® a une pression totale de 1—:3

d'atmosphare. Nous n’étudierons pas le spectre a 1_0-1(36 d'atmosphére car a cette pression

ia largeur Doppler est comparable a la largeur due aux chocs.

On remargque qu'a faible pression, des raies peu intenses apparaissent, aussi
est-il nécessaire d’envisager la contribution des transitions relatives aux substitutions isoto-

piques les plus abondantes et celles relatives aux états vibrationnels les plus peuplés.
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Aucune étude de largeur de raie des moiécules de Hp0'7 , H2018 , HDO® |
ni de {'état vibrationnel v, n'a été faite. Aussi adopterons-nous comme largeur de raie

la moyenne calculée précédemment.

Le spectre |V montre que méme & la pression atmosphérique, quelques

absorptions des substitutions isotopiques et de {"état vibrationnel v, perturbent ie spectre.

Les spectves ¥, traces pour une pression de 1%0. d‘atmosphére, correspondent
a I'ensemble des spectres de H,0'¢ H,0'7 , Hy0'® , HDO'® et & celui de I'état vibra-
tionnel excité v, de HZO”’, La comparaison avec le spectre III met en évidence le fait que

la contribution de ces mioiécules est effective et que de nombreuses fenétres de H2016 sont

occupées par des transitions d'intensité non négligeable.

Ces différents spectres ont été construits en utilisant les paramétres portés

au tableau suivant. La validité de ces paramétres varie fortement suivant les molécules (16).

H,0'¢ Hy0!7 Hy0'®

A [ 8288398 83022888 |  825291.67

435363.9 435357.01 435373.38
c 278141 277482.84 276923.56
A, 37.718 37.978 37.596
Ay 172.679 177.562 172.055
Ag 969.686 965.258 943.244
5, 15.306 15.493 15.501
Sk 40.959 42.339 40.076
H, 0.017 0.017 0.015
Hyx 0.07 0.07 0.07
Hiy 0.395 0395 | 0.374
Hy 3.355 3.476 I 3.218
h) 0.008 0.008 t 0.008
hyk 0 0 0
hi 0.878 0878 | 0.790




Etat v,

HDO!¢
16
de H20

A 933700. 70 19 41.11
B 440238. 27 29 15.48
C 273846 19 20 58.62
AJ 37.718 10.865
AJK .172.655 34.124
AK 1696.437 377.321
6J 15.307 3.635
) K 56.663 63.026
Hj 0.017 0.001
HJK 0.07 0.071
HKJ 0.395 0.261
HK 3.355 1.431
hJ 0.008 0.
hJK 0. 0.027
hK 0.878 0.561

Les niveaux d’énergie ont été calculés a partir du hamiltonien réduit
de Watson limité a I'ordre 2. Des études micro ondes ont montré que cette appro-
ximation était insuffisante et que le spectre de ces molécules ne pouvait: étre inter-
prété qu’en développant les termes d’ordre supérieur a Pg . Toutefois,'ces corrections
portent sur des transitions de J élevé, c’est-a-dire d’intensité faible, donc perturbant

peu notre spectre.



Nous utilisons les concentrations naturelles de ces molécules qui sont

de :
1 pour H2016
037 10 pour H,0'7
0.204 107 pour, H,0'*
0.15 10 pour HDO'®
L’état vibrationnel excité v, de H2016 correspond & une vibration fonda-
mentale de 1402 cm™ . Le rapport des populations de ces niveaux particuliers, & celles

des nivagux de i'état fondamental de HZU”‘ ast donc & la température ambiante de

0.423 1073,

Les moments dipolaires de H,0'® , H,0'7 , H,0'® et Hy0'® », sont

2

tous pris égaux a 1,88 debye. Les projections sur les axes a et b du moment dipdlaire

de HDO'® valent respectivement 0.64 debye et 1.72 debye.

Les caractéristiques des drtterentes transitions utilisées sont données dans

le tableau suivant,en appelant :

0'% une transition de

017 [

1

»

1"

’

H,0!8

Hy0!7

H,0'8

v, de H,y0'®
HDO'® de type a

HDO'® de type b

.57 -
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SPECTRES DE 10 GHZ A 1 000 GHZ
DE H,0'¢
DE SES SUBSTITUTIONS ISOTOPIQUES H,0'", H,0'*, HDO'S

DE SON ETAT VIBRATIONNEL EXCITE v,

PRESSION 1/19 D’ATMOSPHERE
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2 ) OZONE

De récents travaux de M. LICHTENSTEIN, J.J. GALLAGHER et
S.A. CLOUGH (19}, sur I'ozone nous ont permis d'obtenir les paramétres de cette
molécute. Ces mémes auteurs ont effectué-des mesures de largeur de raie 3 la pression

de 1 atmosphére et 3 293% K, de deux transitions mesurées 2 118,3 GHz et 2 110,8 GHaz.

Nous avons donc pu calculer ce spectre VI de 150 GHz & 300 GHz a
une pression égale au dixieme de la pression atmosphérique et a la température de

300° K.

Nous avons porté en ordonnées le rapport du coefficient d'absorption a la
masse volumique d’ozone, rapport exprimé en cm™' . Toutefois, nous n’avons pas utilisé
dans le calcul fes transitions de J supérieur & 40 ; celles-ci sont d’intensité assez faible
mais non négligeable. Leur} contribution est du méme ordre que celle des substitutions
isotopiques de la molécule. Le spectre de; I'ozone doit donc étre corrigé. La correction
ne peut, a |"heure actuelle, étre effectuée, car les péramétres correspondants ne sont pas
déterminés. Un travail en cours est effectué par J.C. DEPANNEMAECKER (20) et devrait
dans un prochain avenir nous permettre de calculer le spectre de l'ozone dans !’atmos-

phére avec une meilleure précision.

Les parametres qui nous ont permis de calculer le spectre de 0316 sont

les suivants :
A*ZC 59 185.174 MHz H, 0 MHz
H 0.0001 MHz
ié_(T 47 351.063 MHz JK
Hey| - 00005 MHz
K | - 0.967 996 MHz HK 0.001 MHz
A, 0.0135 MHz n 0 MH2
Ak - 0.056 MHz - hJ-K 0 MHz
A 6.357 MHz he 0.0182 MHz
8 0.002 MHz
8k 0.239 MH:z
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3 ) ANHYDRIDE SULFUREUX

Le modele proposé permet également le calcul des bandes de vibration -
rotation des molécules du type toupie asymétrique. Nous avons pris comme exemple
la bande v, de SO, , bande mesurée a |'Université de Louvain (spectre VI } & l'aide

d’un spectrométre PERKIN - ELMER. 126.

La molécule de 802 posséde trois vibrations fondamentales
v, = 118138 em™ v, = 517,69 ecm™ , et v, = 13§8.8 cm™' . L'observation
des spectres de rotation pure relatifs & I’état fondamental et 4 de nombreux états excités
a permis de calculer des paramétres molécules précis é(-mcemant plusieurs de ces états

vibrationnels {21}.

En ce qui concerne cet exemple les paramétres utilisés, exprimés en MHz,

sont les suivants :

Etat Fondamental Etat V'
A " 60778.451 60810.977
B 10318.059 10268.258
c 8799.962 8757.357
A 0.0065 0.0064
Ak — 0.1164 — 0.1153
Ay 25771 2.6349
8 0.0017 0.0017
Sk 0.0252 0.0207

Les constantes de distorsion centrifuge du 2° ordre sont prises toutes nulles.

Bien que la bande »  ait été mesurée de 1085 & 1125 cm™!, nous n‘avons

calculé que le centre de la bande de 1100 2 1190 cm™ en n'utilisant que les transitions

caractérisées par des valeurs de J inférieures ou égales a 35. Cette limite nous a été imposée

.78 .



par la.capacité en mémoires de l'ordinateur. {l faut donc & ce niveau remarquer gue
le spectre est entaché d’'une certaine erreur due au fait que les transitions de J
supérieur a 35 ont été omises. La forme de raie utilisée est une forme de Lorentz

et nous n‘avons pas tenu compte de la fonction d'appareil.

Deux exploitations correspondant respectivement a des demi largeurs
de 0,2 et 0,3 ecm™ ( Spectre VIIl et IX ) permettent-de comparer les modéles

proposés au relevé expérimental.

Etant donné les limitations dues .3 I'ordinateur cet exemple n’est donné
qu’a titre indicatif. 1l est toutefois possible de constater que le spectre est reproduit
de facon valable. Une telle méthode permettrait entre autre de fixer de fagon précise
le centre de bande des spectres infra.rouge pour les molécules de ce type. Il est évident,
que intérét de cette méthbde est fonction de la qualité du spectre expérimental et de

la fidélité du modéle utilisé pour le calculer.

.79 .
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CONCLUSION

P parmet done de représenter de fagon automatique

nt Elecomer ¢ hertzien ou infra-rouge

DEYies Wic 5 ORI Type

An cotte ftude réside dans le choix d'une forme

prtnl dare e cadre des études micro-ondes et garde

Co probléme ot %

une certaine importance au gizde des apphcations pratiques de i‘absorption atmosphé-
ricue. L'étude numérigue proposée est telle que différentes formes de raies peuvent
naturellement se substituer 3 la forme de Lorentz utilisée dans les exemples traités.
De plus, la qualité de ce modéle est subordonné a la validité des paramétres molé-
culaires caractérisant les molécules abso_rbantes'dont les plus importantes sont du
type toupie asymétrique légére . Dans ce cas, des paramétres corrects ne peuvent étre

obtenus qu’aprés une étude micro-onde assez difficile.

Nous n’avons donné ici que quelques exempies des possibilités du modéle
proposé qui peut aider a l'interprétation d'études pratiques de V'absorption des ondes

mitlimétrique et décimillimétrique par "atmosphére.

Nous avons enfin montré qu'il était susceptible de s’adapter au dépouille-

ment des spectres de vibration - rotation des toupies asymétriques légéres.
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YOI G I T IHTESER Y i M, P Y HP s X o XP Y YP s GoaGPrAP 11K i NM, Ry QsEsLeToTPyD 1
PoeNs NP, QR UMNJMTT  NMT, [K

"REAL AL BsCHPISIW s WP CR,SICMA,FTP KT, TKELVINI'MULHCIF1FS,PAS,FX,PCG
Sy2F L, CEGH,MASSELSTHWSTR,;

YARKAY ' LI 1151,

"BOVUL'BJeBXyBY SPIN;

'PROCEDURE YJACOBIT

'COUE T

'PROCEDURE "ENDL N,

tCouE Y,

JUREPSCALE X

NIV B
FERUCLDWHTL " CRET o0l
YVALUE T

CINTEGER ',

VTARKAY YT

TBEGINYTINTEGER [

YFOR T := [ "STEP Y I "UNTIL'N DO "BEGINYEDIT("F 8. 10N, TLI])
SFACE(5);

tEND Y

PRINT (2

'EHD Y Y'PROCEDRETECR,;

PRPRUOCEDUREYCODAGE(J s Xe Y e T

PVALUE ' We X Y

PINTEGERY e X oY T

YHBEUGIN'T:=10000*xJ+[00*X+Y;

YENDY
"PRUOCEDURE'PERMUT(J s Xo Y s Mo Gr T+ JP e XPrYP2MP 1 GP, TP )
VINTEGER'JeXr Y e MsGor JP e XPyYPIMP LGP TH»TP;

PEEGINY "INTEGER'K

Ji=JpPy
JP =K
Ki=X;
Xiz=XP;
XP 1=K,
KizY,
YizYi;
YR 1=K
K=
s =MP;
MP =R
(1=G



38=6GP; -2
P =K
=T
1=TP;
Pi=K;

'END'PROCEDUREFRPERMUT;
'"FROCEDURE'CROISSANCE(L ,BrAIN)

"VALUELC 1

CINTEGER *it

"ARRAY'L,By A

'BEGIN''IMNTEGER'Us» 1 ,K, U

"REAL'MIMN Y,

TARKAY'D I eN, 1 sNT

'FORTLUs=1"'STEP'I "UNTIL'N'DO''RBEGIN'MIN:=@39;
FOR'I:=|"STEP'I'UNTIL'N'DO""BEGIN'"IF LIII<MIN'THEN''BEGIN'MIN:z=L (I
je=1;

CEMDY

TENU Y

JlUde=MIN;

AJdli=ean;

FOR'K =] 'STEPY I "UMNTIL'N'DO'DIK Ui =ATlK Y
CEHD Y

"FOR'I:=]"STEP'| "UNTIL'N'DO'*FOR'J:=|"STEP' | "UNTIL'N'DO'A[],J]:=D[1»
it

"END*'PROCEDURECROISSANCF;
PROCEDURECECODAGE (JrXeY T

"VALUE' T

CINTECER'J e Xa Y0 T

'BEGIN'JU:=T%10000;

= (T-Jx100C0)Y%100;
"1zT-(J*x]0000+¥*x |00 ;

FEMD Y

"PROCEDURE ' I MP;

BEGIN'SPACE(S)

DITI"F3.0NsJ)

LIT("F3.0N¢ X))

DIT("F3+0N0Y)

EHDLY

IN'=DATA;

KELVINI=DATA;

'WCGS:=DATA;

IMT:=DATA;

IPe=0;

Ki=(;

EEGIN' "ARRAY!'NTL I ¢eNMT Y
FOR'1:=1'STEP']"UNTIL'NMT'DQ''BEGIN'NTI[]):=DATA;
ITTS=NTTNTIL] )

ErpY

BEGIN''INTEGER' "ARRAY'TTI TT201::NTTI
ARRAY'DU» IMsFCIIINTTY
REAL''PROCEDURE'CURVES(FX L DF )
VALUE'FX 2L eDF

'REALYFX,DF

"INTEGER'L

'BEGIMNY'INTEGER®

"REAL 'S 300

e =03



. 3.
A3=S5QRT(T/M)*k2%0+357863Rw6; .
‘FOR'I==!'STEP'!O'UHTIL'NTT'DO"BEGIN"!F’ABS(¢C[I)-’“)<DF'T“‘”"7
[N I ALV THEN [t =10 *ELSE' [t=(wi 5
TEQRYT:=I4] "HHILE ' (ABS{FCII)=FX)<DF'OR'FX>FC[I1)'AND'I<=NTT'DO"''BEGI
NP IR L= " THEN!S =S4 IMI ] 1*EXP(=CEGXx(FX=FClI)1)*(FX=-FC[I1)/(FC[I1I%FCII
1))
VIFY L =2 THEN 'S 1 =S+ M 1 1%«DUTT)*FX*FX/(FCUII*x((FClI]=FX)*(FCI[I1~FX)+DU
[11*0UlT13)):
TENU'
'GOTO'FA;
tEND Y
YEND
FA:CURVYES: =S,
tEMDCURVES;
YEFORYNMI= | 'STEP Y [ ' UNTIL"NMT'DC"'"BEGINYAPI=DATA
MU:=DATA;
Cr:=0ATA,;
SIGMA:=DATA:
SPIMN:=DATA=0O;
MASSE:=DATA;
DUTTTe=CATA:
YIFVAP= I YTHEN''COTO'F 1
CIFTAP=0YTHEN ' *REGIMN''FOR' It =] "STEP* | *UNTIL'3'D0O'Z2[1):=CATA;
ECRIZ+3);
AAs=.111;
B:=Z[21:
t=Z203713
21 ):=(AA+C) /2
2i21t=(AA=CY/2,
J(31:=(2%8-AA=C)/(AA=-C);
YEND Y
"FOR'1:=4'STEPY [ *UNTILY!S5'DO'Z[11:=DATA;
'GOTO'F2;
Fl:'FOR'I:t=J'STEP'"JVUNTIL'IS'DC*'Z{11:=DATA;
F2:TEXT("VALEURS-INITIALES\);
PRINT(2);
ECR{Z,15)
VIFYAP= ] 'THEN''REGIM'AA:=Z11142121;
CizZ{11=21021):
1= (72 [231%2%7[21+2*%2(11)/2:
tEND Y
VIFYUNS I *THEN'FTR:= | 'ELSE'FTP:=0.4386;;
FTP:=FTP*MUXMUXSQRT (AAXR*C*6.6256%6+62568=-15/(3.1416%|.38054%]1.38054
* ] « SB054%TKELVIN*TKELVIN*TKELVINI*X6+6256)*%SGMAXCR;
FTPt=FTP«B8%34]1416%3,14]6%xPC0S*k6.0225204/(3%3%6.6256);
CEG:=MASSE*9813/(1.28054*«TKELVIN*2%6.02252);
PRINT(2);
TEXT("NIVEAU««ARRIVFEN);
SPACE (3
TEXT("NIVEAU«DEPART\);
SPACE(3);
TEXT("FREQUENCEN )
SPACE(8);
TEXT("S\ )i
SPACE(3)
PRINT(2);
Ri=]
YFOR'JK:=IK+! '"WHILE*TK<=NTINM]I'DO'"*BEGIN'F3:1:=[K;

(@]



JP=OATAG
~:=DATA;
Y::DATA«
CODAGE(JrXe YD)

VIF'R [ TTHEN''BEGINYTT 1] :=D;

Q:=20;

*GOTO'F3;

TEMNDY Y ELSEY'BEGIN'TT20 1) 12D

Re=lg

tEND Y,

DULTYse=OULT Y

*END Y
YFOR'QPs=QP+ | '"WHILE'QP<=NTINMI'DO'"*BEGIN'E:t=]

k:=TTZIQP];

CECODASE(J I Xs YIRS

IMP

Fhirtad=-(J%2)%2;
VIF'R=NTTHEN'RY s ="TRUF P 'ELSE'BJUt="FALSE "

RizXm (X%2)%2;
YIF'R=0'THEM'BX::="TRUE'"ELSE'"BX:="FALSE "

Riz=Y—-(YXD )2

VIF 'R THEMN'BY : =" TRUE''"ELSE'BYs=*FALSE "

VIF TRV THEMN ' 'BEGIN' C[F'aY ' THEN''BEGIN''IF'BY'THEN'*BEGIN"M:=(J+2)/2:

Gei=1.

TEND''ELSE''BEGINM:i=J/2;

Gi=2.

YEMD Y YEMD Y PELSE 'BEGIN Y IF'BY ' THEN '"BEGIN'Mi=J/ 2
t=3,

VEMHUYTELSEY'BEGIN"My= /2

Giz=4;

VEND P YEMD Y END Y YELSE ' aEGIMY VIF'BX  THEN ' "BEGIN' ' IF*BY'THEN"'"BEGIN"M:

=(J=1)/2;

1=2
TEND''ELSE'BEGIN'Me=(J+1)/2
Gi=1l;

TENDYYEND Y YELSE ' 'BEGIN Y IF'RY'THENY'BEGIN'Mt=(J+1)/2;
TENUYTELSE''*BEGIN'Me=(J+1)/2;
Ge:=3;

YEMDYYENDYTEMD '

Et=bE+1;
VIFY'E=2'THEN''BEGIN'MP =M
GP=Gg

YPi=Y;

XP =¥

JP =

RP:=TTIIGPI

CECODAGE(Je Y rY IR

I~¥Ps

SPACE(5)

'GOTO'Fa;

tENDY,
VIF"MPOIMIYTHEN N 1=MP'ELSE'Ni=M;
"BEGIN' *ARRAY ' HoHP[ JtN, 1N oUsDeDPITENI AL 2201 sN+T 1o VoVPIT NS TENT
FS+YIF'E=J3'THEN''BEGIN'Nt =M
Mt=MpP;

NP =G,

GCis(GO;



Ji=Jpg -5-
$=XF;

Yi=YP,

tEND Y

YIF'E=4'THEMNY'BEGIN M=,

GCi=NP;

tEND Y

YIF'G= ' THEN'P =2

*IF'C=2"THEM'P=4;

YIF'G=3'0OR'G=4"'THEN'P 1 =7 .

tFOR' 1 :=2'STEP' [ 'UNTIL'M'DQO " "BEGIN'ALZ2,y1]1:=Z[2)*«(PxP+(Z[3)=])x(Jx(J+

1)=P%P)/2)=P*P*x (Z[BixJn{J+| | ~Z7[61%P*xP)+PxPx(Z[ |01 xJ*xJ*x(J+ )R (JI+])+ZI

[TIRUx (4] 1%PRxP+I[ 121 epelat ),

Pi=P+2,;

rEND Y ‘

N AR A IR S S R RS DR IE IVE R GVE S IR

VIF G El  THEN AL D LTl (T3 e YRR Y Yl ) S max (20D IR+ ])

FaxZTE1)+GR(ZT1C I Rdade (J+ VR {(J+11+Z0 11 1ed(Jel ) %4472 12]1%16)

VIR PGS THEN AL P ) el (o x {1+ Z (3 mtin{d%(J+])=11/2)ad*(J+11%2[2]%(2

[3Y+1) /4= (7151 %x % (Je{I+2 (61 +dxiu+ | i=lZ{71xde{Jd+)+Z[81)+Z20101xJxJ*x(

JH 1 e ([ Y4201 IRk (J+ ] 12012 =un {4+ (2013 %JedR(J+]IR(J+])1+Z2[]14])%

JR{J+1)+T01E] )

CIF R4 THEM AL 1 1 a2 0o x 1+ (Z i3] ix{JR{d+1)=])/2)+Jd*x(J+])%xZ2[2])%(27

(2141 ) /4=t 0S5 kdx(J+ 1147151 edk (J+ 1 IR{ZITIxde(J+1)+Z(81)+Z010])%J*xI%(

AR IR M AR R TR BV AR E- SN ENEE D EIVARSBENL NLAGVESIDE SOVESINE VAR NDE

x{JHIHZLIET Y

CIF'G=l CTHEN YD 1 =0

PIF'G=2 THEN'P =2

YIF'G=3"NR'G=4"THEN'P=];

tFORY[ t=2'STEP' [ 'UNTIL'M'DO""BEGIN'S:=Z[21x(Z[3)+1)/2+2%xJ*x{J+1)1x(Z1]

TIxdRk (J+ ] )=T 7))+ (PxP+(P+2) % (P+2) )k (ZT14) %Ik (J+[)=Z[8])+(P*PxPxP+(P+

21%(P+2 )k (P+2 )% (P+2))%Z[ 151

ALl e 1] :=S%Sk(Jk(J+]| )= (P+] )k (P+2) )k (JIXx(J+])=Px(P+1))/4;

P:=P+2;

lEND';

VIF'G=1"THEN'AT1»2):=2%xA[ 2]

'"FOR'] 5= "STEP'] "UNTIL'M'DO"'REGIN*'FOR'K:=| 'STEP']'UNTIL'M'DO''BEGI

H'H(T.K):=0:

YIF'K=]"THEN'HI r 1) :=AT2,11

VIF'K=1-1'THEN''"BEGIN'HII,1~111==S5QRT{ALT 13}

HII=1 yK+1Je=H[1,K];

TEMD';

YENDY;

YEND '

CIF M= "THEMN ' 'BEGIN'DI I Ye=HIT o133

HUTel Y=t

tENDY'ELSTC ' 'SEGIN'JACCBI (MeH, U, 840)

CROISSANCE(UsDsHI MY,

*ENDY

YIF'G= | "THEN'T:=X/2+ 1

VIF'O=2 ' THEN'T 1 =X/2;

'IF'G=3'0R'G=4"THEN "T:=X%2+1;

WIzZZ 0] 1%dx(J+])mZ 14 1% ek (J+ ][Ik (J+[)+DITI+ZI91xdkJRIx(J+] )R (J+] IR+

[

VIF'SPIN'THEN'ST:={ *ELSE'"'BEGIN' ' IF'"2%(J%2)=J'THEN''BEGIN''IF'G=1"0R

'G=4 ' THEMN'ST:=[ 'ELSF'ST:=3; - ‘

YEMDYELSEY'BEGIN' ' [F'G=2"0R'G=3"'THEN"'ST:=| 'ELSE'ST:=3;

tEND Y



Whk6.62560=5/({TKELVIN*|.38054);
=ST%xENP(S);
VIF'E=3I'THEN''BEGIN'E =
WP =y
TP:=T:
STP:=5T;
YFOR'[s= | "STEPY['UNTIL'M!DO'"'BEGIN'DPLI):=DI11];
'FOR'Ke= ] 'STEP Y[ "UNTIL'M'DO'HP Il ,K)1t=HIT K1
VEND Y

=TTI[GP;
DECODAGE(JeXe YR
YIFYUSDTTHEN''BEGIN ' Wi =0
S5Ti=]:

=NP;
Mi=13
Hllel Tzt
'GOTOYF7;;
TENDY'ELSE''GOTO'FH,;
CENUTYELSE'F7FCIQP =Pl
LP =05
"IF ' JasJP = *THENY 'BECIN'PERMUT (U XeYsGeMyToJPXP,YP+CP+MP,TP)
AP:i=t;
YENDY
VIF P UP s THEN Y IREGI M Y VIF 2w { (X+XP ) Y2 ) =X+ XP ' THEN''BEGIN'"[F'C=2'0R"'G=
b'THEN"BEGIN'PERMUT(JerY,GcM'T:JP:XP:YP»GP MP,TP);
LP:=1];
rEND
tEMD Y TELSE " 'BEGIN' P [F ' 2% (XY2 ) AX"THEN"'BEGIN'PERMUT(J s X Y My G, TyJP, XP
tYP+MP,L,GPL,TP)
AP:=1,
TENDY
tEND Y
*ENDT;
YFOR'[ :=[*STEP ' "UNTIL'M'DO'*BEGIN''FOR'IP:= [ 'STEP'I"UNTIL'MP'DO'V (!
v IP)=0
TEND Y
1:=0;
[P:t=0;
VIFTU=sJP'THENY''BEGIN'B =]
YIF'(G=]"AND'GP=4)'OR'(G=2YAND'GP= 3)'THEN'B==-l'
TIF'G=2"'AND'GP=3"THFN'B:ze=]; -
VIF'GxQP=2'0R'G*GP={2'THEN''BEGIN'Qt=~};
VIF'2%x (X421 AXYTHEM'R:= 1 '"ELSE''BEGIN'R:t=2;
Is=1+1;
TEND;
"FOR'Q:=Q+] "WHILE'R42%Q<=Jw]| 'OR'R+2%Q<=J'DO'"'BEGIN'IPt=IP+1];
1::I+|;
VIT+IP]:=SQRT (4% (R+2%xQ) % (P+2%xQ) )i
*ENDY
TENDY'ELSE''BEGIN' ' IF'G*GP=3"0OR'G*GP=4 "'"THEN'"BEGIN'VII1+]]1:=SQRT(2%Jx
(J+1));
le=l+1,
'END!;
IPt=1Ps];
Q:=0; N
tFOR'Qe=Q+ ] "WHILE'Qe=Jd= ] 'DO''BEGIN' =14+
VII»IP):=BxSQRT{J*(J+|)eQ%x{(Q+])):



[Ps=]P+1;

Q:=Q+1;

CIF'Q<=J= I "THEN' VI, IP1:=SQRT(J*(J+]1)eQ%(Q+1]));

TEND Y

TEND!

TEND Y

VIFYJ#JPYTHEN''BEGIN'B =1

TIF'(G=1"AND'GP=4)'OR' (=2 AND'GP=3)"'OR'(G=3"AND'GP=2)'0R'"(G=4"AND'G
P=l)'THEM'Bi=el;

*IF'G=GP'THEN''BEGIN' "IF'2x(X%2)=X"THEN'"BEGIN''IFR'G=1"THEN'R:=0'ELS
E'R:=2'END''ELSE'R=1{;

Qi==1:

1i=U

YFOR'Qe=0+] "WHILE +7RCC PPN YVIBECINY 1]
V[I"]:=SQPT(4*(JP*J' (F+2%G 1R {R+2%Q)) )
tEND Y

TEND Y YELSEY "BEGIN'Ge =T

VIF 'R (X2 )= X THENY *REGIN " IF "Gl *THEN""BEGIN'VII+1):=BxSQRT(2%JP*(J
P+11);

Te=l+ly

TEND Y

TFOR'Q:=Q+ ] "WHILE Qe J'DO''BEGIN T =141

IPt=[P+];

VITy 1P i =SORT{(JUP=-Q 1% JPwl=l));

Qi=G+1,

VIF'OC=J  THEN VI 1P+l 1 :=ExSQRT((JP+Q)x(JP+Q+[) )

'E"U' .
'EHD"ELSE"BEGIN";F'szl'THEN"BEGIN'V[I.Il==SQRT(2*JP*(JP-I))z
[ps=]P+];

tEND Y

CFOR'Q:sQ+ I "WHILE'Qe=J'DO''BEGIN' I 1=]1#1};

1Pt=lP+1;

vileiPrl: =8*SQRT((JP+Q)*(JP+Q+I)):

Qi=Q+1|;

VIF'OSY ' THEN'VI I+ 1P t=SQRT((JP=-Q)x (JP=-Q-]) )i

fEND Y

IEN[_‘)i;

*END Y

YEND Y

FR:'FOR'Ws=1"STEP'| *UMTIL'MP'DO''BEGIN'VPIT,K1:=0;:

"FOR'T = '"STEP'] "UNTIL'M'CO'*BEGIN' " IF'AP=0'THEN'VP[ T K):3=VPIT,K]+HI
P TIRVI]I o KI'ELSE'VRPIT i K)Ye=VP(T,KI+HPIT TIRVII /K]

TEND Y

YEND Y

VIT«TP1:=0;

TFOR'Ks= | "STEPY | "UNTIL'MP'DO**BEGIN''IF'AP=0'THEN'VIT»TP1s=V(T,TP]+H
PIKerTPI*YP T/ KIELSE'VIT,TPI:=VIT,TPI+HIK,TPI*VPIT K]}

YEND ' ;

VIT TP ]1s=VIT,TPI*VIT,TP1;

VIF'U=JP Y THENIS = ((okJ+ [ )/ (4xJx(J+|)))*VIT,TPI'ELSE'St=([/{4%x(J+1)))
*VIT,Tp1,;

IMIQP ] :=FTP%S%x(STeSTP)

EDIT("LIB-12\,IMIGP1);

SPACE(5);

ECITI"EIB«{2\sFCIGPY):

SPACE(2);

PRINT(2);

TEND Y



YERND '
YIFUNMANMT P THEN'NTINM+] J s =NTINMI+NTINM+| ]}

QP :=iNTINM];

IKs=KETINMIG

YEND Y

'FOR' [ := [ 'STEP'I"UNTIL'NTT!'DO'"'FOR'K:s=]"STEP'"I "UNTIL'NTT'DO"*BEGIN""

IF'FCIKI<FCIII*THENY'BEGIN'Ss=FCI[1]1]:

FCIIlYe=FCIK]Y:

FCIK] =
t= M

YEMD Y

Fle=UATAL;

FS:1=DATA;

CFs=DAY &,

Gi=DLava,

IK:=DATA

TBEGIN'TARRAY'LX{ 12, 12 1K1

DAS = (FS-FI1)/(IK%G);

CEORTARP = TSTEP I PUNTILYO DO Y IBEGINYIFOR 1= "STEP'I'UNTIL'IK*DO''BE

LXTT 1) e=FX;

LX[2s11:=CURVES({FXs2,DF )
PIFTUNSOYTHEN'LX[2, 11 =L 0CGI0(LXI2,1))
YEMD Y

HEWCURVE ;

PAPER(350,4C)

PLOTCURVE (L X,y 1K)
PLOTAXE(F1/1000,10C,"GHZN/"F7+0N\y0¢[+»"DB/KM\"F4.0N\,3)
YEND?

ENDLIH;

TEND '

*END

tEnD Y

tENDY



LISTING 2



QU
\(_F‘)

PYUPINTEGER e Mo JP o ME G BP AP 1 oKy NT’NvQP'SToUN JMAX, TYPE,STP, |
J2rCOMPyNP L NPF
EAL'AABICeSi Wi DU HEKT s TKELYIN'FI FS,PAS»FX,WZEROQ;
'IWT&CEP"ARRAY'MFvMI[l15];

YARRAY T Z, 214 ZF L1151

*BOOL*SPIN;

'PROCECURE'TABDR:

T CoDE ",

'PROCF““?E“JACOBIK

*CobE Y

'PRY CED“QE°F3ﬁh§

YCOVET,

TPROCEDURE "DERCUL

YCODE " ;

'p"’»a\,

'Y ALUE

¢ EHTHPT—:’*NE

YBEG T
Fv I

e

Wnhern Lo owoin

FARRAY T,

("5 %Yv-tv,kj’r“l:'wﬁ‘fg
EEARY L x [ PSTER T CUNTI Tt Rn TREC TN e i TOYF 810N TLTY )
SPACE (R .

TEND YL
PRINT Y

TEND ' DPROCEDURE YECR

TPOOCT N UREYPERMUT I ¢ MeBe T JP:MPGP, TP )
CINTERSES VU M, G JP MP oGP T TP
GIMHY ' IMNTEGER YK

i

S S
) e ee T

Wonom
T S
T - D -

K
S
pYs
o {1 e

[0 PR 4

) .-
~

[ o T N A
. O e
]
=

Py

fF e 1t

-
s

9’

O e ee T e

w ]}

-
o =G
0

vEND P?OCEDUREPF MUT

'*PROCEDURE'CROISSANCE{(L s BeAsN);

TVALUE 1M, ‘ '

VINTEGER'N;

VARRAVY 'L ¢ByA;

TBEGIN' ' INTEGER U, 1, Ko J

tREAL'MIN. Y

VARRAVY DI eNs e

PEARYYs I 'STEPYIPUNTILIN'DO ' "BEGIN'MINI=839;

YEORT 13 =] 'STEPYIYUNTILIN'DO ' "BEGINY " IF'LITI<MIN'THEN®'BEGIN'MINt=LI[]

1

Ji=l;

'E\JD'O

TEND Y

BlUl:=~1lN;:

LiJ)i=240;

CEORIK s PSTEPY I PUNTILINIDO'DIK U i=ALK,J]
VENU '



PECRYI = PSTEP Y VUNTILIN'DO ' PFORY U= PSTEP Y I "UNTIL'N'DOYALT,,J)s=DI1,

J1a
'ENU'PROCEDURECRIISSANCE
5P ‘\J._D A=’J.
THKELVINI=DATA

Fi==DATA,

F5:=0ATA,

4KT-—3*6 62569 i/(;m LV InN=]20054);
ZERD:;:=DATA

AP:zbnTA,

TEOR'K ez [ 'STER T PUNT LS

CIFTAP=D Y THENT TREN Iy 0w

SCROZ 3

NA*"&{;}

CIEGINTTIE TAP=[ T
CSTTR U RUNTILS

-

HEN''GOTO'F 1 ;
SPD0YZU11:=DATA;

[ 1= AA+C)Y/ 72
{2V el A2V D
311 n{2%BehA~03/ (AR}

REys = PSTOR P TUNTIL IS D012 11 is0ATA

- CﬂR'Ei:E’STEP'E@UNTIL'IS'DO°Z£Z}?=9ATb

P21 'FORYIi=) 'STE® I TUNTIL 15/D0" "BEGIN' ' IF K= THEN' 'BEGIN' 'IF ' 1£3'T
HENTZ1010:=2011/(30@3) 'ELSE Z1{11:22011;
EN"'ELSE"BEGIN"IF'I#S'THEN'ZF[I]:=Z 11/(3083) "ELSE'ZFLI1:=201];
tC—' RJU

'tNU’;

TEXT("VALEURS=INITIALES\);

PRINT(Z);

TCR(Z.15)

VEND Y

"IF'AR=] *THEN'"BEGIN'AAt=Z | }#+212]);
Ci=ll11=212):

Br=(2031%x2%x2[(21+2%x2(11)/2

TEND '

JMAX:=DATA,

Hiz (JMAX+4)%2;

TYPL:=DATA;

qpPi=1;

SPACT(3);

TEXT("NIVEAU. +DEPART\);

SPACT(5);

TEXT("NIVEAU. - ARRIVEE\);

SPACZ(5);

TEXT(MINTENSITEN)

SPACT(5);

TEXT("EREQUENCEN)

BRINT(2);
"BEGIN''OEGIN' "ARRAY'H, HP [ 124, 1 tNs 1 N1, DsDPL.I 34,1 2NT;
"PRUCEDURE'NIVEAU(J,MyGrZsR);

YYALUEYJ,,Me G R

VIMTEGESR T JsMiGeR

*ARRAY ' Z;

TBECINY ' INTEGER'P,1,K

PARRAY VAL 2 1 EM+ 1, ToUT MY LET M aMY;
VIF'U= )Y THEN''BEGINY ' [FI'R=0'THEN'*BEGIN'DL|,11:=0;
HAllsle )z



PENDTTELSETBEGIN'ORPLL I 14 =WZERDS
Pl Y=t

TN Y
iy, N

TLOTIUR

* \1‘1
"IF 3= THEN'P =2
PIFE T S=2  THENYP =4

I
i
JF'0=3'0R"0=4"THEN! D123,

FOR*' I e=2 ' STERY PP UNTIL M OO T IBIGINTAL2,118=Z12)%x(PxP+(Z[31e])x(JUx(J+
Y PP ) /D) PRkPR(Z[ S R IR (S 1+ 7 [ 61%DxP ) +PRPx(Z[ 10Tk JkIR(J+ ]Ik (J+1)+21
JI*0% (J+ ] ) *%P*P+Z [ 121 %P%PxDP=P) |

]

14
5

X X
* T

Ui Z o~

> I>

Tyl luwZiayee i3 - man{J+ 1Yz,

Zfi‘i*/’?‘*’f ”**¥«!‘*§1*(J+!)-4)/2)~4*(Z[5]*J*(J+l)

*J*(d*!?»fJ~ai+7ii!i*u$(uvl ¥4+Z(12)1*161)3

2 ’J sZ 21 il {0 =t nltolds])=1)/2)md®(J+1)*Z(2])%(2
(271 Jwe{J+114+2081)+2010)%JxJ*{

}ﬁ'ﬁtk liq‘:”:{«,}}u:».iw"f@s*fE?"

!E*J*(J+!)+;{12]wd*! s iw i [I3Tkdedx (J+ri)xldr])+ZI14)"

b4k
vIF?
{31+
J+1)
JE (U] i
CIF D=t HE PPyl e x2S el bRl ) /2)4dX(J+] ) R2[2)%(2
133+ 74=~ 025 xdx{Jai )21 edx{dt i) lL{7T2ade(J+])+Z2[{81)+Z[10)xJ*xJx(
JHI Y=g+t T {;6]*J*(J+])+Z[l”]¢g*(J+l)*(L[l3]*d*d*(J+l)*(d+!)+2[|4]*
JR(J+1)+21i31)
"F"*l‘THEN'P==O;

F'G“9'*HEN'P. 2
IF'G=3'0R'G=4"THEN P = ;
'FOR'I:=2'S’EP'!'UNTIL'M'Do"BEGIN'S 22{2}%(2[31+1)/72+2xJx(J+1)*x (211
ITkJx(J+1]) 2[71)+(PxP+(P+9)*(P+2))*(Z[la}*J*(J+;)-Z[8])+(P*P*P*P+(P+
7)#(°+2)*(P¢2)*(P+2))* (15733

(1ol ) =SSk (JR(J+ ) (P )R (P+2) )% (J*R(J+])=PR(P+]))/4;
P::P+2;
'IF'G-!'*HEN Al],2)s=2%A[1,21)%
"FOR'1:=!"STEP'|'UNTIL'M'DO"''BEGIN''FOR'K:=['STEP'|'UNTIL'M'DO ' 'BEG!
N'LIY.K]:=O:
PIF'K=TPTHEN'L ULy T e=AL2,17:
'IF'(-]-!’THEN"BEGIN'L[I'I'l] ==SQRT(ATI 11

[I=tsK+1]s=LI]sKI;
':N";
YEND Y
YENUY
'IF'M:!’THEN"BEG]N'T{i}:=L[laIli
LiTel s
'EHU'.PLJF"BF IN'JACOBI (M, L,U,840)
CROISSANCE(U,TH»L oMY,
YEND Y
FEEPSERE NI IS AR YAFAE NENEFNNEERE SIS BEVALBE NENE NSNS BE SINENIDE FEVE:
'TOR'I:=2'STEP’!'UNTIL'M'DO"BEGIN"1F'R=D'THEN"BEGIN'D(G{I]==

4+
o~
-~
-i

-r
-

Ko 03
+ ™M
— s B

e

P o= 20

]
TII1+

TENOPYELSEY Y BEGIN'DPIG, ] ) t=WATITI+WZERQ

tEMNU Y S e

TFOR'K:= ] 'STEP YT YUNTIL'M'DO''"BEGIN*'"[F'R=0'THEN'H(G 1K) t=LIT+K)I'ELS
TYHP G, oK)tz T0K];

TeNUY

tEND Y

FNTTOINDYMNIVEAU:

"PROCEDURE'CD (JrGeJdPsGPFCiIM) i



FUALUE ' Uy JP G GP
VIUTEGERYJeJP Gy GP;;

VARRAYTFC, IV
YEBEGINYPINTEGER NP, 14Qy IPYRIBT,TP
TREAL VS
PARRAY 'LV P[]
'PROCEDURE 'SP (J
PVALUE G e G \
YINTEGER'JiGe ST

TEEGINY IR YSPINY THEN ST iz} *TLSE''BEGIN M IF ¥ 2x(U%2)=J" THEN''BEGIN''IF
TGP OnN T4 P THEN ST en Y ELSETST =2

TENU PP TLSE Y IBE R P Tyl e 333'THEN°~T'“”’g‘5t'ST== i

YEND Y

vEN Y

tNe b eNT
IG'ST);

i
TELITSD

VPRDCIDUNE Y I Gy T JP DR TE LT
TUALUE YU S T JdP (\ﬂ»‘lwi
CINTEGER Ja G e T JPGR, TP
YUABELYF T
PAEGIN' Y INTEGER ' ' ARRAY ' Juv GG, 1T, Xs ¥ 113274
GGUITe=0g
TTil =T
JU Y=g
GGI2):¢=GP;
TT{2):=TP;
JUl21:=0P; -
tTARYI =] ,2'0C ' 'BEGIN' Y IFIGGII V= ' THEN""BEGIN'XI[1]t=2%TT[]1=2i
YOI e=ddlDI-XTUT Y
!ixéui;

VIF'GOI 1 1=2 ' THEN"'BEGIN' X[ 11 :=2%TT[11];
Y{lls=dd{11+1=X[11;
vEND Y
PIF'GGUII=3 THEN ' 'BEGIN'X ('] :=2%xTT[I']el]
Yi{lli=Jgd{ll+lexXI[I1]:
QL"JL)o;
CIF'OCG[I)=4'THEN''"BEGIN'X[1)s=2xTT[I]l=l;
Y{lls=JdJdll)=XI11i
YEND Y
YESDY
VIFT(ARS(X{]1eX{2))>=2 ' ANDTABS(Y(!1eY[2])>=2)'0R'(ABS(X[11eX(21)>3)"
OR'(ABS{YLI1=Y[2]1)>3) ' THEN"'GOTO'FT'ELSE""BEGIN'TEXT("QP=\);
COIT("F4.0NQP)
SPACE(2)
VFORY =1 o 2'DOY ' BEGINYEDIT("F3.0N\rJJIL113
EOITU"F240N XTI )
EOIT("F3.0NeYLT) )3
SPACE(2)
tEND Y
tEND Y
vED Y I
WPz
aP=05
M::MI[G):
H ’1F( o]l
'IC'A-"ﬁR'”P DYTHENY''GOTO'FCD
VIFYU=UP=] ' THEN "TBEGIN'PERMUT(J G My ToJP'GPoMP TP
ARPt=1

YEHD Y
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TS ARG IN N TE I 0D G THER Y TAEGINYPERMUT LGB, M, T, UP, GP, MP
E

1

)

" .

ClaECSTEDL S PCUNTILTMIIONIREGINTCFORYIPe = FSTER Y L PUNTIL"MP DOV
HESa I . ‘

N

DT VT g

ke

T D

v
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ry <3
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(Y

RN o
I ,Dlrﬁp.QV\w~}¢$ % (.M,NGB:__Q"
SIS R AT 3 CRAE-T I I R
PR - b - . s

'C—» s..lw‘*i,\ B

D AWML E IR 0w nde] TORIRF2%O2 DOV I BEGIN"IPISIP+]

TmSART(A* (R+0%xQ) % P+2=0) ) ;

LOE " 300 N " 18 Gen =3 ' CR'G*xGP=4 " THEN"'BEGIN'V[ 111 :=5QRT(2%J=
=0+ THHILE ' d<=Jd= ] 00" 'BEGIN T =11
3= SORT(Jx (J+ | ) mQk (Q+] 1))

Je L VTHEN'VIT, IPT:=SQRT(Jx(J+11=Q%(Q+[));

PPTHEMN''BEGIN'BR =1

PP AHD'OP=4) "ARY (G2 'AND'GP=3)'0ORY(G=3'AND'GP=2)"0R'(G=4"AKND'C
EHM'Biz=a=];;
ODrYTHEN''BEG
PN Y TELSE!

IMPPIF'C=1 "0R"G=2"'"THEN""BEGIN'"IF'G=] "THEN'R:=0"EL
R:=1;

=0+ VWHILE'R+2%xQ<JP DO "BEGIN' [ t=1+1;
=2SURTLAR(JP®JP={P+2xQ )% (R+2xQ) } )i

LSEYIREGINTG =0
'HRITG=2 ' TH EN"%EGIV"‘F'G—!'THEN"BEGIN'V{!vi]==8*SQRT(2*JP*(
=0+ YWHILE'Q<J'DO''BEGIN" I 3=]+1

ESONT I (JP-0)x (JP=0-1))



FlaczJd Y THIN'WW I 1p+] 1t =BxSQRT({(JP+Q)I*(JP+Q+]) ),

:L‘.V;

QYT LSEN I BEGINY YV IFIGP= P THENY'BEGIN'VI1,11:=SQRT(2*xJP%(JP=1))
I

FADELIN

DRYO=QeHHILE'Qe=d DO TRIGIN Tasl4 1

R R

[+ IPTt=SQRT((UPHRQ)*(JP+Q+1 )]

=i+

FrQQUTTHEN'YI T+, 1P ] e=SART({JP=Q)x(JPeQ~]));

NO

EFICI

SFRV R

MR

AR T =T ISTED I VUNTIL O MIDNA T T BEGINT FFOR Kz 'STEP' [ "UNTIL'MP DO ' BEG
TLP T R D :

ORI Tz PSTEDR Y VUM TS MID DY IR F AR THEN'LPIT K]t =LP{T,KI+HI
LT 1Y [l EITELSET PIT, K1 eo0 K1+HPIne 1. TY2YIT,KY;

MUY,

RE WL

NEYTO e TRTED VL VT It MP YLD REGINY T IF AP Y THEN'FCIQP) ¢ =DPIGP, TP}
G, TINILNE TGP s =P IGy TIWDIGP TR T

Y E LT AP KIS YANDYFC QP I»F I P THEN  "BEGINLIT,TPI =0

FUAP=0 ' THEN " IN{Js 5 e T JPyGR TP FT)TELSETIN(JP:GP TP Je G THFT)

AR =l 'STERP YL YUNTILYMD ' DO *BEGINY ' IFYAP=0YTHEN'LIT» TP ¢=L[{T,TP]+H

0P W, TP I=LP T KITELSC Y LIT,TRPIs=L [T, TPI+H[GP Ky TPI*LPIT,K1:

Tva]:z![ftTpJ*L{T:Tp].

FrU=sJPYTHEN'S:=( (2kd+ 1)/ (4xdsx(J+ 1)) IT, TPITELSE'S:=([/(4%x(J+])))
{T»TR1;

" {Jr G ST

{JP 5GP, STP )

E ' AP=N THENT 'BEGIN'S =Sk (STHEXP (=D {Ge TIXHKT)=STPXEXP (=DP (GP, TP ] %HK
) .

NV ELSE P IBEGTI AT S 2SSk (STP*EXP({aD[GP, TPI*xHKT)eST*EXP(~DP[Gy TI*HKT))
MO

lUP =5

[Ti"F 1366\ 1] }).

*ACE(?):

Jr=JdPYSTEPY I rUNTIL 2! DO"BEGIN"FOR'X"I'STEP'l'UNTIL'A'

PYU'UNTIL'4'DOY'"BEGINY " [F 2% (J%2)=J ' THEN'"BEGIN'"[F ' (NP



(G=2'0R'G=3) JPOR' (NPI=2'AND'(G=1'0R"G=4)) 'THEN' 'GOTO"F
FUTHEN'M 1= (J+2) /2 ELSE ' Mi=J/ 2

SLSTYBEGIN' ' IF ! (NPI=] *AND' (G=1'0R'G=4))"OR' (NPI=2"AND' (6=2"'0R
v T
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w"”oro'
HEN? ::(J—{)/Z'ELSE'M:=(J+!)/2;
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L3

)
''S=

(¢ 1
. 217

. Gy e

rED Y,
PIF PO THENT 'BEGINIMI D =My
WIV§JU(J'ﬁrG72130)v

YENIYY '
Frreune; o

PEORYUP ey e d=l TNOY I REG TN Y IFVUPO>=0'THENY'BEGIN ' '"FOR' [t = | 'STEP ' | !
JINTILYG D0 M (T Y o2y B o
PRORK'GPR = PSTER VL YT
(MPE = *ANDY{GP22"CRYGP=Y

e

Pl

IN''IF ' 2% (JP%2)=JP ' THEN' "BEGIN' ' IF"
PE=2 AND'LGP=["0RTCP=4)) " THEN''GATO"

TIF 'GP THENTHP = (P21 /0 "ELSE "MP = 1P 2;
SO RSP BEG I P NP F e PVAND TGP P ORYGP24) ) "ORY (NPF=2 ' AND (GP=2
TOR'GPETN CTHINTIGOTO R
PIF TSP THEN " MP = P ) /2 ELSE "My raidral)/2;
LIS S ED N
- i
CIF T APHCC THET T YBEGINYMF LGP taMp
NIVEAULCD PGPy ZF v 1)
tE NG
FRLTHD
i C

i Y O
- iR t

TIE AR THENPBEGINY T IF P TYPE=I ' THEN''BEGIN'CD (U 1 v JP12sFCr IM);

Colds 24P 10FCe M)

CA2r 3 dDaGeFCy IM)

CD(ervv*:?vFCrIM).

vEND Y,

VIFTTYRE=2THEMNY "BEGINYCD(Jr 1 v JPs 4, FCrIM);
COLUr20JdPs39FCo M)

SO 30 dP 2y FCe I M)

CU(J:’.JDO,!FC!IM)‘

VIR,

PIFTTYPE=S P THENY'BEGINT'CD (U |+ JP»34sFCo 1M
SO 22dP 4Ry M),

COCJr3edP e FCoIM);

Cj(Jrl‘yu(’)v2lFCvIM)g

LB H

teie

T IF TPl "OR ' JUP == FTHEN''BEGIN''IF'TYPE=| *THEN'"BEGIN'CD(Jr 1 +JPs |
FCy T 45

(dr 29 dP 2 FCe 1)
JUDa D30 dPs 34 FCe IM)
LU o JP 4 FCa M),

[N oul SEEER T S
- '

«

CIETTYPE =2 THENY 'BEGINYCD(Js | s JPe3sFCoIM) i
SO 20 dD v b FCr M)
COCJe3yJdP e s FCeIn Y
COCDv b4y P20 FCe M)

05»{:{;!;

IR TTYPE =S THENY 'BEGIN'CD(Jr ] v JP &, FC o IM);
COLJr20JdR 3 F C'I:1),

COUUs3vJdPy e FCH M)

cuad L JD vFCoIM)'
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CEE L TN INTESER Y Ly L NTCOMP Y IK, T NT2
VRELLTPAS I F X DU CF 71 4F5, 8,
NT 1 3=DATA
NT2:=DATA:
IK:=DATA;
CIFINTIONT2 ' THENYNT :=NT I 'ELSE'NT+=NT2:
YEEGINYTARRAYYIM »FCITENTYeLXI 12201 1K
'PROCEDURE'PLOTCURVE
"CODE ! ; ,
'PRCCEDURE 'NEWCURVE ;
'CQDE;
'PROCEDURE 'DERQUL S
'CQDE"';
*PROCEDURE *DRTAR;
tCODE,;
*PROCEDUREYFLAGS
'Cooe Y,
"PROCEDURE *PAPER,
rColE Y,
TPROCEDURE ' PLOTI KT
'CoDE Y,
FIl1:e=DATA;
FS1=DATA;
DF:=DATA;
DUI=DATA;
PAS:=(FS=FI11)/]K;
DEROUL:
CCMP =
RECOMIDRTAB(2+FC):
DRTAB(2:1M);
FLAGS({2);
VIF'COMP] "THEN'NT t=aNT I *ELSEYNTt=NT2
TFOR?]s= 1 'STEP ' PUNTIL'NT'DOY "FOR'K:=['STEP*' I "UNTIL'NT'DOY'BEGIN""']F
'FCIKI<FCLII'THEN''BEGIN*S:=FCII1]:
FClIlls=FCIK];
FCIX)t=S;
St=IM[11]);
IMIIYe=IMIKY;
IMIK)$=S;
TEND Y
tEND Y
*FOR'I:=['STEP'['UNTIL'IK'DO''BECIN'FXt=Fl+]%PAS;
LXUlel18=FXs
VEOR'K =] 'STEPYJO'UNTIL'NTIDOY'BEGIN' ' IF'ABS(FC{K]=FX)<DF'THEN' "BEG]
N''IFOK#] ' THEN'K1=2K=10; '
1FORYKe=K+] "WHILE' (ABS(FCIK]=FX)<KDF'OR'FX>FC[K])'AND'K<=NT'DO'LX[{2]!
}==LX(2vI14IM[K]*DUtFX*FX/(FC[K]*(DU*DU+(FC[Kl-FX)*(FC[K]—FX)));
VIF'S<E XI2, LI THENYS: =L X([2,11
*GOTO'F;
*END Y
PEND Y
FstENDY;
"IF'COMP=| " THEN''BEGIN'COMP1=2;
*GOTO'RECOM;
tEND Y
NEWCURVE ;
PAPER(72,25);
PLCTCURVE(LX» 1K)
?EggAxss<l:oo.s."CMn;\.ﬂpa.O\.o.|o*s.~ABS\."r4.o\.4);
[ 2
PEND "




