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E l i e  Cartan a d é f i n i  ( Il] ) l e s  "isomorphismes mérièdriques" e t  l e s  

"isomorphismes1' e n t r e  deux pseudo-groupes. Mais Cartan n ' a v a i t  pas  d é f i n i  des 

morphismes de pseudo-groupes au sens des ca t égor i e s .  En reprenant  l e s  t ravaux 

de Cartan nous avons é t u d i é  l e s  not ions de prolongement d 'un pseudo-groupe, de 

prolongement s u r j e c t i f ,  i n j e c t i f ,  b i j e c t i f  e t  c o n s t r u i t  l e  produi t  f i b r é  de deux 

prolongements ( l e s  prolongements s u r j e c t i f s  co ïnc idant  avec l e s  "prolongements 

mérièdriques",  l e s  prolongements b i j e c t i f s  é t a n t  des "prolongements holoèdr iques") .  

Pu i s  nous considérons, s u r  l e s  t r i p l e t s  (9, P l ,  P ) oÙ Q e s t  un prolongement 
2 

b i j e c t i f  de P l  e t  un prolongement de P2, une r e l a t i o n  d 'équivalence dont l e s  

c l a s s e s  appelées "morphismes de Cartan" d é f i n i s s e n t  l a  ca t égor i e  - C ,  l e s  o b j e t s  

de C - é t a n t  l e s  pseudo-groupes (dans l e  cas  où Q e s t  un prolongement s u r j e c t i f  

de P un t r i p l e t  ( Q ,  P l ,  P ) e s t  ce que Cartan a appelé  un isomorphisme 
2 ' 2 

mér ièdr ique) .  

Nous retrouvons en p a r t i c u l i e r  l e s  r é s u l t a t s  de Kuranishi 131 e t  

Matsushima [?-a] i . e .  La r e l a t i o n  "il e x i s t e  un isomorphisme mérièdrique e n t r e  

deux pseudo-groupes" e s t  r é f l e x i v e  e t  t r a n s i t i v e .  La r e l a t i o n  "il e x i s t e  u n  i so -  

morphisme e n t r e  deux pseudo-groupes" e s t  une r e l a t i o n  d 'équivalence.  

Nous montrons d ' a u t r e  p a r t  qu'une condi t ion  nécessa i re  pour que deux 

G-structures  so i en t  localement équiva len tes  e s t  q u ' i l  e x i s t e  un isomorphisme 

de Cartan e n t r e  l e s  pseudo-groupes des automorphismes de ces G-structures .  

Dans une deuxième p a r t i e ,  nous cons t ru isons  une ca t égor i e  P - dont 

l e s  o b j e t s  sont des pseudo-groupes (on considère a l o r s  un pseudo-groupe s u r  M 

comme un f a i sceau  de groupoïdes s u r  un ouvert M' de M )  e t  l e s  f l è c h e s ,  

appelées  "morphismes n a ï f s "  , des t ransformat ions  n a t u r e l l e s  p a r t i c u l i è r e s .  



On associe à chaque morphisme naïf un et un seul morphisme de Cartan, 

définissant ainsi un isomorphisme de la catégorie C - sur la catégorie P, - re- 

liant de cette manière la notion de morphisme de faisceaux à celle de prolonge- 

ment. 

Toutes ces constructions faites sur les pseudo-groupes de difféoaor- 

phismes locaux sur une variété de classe ck (1 4 k c +m) se 

au cas des pseudo-groupes d'homéomorphismes locaux sur un espace topologique. 

Nous obtenons une théorie analogue dans le cas des pseudo-groupes 

infinitésimaux sur une variété de classe cm. 
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J 1 - VEFlNlTlONS ET NOTATIONS. 
r )  

k 
Les variétés considérées seront supposées, de classe C , O k +a 

k suffisamment grand pour que les notations suivantes aient un sens, séparées 

et de dimension finie. 

Soit M une variété, TO~(M) désignera la topologie sous-Sacente à 

la structure de variété considérée sur M. 

Nous noterons : 

X J (M,M) = l'ensemble des germes d'applications (locales) différentiables de 

M dans M. 

Jq(M,M) = l'ensemble des q-jets d'applications (locales) différentiables de 
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M dans M (O < q < +a). 
$ (M,M) = 1' ensemble des germes de difféomorphismes (locaux) de M dans M. 

#(M,M) = l'ensemble des q-jets de difféomorphismes (locaux) de F1 dans M 

(O < q < + w ) .  

J~(T(M)) = l'ensemble des germes de sections locales du fibré vectoriel ?'(MI. 

Jq(s(?4)) = l'ensemble des q-jets de sections locales du fibré vectoriel 

. T(M) ( O  < 9 5 +w). 

a : J'(M,M) -t M : l'application source. 

8 : J9.(M,M) + M : l'application but. 

J'(M,M) est un faisceau. 

JX (T(M) ) est un faisceau d' algèbres de Lie. 

J~(M,M) est une variété différentiable, I~'(M,M) une sous-variété ouverte 

de J9(M(M)). 

Jq(T(M)) est un fibré vectoriel vectoriel de base nt pour la projection 

source qui sera notée a. 

Les projections naturelles, 



~ ' 9  aP : J~(M,M) + J~(M,M) 
9 

ap : J~(T(M)) +- J~(T(M)) 
4. 

sont des submersions 

I 
Enparticulier, (ao=(o,~)) . 

a) GroupoIdes - Groupofdes de Lie. 

VéAinLtian 7.- 

Etant donné un ensemble M, nous appellerons groupoide sur M la 

donnée : 
, 

1 ) d'un ensemble Il. 

2) de deux applications surjectives a et B de l7 dans M. 

3) d'une loi de composition notée O,, tels que 

G.l.-t/X E II, Y Y  E II, a(~) = B(X) <=> Y 0  X E Il et 

a(Y O X) = ~(x),B(Y 0 X) = B(Y). 

G.2 . -  x E M, 31x E II, a(lx) = B(lx) = x et b'X E n, 

Soit n un groupoide sur M, le groupe TI = ( X ~ X  E II, a ( ~ )  = f j ( ~ )  = X I  
x,x 

appelé groupe d'isotropie de n en x. 

- 
Nous dirons que le groupofde est transitif si l'application 



est surjective. 

11 est clair que si ï i  est transitif, alors tous les groupes d'isotro- 

pie sont isomorphes. 

Un groupoide sur une variété M de classe ck sera dit différen- 

tiable s'il existe sur une structure de variété telle Que : 

GD, - a et 6 soient deux submersions. 

GD2 - Les applications 

(x,Y)%+ Y O X  

soient différentiables. 

- 

Nous appellerons groupoide de Lie sur M, un groupoide R différen- 

tiable tel que : 

L GL - (a,@) : n + M x M est une surmersion. 

Un groupoide de Lie est transitif. 

r Si n est un groupoide de Lie alors, pour tout x de M, ïï est 
x,x 



I un groupe de Lie. 

En effet, TI (resp. ïi x ll ) est une sous-variété fermée de 
x ¶ x X¶X X¶X 

n. (resp. de ff x T I )  ceci d'après GD, (resp. GL). De GD , il en résulte 2 
(a,B) 

que II est un groupe de Lie. 
XYX 

A un groupoïde de Lie , nous associons donc un groupe de Lie G, 

isomorphe à chacun des groupes d'isotropie Ti . 
x YX 

Nous appellerons G y  le groupe d'isotropie de . Notons : 

Phap06-iXion 2. - (Y. Mat sushima [6-b] ) . 
* - 

Si TI est un groupoïde de Lie, de groupe d'isotropie Gy TI possède 
XY* 

structure d'espace fibré principa1,de groupe structural G et de base M. 

- 1 
En effet, ïi = a (x) est une sous-variété fermée de telle que : 

X Y *  

soit une submersion. 

- .  
D'autre part, Ii opère à gauche différentinblement et de manikre 

XYX 

simplement transitive sur chaque fibre Ti . 
X¶Y 

Il en résulte une propriété analogue pour le groupe G isomornhe à 

nx,x, 
d'où la proposition 2. 

Soient TI un groupoïde sur M y  TI' un groupoîde sur Ml. 

Nous appellerons morphisme de groupoïde de dans TI' tout couple d'applications 

($,9) telles que : 



1 )  Les diagrammes su ivants  so ient  commutatifs 

+ II ' I I '  

/ = '  

M -.--A-- MM' \ M $ \  M ' 

2 )  V x E II, V Y E II, x O Y E n => $(x O Y )  = + ( x )  O Q > ( Y )  

b ' x r  n +(x- ' )  = ( m ( x > ) - ' .  

PtrapaaiLian 3.- 
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S i  M e s t  une v a r i é t é  de c l a s s e  cm, pour t o u t  q ,  O 6 q 6 +m, 

l 'ensemble I I q ( ~ , M )  e s t  un groupoïde de Lie dont l e  groupe d ' i s o t r o p i e  e s t  

isomorphe au groupe de Lie  L~ ( n  = dim M )  où L~ = IIq (@?",IRn). 
n  n 0,O 

b )  Pseudo-groupes de t ransformations.  

k Soient  M une v a r i é t é  de c l a s s e  C , O 6 k s + m ,  T O ~ ( M )  l a  topologie  

sous-jacente, nous désignerons par  O ( M )  (ou p lus  simplement 0 l o r s q u M ' i l  n ' y  

aura  pas de confusion p o s s i b l e )  une fami l le  d 'ouverts  de M qui s o i t  h é r é d i t a i r e  

e t  s t a b l e  pour l a  réunion,  i .e .  : 



Nous appellerons pseudo-groupe de transformations sur W la donnée : 

1 ) d'une famille non vide O(M), 

2) pour tout élément U de O(M), d'une famille non vide de ditféomor~hisrnes ( 1 )  

de source U, à valeurs dans M y  notée P(u), 

telle que : 

Les axiomes PG et PG4 entraînent : 
3 

Nous noterons P, le pseudo-groupe de la définition précédente. 

Exemple 1 . - 
Considérerons sur M = IRn le système d'équations différentielles 

i - -  dx - 0  l ~ i < n  

D 1 dt 

dxn - -  - 1 
dt 

D définit un feuilletage de M par les droites 

.................................... 
(1) Dans le cas topologique (k=0)  il s'agit d'homéomorphismes. 



1 
L'ensemble P des difféomorphismes locaux de classe C gui laisseqt 

invariant ce feuilletage 

(i.e. 'd f E P(U) , V Dl , 3 D2, f(IIl n U) C D ~ )  

est un pseudo-groupe de transformations. 

Tout élément de P est solution du système d'équations aux dérivées 

partielles, 

Exemple 2 . -  

Soit Q un domaine du plan complexe. L'ensemble des transformations 

conformes de il et de leurs restrictions aux ouverts de est un pseudo- 

groupe. Les éléments de ce pseudo-groupe sont solutions du système de Cauchy- 

Riemann : 

Un champ local sur une variété M définit un pseudo-groupe de trans- 

formations à un paramètre appelé habituellement "groupe" local à un paramhe. 



Exemple 4 .  - 

L'ensemble de tous les difféomorphismes locaux d'une variété M est 

un pseudo-groupe de transformations. 

a) re après notre définition O ( M )  ne constitue pas nécessairement un 

recouvrement de M. 

b) Un pseudo-groupe de transformations est en particulier un faisceau 

de groupoides lorsque O (M) = TO~(M). 

I Un sous pseudo-groupe est une partie P'  de P gui est un pseudo- 

I groupe. 

Exemple 5 .  - 

L'ensemble des difféomorphismes locaux de classe C- d'une variété M 

k 
est un sous-pseudo-groupe du pseudo-groupe des difféomorphismes locaux de classe C . 

Ptrctpoa&on 4 .  - 

Soit (PX)XEA une famille de pseudo-groupes sur une variété Y alors 

PA est un pseudo-groupe sur M. 

Remahque. - 

Cette proposition permet de définir la notion de pseudo-groupe engendr6 

par une famille de difféomorphismes locaux. 

Exemple 6 .  - 

Soit G un groupe de Lie qui opère à gauche sur une variété M. 



L'ensemble des restrictions des translations 2 gauche sur M engendre 

un pseudo-groupe sur My appelé pseudo-groupe déduit du groupe de Lie G. 

Un pseudo-groupe P sur M est dit transitif si : 

2 
Y(x,y) E M , 3 f E P tel que f(x) = y. 

Un pseudo-groupe P sur M est dit localement transitif si 

Remahoue. - 

Si P est localement transitif alors U(M) est un recouvrement de M. 

I Soit P un pseudo-groupe sur M et N une sous-variété (~our la 

topologie induite) de M. 

Supposons que : 

t/ u E U(M) , Y f E P(U) , f(un U) c YT. 

Alors, l'ensemble P' des restrictions des éléments de P 3 N est 

un pseudo-groupe sur N. L 
Remahuue. - 

Si N est un ouvert de My alors P' est un sous pseudo-groupe de P. 

c) Pseudo-groupes de Lie (M est de classe cm). 

Soit P un pseudo-groupe de transformations de , suoposée de classe 

cm, posons 

II:,*(P) = { ~ ~ f l f  E P, f défini en x), O < q < + m  
X 



Ml est une sous-variété ouverte de M et IIo(p) un sous-proupolde 

V é d i W o n  10.- 

It9(P) est appelé le groupoide d'ordre q associé ou pseudo-groupe 

( 0  < q ,< +ml 

Posons 

lTA (P) = {J f! f E P, f défini en x) 
XY* X 

X X X 
(P) = u n (P) est un sous-faisceau de ïi ( M I  ,Ml ) .  

xsM ' x, * 

r- X (P) est appelé le faisceau associé au pseudo-groupe P. 

Nous avons alors les projections canoniques 

Remanque. - 

Si P est transitif, alors M t  = M et lI0p = MxM. 

Dédini;tion 1 2  .- 
Un pseudo-groupe P est dit complet s'il existe un entier r tel que 

l'ensemble des difféomorphismes locaux de M '  dont le jet d'ordre r est dans r 



nr(p) soit égal à P. 

Alors il est aisé de vérifier que si s b r, l'ensemble des difféomor- . 

phismes locaux de M' dont le jet d'ordre s est dans nS(p) est aussi égal à 

P. 

Nous appellerons, ordre de P ,  le plus petit entier r vérifiant la 

propriété précédente. 

V é ( i U o n  73.- 

Nous appellerons pseudo-groupe de Lie sur M, un pseudo-groune de 

.sformations sur M tel que : 

PGL, - P soit complet d'ordre q. 

r 
PGL2 - 'd r f q , n P soit un sous-groupoide de Lie de l T r ( ~ '  ,M1). 

Le pseudo-groupe défini dans l'exemple 1 est un pseudo-groupe de Lie 

d'ordre 1. 

I Un pseudo-groupe de Lie est dit de t$-pe fini s'il existe un entier r, 

tel que : 

s r- 1 
s 3 r , II P soit isomorphe à il P. 

I Le plus petit entier r, vérifiant cette pro~riété est appelé le degré 

Le degré d'un pseudo-groupe de Lie est supérieur ou égal ?i son ordre. 



d) Pseudo-groupes infinitésimaux. 

Dé(A ' .Wan  1 5 . -  

Nous appellerons pseudo-groupe infinitésimal sur la variété Y 

de classe cm, la donnée 

1 ) d'une famille non vide U(M) 

2) Pour tout élément U de O(M), d'une famille non vide de chamns de 

vecteurs tangents à M de source U, notée P(U) 

telle que : 

PGI, - V X E P ( U )  , V Y E P ( U )  , V A  E R  , V r i E R  , h X + U Y E P ( U ) .  

Nous noterons P ce pseudo-groupe infinitésimal. 

D é l ( i W a n  77.- 

Un pseudo-groupe infinitésimal est dit transitif si 

V x  E M' = V U , { x ~ / x  E P} engendre '?' (H). 
UEU (M) X 

Exmfle 1. - 

L'ensemble des champs locaux sur une variété M est un pseudo-groupe 

infinitésimal transitif. 

Soit G un groupe de Lie et son algèbre de Lie. 

L'ensemble des champs locaux sur G invariants à gauche est un pseudo- 



groupe infinitésimal sur G appelé pseudo-groupe déduit de l'algèbre de Lie 

par localisation. 

Pfiopadi,tion 6. - 

soit (PX)hEA une famille de pseudo-groupes infinitésimaux sur M, 

alors si A # @, n PX est un pseudo-groupe infinitésimal sur M. 
XEA 

Cette proposition nous permet de définir la notion de pseudo-groupe 

infinitésimal engendré par une famille de champs locaux sur une variété M. 

Comme dans le cas des pseudo-groupes, à P, nous associons le faisceau 

A J P des germes des éléments de P ( J'P est un sous-faisceau d'algèbre de Lie 

de J'(T(M' ) ) ) et les ensembles J ~ P .  

Nous remarquons que si P est transitif, alors J'(P) = ~ ( l d ' ) .  

l- Le pseudo-groupe infinitésimal P est dit complet s'il existe un entier 

1 q, tel que l'ensemble des champs locaux, dont le jet d'ordre c j  appartient à 

1 J'P, soit égal à P. 

L'ordre d'un pseudo-groupe infinitésimal P est le plus petit entier 

q qui réalise la propriété précédente. 

Nous appellerons pseudo-groupe infinitésimal de Lie un pseudo-groupe 

infinitésimal P tel que C 1) P soit complet d'ordre q. 

2) r ,< q , J ~ P  soit un sous-fibré vectoriel de J'(T(M) ) . 



A l'aide de 7, on montre que : tout pseudo-groupe infinitésimal tran- 

sitif complet d'ordre q est un pseudo-groupe infinitésimal de Lie 

I Un pseudo-groupe infinitésimal P est dit de type fini s'il existe 

s Jr - 1 
un entier r tel que x > r, J P soit isomorphe à P .  

Le plus petit entier r, vérifiant cette propriété, est appelé le 

degré de P. 

Soit un pseudo-groupe infinitésimal sur M, chaque élénent de P 

définit un pseudo-groupe à un paramètre de transformations sur ET. 

Le pseudo-groupe a(P) engendré par la réunion de ces pseudo-proupes 

à 1 paramètre est appelé pseudo-groupe engendré par p.  (a( P) est un pseudc- 
, 

groupe sur M' = u U, où 0 est la famille d'ouverts de P ) .  
us0 

Soit maintenant un pseudo-groupe P de transformations sur M, 

alors 1' ensemble des pseudo-groupes infinitésimaux !! sur M, tels que 

possède un élément maximum P. 

P est appelé le pseudo-groupe infinitésimal associé à P. 

Remmque. - 

P peut être le pseudo-groupe infinitésimal nul, il suffit de prendre 

pour P le pseudo-groupe des unités sur M. 



Si le pseudo-groupe infinitésimal ? est transitif le pseudo-groupe 

a(P) est localement transitif (transitif si M' est connexe). L 
1 n 

En effet, soient x , ,  ) n champs définis sur un voisinage d'un 

point x de M t  tels que : 
O 

1 n (xx ,..., X ) engendre T (w) . 
X X 

O O O 

i 
Pour tout i = 1 ,  , n  X définit un "groupe local" 2 un ?aramètre 

Posons : 

alors, il existe 
11 

U = n U .  
1 

tel que : 
i=1 

soit définie. 

Le jacobien 

D(Y', . . . ¶'Yn) 
est différent de O en x, ; 

donc Y définit un difféomorphisme d'un voisinage de x dans M'. 
O 

D'où le résultat, car Y E a(?). 



La réciproque de la proposition précédente est fausse. 

En effet, considérons sur R~ les champs de composantes Y z vérifiant la 

relation 

Le pseudo-groupe infinitésimal P engendré par ces champs n'est pas 

transitif sur R~ alors que le pseudo-groupe a(P) est transitif. 

Nous avons en fait : 

1- Soit P un pseudo-groupe infinitésimal sur M, une condition nécessaire 

I et suffisante pour que a(P) soit un pseudo-groupe localement transitif est que 

pour tout x E MT, il existe un voisinage U de x tel que l'algèbre de Lie 

engendrée par P ( u )  enger ire T (M). L X 

e) G-structures et pseudo-groupes. 

Soit H une G-structure d'ordre k sur M, c'est-à-dire un sous- 

fibré principal du fibré des k-repères de M, no-& R~(M). 

Soit Y un difféomorphisme local de M dans M tel que: ~ ( x )  = y. 

k 
Y se relève en un difféomorphisme local de R~(M), noté Y  , défini 

par : 

k 
Si z E H , Y ( 2 )  E H nous dirons que Y  est un automorphisme de H. 



L'ensemble des automorphismes de la G-structure H est un pseudo- 

groupe sur M que l'on appelle le pseudo-groupe des automorphismes de B. 

. , Soit P ce pseudo-groupe, le pseudo-groupe infinitésimal ? a.ssoclt: 

à P est appelé le pseudo-groupe des automorphismes infinitésimaux de H. 

Une G-structure H est dite transitive (isotrope) si 

Donc si H est transitive, alors P est un pseudo-grou-e transitif, 

la réciproque étant évidemment fausse. 

Si nous considérons l'ensemble 

pk est un pseudo-groupe sur H. pk est appelé le relèvement de P dans X. 

pk sera dl après ce qui suit, un prolongement de P. 



Dans ce chapitre, nous désignerons, par fibré un triplet ( 02 

k . E est une variété de classe C , O 5 k i + . 

. Y est une variété de même classe que E . 

. n une submersion de E sur !! si k 1,  ou une ennlic2tion sur- 

jective ouverte si k = 0. 

a) Prolongements d'un ~seudo-groupe de transformations. 

Soient (E,~,M) un fibré, g un difféomorphisme ( ' )  locel de E, f 

un difféomorphisme ( ' )  local de M 

Nous dirons que g est un prolongement de f si : 

L m e  7 .- 
Si g est un difféomor-phisme ( '  ) local de F, 

................................... 

( 1 ) si k = O il s 'agit d'hom6omorphismes. 



t e l  que : 

- 1 - 1 
1 )  v x  E T(IJ) , v z  ( x ) ~ u  , v z l  = ( X I  n u ,  .rr 0 g ( z )  = .rr 0 g ( z T )  

- 1 - 1 - 1 - 1 
2 )  v x  T(u') , v z  .rr ( x ) ~ u '  , V z l  TT ( x ) ~ I T ' ,  O O ( 2 )  = T O ( z ' )  

a l o r s ,  

g e s t  l e  prolongement d'un difféomorphisme Local de M. 

No;tation. - 

S i  g prolonge f ,  nous noterons f = T.g . 

l Soient  ( E , T , M )  un f i b r é ,  Q un pseudo-groupe s u r  E ,  P un pseudo- 

I groupe s u r  M. 

Nous d i rons  que Q e s t  un prolongement de P, s i  t o u t  élément de O,, 

ayant  une source connexe, prolonge un élément de P. 

l- Avec l e s  no ta t ions  de l a  & f i n i t i o n  2 ,  nous d i rons  nue Q e s t  un 

I prolongement s u r t j e c t i f  de P s i  : 

1 )  Q, prolonge P .  

2) Pour t o u t  f de P,  ayant une source connexe, il e x i s t e  un élément g de Q , 

I qu i  prolonge f .  

.................................... 
( 1 )  s i  k = O il s ' a g i t  d'hom6omorphismes. 



E. Cartan 

Ces prolongements généralisent les prolongements mérièdrioues de 

Un pseudo-groupe P est en particulier un ensemble ordonné par la 

relation "f < g si f est une restriction de g". 

Nous appellerons prolongement maximum d'un élément f de P, l'élément 
'L 

f de Q, ayant une source connexe, tel que pour tout élément g de Q, ayant 

une source connexe, la relation "g prolonge f" entraîne que g est une res- 

'L 
triction de f. 

L1 existence d'un prolongement maximum n'est pas assurée, mais s 'il existe 

il est unique. 

D é X L W o n  4 . -  

l Avec les notations de la définition 2, nous dirons oue 0 est un pro- - 
longement injectif de P si : 

1) Q pr~longe P. 

2) Tout élément f de P, ayant une source connexe,prolongeable dans Q, admet 

un prolongement maximum dans Q. 

'L 
3) Si ? et g désignent les prolongements maxima de f et g et si g O f 

'L 
est défini ( '  ) alors g O 3 est défini ( 1  et prolonge g O f. 

4) Si U est un ouvert connexe de Ù(M), le prolongement maximum de l,, existe 

% 
et est l'identité sur un ouvert U de E. 

.................................... 

( 1 )  g O f est défini si la source de g est égale aubut de f. 



'L 'b 

5 )  S i  f ( r e s o .  g )  désigne l e  prolongement maxirnuv de f ( r e s p .  de g )  e t  s i  g 

'L 'L 
e s t  une r e s t r i c t i o n  $ e  f ,  a l o r s  g e s t  une r e s t r i c t i o n  de f .  

6) S i  f ( r e s p .  f A E A )  e s t  un élément prolongeable,ayent  urie source connexe, 
X 

'L 
de P, a l o r s  l e  prolongement n?aximum de f = U f e s t  f = U ?' O? pour t o u t  

A & A  
X 

XcA X 
'L 

A E A ,  f désigne l e  prolongement maximum de f dans O.  
A 

V é ~ i n M o n  5. - 

r Avec l e s  n o t a t i o n s  de l a  d é f i n i t i o n  2,nous d i rons  que 0 e s t  un pro- 

1 longement b i j e c t i f  de P s i  Q e s t  un prolongement i n . j ec t i f  e t  s u r j e c t i f  de  P .  

Rematrque. - 

Les prolongements b i j e c t i f s  g é n é r a l i s e n t  l e s  prolongements holoèdrioueç 

de E.  Cartan. 

Exemi?le 7 .- 
Avec l e s  n o t a t i o n s  de 1 - e, pk e s t  un prolonpement b i j e c t i f  de P. 



ExunpXe 2. - 

Prolongements canoniques d 'un pseudo-groupe de Lie .  

S o i t  P un pseudo-groupe de L i e  d ' o rd re  q s u r  une v a r i é t é  M de 

m 
c l a s s e  C . 

A un élément f de P de source U e t  de but  U t ,  on a s soc i e  son 

relèvement dans J ~ ( M  ,M) ,  

Notons : 

bk(p )  e s t  un prolongement b i j e c t i f  de P. 

k 
Considérons dans A' (P) ,  l 'ensemble des difféomorphismes qui  l a i s s e n t  

k 
i n v a r i a n t e  l a  sous-var ié té  Il (P)  ( k  3 q ) ,  c e t  ensemble no té  pk e s t  un pseudo- 

k 
groupe s u r  Il (P ) ,  d ' après  l a  p ropos i t i on  1 - 5 .  De plus  pk e s t  un prolongement 

b i j e c t i f  de P (on considère l a  f i b r a t i o n  p r i n c i p a l e  (Ilk(p) ,a ,M1),  où M t  

désigne l a  sous-var ié té  ouverte  de M ,  d é f i n i e  pa r  M t  = u u ) .  
UEO(M) 

Pour k & q ,  pk e s t  appelé  l e  k-?me prolongement canonique de P. 

Remattquu. - 

1 )  Dans n o t r e  d é f i n i t i o n  du pseudo-groupe P ,  nous ne supposons pas 

que O ( M )  = T O ~ ( M ) ,  c e  qui  e n t r a î n e  en p a r t i c u l i e r  que s i  

% % ' u = 15 , U n ' e s t  pas  forcément un  ouvert  s a t u r é  du f i b r é  (E  ,n , M t  ) . 

2 )  L a  r e l a t i o n  "Q e s t  un prolongement de Pt',  ( r e s p .  e s t  un prolon- 

gement s u r j e c t i f ,  i n j e c t i f ,  b i j e c t i f )  e s t  t r a n s i t i v e .  

3 )  L'axiome de recollement nous impose une condi t ion  r e s t r i c t i v e  dans 

l a  d é f i n i t i o n  d'un prolongement. 



Nous avons choisi la condition de connexité, de 18. source des applica- 

tions projetables, pour des raisons de simplicité. 

Une condition de "connexité verticale1' suffit . 

"Nous disons qu'un ouvert U de (E,IT,M) est verticalement connexe 

si pour tout couple de composantes connexes (u~,u;) de U, nous avons la relation 

PhoposiLLan 7 .  - 

Pour tout élément connexe U de C ) ( M ) ,  si 6 est un prolonpement bi,jectif de 

I P, les prolongements maxima des éléments de P ( U )  sont éléments de 4 ( ? ) ,  où 

8 est la source du prolongement maximum de l u  dans O,. 

En effet, soit f E P(u), alors 

f o l  = f  u 

par suite , 
'L 'L % . f O l u  = f O 1% est défini u 
% 'L . f O 1% est une restriction de f, nous en déduisons Que u 

'L 
U C V  

% 

où V désigne la source de f. 

% 

Or, puisque f est un prolongement de f 

'L %-1 
donc I V  est un prolongement de u dans Q ( l V = f  o f  E @ ) .  



Par conséquent : 

D'où la proposition 1 .  

PtroduLt dibtrE de deux pho.tongment4. 

Soient ( E ~  ,IT~ ,M) et ( E ~  ,n2 ,MI deux fibrés , 6, un pseudo-groupe 

sur El , Q2 un pseudo-groupe sur E2, P un pseudo-groupe sur P!, tels a:re 

QI et Q prolongent P. 
2 

Nous allons construire un pseudo-groupe qui soit un prolongerrent à la 

fois de Q, et de Q2 (donc de P) . 

Considérons pour cela le produit fibré (El E23pl 9p2) 
M 

(pl 
et p2 désignent les restrictions des projections canoniques de El x F 

2 

sur E l  et E2 à la sous-variété El x E2). 
M 

Notons R, l'ensemble des couples (f ,g) appartenant à QI x Q2 et 

tels que po-lr chaque élément (f,g) de Q,, x Q2, il existe un élément h de 

P, deux ouverts U et V de M vérifiant: 

R est un pseudo-groupe sur El x E2, dont la famille d'ouverts,notéc 

O(E~ x E ~ ) ,  est engendrée par O(E~ ) x O(E~) (O(E~) , i = 1,2 désignant la 

famille d'ouverts de Q~). 



Notons O(E~ x E 2 ) ,  la famille d'ouverts engendrée par les éléments 
M 

de la forme 

et Q1 x Q2,  l'ensemble des restrictions des éléments de R aux ouverts de 
P 

O ( E ~  X E ~ ) .  
M 

D'après la proposition I.5., 
Q1 x Q2 

est un pseudo-proupe sur 
P 

x Q2 est en fait, l'ensemble des couples ( f , . ~ )  de al x CI2 tels 
P 

que : .rr .f = T .g  E P. 
1 2 

r QI ; Q2 est un prolongement de Q1 et de Q2 • 

En effet, tout élément h de Q1 x Q2, ayant une source connexe, 
P 

préserve la fibration pl (resp. p2) et comme x O est un oseudo-groupe 
& 1 ,  2 

I 

tout élément h ainsi que son inverse préserve la fibration pl (resn. p2).  

D'anrès le lemme II.l., tout élément h de Q1 x $ prolonpe un dif- 
P 

féomorphisme local g de El (res~. de E ) , de la construction de 0, ; Q p ,  
2 

i 

il résulte que g est en fait un élément de Q (res?. de Q ) , d'oc la pro- 
1 2 

position 2. 



l Soient  (F ,ql ,El ) e t  ( F  ,q2 , E ~ )  deux f i b r é s  e t  R un pseudo-groupe 

s u r  F qui  prolonge Q1 e t  Q2. 

I S i  .rr - 
1 O q1 - T~ O q2, a l o r s  R prolonge O x Q2. 

l P 

Puisque r1 O q1 = T O q2, F e s t  un f i b r é  s u r  E 
2 E2. 

M 

Notons : 

l a  f i b r a t i o n  a i n s i  d é f i n i e .  

Tout élément de  R ,  ayant  une source connexe, e s t  compatible avec l n  

f i b r a t i o n  r ( c a r  pl  O r = q1 e t  p2 O r = q2) par  s u i t e  t o u t  élément de R ,  

ayant  une source  connexe, prolonge un difféomorphisme l o c a l  de F x E 
M 2 

(Lemme 11.7). 

S o i t  h ,  un élément de R ,  a y m t  une source connexe, notons f l e  

difféomorphisme l o c a l  de El x E t e l  que : 
M 2 



d ' où. 

V x  E U  , I T , ( ~ , ( f ( x ) l ) = r r ~ ( p ~ ( f ~ x ) ) )  

ce qui entraîne que : 

Nous en déduisons que R prolonge Q1 X Q2- 
P 

Q1 x Q2 est appelé produit fibré des prolongements Q1 et EiP2 de P. 
P 

Nous n'avons pas vérifié que Q1 x Q2 
est solution d'un problème 

P 
universel. 

r- Si Q (resp. Q1 ) est un prolongement surjectif de P, alors 

x Q2 est un prolongement surjectif de Q1 (resp. de %).  

Soit f E Q1, supposé de source connexe, f se projette en un élément 

h de P. Puisque Q2 est un prolongeirent surjectif de P, il existe g dans 

Q2 tel que IT .g = h. 
2 

Nous en déduisons que le couple (f,g) est un élément de 0 x Qê 
l P 

qui prolonge f', d'où le résultat. 



S i  Q2 (resp. Q ) est un prolongement injectif de P, alors 
1 

1 est un prolongement injectif de Q1 (resp. de 8). 

1 )  Soit f E QI, ay~nt une source connexe, supposons que f soit pro- 

longeable par k dans Q1 x Qj2, (P, .k = f). 
P 

Posons : 

p2.k = g E 0. 
2 

h = T O pl.k = q2 O p2.k E P 1 

h est pmlongeable dans Q2, (na. g = h) et a une source connexe, donc h admet 
'L 

un prolongement maximum unique h dans $.* • 

'L 
Considérons, alors l'élément (f,h) de QI x Q2 et posons : 

'?? 

'IJ 

f est un élément de Qt1 x g qui prolonge f. 
P 

'L 
vérifions que f est le prolongement maxinium de f E O1 dans 

Q1 x Q2, pour cela vérifions que tout prolongement k1 de f dans @,, ; Cl2, 
P 

'-b 
ayant une source connexe, est une restriction de f. 

Soit f : U -% U' élément de 
Ql 

avec U connexe, un prolongement 

k' de f dans Q1 x Q2, ayant une source connexe, est la restriction d'un Blément 
P 'l, 

(fYg) de Q1 x Q2 à un ouvert U de El x E2 tel que : 
P M 

'L 
or, TI .f = h, 1 



donc g prolonge h dans Q2, ce qui entraîne que : 

'L 
c'est-2-dire que h est le prolongement maximum de h dans Q2. 

Nous en déduisons donc que : 

'L 
i.e. f est le prolongement maximum de f dans &, 0,. 

P 

'L 'L 
2) Soient f E Ql, g E QI, f et g les prolongements ~naxima respec- 

tifs de f  et g dans QI x Q2, d'après la construction précédente si 
P 

'L 'L 'IJ 

f (resp. g) est la restriction du couple (f ,h) (resp. du couple ( p , ? ) )  à 

'L 'L 
El x E:, où h (resp. k )  désigne le prolongement maximum de h (resp. de k )  

M 
dans Q2. 

Si nous supposons que g O t est défini, alors les éléments h et k 

'L 'L 
de P sont composables ; il en est donc de même pour h et k. 

'L 'L 'L 
Nous en déduisons donc p e  f et g sont composables et oue g O ?' 

prolonge g O f. 

3) Soit U un ouvert connexe de O(E,) et posons f = li,, alors 

'L 
h = r  . f =  

1 lu' 2 v et le prolongement maximum h de h d-ans O est é ~ a l  3 

(V ouvert de E2 
tel que n2(v) = Ut). 

'L 
Par suite f  = lUxV. 

4) Avec les notations de 2, si g est une restriction de f, alors 



'L 'L 
k est une restriction de h et k une restriction de h. 

'L 'L 'L 
Par suite, f = (f,h) est une restriction de p = (g,k). 

5 )  Si f (resp. f ) est un élément prolongeable de O,, ayant une 
X 

source connexe, tel que : f = U fX, alors 
XEA 

h = 7 f . f =  
1 hX XEA 

avec hA = ~ ~ . f ~ .  

'L 
Soit h (resp. 2 )  , le prolongement maximum de h (resp. 

hA ) 

dans Q2, nous avons la relation : 

'L % 
donc le prolongement maximum f de f dans QI x Q2 est égal 5, Ir f avec 
Q, P AEA 

X 
'L 

M 
'Il 

D'après la construction faite en 1 ,  f, est le prolongement maximum 

de fA dans Q 1 X Q 2 .  
P 

Ceci termine la démonstration de 5. 

Il résulte des propositions précédentes que : 

Si Q (resp. Q1 ) est un prolongement bijectif de P, alors 
2 

QI x Q2 est un prolongement bijectif de QI (resp de %).  
P 

b) Prolongements d'un pseudo-groupe infinitésjrna.1. 

E et M désignent deux variétés de classe cm. 



sur 

que 

D E ~ i W a n  7.- 

Soient  ( E M  un f i b r é ,  Y un champ loca, l  s u r  E ,  X un champ l o c a l  

Y. 
'-b 

S i  U ( r e s p .  U )  désigne l a  source de Y ( r e m .  de Y) nous d i rons  

Y e s t  un prolongement (relèvement)  de X s i  

'L 
1 ) T ( U )  = u. 

'II 

2 )  V z E U, n;(yZ) = X 
~ ( 2 ) '  

S i  Y prolonge X, nous noterons:  X = T . Y .  

So ien t  (E ,T,M)  un f i b r é ,  ?_ un pseudo-groupe i n f i n i t é s j m a l  s u r  E ,  

? un pseudo-groupe i n f i n i t é s i m a l  s u r  M. 

Nous d i rons  que e s t  un prolongement de  P s i  t o u t  élément de  O, 

ayant  une source connexe, prolonge un élément de  ?. 

Avec l e s  n o t a t i o n s  de l a  d é f i n i t i o n  8 ,  nous d i rons  que Q, e s t  un 

prolongement s u r j e c t i f  de  7' s i  

1 ) 0. prolonge P. 

2 )  Pour t o u t  élément de P, ayant une source connexe, il e x i s t e  un 



élément de 9 qui le prolonge. I 

Ces prolongements généralisent les prolongements mériédriques de 

P. Liberrnann [5-cl. 

Comme dans le cas des difféomorphismes, nous avons la notion de 

prolongement maximum d'un champ local. 

Avec les notations de la définition 8, nous dirons que est un 

~olo?g;e!ent iniectif de P si : 

1 ) 2 prolonge P. 

2) Tout élément X de P, de source connexe et prolongeable dans 0, 

admet un prolongement maximum dans 2. 
'b % 

3) Si X et Y désignent les prolongements maxima de X et Y et 

'b 'b 
si AXcUY est défini (' ), alors AX+pY est défini. 

4) Si U est un ouvert connexe de O(M), le c h q  nul sur U est 

prolongeable, et son prolongement maximum est un champ local nul sur E. 
'b % 

5 )  Si X' et Y désignent les prolongements maxima de X et Y et 

(1 'b 'b si [x,Y] est défini , alors [x,Y~ est défini. 

'b % 
6) Si X et Y désignent les prolongements maxima de X et Y et 

'b 'b 
si Y est une restriction de X, alors Y est une restriction de X. .................................... 
(1) XX+pY (resp. LX,~]) est défini si la source de X est égale à la source 

de Y. 



I '7)  si  X ,  ( r e s p .  X , A  E A )  e s t  un champ p r o j e t a b l e  e t  de roinir-F 
A 

'-b % 
connexe, + l o r s  l e  prolongement maximum de X = U X A  e s t  U X où X, 

A E A  A E A  
X 

désigne 1% proiongement maxirnum de X x ' 

DZ~i&on 7 7 . -  

Avec les no ta t ions  de l a  d é f i n i t i o n  8 ,  nous d i rons  que 2 e s t  un 

prolongement b i j e c t i f  de P s i  2 e s t  un prolongement i n j e c t i f  e t  s ü t j e c t i f  

Exemple 7 .  - 

Soient  (E ,n ,v)  , une v a r i é t é  f i b r é e ,  P l e  pseudo-groupe i n f i n i t é s i m a l  

des champs locaux s u r  V ,  2 l e  pseudo-groupe i n f i n i t é s i m a l  des champs locaux 

p r o j e t a b l e s  s u r  E ,  e s t  un prolongement s u r j e c t i f  de P. 

Exemple 2 .  - 

Soient  ( E , ~ , v )  un f i b r é  p r i n c i p a l ,  w une connexion s u r  E ,  l e  

pseudo-groupe i n f i n i t é s i m a l  2 des champs horizontaux pour c e t t e  connexion n ' e s t  

pas un -rolongenent du pseudo-groupe P des champs locaux s u r  l a  base  V.  Le 

pseudo-groupe dos chm.ps horizontaux p r o j e t a b l e s  c o n s t i t u e  un prolcngement 

b i j e c t i f  de P. 

Exeniple 3 .  - 

Avec l e s  n o t a t i o n s  de I - e ,  l e  pseudo-groupe i n f i n i t é s i m a l  $ as soc26  

à pk e s t  iin prolongenent b i j e c t i f  du ppeudo-groupe des automorphismes i n f i n i t ( -  



simaux de la G-structure H considérée. 

Rmatciue-h. - 

1 )  Dans notre définition du pseudo-groupe infinitésimal, nous ne suppo- 

sons pas que U(M) = TO~(M), ce qui entraîne en particulier que si Y prolonge 

X, Y n'est pas forcément défini sur un ouvert saturé de E. 

2) La relation " 2  est un prolongement P" (res?. un 'prolongenent sur- 

jectif, injectif, bijectif) est transitive. 

P h o d d  dibhé de deux pholangmentb. 

Soient ( E ~ , I T ~ ~ M )  et (E ,n ,M) deux fibrés, pl un pseudo-groupe 2 2 

infinitésimal sur Ely % un pseudo-groupe infinitésimal sur Fa> P un pseudo- 

groupe infinitésimal sur My tels que et prolongent P .  

Nous allons construire un pseudo-groupe infinitésimal qui soit un pro- 

longement à la fois de et de $ (donc de P) . 

x E ,p ,p ) le produit fibré de (E,  ,Tl $1 et ( F  YM). Soit (El 
M 2' 2 

Notons : 

2, $ l'ensemble des couples (x, ,xp) éléments de ?, x c2 tels 
P 

que : 

1) La source de (xl,xg) soit un ouvert de E x E2. 
' M  



Il est clair, puisque E l  x E2 est une sous-variété de F x E2, a j i c  
M 1 

2 ; 5 est un pseudo-groupe infinitésimal sur E l  x E2. 
M 

Nous noterons O (E, x E ~ ) ,  la famille d'ouverts associée à QI x $. 
M P 

O x O est un prolongement de 2 et de O 
--1 Y 1 2 ' 

Ceci résulte de la construction de QI x $ .  P 

Nous démontrons de la même manière que pour les ~ropositions 3 - 4 - 5, 

les propositions suivantes : 

Soient ( ~ , g  ,E ) et (F,Q yE ) deux fibrés et R un pseudo-groirpe 
1 1  2 2 

infinitésimal sur F qui prolonge Pl et %. 

Si -m o q -  
1 1 

- -m2 O q2, alors R prolonge 2 

D&&LniZian 7 2 . -  

x 0 est appelé produit fibré des prolongements 2 et q2 de P. 
QI p -2 1 



P n o p o ~ ~ o n  9. - 

I Si $ (resp. ? ) est un prolongement surjectif de P (res?. injectj. - 
1 1 bijectif de P ) ,  est un prolongement s~r~iectif de P (resp. 

1 

I injectif, bijectif de Pl ) (resp. de &). 

Rematrui~,e. - 

Si le pseudo-groupe infinitésimal Q. prolonge P (resp. prclonpe 

surjectivement, injectivement, bijectivement) alors le pseudo-groupe a(Q) 

prolonge a(P) (resp. prolonge surjectivement, injectivement, bijectivement) ; 

(cf. p. 14 ) .  



117 - MORPHISMES 1 
a) Morphismes de Cartan. ____-________-__-__- 

Ptrotang men t  d' un couple de ph eudo -gtroupu. 

Nous appellerons prolongement du couple (P ,P ) de pseudo-groupes, 1 2  

un triplet (Q,P ,P ) tel que : r 1 2  

I 1 )  Q soit un prolongement bijectif de . 
1 

I 2) Q soit un prolongement de Pz. 

PmpoaXon 7 .- 
Soient ( Q ~  'Pl 'P2) et (62 ,P2 ,P3) deux prolongements de couples, 

Ceci résulte des propositions II - 2 et II - 6. 

PtrapohL.CLon 2 .  - 

( Q  p p ) ,  (Q P P ) trois prolongements alors soient (Q P P ) ,  2 ~ 2 ~ 3  
1 '  1 ,  2 3' 3' 4 



Supposons que P. s o i t  un pseudo-groupe s u r  M.  ( i  = 1 ,2 ,3  , h )  e t  Qi 
1 1 

un pseudo-groupe s u r  E  (j = 1 ,2 ,3 ) ,  nous avons l e  diagramme su ivant  : 
j 

Classiquement,  nous avons l e s  é g a l i t é s  

La v a r i é t é  El x E x E a i n s i  d é f i n i e ,  s e  f i b r e  en p a r t i c u l i e r  s u r  
2  3 

M! e t  M ~ .  M2 

Par  a i l l e u r s ,  d r a p r è s  l a  p ropos i t i on  1 ,  l e s  pseudo-groupes 

d é f i n i s  s u r  El x E x E sont  des prolongements du couple ( P ~ , P ~ ) .  Il e s t  
M 3 

M2 3 
immédiat de v é r i f i e r  qul i l s  co ïnc ident .  

EquAvdexce e m e  pmLongernevu% de couples. 



P E ~ i W a n  2 .  - 

Soient  P e t  Q deux pseudo-groupes qui  prolongent  l e  même couple 

Nous d i rons  que ( P , P ~  ,p2 ) e t  (e ,P1 ,pz)  son t  semblables e t  nous 

noterons 

s i  pour t o u t  élément f de P ayant une source connexe, l e s  prolon- 
1 ' 

gements maxima de f dans P e t  dans Q ont  même p r o j e c t i o n  dans . 
P2 

I La r e l a t i o n  d é f i n i e  précédemment e s t  une r e l a t i o n  d 'équivalencr  s u r  

l l 'ensemble des prolongements d 'un couple (p1,P2) .  

6 

I l  e s t  c l a i r ,  que c e t t e  r e l a t i o n  e s t  r é f l e x i v e  e t  symétrique. 

supposons que : 

(P,P ,P ) % ( Q , P ~ , P ~ )  e t  ( Q , P ~ . P ~ )  % (R.P19P2)* 
1 2  

Le diagramme su ivant  f i x e  l e s  no ta t ions .  

% A - 
Notons f  ( r e s p .  f e t  f )  l e  prolongement maximum de f apparte-  

nant à Pl  dans P ( r e s p .  Q e t  R ) ,  a l o r s  

% A A 

V' f  E Pl  , nl.f = n l . f  e t  n l . f  = nl.f 
1 2 2 3 



donc, 

c'est-à-dire que : 

Nous désignerons par [P,P, ,pp] la classe d'équivalence de (P,P~ ,F 2 ) . 

Lorsqu'il n" aura pas de confusion possible nous la désignerons plus 
% 

simplement par P : Pt + P 
2 ' 

Nous appellerons morphisme de Cartan de source Pl 
et de but 

P2 ' 
i j la classe de similitude d'un prolongement du couple (P1,P2). 

I 
Nous désignerons par Hom (P ,P ) l'ensemble des morphismes d.e Cartan 

C l 2  

de source Pl et de but Pz. 

Il est clair que : 

sauf si 

Soient (P,PI,P2) et (Q,P ,P ) deux prolongements, alors 
2 3 



ne dépend que de L 
En effet, soient ( P '  ,Pl ,p2) et (Q '  ,p2 , P ~ )  tels que : 

(P,Pl  >P2) 'b ( p i  ,Pl ,p2) 

( Q , P ~ : ~ , P ~ )  Q ( Q '  >p2>p3) 

Les notations sont fixées par les diagrammes suivants : 

Soient 

'L 

f le prolongement maximum de f E Pl dans P. 

'L 
f' le prolongement maximum de f E FI dans P t .  
A 

'b 
f le prolongement maximum de f E P dans P x Q. 

P2 
1. 'b 
f' le prolongement maximum de f' E P' dans P'  x Q'. 



A A 

Alors f ( resp .  f ' )  e s t  l e  prolongement maximum de f E P,  dass 

p x Q ( r e s p .  dans P' x Q 1 ) .  

P2 P2 

L'hypothèse, 

e n t r a î n e  que : 

Nous en déduisons donc pour t o u t  f e P l ,  de source connexe-, que : 

Comme r .f ( r e sp .  r . f ) e s t  l e  prolongement maximum dans & 
2 2 

( r e sp .  dans Q ' )  de 

l ' hypo thèse  

e n t r a î n e  que 

Nous avons donc démontré que : 

d'où l e  r é s u l t a t  annoncé. 



I 'L 

1 Soient  P : Pl + P e t  a : P2 + P nous dé f in i s sons  
2 3 ' 

Q O P : Pl + P comme l e  morphisme de Cartan [P x Q,P1 >p2]. 
3 D 

La composition des  morphismes de Car tan  e s t  a s s o c i a t i v e .  

Ceci r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  2. 

Le morphisme de Cartan i p  = [P ,P ,P~  e s t  un morphisme u n i t é .  

En e f f e t ,  il e s t  c l a i r  qu'un pseudo-groupe P e s t  un prolongement 

b i j e c t i f  de lui-même, donc [P,P,P] e s t  un morphisme de Cartan. 

Nous devons v é r i f i e r  que s i ,  

a l o r s  

Pour démontrer 1 )  il s u f f i t  de montrer que : 

Le diagramme su ivant  f ixe  l e s  no ta t ions  : 



'L 
S o i t  f l e  prolongement maximum de f appartenant  à Pl  dans P ,  

'IJ 

a l o r s  l ' é l émen t  ( f , f )  de P l  x P e s t  l e  prolongement maximum de f dans 

1 
P x P e t  de manière év idente ,  nous avons : 

1 
1 

'L 
r* . ( f , ? )  = f , 

Nous en déduisons donc que : 

De ce  qu i  précède,  nous déduisons : 

i- Les morphismes de Cartan d é f i n i s s e n t  une c a t é g o r i e  dont l e s  o b j e t s  sont  

1 l e s  pseudo-groupes. 

Nous noterons  C c e t t e  ca t égor i e .  

Remahque. - 

Les prolongements des couples  ne d é f i n i s s e n t  pas  une c a t é g o r i e  c a r  il 

n 'y  a pes d ' i d e n t i t é .  



i 
I 

Nous dirons qu'un morphisme de Cartan [P,P, ,p2] e s t  un 

- monomorphisme s i  P e s t  un prolongement i n j e c t i f  de 
; 

- épimorphisme s i  P e s t  un prolongement s u r j e c t i f  de 
P2 ; 

I - isomorphisme s i  P e s t  un prolongement b i j e c t i f  de 
P2 

R w & ~ . ~ u M .  - 

1 )  Il s ' a g i t  12, a p r i o r i ,  de mono, d ' é p i ,  d'isomorphismes " f o r t s "  car  

nous n'avons pas c a r a c t é r i s é  l e s  mono, l e s  ê p i  e t  l e s  isomorphismes de l a  

ca t égor i e  - C .  

2 )  Un isomorphisme de Cartan g é n é r a l i s e  l a  no t ion  d'isomorphisme, 

d é f i n i  par  E .  Cartan. 

Exemple 7 .  - (Exemple d e  p k a l o n g e m e ~  hemblablu ) . 
S o i t  W une G-structure d ' o rd re  k ,  s u r  une v a r i é t é  M de c l a s s e  

Notons P ,  l e  pseudo-groupe de s e s  automorphismes e t  pk l e  relèvement de P 

dans H.  

Considérons d ' a u t r e  p a r t  l a  p r o j e c t i o n  

k 
e t  posons H' = n (W). 

k- 1 



H f  e s t  une G-structure d ' o rd re  k-1. Nous noterons P '  l e  pseudo- 

,k-1 
groupe des automorphismes de H '  e t  P , son relèvement dans H l .  

A l o r s ,  il e s t  c l a i r  que : ( P ~ , P , P ' ~ - ~ )  e s t  un prolongement de 

,k-1 
( P  ,P ) . Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e ,  un a u t r e  prolongement de ( P  ,P ) . 

Considérons pour  c e l a ,  l e  monomorphisme de f i b r é  p r i n c i p a l  i 

d é f i n i  par  : 

( 'a désignant  l a  t r a n s l a t i o n  de IRn de vec teur  a ) .  

Rk+ 1 
Nous désignons par  1 ( H I  ( r e s p .  Rk+' U ouvert  de M )  l e s  

lu 
r e s t r i c t i o n s  à H ( r e s p .  à U) de 

Rk+ l Rk+ 1 

1 ( r e s p .  1 ) 

R~ M 

S i  H e s t  i n t é g r a b l e  à l ' o r d r e  k+l , on démontre que ( c f .  

D. LEHMANN [4.a] e t  p . b ] )  

sont  deux f i b r é s  pr inc ipaux.  



1 . [ ,-,k+ 1 1 1 
NOUS noter!~r;:; H = L , , Y , ~ -  ) f l  - ? ' ( I I ) ,  iJ e s t  l e  p r z n i e r  g r 0 1  c!xgement , d 

de H.  

N2us a-~-î,i<s a:i.c.x.s l e  di3g;-â.jmn~ s ~ i v a ï i t  : 

où t o u t e s  l e s  ?"-?ches s ~ n t  des f i3rc l t ions .  

Soi% i' ,s>i 2iff6omorp:iisilzo l o c a l  de M 

f s e  r e l è v e  O m s  i.(qk+' ) en m d i f f éomorph i~ne  iK+' d é f i n i  pay. : 

1 

Il  e s t  c l a i r .  fk+ 1 que s i ,  i ( z )  E H I  e t  f  E P ,  a l o r s  
1 

( i ( z ) )  E H . 
pk+ 1 1 

iJ?vç en  ?éd=isons que l 'ensemble no té  , des r t ~ t ; i c t i o n ~  à T i  

,-Li+ 1 pk+ ! 
des A 1-nrsque f pârcour l  P ,  e s t  un pseudo-groupe, de plus CS t, 

un pcolonaenicrt, h i j e c l i f  de 2. 

pk+ l p ,k- l  
U ' a~ t r e  p s r t  , es+ un prolongexent d- , c a r  nous a ~ ~ l l r  :r 

d i s  gramxt sic ' 7:d:;t : 



commutatif, c a r  

Nous avons donc l a  s i t u a t i o n  su ivante  : 

e t  l e s  prolongements, 

( $ , P , P ' ~ - ' )  e t  (P k+l ,p ,ptk- l)  

sont  équiva len ts .  

ExempLe 2 . -  

Un groupe de Lie G é t a n t  f i x é ,  non d i rons  que l e s  G-structures 

d ' o rd re  k 



, - sont  co,!i! va len tos  s ':i cx i  v i e  un d l f f ~ o r m r p ~ i l u m e  4 de M sui M e ,  t e l  que sor. 

-1;. . . 
relèvement bk ; i i ( w )  +- :. ( M I )  soli., r n  E i f f6o ra~r~h iame  e:itrc les f i b r 6 i  prir;.:i: 

Faux H e t  Hl. 

1 e psr-ildc-g2oüpe :!es âutoriicjrpnisnies dc B Notons P L') -. 

I r  
! .x 

(re:;p. de Hl), ' r-.t   lei^:: 1--cz_lèvemen% rn:;xirct.if. 

e s t  .JL pseudc--gro i-c q ~ i  pïa lcnge  b l j ez t i~ remen t  1"; qui coïnc ide  avec PI". 

Ci7.Z cio.~ditj_or: néces sa i r e  pour qiie FI s o i t  $quivalerite 3, X t  est q'.!i.j.. 

e x i s t e  7rn iu~ïiior3h'srrL~ C!c Cayten de P dans p;. 

b) U;LB C E L ~ ~ O G T ~ ~  -.GE - - -  i ~ c ~ n L ! e  à i â  c a t é e r i e  -- de Cartan. 

La i'c-jrrae d e  la ct65iniVion 1 - 1 nous conduit  à me d 6 f i n i t i o n  r ,at7rr : l lc  

S o i e n t ,  Pl e t  P2 d e 3 u  pseudo-groupes s u r  l e s  v a r i é t é s  M l  e t  pl;?, 
Z 

i O1 e t  . Ir ,  l e u r s  f ami l l e s  d ' ouve r t s  a s soc i ées .  
r: 

I Nous appei le rons  inorphisme na ï f  de pseudo-groupe de scjdr.ce P l  e t  de 



N O Z ~ ~ O M .  - 
NOUS noterons ,  F = ( c r , ~ ~ )  un morphisme n a ï f  de pseudo-groupe. 



donc 

Soient F = ( a , ~ ~ )  : Pl + P et G = (B,G~) : Pp + P deux morphismes 
2 3 

naïfs. Nous appellerons composé de F et Gy le morphisme 

G o F ' =  (4 o a ,  G 
a(u) O 

Pour que cette définition ait un sens il faut vérifier que G O F est 

effectivement un morphisme naïf. 

Il est clair que : 

1 ) u E o1 Ga(U) 0 FU est une application de Pl (u) dans 

P3(B 0 a(u) ) .  

2) u E 0, , U t  E o1 , la condition U t  C U entraîne que : 

B 0 a(ut) C 6 0 a(u) et que le diagramme suivant est commutatif : 

3 )  Il est clair que si f = U fA, alors : 



ceci d'après le Lemme 1. 

La composition des morphismes naïfs de pseudo-groupe est associative. 

Ceci résulte directement du Lemme 1 et de l'associativité de la loi 

de composition des applications. 

) est un morphisme unité. 

PnoponiaZan 10. - 

Les morphismes définis en III - 4 forment une catégorie dont les objets 

les pseudo-groupes. 

NotaLLon. - 

Nous noterons - P cette catégorie et nous l'appellerons la catégorie 



naive des pseudo-groupes. 

Thémême 7 .- 

Les ca t égor i e s  C e t  - P sont  isomorphes. 

Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  deux fonc teurs  -K : C + P e t  0 : P + C. - - - - 

a )  Construct ion de T : 

S o i t  [P,P, ,p2] un morphisme de Cartan (~éf. III - 1 ) , l e  diagramme 

su ivant  f i x a n t  l e s  no ta t ions  

S i  U e s t  un ouvert  connexe de O , ,  nous posons 

'L % 
où U e s t  d é f i n i  par l u  = 1;. 

S i  U e s t  un ouver t  quelconque de O , ,  U e s t  réunion de ses  compo- 

s a n t e s  connexes U A ,  A E A. 

Nous posons a l o r s  : 



Ceci définit une application 

Et cette application est indépendante du choix du représentant 

(P,P P ) dans la classe [P,P~ ,p2]. 
1' 2 

'L 
Considérons un élément f E Pl de source connexe U, soit f son 

'L 
prolongement maximum dans P, nous posons : FU(f) = ri .f, F (f) est indépen- 

2 u 
dante du choix de (P,P ,P ) dans la classe k,p1 ,PS. 

1 2  

FU(f) est un élément de P2, de source a ( ~ ) .  Si f n'est pas de 

source connexe, nous posons : 

FU(f) = U F (f) 
XEA 

03 ( u ~ ) ~ ~ ~  sont les composantes connexes de U. 

Vérifions que F = (a,FU) est morphisme naïf de P l  dans P . 
2 

a) U E Ol , U' E O1 , la condition U' C U entraîne : 

a(u' C a(u). 

En effet : si U et U' sont connexes, 

lu ' est la restriction de u a U t ,  donc d'après la définition II - 4 

2> 
1 est la restriction à U1 de 1; . 

Par conséquent : 

c'est-à-dire 



Cet te  r e l a t i o n  s e  prolonge, évidemment au  cas  où U e t  U '  ne sont  

pas connexes. 

b) tf U E 0, , U '  E 0, s i  U' C U ,  a l o r s  l e  diagramme su ivant  e s t  

commutatif : 

Ceci r é s u l t e  de l a  d é f i n i t i o n  II - 4, en e f f e t  s i  U e s t  connexe e t  

w % 
s i  f  E P ( u ) ,  a l o r s  ( f  e s t  l a  r e s t r i c t i o n  à U t  de 3. 

Donc : 

Cet te  é g a l i t é  s e  prolonge au cas  où U n ' e s t  pas connexe. 

c )  Le c o r o l l a i r e  de l a  propos i t ion  II - 1,  en t r a îne  que s i  U e s t  

connexe 

c e c i  f  E P , ( u )  e t  f '  E p , ( f ( ~ ) ) ,  U Étant  supposé connexe. 



Donc que : 

F ( f '  O f )  = F (f') O ~ ~ ( f )  . u f ( u )  

Ce t t e  r e l a t i o n  s e  prolonge au cas  où U n ' e s t  pas connexe. 

TV 
- 1 

d) S i  LJ e s t  connexe, 'd f E P , ( u )  ( f ) - '  = f  ( ~ é f .  II - 4 )  

Nous en déduisons que : 

C e t t e  r e l a t i o n  s e  prolonge au  cas  où U n ' e s t  pas  connexe. 

Lemme 7 .- 

Les app l i ca t ions  

d é f i n i s s e n t  un fonc teur  de C dans P. - - 

De manière év idente  r ( [P ,P ,PI ) = I p .  



Soient  [P,P, >P2] e t  [Q,P ,P deux morphismes de Cartan,  l e s  nota- 
2 3 

t i o n s  sont  f i x é e s  par  l e  diagramme su ivant  : 

Par d é f i n i t i o n  : 

avec pour t o u t  ouvert  U connexe, 

% 

où f e s t  l e  prolongement maximum de f dans P. 

D e  même, 

r ( [Q y ~ 3 ]  ) = G = ( b Y G V )  

avec pour  t o u t  ouvert  V connexe, 

A 

'v' f3 E p 2 ( v )  Y Gv(g) = q2.g Y 

A 

où g e s t  l e  prolongement maximum de g dans Q. O r  : 



e t  pa r  d é f i n i t i o n ,  

avec pour t o u t  ouver t  U connexe, 

- 
où f désigne l e  prolongement maximum de f dans P x Q. 

P2 

- 
y  é t a n t  d é f i n i  p a r  : y ( ~ )  = q O r (f i )  où Ü e s t  t e l  que 

2 2 l u  = 1-. u 
'L - 

Il e s t  immédiat que lu  e t  lu s e  p r o j e t t e n t  en 1 
a ( u )  '2 

. S i  nous 
A 

désignons par  
l a ( u )  ' l e  prolongement maximum de ' d u )  dans 2, nous avons : 

ce qui  e n t r a î n e  : 

donc, 

Par  s u i t e  



Avec des no ta t ions  analogues aux précédentes  nous avons : 

Par  s u i t e ,  

Nous en déduisons donc que : 

Nous avons donc démontré que : K = G O F ,  ce  qui  te rmine  l a  démons- 

t r a t i o n  du lemme. 

b) Const ruc t ion  de 8. 

Considérons un morphisme F : Pl  + P F = ( a s F u ) .  2 , 
S i  o1 ( r e sp .  0 ) désigne l a  f a m i l l e  d 'ouver t s  de 

2 1 

( r e s p .  Pg), notons 0 l a  f ami l l e  d ' ouve r t s  engendrée pa r  : 

Considérons l 'ensemble PF des r e s t r i c t i o n s  des éléments ( f , F U ( f ) ) ,  

( U  v a r i a n t  dans 0, , f  v a r i a n t  dans p l ) ,  aux ouverts  de 0. 

I l  e s t  c l a i r  que PF e s t  un pseudo-groupe dont l a  f a m i l l e  d ' ouve r t s  

e s t  0 ,  qu i  prolonge Pl e t  P2. 

De p l u s  s i  U e s t  connexe e t  s i  f  E PI (u), f  admet un prolongement 

maximum dans PF, qu i  n ' e s t  a u t r e  que ( f  , F U ( f ) ) .  



En résumé : 

( P  F I 2  ,P ,P ) e s t  un prolongernént du couple (P l  ,Pp) .  

Les a p p l i c a t i o n s  

e : F ( P )  - - F ~ ( c )  

F  - 0 ( F )  = [ P ~ , P ~ , P ~ ]  

d é f i n i s s e n t  un fonc teu r  de P dans C .  - 

Comme, 

Il e s t  c l a i r  que s i  F  = I p ,  a l o r s  PF = P x P. 

[P x p,p,p] = [PYPYP] Y 

nous en déduisons que : 

Soient  F : Pl +. P  G : P2 +. P deux morphismes (F  = (a ,FU)  , 
2 3 

G = ( @ , G v ) ) .  

Posons : 

e t  v é r i f i o n s  que : 



Le diagramme suivant fixe les notations 

Soient U un ouvert connexe et f E PI (u) le prolongement maximum 

de f dans 
'GOF 

est : 

son prolongement maximum dans PF x PG est : 

P2 

donc : 

ce qui entraîne que : 

OU encore : 

Ceci termine la démonstration du lemme. 



- 
S o i t  [P ,P~  ,p2] LUI morphisme de Cartan,  posons : 

F = ( e t  pour t o u t  U E , U connexe, nous avons 

'-b 

où f e s t  l e  prolongement maximum de f dans P. 

Posons : 

où PF e s t  d é f i n i  comme dans b ) .  

Le diagramme su ivan t  f i x e  l e s  no ta t ions  

S i  U e s t  connexe, s o i t  f E Pl (u) , l e  prolongement maximum de f 

'-b 
dans P e s t  noté  f ,  l e  prolongement maximum de f dans P, e s t  

Alors ,  il e s t  c l a i r  que : 

Nous en déduisons que : 



c'est-à-dire que : 

d'où le résultat : 

Soit F = (a.FU) un morphisme de Pl dans P2. 

9(F) = [P~.P, >PS est défini comme dans b) . 

% 
Désignons par f = (f ,FU(f) ).  le prolongement maximum de f E Pl (u) 

dans P (U est connexe) et posons : 
F 

B est défini pour tout ouvert connexe de O1 par : 

2i 'L , .  

B (u) = p2(u). où U , est tel que : 

Nous en déduisons donc que pour tout ouvert connexe de 
0 ,  : 



D'aut re  p a r t ,  pour t o u t  ouvert  U connexe de 0 ,  : 

'b 

f E P , ( u )  , ~ ~ ( f )  = p2.f 

= ~ ~ ( f ) .  

Ce qu i  e n t r a î n e ,  pour  t o u t  ouvert  U connexe de L', : 

- FU - GU . 

Par  s u i t e  : 

c 'es t -à -d i re  : 

De a ) ,  b ) ,  c ) ,  d )  il r é s u l t e  que l e s  ca t égor i e s  2 e t  2 sont  

isomorphes . 
Les démonstrat ions des théorèmes des paragraphes su ivan t s  é t a n t  calquées 

s u r  c e l l e s  de 1 I I . a  e t  I I I . b ,  nous nous contentons de c i t e r  l e s  énoncés. Les 

v a r i é t é s  cons idérées  s e r o n t  supposées de c l a s s e  cm. 

c )  Les morphismes in f in i t é s imaux  de Cartan. 

Nous appe l l e rons  prolongement du couple ( P  ,P ) de pseudo-groupes 
1 2  

in f in i t é s imaux ,  un t r i p l e t  (2 ,P1 ,Pp)  t e l  que : 

1 ) 2 s o i t  un prolongement b i j e c t i f  de . 
1 

2 )  2 s o i t  un prolongement de . 
P2 

P.kopo~&n 1 7 .  - 

r Soient  ( 2  P P ) e t  ($  ,P2 ,P3) deux prolongements de couples ,  a l o r s  
1 1 2  



i est un prolongement du couple (Pl ,P3). 

Soient P et 2 deux pseudo-groupes infinitésimaux qui prolongent le 

même couple (Pl , P2). 

Nous dirons que (P,P1,P2) et (2,P1,P2) sont semblables et nous 

noterons : 

si, pour tout élément X de Pl, ayant une source connexe, les prolongements 

maxima de X dans P et dans 2 ont même projection dans . L p2 

l La relation définie précédemment est une relation d'équivalence sur 

I l'ensemble des prolongements d'un couple (P,,P2). 

I Nous appellerons, morphisme infinitésimal de Cartan, de source 
1 

et de but P2, la classe de similitude d'un prolongement du couple (P1,P2). 

I La relation 



définit une loi de composition interne associative sur l'ensemble des morphismes 

infinitésimaux de Cartan. 

l- Les morphismes infinitésimaux de Cartan définissent une catégorie dont 

les objets sont les pseudo-groupes infinitésimaux. 

Nous noterons C cette catégorie, et nous l'appellerons la catégorie 

de Cartan infinitésimale. 

d) Une catégorie isomorphe à la catégorie de Cartan infinitésimale. 

Soient Pl et Pz deux pseudo-groupes sur les variétés Ml et M2, 

0, et o2 leurs familles d'ouvert associées. 

Nous appellerons morphisme naïf de pseudo-groupe infinitésimal de 

source Pt et de but P2, la donnée 

1 )  d'une application a : 0, + O2 

2) d'une famille d'applications vérifiant : 

1 )  V U  c O,, F~:P,(U) - P2(a(u)) ; 

2 )  Pour tout couple d'éléments emboités, U'C U, de 0, 

a) a ( u 0  C a(u) ; 

b )  Les diagrammes suivants sont commutatifs : 



b) Si X = U XX E P1(u) alors, F~(x) = U FU (XX) . 
XEA AEA 

Nous noterons, F = (a,F ) un morphisme naïf infinitésimal. 
u 

Les morphismes naïfs infinitésimaux définissent une catégorie dont les 

objets sont les pseudo-groupes infinitésimaux. 

Nous noterons P cette catégorie. - 

Les catégories - C et P sont isomorphes. - 



Rmçu~que. - 

S ' i l  e x i s t e  un morphisme i n f i n i t é s i m a l  de Cartan e n t r e  P  e t  2 

( r e s p .  un mono, un é p i ,  un i s o ) ,  a l o r s  il e x i s t e  un morphisme de Cartan ( r e sp .  

un mono, un é p i ,  un i s o )  de a ( P )  dans a(2) ( c f .  p.  14 e t  p.  3 6 ) .  
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