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INTRODUCTION

Elie Cartan a défini ([ﬁ]) les "isomorphismes mérid&driques" et les
"isomorphismes" entre deux pseudo-groupes. Mails Cartan n'avaif pas défini des
morphismes de pseudo-groupes au sens des catégories. En reprenant les travaux
de Cartan nous avons étudié les notions de prolongement d'un pseudo-groupe, de
prolongement surjectif, injectif, bijectif et constrult le produit fibré de deux
prolongements (les prolongements surjectifs coIncidant avec les "prolongements
mériddriques”, les prolongements bijectifs étant des "prolongements holo&driques').
Puis nous considérons, sur les triplets (Q, P1, P.) ol Q est un prolongement

2
bijectif de P1 et un prolongement de Pg’ une relation d'équivalence dont les
classes appelées '"morphismes de Cartan" définissent la catégorie C, les objets
de C #&tant les pseudo-groupes (dans le cas ol Q est un prolongement surjectif

de P un triplet (Q, P1, P2) est ce que Cartan a appelé un isomorphisme

2’
mériddrique).

Nous retrouvons en particulier les résultats de Kuranishi [3] et
Matsushima.[}—a] i.e. La relation "il existe un isomorphisme mériédrique entre
deux pseudo-groupes"” est réflexive et transitive. La relation "il existe un iso-

morphisme entre deux pseudo-groupes" est une relation d'équivalence.

Nous montrons d'autre part qu'une condition nécessaire pour que deux
G-structures soient localement é&quivalentes est qu'il existe un isomorphisme

de Cartan entre les pseudo—groupes des automorphismes de ces G-structures.

Dans une deuxiéme partie, nous construisons une catégorie P dont
les objets sont des pseudo-groupes (on considére alors un pseudo-groupe sur M
comme un faisceau de groupolides sur un ouvert M' de M) et les fléches,

appelées '"morphismes nalfs', des transformations naturelles particuliédres.



On associe i chaque morphisme naif un et un seul morphisme de Cartan,
définissant ainsi un isomorphisme de la catégorie C sur la catégorie P, re-
liant de cette mani€re la notion de morphisme de faisceaux 3 celle de prolonge-—

ment.

Toutes ces constructions faites sur les pseudo-groupes de difféomor-
. o k . .
phismes locaux sur une variété de classe C (1 g k < +») se généralisent

~

au cas des pseudo—groupes d'homéomorphismes locaux sur un espace topologique.

Nous obtenons une théorie analogue dans le cas des pseudo-groupes

. . . . . =
infinitésimaux sur une variété de classe C .
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1 - DEFINITIONS ET NOTATIONS.

. . k
Les variétés considérées seront supposées, de classe (, O g k g +=

k suffisamment grand pour que les notations suivantes aient un sens, séparées
et de dimension finie.
Soit M une variété, Top(M) désignera la topologie sous-jacente &
la structure de variété considérée sur M.
Nous noterons

JA(M,M) = 1'ensemble des germes d'applications (locales) différentiables de
M dans M.

Jq(M,M) = 1'ensemble des q-jets d'applications (locales) différentiables de
M dans M (0 g q g +=»).

Iﬂ(M,M) = 1'ensemble des germes de difféomorphismes (locaux) de M dans M.

JE(M,M) = 1l'ensemble des q-jets de difféomorphismes (locaux) de M dans M
(o £ 4acg 400 ).

JA(T(M)) = 1l'ensemble des germes de sections locales du fibré vectoriel T(M).

JYT(M)) = 1'ensemble des g-jets de sections locales du fibré vectoriel
(M) (0 g q g *w). |
o : JUMM) > M : 1'application source.
g : JHM,M) > M l'application but.

JA(M,M) est un faisceau.

JMT(M)) est un faisceau d'algébres de Lie.

JUM,M) est une variété différentiable, H3(M,M) une sous-variété ouverte
de J%mM(m))

JAUT(M)) est un fibré vectoriel vectoriel de base M pour la projection

source qui sera notée a.

Les projections naturelles,



D> q ai : IP(m,M) > JH(M,M)
ag ¢ ITON) > THT(0)
sont des submersions
En particulier, (ao = (a,8))

a) Groupoldes - Groupoldes de Lie.

Définition 1.-

Etant donné un ensemble M, nous appellerons groupolde sur M la
donnée :

1) d'un ensemble TI.

2) de deux applications surjectives o et B de I dans M.

3) d'une loi de composition notée o, tels que

Gl.-VXenmVYern oY) =8(X) <= YoXell et

al(Y o X) = a(X),B8(Y o X) = B(Y).

G.2.-VxeM, 31x e 1, u(1x) = B(1x) =x et VXeI,
a(X) =x => 1 oX=Xo1 =X.
X X
¢G.3.-VXem Ix'en XoXx =1 et X ox =1
’ ’ B(X) a(X)

Dépinition 2.-
Soit 1 un groupoide sur M, le groupe o, = {(x|X e 1, a(¥) = g(X)=x)
R bl

est appelé groupe d'isotropie de T en x.

Déginition 3.-

Nous dirons que le groupolde 1 est transitif si 1'application

(a,B) : 11 » MxM



est surjective.

I1 est clair que si II est transitif, alors tous les groupes d'isotro-

pie sont isomorphes.

Définition 4.-

- crs s k . . nr
Un groupolde 1 sur une variété M de classe C sera dit différen-
tiable s'il existe sur 1 une structure de variété telle que

GD1 ~ o et B soient deux submersions.

GD2 - Les applications

I x oI -»> 1
(CI,B)

(X ,¥Y)~» YoX

et

soient différentiables.

Definition 5. -
Nous appellerons groupolide de Lie sur M, un groupoide 1@ différen-—

tiable tel que

GL - (a,8) : T > M x M est une surmersion.

Remasrque :

Un groupolde de Lie est transitif.

Proposition 1.-

Si 1 est un groupolide de Lie alors, pour tout x de M, HX x est
]



un groupe de Lie.

En effet, I (resp. T x I ) est une sous-variédté fermée de
XsX X,X XyX

T (resp. de T x @), ceci d'aprés GD, (resp. GL). De 6D, il en résulte
(a,B) -

que I est un groupe de Lie.
X,X

A un groupoide de Lie I, nous associons donc un groupe de Lie G,

isomorphe a4 chacun des groupes d'isotropie HX <
E]

Nous appellerons G, le groupe d'isotropie de II. Notomns

.....

81 N est un groupolide de Lie, de groupe d'isotropie G, Hx * posséde
L

une structure d'espace fibré principal,de groupe structural G et de base M.

En effet, Hx = 5 (x) est une sous-variété fermée de N telle gue

soit une submersion.

&,

D'autre part, T _ opere 3 gauche différentiablement et de manilre
9 .

simplement transitive sur chaque fibre I
b

I1 en résulte une propriété analogue pour le groupe G isomorvhe 2
3 N o4 .
Hx,x’ d'ou la proposition 2.
Deginition 6.-
Soient T wun groupoide sur M, ' un groupolide sur M'.
Nous appellerons morphisme de groupolde de T dans T' tout couple d'applications

(6,0) telles que :



1) Les diagrammes suivants soient commutatifs

I ¢ ' n i I

2)Vxen,VYell, XoYel => ¢(XoY¥)=4¢(X)o ¢(Y)

Vxen ox )= (ax) .

Proposition 3.~

Si M est une variété de classe Cw, pour tout q, O g q g +w,
l'ensemble Hq(M,M) est un groupoide de Lie dont le groupe d'isotropie est

isomorphe au groupe de Lie Lg (n = dim M) ol Lg = Hg O(Rn,Rn).
L]

b) Pseudo-groupes de transformations.

Soient M une variété de classe Ck, 0 £ k ¢ +w, Top(M) 1la topologie
sous-jacente, nous désignerons par O(M) (ou plus simplement (¢ lorsqu'il n'y
aura pas de confusion possible) une famille d'ouverts de M qui soit héréditaire

et stable pour la réunion, i.e.

a) VUe OM),YVeTop(M) , VCU => Ve 0(M

b)) Vaedr, U e0M) => U U e 0M).
A A
Al



Dedinition 7.-

Nous appellerons pseudo-groupe de transformations sur M la donnée :

1) d'une famille non vide 0(M),

2) pour tout élément U de 0(M), d'une famille non vide de difféomorphismes

de source U, 4 valeurs dans M, notée P(U),

PG, - Yu
PG, - f =

-Yu
PG3

telle que :

e 0M), V£ ePWU), VU € Top(M), U'C U = f‘U, e P(U").

U f, et Vel Ty € P(U) => fepP(U UA).
Aeh Ael
e OM), V £ e P(U), £(U) e O(M) et £ . P(£(U)).

e OM), V £eP(U), VgeP(f(U)), gof e PU).

Remargue. -

Les axiomes PG et PGh entralnent

3

YUeOM) , 1U e P(U)

Nous noterons P, le pseudo-groupe de la définition précé&dente.

Exemple 1.-
Considérerons sur M = R" 1le systéme d'équations différentielles
4
i
& . 0 1 g1<n
dt
D =
n
dx = 1
dt
\

D définit un feuilletage de M par les droites

(1) Dans le cas topologique (k=0) il s'agit 4'homéomorphismes.

(1)



oz . 1 . .
L'ensemble P des difféomorphismes locaux de classe C qul laissent

invariant ce feuilletage

(i.e. VrePU) , VD, , HDQ?f(D1nU)CD2)

est un pseudo-groupe de transformationms.

Tout élément de P est solution du systéme d'équations aux dérivées

partielles,

Exemple 2.-
Soit © wun domaine du plan complexe. L'ensemble des transformations
conformes de § et de leurs restrictions aux ouverts de Q est un pseudo-

groupe. Les éléments de ce pseudo-groupe sont solutions du systéme de Cauchy-

Riemann :

(
2u oV
R0 A
9x b

¢
v _ _3du
9x oy

Exemple 3.-

Un champ local sur une variété M d&finit un pseudo-groupe de trans-

formations & un paramétre appelé habituellement "groupe" local & un paramétre.



Exemple 4.-

L'ensemble de tous les difféomorphismes locaux d'une variété M est

un pseudo~groupe de transformations.

Remarques .-

a) D'aprés notre définition 0(M) ne constitue pas nécessairement un

recouvrement de M.

b) Un pseudo-groupe de transformations est en particulier un faisceau

de groupoldes lorsque - 0(M) = Top(M).

Définition §.-
Un sous pseudo-groupe est une partie P' de P qui est un pseudo-

groupe.

Exemple 5.-

L'ensemble des difféomorphismes locaux de classe C~ d'une variété M

est un sous-pseudo-groupe du pseudo-groupe des difféomorphismes locaux de classe Ck.

Proposition 4.-

Soit (Py)jpgp une famille de pseudo-groupes sur une variété M, alors

si A#4, {ﬁ} Py, est un pseudo-groupe sur M.
€

Remarique.. -
Cette proposition permet de définir la notion de pseudo-groupe engendré

par une famille de difféomorphismes locaux.

Exemple 6. -

Soit G wun groupe de Lie qui opére i gauche sur une variété M.



L'ensemble des restrictions des translations 4 gauche sur M engendre

un pseudo-groupe sur M, appelé pseudo-groupe déduit du groupe de Lie G.

Définition 9.-
Un pseudo-groupe P sur M est dit transitif si
Vix,y) € M2, J feP tel que f(x) =y.

Un pseudo-groupe P sur M est dit localement transitif si

VxeM,] Ve Top(M), xeV, VyeV, Jfrepr, f(x)=y.

Remarque. -

Si P est localement transitif alors (O(M) est un recouvrement de

Proposition 5.-
Soit P un pseudo-groupe sur M et N wune sous-variété (pour la

topologie induite) de M.

Supposons que :

YUeOM , YFfepPU), fFlNNU)C N.

-

Alors, l'ensemble P' des restrictions des &léments de P 5 N est

un pseudoc-groupe sur N.

Remaraue . -

Si N est un ouvert de M, alors P' est un sous pseudo-groupe de

¢) Pseudo-groupes de Lie (M est de classe C ).

Soit P un pseudo-groupe de transformations de M, supposée de classe

o]
C , posons

X, %

1 (P) = {df]r e P, ' géfini en x}, O s5aqs+e
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. Q -
M' est une sous-variété ouverte de M et T (P) un sous-groupolide

de mE(Mm' M),

Déeginition 10.-

13(P) est appelé le groupoide d'ordre q associé ou pseudo-groupe

Posons

1 (P) =(Jflfe P, £ @aéfini en x}
Ko X

(P) est un sous-faisceau de HA(M',M');

Dédinition 11.-

HA(P) est appelé le faisceau associé au pseudo-groupe P.

Nous avons alors les projections canoniques

P > P + ... > 1% > ... > 1P > M'

Remarque. -

Si P est transitif, alors M' = M et 1°P = MxM.

Définition 12.-
Un pseudo—groupe P est dit complet s'il existe un entier r tel que

1'ensemble des difféomorphismes locaux de M' dont le jet d'ordre r est dans
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nr(P) soit égal & P.

Alors il est aisé de vérifier que si s » r, l'ensemble des difféomor- .
phismes locaux de M' dont le jet d'ordre s est dans 1°(P)  est aussi égal 3
P.

Nous appellerons, ordre de P, le plus petit entier r vérifiant la

propriété précédente.

Definition 13.-
Nous appellerons pseudo—groupe de Lie sur M, un pseudo-groupe de

transformations sur M tel que :

PGL1 - P soit complet d'ordre q.

. I'P soit un sous-groupoide de Lie de Hr(M',M').

PGLQ—Vrsq

Le pseudo-groupe défini dans 1l'exemple 1 est un pseudo-groupe de Lie

d'ordre 1.
Déginition 14.-
Un pseudo-groupe de Lie est dit de type fini s'il existe un entier r,
tel que
Vsxr , I'P soit isomorphe 3 " 'p.
Le plus petit entier r, vérifiant cette prorriété est appelé le degré
de P.

Remargue. -

Le degré d'un pseudo-groupe de Lie est supérieur ou égal & son ordre.
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d) Pseudo-groupes infinitésimaux.

Dékinition 15.-
Nous appellerons pseudo-groupe infinitésimal sur la variété M

(o]
de classe € , la donnée

1) d'une famille non vide (M)

2) Pour tout élément U de ((M), d'une famille non vide de champs de

vecteurs tangents & M de source U, notée P(U)

telle que :

PGI, - VXePlU) , VYepPU) , VieR , YueR , AX+uYePU).

1

PCI, - VXeP(U) , VYePr) , [xY] e ).

PGI, - VxeprPu) , YVU' € Top(M) , U'C U = x’ . e P(U").

U

PGI, - X =\ X, et YredA, X, e P => X ¢ P.
Y Xeh A A

Nous noterons P ce pseudo-groupe infinitésimal.

Dédinition 17.-

Un pseudo-groupe infinitésimal est dit transitif si

VxeM = U U , {X |Xe P} engendre T (M).
Ue0 (M) X X
Exemple 1.-

L'ensemble des champs locaux sur une variété M est un pseudo-groupe

infinitésimal transitif.

Exemple 2.-

Soit G wun groupe de Lie etéﬁg son algébre de Lie.

L'ensemble des champs locaux sur G invariants & gauche est un pseudo-
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groupe infinitésimal sur G appelé pseudo-groupe déduit de 1'algébre de Lie ;ﬁg

. . v
par localisation.

Proposition 6.-

Soit (P une famille de pseudo-groupes infinitésimaux sur M,

A)AEA

alors si A # @, M PA est un pseudo-groupe infinitésimal sur M.
Aeh
Cette proposition nous permet de définir la notion de pseudo-groupe

infinitésimal engendré par une famille de champs locaux sur une variété M.

Comme dans le cas des pseudo-groupes, & P, nous associons le faisceau
TP des germes des &léments de P (JAP est un sous-faisceau d'algébre de Lie

de JA(T(M'))) et les ensembles JOP.

Nous remarquons que si P est transitif, alors J°P) = ().

Definition 1§.-
Le pseudo-groupe infinitésimal P est dit complet s'il existe un entier
g, tel que l'ensemble des champs locaux, dont le jet d'ordre q appartient 3

JqP, soit égal & P.

L'ordre d'un pseudo-groupe infinitésimal P est le plus petit entier

@ qui réalise la propriété précédente.

Définition 19.-
Nous appellerons pseudo-groupe infinitésimal de Lie un pseudo-groupe
infinitésimal P +tel que

1) P soit complet d'ordre gq.

T(T(m).

2) Vrgaq J'P soit un sous-fibré vectoriel de J
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A 1'aide de 7, on montre que : tout pséudo—groupe'infinitésimal tran-
sitif complet d'ordre q est un pseudo-groupe infinitésimal de Lie

(P. Libermann [ﬁ—c]).

Deginition 20.-
Un pseudo-groupe infinitésimal P est dit de type fini s'il existe
. s cL . N r-1
un entier r tel que Vx3r, JP soit isomorphe & J P.
Le plus petit entier r, vérifiant cette propriété, est appelé le

degré de P.

Soit P un pseudo-groupe infinitésimal sur M, chague élément de P

définit un pseudo-groupe & un paramétre de transformations sur M.

Le pseudo-groupe a(P) engendré par la réunion de ces pseudo-groupes

8 1 paramdtre est appelé pseudo-groupe engendré par P. (a(P) est un pseudc-

groupe sur M' = {J U, ou 0 est la famille d'ouverts de P).
Uel

Scit maintenant un pseudo-groupe P de transformations sur M,

alors 1l'ensemble des pseudo-groupes infinitésimaux 0§ sur M, tels que
a(QQC P

posséde un élément maximum P.

P est appelé le pseudo—groupe infinitésimal associé a P.

Remarque. -
P peut etre le pseudo-groupe infinitésimal nul, il suffit de prendre

pour P 1le pseudo-groupe des unités sur M.



Proposition #.-

Si le pseudo-groupe infinitésimal P est transitif le pseudo-groupe

a(P) est localement transitif (transitif si M' est connexe).

. 1 n s s . .
En effet, soient (X ,...,X ) n champs définis sur un voilsinage d'un

point x, de M' tels que

1 n
e T
(Xx s ,XX )  engendre T (M)
e} o] Q

] i . . N
Pour tout i = 1,...,n, X d&finit un "groupe local & un paramdtre

Ji : ]—ei,ei[ X Ui - M'.

Posons
€ = inf(s1, sE_)
n
alors, 1l existe Ue [} Ui " tel que
i=1

n
soit définie.

Le Jacobien

est différent de O en Xy 3

donc ¥ définit un difféomorphisme d'un voisinage de X, dans M!'.

D'ol le résultat, car V¥ g a(P).

(bpaementyo®) v (60,000 (6 (5 3))).
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Remargue. -
La réciproque de la proposition précédente est fausse.
En effet, considérons sur R3 les champs de composantes (X,Y,7) vérifiant la

relation

Z(x,y,z) = X(x,y,z) + z Y(x,y,z).

Le pseudo-groupe infinitésimal P engendré par ces champs n'est pas
g P g p T I

transitif sur R° alors que le pseudo-groupe a(P) est transitif.

Nous avons en fait

Proposition §.-

Soit P wun pseudo-groupe infinitésimal sur M, une condition nécessaire
et suffisante pour que a(P) soit un pseudo-groupe localement transitif est que
pour tout x e M', il existe un voisinage U de x tel que 1l'algébre de Lie

engendrée par P(U) engerire TX(M).

st ———rn—

e) G-structures et pseudo-groupes.

Soit H une G-structure d'ordre k sur M, c'est-a-dire un sous-

fibré principal du fibré des k-repéres de M, noié Rk(M).

Z € Hi(M) => z = jg,xﬂ o ¥ : (B%,0) = (M,x).

Soit ¥ wun difféomorphisme local de M dans M tel que: ¥(x) =y.

¥ se reldve en un difféomorphisme local de Rk(M), noté Wk, défini

par :

¥(2) = 38y o B) o 2=

si YzeHn, Wk(z) ¢ H nous dirons que V¥ est un automorphisme de H.
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L'ensemble des automorphismes de la G-structure H est un pseudo-

groupe sur M que l'on appeile le pseudo-groupe des automorphismes de H.

Soit P ce pseudo-groupe, le pseudo-groupe infinitésimal P associé

3 P est appeld le pseudo-groupe des automorphismes infinitésimaux de H.

Une G-structure H est dite transitive (isotrope) si

V(z1,z)eH2 ,glﬂEP , 0k(21)=z

2

Donc si H est transitive, alors P est un pseudo-groupe transitif,

la réciproque étant évidemment fausse.

Si nous considérons l'ensemble

P = (5|9 ¢ P).

?k est un pseudo-groupe sur H. 'Pk est appelé le relévement de P dans H.

Pk sera d'aprés ce qui suit, un prolongement de P.
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11 - PROLONGEMENTS

Dans ce chapitre, nous désignerons, par fibré un triplet (®,7,M) o0

N

. k
. B est une variété de classe C , 0 < k + @
. M est une variété de méme classe que FE ,

7 une submersion de E sur M si k > 1, ou une application sur-

jective ouverte si k = O.

a) Prolongements d'un pseudo-groupe de transformations.

Definition 1.-

. e N . 1
Soient (E,m,M) un fibré, g un difféomorphisme (0 local de E, f

(1)

un difféomorphisme local de M

Nous dirons que g est un prolongement de f si :

Lemme 1.-
Si g est un difféomorphisme (1) local de F

b

g : U — U'
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tel que

D YxenW) , Yaern (x)NU , Yz'en (x)NU, 1oelz) =1oalz')

) Yxenu), Yoern (x)NU , Ya'en (x)NU, rog (z) =n0g (29
alors,

1)

g est le prolongement d'un difféomorphisme ( local de M,

Notation. -

Si g prolonge f, nous noterons f = T.g

Définition 2.-
Soient (E,m,M) un fibré, § un pseudo-groupe sur E, P un pseudo-

groupe sur M.

Nous dirons que Q est un prolongement de P, si tout élément de Q,

ayant une source connexe, prolonge un glément de P.

Notation.-

Définition 3.~

Avec les notations de la définition 2, nous dirons que @ est un

prolongement surjectif de P si

1) Q prolonge P.
2) Pour tout f de P, ayant une source connexe, il existe un Elément g de Q

3

qui prolonge f.

(1) si k =0 il s'agit d'homéomorphismes.
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Notation. -

Ces prolongements généralisent les prolongements mériddricues de

E. Cartan [I].

Un pseudo-groupe P est en particulier un ensemble ordonné par la

relation "f < g si f est une restriction de g'".

Nous appellerons prolongement maximum d'un élément f de P, 1'élément

s
f de Q, ayant une source connexe, tel que pour tout €lément g de 4, ayant

une source connexe, la relation '"g prolonge f" entraine que g est une res-

N
triction de f.

L'existence d'un prolongement maximum n'est pas assurée, mais s'il éxiste

il est unique.

Dekinition 4.-

Avec les notations de la définition 2, nous dirons gue O est un pro-

longement injectif de P si

1) Q@ prolonge P.
2) Tout élément f de P, ayant une source connexe, prolongeable dans Q, admet
un prolongement maximum dans Q.

3) si ¥ oet E désignent les prolongements maxima de f et g et si go f

(1)

est défini alors E o ¥ est défini (1) et prolonge g o f.

4) 81 U est un ouvert comnexe de O(M), le prolongement maximum de 1, existe

"
et est 1'identité sur un ouvert U de E.

(1) g o £ est défini si la source de g est égale aubut de f.
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5) Si £ (resp. 3) désigne le prolongement maximum de

est une restriction de

6) si f (resp. £, A e A)

de P, alors le prolongement maximum de

")

A e A, fi désigne le prolongement maximum

Notation. -

Définition 5.-

alors

- 21 -

f (resp. de g) et si g

. N n,
est une restriction de f.

est un €lément prolongeable,avant une source connexe,

~

N
f= U %A o pour tout
hel

Avec les notations de la définition 2 nous dirons que O est un pro-

longement bijectif de P

Rmm ue. -

si

Q

est un prolongement injectif et surjectif de P,

Les prolongements bijectifs généralisent les prolongements holoddriques

de E. Cartan.

Notation. -

Exemnle 1.~

Avec les notations de I - e, Pk

est un prolongement bhijectif de P.
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Exemple 2.-

Prolongements canoniques d'un pseudo-groupe de Lie.

Soit P un pseudo-groupe de Lie d'ordre q sur une variété M de

(e
classe C

A un élément f de P de source U et de but U', on associe-son

relévement dans Jk(M,M),

Notons

sEp) = (£F|f ¢ Py,

Ak(P) est un prolongement bijectif de P.
Considérons dans Ak(P), 1'ensemble des difféomorphismes qui laissent
invariante la sous-variété Hk(P) (k £ q), cet ensemble noté p* est un pseudo-

groupe sur Hk(P), d'aprés la proposition I - 5. De plus Pk est un prolongement
bijectif de P (on considére la fibration principale (Hk(P),a,M'), od M

désigne la sous-variété ouverte de M, définie par M' = U U).
Ue0 (M)

k - < .
Pour k g q, P est appelé le k-éme prolongement canonique de P,

Remgﬁgueé.-

1) Dans notre définition du pseudo-groupe P, nous ne supposons pas
que O(M) = Top(M), ce qui entralne en particulier que si

Y

1

n
=1 » U n'est pas forcément un ouvert saturé du fibré (E,n,M').

u- g
2) La relation "Q est un prolongement de P", (resp. est un prolon-
gement surjectif, injectif, bijectif) est transitive.
3) L'axiome de recollement nous impose une condition restrictive dans

la définition 4'un prolongement.
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Nous avons choisi la condition de connexité, de la source des applica-
tions projetables, pour des raisons de simplicité.

Une condition de '"connexité verticale" suffit.

"Nous disons qu'un ouvert U de (E,n,M) est verticalement connexe

') de U, nous avons la relation

si pour tout couple de composantes connexes (UA’UA

F(UA) N N(UA') =¢ si A #2A'.

Proposdition 1.-

Pour tout élément connexe U de O0(M), si @ est un prolongement bijectif de
- Pl Pl Pl ” ’\} ~
P, 1les prolongements maxima des éléments de P(U) sont é&léments de o(u), ol

ﬁ est la source du prolongement maximum de 1U dans Q.

Cornollaine. -

Veepr(U) , YeeP(£(U) , B

En effet, soit f ¢ P(U), alors

=7
fo 1U
par suite,
n; ny n
. fo 1U =f o 1& est défini |
N . n
fo 1& est une restriction de f, nous en déduisons gue
~
ucCcyv

~

n
ol V désigne la source de f.

n
Or, puisque f est un prolongement de £

) = w(v) = U

N n
donc 1V est un prolongement de 1 dans Q (1V =fof e 0).
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Par conséquent

n
=1 et U=V.

ey

D'ol la proposition 1.

Produit 4ibré de deux prolongements.

Soient (ET’W1’M) et (E.,n.,M) deux fibrés, @, un pseudo-groupe

2772 1

sur E @, un pseudo-groupe sur E

10 8 P un pseudo—-groupe sur M, tels gue

2’
prolongent P.
Nous allons construire un pseudo-groupe qui soit un prolongement 3 la

fois de Q. et de Q. (donc de P).

1 2

Considérons pour cela le produit fibré (E1 x Eg,p1,p2)

M
E. x B
1 2
M

E

—_

Ey
To

A

(p1 et 1 désignent les restrictions des projections canoniques de E1 x E?

™

sur E. et E_ 3 la sous—variété E, x E_).
1 2 1 M 2

Notons R, 1l'ensemble des couples (f,g) appartenant & 0, x Q, et

1 2

tels que pour chaque élément (f,g) de Q.1 X Q2, il existe un élément h de

E]

P, deux ouverts U et V de M vérifiant:

w1.f = h U et n2.f = h v
R est un pseudo-groupe sur E1 X E2, dont la famille d'ouverts,notée
O(E1 x Eé), est engendrée par 0(E1) x O(Ez) (O(Ei)’ i = 1,2 désignant la

famille d'ouverts de Qi).



_25_

Notons O(E, x E_ ), la famille d'ouverts engendrée par les &léments

1 M 2
de la forme
UN(E, xE,)
1 M 2
~ T -E
ou L€O(E1x2)

1l'ensemble des restrictions des &léments de R aux ouverts de

x 5

1 P 2

O(E, xE_).
1 M 2
D'aprés la proposition I.5., Q1 X Q2 est un pseudo-groupe sur
P
E, xE_..
1 M 2

Q. est en fait, l'ensemble des couples (f,g) de 01 x Q2 tels

que : 7 .f = wg.g e P.

Proposition 2.~

est un prolongement de Q. et de Q

9, ;Q 1 0

2

Fn effet, tout élément h de Q. x Qg, ayant une source connexe,
P

préserve la fibration P, (resp. p2) et comme Q

1

x @ est un vseudo—-groupe
P 2
tout €lément h ainsi que son inverse préserve la fibration p

1

(resp. ).

1 2
D'aprés le lemme II.1., tout élément h de Q1 ; Q2 prolonge un dif-
féomorphisme local g de E, (resp. de Eg)’ de la construction de 0, ; 9
il résulte que g est en fait un élément de Q1 (resp. de Q2), d'oll la pro-

position 2.

Notation. -

Q1;Q2
)/ Y
Q. %
N A
P
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Prop gsltion 3.-

Soient (F,q1,E1) et (F,qg,Ez) deux fibrés et R un pseudo-groupe

sur F qui prolonge Q, et Q2.

1

Si 7, 0q, =mw. 0a., alors R prolonge O1 x Q.
P

1 2 2 2

Puisque ﬂ1 (o} q1 = w2 o) qg, F est un fibré sur E1 ; o

Notons

le fibration ainsi définie.

Tout &lément de R, ayant une source connexe, est compatible avec la
fibration r (car p, 0T =q, et p,or= qg) par suite tout &€l€&ment de R,

ayant une source connexe, prolonge un difféomorphisme local de E1 X E2
M

(Lemme 11.1).
Soit h, un &lément de R, ayant une source connexe, notons f 1le
difféomorphisme local de E, x E_ tel que :

1 2

f =r.h
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p,(£(x(2))) = a,(n(2)) ¢ B,

d'ou

Vxeu , TrT(p1(f(x)\))=TT2(P (£{x)))

2

ce qui entralne que :

fe@, xQ..
1 2
P
Nous en déduisons que R prolonge Q1 x QZ'
P
Definition 6.-
Q1 x Q2 est appelé produit fibré des prolongements @1 et Q2 de P.
P
Remaraue. -
Nous n'avons pas vérifié que Q1 x Q2 est solution d'un probléme
P
universel.
Proposition 4.- .
si Q2 (resp. Q1) est un prolongement surjectif de P, alors
Q, x Q. est un prolongement surjectif de Q (resp. de Q).

1 2

Soit f ¢ Q1, supposé de source connexe, f se projette en un élément

h de P. Puisque Q, est un prolongement surjectif de P, il existe g dans

2
Q2 tel que we.g = h.
Nous en déduisons que le couple (f,g) est un élément de 01 x Q2
P

qui prolonge f, d'ou le résultat.
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Proposition 5.-

Si Q2 (resp. Q.) est un prolongement injectif de P, alors 0, x 0

1 1 2

est un prolongement injectif de Q, (resp. de Q.).

1 2

1) Soit f ¢ Q1, ayent une source connexe, suprosons gue f soit pro-

longeable par k dans @, x 0., (p..k = f).
152 P

Posons

h = T, 0 p1-k =7, 0 pe.k e P

no

h est prolongeable dans Q,, (n2.g = h) et a une source connexe, donc h admet
Y
un prolongement maximum unique h dans Qg.

"]
Considérons, alors 1'élément (f,h) de Q1 x Q2 et posons
F

= (2,8
f=(f,h E1 9 E2
M

’\l
f est un élément de 0O, x Q

'p

5 qui prolonge f.

n
Vérifions que f est le prolongement maximum de f ¢ Q1 dans
Q1 X Q2, pour cela vérifions que tout prolongement k' de f dans Q1 b Qg,
P . P

L. n
ayant une source connexe, est une restriction de f.

Soit f : U -4 U' &lément de Q avec U connexe, un prolongement

1’

k' de f dans Q1 X Q2, ayant une source connexe, est la restriction d'un &lé&ment
P "

x Q2 aun ouvert U de E. x E, tel que :

P Ty @

(f,g) de Q

ﬁ =UxV , n1(U) = ng(V)

Vix,y) e UxVv , = o f(x)=m. o glv) ,
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donc g prolonge h dans Q ce qui entralne que

2’
v
g-—'hv’

n . .
c'est-d-dire que h est le prolongement maximum de h dans O

Nous en déduisons donc que :

e

V= F
k TIUxv

N
i.e. £ est le prolongement maximum de f dans Q1 X Q2.

3

v N
2) Soient f e Q1, g € Q1, f et g les prolongements maxima respec-—

tifs de £ et g dans Q1 3 Qg, d'aprés la construction précédente si
P

h = ﬂ1.f et k = n1.g

¢

v . e v v «
(resp. g) est la restriction du couple (f,h) (resp. du couple (g,k)) A&

He

« n n . . .
E, xE, ol h (resp. k) désigne le prolongement maximum de h (resp. de k)

Si nous supposons que g o f est défini, alors les éléments h et k

A" A"
de P sont composables ; il en est donc de méme pour h et k.

. v Y N "
Nous en déduisons donc gque f et g sont composables et aue g o f

prolonge g o f.

3) Soit U wun ouvert connexe de O(E,) et posons f =1 alors

1 v’

Y
h=mn.f= et le prolongement maximum h de h dans Q est égal & 1

1 Ty

(V ouvert de E, tel que nz(V) =U').

2 v

A"

Par suite f = 1va-

L) Avec les notations de 2, si g est une restriction de f, alors



N . L. N
k est une restriction de h et k une restriction de h.

A%

. v WY . . "
Par suite, f = (f,h) est une restriction de g = (g,k).

5) Si f (resp. fk) est un élément prolongeable de

source connexe, tel que : f = U £
Ael

3’ alors

avec hA = W1.fk.

. Y .
Soit ﬁ (resp. hk)’ le prolongement maximum de h

dans Q2, nous avons la relation :

oA ~
h= U hA
Aeh

N
donc le prolongement maximum f de f dans Q1 x Q2 est égal
n n, P
£, = (f.0)|g x5 -

A
1 M 2

0

(resp. h.)

~
a

,1’

A
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avant une

N
u f avec

eh A

n
D'aprés la construction faite en 1, f. est le prolongement maximum

A

de fk dans Q1 ; Qg'

Ceci termine la démonstration de 5.

I1 résulte des propositions précédentes que

Proposition 6.-

Si Q2 (resp. Q1) est un prolongement bijectif de

(resp. de Q).

est un prolongement bijectif de Q 5

1

b) Prolongements d'un pseudo-groupe infinitésimal.

E et M désignent deux variétés de classe C

P,

alors
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Déginition 7.-

Soient (E,m,M) un fibré, Y un champ local sur E, X un champ local

N .
Si U (resp. U) désigne la source de Y (resn. de ¥X) nous dirons

que Y est un prolongement (relévement) de X si

1) w(U) = U.

2) Vze Lml, 'rr;(YZ) = xﬂ(z).

Notation. -

Si Y oprolonge X, nous noterons: X = 7w.Y.

Dédinition §.-

Soient (E,m,M) un fibré, O un pseudo-groupe infinitésimal sur E,

P un pseudo-groupe infinitésimal sur M.

Nous dirons que @ est un prolongement de P si tout &lément de 0,

-~

ayant une source connexe, prolonge un &lément de 7.

Notation. -

D

Définition 9.-
Avec les notations de la définition 8, nous dirons que @ est un

prolongement surjectif de P si

1) 0 prolonge P.

2) Pour tout &lément de P, ayant une source connexe, il existe un



lément de 0 qui le prolonge.

Notation. -

Ces prolongements généralisent les prolongements mériédriques de

P. Libermann [ﬁ—c].

Comme dans le cas des difféomorphismes, nous avons la notion de

prolongement maximum d'un champ local.

Définition 10.-

Avec les notations de la définition 8, nous dirons que @ est un

rolongement injectif de P si :

1) Q prolonge P.
2) Tout élément X de P, de source connexe et prolongeable dans @,
admet un prolongement maximum dans Q.

A" n
3) Si X et Y désignent les prolongements maxima de X et Y et

(1)

N
si AX+pyY est défini , alors AX+uY est défini.

L) 81 U est un ouvert connexe de 0(M), 1le champ nul sur U est
prolongeable, et son prolongement maximum est un champ local nul sur E.

. v . v » . -
5) 81 X et Y désignent les prolongements maxima de X et Y et

(1)

si [X,Y] est défini , alors [’i,?_] est défini.

n n .
6) Si X et Y désignent les prolongements maxima de X et Y et

N n
si Y est une restriction de X, alors Y est une restriction de X.

o o —_ - —— e e o i

(1) AX+uY (resp. [X,Y]) est défini si la source de X est égale & la source
de Y.



7) 8i X, (resp. X5\ € A) est un champ projetable et de source

. . ) v .Y
connexe, alors le prolongement maximum de X = U X est U X ou X
A A A
Ael el
désigne le prolongement maximum de XX'

Notation.

o /O

Déginition 11.-

Avec les notations de la définition 8, nous dirons que @ est un

prolongement bijectif de P si @ est un prolongement injectif et surjectif

de P.

Exemple 1.-

Soient (E,m,V), une variété fibrée, P le pseudo-groupe infinitésimal
des champs locaux sur V,  le pseudo-groupe infinitésimal des champs locaux

projetables sur E, ( est un prolongement surjectif de P.

Exemple 2.-

Soient (E,m,V) un fibré principal, w une connexion sur E, le
pseudo-groupe infinitésimal @ des champs horizontaux pour cette connexion n'est
pas un prolongement du pseudo-groupe P des champs locaux sur la base V. Le
pseudo-groupe des champs horizontaux projetables constitue un prolongement

bijectif de P.

Exeniple 3.-

vec les notations de I - e, le pseudo-groupe infinitésimal Pk assoc” é

k L. . . e e
P est un prclongement bijectif du ppeudo—-groupe des automorphismes infinité-

o/
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simaux de la G-structure H considérée.

Remarques . -
1) Dans notre définition du pseudo-groupe infinitésimal, nous ne suppo-
sons pas que O(M) = Top(M), ce qui entraine en particulier que si Y prolonge

X, Y n'est pas forcément défini sur un ouvert saturé de E.

2) La relation "Q est un prolongement P" (resp. un prolongement sur-

jectif, injectif, bijectif) est transitive.

Prodult fibré de deux profongements.

Soient (E, ,m ,M) et (E »T.sM) deux fibrés, 0

1° 19 5 un pseudo-groupe

1
infinitésimal sur E Q2 un pseudo-groupe infinitésimal sur E2, P un pseudo-

groupe infinitésimal sur M, tels que Q1 et Q2 prolongent P.

Nous allons construire un pseudo-groupe infinitésimal qui soit un pro-

longement & la fois de Q_1 et de Q2 (donc de P).

Soit (E1 x E2,p1,p2) le produit fibré de (E,,m, ,M) et (Ee,w M) .

/%
\/

Notons

Q. x O 1'ensemble des couples (X,,X.) #&léments de 0@ x 0  tels
1 P 2 1772 1 2

que

1,X2) soit un ouvert de E1 ; E2.

1) La source de (X
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I1 est clair, puisque E1 £ E2 est une sous-variété de E1 x Eg, que
M
Q1 X QQ est un pseudo-groupe infinitésimal sur E, x E_.
P 1 2
M
Nous noterons O(E1 x Eg), la famille d'ouverts assocife 3 Q1 x
M _ P

Proposition 7.-

0

Q 0_.
2, 9, est un prolongement de Q1 et de 5

X
P
Ceci résulte de la construction de Q1 x 0

P\2

Notation. -

Nous démontrons de la méme maniére que pour les propositions 3 - L - 5,

les propositions suivantes

Proposition §.-

Soient (F,q1,E1) et (F,q2,E2) deux fibrés et R un pseudo-groupe
infinitésimal sur F qui prolonge Q1 et QQ.

Si w, o q, =7 5 alors R prolonge Q_1 x QQ'
P

1 ©gq

2

D finition 12.-

Q 0, est appelé produit fibré des prolongements Q1 et Q. de P.

125 %
P 2
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Proposition 9.-

Si Q2 (resp. Qq) est un prolongement surjectif de P (resp. injectii.

bijectif de P), alors 0, x 0_ est un prolongement surjectif de Q@

. : (resp.
1 P 2

1
injectif, bijectif de Q.) (resp. de Q.).
1 2

Remaraue. -
Si le pseudo-groupe infinitésimal @ prolonge P (resp. prolonge
surjectivement, injectivement, bijectivement) alors le pseudo-groupe a(Q)

prolonge a(P) (resp. prolonge surjectivement, injectivement, bijectivement) ;

(ef. p. 14).
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111 - MORPHISMES

Prolongement d'un couple de pseudo-groupes.

Déginition 1.-

Nous appellerons prolongement du couple (P1,P de pseudo-groupes,

o)

un triplet (Q,P1,P ) tel que :

2

1) @ soit un prolongement bijectif de P1.

2) Q@ soit un prolongement de P

2

Notation.-

7

Proposition 1.-
Soient (Q1,P1,P2) et <Q2’P2’P3) deux prolongements de couples,

alors

P2

est un prolongement du couple (P1,P3).

3

Ceci résulte des propositions II - 2 et II - 6.

Proposition 2.-

l Soient (Q1,P1,P2), (Q2,P2,P3), (Q3,P3,Ph) trois prolongements alors
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Supposons que P soit un pseudo-groupe sur M, (1 = 1,2,3,4) et Q.

un pseudo-groupe sur Ej (j = 1,2,3), nous avons le diagramme suivant

ﬂuM N 2y l ’

La variété E, x E_ x E_ ainsi définle, se fibre en particulier sur

M1 et Mh'

Par ailleurs, d'aprés la proposition 1, les pseudo-groupes

(@ x Q) x @ et @ x (q x Q)

définis sur E_ x E2 x E sont des prolongements du couple (P1’Ph)' I1 est
My Mg

immédiat de vErifier qu'ils colncident.

Equivalence entre prolongements de couples.
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D84inition 2.-

Soient P et Q deux pseudo-groupes gui prolongent le méme couple

(P1,P2).

Nous dirons que (P,P ) sont semblables et nous

13P2) et .(Q,P13P2

noterons
(P,P.,P,) ~ (Q,P,P)) ,

si pour tout €lément f de P ayant une source connexe, les prolon-

19

gements maxima de f dans P et dans Q ont méme projection dans P2.

Proposition 3.-

La relation définie précédemment est une relation d'équivalence sur

1l'ensemble des prolongements d'un couple (P1,P2).

I1 est clair, que cette relation est réflexive et symétrique.

Supposons que :

(P,P 9P2) v (Q,P1?P2) et (Q3P1’P2) n (R3P19P )o

1 2

Le diagramme suivant fixe les notations.

-

(resp. f et £) 1le prolongement maximum de f apparte-—

e

Notons

nant & P, dens P (resp. Q@ et R), alors

" -~ -~ -
V [ = ', VP = gt
fe P1 ,n1.f ﬂ2 f et n2 f n3 f
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donc ,

4 fekbP s ™

c'est-d-dire que

(P3P1 3P2) v (R,P»] 9P2)

Notation. -

Nous désignerons par EE’P1’P2] la classe d'équivalence de (P,P_,F_).

1’f2
Lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible nous la désignerons plus
n
simplement par P : P1 -> P2.

Morphismes de Cantan.

Définition 3.-

Nous appellerons morphisme de Cartan de source P1 et de but PE’

§ la classe de similitude d'un prolongement du couple (P1,P2).
——
Nous désignerons par Homc(P1,P2) l'ensemble desc morphismes de Cartan

de source P1 et de but Pg'

I1 est clair que

1] ] =
HomC(P1 ,P2) N HomC(P1 ,P2) @

sauf si

et P2 =P

Proposition 4.-

Soient (P,P P2) et (Q,PE,P ) deux prolongements, alors

1° 3
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i3 : Q,P1,P3]
2

ne dépend gque de

EP,P1,P2] et [Q,P2,P3].

En effet, soient (P',P1,P2) et (Q',PE,P3) tels que

(p,P P2) ~ (P',P,,P.)

1° 1772

(Q:P,:P3) v (Q1,2,,P,) -

Les notations sont fix€es par les diagrammes suivants :

P x Q P! x Q'
P ' P '
VN VN
P Q P! Q'
1 ] ]
™
Fy Fa F3 1 Fa Py
Soient
AV}
f le prolongement maximum de f ¢ P1 dans P.
N
f' le prolongement maximum de f ¢ P1 dans P'.
f le prolongement maximum de f ¢ P dans P x Q.
Fa
-~ . ,\J
f' le prolongement maximum de f' ¢ P' dans P' x Q'.
P
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Alors f (resp. f') est le prolongement maximum de f ¢ P1 da

P x Q (resp. dans P' x Q').

F P

L'hypothése,

(P,P1 ,P2) N (P',P1 ,P2)

entralne que :

Vr € P1

Nous en déduisons donc pour tout f ¢ P1, de source connexe, que

-~

a, o] r2.f

-~

Comme r,_.f (resp. ré.f')

2
(resp. dans Q') de

%
p2'

1'hypothése
(QSP-] ’P2

entraine gue

-~

9, o) r2.f

Nous avons donc démontré gque :

(P x QP ,P,) v (B! x Q',P.,P)

P2

d'oll le résultat annoncé.

] 1] ]
4y ©

est le prolongement maximum dans

)~ (Q',P,,P,)

Q

I

S



Déginition 4.-

n P
Soient P : P, -~ P et a : P> P nous définissons

1 2 2 3’

a o B : P1 > P3 comme le morphisme de Cartan [? x Q,P1,P21.
P
2 B

Pro Bo»su;éon 5.-

La composition des morphismes de Cartan est associative.

Ceci résulte de la proposition 2.

Pro Eou',téon 6.~

En effet, il est clair qu'un pseudo-groupe P est un prolon

bijectif de lui-meéme, donc [P,P,Pj est un morphisme de Cartan.

Nous devons vérifier que si,

o
P:P - P

1 2
alors
n n
1) Po 1P =P
1
n, aV]
2) 1P oP=P.

Pour démontrer 1) il suffit de montrer que :

(P,P1 ,P2) N (P1 x P,P
P

1’P2) .

Le diagramme suivant fixe les notations :

- h3 -

Le morphisme de Cartan 1P = [P,P,Pl est un morphisme unité.

gement
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P1 x P
P1
r r
1 “’ 2
P1 P
P P P

Y
Soit f 1le prolongement maximum de f appartenant § P1 dans P,

n
alors 1'élément (f,f) de P1 x P est le prolongement maximum de f dans

P
1
P1 x P et de maniére évidente, nous avons
P
1
v
r2.(f,}‘) =,
(£ '1\‘) = f
4, 0 r,.(£,f) = q,.T .
Nous en déduisons donc que
(P,P1,P2) oy (P1 ;P,P1,P2) .
De ce gqui précéde, nous déduisons
Proposition 7.-

Les morphismes de Cartan définissent une catégorie dont les objets sont

les pseudo-groupes.

Nous noterons C cette catégorie.

Re,mang_ue. -

Les prolongements des couples ne définissent pas une catégorie car il

n'y a pas d'identité.



D ginition 5.-

Nous dirons qu'un morphisme de Cartan FBPT,P2] est un
- monomorphisme si P est un prolongement injectif de P2 5

- épimorphisme si P est un prolongement surjectif de P2 5

- isomorphisme si P est un prolongement bijectif de P2

Remaiiques .-
1) I1 s'agit 1la, a priori, de mono, d'épi, d'isomorphismes "forts" car
nous n'avons pas caractérisé les mono, les &pi et les isomorphismes de la

catégorie C.

2) Un isomorphisme de Cartan généralise la notion d'isomorphisme,

défini par E. Cartan.

Exemple 1.~ (Exemple de prolongements semblables).

Soit H une G-structure d'ordre k, sur une variété M de classe

H & — R

Notons P, le pseudo—groupe de ses automorphismes et Pk le relévement de P
dans H.

Considérons d'autre part la projection

k-1

k
' = L) e
et posons H nk_1(F)
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H' est une G-structure d'ordre k-1. Nous noterons P' 1le pseudo-

groupe des automorphismes de H' et P'k—l, son relévement dans H'.

( k k—1)

P L,P,P!' est un prolongement de

k-T).

Alors, il est clair que :
(P,P'k_1). Nous allons construire, un autre prolongement de (P,P'

Considérons pour cela, le monomorphisme de fibré principal i

G — LS
Rk
défini par :
i(z) = Ilg
x|

ol Z=Jk+1lﬁ, Jg:Q—>9%Q) =U et o, : U —> Rk
0,x w

v ogly) =ag Dew )

(Ta désignant la translation de R]" de vecteur a).
L. + +
Nous désignons par RT(;) (resp. RTU1’ U ouvert de M) les

restrictions & H (resp. & U) de

Rk+1 Rk+1

| resn | )
& ¥

Si H est intégrable & l'ordre k+1, on démontre que (cf.

D. LEHMANN [h.a] et [h.1v])

i(n}!“('}’”) N a'wm) i(RTUI)) NnJ'(w)

et

sont deux fibrés principaux.



o

1 R 1 A .
Nous noterons H = i{R, ) D J'(H), H est le premier prolongement

de H.

Nous aveons alors le diagrsmuwe sulvant

ol toutes les fl3ches sont des fivrations.

Soit £ wn difféomorphisme local de M

N . . L. k+1 e
f se reldve dans 1{R ) en un difféomorphisme f dérini par :

oK+
5 ) = S ‘
ﬂ( !‘;1 ¢ ~ 1 |f(7'))

u = ) £(U)

Yz e Rk+1 {z = STy KMy = ) o

: X WAL e,;(::’;: f’ L (—( )) Uf(X) fOlB
. Y s . 1 k+1, ., 1
I1 est clair que si, 1(z) e H et f ¢ P, alors ¢ {(i{z)) ¢ H .
. U . k+1 .. .
I'ous en Adé&duisons gque l'ensemble noté P ,» des restrictions & H

i+ ) k+1
des I lorsque f parcourt P, est un pseudo-groupe, de plus P est

un prolongement bhijectif de P.

] k+ k-1
D'autre part, P est un prolongement de P! s Car nous avons le

diszgramme suivant :



U | £(U)
P P
k-1 ,
1 by N 1
v # | £(U)

commutatif, car
+1,.
p o £ (i(2))

et
71 o p(i(z))

Nous avons donc la

et les prolongements,

(P%,p,p %"

sont équivalents.

Exemple Z.-

Un groupe de Lie G

d'ordre k

;1 k-1
p\Jf(X)OfOlo) =Jf(X) fo lﬁ.

k-1, k=1,, _ k=1
(JX P) = Jf(x) foy.

£

situation suivante :

k+1

Yo et (P°F7.,p,P

gtant fixé, non dirons gue les

H'

et

M'

- 48 -

G-structures
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sont équivalentes s'il existe un difféomorphisme ¢ de M sur M°', tel que sor

< Yk
relévement ¢

paux H et H'.

2500 - RP

Notons P (resp. P') le psaudo-groupe des automorphismes de H

(resp. de H'),

. S . .
27 et P'T leur relévement respectif.

- s . . - . =
est un pseudc-groupe gqui proleonge bijectivement P et qui coulncide avec P' .

Neous en déduisons donc

£
=t
@
0
O
3
)

T

ilticn nécessaire pour gue H sol

existe un isomorphisme d= Carten de P dans PP,

a

M'} soit un difféomocrphisme entre les fibrés princi-

("
. vk f
- . . ~ o .

b) Uune catfgorie isomorphe i la catégorie de Cartan. N~

La forme de la définition I - 1 nous conduit & une dé&finition naturelle
d'un morpvhisme de pseudo-groupe.

Soient, P, =t P2 deux pseudo-groupes sur les variétés M1 et M_,
01 et 0. leurs familles d'ouverts associées.

<

Nous appellerons morphisme nalf de pseudo~groupe de source P1 et de
but P. lia donnde de

Fad
1) Une application ¢ : 0, » 0,

vérifiant :

-
~——



.

2) Pour tout couple d'é&léments emboités, U'C U, de

a) olU') a(U)

v} Les diagrammes sulvantis sont commutatifs

FT
P, (1) T (alU))
: | a(u)
va i jgd(U’)
P_(U?) == > P_{alut))
1 - 2
3) ajalU UA} = U “(UA)
Ael reh
b) 81 £ = U £, P1(U) alors FU(f) = U FU
Ach el

- =1y _ RS Tl
5) Ve P U) , Foop () = [Fy(£)]
Notation. -

Nous noterons, F = (a,FU

Lemme 1.-

¥ £e P (U) , F£)(a(U)) = al£(U)).

(£ o F.(£)

- 50 -

) un morphisme nalf de pseudo-groupe.
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or FU(f) € Pg(a(U))

donc

Déginition 7.-

Soient F = (a,FU) : P.>P_ et G = (g,GV) : P> P_  deux morphismes

1 2 2 3

naifs, Nous appellerons composé de F et G, le morphisme

GoF= (8o a, GQ(U> o) FU).

Pour que cette définition ait un sens il faut vérifier que G o F est

effectivement un morphisme nalif.
I1 est clair que

a(U) U
P3(B o a(U)).

1) Vue 01 , G ( o F_ est une application de P1(U) dans

2y Vue 01 , Yu e 01, la condition U'C U ' entraine que

B o a(U') C B o a(U) et que le diagramme suivant est commutatif :

G o F
p) —22 T b (50 a(v))
3
U Boa(U)
DU,J pB-d(U')
P1(U') P3(B o af{U"))
Gu(U') o} FU'
3) I1 est clair que si f = U f,, alors
G () ° FU(f) = U Ga(U ) © F (f)\)
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Ga(U) o FU (gof) = Ga(U)(Ff(U)(g) o FU(f))
= Byequy) © Fequyd (&) 0 [Gyqyy © FJO)

ceci d'aprés le Lemme 1.

5) Vre P1(U)

-1, _ -1
Sy (equ)) © Fru)d (F ) = C(e(u)) Feqmy (£ )

=1
Ga(f(U))([FU(f)] )

=1
[Ga(U)(FU(f))]

[Ga(U) o F, T (p)

Pnogoaitian §.-

La composition des morphismes naifs de pseudo-groupe est associative.

Cecl résulte directement du Lemme 1 et de l'associativité de la loi

de composition des applications.

Proposition 9.-

) est un morphisme unité.

Proposition 10.-

Les morphismes définis en III - L forment une catégorie dont les objets

sont les pseudo—groupes.

Notation. -

Nous noterons P cette catégorie et nous l'appellerons la catégorie
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naive des pseudo-groupes.

Equivalence de catégorie enthe C et P.

Theoneme 1.-

I Les catégories C et P sont isomorphes.

Démonsthation :

Nous allons construire deux foncteurs 1 : C > P et 8

| o
¥
| @

a) Construction de 1

Soit [P,P1,P2] un morphisme de Cartan (Déf. III - 1), le diagramme

suivant fixant les notations

1/ 2

Si U est un ouvert connexe de 0 nous posons

1’

3 U est aéfini 1=
ou es ellnl par U = U.

Si U est un ouvert gquelconque de 0 U est réunion de ses compo-

1’

santes connexes UA’ A e A.

Nous posons alors
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Ceci définit une application

Et cette application est indépendante du choix du représentant

(P,P1,P2) dans la classe [P,P1,P2].

. . o
Considérons un 2lément f ¢ P1 de source connexe U, soit f son

. y . _
prolongement maximum dans P, nous posons : FU(f) =1,.1, FU(f) est indépen-

dante du choix de (P,P P2) dans la classe EQEH,PEI.

-]3

FU(f) est un élément de P2, de source a(U). Si f n'est pas de

source connexe, nous posons

ol (UA)AQA sont les composantes connexes de U.
Vérifions que F = (a,FU) est morphisme naif de P] dans P2.

a) VU e O1 , VU'e 01, la condition U'C U entraine

a(U') C a(U).

En effet : si U et U' sont connexes,

151 est la restriction de 5 & U', donc d'aprés la définition II - k4
. . . N
13, est la restriction & U' de 18 .

Par conséquent

c'est-a~dire
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Cette relation se prolonge, évidemment au cas ou U et U' ne sont

pas connexes.

yVUue 01 ,Yu e 01 si U'C U, alors le diagramme suivant est

commutatif :

P (U) it P (a(U))
1 2
U (V)
pUi‘ ’pz(U')
P1(U') - Pg(a(U'))
U|

Ceci résulte de la définition II - 4, en effet si U est connexe et

. T~~~ e N
si f e P(U), alors (f|U') est la restriction a U' de f.

Donc

('ﬂ'2-f)|a(U')

FU(f) ()"

Cette 8galité se prolonge au cas ol U n'est pas connexe.

c) Le corollaire de la proposition II - 1, entraine que si U est

connexe

ceci Vre Pq(U) et V' e P1(f(U)), U étant supposé connexe.
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Donc que :

FU(f' o f) = Ff(U) Y

Cette relation se prolonge au cas ol U n'est pas connexe.

r~~
oo —
d) 8i U est connexe, V f ¢ P1(U) (£) L (Déf. II - L)
or
F, (£ ) oF (f) =F (£ o f)
£(U) U U
o e
= ne.f o f
= 1oc(U)
Nous en déduisons que :
-1 -1
(f ) =F (f)

Few)

Cette relation se prolonge au cas ou U n'est pas connexe.

Lemme 1.-

Les applications

T : F1(Cc) — F1(P)

2.2, ,p,] ~— <([P.,P,P)]) = (a,F

définissent un foncteur de C dans P.

De manidre évidente t([P,P,P]) = 1o
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Soient [f,P1,P2] et [Q,P2,P3] deux morphismes de Cartan, les nota-

tions sont fixées par le diagramme suivant

P Q

/ & / \k
A
P2 P3

#
P1

Par définition :
T(EP,P1,P2]) =F = (a,FU),
avec pour tout ouvert U connexe,

Veer () , B0 =p.f ,

Y
oi f est le prolongement maximum de f dans P.
De meme,
T([Q3P23P3]) =G = (B,GV):
avec pour tout ouvert V connexe,

Vege P,(V) » G le) = 8 >

-~

ol g est le prolongement maximum de g dans Q. Or :

|'_Q,P2,P3j o [p,p,.P.] = [P; Q,P1,P3]
2
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Px Q
r P2 Ir
1 A 2
P Q
P2 q Z q2
P2 P3

et par définition,

(P x QP ,P) =K= (y,K

5 3
2

avec pour tout ouvert U connexe,

Vre P1(U) R K_U(f) = q, o r,.1,

ol T désigne le prolongement maximum de f dans P x Q.

Fo

y &étant défini par : y(U) = a, © rg(ﬁ) o U est tel que ?;'= 15
" —

Il est immédiat que 1 et 1 se projettent en 1

U U a(U) 2°

désignons par 1a(U)’ le prolongement maximum de 1a(U) dans Q, nous avons

Ty = Oy lyquy?s

ce qui entraine :

donc, y(U) = q2(a(U))

Par suite Yy =80 a.

e P Si nous
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Avec des notations analogues aux précédentes nous avons

- "
f = (f,pg.f) e P x Q.
P

Par suite,

Nous en dé&duisons donc gue

]
e
A
(0]
h‘
N
Hhi

KU(f)

= Gyy) (Ppef)

= Ga(U) o FU(f) .

Nous avons donc démontré que : K =G o F, ce qui termine la démons-

tration du lemme.

b) Construction de 8.

Considérons un morphisme F : P1 > P2, F = (a,FU).
si 01 (resp. 02) désigne la famille d'ouverts de P1

(resp. P,), notons 0O 1la famille d'ouverts engendrée par :

2

{(UxV)|U ¢ 01 , Ve 02}.

Considérons l'ensemble PF des restrictions des éléments (f,FU(f)),

(U wvariant dans 01, f variant dans P1), aux ouverts de 0.

I1 est clair que PF est un pseudo~groupe dont la famille d'ouverts

est 0, qui prolonge P1 et P2.

De plus si U est connexe et si f ¢ P1(U), f admet un prolongement

maximum dans P_, qui n'est autre que (f,FU(f)).

F,



En résumé :

(P_,P.,P.) est un prolongement du couple (P ,P
1772 P

F 172

Lemme 2.-

Les applications

définissent un foncteur de P dans C.

alors P_ =P x P.

I1 est clair que si F = 1P’ F

Comme ,

[P x P,P,P] = [P,P,P],
nous en déduisons que :

e(1F) = [P,P,F].

).

Soient F : P, - P. , G :P_. > P, deux morphismes (F =

1 2 2 3
G = (B’Gv))'
Posons
o(F) = Py
8(G) = P
(G o F) = PGoF

et vérifions que

PoorF1oF3l = By : PeoPyPsl

- 60 -

(a ’F

U

)
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Le diagramme suivant fixe les notations

GoF

Soient U un ouvert connexe et f ¢ P,(U), le prolongement maximum

1

de f dans PGoF est :
t=(f (£)
- ’Ga(U) (e} FU f )’
son prolongement maximum dans PF X PG est
P
2

£= ((£,F(£) 5 (Fy(£),6 1y © Fy

donc :

ce qui entralne que :

GF, 3] [PxPPP3'_|
P>

ou encore :

6(G o F) = 9(G) o o(F) .

Ceci termine la démonstration du lemme.
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¢c) BorT = 1C.

Soit EP,P1,P2] un morphisme de Cartan, posons

F = T([:P,P1,P2]).
F = (a,FU) et pour tout U ¢ 01, U connexe, nous avons
Viepr (U F ) =m,.f

N
ol f est le prolongement maximum de f dans P.

Posons

o(F) = [Pg.P,,P,]
ol P_ est défini comme dans ©b).

F

Le diagramme suivant fixe les notations

A\

Si U est connexe,soit f e P _(U), 1le prolongement maximum de f

1

n
dans P est noté f, le prolongement maximum de f dans PF est

- n

£ = (£,F,(£) = (fym,.1).
Alors, il est clair que

Y -
7T2.f— p2-f .

Nous en déduisons que

[PF,P1 ,P2] = ]:P,P1 ,P2]
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c'est-a~dire que :

8 o T([P,P1,P2:[) = [P,P1,P2]

d'ol le résultat :

d) t o 6 = 1P'

Soit F = (a,F.) un morphisme de P, dans P

U 1 2"
o(F) = [PF,P1,Pé]_ est défini comme dans ©b).
PF
Py Py
P1 P2

n
Désignons par f = (f,F (f)), le prolongement maximum de f ¢ P1(U)

U

dans PF (U est connexe) et posons

T([PpsP 5Pl ) = (8,Gy) = G .

B est d&fini pour tout ouvert connexe de 01 par :

g(U) = P2(8)~ od U est tel que :

Or

v = (1

U U’FU(1U)) = (1

U’1a(U)) :

Nous en déduisons donc que pour tout ouvert connexe de (
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D'autre part, pour tout ouvert U connexe de O1

i}
d
n
2

Vre PT(U) s GU(f)

Ce qui entraine, pour tout ouvert U connexe de 01

Par suite

clest—-d-dire :

De a), b), c), d) il résulte que les catégories C et P sont
isomorphes.

Les démonstrations des théorémes des paragraphes suivants étant calquées
sur celles de III.a et III.b, nous nous contentons de citer les énoncés. Les

. . 00
variétés considérées seront supposées de classe C .

¢) Les morphismes infinitésimaux de Cartan.

Dé ginition §.-
Nous appellerons prolongement du couple (P1,P2) de pseudo-groupes

infinitésimaux, un triplet (Q,P1,P2) tel que

1) Q soit un prolongement bijectif de P1.

2) Q soit un prolongement de P2.

Proposition 11.-
l _ Soient (Q1,P1,P2) et (QQ,PE,P3) deux prolongements de couples, alors



(2, ; % 5P, 5P3)
2

est un prolongement du couple (P1,P3).

Deginition 9.-

Soient P et Q deux pseudo-groupes infinitésimaux qui prolongent le

méme couple (P1,P2).

Nous dirons que (P,P1,P2) et (Q,P1,P2) sont semblables et nous

noterons
(P,P,uPL) ~ (Q,P,P)

si, pour tout élément X de PT’ ayant une source connexe, les prolongements

mexima de X dans P et dans @ ont méme projection dans P2.

Pro Bou/t('.on 2.~

La relation définie précédemment est une relation d'équivalence sur

1l'ensemble des prolongements d'un couple (P1,P2).

Déginition 10.-

Nous appellerons, morphisme infinité&simal de Cartan, de source P

1
et de but P2, la classe de similitude d'un prolongement du couple (PT’PE)'

Notation. -

A"

[P,P,,P,] ou P:P P .

wagoz»u;éan 13.-

La relation
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[a.P,.P.] o [PsPuP,] = [P x QP LP]

) X

2

définit une lol de composition interne associative sur l'ensemble des morphismes
D

infinitésimaux de Cartan.

Pnogaéiixon 14.-

Les morphismes infinitésimaux de Cartan définissent une catégorie dont

les objets sont les pseudo-groupes infinitésimaux.

Nous noterons ( cette catégorie, et nous 1l'appellerons la catégorie

de Cartan infinitésimale.

d) Une catégorie isomorphe & la catégorie de Cartan infinitésimale.

Déginition 10.-

Soient P1 et P2 deux pseudo-groupes sur les variétés M1 et M,,

01 et 02 leurs familles d'ouvert associées.

Nous appellerons morphisme nalf de pseudo-groupe infinitésimal de

source P1 et de but Pg’ la donnée

1) d'une application a : 01 — 02 3

2) d'une famille d'applications’ (FU)UEO vérifiant
1

N Yue 01, F .PT(U) — P2(a(U)) 3

oE
2) Pour tout couple d'éléments emboités, U'C U, de 0

a) a(U') Ca(U) ;

b) Les diagrammes suivants sont commutatifs



F
U
P1(U) P2<G(U))

U a(U)
Py Ooc(U')
P1(U') . Pg(a(U'))
U’

3) a) a(U Ux> = U a(UA) ;
Aeh Al
b) Si X= U X, ¢ P (U) alors, F (X) = U F._ (X.)
renh T U rep U002
ll)‘Vle:P1(U), VYEPT(U), VieRr , VueR,

a) FU(AX + uy) = AFU(X) + uFU(Y) ;

b) Fy([x.x]) = [Fy(x) , F(D)].

Nous noterons, F (a,FU)

Proposition 15.-

un morphisme nalf infinitésimal.

Les morphismes nalifs infinitésimaux définissent une catégorie dont les

objets sont les pseudo-groupes infinitésimaux.

Nous noterons P cette catégorie.

Théoneme 2.-

Les catégories C et P sont isomorphes.
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Remmgue. -

S'il existe un morphisme infinitésimal de Cartan entre P et @
(resp. un mono, un épi, un iso), alors il existe un morphisme de Cartan (resp.

un mono, un épi, un iso) de a(P) dans a(Q) (cf. p. 14 et p. 36).
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