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La p r é s e n t e  é t u d e  a p p o r t e  une c o n t r i b u t i o n  t h é o r i q u e  e t  e x p é r i m e n t a l e  con- 

c e r n a n t  l e  comportement à l a  r u i n e  d e s  p l a q u e s  r e c t a n g u l a i r e s  m é t a l l i q u e s  

soumises  à l a  f l e x i o n  p l a n e ,  en  chargement q u a s i - s t a t i q u e ,  à l a  t empdra tu re  

ambiante .  La p a r t i e  t h é o r i q u e  f a i t  a p p e l  aux théorèmes d'extremum (LOWER-BOUND 

e t  UPPER-BOUNDI . 
Nous avons m i s  en  oeuvre  deux champs d e  v i t e s s e s  d e  dé fo rmat ion ,  é t a b l i s  à 

p a r t i r  d e  l a  t h é o r i e  des  l i g n e s  d e  g l i s s e m e n t  s u r  l e  m a t é r i a u  i d é a l i s é  en 

m a t é r i a u  r i g i d e  p l a s t i q u e  p a r f a i t .  Nous admettons que l ' é t a t  p l a s t i q u e  est 

a t t e i n t  l o r s q u e  l a  c o n t r a i n t e  t a n g e n t i e l l e  maximale en  un p o i n t  a t t e i n t  l a  

v a l e u r  l i m i t e  k . C e t t e  v a l e u r  eet é g a l e  à l a  m o i t i é  de  l a  l i m i t e  é l a s t i q u e  

c o n v e n t i o n n e l l e  Re d é f h i e s  p a r  l e s  Normes F r a n ç a i s e s  AFNOR. 

Le p remie r  de  c e s  champs de  v i t e s s e s  a d é j à  é t é  u t i l i s é  pour  é t u d i e r  l e  com- 

por tement  l i m i t e  d e s  p o u t r e s  d r o i t e s ,  à s e c t i o n  d r o i t e  r e c t a n g u l a i r e ,  e n c a s t r é e s  

à une e x t r é m i t é .  Le second e s t ,  à n o t r e  conna i s sance ,  nouveau. Ces champs t r a n s -  

m e t t e n t  d e s  e f f o r t s  e t  d e s  moments q u i  s o n t  s u p é r i e u r s  aux e f f o r t s  e t  aux moments 

r é e l s .  IL s ' a g i t  de  bornes  s u p é r i e u r e s .  

Le second champ de v i t e s s e s  de  dé fo rmat ion  e s t  m e i l l e u r  que l e  p remie r  p u i s -  

q u ' i l  t r a n s m e t  d e s  e f f o r t s  e t  d e s  moments p l u s  f a i b l e s .  I l  se rapproche mieux 

de  l a  s o l u t i o n  e x a c t e .  

I l  c o n v e n a i t  de  s ' a s s u r e r  s i  l a  s o l u t i o n  p récéden te  ne s ' é l o i g n a i t  pas t r o p  

de  l a  r é a l i t é .  Dans c e  b u t ,  nous avons é t u d i é  des  champs de  c o n t r a i n t e s .  Le 

p remie r  de  c e s  champs a d é j à  é t é  u t i l i s é  pour  des  p o u t r e s  d r o i t e s .  Les s u i v a n t s  

s o n t  d e s  champs c o n s t i t u é s  d e  b l o c s  e t  s é p a r é s  p a r  des  l i g n e s  de  d i s c o n t i n u i t é  

de c o n t r a i n t e s .  I ls  c o n s t i t u e n t  une a p p l i c a t i o n  n o u v e l l e  d e  c e t t e  t echn ique  au 

problème du comportement l i m i t e  d e s  p laques  r e c t a n g u l a i r e s .  



Les s o l u t i o n s  o b t e n u e s  s o n t  a s s e z  p r o c h e s  d e s  s o l u t i o n s  c i n é m a t i q u e s  e t  p e r -  

m e t t e n t  d e  s i t u e r  l a  s o l u t i o n  e x a c t e  à 5 % p r è s  d a n s  un chargement  d a n s  l e q u e l ,  

e n  p r a t i q u e  i n d u s t r i e l l e ,  on d i s t i n g u e  deux p a r t i e s ,  l ' u n e  où l ' e f f o r t  t r a n c h a n t  

e s t  p r é p o n d é r a n t ,  l ' a u t r e  où l e  moment f l é c h i s s a n t  e s t  Zi son  t o u r  p r é p o n d é r a n t .  

La m i s e  e n  é v i d e n c e  p a r  l ' e x p é r i e n c e  d e s  z o n e s  p l a s t i f i é e s  ou z o n e s  d e  d é f o r -  

m a t i o n  non r é v e r s i b l e s  n ' e s t  pa s  t r è s  a i s é e .  Nous avons  o b s e r v é  s u r  l a  s u r f a c e  

d e s  p l a q u e s  f l é c h i e s ,  p r é a l a b l e m e n t  r e c u i t e s  e t  p o l i e s ,  d e s  zones  d é p o l i e s .  

P o u r  f a c i l i t e r  l e u r  o b s e r v a t i o n ,  nous avons  u t i l i s é  les p r o p r i é t 6 s  du r é a c t i f  

d e  FRY, b i e n  connu d a n s  l ' i n d u s t r i e  d e  t r a n s f o r m a t i o n .  A son  c o n t a c t ,  les z o n e s  

p l a s t i f i é e s  d e s  p i è c e s  e n  a c i e r  doux a p p a r a i s s e n t  n o i r e s .  Le p r o c é d é  pe rme t  d e  

r é v é l e r  d e s  d é f o r m a t i o n s  s u p é r i e u r e s  à 0,5 O/,,. 

Des v é r i f i c a t i o n s  e x p é r i m e n t a l e s  o n t  p e r m i s  d e  d é g a g e r  une n o u v e l l e  d é f i n i t i o n  

d e  l a  c h a r g e  l i m i t e  PR , s u s c e p t i b l e  d ' ê t r e  u t i l i s é e  p o u r  l e s  p rob lèmes  e x p é r i -  

mentaux d e  p l a q u e s  e t  d e  coques .  S a  mise  en  o e u v r e  e s t  t rès  a i s é e  e t  l a  c o r r é -  

l a t i o n  a v e c  l ' é t u d e  t h é o r i q u e  e s t  a s s e z  bonne g r â c e  aux e x p é r i e n c e s  menées e n  

l a b o r a t o i r e  s u r  d e s  a c i e r s  au c a r b o n e  convenablement  r e c u i t s .  Leur  r e p r o d u c t i o n  

e n  m i l i e u  i n d u s t r i e l  c o n d u i r a i t  à une  d i s p e r s i o n  beaucoup p l u s  g r a n d e  ( e n v i r o n  

15 % )  . 
C e t t e  é t u d e  met en  l u m i è r e  un c e r t a i n  nombre d e  p o s s i b i l i t é s  d ' é t u d e  du 

comportement  l i m i t e  d e s  s t r u c t u r e s .  

De nombreux p r o l o n g e m e n t s  s o n t  p o s s i b l e s  p o u r  d ' a u t r e s  c a s  de  chargement  

e t  d '  a u t r e s  t y p e s  d e  s t r u c t u r e .  
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LES L O I S  DE LA PLASTICITE.  



1 , l .  LE COMPORTEMENT PLASTIQUE. 

l D 1 # 1 .  L'essai  de t r a c t i on .  

La f igure  (1,1,11 représente l e  r é su l t a t  

d ' u n  e s s a i  de t r ac t ion  jusqu'à l a  ruine d'une 

éprouvette cylindrique à l a  température am- 

biante en v i t esse  lente .  

Selon l e  point d ' a r r ê t  de l ' e s s a i ,  nous 

avons l e s  comportements typiques suivants : 
Figure 1,1,1 

Point d ' a r r ê t  2 : l e  comportement e s t  é las t ique  l i néa i r e  (Figure 1,1,2)  . 
Point d ' a r r ê t  3 : l e  comportement e s t  é las t ique  plast ique pa r f a i t  (Fig.  1.1,31 . 
Point d ' a r r ê t  4 : l e  comportement e s t  é las t ique '  plast ique écrouissable 

(Fig.  181,41 . 

Figure 1 ,  1 ,2  Figure 1 ,1 ,3  Figure 1 ,1 ,4  

Le point 2 correspond au s e u i l  de p l a s t i c i t é ,  l a  contra inte  correspondante 

a = Re e s t  l a  contra inte  d'écoulement. 

Cette contrainte va r ie  avec l 'amplitude de l a  déformation préalable à l ' e s s a i  : 

c ' e s t  l a  conséquence de l 'écrouissage.  

La contra inte  d'écoulement e s t  donc une ca rac té r i s t ique  e s sen t i e l l e  de l ' é t a t  

du matériau à u n  ins tan t  de son h i s t o i r e .  

LÜLIERS ava i t  observé 1 'appar i t ion d ' u n  réseau de l ignes s u r  l a  surface  d'une 

éprouvette en ac i e r  à f a i b l e  taux de carbone lorsque l e  matériau a t t e i gna i t  son 

s e u i l  d'écoulement (6) (281 . 
Ces l ignes apparaissent auss i  dans d ' au t res  circonstances e t  notamment s u r  l e s  

plaques en ac ie r .  Les f igures  [1,1,51 e t  (1 ,1 ,6)  nous montrent des l ignes de 

ce type dans des plaques s o l l i c i t é e s  en f lexion pure. 



Des interprétations atomiques de ces faits sont possibles à partir des mé- 

canismes de déformation dus à l'existence des défauts dans l'édifice cristallin 

[dislocations, macles) (3) [30) . 
1,1,2. Schématisation de la loi de comportement. 

Les schématisations découlent de l'observation des figures , 1 3 1  et 

[1.1,41 . 
La figure [l,l,71 représente le comportement d'un matériau élastique 

plastique parfait, la figure [1,1,81 le comportement d'un matériau élastique 

plastique écrouissable. 

Figure 1,1,5 



F i g u r e  1 , 1 , 6  

F i g u r e  1 , 1 , 7  F i g u r e  1 , 1 , 8  

La f i g u r e  1 1 9 1  e s t  d é d u i t e  de l a  f i g u r e  I l J 7  l o r s q u e  l e s  dé fo rmat ions  

é l a s t i q u e s  s o n t  n é g l i g é e s  : l a  l o i  de comportement e s t  c e l l e  du maté r i au  r i g i d e  

p l a s t i q u e  p a r f a i t .  

La f i g u r e  1 1 1 0  e s t  d é d u i t e  de  l a  f i g u r e  [ 1 , 1 , 8 )  dans  l e s  mêmes con- 

d i t i o n s  : l a  l o i  de  comportement obtenue e s t  c e l l e  du maté r i au  r i g i d e  p l a s t i q u e  

é c r o u i s s a b l e .  



Figure 1 ,1 ,9 Figure 1,1,10 

Nous retenons dans ce qu i  s u i t  l a  schématisat ion du matériau r i g i d e  p l a s t i q u e  

p a r f a i t  (R.P.P.1 . 
Les e f f e t s  de température,  de v i t e s s e s  d e  déformation, d 'écrouissage ,  e t  

l ' e f f e t  BAUSCHINGER se ron t  négl igés .  Ceci e s t  j u s t i f i é  pa r  l e s  condit ions 

expérimentales  d é c r i t e s  au c h a p i t r e  I V .  



1 , 2 .  LES CRITERES D'ECOULEMENT. 

1 , 2 , 1 .  Forme g é n é r a l e  du c r i t è r e  d ' é c o u l e m e n t  p o u r  l e  m a t é r i a u  R.P.P.  

Au s e u i l  d ' é c o u l e m e n t  ( p o i n t  2  de l a  f i g u r e  1 , 1 , 1 1  , l e s  composantes  du  

t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s  U i j  v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  s u i v a n t e  (141 : 

Nous c o n s i d é r o n s  un m a t é r i a u  i s o t r o p e .  Dans c e  c a s ,  l e  c r i t è r e  ne  dépend que  

d e s  c o n t r a i n t e s  p r i n c i p a l e s  a l  , 0 2  , a 3  e t  non d e  l e u r  d i r e c t i o n .  

I l  v i e n t  : 
( 1 , 2 , 2 1  

Nous supposons  que  l ' é c o u l e m e n t  e s t  peu i n f l u e n c é  p a r  l a  p r e s s i o n  h y d r o s t a t i q u e  

[ p a r t i e  s p h é r i q u e  du t e n s e u r  d e s  c o n t r a i n t e s )  . 
I l  v i e n t  donc : 

(1 ,2 .31  

s l ,  s2,  s3 s o n t  l e s  composan te s  du d é v i a t e u r  d e s  c o n t r a i n t e s .  

La r e l a t i o n  ( 1 , 2 , 2 1  d é f i n i t  l a  s u r f a c e  d ' é c o u l e m e n t  C d a n s  l e  sys t ème  

d ' a x e s  (Oal, Ou2, Ou3] . 
C e t t e  s u r f a c e  C e s t  une s u r f a c e  c y l i n d r i q u e  a y a n t  pou r  axe  A l a  t r i s s e c -  

t r i c e  d e s  axes  Oul ,  Ou2 e t  Ou3 ( F i g u r e  1 , 2 , 1 1  . 

F i g u r e  1 , 2 , 1  F i g u r e  1 , 2 , 2  



I l  s u f f i t  donc de déterminer l a  t r a c e  de l a  sur face  d'écoulement dans l e  plan 

perpendicula i re  à l ' a x e  A (Figure 1 ,2 ,2)  . 
La t r a c e  e s t  symétrique par rapport  aux axes O1ul ,  01u2 e t  O'u3 pour l e  

matériau i so t rope  (21 . 
La t r a c e  e s t  auss i  symétrique par  rapport  aux normales à ces axes pour l e  

matériau sous e f f e t  BAUSCHINGER (21 . Il s u f f i t  de l a  d é f i n i r  dans u n  s ec t eu r  

de 30' (F igure  1,2,21 . 

1,2 ,2 .  C r i t è r e  de MISES. 

D'après MISES, l 'écoulement s e  produi t  lorsque l ' é n e r g i e  de d i s t o r s i o n  ou l a  

con t ra in t e  t a n g e n t i e l l e  octaédrique a t t e i n t  une ce r t a ine  va leur  c a r a c t é r i s t i q u e  

du matériau. 

Son expression e s t  : 

1 1 

Re e s t  l a  con t r a in t e  d'écoulement en 

t r a c t i o n  pure e t  k l a  con t r a in t e  d 'écoule-  

ment en c isa i l lement  pur.  

Sa représenta t ion  e s t  c e l l e  de l a  f i g u r e  

[1,2,31 . 

Figure 1 , 2 , 3  

1.2.3. C r i t è r e  de TRESCA. 

Le s e u i l  d'écoulement e s t  a t t e i n t  lorsque  l a  con t ra in t e  t a n g e n t i e l l e  a  une 

va leur  c a r a c t é r i s t i q u e  du matériau. 

Le c r i t è r e  s ' é c r i t  : 



s a  r e p r é s e n t a t i o n  est  c e l l e  d e  

l a  f i g u r e  [1,2,41 . 

F i g u r e  1,2,4 

Dans l ' é t u d e  q u i  s u i t ,  nous adme t tons  l e  c r i tè re  d e  TRESCA b i e n  v é r i f i é  p o u r  

les  m a t é r i a u x  r e c u i t s  a v e c  é c r o u i s s a g e  f a i b l e  (21  . C e c i  c o r r e s p o n d  aux con- 

d i t i o n s  e x p é r i m e n t a l e s  e x p o s é e s  au c h a p i t r e  I V .  



1 , 3 .  LOIS D ' E C O U L E N E N T .  

1 ,3,1.  Le p o t e n t i e l  p l a s t ique .  

Après l 'écoulement ,  l e s  déformations ne sont  plus r éve r s ib l e s .  A u n  é t a t  de 

con t ra in t e s  o i j  correspondent p lus i eu r s  é t a t s  de déformation. 

Lorsque l 'écoulement s e  produi t ,  l e  c r i t è r e  s ' é c r i t  : 

l ' é c rou i s sage  é t a n t  négl igé .  

Soient  de i j  l e s  v i t e s s e s  de déformation. S i  l ' o n  représente  dans l e  même 

repère l e s  con t ra in t e s  e t  l e s  v i t e s s e s  de déformation, l e  vecteur  de composantes 

d € i j  e s t  normal au plan tangent ,  au point  P ( a i j )  à l a  sur face  d'écoulement 1. 

E n  e f f e t  

I l  v ient  : 

(1 ,312)  

La r e l a t i o n  (1 ,3 ,2)  e s t  l a  t raduct ion  de l a  l o i  du po ten t i e l  p l a s t ique .  

E n  tenant  compte du c r i t è r e  de MISES [1 ,2 ,41  , il vient  : 

s i j  sont l e s  termes d u  dév ia t eu r  des c o n t r a i n t e s .  

1 ,3 ,2 .  Théorème de l a  puissance maximale. 

La puissance d i s s ipée  pa r  un i t é  de volume s ' é c r i t  : 

dWO = 01 dal + 02 de2 + 03 de3 (1 ,3 ,4 )  

A u n  champ de v i t e s s e  correspond une puissance d i s s ipée  unique. 

* SC SC Considérons u n  a u t r e  champ de con t ra in t e s  a l  , a2 , ag . 
f  (0;) - Re < O . 



La puissance dissipée est : 

Il vient : 

(1,3,51 

La puissance dissipée est maximale pour l'état réel des contraintes. 

La surface d'écoulement C est nécessairement convexe. 



1 , 4 .  NETHODES EXTREMALES. , 

1,4 , ' i .  Théorème s t a t i q u e .  - Borne i n f é r i e u r e .  

Considérons  un c o r p s  r i g i d e  p l a s t i q u e  

p a r f a i t  d e  volume V , d é l i m i t é  p a r  une 

s u r f a c e  S ( F i g u r e  1 ,4 ,11  . 
/ Les c o n t r a i n t e s  Ti e t  les déplacements  

dui s o n t  d é f i n i s  sur S . 
S o i t  a i j  l e  champ d e  c o n t r a i n t e s  e x a c t ,  

s a t i s f a i s a n t  l e s  c o n d i t i o n s  s u r  ST , l e s  

F i g u r e  1 , 4 , 1  c o n d i t i o n s  d ' é q u i l i b r e  e t  ne v i o l a n t  pas  

l e  c r i t è r e  de  p l a s t i c i t é  (1 ,2 ,21 . 
Le théorème des  t r a v a u x  v i r t u e l s  s ' é c r i t  : 

11 T i  d u i  dS = III ~ i j  d e i j  dV 
S  V 

ou équivalemnent avec  
S  = Su + ST 

* 
S o i t  U i j  un champ d e  c o n t r a i n t e s  a d m i s s i b l e s ,  s a t i s f a i s a n t  l e s  c o n d i t i o n s  

s u r  S  , l e s  c o n d i t i o n s  d ' é q u i l i b r e  e t  ne v i o l a n t  pas l e  c r i t è r e  de  p l a s t i c i t é .  

En c o n s i d é r a n t  des  c o n t r a i n t e s  f i c t i v e s  TT l e  long  de  l a  s u r f a c e  avec  l e s  

mêmes déplacements  r é e l s  d u i  , i l  v i e n t  : 

o r  s u r  ST : Ti  * - - Ti . 
P a r  d i f f é r e n c e  des  e x p r e s s i o n s ,  i l  v i e n t  : 

D'après  t l , l , l O 1  : 



La v a l e u r  r é e l l e  du champ d e s  c o n t r a i n t e s  est  l a  v a l e u r  maximale d e s  champs 

d e  c o n t r a i n t e s  s t a t i q u e m e n t  a d m i s s i b l e s .  

1 , 4 , 2 .  Théorème c i n é m a t i q u e .  

Pour  l e  champ de c o n t r a i n t e s  e x a c t s ,  nous  a v o n s  t o u j o u r s  : 

* 
S o i t  dui un écou lemen t  f i c t i f .  Il v i e n t  : 

* * // T i  d u 7  dS + // Ti  dui dS = 111 o i j  d ~ i j  dV I l  , 4 , 4 1  
su s T V 

o r  s u r  Su  : 

S o i t  : 

D ' a p r è s  l e  t héo rème  du t r a v a i l  maximum ( 1 , 3 , 5 1  : 

* * * 
// T i  d u i  dS B //1 a i j  d c i j  dV - // T i  d u i  dS 

s u  V s T 

* 
d c i j  e s t  l i é  à oiy  p a r  l a  l o i  d ' é c o u l e m e n t .  En t e n a n t  compte d e  l a  r e l a t i o n  

( 1 , 4 , 4 )  , i l  v i e n t  : 



APPLICATION DES NETHODES EXTREMALES:, 

1 , 5 , 1 .  Champs c inéma t iquemen t  a d m i s s i b l e s  p a r  l i g n e s  d e  g l i s s e m e n t .  

1 , 5 , 1 , 1 .  Les c o n t r a i n t e s .  
, 

Nous c o n s i d é r o n s  l e  c o r p s  r i g i d e  p l a s t i q u e  p a r f a i t  ( 1 , 1 , 2 1  o b é i s s a n t  au  

c r i t è r e  d e  TRESCA I1 ,2 ,31  en  é t a t  p l a n  d e  d é f o r m a t i o n .  

En é t a t  p l a n  d e  d é f o r m a t i o n  l e s  c r i t è r e s  d e  TRESCA e t  d e  MISES ( 1 , 2 , 3 1  s o n t  

i d e n t i q u e s .  

S i  d e 3  e s t  n u l ,  c e s  c r i t è r e s  s ' e x p r i m e n t  comme s u i t  : 

La c o n t r a i n t e  a 3  e s t  l a  c o n t r a i n t e  i n t e r m é d i a i r e  e n t r e  a l  e t  u 2  . 
Le c r i t è r e  p e u t  e n c o r e  s ' é c r i r e  : 

[a,  - a y l  2 + 4 T 2  x Y = 4 , $  ( 1 , 5 , 2 1  

Les c o n t r a i n t e s  a, , oy , T~~ d o i v e n t  v 6 r i f i e r  l e s  é q u a t i o n s  d ' é q u i l i b r e  : 

Le c r i t è r e  est  s a t i s f a i t  p o u r  l e s  v a l e u r s  d e  ox  , uy e t  rxy s u i v a n t e s  : 

a x  - - - P -  

u y = - p +  

rxy = k c o s  
71 4 + - e s t  d é f i n i  p a r  l ' a n g l e  [ x ,  a l  
4 

4 v 

k s i n  

k s i n  

2  + 
1 [ F i  

F i g u r e  1 , 5 , 1  F i g u r e  1 , 5 , 2  

1  
g u r e 1 , 5 . 1 1  e t  - p = 2 [ a x + o y ]  

n t  

5 
4 

[ F i g u r e  1 , 5 , 2 1  . 

Oii (5 
t 



Compte t e n u  de  ( 1 , 1 , 1 9 1  , les  r e l a t i o n s ,  1 1 8  s ' é c r i v e n t  : 

- - -  a +  a x 
a 4  Zk c o s  2 )  - - 2k s i n  2)  - = O 

ax ay 

- - -  a4  2k s i n  241 - + 2k c o s  2) - = 
ay ax 

a )  O 
ay 

Nous o b t e n o n s  d e s  é q u a t i o n s  aux d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  du p r e m i e r  o r d r e ,  d e  t y p e  

h y p e r b o l i q u e ,  où l e s  i n c o n n u e s  s o n t  p [ x ,  y1 e t  ) ( x ,  y1 . 
Dans l e s  d i r e c t i o n s  c a r a c t é r i s t i q u e s  a e t  B , l e  sy s t ème  ( 1 , 5 , 5 1  s e  r é d u i t  

à une é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  o r d i n a i r e  : 

dp + 2k d4 = O s u r  

dp - 2k d$ = O s u r  
dx 

Ce s o n t  l e s  r e l a t i o n s  d e  HENCKY. 

1 .5 ,1 ,2 .  Les v i t e s s e s .  

S o i e n t  va e t  vp les  compo- 

s a n t e s  s e l o n  l e s  t a n g e n t e s  en N 

aux l i g n e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  a e t  
+ 

B du v e c t e u r  v i t e s s e  V du maté-  

r i a u  en  c e  p o i n t  ( F i g u r e  1 , 5 , 3 1  . 
S e l o n  c e s  d i r e c t i o n s ,  l e  t e n s e u r  

d e s  c o n t r a i n t e s  s e  r é d u i t  à : 

X 
-L - 

F i g u r e  1 , 5 , 3  

Les v i t e s s e s  d e  d é f o r m a t i o n  de,, e t  d c y t  s o n t  donc  n u l l e s  s e l o n  a e t  (3 . 
Exprimons c e t t e  p r o p r i é t é  en  é v a l u a n t  d e x i  e t  d e Y i  en f o n c t i o n  d e  va e t  



Les é q u a t i o n s  [ 1 , 5 , 7 1  peuven t  a u s s i   écrire s o u s  l a  fo rme  : 
-- - 

7 

dv, - vg d @  = O l e  l o n g  d e  a 

dvg + v, d@ = O l e  l o n g  d e  8 

Ce s o n t  l e s  r e l a t i o n s  d e  GEIRINGER (19 ) .  

La d i s t o r s i o n  d e x ' y '  d o i t  ê t r e  p o s i t i v e .  La c o n d i t i o n  e s t  l a  s u i v a n t e  : 

1.5,1,3. U t i l i s a t i o n .  

Les  r é s e a u x  c a r a c t é r i s t i q u e s  o n t  t r o u v é  de  t r è s  nombreuses a p p l i c a t i o n s  

notamment d a n s  les  p rob lèmes  i n d u s t r i e l s  d e  f i l a g e ,  e x t r u s i o n  e t  f o r g e a g e  I I 3 1  . 
Lorsque  l e s  c o n d i t i o n s  c i n é m a t i q u e s  s o n t  v é r i f i é e s ,  l e s  e f f o r t s  P* , t r a n s -  

m i s  p a r  l e  r é s e a u  des  c a r a c t é r i s t i q u e s ,  s o n t  s u p é r i e u r s  aux  e f f o r t s  r é e l s  P 

(1,4,21 . 

1,5,2. Champs s t a t i q u e m e n t  a d m i s s i b l e s  p a r  b l o c s .  

* 
U n c h a m p d e c o n t r a i n t e s  a s t a t i q u e m e n t  a d m i s s i b l e d o i t  v é r i f i e r e n  t o u t  

i j 
p o i n t  du m a t é r i a u  l e s  é q u a t i o n s  d e  c o m p a t i b i l i t é  s t a t i q u e  

à 1 ' i n t é r i e u r  du  m a t é r i a u  e t  aux f r o n t i è r e s  . 
De p l u s ,  l e  champ d o i t  v é r i f i e r  l e  c r i t è r e  d e  p l a s t i c i t é  [ r e l a t i o n  1,2,1) 

Le champ p e u t  ê t r e  composé d e  b l o c s  s é p a r é s  p a r  d e s  l i g n e s  d e  d i s c o n t i n u i t é .  

Les c o n d i t i o n s  d ' é q u i l i b r e  s o n t  à v é r i f i e r  l e  l o n g  d e  c e s  l i g n e s .  

La c o n t r a i n t e  normale e t  l a  c o n t r a i n t e  t a n g e n t i e l l e  à une f a c e t t e  t a n g e n t e  à 

l a  l i g n e  d o i v e n t  ê t r e  i d e n t i q u e s  de  p a r t  e t  d ' a u t r e  de  l a  l i g n e  d e  d i s c o n t i n u i t é  

(21  . 



Les e f f o r t s  P* , c a l c u l é s  à p a r t i r  d ' u n  t e l  champ [cont inu ou par  b locs)  , 

sont  i n f é r i e u r s  aux e f f o r t s  P r é e l s  [1,4,11 . 
Ces champs s o n t  de ce f a i t  moins u t i l i s é s  dans l a  p ra t ique .  



1,6. CONCLUSION. 

. . .  0 , - - - - - _  % . , , L L . . A -  A . .  --- 
Nous a p p l i q u o n s  d a n s  ce q u i  s u i t  les  m e t n o a e s  e x r r e m a l e s  a 1-ezuut: uu L;UIII- 

p o r t e m e n t  l i m i t e  d e s  p l a q u e s  r e c t a n g u l a i r e s  f l é c h i e s  o b é i s s a n t  au  c r i tè re  d e  - 
TRESCA . 

F i g u r e  1,6,1 

Le c a s  d e  c h a r g e  e s t  r e p r é s e n t é  à l a  f i g u r e  1,6,1. 

Nous é t u d i e r o n s  s u c c e s s i v e m e n t  d e s  champs c i n é m a t i q u e s  a d m i ' s s i b l e s  

( c h a p i t r e  III e t  d e s  champs s t a t i q u e m e n t  a d m i s s i b l e s  ( c h a p i t r e  III1 . 



LES CHAMPS CINEMATIQUENENT ADMISSIBLES. 



2 , l .  INTRODUCTION. 

L ' é t u d e  s u i v a n t e  p r o p o s e  deux champs c inéma t iquemen t  a d m i s s i b l e s  d e  comporte-  

ment l i m i t e - d e s  p l a q u e s  f l é c h i e s .  

Les champs s o n t  c o n s t i t u é s  p a r  d e s  r é s e a u x  d e  l i g n e s  d e  g l i s s e m e n t  ~ 1 , 5 , 1 1  . 
Après l a  d é f i n i t i o n  g é o m é t r i q u e  d e s  r é s e a u x ,  nous é t u d i o n s  l a  r é p a r t i t i o n  d e s  

p r e s s i o n s ,  p  , p u i s  c e l l e  d e s  v i t e s s e s ,  va e t  v~  , e t  e n f i n  nous é v a l u o n s  l e s  

e f f o r t s  P* e t  les moments PlK t r a n s m i s  p a r  les r é s e a u x .  

Nous t r a ç o n s  à p a r t i r  d e  c e s  v a l e u r s  l e s  c o u r b e s  d ' i n t e r a c t i o n  [P*, Pl*) 

p r o p r e s  à c h a q u e  r é s e a u .  



2,2. CHAMP CINEMATIQUENENT ADMISSIBLE SYNETRIQUE. 

2,2,1. I n t r o d u c t i o n .  

Nous cons idérons un réseau  de l i g n e s  de g l i ssement  du t y p e  symétr ique p a r  

r a p p o r t  au p l a n  moyen de l a  p laque  d ' a p r è s  GREEN (20'1 e t  SHIELD (371 . 
7,2,2. D e s c r i p t i o n  g é n é r a l e  du réseau.  

Le réseau proposé comprend deux champs homogènes 1,7,8 e t  4,6,5 , deux 

champs semi-homogènes 1,2,7 e t  3,4,6 e t  une l i g n e  c i r c u l a i r e  2,3 . 
[ F i g u r e  2,2,11 

Ce réseau p e u t  p rendre  l e s  q u a t r e  formes s u i v a n t e s  : 

Réseau No 1 : deux champs homogènes ( F i g u r e  2,2,21 

Réseau No 2 : deux champs homogènes e t  deux champs semi-homogènes [Fig.2,2,31 

Réseau No 3 : deux champs homogènes, deux champs semi-homogènes e t  

une l i g n e  c i r c u l a i r e  [ F i g u r e  2,2,41 

Réseau No 4 : une l i g n e  c i r c u l a i r e  [ F i g u r e  2,2,51 

F i g u r e  2,2,2 F i g u r e  2,2,3 

F i g u r e  2,2,4 F i g u r e  2,2,5 



Nous commençons p a r  l ' é t u d e  du r é s e a u  N ? 3  q u i  est l e  p l u s  g é n é r a l  ; l e s  

a u t r e s  r é s e a u x  s o n t  d e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  du r é s e a u  No 3 .  

2 , 2 , 3 .  E t u d g  du r é s e a u  N o  3. 

2 , 2 , 3 , 1 .  D é t e r m i n a t i o n  d e s  p r e s s i o n s .  

S o i t  l e  r é s e a u  d e  l i g n e s  d e  g l f s s e m e n t  d e  l a  f i g u r e  [ 2 , 2 , 5 1  . 

F i g u r e  2 , 2 , 5  

Les l i g n e s  a e t  B s o n t  d i r i g é e s  comme i n d i q u é e s  s u r  c e t t e  f i g u r e .  

L ' a n g l e  e n t r e  l e  bord l i b r e  e t  l e s  l i g n e s  a ,  B du champ homogène 1 , 7 , 8  

e s t  d e  n /4  [ d e  même pour  l e  champ 4 , 5 , 6  p a r  r a i s o n  d e  s y m é t r i e  p a r  r a p p o r t  

au p l a n  moyen d e  l a  p l a q u e )  . 
En 8 ,  l e s  c o n t r a i n t e s  p r i n c i p a l e s  a l  e t  02  s a t i s f o n t  à l a  c o n d i t i o n  à 

l a  l i m i t e  

a l  = - p + k = O  

0 2 = - p - k = - 2 k  

D'où 
( 2 , 2 , 1 )  

l a  l i g n e  a 1 , 7  e s t  r e c t i l i g n e .  



La p r e s s i o n  en 2 e s t  donnée  p a r  l a  r e l a t i o n  

- 2k142 - $71 P2 - P7 - - (F igure  2,2,51 

e t ,  p a r  s y m é t r i e ,  nous  a v o n s  : 

(2,2,41 

La p r e s s i o n  au p o i n t  O d o i t  ê t r e  n u l l e  p o u r  r a i s o n  d e  s y m é t r i e .  Il  v i e n t  : 

P2 - PO = 2 k ( 4 2  - $01 

3a 
p2 = k I l  + 2e01 = 2 k I -  - - 

4 
8 + TI 

F i g u r e  2,2,6 F i g u r e  2,2,7 



C o n s i d é r o n s  l a  f i g u r e  2 , 2 , 6 .  

Le b l o c  s i t u é  à g a u c h e  d e  l a  l i g n e  d e  g l i s s e m e n t  1 , 2 , 3 , 4  reste r i g i d e  ; les 

v i t e s s e s  s o n t  n u l l e s  p a r t o u t .  La l i g n e  1 , 2 , 3 , 4  est donc  u n e  l i g n e  d e  d i s c o n -  

t i n u i t é  d é  v i t e s s e s .  

La composante  de  v i t e s s e  va e s t  c o n t i n u e  au t r a v e r s  d e  1 , 2 , 3 , 4 .  

Donc 
va = O l e  l o n g  d e  1 , 2 , 3 , 4  ( 2 , 2 , 6 )  

O r  l e  l o n g  d ' u n e  l i g n e  8 

dvg + v,d4 a O 

La v i t e s s e  v ~  e s t  donc  c o n s t a n t e  l e  l ong  d e  1,2,3,4. Nous posons  : 

l e  l o n g  d e  1 , 2 , 3 , 4  12 .2 .7 )  

La v i t e s s e  l e  l ong  d ' u n e  l i g n e  6 d a n s  l e  champ semi-homogène 1 , 2 , 7  e s t  don- 

n é e  p a r  l a  l o n g u e u r  CM , p e r p e n d i c u l a i r e  a b a i s s é e  d e  c sur une l i g n e  f3 . 
S o i t  a l ' a n g l e  e n t r e  l a  l i g n e  c o n s i d é r é e  e t  l a  l i g n e  1 , 2  ; s o i t  b l a  

l o n g u e u r  12. [ F i g u r e  2 , 2 , 6 1  

Dans l e  champ 1 , 7 , 8 ,  l e s  v i t e s s e s  v, e t  v g  l e  l ong  d e  chaque  l i g n e  a 
e t  6 s o n t  c o n s t a n t e s .  

Il v i e n t  : 

I l  v i e n t  [ F i g u r e  2 , 2 , 6 )  : 

v g =  - 9 c o s a -  b s i n a  

5 
v~ = - R c o s  8 0  - b s i n  8 0  + - fi - 
v, = - R s i n  8 0  - b c o s  8 0  + b  

dans1,2,6  ( 2 , 2 , 8 1  

d a n s  1 , 7 , 8  ( 2 , 2 , 1 0 )  

d a n s  3 , 7 , 8  ( 2 , 2 , 1 1 1  

La v i t e s s e  va e s t  donnée  p a r  : 

dva - vg d$ = O 

dv, = - ( R  c o s  a + b  s i n  a l d $  

s o i t  l ( 2 , 2 , 9 )  



Les  v i t e s s e s  d a n s  l e s  a u t r e s  champs s o n t  d é d u i t e s  d e s  p r é c é d e n t e s  p a r  symbtrie. 

L 'hodographe  c o r r e s p o n d a n t  es t  r e p r é s e n t é  à l a  f i g u r e  (2 ,2 ,71  . 
La p u i s s a n c e  d i s s i p é e  e s t  p a r t o u t  p o s f t i v e  ou n u l l e ,  l a  r e l a t i o n  d e  GEIRINGER 

s u i v a n t e  e s t  v é r i f i é e  d a n s  t o u s  les champs. 

2 , 2 , 3 , 3 .  C o n d i t i o n s  g é o m é t r i q u e s .  

C o n s i d é r o n s  l a  f i g u r e  12 ,2 ,81 .  

La c o n d i t i o n  g é o m é t r i q u e  s ' é c r i t  : 
4 Y 

n e  71 R c o s  [- + 001 = - - 
4  2  

b s i n  1~ + 0 0 )  

I F i g u r e  2 , 2 , 8  

2 , 2 , 3 , 4 .  E f f o r t s  t r a n s m i s  p a r  l e  r é s e a u .  

E v a l u o n s  les  e f f o r t s  t r a n s m i s  p a r  l a  l i g n e  1 , 2 , 3 , 4 .  ( F i g u r e  2 , 2 , 9 )  

P a r  r a i s o n  d e  s y m é t r i e  p a r  r a p -  

p o r t  à l ' a x e  x  , l a  r é s u l t a n t e  

d e s  e f f o r t s  h o r i z o n t a u x  e s t  n u l l e .  

[ 2 ,2 ,141  

l e  l o n g  d e  1 , 2 , 3 , 4 .  

Les  e f f o r t s  v e r t i c a u x  s o n t  : 

' I p o u r  l a  l i g n e  32 : 
F i g u r e  2 , 2 , 9  

Ir 71 
Y I  =-kb s i n  t- + e O )  + kb (1  + Z O O )  c o s  (4 + e O 1  

4  

71 n 
y1 = kb1(1 + 2 e O )  c o s  [- + g o ]  - s i n  (- + 001)  

4  4  



p o u r  l a  l i g n e  2 3  : 

dY2 = - k R d+ s i n  + + p R d+ cos 4) 

a v e c  l a  p r e s s i o n  p  en  un p o i n t  d e  l a  l i g n e  

p = 2 k 4  [ 2 , 2 , 1 6 )  

i l  v i e n t  : 
t 

71 TI 
y2 = k  R i c o s  [4 + € 1 ~ 1  - i l  + Z O O ]  s i n  (4 + 011 

L ' e f f o r t  t r a n c h a n t  - P p a r  u n i t é  d e  l a r g e q r  d e  p l a q u e  v a u t  donc : 

- P = 2iY, + Y21 

Compte t e n u  d e s  r e l a t i o n s  i 2 ,2 ,131  , [2 ,2 ,151  e t  ( 2 , 2 , 1 7 1  , il v i e n t  : 

TI TI 
P = k e { i l  + Z O O )  t g ( 4  + e 0 1  - 1 1  - kb [,O:' ,, :": ] 

- 4 s i n  (4 + e O 1  1 
s o i t  : 

r 
P 2 ( 1  + 28,) - = [il + 2eQ1 tg($ + 001 - Il - q C TI - 4 s i n  i- + 001 
k  e  n 4 1 

o s  [4 + 001 

2 , 2 , 3 , 5 .  Moment t r a n s m i s  p a r  l e  r é s e a u .  

Nous c a l c u l o n s  l e  moment p a r  r a p p o r t  au p o i n t  C '  ( F i g u r e  2 ,2 ,91  . 
TI 

Le long  d e  1 . 2 ,  nous  a v o n s  en  p o s a n t  $ = - - 4 e 0  

b  
N I  = kbiR - C C '  c o s  $1 + 2k $ biCC' s i n  $ + -1 

2  

b  
N A  = kb(R - R cos2$  + b s i n  $ c o s  $1 + 2  kb $iR s i n  $ c o s  1 - b  s i n 2 $  + -1 2  

Compte t e n u  d e  l ' e x p r e s s i o n  ( 2 , 2 , 1 3 1  q u i  p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  fo rme  : 

e TI 
R s i n  $ = - - 

2  
b  s i n i 2  - $1 

e  - - b c o s  JI 
L 

R = 
s i n  i1i 



Il v i e n t  : 

2b 
c c t g $ 1 ( 1  - cos2$ + 2yi s i n  $ cos $1 

ke 

2b 
+ s i n  yi cos yi + g $J(I - 2  s in2))  

1 
1 

Le l o n g  de 2,3 ( p o u r  l a  m o i t i é  s i t u é e  au-dessus de l ' a x e  XI, nous avons : 

dM2 = k  R d+(R - C C '  cos 4 1  + 2 k  4 R d+ C C '  s i n  + 
JI 

N2 = / k  R{R - [R cos $ - b s f n  $1 cos 4 d4 
O 

'4 
+ / 2 k  R +CR s i n  + cos $ - b s i n  + s i n  $ I d $  

O 

M2 = k  ~ ~ [ y i  + s i n  yi cos $ - 274 cos2$] + k  R b ( -  s in2$  + 2yi s i n  $ cos $1 

Compte tenu  de [2,2,191 , l ' e x p r e s s i o n  se met sous l a  forme : 
4 

4M. 4b2 
_a = -(- yi b 1 1 s i n  

cotg2$ + c o t g  $1 - g( [yi - - l $  cos JI + - - - 
ke2 e2 s i n 2 $  s i n  Ji 2  

1 

+ & + c o t g  yi (1 - 2$ c o t g  $1 

Le moment t o t a l  a  p o u r  v a l e u r  : 

2M = 4M1 + 4U2 

à cause de l a  s y m é t r i e  du réseau.  

Il v i e n t  d ' a p r è s  l e s  e x p r e s s i o n s  [2,2,20) e t  L2,2,211 : 

2M - 4b2 b  - -  ( - - -  cos  $1 ( c o t g  $ - -1 '4 + - Ji 
+ c o t g  $ I l  - 2$ c o t g  Ji1 

ke2 e2 e  s i n 2 $  s i n 2 $  

2,2,3,6. L i m i t e s  du réseau No 3 .  

Le réseau No 3 évo lue  v e r s  l e  réseau No 2 ( F i g u r e  2,2,3) l o r s q u e  l a  l i g n e  

c i r c u l a i r e  2,3 d i s p a r a î t .  La c o n d i t i o n  e s t  : 



Repor tons  c e t t e  c o n d i t i o n  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 2 , 2 , 1 8 )  , ( 2 , 2 , 2 2 )  e t ,  

a v e c  ( 2 , 2 , 5 J  

i'l v i e n t  : 

Lorsque  l e s  champs homogènss 1 , 7 , 8  e t  4 , 5 , 6  d i s p a r a i s s e n t ,  l e  r é s e a u  se r 6 -  

d u i t  à l a  l i g n e  c i r c u l a i r e  du No 4.  

2M b 
e t  d e  7 s o n t  o b t e n u e s  pou r  - n u l .  Les  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d e  - k  e  k e e 

S o i t  

Les l i m i t e s  du r é s e a u  s o n t  donc  : 

2 , 2 , 3 , 7 .  Courbe d ' i n t e r a c t i o n .  

Les v a l e u r s  d e  P /ke  e t  d e  2Pl/ke2 du r é s e a u  No 3 s o n t  c a l c u l é e s  s e l o n  

l ' o rd inogramme s u i v a n t  e t  r e p o r t é e s  d a n s  l e  t a b l e a u  [ 2 , 2 , 1 )  . La c o u r b e  

d ' i n t e r a c t i o n  e s t  t r a c é e  à l a  f i g u r e  ( 2 , 2 , 1 0 1  . Un r é s e a u  No 3 est  r e p r é s e n t é  

à l a  f i g u r e  ~ 2 , 2 , 1 1 ~  . 



RESEAU No 3 .  



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE SYMETRIQUE - RESAU No 3 

Tableau 2,2,1 



C H A M P  2,2,10 b i s  

C I N E M A T I  Q U  E M E N T  A D M I S S I B L E  

S Y M E T R I Q U E  

F i g u r e  2 .2 .1  0 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE SYNETRIQUE - RESEAU N O  3 .  



2 , 2 , 4 .  E tude  du r é s e a u  No 4 .  

Ce r é s e a u  s e  r é d u i t  à une  l i g n e  c i r c u l a i r e  [ F i g u r e  2 ,2 ,51  . 
L ' e f f o r t  P e t  l e  moment N , t r a n s m i s  p a r  l a  l i g n e ,  s o n t  d é d u i t s  d e s  

r e l a t i o n s  [ 2 , 2 , 1 8 1  e t  ( 2 , 2 , 2 0 1  en p o s a n t  b / e  = O . 
S o i t  

2N - = -  + c o t g  $ [ 1  - 2$ c o t g  $1 
ke2 s i n 2 +  

71 
j u s q u 9 à  z é r o .  L ' a n g l e  $ e s t  m a i n t e n a n t  v a r i a b l e  d e  - - - 8 4  

Les l i m i t e s  d e  c e  r é s e a u  s o n t  : 

Les v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  s o n t  d a n s  l e  t a b l e a u  ( 2 , 2 , 2 1  , l a  c o u r b e  d ' i n t e r -  

a c t i o n  e s t  r e p o r t é e  s u r  l a  f i g u r e  12 ,2 ,101  , un r é s e a u  e s t  r e p r é s e n t é  à l a  

f i g u r e  ( 2 , 2 , 1 4 )  . 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE SYNETRIQUE - RESEAU N o  4. 

Tableau 2 , 2 , 2  



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE SYMETRIQUE - RESEAU No 4.  

F i g u r e  2,2,14 



2,2,5. Etude du réseau No 2 .  

4 Y 

7T 1 L'angle 0 v a r i e  de - - - 
8 4 

à O . Lorsque 8 e s t  nul ,  i l  v ient  : 

s o i t  : 

Le réseau e s t  cons t i t ué  par l e s  deux champs homogènes 1,7,8 e t  4.5.6 : 

c ' e s t  l e  réseau No 1 de l a  f i g u r e  (2,2,21 . 

1 

2 M - =  1 1 

Les l i m i t e s  d u  réseau No 2 sont  donc : 

Les r é s u l t a t s  du  No 2 sont r epor t é s  dans l e  tableau (2,2,31 e t  s u r  l a  courbe 

d ' i n t e r a c t i o n  de l a  f i g u r e  (2,2,101 . 



CHAMP CINENATIQUENENT ADMISSIBLE SYNETRIQUE - RESEAU No 2. 

- 

Tableau 2 , 2 , 3  



2,3. CHAMP CINENATIQUENENT ADMISSIBLE ASYRETRIQUE. 

2,3,1. I n t r o d u c t i o n .  

Nous cons idé rons  ma in tenan t  un réseau de l i g n e s  de g l i s s e m e n t  asymétr ique 

de f a ç o n  à a m é l i o r e r  l e s  r é s u l t a t s  obtenus avec l e  réseau symétr ique.  

2,3,2. D e s c r i p t i o n  g é n é r a l e  du réseau. 

H 

f i g u r e  2,3,3 

Le réseau proposé ma in tenan t  comprend deux champs homogènes 1,7,8 e t  3 , 4 , 5 ,  

un champ semi-homogène 1,2,7 e t  une l i g n e  c i r c u l a i r e  2,3 ( F i g u r e  2,3,1) . 

Selon l e  mode de chargement, l e  réseau peu t  p rendre  l e s  s i x  formes, r e p r é -  

sentées c i -dessous : 

Réseau No 1 : deux champs homogènes [ F i g u r e  2,3,21 

Réseau No  2 : deux champs homogènes e t  un champ semi-homogène ( F i g u r e  2,3,31 

Réseau No  3 : deux champs homogènes, un champ semi-homogène, une l i g n e  

c i r c u l a i r e  ( F i g u r e  2,3,4) 

Réseau No 4 : un champ homogène, une l i g n e  c i r c u l a i r e  [ F i g u r e  2,3,51 

Réseau No  5 : deux l i g n e s  c i r c u l a i r e s  [ F i g u r e  2,3,61 

Réseau No 6 : une l i g n e  d r o i t e  e t  une l i g n e  c i r c u l a i r e  ( F i g u r e  2,3,7) 



F i g u r e  2 , 3 , 2  F i g u r e  2,3,3 F i g u r e  2 , 3 . 4  

F i g u r e  2 , 3 , 5  F i g u r e  2 , 3 , 6  F i g u r e  2 , 3 , 7  

Comme i l  a é t é  f a i t  p l u s  h a u t  (2 .2 .2)  . nous p r é s e n t o n s  d ' a b o r d  l e  r é s e a u  

N O  3 .  

2 , 3 , 3 .  E t u d e  du r é s e a u  N o  3. 

2 , 3 , 3 , 1 .  D é t e r m i n a t i o n  d e s  p r e s s i o n s .  

S o i t  l e  r é s e a u  d e  l i g n e s  d e  

g l i s s e m e n t  d e  l a  f i g u r e  ( 2 , 3 , 8 )  . 
L ' a n g l e  e n t r e  l e s  b o r d s  l i b r e s  

e t  l e s  l i g n e s  a , B du champ 

homogène 1 , 7 , 8  d ' u n e  p a r t ,  l e s  

l i g n e s  a , ,8 du champ homogène 

3 , 4 , 5  d ' a u t r e  p a r t  e s t  d e  n / 4  . 
L ' a n g l e  du champ semi-homogène 

1 , 2 , 7  e s t  B o  e t  

$ = L -  
4 8, ( 2 , 3 . 1 )  

F i g u r e  2 , 3 , 8  



En 5,  l e s  c o n t r a i n t e s  p r i n c i p a l e s  al e t  a2 s a t i s f o n t  à l a  c o n d i t i o n  à 

l a  l i m i t e  : 

S o i t  

En 2, l a  p r e s s i o n  e s t  : 

P2 - Pg = 2 k [ + 2  - $3) 

p 2 +  k = 2 k ( $ + -  T I  
4 

En 7, nous avons donc : 

compte t e n u  de (2,3,1) 

p7 = k ( 4 $  - 11 . 
O r  en 8 ,  l e s  c o n d i t i o n s  sont  l e s  s u i v a n t e s  : 

Donc 

avec 



2 , 3 , 3 , 2 .  D é t e r m i n a t i o n  d e s  v i t e s s e s .  

La d é t e r m i n a t i o n  e s t  a n a l o g u e  à 

c e l l e  du 1 2 , 2 , 3 , 2 )  . 
A i n s i  l e  l o n g  d e  1 , 2 , 3 , 4 ,  l a  v i -  

t e s s e  v~  e s t  : 

Pl /2!,3,6) 

l e  l o n g  d e  1 , 2 , 3 , 4 ,  R é t a n t  l e  r ayon  

d e  l a  l i g n e  c i r c u l a i r e  2 , 3 .  

De l a  même f a ç o n ,  s i  a - e s t  1 ' a n g l e  

d ' u n e  l i g n e  B d a n s  l e  champ semi- 

F i g u r e  2 , 3 , 9  homogène 1 , 2 , 6  a v e c  l a  l i g n e  1 , 2 ,  

l a  v i t e s s e  V B  e s t  : 

V B  = - R c o s  a - b s i n  a 12 ,3 ,71  d a n s  1 , 2 , 7  

v B  = - R c o s  8, - b s i n  8, + 

va = - R s i n  8, - b c o s  8, + b 

e t  

Dans l e  champ 3 , 4 , 5  

C2,3,8) d a n s  1,2,7 

8 
L 'hodographe  est r e p r é s e n t é  à l a  

f i g u r e  ( 2 , 3 , 1 0 1  . 
E n f i n ,  l a  r e l a t i o n  d e  GEIRINGER 

( 2 , 2 , 1 2 J  sur l a  p u i s s a n c e  d i s s i p é e  est  

v é r i f i é e  d a n s  t o u t  l e  r é s e a u .  

Dans l e  champ homogène ( 1 , 7 , 8 3  , nous  avons  : 

( 2 , 3 , 9 1  

F i g u r e  2 , 3 , 1 0  



2 , 3 , 3 , 3 .  C o n d i t i o n s  géomét r iques .  

S o i t  b l a  longueur  7,8, c  

x l a  d i s t a n c e  e n t r e  l ' a x e  y e t  

Les c o n d i t i o n s  géométr iques  du 

s u i v a n t e s  ( F i g u r e  2 ,3 ,331 : 

e t  

l a  longueur  3 .5 ,  

l e  p o i n t  4 .  

r é s e a u  s o n t  l e s  

2 , 3 , 3 . 4 .  E f f o r t s  t r a n s m i s  p a r  l e  r é s e a u .  

i 

Les e f f o r t s  hor izon taux  t r a n s m i s  p a r  l a  l i g n e  

' i , 2 , 3 , 4  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  [ F i g u r e  2,3,121 : 

x b  - = -  R fi f i c  
s i n  Ji - -[cos Ji - -1 - - - 

e  e  e  2  2  e  

b R c c  - c o s  i y  + - [s in  Ji + G1 + -- = 
e  e  2  e  

Pour l a  l i g n e  1 , 2  : 

71 
X12 = kb s i n  J, + k ( 2 $  + - 2 - 116 c o s  Ji 

e t  

F i g u r e  2 , 3 , 1 2  

71 
X 1 2  = k b l s i n  Ji + - cos  $1 2  

Pour l a  l i g n e  2 , 3  : 

71 x2, = kR[cos $ + - 2  
s i n  J, - fi) 

Pour l a  l i g n e  3 , 4  : 

X 3 4  = - k c f i  

La somme d e s  e f f o r t s  hor izon taux  t r a n s m i s  p a r  l a  l i g n e  1 , 2 , 3 , 4  d o i t  ê t r e  n u l l e .  

La c o n d i t i o n  s ' e x p r i m e  comme s u i t  : 

TT 
b b i n  i y  + - 71 

2  cos  $ 1  + R(cos  i y  + s i n  ~i - f i l  - c f i  = O 

Les e f f o r t s  v e r t i c a u x  s o n t  l e s  s u i v a n t s  : 

e t  

e n f i n  

Y 2 3  = k ~ ( «  cos  i y  - s i n  $ 1  
2  

Y 3 4  = O 



I l  v i e n t  : 

P é t a n t  l a  c h a r g e  a p p l i q u é e  p a r  u n i t é  d e  l a r g e u r  d e  p l a q u e .  

S o i t  

P - = b  TI R  A - - { ( Z r  + - -  l l s i n  $ - c o s  $1 + - I Z c o s  $ - s i n  $1 ke e  2  e  

2 , 3 , 3 , 5 .  Moment t r a n s m i s  p a r  l e  réseau , .  
A Y 

I 
F i g u r e  2 , 3 , 1 3  

Le moment p a r  u n i t é  d e  l a r g e u r  d e  

p l a q u e  e s t  c a l c u l é  p a r  r a p p o r t  au 

p o i n t  c '  ( F i g u r e  2 ,3 ,131  . 
S e l o n  1,2, i l  v i e n t  : 

A b - k - b l c c '  s i n  $ + -1 
2  2 

a v e c  c c '  = R c o s  $ - b  s i n  $ . 
I l  v i e n t  : 

TI TI 
s i n  $ [ s i n  $ + - c o s  $ 1  + b s i n  $ ( c o s  $ - - s i n  $1 + - 

2  2 4 I 
s o i t  : 

- _ -  L_  
A b  A 

2M12 - 2bp s i n  o c s i n  r + 7 c o s  $1  + -$sin $(COS I - 7 s i n  $1 + :$ 
ke2 e  e  

E n  u n  p o i n t  d e  l a  l i g n e  2 , 3 ,  l a  p r e s s i o n  e s t  : 

p l  = k l2$  + - TI - 1 )  
2  

e t  l e  moment é l é m e n t a i r e  : 

TI 
dm23 = - k ( R  - C C '  c o s  $ I R  d$ - k ( 2 $  + - - 2  ? ) C C '  s i n  I$ 

TI 
en i n t é g r a n t  e n t r e  - - 

4 
e t  $ , il v i e n t  : 

TI TI 
= - ~ R { R ( +  + - c c ' [ -  s i n  I/J + - c o s  $1)  2  



s o i t  

ke2 e  

S e l o n  3 . 4 ,  il  v i e n t  : 

Le moment t o t a l  N p a r  u n i t é  d e  l a r g e u r  d e  p l a q u e  e s t  f o u r n i  p a r  : 

I l  s e r a  c a l c u l é  à p a r t i r  d e s  e x p r e s s i o n s  ( 2 , 3 , 1 4 1  , C2,3,17l  , I2 ,3 ,181  

e t  [ 2 , 3 , 1 9 1  . 

2 , 3 , 3 , 6 .  L i m i t e s  du r é s e a u  No 3 .  

Le r é s e a u  No 3 e s t  r e m p l a c é  p a r  l e  r é s e a u  No 2 l o r s q u e  l a  l i g n e  c i r c u l a i r e  

d i s p a r a i t .  

La c o n d i t i o n  I2 ,3 ,141  d e v i e n t  : 

La v a l e u r  c o r r e s p o n d a n t e  d e  P/ke e s t  : 

Lorsque  l e  champ homogène 1 , 7 , 8  d i s p a r a î t ,  l e  r é s e a u  No 3  e s t  remplacé  p a r  

l e  r é s e a u  N o  4 e t  : 

I l  v i e n t  : 



Les l imi t e s  d u  réseau N o  3  sont donc : 

2 , 3 , 3 , 7 .  Courbe d ' i n t e r a c t i o n .  

Les va leurs  de P/ke e t  de 2fl/ke2 du réseau N o  3 sont ca l cu lées  comme en 

[ 2 , 2 , 3 , 7 )  e t  sont r epor t ées  dans l e  tableau [2,3,11 . 
La courbe d ' i n t e r a c t i o n  e s t  t r a c é e  à l a  f i g u r e  (2,3,141 e t  l e  réseau e s t  

représenté  aux f i g u r e s  (2 ,3 ,15 )  e t  [2,3,161 . 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU N o  3 .  

Tableau 2,3,1 



2,3,9 b i s  
C H A M P  

C I N E M A T I C U  E M E N T  A D M I S S I B L E  

A S Y M E T R I Q U E  

F i g u r e  : 2 .3.14 







2 , 3 , 4 .  E tude  du r é s e a u  N o  2,. 

2 , 3 , 4 , 1 .  D é t e r m i n a t i o n  d e s  p r e s s i o n s .  

Le r é s e a u  N o  2  e s t  o b t e n u  à p a r t i r  du r é  

c i r c u l a i r e  [ F i g u r e  2 , 3 , 3 1  . 

I 

F i g u r e  2 , 3 , 1 7  

s e a u  N o  3 en suppr iman t  l a  

C o n s i d é r o n s  l a  f i g u r e  

Au p o i n t  5 

l i g n e  

[ 2 , 3 , 1 7 1  . 

d ' a p r è s  [ 2 , 3 , 2 1  . 
De même, au p o i n t  8 

d ' a p r è s  [ 2 , 3 , 4 1  . 
Au p o i n t  2 ,  nous a v o n s  : 

d ' a p r è s  [ 2 , 3 , 3 1  . 

2 , 3 , 4 , 2 .  C o n d i t i o n s  g é o m é t r i q u e s .  

Les  c o n d i t i o n s  g é o m é t r i q u e s  s o n t  d é d u i t e s  d e  ( 2 , 3 , 1 3 1  e t  ( 2 , 3 , 1 4 1  

S o i t  : 

[ 2 , 3 , 2 2 1  

2 , 3 , 4 , 3 .  E f f o r t s  t r a n s m i s  p a r  l e  r é s e a u .  

Les  e f f o r t s  h o r i z o n t a u x  t r a n s m i s  p a r  l a  l i g n e  1 , 2 , 4  s o n t  l e s  s u i v a n t s .  

( F i g u r e  2 , 3 , 1 7  1 

P o u r  l a  l i g n e  1 , 2  : 

TT TT 
XI2 = k b [ l  + 281 s i n  (- + 81 + kb c o s  [4 + 81 . 

4  



Pour  l a  l i g n e  2 , 4  : 

Nous avons  l a  c o n d i t i o n  

S o i t  : 

TI 71 
b { ( I  + 201 s i n  Lq + 6 )  + c o s  [- + 0 -  c J Z =  O 

4  

Les  e f f o r t s  v e r t i c a u x  s o n t  donnés  p a r  l e s  r e l a t i o n s  c i - d e s s o u s  : 

Il v i e n t  : 

s o i t  : 

- - b  ?T IT - + s i n  14' 01  - (1 + 201 c o s  [ T +  
ke e 

2 .3 ,4 .4 .  Moment t r a n s m i s  Dar l e  r é s e a u .  

Le moment p a r  u n i t é  d e  l a r g e u r  d e  p l a q u e  est c a l c u l é  p a r  r a p p o r t  au p o i n t  c '  

( F i g u r e  2 , 3 , 1 7 1  . 
Pour l a  l i g n e  1 , 2 ,  il  v i e n t  : 

e t  pou r  l a  l i g n e  2 , 4  : 

Il  v i e n t  : 



2,3,4,5. Limites du réseau Ne 2. 

Les limites du réseau No 2 sont les suivantes d'après L2,3,201 : 

2,3,4,6. Courbe d'interaction. 

Les valeurs de P/ke et de 2Pl/ke2 du réseau No 2 sont calculées selon 

l'ordinogramme suivant. Les valeurs sont reportées dans le tableau (2,3,21 . 
La courbe d'interaction est représentée à la figure [2,3,141 , commune 

avec la courbe d'interaction du réseau No 3. 

Deux réseaux particuliers sont représentés aux figures [2,3,38) et 

(2,3,191 . 



RESEAU N o  2 .  

TI = fi{/ - s i -  + 0 1 1  
4 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU No 2. 

Tableau 2,3,2 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU NO 2. 

F i g u r e  2,3,18 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU N o  2 .  

F i g u r e  2,3,19 



2 , 3 , 5 .  Etude du réseau  N o  4 .  

2 .3 ,S . I .  Déterminat ion d e s  p r e s s i o n s .  

Considérons  l e  r é seau  N o  4 r e p r é s e n t é  à l a  f i g u r e  12,3 ,20> . 
4'' 

En 5 ,  l a  p r e s s i o n  e s t  

d ' a p r è s  (2 ,3 ,21 . 
En un p o i n t  c o u r a n t  d e  l a  l i g n e  2,3, 

nous avons : 

Pm - ~3 = 2k(4m - 431  

F i g u r e  2 , 3 , 2 0 '  

2 ,3 .5 ,2 .  C o n d i t i o n s  géomét r iques .  

Les c o n d i t i o n s  géomét r iques  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  (2 ,3 ,131  e t  (2 ,3 ,141 : 

2 , 3 , 5 , 3 .  E f f o r t s  t r a n s m i s  p a r  l e  r é s e a u .  

Pour l a  l i g n e  2 , 3 ,  l e s  e f f o r t s  hor izon taux  s o n t  : 

7T 
d X 2 3  = k(2$ + - - 

2  1lR c o s  4 d$ + kR s i n  $ d4 

TI 
E n  i n t é g r a n t  de  - - à + : 

4 

71 
X 2 3  = kRI(2+ + 7 - I l s i n  + + c o s  + - fi} 

e t  pour l a  l i g n e  3 , 4  : 



D'où l a  c o n d i t i w r  : 

71 R{(2$ + - - 
2  

l l s i n  $ + c o s  $ - J2) - c f i =  O 

Les e f f o r t s  v e r t i c a u x  s o n t  : 

71 
dY23 = k(24  + - - 

2  
11R s i n  + d$ - k  R c o s  4 d$ . 

71 
P a r  i n t é g r a t i o n  e n t r e  - - 

4  e t  J, : 

S o i t  : 

2 , 3 , 5 , 4 .  Moment t r a n s m i s  p a r  l e  r é s e a u .  
i 

Le moment t r a n s m i s  l e  long  d e l l a  l i g n e  2 , 3  e s t  : 

P - =  R((ZJ ,  + I-- 
, ke e 2  l l c o s  $ - s i n  $1 

71 
dN23 = - k(24 + - - 

2  
1 1 ~ ~ ~ 0 s  $ s i n  4 d4 - kR(R - R c o s  $ c o s  $ Id$  

(2 ,3 ,311 

71 71 
I 2 3  = kR21- $ - 4 + c o s  ${ (274 + - 2  - 11cos  IJJ - s i n  $1 1 

s o i t  : 

Pour l a  l i g n e  3 , 4 ,  il v i e n t  : 

Le moment t o t a l  e s t  f o u r n i  Dar : 



1 , 3 , 5 , 5 .  Limites du r é s e a u  No 4. 

La limite du r é s e a u  NO' 4 avec  l e  r é s e a u  No 3 a é t é  d é f i n i e  p l u s  h a u t  (2.3,201 

Le &$eau No 4  e s t  r emplacé  p a r  l e  r é s e a u  No 5 l o r s q u e  l e  champ homogène 

3 , 4 , 5  d i s p a r a î t .  La c o n d i t i o n  e s t  : 

Il v i e n t  a l o r s  : 

Les limites du r é s e a u  No 4 s o n t  donc : 

2 , 3 , 5 , 6 .  Courbe d ' i n t e r a c t i o n .  

Les v a l e u r s  d e  P /ke  e t  d e  2m/ke2 du r é s e a u  No 4 s o n t  c a l c u l é e s  s e l o n  

l 'ordinogramme s u i v a n t  e t  s o n t  r e p o r t é e s  d a n s  l e  t a b l e a u  (2 ,3 ,31  . 
La courbe  d ' i n t e r a c t i o n  e s t  r e p r é s e n t é e  à l a  f i g u r e  (2 ,3 ,201 a v e c  c e l l e s  

d e s  r é seaux  s u i v a n t s .  

Un réseau  p a r t i c u l i e r  e s t  r e p r é s e n t é  à l a  f i g u r e  ( 2 , 3 , 2 1 ]  , 



RESEAU N Q  4. 

, 

l 
I 

2 
TI 12,3,29) e t  12,3,30) 

(sin $ + - - Ilsin $ - cos $ 

$ = 0,l 
ke  

- I -- - 
+ 5 = 611 -($ + sin + ) }  e 

1 

4 

t non -- 

'TT 
cos $1 (2$ + - 

2 Ilcos $ - sin $1 3 
t 

12PI/ke21 
1 

C 

(2,3,32) 

.-* 



CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU No 4; 

Tableau 2,3,3 



M R  2,3,23 b i s  

CINEMATIQ4LEMEblT - 

ASYM"FT"~F~QU€ 



C W P  CINENATIQUENENT ADMISSIBLE ASYNETRIQUE - RESEAU No 4. 



2,3,6. Etude du réseau No 5. 
i 

2,3,6.1. Détermination des  press ions .  

Le réseau No 5 succède au réseau No 4 lo rsque  l e  champ homogène 3.4,s d i s -  

p a r a i t .  

I l  e s t  r ep ré sen té  à l a  f i g u r e  L2,3,22) . 
S o i t  R l e  rayon de  l a  l i g n e  2,3 

e t  r l e  rayon de l a  l i gne  1,2. 

Au po in t  3, l a  press ion  e s t  t ou jou r s  : 

d ' ap rè s  L2,3,2) . 
Au point  2 ,  nous avons : 

P2 - P3 = 2k ($2  - $3) 

Figure 2,3,22 

En u n  po in t  N de  l a  l i g n e  1,2 de rayon r , l a  pression e s t  : 

2,3,6,2. Condit ions géométriques.  

Les cond i t i ons  géométriques [F igure  2,3,221 sont  : 

2,3,6,3. E f f o r t s  t ransmis  par  l e  réseau.  

Les e f f o r t s  horizontaux t ransmis par  l a  l i gne  c i r c u l a i r e  1,2 sont : 

TT 
dX12 = ( k  s i n  # + k [ 2#  + - - 

2 l l c o s  # ) r  d$ 



Par i n t é g r a t i o n  e n t r e  O e t  $ , il v i e n t  : 

71 
X12 = k r { [ 2 $  + 2 - l l s i n  $ + cos J, - 1)  

Pouf l a  l i g n e  2,3, l e s  e f f o r t s  hor i zon taux  sont : 

71 
dX23 = ( k  s i n  4 + k (24  + - - 2  I l c o s  $)R d$ 

71 
En i n t é g r a n t  de - 4 à O , nous obtenons : 

Nous avons l a  c o n d i t i o n  : 

X12 + X23 = O . 
E l l e  s 'expr ime a i n s i  : 

r 
71 

r {  (2p + 7 - ? ) s i n  J, + cos J, - 11 + R(I - f i )  = O 

Les e f f o r t s  v e r t i c a u x  sont : 

pour l a  l i g n e  1,2 : 

71 
dY12 = ( -  k  COS c$ + k (24  + - - 

2  
I l s i n  $ I r  d4 

S o i t ,  en i n t é g r a n t  e n t r e  O e t  $ : 

71 71 
Y12 = k r { -  (214 + - - 

2  
I l c o s  J, + s i n  $ + - - 1 )  

2  

De même pour  l a  l i g n e  2,3, e t  nous avons : 

L ' e f f o r t  P  par  u n i t é  de l a r g e u r  de p laque e s t  : 

s o i t  

- - R Tr TI - -(- - 1 )  + 3 ( 2 $  + - - 71 

ke e  2  2  
I l c o s  $ - s i n  $ - I- - 11) 

2  

2,3,6,4. Moment t r ansm is  pa r  l e  réseau. 

D 'après l a  f i g u r e  (2,3,22l , l e  moment t ransmis  par  l a  l i g n e  1,2 es t  : 

71 
dM12 = - k ( r  - clc'  C O S  $11- d4 - k(2a + - - 

2 l l c l c '  s i n  4 r d$ 



s o i t  par i n t ég ra t ion  e n t r e  O e t  $J : 

2M12 - 71 - - - - cos  $J{ [2$ + - - 
ke! 2  

, ) c o s  i - s i n  - CL-  11)l 
e  2  

De l a  même façon, nous avons l e  moment t ransmis par  l a  l i g n e  2,3 en remarquant 

que 

C ~ C '  = C ~ C '  - ( r  - R I  

Le moment t o t a l  M e s t  obtenu comme s u i t  : 

2,3 ,6 ,5 .  Limites du réseau No 5. 

La l i m i t e  du réseau No 5 avec l e  réseau No 4  a  é t é  f i x é e  en 12,3,341 e t  

Le réseau No 5 e s t  remplacé par  l e  réseau No 6 lorsque  l a  l i gne  c i r c u l a i r e  

1 ,2  s e  transforme en l i g n e  d r o i t e .  La condit ion e s t  : 

I l  v ien t  : 

Les l i m i t e s  du réseau No 5 sont  l e s  su ivantes  : 



2,3,6,6. Courbe d'interaction. 

Les valeurs de P/ke et de 2fl/ke2 calculées sont reportées dans le 

tableau- (2,3,4) .. 
La courbe d'interaction est représentée à la figure [2,3,20) . 
Deux réseaux particuliers sont représentés aux figures (2,3,23) et 

(2,3,24) . 





CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU No 5. 

Tableau 2,3,4 





CHAMP CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU No 5. 



2,3,7. Etuda du réseau  N o  6 .  

2,3,7,1. Déterminat ion d e s  p r e s s i o n s .  

t~ S o i t  l e  r é s e a u  d e  l a  f i g u r e  [2,3,241 . 
La l i g n e  d r o i t e  a  une longueur  . 
S o i t  po l a  p r e s s i o n  l e  long d e  c e t t e  

l i g n e .  
X 
4 

Au po in t  3, l a  p r e s s i o n  e s t  t o u j o u r s  

d ' a p r è s  12,3,21 . 
F i g u r e  2,3,24 En un p o i n t  Pl d e  l a  l i g n e  2,3, nous 

avons : 

2,3,7,2. C o n d i t i o n s  géomét r iques .  

Les c o n d i t i o n s  géomét r iques  son t  : 

s i n  Ji1 = 1  

2,3,7,3. E f f o r t s  t r a n s m i s  p a r  l e  r é seau .  

Les e f f o r t s  hor izon taux  s o n t  l e s  s u i v a n t s  : 

pour  l a  l i g n e  1,2 : 

x 1 2  = P O E  

pour  l a  l i g n e  2,3 : 

7T 
~ 2 ~  = k ~ {  12iji + 7 - I ) s i n  iji + c o s  ~i - fil , 

La c o n d i t i o n  
X l 2  + x 2 3  = 0 

s ' é c r i t  : 
?T 

poE + kR{(2$ + - - 2 
~ l s i n  + + c o s  JI - JT) = O 

1 1 



Les e f f o r t s  v e r t i c a u x  s o n t  pour l a  l i g ~ e  3 , 2  [2 ,3 ,44 )  : 

pour  l à  l i g n e  2 , 3  : 

s o i t  : p - R - - -  TT 

ke e  
+ 3 ( 2 $  + - - 

2  
l ) c o s  $ - s i n  $1 

2 , 3 , 7 , 4 .  Moment t r a n s m i s  p a r  l e  r é seau .  

Le moment t r a n s m i s  l e  long d e  1 .2  e s t  : 

e t  l e  long d e  2 , 3  : 

TT 
N,, = k R 2 k  + 4 + s i n  $ - {2[$  + 1  - 3 1 ~ 0 s  + 1 

Le moment t o t a l  N a  pour e x p r e s s i o n  : 

2M 2P02 [- R - - R 71 
ke 2 e  e  s i n  $1 + e + + s i n  $ - { 2 ( $  + l } c o s  $ ] 1 ( 2 , 3 , 4 6 1  

2 , 3 , 7 , 5 .  L i m i t e s  du r é s e a u  No 6 e t  courbe  d ' i n t e r a c t i o n .  

Les l i m i t e s  du r é s e a u  s o n t  : 

- 

d ' a p r è s  I2 ,3 ,411  e t  [ 2 , 3 , 4 2 1  . 
Les v a l e u r s  de  P/ke e t  de  2M/ke2 s o n t  r e p o r t é e s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( 2 , 3 , 5 1  . 
La courbe d ' i n t e r a c t i o n  e s t  r e p r é s e n t é  à l a  f i g u r e  [ 2 , 3 , 2 0 1  avec  c e l l e s  

d e s  a u t r e s  r é seaux .  



RESEAU No 6. 



2,3,36 

CHAMP CINENATIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE - RESEAU N o  6. 

Tab leau  2,3,5 



284 C O N C L U S I O N .  

Comparons les courbes d'interaction représentées par les figures (2,2,10) 

et (2,3,20) . 
La représentation est faite à la figure (2,4,1J . 
Les résultats du champ cinématiquement admissible asymétrique sont meilleurs 

que ceux du champ cinématiquement admissible symétrique. 

Pour obtenir la charge limite P et le moment limite Pa pour une plaque 

d'épaisseur e , on cherche l'intersection de la droite passant par l'origine 

et de pente 2a/e . 



, C H A M P  
P - 

C I N E M A T I Q U  E M E N T  pH S Y M E T R I Q U E  

1 
-- 

C I N E M A T I Q U  E M E N T  A D M I S S I B L E  

A S Y M E T R I Q U E  

"\  
\ 

I 

P 
'? 

k e  

A D M I S S I B L E  

F i g u r e  : 2.4.1 



III 

LES CHAMPS STATIQUEMENT ADMISSIBLES. 



3,1* INTRODUCTION 

En a p p l i c a t i o n  du théorème s t a t i q u e ,  nous proposons  trois champs s t a t i q u e m e n t  

admiss ibdes .  

Le premier  e s t  u n  champ c o n t i n u ,  l e s  deux s u i v a n t s  s o n t  d e s  champs c o n s t i t u é s  

p a r  d e s  b l o c s ,  

Nous é t u d i o n s  dans  chaque c a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' é q u i l i b r e ,  l e s  c o n d i t i o n s  d e  

c o n t i n u i t é .  

Nous évaluons  e n f i n  l e s  e f f o r t s  P* e t  les moments r e p r i s  p a r  l e  champ 

proposé .  

Nous en dédu i sons  l e s  courbes  d ' i n t e r a c t i o n  (Px, w) p r o p r e s  à chaque champ. 



3.2. CHAMP STATIQUEMENT ADMISSIBLE CONTIMU. 

3 ,2 ,1 .  I n t r o d u c t i o n .  

Les c o n t r a i n t e s  dans l e  champ s o n t  d é t e r m i n é e s  a p a r t i r  d e s  é q u a t i o n s  d ' é q u i -  

l i b r e  e t  d o i v e n t  r e s p e c t e r  l e  c r i t è r e  d e  TRESCA s e l o n  l e  schema proposé  p a r  

-DRÜCKER (1 8 1  . 
3,2 ,2 .  C o n s t i t u t i o n  du champ. 

1 

Nous supposons que l a  c o n t r a i n t e  

X,ay e s t  n u l l e  dans  t o u t  l e  champ 

de  façon  à s a t i s f a i r e  simplement 
a J 

l a  c o n d i t i o n  à l a  l i m i t e .  
I F i g u r e  3 , 2 , 1  [ F i g u r e  3,2 ,1 )  

e 
uy = O pour y = f 7 

Nous admet t rons  un é t a t  p l a n  de  déformation.  Le tenseur d e s  c o n t r a i n t e s  

s ' é c r i t  a l o r s  : 

Les é q u a t i o n s  d ' é q u i l i b r e  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  : 

I l  v i e n t  : = '(y1 

A i n s i  l a  r e l a t i o n  (3 ,2 ,q1  s ' é c r i t  : 

Compte t enu  de  l a  c o n d i t i o n  à l a  l i m i t e  : 

x = O a, = O 

a, a pour  v a l e u r  : 



La section critique correspond à l'abscisse x = a . 
Vérifions le critère de TRESCA dans cette sectton. 11 s'écrit : 

2 
= 4 k 2  OX + T ~ y  [3,2,51 

Compte tenu de (3,2,41 et pour x = a r 

Les solutions de cette équation pour des valeurs de y ndgatives sont : 

l 

et (3,2,7)  

La condition ax positif pour y ndgatif entrarne : 

X 
0 = 2k - cos = II + 2) a a e 

avec 0 4 1  +a41 e 

soit 

Pour 

Les contraintes sont prises égales à : 

3,2,3.  Evaluation de l'effort tranchant par unité de largeur. 

L'équivalence entre la charge P par unité de largeur et les contraintes 

tangentielles dans la section x = a s16crit : 

Lorsque la condition (3 ,2 ,81 est réalisée 



L ' e f f o r t  P a  pour  e x p r e s s i o n  : 

s o i t  

O 

P = I - k s i n  (1  + a ) d y  
- - a  e  

Lor sque  l a  c o n d i t i o n  / 3 , 2 , 1 0 1  est  r é a l i s d e  

i l  v i e n t ,  e n  t e n a n t  compte d e  ( 3 , 2 , 6 1  et ( 3 , 2 , 1 1 )  : 

n  
L 'o rdonnée  - r e p r é s e n t e  l e  maximum d e  l a  f r a c t i o n  c i r c u l a i r e  T , ~  . 

2  
Sa  v a l e u r  est  donnée  p a r  : 

s o i t  

L ' e x p r e s s i o n  d e  P est donc  : 

s o i t  

3 , 2 , 4 .  E v a l u a t i o n  du moment f l é c h i s s a n t  p a r  u n i t é  d e  l a r g e u r  d e  p l a q u e .  

Nous a v o n s  l a  r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  e n t r e  l e s  c o n t r a i n t e s  no rma le s  à l a  

s e c t i o n  d r o i t e  e t  l e  moment p a r  u n i t é  d e  l a r g e u r  : 



Tt Lorsque la condition (3,2,8) est r6alisée a 4 - ,  nous avons pour 
2 

O 

[ :  a 
a2 u = k y - s i n e  (1 +al + -  

e 4 
cos 2 (1 + 

a e e 

soit 

e 
M = ka2 (1 - cos -1 

a 
71 

a < ~  
(3,2,14J 

8 n  - <  
a 

n Pour l'autre condition (3,2,101 a > - 
2 ,  

il vient : 

3,2,4. Courbe d'interaction. 

La courbe d'interaction est obtenue à partir des relations (3,2,121 et 
e .rr (3,2,141 pour - <  - 
a 2 

P a - = -  e 
(1 - cos -1 ke e a 

- -  a2 e 2m - 2 - (1 - cos -1 
ke2 e2 a 

Les intervalles de variation sont alors les suivants : 



a TI 
Pour - > - 

e 2 '  
la courbe d'interaction est donnée par les relations (3,2,131 

et (3,2,151 : 

avec intervalles de variation : 

Les valeurs sont reportées dans le tableau [3,2,11 . 
La courbe d'interaction est représentée par la figure (3,2,21 . 



CHAMP STATIQUEMENT ADMISSIBLE CONTINU 

Tableau 3,2,1 



C H A M P  

* S T A T I Q U E  M E N T  

CONTINU 

F i g u r e  : '3,2.2 



3,3. CHAMP STATIQUEMENT ADMISSIBLE PAR BLOÇS SYHETRIQUES. 

3,3,1.  Descript ion du champ. 

Nous 'considérons u n  champ c o n s t i t u é  par  s e p t  blocs numérotés 1, II, III, I V ,  

V ,  V I  e t  V I I .  

L'axe x  passe par l e  mi i ieu  de l e  f r o n t i è r e  e n t r e  III e t  V .  

Les c o n t r a i n t e s  sont  cons tan tes  dans l e s  b locs  1, II,  I V ,  V ,  V I  e t  V I I .  

4~ 

Dans l e s  b locs  1 e t  II, l e s  c o n t r a i n t e s  son t  cho i s i e s  pour s a t i s f a i r e  aux 

condi t ions  aux l i m i t e s .  * 
e  

ay = T~~ = O pour y = 1: - 2 [3,3,11 

E l l e s  v é r i f i e n t  l e  c r i t è r e  de p l a s t i c i t é  de TRESCA 

Pour s i m p l i f i e r  l e s  expressions u l t é r i e u r e s .  nous poserons l e  c r i t è r e  sous 

l a  forme 
2 a x = l  rn 

Ainsi nous avons : 

Dans tous  l e s  a u t r e s  b locs ,  l e s  c o n t r a i n t e s  sont d é f i n i e s  à p a r t i r  des con- 

d i t i o n s  aux l i m i t e s ,  des équat ions d ' é q u i l i b r e  e t  du c r i t è r e  de p l a s t i c i t é .  



3,3,2. Cont ra in tes  dans l e  b loc  III. 

Les condi t ions  à r e spec t e r  à l a  f r o n t i è r e  entre l e  b loc  III et le b loc  V 

son t  l e s -  su ivan te s  : 

~ ( ~ 1  e s t  une constante  puisque l e s  c o n t r a i n t e s  sont  cons tan tes  dans l e  bloc V. 

De l a  même façon pour 

= > a, = O 
x = a  ( 3  ,3,5) 

= > 'xy = '(a) 

e t  ~ ( ~ 1  e s t  a u s s i  une cons tan te .  

Nous posons que l a  c o n t r a i n t e  ax e s t  nu l l e  dans t o u t  l e  bloc III. 

I l  v i e n t  : 

s o i t  

La c o n t r a i n t e  ay vaut donc : 

d'où : 

3,3,3.  Conditions aux l i m i t e s  e n t r e  l e s  blocs 1 e t  IIIJ1l e t  III. 

S o i t  y = B(,l l ' équa t ion  de l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e s  b locs  1 e t  III e t  B 

l ' a n g l e  de l ' a x e  x  e t  de l a  tangente à l a  courbe B ( x )  . 
Les condi t ions  d ' é q u i l i b r e  impliquent 

l a  c o n t i n u i t é  des  c o n t r a i n t e s  normales 

e t  des  c o n t r a i n t e s  t a n g e n t i e l l e s  à l a  

f r o n t i è r e  (21 . 
1 

I 
1 r 

Figure 3 , 3 , 2  



20, = by + oy COS 2 8  - 2 r x y  s i n . 2 6  = - 1 + COS 26 (3#3,9) 

2~~ = - ay  s i n  2 8  - 2~~~ cos 2 8  = - s i n  2 6  (3,3,101 

De (3,3,101 , nous obtenons 

(ay - 11 s i n  28 = - 2 r X y  cos 2 8  
- 

De [3,3,91 , nous obtenons 

a y  + 1 + [ a y  - 11 cos 26 - 2~~~ s i n  2 6  = O 

+ 1 

L +  cos 26 ( a y  - 11 - Zrxy t g  2 8  = O 

Après t r a n s f o r m a t i o n  e t  compte tenu  de (3,3,111 , il v i e n t  : 

1 - a y  
2  

cos 26 = 
( 1  - oy12 + 4 r 2  

x  Y 

avec l a  r e l a t i o n  : 

nous obtenons : 

s o i t  : 

C e t t e  v a l e u r  r e p o r t é e  dans [3,3,1q] donne : 

d ' o ù  : 

e t  : 



x E t u d i o n s  l a  c o n t i n u i t é  e n t r e  l e s  b l o c s  II 

e t  III. 

S o i t  y  = aIx1  l a  f r o n t i è r e  e n t r e  c e s  deux 

b l o c s  . ( F i g u r e  3,3,31 

F i g u r e  3,3,3 

Zan = ay + ay c o s  2a  - 2 ~ ~ ~  s i n  2a = 1 - c o s  2a (3,3,151 

2 ~ ~  = - uy s i n  2 a  - 2 ~ ~ ~  c o s  2a  = s i n  2a (3,3,161 

De (3,3,161 : 

(3,3,17) 

1 - ,y 
c o s  2a  = 

(1 + uy12 + 4rzy 

I l  v i e n t  f i n a l e m e n t  : 
I I 

3,3,4. Déte rmina t ion  d e s  f r o n t i è r e s  du b l o c  III. 

Les r e l a t i o n s  (3,3,131 e t  (3,3,191 donnent : 

s o i t  B + a =  K 1  . 
Les c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  s o n t  : 

x = c  B + a = O  

x = a  B + a = O  

donc : 



Les r e l a t i o n s  ( 3 , 3 , 1 4 l  e t  I 3 , 3 , 2 0 l  s ' é c r i v e n t  : 

B ' T  = - $ T '  + u 

a ' ~  = - a . r l  + u . 
Par d i f f é r e n c e  : 

Les l i g n e s  f r o n t i è r e s  B[x) e t  a ( x )  s o n t  s y m é t r i q u e s  p a r  r a p p o r t  à l ' a x e  

d e s  x : 

2  T B  = K2 

O U ,  a v e c  ( 3 , 3 , 1 3 l  : 

2 8 ' 6  = K 2  

Les c o n d i t i o n s  

L ' é q u a t i o n  ( 3  

d i t i o n s  : 

S o i t  : 

aux l imites s o n t  [ F i g u r e  3 , 3  

, 3 ,221  d o i t  v é r i f i e r  c e s  con- 

e2  - - d2 
4  - e 2  - 4d2 

a - c  4 ( a - c l  1 F i g u r e  3 , 3 , 4  



Compte t e n u  d e s  v a l e u r s  d e s  c o n s t a n t e s #  K2 e t  Kg , $ ( x )  a  pour e x p r e s s i o n  : 

t3,3,241 

' 3 ,3 ,5 .  C o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  e n t r e  l e s  b l o c s  1 e t  I V ,  I V  e t  V ,  V e t  V I .  

S o i t  B l ' a n g l e  e n t r e  l a  f r o n t i è r e  d e s  

b l o c s  1 e t  I V  e t  l ' a x e  y , e t  

A = Ux + Uy 

x B  = ax - uy dans  l e  b l o c  I V  

C = Txy 

Les c o n d i t i o n s  d e  c o n t i n u i t é  s o n t  (21 : 

I 
F i g u r e  3 ,3 ,5  

A + B c o s  28 + 2 C  s i n  28 = - 1 - c o s  2 8  ( 3 , 3 , 2 5 )  

- B s i n  2 8  + 2 C  c o s  28 = s i n  26 (3 ,3 ,261 

De (3 ,3 ,261 , i l  v i e n t  : 

Le c r i t è r e  de  p l a s t i c i t é  s ' é c r i t  : 

B 2 + 4 c 2 = 1  

Le b l o c  I V  e s t  p l a s t i f i é  l o r s q u e  : 

4c2  = ( B  + 112t2 = 1 - B2 

~ ~ t t ~  + 11 + 2 8 t 2  + t2 - 1 = O . 
La s o l u t i o n  e s t  : 

La v a l e u r  d e  C e s t  donnée p a r  (3,3,271 : 



La v a l e u r  de  A v i e n t  de  I3,3,251 : , 

r 
A = -  1 - [ B  + 11  c o s  28 - 2C s i n  2 8  

L ' a u t r e  d é t e r m i n a t i o n  de  B . p o s s i b l e  dans  l e  c r i t è r e ,  ne conv ien t  p a s  car 

e l l e  c o n d u i t  à des  c o n t r a i n t e s  p o s i t i v e s .  

Le b l o c  V e s t  d é f i n i  p a r  l e s  c o n d i t i o n s  d e  c o n t i n u i t é  a v e c  I V  e t  III. 

Txy = C 

d ' a p r è s  [3 ,3,6 l  . 
Le b l o c  V I 1  a  l e s  mêmes c o n t r a i n t e s  que l e  b l o c  1. 

Le b l o c  V I  a  s e s  c o n t r a i n t e s  d é f i n i e s  en r e p o r t a n t  l a  d i s c o n t i n u i t é  s u r  qx 

e n t r e  I V  e t  V s u r  l a  d i s c o n t b n u i t é  sur ax e n t r e  V I  e t  V I I .  

A i n s i  en V I  A + 6 
= - 1 - -  2 

Condi t ions  dans  l e s  b l o c s  III e t  V. 

Le c h o i x  d e  l ' a n g l e  B e s t  f a i t  en f o n c t i o n  du c r i t è r e  d e  p l a s t i c i t é  dans  

l e  b l o c  III. 
2 2 

oy + 4rxy 4 1 

D ' a p r è s  (3.3.141 . (3.3.20) e t  (3,3.24) . J a y l  e s t  maximum s u r  B . 
En e f f e t  : 

B ' T  = - B T '  + u 

I l  v i e n t  : 



Par symétr ie  $ + a = O e t  6 '  + a '  = O 

Le c r i t è r e  s ' é c r i t  donc : 

614 + 4$12 - 1  6 O . 
Ceci implique : 

Dans l e  champ V ,  l a  condition de p l a s t i c i t é  s ' é c r i t  d ' a p r è s  (3 ,3 ,32)  : 

e t ,  compte tenu des va leurs  de A , B e t  C données par (3,3,291 , (3.3.30) 

e t  (3,3,311 , l ' a n g l e  8 optimum (Figure  3,3,51 e s t  : 

3,3,7. Déf in i t ion  complète des blocs.  

Les c o n t r a i n t e s  dans chacun des blocs sont  l e s  su ivantes  : 
- 

III : 

d ' a p r è s  (3,3,71 , (3,3,351 e t  I3,3,361 

T e s t  d é f i n i  par (3,3,131 e t  [3,3,241 . 



d'après 13,3,291 , (3,3,301 et (3,3,311 

v, : 

d'après (3,3,321 

VI : 

d'après (3,3,341 

d'après [3,3,331 

Les blocs 1, II, IV, V et VI1 sont plastifiés ; les blocs III et VI sont 

rigides. 

a 
La figure 3,3,6 donne une répartition de ces blocs pour - = 2,17 . 

e 



CHAMP STATIQUE PAR BLOCS SYMETRIQUES 

R é p a r t i t i o n  des blocs .  

I I I  

I 1 

Fi'gurs'3,3,6.  



3,3,8. Tracé de la courbe d'interaction. . 

Evaluons la contrainte T~~ dans le bloc III. 

T X ~  =  XI = 6ixl 

d'après [3,3,71 et [3,3,q31 . 
Or @;XI 

a pour valeur, compte tenu de [3,3,241 : 

Pour x = c , nous avons : 

Or, d'après la figure 

K=J 

Figure 3,3,7 

Il vient donc : 

soit : 
a 2 a a L2  - + tlr(cl + I - J{TICl[B + tl + 1 j 2  - 4qc] ë(2t ?[CI + 1) 

c - - - e (3.3.461 

La charge P par unité de largeur de plaque est équivalente à la résultante 

des contraintes tangentielles s'exerçant sur la section droite à l'abscisse x = a . 
soit 

P = 2k T[,]e . 



I l  vient : 

Le moment par unité de largeur e s t  : 

2 1  Le. calcul  des valeurs de - e s t  effectué selon l 'a rdinograme de 
ke2 

e t  - ke 
l a  page suivante. 

Les valeurs sont reportées dans l e  tableau (3,3,11 . 
La courbe d ' in teract ion es t  représentée par l a  f igure  (3,3,81 . 



TRACE DE LA  COURBE D'INTERACTION. 





C H A M P  



3.4. CHAMP STATIQUENENT ADMISSIBLE PAR BLOCS ASYMETRIQUES. 

3 ,4 ,1 .  D e s c r i p t i o n  du ch am^. 

Nous c o n s i d é r o n s  un champ, c o n s t i t u é  p a r  s i x  b l o c s  numérotés 1, II, III, 

I V ,  V ,  V I  [ F i g u r e  3,4,11 . L'axe x p a s s e  p a r  l e  m i l i e u  de  l a  f r o n t i è r e  

- e n t r e  III e t  V e t  ne c o i n c i d e  p l u s  avec l a  t r a c e  du plan moyen d e  l a  p laque.  

Les c o n t r a i n t e s  s o n t  c o n s t a n t e s  dans  l e s  b l o c s  1, II, I V ,  V e t  V I .  

Dans l e s  b l o c s  1 e t  I I ,  l e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  c h o i s i e s  comme précédemment. 

E l l e s  s a t i s f o n t  aux c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  

E l l e s  v é r i f i e n t  l e  c r i t è r e  de  p l a s t i c i t é  d e  TRESCA en dé format ion  p l a n e  : 

A i n s i  nous avons  : 



Les c o n t r a i n t e s  dans l e s  blocs III e t  V seront  d é f i n i e s  à p a r t i r  des con- 

d i t i o n s  aux l i m i t e s ,  des équat ions d ' é q u i l i b r e  e t  du c r i t è r e  de p l a s t i c i t é .  

Dans tous  ces champs, l a  c o n t r a i n t e  aZ e s t  l a  con t r a in t e  in te rmédia i re  

e t  n ' i n t e r v i e n t  donc pas dans l e  c r i t è r e .  

3 ,4 ,2 .  Cont ra in tes  dans l e  bloc III. 

A l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e  bloc III e t  l e  bloc V ,  l e s  condi t ions  à respec ter  

sont  l e s  su ivan tes  : 

a ( , )  e t  - r  sont des cons tantes .  E n  e f f e t ,  ax e t  T~~ sont constantes  

l e  long de c e t t e  f r o n t i è r e  puisque l e s  con t ra in t e s  sont cons tantes  dans l e  bloc V .  

A l a  f r o n t i è r e  ex té r i eu re  du bloc,  nous avons : 

x = a  = > a, = O 
[3 ,4 ,5 l  

=> 'xy = ' ( a l  

T )  e s t  une constante.  

Nous chois i ssons  pour l ' exp res s ion  de ax une fonct ion  c i r c u l a i r e  

a, = a( , )  (1 - cos y1 

avec l ' a n g l e  y = - , de faqon à v é r i f i e r  l e s  condi t ions  (3 .4 ,4)  e t  
a - c  

(3,4,5I  . 
I l  v i en t  : 

au, - IT - -  + -  a, s i n  y 
ax a - c  

S o i t  

pour 

Il 
'xy = - a  - O ( c ]  Y s i n  y + T ( X )  



La c o n t r a i n t e  a y  e s t  donnée p a r  : 

O 'où 

3,4,3. C o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  e n t r e  les b l o c s  1 e t  II ,  II et III. 

Sait  y = f i ( x ]  l a  f r o n t i è r e  e n t r e  les b l o c s  1 e t  III e t  B l ' a n g l e  d e  

l ' a x e  x e t  d e  l a  t a n g e n t e  à l a  courbe  y = B(x]  . 

F i g u r e  3,4,2 

La c o n t i n u i t é  d e s  c o n t r a i n t e s  normales e t  d e s  c o n t r a i n t e s  t a n g e n t i e l l e s  à 

f r o n t i è r e  s ' expr ime  a i n s i  : 

A = a x  + a,, 

B = a ,  - a y  dans  l e  b l o c  III  

C = T x y  

f l  v i e n t  d e  l a  seconde r e l a t i o n  : 

B s i n  2B - 2C cos  28 = - s i n  2 6  

s o i t  



D'après 13,4,93 

A - B cos  28 - 2C s i n  28 = - 1 + c o s  28 

(B + 11 c o s  28 = (A + 11 - 2C s i n  28 

En t e n a n t  compte  d e  [3,4,11) : 

S o i t  

En r e p r e n a n t  l a  r e l a t i o n  [3,4,111 , e t  en  t e n a n t  compte d e  [3,4,121 , 

i l  v i e n t  : 
2 Txy 

t g  28 = 
2 "xy ox + 1 

Ux - oy + 1 =2 
1 - Txy 

(ax + 112 

a v e c  13,4,121 

(3,4,141 ' 

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e s  b l o c s  II e t  III. 

S o i t  y - u tX)  c e t t e  f r o n t i è r e ,  e t  a l ' a n g l e  d e  l ' a x e  x  e t  d e  l a  t a n g e n t e  

a cet te  courbe. 

~3 Ll F i g u r e  3,4,3 



La c o n t i n u i t é  s ' e x p r i m e  p a r  

La r e l a t i o n  [3 ,4 ,16 )  donne  : 

Les  r e l a t i o n s  ( 3 , 4 , 1 5 1  e t  ( 3 , 4 , 1 7 1  donnen t  : 

S o i t  

e t  

d ' o ù  

ax-  1  

a v e c  (3 ,4 ,181  : 

( 3 , 4 , 2 0 1  

3 , 4 , 4 .  D é t e r m i n a t i o n  d e s  f r o n t i è r e s  du b l o c  III. 

Nous p a r t o n s  d e s  r e l a t i o n s  I3 ,4 ,131  e t  ( 3 , 4 , 1 4 )  s u r  Blx)  e t  d e s  

r e l a t i o n s  [ 3 , 4 , 1 9 1  e t  ( 4 , 4 , 2 0 1  sur a ( x 1  . 
Nous d é f i n i s s o n s  l e s  c o n t r a i n t e s  d a n s  c e  b l o c  p o u r  les  r e l a t i o n s  s i m p l i f i é e s  

i s s u e s  de  [ 3 , 4 , 6 )  , ( 3 , 4 , 7 1  e t  ( 3 , 4 , 8 1  s u i v a n t e s  : 



Les relations (3,4,131 et [3,4,191 donnent avec les formules (3,4,21) : 

En éliminant r [ x )  , nous obtenons : 

~ ' [ o ~  + 11 + a i  ~ = a ' ( o ,  - 1) + o i a  

UX[B - a l  + U;[B' - a ' )  = - a '  - B '  

u u 
d;;{ux(8 - a l )  = - -(B + a )  

dx 

En intégrant : 

De 13.4,131 et 13,4,14) d'une part, de [3,4,191 et [3,4,20) d'autre 

part, nous obtenons : 

a = rxy Y d sur a ( x 1  

ay = -cXy  B '  sur B I x l  

Figure 3,4,4 

soit : 
11 62 

B ' ( -  aLB + r l  = a - -  
x 2  

T ' B  + a 

B + a = - ox(B - a l  + K1 

7 A la limite 

i 
i 
t 

(3,4,221 

x = a  a, = O (3,4,51 

1 B + a = K i  = - 2h IFig.3,4,41 

i 
P 

( 8  + a l  a donc pour valeur : 

a 
crc 

La somme des relations (3,4,;131 et [3,4,191 fournit : 

B'CU, + 11 + a 1 ( o X  + II = - UX[B + a) + 2~ 

2~ P U;(B + a l  + a x [ B '  + a ' )  + 6 '  - a '  

.---- --------. Cl a 



P a r  d i f f h r e n c e ,  nous é c r i v o n s  : 

En i n t é g r a n t  

La c o n d i t i o n  à l a  l i m i t e  ( 3 , 4 , 4 l  

f Y 

u 1++ I I I  X 

+ a l  + K2 

e t  l a  f i g u r e  [ 3 , 4 , 5 )  donnent  

r a  pour  e x p r e s s i o n  f i n a l e  : 

F i g u r e  3 , 4 , 5  

La somme d e s  r e l a t i o n s  [3 ,4 ,241  s ' é c r i t  : 

a;; 
+ a '  J - u X [ ~ ~ '  + a a ' ]  = - [B2 + a21 - T ' I B  + a l  + 20  

2  

C e t t e  r e l a t i o n  e t  [ 3 , 4 , 2 5 1  d é t e r m i n e n t  e t  ~ ( ~ 1  d a n s  l e  b l o c  III  

en f o n c t i o n  d e  l ' é q u a t i o n  d e  s e s  f r o n t i è r e s .  

Les r e l a t i o n s  ( 3 , 4 , 2 3 1  e t  (3 ,4 ,251  donnent  : 



En tenant compte de ( 3 , 4 , 2 2 l  

nous avons la transformation suivante : 

La condition à la limite d'après ( 3 , 4 , 4 l  et la figure [ 3 , 4 , 4 )  donne : 

donc 

soit 

D'après (3 ,4 ,221  : 

B + a = - ux(B - a l  - 2h 

avec ( 3 , 4 , 2 7 1  : 

Les conditions aux limites (Figures 3 , 4 , 4  et 3 , 4 , 5 1  sont : 



P o r t o n s  l a  seconde c o n d i t i o n  dans  ( 3 , 4 , 2 8 )  : 

E f f e c t u o n s  l e s  mêmes c a l c u l s  pour l a  courbe  a . D'après  ( 3 , 4 , 2 2 )  : 

2 a  = - ((3 - a l ( 1  + uxl  - 2h 

avec  ( 3 , 4 , 2 7 l  : 

Les c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  du b l o c  III s o n t  ( F i g u r e s  3 , 4 , 4  e t  3 . 4 . 5 )  : 

La seconde c o n d i t i o n  f o u r n i t  : 

s o i t  

Les e x p r e s s i o n s  (3 ,4 ,271 à ( 3 , 4 , 3 1 1  d é t e r m i n e n t  complètement l e s  l i m i t e s  

du b l o c  III e t  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 3 , 4 , 2 5 )  e t  ( 3 , 4 , 2 6 )  f i x e n t  l e s  v a l e u r s  d e  

a e t  T en f o n c t i o n  de  c e s  l i m i t e s .  

3 , 4 , 5 .  C o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  e n t r e  l e s  b l o c s  1 e t  I V  e t  l e s  b l o c s  I V  e t  V.  

Considérons  l e s  b l o c s  1 e t  I V .  

S o i t  B l ' a n g l e  e n t r e  l a  f r o n t i è r e  

e t  l a  v e r t i c a l e .  

S o i t  

A = a, 
+ "Y 

B = a, - uy dans  l e  b l o c  I V  

C = -r x Y 

F i g u r e  3 , 4 , 6  



Les c o n d i t i o n s  d ' é q u i l i b r e  s u r  l a  f r o n t i è r e  s ' e x p r i m e n t  co rne  s u i t  : 

A + B c o s  2 8  + 2C s i n  26 = - 1  - c o s  26 (3,4,321 

- B  s i n  2 8  + 2C c o s  2 8  = s i n  2 8  [3,4,331 

La seconde c o n d i t i o n  s ' é c r i t  : 

Le c r i t è r e  de  p l a s t i c i t é  s ' é c r i t  : 

B 2 + 4 c 2 = 1  

Lorsque l e  b l o c  I V  e s t  e n t i è r e m e n t  p l a s t i f i é ,  il v i e n t ,  compte t e n u e  d e  

s o i t  B 2 ( t 2  + 11 + 2B t2 + t2 - 1 = O . 
La s o l u t i o n  à r e t e n i r  est : 

- - 

La seconde c o n d i t i o n  c o n d u i t  à C n u l ,  v a l e u r  q u i  ne conv ien t  p a s  aux con- 

d i t i o n s  du problème. 

C e t t e  v a l e u r . e s t  r e p o r t é e  dans  (3 ,4 ,341 

La v a l e u r  de  A e s t  dé te rminée  à p a r t i r  de  (3 ,4 ,331 : 

A = - 1  - [B + I l c o s  2B - 2C s i n  28 [3,4,371 

L ' a u t r e  d é t e r m i n a t i o n  de  B p o s s i b l e  dans  l e  c r i t è r e  c o n s i s t e  à p r e n d r e  

B  = a,, - a, . I l  v i e n t  : 

B = t 2  - l ' a u t r e  s o l u t i o n  condu i t  à C n u l  
t 2  + 1 

t 
C =  [ - B + l 1 -  

2  
A = - 1  - [ -  B + 11 c o s  28 - 2C s i n  26 



Ir P o u r  l e s  v a l e u r s  de  l ' a n g l e  6 c o m p r i s e s  e n t r e  - e t  O , les  v a l e u r s  
4  

d e  ax e t  ay  t r o u v é e s  s o n t  p o s i t i v e s .  E l l e s  n e  c o n v i e n n e n t  p a s  a u  problème.  

Nous r e t e n o n s  l e s  v a l e u r s  d e  a, e t  a y  s u i v a n t e s  : 

A, 8, C a y a n t  l e s  v a l e u r s  f i x é e s  d ' a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  ( 3 , 4 , 3 5 1  , ( 3 , 4 , 3 6 1  

e t  (3 ,4 ,371  . 
E n t r e  l e s  b l o c s  I V  e t  V ,  les c o n t r a i n t e s  ay e t  Txy s o n t  c o n t i n u e s .  

Lorsque  l e  b l o c  V e s t  e n t i è r e m e n t  p l a s t i f i é ,  l a  c o n t r a i n t e  a, p e u t  ê t r e  

l a  &me que d a n s  l e  b l o c  I V  ou p r e n d r e  une a u t r e  v a l e u r ,  f i x é e  p a r  l a  s econde  

d é t e r m i n a t i o n  d e  B . 
S o i e n t  a, e t  ax  ces deux v a l e u r s .  

I V  v 
Nous avons  : 

A i n s i  : 

Le t a b l e a u  c i - a p r è s  donne  l e s  v a l e u r s  d e  rxy ,I;X . uY e t  Vx pou r  l e s  
TT 

a n g l e s  6 c o m p r i s  e n t r e  - 
4 

e t  O . 
Les c o n d i t i o n s  du b l o c  III  f i x e r o n t  u l t é r i e u r e m e n t  l e  c h o i x  d e  6 e t  d e  a, . 

v 



CONTRAINTES DANS LES BLOCS I V  ET V 

EN FONCTION DE B 

Tab leau  3 , 4 , 1  

3 ,4 ,6 .  C o n d i t i o n s  d a n s  l e  b l o c  III.  

I l  c o n v i e n t  d e  v é r i f i e r  que  l e  c r i t è r e  n ' e s t  p a s  v i o l é  d a n s  l e  b l o c  III. 

La zone  c r i t i q u e  c o r r e s p o n d  à l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e  b l o c  III e t  l e  b l o c  V.  

[ F i g u r e  3 , 4 , 6 1  

Exprimons l e  c r i t è r e  d e  p l a s t i c i t é  s u r  l a  f r o n t i è r e  B[x)  e t  s u r  l a  f r o n -  

t i è r e  a I x )  . 
Son e x p r e s s i o n  e s t  

2 
( a x  - uy12 4 ~ ~ ~  6 1  [ 3 , 4 , 4 0 1  

S u r  l a  f r o n t i è r e  ~ [ x l  , nous a v o n s  d ' a p r è s  ( 3 , 4 , 1 2 1  e t  ( 3 , 4 , 1 4 )  : 

Le c r i t è r e  s e  t r a n s f o r m e  a i n s i  : 

Ca, - ~ ' ~ ( a ,  + ? I l 2  + 4 1 3 ' ~ [ o ,  + 1 1 2  6 1  . 



S o i t  : 
2 

B ~ ~ [ u ~  + 112 - 2f312 ax(ax + 11 + a, + + 112 6 1 

La c o n d i t i o n  à v é r i f i e r  e s t  : 

S u r  l a  f r o n t i è r e  aIx1 , nous avons d ' a p r è s  (3,4,18] e t  [3,4,201 : 

(ax - a12[ax - 1112 + 4a'2[ax - 1 1 2  4 1 

2 a'4[ax - 112 + 2a'2(ax - I1(ax - 2) + ax - 1 < O 

D'où l a  c o n d i t i o n  : 

Dans t o u t  l e  b l o c  III, l a  c o n d i t i o n  de  p l a s t i c i t é  s ' é c r i t ,  compte t enu  de 

l a  forme s i m p l i f i é e  [3,4,211 : 

La v a l e u r  d e  T e s t  f o u r n i e  p a r  l a  r e l a t i o n  (3,4,231 : 

[3.4,441 
r 

zr1 = a X [ ~  + a] + ax(B" + a"] + 2oi[f3' + a'] + 8"  - a" 

c e l l e  de a p a r  l a  r e l a t i o n  [3,4,261 : 

Pour  l a  f r o n t i è r e  x = c , i l  v i e n t  d'après (3,4,41 : 

27' = ax(B" - a " )  + 6" - a" 

20 = T[B' - a') - a; d2 



Les expressions de a '  , B '  , a"  , B" sont  dédui tes  des  r e l a t i o n s  ( 3 , 4 , 2 8 )  

e t  ( 3 , 4 , 3 0 1  . 

pour x = c 

pour x  = c  

Les r e l a t i o n s  ( 3 , 4 , 4 3 J  à [ 3 , 4 , 4 9 1  permettent de s ' a s s u r e r  que l e  c r i t è r e  

n ' e s t  pas v io lé  l e  long de l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e s  blocs III e t  V .  E n  f a i t ,  i l  

s u f f i t  de v é r i f i e r  q u ' i l  n ' e s t  pas v io l é  su r  B(x l  comme nous l e  verrons dans 

ce qui  s u i t .  

3 , 4 , 7 .  Valeur optimale de l ' a n g l e  8 .  

Reprenons l e s  r e l a t i o n s  ( 3 , 4 , 2 9 )  e t  ( 3 , 4 , 3 1 )  e t  posons 

d + h = X  

d -  h = X - 2 d  

i-' Figure 3 , 4 , 6  



I l  v i e n t  : 

d + h  1 - 0, 
- =  X 
d - h  ' 1  + a x - X - 2 d  

C h o i s i s s o n s  d ' a b o r d  : 

e t  posons  : (3 ,4 ,511  

B é t a n t  l ' a n g l e  fo rmé  p a r  l a  f r o n t i è r e  e n t r e  les b l o c s  1 e t  I V  e t  l ' a x e  y . 
D ' a p r è s  l a  f i g u r e  ( 3 , 4 , 6 )  : 

C C t =  = -  
e  - - e  
2  

h - d  - -  
2 

X 

Compte t e n u  de ( 3 , 4 , 5 0 )  e t  d e  ( 3 , 4 , 5 2 1  , l a  r e l a t i o n  (3 ,4 ,291  d e v i e n t  : 

s o i t  

De l a  r e l a t i o n  [ 3 , 4 , 5 0 1  , nous  avons  : 

La r e l a t i o n  ( 3 , 4 , 5 3 )  s ' é c r i t  : 

I l  s ' a g i t  m a i n t e n a n t  d e  d é t e r m i n e r  l a  v a l e u r  d e  l ' a n g l e  B . 
Nous expr imons  que  l e  c r i t è r e  n ' e s t  p a s  v i o l é  d a n s  l e  b l o c  III. La zone  c r i -  

t i q u e  c o r r e s p o n d  à l a  s e c t i o n  d r o i t e  d ' a b s c i s s e  c  . 



Les c o n d i t i o n s  à v é r i f i e r  s o n t  f o u r n i e s  p a r  les  e x p r e s s i o n s  (3 ,4 ,411  e t  

(3 ,4 ,421  f i x a n t  l e s  l i m i t e s  d e  a l 2  e t  812 . Les v a l e u r s  d e  a '  e t  6 '  s o n t  

données  p a r  les r e l a t i o n s  (3 ,4 ,461  e t  ( 3 , 4 , 4 7 1  . 
Ces r e l a t i o n s  s ' é c r i v e n t ,  compte t e n u  d e  ( 3 , 4 , 5 0 )  : 

Les v a l e u r s  d e  , ~ ( ~ 1  e t  d e  B s o n t  p r é l e v é e s  d a n s  l e  t a b l e a u  ( 3 , 4 , 1 1  

e t  l e s  c a l c u l s  s o n t  f a i t s  s u r  c a l c u l a t e u r  HEWLET PACKARD 9100 8, s e l o n  les  

ordinogrammes d e  l a  page  s u i v a n t e .  

Le c r i t è r e  d e  p l a s t i c i t é  e s t  v é r i f i é  s u r  8 , n ' e s t  p a s  v i o l é  s u r  a , 

p o u r  x = c  a v e c  l e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  s u i v a n t e s  : 

Pour  t o u t e  a u t r e  v a l e u r  d e  O, , T~~ e t  B , c o m p a t i b l e s  a v e c  les  b l o c s  

v o i s i n s ,  l e  c r i t è r e  e s t  v i o l é  s u r  B . Il en  est d e  même pour  l a  s econde  de -  

t e r m i n a t i o n  d e  

C e t t e  v a l e u r  d e  B a  d é j à  é t é  o b t e n u e  d a n s  un problème d e  poinçonnement  

p a r  SHIELD (36' . 

Nous r e t e n o n s  donc  ces v a l e u r s  pou r  d é f i n i r  complè tement  l e s  c o n t r a i n t e s  d a n s  

les  b l o c s  III,  I V , ' V  e t  V I ,  en t e n a n t  compte d e s  c o n d i t i o n s  d e  c o n t i n u i t é  e n t r e  

ces d i f f é r e n t s  b l o c s .  



VERIFICATION DU CRITERE 

sur a 

J. non 
l 



3 , 4 , 8 .  D é f i n i t i o n  c o m p l è t e  d e s  b l o c s .  

Les c o n t r a i n t e s  d a n s  chacun  d e s  b l o c s  s o n t  donc  les s u i v a n t e s  : 

(3 ,4 ,581  

d ' a p r è s  ( 3 , 4 , 3 1  

a ( x  - a l  
III ax = - - ' ( 1 - c o s y 1  y =  a - c  

8  

71 
T x y  = + 

8 ( a  - C I  Y s i n  Y + T(,] 

cly = - 712 2  
y c o s  y - 

1 6 ( a  - c l 2  ' [ X I  + a l x )  

d ' a p r è s  13 ,4 ,61  , ( 3 , 4 , 7 1  e t  13 ,4 ,81  

T e t  a  s o n t  d é f i n i s  p a r  ( 3 , 4 , 2 5 1  e t  (3 ,4 ,261  

d ' a p r è s  13,4,571 

d ' a p r è s  l e  t a b l e a u  [ 3 , 4 , ' l 1  
-. - 

d ' a p r è s  ( 3 , 4 , 3 2 )  e t  I 3 ,4 ,331  

Les  b l o c s  1, II ,  I V  e t  V s o n t  e n t i è r e m e n t  p l a s t i q u e s  ; l e  b l o c  V I  e s t  l i b r e  

d e  t o u t e  c o n t r a i n t e .  Le b l o c  III e s t  r i g i d e .  

La f i g u r e  ( 3 , 4 , 7 1  donne  l a  r é p a r t i t i o n  e x a c t e  d e  c e s  b l o c s  pou r  2 = 2 ,17  . 
e  





3,4,9. Tracé de la courbe d'interaction. 

La relation [3,4,531 se transforme avec les valeurs données par (3,4,571 : 

avec 

D'après [3,4,501 , X est défini en fonction de d 

soit 
t, X = - d .  
4 

Cette valeur, reportée dans l'équation [3,4,631 , nous donne une relation 

entre d/e et a/e . 
Il vient : 

soit 

d 
La valeur de est donnée par : 

Exprimons l'équivalence entre la charge P par unité de largeur de la plaque 

et la résultante des contraintes tangentielles s'exerçant dans la section droite 

d'abscisse x = c [il reviendrait au même d'exprimer l'équivalence dans la sec- 

tion d'abscisse x = a )  . 
Ainsi 

D ' où 

Le moment M par unité de largeur de plaque est : 



Les r e l a t i o n s  (3'4.641 , [3 ,4 ,651 e t  [3 ,4 ,661 p e r m e t t e n t  l e  c a l c u l  des 
d a P  

v a l e u r s  s u c c e s s i v e s  de  - - - 2M e t  - . 
e ' e ' k e  ke2 

Ces v a l e u r s  s o n t  r e p o r t é e s  d a n s  l e  t a b l e a u  (3 ,4 ,21  . 
La courbe  d ' i n t e r a c t i o n  est r e p r é s e n t é e  p a r  l a  f i g u r e  13,4,81 . 



CHAMP STATIQUE PAR BLOCS ASYMETRIQUES 

Tableau 3,4,2 



3,4,23 

C H A M P  

STATIQUE M E N T  ADMISSIBLE 

A S Y M E T R l Q U E  



3,s CONCLUSION. 

Comparons les courbes d'interaction, représentées par les figures (3,2,2) , 

(3,3,81 et [3,4,8) . 
La représentation est faite à la figure (3,5,11 . 
Les champs par blocs sont meilleurs que les champs continus dans les charge- 

ments à faible effort tranchant. 

La figure [3,5,2) reprend les courbes d'interaction des champs cinématique- 

ment admissibles et des champs statiquement admissibles. 

La zone de passage de la courbe d'interaction réelle est bien délimitée. 



C H A M P S  
3 J 5 J 2  

S T A T I Q U E  M E N T  A D M I S S I B L E S  

F i g u r e  : 3 . 5 .  1 



C H A M P S  

C I N E M A T I  Q U  E M E N T  A D M I S S I B L E S  

F i g u r e  : 3.5.2 



IV 

L'ETUDE EXPERIMENTALE. 



411. PREPARATION DES ESSAIS. 

Les e s s a i s  s o n t  e f f e c t u é s  s u r  d e s  p l a q u e s  en  a c i e r  doux q u i  p r o v i e n n e n t  

s o i t  d e  p r o d u i t s  p l a t s  l a m i n é s  ( s é r i e s  40, 50 e t  601 , s o i t  d e  t ô l e s  l a m i n é e s  

[ s é r i e s  70, 80, 90, 100, 110, 120, 130, 140 e t  1501 . 
Les p l a q u e s  o n t  une l a r g e u r  d ' e n v i r o n  100 mm, une  l o n g u e u r  d e  150 mn, e t  

l ' é p a i s s e u r  v a r i e  e n t r e  5 mm e t  50 mm. ( F i g u r e  4,1,1) 

F i g u r e  4,1,1 

P o u r  chaque  s é r i e ,  on  p r é l è v e  d a n s  l e  p r o d u i t  deux é p r o u v e t t e s  d e  t r a c t i o n  

d a n s  l e  s e n s  l o n g i t u d i n a l  e t  deux d a n s  l e  s e n s  t r a n s v e r s a l .  

Les p l a q u e s  e t  l e s  é p r o u v e t t e s  s o n t  u s i n é e s  s u r  f r a i s e u s e  a v e c  d e s  o u t i l s  

e n  c a r b u r e  de  t u n g s t è n e  q u i  p e r m e t t e n t  d e s  v i t e s s e s  d e  coupe  r a p i d e s .  

P l a q u e s  e t  é p r o u v e t t e s  a e  t r a c t i o n .  

F i g u r e  4,1,2 



Après usinage, l e s  plaques e t  l e s  éprouvettes sont recui tes  pendant t r e n t e  

minutes à 900°C. Pour é v i t e r  l a  formation de calamine, l e s  pieces sont placées 

dans des boi tes  métalliques s'emboftant l e s  unes dans l e s  aut res  (Fig. 4,1,3) : 

l e s  in te rva l l es  en t re  l e s  boites sont remplis de copeaux de fonte  étuvés. 

L'ensemble e s t  ensui te  enfourné (Figure 4,1,41 . 
Le refroidissement se  f a i t  dans l e  four  pendant t r o i s  heures. 

Les pièces sont a lo r s  prê tes  pour l e s  essa i s .  



F i g u r e  4,1,3 

F i g u r e  4 , l  ,4 



DISPOSIT IF  EXPERIMENTAL. 

. a  f i g u r e  ( 4 , 2 , 1 1  m o n t r e  l e  schéma du d i s p o s i t i f  e x p é r i m e n t a l .  

F i g u r e  4.2, l  

La p l a q u e  A r e p o s e  s u r  d e s  a p p u i s  B c o n s t i t u é s  p a r  deux  c y l i n d r e s  d e  

d i a m è t r e  50 ; l e s  e f f o r t s  s o n t  i n t r o d u i t s  p a r  l e s  deux c y l i n d r e s  C . 
Les f i g u r e s  [ 4 , 2 , 2 )  e t  ( 4 , 2 , 3 1  d é c r i v e n t  l e  d i s p o s i t i f  e x p é r i m e n t a l  

r é a l i s é  s u r  machine  d ' e s s a i  WOLPERT ( f o r c e  : 20 t o n n e s )  e t  l e  d i s p o s i t i f  

e x p é r i m e n t a l  r é a l i s é  s u r  machine  d ' e s s a i  MOHR ( f o r c e  : 500 t o n n e s l  . 
Un c o m p a r a t e u r  ROCH ou un c a p t e u r  d e  dép lacemen t  HOTTINGER mesure  l a  f l è c h e  

au c e n t r e  d e  l a  p l a q u e .  



Figure  4,2,2 

F i g u r e  4,2,3 



413. L O I S  DE COMPORTEMENT. 

\ 

La charge F e s t  appliquge réguliàrement à l a  plaque en imposant l e  de- 

placement au centre w . 
Les figures des pages suivantes donnent pour chaque plaque l a  l o i  exphri- 

mentale de son comportement (F, w)  . 
Les valeurs de e , a ont é t6  choisies en fonction des capacités des 

machines e t  du montage, de façon à parcourir l a  plus grande par t i e  possible 

de l a  courbe d ' in te rac t ion  [P/ke , zu/kePi (Figure 3,5,2) . 
L'expérience e s t  poursuivie au delà du comportement élast ique jusqu'à ce 

que l a  f lèche w at te igne t r o i s  ou quetre f o i s  l a  valeur de l a  f lèche maxi- 

male obtenue en comportement 6laetique. 

Plaques après essa i s  

Figure 4,3,1 

































































Charge t o t a l e  

PLAQUE 11 0 

e = 22 

a  = 28 



' Charge t o t a l e  

34000 

PLAQUE 110 

e = 24 

a = 24 



Charge totale 

30000 

PLAQUE 120 

e = 26 

a = 2 6  









PLAQUE 140 

e = 40 

a = 20 





4,4, FIGURES D'ECOULENENT.  

I l  e s t  i n t é r e s s a n t  de r e t rouve r  par  l a  voie  expérimentale l e s  f i g u r e s  d'6cou- 

lement imaginées dans l e s  champs cinématiquement admiss ib les .  (Chapi t re  II) 

Des expériences semblables ont  é t é  f a i t s  sur des poutres  (81 [Ill e t  

. s u r  des  plaques c i r c u l a i r e s  (27J . 
4,4,1. Plaques des s é r i e s  40 , 50 e t  60. 

Les plaques des s é r i e s  40, 50 e t  60 ont  é t é ,  ap rè s  usinage, finement po l i e s  

(pap ie r s  de  120 à 6001 . Après e s s a i ,  on re t rouve  l e s  f i g u r e s  d'écoulement sur 

l a  su r f ace  ex té r i eu re  : e l l e s  s e  d i s t i nguen t  par  une su r f ace  mate d ' a spec t  

légèrement granuleux. 

Des v é r i f i c a t i o n s  complètes ont é t é  f a i t e s  sur ces  plaques. 

Il  n'y a  pas de d i f f é r e n c e  v i s i b l e  aux grossissements  de 100 à 400 e n t r e  l a  

dimension des  gra ins  de l a  zone p l a s t i f i é e  (aspec t  mat) e t  l a  zone non plas-  

t i f i é e  ( a s p e c t  b r i l l a n t )  après  po l i s sage  é l e c t r o l y t i q u e  e t  a t t aque  au r é a c t i f  

de BAUMN. 

D'autre  p a r t ,  l e  r e c u i t  p ra t iqué  n ' a  pas provoqué de grossissement s ens ib l e  

des g ra ins .  On d i s t i ngue  e n t r e  350 e t  450 g ra ins  au mi l l imèt re  c a r r é .  

La d u r e t é  mesurée par  l e  microduromètre de l a  f i g u r e  I4,4,1)  dans l e s  

zones mates e s t  dans l e s  cas  l e s  p lus  prononcés supér ieure  de 8 % à c e l l e  

mesurée dans l e s  zones b r i l l a n t e s .  

Enfin, des  mesures d ' é t a t  de su r f ace  f a i t e s  s u r  perthomètre ont m i s  en év i -  

dence des v a l l é e s  [zones tendues1 ou des p i c s  [zones comprimées1 de t r è s  

f a i b l e  amplitude ( 8  microns) . 

L'écrouissage en chaque point  e s t  donc f a i b l e  e t  l e  mouvement peut ê t r e  

considéré comme na i s san t .  Nous pouvions donc é t a b l i r  nos schémas de v i t e s s e  

s u r  l a  p ièce  non déformée. 



Ensuite ,  nous avons découpé dans ces  plaques une p a r t i e  pour met t re  en év i -  

dence l e s  f i g u r e s  d'écoulement dans l e s  p a r t i e s  non v i s i b l e s  [Figure 4,4,21 . 

Figure 4,4,2 

Les champs de ces morceaux ont é t é  soigneusement p o l i s ,  pu is  s t a b i l i s é s  à 

250°C pendant t r e n t e  minutes pour 12 mm d ' épa i s seu r .  

Après s t a b i l i s a t i o n ,  nous avons e f f e c t u é  l e s  opéra t ions  su ivantes  : 

. a t taque  à l ' a c i d e  chlorhydrique concentré pendant d ix  minutes à l a  tempé- 

r a tu re  ambiante ; 

. pass iva t ion  à l ' a c i d e  n i t r i q u e  par  lavage rapide ; 

. r inçage à l ' eau  d i s t i l l é e  ; 

. a t taque  au p e r s u l f a t e  d'ammonium (1  g de p e r s u l f a t e  pour 10 cm3 d'eau1 

à 60°C pendant d i x  minutes.  Ce t t e  préparat ion a  pour but de s e n s i b i l i s e r  

l e  matériau au r é a c t i f  de FRY. 

. en f in ,  lavage des p i èces  à l ' e a u  e t  au savon. 



Après  c e t t e  p r é p a r a t i o n ,  l e s  p i è c e s  s o n t  p l o n g 6 e s  d a n s  le  réactif  d e  FRY 

(45 g  du c h l o r u r e  c u i v r i q u e .  180 cm3 d ' a c i d e  c h l o r h y d r i q u e .  100 cm3 d ' e a u 1  

pendan t  deux à t r o i s  m i n u t e s .  Les zones  p l a s t i f i e e s  a p p a r a i s s e n t  n o i r e s  t a n d i s  

que l e s  a u t r e s  p a r t i e s  r e s t e n t  g r i s e s .  

Après l ' a t t a q u e  de  FRY, l e s  p i è c e s  s o n t  r i n c g e s  d a n s  l ' a c i d e  c h l o r h y d r i q u e  

( t i t r e  normal )  . à l ' e a u .  à l ' a l c o o l  m é t h y l i q u e ,  e t  e n f i n  imm6diatement  s é c h é e s .  

La c o n s e r v a t i o n  d e s  f i g u r e s  d ' a t t a q u e  e n  e tmosphhre  normale  n ' e x c è d e  p a s  

c i n q  h e u r e s .  

Le p r o c é d é  f a i t  a p p a r a l t r e  les a l l o n g e m e n t s ,  c e r t a i n s  égaux ou s u p é r i e u r s  

à 1,5 O/,,. 

Les f i g u r e s  ( 4 , 4 , 3 1  , ( 4 . 4 , 4 )  e t  ( 4 , 4 , 5 )  m o n t r e n t  q u e l q u e s  r é s u l t a t s  

d e  l ' a t t a q u e  ch imique  s u r  les p i è c e s  e s s a y é e s .  

F i g u r e  

F i g u r e  4 , 4 , 4  



F i g u r e  4 , 4 , 5  

P l a q u e s  d e s  séries 50 à 150.  

Pour  les p l a q u e s  d e  ces s é r i e s ,  les f i g u r e s  o n t  été o b t e n u e s  e n  p longean t  

les p l a q u e s  d a n s  l e  r é a c t i f  de FRY un b r e f  i n s t a n t .  

E n s u i t e ,  e l l e s  o n t  é t é  r i n c é e s  d a n s  l ' a c i d e  c h l o r h y d r i q u e ,  p u i s  d a n s  l ' e a u  

e t  e n f i n  d a n s  l ' a l c o o l  m é t h y l i q u e .  
.. 

t 

Dans c e  c a s ,  l e s  f i g u r e s  s o n t  f u g i t i v e s  e t  ne r e s t e n t  v i s i b . l e s  q u e  q u e l q u e s  

minu te s .  

Les f i g u r e s  ( 4 , 4 , 6 1  e t  s u i v a n t e s  montrenr 'quelques  r é s u l t a t s  d e  ces a t t a q u e s  

On n o t e  l a  bonne r e s semblance  avec  les r é s e a u x  de  l i g n e s  d e  g l i s s e m e n t  du cha-  

p i t r e  II. 



Figure 4,4,7 

F i g u r e  4,4,8 



Figure  4,4,9 

F i g u r e  4,4,10 



Figure 4,4,11 



4 ,5 .  COURBE D'INTERACTION EXPERIVENTALE. 

4 ,5 ,1 .  Dé te rmina t ion  de  l a  cha rge  l i m i t e .  

Dans l a  t h é o r i e  d e s  p o u t r e s  (10) , on 

d é f i n i t  usue l l ement  l a  cha rge  l i m i t e  P; 
p a r  l e  s e u i l  au d e l a  duquel  les d 6 f o m a -  

t i o n s  dev iennen t  t o u t  21 coup très f o r t e s .  

C e t t e  cha rge  l i m i t e  P; e s t  obtenue 

comme i n d i q u é  s u r  l a  f i g u r e  (4 ,5 ,11 . 
I l  1 t 

Dans l e  c a s  des  p laques ,  l e  coude d e s  

Y- - 
1.' d d i a g r a m e s  e s t  souvent  moins prononc6. -. 

La charge  p e u t  donc d é p a s s e r  ce s e u i l  s a n s  

F i g u r e  4 , 5 , 1  provoquer  l a  r u i n e .  

P l u s i e u r s  aménagements o n t  é t é  proposés  dans  c e  s e n s .  

Nous proposons  de  p r e n d r e  comme c h a r g e  l i m i t e  Pg , l a  c h a r g e  q u i  donne une 

f l è c h e  w double  de l a  f l è c h e  w '  , obtenue  pour  P = ( F i g u r e  4,5,21 . 

Dans l e  c a s  d 'un  coude p l u s  prononcé,  

on r e t r o u v e  l a  d é f i n i t i o n  de  l a  charge  

l i m i t e  pour  l e s  p o u t r e s .  

F i g u r e  4 , 5 , 2  

4 , 5 , 2 .  R é s u l t a t s  expér imentaux.  

Pour chaque l o i  e x p é r i m e n t a l e  de  comportement, i l  a  é t é  dé te rminé  comme vu 

p l u s  haut  l a  cha rge  l i m i t e  PL . 
A p a r t i r  de  c e t t e  v a l e u r ,  nous c a l c u l o n s  l ' e f f o r t  P p a r  u n i t é  de  l a r g e u r  

e t  l e  moment N p a r  u n i t é  de l a r g e u r  



Nous d 6 d u i s o n s  les v a l e u r s  d e  P /ke  e t  de  2Pl/ke2 e n  p r e n a n t  p o u r  

R e  e s t  l a  l i m i t e  d ' é l a s t i c i t é  moyenne d e s  q u a t r e  é p r o u v e t t e s  d e  chaque  

s é r i e .  

Les r é s u l t a t s  s o n t  r e p o r t é s  d a n s  les t a b l e a u x  14,5,11 e t  14,5,21 . 
Les v a l e u r s  d e  P/ke e t  2Pl/ke2 p o u r  chaque  c a s  s o n t  r e p o r t é e s  s u r  l a  

f i g u r e  ( 4 , 5 , 3 1  . 
La c o r r é l a t i o n  a v e c  l e s  c o u r b e s  d ' i n t e r a c t i o n  o b t e n u e s  p a r  v o i e  t h é o r i q u e  

e s t  bonne.  

P l u s  d e  90% d e s  p o i n t s  s e  s i t u e n t  à l ' i n t é r i e u r  d a n s  l a  zone  d é l i m i t é e  p a r  

les c o u r b e s  d ' i n t e r a c t i o n  d e  l a  f i g u r e  ( 3 , 5 , 2 1  . 
Les r é s u l t a t s  expé r imen taux  o n t  une p r é c i s i o n  d e  5%,  l i é e  aux c o n d i t i o n s  

de  t r a v a i l  e n  l a b o r a t o i r e  s u r  d e s  s t r u c t u r e s  i n d u s t r i e l l e s ,  une t e l l e  p r é -  

c i s i o n  e s t  évidemment i m p o s s i b l e .  



ESSAIS DE PLAQUES 
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Tableau 4,5,1 



ESSAIS DE PLAQUES 
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Tab leau 4 , 5 , 2  
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Figure 4 , 5 , 3  



4,6. CONCLUSION. 

Les r é s u l t a t s  o b t e n u s  p a r  l ' é t u d e  c i n é m a t i q u e  (méthode d e  l a  b o r n e  sup6-  

r i e u r e l  , p a r  l ' é t u d e  s t a t i q u e  [méthode d e  l a  bo rne  s u p é r i e u r e )  e t  p a r  l ' é t u d e  

e x p é r i m e n t a l e  m e t t e n t  en  é v i d e n c e  l ' i n t é r ê t  c o n s i d é r a b l e  a p p o r t é  p a r  ces methodes 

s x t r ê m a l e s  d a n s  l ' é t u d e  du comportement  l i m i t e  d e s  s t r u c t u r e s .  

S i  p o u r  les p o u t r e s ,  l e s  r é s u l t a t s  t h é o r i q u e s  e t  e x p é r i m e n t a u x  s o n t  très 

c o m p l e t s ,  b i e n  d e s  domaines r e s t e n t  i n e x p l o r é s  dans  l e  comportement  limite d e  

s t r u c t u r e s  p l u s  complexes  : p l a q u e s  e t  coques  d a n s  d i f f é r e n t e s  c o n d i t i o n s  d e  

cha rgemen t .  L ' é t u d e  e x p é r i m e n t a l e  r é a l i s é e  mon t r e  q u ' e l l e  est  c a p a b l e  d e  nous 

a i d e r  à f o r m u l e r  d e s  champs d e  v i t e s s e s  d e  d é f o r m a t i o n  d e  bonne q u a l i t é .  

Les méthodes  e x t r ê m a l e s  s ' a p p l i q u e n t  a u s s i  b i e n  aux p rob lèmes  d ' écou lemen t  

permanent  q u ' a u x  problèmes  d ' é c o u l e m e n t  n a i s s a n t .  

De nombreuses  a p p l i c a t i o n s  o n t  é t é  t r o u v é e s  d a n s  l e  domaine d e  l a  mise  en  

forme d e s  m a t é r i a u x  : l aminage ,  f i l a g e ,  e x t r u s i o n ,  f l u o t o u r n a g e ,  f o r g e a g e .  

I l  s ' a g i t  donc  d ' u n  o u t i l  extrêmement  p u i s s a n t ,  p r a t i q u e  e t  q u i  a  l ' a v a n t a g e  

de  r e p o s e r  s u r  d e s  h y p o t h è s e s  où l a  s i m p l i c i t é  r é a p p a r a i t .  

P l u s i e u r s  r è g l e m e n t s  é t r a n g e r s  o n t  a d o p t é  c e s  méthodes d e  c a l c u l  pou r  l e s  

s t r u c t u r e s  m é t a l l i q u e s .  Ces r è g l e m e n t s  r e c o n n a i s s e n t  donc  l e  r ô l e  p r i m o r d i a l  

j o u é  p a r  l a  p l a s t i c i t é  d a n s  l e s  c o n s t r u c t i o n s .  

Le s e u i l  p l a s t i q u e  e s t  a t t e i n t  en  d e  m u l t i p l e s  p o i n t s  d e s  s t r u c t u r e s  dimen- 

s i o n n é e s  é l a s t i q u e m e n t .  C e l a  e s t  d û ,  s o i t  aux c o n t r a i n t e s  r é s i d u e l l e s ,  s o i t  aux 

d i s p o s i t i f s  d ' a s s e m b l a g e ,  s o i t  à d e s  v a r i a t i o n s  g é o m é t r i q u e s  d e  montage,  ... 
s o i t  à d e s  c o n c e n t r a t i o n s  de  c o n t r a i n t e s ,  ... 

L ' é t u d e  du comportement  l i m i t e  a  l ' a v a n t a g e  d e  r e c o n n a i t r e  c e  comportement 

p l a s t i q u e  e t  d e  r e m e t t r e  à s a  v é r i t a b l e  p l a c e  l a  n o t i o n  d e  s é c u r i t é .  
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