Thése présentée a la
FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE LILLE
pour obtenir le titre de
DOCTEUR D'UNIVERSITE
par
R.G.M. Jumarie,
Licencié es S ciences,

Docteur (3e cycle) en Mathématiques Appliquées,

soutenue le mai 1972 devant la commission d ‘examen:
M. Vidal Président
MM. Danthine
Toulotte Examinateurs
M. Mira Examinateur Invité
( G AT

QUL

030 048584 5

50278
1972
45



Diverses personnes ou organismes tant en Europe qu'au Canada

nous ont aidés dans la rédaction de ces pages:

Du c8té Européen:

Nous exprimons nos plus vifs remerciements, Mr. P. VIDAL, Pro-
fesseur, Directeur du Laboratoire d'Automatique de 1'Université des
Sciences et Techniques de Lille, pour 1l'aide constante qu'il nous a

apporté dans 1l'élaboration de ce mémoire.

Nous remercions Mr. DANTHINE, Professeur, Directeur du Labo-
ratoire d'Automatique de 1l'Université de Ligge, qui a bien voulu nous
faire 1'honneur de participer au Jury d'examen, alors qu'il était en

visite 3@ 1'Université de Lille,

Nous remercions Mr. MIRA, Professeur 3 1'Université& Paul Saba-
tier 3 Toulouse, Chercheur au Laboratoire d'Automatique et de ses Appli-
cations Spatiales, qui a répondu favorablement i 1'invitation que nous

lui avons faite, acceptant ainsi d'€tre '"membre invité&" du Jury d'examen.

Nous remercions également Mr. TOULOTTE, Professeur & 1'Université

des Sciences de Lille, qui a accepté de nous "examiner'.



Du cOté Canadien, nous remercions:

Le Conseil National de Recherches du Canada, qui en nous at-
tribuant une subvention (contrat No A-7845) nous a permis de nous

consacrer d nos recherches, dont le présent mémoire constitue les pre-

miers résultats.

L'Université du OQuébec a Montréal ol nous avons pu travailler

dans d'excellentes conditions.

Enfin nous remercions tout particuliérement Mlle Lucie RAYMOND
qui a assuré avec une extréme compétence la dactvlographie de ces pages,

ceci a partir d'un trés mauvais manuscrit.



PREFACE

Ce mémoire présente les éléments d'une approche unifiée au
probléme de la conduite optimale des processus en présence de bruits

de mesure et de retard & 1'observation.

Le modéle d'approche est celui d'une estimation préalable de
1'état du systéme suivie d'une optimisation de la commande faite au mo-
yen des résultats de cette mesure. Le probléme se présente ainsi comme
étant celui de la détermination optimale de 1l'estimation et de la com-

mande pour un systéme donné.

L'idée de base de cette approche est la suivante: 1'estimateur
optimale devrait &€tre dimensionné pour fournir, non pas la meilleure esti-
mation de 1'8tat du syst@me, mais la meilleure estimation de 1'Hamilto-
nien du probléme. Cette hypothé&se trouve son origine dans la remarque
selon laquelle 1l'optimisation de la fonction initiale de colit se réduit
3 celle de 1'Hamiltonien, et que par conséquent, si ce dernier est bien
estimé, la commande sera elle aussi bien déterminée. Ce théme central

sera développé de la facon suivante:
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Chapitre 0. C'est l'introduction qui rappelle succinctement
ce qu'est le probléme de la commande optimale avec observation par-

faite, et situe la question des erreurs d'observation.

Chapitre 1. Il rappelle les principaux résultats qui ont &té
obtenus en commande optimale avec bruits de mesure et retard & 1'ob-
servation et montre la nécessité d'une approche permettant d'optimi-

ser 1'estimation elle-méme.

Chapitre 2. Dans cette partie, on propose un critdre d'op-
timisation de l'estimation., Ce crité@re est ensuite "justifi8" par un
théoréme de continuité fonctionnelle qui montre que les performances
du problé&me avec observation imparfaite, sont d'autant plus voisines
de celles du probl&me & observation parfaite, que l'estimation de 1'Ha-

miltonien est meilleure.

Chapitre 3. Le critére exposé au chapitre 2 est appliqué a
1'optimisation du filtre dané le cas particulier des problémes non 1li-
néaires avec bruits Gaussiens. Partant de la remarque que les dyna-
miques réelles et observées du systéme i commander doivent &tre aussi

voisines que possible, on se donne 3 priori une classe de filtres, et
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on optimise ensuite le filtre et la commande. On &tablit ainsi, en
particulier une extension du principe de séparation de 1'estimation

et de la commande.

Chapitre 4. Ce chapitre traite de la commande optimale en
présence de retard & l'information. Aprés avoir choisi un critére
définissant la meilleure approximation par extrapolation d'une fonc-
tion donnée, on &tablit la formulation qui donne 1'extrapolation et

la commande optimale.

Chapitre 5. Conclusion. Dans cette prospective nous montrons
comment les résultats de 1'étude précédente peuvent permettre d'abor-
der le probléme de la commande optimale en présence de bruits et de re-

tard 3 1'information simultanément.
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INTRODUCTION

POSITION DU PROBLEME

On considére le probléme suivant, sur lequel les
hypothéses mathématiques restent volontairement imprécises.
(Elles seront ultérieurement définies).

Soit le systéme différentiel

X = f(x,u,t) x(to) = X, (0-1)
défini sur l'intervalle t € [ t°)1i], dans lequel x(t) est
le vecteur &tat de dimension n; et u(t) le vecteur de con-
tréle de dimension m. Le probléme est de déterminer la com-—
mande u(t) qui minimalise la foq;}ionnelle de cofit

G=nh [x (t),T] +f g [x (t) ,w(t), t]oll: (0-2)

bo

On suppose dans la suite que T est une constante.

Cette question a regu un développement considéra-
ble au cours des derni8res années, tant du point de vue théo-
rique que pratique. Tout au plus, nous contenterons-nous ici
de montrer comment, moyennant des hypothéses mathématiques de
continuité relativement fortes, on peut établir assez facile-

ment les usuelles conditions nécessaires d'optimalité.
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On introduit le vecteur mutiplicateur de Lagrange

p(t) et on considére la fonction de cofit auxiliaire

T
= ,’T1 ’ ’ -
7=h [ I '/e: {g [x(), u(e) t] + (0-3)

+p () [f [X(t), u(t), t.] —:'c] } dt,

(prime) indique 1l'opération de

dans laquelle la notation
Nn définit 1'Hamiltonien H [ x(t), u(t),

transposition.

p(t), t] par 1l'expression

B 2 g [x(®), u®), ] + o) £ [ x), u®), ]
(0-4)

ce qui donne pour J,

q"’
J=h[ xm, 1) +f{H-[ x(t), u(t), p(t), t] - p ()
2
A | (0-5)

Une intégration par partie du dernier terme, procure
T

J=nh [ x(D), T] - p’ (T) x (T) +f [H (x,u,p,t) +
€

o

« 9 () x (£) | dt (0-6)

Cela étant, une variation Su(t) autour de la valeur optimale

de u, si celle-ci existe, induit une variation §d au premier

ordre en § u, exprimée par

0-2
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§J = SX) [m - P(T)]+
'T' .
t[{\‘g)(’ lg:% + §]+8ul[%iz~]} dt .

(0-7)

Un ensemble de conditions nécessaires d'optimalité est

obtenu en écrivant que SJ est nul pour toute variation

arbitraire Su, ce qui donne

H dh
AT P(T)ﬁm
. 3H
x = f (x,u,t) = —

Ip
3 H
Ja = °

Si 1'on cherche des lois de commande en

(0-8)

(0-9)

(0-10)

<« -
chalne fermée,

U=y [x(t), t] ; un calcul analogue au pré&cédent conduit

aux équations

YH([x, wix,t), £]  YH dy

I:)::— ..._._.__’p

I X 5‘1! X
)]
Y

»
X =

SR

u e y (x,t) minimise H

0-3

(0-12)



En fait, les lois de commande ainsi déterminées n'ont de
sens que si celui qui contrdle, et qui par conséquent prend
les d&cisions, a une information parfaite sur l'état x (t)
du systéme. Si 1'on s'en rend compte aisément dans le cas
des commandes en<g£oucles ferméeéi>, cela semble moins é-

vident pour les commandes ewm chaines ouvertes.

On peut toutefols y arriver assez simplement dans

le cas ol la fonction de cofit se réduit 3 1l'inté&grale

T
J/. g [ x(t), u(t),t]dt. En effet, d'aprés le principe
€

d'optimalité, la cormmande optimale, si elle existe, minimi-

se A4 chaque instant la quantité

T
J[ g [x(t), u(t), t ] dt 4 G(t), et est solution de 1'é-
£
quation

dc ¥
0 = min {g[x(t}, u(t), t] A }

u
ol d*représente le gain optimal.
I1 est facile de voir que cette optimalisation n'est nossible

que si 1l'on a accés effectivement 3 la connaissance de x (t).



Les probhlémes physiques de commande s'&cartent du
modéle théorique précédent essentiellement par deux aspects:

(i) 1'état x(t) du systéme est ohservé par 1'in-
termédiaire d'un instrument de mesure qui fournit une esti-
mation entachée d'erreur aléatoire,

(ii) souvent, x(t) est détecté exactement en gran-
deur, mais avec un retard % en sorte qu'a 1l'instant t, on

connaisse non pas x(t), mais x(t-7%).

L'optimisation de la commande en pré&sence de ces
deux types de défauts d'information a Até envisagée séparé-
ment par de nombreux auteurs, suivant le schéma de la

Tig. 0-1

P commande -
décision systéme

estimation

obserwvation

Fig. 0-1: Commande en présence

de défaut d'information




Avant de faire une analyse critique (tout au moins du point
de vue qui nous intéresse ) de ces travaux, dégageons dés
maintenant leurs principales caractéristiques, lesquelles

sont précisBment & la base de notre travail.

(1) Ces deux tvpes de défauts sont traités sépa-
rément, et il ne semble pas qu'on ait considé@rd un problZme
avec, simultanément, bruit de mesure et retard & 1'informa-

tion.

(?) La plupart des travaux considérent des bhruits
de mesure gaussiens indépendants de 1'@tat. DNe telles hv-
poth@ses sont assez restrictives et nombre de cas réels s'en
écartent notablement: mentionnons simplement la destruction
d'une cible fixe par un engin air-sol autoguidé par radar

incorporé.

(3) Aucune approche n'est pronosée en ce qui con-
cerne 1'optimisation de 1'estimateur lui-méme. T.es auteurs
consid@rent le plus souvent une dynamique lingaire et se con-
tentent de vérifier aprés coup que le principe de séparation
de 1'estimation et de la commande est valable. ILi aussi 1'hv-

pothése de linfarité est relativement restrictive: npour un



aérodyne, par exemple, les forces aérodvnamiques sont pro-
portionnelles au carré de la vitesse! On se rend bien comp-
te qu'un probléme plus général dans sa structure, pourra
recevoir une solution apnroximative par linéarisation; oui
mais alors quel est le critére de linéarisatjon le plus

approprié 3 une structure donnée?

Le travail que nous nrésentons ici, est une ten-
tative nour rénondre, au moins partiellement, A ces ques-

tions.

Dans un premier chapitre nous ferons un inventaire
aussi complet que possible des résultats obtenus en comman-
de optimale avec bruits de mesure ou retard 3 1l'information

et nous essaverons d'en dépager les traits saillants.

Dans le second chapitre, nous proposerons un cri-
tére d'optimalisation de 1'estimateur pour la commande
ontimale avec erreur d'observation. Ce critdre sera "justi-

"

fié" par un théoreéme de continuité fonctionnelle qui lui

donnera un sens. Comme conséauence directe de ce critére,

0-7



nous déterminerons les conditions exactes de validité du
principe de séparation.et de l'estimation. Nous apéliqpes
rons ceci aux bruits de mesure dans le chapitre 3.

Le chapitre & traitera de la commande optimale
en présence de retard 2 1'information. Le probl2me sera
abordé selon le schéma de la Fig. 0-2: on estime d'abord

1'3tat par une

décision |~ : re systime I
Ss—

T

extrapolation
déterministe

Fig. 0-2: Commande optimale en pré-

sence de retard 3 1'infor-

mation,

formule d'extrapolation d&terministe, et ensuite on déter-
mine la commande au moyen de cette estimation., La cl8@ de ce
chapitre réside dans ce qui suit: on donne une interpréta-

tion statistique (et non stochastique!) aux erreurs d'extra-

" 0-8



polation déterministe, ce qui permet d'optimiser 1'extrapo-
lateur et la commande en utilisant les outils mathématiques

du chapitre précédent.

Dans 1la conclusion on envisa-
gera les problémes ou il y a simultanément bruit de mesure
et retard 3 1'information, ce qui mettrg en évidence (nous
1'espérons!) 1'utilité possible de 1l'approche unifiée ainsi

proposée pour ces deux problémes.

I.es connaissances mathématiques utilisées dans ce
mémaire seront particuligrement simples: le calcul variation-

nel classique. Il y a 3 cela trois raisons:

- Nous nous préoccupons ici, non pas du probléme
de 1l'existence de commandes optimales dans des esnaces fonc-
tionnels abstraits, mais de la réalisation possible de sys-
témes concrets. Autrement dit, plutdt que de rechercher les
conditions minimales requises pour que le probléme ait au
moins une solution, nous supposerons que cette solution exis-

te, et nous chercherons comment la déterminer effectivement.



~ Dans une premiére approche, nous cernerons mieux le
probléme des optimisations simultanées de l'estimation de 1'Ha-
miltonien et de la commande, en restant dans le cadre restreint

du calcul variationnel.

par ailleurs il semble - que dans la plupart des
problémes physiques réels, les modéles mathématiques des composants
doivent avoir des caractéristiques suffisamment réguli&res pour
qu'ils soient vraiment représentatifs. En effet, de par leurs i-
nerties et leurs propriétés de lissage, les sorties des &léments
réels sont généralement continues et dérivables, par ailleurs ces
€léments restent insensibles & tout changement de leur entrées sur
un ensemble de mesure nulle, et en dernier lieu, la classe de com~
mandes généralement admissibles est celle des fonctions presque

partout continiiment différentiables!

I1 en résulte que les hypothéses mathématiques de régularité
que nous ferons pour utiliser le calcul variationnel, conduirons né-
ammoins 3 des modéles décrivant une classe assez large de systémes

réels.

0~-10



CHAPITRE I

PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS EN COMMANDE OPTIMALE AVEC

BRUIT DE MESURE OU RETARD A L'OBSERVATION



PREMIERE PARTIE

COMMANNDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

On décrit d'abord (énoncé et rAsultats) un probléme
central, par son importance, en commande optimale stochasti~
que. Fnsuite, on verra par quels aspects les divers travaux

publiés s'en &cartent.

1.1 UN PROBLEME CIASSIQUE

On considére le systéme décrit par 1'équation diffé-
rentielle linéaire stochastique

x = A(t)x + B(t)w + w (1-0)
dans laquelle on a les définitions suivantes:

x représente le vecteur &tat du systéme de dimension n;

u représente le vecteur commande de dimension m et par-
court l'espace Euclidien de dimension m;

A (t) représente une matrice carrée n x n, continue en t;

1-2



B (t) représente une matrice carrée n X n continue
en t;
w est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et

de covariance
e{w@ww ()} =q ® §e-v. a-D

) (t) désigne la distribution de Dirac. Le sys-

téme est initialement en l'état X, X (to) = X oli X

est un vecteur aléatoire gaussien indépendant de w, de mo-

(o]

yenne E { x (to)}- = x ) (1-2)

et de covariance

_ o .
E {[x (to) - XO][ X (to)-xo]}z P2 (to) * XX . {1-3)
A 1'instant t, le contrfleur observe mnon pas x(t), mais

y (t) défini par la relation

y (£) = C (t) =x (t) + v (t) (1-4)

y est un vecteur de dimension p,
v est un bruit blanc Gaussien de movenne nulle et

de covariance



Pl
E{vm vV ()} =R 8- a9
v (t) et w (t) sont indépendants de u (t) et X -
Le probléme est de déterminer la commande

u (4) qui minimise le critére quadratique

T
G =E { ) x)(T) Sx (T) + 2 //tx’(t) Q (t) x (£) +
t

[e]

+u’ (©) R () ©] at } ol (1-6)

T a une valeur fixe, Rl et R, sont des matrices symétriques

2
définies positives, Ql et Q2 sont des matrices symétriques
semi définies positives.w (t) est un bruit perturbant la dy-

namique méme du svstéme, v (t) est le bruit de mesure pro-

prement dit.

1.1.1. SOLUTION POUR y (t) = x (t). On recherche la solution

dans le cas ou l'observation y (t) est identique 3 1'état

x (t).

Etape 1. Pour cela, on définit'V'[x (), t] par

T
Vix @, ] = E{% x' (T)S x (T) + if [x () @, (s) x(s)+
t

te [ ¢ 71] / "
° +u @R @Y @] dsf x®, ¢}

(1-7)
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ot u*—(s) est la commande optimale si elle existe. Utilisant

un procédé classique dans la théorie d'Hamilton-Jacobi-Bell-
man, on met 1'intégrale de (1-7) sous la forme d'une somme

de deux autres intégrales 1l'une brise sur 1'fntervalle (t, t+3b)
1'autre sur 1'intervalle (t +-St, T) o; $t désigne un infi-

niment petit; ce qui donne,

Vx (), t] =‘E{V[x (t+3t),t+$t]}+ (1-8)
+$tE{i x' (t +08t) Q, (t +08t) x (¢t +0868t)

*
+ Fu (t#B S R (c408t) u (c+0B)
avec 0 < 8 < 1.
On développe en série de Tavlor du second ordre le terme
v x (e +8t), t+ §c]  soit,
v (t+8t), £ +8¢t] =v[x(t),t]+§—t-§t+
+

E
(3_}%)/ 8X+ SXI(:_}Z{X § < + O/(S_tZ) s (1-9)



Tenant compte de la relation

x = x 8¢,
on re porte (1-9) dans (1-8),et par passage & la limite, plus
précisément quand § t» 0, on obtient:

/ / *
O Q@ x @iy (®) R (®)u (e

o

\ 1
—+7

Q|

(0-10)
(”) [A () x (&) #B (t) u' ()] + trace [QZ (t) bzv] -

3xZ
avec la condition terminale

v [x@, 1] =% (@ sx @ . (1-11)

Etape 2. La relation (1-10) suggére une généralisation de la
théorie classique d'Hamilton-~Jacobi et 1'introduction de 1'

miltonien?‘> défini par

0

<(Ha—

B x (0, u (0, p (), v, t]2ix (¢ (t)x®+

+3u () R () u () 4p (&) [A () x (8) 4B () u (6) +

sw (], (1-12)

1-6
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>
oli p (t), qui représente d'habitude le vecteur adjoint a
ici la signification plus précise d'8tre la dérivée partielle

dV / 9x. La cormmande qui minimise 1'Hamiltonien est

Feoy = r7E (0 B o { QEx @, dy (1-13)

et pour cette valeur de la commande, l'équation (1-10) s'é-

crit

o
Horixmq ©x®+} [2'w MRS [3' g—x‘i N

/ 2
+ (éﬂ) A () x (t) + trace [éz (t) %;%h -0 - (1-14)

ax

Etape 3. Par analogie avec le cas ol il n'y a pas de bruit
dans la dynamique méme du systéme, (w = 0) on cherche une so-

Jution sous la forme

I —
\ [x (v), t] - ¥ x (t) Py (8) x (1) +@ (t) - (1-15)
En reportant cette expression dans (1-14) on obtient Pl (t) et

EJ (t) comme solutions des équations suivantes:

1-7



P Py (£) A (8) - ) P, (D)

1

+P (t) B (t) RIl () B (t) P, (£) - Q) (t) (1-16,a)
P, (T) =8 (1-16,b)
g—‘;’ = - trace [ Q, (&) P (t)] (1-17,2)
w (M =0 . (1-17,b)

Par ailleurs, la comparaison de (1-13) avec (1-15) fournit

immédiatement la cormmande optimale.

-1

u* (t) = —Rl

() B () B () x (&) . (1-18)

1.1.2 Solution pour y (t) = C (t) x (t) + V()

On se propose maintenant de résoudre le probléme dans
le cas plus général, par induction & partir de la solution du
cas précédent: en s'en inspirant, on choisit l'expression ma-

~

thématique de la commande optimale, et on vérifie & postériori



la validité de cette démarche.

Etape 1. Soit 8 (t) la meilleure estimation de 1l'@tat x (t)
du systéme, générée 3 partir des observations { y (),

[to, t] }. A priori, & (t) est donnée par le filtre de Gauss
Kalmann - Bucy [l] léj lﬁ], mais on ne sait pas encore si
c'est le filtre optimal pour ce problé&me!

On considére d priori la commande u_ (t) définie par

-1

RCRNOR MO NCNY (1-19)

A _
U.o (t) = R
et qui est obtenue 3 partir de (1-18) par la substitution x (t) &
% (t)s et on se propose de voir si u, (t) ne serait pas ef-

fectivement la commande optimale.

Etape 2. L'erreur de l'estimation,dé&finie par

~
x ()4 x () -% () ,
n'est pas affectée par la cormande u (t).

En effet, d'aprgs Kalman, la meilleure estimation X (t)= E {

x () /1y (t).} vérifie, quelque soit la commande u, 1'&quation,
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R=AADHE v @ K@ [y @ -c®2®],

(1-20)
avec:
i(to) - ;0

4

K (£) = P, (£) C (8) R’2'1 () (1-21)
P, () zcov [ X (0, ¥ (t)] (1-22)
. /
P2 (t) = A (¢v) P2 (t) + P2 (t) A (t)- (1-23)

P (t) C (b) R;l

9 C(t)PZ(t)+Q2(t)) Pz(to)zP .

(o}

Par ailleurs, les équations (1- 0) et (1-20) donnent aisé-—
ment, pour toute commande déterministe u (t), 1'équation dif-

férentielle de propagation de 1l'erreur, soit:

°

¥ W=a@X@-x@[verc®F©] +w -
(1-24)
Cette &quation montre que si le filtre d'estimation est le
filtre de Kalman, alors la commande n'a aucune influence sur la
grandeuf de l'erreur d'estimation, et en particulier peut &tre

prise sous la forme d'une fonction de & (t) seule.
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Etape 3. La commande (1-19) est bien optimale pour la dvna-

mique de R(t).

En effet, cette dynamique est définie par 1l'é&quation
(1-20) dans laquelle le terme K (t) [ y (£) - C () ® (t)]
est un bruit blanc Gaussien de covariance P2 t) Cl (t) R;l (t)
C (t) P2 (t). Par ailleurs, pour cette dynamique, 1l'information
X est parfaite. Ce problBme est précisément celui qui a &té&

traité en 1.1.1. La commande optimale est donc bhien u, ().
I1 résulte de cecl que le principe de séparation de

l'estimation et de la commande est valable pour ce probléme,

et conduit bien & la commande optimale.

1.2 COMMENTAIRES

Le probl&me que nous venons d'aborder, est le mo-
déle central 3 partir duquel de nombreux auteurs ont tra-

vaillé. D'apreés ce que nous avons pu comprendre, il nous
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a semblé que la plupart des travaux contribuaient essen-
tiellement 3 la définition du probléme,3 son extension dans
des espaces fonctionnels plus généraux, a la rigueur mathé-
matique, & 1'é&légance des démonstrations, mais n'apportaient
pas vraiment d'algorithmes nouveaux pouvant aider 1'ingé-

nieur dans la svnthdse du filtre d'estimation lui-méme.

Avant toute chose, 1l convient de remarquer que
1'exposé précédent a fait délihé&rément abstraction de la
rigueur mathématique. Fn fait, 1'&quation différentielle
(1-0) doit 8tre prise au sens de Ito, () (SJ, et le
calcul qu'il convient d'utiliser est le calcul différentiel
et intégral stochastique correspondant. (Nous rappelons
au lecteur que la base méme de ce calcul est la notion de
bruit blanc Gaussien et la propriété qu'a ce dernier d'é-

tre la dérivée d'un processus de Wiener-Levy.)

Le probléme de la commande optimale de systéme li-
néaires avec des perturbations sous forme de hruits blancs
Gaussiens a été abordé@ pour la premiére fois semble-t-il,
par JOSEPH-TOU [6), GUNCKEL-FRANKLIN [7Y dans 1'étude des
systémes échantillonnés. En 1964, LEE [R) considérait une

-

classe plus large de problémes qui traitent d la fois du
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contrdle, de 1'identification et de 1l'estimation optimale.
WONHAM, dans une série de travaux, dont on trouvera les
principales références dans (9), reconsidérait la question
des équations différentielles stochastiques, et donnaient
la rigueur mathématique nécessaire 3 la théorie. Dans une
svnthése récente, BENSOUSSAN [10Y) généralise la validité

du principe de séparation et de l'estimation & des espaces
fonctionnels plus abstraits, et nrouve en particulier son
exactitude pour les svstémes linéaires & paramétre distri-
bué: 1le schéma variationnel est celui de LIONS [11)
(coercivitéd d'opérateurs définis sur un espace Hilbertien,
équations différentielles coercives), le modéle d'observa-
tion des variables d'&tat du syst@me est celui de KALMAN,
1'espace des probabilités &tant un espace vectoriel topolo-
gique munie d'une mesure. Dans un travail plus récent non
encore publié, KREE {12) [13) propose une présentation u-~
nifiée des &quations du contr8le optimal, du filtrage, de
l'estimation des paramétres. Cette généralisation comprend
comme cas particulier,les systémes décrits par une &quation

de type variationnel muni du schéma de LIONS,
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Par ailleurs, on a voulu exploiter la simplicité
des résultats relatifs aux svst8mes linéaires avec cofit
quadratique pour résoudre des nroblémes non linéaires plus
généraux. La méthode procéde de deux approximations si-
multanées: la dynamique du systéme est linéarisée et la
fonction de cofit est approchée par un colit quadratique.
Ainsi, lorsque le bruit perturbateur est Gaussien, on uti-
lise un filtre de Kalman, et le principe de séparation de
1'estimation et de la commande est encore valable. les
commandes ainsi obtenues sont seulement sous-optimales,

mais les résultats sont trés suffisants dans la pratique.

Quoiqu'il en soit, cette lindarisation du systéme
procdde en général 3 partir de discrétisations, et les cal-
culs qui en résultent atteignent trés rapidement une di-
mension prohibitive. On peut dés lors se demander s'il n'exis-
te pas de vole plus directe permettant d'obtenir un filtre
suboptimale et donc une commande sous optimale? Par exemple,
au lieu de chercher 3 obtenir la meilleure estimation de 1'é-
tat du syst@me, ce qui est plutdt restrictif, n'est-il par
suffisant d'obtenir la meilleure estimation de la dynamique

méme du systéme, c-a-d de x (t) et de la fonction de cofit? Ain-

si, la méthode
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'

systéme

Y

discrétisation

filtre
oprimum
discret

filtre
suboptimal
continu

discrétisation

Fig. 1-1 Les feux voies d'obtention
de commandes sub optimales
d'un systéme donné

d'approximation, fondamentalement différente, comme 1'indique

la Fig. 1-1, pourrait-elle conduire 3@ une réalisation plus

simple?
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SECONDE PARTIE

COMMANDE OPTIMALE AVEC RETARD
A L'OBSERVATION

1.3 CLASSIFICATION DES PROBLEMES AVEC RETARD PUR

I1 existe de tré&s nombreux travaux dans la littéra-
ture, dont les titres indiquent qu'ils traitent du contrdle
de systémes avec retard, mais qui ne précisent pas réellement

la nature exacte de ce dernier.

Or il convient en effet de noter trés soigneusement
la situation fonctionnelle du retard pur dans le processus

de contrdle.

Dans cet ordre d'idée, on peut distinguer trois
classes de probl@mes suivant la position du retard dans la
chafne: le processus de contrB8le est constitué par le sys-
téme proprement dit & contr8ler, le processus de décision
lui-méme, et le retard pur qui s'ins@re quelque part dams
la chaine, caractérisant ainsi, selon la place qu'il accupe,

la classe de problémes qui lui sont associés.



lére classe (Fig. 1-2)

systéme
s X
progzs us u ( (t)l> avec retard .
décision incorpores Y min ©

‘f‘

Fig. 1-2: Systéme avec retard incorporé

Les retards font partie intégrante, de la structure
du systéme A commander et ne peuvent en étre 1solé formelle-
ment., La d8tection de position elle-méme est exacte, et ins-
tantannée, soit x (t); et la commande est une fonction directe

ou implicite de x (t): u [ x (t)]

2éme classe (Fig. 1-3)
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processus systéme
de - pY sans retard

min G

- 4
décusions ¢ ] incorporés

|

|

I

u (x (t), t-)

— e e e ——p

u (x(t), T)

Fig. 1-3 Commande avec action retardée

Le syst8me 3 contrdler n'a pas de retard de struc-
ture. La détection x (t) est exacte et instantannée. La
commande u [x (t)] est donc correctement déterminée par

la connaissance de x (t), mais agit seulement avec un retard 7,

3 8me classe (Fig. 1-4)

systéme
rocessus (t-
P d (x(t-1),t) sans retards )
. e incorporés min G
décusions P
-P'U

Fig. 1-4 Commande avec retard & la détection
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Le systéme d contrBler n'a pas de retard pur. La
détection est exacte mais a lieu avec un retard T : & 1'ins-
tant t on enregistre non pas x (t), mais x (t-T). La com—
mande ainsi déterminée d 1'aide de x (t-=%) est & action

directe.

La différence entre ces problémes est claire. Dans
la premidre classe le retard est interne au svst®me 3 con-
trbler, dans la seconde, la commande est estimée correcte-
ment 3 1'aide de la vraie valeur x (t) mais appliquée avec
un retard T, dans la troisi@me, la commande # 1'instant t
est estimée approximativement i 1'aide de x (t - 7) mais a

une action instantanée.

Le premier probl&me est manifestement en dehors de
nos préoccupations actuelles. Le dernier, qui nous concer-
ne, ne semble pas avoir donné lieu & développement dans la

littérature.

Le second probléme, quoique n'étant pas exactement

le ndtre, mérite qu'on s'y attarde 3 cause de sa ressemblan-

ce avec ce dernier et plus particuli@rement 3 cause de la
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similitude des méthodes qul peuvent Etre utilisées pour les
résoudre, 3 savoir: l'estimation de la commande par esti-

mation préalable de 1'état du systéme.

(i) Dans le probléme de classe 2 la commande agit
avec un retard ¥. On peut donc penser qu'une approche pos-
sible consiste 3 déterminer u en fonction, non pas de x (t),

mais de 1'état futur x (£t +7T).

(ii) Dans le probléme de classe 3, 1'état x (t)
est inconnu & l'instant t, et seule est disponible la don-
néde x (t), te [ to’ t - T]. Une fagon de faire consiste
3 estimer x (t) 3 1'aide de ces valeurs antérieures, connues,

et de déterminer la commande avec cette estimation.

Dans les deux cas on est conduit A estimer ou déter-
miner la valeur utile de 1'&tat futur. Tel est le sens de

la ressemblance entre les deux problémes.

Bass [14) & [16) et Fuller [17) ont montré que,

pour le probl&me de classe 2, la commande optimale est une
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fonction de 1'état futur x (t +%); ce dernier notamment
arrive 3 une formulation explicite de la solution dans le
cas particulier d'un systéme lindaire de la facon sui-
vante: il introduit 1'état w (z,t) du retard pur dé-
fini par 1l'expression ci-dessous (on rappelle que u (t - ¥)

représente la sortie du retard) ,

w (z,t) =u (£t -T+2), (0 g<z<¢c¥T), (¥t < o9)

=u (t -%+2), (V-tgzg®, (0 st<?)

= (¢t -T+2), (0gz¢¥-1t), (0<t<¥), (1.25)
ou ¢ (t - %) représente la sortie initiale, arbitraire,du

retard pur. Ensuite il détermine complétement la commande
optimale du systéme décrit par 1'é&quation vectorielle
x=z Ax+Bu (t-%) (1.26)

en utilisant le fait que dans ce cas précis, x (t +7) est

v —-Az
x (t +7) = eA x (t) + eA'r_/o e Az Bw (z,t) dz. (1.27)

"Comme on peut le voir, l'analogie avec notre probleé-
me s'arr@te 3 la notion d'estimation de 1'état futur, et 1l'ap-

proche ci-dessus ne constitue pas vraiment une approche par



extrapolation en ce sens qu'il n'y a pas d'erreurs d'estimation.

On trouve encore une approche cette question de
commande optimale avec retard 3 1l'observation dans la théo-

rie des jeux différentiels & information différée.

Bridvement, le probléme du jeu différentiel a 1'in-
formation parfaite consiste & rechercher des commandes
uo(t) et vo(t) qui définissent le point selle d'une certai-

ne fonctionnelle de gain J (u,v);

T, v) < J W <L 3wy (1.28)
avec 7—,

J (u,v) = h[ x(D), T] + fg[x (@), u (a-),U’(r),rl do (1.29)
&

compte tenu de la contrainte d'état

x (t) = £ (x,u,v,t) ) x(@) = X . (1.30)

u (t) est la commande du joueur minimisant X, v (t) celle du
joueur maximisant.”, La formulation du jeu, ainsi posée, n'a plus

de sens lorsque 1'un des joueurs, par exemple X, a un retard
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a 1'information et 1l'approche doit &€tre modifiée.

Si dans un tel jeu, on impose une valeur &
la commande v (t), le probléme devient un probléme
d'optimisation unilatéral, et on pourra utiliser encore,
quitte 3 la modifier quelque peu, la théorie des jeux 3
informations différées. Dans cette optique, nous inter-
prétons ici divers résultats qui ont &té obtenus dans
cette théorie, et nous les appliquons au probléme de com-

mande optimale qui nous préoccupe.

En mai 1969, SOKOLOV [18) considére le probléme
d'optimisation décrit par la dynamique (0-1) et l'objectif
terminal

min h [x (D), T] . (1.31)
Pour tenir compte du retard & 1l'information, il optimise
non pas (1.31) mais la nouvelle quantité

hx (T-%), T] (1.32)
avec la contrainte

X (t-t) = f[x (t-%), u (t-?), t- ’«:‘1 . (1.33)
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Ainsi formulé, le probléme peut &tre résolu par les tech-

niques usuelles.

En décembre 1969, CILETTI [19) considére une dy-

namique linéaire et un colit quadratique

T

x' (T) F(t) x (T) + X/ u' () R (o) u (o) do
b -
éﬂ
- X/ g' (&) M (o) g, (o) do (1.34)
L7

oi F, R et M désignent des matrices et ol go(r) désigne une
certaine "fonction initialisatrice" & priori indéterminée.

Le colit est ainsi défini sans références aucune au probléme
a information parfaite mais on devine facilement, en y fai-

sant ¥ = o, sa connexion avec le colit quadratique usuel.

En avril 1969, JUMARIE {20}, [21] propose d'es-
timer 1'état futur du systéme par une formule d'extrapola-

tion déterministe d'ordre r,

() = e[x (=B, x (t-2%),... x (t-r¥) ], (1.35)

et d'optimiser le coiit
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T

Rz (@,r] + f e[ @, v @,0] do | (1.36)
G

(4

avec la contrainte d'état

X (%) = f[x @, u @, 7] .
U = t-"U
d

J = (1,2,...1’)

Une caractéristique commune qui se dégage de
ces trois derniers travaux est la suivante: d'une fagon
générale, 1'expression du colit dans le probléme 3 infor-
mation parfaite n'a plus de sens lorsqu'il y a retard 3
1'information, et il convient de choisir un objectif plus
approprié. On peut dés lors se poser les questions sui-

vantes:

(1) Comment &valuer la détérioration de performance
ainsi induite par le retard & 1'information?
(i1) Comment définir la meilleure extrapolation pour un
jeu donné?
Nous en reparlerons plus loin dans la

suite de ce travail.
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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CHAPITRE Il

PROPOSITION POUR UN CRITERE D'ESTIMATION OPTIMALE EN CONTROLE

OPTIMALE AVEC BRUITS D'OBSERVATION OU RETARD A L'INFORMATION
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2.1 GENERALITES. RECHERCHE D'UN MODELE

On considére 3 nouveau le probléme de commande
optimale (PROBLEME 1) décrit succinctement dans 1'introduction,
et dont nous rappelons la définition: é&quations d'état,

)

x = f (x,u,t) pe (to) =X (2-1)

-

fonctionnelle & minimiser ’

T
G = h[x (T, T] + f g [x(t),u(t), t ] dt (2-2)
t
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On suppose que la solution optimale de ce pro-

o

< o 0 _
bléme existe, et on la note (G, u , x ). Cela étant, on se

place dans la situation suivante:

(1) on n'a pas accés & la connaissance de x(t), mais seule-
ment & celle de x (t) + E[x(t), t}g g (t), ol £ représente
une certaine fonction de x qui est "suffisamment petite'" pour

pouvoir &tre considérée comme un terme d'erreur.

(ii1) on ne peut résoudre, soit parce que l'expression mathé-
matique de € (x,t) ne le permet pas,ou tout simplement n'est
pas connue, soit parce que on en n'a pas le temps dans un pro-
bléme en temps réel, 1'équation en x(t) définie par

f(O = x(e) + €[ x(), t] (2-3)
Dans de telles conditions, le probléme défini par (2-1) et
(2-2) n'a plus de sens. Nous allons donc essayer de le refor-

muler.

(1) On considé&re le processus d'é&laboration de commande re-

présenté sur la Fig., 2-1.
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systéme

1
|
|
|
I NS———
|
|
|
|
n'
|

systéme

Fig 2-1: commande en présence de

1l'information x + (x,t)

dans lequel 1l'expression u (x4 € ) signifie, non pas que
la commande est une commande en boucle fermée, mais sim-
plement qu'elle est déterminée au moyen de la connaissance

de (x +¢& ).

(2) On minimise le cofit
T

G§ -h[s(T),T] +I g[g(t),u(t),t] 41;( (.'{—4)

o
obtenu & partir de 1l'expression initiale de G oli on a remplacé

x (t) par 5 (t).
(3) L'optimisation portant sur une fonctionnelle de 5 (),
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il convient d'avoir la dynamique de 7 (t). Dans le cas par-
ticulier ou §& (x,t) est dérivable en x et en t, on peut l'obtenir
assez facilement de la fagon suivante: 1'équation (2-1) est
équivalente &

.

X + é:f(xfﬁ—i,u,t)i—e

soit encore
% = f (%"E(xs‘b)a 'l.l,t) *EE ;{'f)_e_ (2_5)
dx dt

qul représente la dynamique de 1'&tat observé.

Ainsi, pour ce nouveau probléme, 1'état du sys-
téme est représenté par le vecteur pg (x,g ) dont la dyna-
mique est composée des &quations (2-1) et (2-5); et la fonc-

tionnelle de coiit, indépendante de x, est donnée par (2-4).

Si on suppose que f (s - £, u, t) est développa-
ble en série de Taylor au voisinage de (§ , u, t), 1'équation

(2-5) s'écrit
s' = £ (sa u, t) - S(X,t) r;f (S y U, t) +
. §
+ x,t) x +9(x,t) + ) (&) (2-6)
?x 2t
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Autrement dit, 1l'ensemble des équations d'état (2-1) et (2-6)

a comme modéle

EIERCTENE RS SRR RS (2-7)
ou )l est un "'petit" paramétre réel, et fl (), u, t) une

certaine fonction sur laquelle 3 priori, on peut faire des

hypothéses mathématiques analogues d celles de f (%, u, t).
Modéle 2

Toujours dans une telle situation d'information
incompléte, une autre attitude est la suivante: on esti-
me x (t) 3 partir de g (t) par une expression de la forme
% Y
x (1) = § () - Ex0) ¢ V(, x, €) (2-4)
dans laquelle ) (s ,X, t) représente 1l'erreur de 1'estimation.(Pour
Y =0, onaf=x). En posant/u.(s, x, t) & -&(x,t)+» {§)'x;l')
on écrira encore

A
= O rplf, x 0. (2-5)
De la sorte, une fonctionnelle de colit que 1l'on peut considérer,

parce que se rapprochant le plus de la fonctionnelle initiale

G, est obtenue en remplacant dans (2-2) x(t) par ® (t).

En fait, pour certaines raisons, soit parce que

r ( s, X, t) n'est pas exactement connu, soit parce que 1l'on re-
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cherche une sécurité dans la réalisation technologique du
systdme on est conduilt 3 envisager une autre fonction-

nelle de colit définie de la fagon suivante:

-C désignant un opérateur linéaire vérifiant la relation

de continuité

1im D’I‘C,r[p};(s,x, £), u, t]- r(fow, t) (2-6)
p—> o

pour toute fonction r (s , u, t), définie au moins sur 1'in-

tervalle [ to’ T] 5

- on considére le coit

g 4 JP(;.R[;(T)+u[;(r),x(T),TJ,T] .

(% T
7“’°J e[ f®+pu®, ] de o (2-7)

t
0
Si les quantités MGoh et M og sont déve-

loppables en séries de Taylor au voisinage de S , on aura

encore

6y = b[y@, 1] +)?Tﬁc;h§(5,T> por b«

EAs

T
[ [g [s(t), u (t), t]c“‘ + M og (§, u, t) p+ s, <P)] dt .
to ?% (2-8)
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Le modéle mathématique de cette expression

est de la forme

Oy = h[S(T),T] +)2h1[ ‘(T),T]-!-

7. B
+/ [g (%, u, £) +X g (5, u, t)] de (2-9)
E

-}
ol )2 et )3 sont des ''petits' paramé@tres, h., et 8, des fonc-

1
tions qui & priori ont les mémes comportements mathé&matiques que

h et g respectivement.
Ainsi, sur un plan tout & fait formel, on est
conduit 3 considérer le nouveau modéle unique de probléme de

commande optimale défini de la fagon suivante:

Probléme 2

équation d'état,
x (t) = f (x, u, t) + >1 £, (x, u, ©) (2-10,a)

x (t)) = x_ + >‘z X 3 (2-10,b)

fonctionnelle de cofit,

¢, =h[=x(m, '1‘] _t>‘3 hl[x (T), T+
'F

+/ [ g (x,u,t) + XA g, (x, u, c)] dt (2-11)

ol )1. )2 ‘>3 et )4 sont des petits paramétres.
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2.2 UN THEOREME DE CONTINUITE FONCTIONNELLE.

On fait les hypothéses suivantes:

(H1) Le probléme 1 a seulement une commande optimale.

(H2) Il n'y a pas de contrainte sur 1l'état et la commande.

(H3) Les fonctions f, fl’ g et gy sont continiment différen-

tiables par rapport & x et u.

(H4) Les fonctions h et hl sont continment différentiables en x.
On introduit la norme uxnwe A du vecteur

N a (>1,>2’>3’X4). (On rappelle que = stp \i). On con-

sidére les commandes en boucle ouverte appartenant & l'espace

Eucidien de dimension m. (voir définition dans le chapitre 0

consacré & 1'introduction). On énonce:

Proposition 2.1 I1 existe » > o pour lequel le probléme 2 a

au moins une commande optimale lorsque A <y . Si (Go, xo, uo)
Y S Sl

sont les caractéristiques de la solution optimale correspondante,

on a

o o0 o o o o
1jft¢.o ( G)’ X u)) =G, x,u) (2-12)
ol (Go, xo, uo) est la solution optimale du probléme 1.
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Démonstration.

On suppose que le probléme 2 a effectivement une solution,

- )
c'est-a-dire qu'il existe une commande optimale u_, pour un

x’
A suffisamment petit; et soit p: le multiplicateur de La-
grange correspondant. On a la suite d'inductions suivantes:

(induction 1). La relation

Jim (x:, u: = (xo, u®)
A—>0
entrafne
1im pC = p° (©)
Ao >

o p° (t) est le "Le coefficient de Lagrange optimal" du

probléme 1.

Démonstration: On écrit 1l'équation adjointe sous la forme d'une

équation intégrale de la fagon suivante:

T
'
@ -p® ) =-f [ dadn) ¢+ g @ D (i £0)]ds.(2-13)
t 0,
La notation [X] indique que la quantité
O\

X est considérée au point optimal, solution du probléme 2. Les

hypothéses (H3) et (H4) permettent d‘'écrire,
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[ V(g + 24 g ] =[23X + 0> (2-14)
Ix 0,) )

d(f + M £) = |9f D A¢Y (2-15)
[ 2x ]o,) ox | o
p® (@ =[an [x(D), TJJ LS ¢ VI (2-16)
¥ x(T) o

ol la notation [fL indique que la quantité@ Y est considérée
au point optimal solution du probléme 1. En reportant (2-14),

(2-15) et (2-16)dans 1l'équation (2-13), on obtient

Pt (t) = ah a o+ [ 311[ x (T), T]] +
(o}

2x (T)
T
+[ [bg %, u°, 8 +0p2° (@) i (x°, uo,cr)]dO'(Z—l?)
. ) x° A 3 x°

Soit R (t,s) la matrice résolvante de ce systéme d'équation in-

tégrales de Volterra, et posons:

K (T,t,Z)¢ 0'4 o)+ [ [x (D), T]] +
3x (T) o

T
+{ [)g (x, u,r)] de . (2-18)
[o]

t dx
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La solution de (2-17) s'écrit alors ,
T

(t) =X (T, t,) +] R’ (t,) K (T,#,)\) d& . (2-19)
t

fo
b
Le second membre de cette relation est continu par rapport 2

K (T,t,>). Par ailleurs on a

1im K (T, t, ) :{thx (T),Tl} -
Ao ax (T) o

-]t{>g ALY } de

0

qui est précisément le second membre de l'équation inté&grale
de po (t). On en déduit la continuité annoncée de Ei(t) par
rapport 3 ) .

Induction 2

La relation

[o] (o] (o] [o]
1i =
/\m-. 0 (P* ’ xl) (r, x)
entraine
lim W =u . (2-20)

- o
Démonstration: Supposons que u N

la fonction accroissement définie par la relation

existe et soit u, (t,\)
u‘; (t) = u® (t) + u (£, (2-21)
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D'aprés 1'hypoth&se (H3), 1'Hamiltonien
du probléme est différentiable par rapport a (x,u) et son
8quation d'optimisation est

(2-22)

il
(e}

[ 2H (x,u,g,t)] o °

3u (x),uk’p:)

Les conditions aux limites sur p0 et x° permettent d'écrire)
o _ .0 ¥ o _ o g .
xA =X + 5 (>\) ’ pX =P = 6 (X) H

ce qui met (2-22) sous la forme

Y H [x°+b’5 ™, S, 0 I ()),c]=o . (2-23)
2 u A

I1 en résulte,en utilisant (Hl) et la continuité@ exprimée en (H3),
que 1l'on a nécessailrement

o o

u) = u t F& (\) .
En effet, dans le cas contraire, autrement dit si on avait

o 1 o
lim u =u # u
Aso A

d'aprés (2-23) on aurait

')__H_ [ xo’ ul’ Po, t] =0
2u
et le probléme 1 aurait plus d'une commande optimale ce qui est

contraire 3 (H1).
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I1 résulte donc de (2-23) que

1lim u, (t,A) =o .
A- o
Induction 3 La relation
lim ui = ug
Aso
entralne
lim x° = x° .
As o A
Démonstration & on note
o o
4x° = x° - Xy
Ad® = - u: .

D'apres 1'hypothése (H3), l1l'équation (2-10a) procure

N A %
X% ax’= £ (x°, u°, t)+[)fJ4 + [)_f]oAuo +

A X Ju

!
t 0; (Ax58u°) '+->l f1 x° ¢+ 4x°, W 4 A, E) . (2-24)

On simplifie cette équation en tenant compte de 1'équation d'état
(2-1) du probléme 1, et ensuite on intégre le résultat de to at
pour obtenir:

Ax® (6) =X x + & )+ 0; (dx,8u) +

)
f[[)f]’dx (u){)_f_J"Au° (a')] do- (2-25)
au

On en déduit aisément, comme pour 1l'induction 1, par interpré-

tation de 1'équation intégrale de Volterra que
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lim Axo (t) =o ’
A>o

Induction 4) Les résultats précédents entralnent la relation

(o} (o}

0, xz) = (G, p, UO, Xo) .

(o] (o}
lim (G\, 'Ex ’ l.lx

A—>o
Démonstration. D'apré&s nos hypothéses de continuité, le terme
de gauche ci-dessus a une limite finie.

(G)‘o’ P)o) u)O’ xxo) —> (Gly Pl, uls xl)'

) P

Lorsque X.ap o, les équations de définition du probléme 2, con-
vergent formellement, dans leurs structures, vers les équa-
tions de définitions du probléme 1. Ainsi, par continuité en\,

on construit une solution optimale du probléme 1.

Cela étant, d'aprés 1l'hypothése (H1l), le pro-
bléme 1 a une commande optimale et une seule uo (t), et on a
lin w0 = u° (o).
De 13, d'aprés 1l'induction 3, xi_;,xo;

°
puis, d'aprés 1'induction 1, ?: — po; d'ol Gi - G .
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On vérifie 3 posteriori qu'il existe bien un? s

2.3 PROPOSITION POUR UN CRITERE OPTIMAL D'ESTIMATION

On revient au probléme 1 et on suppose que 1l'état

x (t) n'est pas observé directement. On en fait donc une esti-

mation % (t), ce qui entraine une certaine erreur d'estimation
X (t) définie par la relation
X @)= % () +¥% (),

et on décide de la valeur de la commande au moyen de £(t).
Analysons de plus prés le probléme.

Soit S'l: un intervalle de temps infiniment petit.
D'aprés la physique méme du processus, & l'instant t, on &value
en temps réel la commande u (t +gt) qui sera appliquée & 1l'ins-
tant ultérieur t +gt. Si la commande est une commande en chaf-

ne fermée, u (t -rgt:) dépend explicitement de 1'état futur
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x (t + Xt), si c'est une commande en chafne ouverte, la
dépendance n'est plus apparente mais seulement implicite.
Quoiqu'il en soit, une estimation de cet &tat futur est né-
cessaire. Par exemple on pourra la faire au moyen de la
formule
x (t +gt) = x (t) + f[x (t), u (v), t]gt + O’(St) (2-26)

ce qui conduit au diagramme de la Fig 2-2.

décision 'Pg* systéme

x (t)
f (x, u, t) t

Fig 2~2. Analyse séquentielle du

processus de décision

En supposant que l'on sache calculer sans erreur
le second membre de (2-26) lorsque f (.) et toutes ses carac-
téristiques utiles sont connues, il n'en reste pas moins vrai

qu'une erreur sur la fonction f (.) méme induit une erreur sur
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be (t-&gt). Or c'est précisément le cas dans un probléme de
commande avec information imparfaite: on n'a pas accés & la
vrai valeur f (x, u, t), mais seulement & la valeur appro-
chée £ ( Q, u, t) en sorte que l'on a l'approximation.

2 (t+5t) =% () + £z (), u (), €] + ¥ Sty . @27

Ainsi, l'estimation de x (t +-St) sera d'autant meilleure que

1'estimation f[ﬁ, u, ﬁ}est bonne.

On est donc conduit & penser que l'estimateur
optimal qui fournit X devrait minimiser la quantité
| £[x @, w0, t] -£[% @, u (®), t] | (2-28)

oi la norme // //, choisie & priori, est le critére d'appro-

ximation.

On peut faire des remarques analogues en ce qui
concerne l'optimisation de la fonctionnelle de codt, soit
encore, plus directement, g (x,u,t) elle-méme. En effet, la
commande u (t) dépend de x (t) par l'intermédiaire de 1'opti-

misation de 1'Hamiltonien, soit:
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~
H (x, u, p, t) a ral-l(x,u,p,t:):o

I1 en résulte que si les conditions de dériva-
bilité suffisantes sont satisfaites,l'accroissement de la com-
mande glxdéfini par

u (t +gt) = u (t) fgu

est solution de 1l'équation )

'f{[x (t), u (£), p (), t] +(}_§f (x, u, t)gt +(}§)P§ gt
3x), ap/{3x

+

%%),St +(%%)Igu + O‘(St) =0 (2-29)

L'estimation de u sera d'autant meilleure que
celle de f (x, u, t), g (x, u, 't) ainsi que leurs dérivées par-
tielles le sont. Si 1l'on considé&re qu'une bonne estimation des
fonctions conduit & une bonne estimation de leurs dérivées, on
peut penser que l'estimateur optimal devrait minimiser outre

l'erreur sur f, (2-28), mais aussi la quantité.

11 g[x (), u (), g] -gl® (o), u(t), £]//.

Ainsi on serait conduit & l'optimisation de 1l'es-

timation simultanée de deux grandeurs.
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D'une fagon générale cette optimisation ne
sera pas possible. Aussi, on ne peut guére qu'envisager
1'optimisation d'une combinaison linéaire de la forme.
~ ' ~
g[® (t), u (t), t] +p (¢) £[g (£), u (), t] (2-31)
ou‘y.(t) est un certain n-vecteur choisi 3 priori, et dont la
dépendance en fonction du temps pourrait exprimer par exemple,

1'importance de la pondération de chaque composante d'état.

Il semblerait & premiére vue que P’(t) puisse

étre choisi arbitrairement.

En fait, une combinaison telle que (2-31) s'im-

pose plus particulidrement i 1l'esprit, 3 savoir:
P ’

e[# (®), u(®), ] +2°® £z ®,u (©), ] . (2-32)

C'est précisément une estimation de 1'Hamiltonien.

Nous 1l'appelerons "Hamiltonien estimé", et la noterons H (X, u, p, t).
Cette dernidre définition doit €tre prise comme
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une définition purement formelle. L'Hamiltonien n'est pas
considéré sur la trajectoire optimale, u n'est pas nécessai-

rement la commande optimale.

Celd étant, nous allons voir qu'il existe une
certaine identité de point de vue, entre l'estimation op-—
timale - de f (.) et g (.) d'une part, et celle de H (.) d'au-

tre part. En effet:

-~ supposons que les fonctions f (.) et g (.) soient connues
avec une certaine indétermination Sf et gg vérifiant 1'hypo-
thése (H3). Il en résulte une indéterminatﬂx1SH sur H, et
d'aprés les résultats du paragraphe 2.2, on a

(o] o (o]
lim @, %, u”) y gn = 60, %%, uY,

SH= o
la notation (.) H *Xl{indiquant que les quantités entre paren-—

théses ont été calculées avec 1'Hamiltonien H +gH.

- supposons maintenant, qu'au lieu d'utiliser 1'Hamiltonien
exact, on utilise 1l'Hamiltonien estimé

/H\(-)EH(X—;’ U, P t).
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I1 en résulte une certaine imprécision $H sur H, imprécision

que 1l'on peut &crire sous la forme

S’H:(L&)'Sf +(_)_}1)’Xg+ ¥ Se,%e) (2-33)

d3f 38

avec

6t 4 (%)' % Se _@%)Ii‘,

et d'aprés le paragraphe 2.2, la solution déterminée avec B (.)

i>

(o)

tendra bien vers (Go, x , uo) quand%H—) 0.

On est donc conduit 3 proposer le critére suivant

pour optimiser l'estimation.

CRITERE D'OPTIMISATION DE L'ESTIMATEUR

On se propose de trouver la commande optimale du
probléme 1 dans lequel 1'état x (t) est connu seulement par 1'in-

termédiaire d'une variable observée § ().
- on détermine x (t) & l'aide d'un estimateur F, appartenant 3
une classe C?posée comme une donnée du probléme:

X (t) = Fo s () 3 (2-34)
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- on choisit une norme // . //H définissant la meilleure appro-
ximation de H (')3

- 1'estimateur optimal pour et // . //. est celui qui donne

H
la meilleure approximation de 1'Hamiltonien, c'est-&-dire qui
est solution de

min // H (x, u, p, t) - ﬁ (Fo, u, p, t) //H . (2-35)
F

2.4 QUELQUES CONSEQUENCES IMMEDIATES.

2.4.1. Séparation de l'estimation et de la commande.

Définition.

On entend par problé&me séparé, un probléme dans
lequel les fonctiomsf (.) et g (.) sont de la forme
f (x, u, t) = f1 (x) + f2 (u, t) (2-36)

g (x, u, t)

g, (u, t) (2-37)

On énonce

Proposition 2.2 L'estimateur F d'un probl2me séparé défini par

1'optimisation
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mih // f1 (x) - fl (F o ﬁ Y // (2-38)
F

est optimal pour ce probi&me

En effet, on a,

H (x, py, u, t) = g,y (u, t) +p' (v) [ £, (x) + £, (u,t) J

H (i, Py U, t) = 82 (U, t) + P' (t) [fl (SE) + f2 (u’t)]

L'estimateur optimal minimise donc

/e @) [ £ G - £ @] /1y (2-39)

Cette quantité est bien minimale quelque soit p (t) si f (X)

est la meilleure estimée de £ (x). W

Dans une approximation du premier ordre on
- ~ ~
écrira (puisque x = ® + x ) ,

)
i, R X

£ 0y £ R+ 3 )
Ax

et 1l'estimateur optimal sera obtenu par minimisation de la quan~
tité

? LY
Il »" @, ;ﬁi @ %y - (2-40)

Dans le cas particulier ol fl (x) est linéaire,

soit A (t) x, le critére de minimisation rigoureux s'écrit
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min |} p' (£) . A (v) qu (2-41)
F

On retrouve ainsl le fameux théoréme de séparation de 1l'es-

timation et de la commande.

2.5 SUR LA DEFINITION DU PROBLEME D'OPTIMISATION

Le probléme d'optimisation abparait donc comme
celui de 1la minimisation simultanée de deux fonctionnelles, ou

encore d'une fonctionnelle 3 valeur vectorielle. Il convient

donc de préciser le sens de cette optimisation.

2.5.1 Formulation du probléme

Soit z la grandeur observée;
zZ =X 4 9 (x,t) .
L'estimation X par 1l'estimateur F sera notée F o z.
% = Foz.
L'estimateur optimum devrait satisfaire @ la condition
. 2 A
mln“H(x,u,p, t) - H (Fo 2z, u, p, t) "-"—‘

min X (x, z, F, u, p, t) (2,40)

Le probléme dé&s lors,peut €tre formulé de la fagon suivante:
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équations d'état:

x = f (x, u, t) X (to) = X (2,41)

p=-23H p(T) =-2h (2,42)
ax x(T)

zZ =X + E(X,t) 2 (2543)

objectifs: déterminer F et u de fagon & s'approcher pour le

mieux des conditions

min G (x, z, F, u) (2,44)
u
min K (x, z, F, u, p, t) (2,45)
F
Remarques.

- L'expression mathématique de F n'a pas &té préeisé. Cela
n'est nullement g@nant, notre propos ici n'étant pas de résou-

dre le probléme d'optimisation mais de le définir.

~ Les quantités K et G sont trés différentes mathématiquement
1'une de 1'autre: K (.) est une fonction scalaire de 1l'instant
t et la minimisation correspondante est instantannée, G (.) est
une fonctionnelle définie 3 chaque instant sur 1l'intervalle de

temps (t,T).
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- F minimise K (.) seule, et u minimise G (.) seule. F
et u peuvent donc étre vues comme les commandes respec-—
tives des acteurs d'un jeu 3 deux personnes et de sommes non

nulles.

2.5.2 Description des divers types d'équilibre.

On énumdre ici les divers points d'équilibre
possibles pour notre probléme. On verra par la suite lequel

choisir.
Pour un couple (F,u) donné compte tenu des rela-
tions (2,41) a (,43), K (.) et G (.) sont des fonctions de

F et u seules, ce que nous &crirons K (F, u) et G (F, u).

Equilibre de Nash (ou équilibre non coopératif)_

Le couple admissible (FN, uN) est un équilibre
de Nash si on a

G (Fg, w) 3 6 (Fg u) (2,46)

K (F, u)d 2

> K (Fygs uy) (2,47)
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pour tous couples (FN, u) et (F, uN) admissibles.

Equilibre minimax

Le couple admissible (F,,, ) est un couple mini-
UM

max si on a

max G (F, ﬁM) < max G (F, u) (2,48)
F F

max K (FM, u) € max K (F, u) (2,49)
u u

pour tout (F, u) admissible

Extremum de Pareto. (ou &quilibre coopératif)

Le couple admissible (FP’ uP) est un extrémum de
Pareto si on a

~

G(F, u) < G (FP’ uP) 2 G (F,u) =G (FP, uP) (2,50)

K(F’ u) 5 K (FP, up) ‘» K (F, U) = K (FP’ uP) (2:51)
pour tout (F,u) admissible.

2.5.3. Choix d'un équilibre

L'équilibre minimax est d rejeter . En effet,
considérons 1'inégalité (2,48)3; en clair elle traduit 1l'attitude
prudente suivante: choisir u = Uy de facon que le maximum possi-

ble pour G (F, uM) donné par l'estimateur F le plus défavorable
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soit inférieur au maximum possible de G (F, u) pout u = Uy

en terme de jeu on est siir de gagner au moins max G (F, uM).
F

Cet attitude revient donc @ admettre que le choilx de F serait

systématiquement le plus défavorable en ce qui concerne la va-

leur de G (.). Ceci n'est &videmment pas réaliste ici.

Cela étant on remarque que tout extrémum de Pa-
reto est un équilibre de Nash, puisque, d'aprés les inégalités
(2,50) et (2,51)
on a

K (F, up) J K (Fp, up) (2,53)
Ainsi, les extréma de Pareto sont contenus dans 1'ensemble

des équilibres de Nash.

Par ailleurs il est clair que si F est choisi iden-

tique a FN, alors u_ est une commande optimale correspondante.

N
Ainsi, quoique 1l'extrémum de Pareto corresponde,
d'un point de vue théorique, mieux 3 notre probléme, nous adop-

terons dans ce qui suit 1'optimisation au sens de Nash.
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Les raisons de ce choix, essentiellement d'ordre
pratique, sont les suilvantes:
- D'aprés 1l'une des remarques précédentes, 1'équilibre de Nash
est plus général que l'extrémum de Pareto; ainsi nous pourrons
donner un sens au probléme méme lorsque il n'y a pas d'extrémum
de Pareto. D'ailleurs si 1'équilibre de Nash existe et est

unique, c'est aussi un extrémum de Pareto.

- Cette généralité de 1'équilibre de Nash dans sa définition est
encore accrue par des conditions mathématiques d'existence qui
sont bilen moins restrictives que celle relatives i 1'extré&mum de

Pareto.

- Les équations de définition de 1'équilibre de Nash sont en
quelque sorte découplées, ce qui est trés commode pour une solu-
tion quasi-optimale. Supposons par exemple que, par analogie avec
un probléme semblable déj3d résolu, on choisisse & priori un cer-
tain filtre. La commande correspondante se détermine alors ai-

sément, et ensuite on peut tester la validité des inégalités

(2,46) et (2,47).
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2.6 UN CRITERE PARTICULIER D'ESTIMATION DE L'HAMILTONIEN

Un critére particulier d'estimation de 1'Hamil-

tonien est celui de l'estimation en moyenne quadratique sur

(0,7);
T
A 2
min f [ H (x, u, p, t) - H (X, u, p, t)] dt . (2,54)
F
o

Nous ne chercherons pas ici & justifier par des
arguments d'ordre physiques plus ou moins vrais (signification
énergétique par exemple) ce critére. Sa réelle justification
réside dans sa commodité d'utilisation.

- I1 conduit 3 des calculs qui peuvent généralement €tre pour-
suivi jusqu'au bout.

- 1I1 s'écrit encore
T
Ao 2
min [ H (x, u, p, t) -H (X, u, p, t) dt (2,55)
F
t

Sous cette forme nous avons une similitude de for-

me avec le gain G (.), ce qui apporte plus d'unité au calcul
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2.7 UNE CLASSE D'ESTIMATEURS SOUS OPTIMAUX

Lorsque l'erreur d'estimation est vraiment une
erreur, c'est-d-dire a une amplitude faible comparée 3 celle
du signal, on peut penser que le vecteur optimal de Lagrange
du probléme avec erreur d'pbservation sera voisin du vecteur
po. Dans ces conditions un critére sous-optimal sera le sui-

vant:
- déterminer F de fagon 3@ minimiser la norme
H(, p,u, t) - H(X,p, u, t) (2,40)

Dans le méme ordre d'idées, on peut remarquer
que la commande du probléme perturbé sera assez voisine de
celle du probléme initial, ce qui conduit & prendre u Q:uo et

d proposer le critére approchée

min “H x, p°, u°, t) - H (&, p°, °, t>|\ (2,41)
F

qui est plus simple 3 utiliser que (2,38).
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COMMENTAIRES.

1. Dans une premiére étude de probléme de
l'estimation optimale faite & propos des jeux différentiels
[1], nous avions proposé une approche bas@e uniquement sur une
meilleure estimation de la densité g (x, u, t) de la fonction
de gain. Or si une telle estimation peut avoir un sens immé-
diat lorsque g (x, u, t) est une fonction explicite de x, sa
définition semble bien plus malaisée lorsque la densité de
gain ne dépend plus de x, Dans ce cas en effet la notion d'es-
timation optimale n'aurait plus de sens. Une autre difficulté
inhérente 3 cette épproche réside dans la remarque la suivante:
une estimation peut trés bien €tre optimale pour g (x, u, t) et
étre désastreuse pour f (x, u, t); c'est-d-dire en premiére ap-
proximation, pour

£ (t+3) ¥ x (0) + £ (x, u, t) §e

laquelle sert précisément 3 déterminer la commande optimale.

2. Le critére que nous venons de proposé a

té énoncé sans démonstration pour la premidre fois dans [2}.

[11Y
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3. Le probléme de l'optimisation simultanée
de plusieurs fonctionnelles est connue dans la littérature
sous le vocable de "optimisation d'une fonction de cofit &
valeurs vectorielles". Elle s'est développée surtout dans
le cadre de la théorie des jeux 3 plusieurs personnes. La
différence avec notre probléme &tant alors des questions de
rivalité entre joueurs, ce qui n'existe pas ici ol le contrd-
leur choisi toutes les commandes. Nous renvoyons le lecteur
a4 1'article initial de Nash [3). On trouvera une discussion

claire et concise de cette question dans 1l'article [4].
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(1)

(2)

3)

(4)
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CHAPITRE III

COMMANDE OPTIMALE AVEC BRUITS D'OBSERVATION
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Dans ce chapitre, nous allons montrer comment,
en utilisant 1'approche du chapitre 1I, on peut généraliser
le principe de séparation de 1'estimation et de la commande,
pour des systémes non linéaires quelconques avec erreur d'ob-

servation sous forme de bruits blancs.
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3.1 INTRODUCTION

Une foils admis le critére d'optimisation proposé
dans le second chapitre, il ne reste plus qu'd utiliser les
techniques d'optimisation de filtres statistiques que nous avons
actuellement 3 notre disposition. Le choix de 1l'approximation
souhaitable sera plus ou moins complexe selon la précision dési-~
rée, et 3 ce propos on peut distinguer trois grandes voies d'ap-

proches.,

(1) Optimisation simultande de l'estimation de 1'Hamiltonien et
de 1'objectif du probléme. Dans sa généralité le probléme est de

trouver simultanément le filtre F qui minimise la norme

min || B (x, u, p, £) -H R, u, b, ) || (3,1)
F

et la commande u (t) qui minimise la quantité

min G (%, u, T) .
u

(2) Sous-optimisation de l'estimation de l'Hamiltonien et opti-

misation de l'objectif du probléme.
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L'optimisation globale se fait s&quentiellement

de la fagon suivante:
- on cherche un filtre approché qui réalise

min || H (x, u’, p%, t) - " @&, «°, p°, ©) ] 3,2)
F

ol rappelons-le, (uo, po) designe les caractéristiques optimales

de commande du probléme sans perturbation.

- on optimise la fonctionnelle G (X, u, T). ou X est la valeur

estimée de x & 1'aide du filtre précédent.
(3) L'optimisation globale est une opfimisation approchée comme
en (2), mais 1l'optimisation statistique est faite par linéarisa-

tion de H (.).

Dans ce qui suit on se propose de voir comment les

techniques dont nous disposons peuvent s'insérer dans ce cadre.

Nous illustrerons ceci en considérant successive-

ment plusieurs modéles non linéaires dont l'erreur d'observation

I1I-3



gse prizente sous forme d'un bruit blanc  gaussien, ce qui nous
conduira A une extension du principe de séparation de 1l'esti-

mation et de la commande.

3.2 RAPPEL SUCCINCT SUR LE FILTRE DE KALMAN-BUCY.

Nous rappelons ici 1l'essentiel du filtre opti-
mal de Kalman—Bucy'[].]dans le but principal d'en retenir cer-

tains des aspects qui pourront &€tre mis a profit dans diver-

ses approximations.

3.2.1 Processus Markovien.

Soit 1'équation différentielle (au sens de Ito

{2 J}vectorielle (dimension de x = n)
x () = F (t) x (£) +« ¥(t) )

LY
ou V(t) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle )

E ilf(t)} = 0

et de matrice de covariance

E {o‘(t) v"('e)} = R, (v) S (-2 .
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X (to) est un vecteur aléatoire gaussien indépendant de v (t)

pour t 3 to et ayant les caractéristiques

Eix(to)}=o )

' - .
E {x () x' (¢) ] = 4,
L'équation (3,3) représente l'évolution d'un processus HMarkovien.
On peut montrer que réciproquement, sous certaines conditions de
régularité, tout processus Markovien continu peut &tre représen-

té par une dynamique linéaire exité par un bruit blanc.

Soit A (t) une solution particuliére de 1'équation
sans second membre
x () = F (&) x (t)

et posons

1

b e, t) = A(D) AT (e).

La solution x (t) de 1'éq. (3,3) peut se mettre alors sous la
forme ¢
x (t) =} (t, to) X (to) + ; § (t,) v (o) do . (3,4)

t
o]

La covariance A (t,T ) de x (t) est donnée par
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A =efxmx ®]
min (t,% )
3
={> (t,to) A.o { (t, to) -tj & (t,) R, (#).
t
(o]
- pwerde (3,5)
en particulier la variance A (t,t) de x (t) est,
A(t,e) & A
t
[}
= § (t,to) Ao § (t,to) + I f (t,o) Ry (@)
t
o]

$ (t,7) de.(3,6)

Ce dernier résultat peut €tre obtenu directement de la fagon
suivante: d'aprés 1'éq. (3,4), on a
t
)
x' () = x' (£) § (ee) ¢ ‘ ANCOR SR ST IMNER)

t
o

On multiplie m~-8-m les &qs. (3,4) et (3,7) on prend la moyenne

du résultat obtenu, et on remarque que

t

z” §(c,o-)[St v (@) v (P)t}’(t,P)dp]dr }-.:

t tO t ?
J:é(t,v) R, $ (he)de

o
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En dérivant (3,6) on obtient 1'éq. différentielle

de A (t), soit

A (t) =F () A() + A () F' (£) +R, (1) (3,8)
A (t) = f\o .
Ces résultats peuvent &€tre adaptés aisément & un
systéme gouverné par la dynamique
z (t) = Fy (£) z (£) + S (t) v (v) (3,9

ol S (t) est une matrice. En effet, il suffit de remarquer que

cov [S v, s®v®]= BE{s ®v®v @©s (]
= S (t) R, (¢) (t-% Ss' (¥) . (3,10)

On a successivement: ¢

2 (8) = § (t,6) z(e) + I fam s @ v @ar

t
o

A eo-sfz@®z @]
GRS {’(t,to) *

min (t,%¥) ) ,
' § (0 s (DR, (05 (DT (A" (3,11)

I1I-7



t

A )= ee) A ) +[ § (€0

t
(o]

)
«S () R (¥) S’ (¢) { (e,#) de | (3,12)

A () = F () A(e) + A(E) F' (¢) + 5 (£) R (£) S' (¢)
(3,13)

A.z (to) = A .

Z,0

3.2.2, Filtre de Kalman-Bucy

Le probléme du filtrage linéaire est le suivant:
On considére & nouveau le processus Markovien

x () = F () x (£) + v (t) - (3,3)
Soit par ailleurs l'observation continue y (t) définie par

y () = C (t)x + w (t) 3,14)
oﬁ w(t) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et de co-
variance

Efw(@® v @] =0 ® § (.
On veut calculer

2@ =efe [y @, vele, ]} 015
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Depuis les premiers travaux de Kalman—Bucy'[J.L
[ 2], i1 a &té proposé un nombre impressionnant de méthodes de
résolution & ce problé&me. Pour ce que nous avons en vue, 1l'ex-

posé abrégé suivant sera suffisant:

-Admettons que le filtre optimal a une dynamique
de la forme
() =F()g+k ) [y (&) -c () 2 (©®)] 3,16)
ol K (t) est une matrice de gain que nous déterminerons en uti-
lisant la propriété qu'a le filtre optimum de minimiser la moyen-

ne quadratique de 1l'erreur ¥ = x ~ £, soit;

z = E {3‘(?:'}

La différence m-a-m entre les éqs. (3,3) et (3,16) donne

= (F-KC) X - Kw + v (3,17)
et d'aprés 1'éq. (3,8) la dynamique de &= (t) est

L =(F-KOEZ + 5 (F-KO' +KQ, K' +R, -

Si C (t) est choisl de fagon & minimiser le second membre de cette
équation, 3. (t) sera lui-méme minimum. Or on peut &crire encore

3> sous la forme
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S =®-Zc' g q, ®-Q CE)+F X
v -1
t TF' -2C' Q, CI+R,.

On a donc

Kopt =T €' Q' (3,18)

En ce qui concerne la recherche de solutions qua-
si-optimales que nous avons en vue, nous pouvons formuler les re-

marques d'ordre pratiques suivantes,

Remarque 1. Les &quations linéaires (3,16) en X et (3,3) en x
ont le m&éme opérateur principal F (t), et different seulement

par leurs seconds membres.

On peut généraliser cette remarque et penser que
d'une fagon générale, 1l'estimation ¥ (t) aura une dynamique voi-

sine de celle de la variable x (t).

Considérons par exemple la dynamique

x (t) = Fl (t) x + F2 (x,t) vy (t) + v, (t)

ou \ (t) et v, (t) sont des bruits blancs gaussiens. Par ana-
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logie avec le filtre de Kalman ,on peut se définir une classe

de filtres quasi-optimaux par la dynamique
R =F (DR+F, & K ® [y (@®-c®2®]

+K, () [y () -c () 2 (0))

ol K1 (t) et K2 (t) sont des matrices i déterminer.

Remarque 2. Cette similitude entre les &quations de x (t) et

X (t) fait que la dynamique de l'erreur est aussi linéaire.

On peut généraliser cette remarque et choisir &
priori une classe de filtre telle que 1l'erreur résultante ait

une dvnamique linéaire.

Remarque 3. Dans la présentation précédente la forme du filtre
optimal a été choisi a priori (par analogie en fait avec le

cas discret) et ensuite on a minimisé la dynamique du critére
d'optimalité. C'est certainement 13 la méthode la plus direc-

te & utiliser & partir du moment ou une classe de filtre a été
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choisie & priori.

Aussi nous adopterons ce procédé en opérant par

minimisation du second membre de la dynamique de 1l'erreur.

Pour résumer, le processus d'optimisation pro-
prement dit que nous devrons insé@rer par la suite dans notre

probléme de contrdle optimal est le suivant:

1) Linéariser la dynamique de x (t) au voisinage de:la valeur
estimée ® (t) et en déduire la classe de filtre par la donnée
d'une dynamique ® (t) telle que la dynamique de 1'erreur X (t)
soit linéaire.

2) Etablir 1'équation de la dynamique du crit&re d'optimisation
statistique.

3) Optimiser le second membre de la dynamique de ce critére.
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3.3 EXTENSION DU PRINCIPE DE SEPARATION DE L'ESTIMATION ET DE

LA COMMANDE

Nous avons vu aux chapitres précédents que d'une
fagon générale le probléme de 1'thimisation simultanée du fil-
tre et de la commande est un probléme d'optimisation d'un vec-
teur de coiit. Pour les systémes linéaires avec coiit quadrati-
ques, qul sont perturbés par des bruits gaussiens, ces deux
probl&mes sont séparés en ce sens que l'on peut optimiser sépa-

rément le filtre et la commande.

Nous allons montrer que pour des problémes non
linéaires avec perturbations par bruits gaussien, et pour des
"fi{ltres de Kalman non linéaires'", on peut optimiser séquentiel-
lement d'abord le filtre et ensuite la commande, ce qui consti-
tue en quelque sorte une extension du principe de séparation de

l'estimation et de la commande.
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3.3.1.

3.3.1.1.

Modéle 1.

Le contexte est le suivant:
observation entaché d'une erreur sous forme de bruit
blanc gaussien indépendant de 1'@tat du systéme.
filtre de Kalman du premier ordre généralisé aux sys-~
témes non linéaires.
critére d'optimisation statistique: minimisation de

la covariance de 1l'erreur.

Enoncé du probléme

) Probléme sans bruit de mesure

- Equations vectorielle d'état:

x=f (x, u, t) X (to) = X (3,19)

dimension de x = n .

- Fonction de coiit & minimiser:

T
G()=h[x (M, T] + S g (x, u, o) do
t

(o] (3520)
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Ce probléme sera noté "probl&me 1" dans la sui-
te.
(2) Probléme avec bruit d'observation.
- Nature de la perturbation .

On observe non pas x (t), mais le m-vecteur y (t)

défini par

y () = C (t) x (t) + v (t) (3,21)
ol C (t) est une m x n matrice donnée et v (t) un bruit blanc
gaussien d'amplitude faible devant x (t), de moyenne nulle et
de covariance

cov [v (), v ()] =R (1) Se-n, .22

R (t) désignant une matrice définie positive .

- On estime 1'état x (t) du systéme par un fil-
tre, lequel restitue ® (t). La commande u (t), en boucle ou-
verte ou fermée, est déterminée 3 l'aide de X (t).

- Fonction de coldt & minimiser:

G, (.) = E {R[& (D +x (D), T] +

T
+ J g R +%, u, @) deo (3,23)
t

o]
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Ce probl2me sera noté " probléme 2" dans la

suite.

3.3.1.2. Choix d'une classe de filtres

La classe de filtres est fixée par les condidé-

rations suivantes:

On peut penser que la dynamique de la valeur es-
timée ® de x sera d'autant plus voisine de celle de x que 1l'es-
timation est bonne; ce qui nous conduit 3 &crire

£=f @R u t)+ & F,0)
ot (F(x,v) est un terme qui a priori devrait &tre petit avec

X et v.

Un développement du premier ordre en x donne
x o £ (X, u, t) + fx (x, u, t) X ;
et, puisque les dynamiques respectives de % et x doivent &tre

aussi voisines que possibles, on prendra
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& (x, V) = ﬁx (x, u, t) q; (x, v) ,

80it encore
R-f (X, u, t) + fx (%, u, t) 01 (x, v)
Par analogie avec le filtrage linéaire, nous prendrons 01 (x, v)
sous la forme
6, = v) =K (¢) (y - CR),
soit
Ruwf (R, u, t) + fx (X, u, t) K (t) (y - C %) (3,24)
oll K (t) est la matrice de gain & déterminer selon un critére

& choisir . Ce filtre (3,23) est représenté sur la Fig. 3,1.

x(t)

[c(e) I

Fig. 3.1 Diagramme représentatif de la classe de filtres
du modéle 1.

ITI-17



Crit3re d'optimisation statistique .

Le critére, choisi & priori comme donnée du

probléme est celui de la minimisation de la covariance

= = Hi®m Yo . (3,25)

3.3.1.3. Optimisation statistique

L'optimisation statistique est conduite de la
fagon suivante:
(1) Explicitant y par sa valeur donnée par (3,21), 1'éq. (3,23)
s'écrit encore
R=f R u, ) +£ (% u, K () (CX+v). (3,26)
(i1) Un développement du premier ordre de 1'éq. (3,19) au voi-
sinage de X donne
R+t @ u, 0 +E (R u, 00T (3,27)
Par différence m—-a-m, les éqs. (3,24) et (3,27) pro-
curent
fc':fx (%, u, t) (1-1<c)‘§€--fx (f, u, t) Kv
d'ol, d'aprés 1'éq. (3,13)

.

Y -f ()A-x)E 4+ X @-CK)E ()

+ £ (.) KRK' f'x <) . €3,28)
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= sera minimal si K minimise le second membre de cette

8q. d'ol d'apré&s le résultat (3,18) relatif au filtrage li-
néaire:

-1

£ (R, u, t) K opt =2C' R (3,29)

soit

-1
Kopt = £ (%, u, )2 ¢ R .

Le filtre correspondant est représenté par le
diagramme de la Fig. 3,2. On remarque en particulier qu'il
est le méme que la commande soit en boucle ouverte ou fermée,
ce qui provient du fait que le gain réel du filtre est fx () K

et non pas K (Fig. 3,2)

yt) o ®(t)

+:ﬁr

Fig. 3,2 Diagramme représentatif du
filtre optimal du mod&le 1.
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Par ailleurs, la dynamique de 1'estimation

s'écrit,

»)

£ (R, u, t) +2 C' R T (y - CR) (3,30)

£ (%, u, t) +TC' R lex *3 e s

]
L[}

et les dynamiques de x et 2 sont:

;'?-[fx (V-2c¢rRlc]%- ety (3,31)

De=f (DX + Zfi H-ScrteX (3,32)
3.3.1.4. Optimisation de la commande

La formulation du probléme d'optimisation de la

commande présente daux difficultés.

- Les é&gqs. (3,30) a (3,32) qui sont les &qs. de la

dynamique de notre syst&me, dépendent explicitement de v (t).

~ 11 faut expliciter et développer le résultat de
1'application de 1l'opération E { } dans la définition du gain

moyen Gb'
Pour formuler le probléme, on opérera comme suit:
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1) Définition d'une dynamique moyenne.

Considérons pour fixer les idées 1'éq.
x= f (x,u,t)
Un développement de Taylor du second ordre procure

2 ]
fi (x, u, t)'.‘.'fi (:’E,u,t)+f1x x+1xf X .

2 1xx
On obtient l'estimation fi (.) de fi (.) en prennant la moyenne
statistique de cette expression, soit:

?i (x, u, t) o £, (R, u, t) + 3 Tr [ £ x (R, u, t)E].(3,33)

Ainsi, nous écrivons la dynamique du systéme

L] ) -~ NI ~
£ <

Xy ® fi &, u, t) + f1x x +3 fixx %

et sa moyenne statistique donne

X, =f, R, u, ) +31e[f R ou 0)F] (3, 34)

éq. qui représente la dynamique des observations moyemnes. A ceci

on ajoute 1'éq. de propagation de la covariance.

S RuOS+D f ®Ru - T R ¢ (3,35)
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Les &qs. (3,34) et (3,35) sont les nouvelles é&qs. dynamiques du

systéme d optimiser.
Linéarisation de la fonctionnelle de coiit.

Un développement du second ordre de Gb{.} au

voisinage de la valeur X donne de fagon analogue:

6, {-}xn[x @, T] + % Tr[hxx[x (m, 1] % (T)]

T
+[ g (X, u,o) ¢ 3 Tr[gxx (X, u,o) > («)] . (3,36)
t
o
Les éqs. (3,34) & (3,36) sont les &qs. d'un pro-

bléme de commande optimale déterministe que l'on sait théorique-

ment résoudre.

Conséquence

On considére un probléme séparé défini par les &qs.

déterministes
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X = fl (x,t) + f2 (u, t)

T
G(.) = h [x (D), T] +[ g (u, o) de
t
o
D'aprés 1'éq. (3,26) qui exprime la dynamique
de E: , cette derniére est indépendante de la commande u (t),
autrement dit, pour le crité@re d'optimisation qu'est la co-

variance, le filtre optimum est indépendant de u (t), et ne dé-

pend que de 1'état du systéme.
3.3.2. Modéle 2
Le contexte est le suilvant:

- observation entachée d'une erreur sous forme d'un

bruit blanc gaussien dépendant de 1l'état du systéme ,

- filtre de Kalman du premier ordre généralisé

aux systémes non linéaires N

- critére d'optimisation statistique: minimisa-

tion de la covariance de l'erreur.
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3.3.2.1. Enoncé du probléme

Les équations du probléme 3 information parfaites
sont les &qs. (3,19) et (3,20))et 1l'observation est
y= C(t) x+D (x, t) v (t) {3,37)
ou D (x,t) est une matrice inversible et v (t) le bruit blanc

gaussien du modéle 1 (voir éq. 3,22) .

La fonctionnelle de colt est la moyenne statis-

tique Gb {.; exprimée par 1'éq. (3,23) .

3.3.2.2., Choix d'une classe de filtre

Par analogie avec les résultats relatifs au mo-

ddle 1, nous cherchons un filtre de la forme

2= £@® u, ) +E (] u, t) K(b) (3,38)
pl @, v [y- c()&] -

Le critdre d'optimisation statistique est la covariance (3,25)
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3.3.2.3. Optimisation statistique

En premiére approximation, nous écrirons
y ~ C(t) x+D (%, t) v (v)
ce qui met (3,38) sous la forme

R=f (X, u, t) + fx (X, u, t) KX (t) .
0t @ [c@+B DR OV (3,39)

D'oli, par différence, m-a-m avec (3,27) ,

.

¥ =g, () kL () c]¥-£ (OKv . (3,40)

D'apréds (3,18) le gain du filtre optimum est
_ A | -1
ifx (.) K}op =>'c' D R .

L'éq. du filtre optimum s'écrit:

2 - - -
g=f @ u,t)+5c 0t rYopl(-cp
=f R, u, t) +2 ¢ pl Rl plg¢ %
+2c¢ ot Rl oy (v (3,41)
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Le diagramme représentatif correspondant est donné par la

Fig. 3.3 .
y (1) 2(t)
+ I N f
- +
u
f(%X,u,t)

=k

Fig. 3.3 Diagramme représentatif du
filtre optimal du modéle 2.

L'éq. linéarisée de la dynamique de 1l'erreur est
':Z':fx(.)[l—Ec' pt r1pt c] £

-Yc 0l R v (o) (3,42)

et celle de :E: est, d'aprés (3,18)
= o=t [1-2c pl  glp™ c] = -
-1 -1 -1 )
+Z‘[1—2 c' D R D c] £ ()
+Y ¢ p1 gt pte s . (3,43)
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Le probléme déterministe 3 résoudre est formé
des équations d'état (3,34) et (3,35) et de la fonctionnelle

de codt (3,36)

3.3.3. Modéle 3.

Le contexte est le sulvant:

- observation sous forme de la somme d'une fonc-

tion de 1'état et d'un bruit blanc gaussien indépendaiit de cet

état,

- filtre de Kalman généralisé du premier ordre

pour systémes non linéaires |,

- critére d'optimisation statistique: minimisa-

tion de la covariance de.l'erreur.

3.3.3.1. Enoncé du probléme

Les équations du probléme & information parfaite

sont les &qs. (3,19) et (3,20) et 1l'observation est le vecteur
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y=E (x, t) + v (t) (3’1‘4)
/
ou E (x, t) est une matrice colonne derivable en x, et v (t)

le bruit blanc gaussien défini par (3,22) .

3.3.3.2. Choix d'une classe de filtres .

Par analogie avec les résultats relatifs au mo-
déle 1, nous cherchons un filtre de la forme
£=f @ u ) +K@W[y-ER )] - (3,45)

Le critére d'optimisation statistique est la covariance (3,25).

3.3.3.3. Optimisation statistique

Un développement de Taylor du premier ordre au
voisinage de £ donne

y x E(X, t)+E_ (& ¢t) X +v

(Ex désignant la dérivée de E par rapport & x) ce qui met £ sous
la forme

=f@® u,0+k® [ B &0 x+v]- (3,46)

Faisant la différence m-a-m des &qs. (3,27 et (3,46), on obtient
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la dynamique de l'erreur, soit

[]
~

% =], & v, ©-KE & t)] % - kv . (3,47)

D'aprés (3,18) le gain optimal est
Kopt =S E (% t) R©,
et 1'éq. du filtre optimum s'écrit

f-f@® u, DITE & O R [y-E &, o) (3,48)

ce que nous représentons sur la Fig. 3.4.

(L)

Fig. 3.4 Diagramme représentatif
du filtre optimal du mo-
déle 3.

Les &qs. linéarisées des propagations de l'erreur

et de la covariance deviennent ,
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3‘<’=[fx () - EEX R™L Ex] % -5 E_ RL v (3,49)

>

[f, () -ZE ®' E]T 4
1 )
+2[fx () -2 E_R Ex] +

-1’
+ZEX (PE R . (3,50)

3.3.3.4. Optimisation de la commande

Le probléme déterministe & résoudre est formé des
équations d'état (3,34) et (3,35) et de la fonctionnelle de
coit (3,36)

3.3.4. Modéle 4.

Le contexte est le suivant:

~ observation saus de la forme de la somme du vec~—

teur &tat et d'un bruit blanc gaussien indépendant de cet état,

~ filtre de Kalman généralisé du premier ordre

pour systémes non linéaires,
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- critére d'optimisation statistique: détermi-

nation de la meilleure estimation de 1'Hamiltonien.

3.3.4.1. Enoncé du probléme

Les &q. du probléme & information parfaite sont
les éqs. (3,19) et (3,20) et l'observation est de la forme
y=0C(t) x+v (3,51)

ol v est le bruit blanc gaussien caractérisé par (3,22) .

3.3.4.2. Reformulation du probléme d'optimisation statistique

Le critére d'optimisation statistique s'@tablit
de la fagon suivante:

Un développement en série de Taylor du second
ordre donne
o~
X

H (x, u, p, t) ¥ H (R, u, p, t) +H (R, u, p, t) +

(3,52)

/
"‘i;'uxx(ﬁauup’t) ’;,

d'ol, en prennant la moyenne de cette expression,

A
H (x, u, p, t) ~¥ H (R, u, p, t) + 3 H (£, u, p, )L (3,53)

~ ~>
ou désigne la covariance E { x (t) x (t)} .
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Le critére de la meilleure estimation de H (.)

est donc

min Hxx () 2 . (3,54)
Malheureusement, ce crité@re n'est pas d'une uti-
lisation pratique aisée. En effet, suivant notre canevas ha-
bituelle, nous devrions établir 1'&q. de propagation du terme
H ) et minimiser son second membre. Or cette &q. du

XX

fait de la présence de H (.) n'est pas aisée & établir.

Afin de remédier 3 cet &tat de choses, nous al-
lons reformuler le probldme & 1'aide des considérations suivan-

tes.

(1) Ainsi que nous l1l'avons dit; une bonne estimation de x a
pour but surtout de donner une bonne estimation de 1'Hamiltonien.
(2) Or cet Hamiltonien estimé est en fait utilisable non pas di-
rectement, mais par l'intermédiaire du vecteur adjoint p (t).

Autrement dit, pour notre probléme d'optimisation de commande )

III-32



noue pouvons considérer que l'estimation de 1'Hamiltonien

est équivalent & l'estimation du vecteur adjoint.

(3) Ainsi, on parlera en terme

de vecteur adjoint observé

et non pas de vecteur d'état observé.

Cela permettra

= de reformuler
statistique et de rechercher un
H (.) )

- de découpler le

filtre de celui de la commande.

L'observation est

z= H_(y, u,p, t)
y= C (t) x + Vv
3.3.4.3. Choix d'une classe de

le probléme d'optimisation

filtre optimal fonction de

probléme d'optimisation du

donc de la forme

(3,55)

(3,56)

filtre

Par analogie avec
cherchons un filtre de la forme

2af (% u t) ¢

les résultats précédents, nous

+ K (t) H;i (C R, u, p, t) [i -8 (C& u,p, t)] (3,57
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ou K (t) est la gain & déterminer.

3.3.4.4. Optimisation statistique

Le d&veloppement usuel de Taylor donne
zx H (CX u,p, t) +H_ (C%, u, p, t) (CX+v)
d'ol

£=f()+KCX +Kv .

L'éq. de propagation de 1l'erreur X (t) est

R

=[f, @&, u, t) - KC]%X - Kv .

D'aprés (3,18) le gain optimum est
Kop = C' R N

et 1'8q. du filtre s'écrit

X=f (R, u, t) +

pl el R™1

Son diagramme représentatif est donné par la Fig. 3.5
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H;xl (C R, u, p, t) [i - Hx(-c %, u, p, t)],(3,60)



y(t) I __ | 2(t)
‘Hx(y,u,p,t) +- 'R lexl ++ D

f(R,u,t)

1 (%,u,p,t) I4

p u
Fig. 3.5. Diagramme représentatif

du filtre optimal du mo-
déle 4.

3.3.4.5. Optimisation de la commande

Le probléme déterministe & résoudre est formé
des équations d'état (3,34) et (3,35) et de la fonctionnelle

de coiit (3,36) .

Cas du probléme linéaire

Dans le sens particulier du systéme linéaire
x=F () x+ £ (u) ,
avec densité de colit indépendante de x (t),l'application brutale
de 1'éq. (3,60) conduit a

}?:F(t)ﬁ"'f(“)
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puisque Hk (.) est alors identiquement nul. En fait, on l3ve
cette indétermination en utilisant un développement de Taylor
du premier ordre, ce qui donne précisément la formule (3,58)
et, pour le filtre, 1’expression (3,59), c-&-d

)
2P () R+E@HSCRY(y-cR) .

Cas d'un bruit dépendant de 1l'état .

-~

Les résultats relatifs & ce modéle peuvent &tre
appliqués aisément au cas d'une observation de la forme
y=C (t) x +#D (x, t) v(t)
ou encore

z = B (Cx+Dv,u, p, t) - (3,61)

En effet combinant les résultats qui viennent d'étre &tablis
avec ceux du mod&le 3.3.2. on cherchera un filtre optimal de
la forme

-1

Raf (@ u ) +K (@D @® ) Ky & u 0, 0]

2 -HECR%up 0], (3,52)

et 1l'optimisation statistique donne pour K (t) la valeur
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K()= ¥ C D R . (3,63)

3.3.5. Sur une extension du principe de séparation de 1'esti-~

mation et de la commande.

Le filtre de Kalman généralisé que nous avons
utilisé jusqu'ici est une approximation des filtres non liné-
aires optimaux tels que nous les donne la théorie. Il en ré-
sulte que dans le cadre de cette précision, on a pour une fonc-
tion 'f(x) quelconque ,

¢ ()

\f(i +X)

1
P+ @F+ET Y ®OF
d'oli 1l'estimation <‘r(x) de f( ):

b gd iy, @ .

1

Si le terme \Pxx (R) T / 2est effectivement petit devant &P(}'E),
on prendra
P v P -
Cette approximation est bien &videmment encore valable lorsque 1l'on

utilise des filtres non linéaires plus élaborés.

I11-37



Ainsi, pour le probléme d'optimisation de comman-

de qui nous intéresse ici, nous avons ce qui suit:

On considére l'optimisation statistique comme
ayant pour but de déterminer la meilleure estimation de x (t)

3 partir de la connaissance de H (y, u, p, t) soit

2 = ef{x /1y ®, v @, p @) e[t t]} (364 )

Le filtre non linéaire optimal correspondant conduit a une moyen-
ne statistique X qui vérifie en premiére approximation ]'équation

2=f X, u, t) ,

et a une fonction de colit moyenne

T
() =h[2 (@, 1) =+ j e[2 @, u (0] d¢
t

U‘O

o}

De plus, lorsque le filtre statistique utilisé est

le filtre généralisé de Kalman, l'optimisation statistique est

complétement découplé de 1'optimisation de la commande.
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De plus, lorsque le filtre statistique utilisé est
le filtre généralisé de Kalman, l'optimisation statistique est

complétement dé&couplé de l'optimisation de la commande.

Dans ce sens nous pouvons parler d'une extension du
principe de séparation de 1'estimation et de la commande. Les
quelques exemples artificiels qui vont suivre ont pour but simple~
ment d'illustrer dans leurs principes la dépendance du filtrage

par rapport 3 1l'Hamiltonien.
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Exemple 1

Soit le probl&me défini par les éqns.

X, =%, (3,65 - a)
X = kx® + u (3,65 - b)
2 7 g
T
¢ ()= xf(M -1)]%+ W?) do (3,66)
= %f s g 7
t
o)
y=x v 11 (3,67 ~ a)
170 5 201
X1
yZ = XZ + 1_"2_ (3,68 - b)
2
*
2
RS 0
R = (3,69)
: 2

Ce systéme représente en premiére approximation le
mouvement d'un engin actodynamique de déplagant sur un axe. Xy est
2 la vitesse, le terme k xg

aérodynamiques qui sont proportionnelle & la vitesse. v le terme

la position, x représente les forces

de poussée est en méme temps la commande.

I11-40



Cet engin doit atteindre une cible située a une
distance initiale L et est piloté de fagon & minimiser le cri-
tére de colt (3,38). L'engin est auto-guidé par un radar in-

y > , 2 2
corporé qui détecte X, et Xy avec des bruits vy / Xy et v, / xl

inversement proportionnel 3 la distance.

Cet exemple un peu artificiel prendrait toute sa
signification dans un probléme de poursuite, c'est-a-dire dans
un probléme min-max. Nous considérons ici simplement la ver-

sion unilatérale de cette poursuite.

L'application des résultats précédents donnent
successivement:

- calcul de H .
X

J
Hx = [ °, Py + 2p2 xé}

Hx étant indépendant de x.,, le filtre optimum de x, ne sera pas

1’ 1
pondéré par Hxx et sera défini directement par la formule (3,41)
relatif au modéle 3.3.2. Par contre l'estimation de X, elle,

fera intervenir le facteur de pondération Hxx'

- Calcul des principales grandeurs.
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?
c' [D_l] 1 p?

N

/ ’ .
i) -8 @ =M, 2, 40, - %]

Exemple 2

0 0

0 2p2

On écrit &, sous la forme

v o
11 12

v ¢
21 22

- Le filtre.optimum a pour équation:

Soit le systéme non linéaire
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-

x.
i

avec

N

2
@
0

1

1

x, + k x3 +u

(3,72 - a)

(3,72 - b)

les observations (3,67 - a) et (3,67 -~ b), et le critére

(3,66) .

—~ L'Hamiltonien est

et

(2) On a

-1

-1

-1

V
r 11

(Q

Zx
0 *1

FFthF£~

P?%Jhr£~

+ k xi +u) +g (u ,

2p; %, ]
0
2p1
by o
T2 f;_T 1
R 6k p, %,
2
r 4
22 *1 | 0
2 o’
R,

ITI-43




¢ 3 v xll+

) 11 *1 12 \
- 2 2
6k P,y Rl 2p1 R2
G’ 3 ¢ 4
| 21 M1 22 "1
2 2
6k P, R1 2p1 R2

(3) Equations des filtres.

L'application de la formule (3,62) donne

a 22,0 3 2 .2 v b o
Ry =%, + 11 (t) 9 (yl - % ) o+ "_leLElwﬁl (y2 x2) (3,73)
2R2 R2
1 2
3 cwli kD eus N @F GE-2) e 20 o, -
2= 9% 1 y - v 2% b,
2R2 Rz
1 2

(3,73)
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3.4 CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons montré comment d'ap-
proche générale du filtrage par estimation de 1'Hamiltonien con-
duit 3 une extension du principe de séparation de 1l'estimation et
de la commande lorsque les bruits d'observations sont Gaussiens.
Cette extension a &té obtenue, non pas en cherchant directement
la meilleure estimation de 1'Hamiltonien, mais en cherchant di-

rectement la meilleure estimation de 1'é&tat & partir de 1'Hamil-

tonien observé.

Bien &videmment, notre exposé a été fait dans le
cadre de la précision du filtre non linéaire de Kalman et il con-
vient de e pas perdre de vue les conséquences pratiques de cet-
te approximation [3}, en particulier que la précision du filtra-

ge est sensible & sa durée, c'est-d-dire ici & T.

Néanmoins, la vraie raison de l'extension du princi-

pe de séparation est la nature Gaussienne des bruits, et on rémé-

die aisément aux imperfections propres aux filtres non linéaires
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de Kaiman en utilisant un filtre non linéaire plus &laboré

(voir par exemple (3)).

I1 ne semble pas par contre que le principe de
séparation soit encore valable dans le cas de bruits non Gaus-
siens dépendant de 1'état du systéme; et l'on devrait s'atten-
dre dans ce cas a ce que le probléme global d'optimisation du

filtre et de la commande se réduise & un probléme d'optimisa-

tion de vecteur de coiit.

Nous nous proposons d'aborder cette question dans
une prochaine &tude. NE&anmoins, la formulation du prochain
chapitre, qui a trait au probléme de 1l'optimisation de 1'extra-
polateur dans les problémes avec retard 3 1'information, donne-
ra quelques indications sur la fagon d'aborder 1'optimisation

du filtrage avec bruits non Gaussiens.

COMMENTAIRES.

(1) La théorie générale du filtrage non linéaire

conduit au filtre non linéaire de Kalman comme cas particulier.
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On trouve un excellent exposé de cette question dans la réfé-
rence [3). Malheureusement cette approche met en oeuvre des

mathématiques élaborées et suppose en particulier une connais-
sance approfondie du calcul stochastique différentiel et inté-

gral de Ito.

REFERENCE

(1) KALMAN R.E. "A new approach to linear filtering and pre-
diction and prediction problem'". Trans. ASME, Ser. D:

J. Basic Engineering, 82, pp 35-45. (1960)
KAIMAN R.E. BUCY R.S., "New results in linear filtering
and prediction theory". Ve Basic Engineering 83, pp.95-

108 (1961)

ITI-47



(2) ITO, K, "On stochastic differential equations', Mem Amer.

Math. Sec. 4 (1961)

(3) JAZWINSKI, A.H. "Stochastic processus and filtering theory".

376 ps. Academic Press. 1969, N-Y, London.

III-48



CHAPITRE IV

OPTIMISATION DE L'EXTRAPOLATEUR ET DE LA COMMANDE

EN CONTROLE OPTIMAL AVEC RETARD A L'INFORMATION
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Ce chapitre développe trois questions princi-
pales: le calcul variationnel sur des équations avec re-
tard, le choix d'une norme d'estimation et les implica-
tions que celd entrafne, l'optimisation simultanéde de 1'ex-
trapolateur et de la commande en contrdle optimal . Du
fait de la grande variété d'extrapolateurs possibles, ce
dernier probléme a évidemment plusieurs mod&les; aussi,
pour réduire 1'exposé, nous développerons complé&tement un cas

particulier, ce qui sera suffisant pour décrire la méthode.
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4.1 UNE APPROCHE SUB-OPTIMALE

4,1.1 Probléme. On reprend d nouveau le probl&me exposé
dans l'introduction, .mais en y introduisant cette fois un
retard 3 1'information.

(i) Probléme avec information parfaite.

équation d'état,

o

= f (x,u,t) 5 x(to) =X (4,1)

e

fonctionnelle de colt, -

G = h[ x (T), T] +/g [x (t), u (t), t] dt .(4,2)
&
(ii) Probléme avec retard T a l'information: Le contrd-
leur a un retard ¥ & 1l'information,autrement dit, &
1'instant t, il observe non pas 1'état x (t) mais

x (t- 7).

(114i) Une approche suboptimale.
Le contrdleur estime la vraie valeur de x (t) par

une extrapolation déterministe e (.), soit
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£(t) =e [x (t=%), x(t-2%),...x (tk?)] , (4,3
et considére la fonction de cofit GT obtenue 3 partir

de G en considérant ¥ (t) au lieu de x (t):

Gy 2n[2 M, 1] + /b g[® (), u (), t] dr (4,8

o

4.1.2 Solution par le calcul variationnel

Le probléme est de déterminer la commande u® qui
minimise Gg , c'est-3~dire telle que

Gr ( xo, T) - m%n Qt (x,T ) ) (4,5)

compte tenu de la contrainte
x (t=3%) = f [x (t-3T), u (t-iT), t—jt’] . (4,6)
4= 1,2, k
On se propose de montrer comment le calcul varia-

tionnel classique peut conduire 3 une solution.

On introduit k vecteurs de Lagrange P (t),
d

j=1, 2,... k, et on considére la fonction auxiliaire de coflit

h[gm@, 1] + J’T [g () +
to

[
]

k !
+ S0 p(t)[(f)
i =1 J

—).{(t-jt’):]] dt  (4,7)
t-3%
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ol on a posé
g () 2 g (R,u,t)

(£) a f [ x (=5 ), u (t=3T), t-j‘t.'] .

L'introduction de ces paramétres de Lagrange ne
pose pas de difficulté nouvelle fondamentale:toute com-
mande qui optimise (4,7) en vérifiant la contrainte (4,6)
optimisera bien &videmment aussi (4,4); et réciproque-

ment toute commande qui optimise (4,4), optimise 4,7).

Cela étant, par analogie avec la théorie clas-

sique on définit 1'Hamiltonien H, par

k
H, (R%,u,p,, t) 2 E() + 2 , »p
v (Bopy 1) AP @ () 8
ce qui met J' sous la forme

T
J=h [ SE(T),T] +I [Ht(.) - p. () Jxé:::—j‘t)]dt)

to J

(4,9
1N
oli le symbole Z " a été omis pour simplifier 1'écriture.
i
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Une variation &u (t) de la commande au voisinage
de sa valeur optimale si elle existe)induit une variation

6J du premier ordre définie par

T
6J = ah 6x (t-jr) +J. [Sx" (t-37%) oH +
ax (T-jv) to 2x (t-3¢)
+ 6u’ (t-3v) dHy Y () 6 dx (t-J"c)]dc.(A,lo)
qu (t-jz) P dt

7/
On intégre le dernier terme en p. par partie, ce qui

4

donne

T

SJ-[ 2h - Py (T)] 8x (t-j7) +J [8x' (t-jT).
ax (T_it) to

H : !
Py 4 B’ (%) Mg+ p () 8x (-jv) |-
du (t-jv)
(4,11)
On obtiendra une condition nécessaire d'optimalité
en écrivant que §.J est nulle pour tout acroissement arbi~-

traire 8u,ce qui donne:
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po®=_- 28 , p D= (4,12)
4 ax (t-jv) d Adx (T-j7)
T
f su’ (t-i%) 2 Hy dt o . (4,13)
to du (t-jv)

Nous expliciterons cette expression sous la forme

)

T k m
[ [ =
to j=1 i

n
=

Afin d'obtenir

2 H
aui (t-j )

sui (t-jv )] dt = 0.

(4,14)

une condition qui porte non plus

sur une intégrale, mais sur des quantités scalaires, on o-

pére comme suit:
relation

°

i

soit encore

o
a; i (t) = u,

. 0 .
od u (t) représente la commande optimale.

(t-jT) = ai,j i

on définit les fonctions

(t=52) [ o] (@

a, (t) par 1la

1,]

(4,15)

(4,16)

Les ai,j (v)

peuvent €tre considérés comme donnant une description
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particuliére de u® (t). Cela étant, 1'égalité (4,14) doit
étre vérifiée pour toute variation arbitraire Sui (t), et
en particulier pour les variations Sui (t) et Sui (t=3 %)
qui vérifient les relations

§u, (t-3v) = a; , (£) 6u, (£) - (4,17)

i,
Ainsi, en reportant (4,17) dans (4,14), et en tenant compte

de la définition (4,16) de a; 32 on obtient 1'é&quation
?

k m
E : z ‘ 2He uy (3T) 5, (4,18)
io1 2ui (t-jv)

i=1 uy (6

C'est la condition d'optimalisation de 1'Hamilto-

nien que nous avions en vue.

En définitive, les équations de la solution, sont,
1'équation d'état (4,1) ,

1'équation adjointe (4,12))



1'équation d'optimalisation de 1'Hamiltonien (4,13) .

4.1.3 Commentaires et suggestions.

Le probléme que nous venons de résoudre a été
présenté comme une premiére approche au probléme initia-
lement posé, a savoir: 1la commande en présence d'un re-
tard 3 1'information. Cet approche souléve deux ques-
tions: - comment initialiser 1l'extrapolateur?

- comment déterminer le meilleur extrapolateur

pour une structure de systéme donné?

Nous allons répondre dés maintenant 3 la premi-
ére de ces questions, la seconde fera 1l'objet de la suite

de ce chapitre.

La détermination de 1'estimée & (t) suppose 1l'ac-
quisition préalable de x (t-2), x (t-2%),... x (t-kT).
Au début du processus de commande, d& 1l'instant ts il est
donc nécessaire de connaitre x (to—‘t), X (ta=2T),...

X (to— kT). Ce ne sera possible que dans de tré&s rares cas.
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Dés lors, deux éventualités peuvent &tre envisagées:

- observer au préalable 1l'&volution du systéme, ce qui
permet de déterminer les grandeurs désirées, avant de
commencer le processus de commande lui méme.

- estimer A priori les valeurs inconnues de 1'dtat x (t),

et commencer le processus & l'instant to en déterminant la

commande 3 1'aide de cette estimation.

L'inconvénient de la premi&re fagon de faire est
d'introduire un certain déphasage dans le systéme. A 1'ex-
tréme limite, si Rt est supérieur 4 T, on ne peut méme pas
commencer le contrdle proprement dit!! On retrouve 13, le
compromis "élaboration de l'extrapolation accroissement du
déphasage conséquent" bien connu dans la théorie classique

des systémes échantillonnés.

Dans le second procédé, le coilit optimal est fonc-
tionnelle d'une certaine fonction arbitraire. En effet,
si *)(t) est 1l'estimation de x (t) sur 1l'intervalle
Fo -kT, o },

\P(t) < ‘%“7) 5 t € [to‘k't‘) &"]
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le coiit optimum est une fonctionnelle de ? (t),

c° [ ¥ (t)] . Il en résulte une certaine indétermination sur
les performances de la commande, et l'attitude qu'il convien-
dra d'adopter en face de cette imprécision sera spécifique 3
chaque cas. Par exemple, dans un probléme de synthése, on
pourra dimensionner les paramétres du systéme en considérant le
? (t) le plus défavorable, c'est-d-dire en considérant le gain
optimal max c° [ \P(t)].

P

4.2 SUR UNE STATISTIQUE DES ERREURS D'EXTRAPOLATION DETERMI-

NISTE D'UNE FONCTION CERTAINE.

4.2.1 Probléme

Le probléme de 1l'extrapolation d'une fonction cer-
taine n'est pas nouveau, et 1l'analyse numérique met 3 notre
disposition nombre de méthodes et de résultats. Néanmoins,
pour notre objectif de commande optimale, ces méthodes présen-

tent deux inconvénients:

(1) Généralement, la grandeur de l'erreur d'extrapolation est

donnée seulement par une borne supérieure qui est plus ou moins
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"gerrée" selon la classe de fonctions considérées.

(2) Pour une fonction donnée, solt par son expression

explicite, soit par son équation différentielle, on sait
rarement déterminer la meilleure formule d'extrapolation,
c'est-d-dire celle qui donne la plus petite erreur selon

une norme a pr8alablement définie.

Or c'est précisément le probléme qui nous in-
P q

téresse ici.
Nous allons dans ce qui suit, en proposer une ap-
proche, en nous inspirant assez fortement, quoique avec

beaucoup de prudence! , de 1l'extrapolation stochastique.

4.2.2. Une interprétation statistique de 1l'extrapolation.

Soit x (t) une fonction définie et sommable sur
1l'intervalle[ 0,T], T>»O0. (T est un nombre quelconque
quil ne désigne pas nécessairement 1'instant terminal du

processus comme précédemment). Donnons-nous par ailleurs
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une certaine formule d'extrapolation déterministe qui con-
duit 3 1l'estimation ¥ (t) de x (t). L'erreur £ (t) d'es-

timation est mesurée par

R (t) = x (t) - % (t).

(Etape 1) On définit la fonction périodique xp (t) de pé-

riode T)par

X, (t) = x (t) , t € Jo, T[

xp (t +T) = xp (t).

Une telle fonction a comme moyenne m {xp} )

T
m {x } b 1 I x (t) dt
P T
)
-A
= Lim 1 f x (t) dt. (4,19)
A-»00 2A A P

(Etape 2). De fagon analogue, on définit 1'estimation T-
périodique ip(t) par
xp(t):x(t) ) te]o.,T[

ip (t+ T) = ip (v).
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On en déduit l'erreur T-périodique '}E’p (t),

~ é _ 2
x5 (t) = X, (v) % (v) ,

dont la moyenne est, d'aprés la définition (4,19)

+A
mﬁp} = lim 1 j X (t) dt . (4,20)
-A

A= 00 2A

(Etape 3) On définit la moyenne quadratique mfx2 p},toujours

au sens déterministe du terme)par

T
m{XZ} Q 1 x2 (t) dt
P T
)
-A
= lim 1 X2 (t) de . (4,21)
A< 00 2A -A P

Dans le méme sens, la moyenne quadratique de l1l'erreur X (t) est
~2
= 1lim 1 f xp (t) dt (4,22)
-A
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(Etape 4) Critére d'approximation: Par définition, 1'ex-

trapolation la meilleure minimise la moyenne quadratique

m {%°7 .

Jusqu'ici il n'y a rien de bien nouveau, et nous avons

simplement récapitulé des propriétés et définitions bien
connues pour les fonctions périodiques, et plus particulie-

rement pour les fonctions trigonométriques.

Venons-en & 1'application du critére lui-méme.
La formule (4,22) s'exprime & 1'aide de x (t) et de 1l'ex-
pression mathématique de 1'extrapolation x (t). Ainsi,
la conduite de 1l'opmisation dépend essentiellement de la
fagon dont est définie x (t) d'une part, et de la classe

d'extrapolations considérées d'autre part.

Dans ce qui suit, nous considérons la classe des

extrapolateurs lindaires définis par 1'expression

n

R () = Z ay (¢) x (t-1i7 ), n donné, (4,23)

t=1
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ol les a, (t) peuvent &tre des constantes; et nous envisa-
geons trois types de définitions pour x (t):

- définition par son expression mathématique ,

- par sa '"fonction de corrélation', voir paragraphe 4.2.3.
ci-dessous,

- par son équation différentielle.

4.2.3. Fonction de corrélation On.définit la fonction

d'auto-corrélation Pxx (¥) de 1la fonction certaine x (t)

par la relation

+A
() = 1i 1 (t +%) (t) dt
Qxx Ak:i 00 2A .I Xp XP
-A
T
=% J’ x, (0T x (8) dt (4,24)
0
¢, CTy= b, (v) T > o

4.3 QUELQUES CLASSES D'EXTRAPOLATIONS OPTIMALES

4.3.1. Fonctions définies par leur expressions mathématiques.

Iv-15



(1) Extrapolations linéaires & coéfficients constants.

On consid&re les extrapolateurs
n

X (t) = E , c. x (t-1%), n donné (4,25)
=1 °*

ol les ¢y sont des constantes. Le filtre optimal minimise

1'erreur quadratique

T
n 2
1 [=® - 20 ¢ x(t—i’C')]dt,
T 1=1 "
0
et les coefficients ci sont solutions du systéme d'équations
linéaires
T T
E L x (t-jv ) x (t-ie) dt = f x () x(t-j ) dt
0
! (4,26)
j = i,..n

(ii) Extrapolations linéaires a coéfficients variables dans

le temps:.
On considére la classe d'extrapolateurs linéaires

définis par 1l'equ. (4,23) (on rappelle que les ay (t) sont

des fonctions de t). On remarque alors que si le filtre
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minimalise 3 chaque instant 1'intégrale

7"

/b (L) db

il minimalisera aussi le critére (4,22). Un calcul varia-
tionnel simple conduit au systéme d'équations intégrales 1iné-

aires:
T

T

E J a; (£) x (t-3T) x (t-17v) dt :5 x (t) x (t=j¥) dt)
t

i

¢ (4,27)

j=1,...,n
soit encore

E ay (t) x (t=3T) x (t-1T) = x (t) x (£-3T)
i

4,3.2. Fonctions définies par leurs fonctions d'auto-corrélation.

Par définition, les fonctions de corrélation sont
"stationnaires;ont.un caractére permanent et par conséquent,

on recherchera des extrapolations "stationnaires" elle aussi,

Si 1'on se référe 3 la condition d'optimalisation
(4,26) qul est encore valable, le systéme d'équations liné-
alres qui procure les c, est:

i
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}i:‘, ¢, b, (1312 =

Ql.x (jz), j=1,...n

(4,28)

On considére la formule d'extrapolation

R (t) = x (t—?,’)-i-C[x (te-2) - x (t-zz')]

Application:

On sait que la valeur € = 1 est généralement trop

élevée et on se contente souvent dans la pratique de prendre

une valeur voisine de 3.

Dans le cadre du critére précédent, on peut obte-

nir une valeur plus précise de € de la fagon suivante.

On a:
R () =x (t) - x (t=1T) ( 14C) +¢x (t-27).

Elevant cette expression au carré, et prenant sa moyenne,

le critére d minimiser s'écrit:

a+c+ch m{xz] - (14 2¢ + C%) . (TY+Ch )

et les conditions de minimalisation sont

(#2e) m{x’} -2 @+e) § () +4 v =0

(4,29)
m =%} - b @ 3 0

(4,30)
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1) La condition (4,30) exige que Qxx () soit une fonc-
tion décroissante de T, autrement dit 1'optimisation n'est

valable que pour ?x‘x (%) vérifiant dg’xx () / dr < o.

2) Cela étant, 1'égn. (4,29) procure

C* = zi)x,x (®) - ﬁ(x Qv) - m2

Z[m2 -0 ('c>]

(4,31)
qui est 1'expression de la valeur optimale de C.

3) On peut en obtenir une valeur plus explicite dans le
cas particulier suivant: supposons que Qx._x (%) soit dé-
veloppable en série sous la forme

p = {x} « o, T + X, r? 4+ e @ (4,32)
et que x (t) soit assez réguliére pour qu'un développement
d'ordre 2 soit suffisant.

Sans ces conditiong, on a

Q(Zf):m{x%-+2ﬁt +4a T4 O (V) : (4,33)
Substituant (4,32) et (4,33) dans (4,31) on obtient la va-

leur approchée
e o~
2° (4,34)

C* NN
1+, %
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Il en résulte que si °¢1 et °<2 gont de méme

signes, on a bien C* < 1, par contre, si 0(1 et °(2 sont

de signes contraire ce n'est plus nécessairement vrai.

4.3.3. Fonctions définies par une équation différenti-

elle.

4.3.3.1. Exemple 1

Afin d'illustrer clairement la question, nous é-

tudions d'emblée un exemple.

Soit la fonction x (t) solution de 1'é&quation dif-

férentielle scalaire

x (t) =a () x (1) +b (D) u(t) ) x (o) =x . (435
On se propose de déterminer 1l'extrapolation
X () = o« (L) x (t-2) (4,36)

qui minimise le critére

%f: [2®] 2 ac . (4,37)
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Montrons comment l'utilisation du principe
du maximum, ol tout simplement du calcul des variations

conduit & la solution du probléme.

1) Equation différentielle de X (t).
L'éqn. (4,35) procure

X (t-%) = a (t-%) x (t-¢) +b (t- %) u (t-¢v) ,

;,’;_‘ (£) = q(t) x'(t— T)

% () x (t=®) +o(t) [ a (t-%) x (t-%) +

+b (t-T) u (t—'c)]

= «(t) R(t) +a (t-2) § (£) +«(t) b (t=%) u (t-7)
« (t)
(4,38)

2) Equation différentielle de X (t).

On soustrait (4,38) de (4,35) ce qui donne
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%) = - :%; () +a®%M®+fa®-a(v]
() +b () u(t) -b (t-%) ¢ (t) u (t-7). (4,39)

En définitive, la dynamique du vecteur (X, %) est de la

forme,
20 =67 (), «(®), <] (4,40)
X () =£[%@®,F @) «(), x (] (4,41)

-~

Le probléme dés lors consiste a trouver la
"commande" o« (t) qui minimalise (4,37) compte tenu de la
contrainte (4,40) et (4,41). A cette fin, on utilise 1le

calcul Vvariationnel de la fagon suivante :
On considére la fonction de gain auxiliaire
T
~ 2 & ~
J-f[x +tR (f R +P, (£, x)]dt .
o

En définissant 1'Hamiltonien par

H(R, ¥, 9, , P, Py, )8 ¥+ B £ 4P £,
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L'intégration par partie usuelle procure

T T
J = [ - P (£) % (1) ] + [—P2 (£) % (t)] -

T (e} (o}

+J [H(.)+1;15E+I.’2'3'<dt.
o
Cela étant, on donne a & un accroissement yq au
voisinage de sa valeur optimale, il en résulte pour J
un accroissement gLT du premier ordre défini par

8J = —.Pl (T) 8% (T) - P, (T) &% (T) +

2
T
aH ° ~ 9H : ~
i[ [ 2% + Pl) 8X + (5§ + PZ) 6x +
o
2 M -
+ 3l 8« + 2% 8 ] dt .
Par ailleurs, on a
T T T
3H . aH d T3H at
s Boa dt =| 5 SN] - 7y [‘.] ’
[0 30( {3"( 0 jo dt )O(
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Ce qui met 1l'expression définitive de 8J sous la

forme
i
8J = —Pl (T) 8% (T) - P2 (T) 8% (T) +|:%% Sq:l +
(o]
2 aH
*_j [(gg +P1) § R+ (?}% +P2) 8% +
ax
a4 (??—)] sq] dt . (4,42)
Hlaq ~ dt 4

On obtient les conditions nécessaires d'optima-

lité en exprimant que 8J est nul pour tout accroissement

8« ; d'ol les équations:

P () = - 3H P, (T) =0 (4,43)
X

P, (t) = - 2H P, (T) =0 (4,44)
X

2H 4 (3_H =0 (4,45)

o dt .

aH ) = EE) =0 (4,46)
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4.3.3.2. Exemple 2

On reconsidére 1'exemple précédent, mais ol cette
fois x (t) est solution de 1'équation différentielle.

x(t) = £ (x,u,t) x(0) = %, 8 (4,47)

)
f (x,u,t) désignant une fonetion non linéaire. L'estima-

tion ®R(t) est toujours donnée par l'égn. (4,36) .

Afin d'obtenir une solution approchée du problé-

me, nous opérons par linéarisation.

(1) L'erreur x (t) étant supposée &tre petite devant X (t)

" on a (si f est dérivable en X).

f(x,u,t) = f (R4+x,u,t)

~f (R,u,t) + af (R,u,t) X . (4,48)
2%
(2) Equation de R.

(t)
()

o (£) x (t-%)

"y

It

Mre

< (t) x (t-%) + o (£) £ [x (=), u (t-%), t-% ]
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o}
)

< (t)

() " <0
_ ()

& (t)

(t) + o (t) f[x (t-T), u (t-7T), t—'t']

»)

(£) + (t) f[ﬁ (£), u (t-7), t= ]
« (t)

2 2 £ R©,u ), 4 @®), a@®), =] 4,49
(3) Equation de X.

La linéarisation de 1'égqn. (4,47) procure

X () & £ (R, u,t) - & (£) + Bf (%, u,t) ¥ (t)

x
soit, en tenant compte de (4,49)
Rof Rue) - £[ X (0, v (-7), < (©), % (), -7 ]

+ 3f (X, u,t) % (t)
3%

= fz[i(t),x(t)9u(t)au(t_t), o((t)’ °((t)’ t—t]-(A,SO)
Le probléme dés lors est de minimaliser la contrain-
te (4,37) compte tenu de la dynamique décrite par les &qua-

tions (4,49) et (4,50). La solution se conduit comme dans

1'exemple 1 précédent.

IV-26



4.3.3.3. Exemple 3. On considére le probléme de la
minimisation du critére

2
Q= 1 JT [ f (x,u,t) -f (R,u,t) J dt
)

T

compte tenu de la dynamique (4,47) et de l'estimation (4,36) .

La linéarisation (4,48) procure 1l'expression appro-

chée suivante du critére.

T
2
Q ~ 1 A (Ru,t)  F(v) dr (4,51)
T ] 2%

On obtient un probléme analogue & 1'exemple 1.

4.3.3.4. Exemple 4

On considére encore la dynamique (4,47), 1'ex-

trapolation (4,36) et le critére

T

Q=1 [ g (x,u,t) - g (R,u,t) +p (t) o
T
[0}
~[f (x,u,t) - f (i,u,t)]] 2 4t (4,52)
ol
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g(s) et £ (.) sont des fonctions non linéaires, p (t) est

une fonction donnée.

La linéarisation de 1'éqn. (4,48) procure

T
Qle:-;—f [ g X,u,t ;’E u,t) + p'(t) af (;?A,u,t)];Z (t) dt (4,53)
X X

(o}

Le probléme est encore analogue 3 1l'exemple 1 et

se conduit de la méme fagon.

4.3.3.5. Extension 3 des extrapolations d'ordres supérieures

a un.

On considére toujours la dynamique non linéaire
(4,47) et le coiit (4,37), mais l'estimation est cette fois
donnée par X (t) = a; (t) x (t-T) + a, () x (te-27v)

+...+an (t) X (t"n'lf), (4’54)

On introduit le vecteur X (t) défini par

X/ (t) = [ %, (©), % (©eeeeiiiix (0]
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avec

Xy (t) = x (¢), %, (t) = x (t-v), X (t) = x [ t—(n—l)] 3
et 1a n x n matrice A (t) définie par

A(t) =

Avec ces notations, l'extrapolation (4,54) s'dcrit

sous la forme matricielle,

R (£) = A (t) X (t- )

(4,55)
Soit
F [X,u,t] le vecteur colonne défini par 1'édqn.
’,
PG 2 [ fo, fl, Cereena. fn-—l ]
od fj (.) représente la quantité

e [f @@, u@,c)te ye .

La dynamique du vecteur X est alors décrite par

1'équation matricielle

X (£) = F (X,U,t), X(o) = X_ (4,56)
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Les équations (4,55) et (4,56) sont formellement
identiques aux équations (4,36) et (4,47) et on développe
une méthode de résolution formellement identique & la pré-

cédente.
On a en effet:

2 (t) = A (&) AL (6) R (6) + A (b) F[A”l (t) X (), U,t]

tF [ 2@, a4 ¢] (4,57)

. C
X () x F R,U,e) - +% (6) 2FRU,¢)

R
&~ F )(X,U,t) - F (R,U,AA,t)  +
+ X (r) aF_RU,t) (4,58)
2
avec le critére
T
~2
Q=1 f X, (t) dt
= 1
T o

a minimiser .

Le calcul variationnel sur cette donnée matricielle
est tout~ a-fait analogue au calcul variationnel que nous

venons de faire sur les variables scalaires.
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4,3.3.6. Extension 3 une fonction vectorielle

On considére le probléme suivant:
Equation vectorielle d'état;

X=F (X, U, T)

X() = X (4,59)
Extrapolateur;
X = A (£) X (e-7) (4,60)
Critére d'optimisation;
T ) ~)
(t) R(t) X(t) dt R (4,61)

0=y [ ¥
T o

ol R(t) désigne une matrice symétrique définie positive.

La méthode de résolution est analogue & celle qui
a été développée dans les exemples précédent relatifs & des
fonctions scalaires.

Dans le cas ol 1l'extrapolateur utilisé est d'or-

dre supérieur 3 un, soit par exemple

X(t) = A (6) X (6=%) 4 &, (6) X (£20) =—+A_(6) X [e-a-9)] ,

on utilisera la formulation hypermatricielle suivante:

On introduit 1'hypermatrice

= (6) S [ fio §2,$n]

x[t- G- 7 |

up

§.(t)
4
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et la fonction d'hypermatrice 4) définie par
)
4) () = [Fo, Fis Fpy onnn Fn_l]

R 0D z[F & U] ke
On introduit 1'hypermatrice /A d'ordre n

définie par

o o o]

1ne

(o} o

Al(t) Az(t) An(t)

o

A Q)

Avec ces notations, le probléme se formule comme suit:

équation d'état:

o= (=, v, ), (4,62)
extrapolateur:
= A . = (t-%) (4,63)

crit@re d'optimisation (4,61)

Le calcul variationnel correspondant se conduit

comme dans les exemples précédents,
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4.4 OPTIMISATION SIMULTANEE DE L'EXTRAPOLATEUR ET DE LA

COMMANDE.

On se propose dans ce paragraphe d'optimiser
1'extrapolateur et la commande selon les crit&res exposées

au chapitre 2.

4.4.1. Enoncé du probléme.

(1) Probléme initial sans retard & 1l'information.
- Equation vectorielle d'état:

x = £ (x,u,t) x (to) =x - (4,64)

dimension de x n.

- TFonction de coiit 3 minimiser T

G (.) =k.[x Ty, T] + ! g (x,u, doo . (4,65)

t
(o]

Ce probl&me sera noté "probléme 1" dans la suite.
(2) Probléme avec retard T 3 l'information.
- classe d'extrapolateur,

X () = a () x (-7

(4,66)
ol a(t) est une matrice diagonale ,
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- Critére d'optimisation de 1'extrapolateur:

L'Hamiltonien formel du problé&me initial &
information parfaite &tant noté H (x,u,p,t), le critére
d'optimisation de l'extrapolateur est ,

T
<
min [ H (X,U,P,t) - H(i’ u, Py t) ] dt . (4’67)

- TFonction de colit & optimiser, T
G(-):h[f{(T)+?<'(T),T] +f g R + X, u,0) do
t (4,68)

o

Ce probléme sera noté '"probléme 2" dans la suite,
(3). Formulation du probléme avec retard.

Le vecteur adjoint p (t) du probléme 1 est consi-
déré comme vecteur d'état pour le probléme 2.
Nous avons alors:

- Equations vectorielles d'état du probléme 2

x (t) = £ (x,u,t) ,x(0) = X (4,69)
p (1) = - OH ,p(T) =dh [(x(1), 4,70
d x dx (T)

avec

IV- 34



et

H (x,u,p,t) =+ 8(-) +p (t) £ (.) (4,71)

- Quantité vectorielle 3 minimiser: AH (x,%, u, p, t) et

GT (8, u, T).

4,4,2., Formulation du probléme

Nous donnons d'abord directement les équations
du nouveau probléme d'optimisation, ensuite, on les expli-
quera,

- dynamique du systéme:

=3 () at) & ()

-+

+ a(t) £ [a-l () g (), u(t-¥), t- 't], g (t) = ?co

¢ £ [a(o),a (), % @©), uE-1v), - 7] (4,72)
> - . 1.
x = f [X (t), u (£), t] -a(t) a (t) £ (&) -
a (t) f[a'l () & (), u (&%), =¥ ] +

Bf;[;&(:z); W (), ] ¥ @®, x (g) =x
X (t

+

(o]
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g 5, [a®, 8@, % @®, s ®, &0, ¢, =r]¢,73)

.
N

Y 1 HOR S SO O RN ORE EHORERORETOR

P 0% (B)

2 £,[3 @, ¥ @, 8@, u@®, ], (4,74)

5 (T) = + 2h[% (T) +% (T),T]
Y[ £ (D +% (1)

- optimisation sur a (t):

T
min 4 H () o [ Vg (Ryu,t) +
a IR

(o}

2
y3O¥M & u, 0] LY ® dt
3%
T
=A=» J gl (i’ Xy 6’ u, t) dt (4,75)

(o}

- optimisation sur u(t);

A o~
min C () = h[}‘i (T) + % (T), T] +
u

T
f g[i (£) + x (£), u (t), t] dt  (4,76)
[o]
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Etablissement de ces &quations. On fait d'abord
les remarques suivantes.
(1) On cherche une solution sous optimale par linéarisation
des équations initiales autour de la valeur estimée X, Ainsi
nous définirons les &quations du systéme observé 3 1l'aide de

% (t).

(2) La dynamique réelle du systéme n'étant alors pas connue,
le vecteur adjoint p (t) qui lui est associé sera connu seule-

ment approximativement. Seul est accessible P (t) défini a

partir de X: 1'optimisation sera donc formulée avec § (t).

Cela étant, on établit les &quations (4,72) 3
(4,76) de la fagon suivante:

(i) Dynamique de 1l'estimation X: &q. (4,72) .
Cette équation s'é@tablit comme 1'équation analogue
(4,49) relative au cas scalaire. La condition initiale

b (to) = a (to) X (to -7

est un paramétre puisque x (té-v) en principe n'est pas con-

nu, mais seulement estimé.
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(i1) Dynamique de l'erreur: é&qn. (4,73)
Elle est obtenue comme 1'éqn. (4,50) relative

au cas scalaire, par linéarisation du terme f (X + X).

(iii) Dynamique du vecteur adjoint estimé P (t) éqn. (4,74).

Le vecteur adjoint p (t) du systéme initial est
bien &gal au second membre de 1'éq. (4,74) d'aprés la rela-
tion x = X + x. Mais du fait de la linéarisation introduite
dans 1'éq. (4,73) le terme X (t) est seulement approximative-
ment estimé, de 13 une certaine estimation de P (t) de p (t).

(iiii) Critére d'estimation optimal: relation (4,75).

Ce critére approché est obtenu par linéarisation du

critére (4,67).

I1 est & noter gque les linéarisations (ii) et (iiii)
ne sont nullement impératives et définissent simplement un

filtrage sous optimal.

4.4.3. Solution du probléme

On utilise la méthode variationnelle classique couram-
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ment utilisée pour la recherche de 1'équilibre de Nash.

Succinctement, on introduit deux Hamiltoniens
9464 , et 7*60 associés respectivement 3 8H (.) et G ( ),
et on écrit l'optimisation de chacune de ces quantités. On
obtient ainsi des conditions nécessaires d'optimalité qui dé-
finissent a et u,
(étape 1) Optimisation de A H ()
| On introduit (Pl, PZ’ P3) le vecteur adjoint
correspondant, et on note 1'Hamiltonien
F6 L (Vg g [ R (D, X (), 5 (1), ulv), e} +

+ P'l ® £ [a (0, a©, 2 ©,u (=¥, ¢ c] +
/7 . -
+ P2 (t) fz[a (t), a (t), ¥ (t), u (£), u (t=-%) t,t—'c'] +

+ P; (©) £,[7 (©), % (©), 5 (), u (0), t]

Le filtre optimal est donné par la condition

a

min 3'61 [a (t), a (t), & (), x (t), P, (t), P, (t),

Py (8, u (0), u(e-T), £,t-T |

Le calcul variationnel se poursuit comme au para-
graphe 4.1.2. On introduit le colit auxiliaire Jl par une for-

mule analogue 3 (4,9). L'équivalent de la formule (4,11) donne
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pour SJ , 1l'expression

T T
’ /
3 Jl = —[Pl (t) 8 % (t)] —[Pz (t) 8 % (t)]
(o] (o]
P T
[P3 (t) 6% (t)] +J (.) dt
‘ ) £,

A partir d'ici, la différence avec le calcul précédent (section
4,1.2.) est la suivante: alors que 86X (to) & 8 X (to) - o, on
ne plus en dire autant pour &P (to), car p (t) est définieen T

et non en to.

D'aprés (4,74), si h[x (T), T] admet une dérivée

seconde en x (T), on a

(M +X (M, 1] 8ff (T) +% (T)]
Z (D + % (D]

2
65 (T) = dh [
A

up

A. s[ﬁ (T) + ¥ (T)] (4,77)
avec

2
A Inlz (M) + x (0, 1]
SE (D= D]

"p
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la notation devant &tre prise avec la signification suivante:

2
§ 5, (T) = dh () g8 (R. +%.)
i 32?5 EAEERIES 4 4
8] ey 8 Gy
)

Reportant cette expression de 6§ (T) dans celle de SJl on

obtient ;

/
7/ /
831 = —[Pl (T) + A Py (T)] 8% (T) —[Pz (T) + A P, (T)] X (T)

T
+ P, (o) 85 (o) + f ()ae . (4,78)
t

o

D'ol les conditions nécessaires d'optimalité:

f’l (t) = - E}‘G, , Pl (T) + AIP3 (T) = o (4,79)
y %

. /

P, (t) = - %, , P, (D +AP (D zo (4,80)
Y X

p'3 (t) = - A6, , Py =0 (4,81)
3P
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W, - 4 (BM) = o (4,82)

da dt da
RPuLY = 57'61 =o (4,83)
¥ o da
t =T t="T

Le sens de la dérivée matricielle 37‘64 /}u est
donnée en annexe a ce chapitre.
(étape 2) Optimisation de G

On introduit le vecteur adjoint associé (Ql, QZ’ Q3)
et 1'Hamiltonien %6" défini par l'expression

Ho () = g[% (0 +x (), u (@), ]

L1

vo (0 £ [a @, ®, % ®,u D), 1)
+ Q; (t) £, 1a (v), a (t), R (£), u (&), u (t-7), t, t-'z']

roy o £z ©, % ®, 5 ©,u®, ]

La commande optimale est donnée par la condition

%)

min 7*62 [a (t), a (t),

i (), ¥ (0, 0, (©), 0, (©),

Q4 (£), u (&), u (e=7), t, t—'t] .
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Le calcul variationnel conduit cette fois pour 8 J2

3 une expression de la forme

§J,= dn'[g @ +¥ (D, 1] | s[ﬁmﬂi@] -
3[F (D * X (D]
T T
/ /
-[Ql (t) 8% (6) ] - [QZ () 8% (&) ]
T ° 7T °
/
—[Q3 (t) 85 (t)] + j' () dt (4,84)
o] tO

d'ol, compte tenu des résultats du paragraphe 4.1.2., les con-

ditions nécessaires d'optimalité:

. / )
Q () = -3, o (M a0, (M =Wm[R(M +x (D), 1]
d [z (T) + x (T)]

»)

. I ) ~

Q () =- 3%, o (M +aq M =R @ +F (@, 1]
S [ (M + X (D]

0, ) =- % o @ =0

o
r3)

)7'62, Loup (=T =0
Bui {t-v uy (t)

]
3
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ANNEXE

DERIVEE D'UNE FONCTION DE MATRICE

On rappelle succinctement la définition des fonc-
tions de matrice et de leurs dérivées.
Soit A une n x n matrice dont on suppose toutes

les valeurs propres ‘Xi distinctes les unes des autres,

(1) Bases de A.
Les bases Bi , ie [l,n] de A sont définies par

les relations

Bi Bj =0 , v i f i
k .
B, = B, , V  k entier positif
n
A- S . B
i=1 * 1
Bi peut €tre calculée par la formule de Lagrange
M
YUo@a-x1)
Bi = j# i ( |
) -
M-y 0
i# i

ou ] est la n x n matrice unité.

(2) Fonction £ (A).
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f (x) désignant une fonction de la variable réelle x, on dé-

finit f (A) par la relation

n
£ A = S £ (X)B,
; i’ i
i=1
)
(3) Dérivée £ (A).
Si f (x) est dérivable en x, f (A) est défini par 1'expression
) n )
f (4) = Zi_:lf(i)Bi

(4) Extension au cas de valeurs propres multiples., Les for-

mules de Lagrange conduisent 3 1'é@quation suivante pour définir

A,

£ (A £(N) F (N (Pn)

n-1 )n—l )g—l ____\n—l
n

Lorsqu'il existe une valeur propre N de multipli~
cité p, on a ce qui suit: au lieu d'avoir p colonnes identiques

dans le déterminant ci-dessus, on a une colonne normale suivie
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de colonnes qui sont les dérivées successives de la premidre
par rapport a A jusqu'd 1l'ordre (p-1). Par exemple, pour

une racine triple, on aurait la portion de tableau suivante:

>

RIS £ (N £ (N)

yot (n-1)\"72 (n-1) (n-2) \°73
n-2 (n-2))\"3 (a-2) (a-3) N7
\3 3\ 6 )\
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COMMENTAIRES

(1) L'approche variationnelle du paragraphe
4,1.1, et particuliérement la condition (4,18) a &té pro-
posée antérieurement dans [1], [2]. On définit ainsi une
condition nécessaire d'existence, et une classe WLl de
solutions possibles indexée par la fonctionnelle (4,17). Le
choix d'une autre fonctionnelle, permettrait de définir une

autre famille1L2, et la commande optimale u* vérifie u* &

U N WU,.

(2) La notion de fonction de corrélation d'une
fonction déterministe a &té utilisée pour la premiBre fois
semble~t-11 par BLANC [3‘][4,]pour déterminer la dispersion
quadratique des erreursd'interpolation en analyse numérique.
Cette notion et toutes les autres qui lui sont attachées ont
été développées par J. BASS [5 ]dans sa théorie des fonctions
pseudo-aléatoires, pour étudier des fonctions du temps qui,
sans étre stationnaire présentent néanmoins un caractére

"permanent en moyenne'.
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CHAPITRE V

CONCLUSION GENERALE

PERSPECTIVES SUR UNE APPROCHE
UNIFIEE A L'ESTIMATION OPTIMA-
LE EN PRESENCE DE BRUITS ET DE

RETARD A L'INFORMATION



Dans cette derniére partie, on montre succinctement
comment les éléments des chapitres précédents peuvent &tre réu-
nis pour aborder le probléme de 1l'optimisation lorsqu'on est en
présence simultanée de bruit de mesure et de retard d'informa-

tion.



5.1 PROBLEME. On reprend le probléme exposé dans 1l'introduction,
dans lequel cette fois on a simultanément un retard & 1l'information

et un bruit de mesure.

(i) Probléme avec information parfaite.
- équation d'état:
L
x = f (x, u, t) . X (to) = X ; (5,1)

- fonctionnelle de cofit:

T
G=h[x(T),T]+ f g[x(t),u(t),t] dt; (5,2)
t
(o]

(ii) Probléme avec erreur d'observation.
- 1'état x (t) du systéme est observable avec un retard Z’;
- cefte observation est faite avec une certaine erreur sous
forme d'un bruit n (x, t). Autrement dit, & l'instant t,

on observe non pas x (t), mais la quantité

x (t -%) + n[x (t), t].

Le probléme dés lors est de déterminer la commande op-
timale du systéme toujours dans le contexte de . chalne de décisions

suivante:

estimation estimation
de 1'état ? GEmiAnE ) de 1'état.



A priori on a le choix entre deux modéles: celui du processus

. séquentiel de la Fig. 5-1 dans lequel on filtre avant d'extra-

poler,

décision | systéme

filtrage
optimal

Fig. 5-1: modéle de commande en présence de
bruit et retard 3 1'information.

celui de la Fig. 5-2 dans lequel cette foils on extrapole avant de

filtrer.

commande

4

systéme

décision

extrapolation
optimale

filtrage
optimal

Fig. 5-2: modéle de commande en
présence de bruit et retard.



En fait, dans la mesure ol l'on se re reint 3 une ap-
proche par combinaison d'un filtrage statistique et d'une extrapo-
lation déterministe, seul le modéle de la Fig. 5~!. convient puis-
que 1l'extrapolation du modele de la Fig. 5-2 n'a de s~ns que si

c'est une prédiction statistique.

Le modéle définitif 3 considérer est donc représenté

sur la Fig. 5-3.

décision

systéme

extrapola- filtrage
tion déter- statistique
ministe optimale

Fig. 5~3: Optimisation par filtrage
statistique :u cxtrapcla-
tion déterministe.

5.2 PROCESSUS D'OPTIMISATION. UN EXEMPLE INTRODUCTIF

Une fois admis le modé&le d'optimisation de la Fig. 5-3, on

peut esquisser le processus d'optimisation proprement dit.



2 .

14

5.2.1. Problém

!
Dans le contexte général de cette section, qui est ce-
3
lui d'une approche, nous nous limitons au probléme scalaire sui-

vant.
- équation d'état:
x-f(x,u. t)

) X (tO) = XO ) (5,1)

- fonction de cofit de probléme 3 information parfaite:
o T

Coemrm,t] v [ e[x @ e @de 6

. t

- observation: o
(1) retard ¥ 3 l'observation 5
(ii) observation entachée d'erreur sous la forme d'un bruit blanc

Gaussien v (t) de moyenne nulle et de covariance

cov [v (£), % (‘L')] = R (t) ?(t -?) (5,3)

=4

A 1'instant t, 1'observateur enregistre non pas x (t) mais

y (¢) & Cc(t) x (£t =-T) 4 v (t) (5,4)

5.2.2. Choix des estimateurs

Les choix du filtre et de 1'extrapolateur sont forte-



ment 1liés comme il apparaitra par la suite. Afin d'éviter toute

confusion dans ce qui suit, on notera:

(t-?%) 1'estimation statistique de x (t - ?)

1

%D

(t) 1'estimation de X (t) obtenue par extrapolation déterministe.

(i) Choix d'une classe d'extrapolateur.

L'extrapolateur est de la forme

R = () R (t-0) (5,5)

Conformément aux résuitats du chapitre 4, la valeur optimale de (t)
devrait 8tre définie 3 partir de 1l'équation différentielle de x (t).

(ii) Choix et optimisation du filtre.

D'aprés les résultats du chapitre 4, exemple 2 du para-
graphe 4.3.3.2. 1'équation différentielle de la valeur extrapolée
% (t) de l'estimation statistique est donnée par la connaissance de la
dynamique de x (t - 7).
Par ailleurs, en se référant aux résultats du chapitre 3, modéle 1 du

paragraphe 3.3.1., la dynamique du filtre est définie par 1'équation



See e =Y = f[§ (t -t), u (£t %), t -'c] +

tk [y ®-c® x-v], (5,6)
avec

/
K(t) = S (¢ -%). € (t) R (5,7)

(ii) Optimisation de 1'extrapolateur.
L'optimisation de 1'extrapolateur est effectuée 3 par-

tir de 1'équation (5,6) ci-dessus.

Une méthode semblable 3 celle qui est utilisée dans le
chapitre V, exemple 2 du paragraphe 4.3.3.2, conduit & 1'équation

A
de propagation de i,suivante:

L;: (t) =°.((t)x(t -T) +(t) f[i(t -T), u (t —'C),t-?.'] +
A
te(0) K (O [y () -c(®) X (£ -2)]
=k (t) % (t) + of (t) f[?c(w ,u (-1, t -i‘i\

o (t) o(t)
4o (t) K (t)[y (t) - c(t) z (t)] (5,8)
o (t)



Cette équation donne le systéme de comuande qui est

représenté sur la Fig. 5-4.

(b [ot(t) -

7(t ) -1 2

He () E(t9) C'(E) R % (©)
<
L Jor(t) £(X, u, t) |
- N
C (t) / & (v)
CALCUL de |
™ u (.) - x = f(x,u,t
Fig. 5-4: Systéme de commande en
présence de brult et re-
tard d'observation

Le probléme nouveau qul apparait ici, e st direc-

tement 1ié 3 la présence simultanée du bruit d'obser.ativ. et du re-

tard & 1'information, est celui de la détermination de & (t). D'a-
®

prés les résultats du quatriéme chapitre le calcul de «(t) ne peut

8tre fait qu'a partir d'une dynamique déterministe, ce qui n'est pré-
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v

cisément pasr le cas de 1'éq. (5,6) ou apparait explicitement la quan-
tité aléatoire y (t).
i
| Pour y remédier, conformément 3 une remarque faite & la
fin du chapitre III, nous chercherons une équ. statistique moyenne
de la fagon suivante: La dynamique observée est f (x + %, u, t), et
1l'estimation £ (.) de f, obtenue au moyen d'un développement de
Taylor “u second ordre, peut s'é@crire sous la forme
£ (x, u, t) ® f (X, u, t) +1 f (X, u, t) 2 .
7 XX
Ainsi, dans ce cas précis, le filtrage conduit a la dy-
namique; observée déterministe suivante:

x =f (X, u, t) + £ & u, ) > (5,9)

1
2

{

C'estJiYéquation qui permet de déterminer o¢ (t).

o tyo ms le cas plus général ol on opére par 1'intermédi-
aire de ;. 'dawsltonien observée comme dans le modé&le 4 du chapitre 3,
le probléme qui se pose est le suivant: on sait que 1l'optimisation

en présence du retard ytilise 1'équation retardée



(-t fx-m,u-n, -], (5,10)
et la fonction de colit approximative G , exprimée d 1'aide des
variables retardées. On peut donc se demander si l'utilisation de

1'observation

zZ = HX (y, u, P, t)
a un sens ici, et s'il ne vaudrait pas mieux prendre comme obser-

vation le systéme adjoint du probléme retardé tel qu'il défini au

chapitre 1V, c'est-a-dire

2 (€ -§8) =Ry [y G- - o),
Uy Pys v ppo t] (5,11)

j=(, 2,.. ¥ = max j).

Cette approche semble & premiére vue préférable mais sup-
pose connue 3 priori 1l'expression formelle du résultat de 1'optimi-

sation statistique.

5.3 CONCLUSIONS GENERALES

5.3.1. Conclusions proprement dites

Dans 1'exemple illustratif qui précéde, nous avons voulu
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montrer comment les deux approches distinctes des chapitres III
et IV peuvent &tre réunies pour résoudre le probléme d'optimi-
sation en présence des deux types d'erreurs. Cette réunion soulé-
ve de nouvelles difficultés qui proviennent de la nature profondé-

ment différentes des deux types d'estimation.

En effet, la dynamique elle-méme du systéme &tant dé-
terministe, et seule l'observation étant retardée et aléatoire, le
pi"bléme d'extrapolation que nous avons ici n'est pas celui de la
pre ‘ion d'une fonction aléatoire,mais bien celui de 1'extrapo-

latio. ' meilleure d'une fonction déterministe.

I1 en résulte qu'on ne peut considérer 1'estimation du
point de vue de la meilleure prédiction d'une fonction aléatoire,
mais que 1'on doit bien la prendre comme la juxtaposition simulta-

née des deux estimations distinctes.

C'est la raison de l'optimisation séquentielle que nous
avons proposée,

I1 reste d approfondir de nombreuses questions pour que
1'on puisse considérer la méthode d'approche comme définitivement

élaborée. Récapitulons-les bridvement.



(1) Le troisiéme chapitre traite seulement du cas des
bruics blancs Gaussiens indépendants ou non de 1'état du systéme.
On sait qu'en utilisant la représentation Gaussienne Markovienne
du processus d'observation, on peut effectivement réduire une large
classe de problémes 3 ce mod&le Gaussien. Les problémes qui res-
ient définitivement en dehors de ce modéle doivent €tre alors ré-

solus par la méthode d'optimisation vectorielle du quatriéme chapitre.
(2) La formulation mathématique du quatri&me chapitre
est trés lourde, et il reste 3 développer des méthodes d .inalyse nu-

mérique qui lui Boient particuliérement appropriées.

(3) La synthdse méme du filtrage et de l'extrapolation

doit faire 1'objet de recherches ultérieures.

5.3.2. Suggestions pour des recherches futures.

Indépendamment de 1'amélioration proprement dite de la
méthode que nous avons esquissée, les suggestions suivantes vien-

vent 3 l'esprit.

(1) La formulation relative & 1'extrapolation détermi-
niste est trés lourde dans son application. Pour palier ceci, on
peut se demander si les considérations suivantes ne pourraient con-

duire 3 une approche plus simple.
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Dans la mesure ou la classe de la solution % (t) est
connue; il est alors possible de déterminer les principales ca-
ractéristiques moyennes de la statistique de 1l'erreur d'extrapo-
lation. Que se passe-t-il alors si 1l'on remplace cette erreur
essentiellement déterministe par une fonction aléatoire de mémes

caractéristiques statistiques?

Si 1'on arrivait 3 établir des conditions de validi-
té, méme seulement approximatives, pour cette substitution, 1'u-

g !
nification de 1'approche serait totale.

(2) Toujours dans le méme but d'alléger la formula-
tion du chapitre IV, on peut se demander s'il n'est pas préférable
d'envisager une extrapolation adaptative ou récursive? Par exem-
ple, l'extrapolation continue

() = x(t) x (t-9
deviendrait dans le cas d'une discrétisation

£ (nT) -l x [(n—l)'C'],
formule dans laquelle le processus d'adaptation de"(n reste & déter-

miner. Cette approche adaptative présente 1l'avantage de bien s'ac-
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comoder de la récursivité du filtrage statistique, ce qui a priori

rendrait plus aisée la réunion des deux estimations.

(3) L'optimisation qui a été faite au quatriéme cha-

pitre est une optimisation @ deux niveaux représentée symboliquement

sur la Fig. 5-5.

état: x = (L) niveau 1
min G
état: [x = (.)

é - () niveau 2
min || ANYI

Fig. 5-5: Modé&le d'optimisation a deux
niveaux de 1l'extrapolation dé-
terministe.

Ces deux niveaux ont €té imbriqués de fagon a €tre réduits & un pro-
bléme d'optimisation de colit vectoriel. N'y aurait-il pas 13 une

approche pour résoudre, par le calcul variationnel, des problémes de

commande avec objectifs hiérarchisés?






