
No d'ordre 290 

. -  

UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

T H E S E  

p r é s e n t é e  à 

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

pour  o b t e n i r  

l e  grade de Docteur  de 3eme c y c l e  

P a r  

Alexandre DELCAMBRE 
,A<'sr,'l:! i. ,. y ,'.<,. -- - - -  .. .' /, 

4, L .  c-, , J  ' '~..<?. ;,, 
.ft-->/ s;>(*tjgfi >LJ::. 

t ' - - ,  ; -..* 
,! 2:  -.i C , -xG ) 
\::O! c c , &  X: : r 8 .- 

/ \  .- .,..., : *  -..., , 'Fi y*:.,. ,.. .--. -.' J '  , / ?.! 

\l' ; lL*\<,,' 

LOCALISATION '*y CONDITIONS 

D'HY PERBOLICITE FORTE POUR LES OPERATEURS 

DIFFERENTIELS MATRICIELS AVEC LES ORDRES 

DE VOLEVIC 

Membres du Jury : MM. PARREAU, Président 
VAILLANT, Rapporteur 
AUBIN, Examinateur 

, 1,' 

Soutenue le 24 Janvier 1972 





56 remercie les membres du Jury, Monsieur Parreau, Monsieur Aubin 

st pdsti,uliereme?t Monsieur Vaillant pour les conseils et encouragements 

qu'il m'a dorinés. 

Je remercie Monsieur Landais et tous ceux grâce à qui, ce travail 

a pu être mené à bien, particulièrement Mesdames Bérat, Lengaigne et Tatti 

qui i'ovt dactylographié. 



On considère d'abord un système d'équations aux dérivées oartielles, 

linéaires, à coefficients constants : 

Au système (11 on associe la matrice 

D'importantes propriétés d'un tel système sont liées à celles du poly- 

A 
nôme det(hB(&)) Par exemple, nous verrons que le système LI1 est hyperboli- 

A 
que si et seulement si det(hB(R1l est hyperbolique. Nous nous intéressons par- 

A 
ticulièrement à la partie principale H(R1 de det(hB(R1l. Dans la suite, nous 

supposerons det(ht(R11 2 O. donc H(&l 1 0. On conviendra que le degré du po- 

lynôme nul est - m. 

A 
Nous nous proposons de définir, dans différents cas, une matrice [H~[R)) 

A 
dite matrice caractéristique, telle que det(HB[R)) = H[&l. 

O A On pose : d (det hg[&) 1 = .r. 

A 
C a  nimp.te.- On suppose que SB ,c t pour A,B = l,...,m et que 

r = mt. 



A A A A H [a) est alors la partie principale de hg(!,) s i  SB = t. Hg(&) = O sinon 
B 

A C a  de P é & 0 ~ 6 f i .  - On pose tg = sup SB. 

A A 
On suppose que r = 1 tg. A H [ai est la partie principale de h Ikl si sA = tg, 

8 5 B B 
A H CRI = O s i n ~ n  : 
B 

O 
Soit ci E S . On pose r = d (n h ~ B i [ ~ l ) .  On suppose que 

rn a B 
r = sup rO. On dit alors que le système n'est pas dégénéré. Dans ce cas, il 

aeS I 
m 

existe un système, dit système d'ordres de ~olevi;, de 2m entiers n m A' B'  
A 

A = 1 .  m ,  tels que 5 $ n -m et 1 nA- mB = r. La matrice caracté- 
B A B  A B 

ristique est définie de la manière suivante : 

A A A A 
HB(!L1 est la partie principale de hg($?,) si SB = n -m HB(f,1 = O 

A 8' 

sinon . 

Remarquons que le choix des ordres n'est pas unique. 

Les systèmes du cas simple et du cas de Pétrowskj sont des cas parti- 

culiers de systèmes avec ordres. En effet, dans le cas simple, on peut prendre 

n = t pour A = I , , r n  et m = O pour B = l,...,m. 
A B 

Dans le cas de Pétrowski on peut prendre nA = O pour tout A, 

m = - t g  
B 

pour tout B. 

Soit une hypersurface d'équation xQ = O. Résoudre le problème de 

Cauchy dans cm pour une équation aux dérivées partielles d'ordre t, à données 

n + 1 
sur une hypersurface , consiste, étant donnée une fonction =[XI c C*IR 1 ,  

à trouver une solution y(xI de cette équation, telle que (y-z1Ixl s'annule t 

k 
fois sur , c'est-à-dire telle que Do[y-z)[x) = O sur 1 pour tout k. 

O ,< k ,< [t-Il. 

Pour un système, dans le cas simple, on se donne m fonctions 



1 m 
z (XI, ..., z (XI et on cherche des solutions telles que, pour trut F2, 

e B 
[y -z 1 [XI s'annule t fois sur 1. En fait on se donne nt dfirivlcc trons- 

B 
verçales des y [XI sur 1. 

Dans le cas d'un système avec ordres, soit n un ~ v t j ~ r  cllri6ripur OU 

1 m 
égal à sup n On aura des données z (XI,. . . , z  (XI, et on ck i r7c5o Ç O ~ C I -  

A 
A ' 

B B 
tions yB[xl telles que (y - 2  1 Ixl s'annule In-m 1 fois srjr 1 (r-] 1.  

B - 

On voit que pour qu'un tel problème ait des solutions, il m î t  -éceç- 

saire que les données satisfassent aux conditions de compatibilit6 : 

A A B 
[f [XI - hB(D1 z [ X I I  s'annule [n-n 1 fois sur 1. 

A 

Q 

En fait on donne 1 [n-m 1 dérivées transversales d o s  v L I u !  sur 1. 
B 

B 

et ces données ont assujetties à 1 (n-nAl = 1 [n-m 1 - r conditions de con- 
A B B 

patibilités. 

Notre étude portant sur les systèmes fortement hyporholiouor, il con- 

vient de rappeler les définitions de l'hyperbolicité. 

Soit P un polynôme complexe de (n+ll variables (%, . . .,P,nl, de 

n+l 
L i o n s  deqré m, de partie principale P . Soft N E R , N f fl. l-p? 

m 

suivantes sont équivalentes : 

[II Pm(N1 # O et il existe T E R, P ( R + ~ T N I  # O 
O m 

v a E R~+', VT . I T ~  < Tom 

(21 P[DI a une solution fondamentale E à suoport dans um r 7 n ~  Y 

ayant son sommet à l'origine et tel que K - {O)C {<x,N> > O), ~ ~ a r d i r e l ,  

c'est-à-dire une distribution E à supwort dans K telle aue PIDI E = 6 où 

fi est la même de Dirac en O, 

(31 Le ~roblème de Cauchy à données sur {<x,N> = O) est bien posé 





(51  et applique ces résultats aux systèmes avec ordres. 

Rappelons que le cône caractéristique est défini par Pm[!?] = O. Si 

E # O e s t  un élément de CE ~ 6 r i e ,  5 est un vecteur caractéristique, est 

?Pm 2 
simplement cara:r&ristfque çi 1 . ( 1  1 # 0 .  

' 39. 

Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante oour que 

tuut polynôme P ayant pour partie principale 
Pm 

soit hyperbolique par rapport 

i6!  P est hyperbolique par rapport à N et les caractéristiques 
m 

réelles sont simples. 

( 7 1  P ( N I  # O et P I t + - r N 3  à ses racines 'réelles et simples pour tout 
m m 

5 non proportionnel à N. 

Si une des conditions ( 6 1 ,  ( 7 1  est satisfaite, P est dit strictement 

hycerbollque par rapport à N. 

ConsLd6rons maintenant le système (1) .  

A A 
Dr1 lui associe l a  matrice (hB l l , l l .  Nous dirons que l'opérateur (hB(D1l  est 

hyperbolique par rapport a N, s'il a une solution fondamentale E 3 support 

d a n s  u n  cône K ,  ayant sont sommet B l'origine et tel que 

A 
K - {O) C { i x , N s  3 O) c'est-$-dire s'il existe une rriatrice E = [EB)  où les E 

A 
0 

soït dei distributions à support dans K, telle que : 

A Sait [ H  1 la matrico caractéristique associée à un système d'ordres 
B 

n m 
A 

A '  R '  
Nous disons que ( h  (011 est fortement hyperbolique si pour tout opé- B 
A O A A 

ratcur IRBIOl 1 tel que d (RB[~l) < n -m l'opérateur ( h i  + R B )  (01 est A 8' 



hyperbolique. 

A Il est clair que l'hyperbolicité forte de (h (Dl1 équivaut à l'hyper- 
B 

A 
Lclicite forts de [HB(DPI. 

A Dans 1, suite nous parlerons indifféremment d'opérateur [hBIDll for- 

: . . . i ; i - i ~  i jperbolique oi-i de matrice 1 1 fortement hyperbolique. L.a notion 

t:!'t:~/-j(?~b~jlicité forte pour les systèmes correspond à celle d'hyperbolicité 

st.rii:?:s cians le cas d'une seule éouation. 

A 
F-rJd: G,,' ine r~iatrice (11 1 1 1 1  soit hyperbolique il faut et il suffit 

P 

q u z  ciet i h A I P 1  1 sîit hyperbolique. Par contre, il n'est pas nécessaire. pour B 
4 A 

q u ~  IhglRll soit fortement hyperbolique, que detIh ( R I )  soit strictement 
B 

hypur~alique. Nous verrons en effet qu'il existe des systèmes fortement hyperbo- 
lique à caractéristiques multiples. 

Des conditions nécessaires et suffisantes d'hyperbolicité forte ont 

d'abord été données par Kasahara et Yamaguti [4] ( 1960 )  pour des systèmes du 

type : 

On r aconnaS t  un système de Pet rowski  t e l  que tA > Q V A  e t  

A 
H B l q )  f O où J = IO, -, 0, 11. 

Plus recernrnent (1968) Ç~~ensson a donné des conditions suffisantes et 

d e s  cordit;.oris ~~Scessaires d'hyperbo?lcité Tort@ pour les système.; avec  ordres : 

Théu,t$tnc) 4.3. - (Çvenssor, [12] p. 1603. 

A 
r l i i  -.onsidère la matrice caractéristique (t-iB(R1 1 du système Il 1. 

A 
- Pour que CH ( L I )  soit fortement hyperbolique par rapport à N E R"*', 

B 



A A 
il suffit que I H ~ ( & + ~ N I I - ~  = (CB(!Ll 1 existe \I L E R"" et que 3 C, 

A 
( c ~ ( ~ I (  s cr~+lal) l-(nB-mA) 

- Si les ordres sont tels que n *m > O pour A,B = l,...,m et si 
A B 

A A 1-(n -m 1 
(Hg(!?.,)) estfortement hyperbolique,3 C. I c ~ ( ! ~ I ~  S ~ ( l + l ! L ~ l  B A .  

Dans [8] J. Vaillant utilise les conditions de Kasahara et donne des 

conditions (Cl suffisantes et des conditions CI, CiI nécessaires d'hyper- 

bolicité forte pour les systèmes du cas simple. Les conditions (Cl expriment 

que : 

CI. Chaque forme réduite de la matrice caractéristique, considérée 

comme matrice d'éléments de l'anneau localisé de l'anneau des polynômes par 

rapport à chaque idéal premier défini par un facteur irréductible du déterminant 

caractéristique, ne contient comme facteur invariant, que l'anneau lui-même ou 

l'idéal maximal de l'anneau localisé. 

C~~ 
. Le radical de l'idéal caractéristique est engendré par un polynôme 

stPict8ment hyperbolique. 

La condition CiI est : Le radical de l'idéal caractéristique est en- 

gendré par u17 polynôme hyperbolique. Ceci équivaut à : H est hy~erbolique. 

L'objet de la première partie de notre tfavail est l'extension de ces 

résultats aux systèmes avec ordres. Nous utiliserons les résultats de Svençson. 

Dans une deuxième partie les coefficients sont vapiables. On définit 

de même les ordres du système en un point de la variété. Si un système d'ordres 

est admissible en un point a, il l'est dans un voisinagé de a. Nous supposons 

les conditions (Cl satisfaites au voisinage d'un point de la variété. Nous 

transformons le système donné en un système à partie principale diagonale, hyper- 

bolique strict au sens de Leray-Ohya. Nous obtenons des solutions dans des espaces 

de SoboleV quels que soient les termes non principaux des polynômes de dérivation. 



E n f i n ,  l e s  c o n d i t i o n s  (Cl é t a n t  supposées  s a t i s f a i t e s  au v o i s i n a g e  

d ' u n  p o i n t  d e  l a  v a r i é t é ,  nous donnons d e s  s o l u t i o n s  du problème de  Cauchy s o u s  

forme de  somme d e s  ondes asympto t iques .  Ces problèmes a u r o n t  l n A - l m B = r  

données ,  dont  l a  r é p a r t i a n  dépend du système c o n s i d é r é .  Ces données ne s e r o n t  

pqs a s s u j e t t i e s  à d e s  c o n d i t i o n s  d e  c o m p a t i b i l i t é .  

Dans l e  c a s  o s c i l l a t o i r e  nous o b t i e n d r o n s  une g é n é r a l i s a t i o n  d e s  r é s u l -  

t a t s  o b t e n u s  p a r  J .  V a i l l a n t  dans  [€il. Nous démontrons e n s u i t e  l a  converqence 

dans  l e  c a s  a n a l y t i q u e .  Nous u t i l i s e r o n s  les  majoran tes  de  C, Wapçh$ll fi41 . 
E n f i n ,  dahs  l e  c a s  de donhées s i n g u l i è r e s ,  l e s  s i n g u l a r i t é s  s e  propagent  l e  long 

d e s  c a r a c t é r i ç t i q u e s ' i s s u e s  du s u p p o r t  s i n g u l i e r  d e s  données .  



11. CONVlTlONS D1HYPERBOL1C7TE FORTE 

UTILISANT LA LOCALISAT7ON 

POUR LES SYSTEMES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

C o n s i d é r o n s  l e  s y s t 6 r n e  : 

A  On s u p p o s e  q u e  l a  m a t r i c e  a s s o c i é e  ( h B I E l l  n ' e s t  p a s  d é g é n é r é e .  I l  

O A e x i s t e  d o n c  u n  s y s t è m e  d ' e n t i e r s  n  m t e l  q u e  d  l h g ( 5 1 1  < nA-mg e t  
A '  B 

A  
d O ( d e t  h g [ 5 l l  = 1 n  - 1 mg. P o u r  u n  c h o i x  d e  t e l s  e n t i e r s ,  l a  m a t r i c e  carac-  

P. 
P, 

B  
A  A 

t é r i s t i q u e  I H B ( 5 1 1  e s t  c o n s t i t u é e  d e  p o l y n ô m e s  H ( 5 )  d e  d e g r é  (nA-mg)  o u  
B  

A  A O A  
n u l s .  H B ( c l  e s t  l a  p a r t i e  p r i n c i p a l s  de h g ( < )  s i  d  ( h B ( E l l  = n  - m  

A 8' 
A  A  

H = O  s i n o n .  On p o s e  H  = d e t ( H B l  . H  se d é c o m p o s e  e n  f a c t e u r s  i r r é d u c t i -  
B 

v 1 v 2 vCr + - 1 me = r ,  
0 

b l e s  :HA, x HZ x .. . x Ho . On p o s e  1 n  d  IHs)  = T 
A A B S ' 

O O 
d [Hl X ... X H  1  = T. On a d  ( H I  = r .  

d 

N o u s  r a p p e l o n s  l e s  c o n d i t i o n s  ( C l  é n o n c é e s  p a r  J .  VAILLANT d a n s  !-JI. 

C I  p o u r  t o u t  S, 1 $ S < O 

d a n s  l ' a n n e a u  l o c a l i s é  d e  C I  R ,..., R 1  p a r  r a p p o r t  à 
O n 



CI1 1 N E Rn+? tel que Hl x . .. x Hu soit strictement hyperbolique 

par rapport à N. 

On fera un chnngement de coordonnées, de telle sorte que N = (?,O-O). 

Nous dirons q u e  le système (11 er i )  fortement hyperbolique par rapport à N pour 

un choix des entiers n m 
A 

A '  e' si la matrice (h 1 est fortement hyperbolique 
B 

A 
par rapport à N, ce qui équivaut à l'hyperbolicité forte de ( H  1 par rapport 

B 

à N. 

Dans une première partie, nous donnons une traduction pé~métrique de 

la condition d'hyperbolicité forte de Svensson (théorème cité p.61. Dans le 

cas où CI est vérifiée, la condition obtenue se simplifie, et nous montrons 

qu'elle est satisfaite si C I 1  l'est. 

Dans i ine  deuxième partie, nous montrons, dans le cas où ln.-m > O 
J k 

pour j k = l , . m  que les conditions CI, C'II sont nécessaires. 

(c'II: H ... 
1 

x Hu hyperbolique par rapport à NI. CI n'est pas nécessaire 

si 3 1.3 k, (n.-m 1 d 0. 
J k 

n 
1. On note 5' l'élément 5 , .  1 de R , n 

( 5o + i 5 1 = ( < , S 1 )  l'élément ~énérique de CXR" ; 5 désigne 
n + 1 n+l 

ni.? 
I[,,S'I E R . (515') = ( 5  + i 5,+, N I  , c ' ) ~  = 1 I S ~ I ~ *  

i=l 

- 1 
On suppose H hyperbolique, donc (HIC + i NI1 existe pour tout 

5 i R"+'. Soit A; le coefficient de 
B 

HA dans le déterminant H. 

A ~ " ( ~ + i  N i  
C,(&i = 

t3 
, A; est nul ou de degré r - n m 1. En effet B A 

H ( < + f  NI 



x . . .  x H m e t  l e s  s u b s t i t u t i o n s  
1 

s o n t  ou b i e n  n u l l e s ,  s i  l ' u n  d e s  
0 (ml 

i 
e s t  n u l ,  ou bi .en d e s  p o l y n ô m e s  d e  d e g r é  : 

Hc!i) 

4 
L e s  p o l y n ô m e s  H e t  A b  s o n t  homogènes .  On a  d o n c  : 

c + i  rd 
(c;+i N )  -+ es t  u n e  b i j e c t i o n  d e  {En+, = I I  s u r  S A { (  > O }  1 1 e + i  N /  1 n + l  

1  E + i  N 
e s t  l a  p a r t i e  i m a g i n a i r e  d e  l a  p r e m i e r e  c o o r d o n n é e  d e  

l l e + i  N I  1 l l c + i  N I  1 

La c o n d i t i o n  d e  S v e n s s o n  : 

n  - m  -1 
/ C ; ( E I I  . !I<+i N I I  ' A m a j o r é  s u r  H 

n + l  
é q u i v a u t  d o n c  à l a  s u i v a n t e  : 

m a j o r é  s u r  S f'7 > O} . 

( D a n s  l a  c o n d i t i o n  d e  S v e n s ç o n ,  o n  a  r e m p l a c é  1 1 + 1 1 5 1 ( 1  p a r  I l ~ + i  N I  1 ce 

q u i  e s t  l i c i t e  c a r  : 

D ' o ù  l e  lemme : 



A Lk?VWIe.- On suppose H hyperbolique. AB étant le cofacteur de - 
la condition : 

1 'n+~ . ~:11~+i En+l, i l  1 
C sur S n {E,+~ > 0) 

A pour A, B = 1, ..., m, est suffisante pour que [ H  1 soit fortement hyperboli- 
B 

que. 

Si les ordres sont tels oue n -m > O pour A, B = l,.,.,m, cette 
A B 

condition est aussi nécessaire. 

5i la condition CI est satisfaite, 

A VI-" lj -1 
A = H  x ... x H où 6; est un polynôme nul ou de degré r ( n  -m 1, 
B 1 O 8i A 

(pro~osition 1 dans [8] 1. 

H x . .  .xH [.t+i NI 
1 CT 

La condition du lemme s'écrit donc : 

Nous allons montrer que si C I 1  est satisfaite, il existe a > O tel 

que 



ce qui implique évidemment la condition précédente. Soit S' = S n{in+? = O}. 

Il suffit de montrer que / H ~ X . .  .xH (i0+i L+I ' 1  a + 1 dans un voisi- 
0 

nage V de 5'. 

U 

Soit 5 E S ' .  Posons K = H x . . . x H . 1 O 

Si k[c] # O, il existe un voisinage V de E0 dans CXR" et un réel 

> O tels que + +  i N I  2 
5 O 

a .  Eo 1 ~ n + 1 1 .  
5 

K( (+Sn,1 i N) -+ ti(E01 # O donc K( S+En+l i -+ +.. 

Supposons K ( < ~ I  = O. Nous allons obtenir le même résultat comme cas 

particulier du lemme : 

Lemme 2.- On suppose que K est hyperbolique. 

O 0 ' 
soit 5' E S' tel que 50 soit racine d'ordre r de K ( k o , ~  1 = O. Il 1 

existe un voisinage V de 5' dans C X R ~  et un nombre a > O, tels que 
5O, 5 O 

/~(c,+i 6,5'1 2 a ' dans V . 
5 O 5 O 

, 6' 
O 

soient 6' les racines d 'ordre r (r b 1)  
1 ,rl 2,r2 i i 

L 

~n a A' = O, 
1 ,r 6: # O pour i # 1. Dosons P (6,iI = KIEO+i 6.5' 

1 1, ri 
O O 

Soit p o  = i n f / ~ ~  - 6 1 ; P 6 ,  est holomorphe en 6. Prenons P < po 
i .j rj 

O O 
et assez petit pour que P(S,F 1 # O sur les cercles { ( 0 - 6 ~ : ~  1 = 

i 
O 

On a I p ( 6 , 5  11 > y > O sur ces cercles. 



s o i t  r: z O .  t e l  q u e  \ ~ ( E , t ; ~ l  - ~ 1 6 , 5 1 /  < y p o u r  / E - t 0 ~  < r i .  

D ' a p r è s  l e  t h é o r è m e  d e  Rouché l ' é q u a t i o n  P I 6 , E l  = O a  a u t a n t  d e  

O r a c i n e s e n  6 q u e  ~ ( 6 . ~ ~ 1  = - O  d a n s  { I o - & ?  1 < p l .  p o u r  15-< 1 < Q .  
l , r ,  

On o b t i e n t  d o n c  p o u r  t o u t  i ,  1  6 i < h ,  r r a c i n e s  
i 

6 ( 5 1 ,  . . . , 6  ( 5) qu ' o n  p o u r r a  o r d o n n e r  p a r  
i , l  i . r  

i 

i 8  ( 5 1  < i E 1 s . s i 6 5 p u i s q u ' e l l e s  s o n t  i m a g i n a i r e s  p u r e s ,  
i ,  1  i,2 i , r  

i 

e t  p a r  c o n s é q u e n t  r f o n c t i o n s  
i 

6i, k ( S l  c o n t i n u e s  au  v o i s i n a g e  d e  E 0  e t  

O 
t e n d a n t  v e r s  ô0 q u a n d  5  + 5 . 

i , r  
i 

On a  l ' i d e n t i t é  v a l a b l e  p o u r  6  r é e l  : 

h i h r 
e t  [ K ( I , - o 1 i T  n ( n ( 6 - 6  r t ~ i i ]  -+ K ( I - o 1 i i  ir ( a 0  i 

i , k  
1 # O d o n c  

2 i , r  
i = 2  k = l  i 

/ [ K I 1 , O 1 i T  TI ( n  ( 6 - 6 i , , ( 5 i l l ] l  ? a F  > O  d a n s u n v o i s i n a g e  V d e  5' 
i = 2  k = l  o  E O 

d a n s  C x R n  e t ,  p u i s q u e  
6 1 . k  

(51  e s t  i m a g i n a i r e  p u r  e t  6 r é e l  : 

! ~ ( 6 , 5 ' 1  = ~ K ( S ~ + ~ ~ . E ' I I  > a  161''  d a n s  V . 
5 O 5 O 

S i  K e s t  s t r i c t e m e n t  h y p e r b o l i q u e ,  i l  e x i s t e  d o n c ,  p o u r  t o u t  

O 5 '  E S I ,  un v o i s i n a g e  V C C x R n  d e  5 e t  a > O t e l s  q u e  
5O 5 O 



On en déduit l'existence d'un voisinage V du compact S' et d'un 

réel a > O, tels que I K [ s ~ + ~  6 . 5 ' )  / Z a161 sur V. 

Le$ conditi~ns [ C l  sont donc suffisantes pour que le système (Il 

soit fortement hyperbolique par rapport à N. 

2. Il est clair que la condition : 

C'II : H,, x . . .  x W hyperbolique par rapport à ND est nécessaire pour que 
u 

A 
[H 1 soit fortement hyperbolique par rapport à N. 
B 

Nous montrons que si n -rn > O pour A, B = 1,. . .,m, la condition A B 

CI est nécessaire. 

On suppose que pour un certain S E {l,...,~], 

où a < a  < a  , dans l'anneau @ On pose a = us. Les mineurs 
1 2 " '  s ' 

ks A Vs-Ps  kç 
d'ordre (m-Il de (Hg) sont divisibles par H~ , un au moins de ces 

vÇ-l.is+l A 
mineurs n'est pas divisible par H~ - . Si A g  déslene le coefficient 

de HF dans le déterminant H, on a pour tout (A.61 : 



A V ~ - " l  v ~ - v ~  V - 
AB = Hl x , . .  Hs x.. .xH a '-'a 

u 

D'après l'hypothèse, on a us > 2, 1 pour i #  S ,  et un au 

moins des 6; n'est pas divisible par Hs 

A 
AB(c+i NI A A R,(<+i NI 

Donc C (51 =--, 
B v , et il 

"1 '-' s 
x..  .x~~"(c+i NI H x . .  .xH x . .  .xH 

1 s 0 

existe un couple i ,  1 . Hs ne divise pas B~ HS étant hyperbolique, 
j ' 

O 
J E 0  c S. Hs(& 1 = O et B!(~OI # O. En effet HS est premier et ne divise 

J 
i 

pas B j .  11 existe des polynômes P. O et O tels.que : 

0 ' 
où O n'est pas le polynôme nul. On choisit 5 tel oue D[~O') # O 

Q O' 3 5:. i O O' Hs(co,c 1 = O car Hg est hyperbolique. et 8 (Fo,E 1 # O sinon on s 
0 ' aurait O(E 1 = O .  Enfin. Hs et 8: étant h~mogènes. on peut choisir <O 

J 

tel que jj~O1I = 1. 
n -m -1 

NOUS allons montrer que IC:(SI~ . c l +  1 1 El 1 1  n'est pas borné 

n + 1 sur R , ce qui contredit l'hyperbolicité forte (Svensson r12] th. 4.3.1. 

Les polynômes considérés étant homogènes, on a : 



-m -1 
Quand X -+ + w,  ( U l n j  x IB:(~O + ' NI 1 + /R:[EOI / # D . 

l X I  J A 

pl 1i i I 
Hl x . .  . X H ~ " [ ( ~  + - N I  est t i r )  polynôme en (-1 sans terme constant et sans terme 

X X 
O 

du premier depré, ouisque 
P ç  

3 2  et H ç I S I = O .  

i. 
Donc H;'x.. . X ~ ' [ < O  + - N I  + O quand X + + a. d'où 

6 A 

n . - m  -1 
i 
c . I A < O ) /  .l x [ l + l l c O 1 ]  -" + quand A -+ + m. 

La condition C I  est donc nécessaire. 

On a donc le théorème : 

ThZut2me 7 . -  Les conditions [ C I  sont suffisantes pour qui le système 

( 1 1  soit fortement hyperbolique par rapport à N. La condition C'II est néces- 

saire. Si n .-m > O pour A, B =. l , . . . , m ,  la condition C I  est nécessaire. 
A  B 

R~vlLtquC! 7 . -  S'il existe un couole [A,B1 tel que nA-mB S O, la 

condition CI n'est p a s  nécessaire. 

Considérons en ef-Fet la matrice ([12] 1 : 

n = O, On peut choisir n = 1, m = O ,  m = -1. 
1 1 2 

O n a  n - m  = O .  
1 1  



A(<) est fortement hyperbolique et pourtant A % 

I_< 

dans CJ localisé de C(5 ,FI) par rapport à [50-511. 
(Eo-L, O 

3. Cas de multiplicités constantes. 

On suppose que H est hyperbolique et que les multiplicités des raci- 

nes en de H(a ,a. 1 = O sont des fonctions constantes de (Ri) E Rn. Ces 
O 1 

conditions impliquent CII. En effet. soit (pi] E Rn tel que 

H,,x.. .xH0[Ro, pi 1 ait une racine multiple. Pour tout voisinage V de (pi), il 

existe n. E V tel que Hlx ... xH [i0,II.) n'ait que des racines simples. En 
1 0 1 

effet a H1x . . .  XH ( R ~ , & ~ ]  et - (Hlx . . .  xH l(ao,&il sont premiers entre eux. Il 
0 0 

ai- 

existe des polynômes O [ &  R 1 . 0 2 ( ~ o , ~ i )  tels que : 
1 O' i 

où C n'est pas identiquement nul [ [ 3 ]  1 .  

Soit ni E V tel que C(ni1 Z 0 .  

a H x . .  .xH ( 2  .ni] et - 
1 

(Hlx.. .xH I[g,.llil ne peuvent avoir de raci- 
O 0 O 

aRo 

nes communes. Toutes les racines de Hlx . . .  xH (a .ni] sont simples. La multipli- 
0 0 

cite d'une racine au moins de HIg ,&.l = O n'est pas une fonction constante 
O 1 

Si on suppose en outre que les ordres vérifient n -m > O pour A B 

A, B = l,.. .,m, la condition CI est donc nécessaire et suffisante pour que le 



s y s t è m e  (11 s o i t  f o r t e m e n t  h y p e r b o l i q u e .  

4 .  Exemples d e  s y s t è m e s  v é r i f i a n t  l e s  conditions [Cl. 

Exmpte 7 . -  C o n s i d é r o n s  l e  s y s t è m e  d e  3 é q u a t i o n s  à 3 i n c o n n u e s  : 

La m a t r i c e  a s s o c i g e  e s t  : 

On p e u t  p r e n d r e  p o u r  s y s t è m e  d ' o r d r e s  : 

La m a t r i c e  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  a l o r s  : 



Dans le localisé ml de R(E . 5  1 par rapport à Hl on a : 
O 1 

Dans Q2,  on a : 

La condition CI est satisfaite. 

D'autre part H, x HZ = 50(50-5,,1 est st~ictement hyperbolique par rapport à 



(1 ,O1 : CI1 est satisfaite. 

Le système est fortement hyperbolique. 

Par conséquent, les systèmes ayant pour matrice associée : 

où a, b, c, d, a sont des constantes, sont hyperboliques par rapport à (1,flI. i 

R~mahoue.- La notion d'hyperbolicité forte dépend du choix des ordres. 

En effet, pour le système précédent le système d'ordres suivant est convenable : 

n = n  = n  = ? ,  m = - 1  m = m = O. Avec ces ordres, le système n'est pas 
1 2 3 1 2 3 

fortement hyperbolique. En effet,.la matrice caractéristique est alors : 

et dans Q2 on a : 



L 

La c o n d i t i o n  CT n ' e s t  pas s a t i s f a i t e .  

kA'cn!pLb)~ 2 . -  On donne l a  m a t r i c e  a s s o c i é e  au systeme c o n s i d é r é  --- 

On pzu t  prendre  n = 1 , n  = 3 , m = 2 , m = O . 
1 2 1 2 

e t  (E l  - C o 1  '1st  s t r i c t e m e n t  hyperbol ique.  

Let; c o n d i t i o n s  C I  e t  CI1 son t  s a t i s f a i t e s .  



117. H Y P E R R O L O C I T E  S T R I C T E  AU S E N S  

D E  LERAY Off YA 

POUR L E S  SYSTEF4ES A C O E F F I C I E N T S  V A R I A F L E S  

V E R I F T A N T  LOCA LEF4ENT N O S  COND I T l  ORS. 

Le système (11 est maintenant à coefficients variables : 

A où x appartient à un ouvert fi d'une variété C-. Les coefficients de hB(x,Dl 

A sont cm dans fi. Pour chaque x, la matrice caractéristique [H (x,Q)l est conc- 
B 

tituée de polynômes de degré (n -m 1 ou nuls. R appartient à l'espace cotangent 
A B 

t A 
Tx en x. On suppose que H(x.Rl = det[H [x,RIl n'est jamais le polynôme nul 

B 

dans a.  
* 

En chaque point x, H se décompose en facteurs irréductibles : 

On suppose que chaque s 
est fonction cm de x, et que chaque multiplicité V s 

est constante sur Cl. 

Dire que le produit Hlx ....x H est hyperbolique en un point x équi- 
(J 

vaut à dire qu'il existe au moins une forme q E T* telle que : 

(III si on fait un changement de base dans T* x de sorte que q ait pour cornpo- 

sants L1.0 O . . .  01, l'équation [H,x . . . .  xH l(R ,p.) = O admette T racines 6 O 1  

réelles distinctes ou non, en !Lo, pour tout [pi]. (T est le depré de 

(H1x xHIl, p une forme de composantes po,pl,. . ,P n . On désigne par [Pi) 



l ' é l é m e n t  (O ,p , , , . . ,  P,] 

O 
On n o t e r a  rx  l e  cône de  T* dont  l es  é léments  s o n t  l e s  c o v e c t e u r s  

X 

q  possédan t  l e s  p r o p r i é t é s  p r é c é d e n t e s .  

E n  chaque p o i n t  x  e t  pour chaque s ,  on c o n s i d è r e  l ' a n n e a u  l o c a l i s é  

- @s 
de  l ' a n n e a u  d e s  polynômes à ( n + l l  v a r i a b l e s  [Ro , . . ,R  1 p a r  r a p p o r t  à 

n 

l ' i d é a l  d é f i n i  p a r  H . 
s 

D i r e  que l e  système (1 )  s a t i s f a i t  aux c o n d i t i o n s  ( C I  eh x ,  c ' e s t  d i r e  

que : 

(II pour t o u t  s l , < s , < a  

dans  l ' a n n e a u  p r i n c i p a l  . @s 

[ I I I  H1x .... XH x . . . .  
XHa 

e s t  s t r i c t e m e n t  hyperbo l ique  en x. 
s 

ThéahErne,- Un o p é r a t e u r  s a t i s f a i s a n t  aux c o n d i t i o n s  ( C I  en chaque p o i n t  

de  l a  v a r i é t é  e s t  loca lement  s t r i c t e m e n t  hyperbol ique au s e n s  dé  Leray-Ohya, q u e l s  

A 
que s o i e n t  l e s  t e rmes  de  d e g r é  ( < n  A -m B 1 d e s  polynômes de d é r i v a t i o n  hB(x,DI .  

S o i t  A: l e  c o f a c t e u r  d e  
A 

H B  
dans  l e  d é t e r m i n a n t  de l a  m a t r i c e  c a r a c -  

\ 

t é r i s t i q u e .  D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  1 ([8] 1, oh a  : 

où 8: e s t  de  d e g r é  r - [ n  -rn 1. 
A B 

B 
Pour chaque (A,B1, il e x i s t e  localement  un o p é r a t e u r  b A (x ,01  de po- 

3 
iynôme c a r a c t é r i s t i q u e  Bq[x ,  51.  ( c f  [II 1. Au système : 



A  B A 
( 1 )  h ( x , D l  y ( X I  = f ( X I ,  on a s s o c i e  l e  système : 

B 

A B 1 h ( x , c l  bA I x ,C ;  e pour p a r t i e  p i - , i c i p a l e  F l x  ...,. xHu, e t .  pour A # C 
B B 

cl .4 B A B 
,j ( h  i x , < )  b C ( x , ~ 1 )  < -r+n - n  mais V i x , < l  B ( x , S I  = O donc 

5 A  C R C 

121 s ' é c r i t  donc : 

0 A  
avec d  [ h i  ( x , < l l  6 T + n  - n  - 1 .  

A C 
A  

S o i t  n un e n t i e r  s u p é r i e u r  ou é g a l  à sup n On suppose que f  ( x l  
A A '  

s ' a n n u l e  I n - n  1 f o i s  s u r  une hypersur face  1 de l a  v a r i é t é  dont  l a  forme c o t a n -  
A 

g e n t e  q  e s t  dans  ? . 
X 

Au problème d e  Cauchy (Il : 

A B A 
(11 hg(x ,O l  y 6x1 = f [ X I  

0 
y ( x i  s ' a n n u l e  ( n - m  1 f o i s  sur 1 F 

O n  a s s o c i e  l e  prnbl$me d e  Cauchy [ I I )  : - 
A C A 

pt1x . . . .  . X H  (X,DI z ~ x ~ + h ; ~ ( x . n )  z (XI = -F ( X I  
(5 

z [ X I  s ' a n n u l e  T f o i s  s u r  1. 

Cr671 
Localement,  l e  problème de Cauchy I I  se  résoud dans d e s  espaces  de Sobolev.  En 

C B B C 
f a i t ,  z I x l  s ' a n n u l e  [ r + n - n  )  f o i s  s u r  1. ([14] 1 .  y ( X I  = b c ( x , D l  z ( X I  e s t  C 



alors une solution au problème de Cauchy I I I .  

B 
En effet y (XI s'annule [~n+r-n 1-Ir-n +m l] = (n-rn 1 fois sur 1. 

C C B B 

On a ensuite une solution pour des données de Cauchy quelconques et un 

théorème d'unicité LE]. Le problèmi. de Cauchy III est donc résolu localement dans 

des espaces de Çobolev. 



I V .  S O L U T I  UNS S O U S  FORME D ' ONDES ASYEIIPTOT'I P U E S  

VU PROl3LEME V E  CAUCHY LOCAL. 

5 1 - PROBLEME FORMEL. 

Lee hypothèses gérnéralee sont celles de la partie II p. 23. Nous sup- 

posons pour simplif$er, le 2e membre de (11 nul. 

ilédi&an.- On appellera onde asymptotique formelle dans un voisinage 

de a, une série formelle de la forme : 

QÙ 

d - (fkl est une suite de fonctions telle que - f (tl = fk-l(t) dt k 

- + est à valeurs réelles, cm, telle que grad(((xl1 # O dans le voisinage. 

et vérifie l'équation çaractéristique : H(x,grad +(XII = 0, 

- yB est CO dans le voisinage. et telle que, en reportant dams le système (1 1 ,  
j 

la série formelle obtenue : 

soit nulle. 

On suppose que le système (41 satisfait aux conditions (Cl dans un voi- 

sinage de a. On pose p(x1 = grad ((XI. On suppose que Hs(a,p(a)l = O, donc 

Hs,(a,p(all # O pour s' # s, et dans un voisinage de a, H s (x.p(xll = O et 

H ,(x,p(xll # O pour s' # S. 
s 

A 
Il existe au moins un mineur de HB(a,p(all d'ordre ( m - v  1. soit 

S AsB 

tel que As(a. p(al1 # O. 

A 
D'où As(x,p(xll # O dans un voisinage de a. Le noyau de HB(x.p(~)] 

B 
est de dimension v . L [8] 1. On considère les vecteurs (d- ( x, R I  1 D 

définis 
s s 



d p a r t i r  de 
t3. 

As dans [s] . d  (x.41 e s t  un polynôme homogène i n v a r i a n t  par  
r? 
U 

B 
changement de coordonnées, à c o e f f i c i e n t s  cm. Les vec teurs  [ d -  l x ,  p  [ X I  1 

A 
D 

forment  une basa du noyau de H ( x , p ~ x I l .  F~ = O s f é c r i t  : 
ti O 

8 
Y ( X I  e s t  donc de l a  forme : 
O 

0 
où u0 (x )  e s t  cm i I 2 O < vS . 

F A  = O s ' é c r i t ,  dans des coordonnées l o c a l e s  contenant l e  vo i s i nage  
1 

envisagé : 

- 
B F 

M u l t i p l i o n s  pa r  des vecteurs ,  analogues aux d - (x ,p l ,  notés g  [ x , p l  
O A 

e t  forment  une base du noyau de l ' a p p l i c a t i o n  t ransposée de l ' a p p l i c a t i o n  

A 
l i n é a i r e  H  [x ,p l  1[9]1. On o b t i e n t ,  en t enan t  compte de (21 l e s  r e l a t i o n s  de 

6 

c o m p a t i b i l i t é  : 

On r a p p e l l e  que 
A B A F A -  on pose HU d- = H s o -  ; g  H  - HS p,. 

D D 
A 6 

- - - 
F k - = o  A gF , La m a t r i c e  H F  ( x  ,pl e s t  i n v e r s i b l e  1 9  ] . 
D D A  u 



F A B  D a F A B  D F A ~ B  D ' a a  H~ a uo d ~  = aaLgA Hg d-J a a  u o  -[a g A n ,  d-1 a a  u i  - [gAHI1 a d-J  a u  u i  
gA D a o O  

.CL - '--/ D 

tiF H H a A F 
- s D 0 Hs P~ 

D'où p u i s q u e  Hs(pI = O 

Posons  
F a A F D 

b a 
M~ dB U: = M l - ( x J p l  U o  g A a  H ,  a d - U 0  +g, , - 

D D 3 

[41 s ' é c r i t :  

O n  a dunc  e n c o r e  : 

- 
U: e s t  donc  une  s o l u t i o n  C- d e  c e  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  aux d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  

- 
du p r e m i e r  o r d r e .  u D  e s t  d é t e r m i n é  s i  on c o n n a î t  s a  r e s t r i c t i o n  à une h y p e r -  

O 
-b 

s u r f a c e  Q p a s s a n t  p a r  a ,  pourvu  que  p  n e  s o i t  p a s  t a n g e n t  en  a  à Q ,  c e  

q u i  e s t  r b a l î s é  s i  l a  fo rme  c o t a n g e n t e  q  à Q en  a  e s t  d a n s  l'O . 
a 

Les r e l a t i o n s  d e  c o m p a t i b i l i t é  (31 é t a n t  s a t i s f a i t e s ,  on p o s e r a  : 

B 
où V ( X I  e s t  une s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  d e  (31 F~ = O s ' é c r i t  : 

1  2 

A 8 A B E3 
H , ( x , P )  Y2(x1 + H g ( x J p l  a Y1[x1 + t e r m e s  en  Y ( X I  = O 

a O 

De mGme que c i - d e s s u s ,  i e s  c o n d i t i o n s  de  c o m p a t i b i l i t é  de  c e  s y s t è m e  
- 
D 

- 

d é t e r m i n e r o n t  U l ( x l ,  pourvu  que  s o i e n t  données  les  r e s t r i c t i o n s  à Q d e s  

O n  d é t e r m i n e  d e  m2me t o u s  Les 
D B  

U k  e t  l e s  Y p a r  r é c u r r e n c e  pourvu  
j - 

q u ' o n  c o n n a i s s e  l e s  r e s t r i c t i o n s  d e s  
D 

U k  à Q .  Les c a l c u l s  e x p l i c i t e s  s e r o n t  



t a i t s  p l u s  l o i n .  

Phopos&ion.- Localement ,  une onde  o s c i l l a t o i r e  f o r m e l l e  e s t  d é t e r m i n é e  
- 

p a r  l e s  r e s t r i c t i o n s  d e s  D 
Uk 

sur une h y p e r s u r f a c e  t r a n s v e r s e  aux  b i c a r a c t é r i s -  

Hs 
est  s t r i c t e m e n t  h y p e r b o l i q u e  en  a .  S o i t  Q une h y p e r s u r f a c e  

p a s s a n t  p a r  a  e t  t e l l e  q u e  s a  forme c o t a n g e n t e  en  a ,  s o i t  d a n s  r0 . 
a  

On c h o i s i r a  l e s  c o o r d o n n é e s  l o c a l e s  d e  t e l l e  s o r t e  que  Q a i t  pou r  é q u a t i o n  

O 
x = O. 

i S o i t  $ [ x  1  une f o n c t i ~ n  cm à v a l e u r s  r é e l l e s  d é f i n i e  d a n s  l e  

v o i s i n a g e  c o n s i d é r é ,  t e l l e  q u e  ( g r a d  $1 ( a 1  Z O .  Posons  Lgrad i l i  ( a l  = p . [ a ) .  
1 

L ' é q u a t i o n  en " H Ha.R0, p . ( a l l  = O a  t o u t e s  ses r a c i n e s  r é e l l e s  e t  s i m p l e s .  
8 1 

S o i t  pP l ' u n e  d ' e l l e s .  Un r é s u l t a t  c l a s s i q u e  [3] i n d i q u e  q u ' i l  e x i s t e  un 
O 

v o i s i n a g e  de a ,  t e l  q u e  d a n s  c e  v o i s i n a g e ,  il e x i s t e  une s o l u t i o n  cm e t  une 

s e u l e  $ de  l ' é q u a t i o n  H Ix ,  g r a d  9 [ X I )  = O s a t i s f a i s a n t  aux  c o n d i t i o n s  
S 

i n i t i a l e s  : 

P ( g r a d  9 P ) 0 ( a )  = p  U [ a l  

Il en  e s t  d e  même pour  chaque  r a c i n e  d e  Hl  x . .. x H (a ,R p . ( a I l  = O u 0 '  1 

O n  o b t ï e n t  donc  l o c a l e m e n t ,  T f o n c t i o n s  $P  i n f i n i m e n t  d i f f é r e n -  

t i a b l e s ,  s a t i s f a i s a n t  à l ' d q u a t i o n  CH,, X ... X Ho) ( x ,  g r a d  $ [ X I I  = O ,  t e l l e s  

i i P P 
que  $ P ( o , x  1 = $ [ x  1 ,  ( g r a d  4 lOHa1 = p o ( a l .  

On s e  donne  r s u i t e s  de  f o n c t i o n s  cm dans  l ' i n t e r s e c t i o n  d ' u n  

R i 
v o i s i n a g e  de  a  e t  d e  Q : ( Z . [ x  l l l B e ~ r  . Dans l e  théo rème  s u i v a n t ,  c e s  

J 
?r ?r 

s u i t e s  s e r o n t  i n d e x é e s  p a r  r c o u p l e s  R = ( B , h  1 .  
B 

'b % 

Thgohème 1 . -  il e x i s t e  un c h o i x  de  r c o u p l e s  (B ,h  1 p r i s  parmi  l e s  
B 

(B,h où 1  6 R S m ,  O $ h  $ n-m - 1 t e l  que  l e  sys t ème  p r o p o s é  a i t  d a n s  
8 B  B  

un v o i s i n a g e  de  a  une s o l u t i o n  f o r m e l l e  e t  une s e u l e  s o u s  f m m e  d e  SOmme d e s  



o n d e s  a s y m p t o t i q u e s  f o r m e l l e s  : 

v é r i f i a n t  l e s  r-  d o n n é e s  d e  Cauchy : 

c e c i  a y a n t  l i e u  q u e l s  q u e  s o i e n t  l e s  t e r m e s  d e  d e g r é  < n  - m des p o l y n i r n s s  
A 8 

d e  d k r i v a t i o n s  h : ( x , ~ l  . 

P P  P P o u r  t o u t  p ,  on p o s e  g r a d  + ( X I  = p  I x l  = ( p  l x ) ,  p . ( x l l  e t  ori 
I! 1 

E: I x ,  p P l x l  1 A 
c o n s i d è r e  l a  b a s e  Id  d u  noyau d e  H ( x ,  ~ " ( ~ 1 1 .  

P Ü ~ I  I S ~ ( P ) C V ~ ( P )  b 
( c f .  [ O ]  1 s ( p 1  e s t  l ' i n d i c e  c o m p r i s  e n t r e  1  e t  o t e l  q u e  

P  l p  ( X I ,  p .  ( X I I  = O d a n s  un v o i s i n a g e  d e  a .  
H s ( P l  O 1 



Lc?mmc?.- La ma t r i c e  A(I) e s t  de rang r dans u n  v o i s i n a g e  d e  a : 



A(x1  a  1 u r = r co lonnes  e t  1 Ln-mg) l i g n e s .  s  s  
s  = 1 B 

Remarquons que (n-rn 1 3 O .  S i  n  - c = O il n ' y  a  pas de l i g n e  a B 

ayant  B p o u r  i n d i c e  s u p é r i e u r .  

Un montre qlJe 1 ' B q u a t i o n  l i n é a i r e  homogène a s s o c i é e  n ' a  que l a  so3ri t ic lr  

n u l l e .  

O n  suppose donc : 

- - - - - -  - - - - - -  - - - - - - - - - -  - - - - - - - - - - - - -  

- - - - - - -  - - - - - - - - - - - - -  

7El 
1 A ~ i ~ ~ )  P h 

( P o )  d - = O  O S h i n - m  - 1  
n - m  -1 

B PDIPI P D ( P )  B 

- - - - - - - -  - - - - - - - - - - - -  

\ 

- - - - - - -  - - - - - - - - _  - - - - - - -  - - - -  - - - - - - _  

- - - -  - - - - - - -  - - - - - - - - -  

7 m  1 A (P,) d - = O  O $ h < n - i l ] ,  - 1  
pÜ(p1 p  h  B 

n - m  - 1  
m pO(p1 P D (  P )  rn 

- - -  - - - - - - - - - - - -  - - - - -- .. - - 



11 n ' y  a p a s  d e  r e l a t i o n s  7' s i  n - m  = O  
n-m -1 B t3 

A 
H ( R 1 = O  s i  n  - m  < O  
B A B 

On p e u t  r e s t r e i n d r e  l a  s o m m a t i o n  a u x  B t e l s  q u e  r~ 
A 

- r n B ? G :  

ri -m -1 
A 

n  -m A P,,, P h- n - n  
[ t i b [ q )  (PU)  A + 1 Lk3 ( p i )  ( p O 1  1 h P D i p )  = 12 

h=O 

On somme p a r  r a p p o r t  à p ,  i ] ( p )  : 

d ' a p r è s  l e s  r e l a t i o n s  7B 
n-in -1 

6 

On a d o n c  p o u r  t o u t  A 

A En f a i t ,  J n  p e u t  s o m m e r  p o u r  t o u t  B p u i s q u e  H ( q !  = O si 
B 

n - m  < O .  
A El 

D o n c ,  p o u r  t o u t  A ,  o n  a : 



A P D ( ~ l  
i l  -rir u b  

On a doric p o u r  t o i i t  fi, ( 1 ti (P , )  I = I p u i ç i :  v - 
- 

t j , ~ l ( p l  o z ( p )  

A 
d e t  Ho(ql Z 0 .  

On o b t i e n t  d o n c ,  .our t o u t  6, r e l a t i o n s  : 

r a r  r é c u r r e n c e  on o b t i e n d r a  l e s  r e l a t i o n s  7 t' rr. > u . 
n-m +r t! 

Donc,  .our t o u t  , ,n a  7 b 
T - 1  

E c r i v o n s  c e s  r e l a t i o n s  e n  s é p a r a n t  l e s  s o m m a t i o n s  p a r  r a p p o r t  2 p 

e t  Ü ( p 1  : 



A ( x )  e s t  de r a n g  1,. On peut: en e x t r a i r r  ür.1 : iy i ; tkr!<i  di i, I jgn, , ,  
'ii 
b 

l i r i é a i r e m e n t  i n d é p e ! r r l i i n t r s .  S o i t  dcinr ( i  1 tri i ) i i & i , , c > .  L~ p r o b l t r r i ,  
:: 
"ii 

Cauchy d o n t  l e s  d o n n e e s  s o n t  l e s  s u i v a n t e s  : 

u une  s o l u t i o n  e t  une s e u l e  s o u s  fo rme  d e  somme d e s  o n d e s  a s y m p t o t i q u e s  fo rmi3 l l e . j  

q u e l s  q u e  s o i e n t  l e s  termes d e  do < n  - m d e s  palynCrnei  d e  d é r i v a t i o n .  
A i3 

0 On i d e n t i f i e  l e s  s é r i e s  f o r m e l l e s  p r é c é d e n t e s  s u r  x = 0 .  

Gn o b t i e n t  : 

?i 
% 

h  L = O : {  ! : Y ! ~ [ o . ~ ~ I  = L' ' JO [ x  1 p o u r  j 2 D 
J d 



Compte t e n u  d u  lemme, l e  d é t e r m i n a n t  d e  c e  s y s t e m e  e s t  d i f f é r e n t  d e  

O d a n s  un v o i s i n a g e  d e  a .  On o b t i e n t  d o n c  u n e  s o l u t i o r l  e t  une  s e u l e  
- 

i 
[CI,xi) 1 i n f i n i m e n t  d i f f e r e n t i a b l e  e n  x  . D ' a p r è s  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  d e  

l a  p r o p o s i t i o n ,  un o b t i e n t  l e s  L J ~ i ( v ) I x )  d a n s  un v o i s i n a g e  d e  a  e t  p a r  s u i t e  

PB 
l e s  YO (XI. P a r  r é c u r r e n c e .  Gn o b t i e n t  d e  même t o u s  l e s  yvBix). 

j 

Cas o s c i l l a t o i r e . -  

i ~ s  
C 

S i  l ' o n  ? r e n d  f . l s )  = - , on o b t i e n t  des s o l u t i o n s  o s c i l l . a t o i r c s  
J i !, 

p o u r  l e  p r o i i l è ~ i i .  Cauchy  A iI i i ir i2es o s r i i ? a t o i r e .  On t t ~ n d  a i n s i  a u x  s y s t è m e s  

r -I a v u c  o r d r e s ,  l e s  r S s i i l t a t s  o b t e n u s  p a r  J .  V; j i . l l an t  d a n s  . 



Lx&nip~v . -  Cons idé rons  un çyç tëme dyan t  pou r  m a t r i c e  c a r a c t é r i s t  i q u t  : 

a v e c  l e s  or -dres  n = 0 ,  
1 

I ! ~  = 2, m = -~ 
1 

1 , ni = - '1 , 1-1 = 2 . 
2 

( 5  - 5 1 [ C, 2 6 1  ( !,1-3<L;) e s t  s i  r i c , t + t i ~ ~ l i i  t i y y t ~ r 1 ~ o l i r ; ; i i ~  1 11 , , p p u r t  '3 1 ,  ;1 1 O 

La c o n d i t i o n  C I  est &galement  s d t i s f d i t e .  



L : : ;  i x  1 :J ; ~ i ! s l . c u r s  s ÿ ç t C r i e s  d e  q u a 1  ;! i i f ; n c ç  1;riGdi r . c m n t ,  

i n d é p c n d a i i i c s .  c i i i  a cjcinr p l u s i e u r s  g r o b l È a l e s  l e  C a u c h y  " i ~ l  ~n p o s i s "  . i r a i ,  ,-~ie~:-:~,l~; , 

l e  p r o b l è n i e  r - 1 ~  L~:auchÿ : 

ô u n e  s o l u t i o n  et cne s e u l e  q u c l s  q u e  s o i e n t  l e s  termes d e  d e g r é  n  - m 
A B 

~ t s  p o l y n û r r e s  d e  d r r i v z t i o n .  Par-  c c r , t r e ,  s; o n  en\ i - jsaeg:  ~ . g p i j l . t i t i u ~  

" s y m é t r i q u e "  d e s  d o n n é e s  : Y 1 . a u  y  1 . y 2 , a,, y  2 , o n  n ' a  p a s  1 1 u n i c i t 6  di !  

p r c b l è r r i ~  d e  C a u c h y .  in e f f e t  les l i g n e s  1 1 2 2  
LU, V 1 ,  Lo, R,, n e  s o n t  p a s  i n d é p e n -  

h a n t e s .  



X o i ~ s  s i iopaçons l a  v a r i é t é  a n a l y t i q u e ,  [ r é e l l e  cu c z m p l e x ~ ! .  1-es i - jc. ;-  

f i c i e n t . 5  des 17pér.dteur.s C I L ,  ti!;'çtÈrne i ?  1 e t  l e s  donneci3 [ x  ' ) ,  [ x l  E 12, S L , ~  
k 

supposée:; a n e l  y i  i f ; ~ i ~ i c  J - :  - .  i j r i  vc i i .ç i  rra?.: -16; . C ; O ~ ? ,  1 8 . i ~ ~  : ; ~ ~ s - ~ / ~ ~ i ~ + , ~  ! j L >  : : 

C) a = . , I l  GC que i): d i t  p a u r  6 r j i i a t i o r ~  x = 0 .  1.a i:nr>:lit:i(;q CI ;?zt, sc7:+,jc- 

f a i t e  aii \ J C J ~ Ç ~ ! ~ ~ F E  ijii a .  O n  sLippnse en o!ii:r7e que  1 ' 5 i : , i : - ~ ? . i ~ r ~  

- p. - 1  x . .  . a .  2 ,  $ a  1 = J a  sPs r.ai:ineç i!ic;tin~-.xi :;. 5 o i ~ n t  
1 '1 ii 

1 
I S ~ ~ T  

" j c e s  r a c i i i i i s .  l i ~ x i s t e  T T~.,r:c;t:i!-~:~c~ $' [ A ' ,  . . . , x  , . ~ ? r i r . l I ~  ; ~ 2 , )  \ , n i s i n c j p t :  r,b 

L . i 
analyt , iquFis  et ~ e . l l r ' s  q u e  i l  ~ X / i ; ~ i ; i , g ~  C ~ U  $ ' i x j  1 0, 

1 
J ~ J j [ x  ] , 

u 

P D (grad 4 1 [ CI 1 .- (p3]1. O R  Dase yrarl $P = pp - ~ I ~ ' , I ; ; ~ .  
O ! ,. 

[ :es  ,-:nrirli tir-irii; é t .a i l t  s d t . i ~ ; C c i i  ter;, iii>iiç obter i r i r !~,  lc:il : ;c~l~,t  ir->ris 'or-1":. i i c  

dii ttiéorèrns 1. d i i i ~ ç  d l  lo r i s  n i o r ~ t r e r .  l ' e x i ç ~ t ? i i c e  d ' u n  v o i : ; i r i ~ j r e  as a U C ~ ~ , ~ -  l < ~ ! [ j i ~ ~ - ~ !  

p B 
l e  Y .  ( X I  ~ ~ j ~ i t :  a r i a l y t i q i i e ç ,  e t  l a  convergencE? unifnr?:iz ries s é r i e s  

J 
T a, 

B p !3 
y ( X I  = 1 1 f - rn  +j i $ P [ n !  I Y ! x i  polir  il17 c h o i x  r :~ j i i i i~nab l e  des f q n c  t i o r l s  

p r l  i = s  £3 j 

, ,  P ~ [ P )  11  Nous e x p l i c i t o n s  l e s  é a u a t i o n s  d e t e r m i n a n t  les f a n c t i o ~ s  J 
k 



O L  l e ç  opér;:teui-5 I ~ ~ ~ ( ~ , D I  O r 5 ~t cc;eL:f ; ~ : i ~ ~ ; t : s  FE jsr,~, 

n 

qcie d o  ceux de h ? ( x , [ 2 1 .  
5 

- 

!ln r n i ~ l t i ~ l i e  p a r  
F 

yA ~t or1 somme : 

- - 

A B A F 
On rappelle que H d- = H 0- 

B D S LI 

F A F  F B 
- 
r 

On pose  V = o p = d - .  L a  m a t r i c e  [ H m )  e s t  'D D A D 

inversible ( [9] 1 .  



- - - - - 

Posons  [ X , ~ O )  : jR-  I P ' % ~ )  = yPF ~ x , ï i . i l J P [ ' ; x i  
i? i- C , II k 

F & [ ~ I  = O s ' é c r i t  donc : 

- 
D 

- 
F  F F  6 Soit - 1  l a  matrice i n v e r s e  de (Hi). ÏK:; H = n;I . 

F r L 

';ri multiplii p a r  K !  e t  on snnrrc : 



O où M [ x ,TJ '  ? ::? ;omprunri :las r je  dcr- i \ . i i t i r ; . :  Dar' rappr::! x . 
1 

s u p p o s e  a t i e  l e s  i n c o r i n u e ç  et 153s e q u a t i o r i ç  p r i n c i p a l e s  ~ o i i t  les Im-v,,) 
1 

p ~ ~ - v ~ + ~  0 ," 
p r e m i è r e s .  On c h o i s i t  

"k = . . .  = v k  
= 0. 

P! . Un i n d i c e  c h a p e a u t é  v a r i a n t  e n t r e  1 et - s o i t  ( K - J  la matrir-i 
- e 
A 

i n v e r s e  d e  ( H ê [ x , p ) ) .  

- n-m 
D B D 

R - 
p C 

- (" " y k - q ' x l  + LB,n 
A L 

- 
6 nn r n d l t i p l i e  p a r  K -  i t  o n  S ~ P R ~  : 
D 



A 
Finalement, p o g r  

F k + l  
= 1 ,  nr; obtinnt les canditiocs  je compùti~ilit6 : 

D'autre pzrt , d ' o ù  : 

On r a ~ p e l l e  les données d? Cauchy : 

II 

n-m - 

PR B 
L 

Y k  (X I  = ~ i ' ~ ( x 1  d - [ X I  + 1 1 ML,S 
k 

" Bx," l  ypL [ X I  
k - s 

P D  L  s = 1  
p R  ( x , ~ )  = O si 

[ Y s  



Nous u t i l i s o n s  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : S o i e i t  L ( x , D ]  une o p é r a t e u r  d i c f é r ~ r l t i e l  

df. [ C l  
l i n é a i r e  d ' o r d r e  l., i f  1 une  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  C e l l e  aue  1 = f (FI 

j j&l i - "  

e t  u ( x l  = f 1 x  0 1 :  i n  
k ! k  

s o n t  a r a 1  yti : i l! t .s  i l , :  
i<\ 

k= f l  
t l  : I +  ,: 

v o i s i r i a g e  d e  l '.:r h i r i .  ~ , U r  J :  ' i ,  d ^ i r i s i  ut.>: Ir<:; i : o o f c i c i i i n t s  r 'e l ' i l  

p e r a t e u r  x , .  A l o r s  i l  [ : x i s t e  d e s  o p é r a t e i i r s  d i f f i i i - : : r ? t i e l i  1 i r ; é a i r e s  i'? 
R 

O R ,< !, d o  R d o n t  l e s  c o e f f i c i c r : t s ,  a n a l y t i o ~ : e ç  ac; v o i c . i r ; a g ç  1 ' o r - i -  

g i n e ,  n e  d k p e n d e n t  q u e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  L i x , U l  e t  4 t e l s  aLie : 

De p l u s ,  s i  1 (x,i l i l  k i r  l a  a  i p a l e  l e  D l  or? a : 
0 ri, 

1 IR  

M ( x , f l 1  - L I x , g r a d  $ ( X I I .  Uaris Ii c a s  p a r t i c i i l i e r  où L x ,  = , l e ? ;  
0 O 

C 
o p é r a t e u r s  M ( > ( , D l  rie cornpr\ei?nerit que  d e s  d é r i v a t i n r i s  o s r  r a o o o r t  A x e t  

R 

O O 

fi, 
M [ x ,D  1 = ( G r a d  + l x ) )  . 

o  

On a d o n c  : 

On i d e n t i f i e  : 

'L 



% % 
i l  ?. 

h 'L ri. ri. 

O i -r E phg 
i PB i H J h B  k > 0 1 (P,] ' Y ~ ~ I O , ~  1 + 1 1 M a  i I O , Y  1,i 1 Y [O,X 1 = 

o k - 9  Zk r x  1 
P = 1 p = l  9,=1 

% ?. % 
pllip) R Compte-tenu d n  Y/ '  = Uk d - A \!FE . 

oDiol k .  

% nu 

h 
'L - - 

,.,Dl F! R ~ [ l ; . - )  :. , ' ' 1 r 7 (,..P? l-' 1 !, 
.. L' i' 

L- . 
i i , r l r p  1 [ ,  P -  

r ' ,  

h 'L 'b % 
7 'H p h  % 

tj i .,DR i Fi, tir, 1 1 M e  : x  ,O - [ a . -  1 ; z 
0 x 1  R = l  i! k ~ k  h *  

1 i 

PO(PI i-1 nu 

p H t! Soit ( a  1 13 m a t r i c e  inver: ;<:  d ~ ;  ( ( p  2 - - ] 
n ,  h g  'i i.r;(p) 

'Y 

i i ~ l  <- I lR 2 
[ai,& p l  d -  P ~ [ O I  

SD iS 1 = 6;- 1 
Li ,ln [ s ) 

'% 

h ?, 
"v 'L 

(,Cl iri B (- !] [ S 1 !?, hB 
ri -- i j  ' 

R, h O SOIS1 k + . . . 1 = neo(" Z r  
i B, hB ti 

9: 
7 h ri. 

I 1 
PNP) j ; h p ~  

("il] B ";P(*) + k 
+ O 

B,> 1' E 0 - 1  

hB ?, 
T. 

% 'L 

PO ((1 q h ~  i i &hg 
a 8 , h  E 1 [X ,D I ïaB (o,x I = a ~ L C !  - 

O K - R  8, h k ix 1 . 
B q = l  R = l  E 

n - m 
s2 L ' L  

vk 1x1 = 1 1 M:;~~,DI yqLc(x1 
L S = Î  k-4 

'L 
T % 

T - h 
r i - r n  

,QD@l q 6 L 
B,h ipO1 1 1 PI~'[X,DI PL ( X I  q = Î q = 1 Ei L S = l  

L  S k-S 

R - V  % 
7 L h ?. 

= 1 1 1 O,@,  PI q, 6 OB 
E, h 

p M !x,O! yCqL [XI  
q = "  L s = 1 P 

L F' k-5 

% 
b ?. soro1 q t 

- 
pP>E(P) ~ q ( ~ , ~ ]  "8.8 [ 'O1  iç [><,El = , 

B i ,S 



On a donc les é n ~ a t i o n s  : 



,) û 
S o i t  d o n c  C - { X I  ,?a, lx. isq u ,  p o l y d i s r i t ~ e  d a n s  l e q u e l  l e s  i !  ( x l  

o < j < n  o  
e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  t o u s  l e s  c i p é r a t e u r s  f i g i i r a r . ?  dar is  l e s  é q ~ i a t i o n s  d c  I r - :  

i'l 
p a g e  47 , a r i r i e t t e n t  ---- !io!ir f o n c t i o n  rnajorar : t .e .  

r' 
. ~ 

, /_ , 

, . Ct! t t e  ~r jn!! i t i i : r i  é a ! ~ i \ , / a u t  l a  C , O ~ ; , ! ~ I E ~ ; ~ ~ T . F ; ~ ~ , ~  c ; ~ : )  sc;r;t;s 

au  v o i s i n a g e  de 1 ' o r i g i i j s  [ [ l r 7 ]  1 .  

i3in a j o u t e  ur? e n t i e r .  r :on\ jer ,a5le  .ii~:x L:r,.!:-.cc; .- A ,r')n, I e  t e l l ~  s o l  'L ; ~ L U C  

,,O t3 I ~ U I J S  a l l . o n s  m o n t r e r  q i ~ e  i i?s  P c ~ r i r i ~ ~ ~ r i s  Y [ , %  j , ~ < c ; i ~ t  3 1 i a j  y : , j ~ : i , [  F; ~j~jr,:: 

Liri v o i s i n a g e  c:?irimLin d e  l ' o r 3 i g i n e  et. r;Ii-! 1+-,: ; ; i : l i i t , i c i r i ~ .  

so r i t  d e s  s e r i e s  iuriit'orm6rnent c o n v e r g e n t e s .  

h o u s  i i t i i i , = . r o n s  !es m a j o r a n t e s  i n k c ~ d u i t e s  p a r  C .  i i a g s c h a l l  :,=;ii:; r'.:' 
- ,  

e t  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : i r14] l 

- S o i t  3 [x,D] un o p é r a t e u r  d i f f 6 r e n t i e l  l i n é s i r e  d ' o r d r i i  7, (-! c ? o f -  
P  

f i c i e n t s  a n a l y t i q u e s  au v o i s i n a g e  d u  p o i y 3 i s q : i r  A = { x i  Mrx x i /  R I .  Suit 
c>$j<r l  - 

M - u n e  m a j o r a r i t e  d e s  c o e f f i c i e n t s  d c  O [x,Dl. S I  
R - S  

u ( x 1  0 (S[xll, i l  e x i ~  
P k 

t e  u n e  c o n s t a n t e  C n e  o k p e n d a n t  ~ 1 i e  rjc , , et p  t e l l e  qcie 
Li 



De p l u s  s i  
P 

n e  c o n t i e n t  p a s  d e  d é r i v a t i o n  en x  , 
O 

Q p l x , D 1  u l x l  << C 8 [il. fln p r e n d r a  r t e l  qiie O < r < i n f  [l.RI. @ r i  p e i t  
k + p  O O - 

d o n c  c h o i s i r  u n e  constante C t e l l e  q u e  l ' o n  a i t ,  s i  rkD < r  8k(5], 
1 

r p B  << R 10 e t c . .  . : 
k - s  k-s 

- 
s+ 1 

ppD [X,DI r p B  1x1 c n H (CI 
B, S+.l k -- s 1 k +: 

- 

pD'~'q(xi,D1 rqL f X j  ;< ;, 8 i c . , ]  F'l k-s  
1 h 

Nous  a l l o n s  m o n t r e r  q u ' i l  e x i s t e  d e s  c o n s t a n t e s  C > 1 ,  C 2 1 ,  
- O 

c b 1  t e l l e s  q u e  v k  liPD(xl < <  c k C k  p + l  
ci k a O 9,(5) e t  

q u e  C 1 e t  C 2 r n C  
ci O 1 ' 

S U P D ~ S O ~ S  Gue v k '  < k, o n  a i t  : 



k k k+l Posons 0 (XI = C Co C Bk(<). Pour que o ~ ( p J  
k ci O h  soit une majorante d~ Ut  

il suffit obe : 

-- 
a O ( 1  >; ' , 1 ,  c,,] + y :"\:,ln ( x i  
O k  1 2 .- 

- r k 
L " 

[' ' -- 
Y v[)U K -  , J + . I  ,- k -5 f.1 k-S+q 
1 1 FB,S.+Î i ~ , L j j [ :  

Cx. i: 
C e (51 

!? S=.l k - s  

- 
'.' ,PD 

Où ieç ~1pt5r.at~'iir:; I, 
? ' 

9"" Fi, - O,S+l e t c . .  . sont ~ h t ~ n ! i ~  ,> 
iL,n 

partir des opérateurs M r ? 13 
1 ' - P5,~+1 en r-ernplaçant. leurs coefficients 

L,O 
par des fonctions majorantes. 

Ceci conduit aux équations : 

k k k+lue k k k+l 
k.1 (51 >> (mlq lCaCo~ 

v k k k  
a o @k+l (51 + mvC 1 a C O c c e k+l (6) 

k k k  v k k k  c ~ c ~ c ~ + ~ ~ ~ I ( I  >> -rmvavc C C C R (5) + rrvC u C C C R [ E l  
~1 o l a o  k 1 a o  k 

où 1 'on a posé v = sup ( a  - m  1. 
R 

a 

On choisit C 2 rv[m+r)C,. Il suifit alors que 
O I 



v 
C a  

O r ~ i  c h o i s i t  .x 2 C p i j i s  [: > Cl 

O 
. i c > c aV c r. r , .  i a -C  1 

O 
O 

Donc  POL:^, , .  .: ::j (,: . ,.., + r. 
i' 

C L  ;: ' , 
l ri 

k + l , . k + l  k + l  M o n t r o n s  q u ' o n  o a l o r s  ~ ' ~ 1 x 1  i c  C i 0 151 
k 1 C? k 

k  k ~ k + l  v k  k k + l  
~ ' ~ 1 x 1  rnc c c c e k  + rnvC a c c c k  l a o  1 a 0  8k 

v P P o u r v u  q u e  C 2 ( ? + v a  1 .  p u i s q u e  C 2 1 .  Yk (XI e s t  d o n c  ana ly t i que  p e u r  a 0 

1 5 ( x l l  < r o m  

P o s o n s  C C C = B.  
O a 

S i  l a  s u i t e  ( f  . l  e s t  d é f i n i e  p a r  : 
J 



n  
où 5 = alxOl + 1 lxj[. 

1 r r 
O O On c h o i s i t  A '  C A  t e l  q u e  i c - e t  / $ " X I  1 c - 
2 

229 

rj . 8 j +1 ,j+i 
c j  k 

. j !  . L: 

0 j : x ~  i ,iR . . 1 
j 

1 7 ]  x - 
3 , k j  I:j . j! . 1 "  

2 j 

0 F? 
La s é r i e  y  [ x )  L u n v e r g e   nifo formé ment s u r  A ' .  

Thévilèmc I I .  La c o n d i t i o n  r:l é t a n t  s a t i s x a i t e  d a n s  u n  i n i s i i ~ : : i ; c  

Q d ' u n  p o i n t  s d ' u n e  v a r i t t é  a n a l y t i q u e  i c e l l e  u u  ~ n m p l n x e ,  on  s u p p o s e  F.; 

o u t r e  q u e  l i s  c a e f f i ~ i e r ~ t i  1j.5 p  di )  s r  (1 1 1  i n d l y t i q ~ ~ s  

LI d a n s  0. On s e  dol ine  u n e  h y p r r s u r f a c e  r 1 1 6 q u a t i o n  x - 0, p a s s a n t  piir 

a = (0,-fil, d a n ç  d e s  c o o r - d ~ n r  @ e s  l o c a l e s  bi i -r i  c h o i s i i ? : ; ,  i?t une fr?r?c:t ir~~i IL, 

a n a l y t i q u e ,  d é f i n i e  d a n s  2 e t  t e l l e  q u e  k I q x . .  .xb i  ( a ,  i k  , g r a d  $(dl j 
17 O 

a i t  s e s  r a c i n e s  en X. : i p P l  d i s t i n c t e s ,  e t  d j ( z )  = O .  On s u p p o s e  
O 0 I S P S T  

% % 

" k B, h 
i, 

q u e  l e s  s é r i e s  1 -- B i 
k !  Z k  ( x  ) c o ~ v e r g o n t  ? a n s  u n  v o i s i n a g e  d e  

k = i3 
[ O . a l  c C x 1. A l o r s  i l  e x i s t e  un v o i s i n a g o  d e  a  d a n s  l e q u e l  l e s  C o ~ ~ r i n  

d u  p r o b l è m e  d e  Cauchy à d o n n é e s  s u r  1 : 

s o n t  d e s  s é r i e s  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n t e s  d a n s  c e  v o i s i n a g e .  



§ 3 . -  PRÛRLEME DE CAUCHY A DONNEES SZNGl!LZERES. 

D n t 1  Extmp& 1 . -  Sur l'hyperplan 1 d'équation x = O de C on 

i. 1 
d é f i ~ i t  $ [ x  1 - x . Les !, -s:lfici~:l::ç des opérate~ri [lu .;vstCve II 1 s o n ?  3:lç- 

. . lytiques davs  iirl v a i . r i r 7 d g e  R d e  O. 917 :;;lr;poç13 r:uC Ll,y. . . x l i  !3, i~ 1 , P i ? ] !  
J 3 

P x ]  t~olor,oro:~~<i ,:!31s Q ' C  ç o . l u t . i o n s  dp I l  x . .  . X I I  (g,grad b p ~ x l  3 > 
1 0 

1 telles que + o ( r ~ , i ' )  = x et [grab d P ]  (01 = g P .  Or1 n c t t ?  KO les Il~ypci-~,,.:'- 
O O 

f a c e s  caractéristiques : {x = 1 .  On choisit (1' d e  t e l l e  s-,r-:,p 

Soit ii :)rie foilctii?;~ i,alor:'i.~:,phc sii! if. revêt-..rii .rit  ::implern.ierlt cilr,rick.. 

de ( R F - U  K ~ ) .  PJoiix~, diçoris Que u est du t y p e  ( p , q ]  ~i c x ([14] ) F,!: f-:: ;!<- 

écrirons d F t i [p ,~- j )  i u c ç t  de la forme s u i v a n t ~  : 

f 
T 

1 [ $'(x!1' ~ ~ ( x , l t i ~  ,tP(xl? si p n'est paç i n  enti.er- < 8 
p = 1 Q 

T 5 (4Pixi~p p P  x ,  X I  + x o  X I  i j  p est uii 
p = l  q -  1 4 p= 1 

entier nCgat,if et q 2 1. 

p 1x3 si p est un entier < O et q = 0. 
O 

1 
\ 

où leç p P  sont des polynômes à coefficients holcrnnrphes. Nous dirons qu'une 
9 

fonction f d'une variable complexe est du t y p e  [ p , ~ )  C x N et noiiç Rcrirnnç 

f c h ( p , q )  si f est de la forme suivante : 1 [14] 1 

zP P ilcg il, si p n'est 
3 

I Ç si 1, est U V  entier ç D et Q = 0. 



o ù  P ( 51  s o n t  d c s  polynômes en < d e  d e g r é  5 q .  
q 

S o i t  ( 7 1  l a  f o n c t i o n  : 
Il 

f  E t- i [p+h,q 1 .  I ln p s i i t  c i i n s t r u i r e  :]rie s i l i t?  ( i F . 1  t e l l e   LE? f i ; o i t  1 2  
1-1 J h 

f o n c t i o n  d é f i n i e  c i - d e s s u s ,  e t  t e l l e  que : 

On c o n s i d e r e  l e  p roblkme tic Cauchy : 

Nous m o n t r e r o n s  q u ' i l  e x i s t e  une e t  une s e u l e  s o l u t i o n  

B 
y  ( X I  E H ( p - m g , q l  de  (1 1 t e l l e  que  ( 2 1  s o i t  s a t i s f a i t e  au v o i s i r i a g c   ri^ t o u t  

p o i n t  a  E 1 où une d é t e r m i n a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  l o g  m O : x !  a  é t 6  c h o i s i e .  

Ii s u f f i t  de  r é s o u d r e  l e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  s u i v a n t s  : 



p + l  -nz  
On pose  f I z )  = z  A 

- "=  (log z l q  . Alors 
A+1 



c a s  a . -  Un c o n s i d è r e  l a  s u i t e  1 d é f i n i e  comme p l u s  h a u t  p o u r  - J 

h  = - n,  + 1 , e t  u n  c h e r c h e  u n e  s o l u t i o n  s o u s  l a  f o r m e  : 
P 

r-L J A  i \ i  JI- Ji,pc,,t. l i t ,  , , , i ~ i i o n s  a e  l a  p a g e  l +  

Id j 
[ p a r t i e  I V .  21 ULI i 

BP B 
k 

Y , = ti V k . . V gB e t  uii l e  s e c o n d  membre 

d e s  é q u a t i o n s  a i ~ r  rle:-iv8es p a r t i e l l e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  eri UU' e s t  a n a l y t i q u ~ l  . 

On a  d o n c  u n e  s o l u t i o n  e t  une  s e u l €  q u e l s  q u e  s o i e n t  16:s t e r m e s  d e  d e g r é  i n f Ë r i e u i :  

,,Pt: 
d e s  polynômes Ji d é r i v ( 3 t i u r 1 .  Les 1 . 1 o n t  un dorr~air ic  commun d ' h o l o m o r - p h i e .  

-1 

P l u s  p r é c i s é m e r i t  : 

D'au t i .~ :  p a ~ l : ,  p o u r  t o ~ t  j s i  p  - m n ' e s t  p a s  un e i i t i e r  n t 3 g a t i S .  
Pl 

p  o u r  j asse :z  g ra i id  s i  u - ri1 e s t  Lin e n t i e r  n é g a t i f ,  on  a  : 
B 

e t  il e x i s t e  K t e l  q u e  p o u r  j > K , 

où 8, e s t  u n e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  e t  P~ E Z [ b4] 1 . P o u r  j > K 

on a d o n c  : 



.. r r 
P o u r  i < - ~t l $ P ( x )  1 5 -- 9 on a : 

2 2 : 8 B 

Si p - rn_ n ' e s t  p a s  un t n t i e r  n s g a t i f ,  on  a  
13 

T m  
1 3  p-ni 112 + j  ci k 

Donc y [ x ] =  1 ( 6 P  i ~ l l  (log $ P i x )  ,,E3 Y i  (XI  
p = l  j=[i k=O k !  

( I a  ( $ 1 ,  ( x j  )j \ , , ~ ~ j  , . ; j e.tar?t , .  a n a l y t i c j u e  ori :3 
-m +j ,k ' 

j=O B .J 

Si ip -m 1 e s t  u n  e n t i e r  n é g a t i f  et q:: 1 
B 

p-r:iB+ j q - 1  
f = z 1 - b  k 1 
-m +j B -rnB+j, k 

(log zl pnur O r j mB-p- l  
k=O k !  

b EJ 1: c t :  r - ~ , - j ~ ~ l ~ t ~  q ~ ~ o  y e s t  anz- iv t iq t ie  d ' o ù  y F Hi ; ! - r  ? ' i l  -.l J 

LJ 



c a s  b .  - On c o n s i d è r e  l a  s u i t e  ( f .  1 d é f i n i e  comme p l u s  h a u t  1,our 
- 
% 

3 

h = -rn- - h B  r t  i:. !.herche une  s o ? c t i r ! n  s o u s  l a  forrrrc : 

8 

' I, I _  ~, . $ 3 ;  : : i : . i j . ~ : , t !  , J e ;  i . , j s t io : - ;s  de l a  pasci 47 

[ p a r t i e  IV 1 -':.: 

" A  'L. 

, 2 ,  - .. 

Z - $ <L, CIi CIi 

k 1 = 3 v k p o u r  (b, h,.) z ( O ,  h m )  
iri O 

Ur: V i r n ~ ~ t r e  cuininc dans j i  r:ds s i i i i ï !  t " .  4 !> -mL, q  1 

i r'd 

A, ii, 1;. 
S c  L! l ? [ p + , l  - r>, c i ]  , t; i 

A ' x 1 E , d e s  fonc-Yioi i i ,  
il 
U 

P 11 o l o m o r p l i e c  r Q!. -i 1-.- !-6:rr;ant ~ i i i r ! ~ ) : : i ~ r , - ~ ~ , t  i [ - ~ ~ , ; ~ , , ~  de  [ y 5  - Ut, , . 11 exis te  

O u v e r t  A C al' - 
p 

. ;  2 . :  . UK ; , l e  p rob l&rns  d e  Cauchy : 

a d m e t  u n e  s o l u t i o n  S O L ~ ~  li; f r i r m r  d ' i ~ n e  somme s ' o n d e s  a s y m p t o t i q u e s  : 



E X V I ? I ~ ~ P . L >  2 . -  E t a n t  d o n n é  c.ne d i s t r i b u t i o n  - s a u f  e n  O ,  on d é f i n i t  

U n e  S u i t e  f .  t ~ ? ? : ! k  (lut? P O U I .  ; f. s o i t  l a  d é r i v i , l e  d'ordre ( i n - j )  : J I ,  

J ,l P 

e n s  d e s  d i s t r - i L , : ~ ~ i : : i ! s  ,J ' ! i i ; t :  -. ciicti::; c c i i - l t i r ï ~ ~ e  g t,t ,ue p o u r  j > m ai i, 

-.- 1 f' = f  ; t - .  r . : 7  , 
j+? 

.- [;/j , , , i .  i y J ~ j u l -  1,: > k, 
J k A 

(3 l i d 

- ?i 
E l  e f f e t  :f O b l  L I : '  e ! ; ~  , i i - : r : i .y t : l .q~~ d a n s  ci:: o u v e r t .  

- , ->n,--w 
I l  ._. I ,_ :;,: J 

J , -. . , .r! 

C i  
! 

P h o r s  r-je Ui< , = I I  ( 3  pD . G d J Y a s i  :IF-;! y t iq~i t -?  r j c i : l r  . '  . 
1 ' 1 j 1)-1 j > - t  , t j  -. 
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