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1. INTPODUCTION.

On considére d'abord un systeéme d'équations aux dérivées partielles,

linéaires, & coefficients constants

(1) hg[D} Vi = AB =1,...,m
o x = (x7,..x) e R™7, hA (D) yB(x] = ) a’ yB(x]
B A Ba
la| ¢ sq

AU systéme (1) on associe la matrice

A L Aoy o :
(hg(2) o0 & = (&,.een0 ) o hglR) = L oen &

~

D'importantes propriétés d'un tel systéme sont liées & celles du poly-
ndme det(hg(ll). Par exemple, nous verrons gue le systéme (1) est hyperboli-
que si et seulement si det(hg(lJ] est hyperbolique. Nous nous intéressons par-
ticuliérement & la partie principale H(2]) de det(hg[Z)). Dans la suite, nous
supposerons det(hé(%]) Z 0, donc H(R) Z 0. 0On conviendra que le degré du po-

lyndme nul est - o,

A
Naus nous proposons de définir, dans différents cas, une matrice (HB(Q))

A
dite matrice caractéristique, telle que det(HB(Qll = H(.).

On pose : d® (det hgflll = T,

<t pour A,B =1,....m et qgue

, A
Cas simple.- On suppose que Sq



A
HB[QJ est alors la partie principale de hg[z] si Sg = t, Hé(z] = 0 sinon
Cas de Pétrowski.- On pose tg = sup Sg.
A
A
On suppose gue T = z tB. HB(ll est la partie principale de hg(ll si Sg = tB’
B
HAEQJ = 0 sinon :
B
Cas de Lenay, Douglis, Nirembera, VolLevil.
Soit o€ S . Onpose r = d2(m hO{B][Z]). On suppose que
m o] B B
r = sup r_. On dit alors gue le systéme n'’est pas dégénéré. Dans ce cas, il
geS )
m
existe un systéme, dit systéme d'ordres de Volevil, de 2m entiers Ny Mg
A . P
A, B=1,...,m, tels gue SB RN mB et ; Np é mB = r. La matrice caracté-

ristigue est définie de la maniére suivante

Hg(z) est la partie principale de hg(z] si SA = n. -m_. Hgle =0

sinon
Remarquons gque le choix des ordres n'est pas unique.

Les systemes du cas simple et du cas de Pétrowskl sont des cas parti-

culiers de systemes avec ordres. En effet, dans le cas simple, on peut prendre

nA =t pour A =1,...,m et mB =0 pour B =1,...,m.
Dans le cas de Pétrowski on peut prendre Ny = 0 pour tout A,
mg = - tB pour tout B.
Soit 2 une hypersurface d'équation xo = 0. Résoudre le probhléme de

Cauchy dans c” pour une éguation aux dérivées partielles d'ordre t, & données
) o0 +1

sur une hypersurface X, consiste, étant donnée une fonction z(x) e CT(R™ '),

3 trouver une solution y(x) de cette éguation, telle que (y-zl(x]) s'annule t

fois sur Z, c'est-&-dire telle gue Dziy-zl(x] = 0 sur z pour tout kK,

0 g kg (t-1).

Ppur un systéme, dans le cas simple, on se donne m fonctions



m
z (x),...,z (x)] et on cherche des solutions telles gue, pour tout R,
B B
{y -z71(x]) s'annule t fois sur Z. En fait on se donne mt dérivées trans-

versales des yB[x] sur Z.

Dans le cas d'un systeme avec ordres, socit n un entier surérieur ou

P 5 p 1 m
ggal & sup n On aura des données z (x),...,z (x), et on cherche des solu-
A

tions yB(x) telles que (yB—zBJ[x) 5'annule [n-mB) fois sur Z ([2}].

A

On voit que pour gu'un tel probleme ait des solutions, il 28% néces-

saire gue les données satisfassent aux conditions de compatibilité

[FA[x] - hg[D] ZB[XJJ s'annule [n-nA] fois sur 2.

a
En fait on donne 2 (n—mB) dérivées transversales des v (x) sur z.

B
et ces données ont assujetties a 2 [n-nA) = z [n*mB) - r conditions de com-
B
patibilités.
Notre étude portant sur les systémes fortement hyperbolicues, il con-

vient de rappeler les définitions de 1'hyperbolicité.

Soit P un polynbBme complexe de (n+1) variables [QD,...,QPJ, de
degré m, de partie principale Pm. Solt N e Rn+1, N # 0. Lrz ooncditions

suivantes sont éqguivalentes

(13 Pm[N] £ 0 et il existe 7

Voe Rn+1, Yoo |t < 0

e R, P (g+itN]) # O
0 m

(2) P(D) a une solution fondamentale E & support dans un cine K
ayant son sommet & 1l'origine et tel que K - {0} C {<x,N> > 0}, (Ggrdinq),
c'est-a-dire une distribution E & support dans K telle gue P(D} E = § o0

§ est la méme de Dirac en O,

(3) Le probléme de Cauchy & données sur {<x,N> = 0} est bien posé



dans C° pour P(D).

Definition.- Si 1'une des trois conditions (1), (2), (3) est satisfaite,

nous disons que l'opérateur P(D) est hyperbolique par rapport & N.

Un polyndme homogéne P est hyperbolique par rapport &8 N si et seu-
lement si P(N) # 0 et 1'éguation P({E+TN)=0 n'a gque des racines réelles pour

tout £ e R™T.

Pour que P soit hyperboligue, il est nécessaire que sa partie princi-

pale Pm soit hyperbolique. Dans [3] on trouve la condition suffisante

(4} Pour gue P soit hyperboligue, 11 suffit que Pm soit hyperboli-

que et que P < Pm (P plus faible que Pm)

v

P <P signifie %;ﬁlﬂ-< c Yeer™
m P (g)
m
[a¥]
ov e 7 P2
la] > 0

La nécessité de cette condition dans le cas n = 2 et pour n quel-

congue dans le cas de multiplicité localement constante, est démontrée dans [11].

[+
Citons encore la conditiaon suffisante de Garding

(53 Pour que P soit hyperboligue, il suffit gue
- Pm soit hyperboligue ;

- les zéras en o de P(o(tN+1ig)) = 0 tendent vers 0 uniformément

N d
par rapport @ £ g1 > o .
o
Garding avait conjecturé que cette condition est nécesseaire.

Dans Eﬂﬂ Svensson démontre cette conjecture et 1'éguivalence de (4) et



(5) et appligue ces résultats aux systémes avec ordres.

Rappelons gue le cdne caractéristique est défini par Pm[z] = 0. Si

-

£ #40 estun élément de ce cbne, E est un vecteur caractéristique. £ est

arP
simplement caractéristique si z §gzm [E]!Z

# 0.

1
Chacune des conditlons suivantes est nécessaire et suffisante pour que
tout polyndme P ayant pour partie principale Pm solt hyperboligue par rapport

a N

~

{8} Pm gst hyperbolique par rapport & N et les caractéristigues

réelles sont simples.

(7] Pm(N) # 0 et Pm(g+TNJé ses racines réelles et simples pour tout

¢ non proportionnel a N.

Si une des conditions (B), (7) est satisfaite, P est dit strictement

Py

hyperbolique par rapport a N.

Considérons maintenant le systéme (1j.
On iuil associe la matrice (hgfz)]. Nous dirons gque l'opérateur (hg(D)J est
hyperbolique par rapport 8 N, s'il a une solution fondamentale E & support‘
dans un cbne K, ayant sont sommet & l'origine et tel que
K - {0}y C {<x,N> > 0} c'est-a-dire s'il exlste une matrice E = (Eg] ol les Eé

sont des distributions & support dans K, telle que :

hg[D) § %« E = 8T .

Soit [Hg) la matrice caractéristigue essociée & un systéme d'ordres
Npr Mg Nous disons que (hg(D]] gst fortement hyperboligue sl pour tout opé-

-m_, 1l'opérateur (hA + Rg) (D) est

A 0, A
rateur (Rg(0))  tel gue d (Rglgl) < ny"Mg 5

B



hyperboligue.

I1 est clair gue 1'hyperbolicité forte de (hg[DJ) gguivaut a 1'hyper-

bolicité forte de (Hg(D])!

| . . . . . A
Dans ia suite nous parlerons indifféremment d’'opérateur (h_ (D)) for-
B
; . \ A,
rament hyperbolique ou de matrice (hBLQJ3 tfartement hyperboligue. La notion
a'hyperbolicité forte pour les systémes correspond & celle d'hyperbolicité
stricte dans le cas d'une seule éguation.

. A
our gu'lune matrice [hB(llJ soit hyperbolique il faut et 11 suffit

-7

m I

que detlh,(2)) soit hyperboligue. Par contre, 11 n'est pas nécessaire, pour
AL . . A .
que (hB(lj] s0it fortement hyperbolique, gue det[hBtzll spit strictement

hyperbolique. Nous verrons en effet gu’il existe des systémes fortement hyperbo-
ligue & caractéristiques multiples.
Des conditions nécessaires et suffisantes d’hyperbolicité forte ont

d’abord été données par Kasahara et Yamagutil [ﬁ] {(1960) pour des systémes du

type
Rk % o 5.% 3 ™ 3 %n
(—1] u, (x,t) = E 2 a, (=) 7( ) v (— u,lx,t)
1 & ij n i
3t 3=1  lo]zn, ot X ax
a0<nL
X = (X eex]) 1¢3gm ny >0 Y i
On reconnalt un systéme de Pétrowskl tel que tA > O Y A et

Hg(q) A0 ob g = (0, -, 0, 17.

Pilus récemment (1968) Svensson a donné des conditions suffisantes et

des conditions nécessaires d'hyperbelicité forte pour les systemes avec ordres

Théordme 4.3.~ (Svensson [12] p. 160).

0On considére la matrice caractéristique (Hg(l)] du systéme (1).

- Pour que (Hgtz)] soilt fortement hyperboligue par rapport a N e Rn+

1

’



11 suffit que (H’B\(suir\m'1 = (cg(z)J existe V2 e R ot que 7 cC,

b < coreey e,

- 81 les ordres sont tels gue >0 pour A,B=1,...,m et si

"A Mg
(HA[ . A 1-(ng=my)
B 2)) est fortement hyperboligue, 23 C, ]CB(ZJI s ct1+|e]) B .

Dans [5] J. Vaillant utilise les conditions de Kasahara et donne des

conditions (C) suffisantes et des conditions C nécessaires d'hyper-

1+ Cr11
boliclité forte pour les systémes du cas simple. Les conditions (C) expriment

que

CI. Chaque forme réduite de la matrice caractéristigue, considérée

comme matrice d'é€léments de l'anneau locallisé de 1'anneau des polyndmes par
rapport & chaque idéal premier défini par un facteur irréductible du déterminant

caractéristique, ne contient comme facteur invariant, que 1'anneau lui-méme ou

1'idéal maximal de 1'anneau localisé.

CII' Le radical de 1'idéal caractéristique est engendré par un polyndme

strictement hyperboligue.

La condition CiI est : Le radical de 1'idéal caractéristique est en-

gendré par un polyndme hyperbolique. Ceci éguivaut &@ : H est hyperboligue.

L'objet de la premiére partie de notre travail est 1l'extension de ces

résultats aux systémes avec ordres. Nous utiliserons les résultats de Svensson.

Dans une deuxiéme partie les coefficients sont variables. On définit
de méme les ordres du systéme en un point de la variété. Si un systeme d'ordres
est admissible en un point a, il 1'est dans un voisinage de a. Nous supposons
les conditions (C) satisfaites au voisinage d'un point de la variété. Nous
transformons le systéme donné en un systéme & partie principale diagonale, hyper-
bolique strict au sens de Leray-Ohya. Nous obtenons des solutions dans des espaces

de SoboleV quels que soilent les termes non principaux des polyndmes de dérivation.



Enfin, les conditions (C) étant supposées satisfaites au voisinage
d'un point de la variété, nous donnans des solutions du probléme de Cauchy sous
forme de somme des ondes asymptotiques. Ces problémes auront Z nA - Z mB =r
données, dont la répartign dépend du systéme considéré. Ces données ne seront

pas assujetties & des conditions de compatibilite.

Dans le cas oscillatoire nous obtiendrons une généralisation des résul-
tats obtenus par J. Vaillant dans [é]. Nous démantrons ensuite la convergence
dans le cas analytique. Nous utiliserons les majorantes de C. Wagshall Eﬂﬂ.
Enfin, dahs le cas de donhées singuliéres, les singularités se propagent le long

des caractéristiques' issues du support singulier des données.



IT. CONDITIONS D'HYPERBOLICITE FORTE

UTTLISANT LA LOCALISATION

POUR LES SYSTEMES A COEFFICIENTS

Cansidérans le systeme :

(1) hg[DJ WPy = oo s xe v

On suppose gue la matrice associée
existe donc un systéme d'entiers Ny mB tel gue
d°(det h [E]J = z an z Mg Pour un choix de

A

téristique (Hg(&]] est constituée de polyném
nuls, Hg(g) est la partie principale de hg[
A , A
HB = 0 sinon. On pose H = det(HBJ . H

v, Vs V¥
bles :H=H, x H.” x ..

1 2 A
o O,y
d[H1x-l-xHU]=T- Dna dfr“|J=I‘i

Nous rappelons les conditions (C)

CI pour tout S, 1 ¢S <o

HS
AN
A S
(HB) N HS
1
~
L 0
dans 1'anneau @S localisé de C[JL(3

¥ O
C(, /Z)m cz (MCI)MW

a2 e 7‘adafaaﬂnvz49 <
C;trd( SS4. )

CONSTANTS.

A
(hB(EJJ

tels entiers,

es Hg[él

£) st do(hgtg))

o . o
« x H "« 0On pose ) Na N mg = T d (Hg)

B

A 2(E)) € 0oy

de degré

n'est pas dégénérés. Il

et

la matrice carac-
(nA—mB) ou

HA‘mB;

se décompose en facteurs irréducti-

TS:

énoncées par J. VAILLANT dans [bl.

Aereas R(E,... 1t ) o' L2 c«%ac«é‘ oo 43CE) tont1bel], Aevecs

0
Vs
\\
1 -
,...,ZnJ par rapport & HS'
Aﬁ=42374244? ' Ao s
ase, (lezTSJ
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- n+1
CII _j N e R tel que H1 R HO soit strictement hyperbolique

par rapport & N.

On fera un changement de coordonnées, de telle sorte gue N (1,0-0).

i

Nous dirons gue le systéme (1) est fortement hyperbolique par rapport 38 N pour

un choix des entiers n m si 1la matrice [hA] est fortement hyperboligue

A’ B’ B
par rapport & N, ce gul équivaut a 1'hyperbolicité forte de (Hg] par rapport

& N.

Dans une premiére partie, nous donnons une traduction géométrique de
la condition d'hyperbolicité forte de Svensson (théoreme cité p.6). Dans le
cas ol CI est vérifiée, la condition obtenue se simplifie, et nous montrons

gu'elle est satisfaite si CII 1'est.

Dans une deuxieéme partie, nous montrons, dans le cas ol [nj—mK] >0
pour j, k = 1,...,m, que les conditions CI, C'II sont nécessaires.

(C'I1 : H1 X awe X H0 hyperboligue par rapport & N). CI n’est pas nécessaire

si 4 j.o4 ki (n,-m) < O.

1. On note &' 1'élément [51,...,€n) de Rn,
[EO + 1 En+1,£') = {z,E') 1'élément générique de cxR” ;& désigne
n+1
+1 , 112 2
(g.8') ¢ R™Y, ey =g et N | lgEn ] iZq le 17

On suppose H hyperboligue, donc (H(E + 1 N])_1 existe pour tout

£ e Rn+1. Spit AA le coefficient de HB dans le déterminant H.

B A

A :

A AB(£+1 N) A
c.(g) = ————— . A_ est nul ou de degré r - (n_-m,J. En effet

B , B B A

H{g+1 N

A ) 1 B-1 m
As = L g Hory X o X Mo X X o)
g £ om
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, . 1 m
et les substitutio H X wa. X 3 ;
ns 5 (1) Hd(m] sont ou bien nulles, si 1'un des

H est nul, ou bien des polyndmes de degré

- A .
Les polyndmes H et AB sont homogenes. On a donc

bt i N

B PR
A ‘ nB~mA—1 1 ||£+1 N‘]
Coule) . [e+i i - x
[[E+i N RS T,
[le+1 ]|
E+i N
(g+1 N) ~——————— gst une bijection de {% =1} sur S MN{g > 0}
- ‘li+i N'[ rn+1 n+1
1 : E+1 N
————— @5t la partie imaginaire de la premiere coordonnée de -——--—
[Tev1 vy | [T+t |
lLa condition de Svenssoﬁ :
n_-m, -1
lcé(g]] o leri N B A majoré sur R égquivaut donc & la suivante
A
A(E +1i & ,E")
Eren E o n: majoré sur S f\{gn+1 > 0}
H(go+i gn+1,g']
(Dans la condition de Svensson, on a remplacé (1+||g|]) par ||g+i N|| ce

guil est licite car

1
— {1+ ) < e+t N|] ¢ (14 ))
= el | lg+1 N[ el

¥

Dol le lemme



...']2_

Lemme.- On suppose H hyperboligue. Ag étant le cofacteur de Hi,

la condition
A . ,
Euq - AGLEHL ELED)

n+1

A
]

sur S M {¢g > 0}

n+1
H[go+i gn+1,g']

pour A, B =1,...,m, est suffisante pdur gue (Hg] soit fortement hyperboli-

gue.

Si les ordres sont tels que nA—mB >0 pour A, B=1,.,.,m, cette

condition est aussi nécessaire.

Si la condition CI est satisfaite,
AT Vo ! A A
AB = H1 X eaa X Hcc BB ol BB est un polyndme nul ou de degré T —(nava].

{proposition 1 dans [8]).

Bg[g+i N)

Ponc Cg(g] =

HyxewoxH (g+1 N)

La condition du lemme s'écrit donc

A ,
gn+1 ’ BB[EO+1 gn+1’g )

l
|
qu... Hx(go+i €n+1’£'] '

Nous allons montrer gue si CII est satisfaite, il existe o > 0 tel

que

H,lx...xHO(E;D+i £n+1,€']‘ > OL'EFH'II sur S (’\{gn+1 > 0}
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ce gqui impligque évidemment la condition précédente. Soit S' = S f\{€n+1 = 0},

dans un voisi-

n+1‘

I1 suffit de montrer gue qu...ng[gD+i gn+1,g']| 2 a|g

nage V de S'.

Soit £” ¢ S'. Posons K = Hy % een x H
(o]

o

Si K{gO] # 0, 11 existe un voisinage V . de go dans CxR" et un réel

a > 0 tels gue |K[g+gn+1 i N)| >0 Olin+1"

(6]
- o F IS i
Fn of ,et, quand (E-an*q 1 NJ - E; ) gn+1 g D:

KLE+E . 1 N) > K(E”) # 0 donc —g——l—K(g+gn+1 LN > .

n+1

Supposons K(go] = 0. Nous allons obtenir le méme résultat comme cas

particulier du lemme

Lemme 2.- On suppose que K est hyperboligue.

Soit gD e S' tel que gz soilt racine d'ordre T, de K(zo,go J = 0. I1

existe un voisinage V o de go dans CxR” et un nombre o o > 0, tels que

£ r, £
‘ngo‘ri 5,5'] > OLEO I@! dans \/go_
. 0 o} 0 ,
Soient § , 8 senes 8 les racines d'ordre r, (r, 2 1)
1,r1 2,r2 h,rh i i

'

h
de K[g2+i 5,gO 1 = 0. ( E r, = 7).

i=1 *
o
On & 61 r =0, 52 r #0 pour 1 # 1. Posons PI($8,E) = K(Eg*L 6,8
» ,l > i
o 0
. R - . <

Spit 5 1nf[6i - ; r.l ; PI(8,E) est holomorphe en &. Prenons p o,

1 J

0

et assez petit pour gue P(8,£7) # 0 sur les cercles {15—5i,r | = o}

On a IP(S,gO]l >y > 0 sur ces cercles.
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Scit n > 0, tel que !P[S,EOJ - P[d,g)! <y pour !g-gol < n.

D’aprés le théoreme de Rouché 1'équation PI(8§,£) = 0 a autant de

racines en § que P(S,EO] = (0 dans {|6—6§ . | < p}, pour IE~EO! < 1.

On obtient donc pour tout 1, 1

A

i< h, ri racines

§, ,(E),...,8, (&) gu'on pourra ordonner par

i éi (g} <16 () ¢ ... ¢ 18, () puisgu'elles sont imaginaires pures,

1,2 i,r
et par conséguent r, fonctions éi K(EJ continues au voisinage de £O et

tendant vers 6? - guand £ - go.
-t

Cn a 1l'identité valable pour § réel

i}

h i rﬂ

P(s,g) = [KU1,-0) 17 1 ¢ (6-6, ()] x (1 (3-8,  (£)))
i=2 k=1 ’ k=1 ’

N

Quand (€_+i 8,£) > %, s >0, £ £°,

. h Ty , h r,
et [kK(1,-031" 1 Cm (8-, ()] » k(1-0iT T 8% ) Y £ 0 done
. ik i,r,
i=2 k=1 2 i
h 0
[K[1,OJiT T (m (s8-8, (£)1)]| 2 o, >0 dans un voisinage V de £
, i,k £ o}
i=2 k=1 0 2
dans C x Rn et, puisqgue 61 K(&] est imaginaire pur et § réel
Y
lPls.g’) = |K(g +1 6,80 2 a _ |6] dans V
: 0 EO EO

Si K est strictement hyperboligue, il existe donc, pour tout

£' ¢ S', wun voilsinage V o CcC«x R" de 50 et o o > 0 tels que

£ £



_']5‘

lK[gO+i &£ 3 a OISI dans V
g g
On en déduilt l'existence d'un voisinage V du compact S' et d'un

réel o > 0, tels que |K(50+i §,8'] = als| sur V.

Les conditions (C) sont donc suffisantes pour gue le systéme (1)

soit fortement hyperbolique par rapport a N.

2. I1 est clair que la condition

C'IT : H1 X see % H hyperbolique par rapport & N, est nécessaire pour gue
o]

(Hg] soit fortement hyperboligue par rapport & N.

Nous montrons gue si nA—mB > 0 pour A, B=1,...,m, la condition

CI est nécessaire.

On suppose gue pour un certain S e {1,....0},

B Ha’l ’1
S
\\
\\\ o KS < Vg
(HY) " s
B S
1
~
\\
~
1
ol a1 < a2 vee < aKS, dans 1'anneau @S. On pss?u uks = uS. Les mineurs
d'ordre (m-1) de [Hg] sont divisibles par HSS , un au moins de ces
Vg g A

mineurs n'est pas divisible par HS ; . 851 AB désigne le coefficient

de HE dans le déterminant H, on a pour tout (A,B]
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D'aprés 1'hypothé&se, on a Ug 2 2, yp, 21 pour i # S, et un au

moins des Bg n'est pas divisible par H..

. Adterin) BAtevi m)
Donc CL(g) = = , et il
B V1 Vo Mg ug My
H, Xo oo xH (g+1i N) H1 x...xHS ><...><HG

existe un couple (i,j), HS ne divise pas B;. HS étant hyperbolique,

3 go e S, HS[EO] =0 et B?(go) # 0. En effet HS est premier et ne divise

pas B;. Il existe des polyndmes P, 0 et 0 tels .gue

P(E_,E') H(E_,E') + OE_,E") B?(EO.E'J - D(g") (D

ol D n'est pas le polynBme nul. On choisit go tel aue D[gO ] #0

0 o, o', _ . ’ , e . .1, 0 _of , .
ago, Hs(go,g ) = 0 car Hg est hyperbolique, et Bjigo.g ) # 0 sinon on
aurait D(£® ) =0. Enfin, He et B? étant homogenes, on peut choisir £°

tel gue ]lgoll =1,

n.,-m,-
Nous alleons montrer que [C?[E]].(1+I|£[|] bt n'est pas borné

sur Rn+1, ce qui contredit 1l'hyperbolicité forte (Svensson [12] th. 4.3.).

Les polyndmes considérés étant homogénes, on a :

, n,-m,-1
|c§(xg01 | (e |agly 3 - ARl
By

—— Bl I )
3 "3 )

u1 o

5. 0
I)\.H1 x...xHo (g

RESUY
A
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n,-m, -1 \ \ .
uard - e e, (LI IBL(2% + =Ny - IBI(g%)] £ 0
N i \ i
U1 H

o] i . 1
H1 X...XHGU[E + = N) est un polynBme en (~) sans terme constant et sans terme
A A

du premier degré, puisgue u. 2 2 et H%(go] = 0.

H u .
Donc xqux...xHOG[EO + 2 N) > 0 quand A > + o d'ol
A
»Ci O s} mj—mi—ﬂ
€50 x (1+]ag ] ~— + @ quand A > + «,

La condition CI est donc nécessaire.
On a donc le théoreme

Théonréme 1.- Les conditions (C) sont suffisantes pour qul le systéme
(1) soit fortement hyperbolique par rapport & N. La condition C'II est néces-

salre. Si nA"mB >0 pour A, B=1,...,m, la condition CI est nécessaire.

Remarque 1.- S'11 existe un couple (A,B) tel que n,-m, £ 0, 1la
condition CI n'est pas nécessalre.

Congidérons en effet la matrice [[12]] :

8] -1
2
1 ED &1 [51]
Alg) =
0 0 (50-51)
On peut choisir n, = 1, n, = o, m, = a, m2 = -1
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2
[ED £1J
A(CE) est fortement hyperboligue et pourtant A ~

dans th ‘513

o]

localisé , 2 -£, ).
ocalisé de C[ED 51) par rapport a [EO 611

3. Cas de multiplicités constantes.

Orn suppose que H est hyperbolique et gue les multiplicités des raci-
nes en lo de H(zo,zi) = 0 sont des fonctions constantes de [li] e R'. Ces
conditions impliquent CII. &n effet, soit (Di] £ Rn tel gue

H1x"'xH0[zo'piJ ait une racine multiple. Pour tout voisinage V de [pi], il

existe Hi g V tel que H1x.'.XHU[QO’Hi] n'ait gue des racines simples. En

effet H, x...xH (2 ,2.) et —é—-(H x.u.xH J(2 ,2.) sont premiers entre eux. Il
g o 71 1 o o 7i

/'l
9%
0

existe des polyndmes 91[20,2i) s DZ(QO,zi) tels que

, 3 -
Q (Q,O:,Q,i] . H X---XHO[,Q,O)Q,i) + 02(20;21) H1X..'XHU[£O’£i] C(Qi)

1 1

320
ol C n'sst pas identiguement nul [[3]].
Soit Hi e V tel que C(ni] ¢ 0.
H x.o.xH (g ,I,] et —§-[H xeowxH J(g LI,) ne peuvent avoir de raci-
1 g "o 1 50 1 o o i
0

nes communes. Toutes les racines de qu-..ch(zo,Hi] sont simples. La multipli-
cité d'une racine au moins de H[Qo,zi] = 0 n'est pas une fonction constante
n
R .
de [,Q,i] £
Si on suppose en outre que les ordres vérifient nA—mB > 0 pour

A, B=1,...,m, 1a condition CI est donc nécessaire et suffisante pour que le



systéme (1) soit fortement hyperbolique.

4. Exemples de systémes vérifiant les conditions (CJ.

Examgﬂe 1.- Considérons le systéme de 3 éguations & 3 inconnues

2 2 3
[
- yqixo.x1] S R y1(xo,x1] » Y (xo,x1] = F1(xo,x1]
(axO]Z I)xoax’l : axo

2 2
3y (xo,x1] Sy [xo,x1] = ?2(xo,x1]

9 on ax1
3 3
Sy L . FS[xo,x1]
axo Eax'l
\

La matrice associée est :

-1 -1 -1
1 [ EglEgEy) D Eg ] |
0 0 (£4E4) 0
° L 0 0 g8y ]

La matrice caractéristigue est alors

_’Ig-



/ £0(60‘513 0
A = -
(HB) = 0 (ED &11
0 8]
— - 3—.
H o= Eo(go £1] b H1 X
o =2 ., v, =1 , v =3

0

Dans le localisé @1 de R(EO,€1] par rapport & H on

o, 0
) n 0 1
|0 | 0
Dans @2, on a
~H, s
(Hgl " 0 H2
0 0

lLa condition CI est satisfaite.

1

_20-

0'autre part H1 X H2 = EO(EO-£1] est strictement hyperbolique par rapport a
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{1,0) : CII est satisfaite.

En effet,

fortement

et dans

Le systéme est fortement hyperbelique.

Par conséquent, les systémes ayant pour matrice associée

r . -
EglEg-E)rakyrbe, ra, cEgrdE,ra, Egtoa

o, ng_g1)+“5 oq

a7 uB [EO_€1)+a9

c, d, oy sont des constantes, sont hyperboligues par rapport & (1,0).

Remargue.- La notion d’'hyperbolicité forte dépend du choix des ordres.

pour le systéme précédent le systéme d'ordres suivant est convenable
= n3 =1, m, = -1, m2 =my o= 0. Avec ces ordres, le systeme n'est pas
hyperboligque. En effet, la matrice caractéristigue est alors
-1 0 0
~ _ “
1 EED 51150 0 ED
A = 1 0 (EO<£1) 0
1 L 0 & (gg-qu
o on a

2



2
(éo 51)

T

v [EO—£1]

La condition CI n'est pas satisfaite.

Exemple 2.- On donne la matrice associée au syst®me considéré

2 0
! . g1 8g*e
2
3 [51 EOJ+B 52
On peut prendre n, = 1T, n, = 3 ., m, = 2, m, = 0
0 (g,-g ) }
Ay o
[HB) = J
(gq—gOJ 0
2
H = '(51'50) g = vq T 2 =1
(g,-g.)
: A
dans ®[51”€q) s (HB) "
[61‘503

et [g1~g03 st striectement hyperbolique.

Les conditions CI et CII sont satisfaites.

_22_
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ITT. HYPERBOLOCITE STRICTE AU SENS

DE LERAY OHYA

POUR LES SYSTEMES A COEFFICIENTS VARTARLES

VERTFIANT LOCALEMENT NOS CONDITIONS.

Le systeme (1) est maintenant & coefficients variables
A B A
(1) hB[x,D] y (x)} = f (x) A,B = 1,0..,m

ol x appartient & un ouvert © d'une variété C . Les coefficients de hg(x,DJ
sont C dans . Pour chague x, la matrice caractéristique (Hé(x,%]] est cons-

tituee de polyndmes de degré (n,-m_) ou nuls. & appartient & 1'espace cotangent

A B
* A
TX en x. On suppose que H(x,%) = det[HB(x,l)) n'est jamais le polynBme nul
dans Q.

X

En chague point x, H se décompose en facteurs irréductibles

On suppose gue chague HS gst fonction C de x, et gue chagque multiplicité VS
est constante sur Q. |

Dire gue le produit H1x ""XHG est hyperbolique en un point x équi-
vaut & dire qu'il existe au moins une forme g € T: telle que

(1) (HyX oeexH X oonexH J0g) # 0

_ " '
(II) si on fait un changement de base dans T>< de sorte que g @ait pour compo-
sants (1,0 ....0), 1l'éguation [H1X ----XHOW(QO.Di) = 0 admette 1T racines
réelles distinctes ou non, en RO. pour tout [Di]. {t est le degré de

(qu ----xHGJ, p une forme de composantes DD’p1""Dn' On désigne par [Di)

*c{ p- 9
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1'éle D,B,ss0s .
glément ( Py an
o . #*

On notera FX le cbéne de Tx dont lés éléments sont les covecteurs
g possédant les propriétés précédentes.

En chaque point x ‘et pour chague s, on considére 1’'anneau localisé
¢S de 1'anneau des polyndmes & (n+1) variables (20,.-.Rn] par rapport a
1'idéal défini par Hs'

Dire que le systéme (1) satisfait aux conditions (C) en x, c'est dire

que

(I) pour tout s 1

A
D)
A
Qa

m >

dans 1l'anneau principal QS.

(I1) H1X.... xHSX.... ><HO est strictement hyperbolique en x.

Théordme.~- Un opérateur satisfaisant aux conditions (C) en chague point
de la variété est localement strictement hyperbolique au sens de Leray-Ohya, guels

que soient les termes de degré [<nA*mBJ des polynBmes de dérivation hg(x,D).

Soit Ai le cofacteur de Hg dans le déterminént de la matrice carac-
-

téristique. D'aprés la proposition I [[8]], oh a :

ol Bi est de degré T—(nA-mB).

. B
Pour chaque (A,B), il existe localement un opérateur bA(x.DJ de po-

lynéme caractéristique Bi(x,il. [GFB]]. Au systeme
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A A
(1) h_(x,D) yB[x) = f (x), on associe le systéme

B
(2] he(x,0) b?[x,DJ 2C(x) = 10
AL B, . . ,

2 holx, &) b {x,E) & pour partie principale H_ x.....xH_, et, pour A # C

B B A 1 g

dQ(hA(x £) bn(x £)) ¢ t*+n,.-n mais HA'x £) BB(X £E) = 0 d

Gt eSS B LGRS S TR 5 Tgtxe c one
o, A B .
d [hB[x,il Dc[x,EJJ € TN, nc-1

(2) s'écrit donc

(21 (H % coes xH ) (x,0) Lo o0 g = o

O IA - P
avec d [hc (x,E)) T+ﬂA Nc 1.
Soit n  un entier supérieur ou égal & sxp Ny On suppose gue FA(x]
s'annule [n-nAJ fois sur une hypersurface z de la veariété dont la forme cotan-

gente g est dans ?x'
Au probléme de Cauchy (I)

(1) hg(x.DJ Vo =

(1)
: y (x) sg'annule (n‘mB) fois sur z

On asscocie le probléms de Cauchy (II)

HoXeoan xHO(x,D] zA(x]+héA(x,D) zc[xJ = ?A(xl

(I1) c
z (x) s'annule 1 foils sur Z.

(re1)

Localement, le probléme de Cauchy II se résoud dans des espaces de Sobolev. En

. C
fait, zC(x] s'annule (T+H‘UC) fois sur ). ([14]). yB[x] = b?[x,D] z (x) est
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alors une solution au probléme de Cauchy (I).

En effet yB(x) s'annule [[n+r—ncl-(r-nc+mBJ] = (n-mBJ fois sur 2.
On a ensuite une solution pour des dennées de Cauchy qguelcongues et un

théoréme d'unicité [6]. Le probleme de Cauchy (I) est donc résolu localement dans

des espaces de Scholev.
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IV. SOLUTTIONS SOUS FORME D'ONDES ASYMPTOTIOUES

DU PROBLEME DE CAUCHY LOCAL.

§ 1 - PROBLEME FORMEL.

Les hypothéses générales sont celles de la partie II p. 23, Nous sup-

posons pour simplifier, le 2e membre de (1) nul.

Déﬁinithn.- On appellera onde asymptotique formelle dans un voisinage

de a, une série formelle de la forme :

(6(x)) Y2(x)

yB[x) = j

[- -3
jZO 1c'mB*j

~

ol
. d -
- (fKJ est une suite de fonctions telle que e Fk[t] = Fk_1(t)

- ¢ est a valeurs réelles, c”, telle que grad(¢(x])) # 0 dans le voisinage,
et vérifie 1'éBquation caractéristique : H(x,grad ¢(x)) = O,
- Y? est c” dans le voisinage, et telle que, en reportant dams le systeme (1),

la série formelle obtenue :

| A A . A
F_nA[¢(x)) FO[x)+F_nA+1(¢[x)1 F1[x]+ v +F_nA+k(¢[xJ] Fk(x]+

soit nulle.

On suppose que le systéme (1) satisfait aux conditions (C) dans un voi-
ginage de a. On pose p[x]'= grad ¢(x). On suppose que Hs[a.p[a)J = 0, donc
HS,(a,p(aJ] # 0 pour s8' # s, et dans un voisinage de a, Hs[x,p[x]] =0 et
Hs,[x.p(x]J # 0 pour s' # s,

I1 existe au moins un mineur de Hg(a,p[a]) d’'ordre (m~vsl, soit As'
tel que As(a,p(a]] # 0.

D'ol AS(x,p(x]] # 0 dans un voisinage de a. Le noyau de HA

gl Xsp(x1)

. ; ;s B .
est de dimension Vg [Eﬂ]. On considére les vecteurs [dé(x,zJJ1SBSv définis

S
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a partir de AS dans [9] - d_(x,g) est un polyndme homogene invariant par
D
changement de coordonnées, & coefficients C . Les vecteurs [d?Lx,p[x]]
D 1<DBsvy

forment une base du noyau de Hg[x,p[xll. FA = 0 s'écrit s

0

A B
HB[x,grad ¢ (x)) YO[xJ =0
B
YD(x] est donc de la forme :

(2) Yg[xl - Ug[x] aBix,px))
6 .

ot Wix) est C°; 1sDs v
0 =]

A P . .
F1 = 0 sg'écrit, dans des coordonnées locales contenant le voisinage

envisagé :

A B a A B A B, . _
(3] HB[x,p[x)) Y1(xJ + 3 hB(x,ptx)J 3@ YD(xJ + MB[x,p[xJJ YD(xJ =0

en posant 3% = 2 et 9 = : . Mg est la partie homogene de degré
A aza
B

nA~mB—1 de h

Multiplions par des vecteurs, analogues aux d?[x,p], notés gF[x,pJ
. D A
gt forment une base du noyau de 1'application transposée de 1’application

linéaire Hg[x,p] [[91). On obtient, en tenant compte de (2) les relations de
compatibilité :
1 g oup o Kol 3 [Poo o] ¢ gh Mol dPoup) P = o

A B o g 5 A B 5

0

A F F
On rappelle que HA d8 =H o_ ;g HA = H p, ; on pose
B 5 s g A B s B
ﬂﬁ = Oé gF . La matrice Hi(x,p] est inversible [9].
D D A D
F.o A D B F.a A D B F.a A B, D
= 3 u- .
g, Hy Ba[uo[x] datx,pll g, 0 Hyd, Ug dﬁ r g, 8 Hy o, dﬁ 0



a A D B 3 D 3 D
R N T R S PR T A o SR T L VAo IR T P T Ly Y
A B o 0 o A B = a O A 5o 0 A B 5 a
= =
H H H o H, Py
0 S S D =]
D'ol puisque HS[pJ =0
F.a A D B _ ,F.a D
gy 8 g o, Ugd = H_ 9" H_ 3 Uj00)
8] b
F.a A B, D F.,A B D_ . ,F D
Posans g8 3 HB Ba d6 UO *gp MB dﬁ UD = M E|L><.p] UD

# Gp) B0 8 WP+ m Pl Wi = o
- a O = O
D D
On a donc encore
Ba[x,pJ 3 UD[xJ + M"D(x,pJ UF =0
o O [5 8]

Ug gst donc une solution C de ce systéme d'équations aux dérivées partielles

. D . R - . <
du premier ordre. UU est déterminé si on connalt sa restriction & une hyper-

surface Q passant par a, pourvh gue E ne soit pas tangent en a & @, ce

qui est reéalisé si la forme cotangente g a @ en a est dans FZ .

Les relations de compatibilité (3) Gtant satisfaites, on posera
Yoo = P P+ vPix)
1 1 5 1

ol V?[x] est une solution particuliére de (3). Fg = 0 s'écrit
A B a A B B, . _
HB[x,pJ Y2[x] + 3 HB(x,pJ aa Y1[x] + termes en YO(x] 0

De méme gue ci-dessus, les conditions de compatibilité de ce systéme

détermineront U?[x], pourvu gque soient données les restrictions & § des U?.

= &

. . - B .
On détermine de mé&me tous les U et les Yj par reécurrence pourvu

\ c s D . .
qu'on connaisse les restrictions des UK a Q. Les calculs explicites seront
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taits plus loin.

Proposition.- Localement, une onde oscillatoire formelle est déterminée

c o D . .
par les restrictions des UK sur une hypersurface transverse aux bicaractéris-

tigues.
HS gst strictement hyperbolique en a. Soit Q une hypersurface
passant par a et telle que sa forme cotangente en a, soit dans PZ

On choisira les coordonnges locales de telle sorte que { ait pour éqguation

Soit w[xiJ une fonction C & valeurs réelles définie dans le
voisinage considéré, telle gue (grad ¢) (a) # 0. Posons {grad w]i (a) = pi(a).
L'éguation en %4 Hs(a.lo, pi[all = 0 a toutes ses racines réelles et simples.
Soit pg 1'une d'elles, Un résultat classique [3] indique qu’'il existe un
voisinage de a, tel que dans ce voisinage, il existe une solution C* et une

seule ¢p de l’équation HS[X, grad ¢(x)) = 0 satisfaisant aux conditions

initiales :
$° (o, x7) = PpixD) (grad ¢°) (a) = pf(a)
Il en est de méme pour chague racine de H, X ... x HG[a,QO,pi[aJ] = 0

1

p

On cbtient donc localement, T fonctions ¢ infiniment différen-

tiables, satisfaisant a 1'equation [H1 X .. X Hc] (x, grad ¢({x)) = 0, telles

que ¢p(o,xll = w(xl], (grad ¢DJD(aJ = pg(a).
On se donne r suites de fonctions C°° dans l'intersection d'un

sr

~

L, i PN .
voisinage de a et de Q : [Zj(x1]J1<2 . Dans le théoréme suivant, ces
AYEY]
suites seront indexées par r couples ¢ =[B,hB].

[AVEAV)
Théoneme 1.- 1l existe un choix de r couples [B,hBJ pris parmi les

(B,hB) o 1 gsBgm 0gh

<

28}

B n—mB - 1 tel gue le systeme proposé ait dans

un voisinage de a une solution formelle et une seule sous forme de somme des
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ondes asymptotiques formelles

T
yB[XJ =}

Py 0700 Y?B[XJ
p=1 ]

~ -m
C B

I~ 8

vérifiant les r données de Cauchy

r\ir\)
3 E i v By 4
y (0,x7) = ) f (Wix™)) z,. “ixb)
j= -m - +
(3x°) 6 J=0 mmghgtd
l_\ - - - - - - - - - - - = - = - - - - - - - - - - - - - - - = =
cecl ayant lieu guels gue soient les termes de degré < n, - mB des polynimes

de dérivations hg[x,D].

Pour tout p, on pose grad ¢p[x) = pp(x) = (pg[x), pi[x]] et on

3

considere la base Edb {x, pp[x)) du noyau de HA(X, pp(x]J.
- - B
pD(p) 1$D(DJSv5[pJ
{cf. [8]] s{p) est 1'indice compris entre” 1 et o tel que

P _ .
HS[QJ(DO(X}' DiixJJ 0 dans un voisinage de a.



Lemme.- La matrice A(x) est de rang r dans un voisinage de
1 1 1 1 1 1
d d £
11 11 21 dT1 TVT a
1, 1 1 1 2. 1 T 4 T 1 .l
; %
(pyld., (pyld, y (pld,, (pda,, (pd d_ . ]
n—m1—1 n—m1—1 n—m1—1 n-m, -1
1 1 1 1 2 1 T 1 1
2
(gt 4y (gl dyyq (P dyy (p,] w1 | Tnem -
2 2 2 2 2
d d } L
d11 v 21 “rut 0
1.h.,2 2.h 2 t,h 2 07
= [j d s
A(x) (p ) dqy (Pl day LR
1 m—m2;1 n—mzés ,
(p.) d (p.) d L
Po 11 Po VT m—m2-1
m m m m m
d d 1%
11 d1v1 27 dTVT 0
n~mm-ﬁ n—mmfﬁ
1 m T. m r
{(p_J ;
LDD 1 EDDJ dTVT Qn~m =

_32_
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o
Alx) @ ) v_1_=r colonnes et ) [n—mB) lignes.
=1 B

Remarquons gue [n—mB] 2 0. 81 n - i = 0O 411 n'y a pas de ligne

avant B pour indice supérieur.

vemons thation. -

On montre gue 1'équation linéaire homogéne associée n'a que la solutior

nulle.

On suppose donc :

g o0 (p) pDlp)
7 I L LY -0
n—nﬁ—ﬂ L 8] Bio)
oBlp) pELP
‘{ Do), p," ™™ 4
RSt d 0
- 0 e0(p)
pDLD]
B §oooaPRwed ey B =0 0Dghsn-m, -1
n-mg=1 ¢ - . pD(p) B
o0(p)
______ N Ll
m 1 y B B L g gchen - nm
n-m - _
m ol p) pB(p)



11 n'y 2 pas de relations 7b si n-m, =0

n-m. -1 B
A B
HB(RJ = si nA - mB <0
n_o-m_-1
n, - A B
A A A B Ah h
= B 9 C -
HL L0 = Hola) L + hgn Ly (20 & st on, - mg 20
On a Hﬁipg, p,} d (b, p.) =0 15 D) v
i 3 1 s{p)
oD
On peut restreindre la sommation aux B tels qgue nA - mB > 0
n.o-m. =1
o, =i A 3 .
A f B
) Mg %" P 7 P ™" g -0
B 0 o B i U -
N h=0 pB(e)
Esn, —11.20
A B
- n-n
On multiplie par ADU[Q] (p%] A
n,~m m%\*m“*1 - n-n
: Al b ( ‘ -
[Hg[qJ [pg) A B + Z LB](pi) [p%] J AQDLQ) [p%) A dba = 0
h=0 pD(p)
On somme par rapport a o, Do)
n-m n_-m_-1 n-n . +h
- B A B = 4
A D B Ah D t
Wiy o 7 PPy d S N R O o) p2) d
5 - . D(p) h=0 52 0
0,D(p) pUte oD (p)
— ‘ _ ::> —_ — . - | ISR
0 < h g nA HB 1 n nA + h<n mB 1 d’'od
= n~-n,.+h
0
y AP (p) (e°) A -0
= 0 D(p)
eD(p) o
d 'aprés les relations 7
n-m._ -1
B
Gn a donc pour tout A
= n-m
A D B
) fhqr ) WP Py By ) =0
B,n_-m_ =0 B = 0 pﬁ(p)
A b pLio)

En fait, on peut sommer pour tout B puisgue Hg[q) =0 si

Oonc, pour tout A, on a



On a donc pour tout B, |

A ,
det HB[q] # 0.

On obtient donc,

sour tout

B, les relations

ar récurrence on obtiendra les relations 7

Donc,

pour tout

b, cna 7

n-m_+r
B

-1

A

4
!

\

Ecrivons ces relations en séparant les sommations par rapport &

et Dip)

P ) =0
Bip) pD(p]
[DD) (7 XOD[QJ dB ) =0
D -
D(p) phle)
il Ty PRl By g
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1 - - = ===
I ¢

Pg o |

- - - - e e # 0 donc E AQD(D} Q“ﬂ =0 Yo, VB

- i | i
1,11 T,1-1

LpDJ [pDJ

. B N .

Vo . (d ) est un systéme libre.

pD(p) '155[015\)5[0)

. ! = Do .
On a donc VQ, Ybo), Apt[’] = ()

Alx) est de rang r. On peut en extraire un systéme de 1 lignes
o
lingairement indépendantes. Soilt donc (L ) un tel systéme. Le probléme e

e Uk

Cauchy dont les données sont les suivantes

e

Vo = T f Wixt )z, P
i=0 *mﬁ—hB+j J

a une solution et une seule sous forme de somme des ondes asymptotiques formelles

guels gue solent les termes de do < Ny~ mB des polynfmes de dérivatiaon.

. c s .o P 0
On identifie les séries formelles précédentes sur x = 0.

On obtient



( v} oy
T oo ilg o8 4 B.hg
D, . N
[ a, , = 7
) Py lU,x7) Y5 (0,x7] g {x]
0=1
{h_#0) e
5700 «
v [AVEaV]
T 5 h,_‘ e : )E; B,hB 5
Yooty YTt ¢ termes en \{; = 7 {x
- w J J J
o
Four determiner les Yib[u,xlj, on cansidére
7 - - - - - .
& &8
v t , .
[ i oo opb, o - B, i
/ [ , L+ Wb ‘U,’\ - ] <
) [pOLU X)) L) Z4 )
p:']
| o ) . . B} -
Solt, en fonction des UU
/ . - T,
T - . ! S 1
. O] i ¢ 1 LB i - - i
Fout gty Pty By (x4 = 7 Bid
g -, 0 0 - 0
p=1 pbig)

- 37

pour G

Compte tenu du lem

U0 dans un voisinage de

p0(p) i
a (0,x7)3]

3.

(U infiniment d

la propesition, un obtient 1
B .
Y2 (x). Par récurrence,

les g

Cas oscillatoire.-

Si 1'on prend fj[
pour le probleme de Cauchy a

avec ordres, les résultats o

me, ie déterminant de ce systéme est différent de

Un obtient donc une solution et une seule

ifférentiable en xl. D'apres la démonstration de
D
es Ug [pJ[x] dans un voisinage de a et par suite

B
cn obtient de méme tous les Y? (x).

iws
5) = = )
i(,\‘
données gscillatoire. On étend ainsi aux systemes

on obtient des solutions osciliatocires

a7
-

Vaillant dans L8]

btenus par J.
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Exemgﬁe.- Considérons un systeme ayant pour matrice caractéristigue

-1 -
- -5 ) 7
0 T (egrey) (51780
/A‘ . i
i, (8] }
2 ) s -5 £ ~2% . £ -3¢ )
( (,6,) (6,725 (5 -38)
L o
avec les ordres n1 = {J, uz = 2, m1 = 1, m2 = -1, n =2
W te e )7 (6% ) (£,-08 ) 5 0= 3, v, = 2w, =ua = 1,1 =3
I ?_‘,/] tJU \é,] gU« (91 ()d > ag ’ \)/[ <y \)2 V‘3 , T = 3
-& “28 ) (¢ - st strictement hypertolicue par ra toa 1,u).
[E1 OJ (iq ZQDJ [21 3@0) est strictement hyperboligue par rapport & 1,u1)

La condition CI est également satisfaite.

. b b,
1 ) 2 Py 3., M
Potry) = Py Plpy) = 3 Pothy? = 3
1 A 0 1 1
B B B
(a,,) = CHBE (d,, 1= CAPl
0 < 1 < -1 0 -1
1 0 1 1 — ]
0
p P
1 1 1
Py 0 7 3 2
0? p?
2 1 1 1
Py o 7 el f %y
Alx) =
2
0 , - - —
o
p p
1 1 2
O e e [¢
P p) 3 2
2 2
o 2P P )2
P 4 3 2



On pose

3w )
iy = ¥ PGS IS
oo gtg 1 J
J rx: 0 [&
y D =) fop 0D 0

La matrice Alx] a plusiours systémes de quatre lignes lindairemsnt
indépendantes, on a donc plusieurs problémes de Cauchy "bisn posés”. Par LXOpLe .,

le probieme de Cauchy

I
( NI
1 1 N I DR
VAR RS T A S O S DRV Py
j=0 1+ J
S O R 1.0 1,1
Jo9g v (Ox ) = ?{ Py DOy 2
1 : 1 1,21
S,y k) = h F ek )) 7 k)
0° 3=0 : J
2 . I ORI
y (Gon ) =0 lplx ) 7207 (k)
\ \j;o [N J
a une solution et une seule quels gque soient les termes de degré < n,. - m

A B

oces polynimes de dérivetion. Par contre, si on envisage une répartition

1

"symétrigue” des données : y , BD yq, yz, BD yZ » on n’a pas l'unicité du
. , . . 1 1 2 2 .

prebleme de Cauchy. En effet les lignes QD’ Qq’ RD’ 21 ne sont pas indepen-

uantes.



§ 2.- CONVERGENCE.

Nous supposons la variété analytigue, (réelle cu complexe). Les coef-

70", (x' e ), sont
K
L une sous-variétd de
/ - . -
mension n pasoast par o A, La rheoee o donnas s 0 oot analytigue et tel

e coordannées locales de telle sorie que

que ¢lal = 0. On

Jg v e eyt

i ) . , 0 e X .
a= [0 0) et que ; ait pour éaquation x = 0. La condition CI est satis

faite au voisinage de a. 0On suppose en outre gque 1'ém

Hox..o.xH {a, (2 ,grad ¢(a))) = 0 a ses racines distinctes. Soient [DO3A/
1 8} O 0 1€0gT
. - . . . 6. 0 n o
ces racines. 11 existe 1 fonctions o (o eux ) =R
. L . D, . e i o1
analytiques =t telles que HWX...XHWLx,grdU 67 (x)) = 0, a7 in,xT) = wixT),

(grad ¢OJD[OJ s p? (Eﬂ 1. 0On pose erad ¢p = po = (P up, 1.
[ <

sfaites, nous obtenons les solutions farmellecs

U3
oy
+
-
w

Ces conditions étant

du théoreme 1. Nous allons montrer 1l'existence d'un voisinage de a ders lequel

B
les Yp {x) sont analytigues, et la convergence uniforme des séries
T (e}
B v ¢ pl3, | . .
y (x]) = Z ) f {97 (x)) YT T (x) pour un choix convenable des fonctions
p=1 =0 ") ]
= =0

[ps]

-
v x) = £ La (x)) Y (k) y (x) = ) vk

N
Se M = P
L 0G0 VPR stécrit



P oA 0 pA - 0y ePA
L EXJJFO (x) + o +1(@ (x]JF1 (x) + ... = F c L0 [X)]FK (%) +
A A
CQA‘ ’ - [ Ve
‘K+7[X] = 0 s'éerit
A a3 0t o o) o
%t:fx,mp]Y? fxl o+ »’th,pk)aﬁ“ﬁ {
n,~-my
A 0,08 ) 42 7oA R
+ L O, p YD T x) o+ ) Prolx,0) v,
B, n,-m - ! - 35 SO
H, [ A WH 1] k. B 520 B +7
. . oA . - . fr .
ol les opérateurs PB%(X’D] sont d'ordre = 2t 2 coefficients ne dépendant
gue de ceux de h;[X,D].
. F
On multiplie par gA et on somme
e F} -
Compte-tenu de YiB[x} S Ui"(O](xﬁ USB[O](X] + ViB(x), on obtient
F .o A Dip) B F .o A 0B
3~ H_. 3 - , o0 \
Ep B o [Uk pDin)- fa HB aa /K (>
F A 0., p0(p] B oA 0B
+ L s } I A b+ VT
g4 & n -m _1[x P JUK (x OD[O](X Ea LB,mﬂ‘m Vi {x)
A B A B
n,-m
= A B
F pA 0B
fgo ) ) PooGGDY YL (x) =0
A 5 5o BS k-5+1
A B A F A F
On rappelle gue HB dD = Mg 05 9 HB = HS Py
FooAF FoB :
0 H- = o2 = d=. ice (f- S
n pose B OD Za DB 5 La matrice [ D) est
inversible ([9]].
F .o A pi[o] B F oo A oi(p] B F oo A B pﬁ[o]
H U - =g 3 d = + R = Ur
gy 0 Mg o, (U dpD(o}J ga 0 My 3, Y by T Ea Y My, Ip Y
F . a oB(p) B

41



Orot, puisgue Ho{(pl = 0

F oo A pi{p? B F oo
g8 H U 4= = H- o
8 804 K (pD(o) D S o Kk

_oa
=)
Qr

= 0D F
(x) + g L
kT Ba e em_ 1
Il B

F A
L
x) o+ g5

A B

F A B . IR A \
& % z Pag 00 ¥ilguy = é Ba L st

n-m

H —_
) T opef PB
- g QZ ] PB,S(X'D] {K—S+1

s'écrit donc
w00y R+
B,1 k d

Soit (K21 1la matrice inverse de (H

T

On multiplie par KE gt on somme

g

o o oD oD oy,
(x, U7 (x) + M- s
P D )aa K L,D(x D )UK (x) +

B em -1 Ry IR

B]
(x,pp]dﬁr L

_42_



n-m
_ B -
) B T 'oD B
m'PPix,0) VP + P PIx,D) YPY (x) = 0
B, A k-S
B S=2
Et puisque g9« o
0Pk oy e el ey !
i k K L, i<
B n-m. . -
3] B - 0 ] B N
Mglqix,ﬂJ VPR e 7T PTG, Y0 g, 0
£ot, B S
- e . . O
ol qux,D'} ne comprend pas de derivation par rapport X .
£ i
Fxplicitons vg (x) VE eot une solutlion particoliiere de
A B A B A O i
. Vv 1oe A0 H 0 [v) CePy v (%) «
Hlp) YLD g Hy a YT O e Ly Bt v 00
- ADB
mA>mH m .
: =YoLANN v -
+ z .z/ PB’QLX,U] '._g[‘) 0
B &=2
Si pg est racine de HC(QO,Di7 = 0, ce systéme est de rang (m=v ). On
suppose gue les dinconnues et les éguations principales sont les (m-v.)
Q,m~v%+1 oM -
premieres. On choisit VK ) = = VK = 0.
R p . . A, .
Un indice chapeauté variant entre 1 et m-v., sSoit (WEJ la matrice
. A
inverse de (Hé(x,p]).
D L
HE(X,D) Vi (x) =
D B : "Te p B
=} © oL 8]
- % HL s Y DL ) L LG p?IYeT ) - Y P 0Dy YT (x)
-m_- ‘ - 3 -9
B “q k-1 B,nA mB \ k-1 5 QZ 5 B,5 k-39
i _ — —— ——
oﬁ 0B
) ( ,] % .
5 g (x D) K~1(XJ

On multiplie par K

D

et on somme



B L ef L
Vo0 = ) Y mPP oo v Lo
k fol, s k-3

Finalement, pour F_ = {0, aon obtient les conditions de compatibilite

K+
5 oDp) VL i ) . :’V}E)D - 0, .0 5 .
1 L0
_ F}“,"V\‘, N il ~mP B
oD R RN 1= pl. r " p B
- { 3 9 , ¢
£ Me L 00) L ) Mg 06D) Y e ] }ﬁ Pa g0l vTL 00
S =1 B S =2
. ) . o D )
5 0P Ly oy wPPTO) L e ey et
o0 Tk 1 K L,0 K
n‘ml i -
e oL - v o0 pB \
£ ) )M Taa 0601 Y T ) CPp e DOD) Y 0
LS =1 P S=2
B B _ B n*mP _
pD(p T, o8] pD Py, oL " oD oR
d (x) = M, (x, D' (x)+M oL = (x,0) Y
I |y, (%) L 00D ST OapPIULT 6 ) OE Ve 0D VDT
B S=1
ot oD B 0B .
D'autre part Y =~ = U~ d - + V , d'o
autre par K ‘ LJOD + K d’'cu
B rrmL
0B oD B 0B ol 0B
IT |y ) = U d - M , ,0) = i
o (X (x) DD(X) ) 2 L,S[X D) YK’S(X] [ML,S[X B) = 0 si
L S =1
B> (m-v.)).
B - T (4P (x)) ¥P Bl = 5 o8
o lxy = g 6P YT yo(x) = )y (x)
k= B 0=
On rappelle les données de Cauchy
[AVERRAY)
AV} R ¢S] . B h
J B i 1 LB, 1
T yo(0,x7) = % - QB+‘(w(x 1) k)



Nous utilisons le résultat suivant : Soient L{x,D) une opérateur différentiel

df  (£)
linéaire d’'ordre L, (F,]iez une suite de fonctions telle gue ———— = . e
J ] J
ag
oo
et ulx]) = z fk[é(x)]uk{x] ol les foncticns ¢ et ¢, sont analytiaues au
k=0 ‘
- , . SRR AR - X C .
voilsinage de 1'crigine de lou L j, ainsl gus les coefficients de 1'a-

pérateur L{x,0]. Alors il existe des opérateurs différesntiels lincairss M (x,l .

0o s l, d'ordre £ dont les coafficiernts, analytigues au voisinape de 1'ori-

gine, ne dépendent gue des coefficients de Li{x,D) et ¢ tels que

Lix,0) ulx) =

f~1 8
1
+
=
>~
x
—
=
=
—
x
]
=

Oe plus, si LO[X,DJ désigne la partie principale de (.(x,0) on a :
b
3
MO[X,D] = Lo[x,grad $(x)). Dans le cas particulier od L(x,D) :[DO] ,  les
opérateurs MQ(X,D] ﬁ%‘comprenn@nt gue des dérivations par rapport a x et
’ h
M (x,0 ) = (Grad 6(x)) .
0 0 3]
On a donc
H "
PGO = T T e P M Boan ) ¥R
i ko 250 M ETATK o K
(3x°) B o
I ~
= B oPg B
= Lk 870 T M T0aGD ) YET 00
k=0 B B 2=0
On identifie
~
b N
T [*S) i IB Dhg 3 % i oo p %,
POy F v i) Y M T0,x7),0 ) YR o, = T (k7)) 7
-my - L 0 - -my-h_+k k
051 K=o My MR g=o % o k2 o TEp
s %B g i %’%P i
pour k = O YRy T ¥R, Xt = 2 P
L 0 0

"
R

a_ 4.
"



la matrice inverse de ((p
5

Ty B yaE i gy - PP;D(Q),Q(

0 LS L, S

oy

x,0)
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et
~
1
~1
T2
050
)
I%
ko)
0
=)
oy
ISt

finalement

oD(p) B .. pD(p) P
Fo_u (x) = M, (x,0) U O+ Mo

5T Moo vt o

_ 1 Ly D k=

WD



Soit donc 2 = {x] Max x_lsQ} un polydisgue dans lequel les U [(x)
i ‘ g .
ogjgn
et les coefficients de tous les opérateurs figurant dans les éauations de l&
! g

]
page 47 atimettent T pour fonction majorante.

s

]

n outre que 7 Ix7) << N ommmereee—e

m
U

On suppose e

0 i
N
Cette condition equivaut 3 la convergence cdes séries E — [
’ o K i
k="
au voisinage de 1'origine [[15}).
On ajoute un entier convenable aux ordres oo, de telle sorte gue
o s}

n o= sup n, = 0.

Nn a alors -m. 3z 0 B,

B

Nous allons montrer gue les fonctions e () analyticues dans

un voisinage commun de 1'origine et
;) - > B \ i e oo
y [x) = Z f e Ix)) Y? (xJ, o0 la suite (f.,) east définie per +.(&)
5 Mt J '
=0 B ;
sont des séries uniformément convergentes.

Nous utiliserons les majorantes introduites par C. Wagschall ens (“1

K n
+ | -
9 (&) = - m [rq,gj . K 7 00 &= ax f)x., a3
(dE) o (r -g)" R
et les résultats suivants :([14])
- <<
ek[g] r 6k+1(£] )
- pour 1 < R i << " << C si T =M =
0 n R-£ (r -&) 5
R—Zx‘ e ‘
o J

- Soit QD(X,D] un opérateur différentiel linéaire d'ordre 5, & coef-

ficients analytigues au voisinage du polydisque A = {x| Mex !x_g < R}. Soit

ﬁgg- une majorante des coefficients de QD{x,D]. Si oulx) << GK(g[x]J. il exis-
te une constante C ne dépendant que de M, R, r_ 2t p telle que

QD(X,D) ulx) << C a8 (£l



De plus si QD ne contient pas de dérivation en- X
0 (x,0) ulx) << C 9 (). On prendra r tel gue O < r < inf(1,R)}.
p k+p 8] .
D
donc choisir une constante C1 telle gue 1'on ait, ci Fi << ek[g),
pB - .
Mg << ek_g(s) etc
[ e 7 )[;/ < Is -
Mq\x,d j <) ; 6K+1[;]
9~ r r Cré (£} << [ 0
ML,O(X] " (x) << C1 ek(d) << quJl () << Lﬂ“k+1[€]
pEv pB g+
0 ; C. { ]
PB,S+1( o) TK_S[x) << . 3k+ﬂ(g
,o0lplg, 1 ab | o g -
Pl (x7,0) r .0 G Ghtg)
— v
Dfr 1 B 3
Predan ey r® g <o ot e
0 0 k-2 1 K
Bh_2
B
gm
= n
D
PPy B < coe e
%ﬁ K K
5
0”0 PP« C, 8, (8)
oD{p) h
B ) )
WP P ) <c ol o o ce)
Ls k-5
Nous allons montrer gu'il existe des constantes C 3 1, CO >
C 21 telles gue Yk U900 << cfele™Tg (1) et
o K a0 K
oD k+1 _k+1 _k+1
YK (x) << Cu CO C eK(gJ.
D(p) e
On & bien Ug e [x) << C 6O(€] pourvu gue C 3 M 5=

Do Yo = 0PPPIB o ce ey << £ coa (g
0 0 — 1 o} o 0 0
pD(p)
que Ca > 1 et CO >m Cq.
Supposons que Yk' < k, on ait
00 (p) \
O . k! ’\Kl_v?/l .
T SN 0, (£)
YDD[QJ[XJ ce CK +1  k'+4 CK 1y ()
K? o} 0 K

‘49,

On peut

-,
r".}//“\‘
R

ST
e
e

pourviy



Jlp)
Posons @K(x] = C; C; CK+16K[£]. Pour gue ®K soit une majorante de Uf .
il suffit gue
J : . “:,\f]- N
350, X)) > 0G0 ) Z ﬂf_ RESLNED
C
i !“'fu _
Lo 2ol e RTEE K-S K-8+ o
‘ é cfﬂFB,S+7[x'L'La Lo g 6K~5[%)
] [ i
. n-mo_
. v . g Cevq ken ) .
@K[lel) S 5 ) Pfg[mq[xl,D) K >+1C: s+1. j+qu;OLE[Xl)]
q=1 U s=1 - . - N
v
h
v " oBlolg, i K-fet k=94 k-2 i
LD N S S T N TR
= LAY = - ' > Y
g=1 BN =1 B,hB,%
B
. LICIReS
oy k.
EREE
B
- . v ovpn wflD _
00 les ovpérateurs ™M,, M , Pl gtc... sont abtenus 3
! - B,5+1
L, 0
partir des opérateurs Mq, no, Pg grq D remplagant leurs coefficients
L,0 ’
par des fonctions majorantes.
Ceci conduit aux éguations
K. K_k+1 Kk _ k+1 v ok _K_k
c C S >> , C
qco o K+1(£] (quJCuCOF 6K+1[£J + mqua mCoC 6K+1(EJ
Knk k+1 v K_k.k vok_k_k
ccCce¢c >> C »
oCo GK[EJ Tmva CWCQCOC eK[g] + Terqu aCoF GK[iJ
- N C ¢
+ r N Cﬂgk
o 1'on a posé v = supln-m_).

B

On choisit CD z tvim+rlC,. I1 suffit alors que
|



On choisit o = CO puis C
Donc pour 2 ol L) G
I
Ty C
C =z sup(M =
on a UiD[p) << @K(gj.
ol s)
Montrons gqu'on a alors YK
Yo ix) = uiD(on?_ +
: pD(p]
B KoK k+7
’ 6

pourvu que

le(x)] <r

on a

YK (x) << mCWCaCOC

k

kK+71 K+
<< L °C

\)/ Q

RN TR:) Nastn

L,S

k K
+ muC e
1 o O

VP00 << e, avai1cie e e (e
K 1 o o k
kT ket k1
<< Cy CD C GK[EJ
C o3 (1+va’), puisque C_ 3 1. YQB(X)
a ” 0 K
o
Posons C C C = B.
0 o
51 la suite (fj] est définie par
J
£ty = =
J J
eI
B 1
. 6”002 0 < i‘f——{?— I
J J j! ‘

'aat?

CK+16K[£]

k-5

K+
ek

)

est donc analytique pour

(AN

j+1



N

ou é = u!x i + Z \x,‘.

© 1 J R r r
On choisit &' (T4 tel que & < —2 et [o° (x| < =2

‘ > et >
28

J 3+ . IR
. r B 3! 2 .

P G200 | ¢ S s 2 L

J J ZRC U TR 27

o3

La série v " (x) converge uniformément sur A'.

Thégneme 11.- La condition CI étant satisfaite dans un voisinace
@ d'un point a d'une variéte analytigue réelle ou complexe, on suppose en

1

outre gue les coefficients des opérateurs du systeme (1) sont analytiques

- . . 0
dans &. On se donne une hypersurface 2 d'équation x = 0, passant par
a = (0,-0}, dans des coordenrées locales bien choisies, et une fonction o

analytigue, définie dans o N E et telle gue H X...XHU(a,(QO,grad vial)

1
ait ses racines en ¢ [pDJ distinctes, et ¢la) = 0. On suppose
0 o 1<psT
VIV
0 K B, h ,
o 8 g i C
gue les séries E T ZK (x"] convergent dans un voisinage de

k=0
(0,a) e C x 2. Alors il existe un voisinage de & dans lequel les fonction=

~m+j
T &= o]
B o
Y? (x) sont analytiques, et les solutions yB(x] = ) Z (¢ (x)) - Y?B(x}
J L e {(-m_+j)! 3
o=13=0 B
du probléme de Cauchy & données sur Z
v
ST N
g o o1 BB g
5 5 . . .
—_— ¥ (0,x7) = z ( (x JJw 4j B(x )
o - —mu— i1
{9x JhB j=0 ({ e hB+JJ.

sont des séries uniformément convergentes dans ce voisinage.



§ 3.- PROBLEME DE CAUCHY A DONNEES SINGULIERES.

, y - . 0 - n+1
Exemple .- Sur 1'hyperplan z d'équetion x~ =0 de C on
. , i 1 e . . ‘
definit ylxJ) = x'. Les coefficlents des opérateurs du systéme (1) sont ana-
lytigues dans un voisinage @ de 0. On suppose gue Mo x...xH YO,[QDT,D,OJ)
a 1 racines distinctes. Scicrt  (pP) ces racines. Un oa ¢ fonctions
0 Tgpgr
¢Ofx] holomorphes dans '¢ ¢ solutions de qu...xH (x,grad ¢P{x)) = O
. !

i 1 . .
telles que ¢D[G,xl] = X et (grad ¢D}O[DJ = pg. n note KPP les hypersur-
faces caractéristiques : {x ¢ Q’|¢O[XJ = D}. On choisit @' de telle sorte

i i i s . .
gue (grad @Q)qiﬂ,x ) = pg(x J soient distinctes en tout point de o' N 9.

Soit w une fonction holomorphe sur le revétement simplement connexe
de (9'-UKP). Nous disons que u est du type (p,gl e O x 0 ([14]) et nous
! F e

écrirons u e Hip,a) si u est de la forme suivante

: 8

T . . o
. [@O(x]) Pg(x,log ¢p(x)) si p n’est pas un entier <0

T T
2 (¢p[xl)p pP (x,log ¢°(x)) + ¥ PP(x,log ¢°(x)) si p est un
=1 q-1 pfq g

T 0
entier négatif et aq > 1.

p (x) si p est un entier <0 et g = 0.

\
ou les PS sont des polyndmes & coefficients holomorphes. Nous dirons qu'une
fonction f d'une variable complexe est du type (p,g) € C x N et nous écrirons

f e hip,g) si F est de la forme sulvante : [[14]]

p

z Pq(log zl, si p n'est pas un entier < O

4 2P p 1(log z), si p est un entier <0 et si gz 1
q-1

[o9]

si p est un entier <0 et g = 0.



ot quc] sont des polyndmes en ¢ de degré
Sait £ {z) la fonction
B
pEn sl ,
z {log z)7 si p+h n'est pas
f (z) =
h [WRS r P
L z" 'llog z)" p+h  est un
f e hip+h,aq). 0On peut construire une suite

h

fonction définie ci-dessus, et telle gue

(z) et f, e hip+

S oriz) = F. .
J R

dz i1

On considere le probléeme de Cauchy

B
() 600 v 00 = 0o
I A,
< N 5
2) D By i
zl %/ Vool X Z
\ (3 x°)'B
Tuy
ov o e Hpr1-n, Q) B Hip-my-h
u € D Ny , 3 p=m~ Py
Nous montrerons gu'il existe une e
yB(x] e H(p"mB,qJ de (1) telle que (2]
point a ¢ E o0 une détermination des fonct
Il suffit de résoudre les cas part
R
b N n
3l - z D=p ve , VY hg
A i
- Uix) =0 YA £A
= T p+1-n=
o= T P00 (log ¢° (x)"

< a
un entier <0 et g » 0
entier < U =2t g 3
(.3 telle que F soit la
N h
i»q) (l14]
h
B os
[x7)
).

t une seule solution
solt satisfaite au voisinage de tout
été choisie.

ions log ¢Oixl

iculiers suivants

S0
=y

(x]



On pose f (z) = z {log 2 Alors
-n=
A+1
AT ;
o= Y WPt o WP f :+1[¢p[x]J u? (x)
p=1
) - Wt e g Voa
i x i
-
, . . t . e
- 20 Py s dy B o Brgg i@ S
VIV
E s D
z = 0 si (B,hBJ # [E,hBJ
x
p-my -
On pose f -~ (z) = 7 = B[log [z)]q
-mv-h
B
5. oA
3 . »
B _
Ona =z (x') = F e (W(x)) 7 B(x )



cas a .- OUn considére la suite [¥j] définie comme plus haut pour
h=-nz* 71, et on cherche une solution sous la forme
A
) Lot B
T CORE N I NN €3 O3 IRt €Y
et =0 gd J
Pous delarr Loes o YE”LxJ on dispuse des cguations de la page 4
Y
AV o
N - B = P N . A v .
(partie IV. 2} ol ék Bix ) =0 Vk,VE, V'hB et ol le second membre

) L . . . 0 .
des éguations aux deéerivées partielles du premier ordre en Ug est analytigue.

On a donc une solution et une seule guels que solent les termes de degré inférieur:

\‘/ ;? t;\

J

des polyndmes de dérivation. Les (x) ont un domaine commun d'holomorphie.

P lus précisément

D'autre part, pour tout J si p - mB n'est pas un entier nmégatif,

pour J assez grand si p - mB est un entier néegatif, on a

»p*mB+J % (log z)k
- Latzl =z / I
B k=0 B d° k!
et 1l existe K tel gue pour j = K,
J+1
B1
M, = sup a_m ok $ —
J 0sgkgg B (Jrp )t

ou 81 est une constante positive et Py € Z 94] J . Pour J 2K

on a donc

a . RN
—n|B+J ’ K ' J



Pour £ < — et ,¢p[x]l g — on a

I Toa) LYol g x —
b | ro el 2
- 5 P d W08 e ‘p - "
La seric ;& - (&7 (%) ’ (xJ converge donc uniformément.
. i jos IS
AR B
Siop - m n'est pas un entier négatif, on a
o-mm.tl k
v/ . ‘ B ¢ (1log z)
J T R “mo+iLk
G g -’" ki

. 4 K )
& A (log ¢p(x] ng

et (%}
m*1,K K ]

prin, g LK o , B
Powloay B O] SRR 0f w0 L oPead v
0=1 k=0 k! j=0 g 92 J

; 3B, iy _
(@F[x)}J T (x1Y  etant analytigue on a

[S] . .
-mB+j,K j

o
gt

~mB+J

)

.y Him—rr
y {x) e Hip g a)

Sl (p“mBJ est un entier négatif et g 3 1

= ZD‘”E*J ng L b {lo z]K 0 i
= — . D e < —_ -
Co ok Ttk TE powr Do 3 s e
p-motd g
B 1 K
= 5 Z — a L3k (log z} pour J = m_-p
k=0 K! B’

- - A i L - N - ~ ! N B .
Un en dédult comme précédemment que v e Hip-m,.,q).
%)

Enfin si  (p-m.) est un entier négatif et g = Q ,
, .
S
PR I ¥ = U pour D g J g m_-p-i
o ! _ + 5 - [ Ly & e
A K mB J B
. . £ B
Li en resulte que vy est analytique d'ol y & Hip-m_,g)



cas b.- 0On considére la suite ({j) définie comme plus haut pour

Y
h = -m_ - h, et on cherche une solution sous la forme

: . 3 R
R a - i , o
[x) = Do Pk YR
g a2 mo ] N
o1 =0 5 -
Poulodolosmlocd cee Y ix]oon dispose des cguations de la page 47
( partie IV 231 oo
Bt N - -
~ Y ’ Y AV
Zo ) =0 Y Kk pour (E, ) # (B, B
8o
E.h., .
LB, 4 , ~
Z, (x1 =0 Yk U

On démontre cuomme dans 1o cas a gque  y € ﬁ{pva,QJ

n,

2,h

A . b1 I, .
z (x7) e Hip-m ,g) des fonctions

~~
+
1
—
~
—
~—
-

Soient  u

hholomorphes cur Le rsvétement connexe de (9! - UKQJ. I1 existe un

ouvert A C o

gque cans (A - UK" ), le probléme de Cauchy :

pun
o >
s
X
o
W
—
X
It
o
—
%
Z

—
($5)
e
W
e
—
0
“
X
.
i
N

admet une solution sous la forme d'une saomme d'ondes asymptotiques

appartenant & il




Exemple Z.- Etant donné une distribution C*  sauf en g,

une suilte {j tells gue pour J £ t, {i soit la dérivée d'ordre (m-j)

sens des distributicns d'une fopcticn continue g et gue pour 3 > m

=

.o Mour ko> on oa

o
ety - ) « OO
1es données =z I ok O v sont € gans 2" N [E -{
’ - .
= i o J
L J t
J

s B B -
L est analytigue dans cot ouvert.

SR & ' o

h™ o= J,UF I }i est une distribution C

est analytigue dans

. - [ . . . .
La soluzdion v = I o+ K est donec une distribution dont 1

. . . e
support singulier -st inolus dans UX

" SN T U I T PP A Cowtliesie Jwe o iitlons du théoréme

on définit

il
)

i .
GOxT) =

e
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