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INTRODUCTTION,

R T D - - T -~

L'idée de ce travail nous a été fournie par un article de H. WILCOX

paru . dans Archive for Rational Mechanics and Analysis sous le titre :

"Initial Boundary Value for linear hyperbolic Partial Differential Equations
of the Second Order", en 1962. Il s'agissait essentiellement d'étudier unu
probléme mixte d'ordre deux du type hyperbolique, qui constitue la base

mathématique de la théorie de la diffraction.

Nous reprenons le méme probléme i partir d'un opérateur différentiel
paramétrique L d'ordre deux défini sur un sous~espace de l'espace F(Q,H)
des fonctions définies dans une variété Q différentielle, paracompacte de
classe C  munie d'une métrique riemannienne et & bord 23Q, et & valeurs
dans un espace de Hilbert H de dimension n égale & la dimension de Q.

Les coefficients de l'opérateur L sont des matrices bornées, (n X n)
variables avec X € Q. De sorte que le probléme mixte de Cauchy associé & L
revient 3 la résolution d'un systéme d'équations non homogénes du type hyper-
bolique d'ordre 2 l'opérateur L est défini .par :

.2 3 2
L= OX. aAij(x) Bx.) * &i(x) X, + Blx)

i J i
et il s'agit alors de trouver, pour trois fonctions dQonnées : g définie dans OxI
(I ensemble auquel appartient le paramétre 1), T et E définies dans Q,
>
ue F(Q x I, H telle que :

2

L§+3=§-—‘2i dans Q x I
at

vérifiant
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/
u(x,0) = F(x) dans @
| R
2R(x,0) = g(x) dans @
at
\
+
et u(x,t) = 0 sur 99
3 3
ou 2= 2L N. =0 sur an) .
BNL ijJ 9x. J

La recherche de la classe d'unicité et d'existence de solution pour
ce probléme nous a conduits 3 &tablir le résultat essentiel de ce travail :
1'inégalité du domaine de dépendance dont découlent la plupart des assertions

qui vont suivre.

Dans le cas particulier ou les coefficients mij sont constants,

nous obtenons un résiltat marginal qui ne semble pas manquer d'intérét.
L'ensemble du travail est divis& en cing chapitres.

Les deux premiers précisent les notions générales sur les équations
aux dérivées partielles et sur l'analyse fonctionnelle dont nous allons avoir

besoin.
Le troisiéme chapitre est consacré a l'exposé du probléme.

Le quatridme rassemble les résultats de base et &tablit 1'indgalité

du domeine de dépendance.

Dans le dernier chapitre, nous &tablissons l'existence et 1l'wnicité

de la solution du probléme posé.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES EQUATTIONS AUX DERTVEES PARTIELLES.
PROBLEMES AUX LIMITES.

1.1- Meswres ot distribution sun Les varnidtes differentiolles C°.

Varnidtss dikfdrentielles C°.

Soit X wun espace topologique séparé.

Définitions 1.1.1.- X est une variété topologique réelle de dimension n si
tout point x de X admet un voisinage ouvert homEomorphe & un ouvert de R",

Une variété topologique est donc un espace localement euclidien.

81 (w.)

. bal
1=1 n sont des fonctions coordonnées sur R et U
=lgessy

i
o0
un ouvert, de Bp, 1'application f : U =~ R" est de classe C  (on écrira
w0
feC ) siles fonctions numériques (ui o f)i_1 0 ont des dérivées par-
—9...’

tielles continues de tous ordres non négatifs.

Soit x wun point de la varifté topologique X, V un voisinage
ouvert de x et ¥ un homéomorphisme de V sur un ouvert de R%. On dira
que ¥ est un syst@me de coordonnées en x et 1l'on notera (x1,...,xn) pour

désigner les fonctions coordonnées (u1 o Py vuuy v 0 D).

Définition 1.1.2.- Une variété différentiable de classe ¢© X de dimension n,
est la donnée d'une variété topologique X et d'une famille de couples

(V,s9,)

ael ou Va est un ouvert de X, ﬁa un homéomorphisme de Va sur un

n P . TS “
ouvert de R, satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) : U v, =X

ael

(ii) Va, VB € I tels que Vg = \rmﬁ\r‘3 # ¢, 1l'application :



98 oy 20 (V NV > RV NV

est de classe C° ainsi que sa réciproque &a o @;1.

Soit X une variété (différentieble de classe) ¢” de dimemsion n.
m ' .
Une structure (¢ sur X est un ensemble maximal S = {(Ua,$u)}a€I de cou-

ples satisfaisant aux propriétés (i) et (ii).

Les éléments de S sont appelés des cartes locales et wa des sys-
témes de coordonnées dans U, ¢

Si X et Y sont deux variétés Cw, 1l'application ¢ : X = Y
est de classe C (¥ ¢ C ) si étant donné les deux systimes de coordonnées

¢ et © respectivement sur X et Y, 1l'application 6 o ¥ o ¢—1 est de
1Y

oo
classe C .

BovYod : Fig. 1

Espace tangent a une vardieteé.

Soit X une variété C° et p un point de X.

Déginitions 1.7.3.- Une courbe ¢® dans X est une application définie sur un
intervalle fermé [a,b], 3 valeurs dans X et prolongeable en une applicatiocn

oo
C sur un intervalle ouvert.

Soit Y est une courbe ¢® dans X et F(X,p) le faisceau des
fonctions numériques ¢” @éfinies dans un voisinage de p. La dérivée d'une

fonction f e F(X,p) au point p 1le long de vy est la fonction linéaire :



y*(x) : F(X,v(s)) » R

£ = (foy)'(s)

avec vy(s) = p.

Une tangente en p & X est une epplication numérique T définie

sur F(X,p) ayant les propriétés suivantes :
1- T: F(X,p) - R est R-linéaire.

2 - T est une dérivation c'est-a-dire que :
Vi.g € F(X,p), T(fg) = T(£) glp) + £(p) T(g) .

L'ensemble TP(X) des tangentes en p &4 X est l'espace tangente

a4 la variété X au point bp.

Proposition 1.1.1.- Si X est une variété ¢” de dimension n, alors Tp(X)

est un espace vectoriel de dimension n.

Preuve.
Soit T, T' € TD(X)’ il est immédiat que :
+ T e T (X)
P
et AT ¢ TD(X) VY aeR.

TP(X) est donc un espace vectoriel réel.

Soit ¢ = (x ..,xn) = (u1 o w,..,,un o ¥) un systéme de coordonnées

12"

en p de X. La dérivée en p par rapport & X, d'une fonction f définie

sur X est 1l'application tangente définie par :

[p, (]() === (£0 47 )@ % e (1,....0}
k B'Uk



lpxk(p)]1<k<n est_un systéme libre_de TP(X). En effet si
n
) o ka(p) =0 avec a ¢ R
k=1
on a : (}2{ oy ka(p))(xj) =}Z{akD (p) x5 =0
=T o = (x;097) ()
k Buk
3 -1
=] o g—u;(u og9od ) ¥p)
= g =0 =1 a. =0

Vk ¢ {1,...,n} ol les ij sont les "deltas de Kronecker".

(p engendre T (X). BEn effet soit f € F(R",a). D'aprds le déve-
x, D9 1sken SBESESES P
loppement de Taylor de f dans un voisinage de a = (a1,...,an), il existe
des fonections C° yoeee8 dans F(Rn,a) telles que

(uk-ak)k

£f=f(a) + ) g
k=1 k!

&, étant telles que gk(a) = (Dkf)(a).

Soit alors f € F(X,p). Posons a = P(p). Il existe des

g, € F(R",8(p)) telles que :

_ _ (-2, )"
ot = (ro v Iy ¢ ] K- g
k k!

dans un voisinage V de ¥(p) = a et gk(a) = Dk(f o ¢—1)(a).

Soit b e V. Posons b= (q). Il vient alors :

uk(b) = (uk o P)(q) = xk(q) ;



(%, (a)-x, (p))"

(o9 )q) = (fod ") W)+ ] (o, £)(q).
k! *x
D'ol dans un voisinage de p, on a :
(x,-x_(p)E
£ = f(p) + ) —fk—fg—————-D f.
k!

Par suite, VT ¢ TD(X).

k!
Tf = E ;T(xk)(anf)(p)
= (Y T(x) p_ (p) £.
LTl 2, (o
T (x)
D T= ( D. (p)
onc X x, P

k=1

[pxk(p)]15ksn est bien une base de Tp(X) et par suite dim Tp(X) = dim X

Définition 1.1.4.- Scient X et Y deux variétés C et ¥ :X =+ Y une
application ¢”. La difffrentielle de ¥ en p est l'application

av : TP(X) -+ Tw(p)(Y) définie par :

[av(T)](£) = T(£ c ¥)

ol T e TP(X) et f e F(Y,¥(p).

Si Y =R, alors d¥ est une forme linéaire sur Tn(X), donc un &lément
* &£ ] R
du dual T;(X) de TP(X). TP(X) est l'espace cotangent au point p & la

variété X.

ay(T)f = (fo V)

a¥y : 7 (X) - R R .
D

v(p)



On a alors : ap(T) £ = 1(£).

Par repport & un systéme de coordonnées (x1,...,xn)

*
Donc (dx,,...,dx_) est une base de T (X) duale de (D_ (p)
170 n P o,

On écrira désormais pour toute fonction f + F(X,p)

1¢<ksn

af = D | ) dx
Zxkp

k k

Champ de vecteurs sur une variété.

Définition 1.1.5.- Un champ de vecteurs § sur une variété C X est une
fonction définie sur une partie A de X qui associe 3 tout point p un

vecteur S(p) de TP(X).

Si S est un champ de vecteurs sur X et f e F(X,p) Sf est la

fonction définie sur 1l'intersection des domaines de définition de S et de T

par :

(sf) (m) = s(m) (£) .

S sera dit de classe C  s'il est défini sur un ouvert U de X et si pour

tout point p de U et toute fonction f de ?(X,p). Sf appartient & ?(X,p).

De plus S(p) ¢ Tp(X), il existe £ (p) e R tels que :
k

n
S(p) = ] g, (p) D () (I.1.1.)
k=1

k lk



Lemme I.1.1.- S est un champ de vecteurs ¢” sur X si et seulement si &;
k

est un élément du faisceau %(X,p) pour tout k, 1g<k< n.

Preuve.- Si € ?(X,p), il est clair que 1l'application

*x

n
s:p~> ) & (p)D_(p)
k=1 £ %

est égale & la somme :

s=) £, ka

et donc est C_ et S(p) est un vecteur de Tp(X)

s(p) = E £, (p) ka(p) = (E £, ka) (p) .

Si S définie sur un veisinage Up de p par le relation (I.1.1.)
(=] [
est de classe C  alors Z Ek DX est de classe C . Donc

) g, D, X =& O est de classe C et par suite £ F(X,p).

€
X J k kj k
Conséquence : L'application définie sur X par p = Dx (p) est un
k

champ de vecteurs sur X.

Varisté a bond.- Soit mf = {(xgseesx ) € R® | x. 30} .81 U est

1

un ouvert de Bf, nous dircns qu'une fonction sur f définie sur U est de
Lee)
classe C s'il existe un ouvert U' de R" et une fonction F ¢” sur U’

telle que :



Déginition 1.1.6.- Une veriété ¢® X 3 bord est la donnée d'un espace topolo-

gique séparé X et d'une famille (Ua°®a) ol U, est un ouvert de X

oel

et &a un homgomorphisme de U, dans un ouvert de 82 et vérifiant :

Va, 8 € I 1la restrictionde ¢ o ¢—1 i 9. (uMNU) est de
a B B o B
classe (I.1.2.).
Une structure C . sur X est une femille maximale vérifiant (I.1.2.).
Les (Uu,¢a) sont encore appelés des cartes locales.

Un point m de X sera dit point intérieur s'il existe une carte
locale (U,P) telle que, m appartemant & U, ¢(U) ne rencontre pas
1'ensemble {x1 = 0} 4de Rf . Un point de X qui n'est pas intérieur est
dit point du bord. L'ensemble des points du bord qui est le bord de X sera

noté 9X.,

Remarque 1.1.3.- Le bord X d'une variété ¢ X a une structure naturelle

©
C (sans bord 1!).

Définition T.1.7.- Soit p e X et GP l'ensemble des germes de fonctions

nulles en p.

Un vecteur T tengent en p a4 X (Te TP(X)) est dit positif

(ou une normale intérieure & 3X) si :

- pour toute fonction f € GP et £ 20, ona:
T 2 0

- et il existe au moins une f ¢ GP et £20 telleque f > 0.



Déﬁéniiion 1.1.8.- La variétéd C° X est dite orientable s'il existe sur X une

n-forme continue non nulle sur X.

Si X est une varidté C° orientable 3 bord 98X, alors le bord est

aussi orientable.

Une orientation sur X connexe sera un choix de classe de n-formes
équivalentes sur X en considérant comme &quivalentes deux n-formes non nulles
sur X W1 et W2 telles qu'il existe une fonction continue f qui est soit
positive soit négative et qui vérifie W1 = f We.

. . . . . ©
I1 existe donc deux orientations possibles sur une variété C  connexe.

La variété X seras dite orientée si on a fixé une orientation sur X.

Fibnés vectondiels sur une varniéte.

Soit X,E deux espaces topologiques séparés et m une application
continue.,

Le triplet & = (E,m,X) cst appelé un fibré vectoriel complexe de
rang k sur l'espace X si les conditions suivantes sont satisfaites
(i) V a € X, ﬂ—1(a) = Ea a une structure d'espace vectoriel complexe de
dimension k.
(ii) Va e X, il existe un voisinage V de a et un homéomorphisme hy de
w—1(V) = EV dans VXCk tel que si p est la projection de V><Ck sur V, on

ait
pohV = 7 sur EV

et que, pour tout x € V, la restriction de hV a Ex soit un isomorphisme

complexe de E_ dans {x} x c¥.

Remarque TI.1.1.- ¢ = (E,m,X) est un fibré vectoriel complexe de classe Cm,

si E et X sont des variétés Cm, si E et X sont des variétés C. et
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une application différentisble C .

Remarque 1.1.2.- Une section de £ est une application s : X » E telle que

TOs= IdX (IdX est l'application identique de X).

Exemples de f4ibnés vectoriels.

1.- Fibrés tangent et cotangent d une variété¢ C .

Soit X une variété différentielle c”.

Posons : T(X) = \_J T (X).
peX p

T(X) a une structure naturelle de variété c”. Soit ™ : T(X) + X
la projection canonique de T(X) sur X. Alors le triplet (T(X),m,X) est un

fibré vectoriel de rang n.

*

-~ *
De la méme facon, en posant T*(X) = \_J T*(X) et m : T(X)~>X

P
peX
P . * * e o . .y
on définit le triplet (T (X),m ,X) comme un fibré vectoriel sur la variété X.
¥ . . e o .
T(X) et T (X) sont dits respectivement fibrés vectoriels tangent-

et cotangent 3 la variété X.

Soit A% TZ(X) la g-idme puissance extérieure de 1l'espace vectoriel

¥
T (X).
N )
Posons :

A% r*(x) = U A% T(xR) .
peX

* cry © . .
A% T77(X) & une structure naturelle de variété C  de dimension {n+(3)}.

* * . . . *
Soit : A% (X) » T (X) 1la projectinn canonique de A% 7 (%)

. ¥ . - .
sur T*(X). Le triplet (2% T*(X), ,T (X)) est un fibré vectoriel c”.
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Définition 1.1.8.- On appelle une q-forme différentielle sur un ouvert A de

. %
X, une section de A T(X) au-dessus de 1'ouvert A.

Mesure et distrnibution.

Considérans les fibrés vectoriels complexes A2 T*(X) sur la variété
X, ¢” de dimension n.

Soit  (x,A% T(X)*) 1l'ensemble des q-formes au-dessus de X.

Désignons, pour toute partie compacte K de X, par Aq(XgK)

l'ensemble des q-formes de classe c¢” 3 support dans K. Posons :

Dq(x) =U Dq(x,K) .

KCX

Déginition 1.1.9.- Un g-courant sur X est une forme linéaire F sur Dq(X)

dont la restriction a chaque Dq(X,K) est continue.
Une distribution sur X est un O-courant sur X.

Soit Dér)(X,K) 1'espace des q-formes différentielles de classe ct

a support dans K.

Si F est un p-courant tel gque, pour tout compact K X, la res-

-~

triction de F 3 Dq(X,K) est continue pour la topologie induite par celle

de Dér)(X,K), on dit alors que F est d'ordre supérieur ou égal & r.

L'ordre d'un g-courant est le plus petit entier r ayant la pro-

priété ci-dessus.

Une mesure sur une variété X est une distribution d'ordre O.

1.2- Equations aux dénivées partielles. Problemes aux Limifes.

o]
Soit (E,m,X) un fibré vectoriel sur la variété différentielle C X.

Notons Ia, 1'idéal formé par les germes des sections C nulles au point a
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de X. Désignons par Zk(E) ou Z, si aucune confusion n'est & craindre) la

partie de I formée par des fonctions qui s'annulent (k+1) fois en a.

Deginition 1.2.1.- On appelle fibré vectoriel des k-jets de (B,n,X), 1le
fibré vectoriel (Jk(E),ﬂ,X) dont la fibre en a est l'espace vectoriel
quotient :

cw(E)/zk(E) = E/2,(E) ob c™(E) = £ est le faisceau des sections

=]

¢ de (E,m,X) (ou plus simplement E).

Soit s une section C°° de E au-dessus d'un ouvert U de X et
X un point de U. Posons jk(s)(x) la germe de s au point x.jk(s)(x) € Jk(E)x'

L'application

U = JK(E) ’

y o 5 (@)

est une section de Jk(E) au-dessus de l'ouvert U et s » jk(s) est un
- - - . 0

morphisme de faisceaux de E vers le faisceau des sections C Ik(E) de

Jk(E).

En désignant par la projection de Jk(E) sur Jk_1(E) et

k-1
* 18 . e . ]

par SK T le klgme produit symétrique du fibré cotangent T (X). On montre

(R.S. PALAIS [1]) gue la suite :

0 -+ skT*®E—§—>Jk(E) > 3, (E) + O

est exacte.

Si F est un deuxidme fibré vectoriel de base X et si
v/ Jk(E) + TF est un morphisme de fibrés, alors le symbole de { est la

composition :
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JoE:steE » F.

L'application { induit canoniquement un morphisme de faisceaux que
. . . . x
nous notons encore Y et qui associe le faisceau F des sections C de F

au faisceau Ik(E).

Déﬁéniiion 1.2.2.- On appelle opérateur différentiel linéaire d'ordre Xk de
vers F, un morphisme D de faisceaux de E vers F rendant commutatif le

disgramme :

I (E)

Soit x e X et s € E tels que s{x) = 0 dans un voisinage de x

et en x. Le diagramme ci-dessus étant commutatif, on a :

D(s) = (P o § )(s) = I[5, ()],

D'old :

D)) = [§,()](x) = 95, [(s(x)]) = w(0) =0 .

Par suite :
{x ¢ X : s(x) = 0} est contenu dans

{x € X : D(8)(x) = 0}.

En conséquence :

Supp D(s) C Supp s .
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Déginition 1.2.3.~ Soit (E,n,X) un fibré vectoriel sur X.

Une partie P de E “est un sous-fibré vectoriel de (E,7,X) s'il

existe une suite exacte de fibrés

telle que P = f(E').

Une équation linaire homogéne H o eux dérivées partielles d'ordre
k sur le fibré E est un sous-fibré de Jk(E) et une solution de H  est
une section s de E au-dessus d'un ouvert U de X telle que :

jk(S)(x) e H VxelU .

1.3- Types d'opérateuns differentiels Lindainres. Problemes aux Limifes.

Expression Locale des optrateuns différentiels LinZaire.

o ke o o S - o - - -

Définition 1.3.1.- Soit U wun ouvert de R®. Une application linfaire D dé-
finie sur € (U) est un opérateur différentiel lindaire d'ordre k & coeffi-
cients C (nous dirons par la suite plus simplement cpérateur différentiel

d'ordre k) si elle est de la forme :
D:u » Dus= a DY u .
la s« ¢

- =] - L3
ol pour chaque a, aa est une fonction de classe C définie sur U et

D = avec Ial =g, +a, + ...+ 0

Sx1 ,...,an

Si Q est un ouvert d'une variété X, on définit un opérateur différentiel D
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d'ordre k sur Q comme &tant 1'application linfaire D sur C (Q) telle que
pour toute carte locale (U,y) il existe un opérateur différentiel d'ordre k

m . -
D vérifiant :
-1 _ —1
(bu) o =D(uod ') .

Soit VC R® (ou VC X, variété € de dimension n) et H un espace
vectoriel de dimension p. Nous dirons que D est 3 coefficients matriciels

de classe CY s'il est @éfini sur c”(V,H) et s'éerit

ol Ad est une matrice rectangulaire nxp de fonctions de classe c? @éfinies
sur V,
Lorsque D est défini sur U'C:Bn, nous définissons le polyndme

caractéristique de D comme &tant €gal 3

— z a n
D, (£) = a & Veer .

Q=

Dk(E) est aussi appelé la partie principale de D.

L'opérateur différentiel D est dit elliptique si sa partie princi-

pale vérifie :

D (8) #0 VY £ ¢ 80} .

Déginition 1.3.2.- Un polyndme P sur R" est dit hyperboligue par rapport
& ne R si les deux conditions sulvantes sont vérifiées
(1) Pk(n) #0 .

(ii) il existe un réel h tel que :
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VeEeR e t<h P(g+it n) # O .

Un opérateur différentiel d'ordre D sur C (U) sera dit hyperboli-

que si le polyndme associé
D(g) = &, £*  est hyperbolique.
o|gk

Sa partie principale Dk(g) est alors hyperbolique. D, étant homo-

géne la condition d'hyperbolicité par rapport & n € R est équivalente & :

(i)' Dk(n) #0

(ii)! Dk(g+tn) = 0 n'admet que des racines réelles quand E ¢ Rr".

Probleme mixte de Cauchy du type hyperbolique.

Soit D un opérateur différentiel hyperbolique d'ordre k sur un

ouvert UC {Rn.

Un systéme hyperbolique de n équations aux dérivées partielles & n

fonctions (ou distributions) inconnues associé & D est la donnée :

>
o]

[}
[
1]

(1.3.1)

lw)
o
]

A(x)D* U 3 a= (0, ,eeera ).
l(!.<k o] 1 n

~

od U est une fonction (ou distribution) vectorielle 3 valeurs dans un espace

vectorielle H de dimension n.

Aa, pour chague 0, est une matrice nxn, indéfiniment dérivable

(pour que I.3.1 ait un sens pour toute distribution a).

o est une fonction (ou une distribution) vectorielle donmnée.
. R ->
Le probléme de Cauchy consiste alors en la recherche d'une solution s de

(I.3.1.) satisfaisant en outre aux conditions suivantes sur une hypersurface S.
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> .o . .
1. s=1*% sur S (condition de Dirichlet).
(1.3.2.)
s >
2. =% sur S (condition de Neumann).
oN

Dans la suite l'hypersurface sera le bord 23U de U.
3+ >

22 st 1la dérivée de s suivant le normale N(N1,...,Nn) i 8.
N

98 v 3s
Par définition — = ) — N, .
N i=1 ax,

Lorsque D dépend en outre d'un paramétre t, on considére simplement

D défini sur U x [O,Tﬂ et nous allons joindre & (I.3.1.) les conditions :

-
(1)r : 5= 4 pour t =0 et s=7f sur S x [b,T]
(1.3.3 )< (c'est la condition de Dirichlet).
(2)' : s=h pour t =0 et 3 - £, sur S x [0,7]

\ oN
(c'est la condition de Neumenn).

Le probléme de Cauchy (I.3.1.) avec les conditions (I.3.3.) sera

appelé probléme mixte des valeurs limites du type hyperbolique.

an

On appellera classe ol le "probléme de Cauchy est bien pos€" un en-
semble de fonctions (ou de distributions le cas échfant) ol il existe une solu-

tion pour tout choix de conditions de Dirichlet.

Une classe d'unicité est un espace de fonctions (ou de distributions)
sur lequel 1'unité de la solution est garantie pour des conditions de Dirichlet

données.

Résoudre le probldme de Cauchy pour un opérateur D c'est construire

la classe d'unicité et la classe ou le probléme est bien posé.
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Nous nous proposons dans ce qui suit de résoudre un probléme de

-~

Cauchy associé 3 un opérateur différentiel d'ordre deux.défini formellement

&~ .

par o
n > >
W= J (. 2 a2 a3
. & iJ 1%
1,3=1 3x, 9X. 9X.
1 J b1

ol mij’ tAi, A sont des matrices et u une fonction vectorielle dont les

propriétés seront précisées plus loin.

Avant d'aborder la question, donnons quelques précisions sur les

espaces fonctionnels dont nous allons avoir besoin.
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SUR QUELQUES POINTS D'ANALYSE FOMCTTONNELLE.

Dans toute la suite, la variété X sera un ouvert connexe Q de

R"™ dont le bord est noté 9Q.

L'orientation canonique de B" c'est-3-dire celle qui contient la

n-forme canonique d£1 Ao A dgn induit une orientation sur £ et 23Q.

-~ . . . n . . .
De méme la métrique riemanienne de R induit des métriques sur

@ et 3. Il sera donc loisible de parler de normale au bord 3Q.

H désignera un espace de Hilbert séparable réel, < > est le

produit scalaire sur H et || ||H est la norme associée.

] +
I= JO,T[: est un intervalle ouvert de R que nous appellerons

intervalle-temps.

Definition 11.1.1.- On appellera espace fondamental 1'espace produit
Q=ax1I.

Q est muni de la topologie produit de la topologie sous-jacente
8 la variété différentielle § et de la topologie ordinaire de R induite sur

I.

.-)-
On désignera par F(Q,H) 1'espace des fonctions vectorielles u

définies sur @, & valeurs dans...H.

Sur F(Q,H) 1les notions de dérivées,de continuité restent naturel-

lement définies comme pour les fonctions numériques.

Posons :
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c®(Q,H) = e F(9,H), % m-fois continfment dérivables sur Q}.
C?(Q,H) = {u e c™(9,H) supp % compact dans Q}.

®(R,H) = {2 e C(K,H), K ouvert de Q).

e F(Q,H) , supp 2 ‘compact dans Ql.

]
-~
o

CO(Q,H)

Suivant le contexte cet espace sera aussi noté 0(Q,H)

Définition 11.1.2.- Une fonction 2 ¢ F(Q,H) est mesurable si pour tout

x de £.

<alx), h>

est mesurable au sens de Lebesgue pour tout h de H.

Déginition 11.7.3.- 2 e F(Q,H) est intégrable si et seulement si :
-
1) u est mesurable.

2) J[ H’J(x)IIHax < o,

(Rn

L'intégrale de % est alors 1'élément I de H noté
- > .
I= [ u(x) dx = J u tel que pour tout h ¢ H, on ait
n
R

S -
< u(x) dx, h>_ = <u(x), h>_ dx .
I n H n H

R R

r ->
| [u(x)| |H

4

S
Evidemment Ilj ullH g

Espaces de Sobolev.- On désigne par 1P(q,H), 1'espace (la classe)

de fonctions de F(R,H) de puissance p-idme intégrables.
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Proposition 11.1.2.- Muni de la norme 11 = || || aéfinie
. ¥ (9,H) P
pour toute fonction u par :

1
111, = 1E1IE e0® 0o

1l'espace 1P(Q,H) est un espace de Banach (c'est-3-dire un espace normé

complet pour || Ilp).

Preuve.- Soit (3&) une suite de Cauchy de LP(Q,H)

i.e. lim |[3 ~3_|| = 0. T1 existe alors une sous‘suite de (3) soit (T )
I e non . e
telle que :
DI, —w Il <=
PR S B N

Posons, pour t e WN

t
Vt(s) = Ilun1(s)‘|H + k§1 Ilunk+1(s)~unk(s)||H, s £ Q.

-»> . (O
v, est une fonction mesurable positive sur &.

t
D'aprés le lemme de Fatou, on a :
Lin (v.(s))® as ¢ um[ (v, (£))® = 2im ||¥,|[P
Jntw v g g ¥ trw TP
Mais Y 12 o< (o 1]+ IR
tp nyP kZ1 Dyt 1 “kl P

Par suite limt ¢t(s) existe p.p. dans P(q,H).

Par ailleurs ||%  (s)|], € 1im ¥ _(s) .
Dy g1 H P t
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Done 1lim, v (s) = #(s) et T e IP(Q,H)
t nt+1

En appliquant de nouveau le lemme de Fatou il vient :

(s)]15

_+ p _ . -> _-)
ll? unkllp = J lim Ifun (s)-u .

Q 1 n

e d
Donc 1lim ||f-u_ || =0
K-> "
Mais on a :

Tim T2 || g 1im [|F0 || +Tm |3 3|l =0
Trreo n''p Y n ''p n n

—_— >
Donc 1lim llf—unllp =0

Par suite (ﬁn) converge dans LP(Q,H).

Dans le cas particulier ou p = 2, l'espace L2(Q,H) est un espace

de Hilbert avec le produit scalaire :

(3, %)

= (4,V) =j Qx),¥(x)>. ax .
Ram e g H

Définition I1.1.4.-

Soit D wun opérateur différentiel défini sur un fivré (E,m.Q) et
d valeurs dans le fibré (F,m,Q). On appellera adjoint formel de D, l'opérateur

. aps . * PP s
différentiel D  dé&fini sur (F,m,Q) et & valeurs dans (E,m,2) tel que :

(0f,g) = (£,0°g) V1, g ¢ cC().
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On considére un opérateur différentiel D et son adjoint formel

* ..
D & coefficients mesurables bornés sur .

Définition 11.1.5.- Scit Lioc(Q,H), la classe des fonctions de carré localement
. -> 2
intégrable sur Q et u e LJOC(Q,H).

On dira que DU existe et est égal 3 ¥ e L?oc(Q,H) pour ‘exprimer

que :
J <{I<x),(n*$)(x)>H ax = J < (x), $(x)>H dx II.1.
Q Q

pour toute fonction $'e C:(Q,H).

Dans le premier membre, supp D $(: Supp $ et les coefficients
* . * .
de D sont mesurable, bornés. Donc D $ € Lﬁoc(Q,H). Donc le premier membre

est bien défini.

@ 2
CO(Q,H) est partout dense dans L

. ->
loc(Q,H). Par conséquent si Du

existe, il est unique.

> 2
Remarquons que 1 € Llo

p'(,H), 1l définition II.1.5. signifie Du = v.

c(SZ,H) implique que T e 91(Q,H). Donc dans

Considérons alors (D1”"’Dm) une suite de m opérateurs différentiels

partiels & coefficients mesurables bornés sur §
Posons

HE(Q,H) = {0 e IF(Q,H) : D, 31 cee D % sont dans IY(Q,H)} .

On sait munir Hi(Q,H) d'une structure de Banach.

Dans le cas p = 2, on a
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. - 2
Proposition 11.1.2.- Ho(a,H) = (4 e L¥(0,,H), D,

L2(Q,H)} est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

ﬁ e Dm a} sont dans

m .
<a,3)H2( ) = (Zi,3)2 o f {<§,$>H + z (Di E,Di ;)H} (2.1)
Q,H ? Q i=1
I

et ﬂi(ﬂ1,H) est séparable si L2(Q,H) l'est.

Preuve.- Montrons que Hi(Q,H) est complet pour la norme associée

au produit scalaire (2.1.)

m
+,2 +12 >112
Hu‘|2m=llu”2 + Z I|D1u||2
> LE(R)  i=1 L™ ()
Soit (uk) une suite de Cauchy dens HE(Q,H). Pour tout
ie{1,...,m}, D, Gk est une suite de Cauchy dans LZ(Q,H) qui est hilbertien,
il s'ensuit que 1lim (D %) = 7. dans L2(Q H). Soit u = 1i % dans
q ek i 22t Tx Y
>

L2(Q,H). (Ek) converge vers u dans 1l'espace D‘(Q) des distributions sur

>

> .
Q.Donc D* U= limk p” u, au sens des distributions.

Posons :

D, u=7Ja. dD*u.
1 ql

. o
Puisque Ai est borné pour chaque o on a :

1

1imk(A‘;.‘_ p” _G.k) = A°‘i p* % dans D(Q).

En sommant sur o, il vient :

(4]

D o

* p* 4 dens 01(9).

e}

WF+
i

Q

Fa

o

XlimkA.
Iik=1

v
=3 4

. o
Done llmk g Ai D

. > . 2
im D, w =D, ='%ipour tout i.Donc U € Hm(Q,H).
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LQ(Q,H) est séparable. Considérons alors l‘application

-

¥ :ur (U, D 'J,...Dm u) de Hi(Q,H) dens T = L2(Q,H) x L2(9,H) .o I2(Q,H)

1

(m+1) fois. ¥ est une isométrie en ce sens que :

e T 1 3,

@115 = |2
Yo IuHLe(SZ,H) i=1 L°(Q,H)

Mais T est séparable comme produit d'espaces séparables. Donc

HE(Q,H) est séparable (i.e. contient une partie dénombrable dense).

Remarque 11.1.1.-

Désignons par D = (D ..,Dm) la suite des m opérateurs différen-

1°°

tiels définis ci-dessus.

On posera Hﬁ(D; Q,H) = Qe IP(Q,H) 3 D, Uy eoes D 3 somt dans

1
IP(2,H) 1.
B‘O‘I
En perticulier si D = —————— avec la] s m 1'espace

ax...ox ®
1 n

Hﬁ(D;Q,H) est l'espace de Sobolev d'ordre (m,p) que nous noterons HE ™ (q,H)

et dont les propriétés sont connues.

Ainsi :
2,1 > > du .2
HT(1,8) = {u e F(R,H) : u, a% e L°(Q,H)}
2,2 > > dn &% 2
HES(I,H) = {U e F(R,H) : u, = , —5 & L (2,H))}
1at 5,2

On écrira Hﬁ;ﬁ(ﬂ,ﬂ) pour désigner les fonctions de HP (o A K,H) ol K
est un compact de B et Hg’m(Q,H) les fonctions de HY’®(Q,H) qui ont

un support borné sur Q.
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.. > P 2 .
Soit g est un élément de L (I,H), alors E est intégrable et 1la

fonction

t
%:t»%(0)+[ 2(F) aT
0

est dériveble sur I et f'(t) = g(t) presque partout (p.p.). De plus

T e\ (1,8).

Preuve.- Soit E € L2(I,H). EQ

il existe M > O,

[Ewllg<m  Veer

Done ]lg(t)||H <M Viel

est alors bornée sur I

-
Par suite g € LT(I,H) puisque la mesure de I est finie.

Posons :

t
(1) = 3(0) + j 2 aT
0
St = F(ern) - F(t)
h
. [E*h t
-1 am - [ e an
0 0
.
=% L g(T) ar
et lim J(h,t) = g(t) p.p.
0 N .
Mais on & : 1lim J(h,t) = 1lim £(t+h) - £(t) = %(t)
10 10 h

on & ?'(t) = g(t) .

H #étant séparé
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Par ailleurs, puisque & est intégrable, Il?(O)I}H est fini.

Donc pour presque tout t,

)12 < [FO]E + [[3o)]|% < =

t
ot a(t) = J g(T) aT
0

Par suite T £ H2’1(I,H) .

Nous proposons ci-dessous une "sorte" de réciproque.

Proposition 11.1.2.- Si T e H2’1(I,H), alors
i) ' est intégrable sur I
ii) ¥ est p.p. égale 3 une fonction continue de I sur H.

b
->
iii) F(b) - T(a) = J F(t) dt pour presque tout a et tout b
a

dans I (& < b).

Preuve. -

i) La premiére partie est immédiate car k3 appartient H2’1(I,H)
entraine T° appartient & L2(I,H) et d'aprés le théoréme II.1.2. Tt oest

intégrable.

.. . -> 2 -+ .

ii) Soit v e L°(I,H), pour tout o € H, 1la fonction
> > -> -> - . » . « . -
(v,oc)H A <v(t),ot>H est de carré intégrable sur I puisque d'aprés 1'iné-

galité de Cauchy Schwarz

1 1

|<Fe), 8, < 1F@I12 113115

. > 2
e (V)8 ) & @]y sl
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Donc <¢(t),;§ est borné sur I et donc de carré intégrable.

H
Posons Q% = ?1 = U et considérons 1'expression
-> > t-)-
g(t) = £(t) = | u(T) aT 0<e < a.
€

Il est clair que E € L2(I,H). Donc (g,Z)H € L2(I,H) et

BE ()30 = - <«<E(8), 8,0 V-9 e D(IR) .
L (I,H) L°(1,H)
<2<F(1),3> 0 = <<F(t),8 0> -
dt H 2 dt H
L°(I,H)

t
d -> -+
- <-d-€<f£u( )d ’a>H’lp> 2

L°(I,H)
= <<a(t)’—&>ﬁa'~p> 2 - <<ﬁ(t)§§>Hs@> 2
L™(I,H) L°(I,H)
= <<li(t),&, - <U6),@> 0 =0 V 9 e D(I,R).
da = > a > e
Donc o <g(t),a>, = <z g(t),0> =0 .

s > - > >
Par suite g{(t) ne dépend pas de t et g(t) = A p.p. sur I,

<> . v
A fix& dans H.

On en déduit :

t
Fe) =% + J WT) aT
€

et T est égale & une fonction continue p.p.

iii) F(a)

<> &,
A+ u(T) ar pour presque tout a € I
€

F(b)

b
3+ f 'ﬁ(T) ar pour presque tout b e I
€
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b

Par suite f£(b) - ¥(a) W(T) aT + r w(T) 4T
8

b-+
u(T) aT

et la proposition est &tablie.

Corollaine 11.1.1.- si T et E sont deux fonctions de H2’1(I,H) alors :

b b
J <_f'(t),§(t)>H at + J <’1‘(t),7g"(t)>H at
a a,

= [<-f(t),§(t)>H]z 0OsasbsT

Preuve.- Posons :
B(e) = <F(6),a(6)>y

'qT € H2’1(I,H). D'aprés la proposition II.1.2. on a :

tb
I(b) - $(a) = $'(t) dt pour presque tous a,b e I
‘a
(b b
= <?'(t),§(t)>H at + [ F(t),z'(t)> at
a

‘a

puisque $'(t) = <?'(t),§(t)>H + <?(t),§'(t)> P.p.

Par suite :

b b
[ @mder as [ @t o= Eo)E00, -
a a3

- <F(a),8(2)>y -
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SOLUTIONS ET SOLUTIONS STRICTES DU PROGLEME MIXTE

ASSUCIE A L'OPERATEUR L

I11.1. - Exposé du probleme.-

F(Q,H)

Soit L l'opérateur différentiel lin€aire d'ordre 2 défini dens
en coordonnées locales par

-5 >
] ol U >
= ——— . —=} + 4. — 4+
Lu 9X. (AiJ(x) ax.) &i(x) 9X. a(x) u
1 J
id

= 1,2500.,0

On se propose

de chercher une fonction 3 dans un sous-espace
"convenable" de F(Q,H)

satisfaisant au systéme d'équations

2
2o 0+ o(x,t) dams Q@ (III.1.1.)
2
ot
et qui vérifie les conditions "initiales"
> a-) >
Cu(x,0) = F(x) ; —% (x,0) = g(x) dans @

(IITI.1.2.)
et les conditions '

'sux bornes"

>
u(x,t) =0 sur 3Q x I

a 3%
u - o =
(ou N (x,t) = &ij x; I\T'j 0 sur

an x I) (III.1.3.)

P > . - .

On désigne par N(N1,.. N ) la normale extérieure & 1'hypersurface
-> ->

30, bord de oC ®%, A

‘s u N. est alors la dérivée normale de
NL 1J xi J
->
u{x,t) pour 1l'opérateur L.
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> -> . . - e PP >
P ? et g sont trois fonctions données : p est définie dens Q, T et
g dans Q. Elles sont toutes & valeurs dans H.

La matrice Aij est définie positive de sorte que le probléme mixte

de Cauchy ainsi posé est du type: hyperbolique. De plus Aij = tA

Ji
Ai.(x), @i(x), &(x) sont des matrices "fonctions" symétriques, mesurables,
J .
(au sens de Lebesgue), bornées, définies sur Q ainsi que le dérivée A
9X.
i

La dérivetion est prise au sens des distributions i.e.

MA ->
T Y
—~3l = - Ai.——— VJ&U(Q)
0 Bxi Q J Bxi

111.2. - L'opérateur difgérentiel Ly

............ 6] L L L Y e S T e Sl d el DTS

Dans l'approche de 1l'étude du probléme ainsi posé, considérons 1'opé-

rateur différentiel L. d&fini localement sur F(Q,H) par :

0
>
> _39 vy _ >
Lo v = o%; O
J (II1.2.1.)
32+ ’m.. ~» N
u_o, 1) 9w >

ij Bxiaxj axi ij

Sur 1'opérateur Lys nous fajsons 1'hypothése de la forte &llipticité
uniforme c'est-d-dire pour tout x € Q, il existe m, constante positive telle

que :

n® g g, cBR) T T VE=(gh0E) e B

Puisque les matrices &ij sont bornées, il existe M2 constante

positive telle que
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W s bR T Mgk (III.2.2.)

-

A Lo,on associe le probléme de Cauchy formel suivant :

. > - -> P -~ *
Trouver une fonction u de F(Q,H) telle que p &tant donnée sur

Q, on ait :
> >
LO u=p dans @
> (I11.2.3.)
u=0 sur 23Q
/
> >
ou Lo u =y dans f
\ > N (I1I.2.4.)
u__p Wy =0 sur
3N 1 3%, J
\ 0

Le probldme (III.2.3.) (resp. III.2.Lk.) sera appelé dans toute la
suite "probléme de Cauchy avec les conditions de Dirichlet (resp. de

Neumann)".

Les coefficients de LO sont mesurables, bornés dans @ : les

conditions de la définition (II.1.5.) sont satisfaites. On peut donc définir

: 2 “ . e > 0 e
1l'espace ch(L 30,H) et dire que la condition LO u=op dans Q" signifie

0

> 2 > _ > )
que u € ngc(L ; ,H) et que L. u=p dans LlOC(Q,H).

0 0]

- - . .-) -
Lae condition de Dirichlet "u = 0 sur 23Q" suppose des domaines
3 bord "régulier" et des fonctions assez réguliéres sur le bord. Nous allons
lui substituer une autre moins contraignante sur la régularité des fonctions

sur 9%,

Posons

2,D _ ¢ 2,1 . 2,1
2o = {ue HQOC(Q,H) : J 0 vvi e Hy (Q,H)}

{(1,...,n)

i
<3
+
£¥

N
&
1]

e
]
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]

Nous remplagons alors la condition w=0 sur 9Q" par

2,D

e H .

Cette expression n'a aucun sens si

pas

loc

D'autre part, considérons 1l'intégrale :

.+
> - > 0 u > >
I= J v{L. u) = [ v — @.. =) - uv}
Q 0 Q 3xi 1] 3xj
Formellement, on peut écrire :
> > >
1=[ v, 2—‘;—31.) as-J {mi.g—gy—mz}
aq M %y o M %5 X

(111,2.5.)

>
90 et les fonctions u et 3 ne sont

"suffisamment réguliers". Nous admettrons que 9Q a la régularité requise

pour permettre 1'intégration per parties (III.2.5.). D&s lors :

>V - 3
—l’—-+a$}=J v(lAi.-—LLN.)dS
%5 0 J J

Q
xl¢+

Cas

9x

f {?r(Lo )+ B, .
Q 1

J

. - ->
pour des fonctions u et v '"convenables".

par

Posons :
2,N s = > 2 e 2,1
Hloc(LO’ LH) = {u e Hloc(LO,Q,H) Hloc(Q,H)

- ou 9V >
—_— v =
JQ [&(LO u) + mij X, x; a l 0

Y7e Hg’1(Q,H)}

>
n U

3N
Lo

Nous remplagons alors la condition de Neumenn =0

wr

2,N . 1§
u € HlOC(LO,Q’H) .

sur aqQ"
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Par symétrie, nous poserons :
2,D . - . 2,D
Hloc(Lo,Q,H) = Hzloc(LO,sz,H) N Hloc(sz,H)

Remarques 1171.2.1.-

. + #’1 . . ”
1) 81 u e loc(Q,H) et si K est une partie mesurable bornée

sur Bn, les Aij(x) étant bornées, mesurables sur £, l'intégrale

> <>
( Ju Ju u2)

Ie = J . +
) QK iJ 9x. axj

i
est définie.

Nous dirons alors que Hi’);( OH) est 1l'espace des fonctions "&
énergie localement finie" (en abrégé A.E.L.F.) pour l'opérateur différentiel

L (LO 1).
Toutes les fonctions de HZ’D(Q H) et de HQ’N(L 3Q,H) sont
loc*’ loc 0™

A.E.L.F.

2) Paralldlement nous dirons gque chacune des classes de fonctions

suivantes sont "& énergie finie" (A.E.F. en abrégé).

>
V.
%Jmm)=ﬁeH&Rmm,f{%—$+Ez—i=o
X. 1 " X.
Q 1 1 1
AN H (@, H) , i = 1,000,n)
HE P (L50,H) = HE (L39,8) N 1D (0, 1)
HZ’N(LO;Q,H) ={ae HQ(LO;Q,H)Q H22 V(1)

dX. 99X

> ->
-
J oL W +n,, X LT =0
Q 0 1] .
J 1

Vv e #H N (Q,H)}
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111.2.2. - Solutions et solutions Atnictes.-

Déginition 111.2.1.- Nous dirons qu'une fonction 2 ¢ F(9,H) est une solution

stricte A.E.L.F. de (III.2.3.) de source 3 € Lioc(Q,H) pour exprimer que :
Ty > 2,0 . _ . 3D
i)ue hloc(Lo,Q,H) = Hioc(Loﬁsz,H) N Hioc(Q’H) .
i) L. 3 =p dens L° (Q,H)
ii) L, p dans Ly (Q,H) .

>
u € F(Q,H) est solution stricte A.E.L.F. de (III.2.4.) de source ° ELioc(Q’H)

signifie :

”2 il
t' F] -
1 ) u € 1 (L:,Q,H)

e > _ > 2
ii') L. u= p dans Lloc(Q,H) .

Définition 111.2.2.- Nous dirons qu'une fonction U e F(Q,H) est une solution

A.E.L.F. de (III.2.3.) de source 3 £ Lioc(Q,H) si et seulement si :

. - 2,D
i) ue Hloc(Q,H)

ii) V?DeHg’D(Q,H)
[ ST
Q i 9%

->
On dira que u est une solution A.E.L.F. de (III.2.4.) de source

-+ 2 . .
o€ Lloc(Q,H) si et seulement si :

->

., 2,1
i') ue HlOC(Q,H)

iiY) VP e Hg’1(Q,H)

| WS THPE S S &

i axi BXJ
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Théoneme 111.2.1.- Une fonction u e F(Q,H) est solution stricte A.E.L.F.

d .
si et seulement si u est solution A.E.L.F.

Preuve.- Remarquons d'abord que pour toute fonection

ib e D(q,H), fl'*i = lAij %};l est un élément de H(2)’1(Q,H) et de plus :

n v 2 R
z_i=gx_. 2°9 4 —2d o9 =LO{5+{E (111.2.6.)

X, 1) 9x.9x. 9x. 9x.
1 1] 1 J

puisque 1l'on a :

oy A .
7Y ij of =
vy e D(q,H), jg {IA:L.J 9X. 3X. ox., Bx.} V=
J
_J ) $dx+f&i 3 ax =
g 1J 8® 0%, g ¥% 9%y

-Jg\_ i_.‘i'... IV?E__
Qlaax Q

- - -> H J ” .
De méme si u ¢ Higg(Lo;Q,H) , on a évidemment

> U 2,1
W=, S H (Q H) pour chaque i = 1,...,n

(II1.2.7.)

> .
En effet, Vi étant défini comme ci-dessus, V'Tf'e D(q,H) i1

vient :

> > - > > - _i_ _
JQ(Lou+u)$dx~j9{(Lou)$+u_\5}dx—[ﬂ{axi(Uax):ﬁ )
> >
el g[S dl i
Q 1] xj x5 Q x'j 1] xi Xj ij 9x
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. puisque &ij = HAji' En permuttant les indices,

. > ee .
et en ajoutant J {-u $ + U $} , i1 vient :
Q

4 >
G-, ) -3F+i -
lg Xj J Xi
[ > > o OV 3+
- B e mas | Byghe-| 27
‘Q Q i 7i Q i
- B |
q U Bxi ij q 9 ij
> oW,
Donc J (L0 u+a) P=- f W %ﬂ~ = J (} S-JJ 7.
Q a 9% da 5%
d d d

Ce qui établit (III.2.T.)

Démonstrhons alons Le thioneme 111.2.7.

A) Cas du probleme 111.2.3. (Condition de Dirichlet).

La condition est nécessaire.

> . .
Soit en effet u solution stricte A.E.L.F. de source 3
->
u

> 2,D > 2 _
u € Hl;c(LO;Q,H) et L =p dans L C(Q,h).

0] 1o

La condition (i) de la définition (III.2.2.) est trivialement ... %

vérifiée.

Soit ﬁ € Hi’D(ﬂ,H), alors :

[Qm-

|
ey
D
3
O
v
<
H
Sy
o]
-
Q1
B
i
[=$3
~
<

it
|
‘-__—'\
]
=t
&
+
=¥
&t
L]
1
Sty
(o34
=]
FQ
oY
&t

Par suite 3A est une solution A.E.L.F.
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La condition est suffisante

->
Soit u solution A.E.L.F. de source p U € Hi;ﬁ(LO;Q,H) et

YV e Hg’D( LH), ona :

>
[o . ey --] 23, 2eil am.
Q Q

ij Bxi axj

Le premier membre s'écrit encore :

3 axi 9x Bxl 1] axj
-5
-+ V.
[ Zo+th--] @Ig2-t0--] ad?d
.1 90X, 0
Q i Q 1 1 f
Done [ o= 33
9] Q

-+ . 2 PR > >
et L, u existe dans Lloc(Q,H) et vérifie L, u = p.

B) Cas du probleme 111.2.4. (Condition de Neumann).-

La condition est nécessaire.
. > . . >
Soit u solution stricte A.E.L.F. de source p :

>
u

_'-*
0 b

> Neo | > 1
Ue Hioc(LO,n,H)C Hioc(sz,H) et L
P . $ 2,1
our toute fonction ey (9,H), on a :
->
> -> 3 Bﬁ >
J o-§f=f (Lou)$=—J (’Aij—_'a?c ax+u§5)
Q Q Q i3
d'aprés la définition de HZ’N(L ;0L.H).
loc  0°™?

La condition est suffisante.
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Soit u une solution A.E.L.F. de source p : U € Hi;;(Q,H) .

<>
Si 3 e UQ,H), alors $ € H§’1(Q,H). Posons K = supp ¢y C 0
et T'= DK)N H2’1(K,H). I' est dense dans L2(K,H) il existe donc une suite
GL dans T qui converge vers u &au sens des distributions de LE(K,H).

-

- .
o, c U € D(Q). Donc :

f”* R R fﬁi(?ﬁ__*
Q Q °%; X

.. )y =~
ij axj 3xi uk
ce qui est &quivalent 3 :

o1 2% A, .
J ([A .al ‘—1_11{—4-& _B_.L +__];J_i._£k)dx=o
£

13 Bxi ij 1J Sxiaxj Y% axj Bxi

En passant & la limite, il vient :

-+ > 2 Bh.. -~

o, 2 @ 2y, )3 ax=0
1] 9Ox. ox. ij 9x.9x. 3X. 9Ox.

Q 1 J 13 J 1

+

SN PR Rt PR B
Q i J

.+
i.e. j o ¥ LA )
Q

- fﬂ By, 1) =

i) Bxi ij
> >
= - p\[)
Q
D L O existe d 12 t est égal & o
onc Ly ste dans L, et est &gal a o.

- -+ 2’1 - » Pd e . .
Pour toute fonction ¢ € HO (2,H), III.2.2. (ii') est vérifié

2 (¢

Loo O;Q,H) et le théoréme est démontré.

> -> . -
et p = LO u. Par suite u e H

Parallélement & ce qui précéde, nous posons les définitions et

théorémes suivants.
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Véfinition 111.2.3.- On dira qu'une fonction 3 e F(Q,H) est solution
A.E.F. du probléme (III.2.3.) (resp. (III.2.k4.)) de source o e Lg(Q,H)

si et seulement si :
i) e HPa,H) (resp. we H'(a,H))

ii) V¥ e HP@,0) (resp. ¥ e H°1(a,H))

Définition 111.2.4.- Une fonction % e F(Q,H) est solution stricte A.E.F.

> 2 . .
de (III.2.3.) (resp. de III.2.4.) de source p € L°(Q,H) si et seulement si

i) G HE’D(LO;Q,H) (resp. u e H2’N(LO;Q,H))

>
u

0

.. >

ii) L o

Theoneme 111.2.2.- Pour que 3 e F(Q,H) soit une solution stricte A.E.F.

de (III.2.3.) (resp. III.2.4.), il faut et il suffit que 2 soit une solution

A.E.F. de (III.2.3.) (resp. III.2.Lk.).

La démonstration est analogue 3 celle du théoréme (III.2.1.) il suffit
de remarquer que nous ne faisons plus la restriction de "locale intégrabilité"

des fonctions sur 0.

Théeondme 111.2.3. - Existence et unicdtl de sofution A.E.F.- Le probléme de

Cauchy associé 3 1'opérateur différentiel LO avec les conditions aux bornes

de Dirichlet (resp. de Neumann) admet une solution et une seule A.E.F. pour

->
toute fonction source p donnée dans LE(Q,H).
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Preuve.~ L'application q définie par :

> >
dmﬂ=[ @er%L+ﬁ$)M
0 J Xi XJ'

est une forme bilinéaire sur H2’D(Q,H) (resp. H2’1(Q,H))-

Les coefficients Aij €tant bornés et LO fortement uniformément

elliptique, il existe m et M, constantes positives telles que :

2 11?112 > —>
B |'H|L{ < q(u,u) 211212 (111.2.8.)

avec

n >
2 3 2 2
RIE, =] (3 % - e
H2> Y a,n) Q i=1 %1
Par suite ¢ d&finit un produit scalaire sur HZ’D(Q,H)

1 > Pl hd -~
(resp. H> (Q,H)) et la norme associée est &quivalente 3 la norme || ||

de H2’1(Q,H).

1

Donc muni du produit scalaire q, HE’D(Q,H) (resp. H2’1(Q,H)

est hilbertien.

-
Pour p € LZ(Q,H) et $ € (H2’D(Q,H), @) , Dposons :

A est une forme linfaire continue sur (H2’D(Q,H), q) pour 3 fixé. En effet

IAW=IL3WsIBH2 B, s 1B, IR,

L°(Q,H) L7(Q,H) L°(Q,H) H=? (Q,H)

<HIBI, @D
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2,D(

.. - 2 .
A est ainsi bornée sur (H Q,H), q) (resp. H ’1(Q,H), q) donc continue.

Donc d'aprds le théordme de représentation de Riesz il existe

T e (HQ’D(Q,H),Q) (resps 3 e H2’1(§kH), q) telle que :

Q) = A = - j i

Ve (BP(a,H),q) (resp. ¥ e ' (2,H), a) .

Y él,,;;.;ﬁ):_f 2.3
Q

i.e. J @.. . 0
o 1 axi axj
. > P
L'existence de u s'en déduit

>
Soit u 1la solution de source 3 = 0. Alors V $ € HZ’D(Q,H)

(resp. H2’1(Q,H)),' on a :

-5
Donc u = O. L'unicité de la solution A.E.F. en résulte.

Compte tenu du théordme III.2.1., le théoréme III.2.3. peut se formuler

en termes de solution stricte A.E.F.

Proposition 111.2.1.-

Munis de la norme de H2(LO;Q,H)

1% = @ D% e

(LO;)

Les espaces JHZ’D(LO;Q,H) et HZ’N(LO;Q,H) sont hilbertiens.
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. N
Preuve.- Il nous suffit de montrer gue HE’D(LO;Q,H) et H29 (LO;Q,H)

sont fermés pour la norme || || 5 dans H2(LO;Q,H).
H (L)
Faisons la démonstration pour H2°N(LO;Q,H)

2,N

->
Soit (uk) une suite de fonctions de H™* (L.30Q,H) convergeant

0

+
vers u dans H2(LO;Q,H) c'est-3-dire

. > > 2
l:Lmk u o =u dans L (Q,H)

lim T = lim L 'ﬁk =7 = L, % dans I°(0,H)

k

. ey - . .
La différence (uk43£) est une solution stricte de source

> ->

P " Pp de (III.2.k.).

Done q(3£-3£,$) = - J (gk‘gk) . $
Q

v $ € H2’1(Q,H). En particulier pour <$ = Zk ~ 32

0y G =~ | BBy Gy
19}

Mais d'aprés (III.2.8.).

P IR 5%, s ety < 1Bl TR,
Ho2 ' (Q,H) L7(Q) H7? ' (Q,H)
D'od = -3 (] s = (13-,
x L2 Y a, K 4 2()
-
Ju

k

Donc —_—
X.

1



IIT - 15

D'autre part pour tout k = 1,2,...

- a+
Jﬁ.ﬂwth5}$u v 3§ e 0(a,8)
Q Q 1

3
et [ wy, ”k) ——4’—~ (a;; a:k 0
. Q x5 3

VT e Ho(a,H)

En passant & la limite, il vient :

—
> Bﬁ ~ auk
u—=- |
2X. 9X.
Q 1 1
: . > 2 >
(done il existe v, dans L°(Q,H) tel que Pl vi).
i

f (L u)+—‘k—( Wy gy = 0
Q x5 y
Vli € H2’1(Q,H)

Done U € H2’N(LO;Q;H) et la proposition est établie.

Pour le sous-espace Hg’D(LO;Q,H) la démonstration est identique.

111.3. - L'OPERATEUR DIFFERENTIEL PARAMETRIQUE L.

Dans ce paragraphe, nous allons étendre au probléme mixte de Cauchy
associé 3 l'opérateur L, les notions de solution A.E.L.F. et solution A.E.F.

ainsi que celles de solution stricte A.E.L.F. et A.E.F.

Pour simplifier, posons :
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2,1(

= 12(1, ¥ Ya,m)) N (1, 12a,H)) = H (T, H2 N (,E))

*xj
L

PO{G 0 u(t) e H2’D(Q,H) pour presque tout t e I}

ea]
il

2

(o]
ft

12(1, H2(LO;Q,H) o1, N e,m))  HR(T, 18(0,H))

-
e N R, g—}c—‘- (t) e H°P(q,0) p.p. sur I}

(o]
]

= e N T ) ¢ KN @1 b sur T)

A chacun de ces espaces E, on associera conformément aux notations
antérieures les espaces Eloc et EO’ correspondants pour désigner respecti-
vement les &léments de E qui vérifient localement la propriété et les &léments

de E qui ont un support borné.

Remarquons gue les espaces H2’1(Q,H) . HE’D(Q,H) H2(LO;Q,H) .
HZ’D(LO;Q,H) et HQ’N(LO;Q,H) sont séparables puisque LQ(Q,H) est séparable.
On peut donc appliquer sur chacun d'entre eux le notion d'intégrale & valeurs

vectorielles (définition II.1.3.).

Formellement, l'opérateur différentiel L est défini sur F(Q,H)

par :

> ->
>_ 9 ou au >
Lus=g—= (@, 50 +Ax) 0 +Akx)
1 Jd
-> E)-II >
= Lo u +ax.i 5—;+ @a(x) + 1) u (I1I.3.1.)

ol I désigne la matrice unité.

>

On peut donc dé&finir L 4 pour tout U € He’D(LO;Q,H)

@ e HZ’N(LO;Q,H)).

Les matrices Ai(x) et A(x) étant mesurables et bornées dens Q,

L% e L2(0,H).
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111.3.1. - Solution et solution stnicte du probleme associe & L.

Deginition I11.3.1.- On dira que 3 e F(Q,H) est une solution A.E.F. du

probléme mixte de Cauchy associé & L avec la condition aux bornes de

Dirichlet (resp. de Neumann) par rapport & Z € L2(Q,H), T e LQ(Q) et

> 2 .
g ¢ L°(Q) pour exprimer que :

i) Te P (resp. e F)

ii) :(x,o) = T(x) p.p. dans @

=2 4

4

-+ > -+
1ii) PR I U [ EY
Q ot 2t 1J axi ij 1

+ f 2(x) P(x,0) ax = 0
Q

pour toute fonction $ e TP (resp. $ e F) telle que B() = 0 dans

L2(Q,H)

Deginition 111.3.2.- U e F(Q,H) est une solution stricte A.E.F. du probléme

mixte de Cauchy avec la condition aux bornes de Dirichlet (resp. de Neumann)

2(

-
2

par rapport & o e L2(Q,H), fe H2’1(Q,H)§ g e L°(Q,H) si et seulement si :

i) Ge P (resp. U e GN)

->
ii) d(0) = k3 . %% (0) = E p-p. dans Q.
oy du e
iii) —5=Lu+p p.p. dans Q
ot

Definition I11.3.3.- 2 e F(Q,H) est une solution A.E.L.F. du probléme mixte

de Cauchy avec la condition aux bornes de Dirichlet (resp. de Neumann) par

2

loc(Q,H) si et

rapport aux fonctions 3 € Lioc(Q,H), te Lioc(Q’H)’ gel

seulement si :
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. -+ D >
i) ue Floc(u £ Floc)

ii) A(x,0) = F(x) p.p. dans €

-+ > >

.o ..U 8@ U 3y u -> >

e—— -— e + . —r—— .
iii) jQ {at ™ &ij . axl(x) P+ o —ﬁr}

+ J g(x) $(x,0) ax = 0
Q

Ve Fg (% € FO) et $(T) =0 p.p. dans Q
De meéme

Diginition I111.3.4.- Nous dirons que 4 e F(9,H) est une solution stricte

A.E.L.F. du probléme mixte de Cauchy avec la condition aux bornes de Dirichlet

2

s 1
lOC(Q,H)’ -It € HiOC(Q,H) ’

(resp. de Neumann) par rapport aux données Z e L

g e L2 (Q,H) pour exprimer que :
g loc b 1Y q .

. > D > N
i) ue ¢l oc (resp. u e Gloc)
32+ -> -»>
ii) ~—% =Lu+op p.p; dans Q
at

>
-S>
iii) G(O) =f , %%‘(O) = E p.p. dans Q.

X

Entre une solution et une solution stricte, il existe une &quivalence

logique dont rend compie le :

Thiondme T111.3.7.-

. > . . .
1) 81 u est une solution stricte A.E.F., alors E est une solution

A.E.F.

->
2) Si u est une solution A.E.F. et si % e P (3 e GN), alors u

est une solution stricte A.E.F.
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Preuve. -

1) Soit U une solution stricte A.E.F. et P e P (resp. § € F).

Alors on & :

82+ > > > 2
23 -1 0+ p aveec p e L7(Q,H)
2
at
32+ > Y
= I e J = [ (Lu $ + 0 $)
Q 3t Q
2
I — 'LG°$’)dth=J'5-Iﬁ dx at
Q 3t Q
T 2 2,1 2
Py et ‘a‘% étant dans H (I,L (Q,H)), on peut "intégrer par parties".

B[

o % 3200 w)

a—)
JQ (LOK) .ﬁax=-JQ(zAijgl;;.§%+‘m)dx p.p. sar I

(111.3.2.)

(2D

puisque 3(.,t) £ H2’D(L 3Q,H) et ﬁ(.,t) € (R,H) p.p. sur I

(resp. 3(.,t) 3 H2’N(LO;Q,H), $(.,t) € H2’1(QQH) p.p. sur I).

Intégrons (III.3.2.) par rapport & t. Il vient

1j 9x. ox

J (LOE)Qdedt=—J(IA -all-—él+ﬁ$)dxdt
Q Q i 77

Ajoutons j {Ai %&— + (A + I) M m} dx dt aux deux membres. On a :
Q i

at
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J [LO u + A —— 4+ (A + I) f] $ dx dt =

Q X5

=-J B 5o au of .QE -R T P) ax at
Q

0x. 9 ] 8
X; xJ 1 X

5 > > ->
Ry o e s AT _ [ auad_, 24 39
J(———Q Lu)Ibdxdt—[(——,xp)2 ] JQ{% 3t 'Aij 3k ij ¥

8+ +> >
Ai P +pu . P)ax dt

2 > u
J AU rD Faxa =<2 (m, fo», - <L), Fo», -
Q ot L7(Q) L7(9)

-> -> > » >
- <§£§ﬁ—m..§3——3—£—+/@\..§3——$+&31ﬁ}dxdt
Q 3t 2t 1) Bxi ij 1 axi

ot 9t 1 Bx 9% . 1 9xX.
Q J %3 i

-[[ g(x) ¢<x,o>dx+[{‘“’“355 b B2 g 2y,
Q

> >

+Au.z,0}dxdt=[3._\§dxdt (III.3.3.)
Q

.+
Donc u est une solution A.E.F.

. . . > . - D,» N
Réciproquement, soit u solution A.E.F. et u e G (ueG).

L'équation (III.3.3.) est vérifige. De plus (ﬁ étant solution A.E.F.), on a :

2 r >
[ E&2-2¥--] 2 © %0 o
Q 9Jt ‘Q

f > > - >
- E.M~A..§L&+A.§P—-+AE.?§}&M
Jq 3t 9t 1] axi ij 1 ij

- -
Meis -J {éﬁﬁ—m..a—u—-ﬁ—+& Bu_ $+1Au$}dxdt
Q

9t 3t 1J 9x. 9x. 1 a
1 d

= j 3 $ dx dt + J g(x) . %(x,O) dx .
Q Q
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Donc
%% - > o >
J(—an$udwf<gm-gmwmmu
Q

+ J 5. ¥ dx at (III.3.4.)
Q

Remarquant que 0(Q)C FDC: F, on peut prendre dans (III.3.4.),

$ e D(Q) i.e. : $ e D(Q X:]O,T[). @(x,o) est alors nul.

2
Donc J (§—§ - L4 Pax at = J 53 Ve DQ).
Q 9t

Par suite on & (III.3.2. ii) c'est-a-dire

2
é—% =L u-+
ot

>
p

Posons $(x,t) = (T-t) ¢(x) avec $ £ H2’D(Q,H) (resp.

T e # ' (Q,8)). I1 vient :

P(x,7) =0 ; F e FO(J e F) et d'aprds (III.3.L.)

2> u
f(%-mMHWMwm f?$w%ﬂT@”%?”Wm“
Q ot Q &

et d'eprds la définition (III.3.2. ii); Om a :

[ @ -2 oy . T ac= 0
f

avec $ e D(Q)

- 33
Donc g(x) = 5;-(x,0) .
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Conolhaine 111.3.1.- 8i 1 est une solution stricte A.E.L.F. alors u est

une solution A.E.L.F.

. . . D >
8i U est une solution A.E.L.F. et si U e G (resp. ue G, ),

loc

alors u est une solution stricte A.E.L.F.
La démonstration peut &tre "calquée"” sur la précédente en remplagant
Q par QN K, Q par 9N (K x I) pour toute partie mesurable bornée K de

R®".

I111.4. - Cas d'un systeme & coefficients constants.-

Soit le systlme hyperbolique symétrique d'équations aux dérivées
partielles & coefficients constants :
82u g 823
== .., —— (ITTT.4%.1.)
2= . .1 o,
at 1,J=1 d 8X18XJ
dans lequel a2 e F(G,CK) od G est le domaine fondamental des variables (x,t)

de bord 3G supposé "suffisamment régulier".

Les matrices &ij sont symétriques hermitiennes de rang k et ne

dépendent ni de x eR", ni de t réel. De plus elles ont la propriété suivante :

>
&ij=gﬁjiet sif = (51,...,gn) est un point de R" Qaifférent de zéro, alors

- + - LI
la matrice A(g) = z m&j Ei Ej est non singuli€re. Nous nous proposons
i.3
d'étudier les propriétés des solutions du systéme (IIT.h.1.) qui satisfont & la

condition initiale :
-
u(x,0) = F(x)

sur une partie bornée de R (III.L.2.).
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Proposition (I111.4.1.).-

1) Le probléme des valeurs initiales du systéme (III.L.1.) admet une
solution u et une seule de classe ¢’ a support compact pour toute fonction

¥ donnée dans C:({Rn).

2) Si 1'on note W(E,t) 1'énergie de cette solution % & 1'instant
t, c'est—-a-dire :
54 9 |22

: . — 2= 4
f {miJ ax. 3x. Btl } dx
&® i 7

=

b5
(+
il

[ Vix,t) dx
{Rn

> > »> 2

ou Jdu du

e 15

ol V(x,t) = [Ai,j o o 5t

alors il existe une constante C1 telle que :

WE@,T) = | V(x,T) dx s W(3,0) = J V(x,0) dx

|xlsr-c,T |x|<r

VTs>0
- .o
Preuve.- Etant donné une fonetion f € COOO((Rn) vérifiant (ITII.4.2.),
il lui correspond une solution 3 de classe C & support compact, solution

qu'on sait construire de fagon standard & 1l'aide de la transformation de Fourier

ol d'aprés nos résultats du chapitre IV.

Démonstrons alors le 2°) Formons le produit scalaire des deux

.
membres de (III.4.1.) par g%
n 2..).
au 8 u du 2 u
( ) 2 (at * 45 ax"-g—x.) (IIT.4.3.)
at 1:3"1 i J
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en posant (3,3) = J 0 2V dx .
R

Remarquons que les deux membres de (III.4.3.) existent puisque

deci(@C #o Ve,
De (III.4.3.) on déduit :

R (éﬁ .QEE) - R CEE o
€ %2 512 ¢ Bt

2
8.0.)

ij Bxiaxg

=0 (III.h.L.)

(sommation sur 1i,J)

Re (&, 2%y 12 @ o) 1.2 ahe
3’ at2 2 3t '3t’ At 2 3t '9t
& 32'5)=a R, a'ﬁ)_(szﬁ A A
at’ Tij 9x.dx. 9x. 0t ’ ij 9x. dx.9t 7 ij 9x.
i7] 3 i 1
.2 bu ) _ B (du .
ax; 3t > P43 ox 8t ox. *Tij axg
‘o, B, 20
i axJ ? 3x.9t
Mais
T e S W o 58y _ 2% 0y
3t? i 9x.3x. 9x. '9t’ Tij 9x. x.9t ’ Tij 9x.
14 J 1 J 1
D'ou
> 2 > ; ; >
du du 1y 9 _(3u duy _ 9 p du 3w
2 Re (7, B, axiaxj) 2 ke x; 867 1] ox ) -3 @y ox; axj)

En intégrant (III.4.L.) sur le domaine fondamental G, il vient :

o > > > ->
2 rdye du_ U yy _ 3 (3u au _
[ nEE e ) e g o ma o
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Pour un bord régulier de G. 3G, on peut appliquer la formule de

Stokes. D'ol en appelant (ni,nt) la normale extérieure & 3G et 35 1'élément

d'aire sur l'hypersurface 293G, on a :

a2 . du n u
[P eg 3 fon e cere e ] as =0
3G J s x; J ox," )
Posons :
12912 4 p MW (2 Eﬁ)+§l+l.m 2u
ot ij 9x. * ¥x 3t 3t ) i) 9x.
J 1 1
= (*v, & V)
E est une matrice formée de blocs In’ 0, et i5°
Formellement :
In 0
E =
0 a..
1J
Remarquons que :
> > - 5 > >
du Ju au du du u
—_— —_—n.) = {(— V.., ™ n.) + (— .. .
2 Re (s By, 3%, n.) = (50 By %, n;) (axi’ﬂal Y
Posons alors :
du 0% t
u
— . — n, =

D'ol l'on tire :
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t t
J {(u, n E U) - U, &(n) U} a8 =0 (III.4.5.)
G
En prenant pour G le tronc de clne :
C= {(x,t) : |x| R - ct, 0 gt sgT}
ol R et C sont deux constantes positives.

t L'identitd (III.4.5.) s'écrit encore

R-ct r J (tu, (n, & - &(n)) U) dS = 0
3G

Elle se décompose en trois intégrales :

j V(x,T) dx - J V(x,0) dx + J (tU,(n E - QB(n)) U) dS =0
t
|x|<R-cT |x|<R r
ol désigne la "surface'" latérale du tronc de cdne. Sur T, n, est
X
proportionnel & c¢ et n, a T”T . Posons
x

X.
w = (T;T)-_
i=1,....,0

= Max v.p. &(w) .
lw]=1

Soit alors c;
(oi Max v.p. BA(w) est mis pour maximum des valeurs propres de A(w)
=1
pour |w| = 1).
[ (tU, (nt E - QA(n)) U) dS est positive si 1l'intégrant est positif.

T
Or cette expression s'écrit
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J (tU, (ce - &(w)) U) as
T

Donc 1l'intégrant est positif si- C > C%. I1 suffit de prendre

C, gC

1 pour obtenir :

1
1

V(x,T) dx - ( V(x,0) a&x < 0 .

IlxlsR—c1T Jx|<R



CHAPITRE 1V

RESULTATS ESSENTIELS :
INEGALITES DU DOMAINE DE DEPENDANCE ET INEGALITES DE L'ENERGIE.

TV.1- Théondme |d'existence et d'uniciti).

1V.1.1.- Nous énoncons ci-dessous le théoréme d'existence et d'unicité

de solution dont la démonstration fera 1'objet du chapitre V.

Le probldme mixte de Cauchy associé & 1l'opérateur L avec les con-
ditions aux bornes (III.1.3.) de Dirichlet (resp. de Neumann) par rapport aux

. > > > .
fonctions p, f et g définies respectivement par (III.1.1.) et (III.1.2.)

admet :
(i) une solution unique A.E.L.F. si
> 2 -> 2’D ’1 > 2
p el (QH), feH?’ (aH (resp. Fe Hioc(sz,ﬂ)) et e Ly ().

(ii) une solution unigue A.E.,F. si

2,D 2,1
(Q,H (Q,H

>

p € L2(Q,H), TeH ) (resp. feH )), g £ LQ(Q,H).

(iii) une solution stricte unique A.E.F. si
2 D
36H2’1(I,L2(Q,H)), te HZ’D(LO;Q,H) (resp. T ¢ H ’N(LO;Q,H) et g e Ho s (9,H)

(resp. E £ H2’1(Q,H)).

(iiii) admet une solution stricte unique A.E.L.F. si

3 € H2’1(I,L2(Kn Q,H) od K est une partie mesurable bornée, de &®"

> 2,D
fe Hl

2N, .
2o(L30.H)  (resp. T e H2 (Lo30.H)

> »D > 251
. Q .
g€ Hioc(g JH) (resp. g ¢ Hloc( JH)



Consequences.

W.1.1.- Corollaire.- Les solutions A.E.L.F. ne dépendent pas de T en ce

sens que ces solutions définies sur ]O,T[ et ]O,T'[ avec T < T' coin-

cident sur ]O,T[.

V.1.2.- Cornollaine, -

a) La solution A.E.L.F. définit des courbes continues

w(t) e H° (kK No,H)

-+
t » 2u L2(KfW Q,H) pour toute partie mesurable bornée

3t
- -> a+ -+
K de X et u(x,0) = f(x) et 22 (%,0) = g(x).
ot

b) La solution A.E.F. d&finit des courbes continues
t e u(t) e H§’1(Q,H)
>
o> M (t) € LQ(Q,H)

et 22 (x,0) = F(x)

avee u(x,0) = T(x)
ot

1V.2- Inégalité du domaine dé dépendance.

Soit Xy un point de R® et r un nombre réel positif.
Posons

n
Sr(xo) ={xeR : |x—x0| g r}

« n
une "hypersphére" de R,

Cr(xo) = {{x,t) e R" x I : Ix-xol < r+M(T-t), 0t sT)

le tronc de cdne de l'espace temps limité par les hyperplans

:t =0 et t =T,
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Nous avons alors :

Théoneme 1V.2.1.- (de R'Indgalits du domaine de dépendance).

La solution A.E.L.F. du probléme (III.1) et par conséquent la solution

A.E.F. et la solution stricte A.E.F.) vérifie 1'inégalité (dite du domaine de

dépendance)
- > >
I (%2 . A, u 2w, 32}*=T ax g
sr(xo)rm 3t 9% axj
> . ->
< eFTlJ {Ez + Aij S Jﬁi + fz}dx + 2[ A e-CT-ag.g(x,t)dx at|
Sr+MT(x0)ﬂ9 ax, 3xj Cr(xo) Q 3t

ol C est une constante qui ne dépend que de n, de m ainsi que des bornmes
des coefficients de l'opérateur L.

Conollaine IV.2.1.- Si T et 2 sont identiquement nulles dans S (

r+MT aO)
et p identiguement nulle dans Cr(XO) N qQ, alors w(T) est identiquement

nulle dans Sr(xo)(\SL

Ce corollaire est &vident. Quant 3 la démonstration du théoréme, elle

repose sur les trois lemmes suivants que nous allons établir.

Lemme TV,2.1.-

>

. ¥
si P e D(Rn+1) et ue G?oc(Q’H) (resp. 1 e o

loc(Q,H)) alors :

> > >
J 3 (Loﬁ)ﬁdxdt=-f w o, w3y

ij
Q 9t Q 9t axi ij
-> > 2>
—JE.-B—“— dxdt—JtA..-z-)-E—.u\dedt.
Q 3t Ql‘]Bxi ij
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Preuve.- Soit K une partie mesurable bornée de B" telle que :
supp PN QCK x I

Les intégrales ci-dessus sont alors égales 8 des intégrales sur
QN K x I : elles sont donc définies d'aprés la définition de G?OC(Q,H)
(resp. Gl;oc(Q’H))' Séparons la démonstration en deux
D

. >
1 -~ Soit u e Glog(Q’H)'

->
Pour presque tout t ¢ I = |O,T{, on a D

9t loc
> o]
Posons V. = A.. — .{. 1i=1,...,0.
i ij
9X.
d
Pour chaque 1, :\;i € Hg"(Q,H)
n 3{7 >
. -
j —+= q)(LOﬁ)) +Ai.-ﬂl~ -330—+1,0.u p.p. sur I .
i=1 9x. I 3x. ox.
i 3 i

loc
sy B BV1 823 -
O=[{u 2———-+ Vi}dx=
Q 9t  i=1 axi Btaxi

> > >
[ 2u (Lga) 9 ax + J LI\ S L J 3 .9 ax
Q

Jg ot . ox,  dx Q ot
2> >

+I aull\i.~a—-—\pdx p.p. sur I .
R dtdx, J 3x.

En intégrant par rapport 2 t, il vient :
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- > >
J —all-.(LO{l)-)lﬂdxdt=—J a—u.Ai.a—‘i-—a—‘p—dxdt
Q ot q ot Y oxg o,

> % P
+J—E.u10dxdt+J Sa, Y9 ax dt}
Q ot Q 3t0x, J axj

. -> N
2 - Soit U e Gy (1)
9 oY
J {v(LO ) + 2L (A, By 4 ) dx =0
Q ax. M oax.
1 J
Vve H2’1(Q,H) p.p. sur I

>
Puisque supp ¥ est compact et u € H2’1(I,H§;;(Q,H)) on peut poser :

-5
)
v=92
3t
W 9P du 5%
Dtol, on tire v _ 30 du + ¢ u
9X. 9x. 9t ot ax.
1 1 1

Par suite :

> -> 2 -> ->
9
J ) -'(’—‘i.(LO‘G) PRI 1 S R T N N :A S S R P
Q 9t ax, at Btox, 1J ij 3t

En intégrant par rapport & t sur ]O,T[, il vient :

- > 2> 3+
<923 ax dt .
9x.

J

ij

Lemme 1V,2.2.-

Sous les hypothdses du lemme (IV.2.2.), on a :
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5 o T :
2[ B, . 242U 4 ay.at = I [Al I \p] ax - j A, 28 28 AW g
QM ox;  OLdX, ol 13 3% axJ 0 q Y ox; 9%, b

Preuve.- Soit u € G (Q H) (resp. % e loc(Q H)).
. n+1 .
Si Y e DR ), on a alors pour chaque 1i :

->

-
du et VA, U qui sont dans H2’1(I;L2(Kﬁ Q,H))
9x. 1) ag.
i 3
5 yu P M n
De plus — (¥ A, . )=—Q.A..—F-+lpﬂ&i.——-ll—
ot J ax. ot 13 9%, I 3tox.
3 3 3
D'ol :
> 2-> >
fm..—@i—é—‘#\adxdt=r(xp A, 3— ( )) at
qQ 2 9x,0t 0 i bx; 9t 9%, L2 (K N 9,H)
T > > T
=—f (0 a2, 2 at + | (9,0, 22
0 at J ;B L (2 N K,H) J ox; 9 22 Nx) |o
| T 2% >
=—J (__‘EAI Bu 811) dt_f(lp@lii_a_g__al}.)z at
0 ot Jax o, 12(x N ) 0 Y atax, axJ.L(szﬂK)

m
L

5u 9u
+ | (Pa,. =) }
[ 1J ax, 8xj 2Nk 4o

5% 2% 2 on ¢ 30 ou
2[ @, . == ——— P)ax dt = I [IA.. R ] ax - (/A <% v \p dx dt
Q I 2%, 2LOX, b > ax, o, J
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Lemme 1V.2.3.- Sous les hypothéses du lemme (IV.2.1.), on'a :

ax - | A gy ar .

1.) o[ 2. éﬁzﬁdxdt= f [(gﬁ )2&0]
Q ) 3t

‘Q 5t J at

r

> 2 > >
2.) 2 -a-E.i‘g—tpdxdt— j [(3‘5)2@]11~J(@1)2dedt.
Q

‘g ot 52 Q at ot

. -> D > N
Preuve.- Soit u € GlOC(Q,H) (resp. u e GlOC(Q,H)).

3, ? T sont alors dans H2’1(I,L2(Kﬂ Q).

T T
bone | @ L, a=[dad, |-
0 ot L°(Q N K) (N k)o
T > T
- f ﬁl‘,lﬂ 3) ) = J (G, M I—I) > dat +
0 3t L(al k) 0 3 TL(RNK)

+ JT (—> BE
u, d) ) dat .

0 2t 12(2 N K)

D'ou :

P > o N
QJ (wz-a-gdxdt=J[u2\P]6dx—Ju2§-‘£dxdt.
Q

De la méme fagon, on a :

> >
2u et 1])9*E qui sont H2’1(I,L2(Kﬂ )).
ot t
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T > > T -> > -> > T
u
J (&2 Ay Hdt = - J (22w Ay Ldt + {0a., u, é]
0 9t 3t 3t L 0 ot at ot L at at L 40
T 2+ > ! - -+
= ( (_a_%s ‘p @E) th + J‘ (.B.E’ @E .@i) 5 at .
Jo at at L d st o5t a3t L
D'ol

> - > T ->
2J¢au.ﬂdxdt=J[('aE)21D]odx—J(a—u)gwdxdt.
Q Q Q 3t at

Conséquences.

I1 résulte des lemmes (IV.2.1.) et (IV.2.3.) :

> 2 -> T >
‘ 2 Jqb 3t

Qo &l o Jg 3t Bt

u 3°u

> 3 Ju 2u_ 9
+JLA.; xﬂdxdt+J u—uxﬂdxdt+[ﬂx ud B 4 g4 =
Ql"axiaxjt Q

Q 9t 1 5t ax. ax.
i %%

e -5 e T
9 > -
j l:( (_u)2 + AL, ,ﬁll___éll_ + u2)‘pj| ax
Q 13 3x. 3x. 0
1 J

-> - >
—lj A..ig—.-a-l}-ﬂdxdt—l[ Ggg-\p‘dxdt—J (22 &) gy at
qQ 9 ax; dx; Bt 2Jdg ot Q 9t ot

D'ol 1'identité intégrale :



228 : > > T
-> :
33.(——% ~ Lou) ¥ dx at =1 I [((3-Ul 2 4p,, 0 2wy, 32)¢ﬂ
at 2/l gt +d ax; 0%, 0

> > -
-J-J (A2 4 p, B 2w 92 9 4 gt
2Jg ot 1J ox; 9%, at

> >
- j A U gy (1v.2.2.) .
q 9 ax; 3t Hx,

Par troucature, posons pour 4 e D(Rn+1)

P(x,t) = we(W(X)-t) e >0 (IV.k.2.1.)

¢ € D(R) et est définie par :

w€<r) =

croissante

.
S

ol-

L 4

- P

De plus ¥ e C (R") et {x : ¥(x)-t+e.3 0 et compact dans

Dans ces conditions, nous avons la proposition .

Proposition TV.2.1.~
Si les hyperplans {x : ¥(x)-t = constante} sont tels que

Aij(x> L E (x) & (x) £ 1, alors

AX. 9x.
1 J
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> > > > > ->
V(x,t) = Ii(ﬂ)2 so BB ug] WL, By w
ot J ax. ax. Mt 1J 5x. ax. ot
i 4 i

Preuve,- De (IV.2.1.), on tire :

(1) et s (o) 2

— = _lpé
¥t 9% . 9x .
Jd J
Donc, on a :
a2 )t 52
V(x,t) = - ¢ (r)[(-—‘-l-) + 8, (x) =2 (x,t) + w(x,t)
€ 3t 1J 9x.
1
5 Y e
P (x) 2R (1) 2L (x) 2 (x,t>]
1d ox. 9x. 3t
i J
-> - -
- ww[(éﬂ)e o, (x) 2 () D (x) va,, 2 (x,0) D (x,8) + 22(x,t) +
€ ot 1d Bxi ij 1d Bxi 3xj

5 Sa ay
+2 2 (x,t) @, . (x) = (x,t) — ]

1J ox. X .

i J

> -> > -
-9 B2 ) T ) B e o) e Gon) B ) + Fixt)] < 0.
T 5t ox, 3%, 3t 2% 2%,

Démonstrhation du théoreme de L'.inégaliti du domaine de dépendance.

. > D > N
Soit u € GlOC(Q,H) (resp. u e GlOC(Q,H)).

Posons :

1 (5. 902 am a2
ae) = L[] (B2 e 20 202y giee) ax et
2 Jolg ot Jaxi ax‘:.l :

Par dérivation, on a :



v - 11

W () =1J G v, B B () 4 2200 10()ax.
2 Jg at 1j axi %,

W' existe et est une fonction continue de T, puisque u ¢ G (Q H) (resp
2 e Gﬁoc(Q,H)). Donc si nous posons QT =Q x[p,f], 1'identité intégrale

(Iv.2.2.) par rapport a QT reste vraic et par suite

> 2
W'(t) = w(0) + I u 8u_ LOK) ¢ dx dt + l-J V(x,t) dx dt. En posant :
Q

Q 3t 23t 2
T T

pix,t) = ws(w(x) - t), il vient :

2
Ww'(t) £ W(0) + I Ll (g__%_ Lou) ¢ dx dt .
Qt 3t at
Rappelons :
-> > éa >
Iu=Lu+A. —+Bu ol B=RA+1I
0 1
9x.
i
- 823 >
p=—>%-L
at
I1 s'ensuit :
( 9
Ww'(t) < w'(0) +f 28 3¢ ax at + Y(1)
QT 3t
8+ 8+ -
| avec Y(t) = J —H'(&i <2 4+ B) ¢ ax at .
L QT ot axi
Soit
- -+ > >
2 3
2 e 0 2 (x,8)| € HMH || x,t)”Hsi[(@-) + (257
at e 2 Lot ax,

pour chaque i = 1,...,n 3 en posant A = Max(Sup Ai(x), Sup B(x))
xef? xefd
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u 5 > A [ a2 | 2
Hat . Bu”H <A H%—t- (x,t)HH ‘u(x,t)HH < '2‘ [(;;—) + u] . Donc :
> >
Y(t) < |¥(0)] < JQ zf'(Aij ?Ji-+ Bﬁ‘iH P(x,t) dx at
o} X

> -> >
S[ {ﬁlli'_lﬁ_ (§.1_1)2+.i2.(A.__§1_1_11.L) +2\-32}1Ddx at
Q

2 t om= M ox. x. 2
T i )

—%—,A} )
m

< CU(t) ol € = max {(n+1)2,

Par suite
P T
W'(t) € ¢ wWit) + W(0) + f J(t) dat

0]

avec J(t) =[ Bu(x,t) K(X,t)lp(xst) ax.

Q ot
\
-Ct -CT -—CTrT
e (W' (t) ~Cc W(t)) e W(O) +e J(t) dt
‘0
.
L W] € T o) + e CT J(t) at .
drt ‘0

Par intégration :

T
{ 2 (¢ w(a)ae < W' (0) f
0 dt

T ~Com T T fT
[}“C“w(ai] < W' (0) [% f] + j J e %% 7(¢) do at.
0 -c~o 070

T
Mais W'(t) 5 C W(t) + W'(0) + J J{t) dat. Donc
0
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Wi(t) € (1-e ) wi(o) " +c eCTJT IT e % J(4) da dat + W'(0) + J

070

T

Wi(t) (e°T-1) W (o) + W (0) + C eCTJ e Co 3,(a) da + J (1)
0

T
avec J1(T) = J J(t) at .

Intégrons par parties :

W (t) € T W (0) + C eCT[é J (a)] + &k [ e % 3(a) da + I (1)

T
wt) g T u (o) - T e CT 3, () + LT f ¢ %% 3(a) do
0
Ot ct [T -ct
W' (t) e W) +e f e J(t) at
0

-> - ->
f {(§3)2 N L S S Ez}tzrw(x,r)dx <

Q ot T oax. ax.
1 d
C 8+2 8+ a+ ) T o ST,
Se T[j (e + B, . - u fu > }t=0¢(x,0)dx + 2 J e tf W e e)P(x,t) dx at)
R 3t U ax, 0 q ot
(1Iv.2.3.)
r o+ M(T-t) - [x-xg]
Posons Y¥(x) -t = o :
M
Y est de classe C  sauf en x = x_. Si, € est assez petit,

0

alors :

WE(W(X)“t) = 1 dans un voisinage de x, et pour t € [b,Tﬂ.

0

T

0

J(t) at.

1

Donc

P eD(Q) et {(x,t) : ¥(x) -t + € > 0} est compact dans Q. Par dérivation :
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/3 >
r o+ M(T-t) - /] (x;=x4 ;)
¥ _ 3 i=1 .
=2 ) (xg = (xgoldiy )
3X. 9X. M 2t
i i
1 x.-x. .
= oo A 0,1
M |x—xol
X. "X - n
En posant : 201 Ei’ il vient Z E? = lgle = 1
1 i=1
x|
et AR E.
9% Mot
i
Par suite ﬂq.(x)'ég— (x) —QL'(X) = -l-m(E) E. £. ¢ 1 d'aprés (III.2.2.).
1] 2 i)
axi axj M

Rappelons que :

r

+
=
fi
o+
t
EX
8
(&

P(x,t) = P_(¥(x)-t) = ¥ _(

€ €

Soit T = Cr(xo) N Q, alors :

( r + M(T-t) - Ix—xol
0 si £ - €
r + M(T-t) - |x—x0| M
) r + M(T-t) - |x-x_|
M 1 si 0 > €
M
hY

8i € >0, alors :

L]
O

r + M(T-t) - |x~xo| £0 => (x,4) § T et 9,

fl
—

r + M(T-t) - Ix—xol 20 => (x,t) eT et we

D'od lim ¢ (x,t) = x (x,t) .
>0 © r
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Xr désignant la fonction caractéristique de T.

En passant 3 la limite sous signe j dans (Iv.2.3.), il vient :

> > >
(A2 4p, BB LBy
Q ot 1 x; ox, t=r °T 7

s " (au) + 0, I Py g+ 2] e Fx,t)x (x,t) ax dt
0 t=0 XT r

5t i ax, 8%, Q
J
D'ol
> > >
[ (A2 4, Q0 B0, E‘?}t= ax <
s (x)MN e at 1 oax. ox,
r 0 1]
> "
< eCT[ I {(eu)e p,, 222wy 32}1;—0 ax + 2[ e % Z(x,t) M ax d*;J
3t H 3. axj - J ot
N
S (X @ Cr(xo) Q

1V.3- Les indgalitis de L'Energde.

Theondme (IV.3.1.).~ La solution A.E.F. du probléme (III.1) satisfait aux iné-

galités :

a2 3 2
E, :f{(l) ., - %) ax
Q ot 1J ax; %,

+ >
s C1U Paen,, L2, Prax+ [ 52 (x,t) ax dt:‘ (1v.3.1.)
Q 1d axi axj Q

due  dm du =2
E, J (L 228 5 }eap 4% €
0 ot axi Bxi -

-> >
02U {g2 + du %u + }dx + J Kz(x,t) dx dt] (1Iv.3.2.)
Q

Q

Ve [O,Tﬂ, ol C1 et 02 sont deux constantes ne dépendant que de T, m

et des bornes des coefficients de L.
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Preuve, -

. > D N . <
Soit u € G (ueG) une solution A.E.F. du probldme (ITI.1).
Faisons tendre dans 1'inégalité du domaine de dépendance r Vers

1'infini. Il wvient :

A

> > ->
ec~r” FPoaa,, 2L Ly e 2] et T gy d{l (1Iv.3.3.)
i
Q Bxi ij Q

Puisque 3 est un solution A.E.F. les deux membres de 1'inégalité
(IV.3.3.) sont finis. D'autre part, 1'inégelité reste encore vraie pour tout

TE [b,T].

Posons

T du,2 W au |, o2
w1(-r)=[ [{(—9-) +h,, 228, )ax at .
0o/a st +J axi axj

D'aprds 1'inégalité de Schwarz et puisque e

I/
—

o=

1
Ct du > M2 21
2[ e -—updxdts2(J (1) ax at) (Jp ax at)
Q 9 qQ ot Q

>
sJ(a‘i)gdxdt+J32dxdt
Q 9t Q

< W1(T) + [ ge(xgt) dx dt.

Q

Donc d'aprés (III.3.3.)
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wilt) s eCt[(w;(o) + W(t) + Jpogg(x,t) ax at] 1 e [0,7]
, ot T

w(r) ¢ e [w(0) +w(r) + | I(t) at] avec T e [0,T]
Jo

avec I(t) = I g(x,t)dx
Q

11 en résulte :

wi(e) - % W () ¢ 7w (0) + J 1(t)at]

0]
__er LT .
L e T =T D) - e W, (1))
dt
_eCTT oT T
< e e "[wr(0) + J I(t) dt)]
0
CT cT T
Posons ; a, = e et a. = e (W (0) + I(t)dt) .
., 1 2 1 0
d —a1T —-0,T
I1 vient : — (W.(1)e ) £ a,e
1 2
art
Intégrons 1'inégalité sur [bai].
—a1t T T —a1t _e-a1t T a2 ~d1T
[?1(t) e ] < J a,e = o, [-———1 = — (1-e )
0 0 : 0 o
1 1
-a,T
-0, T 1
1 1-e
W1(T) e £ . o,
1
Soit encore :
o.T
o W1(T) < a2(e ~-1)
Par suite
a1T a1T
? —
wi(t) g o, W1(T) +o, $ay e + o, "o, g o, e
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i.e
-> >
J (%2 A, 24 3u 22y ax at
Q 9t J ax. ox.
i
T op M2 oa du o2 50
se e =) +A..~—1—l——l‘—+u}t_o+f p(x,t)dxdtl
Q ot 1 ax, ox, - Q
177
L B0\ 2 50 du |, 2
J {("Q) S A - L 4 }t=T dx at
Q ot 1 9x. ax.
i3
(0 +C)Trr 5 of fF w2 2 '
ge [] g5 +A,. ——+ f dx + J p (x,t) dx d{]i
Q 1 oax, ox. Q -
i773
-> -> > > > > > >
Puisque g2 2w Bu o, dudu p, Rf 3 SM2_3_1_’_££_
9X. 3X. 1d 9X. 9X. 1J 9X. 3X. 3X. 3X.
i i i i) i 71
On a :
a2 2 M du L o2 3
J {(—B) + oo 22 My U%)Max € I (=2 dx + q(u u)
Q 3t 9%, &X. Q 9t
1 1
N 2 L2 R o 2
C1Ug +q(f,f)+J (xt)dxdt]s U{ + £} ax +
Q Q ax.
1 1
2
+J p (x,t) dx dt] .
Q
cT
avec C1 = e( +C)T
Posons : w = min{(1,m)
y = Max(1,M)

> > -> > ->
‘*’QJ Ruje B J a2y <J{(§_g_)2 » 2 AU w22y
Q 9t axi axi



et le théoréme est démontré.
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CHAPITRE V

THEOREME ©'EXISTENCE ET D'UNICITE

Nous consacrons ce chapitre 3 1'établissement de l'exiskence et de

1'unicité de solution du probldme mixte (III.1) associé & L.

V.l.~ Unicite de La solution.

Vol.1.- Théondme V.1.1, (d'unicité).
Pour établir 1l'unicité d'une solution de (III.1), il suffit de montrer
. > > >
que par rapport aux données : (p,f,g) = (0,0,0) p.p. dans @ dans §, alors

>
u=0 p.p. dans Q.

Pusieurs assertions nous conduiront & ce résultat.

Proposition V.1.1.-

©
it
Q

>
1 - 81 u est une solution stricte A.E.L.F. par rapport &

% =0 = E, alors E =0 p.p. dans Q.

. . . > >
2 - 51 u est une solution A.E.L.F. par rapport &8 p =0, r=0-=g,

alors 3 =0 p.p. dans Q.

Preuve. -
Si 3 est une solution stricte A.E.L.F. par rapport & (0,0,0), elle

vérifie 1'inégalité du domaine de dépendance :

D, 2 M ou . 2
J (233 4 &i. SN }t=T dx € 0 .
s {x )N Q ot J 9%, 9x.

r' %0 i77

Donc



-
J <§fozdx + (1) =0. Dol U=o0.p.p.
8.(x,) N o

Avant de montrer la deuxiéme partie de la proposition, établissons le

Lemme V.1.7.-
Soit u une solution A.E.L.F de (I1I.1) avec la condition (III.1.3)

. . - L i i
de Dirichlet (resp. de Neumann) par rapport aux données (p.f.g).
Posons :

t
31(x,t) = f u(x,T) ar
0

11

31(x,t) [t olx,t) dt  (V.1.0).
\ 0

Alors 31 est une solution stricte A.E.L.F. de (III.1) avec la méme

condition aux bornes par rapport aux données (31¥E1 O,?)

Preuve. -
Soit 1 e [0,T] et $ € HQ’D(Q,H) (resp. $ € Hg"(Q,H)) et P 1a

fonction définie par :

(=t)P(x) Ostsr
$ : (x,t) » P(x,t) =
0 . Tt T

on a : $ € Fg (resp. $ € FO) et $(T) = 0 et d'aprés la définition (III.3.1),

il vient :

4

T > > b
f ‘:{— W hx) - (r-e)(a 23 o_p B Gy -
0Jin 3t

ij axi axj Bxi

~B Y -p p(x))} dx dt + rf 2(x) y(x) ax = o.

f
pour presque tout T e [0,T].

En différentiant par rapport & T, on a :



1d dX. 9X. t 0X.
i J i

a+ - T a+ a+ > N
-J—‘i. w(x)dx-Jf{m..-‘-l- L' —A.—a-‘-‘-(x,t) v(x) .~m§¢}dxdt—
Q Q

T ’
- f{g(x,’c) W(x) ax at + J 2y ax=0  (V.1.1).
Q

0
32—‘*‘1 au au T 0%
> (%,1) = — (x,1) et — (x,1) = f — (x,t) dt
3t ks axi 0 Bxi

Par conséquent, d'aprés le théordme de Fubini (V.1.1) s'dcrit encore :

oy, T Ju 3y u_ > > >
-I 2wdx—ff(lzxij—-——. —LAi———q;—LAuw-ow)dxdt
€ 3T Q0 IX. 9X. 39X,
1 J i
> >
+ J gy dx =20
Q
i.e.
323 -> -> -
N T 2 T
L ax-| 20 ax+ | (a2 28 (xoeyat -m. | 28 (x,t)at}ax
2 1 1
Q 3Tt Q Q 3x. ‘0 ax. 0 9x.
J i 1
+, * -> > [V
- & Y] ulx,t)dt)ax - (] p(x,t)dt) ax = 0
Q 0 2 0
D'ol
2> >
3 u > ou Ju
L Jax-| 23ax+ |, 2 1 p 173y ax+
2 1] 1
 dt 9 §2 dx. IX. 3X.
J i i
R - F e ax= o0
Q
i.e.
> 2> >
ou 3 u u
,, — 2% 1 —p Lo -7 )% ax = 0 (V.1.2)
1] 2 1 1 1
f axi axj 9T 3xi



Cette égalité est vraie pour presque tout T € Eo,i]. Soit E la par-
tie négligeable de [b,ﬁ] sur laguelle elle n'est pas vraie. E peut dépendre de
$ en ce sens que pour tout T [b,iﬂ -~ E (V.1.2) est vérifiée Vﬁ'e Hg’D(Q,H)
(resp. ¥ e Hg’1(Q,H)). |

En effet, soit K wune partie compacte fixée de B,

Alors .HZ’D(Q N K,H) (resp. H2’1(Q M K,H)) est un espace de Hilbert
séparable.
R : 2,D
Si (wk)de est une suite partout dense de H > (K N Q,H)
(resp. H2’1(Qn K,H)), alors (V.1.2) est vrai pour 'y = ¥, et pour tout

t e [0,T] - E ol E, est un ensemble négligeable. Par suite (V.1.2) est vrai

P ” . + ®
pour chaque &lément de la suite (wk)de et pour tout t e [0,T] - (UJ Ek)'
k=1

o0
Posons &J1 E. = E . qui dépend du compact K.

Soit (¢!) v t vers ¥
o1 wk kely k=1,...n convergeant ve Y

(RN K,H) (resp. H2’1(sz('\K,H)). L'égalité (V.1.2) reste vraie pour

une sous-suite de (@k)

dans H2’D

1

¥, et pour te [b,ﬁ] - E_. En passant & la limite (V.1.2) reste vérifiée pour

K

Ve H2’D(Qm K,H) (resp. ¥ e #221a n K,H) et te [0,T] - Ey -

une suite de compacts de R tels que kJ.Kp = R]",
p=1

Pour toute fonction U e H2’D(be“ Q,H) (resp. ¥ e H2’1(KhW Q,H)) et pour tout

Soit alors (X
( p)pdN

T € [b,Tﬂ - B (p=1,...), {V.1.2) reste encore vraie.

p
Donc pour toute fonction $ de :

U H2’D(Kpm Q,H) = Hg’D(Q,H) (resp. | H2’1(KPOQ,H) = H§’1(Q,H))

p=1 p=1

o0
et pour tout T ¢ [b,f] - E ol E = LJ EK est un ensemble de mesure nulle,
p=1 p

(V.1.2) est vraie.

Par conséquent pour tout t ¢ [0,T] - E, u (1) est une solution
1

A.E.L.F de (III. 2.3) (resp. III. 2.4) de source

" d u1(T) 831(1)
Ple) = — -
Ry Bxi

- (@+1) U (1) -5, (x) - B



Donc, d'aprds, le théordme (III.3.1), 31(1) est donc solution stricte

o 2D > 2N
A.E.L.F et par suite u1(r) € Hloc(Q,H). (resp. u1(T) £ HlOC(Q,H)).

En conséquence

v
LOE1(T) existe et est égale & p(rt) Vr e [O,f] - E

. > D - v 2
Puisque ueFloc (resp. us%mhona.ph)aLmﬂﬂﬁ)

pour toute partie mesurable bornée K de Rn. Done

u(t) e a(kNna), Vre[0,T] -E
D'autre part : L031(T) = p(t) est logiquement équivalent 3
2>
9 -> > ->
*—Eéll =L u1(r) + 01(T) + g T € [O,Tﬂ - E
2T
De plus
>
> 3u1 >
u1(O) =0 et g{'— (0) =u(0) = ¢

d'aprés les conditions (V.1.0).

Par ailleurs, 31(1) € HiSE(Q’H)’ donc

-> >

8u1(T) i N N BVi 51
[ { L V. +u (1) Z._ —=}dx =0 V V. e HS? (Q,H) (i=1...n)
Jg ax 1 1 1=1 x. 1 0

> 2,N L. L .
De u1(r) € Hloc(Q,H), donc vérifie la forme intégrale de la condition
> D -> N
Neuman - E. .
de Ne n pour tout 1t ¢ [0,T] - E. Donc u, € Gloc (resp u, € Gloc)

lemme (V.1.1) est établi. La deuxidme partie de la proposition (V.1.1) en découle

et le

immédiatement puisque (g,¥,é) = (0,0,0) entraine (31¥§,0,¥) = (0,0,0) et donc

-
u

1= O d'aprés la premiére partie.

Cornollaire V.1.1.-

. o> . P
Si U est une solution A.E.F., alors u, d&finie par (V.1.0) est

1

solution stricte A.E.F.



La démonstration est identique 3 celle du lemme (V.1.1), il suffit
d'omettre les restrictions de "locale intégrabilité" et de "support borné".

L'unicité de la solution est ainsi é&tablie.

V.2.- Theoremes d'existence de La solution de (I11.1).-

Nous avons montré que (preuve du théoréme (III.3.2)) les espaces

2,1

HE’D(Q,H) et H’7(Q,H) muni de la norme associée 3 la forme q sont hilbertiens.

Désignons ces espaces respectivement par H:D et HN et posons :

W = 12(q) x E x 12(2)

W o= 12(Q) x HY x 12(q)

Considérons les opérateurs différentiels :

1) 2 @fini sur G° et & valeurs dens W par :

2
B2 () = (é—-;ﬁ- L3, 30, Feon)
at ot

N . soe ey
et tel que Dom(BD) = G (Dom(aD) = domaine de définition de BD).

2) 3, défini sur " et 3 valeurs dans W par :

N
> > 2% > 3
dea = &L -1, B0, o)
9t at

On & alors la

Proposition V.2.0.-
Im(3D5 =W (resp. Im(aN) = WN) ol la fermeture est prise au sens

de la norme produit de W (resp. WN).

Preuve. -
. 5> > >
Montrons que si (p,f,g) est orthogonal & Im(aD) dans wD

(resp. Im(aN) dans WN) alors (p,f,g) = (0,0,0).



Soit donc :

2> >
J 2L - LB axat + [ m,, 2L 20) | F500)) ax + [ 22 0) =0
Q

Q t° o *oax. ax.
Ti 3

—

Yo € P (resp. @ £ GN). (v.2.0).

—>
si P(o) = %%{O) = 0, alors (V.2.0) implique

2
f 3(§—g —Ld®) axd =0  Veg (resp. e GV) (V.2.1)
Q ot
Posons
.
0 s1 Ogtg
Blx,t) = ¢
1 (t-1)%(x) TsteT
\

o Ve HQ’D(LO;QSH) (resp. ¥ e HE’N(LO;Q,H).

Alors (V.2.1) s'éerit

T
> 1 2 )
J J 6(x,t) [F(x)- E(t-r) L §] dax at = 0.
0
En différentiant par rapport & 1, il vient :

T
- [ o(x,7) ¥(x) dx + f J (t-1) p(x,t) L ¥(x) dx at = 0
2 T

T
f 5(x,7) P(x) dax - J J (t~1) p(x,t) Ly dx at = 0 (v.2.2)
Q 0

Pour presque tout 1 ¢ [b,Tﬂ et pour toute fonction v ¢ HQ’D(LO;Q,H)

(resp. $ € H2’N(L 30,H).

0

Méme si éventuellement 1'ensemble négligeable sur lequel 1'identité

. . - .
n'est pas vraie dépendait de U, on peut toujours se ramener au cas général par



une construction analogue A celle faite dans le lemme (V.1.1).
Puisque p ¢ 1°(Q) = L°(I,L°(2,H)).

On peut poser :

( - T,
5,00 = [ Bt e,

{ T
I+ T
32 = {'91(t) at = J (t-7) plx,t) dt
"T T
\
Par suite :

8, e #(,18(0,m)

et

%, € HP(1,1%(0,m)).

(v.2.2) s'écrit encore alors :

Pour Ty € [b,i] - Np s 3(10) € L2(Q,H) ou Np est négligeable.
Soit E(TO) la solution stricte A.E.F. du probléme de Cauchy associé

a LO avec les conditions de Dirichlet (resp. Neumann) de source 3(10). On a

2’ ]
g(ro) e H D(LO;Q,H) (resp. g(ro) € H2 N(LO;Q,H)
et L (2(t.)) = p(z,). P [0,7] - it que &(t,) ex
e LO £ o)) = p(LO . Pour 1t ¢ . Ib ,on sait que E(TO existe et
a@lx) ) = = Gla)ad) 5 ¥ e
L (Q,H)
(resp. ¥ ¢ HN). I1 s'ensuit
[ L2(I,H2’D(LO;Q,H) (resp. E € L2(I,H2’N(LO;Q,H))
De plus si
> T, > 2,1, ,2,D
w(ro) = - j E(t) dt , alors ¢ e H®? (I ,H®? (LO;Q,H)).
T

0

resp ($ € H2’1(I,H2’N(LO;Q,H)) et $(TO) est la solution stricte A.E.F de



(i11.2.3) (resp. de (III.2.h)).

-> > )
Posons w(ro) =, I1 vient

(B(x), Blx)) ,

(o (T), L w(t.))
Polt o/’ 2 2(0.1)

L°(Q,H)

a(€(1), v(ry)) p.p. dens [0,1]

En partieulier :

< py(T), L Y(x) ot a(E(x), ¥(1)) =0

pour Te[bﬁ]-(EuNR.

Or L—\E(T) = Ly $(T) +ﬂ&iglx-'-+ (B+1) Ip>('f) et o, =£—p2 ;3 € =%‘£ .
Donc *
> Bey() > . 5 N 3
B0, =2 7w e, B = @y, 4 Br s ),
dT L7(Q) 3t dx; L°(Q)
pour presque tout 1T € [b,@] avec B = A+I.
Posons :
H(x) = 13,0017+ al¥(e), ()
12(a)
Alors
o) = o2 3y >
H'(7) = 2(02(T), A, o= (1) + B w(T))Lz(Q)
£ 2H92( 0| o HAi A B—JJ(T)H p.p. dans [0,T]
L°(Q) axi L2

HAi M.,. B$(T)|1 2 = J (A, 3_ng+ B $(T))2dx
9X. 1°(0) o * 8x;

2 2 42,2 au(1)2 22

¢ [ (1 1afPeBA(] AHE? 4 3P(0) ax

' i=1 3

Q 1=1 X



V=10

SMJ(IZI MT—)*'II:Q(T)) ax

Q i=1 3x.
1

> >
< ME-I A, W 44y J 12 ax.
o Yo Y9 oax. ax. Q

i %%

e [ (s L3R e m oG T).
£

' ,l‘]‘ 3x. 9x.
i7

= M_
avec M1 = max(mQ,M).

D'ol
-> - > -1—
B'(v) s oM o (0] 5 a(¥(x),4(x))2
L

< M (B,(0]15, + (1) 3(0)3) = Vi, B(x) pep. sur [0,1]
La

D'ou
H'(1)
H(T) § /M1
Log H(t) < /H& t
/ﬁ; t
1<e H(t)
VM.t M.t
T 1 T_ "
[11{ < efe H(t)]T = - e H(t)
puisque H(T) = 0.
fM—1 T
Donc 0 g - e H(t). D'od H(t) = 0.

. > .
Par suite pz(‘[) 0 sur [O,T] et par conséquent pé(r) =
sur [O,T] et 3 =0 p.p. sur [O,T].

.o . .
51 p =0, il vient

o, . ?—f—ﬁ—+¥$(o)} dx + “éi@(o) dx = O.
1)
Q 3xi ij at

Posons : _\ﬁ(x,t) = $(x) , 05t

A

T ¥ e #OP(0,0)

(resp. $ € H2’N(LO,Q,H)



Vv-mn

On a alors

-3
J@.._@i—%mwo.
o ' 3x. 8x,
1 J
si $ est solution stricte A.E.F de (III.2.3) (resp. III.2.k4) de source t.
Alors :

J (A. . 2&-§ﬁ~ + $ $)dx = - f ¥ $ Vﬁ € 7 (resp. $ € HN)
Q Q

1 9x. ax.
i %%

En faisant $ = ?, on a :

2 ~
f f7dx = 0. D'ou f = 0.
Q
> > >
Posons p=f =0 et @(x,t) =t P(x) 0<tsT avec

$ € HE’D(LO;Q,H) (resp. HQ’N(LO;Q,H)

P)LOEOAWOVL V. 2- 1' -

Le théoréme d'existence &quivaut alors :

Le probléme aux limites associé & L avec les conditions de Dirichlet
(resp. de Neumann) admet une solution A.E.F pour tout triplet (3,?,&) € WD
(resp. WN).

Preuve. -
. > > > . .
En effet pour chaque triplet (p,f,g) de W (resp. Wﬁ) il existe

. . . . > D > N
une sulite (uk) de solutions strictes AE.F 1.e. U € G~ (resp. u e G)

telle que
8—)
> uk - > > 2
P =3¢ ~Lw *p dans L(Q)
> > HD 2,D 2,1
£, = uk(x,O) + £ dans = H7°7(Q,H)( (resp. H™? (Q,H)
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s

2
gk = éti (x,O) > E dans LQ(Q) .

En esppliquant 1'inégalité de 1l'énergie a 'Gk—ﬁp, on voit gue :

(2D 9

(Gk(t)) est une suite de Cauchy dans (9,8) (H°'(q,H) et —%‘- () est

une suite de Cauchy dans L2(52) uniformément par rapport & t e [O,T] . Comme

H2’D(§2,H) s H2’1(S’2,H) et L2(§2) sont complets, les suites sont convergentes et

lim -Gk“') = ~1.*1(t) existe dans H2’D(Q,H) (H2"1(Q,H))

B—)
; > .
lim — (t) = v(t) existe dans L
ot

2
Q).
uniformément sur [O,T:].
-> . .. > > >
Montrons que u(t) est une solution A.E.F caractérisée par (p,f,g).
Remarquons que Qe c([o,T], ED(Q)) (resp. Ue C([_O,'I‘] ,H2’1(Q))
> 2 : > > :
Ve C([O,TJ s L7(Q)) puisque w et v, sont continues et la convergence est

k

uniforme. De plus

t
() = J Y(1)dr dans 1°(Q) Vt e [0,T]
0
3-) > > >
En particulier -532-1 =v et u{0) = f.

D'ol
e (0,1, #P@nn #l(r,8@) = Bl e F)

Par ailleurs u—; étant solution stricte A.E.F, on a

>
> - 3 3

2o, ol L, My,

() JQ(%' 3t Aij " ax, ij+Ai axi;ﬁ‘“AUkIE‘foktﬂ) dx dt

+ Jﬂgk(x)—\a(x’()) dx = O V@ € FD (_\5 € F)'

>
De plus auk N _a_i
ot ot
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Donc par passage & la limite, % donne l'identité cherchée.

Conséquence. -

Par passage & la limite, on montre aisément que les solutions A.E.F.

vérifie 1'inégalité du domaine de dépendance et les inégalités de 1'énergie.

V.3.1. - Existence de sofution A.E.L.F.-

Proposition V.3.1.-

. > > > 2 ,D 2
Pour tout triplet (p,f,g) de LlOC(Q) x Hioc(sz) X Lloc(sz)

(ou L (Q) x H2 1(Q) x L (sz)), il existe une solution A.E.L.F. du probléme

(111.1.).

Preuve. -

Soit (xp) une partition ¢® de 1l'unité définie sur R®. Notons K
le support de xp(Kp) est une suite de compacts de R" qu'on prendra pour

des sphéres concentrigues ou des cubes.

Posons :

I1 s'ensuit alors que :

-+ 2,D 2
) e 12 (@) x #P(0,m) x 12

(P s k,sk 1oe (@)

2

loc(Q))

(resp. € Lioc(Q) X Hi;;(ﬂ) x L

>
Soit ﬁk la solution A.E.F. correspondant & (p ¥ ). Puisque

>
K’ k8K
5. =0 1 lémentaire C(KxI) de (KxI)F =g =0 ¢
= - - -_—
Ok sur le complémentaire Kk e Kk x = B sur le complé

mentaire CKk, d'aprés 1l'inagalité du domaine de dépendance

0 hors de ''x T

U s
erKk MT(XO) .

Ek(x,t)

avec K'



V- 14

De plus, on peut supposer que X € R® appartient & un nombre fini de

compacts Ki. Donc la série =
> o s
u(x,t) = ) u, (x,t)
k=1

qui ne compte qu'un nombre fini de termes non nuls pour tout couple (x,t) e Q

e . > D > . > -
définit une fonction u ¢ FO (ue FO) pulsque u, € FD (uk e F).

. > . v e > > >
La fonction u est la solution A.E.L.F caractédrisée par (p,f,g).

En effet : u(0) = £ puisque 3#(0) = et

Ty

> > >

3uk > auk > auk

_k i‘ﬂ_ ___i‘p__ _ k> > > > >
[Q 3t " ot Bij ox; 0x; A v Ay oo d) dx

implique

]
(@)

o | 4 0B axas v [ (T8 B0 ax
Q Q

pour tout J Fg (¥ € Fo).

En conséquence

> > > ->

u 8& u X, au_ > > > % > >

— -— L, —— + | + + -
J ot 3t AlJ X, X. Al 3X. VrAug+o g+ [ gv =0
Q i 3 i Q

Sur Cr(xo)fW Q, seul un nowmbre fini de solutions W sont non nulles. Donc
comme u est une solution A.E.F U colncide avec une solution A.E.F sur

cr(xo)(\ Q.

Cornollaine V.3.1.~
De cette démonstration on déduit celle du corollaire puisque 3k est

une solution A.E.F et seul un nombre fini des 3k sont non nulles sur K M Q.
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V.4.1.- Existence de solution strnicte .-

N
v + - >
du ___. ult) = J u(t) dr.
Soit u(t) = vl o
. R > > >
Si U est une solution au probléme (I) par rapport & (p,f.g),
I -
alors u est solution par rapport & QR-, E, L% + 3(0)).

at

L'existence d'une solution stricte A.E.L.F se déduit de la construc~—
n, ->
tion de U comme solution A.E.L.F par rapport a (2%3 g, LT + Z(O)).

I1 suffit alors d'identifier u avec f + 31 et d'utiliser la propo-

sition 5.2.

- - > > >
D'aprds les hypothéses sur (p,f,g), on a :
3 .2 > 2D 2,1
2B e L (Q) y B € HO, (QsH) (g € HO’ (QsH)

> > 2
Lf ¢ L Oc(sz) et p(0) ¢ Lloc(Q)

Soit u la solution A.E.L.F caractérisée par

TRR >
(p 3fs§-’;) = (%% > _éo L_§ + 3(0))

qui existe.

Alors u, est une solution stricte A.E.L.F avec la source

Y 3 > >
o,(x,8) + &(x) = p(x,t) - 5(x,0) + LE(x) + 3(x,0).
et avec les valeurs initiales :
> 3

%11()(,0) =0, ——— =

-> > A, . .
Donc u(x,t) = f(x) + u1(x,t) est une solution stricte A.E.L.F

de source

+
p

i
e
g

fl

I
oy
H
+

"O\
+
=
=
1}

w0) = F et =2 (0) = 2

Ny
Par suite une solution stricte A.E.L.F existe bien pour (3,?,&) donné.
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CONCLUSTON

Le probléme que nous venons dfexposer et de résoudre est susceptible

de plusieurs extensions dans d'autres directions.

Trois orientations possibles nous paraissent immédiates :

La premiére consisterait & prendre une variété X munie d'une métrique
. . . . n .
riemannienne et distincte d'un ouvert connexe de R, Il faudrait alors
s'assurer que les coefficients mij,‘mi et A conservent les mémes propriétés

par changement de cartes locales (sans que le probléme se raméne 3 un probléme

8 coefficients constants 1!).

Une deuxiéme généralisation est possible avec des matrices coefficients

de L dépendant non seulement de x, mais aussi du paramétre +t.

Enfin, on peut encore envisager de trouver au probléme posé des

"solutions généralisées".

A cause des prolongements que nous venons d'indiquer il ne semble pas
possible de formuler une conclusion définitive 3 notre travail. Nous avons
conscience de n'avoir apporté qu'une contribution modeste aux travaux de
C.H. Wilcox mais toutefois sans nous &tre contenté de reproduire ce qui existait

déja, le "dire (du mathématicien" n'étant "jamais tout 3 fait du déja dait".



