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L'idée de ce t r a v a i l  nous a é t6  fournie  par un a r t i c l e  de H. WILCOX 

pWU . dans Archive f o r  Rational Mechanics and Analysis sous l e  t i t r e  : 

" I n i t i a l  Boundary Value f o r  l i nea r  hyperbolic P a r t i a l  Di f fe ren t ia l  Equations 

of t h e  Second Order'', en 1962. I l  s ' ag i ssa i t  essentiellement d ' s tudier  uni, 

problème mixte d'ordre deux du type hyperbolique, qui consti tue l a  base 

mathématique de l a  t héo r i e  de l a  d i f f rac t ion .  

Nous reprenons l e  même problème à p a r t i r  d'un opérateur d i f f é r e n t i e l  

paramétrique L d 'ordre deux déf in i  sur un sous-espace de l 'espace F(Q,H) 

des fonctions déf inies  dans une var ié té  Q d i f f é r e n t i e l l e ,  paracompacte de 

Q) 

classe  C munie d'une métrique riemannienne e t  à bord a R ,  e t  à valeurs 

dans un espace de Hilbert  H de dimension n égale à l a  dimension de a. 

Les coeff ic ients  de l 'opérateur  L sont des matrices bornées, (n x n)  

variables avec x E Q. D e  so r t e  que l e  problème mixCe de Cauchy associé à L 

revient  à l a  r6solution d'un s y s t è ~ e  d'équations non homogènes du type hyper- 

bolique d'ordre 2 1 'opérateur L e s t  dé f in i  ,par ': 

-+ e t  il s ' a g i t  a lo rs  de t rouver ,  pour t r o i s  fonctions donnée9 : p &finie dans Q x I  

-f -f 
(1 ensemble auquel appar t ient  l e  paramètre t ) ,  f e t  g dgfinies dans Q, 

-P 
u E F ( Q  x 1, H)  t e l l e  que : 

vé r i f i an t  



au = aU (ou - - A  - = O sur 3 ~ )  . 
aN, i j  ax: j 

La  recherche de l a  c lasse  d 'unic i té  e t  d 'existence de solut ion pour 

ce problème nous a conduits à é t a b l i r  l e  r e s u l t a t  e s sen t i e l  de ce t r a v a i l  : 

l ' i n é g a l i t é  du domaine de dépendance dont découlent l a  plupart des asser t ions  

qui vont suivre. 

Dans l e  cas pa r t i cu l i e r  où l e s  coef f ic ien t s  sont constants, 
i j  

nous obtenons un r é s k l t a t  marginal qui ne s a -b l e  pas manquer d ' i n t é r ê t .  

L'ensemble du t r a v a i l  e s t  divis6 en cinq chapitres.  

Les deux preniers précisent  l e s  notions générales sur l e s  équations 

aux dérivées p a r t i e l l e s  e t  sur l ' analyse  fonctionnelle dont nous a l lons  avoir  

besoin. 

Le troisième chapitre e s t  consacré à l 'exposé du p rob lhe .  

Le quatrième rassemble l e s  r é s u l t a t s  de base e t  é t a b l i t  l ' i n6ga l i tÊ  

du domaine de dependance. 

Dans l e  dernier  chapi t re ,  nous é tabl issons  l 'exis tence e t  l h i c i i t d  

de l a  solution du problème posé. 



GEMERALZTES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 

PROBLEMES AUX LIMITES. 

Soi t  X un espace topologique séparc. 

V é G d o v t l  1.1.1. - X e s t  une var ié té  topologique r é e l l e  de dimension n s i  

tout  point x de X admet un voisinage ouvert homéomorphe à un ouvert de R". 

Une var iSté  topologique e s t  donc un espace localement eucl id ien.  

si (ui)i=~ ¶ .  . . ¶n 
sont des fonctions coordonnées sur LRn e t  U 

un ouvert ,  de R']?, l ' app l i c a t i on  f : U + F" e s t  de c lasse  cm (on é c i i r a  
m 

f E C ) s i  l e s  fonctions numériques (u.  1 O f ) i= ,  $ .  . . ,n ont des dérivées par- 

t i e l l e s  continues de tous  ordres ncn négat i fs .  

Soi t  x un p o h t  de l a  va r i s t é  topclogique X ,  V un voisinage 

ouvert de x e t  4 un homéomorphiçme de V sur  un ouvert de R". On d i r a  

que $ e s t  un système de coordonnées en x e t  l ' on  notera  (X l , . . . , X n >  PO, 

d'êsigner l e s  fonctions coordonn6es (u, 0 i 3  . . . . un  0 q). 

D é ~ i ~ o n  1 . 1 . 2 , -  Une v a r i é 6  d i f s r e n t i a b l e  de c lasse  cm X de dimension n, 

e s t  l a  donnée dqune var ié té  topologique X et d'une famille de couples 

(va9'a)aEI où V e s t  un ouvert de X ,  da un homéomorphisme de V a su r  un 

ouvert de R ~ ,  s a t i s f a i s a n t  aux conditions suivantes : 

( i )  : u Va = X ; 
aE:I 

(ii) va ,  V'f3 E: 1 t e l s  que  va^ = Va " Y B  # @, l ' app l ica t ion  : 



- 1 
e s t  de c lasse  cm a i n s i  que s a  rkcigroque $ O $ 

a 8 '  

Soi t  X une var ié té  (d i f f é r en t i ab l e  de c lasse)  cm de dimension n. 

Une s t ruc ture  cm su r  X e s t  un ensemble maximal S = { (ua ,$a) IaeI de cou- 

ples  s a t i s f a i s an t  aux propriétEs ( i )  e t  (ii). 

Les 6lérnents de S sont appelés des car tes  l e ca l e s  e t  Sa des sys- 

tèmes de coordonnées dans Ua : 

S i  X e t  Y sont deux var ié tgs  cm, l ' app l ica t ion  @ : X -t Y 
m 

e s t  de c lasse  cm ( Y  e C ) s i  é tan t  donné l e s  deux systèmes de coordonnées 

e t  8 respectivement sur  X e t  Y ,  l l app l i ca t i on  0 O Y O $-' e s t  de 

c lasse  cm. 

Fig. 1 

Elpuce SangenX à une variA:ESE. 

Soi t  X une var ié té  cm e t  p un point de X. 

iIé(idkhnc) 1 . 1 . 3 . -  Une courbe cm dans X e s t  une application déf inie  sur  un 

i n t e rva l l e  fermé [a,b] , à valeurs dans X e t  prolongeable en une application 

cW sur  un i n t e rva l l e  ouvert. 

So i t  y e s t  une courbe cm dans X e t  f ( ~ , ~ )  l e  faisceeu des 

fonctions numériques cm déf inies  dans un voisinage de p. La d6rivÉe d'une 

fonction f E: F(x,p) au point r) l e  long de y e s t  l a  fonction l i néa i r e  : 



avec y ( s )  = p. 

Une tangente en p à X e s t  une applicat ion numérique T déf inie  

sur  F ( x , ~ )  ayant l e s  proprigtés suivantes : 

1 - T : F ( x , ~ )  -+ W e s t  ~li-linéaire. 

2 - T e s t  une dérivation c 'est-à-dire que : 

L'ensemble T (x)  des tangentes en p à X e s t  l ' espace  tangente 
P 

à l a  va r i é t é  X au point p. 

Pnopoh.&ion 2 . 1 . 1 .  - S i  X e s t  une var ié té  c <a dimansion n ,  a lo r s  T ~ ( x )  

e s t  un espace vec to r ie l  de dimension n. 

Ptreuve. 

Soi t  T, T' E T ( x ) ,  il e s t  immédiat que : 
P 

+ T' E T ( X I  
P 

e t  A T E T ~ ( x )  V A E I R .  
- 

T (x )  e s t  donc un espace vec to r ie l  r é e l .  
P 

Soi t  Ip = (x l  , . . . ,x ) = (ul  O 0,. . . ,u O J1) un système de coordonnées 
n n 

en p de X. La dérivée en p par  rapport à 5 d'une fonction f dé f in ie  

sur  X e s t  l ' app l ica t ion  tangente dé f in ie  par : 



e s t  un sxstSme l i b r e  de T (x) . En e f f e t  si rDxk( P )] 1 &ksn ------- - -------------- P 

avec a E [Ei k 

E 1 , n où l e s  6k sont l e s  "cleltas de Kronecker1'. 
j 

engendre T (x). En e f f e t  s o i t  f  E F ( R " , ~ ) .   après l e  déve- P (PT] lgkgn -- ----- "k P 

loppement de Taylor de f  dans un voisinage de a = ( a ,  a  n , il ex i s t e  

des fonctions C- , . . . g C a s  F ( R ~ > ~ )  t e l l e s  que 

g, é t an t  t e l l e s  que %(a )  = ( ~ ~ f ) ( a ) .  

Soi t  a l o r s  f  E F ( X , ~ ) .  Posons a = $(p). 11 ex i s t e  des 

g, E F ( R " , $ ( ~ ) )  t e l l e s  que : 

dans un voisinage V de $(,) = a e t  gk(a)  = ~ ~ ( f  O 4-' ) ( a ) .  

Soi t  b E V. POSO~S  b = ( 9 ) .  Il v ien t  a l o r s  : 



D'où dans un voisinage 8-e p ,  on a : 

Par s u i t e ,  T E T (x ) .  
?? 

n 
Donc T = 1 (%) D (P)  

k= 1 % 

[ D ~ " ) ~  1 $Un 
e s t  bien une base de T (x )  e t  par  s u i t e  dim T ~ ( x )  = dim X = n. 

P 

D é d i d o n  l . 1 . 4 . -  Soient X e t  Y deux va r i é t é s  C- e t  Y  : X + Y une 

application cm. La d i f f i r e n t i e l l e  de Y  en p e s t  l ' app l ica t ion  

dY : T (x )  -t T ( Y )  déf inie  par : 
P ~ ( p )  

S i  Y = IR, a lo r s  d Y  e s t  une forme l i néa i r e  sur  T (x), donc un élément P * 
d.u dual T*(x) de T ~ ( x ) .  T (x)  e s t  l 'espace cotangent au point p à la.  

P P 

va r i é t é  X. 



On a a lo r s  : diB(T) f = T ( f )  

Par rapport à un système de coordonnées (x,  , . . . ,x n ) 

dxi(uX (P)  = 6i 
k k 

* 
Donc ( d x ,  , . . . >dx ) e s t  une base de T (x) duale de ( D ~  ( P ) ~  s<ksn n P k 

On é c r i r a  désormais pour tou te  fonction f + F(x,P) 

Champ de vecteurs sur  une var ié té .  

DEdX.&on I. 1.5.- Un champ de vecteurs S sur une var ié té  cW X e s t  une 

fonction déf in ie  sur une p a r t i e  A de X qui associe  à t ou t  point  p un 

vecteur ~ ( p )  de T ~ ( x ) .  

S i  S e s t  un champ de vecteurs sur  X e t  f E F ( x , ~ )  Sf e s t  l a  

fonction déf in ie  sur l'intersection des domaines de déf in i t ion  de S e t  de f 

par : 

( s f )  (m) = S(m) (f) . 

S sera  d i t  de c lasse  s ' i l  e s t  dé f i n i  sur un ouvert U de X e t  s i  pour 

t ou t  point p de U e t  tou te  fonction f de x Sf appar t ient  & ? ( ~ , p ) .  

D e  p lus  ~ ( p )  E T ~ ( x ) ,  il ex i s t e  5 i (p )  E R t e l s  que : 
k 



hntne I . i . 1 .  - S e s t  un chmp de vecteurs cm sur X s i  e t  seulenent s i  E i  
k 

e s t  un élément du fa isceau ? ( x , ~ )  pour tou t  k ,  l<k< n. 

P&euve.- S i  6, E ? ( x , ~ ) ,  il e s t  c l a i r  que l ' app l ica t ion  

e s t  égale à l a  somme : 

03 

e t  donc e s t  C e t  S(p)  e s t  un vecteur de T ~ ( x )  

Si  S déf in ie  sur un voisinage U de p par l a  r e l a t i o n  (1.1.1.) 
P 

e s t  de c lasse  cm a lo r s  1 Sk Dx- e s t  de c lesse  . Donc 
k 

1 Ek Dxk xj  = Sk 6k e s t  de c lasse  cm e t  oar s u i t e  Sk E F(X,p). 
j 

Conséquence : L'application déf in ie  sur X par p + Dxk(p) e s t  un 

champ de vecteurs sur  X. 

n  n V a h i e t C l  a boird. - Soi t  IR+ = { (x, , . . . ,x ) E iR 1 x, 2 01 . Si  U e s t  
n 

n un ouvert de IR+, nous di rcns  qu'une fonction sur f  déf inie  sur U e s t  de 

m 
classe  cm s ' i l  ex i s t e  un ouvert U' de IRn e t  une fonction F C sur U '  

t e l l e  que : 



Uédin&ion 1.1.6. - Une va r i é t é  cm X à bord es* l a  donnée d'un espace topolo- 

gique séparé X e t  d'une famil le  (Ua5da)ar~ où U e s t  un ouvert de X a 

e t  $a un homémorphisme de U dans un ouvert de Eln e t  vé r i f i an t  : 
a + 

a, B E 1 l a  r e s t r i c t i o n  de 4, O 4;' à gB (ua n u,) e s t  de 

c lasse  (1.1.2.). 

Une s t ruc ture  cm sur X e s t  une famil le  maximale vé r i f i an t  (1.1.2. ). 

Les (u~,$~) sont encore appelés des ca r tes  locales.  

Un point  m de X sera  d i t  point i n t é r i eu r  s ' i l  ex i s te  une ca r te  

loca le  (u,$) t e l l e  que, m appartenant à U, $(u) ne rencontre pas 

l'ensemble {x = O }  de R: . Un point de X qui n ' es t  pas i n t é r i eu r  e s t  
1 

d i t  point  du bord. L'ensemble des points du bord qui e s t  l e  bord de X se ra  

noté aX., 

Rcrnahque 1 . 1 . 3 . -  Le bord X d'une var ié té  cm X a  une s t ructure  na ture l l e  

a, 

C (sans bord ! ). 

P&$i.ni;tion 7 . 7 . 7 .  - Soit p c X e t  G lqenseriible des germes de fonctions 
P 

nul les  en p. 

Un vecteur T tangent en p à X (T c T ~ ( x )  ) es t  d i t  p o s i t i f  

(ou une ncirmale in té r ieure  à a ~ )  s i  : 

- p o u r  toute  fonction f  E G e t  f 2 O ,  on a  : 
P 

- e t  il ex is te  au moins une f  e G e t  f  3 O t e l l e  que f > 0. 
P 



Dé&&on 1 . 1 . 8 . -  La va r i é t é  cm X e s t  d i t e  or ientable  s ' i l  ex i s t e  sur X une 

n-forme continue non nu l le  sur  X. 

S i  X e s t  une var ié té  cm or ientable  à bord a X ,  a l o r s  l e  bord e s t  

auss i  orientable.  

Une or ien ta t ion  sur  X connexe s e r a  un choix de c lasse  de n-formes 

équivalentes sur  X en considérant comme équivalentes deux n-formes non nul les  

su r  X Y I  e t  Y 2  t e l l e s  q u ' i l  ex i s t e  une fonction continue f qui e s t  s o i t  

posi t ive  s o i t  négative e t  qui vé r i f i e  Y, = f Y 2 .  

Il e x i s t e  donc deux or ienta t ions  possibles sur une va r i é t é  C' connexe. 

La va r i é t é  X se ra  d i t e  orientée s i  on a f ixé  une or ien ta t ion  sur  X .  

FLbké~  vvectok.icslln a m  une vaniEitE. 

Soi t  X , E  deux espaces topologiques séparés e t  n une application 

continue. 

Lc t r i p l e t  5 = (E,IT,X) e s t  appelé un f i b r é  vec tor ie l  complexe de 

rang k su r  l ' espace X s i  l e s  conditions suivantes sont s a t i s f a i t e s  : 

- 1 (i) V a E X ,  IT ( a )  = Ea a une s t ructure  dtespace vector ie l  complexe de 

dimension k. 

( i i )  a E X, il ex i s t e  un voisinage V de a e t  un homéomorphisme hv de 

- 1 k n (v)  = % dans VxC t e l  que s i  p e s t  l n  projection de v x c k  sur V ,  on 

a i t  : 

pohV = n sur  E~ 

e t  que, pour t ou t  x s V ,  l a  r e s t r i c t i o n  de hv Ex so i t  un isomorphisme 

complexe de Ex dans (XI x ck. 

Remahpue 1.1. - 5 = ( E X )  e s t  un f i b r é  vec tor ie l  complexe de c lasse  CO, 

m 00 

s i  E e t  X sont des var ié tés  C , s i  E e t  X sont des va r i é t é s  C -  e t  n 



une application différent iable  cm. 

Remmue 7 . 1 . 2 . -  Une section de 5 e s t  une application s : X -t E t e l l e  que 

F O S =  1% (1% es t  l 'appl icat ion identique de X )  . 

1 .  - __________  Fibkéa ;tangent ____________ et cozangent _________________ à une vahiézé c". 

Soit  X une var ié té  d i f f é r en t i e l l e  cm. 

Posons : T ( X )  = 0 Tp(x). 
PEX 

Q) 

T(X)  a une s t ructure  naturel le  de var ié té  C . Soit n : T(X) + X 

l a  projection cmonique de T ( X )  sur  X. Alors l e  t r i p l e t  (T(x)  ,T,x) e s t  un 

f ib ré  vector ie l  de rang n. 

* 
D e  l a  même fason, en posant T*(x) = u T;(x) e t  n : T*(x) -+ X 

* n P ~ X  
on déf in i t  l e  t r i p l e t  (T  (x) ,n ,X) comme un f ib ré  vector ie l  sur l a  variété X. 

n 
T ( X )  e t  T (x )  sont d i t s  respectivement f ib rés  vector ie ls  tangent- 

e t  cotangent à l a  varikté X.  

2 .  - --_-----_---------- Fibké v e c l t o ~ e l  d a  q- & ~ g - ~ d ~ é k e n ; t i @ g .  
n 

Soi t  nq T (x) l a  q-ième puissance extgrieure de l 'espace vector ie l  
q 

Posons : 

nq -T*(x) = nq T;(x) . 
P ~ X  

* 
hq T (x )  a une s t iucture  naturel le  de varieté cm de dimension {n+(q>}. 

* 
Soit  : hq T*(x) -t T (x)  l a  projectirin canonique de hq T*(x) 

* m 

sur  T*(x). Le t r i p l e t  (hq T*(x) ,T ( x ) )  e s t  un f ib ré  vector ie l  C . 



V é 6 i d n  1 . 7 . 6 . -  On appel le  une q-forme d i f f é r e n t i e l l e  sur  un ouvert A de 

* X ,  une section de A T (x )  au-dessus de l 'ouver t  A.  

Mautre e.t d i n ~ b L L t i o n .  

9 "  Considérms l e s  f i b r é s  vector ie ls  complexes A T (x )  sur  l a  var ié té  

X ,  cm de dimension n. 

8 
Soi t  (x ,hq  T ( X )  ) ltensemble des q-formes au-dessus de X.  

Désignons, pour tou te  p a r t i e  compacte K de X,  par  A ~ ( x . K )  

l'ensemble des q-formes de c lasse  C* à support dans K. Posons : 

Vé,$L&n 1 . 1 . 9 .  - Un q-courant sur  X e s t  une forme l i n é a i r e  F sur  Dq(x) 

dont l a  r e s t r i c t i o n  à chaque D (x ,K)  e s t  continue. 
9  

Une d i s t r ibu t ion  sur  X e s t  un O-courant su r  X. 

Soi t  o ( ~ ) ( X , K )  l 'espace des q-formes d i f f i r e n t i e l l e s  de c lasse  C' 
9 

à support dans K. 

S i  F e s t  un p-courant t e l  que, pour t ou t  compact K X ,  l a  res-  

t r i c t i o n  de F à D (x,K) e s t  continue pour l a  topologie indui te  par c e l l e  
9 

de Q ( ~ ) ( X , K ) ,  on d i t  a l o r s  que F e s t  d'ordre supérieur ou égal à r. 
9 

L'ordre d'un q-courant e s t  l e  plus p e t i t  e n t i e r  r ayant l a  pro- 

p r i é t é  ci-dessus. 

Une mesure sur  une va r i é t é  X e s t  une d i s t r i bu t i on  d'ordre 0.  

1 . 2 -  E y d o a  aux d é h , i v é a  pa,t.ti&u. Pnoblèmea aux k 2 m L t a .  
00 

Soi t  (E, IT,X)  un f i b r e  vec tor ie l  sur l a  va r i é t é  d i f f é r en t i e l l e  C X. 

Notons Ia, lqid.6al  formé. par l e s  germes des sect ions  C nul les  au point a 



de X. Désignons par zk(E) ou Zk s i  aucune confusion n ' e s t  à cra indre)  l a  

p a r t i e  de = Ia formée par des fonctions qui s 'annulent  ( k+ l )  f o i s  en a .  

Dé&ik%&ion 2 . 2 . 1 .  - On appelle f i b r é  vec to r ie l  des k- je ts  de (E,T,x) ,  l e  

f i b r é  vec to r ie l  ( J ~ ( E )  ,T,x) dont l a  f ib re  en a e s t  l 'espace vec to r ie l  

quotient  : 

cW(E)/zk(E) = E / z ~ ( E )  où cW(2)  = 6 e s t  l e  faisceau des sect ions  

cW de (E  ,T ,x) (ou plus simplement E)  . 
Ca 

Soi t  s une sect ion C de E au-dessus d'un ouvert U de X e t  

x un point  de U.  Posons j k ( s ) ( x )  l a  germe de s au point x . j k ( s ) ( x )  E J ~ ( E ) ~  

L'applicat ion 

e s t  une sect ion de J k ( E )  au-dessus de l ' ouver t  U e t  s * j k ( s )  e s t  un 

morphisme de faisceaux de E vers l e  faisceau des sect ions  cW Ik(E) de 

En désignant par ?rk-l l a  projection de J ~ ( E )  sur  Jk-,(E) e t  

par  sK T* l a  kihe produit  s y d t i i q u e  du f i b r é  cotangent T*(x). On montre 

(R.s. PALAIS [II) que l a  s u i t e  : 

e s t  exacte. 

S i  F e s t  un deuxième f ib r6  vec to r ie l  de base X e t  s i  

$ : Jk(E) + F e s t  un morphisme de f ibrÉs,  a l o r s  l e  symbole de 4 e s t  l a  

composition : 



L'application induit canoniquement un morphisme de faisceaux que 

nous notons encore $ et qui associe le faisceau F des sections cW de F 

au faisceau Ik(E). 

i?é&iU;t;ian 1.2.2.- On appelle opérateur différentiel linéaire d'ordre k de E 

vers F, un morphisme D de faisceaux de E vers F rendant commutatif le 

diagramme : 

Soit x a X et s E E tels que s(x) = O dans un voisinage de x 

et en x. Le diagramme ci-dessus étant commutatif, on a : 

Par suite : 

(x E X : S(X) = O) est contenu dans 

(x E X. : ~(s)(x) = 0 ) .  

En conséquence : 

SUPP n(s) Ç SUPP s 



Pl?&.ikion 1 . 2 . 3 . -  Soit  (E,IT,X) un f i b r é  vec tor ie l  sur  X.  

Une p a r t i e  P de E e s t  un sous-fibré vec tor ie l  de (E ,T  ,x) s ' i l  

exis te  une s u i t e  exacte de f ib r6s  

t e l l e  que P = f ( ~ ' ) .  

Une équation l i néa i r e  homogène aux dérivées p a r t i e l l e s  d'ordre 

k sur  l e  f i b r é  E e s t  un sous-fibr6 de J ( E )  e t  une solut ion de $ e s t  k 

une sect ion s  de E au-dessus d'un ouvert U de X t e l l e  que : 

1 .3 -  T q p a  d'opG/ra;tew &di(é/renZi& Liné&a. Paobtèrna aux l i m i t a .  

Dé&hLtion 1.3.1 O -  Soit  U un ouvert de R*. Une epplication l i n é a i r e  D dé- 

f i n i e  sur  C ( u )  e s t  un op6rateur d i f f é r e n t i e l  l i néa i r e  d'ordre k à coeffi-  

c ients  cm (nous dirons par  l a  s u i t e  plus simplement opcrateur d i f f é r en t i e l  

d'ordre k)  s i  e l l e  e s t  de l a  forme : 

où pour c h q u e  ci, a  e s t  une fonction de c lasse  cm déf in ie  sur  U e t  a 

Si  52 e s t  un ouvert d'une var ié té  X ,  on dé f in i t  un opérateur d i f f i r e n t i e l  D 



d'ordre k sur $2 comme é tan t  l ' app l ica t ion  l i n é a i r e  D sur cW(i2) t e l l e  que 

pour toute  ca r te  locale  (u,$) il ex is te  un opérateur d i f f é r en t i e l  d'ordre k 

% 
D vér i f ian t  : 

Soi t  V C  R" (ou V C  X,  va r ié té  cW de dimension n) e t  H un espace 

vec tor ie l  de dimension p. Nous dirons que D e s t  à coeff ic ients  n a t r i c i e l s  

de c lasse  cq s ' i l  e s t  déf in i  sur c-(v,H) e t  s ' é c r i t  : 

où Au e s t  une matrice rectringulaire nxp de fonctions de c lasse  cq déf inies  

sur v. 

Lorsque D e s t  déf in i  sur  U CR", nous définissons l e  polynôme 

caracter is t ique de D comme é tan t  égal  à 

D ~ ( E )  e s t  aussi appelé l a  pa r t i e  principcile de D .  

L'opérateur d i f f é r en t i e l  D e s t  d i t  e l l i p t i que  si  s a  pa r t i e  princi-  

pale  vé r i f i e  : 

o t ! & f i a n  2.3.2.- Un polynôme P sur  IRn e s t  d i t  hyperbolique par rapport 

à ri E: IR" s i  l e s  deux conditions suivantes sont vér i f iées  : 

(i) P,(Q) # O 

( i i )  il exis te  un r é e l  h t e l  que : 



Un opérateur d i f f é r e n t i e l  d 'ordre D su r  cW(u) se ra  d i t  hyperboli- 

que s i  l e  polynôme associé 

a Ea e s t  hyperbolique. 
'(') = laFsk 

Sa pa r t i e  pr incipale  D ( 6) e s t  a lo rs  hyperbolique. Dk é tan t  homo- 
k 

gène l a  condition d 'hyperbolici té par rapport à n E Eln e s t  équivalente à : 

( i ) '  D k ( n )  # 0 

n 
( i i ) '  D k ( ~ + t n )  = O n'admet que des racines r é e l l e s  quand 5 E IR . 

Pkobtème mhte  de Cauchy du Zqpe hupmbafique. 

Soi t  D un opérateur d i f s r e n t i e l  hyperbolique d'ordre k sur un 

ouvert u c  

Un système hyperbolique de n équations aux dérivées p a r t i e l l e s  à n 

fonctions (ou d i s t r ibu t ions )  inconnues associé à D e s t  l a  donnée : 

-C 
oa u e s t  une fonction (ou d i s t r ibu t ion)  vec tor ie l l e  à valeurs dans un espace 

vec tor ie l l e  H de dimension n. 

Ba, pour chaque a ,  e s t  une matrice nxn, indéfiniment dérivable 
-+ 

(pour que 1.3.1 a i t  un sens pour tou te  d i s t r ibu t ion  u ) .  

-+ 
p e s t  une fonction (ou une d i s t r ibu t ion)  vec to r i e l l e  donnée. 

-+ 
Le problème de Cauchy consis te  a lo rs  en l a  recherche d'une solut ion s de 

( 1.3.1 . ) sa t i s f a i s an t  en outre  aux conditions suivantes sur  une hypersurface S .  



-F -+ 
s = f  sur  S (condition de ~ i r i c h l e t ) .  

(1.3.2.) t e  S m -  - g sur  S (condition de ~eumann) . 
3N 

Dans l a  s u i t e  l 'hypersurface se ra  l e  bord aU de U. 

7 

-+ a' e s t  l a  dérivée de s suivant l a  normale I ? ( N ~  , . . . ,N ) H S. 
a N  n 

as n a s  Par déf ini t ion - = 1 - N: . 

Lorsque D dépend en outre d'un paramètre t ,  on considère simplement 

D déf in i  sur U x [o,T] e t  nous a l lons  joindre à (1.3.1. ) l e s  conditions : 

i -+ -t 
7 )  : s = h pour t = O e t  s  = f, sur  s x [o~T] 

( 1 - 3 * 3 . 1 (  ( c ' e s t  l a  condition de Di r ich le t ) .  

l 3 -t 
( 2 )  : s = h pour t = ~  e t  - = f2 sur  s x [o,T] as , 

a N 
\c 

( c 'es t  l a  condition de ~eumann) . 
Le problème de Cauchy (1.3.1 .) avec l e s  conditions (1.3.3.) se ra  

appelé problème mixte des valeurs l imi tes  du type hyperbolique. 

On appellera c lasse  où l e  "problème de Cauchy e s t  bien posé'' un en- 

semble de fonctions (ou de d i s t r ibu t ions  l e  cas échéant) où il exis te  une solu- 

t i o n  pour tou t  choix de conditions de Dir ichle t .  

Une classe d 'unici té  e s t  un espace de fonctions (ou de d i s t r ibu t ions)  

sur  lequel  l ' u n i t é  de l a  solution e s t  garantie pour des conditions de Dir ichlet  

donnée S. 

Résoudre l e  problème de Cauchy pour un opérateur D c 'es t  construire 

l a  classe  d 'unici té  e t  l a  c lasse  ou l e  problème e s t  bien posé. 



Nous nous proposons dans ce qui s u i t  de résoudre un problème de 

Cauchy associé à un opérateur d i f f é r en t i e l  d'ordre deux. dé f in i  formellement 

par : , .- A. 

-+ 
où Aij , Ai, A sont des matrices e t  u une fonction vec tor ie l le  dont l e s  

propriétés seront précisées plus lo in .  

Avant d'aborder l a  question, donnons quelques précisions sur  les 

espaces fonctionnels dont nous a l lons  avoir  besoin. 



SUR QUEL2UE.S POThTS D ' AÎJALYSE FONCTlONMELLE. 

Dans tou te  l a  s u i t e ,  l a  va r i é t é  X se ra  un ouvert connexe 0 de 

Eln dont l e  bord e s t  noté af2. 

L 'orientat ion canonique de R~ c 'est-à-dire c e l l e  qui contient l a  

n-forme canonique de, A . . . A den indui t  une or ien ta t ion  sur  $2 e t  an. 

De même l a  métrique riemanienne de IRn indui t  des métriques sur 

Cl e t  an. Il  sera  donc l o i s i b l e  de par le r  de normale au bord 30. 

H désignera un espace de Hilbert séparable r é e l .  < > e s t  l e  H 

produit s ca l a i r e  sur  H e t  1 1 1 I H  e s t  l a  norme associée. 

+ 
1 = 1 0  ,T[ es t  un i n t e rva l l e  ouvert de IR que nous appellerons 

intervalle-temps. 

O é , j i f i o n  77.1.1.- On appel lera  espace fondamental l ' espace produit 

Q = . Q x I .  

& e s t  muni de l a  topologie produit de l a  topologie sous-jacente 

à l a  va r i é t é  d i f f é r en t i e l l e  fi e t  de l a  topologie ordinaire  de W indui te  sur 

-+ 
On désignera par F(Q,H) l 'espace des fonctions vec tor ie l l es  u 

déf in ies  sur  0, à valeurs  dans.-.H. 

Sur F(Q,B) l e s  notions de dérivées ,de continuité res ten t  naturel-  

lement déf inies  corne pour l e s  fonctions numériques. 

Posons : 



-+ -+ 
c ~ ( Q , H )  = {U E F(Q,H) , u m-fois continûment dérivables sur QI. 

+ cm(Q,H) = {: E P(Q,H) supp u compact dans QI. 
O 

m - c m ( R , ~ )  = 1: E C ( K ~ H ) ,  K ouvert de QI. 

- + .  
c:(Q,H) = { z  E F(II,H) , supp u compact dans QI. 

Suivant l e  contexte cet  espace se ra  auss i  noté D(Q,H)  

-+ 
Dé~inition 7 1 . 1 . 2 . -  Une fonction u E F(Q,H) e s t  mesurable s i  pour t ou t  

x de Q. 

e s t  mesurable au sens de Lebesgue pour tout  h de H. 

-+ 
Dé&ihliion 1 7 . 7 . 3 . -  u E F(Q,H) e s t  in tégrable  s i  e t  eeulement s i  : 

-+ 
1 ) u es t  mesurable. 

-+ 
L'intégrale de u e s t  a lo rs  l 'élément 1 de H noté 

-+ 
U ( X )  dx = 1 t e l  pue pour tout  h E H,  on a i t  

<j ;(XI dx.. h>H = j <=(x),  d x .  

W~ tRn 

E~paced de So bote". - On désigne par L ~ ( O  ,H) , l 'espace ( l a  c lasse)  

de fonctions de ~ ( Q , H )  de puissance p-ième intégrables.  



P4.opohitionII.I.2.- Muni d e l a n o r m e  I I  I I  = I I  1 l p  dé f in ie  
LF ( s2,I-I) 

3 
pour toute  fonction u par : 

P l 'espace L (Q,H) e s t  un espace de Banach (c 'est-à-dire un espace nomg 

complet pour ( 1  1 l p ) -  

+ 
heuve.-  Soi t  (u  ) une s u i t e  de Cauchy de L'(Q,H) n 

3 -t + 
i .e.  lim ( lun-uml 1 = 0. I l e x i s t e  a lo r s  une sousLsuite de (un) s o i t  (Zn ) 

n m- k 
1 

t e l l e  que : 

Posons, pour t E @i 

+ 
v e s t  une fonction nesurable posi t ive  sur 51. t 

D'après l e  lemme de Fatou, on a : 

Mais 

+ 
Par s u i t e  l i n  v ( s )  ex i s t e  p.p. dans L ~ ( Q , H ) .  t t  

+ -+ 
Par a i l l e u r s  Ilun ( s ) ( I ~ E  l i n v t ( s )  . 

t+ 1 t* 



+ 
Donc l i m  u  ( s )  = ? ( s )  e t  3 E L'(R,H) 

n t+l  

En appliquant de nouveau l e  lemne de Fatou il vient  : 

+ + 
Donc l i m  1 I f u n  1 1  = 0 

k* k 

Mais on a : 

- -t -+ 
Donc l i m  1 1 f-u 

-+ 
Par s u i t e  (un) converge dans L ~ ( Q , H ) .  

Dans l e  cas pa r t i cu l i e r  ou p  = 2, l t e space  L ~ ( Q , H )  e s t  un espace 

de Hilbert avec l e  produit sca la i re  : 

Vé6inition 7 1 . 1 . 4 . -  

Soit  D un opérateur d i f f é r e n t i e l  dé f in i  sur un f i b r é  (E,R ,Q) e t  

à valeurs dans l e  f ibré  (F ,IT , R )  . On appellera ad j  oint  formel de D , 1 ' opérateur 

* 
d i f f é r e n t i e l  D dé f in i  su r  (F ,R ,Q)  e t  à valeurs dans ( E , R , Q )  t e l  que : 



On considére un opérateur d i f f é r e n t i e l  D e t  son adjoint  formel 

D* à coeff ic ients  mesurables bornés sur Cl. 

2 D8&LnLCion 11 .1 .5 .  - Soit  L ~ ~ ( P , H )  , la  c lasse  des fonctions de carré  localement 

-t 2 
intégrable sur $2 e t  u  E L ~ ~ ( Q , H ) .  

-t 
On d i r a  que Du ex i s t e  e t  e s t  éga l  à E L2 (Q,H) pour .exprimer 

loc 

que : 

II. 1. 

pour t ou t e  fonction E C:(Q,H). 

?# -b 
Dans l e  prenier membre, supp D f C Supp Ji e t  l e s  coeff ic ients  

* Hf 
de D sont mesurable, bornés. Donc D ;b E LCc  ( Q  ,H)  . Donc l e  premier membre 

e s t  b ien  défini .  

C;(P,H) e s t  partout  dense dans 
2 

Lloc(Q,H). Par conséquent s i  

ex i s te ,  il e s t  unique. 

-+ 2 + 1 
Remarquons que n E L (52,~) iraplique que u E D ( n , ~ ) .  Donc dans 

10 c  
1 -+ ( n , ~ ) ,  l a  déf in i t ion  II. 1.5. s i gn i f i e  & = v.  

Considérons a lo r s  ( D ~  , .. . ,D ) une s u i t e  de m opérateurs d i f f é r en t i e l s  m 

p a r t i e l s  à coeff ic ients  mesurables bornés sur  Cl 

Posons 

-b + 
H*(Q,H) m = {: E ~ ~ ( S 2 , i - ï )  : Dl  U, . . . D m u sont dans L ~ ( Q , H ) }  . 

On s a i t  munir H;(Q,H) d'une s t ruc tu r e  de Banach. 

Dans l e  cas p = 2,  on a  



2 -+ -+ 
Phopodition 11.1.2.  - $(fil m ,H) = {; E L ( n l  ,H) , Dl u . . . D m u }  sont dans 

L ~ ( ,  e s t  un espace de Hilbert pour l e  produit sca la i re  

2 
e t  c(fil ,H) e s t  séparai le  s i  L (S2,H) l ' e s t .  

Pireuve. - Montrons que t ( n , H )  e s t  complet pour l a  norme associée 

au produit s ca l a i r e  (2.1 . ) 

Soi t  (%) une s u i t e  de Cauchy dans ~ ( Q , H ) .  Pour t ou t  

-+ 
i l y . . . 9 m ,  Di uk e s t  une s u i t e  de Cauchy dans L ~ ( Q , H )  qui e s t  h i lber t i en ,  

-+ -+ 2 -+ -+ 
il s 'ensui t  que ( D ~ ,  = f i  dans L (Q ,H) .  Soit  u = li% % dans 

+ 1 
L ~ ( o , H ) .  ( converge vers u dans l 'espace 0 (0)  des d i s t r ibu t ions  sur 

a -+ a + 
fi . Donc D u = li% D uk au sens des dis t r ibut ions .  

Posons : 

a  
Puisque Ai e s t  borné pou.  chaque a  1 on a : 

a  a +  l i m k ( ~ y ~ a \ )  = A i D  u dans D'(Q) .  

En sommant sur  a ,  il v ien t  : 

a + a - +  1 1 ~ % A : D  % = E A ~ D  u a m s  D (o) .  
a a  

a  a-+ -+ -+ + 2 
Donc 1% 1 A .  1 D % = 1% Di % = D. 1 u = 2 i pau. tou t  i. Donc u E H,(Q,H)* 

a 



2 L (66,~) e s t  séparable. Considérons a lo rs  1 ' appl icat ion 

-+ -t 2 2 2 
$J : u H (u,  D u,. . .Dn G) de ~ ( Q , H )  dans I' = L (Q,H)  x L ~ ( Q , H )  . . . L (Q,H) 

1 

(n+l)  fois .  $ e s t  une isométrie en ce sens que : 

Mais l" e s t  séparable comme produit d'espaces séparables. Donc 

S ( 6 6 , H )  e s t  séparable ( i . e .  contient  une p a r t i e  dénombrable dense). m 

Désignons par D = ( D ~  , . . . ,D ) l a  s u i t e  des m opérateurs différen- m 

t i e l s  dé f in i s  ci-dessus. 

-P 
On posera f f P ( ~ ;  01 Q,H) = {c E L ~ ( Q , H )  ; D~ u, . . . . D~ ?i sont dans 

En pa r t i cu l i e r  s i  D = avec la 1 s m 1' espace 
a axl . . . ax qn 

n 

H'(D;Q,H) e s t  l 'espace de Sobolev dtordre  (n,p) que nous noterons m 
u p Y m ( ~ , ~ )  

e t  dont l e s  propriétés sont connues. 

Ainsi : 

On éc r i r a  f f P s m ( Q , ~ )  pour désigner l e s  fonctions de ( A K ,  où K 
l 0 C  

f f P y m ( Q , ~ )  l e s  fonctions de f f P Y m ( 6 6 , ~ )  qui ont e s t  un compact de (Rn e t  

un support borné sur 66. 



T h é o t ~ h e  11.1.7.  - 
3 2 3 

Soi t  g e s t  un élément de L ( I , H ) ,  a lo rs  g es t  intégrable e t  la  

fonction 

e s t  dérivable sur 1 e t  f '  ( t )  = g ( t )  presque partout (p.p. ). De plus 

P E &'(I,H). 

Reuve .  - Soit  2 E ~ ~ ( 1  ,H) . 2 e s t  a lo r s  bornée sur 1 

il exis te  M > 0,  

Donc 

3 1 Par su i t e  g E L ( 1 , ~ )  puisque l a  mesure de 1 es t  f i n i e .  

Posons : 

3 3 

J ( h , t )  = f ( t+h)  - f ( t)  

h 

3 
e t  l i m  J ( h , t )  = g ( t )  p.p. 

h+o 
-t 3 

Mais on a : l i m  J ( h , t )  = l i m  f( t+h) - f ( t )  = ?(t) H é tan t  séparé 
MO MO h 

+ -Y 
on a f v ( t )  = g ( t )  . 



3 
Par a i l l e u r s ,  puisque g e s t  in tégrable ,  1 lf (O) 1 l H  e s t  f i n i .  

Donc pour presque tout  t , 

Par s u i t e  P H • 

Nous proposons ci-dessous une "sorte" de réciproque. 

i )  ? i  e s t  intégrable sur 1 

-+ 
ii) f e s t  p.p. égale à une fonction continue de 1 s u r  H. 

3 -t 
i i i )  f ( b )  - f ( a )  = ?(t) d t  pour presque t o u t  a e t  t o u t  b 

dans 1 ( c  < b ) .  

i )  La première pa r t i e  e s t  i m é d i a t e  car f appart ient  H ~ " ( I , H )  
j': 2 

entraîne f  appartient à L (1 ,H)  e t  d 'aprëç l e  théorème II. 1.2. e s t  

2 -+ 
ii) Soi t  B E L ( I , H ) ,  pour t ou t  a E H,  l a  fonction 

-+ -+ -+ -b 
( ~ , a ) ~  : t t+ < v ( t )  ,ci>H e s t  de ca r ré  in tégrable  sur 1 puisque d'après l ' i n é -  

g a l i t é  de Cauchy Schwarz 



3 
Donc <:(t ) e s t  borné sur 1 e t  donc de carré intégrable. 
4 

3 - = 3' = u e t  considérons l 'expression Posons dt 

3 2 3 3 2 
11 es t  c l a i r  que g E L (1,~). Donc ( a )  E L ( 1  e t  

d 3  -+ d +  + 
Donc - d t  <g(t),ii>, = <= g ( t ) , a >  = O . 

3 3 3 
Par s u i t e  g ( t )  ne dépend pas de t e t  g ( t )  = A p.p. sur  1, 

-f 
X f i xé  dans H. 

On en déduit  : 

e t  a es t  égale à une fonction continue p.p. 

3 
iii) f ( a )  = + A + Jr<ir) f i  pour presque tout  a E 1 

3 
f (b)  = 7 + jb :(T) dT pour presque tou t  b s I 

E 



Par suite Rb) - ?(a) = f) Z(T) di + 1' :(r) a~ 
a 

= p :(r> dT 

et la proposition est établie. 

~ol~ak%,.&~ 11.1.7. - Si 3 et 2 sont deux fonctions de ff2" ( 1 , ~ )  alors : 

P/ruue.- Posons : 

-t + e tr?"(1,~). D'après la proposition 11.1.2. on a : 

pour presque tous a,b E I 

b 
'3 '(t) ;(t)>H dt + 'f(t),gl (t), dt 

a 

puisque $ 1  (t) = <Y' (t ) .Z(t )>* + <T(t) (t )> P.P. 

Par suite : 



CHAPITRE 111 

SOLUTIONS ET SOLLdTIC31JS STRICTES DU PRÙIJLEME MIXTE 

ASSOCIE k LsOPE%TEUR L 

111.,1. - ExpabS du pwbLème.- 

Soi t  L l ' apérateur  d i f f é r e n t i e l  l i néa i r e  d 'ordre 2 déf in i  dans 

F($,H) en coordonnées locales par : 

-+ 
On se  propose de chercher une fonction u dans un sous-espace 

"convenable" de ~(Q,H) sa t i s f a i s an t  au système d'équations : 

2 + -+ 324 u L u + p(x , t )  dans Q ( I I I . 1 * 1 - )  
a t 2  

e t  qui v é r i f i e  l e s  conditions " in i t i a l e s "  

-+ 
-+ -+ 

(x,O) = g(x) dans !J (111. 1.2.) 

e t  l e s  conditions " ~ u x  bornes" 

-+ 
au a= N = 0 sur a, x 1) (OU - ( ~ , t )  aij - (III. 1.3. ) 
*L x .  j 

1 

-+ 
On désigne par N (N, , . ,N,) l a  .normale. è x t h i e u r e  'à ll.hyperbUrPace 

A -+ 
a u  - a n ,  bord ùe Q C I R ~ .  - N e s t  a lo rs  l a  derivée nomale de 

N~ i j  xi j  -+ 
u(x , t )  peur l 'opérateur  L. 



-+ -f -t 

P 9 e t  sont t r o i s  fonctions données : p e s t  dé f in ie  dans &, f e t  
-+ 
g dans il. E l les  sont t ou t e s  à valeurs dans H. 

La matrice Aij  e s t  dé f in ie  posi t ive  de so r t e  que l e  problème n i x t e  

de Cauchy a in s i  posé e s t  du type: hyperbolique. De plus Aij = 
j i  

A. . (x)  , 4. (x)  , &(x)  sont des matrices "fonctions" symétriques, mesurables, 
1J  1 

: 
(au sens de ~ e b e s g u e ) ,  bornées, déf inies  sur il a i n s i  que l a  dérivée A . 

axi 

La dérivation e s t  p r i se  au sens des d i s t r ibu t ions  i . e .  : 

Dans l'approche de l ' é tude  du problème a i n s i  posé, considérons l 'ope- 

ra teur  d i f f é r e n t i e l  Lo dé f in i  localement sur F ( ~ , H )  par : 

2-t a& -t a u  + i j a u  -t 
= A . .  u 

IJ ax,ax, ax, ax, 
J - J  J- J 

Sur l 'opérateur  Io, nous faisons l 'hypothèse de l a  f o r t e  é l l i p t i c i t é  

uniforme c'est-à-dire pour t ou t  x E f i ,  il e x i s t e  m ,  constante pos i t ive  t e l l e  

que : 

OÙ .,, &(a) = h . .  ni ,j 
1J  

Puisque l e s  matrices 2 Aij sont bornées, il ex i s t e  M constante 

posi t ive  t e l l e  que 



A LO,on associe l e  problène de Cauchy formel suivant : 

4 -+ 
Trouver une fonction u de f (S2 ,~)  t e l l e  que p é t an t  donnee sur 

Q ,  on a i t  : 

dans 

dans 52 

Le problème (111.2.3.) (resp.  111.2.4.) s e r a  appelé dans t ou t e  l a  

s u i t e  "problème de Cauchy avec l e s  condit ions de Dir ichle t  (resp.  de 

Les coef f i c ien t s  de Lo sont mesurables, bornes dans Ci : l e s  

conditions de l a  dé f i n i t i on  (11.1.5.) sont s a t i s f a i t e s .  On peut donc d e f i n i r  

2 -f -+ 
( L  ;Q,H) e t  d i r e  que l a  condit ion 'IL u  = p dans Ci1' s i g n i f i e  l ' espace  Hloc O O 

4 2 -+ -+ 
que u E ff ( L ~  ; H) e t  que Lo u = p dans 

,if La condition de Di r ich le t  u = O sur  80" suppose des domaines 

à bord "régulier" e t  des fonctions assez rggu l iè res  sur  l e  bord. Nous a l lons  

l u i  subst i tuer  une autre  moins contraignante sur l a  régu la r i t é  des fonctions 

sur 30. 

Posons : 

-+ a$ 
H ~ ~ D .  {:. ~ ~ $ ~ ( n , x )  : 1 [kti +: [ 21 = O y$i H : ~ ' ( Q ~ H ) I  
l o c  Roc 62 a xi i 

i = ( l , . . * , n )  



Nous rmplaçons a lo rs  l a  condition '': = O  sur an" par 

D'autre pa r t ,  considérons l ' i n t é g r a l e  : 

Formellement, on peut é c r i r e  : 

+ -+ 
Cette expression n ' a  aucun sens s i  3, e t  l e s  fonctions u e t  v ne sont 

pas "suffisamuent réguliers".  Nous admettrons que 362 a l a  r égu l a r i t é  requise 

pour permettre l ' i n t ég ra t i on  par pa r t i e s  (III. 2 . 5 .  ) . Dès l o r s  : 

-+ + 
pour des fonctions u e t  v "convenables". 

Posons : 

H ~ ' ~ ( L  ,H) = {c E ff2 ( L  ,R ,H)  n f f2"(0,H)  3oc 0; Loc O l a c  

+ -+ 

au av  + ; ; 1 l = o  J C - ( L ~  :) + arij - - 
n X X. 

j 1 

+ 
- O  sur aan Nous remplaçons a lo rs  l a  condition de Nemann " - a N, 

par  "?i E H : ~ ~ ( L ~ ; o , H ) ~ ~ .  



Par symétrie ,  nous poserons : 

2 , ~  (L ;Q,H) = 8 ( L  ; n , ~ )  H:;$(Q,H> %oc O loc  O 

+- 
1 ) S i  u E H;~(Q,H) e t  s i  K e s t  une p a r t i e  mesurable bornée 

sur  Eln, l e s  &. . (x)  é t a n t  bornées, mesurables su r  fi, 1' i n t é g r a l e  
1J 

e s t  déf in ie .  

ff2" ( RH) e e t  l ' e space  des fonct ions  "à Nous dirons a l o r s  que 

énergie localement f i n i e "  (en abrégé A.E.L.F. ) pour l ' opé ra teur  d i f f é r e n t i e l  

L (Lo 1 ) .  

Toutes l e s  fonct ions  de u ~ ' ~ ( H )  & de H ~ ; ~ ( L ~ ; S I , H )  sont 
loc  

A.E.L.F. 

2 )  Paral lèlement nous d i rons  que chacune des c l a s s e s  de fonctions 

suivantes sont  "à énergie f i n i e "  (A.  E. F. en abrégé).  

a?. 
H ~ $ ~ ( ~ , H )  = {: E H ~ ~ ' ( ~ , H )  , (""6. axi 1 +; E--L O 

i Xi 



3 Pédi&on 111.2.1 .- Nous dirons qu'une fonction u E F(Q,H) e s t  une solution 

+ 2 
s t r i c t e  A.E.L.F. de (111.2.3.) de source p E Lloc(52,H) pour exprimer que : 

i )  = E ~ ; E ( L ~ ; Q , H )  = t f O C ( ~ O ; ~ , ~ )  $ > D ( ~ , ~ )   OC . 
3 3 

i i )  Lo u = p dans 
2 

Lloc(n.H) 

3 2 
u E F ( 5 2 , ~ )  e s t  solution s t r i c t e  A.E.L.F. de (111.2.4. ) de source C L  ( 0 , ~ )  

loc  

s i gn i f i e  : 

+- 
i u E $;C(L~;~ ,H)  

-F -+ 
ii ') Lo u = p dans 

2 
L ~ ~ ~ ( Q , H )  

3 
~ é ~ ~ ~ n  111.2.2.- Nous dirons qu'une fonction u E F(Q,H)  es t  une solution 

-+ 2 
A.E.L.F. de (111.2.3.) de source p E L (Q,II)  s i  e t  seulement s i  : 

loc  

3 
i)  u E H ~ , ~ ( Q , H )  

loc  

-+ 
On d i r a  que u e s t  une solut ion A.E.L.F. de (111.2.4.) de source 

-+ 2 
p E Lloc(Q,H) s i  e t  seulement s i  : 

i ?i E u 2 ¶ ' ( n , ~ )  
loc  



-+ 
Théokème 111.2.7 .- Une fonction u  E F(G,H) e s t  solution s t r i c t e  A.E.L.F. 

-+ 
s i  e t  seulement s i  u  e s t  solution A.E.L.F. 

P ~ u v ~ .  - Remarquons d'abord que pour tou te  fonction 

+ a;h. e s t  un él6ment de ($2,~) e t  de plus : 3 E D(Q,H), vi = Wij  ax 
j 

puisque l ' on  a : 

-t 
De même s i  u  P H~$'(L ;51,H) , on a évidemment loc O 

+ a t  
W. = Aij pour chaque i = 1 ,. . . ,n 
1 

j 

n  ai t .  
-+ -P - L o u + u  De plus 1 - (111.2.7.) 

i = l  axi 

-+ 
En e f f e t ,  Vi é tant  déf in i  comme ci-dessus, t< ;6 D(Q ,H)  il 

vient  : 
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puisque Bij = j i . En pcmuttant  l e s  indices,  

e t  en ajoutant 1 1- ) + : ;6} , ii vient  : 
n 

Donc 

Ce qui é t a b l i t  (III. 2.7. ) 

La condition esb nécessaire.  

-+ -b 
Soi t  en e f fe t  u solution s t r i c t e  A.E.L.F. de source p 

-+ -t -b 
u E ;n,Fl) e t  Lo u = p dans 

loc  O 
L : ~ ~  i n  ,a). 

La condition (i) de la déf in i t ion  (111.2.2.) est trivialement-':..;?, 

vé r i f i ée .  

So i t  E H ~ ~ ~ ( R ~ H ) ,  a l o r s  : 

-+ 
Par s u i t e  u -  est  une solution A.E.L.F. 



La condit ion e s t  s u f f i s a n t e  

-+ -+ + 
Soi t  u so lu t ion  A.E.L.F. de source p u E H:$(L~;Q,H) e t  

V $  tz ,H), on a : 

Le preniier membre s ' é c r i t  encore : 

a$i 
( Z Z a x -  (Lo =) d 

52 i i  Q 

Donc j ( L o : ) f =  e t  
Q n 

-+ 2 -+ -+ 
e t  L u e x i s t e  dans Lloc (Q,H)  e t  v é r i f i e  L u = p .  

O O 

La condit ion e s t  nécessaire.  

+ -+ 
S o i t  u solu t ion  s t r i c t e  A.E.L.F. de source p : 

-+ -t 

$ ' N ( ~  l o c  O ; ~ , H ) C  ~ " ( Q , H )  10 c e t  L O u = p . 

Pour t o u t e  fonct ion  $ E HE" (Q ,H) ,  on a : 

H ~ * ~ ( L  ; R , H ) .  d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de O 

La condition e s t  s u f f i s a n t e .  
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-b 
Soi t  u une solut ion A.E.L.F. de source : : E $"(Q,H) . l o c  

S i  ) E ~ Q ~ H ) ,  a l o r s  r ff; S '  ( Q ~ H ) .  Posons K = supp 8 c 0 

2 1 2 e t  r = p(~)n ff ' ( K , H ) .  r e s t  dense d m s  L ( K , H )  il e x i s t e  donc une s u i t e  

-t 2 
uk dans i' qui converge ve rs  u au sens des d i s t r i b u t i o n s  de L (K,H) .  

. % E D(n) .  Donc : 
ax, 

ce qui  e s t  équivalent à : 

En passant à l a  l i m i t e ,  il v ien t  : 

-+ & i /, "ij a~ i ax j * ('ij ax.axj 1 A+%&, ax j axi ax = O 

-+ -b 
Donc L u e x i s t e  dans 

O 
e t  e s t  Égal à p .  

Lloc 

-b 
Pour t o u t e  fonction 14 E H;"(Q.H), 111.2.2. ( i i t )  e s t  v é r i f i é  

3 -b -b 
e t  p = L U. Par s u i t e  u E f f 2 s N ( ~  ;n,H) e t  l e  théorème e s t  démontré. 

O l o c  O 

Parallèlement à c e  qui  précède, nous posons l e s  d é f i n i t i o n s  et  

théorèmes suivant S. 
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3 
v é d i ~ o n  '111.2.3.- On d i r a  qu'une fonction u E F ( ~ , H )  e s t  solution 

-+ 
A.E.F. du problème (111.2.3,) (resp.  (111.2.4.)) de source p E L ~ ( ! ~ ~ H )  

s i  e t  seulement s i  : 

8 3 D ( ~ , ~ )  (resp.  : E ff2"(Q,ii)) i )  u E 

ii) P a  E H ~ ' ~ ( Q > H )  (resp. ;b E H ~ ' ~ ( Q > E ) )  

3 
Péaia&ion 111 .2 .4 . -  Une fonction u E F(n,a) e s t  solution s t r i c t e  A.E.F. 

3 2 
de (111.2.3.) (resp.  de 111.2.4.) de source P E L (Q,H) s i  e t  seulement s i  

+ -t 
ii) L u = p 

O 

-+ 
ThéohZrne 117 .2 .2 . -  Pour que u r F(Q,H)  s o i t  une solution s t r i c t e  A.E.F. 

-+ 
de (111.2.3. ) (resp.  111.2.4. ) ,  il faut  e t  il s u f f i t  que u s o i t  une solution 

A.E.F. de (111.2.3. ) (resp.  111.2.4. ) . 

L a  démonstration e s t  analogue à c e l l e  du théorème ( I I I . ~ . ~ . , )  il s u f f i t  

de remarquer que nous ne faisons plus l a  r e s t r i c t i o n  de "locale i n t ég rab i l i t é "  

des fonctions sur 9. 

Théohême 111.2.3 .  - ExAtence et unL&& de aoluCLan A.€.F.- Le problème de 

Cauchy associé à l 'opérateur  d i f f é r e n t i e l  LQ 
avec l e s  conditions aux bornes 

de Dir ichle t  (resp.  de ~eumann) admet une solut ion e t  une seule A.E.F. pour 

-+ 
tou te  fonction source p donnée dans L ~ ( ~ , H ) .  
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~ ' ~ u v Q . -  L'application q  déf inie  par : 

2 D 
e s t  une forme b i l i néa i r e  sur  H ( Q , H )  ( resp.  H 2 ~ 1  ( Q , H )  1. 

Les coef f ic ien t s  *i j 
é tan t  bornés e t  Lo fortement uniformément 

e l l i p t i que ,  il ex i s t e  m e t  M, constantes posi t ives  t e l l e s  que : 

avec 

Par s u i t e  q d é f i n i t  un produit s ca l a i r e  sur # y D ( ~  ,H) 

(resp.  8' ' ( Q , H )  ) e t  l a  norme associée e s t  équivalente à l a  norme 1 1 1 1 
de f ' ? " ( a , ~ ) .  

Donc muni du produit s ca l a i r e  q,  8 ' D ( ~ , ~ )  (resp. $"(Q,H) 

e s t  h i lber t ien .  

pour i: E L ~ ( Q , H )  e t  3 E ( f S > D ( ~ 9 ~ ) ,  q )  , posons : 

-+ 
A e s t  une forme l i néa i r e  continue sur ( $ y D ( ~ , ~ ) ,  q )  pour p f ixé .  En e f fe t  : 
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2 D 
A e s t  a i n s i  bornée sur ( R H ,  q  (resp.  ff2" ( R , H )  , q) donc continue. 

Donc d 'après l e  théorème de représentation de Riesz il ex i s t e  

-h -+ 
u E ( H ~ ~ ~ ( R , H )  >q) (resp: u E ff2"( q ~ ) ,  q) t e l l e  que : 

-f 
L'existence de u  s ' en  déduit 

-+ -h 
Soit  u l a  solution de source p = O. Alors V f E f f 2 y D ( R , ~ )  

( resp.  H ~ " ( Q , H ) ) ,  on a : 

-h 
Donc u = O. L 'unicité de l a  solution A.E.F. en r é su l t e .  

Compte tenu du théorème III.2.1., l e  théorème 111.2.3. peut se formuler 

en termes de solution s t r i c t e  A.E.F. 

P t ~ o p o a ~ o r t  7 7 7 . 2 . 1 . -  

2 
Munis de l a  norme de ff ( L ~ ;  P,H) : 

Les espaces . iff2 ' D ( ~ o ; R  ,H) e t  f f2  " ,H)  sont h i lber t i ens .  
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P4euue.- Il nous s u f f i t  de montrer que H~'~(L~;Q,H) e t  H~'~(L~;Q,H) 

sont fermés pour l a  norme ( 1 1 1 2 
dans H (LO;Q,H). 

ff2(Ln) 
V 

Faisons l a  dgmonstration pour ff2 "(L,;Q,H) 

-+ 
Soit  (%) une s u i t e  de fonctions de ff2 'N (LO;Q ,HI convergeant 

-+ 2 
vers u dans ff (L~;Q,E) c'est-à-dire 

2 
dans L (Q,H) 

-+ + 2 
l i m k  % = li% L u = = LO u dans L (B,H) 

O k  

+ -+ 
La différence (%-uL) e s t  une solut ion s t r i c t e  de source 

Donc 

1 + -+ 
b ;b E #' (n,~). En pa r t i cu l i e r  pour $ = uk - ue 

Mais d'après (111.2.8. ) . 

+ 
au -+ 

Donc - . dans L2(Q,H) 
axi 1 



D'autre pa r t  pour t o u t  k = 1,2, ... 

En passant à l a  l im i t e ,  il vient  : 

+ 2 a: -. 
(donc il ex i s t e  vi dans L ( G , H )  t e l  que - = vil axi 

-t 
Donc u E H * ' ~ ( L ~ ; Q , H )  e t  18 proposition e s t  é tab l ie .  

Pour l e  sous-espace ff2 Y ~ ( L  O ;a ,H)  l e  démonstration e s t  identique. 

777 .3 .  - L'UPERATEUR DIFFERENTIEL PARBh.1ETRTQUE L. 

Dans ce paragraphe, nous a l lons  étendre au problème mixte de Cauchy 

associé à l 'opérateur  L, l e s  notions de solution A.E.L.F. e t  solution A.E.F. 

a in s i  que ce l les  de solution s t r i c t e  A.E.L.F. e t  A.E.F. 

Pour s impl i f i e r ,  posons : 



+ 
F~ = F fi {?i : ~ ( t )  E H ~ , ~ ( Q , H )  pour presque tou t  t E 11 

3. 
GN = G n {: : u ( t )  E f f 2 y N ( ~ o ; ~ 3 ~ )  p.p.  sur I} 

A chacun de ces espaces E ,  on associera  conformément aux notations 

antér ieures  l e s  espaces E e t  Eo, correspondants pour désigner respect i -  loc  

vement l e s  é l fhents  de E qui vé r i f i en t  localement l a  propriété e t  l e s  éléments 

de E qui ont un support borné. 

Remarquons que l e s  espaces /?>' (Q,H) , H ~ ' ~ ( R , I I )  # ( L ~ ; P , H )  , 
H ~ ' ~ ( L ~ ; Q  ,H) e t  ff2 9 N ( ~ O ; ~  ,H) sont s é p ~ r a b l e s  puisque L 2 (il ,Id) e s t  séparable. 

On peut donc appliquer sur  chacun d 'entre  eux 1s notion d ' in tégra le  à valeurs 

vec tor ie l l es  (déf in i t ion  II. 1 .3. ) . 

Formellement, 1 'opérateur d i f f é r e n t i e l  L e s t  déf ini  sur  F(n  ,H)  

par : 

a< + - + a  au 
L u = - (Aij ,) + dl. (x )  g + A ( x )  

axi 
j 

1 

où 1 désigne l a  matrice unité.  

+ + 
On peut donc dé f in i r  L u pour tou t  u E ff2 5 D ( ~ O ; ~ , ~ )  

(III. 3.1. ) 

Les matrices A .  (x)  e t  A(x) é tant  mesurables e t  bornées dans Q ,  
1 

L : 6 L ~ ( Q , H ) .  
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-+ 
î92~in ik ian  1 1 7 . 3 . 1  .- On d i r a  que u E F(&,I-1) e s t  une solution A.E.F. du 

problème mixte de Cauchy associé à L avec l a  condition aux bornes de 

-+ 
Dirichle t  (resp. de ~eumann) par rapport à p 6 L ~ ( Q , H ) ,  2 E L ~ ( Q )  e t  

+ 2 
g E L (a )  pour exprimer que : 

3 -+ 
i )  u E F~ (resp.  u E F )  

-+ 3 
ii) u(x,0)  = f(x) p.p. dans 0 

aU %J - a: & + + 
iii) 1 Iz + a t  Aij , ax a' . $ + a , ~ $ + $ . $ ] a x d t  

Q i j 
+ Ai ax. 

1 

pour t ou t e  fonction f E F~ ( resp.  $ c F) t e l l e  que $(T) = 0 dans 

L ~ ( Q , H )  

3 
Pé~i&on 1 1 7 . 3 . 2 . -  u c F(Q,H)  e s t  une solut ion s t r i c t e  A.E.F. du p r o b l b e  

mixte de Cauchy avec l a  condition a u  bornes de Dir ichle t  (resp. de Neumann) 

-+ 2 -f -t 2 par rapport à p c L ( Q , H ) ,  f c H ~ " ( Q , H ) ,  g E L ( 0 , ~ )  s i  e t  seulement s i  : 

-f -+ N 
i) u E G~ ( resp.  u c G ) 

+= -+ a; + ii) u ( ~ ) =  f , - ( 0 ) = g  p.p. dans Q -  a t 
2+ 

iii) 8 = L : + p p . p  dans 9 
a t 

3 
î.)édi&on 7 7 2 . 3 . 3 . -  u E F ( Q , H )  e s t  une solut ion A.E.L.F. du problème mixte 

de Cauchy avec l a  condition aux bornes de Dir ichle t  (resp.  de Neumann) par 

-+ 2 -t 2 
rapport a u  fonctions p c L l o c ( & , ~ ) ,  f E L l o c ( ~ 9 ~ ) y  2 c L : ~ ~ ( Q , H )  s i  e t  

seulement s i  : 
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a, 
iii) jQiz a t  - " i j  - a: axi • ax a; axi . $ + ; . &  

j 

V a  E < (f E F ~ )  e t  $(T) = O p.p. dans Ci 

-k 
DC!d-h&bn 2 2 1 . 3 . 4 . -  Nous dirons que u E F(Q,H)  e s t  une solution s t r i c t e  

A.E.L.F. du problème mixte de Cauchy avec l a  condition aux bornes de Dir ichle t  

1 (resp. de leumann) par rapport aux données $ E L2  OC (Q,H) f E <:c(n,a) , 
-k 2 
g E LIOC( Q,H) pour exprimer que : 

-+ + aU - ( O )  = Q p.p. dans 0. iii) u(0)  = f , ,, 
Entre une solut ion e t  une solut ian s t r i c t e ,  il ex is te  une équivalence 

logique dont rend comp%e l e  : 

ThZohème 2 7 2 . 3 . 7 . -  

-+ 3 
1 )  Si  u e s t  une solut ion s t r i c t e  A.E.F. , a lors  u e s t  une solution 

A.E.F. 

3 N -k -+ 
2 )  Si  u e s t  une solution A.E.F. e t  s i  u E G~ (: E G ) ,  a l o r s  u 

e s t  une solution s t r i c t e  A.E.F. 



P ~ u v ~ .  - 

+ 
1 ) Soi t  u une solution s t r i c t e  A . E . F  e t  $ E 8 (resp. $ E F) 

Alors on a : 

+ a= é tant  dans 
11 

JI e t  - a t  H ~ ( I L ~ ( H ) )  O peut in tégre r  par par t ies" .  

De plus : 

-+ J L u . J dx = - j (dlij 5 A+ ax ~ $ 1  dx p.p. s u -  1 
n n i j 

(111.3.2.) 

3 
puisque u ( . , t )  E H ~ > ~ ( L ~ ; R , H )  e t  f ( -  $t) E f f 2 ' * ( n ; ~ )  P O P  1 

+ t )  E H ~ > ~ ( L ~ ; ~ , H ) ,  ;b(. ,t) u29l ( Q > H )  p.p. sur IL (resp.  u ( . ¶  

Intégrons (111.3.2.) par rapport à t.  Il v ien t  

Ajoutons - ;6 + (A + 1) : $1 dx d t  aux deux membres. On a : 

i 
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3 

- +  ( & +  1)3$ dxdt = 1  CL^' + Ai ax 
Q i 

3 
3 3 a= &-&.K.$ - a u $ )  dxdt - 

('ij axi axj 1 axi 
Q 

-+ 
Donc u est une solution A.E.F. 

3 -+ D 3  N 
Réciproquement, soit u solution A.E.F. et u c G (u E G ) . 

L'équation (111.3.3. ) est vérifiée. De plus (: étant solution A.E.F.  ) , on a : 



Donc 

Remarquant que D(Q) C F D C  F, on peut prendre dans (III. 3.4- ) , 
+ ;b c V ( Q )  i . e .  : ;6 E V ( n  x]o,T[).  $(x,O) e s t  a l o r s  nul. 

2-t 
a u - , ; ) $ & & =  ! $ $  V Q E D ( Q ) .  Donc 1 (> 

Q a t  

Par s u i t e  on a (111.3.2. i i )  cqest-&-dire 

azu - -  + 
2 

- L u + p .  
a t 

+ + 
Posons $ ( x , t )  = (T-t) $ ( x )  avec $ E H ~ ' ~ ( ~ , H )  ( resp.  

$ c ~ ~ 9 '  ( 0 , ~ )  1. 11 vien t  : 

$(x,T) = O ; $ E ~ ~ ( 3  E F )  e t  d'après (111.3.4.) 

e t  d'après l a  déf in i t ion  (111.3.2. ii); On a : 

avec $ E V ( Q )  

Donc 
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-+ 
&no-c 111.3.1 - si u e s t  une solut ion s t r i c t e  A.E.L.F. a l o r s  u e s t  

une solut ion A.E.L.F. 

+- + N 
+ ( resp .  ~ E G  ) >  Si u e s t  une solut ion A.E.L.F. e t  s i  u E Gloc loc 

+ 
a l o r s  u e s t  une solut ion s t r i c t e  A.E.L.F. 

La démonstration peut ê t r e  "calqu6e" 0ur l a  précédente en remplaçant 

Q par i-2 n K, Q par (2 A ( K  x 1) pour tou te  p a r t i e  mesurable born6.e K de 

tRn . 

2 2 2 . 4 .  - Cas d'un ayatème à coeddicievttb cons&&.- 

So i t  l e  système hyperbolique symétrique d'équations aux dérivées 

p a r t i e l l e s  à coef f ic ien t s  constants : 

2 n 2-b a u - =  1 m.. a u 

a t2 i , j = 1  IJ axiax 
j 

-+ K 
dans lequel  u e F ( G , c  ) où G e s t  l e  domaine fondamental des var iables  ( x , t )  

de bord aG supposé "suffisamment régulier".  

Les matrices lA sont s p g t r i q u e s  hcrmitiennes de rang k e t  ne 
i j  

dépendent n i  de x €.fin, n i  de t r é e l .  De plus e l l e s  ont l a  propr ié té  suivante : 

-b 
@i .=%. . et s i  5 = ( c l , .  . . .En)  e s t  un point dc IRn d i f fe ren t  de zéro, a l o r s  
i~ Ji 

l a  matrice A@) = aiij Si S j  e s t  non s ingul ière .  NOUS nous proposons 
i ,  j 

d 'é tudier  l e s  propr ié tés  des solutions du système (111.4.1. ) qui s a t i s fon t  à l a  

condition i n i t i a l e  : 

+ + 
u(x,o) = f (x) 

sur une p a r t i e  borhée de IRn (111.4.2. ) .  
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Pnapabxan (177.4.1.) .- 
1 )  Le problème des valeurs i n i t i a l e s  du système (111. 1.) admet une 

solution u e t  une seule de c lasse  ccO 2 support compact pour tou te  fonction 

-t 
f donnée dans c1(Rn). 

-t 

2) S i  l ' o n  note ~(:,t) 1'Bnergie de c e t t e  solution u & l ' i n s t a n t  

t ,  c'est-à-dire : 

a lors  il ex is te  une constante Cl t e l l e  que : 

-t 
ïka.wL.- Etant donnt une fonction f  E v é r i f i a n t  ( I I I . ~ . ~ . ) ,  

-f 
il l u i  correspond une solut ion u de c lasse  C- à support conpact , solution 

qu'on s a i t  const rui re  de façon standard à l ' a i d e  de l a  transformation de Fourier 

où d'après nos r é su l t a t s  du chapi t re  I V .  

Démonstrons a lo rs  l e  2') Formons l e  produit s ca l a i r e  des deux 
-t 

au 
membres de (111.4.1.) par 
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Remarquons que l e s  deux membres de (III. 4 . 3 .  ) exis tent  puisque 

D e  (111.4.3.) on déduit : 

(sommation sur i y j )  

- - - 
+ -+ -t 2-+ -+ 

au A a au a2z  ) = -  au a u au 
(K. i j  ax. ax -1 ax (at - (ax .a t  "ij axi 

1 j j J 

Mais 

En intégrant  (III. 4.4. ) sur l e  domaine fondamental G y  il vient : 
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Pour un bord r é g u l i e r  de G. aG,  on peut eppliquer l a  f o m u l e  de 

Stokes. D'où en appelant (ni ,nt) l a  nomale  ex té r i eu re  à a G  e t  l 'élément 

d 'a ire  su r  l 'hypersurface a G ,  on a : 

Posons : 

E e s t  une matrice formée de blocs In, O ,  e t  A i j .  

Formellement : 

M a r q u o n s  que : 

- - - 
-+ -t -t -+ 

a: - au n . )  = a u  au a: au 
Re (zy 'ij axi J 

- n .  + (-, Aji n j  (zy"ij ax J axi 
i 

Posons a l o r s  : 

(avec n = (n, . . ,n ) n 

D'OÙ l ' o n  t i r e  : 



En prenant pour G l e  t ronc  de cône : 

où R e t  C sont  deux constantes pos i t ives .  

L ' i d e n t i t é  (111.4.5. ) s'&rit encore 

E l l e  s e  décompose en t r o i s  i n t é g r a l e s  : 

où désigne l a  "surface" l a t é r a l e  du t r o n c  de cône. Sur i', nt e s t  
x  : 
1 

proport ionnel  à c  e t  ni à - . Posons : 

IXI 

Soi t  a l o r s  c '  = M a x  v.p. A(w) . 
1 Iwl=l 

(où Max v.p. &(w) e s t  mis pour maximum des valeurs propres de A ( U )  
( w  l=l 

pour I w l  = 1 ) .  

t ( ( U ,  (nt IE - A ( n ) )  U) dS e s t  pos i t ive  s i  l ' i n t é g r a n t  e s t  p o s i t i f .  
J r 

O r  c e t t e  expression s ' é c r i t  : 



Donc l ' i n t é g r a n t  e s t  p o s i t i f  s i  C > C i .  11 s u f f i t  de p r e n j r e  

C $ C '  pour ob ten i r  : 
1 1 



CHAPITRE IV 

RESU L TATS ESSENTIELS : 

TNEGALZTES DU DOMAIME DE DEPENDANCE ET INEGALlTES DE L'ENERGTE. 

t V . l -  Théotrhe (d1~XC6.tence & d'unicA;té). 

IV. 1 . 1 .  - Nous énonçons ci-dessous le théorème d'existence et d'unicité 
de solution dont la démonstration fera l'objet du chapitre V. 

Le problème mixte de Cauchy associé à l'opérateur L avec les con- 

ditions aux bornes (III. 1 .3. ) de Dirichlet ( resp. de ~ewnann) par rapport aux 

+ -+ -t 
fonctions p ,  f et g définies respectivement par (111.1.1 . )  et (III. 1.2.) 

admet : 

(i) une solution unique A.E.L.F. si 

+ + 2 
P & L:~~(Q,H), ? E H;;:(R,H) (resp. P E t?"( loc Q,H)) et g r L~~~(R,H). 

(ii) une solution unàque A.E.F. si 

(iii) une solution stricte unique A.E.F. si 

3 # 9 D ( n , ~ )  c E  H2$1(I,L2(~,~)), IP E H2*D(~O;~,~) (resp. f E H~~'(L~;Q,H) et g E 

(resp. B E ~?''(Q,H)). 

(iiii) admet une solution stricte unique A.E.L.F. si 

-+ 
p 6 #'1(~,~2(~n Q,H) où K est une partie mesurable bornée, de P" 

+ 
f E H:;C(L~;Q,H) (resp. ? E ff2"(l, loc O ;Q,H) 

+ tS'D(n ,HI 
loc 

(resp. E ff:;O(n ,H) . 



Z V . 7 . 1 . -  c ~ h a u ~ . -  Les solutions A.E.L.F. ne dépendent pas de T en ce 

sens que ces solutions déf in ies  sur ]O,T [ e t  ]o,T' [ avec T < Tt coin- 

c ident sur ] 0 ,T [. 

I V .  1 . 2 .  - ComU&e, - 

a )  La solution A.E.L.F. dé f in i t  des courbes continues 

a t  2 
t I+ - r L (Kn 0 , ~ )  pour toute  p a r t i e  mesurable bornée 

a t 

b) La solution A.E.F. dé f in i t  des courbes continues 

-+ + a u  -+ 
avec U ( X , O )  = f ( x )  e t  - ( x , ~ )  = g(x)  . 

a t  

I V .  2-  I n é a a é  du domaine dé dépendance. 

Soi t  xo, un point  de R" e t  r un nombre r é e l  p o s i t i f .  

Posons 

sr(x0) = {X E : Ix-x0l < r j  

n 
une "hypersphère" de R , 

C , ( X ~ )  = { ( x , t )  E R" x I : ( x - x ~ ~  6 ' + M ( T - ~ ) ,  O , < t , < ~ l  

l e  tronc de cône de l 'espace temps l imi té  par  l e s  hyperplans : t = O e t  t = T. 



Nous avons alors : 

Théokème TV. 2.7. - (de 1' 7négaeiR.2 du domaine de dépendance) . 
La solution A.E.L.F. du problème (111.1) et par conséquent la solution 

A.E.F. et la solution stricte A.E.F. ) vérifie l'inégalité (dite du domaine de 

dépendance) : 

où C est une constante qui ne dépend que de n, de m ainsi que des bornes 

des coefficients de l'opérateur L. 

-+ +- 
( a  ) C o m ~ u h e  TV. 2.7 . - Si f et g sont identiquement nulles dans Sr+m O 

-+ -+ 
et p identiquement nulle dans C (x0) n Q >  alors U(T) est identiquement r 

nulle dans sr ( x, ) n Q . 
Ce corollaire est évident. Quant à la démonstration du théorème, elle 

repose sur les trois lemmes suivants que nous allons établir. 

Lemme IV.2.7.- 

n+1) +- +- 
si $ E D(R et u E G~ loc (Q~H) (resp. u E G:~~(~,H)) alors : 



Phcuve.- Soit K une pa r t i e  mesurable bornée de Etn t e l l e  que : 

Les intégrales  ci-dessus sont a lo r s  égales à des intégrales  sur 

D 
Q n K x 1 : e l l e s  sont donc déf inies  d'après l a  déf ini t ion de Gloc(Q,~) 

* (Ci ,H) ) . Séparons l a  démonstration en deux (resp.  Gloc 

+ D 
1 - Soi t  u E GloC(~,H). --_--------------- 

-+ 

Pour presque t o u t  t E 1 = ]O .TE, on a - E f? yD . 
a t  OC 

+ 
Posons V.  = Ai - " . 9 .  i = 19. . . ,n .  

1 ax: 

-+ 
Pour chaque i, V. 1 & f f O y 1 ( ~ , ~ )  

n a$. -f + + 
1 2= $ ( L ~  U )  + A . .  - * + ) . u  p..p. sur  1 . 

i = 1  axi J a axi 

2 D  o n a :  Donc d'après l a  déf ini t ion de > 

+ + + 
au + au ( - ( L ~ U ) . $ ~ X +  - a \ . . -  

J n  a t  1, a, lJ ax. 1 ax j n a t  

2+ + 
.$.dx a u  A . . -  + J  - p.p. sur  1 . 

R ataxi 'J axi 

En intégrant par rapport à t, il vient : 



2 - Soi t  ?i E ~y~~ ( Q  ,131. 
___-_-------------- 

E H ~ " ( Q , H )  p.p. sur I. 

Puisque supp 9 e s t  compact e t  : E if2'' ( I , < ~ ~ ( Q , H ) )  on peut poser : 

-+ -+ 2-t 
- a u av -e &+,- D'oÙ. on t i r e  - - 

Par  s u i t e  : 

-+ 2-t -t -+ + ag a': a u + . au 
{$ -.(Lou) + - - + $ - ) .A. .  - a u  + u.$ - 1 dx = O . J, a t  ax. a t  ataxi IJ ax a t 

1 j 

En intégrant  par rapport à t sur  ]o,T[, il vient  : 

-+ -+ -+ 2-+ 
au -+ & +  (N&+,/). - a u a"u j -.(L~u).IP d~ iit = - j {CI ) . a.. -1 ax d t  . 

Q a t  Q a t  axi a t  atax. 
1 

lJ axj 

Lemme T V . 2 . 2 . -  

Sous l e s  hypothèses du l e m e  ( I ~ . 2 . 2 . ) ,  on a : 



-t D + Pmuve. - Soi t  u E G l o C ( n , H )  ( resp .  u c G : ~ ~ ( Q , H )  1. 

S i  $ E 0(Eln*' 1, on a a l o r s  pour chaque i : 

- a' e t  --- a' qui sont dans 
Ip 'ij ax 

H ~ ' ' ( I ; L ~ ( K  n 0 , ~ ) )  . 
ax 

i j 

a aU 2+ a u a= al!. A . .  - + $  A.. - De plus  - (Ip Ai -) = 
a t ax a t  ax lJ atax 

j j j 

a l ;  a2u + +  T 3 3 

21 (A --- au au au au 
$ ) d i  d t  = jnbij - -- Io  dl - bij -- 9 dx d t  . 

Q i j  axi a tax  j 
axi ax 

j 
axi ax 

j 



Lemme 7 V . 2 . 3 . -  Sous les hypothèses du lemme ( 1 ~ . 2 . 1 . ) ,  0n.a : 

D -+ N P&euue.- Soit E G  ( R , H )  (resp. u E G ~ ~ ~ ( R , H ) ) .  
loc  

-+ -t 
u, ) u sont alors dans + ? ~ I ( I , L ~ ( K ~  a ) ) .  

D'où : 

Dc la même façon, on a : 

aU - et 9 - qui sont H ~ " ( I , L ~ ( K  O > > .  



Il résulte des lemmes (1v.2.1.) et (IV.2.3.) : 

-+ 
= ' [((")' + A.. -.- 

2 n 

D1o> l'identité intégrale : 



Par troucature, posons pour $J E D(w n+l) 

avec $JE E V(R) et est définie par : 

et QE croissante 

De plus Y E cm(tRn) et {x : Y(x)--t+~. 3 O et compact dans IRn. 

Dans ces conditions, nous avons la proposition . 

Si les hyperplans {x : Y (x)-t = constante) sont tels que 

3~ a~ A. . x - x - x 1, alors 
IJ axi ax 

j 



P~QU.VQ.  - D e  (IV.2.1. ),  on t i r e  : 

Donc, on a : 

a Y a Y a% a u  +2 
+ 

- 6 ; ( ~ ) [ ( - ) ~  k i j ( x )  - ( x )  - ( x )  + A . .  - ( x , t )  - ( x , t )  + u  ( x , t )  + 
a t  axi ax IJ axi 

j 
a x 

j 

+ 
au a: + 2 - ( x , t )  (A. . ( x )  -- ( x , t )  - 
a t lJ ax: 

-+ au" aU -+ 
au a Y a Y au +2 - T .  . x t  -- x  + --- ( x 9 t ) ) ( -  (x&) ---- ( x , t )  + - ( x , t ) )  + U (x,t)-j i? 0 .  

lJ a t  ax ax; a t  ax ax 
i A j j 

+ D 
Soi t  u E G,oc(S2,~) ( r e sp .  E G:~~(Q,H)). 

Posons : 

Par dGrivation, on a : 



D 
W' e x i s t e  e t  e s t  une fonction continue de , puisque u E Gloc(Q,Fi) ( r e sp .  

-+ N 
u E GloC ( $2 ,H) ) . Donc s i  nous posons & = .Q x [O, T] , 1' i d e n t i t é  i n t é g r a l e  

T 

(1v.2.2.) par  rapport à 
QT 

r e s t e  v ra ie  e t  par  s u i t e  

+ 
Wf(*) = ~ ' ( 0 )  + - L ~ U )  $ dx d t  + v ( x , ~ )  d x  d t .  En posant : 

$ ( x , t )  = $ ( Y ( x )  - t ) ,  il vient  : 
€ 

Rappelons : 

I l  s 'ensui t  : 

Soi t  : 

pour chaque i = 1 , .  n ; en posant A = ~ a x ( s u p  Ai(x) ,  SUP @(XI)  
XE !J xen 



+ -k +- 

( x , t )  1 I H  (  I:(xyt) 1 I H  . Donc : 

+- 
a u  +- 

y ( ~ )  S. ~ Y ( T )  1 s 2 2  ( A . .  - + BU\ l H  J ) ( x . ~ )  dx 
a t  lJ ax. 

1 

+ x - - ) + - u ) g d ~ a t  a: au '  x +2 

2 t 2m X. X 2 
1 j 

X - ,Al . s c q(r) où c = max ((n+l)X, 
m 

Par s u i t e  

avec ~ ( t )  = at(xst) P ( x , t ) l ~ ( x ~ t )  dl.  
n a t  

Par i n t é g r a t i o n  : 

Mais w'(T) S C W(7) + ~ ' ( 0 )  + J ( t )  d t .  Donc J:, 



avec Jl(r) = J(t) dt . 1: 
Intégrons par parties : 

r + M(T-t) - lx-xoI 
. . Posons Y(x)'- t = 

M 

Y est de classe sauf en x = x Si, E est Rssez petit, 
O ' 

alors : 

sE(Y(x)-t) 3 1 dans un voisinage de x et pour t E [o,T] . Donc 
O 

9 E D ( q )  et {(x,t) : ~ ( x )  - t + E 2 O) est compact dans 6. Par dérivation : 



a~ a~ 1 -t 
Par s u i t e  A . .  ( x )  - ( x )  - ( x )  = 2 & ( 5 )  Si Sj 6 1 d'après (111.2.2.). 

1~ axi ax M 
j 

Rappelons que : 

So i t  ï" = cr(xO) nQ, a l o r s  : 

S i  E -+ O ,  a l o r s  : 

r + M(T-t) - lx-xol 6 O => ( x , t )  I+ r e t  ip = O 
E 

r + M(T-t) - lx-x 1 2 O => ( x , t )  E r e t  lpE = i . O 

D'où l i m  J )&(x , t )  = x p ( x , t )  . 
E* 



X r désignant l a  fonction caractér is t ique de ï'. 

En passant à l a  l i m i t e  sous signe I dans (IV.2.3.),  il vient  : 

-+ a: au' +2 J ( )  + a i j  --- + u lt== X r  4< 
n a t  axi ax 

j 

IV. 3- La inég&éb de &' Zn@ie. 

ThEotZrne (IV. 3 . 1 .  ) . - La solut ion b .E .F. du problème (III. 1 ) s a t i s f a i t  aux iné- 

g a l i t é s  : 

ad aF + pIdx + 

+2 ,cl[J,ia +...-- P ( x , ~ )  dx dt] ( I V . ~ . I . )  
lJ ax. ax 

1 j 
Cs 

-+ -+ + 
au au -22 a u 2 +  -- : {(el + It=r dx 4< 

E2 n a t  ax. 1 axi 

7 c 0 T , où C , e t  C2 sont deux constantes ne dépendant que de T , m 

e t  des bornes des coeff ic ients  de L. 



Pneuve. - 
D N 

Soi t  E G ( U  E G ) une solution A.E.F. du problème (III. 1 1. 

Faisons tendre dens 1' inéga l i t é  du domaine de dépendance r vers 

l ' i n f i n i .  I l  v ien t  : 

-F 
Puisque u  e s t  un solut ion A.E.F. l e s  deux membres de l ' i n é g a l i t é  

( I V .  3.3. ) sont f i n i s .  D'  au t r e  p a r t ,  1 ' inéga l i t é  r e s t e  encore v ra ie  pour tou t  

T E [o,T]. 

Posons : 

T -f -F 

a u  + U ~ d x  at  . { ( a l 2  + A . .  -- 
1 = Io \, a, IJ a,. ax 

1 j 



Il en r é su l t e  : 

< ecT[w1(o) + ~ ( t ) a t ]  w;(r) - eCT wl(r) . 
O 

Posons ; a l  = e CT e t  a 2 = e C T ( w ; ( 0 ) +  

Intégrons l ' i n é g a l i t é  sur  CO,'] . 

Soi t  encore : 

Par s u i t e  

a .r 
1 

w;(T) 6 a l  W1 ( T )  + a2 s a2 e - a2 6 a2 e 
al  

+ a2 



3 3 

1 + A,: - au --- a u  + z2) dx dt 

2 aU a: -- a: a; et -- a? ab 2 af a f '  
Puisque m - - 6 A i j  S M  . 

axi ax. ax. ax 'ij ax. ax ax. ax. 
1 1 j 1 j 1 1 .  

+ + 2 2 a3 a? + f21, + 

Cl[ g2 + q(f,f) + 1 p2(xyt)dx dt] I C 1 u  i g  + M -- 
n Q n a ~ .  1 axi 

+ 1 P2(X,t) dx dt] , 
Q 

avec C l  = e ( eCT+c ) T 

Posons : w = min(1,m) 

y = ~ax(1 ,M) . 

+ aU a?i -+2 2 a t  a': 32 
w 2  J,(z)~ + - - + ltzr 1 €(&l2 + m -- + It=r 

ax. axi R a t  ax. ax. 
1 1 1  



2 " ai + T ~ I ~ X  + 1 p2(x , t )dx  dt]. r y 2 c l u { g  +--- 
n a ~ .  a~ 

1 i Q 

Il s u f f i t  a lors  de poser : 

e t  l e  théorème e s t  démontré. 



THEOREME D ' EXISTEMCE ET D 'UAIZC ITE 

Nous consacrons ce chapitre à 1'6tabl.issement de l'existence et de 

l'unicité de solution du problème mixte (111.1) associé à L. 

V .  1 . 1  .- T h E o n h e  V .  1 . 1 .  (d'unicité). 

Pour établir l'unicité d'une solution de (III. 1 ) , il suffit de montrer 
-+ -+ -+ 

que par rapport aux données : (p,f ,g) = (0,0,0) p.p. dans Q dans 0 ,  alors 

-+ 
u = O p.p. dans Q. 

Pusieurs assertions nous conduiront à ce résultat. 

-b -+ 
1 - Si u est une solution stricte A.E.L.F. par rapport 2 p = 0, 

-+ -+ -t 
f = O = g, alors u = O p.p. dans Q. 

-+ -+ -+ -+ 
2 - Si u est une solution A.E.L.F. par rapport % p = O, f = O = g ,  

-+ 
alors u = O p.p .  dans Q. 

Ptreuvc) . - 
+ 

Si u est une solution stricte A.E.L.F. par rapport à (0,0,@), elle 

vérifie l'inégalité du domaine de dépendance : 



a': 2 -+ + + (z) dx + p(u,u) = 0. D'où u = O. p.p. 

Avant de montrer l a  deuxième p a r t i e  de l a  proposition, établissons l e  

Lemme V . t . 1 . -  

Soit  une solution A.E.L.F de (III. 1 ) avec l a  condition (III. 1.3) 

-b -+ -b 
de Dirichlet ( resp.  de ~eumann) par rapport aux données (p . f .g ) .  

Posons : 
f 

Alors : e s t  une solution s t r i c t e  A.E.L.F. de (III. 1) avec l a  même 
1 

condition aux bornes par rapport aux données (;,+;l O,?) 

Paeuve. - 

Soit  r E [O,T] e t  f E H ~ ' ~ ( Q , H )  (resp. d 6 f f : ' ' (~,~)) e t  l a  

fonction déf inie  par  : 

O S t d T  
-% 

9 : ( x , t )  * $ ( x , t )  = 
T d t d T  

-3- 
on a : 3 6  < ( resp.  f E F ~ )  e t  $(T) = O e t  d'après l a  déf in i t ion  (111.3.1), 

il vient : 

pour presque tou t  T E [o,T] . 
En diff 'érentiant par  rapport à T ,  on a : 



a< $ -+ 

- J . dr - jJniaij - au 
-+ 

n a =  
- ai - ( x , t )  $(x) - fA: l d x  d t  - 

ax: ax, a X: 

Par  conséquent, d' après l e  théorème de Fubini ( V .  1 . 1  ) s ' écr i t  encore : 

D'où 

-+ a': -+ 
-+ -+ 

o d x - j  g V d x + I I j w  -1- A i $ )  au1 -+ d x +  
sa 51 ax axi 

j 
axi 



Cette éga l i t é  e s t  vraie pour presque tou t  r E [o,T]. So i t  E l a  par- 

t i e  négligeable de [o,T] su r  l aque l le  e l l e  n ' e s t  pas vra ie .  E peut dépendre de 

-+ 
I/J en ce sens que pour tou t  r E [o,T] - E (v.  1.2) e s t  vé r i f i ée  6 E H:'~(Q,H) 

-+ 
(resp.  + E H : ~ ' ( Q , H ) ) .  

En e f f e t ,  s o i t  K une p a r t i e  compacte f ixée de tRn. 

Aiirrs H ~ ' ~ ( Q ~ K , H )  ( resp.  f f 2 " ( Q f i K , H ) )  e s t  un espace de Hilbert  

séparable. 

-+ 
si (Qk),, e s t  une s u i t e  partout  dense de H * ' ~ ( K  f i  Q , H )  

(resp. H ~ " ( Q ~ K , H ) ) ,  a lo rs  (V.1.2) e s t  vrai pt,ur , $ = J  $ et pour tout  
k 

r E [o,T] - Ek où E e s t  un ensemble négligeable. Par m i t e  (v. 1.2) e s t  v ra i  k 
00 

-+ 
pour chaque élément de l a  s u i t e  (%lkd e t  pour tout  T E [O .TI - ( !.J E ~ )  . 

03 k= 1 
Posons U Ek = EK qui dépend du compact K. 

k= 1 
+ -+ 

s o i t  (+i lkEN une sous-suite de ($ ) convergeant vers $ k k=l, ... n 

dans if2'*(n n K,H) (resp.  if2"(n f? K , H )  ) . ~ ' i g a l i t é  (v. 1.2) r e s t e  vra ie  pour 

I / J  e t  pour T E [o,T] - EK. En passant à l a  l im i t e  (V.1.2) r e s t e  vér i f i ée  pour 

-+ -+ 
$ E H * ' ~ ( Q  K , H )  (resp.  + E ff2"(L? fl K , H )  e t  t E [o,T] - EK. 

Co 

Soi t  a l o r s  
( K p ) p a  

une s u i t e  de compacts de IRn t e l s  que UK = 18. 
p=l - 

-+ -+ 
Pour toute  fonction + E H ~ > ~ ( K  f~ 0 , ~ )  (resp.  $ E H * " ( K ~ ~  Q , H ) )  e t  pour t ou t  

P 

r E CO,T] - E, ( ~ = l ,  ...), (v.1.2) r e s t e  encore vraie. 
P -+ 

Donc pour toute  fonction + de : 

Co 03 

U f f 2 ' D ( ~  f l  Q,H) = H ; ~ ~ ( Q , H )  (resp.  U H ~ " ( K  0 Q,H)  = H;"(Q,H)) 
p= 1 P p= 1 P 

e t  pour tout  r E [o,T] - E OÙ E = 6 EK e s t  un ensemble de mesure nu l le ,  
p=l P 

(V.1.2) e s t  vra ie .  

Par conséquent pour tout  r E [o,T] - E,  u ( T )  e s t  une solution 
1 

A.E.L.F de (III. 2.3) (resp.  III. 2.4) de source 



-+ 
Donc, d 'après,  l e  thgorème (111. 3.1 ) , ul  ( r  ) e s t  donc solution s t r i c t e  

-t 2D -+ 2 >fi 
A.E.L.F e t  par s u i t e  ul(.r) E Hloc(G? ,H) . (resp.  u1 ( T )  E ff loC(QY~)).  

En conséquence 

-+ 'L 
L u (T) exis te  e t  e s t  égale à p ( r )  

O 1 
YT E [o,T] - E 

-+ D -+ 'L 
Puisque u E: F ( resp .  u E F ) > on a : P ( ~ )  E L ~ ( K  n Q,H) 

10 c loc  

pour t ou t e  pa r t i e  mesurable bornée K de IRn. Donc 

-+ 3  
D'autre par t  : L0ul(r )  = p ( r )  e s t  logiquement équivalent à 

De plus 

d'après l e s  conditions ( ~ ~ 1 . 0 ) .  

-+ 2 >D 
Par a i l l e u r s ,  u ( T )  E H l o c ( G ? , ~ ) ,  donc 1 

De G 1 ( ~ )  E H ~ ' ~ ( R . H ) ,  donc v é r i f i e  l a  forme in tégra le  de l a  conditio? 
10 c 

-+ -t 
de Neumann pour t o u t  r E [O ,TI - E. Donc u E G (resp.  u EG' e t l e  

1 loc  1 loc  

lemme (v.1.1) e s t  é t a b l i .  La deuxième p a r t i e  de l a  proposition (V.1.1) en découle 

- + 3 +  - + - +  -+ 
immédiatement puisque (p , f ,g )  = (0 ,0 ,0)  entraîne ( p  + g , ~ , f )  = (0,0,0) e t  donc 

1 
-+ 
u = O d 'après l a  première p a r t i e .  1 

CohaUaihe V . 7 . 1 . -  
-+ -+ 

Si  u e s t  une solut ion A.E.F., a lo rs  u déf inie  par  ( V .  1 .O) e s t  
1 

solution s t r i c t e  A.E.F. 



La démnstra t ion e s t  identique à c e l l e  du lemme (v.  1. l ) ,  il s u f f i t  

d'omettre l e s  r e s t r i c t i ons  de "locale i n t ég rab i l i t é "  e t  de "support bornéfs. 

L'unicité de l a  solut ion e s t  a i n s i  &abl ie .  

Nous avons montré que (preuve du théorème (III .3.2)) l e s  espaces 

ff2 y D ( ~ , ~ )  e t  fS "(Q ,H) muni de l a  norme associée à l a  forme q sont h i lber t i ens .  

Désignons ces espaces respectivement par HD e t  $1 e t  posons : 

Considérons l e s  opérateurs d i f s r e n t i e l s  : 

1 )  zl) dé f in i  sur G~ e t  à valeurs dans 8 par : 

et  t e l  que Dorn(aD) = G~ ( ~ a m ( 3 ~ )  = domaine de déf in i t ion  de aD) 

2 )  aN dé f in i  sur  G~ e t  à valeurs dans # par : 

On a  a lors  l a  

Im(a,) = wD (resp.  I m ( a N )  = wN) où l a  fermeture e s t  p r i s e  au sens 

de l a  norme produit de wD ( resp.  $1. 

Pheuve. - 
-b 4 -b 

Montrons que s i  (p  , f  , g )  e s t  orthogonal à Im(aD)  dans wD 

( resp.  Im(aN) dans wN) a ïors  (g,f,p) = ( O , O , O ) .  



Soi t  donc : 

af a $ ( ~ )  + + 
+ f $ (O)}  dx + I z i e  ( O )  = O 

Q a t  n a t  

v;i E GD ( resp .  ;6 E 8). (V.2.0). 
-+ 

S i  $ ( O )  = %(O) = 0 ,  a l o r s  (V.2.0) implique 

2+ 
, / : ( y - L $ ) d x d t = O  Q$ E G D ( resp .  E G ~ )  (V.2.1) 

Q a t  

Posons 

+ -t 
où $ E ( resp .  JI E H ~ ' ~ ( L ~ ; ~ , H ) .  

Alors (V.2.1) s ' é c r i t  : 

En d i f fg ren t ian t  par rapport à T ,  il vient  : 

- l , ~ ( x , T )  $(XI  dx + jI/n(t-T) ;(x$) L $(XI 'lx dt  = O 

Pour presque t ou t  T E [o,T] e t  pour tou te  fonction JI E H * ~ ~ ( L ~ ; ~ , H )  

+ 
(resp.  JI E ff2 y N ( ~ O i f i  ,H)  . 

Même si  éventuellement 1 ' ensemble négligeable sur l eque l  1 ' i den t i t é  

-+ 
n 'es t  pas v ra ie  dépendait de JI, on peut toujours s e  ramener au cas général par 



une construction analogue à c e l l e  f a i t e  dans l e  lemroc: (V.  1 .1  ) . 
+- 2 2 2 Puisque p E L (Q) = L ( I ,L  ( Q , H ) ) .  

On peut poser : 

+- 
p l ( ~ )  = 1' P ( x , ~ )  d t .  

J T 

Par s u i t e  : 

(v.2.2) s ' é c r i t  encore a lo rs  : 

+- 2 
Pour ro  E [O~T] - N , p( r0)  E L ( Q  , H )  où N e s t  négligeable. 

P P 

s o i t  i( r0)  l a  solut ion s t r i c t e  A.E.F. du problème de Cauchy associé 

+ 
à Lo avec l e s  conditions de Dir ichle t  ( resp .  Neumann) de source p ( r0 )  On a 

-+ 5 ( r0 )  E H ~ ~ ~ ( L ~ ; Q , H )  +- 
( resp .  c ( r 0 )  E H ~ > ~ ( L ~ ; Q , H )  

-+ -+ 
e t  L o ( i ( ~ O ) )  = p ( r  ) .  Pour T r [o,T] - II ,on s a i t  que c ( r 0 )  ex i s te  e t  

O P 

( resp .  3 E 2).  11 s 'ensu i t  

De plus  si 

+- 
resp  (a E H ~ ~ ~ ( I , H ~ ~ ~ ( L ~ ; Q , H ) )  e t  $(-rO) e s t  l a  solut ion s t r i c t e  A.E.F de 



(111.2.3) ( resp .  de (111.2.4)). 

-b -b 
Posons $ ( r o )  = 4. 11 vient  

= q ( i ( r ) ,  $ ( T O ) )  P.P. dans [o,T] 

En p a r t i c u l i e r  : 

pour T E [o,T] - ( E U  N ~ ) ~  

Donc 

pour presque t o u t  r E [o,~] avec B = A+I. 

Posons : 

Alors 
4 

211pp( dl1 2 p.p. dans [o,T] 
JJ ( a )  L~ 



M avec Ml = max(-,M). 
2 
m 

û 'où 

S 1 2 2 2  + { f ( r ) , f ( r ) } )  = fi1 H(r) p.p. sur [o,T] 
L R 

Log ~ ( t )  6 hfl t 

9 t 
I s e  H(t) 

puisque H(T)  = 0. q T 

Donc (3 s - e  H(r ) .  D'OÙ H ( T )  = 0,  

-+ -b Par sui te  P ~ ( T )  = O sur [o,T] e t  par conséquent ( r )  = p l  ( r )  = O 
-+ 

2 
sur [o,T] e t  p = O p.p.  sur [o,T]. 

-b 
Si p = O ,  il vient 

a f  & + +  
+ f $(O)} dx + 1; ( O )  dx = 0. 

a i  ax 
j 

a  t 

+ -b 

Posons : $ ( x , t )  = $ ( x )  O 6 t T -+ 
, $ E ff2 ' D ( ~ O  ;R ,A)  

-+ 
(resp. E H ~ ~ ~ ( L ~ , R , H )  



On a a lo r s  

4 
S i  $ e s t  solut ion s t r i c t e  A.E.F de (111.2.3) ( resp .  111.2.4) de source f .  

Alors : 

4 -+ 
v ; ~ E H ~  ( resp .  J ~ H ~ )  

4 -b 
En fa i san t  $ =  f ,  on a : 

t +  
Posons p = f = O e t  ;b(x,t) = t O s t s T  avec 

-t 

$ E H ~ ' ~ ( L ~ ~ Q , H )  ( resp .  H ~ ' * ( L ~ ; Q  ,H) 

-+ + 4 

] n a a = o = < g $ > 2  D'où g = o. 
L (Q3H) 

Le théorème d 'existence équivaut a l o r s  : 

Le problème aux l im i t e s  associé à L avec l e s  conditions de Dir ichle t  

+ 4 4  (resp.  de ~eumann) admet une solut ion A.E. F pour tou t  t r i p l e t  (p ,f ,g) c WD 

(resp.  w ~ ) .  

Pkeuve. - 
-+ -+ 4 

En e f f e t  pour chaque t r i p l e t  (p , f ,g )  de WD ( resp .  wN) il ex i s t e  

4 D 4 
une s u i t e  (%) de solut ions  s t r i c t e s  A.E.F i . e .  % E G  ( rcsp .  % c ~ ~ )  

t e l l e  que 

4 4 
f, = %(x,o) + 3 dans HD = H ~ ~ ~ ( Q , H ) (  (resp.  H ~ ~ ' ( Q , H )  



a;, 3 2 % = ( ~ ~ 0 )  -+ g dans L ( n )  . 
+ -+ 

En appliquant l ' i n é g a l i t é  de l ' énerg ie  à \-up, on voi t  gue : 

( ;k( t ) )  e s t  une s u i t e  de Cauchy dans 2  1 a% H ~ > ~ ( ~ , H )  ( H  y (n ,~)  e t  - ( t )  e s t  a t  
2 une s u i t e  de Cauchy dans L ($2) uniformément par rapport à t E [o,T]. Comme 

H ~ ' ~ ( Q , H )  , f f2 " (n ,~ )  e t  L 2 ( n )  sont complets, l e s  su i t e s  sont convergentes e t  

+ -+ 
l & m  %(t) = ~ ( t )  e x i s t e  dans if2 ~ ~ ( i - 2  , H )  (H* ' ( Q  ¶ H )  ) 

A. 

+ 
i i m  - ( t)  = v ( t )  ex i s t e  dans L 2 ( n ) .  

a t  

uniformément sur [o,~]. 
-+ + +- + 

Montrons que u ( t )  e s t  une solution A.E.F caractér isée  par ( p  , f , g ) .  

-b + 
Remarquons que u  o c([o,T], ?(i l))  ( resp.  u  E c ( [ o , T ] , H ~ ~ ' ( ~ ~ ) )  

-+ + + 
v E C (  [o,T], L ~ ( Q ) )  puisque % e t  v  sont continues e t  l a  convergence es t  

k 

uniforme. D e  plus 

-+ + + 
En pa r t i cu l i e r  - = $ e t  u (0 )  = f .  a t 

+ 
Par a i l l e u r s  % étant solut ion s t r i c t e  A.E.F, on a 

De plus 

+ .+ 
Yn dans L ~ ( Q )  



Donc par passage à l a  l im i t e ,  * donne l ' i d e n t i t é  cherchée. 

Som équence. - 

Par passage à l a  l i m i t e ,  on montre aisément que l e s  solut ions  A.E.F. 

v é r i f i e  1: ' inégali té  du domaine de dépendance e t  l e s  inéga l i t é s  de l ' énerg ie .  

-f -f -+ 2 D 2 
Pour tou t  t r i p l e t  ( p , f  , g )  de Lloc(Q) x 8' ( Q )  x Lloc(n) 10 c 

2 
(OU L2 ( 9 )  x @ ( Q )  x Lloc ( 0 )  ) , il ex i s t e  une solut ion A.E .L. F. du problème loc  loc  

(111.1.). 

Pneuve. - 

Soi t  ( X  ) une p a r t i t i o n  cm de l ' u n i t é  dé f in ie  sur LRn. Notons K 
P P 

l e  support de x ( K  ) e s t  une s u i t e  de compacts de lRn qu'on prendra pour 
P P 

des sphères concentriques ou des cubes. 

Posons : 

I l  s 'ensuit  a l o r s  que : 

-+ -f -f 2 2 
( ~ ~ > f ~ ~ g ~ )  E L loc  ( Q I  H ~ ' ~ ( Q , H )  Lloc(Q) 

2 291 2 
(resp.  E L 10 c ( Q )  x Hloc(n) Lbc (n )  

Soi t  l a  solut ion A.E.F. correspondant à (ck9?k,gk). Puisque 

-+ C -f -+ 

Pk 
= O su r  l e  complémentaire (y 1) de ( T I )  f k  a gk = O sur  l e  complé- 

ment a i r e  d '  après 1 ' inaga l i t6  du domaine de dépendance 

+ 
% ( x , t )  = O hors de x 1 

avec 



De plus ,  on peut supposer que x E IRn appart ient  à un nombre f i n i  de 

compacts K.'. Donc l a  s é r i e  ., 
K 

qui ne compte qu'un nombre f i n i  de termes non nuls pour tou t  couple ( x , t )  e Q 

+- +- 
d é f i n i t  une fonction u E FD (z E F ) puisque 

O O y y D  ( ; ~ E F ) .  
+- -+ -+ -+  

La fonction u e s t  l a  solution A.E.L.F caractérisée par  ( p , f , g ) .  

+- -+, +- 
En e f f e t  : u(0)  = f  puisque % ( O )  = f k  e t  

implique 

p o u r t o u t  J E  < ($ E F ~ ) .  

En conséquence 

Sur cr(xO) r )  Q ,  seu l  un nombre f i n i  de solut ions  uk sont non nul les .  Donc 

-+ -f 
comme u e s t  une solution A.E.F u colncide avec une solution A.E.F sur 

cr(xO) n Q *  

C o m U a h e  V . 3 . 7 . -  
-+ 

De c e t t e  démonstration on déduit c e l l e  du coro l la i re  puisque uk e s t  

+ 
une solution A.E.F e t  seu l  un nombre f i n i  des % sont non nul les  su r  K Q G .  



'L 
a< -+ 

-t 
-t 

Soi t  u ( t  ) = - <==> u ( t )  = u , ( t )  = a t  
-+ - + + +  

S i  u e s t  une solu t ion  au problème (1) par  rapport à ( P  ,f ,g) , 
?L + 

a i o r s  u e s t  so lu t ion  par  rapport  ii * g, LI + ;(O) ) . a t  
L'existence d'-me solu t ion  s t r i c t e  A.E.L.F s e  déduit de l a  construc- 

% 
-+ 

-+ 

t i o n  de u comme so lu t ion  A.E.L.F par  rapport  à ( z 9  p s  LT + :(O)). 

-+ 
11 s u f f i t  a l o r s  d ' i d e n t i f i e r  u avec f + a, e t  d ' u t i l i s e r  l a  propo- 

s i t i o n  5.2. 

- + + +  
 après l e s  hypothèses su r  (p  , f , g ) ,  on a : 

;t 
Soi t  u l a  solu t ion  A.E.L.F c a r a c t é r i s é e  p a r  

qui e x i s t e .  

3! 
Alors u e s t  une solu t ion  s t r i c t e  A.E.L.F avec l a  source 

1 

e t  avec l e s  valeurs i n i t i a l e s  : 
A 

-t -+ 
Donc u ( x , t )  = f ( x )  + ?il(x,t) e s t  une solu t ion  s t r i c t e  A.E.L.F 

de source 

a t '  
+ -+ 2-t 
U(O)  = f e t  9 ( 0 )  = B 

% ' L %  - + + +  Par s u i t e  une solu t ion  s t r i c t e  A.E.L.F e x i s t e  bien pour (p , f ,g )  donné. 
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Le problème que nous venons d'exposer et de résoudre est susceptible 

de plusieurs extensions dans d'autres directions. 

Trois orientations possibles nous paraissent immédiates : 

La première consisterait à prendre une variété X munie d'une métrique 

n riemannienne et distincte d'un ouvert connexe de IR . Il faudrait alors 

s'assurer que les coefficients A ij, Ai et A conservent les mêmes propriétés 

par changement de cartes locales (sans que le problème se ramène à un problème 

à coefficients constants ! 1. 

Une deuxième généralisation est possible avec des matrices coefficients 

de L dépendant non seulement de x, mais aussi du paramètre t . 

Enfin, on peut encore envisager de trouver au problème posé des 

II solutions généralisées". 

A cause des prolongements que nous venons d'indiquer il ne semble pas 

possible de formuler une conclusion définitive à notre travail. Nous avons 

conscience de nqavoir apporté qu'une contribution modeste aux travaux de 

C.H. Wilcox mais toutefois sans nous être contenté de reproduire ce qui existait 

déjà, le "dire (du mathématicienfs n'étant ''jais tout à fait du déjà dit". 


