
présentée à 

pour obtenir 

.le t i t r e  de DOCTEUR INGENIEUR 

. , 

. .  . Titre  de la T 

J r .  

:. , 4 g .  
y , Contribution 
.< . . >.. . ... . . 

commandés 

hèse : 

Christian VASSEUR 

Ingénieur I DN 

impu 

des systémes échantillonn 

Irions multimodulées >> 

Ilesiicirrs . P. VIDAAI, Président 

I? LA CIRENT Rapporteur 

A.  DANTfiINE Examinatcitr . 
R. BOSSUT Invité 





Avant - Pmpoa 

Le lttravaie que noub p té~sx t ton~  d m  ce m&o&e a &.té eddectué au h b o -  

W h e  dtAu;tomatique de t t U Y t i v m ~ é  de W - e  1, AOU PA d i t tec thn  de Momiecih 
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q u ' a  nom a IrQamvé at Ce .wécieux emeignment q u ' i l  a au nous dibpen6m. 
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aine&-. 
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.taboha;to& où nou4 auon6 i t tLavWé, la chmheum t e  p w a d  ont  .toujoum 

tépondu avec empt~aament à. no4 a o U a ; t i o n 6  Q;t patr Cew~ amic&e ptébence noub 

ont aidé da@ m m  a%vaLt. NOUA a d t r a a o ~  à chacun Hoa temmciement6 L u  p h  

v i&  . 
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L'amWomtion d a  padomanca d'un pmcabus w n d w e  wte p~Eoccw3a- 

tien e6bc?niX&te t a u  de L'élude e2 de Ra mhe au point d'wz aAbmvhbet?ie&. 

Dans ce s e a ,  ta mibe en ouv/te d ' w  compenbttt2on Q c k W d m é e ,  

POUR ta.qu&e &a p d e ~  dt.in(otunatiovib be don t  à d a  imita& dibctte;td Ru q b ,  

conahkt d d u  p a d o m n c u  patr;tic&hnment i n t @ / t e b b a  Il/. 

En e&jeX, ce mode de kéguRu-tXon p m e . t  d ' a d @  L'ca&.t  de^ condi;tionb 

W u  en un aini & da926 l e  cab d'une cmande 5chavttieeonnée de Spe 
mue;timodut&e / 2/,  un héghge ahpRe c0ndu.X à une &épande band mewr  en m e  

d e d e  p W d e  d ' & c h u 0  mage. 

A p t ~ ë ~  avah  m p p d é ,  &a t~é4L1Rkait6 dëjd o b & w  dam ce aend /2/ ,  no@ 

avlaeybon6 un m e  pattiticuRim de cmande mu&hod&&e ; L 'adopfion de C J L & ? ~ L ~  

apéc.l&Lqu.a de choix cond& &ou Z La dé@L-tion de mod&ate~l/ts op~%~cuc. 



REGULATZON PAR ZMPULSZONS MULTIMLVULEES 

L ~ A  pmpfUeté~ a p é c & q u u  d a  aya;tëma échantieeonnéa ont #E p l t é a é e ~  

dana une étude g é n W a v L t  Ra n o ~ o n  de tretom ;tachpé&,ique / 11. €U~A con- 

W e n t  en p a c f i e n  à & néaei4atian d ' m a ~ h v d a m e &  cahactétubéb ~ W L  une 

aéponbe a m  meut en un nmbtce de p W o d a  d 1 2 c w o n v l a g e .  

Va &.uvaux p h  t r é c m  /2/ fiiovcttLQnt yu' en &L.t, 2 a 2  poaaibee dtob;te- 

n h  une trépome du même type en une a d e  pihiode d l é c h a U o m g e .  Une 2&e 

améeb&n d a  pabot~nancu a 2  trcndue po~a ib te ,  d'une pan;t Couque L' était du 

4 yaXèm at M e t L e m &  connu à chaque h&zv ik  d ' é c h a W n n a g e ,  d l ~ e  p m  

Couque Ce a i g n d  de cornande u;t macidé p a t ~  un m b t r e  au6&havLt de pahmèltrr~. 



Les systèmes é tud ié s  son t  c a r a c t é r i s é s  par  une fonc t ion  de t r a n s f e r t  

W(p) a s s imi l ée  à une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  en  p, au sens  du symbolisme h a b i t u e l  

de Laplace ( f i g u r e  1 ) .  

F igure  1 

Dans c e t t e  expression,  N(p) e t  D(p) son t  des  p s l y 6 ~ m e s  en  p de degrés  

r e s p e c t i f s  r e t  q : 

Le système e s t  a l x s  cons idéré  comme un opéra teur  a g i s s a n t  s u r  l a  fonc- 

t i o n  s c a l a i r e  d e  commande u ( t )  a f i n  d ' é l abo re r  l e  s i g n a l  de  s o r t i e  y ( t ) .  

Nous supposerons en  o u t r e  l e  système' comnandable e t  dans ce  sens ,  N(p) 

e t  D(p) ne  possèdent pas de zé ros  cormnuns/3/. 

L 'évolu t ion  d'un t e l  système peut  ê t r e  d é c r i t e  pa r  l 'ensemble d. 'équations 

(4) /4/  : 



Z(t) : vecteur état de dimension q. 

A : matrice carrée constante d'ordre q. 

B : matrice qxl constante. 

Y(t) : vecteur sortie de dimension S. 

C : matrice sxq constante. 

De cette manière, la condition nécessaire et suffisante de commandabilité 

du système (4) s'interprète simplement au moyen de la relation (5) /5/ : 

- 
( 5 )  det 1 B, AB, . . ., 

- 
~ 4 - l  B-1 $ O 

- 

2 . 1 .  Po&tion du pkoblQiPle 

Le critère de choix adopté en vue de déterminer la fonction de commande 

u(t) peut s'énoncer de la manière suivante : 

Les informations concernant le système étant captées à intervalles de 

temps égaux T, le vecteur Y(nT) = Yn définit la sortie à l'instant nT (n entier 

positif quelconque) ; dans ces conditions, sicn est un vecteur de consigne 

arbitraire de dimension s, il convient de déterminer une commande %(t) définie 

sur llinterval?e ( nT, (n+l)T ) , de telle manière que soit vérifiée la contrain- 
te : 

Y = e n ,  
n+ 1 

à l'instant (n+l)T. 

La réitération du processus présenté ci-dessus conduit alors à la défini- 

tion d'un asservissement caractérisé par l'équation de récurrence (6). Dans ce 

sens un tel système réalise la recopie parfaite du vecteur d'entrée aux ins- 

tants d'échantillonnage. 

2 . 2 ,  Mde en ouune 

Le processus défini permet d'envisager, sous réserve d'existence de la 

commande, la régulation du vecteur de sortie. 



En outre,si le systzne '5 régler est observable, il est possible de 

trouver 116tat connaissant la sortie : dans cette hypothèse le pro31ène dc ré- 
gulation de la sortie est gquivalcnt au problème de régulation de l'6tat /4/ ; 

c'est dans ce sens que le développement sera poursuivi, 

Il convient donc de définir uq(t) sur ( nT, (n+l)T ) de manière à véri- 

fier la contrainte : 

Dans une telle formulation Z représente le vecteur état à l'instant 
n+ 1 

(n+l)T ; E est un vecteur arbitraire de dimension q, caractérisant la consigne 
n 

de l'état à l'instant nT g notons enfin que la contrainte (7) est équivalente 

à la contrainte (6), puisque le système à régler est observable. 

Kalrnan 15 /  a montré qu'il existe au moins une fonction %(t) définie 

sur ( nT, (n+l)T ) permettant le passage de Z à Z = E , pourvu que la condi- 
n n+l n 

tion de cowandabilité (5) du système soit vérifiée. 

Dans cet esprit nous définissons un ensemble (M) de cornandes dites 

nnaltimodulées de la manière suivante 121 : 

expression dans laquelle lc vecteur U constant, de dimension q et de compo- 
1 2  n' 

santes (u u . . . , uq), dé£ init la modulation de la fonction de comande entre 
n' n9 n 

les instants nT et (n+l)S. 

Dans ces conditions, il apparait que la conduite par commande multimo- 

dulée existe si et seulement si une commande u (t) appartient à (M), 
K 

11 convient donc, lors de la mise en oeuvre d'une conduite multimodu- 

lée de préciser les conditions d'existence inhérentes à ce type de comande g 

dans ce sens, nous définirons, au cours du second chapitre, les conditions d'e- 

xistence et d'unicité d'une commande multimodulée linéaire par rapport à Un. 



11 1 - EXEMPLE PE COMMAMDE i14ULTllJ!ODUL EE 

Afin de préciser le concept de comande multinodulée nous donnons, 

dans ce paragraphe, un exemple caractéristique illustrant ce mode de régulation. 

3 . 1 ,  Oencnq.Jfion de La comande 

Nous adoptons en vue d'asservir le système dêcrit en ( 4 ) ,  une commande 

du type présenté figure 2. 

%(t) est constituée d'une suite de q impulsions rectangulaires de 
i 

largeur ~ / q  et d'amplitude vn (i=l $q). 

3.2. R a o U a n  

Afin de simplifier les calculs nous allons donner une nouvelle défini- 

tion de la fonction %(t). 

En effet, au lieu de considérer la fonction %(t) comme une suite 

d'impulsions il est possible de la décomposer en une somme de q impulsions 
i T d'anplitude un de largeur i -  démarrant à l'instant nT ; à cet effet, la a 

figure 3 illustre la méthode de décomposition pour un système du troisième 

ordre . 



b 

1 
u1 + inpulsion I (un) n 

2 2 
u + impulsion 1 (u n ) 

t 

* 

3 u3 -+ impulsion 1 (un) n 

Figure 3 

ûn obtient ~ ( t )  1 2 3 
F f (un) + I(un) + I(un), à condition de choisir : 

u3 = 
il 

3 2 -  u +u - n n 

3 2 1 -  u +u +u - 
n n n  

i i Il apparait alors que la correspondance entre les u et les v est 
n n 

réalisable, l'extension à l'ordre q se faisant sans difficulté. 

ou bien 

De cette mnière il est possible de résoudre L'cquation différentielle 

de fonctionnement du système en distinguant, d'une part la contribution des con- 

ditions initiales Z d'autre part la contribution de chacune des impulsions 
n 

l(ui), le long de la période d'échantillonnage : 
n 

- - 
1 1 1  

0 1 1  

0 0 1  
- - 

- - 
v 1 n 

v 
2 
n 

v 3 
- n- 

- - 
U 
1 
n 

u 
2 
n 

U 
3 

-n- 

= 



c'est-à-dire : 

i Désignons par P les vecteurs e AT 1 eeAT B d i ; dans ces conditions 

'n+ 1 prend la forme : 

dans laquelle Un définit le vecteur de modulation . 

L'existence de la commande est liée à celle du vecteur Un. D'autre part 

on désire imposer à Z la valeur de consigne E . Dans ces conditions U existe 
n+ 1 n n 

si et seulement si le système linéaire 

admet une solution en X ; une condition nécessaire et suffisante d'existence de 
1 2  

cette solution est que la matrice q x q  (P , P , . . . , pq) soit inversible, c'est- 
à-dire : 

( 16) 
1 2  

dét (P ,P ,..., pq) # O , 

alors U = X et U (t) existe 1 2 1 -  
n M 



3 . 4 .  Dél(Lsu/tiart d' une &u&~ boudée 

Lorsque la condition (16) est satisfaite, la relation (15) conduit à 

la structure bouclée présentée figure 4. 

U 
n 

/ Modulateur Système 
y> 

e 

Figure 4 

A chaque instant d'échantillonnage nT, le modulateur capte les q 

informations contenues dans le vecteur U et élabore la conmande multimodulée n 
,t) [ t 6 ( n ~ ,  (n+l)~) ] . 
n .  

Dans ce sens, un tel système est caractérisé par un fonctionnement 

de type discret pour lequel le vecteur U représente la prise d'échantillons 
n 

aux instants nT. 

La structure bouclée conduit alors à une évolution de l'état définie 

par la récurrence : 

Le choix particulier de la modulation définie dans l'exemple précédent 

conduit à une mise en équation du type linéaire. Il est toutefois possible 
i 

d'envisager une mltimodulation faisant intervenir les paramètres u de manière n 
non linéaire 3 dans ce cas, l'intégration de l'équation différentielle de fonc- 

tionnement du système conduit à une solution de la forne (17) Ill/. 



express ion  dans l a q u e l l e  l e  vec t eu r  K de dimension q e s t  fonc t ion  non l i n é a i r e  

du vec t eu r  de modulation U . 
n 

L 'ex is tence  de l a  comande ( t )  e s t  a l o r s  l i é e  à l a  p o s s i b i l i t é  de  34 
résoudre  une équat ion  v e c t o r i e l l e  e n  X t e l l e  que (18) : 

Pratiquement l a  r é s o l u t i o n  de l ' équa t ion  (18) d o i t  s ' e f f e c t u e r  e n  

t enan t  conipte des  c o n t r a i n t e s  qu i  s ' exe rcen t  s u r  l a  commande. 

Dans l e  c a s  d'une comande s c a l a i r e ,  ce s  c o n t r a i n t e s  peuvent s 'exprimer 

par  une r e l a t i o n  du type (19) : 

q u i  t r a d u i t  une d i f f i c u l t é  d ' o rd re  technologique : l a  l i m i t a t i o n  e n  tens ion  de 

l a  commande d'un moteur é l e c t r i q u e  p a r  exemple, ou l a  l i m i t a t i o n  de l a  poussée 

d'un système à propuls ion  p a r  fusée .  

Dans ces  condi t ions ,  il e s t  p o s s i b l e  de d é f i n i r  un domaine de coman- 

d a b i l i t é  (D) de l a  manière s u i v a n t e  : 

Un p o i n t  Pl a p p a r t i e n t  à (D) s i  l e  vec t eu r  V de dimension q e t  d ' ex t r é -  

mité M e s t  t e l  que l ' é q u a t i o n  : 

admet une s o l u t i o n  au  moins e n  X, compte tenu  d e  l a  c o n t r a i n t e  

De c e t t e  manière, il a ~ p a r a i t  que l ' é t a t  de consigne E e s t  a t t e i g n a b l e  n 
en  une pér iode  d 'échant i l lonnage  à p a r t i r  de  l ' é t a t  Z s i  e t  seulement s i  l P e x -  

n 
t r é m i t é  M du vec teur  E -eAT2 a p p a r t i e n t  au domaine de c o m a n d a b i l i t 6  (D) d é f i -  n n n 
n i  c i -dessus /12/ /13/. 



Dans ce aem, il pem& une héponbe barn o~~neu t~  ut un t e m p ~   hi. Tou- 

kedohb &a q U é  apéci&i.que de l a  m u & % o d W n  ea;t: de p m W e  & /répan- 

be en une a e d e  p W d e  d l é c h a ~ n n a g c .  Le ptrocuaub t r édhe  donc &a treco- 

pie pmd&e du va-te~h d'&&e aux imRdna3 d ' d c h ~ o n n a g e .  

De p l u n  ~2 convien;t de noka qu'un t& ~ o n c ~ n n m e n t  n'hpoae pah l e  
cktoix d'un moduea;teutt p ~ c u t i ~ n  g bien au coYLt;tLLWLe, X0u;t.e LibQtLtE t r ~ a , t ~  

acqcUae powr pmQ;tftre de gLdm l e  choix dam l e  a e a  d'un ~oncZLonnme& 
op$bnal. Une XeLte d&mche nEcabLte &ou  &a dé~ iv&Lon  d'un c/u;t&e apéci- 

&Que adapzé au doncitionnmen;t déa&é. 



CHAPITRE T I  - 

Le mde de tcéguhLion décM  da^ Le ptrdw chapi/trre peuZ-i;Jthe min en 
oeuvhe 6an6 cü6~ic<Leté. ~ U Q U ~  LtelLia.tence du vectem de midUe&.i.cn Un eA.t 

a66Wée. Van6 ce 6en6, t e  veCteWr K ( U , ) ,  6pécL.cidi.que de t a  rnodueation, cmac- 

Xèltibe à de& t e  Zgpe de camnande uiXi2~ée. 

Au corn  de ce chap&e, m u  &tudiam p b  patr;ticu&èrrment L a  

pioptLié.ti2~ inh&en;ta 5 rnuMmad&aA;ion finéahe ; en p W c u & ~ ~ ,  t e  choix d 

du modueatewr n' é t a n t  n&ernen;t hpobé, 2 e ~ k  intEku6ant de& 6 i x a  d u  con- 
.tmLnte~ auppLévne&&a a&nitclutt cc! cktaix dam t e  aens d'un 6onctionnment 

pah~ai;tmeutt d é 6 . i ~ ~ .  



1 - LA MULTlMOOULAflON PAR SYSTEME A S O C T E  

L'utilisation d'un système linéeire d'ordre q fonctionnant en régime 

libre permet d'élaborer une comnande de type miltimodulée ; soit en effet le 

système décrit par l'ensemble d'bquations ( 1 )  : 

U(t) : vecteur état  de dimension q 

: matrice carrée constante d'ordre q 

u(r) : fonction scalaire de sortie * 
B : rmtrice qxl constante. 

L'intégration du système (1) conduit B la solution (2) 

expression dans laquelle U précise les conditions initiales de l'état n 
U ( t )  à l'instant nT. 

De cette manière, la fonction u(t) prend effectivement la forme d'une 

conminde nultimodulée. 

1.2. 1Yiae en oeuvke 

Il s'agit d'utiliser La comnande définie ci-dessus en vue d'asservir le 

système décrit en (4) 



selon, les notations utilisées dans le premier chapitre. 

Le système est supposa colmnandable et observable ; l'étude est alors 
simplement consacrée à la ré~lation du vecteur état Z(t). 

Dans ce sens il convient de déterminer, si possible, le vecteur Un, de 

manière 3 transférer en une période d' échantillonnage, le systême de l'état Zn 

donné à l'état Z = E imposé. Nous supposons en outre qu'aucune contrainte ne n+l n 
s ' exerce sur u (t) . 

2.1. Mac? en équation 

A£ in de mettre en évidence simplement les conditiorie d'existence du 

vecteur Un, il est intéressant de déterniiner la transformée de Laplace de la 

solution, soit : 

z(p) = P I -  B U(P) + A zn 

( 5 )  
* - 1  

U(P) = (PI-A) un 
* - 1  u(p) - rgT (PI-A) Un 

expressions dans lesquelles I désigne la matrice unité et p l'opérateur de 

Laplace /6/. 

Le système d'équations (5) conduit alors à la solution : 

2.2 .  Condi;tion d' exAtence de ta comnancfc 

t'équation (6) met en évidence la matrice : 



Dans ces conditions, l'existence du vecteur U est simplenent liée à n 
l'existence de la matrice : 

- 1 L (M(P)) d ésigne la matrice originale de 3l(p). 

Les propriétés spécifiques des matrices permettent d'envisager la défi- 
- 1 nition de la matrice (PI-A) selon une combinaison linéaire des matrices cons- 

tituantes de A / 141,soit c 

(k= 1, s) : valeurs propres de A (réelles ou complexes) 
s 

% : ordre de muitiplicité de la valeur propre A E mk = q 
k=l 

Ckj  (j=I,$) : matrices constituantes carrées d'ordre q associées à la 

valeur propre \ (à coefficients réels ou complexes). 

De cette manière, et en adoptant une décomposition analogue pour la 
" - 1  matrice (PI-A) , la matrice M(p) s'écrit : 

Jk 
V(p) et V(p) sont des vecteurs de dimension q s'écrivant : 



De plus nous noterons "~d" la matrice carrée constante de dimension q 

définie par juxtaposition des q vecteurs C 
kj *'* 

*T * 
La matrice obtenue en superposant les q vecteurs lignes B 

notée "Ob" (cf équation 10). 
k j  est 

2.2 .1 .  Inter~rétation des matrices Cd et Ob 

L'ensemble des q matrices C d'une part et l'ensemble des q matrices 
i k j A (i=O,q-1) d'autre part constituent deux systèmes générateurs équivalents de 

l'espace des fonctions de la matrice A /14/ ; par conséquent, la matrice Cd et la 

matrice de comnandabilité du système, définies respectivement à partir des C 
i k j 

et des A , vérifient les &mes propri6tSs, en particulier : 

(12) dét @,AB,. . . , A ~ " " '  B) # O dét (Cd) # O 

Un raisonnement en tout point analogue faisant intervenir la matrice 

d'observabilité du système associé permet d'énoncer : 

* *T " ~ ~ ~ 9 - 1  * 
dét (B, A B,. . . , A  B) # O <- dét (Ob) # O 

Par conséquent, les matrices Cd et Ob sont inversibles si et seulement si 

d'une part le systènie à régler est cornandable, si d'autre part le système asso- 

cié est observable. 



- 1 * T 
R ~ E L ~ s - ~ ~ - F c ~ E ~ s ~ - & ~ ~ ~ ~ Y I E L - Y - I E ~ )  

Lorsque Cd et Ob sont de rang q, la matrice ?I(t) définie en (8) est 
*T inversible si et seulement si la matrice originale de V(p) V (p) est de rang 

q pour t = T. 

Posons : 

Wi(t) = , q )  : vecteurs d'ordre q fonctions de t. 

- 1 *T D'autre part supposons L (v(~) V (p l )  de rang inférieur à q ; dans 

ces conditions, il existe des coefficients constants c. (i=l,q) non tous nuls 
1 

tels que : 

soit en définissant la transformée de Laplace de cette expression : 

T 
avec, compte tenu de l'expression de V(p) (p) : 



Il apparait alors que la condition (16) ne peut être réalisée qu'en fai- 

sant intervenir p dans les coefficients c ce qui est impossible. Par conséquent 
- 1 

i9 
tous les coefficients c. sont nuls et L (~(p) t T ( p ) )  est de rang q donc inver- 

1 

sible. 

2 . 2 . 3 .  Enoncé des conditions d'existence de %lf) 
------------------*-----'a------------ 

Lorsque Cd et Ob sont inversibles, nl(t) existe et Z(t) s'écrit : 

soit pour t = T : 

( 19) 1 
= eAT + '((TI u 

n n 

 fin d'atteitidre l'état E * Z il suffit de choisir : 
n n+l 

Dans ces conditions la &-mande multimodulée existe, de plus elle est 

unique et s'écrit : -. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le système (4) soit 

cornsiandable au moyen du système associé (1) sont donc que : 

- le système à régler soit commandable 

- le système associé soit observable. 

La mise en oeuvre d'une telle multimodulation nécessite donc l'initia- 

lisation, au début de chaque période d'échantillonnage, du système associé, selon 

le schéma présente figure 1. 

associé Sys tème 



Les bouclages sont réalisés de telle manière que U vérifie la relation : 
n 

3.7. P o ~ d X o n  du pt~ob&Qme 

Nous envisageons d'examiner, dans ce paragraphe, s'il existe, parmi 

tous les systèmes associés appartenant 2 la classe définie ci-dessus, un sys- 

tème associé particulier permettant de minimiser le long de la période d'échan- 

tillonnage, la fonctionnelle : 

Une telle expression donne la voleur de llSnergie fournie au système 

entre les instants nT et (n+l)Lb 

Le principe du maximum permet de définir une condition nécessaire dvexis- 

tence de la comalande. 

A cet effet, la minimisation de W compte tenu de la contrainte différen- 

tielle (4) décrivant le système, est iquivolente à la maxi~isation par rapport 

à u de la fonction hamiltonienne definie au myen de la relation (23) /IO/. 

dans laquelle $(t) désigne le vecteur adjoint de dimension q. 

Dans ces conditions, si elle existe, la conduite optimale est solution 

de l'équation : 

s'écrit : 



Dans cette expression, le vecteurJ,(t) est solution de l'bquation diffS- 

rentielle (26) / IO/. 

Ces conditions nécessaires mettent alors en évidence un système associé 

particulier s'identifiant au système adjoint (26) et pour lequel il vient : 

(cf 5 1). 

Par suite û(t) s'écrit : 

T 
(28) 

T -A t Û(t) -; B e 
'n 

Le vecteur J, d'ordre q définit, lorsqutil existe, le vecteur adjoint n 
à l'instant nT. 

L'existence de Û(t) est simplement liée à l'existence du vecteur $n. 

D'autre part la matrice d'observabilité du système adjoint admet 

l'expressicn transposée. 

Les signes intervenant sur chacune des colonnes de cette matrice n'en 

mdifient pas le rang. 

La matrice d'observabilité du système adjoint est donc de même rang que 

la matrice de commandabilité du système à régler : (B, AB, ..., A~-' B) 
Par suite, si le systène à régler est commandable, le système adjoint 

est observable et, d'après les résultats du paragraphe précédent, la commande 

optimale existe, de plus elle est unique et s'-&ait : 



selon les notations du paragraphe précedent. 

3 . 4 .  QE6Luzi;tion d'une ~&uc;."wre boudée 

Le résultat ainsi obtenu permet d'envisager la réalisation d'un asservis- 

sement de type multimodulG pour lequel le systène associe s'identifie au système 

adjoint : (figure 2). 

Le système adjoint est alors initialisé par + aux instants d'échan- 
n 

ti 1 lonnage nT . 
Une telle structure conduit à un fonctionnement caractérisé par la récur- 

rence : 

De plus elle permet de minimiser l'énergie de conniande dépensée entre 

deux instants d'échantillonnage. 



t a  cmande phaevctée au cow de ce cklap&e p m a  Ra mhe en oeuvhe 

d'un atln~nvh~emeat éch&Eanné de tqpe mWodU.G)é. 

De p t a ,  .2'adopitian d'une wn;trr&e duppth-e vhan;t à Ra m i h i -  

4atian de t '  EnmgLe dépm8c e&e deux innXa& d' Echa;tCeeonnage, covtdux/t h 

une dé~ivdCion phEde  du moduRatewt. 

Dan6 ce catl tPe&Xence de ta cmande op.~%~dc vto, nEcab&e aucune 
coruiLtion que Ra co&Lon de c m a n d a b U E  du dyaithe à kEg&eh. 



SIMULATION SUR CALCULATRICE HYBRIDE V '  U N  ASSERVISSEMEN 

MULTlh4OVULE LINEAIRE 

Avant de me;t;tne en oQuvae L a  tri%- O bitenun en vue d ' a ~ b c ~ v h  un 

byatèrne ké& ;td que Le p u p e  Warrd-Leomd, convient de nisathe&, bUh cal-  
-ce hybtude, la ahndhthn  d'un inodXe finéaihe. 

Dam ce hem, vwu dé{&hom au corn  du pkE&vtt chapLOïe une wrnna.de 
Uubonée au moyen d'un {&e associé p l e  choix paniticueiat de ce 6.iethe p a -  

mt &&A d ' e n v ~ a g e &  un {oncLtonnmcvLt mhhnhant l!' énmgie 6 0 ~ n L e  au b yh - 
t h e .  

L ' a d y s e  d a  / r & h W  obitenu ~ b t  p L u  pcaticueiè/~mQnt okentze,  v m  

une W e  -de h-enaibLtLtE de la ~;DLuckme~ vL4 à vha d u   ametha eth ha de kéglage. 



L'exemple étudié dans ce chapitre est consacré à l'étude d'un filtre 

linéaire du troisième ordre, de transmittance : 

Cette teprésentation mathématique peut notamment caractériser un moteur 

utilisé en organe de positionnement 171 ; T l  et T~ représentent alors deux cons- 

tantes de temps caractéristiques du système étudié. 

Dans ces conditions, l'équation différentielle vectorielle décrivant 

l'évolution du processus admet une expression de la forme (2) : 

Un choix particulier du vecteur Y permet alors d'écrire : 

- 
( 4 3  

T 
B = I O  O - 

avec 



1 . 2 .  C h o i x  du modueat~uh 

La réalisation d'un fonctionnement permettant de minimiser l'énergie four- 

nie au système entre deux instants d'échantillonnage, conduit à élaborer la com- 

mande u(t) à partir du filtre de transmittance : 

De cette manière les résultats obtenus dans le second chapitre conduisent 

à la déf ini tion de i a  structure bouclée représentee figure 1. 

Figure 1 

Le filtre de transmitance L(p) ,  d'entrée nulle, est initialisé par U n 
au début de chaque période d'échantillonnage, de telle manière que soit véri- 

fiée la contrainte : 

11 - PRINCIPE DE LA SIMULATION 

2 . 1 .  DUWMlttion d u  p a h a m W ~ a  de /n-&ge 

L'intégration de l'équation différentielle (2), entre les instants nT 

et (n+l)T, permet alors de déterminer les paramètres de réglage en vue de 

satisfaire la contrainte (7). 



La fortne pakticulière du moduiateur permet d'&rire : 

expression da& laquelle a ,  8 ,  y , sont des constantes caractériseiq~es du 

vecteur de  modtiiation. 
' . <  

Dané ces conditions , l'intégration de (2) conduit à l'équation de ré-rert- 

ce vecto*felle (9) : 
- 

= D X ( n T ) + P V n  

avec X = R Y 

vT : vecteur Ligne de composantes ( C Z , ~ , ~ )  n 

R : matrice carrée régulière s'écrivant : 

En outre, l e s  matrices carrées constantes D e t  P sont définies a partir 
des grandeurs : 



Il est alors possible de satisfaire la contrainte (7 ) ,  par le choix 
suivant du vecteur V : 

n 

avec : 

Un programme de calcul a été établi pour des valeurs de Tl et T2 égales 

à 1 s et 0,5 s respectivement. 

Les résultats obtenus pour une période d'échantillonnage T égale B 1,5 s 

sont consignés en annexe 1. 

2 .2 ,  R é ~ ~ o n  du 1.~ l0dLLea. t~~ 

Le modulateur est réalisé au moyen d'éléments empruntés au calcul hybride, 

selon le principe général illustré figure 2 

SW Interrupteur électro- 
nique 



La modulation étant fondée sur la mise en conditions initiales instantanée 

du filtre L(p), des perturbations sont apportées, lors d'une réalisation utili- 

sant des éléments intégrateurs de calculatrice hybride ; ceux-ci ne peuvent pas, 

en effet,daos un fonctionnement normal, prendre leurs conditions initiales ins- 

tantanément. 

Pour pallier cet inconvénient, il convient de réaliser deux modulateurs 

identiques ; l'un d'entre eux est en résolution, pendant que l'autre suit le 

vecteur U définissant les conditions initiales. n 

ije cette manière, le filtre suiveur se trouve constamment en 6tat de fonc- 

tionner à partir de conditions initiale$ convenables dwc: instants d'échantillon- 

nage. 

Un dispositif d'interrupteurs électroniques permet alors d'isoler le sys- 

tème suiveur de l'entrée du système .à asservir. 

Le fonctionnement est régi par le signal H, selon le tableau logique 
suivant : 

111 - SlMULATlON SUR CALCULATRICE HYBRlDE 

H 

O 

A 

Le schéma de simulation représenté figure 3  a été réalisé sur calculatrice 

hybride EAI 580. 

Les amplificateurs A ,A ,A d'une Fart, B ,B ,B d'autre part réalisent 
1 2 3  1 2 3  

les d e w  modulateurs F et F définis précédemment. 
1 2 

1 

IC 

OP 

Les amplificateurs C C et C constituent le filtre à asservir ; dans 
1, 2  3  

ce sens ils sont constamment commandés en résolution lors de la simulation. 

Une bascule bistable délivrant le signal d'horloge H permet d'dlaborer la 

commande logique de F1 et F2. 

S W ~  

Ouvert 

Fermé 

Les résultats obtenus pour divers types d'entrée sont présentés figures 

4-5 et 6. 

2 

OP 

f C 

SW2 

Fermé 

Ouvert 











La figure 7 représente la réponse du système à un échelon, obtenue après 

modification des paramètres de réglages. 

Cette réponse met en évidence une oscillation sensible de la sortie au- 

tour de la valeur de consigne. 

Plus précisément, un déréglage des paramètres dans des proportions n'ex- 

cédant pas 5 % de la valeur nominale, conduit à une erreur relative de l'ordre 

de 10 % sur la réponse du système. 

La structure ainsi définie présente donc une sensibilité non négligeable 

vis à vis des paramètres de réglage. 

Ce problème de la sensibilité est en fait spécifique desdifficultés tech- 

nologiques rencontrées lors de la réalisation de structures optimales /a/ .  En 

effet, la mise en oeuvre du modulateur nécessite l'utilisation de boucles ins- 

tables d'amplificateurs et dans ces conditions, toute erreur sur lexxteur de 

modulation U se trouve propagée avec amplification, le long de la période n 
d'échantillonnage. 

Toutefois, le modulateur étant réinitialisé au début de chaque période 

d'échantillonnage, l'effet de compensation demeure et conduit, dans le cas d'un 

déréglage, à la génération d'oscillationsautour de la valeur de consigne. 
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1 LINEAlRE SUR GROUPE WARD-LEONARD I 

Avant dtabu/tdm, au c o r n  d a  d & m  chap&~b, L1 étude de .ta m o W -  
son non kXnéaihe, XR convient d ' X R e ~ ~ b & t 4 ~  ta abXenu6 dav~ l e  cadhe 

de L1 hqpoXhèhe t inéahe.  

Poun cda ,  now dé&Ln&a0~1.~~, au corn  du phébenk chaphXe, une cmandc 

h u é e  au moyen d'un &LL&e asdocLE p c&e c m d e ,  h o u - o p h a l e ,  conduiA 

dom ii wl cowry~t~omh accep;table du double p o i n t  de vue de tlop&bnaeikE eA de 
la 4e~nibiLLté. 

Le b i g m l  éZ.abotté ut W4. ~n v w  d 1 a a ~ v h  un ghoupe Watrd-LEod 

en po&W.un. Dam c d  a p a ,  &' W c i l t i o n  d 1  une c ~ c ~ c e  hyb&Ld~. amble 

p a h X h U ~ n t  adaptée l lEeaboWon  d'une cmande de ce Rype. 



Le groupe étudié est un organe de moyenne puissance constitué da quatre 

éléments essentiels : 

- un moteur triphasé asynchrone tournant à vitesse constante ; cet élé- 

=nt constitue une source d'énergie. 

- une génératrice à courant continu entrainée par le moteur asynchrone 

au moyen d'un accouplement mécanique ; la tension d'inducteur de cette généra- 

trice s'identifie au signal de commande du groupe. 

- la tension délivrée par la génératrice alimente alors l'induit d'un 
moteur à courant continu dont l'inducteur est soumis à une tension constante. 

- enfin, une génératrice à courant continu, entrainée par ce moteur débi- 

te sur un rhéostat de charge. 

Une dynamo tachymétrique est montée directement sur l'arbre du moteur à 

courant continu ; cet élément constitue alors un capteur délivrant, dans un 

fonctionnement normal, une tension proportionnelle à la vitesse de rotation 

de l'arbre. 

De plus la génératrice de commande est munie d'un dispositif antirémanent 

assurant un affaiblissement sensible du phénomène d'hystérésis. 

7 . 2 .  Maté/ti& n&ca.cl&c h m a d u h t i a n  

Le dispositif de modulation est réalisé au moyen d'éléments empruntés au 

calcul hybride (calculatrice AD 32). 

Le signal multimodulé ainsi élaboré correspond à des tensions de 100 Volts 

maximum pour des intensités n'excédant pas quelques milliampères. L'utilisation 

d'un amplificateur est donc indispensable, ceci de manière à fournir à la géné- 

ratrice du groupe la puissance suf f isante. 

2 .7 .  C h a i x  dLL modUc! 

L'identification du groupe Ward-Léonard conduit à une représentation 

mathématique simple g dans l'hypothèse linéaire, un tel système peut, en effet, 
h 

etre assimilé à une transmittance L(p) s'écrivant /7/ : 





expression dans laquelle 0 représente la position de l'arbre du nioté~r à aaser- 

vir . 
Le scalaire e définit la tension de commande relative à l'inducteur de 

la génératrice (figure 1 ) .  - 

En outre, les constantes de temps r l  et r 2  ainsi que le gain K consti- 

tuent des paramètres spécifiques dépendant des caractéristiques ni6carliques et 

électromagnétiques du gfoupe . 

2 . 2 .  ffypothè6e ahpfi@catfüce 

Dan$ 13 cadre d'une régulation échantillonnée, il est possible d'assimiler 

le système étudié à un système d'ordre inférieur /9 / .  Dans ces conditions, 

pour un choix convenable de la période d'échantillonnage, nous pouvons repré- 

senter le groupe par une transmittance du second ordre. 

De cette manière, un vecteur état du système s'écrit : 

2.3. C h o i x  du modutatewt 

Nous envisageons ici la réalisation d'une structure sous optimale au sens 

de l'bnergie. 

Dans cet esprit., avant de définir le filtre nécessaire à l'élaboration 

de la commande, il convient d'analyser les propriétés spécifiques de la conduite 

optimale correspondante. 

Dans le présent exemple, la conduite optimale est élaborée au moyen du 

filtre de transmittance ' et s'écrit : 
P ( 1 - t ~ )  

expression dans laquelle v et v' caractérisent le vecteur de modulation'. n n 



Il apparait alors que la fonction Û(t) possède la propriété spécifique 

d'être monotone le long d'une période d'échantillonnage. 

Cette propriété se retrouve lorsqu'on donne à la commande u(t) la forme 

( 5 )  : 

Il semble donc intéressant d'adopter la fonction définie en (5) comme 

signal de commande sous optimale. 
1 

Le signal u(t) peut être élaboré au moyen du filtre de transmittance ; 

de plus la réalisation du modulateur ne nécessite plus la définition de boueles 

instables dans un montage utilisant le calcul hybride. 

2.4. RhoXu;tian 

L'équation différentielle régissant le fonctionnement du moteur admet 

alors 1 'expression (6). 

Une telle formule implique : 

L'intégration de l'équation (6) entre les instants nT et (n+l)T , compte 
tenu de l'expression de u(t) donnée en (5) conduit alors à la solution : 



-T/r . uT = vecteur ligne de composantes u et UA , avec en posant D = e n n 

Une vérification simple indique la possibilitg d'inversei. la matrice de 

coefficients b.. pour toute valeur d. T. 
1J 

Dans ces conditions, il est possible d'envisager un fonctionnement véri- 

fiant la contrainte : 

Pour cela il suffit de choisir U tel que : 
n 

eAT : matrice de coefficients a.. 
1J 

P : matrice de coefficients b.. 
13 

Le modulateur est réalisé selon le principe général défini dans le chapi- 

tre précédent. 

3.1.  Rédei6a4ion de t'a6dohvL.bmnen.t 

Dans le cas particulier qui nous intéresse, une étude expérimentale préa- 

lable conduit à une valeur de r égale 3 une seconde. 

De plus nous adoptons une valeur de T égale à 2 S. 

Dans ces conditions, U est donné par la relation : n 



Le schéma de réalisation est alors indiqué figure - 2 , 
L'intégrateur utilisé à l'élaboration de la fonction -8, reste constam- 

ment en résolution. 

En outre la valeur du potentiomètre k est ajustée en fonction du gain K 

et du gain en tension de l'amplificateur de puissance, Les valeurs adoptées 

pour les potentiomètres Pi sont consignées dans le tableau ci-dessous : 

Les figures 4, 5 , 6  représentrnt les courbes de réponses obtenues pour 

différents types d'entrées. 

3.2. V W &  du modèle 

Il convient de noter que l'assimilation du groupe Ward Leonard, proces- 

sus non linéaire, à un modèle linéaire d'ordre deux, n'affecte pas de manière 

sensible l'allure des réponses obtenues. De tels résultats justifient donc 

convenablement les hypothèses de linéarisation et d'assimilation. 

De plus, il n'apparait pas nécessaire de chercher à compenser parfaite- 

ment les non linéarités du groupe.En effet, des essais ont étd effectués en 

déconnectant l'enroulement d'anti-rémanence g les courbes de réponses obtenues 

dans ce cas ne sont pas sensiblement modifiées. 
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CHAPITRE V 

WTEAISION A C EiZTAlMES CLASSES DE COMMANDES 

NOAI LZMEA1RE.S. 

L' extemion d a  .rr&uRtatb p.rr&eVtté~ dans &a chpLa%a p/~éc&dn,ntn, 9 une 
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7 - ETUBE EN BOUCLE OUVERTE 

7 . 1 .  PuotUp&ion du byb;tème 

Le système étudié est représenté figure 1. 

Figure 1 

La non linéarité N, associée au filtre de transmittance - contribue, 
par le jeu de la commande u(t), à l'élaboration du signal n(u(t) 

Dans ces conditions, il est possible de décrire l'évolution du processus 

au moyen de l'équation différentielle vectorielle d'ordre q : 

Dans cette formulation les notaclons Y,A,B.eotreepondent B Celles des 

chapitres précédents. 

La fonctionnelle à minimiser est définie au moyen de la relation (2) : 

expression dans laquelle f est une fonction définie continue de la variable 

u /IO/ ; T représente la période d'échantillonnage. 

Il convient de déterminer la commande u(t) minimisant la fonctionnelle 

(2) et permettant de passer en une période d'échantillonnage d'un état défini 

par le vecteur Y(nT) = Yn à l'état imposé. 



Dans ce sens désignons par Q le domaine des commandes admissibles ; 

nous le supposerons défini au moyen de la contrainte : 

(3) i.1 5 M M constante positive 

Dans ces conditions, l'hamiltonien est défini par l'expression ( 4 )  

T 
dans laquelle P (t) est un vecteur ligne de dimension q, fonction du temps, 

non encore spécifié, 

La commande optimale Û(t) est alors définie par la relation : 

pour laquelle P est solution de l'équation différentielle vectorielle (6) : 

Par suite, ?ou- "nu ronclitions initiales telles que P , il vient : n 

De cette manière, la structure de l'hamiltonien (4 ) ,  permet de définir 

la solution, sous les réserves habituelles d'existence et d'unicité, selon 

l'expression (8) : 

T T  - P E F T N Z T l O N  D'UNE S T R U C T U R E  

Les équations de résolution (6) et (8) mettent en évidence unefinction 

du temps telle que : 



Il d&oule a l o r s  des r é s u l t a t s  du chapi t re  II, l a  p o s s i b i l i t é  d 'élaborer  
1 

l e  s i g n a l  v ( t )  au moyen d'un f i l t r e  d ' en t rée  n u l l e  e t  de transmittance - D(?) 
convenablement i n i t i z l i s é .  

Dans ces condit ions,  l a  modulation u t i l i s a n t  l e  f i l t r e  de  transmittance 

, peut ê t r e  envisagée, à condit ion de f a i r e  su ivre  l e  modulateur d'une 
D CP) 
non l i n é a r i t é  r é a l i s a n t  l a  fonct ion  g d é f i n i e  en (8). 

On en  déduit l a  s t r u c t u r e  du système asse rv i  représenté  f igure  2.  

Figure 2 

La non l i n é a r i t é  G élabore,  à p a r t i r  de v ( t )  , le  s i g n a l  de commande 

u ( t )  

Un choix convenable du vecteur Un, é laboré à p a r t i r  des  grandeurs de 

consigne E e t  des informations concernant l ' é t a t  du système permet d'imposer 
n 

l a  con t ra in te  : 

L'extension des r é s u l t a t s  obtenus précedemment peut ê t r e  envisagée lors-  

que l ' e n t r é e ,  non n u l l e ,  du f i l t r e  dé f in i s san t  le modulateur e s t -6 laborée  B 

p a r t i r  des  d i f f é r e n t e s  grandeurs ca rac té r i san t  d'une p a r t  l ' é t a t  du système 

d ' au t re  p a r t  L 'é ta t  du modulateur. 



Pour cela, si U(t) est un vecteur spécifique de l'état du modulateur, 

l'évolution du processus est décrite par le système d'équations (11). 

(1 ic) u = k(Y,U) 

Les relations (Ila) et (llb) définissent respectivement les équations 

de fonctionnement du filtre à régler et du filtre spécifiant le modulateur. 

En outre, les entrées sont déterminées en (Ilc) et (Ild) au moyen des 

fonctions scalaires k(Y,U) et h(Y,U). 

L'intégration du système précédent, entre les instants d'irchantillonnage 

nT et (n+l)T permet alors de déterminer Y(t). 11 vient : 

1 avec ~(Y~,u~,o) = Y  - n 

Dans cette formulation, Y et U représentent les conditions initiales,. n n 
prises à l'instant nT, des vecteurs Y(t) et U(t). 

11 est alors possible d'envisager l'asservissement de la sortie du filtre 

à un vecteur d'entrée E de dimension q g un tel fonctionnement impose la déter- 

mination, à chaque instant d'échantillonnage, du vecteur Un satisfaisant la re- 

lation : 

L'existence d'une solution à cette équation permet la réalisation d'un 

asservissement fonctionnant, aux instants d'échantillonnage, en organe de reco- 

pie du vecteur de consigne. 



L'ensemble des relations (1 l), (12) et (13) définit la structure bouclée 

représentée ci-dessous (figure 3) : 

Figure 3 

1 
Le filtre de transmittance - 

Q(P) 
est convenablement initialisé au début 

de chaque période d'échantillonnage, de manière à satisfaire la contrainte : 

Yn+, = E . 
n 

IV - STRUCTURE OPTIMALE 

Nous envisageons maintenant une adaptation de la structure précédente 

au problème de minimisation d'une fonctionnelle de l'état et de la commande 

du système . 

Dans cette formulation, les fonctions scalaires f et f sont définies 1 2 
continues par rapport aux variables u et Y ; en outre, f est supposée dériva- 2 
ble par rapport à Y. 



Dans ces conditions, la fonction hamiltonienne prend la forme (15) : 

La commande optimale Û(t) et le vecteur adjoint P(t) vérifient alors les 

relations (16) : 

Désignons par F2(p) la transformée de Laplace, lorsqu'elle existe, de 

6 f 2  
l'expression - 6 Y  définie en ( 16c) . 

La transformée de la fonction v(t) définie en (16b) s'écrit : 

c'est-à-dire : 

T 
Dans cette expression, le vecteur V (p)> de dimension q, admet pour compo- 

2 s q-1) 
santes : (-1 ,p9 -p , . . . , (-1) p . 

La fonction v(p) s'interprète alors comme la transformée de la sortie du 
1 filtre de transmittance - 

D (-P) 
, initialisé par P et soumis à l'entrée : n 

ème 
L'existence de la transformée e(p) exige donc la dérivabilité de la i 

6f 2 composante - 
6Y 

jusqu'à l'ordre i-1 ; dans ces conditions, l'étude précédente 

conduit à une structure voisine de celle présentée figure 3. 

En particulier le signal e(t) ne peut être élaboré qu'à partir d'une 

connaissance complète de l'état du système et du filtre associé. 



CONCLUSION 

L ' W d o n ,  en ,tant que snaduRa;teun, d' un ~~ .ULQ dlenRh&e nulle, conve- 
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CHAPITRE V l  

R EALISATlON D ' U N E  COMPE.UATIOM 

UTI LISANT U N  CALCULATEUR MUMERIo,UE 

La t téUa;t ion d'une m a d u o n  LLmQuhe covuid à une &e en oeuufie a h -  
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Il s'agit d'asservir* en positioa, un moteur reD&é8enté par une m t *  

tance L(p) , du second ordre: 

Nous envisageons d'imposer une commande ninimbant le eensamatipneDtre 

les instants d'échantillonnage (2). 

Cette expression définie La fonctionneile à mioimiser sur une période d'é- 
chantillonnage. Le domaine $2 des conmiandes admissibles est défini par la con- 

trainte (3) : 

L'hamiltonien admet alors l'expression : 

T Dans une telle formulation, P B est une fonction scalaire s'écrivant 

(cf chapitre IV 1 2.3) . 

La maximisation de l'hamiltonien conduit alors B la solution optimale Û(t) 

donnée par la relation (6) 





Dans ce sens, la figure 1 donne l'interprétation géométrique de cette 

solution ; il convient de distinguer quatre cas : 

ier cas : lpT~l > I , 

T La valeur maximale de H est obtenue pour Û = M signe (P B) 

ème cas: l p T ~ l < l  

Û(t) est nulle dans ce cas. 

3ème cas : P ~ B  = I 

Toute valeur de u(t) positive et inférieure à M convient . 
4ème cas : P ~ B  = - 1  

Toute valeur de u(t) négative et vérifiant la contrainte (3) est solu- 

tion de l'équation (6). 

Il est alors possible de définir l'allure de la commande optimale à l'in- 

térieur d'une période d'Échantillonnage g en effet Û(t) est caractérisée par une 

suite d'impulsions de niveau + ou - M et de durée variable, éventuellement sé- 
parées par des intervalles de temps tels que , t g  à commande nulle, (fig. 2) .  

T 
Plus précisément la fonction P B étant monotone, la commande ne peut 

changer de signe qu'une seule fois au cours d'une période d'échantillonnage, 

elle est donc constituée de deux impulsions au maximum, comme le montre la 

figure ci-dessous (figure 2) . 

T 
P B monotone 

Figure 2 



Il convient alors de remarquer que dans les cas 3 et 4 pour lesquels 
T I P  B I  = 1 , il est possible de faire correspondre une commande du même type, ca- 

ractérisée toutefois par une suite d'impulsions de même signe. 

De cette manière, la commande s'annule sur le segment r t  t ] quels que 
1' 2 

soient t et t2 tels que O ( tl (t2 _ 1 
< T. 

11 - DOMAINE D'A7TElGNABI LITE 

Le domaine d'atteignabilité en une période d'échantillonnage est la ré- 

gion de l'espace d'état à l'intérieur de laquelle doit se trouver l'extrémité 

du vecteur E -eAT Y pour qu'il soit possible d'atteindre l'état Y = En au 
n n n+ 1 

bout du temps T (cf chapitre 1) à partir de Yn. 

Dans ce sens, le système étant linéaire, il revient au même de définir 

l'ensemble des états accessibles en une période d'échantillennage à partir de 

conditions initiales nulles. 

Afin de simplifier les calculs nous prendrons pour variables d'état o 

y + ry' = Cl et y' = C2 ; 

dans ces expressions y et y' représentent respectivement la sortie du filtre et 

sa dérivée. 

De cette manière, si Cl (O) et C2(0) sont nuls, Cl (T) et C2(T) sont défi- 

nis par les relations suivantes. 

Dans ces formulations t et t représentent les instants indiqués figure 
1 2 

2. En outre E et E admettent les expressions définies ci-dessous : 
1 2 

(9) E = signe (Û) sur (0, t 1) 1 

( 10) E = signe (û) sur (t2,ï') 2 



2.2. Domaine de cmandabiLitZ 

Le domaine de CO and b i l i t é  e s t  r e p r é s e n t é  f i g u r e  3 d a n s . l e  p l an  des 
"2 T 

v a r i a b l e s  r é d u i t e s  ( M; , M ) : l a  va l eu r  de ; adoptée dans l 'exemple e s t  

éga le  à deux. 

Nous posons a l o r s  : 

Seule l a  m o i t i é  du domaine de commandabilité représenté  f i g u r e  3 a é t é  

déterminée par  l e  c a l c u l  (courbes 1 , 1 1 ,  2 e t  3) ; l ' a u t r e  m o i t i é  s ' e n  dédui t  

aisément p a r  une t ransformation de û ( t )  en  -Û(t) .  

Dans c e s  condi t ions ,  l e s  courbes 1 ,  1 ' ,  2 e t  3 d é f i n i s s e n t  deux sous domai- 

nes 1 e t  II dont  l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  sont  consignées dans l e s  tab leaux  su ivants  : 

Tableau (a)  

Courbes 

1 

1 ' 

2 

3 

Tableau (b) 

Equations 

y2  = 1 - e71 

Y y 2 = e 1 - 1  

-T/T Y 
y 2  = ( e  - 1 )  

Y 12 -Tl2 -l-e y 2 = 2 e l  e I T  

Allure  de l a  commande 

Domaines 

1 

II 

Une première analyse permet de déterminer  l ' a l l u r e  de l a  commande per- 

met tan t  d ' a t t e i n d r e ,  à p a r t i r  de cond i t i ons  i n i t i a l e s  n u l l e s ,  un p o i n t  donné 

du domaine de c o m a n d a b i l i t é .  

O , +M 

O , -M 

+M , O 

+M ,-M 

Allure  de l a  commande 

+ M  , O , - M  t l  e t  t2  à déterminer  

+ - f  Y O , - M  t l  e t  t2  à déterminer  

t ,  = O, t2 (3 ( 0 , ~ )  

t = 0, t2 6 (0,T) 1 

t l  B ( 0 , ~ )  , t2  = T 

t = t2 e l  e ( 0 , ~ )  
1 





11 reste alors à déterminer avec précision les instants de commutation 

t et t2. 
1 

Dans ces conditions il existe une correspondance biunivoque entre tout 

couple (yl , y2) et le couple (t ,t ) associé. 
1 2  

I I  1 - MISE EN OEUVRE SUR CALCULATEUR 

3 . 1 ,  P ~ n c i p e  de tu mine en oeuvae 

Il s'agit de déterminer les imtants de commutation tl et t2 ainsi que le 

signe de la commande ; pour cela, le calculateur reçoit au début de chaque pé- 

riode d'échantillonnage les informations nécessaires sous forme analogique 

(figure 4) . 

Figure 4 

Il convient alors d'envisager deux types de fonctionnement : 

Calculs 

Numériques 

-4 i- 
Conversions A/N 

~ - e ~ ~  Y N/A 

- un fonctionnement normal correspondant au cas où l'extrémité du vecteur 
E -eAT Y se trouve à l'intérieur du domaine d'atteignabilité (D) . n n 

- un fonctionnement en régime saturé lorsque l'extrémité de E -eAT Y n n 
se trouve à l'extérieur de (D) g dans ce cas nous définissons un vecteur 

Gn dont l'extrémité appartient à la frontière de (D) et tel que : 

_v 

* D 
De cette manière il est possible de déterminer l'instant tl = t2 corres- 

pondant à Gn , en régime saturé. 

- 

t 

signes 



Le programme est réalisé selon l'organigramme présenté figure 5. 

Le vecteur des données, E -e n 
** est rentré sous la forme réduite des 'n 

variables y, et y2 définies précédemment. 

Les précalculs sont effectués hors ligne et n'interviennent donc pas dans 

le décompte des opérations effectuées en "temps réel". 

Le listing correspondant a l'organigramme de la figure 5 est présenté en 
annexe II ; le langage utilisé est propre au calculateur T 1000 de la TELEME- 

CANIQUE, employé pour le présent exemple. 

Le décompte des opérations élémentaires intervenant dans le programme 

indique alors un temps de calcul n'excédant pas 50 rns dans les cas les plus 

dé£ avorables , 

Il convient donc de n'utiliser ce programe que pour des valeurs T et T 

compatibles avec le temps de calcul indiqué ci-dessus. 

En particulier, dans l'exemple qui nous intéresse, les valeurs T = 2 s et 

T = 1s ont été retenues pour tester le programe ; quelques résultats sont alors 

indiqués figure 6 et suivantes. 



dessus ou 







c a s  non  

SU ku r i  
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SEC VASEUPli 
CF0 BM*; 
GBI, FLO'FX 5 
CEV 2Oi t t i ;  
CAV 644Oi  
SA %@OU5 
I R  * * e l $  
I R V  EX1 T; 

TOL: C X t l  - 2 ;  
C P  X ThUX+S;  
I R V  EXOTY; 
CIXV + I j  
I R V  TOi,+ 1; 
I i ? V  EYTF: 
I R V  FCh'O; 
Trt PO*; 
X PiV FCNO; 
N T 0  f i O * i  
I R V  MPFC; 
DEUX PU*; 
IPV FCHCJ3 
DETO BO*; 
I R V  FCHOS 
FCUNE: BQ+; 
I f3V D V F C i  
TO D O * ;  
I R V  FChi33 
SNTO ria*; 
P N V  FCM\iO; 
NXVTO PO*; 
I H V  KPFC; 
DEC! QC'I:kd 

I R V  FGRQ; 
DI"JTD V O * ;  
I F V  o x a v  

TEMPS: C X V  - 3 ;  
CA X TFMPK+3$ 
I R V  EXOTF; 
P X V  -cl; 
I f ? V  TEKFS+ 1 i 
I R V  EVTE; 
IP i l  FCh03 
TF PO*; 
I 5 V  iWFCb 
DEtJ n0+;  
LBL; FCX0; 
TETF Fit)*; 

C O L I :  I WV FCIIU; 
TE  . 
I % V  KFFC; 
XIMTO FI1*s 
I f i V  F-"C%Oi 
TETO PO+; 
J F l V  FXPFC; 
bFV F C R G S  
A i  PO*; 
I H V  ADFC;  



FCUME PO*; 
I F i U  '?Cho; 
AC! PO*;  
IHV LTFC; 
n c m o  ~ ~ 3 k . s .  
I k r j  PPF't'; 
DE!IX r3cf.rc; 
l ')(Tl FC'r,(Ji 
A l l  no*; 
XFtV FCCÇti  
n 1 !<Cr* ; 
f FiV P i 3 F C S  
FCtJVF X3.'O.ki 

I f i V  F'CPD; 
4 1 
I N V  FCbifJi 
A% 90%; 
fFV MPFCi  
DEI1 Foc; 
I h V  LOGFC;  
V KPFC; 
DFTO PO*; 
XI?V FCF.0; 
& A %  FI.)*; 
I H V  A 9 F C ;  
T E  EPO*f 
Ifil ;  FCII(r; 
A A 3  FO*t-i 
I E V  ffPFL.; 
PP 1 RCi*r 
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CUMCL11S19I1 GEMERALE 

La cornande pm Lwpuhhm rnu&%nodd!ë~n d'un A yh.the hE& ptrEûevcte de 

m u W p l o 6  avnn;ta^)u. 

W e  pcme-t, en ptr4.Rim &ieu, la trecopie p m ~ d t e  du vec;teLLtr d'enfrilée 
nwc inb.tan*tn d' @ h s r U o n n q e .  I)m ce aenb, la e x p ~ ~ e n c ~  t r é U E u  am un 

gmupe Wmd-Léomd momkent que l n  treptr&eWA.on d'un .tel aqa.tème pm une ~ % ~ ~ v k l -  

nK;tAance dlohdtLe peu Uev8 comhi,t R la dE~LniXLon d'un modUe a h p l e  at ~ f i E c i n  
d'UA&&tr~.&eft~~&. 

La .technique de f iEUa;tion du woduP&euh W& un ayhthc asaod? 
p~nmcvt ,  de p l u ,  une mL5e en oeuvtre ayaZémcuXque am c a O c W c c  hybtudc. 

Endin, l!en comk&n;tu LL~~uQB-RQ~ % d & v ~ a  à l l f n ~ i e  ou à ta c o m m a -  
fion wndlubent à a d e n t a  Le choix du unodWeurt riam Xe aenb d'un 6onc;tionne- 

mvtt ap;tim&. 

L' emmbP,e d a  fifnul&& obtenu i&?~~.trLe 2~ C N L R C ; ~ W ~ U O ~  de Ln 
comnande mlLe;timod&Ze g m  syht?rne maociE. C l  ult dan6 c&e voie que nou~ envi- 
AngQOvkl de p o m ~ v t r e  no4 ~ c u . m ~ ~  & p l u  ptéci6Qvievlit dnnn l e  acm d'une nndyae 

d a  aqat&nu non amt io&ea.  
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