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N O T A T I O N S  e t  D E F I N I T I O N S  

mn espace vectoriel à n dimensions construit sur le corps des réelsp. 

n 
A une partie de IR , 

O 

FrlAl et A respectivement la frontière et l'intérieur de A. 

n 
f~ gi applications continues définies s u r m  à valeurs réelles 

Vf(x1, Vgilx) les gradients de f et g supposés différentiables 
n 

i ' 
en un point x defR . 

1 lx ( 1 la norme euclidienne de x e CR". 

n Ix,y) le produit scalaire de x et y slR . 

H(f,tl le hessien d'une fonction f deux fois différentiable calculé en 
n t e m  , c'est une matrice (n,n1 ; le terme général est 

n 
f est concave sur ACfF? si et seulement si 

W x, y s mn on a : f est concave et différentiable 

<-=> f(x1 6 f (y1 + (Vf(y1, x-y1 

f est fortement concave sur A C R "  si et seulement si 

3 y > O ,  V x1,x2 E: A 



1 I N T R O U U C T I O N  

flous présentons dans ce t rava i l  une méthode générale 

d'optimisation des programmes mathématiques non-linéaires. Cette méthode 

e s t  une adaptation de l'algorithme général 'héthode des cen tres f f ,  d û  à 

P. HUARD, i n t rodui t  dans C41 e t  développé sous forme de variantes dans 

i l 7 1  e t  C181. 

Les performances dans la résolut ion des programmes l inéaires,  

tant  du point de vue de Za v i t e s se  que de la précision des calcuZs, ont étd 

sans cesse améZiorées depuis une vingtaine d'années par de nombreuses études 

sur Za méthode sirnpZiciaZe e t  ses  dér ivés .  Pour c e t t e  raison de nombreux 

chercheurs tentent  de résoudre Zes problèmes non l inéaires  par des techniques 

du l inéaire .  

De nombreuses méthodes, dont l e  chapitre I donne un bref 

aperçu, sont construi tes  sur l e  principe de l'approximation d'une fonction 

par son déve loppement de Tay Zor d 'ordre 1 en un point. En renp laçant Zes 

contraintes non l inéaires  d'un probzèrne par ces approximations,le probZème 

engendré peut ê t re  totalement d i f f é r en t  du problème d'origine s i  la courbure 

des contraintes e s t  forte.  C'est pourquoi des Zinéarisations successives 

sont u t i l e s  pour corriger Z'approximation e t  pour assurer l 'obtent ion de Za 

solution cherchée. 

La méthode des centres Zinéarisée, Cl 71,  chapitre II ,  e s t  une 

variante de la  méthode des centres bien adaptée à ce principe de Zinéarisation. 

Bien ,que Za convergence théorique s o i t  démontrée, i l  e s t  apparu que l a  conver- 

gence pratique sou f f ra i t  bien souvent de la mauvaise approximation du domaine 

des solutions réaZisables par l e s  plans de Zinéarisation des d i f f é r en t e s  

contraintes.  



L'dtude des raGons amenant ce ralenthsement dans la 

convergence pratique nous a pernKs de construire, chapitre III, une 

amétioration particulièrement intdressante de la  mdthode des centres 

linéarisée aussi bien du point de vue de la faci t i td  de mise en oeuvre 

sur catculateurs, chapitre V,  que de la précision e t  rapiditd des calculs. 

Des eqdriences nwnériques, suivies  d'un l i s t ing  algol de 

notre méthode, concluent ce travail .  Elles portent sur des probldmes t e s t s  

le plus souvent d'origine concrête e t  sont re l i ées  aux performances des 

méthodes d'optimisation non-lindaire classiques. 



C H A P I T R E  1  

Le P R I N C I P E  de E I N E A R I S A T I O N  

- 

T O U R  D ' H O R I Z O N  des M E T H O D E S  

par L I N E A R I S A T I O N  



1.1 - LE PROBLEME GENERAL DE LA PROGRAMMATION MATHEMATLQUE NON-LINEAIRE 

1.1 -01 Introduction 

Nous étudions tout au long de ce travail le problème d'optimisation non- 

linéaire (Pl suivant : 

(Pl 1 maximiser f(x1 

1 sous les conditions 

Il s'agit de déterminer un point 2 du domaine des solutions réalisables A 

vérifiant la condition d'optimalité globale : 

n 
En général A sera une partie d e R  définie à l'aide de contraintes 

n 
gi : IR + IR par 

Dans bien des algorithmes, les démonstrations de convergence reposent sur 

des hypothèses de convexité et de différentiabilité '[une ou deux fois1 sur la fonc- 

tion économique et sur les contraintes. A chaque fois que cela sera nécessaire, les 

hypothèses sur le problème (Pl seront énoncées dans le texte. 

L'intérêt de ce problème trouve des justifications dans de nombreux exemples 

concrets ; la modélisation de problèmes d'investissement, de distribution (par exemple : 

réseau de distribution d'énergie, dispatching économique) à l'aide de fonctions et con- 

traintes non-linéaires se rapproche plus de la réalité concrète et est peut être plus 

efficace qu'à l'aide de fonctions linéaires, même en augmentant la taille du modèle 

(variables et contraintes) dans ce dernier cas. 

Nous donnons ci-dessous deux formes équivalentes du problème ( P l  qui seront 

utiles dans les différents chapitres de ce travail. Nous étudierons ensuite les moyens 

d'aborder ce problème non-linéaire pour essayer de conserver l'acquis des études sur 

la programmation linéaire, à savoir la linéarisation. Des méthodes d'optimisation 



u t i l i s a n t  ce p r i n c i p e  de 1inéarisati;n e t  é laborées depuis  ces d i x  d e r n i è r e s  années 

i l l u s t r e r o n t  dans l e  paragraphe 1  c e t t e  a t t i t u d e .  

1.1.1) Formes équ i va l en tes  du prohlème ( P l  

* lère forme 
Le problème (PI peut se ramener à la maximisation d'une fonction linéaire 

sur un domaine non-linéaire par adjonction d'une variable supplémentaire p. Le 

problème (pl I dans mn" de variables [ x , p l  s'écrit : 

maximiser ~i 

f ( X I  2 Fi 

x s A  

Démonstrat i on  : 

a )  Montrons que pour  l es  s o l u t i o n s  op t ima les  [;,il de [P 1 on a  f ( x l  = i. 
1  

Ce r é s u l t a t  e s t  é v i d e n t  en remarquant que s i  x  e A a l o r s  l a  s o l u t i o n  [ x , f ( x l l  

e s t  r é a l i s a b l e  pour  l e  problème [P 1. En conséquence pour une s o l u t i o n  op t ima le  
1 

[ X , i l  s i  f ( X 1  > ; i l e x i s t e  une s o l u t i o n  mei l  l eu re ,  à s a v o i r  [ X , f [ ; l l .  

b )  Toute s o l u t i o n  op t ima le  de (P l ,  2, e s t  t e l l e  que (X , f (211  e s t  op t ima le  

pour  (Pl). 

2  op t ima le  de [ P l  -> W x  e A f [ x l  s f lX1.  

S i  [$i,f[X]l n ' es t  pas s o l u t i o n  op t ima le  de [P 1 a l o r s  i l e x i s t e r a i t  X e A t e l  que 
1  

f l s l  = ; > f ( X 1  ce q u i  e s t  imposs ib le .  

C )  S i  (X, f [ ; l l  e s t  s o l u t i o n  op t ima le  de [Pl) a l o r s  ; e s t  s o l u t i o n  op t ima le  

de [ P l .  

Par l e s  mêmes raisonnements, dans l e  cas c o n t r a i r e  X s A e t  f [ X 1  > f [ X 1  e t  i l  

e x i s t e r a i t  une s o l u t i o n  s t r i c t e m e n t  m e i l l e u r e  pou r  [P 1. 
1 

Remarque : A f i n  d ' i n t r o d u i r e  l e s  a lgor i thmes  des c h a p i t r e s  II e t  III, on cons idère  

l a  f o n c t i o n  f d é f i n i e  comme enveloppe i n f é r i e u r e  de f o n c t i o n s  h  i=l, ...,p. 
i 



Le problème [PI est alors équivalent au problème suivant, en posant 

f(x1 = min {hi(xl 1 i-l... .,pl 

> maximiser p 

sous les conditions 

hi(xl 2 p i=l,.. .,p 

x e A. 

Démonstration : Nous montrons que (P21 est équivalent à (P 1 d'où le résultat. 
1 

Les fonctions économiques des problèmes (P let (P  1 sont les mêmes ; i l  suffi* 2 1 
de montrer I ' i dent i té des doma i nes dans pn+' . 

Pour le problème (Pl] si [x,pl est tel que min {h.(xl / i-1. ...,p 1 z !J 
1 

et x E A alors on a évidemment x s A et !J i h.(xl i=l,...,p d'où le domaine des 
1 

solutions réalisables de P est inclus dans le domaine des solutions réalisables de 
1 

P2 : 
la réciproque est, de la même manière, évidente. 

;k 2ème forme 

On suppose ici que le domaine A = {x / gi(x] z O i=l. .... m} est inclus 
dans un compact c et que les fonctions gi sont continuement différentiables. 

Le problème [PI est alors équivalent au problème (p31 ayant une infinité 

de contraintes : 

Pour ce problème les contraintes sont indicées par y, point d'un ensemble 

compact. Il est à remarquer qu'il s'agit d'un problème linéaire. C'est sous cette 

forme que la programmation non linéaire sera envisagée dans le paragraphe suivant par 

Cheney-Goldstein. La démonstration de l'équivalence repose sur un théorème général de 

séparation d'un ensemble compact et d'un ensemble fermé qui permet de démontrer dans 

l'équivalence des domaines : 

{ lx,pl 1 x e A, f (XI  2 et l'ensemble des solutions réalisables de (P 1 .  
3 

La méthode de Cheney-Goldstein consistera à choisir des points y e C 
j 

j=1 ,2 ,  ... Ce sera d'ailleurs l'attitude de nombreuses méthodes "par plans sécants". 



1.1.2) Linéarisation d'un programme mathématique non-linéaire 

Définition 1.1 Une fonction f : IR" -+ IR différentiable étant donnée, on appellera 

1 inéarisation de f une fonction f' : IR" x mn + définie par 

Si le point y, dit point de linéarisation, est fixé, alors f' est une fonction 

affine de x et sous réserve que f soit concave on a : 

n Définition 1.2 Linéarisation d'un domaine A = {x 1 gi(xl I O i-1,. . .,ml c IR . 

Au domaine A ,  on fera correspondre un polyèdre linéaire par la linéarisation 
en un point y, de toutes les fonctions définissant A. Ce polyèdre sera représenté par 
le système de contraintes : 

gi[yl + IVgi(yl, x -y )  > O i = l ,  . . . ,m. 

Propriété 1.1 Dans le cas où les fonctions gi définissant un domaine non 

linéaire A sont concaves alors le polyèdre de linéarisation contient A. 

Démonstration 

Elle r é s u l t e  d e  la propriété des fonctions concaves : 

f(x1 < f(y1 + [Vf[yl, x-y). 

A l'aide de ces définitions, il nous est possible de définir ce qu'on entend 

par linéarisation d'un programme mathématique non-linéaire. Ce terme désigne toute 

méthode d'optimisation utilisant comme algorithme partiel la résolution de programmes 

linéaires formés à partir des fonctions [économique &/ou contraintes) linéarisées. 

Ces différentas contraintes pouvant [ou non) être conservées d'étape en étape. Les 

méthodes utilisant ce procédé sont appelées, dans la littérature, méthodes tangentiell~ 

car pour x=y on a l'égalité f[xl = f'[x;yl. 

Il nous semble indispensable de présenter une objection fondamentale quant 

à la validité de ce principe. Cette ohjection est liée à la courbure des surfaces de 

vn. Supposons que la fonction f soit 2 fois différentiable et possède une "courbure 



maximum et une courbure minimum". Cette dernière hypothèse se traduit par les deux 

propriétés du hessien : 

courbure maximum : 3 L > O 1 I~(f.t) 1 1  S L W t c m n  

courbure minimum : 3 1 > O Vy, t E IRn 1 (y,H(f,tlyl 1 I 11 l y l  1 2 .  

Ceci nous autorise à écrire, par utilisation du développement de Taylor à 

l'ordre 2, que l'écart entre les valeurs f(x1 et fl(x;yl pour y fixé est : 

L majoré par - 
2 - 
L minoré par - 1 1 1 2 .  
2 

D'où il est clair que l'approximation tangentielle pourra dans le cas de 

courbure forte donner de très médiocres résultats pour des points x éloignés de y. 

C'est pour cette raison que de nombreuses méthodes tentent de limiter les déplace- 

ments du point x courant ; c'est d'ailleurs cette attitude qui, parmi d'autres, 

régit notre algorithme du chapitre III. 

Historiquement ce principe de linéarisation remonte au procédé de Newton 

pour résoudre un système d'équations non-linéaires. Dans le cadre de la programmation 

mathématique une application brutale de la méthode de Newton ne peut conduire qu'à 

des algorithmes non convergeants comme le montre Huard dans [191. 

1.2 - BREF TOUR D'HORIZON DES METHODES PAR LINEARISATION 

1.2.01 Introduction 

Les méthodes tangentielle~~dont nous donnons un bref exposé ci-dessous, 

peuvent se classer très sommairement en trois groupes, à savoir : 

;k méthodes à grille où on remplace les fonctions par leur linéarisation en un grand 

nombre de points y (ce qui revient à utiliser la forme (P 1 du problème). 
3 

* méthodes à p lans  sécants qui sont des méthodes itératives où on conserve les 

linéarisationsprécédentes et par conséquent la taille des programmes linéaires 

augmente à chaque itération. 



$: méthodes de directions améliorantes et intérieures I l  s ' a g i t ,  d a n s  c e  g r o u p e ,  d e  

méthodes où on d é t e r m i n e  p a r  un programme l i n é a i r e  à chaque  i t é r a t i o n  une d i r e c t i o n  

a m é l i o r a n t e  p é n é t r a n t  à l ' i n t é r i e u r  du domaine  d e s  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s .  G é n é r a l e -  

ment d a n s  c e s  méthodes  l a  t a i l l e  d e s  programmes l i n é a i r e s  r e s t e  c o n s t a n t e  d ' é t a p e  en  

é t a p e .  

1 .2 .11  Méthodes à g r i l l e  

La c a r a c t é r i s t i q u e  d e  c e s  méthodes  est d ' e s s a y e r  d e  m i n i m i s e r  l e s  e r r e u r s  

de  r e p r é s e n t a t i o n  du domaine n o n - l i n é a i r e  i n t r o d u i t e  p a r  l a  l i n é a r i s a t i o n  d e s  con-  

t r a i n t e s  en  d i s p o s a n t  une g r i l l e  d e  p o i n t s  r é p a r t i s  d a n s  un ensemble  compact supposé  

c o n t e n i r  l a  p a r t i e  " i n t é r e s s a n t e "  du domaine .  De même l a  f o n c t i o n  économique e s t  

l i n é a r i s é e  en  c e s  p o i n t s ,  c e  q u i  r e v i e n t  à a s s i m i l e r  l e  g r a p h e  d e  f à une s u r f a c e  

p o l y è d r i q u e .  I l  e s t  à r emarque r  q u ' u n e  t e l l e  méthode c o n d u i t  à d e s  p rob lèmes  l i n é a i r e s  

de t a i l l e  p r o h i b i t i v e  ; en e f f e t  s i  l e  nombre d e  v a r i a b l e s  n a t u r e l l e s  r e s t e  é g a l  à n, 

l e  nombre d e  c o n t r a i n t e s  dépend d e  l a  f i n e s s e  d e  l a  g r i l l e .  En s u p p o s a n t  que  l e  compact 

dans  l e q u e l  l e s  p o i n t s  de  l i n é a r i s a t i o n  s o n t  p r i s  e s t  un pavé  d e  b o r n e s  l x .  1 s D 
J 

( p o u r  j=l, ..., nl e t  q u ' i l  y a  p  d i v i s i o n s  s u r  chaque  a x e ,  l e  nombre d e  c o n t r a i n t e s  

s ' é l è v e  à 

Sous  l a  f o r m e  p r i m a l e ,  il  e s t  i m p o s s i b l e  d e  r é s o u d r e  c e  problème p a r  l a  

méthode s i m p l i c i a l e .  Pour  c e t t e  r a i s o n ,  H a r t l e y  e t  Hocking Cl51 p r o p o s e n t  d e  p a s s e r  

au problème d u a l  ; s o u s  c e t t e  fo rme  i l s  d i s p o s e n t  d ' u n  programme l i n é a i r e  a y a n t  n  

c o n t r a i n t e s  e t  un t r è s  grand  nombre d e  v a r i a b l e s .  Pour  r é s o u d r e  c e  problème,  l a  m é t h o d ~  

s i m p l i c i a l e  r é v i s é e  u t i l i s a n t  l a  forme PFI  [ p r o d u c t  form o f  t h e  i n v e r s e l  e s t  u t i l i s é e  

avec  l e  p r i n c i p e  d e  d é c o m p o s i t i o n  de  D a n t z i g  e t  Wolfe. La s o l u t i o n  du problème p r ima1  

a p p a r a î t ,  b i e n  e n t e n d u ,  dans  l e s  composan te s  du c r i t è r e  d e  c a n d i d a t u r e  à l ' op t imum du 

problème r é s o l u  ( c e s  composantes  s o n t  i n d i c é e s  p a r  l e s  v a r i a b l e s  d ' é c a r t  du problème 

d u a l  1 .  

En 1966 Künzi  [231 p r o p o s e  d ' a d o p t e r  p o u r  l a  r é s o l u t i o n  du problème à 

grand  nombre de c o n t r a i n t e s  l a  méthode d u o p l e x  p r o p o s é e  p a r  lui-même e t  H .  Tzschach  

en  1965.  

C e t t e  méthode  c o n s i s t e  dans  un p r e m i e r  temps à s e  r a p p r o c h e r  l e  p l u s  p o s s i b l ~  

de  l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e .  Pour  c e  f a i r e  i l  f a u t  d é t e r m i n e r  les  c o n t r a i n t e s  d o n t  l e s  n o r -  

males  f o n t  a v e c  l e  v e c t e u r  g r a d i e n t  d e  l a  f o n c t i o n  économique l e  p l u s  g r a n d  a n g l e  ; 

c e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  a p p e l é e s  " c o n t r a i n t e s  p r i n c i p a l e s " .  Le deuxième temps  d e  l a  



méthode duoplex cons i s t e ra  e n s u i t e  à dé te rminer  l ' op t imum pa r  l a  r é s o l u t i o n  du 

programme l i n é a i r e  n 'ayan t  comme c o n t r a i n t e s  que l e s  c o n t r a i n t e s  p r i n c i p a l e s  au 

moyen de l a  méthode s i m p l i c i a l e  p a r  exemple. 

Ces méthodes ne semblent pas a v o i r  é t é  développées. H a r t l e y  e t  Hocking 

rapprochent  l e u r  méthode de l a  méthode des p lans  sécants de K e l l e y  que nous a l l o n s  

aborder.  

1.2.2) Méthodes de p l ans  sécants  

Ces méthodes sont en r è g l e  généra le  des méthodes non r é a l i s a b l e s ,  c ' e s t - à -  

d i r e  que l e s  d i f f é r e n t s  p o i n t s  engendrés n ' appa r t i ennen t  pas au domaine des s o l u t i o n s  

r é a l i s a b l e s  mais convergent v e r s  l a  s o l u t i o n  op t ima le .  On suppose i c i  prendre l a  forme 

(P  1 du problème généra l  ce q u i  imp l i que  que l a  s o l u t i o n  op t ima le  a p p a r t i e n t  à l a  
1  

f r o n t i è r e  du domaine. 

Cheney e t  Go lds te i n  proposent en 1959 C61 une t h é o r i e  complète de ces 

méthodes basée su r  l a  méthode de Newton. En no tan t  S ,à une i t é r a t i o n  k, un ensemble 
k  

contenant l e  domaine des s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  A, l a  méthode recherche un p o i n t  

maximisant l a  f o n c t i o n  su r  S s o i t  x  ce p o i n t .  Il s ' a g i t  ensu i t e  de séparer  ce 
k '  k+ 1  

p o i n t  de A pa r  un hyperp lan en généra l  e t  de recommencer l e  processus su r  l e  nouve l  

ensemble S 
k + l '  

K e l l e y  avec sa méthode des p lans  sécants [221 appor te  des d é t a i l s  p r a t i q u e s .  

Nous donnons c i -dessous des i n d i c a t i o n s  p réc i ses  su r  c e t  a lgo r i thme,  c a r  

au c h a p i t r e  III nous envisageons une méthode semblable. 

Le problème posé e s t  donc : 

maximiser c x  

x  e A. 

On suppose que A e s t  donné par  A = { x  / G I x l  s 03 avec G : R" -+IR e t  que 

A e s t  i n c l u s  dans un po lyèdre  So = { x  / S x > b }  q u i  peut  ê t r e  en généra l  un pavé 
O 

suffisamment grand pour  c o n t e n i r  l a  s o l u t i o n  op t ima le  du problème. La f o n c t i o n  G 

e s t  convexe. 



A l g o r i t h m e  : h  = O 

i l  c h o i s i r  t 
h 

c Sh-A e t  d é f i n i r  l ' h y p e r p l a n  p ( x : t l  p a r  

p ( x ; t  l  = G ( t  1 + ["(th) , x - t  1 q u i  est un h y p e r p l a n  s u p p o r t  a u  g r a p h e  d e  
h  h h  

G ( x 1  a u  p o i n t  t h .  

On a ,  t i e n  e n t e n d u ,  ( G  c o n v e x e ] ,  p ( x ; t , , l  I G I x )  V x o S e t  l ' h y p e r p l a n  s é p a r e  
h 

t h  e t  A .  

i i l  o p t i m i s e r  l a  f o n c t i o n  é c o n o m i q u e  sur S = S h n l x  / p [ x ;  t h )  r O ) .  h +  1 
S o i t  t l e  p o i n t  o b t e n u .  

h+ 1 

P u i s q u e  t 
h +  1 

E Shfl e t  t h  d S  o n  a 
h+ 1 

iii) a l l e r  e n  i l  a v e c  h + l  a u  l i e u  d e  h .  

C e t  a l g o r i t h m e  e n g e n d r e  u n e  s u i t e  d e  p o i n t s  ( t  1 
k k€rN 

; il es t  d é m o n t r é  p a r  

K e l l e y  l a  c o n v e r g e n c e  d ' u n e  s o u s - s u i t e  v e r s  l a  s o l u t i o n .  S i g n a l o n s  q u e  d a n s  c e t t e  

m é t h o d e  l e  nonibre  d e  p r o g r a m m e s  l i n é a i r e s  à r é s o u d r e  e s t  t h é o r i q u e m e n t  i n f i n i .  P o u r  

a v o i r  u n e  b o n n e  a p p r o x i m a t i o n  d e  l a  s o l u t i o n  o p t i m a l e ,  i l  es t  n é c e s s a i r e  d e  f a i r e  l a  

r é s o l u t i o n  d ' u n  g r a n d  numbre  d e  p r o g r a m m e s  l i n é a i r ? ~ ,  c h a c i i n  é t a n t  a u g m e n t é  d ' u n e  

c o n t r a i n t e  p a r  r a p p o r t  a u  p r é c é d e n t .  L e s  t e c h n i q u e s  de l a  m B t h o d e  d u a l e - s i m p l i c i a l e  

t r o u v e n t  é v i d e m m e n t  u n e  a p p l i c a t i o n  a p p r o p r i é e  d a n s  l ' e n c h a ï n e m e n t  d e s  p r o g r a m m e s  

l i n é a i r e s .  Un i n c o n v é n i e n t  m a j e u r  d e  c e t t e  m é t h o d e  r é s i d e  d a n s  s o n  p r i n c i p e .  En e f f e t  

o n  d é t e r m i n e  à c h a q u e  i t é r a t i o n  u n  h y p e r p l a n  d e  l i n é a r i s d t i o n  e n  d e s  p o i n t s  d e  p l u s  e n  

p l u s  p r o c h e s .  Ce q u i  r e v i e n t  à c o n s t r u i r e  u n e  m a t r i c e  a v e c  d e s  l i g n e s  p r e s q u e  é g a l e s  

p u i s q u e  l e s  h y p e r p l a n s  s o n t  p r e s q u e  p a r a l l è l e s .  La m é t h o d e  s i m p l i c i a l e  ou  ses d é r i v é s  

r é a l i s a n t ,  e n  d é f i n i t i v e  les  mêmes opérations q u ' u n e  r r ,é t t iode  d e  J o r d a n  d'inversion 

m a t r i c i e l l e ,  i l  e s t  à c r a i r i a r e  q u e  l e  c ,onai t ic innerner i t  t res  m a u v a i s  d e  l a  m a t r i c e  d e s  

c o n t r a i n t e s  c c n d u i s e  à d e s  r esb l ta t s  peu  p r g c i s ,  v o i r e  f a n t a i s i s t e s ,  s u r  13 d é t e r m i -  

n a t i o n  d e s  o o i ~ t s  r . 
Il 

E n  d 6 * i n i t i v e  c e t t e  m é t h o d e  d e  K e l l e y  p r é s e n t e  d e u x  i n c o n v é n i e n t s  : l e  

s e c o n d  n ' a  j a m a i s  é t é  s u p p r i m 4 .  Q u a n t  a u  p r e m i e r ,  T o p k i s  e n  1 9 7 0  1321 d o n n e  d e s  

c o n d i t i o n s  g é n é r a l e s  d e  c o n v e r g e n c e  d e s  a l g o r i t h n i e s  d e  p l a n s  s é c a n t s  n e  n é c e s s i t a n t  

p a r  l ' u s a g e  d ' u n  nombre  c r o i s s a n t  d e  c n n t r a i n t a s .  S o u s  c e r t a i n e s  r é s e r v e s  les c o n -  

t r a i n t e s  i n a c t i v e s  d a n s  un  p r o b l è m e  l i n é a i r e  p e u v e n t  ê t r e  a b a n d o n n é e s  ce q u i  p e r m e t  

d e  c o n s e r v e r  un nonibre  c o n s t a n t  d e  c o n t r a i n r e s  d ' é t a p e  e n  e t a p e .  



Kaplan C211 a i n s i  que  Topk i s  C321 g é n é r a l i s e n t  q u e l q u e  peu l ' a l g o r i t h m e  

d e  K e l l e y  en a u t o r i s a n t  l a  l i n é a r i s a t i o n  en  d e s  p o i n t s  d i f f é r e n t s  d e s  th. En e f f e t  

c o n s i d é r a n t  un p o i n t  r E A i l s  démon t r en t  que t o u t  p o i n t  du segment  [=,th] 

" e x t é r i e u r "  à A ,  c ' e s t - à - d i r e  [ ~ , t  1 n A ,  p e u t  s e r v i r  d e  p o i n t  d e  l i n é a r i s a t i o n .  C 
Ce p r o c é d é  p r é s e n t e  un i n t é r ê t  du f a i t  que  s i  l e  p o i n t  c h o i s i  e s t  s u r  l a  f r o n t i è r e  

d e  A ,  l ' h y p e r p l a n  t a n g e n t  r e p r é s e n t e r a  mieux l e  domaine A ; d e  p l u s  l a  t r o n c a t u r e  

d e  Sh s e r a  p l u s  " p r o f o n d e "  d a n s  d e  nombreux c a s .  Les a u t e u r s  p r é c é d e n t s  a i n s i  que  

P o l i a k  e t  L e v i t i n  C251 donnen t  une v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e  à c e s  méthodes  s o u s  r é s e r v e  

que  l a  f o n c t i o n  économique s o i t  f o r t e m e n t  concave .  C e t t e  conve rgence  est  a r i t h m é t i q u e  
1  en  - ; d a n s  l e  c a s  où l a  f o n c t i o n  e s t  l i n é a i r e  on v e r r a  au c h a p i t r e  I V  une  m a n i è r e  
k 

d ' a b o r d e r  l e  problème d e  l a  v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e .  

1.2.3)  Méthodes d e  d i r e c t i o n s  a m é l i o r a n t e s  

Nous ne p a r l e r o n s  p a s ,  d a n s  c e  g r o u p e ,  d e  l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  

Cl71 q u i  s e r a  exposée  d a n s  l e  c h a p i t r e  II. 

Frank  e t  Wolfe p r o p o s e n t  en  1956 Cl31 une  méthode p a r  l i n é a r i s a t i o n  pour  

l ' o p t i m i s a t i o n  d e s  programmes à f o n c t i o n  économique q u a d r a t i q u e  e t  à c o n t r a i n t e s  

l i n é a i r e s .  A chaque  i t é r a t i o n  on d i s p o s e  d ' u n  p o i n t  x e t  on r é s o u d  l e  p rob lème  
k  

l i n é a i r e  

i 
maximise r  V f ( x  1.x 

k 
s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

Ax a a .  

S i  z e s t  une s o l u t i o n  o p t i m a l e  d e  c e  p rob lème ,  l ' i t é r a t i o n  se t e r m i n e  en  
k  

d é t e r m i n a n t  sur l e  segment  [x z 1 un p o i n t  m a x i m i s a n t  l a  f o n c t i o n  économique  f ,  s o i t  
k' k  

x c e  p o i n t .  
k+ 1 

Pour  c e t t e  c o n s t r u c t i o n ,  l ' a l g o r i t h m e  c o n v e r g e  v e r s  l a  s o l u t i o n  du problème 

e t  d a n s  l e  c a s  où i l  n ' y  a  p a s  de  c o n t r a i n t e s  on r e t r o u v e  les méthodes  d e  g r a d i e n t  
n 

u s u e l l e s  d ' o p t i m i s a t i o n  s a n s  c o n t r a i n t e s  s u r m  . 

C e t t e  méthode ne s e  g é n é r a l i s e  p a s  aux c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  comme l e  

mont re  l ' e x e m p l e  s u i v a n t  t i r é  d e  E l 9 1  . 



maximiser x  + x  
1  2  

sous  l e s  c o n t r a i n t e s  

O 0 1 2  
En p renan t  x = I l , o l  on o b t i e n t  l e s  p o i n t s  x  = x = x  = ... s a n s  a t t e i n d r e  l a  s o l u t i o n  

fi 42- 9 = (- - 1 s i  on remplace l e  deuxième p o i n t  de  l ' a l g o r i t h m e  c i - d e s s u s  p a r  l a  
2 ' 2  

maximisat ion de f s u r  l a  p a r t i e  r é a l i s a b l e  du segment [x z 1 .  
k '  k 

En 1960 Zou tend i jk  p r é s e n t e  une v a r i a n t e  de  l a  méthode d e s  d i r e c t i o n s  

r é a l i s a b l e s  [371. En un p o i n t  x  l e  domaine d e s  s o l u t i o n s  m e i l l e u r e s  e t  r é a l i s a b l e s  
k '  

e s t  donné p a r  ~ n i x  1 f ( x 1  2 f ( x k l } .  

La méthode c o n s i s t e  à d é t e r m i n e r  

l e s  c o n t r a i n t e s  " p r e s q u e "  a c t i v e s  au p o i n t  

x ( y  compris l ' é q u i p o t e n t i e l l e  économique) 
k 

e t  à l e s  l i n é a r i s e r  en x  c e c i  a f i n  de  
k' 

dé te rminer  une d i r e c t i o n  (x  T l  p é n é t r a n t  
k '  

à l ' i n t é r i e u r  du domaine. Le "p resque"  

a c t i f  s e  dé te rmine  en c a l c u l a n t  l e s  con- x 

t r a i n t e s  en x  e t  en  comparant c e s  v a l e u r s  
k 

avec un nombre E p o s i t i f  donné. Les 

c o n t r a i n t e s  s é l e c t i o n n é e s  s o n t  ramenées 

p a r a l l è l e m e n t  à elle-même en x  \ 
k ' 

Le deuxième p o i n t  de  l a  méthode c o n s i s t e  à d é t e r m i n e r  s u r  l a  p a r t i e  r é a l i -  

s a b l e  de l a  d i r e c t i o n  ( x  T l  un p o i n t  maximisant l a  f o n c t i o n  économique, s o i t  x 
k '  k + l '  



Des procédés  d ' a n t i  z i g - z a g  do iven t  ê t r e  i n t r o d u i t s  dans  l ' a l g o r i t h m e  pour  

é v i t e r  d e s  o s c i l l a t i o n s  i m p o r t a n t e s  s u r  l e s  p o i n t s  x c e  q u i  r a l e n t i r a i t  l a  conver -  
k '  

gence.  En r é a l i t é  c e s  phénomènes d ' o s c i l l a t i o n s  o n t  é t é  r e n c o n t r é s  dans nos p remiè res  

e x p é r i e n c e s  sur l a  méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e .  En f a i t  c e s  deux méthodes o n t  é t é  

r é u n i e s  dans  un c a d r e  g é n é r a l  "méthode d e s  c e n t r e s  p a r  m a j o r a t i o n "  p a r  Huard dans  C 1 B I s  



C H A P I T R E  II 

M E T H O D E  des C E N T R E S  

e t  

M E T H O D E  des C E N T R E S  L L N E A R L S E E  



11.0 - INTRODUCTION 

Dans un problème d'optimisation avec contraintes de nombreuses méthodes par 

points réalisables voient 1eur.efficacit.é diminuée par un phénomène de "blocage" sur 

les contraintes. Prenons, pour illustrer ce phénomène, une méthode de gradient c'est-à- 

dire qu'une itération revient à chercher sur la direction du gradient de la fonction 

économique un point réalisable qui maximise cette dernière. Il est à remarquer que ces 

méthodes ne tiennent compte, dans la construction d'une itération, d'aucuns renseigne- 

ments sur la forme du domaine non linéaire limité par les contraintes mais se bornent 

au renseignement local qu'est le gradient 

en un point. La figure ci-contre montre 

les inconvénients qu'apporte cette sélec- 

tion. Loin de l'optimum, le maximum de la 

fonction économique sur la direction du 
k  gradient au point x sera le point d'inter- 

k  k  section de la demi-droite (x, V f ( x ) )  avec 

la première contrainte rencontrée. Dans 

l'hypothèse où d'autres contraintes passent 

au voisinage de kX1 il est possible que le 
k+ 1 

segment [ x , kX21 soit très petit et en 

conséquence l'amélioration réalisée sera 

faible [rappelons que pour une fonction 
k +  2 k + l  

concave la différence f( x 1  - f( x 1 est 
k + l  k;2 - k;ll majorée par [VfI x 1, 

Ce phénomème de blocage sur les contraintes pourrait d'ailleurs être 

rapproché de la stagnation des valeurs économiques dans un problème linéaire qui 

comporte de nombreuses contraintes donnant des points extrêmes voisins que la 

méthode simpliciale explore les uns après les autres. 

D'autre part, dans ces méthodes qui risquent de bloquer sur les contraintes, 

des procédés de projection ou de rentrée dans le domaine non linéaire sont à trouver 

pour préserver la convergence (gradient projeté, gradient réduit, gradient réduit 

généralisé...). 

Un algorithme général d'optimisation non linéaire a été proposé par Huard 

sous le nom de "méthode des centres" C 4 1 .  



Cet te  méthode c o n s t r u i t  une s u i t e  de p o i n t s  r é a l i s a b l e s  t e l s  que chacun 

d'eux s o i t  " é l o i gné  l e  p l u s  poss ib l e "  de chaque c o n t r a i n t e  ou encore s o i t  un c e n t r e  

géométrique du domaine non l i n é a i r e .  Cec i  j u s t i f i e  l e  mot c e n t r e  e t  répond aux remar- 

ques f a i t e s  c i -dessus quant au b locage s u r  l e s  c o n t r a i n t e s .  Cet éloignement pa r  r a p p o r t  

aux c o n t r a i n t e s ,  on p o u r r a i t  de manière i n t u i t i v e  p a r l e r  de d i s t a n c e  aux c o n t r a i n t e s ,  

se mesure pa r  une c l asse  de f o n c t i o n s  i n t r o d u i t e s  dans 1 4 1 ,  appelées f o n c t i o n s  f -  

d i s tance  ; ces f o n c t i o n s  prennent en compte t o u t  l e  domaine non l i n é a i r e  donc des 

renseignements globaux su r  son a l l u r e .  

Nous reprenons ci-dessous l ' e xposé  de l a  méthode des c e n t r e s  a f i n  d ' i n t r o d u i r e  

t ou tes  l e s  n o t a t i o n s  u t i l e s  à l a  compréhension de l a  méthode des cen t res  l i n é a r i s é e .  

Nous i n s i s t o n s  sur  l a  n o t i o n  de "presque-cent re" ,  appelée € -cen t re ,  q u i  a u t o r i s e  l a  

programmation sur  c a l c u l a t e u r s .  Des r é s u l t a t s  r écen t s  su r  l a  v i t e s s e  de convergence 

de l a  méthode sont  également résumés dans l e  paragraphe 3. Le paragraphe 4 nous pe r -  

me t t r a  d 'aborder  l a  méthode des cen t res  l i n é a r i s é e ,  v a r i a n t e  de l a  méthode des cen t res .  

11.1 - HYPOTHESES GENERALES SUR LA NETHODE DES CENTRES 

11.1.11 Le problème géné ra l  d ' o p t i m i s a t i o n  s'énonce de l a  manière su i van te  : 

maximiser f ( x 1  

sous l e s  c o n d i t i o n s  

avec l e s  hypothèses : 

n  - A e t  B sont  deux p a r t i e s  deCR t e l l e s  que 

A # 0 , A n B fermé 

(HI a O ouve r t  demn : A n ~ n o  = 0 => A ~ B  no = 0 

- l a  f o n c t i o n  économique f e s t  supposée con t i nue  e t  a t t e i n d r e  son maximum su r  A n  B 

en un p o i n t  x.  

On suppose de p l u s  que W X C R ,  A < f ( X 1  on a  



11.1.2) P a r t i c u l a r i s a t i o n  du problème ( P l  

On env isagera généralement un ensemble de c o n t r a i n t e s  A d é f i n i  pa r  des 

f o n c t i o n s  con t inues  e t  concaves g : IR" -+/R i=l,. . . ,mn 
i 

n 
Le domaine A sera a l o r s  l 'ensemble { x  e R  1 gi(xl 2 O i=l.. . . . m l  q u i  

de pa r  l a  c o n t i n u i t é  des f o n c t i o n s  g e s t  fermé e t  convexe en r a i s o n  de l a  c o n c a v i t é  
i 

des gin 
> 

n  
On u t i l i s e r a  en géné ra l  un ensemble B fermé e t  convexe d e P  q u i  pa r  l a  

s u i t e  sera borné dans l a  méthode des cen t res  l i n é a r i s é e .  

Sous ces hypothèses on démontre comme dans [ 4 1  l a  p r o p r i é t é  su i van te  : 

P r o p r i é t é  II. 1 

L'hypothèse (HI : a O ouvert  de IR". n n B nO = 0 ==> A n B n O = 0 e s t  
O O 

v é r i f i é e  sous réserve que A n B  # 0. 

Démontrat i o n  : 
O ----- 

A f )  B é t a n t  convexe, i l  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  ( 1 )  : ~n B = A n  B. 

Ceci permet d léc r i ' re  en u t i  l i s a n t  I  ' i d e n t i t é  A = Co -F 

Ce résu I  t a t  acquis,  supposons que A n B n ( i  # 0. 

deux é v e n t u a l i t é s  se p résen ten t  : 

O -----  
ou b i en  x é F r ( A  n B I  = F r [A  n B I  

cec i  donne x E [(A~B n [ ~ ' f i ~ l  = pnË1 U ( ~ 6 - 8 )  
O O 0 0  O 

comme x e A f3 B nous en déduisons x e in-& = A n B c ~n 6 d 'où x e A n B no; 

- - Q - -  

en p a r t i c u  I i e r  x e s t  un p o i n t  adhérent  à A B ; o r  O 3 x e s t  un vo is inage  de x qu i 
O ----- O O O 

a en conséquence une i n t e r s e c t i o n  non v i d e  avec A n  B = AR B C A  n B  ce  qu i  s i g n i f i e  

que An B no + 0. 



E n  d é f i n i t i v e ,  d e  par c e s  deux cas ,  l 'hypothèse ( H l  est  vérifiée. 

Remarque : E n  n'exigeant pas l a  convexité de A ,  c e l l e  de A fi B é t a n t  assurée ,  il e s t  

ngcessaire  que B s o i t  d ' i n t é r i e u r  non vide. 

Considérons l e  contre-exemple dans  IR^ suivant  
R = [x ,y l  

A n  B C 6 convexe puisque B e s t  u n  segmen- 

A n ' e s t  pas convexe, car  union d'un disque 

e t  d u  segment Cx,zl. 

pour l e  p n i n t  x l 'hypothèse [ H I  e s t  bien entendu non v é r i f i é e .  

On verra au chapi t re  ILI que l a  convexité d e  4 a inq i  que de 4 n  6 e s t  nécessa i re .  

11.1.31 Prgsence de con t ra in te s  en g g a l i t é  dans l e  problème ( P l  

Ces i o n t r a i n t e s  de l a  forme h ( x 1  = G peuvent j p p a r a l t r e  dans l 'énoncé d 'un 

programme mathématique. Les hypothèses de l a  méthode des cen t re s  i n t e r d i s a n t  dans l a  
O 

d é f i n i t i o n  de A ce genre de c o n t r a i n t e s  puisqu 'a lors  A n  B 0 e l l e s  seront  r e j e t é e s  

dans l 'ensemble B. 

b!ods verrons que d a n s  l e  cas où h e s t  une forme l i n é a i r e ,  sa présence dans 

B n ' e s t  pas génante pobr l a  méthode des cent res  l i n é a r i s é e .  Gans l e  cas où h e s t  une 

fonct ion non l i n é a i r e ,  i l  e s t  i n t é r e s s a n t  de pouvoir s e  ramener 2 une con t ra in te  en 

i n é g a l i t é .  On trouvera dans [ I I ]  u n  algorithme i t é r a t i f  permettant de c h o i s i r  l e  

sens de l ' i n é g a l i t é  pour que l e  problème demeure &quivalent  en vaieurs  optimales. 

Cet ulgorithme repose s u r  l e  f a i t  qu'une é g a l i t é  peut ê t r e  remplacée par deux inéga-  

l i t é s  de sens  opposé. A l'optimum ces deux con t ra in te s  hlxl  a O e t  h ( x 3  b O seront  

r a tu rées ,  c ' e s t - à - d i r e  v é r i f i é e s  en é g a l i t é  mais u n s  s eu le  se ra  a c t i v e  (remarquons 

que l e  mot a c t i f  e s t  d é f i n i  par u n  mul t ip l i ca t eu r  de Lagrange à l'optimum non n u l ) .  

A l ' a i d e  ds c e t  algorithme q u i  nécess i t e  à chaque i t é r a t i o n  l a  détermination de l ' i n -  

t e r sec t ion  d ' u n  segment avec une con t ra in te  non l i n é a i r e ,  l e s  é g a l i t é s  pourront ê t r e  

f i x é e s  avec u n  sens d ' i n é g a l i t é  arbitraire au dépar t .  C s  procédé nous permettra de 

résoudre l e s  problèmes avec des é g a l i t é s  non l i n é a i r e s  par l a  méthode des cen t re s  e t  

d ' é v i t e r  a i n s i  l e s  algorithmes a dents  de s c i e  qui pûsent des problèmes de r e tour  sur 

l e  domaine non l i n é a i r e  [remarques d e  II.1.GI. 



11.1.4) L-a n o t i o n  de f - d i s t a n c e ,  de c e n t r e ,  d ' s - c e n t r e  

Pour  l e  problème ( P l  de 11.1.1 d é f i n i s s o n s  un ensemble de p a r t i e s  de 

fin p a r  A. 

D é f i n i t i o n  11.1 

On appe l le ra  fonc t i on  d is tance t o u t e  a p p l i c a t i o n  d : mn x A -+IR 

v é r i f i a n t  l e s  axiomes suivants : 

3)  E, E '  c A, E C E '  w x 6 E 3 P ( X I  C R +  

D é f i n i t i o n  11.2 - 

On d i r a  qu'une fonc t i on  d is tance d é f i n i e  sur mn x A e s t  r é g u l i è r e  s i  pour 

t o u t e  s u i t e  ( X  1 de po in t s  de R" e t  t o u t e  s u i t e  d'éléments de A 
LEklkw k  k W  

t e l  l e s  que 

E C E k + l C E k C  9 m . C  E  
O 

avec E + 0 
O 

w k ,  x E E e t  x ti E ~ + ~  
k k  k  

a l  ors d [xk ,Ek l  -+ O s i  k  -+ + a. 

D é f i n i t i o n  11.3 - Etant  donnés E un élément de A e t  une f -d i s tance  d  sur  IF?" x A 

on appe l le  cent re  de E re la t i vement  à l a  f -d i s tance  d  un p o i n t  t e l  que 

O 

c  s E  e t  d [ c , E l  = sup { d [ x , E l  1 x s E l  



Définition 11.4 Sous les mêmes données que dans la définition précédente, on 

définit un &-centre de E relativement à la f-distance d par : 

si E tel que o 6 E < sup {d(x,E) / x Ê El 

alors c est E-centre si 

d(c,El 2 sup {d(x,El 1 x s El - E .  

Remarque : Utilité de cette notion d's-centre. La fonction distance d étant connue, 

la recherche du centre de E s A est un problème d'optimisation. En général on connait, 

on le verra par la suite, un point de départ x s FrlEl pour résoudre le problème ; 
O 

d'après les axiomes 1 et 2 de la definition 11.1, d(xo,El = O et la maximisation de d 
O 

sur E va chercher à obtenir des points x s E afin d'augmenter la fonction, ce qui i 
montre qu'en général ce problème de maximisation ne comporte plus les contraintes . 

x s E qui ne seront certainement pas activer à l'optimum. Ceci permettra d'utiliser, 

par exemple comme dans la méthode des centres à troncatures variables C341, des méthod~ 

de gradient sans contraintes pour mener la recherche du maximum de d, c'est-à-dire d ' u r  

centre de E. 

La notion d'&-centre permet tout simplement de n'avoir pas à poursuivre la 

maximisation de d sur E trop longtemps. 

11.1.5) Construction d'une f-distance pour le problème de 11.1.1 et 11.1.2 

Définissons K C IR par 

K = 1 min {f (XI 1 ,  x Ê A n B I ,  max {+(XI 1 x c A n B)C 
n 

Nous allons construire un ensemble de parties deiR en faisant des troncatur~ 

de A par la fonction économique. Considérons pour cela une valeur h de K et associons 

X l'ensemble E(X1 défini par 

n 
remarquons qu'à X on fait correspondre une seule partie delR . 

Définissons alors surfin x A une fonction d par 

V x elftn, V E e A ,  X unique tel que E(AI = E 



e t  dIx ,E l  = d I x , E I h l l  = min { f ( x l  - A.  gi[xl 1 i = l . . .  . , m l .  

Les f o n c t i o n s  g  d é f i n i s s a n t  l 'ensemble A.  
i 

Propriété I I .  2 La fonction d  est une f-distance régul i è r e  sur IR" x A.  

Démonstrat ion : 

Rappelons les  hypothèses fondamentales su r  f e t  su r  A .  

- F r  { x  1 f I x l  2 A }  = { x  1 f ( x 1  = A )  v a l a b l e  sur  V A s K .  

- A convexe (gi concaves) ==> F r (A1  = F r l A l  d 'après 11.1.2. 

Montrons t o u t  d 'abord deux r é s u l t a t s  : 

- 
Pour l e  premier  s i  x  E F r I A l  => x E A - e t  x  6 C A  d'où x adhérent à [A. Montrons 

que x E A : en u t  i l  i sant l a  p r o p r i é t é  A = A pour l e s  convexes on a x  E A => x  
O O 

adhèrent à A donc i l  e x i s t e  une s u i t e  de p o i n t s  I x  1  de A t e l l e  que gi(x 1 > O 
O n n 

( c a r  A c A )  e t  xn -+ x  n -+ + Comme les  f o n c t i o n s  g son t  t o u t e s  con t inues  
i 

=> gi(xl 2 O V i= l , . . . ,m.  

Puisque x  c A supposons que W i i=l, ..., m giIxl > O. Pour chaque i n d i c e  i, 
g  i 

e s t  cont inue,  i I  e x i s t e  donc un o u v e r t  O. contenant x t e l  que Oi C { x  1 gi(xl O}. 
1 

m  
S i  O = n O. a l o r s  O e s t  un o u v e r t  contenant  x  t e l  que 0 c A ce qu i s i  gn i  f i e  que 

1 
i=l - 

x  E A d 'où x  C A  = CA ce qu i  e s t  impossi l>ie.  
c q f  d  . 

Montrons l e  r é s u l t a t  b : 

I I  e s t  év i den t  que { x  1 giIxl > O i=l, . . . , m l  C A puisque l e s  g son t  con t inues  e t  
O i 
A e s t  l e  p l u s  grand ouve r t  contenu dans A.  



O 

I I  r e s t e  à montrer  que A t  {x 1 giIxl > O i=l.. . . .ml. 
O 

S i  x c => x $ Fr(A1 = A - A C { x  c A 1 1 i g. (XI = 0 )  d'après a. Comme x c A 
O 1- 

c e l a  e n t r a î n e  que W i gi(xI > 0. 
U 

cqfd. 

remarques : A I 1 a i d e  de ce r é s u l t a t  b i l  e s t  év i den t  que Fr(A1 = {x s A 1 3  i g. (x)=O) 
0 Io 

on tnontrera i t de même que I  ' hypothèse 

Fr {x 1 f(x) 5 A) = {x ) f(x1 = A) pour f con t i nue  
O --- ---------- 

e n t r a î n e  {x ~ ( X I  b A l  = {x 1 ~ ( X I  > A). 

Ces deux r é s u l t a t s  acqu is  v é r i f i o n s  l es  axiomes de l a  d é f i n i t i o n  I l . l , e t  de l a  

d 6 f i n i t i o n  11.2. 

1 )  Y x s Fr {E[hjl on a, ou b i en  f !x l  = A ou b i e n  x Ê Fr(A1. En e f f e t  

E[XI = A n  {x 1 f(x1 2 A) e t  d laprès l a  r e l â t i a n  sur  l e s  f r o n t i è r e s  

FrLELA)) = E[X)n {FriA) (J Fr. {x 1 f (XI 5 XE), dans chacun des deux cas, de p a r  

I1hypoth&se de 1 1 . 1 . 1  ou l e  r é s u l t a r  a ) ,  on a  

ori a f(xl > A e t V i  i=l,...,n gi[xl > O  ( r é s ~ . i l t a t  O )  d 'où 

3 )  Soient  E(A1 C E(A'1 e t  x 6 EIAI 

E I X I C  EIA'I ==? X 2 A' => f(x1 - X ,< f(x1 - A' 

cec i  s u f f i t  pour  prouver  que dIx,E(Xll 6 p(x1 d(x,EIA1)l avec p(x1 E 1. 

4 )  R é g u l a r i t é  de - c e t t e  f onc t i on -d i s t ance  

Considérons une s u i t e  i n f i n i e  de p a r t i e s  de A associées à une s u i t e  (A 1 avec k kaN 

O 

e t  assoc ions une s u i t e  de p o i n t s  Ir 1 t e l l e  que x s Ek e t  xk d E 
k k+l' 

v k.  
I., 



Ces définitions entrainent 

- 
La suite (X 1 eçt bornée supérieurement d ' o ù  X -+ hi? s X s i  k + + dsoÙ 

k k. 

f(xkl - h S h - 
k k+l - hk -> lim (f(xkl-h 1 s O 

k++ 03 k 

f(xkl - X k >  0, W k -> lim Iflxkl - X 1 - O 
k:+ + 02 k 

mais comme V i i=l,....m gi(xkl I O nous avons 

lim d(x,E(Xkl) = 0. 
k++ 03 

11.1.6) Autres exemples de f-distances 

On trouve dans C41 , 1341 d'autres expressions de f-distance pour le 

problème (Pl. 

Citons en particulier 

m 
d(x,E[A!l = [iJll giIxll x (f(xl - Al 

m 
d(x.E(h1) = g i ( x ) l  x (?(XI - hlP avec p > O. 

Désormais, par abus de langage, on écrira la f-distance d(x,E(X)l = dlx,XI 
n n en assimilant cette fonction d e R  x A à une foriction définie s u r R  x (Fi [en réalité 

tRn x K I .  

11.2 - ALGORITHME DE LA METHODE DES CENTRES 14 1 

Pour le problème [Pl l'algorithme de ia méthode des centres se résume a 

trouver une suite de domainesEIA 1 diminuant par inclusion et telle qu'à la limite 
O k 

on ait E(h*l n B = 0 avec A;? - lirn A 
h 

k++m. 

Organigramme : Considérons une suite décroissante de scalaires positifs 

(cklka tendant vers O et une f-distance régulière d. 



k  
A l ' i t é r a t i o n  k on d i s p o s e  d ' u n  p o i n t  x  s A n B  

k 
11 former  l e  domaine ELAk] = A n { x  1 f ( x 1  2 XkI a v e c  A h  = f ( x 1  

O 

s i  E(Xkl n B = 0 a l o r s  l ' op t imum e s t  a t t e i n t  s i n o n  

2 )  maximiser  l a  f - d i s t a n c e  r é g u l i è r e  à E p r è s  s u r  E ( X k )  n B k  
c ' e s t - à - d i r e  t r o u v e r  un p o i n t  k:l s E ( h k l  CI 6 t e l  que  

k +  1  d (  x .Ak] 2 max { d ( x , h k 1  1 x  r ELAk] n BI - Ek 

a v e c  l a  c o n d i t i o n  O E < max { d ( x , X k l  1 x s E(Xkl n B  1 
k  

3 )  a l l e r  en  1  a v e c  k = k + l .  

Convergence : I l  e s t  démontré  d a n s  [ 4 1  l a  conve rgence  d e  c e t  a l g o r i t h m e .  

Remarques : L 'hypo thèse  ( H I  é n o n c é e  en 11 .1 .1  permet  d e  d é m o n t r e r  l ' o p t i m a l i t é  d e  l a  
k  O 

s o l u t i o n  x  l o r s q u ' à  une  i t é r a t i o n  E(X l n  B = 0 e t  é g a l e m e n t  l ' o p t i m a l i t é  d ' u n  p o i n t  
k 

d ' a c c u m u l a t i o n  de l a  s u i t e  e n g e n d r é e  p a r  l ' a l g o r i t h m e .  

Rappelons é g a l e m e n t  une  man iè re  d e  d é f i n i r  l e s  E k '  

Pour  p s 1 0 , I l  c o n s t a n t  e t  i n d é p e n d a n t  d e  k  imposons aux  E d e  v é r i f i e r  l a  k  
r e l a t i o n  

E = (1  - P I  max { c i ( x , ~ ~ )  1 x  E E ( x ~ I  n 81 
k  

k + l  
Les t r o n ç o n s  E ( h  1 B d i m i n u a n t  p a r  i n c l u s i o n  e t  à l a  l i m i t e  d (  x  , A k )  -+ O l a  s u i t e  

k 
d e s  E s e r a  b i e n  d é c r o i s s a n t e  e t  c o n v e r g e n t e  v e r s  O .  

k  

Ce cho ix  p e r m e t t r a  d e  d é f i n i r  un c r i t è r e  p o u r  a f f i r m e r  q u ' u n  p o i n t  k:' e s t  

un € - c e n t r e  " convenab le"  pou r  l a  conve rgence  d e  l a  méthode .  

k+ 1  
Ce c r i t è r e  es t  : k X 1  d o i t  v é r i f i e r  d l  x , A  1 2 P max { d ( x , h k l  1 x  s E ( h k l  0 BI 

k 

Nous p o u r r o n s ,  pour  l a  méthode de; c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  l ' e x p l i c i t e r  d a v a n t a g e .  



11.3 - VITESSE DE CONVERGENCE DE LA METHODE DES CENTRES 

11.3.01 In t roduct ion  : 

Nous résumons d a n s x e  paragraphe des r é s u l t a t s  r écen t s  [29,301 s u r  l a  

v i t e s s e  de convergence de l a  méthode des cent res  dans l e  cas  des fonct ions-d is tance  

d é f i n i e s  en 11.1.5 e t  11.1.6. I ls  sont l a  géné ra l i s a t ion  de quelques r é s u l t a t s  obtenus 

dans 1341 . 

Définition 11.5 Convergence linéaire d'une suite de valeurs. 

Etant donnée une suite de valeurs non décroissante [ f i l i a  convergeant vers f  on dira 

que la convergence de cette suite est : 

* 

au moins linéaire si 4 B c C O , ? [  w i s M  : f - f i + l  s ~ ( f  - f i l  

a 

au plus linéaire si 3 y E l o , i [  w i c w : f  - f i + ,  z y ( f  - f i l .  

11.3.1 1 Fonction d i s t ance  : d(x,A) = rriln i f  ( X I  - A ,  g .  ( X I  ~ 3 0 , 3 1 1 ,  Pironneau e t  Polak 
1 

Le problème (Pl e s t  p a r t i c u l a r i s é  par l e s  hypothèses su ivantes  : 

f  e t  g  i = l , . .  . , m  sont  des fonct ions  concaves e t  continuement d i f f é r e n t i a b l e s .  
i 

La fonct ion  f  e s t  s t r ic tement  concave. 

k 
Dans ce cas ,  l e s  po in t s  x 6 t an t  des O-centres des d i f f é r e n t s  tronçons 

E ( X  1 on a  : 
k 

l e r  r é s u l t a t  : x é t a n t  une s o l u t i o n  optimale de [Pl l 'ensemble des mul t ip l i ca t eu r s  de 

Lagrange Xf à l'optimum x de l a  fonct ion  économique f  e s t  t e l  que 

on r a p p e l l e  que l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  sont non tous nuls  ce  q u i  permet de l e s  normaliser .  

2ème r é s u l t a t  : Convergence au moins l i n é a i r e  d e  l a  s u i t e  [ f  L 5 I l  
k lN ' 

On démontre qu 'a  p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang i (a) dépendant de a 6 [0,1[  donné 
O 

k + l  - 
k O 6 f ( i l  - f (  x I P [I - h+[ l -u11  XI - f l x  1 1 .  

Remarquons que l e  c o e f f i c i e n t  de convergence l i n é a i r e  peut ê t r e  t r è s  proche de 1 e t  

que d ' a u t r e  p a r t ,  il s ' a g i t  d 'un r h s u l t a t  de convergence asymptotique c ' e s t - a - d i r e  

va lable  à l a  l i m i t e ,  



3ème résultat : Convergence au plus linéaire. 

Sous les mêmes hypothèses à partir d'un rang i nous avons : 1 

k+ 1 k - f r  x I z (1 - hf)(f(X1 -f(x I I  if C I .  

Ces deux résultats montrent le comportement asymptotique de la méthode des centres 

lorsque # 1 et que les points trouvés sont de vrais centres. Montrons la validité 
f 

du 2ème résultat lorsqu'on recherche des €-centres. 

Propriété 11.3 --- Cas des ~-centres satisfaisant à la propriété de 11.2. 

Si la maximisation de la f-distance min (f(x1 - A gi(xll sur E(hkl n B 

est conduite à E~ près avec E~ vérifiant 

E = (1-PI max MX,A 1 / x c E ( A ~ I  n BI  D G 10.11 
k k 

la convergence au moins linéaire est préservée pour k z ioIal. 

Démonstratio~ : Notons un O-centre du trongon E[Ak) n B. Dans [301 on t r o u v e  la 

r e  l at i on su i vante 

k+l k k d(kC1,h 1 = fl c 1 - f(x1 z if(l-a1(f(Xl - f(xI1 pour k 2 i (al. 
k O 

Le point choisi par l'algorithme est tel que 

k + 1 
d(k;q,~ 1 1 P d( c ,Ak] 

k 

d'où l a  convergence au moins linéaire est encore vraie car 

kt 1 k k 
f (  x 1 - f (XI 2 d(k;l,ikl Z p h ~l-ul(f(;) - f(x1) f 

donc 
k + l  k f - f( X 6 [1 - p if(1-a)l (f(;) - f(x1). 

Notons que moins la recherche de l'€-centre est poussée, c'est-à-dire p 

voisin de O et plus le coefficient de convergence linéaire est proche de 1 .  

m 
11.3 .21  Fonction distance d[x,~l = .II g . ( x l  x (f(xI - XI 

1=1 1 
p > ~  .[291, Viffiin 

Hypothèses et notations valables pour les résultats ci-dessous : 

- q7k nombre de contraintes strictement positives en une solution optimale 



p* nombre de composantes strictement positives des multiplicateurs de 

Lagrange à l'optimum 

solution optimale non dégénérée <=> pik + q3k = rn 

- les fonctions f et g i=l,..,,m sont supposées concaves et continuement i 
différentiables 

O O O 

- le domaine des contraintes A est tel que A # 0 : soit x s A et 

EWX I I  = A n ix mn 1  XI 2 ftxi 1 
O 

- E[f[x 1 )  est supposé borné avec un diametre égal à 
O 

y = sup i I I X - ~ I ~  1 x 2t y c E[f[xoi)} 

- la fonction distance, par constructinn, est continue et différentiable. 

On suppose que la recherche d'un centre du tronçon à chaque étape est 

faite à E près, E fixé à l'avance, tel que 

O 

en prenant D(x,X) = Log [d(x,XIl pour x s E ( X 1 .  

Ce qui donne 

Remarque : Ces différentes hypothèses correspondent à l'algorithme exposé en 11.2. 

Le choix des €-centres est bien tel que E -+ O k -t + . On suppose de plus que 
k 

l'algorithme ne converge pas en un nombre f.ini d'étapes. 

Résultat 1 
k 

La suite des valeurs (" - f(x) a ses points d'accumulation dans 

1 ' intervalle [pgc, m-q>kl . 

Résultat 2 

% 
Si Vf[xl # O pour tout x s E(f[xoIl alors 3 p strictement positif tel que 



Résul ta t  3 Convergence au moins l i n é a i r e  

L 

Remarque : Dans l e  cas  E=O (obtent ion  de O-centres] on re t rouve  u n  r é s u l t a t  de H347 

é t a b l i  sous des hypothèses p lus  r e s t r i c t i v e s  (au moins une fonc t ion  e s t  s t r ic tement  

concave e t  m=n=dimension de l ' e s p a c e ] .  

Résul ta t  4 Convergence au p lus  l i n é a i r e .  

Sous réserve  que Vf(x1 # O V x  s E ( f ( x o l l  a l o r s  

Résul ta t  5 Cas d'une so lu t ion  opt imale non dégénérée 

Dans l e  cas  où il n ' y  a  pas de c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  à l'optimum, l a  convergence des 

va leurs  économiques e s t  supe r - l inéa i r e .  

11.3.3) Conclusion 

E n  d é f i n i t i v e  ces r é s u l t a t s  complets su r  l a  v i t e s s e  de convergence de l a  

méthode des c e n t r e s  montrent que c e t t e  v i t e s s e  e s t  au moins l i n é a i r e  sous des hypo- 

thèses  t r è s  l a r g e s .  Les bornes i n f é r i e u r e s  des r appor t s  t rouvées  indiquent qu'en 

général  on ne pourra avoi r  mieux quQne convergence l i n é a i r e .  

Cependant l e s  r é s u l t a t s  correspondant à l a  fonct ion  d i s t ance  produit  , 

s ' i l s  dépendent du nombre de c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  à l'optimum, sont  plus maniables 

de par l e  c o e f f i c i e n t  f3 que l ' o n  peut a j u s t e r  pour avo i r  l e  rappor t  de convergence 

souhai té  vois in  de 1 /2  par exemple. E n  revanche l a  quan t i t é  h de 11.3.1 n ' e s t  guers  
f  

abordable.  



Les multiplicateurs de Lagrange ( h  A ,..., h 1 satisfont au système : 
f' 1 m 

pour X solution optimale 

Sans connaître la solution x on ne peut guère espérer, du fait de l'homogé- 
néité de ces relations en ( A  A . l ,  augmenter à coup sûr la valeur h par une modification 

f' J f 
(par une constante multiplicative) de l'expression analytique des fonctions du problème. 

11.4 - NETHODE DES CENTRES LINEARISEE 

11.4.0) Introduction. Principe. Hypothèses 

Dans la méthode des centrss lkssentiel des calculs à chaque itération est 

la maximisation sans contraintes de la f-distance sur le tronçon E(A 1 I) B. 
k 

Le principe de la méthode des centres linéarisée est de résoudre ce problème 

par une suite infinie de programmes linéaires ayant tous le même nombre de contraintes. 

Cette suite de programmes permettant de définir une suite de points réalisables 

LyiIia telle que la suite (d(yi,h 1 1  soit monotone non décroissante convergente 
k iaN 

vers la valeur d(c ,A 1 maximum de la f -distance sur E(Akl n B. 
k+1 k 

En fait, à cause de la notion d'&-centre, à chaque tronçon il ne sera utile 

de faire la résolution que d'un nombre fini de programmes linéaires. On démontre que 

le premier point y obtenu après un programme est un E -centre avec E -t O lorsque 
1 k k 

k-++m. Seulement si on désire que les E vérifient le critère donné en 11.2 [remarquesl, 
k 

il est possible que ie nombre de programmes lingaires à résoudre augmente de plus en 

plus lorsque k augmente. C'est. en définitive, le même problame que lors de la maximi- 

sation de la f-distance de la méthode des centres : celle-ci doit être poussée suffi- 

samment loin d'où un nombre croissant d'itérations d'une méthode de gradient ou de 

gradient conjugué. 



On supposera : 

- f, gi i=l ,... ,m concaves. continuement différentiables 
- A est convexe fermé d'intérieur non vide 

n - B est un polyèdre linéaire fermé, borné d e e  donc convexe 

- d(x.Xl = min {f(xl - A ,  gi(x1 1 i=l ... m} f-distance régulière. 

11.4.1) Recherche d'un &-centre du tronçon E ( X 3  n B 

Définition 11.6 On appellera fonction distance linéarisée l'application 

d' :pn XIR xpn + p  telle que 

dl(x,h;yl = min {fV[x;y) - A, g;Lx;yl 1 i=l,. . .,ml 

avec ~'[x;YI - x = f(y1 - A + (v~(YI, X-YI 

gj(x;y) = gi(yl + (Vgi(y), x-y) i=l . . .m 
(en réalité le paramètre A devrait être pris dans l'ensemble K de 11.1.5). 

Propriété I I  .4 La fonction distance linéarisée est une fonction, pour y fixé, 

linéaire par morceaux, continue, concave; de plus la relation suivante est vérifiée : 

Démonstration : 

De p a r  sa définition, les fonctions f' et g' étant affines, la f-distance 
i 

linéarisée est évidemment linéaire par morceaux et continue. La concavité résulte de 

la relation générale : min (Xf + pgl > A min (fl + u min (g). La dernière relation 

résulte des propriétés des fonctions concaves : 

Notations : On appellera A(~.yl le programme mathématique suivant 

5 maximiser d' (x.A;yl 



Nous avons vu au chapitre 1 que ce programme A[X,Y) était équivalent à un 

programme linéaire noté PL(h,yI dont les variables sont x et p : 

maximiser p 
PLIX,y1 fllx;yl - X 2 

gi(x;yI 2 Fi 

dans ce programme linéaire X et y sont fixés. 

Ces définitions étant données, considérons l'algorithme partiel 

11 choisir s 8 et faire h = O 

h h 21 résoudre PL(X,yl : soit Z une solution optimale 

h+l h h  31 déterminer y par : d[h;l,~l = max {d(x.hl 1 x c [y,Z]) 

4 )  aller en 21 avec h+l au lieu de h. 

On construit dans cet algorithme une suite infinie de programmes linéaires 
h h 

qui génère une suite de points (y) avec Idly,X)l monotone non décroissante. Remarquons 
h 

O 

que le point de départ y est choisi quelconque dans B et pas obligatoirement réalisable 

pour le domaine non-linéaire ce qui justi.fie la remarque faite au chapitre V sur le 

démarrage de la méthode des centres linéarisée. 

Théoreme 11.1 Convergence de l'algorithme par t ie l .  

La démonstration de l a  convergence versie O-centre du tronçon E(hkl A B 

de la  sui t e  ( Y )  e s t  donnée par Huard dans il 7 1 . 
h 

Elle réside dans l e  f a i t  que les  sui tes  (QIh e t  lzlh appartenant à u n  compact, 
i l  e s t  possible d'en extraire  deux sous-suites convergentes. Si ; e t  ; sont les limites 
l a  relation d(;,hl = d'li',~;;) permet de montrer que ; maximise l a  f-distance sur 
E(X 1 I\ B. 

Remarques à propos de la convergence de l'algorithme partiel. 

1 )  La concavité des fonctions f et gi n'est requise que pour assurer que 

est un maximum global de la f-distance d sur E[XI n B. Dans le cas où la concavité est 



abandonnée, il est démontré que ; est un point stationnaire pour la maximisation de 
dIx,X1 sur B. 

h h  21 Maximisation approchée sur les segments [y,~]. 

Le calcul sur ordinateurs du maximum de la f-distance ne peut se faire que de manière 

approchée, la localisation du maximum de cette fonction concave s'effectuant par des 

procédés de dichotomie ou autres qui réduisent la longueur de l'intervalle de localisa- 

tion. 

En fait le point 31 de l'algorithma partiel peut tenir compte de ces exigences 

en le remplaçant par le point 3'1. 

Déterminer h;' tel que 

31 Reconnaissance d'un €-centre 

Nous avons vu que dans le cas où on se fixe E vérifiant la relation de 11.2 
k 

avec p E 10,11 indépendant du tronçon, un E centre k:l vérifiait la relation 
k 

h 
Nous pouvons déterminer un rang h dans la suite (y1 tel qu'à partir de h la relation 

h 
ci-dessus soit vérifiée. 

h 
En effet la suite des valeurs dIy,A 1 convergeant vers d[;,X 1 l'existence 

h 
k k 

de h fini est évidente. De plus les points z de l'algorithme partiel vérifie : 

h h 
d(;,hkl f dlIz.h ; y1 V h E IN 

k 

(propriété 11.41. 

h Le rang h sera donc déterminé lorsqu'on obtiendra des valeurs dly,X 1 
k 

vérifiant : 
h h h 

d(yDhkI > pdlIz,Xk ; YI. 

Ceci permet d'obtenir facilement un critère d'arrêt par l'algorithme partiel. Malheu- 

reusement il est possible que h tende vers l'infini avec k ce qui implique que si les 

résultats de 11.3.1 et la propriété 11.3 permettent d'affirmer que la suite des valeurs 
k (f[xllkm converge alors linéairement, le fait qu'un nombre de plus en plus grand de 

linéarisations soit nécessaire à chaque tronçon supprime l'avantage de cette convergence 

linéaire. 



C H A P I T R E  III 

A M E L I O R A T I O N  de la M E T I - I O D E  

des C E N T R E S  L I N E A R I S E E  



111.0 - INTRODUCTION 

Nous présentons ci-dessous quelques exemples simples à deux variables sur 

lesquels la méthode des centres linéarisée, rappelée au chapitre II, converge lente- 

ment. Ces exemples sont des illustrations simples d'ennuis rencontrés, lors de 

l'exploitation de la méthode sur des probl6mes tests, dans la convergence pratique 

et nous ont permis d'envisager dans le paragraphe 2 une amélioration importante de 

l'algorithme partiel de recherche d'un E-centre. 

Ce nouvel algorithme partiel, dit de centrage, est en définitive fondé sur 

les mêmes principes que certaines méthodes de linéar-isation exposées dans le chapitre 

1. Mais au contraire de celles-ci,notre algorithme de centrage n'est jamais poussé 

suffisamment loin pour qu'apparaissent tous les ennuis inhérents au mauvais condition- 

nement des matrices définissant les programmes linéaires. 

Enfin au paragraphe 3 nous introduisons quelques propriétés permettant une 

diminution du volume des programmes linéaires. Cette simplification est essentielle- 

ment vue du point de vue linearisation partielle des contraintes non linéaires ; on 

s'est en effet aperçu qu'au cours des résolutions successives des programmes linéaires, 

les bases optimales restaient les mêmes ou différaient de seulement quelques indices 

(généralement d'un seul). 

111.1 - EXEMPLES DE RALEMTISSEMENT DE LA CONVERGENCE PRATIQUE 

III.l.1I Influence de la normalisation des contraintes 

Dans la méthode des centres, un domaine E ( h )  pour une troncature donnée est 

déterminé par les contraintes g,lxl 2 O et l'équipotentielle économique f(x1 2 A .  L'un 
1 

des avantages de la méthode étant de générer des points "bien à l'intérieur" du domaine 

réalisable, il est gênant de n'avoir pas une certaine homogénéité dans les valeurs 

calculées des fonctions définissant la fonction-distance. 

En d'autres termes, il est fort possible qu'une des contraintes ait un fort 

gradient, c'est-à-dire que la fonctian varie très vite à partir de la contrainte 

gi(x1 = O ; à l'opposé une autre contrainte peut avoir un faible gradient. 



Ces deux hypothèses é t a n t  réunies ,  i l  e s t  évident  que l a  maximisation de 

l a  f -d i s t ance  donnera des poin ts  vo i s ins  de l a  l è r e  c o n t r a i n t e  d é t r u i s a n t  a i n s i  l a  

symétr ie .  

Lorsque ce phénomène appa ra î t  pour l a  fonct ion  économique, l a  déterminat ion 

d'un O-centre peut donner u n  point  t r è s  vois in  de l ' é q u i p o t e n t i e l l e  f [ x )  = X d'où en 

d é f i n i t i v e  une t r è s  f a i b l e  améliorat ion à chaque t ronca tu re .  On ver ra  à ce propos 

quelques r é s u l t a t s  des problèmes 1 ,  2 ,  8 du chap i t r e  V I .  

A t i t r e  d ' i l l u s t r a t i o n  de ce qui  précède, ccnsidérons l e  programme mathéma- 

t i q u e  totalement  l i n é a i r e  à 2 v a r i a b l e s  suivant  : 

maximiser ax + ex2 
1 

- b x  - a x  2 - 1  
1  2 

( v o i r  f i g u r e  page su ivan te )  

1  
avec l 'hypothèse  que l e  point ( O ,  - 1 e s t  l'optimum unique. La l i n é a r i t é  de ce problème a  
en t r a ine  que l a  méthode des c e n t r e s  l i n é a r i s é e  donne, pour une t ronca tu re ,  u n  O-centre 

dès l a  première étape de l ' a lgo r i thme  p a r t i e l .  

La symétrie du problème avec l 'hypothèse f a i t e  e n t r a î n e  que pour une t ronca-  
O O ( 1 )  (11 

t u r e  a x + fi x2 > h o  = a  x + 6 x2 l e  O-centre [x . x  1 v é r i f i e  l e s  condi t ions  
1  1  1  2  

su ivantes  : [nous verrons au c h a p i t r e  I V ,  l e  cas  géné ra l )  

on notera c  l e  vecteur  [ a , @ )  

A l a  matr ice 
- 11) 

A i n s i  l a  nouvelle va l eu r  économique e s t  l i é e  à l ' anc ienne  par 

d'où en d é f i n i t i v e  



Remarquons que l e s  r e l a t i o n s  précédentes 

en t r a înen t  : 

s i  2  a 2 + b  = I  

2  
a + e 2 = 1  

l e  O-centre (1 ,X 1 e s t  l e  cen t r e  
1 2  

du c e r c l e  i n s c r i t  dans l e  t r i a n g l e  

l i m i t é  par  l e s  con t ra in t e s  e t  

1 ' é q u i p o t e n t i e l l e .  1 

E n  supposant au c o n t r a i r e  que l a  

fonct ion économique e s t  pondérée 

par u n  c o e f f i c i e n t  m u l t i p l i c a t i f  

k a  ce qui  r ev ien t  à é c r i r e  l a  
2  2  

fonct ion k ( a x  +Bx2) avec a + B  = 1 ,  1  
l e  O-centre ne s e  t rouvera plus à 

l ' i n t e r s e c t i o n  des "v ra i e s  b i s s e c t r i c e s "  du t r i a n g l e  mais s e r a  r e j e t é  : 

s i  k e s t  grand : vers  l ' é q u i p o t e n t i e l l e  cx = 
A O 

s i  k e s t  p e t i t  : vers  l'optimum X du problème i n i t i a l .  

Avec c e t t e  pondération Le rappor t  de deux é c a r t s  s u c c e s s i f s  devient égal  à 

h - x  
k 1 + ka 

l a  convergence r e s t e ,  bien entendu, l i n é a l r e  mais s i  k augmente l e  c o e f f i c i e n t  de 

convergence l i n é a i r e  approche 1 .  D ' au t r e  p a r t  dans l'exerriple c i -dessus  l e s  c o n t r a i n t e s  

ont des g rad ien t s  d e  mEme norme. I l  e s t  poss ib l e  que cec i  ne s o i t  pas v é r i f i é  e t  dans 

ce cas l e s  con t re s  s e r a i e n t  r e j e t é s  ve r s  une con t ra in t e .  Dans l e  cas  l i n e a i r e ,  ce  n ' e s t  

pas, du point  de vue ~urnérique,  gênant t lorsque leu c o n t r a i n t e s  sont  non l i n é a i r e s ,  c e  

f a i t  peut e n t r a î n e r  des d i f f i c u l t é s  pour p o ~ ; r s u i v r e  l a  progression économique. C ' e s t  

pourquoi dans l e  paragraphe s u i ~ ~ a n t  nous envisagerons une normalisat ion des c o n t r a i n t e s  

pour r é a l i s e r  l a  condit ion su ivante  : 



en  u n  p o i n t  d e  l i n é a r i s a t i o n  y  on a  

1 1 1 . 1 . 2 )  Mauvaise d i r e c t i o n  d e  r e c h e r c h e  d ' u n  € - c e n t r e  : [ x , z l  

Nous s avons ,  d ' a p r è s  l e s  r a p p e l s  du c h a p i t r e  p r é c é d e n t ,  que  pour  une  

t r o n c a t u r e  l e  p remie r  p o i n t  donn6 p a r  L ' a l g o r i t h m e  p a r t i e l  e s t  u n  € - c e n t r e .  P a r  

a i l l e u r s  s i  nous v o u l o n s  a s s u r e r  une conve rgence  l i n é a i r e  à l a  su i te  d e s  t r o n c a t u r e s  

l a  s u i t e  d e s  E d o i t  s a t i s f a i r e  un c r i t è r e  donné en  11.2 r emarques .  

L 'exemple s u i v a n t  m o n t r e  pou r  q u e l l e s  r a i s o n s  c e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n  n ' e s t  

p a s  s a t i s f a i t e  pour d e  nombreux p rob lèmes .  

, Problème : maximise r  x 1  >;2 

s o u s  x  + x 2  1 
1  

a s x l s l  a v e c  a < O 

La f o n c t i o n  économique e s t  une f o n c t i o n  concave  d a n s  l a  r é g i o n  q u i  nous  

i n t é r e s s e  ( l e r  o r t h a n l  p u i s q u e  i e s  é q u i p o t e n t i e l l e s  s o n t  une  b ranche  d ' h y p e r b o l e s .  

Nous c o n s i d e r o n s  

l a  t r o n c a t u r e  

f i g u r e  c i - c o n t r e  à 

l a  p r e m i è r e  é t a p e  

d e  l ' a l g o r i t h m e  

p a r t i e l  : 

z  optimum du pro-  

gramme l i n é a i r e  

1  x  maximum d e  l a  

f - d i s t a n c e  sur 

[X,zl 



La c o n t r a i n t e  l i n é a i r e  x + x  <1 est  i n t r o d u i t e  d a n s  l a  f - d i s t a n c e  q u i  a  pou r  
1  2' 

O O -x -x + 1 )  e x p r e s s i o n  d l x , X )  = m i n  { x  x  - x  x  ? 2  1 2 "  1 2  

On a  s u p p o s é  que  d a n s  l a  r e c h e r c h e  du p o i n t  z  l e s  c o n t r a i n t e s  c n t  é t é  norrna- 

l l s é e s  : donc , en  s u p p o s a n t  B a s s e z  g r a n d ,  l ' op t imum d e  l a  d i s t a n c e  l i n é a r i s é e  e s t  sur 
O 

l a  b i s s e c t r i c e  d e  l ' a n g l e  ( x 1 , g J I a v e c  pour  composantes  : 

O La r e c h e r c h e  du maximum d e  l a  f - d i s t a n c e  s u r  l e  segment  [ x , z l  c o n d u i t  i t r o u v e r  un 
1  1 1  cl p o i n t  x où l ' h y p e r b o l e  x  x =x x  e s t  t a n g e n t e  à [ x , z l .  

1 2  1 2  

On v o i t ,  e t  d e  p l u s  amples  c a l c u l s  l e  m o n t r e r a i e n t ,  que p l u s  a e s t  g r a n d  
1 0 o  en  v a l e u r  a b s o l u e  e t  p l u s  l e  p o i n t  x e s t  p r o c h e  d e  l ' é q u i p o t e n t i e l l e  x x  =x x  A l a  

1 2  1 2 '  
l i m i t e  en  s u p p o s a n t  que  l a  bo rne  s u p e r i e u r e  s u r  x e s t  i n f i n i e  e t  q u e  l a  bo rne  i n f é -  

2 
r i e u r e  sur x, e s t  é g a l  à -rn, l a  r e c h e r c h e  du p o i n t  z  p a r  programme l i n é a i r e  d o n n e r a i t  

O une  d i r e c t i o n  d ' i n f i n i t u d e  ( x , I )  e t  a l o r s  l e  maximum de  l a  f - d i s t a n c e  s u r  c e t t e  d i r e c -  
O 

t i o n  s e r a i t  o b t e n u  en  x .  

L 'exemple  c i - d e s s u s  mont re  que  d a n s  l a  methode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e ,  

l ' e n s e m b l e  B d o i t  ê t r e  e f f e c t i v e r n e n t  bo rna  pour  a s s u r e r  l a  c o n v e r g e n c e  s a n s  a u t r e s  

h y p o t h è s e s  que  c e l l e s  données .  De p i u s ,  i l  e s t  à remdrques que  d a n s  l ' e x e m p l e  p r é c é -  

d e n t  l a  f a i b l e  a m i i l i o r a t i o n  d e  l a  f c i i ~ t ~ c r ~  p r ~ v i e n ~  du f a i t  que  l e  p o i n t  z e s t  peu 

r e p r é s e n t a t i f  du c e n t r e  du dûmairie non -1 inéa i i . e .  E n  r é a l i t é  on p e u t  d i r e  que l e  

p o l y è d r e  l i n é a r i s é  e s t  d a n s  c e t  exemple une trGs mauva i se  a p p r 3 x i m a t ï o n  o e  E ( A I ,  l e  

t r o n ç o n  non l i n g a i s e .  C e l a  e n t r a î n e  qde l a  d i r e c t i o n  [ x , z l  p é n è t r e  " t r e s  peu" d a n s  

l e  t r o n ç o n .  

L ' i d é e  d i r e c t r i c e  de  n o t r e  t r a v a i l  a  donc  é t é  d e  r e p r é s e n t e r  p l u s  e f f i c a c e -  

ment l e  domaine non l i n é a i r e .  L 'exemple c i - d e s s u s  nous i n d i q u e  un moyen s i m p l e  pou r  

l i m i t e r  l ' é l o i g n e m e n t  du p o i n t  z  optimum d e  l a  d i s t a n c e  l i n é a r i s é e  : c ' e s t  l a  r k d u c t i o n  

du pavé  d e  b o r n e s  d a n s  l e  programme l i n é a i r e  e t  on p e u t  r a p p r o c h e r  c e  p r o c é d é  d e  c e l u i  

employé p a r  G r i f f i t h  e t  S t e w a r t  d a n s  C141, 

En r h a l i t é  l e  c o n t r ô l e  d e  c e t t e  r é d u c t i o n  e s t  d i f f i c i l e  e t  d e  p l u s  on ne p e u t  

e s p é r e r  d e  c e t t e  m a n i è r e  r e p r é s e n t e r  c o r r e c t e m e n t  d e s  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s .  L ' a l g o -  

r i t h m e  de  c e n t r a g e  u t i l i s e r a  d e s  h y p e r p l a n s  d e  l i n é a r i s a t i o n  t a n g e n t i e l l e .  



111.2 - ALGORITHME DE CENTRAGE. VARIANTE DE LA METHODE DES CENTRES LINEARISEE 

L ' a l g o r i t h m e  d é f i n i  ci-dessous f a i t  i n t e r v e n i r  l e s  remarques du paragraphe 1  

concernant  l a  n o r m a l i s a t i o n  des c o n t r a i n t e s  a chaque l i n é a r i s a t i o n  e t  l ' a p p r a x i m a t i o r r  

du domaine n o n - l i n é a i r e .  

T e n i r  compte de l a  n o r m a ? i s n t i o n  nous c o n d u i t  à abandonner l ' u s a g e  d 'une 

f - d i s t a n c e  r é g u l i è r e  au p r o f i t  d 'un6 f o n c t i o n  m a j o r a n t  c e t t e  f - d i s t a n c e .  En c e l a  nous 

nous rapprochons d 'une v a r i a n t e  de 13 méthode des cen t res ,  l a  méthode des c e n t r e s  p a r  

m a j o r a t i o n  i n t r o d u i t e  dans C101. 

111.2.01 Hypothèses 

- f, gi ( i= l , . . . ,m)  f o n c t i o n s  concaves euntinuement d i f f é r e n t i a b l e s .  

- B un p o l y e d r s  l i n é a i r e  fermé borné d c n t  l ' i n t é r i e u r  p e u t  ê t r e  v i d e  (cas 

de c o n t r a i n t e s  en g g a l i t é l .  

O 

- A = { X  1 gi(xI z O ,  i = l i . o i ,m l  t e l  que A # 0 e t  An B # 0 

A e s t  corivexa, formé e t  A = f.x 1 gi(xl > 0 1  d ' a p r è s  p r o p r i é t é  11.2. 

- K = l i n f   XI 1 x s A f7 BI,  SU^ { f l x )  1 x A fî B ) C  C R .  

- E L X I  = { x  1 x s  A, f ( x 1  2 A )  X s K  

on a  b i e n  F r  { x  1 f ( x l  z A )  = { x  1 f ( x 1  = h l .  

- On suppose de p l u s  que 

Hypothèse N 1 a, B ef i? t e l s q u e  O < a  5 B e t  

V x â B o n a  a i 1 I V ~ ( X I  1 1  6 B e t  

a i 1 / v g i ( x 1 l ]  s B .  

Remarque : Suus l e s  t~ypo thèses  précédentes, l ' h y p o t h è s e  IH1 de l a  méthode des c e n t r e s  

e s t  v é r i f i h  [ P  n B n 0 = ki -> A f7 8 fl (I = 0 pour  t o u t  ouver t  0 de pn1 . On n o t e r a  

s u r  l e  contre-exemple c i -dessous que si l y n t t e r i e u r  de R peut  e t r e  v i d e  l a  c o n v e x i t é  

de A D e s t  nécessa i re  ; c e t t e  hypothèse a  p o u r  h u t  d ' e x c l u r e  l a  p o s s i b i l i t h  de p o i n t s  

i s o i 6 s  pour  A (I B, 

Contre-exemple dans fi3 

O 

A  = [0,11, A = I G , l [  non v i d e ,  A convexe 

' 1 U i 1  l ; B  e s t  fermé. A n 8 # 0 st B non convexe. i3 = 



3 O 

En p r e n a n t  pou r  o u v e r t  0  l e  segment  o u v e r t  1- [ nous avons  b i e n  A B no = 0 
4 '  4 

mais  A n B f l 0  = { I I .  

C e c i  mon t r e  que  l ' o n  p e u t ,  pou r  rester d a n s  l e  c a d r e  de l a  t h é o r i e ,  e n v i s a g s r  

d e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  en  é g a l i t é  d a n s  B mais  non d e s  c o n t r a i n t e s  n o n - l i n é a i r e s  en 

é g a l i t é .  

111 .2 .1 )  Choix d ' u n e  f - d i s t a n c e  r é g u l i è r e .  Cha lx  d ' u n e  m a j o r a n t e  
P 

Propriété I I 1.1 Si k est une constante strictement positive et d  une f-distance 

régulière dëfinie s u r p n  x A alors d l  = kd forlct-ion de m n  x A dans IR est encore iine 

f-distance régulière. 

Ce r é s u l t a t  e s t  immédiat  par a p p l i c a t i o n  d e s  axiomes d ' u n e  f - d r s t a n c e  

r é g u l i è r e .  

Pvec  l e  même a b u s  d ' é c r i t u r a  que  d a n s  l e  c h a p i t r e  II nacis c h o i s i r o n s  poiir  
n  

f - d i s t a n c e  r é g u l i è r e  l a  f o n c t i o n  d  d é f i n i e  s u r R  x K p a r  

1  
d ( x , A l  = - min { f ( x l  - A .  g i ( x )  / i = l  ,.. . , m }  

B 

a v e c  B donné p a r  l ' h y p o t h è s e  ( N I .  

Définition 111.1 F o n c t i o n m a j o r a n t e d ' u n e f - , d i s t a n c e r é g u l i è r e .  - - 
On appelle fonction majorante d'une f-distance une fonction d l  définie 

sur IR" x B x K à valeurs dans SR tel le que d l  soit continue et 

1) d 9 ( x , y , h 1  2 d(x ,X1 

' d x c A Q B , V y s B , V h e K  

2 )  d ' [ x , x , f  [ X I I =  O 

3)  W a ,  b e B fixés on a 



Nous noterons D et d' les applications suivantes : 

où f' et g; ont la même définition qu'en 11.4.1. 

Propriété I I  1.2 Les fonctions o et dl sont des majorantes de la f-distance 
régulière choisie ci -dessus. 

Démonstration : 

La continuité et les axiomes 1 et 2 sont vérifiés de par les hypothèses 

de continuité, de gradient continu,de l'hypothèse ( N I  et de la concavité des fonctions 

f et gi. 

L'axiome 3 est vérifié de manière triviale par la fonction 0. Montrons sa 

vérification pour la fonction d o .  

Soient a et b fixés de B et W x s [a,bl d(x,f(all s 0. 

Cette hypothèse entraine 

(Vf(a1, b-al 6 O et/ou (vgi(a),b-a) 60 pour un Indice au moins. 

En effet, considérons les p fonctions qui donnent la valeur d(a,f[a)l = O 

au point a (on a certainement p b l  puisque f ( a 1  - ftal = O), soient 

ces p fonctions. 

Du fait de la continuité de d on peut assurer l'existence d'un interval le 

[a,a+~[ avec E>O sur lequel la valeur de d(x,f(a)l est donnée par l'une quelconque 

des fonctions f et g j=I,. . .,p-1. 



Notons h l a  fonc t ion  f ou gi pour l aque l l e  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  
j 

1 1 - (Vf(a1, h-a) où - (Vgi (al, b-a) e s t  minimum. 
B 

@ j 

S i  ce minimum IVh(a),b-al e s t  s t r i c temen t  p o s i t i f ,  ce la  en t ra îne  que l es  p fonc t i ons  

considérées comme fonc t i on  d'une v a r i a b l e  sur [a,bl ont  t ou tes  au p o i n t  a une dér ivée 

p o s i t i v e  s t r i c tement .  Donc i l  e x i s t e r a i t  sur [a,a+~[ des p o i n t s  x t e l s  que d(x,f(al)>O 

ce qui  e s t  impossible. 

La démonstration e s t  achevée en notant  que l a  f onc t i on  h e s t  t e l l e  que 

hlal = O e t  comme x = a+t(b-al t s [OBI] 

111.2.21 Algorithme général 

A l'itération k on dispose de 

k 
il Maximiser d'(x,x,h 1 sur le polyèdre [ ~ ~ n  BI9 construit à partir des contraintes 

k k 
de B et des linéarisations en x de f et g i ' 

k Soit z ce point maximisant dl. 

k k k  iil Maximiser D(x,x,X 1 sur [x,zl. 
k 

Soit k;l le point obtenu. 

On a donc 
k+l k k k k  

D (  y. x.hk) = sup {O(x.xBAkl 1 x e [x.zl) r 0. 

iiil Choisir kil dans E' n. B avec 
k+l 

k+ 1 
€k+l = { x s A  ( f(x1 2 f (  y 1) 

voir algorithme partiel en 111.2.4. 

iii) aller en il avec k+l au lieu de k. 



Remarques 

11 Cet algorithme se différencie de celui de la méthode des centres linéarisée 

par les points il iilcar les fonctions. que l'on maximise changent à chaque itération. La 

fonction D du point iil vérifie les inégalités 

21 Si dans l'algorithme on a à une étape k. 

k 
alors une solution optimale est atteinte en x. Cans le cas contraire, tant que 

k + l  k k 
O [  y ,x.hk1 > O le point k;l est meilleur strictement que x pour la fonction économique. 

111.2.31 Convergence de l'algorithme 

Nous nous inspirons de la démonstration de convergence de la méthode des 

centres par majoration El81 qui au point ii) près réalise les mêmes séquences. 

Propriété 111.3 k+ 1 La suite des points ( y 1 représente des ck-centres des 

E(x,I Ci B avec [%lk une suite de valeurs convergeant vers O lorsque k++m. 

Ce résultat permet de replacer notre algorithme dans le cadre de la méthode 
des centres (version I i 8 l )  e t  donc d'assurer la  convergence de la suite ( ~ ~ 1  vers la 
valeur optimale d u  programne mathématique ( P )  . 

Démonstration : 

k+ 1  
Montrons que E~ = sup Id(x,hkl 1 x E Ek n B} - dr y .Ak] - O lorsque k 

tend vers + m .  

Par construct i on 

k k+ 1 
y 6 E~ => f(x1 < f( y 1 d'après la remarque 2 ci-dessus. I "" 

' (hk'ke M 
suite croissante majorée par fIx1 



d'où 

k+ 1 f (  x  1 + hy: en no tant  A* l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  (Ak) 

ce qu i  en t ra ine  
k+ 1 

f I  y 1 - X k + O  k++m. 

Par a i  l leurs  on a E(hk1 C ... C Ek+l C Ek 

avec d f -d is tance r é g u l i è r e  ( d é f i n i t i o n  11.2) nous avons donc 

k k  
b )  I I  e x i s t e  une sous-suite t e l l e  que d'(z,x.Xkl + O k++m. 

k k  
Le couple (z,x1 appartenant au compact B x A n  B i l  e x i s t e  une p a r t i e  S de(N t e l l e  que 

Par a i l l e u r s  V O E , I l  W k E W  par d é f i n i t i o n  de k;l e t  parce que 
k 

D(x,x,A 1 e s t  concave en x, on a 
k 

k  k k k  k + l  k  
D(x + O(z - XI, X,  X 1 6 O (  y ,x.Ak1. 

k  

Ce t te  r e l a t i o n  avec les suivantes : 

- r é s u l t a t  a )  

- c o n t i n u i t é  de D e t  d 

En u t i l i s a n t  l e  3ème axiome des majorantes des f -d is tances e t  

nous montrons que 

d '  (x>k+~[z*-xf:) ,x*,h?:) 6 0 O s [0,1] 



en p a r t i c u l i e r  pour 0=1 e t  en r a i s o n  de l a  c o n t i n u i t é  de d '  au p o i n t  zïk,x*,~+: 

nous avons 
k k  

l i m  d ' ~ z , x , h k l  h 0 
k++ m 

ks S 

remarque : Dans c e t t e  démonst ra t ion l a  f o n c t i o n  d '  n ' a  beso in  d ' ê t r e  que semi-cont inue 

supérieurement en Z;~,X;~,X;?. En e f f e t  pour  une t e l l e  f o n c t i o n  on aura  b i en  l e  d e r n i e r  

r é s u l t a t  c ' e s t - à - d i r e  

k k  d ' ( z~~ ,x* ,X ;~ I  2 l i m  d(z,x,X 1. 
k++ w k 

k+S 

Ceci  sera u t i l i s é  dans l e  paragraphe 111.3. 

C )  E ~ +  O pour k++m ksS. 

Notons ck  un O-centre du t ronçon  ~~n 8 ,  donc 

puisque c  s A r \ B  nous avons l a  r e l a t i o n ,  de par  l 'ax iome 2 de l a  d é f i n i t i o n  1 1 1 . 1  : 
k 

k 
O s d [ c  X 1 6 dl(ck.x,Ak) 

k '  k  

e t  donc par  l a  c o n s t r u c t i o n  du p o i n t  i )  de l ' a l g o r i t h m e  

ce qu i  e n t r a i n e  l i m  d(ck,Akl  = 0. 
ks  s 

k++ Go 

k + l  
Par a i l l e u r s  l e  r é s u l t a t  a )  c i -dessus i nd i que  que l i m  d (  y , A k ]  - 0. 

k++ Go 

c q f  d. 

111.2.41 Algor i thme p a r t i e l  de cen t rage  

k+ 1 
La recherche du p o i n t  x  de n B u t i l i s e  l a  c o n s t r u c t i o n  de c o n t r a i n t e r  

a d d i t i o n n e l l e s  obtenues par  l a  l i n é a r i s a t i o n  d 'une c o n t r a i n t e  ou de l ' é q u i p o t e n t i e l l e  

économique en des p o i n t s  sur  l a  f r o n t i è r e  ou éventuel lement à l ' e x t 6 r i e u r  du t ronçon.  

Nous donnons ci-dessous une f o r m u l a t i o n  permet tan t  le rapprochement de n o t r t  

a l go r i t hme  de cen t rage  avec l e s  méthodes de p lans çecants .  Pour une é c r i t u r e  p r a t i q u e  

du cent rage on se r e p o r t e r a  au c h a p i t r e  V.  



Posons So l e  polyèdre c o n s t i t u é  des con t ra in t e s  de l i n é a r i s a t i o n  du domaine 
n+l  

non l i n é a i r e  e t  des con t ra in t e s  de B dans. l ' e space  des ( x , p I c R  . 
k + l  h 

Poser h=O e t  t = y . u h  = z 
h 

i l  prendre w u n  point  de [t u 1 t e l  que o # E n B s i  w h  n ' e x i s t e  pas 
h h' h h k 

a l l e r  en i i i i l  ; 

l i n é a r i s e r  au point w l a  ou l e s  con t ra in t e s  qui  donne à l a  f -d i s t ance  
h 

l a  va leur  d[w X 1 : s o i t  1 c e t t e  con t ra in t e  , 
h J  k 

d é f i n i r  S = Sh n {x 1 e lwh)  + ( ~ [ ( w ~ ) ,  x-w 1 Z !J) 
h+l h 

ii) t rouver  u optimum du programme l i n é a i r e  
h +  1  

max p sous [ x , l ~ l  G S  
h + l  

e t  maximiser D s u r  [t , u  
h h + l l  ' t h+ l  

1 ' optimum 

i i i l  a l l e r  en i avec h+l  

iiii) c h o i s i r  pour point kX1 c e l u i  qui  donne, parmi k;l ou t l a  meil leure 
h '  

va leur  de l a  fonct ion  économique. 

Remaraues : 

11 Le point  i i i i l  r é a l i s e  l e  choix de k;l pour r e s t e r  dans l e  cadre de 

l'organigramme généra l .  E n  f a i t  l ' a lgo r i thme  de centrage a ,  dans nos expériences,  
k+ 1  

toujours  donné des poin ts  t me i l l eu r s  que y en va leur  économique. Cela provient 
h 

d u  f a i t  qu'en généra l  l a  fonct ion  d i s t ance  e s t  d é f i n i e  par l a  fonct ion  économique 

aux d i f f é r e n t s  poin ts  de maximisation de D .  

21 E n  r è g l e  générale on c h o i s i r a  l e  point w vo is in  de l a  f r o n t i è r e  de h 
E n B. Dans tous  l e s  cas ,  i l  e s t  f a c i l e  de vo i r  que l e  point  u e s t ,  ap rès  u n  

k h 
nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s ,  i n t é r i e u r  au domaine non l i n é a i r e  E n B .  E n  modifiant k 
l e  point  i )  c i -dessus  par l e  point  i ' l  su ivant  : 

i ' l  prendre w = u s i  u e E k  0 B 
h h h 

notre  algori thme de centrage s ' i d e n t i f i e  à l a  méthode des p lans  sécants  de Keliey 

[221 u t i l i s é  pour résoudre l e  problème 



( C I  maximiser  d ( x , h  1 s o u s  x  s Ek n 8 .  
k 

En e f f e t .  en  n o t a n t  S l e  domaine { (x .uI  1 f ( X I  - hk z u .  g .  ( X I  h p l  n 6 '  
1 

a v e c  8 '  l e  c y l i n d r e  p o l y è d r i q u e  { ( x , p l  1 x  s 6 1 ,  l a  méthode  d e  K e l l e y  c o n s t r u i t  l e s  

mêmes e n s e m b l e s  S Il .est d é m o n t r é  [221 q u e  l a  su i te  d e s  p o i n t s  ( u  1 o p t i m u m d e s  
h' h'lih 

programmes l i n é a i r e s .  admet comme v a l e u r  d ' a c c u m u l a t i o n  une s o l u t i o n  o p t i m a l e  du 

problème (C l  d ' où  l ' o b t e n t i o n  d ' u n  O-cen t r e  du t r o n ç o n .  

En r é a l i t é ,  p o u r s u i v r e  l a  r é s o l u t i o n  p a r  une  s u i t e  i n f i n i e  d e  p l a n s  s é c a n t s  

nous amène à c o n s t r u i r e  d e s  c o n t r a i n t e s  d e  l i n é a r i s a t i o n  en  d e s  p o i n t s  u  t r è s  v o i s i n s  3 
h 

l e s  c o n t r a i n t e s  des  programmes l i n é a i r e s  d e v i e n n e n t  d o n c  à l a  l i m i t e  p a r a l l è l e ç , c e  q u i  

i n t e r d i t  une  r é s o l u t i o n  numér ique  d e s  programmes l i n é a i r e s  p r é c i s e .  

L ' a l g o r i t h m e  d e  c e n t r a g e  u t i l i s é  d a n s  l a  méthode  d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  

é v i t e  c e s  e n n u i s  c a r  s eu l emen t  un p e t i t  nombre d e  p l a n s  s é c a n t s  e s t  n é c e s s a i r e  pour  

l ' o b t e n t i o n  d ' u n  "bon" € - c e n t r e  donne  p a r  l e s  p o i n t s  t 
h  ' 

1 1 1 . 3  - LINEARISATION PARTIELLE DES CONTRAINTES NON LINEAIRES 

Nous avons remarqué  l o r s  de l a  d é m o n s t r a t i o n  d e  l a  conve rgence  d e  l ' a l g o -  

r i t h m e  g é n é r a l  111 .2 .2  q u ' i l  s u f f i s a i t  que  l a  f o n c t i o n  d '  m a j o r a n t  l a  f - d i s t a n c e  

s o i t  s e m i - c o n t i n u e  s u p é r i e u r e m e n t  au p o i n t  (z+:,xf:,h~~I c ' e s t - à - d i r e  en r è g l e  g é n é r a l e  

à l a  l i m i t e  d e s  s u i t e s  c o n s t r u i t e s  p a r  l ' a l g o r i t h m e .  

C e t t e  remarque  nous pe rme t  de  m o d i f i e r  l ' e x p r e s s i o n  d e  l a  f o n c t i o n  d ' .  

F ixons -nous  une v a l e u r  E s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  c o n s t a n t e  au c o u r s  d e s  i t é r a t i o n s  
k 

e t  n o t o n s  J ( X I  l e  sous -ensemble  d e  (1, ..., m l  t e l  que  
E 

k k 
j c J ( X I  <=> g . ( x l  < E .  

E 
d e f  J 

Nous d é f i n i r o n s  a l o r s  à chaque i t é r a t i o n  k une  f o n c t i o n  0 '  : /RI' x 6 x K -+fR 

C e t t e  f o n c t i o n  13' e s t  e n c o r e  u n e  f o n c t i o n  m a j o r a n t  l a  f - d i s t a n c e  ma i s  en  g é n é r a l  e l l e  
k n ' e s t  p a s  c o n t i n u e  p u i s q u e  l ' e n s e m b l e  J ( X I  p e u t  s e  m o d i f i e r  à chaque  t r o n c a t u r e .  

E 



III. 15  

Mais en remarquant que les fonctions g sont continues en xfk on peut 
i 

assurer l'existence d'un voisinage de x;k dans lequel les ensembles J [ y1  sont 
E 

inclus dans J lx*]. Ceci n'est évidemment vrai que si E est strictement positif 
E 

et les ensembles J définis par l'inégalité stricte. Dans ces conditions on peut 
E 

remplaces le point il de l'algorithme 111.2.2 par la maximisation de la fonction 

D' et la convergence est assurée par la même démonstration puisque 0 '  est alors 

semi-continue supérieurement. 

En pratique les remarques précédentes montrent qu'il suffira de linéariser 

les contraintes actives à l'optimum des programmes mathématiques. Ceci permet évi- 

demment d'envisager des programmes linéaires de toille réduite. Ce principe a été 

adopté pour certaines expériences numériques du chapitre VI, notamment avec succès 

sur le problème 9. En regle générale pour un problème dont on ne connait pas les 

contraintes acti.ves, il faut choisir au depart E assez grand, Dans bien des cas 

nous avons attendu d'être assez proche de l'optinium pour appliquer cette linéari- 

sation partielle. 

Remarques 

11 La fonction D doit tenir compte de toutes les contraintes non linéaires. 

21 Au cours des expériences numériques nous avons remarqué qua les bases 

optimales des programmes linéaires étaient à peu près constantes quant aux indices 

les composant. On pourrait donc se borner à linéariser les contraintes correspondant 

aux indices communs à ces bases et se contenter de vérifier, une fois la résolution 

terminée, qug les coirtraintas omises sunt vérifiées, 

Ceci est 3 rapprûcher  de la linéarisation partielle et permet d'éviter le 

choix du E .  De pius cette méthode a l'avantage de diminuer la taille des programmes 

linéaires. En ce qui concerne nos expériences numiriques, le problème "place" n'a 

jamais été ci-ucial. Par ailleurs les contraintes non actives à l'optimum, c'est-à- 

dire celles qui ne sont pas introduites dans le programme, ne donnent, dans la 

programmation de la méthode simpliciale que nous avons adoptée, naissance qu'à peu 

de calculs dans le cas O& les variables d'écart cie ces contraintes restent de base. 

C'est pourquoi nous n'avons pas étudié plus précisément ce phénomène. 



V I T E S S E  de C O N V E R G E N C E  

de l a  

M E T H O D E  des C E N T R E S  L I N E A R I S E E  
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IV.0 - INTRODUCTION 

La méthode des centres linéaris,ée talle qu'elle fut définie à 1 'origine 

dans Cl71 est une méthode dont la vitesse de convergence peut ne pas être linéaire. 

Un exemple à deux variables présenté dans C301 possède une convergence à caractère 

logarithmique lorsqu'on ne fait qu'une linéarisation par troncature ; des calculs 

plus compliqués montreraient qu'un nornbre fini de linéarisations par troncature 

n'apporterait pas de changement. 

Pironneau et Polak dans C301 et 1311 ont essayé de définir une variante 

de la méthode des centres possédant une convergence à caractère linéaire. Ils emploient 

le procédé de linéarisation utilisé jusqu'ici mais leur méthode se différencie de la 

méthode des centres linéarisée par la recherche de l'€-centre qui se limite à une seule 

linéarisation par troncature. Ils remplacent dans cette recherche la maximisation de 

la f-distance linéarisée sur le polyèdre Y par la maximisation d'une fonction quadrati- 

que ; en d'autres termes on peut formuler ce point par : 

k k  1 k  trouver [ z ,  p l  maximisant p - - 1 Ir - x1 l 2  sur le polyèdre 
2 

Sous des hypothèses de "courbure maximum" et de forte concavité des 

fonctions ils montrent que cet algorithme de recherche suivi de la maximisation 
k k  de la f-distance d(x,X l sur le segment [x,zl conduit à l'obtention d'un €-centre 

k  
vérifiant : 

k+ 1 k dl x , h k l  I pd(c, X k l  avec p indépendant de k  

k  c O-centre du tronçon. 

Ce qui prouve,par des résultats des mêmes auteurs rappelés en 11.3.1, la,convergence 

linéaire de cette méthode. 

Cette variante répond à un souci déjà expliqué dans les chapitres précédents : 

celui d'éviter l'éloignement du point z optimum de la f-distance linéarisée sur le 

polyèdre B. 



1 k 
La maximisation de p - - 1 lz - x1 l 2  au l i e u  de p r ev ien t  à e f f e c t u e r  une 

2 
pénal i sa t ion  s u r  l 'éloignement du point  z sans préjuger  de l a  d i r e c t i o n  que d o i t  

prendre ce point .  Ce procédé e s t  à rapprocher de c e l u i  de G r i f f i t h  e t  Stewart Cl41 
k [hypercube de l a rgeur  p autour  du point  x )  mais au c o n t r a i r e  de ce  de rn ie r  l ' a j u s t e -  

ment de l a  l i m i t a t i o n  e s t  rendue automatique. 

Les c o n t r a i n t e s  add i t ionne l l e s  de not re  algorithme de cent rage  peuvent 

ê t r e  i n t e r p r ê t é e s  de l a  même manière mais i c i  l a  d i r ec t ion  que d o i t  prendre l e  point  
k k  

z e s t  à chaque f o i s  r e c t i f i é e  pour que l e  segment [x,zl  "pénèt re  bien" à l ' i n t é r i e u r  

du tronçon. 

A l a  charge de l a  méthode de Pironneau e t  Polak, remarquons que l e s  

avantages d e  l a  l i n é a r i s a t i o n  sorit en p a r t i e  perdus l o r s  de l a  r é so lu t ion  numérique 

puisque l e s  programmes l i n é a i r e s  sont  remplacgs par  des programmes quadrat iques.  

Nous abordons ci-dessous l e  prohlème de l a  v i t e s s e  de convergence de l a  

méthode des cen t r e s  e t  cent res  l i n é a r i s é e .  Dans l e  paragraphe 1  nous donnons une 

nouvelle démonstration des r é s u l t a t s  de 11.3.1 concernant l a  méthode des cen t r e s  

u t i l i s a n t  l a  f -d i s t ance  d(x ,h l  = m i n  i f  [ X I  - A ,  g i (xl  1 i = l , .  . . , m l  dans l e s  mêmes 

hypothèses que c e l l e s  u t i l i s é e s  par  Faure e t  Tremolières C341 pour l a  f -d i s t ance  

produi t ,  c ' e s t - à - d i r e  que nous abandonnons l 'hypothèse de fo r t e -concav i t é  (qu i  

exc lu t  l e  cas  l i n é a i r e ) .  

Enfin au paragraphe 2 nous présentons une manière d 'aborder  l e  problème de 

l a  v i t e s s e  de convergence de l a  méthode des cen t r e s  l i n é a r i s é e  avec centrage.  Ne 

pouvant pas appor ter  de conclusions généra les  nous considèrerons l ' a p p l i c a t i o n  au 

problème sans con t ra in t e s .  

IV.1 - VITESSE DE CONVERGENCE DE LA UETtiODE DES CENTRES - NORMALISATION 

Le problème é tudié  e s t  max f [ x l  

sous 

g . ( x l  ? O i = I , . . . , n  
1 

s a t i s f a i t  aux hypothèses su ivantes  : 

- f ,  gi concaves e t  continuernent d i f f é r e n t i a b l e s .  

- l e s  n con t r a in t e s  sont  a c t i v e s  à l'optimum. 



- Le Jacobien des c o n t r a i n t e s  g  e s t  supposé r é g u l i e r  dans un vo i s i nage  
i 

de L'optimum x.  (On r a p p e l l e  que l e  Jacobien des n  c o n t r a i n t e s  e s t  une m a t r i c e  de 
agi 

terme géngra l  - ( X I  i , j  = 1,. ..,ri]. Ce jacob ien  e s t  no té  J (x1 .  a x 
j 

- On dispose d'une t ronca ' tu re  f ( x l  3 A k  e t  on cherche un O-centre du 

t r onçon  ; c e l u i - c i  e s t  un optimum du problème : 

maximiser  LI 

f ( x 1  - p  2 A k  

gi(xl - p  b O i=I#* = , n  

Lx.pl 

k+ 1 
à l ' op t imum [ x ,p 1 l e s  c o n d i t i o n s  de Kühn e t  Tücker permet ten t  d ' é c r i r e  

k 

K + l  k+ 1 
uJ (  x l + v V f I  x  1 = O 

avec u  s m" u  20 
k+ 1  

ui(gi( x 1  - v k l  = O i=lp. .,n 
v  B l R  v30 

k + l  
v ( f (  x  1 - p k  - Akl = O 

Les hypothèses e n t r a î n e n t  que l e  O-centre v é r i f i e ,  en no tan t  g  l ' a p p l i -  

c a t i o n  de fRn -+ IRn q u i  a  pour  composantes l e s  gi, 

k+ 1 k+ 1 n  
g (  x  1  = p k e .  f (  x 1 - A k E p k  a e c fR d e  composantes 1.  

d 'où  en d e f i n i t i v e  : 

c e c i  n ' é t a n t  va lab le ,  b i e n  entendu, que dans un vo i s i nage  de 2 d 'où l a  p r o p r i é t é  : 

Propriété IV.1 Vitesse de convergence de la méthode des centres. 

Sous les hypothèses précédentes, la méthode des centres utilisant la 

fonction f-distance minimum converge linéairement à partir d'un certain rang. 



Démonstration : - 

D'après ce qui précède, i l  s'agit de montrer que ci(5,C'l ne tend pas vers 

+m lorsque k++m ; ceci est évident car les gradients sont continus et le jacobien 

est régu l ier dans un voisinage de g, donc à partir d'un certain rang ko. 

Remarques : Application au problème totalement linéaire. 

La propriété IV.l est évidemment applicable pour un problème linéaire 

max c.x sous les contraintes Ax 2 b (avec A matrice (n,n) régulière) dont 

unique 2 e s t  A-lb ; on a donc. pour tout k E f N .  

A - X  
k+l Ci 

T = - q = ï G  

Pour la méthode des centres à troncature variable de rapport p utilisant 

la f-distance produit C341 le résultat pr6cédent s'écrit : 

Dans notre cas, le résultat ne dépend pas de la dimension de l'espace 

mais uniquement des multiplicateurs de Lagrange à l'optimum du problème initial ; 

en effet pour ce dernier ].es multipl.icateurs vérifient en particulier : 

Supposons que l'on pondère la fonction économique par un coefficient k ; 

les mêmes calculs appliqués à la f-distance min {klcx - X I ,  A.x - b . )  entrainent 
k a 1  

1 

que le coefficient de convergence linéaire devient égal à - 
l + k a  ' 

Pour la méthode des centres à troncaturs variable de rapport p avec la 
n 
II IA.x-b. 1 qui réalise de par le coefficient p une f-distance dlx,X1 = (cx - Al 

i=l 
n+p[l - p l  

pondération de la fonction Économique, ce résultat s'écrit 
n+p 



Par ces résultats on voit que la pondération par k peut accélérer la 

convergence. L'exemple numérique à deux variables ci-dessous montre que la norma- 

lisation des contraintes peut, pour une même pondération de la fonction économique, 

diminuer la vitesse de convergence 

maximiser x 
1 

+ 3x2 

- x - 2x2 3 -5 . 
1 

4x, - 4x 3 - 4 "  
2 

Dans la normalisation des cantraintes,on normalise les lignes de la matrice 

A des contraintes par la norme euclidienne et dans ce cas la quantité -CA-'= devient 
- I égale à 3.46 alors que sans normalisation -CA e est égal. à 1.42. CES valeurs montrent 

qu'il faudrait, dans le cas de la normalisaticIn, pondérer la fonction économique par 

un coefficient trois fois pli~s faible pour avoir La même vitesse de convergence que 

dans le cas non normalisé. Sur des prablèmes de plus grosse taille ce phénomène peut 

être accru. En tout état de cause la normalisation réalise une certaine homogénéité 

dans les problèmes vis à vis de la p~ndération par k .  

IV.2 - VITESSE DE CONVERGENCE DU PROBLEME GENERAL [Pl - APPLICATION 

Hypothèses : La fonctinn économique et les contraintes g sont fortement concaves ; -- i 
de plus leur hessisn est majcré en norme c'est-à-dire 

pi représente l'erreur à la troncature i, c'est-à-dire flXl - A .  en notant 
1 

2 l'optimum du problème (Pl 

y represente le minimum des constantes de farte concavité de f et des g i 

Fi k 
valeur de la f-distance linkarisée après k contraintes de centrage. 

Propriété IV.l 

On suppose que pour un troriçon E(Ail l'algorithme de centrage fournit à 

1 ' itération h un optimum de la f-distance 1 inéarisée calculée compte tenu des con- 

traintes additionnelles, réalisable pour le tronçon non linéaire. Sous ces hypothèses 

on a 



Démons t r a t  i on : 

h 
z optimum d e  l a  f - d i s t a n c e  l i n é a r i s é e  a p r è s  h i t é r a t i o n s  d e  c e n t r a g e  est 
i 

r é a l  i s a b l e  

+f ler  résultat 
h 

On pose  t e l  que  d ( x i + l  .Ail = max {d (x ,Ai l  / x  s [x i ,z i l  1 e t  donc  

p a r  c o n s t r u c t i o n  : 
X.+Z 

h 
i i 

h a l  f(2 l  - A i  
X +z  
i i 

d(x i+ , ,X i l  5 d (  - , A . )  = O U  
2 1 h X. + z  

i i l  
b l  gj  ( - 2 j O 

c { l ,  ..., m l  
O 

d a n s  l e  c a s  a l  l a  f o r t e  c o n c a v i t é  d e  f  e n t r a î n e  : 

h h 
y 1 1 xi-zi 1 1 p u i s q u e  z i  r é a l i s a b l e  e t  f (x i ]  = A i  

d a n s  l e  c a s  b l  de  même 

d ' o ù  d a n s  les  deux c a s  
" 2  d ( x i + l  , A i )  Z Y 1 lxi-zi 1 1 

o r  f - f ( x i )  2 d(xi+,,  ,Ail = min {f ( x  i + l  l  - f ( x i ) ,  g . (xi+, , )  1 j = I -  - m l  
J 

d ' o ù  

I I - f [ x i l  = P i  - P i r l  2 Y I Ix i  - Z i l l  " 2  



* 2ème résultat 
tl 

a l  f l z i l  - X i  

f ( x i + , l  - X i  ? dlx 
h  

, A . )  2 d ( z , , X . I  = 
a + i  a 

ou 
a r 

h 

b1 g j o ( z i l  

dans l e  cas  a l ,  du f a i t  de l a  courbure maximum de l a  foriction f : 

h 
f ( z i l  - A i  

h 1 h  h h 
= (VfIx. 1, zi - X .  1 + - Izi  - x H(E,l(z.-x. II, 5 61xi.zi[ 

3. 1 2 - i ' 1 1 

) e s t  r é a l i s a b l e  pour chacune des con t ra in t e s  dii polyèdre permettant de o r  ( Z  
i ' " h  h 

c a l c u l e r  l e  maximum de l a  f -d i s t ance  l i n é a r i s e a .  donc (Vf (xi), z -x. 1 2 vh ce  q u i  
i a 

dans l e  cas  b l  de même 

dans l e s  deux cas i l  v ient  

+: 3ème résultat .- 

Par app l i ca t ion  des 2 p r é c e d e ~ t s  nous avons l a  r e l a t i o n  : 

Dans le cas où l e  problème ( P )  est un problème d'optimisation sans contraintes 
alors dans les hypothèses de la propriété IV. 1 la convergence de la méthode des centres 
1 inéarisée avec centrage est 1 inéaire, 



Pour url probljme sans c o n t r s i n t e s  I1optimurrr :i es+ confondu avec le  cen t re  

c  d e  chaque tronçon E ( A . 1 .  Dans ces coadi t ions  puisque on a toujours  la r e l a t ion  
i 1 

dIx,hil 6 v h  V x E E ( X i l  on dédui t  qde : 

e t  le r e s u l t a t  3 d e  la propr ie té  i V . l  permet de conclure p u i s q u e  dans ce cas  

Dans l e  zas général 11 ne nous e s t  pas possible de conclure. Remarquons 

egalement que l e s  r é s u l t a t s  précédents ne s u n t  v s l a b l r s  que s i  pour toute  t roncature  
h 

on ü r r ive  à trsouver l e  point z dans l e  tronçon EO,.)  avant u n  nombre N constant de 
i 1 

contra in tes  addi t ionnel les .  

Dans l e s  expériences numt5riques du chapi t re  III nous avons t r o ~ v é  deux 

prohlùrnes s u r  lesquels  Le point se  t rouva i t  au briut de quelques i t é r a t i o n s  de 
i 

centrage 1-5a:irabie [problèmes 3 e t  4 1 .  Dans l e  problème 4 02 l e  centrage é t a i t  
4 nécsssa i re ,  l e s  cont ra in tes  add i t ionne l l e s  formaient- dirnsm u n  cône d'appui au 

domaine noil I inSai re ,  ce q u i  f a i t  qu'au bout do  5 c o ~ t r a i n t e s  de centrage, l e  point 

f é z a i t  r éa l i çab le .  Le problème da  l a  v i t e s se  oe conbergence de l a  méthode des i 
cent res  kinéarisee abec centrage n % s t  pas r&oI.~u. 11 e s t  à remarquer que l a  méthode 

àppliquse a un probl&nie d 'optimisat ion a une var iable  converge linéairement comme l e  

montre l a  d6munstration suivante : 



A 
'A 

linéarisation en a  : f [ a )  + (Vf(a1,t-al a 

maximum de la fonction distance linéariçge 

obtenu er ( z  9 1 : 1' 1 

on a  f(X1 - f ( z  1 6 t(al+(Vfiol,z - a l - f ( z  1 
1 1 1 

1 
6 - - iz -a, H( f ,S l  ( z  -a13 

2 1 1 

- L - -  /+LX) f[zl) 1 6 7 1 jzÎ-al j 2  a x z z b  > 2 1 X 

Ajoutons une linéarisation en - le nouveau maximum est en ( z  1 
a 24'2 

et l'on a de manièr~ évidente les 2 relations suivantes 

Puisqüe les pûints z2.z1 et à sont alignés, or, conclut que 

L 
et si A, est l'erreur maximum à uns étape i A  = - .- i 2 I l ~ ~ + ~ ~  - zi/121 on a 

ce qui donne la convergence linéaire. 

n Malheureusement ce résultat ne se généralise pas àIR . 



T E C H N I Q U E S  de la M E T H O D E  

des C E N T R E S  L I N E A R I S E E  



V.0 - INTRODUCTION - 
Ce chapitre est une introduction à l'utilisation numérique de la méthode 

des centres linéarisée et permet le passage de la formulation théorique de l'algo- 

rithme du chapitre III à la réalisation d'un code exploitable sur ordinateur. 

Après avoir dressé un organigramme do principe, nous aborderons la réso- 

lution des prograinmes linéaires et 1 ~ u r  enchalnement après l'introduction de 

contraintes additionnelles. A ce propos et afin de pouvoir prendre en compte de 

maniGre simple les variables bornées lors de l'introduction dQne nouvelle contrainte 

dans un programme linéaire déjà optimisé, nous établissons de manière directe avec 

les notations de C203 un résuitat de H.M. WAGNER 1351 concernant l'introduction de 

contraintes de bornes dans la méthode duale-simpliciale. 

Enfin ncicis étudiercns le procédé retenu dans notre code pour la recherche 

du maximum d'une fonction concave sur une direction. 

V.1 - ORGANIGRAMME DE PRINCIPE 

V.1.11 Notations 

Soit y un point de CR" : la linéarisation en ce point de l'équipotentielle 

économique f(x1 - A 2 O et des m contraintes non linhaires (g.(x) 3 O i=l,. ..,ml 
1 

du problème général (Pl donne naissance aux contraintes linéaires : 

On nutera A(y1 la matrice (m+l.nl dont les vecteurs lignes sont les gradients 

au point y de la fonction et des contraintes g i * 

L.a représentation rnatricie1,le du polySdre linéaire de linéarisation sera 

m+ 1 
A[yl x 2 a(y,X1 avec a(y,Al e(R , 

le second membre des contraintes (par exemple a ( y , , X )  = (Vf(y1,yl - fIyl+Al. 
1 



Une partie essentielle des calculs lors d'une linéarisation est la recherche 

du maximum de la f-distance linéarisée d'(x;y,Xl = min {f'(x;yI - A, gi(x;yI};nous 
savons que cette recherche peut se faire au moyen d'un programme linéaire par intro- 

duction d'une variable supplémentaire, p ;  notons PL(y,h,o) ce programme 

i maximiser p sous les contraintes 

PL(y,X,ol Alyl x - u 2 a(y,Al 

où le système de contraintes Bx > b représente le polyèdre linéaire B. De même nous 

noterons PL (y,X,h1 le programme linéaire précédent augmenté de h contraintes de 

linéarisation [qui correspondent aux contraintes additionnelles de l'algorithme de 

centrage]. 

Les quantités c et 1 représentent respectivement le nombre de contraintes 
m m 

additionnelles dans le centrage et ie nombre de linéarisations entre deux troncatures 

successives. 

V.1.2) Organigramme 

k k 
O) On dispose d'un point x,de la troncature économique flxl 2 f(x1 = Xk 

h k  poser h=O et y = x. 

h h 11 Former la matrice Alyl, le vecteur aly,Xkl, 
h h 

normer les lignes du système de contraintes A(y1x 2 a(y,X 1 par la norme 
k 

euclidienne, 
h 

poser1 = 1 et u = y. 
O 

h 21 Résoudre  PL(^, Xk,o) soit ?, l'optimum 
n 

3 )  Trouver u et v1 points deiR tels que 1 
h 

d(u .A 1 = max {dlx,h 1 1 x e [ u ~ - ~ ,  zel} 
& k  k 

h 
v1 e [u1-,,,z11 vérifiant au moins l'une des deux conditions 

suivantes : 



( b1 gi (ve1 = 0 pour un indice E {l,. ... ml 
O 

si v, n'existe pas aller en 5 1 .  

h h 4) Former le programme PL [y,X ,,1 en ajoutant à PL (y,A ,4-11 : 
k k 

dails i e  cas 3.a) (Vf[vel. x - v 1 3  p 1 

dans le cas 3.b) (Vgi Ivel, x - v 1 2 p 
O 

e 
si 1 < cm aller en 21 avec ,+l au lieu de 1. 

5 )  Si h < tmD poser h;l = ue et aller en 11 avec h+l au lieu de h. 

Cl Poser 
h 

= y et aller en 0)  pour une nouvelle troncature. 

Les points 2, 3, 4 de cet organigramme correspondent à une linéarisation avec centrage. 

V.1.3) Démarrage de la méthode 

Deux cas sont possibles : ou bien on connait un point de départ réalisable 

fourni avec le problème ou relevant de conçldérations concretes, ou bien on ne dispose 

dbuccn renseignement. 

Le démarrage de la méthode dans le premier de ces cas est trivial, dans le 

second on fixe les variables à leur borne inférieure et on tronque le domaine non 

linéaire par 1 ' équipotentielle f Ixl 2 f ( X I .  Par des linéarisations successives, on 
cherche un poi~t réalisable, Au causs de ces itérations on peut remarquer que les 

h points u, et ze de l'organigramme d s  principe sont non réalisables [sinon un point 

réalisable est trouvél. En conséqusnce, il sera impossible de trouver le point V4 de 

la partie 31 de l'organigramna ci-dessus et donc de déterminer une contrainte addition- 

nelle dans la partie 41. 

Pour ces raisons, on évi.tera,dans la recherche d'un point réalisable, la 

partie centrage da la méthode, D'autre part, on sait, chapitre II, que des linéari- 

sations successives, en gardant la même troncature, engendrent une suite de points 

convergeants vers le centre du domaine non linéaire. 



V.1.41 Choix du point v du point 31 de l'organigramme L 

Ce point vL, tel que nous le choisissons dans le progrannie, est en 

définitive un point de la frontière du domaine non linéaire. Au chapitre III, 

la démonstration de la convergence de l'algorithme de centrage prouve que ce 

point est à choisir sur le segment Cu 
h 
z 1 hors du domaine non linéaire. 

L-1' 1 

Ceci indique que la détermination de ce point doit rester grossière 

dans notre méthode. 

V.2 - RESOLUTION DES PROGRAMMES LINEAIRES 

V.2.01 Méthode utilisée 

h 
Les programmes linéaires PL(y,h ,O) sont à variables bornées. La méthode 

k 
simpliciale en variables bornées exposée dans [201 est donc tout à fait indiquée. 

Nous avons préféré à la méthode manuelle qui calcule à chaque étape le tableau sim- 

plicial et son second membre la méthodt de l'inverse explicite (transformation de 

l'inverse (A')-' à chaque étape) dans laquelle la connaissance de [A')-' permet de 

calculer les éléments du tableau simplicial et du critère de candidature nécessaires 

à la détermination des variables candidates à entrer dans la base et de la variable 

sortante x . 
r 

Notation : 1 est une base, Ï l'hors base associée. 

On notera 8' et 8- une partition de Ï et 

+ - 
x(1,B ,B 1 le point de base 1 tel que 

A chaque itération, on détermine, sous réserve d'existence, une variable de 8' et une 

variable de 8- candida% à entrer dans la base. Pour chacune de ces variables, la 

variable à éliminer de la base est déterminée et on choisit parmi ces deux possibilité: 

celle qui donne la meilleure amélioration à la fonction économique. 



V.Z.11 Organisation des calculs 

Nous dressons ci-dessous le décompte des opérations nécessaires au dérou- 

lement de la méthode simpliciale avec l'hypothèse de travail suivante : 

au départ la matrice de base I est unité 
O 

nous supposons qu'au cours des m premières itérations 

[m = nombre de contraintes du problème linéaire1 une variable de la base initiale 

sort de la base sans y rentrer jusqu'à l'itératjon m. 

Les formules de transformation de l'inverse (A')-' lorsquoon passe de la 

base 1 à la base vaisine 1' = 1-r+s sont données ci-dessous en fonction de la colonne 
S .  

candidate T (II 

On évite dans le calcul ci-dessus de transformer les colonnes i telles que 
I -1. iA Ir 1 = O ce qui correspond dans notre hypothèse de travail 3 : 

rn-1 colonnes à la lère itération 

1 - cm-1 1 itération. 

Pour ie calcul du critère de candidature la forme particulièrement simple 
h 

cîe Xa fonction économique des PL[y,X 01 permet d'écrire 
k '  

- - 
1 1 -1 *I 

d (I l  = (A 1, si 1 est le rang de la variable u dans la base 

[notons que, une fois u introduite dans la base, L restera constant). 

En conséquence, pour trarisformer llnverse de base au cours des m premières 
m j itérations, il faut de l'ûrdre de - iriultiplicatians et additions sans' tenir bien 
2 

entendu compte du creux du problème ql~i peut être trës important pour les grosses 



2 
tailles. Par itération supplémentaire, il faut de l'ordre de m multiplications et 

additions. 

A titre d'indication un calcul sommaire de ce même nombre d'opérations dans 

la méthode où l'on explicite le tableau simplicial à chaque itération montre qu'il 
2 

faudrait pour les m premières itérations de l'crdre de m n multiplications et additions 

(or n est en général sur nos pr~oblènies tr6s nettement supérieur à ml. 

V.2.21 Enchaînement des programmes linéaires dans l'algorithme de centrage 

h 
Le problème est d'introduire dans le programme linéaire PL(y,X ,ll 

k 
dont an connaît une base 1 de p indices [p=m+l+k) une nouvelle contrainte de la 

forme cz 3 d avec z = (3 . Une variable d'écart y permet de se ramener à la forme 

canoniqbe cz+y = d. En notant t l'indice ds cette variable d'écart, nous allons 

construire pour le problème augmenté une bec, T Sgale à 1 + {t). 
" 1 

Il s'agit de déterminer la matrice inverse de base ( A  1-1 à partir de 
I -1 

la matrice [ A  1 

Il-I=[; y )  cherchons (A1'1-' en utilisant le inDrne parritionnement : I A  1 

1 1 -1 
Le pr~dult bloc par bloc donne : X - (A']-', u-0, v = -c(A 1 . 

C:eci ne représente qu'une combinaison linéaire (par le vecteur cl des 
1: -1 

lignes de la batrice [ A  1 . 

Dans le centrage, :-orsque cette matrice est déterminée, la méthode duale- 

simpltclaie en variables borr~ees est appelet pour optimiser ce programme augmenté. 



V.3 - METHODE DUALE-SIYPLICIALE EN VARIABLES BORNEES 

V.3.0) I n t r o d u c t i o n  

L 'a lgor j . thme e n v i s a g é  c i - d e s s o u s  e s t  une  a d a p t a t i a ?  d e  l a  mé thadê  d u h l e -  

s i m p l i c i a l e  exposéedans  C241. I l  permet  de  t e n i r  compte  d ' u n e  ou p l u s i e u r s  con t . i a j r i t e s  

s u p p l é m e n t a i r e s  i n t r o d u i t e s  d a n s  un programme l i n é a i r e  en  v a r i a b l e s  b o r n é e s  d 6 j à  

o p t  l m i s é .  

En d ' a u t r e s  t e r m e s ,  au  c o n t r a i r e  d e  l a  méthode  s i m p l i c i a l e  q u i  c o n s t r u i t  u n e  

s u i t e  d e  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  p a r  un cheminement s u r  l e s  a r s t s s  [ f a c e t t e s  d e  d i m e n s l o ~  

11 du p o l y è d r e ,  l a  methode  d u a l e - s i m p l i . c i a l e  en  v a r i a b l e s  h ~ r n e u s  r éa l i s e  l a  cons t ruc ; -  

t i o n  d ' u n e  s u i t e  d e  s o l u t i o n s  o p t i m a l e s  non r g a l i s a b l e s ,  l e s  c r i t è r e s  d e  c e t t e  

c o n s t r u c t i o n  p r e n a n t  en  compte  i rnpl ici tcmen' t .  les  c o r i t r a i n t a s  d e  b o r n e s .  

L ' i n t é r ê t  d k u e  t e l l e  rnéthode, p e u r  l ' a l g o r i t h m e  d e  c e n t r a g e .  a'Gsi.de d a n s  Le 
h  f a i t  que  çonnai.ssan-& une s o l u t i o n  o p t i m s i a  r * é a l i s a b l e  d ' u n  p r o b l è n s  PL[y,X , l - l l  

t! k 
l ' o b t e n t i o n  d k n e  s a l u t i o n  o p t i n l a l e  r é a l i s a b l e  du problSme FPL(y,X , & f  où une  s e u l s  

k 
c o n t r a i n t e  est  a j o u t é e  s e  f e r a  au moindre  c o û t  d e  c a l c u l s  a l ' a i d e  de  q u a l y u e s  çhange- 

m e n t s  de  b a s e  ( v o i r e  même d e  un s e u l ] .  

P o u r  é t a b l i r  les  p r o p r i é t é s  q u i  s u i v e n t ,  p a r  s o u c i  d ' é c r i t u r e ,  nous  ç o n s l d 4 -  

r a n s  l e  problbme ( P j  g é n é r a l  

I d é s i g n e r a  uns  b a s e  d e  ( P l  c ' e s t - à - d i r e  A' est r é g u l i è r e ,  

1' s e r a  une  base de  [ P l  v o i s i n e  d e  1 : 1' = I - r + S.  

T ( 1 )  A ( A ~ I - '  A .  tiI1 = ( A I ) - '  a, d ( I 1  = f  - f l T ( l l  s e r u n t  r e s p a c t i v n m e n t  le t a b l e a u  
+ - 

s i m p l i c i a l  e t  son second  membre, l e  c r i t è r e  de candada tuse ;  B ,B , x ( I , B * , F ~ - ~  a l _ i r ~ n t  

les  mgmes d é f i n i t i o n s  q u ' e n  V.2 c i - d e s s u s  

1 
V s e r a  {x cmn 1 Arc = a l ,  C = ( x  1 2  s x d 2 )  



V.3.11 Lemmes p r é l i m i n a i r e s  

$: Lemme 1  S i  1 e s t  une base op t ima le  de P a l o r s ,  pour  t o u t  p o i n t  x de 

v n c on a  ~X[I,B+,B-1 2 f . x  

En e f f e t  : 

D'aut re  p a r t ,  t o u t  p o i n t  x  r é a l i s a b l e  pour  le programme P a p p a r t i e n t  à 
- 

V n  C, on peut  donc é c r i r e  en u t i l i s a n - t  l e  meme par t ionnement  en 1, 1 

X € C  --> 1  
x + - X , ? O  

B  B e t  2 8-  - x  8- C O  

I opt ima le  ===> d B + ? O  e t  d B - 6 0  

Ces deux p r o p r i é t é s  avec (5 )  permet ten t  de conc lu re .  

Remarque : En n o t a n t  X un optimum r é a l i s a b l e  du programme P, 2 e s t  t e l  que 

~x(I,B+,B-) 2 f ~ .  

Cet te  remarque sera u t i l i s é e  dans l a  c o n s t r u c t i o n  de l ' a l g o r i t h m e  en V.3.21 

;k Lemme 2 L 'accro issement  de l a  f o n c t i o n  éconamique l o r s q u ' o n  passe d ' un  
+ - 

p o i n t  de base x [ I ,B  ,B 1 au p o i n t  x[I',B+' " 6 - ' 1  e s t  éga l  à : 



1 
en notant X la valeur x si r t B", Er sinon. r r 

D6monstration : 

1 + O Posons I~ = 1-r, I = i-S. x = x si s r B . x sinon 
O s s Fi 

A l'aide de ces partitions, i l  est ais6 de calculer les valeurs de la 

fonction économique aux deux points : 

Connaissant les formules de changement de base, cette dernière expression 

slQcti t 

s 
Notons que l'accroissement de la fonction économique sera nul si d (II=O ; 

ceci cûrrespond à plusieurs solutions optimales et c'est un cas de dégénérescence 

que nous n'étudierons pas. 

Ces deux lemmes nous permettent de Jeter les bases d'une itération de la 

méthode duale-sirnpliclale en variables born6es s connaissant une base 1 optimale non 

réalisable, nous déterminons u n e  \/ari.able de base, d'indice r, qui ne véri-fie pas les 

conditions sur ses bornes et 21 I ' a i t l e  des lemrriss 1 et 2 nous choisirons une variable, 

d'indice s hors base, à faire entrer dans la nouvelle base 1' de manière à faire dimi- 

nuer la fonction et à conserver l'optimalité. 

Dans la suite nous ns6crirans 1' que pour les quantités [T,t,d) qui sont 

calculées pour la nouvelle hase. 

V.2.21 Choix de la variable x c a n d i d a t e  à sortir de la base 
r' 

Ce choix est guide par la condition A~X[I,B+,B-I d O ; csci implique que 

l'indice r est à prendre parmi les indices de base tels que 



1 O 
E n  e f f e t  s i  r e s t  t e l  que x  6 x, 6 x,, on peut avoi r .  puisque r c I l ,  

- 
r 

s o i t  r s B + ( I '  1 s o i t  r 6 B - [ I I I .  

Dans ces deux cas  l a  base 1' é t a n t  optimale ( p a r  cons t ruc t ion)  e t  

+ - 
Le lemme 2 avec les  conclusions (61  ou ( 7 3  e n t r a î n e  ~ f x ( 1 , B  ,B 1 3 0. 

Théorème V . l  L'indice r étant choisi parmi l 'ensemble des variables de base 

non réal i sabl es, al ors 

E n  d ' au t r e s  termes, cec i  s i g n i f i e  que l a  v a r i a b l e  r ne peut "sauter"  une 

de ses  bornes. 

D6montrons le r é s u l t a t  d u  cas  1 ( l e  cas  2 conduisan.t à u n  raisonnement 
r dS(1l  analogue) si r a O + ( I ' I  e t  1 '  opl imale on d o i t  avoi r  d ( 1 ' 1  3 O c'est--;-dire - d O; 

+ - T:(II 
ceci e n t r a i n e  Afx i 1 ,B  ,B 1 2 3 ce qui e s t  c o n t r a i r e  à I'hypotnèse fail-e. 

Remarque : Le théorème c i - d e s ~ u s  permet, dès que l a  varj . rble  r e s t  cho i s i e ,  de 

idRrsrminaticn analogus à l a  détermination du connaî t re  l e  signe de l a  quan t i t e  - 
T' 
I' 

s igne  d u  p ivot  dans l a  méthode dua le - s impl i c i a l e l*  En e f f e t  puisque 1' d o i t  ê t r e  
r 

optimale, d (11 do i t  avo i r  u n  s igne  déterminé e t  on aura l e s  r e l a t i o n s  : 



V.3.3.) Choix  d e  l a  v a r i a b l e  xs c a n d i d a t e  à e n t r e r  d a n s  l a  b a s e  

Les deux c a s  q u i  s u i v e n t  j o u a n t  un r ô l e  a n a l o g u e  aux  c a s  s s 8- e t  s s €3' 

d e  l a  méthode  s i m p ï i c i a l e  e n  v a r i a b l e s  b o r n é e s  l o r s  d e  l a  r e c h e r c h e  d e  l ' i n d i c e  r .  

Nous c h e r c h o n s  un i n d i c e  h o r s  b a s e  s t e l  que  1' s o i t  u n e  b a s e  o p t i m a l e .  

C e c i  i m p l i q u e  l e s  t r o i s  c o n d i t i o n s  : 

1/ TS # O a f i n  que  l a  m a t r i c e  A" s a i t  i n v e r s i b l e  

3 /  ~ ~ ( I P I  5 O v j e B - ( I ' I  I I I  1 

+ - O 
l e r  c a s  x r ( I , B  ,B 1 < xr .  

dS . 
( 1 0 )  -> d j  - - T: Z O W j E B+ ( u t i l i s a t i o n  d e s  f o r m u l e s  d e  changement  

d e  b a s e s )  . T: 

o r  s i  j e B+ e t  TS 6 O l a  r e l a t i o n  (81 mont re  que  (10)  e s t  v é r i f i é e .  

On c b t i e n t  donc une p r e m i e r e  c o n d i t i o n  pour  l e  c h o i x  d e  s : 

dS d j  
- $ -  a j e BI t e l  que  T~ > O .  
T~ ~j r 

De l a  même m a n i è r e  l a  r e l a t i o n  ( ? i l  s e r a  v é r i f i é e  s i  l a  c o n d i t i o n  s u i v a n t e  est  

v é r i f i é e  : 

dS d j  - 6 -  V j E 8- t e l  que T: < 0. 
T~ T j  



notons : 

Les deux conditions déterminées plus haut peuvent se résumer par : 

Ce choix prouve que d Bf(l'l (1'1 5 O et d B-(l'l (1.1 6 O ; de plus la diminution de 

la fonction économique est, pour le choix de r, la plus faible possible. 

En effet, s'il existait un indice s,, tel que pour 1 = 1-r+s 
1 1 

fx(1 ,B+,B-1 > ~x~I',B~:B-'I on aurait en utilisant le lemme 2 
1 1  1 

. r 

d ce qui est en contradiction avec le fait que - = min (a.61. 

T: 

1 2ème cas xr[I,~*,B-l > xr 

Un raisonnement analogue à celui du cas 1 donne deux conditions pour le 

choix de s (utilisation des relations (91, (101, (1111. 

En posant : 

dJ 
B '  = max { - - j 

; j Ê 8 , T r > 0 )  
T j 

le choix de s se traduit par la condition : 

- -  ds - mex (a1,B'1 E O 

T: 



et ce choix, comme dans le cas 1, donne la plus faible diminution de la fonction 

économique pour l'indice r choisi. 

V.3.41 Cas d'arrêts de l'algorithme 

a) Il est impossible, pour une base 1 optimale, de trouver un indice r 

vérifiant les conditions de V.3.2. 

+ - 
Dans ce cas, l'optimum du programme ( P l  est atteint puisque la solution x ( I , B  ,B 1 

est réalisable et la base 1 optimale. 

b) Il est impossible, r étant déterminé, de trouver un indice hors-base s 

vérifiant les conditions de V.3.3. Montrons que dans ce cas le polyèdre des solutions 

réalisables de ( P l  est vide. 

+ - O 
ler cas La non-existence de s s Ï entraîne (si x  (1,B ,B 1 < x  1 

r r 

Supposons qu'il existe un point réalisable x. Ce point de V n C peut se 
mettre sous la forme 

avec 

Ces différentes relations entraînent 

d'où en définitive 
+ - O 

x 6 x (1,B ,B 1 < x r r r 

ce qui est impossible par l'hypothèse x c V T)c. 



+ - 1 
2ème cas Une démonstration analogue montrerait que, dans le cas où xr[I,B ,B 1 > x r 
la non-existence d'un indice s 6 Ï implique que le problème ( P l  n'a pas de solution 

réalisable. 

V.3.51 Convergence de l'algorithme 

s 
Sous l'hypothèse de non-dégénérescence (d # O à chaque itération) la 

convergence de cet algorithme est assurée par les mêmes remarques que pour la méthode 

simpliciale. L'ensemble d1indices{1,2, ..., n) des variables ne peut être partitionné 
+ - 

qu'en un nombre fini d'ensembles 1, 0 , B . La fonction économique décroit strictement 
s 

à chaque itération I d  # O1 de cette manière on est assuré de ne plus revenir sur les 

partitions déjà explorées. 

V.4 - OPTIMISATION D'UNE FONCTION CONCAVE SUR UNE DIRECTION 

V.4.0) Position du problème 

La première partie du point (31 de l'organigramme de principe présenté en 
n V.1.2 consiste à rechercher sur un segment delR le maximum d'une fonction concave f. 

En notant [to,t 1 le segment et t = t + O(t -t )(O e [o,131 un point courant, le 
1 O 1 O 

problème posé est à une variable réelle : 

trouver 6 e [o,tl tel que h(6l = f[to+O(t,-tell = max {h(OI = f(to+O(tl-tolll 
06OS1 

La littérature présente de nombreuses méthodes pour résoudre un tel problème, 

Les principales sont itératives et fondées sur la réduction du segment de localisation 

à chaque étape et assurent la convergence vers la solution sous réserve que la fonctior 

soit unimodale c'est-à-dire, 6 étant la solution : 

Notons qu'une fonction concave satisfait à ces hypothèses (et non récipro- 

quement) ; en effet pour la première si O O ,O sont dans l'ordre indiqué, on a 
1' 2 

O = A + A 6 avec A e [0.11 
2 

et 



f concave 

^ f(61 2 ftO,) 2 h f(O1l + (1-hl f(61 5 f(Oll 
O solution 

Nous avons abordé dans notre travail ce groupe de méthodes et natamnent : 

la dichotomie, la réduction à partir du nombre d'or (section dorée1 et la réduction 

au moyen d'une approximation polynomiale de la fonction h (approximation quadratique]. 

Dans la méthode des centres linéarisge. la fonction h est la f-distance 

d(x,hl = min {f(xl-A, gi(xl i=l, ..., ml. Cette fonction est, de par les hypothèses du 
chapitre O, concave et continue mais non-différentiable. Il s'est rév6lé que cette 

particularité entrainait de très médiocres résultats pour l'approximation quadratique 

quant au temps utilisé ; de plus la diversité des fonctions que nous traitons [sur 

chaque segment du point (31 la fonction h est différente] entraîne un ajustement tris 

délicat des paramètres de programmation. 

Nous avons préféré une méthode systématique qui ne tient pas compte de 

l'allure des fonctions, à savoir la dichotomie (la section dorée ne se révélant, sur 

nos problèmes, pas plus avantageuse du point de vue précision et durée des calculs). 

V.4.11 La dichotomie. les tests d'arrêt 

La longueur de l'intervalle de localisation du maximum est, à chaque étape, 

divisée par 2. A chaque réduction le nombre d'appels de la fonction h est d'au maximum 

2. Pour l'organigramme ci-dessous on suppose que le maximum est localise dans un seg- 
1 O 1 

ment 18, OJ ; au départ O. = o. O. = 1. 
1 1  

O 1 
III Calculer hbOi3. h[Oi18 

O 1 
O +Oi 
i 

(21 Calculer O = ---- 
C 2 

et h(Ocl 

O 1 
si h(O 1 h[Oil prendre Oi+l = O et aller en (21 avec i+l 

C C 

'1 O 
si h [O  1 < h(Oi) prendre Oi+? = Oc et aller en (21 avec i+l 

C 
O 
O +O 
i c 

(3) Calculer Od = - et h[Od) 
2 

1 
si hCOcl < h(O 1 prendre Oi+l = O , Oc = O et aller en (3) avec i+l 

d c d 



1 
Bi+@ 

C 
(41 Calculer Be = - et h(Oel 2 

U 

si h(O 1 < h(B 1 prendre Bi+, = Oc, O = O et aller en (31 avec i+l 
c e c e 

O 1 
(51 Prendre Oi+l = Od, Oicl = O et aller en (31 avec i+l au lieu de i. 

e 

Nous avons envisagé trois tests d'arrêt : 

-L 
1 O 

,, Bi - O. < E ce qui signifie que la longueur de l'intervalle 
1 

1 -4 initial a été divisée par - (en général E = 10 1 
E 

O * h(O 1 < h(O.1 dans le point (31 d 1 

1 
: h(Qel < h(Oil dans le point (41 .  

Ces deux derniers tests. lorsqu'ils sont vérifiés, montrent que la précision 

des calculs est insuffisante puisque les valeurs calculées de la fonction indiquent 

l'existence d'un minimum local, ce qui est impossible pour une fonction unimodale. 
1 

Dans la suite la réduction de l'intervalle - sera notée dic. 
E 



C H A P I T R E  VI 

E X P E R I E N C E S  N U M E R I Q U E S  



VI.l - PRESENTATION DES EXPERIENCES 

La méthode exposée au chapitre III a été programmée en Algol 60 sous deux 

versions : la première prend en compte toutes les options c'est-à-dire la fonction 

économique et les contraintes non linéaires ou linéaires ainsi que l'ensemble des 

contraintes du polyèdre linéaire B non vide, la seconde est une simplification de la 

précédente et ne traite que des problèmes totalement non linéaires (éventuellement 

les contraintes en inégalité du polyèdre B peuvent être considérées comme non linéaires; 

les contraintes linéaires en égalité ne sont donc pas permises dans cette version). 

Ces deux codes ont été testés sur un ensemble de dix problèmes, pour quelques 

uns d'entre eux d'origine concrète, allant du problème de taille modeste ( 2  variables) 

à des problèmes de 50 variables et une centaine de contraintes. 

Les problèmes 1 à 7 ont fait l'objet d'une étude dans le rapport IBM de 

COLVILLE 7 3  qui, dès 1967, a établi une comparaison des différentes méthodes "non- 

linéaires", comparaison ne prenant en compte que les temps d'exécution et non pas la 

précision. Dans la suite nous ne retiendrons, pour nos comparaisons, que les méthodes 

ayant donné des valeurs proches de la valeur optimale. Chaque méthode utilisant un 

calculateur différent, COLVILLE a imaginé un temps standard de la manière suivante : 

le temps d-exécution sur un ordinateur d'un problème est T i 

le temps d'exécution sur ce même ordinateur d'un programme de 

référence fourni par COLVILLE est A (il s'agit d'une inversion de matrice (40,401 

répétée 10 fois) ; 

T le temps standard d'exécution du problème sera - . 
A 

Les problèmes 8 et 10 sont issus de problèmes de dispatching alors que le 

problème 9 n'a pas d'origine concrète. 

Chacun des dix problèmes sera présenté de la manière suivante : 

- énoncé des caractéristiques (nombre de variables, de contraintes1 
- écriture de la fonction économique et des contraintes (y compris 

les bornes1 

COLVILLE 

- rappel des meilleurs résultats consignés dans le rapport de 



- meilleur résultat de la méthode des centres linéarisée avec 

centrage suivi des valeurs des paramètres de programmation [ce résultat correspond 

à l'obtention d'au moins 3 décimales dans la valeur économique : précision adoptée 

dans le rapport COLVILLE) 

- des résultats numériques choisis parmi les plus caractéristiques 
et montrant le comportement numérique de la méthode au fil des itérations. 

Pour ces expériences numériques, les deux programmes ont été exploité sur 

l'ordinateur BGE Gamma N 40 du Laboratoire de Calcul de l'Université de Lille 1. Sur 

cet ordinateur, le temps d'exécution du programme de référence, A, est égal ZI 608 

secondes ( à  titre d'indication, sur un CDC 6600 ce temps est de 20,5 secondes). L'en- 

combrement du programme correspondant à la version totalement non linéaire est d%nviror 

4000 mots sur l'ordinateur cité ci-dessus. A ce nombre ii faut ajouter, outre les 

identificateurs simples, les variables indicées dont le nombre est, pour un problème 

à m contraintes et n variables, m[m+n+2) *5n+2m. A l'encombrement du programme il 

faut ajouter l'encombrement du sous-programme permettant le calcul des contraintes, 

de la fonction économique et de leur gradient. 



PROBLEME nO1 [ 7 1 

fonction économique du 3ème degré, contraintes linéaires 

nombre de variables 5 

nombre de contraintes non linéaires O 

nombre de contraintes linéaires 20 (dont 10 de bornes) 

5 5 5 5 
minimiser 1 

j=1 j =1 

l I sous les contraintes 

5 
1 a i j y j O i  i=1~2,..., IO 

j=1 

0 s Yj s 20 j=l, ..., 5 

données communes aux problèmes 1 et 2 sur page VI.8 

point de départ réalisable (0,0,0,0,1). 

Bilan du rapport COLVILLE (juin 19701 

méthode 

Variable metric Proj (Nurtaghl 

Revised Red Grad (Ribière 1 

Grad, Proj. Corrigé ( Kalf on 1 

Red. Gradient ( Huard 1 

GRG. Guigou (Abadie1 

Solver [Wilson) 

optimum temps standard 

l Méthooe des centres linéarisée - 32.349 O. 0065 

résultat obtenu à la 4ème troncature avec les paramètres de 

programmation 

k = 0.00l lin = 1 dic = 10000 

I centrage à partir de la 2eme troncature. 



Nous présentons dan's les tableaux suivants différents essais numériques 

sur ce problème. Une procédure d'extrapolation, introduite dans le programme, est 

destinée à rechercher le maximum de la fonction économique sur une direction con- 

naissant une extrêmité. Cette recherche s'effectue en deux temps : le premier 

consiste à progresser par pas sur la direction en cherchant, à chaque étape, à 

vérifier que le point courant est à la fois réalisable et meilleur que le précédent. 

Dès qu'on trouve un point réalisable et moins "bon" pour la fonction économique, on 

est assuré, cette dernière étant concave, d'avoir un intervalle de confiance où se 

situe le maximum cherché. Dans le cas où le point courant devient non réalisable des 

retours en arrière avec division du pas sont nbcessaires. Le deuxième temps consiste 

à affiner, par un moyen de dichotomie par exemple, la localisation du maximum dans 

l'intervalle de confiance. 

On trouvera dans le tableau O la succession des valeurs économiques lorsqu'on 

envisage de une à trois linéarisations entre deux troncatures successives, avec ou 

sans extrapolation sur la ligne des deux derniers centres. 

Dans les tableaux 1,2,3 (respectivement 1 bis, 2 bis, 3 bis) sont donnés 

les optimums atteints ainsi que la valeur des contraintes actives à la solution 

théorique du problème dans les temps standards indiqués lorsqu'une à trois linéari- 

sations sont faites (respectivement une extrapolation en plus). 

Le tableau 4 montre l'influence de la pondération de la fonction économique 

(coefficient k l .  

Meilleure solution atteinte : 





tableaux 1 

1 bis 

2 bis 

O 
al 
> 
(D 

ffl 
al 
O 

3 bis 
C 
Q) 

L 

a 
X 

Les résultats des 3 derniers tableaux montrent qu'en définitive l'extrapo- 

lation sur la ligne des deux derniers centres n'apporte pas d'amélioration compte tenu 

du temps requis par la méthode sans extrapolation. De plus la programmation en est 

difficile quant à l'ajustement des différents paramètres afin de ne pas eortir du 

domaine réalisable. Ces considérations nous ont conduits à abandonner l'extrapolation. 

;k Les cases vides représentent des expériences sur lesquelles la valeur des contraintes 

actives n'a pas été relevée. 



Influence de la pondération de la fonction économique, par k, sur le problème nO1 



Tableau donnant les valeurs des coefficients c a bis e d. des problèmes 1 et 2 
ij' ij' j' J 



PROBLENE n02 [ 7  1 

problème d u a l  du problème 1  
e f o n c t i o n  économique du 3  d e g r é ,  c o n t r a i n t e s  q u a d r a t i q u e s  

nombre d e  v a r i a b l e s  1 5  

nombre d e  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  5  

nombre d e  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  3 0  ( b o r n e s )  

s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  

p o i n t  d e  d é p a r t  r é a l i s a b l e  x = 0.0001 i = l , . . .  1 0  e t  i # 7  
i 

x = 60 
7 

B i l a n  du r a p p o r t  COLVILLE ( j u i n  19701 

méthode optimum t emps  s t a n d a r d  

G R G .  Guigou (Abad ie )  - 32.348 

Gen. Red. G r a d i e n t  (Abadie  1 - 32.349 

Seq .  Unc. Min. Tech. (Mc Cormick) - 32.349 

Grad.  P r o j .  C o r r i g é  ( K a l f o n )  - 32.349 

1 Méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  - 32.349 0.1220 

r é s u l t a t  ob t enu  à l a  9ème t r o n c a t u r e  a v e c  l e s  p a r a m è t r e s  

k = 0,001 d i c  = 10000 l i n  = 2  

c e n t r a g e  à p a r t i r  d e  l a  4ème t r o n c a t u r e  



Les résultats numériques consignés ci-dessous permettent d'observer deux phénomènes : 

tableau O : influence de la pondération de la fonction économique 

tableau 1 : amélioration de la valeur de la fonction distance après 

chaque contrainte additionnelle de l'algorithme de centrage. 

bxq-Y 
centre 





PROBLENE n03 ( W .  C h a r l e s  My lande r l  E 7 1  

f o n c t i o n  économique  e t  c o n t r a i n t e s  q u a d r a t i q u e s  

nombre d e  v a r i a b l e s  5 

nombre d e  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  6 

nombre d e  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  1 0  ( b o r n e s  l 

m i n i m i s e r  5.3578547 x2  + .8356891 x1x5 + 37.293239 xl - 40792.141 
3 

s o u s  les  c o n t r a i n t e s  

78 f XI 6 102, 33 6 X 1 4 5 ,  27 6 X3 f 45. 27 6 X 6 45, 27 6 X f 45 
2 4 5 

p o i n t  d e  d é p a r t  r é a l i s a b l e  (78.62, 33.44, 31.07, 44.18, 35.22) 

B i l a n  du r a p p o r t  COLVILLE ( j u i n  19701 

méthode  optimum t emps  s t a n d a r d  

Grad .  P r o j .  C o r r i g é  ( K a l f o n l  - 30665.503 O.  0051 

V a r i a b l e  Met. P r o j .  (Mur t agh l  - 30665.543 0.0060 

G R G .  Guigou ( A b a d i e )  - 30665.539 O.  0061 

Gen. Red.  Grad (Abad i e1  - 30665.503 O. 0095 

S o l v e r  (Wi l son1  - 30665.503 0.0108 

Davidon  w i t h  CRST ( D a v i e s l  - 30665.503 0.0154 

Méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  - 30665.539 O.  0023 

r é s u l t a t  o b t e n u  à l a  Sème t r o n c a t u r e  a v e c  l es  p a r a m è t r e s  

k = 0.001 l i n  = 2 d i c  = 100 ; p a s  d e  c e n t r a g e  



Dans ce problème, le centrage ne s'est pas révélé nscessaire ; les différents 

optimums des programmes linéaires de linéarisation à chaque troncature, étant à lsinté- 

rieur du domaine non-linéaire, correspondent à une assez bonne représentation du centre 

du tronçon. Ce phénomène est prouvé par le tableau suivant qui présefite les valeurs de 

la fonction économique suivant la troncature avec le paramètre de réduction de la dicho- 

tomie égal à  IO-^ et Le peu de différences entre les deux séries de résultats 

prouvent que les directions h , z ]  "pgnètrent bien" à L'intérieur du domaine non-linéaire. 

tronc f 
dic=lOO 1 dic=i000 

valeur de la solution optimale atteinte 

daleur des contraintes actives à l'optimum 



PROBLENE n04 (C.F. Woodl [ 7 1  

nombre d e  v a r i a b l e s  4  

nombre d e  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  O 

nombre d e  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  8  ( b o r n e s  l  

minimiser  100 ( x  -x212 + (1-x l 2  + 90 ( x  -xZ12 + (1-x312 + 
2  1 1 4  3 

2 
10 .1  {(xz-112 + Cx4-Il 1 + 19.8 ( x 2 - l l ( x  4  -11 

sous  l e s  c o n t r a i n t e s  

Ce problème, dont l e s  c o n t r a i n t e s  ne s e r o n t  pas  a c t i v e s  à l 'optimum. 

possède deux optimums, l ' u n  l o c a l  ( v a l e u r  d e  l a  f o n c t i o n  -7 .8 . . . )  l ' a u t r e  g l o b a l  

[ f = O l .  Le p o i n t  de  d é p a r t  f o u r n i  p a r  Wood [ x  = x 1  3  4  
= -3,  X 2  = X = -1 1 e s t  t e l  que 

n o t r e  méthode, a i n s i  que nombre d ' a u t r e s ,  converge  v e r s  l 'optimum l o c a l .  Nous avons 

c h o i s i  l e  p o i n t  de  d é p a r t  x = (x i=3  i = 1 , . . . , 4 l  pour a t t e i n d r e  l 'optimum g l o b a l .  

B i l an  du r a p p o r t  d e  C O L V I L L E  [ j u i n  19701 

méthode optimum temps s t a n d a r d  

Klingman + H i m e l b l a u  [ Grace 1 il. 000 

Courant ( B a l l o t 1  O .  000 

Davidon w i t h  CRST [Davies l  'O 

Grad. P r o j .  c o r r i g é  (Ka l fon l  II 

G R G .  Guigou [Aoadiel  II 

Méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  O .  O00 O .  0056 

r é s u l t a t  ob tenu  avec  l e s  pa ramèt res  de  programmation 

k = 1  ( p a s  d e  c o n t r a i n t e s  dans l a  f - d i s t a n c e ) ,  l i n  = 3 ,  d i c  = 10  
7 

1 c e n t r a g e  a p a r t i r  d e  l a  3ème t r o n c a t u r e  



On t r o u v e r a ,  dans  l e  t a b l e a u  c i - d e s s o u s ,  l ' é v o l u t i o n  de  l a  v a l e u r  économique 

au c o u r s  d e s  i t é r a t i o n s .  Il  e s t  à remarquer l ' i m p o r t a n c e  de  l a  p r é c i s i o n  s u r  l a  d i c h o -  

tomie ,  l e  phénomène d ' o s c i l l a t i o n s  à p a r t i r  de  l a  I l ème  t r o n c a t u r e  a p p a r a i t  beaucoup 

p l u s  v i t e  s i  d i c  e s t  f i x é  à 10000 p a r  exemple. L ' e x p l i c a t i o n  v i e n t  d e  l a  remarque 

s u i v a n t e  : l e  p o i n t  z ,  optimum d e s  programmes l i n é a i r e s ,  e s t  un sommet du cube formé 

p a r  l e s  c o n t r a i n t e s  ; l a  longueur  e u c l i d i e n n e  du segment [ x , z l  e s t  donc d e  l ' o r d r e  de  

20 [ G i 1 2 1  l o r s q u e  x e s t  v o i s i n  d e  1 'optimum [ x .  1 =l i = 1 ,  . . . .41. S i  d i c  est  
i = 1  

-3 f i x é  à 10000, l a  longueur  de  l ' i n t e r v a l l e  f i n a l  e s t  a l o r s  de  2 10  d ' o ù  une e r r e u r  

a b s o l u e  s u r  chaque composante du p o i n t  q u i  e s t  c h o i s i  comme maximum d e  l a  f - d i s t a n c e  

sur [ x , z l  d ' a u  p l u s  2 x l o m 3 =  Compte t enu  du f a i t  que  [x ,z l  a, avec  l e  domaine non 

l i n é a i r e ,  une i n t e r s e c t i o n  " t r è s  p e t i t e " ,  c e t t e  e r r e u r  e s t  s u f f i s a n t e  pour  c h o i s i r ,  

p a r f o i s ,  l e  c e n t r e  du domaine h o r s  de  c e  d e r n i e r ,  d ' o ù  l e s  o s c i l l a t i û n s  s i g n a l é e s .  

Le r é s u l t a t  r e t e n u  e s t  c e l u i  de  l a  7ème l i n é a r i s a t i o n  cor respondan t  à l a  p r é c i s i o n  du 

r a p p o r t  COLVILLE. 

- 
M e i l l e u r e  s o l u t i o n  a t t e i n t e  f = - 5 10  

-1 2 

A - 7 x  : x = 1  a v e c  une e r r e u r  a b s o l u e  de  10  
i 



PROBLEYE n05 (Huard l  [ 7 1  

f o n c t i o n  économique l i n é a i r e  p a r  morceaux e t  c o n t i n u e  

nombre de v a r i a b l e s  6 

nombre de c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  4 

nombre de c o n t r a i n t e s  l i n é a i r a s  12 [bornes)  

m i n  f ( x  1  + f 2 ( x 2 1  
1 1  

sous l e s  c o n t r a i n t e s  

X X 
3  4  2 A 

C - D  Cos ( b - x g l  + x3 Cos (b -a )  - x  = O 
1 

avec A = 0.90798, B = 131.078 C = 300 

a  = 0.00889, b  = 1.48477 D = 200 

p o i n t  de d é p a r t  non r é a l i s a b l e  

x (390.0, l O Q O . O ,  419.6, 340.5, 191.175, 0.501 

L ' é c r i t u r e  de ce prob lème amène deux c o n s i d é r a t i o n s  pour  son t r a i t e m e n t  numérique : 

%- il n ' y  a que 3  v a r i a b l e s  indépendantes,  l e s  v a r i a b l e s  x  1 , ~ 2 , ~ 5  s 'exp r iman t  

a isèment p a r  r a p p o r t  à x3,x4,x6 



;k présence  d e  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  e n  é g a l i t é  : o r  nous avons  vu que 

n o t r e  méthode n é c e s s i t a i t  un domaine de  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  a y a n t  un i n t é r i e u r  non 

v i d e .  

En ne g a r d a n t  comme v a r i a b l e s  du problème que x  x4 x6 e t  en u t i l i s a n t  l e s  

c o n t r a i n t e s  de  bornes  s u r  x x x  on t r a n s f o r m e  l e s  t r o i s  c o n t r a i n t e s  111 (21 (41 
1 '  2 '  5 

an 6 c o n t r a i n t e s  n o n - l i n é a i r e s .  La c o n t r a i n t e  n04 r e s t a n t  en é g a l i t é ,  nous evons é t é  

o b l i g é  de  l u i  donner  un s e n s  d ' i n é g a l i t é .  ( A  p r i o r i  on ne s a i t ,  s a n s  c o n s i d é r a t i o n s  

s u r  l a  n a t u r e  physique de  l a  c o n t r a i n t e ,  r i e n  s u r  l e  s e n s  à donner .  En r é a l i t é  nous 

avons  a f f e c t é  à c e t t e  c o n t r a i n t e  l e  s e n s  < s a c h a n t  q u ' à  l 'optimum du problème c e t t e  

d e r n i è r e  d e v a i t  ê t r e  a c t i v e  c e  q u i  permet une v é r i f i c a t i o n  sur l e  s e n s  f i x é  à p r i o r i ]  

d ' o ù  l ' é n o n c é  du problème t r a i t é  ( 3  v a r i a b l e s ,  1 3  c o n t r a i n t e s )  

min f  ( x  ( x  ,x  , x  11 + f2 ~ x 2 ( x 3 , x 4 , x 6 1 1  1 1 3 4 6  

sous  l e s  c o n t r a i n t e s  

X X 
3 4  

O r C - - Cos (b-x61 + x2 A Cos ( b - a l  400 
B 3  Ë 

X X 

0 6  - -  Cos (b-x61 + x i  Cos (b -a l  6  1000 
B 

X X 
3  4  -1000 1 - - S i n  Lb+xôl + x2 A S i n  Ib -a l  6 1000 B 4  Ë 

X X 
s i n  (b -x6)  + xg $ S i n  (b -a l  6  O 0 --g- 

p o i n t  de  d é p a r t  (419.6 ,  340.5,  0.501 

La f o n c t i o n  économique n ' e s t  p l u s  l i n é a i r e  mais e l l e  r e s t e  non d i f f é r e n -  

t i a b l e  pour  c e r t a i n e s  v a l e u r s  d e s  v a r i a b l e s .  

Après l e  b i l a n  compara t i f  nous donnons l ' é v o l u t i o n  de  l a  v a l e u r  économique 

au c o u r s  d e s  i t é r a t i o n s .  



B i l a n  du r a p p o r t  COLVILLE ( j u i n  19701 

méthode op t imurn t emps  s t a n d a r d  

G R G .  Guigou ( A b a d i e )  

Gen. Grand.  Sea rch  ( Kephar t  1 

Gen. Red. G r a d i e n t  ( A b a d i e )  

Cûuran t  ( B a l l o t  1 

Méthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  8827.598 0 .0677  

r é s u l t a t  o b t e n u  5 l a  25ème t s o n c a t u r e  a v e c  les  p a r a m è t r e s  

k = 0.01 ,  l i n  = 1, d i c  = I O D O O  

c e n t r a g e  à p a r t i r  d e  l a  %me t r o n c a t u r e  

M e i l l e u r e  s o l u t i o n  a t t e i n t e  : 

-7 
v a l e u r  d e  l a  c o n t r a i n t e  a c t i v e  3 . 8 . 1 0  



PROBLEME n06 [J.M. Gauthierl 1 7  1 

nombre de variables 16 

nombre de contraintes non linéaires O 

nombre de contraintes linéaires 40 (dont 32 de bornes1 

1 6  1 6  
2 

maximiser - 1 Aij (X;+X.+I 1 L X  +X +Il 
1 i=1 j =1  j j 

sous les contraintes 

Point de départ : il est calculé automatiquement par programme : c'est un sommet du 

polyèdre défini par les contraintes linéaires. 

Valeurs des coefficients A i,j=I ,..., 16.  Ces coefficients ne prenant que les ij 
valeurs O ou 1, nous donnons uniquement les couples d'indices (i,j1 des A non nuls. 

i j 



Bilan du rapport COLVILLE [juin 19701 

méthode optimum temps standard 

GRG. Guigou (Abadie1 - 244.899 0.0176 

Revised Red.Grad. (Ribière) - 244.899 O .  0290 

Reduced Gradient (Huard 1 - 244.899 0.0396 

Conjuga t e  Gradient (Goldfarbl - 244.900 O .  0502 

Variable Metric Proj (Murtaghl - 244.900 0.0618 

Méthode des centres linéarisée - 244.900 0.0270 

résultat obtenu ;k à la 7ème troncature avec les paramètres 

k = 1, lin = 1, dic = 10000 

centrage à partir de la 5ème troncature 

- 
Meilleure solution atteinte f = - 244.8996975. 

il s'agit de la version linéaire/non linéaire du programme. 



PROBLEME n07 (A.R. C o l v i l l e ]  1 7 3  

nombre d e  v a r i a b l e s  3 lno tAes  x . 1  
1 

nombre d e  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  1 4  

nombre d e  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  6 [ b o r n e s )  

max imise r  .O63 y2y5 - 5 . 0 4 ~ ~  - 3 . 3 6 ~ ~  - .035x2 - l u x 3  

s o u s  l es  c o n t r a i n t e s  

Les  q u a n t i t é s  y  e t  yq s e  c a l c u l e n t  au  moyen d ' u n  programme f o r t r a n  
2  

( c f .  r . 7  11 mais  en d é f i n i t i v e  c e s  v a l e u r s  soi?% r a c i n e s  d ' é q u a t i o n s  du s e c o n d  d e g r é  

d o n t  l a  r é s o l u t i o n  a p p o r t e  une  p l u s  g r a n d e  p r é c i s i o n  quo l a  methode i t é r a t i v e  propo-  

s é e ,  d e  p l u s  l e  temps  d e  c a l c u l  d e s  f o n c t i o n s  du problème e s t  c o n s i d é r a b l e m e n t  r é d u i t .  

Les  a u t r e s  v a l e u r s  s ' o b t i e n n e n t  d i r e c t e m e n t  à p a r t i r  d e  y2 e t  y4. 

y e s t  l a  p l u s  g r a n d e  r a c i n e  d e  h  [ t l  = O 
2  1 

y p l u s  p e t i t s  r a c i n e  d e  h ( t )  = O 
4  2 

2  2  
h . ( t )  = "21645 y 2 t  + [ (27 .10U95 - .731266 y6 + .25308 y61+lUOOx31t + 98000 x = O L 3 

2  
y5 = 96 .35  + 1 .098  y6 - ,038  y6 + ,325 ( y 4  - 891 

P o i n t  d e  d é p a r t  r é a l i s a b l e  (1745 ,  12000,  1101.  



B i l a n  du r a p p o r t  COLVILLE ( j u i n  19701 

méthode optimum temps s t a n d a r d  

G R G .  Guigou (Abadie1  1162.170 0.0216 

Davidon w i t h  CRST ( D a v i e s )  1162.000 O .  0224 

V a r i a b l e  m e t r i c  P r o  j . ( f l u r t a g h l  1162.035 O .  0249 

Courant  ( B a l l o t  1 1162.040 O .  0355 

Pop I I / 7 0 9 4  ( G r i s b y )  1161.960 O .  0357 

D e f l e c t e d  Ascent  ( M i l l e r )  1162.090 O .  0409 

Néthode d e s  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  1162.L'47 0.0294 

r é s u l t a t  o b t e n u  à l a  10ème t r o n c a t u r e  a v e c  les p a r a m è t r e s  

k = 0.0Ci1, l i n  = 1 ,  dic = ;O 000 

c e n t r a g e  à p a r t i r  d e  l a  l è r e  t r o n c a t u r e  

M e i l l e u r e  s o l u t i o n  a t t e i n t e  : 

Valeu r  d e  l a  c o n t r a i n t e  a c t i v e  ( y  2 01 
3 

2 . 9  ICI-' 



PROBLEME n08 [ d i s p a t c h i n g  économique) [ 3 1  

nombre d e  v a r i a b l e s  2  

nombre de  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  5  

nombre de  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  6  (don t  4  de  bornes )  

I I  s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  

0  v 6 1200,  O s v s 1200 
1  2  

1000 S i n  [x2 - .251 + 1000 S i n  ( x 2  - x  - .251 + 1294.8 6 O 
1  

.55 - X I  + X 2  5 O 

. 5 5 - X  - X  2 0  
1  2  

avec  v  = -1000 S i n  Lx +.251 - 1000 S i n  (x2+.251 + 894.8 
1  1  

v  = 1000 S i n  ( x i - , 2 5 1  + 1000 S i n  [ x  - x  - .251 + 894.8 
2  1  2  

Que lques  r é s u l t a t s  c o m p a r a t i f s  sur l ' e f f i c a c i t é  de  l ' a l g o r i t h m e  de  c e n t r a g e  

S o l u t i o n  o p t i m a l e  a t t e i n t e  : ? = 5126.200358 
* 

x = [ 0 ~ 1 1 9 0 0 0 ,  - 0.3961751 



V ï .  '2.4 

PROBLEME n09 (Abad ie )  [ 1  1 

nombre d e  v a r i a b l e s  5 Ci 

nombre de  c o n t r a i n t e s  non l i n é a i r e s  50 

nombre de  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  100 ( b o r n e s )  

Ce p rob lème  a é t é  c o n s t r u i t  à p a r t i r  d ' u n e  t a b l e  d e  nombres e n t i e r s  au h a s a r d  c o m p r i s  

e n t r e  O e t  9  ; il e s t  donné s o u s  l a  forme 

50 ( 0 1  x2 + 

maximiser  1 qii 
50 (01  

i ! O  5f ~q::) xi x j  + 1 pi x  
1  i = l  j= i+ l  

i 
i = 1 

I l  s o u s  l e s  c o n t r a i n t e s  

i l p o i n t  de  d é p a r t  f o u r n i  p a r  l ' A u t e u r  e t  r é a l i s a b l e  xi=O i = 1 , . . . , 5 0 .  

Le s t o c k a g e  d e s  d o n n é e s  de  c e  problème r é c l a m e  t h é o r i q u e m e n t  130  100  

mémoires .  Les é l é m e n t s  d i f f é r e n t s  de  z é r o  d e  l a  t a b l e  a y a n t  t o u s  l a  même p roba -  

b i l i t é ,  z é r o  ayant  une  p r o b a b i l i t é  s u p é r i e u r e ,  l e  nombre d ' é l é m e n t s  d i f f é r e n t s  d e  

z é r o  à s t o c k e r  [ p o u r  un q ( k )  # O ,  on s t o c k e  i , j ,  !!Il e s t  à peu p r è s  8700 ; c e c i  i j q l ~  

r e v i e n t  à d i r e  que i e  c r e u x  d e  c e  problème est d e  l ' o r d r e  d e  95%. 

La f o n c t i o n  econornique e t  l e s  c o n t r a i n t e s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  q u a d r a t i q u e s  

d é t e r m i n é e s  pour que  l e  domaine du problème s o i t  convexe  e t  l a  f o n c t i o n  économique 

concave .  De p l u s ,  p a r  c o n s t r u c t i o n ,  l a  s û l u t i o r i  o p t i m a l e ,  u n i q u e ,  e s t  e x a c t e m e n t  
A 

connues  e t  é g a l e  à 77364 pour l a  s o i u t i o n  ( x  = I l .  A l ' o p t i m u m  d e  c e  problème il y a  
i 

e x a c t e m e n t  25 c o n t r a i n t e s  a c t i v e s .  

La s t r u c t u r e  p a r r i c u l i è r e  de  c e  problème a  p e r m i s  d ' u t i l i s e r  a v e c  une  t r è s  

g r a n a e  r é u s s i t e  l a  l i n é a r i s a t i o n  p a r t i e l l e  d e s  c o n t r a i n t e s  ( v o i r  l e  r é s u l t a t  numéro 21 .  

R é s u l t a t s  du problème n09 

optimum 

77363.9998 

77363.99999 

temps  s t a n d a r d  

1 . 9 3  

0.557 



A titre indicatif la méthode GRG. Guigou [Abadie) a obtenu, sur ce problème, 

pour un temps standard de 22 une valeur de la fonction 4 77363,9 ; cependant les nou- 

velles versions de la méthode GRG devraient diviser ce temps par au moins 2. 

Meilleure solution atteinte (sans utilisation de la linéarisation partielle) 

- - 5 x x = 1 avec une erreur absolue maximum de 3 10 . 
i 



PROBLEVE nOIO (Dispatching, réseau à 10 noeuds de la Cigrél 1 3  1' 

fonction économique linéaire 

nombre de variables 5 O 

nombre de contraintes non linéaires 2 O 

nombre de contraintes linéaires 100 (bornes1 

minimiser L I .  87 P + 1 - 9 2  P + 2.3 P + 2.61 P + 1.85 P 
1 , l  

+ 
1,2 1 .3  1,4 2,1 

1.88 P 
2,2 

+ 1 .89  P + 1.90 Pqa2  + 2.27 P + 2.28 P 
4 , l  4,3 4,4 6 , l  

+ 2.36 P + 

2.38 P + 2.51 P + 2.54 P 
6,2 6,3 6,4 685 8,1 8,2 

+ 2.56 P + 1.68 P + 2.33 P + 

2.43 P + 1.96 P + 2.18 P + 1 .77  P1o,l+ 2.25 P10,2 +2.31 P10,3 + 
8,3 9,1 9,2 

2 ' 6 2  '10,4 1 

sous les contraintes i=1,. . . ,10 

u u A 
- 1 - u  Cos [Oi - Oj + Bijl + 1 Ui8;; 2 ij cos (B - a  l + C  = P i  

ij ij i j Bij j 

en notant Pi = 1 Pila et j c J = ensemble des noeuds reliés à i selon le schéma 
i 

a 
ci-dessous 

Bornes sur les variables 



Valeurs des cons tantes  du problème 

I I I  O  0 1  6 I l O O  35 1 

Les con t ra in t e s  en é g a l i t é  sont mises en S .  Le point  d e  départ  non r é a l i s a b l e  e s t  

obtenu en mettant t o u t e s  l e s  va r i ab le s  à l e u r  borne i n f é r i e u r e ,  



-b ,, 
Quelques résultats numériques sur ce problème axès sur deux thèmes : 

- influence de la pondération de la fonction économique (tableau 1) 

- influence du nombre de contraintes additionnelles dans le centrage 
(tableau 21 

TAELEAU 1 centrage n'est pas utilisé) 

La mise en forme du problème de la Cigré, notamment la transformation permettant 

d'obtenir une fonction économique Linéaire, ainsi que nombre de résultats numériques 

sont dus à J .  Beuneu [ 3 1 . 



TABLEAU 2  

d é p a r t  d ' u n  p o i n t  p r o c h e  d e  l ' op t imum 

4 c o n t r a i n t e s  8 c o n t r a i n t e s  1 2  c o n t r a i n t e s  

1499.652 

M e i l l e u r e  s o l u t i o n  a t t e i n t e  : 

- 5 9  
a v e c  l e s  p a r a m è t r e s  k = IO , d i c  = IO . l i n  = 1 ,  

12  c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  d a n s  l e  c e n t r a g e .  

Remarques à p r o p o s  d e  c e s  d e r n i e r s  r é s u l t a t s  : 

a l  Le t a b l e a u  1 mont re  un phénomène s o u v e n t  o b s e r v é ,  c ' e s t - à - d i r e  q u ' u n e  

t r o p  f o r t e  p o n d é r a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  ( c ' e s t - à - d i r e  k t r o p  f a i b l e )  n e  c o n v i e n t  p a s  ; 

c e c i  s ' s x p l i q u e  p a r  l e  f a i t  que  d a n s  c e  c a s  l e s  d i f f é r e n t s  c e n t r e s  s o n t  r e j e t é s  v e r s  

l e s  c o n t r a i n t e s  e t  ne c o r r e s p o n d e n t  p l u s  à d e s  " c e n t r e s  g é o m é t r i q u e s " .  Dans c e s  con- 

d i t i o n s  i l  p e u t  êzra d i f f i c i l e  d e  s e  d é g a g e r  aes c o n t r a i n t e s .  

b ]  Les r e s u l t a t s  du t a b l e a u  2 p r o u v e n t  qu ' augmen te r  l e  nombre d e  c o n t r a i n t e s  

a d d i t i o r i n e l l e s  a c c è l è r e  l a  conve rgence  ; ceci s ' e x p l i q u e  en  n o t a n t  que  les € - c e n t r e s  

t r o u v é s  s o n t  m e i l l e u r s .  P a r  a i l leurs  en  a d m e t t a n t  comme v a l e u r  o p t i m a l e  d e  l a  f o n c t i o n  
A 

1499.235,  l e s  é c a r t s  f - f  I f .  v a l e u r  au ic c e n t r e 1  s o n t  app rox ima t ivemen t  d i v i s é s  p a r  
i i 

2 a chaque  t r ~ n c a t u r e  ( c a r a c t è r e  d h n n  c o n v e r g e n c e  l i n é a i r e ) .  



V I . 2  - CONCLUSIONS SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE 

Nous n'avons cité que les premiers problèmes traités par la méthode des 

centres linéarisée utilisant l'algorithme de centrage ; d'autres problèmes concrets, 

de taille plus importante, sont en cours d'étude. 

Le bilan comparatif dressé sur ces problèmes révèle des résultats très 

intéressants par rapport aux méthodes de programmation non linéaire déjà existantes. 

Il est certain que du point de vue performance, le programme Algol de notre méthode 

pourrait être amélior6 dans les détails afin d'accroïtre la vitesse de résolution sur 

calculateurs. 

Il est non moins évident, par ailleurs, que sans changer la théorie de la 

méthode, la conduite des différents calculs (programmes linéaires, recherche du maxi- 

mum d'une fonction sur un segment) peut être aménagée et améliorée pour la résolution 

de problèmes de grosse taille. 

Quoiqu'il en soit l'intérêt de cette méthode est, à notre avis, le caractère 

de la convergence observé sur tous les problèmes traités ; bien qu'aucune expression 

de cette vitesse ne soit à présent trouvée, la convergence a une allure linéaire. 

De plus, peu de paramètres délicats à ajuster sont nécessaires pour son 

application. Le premier de ces paramètres, la pondération de la fonction économique, 

doit être ni trop fort ni trop faible sous peine de stagner loin de la valeur optimale 

[problèmes 1,2,101 ; son ajustement s'est toujours fait à un facteur 10 près (en géné- 

ral  IO-^ a donné des résultats satisfaisants). La précision de la dichotomie est le 
second paramètre. L'utilisateur de la méthode se rend très vite compte d'un manque de 

précision de par les oscillations qui apparaissent sur les valeurs de la fonction éco- 

nomique. Sans vouloir atteindre le temps d'exécution minimum un choix assez grand de 

dic éliminera ces ennuis. Dans la dernière version du programme, l'ajustement de dic 

a Été rendu automatique à l'intérieur de la procédure dichotomie. 

Les autres paramètres de programmation ont un rôle beaucoup moins sensible 

pour la convergence vers l'optimum de la méthode. 

Nous ne parlerons pas des différents seuils des méthodes duale-simpliciale 

et simpliciale qui représentent en réalité le zéro machine et qui, pour toutes nos 
-1 1 expériences, ont été fixés à IO . 



Le nombre de linéarisations entre deux troncatures successives peut etre 

réduit à l'unité pourvu que l'algorithme partiel de centrage soit poursuivi assez 

loin (on reverra à ce propos le chapitre IV "vitesse de convergence1'1. 

Le nombre de contraintes additionnelles a toujours été fixé à quelques 

unités. Etant donné qu'on conserve toujours le meilleur point (relativement à la 

f-distance1 et que la théorie nous indique que ce point est un Ë-centre, ce nombre 

peut être fixé arbitrairement ; trop de contraintes additionnelles augmentent le 

temps d'exécutiort de la méthode mais assurent une meilleure vitesse de convergence. 

Dans toutes nos expériences l'ajustement de ces paramètres s'est réalisé 

par essais successifs pour rechercher le meilleur temps d'exécution sur les différents 

problèmes ; en fait il serait intéressant de trouver des critères permettant le choix 

à priori des deux paramètres : pondératio~ de la fonction économique et nombre de con- 

traintes additionnelles. 



A N N E X E  

L i s t i n g  ALGOL 60 

de l a  méthode des centres l i n é a r i s é e  

( va r ian te  l i n e a i r e  / non l i n é a i r e  avec a lgor i thme de centrage ) 
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~ I F W U > U I ~ V H E N ~ ~ B E G I N ~ U ~ = U I ;  
R : = l  i 
p N 1 = 2 ;  
"ND'  'ENDO O 

E 2 8 ' E N D q ' E N D w i  
q I F ' B O O L ~ H E N ~ ' B E G 1 ~ ~ R ~ : = R ~  
URM 1 =U  I 
I M l = I N ~ E N D ' v E L S E ~ B ~ G I N t R P 8 = R ~  
l P : = I N ;  
URP 1 = U ;  
eIF'SM#O'THEN'qBE@I~'L18=2i 
S t = S M ;  
O G O L 8 = ' T R U E s i  
q G O T O ~ E l ~ E N D ~ q f N D e ;  
' I F ' S P = O ' O R ~ S M = O q T H ~ N e ~ R E G ~ N ~ e O F ~ P N = S ' T H E ~ q q G O T O ~ E 3 ' E L ~ E ' e G O T O q E 4 ~ E N  
0'; 
U t = - U P * U R P ;  
U I :=UM*URMI  
' I F ' U > = U I ' T H E N " B E G ~ N ' R I = R P ~  
S a = S P ;  
L I  8 = l ;  
I N t = I P ' E N O Q ;  
' I F ' l N # 3 ' T H E N " G O T O @ E 4 i  
E 3 i B O O L t = B P [ S l ;  
U ~ = ' I F ~ O O L ~ T H E N ' X O [ S l - X ~ [ 5 ~ o E L S E u X B 6 - i l - X U t S ~ ~  
' F O ~ ' I : = I ' S T E P ' ~ ' U N ~ I L ~ ~ ~ D O ' S O L ~ 1 l ~ ~ 5 O L I l l + X X X ~ I ~ L l l * U ~  
B P t S I r t ' N O T ' B O O L ;  
B M [ S l l = B O O L ;  
' G O T O ' D E B ;  
E ~ ~ C H B A S E ( L ~ ~ M I N ~ N P , N Q ) ~  
~ G O T O ' D E O ;  
F I N : N A I = O ;  
U M r = O ;  
B O O L t r = ' F A L S E ' ;  
~ F O ~ ~ I I = ~ ~ S Y E P ~ I ~ U N ~ I L @ N ~ D O ~ ~ ~ ~ E G I N ~ ~ I F ~ ~ P ~ I ~ ~ T H E N @ ~ B E G ~ N ~ Z ~ ~ ~ ~ = X ~ ~ ~ ~  
i 
t.(A I = N A + I  ; 
S 1 = I ~ E N O ~ s E L S E ~ I F ~ ~ M ~ I ] ~ T H E N o ~ 8 E G I N 9 Z ~ I l : = X O ~ I l ;  
N A t = N A + I ;  
S : = I @ E N O ' 9 E N D ' i  
~ F O R f l r ~ l ' S T E P * ~ b U N y I L Q M @ O O ~ ~ B E G I N ~ R ~ = B ~ l ~ ~  
U M ~ = U M + K t L O t I I * A t I t S l i  
' I F W R < = N ~ T H E N ~ B E G I N ' V A R [ R ~ ~ = I ;  
Z [ R l r = - S O L [ I I ' E N D W € N D * r  
* E N D ' S I M P B ;  
T R R C E D U R E ' C H R A S E ~ L ~ , H D N O N P ~ N Q ) ;  
' S N T E G E R * L l r M , N e N P t N Q i  
~ B E G I N ' J : = B [ R l ;  
u r = O ;  
' I F ' J < = N ~ T H E N ~ U : r ' I F u I N = 2 Q T H E N B X 2 1 d 3 ~ E L S E ~ X ~ ~ J l i  
U I 8 ' - I / X X X [ R e L I l ;  
U : = U ! * ( S O L [ R I + U ) i  
' F O ~ q 1 ~ ~ ~ ~ S T E P ' ~ ~ U N ~ ~ L ~ ~ ~ D O t q R E G 1 N ~ S O L K I ~ ~ ~ S O L ~ S l + X X X ~ l ~ L l l * U ~  
X X X ( f i L l I t = X X X [ I r L l ~ * U I @ E N D ' ;  
X X X [ R r L O I g = m U l 8  
u p : = o ;  
q I F ' S a = N ' T H E N C U P ~ = s ~ F e R P [ 5 ~ q T H C . N ' X ~ ~ 5 I v E L § E * X ~ ~ S l ;  
SCLIHlr=-UP-Us 



E 3 M [ S l r = B P t S 1 1 = v F A L S E ' r  
~ I F ' J C = N P ' T H E N ~ B E C ~ N ~ B P [ J I I = I N = ~ - ~  
B M [ J l r = I N = I ' E N D ' i  
' I F ' P H f T H E N ~ 8 E G I N ' ~ f F ' J > N P ~ T H E N 1 N A I = N A - l ' E N D ' ;  
BIRlr=Si 
~ F O H ~ I i = I ~ S T E P ~ I ~ U N ~ ~ L ~ M ~ D O ~ ~ I F ~ ~ N O T 1 B S t I l ~ T H E N 1 ~ 8 E G I N ~ * F O R ~ J ~ = l 1 S T E  
P ' I ' U N T I L ' M ' D O ~ ' I F ' J # R * ~ H E F . ~ ' K ~ J I I I ~ = K ~ J ~ ~ ~ + X X X [ J I L ~ ~ * K ~ R I ~ ~ ~  
K[HtIlt=KtRtIl*XXX[RtLI]'END'i 
~ ~ F ' B S [ R ] ' T H E N ~ F O R * ~ t ~ ~ ~ S T E P ~ ~ ' ~ N T I L ' M ' D O t K [ l t ~ l ~ ~ X X X ~ I t L l l ;  
O S [ H I : = ' F A L S E ' ;  
' E N D I C H B A S E i  
' P R O C E D U R E ' D I C H O ( N t C O N T t Y H ~ 7 H t X M t D E L T A ) ;  
' V A L U E a N t D E L T A i  
' I N Y E G E R ' N ;  
' H E A L 9 D E L T A ;  
' A R H A Y ' Y H t Z H t X M i  
' P R O C E D U R E ' C O N Y ;  
~ B E G I N " R ~ A L 1 A I t B t C ~ D ~ E t F A t F B t F C ~ F D t f E t V M ~ N t F A A t F B ~ ~  
1 8 0 0 L E A N ' B 1 ;  
' A R H A Y ' X C t T t I t N l i  
A A t = O ;  
V M I N x = O ;  
' F O H ' I ~ = I ' S T E P ' I ' U N ~ I L * ~ J * ~ O " R E G ~ N ' R ~ = Z H ~ ~ ~ - Y H ~ ~ ~ ~  
T l 1  ] : = R i  
V M I N l = V M l N + B * B ;  
' E N D '  ; 
V M I N l = S Q R T ( V M I N ) ;  
A l  t = O i  
8 l = V M I N ;  
' I F ' V M I N C E P I / I O ' T H E F . I ' ~ B E G I ~ . I ' C ~ = O ~  
' G O T O ' F I N I  ' E N D '  1 
C ~ = I / V M I N ;  
RE1 : = B i  
RE2 1 = O  ; 
D 1 = t 3 ;  
F A A i = Z t N N I ;  
FA g=FAA i 
' F O ~ i I s = I ' S T E P ' I ' U N T I L ' N ~ O O t T ~ I l ~ ~ T ~ I l * C ~  
V M I N i = V M I N / D E L T A ;  
C O N T ( P P ~ F A I A I Y H , V C O N T ) ;  
C O N T ( P P t F B t A t Z H t V C 0 N T ) ;  
" F 8 F A > = E P I ' T H E N ' R E ~  r=O; 
T E 2 1 : = T E 2 1 + 1 ;  
R E T ~ ~ I F ~ O - A I < V H I N ~ T H E N ~ ~ B E C I ~ . ~ ~ C I = ( A I + B ) * * ~ ;  
' G O T O ' F I N I ;  
' E N D '  i 
C : = ( A I + B ) * * S ;  
t F O H q l l = I I S T E P ~ I ~ U N ~ I L ~ N ~ D O ~ X C ~ l l l = Y H ~ i l + C * T t I l ~  
C O N T ( P P P F C ~ A ~ X C ~ V C O N T ) ;  
' I F ' F C < = - E P ~ ' T H E N ' R F ~ ~ = C ' E L I : E " I F ~ C < R E I ' T H E N ' R E I ~ = ~ ~  
' I F ' F C < F B ' T H E N 8 ' B E G ~ N ' A I  ¶ = C i  
F A l = F C ;  
' G O T O ' R E T i  
~ E N R @ ~ E L S E q v B E G I N u ~ F * F C < F A ~ T H E N * ' B E G I N t B : = C ;  
F B : = F C ;  
' G O V O ' R E T i  
' E N D ?  ; 
* E N U f  ; 



R E T I : ' I F q 8 - A I > = V M I N * T H E N ~ ' $ E G ~ N @ D ~ ~ ~ A I + C ) * ~ ~ ;  
~ F O R t I ~ = I ~ S T E P ~ I ~ U N ~ I L ~ N ~ B O v X ~ K I l s = Y H K I l + D * T ~ I l ;  
C O N T ( P P t F O t A t X C , V C O N T ) i  
' I F ' F D < = - E P I ' T H E N ' R ~ 2 t ~ ~ @ E L S E " I F ' D ~ R E I t T H ~ N ' R E l ~ = D ~  
~ I F * F D > = F A * T H E N - B E G I N * ~ I F ~ F D > = F C ~ Y P H E N ~ ~ B L G I N * B : = C ;  
F B t = F C ;  
c t = o ;  
F C : = F O ;  
' E N U u E L S E ~ " E G ~ N t E ~ = ( B + C ) * e d , i  
~ F O W ~ 1 r = I ' S T E P ~ I ' U N ~ I L ~ N ~ D O D X ~ K h ~ ~ ~ Y W ~ % 3 + E ~ T K l l ;  
C O N T ( P P v F E t A v X C p V C 0 N T ) i  
' I F ' F E > F C ' T H E N ' @ B E G ~ N ' A I : = C ;  
F A t Z F C ;  
F C t = F E ;  
C ~ = E ~ E N D ~ E L 5 E ~ e I F e F E ~ F F a ~ T H E N c ~ G Q T O ~ F ~ N I t E L S E q ~ B E G ! N ~ A l : = D ;  
0 : = t ;  
F A : = F D ;  
F B i = F E ;  
' E N D '  ; 
' E N D ' ;  
e C O T O V R T I ;  
' E N D '  ; 
' E N D q  ; 
F I N I : Z [ N N I a = F C ;  
~ F O H q I t = I t S T E P V ~ U N ~ H b o N Q D O ~ X H I Y % ~ = Y H ~ I l + C ~ T ~ ~ l ;  
E D l T ( " L I 8 * 1 2 \ t Z [ N N I ) r  
P R I N T ( 2 ) ;  
R t = O ;  
E l l ~ E : = ( R E I + R E 2 ) * ~ 5 ;  
~ F O ~ ' I t = I q S T E P ' I f U N T I L ~ N ~ D Q v X C ~ I ] I ~ = Y W ~ I ~ + k * T t ! I ;  
C O N T ( I , F E , A , X C t V C O N T ) s  
t I F ' F E < = - E P I ' T H E N q R E 2 ~ = E ~ E h . 5 E q R E I  t = E 8  
R t = H + I  ; 
'IF'R<30qTHENv'COTO~EIIi 
i 
~ F O R ~ l r = I ~ S T E P ~ B q U N f ~ L t ~ ~ D ~ B X 4 I : Y B ~ = V H B I l + k * T ~ l ~ ;  
E l l l r V E N D t D I C H O ;  
' P R O C E D U R E ' D E P ;  
* B E C I N * M M 2 t = M M ;  
E ~ O ~ ' I F ' N A = l ' T H E N ' B ~ E G 1 N P B O O ~ I ~ = B ~ ~ ~ ~ 5 ~ ~  
t I F ' B 0 0 b 3 ' T H E N * q C 0 T O e E ~ ~ ;  
U t - U M ;  
U M I = X I [ S I - X O [ S P ;  
U P l = Z K N N I / U ;  
' I F ' B O O L 1 ' T H E N ~ ~ B E G I N ~ ~ % F ~ U > C i ~ T % t E N w ~ B E 6 ' I ~ ~ ~ @ ~ F v U ~ > U P * T H E N f U ~ : = U P ~ E N O ~  
~ E N D q s E L S E ' ~ I F U < O ~ ~ H E ~ ~ * 8 E G ~ N @ @ I F ~ U M ~ - U P e T H E N " B E G I N e U M : = - U P * E b ! D t 8 E  
Ne ' I 
X 4 [ 5 1 i = ' I F ' B O O L [ V T H E N o X O [ S ~ + U M ' E L 5 E 8 X I ~ 5 ~ ~ U b 4 i  
e F O H q I : = ~ 3 T E P * ~ ~ U N ~ I L ~ ~ ~ B ~ ~ I F ~ ~ I ~ D T H E b J @ Y R E G f N v N 4 : = V A R ~ I l ;  
u t o u ;  
' F O H ' d 8 = I 8 S T E P ' I ~ U N T j L @ H M 2 w D Q u U ~ ~ U + K B N A ~ d ~ * A f J ~ S ~ i  
' I F ' B O O L 1 P T H E M ~ X 4 [ 1 ] t ~ Z ~ ~ ~ ~ U ~ B f H ' E L S E q X 4 ~ ~ l ~ = ~ ~ I l + U * U M ~  
' E N U '  ; 
B O O L I i = ' T R U E ' i  
D I C H O ( N I C O N T ~ X ~ V Z P X C S D ~ C I ~  
B O O L l t = Z K N N 1 < 0 ;  
p I F ~ N 0 T ~ B O O L ~ ~ T H E N ~ ~ B E C ~ N o v F O R o ~ ~ = % ~ S T E P q ~ ~ U N T ~ L p N ~ D O * Y D ~ I l : = X C t l l ;  
' G O f 0 " T T f i  



'END' ; 
' E N D '  ; 
E I I : ' B E G I N ~ A R R A Y q A ~ A t M i ~ ~ M M ~ l : N J 1  
BOOL3a='FALSE'; 
D I C H O ( N t C O N T t Z t Y D t X C , D I C ) ;  
~ O ~ ' I : = I ' S T E P ' I ' U N T I L ~ N ~ D O ~ Y D ~ I ~ ~ = X C ~ ~ I ~  
' I F ' M M 2 = H M + 1 3 f T H E N ~ G O f O ~ E T Y T i  
~ F O H ~ I : = M q S T E P ~ I ~ U N ~ I L ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ * F O R * ~ : ~ ~ ~ 5 T E P ~ ~ ~ u N T l L * N ~ ~ o ~ A A A ~ ~ , J l ~ = O  
; 
C S N T ( I t A A t A A A t X 4 t V C O N T ) ;  
Uc=UPUI ; 
' F O ~ ' I ~ = l e S T E P q I ' U N ~ I b * M N L I q O 0 " B E G I N ' U I ~ = A B S ~ V C O N T [ ~ I ) i  
Q I F q U l c U ~ f H E N H B E G 1 ~ ' U t = U I i  
ç a = I t E N D q ;  
@ t N O '  g 
C O N T ( ~ ~ A A I A A A , X ~ ~ V C O N I ' ) ~  
U:=UPUI ; 
S:=S+ML; 
Ui=AA:=Uls=Oi 
~ f O H ~ l r = I ~ S T E P ~ I t U N ~ ~ L ~ ~ * D ~ t D B E G I N ~ U I ~ = C : l + A ~ M ~ l l * X C ~ I l i  
U t = U + A A A [ S t P J * X C h I J ;  
AA1=AA+AAAKSeIS*X4iIl; 
'€NO' ; 
U I ~ = A B S ( U I - A [ M P N Q I ) ;  
A A s = ' I F ' S = M ' T H E N ' A A + V C Q P J T [ ~ ~ - F C T ~  'EIISE'IkA+VCONTIS-ML]; 
Ut=ABS(U-AAIi 
Ul :=u1/u; 
MM2i=MM2+1; 
A ~ M M 2 , N Q J i = q I F ' A A < 0 ~ T H E N ~ - A A r b l J ~ ' E L ~ E ' A A * U l ~  
' F Q ~ ' I t = I ' S T E P o ~ * U N ~ ~ L ~ ~ ' ~ A A < ~ q T H E N ' A ~ M M 2 ~ ~ l 8 ~ - A A A ~ 5 ~ l l  
* U I ' E L S E ' A [ M Y ~ ~ I I ~ = A A A I S O I ~ * U ~ E  
'END* ; 
A ~ M M 2 , N N 1 ~ = ' % F 1 A A < O ~ T H E M ~ - i o E b S E q I ;  
C[MM2-Ml]8=AA<O; 
I N  i =NN+L ; 
~ F O R ' I t = M ' S T E P ~ l e U N ~ I L ~ ~ ~ 2 ~ O 8 ~ ~ 1 3 € 6 ~ N ~ B 5 ~ ~ l : = ' T R U E ~ ;  
INt=IN+I; 
O [  1 1  :=IN; 
' F O ~ ' J I = I ~ S T E P ~ I ' U N T I L * M M ~ ~ O O ~ K ~ I ~ J ~ ~ = K [ J ~ I ~ ~ = O ~  
K [ I ~ I l r = l i  
*END' ; 
SP:=IN; 
IdKLl=SP; 
' I F ' M L # O ' T H E N e ' B E G I ~ ~ q F O R P I : ~ P + 2 ' 5 T E P * I o ~ N ? ~ L ' 5 P q D 0 ' B P ~ ~ l : ~ B M ~ I l : ~ ' F  
ALSEL' ; 
V F O * I : = I t S T E P "  l e ~ N ~ ~ L ~ M ~ ~ ~ ~ q ~ R E G I N ~ q F O K q d 8 = ~ ~ S T E P * ~ q U N T l L @ M L ~ Q U ~ K ~ I  
tJl8=KK[ItJli 
SOL[llt=KK[IeMI; 
B [ l l ~ = B B t I l i  
BS[IIi=BRS[II; 
@ E N U  * ; 
R 1 =NN+L O 

V O H v I ~ = I f S T E P @ I ~ N y I L ~ ~ @ D O @ o B E : G I N D B M ~ I J : = ~ B M ~ l l ;  
OP[Il:=BBPIII; 
'END' ; 
V O R ~ I : = I * S T E P ~ ) ~ U N T ~ L ~ M ~ ~ P O ~ * B E G I N ' R ~ = R ~ ~ ~ ;  
~ ~ F ' R < = N ~ T H E N ~ B E ~ I N ~ ~ F ~ R ~ N A ~ = M * S T E P ~ I ~ U N T ~ L ~ M M ~ ~ D O * ~ F O R ~ J I = I ' S T € P * I  
' U N T I L ' M L ' D O ' K [ N A I ~ ] ~ = - A [ N A , R I * K ~ I , J I + K ~ N A + J I ~  



VEND' ; 
'ENDt ; 
~ E N D ~ E L Ç E ~ ~ B E G I N ~ F O R * I : = I ~ S T E P ~ I ~ U N T I L ~ ~ P ~ ~ O ~ ~ B E G I N ~ ~ P ~ ~ I : = ~ F A L S E ~  
0 

B M [ l l r = i < = N ;  
'END'; 
'END' ; 
' F O H @ ~ ~ = I q S T E P * I ' U N ~ I L ' M ~ 2 * D O ' ~ R E G I N ' U ~ = D i  
~ F O R ~ J ~ = I ' S T E P ' I ' U N ~ I L ~ N ~ O O t ~ B E G I N ~ ' 1 F ' 8 P ~ J I ~ T H E N ' U ~ ~ U + A ~ I ~ J l * X I ~ J l t  
E L S t " l F t B ~ [ J ] ' T H E N * U t = ~ + A I I , J ] * X O I J l q L N D ' ;  
X X [ ~ I : = - A [ I , N Q I + U ' E N D ~ ;  
' F O R * I ~ = I ' S T E P ~ I ' U N T I L ~ M M ~ ~ D O ~ Q B E G ~ N * U ~ = ~ ;  
' F O H ' J i = I t S T E P ' I ' U N ~ I L ~ M ~ ' ~ O ' U ~ = U + K [ ~ t J l * X X [ J 1 i  
~ I F ' I > + M ' T H E N ' S O L [ I ] : = U + X X ~ I l ' E L S E ' S O L ~ I l : = ~ ~ ;  
'ENDt ; 
U t = U P U I  I 
~ F O K ~ ~ i = N ~ S T E P v ~ ' U N ~ ~ L ~ M ~ 2 ~ D O ~ ~ ~ E G I N t U ~ ~ ~ t I F ' ~ ~ ~ - M l l ' ~ ~ € N ' ~ ~ L ~ ~ ~ ' ~ ~ ~  
E l - S O L [ I I ;  
~ F ~ U > U I ~ T H E N ~ R E G I N ~ U : = U I ~  
R:=I; 
'END'; 
'END' ; 
L O t = R ;  
J : = B [ R l ;  
BPtJl:=C[J-NN]; 
B M t J l : = ' N O T * B P 1 J I ;  
B O O L 1 = 8 P [ J I ;  
U t = ' I F v C [ R - M I I ' T ~ E N ~ - ~ O L [ R I ' E L S E ~ S O L [ H ~ ;  
~ F O H ' I ~ = M ' S T E P ' ~ ' U N T I L ~ M M ~ ~ D O ' ~ B E G I N ' U I ~ ~ ~ I F ~ C [ I - M ~ I ~ T H E N ' U ' E L S E ' - U ~  
S O L [ I I I = S O L ~ I I + U I ~ E N ~ ' ;  
S O L [ R l r = U ;  
' F O H ' ~ ~ = M ' S T E P ' ~ ' U N ~ I L ' M M 2 ' D O ' K [ I t R l l = ' 1 F ' ~ ~ O L ' T H E N ' A ~ ~ p ~ N I ' E L S E ' - A ~  
1 t N N1 i 
K~RtRlt='IFtBOQL'THFN'-ItELSEq+Ii 
~ F O H ~ I ~ = I ~ S T E P ~ I ~ U N T I L ~ M ~ ~ D O ~ ~ B F G I N ~ ~ I F ~ ~ N O T ~ B S ~ I I ~ T H E N ~ ~ B E G I N ~ ~ F O R ~  
J ~ = M ' S T E P ~ I ' U N T l L t M ~ 2 t D ~ ~ ~ I F ~ J # R q T H F : N ' K [ J ~ I ] : ~ K [ J ~ I I + K [ R t l I * K [ J ~ R I ~  
K L R ~ ~ I ~ = K I R ~ I I * K [ R ~ R I ;  
'END' ; 
q E N D 1 ;  
B 5 [ R 1 8 = ' F A L S E t i  
B [ R l  :=NN; 
S I M P P ( M M ~ ~ N N ~ I J K L ~ N Q I I M P I ~  
' I F ' t 4 A > I ' T t i E ~ l ~ G O T O * E I  I * E L S E t ~ I F 8 ? ~ A = I t T H E N ~ ~ G O T 0 ~ E I O ;  
* E N D t  ; 
E 1 2 t O I C H O ( N t C O N T t Z v Y D t X C t D I C ~ ;  
' F O H ' I : = I ~ T E P ' I ' U N ~ I L t N * D O ' Y D K I l : = X C ~ I ~ i  
ETTT:'END'?OF?DEP; 
* P R O C E D U R E ' E X T R A P ( N , C O N T e D I C H C . t X 1 ~ X 2 t X M t T E T A ) ~  
' V A L U E ' N t T E T A ;  
IINTEGER'N; 
' R E A L I T E T A ;  
'ARRAY'XltX2,XM; 
~ P R U C E D U R E q C O N T v D I C ~ O i  
' B E G I N " A R R A Y ' X D ~ X F ~ T f 1 t N l i  
'INTEGEU'ItJi 
' R E A L t U t V M I N t V I e V 2 ~ V 3 t F I , F 2 ~ F 3 i  
VMINi=r); 
~ F O R ~ ~ : = ~ ~ S T E P * ~ ' U N ~ ~ L ~ N ~ D O ~ * B E C I N ~ T ~ ~ ~ : ~ X ~ ~ I ~ - X ~ ~ I ~ ;  



V M I N : = V M I N + T [ I I * T [ I ] ;  
'END'  ; 
V M I N I - S U R T ( V M 1 N ) i  
* F O K ' I r = I ' â T E P ' I ' U N f I L ~ F . I * D Q ' T [ I I / V M ~ ~ ;  
V l r = V 2 r = Q ;  
V3 t =TETA ; 
' F O K ' 1 r = I ' S T E P ' I ' U N T I L q N t D O ' X 1 [ I ~ ~ = X 2 ~ 1 1 i  
C O N T ( 3 t F D I S T t A t X l t V C O N T ) i  
F 2 r = F l r = V C O N T [ l l i  
T E X T ( w E X T R A P \ ) ;  
P R I N T ( 2 )  i 
T O U N E ~ ~ F O R ~ Y ~ = I ' S T E P ~ I ~ I J N T I L ~ ~ ~ ~ D O ' X F [ I I ~ ~ X I ~ I I + V ~ * T ~ ~ I ~  
' l F ' A B S ( V 3 - V 2 ~ < T E T A / I O O @ T H E N " ~ O T O ~ S O R i  
* F O K * I r = I q S T E P v l ' U N ~ I L ~ M L * D I ) ~ e B E G I N e U 8 = r ? i  
~ F O H ' J I = I ' S T E P ' I ' U N T I L * N ~ D O ' U I = U + A [ I ~ J ~ * X F [ J ~ ;  
U t = U - A [ I t N Q l i  
' I F ' ( C [ I l ' A N D ~ U < - @ - 9 ) ' O R ~ ~ ~ N O T ~ C ~ 1 l v A N D ' U ~ @ - 9 ~ * T H E N " ~ E G l N ' V 3 ~ ~ V 2 + ~ V  
3 - V L ) / 2 ;  
' G O T O q T O U N E ' E N D ' i  
' E N D '  ; 
C O N T ( 3 , F D I S T t A t X F t V C O N T ) i  
F 3 r = V C O N T [ I I ;  
' F O H ' ~ I = ~ ' S T E P ' I ' U N T ~ L ~ M N L ~ ' D O ~ ~ ~ F ~ V C O ~ T ~ I ~ ~ - @ - ~ ~ T H E N " B E G ~ N ' V ~ ~ ~ ~ V ~  
+ V 3 ) * * 5 i  
' G O T 0 9 T O U N E ' E N D * i  
' I F q F 3 > f 2 ' T H E N " 0 E G [ N ' V l g = V 2 i  
F I  1 = F 2 ;  
v 2  1 =v3; 
F 2 1 = F 3 ;  
V 3  r = 2 * v 3 i  
' G O T 0 8 T O U N E ' E N D ' i  
S O R 1 ' I F ' V I = O 8 T H E N ' ~ R E G ~ N ~ ~ F O R ~ ~ ~ ~ I ~ S T € P * l ' U N T I L q N . ~ D O ~ X M t l l ~ ~ X 2 ~ l l ;  
' G O T O ' E I I v E N D t t  
~ F O H ' I : = I ' S T E P q I ' U N ~ I L ~ ~ ~ D O ' X O ~ I ~ ~ = X I ~ 1 ( l + V l * T ~ 1 l i  
P P 1 = 3 ;  
D I C H O ( N ~ C O N T ~ X D ~ X F ~ X M ~ D I C / I O ) ;  
P P 1 = 1 ;  
E I I : t E N D ' E X T R A P ~  
' I F ' M L # O ' T H E N " R E G I N ' I N : = P + M I ;  
R 8 =us 
' F O H ~ I : = I e S T E P ' I ' U N ~ I L ~ M ~ ~ D O * ~ B E G i l N q A A : = O ;  
9 F O H t J i = I @ S T E P ~ I q U N ~ I L t N ~ D O * q 0 E G I N ~ A [ I , J l : = D A T A i  
A A r = A A + A E l , d l * A [ l t J ] i  
' E N D '  ; 

A [ I P Q I z = D A T A ~  
A A l = S Q R T ( A A ) ;  
A [ I * Q ] t = A [ l r Q ] / A A i  
' F O ~ ' J I = I ' S T E P ~ I ' U N T I L ~ N ~ D O ' A ~ I ~ ~ ~ ~ = A ~ ~ Q J ~ / A A ~  
6 5 t 1 1 1 = ~ T R U E ~ ;  
5 8 =DATA i 
* i F ' S = O ~ ~ H ~ N C B [ I ~ : z p + F ~ ~ L S E ' ~ 8 E G I l d Q R ~ = R + l i  
' I F I S = I ' T H E N ~ B E G I N ( I N I = I N + I ;  
B r  I l  $ = I N ;  
C [ R I r = ( T R U E * i  
' E N O " E L S é @ ' B E G I N ' B f I I ; = N + R ;  
C I R I : = ' F A L s E q ;  
'END9 ; 
' E N D '  ; 



' F O H ' J ~ ~ I + I * S T E P ' I * U N T ~ L * M L * C O ' K ~ ~ ~ J ~ ~ = C ~ J ~ ~ ] ~ ~ O ~  
KtIeII:=I; 
'END* ; 
~ F O H ~ I : = I ~ S T E P ~ I * U N T I L * ~ ~ D O ~ * B E G I N * * I F * I C = N ~ T H E N * * B E G I N * X ~ ~ I I : = D A T A ;  
Xl[ll:=DATAi 
BM[II:='TRUE*; 
B P [ l l r = * F A L S E ' ;  
~ E N D ~ E L S E u B E G I N * B ~ t l l : = * F A L S E * i  
BP[Il:=CtI-NI; 
' E N D *  ; 
* E N D t  i 
* F O H ' I : = I ' S T E P * I ' U N T I L * M L * O O * ~ B E G I N * U : = O ~  
* F O ~ * J : = l l S T E P * I * U N ~ I L * ~ ~ D O I U : = U + A t I  rJl*XO[JIi 
S O L I I I I = - A [ I ~ Q I + U ;  
'END' ; 
' I F ' M I + M ~ # O ' T H E N " B E G I N ' N A ~ = M L - M 2 i  
PH:='TRUEi; 
S I M P B ( M L t N t P t Q t I M P 1 ;  
* F O H * ~ : = I * S T E P ~ I ' U N T I L * N * O O * Y D ~ ~ ~ : = Z ~ I I ;  
* E N D * ~ E L S E ~ F O R * I : = ~ ~ S T E P * I * U N T ~ L * N * D O ~ Y D ~ I ~ : = X O ~ ~ ~ ;  
~ F O ~ ' I i ~ l ' S T E P * I * U N T I L * ~ l ~ * D O ~ ~ B E G I N ' K K I I ~ M l : = S O L ~ l l ~  
O R S I I I I = B S [ I I ;  
R:=tl[ 11; 
B B ~ I I : = ' I F ' R > N ' T H E N * R + I * E L S E * R ;  
' F O ~ * J ~ ~ ~ * S T E P * I ' U N T I L * M ~ * D C * K K ~ I ~ J ~ ~ ~ K [ I I J ~ ;  
' E N D *  ; 
* F O H ~ l t = I 1 S T E P * I * U N ~ I L * ~ ~ D O 1 * B E G I N * * I F ~ I ~ = N * T H € t ~ ' * 6 E G I N * 6 R P ~ I l : = B F t !  
1; 
BE3Mill:=BMtII; 
* E N D w E L S E " R E G I N * B D P t I + l l : = B F t I l i  
B B M [ I + I l : = R M t I I ;  
* E N D t ;  
*€NU'; 
* E N U ~ E L S E u B E G I N * P ~ : = * F ~ L S E * ;  
~ F O H ~ ~ : = I * S T E P * ~ ~ U N T I L * N * D O * * B E G ~ N ~ X O ~ I ~ : = ~ A T A ;  
X I [ I l : = D A T A ;  
Y D [ l l r = D A T A i  
' E N D c  ; 
'ENDt ; 
X I t N N l : = P 5 ;  
XO[NNl:=-CS; 
1 CEFi : = O  ; 
' I F ' Y L # O * T H E N " F O R ' ~ I ~ ~ ~ S T E P * ~ * U ~ T ~ L ' M L ~ ~ O * * ~ E G ~ N * A [ I ~ N ~ ~ ~ ~ A [ ~ ~ N N ~ ~  
A [  1 rNN1 :=O; 
' E N D *  ; 
T E T I = T I M E ;  
BBM[NNI:=BBP[NNlr='FALSE'i 
R E T I I C E N : = I C E N + I ;  
ILIN:=O; 
I C E N I : = I C E N I + I ;  
ILINI :=O; 
' I F ' I C E N > I T M A X * T H E N * * B E C , I N ~ T E X T ( ~ C E T ? M A X ? \ ) ;  
P R I N T ( 4 ) ;  
* L ; O T O * F N I ;  
* E N D v  ; 
~ F 0 ~ ' 1 : = I * S T E P ~ I * U N T I L * N ~ D 0 ' * F ! E G 1 N * Y P ~ 1 1 : = X 7 ~ 1 1 : = Y D ~ 1 1 i  
* E N U '  ; 
P R I N T (  1); 



TEXT("SOLUTION\ii 
P R I N T ( 2 )  i 
* F O H * I : = I ~ S T E P * 1 * U N T I L ~ N ~ D O ~ q B E G I N * X 2 ~ l l : = Y D ~ I l ;  
E O I T ( w F 1 8 ~ 1 6 \ t X 2 ~ 1 1 ) q E N O ' ;  
P R I N T ( 2 )  i 
* I F * I C E N I = I * T H E N ~ * B E G I N * * F O R ~ I ~ = I ~ S T E P ~ I ~ U N T ~ L ~ N ~ D O * X ~ ~ ~ ~ ~ = X ~ ~ ~ ~ * E N D  
~ E L S E ~ I F ~ I C E N I = ~ ~ T H E N ~ * B E G I N ~ ~ C E N I : ~ O ;  
E X T H A P ( N I C O N T I D I C H O ~ X ~ ~ X ~ ~ X C ~ ~ E X ) ~  
~ F O H * I : = I * S T E P ~ I ~ U N T I L ~ N ~ D O ~ Y P ~ I ~ : = Y D ~ I ~ : = X ~ ~ ~ ~ ~ = X C ~ I ~ ;  
ICE N i = I C E N - 1 ;  
'GOTOfRET'END'i 
RETI :ILlPl:=ILIN+l i 

B P I N N l t = B M I N N l r = v F A ~ S E ' ;  
* F O H ' I : = M ' S T E P * I * U N T I L ' M M * D C ~ ~ B E G ~ N ~ ' F O R ' J 8 = l * S T E P * ! ~ U N T 1 L ' M M ' D O * K [ l  
I J I ~ = K [ J ~ I I ~ = O I  
K t l ~ l l : = l i  
BS[lI:='TRUE'; 
' E N D '  ; 
C O N T ( ~ I F D I S T ~ A ~ Y D I V C O N T ) ;  
*IF'ILIN=I'THEN*'BEGIN'FCT3t=FCTIi 
F C T I i = V C O N T t l l ;  
* I F ' A B S ( F C T ~ - F C T I ) < P R E C ~ T H E ~ J ~ ~ G O T O ~ F F ~ I ;  
'END' ; 
F C T Z 1 = V C O N T t l l ;  
EDIT("F8*3\r68*(TIMF-TET)/548~; 
T E X T  CwFCT2??\ ; 
C D I T ( " L 1 8 * 1 2 \ , F C T 2 ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
I P 1 = L ;  
IN:=NN+Li 
* F O H * I ~ = M ' S T E P * I ~ N T I L * M M ~ D O ~ ' B E G I N ' I P ~ = I P + I ;  
IN:=ItJ+l ; 
U:=AA:=O; 
' F O ~ * J ~ = I * S T E P ' I ' U N T I L ~ N ' D O " ~ E G ~ N * U I ~ = A ~ I ~ J I ~  
U:=U+UI*YD[JI; 
AA:=AA+UI*UI; 
* E N D c ;  
AA:=SQRT(AA)i 
NOR[I-MLl:=AA; 
* I F ' I = Y f T H E N ' U t = U + V ~ O N T [ ~  1-FCTI q E L S E * U ~ = U + V C O N T I I - M L - l i  
t 3 t  1 1  :=IN; 
C [ I P I i = U < O ;  
A [ I v N Q ] i = U ;  
' F O H ' J ~ = ~ ' S T E P ' I ' U N T I L ~ N Q ~ D O * ~ B E G I N ' ~ I F ~ U ~ O ' T H E N ' A [ ~ ~ J ~ : = - A ~ I I J ~ / A A '  
E L S E q A [ l t J l ~ = A I I t J l / A A ;  
'ENU* ; 
A[IQNNI~='IF'U<O'THEN'-I'ELSE:'+I~ 
'END' ; 
~ F O H ~ I : = I ~ S P E P * I * U N T I L * N ~ D O ~ A ~ M , ~ ' ~ : = K K K * A I V ~ I ~ ~  
A [ M ~ N Q ~ : = A ~ M , N Q ] * K K K ;  
' I F ' M L # ~ * T H E N ~ R E G I N ~ * F O R ~ ~ I = P + ~ ~ ~ T E P ~ I ' U N T I L * N P * D O ' ~ P ~ ~ I : ~ B M ~ I ~ : = * F  
A L S E *  ; 
* F ~ H * I ~ = I ~ S T E P * I * U N T I L ~ M ~ ~ D ~ ~ ~ ~ ~ E G I N ~ * F ~ R ~ J : = ~ ~ S T E P ~ I ~ U ~ T ~ L * M L * D O * K [ I  
t J l g = K K I 1 1 J l i  
S O L [ I ] ~ = K K [ I I M I ;  
B~ll:=Bt3[11; 
B S [ I I r = B B S [ I l ;  
'END'; 



R : =NN+L ; 
' F O H ' ~ ~ = I ' S T E P * I ' U N T I L ' R ' D O ~ * B E G I N * B ~ ~ [ I ~ : = B B M ~ I ~ ;  
B P [ I I : = B B P [ l l i  
' E N D I  ; 
~ F O H ~ I : = I ~ S T E P ' I W N T I L ' M L ' D ( ~ ~ ~ B E G I N ' R ~ = R ~ I ~ ;  
~ I F ' R < = N ~ T H E N ~ R E G ~ y ~ ~ F O R ~ N A : = M ~ S T E P ' I ' U N 7 1 L ~ M M ~ D O ~ ~ F O K ~ J ~ = I ~ S T E P ' l ~  
U N T I L ' H L ' D O ' K [ N A ~ J ] : = - A [ F J A  I R J * K I I P J I + K [ N A ~ J I ;  
@ E N D q  ; 
' E N D '  ; 
' E N O ~ ~ E L ~ E ~ B E G I N ~ F O R ~ I : = I ~ S T E P ' I ~ U N T I L ' N P ~ D O ~ ~ B E G ~ N ' ~ P ~ I ~ ~ = - ' F A L S E ~  
* 
R M [ I I ; = I < = N ;  
* E N D t  ; 
'EbID' ; 

~ F O H ' I ~ = I ' S T E P ' I ~ U N T I L ~ M M ~ D O ~ ~ B E G ~ N ' U : = O ~  
~ F O ~ ~ J : = ~ ' S T E P ~ I ' U N ~ I L ~ N ~ D Q " ~ E G I N ~ ' I F ' R P ~ J ~ ~ T H E N ' U ~ ~ U + A ~ I ~ J I * X I ~ J ~ '  
E L S E ~ I F ~ B M [ J I ' T H E N ~ U : = u + A [ I , J I * X 0 [ J l ' k N ~ ' ~  
X X ~ I I ~ = - A [ I ~ N Q I + U ' E N D ' ;  
'FOH'I:=I'STEP'I'UNTIL'MM'DO~'BFI)IN'U:=O~ 
~ F O H ~ J z = I ' S T E P ~ I v U N ~ I L ~ M L ~ D O ~ U : = U + K ~ I ~ d ~ * X X ~ J l i  
'IF'I>=M'THEN*SOL[I]t=U+XX[II*ELSE'SOL(II:=U; 
' E N D ' ;  
u : = u p u i  ; 
~ F O ~ ' I : = M ' S T E P ' I ' U N ~ I L ~ M M ~ D O ~ ~ B E G I N ~ U I ~ = ' J F ' C ~ I - M ~ ~ ' T H ~ N ' S ~ L ~ ~ ~ ' E L S E  
' - S O L [  I I ;  
' I F ' U > U I ' T H E N " B E G I N ' U : = U l ;  
R : = I  i 

END * ; 
' E N D '  ; 
L O i = R ;  
J : = t l [ R l ;  
B P [ J l : = C [ J - N N ] ;  
O M t J l  r = t ? 4 0 T ' B P t J l  ; 
U O O L : = B P [ J l ;  
U ~ = ' I F ' C I R - ~ I I ' T H E N ~ - S O L [ R I ~  
~ F O H ~ ~ : = ~ ' S T E P ~ ~ ' U N ~ ~ L ~ M M ~ D O ~ ~ B E G ~ N ' U ~ ~ = ' ~ F ' C ~ I - M I I ' T H ~ N ' U ' E L ~ E ' - U ~  
SOL[II:=SOL[Il+UI'EFi0'; 
S O L [ R l : = U ;  
~ F O H ~ I : = M ~ S T E P ~ I ~ U N T I L * M M ~ D O ~ K [ I ~ R I ~ = ~ I F ~ B O O L * T H E N ~ A ~ I ~ N N I ~ E L S E ~ - A ~ ~  
t N N I  i 
K [ R t R ] t = ' 1 F ' B O O L ' T H E N * - I @ E L S E ' + I ;  
~ F O H ~ ~ ~ = ~ ~ S T E P * ~ ~ U N T ~ L ~ M ~ ~ D O ~ ~ R E G I N ' ~ I F * ' ~ O T ~ B S ~ ~ ~ ' T H E N ~ ' B E G ~ N " F O ~ ~ ~  
J ~ = M ' S T E P ' I ' U N T I L W M ' D Q ~ ~ I F ' J # R ' T H E N ' K [ J ~ I ~ ~ ~ K [ J ~ I ] + K [ R ~ I ~ * K [ J ~ R I ~  
K I R t I l r = K [ R t l l * K [ R , R l ;  
' E N D '  ; 
' E N D '  ; 
B S [ H 1 1 = ' F A L f E 9 ;  
B [ R l  6=NEJ; 
t J T r = T I M E ;  
S I M P B ( M M ~ N N ~ N P I N Q ~ I M P ) ;  
N T : = T I M T - N T ;  
TE1 : = T E I + N T ;  
tdT :=TIME;  
B O O L 3 i = ' T H U E ' ;  
DEP i 
r i ' T  : =T 1 ME-FIT ; 
T E 3 : = T E 3 + N T i  
' I F ' I L I ~ ~ < I L I N M A ' T H E ~ J " G O T O ' R E T I  q E L S E " ( i O T U ' R E T i  



FNI:TEXT("VALEUR?FONCT?ECON\)i 
T E T l = T l M E - T E T ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
E U I T ( " F I 2 ~ 6 \ ~ F C T I ) i  
P R I N T ( 2 ) ;  
T E x T (  "CENTRE\  ; 
P R I N T ( 2 ) ;  
~ F O H * ~ r = \ ' S T E P ' I @ U N T I L * N 9 D O 9 ' 6 E G I N ' E ~ 1 T ( " F ~ 2 ~ 6 \ t x 2 [ ~ l ) ~  
P R 1 N T ( 2 ) ' E N D t ;  
T L X T ( w V C O N T \ ) i  
P H I N T ( 3 ) ;  
* F O R ' J I = I ' S T E P ~ I ' U N T ~ L * M N L ~ ~ D O ' E D I T ( " L ~ ~ * ~ ~ \ I V C O N T ~ J ~ ! ~  
P R I N T (  1 ) ;  
T E X T  ( " T S  1  MP\ i 
P R I N T ( 2 ) ;  
EDIT("F8r4\148*TE1/514); 
P R I N T ( 2 ) ;  
T E X T ( w T D I C H \ ) ;  
P H I N T ( 2 ) ;  
E D I  T ( " F B r 4 \ t  4 8 * T E 2 / 5 I L )  ; 
P R I F . i T ( 2 )  ; 
T E X T ( " T C C N T \ ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
EOIT("F8*4\~48*TE3/5l4); 
P R I N T ( 2 ) ;  
T t X T ( " T E X T R \ ) i  
P R I N T ( 2 ) ;  
E D I T ( " F 8 e 4 \ 1 4 8 * T E 4 / 5 I l ) i  
P H I N T ( 2 ) ;  
T E X T ( " T S E C O O \ ) i  
P R I N T ( 2 ) ;  
E O I T ( " F 1 0 * 4 \ t 4 8 * T E 5 / 5 1 4 ) ;  
P H I F J T ( 2 ) ;  
T E X T ( " N R S I M \ ) ;  
E D I T ( " F 5 * 0 \ , T E I I ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
T E X T ( " N B D I C \ ) ;  
E D I T ( " F S * O \ P T E ~ I ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
T F x T  ( n ~ D C E ~ \  ; 
E O I T ( " F 5 r O \ , T E 3 1 ) ;  
P H I N T ( 2 ) ;  
T E X T ( " N B E X T \ ) ;  
f D I T ( " F S * O \ , T E 4 1 ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
T E X T ( n T T O T A \ ) ;  
P R I N T ( 2 ) ;  
EDIT("F8r6\148*TET/514)i 
P R I N T ( 2 ) ;  
I M P : ' E N D t ;  
' E N U '  

C O M P I L A T I O N  
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