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I N T R O D U C T I O N  

La présente thèse rassemble les sept notes et articles [l], 

[2], [3] , [ 4 ]  , [5] , 16) , [ y ]  parus ou en cours de parution, 

que j'ai écrits individuellement ou en collaboration. 

Ces publications se groupent en deux sortes: 

Il y a celles portant sur le comportement asymptotique de 

systèmes aléatoires généralisés à liaisons complètes,à temps 

discret. Avec cette notion,qui englobe comme cas particuliers 

les systèmes aléatoires à Laisons complètes (do--- les processus 

à liaisons complètes,donc des processus de ~arkov) ,nous étudions 

les conditions nécessaires et suffisantes d'ergodicité faible, 

celles d'ergodicité forte,et les liens qui relient ces deux 

modes d'ergodicité. . 

Mais il y a d'abord et surtout,les publications dtaspect 

statistique qui portent sur la convergence presque-shre d'esti- 

mateurs relatifs aux processus de Markov à temps continu et du 

type de sauts. Il s'agit d'estimateurs fournis par les méthodes 

du quasi-maximum de vraisemblance, du y quasi-minimum et du 

x 2  quasi-minimum que nous d6finissons dans le cas de ces pro- 
cessus de Markov. Mais on ne peut parler de convergence de cee 

estimateurs sans Btre assuré qu'ils existent.Ctest pourquoi, 

nous avons aussi étudié le problème de leur existence qui a nd- 

cessité de notre part, l'utilisation de théorèmes de sdlection 

pour des fonctions mesurables ( car les méthodes d'estimation 

proposdes conduisant en fait à des fonctions multivoquee dont 



les estimateurs sont des sélecteurs). 

Comme indiqué plus haut,nos résultats ayant fait l'objet 

de p~blications~je me contente de les reprendre ici dans un 
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P R E M I E R E  P A R T I E  ............................... .............................. 

Comme déjà indiqué dans l'introduction, nous présentons 

dans cette première partie,les résulbts que nous avons obtenus 

concernant l'existence et la convergence des estimateurs four- 

nis par les méthodes du quasi-maximum de vraisemblance, du 

2 9'-quasi-minimum et du -quasi-minimum,pan &s processus & Markov . 
Mais nous voudrions tout d'abord situer le cadre de notre 

étude: 

On trouve: dans [8] et [ll] des Btudes sur la méthode du 

maximum de vraisemblance, puis toujours dans [l 11 ,une int roduc- 

2 tion aux méthodes du 9'-minimum et du -minimum concernant 

des processus de Markov à temps discret,puis à temps continu, 

mais sous l'hypothèse de d6rivabilitd par rapport ?A 8 (avec 

un espace de paramètre @ C Rn ) ; dans [20] une introduc- 

tion à la méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour des 

processus de Markov h temps discret, sous la non-ddrivabilité 

par rapport au paramètre (la convergence presque-sfire des esti- 

mateurs y est ddmontrde,mais pas leur existence) ; dans p3] , 
des résulats sur l'existence et sur la convergence presque-sfire 

2 des estimateurs fournis par les méthodes du -quasi-minimum, 

2 du -quasi-minimum et du quasi-maximum de vraisemblance,sous 

la non-ddrivabilitd par rapport au paramètre,mais concernant 

des processus de Markov à temps discret. 

Ici, nous traitons les trois méthodes d'estimation (quasi- 

maximum de vraisemblance, $ 2-quasi-minirnum et ~*-~uasi-mini- 

mu) pour des processus de Markov stationnaires à temps continu 



et du type de sauts. L'espace de paramètre est,suivant les cas 

examinés, métrique séparable, lusinien ou métrique compact. 

Avec ces espaces fonctionnels,cette étude pourrait donc entrer 

dans le cadre de la statistique non paramétrique,tout comme 

pouvant faire partie de la statistique paramétrique. 



Chapitre 1 

SELECTION ET SOLUTIONS MESURABLES 

D ' INEQUATIONS FONCTIONNELLES 

Ce chapitre est une préparation au chapitre suivant,pour la 

résolution du probléme de l'existence d'estimateurs fournis 

par les méthodes d'estimation. 

1.1.- Rappelons tout d'abord quelques notions. Soient a et @ 

deux ensembles non vides. Une application mu1 tivoque (ou "cor- 

respondance") F de R dans @ est une application F da n dans 
$(O)\$@] , y(@) \{@3 désignant l'ensemble des parties 

non vides de @ . Pour B E F((o)\{~J ,nous noterons l'ensemble 
F(w)r)B # @3 par F-~(B) . goient (-Cl,&) et (O, &) 

deux espaces mesurables,l'application multivoque F de fi dans @ 

est dite 6 - g-mesurable si quel que soit B E , F-'(B) e & . 
Lorsque @ est un espace métrique et sa tribu bodlienne, 

alors suivant la terminologie employde par Himmelberg et Van 

Vleck dans [l5] ,l 'application multivoque F est dite "point- 

fermdv (resp. npoint-complet') si pour tout w l n ,  l'ensemble 

F(o) est ferme (resp.complet) dans . 
1.2.- Nous allons maintenant citer quelques th6orémes de sélection 

(appelés ainsi car l'application multivoque F:w -', F(w) étant 

donnde,on peut "sélectionnerw une application f: c\, -, f (w)tF(w) 

où f vérifie certaines propriétés auxquelles on s'intéresae). 

Plus précisément,soit F une application multivoque de dans 

@ .On appelle 1ts61ecteur' pour F, une application f de 

dans @ telle que,pour tout w € n ,  f(d) € F(u). C'est à. la pro- 



priété de mesurabilité de f que nous nous intéressons ici,et 

les théorèmes de sélection pour des fonctions mesurables 

auxquels nous nous référons sont ceux de Kuratowski-Ryll 

Nardzewski 1171 et de Himmelberg-Van Vleck [15]. 

Le théorème de Kuratowski-Ryll Nardzewski,aux notations 

près,sténonce comme suit: 

Soit n un ensemble non vide, soit (e un clan unitaire 

de parties .Soit 4 un ensemble de parties de fi engen- 
drée par '% ,et stable pour la reunion dénombrable (c'est à 

dire kf = ).Soit @ un espace métrique, séparable, complet 
6 

(c'est à dire polonais). Soit F une application multivoque 

l'point-fermétt de a dans @ telle que, quel que soit le sous- 

ensemble ouvert G de @ , F-~(G) t 9. Alors,il existe une appli- 
cation f de a dans @ ,sélecteur pour F ,telle que,quel que 

soit le sous- ensemble ouvert G de @ , f-l(G) 6 . 
On en déduit que: 

Si (a ,  a) est un espace mesurable, si 6) est un espace 
métrique séparable complet et % sa tribu borélienne,et si 

l'application multivoque F de dans @ est ttpoint-fermétl 

et a- G-mesurable,alors il existe au moins un selecteur f 
pour F, a- %-mesurable. 

1.3.- Généralisant la version de Kuratowski-Ryll Nardzewski, [17] 

Himmelberg et Van Vleck, dans [l5] , énoncent deux autres théorèmes 
de sélection pour des fonctions mesurables. 

Le premier théorème de Himmelberg-Van Vleck concerne le 

cas où l'espace @ est un espace lusinien (un espace lusinien 

est,par définition,un espace métrisable,image d'un espace polo- 

nais par une application continue bijective);aux notations près, 



il s'énonce comme s u i t :  

Soi t  (fi, a) un espace mesurable, s o i t  @ un espace l u s i n i e n  

muni de s a  t r i b u  borélienne , e t  s o i t  F une app l i ca t ion  multi- 

I voque "point-fermdw de dan8 , & - G-mesurable. Alors, il 

e x i s t e  un s é l e c t e u r  f pour F , a- 2-mesurable. 

Le deuxième théorème de Himmelberg-Van Vleck concerne l e  cas  

où l ' e s p a c e  @ e s t  un espace métrique séparable e t  s'énonce 

I comme s u i t :  

So i t  (ci, a) un espace mesurable, s o i t  @ un espace métrique 
. Lcakkn mu*etiv 

séparable ,e t  s o i t  F une -point-completw de $2 
d a n s q t e l l e  que,quel que s o i t  l e  sous-ensemble fermé K de @ , 
P-~(K) t . A l o r s , i l  e x i s t e  un sé lec teur  f pour F,qui e s t  t e l  

que, quel que s o i t  l e  sous-ensemble fermd K de , f-1 (K) E a . 
I l  nous e s t  a l o r s  a i s é  d 'en  déduire l e  c o r o l l a i r e  suivant:  

Si  (R ,&)  e s t  un espace mesurable,si  @ e s t  un espace metri- 

pus séparable  e t  6 sa t r i b u  bore?lienne,et si l ' a p p l i c a t i o n  

multivoque F de R dans @ e s t  ttpoint-completw e t  a - e - m e s u -  

r a b l e , a l o r s  il e x i s t e  un s é l e c t e u r  f pour F, -c-mesurable. 

1.4.- L ' u t i l i s a t i o n  des th6orémes de Himmelberg-Van Vleck s e  présen- 

t e r a  sous l a  forme de r é s o l u t i o n  d ' inéquat ions fonct ionnel les :  

I l e s  méthodes d 'es t imation proposdes au Chapitre II conduisent à 

des  i n é g a l i t é s  auxquelles l e s  est imateurs ,considérées  comme 

fonct ions  mesurables de l a  v a r i a b l e  W ,doivent s a t i s f a i r e .  Les 

énoncés dont nous aurons besoin sont l e s  suivants :  

1.5.PROPOSITION.- S o i t  (R,  & , ~ r )  un espace probabilise?. Soi t  (O, 6 )  
un espace mesurable composd d 'un espace l u s i n i e n  (resp.esDace - 
métrique adparable) @ e t  de sa t r i b u  borélienne . S o i t  (P 



une fonc t ion  numérique d é f i n i e  s u r  n x @  t e l l e  que 9 p-- our  t o u t  

l ' ensemble  { QC@ : < f ( ~ , @ )  2 03 ,que nous notons  ~ ( d ) ,  

ne s o i t  pas v ide .  S i  l ' a p p l i c a t i o n  multivoque F dans @ 

qui,& w f a i t  c o r r e s ~ o n d r e  F ( w ) ,  e s t  a - g - m e s u r a b l e  e t  

npoint-fermé" ( resp .  "point-complet") , a l o r s  i4 e x i s t e  une a p p l i -  - 

c a t i o n  €3" & dans @ , 6 - g - m e s u r a b l e ,  e t  t e l l e  que pour 

t o u t w c Q ,  q ( w ,  d ( w )  ),z o .  

Cet énonc4,qui exprime a i n s i  l ' e x i s t e n c e  d ' a u  moins une 
* 

s o l u t i o n  mesurable de l ' i n é q u a t i o n  f o n c t i o n n e l l e  c f ( . , Q ( . )  ) ?  0 ,  

n ' e s t  a u t r e  qu'une a d a p t a t i o n  du premier théorème de Himmelberg- 

Van Vleck ( r e s p .  du c o r o l l a i r e  du deuxième théorème de Himmelberg- 

La p r o p o s i t i o n  1.5 permet d 'énoncer  un a u t r e  r é s u l t a t  

i n t é r e s s a n t , m a i s  qui  suppose que 1' espace (a , E L , P ~ )  e s t  complet 

(complet dans l e  sens  " t o u t  ensemble Pr-négl igeable  e s t  

1.6.PROPOSITION.- S o i t  ( g , e ~ , P r )  p espace p r o b a b i l i s é  complet. 

S o i t  (O, c )  un espace mesurable composé d'un espace mét r ique  - 
pompact @ . e t  de sa t r i b u  bo ré l i enne  . S o i t  - h une f o n c t i o n  

numérique s u r  9 x @ , a @ G  -mesurable , t e l l e  que ,pour  t o u t  

Q , hco,. ) s o i t  semi-continue supérieurement ( r e sp .  semi- 

con t inue  i n f é r i eu remen t )  s u r  @ . I l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  Q* 

& 51 dans , e( - t -mesurab le ,  t e l l e  que pour t o u t  w €  , 
h ( o ,  ~ ~ ( 4  > 2 sup h ( u , s ) -  & 

SE O 

où E e s t  un nombre 2 O - 
( resp.  h ( ~ ,  0 * ( ~ )  ) \< c  i n f  h(w,s)  

se O 
où c  e s t  un nombre 3 1 ). 



La preuve de cette proposition repose sur un certain nombre 

de raisonnements,dont les suivants: 

. On écrit 

(resp. y(d,e) = -h(@,e> + c inf h(~,s) O ) 
s e 0  

pour avoir une application multivoque 

- 

de n dans O. heffet, la semi-continuité supdrieure (resp. semi- 
continuite inférieure) de h(w,. ) sur le compact @ assure 

que F(w) n'est pas vide. 

. Cette hypothbse de semi-continuitd supérieure (resp. semi- 
continuite inférieure) de h(@,.), pour tout GER,  permet d'autre 
part d'affirmer que l'application multivoque F est 11point-ferm6w. 

. On montre,en outre,que l'application multivoque F est 

a- %-mesurabla, en s v  appuyant sur le fait que 1 ' ensemble 
b 4 

appartient B la tribu a @ <C . Cette dernihm propridté s'appuie 
.le-~&e sur une version d'un thdorbme mr la projection de 

tribu produit : Si (Q , &,~r) est un espace probrbilis6 complet, 
ai  ltasp.ce mesurabla (0, & ) est composd d'un espace m6trigue 

oci.p.o* 8 et de aa tri& boiaimne 6 ,alors ia projection 
aor d'un enseable appartenant à la tribu produit &@ & est 
un enamable appartanmt i Ir tribu e(, . 
. On peut alors appliquer à F le corollaire du thdoreme de 

Kuratowski-Ryll Wardzewski (ou le premier théorème de Himmelberg- 

Van Vleck) car l'espace $ ,m6trlpue compact, est polonais 
-3. 

(donc lusinien). 



Chapitre II 

E X I S T E N C E  D E S  E S T I M A T E U R S  D U  QUASI-MAXIMUM DE V R A I S E M B L A N C E ,  

D U  q 2  Q U A S I - M I N I M U M  ET DU $.* Q U A S I - M I N I M U M  

P O U R  D E S  P R O C E S S U S  DE MARKOV À T E M P S  C O N T I N U  . 

Nous nous proposons dtexposer,dans ce chapitre, successivement 

les méthodes du quasi-maximum de vraisemblance, du q 2  quasi- 
minimum et du $,* quasi-minimum pour des processus de Markov B 

temps continu et du type de sauts , et de nous servir du chapi- 
tre 1 pour montrer l'existence d'estimateurs fournis par ces 

mdthodes. 

A. PRELIMINAIRES. ------------ ------------- 

Soit X un ensemble bordlien de IR ( R désignant 
l'ensemble des nombres rdels), et soit 3 la tribu borélienne 

de 3 . Soit un processus de Markov homogène, 21 temps continu 

( t E R+ , Ii;! ddsignant l'ensemble des nombres réels positifs + 
ou nuls),dont l'espace des dtats est ( ,  et dont la 

famille des probabilites de transition est (P~) R+ . 
Supposons que ces probabilités de transition Pt , t 6 R+ , 

dependent d'un paramètre 0 , 0 E @ , dont la "vraie valeurtt est 
Q € O  . 
O 

@ est ici un ensemble dont nous préciserons la natuie 



Plus  l o i n , e t  que nous munirons d 'une t r i b u  (G .Nous no te rons  donc 

pt (. , . ; Q )  l o r s q u e  l a  l lvaleur"  du paramètre e s t  €2. 

I Nous supposons que l e  p rocessus  v é r i f i e  l a  cond i t i on  su ivan t e :  

Quel que s o i t  0 € @  , l i m  P,(x,{x];Q) =1 ,unifornément e n  x .  
t +O 

I Nous savons que,sous  (C) , que l  que s o i t  0 € @ , 
1 - Pt (x ,  { x } ; ~ )  

a/ l i m  = Q(x;Q)  SMQ < 03 ; 
t 3 0  t 

c e t t e  l i m i t e  e s t  a t t e i n t e  uniformément en x  . 
b/ S i  x  q$ B , l i m  pt (x,B;Q) = Q(x,B;Q) < Q(x;Q)  ; 

t -+O 

c e t t e  l i m i t e  e s t  a t t e i n t e  uniformément en B C X\ lx) .De p l u s ,  

que l  que s o i t  x  € X , ~ ( x ,  . ;Q) e s t  une mesure p o s i t i v e  bornée 

s u r  9 (%\{x}) , ( % x dés ignan t  l a  t r i b u  t r a c e  

de l a  t r i b u  bo ré l i enne  3 s u r  rf \{XI. 
C/ a(x,îc\[x};o) = Q(x;Q) 

Pour d e s  r a i s o n s  de commodité d t é c r i t u r e , n o u s  posons: 

\ d 0 6 @ ,  V X E X  , Q(x,{x];Q) = O , 
c e  qu i  nous permet p a r  l a  s u i t e  d ' é c r i r e  ( d ' a p r è s  c/ )  que 

V Q E O ,  V X E X ,  Q(X,%;Q) = Q(X;Q) , 
e t  de d i r e  que,quel  que s o i t  B E @  , e t  que l  que s o i t  2 , 

1 Q(x, . ;Q)  e s t  une mesure p o s i t i v e  bornée d é f i n i e  s u r  3 . 

soit ( X t ) t ~ R +  
une f o n c t i o n  a l é a t o i r e  Markovienne,séparable,  

d i f i n i e  s u r  un espace. p r o b a b i l i s é  (Q, d , ~ r )  e t  a t t a c h é e  a u  processus  

de Markov p r é c i t é .  On sait que sous  1' hypothèse (c) ,presque t o u t e s  

l e s  t r a j e c t o i r e s  s o n t  de s  f o n c t i o n s  de sau t s .D1après  [8] , on  

supposera  que:chaque t r a j e c t o i r e  e s t  une f o n c t i o n  de s a u t s  con t inue  

a d r o i t e  ( c e  qu i  n l e s t  pa s  une r e s t r i c t i o n ) ;  que l  que s o i t  B E @  , 



i n f  Q ( X ; Q )  > O ; quel  que s o i t  Q E @ e t  quel  que s o i t  t é R+ , 
x r E  

pt (x,{x);Q) e s t  3 -mesurab le  . 
Puisque (Xt l t  E R +  a s e s  t r a j e c t o i r e s  qui  son t  de s  f o n c t i o n s  

.ri , 
de s a u t s  con t inues  à d r o i t e i o n  dés igne  p a r  % , z p , . .  . ,z n ,  - • l e s  

é t a t s  s u c c e s s i f s  ( zk  # z ~ + ~ )  p r i s  pa r  l a  t r a j e c t o i r e  ( ~ ~ ( m ) ) ~ ~  R+ 

e t  p a r  rl,rî,. .. , rn,. . . l e s  durées  r e s p e c t i v e s  de l a  t r a j e c t o i r e  

dans  c e s  é t a t s , o n  a 

x t ( 4  = z, ,si o < t < r l  , 
Xt (4 = Z, ,si r +. . . + r  < t Cr-+. .+r  + r  

1 n-1 n-1 n  , n > l  

Ces rn ,n o N* , son t  t ous  f i n i s ,  c a r  nous avons supposé que que l  que 

s o i t  0 E @ , i n f  Q(X;Q) > 0 , (il n t  y a donc pas  d ' é t a t  absorban t ) .  
x € X  

On peut  d i r e  q u ' i l  e x i s t e  2 s u i t e s  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

( Z k ) k ~ ~ *  et  ( p k ) k t  N* t e l l e s  que 

( ~ ) r e p r é s e n t e  i c i  l a  durée  de s é j o u r  de ~ ~ ( a )  dans l ' é t a t  ~,(a) 
Pn 

a p r è s  l e  (n-1)-ème s a u t .  

Désignons p a r  V t  l e  nombre ( a l é a t o i r e )  de s a u t s  pendant l ' i n -  

t e r v a l l e  de temps [O, t] ,nous avons 

('n)nE N* e s t  une fonc t ion  a l é a t o i r e  de Markov,à temps d i s c r e t ,  

dont  l ' e s p a c e  des  é t a t s  e s t  (X, 3 )  e t  dont l a  p r o b a b i l i t d  de 

t r a n s i t i o n  e s t  l o r s q u e  l a  l 'valeurl '  du paramètre e s t  0. 
Q(n;Q)  

On démontre d ' a i l l e u r s  que : pour o ( > O  , 

e t  pour A <  45 , 



- Q(zn,n;O) - 
9 P.S.  

Q ( l n ; Q )  

Ces deux é g a l i t é s  non t r en t  que l a  fonc t ion  a l e a t o i r e  ( ( zn,pn) ) n r  p+ 

dont l ' e s p a c e  des  é t a t s  e s t  X x fF? , e s t  de Elarkov. Sa p r o b a b i l i t é  + 
r" 

de t r a n s i t i o n F  e s t  d é f i n i e  par:  quel  que s o i t  ( x , a ) t  ZxR e t  + 
que l  que s o i t  A x B  E %x( na), (où &désigne la t z i b  M l i a n e  de R ) + 

Dans [8]  ,on énonce l e  r é s u l t a t  su ivan t :  

-- S i  quel  que s o i t  0  E @ ,il e x i s t e  une p r o b a b i l i t e  abso lue  
A 

s t a t i o n n a i r e  unique n ( . ; Q )  pour (Zn)nEw e t  qui  e s t  t e l l e  que 

que l  que s o i t  x € , 

a l o r s , l a  f o n c t i o n  a l é a t o i r e  ( ( zn ,pn )  )nE  N* a une p r o b a b i l i t é  

absolue  s t a t i o n n a i r e  unique P (. ; Q )  qu i  domine s e s  p r o b a b i l i t é s  

de t r a n s i t i o n  ( p r o b a b i l i t é s  de t r a n s i t i o n  de ( (zn,pn)  )né HX 1 
/3 -- S o i t  9 une a p p l i c a t i o n  mesurable de x2, R: dans R , 

a l o r s  q u e l l e  que s o i t  l a  l o i  i n i t i a l e  d a  ( ( z ~ , ? ~ ) ) ~ ~  fil* ( c e t  te 

l o i  peu t  d t r e  d i f f é r e n t e  de ) , s i  

e x i s t e  e t  e s t  f i n i e ,  a l o r s  qusnd T-oo, 



D'au t re  p a r t , s u i v a n t  l ' e x p o s é  de [II] ,pour A C %  e t  B E  3 , 
désignons p a r  T (A;W) l a  durée  t o t a l e  de s é j o u r  de xt (w)  dans A T 

pour t E [o,T], e t  p a r  N ~ ( A x B ; ~ )  l e  nombre de s a u t s  de Xt(w) de A 

dans B,pour t E  [o,T]. Pour t o u t  u c Q  , ZT(.;w) e s t  une mesure 

f i n i e  p o s i t i v e  s u r  3 e t  N ~ ( . ; w )  e s t  une mesure à v a l e u r  e n t i è r e  

p o s i t i v e  s u r  % @ % , t a n d i s  que pour t o u t  A €  % e t  pour t o u t  ~ f . %  , 
ZT(A;.) e t  N T ( ~ x ~ ; . )  son t  deux v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s  (que 

nous noterons ,pour  s i m p l i f i e r ,  respectivement T~ ( A )  e t  NT (AXB) ). 

N~(%xLX) n ' e s t  a u t r e  que VT notee  préc6demment , l o r s  de 1 l in t roduc-  

t i o n  de ( z ~ ) , ~  M* . Supposons que, q u e l  que s o i t  x € ,y que l  que 

s o i t  A ~ $ , ~ u e l  que s o i t  O € @  , l i m  P,(X,A;O) = X ( A ; Q )  . ~ l o r s , n ( . ; 0 ~ )  
t -00 

e s t  une p r o b a b i l i t é  absolue  s t a t i o n n a i r e  unique pour ( X  ) 
t t € R .  

- + 
L'emploi de c e t t e  p r o b a b i l i t é  Z ( . ; Q )  e s t  t r è s  commode pour  

l e s  c a l c u l s  que nous e f f e c t u e r o n s  ci-dessous. R a p ~ e i o n s  à c e  propos, 

que, quand T + CD , * 

B. LA -------------- METHODE DU QUASI-MAXIMUM ,----------------------------: DE VRAISEMBLANCE .............................. 
~ - f i n i e  

Supposons qu' il e x i s t e  une mesure p o s i t i v e  / s u r  'R , inde- 

pendante de Q , t e l l e  Que que l  que s o i t  x E X e t  que l  que s o i t  

O € @ , Q(x,  . ;O) s o i t  absolument con t inue  p a r  r appor t  B A . 
2 

Notons q ( x ,  .;O) une v e r s i o n  @a -mesurable de l a  d e r i v é e  de 

Radon-Nikodym de Q(x,  .;O) p a r  r appor t  . E t  posons 



La vraisemblance elle-méme n'est pas définie pour le cas des 

processus de Markov à temps continu. Mais comme mentionné dans (111, 

l'introduction de L*(O;~) est motivée par le fait que dans [ll] , 

avec Q E RI ,il équation dite de vraisemblance,à un terme asympto- 
tiquement négligeable près,sfécrit: 

c'est à dire 

b - L  @;a) = O  . b0 T 

Exprimée à l'aide de ((zn,pn) )nt , L (8;~) peut s'écrire: T 

où f (x,y;B) = q (x.y:Q) . 
Q(x;Q) 

C'est donc une expression qui,asymp~totiquement,est la meme que 

celle prdsentke par Billingsley dans [ 8 ]  . 
11.1. DEFINITION.- Soit ( ET)TCR une famille de nombres positifs 

+ * bornés,indicc?s par T. Nous disons qu'un estimateur QT 
Bo 

est un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de coefficient 

ET s'il est une variable aléatoire définie sur l'espace mesurable 

(R, a), à valeur dans il espace mesurable ( , ) ,  et telle que, 

auel que soit W E G  , 



Nous choisissons de préférence cT petit ,et la famille 

( 'TITER décroissante en fonction de T . Lorsque pour tout 
+ 

W E  R et pour tout T E  IR+ ,le supremum sup L~(B;w) est 
@ € O  

atteint, nous pouvons prendre ET = O , sans pour cela en faire 
une règle absolue car & > O peut présenter des avantages,par T 
exemple lors d'un recours à des procédés de calcul numérique. 

fournissent des 
Les trois propositions énoncées ci-dessous /solutions au pro- 

blème de l'existence d'estimateurs du quasi-maximum de vraisem- 

blance. 

11.2.PROPOSITION.- 2 ET est strictement positif, si est un eg- 

pace lusinien,& est sa tribu borélienne,et si l'application 

multivoque FT 82 dans @ ,définie par 

%(w) = { O C  O : L~(~;w) > sup L~(S;O) - ET 3 
sr@ 

est &,- g-mesurable et 'lpoint-fermé", alors il existe au moins - 
un estimateur 43: du quasi-maximum de vraisemblance de coeffi- 

cient ET & Bo . - 
En posant 

nous nous trouvons dans les conditions de I.5,et la preuve de 

la proposition II. 2 s'en découle immédiatement, asec l'Mie T en plus 

II. 3.PROPOSITION.- a E est strictement positif,& est un espace 

métrique séparable,& est sa tribu borélienne, et si l'appli- 

cation multivoque F. définie dans II. 2 est a -% -mesurable et T 
l'point-completll, alors il existe au moins un estimateur €3; & 

quasi-maximum de vraisemblance de coefficient ET ,- Bo . 
Même constatation que précédemment sur ll*tilisation de 1.5. 



11.4.PROPOSITION.- 3i l'espace probabilisé ( R  ,&,~r) est complet, 

si @ est un espace métrique compact,& est sa tribu borklienne, - 
si quel que soit WER, L~(.;w) est continue sur ,aiors il 

existe au moins un estimateur Q; du quasi-maximum de vraisem- 

blance de coefficient ET , ( ET >I O ),% Bo . 
Ici,nous nous servons de 1.6 en faisant jouer à L le rale T 

de h décrit dans 1.6. 

C.LES --------------- METHODES DU QUASI-MINIMUM ET DU $ QUASI-EIINIMUM, --------------- ------------------ 
--------A---------- -------------- 

Posons 

resp. [NT<Ajx49U) - T ~ T ( ~ ~ , ~ )  P(x,AkiO) 

G ( Q , ~ >  = )- 1 

(j,k)€Ix1 SA rT(dx,4 P(x9Ak;Q) 
I2 

j 
où ( A . )  

J je1 
ddsigne une partition finie & -mesurable de X telle 

que les quantit6s qui figurent aux ddnominateurs de la première 

(resp. seconde) expression soiCnt strictement positives. 

11.5. DEFINITION.- $oit ( c ~ ) ~ ~ ~  une famille de nombres positifs bornés, 
+ 

plus grands ou égaux à,1 ,indicés par T . Nous disons qu'un estima- 
* 2 teur QT & Qo est un estimateur du 9 quasi-minimum (resp. - 

F* quasi-minimum) de coefficient c ,s'il est une variable aléatoire T 
définie sur (R ,&) et à valeur dans ( O ,  ),telle que,pour tout o€Q, 



resp.  $;( Q ; ( w ) ; ~ )  < . i n f  
CT ,,O 

Nous c h o i s i s s o n s  de p ré f é r ence  l e s  cT v o i s i n s  de 1, e t  l a  fa -  

m i l l e  (cTITE k d é c r o i s s a n t e  à p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  rang e t  conver- 
C1 
I 

geant  v e r s  1 quand T+m ( p a r  exemple, cT = 1 + - pour T a s sez  T 

grand) .  On peut  a u s s i  cons idé re r  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où,pour t ou t  

1 1 n . l r \ n n I l o ;  + 
9- - A "  

. Lorsque,  T E I R +  9 cT = 

pour t o u t  LJ< R , i n f  S : ( Q ; ~ )  ( resp.  i n f  ?(;(0;w) ) e s t  
@€ 0 0 t 0  

a t t e i n t , o n  peu t  prendre  C~ = 1 , s a n s  pour c e l a  en f a i r e  une r è g l e  

abso lue ,  c a r  cT > 1 peut  p r é s e n t e r  des  avan tages ,par  exemple 

l o r s  d ' un  r ecou r s  à des  procédés de c a l c u l  numérique. 

Abordons maintenant  l e  problème de l ' e x i s t e n c e  d , ' e s t imateurs  

f o u r n i s  pa r  c e s  deux méthodes. 

Un e s t i m a t e u r  de Qo,de p a r  sa d é f i n i t i o n , e s t  une v a r i a b l e  

a l é a t o i r e  d é f i n i e  s u r  ( R ,  a) e t  à v a l e u r  dans (O,  ) .Prouver 

2 1 ' e x i s t e n c e  d t  e s t i m a t e u r s  f o u r n i s  p a r  l a  méthode du 4 quasi-mini- 

2 mum ( reap .  quasi-minimum) , c t  e s t  prouver 1 ' e x i s t e n c e  d  ' app l i ca -  

t i o n s  Q: de n dans @ , 6 c - m e s u r a b l e s , v é r i f i a n t  pour t o u t  O E , 

11.6.PROPOSIT,ION.- Supposons que @ mit un espace lu si ni en,^ % 
sait sa t r i b u  bo ré l i enne ,  que pour t o u t  T E IR+ , cT> 1, que l h p p l i -  

/J 

c a t i o n  multivoque 
F~ ( r e sp .  PT ) de R dans @ d é f i n i e  p a r  - - 



mit 61-G-mesurable et w~oint-fermélf.Alors, il existe au moins un - 
estimateur 4 - du +2 guasi-minimum (resp. &2 quasi-minim&) 3 

coefficient CT , - de Bo . 
Comme cela a été pour II.2,nous nousservons ici de I.5,avec 

d 
la fonction numérique yT (resp. (QT) définie par 

PJ 
g la place de (1 , et FT (resp. PT ) la place de 

L'utilisation de 1.5 nous fournit également la preuve de la 

proposition suivante 

II.7.PROPOSITION.- Supposons que @ adt un espace métrique séparable, 

p- <2; soit sa tribu borélienne.que pour tout T E  f?+ , cT 7 1,- 
13 

aue l'a~~lication multivoaue PT ( r e s p . ~ ~  ) S2 dana O definie 

m i t  0- c-pesurable et %oint-coinlet Alors. il ekists au moins 

pn eatiuteur & y quasi-minimum (resn. X2 guosiainimun) 
de coefficient p ,& Bo. 

Enfin,la proposition I.6,avec (re8p.G ) au lieu da h, 

et cT au lieu de c, noua fournit la preuve de la proposition 

suivante: 

II.8.PROPOSITION.- Supposons au8 l'espace probabilise (n , &,~r) soit 
complet,q- (0, &) suit forme d'un espace metrique compact et - 

so tribu bordlienne & ,que pour tout T E R +  , 
--- -- - - 

iPa;Bfs. et  eue de plua. mur tout 



4- 
rement sur @ . Alors.il existe un estiliateur QT S2quasi-mini 

mum (resp. $* quasi-minimum) de coefficient cT (cT>l) 9 8, . - 

D. ----- REMARQUES .................................................... S U R  LE CAS PARTICULIER D'UN NOMBRE FINI D'ETATS. .......................................................... 

Dans le cas particulier d'un processus de Markov à un nombre 

fini d'états X = {1,2,. . ,r) et h = Rx) où Y ( E )  designe 
l'ensemble des parties de X ,nous avons 
q. (8) à la place de IIT(B;@) , 

3 
q, (8) et q.(~) à la place de Q(x,B;Q) et Q(x;Q) , 
~k J 

NT(Jk; et rT( J;U) à la place de N~(A~B;w) et cT(~; 3 . 
Les expressions L~(Q;u) , %(8;w) et 3(T(e;w)  slécrivent 

alors: 

Supposons que les T et les q soient inconnus. Les résultats 
j jk 

suivants constituent un exemple d'illusization pour les méthodes 

ddcrites prdcddemment. 

11.9. est à la fois un estimateur du quasi-maximum de 
'T(~;*) 

vraisemblance de coefficient ET de q ,pour tout ET 3 0 , 
jk 



2 et un estimateur du quasi-minimum de coefficient cT de g j k  , 
pour tout cT 2 1 . 

11.10. j ; .  , est un estimateur du S2 quasi- 
minimum de coefficient cT du couple ( Ttj, qjk ) ,pour tout cT $ 1. 

Ces estimateurs sont convergents au sens presque-sûr. 

Ces énoncés sont prgvisibles, d'après les résultats de [II] 

sur les méthodes du maximum de vraisemblance, du x2 minimum 
et du +2 minimum. 

Plus précisément,en considérant q comme la vraie valeur 
jk 

8 d'un paramétre réel Q,nous avons: 
O I 

Ce qui montre que 

NT(jk;w) . 
correspond au maximum de la fonction L~(. ;u) ,et par 

cons6quent, quel que soit ET > O , 

D'autre part, pour tout cTb 1 , 



Enfin ,en cons ideran t  ( irj , qjk ) comme l a  v r a i e  v a l e u r  Bo 

d 'un  paramètre 0 ,  nous avons 

Quant h l a  convergence presque-sbre des  e s t ima teu r s ,  e l l e  

e s t  a s su ree  p a r  l e s  r é s u l t a t s  de [il] , s e l o n  l e s q u e l s  $ tT ( j ; . ) 
1 converge presque-sllrement v e r s  T e t  T N~ ( jk; . ) converge 

j 
presque-sbrement v e r s  Tj q jk quand T +oo . 



Chapitre III 

CONVERGENCE DES ESTIMATEURS DU QUASI-MAXIMUM DE VRAISEYBLANCE, 

DU q2 QUASI-MINIMUM ET DU z2 QUASI-MINIMUM 
\ 

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU . 

Dans ce Chapitre,nous démontrons la convergence presque-sûre 

des estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance, du g2 guasi- 
minimum et du $ quasi-minimum. 

Si le raisonnement employé pour la méthode du \L2 quasi-minimum 
présente quelques analogies avec celui employé pour la méthode du 

F~ quasi-minimum, celui utilisé pour la méthode du quasi-maximum 
de vraisemblance est différent.Les conditions imposées par cette 

méthode sont aussi plus restrictives. 

Dans ce qui suit,lorsque nous nous référons aux conditions pré- 

liminaires,il s'agira de celles décrites dans le paragraphe A 

du chapitre II. 

A. _________-_-______------------------------------------------- CONVERGENCE DES ESTIMATEURS DU QUASI-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE. ............................................................. 

Supposons que 

D = { ( r . y ) C  x2 : q ( x , y ; ~ )  10 3 
est indépendant de 0 .  Par cette hypothése,nous voulons que les inté- 

grales écrites ci-dessous aient un sens (elles peuvent toutefois 

Qtre infinies).C1est par exemple le cas de l'intégrale 

Par la suite,nous travaillerons sur D quoique nous ne l'écrivions 

pas explicitenent. 

Un certain nombre de résultats auxiliaires étant nécessaires à 
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la déaonstration de la convergence presque-shre des estimateurs du 

quasi-naximum de vraisemblance,nous procédons donc par étapes. 

III.1.PROPOSITION.- Si 
tels que 

(i) Quel que soit Qqt @ et quel que soit Q2 € @ , z x b  Qq f Q2 , 

q(x,y;Qq) - P(X,Y;Q~)) n(dx;Qo) Q(x,dy;Qo) 7 O 

alors 

(ii) Quel que soit BE@ tel que Q # Qo , 

Dé~onstration. 

On sait que, quel que soit le nombre réel z , 

z et que l'égalité e = 1 + z a lieu si et seule-nent si z = O . 
Soit Q # Bo . Si on remplace z par Log 

9 On a 
q(x,y; 

(1) q(x,y;Q) q(x,y;Q) > 1 + Log 
f t 

q(x,y;Q0) q(x,y;Q0) 

1 et l'égalité a lieu si et seulement si 

Puisque 

q(x,y;Q) 
n(dx;~~) Q(x,~~;Q~) Q(X,~Y;Q~) 

2 q(x?Y;Qo) x. 



e t  pu i sque  

1 ' i n é ~ a . l i t . 6  (1) nous donne 

P a r  c o n s é q u e n t , s i  nous posons 

nous avons 

H ( Q )  3 O . 
Posons a a i n t e n a n t  

A = { ( x , y ) E ' ~ *  : q(xx, ;Qo) - P ( x , Y ; Q )  # 0 3 
L'énoncé ( i )  impl ique  que l ' e n s e m b l e  A e s t  de mesure 

R ( d x ; Q o )  Q(x ,dy ;Qo)  7 O ( c ' e s t  à d i r e  que 

J* a ( d ~ ; @ ~ )  Q ( x , ~ ~ ; Q ~ )  7 O ) .  Cela  e n t r a f n e  que H ( Q ) 7 O  , 
c a r  s i n o n , a v e c  H(Q) = O , nous a u r i o n s  

q (x ,y ;Q ) q ( x , y ; @ )  
(car  s u r  A ,  nous avons  Log .+ 7 1 

9  x , Y > Q )  -4(x,y;eoT 1 



( c a r  s u r  CA , nous  avons l- W. = O )  

D'où c o n t r a d i c t i o n .  

Par conséquen t ,  on d o i t  r ^ v ~ ~ i r  H(Q) 7 O , c ' e s t  '7 r : j  rc ( 2 ;  . L i  \ 4 . 

III. 2. CONDITIONS. - Supposons que 

le/ @ s o i t  un e s p a c e  r n é t r i s a b l e  c o n p a c t ,  

2 29/ Quel  que s o i t  (x,y)€ X , q ( x , y ; . ) s o i t c o n t i n u e  s u r  @ , 
l 

3 O /  Quel que s o i t  , il ex is te  un voisinage we de e , t e l  que 

pour chaque ouvert V contenant 0 e t  contenu dans W,, suP q( , .  iu)  
2 utiv 

s o i t  @ 3 aiesurable,  e t  que i n f  Q( . ;u) s o i t  3 -mesurable. 
uEV 

ho/ Quel que s o i t  x 6 3 ,  quel que s o i t  B E @  , il exis te  un voisinage 
dR8- 

U ( e ) v  une fonction numérique g(x,  . ) 3/ 0, déf in ie  s u r x  , &intégrable, 
X 

e t  t e l i e  que &(x,y;u) \( g(x ,y l /Gur  t ou t  y h e t  tou t  u L uX(8j\ . 
5'1 Quel pue s o i t  Q&, il exis te  un ouvert ~ ( 0 )  contenant 6 , avec 

l 

V ( 8 )  C We, e t  une fonction numérique h . , . ) qui dépend de Y@) e t  

t e l l e  que 

e t  que 

6 O 1  Quel pue s o i t  el€@ e t  quel que s o i t  e2c@ t e l s  pue el #e2 , 



111.3. PROPCiSIT1UN.- Sous les conditions preliminaksetu-l.2 ._ - , on a ~ i i t  

trouver,pour chaque voisinage U = u ( Q , ) ~  Qo Ur- nork're 

6 = S(U) 70 tel sue 

Démonstration. 

Soit d une distance sur @ compa.tible avec sa topolojrie. 

Soit s c [U ; notons par 

Il est clair que la suite 

q(x,y;Q0) 
( inf 

Log slx,y;e) 1 
etv,(s) kcz Id* 

est une suite non décroissante. 

D'après l'hypothèse de coritinuité en Q de q(x,y;.) , quel que 
soit &)O ,il existe un voisinage V de s,tel que quel que soit ~ E V ,  

q(x,y;Q0) 
inf 
Q€vk(s) m 

2 
Or,dlaprès a. 2.30/ , sup q . ,  0 )  est @$mesurable 

etv,is) 

pour k assez grand. D'où 

q(*,.;$L,l 
inf Log - - 

eev,(s) q(e,g;Q) 



L 
e s t  688-mesurable pour  k a s s e z  g rand .  

Nous pouvons a l o r s  a p p l i q u e r  l e  t h 6 o r ? ; ~ , e  d e  Se r~o -Lc - - :  , 

c e  qu i  montre  q i l e , lo r squ?  k - CD , 

D' a u t r e  p a r t ,  l a  s u i t e  

e s t , e l l e  a u s s i ,  un s u i t e  non d e c r o i s s a n t e .  

D ' au t r e  p a r t ,  l a  fonc t ion  p(x,. ; 0) é t a n t  \ - in tégrable ,  l e s  cond i t i ons  

III. 2.2'/ e t  III. 2. b O /  as su ren t  l a  c o n t i n u i t é  de l a  fonc t ion  ~ ( x ,  . ) 
sur , (c f .  par exemple [ I O ]  , corol la ire  1 , p.  144) 

Donc, quel que s o i t  o(7 O , il e x i s t e  un voisinage V de s 

t e l  que,quel que s o i t  Q C  V , 

Il en r é s u l t e  q u e , l o r s q u e  k -t a, , 
i n f  Q(x;Q) Q ( x ; s )  . 

Q E V ~  ( S) 

0 r , d 1 a p r è s a . 2 . 3 0 / ,  i n f  a ( * ; @ )  est  $ -mesurable  nour 
ecv,(s) 

k a s s e z  g rand .  

Dtoù ,nous  pouvons a p p l i a u e r  l e  th4orème de Beppo-Levi,ce 

q u i  donne, l o r s q u e  k +CO , 



Donc,dl a p r è s  ( a )  e t  ( b ) ,  

avec  H ( s ) > O  (à c a u s e  de a.2.5" e t  m.1). 

I l  en r d s u l t e  que ,  que l  que s o i t  s E [U , il e x i e t o  1 1 1  

o u v e r t  V ( s )  c o n t e n a n t  s e t  un e n t i e r  p o s i t i f  n o ( s )  t e l  
k 

que k,no(s) e n t r a î n e  que 

i n f  [Q(x ;Q)  - Q(x;Qo)]  ~ ( d x ; Q ~ )  -t 

@ e v k ( ~ )  

Prenons a l o r s  U o u v e r t ,  CU e s t  donc compact. On p e u t  

r e c o u v r i r  CU p a r  un nombre f i n i  d f e n s e m b l e s  o u v e r t s  v k ( s i )  , 

Si n1 = Max no(s i )  , a l o r s  pour  k , ~  , on a,$ 
i = 1 , 2 , .  . ,m 

9(x,y;Q0) 
+ J' i n ,  L W  I T ( ~ x ; Q ~ )  Q ( X , ~ Y ; Q ~ )  

2  Q E V ~ ( S ~ )  x q(x,y;Q) 

où 5 = a i n  H ( s ~ )  . 
i = 1 , 2 , .  . ,m 2 



Or,quel  que s o i t  Q E  CU ,il e x i s t e  i€{1 ,2 , . . ,m]  t e l  que 

i n f  [Q(x ;Q1)-Q(x ;Qo)]  < [Q(x;Q) - Q(x;Q,)]  
O<avk(s i )  

9(x,y;Qo) 9(x,y;Q0) 
i n f  Log \ < Log 

Q't v k ( s i )  q (x ,y ;Q1  q(x,y;Q) 

D'où a 

1 9(x,y;Q0)  - i n f  Log dNT(x,yie  ) 
T-03 + lim s, 0 ' e v k ( s i )  q(x,y;Q1 

q(x,y;Qo) 
i n f  Log iT(dx;Qo) Q ( X , ~ Y ; Q ~ )  

+ S 2 Q ~ E Y ~ ( s ~ )  z q(x,y;Qt  

P a r  conséquent,  

Ce qu i  donne f i n a l e n e n t ,  



* a. 4.  PRUPOSITION. - Pour t o u t  e s t i m a t e u r  0 a u  q u a s i - ~ a x i n u ~ d  T 
v r a i s e n b l a n c e  de c o e f f i c i e n t  fT ( E T  ) O ) , on a 

Dénons t ra t ion .  -- 
que s o i t  * En e - d ,  d l a p r & s  11 d C f ' i r i t i o n  d e  Bi , on 

a : q u e l  que s o i t  R , .. P 

i n é g a l i t é  q u i  e s t  vra . ie  e n  p a r t i c u l i e r  pour  8 = 8 . Donc 
O 

+ j- Log 
9(x,y;Q0) 

~ N ~ ( x , Y ; . )  - - €T 
x2 s ( x , ~ ; @ ; )  T 

< 0 9 P.S. 

e t  p a r  conséquen t , en  p r e n a n t  l a  l i m i t e  s u 7 é r i e u r e  pour l e s  

deux meqbres,on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  i n d i q u é  dans  l ' 4 n ~ v c é .  



*"  

1 111.5. PROPOSITION.- Sous les conditions préliminaires et 111.2, 

tout estimateur 0; du quasi-maximum de vraisemblance 

de coefficient ET ( ET 2 O ) converge presque- 

sarement vers Bo , quand T + a> . 

Démonstration. 

En effet, quel que soit le voisinage U de Bo , 
si Q;(o) € CU , on aura, dlaprbs III. 3 : 

lim in*k& [Q(x;Q:<~) 1 - Q(x;Q~) ] drT(x;&) + 
T -9 00 

1 sauf peut Atre pour des W appartenant à un ensemble de 

probabilite Pr nulle. Ce qui est en contradiction avec 111.4. 
* 

Donc, pour T grand, on doit avoir Q~(w) € U . D'oh 
* 

convergence presque sfire de QT vers Bo . 

B. .............................. CONVERGENCE DES ESTIMATEURS DU q2 QUASI-MINIMUM ET ............................. ----------------- ----------------- 

Dans ce paragraphe, nous prdciserons les conditions 

relatives au nparmètrevt Q ,qui ne sont d'ailleurs pas 

2 exactement les memes pour la méthode du quasi-minimum 

2 et pour la méthode du quasi-minimum. 



II.6 .PROPOSITION.- @ e s t  un espace t o p o l o ~ i q u e  s épa ré  e t  s1  il e x i s t e  

une p a r t i t i o n  f i n i e  3 -mesurable ( A .  ) de .g t e l l e  que : 
J je1 - 

a)  Quel que s o i t  0 E @ , que l  que s o i t  j € 1  e t  que l  que s o i t  k t  1 , 

n ( d x , Q )  Q(x,Ak,@) > O 

J 

b )  Quel que s o i t  0 15 0 e t  que l  que s o i t  Q ' C  @ , avec Q # Q '  , 

C )  Quel que s o i t  0 E  @ e t  que l  que s o i t  Q ' E  @ ,avec  Q # Q '  , 

max / n ( d x , ~ )  Q ( X ,  A ~ , Q )  - s, n ( d x , e l )  Q ( X , A , , Q I )  1 = S,,,, + o .  
( ~ , ~ ) E I x I  

j j - * 
A l o r s , t o u t  e s t ima teu r  QT & q2 quasi-minimum de c o e f f i c i e n t  c T 

converge presque-sllrement v e r s  Qo ,quand T e  m .  

Démonstration, 

lQ/ Par  d é f i n i t i o n  meme de l l e s t i m a t e u r  du q2 quasi-minimum d e  

c o e f f i c i e n t  c, , nous avons: que l  que s o i t  T >  O e t  quel  que s o i t  

201 que l  que s o i t  j 1 , que l  que s o i t  w E , e t  que l  que s o i t  0 c @ , 

0r ,nous  savons que, quel  que s o i t  j E 1 , 

quand T-im. D1oÙ,il e x i s t e  un avec ~ r (  GA) = 1  , C 
t e l  que : quel que s o i t  j r 1 (rappelons que 1 e s t  f i n i ) ,  quel que s o i t  

w E [a;, quel que s o i t  9 '  > 0, il ex i s t e  un nombre p o s i t i f  T , pour 

lequel  T > TA entra îne  que 

1 S T ~ ( A ~ , ~ )  - ~ T ( A ~ , Q ~ )  1 <. 71 , 
i n é g a l i t é  qu i  e s t  v r a i e  e n  p a r t i c u l i e r  pour O<?'< GPQ ,oh Q +  Qo . 

O 



S o i t  U un vo is inage  quelconque de Q . Pour Q E U , B cause de 1 l hypo- 
O C 

t h è s e  b )  e t  de ce  q u i  précède,nous voyons q u ' i l  e x i s t e  un i n d i c e  

j o E  1 t e l  que,pour U E Q ;  e t  pour T a T t  C O ' 

( l ' i n d i c e  j e s t  précisément un qu i  r é a l i s e  l e  maximum 
O 

max ( R ( A ~ , Q ~ )  - ~ ( A ~ , Q )  ( 1 
j€ 1 

Comme 7i(A , Q )  (1 ,on a donc ,pour  LJC[R; , pour T ) T A ( l ' , w )  
J O  \ 

e t  pour Q E  CU , 
Z 

[ ~ I ~ ( A ~ , & )  - T x(A,,Q)]* 

J G  1 T ~ X ( A  ,Q) 
j 

O 

3Q/ Quel que s o i t  j E 1 , que l  que s o i t  k E 1 , que l  que s o i t  a€ R e t  

que l  que s o i t  Q E , 

Or,nous savons que,quel  que s o i t  j E I  e t  que l  que s o i t  k € I  , 
N (A xAk) n (dx ,Qo)  Q ( ~ , A ~ , Q ~ )  

T T j  
J 

quand T+  m .  DtoÙ, i l  e x i s t e  un fi: E & avec ~ r (  [Q:) = 1 , 
n 

t e l  que: que l  que s o i t  O €  Qi  , que l  que s o i t  ~ ' ' 7 0  ,il e x i s t e  1 



un nombre p o s i t i f  ~ ; ( ~ ' ' , w )  pour l e q u e l  T )  Tl' e n t r a f n e  que 
O 

i n é g a l i t é  qui  e s t  v r a i e  e n  p a r t i c u l i e r  pour O < 3 1 1 < s e , Q  ,où Q f Q . 
O 

O 

S o i t  U un vo is inage  quelconque de Q .Pour Q C [U ,à cause de 
O 

l l h y p o t h è s e  c )  e t  de ce  q u i  précède,nous voyons q u ' i l  e x i s t e  un couple 

d ' i n d i c e s  ( j o , k o ) € I > ( I  t e l  q u e , p o u r b E  520 e t  pour T a T ;  , C 
II ( A .  r A k  , W )  - SATl(dx,Q) Q ( x , A ~  90) 1 l+ J O  i O 

> max / * ( ~ X , Q ~ )  Q ( x , A ~ , Q ~ )  
/ ( j , k ) € ~ x I  

j 

- 

( l e  couple ( j o , k o )  e s t  précisément un qu i  r é a l i s e  l e  maximum 

max ' J C ( ~ X , Q ~ )  Q ( x , A ~ , Q ~ )  - P ( ~ x , Q )  Q ( x , * ~  
( j , k ) ~ I x I  ,. j j 
Comme J*; I ( d x , Q )  Q(x,A% ,O) < 1 , on a donc ,pour 

Jo  
pour T T i ,  e t  pour Q E [ U  , 

N ~ ( A ~ x A ~ , ~ )  - T n ( d x , e )  Q ( x , A ~ , Q )  

Y- j 

l J 

4Q/ Ainsi ,nous  voyons que,pour Q E [U , il e x i s t e  un a E 
O 

( c ' e s t  QlUQt1 O O ) avec P ~ ( [ Q ~ )  =-1 t e l  que: quel  que s o i t  WG[.Q.~ , '/ 
- 

que l  que s o i t  3 7 O p a r t i c u l i e r  0 < 7 <min( rO,Q , 
O 

il e x i s t e  un nombre p o s i t i f  T (a, ) ( c ' e s t  sup ( T ' , T " )  ) pour  
O 1 0 O 

l e q u e l  T > T ;  &irfr& e n t r a t n e  que 



Pa.r conséquen t ,  

.x2 = ~ a r d ( 1 ) .  1 
min J T ( A . , Q ~ )  

J E 1  J 

min J* ~ ( d x , ~ ~ )  Q ( ~ , A ~ ~ Q ~ )  
( j , k ) € I x I  

j 

c ' e s t  à d i r e  

5Q/ Nous pouvons c h o i s i r  7 d e  s o r t e  que l e  deuxième membre s o i t  

s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  En e f f e t , c o n s i d é r o n s  l e  t r inôme  

S i  1 - cT a2 ) O , il s u f f i t  de p r e n d r e  

2 S i  1 - cT a < O , nous  remarquerons  que l e  t r inome  e n  a deux 7 
z é r o s  d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s ;  il s u f f i t  de p r e n d r e  

où d é s i g n e  la p l u s  grandg d e s  deux z é r o s .  7 0 , ~ ~  
2 Donc,quel  que s o i t  l e  s i g n e  d e  2 - cT a , il e x i s t e  -y1 '7 O t e l  
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2 3 /  Guel que s o i t  ( j , k ) ~  1 x 1 , q u e l  que s o i t  'ah -2, e t  q u e l  5 I : i .  

s o i t  B t @ , nous avons 

- 12 N (I : . .*~,u)  - I i i ( d x , ~ ~ )  Q ( x , A ~ , Q ~ )  - T T J  
7 

Cec i  é t a n t , n o u s  savons  q u e , q u e l  que s o i t  ( j , k ) ~ 1  XI , 

quand T-+oo, e t  que q u e l  que s o i t  ( j , k ) €  1 X I  e t  q u e l  que s o i t  e t @  . 

quand T-ioo . 
S o i t  Q G @  , n o u s  pouvons é c r i r e :  Il e x i s t e  2 t & , a v e c  

O 

~ r (  [,Q ) = 1 t e l  q u e , q u e l  que s o i t  LJG 
O 

[.$&, e t  q u e l  que s o i t  1 2  0 ,  
) 

il e x i s t e  un nombre p o s i t i f  T ~ (  ,LJ,Q) p o u r  l e q u e l  T > T  e n t r a f n e  9 O 



indgalité qui reste vraie en particulier pour O 4 ( A  9 Q,Qo 
,où 8 # Bo. 

Soit U un voisinage quelconque de Qo . Pour B E  U ,à cause de b) C 
et de ce qui pr<cède,nous voyons qu'il existe un couple (jo,ko)tIx 1 

tel que,pour W C  Qo et pour T 3 To , 
I C )i 

> A 
Q'Qo - 3  > O  

Comme 

Q(x,A,,Q) = i ,  

Q(x,Q> 

> max T(~X,Q~)[Q(~,A~,Q~) - Q(X,A~,Q)] 
/ ( j , k ) c  1 x 1  

nous avons donc d ' après a), 

- 7 

De ce fait,et d'après (2) ,nous pouvons écrire: quel que soit Q E @ , 

j 

quel que soit no ,il existe T~(Q,Q) tel que T>T1 entrafne que C 

Pour Q E [U ,il résulte de ce qui précède,de la définition de 

~ ~ ( Q , ~ )  et de ( 3 )  que : quel que soit O c @  ,quel que soit w e [ s  , 



e t  que l  que s o i t  3 O a s s e z  p e t i t , i l  e x i s t e  un nombre p o s i t i f  

T 2 ( d , Q , 7 )  ( c ' e s t  sup(To,T1) ) t e l  que T > T 2  e n t r a l n e  que 

D ' au t r e  p a r t , s i  on s e  r e p o r t e  à (1) e t  (2), on v o i t  que,quand T - - z o o ,  

1 - 3(,2(eo,*> P.S. > o .  
T 

Ce qui  peut  s ' é c r i r e :  que l  que s o i t  Q c @ , q u e l  que s o i t  de [La 7 9 

e t  que l  que s o i t  ) O a s s e z  p e t i t , i l  e x i s t e  T ~ ( < G , , ~ )  t e l  oue 'I 
T 2 T 3  e n t r a î n e  que 

n 

Ce r é s u l t a t ,  a s s o c i é  à ( 4 ) ,  donne : Pour Q E L U  , que l  que s o i t  7 2 O 

a s s e z  p e t i t , q u e l  que s o i t  U b  Qo ,il e x i s t e  2 f x r x ~ ~ f  un nombre C if 
p o s i t i f  T 4 (O,?,@> ( c ' e s t  sup(T3,T2) ) t e l  que T,T4 e n t r a î n e  que 

Nous pouvons prendre  x 3 = ? Q,Qo  
e t  nous voyons a l o r s  que: 

S. 

Quel que s o i t  l e  vo i s inage  U de Qo , que l  que s o i t  Q € [U , il e x i s t e  

9 O 
a v e c P r ( [ q )  = 1  , t e l  que quel  que s o i t  w~ .2 C 0 ,  

il e x i s t e  un nombre p o s i t i f  T (@,a) pour l e q u e l  T 3 T e n t r a s n e  que 
5 5 

j Q /  Nous avons vu que,quel  que s o i t  LJc et quel que sait T > O 

e t  que d ' a u t r e  p a r t  , que l  que s o i t  LJ E ido , pour T .T , si ' 5  
QT(w) E CU , a l o r s  

[$$( Q!(&), w - Cr x;(Q~,o)]> 0 
T - 

-36 Par  conséquent,nous devons a v o i r  Q T ( u )  E U . Ce qui  démontre l a  

convergence presque-sbre de Q: v e r s  Bo . 



D E U X I E M E  P A R T I E  
............................... ------------------------------- 

C'es t  dans 1 ' a r t i c l e  [18] de LeCalvé e t  Theodorescu oüe 

l a  no t ion  de systèmes a l é a t o i r e s  g é n é r a l i s é s  à l i a s i o n s  complè- 

t e s  a é t é  i n t r o d u i t e .  

Sa d é f i n i t i o n  e s t  l a  su ivan t e :  

Un appe l l e  système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  comnlètes 

3 1, tsr , t~ ) t  S une s u i t e  ( (Wt ,Uç t ) , (X t+ l ,  t+l 9 

( p. dés ignant  s o i t  fil s o i t  ) ,  t e l l e  que pour t o u t  t C  'a , 
a/ (Wt, 1%) s o i t  un espace mesurable , 

b/ ( xt+l, Bt+l) s o i t  un espace mesurable appe lé  "espace des  

é t a t s "  à l ' i n s t a n t  t + l  , 
c/ t~ s o i t  une p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t i o n  de l ' e s p a c e  mesurable 

( Wt A %t+l, ut @ 3 t+l) dans 1 ' espace nesurab le  ( Wt+l ,  

t d/ P s o i t  une p r o b a b i l i t é  de t r a n s i t i o n  de l ' e s p a c e  mesurable 

(wt,%@+,) dans l ' e s p a c e  d e s  é t a t s  ( xt+l, !Bt+l) . 

Lorsque,pour t o u t  (w,x)  t Wt A X ~ + ~  , l a  p r o b a b i l i t é  de t r a n -  

t 
s i t i o n  x l (w,x),  . ] e s t  l a  p r o b a b i l i t é  de Dirac 6 ut (w,x)  ( *  ) 

dont l a  masse e s t  concen t rée  au po in t  u t (w,x)  , ( o ù  ut e s t  une 

a p p l i c a t i o n  mesurable de ( Wt x rt+l, %et @ 9 ) dans  t+1 

( W t + l p  
?fit+l) ) on r e t rouve  l a  no t ion  de systèmes a l e a t o i r e s  à 

l i a i s o n s  complètes é t u d i é e  depuis  longtemps pa r  d i v e r s  a u t e u r s  

roumains.. . 

Comae d é j à  i nd iqué  dans l l i n t r o d u c t i o n , n o t r e  c o n t r i b u t i o n  

p o r t e  s u r  l ' e r g o d i c i t é  f a i b l e ,  s u r  l ' e r g o d i c i t é  f o r t e  e t  s u r  

l e s  l i e n s  q u i  l e s  r e l i e n t .  



L'étude du comportement asymptotique des systèmes aléatoires 

généralisés à liaisons complètes nécessite l'utilisation des 

t n probabilités de transition Ph ,dont nous résumons ici la 

définition: 

. On comnence par définir la probabilité de transition t 
h h Ph 

de (Wt,1fit) dans (nXt+j Q) i)t+j ) par P A  t ~ ( ~ ,  A) 
j=l J =1 l a i  h = 1, 

( . , dx )](w).lA( x t*l,. . , x 
b t c 1 9  f x  t+h-l b h  - b h  ) 

r 

pour (x t+l, • • ,X ) G Xt+p . .X t+ j X t+j 9 
~t 3 t+ j+l 

. On définit ensuite la probabilité de transition t n  Ph de 
n+h-1 n+h-1 

j =n j=n si n = I  

n+h-i 
pour tout w c W t  et tout A €  @ gjt+j . 

j =n 

Signalons enfin la relation ,valable aour n) 1: 

que nous utiliserons dans les chapitres suivants. 



Afin  de c o n s e r v e r  l l a s ? e c t  s u c c i n t  de l ' e x q o s é ,  noijs Cvi te-  

r o n s  l ' e x a n e n  d e  t o u s  l e s  c a s  p a r t i c u l i e r s .  Les deux s e u l s  ca? 

auxque l s  nous f e r o n s  a p p e l  p a u r  i l l u s t r e r  c e r t a i n s  r d s : ~ l t a t ~  

énoncés p l u s  l o i n  s o n t  l e s  s u i v a n t s  : 

-- - Les  c h a î n e s  à l i a i s o n s  c o x p l è t e s  ( a v e c  t e a ~ s  i n i t i a l ) .  E l l e s  

co r responden t  à 

r = Id 
t t 

= ( n 9 @ Bk 1 
k=o k=o 

%(.,.  ( )  ,où u  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  q u i , à  t 

(xo ,  ..., x t )  E wt e t  à x  r Z t + l  t + l  f a i t  c o r r e s ~ o n d r e  

(xo ,  , x  t > X t + l ) c  W t + l  

Avec e l l e s , p o u r  t o u t  t E T , t o u t  ( x o , .  . . ,xt .)  t Wt , t o u t  
j 

( x ~ + ~ , - ~ * , x ~ + ~ ) ~  l'-rXt+k , t o u t  A E % ~ + ~  e t  t o u t  
k = l  

- 

( A )  ( 0, B o )  n ' é t a n t  p a s  d é f i n i  dans  l e  c a s  g é n é r a l  d ' u n  sys- 

tème a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complè tes ,nous  posons 

i c i , p a r  conven t ion ,  



-- Les  c h a l n e s  de Markov (avec  temps i n i t i a l ) .  E l l e s  c o r r e s p o n d e n t  à 

' I T = N  

w = ( 3 c t , B t )  (Il 

'xc. , .)  = 6 ( . >  où ut e s t  l ' a p p l i c a t i o n  q u i , à  x 6 Y u t ( . )  t t 
e t  à x  t+l %+l  f a i t  c o r r e s p o n d r e  x ~ + ~  

X t + l  

Avec e l l e s , p o u r  t o u t  t E T , t o u t  x t  E Wt , , 

j n+h-1 
t o u t  ( x ~ + ~  9 , xt+ (5 l l -  Xt+k , t o u t   AC.%^+^ e t  t o u t  B C  @ 3 

k = l  j=n t+~ 

-- 

1 ( ) Comme l e  cas p r é c é d e n t , n o u s  d é f i n i s s o n s  

2 ( ) C e t t e  d e r n i è r e  q u a n t i t é  t+ lp (x  , A )  e s t  souvent  connue 
t + j  

d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  c h a l n e s  d e  Ma.rkov (non homogènes) s o u s  

l a  n o t a t i o n  
P t +  j ,  t +  j + ï  ( x t +  j , A )  



2 su ivan t  l a  n o t a t i o n  indiquée en ( ) de l a  page précédente .  

3 ( ) Notat ion couran te  pour l e s  charnes  de Xarkov non homogènes: 
c n 



Chapitre IV 

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES 

POUR LIZRGODICITE FAIBLE DE 

SYSTEMES ALEATOIRES GENdRALISES A LIAISONS CONPLETES 

Les conditions nécessaires et suffisantes exposées ci- 

dessous contribuent à une meilleure compréhension de la notion 

dlergodicité faible. Nous nous intéressons,dans ce chapitre, 

aux systèmes aléatoires généralisés à liaisons complètes tels 

que, quel que soit t E T , Xt = et que la tribu (1 $)3t+l t€ 'Jr 
ne soit pas réduite à la tribu chaotique { a ,  X']. 

1V.l.DEFINITIONS.- - Soit 3 une sous-tribu de r )  %t+l , soit 
tc T 

h un entier > O . Nous disons qu'un système aléatoire généra-, 
t t ïisé à liaisons complètes ((Wt,ut), ( X ,  (Btcl), 7c , plttT est: 

l2/ faiblement ergodique de puissance h, relativement à la 
h 

tribu -% ,si Dour tout t€ T , t i t  B E  @%, t-t w t e  Wt et - 

2Q/ faiblement et uniformément ergodique de puissance h, relati- 

vement à la tribu % ,si la limite 

a lieu uniformément en t, B, wt et w" , 
3Q/ faiblement ergodique,relativement à la tribu 3 ,stil est 

b 

faiblement ergodique de puissance h,relativement 1 la-t-flbu % , 
guel que soit ht w*. 



40/ faiblement et unif orméaent ergodique, relativement à la tribu 

,stil est faiblement et uniformément ergodique de pui-ssance h 

* relativement à la tribu 3 , q u e l q - ~ o s -  h e . 
IV. 2. Nous vérifions aisément que les propriétés suivantes sont vraies : 

l!2/ N'importe quel système aléatoire généralisé à liaisons com- 

t t 
plètes ( ( ~ ~ , ~ ~ ) , ( ~ , 6 ~ + ~ ) ,  JI , p I t E T  est faiblement ergo- 

dique,relativement à la tribu chaotique { g ,  X ]  . 
C'est la raison pour laquelle nous avons supposé r )  Bt+l 

t~ T 
non réduite à la tribu .( $?, %j ,faute de quoi,ltobjet de ce cha- 
pitre n' aura plus de sens. 

2!2/ Si un système aléatoire généralisé à liaisons complètes 

t t 
7 , P est faiblenent ergodique de 

puissance h, relativement à une tribu 3 ( 3 C (7 3 t+l ) , il 
t E T  

est aussi faiblement ergodique de puissance h,relativement à 

une sous-tribu 3' de 9. Ainsi,stil est faiblement ergodique 
de puissance h,relativement à la fois à une tribu B1 et une 

tribu $2 ( %l < r )  Bt+l et B2 C r )  %t+l ) ,alors 
t€T t€1C 

il est aussi faiblement ergodique de puissance h,relativement à 

la tribu 4jln B2 . 
3 0 /  Si un système aléatoire généralisé à liaisons complètes 

t 
( ( W ~ , W . ) , ( X , ~ ~ + ~ ) , ~ ~  P )tET est faiblement ergodiaue 

de puissance h relativement à une tribu 5) ( n (Rt+l ) , 
t €  T 

il est faiblement ergodique de puaance ht relativement à la 

m&me tribu 3 ,quel que soit h ' ~  H* tel que h' 6 h . 



IV.3.PROPOSITION.- Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  qu 'un  

système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complè tes  

( ( w t , ~ t ) , ( ~ , ~ t + l ) , t f l  , t ~  lC s o i t  f a ib lement  e rgod ique  

de  p u i s s a n c e  h r e l a t i v e m e n t  à une s o u s - t r i b u  non c h a o t i q u e  3 
- de $ t + l  e s t  que ,pour  t o u t  t e T  ,il e x i s t e  une s u i t e  de 

t e  Ir 
- 

1- 
Il t n p r o b a b i l i t é s  ( d é f i n i e s  s u r  @33, t e l l e s  que pour  

t o u t  wEwt e t  t o u t   BE&^, - 
t n 

l i m  [ t ~ E ( w , ~ )  - vh(B)]  = O 
n + oo 

(*)  

Démonstrat ion.  

Cond i t ion  n é c e s s a i r e :  Supposons que l e  système a l é a t o i r e  géné- 

r a l i s é  à l i a i s o n s  complè tes  s o i t f a i b l e m e n t  ergodique .  Pour  cha- 

que t f i x é  t r , c o n s i d é r o n s  une p r o b a b i l i t é  V t  s u r  ut , e t  

posons ,pour  B E & A , 

t n Nous avons a i n s i  c o n s t r u i t  une s u i t e  de  p r o b a b i l i t é s  ( ph) s u r  
h 
@S. pour  t o u t  t e p l ,  t o u t  w e w t  e t  t o u t  B 6 &%,  nous  

avons : 

t n i i m  [ t ~ h ( w , ~ )  - Y h ( ~ ) ]  = 
n +oo 

(*) A chaque é t a p e  n ,  nous avons un t ~ : ( ~ )  d i f f é r e n t , q u i  
L L t n peut  l l o s c i l l e r l l  avec  P ~ ( w , B )  . Donc, l l indépendance  d e  

t n yh(B)  v i s -à -v i s  de w e t  l ' e x i s t e n c e  de l a  l i m i t e  

l i m  t ~ h ( w , ~ )  (que  nous ne supposons p a s  i c i )  ne s o n t  
n ~ o o  
p a s  l i é e s .  



(d'après le théorème de Fatou-Lebeseue) 

= O 

(d'après l'hypothèse d'ergodicité faible). 

Condition suffisante: Supposons que,pour tout t f 'HI ,il existe 
t n une suite de probabilités ( Y h ) n e ~  *telle que pour tout WCW 

h t 
et tout BE@% , 

t n lim [t~h(w,~) - v~(B)] = O . 
n-too L. 

11 

Pour tout B E @ % ,  tout wCWt (resp.tout w l c  Wt ) et toutE70, 

il existe nl(z,B,w)€~* (resp.nZ(&,B,w')€ H* ) tel que 

n>nl (resp. n >na) entraine que 

t n € ( ph(w,B) - t~h(B) 1 < 2 
t n t n 

(resp. 1 ph(wl,~) - uh(~) 1 <+- ) . 
par conséquent, n > max(nl, n2) ent raine que 

IV.4.PROPOSITION.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 

système aléatoire généralisé à liaisons complètes 

t t 
t t t + l  * 9 p Itf T soit faiblement ergodique 

de puissance h, relativement à une sous-tribu non chaotique 

93 5 B t + l  est que,Dour tout t < T  , tout wt wt , 
t€T 

t il existe une probabilité Vw définie sur ut ,telle que 
h k 

pour tout B E @ .B 9 -  tout w1 t wt ,tout wll t wt , 
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nous avons 

t n = iim [t~h(wl,~) - P~(~II,B)] 
n-oo 

t n - ïim [ P~(Y',B) - J' t n 
Ywl (dwl) ph(W1,B)] 

n - + a  t 

W n+oo 

d'après llergodicité faible de puissance h,relativement à la 

tribu S) ,et d'après (i) démontrée ci-dessus. Ce qui montre que 

la propriété (ii) est vraie. 

h 
Condition suffisante: Pour tout t E T , tout n E N* , tout B E B.% , 
tout w'c Ut et tout w'IE Wt ,nous avons 

t ph(w1,~) n - t~h(w",~) = 

Or, d'après (i), 



Ce qu i  montre que 

c ' e s t  à d i r e  que l e  système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  com- 

p l è t e s  e s t  faiblenient  ergodique de puissance h  re la t ivement  à 

l a  t r i b u  3 . 

Le r é s u l t a t  su ivan t  , v r a i  dans  l e  c a s  oÙ,de p lu s ,  ( W  , &) ) t t 
e s t  indépendant de t , e s t  un c o r o l l a i r e  de l a  p ropos i t i on  IV.4 

IV.5.PROPOSITION.- Une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour qu'un 

système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  c o a p l è t e s  

t t ( ( W , w , ( X ,  $t+l), JI 9 P  ) t c T  s o i t  fa ib lement  ergodique de 

pu issance  h , r e l a t i vemen t  à une sous- t r ibu  non chao t ique  9 de 

n 3 t + l  e s t  q u ' i l  e x i s t e  x X t e l  que,pour t o u t  t E , 
t €  T O 

t o u t  B E  &$ , t o u t  w 1 €  w e t  t o u t  wl1< Y , - - 

t n t n  ( i i )  I i o  ([trx Ph( . ,B)]  (w')  - Itr P . , I 3 )  = O . 
n +  oo O 

X 
O 

~ é r n i n s t r a t i o n .  

Puisque 

il s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  l a  p r o p o s i t i o n  IV.4 à t ~ w ( .  ) =  tn[(w, X J , .  ] 



pour o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  énoncé. 

t t 
1~.6.PROPOSITION.- S o i t  ( ( w ~ , ~ ~ ) , ( X , % ~ + ~ ) ,  T , P - un 

système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complètes,  e t  s o i t  fi 
une sous - t r i bu  non chao t ique  de l a  t r i b u  (I %t+l . Les t r o i s  

t €  T 
énoncés s u i v a n t s  son t  équ iva l en t s :  

( i )  Le système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complètes e s t  

faibleinent  ergodique de puissance h , r e l a t i vemen t  à 9 . 

( i i )  Pour t o u t  t E a: e t  t o u t  B € @ ,chaque f o i s  qu'une 

s u i t e  c r o i s s a n t e  d ' i n d i c e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  ( n  ) e s t  
J J C N ~  - 

t e l l e  que, quand j a m  , 

converge pour un couple  (w,x) E W x X , a l o r s  c e t t e  même s u i t e  t 

d ' i n d i c e s  ( n j )  j E ~ *  
e s t  t e l l e  que,pour t o u t  couple ( w l  , X I  )<wt%X 

converge a u s s i , e t  l a  l i m i t e  e s t  indépendante de ( w ' , x l ) .  

h 
( i i i )  Pour t o u t  t E T , t o u t  B E @% , t o u t  (w,x)  E w t x X  

e t  t o u t  ( w ' , x t )  E wt*  X , 

Démonstration. 

h 1 :  Pour t o u t  t ( T  e t  t o u t  B c @ % s o i t  une 

s u i t e  c r o i s s a n t e  d ' i n d i c e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  ( n  ) 
j ~ E H "  

t e l l e  que 



quand j + m ,  

converge pour un couple (w,x) 6 W r X . Une telle suite t 

(nj) jCNk existe ( car les nombres 

t+l n 
ph(wl,B) 

sont des éléaents de l'intervalle compact [0,1] ) et dé~end 

de t et de B ; l'énoncé (ii) indique qu'elle ne dépend pas de 

(w,x),et qu'il en est de même de 

En effet: 

Par hypothèse,le système aléatoire généralisé à liaisons 

complètes est faiblement ergodique de puissance h,relativement 

à la tribu 3 .La condition nécessaire de la proposition IV. 3 

permet d'affirmer que,pour tout t E ,il existe une suite de 

t n h 
probabilités ( v ~ ) ~ ~ ~  définies sur la tribu ,telle que 

h * 

pour tout wl! 6 w et B E @ 2% , t 

Donc,pour la suite (n ) 
j j c N *  

en particulier,nous avons aussi 

lim t+i "j [t+lPhj(w",B) - Yh (B) ] = 0 . 
n 3  or, 

Par conséquent, pour le couple (w,x)(wtr X ,nous avons 

1 ,dw1J lim P+lphj (y, B)  - t+l~hj (B) ] = 

wt+l , j+m 
\ 



lim r In 

existe. Nous avons donc 

t+l "j 
lim t-[(w.x),dwl] Ph B I 
j 9 0 0  t+l 

n 
= ïim t + ï ~ h j ( ~ )  . 

j+a 
t+i ". 

Ce qui prouve que lim ihJ(~) existe 
vec cette m e m e  suite d'indices (nj l jEM* 1 ,que1 

XI ,  X' ) E Ut x ,nous avons encore 

c 'es t  B dire,comms pi lemment, 

c 'est k dire ' 1  



indépendante de (wl,xl).Ce qui montre que (i) -7. (ii). 

I(ii)*(iii)I : Supposons que,pour tout t E T  et tout 
h 

B e  @)$, chaque fois qu'une suite d'indices entiers positifs 

( n j  ) jENw est telle que,quand j.-+m, 

converge Pour un couple (w,x) C W x ,alors avec cette même t 

suite d'indices (n.) 
J j< W *  ' Dour tout couple (wl , x l )  t wt x 7- , 

converge aussi,et la limite est indépendante de (wl,xl). 

Pour une telle suite (n ) 
j j t w *  ' 

t+l "j = iim Jw tn[(u',xl),dwll ph (wl,~) 
j + m  t+l 

Considérons maintenant la suite 

qui est une suite de nombres de l'intervalle compact 1-1,+1] . 
Nous pouvons donc en extraire une sous-suite convergente 

Mais de la suite 

qui est une suite de nombres de l'intervalle compact [0,1] , 





c ' e s t  à d i r e  ( i i i ) .  

: En i n t é g r a n t  l e s  2 mempbres de l ' & a l i t é  

de ( i i i )  pa r  r appor t  à %(w,dx) ,nous avons 

c ' e s t  à d i r e  encore  

c ' e s t  d i r e , d 8 a p r è s  l a  r e l a t i o n  ( R )  c i t é e  à l a  page 42 , (*) 

t P u i s , e n  i n t é g r a n t  c e t t e  f o i s - c i  p a r  rappor t  à P ( w ' , d x l ) , n o u s  

obtenons: 

c ' e s t  à d i r e  



i: '  

c'est à dire,toujours d'après la relation (R) citée à la page &f.., , 

lim Ctphl(w,~) - ph n+l(wl,~) ] = O . 
n-+m 

Le système aléatoire généralisé à liaisons complètes est donc 

!B faiblement ergodique de puissance h relativement à la tribu 

IV.7.- Jusqu'à présent,les résultats énoncés ne concernent que 

l'ergodicité faible de puissance h relativement à une sous-tribu 

non chaotique % de la tribu r )  $+1 des systèmes aléa- 
t e T  

toires généralisés à liaisons complètes 

Il est clair, cependant ,que les propositions IV. 3,IV.4, IV. 5, 

et IV.6 restent valables lorsque nous substituons à l'expression 

"faiblement ergodique de puissance h ",l'expression "faiblement 

ergodiquen,à la condition de préciser que ces énoncés sont 

vrais,quel que soit h E  H*. 

De même,nous avons des résultats analogues concernant 

llergodicité faible et uniforme de puissance h (resp. l'ergodi- 

cité faible et uniforme): les énoncés précédents restent vala- 

bles lorsque nous substituons à l'expression "faiblement ergo- 

dique de puissance h ",l'expression "faiblement et uniformément 

ergodique de puissance h " (resp. l'expraion "faiblement et 

uniformément ergodiquefl) à la condition de substituer à l'ex- 

pression "pour tout ..., lim ...." ,l'expression " lim ....., 
n+m n-+m 

uniformément en .... II (resp. I1lim . . . ,uniformément en . . . & 
n s m  

la condition de préciser que les énoncés sont vrais quel que 

soit h < H X  ). 



IV.8.- Oans le cas particulier des chaPnes à liasons complètes (avec 

temps initial),lténoncé (iii) de IV.6 devient: 
h 

Pour tout t e T  ,tout B E B ~  ,tout (xo ,.., x ,X)E hrtt",E, t 

et tout (xf , . . . ,xf ,XI) €plt % , 
O t 

lim ,xt,x), B] 
n+oo \ 

C'est exactement la définition IV.l de lfergo6icit4 faible 

de puissance h relativement à la tribu .% , exprimée pour 
ces chaînes. 

IV.9.- Dans le cas particulier des chaînes de Markov (avec temps 

initial),la condition nécessaire et suffisante expri~ee dans 

la proposition IV. 5 devient: 

" .... il existe xot X tel que,pour tout t e  T , tout 
h 

lim ~P~(x',B) - t~h(~o,~)] = O !1 

n +CO 

Elle est évidemmment équivalente à la définition IV. 1, qui 

st énonce: 
h 

11 .....p our tout te T , tout B c @33 , tout x ' ~  X et 

tout x y  X ,  



Chapitre V 

RELATIONS ENTRE 

L' ERGODICITE FORTE ET L' ERGODICITE FAIBLE 

DE SYSTZMES ALEATOIRES GENERALISES A LIAISONS COMPLETES 

Dans ce chapite, après avoir donné des définitions équivaZenbs 

de l'ergodicité forte,nous examinerons les liens reliant l'er- 

godicité forte et l'ergodicité faible de sgstèmes aléatoires 

généralisés à liaisons complètes non homogènes. 

V. 1. DEFINITIONS. - Un système aléatoire généralisé à liaisons complè- 

est dit fortement 

ergodique de puissance h ,relativement à une sous-tribu non 

chaotique de la tribu 0 %t+l si pour tout t , 
h tc T 

tout B E  66% et tout w~ wt , - 
t n iim P~(w,B) = ph(B) , 

n4a3 
h 

& p h  est Pne probabilité sur @$ ,indépendante de t et de W. 

Le système aléatoire aénéralisé à liaisons complètes est 

dit fortement er~odiaue relativement à la tribu 3 s'il est 
fortement eraodiaue de puissance h relativement à 9 ,quel que 

soit h c  H*. - 
Cette définition n9est,en fait, pas très "économique" , 

de ph vis-à-vis 
car la non-dépendance/de t est une conséquence de l'existence 

t n de la limite lim Ph(w,B) de la non-dépendance de w de 
n+oo 



cette limite. Aussi, nous parait-il intéressant et utile d'é- 

noncer la définition équivalente suivante: 

V. 2. PROPOSITION. - Un sys4ème aléatoire généralisé à liaisons complètes 

t t 
t t  + a, P ItcT est fortement ergodique 

de puissance h relativement à une sous-tribu non chaotique %de 

la tribu n $,+, si et seulement si pour tout tC , 
h 
t€ II: 

tout ~ 6 ~ 3 3  et tout w t W t  , - 

h 
est une probabilité sur ,indépendante de W. & ph 

Démonstration. 

La condition suffisante,seule,est à démontrer. Pour cela, 

supposons que le système aléatoire généralisé à liaisons com- 

t t 
plètes ((W~,~V~~),(X,%~+~), ?Ir , P IttT soit tel que,pour 

h 
tout t€T ,tout BC@$ ,et tout wewt , 

t n t iim P~(w,B) = ph(B) 
n+oo L. 

t 
P h  est une probabilité sur 6% indépendante de w seul. 

Nous utilisons la relation (R) déjà citée page 42 : 

pour avoir 

(d'après le théorème de ~atou-Lebes,que) 



t t+l n 
= lim J t~~w,dx) J K[(w,x) ,dwl J Ph(w19B) 

n-za -SE: Wt+l 

(encore d l  après le théorème de Fatou-Le b e s f ~ u e  

t t+l Ainsi, ph = ph ,quel que soit te . 
Ce qui montre que t ph est indépendante de t E . 

l Une autre définition équivalente s'avère également intéres- 

I sante.Elle s'énonce comme suit: 

V.3.PROPOSITION.- Un système aléatoire généralisé à liaisons complètes 

est fortement ergodique de 

puissance h ,relativement 2i une sous-tribu non chaotique 3 @ 

la tribu r )  a,+, si et saulement si,pour tout t E Il) ter 

l h 
et tout B t  @% , la suite 

est convergente et sa limite est indépendante de (w,x). 

Démonstration. 

Condition nécessaire: D'après V.l et le théorème de Fatou-Lebes- 

gue,pour tout tcT ,tout W C  wt et tout X Q  , 

= î, tti t+i 
x[(w,x),dw1] ph@) = ph(B) 

t+l 

l Condition suffisante: Pour tout tt ,tout wtWt ,tout x C X  



h 
e t  t o u t  B E @a , p a r  hypothèse,  

Le théorème Vitali-Hahn-Saks ( c f  .pa r  exempie[lgJ ) montre que 
h '+' e s t  une p r o b a b i l i t é  s u r  @)a . Donc, 

Ph 

I e x i s t e  a u s s i , e t  on a 

l t n l i m  P ~ ( w , B )  = 
n-+ oo 

= i i m  1 t ~ ( w , d x )  
t+l  n-1 

t ~ [ ( w , X )  ,dwl]  Ph (wl,B) 
n+oo 

t+l 
= j"tP(w,dx) pII(B) 

= t+Ph(~)  , 
t + l  h 

où Ph e s t  une p r o b a b i l i t é  s u r  @a , indépendante  de W. 

Le système a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complètes e s t  donc 

for tement  ergodique de pu issance  h re la t ivement  à l a  t r i b u  

3 , d ' a p r è s  Y. 2. 

V.4.- I l  e s t  c l a i r  que l ' e r ~ o d i c i t é  f o r t e  de pu issance  h r e l a t i v e -  

ment a une sous- t r ibu  non chao t ique  % de l a  t r i b u  n % 
t €  T t+l 

d 'un  sytème a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complètes non-homo- 

implique l ' e r ~ o d i c i t é  

f a i b l e  de meme pu i s sance , r a l a t i vemen t  à l a  même t r i b u  3 ,de 

c e  sytème a l é a t o i r e  g é n é r a l i s é  à l i a i s o n s  complè t e s , a lo r s  que 

l a  réc iproque  n ' e s t  pas  v r a i e .  I 







car (dans le cas homogbne),l'ergodicitd forte et uniforme est 

équivalente B 11ergodicit6 faible et uniforme (voir [le], et 

dans ce cas particulier des chafnes de Markov,voir [la] ) . 
- Signalons pour terminer que l'on peut faire pour l'ergoàicité 1 
forte des systèmes aldatoiras généralisés h liaisons co~plètes, 

des remarques analogues B celles 6noncdes en IV.2 pour l'ergodi- 1 
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