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1T RODUCTTON

12 présente these rassemble les sept notes et articles [l],

2], (3], [4), (5], [6], [7] parus ou en cours de parution,

que j'ai écrits individuellement ou en collaboration.

Ces publications se groupent en deux sortes:

Il y a celles portant sur le comportement asymptotique de
systemes aléatoires généralisés & liaisons complétes,i temps
discret. Avec cette notion,qui englobe comme cas particuliers
les systémes aléatoires & liaisons complétes (donc les processus
a liaisons complétes,donc des processus de Markov),nous étudions
les conditions nécessaires et suffisantes d'ergodicité faible,
celles d'ergodicité forte,et les liens qui relient ces deux
modes d'ergodicité.

Mais il y a d'abord et surtout,les publications d'aspect
statistique qui portent sur la convergence presque-sfire d'esti-
mateurs relatifs aux processus de Markov & temps continu et du
type de sauts. I1 s'agit d'estimateurs fournis par les méthodes
du quasi-maximum de vraisemblance,du'\ll2 gquasi-minimum et du
'}ﬁz quasi-minimum que nous définissons dans le cas de ces pro-
cessus de Markov. Mais on ne peut parler de convergence de ces
estimateurs sans &tre assuré qu'ils existent.C'est pourquoi,
nous avons aussi étudié le probleme de leur existence qui a né-
cessité de notre part, l'utilisation de théorémes de sélection
pour des fonctions mesurables ( car les méthodes d'estimation

proposées conduisent en fait & des fonctions multivoques dont




les estimateurs sont des sélecteurs).

Comme indiqué plus haut,nos résultats ayant fait 1'objet
de publications, je me contente de les reprendre ici dans un

exposé global et succint.
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PREMIERE PARTTIE

Comme déja indiqué dans l'introduction, nous présentons
dans cette premiére partie,les résullats que nous avons obtenus
concernant l'existence et la convergence des estimateurs four-
nis par les méthodes du quasi-maximum de vraisemblance, du

\llz—quasi—minimum et du %Z—quasi—minimum,pour Ges processus de Markov .

Mais nous voudrions tout d'abord situer le cadre de notre
étude:

On trouve: dans [8] et [11] des études sur la méthode du
maximum de vraisemblance, puis toujours dans[l]J sune introduc-
tion aux méthodes du \Pz-minimum et du 7(2-minimum concernant
des processus de Markov & temps discret,puis & temps continu,
mais sous l'hypothése de dérivabilité par rapport & © (avec
un espace de paramétre D C R® ) ; dans [20] wune introduc-
tion 4 la méthode du quasi-maximum de vraisemblance pour des
processus de Markov & temps discret,sous la non-dérivabilité
par rapport au paramétre (la convergence presque-sfire des esti-
mateurs y est démontrée,mais pas leur existence); dans’[l}] ’
des résulats sur l'existence et sur la convergence presque-sfire
des estimateurs fournis par les méthodes du ﬁyz-quasi-minimum,
du,?(z-quasi-minimum et du quasi-maximum de vraisemblance,sous
la non-dérivabilité par rapport au paramétre,mais concernant

des processus de Markov & temps discret.

Ici,nous traitons les trois méthodes d'estimation (quasi-
. . \bz . 2 L.
maximum de vraisemblance, ~quasi~minimum et 76 -quasi-mini-

mum) pour des processus de Markov stationnaires & temps continu




et du type de sauts. L'espéce de parameétre est,suivant les cas
examinés, métrique séparable, lusinien ou métrique compact.
Avec ces espaces fonctionnels,cette étude pourrait donc entrer
dans le cadre de la statistique non paramétrique,tout comme

pouvant faire partie de la statistique paramétrique.




Chapitre I

SELECTION ET SOLUTIONS MESURABLES

D ' INEQUATIONS FONCTIONNELLES

Ce chapitre est une préparation au chapitre suivant,pour la
résolution du probléme de l'existence d'estimateurs fournis

par les méthodes d'estimation.

I.1.- Rappelons tout d'abord quelques notions. Soient Q et @
deux ensembles non vides. Une application multivoque (ou "cor-
respondance") F de i9) dans (® est une application F de 2 dans

?(@)\fﬂ)} , '?(@)\{ﬁ)} désignant l'ensemble des parties
non vides de ® . Pour Be ‘F(Q)\‘W} ,nous noterons 1'ensemble
(0eQ: F@NB 483 par F1(B) . Soient (Q,Q) et (@, )
deux espaces mesurables,l'application multivoque F de Q.dans ®
est dite @ - G-mesurable si quel que soit B€ &, F’l(B)é & .
Lorsque ® est un espace métrique et & sa tribu borélienne,
alors suivant la terminologie employée par Himmelberg et Van
Vleck dans [15] yl'application multivoque F est dite "point-
fermé" (resp."point-complet") si pour tout wéQ,l'ensemble

F(w) est fermé (resp.complet) dans ® .

I3

I.2.- Nous allons maintenant citer quelques théorémes de sélection
(appelés ainsi car l'application multivogue F:w —> F(w) étant
donnée,on peut "sélectionner" une application f: w — f(W)e¢F(w)
ou f vérifie certaines propriétés auxquelles on s'intéresse).
Plus précisément,soit F une application multivoque de 2 dans
@ .0n appelle "sélecteur" pour F, une application f de 2

dans (® telle que,pour tout weQ, f(w)€ F(w). C'est & la pro-
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priété de mesurabilité de f que nous nous intéressons ici,et
les théorémes de sélection pour des fonctions mesurables
auxquels nous nous réféfons sont ceux de Kuratowski-Ryll
Nardzewski [17] et de Himmelberg-Van Vleck [15].

Le théoréme de Kuratowski-Ryll Nardzewski;aux notations
preés,s'énonce comme suit:

Soit KZ un ensemble non vide,soit qg un clan unitaire
de parties L .Soit “f un ensemble de parties de Q engen-
drée par 4 ,et stable pour la réunion dénombrable (c'est 2
dire = L:f’o,).Soit ® un espace métrique,séparable,complet
(c'est & dire polonais). Soit F une application multivoque
"point-fermé" de Q2 dans (@ telle que, quel que soit le sous-
ensemble ouvert G de ® , F.l(G) e 4. Alors,il existe une appli-
cation f de SZ dans ® ySélecteur pour F ,telle que,quel que
soit le sous- ensemble ouvert G de ® , f-l(G)él%f .

On en déduit que:

3i (Q,8) est un espace mesurable,si @ est un espace
métrique séparable complet et % sa tribu borélienne,et si
l'application multivoque F de SZ dans & est "point-fermé"
et a-@'-mesurable,alors il existe au moins un sélecteur f

pour F, - C-nesurable.

I.3.- Généralisant la version de Kuratowski-Ryll Nardzewski, [17]
Himmelberg et Van Vleck,dans[lS],énoncent deux autres théorémes
de sélection pour des fonctions mesurables.

Le premier théordme de Himmelberg-Van Vlieck concerne 1le
cas ou l'espace ® est un espace lusinien (un espace lusinien
est,par définition,un espace métrisable,image d'un espace polo-

nais par une application continue bijective);aux notations pres,




il s'énonce comme suit: |

Soit ((2,&1) un espace mesurable,soit C) un espace lusinien
muni de sa tribu borélienne @; st s0it F une application multi-
voque "point-fermé" de .gz dans ® ’ éx,-f;-mesurable. Alors,il
existe un sélecteur f pour F , & - -mesurable. |

Le deuxiéme théoréme de Himmelberg-Van Vlieck concerne le cas
ou l'espace (:) est un espace métrique séparable et s'énonce
comme suit:

Soit (0, Q) un espace mesurable,soit & un espace métrique

fication mubliv

séparable,et soit F une %ﬂ;eeapondene:r%point-complet" de 52
dans(ltelle que,quel que soit le sous-ensemble fermé K de &® ,
F'l(K)é,éL . Alors,il existe un sélecteur f pour F,qui est tel

que,quel que Soit le sous-ensemble fermé K de (@ ’ f-l(K)€ <§L .

I1 nous est alors aisé d'en déduire le corollaire suivant:

Si (§2,6L) est un espace mesurable,si C) est un espace métri-
que séparable et %; sa tribu borélienne,et si 1'application
multivoque F de SZ dans C> est "point-complet" et él-@?-mesu-

rable,alors il existe un sélecteur f pour F, & -5 -mesurable.

I.4.- L'utilisation des théorémes de Himmelberg-Van Vlieck se présen-
tera sous la forme de résolution d'inéquations fonctionnelles:
les méthodes d'estimation proposées au Chapitre II conduisent &
des inégalités auxquelles les estimateurs,considérées comme
fonctions mesurables de la variable L ,doivent satisfaire. Les
énoncés dont nous aurons besoin sont les suivants:

I.5.PROPOSITION.- Soit ($2,@,Pr) un espace probabilisé. Soit (@, &)

un espace mesurable composé d'un espace lusinien (resp.espace

métrique séparable) @ et de sa tribu borélienne & . Soit 79
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une fonction numérique définie sur Qx@ telle gue,pour tout

2eS), 1'ensemble {Qé@ : Lf(w,g) > 0} ,yque nous notons F(e0),

ne soit pas vide. Si l'application multivoque F de Q dans ©

qui,d w fait correspondre F(w), est @, -G -mesurable et

"point-fermé" (resp. "point-complet") ,alors il existe une appli-

cation ™ de Q dans @ ' a-@-mesurable, et telle que pour

tout wel) , ¢ (w, FW )z 0.

Cet énoncé,qui exprime ainsi l'existence d'au moins une
solution mesurablé de 1'inéquation fonctionnelle Cf(.,d?.) )= 0,
n'est autre qu'une adaptation du premier théoreme de Himmelberg-
Van Vleck (resp. du corollaire du deuxiéme théoréme de Himmelberg-

VanVleck).

La proposition I.5 permet d'énoncer un autre résultat
intéressant,mais qui suppose que 1l'espace (SZ,EI,Pr) est complet
(complet dans le sens "tout ensemble Pr-négligeable est

&, -mesurable”).

I1.6.PROPOSITION.- Soit (Q.,a/,Pr) un espace probabilisé complet.

Soit (®, %) un espace mesurable composé d'un espace métrique

compact @ et de sa tribu borélienne 6 . Soit h une fonction

numérique sur S2x @ , OL®G —mesurable ,telle que ,pour tout

weQ, , h(w,.) soit semi-continue supérieurement (resp. semi-

continue inférieurement) sur @ . 11 existe une application o*

de Q dans ® ’ a-G-mesurable,telleJue pour tout we S2 y

h(w, 6 (@) ) > sup h(w,s)- &
se®

ou € est un nombre 2 O

( resp. h(w, 9*(t0) ) £ ¢ inf h(w,s)
s€®
ol ¢ est un nombre > 1 ).




La preuve de cette proposition repose sur un certain nombre
de raisonnements,dont les suivants:

< "On ecrid

((AJ,Q) = h(wyg) -~ h( ’ ) 8 (0
q; :2% w,s) + Z

(resp. Cr(w,G) = -h(w,8) + ¢ :rg h(w,s) > 0 )
- ;

pour avoir une application multivoque

F: o — 3 o) = {06@ :¢®,0) > 0]
de §2 dans C).Eneﬁbt,la semi-continuité supérieure (resp. semi-
continuité inférieure) de h(w,.) sur le compact (®) assure
que F(w) n'est pas vide.
. Cette hypothése de semi-continuité supérieure (resp. semi-
continuité inférieure) de h(w,.), pour toutaoégz, permet d'autre
part d'affirmer que 1l'application multivoque F est "point-fermé".
. On montre,en outre,que 1l'application multivoque F est
a-‘G-—mesurable,en s'appuyant sur le fait que 1l'ensemble

%(w,e)eQxG) : 0EF(w) ]

appartient & la tribu &8 ® © . cette dernidre propriété s'appuie
elle-mé&me sur une version d'un théoréme sur la projection de
tribu produit : Si (SZ,E%,Pr) est un espace probabilisé complet,
8i l'espace mesurable (@,@) est composé d'un espace métrique
compact @ et de sa tribu borélienne 6 yalors la projection
sur Q d'un ensemble appartenant & la tribu produit QA& &‘ est
un ensemble appartenant 4 la tribu a .
. On peut alors appliquer 2 F 1le corollaire du théoréme de
Kuratowski-Ryll Nardzewski (ou le premier théoréme de Himmelberg-
Van Vleck) car 1l'espace C) y,métrique compact, est polonais

(donc lusinien).
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Chapitre 11

EXISTENCE DES ESTIMATEURS DU QUASI-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE,
DU P2 QUASI-MINIMUM ET DU X? QUASI-MINIMUM

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU .

Nous nous proposons d'exposer,dans ce chapitre, successivement
les méthodes du quasi-maximum de vraisemblance, du qbz quasi-
minimum et du 7(2 quasi-minimum pour des processus de Markov a
temps continu et du type de sauts , et de nous servir du chapi-
tre I pour montrer l'existence d'estimateurs fournis par ces

méthodes.

Soit ¥ un ensemble boréliende R ®* ( R désignant
1l'ensemble des nombres réels), et soit SB la tribu borélienne
de Ge . Soit un processus de Markov homogéne, i temps continu
( téiﬁ{+,, ’Fl+ désignant 1'ensemble des nombres réels positifs
ou nuls),dont l'espace des états est (X,PH) et dont 1a

famille des probabilités de transition est (Pt)té.Ea .
‘ +

Supposons que ces probabilités de transition Pt y t € W{+ ’
dépendent d'un paramétre 6 , 0 € ® y dont la "vraie valeur" est

906 @ . @ est ici un ensemble dont nous préciseronsla nature




(C)

Mo

Plus loin,et que nous munirons d'une tribu G .Nous noterons donc

Pt(.,.;Q) lorsque la "valeur" du parameéetre est ©O.

Nous supposons que le processus vérifie la condition suivante:
Quel que soit 6¢(® , 1lim Pt(x,{x};g) =1 ,uniformément en x .
t->0
Nous savons que,sous (C),quel que soit 6 € ®
1 - Pt(x,{x};G)
a/ lim = Qx;0) (Mg < @ ;
t -0 t

cette limite est atteinte uniformément en x .

b/ Six¢B, lim TP (x,8;0) = Qx,B;8) < Q(x;0) ;
£ 0

cette limite est atteinte uniformément en B C 3:\\{x} .De plus,
quel que soit x € X , Q(x,.;6) est une mesure positive bornée
sur HN (f{\{x}) , BN (’f,\{x}) désignant la tribu trace
de la tribu boréliemne P sur GE‘\fx},

e/ Q(x,E\fx};0) = Q(x;0) .

Pour des raisons de commodité d'écriture,nous posons:
Voe®, VxeX , Qlx{x};0) =0 ,

ce qui nous permet par la suite d'écrire (d'apreés c¢/) que

v96®’ \V/XG%: ’ Q(x,%;g) = Q(x;g) ]
et de dire que,quel que soit 6E€E® ,et quel que soit x€ X ’

Q(x,.3;0) est une mesure positive bornée définie sur R .

Soit (Xt)te;EQ+ une fonction aléatoire Markovienne,séparable,
définie sur un espace, probabilisé (Sz,éi,Pr) et attachée au processus
de Markov précité.0On sait que sous l'hypothése (C),presque toutes
les trajectoires sont des fonctions de sauts.D'apreés [8] ,on
supposera que:chaque trajectoire est une fonction de sauts continue

& droite (ce qui n'est pas une restriction); quel que soit 6 € ® ,
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inf Q(x;8) > 0 ; quel que soit @ € ® et quel que soit téR+ ,
xe X .

Pt(x,{x};g) est B-mesurable .

Puisque (Xt)t€P+ a ses trajectoires qui sont des fonctions

SL

de sauts continues & droite,/on désigne par ZrsZosecesZyyeee les

n
états successifs (zk # zk+1) pris par la trajectoire (Xt(w))tep+
et par r,l,rz,...,rn,... les durées respectives de la trajectoire
dans ces états,on a

Xt(w) =2z, ,81 0gt<r ,

Xt(w) =z ,si r1+...+rn_,l<t <r’.l.+"+rn-1+rn y

* o ‘
Ces T ,ne N™ ,sont tous finis,car nous avons supposé que quel que

ny>l .

soit € ® , inf Q(x;8) >0 ,(il n'y a donc pas d'état absorbant).
x€X

On peut dire qu'il existe 2 suites de variables aléatoires
(Zk)kéN* et (f’k)keN* telles que

X, (W) = Z (w) ,pour 0¢ tpy, @) ,
X, (@)

Zn(w) , pour F,l(w)+...+f)n_1(w)<t<P,l(w)+...+f>n_1(w)+/on(w) ,

Lfl_ >1 s

Prgw)représente ici 1la durée de séjour de Xt(w) dans 1'état Zn(w)
aprés le (n-1)-&éme saut.

Désignons par VY, le nombre (aléatoire) de sauts pendant l1'in-

t
tervalle de temps [O,t] ynOUsS avons

Xt(w) = (w) .

Zv,c(c~>)+’l
(zn)neN* est une fonction aléatoire de Markov,i temps discret,
dont 1'espace des états est (X ,B) et dont la probabilité de

transition est 9Ge,:30) lorsque la "valeur" du paramétre est 6.
Q(%;0)

On démontre d'ailleurs que : pour < >0 ,

’Q(Zn+1;g)°<
Pr[f)n+1>°< ﬁi,..,Pn,z,l,..,znﬂ;e]: e P.S.,

et pour A fB ’
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Pr[2n+1€A P’.L""Pn’z ,..,Zn;O:‘ = Pr[Zn+1€A,Zn;Q]
Q(ZnyA;g)
= m— , 'S
Q(z;e)

Ces deux égalités montrent que la fonction aléatoire ((Zn"Pn))neN*
dont 1l'espace des états est £ x [R+ yest de Markov.Sa probabilité
de transition F est définie par: quel que soit (x,a) e AX + et

quel que soit AxB € ﬂ?)x( P+ﬂ@), (ol CRdésigne la trilu badélieme de R )
Pr[(zn+’l’f)n+‘l)€AxB } (Zn’lon) = (x,2) 3 g]

- J MJ‘ Q(y;0) e—Q(y;O)F dF .
a Ax;e) B

F((x,a),AxB;0)

Dans [8] ,on énonce le résultat suivant:

-- 8i quel que soit 6 € ® ,il existe une probabilité absolue

A
stationnaire unique 7(.;@) pour (Zn)néN* et qui est telle que

quel que soit xe X ,

. FaS
Qx,.58) &L fi(.;0)
Q(x;0)
alors,la fonction aldatoire ((Zn,j)n))ne N a une probabilité

’

absolue stationnaire unique P(.;G) qui domine ses probabilités
de transit,\i)on (probabilités de transition de ((zn’Pn))ne N* ).
-- Soit Cf une application mesurable de }ZZXRE dans R,
alors quelle que soit la loi initiale de ((Zn’f)n))né N (cette
loi peut &tre différente de 2 ),8i
B ) ulazyxas 50,) F[(z),0¢),dzaf 5 0

m = Zn 929K dz,xd ; Z, y X x H

Jﬂ2 2?_,1’29‘9(3’1 2 194 A 0 ’ZZF’ 0]

% x +

existe et est finie, alors quand T-»>o00,

1 P.S. . 1
TvT

g f ft(ax;0,)

> Q(x;6)
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et

g
Vr

pY

T ~
Y202 1P Prsr) ————> m -
k=T

D'autre part,suivant 1'exposé de [11] ,pour Ag{f) et 3¢ B ,
désignons par ’CT(A;&» la durée totale de séjour de Xt(aﬁ dans A
pour tE‘[O,T], et par NT(AxB;A» le nombre de sauts de Xt(a» de A
dans B,pour t € [0,T]. Pour tout we S2 ,‘CT(.;w) est une mesure
finie positive sur B et NT(.;u» est une mesure 4 valeur entiere
positive sur %@%,tandis que pour tout A€ B et pour tout Be B ’
IT(A;.) et NT(AxB;.) sont deux variables aléatoires réelles (que
nous noterons,pour simplifier,respectivement ‘tT(A) et NT(AxB) ).
NT(3:x93 n'est autre que ‘vT notée précédemment,lors de l'introduc-

tion de (zn)nefﬂ* . Supposons que,quel que soit:x€.33)0§ quel que

soit A€B,quel que soit 6¢©@ ,tlim P, (x,4;0) = 7(A;0) .Alors,m(.;Q)
est une probabilité absolue stati_:)::laire unique pour (Xt)te R
L'emploi de cette probabilité 1(.;0) est trés commode pour *

les calculs que nous effectuerons ci-dessous. Rappelons & ce propos,

que,quand T->o0,

L N (AxB) —P:8: J m(dx;0 ) Q(x,B;6 ) et
T T A o} o

1 p.s. .
T tT(A) _— > ’r[(A’go) .

B.LA_METHODE DU_QUASI-MAXIMUM DE_V

s e e o ot o e e i s o o T e

o-finie
Supposons qu'il existe une mesure positive/)x sur % yindé-

pendante de 6 ,telle gue quel que soit x € X et quel que soit
oe ®@ y Q(x,.;0) soit absolument continue par rapport & A .

2
Notons q(x,.;6) une version & P -mesurable de la dérivée de

Radon-Nikodym de Q(x,.;8) par rapport i A, Et‘posons
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(1) LT(G;w) = —l;:Q(X;O) dtT(X;dO +J;€2 Log q(x,y;Q) dNT(x,y;u».y

La vraisemblance elle-m&me n'est pas définie pour le cas des
processus de Markov & temps continu. Mais comme mentionné dans pi},
1'introduction de LT(G;w) est motivée par le fait que dans ﬁl] ,
avec 6 € R y,1'équation dite de vraisemblance,i un terme asympto-

tiquement négligeable preés,s'écrit:

1
- % %5Q(x;9) aTp (x30) + T“ﬂ%? %aLog a(x,y;8) dNp(x,y;0) =0 ,
X
c'est a dire
d ed) =
5 LT(G,w) =0 .

Exprimée & 1l'aide de ((Znﬂfn))nefﬂ* , LT(O;w) peut s'écrire:

LT(O;A)) =
i ;[Log 228,21 (9)30) + TegUZ @50) = py (D750 | +

(2)

Vp (W1
r[r- 52 Fk(“”] Q( 2y ()1 @5 ©)

ou f(x,y;0) = a(x,¥:0) .

Q(x;0)
C'est donc une expression qui,asympgptotiquement,est la mé&me que

celle présentée par Billingsley dans [8] .

I1.1.DEFINITION.~ Soit ( ET)TGEE une famille de nombres positifs
+

b2

bornés,indicés par T. Nous disons qu'un estimateur © de Qo

T
est un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance de coefficient

ET g'il est une variable aléatoire définie sur 1'espace mesurable

(fZ,éi), 3 valeur dans 1'espace mesurable (®, %), et telle que,

quel que soit 43652 ’

LT(G’,;(A));OO> 2 ggp@ LT(Q;A)) - 8'1‘ .
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Nous choisissons de préférence 8T petit ,et la famille
( ST)T€f2 décroissante en fonction de T . Lorsque pour tout
+
oer et pour tout Te R ,le supremum sup L,(6;0) est
* 0€® T
atteint, nous pouvons prendre ET = 0 , sans pour cela en faire

une regle absolue car ET > 0 peut présenter des avantages,par

exemple lors d'un recours & des procédés de calcul numérique.

fournissent des
Les trois propositions énoncées ci-dessous /solutions au pro-

bléme de l'existence d'estimateurs du quasi-maximum de vraisem-

blance.

I1.2.PROPOSITION.- 8i £, est strictement positif, si & est un eg-

T

pace lusinien,si © est sa tribu borélienne,et si 1'application

multivogue F, de C) dans ® ,définie par

%(00) = {Qé@: LT(G;N)> ZZ%LT(S;Q) - ET

est éi-@lmesuggble et "point-fermé", alors il existe au moins

un estimateur 9¥ du quasi-maximum de vraisemblance de coeffi-

cient £, de 6 .

En posant

6,0) = L, (6;0) - sup Ln(s;0) + & )
GO, - 14(030) - sup 1y ;

nous nous trouvons dans les conditions de I.5,et la preuve de

la proposition II.2 s'en découle immédiatement,awc lindice T en plus

II.3.PROPOSITION.- Si E,r est strictement positif,si (® est _un espace

métrigue séparable,si © est sa tribu borélienne, et si 1'appli-

cation multivogue F‘I' définie dans II.2 est & -G -mesurable et

"point-complet", alors il existe au moins un estimateur G; du

gquasi-maximum de vraisemblance de coefficient Etr_,gg e, -

Méme constatation que précédemment sur l'utilisation de I.S5.
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I11.4.PROPOSITION.~- Si 1l'espace probabilisé (Q,&,Pr) est complet,

si @ est un espace métrique compact,si  est sa tribu borélienne,

8i quel gue soit COng, LT(.;w) est continue sur (& ,alors il

. . . % . . .
existe au moins un estimateur QT du guasi-maximum de vraisem-

blance de coefficient (C’T ’ (ET > 0 ),de o, -

Ici,nous nous serwons de 1.6 en faisant jouer a LT le rdle

de h décrit dans I.6.

C.LES_METHODES DU'\J’2 QUASI-MINIMUM_ET_ DU %? QUASI-MINIMUM.

Posons

5 [Tp(a,,0) - T7(a50) ]°

2
(630) =
\I/T jel T n(Aj,O)

[NT(ijAk,w) - T L‘ﬂ(dx;g) Q(x, 4, ;0) ]2

+ > i

(3, k)€ Ix v [ maxie) alx, 4, 30)

A,

J
( resp. 2

NT(AJXAk,m) - A tT(dXQw) Q(XQAk;g)
Xie,w) = § h )
| GO | Tpane) axhge)
J

ou (Aj)jel désigne une partition finie .ﬂS-mesurable de X telle

que les quantités qui figurent aux dénominateurs de la premiére

(resp. seconde) expression soiént strictement positives.

I1.5.DEFINITION.- Soit (CT)Teﬂ? une famille de nombres positifs bornés,
+

plus grands ou égaux & 1 ,indicés par T . Nous disons qu'un estima-

teur G; de 6  est un estimateur du \yz quasi-minimum (resp.

7(2 quasi-minimum) de coefficient Cp »8'il est une variable aléatoire

définie sur (§2,él) et 3 valeur dans (®,5),telle que,pour toutzoé§2,

Yp i) < ey int Yo
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( resp. ’)C%( O;(w);a)) cp -inf %T(Q w) > .

8c®

Nous choisissons de préférence les Cr voisins de 1, et 1la fa-

mille (CT)TGR décroissante a partir d'un certain rang et conver-
geant vers 1 quand T—oo (par exemple, Cp = 1 + % pour T assez

grand). On peut aussi considérer le cas particulier olu,pour tout

T61R+ y Cp=¢C ,comme—nous—Llavons—fait—dens— 6] . Lorsque,

pour tout we $2 , inf \1’2(9'0)) (resp inf ')CZ(G swd) )
PE® 0e®

atteint,on peut prendre Cp = 1 ,sans pour cela en faire une reégle

absolue, car cT> 1 peut présenter des avantages,par exemple

lors d'un recours & des procédés de calcul numérique.

Abordons maintenant le probléme de l'existence d'estimateurs
fournis par ces deux méthodes.

Un estimateur de Qo,de par sa définition,est une variable
aléatoire définie sur (§2,61) et 4 valeur dans (&), ).Prouver
l'existence d'estimateurs fournis par la méthode du\l/2 quasi-mini-
mum (resp.'X? quasi-minimum),c'est prouver l'existence d'applica-

. %*
tions GT de Q dans @ ’ @L—@—mesurables,vérifiant pour tout QGQ ’

2, *
(6, w);w) < £\5 (05 W)
\1JT T Cop 32®\1}

(resp. (9 (W);0) Cp 1nf/)(.r(9 ‘°)>

II.6.PROPOSITION.- Supposons gque @ sait _un espace lusinien,gue ‘G

sait sa_tribu borélienne,que pour tout T €R+ y cT> 1, gque lappli-

T
FT((»)) = {Oé@: 1}’%(9;03) < Cp :';rélf \J/Z(s;w)}

(resp. /E\‘/T(Lo) = {Oé ® : 7(.%(9;00) < Cp 1nf@7¢ ;‘0)})
8¢

0 . ) N
cation multivogue F (resp. FT ) de Q dans @ définie par




sait &—@-—mesurable et "point-fermé".Alors,il ex'iste au moins un

estimateur ég du ’\1/2 quasi-minimum (resp. ’)(,2 quasi-minimum) de

coefficient Cp » de 6 _ .
0

Comme cela a été pour II.2,nous nousservons ici de I.5,avec

~J
la fonction numérique ¢ (resp. @) définie par

2 : R
LfT(G,w) = —\PT(O;w) + Cp slen@f)\lJT(s,w)
(resp. c?T(e,w) = —7(.%(9;00) + Cq sién@i; %%(S;w)

)
a4 la place de (f, et Fyp (resp. Fr ) & la place de F .

L'utilisation de I.5 nous fournit également la preuve de la
proposition suivante

I1.7.PROPOSITION.- Supposons que (H) sait un espace métrique séparable,

que @ soit sa tribu borélienne,gque pour tout T € R+ y Cp > l,et
,\) V4
que 1'application multivogue F, (resp.Fp ) de €2 dans (® définie
2 " 2
par Fp(w) = {9€®: \]/T(G;w) < cop ;2f®\]JT(S;w)

(sess- B @) = foe@: AZ(e:0) < o int 72519 )

soit a- g.-gesurable et "point-complet". Alors,il existe au moins

un estimateur 99; du \Pz guasi-minimum (resp. %2 guasi-minimum)

de coefficient ¢

de 0.

T ?
g e 2 e ;

Enfin,la proposition I.6,avec VYn (resp.’)CT ) au lieu de h,

et Cp au lieu de c, nous fournit la preuve de la proposition

suivante:

II1.8.PROPOSITION.- Supposons que 1l'espace probabilisé (Q,&,Pr) S0it

complet,que (®, G) soit formé d'un espace métrigque compact (& et

de sa tribu borélienne (G yque pour tout T € R+ " "\lj%(,;,)

(resp.')(;.%(.;.)) soib E@&—mesurable, et que de plus, pour tout
e £ '\}’%(.;w) (resp. 7(,]2:(.;60)) sait _semi-continue inférieu-
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. i . ¥ 2 P
rement sur C) . Alors,il existe un estimateur OT du W} quasi-mini

mum (resp.?(z quasi-minimum) de coefficient cq (cT;31) gg‘go

Dans le cas particulier d'un processus de Markov & un nombre
fini d'états %:{l,Z,..,r} et d%:‘JZ(ae) ou EF(?C) désigne
l'ensemble des parties de X ,NO0uUs avons

ﬂﬁ(g) 4 la place de T(B;0)
q k(0) et qj(Q) 34 la place de Q(x,B;0) et Q(x;0) ,

NT(jk;a» et t&(j;aﬂ 4 la place de NT(AxB;w) et C&(A;A» .

Les expressions LT(O;a» R \k%(G;w) et ;K%(O;&» s'éecrivent

alors:

Lp(0;0) = -2 _ q.(8) Tp(j;0) + Z_ Log a4 (0). Ny (jk; )
jex d (j,k)EXXE

[Tp(350)-1 7, (0) ]2

Y2050 = >

JjexX T Tf-(O)

[N (jk;@) - T W (8) q,,(0) ]
(J,k)exxEE TTEJ.(O) qjk( )

et

Ke(o;0) =

5 [9p (ks0) = a5, (0) Ty (3502
(3,k)eXxE 24, (6) Tp(33w)

Supposons que les ‘Wj et les qjk: soient inconnus. Les résultats
suivants constituent un exemple d'illustation pour les méthodes

décrites précédemmeﬁt.

Np (3k;.)
. ——— est 4 la fois un estimateur du quasi-maximum de

Tp(3s.)

vraisemblance de coefficient ET de qjk ypour tout &, > 0,

T =~
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et un estimateur du Ci? quasi-minimum de coefficient Cop de qjk ’
© pour tout Co P 1.
1 N.(jk;.) 15
II.10. T‘tT(j;.) y est un estimateur du \P quasi-

minimum de coefficient c;, du couple ( M5 Q ) ,pour tout cp > 1.

jk
Ces estimateurs sont convergents au sens presque-sfiir.
Ces énoncés sont prévisibles,d'aprds les résultats de [11]
sur les méthodes du maximum de vraisemblance, du ;(? minimum
et du \Pz minimum.

Plus précisément,en considérant qjk comme la vraie valeur

e d'un parametre réel ©,nous avons:
d : L 1 .
3 LT(O;w) = - CT(J;A» +5 NT(Jk;a»
Ny (3k;w) Ny (35 00)
° = 5, Ga) = T (5w
= 0 |,
et
2
& 1, (050) = - &5 N (ke
00 NT(jk;w) e NT(jk;w)

°= LT =T

. muw]® <o.

Ny (3k; @)

Ce qui montre que

Np(Jk;w)

%TTE?ET- correspond au maximum de la fonction LT(.;a» set par
T

conséquent,quel que soit ST > 0 ,
L N, (jk; )
m—— W R N
T\T (@) 19 2 2B Lp(siw) - £y

D'autre part, pour tout c,} 1 ,

T
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N (jk;‘.) ) [N (uv;w) - q T (u;w)]2
2 T . " _ E T uv_ T
XT (tTEJ;w) (u,v) € X2; ’

Q. . Tnlujw)
(w,v) # (j, k) uv. 7T

£ ¢, inf 2(s;w) .
ST 3669;(T

Enfin,en considérant ( Hj s Qs ) comme la vraie valeur QO

J
d'un paramétre 6, nous avons

(3 Ny (3k;w) [ (w0 - 11, ]2
% (‘ e pe) - > L -

ue £ T‘Nu
u#j

(v (0 -1 g, ]2

( ’ )ze H T Tr .
(arv)E (3, k) 3 Y

+

< Cp inf 2( m) .
. SZ@;P >

Quant & la convergence presque-sfire des estimateurs, elle
est assurée par les résultats de [11],selon lesquels %‘r&(j;.)
converge presque-sfirement vers ﬂ} et % NT(jk;.) converge

presque-slirement vers ﬂs qjk quand T-yo0o .
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Chapitre I11

CONVERGENCE DES ESTIMATEURS DU QUASI-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE,

pu Y2 quasi-minimoM ET DU X2 QUASI-MINIMUM

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS CONTINU .

Dans ce Chapitre,nous démontrons la convergence presque-sfire
des estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance, du ‘}2 quasi-
minimum et duuycz quasi-minimum.

Si le raisonnement employé pour la méthode du \Pz quasi-minimum
présente quelques analogies avec celui employé pour la méthode du
762 quasi-minimum,celui utilisé pour la méthode du quasi-maximum
de vraisemblance est différent.Les conditions imposées par cette
méthode sont aussi plus restrictives.

Dans ce qui suit,lorsque nous nous référons aux conditions pré-
liminaires,il s'agira de celles décrites dans le paragraphe A

du chapitre II.

A.CONVERGENCE DES_ESTIMATEURS DU QUASI-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE.

Supposons que

D = {(x,Y)é ¥2 : q(x,¥;0) 70}

est indépendant de ©. Par cette hypothése,nous voulons que les inté-
grales écrites ci-dessous aient un sens (elles peuvent toutefois.

&tre infiniesg).C'est par exemple le cas de 1'intégrale

Q(xfy;go)

, Log —————=— ’JT(dx;Go) Q(x,dy;go) .
% a(x,y;0)

Par la suite,nous travaillerons sur D quoique nous ne 1l'écrivions

pas explicitement.

Un certain nombre de résultats auxiliaires étant nécessaires 3
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la démonstration de la convergence presque-sfire des estimateurs du

quasi-maximum de vraisemblance,nous procédons donc par étapes.

II1.1.PROPOSITION.- Si

tels que
(i) Quel que soit 916@ et gquel gque soit 926® , AXEX 6, # 0,

J 5 lq(x,y;O,l) - q(x,y;gz)l ﬂ(dX;Oo) Q(x,dy;Go) > 0 ,
% i
alors

(11) Quel que soit 6 € & tel que 6 £ e,

J;E [Q(X;G) - Q(X;GO)]'n(dX;go) 4

q(X,Y;QO) . ;
+f , Log —— ’JT(dx;QO) Q(x,dy;go) > 0.
x Q(va;g)

Démonstration.

On sait que,quel que soit le nombre réel z ,

z
e =2 1+ 2z ,

. . X,¥:9 y ONn a
Soit @ # 90 . Si on remplace z par Log L (x.y:0

0

et que 1'égalité e“ =1 + z a lieu si et seulement si z = 0 .

(1) a(x,y;0) a(x,y;90)
— > 1+ Log ——
a(x,y;0) alx,y;6_)

et 1'égalité a lieu si et seulement si

a(x,¥;8) = alx,y;0,).

Puisque
J‘ a(x,y;8) T(dxs0.) Qlx.dys0.) fﬂ(d o) q(x,y;6) ol )
— x;8, x,dy;0,) = x;0,)| — Q(x,dy;e
f£2 a(x,y;0,) % £(x,y;90) °
on a
q(x,y;9) ‘ q(x,y;6) ‘
——— m(dx;6_) Q(x,dy;e ) =J T(dx;0 )] ————— a(x,¥;8,)aAly)
b, a(x,¥;90,) X, a(x,y36,)

X
_-.J Q(x;O)’)‘I(dx;Qo) .

X
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et puisque
[ 2 maxiey) atmario)) = [ atxie) mioxse )
2 x
x
1'inégalitd (1) nous donne

: .

a05) Mlaxiag) > [ a0, Maxia) +

f q(x,y;0) )
+ %2 Log m ‘JT(dX;OO) Q(X,dy;@o, .

Par conséguent,si nous posons

n0) = [ [a(x;0) - a(x;e )] Taxio )  +
xX

f a(x,y;0 )
+ %2 Log m ﬂ(dX;QO) Q(X,dBHGO) ’

nous avons
H(8) =0 .

Posons maintenant

A= -{(x,.\f)é‘”o&‘;2 2 alx,y;0) - alx,y;8) # 0} .

L'énoncé (i) implique que l'ensemble A est de mesure

Tr(dx;Oo) Q(x,dy;Go) > 0 ( c'est & dire que

j\‘ﬂ(dx;eo) Q(x,dy;@o) > 0 ). Cela entraine que H(8)>0 ,
A

car sinon,avec H(®) = O , nous aurions

0 = f [Q(x;@) - Q(x;@o)]‘ﬂ(dx;go) +

x
a(x,y;6,)
+ J. Log — ‘W(dx;@o) Q(x,dy;@o)
' A q(x,y;6)

> [ [atse) - atioy)]maxiey)

[T 109V30) 1 (axs0.) Q(x,ayio)
»+ . [1 - 57;75?527 T (dx; o X,Gyie

q(x,y;Go) q(x,y;0)

- 1 -
(car sur A,nous avons Log 1(%.7:9) > ET;7§?6;7
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= J;g [Q(X;G) - Q(X;QO)] Tr(dx;go) +

f q(x,73;6) ]
_ . I drs
+ 2 [1 Q(XaY;QQ Tr(dX,QO) %(X""}’QO)

X,v36} \
ar sur A nous avons 1 -~ g%—*X*—*T =0 )
(car s [ ’ q(x,y56_) |

I

{ o _ . R 3 Ay (Ao )
J;; [Q\X,Q) Q(X,Qo)] ‘Tr(dx,@o/ + f%“‘”x’@o) T(dvie

- [ atxe) maxse,)
%
= 0

D'ou contradiction.

Par conséquent,on doit avoir H(®) > 0 ,c'est > dire /ij

CONDITIONS.- Supposons que
19/ ® soit un espace métrisable compact,

22/ Quel que soit (x,y)e€ 362 ,a(x,y;.) soit continue sur @ ,
| .

3°/ Quel que soit 0E® s 11 existe un voisinage W, de © , tel que

<
pour chaque ouvert V contenant © et contenu dans We, sup a(.,.3u)
2 uev
soit ® B -mesurable, et que inf Q(.;u) soit B -nesursbile.

ueVv
4°/ Quel que soit x €2¥, quel que soit Bé@ ,» 11 existe un voisinage

de O,
Ux(e)\é une fonction numérigue g(x,.)7/ 0, définie surx s A-intégrable,

et telle que‘ q(x,y;u)\< g(x,w/p::;rvtout y€X et tout u € Ux(B\) .

5°/ Quel que soit ee@, il existe un ouvert V() contenant & , avec
v(e) C We, et une fonction numérique h(.,.) qui dépend de V(®) et

telle que

a(x,y3Q.)
h(x,y)< inf Logqxy 2

uev(®)  g(x,y; u)

et que

lfxz h(x,y)‘n(dx;eo) Q(x,dy;eo) < ®

6°/ Quel que soit e1€® et quel que soit 92€® tels que 91 #92 s
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J;§ la(x,530;) - alx,y;6,)| w(ax;8 ) Q(x,éy;GO) = 0 .

PROPOSITION.- Sous les conditions prdimingresetUl.2 , on peut

trouver,pour chague voisinage U :[KG%)QQ QO un_nombre

§ = 4(U) >0 tel gue

lim inf inf —Jﬁ Q(x;0) - G(x;0 AT (x;.) +
T 00 [9€[U< %[ N 4T

.1 J alx,y;6 ) ) ;
-'f Log T—’W dNT X,y;.) ] > P.S.

Démonstratlon.

Soit d une distance sur (=) compatible avec sa topologie.
Soit se€ UJ; notons par
v, (s) = foec®: d(g,s)<<'% }~.

I1 est clair que la suite

( int a(x,y;6,)
Qégk(s) “o€ 305,730 5 )keH*
est une suite non décroissante.
D'aprés 1'hypothése de continuité en 0 de g(x,y;.) , quel que

s0it x>0 ,il existe un voisinage V de s,tel que gquel que soit 8¢V,

q(x,y;Oo) q(x,y,G )
Log q(x,y;s) - Log Z QY99)

Il en résulte que,lorsque k-0,

a(x,y;6,) T a(x,y;8,)
Log

inf  Log o137%i6 ) q(X,7;8)

Qevk(s) ,
Or,d'aprés M.2.32/ , sup q(.,.;0) est Of-mesurable
eV, (s

pour k assez grand. D'olu

a(.y.358)

inf Log —mm— =
Oer(s) q(.,.;0) '

= Log q(.,.; 6, ) - sup Log g(.,.;0)

Qevk(
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2
est @FB-mesurable pour k assez grand.

Nous pouvons alors appliguer le théortme de ZBepno-Lev?,
ce gui montre que,lorsque k — o0,

q(x,y;0_)
(a) \{ inf Log — = T(dx;6 ) Q(x,dy;0 )
2 6ev, (s)  alx,y;6) © ©

¢ a(x,y;56,)
J;f Log qT§_§T_7" m(dx;0 ) Q(X dy; e, ) .

D! autre part, la suite

( inf [a(x;8) - a(x;0 )] )
eer(s) ke N*

est,elle aussi, un suite non décroissante.

D'autre part, la fonction gq(x,.;@) é&tant A\-intégrable, les conditions
I11.2.2°/ et TIII.2.4°/ assurent la continuité de la fonction Q(x,.)
sur C) , (cf. par exemple [10] ,corollaire 1 , p. 144)
Donc, quel que soit K > O , il existe un voisinage V de s
tel que,quel que soit 6€V ,

Q(x;8) - Q(x;8) ¢ .

Il en résulte que,lorsque k —» ®,

inf Q(x;0) T Q(x;s)
Qer(s) _

Or,d'aprées mM.2.39/ , inf Q(.:0) est P -mesurable nour
v, (=)

k assez grand.
D'ol,nous pouvons appliquer le théoréme de Beppo-Levi,ce
qui donne,lorsque k —00,

(b inf ;0) - :0 )| T(dx;e
) géa éng(s)[ch ) - Qlx o)] (dx;6.)

1 g;:[o(x;s> - a(x;e )] (ax;e ).
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Donc,d'spres (a) et (b),

inf  [Q(x;0) - @(x;0)] T(ax;8 ) +

eevk(s)
j —T—Q(X’y;g") (ax;0 ) A o)
+ inf Log - T(dx; QUx,dy;e )
2 o€V, (s) a(x,y;8) o g
T ae)

avec H(s)>0 (& cause de W.2.59/ et W.1).
I1 en résulte que, quel que soit s &€ (U , 11 existe un
ouvert Vk(s) contenant s et un entier positif no(s) tel

que k}no(s) entraine que

inf Q(x;0) - Q(x36 )| T(ax;e )
| otieiey (9009 0] mlenieg)

a(x,y56 )
+ j inf Log ————— ’n’(dx;OO) Q(x,dy;Qo)
;:2 Qevk(s) q(x,y;0)
1
2 3 H(s) .
Prenons alors U ouvert, fU est donc compact. On peut
recouvrir [U par un nombre fini d'ensembles ouverts Vk(si) ’
( i=l,2,...,M) .

8i n, = Max no(si) » alors pour k>n,’ , on a,quoe ,

i=1,2,..,m

que,&m’t ié{‘l,Z,..,m’)‘,

J;C éggk(Si) [a(x;0) - Q(x;GO)] m(dx;0,) +
a(x,y;6, )
+ f inf Log ————— T(dx;0 ) Q(x,dy;6 )
12 Qer(si) q(x,y;9) ° °©
>8>0
‘ 1
oW & = min 3 H(si) .
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Or,quel que soit Ge(‘U ,11 existe i€{’l,2,..,m} tel que

Vk(si).?@ ,et on a

inf [Q(X;G')—Q(X;QO)] < [Q(x;O) - Q(x;QO)]

Q'er(si)
et
a(x,y3;6 ) a(x,y;0,)
inf Log ——— £ Log —m— .
G'éVk(si) q(x,y;0") q(x,y;0)
D'ou
) 1 . '
lim T inf [Q(X;Q ) - Q(X;90)1 dTT(X;.) +
T-~o0 7 G'GVk(si)
1 q(x,y,Oo)
+ lim \Y T inf Log —m dNT(x,y;.)
T - }:2 G'er(si) q(x,y;0")
pP.s. .
= [ inf (a(x;0") - a(x;0,) ] (axse ) +
x‘ 9'€Vk<3)
1
q(x,y;eo)
+‘( inf Log — = ﬂ(dx;@o) Q(x,dy;@o)
£2 e'evk(si) q(x,y;8")
1
Z 3 H(s) .

Par conséquent,

lim inf min (, — inf [Q(X;G)’— Q(X;QO)] dTp (x35.)

T -» 00 —1 2,. 9€V
1 a(x,¥;0,)
+ 3 5 inf Log —mm——— dNT(X,Y;-) ]
x eev, (s;) q(x,y;0)
;; 5, p.S.

Ce qui donne finalement,

L. . 1 _ . _ . .
l%??;?f[ QZEU ( TJ‘ [Q(X,GO) Q(X,Q)] dti(X,.) +

X
(x, 30, )
J\ Log —————— 7 dN (x,¥3 . ):) ]
g2 a(x,y;0)

1 [




-
> lim i f[ i (lJ inf - |Q(x;6 )-Q(x;8)| 4z, (x;.)
it =G I A i R

q(x,y;OO)
inf Log ——————— dNT(x,y:.)
CE? 9€Vk(si) q(x,y;0)

=] [

>8 >0 ,p.s.

M.4. PROPOSITION.- Pour tout estimateur 9* du guasi-maximum de
T

vraisemblance de coefficient ET ( ET >0 ) , on a

lim sup [ %‘f‘[Q(x;Q;) - Q(X;QO)] dt&(x;.) +
x

T =00

1 . q(X’y;g )
+ T g‘ > Log —_— dNT(X,y;-) ]

x a(x,y;67)
< 0 yD.S.
Dénonstration.
quel que soit x
En effet, 6 (@, d'aprés la définition de ©

T » On
a : quel que soit MEQ;

—f Q(x;0) at;(x;0) +f Log q(x,y;0) dNp(x,y;0) <
€ x2

< -f Q(X,G;(w)) dT, (x5 0) +f ,
x %

inégalité qui est vraie en particulier pour © = 6

>
Log q(x,y;GT (w))dNT(x,y;w) + ET ,

Donc

%;[ Q(x;O;) - Q(X;QO)] dCT(X;°) +

q(x,y36_) £
+ ‘% Jﬂ 5 Log ———————f— dNT(x,y;.) - _él
x a(x,y;67)

< 0, p.s.

et par conséquent,en prenant la limite supérieure pour les

deux membres,on obtient le résultat indiqué dans 1'énoncé.
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I1I.5. PROPOSITION.- Sous les conditions préliminaires et III.Z;

. * . . .
tout estimateur OT du guasi-maximum de vraisemblance

de coefficient ET (ET Z 0) converge presque-

sfirement vers 6, »quand T>o.

Démonstration.

En effet, quel que soit le voisinage U de 90 ’

%
si 0,(w) € [U , on aura, d'aprds III.3 :

lim inf if [Q(x;g.);(to)) - Q(x;OO)] d’CT(x;w) +

T,
T->o00 %
a(x,y;6,)
+ -l-f , Log o dNp (x,y; W) > &,
TYx a(x,¥307 (@)

sauf peut &tre pour des @ appartenant & un ensemble de

probabilité Pr nulle. Ce qui est en contradiction avec III.A4.
’® -

Donc, pour T grand, on doit avoir OT(w) € U. D'oh

*
convergence presque slire de ©

T vers 90 .

CONVERGENCE DES_ESTIMATEURS__DU \.}/2 QUASI-MINIMUM ET

DU ‘X° QUASI-MINIMUM.

Dans ce paragraphe, nous préciserons les conditions
relatives au "paramétre" O ,qui ne sont d'ailleurs pas
exactement les m&mes pour la méthode du ‘-’»’2 quasi-minimum

et pour la méthode du Xe quasi-minimum,
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01.6 .PROPOSITION.- Si (1) est un espace topologigue séparé et 's'il existe

une partition finie B -mesurable (Aj)je ; de X telle que :

a) Quel gue soit © € (& ,guel que soit j€I et quel que soit kel ,

fﬂ(dx 6) alx,A,0) > 0 ,

J
b) Quel que soit 6 € ® et guel gue soit 6'€ & , avec 6 # 6' ,

max ‘ 5[(A Q) - ')T(A ,Q ) ( g o' ié 0 )
jel
c) Quel que soit 6 € ® et quel que soit 6'€ ® ,avec 6 # &' ,
max f’}l’(dx,@) Q(x,Ak,Q) - fﬂ(dx,g') Q(X,Ak,g') = Sg o £0 .
(3,k)€ IxI AL ,

*
Alors,tout_estimateur OT du ’-\’[/2 quasi-minimum de coefficient c

T

converge presque-slirement vers Oo squand T—> o0 .

Démonstration,

12/ Par définition méme de l'estimateur du \I,Z quasi-minimum de

coefficient Cp » noOus avons: quel que soit T > 0 et quel que soit

well,

*
V2 on@),w) £ eop Wio,,0 .
29/ Quel que soit j€I , quel que soit we S ,et quel que soit Be & |

| $To(a0) - (ay,0) |
- | Roga,® - mag,0) + WAL, - WAL0) |

l’)T(Aj’QO) - ’)T(Aj,g)| - %.OT(AJ’Q) = ﬂ(Aj’gO) l I

Or,nous savons que,quel que soit jeI ,
1 p.S.
g ’CT(AJ-) —————>’H(Aj,9°)
quand T-»o . D'ol,il existe un Q(')éi a avec Pr( ._Qé) =1 ,
tel que : quel que soit je I (rappelons que I est fini), quel que soit
w e t(‘), quel que soit n' > 0, il existe un nombre positif Té(r}',w) pour

lequel T > T! entraine que

X -
T Tpa0 - Ta,e) [ <yt

inégalité qui est vraie en particulier pour 0<7)'< Xg,g ,ou 6 # 6,
0

.
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Soit U un voisinage quelconque de 90 . Pour 0 ¢ CU y& cause de 1'hypo-
thése b) et de ce qui préceéde,nous voyons qu'il existe un indice

j,€ I tel que,pour wé(ﬂé et pour T>T! ,

1

L,(a, ,0 -, ,0) |

l T T JO’ Jo
. 4

; max lﬂ(Aj,Qo) - ’JT(Aj,G)l - ,T ‘L’T(A:j , W) - CJT(AJ,

jel o}
> Xg’go - ')' >0 ,

(1'indice Jo est précisément un qui réalise le maximum

0,)
o .

max (TI(A.,© - T(A.,O ! .
321[(3’0) (a,0) | )
Comme ﬂ(Aj y6) < 1 ,on a donc ,pour W€ [Q_; , pour T>Té(7"w)

o
et pour B¢ CU ’
, 2

je1l T2TE(AJ,O)

L 22
> (Yg’go—y )< .

32/ Quel que soit je€I ,quel que soit k€ I ,quel que soit wel2 et
quel que soit 8 € ® ’

I% NT(ijAk.w) - fAOT(dx,O) Q(x,Ak,g)) =
J

1
= ITNT(ijAk,w) - fA’IT(dx,OO) Q(X,Ak,Oo) +

J
+ J;ﬂ(dx,go) Q(x,Ak,Oo) - Lﬂ(dx,g) Q(x,Ak,O)\
' J‘ J
> \Lﬂ(dx,go) a(x,4,,8 ) - fAn(dx,G) Q(x,Ak,g)]
J J
-|1N(AxA W) - ffil'(dx‘O)Q(xA 0)|
T "T'7ij77°k’ A o ""k’" o *
J

Or,nous savons que,quel que soit jEI et quel que soit keI ,

1 p.S.

T hp(apa) BeSe, L. (dax,0,) Q(x,A,,0,)

J
quand T o00o. D'oh,il existe un Qg e A avec Pr([ﬂg) =1 ,

"

tel que: quel que soit we[ﬂo squel que soit y" >0 ,il existe
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un nombre positif T;(y]",w) pour lequel T3> Tg gntraine que

%NT(AJXAkyw) - J‘A.ﬂ:(dx’go) Q(X’AK’QO)I <7" ’

inédgalité qui est vraie en particulier pour 0<9"<8 you 8 # QO .

e,e
0

Soit U un voisinage quelconque de 90 .Pour B¢ [U ,a cause de

1'hypothése c) et de ce qui précéde,nous voyons qu'il existe un couple

. . \ n
d'indices (Jo,ko)é Ix1I tel que,pour We [“Q‘o et pour T;Tg ’

1
T NT(AjoxAko,w) - Lj‘t(dx,g) Q(x,Ako,O)\

max
7 (j,k)eIxI

1
- lT NT(Ajox Ako,w) - L’H(dx,@o) Q(x,Ako,Qo)\
'jo

| L 'R(dx,Oo) Q(x,Ak,Oo) - fAﬂ(dx,O) Q(x,Ak.O) \
j J

- "
> gg’go Vi >0 ,
(1e couple (jo,ko) est précisément un qui réalise le maximum

max | [;(@x,0,) axia0,) - [max,0) atx,a,0)
A, A,
J J

).

(j,k)eIxI

kd’O) <1, on a donc ,pour A)é(:Q; ’

)
pour T > Tg(p",w) et pour QE[U ,

[ Chyhred - 7 J miax0) Q(x,Ak,Q)]Z
;

Comme J‘ T(dx,0) Q(x,A
A.

| > (59,9 R
(3, 0eIxI T2J\ T (dx,8) Q(x,Ak,Q) 7
4

42/ Ainsi,nous voyons que,pour ¢ [:U , 11 existe un Qo E &
(c'est Q.(')UQ,; ) avec Pr([_Qo) =71 tel que: quel que soit we€ [“Q'o
quel que soit J >0 (en particulier O<9<min( XQ’QO, Sg’go) ),
il existe un nombre positif To(w,y) (c'est sup (T('),T") ) pour

)
lequel T;Tg ankx® entraine que
LAV, > (W o -2+ (8, -
—— b
T YT J 0,0, " ) 0,0, 7 )
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Par conséquent,
1002 W \%2 ,

- 2 2 2 2 2 2
> Ké,go‘ VAR 89,90‘ R B Y

~

ou
x2 = cara(1). 1
min T[(A.,O )
. O
jel
et
5 1
@ = Card(IxI). :
min JxﬂT(dx,G ) Q(x,A ,8 )
(3:k)eIT A, ° k"o

c'est a dire

i 2 2 A 2 2 . 2
T [\PT(O,Q) - Cqp \PT(OO,Q)] > a - Cp @ )7 -2 bg'gd}] + cg’go
ol
a2 - XZ + ﬁZ
b = + 8
9,90 Xb,go Q,Go
2 _ yo g2
cg,eo = Ye,0, + 6,0, .

52/ Nous pouvons choisir y de sorte que le deuxiéme membre soit

strictement positif. En effet,considérons le trindme

2 2 2
(2 -c, a“) -2b : + cC .
T Y 0,6,7 6,6,
Si 2 - Cp a? > 0, il suffit de prendre
2
< %0,6,
D 2 Db

Si 2 -~ Cop a2 < O , nous remarquerons que le trindme enﬁy a deux

2€ros de signes contraires; il suffit de prendre

: (1)
0 ) < jyg,go

ol 7919 désigne le plus grand¢ des deux zéros.
2
o)

Donc,quel que soit le signe de 2 - Crp a2, il existe My > 0 tel

]
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2¢/ Guel que soit (j,k)e IxI , quel que soit wé‘:l, et quel cuc

soit @ € @ y lous avons

1 [NT(ijAk,uﬁ - .(;:tT(dx,w) Q(x,Ak,G)}‘

T
J
1
= ‘T NT(AJ.xAk,w) - fAﬂ(dx,Oo) Q(X,Ak,OO)
| j
v [ maxe,) atnage) - | wane,) et
J J )
-
; jAmdx,@o) Warkr®) = 7 | Tolane aloa,0)
] j

> HAqt(dx,go) [a(x,4,,6.) - Q(x,A,,0) ]l
J

- [[Lﬁ(dx,@o) Q(x,4y180) = F Np(Axd,ed |

J
1
+[T jA CT(dwi) Q(X,Akag) - J;%(dxygo) Q(X’Ak’g)_—‘l
J J
Ceci étant,nous savons que,quel que soit (j,k)€I xI ’
1 p.s. ’
() 7 Nplagxa) ———éfAfc(dx,oo) Q(x,4,,0,)
0

quand T— oo, et que quel que soit (j,k)€ I xI et quel que soit 6 ¢ &

”~

1 p.s.
(@) 2 fA Tpldx) Qx,4,0) —= JAw(dx,eo) Q(x,4,,0)

J J
quand T—o00.

Soit 6 (W ynous pouvons écrire: Il existe Szgéiéi,,avec
Pr( [S%)) =71 tel que,quel que soit ¢ [52) et quel gque soit ) > 0,
il existe un nombre positif To(y,w,O) pour lequel T;zTO entraine

que
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[IRCENTSIWAES SUWEER

J

%fA Tp(ax,w) Q(X,Ak,G) - fAﬂ(dx,eo) Q(x,Ak,g)”
J N

<7

inégalité qui reste vraie en particulier pour O <j)<iAg g

Soit U un voisinage quelconque de QO . Pour 8 € EU’,a cause de b)

et de ce qui précede,nous voyons qu'il existe un couple (Jo,ko)€ IxI

tel que,pour (,;36(520 et pour T;TO ’ | .
1 ‘ .
1 [NT(ijAk L) - f Tp(ax,e) lx, 4, ,0) ]
o] o A, 0
Jo
S max f‘ 7 (dx,6 )| Q(x,A ,6 ) - Q(x,A ,0) -
7 (3,K) € IxI Aj o) [ k’ o k J ]
Z %9,90 -y >0 .
Comme
. > fﬂr(dx o) AUx:Ay,0) =1 ,
(J,k)élxl :_] (x,g)
nous avons donc d'apreés a),
Q(X,Ak ,g)
[ riane) Coi®
A, Q(x,0)
Jdo
D'ou
J. ﬂ(dxo ) Qx, Ak y0) < sup Q(x,0) < My .
xeX

Jo
De ce fait,et d'aprds (2),nous pouvons écrire: quel que soit @ € &®
quel que soit coe'fﬁ% yil existe Tl(w,G) tel que T;>'I‘1 entratne que

T o(dx,o) Q(x,A ,0) M .
fA p(dX Ry < My

jO

Pour 0O ¢ CU yil résulte de ce qui précéde,de la définition de

?C%(Q,u» et de (3) que : quel que soit 6 € () ,quel cue soit u)é(;?b

,olu 6 # 9 .

’

14
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et quel que soitp > 0 assez petit,il existe un nombre positif
Tz(u&,G,'y) (c'est sup(T ,‘I‘ ) ) tel que T;T‘2 entraine que
2
)CT(Gw)> ()‘99']) > 0.
9

D'autre part,si on se reporte & (1) et (2), on voit que,quand T->00,
2 pP.S.
e ,.) 2250, |
Ce qui peut s'écrire: quel que soit © ¢ ® ,quel que soit we[;\.zo ’
et quel que soit “p > 0 assez petit,il existe T3(4¢-,7) tel aque
T>T entraine que

oy Xg(@gre) <—}L_ '

Ce résultat,associé a (4), donne : Pour 0 € (:U ,quel que soit n > 0

3

T

assez petit,quel que soit we [‘Qo ,il existe iiixxxxﬁi un nombre

s . ,
positif T4(1~,y,9) (c'est sup(T3,T2) ) tel que 'I';,T4 entraine que

e - etdonn] > F O % yf]
Nous pouvons prendre y = 1-3 Ag 9 et nous voyons alors que:
Quel que soit le voisinage U de 9 ,quel que soit © € (U y 11 existe
Qo c & avec Pr( [SZO) =71 ,tel que quel que soit wé(.Qo ,
il existe un nombre positif T5(9,a>) pour lequel T 2T, entraine que

5
i :7<.§<o,w> - o %5(90,@} >0 .

32/ Nous avons vu que,quel que soit wéﬂ et quel que soit T > O
12, o*¢, _ 2 .
L XRCq@,e) = oy X 2o 0] o

et que d'autre part,quel que soit W€ Qo y pour T;T‘5 y Si

QaTt(w) € [U , alors
X _
[XECQR@), @) = g XE(e 0> 0
Par conséquent,nous devons avoir O?(w) € U . Ce qui démontre 1la

convergence presque-siire de 9? vers Oo .
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DEUXIEME PARTTIE

C'est dans l'article [18] de LeCalvé et Theodorescu cue
la notion de systémes aléatoires généralisés & liasions complé-

tes a été introduite.

Sa définition est la suivante:

On appelle systeme aléatoire généralisé & liaisons comnlétes

_ S £t
une suite ((Wt,lﬁt),( 1%+1,a2%+1), m, P )té T '

(T aésignant soit N soit Z ), telle que pour tout te¢ T

a/ (wt,lé ) soit un espace mesurable ,

b/ (X

. i n
t41? t+1) soit un espace mesurable appelé "espace des

3

états" & l'instant t+1 ,

c/ b soit une probabilité de transition de 1l'espace mesurable

W

1& Q9EB dans 1l'espace mesurable (W t+l

(Wex Xy 10 t417
a/ tP soit une probabilité de transition de 1l'espace mesurable

/ 1 {
(W, U, ) dans 1'espace des états (~%£ X 1%+1) .

Lorsque,pour tout (w,x) ¢ W )<1%+1

sition t'T[[(w,x),.] est la probabilité de Dirac ©

yla probabilité de tran-

a, (uye) ()

dont la masse est concentrée au point uy (w,x) , (ol u, est une

application mesurable de (thfE 1@'69:Bt+1 dans

t+1’

t+1’1vk+l) ), on retrouve la notion de systémes aléatoires 3
liaisons complétes étudiée depuis longtemps par divers auteurs

roumains...

Comme déja indiqué dans l'introduction,notre contribution
porte sur l'ergodicité faible, sur l'ergodicité forte et sur

les liens qui les relient.
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L'étude du comportement asymptotique des systémes alédatoires
généralisés a4 liaisons complétes nécessite l'utilisation des

probabilités de transition tPg ,dont nous résumons ici la

définition:
On commence par définir la probabilité de transition tPh
h h ,
Lo . : % ’
3 A ;A r
de (kvt,1kt) dans (777£t+j R QQ'Bt+j ) par Ph@wAE P(w,A)
j=1 j=1 L;i h=1
-9
b [t J“ b b4l -
- +
et Ph(w,A) = ;J« P(w,dxt+1) x [ 1Xt+1 P(.,dxt+2)J(w) ceee
M+l Tt+2
b t+h~
LA A 4 ,J\’Z 1 J. (Xt+l yooy Xt+h_1) 1P( .y dxtﬁ-h)}(W).lA( xt+l,on ,Xtd_h)
~t+h
[siny1,
ou S
b
[tr(x X, ) +JP("B)J(W) -
t4+17 "0 N4
o | t+1 '
= J; )L[W’Xt+1)'dwt+l]\J; 7T[<Wt+1’xt+2)’dwt+2J """ |
t+1 t+2
t+j-1 t+j
"'J; "th+h—1’xt+j) t+3] Plwg, 5080
t+]
C
pour (xt+l""xt+3)€ f{ eeoX SEt+j , BE ‘gt+j+l
et wejwt .
. On définit ensuite la probabilité de transition tPn de

n+h-1 n+h-1 h

(wt,qéi) dans (;El- 9€t+j , jgg 35t+j ) par t%XMA) = tph(w,A)

sin=1,
et par tPn(w A) = p (w |—]3€ XA ) si n) 1
h*™’ h+n-1 ’ '=l' t+] ) ’

n+h-1
pour tout we W, et tout A€ gg 55t+j .

Signalons enfin la relation ,valable pour n)» 1:

(R) tPE(W,B) = J;f P (w,dx) Jﬂ 7 [(w,x),dw Jt+l n-l( 1+B)

que nous utiliserons dans les chapitres suivants.
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Afin de conserver l'aspect succint de 1l'exposé, nous évite-
rons 1l'examen de tous les cas particuliers. Les deux seuls car
auxquels nous ferons appel pour illustrer certains résultate

énoncés plus loin sont les suivants :

—— Les chalnes & liaisons_complétes (avec temps initial). Elles

correspondent a

T =N

t est l'application qui,a

(x ,...,xt)e Wt et & X .1 € }£t+l fait corresvpondre

Avec elles,pour tout t¢ T ,tout (Xo""’xt)é W, » tout

J
(Xt+l""’xt+j) € J:E g5t+k ,tout A €th+j et tout

n+h-1

Be R 93t+j ,

j=n

[trkx t+JP(.,A)](xO,...,xt) =

t+1""xt+j)

BN '
= JP[(XO""Xt’Xt+1’"’xt+j)’ A]

et

tpg[(xo, . "Xt)’B] =

4 ‘ . for e 2
™) (:EO,SSO) n'étant pas défini dans le cas général d'un sys-
teme aléatoire généralisé & liaisons complétes,nous posons

ici,par convention,

(:{O’ :BO) = (WO,U%) .
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L t+1
= { Pl(x ,..,x,),dx ]Jﬂ Pl(x ,.0,%x, ,),dx ceean
\:Et+l [ o] t t+1 3%+2 [ o) t+177" t+2]

t+n+h-2
....jﬂ I P[(xo,..

¥ ' Xt en+n-23 P ynino1 ] D)
~t+n+h-1 o

e T e

—

n-1 CCTPRIE NS ) B

(J2;3%+k);x3

-- Les chalnes de Markov (avec temps initial). Elles correspondent &

T = N
(W, W) = (%,,B,) (Y

t'T[(.,.) =5 ( )(.) ou u, est l'application qui,& x, € W
uy . t t t

et a Xt+l€ }:“_l fait correspondre Xt+1é %t+l .

Avec elles,pour tout te I , tout Xy € W

J tfé ‘n+h-1
tout (xt+l,..,xt+j)e£ xm( ,tout A ¢ bt ] et tout B¢ g%m
t t+]
r P(.,A)] (x.) =
[ EEERTTL I t
t+J 2
== P(X A) ( )

t+3’
et ‘

t.n
Ph(xt 9 B) =

1 ’ rd ' * .
(7) Comme le cas précédent,nous définissons

(Bor By) = i) .

t+1

(2) Cette dernieéere quantité P(Xt+j’A) est souvent connue

dans la théorie des chaines de Markov (non homogénes) sous

la notation Pt+j,t+j+1(xt+j’A) .
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t+n s
=J;€ Pt,t+n(xt’dxt+n)\J;£' P(Xt+n’dxt+n+l) e
t4n t+n+1
t+n+h-2 3
- f P(X4nen-2? X pinen-1? 18 Fpmr +» Xangno1) ()

Xten+n-1
En particulier,avec h =1 ,
bp(x,, B) = P (%, ,B)
tr - t’

suivant la notation indiquée en (2) de la page précédente.

(3) Notation courante pour les chalnes de Markov non homogénes:

- t J‘ t+1
t+1 t+2

t+n-2 t+n-1
\X{ P(Xt+n—2’dxt+n—l) P(Xt+n-1’dxt+n) ‘

t+n-1
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Chapitre IV

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
POUR L'ERGODICITE FAIBLE DE

SYSTEMES ALEATOIRES GENERALISES A TLIAISONS COMPLETES

Les conditions nécessaires et suffisantes exposées ci-
dessous contribuent & une meilleure compréhension de la notion
d'ergodicité faible. Nous nous intéressons,dans ce chavitre,
aux systémes aldatoires généralisés & liaisons complétes tels

que,quel que soit te T R X, =X et que la tribu /) B

ne soit pas réduite & la tribu chaotique {¢, 33}.

Lot

IV.1.DEFINITIONS.~- Soit 9% une sous-tribu de fr) I sy S0it
te T t+1

h un entier » O . Nous disons gu'un systéme aléatoire généra-

t t
), T, P)te'?[' est:

lisé & liaisons complétes ((Wt,qﬂh),(%5f3t+l

19/ faiblement ergodigue de puissance h, relativement & la

h
tribu BB ,si pour tout t€ T ,tout Be @B, tout w'e W

g et
tout w"¢ W,
lim [trﬁ(w',B) - tPE(W".B)] = 0 ,
n-—-»00

2¢/ faiblement et uniformément ergodique de puissance h, relati-

vement & la tribu P ,8i 1la limite

]
o

Lim  [*P2(w',B) - tP;‘(w",B)]
n->oo

a lieu uniformément en t, B, w' et w" ,

39/ faiblement ergodigue,relativement & la tribu B ,s'il est

faiblement ergodique de puissance h,relativement & la tribu B ,

%
quel que soit he N™,
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49/ faiblement et uniformément ergodique,relativement & la tribu

EB ,8'il est faiblement et uniformément ergodique de puissanceh

relativement & la tribu 55 yquel gue soit h eFﬂ* .

IV.2. Nous vérifions aisément que les propriétés suivantes sont vraies:
19/ N'importe quel systeme alédatoire généralisé & liaisons com-
t t . '

. . q‘ -
pletes ((wt’qbt)’(}:’05t+l)’ n,'P )tefm est faiblement ergo
dique,relativement % la tribu chaotique {QS,%,} .

C'est la raison pour laquelle nous avons supposé f\ 55t+1
teT
non réduite & la tribu -{¢,9€} ,faute de quoi,l'objet de ce cha-
pitre n'aura plus de sens.
22/ Si un systéme aléatoire généralisé a liaisons complétes
t t . .
((wt’mOt)’(}:’65t+l)’ T, P )tETI est faiblement ergodique de

puissance h,relativement & une tribu P ( P M Bl ),il
- teT

est aussi faiblement ergodique de puissance h,relativement a
une sous-tribu PH' de B. Ainsi,s'il est faiblement ergodique

de puissance h,relativement & la fois & une tribu 931 et & une

tribu 932 ( ﬂ%l C (1'§%+1 et 332 c N §%+1 ) ,alors

teT te€T
il est aussi faiblement ergodique de puissance h,relativement 2

1a tribu B NP, .
32/ Si un systéme aléatoire généralisé i liaisons complétes
((w ,QU%),(?E,th+1),tﬂ ,tP )tedm est faiblement ergodique

de puissance h relativement a une tribu 5% ( % C ﬂ 93t+1 ),
teT

il est faiblement ergodique de puissance h' relativement a 1la

méme tribu ﬂ% yquel que soit h'e N* tel que h'gll.
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IV.3.PROCPOSITICON.~ Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

systéme aldatoire généralisé &4 liaisons complétes

t t . . .
((Wt,%di),(BC,th+l), m,P )tefE soit faiblement ergodique

de puissance h relativement & une sous-tribu non chaotigue j%

de fﬁ)th . &st que,pour tout t€ L ,il existe une suite de
teT °F

h .
probabilités (tVE ne Nt définies sur & J, telles que pour

h
tout we W, et tout BE®RB »
lim [tPn(w,B) - tvn(B)] = 0 *)
h h
n - 0o
Démonstration.

Condition nécessaire: Supposons que le systéeme aléatoire géné-
ralisé a4 liaisons completes soit faiblement ergodique. Pour cha-
que t fixée¢ T ,considérons une probabilité vt sur QA}t ,et
posons ,pour B € é 55 y | ‘

t.n t.n
y, (B) = Y, (aw,) P, (w,,B) .
h f;t (R} h'"1

Nous avons ainsi construit une suite de probabilités (tvﬁ) sur

h
RB. Ppour tout te T, tout wEW, et tout B ¢ ég;, , nous

avong.
lim FPE(W,B) - tyE(B)] =
n—->00
= lim Ern(w,B) - v (aw.) *p%(w.,B)
h gldwy) Py lwy
n<300 Wt

(®) A chaque étape n, nous avons un tvﬁ(B) différent,qui
peut "osciller" avec tPﬁ(w,B) . Donc,l'indépendance de
t . . .
yE(B) vis-a-vis de w et l'existence de la limite
lim tPg(w,B) (que nous ne supposons pas ici) ne sont

n->00
pas liées.
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]

lim Jﬂ

t t
[PE(W,B) - Pg(wl,B)J Y, (aw, )
n->0m Wt

it

. t.n t.n
j\ lim [ Ph(w,B) - Ph(wl’B)J Vt(dwl)
th+m

(d'aprés le théoréme de Fatou-Lebesgue)
= 0
(d'aprés 1l'hypothése d'ergodicité faible).
Condition suffisante: Supposons que,pour tout t€ T ,il existe
une suite de probabilités &
h

et tout BEXD

lim [tPg(w,B) - tvﬁ(B)] -0 .

n-> 0o

h

Pour tout BE X P, tout wEW,  (resp.tout w'e W

n
Vh)ne.Fi*telle gue pour tout weW,

i ) et tout € >0,
il existe nl(E,B,w)éiﬁﬂ* (resp.nz(é,B,w')é N* ) tel que

S
n>n, (resp. n>n2) entraine que : ﬁ?)

<+

t.n t.,n
P (w,B) - V] (B)

ton, , t.n £
(resp., Ph(w »B) - vy (B) l‘< = ).
Par conséquent, n >-max(n1,n2) entraine que

l tPﬁ(w,B) - tPE(w',B) \ <E.

IV.4.PROPOSITION.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

systéme aléatoire généralisé & liaisons complétes

t t . . .
((wt,wt),(}l,.‘l?)t_’_l), T, P_)te‘][’ soit faiblement ergodique
de puissance h, relativement & une sous-tribu non chaotigue

B de tf1r§8t+l est que,pour tout te T , tout we LA
€

. . s t P
il existe une probabilité Vw définie sur ’h}t ytelle gue

h
pour tout BE® P , tout w'e W, ,tout w"¢ LA
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r

+ | [Py e - bY@ | *B e, B)

t tn t n
+ Vw"(dwl) Ph(wl,B) - Ph(w",B) ,

uwt

nous avons

. t t t.n
lim j [ Vw,(dwl) - vw"(dwl)] Ph(wl,B) =
n->w %

lim [tPE(W',B) - tPE(W",B)]

n— o
. t.n t t
- lim [ P, (w',B) - j Vo (dwy) Pg(wl,B)]
n- o wt
. t t,n ton, ,
“vim [ ty(aw) BRPGw,B) - Ph(w',B)J
n- 0o Wt
= 0

d'aprés l'ergodicité faible de puissance h,relativement & 1a
tribu B ,et d'aprés (i) démontrée ci-dessus. Ce qui montre que

la propriété (ii) est vraie.

h
Condition suffisante: Pour tout t€ T , tout r1€F#* ytout B € 6935,

tout w'¢ wt et tout w"e'wt ,nous avons
*eP(w',B) - *l(w",B) =

= tPg(w',B) - J; tyw,(dwl) tPg(wl,B)

t
R
t t t.n
+ ] [Pytaw) = by uau) ] PR, B)
L
[t t.n tn
+ Vw"(dwl) »Ph(wl,B) - Ph(w",B) .
v wt
Or, d'apres (i),
lim [tPn(w',B) —\[ tv (dw, ) tpn( B) = 0
n- oo h W, w! 1 n'¥y’ ] =

et




1
o]

. % t.n t.n
lim [g Vo (dw;) “Pp(w ,B) - Ph(W",B)]
n-—oo Wt

Et,d'aprés (ii) ,

]
(@]

lim J [tvw,(dwl) - tvw.,(dwl)] tPﬁ(wl,B)
n->00 wt

Ce qui montre que
lim [*22(w',B) - tPn(w",B)] - o0 ,
h h
n—- o
c'est & dire que le systeme aléatoire généralisé a liaisons com-

pletes est faiblement ergodique de puissance h relativement &

la tribu 93 .

Le résultat suivant,vrai dans le cas ou,de plus,(wt,mﬁt)
est indépendant de t,est un corollaire de la proposition IV.4

précédente:

IV.5.PROPOSITION.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

systeme aléatoire généralisé & liaisons complétes

((w, W), (X, ‘%t+l)’tn ,tP )téT soit faiblement ergodigue de

puissance h ,relativement & une sous-tribu non chaotigue B de

ﬂ'][‘ 93t+1 est qu'il existe xoe$ tel gque,pour tout te T ,
te
tout BE @B, tout w'e W et tout w'e W ,

@) 1a (*Rhe,m - [T B T ) = o,
n->00 o]

(i) lim ([trx 2(.,B) ] (wn) - [*F PRR(.,B)] (w")) = 0.
o]

n-> 00 o)

Démonstration.

Puisque
t t
[ [;o %?(.,B)J(w) = fwtﬂlkw,xo),dwll tPg(wl,B) y

il suffit d'appliquer la proposition IV.4 & tVw(.)= tﬂlkw,gy,.]
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pour obtenir le résultat énoncé.

. t ot
IV.6.PROPOSITION.~ Soit ((W., W), (X, B, ), w ,°p Vbe T U

systeme aléatoire généralisé & liaisons complétes, et soit ﬁa

une sous-tribu non chaotigue de la tribu [AW B

“F . Les trois
te T t+1 IR

énoncés suivants sont équivalents:

(i) Le systéme aldatoire généralisé & liaisons complétes est

faiblement ergodique de puissance h,relativement & 95 .

h
(ii) Pour tout teé'T et tout B € ®P ,chague fois gu'une

guite croissante d'indices entiers positifs (nj)jefﬁ* est

telle que,quand j—>oo,

n.
f b1t [(w, x) ydwy | t“LlPh:J (wy,B)

wt+1

converge pour un couple (w,x)€ W, x X ,alors cette méme suite

t
d'indices (n.). ¥ est telle gue,pour tout couple (w',x')eW ~%X
— j’ieN t

f t’n l’(w‘yx')rdwl] t+1sz(W19B)

wt+1

converge aussi,et la limite est indépendante de (w',x').

h
(iii) Pour tout t€ T ,tout B €®33, tout (w,x)ewtxx

et _tout (w',x') € W, % x ,

. t 1
lim ‘5 1(Ung),dwl] b+ Pﬁ(wl,B)
n=>00 ) W

1
o

- §g; tnl}w',x'),dwl] t+lPﬁ(wl,B) ]
t+l

Démonstration.

h
(i) = (ii) |t Pour tout téfE‘ et tout B € éagg,soit une

suite croissante d'indices entiers positifs (nj)jer* telle que
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guand j—-o00,

f tyr[(w x) ,dw; | t"1pn~7(w B)
y y X7 0N h Y1
t+1

converge pour un couple (w,x) € wt,( 6 . Une telle suite

(nj)jeN* existe ( car les nombres

t t+1.n

t+1

sont des éléments de 1l'intervalle compact [O,l] ) et dévend

W

de t et de B ; 1'énoncé (ii) indique qu'elle ne dépend pas de
(wyx),et qu'il en est de méme de
lim JN tﬂ[Rw,x),dwll t+lPZJ(WI,B) .
J—> wt+l
En effet:
Par hypothese,le systéme aléatoire généralisé & liaisons
complétes est faiblement ergodique de puissance h,relativement
a4 la tribu 95 .La condition nécessaire de la proposition IV.3
permet d'affirmer que,pour tout te¢ T ,il existe une suite de
probabilités (tVE)néfS% définies sur la tribu ééjB ,tglle que

h
pour tout w"€ W, et B €QP,

lim [t+1Pn(w",B) - t+l>>n(]3)] = 0.
h h
n->w

Donc,pour la suite (nj)jer* en particulier,nous avons aussi

n. n.
lim [t+lPhJ(w",B) - t+lvhi‘(B)] - 0.
n->» 00

Par conséquent, pour le couple (w,x)éfwtx‘}: ,nNOUsS avons

n. n,.
bq [w, %) ,dw; | Lim [t"lp J(w,B) - ¥ly J(13)] =
1 1 h" 'Y h
Wil J—>00

n. n.
= lim j T (v, x),au; | ¥t I (w,B) - **Ly I(B)
J—> wt+1




t t+1. "5
lim Tl[(w,x),dwl} PhJ(wi,B) :
g mﬁl t t 1n. {
-f T ((w,x),dw, | ** VhJ(B)j
W
t+1
e

Or,pour le couple (w,x) , la limite

t 7% B
lim J‘ ﬁ[(w,x),dwl] PhJ(wl,B)
j—=> wt+l

existe. Nous avons donc

n.
lim J‘ tﬂ(Kw,x),dwl] t+lPhJ(wl, B )
Jj—o00 wt+l

o S
lim f o [(w,x) ydwy ] t‘“lvhJ (B)
g wt+1

n.
= lim t+1VhJ(B) 3
i t4d g
Ce qui prouve que lim VhJ(B) existe .
j=> o0
Avec cette m@me suite d'indices (nj)jéFd* ,quel que soit

(w',x') €W, x ¥ ,nous avons encore

n. n.
JN tﬁ (wﬁf),dwl] lim [t+lPh3(g?B) - t+lﬂhJ(B)] el L
wt+l j—>00

c'est a4 dire,comme précédemment,

t O IS st
lim .f 'n[(w',x'),dwlj PhJ(wl,B)
")

Jj—roo
t+1 .
o t‘H[(w,x),dwl] t+lvhJ(B) J = B,
wt+l
c'est & dire
0. . \
lim y t‘r([(w',x'),dwl] t+lphJ(wl,B) & t*‘lphJ(B) Tim8
j—>oo\YW o

t+1

n.
Comme la limite 1lim t+ly J(B) existe, nous avons donc
promee

n. .
lim j~ tn!}w',x'),dwl] t"'lll’h‘](wl,B) = lim t+1)/hJ(B) <
J=>00 Wi —
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indépendante de (w',x').Ce qui montre que (i) = (ii).

(ii) = (iii)| : Supposons que,pour tout t e T et tout

h
B¢ 6@95, chaque fois qu'une suite d'indices entiers positifs

(n'j JEN¥ est telle que,quand j—oo,
n,
t+1
t’ft[(w,x),dw ] P J(W,B)

W 1 h

t+1
converge pour un couple (w,x)¢€ wtx'ff, yalors avec cette méme
suite d'indices (nj)jeth* ,pour tout couple (w',x')é-wtx *x

t r o t+1 nj
T[(w',x de] P “(w,,B)
Wt+1 1 h 1

converge aussSi,et la limite est indépendante de (w',x').

Pour une telle suite (nj)jehi* ,

n.
lim 5\ tm (w,x),dwl] t+1PhJ(wl,B) =
J >0 wt+l

. t Voo t+1_"5
= lim ﬂ[(w ) X ),dwlj Ph (wl,B) .
j»00 VYW
J t+1
Considérons maintenant la suite
t'T[]:(w,x),dw ] t+lPn(w ,B) - tTthuxﬁ,dw ]bHPn(ng)
W 1 h''1 W 1 h éFﬂ*
£+1 t+1 "

qui est une suite de nombres de l'intervalle compact [—1,+l] .

Nous pouvons donc en extraire une sous-suite convergente

/
KS; tT[[(w,x),dwl]t+lelfwl,B) - jﬂ

t’)t [(w',x' ),dwl ] t+lP?,liwl,B) .
t+1 Wil ke N*

Mais de la suite
n
j\ tTL[('w,x),dw ] t+lp k(w yB)
1 h 1 *
Wer1 k€N

qui est une suite de nombres de 1'intervalle compact [O,l] ,
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lim tn[(w,x),dw 1 t+an(w ,B)
1 h*"1
n-3 0o W£+l

-

W

i
O

t t
’R:[(W',X'),dwl] +1PE(W1,B) )
t+1

c'est & dire (iii).

(iii) — (i)] : En intégrant les 2 memgbres de 1'dgalité

de (iii) par rapport a tP(w,dx) ,OUS avons

j tP(w,dx) lim { 'W[(w X), dw, 1 b+l P2 (w.,B)
qa W

t Py ¥

- f fn‘[(wl,xi d l]t+l n ,B) - 0 ,
W
t+1

c'est 4 dire encore

lim .f tP(w,dx) J‘ t'1'[[(w,x),dw ] t+1Pn(w s B)
n-> oo % wt+l 1 bl
-j b lCwt,xt), auwy TP 1,B)> 0,
W
t+1

c'est § dire,d'aprés la relation (R) citée & la page 42 |, (*)
lim <tpg+l(w,13) - f tﬂr[(w',x'),dwl] "lptw,B) | = 0.

h
n—->mw wt+1
Puis,en intégrant cette fois-ci par rapport a tP(w',dx'),nous

obtenons:

S\tP(w',dx') lim [}Pﬁ+l(w,B) -J\ t]{UwLxQ,dw ]t+1 n(wl,B)]
% n->oo Wt+1

=0 |,
c'est a4 dire

. t.n+l t ' t+1l.n
3-11;100 Jﬁﬁ P(w',dx') [ P, (w,B) -th+17T{(w,x'),dwl] Ph(wl,B)]

* ’
() tPE \W,B) =J. tP(w,dx)J t'n [(W’x)ydwllt*.lpg-l(w »yB)
x W .
t+1
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~

c'est & dire,toujours d'aprés la relation (R) citée & la page 4i,

n->00

Le systeme aléatoire généralisé & liaisons complétes est donc

faiblement ergodique de puissance h relativement & la tribu QS .

IV.7.~ Jusqu'a présent,les résultats énoncés ne concernent que
l'ergodicité faible de puissance h relativement 4 une sous-tribu

non chaotique 95 de la tribu (r\ 93

toires généralisés &4 liaisons completes
Ly o t ot
(g, W) (B, By )" "R )y o -

Il est clair,cependant,que les propositions IV.3,IV.4,1V.5,

des systémes aléa-

et IV.6 restent valables lorsque nous substituons & l'expression
"faiblement ergodique de puissance h ",l'expression "faiblement
ergodique",a la condition de préciser que ces énoncés sont

vrais,quel que s8oit h¢€ N*,

De mé&me,nous avons des résultaté analogues concernant
l'ergodicité faible et uniforme de puissance h (resp. l'ergodi-
cité faible et uniforme): les énoncés précédents restent vala-
bles lorsque nous substituons a l'expression "faiblement ergo-
dique de puissance h ",l'expression "faiblement et uniformément
ergodique de puissance h " (resp. l'expresion "faiblement et
uniformément ergodique") & la condition de substituer & 1'ex-

pression "pour tout..., lim ...." ,l'expression " lim .....,
n- o n-»o

uniformément en .... " (resp. "lim ...,uniformément en ..." 3
n-> o
la condition de préciser que les énoncés sont vrais quel que

soit h € N* ).
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IV.8.- Dans le cas particulier des chalnes & lidsons complétes (avec
temps initial),l'énoncé (iii) de IV.6 devient:
h
" Pour tout t€ L ,tout B€X®P ,tout (XreerXy,X) € WoxE

et tout (xé,...,x%,x') ewtx:}Z ,

. t+1.n
lim (’ Ph@xo,..,xt,x), B]

n-—-»0oo
- t+lP§11 L‘(XC'),...,X%,X'), BJ> = O '.'

C'est exactement la définition IV.1 de 1l'ergodicité faitle
de puissance h relativement & la tribu 58 y €xprimée pour

ces chatnes.

IV.9.- Dans le cas particulier des chffnes de Markov (avec temps
initial),la condition nécessaire et suffisante exprimde dans
la proposition IV.5 devient:

" .... 1l existe xoe 3€, tel que,pour fout‘te T , tout
B € él)f)’a ,tout x'e £,

lim [;tPE(x',B) -tpﬂ(xo,B)] = 0
n->00

Elle est évidemmment équivalente & la définition IV.1,qui

s'énonce:

h
" pour tout t¢ T , tout BEXRP , tout x'¢ X et
tout x"¢€ 95,,
lim [tPE(x',B) - tPE(x",B)] = 0

n-roo




Chapitre V

RELATIONS ENTRE
L' ERGODICITE FORTE ET L' ERGODICITE FAIBLE

DE SYSTEMES ALEATOIRES GENERALISES A LIAISONS COMPLETES

Dans ce chapite,apres avoir donné des définitionséquivalentes
de 1l'ergodicité forte,nous examinerons les liens reliant 1'er-
godicité forte et 1l'ergodicité faible de systémes aléatoires

généralisés a4 liaisons completes non homogénes.

V.1.DEFINITIONS.- Un systeme aléatoire généralisé & liaisons complé-

t .
tes  ((Wy, W), (%, By,1), ™0 ,"P ) .y est dit fortement

ergodigue _de puissance h ,relativement & une sous-tribu non

chaotique 9 de la tribu t@f[‘%t"'l si pour tout te T ,

h
tout BE QP et tout WEW,

t.n
14 P ( ,B) = (B) ’
n_t’go v Pn

h
ou p, est ibne probabilité sur ®% ,indépendante de t et de w.

Le systeme aléatoire généralisé 3 liaisons complétes est

dit fortement ergodigue relativement & la tribu P s'il est

fortement ergodigue de puissance h relativement 3 P ,quel gque

soit he N* .

Cette définition n'est,en fait, pas trés "économigue" ,
‘ de pp vis-a-vis
car la non-dépendance/de t est une conséquence de 1l'existence

n

de la limite 1lim tPh(w,B) et de la non-dépendance de w de

n—>00
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cette limite. Aussi, nous parait-il intéressant et utile d'é-

noncer la définition équivalente suivante:

V.2.PROPOSITION.~- Un systeme aléatoire généralisé & liaisons complétes

¢ t t
((wt,’w‘t),(%, jst+l)’ T, P )té'I['

de puissance h relativement & une sous-tribu non chaotique55de

est fortement ergodigue

la tribu () EBt 1 si_et seulement si pour tout t¢& I ’
te T~ *F

tout BERP et tout we W

n

lim tPh

n->o0o

(w,B) = “p (B)

h
ou ﬁfh est une probabilité sur (P ,indépendante de w.

Démonstration.

La condition suffisante, seule est & démontrer. Pour cela,
supposons que le systéme aléatoire généralisé & liaisons com-
. t_ ot )
plétes ((Wt,Qﬁ%),(EE,95t+l), T, P )teﬂf soit tel que,pour
h
tout t€ T ,tout B P ,et tout VEW,

lim tPE(W,B) = tPh(B)

n->o

h
ou EPh est une probabilité sur 6953 indépendante de w seul.

Nous utilisons la relation (R) déja citée page 42 :

tPﬁ(w,B) = f tP(w,dx) JA ﬁn[(w,x),dxl]t+lPE(wl,B)
X Wis1

pour avoir

t+1)oh(B) =f *p (w,ax) f tTr[(w,X),dlwl] t+lp (B)

h
X w£+l
=‘f tP(w,dx) J~ tT([(w,x),dwl] lim t+ng(wl,B)
X Va1 N> 00
t .
=‘[ P(w,dx) 1lim \[\ tn[(w,x),dwl] t+1Pn(w ,B)
£ n»>o YW h™"1

t+1

(d'aprés le théoréme de Fatou-Lebeseue)




n->o

bp (w, dx) \f (v, %) ,aw, ] ¥Rl (v, B)
W

t+1

(encore d'aprés le théoréme de Fatou-Lebesrue)

lim tPE(w,B)

= tph(B) .

Ainsi, ?Ph =

t

+1Ph ,quel que soit te T .

Ce qui montre que ZOh est indépendante de t € T .
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Une autre définition équivalente s'avere également intéres-

sante.Elle s'énonce comme suit:

V.3.PROPOSITION.- Un systéme aléatoire généralisé & liaisons complétes

t t .
((Wt,qdi),(3€,58t+l),‘n sy P )teTE est fortement ergodigue de

puissance h ,relativement 3 une sous-tribu non chaotique B de

la tribu f\ SBt 1 si et smulement si,pour tout te T
texr T

h
et tout Be QP , la suite

(],

bt [(w, %) ,dwl]t+iPﬁ(wl,B) )
t+1

ne N*

est convergente et sa limite est indépendante de (w,x).

Démonstration.

Condition nécessaire: D'aprés V.1l et le théoréme de Fatou-Lebes-

gue,pour tout t€T ,tout wéwt et tout x¢ xt+1 ’

lim ‘Y
n->0 YW

t+1

t+l
f tn[(w,x),dw]_] lim Py (w,,B)

t

ﬂ[(w,x),dwljmpﬁ(wl,s) -

t+1 n->00

t+1

fw tJr[(w,X),dwl]t‘]ioh(B) = pu(®) .

t+1

Condition suffisante: Pour tout t€ T ,tout we W, ,tout xe X




V.4.-
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h
et tout B € ®%P ,par hypothese,

lim f E [(w,x),dwl]“lpﬁ(wl,B) = t+lf’h(B) .
n-»00 wt+l

Le théoréme Vitali-Hahn-Saks (cf.par exemple[19]) montre que

h
t+1f)h est une probabilité sur (@ J . Donc,

lim ftP(w,dx) f t”)t[(w,x),dwl] t+ng(wl,B)
n—o00 }: Wt+1

existe aussi,et on a

lin 'Pl(w,B) =

n-—-> 00
= lim J‘ tP(w,dx) J~ tTrBw,x),dwl] t+lP2°l(wl,B)‘
n-»>o00 "y wt+l
=f tP(w,dx) lim f tTt[(w,x),dwl:[t"'ng-l(wl,B)
x n=>00 W g
= j‘ tP(w,dx) t+1_Ph(B)
x
t+1
£41 b
on F Pn est une probabilité sur QQSB ,indépendante de w.

Le systéme aléatoire généralisé & liaisons complétes est donc
fortement ergodique de puissance h relativement & la tritu

53 ,d'apres V.2.

I1 est clair que l'ergodicité forte de puissance h relative-

ment & une sous-tribu non chaotique % de la tribu [ ) 93t+1
te T

d'un sytéme aléatoire généralisé 4 liaisons complétes non-homo-

gene ((wt’wt)’(%'£t+l)’tﬂ ,tP )t€T impligue 1l'ergodicité

faible de méme puissance,relativement 3 la méme tribu B ,de
ce sytéme aléatoire généralisé a4 liaisons complétes,alors que

la réciproque n'est pas vraie.
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Le résultat suivant permet de préciser 1l'hypothése qui

fait défaut & un systéeme aléatoire généralisé & liaisons

complétes faiblement ergodique de puissance h relativement 3
une sous-tribu non chaotique,pour &tre fortement ergodique de

méme puissance relativement & la m&me tribu:

V.5.PROPOSITION.- Une condition nécessaire et suffisante pour

by

gu'un systéme aléatoire généralisé & liaisons complétes

((Wt,wt),(}:, %t+1)'t,’[ ,tP )tET soit fortement ergodique

de puissance h ,gelativement & une sous-tribu non chaotigue

P de 1a tribu ﬂTgs,Hl ,est que:
t€

(i) il soit faiblement ergodigue de méme puissance,relative-

ment & la méme tribu ﬂ%,

| h
(ii) pour tout t¢ T ,tout we W, ,tout x¢ £ et tout Be @D, |

la suite

5 t+1.n
m[(w,x),d P, (w,,B)
<JWt+l [w b Wl] b\ Yy >n€N*

soit convergente.

Démonstration.

Condition nécessaire: la condition nécessaire découle de V.4
(qui implique (i) ) et des propositions IV.6 et V.3 (qui
impliquent (ii) ).

Condition suffisante: l'unique (d'aprés 1'hypothése (ii))

valeur d'adhérence de la suite

t t+1_n .
j- T (w,x),dw ¥ (W ’B) )
(w‘b+l [ l] ey HGN*

est indépendante de (w,x) (d'aprés la proposition IV.6.(ii) et

par 1l'intermédiaire de (i) ).Donc,le systéme aldatoire généra-
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V.7.-

lisé a4 liaisons complétes est fortement ergodique de puissance

h relativement & la tribu 95 ,d'aprés la proposition V.3,

La remarque faite en IV.7 sur l'ergodicité faible est encore

vraie pour l'ergodicité forte.

Les propositions V.2,V.3,V.4 et V.5 restent valables lorsque

\

nous substituons a l'expression "fortement ergodique de puis-
sance h ",l'expression "fortement ergodique" en précisant que

r'd rd 3 . *
ces énoncés sont vrais,quel que soit he N™,

Nous avons donné dans V.1l la définition de l'ergodicité forte
de puissance h (resp.l'ergodicité forte).

Nous disons qu'un systéme aléatoire généralisé & liaisons
complétes ((Wt,wt),(x,%“l),tﬂ,tP )té’]E est fortement et

uniformément ergodique de puissance h relativement & une sous-

tribu non chaotique :55 de (w ﬂ% si
+1
teT
lim tPg(w,la) = p, (B)
n->o

h
uniformément en t,B,w j;olu P est une probabilité sur Q@ﬂ%

indépendante de t et de w.
Nous disons qu'il est fortement et uniformément ergodique
s'il est fortement et uniformément ergodique de puissance h .

quel que soit heN™,

Et nous remarquons que,dans le cas homogéne,c'est & dire
t

celui ou (W£,10%),(}1,93t+1) RS 2. sont tous indépendants

de t, nous pouvons dire que: "le systéme aléatoire généralisé
a4 liaisons complétes est fortement et uniformément ergodique
si et saulement si <X(PE) —> 1 quand n->o00"

M(Pn) désigne le coefficient ergodique de la probabilité
h

de transition PE :
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cx(Pﬁ) = 1 = (w?:?)evz } PE(W,B) - Pﬁ(w',B)]

h
BEQRRP
car (dans le cas homogeéne),l'ergodicité forte et uniforme est
équivalente & l'ergodicité faible et uniforme (voir [18], et

dans ce cas particulier des chaines de Markov,voir[12]).

V.8.- Signalons pour terminer que l'on peut faire pour l'ergodicité
forte des systémes aléatoires généralisés a liaisons complates,
des remarques analogues & celles énoncées en IV.2 pour 1l'ergodi-

cité faible.
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