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INTRODUCTION

Cette thése constitue d'une part le développement de certains résul-
tats publiés 3 ¢e jour sous forme de notes aux Comptes—Rendus [8], [9], [10],

[11], [12] et généralise d'autre part 1l'article [7].

La notion de famille de décomposition, introduite au troisiéme
chapitre, est la notion centrale de cet ouvrage, les cinquifme, sixiéme,
septiéme chapitres en constituant des applications en GEométrie et en

Topologie.

Le premier chapitre est consacré au rappel de notions connues et

‘& 1l'introduction de la notion nouvelle de cone d'infinitude.

Dans le deuxiéme chapitre, nous généralisons les propriétés trouvées
dans [7] ; la notion de cdne d'infinitude permet, en outre, de formuler les

résultats de cet article de fagon plus harmonieuse.

Dans les troisidme et quatridme chapitres, nous introduisons et
#tudions la théorie des familles de décomposition qui conduit & un procéadé
de construction de couples de convexes (méme linéairement bornés) de somme
égale & 1'espace vectoriel tout entier. Une famille importante de tels couples

est caractérisée au quatriéme chapitre.

Au cinquidme chapitre, nous caractérisons les convexes ubiquitaires
en tant que sur-ensembles de convexes ubiquitalres particuliers que nous
qualifions de basiques ou d'élémentaires. Les convexes ubiquitaires ont &té
mis en évidence par Klee dans [20] et ont connu, depﬁis, un grand développe-
ment en Analyse Convexe et des applications dans d'autres domaines (en parti-

culier en "utility theory").




Le sixiéme chapitre est consacré a 1'étude du phénoméne de densité
dans les espaces vectoriels semi-normés de dimension infinie. Nous y &tudions
la décomposition d'un espace vectoriel semi-normé de dimension infinie en
somme de convexes denses (en particulier en somme directe de variétés denses)
et nous donnons un théoréme relatif & la partition en cdnes convexes denses ;
ces résultats s'intégrent dans la lignée de travaux classiques (voir, par

exemple, [18] et [19]).

Le but du septiéme chapitre est d'étudier la borne inférieure de
deux topologies d'espace semi-normé. En particulier, nous analysons de facgon
générale le fait que deux topologies d'espace normé peuvent avoir une borne

inférieure qui soit une topologie non séparée.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET NOTION DE CONE D'INFINITUDE

Ce chapitre est consacré & un rappel de notions souvent &lémentaires
et connues.

En outre, nous introduisons, dans ce chapitre, la notion de cdne
d'infinitude qui semble ne pas avoir été explicitée dans les ouvrages classi-
ques. Nous en dégégeons des propriétés de base qui serviront ultérieurement,

notamment au deuxieéme chapitre.

1.1.- RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS ET NOTATIONS.-

Soient A et B deux ensembles tels que B €A ; le complémentaire

de B dans A sera noté [ B ou encore A " B.
A

Dans toute la suite de 1l'ouvrage, les espaces vectoriels considérés
sont réels et toutes les bases envisagées sont des bases algébriques.

Dans le paragraphe 1.1, nous désignons par E un espace vectoriel.

1.1.1.- Notions de segment et de demi-drodite

- Soient a et b deux points de E ; nous appelons segment (ou segment

fermé) d'extrémités a et b et notons [a,b] 1'ensemble

{ra + (1=-)b | » e [0,1]}.

- Si a# b, nous appelons segment ouvert (ou intervalle ouvert) d'extrémités

a et b et notons ]a,b[ l'ensemble

{aa+ (1-0)b | A e Jo,1[3.




S

- 8i a# b, nous appelons segment semi-ouvert & gauche (ou intervalle semi-

ouvert & gauche) d'extrémités a et b et notons Ja,b] 1'ensemble
{xa + (1-0)b | A e [0,1[}.

- Soient a un point de E et t un vecteur non nul de E, on appelle
demi-droite ouverte (resp. : fermée) de sommet a (ou d'origine a) et de
direction t 1'ensemble des points de la forme a+it avec A > O

(resp. : A 2 0).

1.1.2.- Notions d'ensembles convexe, 8toile, symetrique

A étant un sous—ensemble de E et a un point de E,
- A est convexe si, pour tout x € A et pour tout y e A, Dgy] CA
(1'ensemble vide (noté @) est convexe).
- A est étoilé par rapport & a si, pour tout x e A, [a,x] C A (lorsque
a est 1'origine, on dira simplement que A est &toilé).
- A est symétrique par rapport & a si, pour tout x e A, 2a - x € A

(lorsque a est l'origine, on dira simplement que A est symétrique).

1.1.3.- Fermetures spatiale et Lindaire. Dimension

A étant un sous—-ensemble de E,
- nous appelons fermeture spatiale de A (supposé non vide), notée S[A],
1'intersection de tous les sous—espaces vectoriels contenant A, c'est-a-dire
le plus petit sous—espace vectoriel contenant A, c'est-a-dire encore le
sous—espace vectoriel engehdré par A.
SDQ est l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de points de A.
- nous appelons fermeture linéaire de A, notée L[AJ, 1'intersection de toutes
les variétéds lindaires contenant A, c'est-d-dire la plus petite variété
linéaire contenant A, c'est-d-dire encore la variété linéaire engendrée

par A.




A étant non vide, L[A:l est identique & 1'ensemble des combinaisons linéaires

Z )‘i X5 ol X, € A, >‘i = 0 sauf pour un nombre fini d'indices 1 et
i

LA, =1,

L 7

1

~ A étant non vide, nous appelons dimension de A, notée dim A, la dimension

de L[A], c'est-3-dire la dimension du sous-espace vectoriel paralldle & L{A].

1.1.4.- Somme d'ensembles et enveloppe convexe

- Soient n parties A1’A2""’An de E ; nous appelons somme de ces

e~

n
n parties et notons 2 Ai l'ensemble des sommes a; ol, pour tout i,
i=1

i=1
a, € Ai'
- Soient (Ai>ieI une famille non vide de parties de E contenant toutes
l'origine O, nous appelons somme des Ai et notons z Ai 1l'ensemble des
. iel
sommes z a; oli, pour tout 1 ¢ I, a; € Ai et a; = 0 sauf pour un nombre

1el
fini d'indices 1.

- Nous appelons enveloppe convexe (resp. : convexe symétrique) d'une partie
A de E et notons C[A] (resp. : CS[A]) 1l'intersection de tous les ensem—
bles convexes (resp. : cohvexes symétriques) contenant A, c'est-a-dire le
plus petit ensemble convexe (resp. : convexe symétrique) contenant A.

- On a les propriétés suivantes (voir par exemple [3:]) : (Ai)iel étant une

famille non vide de parties convexes non vides de E, C[Uy Ai] est identi-

iel
que & l'ensemble des combinaisons linéaires convexes ) A; ag o, pour tout
iel
iel, a; eh;, Ay 30, A, =0 sauf pour un nombre fini d'indices, et
LA =1,
iel

En particulier A &tant une partie non vide de E, €[A] est identique &
1l'ensenble des combinaisons linéaires convexes des points de A.
A étant une partie non vide de E, CS[A] est identique & l'ensemble des

combinaisons linéaires Z )\i a; od, pour tout 1 ¢ I, a; € A, )‘i = 0 sauf
i




pour un nombre fini d'indices, et Z-lkil < 1. cs[a] = cfav (-8)].
¢ :

Proposition 1.1.-
Solent n parnties A1’A2""’An de L'espace vectoriel E
1) S T désignent n nombres réels > 0 tels que

n
Z'Ai=1,pna:

z

n .
A, A ccfua ],
1 1=1

2) S4 tous Les A, sont convexes et contiennent '!,'ou’gme, on a:

n n
cflualc ]a,.
i=1 i=1

Démonstration

Elle est triviale.

1.1.5.- Ensemble Lindairement borne

- Une partie A de E est dite linéairementbornée si son intersection avec
toute droite est bornde (cette droite étant munie de la topologie naturelle).
- Ainsi un convexe est linéairement borné si et seulement s'il ne contient
aucune demi-droite.

- Signalons que dans R (muni de la topologie naturelle), il y a équivalence
pour un convexe fermé entre le fait d'étre borné et le fait d'€tre linéaire-
ment borné (voir [25], théordmes 8.3 et 8.L4) . Cette propriété avait été
remarquée, pour un convexe fermé de R3, par Stoker [26]. Nous verrons au

chapitre 2 que l1l'hypothése de fermeture n'est pas nécessaire.

1.1.6.- Point interme. Point interne relatif

- Un point x est point interne (resp. : interne relatif) d'une partie A
d¢ E si, pour toute droite D passant par x (resp. : passant par x
et contenue dans LEA]), DNA contient un segment ouvert auqﬁel appar-

tient x.




- L'ensemble des points internes (resp. : internes relatifs) de A est
appelé internat (resp. : internat relatif) de A et noté i[a]

(resp. : irDﬂ). W

- 81 O est point interne de A, A est dit absorbant.

- Rappelons maintenant quelques propriétés

Proposition 1.2.-
Soit A une partie de L'espace vectoriel E.

1) i[a] € ir[A] C A.

2) 84 A est convexe, i[A] et ir[A] Le sont aussd.

3) AL E st un espace vectoriel topologique et 5L A est con-
vexe, & L'est awssi ( A designant L'intiriewr de A ).

4) 54 E est un espace vectorniel topologique, alors
O
Acila].

Si, de plus, E est sépané et s4 A est un corps convexe (c'est-da-dire un

convexe d'intérnieur non vide), alorns :
(o]
A=ifa].

5) 44 E =R muni de La topologie naturnelle, tout convexe A

tel que L[A] = E est un corps convexe.

Démonstration

Pour la démonstration des quatre premidres parties voir [27] et

pour la démonstration de la cinquiéme voir [13] ou.[6].

Proposition 1.3.~

Soit, dans un espace vectorniel E, un convexe C symétrique par

rapport @ un point c, alors c est point interne relatif de C.




Démonstration

Il est clair qu'on peut se ramener au cas ol c¢ est l'origine
de E ; ainsi L[C] = s[c].
Si C est réduit au seul point O, la proposition est évidemment vraie.:
Supposons C non réduit au seul point O.

soit B = (e.) une base de S[C] telle que, pour tout i e I,

171el

e. € C. Solent D une droite passant par O et contenue dans S[C] , et

un point x € D tel que x # O.
On a x= Z X, e ol x; = 0 sauf poui' un nombre fini 4'indices. Puisque

1el
C est convexe et symétrique, on constate que D N C contient le segment

[-Ax,Ax], A &tant tel que A ) lx; | = 1.
iel ‘

1.‘]0?0" NO»C(:OVL de, m

- A étant une partie de E, un point x est linéairement accessible de A
(voir {20]) ou encore attenant & A (voir par exemple [5])s'il existe a e A,
a#x tel que [a,x] C A.

- L'ensemble des points linéairement accessibles de A sera appelé lina de
A ou encore attenance de A et sera noté lina A.

- L'ensemble A U lina A sera appelé 1lin de A ou encore enveloppe algé-
brique de A et sera noté 1lin A.

- A est dit algébriquement fermé si 1lin A = A.

- Notons que pour un ensemble convexe contenant pius d'un point,

lin A = lina A.

~ Rappelons maintenant quelques propriétés :

Proposition 1.4.-
Soit A une partie de £'espace vectoiiel E.

1) 84 A est convexe, lin A L£'est aussi.
2) 84 E est un espace vectorniel topologique et s4 A est convexe,

A est convexe | A désignant 2'adhérence de A).




3) 84 E est un espace vectorniel topologique, alors

lin A C A.

S, de plus, A est un conps convexe, alors

=10

o)
et A=

=0

A =
S{L E  est sipane ef s4 A est un conps convexe, alons :
lin A = A,

4) 84 A et convexe, 44 x e ir[A] (resp. : i[A]), &4
y € lin A, alorns [x,y[ Cir[a] (resp. : i[a]).
5) 84 E est un espace vectoriel ftopologique, 84 A est convexe,

, o . - o
44 x e A, 54 y e B, alons [x,y[ CA.

Démonstration

Voir [20], [27] et [14].

Proposition 1.5.-

Soit, dans un espace vectoriel E, un convexe C et 404',12
x e ir[c] (resp. : i[c] ; C si E estun espace vectoriel topologique).
S{ C contient une demi-droite &  (ouverte ou fermée), alons La demi-
droite fermée de sommet x parallife & A et de méme sens que A est con-

O
tenue dans ir[c] (nesp. : i[c] 3 C 54 E est un espace vectoriel topo-

Logique) .
Démonstration
Désignons par a un point de A avec a # x. Puisque x ¢ ir[C]
. _
(resp. : i[C] ; C si E est un espace vectoriel topologique), il existe

(d'aprés la proposition 1.4) y tel que x e Jy,a[ et tel que y e ir[c]
0

(resp. : i[C] ; C si E est un espace vectoriel topologique). Il suffit

alors de considérer 1l'homothétie de centre y qui &8 a associe x et

d'appliquer la proposition 1.k,




_10—

1.1.8.- Ensemble ubiquitainre

- Une partie A de E est dite ubiquitaire (resp. : proprement ubiquitaire)
si lin A=E (resp. : linA=E et A#E).

- Dans [20] ,» Klee a montré qu'un espace vectoriel E est de dimension infinie
si et seulement s'il existe dans E un convexe proprement ubiquitaire ; le
convexe proprement ubiquitaire mis en évidence dans cet article est non
linéairement borné. Dans [22], Klee a donné un exemple de convexe proprement

ubiquitaire et linéairement borné.

Proposition 1.6.-
Soit C un convexe proprement ubdlquitaire de L'espace vectorniel

E (de dimension infinie). Alons i[c] et ir[C] sont vides ; ainsi, pour

tout c e C, C n'est pas symétrique par rapport & c.

Démonstration -

I1 est clair que L[C] = E ; ainsi i[c] = ir[C].

Puisque C # E, il existe x ¢ E ~ C; si ir[C] est non vide, le -
théoréme de Hahn-Banach montre qu'on peut séparer {x} et C, et alors C
est contenu dans un demi-espace de E, cé qui est absurde.

La proposition 1.3 montre alors.que, pour tout ¢ € C, C n'est pas

symétrique par rapport & c.
1.1.9.- Cone

- Soient ACE et s ¢ E; A est appelé cOne de sommet s si, pour tout
xehA avec x #s et pour tout A > 0, s + A(x-s) € A (lorsque s est

l'origine, on dira simplement que A est un cdne).

- Le cOne A de sommet s est dit pointé (resp. : épointéd) si s e A

(resp. : s ¢ A).
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1.1.10.- Hypercine

- V Qdésignant une variété linéaire de E différente de E et du vide, nous
appellerons hypercdne D d'aréte V, tout convexe maximal de E ne contenant
pas V (lorsque V est réduite & un seul point, nous dirons aussi hypercdne
de sommet V).

- On rappelle que D est un cOne convexe &pointé dont tout point de V est
un sommet.

- L'ensenble E v D est un cdne convexe pointé dont tout point de V est un
sommet ; il sera appelé cohypercdne d'aréte V associé & D (lorsque V est
réduite 3 un seul point, nous dirons aussi cohypercOne de sommet V).

- On rappelle aussi que, s étanf un élément quelconque de V, si on désigne
par D' 1'ensemble symétrique de D par rapport & s (c'est-a-dire {2s}-D),
D' est indépendant du choix de s dans V et D' est un hypercdne d'arete

V. On a aussi
E~D=VUD.

- Rappelons (voir [éi], théoréme 2.2) que, s étant un point de E, un convexe
A est wn hypercdne de sommet s si et seulement si, A' désignant 1l'ensemble
symétrique de A par rapport & s, ona AUA' =E ~ {s}.

- Historiquement, la notion d'hypercone de sommet s a é&té introduite par
Hammer dans [15] sous le nom de "semispace", la terminologie "hypercdne" ayant
été€ introduite par Koéthe dans [éh]. Cette notion a &té développée dans [36].
Puis Hammer a introduit, dans [17], la notion d'hypercdne d'aréte V sous le

nom de “demispace at V". Dans [23], Klee a étudié la structure des hypercdnes.

1.2.- CONE D'ELOTGNEMENT. CONE D' INFINITUDE.-

Dans tout ce paragraphe, E dé&signe un espace vectoriel et A une

partie non vide de E.
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1.2.1.- Déginition 1.1. -

- Soit a e A. On appelle cone d'élLoignement de A en a, noté ' aL[_'A], Le
pLus grand cone pointé de sommet O tel que {a} + ‘&a[A] S04t contenu

dans A, On a :

€ [ = 0 aa - (a).
x>0

On appelle cine d'éloignement de A, noté & [A], £'ensemble

€0 = n €0,

On appelle cine d'inginitude de A, noté J[A], £'ensemble

TW = v € [
ach
- Dans Lo cas ol A est vide, nous posenons € [A] = T [a] = {0}.

1.2.2.- Remarques

Dans le cas oi A est convexe (non vide) et vérifie 1'une des propriétés
suivantes

1) ir[A] = A (ce qui est vrai en particulier si E est un espace
vectoriel topologique et si A est ouvert)

2) 1lin A=A (ce qui est vrai en particulier si E est un espace
vectoriel topologiqué et si A est fermé)

alors, pour tout a ¢ A, on a :

€, = €[] = (Al

- La notion de cbne d'éloignement est une notion connue (voir [25] page 61 ;
ce cdne est appelé "recession cone"). Bourbski (voir [3], page 125,
exercice n®°1k) introduit, dans un espace vectoriel topologique séparé, la

notion de cdne asymptote pour un convexe fermé non vide ; en fait, dans ce cas,
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le cOne d'éloignement de A en a est indépendant du choix de a dans A

et il y a donc colIncidence entre les notions de cOne asymptote, de cdne d'é-
loignement et de cdne d'infinitude.

- Bair &tudie, dans [1], la notion de cbne d'infinitude du lin d'une partie

A non vide de E (qu'il appelle cOne asymptote de A).

- Cependant, 1'étude du cdne d'infinitude d'un convexe quelconque n'apparalt
pas, a4 notre connaissance, dans les ouvrages classiques. Cette notion semble
pourtant €tre un outil intéressant dans 1l'é€tude des convexes linéairement

bornés ainsi que le montrent la proposition 1.7 et les chapitres 2 et 3.

1.2.3.- Proposition 1.7. -

Soit, dans un espace vectoriel E, un convexe A non vide.
1) Y [A] est convexe.

2) A est LinBairement bong 84 et seulement 4 Y [A] est néduit

a {o}.

3) S{ A posséde un point interne relatif et si Y [A] = E,
alors A = E.
Démonstration

1) Soient A, ={xe,|] x 20} et A_={)re

1 1| o 2|A > 0} deux demi-

droites fermées d'origine 0 (e

dans 'U Dﬂ.

I1 suffit de montrer que la demi-droite A = {X(e1+e2)lx 2 0} est

1 et e # 0, e, e, # 0) contenues

contenue dans :] Dﬂ.

D'aprés la définition de '3 Dﬂ, il existe a, et a, € A tels que

{a1} + A, et {a2} + A, solent contenues dans A. Puisque A est convexe,

1 2

11l est clair que A contient la demi-droite f%(a1+aé)} + A, d'ol le résultat.
2) évident.

3) Si E est réduit & l'origine, la propriété est évidente. Suppo-

sons E non réduit & 1l'origine. Il est clair que L[A] = E sinon J [:A] # E.
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Ainsi A posséde un point interne. Si A # E, il existe x ¢ E v A. Le théo-
réme de Hahn—Banach montre qu'on peut séparer {x} et A, et alors A est
contenu dans un demi-espace de E, ce qui est absurde car ‘j [A:l = E. Ainsi,

on a A=E.

1.2.4.- Remarque

Si A est convexe et si ‘3 [A] = E, on n'a pas nécessairement
A = E. La proposition suivante le montre (puisque, dans tout espace vectoriel

de dimension infinie, il existe des cOnes convexes proprement ubiquitaires).

Proposition 1.8. -

Soit, dans un espace vectoriel E (non réduit a L'ornigine), un
cone K, pointé ou epointé, de sommet quelfconque. ALors K est ubdiquitainre

84 et seulement si J [K] = E.

Démonstration

On peut supposer que le sommet de K est en O (car une tra.ns-L
lation quelconque ne change pas 'j [K] et n'é.ffecte pas le caractére ubiqui-
taire de K).

Supposons K ubiquitaire et montrons que ‘j[K] = E.

Soit A une demi-droite fermée d'origine O. Montrons que
r ¢ Jx].

S'il existe un point de A différent de l'origine et contenu dans
K, on a évidemment A C j x].

Sinon, soit x e A avec x # O. Puisque x 4: K et que x e lin K,
il existe un point k € K tel que [k,x[C K et tel que k n'appartienne
pas & la droite D support de A. Puisque K est un cOne, on constate que
tout point de [k,x[ est sommet d'une demi-droite fermée paralléle & A
et de méme sens, qui est contenue dans K. Ainsi, on a ‘3 [K] =E.
Réciproquement, supposons que ‘J [K] = E et montrons que K est ubiquitaire.

Puisque K est un cOne non vide, O ¢ lin K. Soient x # 0 et A la demi-
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droite fermée de sommet O et passant par x. Puisque :}l}ﬂ = R, il existe
une demi-droite fermée A' paralléle & A et de méme sens qui est contenue
dans K. Puisque K est un cGne, K contient le cdne (épointé) de sommet

O engendré par A'. Il est alors clair que x e lin K. Ainsi K est ubi-

quitaire.

Remarques

1) Avec les notations précédentes, 1'énoncé de la proposition 1.5 s'éerit

i[c] ,
ir[C] .

0B
ir[c] + J[c]

2) La proposition 1.8 permet de donner une nouvelle démonstration de la
proposition 1.6, ne faisant pas appel au théoréme de Hahn-Banach (donc 3

l'axiome du choix).

En effet, si C est ubiquitaire et ne contient pas un.point (qu'on
peut toujours supposer &tre l'origine), le cdne &pointé K engendré par C
ne contient pas O et par conséquent est différent de E. Or, si C contient
un point interne, il en est de méme & fortiori de K ; d'autre part K est

ubiquitaire, donc J[K] = E ; on en d8duit que k Di[K] +J[K] = E.
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CHAPITRE 11

QUELQUES PROPRIETES DE LA SOMME ET DE L'ENVELOPPE

CONVEXE DE LA REUNION D'ENSEMBLES CONVEXES

LINEATREMENT BORNES

Ce chapitre développe et généralise les résultats de l'article Eﬂ :
En particulier, le lemme 2.2 et le paragraphe 2.4 ne figurent pas dans 1l'arti-
cle précité, les théorémes 2.1 et 2.3 géndralisent respectivement les théorémes
2 et 4 de cet article. Les résultats s'expriment de fagon harmonieuse a 1l'aide
de la notion de cdne d'infinitude introduite au chapitre précédent.

Nous donnons, dans le paragraphe 2.1, deux exemples de couples\
(A,B) de convexes linéairement bornés tels que C[A UB] et A+B ne soient
pas lindairement bornés ; le premier a un caractére général et conduit & la
proposition 2.1.

Dans les paragraphes suivants, nouslétudions le cOne d'infinitude
de la somme et de 1l'enveloppe convexe de convexes et &tablissons des conditions
suffisantes permettant d'affirmer que ce cdne d'infinitude est réduit d 1l'ori-

gine.

2.1.- EXEMPLES. -

2.1.1.- Lemme 2.1.-
Dans un esdpace vectoriel E, L'enveloppe convexe symétrique d'une

gamille Libre est Lintairement bornie.

Démonstration

Soit (ei)ieI une famille libre de E. On peut toujours supposer

que cette famille libre constitue une base de E, quitte a se placer dans le

sous—espace vectoriel de E engendré par cette famille. Soit
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C = CS[|J {ei}]. D'aprés la proposition 1.3, l'origine O est point interne
iel . :
de C. Ainsi il suffit de montrer que C ne contient aucune demi-droite issue

de O puisque, si C contenait une demi-droite, C contiendrait une demi-
droite paralldle et de méme sens, issue de O (voir proposition 1.5).

Soit xe C avee x#0. 0Ona x = z x; e ol x; = 0 sauf
iel

pour un nombre fini d'indices et oi O < Z |xi| < 1. Puisque (ei)iaI est
iel

une base de E, la seule représentation possible de ox (acR) dans la base

(e;)

est ) @ x; e.. Ainsi ax ¢ C d&s que o est tel que

171l 1eT

o] Y |xi| > 1, ce qui achéve la démonstration.
iel

Premien exemple

)

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie et gB = (e une

1'1el

base de E. Considérons une famille infinie dénombrable extraite de 58 et

. . * .
notée sbusivement (e ) . * . Posons, pour tout i e N , fi = ei+(1—1)e1

n nelN
. *
et, pour tout 1 & N , posons par exemple fi =e;. Alors les convexes
c, = CS[ U {ei}] et C, = CS[_LJ {fi}] sont linéairement bornés alors que
iel iel

C, +C, et C[C1\J 02] ne le sont pas.

1 2

Démonstration

C1 et C, sont linéairement bornés d'apres le lemme 2.1. D'autre

* .
part, pour tout n ¢ O , (n—1)e1 =f -e €C, +C, Puisque C,+C, est un

1 1

convexe symétrique, il en résulte que la droite A1 = {Ae1 I,A e R} est conte-
nue dans C1+C2 et par suite C1+02 n'est pas linéairement bornmé.

D'aprés la proposition 1.1, C[leJ Cz] n'est pas linéairement borné. On peut

1

aucune demi-droite non paralléle & B4s c'est-a-dire que

T leyre) = Tloley ve]] = a,.

de fagon plus précise, montrer que C +02 et C[C1 LJC2] ne contiennent

Proposition 2.1. -

Dans un espace vectorliel topologique E de dimension infinie, non

muni de La topologie grossitnre, il existe une indinité de convexes symétriques,



absorbants , Lingairement bornés et non bornés. De fagon plus précise, a
toute base de E, on peut associer une base de E telle que 2' enveloppe
convexe Aymetrhique de ses ZLements 204t un convexe absorbant, Linairement

bomneé et non bonné.

Démonstration

Reprenons les notations de l'exemple précédent. Puisque E n'est
pas muni de la topologie grossidre, il existe un voisinage V de l'origine
O dans E et un élément e; de gg tels que la droite A, = {Aei | X e B}

. Puisque A1 est

contenue dans C1+C2 et non contenue dans V, Cj+C2 est non borné car non

ne soit pas contenue dans V. On peut supposer que e, = e,

absorbé par V. On en dé&duit que 1l'un au moins des deux convexes C1 et C2
n'est pas borné (car, dans tout espace vectoriel topologique, la somme de

deux bornés est bornée).

Remarque
Soit maintenant, dans un espace vectoriel E de dimension infinie
un convexe C proprement ubiquitaire et linéairement borné (Klee a montré
1l'existence d'un tel convexe ; voir [22], page 107, théoréme 2.1). Si E est
muni d'une structure d'espace vectoriel topologigue, alors C=E (d'aprés
la proposition 1.4). Ainsi, si la topologie de E n'est pas la topologie
grossiére, C n'est pas borné. Toutefois, i[C]' est vide (d'aprés la propo-

sition 1.6), contrairement au convexe de la proposition 2.1.

2.1.2.- Autre exemple.

Nous donnons maintenant un autre exemple dans un espace vectoriel
de dimension infinie car la démonstration est techniquement intéressante :
Soit E 1'espace vectoriel des fonctions numériques définies sur [0,1] et
combinaisons linéaires finies des fonctions xr x° avec o ¢ Q, (on obtient
les mémes résultats en supposant o € B+). Soient P, et P, les normes

définies sur E par :
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p1(f) = sup lkal, si f(x) = ) A, &
aeQ+ asQ+
1
p,(0) = [ Ie]ax.
0
Soient B1 et B2' les boules unités fermées respectivement assocides 3 ces
normes. Les convexes B1 et B2 sont évidemment symétriques et linéairement
bornés, alors que les convexes B1+B2 et CEB1\J B2] sont, non seulement, non

linéairement bornés, mais sont l'espace E tout entier.

Démonstration .

I1 suffit de montrer que, pour tout a e @_ et pour tout entier

n =2, nxa € B1+Bé, car B1+B2 est un convexe symétrique et car on a :

B,+B, C 2c[B, U B,)

(voir proposition 1.1).
Soit B e Q.. On peut écrire :

nx” = b,(8) + b,(8),

+ ... + xa+(n—1)8

(n-1)x> - xu+6 - e _vxa+(n—1)6'

+8

o o
x + X

avec b1(6)

et bg(B)

) *
I1 est clair que b1(6) e B, pour tout B e Q.

]
D'autre part, b2(8) > 0 pour tout x e [0,1]. Ainsi, on a :

1 n=1 1
P, (b, (B)) = [ (n-1)x" ax - J KPR gy

-l S S B
ot 24 o¥PB+T ’

‘Posons, pour tout t réel 2 O,

n-1 _ %
W(t) = =7 - )

p=1 otpt+1 *
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La fonction numérique ) est continue, est telle que P(0) = 0 et
) . PR . . : + . i
P(t) >0 si t > 0. On est donc slir qu'il existe B, e @ ‘tel que

w(BO) < 1 et alors b2(80) e B,-

Remanrque

L'exemple précédent montre que, désignant par E1 et E 5 les topologies
d'espace normé sur E respectivement associfes aux deux normes P, et Py
la topologie ?5 borne inférieure de % ] et Z 5 dans l'ensemble des topo-
logies localement convexes sur E peut €tre non seulement une topologie non
séparée mais &tre la topologie grossiére. Une &tude détaillée sera faite au
chapitre T.

L'étude des couples de convexes (linéairement bornés ou non) dont

la somme est E sera faite aux chapitres 3 et L. R

2.2.- CONE D'INFINITUDE D'UN FERME. APPLICATION A L'ETUDE DU CONE_D' INFINITUDE DE

L'ENVELOPPE CONVEXE ET DE LA SOMME D'UN CONVEXEbET D'UN BORNE.-

Dans ce paragraphe, nous donnons une premiére V.concllition suffisante permettant
d'affirmer que la sommé et 1l'enveloppe convexe de la réunion de deux ensembles
‘lin&airement bornés sont linéairement bornés. Cette condition a un caractdre
topologique. B | : oo ‘
Le théoréme 2.1 et ses corollaires constituent une généralisation
des résultats de [T] (voir théorsme 2 et ses corollaires). Les résultats de
[7] ont été établis dans le cadre des espaces vectoriels topologiques c-régu-
liers (Un espace vectoriel topologique est dit c-régulier (voir [22], page 106)
'si, pour tout convexe fermé C et pour tout point p £ C, il existe un convexe
ouvert K avec peK et CNK = ¢ : ainsifén peut séparer C et {p} par
un hyperplan fermé. En particulier, un espace vectoriel topologique localement
convexe est é—régulier) ;'les démonstrations reposaient sur le fait qué, dans

un espace vectoriel topologigue c-régulier, tout convexe fermé est 1'intersec-

tion des demi-espaces fermés qui le contiennent.
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Dans ce paragraphe, nous nous affranchissons des hypothéses de c-régularité

et nous nous placgons simplement dans le cadre général d'un espace &ectoriel
topologique. Il est & noter que la notion de cOne d'infinitude permet d'énoncer
les résultats sous une forme plus précise et plus harmonieuse.

Pour la démonstration du théoréme 2.1, nous avons besoin du lemme suivant.

2.2.1.- Lemme 2.2. -
Soit, dans un espace vectoriel topologique E, un convexe A et

s0it U 2'ensemble des voisinages de £'onigdne. On a alors :

€ (2] = :”K] =N ‘J[A+V].
. VeV

Démonstration

A étant fermé, on a, d'aprds le paragraphe 1.2.2,

£ (& = Tl

Puisque A = N (A+V), on a, pour tout V e U, A C A+V, donc
Ve U ' '

T(a] € T asv].

Montrons réciproquement que :

n. T ] ¢ Tia.

Posons K = N ‘3 [A+V] . 81 K = {0}, c'est réglé.
VeV v

Sinon, soit A wune demi~droite fermée d'originé 0 contenue dans K et

soit x e A. Puisque A = N (A+V), il suffit de montrer que, pour tout
veU

VeV, (x} + 4 €AV,

Soit donc V e U. Il existe un voisinage étoilé de l'origine W tel que :
W+HW+WCV,

Puisque ACK, A C ‘3 [A+V] . Ainsi il existe une demi-droite fermée A’
paralléle & A et de méme sens qui est contenue dans A+W.

Montrons que C[{x} UA']JC A+ VW + W.
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Soit z e C[{x} U A']. Alors il existe A ¢ [0,1] et ¥ e A' tels que
z = Ax + (1-1)y.

Puisque AC A+W, x e A+W. Ainsi, il existe a e A et we W tels que
x = atw. Puisque ¥ ¢ A'C A+W, il existe a' ¢ A et W' ¢ W tels que
y = a'+w'.

On a alors :
z = Alatw) + (1=A)(a'+w') = (rat(1=-2)a') + (Aw+(1-A)w').

A &tant convexe et W &étant étoilé, z € A+ W + W.

Puisque C'[{x} U A'j C A+ W+ W, on en déduit que :
{x} + A C lin(A+W+W).
La proposition 1.4 montre alors que
{x} + A C A+W+W.
On en d&duit que {x} + A C A+ W + W + W, donc que :

{x} + AC A+ V.

2.2.2.- Théoreme 2.1. -
Sodlent, dans un espace vectoniel topologique E, un convexe A et
un borng B. |

1) On a alons :
T 8] ¢ T = 1A
2) Si, de plus, R et B sont }zon vides, on a akons :
Tiwsl = IR - €W =T - - T .

Démonstration

1) D'aprés le paragraphe 1.2.2, on a ‘3 [E.] = '8 [}Z] Si A est vide,
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la propriété est évidemmenf vralie. Supposons A non vide. Remarquons qu'une
translation ne changeant pas le cOne d'infinitude d'un ensemble, onb peut sﬁp—-
poser que l'origine appartient & A.

Soit 'U 1'ensemble dés voisinages de l'origine et soit V ¢ (U Puisque B
est borné, il existe XA e |0,1] tel que ABC V.

Ainsi, on s :
T [a+B] = ‘I[A(A+B)] = j[)\AH\B] C ‘j[A+V].
Le lemme 2.2 montre alors que :
Twslc n T = THE.
Ve
2) D'aprds le paragraphe 1.2.2, on a :
T = 8@ e I - ELA.
Pour montrer la suite d'égalités, il suffit de montrer que :
Tes o Tm e Jmc K[X];

0
Puisque A+B contient un translaté de A donc de A (B #&tant non vide),

T ] o T(ay.

o
Montrons maintenant que ][A] c j[A] .

o
Soient A wune demi-droite fermée contenue dans A et un point x e A. La pro-

position 1.5 montre que la demi-droite fermée A' paralléle & A, de méme
o)

sens que A et de sommet x est contenue dans A, Puisque A = A (voir pro-

o

3 3 ‘ o ~ P
position 1.4), on a A'C A, d'ol le résultat.

Corollaine 2.1.-
Sodent, dans un espace vectoriel topologique E, un convexe A non vide et

un convexe B  bomng,
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T)Onaa,tolw:.

Tlelausllc I@E = &M@

2) Si, de plus, 2 est non vide, on a alons :

enus] - 3@ -2 -Tm-8m - T

Démonstration

1) Supposons B non vide (lorsque B est vide, la propriété est
évidente). |
On vérifie aisémenf;, en posant A

=A—{xo} et B =B—{xo} ol xer,

1 1

que :
cla,us] =cla Us] - {x}.

Ainsi une translation sur E ne change pas le cone d'infinitude de C[:A UB].
D'autre part, une translation sur E ne change pas le cOne d'infinitude et le
cone d'éloignement de A.

On peut donc supposer que O ¢ A. Posons B' = U AB.

‘ Ae[O,ﬂv
B' est convexe car B' = c[{0} UB].
Montrons que B' est borné. Soit V wun voisinage de l'origine. V contient
un voisinage étoilé W de 1l'origine. Puisque B est borné, il existe k > O
tel quer kB C W. Il en résulte que kB'C W CV. Ainsi B' est borné.

La proposition 1.1 montre que 1l'on a :
cl[auBl]c clauB']C a + B'. (1)

I1 suffit alors d'appliquer le théoréme 2.1.

2) Supposons B non vide. On a alors, d'aprés (1)
T [clauB]] c j[A+B'].
Or, on a : ‘3 laVUB]] > j[A]
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I1 suffit alors d'appliquer le théoréme 2.1.

Si B est vide, on applique le résultat de la deuxiéme partie du théoréme 2.1.

Remanques

1) Lorsque A et B sont vides, la premiére partie du corol-
laire 2.1 est évidemment vraie.
Si on suppose que l'espacé vectoriel topologique E est localement convexe
séparé, alors, lorsque A est vide et que B est convexe borné non vide, la
premidre partie du corollaire 2.1 est encore vraie.

2) Notons que, contrairement au théoréme 2.1, 1'hypothése de convexi-
té de B est nécessaire dans le corollaire 2.1.

En effet, il existe des espaces vectoriels topologiques séparés
contenant des bornés dont l'enveloppe convexe est E tout entier (voir Dﬂ,
page 12, exercice n®8). Il suffit alors de choisir pour borné B 1l'un des

bornés précédents, et pour A un ensemble réduit & un point.

Conollaire 2.2.-
Sodlent, dans un espace vectorniel topologique slparé E, un convexe A Lindai-
nement boanéd et une partie B bornde (resp. : boanée et convexe). Alonrs
A+B  (nesp. : C[AU B]) est LinBairement borné dans chacune des deux hypotheses
sulvantes :
(h,) : A est fenme.

1

(h2) : A est non vide.

Démonstration

On applique le théoréme 2.1 et le corollaire 2.1.
I1 est & noter que cette propriété n'a d'intérét que si E est séparé, sinon
on ne peut remplir aucune des deux hypothéses (h1) et (h2), et affirmer

simultanément que A est linéairement borné.
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2.3.- ETUDE DU CONE D'INFINITUDE DE LA SOMME ET DE L'ENVELOPPE CONVEXE DE DEUX

CONVEXES DONT L'UN EST LINEATREMENT BORNE ET DE DIMENSION FINIE.-

Les corollaires 2.3 et 2.4 fournissent deux nouvelles conditions
suffisantes qui n'ont plus un caractére topologique.

Pour démontrer le théoréme 2.2, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

2.3.1.- Lemme 2.3.-
Soit, dans B"™ muni de La topofogie naturelle, un comvexe A.

1) On a alors :
] = I = T = Traefa]] = Eraela].
2) A est Lintairement borné 84 et seulement 84 A est bonn25

Démonstration

1) On peut supposer, lorsque A est non vide, que O ¢ A, ainsi

. .. . . n

s[a] = L[AJ. Munissons S[A] de la topologie induite par celle de R'.
L'adnérence de A dans R coIncide manifestement avec 1'adhérence de A
dans S[A]. D'autre part, la proposition 1.2 montre que irLA] n'est autre gue
1'intérieur de A dans S[A] et que cet intérieur est non vide. Il suffit
alors d'appliquer le résultat de la deuxiéme partie du théoréme 2.1.

2) Cette deuxiéme partie est une conséquence de la premiére partie

de ce lemme et du paragraphe 1.1.5.

Lemme 2.4.-
Sodent, dans un espace vectoriel E de dimension finie, deux con-

vexes A et B, B &tant Linéairement borné. Alons, on a :
T el uell = Tl
Si, de plus, B est non vide, on a :

T aes] = Tra).
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Démonstration

Supposons B non vide et munissons E de la topologie euclidienne.
Puisque, dans IRn, il y a équivalence pour un convexe entre le
fait d'&tre linéairement borné et le fait d'&tre borné (voir lemme 2.3), le

théoréme 2.1 et le corollaire 2.1 montrent que :

Tl ¢ T@

et
T [clave]lc J[E.
Or, on a :
T [a+5] o T[]
et

T fela usl] > .

car A+B et C[A U B] contiennent chacun un translaté de A.

Puisque K [A] = j[ﬂ] (voir lemme 2.3), on en déduit que :

Tmes] = T(a] = Tielaus).

2.3.2.- Theoneme 2.2.-
Soient, dans un espace vectoriel E de dimension quelconque, deux
convexed A et B, B &tant Lindairement bonmé non vide et de dimension

gindie. Alons, on a :
Tlehus] = Tms = Tr.

Démonstration

On peut montrer que, pour tout sous-espace vectoriel S de E

contenant B, on a les deux égalités suivantes :

(a+B)N s = (AN s) + B,

clapys] Ns =cf(an s)uUs].
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Soit A une demi-droite fermée contenue dans A+B (resp. : C[AU B]).
Désignons par S le sous—espace vectoriel engendré par B et A ; S est

de dimension finie.

Le lemme 2.4 montre alors que AN S (donc A) contient une demi-droite fermée
paralléle & A et de méme sens que A.

Ainsi, on a :

T asele T e Jrclavg]c J.

On en déduit que :

T = Tl = Tlelru 8],
car A+B et C[A UB] contiennent chacun un translaté de A.

Cornollaire 2.3.-
Sodlent, dans un espace vectoriel E, deux convexes A et B Lindairement
bornes dont £'un est de dimension ginie (cette derniénre hypothése est évidem-
ment hemplie Lorsque E est de dimensdion ﬁinie).

ALons A+B et C[A U B] sont Lindairement boanés.

Démonstration

Elle résulte immédiatement du théorsme 2.2.

Conollaine 2.4.-
Soient, dans un espace vectorniel topologique aéparé E, un convexe Lindairement
borné A et un borné B de dimension ginie.

Alons A+B et C[A UB] sont LinZairement borniés.

Démonstration

Montrons que C[B] est linairement borné.
Soit F un sous—esp;ce vectoriel de E de dimension finie et contenant B.
Munissons F de la topologie induite par celle de E. B est alors un borné

de F  et, puisque la topologie de F est la topologie euclidienne, C[B]
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est borné dans F. Ainsi, d'aprés le lemme 2.3, C[B] est linfairement borné.
Puisque C[B] est un convexe lindairement borné de dimension finie et con-

tient B, 1l suffit alors d'appliquer le corollaire 2.3.

2.4.- LIEN ENTRE LE CONE D'INFINITUDE DE LA SOMME ET CELUI DE L'ENVELOPPE CONVEXE.-

Les paragraphes précédents nous invitent & voir dans quelle condi-
tion on peut affirmer que, A et B &tant deux convexes donnés, les ensem-
bles A+B et C[A LIB] sont simultanément linéairement bornés. Pour cels,

nous étudierons les coOnes d'infinitude.

Lemme 2.5.-

Sodlent, dans un espace vectorief E, n parties A1’A2""’An’

et n podnts x_ ,x TRRPS S Posons, pour 1 < 1 < n, Al = A, - {xi}.

172
Alons, on a :

K [c[iu_j1 211-1 tc[_i_31 a1l

Démonstration
I1 est clair que 1l'on peut supposer toutes les parties Ai non
vides.

Montrons d'abord l'inclusion suivante :

n n n :
cfu A Jcc[u a] +c[U {x1]. (1)
. i . i . i
1=1 1=1 1=1
, n
Soit x € C[lJ Ai]' Alors x s'éerit sous la forme x = ) A, a., ol,
i=1 Jjed
pour tout Jj e J, aLj £ 6 Ai’ }\j 2.0, }\j = 0 sauf pour un nombre fini
i=1 :

d'indices, et z A, =1,
Jjed J
Pour tout J eJ, désignons par ij un entier tel que aj £ Ai et posons
: J
, n

aj = a.-x, ainsi, pour tout J e J, aj e At © U A!. On a alors

. i. . 1

J J 1=

x= ) Aj(a!+xi )= ) A, al+ Z AL x.
jeg Y ger 00 jer 9N
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et 1'inclusion (1) est vérifiée.
n .
L'ensemble C[ U {xi}] étant linéairement borné (voir corollaire 2.3) non

1=1
vide et de dimension finie, le théoréme 2.2 montre que:

TreL0 alle TErl agl.

L'égalité résulte du fait que l'on a, de la méme maniére, l'inclusion dans

l'autre sens.

Remangue

On n'a pas de propriété analogue au lemme 2.5 pour les cOnes d'éloignement,
méme si les ensembles Ai sont convexes.

En effet, soient, dans un espace vectoriel E, une demi-droite fermée A
de sommet O et un point x ¢ A. Posons A, = 8, A, = {0}, AL = {x}.

On a alors

€lefa,Un]]l =a, et €cla, v all = (o},

Proposition 2.2.-

Sodlent, dans un espace vectoriel, n parties A A .

AgseeisA

1) On a alons :

J [21 alcd [0[}3 a1l

2) Si, de plus, tous Les Ai Aont convexes non vides, on a alorns :
n
n
TLI a2 =Tllu 2]
1=1 1=1

Démonstration

1) On a, d'aprés la proposition 1.1

Ivl n
L A, Cn c[iL=J1 Al s

i
d'old le résultat.

2) D'aprés le lemme 2.5 et d'aprés le fait qu'appliquer une trans-
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lation sur chaque Ai revient & appliquer une seule translation sur leur
somme, on peut supposer que l'origine appartient & tous les Ai' La propriété
résulte alors des inclusions suivantes (voir proposition 1.1)

n n n
cfu alJc ) ac ncfu Al

1=1 i=1 1=1

Remcutgue

On n'a pas de propriété analogue a4 la proposition 2.2 pour les cOnes d'éloi-
gnement. En effet, en reprenant les notations de la remargue précédente, on

constate que :

€ [A1+Aé] = A, et ‘8[0[1;1 U a] = (o).

Cornollaine 2.5.-

Sodlent, dans un espace vectorniel, n parties A1’A2""’An'
n
1) 8¢ c[U A] est Lintainement boang, alors AL en est de méme
i=1
pour ) A,.
i=1 *

2) S84, de plus, Ltous Les A, sont convexes non vides, alons

n n
c[U a] est Lingairement borng si et seulement si ] A, L'est.
i=1 i=1
Démonstration

Elle résulte immédiatement de la proposition 2.2.

Proposition 2.3.-

Sodent, dans un espace vectoriel, n parnties A, ,A A nes-

13722 "y
pectivement etodilées parn rapport aux points XysXgsennsX et solent n nom-

bres néels A, A s...,A_ tous > 0. Alorns, on a :
1272 n

T [iz y al = [21 al.

Démonstration

Si un des Ai est vide, c'est vral. Supposons les Ai tous non -

vides. Posons, pour 1 < i £ n, Al = A, - {xi} 3 Al est étoilé par rapport
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& 1'origine. On a alors :

n n n
i-z=1 T 121 T {i;Xi}
et
n n n
121 A A, = iZT A, AL+ {121‘ A %)

I1 suffit donc de montrer que :
n n
Tr9 o4, a7=J07 al.
Lo T . i
i=1" v 1=1
Soient A et p deux nombres réels > O tels que :
A2 sup{Ai|1 £ignl et ucg inf{Ai|1 < i ¢ n}.

-

On a alors :

Do - T0f Sage Tefag,

Tofoaag-T8 1
Triad=30 I ad=Trl vage TI » a,

d'od le résultat.

2.5.- CONE D'INFINITUDE ET SOMME DIRECTE DE CONVEXES.-

Le corollaire 2.6 constitue une généralisation du lemme 2.1.

Theoreme 2.3.-
Sodient, dans un espace vectoriel E, une somme directe
F= & E, de sous-espaces vectoriels E. de E et, pour tout i eI,
1 Sl
un convexe A de E,. Alons on a :

0 TleLy 4l = ol Tl

1el

2) Si chaque A; contient L'onigine ou s4 I est find avee
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A, non vide pour tout i e I, alons :

Jlely 233 =clu Tl = I T a] - J LI

iel el
3) Si chaque A, contient £'onigine, alons, on a, pour tout je I :

c[U A JDE.=(] A)NE,=4..
[isI 1 J iel * J J

S&, pourn tout i e I, A, est non vide et ne contient pas L'ornigine, alons,

on a, pour tout jel :

c[iLE)I Al N E =a.

Démonstration

1) Posons, pour tout i e I, Al = c[{o} UAi], A=c[y Ai] et
iel
At =cfy All.ma: A =clla U Al.
iel

Le théorime 2.2 montre que § [A'] = J [A] et que, pour tout
iel, ‘j [Ai] = j[Ai]. Ainsi, on peut supposer gque chague Ai contient
1'origine.

Pour tout i e I, A DA, ainsi T [a] D‘I[Ai]. Puisque le cdne d'infinitude

d'un convexe est convexe (voir proposition 1.7); on en déduit que :

T[> cly, T [8,1].

Montrons réciproquement que :

(J [A] cc [iUI ‘j [Ai]] .

Soit x = ) X; un point de F (xi e E. pour tout 1el et x, = 0
iel )
sauf pour un nombre fini d'indices). Montrons que, si x ¢ A, alors, pour

tout 1 ¢ I, x; € A..

i
Puisque x e A, x = Z A. a. avec, pour tout 1 e I, a, € A,, A. = O,
jor 01 i i i

Ai = 0 sauf pour un nombre fini d4'indices et z }\i = 1. Comme O ¢ Ai’
iel



Ai a, € Ai' D'aprds 1l'unicité de 1l'€criture de x, il est alors clair que :

x. = A, a. € A..
1 1 1 1

Soit maintenant A une demi—-droite fermée de sommet O et contenue dans

j [A] Posons A = {)e | A 20} avec e # 0. On a e z e. avec, pour
iel

0 sauf pour une partie finie J de I.

tout i eI, e. e E, et e.
i i i

Posons, pour tout i e J, Ai = {kei | A > 0}

Puisque A C vJ[:A], il existe y € A tel que {y} + A €A ; donc, pour
tout X 2 O, on a z (yi + Aei) e A et par suite, pour tout i e J,
1el
y. + de, € A., c'est-a-dire {y.} + A, C A..
i i i 1 i i
Ainsi, pour tout 1€ J, AiC ‘:”:Ai:] . I1 en résulte que
se ] & =cluslecfu Thlleclu TRl
i i ied iel

1ed 1ed

2) Le cas ou I est fini et Ai non vide pour tout i € I se

raméne au cas ol chaque Ai contient l'origine. En effet, effectuer une
LA
iel
Ainsi, si on effectue une translation sur chagque A, , on ne modifie pas

1

translation sur chaque Ai revient & effectuer une translation sur

‘j[Ai] R j[ Z Ai] et, d'aprés le lemme 2.5, on ne modifie pas non plus
iel
Jlefu 211
1el
On peut donc démontrer la suite d'égalités dans le cas ol chague Ai contient

l'origine, I #&tant fini ou non. On sait déjd que :

14

T Ly 411 = clu T [a]1.

iel 1el

Montrons maintenant que :

TLI al=1Tm]l

1el 1el

Pour tout i e I, ;Z Ai DAi, ainsi ‘j [z Ai] Dj[Ai]'

1el 1el

Puisque le cdne d'infinitude d'un convexe est un cdne convexe

pointé (de sommet O), on en déduit que :
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T a]o ] Tl
» 1el 1el
Par un raisonnement analogue a celui de la premiére partie, on montre que :
TJLIade I T i
1el iel

On en déduit 1l'égalité.

Il reste & montrer que

3 TR =clu Tl
1el iel

Cette propriété résulte du fait que le cOne d'infinitude d'un convexe est
un cdne convexe pointé de sommet O.
3) Plagons nous dans le cas olU chaque Ai contient 1l'origine.
On a évidemment, pour tout Je I,
A.cc[y AJNE.C (] A)NE; .
J . 1 J . i J
1el 1el
L'inclusion
c[u 4] NE.C a.
. 1 B] d
1el
résulte du fait (voir démonstration de la premiére partie) que si
X = Z X. € C[‘L) A.] (x, e E. pour tout i eI et x, =0 sauf pour un
. 1 . 1 1 1 1
iel iel
nombre fini d'indices), alors, pour tout i e I, x. € Ai'

1

L'inclusion
(iZI A)NEC A,
se démontre d'une manidre analogue.
Plagons nous dans le cas ou chaque Ai est non vide et ne contient pas
l'origine.

Il est clair que, pour tout Jje I :

A.Cc JNE..
;€ [iL:IAl:[ E,



Montrons réciproquement que, pour tout Jel

c[u Ai]nEjCAj.

ieTI

Si x ¢ C[ U A.], alors x = z A. a. avec, pour tout i e I, a, € A,,
. i . i1 i 1
iel 1eT

Ai > 0, Ai = 0 sauf pour un nombre fini d'indices et z Ai =1, Si

iel
X € Ej’ on a, pour tout i e I avee 1 # ], Ai a; = 0 donc Ai =0 ; il

en résulte que x = aj, donec que X € Aj

Conollaire 2.6.-

Soient, dans un espace vectoniel E, une somme directe F = @& E;
de sous-espaces vectorniels E, de E et, pour tout ie I, un ccrnuexzeI
Lindainement borné A, de E. Posons, pourn tout i e I, B, = c[{o} U Ai]’
ALons Les convexes Cc[U Ai]’ c[u Bi] et ] B, sont Lindairement bornts.

1el 1el 1eTl

Démonstration

C'est une conséquence du théoréme 2.3 et du corollaire 2.3.
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CHAPITRE 111

NOTION DE FAMILLE DE DECOMPOSITION

ET _THEOREMES DE DECOMPOSITION

Ce chapitre constitue le développement de la note [8]. Nous intro-
duisons, dans le paragraphe 3.1, la notion de famille de décomposition ainsi
que d'autres notions liées & celle-ci. Dans le paragraphe 3.2, nous démon-
trons les deux théorémes fondamentaux de décomposition ; ces théorémes four-
nissent un mode de construction, dans un espace vectoriel E de dimension
infinie, de couples de convexes linéairement bornés et de somme égale a& E.
Dans le paragraphe 3.3, nous donnons des exemples de famille de décomposition
dans des espaces vectoriels de dimension infinie dénombrable et démontrons
une propriété fournissant un procédé de construction de familles de décompo-
sition dans le cas ol l'espace vectoriel est de dimension infinie quelconque.
Nous faisons, dans le paragraphe 3.4, quelques remarques concernant la notion
de famille de décomposition (la proposition 3.1 n'a pas été mentionnée

dans [8]).

3.1,~- DEFINITIONS.-

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie et (ei)ieI une base bien
ordonnée de E (c'est-d-dire que l'on suppose -ce qui est toujours possible-

l'ensenmble I bien ordonné).

Considérons une famille (resp. : une base) (fj)jeJ de vecteurs de E avec
- : _ Lz . * I
fj iZI aj,i e;- Soit r = (ri)isI un élément fixé& de (R+) .

Posons, pour tout i ¢ I,

.},

P(r)={j IjEJ, Z laj,k' >'rl

1 .
k>1
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Qi(r) = {Vj,i l J e Pi(r)s vj,i = X

Déginition 3.1.-

Si, pour tout i eI, Qi(r) n'est pas borne dans R, on dina que
(fj)jEJ  est une r-famille (nesp. : r-base) de décomposition de E associle

d La base (ei)ieI'

Déginition 3.1. bis.-

S, pourn tout i eI, Qi(r) n'est nd majon ni minoné dans R, on dira

que (fj)jeJ est une r-famille (nesp. : r-base) de décomposition gornte de
E associte a La base (e.). ..
1'1iel
Déginition 3.2.-
Si, pourn tout r e (B:)I , (fj)jsJ est une r-famille (resp. : r-base) de

décomposition de E associle a £a base (ei)‘ , on dirna que (fj)' est

iel Jed
une famille (nesp. : base) de décomposition de. E associe a La base

(ei)iel'

Déginition 3.2. bis.-

S4, poun tout r e (Bj)I, (fr.) est une r-gamille (nesp. : r-base) de

J'Jed
décomposition fonte de E associie & La base (e )iEI , on dina que

i
(f.) est une famille (resp. : base) de décomposition forte de E ass0-

J'3ed
clée d La base (e.). _.
1'1el
Remarques

1) 8i, pour tout i e I, Pi(r) # @, alors l'ensemble I ne peut
avoir de plus grand &lément.
2) Qi(r) non borné ==> Pi(r) #0 et J infini.

3) Si, pour un indice i ¢ I, Qi(r) est non borné, alors la

famille ( ) )

a. .). est non bornée donc auusi la famille (a. .). ..
Js1 J € Pi(r) J.1"jed

Ceci implique en particulier gque Pi,(r) # @ pour tout i' € I tel que

it g 1.
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4) Soit (fj) une r~famille de décomposition de E. Soient s

jed
* . .

et t € (tR+)I tels que, pour tout 1 ¢ I, si < r, < ti avec au moins un

indice 1 pour lequel on ait r, < ti' Alors (fj)jaJ est une s-famille de

décomposition de E, mais il se peut qu'elle ne soit pas une t-~famille de

décomposition de E (voir 3.L4.L4).

5) Dans le cas ol J =1 et ol (fj)jeJ est une r-base de décom-
.y e s . *
position de E associée a la base (ei)ieI’ alors, quel que soit s ¢ ({R+)I
et quelle que soit la relation de bon ordre sur I, (ei)ieI n'est pas néces-—

sairement une s-base de décomposition de E associée a la famille (fj)jEJ
(voir 3.4.1).

6) I1 eét clair qu'en complétant algébriquement une r-famille libre
de décomposition (resp. : décomposition forte) en une base, on obtient une
r-base de décomposition (resp. : décomposition forte).

T) L'exemple suivant montre qu'on ne peut pas toujours extraire

d'une famille de décomposition une famille libre de décomposition.

Exemple

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable et

(en)ndN* une base de E.

* *
Posons, pour tout (n,p) e x N ,
= n° e +ne . ..
P

f
(n,p p+1

Vérifions que la famille (f(n p))(n ) ¢ o « g est we famille de décompo-
] 9 »*

- - ’ L -~ . * *
sition de E associée g8 la base Soient r ¢ (lR_'_)‘N et 1 el .

*
(en)neN
Avec les notations précédentes, on voit que :
o 2
P.(r) = p.(r) UP.(r)

avec

P;(r) = {(n,i) | ne N*, n 2 ri}
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et

* * .
P?(r) = {(n,p) | (n,p) e xW , p> i, n® 4 n > ri}.

Pour tout (n,i) € P;(r), ona v = n. Ainsi, Qi(r) est non borné et

n,i),i

on a bien le résultat annoncé.

s 2 .
I1 est & noter que, pour tout (n,p) € Pi(r), v( = 0. Montrons mainte-—

n,p)i
nant que l'on ne peut extraire de cette famille une famille libre de d€compo-—
sition.

Soit (fj)jeJ

* * . . . . .
JCWN x N . Supposons que cette famille soit libre. Soit (n,i) e J.

unefamille (non vide) extraite de la famille précédente :

L'ensemble Pi(r) associé & la famille (fj)' contient au plus deux élé-

Jed

ments de l'ensemble P;(r) précédemment défini. Il en résulte que l'ensemble

Q.(r) associé & la famille (f.). est borné.
1 J Jed

THEOREMES FONDAMENTAUX. -

Théolléme 3 . 1 «

Soient E un espace vectoriel de dimension inginie, (ei)ieI

une base bien orndonnée de E , r un é€ément quelconque de (IR*)I et

+
(-fj)jEJ une r-famille de décomposition de E associée 4 La base (ei)ieI°
Alons,
cs[U {e.}] +cs[u (£.}] =E.
ieI * Jjed J
Démonstration

— o e . s . T e e e o

Posons A = CS[y {e.}] et B=cs[uy (£.}].
ijel ' jed Y

Désignons par Ai la droite {Aei | A € R}. Puisque A+B est convexe, il

suffit de montrer que, pour wut i e I, AiCI A+B. Montrons cette propriété

par récurrence transfinie.

Soit io le plus petit élément de I. Montrons que Ai C A+B. Deux cas sont
o
4 distinguer :

a) r. = 1.
i
o
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Puisque A est un convexe symétrique, pour tout J € Pi'(r), A  comprend

o)
le point 1 a. e . Puisque r. 2 1, on a donc
la. | ki 9K K 1

J.k o}

Co 2.
kgi %5
(e}

L'origine appartenant & B, il en résulte que, pour tout J € Pi (r), B com-
o)

prend le point f..

A+B étant symétrique et convexe, 1l'ensemble Q. (r) #&tant non borné dans

o
R, il en résulte que A+B contient Ai'.
o
b) r., < 1.
i
o) -r.
‘o
Pour tout j e P. (r)y, A comprend le point z a. . € et
' Yo Z |a, kl k»i 9°
k>i J> °
r. °
, i
B comprend le point Z | Q | fj’ donc A+B comprend le point
- a.
k>i J ’k
r. r,
o o z
f. - a, e = v e, .
R T IS N VO S S T b B
k>i J -] k>io J ]

Ainsi A+B contient Ai .
o

Soit maintenant & e I. Supposons que A+B contienne les droites Am pour

m < 2. Montrons que A+B contient Al' A+B contient le sous-espace vecto-

riel dé E engendré par les droites Am pour m < & car A+B est convexe.

Ainsi A+B comprend le point E -a., e pour tout j e J.

m<f dJ M
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D'autre part, B comprend les points f,j'

On en déduit que A+B comprend les points gj avec

g. = l. l. Z = l-a l’ z a e
j2j2<J,mm2322 21>£j,ii

Deux cas sont encore & distinguer :

a) r, > 1.
Pour tout J € Pl(r), A comprend le point =l ] a, ; & et
2 T |a. .| i dof i
i>2 Js1
A+B comprend le point ———IJ—-——— g;-
a.
1>2 J’ll

Puisque A C A+B (1l'origine étant élément de B), on en déduit que, pour

tout J e Pz(r), A+B. comprend le point

g.+% = ) a. . e, =%v. e

J i>L
2 . . . -
igz IaJ SII 2 izl !aJ ’1I

Ainsi A+B contient Az.

b) r, < 1.
~r,
Pour tout J € Pl(r), A comprend le point Z a. . e. et
. s Jel 1
22 la, .| i>2
i>% oL
r, _
A+B comprend le point — gj, done A+B comprend le point
a
rp’ g +l i 7 oa e = i v e
. L « . - - T . -
2§ la. | 9 2 2] Ja | i PR b AT
l>2 Jsl i>l J,l
Ainsi A+B contient 4,.
Theoneéme 3.1 bds.-
Soient E un espace vectorniel de dimension inginie, (e.). une

1°1el
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base bien ondonnde de E, r un &€ément quelconque de ((R:)I (fj)jeJ \
une r-famille de décomposition forte de E associe a fa base (ei)ieI‘
Alons,
cs[y le;}] +c[y (£.}] =E.
. 1 . J
lel Jed
Démonstration

Posons A = cs[y {ei‘}], B' = c[y{f.}] et B=c[{o}uB'].

iel jed J
Par une démonstration rigoureusement identique & celle du théoréme 3.1, on
montre que A+B = E (on perd la propriété de symétrie de A+B ; toutefois
1'hypotheése "Qi(r) non borné dans R" est remplacée par 1'hypothése plus

forte "Qi(r) ni majoré ni minoré dans R", ce qui permet d'affirmer encore,

dans la démonstration, que la droite Ai puis la droite AZ sont contenues
: o

dans A+B).
Montrons maintenant que A+B' = E. Soit b' un é1ément quelconque de B'.
Posons C' = C[(A+B') U{-b'}]. C' contient A+ {b'} et -b', donc %‘A 3

de plus C' contient B' et O donc B et aussi %-B. Ainsi C' contient
%-(A+B), d'ol C' = E. On en déduit que A+B' = E d'aprés le théoréme 2.2

et la proposition 1.T.

Remarques

1) Si la famille -est libre, alors les convexes

(fj)jeJ
cs{u {fj}] et clu {fj}] des théorémes 3.1 et 3.1 bis sont linéairement

Jed

Jed

bornés d'aprés le lemme 2.1.

Lés théorémes 3.1 et 3.1 bis montrent qu's tout convexe absorbant (méme liné&-
’ airement borné) C, de E, on peut associer un convexe 02 linéairement
borné tel que C1 +C, = E (voir la remarque qui suit le théordme 3.2).

Ce résultat généralise la situation évoquée au paragraphe 2.1 et dans l'exer-
cice n®12 page 135 de Eﬂ.

2) La notion de cdne d'infinitude permet d'apporter 2 variantes

(resp. : 3 variantes) 3 la démonstration du théorSme 3.1 (resp. : 3.1 bis).
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Premidne variante aux démonstrations des théonZmes 3.1 et 3.1 bds.

On peut ramener le cas "rl < 1" au cas "rz > 1" en utilisant

j [A+B] (voir pro-

le fait que, si A est un nombre réel > O, ‘I [:A+>\B:|
position 2.3) et en remarquant que, si \j [A+>\B] contient une droite passant

par O, cette droite est également contenue dans A+\B (voir proposition 1.5).

Deuxidme variante a La démonstration du théoreme 3.1.

Reprenons cette démonstration au niveau suivant :

"Supposons que A+B contienne les droites Am pour m < £ et montrons que

A+B contient AQ" .

Pour tout J e Pz(r), on a 1'égalité (1) suivante

(1) v. ,e =————-—1——-——f.--——1-—— Z a, .e. S E— Z a. .e..
‘ RIS S PR A S PR B - S LS D S PRSI Y S
ixg d0t i>g  dot ;5 dei

I1 résulte de (1), de la symétrie de A et B et de 1l'hypothése de récur-

rence que :
%C A+ B+ A+ B.
V Or, d'aprés la proposition 2.2, on a :
I [a+m+a+n) = T [a+z].
I1 en résulte que A, C A+B.

Deuxidme variante de La démonstration du théorndme 3.1 bis.

Reprenons la démonstration de ce théoréme au méme niveau que
précédemment.
Pour tout m < %, on a AmC A+B (par hy‘pothése‘), donc aussi AmC - (A+B)
et par suite AmC A-B (puisque A est symétrique).

L'égalité (1), encore valable, montre alors que :

ARCB—(A—B)—A=A+B+A+B.
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On raisonne alors comme précédemment.

Trnoisieme varniante a La démonstration du théoneme 3.1 bis.

Reprenons la démonstration du théoréme 3.1 bis en supposant que
l'on a montré que A + B=E et montrons que A + B' = E.

D'aprds la proposition 2.2 et le théoréme 2.2, on a :

Tc[avus]] = N [c[(aU B") U{0}]]

N [a+B']

Jlclaus] = I a8 ==

Puisque A+B' contient un point interne, la proposition 1.7 montre que

A + B' = E.
3.3.- EXEMPLES.-

3.3.1.- Voici un exemple assez général qui nous servira ultérieurement.
Soient E wun espace vectoriel de dimension infinie dénombrable, (en)ndN*
une base de E. Considérons une suite d'entiers (m(n))neN strictement

croissante et telle que m(0) = O.

*
Posons, pour tout n ¢ W ,

= + ol +
s an,1 4 an,2 € . % ,m(n)°®
PR * )
les a , vérifiant, pour tout n e & , les relations H1(n), Hz(n), H3(n)
, .

suivantes (qu'il est possible de réaliser) :

H1(n) : Ian i' 2n pour tout i tel que 1 ¢ i g m(n~1).

b
He(n) : I1 existe i avec m{n-1) < i g m{n) tel que & # 0.

?
la .| |
n,i .
H3(n) : 2n pour tout i tel que
. . +...
'an,1+1i+|an,1+2, +|8‘n,m(n)l

1 ¢ i< min-1).
On vérifie que la famille (fn)ndN* est une famille libre de décomposition

de E associée & la base (en)neN* : En effet, elle est libre & cause des
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relations H2(n). D'autre part, avec les notations du pardgraphe 3.1, on a :

Pi(r) DPi(r)

. . * . .
avec Pi(r) ={jljemw, j= sup(ri,1+2)}.
En effet, si J ¢ P{(r), il existe au moins un entier q tel que
i<qgm(j-1) (car on a i+t < j-1 < m(j-1)) et alors les relations H1(n)

montrent que

kZ, |2y il 2 3m(=1)=0) 2 § 2 xy
21

Maintenant, si j e P!(r), ona 1< i <m(j-1).

-

Les relations H3(n) montrent que |v5 i

.1 > 3. Ainsi * 1
) | J. Ainsi (fn)ndN est bien

une famille libre de décomposition de E.

Dans le cas ou l'on alterne les signes des coefficients & i clest—-d-dire
R ;

en supposant que les an i vérifient, pour tout n ¢ N , les relations
°

Hh(n) suivantes

. +i .
Hh(n) Poa s est du signe de (—1)n : pour tout i tel que
b

alors la famille (fn)neN* est une famille libre de décomposition forte.

* .
Dans le cas ol, pour tout n e N , m(n) = n, cette famille est une base.
Sinon, on voit facilement que l'on peut compléter la famille libre de décom-

position (fn) en une base triangulaire de décomposition (fﬁ) %* en

*
nell nely

ajoutant des e; de fagon convenable & la famille (fn)neN* (de fagon

naturelle, la base (f&) * est dite triangulaire relativement & la base

nell

(e.) . #* si, pour tout n, £l = )

o) nel . e. avec D 0 # 0 et
1el¥

b .
¥ n,1 1 n,

bn,i =0 pour i > n).

3.3.2.- Voied un autre exemple.

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable, (en)neN*

une base de E.



_)_I_"(._.

Soit ¢ 1l'ensemble des applications @ de N dans R  telles que

4o,

n |
T | . |

)

[

=]
]

. Pl ” *
Soit ¢ un élément de ¢. Posons, pour tout n ¢ W ,

n
fn = p£1 w(n—p+1)ep.

On vérifie que la famille (f ) est une base de décomposition de E

*
n’ ' nel

associée a la base (en)neﬂ* : En effet, avec les notations du paragraphe 3.1,

. : . . * ..
on voit que Pi(r) contient l'ensemble des Jj e N tels que |P(j-i)] > o,

. . .. * . .
donc contient une section finissante de N pulsque la suite (I@(n)|)nem*

tend vers +« 3 on a d'autre part v, . = _QKQZEiJ)___ .
Jsl Jz2
L et
=1

On peut d'ailleurs caractériser ¢ de la fagon suivante :
*

Posons ¥ ={y | ¢ ¢ (B*)W , lim ) |2 4},
n>+= | ¢(n-1)

Désignons par s la suite telle que s(1) =1 et s(n) =2 pour n 2 2
n-1 )

(c'est-a-dire une suite vérifiant la relation de récurrence s(n) = z s(k)).
k=1

Montrons que ® =s ¥ ={s y | v ¢ ¥}.

Soit Y e ¥. Posons ¢ = s ¢y et montrons que P € 9.

Puisque 1lim ~un)

n>+e [P(n-1)

W
[»]
w

. . *
+o, 11 existe n € lN. tel que, pour tout n

on ait lw(k)| < |w(n—1)| pour 1

A

X £ n-1. On a alors, pour tout n

W
o]

1I\D(n>l 2w ) - st
n- n—1 _ - n—-1 _ y(n-1
21 1900w+ T 25 F ] 1+ T 257 [pn-1)]

= k=2 =D

I1 en résulte que ¥ ¢ 2.
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: . ; . * *
Réciproquement, soit ¥ € ¢ et soit ¢ 1l'application d¢ N dans R
telle que ¥ = s ¢ 3 montrons que ¢ e Y.

| o(n) |

Puisque 1lim —————— = 4+ _ on en déduit, a fortiori, que :

n
T ek
=1

‘@(n)]
lim = +o
>+ |w(n—1)l
On a alors, pour tout n 2 3 :
v |1l |
w(n—1)| 2 19(n-1)

d'ol il résulte que P e Y.

3.3.3.- Le théoréme suivant donne un résultat dans le cas ol l'ensemble I

est un ensemble produit.

Théoneme 3.2.-
Sodlent S et T deux ensembles bien ondonnés, L'ensemble S étant
non vide, L'ensemble T Etant ingind, et I AL'ensemble produit S x T sup-

posé bien ordonné par La relation d'ordre Kexicog&aphique. Soit E un espace

vectorniel somme directe 8 Eg o, pour tout s e S, E, est un espace
vectoriel ayant pour base (ez)tsT.

Consdidénons, pour ftout s e S, un élément donné r° = (ri)teT de
(Bt)T et désignons par r = (ri)ieI L'éLement de (B:)I tel que, pour
tout i = (s,t) e I, on ait r. = ri.
S£, pounr todt s e 8, La gamille (fi)usU de vecteuwrs de E est une

r°-famille (resp. : r°-base) de décomposition (fonte) de E_ associle a fa

alons La famille (£°)

u'(s,u) e 8 x U

base (e:) est une r-famille

teT’
(nesp. : r-base) de décomposition (fornte) de E associle & La base

s
(et)(s,t) €S xT"




.Démonstration

Prenons des notations analogues & celles du paragraphe 3.1.

Posons J = 8 x U et posons, pour tout (s,u) € S x U,

S s! s s
o - ) . U
u (s',t) es xT (s,u),(s',t) t Lo u,t t
avec
=0 si s' s
&(5,u),(s",t) #
a = A° sl s' = s
(s,u),(s',t) u,t
Soit i = (s,t) un indice fixé dans I.
s
Posons Pi(rs) ={ulueuvu, ) |As k! > rt}
k>t
S
S, s s S, s S Au t ’
- - —
Qt(r ) {Vu,t | ue Pt(r ) Vu,t Z |AS l}.

k>t u,.k

I1 est clair que Pi(rs) est non vide et que Qi(rs) est non borné dans

est une r -famille de décomposition de E_-

. . s
R puisque la famille (fu)ueU

Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que Pi(r) # ® et que Qi(r)
est non borné dans R.

Montrons 4'abord que :
Pi(r) D{(s,u) | ue Pz(rs)} :

on sera alors assuré que Pi(r) # 9.

. . . S
Soit (s,u) avec u fixé dans P (r®). On a z |A° | = r. ou encore

t

s o
a > r_ donc a fortiori
(s,k)>(s,t) | (S’u),(s,k)l t lor

a Vol 2T
) (s,u),(s sk) t

(s',k)g(s,t

Ainsi (s,u) ¢ Pi(r).
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Montrons maintenant que Qi(r) :)Qi(rs) ; on sera alors assuré que Qi(r),

est non borné dans [R.

Soit u fixé dans Pi(rs). On est alors siir que J = (s,u) ¢ Pi(r) et on a :

AS a
VS = u,t = (Sau)a(sst)
u,t s
kgt IAu’kl (s,k)g(s,t) |a(s3u),(s,k)l

®(s,u).(s.t)

= V. . .
dsl

(S' k)z(s,t) la(ssu)s(s'3k)|

Ainsi Q5(r°) € Q. (r).
t 1

Précisons d'ailleurs que les éléments de Qi(r) ne figurant éventuellement

pas dans Q:(rs) sont des réels nuls.

Précisons aussi que la démonstration qui précéde s'adapte de fagon évidente

au cas ol la décomposition est forte.

Remarque
Le théordme précédent fournit, d'aprds les exemples que l'on vient
de donner, un procédé de construction de r-familles de décomposition dans
tout espace vectoriel de dimension infinie puisqu'il est toujours possible
d'écrire une base de E sous la forme (ei,n)(i,n) T xnt ol I ‘est un

ensemble bien ordonné.

Nous utiliserons ce théoréme au chapitre suivant.

3.4.- REMARQUES.-

3.4.1.- L'exemple suivant illustre ce qui a &té affirmé & la cinquidme remar-

que du paragraphe 3.1.

Exemple

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,

(e.) . % une base de E, (fn)

* une autre base définie par
n ' nell

nelN
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¢ =L (a4
£, =5 (eg*ey)
£= 2+ (e e )
2 2 1 2
$ et pour n 2 1,
)
f = P(n+1-p) e
2n+1 p=0 2p+1
n+1
= +0—
\ f2n+1 pZ1 ¥(n+2-p) e2p’

ol Y e ¢ (voir 3.3.2).

Par un raisonnement analogue & celui fait au paragraphe 3.3.2, on montre

que (fﬁ)new* est une base de décomposition de E associée & la base
*,
(en)neN *
* ”
Par contre, pour tout r ¢ (R+)N . (en)neN* n'est pas une r-base de décom-

position de E associde & (f ) : En effet, on peut montrer que, dans

*
n’ ' nell

l'expression de e en fonction des fi’ les composantes relatives & f1

et f2 ont méme valeur sbsolue (plus précisément elles sont les mémes dans
le cas oi. n est impair et sont opposées dans le cas ol n est pair).
Prenons des notations analogues a celles du paragraphe 3.1 et posons, pour
tout n ¢ W*,

e = A f .
n pZN* n,p D

* .
On a donc, pour tout ne®N , |A | = |A _| et par suite
n,1 n,2
la .|
n,l
|V ] = —Ba <
SN
p5q TP
* N*
Ceci montre que, pour tout r e (R,) , l'ensemble Q,(r) est borné dans R.

1

3.4.2.- Revenons aux notations du paragraphe 3.1 en supposant en outre que

Jd =1 et que (fj)jeI est une base de E. L'exemple suivant montre que 1l'on

peut avoir

cs[y {ei}] +clu {fj}] = E

1el Jel
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. * .

sans qu'il existe pour autant r e (|R+)I tel que (fj)jéI soit une r-base
2 e cs s %€, T ” ;

de decompos1tlon associée & (ei)ieI ou s € UR+) tel que (ei)ieI soit une.

s-base de décomposition associée & (fj)° , et ceci quelle que soit la rela-—

Jel

tion de bon ordre sur I.
Exemple
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,

(e.) . % une base de E, (fn) % une autre base définie par

nelN

4 =
f1 e1

Hy
t

2= %

W

et pour n T,

n

ﬁ (—1)’“1‘2n+1 = w(n+1)(e1+e2) + P£1 P(n+1-p) ©opt1
n n+1

(1) Eppep = Bm1)(egme)) + PZZ d(n+2-p) ey,

ou P e etestd valeurs > O.
On remarque que la base (fﬁ)neﬂ* est une base de décomposition forte de
.y 1 1
2o a t ¢ 1 = — + ! = - —_
E associée d la base (en)neN avec e} =7 (e1 e2), e} =3 (e1 e2), et
pour n 2 3, eﬂ =e .

Le théoréme 3.1 bis montre que
cs{U , te] +cfu, {£}] =&
nelN nelN

. * ' P
Puisque, pour tout n e W , eé € CS[\J » {en}], on en déduit que 1'on a,
nelN
a fortiori,

csfu , {e ] + clu, {fn}] = E.
nelN

neN
De plus, on peut montrer que, dans l'expression des fn en fonction des

e. (resp. : des e, en fonction des fi)’ les composantes relatives a e,

] et f2) ont méme valeur absolue (plus précisément elles.

sont les mémes dans le cas ol n est impair et > 3 et sont opposées dans

et'e2 (resp. : £
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le cas od n est pair et 3 4). Il suffit alors de raisonner comme & la fin

du paragraphe 3.k4.1.

3.4.3.- L'exemple suivant met en évidence la "finesse" de la condition suffi-

sante donnée au théoréme 3.1.

Exemple

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,

(e )

* une base de E, (f ) _* une autre base définie par

n’ nelN n’ nel¥
s =
f1 e1
\ £ = 01 (e rey)
et pour n 2 3,
n
. £, = w(n—1)(e1+e ) + ) @¥(n+1-p) e,

2 P

p=3
oui ¥ ¢ 9.
Désignons par H 1'hyperplan engendré par e te, et par les e~ pour
n 2 3. I1 est clair que
csLu, (e )] C [ejse] + [-e,ue )] + 8

nelN
et

csfu,{r}]lc [—e1,e1] + H.
nel¥
Ainsi on & :

csfu , {en}] +osfu, {fn}],c [f-2e1,2e1] + [—ez,e2] + H
nefl nelN

On voit donec (voir théoréme 2.2) que :

esfu , e 3] + cs[u lg )] #E
nef nel

*
*
Cependant, pour tout r € (R+)N , on constate que Qn(r) est non borné

sauf pour n = 1.



Remarques

1) Reprenons les notations du paragraphe 3.1 et posons

R, ={a, . | j eJ}
i 3

Une condition nécessaire pour que

cs[u fe.Y] +cs[u £.] =E
iel * JeJ 9

est que, pour tout 1 e I, Ri soit non borné dans R.
Montrons cette propriété par 1'absurde. Supposons qu'il existe k e I
tel que Rk soit borné et posons

m = sup{laj’kl |5 ¢ Jt.

Soient x e Cs[ U {ei}], yecs[uy {fj}] et z = x+y.

1el Jed
On a x = Z Ai e, et y = Z u, £., ol 'Ai = 0 sauf pour un nombre fini
iel jed

d'indices 1, My = 0 sauf pour un nombre fini d'indices Jj,

Z JAiI 1, Z I“jl < 1.

ieT Jjed
Désignons par Zoe la composante relative g ek dans la base (ei)ieif
On a 2z, = A+ Z . a. ..

k k jed J .k

£ 1+m et donc que

I1 en résulte que |zk| <

cs[u {ei}] +cs[y {£.)] #E.
iel jeg 9

2) L'exemple précédent montre que cette condition nécessaire n'est

pas suffisante.

3.4.4.- L'exemple suivant illustre ce qui a été affirmé & la quatridme remar-
que du paragraphe 3.1.
Exemple
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,

#* * éfini
(en)nelN une base de E, (fn)naw une autre base de E définie par
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et pour n =2 1,

1 2n
f2n = ng P(2n+1-p) eP

ne

+
W fon+i 17 Son+1°

oi ¢ € ¢.
¥
. * N
Soient r et t e (R+) avec T < 1 et t1 > 1.

On voit facilement que (fn)new* est une r-base de décomposition de E

associée 3 (e ) * et n'est pas une t-base de décomposition de E associée

n ' nel
& )nsN*

pairs, 1l'ensemble Q1(t) est formé de réels tous nuls).

e, (En effet, 1'ensemble P1(t) ne comprenant que des entiers

3.4.5.- Voici maintenant quelques remarques concernant la dimension du sous-—

espace vectoriel engendré par une famille de décomposition.

Proposition 3.1.-
Soient E un espace vectoriel de dimension inginie, (e

ilier wne
. - e pw * R
base bien ondonnée de E, r un éLément de (IR+)I et (fJ.)jeJ une r-famille
de décomposition de E associle a La base (ei)isI' ALons Le sous-espace

vectoriel de E engendné par La famille (fj)‘ a meme dimension que E.

Jed

Démonstration

Posons F = S[ Uy {f.}] et désignons par R 12 vase (e.).

: J 1%iel
Jed

de E.

On a évidemment dim F ¢ dim E.

Montrons par l'absurde que dim F = dim E. Supposons dim F < dim E.

Soit (gk)kEK une base de F. Chaque 8, est une combinaison linéaire des

e. & coefficients tous nuls sauf pour un nombre fini. Ainsi, désignant par

L 1l'ensemble des e, nécessaires & 1l'écriture de tous les & (c'est-a-

dire ceux intervenant avec un coefficient non nul dans l'écriture d'au moins

un des g dans 63 ), ona card L = dim F.
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Si dim F < dim E, on a card L < dim E. Ainsi il existe ‘au moins un &lément
e, de la base R qui intervient avec un coefficient nul dans 1'écriture de
tous les &, dans 33 , donc avec un coefficient nul dans 1l'écriture de tous

les fj dans 53 . Ceci est en contradiction avec la définition 3.1.

Remwtg ue

L'exemple suivant montre que la codimension du sous-espace vectoriel
engendré par une famille de décomposition peut &tre égale & la dimension de

1l'espace.

Exemple

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,
=
(e ) I\T* une base de E. Posons, pour tout n el ,

2n-1
£ = | ¢(2n-p) e,
p=1 _

ol ¥ e ¢.

On vérifie que (fn)nsN* est une famille libré de décomposition de E asso-

cide 3 la base (e )  *.
n’ nell

Tout point x # 0 de E qui s'écrit sous la forme x = ne

z A e
neN* n 2n
peut appartenir & S[U o T .

nel n
Ainsi, on a :

sfu, {e, Y] NSy, {£1}] ={0}.
[ndN* 2n ] I:nt_:!N‘)‘! n ]
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CHAPITRE IV

CARACTERISATION DES COUPLES DE DECOMPOSITION

D'UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION INFINIE

Ce chapitre constitue le développement de la note [9].
Nous nous proposons de caractériser, dans un espace vectoriel E de dimen-—
sion infinie, les couples de convexes (Ci,C2) tels que C1 soit symétrique

absorbant , C2 soit de dimension infinie et de codimension dénombrable

(couples du type (T)) et tels gue C,*C, = E.

Nous introduisons, dans le paragraphe 4.1, les notions nécessaires pour cette

caractérisation : couple de décomposition, couple principal de décomposition

forte ou non.

Le paragraphe 4.2 ré&gle le cas ol la dimension de E ~est infinie dénombrable.

Dans le paragraphe 4.3, nous introduisons la notion de sous-espace vectoriel
){O—décomposable relativement & un couﬁle de parties de E. Le lemme k4.1

et la proposition 4.2 permettent alors de passer au cas ol la dimension est

infinie quelconque.

Le paragraphe 4.4 donne les résultats fondamentaux.

Dans le paragraphe 4.5 nous montrons, sur des exemples, la nécessité des hy-

pothéses mises en jeu.

4.1.- DEFINITIONS. -
Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension infi-

nie et le couple (C1,02) est un couple de convexes de E.

Deginition 4.1.-

SL C1+C2 = E, on dit que Le couple (C

décomposition de E.

1,02) est un couple de



Déginition 4.2.-

Si ¢, = cs[iLE)I {ei}] et C, = cs[j\iJ{fj}] ot (fJ.)J.EJ est une
gamille Libre de décomposition de E associZe a La base (ei)iaI de E

supposée bien ordonnie, on dit que Le couple (C1,C2) est un couple princd-

pal de décomposition de E.

Déginition 4.2 bis.-
| St ¢, = CS[iLE)I {ei}] et C, = C[jLeJJ {fj}] oll (fj)J.EJ est une
famille Libre de décomposition forte de E associle & La base (ei)ieI de

E supposée bien ondonnde, on dit que Le couple (C1,c ) est un couple prin-

2
cdpal de décomposition fornte de E.

Remarque
Le théoréme 3.1 (resp. : théoréme 3.1 bis) montre gqu'un couple
principal de décomposition (resp. : décomposition forte) est bien un couple

de décomposition de E.

Déginition 4.3. -
SL C, est symitrique et absonbant et 84 C, est de dimension

inginie et de codimension débombrable, on dit que £Le couple (C1,C2) est

du type (T).

Définition 4.4.-

Sodient A,A', B,B' des parties de E. S4 A DA' et s4 B DB',

on dira que Le couple (A,B) contient Le couple (A',B') et on Ecrnina

(A,B) D(a',B").

4.2.- CAS DE LA DIMENSION INFINIE DENOMBRABLE.-

Ce cas est réglé par la proposition suivante.

Proposition 4.1.-
Sodlent, dans un espace vectoriel E de dimension Lnginie dénombra-
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ble, un convexe absorbant c, et un convexe C, de dimension Ainfinie. S&

_ , , . ]
c,+C, = E, AL existe dans C, une base (ei)iel\l et dans C, une famille

Libre (f.). .* de décomposition forte de E associle a La base (e.). . *.
171eWN 1'1elN

Démonstration

Nous distinguerons deux cas suivant que 1l'origine O appartient

1) Premier cas : 0 e C,.

Le convexe C1 étant absorbant, le convexe 02 étant de dimension infinie

et contenant l'origine, on peut‘trouver une base (gi)idN* de E satisfai-

sant aux deux conditions suivantes :

Vient |, g < C, N(-Cy)

Vi impair, g; € 02.

Construisons, par récurrence sur l'entier n, une suite (m(n))nEN* stricte~

ment croissante d'entiers > 0O, une base (ei)ieN* et une sulte libre

* de vecteurs de E, ces deux trois familles étant liées & 1l'entier

(£.)

Jiae
n par les propriétés suivantes R1(n), R2(n), R3(n), Rh(n) avec
R1(n) Pl (ne1)+1 € (n-1)+2> *** > ©n(n) © C1.

R.(n) : S[{evee""’em(n)}] - S[{g1’g2""’gm(n)}1'

n 2°
M - + +---+
Rh(n) fn %0, 1 €1 T B2 2 an,m(n) ®m(n)°®
les i vérifiant les propriétés H1(n), H2(n), H3(n)

et Hh(n) du paragraphe 3.3.1.

On pose m(1) =1 et £f,o=e =8

1 1°

Supposons la construction faite jusqu'au rang n et construisons m(n+1),

R em(n+1) et fn+1°

®n(n)+1°* Sm(n)+2°

Désignons par B l'ensemble des m(n)-uples (b1’b2’°"’bm(n)) formés de

réels (tous non nuls) vérifiant les conditions Hé(n), Hﬂ(n) suivantes :
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. +1+
Hi(n) : Db, est du signe de (-1)" 1+1
m(n)
] ' = ¥ . a
Soit Wn l'ensemble des vecteurs w iz1 bi ei ou (b1,b2, ’bm(n)) e B

. = ' = n ' = N .
Posons S[{g,,g,s-- ,gm(n)}] s, cy=c 0s, cl=c,Ns

a) Supposons que W r\(C;+Cé) # 0.

m(n)
3 = N tyor), ol ' ' ' '
Soit w i£1 bi e. € W (C1 C2) I1 existe c} ¢ Cl et cle C2 tels que
= ol4o! > ' = y—c!.
W c1 02 solt encore c2 W c1
Distinguons deux cas
a.1) m(n) est pair.
On a :
Tiar S N
5(es * Bunyer) T27 7300 T Bp(nyer) (1)
On pose alors
’
m(n+1) = m(n) + 1 (2)
1
< ®m(n+1) 2(c1 gm(n)+1) (3)
1 1]
= +
\ a1 = 2000 * Ey(n)er)> (4)
c'est—é—dire :
fn+1,m(n+1) =,_1 (5)
1 . )
== <1is .
&1,i "2 bi pour 1 < i ¢ m(n) (6)

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, R1(n+1) et R2(n+1)
sont vérifiées & cause de (1), (2) et (3) 3 R3(n+1) est vérifiée & cause

de (L) ; Rh(n+1) est vérifiée & cause de (5), (6), Hé(n) et Hﬁ(n).
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a.2) m(n) est impair.

On a :

%(cé * En(n)ee) % Yo %(ci " 8p(n)+2) (7)
On pose alors :

( m(n+1) = m(n)+2 - (8)

®m(n)+1 = Em(n)+1 (9)

< "m(mt1) = 3e] = gy (10)

\ Tt 3003 ¥ En(n)+2)? (11)
c'est-a-dire :

4
Sn+1,m(n)+1 0
4 Zpei,m(n+r) T | (12)
\ 41,1 =-;- b, pour 1%1i¢ m(n). (13)

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, R1(n+1) et R2(n+1)

sont vérifides & cause de (7), (8), (9) et (10) ; R (n+1) est vérifide 2

3
cause de (11) 3 Rh(n+1) est vérifiée & cause de (12), (13), Hé(n) et Hﬁ(n).

b) Supposons que W r"(C; + Cé) = §.

m(n)
. = . . + - . .
Soit w 121 bi ei € Wn Puisque C1 02 E, 11 existe c, € C1 et
= + 1 = - .
c, € 02 tels que W c1 02 soit encore <5 w c1

Soit k 1le plus petit entier > O tel que

S[{e1,e2, ces ,em(n),c1}] c S[{g1,g2, e sBriny gm(n)+k}]' (1h)

Puisque w ¢ C;+Cé, c, £ Sn’ donc k est > 0.

On pose alors :
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( m(n+1) = m(n) + k (15)

®m(n)+1 - (16)

{ n(n)+i = Bm(n)+i-1 POV 2515k (17)
L ot T % (18)

c'est-d-dire :

an+1,m(n)+1 =-1 (19)

isk

N

W an+1,m(n)+i =0 pour 2

. = Db. $1ig .
\ an+J,1 b, pour 1 <1 g m(n) (20)

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, R.(n+1) est vérifiée &
H 9 1

cause de (15), (16) et (17) ; R2(n+1) est vérifiée & cause de (14), (15),

(16) et (17) R3(n+1) est vérifiée & cause de (18) ; Rh(n+1) est vérifiée

i cause de (19), (20), Hé(n) et Hﬂ(n).
Ainsi, dans tous les cas la récurrence est achevée. En outre, d'aprés le

paragraphe 3.3.1, la famille (fn)neN* est bien une famille libre de décom-

position forte de E associée & la base (e ) . *.
n'nell

Posons T2 = C[{O}\J C2]. Puisque C1+F = E, on peut, d'aprés le premier

2

cas, trouver dans C une base (e ) # et dans T_. une famille libre
1 n nelV 2

¥ de décomposition forte de E associée a la base (en)ndN*' Pour

Posons

t
(fn)naN

* . .
tout n e N , il existe un réel X =2 1 tel que A_f' € C,.
n n n 2
f = ) f'. Il est alors aisé de vérifier que la famille (f ) % est
n n'n n'nelN

bien une famille libre de décomposition forte de E associée i la base

(e )

*,
n nell

4.3.- CAS DE LA DIMENSTION INFINIE QUELCONQUE. -

4.3.1.- Deginition 4.5.-

Soit F un sous-espace vectoniel d'un espace vectoriel E et
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soient A ot B deux parties de E. S'iL existe une famille (F

) de

ijes

sous-espaces vectorniels de F tels que :

’
Vied , dimPF, = X
J (]

Vied , aim(A NF,) = aim(B NF,) = R
: 3 j o

Y NFr, BNAF.) =F.
jed , (A J)+( J) ;

F= @ F.,
\ seg 9

alors on dit que F est R O-décompwsab!,e nelativement au couple (A,B).

Lemme 4.1.-

Sodient (C ,02) un couple (de convexes) de décomposition d'un

1
espace vectoriel E et F un sous-espace vectoriel de codimension dénom-

brable. S&i F est R ,-decomposable nelativement au coupte (C .C ), akons

1
E £'est aussi.

Démonstration

Supposons F # E. Soient G un sous-espace vectoriel supplémen-

*
taire de F dans E et (e ) une base de G (KCw).
k"keK
Puisque C1+C2 = E, pour tout couple (k,n) € K x Z, il existe c1(k,n) e C,
et cg(k,n) e C, tels que

ne = c1(k,n) + c2(k,n).

Considérons L =8[ (y {c,(kx,n), c (k,n)}] et posons F' =F NL,

| (k,n) 2
On a dim L < ‘Ro et dim F' < R o
Montrons l'inclusion (1)
¢ cle,n(Fec)]+[c,n(Fec). (1)

Montrons d'abord que L =F' 8 G (la somme F'+G est directe car la somme
F+G 1l'est aussi).

Ona F'® GC L car F'CL etcar G C L (pour tout k € K, e ¢ L).

k
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Réciproquement, on a L CvF' 8G .

En effet soit & e L. Puisque F ®G =E, il existe f ¢ F et é eG tels
que 2% = f+g. On a donc f = %-g ; ainsi f e L car g €G CL. On en déduit
que feFNANL=F', ainsi 2 ¢ F' ® G .

Ainsi pour montrer (1), il suffit de montrer que :

G C(C1nL)+(C2nL).

Ceci résulte du fait que (C1n L) + (C2f‘ L) est un convexe qui contient

n e pour tout (k,n) ¢ K x &.

j)jEJ une sous—famille dénombrable non vide de la
1
(on reprend les notations de la définition 4.5 avec

AN

Soit maintenant (F

famille (Fj)jeJ

A=cC, et B= 02) telle que :

® F, DF'.
jeJ1
Posons V=G & (® F.). ona dimVv=¥§ .
. jeJ1 J o
I1 est clair gue :
E=( & F.)e&V. (2)
J'eJ’\vJ1
Montrons que :
(v 001)+(vr\02)=v. (3)

L'inclusion dans un sens est &vidente. Montrons l'autre inclusion.

Puisque, pour tout j ¢ J, on a

N N =
(FJ. ‘C1)v+(FJ. c F.,

2) J

on en déduit que, pour tout J e J1

r.c(e FONC] +[(® F,) Nc
I Tges, [ng1 § 0
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et ensuite que
® F.C(VnC1)+(V002)
JEJ1
car ® F,=c[U F.].
jed, ! jed J

D'autre part, on déduit de (1) que :
G C (vﬂc1) + (v 002).

Ainsi 1'égalité (3) est bien vérifiée.

Puisque, pour tout j e J,, on a par hypothése

1

. n . -
dJ.m(C1 Fj) d1m(C2n Fj) Ro’

on en déduit que :

agim(c, N V) = aim(c, N V) = Ro . (4)

Les relations (2), (3) et (L) permettent alors de conclure.

4.3.2.- Proposition 4.2.-

Sodent, dans un espace vectorniel E de dimension Ainginie, un

convexe C, absonbant, symétrnique et un convexe C, de dimension Lnginie

1 2
et de codimension dénombrable. SL C#C, = E, AL existe une gamille
(Ej)je 5 de sous-espaces vectoriels de dimension infinie dénombrable veri-
glant :

1Y E= & E..
Jed _
2) 12 existe dans c, N Ej une base de Ej et dans C, N Ej
une gamille Libre de décomposition fornte de Ej associle & La base préce-

dente.

Démonstration

Nous distinguerons plusieurs cas.




- 66 -

Supposons la proposition 4.2 fausse.

Soit (gi) une base bien ordonnée de E, io désignant le plus petit

iel
élément de I. On peut supposer en outre que, pour tout i € I,

g; € C117 (—01) ﬂC2 (ceci est possible car C1 est sbsorbant et car C,

est un convexe contenant 1‘ofigine et tel que S[Cg] = E).
Montrons par récurrence transfinie qu'a chagque £ e I, on peut associer un

sous—-espace vectoriel E, de E tel que l'on ait (h,) et (h,) avec

A 1 2

(h1) : - ou bien E, = {0}

- ou bien dim Ez = 5*0 et il existe dans C1 N EZ une base

de E et dans C, n E, une base de décomposition forte de E, associée

2 la base précédente.

(h2) : la somme ) E, est directe et contient g
ige *
La suite de la démonstration montrera que la propriété précédente est vraie

pour g =1 .

Soit maintenant ¢ ¢ I. Supposons les propriétés (h1) et (h2)

vraies pour tous les i < § et montrons qu'elles sont vraies pour ¢.

Si g ¢ ® E;, , on choisit El = {0} et les propriétés (h1) et '(h2) sont
i<g .

évidemment vérifiées.

Sinon, posons F2 = @ Ei'
i<g

Si F2 est de codimension dénombrable, le théoréme 3.1 bis, le lemme 4.1

et la proposition 4.2 montrent (quitte & Ster, dans @ Ei’ les E, éventuel-

: : i<g

lement réduits & {0}) que la proposition 4.2 est vraie,ce qui contredit

1'hypothése de départ.
Supposons que F2 gsolt de codimension > }*o et construisons, par récurrence

sur l'entier n, une suite libre (en)neﬂ* de vecteurs de E et une suite

libre (f ) o * de vecteurs de E satisfaisant aux propriétés R1(n),R2(n),

nel¥




R3(n), Rh(n) suivantes avec

R1(n) ioe € C1.

Re(n) Poe ¢ Fp © S[{e1,e2,...,en_1}].

3 n 2
: = + + .00+ -
Rh(n) fn an,1 © an,2 €2 an,n—1 ®n-1 " ®n°
les 20 .i vérifiant les propriétés H1(n), H2(n), H3(n),

Hh(n) du paragraphe 3.3.1 (en posant m(n) =n et & = -1).
L]

On pose f1 = -e1 = g
Supposons e1,e2, cee 98 s f1,f2, “oe ,fn construits.

b )} formés de réels

Désignons par B 1'ensemble des n-uples (b1,b2,..., N

(tous non nuls) vérifiant les conditions Hé(n) et Hﬂ(n) suivantes

o | o] o, |
H_;)(n) : > n+l, ———23n+l, ... , > n+1.
2 2+|an 2+|b2l+|b3|+ ...Ibn|
Hﬂ(n) : bi est du signe de (_1)n+1+i.
n
Soit Wh l'ensemble des vecteurs w = i£1 bi oi ou (b1,b2,...,bn) £ Bn.

= . t=c. N ' .
Posons S S[{e1,e2,. ,en}], ci=c,N( &F), C,=¢C, r\(Sn ®F)
Distinguons deux cas

a) W N (c%+c') = @.

2
. . . 40 = . .
Soit w € Wﬁ Puisque C1 02 E, 11 exaste c1 € C1 et c2 € 02 tels que
= + i = w-c,. i N (cr+cr) = .
w = ¢ tc, soit encore c, = w-c, Puisque Wn (C1 C2) @, c, ¢ Sn ®F,
On pose :
€ 41 = (1)
f41 = S = Ve L 1s (2)

c'est-d-dire :

. = b. <1 g n.
841 i ; pour 1sign (3)

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, R1(n+1) et R2(n+1) sont
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vérifides & cause de (1) ; R3(n+1) est vérifiée & cause de (2) ; Rh(n+1)

est vérifiée & cause de (3), Hé(n) et Hﬂ(n).
b) W f\(C;+Cé) # 0.

s N (cr+0'). s ' 1 ' ' = o'l4p!?
Soit we W, (C1 C2) I1 existe cl e C1 et cl e C} tels.que w = ci+el

soit encore cé = w—c%.

Puisque F, est de codimension infinie, donc aussi Sn & F, , il existe un

vecteur g de la base précédemment définie et n'appartenant pas &
L

S_8&F
n

x
On pose :
S, ]
=7 S 1
®pt1 -2 %1 T 2 B (1)
1 1, .1
= — - = + —
w1 T2 T T2 T B (2)
clest-a~dire :
a .= 1y, pour 1 < i € n. (3)
n+1,i 2 i D

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, R1(n+1) et R2(n+1) sont
vérifiédes & cause de () ; R3(n+1) est vérifiée & cause-de (2) Rh(n+1)
est vérifiée & cause de (3), Hé(n) et Hﬁ(n).

Dans lés deux cas la récurrence est achevée.

Posons E, = S[lJ » {en}]. D'aprés le mode de construction des en, la somme

nefV
Z Ei est bien directe, ainsi-(hz) est vérifiée ; le paragraphe 3.3.1 mon-
igs
tre que (h,) est vérifiée.

1

Notons que pour amorcer la récurrence transfinie, on procéde comme précédem-
ment en partant de F, = {o}.

Soit maintenant (Ej)' la sous-famille de la famille (E.) composée

Jjed i’iel
des E. # {O}. Cette famille satisfait & la proposition 4.2, ce qui contredit
1'hypothése de départ.

Dans tous les cas, 1l'hypothdse de la fausseté de la proposition 4.2 est donc

contradictoire, ce qui démontre cette proposition.
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2) Deuxiéme cas : O ¢ 02 et S[CQ] # E.

Posons 8[02] = E' et montrons que :

A v = R,
(C1 EY) + 02 E

L'inclusion dans un sens est évidente. Montrons l'autre inclusion.

. ' . 0 = . .
Soit x € E'. Puisque C1 02 E, 11 existe c1 € C1 et c2 € C2

tels que x = c *c,. Puisque c, € E' (car S[Cz] = E'), il en résulte que

c, € E'. Ainsi, on a :

E'C (010 E') + Cye

Le résultat obtenu dans le premier cas montre que E' est }* o—décomposable

relativement au couple (C1r7 E',C.) donc, a fortiori, E' est 8 O—décom—

2

posable relativement au couple (01,0 ). Le lemme 4.1 montre alors que E

2

est }§o-décomposable relativement au couple (C1,C2) car E' est de codi-

mension dénombrable dans E. La proposition 4.1 permet alors de conclure.

.

3) Troisidme cas : 0 ¢ C

On raisonne sur chaque Ej comme dans le deuxiéme cas de la démonstration

de la proposition L4.1.

Conollaine 4.1.-
Soit (C 02) un couple de décomposition du type (T) d'un espace

).

13

vectoriel E. Alons E est N o—décompo»sabﬂe nelativement au couple (c1,02

Démonstration

Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 4.2 et

du théoréme 3.1 Dbis.

CONCLUSTON. -

Théeorneme 4.1.-
Sodit, dans un espace vectoriel E de dimension infinie, un couple
de convexes (C1,C2) du type (T). Les deux propositions sulvantes sont équi-

valentes :
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(4) = (C1,02) est un couple de décomposition de E.

(4i) :+ Le couple (01,02

tion fonte de E.

) contient un couple principal de décomposi-

Démonstration
Ce résultat est une conséquence du théoréme 3.1 bis, de la propo-
sition 4.2, de la proposition 4.1 et du théoréme 3.2 (appliqué & 1'ensemble

* . . . < .
J XN muni du bon ordre lexicographique obtenu & partir d'un bon ordre sur

l'ensemble J, l'ensemble J &tant obtenu & la proposition L.2).

Cornollaire 4.2.-

Soit, ddné un espace vectoriel E de dimension infinie, un couple
2) du type (T), C, etant en outrne symétrnique. Les deux
propositions sulvantes sont équivalentes :

de convexes (C1,C

(4) (C1,C2) est un couple de décomposition de E.
(44) : Le couple (C1,Cg) contient un couple principal de décomposition
de E.
Démonstration

Ce résultat est une conséquence du théoréme 3.1 et du théoréme L.1.

4.5.- REMARQUES. -

4.5.1.- Une précision relative au théoreme 4.1

si (c ,02) est un couple de décomposition de E avec c, = CS[(J {ei}]

iel
) (f.) étant deux bases hien ordonnées

1
et ¢, =c[uU {£,}] ( (e
. i
1el
de E), on ne peut pas affirmer que le couple (C1,02) est un couple prin-

iiel i'iel
cipal de décomposition forte de E (ceci d'ailleurs quel que soit le bon
ordre envisagé sur I). Il suffit pour s'en convaincre de reprendre 1'exemple

du paragraphe 3.L.2.

4.5.2.- L'exemple suivant montre que l'on ne peut abandonner 1'hypothése de

symétrie pour C, dans le théoréme L.1.
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Exemple

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,

E 3 ™ P ooas s .
<en)nslN une base de E et (fn)ndN la base de E définie par

n
‘D(n- +1) s
p§1 T

ol P e¢ (voir 3.3.2) et est & valeurs > O.
Posons C, = C[ U, {en’—en’fh}] et 02 = _01.

! neN

On constate que C,*+C, contient 2CS[\J  » {e }] et sy « L f }]. Puisque
nelN
(f ) % est une base de decomp031t10n de E associée 3 la base (e )
nef¥ neN

le théordme 3.1 montre que C1+C2 = E. Ainsi le couple (C1,02) est un couple
de décomposition de E.

On remarque que

[c, N (-c,)] + ¢, C -2,
et que

[c, N(-c)] +¢c, Cac,.

Or C1 est différent de E (par exemple, —2e1 i C1)- Ainsi les couples
(C1,02) et (C2,C1) ne contiennent pas de couple principal de décomposition
forte de E.

4.5.3.- L'exemple précédent montre que l'on ne peut abandonner 1'hypothése

"forte" dans le théoréme 3.1 bis.

En effet, C1 est différent de E et l'on a :

2c DCS[U*{e ] +C[U*{f H.
nelN
4.5.4.- L'exemple suivant montre gue l'on ne peut'abéndonner les hypothéses

de symétrie pour c, et C, dans le corollaire du théoréme L.1.

Exemple
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,

* * PR :
(en)neiN une base de E et _(fn)ndN la base de E définie par
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f =

. (-1)"F plapr1) e,

It t~18

p=1

ol P £ et est & valeurs > O.
Posons C, = csfu , {en}J et C, = C[U* {fn}].
nell nefll
Le théoréme 3.1 bis montre que (C1,C ) est un couple de décomposition de

2

E car (f ) est une base de décomposition forte de E associée & la

¥
n nel

*.
base (en)nsiN

D'autre part, on voit facilement, en tenant compte du fait que (fn)ndN*
est une base de E, que C, N (-02) = @ ; ainsi le couple (C1,C2) ne peut

contenir de couple principal de décomposition de E.
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CHAPITRE V

APPLICATION A LA CARACTERISATION

DES ENSEMBLES CONVEXES UBIQUITAIRES

Ce chapitre constitue le développement de la note [Hﬂ.
Dans [20], Klee a introduit la notion de convexe ubiquitaire et a donné un
exemple de convexe proprement ubiquitaire non lin€airement borné. Dans [22],
Klee foufnit un exemple de convexe ubiquitaire linéairement borné.
La notion de convexe proprement ubiguitaire est intéressante car l'existence
d'un tel convexe dans un espace vectoriel E est caractéristique de la di-
mension infinie de E, et car un tel convexe est dense dans toute topologie
de E respectant la topologie de la droite.
Nous nous proposons ici de donner une céractérisation de ces convexes en tant
que sur-ensembles de convexes particuliers que nous appelons convexes ubiqui-
taires basiques.
Dans le paragraphe 5.2, nous introduisons les notions de convexe &lémentaire,
de convexe ubiquitaire &lémentaire, de convexe basique, (cette notion n'a
rien & voir avec la notion de "semispace basique"introduite par Klee dans
[?3]), de convexe ubiguitaire basique et nous montrons au théoréme 5.1 que
tout convexe ubiquitaire basique est bien ubiquitaire. Nous obtenons ainsi
un procédé général de construction de convexes ubiquitaires.
Le paragraphe 5.3 est consacré au probléme réciproque.
Dans ce paragraphe la proposition 5.1 montre que, dans tout espace vectoriel
de dimension infinie, tout convexe ubiquitaire contenant l'origine contient
un.convexe’basique (le lemme 5.4 réglant le cas de la dimension infinie dé-

nombrable). Le théoréme 5.2 fournit la caractérisation annoncée.



5.1.~ DEFINITION ET NOTATION.-

5.1.1.~- Deginition 5.1.-

Soient E un espace vectoriel, (ei)ieI (fi)ieI deux bases

bien ondonnées de E. On dira que (fi)‘ est une base triangulaire de E

iel

nelativement a La base (ei)' AL, pour tout j e I,

1iel

iel

avee (fa, ; = 0 pour tout i > J,

?

a. . # 0.
Jsd

5,1.2.- Nous désignons, dans toute la suite, par ¢' 1l'ensemble des applica-

. * *
tions ¥ de N dans R, telles que :

lim —_‘L(_Ii = 4o,
n>+e ni1 P(k) '
k=1

$' est un sous—ensemble de l'ensemble ¢ considéré au paragraphe 3.3.2.

5.2.- LA NOTION DE CONVEXE UBIQUITAIRE BASIQUE.-

5.2.1.- Déginitions

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie rapporté &

)

(£.) une famille de décomposition forte

une base bien ordonnée (e ).
J jed

i’iel’

de E associée a la base (ei)isI telle que, pour tout J € J, la derniére

composante non nulle de fj dens la base (ei)ieI soit < O.

Posons T, = cltuy {-e.HU (U {£.n].
iel o geg Y

une famille de points de F1 tous distincts de l'origine O

tels que, pour tout ie I, la derniére composante non nulle de c; dans la

Soit (ci)ieI

base (ei)ieI‘ ait un indice. > i (une telle famille existe car l'existence

d'une famille de décomposition de E associée & la base (ei)ieI montre

(voir les deux premidres remarques du paragraphe 3.1) que I est sans plus
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grand élément).

Posons I, =C[T, U(U {e.+tc. | t e JO,1]})].
2 1 . 1 1
iel
Déginition 5.2.-

Avec Les notations précédentes, tout convexe du type T1 sena

appeld convexe ELémentaire et tout convexe du type F2 sera appelé convexe

ubiquitaine éLémentaire.

Définition 5.3.-

Avec Les notations précédentes, 54, en outre, (fj)jEJ est une
)

base triangulaire de E relativement a La base (e (on suppose donc
sena appelé convexe basique et tout con-

i'i€l

J = I), tout convexe du type T

vexe du type T,_ sera appeli convexe ubdlquitaire basique.

2

5.2.2.- Théoréme 5.1.-
Tout convexe ubiquitaire &Lémentaire (donc tout convexe ubliquitainre

basique) est bien ubiquitaire ; AL est méme pnbpnemeni ubliquitaine.

Démonstration
D'aprés le mode de construction de F2, F2 est différent de E
car tout point de P2 distinct de l'origine O a une derniére composante

non nulle < 0.
D'autre part, 1lin F2 contient, pour tout i € I et pour tout j e J,

e;s "&5s fj 3 P2 étant convexe, 1lin F2 est convexe et ainsi on a :

1in I, D1 (es[y {e)] + c[y (e
1el Jed

Le théoréme 3.1 bis montre alors que 1lin F2 = E,

5.3.- PROUBLEME RECIPROQUE ET CARACTERISATION.-

Plusieurs lemmes sont nécessaires avant d'aboutir 3 la caractérisa-

tion.



5.3.1.- Lemme 5.1.-
Soit, dans un espace vectoriel E, un convexe ubiquitaire C
contenant L'onigine. S&4 y ¢ E, AL existe x e C Zel que, pour tout

t e ]O,]] , Y+tx e C.

Démonstration

Soit y € E 3 2y € 1lin C. Ainsi il existe x' € C tel que,

pour tout a € ]O,1], on ait

(1-a) 2y + a x' = 2y + a(x'-2y) = z(a) € C.

o]

> ]O,Jﬂ,

On en déduit que, pour

o x' _ 1
v+ 1-a 2 2(1-a) z(a) € Cs
car C contient l'origine.

x! o
On pose alors x = 5 et t = T °

I1 est clair que, lorsque a décrit l'intervalle ]O,éﬂ, t  décrit 1l'inter-

valle JO,]].

Remangue

Dans le cas ol C est un convexe dont le 1lin est un cSne de

sommet O, le lemme 5.1 reste vrai pour tout point y e lin C.

5.3.2.- Lemme 5.2.-

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie, (ei)ieI une

base bien orndonnée de E ’(fj)jeJ une gamille de décomposition (resp. : dé-

composition fonte) de E associe a £a base (ei)ieI’ (xj)jeJ

de vecteurs de E. Posons, pour tout j e J, £1 = fiba; X, avee as e R.

une gamille

Alons L existe, pour fout j e J, un niel Bj > 0 tel que, 84 poun tout

jed, |ajl < Bs La famille (fj)j 804t une famille de décomposition

ed

(nesp. : décomposition fonte) de E associie a La base (ei)iel'
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Démonstration

Posons, pour tout Jj € J,

f. = Z a. . e, et x.= z X. . e,
J ieT Js1 1 J ieT Js1 1
On a :
f1 = z (a. .+a. x. .)e. = z b. .(a.)e. ,
sep 4o 3 TEATE o Lgp TdTHE
avec b. .{(a.) =a. . + 0. X. ..
Jds1l J Jdel Jd  Jdsl

Le lemme 5.2 résulte alors de la définition des familles de décomposition
(resp. : décomposition forte) (voir paragraphe 3.1) et de la continuité en

0 des applications

a5 Lo Ipy (o)
ity .
et aj — v, .{(a.) = (si 2 laj,k, #0) ,

dot Y olb. (a.)] K>i
Kop ek

et du fait que, pour j fixé et 1 décrivant 1'ensemble Ij des indices
i € I pour lesquels 1l'un au moins des deux nombres aj 3 et xj 3 s0it non
H 3

nul, les applications précédentes sont en nombre fini.

5.3.3.- Lemme 5,3.-

Soient E un espace vectorniel de dimension inginie, U un convexe
ublquitaine contenant L'ornigine, F un sous-espace vectoriel de E de codi-
mension dénombrable tel que F ="® F. oil J est un ensemble infind et oi,
pourn tout j e J, Fj est un AouAEZipace vectoriel de E de dimension infinie
dénombrable. Si, pour tout j e 3, U N Fj contient un convexe basique de

Fj, alorns U contient un convexe basique.

Démonstration

- ”, ” ” *
On suppose que J est bien ordonné sans plus grand &lément et que J X @

est muni du bon ordre lexicographique.

Supposons F # E.
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Désignons par o le plus petit €lément de J. Comme U ‘engendre E, il
existe dans E un sous-espace vectoriel supplémentaire de F admettant une

base (em)meM (avec card M ¢ 8’0) telle que, pour tout m e M, —e € U.

Posons G=F @&s[y {el}].
o m
meM

Soit, pour tout J > o, une base <e(j,n))ndN* de Fj telle que, pour
* . . . .
tout n e @ , —e(. n) e U, et soit, pour tout J > o, une base triangulaire
H]

de décomposition forte (f(. ))

de F. associée & lg base
J.n Jd

#*
nelN

*
(e(j n))ndN* telle que, pour tout n e N ,
3
f,. U
(j.n) ©
et
2 i n
f,. = a, . e,. . avec . < 0
(J,n) 121 (J ,n) (J 31) a(J sn)
Soit (e(a n))ndN* une base de G telle que —e(a n) e U pour tout
H 3

* . : . .
ne@l (d'aprés la construction de G , une telle base existe) et soit

ndN* une base de décomposition forte de ¢ associée & la base

(e(a,n))ndN*'

Puisque U est un convexe ubiduitaire de E contenant l'origine, il existe,
d'aprés le lemme 5.1, X € U tel que :

2f(

+
%,n) tn xn e U pour tout tn € ]0,1].

L'ensemble J &tant un ensemble infini totalement ordonné et sans plus grand
€lément, on peut construire par récurrence sur l'entier n une suite stricte-
ment croissante d'indices (jn,l) g J % N telle que :

1) (j1,1) soit un indice strictement supérieur aux indices des

et de x_, (relatives 3 la base

derniéres composantes non nulles de f',
(as1) -1

(e(5,m)(5,n) e 7 xn* % E)-

2) (jn,T) soit un indice strictement supérieur aux indices

(30015 (Ganl)y eee o5 (3 ,1) et aux indices des derniéres composantes
I o Jn-1

non nulles de £ et de x .
(u,n) n
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Soit K= U, {jn}.
nell

Considérons la famille * telle que, pour tout

1
(5 (5m) e d xm
j > a, on ait :

£ si j ¢ K,

5,0 = T(j.m)

fr,. = f, . si j K
(j,sn) (3,n+1) J €

(les f'(a 1) ont 8té définis ci-dessus).
3

Puisque E= ¢ ® ( & F.), d'aprés le théoréme 3.2, la famille
J>a

£r,. . #* est une famille libre de décomposition forte de E
( (an))(an) ed xWN P

associée a la base (e(j,n))(j,n) e d xW

Considérons maintenant la famille (g(j n))(j n) e J x W* telle que, pour
b b

*
tout ne N ,

&(a,n)

. = fr . owr J > o .
€(j,n) (jon) P J

D'aprés le lemme 5.2, si chaque t est assez petit, cette famille est une

famille de décomposition forte de E associée & la base

((5m) (5,m) & 7 < 0*
D'autre part, elle est libre d'aprés le mode de construction des f'(j,n)
et de K {(car deux vecteurs distincts de cette famille ont des derniéres
composantes non nulles d'indices distincts).
Il est clair aussi que tout vecteur de la famille appartient & U et a une
derniére composante non nulle < O.

En outre, on peut compléter cette famille libre de décomposition
forte en une base de’décomposition forte de. E en lui adjoignant la famille
(—e(a,n))ndN* (tout vecteur de cette famille appartient & ‘U). En effet,

posons
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*
1) g'(a 1) = ~(4,n) PO tout n el .
H] 9

2) si j4K etsi j#a,

*
LI = . our tout n ¢ W .
€(jm) &G, F &

&' (5 ,1) = &a,n)’

v, = . our tout k > 1.
& (J sk) g(J ,k_1) P
n n

La famille (g'(j n))( est bien une base triangulaire de décom-—
.9

) *

j.n) e J xW
osition forte de E associée & la base (e,. . *,

P ( (Jan))(an) g d xIN

Ainsi U contient un convexe basique.

Il est & noter que, si F = E, le théoréme 3.2 donne le résultat immédiatement.

5.3.4.- Lemme 5.4.-
Soit, dans un espace vectorniel E de dimension infinie dénombrable,
un convexe ublquitaine U contenant £'ordigine. Alons U contient un convexe

basique.

Démonstration

*
Soient (en) * une base de E telle que -e € U pour tout ne W et

(£)

¥
n’ neN

nely

une base de décomposition forte de E associée & la base (en)new*'
Puisque U est un convexe ubiquitaire‘contenant l'origine, il existe, pour
tout n € N*; x €U tel que 2f +t x € U pour tout t_ ¢ ]O,1]
n n n'n n

(d'aprds le lemme 5.1). »
Définissons par récurrence sur l'entier n, une suite d'entiers (m(n))newﬁ
strictement croissante telle que

1) m(1) soit un entier strictement supérieur aux indices des
derniéres composantes non nulles de f et x,.

1 1

2) m(n) soit un entier strictement supérieur aux indices des
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derniéres composantes non nulles de fn et x et aux entiers m(1),
m(2), ..., m(n=-1).

E 3
Posons, pour tout n e N ,

'
ﬁm(n)
I1 est clair que fi(n) e U et qu'en choisissant chaque tn assez petit,

la famille % est une famille libre de décomposition forte de E

(£ (a) new

> -~ * ] -~ . .
associde 4 la base (en)neN (d'aprds le lemme 5.2)

Pour conclure, il suffit d'envisager la famille (fé)ndN* telle que

1 = .- 3 *
fi =-e, si k $ {m(n) | new}.

U contient donc le convexe basigue

r, = C[ngw* {—en,fr'l}] ‘.

5.3.5.- Proposition 5.1.-

Soit, dans un espace vectoriel E de dimension infinie, un convexe

ubiguitaire U contenant L'ornigine. Alors U contient un convexe basique.

Démonstration

D'aprés le lemme 5.4, il suffit de démontrer cette proposition dans le cas
oi E est de dimension non dénombrable.
Supposons la proposition 5.1 fausse.

Soit (gi)isI une base bien ordonnée de E, io désignant le plus petit

élément de I. On peut supposer que, pour tout i e I, g ¢ U (ceci est

possible car S[U] = E).
Montrons par récurrence transfinie qu'a chaque £ e I, on peut associer un

sous-espace vectoriel E, de E tel que 1'on ait (h1) et (h2) avec

(h1) : - ou bien E, = {0}

- ou bien Ez est de dimension infinie dénombrable et U r\Ez
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1]

# est une base de E,, -e appartenant & U pour tout
) (2 ,n)

contient un convexe basique de E, du type F1 =cluy P “€(3.n) f

nelN %,n)

Oﬁ (e(l,n))ndN

* P . . - .
nefN, (f(l n))ndN* étant une base triangulaire de décomposition forte
b
de E; associée & la base précéddente, la derniére composante non nulle de

f étant < O.
(%,n)

(h2) : la somme ) E, est directe et contient g, .
ig?

La suite de la démonstration montrera que la propriété précédente est vraie
L =1 .

pour i

Soit & ¢ I. Supposons les propriétés (h1) et (h2) vraies pour tous les

i < 2 et montrons qu'elles sont vraies pour <%.

Posons Fz = & E..
. i
i<’

si g, ¢ Fy, on choisit E, = {0} et les propriétés (h1) et (h.) sont évidem-

2

ment vérifiées.

Montrons que Fz ne peut &tre de codimension finie : En effet, si F'Q est

de codimension finie, F, n'étant pas de dimension dénombrable (E est de
dimension non dénombrable), lfensemble des i < & tels que E; # {0} est
infini, le lemme 5.3 montre alors que la proposition 5.1 est vraie (ce qui
contredit 1'hypoth&se de départ).

On peut donc supposer que F, a une codimension infinie.

Construisons par récurrence sur l'entier n, une suite libre (en) dN* de
n

vecteurs de E et une suite libre (fn)neN* de vecteurs de E satisfaisant

aux propriétés R_(n), R (n), R, (n), Rh(n) suivantes avec

R
1 2 3

R1(n) Poe e u.

R2(n) Poep ¢ F, + S[{e1,e2,...,en_1}].

: = + + .00+ -
R,(n) =218 % 0% &1,n-1 n-1 ~ Sn?

les a . vérifiant les propriétés H1(n), H2(n), H3(n),
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Hh(n) du paragraphe 3.3.1 (en posant m(n) =n et a .= -1).

On pose f, = --e1 = 8-

Supposons e1,e2,...,en,f1,f ,...,fn construits.

Considérons un vecteur w =

il o~ -

bi e les coefficilents bi vérifiant les

i=1
propriétés suivantes
LA o
33(n) : 5 > n+1, E:TE;T >ntl, ... , 2+lb2l+lb3|+'-'+lbn|a n+1.

(_1 )n+1+i

H'(n) : bi est du gigne de

Puisque U est un convexe ubiquitaire contenant 1l'origine, il existe,
(d'aprés le lemme 5.1) x e U tel que w + xe U.

Posons Sn = S[{e1,e2,...,en}].

Puisque 5 ®7F, est de codimension infinie (car F, l'est), il existe un
vecteur g, de la base de départ n'appartenant pas & Sn ® FL'

Puisque U est un convexe ubiquitaire contenaﬁt l'origine il existe x' g U

tel que (-x+g,,) + tx' € U pour tout t e Jo,1].

On a donc :
1 dre_ M o= L 1 '
> (w+x) + 2[( x+gz,)+tx ] =SVt (g2,+tx ) e U.
Choisissons t de fagon que %-(gz,+tx') ¢ s, ®F, (ceci est possible
puisque g, ¢ s @ Fo).
On pose alors :
e . = -t (g,+tx') (1)
n+1 2 2!
f =1ly-e (2)
n+lt 2 n+1’
clest-a-dire
a L= l—b. pour 1 <1 ¢ n. (3)
n+t1,i 2 1 b h
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Il est alors clair que €+ et fn+1 satisfont & 1'hypothése de récurrence
En effet, R1(n+1) et R2(n+1) sont vérifiées & cause de (1) ; R3(n+1) est .
vérifiée & cause de (2) ; Rh(n+1) est vérifiée & cause de (2), (3), Hé(n)

1
et Hh(n).

*
= t £ = f t
Posons, pour tout n e N , e(z,n) en e (2,n) n? et posons

E, =s[uy, {e H,
* el (2,n)

¥ = c {-e £ 1]
1 U & (£,n)° (L,n) """

nelN

s s L
Le paragraphe 3.3.1 et la définition 5.3 montrent que T1 est un convexe

basique de E contenu dans U r\Ez.
Ainsi (h1) et (h2) sont bien vérifiées.
Notons que, pour amorcer la récurrence transfinie, on procéde comme précédem-
ment en partant de F, = {o}.
La récurrence transfinie est achevée.

Soit maintenant (Ej)‘ la sous-famille des (Ei)' composée des

Jed 1el
Ei # {0}, Ona E= & E,.

jed
Posons

r =¢ I'J = C[ ) {-e,. .F, . H o,
1 [ng ! (3om)edsm *(3m) (J,n)]

. * . .
munissons J d'un bon ordre et J x W du bon ordre lexicographique.
Le théoréme 3.2 et la définition 5.3 montrent que P1 est un convexe basique
de E. En outre T1 est contenu dans U. L'hypothése de départ étant mise

en défaut, la proposition 5.1 est vraie.

5.3.6.- Avant de démontrer le théoréme de caractérisation, nous montrons

le lemme préliminaire suivant

Lemme 5.5.-
Sodent, dans un espace vectoriel E, n convexes A, LA ,...,An

Aé,....,Ar'l des trhansfatés nespectigs de

n
teks que c[ U 'Ai] =E, et Al,

1=1
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Apshysee Ay dans des translations 7{1,35,...,f£: ALons, on a :
n
cfu a!] =k
j=1 %
Démonstration
n n
Posons B =C[U A;] - Ona C[A UEB =c[U A] et
i=2 i=1
n
cfatuB] =claru(uU 4],

i=2

Si on montre que C[A% v B] = E, alors,en itérant le résultat, on aboutit
a4 la conclusion désirée.

Montrons donc que C A; U B:| = E.

Raisonnons par l'absurde et supposons que C A; U B] # E. Soit xo tel que
A; = A1 + {xo}. On & donc x_ # 0.

Puisque C[_'A; U BI # E et que C[A% U B] est convexe, il existe une demi-
droite A de direction X, contenue dans E n C[A; ] B] . Or on montre

facilement que :
cla,u B] C [—xo,o] + C[A1' U B].

Il en résulte que A ne peut €tre toute entiére contenue dans C]':A1 U B] s

ce qui est absurde. Ainsi, on a C[A; U EB] = E.

Th.éoftéme 5 . 2 « =
Dans un espace vectorniel E de dimension inginie, un convexe
contenant £'origine est ubiquitaire s4i et seulement &'il contient un convexe

ubiquitaine basique.

Démonstration

La condition est suffisante d'aprés le théoréme 5.1.
Montrons que la condition est nécessaire.
Soit U un convexe ubiquitaire contenant l'origine. D'aprés la proposition

5.1, U contient un convexe basique T.= c[u '{—ei,fi}] .
iel
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D'aprds le lemme 5.1, il existe, pour tout i ¢ I, X e U tel que
he, + tx; = ui(t) e U pour tout t e ]0,1]. . (1)
Posons A = C[ U {ei}] et montrons que 2T + A = E.
iel .
Soit k un indice fixé dans I. Posons :
= + ' = - R
T, {ek} et A A {ek}
On a :
' + = v+ AY,
2 1 A+ {ek} 2r1 A
Montrons que C[I‘_I U A] = E.

En effet, C[:l“1 U A] contient CS[.U {ei}] et C['U {fi}] .
igl 1el

Ainsi, on a :
1
cfr,u Al D 5 (cs[u fe3] +clu {£3]).
1el iel
Le théoréme 3.1 bis montre alors que :
c[r,u 4] =E.
Le lemme 5.5 montre que
c[rru a] =E.

Puisque O ¢ 1"% N A', on en déduit successivement que C[2I'; U A'] =E et

que 21"; + A' E.
I1 en résulte que 21‘1 + A =E.
Puisque 21"1 + A =E, 11 existe, pdur tout i ¢ I, ci £ I‘1 et y; € A

tels que :

= '
X5 2ci Y- (2)

On déduit de (1) et (2) que :




+ ! = . -ty. .
2e; + te! (ul(t) tyl) e U

Soit, pour tout i e I, ji un élément de I strictement supérieur a i
et 4 1'indice de la derniére composante non nulle de ci dans la base

(e.)

3.1, I est sans plus grand &lément).

i)iet (ji existe car, d'aprés les deux premiéres remarques du paragraphe

S
Posons c, =3 (ci ej.).

i
I1 est clair que c; € T1 et que e; + tci e U pour tout t ¢ ]O,1].

Ainsi U contient le convexe T2 suivant

I, =c[r, Uy les+te, | e Jo,1]N].

iel

La définition 5.3 montre que F2 est un convexe ubiquitaire basique.

5.3.7.- Remarques.

1) On peut montrer, par une démonstration n'utilisant que les
lemmes 5.1, 5.2 et 5.5, et en partant d'une famille de décomposition forte

quelconque associée & une base (e.). de E telle que, pour tout i ¢ I,

171el
—e. e U, le théoréme 5.3 suivant qui est évidemment moins précis que 1le

théoréme 5.2.

’Théonéme 5.3.-
Dans un eépqgg/ueEZEZZQZ‘ E de dimension infinie un convexe U
contenant K'aﬂigiﬁé/éét ubiquitaine 84 et seulement &'il contient un convexe
ubiquitaine élémentaire.

Démonstration

La condition est suffisante d'aprés le théoréme 5.1.
Montrons que la condition est nécessaire.

Soit (ei)ieI une base bien ordonnée de E sans plus grand élément telle

que, pour tout i e I, e € u.

Soit (fj)jsJ une famille de décomposition forte de E associée & la base
(e.)

i’iel’
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Puisque U est un convexe ubiquitaire contenant l'origine, le lemme 5.1

montre qu'il existe, pour tout j e J, x'j e U tel que :
2f. + t. x. € U our tout t. e JO,1].
J 373 > P J]’]

Soit ij- un é1ément de I strictement supérieur aux indices des derniéres

composantes non nulles de fj et X, dans la base (ei). . Posons, pour

1el
tout j e J,

pr=lar4tx) -1t e =£, 4Lt (x,e ).
J J J 29 1. 32 33 1

1
2
Puisque O e U, il est clair que, pour tout Jj e J, fé'e U. D'aprés le

lemme 5.2, en choisissant chaque tj assez petit, la famille (fj)jeJ est

une famille de décomposition forte de E associée & la base (ei)ieI°

Ainsi U contient le convexe &lémentaire F1 suivant :

rp=clly {=HV(y {£:1)].
jel jeg 9

On raisonne ensuite comme au théoréme 5.2.

2) Le procédé précédent ne semble pas permettre d'affirmer le
caractére basique du convexe élémentaire P1 car il n'est pas slir que la

famille (fj). trouvée & la démonstration du théoréme 5.3 soit une base

Jed

triangulaire de décomposition forte de E associée & la base (ei)ieI'
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CHAPITRE VI

APPLICATION A LA CARACTERISATION D'UNE CLASSE

DE CONVEXES DENSES DANS UN ESPACE SEMI-NORME.

DECOMPOSITION EN SOMME DE CONVEXES DENSES.

Ce chapitre constitue le développement de la note [1]] et apporte
une généralisation au théoréme L4 de cette note.
Dans le paragraphe 6.1, nous caractérisons, & l'aide des notions de couple
principal de décomposition et de couple principal de décomposition forte
(voir paragraphe 4.1), une classe de convexes denses dans un espace vectoriel
éemi—normé de dimension infinie, & savoir ceux qui sont de dimension infinie
et de codimension dénombrable (dans le cas ol l'espace est de dimension in-
finie dénombrable, cette classe est formée de tous les convexes denses).
Dans le paragraphe 6.2, nous montrons (théordme 6.3) que tout espace vectoriel
semi-normé E de dimension infinie o est somme directe de B sous-
espaces vectoriels denses dens E, chacun d'eux étant somme de deux convexes
denses dans E, 1inéairement bornés, disjoints, symétriques 1'un de 1l'autre,
et non ubiquitaires dans leur fermeture spatiale, B8 étant un cardinal tel
que 2B < a.
A partir d'un résultat du paragraphe 6.2 (lemme 6.6), nous donnons, au para-
graphe 6.3, un résultat concernant la partition d'un espace vectoriel semi-
normé de dimensionvinfinie en cdnes convexes denses, résultat analogue &
ceux trouvés par Klee dans [18] et [19].

La technique utilisée repose sur la notion d'hypercdne.
q :
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6.1.- CARACTERISATION D'UNE CLASSE DE CONVEXES DENSES DANS UN ESPACE VECTORIEL -
SEMI-NORME DE DIMENSION INFINTE.- |

Avant d'aborder les théorémes de caractérisation, nous avons besoin

du lemme suivant :

6.1.1.- Lemme 6.1.-

Soient E un espace vectoriel semi-noumé, B sa semi-boule unite
ouvente (ou germée), A une partie de E Etodlée par happort @ un de ses
points. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit dense dans

E esf que A+B = E.

Démonstration

Désignons par U l'ensemble des Voisinages de l'origine.
La condition est nécessaire : En effet, si A est dense dans E,
A= 0N (A+V) = E, ainsi A+B = E.
veU
Montrons que la condition est suffisante.
On peut supposer que A est étoilé par rapport & l'origine car la topologie

de E est invariante par translation.

Soit V e . Il existe un réel A, avec O < A < 1, tel que ABC V.

Puisque A+B = E, on & A(A+B) = E. Puisque A C A et que ABCV, il en

résulte que A+V = E, Ainsi A = E,

6.1.2.- Theoneme 6.1.-

Soient E un espace vectoniel semi-nonmé de dimension inginie,
B 4a Aemi—boule unité ouvente (ou fermée) et A un convexe de E. S{ Le
couple (B,A) contient un couple principal de décomposition (forte ou non)

de E, alors A est dense dans E.

Démonstration

Elle résulte des définitions 4.2, L.2 bis et h;h, des théorémes 3.1 et

3.1 bis et du lemme 6.1.




Théoreme 6.2.-
Sodent E un espace vectoriel semi-nonmé de dimension inﬁinie,
B 4a semi-boule ouverte (ou fernmée) et A un convexe de dimension Anginie
et de codimension dénombrable. |
1) A est dense a4 et seulement s4 Le couple (B,A) contient un
couple principal de décomposition forte de E.
2) S{ de plus A est symétnique, alors A est dense s4 et seule-

ment 54 Le couple (B,A) contient un couple principal de décomposition de E.

Démonstration

Elle résulte du théoréme k4.1 et du corollaire L.2 de ce théoréme.

Cornollaine 6.1.-
Sodent E un espace vectorniel semi-noamé de dimension inginie dg-
nombrable, B sa semi-boule unité ouverte (ou fermée) et A un convexe de
dimension infinie de E. Alons Les conclusions 1 et 2 du théordme 6.2 sont

viadies.

Démonstration

Elle résulte immédiatement du théoréme précédent.

6.1.3,- Remarque

Dans le corollaire précédent, 1l'hypothése "A de dimension infinie"
est superflue lorsque E est normé (puisque, dans un tel espace, toute

variété linéaire de dimension finie est fermée).

6.2.- DECOMPOSITION D'UN ESPACE VECTORIEL SEMI-NORME DE DIMENSION INFINIE EN SOMME

DE CONVEXES DENSES. -

Avant de donner le théoréme de décomposition (théoréme 6.3), nous

avons besoin des lemmes suivants :
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602.70- L@,mme 6-2.’ )
Soient E un espace vectorniel de dimension inginie dénombrable, et -
¢ un sous-espace vectoriel de E de dimension et codimension inginies.
(en)ndN* de E Ztelle que (ezn)new* 504t une base
de G , 4L existe une famille Libre (fn)n dN* de décomposition (fornte ou

Aons, pour toute base

non) de E assocife d La base (en)netN* et qui est telle que :

s{U 4 {fn}] + G =E,
nelN

cette somme étant directe.

Démonstration

Soit P un élément de l'ensemble ¢' défini au paragraphe 5.1.2.

*
Posons, pour tout ne @ ,

£ = #(2n-1)e, + \p(zn—2)e2 MR w(1)e2n_1
et

n
! = —
fn (-1) fn.

On vérifie, d'une manidre analogue a celle du paragraphe 3.3.2, que la

. - . , . . .
famlllg (fn)nelN (resp (fn)nsw*) est une famille de décomposition
(resp. : décomposition forte) de E associée & la base (en)neﬂ .

I1 est clair que les familles (fn) * et (fr'l)n * sont libres car

nell elN

P(1) # 0.

On vérifie aisément que les familles

(f1,e2,f2,eu, RTINS SPL I ves)

et
(f;,e2,fé,eh, cee ’fﬂ’ezn’ cee)
sont des bases de E.

Lemme 6.3.-

Soient E un espace vectoniel de dimension inginie o et G




_93_

un sous-espace vectoriel de dimension et codimension gales a o. Alons,

pour toute base (e, ), Jxﬁ* de E ol J est un ensemble bien ordonné
: i ie _
(card J = o) et J x N bien ondonné par La nelation d'onrdre Lexicogra-

phique, et telle que 504t une base de G, A& existe une famille

*
(e5) e peony

Libre (fi)ieJxN* de décomposition (fornte ou non) de E associle a La

base précédente et vérigiant :
sf U , {£.}] +¢ =E,
ied W *

cette somme étant directe.

Démonstration

s e e i e i s e S . S e

Soient, pour tout j e J, Ej le sous—-espace vectoriel de E ayant pour

base (e(.

) * et G, le sous-espace vectoriel de E. ayant pour
»n) J J

nelN

(j,2n))neN*'

Le lemme précédent montre que, pour tout j € J, il existe une famille libre

)
)

base (e

(£

* de décomposition (forte ou non) de Ej associée & la base

j3n) nelN

(e * telle que :

(j,n) nell

SLUL g i @ oy =85

est une famille

(j sn) )ndN

4. On vérifie facilement que

Le théoréme 3.2 montre que la famille (f(j n))(j n) el
[ ] L]

libre de décomposition (forte si, pour tout j e J, (f * 1'est)

de E assocife & la base (ei)isJﬂN

sf U ({f.}] +G =E
Tieda” 2

et que cette somme est directe.

Lemme 6.4.-
Sodient E un espace vectorniel de dimension inginie dénombrable,
(en)neu* une base de E, @ e &' (voir 5.1.2).

. *
Posons, pour tout n e W@ ,



o= (<™ ) ey + (-1 B(mm1) ey oen # (1) 6

Les convexes ¢ =cly, {en,fn}] et -C sont Lindairement bornés, disfoints,
nef

non ubiquitaines et tels que C-C = E.

Démonstration

Montrons que C est linéairement borné.
Soit x e C avec x # O. Puisque x ¢ E, x s'écrit d'une maniére unique

k
sous la forme x = 121 x; e:.L avec xk # 0.

Puisque x ¢ C, x s'écrit sous la forme

avec

e~z

(A.+u.) =1, A. et u.> O pour 1 ¢ i g N.
;i :

i _
Il est clair que N 2 k.
Montrons que l'on peut supposer que N = k.

Puisque la décomposition de x suivant la base (en)ndN*

est unique, on en déduit que :

( x, = Ay 4w B(1) = p0(2) + e+ (SDNT uy pm). (1)
x, = A, 4 (1) = wgf(2) + e+ (=0T pa(n-1). (2)
;k =+ (1) -, 002) + L b (-2 w (k). (k)
\ 0 = A+ d(1) = 02) + e+ GOV ak). (k1)
0 - gy + gy 91) - p0(2). (¥-1)
0 = Ay + up(1). ‘ | (N)

\

Puisque, pour 1< i € N, on a Ai >0 et My 2 0, et puisque ®(1) > 0,

les égalités (N), (N-1), ... , (k+1) entrainent successivement

Ap =iy T 0 Ayog Ty T 0 e Ay Sl =0
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Ainsi, on peut supposer que N = k. Les &galités (1), (2), ... (k) montrent

que :
|, | < 1+ 901) +9(2) + ... 9(k) pour 1s1igk-1.
(I){
O<xk<1+tp(1).
n
Soient maintenant y = Z y; e € C et A 1la demi-droite :
i=1
A={pz]|p 3 0}
n
avec z #0 et z = .Z z, e
i=1
Soit m un entier tel que 2, =y, = 0 pour tout i > m.

8i {y} + AC C, il résulte des inégalités (I) et de la définition de m que

l'on a, pour tout p 2 0 et pour 1 ¢ i < m,

yi*oz;] <1490+ 9(2) + on + Dm).

Ceci montre que 1z = Zoq T e T 2T 0, ce qui est absurde ; C est donc
linéairement borné.

De plus la derniére inégalité de (I) montre que C N (-C) contient au plus
1l'origine.

Montrons que O ¢ C, ou plus précisément que O ¢ 1in C, ce qui montrera que
C n'est pas ubiquitaire et que C et -C sont disjoints.

Soit x e C avee x # O. Montrons, par l'absurde, que l'on ne peut avoir
tx€ C pour tout t ¢ ]0,1].

Soit X, 1la dernidre composante non nulle de X.

D'aprés ce qui a &té dit plus haut,

I e + 1
tx = ) A (t) e, + u.(t) £.,
i=1 * ioqa? *

k ,
avec Z (Ai(t)+ui(t)) =1, Ai(t) et ui(t) >0 pour 1<1i gk.
i=1

Désignons par txi la 1€ composante de tx.

On a, pour 1 1¢k:
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)k+2-i_

tx, = xi(t) + ui(t)\0(1) - ui+1(t) P(2) + o+ (- uk(t) w(1§+1—i).

Posons M = sup{¢(1), ¥#(2), ... , ¥(k)}.
Soit € > O ; choisissons t suffisamment petit pour réaliser [tx;]| < ¢
pour 15 1 ¢ k.

Montrons, par récurrence finie sur k~i, que, pour 1 <1 ¢ k :

A (8) + g (8) D) < e (14
Pour k~i = 0, on a :

.Ak(t) + uk(t) p(1) = txk,
donc

+ ) < €.
A )+ (8) 9(1) < e
Supposons que, pour O £ k-i € p-1, on ait :

M k-i
Ai(t) + ui(t) P(1) < e (1 + 5?77) ’,

et montrons que :
Memp(®) * e (8) B(1) <o (1 + ﬁW’P'

On a :

(8 o (0) 001 = e+ SDFT (6) 9prt) + (D w (6) d(p) +

+ oy (8) W(2).

D'aprés 1l'hypothése de récurrence, on a, pour O € k-i § p-1

M k-i
40 < gar O ey

On en déduit que :
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(t)+u (t)¢(1)<e+em+ ﬂ“’—(ﬂ(1+ M ys .

TED I €] (1)
P(2) M \p-1
teym O ram)
donc que :
M M M -1
(t) oy (t) P(1) < e + ¢ 6 [1+ (1 +fﬂ_(_1—7) + ...+ (1 +¢)(1))p 1,
denc gque :
Moyp
Nepl®) # L (8) 901 < e (14 GEP.

Ainsi la récurrence est achevée.

Des indgalités précédentes, on déduit que, pour 1 < i < k :

M \k-i 2 M__ k-1
Ai(t) < e (1 +-$TTy) et ui(t) < TED) (1 + ¢(1))

Ainsi, on a :

% O 0 (0)) < ¢ 2BUL (4 g
L'inégalité précédente contredit 1'égalité
k
L Oy -
ainsi C n'est pas ubiquitaire et C f\(-C) =
Montrons. enfin que C -~ C = E.
Posons C' =C - {e1}. Puisque C' - C' =C - C, il suffit de montrer que
C' - C' = E.

Le convexe C[C U (-C)] contient CS[U 4 L€ }] et cs[ U o T }]. On &
’ nelN n netV n

donc, d'aprés la proposition 1.1
cfc v (-c)] D —(cs[ U {en}] +ces[U, {fn}])
neN nel

Ainsi, d'aprés le théoréme 3.1, on a

clc U (-c)] =
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On en déduit, d'aprés le lemme 5.5, gque :
clc' U (-¢")] = E.

C' #étant un convexe contenant l'origine, on a alors, d'aprés la proposi-

tion 1.1, C' - C' = E.

Lemme 6.5.-

Soient E un espace vectorniel de dimension Linfinie et (ei)ieI

* . , . - ,
une base de E avee I =J XN (T 2tant bien ondonné et 1 <Jtant bien

ondonnég parn L'orndre texicagnaphique). 1L existe une base (fi)iEI de décom-

position fornte de E assocdée a La base précédente et telle que £es convexes
¢c=clu fe,f;}] et -C soient Lindainement bonngs, disjoints, non ubi-

iel
quitaines et vérigient C - C = E.

Démonstration

Soient, pour tout j e J, Ej le sous-espace vectoriel de E ayant pour

base (e(j,n))neN*

* .
Posons, pour tout n e N et pour tout J € J,

et . o,
wJ €

- [ n+1 _4\R _
i) = (10 05(n) e gy + (517 95(0=1) es 5y * ot 2501) o5 a0

Posons, pour tout Jj e J,
c.=¢ {e,. f,. 1.
57 CLY w o5 0o 5 ,m)1)
D'aprés le lemme 6.4, les convexes Cj et —Cj sont linéairement bornés,
disjoints, non ubiquitaires et tels Que Cj—C. =E,.

J J

Posons -
c=c[u c.]=cl[u fe.£1].
jed J iel
Les convexes C et -C sont linéairement bornés d'aprés le corollaire 2.6

car E = & E..
jed 9

Les convexes C et -C sont disjoints : En effet, s'il existe x e C N (-C),
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alors O e C, ce qui est absurde d'aprés la troisiéme partie du théoréme 2.3.
Les convexes C et -C ont une somme égale & E car C - C est un convexe
qui contient tous les Ej'

I1 est & noter que (fi). est bien une base (triangulaire) de décomposi-

1el

tion forte de E associée & la base (e.). (d'aprés le théoréme 3.2).

1°1el

I1 reste & montrer que C n'est pas ubiquitaire. Pour cela, montrons que
0 ¢ 1in C.

Si O appartenait & 1in C, il existerait x e C (x # 0) tel que, pour
tout t e ]0,1] s tx e C.

Puisque E = ® E., il existe un sous—ensemble fini unique K de J tel
jed -
que Xx = kzk x  8avec X ¢ Ek et X # O pour tout k e K.

Puisque, pour tout t € ]O,1] , tx € C et que la somme des Ej est directe,

on a
.

( Biss )

LILL

tx= ) A () e (t), ~—
keK k k

avec, pour tout k e K, ck(t) e C (ck(t) #0), A (t)>o0, z Ak(t) =1

k k KkeK

et tx = xk(t) ck(t).

Ainsi, pour tout k e K, ck(t) s'écrit sous la forme

e (8) = o (8) %,

t

= >
avec Otk(t) T}—{m 0.

Puisque O ¢ lin C (voir démonstration du lemme 6.4), il existe m > 0
indépendant de t tel que ak(t) > m .

On en dé&duit que; pour tout ke K,
= >
t ak(t) Ak(t) m Ak(t).

Posons m = inf{mk} ; ona m> 0.
kekK
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Posons card K = n. On a alors

nt > ) A (t) 2 m,
keK mk k

ce qui est absurde. Ainsi O ¢ lin C.

Lemme 6.6.-
Tout espace vectoriel E semi-nonmé de dimension Lnginie o est
somme directe de o sous-espaces vectorniels de dimension o et denses

dans E.

Démonstration

I1 est possoble d'écrire E sous la forme :

E= & E.,
Jjed J
oi J est un ensemble bien ordonné sans plus grand €lément avec card J = a,
chacun des sous-espaces vectoriels Ej de E vayant aussi la dimension a.
Montrons, par récurrence transfinie, qu'd chaque £ e J, on peut associer un
sous—-espace vectoriel Fz de E dense dans E, ayant pour dimension a et
tel que E s'éerive sous la forme

E=(® F,)8(® E.).
jer 9 j>2

Soit jo le plus petit élément de J. Montrons que ‘la propriété est vraie
pour j .

Posons G = & E..

‘ ! isi * =
On peut supposer que l'on choisit une base (ei)ieKﬂN. de E (card K = a,
. P * . A . .
K bien ordonné et K x NN bien ordonné par l'ordre lex1cograph1que) telle
¥* e~
que, pour tout i ¢ K xWN , e. e B, ol B désigne la boule unité de E

et telle que (e.). soit une base de G . Le lemme 6.3 montre gu'il

%*
1 1eKx2N

existe une famille libre (f.) % de décomposition de E associée & la

ba.se e . * ve’ ["l .| a[]l,
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s[. U *{fi}] & G = E.
1eKxN

Posons Fy = s[ U, {£1].
o] 1eKxN

On a donc :

D'autre part le couple (B,F. ) contient le couple (ecs[ u , {e.}],
Jo iem 1

cs[ v " {fi}]) qui est un couple principal de dé€composition de E ;
1KMW

ainsi, d'aprés le théordme 6.1, F, est dense dans BE.
o

Supposons la propriété vraie pour tous les indices J < £ et montrons qu'elle
est vraie pour 2%.
Montrons d'abord que la somme

] F.+ ) E

s 9 gp

est directe.
Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout sous—ensemble J' fini de
1'ensemble des j < & et pour tout sous-ensemble J" fini de 1l'ensemble
des j 2 %4, la somme
F.+ ) E,

jed' J jean Y
est directe.
Si J' = @, c'est évident.

Sinon, posons
k=suplj | jedl.

On a k < & 3 de plus d'aprés 1l'hypothése de récurrence,
E=(® F,)e (8 EJ.),

>k J j>k

ce qui montre que la somme précédente est bien directe.
[ ]
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Posons alors :

G=(® F.)o (& E,).
J<& J Jj>2
Ona GNE = {0}, donc G est de codimension a.
En raisonnant comme au début de la récurrence (c'est-2-dire en appliquant &
¢ le lemme 6.3 et le théoréme 6.1), on trouve un sous-espace vectoriel

F2 dense dans E et tel que

E=(6® F.)® (& E.).
jgh J htd

Ceci achéve la récurrence.

Envisageons maintenant le sous-espace vectoriel ® F_ de E (on vérifie
jed Jd

aisément que la somme z F. est directe).

jed Y
Deux cas sont a priori possibles
1) ® F. =E.
Jjed
2) @ F. #E.
jed
Dans le premier cas, le lemme est démontré.

Dans le second, en considérant un sous—espace vectoriel F' supplémentaire

dans E de ® F, et en posant
jed

on aboutit aussi & la conclusion désirée.

6.2.2.- Théoneme 6.3.-

Soit E un espace vectoriel semi-nommé de dimension infinie o.

1) E est somme de deux convexes denses dans E, Linéairement
bornés, disfjoints, symitrniques L'un de L'autre, et non ubiquitainres.

2) S{ B est un candinal tel que 2 < B < o, E est somme directe
de B 4ous-espaces vectorniels de dimension a,' denses dans E, chacun d'eux

dtant somme de deux convexes denses dans E, Lindairement boants, disjoints,
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symdtriques L'un de £'autrne, et non ubiquitairnes dans Leun fenmeture spatiake.

Démonstration

2) Le lemme 6.6 montre que l'on peut écrire E sous la forme
E= & E.,
jed
avec card J = B, chaque sous—espace vectoriel Ej étant de dimension «
et dense dans E.
Le lemme 6.5 montre en choisissant, dans chague Ej’ une base ayant tous ses
é1léments dans la boule unité l'existence, dans chqque Ej’ de deux convexes
C. et —Cj denses (d'aprds le lemme 6.1) dans Ej (donc dans E), linaire-

d

ment bornés, disjoints, non ubiquitaires dans Ej’ et de somme égale & Ej'

1) Pour démontrer la premifére partie, on raisonne (comme précédem-

ment) en utilisant le lemme 6.5 et le lemme 6.1.

6.3.- PARTITION EN CONES CONVEXES DENSES. -
Theondme 6.4.- |
Soit E un espace vectoriel semi-nonmé de dimension infinie o
et s0it B un candinal tel que 2 s B ¢ a. Alons E et ndunion de B caﬁea
convexex denses, de dimension o, ayant un point interne nelatif et deux a

deux disfoints.

Démonstration

Nous distinguerons plusieurs cas.
1) Premier cas : ) o S B s

Le lemme 6.6 montre que l'on peut &crire E sous la forme

E= & E.,
jed J

avec card J = B, chaque sous—-espace vectoriel Ej étant de dimension o

et dense dans E.



- 104 -

On peut supposer que l'ensemble J est bien ordonné sans plus grand élément.
Désignons par p le plus petit élémen# de J. |

Soit, pour tout j € J, un hypercdne Sj de sommet O de Ej contenant un
point interne relatif (un tel hypercdne existe : En effet, soient Hj un hy-
perplan de Ej passant par l'origine, Dj 1'un des demi-espsces ouverts
(algébriquement) de Ej ayant pour frontiére (algé&brique) Hj’ et Sj un
hypercdne de sommet O de Hj' Posons Sj = Sj LJDj. Sj est un hypercdne
de sommet O de Ej (voir paragraphe 1.1.10) car Sj est convexe et car

on a ¢
sj U (-sj) =E~ {0}.

En outre Sj contient un point interne relatif car Sj :)IB).

Posons, pour tout je J aveec j > p :

K.=8.+ (8 Ei),

J i>j
Kj = _Kj’
et posons :
K, = {0} U(Sp + (8 E)),

i>p

K!=-(s_+(®& E,)).
P i>p L

Pour tout j e J, Kj et Kj sont des cdnes convexes (comme somme de cdnes
convexes).
Ils sont tous denses et de dimension o car, pour tout je d, & E,
3>
est dense dans E et de dimension a. v
Pour tout Jj ¢ 'J, Kj éontient un point interne relatif : Ceci
résulte du fait que Sj contient un point interne relatif et du mode de cons-

truction des Kj‘

Les cOnes précédents sont deux & deux disjoints : En effet, on a d'une part,
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pour tout j e J,

anK5=¢

-~

(sinon, puisque Kj et Kj sont convexes, O appartiendrait & XK N Kj,

J
ce qui est sabsurde).
D'autre part, si j et % e J, avec j # %, on a :
K nK2=K'ﬂK£—K.nK£=K'nK2"=¢.
En effet, supposons, par exemple, Jj < %.
Soient x = Z Xy et y = z y, deux points de E tels que, pour tout
k
ked ked :
L]
ked, X, et yk € Ek'
Puisque E = & Ek’ on voit que, si x appartient 3 Kj ou Kj, x #étant
* ked

# 0, et s1 y appartient a Kl ou Ki B on a xj #0 et yj = 0 donc
X#Yy.
En outre, O appartient & X_, n'appartient pas & Kj pour j > p et n'ap-
partient pas a Kj pour tout j e J.
Ainsi les cdnes précédents sont deux & deux disjoints.
I1 reste & montrer que
E= U (K,UK!).
jed J J

Soit x e E. 8i x =0, alors x ¢ Kp'

xj avec, pour tout j £ J,

J

Sinon, puisque E = ® E,.,, posons X = Z
' jed je

xj £ Ej' Désignons par i le plus petit élément de J tel que 3 # 0.
Puisque Si est un hypercdne de sommet O de Ei’ Xs appartient soit &

S., soit 8 -S. ; si Xx. € S., alors x ¢ K,, et si x. ¢ -S,, alors x ¢ K!.
1 1 1 1 1 1 1 1

2) Deuxiéme cas : B entier impair.
Posons B = 2n+1 ol n est un entier = 1.

Le lemme 6.6 montre que 1l'on peut &crire E sous la forme
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chaque sous—espace vectoriel Ej étant de dimension o et dense dans E.
Soit, pour 1€ j € n, un hypercdne Sj de sommet O de Ej contenant un
point interne relatif.

Posons, pour 1€ j € n,

=~
L

8.+ (® E.
5785 (8 E)

K! = X..
J J

On vérifie, en utilisant des arguments analogues & ceux utilisés dans le
premier cas, que la famille constituée par K1,K2, ves ’Kn’ K%,Ké; ves ,Kﬁ

et E ., réalise la partition désirée.

3) Iroisiéme cas : B entier pair.

Posongs B =2n ol n est un entier = 2.

Le lemme 6.6 montre que l'on peut écrire E sous la forme :

chaque sous-espace vectoriel- Ej égant de dimension a et dense dans E.
Soit, pour 1 € J € n~1, un hypercdne Sj de sormet O de Ej contenant un
point interne relatif, et soit Sn un hypercdne de sommet O ﬁe En’ conte-
nant un point interne relatif et dense dans En’ donc deans E (un tel hyper—
c8ne existe : En effet, soient Hn un hyperplan de En’ dense dans En et
passant par l'origine, Dn 1'un des demi-espaces ouverts (algébriquement)

de E eyant pour frontiére (algébrique) H , et Sé un‘hypercane de

sommet O de H . Il suffit de posér s, =81UD).

Posons, pour 1 ¢ j g n-1

=
i
0
+
@
td
He



...‘]O'T...

et posons

=
1}
-~
(@)
(-
-
[€2]
=S

K!' = -S_.
n

On vérifie, en utilisant des arguments analogues & ceux utilisés dans le
premier cas que la famille constituée par K1,K2, e ,Kn, K;,Ké, cen Kﬂ

réalise la partition désirée.

Dans le cas ol B = 2, on peut écrire

E=KUK',
avec

K = {0} U s,

K' = -8,

ol S est un hypercdne de sommet O de E, contenant un point interne

relatif et dense dans E.

Remarques

1) On pourrait, dans le premier cas de la démonstration du
théoréme 6.4, obtenir.une autre partition en supposant J Dbien ordonné avec
un plus grand élément et en raisonnant comme dans le deuxiéme cas.

2) Klee a donné un résultat analogue au théoréme 6.4 dans [19] au
moyen, toutefois, de cOnes convexes ubiquitaires.rDans [18], Klee a aussi
donné, dans un cadre plus général, un résultat du méme type que celui que
nous trouvons (sans utiliser la notion de convexe ubiquitaire) ; cependant,
dans certains cas, la partition est réalisée au moyén de convexes qui ne

sont pas des cdnes.
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CHAPITRE VII

APPLICATION A L'ETUDE DE LA BORNE INFERIEURE

DE DEUX TOPOLOGIES D'ESPACE SEMI-NORME

Ce chapitre constitue le développement de la note [12].
Dans le paragraphe 7.1, nous introduisons, pour toute partie (d'un espace
vectoriel) contenant l'origine, la notion de noyau linéaire et démontrons
deux propriétés (lemmes 7.1 et 7.2) indispensables pour la suite.
Dans le paragraphe 7.2, nous caractérisons (théoréme 7.1), sur un espace vec-
toriel E de dimension infinie, les couples de topologies semi-normées dont
la borne inférieure dans l'ensemble des topologies d'espace vectoriel topolo-
gique sur E est la topologie grossiére.
Dans le paragraphe 7.3, nous étudions la borne inférieure de deux topologies
d'espace semi-normé. D'une fagcon plus précise, nous montrons, au théoréme 7.2
qu'étant donnés deux convexes absorbants C, et K avec C1CI K et K sy-

1

métrique, on peut trouver sous certaines hypothéses un convexe 02 absorbant,
symétrique, tel que les internats de C[C1lJ 02] et de K coincident. Les
corollaires 7.2 et 7.3 sont des conséquences topologiques de ce théoréme et
donnent des résultats concernant la borne inférieure de deux topologies d'es-
pace semi-normé. Nous montrons en particulier, au corollaire 7.2, que si P,
et p sont deux semi-normes sur un espace vectoriel E de dimension infinie

telles que p ¢ p1, et s1 N est un sous—espace vectoriel de E contenu

2

dans Ker(p) et de codimension infinie dans E, alors, en désignant par @DN
2

l'ensemble des semi-normes sur E ayant N pour noyau, 1'éguation :

2
p2 € @Nz L] 1nf(P1 3p2) = p
a une solution.

Enfin la proposition 7.2 généralise un résultat de Bourbaki (voir [3],

page 135, exercice n®12).
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7.1.- NOTION DE NOVAU LINEAIRE.-

E #étant un espace vectoriel, A une partie de E, M un sous-
espace vectoriel de E, nous noterons, dans toute la suite, par iM[A:I 1tin-

ternat de A N M dans 1l'espace vectoriel M (en particulier, on a

iE[A] = i[a]).

7.1.1.- Déginition 7.1.-

Soit, dans un espace vectoriel E, une partie A contenant
L'onigine 0, nous appelons noyau Lindaire de A et notons N[A] Le plus
grand sous-espace vectorniel de E contenu dans A.
On vérifie facilement que, A #&tant une partie de E contenant l'origine,

on a @

v = § [ n & [l

7.1.2.- Lemme 7.7.-
Soient, dans un espace vectorniel E, un convexe absorbant A et
M un sous-espace vectoriel supplémentaire de N[A].

Alorns, on a :
ila] = 1i,[a] + n[a].

Démonstration

Posons B = iM[A] + N[A] .
Puisque A est absorbant, iM[A] est non vide (1'origine appartenant & ce
dernier ensemble). |
Montrons que B C i[A].
Soit x € B ; montrons d'abord que x e A. Puisque x e B, x s'écrit de la
forme
X = a+n,
avec a e iM[A] et ne N[A]. Puisque a ¢ iM[A] , la proposition 1.4 montre

qu'il existe a > 1 tel que oa ¢ iM[A]-
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On peut alors &crire x sous la forme :

x =1 (a)+ &L (Hon).

o oa-1
Cette égalité montre que X € C[A unN[a]] = aA.
Montrons maintenant que x e i[A] .

Soit e un vecteur quelconque non nul de E. e s'écrit sous la forme :
e = mn',

avec me M et n' e N[A].
Puisque a ¢ iM[A] il existe >‘o > 0 tel que, pour tout X ¢ [O,)\o] .

a+ Am e iM[A]. Ainsi, pour A e [O,Ao],
x + e = (a+)m) + (n+An') ¢ B C A.
Montrons maintenant qué i[a] € B. soit y ¢ i[A]. y s'éerit sous la forme
y =mn"+n",

avec m" e M et n" ¢ N[a].

Puisque I[A] + N[a] = i[A:[ (voir proposition 1.5),
y~n"=n" ¢ i[a].
On en déduit que m" ¢ i[A] M M, donc que m" ¢ iM[A]. Ainsi, y e B.

Lemme 7#.2.-
Soient, dans un espace vectoriel E, deux sous-espaces vectoriels

supplémentaires E, et E_., et deux convexes C

1 2’ 1
et respectivement contenus dans E, et E,. Alorns, on a :

et C, contenant L'ornigine

n[c,+c,] = nlc,] + n[c,].

Démonstration

I1 est clair que N[C;_] + N[CZ] C N[C1+Cg] car N[CJ + N[CZJ est un sous-

espace vectoriel contenu dans C1+C2.

Montrons maintenant que N C1+02] C N[C1_-| + N[CQ] .
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I1 suffit de montrer que, si A est une droite passant par O et contenue
N

dans N[C1+C2] alors A est contenue dans N[C1] + N[Cz].

Il existe e c¢ E avec e # 0 tel que & ={Xe | A ¢ R}.

e s'écrit sous la forme :

avec e1 € E1 et e2 € E2.

Puisque AC N[C1+02:] Cc c, + C, et que E=E, & E,, alors, pour tout

2 1

AeR, Xe, eC et Ae2 e C

1 1 Ainsi, on a :

o

AC N[C1] + N[Cgl.

#.2.- CARACTERISATION DES COUPLES DE TOPOLOGIES D'ESPACE SEMI-NORME AYANT POUR

BORNE INFERTEURE LA TOPOLOGIE GROSSIERE.-

7.2.1.- Montrons d'abord un résultat concernant les bornes inférieures de

topologies qui semble ne pas avoir été explicité auparavant.

Lemme 7.3.-
Soient E un espace vectoriel, ‘% £'ensemble des topoLogies
compatibles avec La structure d'espace vectorniel de E, € Le sous-ensemble
de '% formé des topologlies Localement convexes. Soit (gi)iel une sous-
gamille finle non vide de 6 ot désignons, pour tout i e I, par 'U‘ i Le
systeme fondamental fonmé des voisinages convexes symétriques de L£'origine
pour G ;- Mons La famitle B des ensembles .E V., od pour tout i I,
V. e ’Ui est un systeme gondamental de uoaimlz;i,é de L'onigine pour une
topotogie & de G . T est borne inferieune de ba famitte (B ), .
dans G (c'est-a-dine £a plus fine des topologies de B qui sont moins
)

dans 8 . En particulien, s4 chaque ’6 ; est une topologie d'espace semi-

gines que toutes Les € i) et est borne dnfénieune de La famille ( Z $ieT

“noaumé admettant B, pour boule unité, ‘Z est aussd une topologie d'espace

semi-nonme admettant C[y B;] pour boufe unite.
igl
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Démonstration
Montrons d'abord que @) est un systéme fondamental de voisinages de l'origine-
pour une topologie % de ‘8 . I1 est clair que .ﬂ est ure base de filtre sur
E et que, pour tout 'V é g," V "est convexe (donc étoilé), symétrique et”

, . “ .
absorbant. D'autre part; pour téout V e {f?, il existe W e @ tel que W+ W CV.

En effet, soit V ¢ 63 3 V s'écrit sous la forme :

oll pour tout i e I, V. srv’..

Posons W = Z
iel
Alors We%etona W=-;—V.

Il en résulte, d'aprés la proposition 1.1, que :

w+w=-;—v+ vCcfv] =v.

1
2
Ainsi % s% et il est alors clair que % £ ﬁ .

I1 reste & montrer que, Z' étant une topologie de '% moins fine que

toutes les ‘Ei, %' est moins fine que "E .

Désignons par ’U" 1l'ensemble des voisinages de l'origine pour % ', I1 suf-
fit de montrer que, pour tout V' ¢ 'U", il existe V ¢ @tel que V' DV.

Soit V' e'Y'. Posons card I = n. Il existe W' ¢ '\Y‘ tel que :
W+W +...+WCV (W' est écrit =n fois).

Puisque W' € ,U' et que %' est moins fine que toutes les ‘% 30 il existe
pour tout 1i ¢ I, Vi £ "Ii tel que W' D Vi. On a donc z ViC V.
. ' iel
I1 suffit alors de poser V = 2 Vi'
iel

La dernidre assertion du lemme 7.3 se démontre aisément.
7.2.2.- Proposition 7.1.-
Soit, dans un espace vectoriel E de dimension infinie dénombrable

un convexe C, absonbant. 1L existe une gamille infinie ﬁl de convexes C,
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symétriques, absonbants, Lingairement boands, ne s'absorbant pas mu,tueaemen,t

tels que C[C1 UC2] = E.

Démonstration

*
neN* une base de E telle que, pour tout ne N , e, et —e,

appartiennent a C1.

Considdrons une application ¥ ¢ ¢ (voir paragraphe 3.3.2) et désignons par

k une applicatioh croissante de N dans R: telle que 1im k(n) = +=.
oo

I1 est clair que kf ¢ ¢. :

. *
Considérons, pour tout n ¢ N ,

1p(n)e1 + 1p(n—1)e2 + .0+ P(1)e

f =

n n

g, = k(n) w(n)e1 + k(n-1) 1D(n—1)e2 + ...+ k(1) &(1)en,
et posons

c, =cs[y,{f}] et cy=cs[u,{g]l].
nel¥ nel -

Les convexes 02 et Cé sont linéairement born&s d'aprés le lemme 2.1.

La proposition 1.1 et le théoréme 3.1 montrent que
= ' =
cfc,uc] =clc,uc)] =E.

Montrons que 02 et Cé ne s'absorbent pas.
Pour cela, montrons d'abord que, s'il existe A 2 O tel que AC)C C
alors A = 0.

En effet, si on & :

]
rAg. = o T,
no %y PP
m
avec Z lo.| € 1, on en déduit que m = n et que :

p=1

Ak(n) ¢(n) = a1w(1) + azw(2) + ...+ anw(n),
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d'tod
. n
1 o(p)]
Ak(n) § Eme——onw— g 2

[9(n)]

pour n assez grand (par définition de 1l'ensemble ¢).

I1 en rééulte gque A = 0.

Montrons maintenant que , s'il existe u 2 0 tel que u02<: Cé,
alors u = 0,

En effet, si on a :

T
Ufn= i_.]BPg’
m
avec Z I8 ] £ 1, on en d8duit que m = n et que :
p=1 P
w =8, k(1)
et

wgln) =8, k(1) 9(1) + 8, k(2) 9(2) + ... + 8 Xk(n) #(n),

an(n)[k(1)-k(n)] =g, k(1)p(1) + gek(e)m(z) 4B k(n-1)¢(n-1).

" Ainsi, on a, pour n assez grand :

n-1
L e(p)]
- L
u co < k(n-1) . - ;
k(1 n~ k(n)-k(1) 19(n)]

ce qui montre que y = 0.
On peut prendre, par exemple, pour famille qr la famille des convexes

. . r
associés aux fonctions k ol r ¢ R+.

Cornollaire 7.1.-
La proposition 7.1 est encore viaie Lonsque E est un espace

vectorniel de dimension infinie quelconque.
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Démonstration

On peut écrire la base de E sous la forme (ei)ieJXN* od J est un ensemble
. . * .

non vide, et supposer que, pour tout 1e¢ J xIN , e; et -e. appartiennent

a C1. Supposons que J contienne plus d'un &lément et soit jo un élément

fixé de J.

k, § et r ayant les mémes propriétés qu'd la proposition 7.1, posons :

1]

Cy(3,r) =cs[ U, (g

nelN n,r)

*
avec, pour tout ne N ,

n
1 r p— ——"
&(n,r) P£1 k" (n-p+1) 9(n-p*1) e(jo,P)’

et posons, pour tout j e J V {jo}

©p(3) = o8 U, (g5 0]
*
avec, pour tout ne N ,
n
€(5.n) = p; P(n-p+1) (i)

Posons
c (r) =clc,(G,r)u( YU ¢ (3]
2 2% . . 2
jeadj }
o
On constate, en appliquant la proposition 7.1 et le lemme 2.1, que l'on peut

prendre pour famille ﬂ: la famille (C.(r))
‘ 2 rdR+.

7.2.2.- Théoneme 7.1.-

1) Soient D, et P, deux semi-nonmes suwh un esdpace vectoriel

E de dimension infinie, T . et T . ALes topologies associes, B, et
- 1 2 1

2
nécessainre et suffisante pour que La topologie borne infernieune de k4 ] et

B. Les semi-boules unités ouvertes ou feumées respectives. Une condition

{ 5 dans £'ensemble des topologies d'espace vectoriel topologique sur E
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504t La topologie grossiene e&t que Le couple (B1,B2) contienne un couple
prinelpal de décomposition de E.

2) ?51 dtant une topologie d'espace semi-nowmé sur E, 4L existe
une infinité de topolLogies d'espace normé ?52 sun E deux & deux non com-
parables et telles que La borne inférieure de 4 ; et 4 5 dans £'ensemble
des topologies d'espace vectoriel t0po£ogiqae sur E 04t La topologie

grossiéne.

Démonstration

1) Montrons Que la condition est suffisante.
8i le couple (B1;B2) contient un couple principal de décomposition de E,
ona B, +B,=E (voir définition 4.1). On en d&duit que, pour tout A > O
et pour tout up > O, AB1 + uB2 = E,
I1 en résulte, d'aprds le lemme 7.3 que la seule topologie d'espace vectoriel
topologique moins fine que ?21 et § 5 est la topologie grossiére.
Montrons que la condition est nécessaire.
8i la borne inférieure de '61 et § 5 dans l'ensemble des topologies
compatibles avec la structure d'espace vectoriel de E est la topologie
grossiére, on a, d'aprés le lemme 7.3, B1 + B, = E.

On en déduit, d'aprés le corollaire 4.2, que le couple (B1,B2) contient un

couple principal de décomposition de E.

2) Cette partie est une conséquence du corollaire T.1.

7.3.- ETUDE DE LA BORNE INFERIEURE DE DEUX TOPOLOGIES D'ESPACE SEMI-NORME. -

7.3.1.~ Théondme 7.2.-
Sodlent, dans wn espace vectoriel E de dimension inginie, un con-
vexe symétrique absorbant K et un convexe absorbant C, contenu dans K.

1) A tout sous-espace vectoriel N, de E, de codimension ingi-

2
nie dans E, et contenu dans N[K], on peut associer un convexe C, possZ-

dant Les proprietés suivantes
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(@) : c, est symétrique, absorbant et nc,] =x,.

(b) : i[C[C1lJ 02]] = i[K] ; en conséquence
ve[e, vc,]] = n[x].

2) Si, de plus, N, est de codimension infinie dans N[K], L
existe une inginité de convexes C, satisfaisant aux propriétés (a) et (b)

et ne s'absorbant pas mutuellement.

Démonstration
Dans toute la suite N désigne un supplémentaire de I\I2 dans N[K] .
Distinguons deux cas

1) N est de dimension finie,
Soit M un supplémentaire de N[K] dans ' E. D'aprés 1l'hypothése faite sur
la codimension de N2 dans E, F=M®&N est un sous—espace vectoriel de
E de dimension infinie (onma E =TF & Né).
Soit C; un convexe symétrique contenu dans C, N F et absorbant dans F.
Supposons F muni de la topologie % d'espace semi-normé dont la semi-boule
unité (ouverte) est iF[C;]. Soit V un sous—espace vectoriel de F dense
dans F et supplémentaire de N dans F : V existe car N est de dimension
finie et car un espace semi-normé de dimension infinie est somme directe
d'une infinité de sous—-espaces vectoriels denses (voir lemme 6.6).
Soit B un convexe symétrique absorbant linairement borné dans N.

Posons K' = iV[Kn V] et c)=K'+B.

Montrons que :
ik NF] =% + N (1)
On a d'abord :
NkNF] =nk]NF.

En effet, il est clair que N§[EK N F] CN[K] N F ; réciproquement,

NK]NFCKNF dome NEK]JNFCNKAF].
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I1 en résulte que :
N[k NF] = N[K]OF = (N 6N) N (MeN) = N,

car NgﬂM = {0}.

Puisque F =V & N, le lemme 7.1 montre que :
i[xNF] =i [(KNF)NV] + N =K' +N.
Montrons maintenant que
i(k NF =ig[clcruci]. (2)
On a :

KnF:)K'+NDK'+B=02'

et
kNF Dc, NF D,
Ainsi, puisque KNF est convexe, on a :
K NFDclc) ucl],
donc
i [k NF]Di [cfer U cll. . (3)
Montrons, réciproquement, que :
ip[kNF] =x' + nCiyfclcr Uck]]. (L)

Puisque K' + B = Cé

et que XK' = iV[K r\V], on voit que :
K'C ig[el]. (5)

De plus, on a :

NC ipfefer v ct]. (6)




En effet, soit n e N. Puisque V est dense dans F, 2n+V 1l'est aussi et
rencontre donc iF[C;]. Ainsi, il existe v e V et c; € iF[C;] tels que
2ntv = c;.

Puisque cl e iF[c;] C iF[K NF] =K'+ N, que F=V®N et que K'CV,
on en d&duit que v e K'.

Ainsi, =n =-;- (c;-—v) £ C[iF[C;] U K'].

Puisque l'on a :
cliplctlur]ccfile] u ifel]] ciglefer velll,
on en déduit que
ne igfcfcruci].

Ainsi 1l'inclusion (6) est vérifiée.

Montrons que :
K' + N =c[K'U X]. ' (7)

D'aprés la proposition 1.1, on a : C[K' v N] C K' + N.
Montrons l'autre inclusion. Soit x ¢ K' + N. Il existe k g K' et neN
tel que x = k+n. Puisque iV[K':] = K', il existe o > 1 tel que ok ¢ K'.

On a alors :

x = + (ak) +2...l (_Q_n)’

=]

aingsi x e C/K'U N].
D'aprds (5), (6) et (7) on a (L) ; d'aprés (3) et (4), on & (2).
. .
Posons malntenant C, 02‘ + N2.
02 est un convexe symétrique absorbant dans E. Montrons que N[02] =

En effet, d'aprés le lemme 7.2, on a :
N[c,] = N, + N[C}] =N, + N[K'] + N[B].

Or, on a N[B] = {0} car B est linfairement borné et on a N[k'] = {0}
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i
=

car V NAN[K] = {0}. Ainsi, N[Cz] =

I1 reste 4 montrer que :

ilefe, U 02]] i[x].
L'inclusion

i[c[c1 U 02]] c ilK]

résulte du fait gque C1C K et du fait que C2C K

(C, = K'+B+N,C K'+W4N, = k'+N[K] = i[K], d'aprds le lemme 7.1).

2

Montrons que :
i[x] c ifcfe, U 02]].
D'aprés (1) et (2), on a 1'égalité (8) :
i[K] = x'+n[K] = K'+N+N, = ik N F] + N, = ig[cfcry ¢l + m,.

On montre alors (par une démonstration analogue a celle de 1'égalité

K' + N =C[K'U N]) que :
infeleyucy]] +w, = cligfcle; ucgdlu n,J.
Or on a :
ifefcyucg]lccelc,uc,] et m,Cc,,
donc on a, compte tenu de (8):
ifk]c cc, v c,],
et par suite
ifK] ¢ ifcfe, U c]].
L'égalité

N[K] = n[clc, uc,]]
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résulte du fait (voir proposition 1.4) que si une droite passant par 1l'origi-
ne est contenue dans un convexe absorbant, elle est aussi contenue dans 1l'in-

ternat de ce convexe.

2) N est de dimension infinie.
Soit M un supplémentaire de N[K] dans E.
Posons X" = iM[K N .

D'aprés le lemme 7.1, on a :
i[k] = k" + n[x].

Posons B, = C, N'N. D'aprés le corollaire 7.1, il existe, dans N, une

famille infinie @ 5 de convexes B2 symétriques, absorbants, linéairement

bornés, ne s'absorbant pas mutuellement et tels que
c[}s1 J B2] = N.

= " .
Posons, pour tout B2 € 332, 02 C[B2U K l_)Nz]

les convexes 02 sont symétriques, absorbants dans E.

I1s ne s'absorbent pas mutuellement car C, NN = B, (voir théoréme 2.3).
Puisque C[:B2 UK"'uU N2] C B, + K" + Ny, on déduit du lemme 7.2 que

N[c,] = m,.

I1 reste & montrer que, pour tout 02,

i[c[c1 ucyl] = ifx].
Pour cela, il suffit de montrer qué :
ikl c c‘[c1 uc,lck,
On a d'abord : X 30[01 U 02] , car KDC, et cer

"‘ - " " n -
KDK" + N[K] =k" + N+ N, DK" + B, +N,DC[B,UK"UN,] =c,.

Montrons maintenant que 1i[K)C C[C1 U 02] .
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On a :
P[] = k" + [ = c[k"u (K],
or XK"C C, et
N[K] = N2 &N = C[NQU N] C 0[02 U c[]ss1 U 132]]c: c[c1 U 02].
Ainsi, on a :
ilk] c c[c1 U 02].

Remargue

Lorsque N, n'est pas de codimension infinie dans E, le théoréme

précédent peut &tre mis en défaut comme le montre 1l'exemple suivant :

Exemple
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie, C1 un con-
vexe symétrique absorbant linéairement born€ dans E. Supposons E muni de
la topologie ‘g d'espace normé dont la boule unité est i[C1:| . Prenons pour
sous—-espace vectoriel I\T2 un hyperplan de E fermé pour % et posons
K = E. Alors on ne peut pas trouver un convexe 02 satisfaisant aux pro-
priétés (a) et (b) du théoréme 7.2,

En effet, d'aprds le lemme 7.1, D désignant une droite passant par 1l'origi-

ne et supplémentaire de N,, on a :
1[02] = 1D[02n D] + N,-

Puisque N, est fermé et que ichgﬂ D] est compact (iD[C2n D] étant

linairement borné), on en déduit que J'.chzﬂ D] + N, est un fermé, d'ol
C_.=3 =1 + .
02 1‘C | 1D!C2ﬂ DI 1\12

Ainsi C, n'est pas dense,ce qui contredit le fait que C[C1 v Cz] =

C,+C,=E (voir lemme 6.1).
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7.3.2.- Conollaine 7.2.- |
Soient, sur un espace vectorniel E de dimension Lnéin,{e, deux

Aemi-nornmes P, et p telles que p ¢ P, Soit N. un sous-espace vecto-

2
rniel de E contenu dans Ker(p) et de codimension infinie dans E. Soit

@N L'ensemble des semi-normes sun E admettant N, pour noyau N,
2

(c'est-a~-dire Les semi-nonmes pourn Lesquelles L'adhinence de £'ondigine pour
La topologie associée est N2) .

1) L'gquation :

@ . .
P, € fNQ » inf(p ,p,) = p

a une sofution .

2) Si,de ptus, N, est de codimension infinie dans Ker(p),

2
alons ik existe une infinite de semi-nonmes p, qui sont des solutions de
L'equation précédente et qui sont deux & deux "fortement non Zquivalentes”
(pé et p) dont dites fortement non équivalentes s'{L n'existe pas X > O

tel que P} € Apy et 4'4L n'existe pas wu > 0 el que p’g' <y p2').

Démonstration

Elle résulte immédiatement du théoréme T7.2.

Corollaine 7.3.-
Solent, sur un espace \;ec/toue,e E de dimension infinie, deux
topologies d'espace semi-normé £1 et T , b4 1 étant plus fine que % .

Pour tout sous-espace vectorniel N, contenue dans L'adhérence de £'origine

2
N nelative a % et de codimension infinie dans E, il existe une topologie
d'espace semi-nonmé E , ayant N, pour adhérence de £'ornigine et telle
que T s0it La borne infernieune de € , et € 5 dans L£'ensemble des topo-
Logies compatibles avec La structure d'espace vectorniel de E.

Si, de plus, N, est de codimension inginie dans N, AR existe une Lnginité
de topologies deux @ deux non comparabfes du type ‘62.
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Démonstration

Elle résulte directement du théoréme 7.2 et du lemme T.3.

7.3.3.- Proposition 7.2.-

Soient E un espace vectorniel de dimension infinie, { ; une

topologie d'espace nonmé sur E, N un sous-espace vectoriel fermé de E..

12 existe une topologie d'espace normé b4 sun B telle que La borne inge-

2
rieune des topologies b4 1 et ¥ 5 dans £'ensemble des topolLogies compa-
tibles avec La structure d'espace vectorniel de E admette N pour adhirence

de £'onigine.

Démonstration

Le théordme 7.1 montre que 1l'on peut supposer N # E.

Désignons par C1 la boule unité ouverte de YE 1 et montrons que
N[c[c, U N]] = N.

On a, puisque N est fermé :

N=N= N (vC,).
A>0

Soit x ¢ N, alors il existe X > O tel que x ¢ N+ AC1.

On en déduit que :

1

X $§ C,+N,

donc que :
1
i—x¢c[c1u N,

car C]:C1U N] C C1 + N.

Pour conclure, on applique le corollaire 7.3 au cas ol qg est la topologie

d'espace semi-normé dont la boule unité est C[b1lJ N] et ol N, = {o}.
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Remarque

Dans le cas ol N n'est pas fermé, la proposition précédente est
mise en défaut. En effet, soit C, un convexe tel que C[C1 U 02] contienne

N. On & alors :

¥= N (N+>\C1)CN+-21-C
A>0

AV}

, (wc)cclc,unjc cle, uc].

Ainsi C[C1 U C2] contient N qui est un sous—espace vectoriel fermé conte-

nant strictement N.
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