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INTRODUCTION 

Cette thèse const i tue  d'une pa r t  l e  développement de ce r t a in s  résul-  

t a t s  publiés à ce jour sous forme de notes aux Comptes-Rendus [8], [ 9 ] ,  [IO], 

[ I I ] ,  [la] e t  g é n é r a i s e  d ' au t re  pa r t  l ' a r t i c l e  [7b 

La notion de famil le  de décomposition, in t rodui te  au troisième 

chapi t re ,  e s t  La notion cen t ra le  de ce t  ouvrage, l e s  cinquième, sixième, 

septième chapitres en const i tuant  des appl icat ions  en Géométrie e t  en  

Topologie . 

Le premier chapi t re  e s t  consacré au rappel  de notions connues e t  

à l ' i n t roduc t ion  de l a  notion nouvelle de cÔne d ' in f in i tude .  

Dans l e  deuxième chap i t re ,  nous généralisons l e s  propr ié tés  trouvées 

dans [7] ; l a  notion de cÔne d ' in f in i tude  permet, en outre ,  de formuler l e s  

r é s u l t a t s  de ce t  a r t i c l e  de façon plus harmonieuse. 

Dans l e s  troisième e t  quatrième chapi t res ,  nous introduisons e t  

étudions l a  théor ie  des famil les  de décomposition qui conduit à un procédé 

de construction de couples de convexes (même linéairement bornés) de somme 

égale 8 l 'espace vec to r i e l  t ou t  en t ie r .  Une famil le  importante de t e l s  couples 

e s t  caractér isée  au quatrième chapi t re .  

Au cinquième chapi t re ,  nous caractér isons  l e s  convexes ub iqu i ta i res  

en t a n t  que sur-ensembles de convexes ub iqu i ta i res  p a r t i c u l i e r s  que nous 

qualif ions de basiques ou d'élémentaires. Les convexes ub iqu i ta i res  ont é t é  

mis en évidence par  Klee dans [20] e t  ont connu, depuis, un grand développe- 

ment en Analyse Convexe e t  des applications dans d 'autres  domaines (en par t i -  

c u l i e r  en " u t i l i t y  theory").  



Le sixième c h a p i t r e  e s t  consacré à l ' é t u d e  du phénomène de  d e n s i t é  

dans l e s  espaces v e c t o r i e l s  semi-normés de  dimension i n f i n i e .  Nous y é tudions  

l a  décomposition d'un espace v e b t o r i e l  semi-normé de  dimension i n f i n i e  en 

somme de convexes denses ( e n  p a r t i c u l i e r  en somme d i r e c t e  de v a r i é t é s  denses)  

e t  nous donnons un théorème r e l a t i f  à l a  p a r t i t i o n  en cônes convexes denses ; 

ces  r é s u l t a t s  s ' i n t è g r e n t  dans l a  l i g n é e  de t r avaux  c l a s s i q u e s  ( v o i r ,  par  

exemple, [18] e t  [19] ) . 

Le bu t  du septième c h a p i t r e  e s t  d ' é t u d i e r  l a  borne i n f é r i e u r e  de 

deux topo log ie s  d 'espace  semi-normé. En p a r t i c u l i e r ,  nous analysons de façon 

généra le  l e  f a i t  que deux topo log ie s  d 'espace normé peuvent a v o i r  une borne 

i n f é r i e u r e  qui  s o i t  une topo log ie  non séparée .  

t 



CHAPITRE 1 

PRELlMZNAZRES ET NOTION DE CÛNE D'lNFlNITUDE 

C e  chapitre e s t  consacré à un rappel de notions souvent élémentaires 

e t  connues . 
En outre,  nous introduisons, dans ce  chapi t re ,  l a  notion de cône 

d ' in f in i tude  qui senibie ne pas avoir  é t é  exp l i c i t é e  dans l e s  ouvrages c lass i -  

ques. Nous en dégageons des propr ié tés  de base qui serviront  ultérieurement, 

not m e n t  au deuxième chapi t re .  

1 .1  .- RAPPEL DE QUELQUES NOTZONS ET NOTATIONS. - 

Soient A e t  B deux ensembles t e l s  que B C A ; l e  complémentaire 

de B dans A s e r a  noté C A  B ou encore A % B. 

Dans tou te  l a  s u i t e  de l 'ouvrage, l e s  espaces vec tor ie l s  considérés 

sont r ée l s  e t  toutes  l e s  bases envisagées sont des bases algébriques. 

Dans l e  paragraphe 1 .1  , nous désignons par E un espace vec tor ie l .  

- Soient a e t  b deux points de E ; nous appelons segment (ou segment 

fermé) d'extrémités a e t  b e t  notons [a,b] l'ensemble 

- S i  a # b ,  nous appelons segment ouvert (ou i n t e rva l l e  ouvert)  d'extrémités 

a e t  b e t  notons l a , b [  l'ensemble 



- S i  a # b ,  nous appelons segment semi-ouvert à gauche (ou i n t e rva l l e  semi- 

ouvert à gauche) d 'extrémités a e t  b e t  notons ] a,b] l'ensemble 

CAa + (1-h)b 1 A E [0,1[). 

- Soient a un point de E e t  t un vecteur non nul  de E ,  on appelle 

demi-droite ouverte ( resp .  : fermée) de sommet a (ou d 'or igine  a )  e t  de 

di rect ion t l'ensemble des points de l a  forme a+Xt avec X > O 

( resp.  : A z 0 ) .  

7 . 7 . 2 .  - Na,tiom d' e m m b l u  convexe ,  é . t o d é ,  a yrnéa%que 

A é tan t  un sous-ensemble de E e t  a un point  de E ,  

- A e s t  convexe s i ,  pour tou t  x E A e t  pour t ou t  y E A ,  [xYy] C A 

(l'ensemble vide (noté 6) e s t  convexe). 

- A e s t  é t o i l é  par  rappor t  à a s i ,  pour t o u t  x E A,  [a,xJ c A (lorsque 

a e s t  l ' o r i g ine ,  on d i r a  simplement que A e s t  é t o i l é ) .  

- A e s t  symétrique par  rapport à a s i ,  pour tou t  x E A, Sa - x E A 

(lorsque a e s t  l ' o r i g i n e ,  on d i r a  simplement que A e s t  symétrique). 

A é tan t  un sous-ensemble de E, 

- nous appelons fermeture spa t i a l e  de A (supposé non v ide) ,  notée S[A], 

l ' i n t e r s e c t i o n  de tous  l e s  sous-espaces vec to r i e l s  contenant A ,  c 'est-à-dire 

l e  plus p e t i t  sous-espace vec to r i e l  contenant A, c 'est-à-dire encore l e  

sous-espace vec tor ie l  engendré par  A. 

s [A] e s t  l'ensemble de toutes  l e s  combinaisons l i n é a i r e s  de points  de A. 

- nous appelons fermeture l i n é a i r e  de A, notée L[A], l ' i n t e r s e c t i o n  de toutes  

l e s  var ié tés  l i n é a i r e s  contenant A, c 'est-à-dire l a  plus p e t i t e  v a r i é t é  

l i n é a i r e  contenant A ,  c 'est-à-dire encore l a  va r i é t é  l i n é a i r e  engendrée 

par  A. 



1 A i  xi, OÙ X. E A,  A .  = O sauf pour un nombre f i n i  d ' indices  i e t  
1 1 i 

- A é t a n t  non vide, nous appelons dimension de A, notée dim A ,  l a  dimension l 
de L[A] , c 'est-à-dire l a  dimension du sous-espace v e c t o r i e l  p a r a l l è l e  b L[A] . I 

1.1.4. - Somme d' e u e m b l a  & enveloppe convexe 

- Soient  n p a r t i e s  Al ,A2 ,  ..., A de E ; nous appelons somme de ces  n n 
n p a r t i e s  e t  notons y Ai l 'ensemble des sommes 1 ai où, pour t o u t  i, 

i= 1 i= 1 
a .  E Ai. 
1 

- Soient  (Ai ) i o I  une fami l l e  non vide de p a r t i e s  de E contenant t o u t e s  

l ' o r i g i n e  0, nous appelons somme des Ai e t  notons 1 Ai l 'ensemble des 
~ E I  

sommes 1 ai où, pour t o u t  i E 1, ai E Ai e t  a. = O  sauf pour unnombre 
1 

i ~ 1  
f i n i  d ' indices  i. 

- Nous appelons enveloppe convexe ( resp .  : convexe symétrique) d'une p a r t i e  

A de E e t  notons C[A] ( r e sp .  : CSLA] ) l ' i n t e r s e c t i o n  de tous  l e s  ensem- 

b l e s  convexes ( resp .  : convexes symétriques) contenant A, c' est-à-dire l e  

p lus  p e t i t  ensemble convexe ( resp .  : convexe symétrique) contenant A. 

- On a l e s  p ropr ié tés  suivantes  ( v o i r  par  exemple 131) : (Ai l iEI  é t a n t  une 

fami l l e  non vide de p a r t i e s  convexes non vides de E ,  C [  u Ai] e s t  iden t i -  
i €1 

que à l 'ensemble des combinaisons l i n é a i r e s  convexes 1 A i  ai où, pour t o u t  
i €1 

i E 1, a. E A i ,  Ai 5 0 ,  hi = O sauf pour un nombre f i n i  d ' ind ices ,  e t  
1 

En p a r t i c u l i e r  A é t a n t  une p a r t i e  non vide  de E, C[A] e s t  ident ique  à 

l 'ensemble des combinaisons l i n é a i r e s  convexes des points  de A. 

A é t a n t  une p a r t i e  non vide de E,  CS[A] e s t  identique à l 'ensemble des 

combinaisons l i n é a i r e s  A a où, pour t o u t  i E 1, a. E A,  Ai = O sauf 
1 

1 



pour un nombre f i n i  d ' indices ,  e t  1 1 hi 1 6 1. CS [A] = C [A U (-A)] . 
i 

S o i e n t  n p m e d  A~ , A ~ ,  . . . ,A d e  1' espace v e c t o h i e l  E 
n 

i l  S i  A , , . . . ,  d é s i g n e n t  n nombaed * t e l 2  z O te& pue n 
E 

2 )  S i  Zouh les 
Ai 

s o n t  c o n v e x u  et c o n t i e n n m t  .L' ohig ine ,  on a : 

Démonstration ------------- 

E l l e  e s t  t r i v i a l e .  

- Une p a r t i e  A de E e s t  d i t e  linéairementbornée s i  son i n t e r s ec t i on  avec 

tou te  d ro i t e  e s t  bornée ( c e t t e  d ro i t e  é tan t  munie de l a  topologie n a t u r e l l e ) .  

- Ainsi un convexe e s t  linéairement borné s i  e t  seulement s ' i l  ne con t ien t  

aucune demi-droite. 

- Signalons que dans IRn (muni de l a  topologie n a t u r e l l e ) ,  il y a équivalence 

pour un convexe fermé en t re  l e  f a i t  d ' ê t r e  borné e t  l e  f a i t  d ' ê t re  l i néa i r e -  

ment borné ( v o i r  [25] , théorèmes 8.3 e t  8.4 ) . Cette p ropr ié té  ava i t  kt6 

remarquée, pour un convexe fermé de El3, par  Stoker 1261. Nous verrons au 

chapi t re  2 que l 'hypothèse de fermeture n ' e s t  pas nécessaire.  

- Un point x e s t  point  in terne ( resp.  : in te rne  r e l a t i f )  d'une p a r t i e  A 

de E s i  , pour tou te  d ro i te  D passant par  x ( resp.  : passant p a r  x 

et  contenue dans L [A] ) , D fI A cont ient  un segment ouvert auqùel appar- 

t i e n t  x. 



- L'ensemble des points  in te rnes  ( resp .  : in te rnes  r e l a t i f s )  de A e s t  

appelé i n t e r n a t  ( r esp .  : i n t e r n a t  r e l a t i f )  de A e t  noté ~ L A ]  
( r e s p .  : i r [A] ) .  

- S i  O e s t  point  i n t e r n e  de A ,  A e s t  d i t  absorbant. 

- Rappelons maintenant quelques p ropr ié tés  : 

PhapaaLtion 1 . 2 . -  

S a d  A une p&e de l'enpace vecto/ti& E. 

7 )  i[A] C i r [A]  C A. 

2 )  a i  A UA: convexe, i [A] e t  i r [ ~ ]  l e  d o n t  a w i .  

3 )  s i  E aA: un apace vectoniel topologique cd a i  A u.t con- 
O 

vexe, A l ' e s t  w a i  ( A désignant l l i n t é ~ e u h  de A 1 .  

4 )  a i  E a.t un enpace veotoki& tapoLogiyue, a l o u  : 

S i ,  de p l u n ,  E at népaité ed a i  A ut un cotpa convexe ( c ' u t - à - & e  un 1 
convexe dlinténieuh non vide)  , a l o u  : ~ 

5 )  a i  E = m w U  de Ra .topologie naR:uh&e, t o u t  convexe A 

.t& que L[A] = E e 4 t  un cotpa convexe. 

Démonstration ------------- 

Pour l a  démonstration des quat re  premières p a r t i e s  v o i r  [27] e t  

pour l a  démonstration de l a  cinquième v o i r  [13] ou [6]. 

S o a ,  d a ~ n  un e4pace vectotU& E ,  un convexe c a yrné-txique p u  

happokt à un point C ,  & o u  c e4;t p o i n t  i n t e m e  t&aitid de c .  



~ é m o n s t r a t  ion 

I l  e s t  c l a i r  qu'on peut s e  ramener a u  cas où c  e s t  l ' o r i g i n e  

de E ; a i n s i  L[c] = S[C]. 

S i  C e s t  r é d u i t  au seul point  O,  l a  proposit ion e s t  évidemment v r a i e .  

Supposons C non r é d u i t  au s e u l  point  O. 

s o i t  3 = (ei)iEI une base de S[C] t e l l e  que, pour t o u t  i c 1, 

e .  E C. Soient  D une d r o i t e  passant  pa r  O e t  contenue dans S[C] , e t  
1 

un point  x  E D t e l  que x # O. 

On a  x  = 1 xi e .  où x. = O sauf pour un nombre f i n i  d' ind ices ,  Puisque 
1 1 i ~ 1  

C e s t  convexe e t  'symétrique, on consta te  que D n C cont ient  l e  segment 

[-Ax,Ax] , A é t a n t  t e l  que A .  1 lxi 1 = 1.  
1 E I  

- A é tan t  une p a r t i e  de E ,  un point  x e s t  l inéairement access ib le  de A 

( v o i r  [20] ) ou encore a t t enan t  & A ( v o i r  p a r  exemple [5] ) s 'il e x i s t e  a  E A ,  

a # x t e l  que [a,x] C A.  

- L'ensemble des po in t s  l inéairement access ib les  de A s e r a  appelé l i n a  de 

A ou encore at tenance de A e t  s e r a  noté  l i n a  A. 

- L'ensemble A U l i n a  A s e r a  appelé l i n  de A ou encore enveloppe algé- 

brique de A e t  s e r a  noté  l i n  A. 

- A e s t  d i t  algébriquement fermé s i  l i n  A = A. 

- Notons que pour un ensemble convexe contenant plus d'un p o i n t ,  

l i n  A = l i n a  A. 

- Rappelons maintenant quelques p ropr ié tés  : 

Pnopo6iZion 7.4. - 

~ o b  A une p d e  de 1'  upace vectotuet E. 

7 6 - i  A e A X  convexe, l i n  A L ' r u t  a u h i .  

2 )  h i  E e ~ ; t  un apace v e c t o ~ d  ;topologique 4lt h i  A a;t convexe, 

A conve~e ( A dé~ignant  R1adhénence de A ) .  



3 )  a i  E u;t un upace  vecto/u& topologique, do/trl  : 

l i n  A C  A. 

S i ,  de p l u ,  A a;t un cohpa convexe, & o u  : 

S i  E a;t aépahé &t a i  A a;t un cohpb convexe, d o u  : 

- 
l i n  A = A. 

4 )  a i  A es t  convexe, a i  x E i r [~]  p .  : i [ ~ ]  ) , a i  

y E l i n  A,  do^ Lxyy[ C i r  [A] (hap.  : i [A] ) . 
5 )  a i  E at un upace  veototLi& topoLogique, a i  A e ~ t  convexe, 

O O 
a i  x E A, a i  y A,  do^ [x ,yI  c A. 

Démonstration ------------- 
Voir [20], [27] e t  [14]. 

PrropoahXon 7 .5 .  - 

S o a ,  d m  un apace  vec;tohi& E ,  un convexe C &t b o a  

O 
x E i r  [c] ( h a p .  : i CC] ; c i E u-t un upace  veototLiel topologique1 . 
S i  c covi;tient une d k - d t L o a e  A (ouvmte  ou d m é e ) ,  a l o u  La d d -  

h o d e  &anée de aomm&t x p u è l e  à A ci% de même aem que A con- 
O 

tenue dan6 i r [ ~ ]  (hap .  : i[c] ; c a i  E ut un upace  vectotLid topo- 

logique) . 

~ é m o n s t r a t  ion ------------- 

~ é s i ~ n o n s  par a  un point  de A avec a  # x. Puisque x E i r L C ]  

O 
( r esp .  : i[c] ; C s i  E e s t  un espace vec to r ie l  topologique),  il ex i s t e  

(d ' après  l a  proposit ion 1 . 4 )  y t e l  que x  E I y , a [  e t  t e l  que y E i r fc]  
O 

( r esp .  : i [ C ]  ; C s i  E e s t  un espace vec to r i e l  topologique). Il  s u f f i t  

a l o r s  de considérer  l 'homothétie de cen t re  y  qui  à a  associe x  e t  

d 'appliquer l a  proposit ion 1.4.  



- Une p a r t i e  A de E e s t  d i t e  ub iqu i ta i re  ( resp.  : proprement ub iqu i ta i re )  

s i  l i n  A = E  (resp.  : l i n A = E  e t  A # E ) .  

- Dans [20], Klee a montré qu'un espace vec to r i e l  E e s t  de dimension i n f i n i e  

s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  dans E un convexe proprement ub iqu i ta i re  ; l e  

convexe proprement ub iqu i ta i re  mis en évidence dans cet a r t i c l e  e s t  non 

linéairement borné. Dans [22], Klee a donné un exemple de convexe proprement 

ubiqui ta i re  e t  linéairement borné. 

~0. i . t  c un convexe pt~optrment ubiq-e de L'espace vec.to/U& 

E (de dimendion i n ~ i n i e )  . Aloa i CC] et i r  [c] A o n t  v i d u  ; ains i ,  p o ~  

~émons t ra t ion  ------------ 
I l  e s t  c l a i r  que L[C] = E ; a i n s i  i [CI = ir[c] . 
Puisque C # E ,  il ex i s t e  x E E 1. C. S i  i r [C]  e s t  non vide ,  i e  , 

théorème de Hahn-Banach montre qu'on peut séparer  {XI e t  C ,  e t  a l o r s  C 

e s t  contenu dans un demi-espace de E ,  ce qui  e s t  absurde. 

La proposit ion 1.3 montre a lo r s  que, pour t o u t  c c C ,  C n ' e s t  pas 

symétrique p a r  rapport à c .  

7 . 7 . 9 . -  - Cône 

- Soient A C E e t  s E E ; A e s t  appelé cône de sommet s s i ,  pour tou t  

X E A  avec x # s  e t p o u r t o u t  A > O ,  s + X ( x - s )  C A  ( lorsque s e s t  

1' o r i g i n e ,  on d i r a  simplement que A e s t  un cône). 

- Le cône A de sommet s e s t  d i t  pointé ( resp.  : épointé)  s i  s  E A 

(resp.  : s & A ) .  



- V désignant une v a r i é t é  l i n é a i r e  de E d i f f é r e n t e  de E e t  du vide,  nous 

appellerons hypercône D dl a r ê t e  V, t o u t  convexe maximal de E ne contenant 

pas V ( lorsque V e s t  r édu i t e  à un s e u l  po in t ,  nous dirons auss i  hypercône 

de sommet V ) .  

- On rappel le  que D e s t  un cône convexe épointé dont t o u t  point  de V e s t  

un sommet . 
- L'ensemble E % D e s t  un cône convexe pointé  dont t o u t  point  de V e s t  un 

sommet ; il s e r a  appelé cohypercÔne d ' a r ê t e  V associé  à D ( lorsque V e s t  

r édu i t e  à un s e u l  point ,  nous dirons auss i  cohypercône de sommet V ) .  

- On rappel le  auss i  que, s é t a n t  un élément quelconque de V, s i  on désigne 

p a r  D' l 'ensemble symétrique de D p a r  rapport  à s (c 'es t -à-di re  (2s)-D),  

D' e s t  indépendant du choix de s dans V e t  D' e s t  un hypercône d ' a r ê t e  

V. On a auss i  : 

- Rappelons ( v o i r  [23], théorème 2.2) que, s é t a n t  un point  de E, un convexe 

A e s t  un hypercône de sommet s s i  e t  s e u l e m n t  s i ,  A' désignant l 'ensemble 

symétrique de A p a r  rapport  à s ,  on a A U A' = E 2, {SI .  

- Historiquement, l a  notion dlhypercÔne de sommet s a é t é  i n t r o d u i t e  par  

Harnmer dans Cl51 sous l e  nom de "semispace", la. terminologie "hy-percÔnef' ayant 

é t é  i n t r o d u i t e  pa r  Kothe dans [24]. Cette notion a é té  développée dans 1161. 

Puis  H m e r  a i n t r o d u i t ,  dans [17] , l a  notion dthypercÔne d'  a r ê t e  V sous l e  

nom de "demispace at VI'. Dans [23] , Klee a é tudié  l a  s t r u c t u r e  des hypercônes. 

Dans t o u t  ce paragraphe, E désigne un espace v e c t o r i e l  e t  A une 

p a r t i e  non vide de E.  



- S o i t  a a A. On a p p e l l e  cône d léLoignenent  d e  A en  a, noté  % [A], l e  a 

p l u  gmnd cône poihté  de sommet O ,tel que { a} + % ,[A] d0i.Z contenu 

dand A. On a : 

- On appelXe cône dl U o i g n m e n t  d e  A, noté  % [A] , L1 e u  m b L e  

- On a p p e l l e  cône dl i n ~ ~ u d e  de  A, noté  3 [A], 4' e n b m b l e  

1 . 2 . 2 . -  Remahqua 

- Dans l e  cas où A e s t  convexe (non vide) e t  v é r i f i e  l ' une  des p ropr ié tés  

suivantes : 

1)  i r [A]  = A ( ce  qui e s t  v r a i  en p a r t i c u l i e r  s i  E e s t  un espace 

vec to r i e l  topologique e t  s i  A e s t  ouvert)  

2 )  l i n  A = A ( ce  qui e s t  v r a i  en p a r t i c u l i e r  s i  E e s t  un espace 

vec to r i e l  topologique e t  s i  A e s t  fermé) 

a l o r s ,  pour t o u t  a E A, on a : 

- La notion de cône d'éloignement est  une notion connue ( v o i r  [25] page 61 ; 

ce cône e s t  appelé "recession cone"). Bourbaki ( v o i r  [3], page 125, 

exercice no 14) in t rodu i t ,  dans un espace vec to r i e l  topologique séparé,  l a  

notion de cône asymptote pour un convexe fermé non vide ; en f a i t ,  dans ce cas ,  
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l e  cÔne d'éloignement de A en a  e s t  indépendant du choix de a  dans A 

e t  il y a  donc coïncidence en t re  l e s  notions de cÔne asymptote, de cône d'é- 

loignement e t  de cÔne d ' in f in i tude .  

- Bair  é t u d i e ,  dans [II ,  l a  notion de cÔne d ' in f in i tude  du l i n  d'une p a r t i e  

A non vide de E ( q u ' i l  appelle cÔne asymptote de A ) .  

- Cependant, l ' é t u d e  du cône d' i n f i n i t u d e  d'un convexe quelconque n ' appara î t  

pas, à notre  connaissance, dans l e s  ouvrages c lass iques .  Cet te  notion semble 

pourtant ê t r e  un o u t i l  in té ressan t  dans l ' é tude  des convexes l i n g a i r e m n t  

bornés a i n s i  que Le montrent l a  proposit ion 1.7 e t  l e s  chapi t res  2  e t  3. 

1.2 .3 . -  P k o p o h ~ 0 f i  1 . 7 .  - 
S o a ,  dann un ebpace vec;to/u& E ,  un convexe A non vide .  

1 )  3 ut convexe. 

2 )  A en t  finé&m& borné n i  cd neutment n i  3 [A] eb;t: x é d d  

a {OS .  

3 )  S i  A ponnède un point i n t e m e  h e k d d  et n i  3 [A] = E, 

a e 0 ~  A = E .  

~ é m o n s t r a t i o n  

1 )  Soient  A l  = { A  e l ]  A 3 01 e t  A2 = {A e211 b 01 deux demi- 

d r o i t e s  fermées d 'o r ig ine  O ( e l  e t  e2 # O,  e l  + e2 # 0) contenues 

dans 3 [A] . 
I l  s u f f i t  de montrer que l a  demi-droite A = { ~ ( e ~ + e ~ )  1 A b O} e s t  

contenue dans 3 [A] . 
D'après l a  d é f i n i t i o n  de 3 [A] , il e x i s t e  a e t  a  E A t e l s  que 

1 2 

{ a l }  + A e t  {a2] + A2 so ien t  contenues dans A. Puisque A e s t  convexe, 
1 I 

1 il. e s t  c l a i r  que A cont ient  l a  demi-droite {-(a +a. 1) + A ,  d'où l e  r é s u l t a t .  
2 1 2  

2 ) évident .  

3 )  S i  E e s t  r édu i t  à l ' o r i g i n e ,  l a  p r o p r i é t é  e s t  évidente. Suppo- 

sons E non rédu i t  à l ' o r i g i n e .  I l  e s t  c l a i r  que L[A] = E sinon 3 [A] # E. 



~ Ainsi A possède un po in t  in te rne .  S i  A # E, il e x i s t e  x E E a A. Le théo- 

~ rème de Hahn-Banach montre qu'on peut sépa re r  {x) e t  A, e t  a l o r s  A e s t  

~ contenu dans un demi-espace de E, ce qui  est  absurde car  3 [A] = E. Ainsi ,  

1 . 2 . 4 . -  Remanque 

S i  A e s t  convexe e t  s i  [A] = E ,  on n ' a  pas nécessairement 

A = E .  La proposi t ion  suivante  l e  montre (puisque,  dans t o u t  espace v e c t o r i e l  

de dimension i n f i n i e ,  il e x i s t e  des cônes convexes propre-nt ub iqu i t a i r e s )  . 

Ptropoaktion 1 .  b. - 

S o 2 ,  d h ~  un eapace v e c t o h i e l  E (non k é d a  à t' o&iginel , w 

câne K ,  po in té  ou époi.n;té, de  aornmeX queLconque. ALou K af ubiquXA:&e 

a i  e;t aeute.men,t a i  3 [KI = E. 

Démonstration ------------- 1 

On peut supposer que l e  sommet de K e s t  en O ( c a r  une t r ans -  

l a t i o n  quelconque ne change pas [K] e t  n ' a f f e c t e  pas l e  c a r a c t è r e  ubiqui- 

t a i r e '  de K ) .  

Supposons K ubiqui t  a i r e  e t  montrons que 3 [K] = E . 
S o i t  A une demi-droite fermée d 'o r ig ine  0. Montrons que 

A c 1 NI 
S ' i l  e x i s t e  un point  de A d i f f é r e n t  de l ' o r i g i n e  e t  contenu dans 

K ,  on a évidemment A C 3 [KI . 
Sinon, s o i t  x E A avec x # O. Puisque x & K e t  que x E l i n  K,  

il e x i s t e  un point  k E K t e l  que [k,x[ C K e t  t e l  que k n 'appart ienne 

pas à l a  d r o i t e  D support  de A .  Puisque K e s t  un cône, on cons ta te  que 

t o u t  point  de [k,x[ e s t  sommet d'une demi-droite fermée p a r a l l è l e  à A 

e t  de même sens ,  qui  e s t  contenue dans K. Ains i ,  on a 3 [K] = E. 

Réciproquement, supposons que 7 [KI = E e t  montrons que K e s t  u b i q u i t a i r e .  

Puisque K e s t  un cône non vide,  O E l i n  K. Soient x # O e t  A l a  demi- 



une demi-droite fermée A '  p a r a l l è l e  à A e t  de même sens  qu i  e s t  contenue 

dans K .  Puisque K e s t  un cône, K c o n t i e n t  l e  cône ( é p o i n t é )  de sommet 

O engendré p a r  A ' .  11 e s t  a l o r s  c l a i r  que x E l i n  K.  Ains i  K e s t  ubi- 

q u i t a i r e .  

1 1 )  Avec l e s  no ta t ions  précédentes ,  l ' énoncé  de l a  p ropos i t i on  1.5 s ' é c r i t  : 

2 )  La p ropos i t i on  1.8 permet de donner une nouvel le  démonstration de l a  

p ropos i t i on  1 .6 ,  ne f a i s a n t  pas  appel  au  théorème de Hahn-Banach (donc à 

l 'axiome du cho ix ) .  

En e f f e t ,  s i  C e s t  u b i q u i t a i r e  e t  ne c o n t i e n t  pas  un p o i n t  (qu 'on 

peut  t o u j o u r s  supposer ê t r e  l ' o r i g i n e ) ,  l e  cône é p o i n t é  K engendré p a r  C 

ne c o n t i e n t  pas  O e t  p a r  conséquent e s t  d i f f é r e n t  de E. O r ,  s i  C c o n t i e n t  

un p o i n t  i n t e r n e ,  il en e s t  de même à f o r t i o r i  de K ; d ' a u t r e  p a r t  K e s t  

u b i q u i t a i r e ,  donc 3. [K] = E ; on en dédu i t  que K 3 i [K] +J[K] = E. 



QUELQUES PROPRIETES D E  LA SOMME ET D E  L'ENVELOPPE 

CON VEXE DE LA REUNTON D' ENSEMBLES CONVEXES 

LlNEAlREMENT BORNES 

Ce chapi t re  développe e t  général ise  l e s  r é s u l t a t s  de l ' a r t i c l e  [7] : 

En p a r t i c u l i e r ,  l e  lemme 2.2 e t  l e  paragraphe 2.4 ne f igurent  pas dans l 'ar t i-  

c l e  p r éc i t é ,  l e s  théorèmes 2.1 e t  2.3 général isent  respectivement l e s  théorèmes 

2 e t  4 de cet  a r t i c l e .  Les r é s u l t a t s  s'expriment de façon harmonieuse à l ' a i d e  

de l a  notion de cÔne d ' in f in i tude  i n t rodu i t e  au chapitre précédent. 

Nous donnons, dans l e  paragraphe 2.1, deux exemples de couples 

(A,B)  de convexes linéairement bornés t e l s  que C [A U B] e t  A+B ne soient  

pas linéairement bornés ; l e  premier a un caractère  général  e t  conduit à l a  

proposit ion 2.1. 

Dans l e s  paragraphes suivants ,  nous étudions l e  cÔne d ' in f in i tude  

de l a  somme e t  de l 'enveloppe convexe de convexes e t  é tabl issons  des condit ions 

suf f i san tes  permettant d 'af f i rmer  que ce cône d ' in f in i tude  e s t  r édu i t  à l ' o r i -  

gine. 

2.1.1.- L m e  2.7.- 

D m  un espace v e c ; t a ~ &  E, LI w v a o p p e  convexe a y m W q u e  ci' wze 

~ a m i e e e  Libtre esz finéainemenJt bornée, 

Démons t r a t  ion ------------- 

Soi t  (eiI i î I  une famil le  l i b r e  de E.  On peut toujours supposer 

que c e t t e  famil le  l i b r e  cons t i tue  une base de E, q u i t t e  à se  p lacer  dans l e  

sous-espace vec to r i e l  de E engendré par  c e t t e  famil le .  S o i t  



C = CS [ U lei}] . D'après l a  proposition 1.3, l ' o r i g i n e  O e s t  point  in terne 
i s I  

de C .  Ainsi il s u f f i t  de montrer que C ne contient  aucune demi-droite i s sue  

de O puisque, s i  C contenait  une demi-droite, C contiendrait  une demi- 

d ro i te  para l l è le  e t  de même sens,  issue de O ( vo i r  proposition 1 .5)  . 
Soi t  x E C avec x # O. hi a x = 1 xi e .  où x = O sauf 

1 i i €1 

pour un nombre f i n i  d' indices  e t  où O < 1 1 xi 1 s 1 .  Puisque ( e i ) i E ~  e s t  
i €1 

une base de E ,  l a  seule  représentation possible de ux (a&) dans l a  base 

( e i ) i E I  
e s t  1 ci xi ei .  Ainsi ux 4 C dès que u e s t  t e l  que 

~ E I  

1 a 1 1 1 xi 1 > 1 , ce qui achève l a  démonstration. 
~ E I  

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  e t  $ = (eiliEl une 

base de E.  considérons une famil le  i n f i n i e  dénombrable ex t r a i t e  de e t  

* 
notée abusivement 

(en ) n a  
* . Posons, pour t o u t  i E N , f i  = e i+ ( i - l ) e l  

* 
e t ,  pour tou t  i & ûV , posons par  exemple f .  = e . .  Alors l e s  convexes 

1 1 

c l  = CS [ U lei}] e t  C2 = CS [ U { f .  }] sont l i n é a i r e m n t  bornés a l o r s  que 
1 i ~ 1  ~ E I  

C l  + Cg e t  C [C U c2] ne l e  sont pas. 

Démonstration 

C l  e t  Cs sont linéairement bornés d 'après l e  lemm 2.1. D'autre 

* 
pa r t ,  pour tou t  n E N , (n - l )e l  = fn - e c C l  + Cs. Puisque C1+C2 e s t  un 

n 

convexe symétrique, il en r é s u l t e  que l a  d ro i t e  A ,  = {Ael 1 A E 81 e s t  conte- 

nue dans C1+C2 e t  pa r  s u i t e  C 1+C2 n t  e s t  pas linéairement borné. 

 après l a  proposition 1.1 , C [cl U c ~ ]  n ' e s t  pas linéairement borné. On peut 

de façon plus précise ,  montrer que CI+C2 e t  c [cl U CS ne contiennent 

aucune demi-droite non pa ra l l è l e  à A l ,  c 'est-à-dire (Lue 

J [c1+c2I = 9 CcCcl U c J I  = d l *  

Dana un upace v e o t 0 ~ e . t  .topo.tog.ique E de dimension i n ~ i n i e ,  non 

m u n i  de hpotogie g t ~ o ~ a i $ ~ e ,  e&.te une &&hi.té de convexa aymékniques, 



abho t~bana  , e i n é a h m e n t  b o m é ~  eA non bornéa. De daçan phécine, à 

-tauAc? b a e  de E ,  on peuft annocien une babe de  E ak.Ue que l ' e n v d a p p e  

convexe nymé;thique de n a  étémenth h0.L-t wz canvctc? ab~ohbar t t ,  ~ é ~ m e n t  

borne e,t non borné. 

Démonstration ------------- 

Reprenons l e s  nota t ions  de l 'exemple précédent. Puisque E n ' e s t  

pas muni de l a  topologie gross ière ,  il e x i s t e  un voisinage V de l ' o r i g i n e  

O dans E e t  un élément ei de 3 t e l s  que l a  d r o i t e  Ai = l i e i  1 A E R) 

ne s o i t  pas contenue dans V. On peut  supposer que e .  = e l .  Puisque A ,  e s t  
1 

contenue dans CI+C2  e t  non contenue dans V ,  C +C e s t  non borné c a r  non 1 2  

absorbé pa r  V. On en déduit  que l ' u n  au moins des deux convexes C l  e t  Cs 

n ' e s t  pas borné ( c a r ,  dans t o u t  espace v e c t o r i e l  topologique, l a  somme de 

deux bornés e s t  bornée) . 

RemCuque 

S o i t  maintenant, dans un espace v e c t o r i e l  E de dimension i n f i n i e  

un convexe C proprement ub iqu i t a i re  e t  l inéairement borné ( ~ l e e  a montré 

l ' m i s t e n  ce d'un t e l  convexe ; v o i r  [22] , page 107, theoreme 2.1 ) . S i  E e s t  
- 

muni d'une s t r u c t u r e  d'espace v e c t o r i e l  topologique, a l o r s  C = E (d 'après  

l a  proposi t ion  1 .4) .  Ains i ,  s i  l a  topologie de E n ' e s t  pas l a  topologie  

g ross iè re ,  C n ' e s t  pas borné. Toutefois ,  i [c] e s t  vide (d 'après l a  propo- 

s i t i o n  1.6), contrairement au convexe de la  proposi t ion  2.1. 

2 . 1 . 2 .  - A&e exemple. 

Nous donnons maintenant un a u t r e  exemple dans un espace v e c t o r i e l  

de dimension i n f i n i e  c a r  l a  démonstration e s t  techniquement i n t é r e s s a n t e  : 

S o i t  E l ' e space  v e c t o r i e l  des fonctions numériques dé f in ies  su r  [O, 11 e t  

a 
combinaisons l i n é a i r e s  f i n i e s  des fonctions x » x avec a E Q+ (on obt ient  

l e s  mêmes r é s u l t a t s  en supposant a E IR+). Soient  p e t  p2 l e s  normes 
1 

déf in ies  s u r  E pa r  : 



Soient B I  e t  B2 l e s  boules uni tés  fermées respectivement associées à ces  

normes. Les convexes B I  e t  Ba sont évidemment symétriques e t  l inéairement 

bornés, a l o r s  que l e s  convexes B1+B2 e t  CIB1 U Ba] sont ,  non seulement, non 

linéairement bornés, mais sont  l ' espace  E t ou t  e n t i e r .  
- 

Démonstration ------- ---- -- 

Il  s u f f i t  de montrer que, pour t o u t  a E $+ e t  pour t ou t  e n t i e r  

a n > 2, nx E B1+B2, car  B1+B2 e s t  un convexe symétrique e t  car  on a : 

( v o i r  proposit ion 1.1 ) 

Soi t  B E Q+. On peut é c r i r e  : 

" + m.. + x a+(n-d ) B  
avec b, (B)  = x + x 

* 
Il e s t  c l a i r  que b l  ( 6 )  E BI pour tou t  B E &+- 

D'autre p a r t ,  b2(f3) 5 O pour t o u t  x E C O , ~ ] .  Ainsi,  on a : 

Posons, pour t ou t  t r é e l  3 0 ,  



La fonction numérique $ e s t  continue, e s t  t e l l e  que ~ ( 0 )  = O e t  

* 
$(t) > O s i  t > O. On e s t  donc sûr q u ' i l  ex i s t e  Bo E $+ tel.  que 

$(fio) r 1 e t  a l o r s  b2(f3,) E B2. 

L'exemple précédent montre que, désignant pa r  ii' e t  Z l e s  topologies 

d'espace nom6 s u r  E respectivement associées aux deux normes Pl e t  P2¶ 

Z dans l'ensemble des topo- l a  topologie % borne in fé r ieure  de % e t  

logies  localement convexes sur E peut ê t r e  non seulement une topologie non 

séparée mais Gtre l a  topologie gross ière .  Une étude dé t a i l l é e  sera  f a i t e  au 

chapi t re  7.  

 étude des couples de convexes ( l inéairement bornés ou hon) dont, 

l a  somme e s t  E s e r a  f a i t e  aux chap i t res  3 e t  4. -- 

2.2.- CÔNE D~INFINITUDE D'UN FERME. APPLICATION A L'ETUVE VU CONE V~INFINITUDE DE 
L'ENVELOPPE CONVEXE ET DE LA SOMME D' UN CONVEXE ET V' UN BORNE. - 

Dans ce paragraphe, nous donnons une première condition suf f i san te  permettant 

d 'af f i rmer  que La somme e t  l 'enveloppe convexe de l a  réunion de deux ensembles 

linéairement bornés sont linéairement bornés. Cette condition a un ca rac tè re  
\ 

topologique . 
Le théorème 2.1 e t  s e s  c o r o l l a i r e s  consti tuent  une général isa t ion 

des r é s u l t a t s  de [7] ( vo i r  théorème 2 e t  s e s  co ro l l a i r e s ) .  Les r é s u l t a t s  de 

[7J ont  étB é t a b l i s  dans l e  cadre des espaces vec to r ie l s  topologiques c-régu- 

ï i e r s  (un espace vec to r ie l  topologique e s t  d i t  c - r é g d i e r  ( vo i r  [22], page 106) 

s i ,  pour t ou t  convexe fermé C e t  pour t o u t  point  p d C ,  il ex i s t e  un convexe 

ouvert K avec p E K e t  C n K = ; a i n s i  on peut  séparer  C e t  {pl par 

un hyperplan fermg. En p a r k i c u l i e ~ ,  un espace vec to r i e l  topologique localement 

convexe e s t  c-régulier)  ; l e s  démonstrations reposaient sur l e  f a i t  que, dans 

un espace vec to r i e l  topologique c-régulier ,  t ou t  convexe fermé e s t  l ' i n t e r s ec -  

* 

t i o n  des demi-espaces fermés qui  l e  contiennent. 



Dans ce paragraphe, nous nous affranchissons des hypothèses de c-régulari té 

e t  nous nous plaçons simplement dans l e  cadre général d'un espace vec to r i e l  

topologique. 11 e s t  à note r  que l a  notion de cône d ' in f in i tude  permet d'énoncer 

l e s  r é su l t a t s  sous une forme plus  précise  e t  plus harmonieuse. 

Pour l a  démonstration du théorème 2.1 ,  nous avons besoin du lemme suivant. 

2.2 .1 . -  L m e  2.2. - 
- 

Soit, d a a  un eapace veoto&d .topologique E, un convexe A et 

a o a  L'emmbLe d a  vo&inagu de l'otUg&e. Un a alam : 

Démonstration 

A é t an t  fermé, on a ,  d 'après l e  paragraphe 1.2.2, 

Puisque À = n (A+v), on a, pour t o u t  V E V ,  ACA+V, donc 
VE 'iT 

Montrons réciproquement que : 

Posons K = n 'J [A+v] . S i  K = {O),  c ' e s t  réglé.  
VEV 

Sinon, s o i t  A une demi-droite fermée d tor ig ine  O contenue dans K e t  
- 

s o i t  x E A. Puisque A = n (A+v) ,  il s u f f i t  de montrer que, pour t o u t  
VEV 

Soi t  donc V e v. Il  ex i s t e  un voisinage é t o i l é  de l ' o r i g ine  W t e l  que : 

W + W +  w c v .  

Puisque A C K ,  A C 3 [A+v] . Ainsi il ex i s t e  une demi-droite f e r d e  A '  

p a r a l l è l e  à A e t  de même sens qui e s t  contenue dans A+W. 

Montrons que C[{x] U A'] C A + W + W .  



Soi t  z E C[{XI U A']. Alors il ex i s t e  A E [0,1] e t  y E A '  t e l s  que 

Puisque AC A+W, x E A+W. Ainsi ,  il ex i s t e  a E A e t  w E W t e l s  que 

x = a+w. Puisque y E A'C A+W, il e x i s t e  a' E: A e t  w '  E W t e l s  que 

y = ar+wf .  

On a a lo r s  : 

A é t a n t  convexe e t  W é t an t  é t o i l e ,  z E A + W + W. 

Puisque C[{XI U A'] C A + W + W ,  on en déduit que : 

L a  proposit ion 1.4 montre a l o r s  que 

{x) + A C A+W+W. 

On en dSauit que {XI + A C A + W + W + W, donc que : 

2.2.2.-  Théohème 2 . 1 .  - 

S o i e n t ,  danb un espace vec;to/titd! .topoLogi.que E, un convexe A eX 

2 )  Si, de plu, f; et B 6 0 n t  non v ides ,  on a & o u  : 

Démonstration 

1 ) Dl après l e  paragraphe 1.2.2, on a 3 [Al = [À] . S i  A e s t  vide,  



l a  p r o p r i é t é  e s t  évidement  v ra ie .  Supposons A non vide.  Remarquons qu'une 

t r a n s l a t i o n  ne changeant pas l e  cône d ' i n f i n i t u d e  d'un ensemble, on peut  sup- 

poser  que l ' o r i g i n e  appar t ient  à A. 

S o i t  l lensembie des voisinages de l ' o r i g i n e  e t  s o i t  V E g. Puisque B 

e s t  borné, il e x i s t e  X E ]0,1] t e l  que ABC V. 

Ains i ,  on a : 

Le lemme 2.2 montre a l o r s  que : 

2 )  D'après l e  paragraphe 1.2.2, on a : 

Pour montrer l a  s u i t e  d ' é g a l i t é s ,  il s u f f i t  de montrer que : 

O 
Puisque A+B con t i en t  un t r a n s l a t é  de A donc de A ( B  é t a n t  non v i d e ) ,  

on a : 

Montrons maintenant que 5[i] C l[i] 
O 

Soient  A une demi-droite fermée contenue dans A e t  un po in t  x E A. La pro- 

pos i t ion  1.5 montre que l a  demi-droite fermée A p a r a l l è l e  &. A ,  de même 
Q 0 O 

sens que A e t  de sommet x e s t  contenue dans A. Puisque A = A ( v o i r  pro- 

O 
pos i t ion  1 . 4 ) ~  on a A 1  C A, d'où l e  r é s u l t a t .  

C o t r o W e  2 . 7 .  - 

Soient, dam un upace  v e c t o n i d  topologique E, un convexe A non v ide  el 

un convexe B borné. 



O 
2 )  Si, de plun, A enit non vide ,  on a &u : 

Démonstration ---- ----- ---- 

1 ) Supposons B non vide ( lorsque B e s t  vide, l a  p ropr ié té  e s t  

évidente) . 
On v é r i f i e  aisément, en posant A l  = A -  {xol e t  B I  = B - {xol où x E E ,  

O 

que : 

Ainsi une t r ans l a t i on  sur  E ne change pas l e  cône d' in f in i tude  de C [A U BI. 
D'autre p a r t ,  une t rans la t ion  s u r  E ne change pas l e  cône d ' inf ini tude e t  l e  

- 
cône d'éloignement de A. 

On peut donc supposer que O E A. Posons B' = AB. 
Co, 11 

B'  e s t  convexe ca r  B' = c[{o) U B]. 

Montrons que B' e s t  borné. So i t  V un voisinage de l ' o r ig ine .  V cont ient  

un voisinage é t o i l é  W de l ' o r i g ine .  Puisque B e s t  borné, il e x i s t e  k > O 

t e l  que kBC W. I l  en r é su l t e  que k B I C  W C V .  Ainsi  B' e s t  borné. 

La  proposit ion 1.1 montre que L'on a : 

C[A U B] C C[A u UB'] C A + B' .  ( 1 )  

Il s u f f i t  a l o r s  d'appliquer l e  théorème 2.1. 

2 )  Supposons B non vide. On a a lo rs ,  d 'après ( 1) : 



Il s u f f i t  a l o r s  d'appliquer l e  théorème 2.1. 

S i  B e s t  v ide ,  on applique l e  r é s u l t a t  de l a  deuxième p a r t i e  du théorème 2.1 . 

Remmqua 

1 ) Lorsque A e t  B sont vides, l a  première p a r t i e  du corol-  

l a i r e  2.1 e s t  évidemment vraie.  

S i  on suppose que l ' espace  vec to r ie l  topologique E e s t  localement convexe 

séparé, a l o r s ,  lorsque A e s t  vide e t  que B e s t  convexe borné non vide ,  l a  

première p a r t i e  du co ro l l a i r e  2.1 e s t  encore v ra ie .  

2)  Notons que, contrairement au theorsme 2.1 , 1' hypothèse de convexi- 

t é  de B e s t  nécessai re  dans l e  co ro l l a i r e  2.1. 

En e f f e t ,  il ex i s t e  des espaces vec to r i e l s  topologiques séparés  

contenant des bornés dont l 'enveloppe convexe e s t  E t ou t  e n t i e r  ( v o i r  [hl, 

page 12, exercice n08). Il s u f f i t  a l o r s  de cho i s i r  pour borné B l 'un  des 

bornés précédents, e t  pour A un ensemble r édu i t  à un point .  

C o h o ~ ~ e  2 . 2 .  - 

Soient, dand un espace vec.to/Uel Xopologique a Epmé E ,  un convexe A h é a i -  

hement boané une p&e B bouée (trup. : bonnée et convexe). Alou 

A+B ( a u p .  : C[A B] ) ut f i é a h m e n t  bohné dans chacune dea deux hypotheda 

suivanta  : 

( h l )  : A e6.t @~mé. 

(hs) : A e6.t non vide. 

Ddmonst r a t  ion ------------- 
On applique l e  théorème S. 1 e t  l e  co ro l l a i r e  2.1 . 

Il e s t  à note r  que c e t t e  propr ié té  n ' a  d ' i n t é r ê t  que s i  E e s t  séparé ,  sinon 

on ne peut remplir aucune des deux hypothèses ( h l )  e t  (hg) , e t  aff irmer 

simultanément que A e s t  l inéairement borné. 



2.3.- ETUDE DU CÔNE V'TNFTNTTUPE DE LA SOMME ET DE L'ENVELOPPE CONVEXE DE PEUX 

CONVEXES VONT L'UN EST LTNEATREMENT BORNE ET VE VZMENSZON F'IEJZE. - 

Les coro l la i res  2 . 3  e t  2.4 fournissent  deux nouvelles conditions 

suf f i san te  s qui n' ont plus un caractère  topologique. 

Pour démontrer l e  théorème 2.2, nous aurons besoin des deux lemmes suivants : 

2.3.1.- Lemme 2.3.- 

S o a ,  dana  IR^ muni de &a topologie n a t w L U e ,  un convexe A. 

1 )  On a aeou : 

Démonstration ------------- 

1 )  On peut supposer, lorsque A e s t  non vide, que O E A, a i n s i  

S M  = L[A]. Munissons S[A] de l a  topologie indui te  par  c e l l e  de IRn. 

L'adhérence de A dans coïncide manifestement avec l'adhérence de A 

dans S[A]. D'autre pa r t ,  l a  proposit ion 1.2 montre que ir[A] n ' e s t  au t re  que 

l ' i n t é r i e u r  de A dans S[A] e t  que ce t  i n t é r i e u r  e s t  non vide. Il s u f f i t  

a lo rs  d' appliquer l e  r é s u l t a t  de l a  deuxième p a r t i e  du théorème 2.3. 

2 )  Cette deuxième p a r t i e  e s t  une conséquence de l a  première p a r t i e  

de ce lemme e t  du paragraphe 1.1.5. 

Lemme 2 . 4 . -  

Soient, dana un a p a c e  vectonid E de dimensian &inte, deux con- 

v e x a  A et B, B &tant fiéa.ihment borné. ALohb, on a : 

Si, de pLw, B est non vide, an a : 



Démonstration 

Supposons B non vide e t  munissons E de l a  topologie euclidienne. 

Puisque, dans  IR^, il y a équivalence pour un convexe en t re  l e  

f a i t  d ' ê t r e  linéairement borné e t  l e  f a i t  d ' ê t r e  borné (vo i r  lemme 2 .3 ) ,  l e  

théorème 2.1 e t  l e  co ro l l a i r e  2.1 montrent que : 

O r ,  on a : 

car  A+B e t  C[A U B] contiennent chacun un t r a n s l a t é  de A. 

Puisque 3 [A] = 3 [Al ( v o i r  lemme 2.3), on en déduit que : 

2 . 3 . 2 . -  Théokème 2 . 2 . -  

Soient, dand un upace vectohieL E de cüme~~ion  quetconque, deux 

convexes A & B ,  B Uant finéai/remen;t borné non vide e,t de dimen6hn 

~ ~ e .  ALoa, on a : 

Démonstration 

On peut montrer que, pour t o u t  sous-espace vec to r i e l  S de E 

contenant B,  on a l e s  deux éga l i t é s  suivantes : 



S o i t  A une demi-droite fermée contenue dans A+B ( resp .  : c [A u B] 1. 

Désignons p a r  S l e  sous-espace v e c t o r i e l  engendré par  B e t  h ; S e s t  

de dimension f i n i e .  

Le lemme 2.4 montre a l o r s  que A n S (donc A )  cont ient  une demi-droite fermée 

p a r a l l è l e  à A e t  de même sens que A .  

Ainsi ,  on a : 

On en déduit  que : 

c a r  A+B e t  C[A U B] contiennent chacun un t r a n s l a t é  de A. 

S o i e n t ,  dan4 un a p a c e  vec;to/uel E ,  deux convexes A e.t B finéahmen$ 

barn& dont  l ' u n  e ~ . t  d e  dUnevcclion d i n i e  (c-e d e h L è h e  hypothè6e a i t  évkdem- 

m e n t  kempfie . touque E a.t d e  dimevcclion d i n i e ) .  

M o u  A+B &t c [A u B] d o n t  f i n é ~ e m e n t  borné4 . 

@gon s t r a t  ion 

E l l e  r é s u l t e  immédiatement du théorème 2.2. 

C o h o U e  2 . 4 .  - 

Soien.t, dand un e6pace vecXotU& .topokogique di!pahd E, un w n v e x e  f i é a i h m e n t  

borné A & un bot~né B d e  chnenaion &inLe. 

A b h b  A+B &t C[A U B] d o n t  dinéaihemenf: bo/tn&. 

Démonstration ------------- 

Montrons que C [B] e s t  l inéairement borné. 

S o i t  F LU sous-espace v e c t o r i e l  de E de dimension f i n i e  e t  contenant B. 

Munissons F de l a  topologie i n d u i t e  pa r  c e l l e  de E. B e s t  a l o r s  un borné 

de F e t ,  puisque l a  topologie de F e s t  l a  topologie euclidienne,  C [B] 



e s t  borné dans F. Ains i ,  d'après l e  lemme 2.3, c [B] e s t  l inéairement borné. 

Puisque C[B] e s t  un convexe l inéairement borné de dimension f i n i e  e t  con- 

t i e n t  B, il s u f f i t  a l o r s  d 'appliquer l e  c o r o l l a i r e  2.3. 

Les paragraphes précédents nous i n v i t e n t  à v o i r  dans que l l e  condi- 

t i o n  on peut af f i rmer  que, A e t  B é tant  deux convexes donnés, l e s  ensem- 

b l e s  A+B e t  C[A U B] sont simultanément l inéairement bornés. Pour c e l a ,  

nous étudierons l e s  cônes d ' i n f i n i t u d e .  

S o i e n t ,  dans un espace  v e c t o ~ e l  E ,  n p u e 6  Al ,A2,. . ,An, 

Démonstration ------------- 
I l  e s t  c l a i r  que l ' o n  peut supposer t o u t e s  l e s  p a r t i e s  A. 1 

non 

vides .  

Montrons d'abord l ' i n c l u s i o n  suivante : 

n 
S o i t  X E  C [ U  Ai]. Alors x s ' é c r i t  sous l a f o r m e  x =  1 A .  a où, 

i= 1 jeJ  J j '  

n 
pour t o u t  j E J ,  a E u Ai , A .  5 . 0 ,  = O sauf pour un nombre f i n i  

j i = 1  J .  j 

d ' ind ices ,  e t  h j  = 1 .  
jsJ 

Pour t o u t  j E J ,  désignons pa r  i un e n t i e r  t e l  que a E Ai e t  posons 
j j 

n j 
a! = a -x. ; a i n s i ,  pour t o u t  j E J ,  a '  E A!  C U A!. On a a l o r s  : 

J j l j  j 1 j 1 



e t  l ' i n c l u s i o n  ( 1 )  e s t  v é r i f i é e .  

L'ensemble c [ Û {x.  }] é t a n t  l inéairement borné ( v o i r  c o r o l l a i r e  2 .3)  non 
1 i= 1 

vide e t  de dimension f i n i e ,  l e  théorème 2.2 montre que: 

L ' éga l i t é  r é s u l t e  du f a i t  que l ' o n  a ,  de l a  même manière, l ' i n c l u s i o n  dans 

l ' a u t r e  sens.  

Rematrq ue 

On n ' a  pas de p ropr ié t é  analogue au lemme 2.5 pour l e s  cônes d'éloignement, 

même s i  l e s  ensembles Ai sont  convexes. 

En e f f e t ,  s o i e n t ,  dans un espace v e c t o r i e l  E, une demi-droite fermée A 

de sommet O e t  un po in t  x 4 A .  Posons Al  = A ,  A* = {O}, A; = { X I .  

On a a l o r s  : 

P&opoaLtion 2.2.- 

Soient, d m  un espace v e c t o ~ d ,  n pahties A l  ,A2 , . . . ,A . n 

1 )  Un a d o h n  : 

2 )  S i ,  de p l u ,  .tOu les ni sont convexes non vides,  on a a l o u  : 

Démonstration ------------- 
1 )  On a ,  d 'après l a  proposi t ion  1.1 : 

n n 
1 nit n C[U , 

i= 1 i= 1 

d'où l e  r é s u l t a t .  

2 )   a après l e  lemme 2.5 e t  d 'après l e  f a i t  qu 'appliquer une t r ans -  



l a t i o n  s u r  chaque A. r ev ien t  à appliquer une seu le  t r a n s l a t i o n  s u r  l e u r  
1 

somme, on peut supposer que l ' o r i g i n e  appar t ient  à tous  l e s  Ai. La p ropr ié té  

r é s u l t e  a l o r s  des inc lus ions  suivantes ( v o i r  proposit ion 1 . 1 )  : 

Remmque 

On n ' a  pas de p ropr ié té  analogue à l a  proposi t ion  2.2 pour l e s  cônes d ' é lo i -  

gnement . En e f f e t ,  en reprenant l e s  nota t ions  de l a  remarque précédente, on 

consta te  que : 

Soient,  danh un apace  vectohiel ,  n p d e s  A l  ,A2, . . . ,A . - n 

n 1 )  S i  c [U Ai] a Ç  finéainement bohné, d o &  en at de même 
i= 1 

2 )  S i ,  de p l u ,  . t a u  Les A: bont convexa non videb, d o m  
.L n n 

C[ U A.] est  finéainement bosné h i  et sedement h i  1 A. l ' u t .  
1 1 i = l  i= 1 

Démonstration ------------- 
E l l e  r é s u l t e  immédiatement de l a  proposi t ion  2.2. 

Phopo~Ltion 2 . 3 .  - 

Soient, dans un espace v e c t o h i d ,  n p u m 2 ~  A, ,A2,. . . ,A ha- n 

peotivement U o i e é a  pm aappoM aux points xI ,x2, . . . ,x et 6oient n nom- 
n 

bacs hé& A ~ , ~ ,  . . . A  * o u  > O .  Alom, o n a  : 
n 

Démonstration ------------- ~ 
S i  un des A.  e s t  vide,  c ' e s t  vrai. Supposons l e s  Ai t ous  non . 

1 

vides .  Posons, pour 1 i S n,  A! = A. - {x.  ; A l  e s t  é t o i l é  p a r  rapport  
1 1 1 



à l ' o r i g i n e .  On a  a l o r s  : 

Il s u f f i t  donc de montrer que : 

Soient  A e t  p deux nombres r é e l s  > O t e l s  que : 

On a a l o r s  : 

d'où l e  r é s u l t a t .  

2 . 5 .  - C O N E  D' ZNFZNZTUDE ET SOMME DlRECTE DE C O N V E X E S .  - 

Le c o r o l l a i r e  2.6 cons t i tue  une généra l i sa t ion  du lemme 2.1. 

Soient, dam un espace ve&otu& E, une somme dinecte 

F = (B E~ de sou-espaces v e c t o h i d  Ei de E et, pow t0u.t i B 1 , 
i s I  

un convexe ni de E ~ .  Alou on a : 

2 )  S i  chaque ni contient 1' o ~ g i n e  ou s i  1 est  d u t i  avec 



A. non vide p o w  ; tout  i E I , a l o u  : 
1  

3 )  Si chque  Ai contient L'oiriguie, & o u ,  on a, p o w  ZOUA j E 1 : 

S i ,  pouh ZoUA i E 1, Ai edZ non vide et ne cont ient  pah l ' o h i g i n e ,  a l o u ,  

on a, pouh j E 1 : 

Démonstration ------------- 
1 ) Posons, pour t ou t  i E 1, A i  = C[{ O} u Ai] , A = c [.u Ai] e t  

1 E I  

A '  = c l u  A!]. On a : A '  = c[{o) UA] .  
i ~ 1  1  

Le théorème 2.2 montre que 5 [A'] = 3 [A] e t  que, pour t o u t  

i E 1, 7 [Ai] = 7 [Ai]. Ainsi ,  on peut supposer pue chaque A.  con t ien t  
1 

1 ' origine.  

Pour tou t  i E 1, A D A i ,  a i n s i  3 [A] 3 7 [A.]. Puisque l e  cône d ' in f in i tude  
1 

d'un convexe e s t  convexe ( v o i r  proposit ion 1.7);  on en déduit  que : 

Montrons réciproquement que : 

S o i t  x = 1 xi un point  de F (x .  E Ei pour t ou t  i E 1 e t  X. = O 
1 1 

i ~ 1  
sauf pour un nombre f i n i  d ' indices)  . Montrons que, si x E A ,  a l o r s ,  pour 

t o u t  i E 1, X. E Ai. 
1 

Puisque x E A ,  x = 1 A .  a .  avec, pour tou t  i E 1, a .  E A A .  ? 0 ,  
1 1  1  i ' 1  i ~ 1  

A .  = O sauf pour un nombre f i n i  d ' indices  e t  A. = 1 . Comme O E Ai, 
1 

i s I  
1 



A .  a. E A . .  D'après l ' u n i c i t é  de l ' é c r i t u r e  de x,  il e s t  a l o r s  c l a i r  que : 
1 1  1  

X. = A .  a .  E A . .  
1  1 1  1  

S o i t  maintenant A une demi-droite fermée de sommet O e t  contenue dans 

3 [A]. Posons A = {he  1 h ) O} avec e  # 0. On a  e  = 1 ei avec,  pour 
~ E I  

t o u t  i E 1, e .  E E e t  e .  = O sauf pour une p a r t i e  f i n i e  J de 1. 
1  i 1 

Posons, pour t o u t  i E J ,  A .  = { hei 1 h > O}. 
1 

Puisque AC T[A], il e x i s t e  y E A t e l  que {Y} + 4 C A  ; donc, Pour 

t o u t  h 2 O ,  on a  1 (yi + he.) E A e t  p a r  s u i t e ,  pour t o u t  i E J ,  
isI 1  

'i 
+ he. E Ai,  c  'est-à-dire {yi} + Ai C Ai. 

1  

Ains i ,  pour t o u t  i~ J ,  A.C  LA.]. I l  en r é s u l t e  que : 
1  1  

2 )  Le cas où 1 e s t  f i n i  e t  Ai non vide pour t o u t  i E 1 s e  

ramène au cas où chaque A. cont ient  l ' o r i g i n e .  En e f f e t ,  e f f e c t u e r  une 
1 

t r a n s l a t i o n  s u r  chaque Ai rev ien t  à e f f e c t u e r  une t r a n s l a t i o n  s u r  1 Ai. 
~ E I  

Ains i ,  s i  on e f fec tue  une t r a n s l a t i o n  s u r  chaque A . ,  on ne modifie pas 
1  

On peut donc démontrer l a  s u i t e  d ' é g a l i t é s  dans l e  cas  où chaque Ai 
cont ient  

l ' o r i g i n e ,  1 é t a n t  f i n i  ou non. On s a i t  dé jà  que : 

Montrons maintenant que : 

pour t o u t  i E 1, A. ->Ai, a i n s i  5 11 ~~l >gb i~ -  
i €1 

1  i e I  

Puisque l e  cône d ' i n f i n i t u d e  d'un convexe e s t  un cône convexe 

pointé  (de sommet O ) ,  on en déduit  que : 



Par  un raisonnement analogue à ce lu i  de l a  première p a r t i e ,  on montre que : 

On en déduit l ' é g a l i t é .  

I l  r e s t e  à montrer que : 

L 7 [Ail = c r u  3 b.11 
i s I  

1 
i ~ 1  

Cette propr ié té  r é su l t e  du f a i t  que l e  cône d ' inf ini tude d'un convexe e s t  

un cône convexe pointé de sommet O .  

3) Plaçons nous dans l e  cas où chaque Ai 
contient  1 ' o r ig ine .  

On a  évidemment, pour tout  j  E 1, 

A jC C [ U  Ai] " F j  C ( 1 A . )  1 f l  F~ . 
i s 1  ~ E I  

L' inclus ion 

r é su l t e  du f a i t  ( vo i r  démonstration de l a  première p a r t i e )  que si 

x =  1 X . E C [ , U  Ai] ( x . s E i  p o u r t o u t  ~ E I  e t  x . = O  s a u f p o u r u n  
1 1 

i ~ 1  1 
i E I  

nombre f i n i  d ' indices ) , a lo r s ,  pour t o u t  i E 1, x. E Ai. 
1 

L'inclusion 

( 1 A . )  n E j C  Aj 
i ~ 1  1 

se démontre d'une manière analogue. 

Plaçons nous dans l e  cas où chaque A. e s t  non vide e t  ne contient  pas 
1 

l ' o r i g ine .  

Il  e s t  c l a i r  que, pour tou t  j  E 1 : 



Montrons réciproquement que, pour t o u t  j E 1 : 

S i  x E C[ U A ~ ]  , a l o r s  x = 1 A .  ai avec, pour tou t  i c 1, a .  s A i ,  
1  1 

i e  1 is  1 
A .  3 0 ,  Ai  = O sauf pour un nombre f i n i  d l i n d i c e s  e t  A .  = 1 .  S i  
1  1 is1 

X E E  o n a ,  p o u r t o u t  i E 1 avec i # j ,  A .  a .  = O  donc A .  = O  ; il 
j 1 1  1 

en r é s u l t e  que x = a donc que x E A . 
j j 

Soient,  dam un enpuce v e c t o h i d  E ,  une nomme dxheOte F = @ Ei 
i ~ 1  

de sous-enpuces vectohie.42 E~ de E et, pouh .tou-t i E 1, un convexe 

UOM teees convexes c [U ni] , c [ B.] et B~ dont &inuleainetnent boanules. 
i s I  is1 1 i e I  

Démonstration ------------- 

C'es t  une conséquence du théorème 2.3 e t  du c o r o l l a i r e  2.3. 



CHAPITRE 111 

NOTION DE FAMILLE DE DECOMPOSITION 

ET THEOREMES DE DECOMPOSITION 

Ce chapi t re  const i tue  l e  développement de l a  note [8]. Nous in t ro-  

duisons, dans l e  paragraphe 3.1, l a  notion de famille de décomposition a i n s i  

que d 'aut res  notions l i é e s  à cel le-c i .  Dans l e  paragraphe 3.2,  nous démon- 

t r ons  l e s  deux théorèmes fondamentaux de décomposition ; ces théorèmes four- 

n issent  un mode de construction,  dans un espace vec to r ie l  E de dimension 

i n f i n i e ,  de couples de convexes l inéairement bornés e t  de somme égale  à E. 

Dans l e  paragraphe 3.3,  nous donnons des exemples de famil le  de d6composition 

dans des espaces vec to r i e l s  de dimension i n f i n i e  dénombrable e t  démontrons 

une p ropr ié té  fournissant  un procédé de construction de famil les  de décompo- 

s i t i o n  dans l e  cas où l ' espace  vec to r i e l  e s t  de dimension i n f i n i e  quelconque. 

Nous fa i sons ,  dans l e  paragraphe 3.4,  quelques remarques concernant l a  notion 

de famille de décomposition ( l a  proposit ion 3.1 n ' a  pas é t é  mentionnée 

dans [8]). 

3 . 1 , -  DEF7N7TIONS.- 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimensior, i n f i n i e  e t  
( e i ) i c ï  

une base bien 

ordonnée de E (c 'es t -à-di re  que l ' on  suppose -ce qui  e s t  toujours  possible-  

l 'ensemble 1 bien ordonné). 

Considérons une fami l l e  ( resp .  : une base) 
( f j ) j E J  

de vecteurs de E avec 

f = aj, i  ei. S o i t  r = * 1 
( r i ) i c I  un élément f i xê  de (R+) . 

j i ~ 1  
Posons, pour tou t  i E 1, 



Si ,  p o u ~  t o u i  i E 1 , Qi(r) n1 esL pas bohné dam IR, on ahha que 

( * j ) j E J  
est une r-@tnLUe ( a u p .  : r-base) de d é c o m p a ~ ~ o n  de E asaociée 

à l a  base (eiIiEI. 

DédiniLion 3.1. b h . -  

S i ,  pom L o d  i E 1 , Q )  n1 est ni majohé ni minohé  da^ IR, on dina 

que ( f . )  at une r-&.mXe ( t rup.  : r-bue) de décompoaXon doGe de 
J j€J 

E assoc iée  à l a  b a e  (eiIiEI. 

Dé~ in iL ion  3.2.- 
* I 

S i ,  p o u ~ t 0 u - t  r E (IR+) , ( f j I j r J  ait une r- le ( t r ~ p .  : r -bae)  de 

décomposition de E assoc iée  à l a  b a e  (ei)iEI, on diha que (f.) 
J j€J 

ut 

une dami..Uk ( h a p .  : base) de  d é c o m p o s ~ o n  de E a a o c i é e  à La base 

PéAinktLon 3.2. b h . -  
* 1 

Si, powr *out r E + 3 ( f j I j E J  es;t une r-&müY!e ( h a p .  : r - b a e )  de 

décompohLtion dohte de E ashoc i te  à l a  b u e  (eiIiEI , on di)La que 

(f.) est we  &mit.te ( h u p .  : base) de  décompoaXon doMe de E a a o -  
J j€J 

c i é e  à l a  base (ei)iEI. 

R emmq ueb 

1 ) S i ,  pour t o u t  i E 1, P. ( r )  # @, a l o r s  l 'ensemble 1 ne peut 
1 

avoir  de plus  grand élément. 

2 )  ~ , ( r )  non borné => P. ( r )  # @ e t  J i n f i n i .  
1 

3) S i ,  pour un indice  i E 1, Qi(r) est  non borné, a l o r s  l a  

famille ( a  ) es t  non bornée donc auusi l a  famille 
j , i  j E p i ( r )  i 1 ~ E J *  

Ceci implique en p a r t i c u l i e r  que P i , ( r )  # @ pour t ou t  i '  E 1 t e l  que 

i '  6 i. 



4 )  So i t  une r-famille de décomposition de E. Soient  s 

e t  t E (IR:)' t e l s  que, pour t o u t  i E 1, S .  6 r. d t avec au moins un 
1 1 i 

indice  i pour lequel  on a i t  ri < ti. Alors 
( f j ) j E J  

e s t  une s-famille de 

décomposition de E ,  mais il se  peut qu ' e l l e  ne s o i t  pas une t - fami l l e  de 

décomposition de E ( v o i r  3.4.4) .  

5 )  Dans l e  cas où J = 1 e t  où 
) j E J  

e s t  une r-base de décom- 

pos i t ion  de E associée à l a  base (ei)iEI, * 1 a l o r s ,  quel que s o i t  s E (R+) 

e t  quel le  que s o i t  l a  r e l a t i on  de bon ordre su r  1, 
( e i ) i E I  

n ' e s t  pas néceç- 

sairement une s-base de décomposition de E associée à l a  famille ( f j ) j c J  

( vo i r  3.4.1) .  

6 )  I l  e s t  c l a i r  qu'en complétant algébriquement une r-famille l i b r e  

de décomposition ( resp.  : décomposition f o r t e )  en une base ,  on ob t ien t  une 

r-base de décomposition ( resp.  : décomposition f o r t e ) .  

7 )  L'exemple suivant  montre qu'on ne peut pas toujours  e x t r a i r e  

d'une fami l l e  de décomposition une famil le  l i b r e  de décomposition. 

Exemple 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable e t  

( en )nm * une base de E.  

* 
Posons , pour t o u t  ( n ,p ) E (N x DI*, 

Vérifions que l a  famil le  1 
( f ( n , p )  (n,p)  E I$ x N* e s t  une famil le  de décompo- 

* (N* * s i t i o n  de E associée à l a  base 
( e n ) n ~ ~  * . S o i e n t  r r  (IR+) e t  i r B .  

Avec l e s  nota t ions  précédentes, on vo i t  que : 

avec 



I 
Pour t ou t  ( n , i )  E ~ . ( r ) ,  on a v = n. Ainsi ,  ~ ~ ( r )  e s t  non borné e t  

1 ( n , i >  ,i 

on a bien l e  r é s u l t a t  annoncé. 

2 
Il  e s t  à noter  que, pour t ou t  (n ,p )  E p i ( r ) ,  v ( ~ , ~ ) ~  = O. Montrons mainte- 

nant que l ' o n  ne peut e x t r a i r e  de c e t t e  famil le  une famil le  l i b r e  de décompo- 

s i t i o n .  

So i t  ( f j ) j e J  unefamille (non vide)  e x t r a i t e  de l a  famille précédente : 

* 
J C IN* x N . Supposons que c e t t e  famil le  s o i t  l i b r e .  Soi t  ( n  ,i) E J .  

L'ensemble P . ( r ]  associé  à l a  famil le  ( f . )  cont ient  au plus deux 616- 
1 J jeJ 

1 
ments de l'ensemble P . ( r )  précédemment dé f in i .  I l  en r é s u l t e  que l'ensemble 

1 

r )  associé à l a  famil le  ( f .  ) e s t  borné. 
J j€J 

3.2. - THEOREMES FUNVAMENTAUX. - 

S o i e n t  E un espace  veotoiLie.t d e  dunerision utdinie, ( ei lier. 
une base  b i e n  adonnée d e  E , r un U é m e n t  q u d c o n q u e  d e  ( R I  et 

(f. 1 une r-&rnüXe d e  décompos.iZion d e  E a h u d é e  à l a  b u e  (ei)ieI.  
J jsJ 

Démonstration ------------- 
Posons A = C S [ ~  {cil] e t  B = C S [ ~  { f i l ] .  

i e I  j e J  

Désignons par  A .  l a  d r o i t e  { Aei 1 A E IR}. Puisque A+B e s t  convexe, il 
1 

s u f f i t  de montrer que, pour b u t  i E 1, A .  C A+B. Montrons c e t t e  p ropr ié té  
1 

par  récurrence t r a n s f i n i e .  

S o i t  io l e  p lus  p e t i t  élément de 1. Montrons que A .  C A+B. Deux cas sont  
1 

O 

à dis t inguer  : 



Puisque A e s t  un convexe symétrique, pour t ou t  j € Pi ( r )  , A comprend 
O - 1 

l e  point  - 1 a: ,e , .  Puisque ri 2 1 ,  on a  donc 

L'origine appartenant à B, il en r é su l t e  que, pour tou t  j E P. r , B com- 
= O  

I 
prend l e  point  f .  

1 l a i y k ]  j 
k> i -- 

O 

Ainsi ,  pour tou t  j E Pi ( r ) ,  A+B comprend l e  point  
O 

A+B é t a n t  symétrique e t  convexe, l 'ensemble Q. ( r )  é t a n t  non borné dans 
1 

O 

[R, il en r é su l t e  que A+B cont ient  A .  . 
1 

O 

J. 
O 

Pour t o u t  j E P. (.r), A comprend l e  point  T 
L & j , k e k  

e t  
1 

O la  1 k>io  
k > i o  j y k  

B comprend l e  point  A f donc A+B comprend l e  point  
6 laj,kl j 

k> io  

Ainsi A+B contient  A .  . 
1 

O 

S o i t  maintenant il E 1. Supposons que A+B contienne l e s  d ro i t es  Am pour 

m < II. Montrons que A+B cont ient  Ail.  A+B cont ient  l e  sous-espace vecto- 

r i e l  de E engendré par  l e s  d ro i t e s  A pour m < k c a r  A+B e s t  convexe. m 
T e  pour t ou t  j E J. Ainsi  A+B comprend l e  point  L -ajym 

me ll 



D'autre p a r t ,  B comprend l e s  points  f 
j ' 

On en déduit  que A+B comprend l e s  po in t s  
gj  

avec 

1 1 e = -  =-f. + -  1 -a. 
1 e + -  a. e . .  

2~ 2m<g, ~ , m  m z a j , g  2 2 i > R   si 1 

Deux cas sont  encore à dis t inguer  : 

a) rR ? 1. 

- 1 
Pour t o u t  j E p R ( r ) ,  A comprend l e  po in t  1 a .  e .  e t  

2 C la .  - 1  i > a  J ,i 1 

i > R  ,1 

A+B comprend l e  point  
1 

g j  ' 
1 

i>!2 
I 

Puisque A C A+B ( l ' o r i g i n e  é t a n t  élément de B) , on en déduit  que, pour 

t o u t  j E pR( r )  , A+B comprend l e  point  

Ainsi A+B cont ient  A R .  

b) rR < 1.  
- r 

Pour t o u t  j E 5 (r) . A comprend l e  po in t  
II 1 a. e .  e t  

2 1  la .  . I  i > e  J * ~  ' 
i > E  J 3' 

X 
A+B comprend l e  point  g j ,  donc A+B comprend l e  po in t  

E IajSil 
i > R  

r 
R 

-r R 
e .  

2 C la .  - 1  2 1 la.  . l  i > g  
= 4 

i > R  i > R  J.sl 

Ainsi  A+B cont ient  AR.  

Soient E un upace v e c t o ~ e l  de c h m i o n  indinie,  ( e i  ) i O I  une 



base  b i e n  ondonnée de  3,  r un éeénientpu&conque d e  et ( f j l j E J  , 

une r- d a W e  d e  décompo~.iZion 6ohte  d e  E a d 6 0 d é e  à la bade (e i ) is I .  

Démonstration 

Posons A = CS[- {eil] , B' = C [ U  Cfj}] e t  B = c[{o} U BI] .  
i EI ~ E J  

Par une démonstration rigoureusement identique à c e l l e  du théorème 3.1 , on 

montre que A+B = E (on perd l a  propr ié té  de symétrie de A+B ; tou te fo i s  

l 'hypothèse "Q. (r.) non borné dans ' e s t  remplacée par l 'hypothèse plus 
1 

f o r t e  " Q i ( r )  n i  majoré n i  minoré dans Fi", ce qui permet d 'affirmer encore, 

dans l a  d&monstration, que l a  d ro i te  Ai 
puis l a  droi te  AR sont contenues 

O 

Montrons maintenant que A+B' = E. So i t  b '  un élément quelconque de B ' .  

1 
Posons C '  = c[(A+B') u {-b')] . C l  contient  A + { b ' )  e t  -b' ,  donc - A ; 2 

1 
de plus  C '  contient  B' e t  O donc B e t  auss i  - B. Ainsi  C '  contient  2 
1 - (A+B) 4 , d'où C '  = E. On en déduit que A+B' = E d'après l e  théorème 2.2 

e t  l a  proposit ion 1.7. 

1 )  S i  l a  famille ( f . )  . e s t  l i b r e ,  a l o r s  l e s  convexes 
J j€J  

CS [ (J c f . )] e t  c [ (J I f . )] des théorèmes 3.1 e t  3.1 b i s  sont linéairement 
j s J  j s J  

bornés d'après l e  lemme 2.1. 

Les théorèmes 3.1 e t  3.1 b i s  montrent qu'à tou t  convexe absorbant (même l iné-  

airement borné) C l  de E ,  on peut associer  un convexe C2 linéairement 

borné t e l  que C l  + C2 = E ( v o i r  l a  remarque qui s u i t  l e  théorème 3 .2 ) .  

Ce r é s u l t a t  généralise l a  s i t ua t i on  évoquée au paragraphe 2.1 e t  dans l ' exer-  

c ice  no 12 page 135 de [3] . 
2)  La notion de cône d ' in f in i tude  permet d 'apporter  2 var iantes  

(resp.  : 3 var ian tes )  à l a  démonstration du théorème 3.1 ( resp .  : 3.1 b i s  1. 



?/tmhèhe vatU.ante aux démons;ttra.$ions d u  .théotLèrnu 3 . 7  3 .7  b d .  
I I  On peut ramener l e  cas "r < 1" au cas "rR : 1 en u t i l i s a n t  R 

l e  f a i t  que, s i  h e s t  un nombre r é e l  > 0 ,  5 [A+AB] = 3 [A+B] ( v o i r  pro- 

posi t ion 2.3) e t  en remarquant que, s i  [A+AB] contient  une dro i te  passant 

par 0 ,  c e t t e  d ro i te  e s t  également contenue dans A+XB (vo i r  proposit ion 1 .5) .  

Deuxième v d a n t e  à La dérnansXmLion du théotLème 3 . 7 .  

Reprenons c e t t e  démonstration au niveau suivant : 

"Supposons que A+B contienne l e s  d ro i tes  A pour m < R e t  montrons que m 

A+B contient  A ~ " .  

Pour t o u t  j E pR{r ) ,  on a l ' é g a l i t é  ( 1 ) suivante : 

I l  r é su l t e  de ( l ) ,  de l a  symétrie de A e t  B e t  de l 'hypothèse de récur- 

rence que : 

O r ,  d 'après l a  proposit ion 2.2,  on a : 

11 en r é su l t e  que ARC A+B. 

Deuxième v d a n ; t e  de La déman4.txdon du .théotrème 3 .7  b h .  

Reprenons l a  démonstration de ce théorème au même niveau que 

précédemment. 

Pour t o u t  m < 8 ,  on a AmC A+B (par  hypothèse) , donc auss i  PmC - (A+B) 

e t  par  s u i t e  A C A-B (puisque A e s t  symétrique). m 

L 'éga l i t é  ( l ) ,  encore valable ,  montre a lo r s  que : 



On raisonne a l o r s  comme précédemment. 

Tkohième v&rtte à la démovzbWon du théahème 3 .7  b h .  

Reprenons l a  démonstration du théorème 3.1 b i s  en supposant que 

l ' o n  a montré que A + B = E e t  montrons que A + B1 = E. 

D'après l a  proposi t ion  2.2 e t  l e  théorème 2.2, on a : 

Puisque A+B' cont ient  un  point  i n t e r n e ,  l a  proposi t ion  1.7 montre que 

A + B' = E. 

3 . 3 . 7 . -  Voici un exemple assez général  qui  nous s e r v i r a  ul térieurement.  

Soient  E un espace v e c t o r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, (en)nEN* 

une base de E. Considérons une s u i t e  d ' e n t i e r s  (m(n))ncN s t r i c t ement  

c ro i s san te  e t  t e l l e  que m(0) = 0. 

O 
Posons , pour t o u t  n E iN , 

f = a  e + a  e + . . . + a  
n n , l  1 n,2 2 n,m(n) 

* 
l e s  a  v é r i f i a n t ,  pour t o u t  n E N , l e s  r e l a t i o n s  H ( n ) ,  Hg(n), Hg(") 

n , i  1 

suivantes e s t  poss ib le  de réaliser) : 

( n )  : a n pour t o u t  i t e l  que 1 5  i S m(n-1). 

~ ~ ( n )  : I l  e x i s t e  i avec m(n-1) < i f m(n) t e l  que a # 0. 
n ,i 

Hg(") : 2 n pour t o u t  i t e l  que 

Ian,i+1 ~ + ~ a n , i + 2 ~ + *  *+lan,m(n) I 

1 s i s m(n-1). 

On v é r i f i e  que l a  f ami l l e  
( n ' n a  

+ e s t  une fami l l e  l i b r e  de ddcomposition 

de E associée  à l a  base (en ) n s ~  
* : En e f f e t ,  e l l e  e s t  l i b r e  à cause des 



r e l a t i o n s  H*( n )  . D ' a u t r e  p a r t ,  avec l e s  nota t ions  du paragraphe 3.1 , on a : 

* 
avec P !  = j 1 j E , j $ s u p ( r . , i + 2 ) 1 .  

1 1 

En e f f e t ,  s i  j E  PI(^), il e x i s t e  au  moins un e n t i e r  q t e l  que 

i < q r m(j-1) ( c a r  on a i l  s - 1  S m - 1 ) )  e t  a l o r s  l e s  r e l a t i o n s  H l ( " )  

montrent que : 

Maintenant, s i  j E ~ ! ( r ) ,  on a 1 < i < m ( j - 1 ) .  
1 

Les r e l a t i o n s  H ( n )  montrent que 1 v 1 > j .  Ainsi 
3 

( fn)nd* e s t  b ien  
j ,i 

une famil le  l i b r e  de décomposition de E .  

Dans l e  cas où l ' o n  a l t e r n e  l e s  s ignes  des c o e f f i c i e n t s  a c 'est-à-dire 
n ,i 

* 
en supposant que l e s  a v é r i f i e n t ,  pour t o u t  n E ü!? , l e s  r e l a t i o n s  

n ,i 

H ( n )  su ivantes  : 4 

~ ~ ( n )  : a e s t  du signe de ( - I ) " + ~  pour t o u t  i t e l  que 
n ,i 

a l o r s  l a  f ami l l e  
( * n ' n a  

* e s t  une fami l l e  l i b r e  de décomposition f o r t e .  

# 
Dans l e  cas où, pour t o u t  n E IN , m(n) = n ,  c e t t e  f ami l l e  e s t  une base .  

Sinon, on v o i t  facilement que l ' o n  peut compléter l a  f ami l l e  l i b r e  de décom- 

p o s i t i o n  ( fn )nEN* en une base t r i a n g u l a i r e  de décomposition (fi)nEIN* en 

a jou tan t  des e .  de façon convenable à l a  f ami l l e  (fnInEN* (de façon 
1 

n a t u r e l l e ,  l a  base ( f;)nm + e s t  d i t e  t r i a n g u l a i r e  relativement à l a  base 

(en)nEm e .  avec b # O  e t  * s i ,  pour t o u t  n ,  f1 = * , 
n i EN n ,n 

b = O  pour i > n ) .  
n ,i 

3 . 3 . 2 .  - V u i c i  un au2e  exemple. 

Soient  E un espace v e c t o r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 
( e n ) n E ~ *  

une base de E. 



?k 
S o i t  l 'ensemble des appl ica t ions  $ de UV* dans IR t e l l e s  que 

* 
S o i t  un élément de O .  Posons, pour t o u t  n E W , 

On v é r i f i e  que l a  f ami l l e  (fn>,,, * e s t  une base de décomposition de E 

associée  à l a  base (en)nEN 
* : En e f f e t ,  avec l e s  nota t ions  du paragraphe 3.1,  

on v o i t  que P. (r)  con t i en t  l 'ensemble des j E N* t e l s  que 1 $( j - i )  1 > ri , 
1 

?k 
donc cont ient  une s e c t i o n  f i n i s s a n t e  de N puisque l a  s u i t e  ( l $ ( n )  1 

- - $( j-i+ 1 ) t end  vers  + m  ; on a d ' a u t r e  p a r t  v .  
J Y i  j -i 

C 19(a ) l  

On peut d ' a i l l e u r s  c a r a c t é r i s e r  O de l a  façon suivante : 

n-2 
Désignons par  s l a  s u i t e  t e l l e  que s ( 1 )  = 1 e t  s ( n )  = 2 pour n > 2 

n- 1 
(c 'es t -à-d i re  une s u i t e  v é r i f i a n t  l a  r e l a t i o n  de récurrence s ( n )  = 1 s ( k )  ) . 

k= 1 
Montrons que @ = s Y = { s  $ 1 $ E Y). 

* 
Posons 'Y = { $  1 $ r (pi*)' , l i m  

n++m 

S o i t  $ E Y .  Posons IJI = s + e t  montrons que $ E O .  

$ ( n )  

$(n-1) 

on a i t  ( k )  ( - 1 )  pour 1 ' k  d n-1. On a a l o r s ,  pour t o u t  n > n : 
O 

= +m). 

I l  en r é s u l t e  que $ E 0 .  

= il e x i s t e  n E IN* t e l  que, pour t o u t  n 5 n 
O 0 )  

Puisque l i m  
n++- 
* 
$(n-1) 



* 
Réciproquement, s o i t  $ E @ e t  s o i t  $ l ' app l i c a t i on  de B* dans IR 

t e l l e  que 4 = s $ ; montrons que $ E Y .  

19(n) l 
Puisque l i m  = +- , on en dédui t ,  a f o r t i o r i ,  que : 

n- 1 n++- C 19(k) l 

l i m  
I$(n) 1 

= +a. 
n++m 1 ~ ( n - 1  ) 1 

On a a l o r s ,  pour t ou t  n > 3 : 

d'où il r é s u l t e  que $ E Y .  

3 . 3 . 3 . -  Le théorème suivant  donne un r é s u l t a t  dans l e  cas où l 'ensemble 1 

e s t  un ensemble produi t .  

Théotrèrne 3 . 2 . -  

Soient s e;t T deux emwnbleb bien ohdonnéa, l 'ememble S étant 

non vide, l 'ememble T étant ind in i ,  ct 1 l 'ememble phodux;t s x T aup- 

poaé bien ohdonné pm l a  ~ r d a t i o n  dloh&e texicoghap&que. S o a  E un enpace 

veotohid dome ddiecte s$s E~ où, powr touA s E S ,  E~ en2 un ebpace 

veotohiel ayant pow base (e:)tET. 

s Con~idéhom, p o u  tou* s E S, un élément donné rs = (rt  I t E T  de 
* T 

(IR+) dédignom pm r = ( ( r I i E I  l 'élément de (R:)' t& pue, powr 
S t o u t  i = ( s , t )  E 1, on uiA ri = r t '  

si ,  powr tou t  s E S, l a  ~amxRee (f:)uE, de v e O t e m  de E~ ed.t une 

s 
base (et)tsT, l a  d m a e  ( fz ) (S ,u)  ut une r-&nL.Ue 

( h a p .  : r - b u e )  de décompoaXon ( aoir/te) de E ad~ociée  à l a  base 



Démonstration ------------- 

Prenons des nota t ions  analogues à c e l l e s  du paragraphe 3.1. 

Posons J = S x U e t  posons, pour t o u t  ( s , u )  E S x U ,  

ave c 

S o i t  i = ( s  , t)  un ind ice  f i x é  dans 1. 

S s S 
Posons p t ( r )  = l u  1 U E  U >  1 I A : ~ ~ I  2 r t}  

k> t 

I l  e s t  c l a i r  que p S ( r s )  e s t  non vide e t  que e;(rS) e s t  non borné dans t 
s 

R puisque l a  famil le  ( fS)  e s t  une r -famille  de décomposition de E . 
u UEU S 

Pour montrer l e  théorème, il s u f f i t  de montrer que P. ( r )  # e t  que Qi(r) 
1 

e s t  non borné dans W .  

Montrons d'abord que : 

on s e r a  a l o r s  assuré que p i ( r )  # O. 
s S Y s S S o i t  ( S  ,u) avec u f i x é  dans pt ( r  ) . On a I A ~ ~ ~  1 2 rt OU encore 

S 
k> t 

1 Ia ( s ,u )  k , k )  1 2 rt donc a f o r t i o r i  
( s , k ) > ( s , t )  

Ainsi  ( s , ~ )  E P i ( r ) .  



s s 
Montrons maintenant que Qi( r )  3 Qt ( r  ) ; on s e r a  alors assuré  que Qi ( r )  

e s t  non borné dans IR. 

So i t  u f i xé  dans p S ( r S ) .  On e s t  a lo r s  s û r  que j = ( s  ,u)  c P i ( r )  e t  on a : t 

Ainsi Q;(rs) C Qi(r).  

Précisons d ' a i l l e u r s  que l e s  éléments de Qi(r) ne f iguran t  éventuellement 

pas dans Q:(rs) sont des i é e l s  nu l s .  

Précisons auss i  que l a  démonstration qui précède s 'adapte de façon évidente 

au cas où l a  décomposition e s t  f o r t e .  

R etnaque 

Le théorème précédent f ou rn i t ,  d 'après l e s  exemples que l ' o n  vient  

de donner, un procédé de construction de r-familles de décomposition dans 

t ou t  espace vec to r ie l  de dimension i n f i n i e  p u i s q u l i l  e s t  toujours poss ib le  

d ' é c r i r e  une base de E sous l a  forme 1 (ei ,n ( i , n )  E I x N 
* où 1 e s t  un 

ensemble bien ordonné. 

Nous u t i l i s e rons  ce théorème au chapi t re  suivant .  

3 . 4 .  - REMARQUES. - 

3 . 4 . 7 .  - L1 exemple suivant  i l l u s t r e  ce qui a é t é  aff irmé à l a  cinquième remar- 

que du paragraphe 3.1. 

Exemple  

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

( e n ) n E ~  * une base de E, (fnInEN* une au t r e  base déf in ie  par  



1 e t  pour n : 1, 

où $ E 0 (vo i r  3.3.2).  

Par un raisonnement analogue à celui  f a i t  au paragraphe 3.3.2, on montre 

que ( f n I n E N  * e s t  une base de décomposition de E associée à l a  base 

(en)nrN*w 
* N* 

Par contre,  pour tou t  r E (IR+) , (en)ncw 
* n ' e s t  pas une r-base de décom- 

posi t ion de E associée à ( n ) n c N  
* : En e f f e t ,  on peut montrer que, dans 

l 'express ion de e en fonction des f .  l e s  composantes r e l a t i ve s  à n 1 1 

e t  f 2  
ont même valeur absolue (plus  précisément e l l e s  sont l e s  mêmes dans 

l e  cas où n e s t  impair e t  sont opposées dans l e  cas où n e s t  p a i r ) .  

Prenons des notations analogues à ce l l e s  du paragraphe 3.1 e t  posons, pour 

* 
t o u t  n E IN , 

* 
On a donc, pour t o u t  n E N  , I A  1 = e t  par  s u i t e  

n , l  

O 

Ceci montre que, pour tou t  r E (R:)~ , l'ensemble Q ( r )  e s t  borné dans IR. 
1 

3 . 4 . 2 . -  Revenons aux nota t ions  du paragraphe 3.1 en supposant en ou t r e  que 

J = I  e t q u e  
( f j ) j c I  

e s t  une base de E. L'exemple suivant montre que l ' o n  

peut avoir  



sans q u ' i l  ex i s te  pour autant r E (Et:)' t e l  que ( f . )  s o i t  une r-base 
J 

de décomposition associée à ou s E (R:)' t e l  que (ei)isI s o i t  une 
( e i ) i e ~  

s-base de décomposition associée à ( f .) e t  ceci  quel le  que s o i t  l a  re la-  
J jsI' 

t i o n  de bon ordre s u r  1. I 
Exemple 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

( e n ) n a  * une base de E, (fn)na* une autre  base déf in ie  par 

1 e t  pour n l 1 ,  

où $ E e t  e s t  à valeurs > 0. 

On remarque pue l a  base (fn)nEm. 
e s t  une base de décomposition f o r t e  de 

1 1 
E associée à l a  base (eA)nEm 

-e ) ,  e t  * avec e t  = - ( e  +e ) ,  e i  = 2 ( e l  1 2  1 2  

pour n C 3, e t  = e . n n 

Le théorème 3.1 b i s  montre que : 

. 
Puisque, pour t o u t  n E iN , e t  n E CS[ u , (en)], on en déduit que l ' on  a ,  

n&N 
a f o r t i o r i ,  

De p lus ,  on peut montrer que, dans l 'express ion des fn en fonction des 

e .  ( resp.  : des e en fonction des f .  ) , l e s  composantes r e l a t i v e s  à e l  
1 .  n 1 

e t ' e  ( resp.  : e t  f ) ont même valeur  absolue (p lus  précisément e l l e s  
2 2 

sont l e s  mêmes dans l e  cas où n e s t  impair e t  > 3 e t  sont opposées dans 



l e  cas où n e s t  p a i r  e t  > 4 ) .  Il s u f f i t  a l o r s  de raisonner comme à l a  f i n  

du paragraphe 3.4.1 . 

3 . 4 . 3 .  - L'exemple suivant met en évidence l a  "finesse" de l a  condition su f f i -  

sante  donnée au théorème 3.1. 

Exemple 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

(en)   EN 
r une base de E ,  ( fn)  n$ une au t re  base déf inie  par  

) e t  pour n l  3, 

où $ € O .  

Désignons par  H l'hy-perplan engendré par  e,+e2 e t  par l e s  e n pour 

n > 3. I l  e s t  c l a i r  que 

Ainsi  on a : 

On vo i t  donc (vo i r  théorème 2.2) que : 

O 

Cependant, pour tou t  r E (R:)' , on constate que Q e s t  non borné 

sauf pour n = 1. 



Remahqua 

1 )  Reprenons l e s  nota t ions  du paragraphe 3.1 e t  poqons 

Une condition nécessaire pour que 

e s t  que, pour tou t  i E 1, Ri s o i t  non borné dans I. 

Montrons c e t t e  p ropr ié té  par l 'absurde.  Supposons q u ' i l  e x i s t e  k E 1 

t e l  que % s o i t  borné e t  posons 

Soient x E CS[U {ei}], y E C S [ U  ifj}] e t  = x+Y* 
i ~ 1  ~ E J  

On a x = 1 Ai ei e t  y = 1 u j  f j ,  où A .  = O sauf pour un nombre f i n i  
1 

i s 1  ~ E J  

d ' indices  i ,  
'j 

= O sauf pour un nombre f i n i  d ' indices  j ,  

Désignons par  z  l a  composante r e l a t i v e  à e dans l a  base (ei  I i c  k k - 

I l  en r é s u l t e  que l z  1 r l+m e t  donc que 
k 

2 )  L'exemple précédent montre que c e t t e  condit ion nécessai re  n ' e s t  

pas su f f i san te .  

3 . 4 . 4 .  - L'exemple suivant  i l l u s t r e  ce qui a été affirmé à l a  quatrième remar- 

que du paragraphe 3.1 . 
Exemple 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

(enIn& 
* une base de E ,  ( fn)nEN 

* une au t r e  base de E déf in ie  pa r  



1 e t  pour n > 1 , 

* 
Soient r e t  t E (El:)' avec r s 1 e t  t ,  > 1 .  

1 

On vo i t  facilement que ( f n ) n c ~  
* e s t  une r-base de decomposition de E 

associée à ( e n ) n d  e t  n ' e s t  pas une t-base de décomposition de E associée 

à ( e n ) n c ~  * ( ~ n  e f f e t ,  l 'ensemble P ( t )  ne comprenant que des e n t i e r s  1 

p a i r s ,  1' ensemble QI ( t  ) e s t  formé de r é e l s  tous  nu l s ) .  

3.4.5.- Voici maintenant quelques remarques concernant l a  dimension du sous- 

espace v ec to r i e l  engendré par une famil le  de décomposition. 

P t r o p o s ~ o n  3.7.- 

Soient  E un espace v e o t o h i d  de doneu ion  i nd in i e ,  ( ei ) iEI  une 

* 1 base bien oadonnée de  E,  r un Uément de (R+) et ( f j  ) j,J une r-&wLUe 

de décomposition de  E a s o o i é e  à û1 base (eiIiEI. A l o u  l e  s o u - e s p a c e  

u e c t o ~ e R  de E engendhé pcvr l a  ~atnüXe ( f . ) a mhe &imemion que E. 
J jsJ 

~ é m o n s t r a t  ion ------------- 
Posons F = S[ " { f .II e t  désignons par  9 l a  base (e i  )irI 

J 
de E. 

On a évidemment dirn F d dirn E. 

Montrons par  1 'absurde que dirn F = dirn E. Supposons dirn F < dirn E. 

So i t  (%)k,K une base de F. Chaque gk 
e s t  une combinaison l i n g a i r e  des 

e .  à coef f ic ien t s  tous  nuls sauf pour un nombre f i n i .  Ains i ,  désignant par 
1 

L l'ensemble des e nécessaires à l ' é c r i t u r e  de tous l e s  % (c 'est-à-  i 

d i r e  ceux intervenant avec un coef f i c ien t  non nu l  dans l ' é c r i t u r e  d 'au moins 

un des % dans 3 ) ,  on a carà  L = d i a  F. 



S i  dirn F c dim E ,  on a card L < dirn E. Ainsi il ex i s t e  au moins un élément 

e de l a  base 3 qui i n t e rv i en t  avec un coef f i c ien t  nul  dans l ' é c r i t u r e  de 
i 

tous l e s  gl< dans !% , donc avec un coef f i c ien t  nu l  dans l ' é c r i t u r e  de tous  

l e s  f dans 3 . Ceci e s t  en contradict ion avec l a  dé f i n i t i on  3.1. 
j 

L'exemple suivant montre que l a  codimension du sous-espace vec to r i e l  

engendré par  une famil le  de décomposition peut ê t r e  égale à l a  dimension de 

l 'espace.  

Exemple 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

* 
(en)nEB 

+ une base de E.  Posons, pour t o u t  n & IN , 

On v é r i f i e  que ( fn)n&N 
* e s t  une famil le  l i b r e  de décomposition de E asso- 

c i é e  à l a  base (en)nE~** 

Tout point  x # O de E qui  s ' é c r i t  sous l a  forme x = 1 * 'n e2n 
ne 

n&M 
peut appar teni r  à S [ U . { fn}] . 

n ~iii 
Ains i ,  on a : 



CHAPITRE IV 

CARACTERISATIUN DES COUPLES D E  DECOMPUSITI0N 

D'UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION INFINIE 

Ce chap i t r e  cons t i tue  l e  développement de l a  note [g] . 
Nous nous proposons de c a r a c t é r i s e r ,  dans un espace v e c t o r i e l  E de dimen- 

s i o n  i n f i n i e ,  l e s  couples de convexes ( C l  , C g )  t e l s  que C l  s o i t  symétrique 

absorbant ,  C2 
s o i t  de dimension i n f i n i e  e t  de codimension dénombrable 

(couples du type ( T ) )  e t  t e l s  que C1+C2 = E. 

Nous in t roduisons ,  dans l e  paragraphe 4.1 , l e s  notions nécessa i res  pour c e t t e  

c a r a c t é r i s a t i o n  : couple de décomposition, couple p r i n c i p a l  de décomposition 

f o r t e  ou non. 

Le paragraphe 4.2 r è g l e  l e  cas où l a  dimension de E e s t  i n f i n i e  dénombrable. 

Dans l e  paragraphe 4.3,  nous introduisons l a  notion de sous-espace v e c t o r i e l  

~o-décomposable relat ivement à un couple de p a r t i e s  de E. Le lemme 4.1 

e t  l a  proposi t ion  4.2 permettent a l o r s  de passe r  au cas où l a  dimension e s t  

i n f i n i e  quelconque. 

Le paragraphe 4.4 donne l e s  r é s u l t a t s  fondamentaux. 

Dans l e  paragraphe 4.5 nous montrons, s u r  des exemples, l a  nécess i t é  des hy- 

pothèses mises en jeu.  

4 .1 .  - DEFINITZUNS. - 
Dans ce paragraphe, E e s t  un espace v e c t o r i e l  de dimension i n f i -  

n i e  e t  l e  couple ( c1 ,c2)  e s t  un couple de convexes de E. 

Dé~inLtian 4.7. - 

Si C , + C ~  = E, on ciiA pue l e  couple ( c l  ,c2) e6-t un couple de 



s i  C l  = cs[u jeil] et C2 = CS[ u if j}] où ( P . )  
J ~ E J  

eclt une 
i €1 ~ E J  

~amLUe fibxe de décomposkbion de E asdociée à la base (eiIiEI de E 

supposée bien ohdonnée, on & que Le couple ( c l  , C 2 )  e 6 X  un couple phinci- 

p a l  de décomposkbion de E. 

S i  cl  = CS[U {e . ) ]  et cg = C [ U  {f.}] où ( f j ) j E J  ut une 
id 1 

j EJ J 

~ami4Ye fibhe de décompod&ion doiLte de E adociée  à l a  b u e  (eiIiEI de 

E suppohée bien o&donnée, on & que l e  couple ( C  , C 2 )  est un couple pirin- 

Remahque 

Le théorème 3.1 ( resp .  : théorème 3.1 b i s )  montre qu'un couple 

p r inc ipa l  de décomposition ( resp .  : décomposition f o r t e )  e s t  bien un couple 

de décomposition de E. 

D é d i W o n  4.3.  - 

S i  c, es* syméMque et abnohbant et s i  c2 es t  de dunerision 

in&nie et de codunenaion débombwble, on que l e  couple ( c l  ,cal ut 

du Xype ( T l .  

on dha que l e  couple (A ,B)  conCient l e  couple ( A '  , B I )  et on é c d  

4.2.-  CAS DE LA D7MENS7ON lNFlN1E DENOMBUABLE.- 

Ce cas e s t  réglé par  l a  proposit ion suivante.  

Phopoakbion 4 .7 .  - 

Soient, d a a  un upace  vecltaGek E de dimeaion indinie  dénombtra- 



bte, un convexe absotbunt cl  et un convexe c2 de dvnev&on indinie.  S i  

cl+c2 = E ,  il e h r e  dana c l  une baae (ei)iEN* et  dan^ c2 une dmae  

fibhe ( f i ) i d  de décomposiLion dose de E asdodée 6 ûi base (eiIiEN*. 

Démonstration ------------- 
Nous dist inguerons deux cas suivant  que l ' o r i g i n e  O appar t ient  

ou non à C2. 

1 )  PrgmLer cas : O E C2. 

Le convexe C l  é t a n t  absorbant ,  l e  convexe 2 
é t a n t  de dimension i n f i n i e  

e t  contenant l ' o r i g i n e ,  on peut t rouver  une base (gi I iaU * de E s a t i s f a i -  

sant  aux deux condit ions suivantes : 

* 
Q i E N  , g. 

1 

V i  impair,  gi E C 2 -  

Construisons, par  récurrence s u r  l ' e n t i e r  n ,  une s u i t e  (m(n))nEm* s t r i c t e -  

ment c ro i s san te  d ' e n t i e r s  > 0 ,  une base (ei)ieN* e t  une s u i t e  l i b r e  

( f  . )  * de vecteurs de E ,  ces  deux t r o i s  famil les  é t a n t  l i é e s  à l ' e n t i e r  
J 

n pa r  l e s  p ropr ié tés  suivantes  R 1 ( n )  , R2(n),  ~ ~ ( n )  , Rq(n) avec : 

l e s  a v é r i f i a n t  l e s  p ropr ié tés  H~ ( n )  9 Hg(") 3 Hg(") n ,i 

e t  H ( n )  du paragraphe 3.3.1. 4 

On pose m ( 1 )  = 1 e t  f l  = e = g l .  1 

Supposons l a  const ruct ion f a i t e  jusqu'au rang n e t  construisons m(n+l),  

e e 
* "  em(n+i) 

e t  
m(n)+ lY m(n)+2' fn+l 

~ é s i ~ n o n s  par  B l 'ensemble des m(n)-uples ( b l  ,bp, .  . . ,b ) formés de n m(n) 

r é e l s  ( t o u s  non n u l s )  v é r i f i a n t  l e s  condit ions '(ri), ~ i ( n )  su ivantes  : 
H3 



(-1 )n+l+i 
~/+(n) : bi est du signe de 

m(n) 
Soit Wn l'ensemble des vecteurs w = 1 b. e. où (bl ,bg ,... ,b ) r B . 

1 1  m(n) n i= 1 

a) Supposons que W n (c;+c;) # 0. n 
m( n 

Soit w = 1 b. e. E W n (C'+CI). Il existe c1 E C1 et C; L C1 tels que 
1 1  n 1 2  1 1 2 i= 1 

w = c'+cf soit encore cl = w-cl. 
1 2  2 1 

Distinguons deux cas : 

a. 1 ) m(n) est pair. 

On pose alors : 

c'est-à-dire : 

1 = - b  pour 1 S i6m(n). 
n+l ,i 2 i 

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, Rl (n+l ) et ~ ~ ( n + l )  

sont vérifiées à cause de (l), (2) et (3) ; R (n+l) est vérifiée à cause 
3 

de (4) ; R (n+l) est vérifiée à cause de (5). (6) , ~;(n) et ~i(n). 
4 



a .2 )  m(n) e s t  impair.  

On a : 

On pose a lo r s  : 

c'est-à-dire : 

1 - - 
- 2 bi pour 1 5 i 6 m(n1. 

Dans ce cas ,  l a  récurrence e s t  achevée : En e f f e t ,  R l (n+ l )  e t  R ( n+ l )  2 

sont vé r i f i é e s  à cause de ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 )  e t  ( I O )  ; R ( n + l )  e s t  v é r i f i é e  à 3 

cause de ( 1 1 )  ; R ( n + l )  e s t  v é r i f i é e  à cause de ( 1 2 ) ,  (13), ~ ; ( n )  e t  ~ i ( n ) .  
4 

b) Supposons que Wn n ( c ;  + c;) = @. 
m(n> 

S o i t  w =  b. e .  E W .  Puisque C l  + C  = E ,  i l e x i s t e  c E C e t  
1 1 .  n 2 1 1 i=1 

c2 E C t e l s  que w = c +c s o i t  encore c = w-c 
2 1 2  2 1 ' 

So i t  k l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  2 O t e l  que 

Puisque w E! C;+C;, c E! Sn, donc k e s t  > 0. 1 

On pose a lo r s  : 



c 'est-à-dire : 

n+l,m(n)+i = O  pour 2 s  i $ k  

= b.  pour 1 S i 6 m(n) . 
n+l ,i 1 

Dans ce cas ,  l a  récurrence e s t  achevée : En e f f e t ,  R ( n + l )  e s t  v é r i f i é e  à 1 

cause de ( 1 5 ) ,  (16) e t  (17) ; ~ ~ ( n + l )  e s t  v é r i f i é e  à cause de ( l h ) ,  ( 1 5 ) ,  

(16)  e t  (17)  ; R ( n + l )  e s t  v é r i f i é e  à cause de (18)  ; R4(n+i)  e s t  v é r i f i é e  
3 

à cause de ( 1 9 ) ,  ( 2 0 ) ~  H1(n)  e t  H:(n). 
3 

Ainsi ,  dans tous l e s  cas  l a  récurrence e s t  achevée. En ou t r e ,  d 'après l e  

paragraphe 3.3.1 , l a  famil le  (fnInEN* e s t  bien une fami l l e  l i b r e  de décom- 

pos i t ion  f o r t e  de E associée à l a  base (en)nEN*. 

2) gegxi-ège-cas-: 0 4 Cp. 

Posons 
r2 

= c[{o} U c,]. Puisque C1+i', = E, on peut ,  d 'après l e  premier 

cas ,  t rouver  dans C l  une base ( en ) n a  
* e t  dans r2 une famille l i b r e  

(fA)nED 
* de décomposition f o r t e  de E associée à l a  base Pour 

* 
t o u t  n E FI , il e x i s t e  un r é e l  X 2 1 t e l  que X f '  E C2. Posons n n n 

f = An f l .  11 e s t  a l o r s  a i s é  de v é r i f i e r  que l a  famil le  (fn)nd* e s t  
n n 

b ien une famil le  l i b r e  de décomposition f o r t e  de E associée  à l a  base 

4 . 3 . -  CAS DE LA DlMENSlON INFlNlE QUELCONQUE.-  

4 . 3 . 7 . -  D é ~ i W o n  4 . 5 . -  

S o L t  F un hou-apace vedorUd d'un apace veotorUe.l E et 



a o i &  A et B deux pcur;tia de E .  S ' i l  e x h t e  une &unille ( F . )  
J j E J  

de 

houn-espacecl v e c i t o ~ a  de F te& que : 

v j  E J , d i m F  = 8 
j O 

j E J , dim(A n F . )  = dim(B n F . )  = 
J J O 

v j ~ J  , ( A  n ~ . )  + ( B  n F j )  = F j  
J 

F =  'B F 
joJ  j '  

a l o u  on ckt pue F e s t  X o-décompohable ~eûrt ivement  au couple ( A , B ) .  

Lemme 4.7.- , 

Soient ( c  , C  ) un couple (de convexes) de décompoaXon d'un 
1 2  

espace v e c t o ~ d  E et F un aoun-espace v e c t o ~ d  de codimmian dénom- 

b.iable. S i  F est  )\ o-décompohable n&ativenient au couple ( c ,c2 1, dom 

E l ' e s t  awhi .  

Démonstration ------------- 
Supposons F # E. Soient  G un sous-espace v e c t o r i e l  supplémen- 

t a i r e  de F  dans E e t  (ek)kEK 
une base de G ( K C  NI). 

Puisque C1+C2 = E ,  pour t o u t  couple (k ,n)  E K x Z ,  il e x i s t e  c , ( k , n )  E C l  

e t  c2(k ,n)  E Ca t e l s  que 

considérons L = S[ (J { c l  ( k y n )  , c2(k,n))] e t  posons F1 = F L. 
( L n )  

O n a  d i m L  6 8 e t d i m F 1 4  )5 . 
O O 

Montrons 1' inc lus ion  ( 1 ) : 

Montrons d'abord que L = F1 @ G ( l a  somme F'+G e s t  d i r e c t e  c a r  l a  somme 

F+G l ' e s t  a u s s i ) .  

On a  F' Q G C  L c a r  F ' C  L e t  c a r  G C L  (pour t o u t  k  E K .  ek E L ) .  



Réciproquement, on a  L C F' t e G  . 
En e f f e t  s o i t  R E L. Puisque F  fBG = E ,  il e x i s t e  f  E F  e t  g E G  t e l s  

que R = f+g. On a  donc f  = R-g ; a i n s i  f  E L c a r  g  E G  C L .  On en déduit  

que f  E F A  L = F r ,  a i n s i  II E F'  te G . 
Ainsi  pour montrer ( l ) ,  il s u f f i t  de montrer que : 

Ceci r é s u l t e  du f a i t  que ( c ,  n L )  + ( C  L )  e s t  un convexe qui con t i en t  
2  

n  e  pour t o u t  ( k , n )  E K x &. k 

S o i t  maintenant (F  . ) une sous-famille dénombrable non vide de l a  
, J j E J 1  

f ami l l e  
( F j  ) jEJ 

(on reprend l e s  nota t ions  de l a  d é f i n i t i o n  4 .5  avec 
It 

A = C l  e t  B = C ) t e l l e  que : 
2 

te F .  3 F ' .  
~ E J ,  

Posons V = G  $ ( te F . ) .  On a  dim V = H 
J O ' jcJ1 

I l  e s t  c l a i r  que : 

E = ( te F . )  fB V. 
~ E J % J  

1 

Montrons que : 

( V  n c l )  + ( V  n c,) = V. (3 

L' inc lus ion dans un sens e s t  évidente .  Montrons l ' a u t r e  inc lus ion.  

Puisque, pour t o u t  j E J , on a  

on en dédui t  que, pour t o u t  j E JI  



et ensuite que 

car fB F. = C[U F.]. 
j e J  ' j EJ J 1 1 

D'autre part, on déduit de ( 1 ) que : 

Ainsi l'égalité (3) est bien vérifiée. 

Puisque, pour tout j E J on a par hypothèse 
1 

dim(cl n F.) = dim(c2n F j )  = 
J 

X 
0 ' 

on en déduit que : 

Les relations (2), (3) et (4) permettent alors de conclure. 

Soient, dam un enpace v e c ; t o ~ d  E de chemion  indinie,  un 

convue cl abdotrbant, symétuque et un convexe c2 de dunemion in&inle 

et de codunen&ion dEnombhabLe. S i  cl+c2 = E, ie euiste une &mLUe 

( E j ) j E J  
de hou-ebpacu v e c ; t o ~ &  de dunemion indinie dénombtrable v é ~ -  

7 )  E =  r E 
j e J  j '  

2 )  11 e&Xe dam c, n E une b u e  de E et dan6 c2 n E 
j j j 

une @ndXe f i b u  de décompo~Xon donte de E anaociée à La b u e  ptrécé- 
j 

dente. 

Démonstration ------------- 
Nous distinguerons plusieurs cas. 



1 ) Premier cas : O E C e t  S [c2] = E . - - - - - -  2 - 
Supposons l a  proposit ion 4.2 fausse. 

So i t  ( B ~ ) ~ ~ ~  une base bien ordonnée de E ,  io désignant l e  plus p e t i t  

élément de 1. On peut supposer en ou t re  que, pour tou t  i E 1, 

g. E C l  "-cl ) n C2 ( cec i  e s t  poss ible  c a r  C l  e s t  absorbant e t  c a r  C2 
1 

e s t  un convexe contenant l ' o r i g i n e  e t  t e l  que S[CJ = E )  . 
Montrons par récurrence t r a n s f i n i e  qu'à chaque R E 1, on peut assoc ie r  un 

sous-espace vec to r i e l  El de E t e l  que l ' on  a i t  (h l  ) e t  (hg) avec : 

- ou bien dim ER = R o  e t  il ex i s t e  dans c l  n E& une base 

de E e t  dans Cg n ER une base de décomposition f o r t e  de ER associée  
1 

à l a  base précédente. 1 

(hg) : l a  somme 1 E. e s t  d i r e c t e  e t  cont ient  
1 i d  R 

gR ' 

La s u i t e  de l a  démonstration montrera que l a  p ropr ié té  précédente e s t  v r a i e  ~ 
pour R = i . 

O l 
Soi t  maintenant 2 E 1. Supposons l e s  propr ié tés  ( h l  ) e t  (ha)  

v ra ies  pour tous  l e s  i < R e t  montrons qu ' e l l e s  sont v ra ies  pour R .  1 
S i  gR E B Ei , on cho i s i t  E = {O) e t  l e s  propr ié tés  ( h l )  e t  (h2)  sont 

i < a  R 

évidemment vé r i f i é e s .  

Sinon, posons F = B Ei. 
i<!?, 

Si  F e s t  de codimension dénombrable, l e  théorème 3.1 b i s ,  l e  lemme 4.1 
R 

e t  l a  proposit ion 4.2 montrent ( q u i t t e  à Ôter, dans @ Ei, l e s  Ei éventuel- 
i < a  

lement rédu i t s  à {O)) que l a  proposit ion 4.2 e s t  vraie,  ce qui  con t red i t  l 
l 'hypothèse de départ .  l 
Supposons que F2 s o i t  de codimension > 8 e t  construisons,  par  récurrence 

O 

su r  l ' e n t i e r  n ,  une s u i t e  l i b r e  ( e n ) n m  * de vecteurs de E e t  une s u i t e  I 
l i b r e  (fnlnEN * de vecteurs de E s a t i s f a i s a n t  aux propr ié tés  R l ( n ) , ~ g ( n ) ,  



R (n), R (n) suivantes avec : 
3 4 

Rl (n) : e r C 
n 1 ' 

~ ~ ( n )  : e h FA @ ~[{e, .e2..** 
n 

Rb(n) : f = a e + a  e +...+a e - e 
n n,l 1 n,2 2 n,n-1 n-1 n' 

les n,i 
vérifiant les propriétés H, (n) , H2(n), H3(n) 

H (n) du paragraphe 3.3.1 (en posant m(n) = n et a 4 
= -1). 

n ,n 

On pose fl = -e 1 = gll' 

Supposons el ,e2. . . . ,en, fl ,f2, . . . ,f construits. 
n 

Désignons par B l'ensemble des n-uples (bl ,b2,. . . ,b ) formés de réels 
n. n 

(tous non nuls) vérifiant les conditions H' (n) et H' (n) suivantes : 3 4 

(-, )n+l+i 
Hi(n) : b. est du signe de 

1 

n 
Soit Wn ltensemble des vecteurs w = 1 bi ei où (bl ,b2 ,... ,b ) E Bn. 

i= 1 n 

Posons Sn = ~[{e,,e~,... ,en}], Ci = Cl n (Sn @ Fg), C; = C, n (S n @ F~). 

Distinguons deux cas : 

a) Wn f l  (c;+c;) = @. 
Soit w r W . Puisque C +C = E, il existe c r Cl et c2 r C2 tels que 

n 1 2  1 

w = c +C soit encore c = w-c . Puisque W n (c;+c~) = fi, cl h S @ FQ. 
1 2  2 1 n n 

On pose : 

c'est-à-dire : 

a - - bi pour 1 s i ç n .  
n+l ,i 

(3 

Dans ce cas, la récurrence est achevée : En effet, Rl (n+l ) et ~ ~ ( n + l )  sont 



vé r i f i é e s  à cause de ( 1 )  ; R (n+ l )  e s t  vé r i f i é e  à cause de ( 2 )  ; ~ ~ ( n + l )  
3 

e s t  v é r i f i é e  à cause de ( 3 ) ,  H'(n) e t  H;(n). 
3 

b )  W n n (c;+C;) # @. 
So i t  w E W n ( c l + c l ) .  11 ex i s t e  cl  E C 1  e t  C; E C I  t e l s  que w = c l + c '  

n 1 2  1 1 2 1 2  

s o i t  encore c '  = w-c ' . 2 1 

Puisque FQ e s t  de codimension i n f i n i e ,  donc auss i  S @ FE , il e x i s t e  un n 

vecteur gQ,  de l a  base précédemment dé f in ie  e t  n'appartenant pas à 

Sn @ FR. 

On pose : 

c 'est-à-dire : 

a 
1 = - b  pour 1 d i S n .  

n + l , i  2 i ( 3 )  

Dans ce cas ,  l a  récurrence e s t  achevée : En e f f e t ,  R I  (n+l ) e t  ~ ~ ( n + l )  sont 

vé r i f i é e s  à cause de (-1) ; R (n+ l )  e s t  v é r i f i é e  $ cause de ( 2 )  ; ~ ~ ( n * l )  3 

e s t  v é r i f i é e  à cause de ( 3 ) ,  H;(n) e t  ~ i ( n ) .  

Dans l e s  deux cas l a  récurrence e s t  achevée. 

Posons El = S[U * {en)]. D'après l e  mode de construction des e l a  somme 
n a  

n '  

Ei 
e s t  b ien d i r ec t e ,  a i n s i  ( h  ) e s t  v é r i f i é e  ; l e  paragraphe 3.3.1 mon- 

isQ 2 

t r e  que ( h  ) e s t  v é r i f i é e .  
1 

Notons que pour amorcer l a  récurrence t r a n s f i n i e ,  on procède comme précédem- 

ment en par tan t  de FR = ( 0 ) .  

So i t  maintenant 
(Ej)j,J 

l a  sous-famille de l a  famil le  (Ei ) i c ~  composée 

des Ei # {O}. Cet te  famil le  s a t i e f a i t  à I a  proposit ion 4.2,  ce qui con t red i t  

1 'hypothèse de départ .  

Dans tous l e s  cas ,  l 'hypothèse de l a  fausseté  de l a  proposit ion 4.2 e s t  donc 

con t rad ic to i re ,  ce qui  démontre c e t t e  proposit ion.  



2 )  @uxiège-cas - - : O t C2 & S[c2] # E. 

Posons S[CA = E' e t  montrons que : 

L'inclusion dans un sens e s t  évidente.  Montrons l ' a u t r e  inc lus ion.  

S o i t  x E E ' .  Puisque C1+C2 = E ,  il e x i s t e  c E C l  e t  c2 E C2 
1 

t e l s  que x = c +c Puisque c E E' ( c a r  s [ c ~ ]  = E t ) ,  il en r é s u l t e  que 
1 2' 2 

c E E t .  Ains i ,  on a : 
1 

Le r é s u l t a t  obtenu dans l e  premier cas montre que E' e s t  -décomposable 
O 

relat ivement au couple ( c l  n E ' ,c2) donc, a f o r t i o r i ,  E1 e s t  R o-d6com- 

posable relat ivement au couple ( C  ,C 1. Le lemme 4.1 montre a l o r s  que E 
1 2  

e s t  -décomposable relat ivement au couple ( c ,  ,cg)  car  E '  e s t  de codi- 
O 

mension dénombrable dans E. La proposi t ion  4.1 permet a l o r s  de conclure.  

On raisonne s u r  chaque E comme dans l e  deuxième cas de l a  démoristration 
j 

de l a  proposi t ion  4.1. 

CokaUaine 4.7 . - 
Sad ( C  ,C ) un couple de décomposi.CLon du Rype ( T )  d'un espace 

1 2  

vectohid  E. k e o ~  E e6.t R o-décornposable tteluLLventent au couple ( c l  , c2 ) .  

Démonstration ----- -------- 
Ce r é s u l t a t  e s t  une conséquence immédiate de l a  proposi t ion  4.2 e t  

du théorème 3.1 b i s .  

4.4. - CONCLUSION.  - 

Théottème 4.7. - 

S o a ,  dam un upace  vec tonid  E de dimemion in&&, un couple 

de convexes ( c l  ,c2) du type ( T ) .  L e s  deux pt top06~0n6 sLLiv&u 6ont épU*- 

valentes : 



(i) : (cl .c2) a.t un couple de décomposction de E. 

(U)  : Le couple (cl ,cg) contie>tt un couple piLinoipd de décamposi- 

~émonst ration ------------- 
Ce résultat est une conséquence du théorème 3.1 bis, de la propo- 

sition 4.2, de la proposition 4.1 et du théorème 3.2 (appliqué à l'ensemble 

J N* muni du bon ordre lexicographique obtenu à partir d'un bon ordre sur 

l'ensemble J, l'ensemble J étant obtenu à la proposition 4.2). 

S o a ,  d a u  un apace v e c t o ~ d  E de dimenaion indivcie, un couple 

de convexa (cl ,cg du type (TI, C2 &tant en o&e aymé&que. La deux 

p t r o p o a L t i o u  auivavLta h o n t  équivdewteh : 

(i) : (c,,c,) ut un couple de décomposLtion de E. 

(U)  : Le couple (c,,~,) contient un couple phincipd de décomposXon 

de E. 

Démonstration ------------- 

Ce résultat est une conséquence du théorème 3.1 et du théorème 4.1. 

4.5.7.- Une p é d i o n  & d a t i v e  cul .théohErne 4.1 

Si (C ,C ) est un couple de décomposition de E avec 
1 2  cl = CS [U  {e.}]  ET 1 

et C ~ = C [ U  {f.}] 1 ( (ei)iEI et (fi)iEI étant deux bases bien ordonnées 
i d  

de E) , on ne peut pas affirmer que le couple (cl ,c2) est un couple prin- 

cipal de décomposition forte de E (ceci d'ailleurs quel que soit le bon 

ordre envisagé sur 1). Il suffit pour s'en convaincre de reprendre l'exemple 

du paragraphe 3.4.2. 

4.5.2.- L'exemple suivant montFe que l'on ne peut abandonner l'hypothèse de 

symétrie pour Cl dans le théorème 4.1. 



E x e m p l e  

Soient E un espace vec tor ie l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

( enIncm * une base de E e t  (fn)ndn* l a  base de E déf in ie  par : 

n 

où $ E @ ( v o i r  3.3.2) e t  e s t  à valeurs > 0. 

Posons C l  = C [  u . {en,-enSn}]  e t  C2 = -C 
n&N 

1 ' 

On constate que C1+C2 contient    CS[ u * {en}] e t  CS [ u + ( f n q  . puisque 
n ER n EN 

(fn)nEN t e s t  une base de décomposition de E associée à l a  base (en)nEN*, 

l e  théorème 3.1 montre que C1+C2 = E. Ainsi l e  couple ( C l  ,c2) e s t  un couple 

de décomposition de E. 

On remarque que : 

CC, n (-cl 11 + c2 c -2c1 

e t  que 

O r  C l  e s t  d i f fé ren t  de E (par  exemple, -2e 4 C ) . Ainsi l e s  couples 1 1 

(c1,C2) e t  (c2,C1) ne contiennent pas de couple p r inc ipa l  de décomposition 

f o r t e  de E. 

4 . 5 . 3 . -  L'exemple précédent montre que l ' on  ne peut abandonner l 'hypothèse 

"for te"  dans l e  théorème 3.1 b i s .  

En e f f e t ,  C l  e s t  d i f f é r en t  de E e t  l ' o n  a : 

4 . 5 . 4 . -  L'exemple suivant montre que l ' o n  ne peut abandonner l e s  hypothèses 

de symétrie pour Cl e t  C2 dans l e  coro l la i re  du théorème 4.1.  

E x e m p l e  

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e  dénombrable, 

( en 
* une base de E e t  (fn)na* l a  base de E dé f in i e  par : 



où $ E @ e t  e s t  à valeurs > 0. 

Posons C, = CS[U {en}] e t  c2 = C [U  * i n } ] .  
n EM nt% 

Le théorème 3.1 b i s  montre que (c ,  ,c2) e s t  un couple de décomposition de 

E ca r  
( fn)nEN 

* e s t  une base de décomposition f o r t e  de E associée à l a  

base (en)nEN*. 

D'autre p a r t ,  on voi t  faci lement,  en tenant  compte du f a i t  que ( n ' n a *  

e s t  une base de E ,  que C2 T )  (-c2) = @ ; a i n s i  l e  couple ( c ,  ,cg) ne peut 

contenir  de couple p r i nc ipa l  de décomposition de E.  



APPLTCATTON A LA CARACTERTSATTON 

DES ENSEMBLES CONVEXES UBTQUZTATRES 

Ce chapitre const i tue  l e  développement de l a  note [IO] . 
Dans [ 2 0 ] ,  Klee a in t rodui t  l a  notion de convexe ubiqui ta i re  e t  a donné un 

exemple de convexe proprement ubiqui ta i re  non linéairement borné. Dans [22J , 

Klee fourni t  un exemple de convexe ubiqui ta i re  linéairement borné. 

La notion de convexe proprement ubiqui ta i re  e s t  in téressante  car  1 ' existence 

d'un t e l  convexe dans un espace vec tor ie l  E e s t  ca rac té r i s t ique  de l a  di- 

mension i n f i n i e  de E ,  e t  car  un t e l  convexe e s t  dense dans tou te  topologie 

de E respectant  l a  topologie de l a  d ro i te .  

Nous nous proposons i c i  de donner une ca rac té r i sa t ion  de ces convexes en t a n t  

que sur-ensembles de convexes pa r t i cu l i e r s  que nous appelons convexes ubiqui- 

t a i r e s  basiques. 

Dans l e  paragraphe 5.2, nous introduisons l e s  notions de convexe élémentaire, 

de convexe ub iqu i ta i re  élémentaire, de convexe basique, ( c e t t e  notion n ' a  

r i e n  & voi r  avec l a  notion de "semispace basique"introduite par  Klee dans 

[23] ) ,  de convexe ub iqu i ta i re  basique e t  nous montrons au théorème 5.1 que 

t ou t  convexe ub iqu i ta i re  basique e s t  b ien ubiqui ta i re .  Nous obtenons a in s i  

un procédé général de construction de convexes ubiqui ta i res .  

Le paragraphe 5.3 e s t  consacré au problème réciproque. 

Dans ce paragraphe l a  proposit ion 5.1 montre que, dans tou t  espace vec to r i e l  

de dimension i n f i n i e ,  t ou t  convexe ub iqu i ta i re  contenant l ' o r i g i n e  contient  

un convexe basique ( l e  lemme 5.4 réglant  l e  cas de l a  dimension i n f i n i e  dé- 

nombrable). Le théorème 5.2 fourn i t  l a  ca rac té r i sa t ion  annoncée. 



5 . 7 .  - D E F I N I T I O N  ET NOTATION. - 

Soient E un espace v e c t o h i d ,  (eiliEI et ( f i l i E I  deux bas a 

bien ondonnées de E .  On diha que ( f i ) i r I  es2 une base M a n g u t a h e  de E 

ndativetnent à La base (ei)iEI 6 i ,  p o m  20u.t j E 1 ,  

5. 7.2.  - Nous désignons, dans t ou t e  l a  s u i t e ,  pa r  @ '  l'ensemble des applica- 

* JI 
t i ons  de N dans IR+ t e l l e s  que : 

l i m  $ (n )  = +m. 
n++- ~ ( k )  

k= 1 

O' e s t  un sous-ensemble de l'ensemble 4 considéré au paragraphe 3.3.2. 

5.2.- LA NOTION DE CONVEXE UBIQUITAIRE BASIQUE.- 

5 . 2 . 1 . -  DédLn.Won.6 

Soient E un espace vec tor ie l  de dimension i n f i n i e  rapporté à 

une base bien ordonnée (e i )  iEI , ( f . )  une famil le  de décomposition f o r t e  
J j E J  

de E associée à l a  base 
( e i ) i E r  

t e l l e  que, pour tou t  j E J, l a  dernière  

composante non nu l le  de f dans l a  base ( e i ) i r ~  s o i t  < O. j 

Posons 
I-1 = c[( u u ( U {f j} ) I  

~ E I  ~ E J  

Soi t  (c i  IicI  une fami l le  de points  de I', tous d i s t i n c t s  de l ' o r i g i n e  O 

t e l s  que, pour tou t  i E 1, l a  dernière composante non nu l l e  de ci dans l a  

base ( e i ) i r I  
a i t  un indice  > i (une t e l l e  famil le  e x i s t e  car l ' ex i s t ence  

d'une famil le  de décomposition de E associée à l a  base (ei)iEI montre 

( v o i r  l e s  deux premières remarques du paragraphe 3.1) que 1 e s t  sans plus 



~ grand élément). 

Posons 
r2  

= c[rl u ( u < e . + t  c 1 t E ]o , I J I ) ] .  
~ E I  1 i 

Pé&i.nM.on 5 . 2 . -  

Avec l e s  n o t d o n a  p&écédentes, totLt convexe du type r ,  beha 

appelé convexe élémentaihe et t o u t  convexe du type r2 AULU appelé convexe 

ubiqLU;tain.e élémentaihe . 

Dé~LnLtion 5 . 3 .  - 

Avec le.6 n o t d o m  phécédevLte.6, a i ,  en o r n e ,  
( J ) j g J  ut une 

b a e  W a n g d a i h i  de E & & a t i v ~ m ~  à l a  base ( e i ) i r I  (on auppoae donc 

J = 1 ) , t o u t  convexe du type r , b ma appelé convexe basique et totLt con- 

vexe du type r2 a m  appelé convexe u b i q u i A h e  baique .  

5 . 2 . 2 . -  Théorrème 5 . 1 . -  

Ta& convexe ubiq-e U é m e m e  (donc &u;t convexe u b i q W e  

b a i q u e )  e s t  bien u b i q w e  ; il e s t  même pkopxment ubiqLU;tairre, 

Démonstration ------------- 

D'après l e  mode de construction de r2, r2 e s t  d i f f é r en t  de E 

ca r  t ou t  point de r2 d i s t i n c t  de l ' o r i g i n e  O a une dernière composante 

non nu l le  < 0. 

D'autre p a r t ,  l i n  ï2 cont ien t ,  pour t ou t  i E 1 e t  pour tou t  j E J ,  

e .  -e f ; r2 é t an t  convexe, l i n  ï2 e s t  convexe e t  a i n s i o n  a : 
1' i '  j 

Le théorème 3.1 b i s  montre a lo r s  que l i n  r2 = E. 

Plusieurs lemmes sont nécessaires avant d 'about i r  à l a  ca rac té r i sa -  

t i on .  



5 . 3 . 1 . -  Lemme 5 . 1 . -  

S a d ,  dans un ebpace vec tohid  E ,  un convexe ubiq&&e c 

conAenant L'ohigine. S i  y E E ,  il eXhbte x E C .tel que, pom 

t E J0,1] , y+tx E C. 

Démonstration - - - - - - - - - - - - - 

Soit y E E ; 2y E lin C. Ainsi il existe x' E C tel que, 

pour tout a E ]0,1], on ait : 

1 On en déduit que ,. pour a E ] O , 

car C contient l'origine. 

x a 
On pose alors x = - 2 et t = - .  

1 -a 
1 

Il est clair que, lorsque a décrit l'intervalle ] 0,d , t décrit l1inter- 2 

Remanque 

Dans le cas où C est un convexe dont le lin est un cône de 

sommet O, le lemme 5.1 reste vrai pour tout point y E lin C. 

5 . 3 . 2 . -  Lemme 5 . 2 . -  - 
Soient E un edpace vectohict de diniemion indin ie ,  ( ei IiEI une 

base bien ohdonnée de E , ( f . ) une @ni.Ue de décompoaLCion ( h a p .  : dd-  
J j E J  

compoa*tion QoMe) de E aaociée  à l a  base (eiIiEI, (x. une @nLUe 
J j s J  

de veciteum de E .  Poaom, pom.toLLt j E J ,  f! = f.+.a. x avec a E ( R .  
J J J ~  j 

AeOm il e h & ,  pom .tout j E J, un héet flj > O td  que, h i  p o u  .tout 

j E J , l a j l  < fij, La &miUe (f;IjEJ aoLt une ~amLUe de décompo~LCion 

( h a p .  : décomposktion d o e e )  de E uhociée  à l a  base (ei)iEI. 



Démonstration ------------- 
Posons, pour tout j E J, 

f! = 1 (a. .+a. x. .)ei = (a.)e. 
i s I  J,l J J,1 ~ E I  1 'jyi J 1 Y 

avec b (a.) = a. + a. x. 
j,i J J ,i J J Y ~ '  

Le lemme 5.2 résulte alors de la définition des familles de décomposition 

(resp. : décomposition forte) (voir paragraphe 3.1) et de la continuité en 

O des applications : 

et du fait que, pour j fixé et i décrivant l'ensemble 1 des indices 
j 

i e 1 pour lesquels l'un au moins des deux nombres a. et x. soit non 
J ,i J Yi 

nul, les applications précédentes sont en nombre fini. 

5.3.3.-  Lemme 5.3.-  

Soient E un eapace veclto&& de dimension i n d i ~ e ,  U un convexe 

ubiqLU;t&e contenant l 'ohigine, F un aoua-upace v e c t o ~ d  de E de cocü- 

m w i o n  dénombhable que F = F où J u.t un en4emble indini cd où, 
jcJ j 

p o ~ h  .tou;t j E J, F ea;t un houn-upace vec;tohiet de E de dimension i n d i n i e  
j 

dénombhable. S i ,  pom XouX j E J ,  u n F contient un convexe babique de 
j 

F ui!ohtl u cort-tienit un convexe baique.  
j ' 

Démonstration ------------- 

On suppose que J est bien ordonné sans plus grand élément et que J 8* 

est muni du bon ordre lexicographique. 

Supposons F # E. 



Désignons par a l e  plus p e t i t  élément de J. Comme U 'engendre E ,  il 

ex i s t e  dans E un sous-espace vec to r i e l  supplémentaire de F admettant une 

base 
( m ' m E M  

(avec card M 6 8 O )  t e l l e  que, pour tou t  m E M ,  -e E U. m 

Posons G =  F @ {e,}] . a 
meM 

S o i t ,  pour t ou t  j > a ,  une base ) * de F t e l l e  que, pour 
( e ( j  n a  j 

* 
t ou t  n c N ,  -e E U, e t  s o i t ,  pour tou t  j > a ,  une base t r i angu l a i r e  

( j  ,n) 

de décomposition f o r t e  ) * de F associée  & l a  base ( ' ( j ,n)  ncN j 
* 

) * t e l l e  que, pour t ou t  n  E LN , 
( e ( j  ,n)  nàN 

f = f a  i e  avec n  
a ( j  ,n) 

< 0 .  
( j , n )  i=l ( j  ,n)  ( j , i )  

S o i t  ( e  ) * une base de G t e l l e  que -e E U p o w  t o u t  
( a , n )  n a  (a ,n) * 

n E aJ (d 'après  l a  construction de G , une t e l l e  base e x i s t e )  e t  s o i t  

(fi ) * une base de décomposition f o r t e  de G associée à l a  base 
a ,n) ndN 

Puisque U e s t  un convexe ub iqu i ta i re  de E contenant l ' o r i g i n e ,  il e x i s t e ,  

d 'après l e  lemme 5.1, xn E U t e l  que : 

L'ensemble J é t an t  un ensemble i n f i n i  totalement ordonné e t  sans plus  grand 

élément, on peut cons t ru i re  par  récurrence sur  l ' e n t i e r  n  une s u i t e  s t r i c t e -  

* 
ment croissante  d ' indices  ( j n , l )  E J x 01 t e l l e  que : 

1 )  ( j l , l )  s o i t  un indice  s t r ic tement  supérieur aux ind ices  des 

dernières  composantes non nu l l e s  de f '  
( a , l >  

e t  de x, ( r e l a t i v e s  à la base 

) ( e ( j , n )  ( j , n )  E J X I N  
* de E ) .  

2 )  ( j n , l )  s o i t  un indice  str ictement supérieur aux ind ices  

( j 1  , ( j  1 ) a . . . , j 1 ) e t  aux indices  des dernières composantes 

non nu i les  de f ' e t  de xn. 
( a ,n) 



So i t  K = u * { jnl. 
n a  

considérons l a  famil le  (f ( ) ( ,n) * t e l l e  que, pour t o u t  

j > cl, on a i t  : 

( l e s  f t  ont é t é  dé f in i s  ci-dessus ) . 
( a  ,n) 

Puisque E = G @ ( $ F . ) ,  d 'après l e  théorème 3.2, l a  famil le  
j>cl J 

1 * e s t  une famil le  l i b r e  de décomposition f o r t e  de E ( f ' ( j , n )  ( j , n )  E J x û~ 

associée à l a  base ( e (  ) .n) ( j  ,n) E J x UV** 

Considérons maintenant l a  famil le  (g( 1 * t e l l e  que, pour 
,n) ( j  ,n) E J 

;k 
t ou t  n E N , 

D'après l e  lemme 5 .2 ,  s i  chaque tn 
e s t  assez p e t i t ,  c e t t e  fami l l e  e s t  une 

fami l l e  de décomposition f o r t e  de E associée  Èi l a  base 

) ( e ( j , n )  ( j , n )  E J x i~ 
*. 

D'autre p a r t ,  e l l e  e s t  l i b r e  d'après l e  mode de construction des f '  
( j  ,n) 

e t  de K ( c a r  deux vecteurs d i s t i n c t s  de c e t t e  fami l l e  ont des dernières  

composantes non nu l les  d ' indices  d i s t i n c t s ) .  

I l  e s t  c l a i r  auss i  que tou t  vecteur de l a  famil le  appar t ient  à U e t  a une 

dernière  composante non nu l l e  < 0 .  
- 

En outre ,  on peut compléter c e t t e  famil le  l i b r e  de décomposition 

f o r t e  en une base de décomposition f o r t e  de E en l u i  adjoignant l a  famil le  

) * ( t ou t  vecteur de c e t t e  fami l l e  appar t ient  à U ) .  En e f f e t ,  
(-e(u,n) n m  

posons : 



* = -e 
' )  g t ( o , n )  

pour t o u t  n  E iN . 
( a , n )  

- * 
g l ( j , n )  - g ( j , n )  

pour t o u t  n  E [N . 

1 La 
( g l  ( j , ,n)  ( j  ,n)  r J x IN 

* e s t  bien une base t r i angu l a i r e  de décom- 

pos i t ion  f o r t e  de E associée à l a  base ) *. ( e ( j , n )  ( j , n )  c J x s 

Ainsi U cont ient  un convexe basique. 

I l  e s t  à note r  que, s i  F = E ,  l e  théorème 3.2 donne l e  r é s u l t a t  immédiatement. 

5 . 3 . 4 . -  Lemme 5 . 4 . -  

S o a ,  dans un enpace v e c t o ~ e l  E de h e u i o n  indinie dénombhable, 

un convexe u b L q W e  u contenant l l o G g i n e .  A l o u  u couz;tievtt un convexe 

lllmonstrati~n 
4i 

Soient ( en )nm i une base de E t e l l e  que -en r U pour t o u t  n  e  II e t  

(n )nEV 
* une base de décomposition f o r t e  de E associée à l a  base ( en )nrIN* 

Puisque U e s t  un convexe ub iqu i ta i re  contenant l ' o r i g i n e ,  il e x i s t e ,  pour 

t 
t ou t  n  E iN , xn E U t e l  que 2fn + tn xn E U pour t ou t  t n E ]0,1] 

( d t ap rè s  l e  lemme 5 . 1 ) .  

Définissons par  récurrence sur  l ' e n t i e r  n ,  une s u i t e  d ' en t i e r s  (m(n))nEN* 

s t r ic tement  c ro i s san te  t e l l e  que : 

1 )  m(1) s o i t  un e n t i e r  s tr ictement supérieur aux indices  des 

dernières composantes non nul les  de f l  e t  X I .  

2 )  m(n) s o i t  un e n t i e r  s t r ic tement  supérieur aux indices  des 



dernières  composantes non nu l l e s  de f e t  x e t  aux e n t i e r s  m (  1 ) , n n 

m(2) , . .. , m(n-1). 

f 
Posons, pour t o u t  n E N , 

I l  e s t  c l a i r  que f;(,) E U 
e t  qu'en cho i s i s san t  chaque tn  

assez p e t i t ,  

l a  fami l le  (fA(n))neu* e s t  une fami l l e  l i b r e  de décomposition f o r t e  de E 

associée à l a  base (en)nrN 
* (d ' ap rès  l e  lemme 5 . 2 ) .  

Pour conclure,  il s u f f i t  d 'envisager l a  f a m i l l e  (f~)~&* t e l l e  que : 

U con t i en t  donc l e  convexe basique : 

I S u a ,  dans un upace  v e c / t a ~ &  E de dune~nion indinie ,  un convexe 

ubhqaiA&e U conten& L'o/u,cj&e. M o u  U c o d e n t  un convexe b a i q u e .  

Démonstration ------------- 
D'après l e  lemme 5.4,  il s u f f i t  de démontrer c e t t e  proposi t ion  dans l e  cas 

où E e s t  de dimension non dénombrable. 

Supposons l a  proposi t ion  5.1 fausse .  

S o i t  (gi I iEI  une base b ien  ordonnée de E, i désignant l e  p lus  p e t i t  
O 

élément de 1. On peut  supposer que, pour t o u t  i E 1, g. E U ( c e c i  e s t  
1 

poss ib le  c a r  S[U] = E ) .  

Montrons pa r  récurrence t r a n s f i n i e  qu'à chaque fi E 1, on peut a s s o c i e r  un 

sous-espace v e c t o r i e l  EQ de E t e l  que l ' o n  a i t  ( h l )  e t  ( h  ) avec : 2 

( h l )  : - ou bien  EQ = {O} 

- ou b ien  EQ e s t  de dimension i n f i n i e  dénombrable e t  U n EQ 



R 
contient  un convexe basique de ER du type r1 = n€8 * { - e ( ~ , n ) ' f ( ~ , n )  11 
où ) * e s t  une base de E R ,  ( e ( ~ , n )  n d ~  - e ( ~  ,n) 

appartenant à U pour t ou t  

* 
) * é t an t  une base t r i angu l a i r e  de décomposition f o r t e  

E N  y ( f (R ,n)  n a  

de Eh associée à l a  base précédente, l a  dernière  composante non n u l l e  de 

f ( a , n )  
é t an t  < 0. l 

(h2)  : l a  somme 1 Ei e s t  d i rec te  e t  cont ient  gR. 
is R 

La s u i t e  de l a  démonstration montrera que l a  propr ié té  précédente e s t  vra ie  

pour R = i . 
O 

So i t  R E 1. Supposons l e s  ~ r o p r i é t é s  ( h l )  e t  (h2)  v ra ies  pour tous l e s  

i < R e t  montrons qu ' e l l e s  sont v ra ies  pour R .  

Posons FR = @ Ei. 
i< a 

S i  ga E Fa, on cho i s i t  ER = {O) e t  l e s  p ropr ié tés  ( h l  ) e t  (h2)  sont  évidem- 

ment vé r i f i é e s .  

Montrons que Fa ne peut ê t r e  de codimension f i n i e  : En e f f e t ,  s i  FQ e s t  

de codimension f i n i e ,  FR n ' é t an t  pas de dimension dénombrable (E e s t  de 

dimension non dénombrable), l 'ensemble des i < R t e l s  que E.  # {O) e s t  
1 

i n f i n i ,  l e  lemme 5.3 montre a l o r s  que l a  proposit ion 5.1 e s t  vra ie  ( ce  qui 

con t red i t  l 'hypothèse de dépar t )  . 
On peut donc supposer que FR a une codimension i n f i n i e .  

Construisons par  récurrence sur  l ' e n t i e r  n ,  une s u i t e  l i b r e  (en)nfl* de 

vecteurs de E e t  une s u i t e  l i b r e  ( f n ) n E , *  de vecteurs de E s a t i s f a i s a n t  

aux propr ié tés  R~ ( n )  . R2(n),  R3(n) , Rh(n) suivantes avec : 

R3(n) : fn E U .  

Rb(" )  : f = a e + a  e + ... + a e - e 
n n , l  1 n,2 2 n,n-1 n-1 n' 

l e s  a vé r i f i an t  l e s  p ropr ié tés  H l  ( n )  , H2(n) , ~ ~ ( " 1 9  n ,i 



H ( n )  du paragraphe 3.3.1 (en posant m(n) = n e t  a = -1 ) . 4 n,n 

On pose 
f l  = -el = gk '  

Supposons e l  ,e2,.  . . ,e ,f ,f2,. . . , f  c o n s t r u i t s .  
n n 

-- 

Considérons un vecteur w = 1 bi ei ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  b i v é r i f i a n t  l e s  
i= 1 

p ropr ié tés  suivantes : 

~ c ( n )  : b. 1 e s t  du Bigne de ( - I ) ~ + ' + ~ .  

Puisque U e s t  un convexe ub iqu i t a i re  contenant l ' o r i g i n e ,  il e x i s t e ,  

(d 'après  l e  lemme 5.1) x a U t e l  que w + x E U. 

Posons S = s [{ e l  ,e2,. . . ,en}] . 
n 

Puispue S @ Fk e s t  de codirnension i n f i n i e  ( c a r  Fe l ' e s t ) ,  il e x i s t e  un 
n 

vecteur gk ,  de l a  base de départ n'appartenant pas à S @ FR. n 

Puisque U e s t  un convexe ub iqu i t a i re  contenant l ' o r i g i n e  il e x i s t e  x'  E U 

t e l  que ( - x + ~ & ' )  + t x l  a u pour t o u t  t c ] o , I ] .  

On a donc : 

+ t x l  ) Sn d Fe (cec i  e s t  poss ib le  Choisissons t de façon que - ( g k l  2 

puisque gll 1 Sn @ F k ) *  

On pose a l o r s  : 

c 'est-à-dire 

a 
1 = - b  pour 1 s i i n .  

n+l ,i 2 i 



I l  e s t  a l o r s  c l a i r  que e et n +  1 s a t i s fon t  à l 'hypothèse de récurrence : 
n+ 1 

En e f f e t ,  R (n+l)  e t  R2(n+1) sont vér i f i ées  à cause de ( 1 )  ; ~ ~ ( n + l )  e s t  
1 

vé r i f i é e  à cause de ( 2 )  ; R (n+ l )  e s t  v é r i f i é e  à cause de ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  ~ ; ( n )  4 

* 
Posons, pour t o u t  n E iN , e = e  e t  f - ( &  ,n )  - f n ,  e t  posons : 

n 

Le paragraphe 3.3.1, e t  l a  déf in i t ion  5.3 montrent que 
R r l  e s t  un convexe 

basique de E contenu dans U n E R .  

Ainsi ( h l )  e t  (h  ) sont b ien vé r i f i é e s .  
2 

Notons que, pour amorcer l a  récurrence t r a n s f i n i e ,  on procède comme précédem- 

ment en par tan t  de FR = { 01 . 
La récurrence t r a n s f i n i e  e s t  achevée. 

So i t  maintenant ( E j ) j s J  
l a  sous-famille des ( E i ) i s ~  composée des 

E. # {O}. O n a  E =  @ E .  
1 jcJ j 

Posons : 

4t 
munissons J d'un bon ordre e t  J x N du bon ordre lexicographique. 

Le théorème 3.2 e t  l a  déf in i t ion  5.3 montrent que i' e s t  un convexe basique 

de E. En ou t re  r e s t  contenu dans U. L'hypothèse de départ é t a n t  mise 
1 

en défaut ,  l a  proposit ion 5.1 e s t  v ra ie .  

5.3.6.- Avant de démontrer l e  théorème de ca rac té r i sa t ion ,  nous montrons 

l e  lemme prél iminaire  suivant : 

Lemme 5 . 5 . -  

Soient, d a m  un edpace veoto&i& E, n convexa A A , . . . ,A 1 '  2 n 
n 

t& que c[ U 'Ai] = E, et A; ,A;, . . . . ,A' de6 X m m e a t é ~  hespectids de 
n i= 1 



A, ,A2,. • 9 An d m  des &un~eations E ,%,. . . $1 n . ALoM, on a : 

Démonstration ------------- 
n n 

Posons B = C [ U  Ai] . On a C [ A ~ U  B] = C [ U  Ai] e t  
i=2 i= 1 

S i  on montre que C[AA; U B] = E, a lo r s  ,en i t é r a n t  l e  r é s u l t a t ,  on about i t  

à l a  conclusion dési rée .  

Montrons donc que, C [A; U B] = E- 

Raisonnons par  l 'absurde e t  supposons que C[A; U B] # E. Soi t  xo t e l  que 

A; = A, + {x  }. On a donc xo # O. 
O 

Puisque C[A; (J B] # E e t  que C[A; U B] e s t  convexe, il ex is te  une demi- 

d ro i te  A de d i rec t ion  x contenue dans E % C[A; lJ B]. O r  on montre 
O 

facilement que : 

11 en r é s u l t e  que A ne peut ê t r e  tou te  en t i è r e  contenue dans C[A~ U B] , 
ce qui e s t  absurde. Ainsi ,  on a C[AA; U B] = E. 

Théohème 5 . 2 . -  

Dans un espace vectoaict E de dimenoion indinie,  un convexe 

conten& L 1 o ~ g i n e  e s X  ubiq-e a i  et he&ement s'il contient un convexe 

u b i q d t a h e  basique. 

Démonstration ------------- 
La condition e s t  su f f i s an t e  d 'après l e  théorème 5.1. 

Montrons que l a  condit ion e s t  nécessaire.  

So i t  U un convexe ub iqu i ta i re  contenant l ' o r i g ine .  D'après l a  proposit ion 

5.1 , U contient  un convexe basique rl= C [ U  I-ei,fil]. 
i €1 



~ l a p r & s  l e  lemme 5.1, il e x i s t e ,  pour t ou t  i E 1, x. 1 E U t e l  que : 

iiei + tx i  = u . ( t )  E u pour t ou t  t E ] o , I ] .  
1 

( 1  

Posons A = c [ u { ei}] e t  montrons que 2 r1  + A = E. 
~ E I  

Soi t  k un indice  f i xé  dans 1. Posons : 

2r  + A + {ek} = 2 ï ;  + A ' .  
1 

Montrons que C [r U A] = E . 
E n e f f e t ,  c [ ~ ~ u A ]  cont ient   CS[^ {ei}] e t  C [ U  {fi}]. 

i ~ 1  i~ 1 

Ainsi ,  on a : 

Le théorème 3.1 b i s  montre a lo r s  que : 

Le lemme 5 .-5 montre que 

Puisque O E r ; n A t  , on en déduit successivement que ~ [ 2 r  i U A'] = E e t  

que 2 r t  + A t  = E. 
1 

Il en r é su l t e  que 2r1 + A = E. 

Puisque 2 r l  + A = E, il e x i s t e ,  pour t o u t  i r 1, c l  E T l  e t  yi E A  

t e l s  que : 

On déduit de ( 1 )  e t  ( 2 )  que : 



1 2e. + t c j  = - (u . ( t ) - t y i )  E U. 
1 2 1 

S o i t ,  pour t o u t  i E 1, ji un élément de 1 strictement supérieur à i 

e t  à l ' i n d i c e  de l a  dernière composante non nu l le  de c! dans l a  base  
1 

(ei)iEI ( ji ex i s t e  ca r ,  d'après l e s  deux premières remarques du paragrapHe 

3.1 , 1 e s t  sans plus  grand élément ) . 
1 

Posons c. = - (c!-e 1. 
i 2 i j 2  

I l  e s t  c l a i r  pue ci E T l  e t  que e. + t c i  E U pour tou t  t E ] 0,1] . 
1 

Ainsi U contient  l e  convexe r2 suivant : 

La déf in i t ion  5.3 montre que r2 e s t  un convexe ub iqu i ta i re  basique. 

1 )  On peut montrer, par une démonstration n ' u t i l i s a n t  que l e s  

lemmes 5.1, 5.2 e t  5.5, e t  en par tan t  d'une famil le  de décomposition f o r t e  

quelconque associée à une base 
( e i ) i E ~  

de E t e l l e  que, pour t o u t  i E 1, 

-e. E U ,  l e  théorème 5.3 suivant qui e s t  évidemment moins p réc i s  que l e  
1 

théorème 5.2. 

Théohème 5 . 3 .  - 
D a m  un eapace v e o t o h i d  E de dimerision i n M e  un convexe U 

,, 

contenant tvohig^ne ut ubiguLta&e h i  et heutement 6 '2 contient un convexe 

Démonstration ------------- 
La condition e s t  su f f i san te  d'après l e  théorème 5.1. 

Montrons que l a  condition e s t  nécessaire.  

So i t  (ei  IiEI une base bien ordonnée de E sans plus  grand élément t e l l e  

que, pour t o u t  i E 1, -e. E U. 
1 

Soi t  ( f . )  une famille de décomposition f o r t e  de E associée à l a  base 
J ~ E J  



Puisque U e s t  un convexe ubiqui ta i re  contenant l ' o r i g ine ,  l e  lemme 5.1 

montre q u ' i l  ex i s t e ,  pour tou t  j E J ,  x E U t e l  que : 
j 

2f .  + t . x .  E u , pour t ou t  t . E ]o , I ] .  
J J J  J 

So i t  i un élément de 1 strictement supérieur aux indices des dernières 
j 

composantes non nul les  de f e t  x dans l a  base 
( e i ) i E I  

. Posons, pour 
j j 

t ou t  j E J ,  

Puisque O E U ,  il e s t  c l a i r  que, pour t ou t  j E J ,  f !  E U. D'après l e  
J 

lemme 5.2, en chois issant  chaque t assez p e t i t ,  l a  famille e s t  
j 

une famille de décomposition fo r t e  de E associée à l a  base (ei)iEI. 

Ainsi U contient  l e  convexe élémentaire i' suivant : 1 

On raisonne ensui te  comme au théorème 5.2. 

2 )  Le procédé précédent ne semble pas permettre d 'affirmer l e  

caractère  basique du convexe élémentaire i' car  il n'est pas sû r  que l a  
1 

famil le  ( f ! )  trouvée à l a  démonstration du théorème 5.3 s o i t  une base 
J jsJ 

t r i angu la i r e  de décomposition fo r t e  de E associée à l a  base (eilioI. 



CHAPITRE V I  

APPLZCATZON A LA CARACTERISATION D'UNE CLASSE 

DE CONVEXES DENSES DANS UN ESPACE SEMl-NORME. 

DECOMPOSTTZON EN SOMME DE CONVEXES DENSES. 

Ce chapitre const i tue  l e  développement de l a  note 1 e t  apporte 

une généralisat ion au théorème 4 de ce t t e  note. 

Dans l e  paragraphe 6.1, nous caractér isons ,  à l ' a i d e  des notions de couple 

p r inc ipa l  de décomposition e t  de couple ~ r i n c i p a l  de décomposition f o r t e  

( v o i r  paragraphe 4 .1 ) ,  une c lasse  de convexes denses dans un espace vec to r i e l  

semi-normé de dimension i n f i n i e ,  à savoir  ceux qui sont de dimension i n f i n i e  

e t  de codimension dénombrable (dans l e  cas où l 'espace e s t  de dimension in- 

f i n i e  dénombrable, c e t t e  c lasse  e s t  formée de tous l e s  convexes denses).  

Dans l e  paragraphe 6.2, nous montrons (théorème 6.3) que t o u t  espace vec tor ie l  

semi-normé E de dimension i n f i n i e  a e s t  somme d i r ec t e  de 8 sous- 

espaces vec tor ie l s  denses dans E ,  chacun dteux é t an t  somme de deux convexes 

denses dans E , linéairement bornés, d i s j o i n t s ,  symétriques l ' un  de l ' a u t r e ,  

e t  non ubiqui ta i res  dans l eu r  fermeture s p a t i a l e ,  8 é t a n t  un ca rd ina l  t e l  

que 2 s B b a .  

A p a r t i r  dl un r é s u l t a t  du paragraphe 6.2 (lemme 6.6) , nous donnons, au para- 

graphe 6.3, un r é s u l t a t  concernant l a  p a r t i t i o n  d'un espace vec to r i e l  semi- 

n o d  de dimension i n f i n i e  en cônes convexes denses, résultat analogue à 

ceux trouvés par Klee dans [18] e t  Cl91 . 
L a  technique u t i l i s é e  repose su r  l a  notion dthypercÔne, 



6.1.- CARACTERISATION D ' U N E  CLASSE DE CONVEXES DENSES DANS U N  ESPACE V E C T O R I E L  

SEMI-NORME DE DIMENSION I N F I N I E . -  

Avant d'aborder l e s  théorèmes de ca rac té r i sa t ion ,  nous avons besoin 

du lemme suivant : 

6 .1 .7 . -  L m e  6.1.-  

Soient E un espace v e c i t o ~ d  4&-nomé, B aa aemi-boule uvité 

ouv&e (au ~ m é e ) ,  A une pantie de E étoi lée p # ~  /rappotLt à un de a u  

p a i n t b .  Une c o n U o n  nécesaaine e;t aud@ante p o u  que A d o L t  d m e  dans 

E que A+B = E .  

Démonstration ------------- 
Désignons par  1 ensemble des voisinages de 1 'or igine .  

La condition e s t  nécessaire : En e f f e t ,  s i  A e s t  dense dans E ,  

- 
A = n (A+v) = E ,  a i n s i  A+B = E. 

VE 'ü 
Montrons que l a  condition e s t  su f f i san te .  

On peut supposer que A e s t  é t o i l é  par  rapport à l ' o r i g ine  car l a  topologie 

de E e s t  invar iante  par  t r ans l a t i on .  

So i t  V E ?j. Il ex i s t e  un r é e l  A ,  avec O < A < 1 ,  t e l  que A B C  V. 

Puisque A+B = E ,  on a A(A+B) = E. Puisque A A C  A e t  que A B C V ,  il en 
- 

r é s u l t e  que A+V = E. Ainsi A = E. 

6.1 .2 . -  Théokème 6.1 . -  

Soient E un espace vec;toni& a d - n o m é  de cümen6ion indinie,  

B aa bemi-boute u d é  ouva t e  (ou d m é e )  et A un convexe de E .  S i  l e  

couple (B,A)  conCient un couple W n c i p d  de décompoaL-tion (botLte ou non) 

de E ,  deou A es t  denbe dam E .  

Démonstration ------------- 
E l l e  r é su l t e  des déf in i t ions  4 . 2 ,  4 . 2  b i s  e t  4.4, des théorèmes 3.1 e t  

3.1 b i s  e t  du lemme 6.1. 



S o i &  E un ebpace vec;to/ti& aemi-nomé de dunevaion indinie,  

B AU 4em.i-boule o u v W e  (ou d m é e )  et A un convexe de dimeuion indinie 

et de cadimenaion dénombmble. 

7 ) A e6.t denae a i  et seulement a i  Ce couple (B ,A) conCient un 

couple pJrLncipd de décompoa~on 60Me de E. 

2 )  S i  de p h  A eb.t ayméhique, d o u  A a i t  deme a i  eA heule- 

ment a i  l e  couple (B ,A)  conCient un couple p/tincipd de décompoa~on de E.  

Démonstration 

El le  résu l te  du théorème 4.1 e t  du corol la ire  4.2 de ce théorème. 

CokoUuhe 6.7. - 

Soient E un ebpace vec;to/ti& ami-nomé de dimendion indinie  dé- 

nombtrable, B aa a&-bode w i t é  ouva te  (ou b m é e )  G A un convexe de 

dimendion indinie de E. A l o u  le6 conceubionb 1 et 2 du théotrème 6.2 hon t  

u ~ & M .  

Démonstration ------------- 
Elle  résu l te  immédiatement du théorème précédent. 

6.7.3.- Remanque 

Dans l e  corol la ire  précédent, l'hypothèse "A de dimension inf inie"  

e s t  superflue lorsque E e s t  nom6 (puisque, dans un t e l  espace, tou te  

var iété  l inéa i re  de dimension f i n i e  e s t  fermée). 

6.2.- DECOMPOSITION D ' U N  ESPACE V E C T O R I E L  SEMI-NORME DE DZMENSION lNF1NlE EN SOMME 

DE CONVEXES DENSES.- 

Avant de donner l e  théorème de décomposition (théorème 6.3), nous 

avons besoin des lemmes suivants : 



6 . 2 . 1 . -  L m e  6 . 2 . -  - 
Soient E un apace v e c t o ~ d !  de dwenbion indinie dénombmble, & 

G unaoua-upaceveotahid. de E decümenbion ct codimev~sionin&LnLu. 

k e o ~ ,  poun * o d e  bade (enIn&* de E que (e2n)nEN* une b u e  

de G , ie e d z e  une &m&tte etbke (fnIndu* de décomposXon Idohte ou 

non) de E uhociée à ûi b u e  (en)na* "t q1Li e6-t t&e que : 

cuXe homme é tan t  ditreclte. 

Démonstration . ------------- 
Soit IJ un élément de l'ensemble Q défini au paragraphe 5.1 - 2 .  

* 
Posons, pour tout n E IN , 

On vérifie, d'une manière analogue à celle du paragraphe 3.3.2, que la 

famille (fnIncW* ('esp. : *) est une famille de décomposition ( 'A)ns~ 

(resp. : décomposition forte) de E associée à la base (enIn& 

Il est clair que les familles (fn)nEB* et (fA)ncB* sont libres car 

9(1) f o. 

On vérifie aisément que les familles 

sont des bases de E. 

Lemme 6 . 3 . -  - 



pom itou;te b a e  ( e ,  * de E où J a X  un endembLe bien otrdonné 
i i s J x N  

(card  J = a )  et J x IN" bien ohdonné pah l a  &dat ion  dloildne lexhogka- 

pkique, et *&te que (eiIiEJxm * a o a  une b u e  de G, LX exhite une &nk.Ue 

Gbke  ( f i ) i E J x N  * de d é c o m p o ~ ~ o n  ( d o u e  ou non) de E aaoc iée  à La 

b a e  pkécédente et véA,Ldiant : 

c m e  homme é t a n t  &ec;te. 

Démonstration ------------- 
Soient,  pour tou t  j E J ,  

E j  
l e  sous-espace vec tor ie l  de E ayant pour 

) * e t  G l e  sous-espace vec to r i e l  de E ayant pour 
base ( e ( j , n )  n m  j j 

base ( e ( j , 2n )   EN * O  

Le lemme précédent montre que, pour tou t  j E J ,  il ex i s t e  une famil le  l i b r e  

) * de décomposition ( f o r t e  ou non) de E associée à 1s base 
( f ( j , n )  n a  j 

) * t e l l e  que : 
( = ( j  ,n) n d  

Le théorème 3.2 montre que l a  famille 1 ( f ( j  .n) (j , n )c~>Q$ 
e s t  une fami l le  

l i b r e  de décomposition ( f o r t e  s i ,  pour t ou t  j E J, ( f ( ,n) In&* l ' e s t )  

de E associée à l a  base (ei) icJdN *. On v é r i f i e  facilement que 

e t  que c e t t e  somme e s t  d i rec te .  

Lemme 6.4.- - 
Soien;t E un espace vecito/u& de dimenaion indin ie  dénombmble, 

( e n ) n E ~  
* une babe de E, $ E @ ' (vo i r  5.1 .2 ) .  



I e  , f  )] & -C aont L L n é d m e n t  b o t l n é ~ ,  d i n j o i r u 2 ,  LU convexed c = C C  u * 
ndN 

non u b i q u k t a h u  et t& que C-C = E. 

Démonstration ------------- 
Montrons que C e s t  linéairement borné. 

So i t  x E C avec x # O.  Puisque x E E ,  x s ' é c r i t  d'une manière unique 
k 

sous l a  forme x = 1 xi e avec i à # o. 
i= 1 

Puisque x E C ,  x s ' é c r i t  sous l a  forme 

-. 

avec 1 ( ~ ~ + u ~ )  = 1, hi e t  u i ?  O pour 1 $ i s N .  
i= 1 

I l  e s t  c l a i r  que N > k. 

Montrons que l ' on  peut supposer que N = k. 

Puisque l a  décomposition de x suivant l a  base ( e n ) n a *  

e s t  unique, on en déduit que : 

Puisque, pour 1 s i 4 N ,  on a A .  2 O e t  pi ', O ,  e t  puisque $(1)  > O ,  
1 

l e s  é g a l i t é s  ( N )  ( - 1  . , 1 entra înent  successivement : 



Ainsi ,  on peut supposer que N = k. Les éga l i t és  ( 1 1, (21, . . . (k) montrent 

que : 

lxi[  < 1 + 8 ( 1 )  + 6 ( 2 )  + ... $(k )  pour 1 s i 6 k-1. 

O < X 7 1 + ) (1) .  

LI 

Soient maintenant y = 1 yi ei E C e t  A l a  demi-droite : 
i= 1 

avec z # O  e t  z =  1 z e . .  i 1 i= 1 

Soi t  m un e n t i e r  t e l  que z '  = Yi 
= O pour tou t  i > m. 

1 

S i  {y)  + A C C ,  il ré su l t e  des inéga l i t és  (1) e t  de l a  déf in i t ion  de m que 

l ' o n  a,  pour t o u t  p 3 O e t  pour 1 6 i s m, 

Ceci montre que zm = z - - . . . = z = O ,  ce qui e s t  absurde ; C e s t  donc 
m- 1 1 

l inéairement borné. 

De plus  l a  dernière i néga l i t é  de (1) montre que C n (-C) contient  au plus  

1 'origine.  

Montrons que O 4 C ,  ou plus  précisément que O , a  l i n  C, ce qui montrera que 

C n ' e s t  pas ubiqui ta i re  e t  que C e t  -C sont d i s j o in t s .  

So i t  x E C avec x # O. Montrons, par  l 'absurde,  que l ' on  ne peut avoir  

t x  E C pour t o u t  t E ]0,1]. 

Soi t  xk l a  dernière composante non nu l l e  de x. 

D'après ce qui a é t é  d i t  plus haut,  

k 
avec 1 ( h i ( t ) + u i ( t ) )  = 1 ,  A .  ( t )  e t  v i ( t )  ) O pour 1 a i r k. 

1 i= 1 

ème 
Désignons par  t x .  l a  i composante de t x .  

1 

On a,  pour 1 6 i 6 k : 



Posons M = sup I$ ( ï ) ,  9 ( 2 ) ,  ... , $(k) ) .  

Soi t  E > O ; choisissons t suffisamment p e t i t  pour r é a l i s e r  ltxi ( c E 

pour 1 i i < k. 

Montrons, par récurrence f i n i e  su r  k-i,  que, pour 1 5 i d k : 

Pour k-i = O ,  on a : 

donc 

Supposons que, pour O 5 k-i S p-1 , on a i t  : 

M k-i 
+lJi(t) $ ( i l  < E (1  +JO), , 

e t  montrons que : 

 après llhypothèse de récurrence,  on a, pour O < k-i S p-1 : 

On en déduit  que : 



donc que : 

M M 
A (t) + Yk-p (t) ~ ( 1 )  < € + E - [1 + (1 + -) + ... + (1 + -)P-l] , 
k-P 9(1) ip(1) 9(1) 

donc que : 

M 
A (t) + Yk-p(t) $( 1 ) ' E (1 + -lP* 
k-P $ ( I l  

Ainsi la récurrence est achevée. 

Des inégalités précédentes, on déduit que, pour 1 s i s k : 

M k-i E 
A$) < E (1 + QO) et vi(t) < - 

Ainsi, on a : 

L'inégalité précédente contredit l'égalité 

ainsi C n'est pas ubiquitaire et C n(-C) = @. 
Montrons. enfin que C - C = E. 

Posons Cl = C - {el}. Puisque C' - C' = C - C, il suffit de montrer que 

~e convexe c [C U (-CI] contient CS LU * {en}] et CS[ U * {fn}]. On a 
ncN ncN 

donc, d'après la proposition 1.1 : 

Ainsi, d'après le théorème 3.1, on a 



On en dédui t ,  d 'après l e  lemme 5.5,  que : 

C I  é t an t  un convexe contenant l ' o r i g i n e ,  on a a l o r s ,  d 'après l a  proposi- 

t i o n  1 . 1 ,  C I  - C '  = E. 

Lemme 6 .5 . -  

Soient E un edpace vectoniel de donemion indin ie  et ( ei I iEI  
* 

une b u e  de E avec 1 = J x (N (J  ét& bien ahdonnê eA 1 <.tant bien 

ohdonné p a ~  l'ohdhe lericoghapkique). I l  d t e  une base (filiEI de décom- 

poafion SoMe de E u a o d é e  à l a  b u e  p/récédente eA t&e que lu convexu 

c = C [ U  {ei,fi}] et -C a o i e n t  h é a i n e n e n t  boknés, d is jo in ts ,  non ubi- 
i ~ 1  

qLLiit&ed et vé/udient c - C = E. 

Démonstration ------------- 

Soient ,  pour t o u t  j E J ,  E l e  sous-espace vec to r i e l  de E ayant pour 
j 

base ( e ( j , n ) ) n d r  et 'j E Q I .  

* 
Posons, pour t o u t  n E M e t  pour tou t  j E J ,  

Posons, pour t o u t  j E J ,  

D'après l e  lemme 6.4,  l e s  convexes C e t  -C sont linéairement bornés, 
j j 

d i s j o i n t s ,  non ub iqu i ta i res  e t  t e l s  que C .-C = E 
J j j ' 

Posons 

Les convexes C e t  -C sont linéairement bornés d 'après l e  co ro l l a i r e  2.6 

ca r  E =  @ E 
j E J  j '  

Les convexes C e t  -C sont d i s j o i n t s  : En e f f e t ,  s ' i l  e x i s t e  x E C n ( - C I ,  



a lo r s  O E C ,  ce qui e s t  absurde d 'après l a  troisième p a r t i e  du théorème 2.3. 

Les convexes C e t  -C ont une somme égale à E ca r  C - C e s t  un convexe 

qui contient  tous l e s  E 
j ' 

Il  e s t  à noter que ( * i ) i c r  
e s t  bien une base ( t r i angu la i r e )  de décomposi- 

t i o n  f o r t e  de E associée à l a  base ( e i ) i e I  
(d 'après  l e  théorème 3.2) . 

Il r e s t e  à montrer que C n ' e s t  pas ubiqui ta i re .  Pour ce la ,  montrons que 

S i  O appartenait  à l i n  C ,  il e x i s t e r a i t  x E C ( x  # O )  t e l  que, pour 

Puisque E = @ E il ex i s t e  un sous-ensemble f i n i  unique K de J t e l  
j E J  

. j 

que x = 1 % avec e t  \ # O  p o u r t o u t  B E K .  
k€K 

Puisque, pour t o u t  t E ] 0,1] , t x  E C e t  que l a  somme des E e s t  d i rec te ,  
j  

Ainsi ,  pour t o u t  k E K ,  c ( t  ) s ' é c r i t  sous l a  forme k 

> O. avec c lk (%)  = p 
Puisque O / l i n  Ck ( vo i r  démonstration du lemme 6.4), il ex i s t e  

% > O  

indépendant de t t e l  que ~ ( t )  > %. 

On en déduit que, pour t ou t  k E K ,  

Posons m = i n f { a }  ; on a m > O. 
~ E K  



Posons card K = n. On a a lo r s  : 

ce qui e s t  absurde. Ainsi O & l i n  C .  

Lemme 6.6.- 

T o u t  upace v e c t o ~ d  E A&-nomé de chnemion indinie a e b t  

dam E. 

Démonstration ------------- 
Il e s t  possoble d ' é c r i r e  E sous l a  forme : 

où J e s t  un ensemble bien ordonné sans p lus  grand élément avec ca rd  J = a ,  

chacun des sous-espaces vec tor ie l s  E de E ayant auss i  l a  dimension a .  
j 

Montrons, par  récurrence t r a n s f i n i e ,  qu'à chaque R E J ,  on peut assoc ie r  un 

sous-espace vec to r i e l  FR de E dense dans E ,  ayant pour dimension a e t  

t e l  que E s ' éc r ive  sous l a  forme : 

Soi t  jo l e  plus p e t i t  élément de J. Montrons que 'la propr ié té  e s t  vra ie  

pour jo.  

Posons G = B E 
j > j  'i 

* de E (card K = a ,  On peut supposer que l ' o n  cho is i t  une base (eiliEKm. 
* 

K bien ordonné e t  K x IN bien ordonné par  l ' o rdre  lexicographique) t e l l e  

O 
que, pour t ou t  i E K x M , e .  E B, où B désigne l a  boule uni té  de E 

1 

e t  t e l l e  que (ei 'i~Kx'2N 
* s o i t  une base de G . Le lemme 6.3 montre q u ' i l  

ex i s t e  une famille l i b r e  ( f i ) i ~ K M N  * de décomposition de E associée à l a  

base ( e i ) i ~ K ~ N  * vé r i f i an t  : 



Posons F = S[ u . {fi}]. 
j O i EKXN 

On a donc : 

D'autre par t  l e  couple (B,F .  ) contient  l e  couple (CS[  " . { ei}] , 
J~ i ~ K x t N  

CS [ U , { f .  -] ) qui e s t  un couple p r inc ipa l  de décomposition de E ; 
i E K N  

1 

a i n s i ,  d'après l e  théorème 6.1,  F e s t  dense dans E. 
j o  

Supposons l a  propr ié té  v ra ie  pour tous l e s  indices j < e t  montrons qu 'e l l e  

e s t  v ra ie  pour R. 

Montrons d'abord que l a  somme 

e s t  d i rec te .  

I Pour ce la ,  il s u f f i t  de montrer que, pour tou t  sous-ensemble J '  f i n i  de 

I l 'ensemble des j < R e t  pour t o u t  sous-ensemble J" f i n i  de l'ensemble 

des j >, R ,  l a  somme 

e s t  d i rec te .  

S i  J1 = %, c ' e s t  évident. 

I Sinon, posons 

On a k < R ; de plus d 'après l 'hypothèse de récurrence, 

ce qui montre que l a  somme précédente est bien d i rec te .  
* 



Posons alors : 

On a G n Et = { O } ,  donc G est de codimension a .  

En raisonnant comme au début de la récurrence (c'est-à-dire en appliquant à 

G le lemme 6.3 et le théorème 6.1), on trouve un sous-espace vectoriel 

FR dense dans E et tel que : 

Ceci achève la récurrence. 

Envisageons maintenant le sous-espace vectoriel @ F de E (on vérifie 
~ E J  j 

aisément que la somme 1 Fj est directe). 
j EJ 

Deux cas sont a priori possibles : 

Dans le premier cas, le lemme est démontré. 

Dans le second, en considérant un sous-espace vectoriel F' supplémentaire 

dans E de @ F et en posant 
jeJ 

j 

on aboutit aussi à la conclusion désirée. 

S o L t  E un upace vectahiel aemi-nome de dimension k i i n i e  a. 

7 )  E e6.t aomme de deux convexa dense6 danb 8, finéaihement 

bohnéh, cü~ j a m ,  aymli;truqu~ l ' u n  de l l W e ,  et non ubiq&aihes. 

2 )  SA. B e?lZ un ca/r&na.l Jtd que 2 s B s a ,  E ut homme dinecte 

de B ao~~6-upace6 v e c t o h i d  de &ension a ,  d ~ e s  davu E, chacun d'eux 

l2Xan-t homme de deux convexes densu dans E ,  kSné&ment borrnéh, dinjoi&, 



~ymé,tkLqua l'un de l'au%, & non ubiqwR:&u dam l e m  J m W e  spa.tide, 

Démonstration ------------- 
2)  Le lemme 6.6 montre que l ' on  peut é c r i r e  E sous l a  forme 

avec card J = B ,  chaque sous-espace vec tor ie l  E é tant  de dimension a 
j 

e t  dense dans E.  

Le lemme 6.5 montre en cho is i s san t ,  dans chaque E une base ayant tous ses  
j ' 

éléments dans l a  boule un i t é  l ' ex i s tence ,  dans chqque E de deux convexes 
j 

C e t  -C denses (d 'après  l e  lemme 6.1 ) dans E (donc dans E )  , l inéa i re -  
j j j 

ment bornés, d i s j o in t s ,  non ubiqui ta i res  dans E e t  de somme égale à E 
j ' j ' 

1 ) Pour démontrer l a  première p a r t i e ,  on raisonne ( comme précédem- 

ment) en u t i l i s a n t  le ïemme 6.5 e t  l e  ïemme 6.1. 

6.3.-  PARTITION EN CONES CONVEXES DENSES.- 

SoiA E un upace  ve&omM A&-nomé de d immion i n J i L e  a 

& A O ~ A  B un cm.dind t& que 2 s B s a .  M a u  E u.t héunion de B cône6 

convexex denda,  de dimendion a, ayant un point i n t a n e  h W 6  e;t: deux a 

deux dis j a i m .  

Démonstration ------------- 
Nous distinguerons plus ieurs  cas.  

Le lemme 6.6 montre que l ' on  peut é c r i r e  E sous l a  forme : 

avec card J = B ,  chaque sous-espace vec tor ie l  E é tan t  de dimension a 
j 

e t  dense dans E. 



On peut supposer que l'ensemble J e s t  b ien  ordonné sans plus  grand élément. 

~ é s i g n o n s  par p l e  p lus  p e t i t  élément de J. 

S o i t ,  pour tout  j E J,  un hy-percône S de sommet O de E contenant un 
j j 

point  in terne  r e l a t i f  (un t e l  hypercône e x i s t e  : En e f f e t ,  so ient  
H j 

un hy- 

perplan de E passant pa r  l ' o r i g i n e ,  D l ' un  des demi-espaces ouverts  
j j 

(algébriquement) de E ayant pour f r on t i è r e  (algébrique) H e t  S! un 
j j J 

hy-percône de sommet O de H . Posons Sj  = Si U D j .  S e s t  un  hy-percône 
j j 

de sommet O de E ( v o i r  paragraphe 1.1.10) car  S e s t  convexe e t  c a r  
j j 

En ou t re  S cont ient  u n  point  in terne  r e l a t i f  c a r  S.  3D.). 
j J J 

Posons, pour t o u t  j E J avec j > p : 

e t  posons : 

Pour t ou t  j E J ,  K j  e t  K! sont des cônes convexes (comme somme de cônes 
J 

convexes). 

I l s  sont tous denses e t  de dimension a c a r ,  pour t ou t  j E J, @ Ei 
i> J 

e s t  dense dans E e t  de dimension a. 

Pour t ou t  j e J ,  K cont ient  un point  in te rne  r e l a t i f  : Ceci 
j 

r é s u l t e  du f a i t  que S contient  un point  in te rne  r e l a t i f  e t  du mode de cons- 
j 

t r u c t i o n  des K . .  
J 

Les cônes précédents sont  deux à deux d i s j o i n t s  : En e f f e t ,  on a d'une p a r t ,  



pour t ou t  j E J , 

( sinon, puisque K e t  K! sont convexes, O appar t iendrai t  à K .  n K '  
j J J j '  

ce qui e s t  absurde). 

D'autre p a r t ,  s i  j e t  L E J ,  avec j # fi, on a : 

En e f f e t ,  supposons, par  exemple, j < L. 

Soient x = 1 xk e t  y = 1 yk deux po in t s  de E t e l s  que, pour tout  
ksJ ~ E J  

Puisque E =  8 Eh, o n v o i t  que, s i  x appar t ient  à K ou K '  x é tan t  
+ ~ E J  j j ' 

# O ,  e t  s i  y appar t ient  à KQ ou K i  , on a x j # O e t  y j  = O donc 

x # Y. 

En ou t re ,  O appar t ient  à K n 'appar t ient  pas à K pour j > p e t  n'ap- 
P ' j 

pa r t i en t  pas à K! pour t ou t  j E J .  
J 

Ainsi l e s  cônes précédents sont deux à deux d i s j o i n t s .  

I l  r e s t e  à montrer que : 

E = U ( K ~  U K!). 
j e J  J 

Soi t  x E E. S i  x = 0 ,  a l o r s  x E K . 
P 

Sinon, puisque E = 8 E , posons x = 1 x j  avec, pour t ou t  j E J,  
~ E J  j j E J  

x E E Désignons par  i l e  p lus  p e t i t  élément de J t e l  que xi # 0. 
j j *  

Puisque Si e s t  un hypercône de sommet O de Ei , xi appar t ient  s o i t  à 

Si, s o i t  à -S. 1 ; s i  x. 1 E Si, a l o r s  x E Ki, e t  s i  x. 1 E -Si, a l o r s  x E K f .  

Posons B = 2n+l où n e s t  un e n t i e r  3 1 .  

Le lemme 6.6 montre que l ' on  peut é c r i r e  E sous l a  forme : 



chaque sous-espace vector ie l  E é tant  de dimension a e t  dense dans E. 
j 

So i t ,  pour 1 6 j S n, un hypercône S de sommet O de E contenant un 
j j 

point interne r e l a t i f .  

Posons, pour 1 d j S n,  

On v é r i f i e ,  en u t i l i s a n t  des arguments analogues à ceux u t i l i s é s  dans l e  

premier cas,  que l a  famille consti tuée par K1,Ks, ... ,Kn, K;,K;, ... ,KA 

et En+l r éa l i s e  l a  pa r t i t i on  désirée. 

3 ) rrgigigmg Ca2 : f3 gnt-icr_pai;. 

Posons B = 2n O n e s t  un en t i e r  2 2. 

Le lemme 6.6 montre que i f o n  peut éc r i r e  E sous l a  forme : 

chaque sous-espace vec to r i e l -  E égant de dimension a e t  dense dans E. 
j 

So i t ,  pour 1 6 j 6 n-1, un hypercône S de sommet O de E contenant un 
j j 

point interne r e l a t i f ,  e t  s o i t  Sn un hypercône de sommet O de En, conte- 

nant un point in terne r e l a t i f  e t  dense dans En, donc dans E (un t e l  hyper- 

cône ex is te  : En e f f e t ,  soient H un hyperplan de En, dense dans En e t  
n 

passant par l ' o r ig ine ,  Dn 1 'un des demi-espaces ouverts ( algébriquement ) 

de En ayant pour f ron t iè re  (algébrique) Hn, e t  SA un hypercône de 

sommet O de Hn. I l  s u f f i t  de poser Sn = SAU D ) .  n - 

Posons, pour 1 j 6 n-1 



e t  posons 

On v é r i f i e ,  en u t i l i s a n t  des arguments analogues à ceux u t i l i s é s  dans l e  

premier cas que l a  famil le  consti tuée par K1 ,Kp ,  ... ,Kn, K;,K;, ... , K' n 

r é a l i s e  l a  p a r t i t i o n  dési rée .  

Dans l e  cas où B = 2 ,  on peut é c r i r e  : 

avec 

où S e s t  un hypercône de sommet O de E ,  contenant un point  in te rne  

r e l a t i f  e t  dense dans E. 

Remahquu 

1 ) On pou r r a i t ,  dans l e  premier cas de l a  démonstration du 

théorème 6 .4 ,  obtenir  une au t re  p a r t i t i o n  en supposant J bien ordonné avec 

un plus  grand élément e t  en raisonnant comme dans l e  deuxième cas. 

2 )  Klee a donné un r é s u l t a t  analogue au théorème 6.4 dans [19] au 

moyen, t ou t e fo i s ,  de cônes convexes ubiqui ta i res .  Dans 1181 , Klee a auss i  

donné, dans un cadre plus général ,  un r é s u l t a t  du même type que ce lu i  que 

nous trouvons ( sans u t i l i s e r  l a  notion de convexe ub iqu i ta i re  ) ; cependant, 

dans ce r ta ins  cas,  l a  p a r t i t i o n  e s t  r é a l i s ée  au moyen de convexes qui  ne 

sont pas des cônes. 



CHAPITRE VI1 

APPLZCATTON A L'ETUDE DE LA BORNE INFERTEURE 

DE DEUX TOPOLOG1 ES D'ESPACE SEMT-NORME 

Ce chapi t re  cons t i tue  l e  développement de l a  note  [12]. 

Dans l e  paragraphe 7.1,  nous in t roduisons ,  pour t o u t e  p a r t i e  (d'un espace 

v e c t o r i e l )  contenant l ' o r i g i n e ,  La notion de noyau l i n é a i r e  e t  démontrons 

deux p r o p r i é t é s  (lemmes 7.1 e t  7 .2 )  indispensables pour l a  s u i t e .  

Dans l e  paragraphe 7 .2 ,  nous ca rac té r i sons  (théorème 7 . 1 ) ~  s u r  un espace vec- 

t o r i e l  E de dimension i n f i n i e ,  l e s  couples de topologies  semi-normées dont 

l a  borne i n f é r i e u r e  dans l 'ensemble des topologies  d 'espace v e c t o r i e l  topolo- 

gique s u r  E e s t  l a  topologie  g ross iè re .  

Dans l e  paragraphe 7.3,  nous étudions l a  borne i n f é r i e u r e  de deux topo log ies  

d'espace semi-normé. D'une façon p lus  p r é c i s e ,  nous montrons, au théorème 7.2 

qu ' é t an t  donnés deux convexes absorbants C l  e t  K avec CIC K e t  K sy- 

métrique, on peut t rouver  sous c e r t a i n e s  hypothèses un convexe C2 
absorbant ,  

symétrique, t e l  que l e s  i n t e r n a t s  de C [ C ~  U c2] e t  de K coïncident .  Les 

c o r o l l a i r e s  7.2 e t  7.3 sont  des conséquences topologiques de ce théorème e t  

donnent des r é s u l t a t s  concernant l a  borne i n f é r i e u r e  de deux topologies  d'es- 

pace semi-normé. Nous montrons en p a r t i c u l i e r ,  au c o r o l l a i r e  7.2, que s i  1 

e t  p  sont  deux semi-normes s u r  un  espace v e c t o r i e l  E de dimension i n f i n i e  

t e l l e s  que p  f p , e t  s i  
1 

N2 e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  de E contenu 

dans ~ e r ( p )  e t  de codimension i n f i n i e  dans E, a l o r s ,  en désignant pa r  9 
*2 

l 'ensemble des semi-normes su r  E ayant N2 pour noyau, l ' équa t ion  : 

a une so lu t ion .  

Enfin l a  proposi t ion  7 .2  généra l i se  un r é s u l t a t  de Bourbaki (vo i r  131 , 

page 135, exerc ice  n012). 



7.7.-  NOTION DE NOYAU LINEAIRE.-  

E é tan t  un espace v e c t o r i e l ,  A une p a r t i e  de E ,  M un sous- 

espace v e c t o r i e l  de E ,  nous noterons,  dans t o u t e  l a  s u i t e ,  pa r  i [A] l ' i n -  
M 

t e r n a t  de A n M dans 1 'espace v e c t o r i e l  M (en p a r t i c u l i e r ,  on a 

i [A] = i [A] ) . 
E 

7 . 7 . 7 . -  U é d i W o n  7 . 7 . -  

S a d ,  dam un enpace vectohiel E ,  une p u e  A contwartt 
! 

\ 

l 'ohigine O ,  n o ~ n  appdom noyau Linéahe de A CLZ notom N [A] l e  plUn 

gnand noun-upace vecto/u& de E contenu dam A. 

On v é r i f i e  facilement que, A é t an t  une p a r t i e  de E contenant l ' o r i g i n e ,  

7 . 7 . 2 . -  Lemme 7.7.- 

Soient, dana un eapace vedohie l  E, un convexe abnatbant A ct 

M un hou-upace  v e c t o ~ e R  nupplémentahe de N L A J .  
A l o u ,  an a : 

Démonstration ------------- 

Posons B = i [A] + N[A]. M 

Puisque A e s t  absorbant, iM[A] e s t  non vide ( l ' o r i g i n e  appartenant à ce 

de rn ie r  ensemble). 

Montrons que B C i [A]. 

S o i t  x E B ; montrons d'abord que x E A. Puisque x E B, x s ' é c r i t  de l a  

forme : 

x = a+n, 

avec a E i [A] e t  n n NN[A Puisque a E i [A] , l a  proposit ion 1 .4  montre M M 

q u ' i l  e x i s t e  a > 1 t e l  pue a a  E iMH. 



On peut a l o r s  é c r i r e  x sous l a  forme : 

Cette é g a l i t é  montre que x E C[A U N[A]] = A. 

Montrons maintenant que x E i [A] . 
Soi t  e un vecteur quelconque non nul de E. e s ' é c r i t  sous l a  forme : 

avec m E M e t  n t  E N[A]. 

Puisque a E i [A] il ex i s t e  A > O t e l  que, pour t ou t  A E [ o , A ~ ]  , 
M O 

a + Am E iM[~]. Ainsi ,  pour A E [0,A0] , 

Montrons maintenant que i [A] C B. Soi t  y E i [A] . y s ' é c r i t  sous l a  forme : 

avec m" E M e t  n" E N[A]. 

Puisque 1 [A] + N[A] = i [AJ ( v o i r  proposit ion 1 . 5 ) ~  

On en déduit  que ml' E i[A] n M y  donc que m" E iM[A]. Ains i ,  y E B. 

Lemme 7 . 2 . -  

Soiemt, dam un ebpace veototU& E ,  deux boa-ebpaceb vectotUee6 

supplEmen.t&ed El et E2, et deux convues c l  et c2 contenant l 'o tUghe 

et heapectivenient contenu dam E~ et E2. M o u ,  on a : 

Démonstration . ------------- 
I l  e s t  c l a i r  que N[c1] + N[c~]  C N [ c ~ + c ~ ]  ca r  N[c1] + N[CJ e s t  un sous- 

espace vec to r i e l  contenu dans C1+C2. 

Montrons min tenan t  que N [ c , + c ~  C [CS + [c2] 



Il  s u f f i t  de montrer que, s i  A e s t  une d ro i t e  passant par O e t  contenue 
? 
dans N [c1+c2] a l o r s  A e s t  contenue dans N[cl] + N [c2] . 
Il  e x i s t e  e E E avec e # O t e l  que A = (Ae 1 X E IR). 

e s ' é c r i t  sous l a  forme : 

avec e E E  e t  e 
1 1 2 E2* 

Puisque AC N[C +C 1 C Cl + Ca e t  que E = El û9 E2, a l o r s ,  pour t o u t  
1 2- 

h E IR,  he E C e t  Aeg E Cg. Ainsi ,  on a : 
1 1 

7.2.  - CARACTERTSATTON DES COUPLES O€ TOPOLOGIES D'ESPACE SEA41-NORME AYANT POUR 

BORNE I N F E R I E U R E  LA TOPOLOGIE GROSSIER€. - 

7 . 2 . 1 . -  Montrons d'abord un r é s u l t a t  concernant l e s  bornes in fé r ieures  de 

topologies qui semble ne pas avoir  é t é  e x p l i c i t é  auparavant. 

Lemme 7.3.- 

Soient E un espace veotohiel, % 1' ertsemble d e s  topologies 

compaaXbles avec l a  aRtructue d'espace vectotLid de E, % l e  hou-ertsemble 

de % dom2 d e s  .topologies localement convexes. S o a  (ZiI iEI  une 6 0 u -  

~amLUe &inLe non vide de et dés.(snom, pouh .tout i E 1, p m  CU l e  

ay~tème dondamentde 60mé d e s  vodinages convexes aym&Wque6 de l 'ohig ine  

pom i. Y % A l o u  ta  amX Xe 3 d e s  ertsembles vi, où pom t o d  i E 1, 
i e I  

V. 
E ?ri est  un 6 ptènie dondamental de voAinages de l' ohigine p o w  une 

1 

topologie % de % . % es t  bonne O z d é h i m e  de la &zm.XXe i % 
darts % (c'est-à-diire l a  p h 6  dine d e s  topologies de % q, h o n t  moirts 

dines que tou*es Les % i) et es t  bonne in~é tL iewe  de ta &mLUe ( I icI  
dam 3 . En pa)LticLLe+m, 6 i  chaque % est une .topologie d'espace derni- 

%orné admettant B. powl b o d e  uni té ,  est  a u s i  une topologie d'espace 
1 

senti-nome admettant CI u 11 poun boule uni-té. 
i ~ 1  



Démonstration ------------- 
Montrons d'abord que 3 e s t  un système fondamental de voisinages de l ' o r i g i n e  

pour une topologie % de % . 11 e s t  c l a i r  que 3 est urie base ae  f i l t r e  s u r  

B e t  que, tou t  V 2 9, V e s t  convexe (donc é t o i l é ) ,  syI'nétrique e t  
\ 

absorbant. D'autre p a r t ,  pb'urir. t bu t  V E 9, il ex i s t e  W E $ t e l  que W + W C V .  

En e f f e t ,  s o i t  V E ; V s ' é c r i t  SOUS l a  forme : 

oùpour  tou t  i 1, V.  1 EVi. 
1 Posons w = 1 r V i *  

i s I  

Alors W E 
1 % e t  o n a  w = - V .  
2 

Il en r é su l t e ,  d 'après l a  proposit ion 1.1, que : 

~ i n s i  % E % e t  il e s t  8101s c l a i r  que Z E C .  
Il  r e s t e  à montrer que, ' é tan t  une topologie de 3 moins f i n e  que 

tou tes  l e s  Si, e s t  moins f i n e  que % . 
Désignons par  1 'ensemble des voisinages de 1 'or igine  pour ' . Il  suf- 

f i t  de montrer que, pour t ou t  V 1  E vt, il ex i s t e  V E % t e l  que V' > V .  

Soi t  V 1  ET. Posons card 1 = n. Il  ex i s t e  W'  E t e l  que : 

W'  + W1 + ... + W'C V 1  ( w '  e s t  é c r i t  n f o i s ) .  

Puisque W t  E ,v e t  que e s t  moins f i n e  que t o u t e s  l e s  % i, il e x i s t e  

p o u r t o u t  i E 1, Vi E T  t e l q u e  W 1  3 V i .  O n a d o n c  1 V.C V ' .  
i 1 i ~ 1  

I l  s u f f i t  a l o r s  de poser V = 1 V . .  
1 i ~ 1  

La dernière asse r t ion  du lemme 7.3 se  démontre aisément. 

7 . 2 . 2 . -  P~opod.LCion 7 . 1  .- 
S u d ,  dan6 un espace vectahid E de donemion indinie dénombhable 

un convexe c l  abdonbant. I l  eud.te une &m.üXe i n y n i e  de convexes C2 



a y m W q u u ,  abaohbad , finé&emen;t bohnéa , ne a ' abaohbant pab m&u&ement 

.tela que c[cl u CJ = E. 

Démonstration ------------- 
* 

Soi t  (en)nEm* une base de E t e l l e  que, pour t ou t  n E W , e n e t  -e n 

appartiennent à . 
1 

Considérons une appl ica t ion 4 E 4 ( v o i r  paragraphe 3 .3-2)  e t  désignons Par 

* * 
k une appl ica t ion c ro i s san te  de IN dans R+ t e l l e  que k ( n )  = +"a 

ri++= 
Il e s t  c l a i r  que k$ E @ .  

* 
Considérons, pour tout  n E IN , 

e t  posons 

Les convexes C2 e t  C; sont linéairement bornés d'après l e  l e m e  2.1. 

La proposit ion 1.1 e t  l e  théorème 3.1 montrent que : 

Montrons que C2 e t  C i  ne s 'absorbent pas. 

Pour ce la ,  montrons d'abord que, s ' i l  e x i s t e  X ? O t e l  que AC; C C 
2 y 

a lo r s  h = 0. 

En e f f e t ,  s i  on a : 

111 

avec 1 lapl < 1 ,  on en déduit que m = n e t  que : 
p= 1 



pour n assez grand (par  dé f i n i t i on  de 1 'ensemble @ ) . 
Il en r é s u l t e  que X = 0. 

Montrons maintenant que , s ' i l  e x i s t e  u ', O t e l  que pC2 C Ci, 

a lo r s  u = 0. 

En e f f e t ,  s i  on a : 

1U 

avec 1 1 B p l  r 1 , on en déduit que rn = n e t  que : 
p= 1 

Ainsi ,  on a ,  pour n assez grand : 

ce qui  montre que i~ = 0. 

On peut prendre, par  exemple, pour famil le  l a  famil le  des convexes 

associés  aux fonctions kr où r E R+. 

C o k o U e  7 . 1 . -  

La pt~opoa,iXon 7.1 ut mcohe v h e  tomque E ut un upace  

v e c t o t u d  de cümev~~sion indinie  qudconque. 



Démonstration ------------- 
On peut é c r i r e  l a  base de E sous l a  forme (eiIiEJxN * où J e s t  un ensemble 

* 
non vide,  e t  supposer que, pour t o u t  i E J x B , ei e t  -e. 1 appart iennent  

à C l .  Supposons que J contienne plus  d'un élément e t  s o i t  j O un élément 1 
I 

f i x é  de J. l 
k ,  IJ e t  r ayant l e s  mêmes p ropr ié tés  qu'à l a  proposit ion 7.1, posons : 

* 
avec, pour t o u t  n E iN , 

e t  posons, pour t o u t  j E J Q j 1 : 
O 

* 
avec, pour t o u t  n E û l  , 

Posons 

On consta te ,  en appliquant l a  proposi t ion  7.1 e t  l e  lemme 2.1 , pue 1 'on peut 1 
prendre pour fami l l e  5 l a  famil le  ( c 2 ( r )  

7 .2 .2 . -  Théohéme 7 . 7 . -  

I ) Soient p l  et p2 
deux demi-nomes diUi un espace vec toh id  

E de donemion in&nLe, , et % , l e6  Xopologied addodées, BI et 

B2 l e6  AM-boutes  uni;téh ouvmte6 ou b m é e 6  hespec;tives. Une condiLion 

nécumdze et ~uddisante  powr pue l a  topologie bohne i n d e d i m e  de % et 

& , dam l t  ememble des topologies d' espace v e c t o ~ e l  topologique A U  E 



6 0 a  la topologie gh066ièhe est  que l e  couple ( B ~  , B ~ )  contienne un couple 

ptinaipd de décompobXon de E. 

2 1 % , &tant une topologie d '  espace semi-nomé suk E, e d t e  

une i n d i d é  de topologies d espace nomé 6 W  E deux à deux non com- 

pairables et .teltu que l a  boone inuigehieune de % et % dam 1 ' en6 em ble 

d u  XopoLogies c i '  apace vecto&Ld Xopalogique am E 6 o L t  l a  topologie 

Démonstration 

1 )  Montrons que l a  condition e s t  suff isante .  

S i  l e  couple ( B ~ , B ~ )  cont ient  un couple p r inc ipa l  de décomposition de E ,  

on a BI + B2 = E (vo i r  dé f in i t i on  4 . 1 ) .  On en déduit que, pour t o u t  h > O 

e t  pour tou t  p > O ,  AB, + pB2 = E. 

I l  en r é s u l t e ,  d 'après l e  lemme 7.3 que l a  seule topologie d'espace vec tor ie l  

topologique moins f i ne  que e t  e s t  l a  topologie g ross iè re .  

Montrons que l a  condition e s t  nécessaire.  

Si  l a  borne in fé r ieure  de e t  % dans l'ensemble des topologies 

compatibles avec l a  s t ruc ture  d'espace vec to r i e l  de E e s t  l a  topologie 

g ross iè re ,  on a,  d'après l e  lemme 7.3, BI + B2 = E.  

On en dédui t ,  d 'après l e  co ro l l a i r e  4 $2 ,  que l e  couple ( B ~  , B ~ )  cont ient  un 

couple p r inc ipa l  de d6composition de E. 

2) Cet te  p a r t i e  e s t  une conséquence du co ro l l a i r e  7.1. 

7 . 3 . -  ETUPE DE LA BORNE ZNFERTEURE DE DEUX TOPOLOGlES D'ESPACE SEM1-NORME.- 

Soient, d m n  un upace v e c t o ~ d  E de dunenaion i n d i c e ,  un con- 

vexe s y m W q u e  abboobant K et un convexe abdoobant Cl contenu d a u  K .  

nie dana E ,  et contenu dam N[K], on peut a66ocien un convexe Cg p066é- 



( a )  : C2 ed* dyméfique, nbdohbant et N [ c ~ ]  = Np.  

( b )  : i [(![cl U cJ] = i[K] ; en coMéquence 

2 )  S i ,  de p l u ,  N* 
ed* de codimemion indinie  d a u  N [KI , ie 

ex&te une i n ~ i n L t é  de convexe, Cg acu%dainant aux p h o p ~ é f é a  ( a )  et ( b )  

et ne A l abbatbanit p u  mutu&ement. 

Dans tou te  l a  s u i t e  N désigne un supplémentaire de N2 dans N [K] . 
Distinguons deux Cas : 

1 )  N gsL d-e-dLmgn=ignnfLni-eA 

Soi t  M un supplémentaire de N M  dans E.   après l 'hypothèse f a i t e  sur  

l a  codimension de N2 dans E ,  F = M ie N e s t  un sous-espace vec to r i e l  de 

E de dimension i n f i n i e  (on a E = F ie N ~ ) .  

So i t  C i  un convexe symétrique contenu dans C l  n F e t  absorbant dans F. 

Supposons F muni de l a  topologie % d'espace semi-normé dont l a  semi-boule 

un i té  (ouver te)  e s t  i [CI] .  So i t  V un  sous-espace vec to r i e l  de F dense F 1 

dans F e t  supplémentaire de N dans F : V e x i s t e  c a r  N e s t  de dimension 

f i n i e  e t  c a r  un espace semi-nom6 de dimension i n f i n i e  e s t  somme d i r e c t e  l 

d'une i n f i n i t é  de sous-espaces vec to r ie l s  denses (vo i r  lemme 6.6).  

So i t  B un convexe symétrique absorbant linéairement borné dans N .  

Posons K t  = iV[K n V] e t  C; = Kt + B. 

Montrons que : 

On a d'abord : 

En e f f e t ,  il e s t  c l a i r  que NB n FI C N [K] n F ; réciproquement, 

N[K] n F C K n F  donc N [ K ] ~ F c B ~ ~ F ] .  



Il  en r é s u l t e  que : 

N [ K ~ F ]  = N [ K ] ~ F  = (N,@N) n (M@N) = N ,  

ca r  Ng n M = { O ) .  

Puisque F = V $ N ,  l e  lemme 7.1 montre que : 

Montrons maintenant que : 

Ains i ,  puisque K fl F e s t  convexe, on a : 

donc 

Montrons, réciproquement, que : 

Puisque K 1  + B = C; e t  que K t  = iV[K nv], on v o i t  que : 

De p l u s ,  on a : 



En e f f e t ,  s o i t  n E N. Puisque V e s t  dense dans F, 2n+V l ' e s t  au s s i  e t  

rencontre donc iF[C;  J . Ainsi ,  il ex i s t e  v E v e t  c 1 ' E i F [ct] 1 t e l s  que 

2n+v = c ' . 
1 

Puisque c '  E iF[c;'] C iF[K n F ]  = K t  + 1, que F = V @ N e t  que K I C  V ,  1 

on en déduit que v E K ' .  

Ainsi,  n = - l (ci-v) E c [iF[c;] u K'] . 
2 

Puisque l ' on  a : 

on en déduit que : 1 

n E iF[c[c; u c;]]. 

Ainsi l ' i n c lu s ion  (6)  e s t  vé r i f i é e .  

Montrons que : 

 après l a  proposition 1.1,  on a : C[K' U N] C K '  + N. 

Montrons l ' a u t r e  inclusion.  Soi t  x E K' + N. I l  ex i s t e  k E K' e t  n E N 

t e l  que x = k+n. Puisque iv[k'] = K t ,  il e x i s t e  a > 1 t e l  que ctk E K ' .  

On a a l o r s  : 

a i n s i  x E C[K'U N]. 

 a après ( 5 ) ,  ( 6 )  e t  ( 7 )  on a ( 4 )  ; d'après (3) e t  ( 4 ) ,  on a ( 2 ) .  

Posons maintenant C2 = C i  + N2. 

C2 
e s t  un convexe symétrique absorbant dans E. Montrons que N[c2] = N2. 

En e f f e t ,  d'après l e  lemme 7.2, on a : 

O r ,  on a N [BI = { O }  ca r  B e s t  linéairement borné e t  on a NIK1]  = 10) 



car  V ~ N [ K ]  = { O } .  Ainsi ,  N[CJ = N2. 

Il r e s t e  à montrer que : 

r é s u l t e  du fai t  que C C K e t  du f a i t  que C2C K 1 

(c2 = K1+B+N2C K1+N+N2 = K'+N[K] = i [ K ] ,  d 'après l e  lemme 7 .1 ) .  

Montrons que : 

 après ( 1 )  e t  ( 2 ) '  on a l ' é g a l i t é  (8)  : 

On montre a l o r s  ( pa r  une démonstration analogue à c e l l e  de l ' é g a l i t é  

K I  + N = C[K'U N]) que : 

donc on a ,  compte tenu de (8) : 

e t  par s u i t e  

L 1  é g a l i t é  



résulte du fait (voir proposition 1 . 4 )  que si une droite passant par l'origi- 

ne est contenue dans un convexe absorbant, elle est aussi contenue dans l'in- 

ternat de ce convexe. 

2 ) N est- ~-dFmgngign-i~fi-niez 

Soit M un supplémentaire de N[K] dans E. 

Posons K" = iM[~ n MI. 
D'après le lemme 7.1, on a : 

Posons B1 = C n N .  D'après le corollaire 7.1, il existe, dans N, une 
1 

famille infinie 9 de convexes B2 symétriques, absorbants, linéairement 

bornés, ne s'absorbant pas mutuellement et tels que 

Posons, pour tout 
B2 

E 43 
2'  C2 

= C [B* U K" u N2] . 
Les convexes Cg sont symétriques, absorbants dans E. 

Ils ne s'absorbent pas mutuellement car C2 fl N = B2 (voir théorème 2.3 ) . 
Puisque C [B2 U K" U NJ C B2 + K" + N p ,  on déduit du lemme 7.2 que 

Il reste à montrer que, pour tout 
C2 

Pour cela, il suffit de montrer que : 

On a d'abord : K > C I C 1  UC;;] ,  car K > C 1  et car 

Montrons maintenant que i [KI C C [C U C2] . 



Ainsi ,  on a : 

Remahque 

Lorsque N2 n ' e s t  pas de codimension i n f i n i e  dans E ,  l e  théorème 

précédent peut ê t r e  m i s  en défaut comme l e  montre l'exemple suivant : 

Exemple 

Soient E un espace vec to r i e l  de dimension i n f i n i e ,  C l  un con- 

vexe symétrique absorbant linéairement borné dans E. Supposons E muni de 

l a  topologie & d'espace normé dont l a  boule un i té  e s t  i [C . Prenons pour 

sous-espace vec to r i e l  N2 un hy-perplan de E fermé pour % e t  posons 

K = E. Alors on ne peut pas t rouver  un convexe C p  
s a t i s f a i s a n t  aux pro- 

p r i é t é s  ( a )  e t  ( b )  du théorème 7.2 . 
En e f f e t ,  d 'après l e  lemme 7.1, D désignant une d ro i t e  passant par  l ' o r i g i -  

ne e t  supplémentaire de N2, on a : 

i[c2] = iD[c2 n D] + N ~ .  

Pui s que N2 
e s t  fermé e t  que iD[Cgn e s t  compact (iD[cp n D] é t a n t  

linéairement borné) , on en déduit que .- + N2 e s t  un fermé, d'où 

Ainsi C2 n ' e s t  pas dense ,ce qui con t red i t  l e  f a i t  que C [ C ~  U = 

c l  + c2 = E ( v o i r  lemme 6.1) .  



7 . 3 . 2 . -  CohoU&ke 7.2. -  

Soient, swc un espace veatohiet E de dimemion indin ie ,  d e u x  

semi-nomes pl et p t&ed que p r p l .  So*t N 2  un sou-ebpace vecto- 

tud de E contenu dans Ker(p) e;t de codimension indinle  dans E. S a d  

SN ~>enAemb.te d a  semi-noma AM E acime,t.tant N~ pom noyau N~ 
2 

(c '  u t -à-&e l e s  semi-nomes powc LesqueAXes l ladhé~ence  de t'otLigine pow 

l a  topoLogie associée ut N ~ J .  

1 ) L1équaaXon : 

a une hoLuXion . 
2  ) S i ,  de plus, N~ ut de codonemion intjinie dans ~ e r  (p  1 , 

a l o u  exA.te une in&inbté de semi-nomes p2 q u i  sont d e s  60&.~-i%01~6 de 

L'équation phécédente et q u i  dont deux à deux " t jo~ement  non EqLvdented" 

(P$ et p2 dont c U e s  tjohtement non équivalentes 6 ' 2  n ' e x h t e  pas A > 0 

t d q u e  p;r Apz e t s ' L t n l e x + b t e p u  u > O  $&que p 2 r u p ; l .  

Démonstration 

Elle résulte immédiatement du théorème 7.2. 

Soient,  am un espace vectohiet E de dimenaion indin ie ,  deux 

% et % , % ptu d.ine pue V; . topotogies d'eapace d&-nOnnié , 
P o a  &torr* sous-espace vec toh id  N~ contenue dam t'adhénence de l 'ohigule 

d' espace s--nonnié % ayant N~ pow adhénence de t 'ohiguie et t&e 

que % soLt la bokne in t j@hieae  de $ , et % dans l' enamble d e s  topo- 

Logieb compaitibles avec la 4Rhllatu~e d ' a p a c e  vectohi& de E. 

Si, de p l u ,  N~ es t  de cocümension uiduzie dans N ,  2 U t e  une in&inLté 

de topologies deux à d w x  non compahabla du type % 2 .  



~émons t r a t  ion 

El le  r é su l t e  directement du théorème 7.2 e t  du lemme 7.3. 

Soient E un espace veotottid de d h m ~ i o n  &&inLe, , une 

topologie d l  upace  nomé am E ,  N un hou-espace v e c t o ~ d  @mé de E. 

11 e d t e  une topologie d ' espace nomg % d m  E t&e que la bohne indé- 

h ieme  de6 topologie6 % et & dam l 1  en6emble d a  .topologies compa- 

t i b l e s  avec l a  6;trLuctme d'espace veotottid de E a d m a e  N pouh  adhéhence 

Qémonstration 

Le théorème 7.1 montre que 1 'on peut supposer N # E. 

Désignons par C l  l a  boule .mité ouverte de e t  montrons que 

N [ C [ C ~  U N ] ]  = N. 

On a, puisque N e s t  fermé : 

Soi t  x 4 1, a l o r s  il e x i s t e  X > O t e l  que x 4 N + AC1. 

On en déduit que : 

donc que : 

car  c[c1U N ]  C C l  + N .  

Pour conclure, on applique l e  co ro l l a i r e  7 .3  au cas où $ e s t  l a  topologie 

d'espace serni-normé dont l a  boule un i té  e s t  c [cl U N ]  e t  où N g  = 10). 



Remahque 

Dans le cas où N n'est pas fermé, la proposition précédente est 

mise en défaut. En effet, soit C2 un convexe tel que C [cl U c2] contienne 

N. On a alors : 

Ainsi C [cl U c ~ ]  contient qui est un sous-espace vectoriel fermé conte- 

nant strictement N. 
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