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PLAN DU MEMOIRE

I  Topologies associfes d upe tribu & base dénombrable.

ITI Métriques et topologies usuelles définies sur l'espace des mesures de

probabilité.

IIT Une topologie sur l'ensemble des mesures de probabilité définies sur une
tribu borélienne & base dénombrable,
IV Support d'une mesure de probabilité :
A) Convexification du support.

B) Etude de la (n,p,q)-d-continuité.

V  Application de la topologie TB (Topologie définie dans III).




INTRODUCTION

- - ———

L'objet de ce travail est 1'étude de la continuité de l'application
qui & une mésurebde probabilité fait correspondre le support de cette mesure.
Etude dont on peut par la suite espérer pouvoir dédulre un estimateur convergent
du support,

Probléme qui a été spulevef 4 l'origine par Monsieur J. GEFFROY vers

1962,

* Le premier chapitre est consacré & 1'étude de quelques propriétés des tribus
8 base d&nombrable. Chapitre qui nous permettra de généraliser les résultats
obtenus sur une tribu borélienne & base dénombrable, 3 toutes les tribus &

base dénombrable.

* Dans le chapitre II, nous donnons la définition et quelques propriétés des
topologies usuelles définies sur l'espace des mesuyres de probabilité, de fagon
4 pouvoir les comparer par la suite & d'autres topologies définies sur le

méme espace.

Nous donnons aussi dans un espace métrique séparable, une expression autre de
la distance de PROKOROFF ; expression qui simplifie le probléme du calcul

effectif de la distance de deux mesures que s'était posé F,R. HAMPEL.

% Le chapitre IIT est consacré & la définition et i 1'étude d'une topologie,
plus fine que la topologie faible, définie sur l'espace des mesures de probabilité.
Nous donnons notamment deux versions du théordme de GLIVENKO-CANTELLI adapté

d cette topologie. (Théoréme essentiel quant & l'obtention d'un estimateur

convergent du support).




% Le chapitre IV est divisé en deux parties : nous #tudions tout d'abord la
convexification su support, puis nous &tudions l'ensemble des mesures de
probabilité dont le support vérifie une certaine condition de régularité

notée (n,p,q)-d-continuité.

% Dans le dernier chapitre, on &tudie & l'aide des résultats des chapitres 11T
et IV la continuité de l'application qui & toute mesure (n,p,q)-d-continue

fait correspondre le support de cette mesure de probabilité.




CHAPITRE 1

TOPOLOGIE ASSOCIEE A UNE TRIBU A BASE DENOMBRABLE.

Déginition 1.1.- Une classe B de parties d'un ensemble X est appelée
une tribu si elle est telle que
a) X e B.
C .
b) A" e B si Ace B.

c) U Ai e B pour toute famille dénombrable (Ai,i e I) dans B.
I
- Nous noterons B(C) 1la tribu engendrée par une classe C de parties de X.

Déginition 2.1.- La tribu borélienne d'un espace topologique (X,T)
est la tribu engendrée par la classe des ouverts de (X,T). Nous la noterons

B(T).

Déginition 3.1.- Une tribu est dite 3 base dénombrable, s'il existe
une famille dénombrable B = (Ai,i € I) dans B telle que : B(B) = B.

On dit alors que B est une base dénombrable de la tribu B.

Proposition 1.1.- Toute tribu B d'un ensemble dénombrable X est 3

base dénombrable.

Preuve : Soit x ¢ X et soit A1 e B: x¢ A1.

Alors si VYV A ¢ B tel que x'éA on a : A1CA.




A1=inf(AeB:xeA)

sinon EAQSB tel que : x € A ALCA et AE#A1.

2? 2 1

(on recommence alors i‘opération).

A, étant dénombrable, l'opération sera répétde au plus une infinité
dénombrable de fois : d'ol Af{x} = inf(A € B : x ¢ A) peut s'écrire comme une
intersection dénombrable d'éléments de B. Autrement dit : A x = inf{A e B : x e A

appartient & B pour tout x e X.

Seit A e B alors
(x e A) => (A{x}C A).

Ce qui implique 1y A{x}C A ; de plus x e A{x} d'od A = \U A{x}.
xeA xeA

La famille B = {A{x}, x ¢ X} est alors une base dénombrable de la tribu B

Proposition 2.1.- Toute tribu B & base dénombrable est borélienne

de plus, il existe une topologie & base dénombrable d'ouverts, engendrant B.

Preuve : Soit B = {Ai, i € I} une base dénombrable de la tribu B.
Considérons la topologie T engendrée par les ouverts Ai’ ie I. Le stabilisé
B' de B par intersections finies est alors une base dénombrable de la topo-
logie T. Autrement dit tout ouvert O de T est réunion dénombrable d'éléments
‘de B' qui est incluse dans B. D'ol tout ouve‘rt 0O de T appartient a B.

Ce qui implique : B(T)C B

d'od : B C B(B) C B(T) C B.

Proposition 3.1.- Soit B une tribu & base dénombrable. Alors il existe

une topologie T & base dénombrable telle que : B(T) = B, tout ouvert de T




“est un FO et tout fermé de T est un GG'

Preuve : Soit B une base dénombrable de B. On note B1 1'algébre
de Boole engendrée par B. L'ensemble des parties finies d'un ensemble dénom-
brable &tant dénombrable, B1 est dénombrable. Soit T 1la topologie engendrée

par B2. B2 est une base dénombrable de T, puisque stable par intersections
finies, et 1'on a BCB(BZ) c B(T).

Posons B2 = {Oi, ie I}, (I dénombrable).

Soit O wun ouvert de T.

B2 étant une base dénombrable de T, on a :

EJCI:iji=O

d'oll : B(T)C B
De plus chaque Oi étant & la fois ouvert et fermé O est un FO. En passant

au complémentaire on montre que tout fermé de T -est un GG'

Proposition 4.1.- Soit B une tribu & base dénombrable de X.
I1 existe alors une topologie T sur X telle que : B(T) =B et toute mesure

de probabilité définie sur B est réguliére pour la topologie T.

Preuve : Prenons pour topologie T 1la topologie de proposition 3.1.
Soit yu ¢ M(B(T)).
A ¢ B est y-régulier pour la topologie T, si Ve > O.

T1 existe un fermé F8 et un ouvert Oi de (X,T) tels que :

FCACO et w0 - F ) < ¢
€ € € €

il suffit de passer au complémentaire pour montrer que




P . C . .
(A y-régulier/T) > (A7 p-régulier/T).
On pose R = {A € B : A u-régulier/T}.
Soit F un fermé de (X,T).
On peut alors écrire d'aprés la proposiiton (3.1.).
I1 existe une suite dénombrable d'ouverts (notée (On)) telle que :
F=1lim+ O
n
n
ce qui entraine u(On) ¥ u(F)
d'ou F est u-régulier/T.
Soit {An,n e N} une famille dénombrable de boréliens p-réguliers/T.

Alors € étant donné

V A, il existe F et 0 :F CACO et w0 -F )<=
n en en en n En en en 3"
k(n) k(n)
U Fo cCy AnC U Oen’ ou F est fermé et (Y oen est ouvert.
n=1 N N n=1] N

On pose U F€ = F et on choisit k(n) tel que :

N n €
k(n)
i - U E ) < S
k(n) k(n)
u[t; Oen - n&=)1 en] g LI\JI Oen - Fs) * u(Fe - nk___J1 Fen)
€
< z u(Oen - Fen) + 5




ce qui implique que R contient les fermés, est stable par réunion dénombrable

et par complémentation. Autrement dit R = B.

Remarque 1.1.- Une tribu & base dénombrable peut contenir une tribu

engendrée par une topologie T non & base dénombrable.

Exemple : Soit R muni de la topologie T engendrée par les fermés F
formés d'une réunion fini de point de R. Alors tout fermé contient au plus un
nombre fini de points de R. D'ol la tribu de Lebesgue contient les fermés de T.
B(T) est donc incluse dans la tribu de Lebesgue, alors que T n'est pas & base

dénombrable.

Remargue 1.2.- Une tribu & base dénombrable peut avoir deux bases
distinectes. Soit R muni de sa topologie habituelle. L'ensemble des intervalles
d extrémité rationnelles est alors une base de la tribu de Lebesgue. Mais 1l'en-
semble des complémentaires d'intervalles 3 extrémité rationnelles est aussi une

base de la tribu de Lebesgue.

Nous terminons ce chapitre en remarquant que tous les résultats que
nous allons énoncer par la suite, dans une tribu borélienne engendrée par une
topologie & base dénombrable, peuvent €tre (gridce & la proposition 2.1.)

généralisés 3 toute tribu 3 base dénombrable.




- CHAPITRE 11

METRIQUES ET TOPOLOGIES USUELLES
DEFINIES SUR L'ESPACE DES MESURES DE PROBABILITES.

Soit (X,d) un espace métrique.

U(X) 1'ensemble des fonctions réelles, uniformément continues et

On note

bornées.

C(X), 1l'ensemble des fonctions réelles, continues et bornées.

i

M(B(d)), 1l'ensemble des mesures de probabilité définies sur X muni
de la tribu borélienne engendrée par la topologie induite par d.

+ Pl . . -
- R l'ensemble des réels strictement positifs.

Définition 1.2.~ La topologie faible F sur M(B(d)) est la topologie

engendrée par les ouverts (¢ de la forme suivante :
0= {veMBa)): JX fi dv e]ei1,si2[, 1e {1...n}}

ot f. e UX), e. et €. eR 3 €. # g. 5y 1€ {1...n}.
i i i, i i,

Remarque 1.2.- Il est aisé de montrer que l'intersection de deux ouverts

0 et 02 de la forme ci-dessus est encore un ouvert de cette forme. Les ouverts

—

0 de la forme ci-dessus forment donc une base de F.
Soit u e M(B(4)).
Un voisinage basique Ou de yu dans (M(B(d)),F) est alors de la

forme suivante
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0 = {v e M(B(a) : J‘ f. av e ] J foodu e, J £ du + e, [ie {1,
X X X :

< +
ol fi e C(X), €1 et €55 € R y i€ {1,...,n}.

F

I1 est alors immédiat que My => | si et seulement si

n-rco

p (£) > u(f) Ve C(x).

Nous allons maintenant rappeler un théoréme trés connu dont nous allons nous
servir constamment par la suite :
théoréme de Billingsley-Alexandroff

les cing propositions suivantes sont &quivalentes

i
a) b, => u
N>
b) J g dpy —> J g du VY ge UX).
n
X X
n-ree

c) lim un(F) < u(F) pour tout fermé F de (X,d).

d) lim un“;) > u(G) pour tout ouvert G de (X,d).
n

. * .
e) pour tout borélien A tel que u(A”) =0 on a 1lim un(A) = p(A)

I->0

- la démonstration de ce théoréme se trouve dans Dd.
Soit (X,d) wun espace métrique séparable.

Soit {xi,i € I} un sous-ensemble dénombrable dense dans (X,d),
et soit B = B(Xi’ 1 ), (i,n) € I x N 1la base dénombrable de (X,d) ainsi
n
obtenue.
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on note B, le stabilisé de B par réunion finie et 1'on pose

o5 (u1,u2) = inf{e > O|u1(0) u2(O€) +¢} ;VoeB

1

IA

1

og (ue,u1) = inf{e > O|u2(0) S 111(06) +€e} ;Y 0¢eB

s
] 1

od 0% = {xe X : a(x,0) < e , P et” u. e M(B(a)).

) 50

Considérons °g (u,],uz) = max(oB (u B1

(o))
1 1

1242

Proposition 1.2.- (pB (“1’“2) = Q) <=> (u1 = “2)'
. 1

Preuve :

n
Soit 0 = U B(xi, ;‘—) un élément de B

i=1 i

1> et supposons € > O donné.

On a B(x., 1 ) 4 B(x.,-l-). Pour tout i € {1,...,n}
ni+m m * n

d'ou :-]Ni:m>N. => |u (B(xi, ! ))—u1(B(xi,—1—))|<—€—- ; 1e {1,...,n}

n.+m n. 2n
1 i

n n
atoll m > sup(N, 3 i e {1...n}) = |u. U (B(x,» ) - u (\UB(x,,——)| <& (1)
1 1. 1 . 1
1=1 n 1=1 ni+m 2

et comme pB1(u1,u2) =0 on a :

1

n ’ n ] m ]

u1(UB(x., )) < ue(UB(x., )) + — pour tout m > O.

. 1 . 1
1=1 n.+m 1=1 n.+m m
i 1

Supposons m > 4 (sup(ni ; 1ie {1...n}, Ni ;3 1 e {1...n}, 7))

2e
on a alors ! L 11
n.+m n. m
1 i
1
n 1 n 11" n 1 1
d'oll p( B(x. , )) s, (UB(x,, —=-=) )+ =< u (UB(x., —)) + —
1.7 1 2. 1 2. 1
1=1 n.+m 1=1 n. m m 1=1 n m
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ce qui implique :

n 1 n 1
u, (U B(x., —)) s u, UB(x., —) + €.
1. 2 .7 1
1= 3 1=1 ni

on inverse les rdles de Hy et de et 1l'cn obtient

’ n 1 n 1
lu, (U Blx;, =) - u, UB(x;, )| <e.
. 1 2 . 1
1=1 n, 1=1 n.
i i
Autrement dit : (pB1(u1,u2) = Q) => (u1(0) = u2(0) VY 0 e B1)-
1 1
Soit O un ouvert de (X,d) : 0 = lim 4+ \UB(x., —)
n i=1 1.
1
' n ] n ]
on a alors : u1(0) = 1im u1(LJ B(xi, —)) = 1lim ug(kJ B(xi, —)) = u2(0).
: -0 i=1 n, n>e i=1 n:.L

X étant métrique My et u

les ouverts de X. Elles sont donc égales.

. _ . e - .
8i wy =, il est immédiat que pB1(u1,u2) 0

Proposition 2.2.~ Soit (X,d) un espace métrique séparable.
Soit {xi,er} un sous—ensemble dénombrable dense de X.

et soit B = {B(xi, l), (i,n) € I x N} 1a base dénombrable d'ouverts de
n
ainsi obtenu. On note B, le stabilisé de B par réunion finie.

1
Soient iy et u, € MB(d) et Py (u1,p2) défini comme précédemment

c'est-a-dire Py (u1,u2) = max(oB (u1,u2),0B (ue,u1)
1 1 1

(X,d)

sont donc réguliéres, de plus elles concordent sur
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N = 1. . € }
ol 031(111,112) inf{e >0 : “1(0) < u2(0 Y+ e, VOe B.J

Dans ces conditions, on peut aussi écrire : g (u1,u2) = max(c1(u1,u2),o1(u2,u1))

1

ol 01(u1,u ) = infl{e > 0 : u (0) < (0%) + € VO ouvert de (X,d).

p 1 Mo

Preuve : Nous allons tout d'abord démontrer un lemme indispensable &

la démonstration.

Lemme 1.2.- 81 A = lim +4 An on a A% = lim 4 Ai pour tout a > O.
n n :

Preuve : Soit x € N

I1 existe alors y € A tel que : d(x,y) < a.
Sinon d(x,y) a2 Vy €A ; ce qui implique d4(x,A) > a.
Ce qui entraine x ¢ A%* (contraire & 1'hypothdse).

Et comme A = lim 4 An, il existe N(y) tel gque n > N(y) implique : y € An.
n
D'ol d(x,An) < a pour tout n 3 N(y).

La démonstration de ce lemme est alors terminée.

Supposons € > O donné et que Py (u1,u2) = b,
1
Soit a > Db et soit O un ouvert de (X,d).

Ona:0=1im4 0, O € B,.
n n 1

d'ol 3N1(€) :n > N_I(g:) = . |u1(0) _“1(On)l <_Z_ (1)

et d'aprés le lemme 1.2. 0% = 1im + O:
n

a'ol IW,(e) : n> Wy (e) = |u2(0a)-u2(oiﬂ < i (2).

Posons N3(s)

Soit n fixé ; n > N3(e). On a u

sup(, (e),0,(¢)).
a
(0 suy(0)) + e

ce qui implique avee (1) et (2)

a
+a+e.
u1(0)< u2(0 ) +a+te
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a, € et O ayant été choisi arbitrairement, on a donc

c1(u1,u2) <D

en échangeant les rdles de u et de on montre que :

1 Ho
01(u1,u2) <b

et comme B1 est inclus dans la classe des ouverts de (X,d) on a :

max (o, (uyauy) 50, (uysny) 2 maX(oB1(u1,ug),oB1(u2,p1))-

ce qui termine la démonstration. ®
Proposition 3.2.- 3 est une métrique de M(B(d)).
1

Preuve : Soient Hys Ho et g € M(B(4)).

On a : pB1(u1,u2) =0 gsi Wy =, (proposition 1.2.)
Supposons . p (u1,u2) = b, og (ue,u3) = b,.
1 1 .

a. >b. et O un ouvert de (X,d)

1° 2 2

Soient a1 >b

alors d'aprés la proposition 2.2. on a :

a

1
u1(0) < u2(0 ) + 8,

a, a, a, a ta,
de plus O est ouvert et (0 ') “C O . Ce qui implique

a a_ +a
PGS IPST IS

3 2’

a, et a, ayant €té choisi arbitrairement respectivement plus grand que b1 et

b en échangeant les rdles de P et de on obtient :

0 V3

oB1(u1,u3) < pBT(u1,u2) + pBg(ug,u3)- .

Soient (X,d) un espace métrique, uy et o, e M(B(4)).
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 On pose : c(u1,u2) = inf{e > 0 : u1(F) < u2(F ) +e VF fermé de (X,d)}

o(u ,u1) inf{e > 0 : p (F) < u1(F ) + e VF fermé de (X,d)}.

2 2

La distance de Prokorov est alors la distance p de M(B(d)) défini ci-dessous.

p(uyouy) = max{o(u su,)so(uysug)).

Proposition 4.2.- Soient (X,d) un espace métrique séparable, My

et My € M(B(a)).

Soit {Xi’i € I} un . sous-ensemble dénombrable dense de X et soit

B = {B(Xi’ l-), (i,n) € I x N} 1la base dénombrable d'ouverts ainsi obtenue. On
n

note B1 le stabilisé de B par réunion finie et p la distance de Prokorv.

Alors : (D(UT’UE) =b) = (pB1(u1,u2) B b)-

Preuve : Soit O un élément de B1. 0 est un ouvert de (X,d) d'ou :

0 = lim 4 Fn (1les F tant des fermés de (X,d)) ,
n
N ~ a . a
d'ol d'aprés le lemme (1.2.) : O = lim 4 F .
n

D'od Ve, HN(E) :n> Ne => [u1(0) - u1(Fn)| <g et lug(oa) - u2(Fi)l < £,

et 1'on montre comme dans la proposition 2.2. que :

u1(0) < u2(0a) + a pour tout a > b.

u2(0) < uT(Oa) + a pour tout a > b.

0 #étant un ouvert quelcongue de (X,d) on a donc Py (u1,u2) < b.
1

Remanque 2.2.- Supposons nous placé dans les mémes conditions que dans

la proposition ci-dessus, et soient n et u e M(B(a)).
neN
Alors : (p(pn,u) +0) => (pB (u,un) ~ 0) (d'aprés la proposition L4.2.).
1

n—>co o0
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Proposition 5.2.- Soient (X,d) un espace métrique séparable, {xi,i € I}

un sous-ensemble dénombrable dense dans (X,d) , n et u e M(B(d)) et soit
nelN
B = {B(xi, l),(i,n) € I x N} 1la base dénombrable d'ouverts de (X,d) ainsi
n

obtenue. On note B1 le stabilisé de B par réunion finie.

Alors (pB1(un,u)->O) => (un “L,” u).
I n->co

Preuve : Soit O un ouvert de (X,d) et supposons € donné.
n
Ona 0=1lim+ U B(x,, )

n 1i=1 n.
i

N .
d'odl 4N : u(0 - (UB(Xi’ ‘i)) < T (1)
i=1 n,

=~ |o

1

1
) 4 B(Xi ’ -_)
ni+m m n

et pour tout i e {1,...,N} on a : B(x.,

~ 1
d'ol aNi tmo> N, o= ]uB(xi, —) - uB(xi, L )| < £

n, n.+m 4N
i i
d'oll pour m > sup{N.,i € {1 n} on a :
i yeees :
N 1 N 1 e
| ( B(xi,'-)) -u(UB(xi, I
i=1 n, i=1 n,+m L

-1 Ve {1...5}.

n.+m n. m
1 1

A

et pour m > L4 (sup{ni,i € {1...8}}) on a

Fixons m: m > sup(sup{hNi,i € 1...N}, 4 sup{ni,i e {1...1, -Lf-)

€
. 1
alors puisque p_ (u _,u) = O HK tk>K = o (u,_,u) < —,
B1 n B1 k m
n>ro
d'ol pour k > K on a :
1 1
N N m N . m
1 1 1 A 1
(U B, =) € u (UBGg, =) + Leu (UB(x,, 24 ) + 1
i=1 ni+m i=1 ni+m m i=1 nirﬁl
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d'od l'on a :

N 1 N 1 N 1 N 1 1
U(UB<X-3 ))"U(UB(X, ))+U(UB(X-9 )SU(UB(X-a ))+—'
. 1 . 1 . 1 k. 1
1=1 n.+m 1=1 n, i=1 n. 1=1 n. m
i i i i
N 1 N 1 1 £
ce qui implique : w(\J B(x,, —) g pu (\JB(x., —)) +—+ =
. 1 k. 1
i=1 n. i=1 n. m L4
i i
N 1
< uk(U B(x,, —)) + =,
i
1=1 n. 2
i
N 1 N 1 N 1
d'ou d'aprés (1) u(0) - u(\J B(Xi’ —)) + u(U B(Xi’ —)) < uk(U B(x., —)) + ¢
i=1 n. i=1 n. 1=1 n,
i i i
ce qui entraine : p(0) < u (0) + ¢ Vx> K.

k

O et ¢ ayant &té arbitrairement choisis on a donc
lim uk(o) x> u(0) VY 0 ouvert de (X,d)

et d'aprds le théordme de Billingsley Alexandroff on a :

Proposition 6.2.- Soit (X,d) un espace métrique séparable, ol 4

vérifie la condition H ci-dessous

(H) : Fo o= {x ¢ X : d(x,F) £ a} pour tout fermé F de (X,d). (F* &tant le
dilaté de F d'ordre a pour la métrique 4.
et soient My et Wy € MB(4d)

dans ces conditions : (pB1(u1,u2) =b) => (p(u1,u2) < b).

Preuve : Dans la proposition 2.2., nous avons vu que pB1(u1,u2) Etait

aussi égal & max(c1(u1,u2), 01(u2,u1)) ol :
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01(111,112) = inf{e > O : u1(0) < u2(O€) + € VY 0 ouvert de (X,d)}.
Soient F un fermé de (X,d) et a > b.
a
2

Alors Ha1, a <a, <Db tel que u(FT) = 0.

2

Lemme 2.2.- Soit (X,d) un espace métrique ol d vérifie la condition

(H) 1
n a. %
si A=121lim ¥ A , (A fermé de (X,d)) et si u(A”) =0 ona :
n
1
%a
A% = 1im 4 (A ) U—presque surement.
n
1
a " a
Preuve : A C (A ) VnelN
1
a Boa
d'od A%C M (a )&,
nelN 1
a %a
Autrement dit AT Clim + (A ).
Soit x ¢ (Aa)C alors d(x,A) > a (condition (H))
d'oi d(x,A) = a + n n>0
3N:n>N = 1.1,
n k
1
Alors n> N => d(x,An) > a
1
sinon 3 v e A" a(x,y) <a+ 2 et HZeA : dy,z) <14
L n
ce qui impliquerait d(x,A) < a + 3 n (contraire & 1l'hypothése)
L

1
n
d'ol n>N => x¢A
1
.. . . n,a
ce qui implique : x ¢ lim ¢ (A7)
n

la démonstration de ce lemme est alors terminée.
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1
F &étant un fermé de (X,d) ona : F = lim + Fo.
n

On applique le lemme 2.2. et l'on a alors

it % %1
F  =1lim ¥ (F) u,~presque surement
n
1

a1 n aT £
d'ol HN (e) :n> 0N (e) = |u(F ) - u(F) | <= (1)

1 1 2 2 o

X

et I (e) : n >N (e) = lu, (F) - u1(Fn)| < £ (2)

o

" Posons N(e) = sup(N1(e),N2(€))-

Supposons n fixé ; (n > N(e)).
1

+ a, (puisque a, > b et F©  est ouvert)

On a alors : u (F) g UQ(F 1 ]

&

d'ol d'aprés (1) et (2) : u1(F) < U2<F) + a, + g,

e ayant été choisi arbitrairement la démonstration de cette proposition est

terminée. 8

2.- érifi diti
Remarque 3 Lorsque d vérifie la condition (H) g1 et p sont

alors identiques. Ceci d'apré@s la proposition L4.2. et la proposition 6.2.
Proposition 7.2.- Soit (X,d) un espace métrique séparable.
Soit p 1la distance de prokoroff et soient M et u e M(B(4a)).
F
Alors : (u ~==>y) => (o(un,u) - 0).

Remarque 4.2.- Cette proposition est connue dans un polonais.

Preuve : Nous allons tout d'abord démontrer le lemme connu suivant.
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Lemme 3.2.- Soient (X,d) un espace métrique, f une application

mesurable de X dans X et p e M(B(4)).

Et soit En = {x|a(f(x),x) < n}.

Alors : (u(En) > 1 -¢eg,e>0) = (p(u,uf) < max(n,e).
Preuve : Soit A e B(4)

alors : u(A) - p(A f\En) <€ (1)

soit x e A.r\En. On a : xe A et d(x,f(x)) <n

ce qui implique f(x) e A".

D'od ANE C £ (")

by

ce qui entraine : p(A N En) < u(f-1(An) = 4 (A")

on a donc avec (1) : p(A) < uf(An) + e,
et comme p(u1,u2) = 0(u1,u2) = 0(u23u1)
la démonstration de ce lemme est terminée ®
Soit {xi,i € I} un sous-ensemble dénombrable dense dans (X,d).
n étant donné, (n > 0), 3 A€ ]O, D] tel que
2
* . s - .
u(B(xi,x) ) =0,VielI (% désignant la frontiére)
{Xi’ i € I} étant dense dans X on a : \JIB(xi,A) = X.
~ iel
I étant dénombrable ; il existe JC I tel que card(I) soit fini

w(\U B(x, 1) - X) < & (1)
1€J 2

. .. * *

card(J) &étant fini on a : (UB(Xi,A)) C UB(xi,)\)

ied ied
on a donc d'aprés le théoréme de Billingsley-Alexandroff :
HN(E) :n > N(g) => IU (\UB(x.,A)) - u(kJ.B(x.,A))] <&,

n . i . i

1ed 1ed 2

On a donc d'aprés (1)

n > N(e) => ]un(UB(Xi,A) - (x| <e.
ied

et tel que
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autrement dit un( U B(xi,x)) > 1 - € pour n > N (g)
J
Card(J) #étant fini nous allons poser J = {1,...,2}.

On pose aussi B, = B(x1,x)

E2 = B(x2,A) - B(x1,A)

E = B(xz,l) - U B(x.,Xx).
i<g

On prend v; € Ei pour tout i e {1,...,2} tel que Ei # 3.
On note {1,...,0} ={ie {1,...,0} : E, # @ et 1l'on pose ué(y.) =y (E.).
Vied{1,...,0}}.

*
On a : u(E?) = uB(x1,A) =0

w(ES) s u(Blxy,n)* + uB(x )" = 0
u(E*) = 0. .
n
n n
Montrons que p(ug,u') < i§1 lué(yi) - u'(y1)| = i§1‘]un(Ei) - u(El)|
Soit A € B(a)
on a i |ul(A) - u'(a)| = IiZL (w'iy} - u'{yi}l ol L={ie{l...0}:y, €Al
et |} vy -wy Dl T wlyd - wttyd]
ieL ie{1...p}

d'oll w!'(a) g u'(a) + i§1 Iug{yi} - u'iyl

0

2wty -ty

< (e ) + i lu! v} - utiy,)
i=1
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n

aroll p(ul,u') s ) lu, (B, - w(E) |
i=1

Les Ei étant de Frontiére up-nulle on a donc d'aprés le théoréme de Billingsley-

Alexandroff :

p(ulsu') >0 onpose plul,u') =a (i,e).

on applique alors le lemme 3.2. avec f(x) = v Vxe Ei, ie {1,...,p}-

n
Alors En = {x : d(x,f(x)) < n} DU Ei
i=1

d'oi p (E)>1-¢ opour n> N
n 'y .
on applique le lemme 3.2. et l'on a :

R

< Max(2k,s)
n

n >N entraine : p(u_,u

n’
f p\
et p(u,u ) < Max(2 ,E:)
ce qui implique p(u,un) < 2 Max(2x,e) + an(A,s)

la démonstration de cette proposition est alors terminée.

Remarque 4.2.- Soit (X,d) métrique séparable alors
la proposition T.2., la remarque (2.2.) et la proposition 5.2. nous permettent

d'énoncer :

L =
N > u) <==> (pB1

(u >u) ~ 0).
Dans le cas ol 4 vérifie (H) : la proposition 6.2. et la proposition L.2.
nous permettent d'énoncer

p(u1,u2) = pB1(u1,u2) pour tout (u1,u2) e MB(d) x MB(4d).

-~

ol pB1(u1;p2) est aussi égal d'aprés la proposition (2.2.) &

p1(u1,u2) = maX(c1(u1,u2)c1(u2,u1))
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avec 01(u1,u2) = inf{e > 0 : u1(0) < u2(0 )+ € Voe B1}.

Remarque 5.2.- Lorsque d vérifie H 1'expression de p sous la

forme de est trés intéressante pour le calcul effectif de p(u1,u2).

B
(Probléme que s'était posé FRANK R. HAMPEL) dans [6]).

Nous allons maintenant donner la définition de deux topologies connues sur
1l'ensemble des mesures de probabilité définies sur un espace mesuré. Nous les

comparerons par la suite i d'autres topologies.

Déginition 2.2.- Soient (X,B) un espace mesuréd et M(B) 1'ensemble
des mesures de probabilité définies sur la tribu B.
Oh appelle topologie de la convergence simple sur B (que 1l'on note

la topologie de M(B) engendrée par les ouverts (0 de la forme suivante

0 =1{veMB) : via.) € ]€i1’£i2[; ie {1,...,n}}

1

ol A. € B, «e.

i i1 # €ip> €41 € J-=1[, €:p € ]Oa“[ ; 1€ {1,...,n}.

On vérifie sans difficulté que l'intersection de deux ouverts 01 et 02 de

L)

la forme ci-dessous est encore un ouvert de cette forme. Les ouverts 0 forment

donc une base de la topologie L. Soit u € M(B) ; un voisinage basique de

de u est alors de la forme :

i ielaie {19°"9P}}-

Ou = {v ¢ M(B) : v(Ai) € ]u(Ai) - €50 u(A.) + ¢
I1 est alors immédiat que M L. u ssi un(A) + u(a) Y A e B.

n-o n->oo

Remarque 6.2.- On peut se restreindre 3 prendre dans la définition

de 0 des e. et ¢

i1 appartenant & Q. Les ouverts (' ainsi obtenu

i2

forment encore une base de L.

0
u
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un voisinage basique 0& de u s'écrivant alors

Ei]’“(Ai) + €i2[’ ie {1,...,p}},

OL = {v e M(B) : v(Ai) € ]u(Ai) -
eQ 3 1e{1,...,p}.

Ainsi lorsque B a au plus un nombre dénombrable d'éléments, F est 3 base

dénombrable.

Déginition 3.2.- Soient (X,B) un espace mesuré et M(B) défini
comme ci-dessus. On appelle topologie de la norme, la topologie N de M(B)

induite par la métrique 6 définie ci-dessous

6(u1,u2) = inf{e > O : lu1(A) - uz(A)I <e, VA€ B}

on a alors yu =
n

= yu ssi Ve , In(e) : Iun(A) -u(a)] < e VaeB




CHAPITRE 111

UNE TOPOLOGIE SUR L'ENSEMBLE DES MESURES DE PROBABILITE
DEFINIES SUR UNE TRIBU BORELIENNE A BASE DENOMBRABLE.

Notations.- comme dans le paragraphe précédent on notera

- F la topologie faible

- L 1la topologie de 1ga convergence simple sur B.

- N 1la topologie de la norme.

Déginition 1.3.- Soient (X,T) un espace topologique & base dénom-
brable d'ouverts, B(T) 1la tribu engendrée.par T et M(B(T)), 1l'ensemble des

mesures de probabilité définies sur B(T).

Soit B = {0, i € I} wune base dénombrable d'ouverts de (X,T).

La topologie T, de M(B(T)) est dite "engendrée'" par la base B,

si TB est la topologie engendrée par les ouverts ( de la forme suivante :
0= {v e M(B(T)) : v(Oj) € ]ej, sj[ , J € J (sous—ensemble fini de I)}

~ol ejeQﬂ]-w,‘l[, ejeQn]O,w[; j e dJ.

Soit C 1l'ensemble des ( de la forme ci-dessus.

Proposition 1.3.- C est une base dénombrable de la topologie TB.
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Preuve.- I et Q sont dénombrables. De plus l'ensemble des parties
finies d'un encemble dfnombrable est dénombrable et toute réunion dénombrable

d'ensemble dénombrable est dénombrable.
C est done dénombrable.
Reste 4 montrer gue

O1 e C, 02 e C entralne O1 n 02 e C.

{v e M(B(T)) : v(Oj) € ]e;j, [, J e J1} N{v e M(B(T)) : v(Oj) € ]Eéj’EQj , Je J2}

€1j

= {v e M(B(T)) : v(Oj) € Jeéj, 833[, je J1lJ I, (sous-ensemble fini de 1)}

ol : géj = sup(géj, g{j) pour Jj e I r\J2
aéj = Eéj pour J e J2 - J1
eéj = e'J pour J e J1 -~ J2
€35 = inf(Ezj, E1j) pour Jj € J1|W I,
€3j = €2J pour J € J2 - J1
€3j = ETJ pour J € J1 - J2

un voisinage basique 0u de u dans (M B(T), TB) est alors de la forme

suivante

Lien

0, ={veMB(T) : v(OJ.) € ]u(oj) - 23

R . + £
15 “(OJ)

o J est un sous—ensemble fini de T
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Proposition 2.3.- Soit Vu le voisinage de u dé&fini ci-dessous

Vu = {v e MB(T) : v(Oj) € ]u(Oj) - €., u(Oj) + sj[, j € J (sous-ensemble

. Jd
fini de I)}

ou Ej eR ; Jed

Alors Vu est ouvert dans (M(B(T)), Tﬁ) .

Preuve.- On a : vV =NV .

= TS
o V., ={ve MB(T)) : v(0.) € Ju(0.) - e., u(0.) + e.[ }.

uj (B(T)) ( J) ]U(J) 50 M J) J[
Q #étant dense dans R : il existe donc une suite (ajn) : ajn € qQ, VneN
telle que : lim + (a. ) = u(0.) - €.
q e ( in 11( J) j ’
Posons e. =u(0.) - a. .
5 = MO; jn
on a alors 0.) — g. = a. d'ou 0.) — e. = 1im + u(0.) - ¢. ol
u0) = 5, = a5y u05) = &5 u (0 jn

n

u(Oj) “ e € Q ; ne N, de méme on construit une suite (u(Oj) + ejn)

telle que : 0.) + ¢! sy n N et 0.) + ¢. = 1lim 4 0.) + ¢!
que p( J) el € Qsne p( J) €; " ul J) i

on a alors
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Vuj = ;’{v e M B(T) : v(Oj) € ]u(Oj) T Eipe u(Oj) + Ejn[ }

ot {v e MB(T) : V(Oj) € ]u(Oj) - ejn’ U(Oj) + €5n[ } sont des voisinages

basiques de u. ®

Proposition 3.3.- My ;I§—> U ssi un(Oi) — u(Oi) pour tout i e I
n-o n-o
TB
Preuve.- Supposons W, =—> u et € donné.
o

Soit Oi un ouvert de la base B.

Considérons alors le voisinage suivant de u
v, = {v e M(B(T)) : v(0.) € ]u(Oi) - u(Oi) + 61[ }

Vu est ouvert dans (M(B(T)), TB) (proposition 2.2.).

puisque Wy > u o 3 N:n>N==>yu (0.) e VU ce qui entraine

N
]Un(oi) - U(Oi)I < 81-

Réciproque : Soit OU un voisinage basique de u.

Ou = {v : v(Oj) € ]u(Oj) - €

157 u(Oj) + €2j[? J € J sous—ensemble fini de I}.

puisque un(Oi) — u(Oi) pour tout i e I,
N->-c0

] Nj’ Jed :n> Nj = un(Oj) € ]u(Oj) T Egss u(o.) + €2j[

posons N = sup(Nj, jed)
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alors n>N=>yu ¢ 0 [}

Proposition 4.3.- Soit (X,T) wun espace topologique & base dénombrable.

Soit B une base dénombrable d'ouverts de (X,T).

on note B1 = {Oi’ ie I} le stabilisé de B par réunion finie.
B, = {Oj, j e J} le stabilisé de B par intersection finie.
TB TB
. 2
Alors si u > resp. (u >u) on a :
By Moo

1lim un(O) > u(0) pour tout ouvert 0 de (X,T).
n

Preuve.- Nous allons tout d'abord démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.3.- Soit O un ouvert de (X,T)

T
B TB
. 2 . . .
Alors si u > resp. (un > u) , il existe une sous-suite (un ) de
n > n - k

(un) et une suite Ok d'ouverts de (X,T) telles que

0 = lim ; Ok et unk(Ok) — u(0)

T
5

k>

Preuve.- Supposons que My >
n->w

B1 étant une base dénombrable d'ouverts de (X,T) stable par réunion finie ;

on peut écrire

0=1im+ 0 od O €B, VmeN.
m m 1
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comme u € M(B(T)) on a :

(1) u(0,) — u(0)

e

et d'aprés la proposition 3.3. on a :

(2) u (0 ) = u(o_) VmeN
N>

construction de la suite (Ok) :

pour premier terme prenons u1(01).

Soit B(u(0), %) la boule ouverte de R de centre u(0)

et de rayon %

d'aprés (1), J N, :m >N, == u(0 ) e B(u(0), 3)

1
2 m 2
d'aprés (2), pour m > N, 3 P2(m) tn > Pg(m) = un(Om) e B(u(0), 50

on pose alors u_ (O

n (0p) =y (0

)
2 2 )

P2(N2
supposons la suite construite Jusqu'a l'ordre k-1.

On a alors y (o ) € B(u(0), —1~0 (Boule ouverte.de R muni de sa
n_y k-1 k-1

métrique habituelle), construisons le rang k.

Soit B(u(0), %)

d'aprds (1), 3 N o:my N == p(Om) e B(u(0), %)

)

N 1
d'aprés (2), pour m 3 N 3 Pk(m) :n 3 Pk(m) => un(Om) e B(u(0), m
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), m+1’ . Par réitération
k—1

0 ) =

on prend alors yu_ ( .

0 Sup(pk(N

n+1) k

k-1

Hsup(N, ,

on obtlent ainsi la sulte annoncée.

B

Supposons My > u

n-»o
B étant une base dénombrable de (X,T) ; on peut écrire

m
0=1im+ (\J 0.) oi 0.,eB;VjeN.
m J=1 J J

comme u e M(B(T)) on a :

m
(1) (U 0.) — u(0)
j=1 Y
m-oo

et d'aprés la proposition 3.3. on a :

n
N>

B, #étant stable par intersection finie on a aussi

. N —_ . .
un(OJ Ok) > u(OJ flOk) pour tout OJ et tout 0  de

n->o
alors sachant gque
m m
lun(j\:1 0 —wlJ 00« ] lu (0,00 u(0; N0,

— J
J=1 (iaj)€{19""m}2

on obtient

m
(2) i (U 0,) = w(U 0.)
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la suite de la démonstration de ce lemme est alors identique & la démonstration

ci~-dessus.
On peut alors démontrer la proposition.

Soit (un ) une sous-suite de (un) telle que
1Y

w, (0) — lim u (0)
1Y
P—)(D

-

on a alors un

Y
poo

>

d'ol d'aprés le lemme ci-dessus, il existe une suite (un (0, ))

Ok et 1 (Ok) —> u(0).

Py
or wu  (0) — lim un(o) et 0, C0 ; VxenN,
Py (k) n

telle que : O = lim

=

ce qui implique : 1im un(O) > u(0).
n

la fin de cette démonstration étant identique pour B, et B, ; la démonstration

de cette proposition est terminée. ®

Proposition 5.3.~ Soit (X,d) wun espace métrique séparable.
Soit B = {0, , i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,d).

Soit T, 1la topologie de M(B(T)) "engendrée'" par la base B,
alors s'il existe Oi € B et une suite (xn) 3 X € Oi , Vne N ol

1im X, =X ;X é Oi on a
1-»00

TB est différente de F.
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. F ' .
Preuve.- Puisque xn -—> X On a : éxn —> 8x ( x &tant la mesure

. N n->o n')w
de Dirac au point x).

Alors que : an(oi) =1 pour tout n € N et Gx(Oi) =0

autrement dit : Gxn(Oi) e Gx(oi) ce qui d'aprés la proposition 3.3. entralne
n-»o
T
8x B><Sx .
n
n>

nous allons maintenant donner un exemple ou la "topologie TB" est différente

de la topologie L.
- Scoit R muni de la topologie usuelle
- Notons B 1'ensemble des intervalles ouverts d'extrémités rationnelles.

- Soit TB la topologie engendrée par la base B.
et .soit x e R - Q.

Q étant dense dans R ; il existe une suite (xn) de q telle

ue X = X.
e n
k>c0

Soit ]p,q[ un ouvert de la base B.
de deux choses l'une : x € ]p,af ou x & Jp,af .

si xe]p,q[,a N :n3N==> Xne]P,QE

d'olt axn:]p,q[—-ﬂ ax]p,q[ . (6x : mesure de Dirac au point x),.
T>oo

Si x ¢ ]p,q[ ; X n'appartenant pas & Q on a donc

xX#p et x#q.
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" d'ol il existe e'(x) € @ et e(x) e Q : x € ]s'(x), e(x)[‘ et

]s‘(x) e(x)[ N ]p,q[= ¢ puisque X, T X, il existe N, tel que : n 2 N

1 1

oo
entralne x € Je'(x), e(x)[ , autrement dit : n 3 ;=% ¢ ]p,q[

dtod éx_Jp,a[ — ox Jp,q[

n-r©

P et q ayant &té choisi arbitrairement on a donc d'aprés la

proposition (3.3.)

-
E. s(x)

(1) 8(x )
n

n->o

Considérons maintenant 1'événement A = {x} .

On a alors 6xn(A) = 0 pour tout n € N (puisque x € Q;nel

et xeR-Q) et 6&x(A) =1.

] ~
d'ol . GXn(A) -f* §(A)
N
.. . L '
ce qui implique Gxn > &x (2).
n-o

on a donc d'aprés (1) et (2) TB # L .

Nous allons maintenant rappeler un lemme connu dont nous allons nous

servir par la suite.

Lemme de "Durezewski".- Soient (X,T) et (Y,T1) deux espaces
topologiques.

Soit XO

€ E, Xy possédant une base dénombrable de voisinages.
Soit f une application de X dans Y.

T T1
Dans ces conditions ; si (xn-——+ xo) == (f(xn) — f(xo))
oo N0

f est continue.
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Preuve.- On note V., ,...,V ,... la base de voisinages de X
—_—— 1° n 0

(=]
u

: = = n
et on pose : U v U1(1 V2, s Un Un_1 Vn’

Supposons f non continue en x..
on peut alors écrire
3 W voisinage de f(x) dans (Y,T1) tel que
Y V voisinage de Xg £(Vv) ¢ W
ce qui implique f(Un) ¢ Wi;VneN,
d'oll pour tout n e N, d x € U, tel que f(xn) é W
TT
ce qui entraine f(xn)-—f—+ f(x).

Soit U un voisinage de Xy {Vn, n € N} &tant une base de voisinage

de %, 3 il existe n tel que Vn(: U.

or UCV deplus Vm>n ona: U CU_ ,
n n m n

ce qui impligque : x € U , pour tout m>n ,

autrement dit x —>x , ce qui est contraire & l'hypothése. ®

n->ee
Forts de ce lemme nous allons maintenant &tudier les propriétés

de la "topologie TB"

Proposition 6.3.~ Soit (X,T) un espace topologique & base dénombrable
d'ouverts.

Seit B = {Oi’ i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,T), stable
pour réunions finies, par intersections finies, et contenant X et soit TB la
topologie de M(B(T)) "engendrée" par la base B.

Alors (M(B(T), T

B)) est métrisable séparable.
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Preuve.~ Considérons l'application T1 définie ci~-dessous

T : M(B(T)) — [0,1]%

u — (“(Oi)’ ieI).

1°) T, est injective

(T1(u) = T1(v)) = (v(Oi) = u(Oi) pour tout O, de la base B).

Notons B3 1'algébre de Boole engendrée par B.

Nous allons montrer que p et v colIncident sur B,.

3

Lemme 2.3.- Soit B une classe arbitraire de parties d'un ensemble

X. Formons successivement

1°) la classe B, constituée par ¢ , X et AC X tels que A ou

A" ¢ B

2°) la classe B2 des intersections finies, de parties de X dans
BT.

3°) 1la classe B3 des sommes finies de parties de B, deux a deux
disjointes.

Alors B3 n'est autre que 1'algdbre de Boole engendrée par B.

La démonstration de ce lemme se trouve pages T et 8 [?] .

Lemme 3.3.- Si dans le lemme 2.3. B est la base de la proposition,
autrement dit si B = {Oi, i € I} ; B stable par réunions finies, et par

intersections finies et contenant X,

tout élément de B2 peut s'écrire de la forme ci-dessous
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0. N Oq ol 0. et O0.e€ B.
i J 1 J

Preuve.- Quand on a fait les trois remarques suivantes :

1°) 1'intersection est une opération commutative.

n
20) N A% = ¢
. 1 .

n
1=1 1=

Ai)C pour toute famille finie Ai’ ie {1...n})
1

de P(X).

3°) B est stable par réunions finies, par intersections finies et

contient X.
La démonstration de ce lemme est terminée.

Alors, d'aprds le lemme 2.3. pour mentrer que u et v coincident

sur B_, il suffit de montrer qu'elles coIncident sur B

3 2’

Soient Oi et 'Oj deux &léments gquelcongue de B.

C
on a : u(0.) u(Oiﬂ Oj) +u(oinoj)

<
o
e
~——r
]

C
N 0 .N o,
\)(0:.L OJ) + \)(O1 OJ)

L) = . .No0.) = . ). i . . .
or u(Ol) v(Ol) et u(Ol OJ) V(O1 F)OJ) (puisque 0, et 0, n OJ

appartiennent & B).
.. . N C C
ce qui implique : u(Oi Oj) = V(Oi N Oj) .

d'ol , et vy coIncident sur B, (lemme 3.3),

elles coTncident done sur B, . (B, #&tant la classe des sommes finies de parties

3

de B, disjointes deux & deux).

3

On a donc p =v 3 d'aprés l'unicité du prolongement d'une proba-

bilité définie sur une alg€bre de Boole A 2 la g-algdbre de Boole engendrée
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. par A. ®

2°) T  est bicontinue.

M(B(T), T.) et [b,1]I étant des espaces topologiques 3 bases

B

dénombrables, on peut, gréce au lemme de Durezewski, dans ce qui suit se limiter

d des suites.

T
a) Supposons My > u , D'aprés la proposition 3.3. on a :
n-e
TB
(u > u) > (u (0,) — u(0,) ; 1€ 1)
n n i
Nyoo oo

dtou T(u ) —> T(u).
N>

b) Supposcns T(un) — T(u) comme
o
(Tu — Ty) => (un(Oi) ——+1K0i) ; 1€ I) on s d'aprés la proposition 3.3.

Do n->

> U .
De plus: I est dénombrable
d'od T est un homéomorphisme de M(B(T)) sur une partie de

B),1]I dtod (M(B(T), TB) est métrisable séparable. ®

Conollaine 1.3.- Soit (X,T) un espace topologique 3 base dénombrable
d'ouverts.

Soit B1 une base dénombrable d'ouverts de (X,T) contenant X.

Soit B, le stabilisé de B1 par réunions et intersections finies.

Alors B2 est dénombrable et B(Bz) = B(T), de plus (M(B(T)), TB ) est

2
métrisable séparable.

Preuve.- Quand on a remarqué que l'ensemble des parties finies d'un
freuve que q p

ensemble dénombrable est dénombrable, il est immédiat que B, est dénombrable

de plus B(BQ) C B(T) (puisque tout &lément de B, appartient & B(T)), et

B(T) C B(B1) CZ,B(B2). )
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Proposition 7.3.- Soit (X,d) un espace métrique séparable.
Soit B une base dénombrable d'ouverts de (X,d).
Notons B1 = {Oi’ i e I} 1le stabilisé de B par réunions finies

B

{Oj, j € J} 1le stabilisé de B par intersections finies.

alors (M(B(d)), T. ) resp. ((M(B(4)), TB )) est métrisable séparable.

B1 2

Preuve.- Considérons 1l'application T1 resp. (l'application T2)

définie ci-dessous.

T. : M(B(a)) — [0,1]T
J
T, : M(B(d)) — [0,1]

U — (u(O‘j), e J)

Soit O un ouvert de (X,d) ; B, étant stable par réunions finies on

peut écrire :
0 = 1im 4 On ol 0 e B1 pour tout n e N.
a'ou :

v(0) = 1im + v(On) = lim 4 u(On) = u(0)
n n
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O ayant &té choisi arbitrairement on a donc
v(0) = u(0) pour tout ouvert O de (X,d)

et X étant métrique u et v sont régulifres,

2°) T, est injective

Soit O un ouvert de (X,d) et supposons Tg(v) = T2(u).

B étant une base dénombrable d'ouverts de (X,d) et B C:B2

n
on peut écrire : 0 =1im 4+ \J 0. od 0. € B, ; je {1...n}
n o j=1 Y J 2

et 1'on a : B, stable par intersection finie (1)

n
|u(lJO)-v(U o) s 1 lulog f\O)—v(O no.)| (2)
J=1 J=1 J (1,J)€{1,...,n
(Tz(u) = T2(v))v===> (u(Oj) = v(Oj) s J e J) (3)
n n
d'ol d'aprés 1), 2) et 3) : u(\J Oj) = (U Oj) on montre alors comme
J=1 J=1

pour T que pu = v.

1

La suite de la démonstration est identigque pour T1 comme pour T2

a4 la démonstration de la proposition 6.3. ®
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Proposition 8.3.- Soit (X,d) un espace métrique séparable.

Soit B une base dénombrable d'ouverts de (X,d).

On note B, = {Oi, i € I} 1le stabilisé de B par réunions finjes

(o]
i

{Oi’ i € T} 1le stabilisé de B par intersections finies,

i T . T
et soit B, resp. ( B,
dans ces conditions

) la topologie de M(B(d)) "engendrée" par B, resp, B2

la topologie TB resp. (la topologie TB ) est plus fine que
1 2

la topologie faible.

Preuve.- FEn utilisant la proposition L4.3. et le théoréme de Billingsley-

Alexandroff on montre que

-
t:d‘i
-

5 2

> u)

(u > u) , resp. (un > ) implique (un

et comme (M(B(4)), TB ), resp. ((M(B(a), TB )) et (M(B(a), F) sont métri-
1 2

sables séparables, la démonstration de cette proposition est terminée.

Proposition 9.3.- Soit (X,d) un espace métrique séparable.

Soit B = {Oi, i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,d),
stable par réunion finie resp. (stable par intersection finie), s'il existe
Oi € B et une suite (xn) de Oi telle que lim xn'= X ; xe X - Oi

(M(B(a)), T

B) ne peut &tre compact.

Preuve.- Supposons M(B(d)) compact pour la topologie TB.
Considérons le sous-ensemble dénombrable @(xn)p.e N} de M B(a),

il existe alors une sous—suite (5(xn )) de (G(Xn)) et u e M(B(d))
k
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telles que
T
8x 5 >y
Py
n-><o
et d'aprés la propositicn 8.3.
TB F
(8(x ) > u) ==> (8(x ) > u)
K "
(k) koo
de plus : x —> x ce qui entraine 6(xn ) ==> qx)
k (k) k (ko)
et comme la topologie faible est séparé on a : u = §(x) ce qui est impossible

puisque : 6(xn )(Oi) =1 ,VkeN et 68(x) =0 implique d'aprés la proposi-
k
tion 3.3.

6(xn ) ==%é> §x ®

k

Proposition 10.3.- Soit (X,d) un espaée métrique séparable.
Soit B = {Oi’ i € I} une base dénombrable stable par réunions
finies, resp. (stable par intersections finies) de (X,d).
Si 1'on nete D = {8(x), x € X} ol 6&(x) (est la mesure de Dirac au point

’

x) D est fermé pour la topologie T._.

B
TB
Preuve.- Supposons G(Xn) > u alors d'aprds la proposition 8.3.
n >,
6(xn) >u d'old u=2:6x). =

n—rco
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Proposition 11.3.- Soit (X,T) un espace topologique 3 base dénom-

brable.
Scit B une base dénombrable d'ouverts de (X,T).
Soit TB la topologie de M(B(T)) "engendrée" par la base B.
On note © 1'ensemble des mesures de pfobabilités définies

sur B(T) et ne chargeant qu'un nombre fini de point.

Autrement 4dit

n n
6 ={ue M(BA)) : u = z aié(xi); Z a. =1 , 0. 20 et xiex}

Alors : @ est dense dans (M(B(T), T_.)

B
Preuve.- Soient y € MB(d)) et O wun voisinage basique de u -
- u
0 est alors de la forme ci-dessous
u

Ou = [y e MB(T)) :\)(Oi)e Iu(Oi-e U(O'),+ €2i[ ,1ie {1,...,n}

11° i

~

ol OieB, ie {1,...,n}

€.>Oet€

1 >0 3 ie {1...n}

21

u(Oi)-s et u(Oi)"'e € Q3 ie{1,...,n}

11 11

n
on prend un point X, € () Oi et 1'on note J1 le sous-ensemble de

1=1
{1s...5n} tel que : 1ie J1 ==> x1eOi et ie:{1,...,1’1}—J1 = x1¢0i

et 1'on note A1 =N Oi
T oa n
' i - 1]
Si N 0, # -U 0. , on prend x, € U Oi A1 et 1'on note J2
J 1=1 1=1
1

see.sn} , tel que 1 e J2 => x, € Oi

le sous-ensemblé de {

et ie {1,...,n} - J2 => X, ¢ Oi et 1'on continue 1l'opération qui aura

bien entendu moins de 2" Etapes.
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On obtient ainsi une partition finie (A1,...

les A, ; ie{1,...,£) appartiennent & B(T).

Posons a, = u(Ai) ;1€ {1,...,4)

et considérons la mesure de probabilité v dé&finie ci-dessous

L L
v= ) a, 6(x,)+ (1~ ) a,) 6x.
. i i . i
1=1 1=1
n c n
ol x. €A, ;ie{1,...,} et x e ( 0.) si X - U 0. #¢ , x
i i . i . i
1=1 1=1
quelconque sinon.
On a alors ve O . =

u

Proposition 11.3.- Soit (X,T) un espace topologique 3 base
dénombrable d'ouverts.

Soit B = {Oi’ i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,T).
On note 6 : X —> M(B(T))
x —>  8(x) (mesure de Dirac au point x).

L'application & de 1l'espace mesuré (X, B(T)) dans 1'espace mesuré

)) est mesursble.

(M(B(T)), B(T,

Preuve.- Appelons C 1'ensemble des &léments ( de la forme

suivante

0=1{veMB(T : v(Oi) € ] 821[ , 1€ JCTI : card(J) est fini}

€ ..
11°

ot e, eaN]-w, 1[, e, €qnlo, e[

L 42
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C &tant une base dénombrable d'ouverts de (M{B(T), T

B),‘pdur montrer que

8 est mesurable, il suffit de prouver que l'image inverse par § de tout
€1ément de C est un élément de B(T), étant bien entendu que les seuls
éléments intéressant de la base C sont les &léments (' de la forme

sulivante

0' = {v e M(B(T)) : v(0,) € @,em[,j1eJ1c:g\mQ2)e]5p,1], j,€d,c

J

card(J1) et card(Jg) gtant finis)}

(les autres éléments de la base C ayant pour image inverse 1l'ensemble vide),

et 1'on a : s71(0r) = (f\)(o?1)) N (No.,
Jg1 Y Jgo 9

)

la démonstration de cette proposition est alors terminée.

Proposition 12.3.- (thioneme de GLivenko - Cantelll) Soient (X,d)
un espace métrique séparable, £n des variables aléatoires & valeurs dans X,
définies sur (g, A, P), indépendantes et de loi u, B une base dénombrable

d'ouverts de (X,d), T. 1la topologie de M(B(d)) "engendrée" par la base B.

B

. W - .
81 1'on note Hy la mesure emplrique au point w o©on a :

W TB
P[un > U] = 1.

Preuve.- Posons B = {Oi’ i € I} (I étant un ensemble dénombrable),

pour tout Oi de la base B ; les IO 0 £En sont pour tout n des variables
i
aléatoires réelles, bornées, indépendantes et équi-distribuées (IO est la
i

fonction indicatrice de Oi)’ d'ol d'aprés la loi des grands nombres
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(£, () + oo + T (£_(w)) — u(0.)

w =
un(oi> 0.1 0. °n 1

1
n

d'ol Vie I, 3 GO :p(8. ) =0 et uﬁ(oi) —_— u(Oi) , VweX-58§

0. 0.
i i i
n—>o
Notons § =US
0.
I 1
p{8§) =0
et 1'on a sur X - &8 : 1J§(Oi) _— u(Oi) pour tout Oi de la base B.
oo

ce qui d'aprés la proposition 3.3. entraine
T Vwve X-8

Proposition 13.3.- Soient (X,d) un espace métrique séparable,

B = {Oi’ i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,d) et X. la jeme

J

projection de X  dans X, et soit

Vu = {v e M(B(d)) IV(Oj) € ] u(Oj) - €, u(Oj) + e[, J € J (sous-ensemble fini

de I)},

un voisinage de u dans (M(B(d)), TB) relatif aux Oj ,j€J et d >0
n

on note uZ le mesure empirique au point we X (i.e) : uz = % ) S(Xi(w)).
i=1

Dans ces conditicns on a 1'inégalité suivante
* v < M B
u [W : Un € Vu, V n 2 N] z 1 - I\I— s A4 uw el (d)

ol C est une constante positive qui ne dépend que Card(J) et de €.
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Preuve.- L'application & : X — M(B(d)) #&tant mesurable

(proposition 11.3), x —> 8(x)

. . @ . co -
L'application de X dans M(B(d)), qui & tout w de X fait

d
n
correspondre la mesure de probabilité z G(Xi(w)), est donc mesurable,

i=1

1
n
TB), (proposition 2.3), ce qui impligque :

de plus Vu est ouvert dans (M(B(d)),

(v eX: UZ € Vu} est une partie mesurable de X, pour tout n € N, d'ou

N {veXx : uw € Vu} est aussi une partie mesurable de X . On montre alors
nzN n

comme dans [1] p. 24-25 & 1'aide de 1'inégalité de Kolmogoroff que

- - h+1
u [w : Maﬁ J O.) - u(O I > 5] , Jed
2 £<ng2
d'ol
ume : Maf luz(o - uf | > e] h 2 5 jed

73

et gquand on a remargué que

(33ea: 0 - MO )] > o) == (u, £ W),

le résultat s'en déduit aisément en posant C = §_92§Q&ll et en choisissant
2 €
+
h tel que 2h <N g 2h T a

Proposition 14.3.- Soit R muni de sa topologie usuelle.

Soit B 1la base dénombrable d'ouverts de R formée par les
intervalles ouverts, d'extr&mités rationnelles.

On note ER 1'ensemble des foﬁctions, de R dans R, bornées

et continues sauf en un nombre fini de points appartenant i Q.
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T .
B
On a alors : (un > ) <==> (un(f) — w(f),Vre ER)
- n->o
Preuve.- Supposons que (un > u)
n-»

Soient x1 et x2 e Q 3 x1 < x2

Ty

alors : (u (proposition 3.3).

n
n—>o° n-><e

> u) ==> (un(I]x1,x2[) —> u(T x1,x2|:)

d'ol pour toute fonction étagée g : R > R dont les sauts appartiennent i

Q on a :

s

(un

n->o n->0

> u) ==> (un(g) — u(g))

de plus R #&étant métrisable séparable et B &tant stable par intersectiors

finieson a donc d'aprés la proposition 8.3

T F

B
> u) == (u ==>u)

(un

n--co n->w

d'ol si h est une fonction continue de R dans R on a :

et comme tout f € ER est de la forme h + g, la démonstration est terminée.

Réciproque : Supposons : un(f) —s u(f) ,V*fe E, -

n-»oo
et soient p et q e Q.

alors I]p,q[ € ER
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a'ol ”n(I]p,q[) = u(I:lp,ql:)

n—»«o

p et q ayant été choicsis arbitrairement on a donc d'aprés la proposition 3.3.

¥
b

n

ce qui termine la démonstration. ®

Remarque 1.3.- Soient R muni de sa topologie usuelle, B 1l'ensemble

des intervalles ouverts d'extrémités rationnelles et f une fonction continue

T

bornée de R dans R sauf au point x de R - Q. Alors si W, ==> u, on ne
N>

peut affirmer que un(f) —s u(f).

I-»0

Preuve.- On peut écrire f sous la forme suivante

f=hn + )\I]__oo’x[ + k I]x’_'_mv[

ol h est une fonction continue bornée de R dans R et o X et k

sont des réels non nuls simultanément. Supposons X # O, Q &tant dense

dans R, il existe une suite (xn) de Q telle que : x = lim + X On
n

a alors vu (exemple ou TB # L) que dans ce cas

ated 8(x )(n) — 8(x)(n) (1)

n->o

alors que G(Xn) (x Ij_m’xt.+ k I]x’+w[) =X et &(x)(A I]—w,x[ + k I]x,*OB =0
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ce qui entraine d'aprés (1) G(Xn)(f) —f> §(x)(f) . ®
Dans la proposition 8.3. : nous avons montré que si (X,d) est
un espace métrique séparable et B une base dénombrable d'ouverts de (x,d) .

stable par réunions finies resp. (stable par intersection finie), on a

cette remarque va nous permettre de citer quelques propositions.

Proposition 15.3.- Soit (X,P) un espace polonais.
Soit B = {Oi’ i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,P)
stable par réunions finies resp. (stable par intersections finies).

Et soit TB la topologie de M(B(P)) ‘'engendrée" par la base B.

on a alors

T

1) (un

o0

> u) = ({un, n e N} est équitendue)

2) soit ([0,1] , BP) ol P est la mesure uniforme sur [0,1]

et B 1la tribu engendrée par la topologie usuelle de [0,1].
T

> u, i1 existe des variables aléatoires Ep définies

si
N->co

sur [0,1] » & valeurs dans X telles gque la loi de En soit M et i1

existe une variable aléatoire g dé&finie sur [0,1] & valeur dans X de

loi y , et 1'on a :
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Ts

3) (un

n—»o

> u) ==> (lim sup | J fa - J £aul =0
n feAO X n X

pour toute famille AO équicontinue uniformément bornée).

4) (T relativement compact pour Té) ==> (I #équitendu).

Proposition 16.3.- Soit (X,N) wun hilbert réflexif, séparable.
Supposons (un) relativement compact pour T_. (ol B est une base dénombrable

B

d'ouverts de (X,N), stable par réunions finies resp. (stable par intersections

finies)).
On note wu (t) 1la fonction caractéristique de W, au point t.
n
Alors si wu (t) — p(t) VteX ; il existe u e M(B(N)) telle
n
. . e L. F
que ¥ soit la fonction caractéristique de u et 1l'on a : un > U
n—>co

Proposition 17.3.- Soient (X,d) un espace métrique séparable,
B = {Oi, i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,d), stable par réunions

finies, resp. (stable par intersections finies), et TB la topologie de

M(B(d)) "engendrée" par la base B.

Si 1'on note M'(B(da)) = {p e M B(a) : u(O:) =0 Vierl}

on a : la restriction de TB et de F & M' B(d) sont éguivalentes.

La preuve de ces démonstrations se trouve dans la remarque précédente.

Soient (X,d) un espace métrique séparable, B = {Oi, i € I} wune base
dénombrable d'ouverts de (X,d), stable par réunions finies, resp. (par intersec-
tions finies). On note © 1'application de M(B(d)) x M(B(d)) dans [b,w[

qui a (u1,u2) e M(B(da)) x M(B(d)), fait correspondre
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O(u1,u2) = inf{e > O : [u1(0i) - u2<oi)[ <e,VielTI}
Proposition 18.3.~ O est une métrique de M(B(d))

Preuve.- Supposons @(u1,u ) = 0. Alors Ve > 0. On &

2
[u1(0i) - uz(Oi)l < ¢ pour tout i € I. Autrement dit u1(0i) = u2(0i)

pour tout Oi de la base B. On montre alors de la méme facon gue dans la

proposition 7.3 que My = Wy La réciprogue est évidente.
Scient u1,‘u2 et My € M(B(a)).
= = 1 et > e!' > ¢ .,
Supposons O(u1,u2) e, > O(ug,u3) €5 et soient i €5 €} 5

. — 1]
on a alors : |u1(0i) u2(0.)| < €l VOi € B

1

(0.)] < e

|U 31 é

2(01) - 1
et comme : |u, (0.) - (O.)| < |u (0.) - u
pour tout Oi de B on a :

) - . '+ g
luy(0,) - u (0] < el +e

3

d'ol .) - 0. < +
ol |, (0,) us ( Il se +e
La démonstration de cette proposition est alors terminée. s

Proposition 19.3.- Soit (X,d) wun espace métrique séparable.

Soit B = {Oi’ i € I} une base dénombrable d'ouverts de (X,d)
stable par réunions finies.

Et soit @B la métrique de M(B(d)) définie comme dans la

proposition ci-dessus.




-TIT - 29

on a aglors : (un > u) ==> (un(A) — u(A), V A € B(d)).

n->oo n->oo

Preuve.- ¢ &tant donné ;
€ .
. — L) - . <= Y T.
1 w(e) : n > N(e) > lun(Ol) U(01)| » V1€

Supposons n fix& ; n > N(e).

(X,d) #étant métrique toute probabilité définie sur (X, B(4d))

est réguliére.

D'ol si A € B(d), 3 Oe ouvert de X tel que

AC of
lw(o) - u(a)] < 3
Iun(OE) - (A)] < ¢

et B #&tant une base dénombrable d'ouverts de (X,d) stable par réunions finies

11 existe Oi(e) € B tel que :

Oi(e) C Oz—:
[u(0; oy) =~ ul0)] < £
[ (05 (ey) = (0] < £

et 1'on a :

g () = gy () = (O] + fu (0) =lu (0g )T+ Ju (05 y) = (o )]

#lu0y(y) = w0 )] + Ju(0) - u(a)]
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d'ol lu (&) - u(a)] < e

n ayant été choisi arbitrairement plus grand que N(g on a donc

n > N(g) ==> ]un(A) - u(A)l < g, ce qui termine la démonstration. s

Remarque 2.3.- Soit (X,d) wun espace métrique séparable et soit

B une base dénombrable stable par réunions finies.
on a alors

1) TB est plus fine que la topologie faible (proposition 8.3)

2) L est-plus fine que TB
OB

(voir d&finitions de L et de TB)

3) (u

n
n-»c n->

> u) ===>(un ===> ) (proposition 19.3)

4) N est plus fine que 05 (voir définitions de N et de GB).




CHAPITRE 1V

SUPPORT D'UNE MESURE DE PROBABILITE.

@ Convexification du support.- Soient (X,T) un espace topologique, B(T)

la tribu borélierne engendrée par .a classe des ouverts de (X,T) et M(B(T))

l'ensemble des mesures de probabilité définies sur B(T).

Soit u e M(B(T)).

On pose ' Uu = {0 ouverts de (X,d) : u(0) = 0}

et 1l'on note Ou = \Jo

u
o

Définition 1.4.- Le support de la mesure de probabilité w que

1'on note Su est alors le complémentaire de Ou dans X.
Proposition 1.4.- %J est fermé.

Preuve : Une réunion quelconque d'ouverts de (X,T) é&tant encore

un ouvert de (X.,T), SU est fermé. s

Proposition 2.4.- Si (X,T) est & base dénombrable d'ouverts on. a :

u(Su) =1 et tout fermé F de yp-mesure égal 3 un contient SL.

Preuve : Soit wu e M(B(T))

Soit B = {Oi, i ¢ I} une base dénombrable d'ouverts de (X,d).




on note Ju le sous-ensemble de I tel que

1 = . = 1 - = . >
ied > u(Ol) O et 1e€TI Ju > u(Ol) 0

Soit O wun ouvert de (X,d) de wu-mesure nulle : on peut écrire

0= U 0. ol J(0)C I (puisque B est une base dénombrable d'ouverts
J) *
de (X,4))

et (u(0) = 0) ==> (u(Oi) =0 Vie Jg0))
d'od J(O)C J
u

d'oll U(Oi) =0

J u
u
Ju étant dénombrable on a :
wU ) £ u(0,) =0
u i
J
u
ce qui équivaut a u(S ) = 1.

i
Soit F un fermé de up-mesure égale 3 1 : on a :
C . C
=0) ==> (F' C Ou) (puisque F~ est ouvert)
.. . C
ce qui implique SU = (OU) C F.
Nous allons maintenant essayer d'effectuer la convexification du support

d'une mesure de probabilité définie sur une tribu borélienne d'un espace vectoriel

topologique 3 base dénombrable.
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Proposition 3.4.- Soit (E,T) un espace vectoriel topologique 3
base dénombrable d'ouverts.

Soit u e M B(T). On note Su le support de u défini pour la
T

topologie T.

Soit C un convexe fermé de (E,T), contenant Su et soit H
T

une classe d'ouverts de (E,T), stable par intersections finies et telle que

pour tout élément O de H on ait : Of\Su # ¢ si 1'on note T1 la topo-
T

logie engendrée par la classe d'ouverts HU {O € (E,T) : OCE-C on a

Su =C
T1
Preuve :
Lemme 1.4.- Soit (X,T) un espace topologique & base dénombrable.

Soit wn € M(B(T)) et soit O un ouvert de (X,T).

Alors (OﬁSuT;é ¢) dimplique (u(0) > 0).

Preuve.~ Supposons u(0) = 0.

Alors 0C X - Su (ce qui est contraire & 1'hypothése). La démonstration

de ce lemme est alors terminée.

Soit O wun ouvert de (X,T,) tel que O MNC # 4.

1
Supposons 0N S = 4

i
Posons alors (C = {0 ouverts de (E,T): OCE - C}".

C et H sont stables par intersections finies, de plus : 'OC e H et

0, €H implique 0, N Ou e C, d'ol tout ouvert 0 de (X’TT) s'écrit

0= (U O YU (U 0,.) ol K, et K sont des ensembles guelcongues.
K
1
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C étant stable par réunions quelconques on peut écrire

0=0,U(\U 0 ) o 0,CEC et 0 €H,VXkeck
1 wer K 1 k

Alors (0Ng =¢) ==> (K $) ==> (0OCE - C)

Hip

ce qui est contraire & O NC # ¢.
d'ol d'aprés le lemme 1.k. : (0NC #¢6) ==> (u(0) > 0)

d'oud S Cc
u
TT

et comme Su CC et que E-C est un ouvert de (X,T)
T

ona: uE-C) =0 (proposition 2.4.).

ce qui implique 5, =¢C (car E - C est un ouvert de (X,T1)). .

T

Soit (E,T) un espace vectoriel topologique & base dénombrable.

Soit u € M(B(T)). Supposons §, ~non convexe.
T

On note Cu le plus petit convexe fermé de (E,T) contenant 8,
T T

(CU existe puisqu'une intersection quelconque de convexes est convexe et
7 .
qu'une intersection quelconque de fermés est fermée).

On dira que H est une classe maximale par rapport & (u,T),
si @ H est une classe d'ouverts de (E,T), stable par intersections finies

et telle que pour tout &lément O de H on ait O f\su # ¢ ® pour tout
T
ouvert O de (E,T) n'appartenant pas & T(H) (topologie engendrée par H),

et vérifiant O NS # ¢, il existe O. ¢ H tel que
Hp Ho

C NOo. NO#4¢ et oHr\oﬁsu = .

wp o g 0 T
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Proposition 4.4.- Soient (E,T) un espace vectoriel topologique & -

base dénombrable d'ouverts et u e M(B(T)) telle que S, ne soit pas convexe
T

et soit H une classe maximale par rapport & (u,T).

On note T1 la topologie engendrée par la classe

HU{0 ouverts de (¥,T) : OCE - C, }. Alors si T, est une topologie vérifiant

m

® 7T, strictement plus fine que T
<

1
® T, moins fine que T

S ne peut &tre convexe ; autrement dit T

Mep 1
2

T moins fine que T, tellesque Su soient convexes.

2. T

est la plus fine des topologies

Preuve.- Puisque T2 est strictement plus fine que T1 et moins

fine que T, il existe O € T, : O ‘I‘1 et 0€T; 0#¢ ce qui implique
O¢ X - C . Autrement dit O NC #¢ (a)
UT ' UT

C <~
et C. NO #¢C (d'aprés (a)), de plus S C 8 , et comme C est
H H H U u
T T T T T

2
le plus petit convexe fermé contenant Su s S ne peut &tre convexe.

T2 T2

2°) g1 ONS # ¢
Hp

on a alors : O ¢ T O N Su et H maximale par rapport &  (u,T),
T .
d'ol HOH €eH:0 ﬂoncu # et .0 ﬁO'\SLl =¢ , ce qui implique

0 iy 7 i, T

N 0) =0), et comme O NO # ¢ on & :

S - - a 3
CcC ¢ OH 0 (puisque u(OH g

T Hp 0 0

S # C, de plus Su - 5, et C st le plus petit convexe contenant

T2 T T2 T T

Su . Ce qui termine la démonstration de cette proposition. ®
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Proposition 5.4.- Soit (E,T) wun espace vectoriel topologique.
Soient 'y € M(B(T)) et H une classe d'ouverts de T, stable par
intersections finies et telle que : (0 ¢ H) == (0N Su £0).
T

Soit T1 la topologie engendrée par la classe d'ouverts

HU{0 : 0CX-7,0e€ T} ol C est un convexe contenant Su .

T
Alors 31 U O ne contieat pas C. On a : Su est convexe compact.
H T
1
Preuve.- On a vu dans la proposition 3.4. que Su =C, 4'ou
T
S est convexe. 1

De plus les seuls recouvrements possibles de C par des ouverts

de T,, contiennent E. Il existe donc toujours un sous-recouvrement fini de

Proposition 6.4.- Soit ' muri de sa topologie usuelle (notée Tn)'

Soit u € M(B(Tn) telle que Su soit compact et soit H une
T
n

classe d'ouverts de R° ctable par intersections finies et telle que

(O € H) implique (0N Su # ¢). On note : Cu le plus petit convexe

T T
n n
fermé de (Rn,Tn) contenant Su et T, la topologie engendrée par le
Tn
classe d'ouverts : HU {0 € T, - 0OCX-C } . dans ces conditions %J
Hr T
n n
est convexe compact.
Preuve.- On a alors : S = C (proposition 3.L4.), de plus
Hp Hr
n n
Su étant compact dans (Rn, Tn), son enveloppe convexe est compact dans
T
n
T ] 1 ]
(Rn’ n) donc dans (Rn, T1n) pulsque Tn est plus fine que T1n .
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® Lla 'n,p.q) d-continuwité.- Soient (X,d) un espace métrique séparable,
B(4)

-

a tribu bvorélienne engendrée par la tovologie induite par la métrique 4

[}

et M(B(d)) 1l'encemble des mesures de probabilité définies sur X mri de la

tribu B(d).

Définition 2.4.- Soit u e M(B(3d)) et soient n, p et gq trois
réels strictemen: positifs. u  est dite (n,p,q) d-continue si pour tout
€ ;0<e<n et pour tout fermé F de (X,d) tel que u(F) > 1 -¢® ona :

———

SuC_FqE oun F¥f

= {xeXx: dx,F) < q%}

Exempfe 7.4.- Soient X; € (x,4) et a. % 0 :1i¢€ {1,...,n} : 1les

I~
a. vérifiant ) a, = 1. On note §(x.) la mesure de Dirac au point Xss
- e

1=1

La mesure de probabilité o 5(xi) est (n,p,q) - d-continue

[ o]

i=1
pour tout n tel que : n < inf(ai, ie{1,...,n})

Exemple 2.4.- La probabilité uniforme P sur BL1]2 est

.1,2,2) d-continue ol d est la métrique usuelle de E)J]g .

Preuve.- Soit O < e £ 1, t soit F un fermé de [0,1]° tel

2
que : P(F) > 1‘82. Supposons [O,1]“¢F2€ . I1 existe alors x € [0,1]2
tel gue : d(x,F) 2 2¢, ce qui implique B(x,2¢) N F = ¢. I1 existe alors

un carré C de c8té € 1inclus dans cette boule et 1l'on a : C C.FC et

P(C) =

e

. _ - 2 .
., ce qul est en contradicticn avee P(F) > 1 - ¢~ 1a démonstration

est alors terminée. ®

Remargue 1.4.- Toute mesure de probabilité (n, p.q) d-continue

est (n', p', q') d-continue si n' £ n ,p' 2 p, q'

q
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Notation.- Soit (X,d) wun espace métrique séparable.

alors : | )B(d) ={yueMB(@) : u est (n,p,q) d-continuel .

nsP,.q
Proposition 5.4.- 8i u est (n,p,q) d-continue, Su est borné

pour la métrique 4.

Preuve.,- Soit x e X et ¢ <n on a alors X = lim 4 B(x,n)
d'od J W(e) : n3 N(e) == u(B(x,n)) > 1 - eP, ce qui entratne

Su C B(x,N(e))%® C B(x,N(e) + q) &

Proposition 6.4.- Soient (X,d) un espace métrique séparable,

TS M( ) B(d) et ve M(B(A)) vérifiant

nsP.q

1°) 8 Cs
v u

2°)3 b > 0 : v(0) 3 b u(0) pour tout ouvert 0 de v-mesure

non nulle. Alors v est (n(b)?, p , j%ﬁ d-continue.
Ny
1
Preuve.- Soit e donné ; 0 < g < n(b)p , et soit F un fermé
p C s] . Cy _
de (X,d) tel que v(F) > 1 - ¢¥ alors v(F’) <e® (si vw(F’) =0 1la

démonstration est terminée), ce qui avec 2°) permet d'Berire

Y
W(FC) < &
b
ce qui s'écrit encore
b
u(F)>1—§“'
b

posons ' =
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on a alors O < g'<net u(F)>1-¢

et comme u e M M(d) on a : si 1'on pose 4 = q'
<nap9q.) 1
bP
t
scrd®
u
d'od d'aprés 1°)
s cpd'®
v

la démonstration de cette proposition est alors terminée.

Proposition 7.4.- Soit (X,d) un espace métrique séparable, soit

d, wune métrique telle que a d1(x,y) s d(x,y), Yx,y) € X2 (ol a> 0) et

telle que T(d1) = T(d). Alors si u est (n,p,q) d-continue : y est

(n,p, %) d1—continue.

La preuve de cette proposition est immédiate.

Proposition 8.4.- si (X,d) est un espace métrique totalement

borné,

M(n,p,q) B(d) est fermé dans (M(B(4d)),F).

Preuve.- Soit {5 ie I} un sous-ensemble dénombrable dense
de X. Soient e M d) 3 ne N telles que
o€ M p,q) B 4
E
u == U
n
n->w

Soit € donné ; 0< e <n, et soit F un fermé de (X,d) tel

que : u(F)> 1 - & , il existe alors N tel que :
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< e et u(F)>‘a—[(s~i\I1-)p—-1%]

T

rd rd * .
I &tant dénombrable, 3 T e ]O, Eqﬁ-] tel que : u(B(x,,r) ) =0 VielI.
i

X étant totalemert borné et {Xi,ieI} étant dense dans X on peut recouvrir
L
F par ur nombre fini de boules de rayon r, d'intersection non vide avec Su

et de centre appartenant a {xi, ig I}.

On note B(x1,r) N . B(xm,r) ce recouvrement et comme

m m
(J B(xi,r))*C U B(xi,r)*, on a d'aprés le théoréme de Billingsley-Alexandroff:
i=1 i=1

m m
(U Blxy,r)) —> ul( U Blx;,r))

u
0= i=1

m m
autrement dit : 3 M:n>M== (un(u B(xi,r)) - ulU B(xi,r)) < —I%f
=1 i=1
soit n fixé ; n > M.

m m
on a : un(ikj=1 B(Xi’r)) > u(F) —% (puisque P‘CJ:\:J1 B(xi,r))

n 1 1 1
d'ol u (U B(Xi,r)) > 1 - [(g - —)p - "] N

N N

m
.. _ _ 1y < _ 1
ainsi un(ik=J1 B(xi,r)) > 1 (e - (ol 0 < ¢ T < n)
et comme u, est (n,p,a) d-continue on a :
1
0 ale- )
S C (U B(x.,r))
u s 1
n 1=1
m
et comme \J B(xi,r) est un recouvrement de F tel que : B(xi,r) NTF # ¢
i=1
pour tout i e {1,...,n} et rg-L ona:

LN

m
B(x.,r)C F L
U (x1 r) =

i=1



g (e @)
ce qui implique : 8 C (F2N) C r4¢ (1)

puisque l'on a pris n arbitrairement supérieur & M on a pour tout n > M

1'inclusion (1).

Supposons alors Su ¢ Fd€

alors § x : x € Su et xe X ~ F¥ aod 3 p(x) : B(x,p(x))C x - r3¢
ce qui d'aprés le lemme (1.2.2) implique u(B(x,a) > O pour tout 0 < a < p(x),

et soit a' e ]o, p(x)J tel que u(B(x,a')*) = 0 on a alors

H
o

u (B(x,a')¥)

O

u B(x,a') >

M B(x,a') =0 VYn>M

. . . F
ce qui est en contradiction avec W, ==>u, d'aprés le théoréme de

Billingsley-Alexandroff d'ou Su C F%% . La démonstration de cette

proposition est alors terminée. ®

Définition 2.4.~ Soit (X,d) un espace métrique séparable et

soit y g M(B(d)). yu est dite Co(n,p,q) d~continue si pour tout e > O,

O <e<n et pour tout connexe fermé C de (X,d) tel que u(C)> 1 - P

ona: S Ccl,
U

Définition 3.4.~ Soit (E,d) un espace métrique séparable et
soit y ¢ M(B(d)). u est dite C(n,p,q) d-continue si pour tout ¢ > O,
O <e<n etpour tout convexe fermé C de (X,d) tel que u(C) > 1 - P

ona: S C c%
u
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Remarqu2 2.4.- Soit (E,d) un espace vectoriel métrique séparable
et soit u e M(3(4)).
Alors si u est (n,p,q) d-continue, u est Co(n,P,q) d-continue

ot si u est Co(n,p,q) d-continue, u est C(n,p,q) d-continue.

Notations.- On note :

H
¢ (n,p,a) B(a)

{u e M(B(4)) : u est Co(n,p,q) d-continuel

B(a) = {y € M(B(a)) : u est C(n,p,q) d~continuel

M
C(n,p,q)

Remarque 3.4.- Dans les propositions (5.4), (6.4), (7.4) on peut

(d) et par M ‘B(d).

remplacer M c(n,p,q)

) B(d) par

(n,p,.q MCO(n,p,q) B

Proposition 9.4.- Si (X,d) est un espace métrique totalement borné

et si toute boule fermée est connexe dans (X,d), MC ) B(d) est fermé

o(n,p,q

dans (M(B(a)), F).

Proposition 10.4.- Si (E,N) est un espace vectoriel normé,

totalement borné, M B(d) est fermé dans (M(B(d),F )

C(H,P,Q)

La preuve de ces deux propositions est analogue & la preuve de la proposition 8.k.

Rematque 4.4.- Les propositions (8.4), (10.4), (9.4) sont aussi

vraies dans (M(B(d)), T

B) (ol B = {B(Xi’ i), (i,n) € I x N} et ol

{xi,‘i € I} est un ensemble dénombrable dense).



CHAPITRE V

APPLICATION DE LA TOPOLOGIE TB'

———— > —— — —

Métrique de Hausdorff.

Soit (X,d) un espace métrique. Nous désignerons par le symbole 2X
la famille de tous les ensembles fermés, bornés et non vides, situés dans 1l'espace
métrique (X,d).

Et soit H. l'application de 2X x 2X dans [Q,w[ définie ci-dessous.

a
. A A
Hd(A,B) =inf{A > 0 : ACB et BCA"} pour tout couple

A
(A,B) e 28 x 25 o3 B ={xe€ X : d(x,B) < A}

Hy est une métrique de ¥,

Supposons Hd(A,B) =0
Soit x e A et supposons x ¢ B.

X-B é&tant ouvert, Hr(x) : B(x,r(x)) C X-B.

r(x)

Ce qui implique d&(x,B) >

[\Y)

puisque Hd(A’B) =0 ona:ACHB

ce qui entrafne d4(x,B) < XX 11 y a alors contradiction d'od A C B,
on montrerait de méme que B C A

ainsi (Hd(A,B) 0) => A =3B

i

on a aussi : (A = B) => (Hd(A,B) = O).

Soient A, B, C € 2X.

Supposons (A,B) = A Hd(B,C) = ) et soient A} > XA, et AL > A,

Hd 1° 2 1
il existe alors deux réels a, et o, tels que :

A! >a, > A, et AL > ay > A

1 1 2



et 1'on a : (puisque A, > A_ et A2 > A))

oy 0y a2+a1

on a aussi
ce qui entraine :

d'od d'apréds (1) et (2)

Hd(A’C) a + o

LI '
g e AT A,

et ! ayant &té choisis respectivement arbitrairement plus grand que A

1
A 2

1

et A on a donc :

2 ;

Hd(A,C) < Hd(A,B) + Hd(B,C)

Déginition 1.5.- Hy est la métrique de Hausdorff induite par d.
Par la suite, larsque nous utiliserons la métrique de Hausdorff sur 2X, (X,4)
sera totalement borné. C'est pourquoi nous allons &noncer, & titre de renseignement

la proposition connue suivante :

Proposition 1.5.- 8i (X,d) est totalement borné, (EX,Hd) l'est

également.




Preuve : Supposons € donné, ¢ > O.
(X,d) étant totalement borné, il existe un sous-ensemble fini Fe
de X tel que : a(x,F ) < ¢ Y x e X.

On note H |

1 le systéme de toys les sous~ensembles de Fs' A chague
2

k,e

fermé A de (X,d) on fait correspondre 1'ensemble Hi . des points y de F
,

tels que d(y,F) <e .

On a alors : Hi C A® et A CHi . (d'aprés la définition méme de
b ]

€

Nous allons maintenant donner la définition d'une topologie dé&finie
sur l'ensemble des férmés non vide d'un espace topologique quelconque. Cette
topologie nous permettra d'énoncer des propositioﬁs dgns un espace topologique
non forcément métrisable.

Soit (X,T) un espace topologique.

Et soient 01,...,0n des ou;erts de (X,T)

On note <O1""’On> = {E ¢ 2X : EC ;:1 Oi et E r\Oi # 0, \/i.s {1,...,n}}.

Déginition 2.5.~ si (X,T) est un espace topologique, on appelle
topologie exponentielle (notée 2T) sur 2X, la topologie engendrée par la

classe d'ouverts de la forme <O ..,0n> ; (o0 O ,...,On sont des ouverts

1" 1

de (X,T)).

Proposition 2.5.- La classe des éléments de la forme <O1,...,On>

forment une base pour la topologie exponentielle sur 2X.

Preuve :
a) 27 = <X>

b) Soient 01 = <0 .,0. > et 02 = <0

21""’02m>'

11°°° 1n

: m
Posons : U = _ O1i et V= }_} O2i

n
1=1 1=1




I1 est alors aisé de montrer que :

0 No = <0, , Nv,...,0

: 5 nnv, omﬂu,...,o

N u>
m

1 2

cette topologie est étudiée dans [3].

Remarque 1.5.- Hy et 24 sont identiques lorsque (X,d) est compact.

Soit (X,T) un espace topologique. On note @ 1'application définie ci-dessous.

¢ : ( (1) — 2%

y — BSu.

le probléme que nous nous posons est de trouver une topologie de M(B(T)) véri-
fiant une version du théoréme de Glivenko-Cantelli et une topologie sur 2% telle
que l'application @ (ou une restriction assez faible de l'application @).

Remangue 2.5.- Soit (X,d) un espace métrique séparable.

E soit Kd la psendo-métrique de M(B(d)) définie ci-dessous

Kqlhysmy) = Hy(Su ) e (M(B(a)

5 a 1,Su2) V(u1,u

2

l'application @ : (M(B(d)),Kd) ——— (2X,H ) est alors continue.

d

i ————) Su
mais la topologie induite par Kd n'est pas intéressante quant 4 1l'estimation
du support, car elle ne vérifie pas méme la version la plus faible du théoréme

de Glivenko-Cantelli.

On se place dans un espace métrique séparable (X,d).
Soit{xi,i € I} un sous-ensemble dénombrable dense de (X,d).
On note B = {B(Xi’ lﬁ, (i,n) € I x N} 1lg base dénombrable d'ouverts de (X,d)

n
ainsi obtenue.




. . X
on munit M(B(d)) de la topologie TB (voir paragraphe III) et 2~ de la
métrique Hd'
Alors comme le montre 1'exemple contraire suivant 1l'application
@ : (M(B(d)),TB) —_— (2X,Hd) ne peut en général &tre continue

u —— Sy

Exemple 1.5.- Soit (X,d) un espace métrique sé€parable possé&dant au
moins deux points x et y distincts.

On pose n = — Sly) + (1 - =) &(x) nel

et u= §(x).

Soit O wun ouvert de (X,d) on a alors

2
Iun(O) - u(0)] < ;‘

d'oll d'aprds la proposition (3.3.) : quelque soit la base B dénombrable

d'ouverts de (X,d) on a :

T
u_ —> |l
o
Hd
alors que : Sun ——=f—> Sy

n-~»oc

en effet, considérons By (su, &), o o= a(x,y) » 0.
a i

Soit neN

On a alors y € Bu_ et d(y,Su) = a.

ce qui implique Su ¢ By (Su, =)

a
a b
2d
On montre de la méme fagon que Sun —f—  Su.

n-»oo

Nous allons donc devoir prendre une restriction de @.




Proposition 3.5.- Soit (X,d) un espace métrique séparable.
Soit {xi, i € I} un sous-ensemble dénombrable dense de (X,d).

Soit 4, une métrique telle que (X,d1) soit totalement borné et T(d1) = T(4)

(ol T(d) est la topologie induite par d) on note B = {Bd (xi, l),
1 n

(i,n) € I x N} 1la base dénombrable d'cuverts de (X,d1) resp., (de (X,d))

ainsi obtenue. Soit B, resp. (B.) le stabilisé de B par réunions finies

1 2
resp : (par intersectioms finies).
Alors l'application
X
u —— Sy
. X
resp : (¢2 : (M(n,p,q)B(dT)’TBz/M(n,p,q)B(dT)) if“"“* (2 ’Hd1))

est continue.

Preuve : Nous allons d'abord montrer gque ¢1 est continue.

Soient u € M( (d1) et e > 0 donné, et considérons la boule ouverte

n,p,q)B

BHd (Su,e).
1

(X,d1) #tant totalement borné et {xi, i ¢ I} étant dense dans (X,d1),

on peut recouvrir Su par un nombre fini de boules de la base B de rayon

1’
1 ~ 1 [
- (o0 =~ <=
m m 8

On note B(x,, —),..., B(x , l? ce recouvrement (de Sp) qui a été

effectué de fagon telle que : B(xi,-l)(1 su# @ Vie{l...n}.
m



" or (B(xi, l) nsp #¢) = (uB(x., ) >0, ie{1...n})" (lemme (1.4.,))

m m

—~

proposition 2.3.) V.u de uy dans

considérons alors le voisinage ouvert 1

(B(a,))), défini ci-dessous

(M n’pa(-].) 1

(n.p.a) (B(d1 )) ,TB/M(

v ={ve M

1 1
1 (mopaq) BE) © w(BGx i—)) e Ju(dx,, 1)) - e m(Blx, 2],

m m

n
ie{1..n} et w(UB(x, D) el - el
i=t * om

ol O < ey < inf{u(B(xi, l)), ie{1,...,n}} et ol €, = inf (= , N

m bq 2

supposons que Vv € V1u.
On a alors \)(B(xi, '1-)) >0, 1€ {1,...,m}.
m

Ce qui implique S\) ﬂB(xi, l) #¢ 1¢e¢{1,...,n}

m
I
n 1 m € €
PP S ~ = .
a'oll U B(xi, )cs\) C s, (o s, =1{xeX: d1(x,S\)) < g)
1=1 m .
n 1
or BSuC UB(xi, -)
i=1 m
ce qui entraine : SuC Si . (1)

par construction on a : Su n B(Xi’ l) #0, 1ie{1...n}

m
hm

n ——
ce qui implique : U B(xi, l) cs (2)
i=1 m
o 7
de plus \)(UB(xi, =-)) > 1 - e'g (o e, < n) et v est (n,p,q) - d, continue.
i=1 m
€
07 a5, B——7 2
ce qui entraine S C (\UB(x., =)) C (UB(x., ™))
i=1 ' m i=1 * om

d'ol d'aprés (2) : SvC S,



ce qui termine la démonstration de cette proposition pour 1'application ¢1..La

démonstration de la continuité de l'application de ¢2 est identique & celle

de ¢1 8 1'exeption prés du choix du voisinage de .

- On considére le voisinage ouvert Vou de u dans (M(n o q)B(d1),uB(M(n P q.)B(d1
H > 2 L]
défini ci-dessous
Vou={vel (B(a,)) & v(B(x., 1)) e Tu(Blx,s 1)) = a u(Blx,y ©) +a [
2 (nspsa) "1 i’ it 1 i -
i € {1...n}}

< inf(inf(u(Blx,, 1)), ie (...}, ()P x 1 0

ol ay > 0 et o
m Lq 25 2

1
On a alors

n 1 n
[D(UB(x, ©) - n(UB(x, )

i=1 m i=1 m (1,3) € {1...n}2

~
~—
A

lu(B(xi,fn')n B(x, ,fn') -

(B D) 0 B(x. )]
1 1

n m
. n ]
ce qui impligue : \)UB(xi;—) e 1 - (5P, 1] .
i=1 m Lq
Vou s les mémes bropriétés que V1u. On continue alors la démonstration de la

méme facon qu'avec V1u.

Proposition 4.5.- Soit (X,d) un espace métrique séparable tel que
1'on puisse recouvrir tout borné par un nombre fini de boules de rayon ¢ > O,
pour tout e étant donné arbitrairement.
Soit {xi, ie I} un sous—enéemble dénombrable dense de X et soit
B = {B(Xi, 4 (i,n) € T x N} 1la base dénombrable d'ouverts de (X,d) ainsi

n
obtenue.




On note B1 le stabilisé de B par réunions finies

B2 le stabilisé de B par intersections finies.

Alors les applications :

X
‘¢1 (M(n,p,q)B(d)’%/M(n,p,q)B(d))) —_— (2 ,Hd)

p —— Su

. - X
et ¢2 : (M(n,p,q)B(d)’Eﬁ/M(n,p,q)B(d)) (2 ,Hd)

sont continues.

Preuve :
Quand on a remarqué que u est (n,p,q)-d continue, implique S
est borné (proposition 5.4), la démonstration de cette proposition est identique

3 la démonstration de la proposition précédente.

Conollaire 1.5.- Soit (X,d) un espace métrique séparable tel que
tout fermé borné de (X,d) soit totalement borné.

Soit '{xi, i ¢ I} un sous—ensemble dénombrable dense de (X,d)
et soit B = {B(xi,'l), (i,n) x I € N} 1la base ainsi obtenue.

n

On note B, resp. (B2) le stabilisé de B par réunions finies (resp. par

intersections finies).

Alors l'application :

X
8, (MCo(n,p’q)B(d),TB1/MCO(n,p’q>B(d)) — (27,H,)
p —— Sy
resp (B, t (Mg o BT/ B(@) s (258))

U—‘—‘*SU

=R PN

est continue en tout point p tel que S soit connexe pour tout n € N.
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Preuve : Le passage de la proposition L.5. & ce lemme est sans

difficultéds.

Conollaire 2.5.- Si 1l'on ajoute aux hypothéses du corollaire 1.5.

tout é1lément de B, (resp. de B.) est connexe on a :

1 2
¢1 (resp. ¢2) est continue.

Preuve : Soient u e M B(d) et € > 0 donné.

CO(H,PaQ)
Considérons la boule cuverte BH (Suse).
d
Su étant borné (proposition 5.4.), on peut donc le recouvrir par un nombre fini

~

de rayon 1= (ol m=2m').
m 16

de boules de la base B1,

On note B(x1, =)y cess B(xn,'l) ce recouvrement effectué de fagon telle que
m m

B(x, D) ) su # .

m

On a alors

S
(Blx,» 1) N s) U (s N (UB(x; D) = su.

! m i=2 m

n
comme Sp est connexe et que B(x_, —1-) ) su et UB(xi, -1') N sy sont fermés.
m i=2 m

-~

d'tou :3i1 que l'on prendra égal & 2 tel que

1 1
B(X,], -I;) n B(X2, 'n;) # ¢°

on montre de la mé€me fagon que




V-1

d'ou E]ig que l'on prendra égal & 3 tel que

(302> DU By )0 20, 1 # 9.

m m

En continue de la méme fagon et l'on obtient

k
(UB(x;» D) N Blx,,, ) #8 ol k<n.
m

i=1 m

Considérons alors les boules B(x1, g), e B(xn, =).
n m

Ces boules appartiennent & B1 puisque m = 2m' et 1'on a :

B(x,, &) N B(x,, 2y # ¢

. m m
k : o
U B(X~9 —)n B\KK‘F']’ ) # ¢
1=1 1 m m
n-1 : 5 : 5
U B(x., )N B(x , =) # ¢
i=1 m m

Lemme 1.5.- La somme de deux ensembles connexes ayant des points
communs est un ensemble connexe
% la preuve de ce lemme se trouve page 83 (volume II) de [5].

On a donc d'aprés ce lemme

g)U B(xg, g) est connexe.
m S om

k 2 . 2
U B(Xi’ =) U B(Xk+1, =) # @ est connexe.
i=1 m m

o P
U B(x., =) est connexe.

[l
n
-
=




v =12 -

1a suite de la démonstration est alors analogue 3 la démonstration de la

proposition L.5.

Conollaire 3.5.~ Soit (E,d) un espace vectoriel métrique séparable
tel que tout fermé borné de (E,d) soit totalement borné.

Soit {xi,i € I} un sous-ensemble dénombrable dense de (X,d)

et soit B = B(Xi’ l), (i,n) € I x N 1la base ainsi obtenue.
n
On note B, resp. (B2) le stabilisé de B par réunions finies (resp. par

intersections finies).

Alors 1l'application :

. X
p ——— Sy
resp. By ¢ (g oy (BO) Ty 1B@)) ——— (278,)

1

est continue en tout u telle que (Su)n soit convexe V n € N.

Preuve : Analogue & celle de la proposition 4.5.

Proposition 5.5.- Soit (X,T) un espace topologique 3 base
dénombrable d'ouverts.
Soit B une base dénombrable d'ouverts de (X,T)

et soient My et u e M(B(T)).

nel
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T
Alors si un ==E=> u avec Sunc: Sy pour tout n € N
11>c0
2T
on a Su > Su
n->oo
Preuve :
. . . . X T
So1t <O1""’Om> un voisinage basique de Su dans (27,27).
Puisque Su € <O1""’Om> on a :
m
a) suC \UO.
. 1
1=1
m
ce qui impligue Su C kJOi pour tout n e N (1)
i=1

b) Su Floi # ¢ pour tout i e {1...m}.

Ce qui entralne u(Oi) > 0 pour tout i € {1,...,m} (lemme 1.4.)

B étant une base dénombrable d'ouverts de (X,d), tout 0.5 ie{1...m} peut
s'derire comme une réunion dénombrable d'ouverts de la base B, et comme

U(Oi) > 0, ,30{ e B: O{ C o, et u(O{) > 0, cecl pour tout O, € {1,...,m}.

Posons u(Oi) =€, ie{1,...,m},
TB
puisque Oi € B et que Mo ====> |
n-—>ce
Vie{t,...,m}, _jNi :n >N, = un(Oi) > —;-.

Posons N = sup{Ni, ie {1...m}}

alors n > N => un(Oi) >0, Vie{1...m}.

Ce qui implique : Sunr] 0! # @ pour tout 1 ¢ {1...m}

et comme OiC: Oi ; 1e{1,...,m} on a:
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‘n >N = sunﬂoiaéq), ie {1,...,m}

ce qui avec (1) termine la démonstration de cette proposition

Proposition 6.5.-

Soit (X,d) un espace métrique séparable.
Scit 3 une base dénombrable d'ouverts de (X,d)

et soient Wo» D€ N et ue M(B(4d)).

T
. 3
Alors si Wy ==t u  avec SunC3 Sy pour tout n e N
110
H
on a Su ——g~» u
oo

Preuve : La preuve de cette proposition est analogue & la preuve

de la proposition précédente.

Remargue 3.5.-
La condition SunC: Su est plus faible que Hy absolument continue

par rapport & u.

Nous comptons par la suite prolonger l'étude de la continuité de
l'application ¢, en munissant l'ensemble des fermés de topologies autre que
la métrique de Hausdorff. Nous comptons aussi appliquer ces résultats & 1'étude

Q{ Uk
@ B

N
1231

\é

de l'estimation du support.
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