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------------ 

L 'ob je t  de ce t r a v a i l  e s t  l ' & + ~ d e  de l a  c o n t i n u i t é  de l ' a p p l i c a t i o n  

q u i  à une mesure de p r p b a h i l i t é  fsit correspondre l e  support  de c e t t e  mesure. 

Etude dont on peut  pa r  l a  s u i t e  e s p é r e r  p ~ u v o i r  déduire  un es t imateur  convergent 

du suppor t .  l 
Problème qui  a é t é  spulever  à l ' o r i g i n e  pa r  Monsieur 3 .  GEFFROY ve r s  

1962. 

* Le premier  c q a p i t r e  e s t  consacré à l ' é t u d e  de quelques p r o p r i é t é s  des  $ r ibus  

à base dénombrable. Chapi t re  qui  pou? permet t ra  de g g n é r a l i s e r  l e s  r g s u l t a t s  I 
abtenus s u r  une t r i b u  bo ré l i enne  à base dénombrable, à t o u t e s  l e s  t r i b u s  à 

base  @épombrable. 

m Dans l e  II, nous donnons l a  d e f i n i t i o n  e t  quelques p r o p r i é t 6 s  des 

t opo log ie s  u s u e l l e s  d é f i n i e s  s u r  l ' e s p a c e  des mesures de probabi,l i té,  de fason 1 
à. pouvoir l e s  comparer p a r  l a  s u i t e  à d ' a u t r e s  t opo log ie s  d g f i n i e s  s u r  l e  

même espace.  

Nous donnons a u s s i  dans un espace métrique sépa rab le ,  une expression a u t r e  de 

l a  d i s t a n c e  de PROKOROFF ; express ion  qui  s i m p l i f i e  l e  problème du c a l c u l  I 
e f f e c t i f  de l a  d i s t a n c e  de d e w  mesures que s ' é t a i t  pos6 F.R. HAMPEL. 

* Le c h q p i t r e  III e s t  consacrg à l a  d é f i n i t i o n  e t  à l ' é t u d e  d'une t o p o l o g i e ,  I 
p l u s  f i n e  que l a  topo log ie  f a i b l e , -  @ f i n i e  s u r  l ' e s p a c e  des mesures de p r o b a b i l i t é .  1 
Nous donnons notamment deux ve r s ions  du théorème de GLIVTNKO-CANTELLI adapté  

à c e t t e  t opo log ie .  ( ~ h é o r è m e  e s s e n t i e l  quant à l ' o b t e n t i a n  d'un e s t ima teu r  

convergent du suppor t )  . 



* Le chap i t r e  TV e s t  d i v i s é  en deux p a r t i e s  r nouq 6tudions t o u t  d 'abord l a  

convexif ica t ion  su  suppor t ,  puis  naus étudions l 'ensemble des mesures de 

p r o b a b i l i t é  dont l e  support v é r i f i e  une c e r t a i n e  candi t ion  de r 6 g u ï a r i t é  

notée (TI ,p ,q)-d-continuité .  

* Dans l e  d e r n i e r  chap i t r e ,  on ê t u d i e  à l ' a i d e  des r é s u l t a t s  des chap i t r e s  III 

e t  I V  l a  con t inu i t é  d~ l ' a p p l i c a t i ~ n  qyi à t o u t e  mesure (TI ,g,q)-d-continue 

f a i t  correspondre l e  support  de c e t t e  mesure de p robab i l i t é .  



CHAPITRE 1 

TOPOLOGIE ASSOCIE€ A U N E  TRIBU A BASE DENOMBRABLE. 

'ûédin&ion 7.7.- Une c l a s s e  8 de p a r t i e s  d 'un ensemble X e s t  appelée  

une t r i b u  s i  e l l e  e s t  t e l l e  que : 

C )  u Ai E 8 pour t o u t e  f a m i l l e  dénombrable ( A ~  ,i E 1) dans B .  
1 

- Nous noterons B ( c )  l a  t r i b u  engendrée p a r  une c l a s s e  C de p a r t i e s  de X .  

Dé~in iL ion  2.7. - La t r i b u  bo ré l i enne  d'un espace topologique (X,T) 

e s t  l a  t r i b u  engendrée p a r  l a  c l a s s e  des ouve r t s  de ( x , T ) .  Nous l a  no terons  

B ( T )  

Dé&i&an 3.7. - Une t r i b u  e s t  d i t e  à base  dénombrable, s 'il e x i s t e  

une f a m i l l e  dénombrable B = ( A ~  ,i E 1) dans 8 t e l l e  que : B ( B )  = B .  

On d i t  a l o r s  que B e s t  une base dénombrable de l a  t r i b u  B .  

Phapobi%on 7.7.- Toute t r i b u  8 d'un ensemble dénombrable X e s t  à 

base  dénombrable. 

Pkeuve : S o i t  x E X e t  s o i t  A l  E B : x E A l .  

Alors  s i  A E B t e l  que x E A on a : A l  C A .  



A ,  = i n f ( ~  E B : x E A )  

sinon 3 . ~ ~  E B t e l  que : x E A  
2' 

A, C A, e t  A2 # A , .  

(on recommence a lo r s  l ' opé r a t i on ) .  

A,  
é t an t  dénombrable, l ' opéra t ion  s e r a  répétée  au plus  une i n f i n i t é  

dénombrable de f o i s  : d'où A{X) = i n f ( ~  E 8 : x E A )  peut s ' é c r i r e  comme une 

i n t e r s ec t i on  dénombrable d'éléments de B. Autrement d i t  : A x = inf{A E 8 : x E 

appar t ient  à B pour t ou t  x E X .  

So i t  A E B a l o r s  : 

Ce qui implique u A{x) C A ; de plus  x E A{X) d'où A = u AIX). 
XEA XEA 

La fami l l e  B = {A{x), x E X) e s t  a l o r s  une base dénombrable de l a  t r i b u  8 

Pkop04i.tian 2 . 7 . -  Toute t r i b u  8 à base. dénombrable e s t  borélienne 

de p lus ,  il e x i s t e  une topologie à base dénombrable d 'ouver ts ,  engendrant B. 

Pkeuve : Soi t  B = {Ai, i E 1 )  une base dénombrable de l a  t r i b u  8. 

Considérons l a  topologie T engendrée par  l e s  ouverts  Ai,  i E 1. Le s t a b i l i s é  

B I  de B par in te r sec t ions  f i n i e s  e s t  a l o r s  une base dénombrable de l a  topo- 

l og i e  T. Autrement d i t  tou t  ouvert O de T e s t  réunion dénombrable d'éléments 

de B' qui e s t  incluse  dans B.  D 'OÙ t ou t  ouvert O de T appar t ient  à B. 

Ce qui  implique : B ( T ) c  B 

d'où : B c B ( B )  C B ( T )  c B.  

Pkopob,ition 3 . 1 . -  So i t  8 une t r i b u  à base dénombrable. Alors il e x i s t e  

une topologie T à base dénombrable t e l l e  que : B ( T )  = B ,  t o u t  ouvert de T 



e s t  un F e t  t o u t  fermé de T e s t  un G 
CJ 6 

Pheuve : S o i t  B une base dénombrable de 8. On no te  B I  l ' a l g è b r e  

de Boole engendrée p a r  B. L'ensemble des p a r t i e s  f i n i e s  d'un ensemble dénom- 

b r a b l e  é t a n t  dénombrable, BI  e s t  dénombrable. S o i t  T l a  t opo log ie  engendrée 

pa r  Bp. B2 e s t  une base  dénombrable de T, puisque s t a b l e  p a r  i n t e r s e c t i o n s  

f i n i e s ,  e t  l ' o n  a B c B ( B ~ ) c B ( T ) .  

Posons B2 = O i ,  i E 1)  , (1 dénombrable). 

S o i t  O un ouver t  de T. 

B2 é t a n t  une base  dénombrable de T, on a : 

d'où : B ( T )  c 8 

De p l u s  chaque O .  é t a n t  à l a  f o i s  ouver t  e t  fermé O e s t  un F . En passant  
1 u 

au  complémentaire on montre que t o u t  fermé de T e s t  un G 6 .  

Phopoh&on 4.1 .- S o i t  8 une t r i b u  & base  dénombrable de X .  

11 e x i s t e  a l o r s  une t o p o l o g i e  T s u r  X t e l l e  que : B(T) = 8 e t  t o u t e  mesure 

de p r o b a b i l i t é  d é f i n i e  s u r  8 e s t  r é g u l i è r e  pour l a  topo log ie  T. 

Pheu~e : Prenons pour t opo log ie  T l a  topo log ie  de p r o p o s i t i o n  3.1. 

S o i t  p E M(B(T)) .  

A E 8 e s t  u - r égu l i e r  pour l a  t opo log ie  T, s i  VE > 0 .  

I l  e x i s t e  un fermé F e t  un ouvert  O de (x,T) t e l s  que : 
E 'L 

il s u f f i t  de p a s s e r  au complémentaire pour montrer que : 



On pose R = (A E 8 : A p- régulier/^). 

S o i t  F un fermé de ( x , T ) .  

On peut  a l o r s  é c r i r e  d ' a p r è s  l a  p ropos i i t on  (3 .1 . ) .  

Il e x i s t e  une s u i t e  dénombrable d ' ouve r t s  ( n o t é e  ( O  ) ) t e l l e  que : 
n 

F = l i m  J. On 
n 

ce  qui  e n t r a î n e  d o n )  + U ( F )  

d 'où F e s t  p-régul ier /T.  

S o i t  ( A  ,n E N) une f a m i l l e  dénombrable de b o r é l i e n s  p- régul ie rs /T .  
n 

Alors  E é t a n t  donné : 

t( A il e x i s t e  F E e t  O : F C A  C O  e t  p ( o E n  - F ) < -  
n ' ~n ~n ~n n ~n ~n 3n 

U F E n C U  A C U  0 où U FEn e s t  fermé e t  U OEn e s t  ouve r t .  
N n n= 1 N n= 1 N ~n ' 

On pose U F = F e t  on c h o i s i t  k ( n )  t e l  que : 
N ~n E 



c e  q u i  implique que R c o n t i e n t  l e s  fermés, e s t  s t a b l e  p a r  réunion dénombrable 

e t  pa r  complémentation. Autrement d i t  R = 8. 

Remanque 1 . 7 . -  Une t r i b u  à base dénombrable peut c o n t e n i r  une t r i b u  

engendrée p a r  une topo log ie  T non à base dénombrable. 

Exempte : S o i t  R muni de l a  t opo log ie  T engendrée par  l e s  fermés F 

formés d 'une  réunion f i n i  de p o i n t  de R.  Alors  t o u t  fermé c o n t i e n t  au  p lus  un 

nombre f i n i  de p o i n t s  de R.  D 'OC l a  t r i b u  de Lebesgue c o n t i e n t  l e s  fermés de T .  

B(T) e s t  donc i n c l u s e  dans l a  t r i b u  de Lebesgue, a l o r s  que T n ' e s t  pas  à base  

dénombrable. 

Remahque 7 . 2 . -  Une t r i b u  à base dénombrable peut a v o i r  deux bases  

d i s t i n c t e s .  S o i t  R muni de s a  t opo log ie  h a b i t u e l l e .  L'ensemble des i n t e r v a l l e s  

à ex t r émi t é  r a t i o n n e l l e s  e s t  a l o r s  une base  de l a  t r i b u  de Lebesgue. Mais l ' e n -  

semble des complémentaires d ' i n t e r v a l l e s  à ex t r émi t é  r a t i o n n e l l e s  e s t  a u s s i  une 

base  de l a  t r i b u  de Lebesgue. 

Nous terminons c e  c h a p i t r e  en remarquant que t o u s  l e s  r é s u l t a t s  que 

nous a l l o n s  énoncer p a r  l a  s u i t e ,  dans une t r i b u  bo ré l i enne  engendrée p a r  une 

topo log ie  à base dénombrable, peuvent ê t r e  (grâce  à l a  p ropos i t i on  2 . 1 . )  

g é n é r a l i s é s  à t o u t e  t r i b u  à base  dénombrable. 



CHAPITRE I l  

METRIQUES ET TOPOLOGIES USUELLES 

DEFINIES SUR L' ESPACE DES MESURES DE PRUBABILITES. 

S o i t  ( ~ , d )  un  espace mét r ique .  

On no te  : - U(X) l 'ensemble des fonc t ions  r é e l l e s ,  uniformément cont inues  e t  

bornées.  

- c ( x ) ,  l 'ensemble des fonc t ions  r é e l l e s ,  cont inues  e t  bornées.  

- ( ( d ) ) ,  l ' ensemble  des  mesures de p r o b a b i l i t é  d é f i n i e s  s u r  X muni 

de l a  t r i b u  bo ré l i enne  engendrée p a r  l a  topo log ie  i n d u i t e  p a r  d. 

+ 
- R l ' ensemble  des  r é e l s  s t r i c t emen t  p o s i t i f s .  

Dé&z,&Lon 7 . 2 .  - La topo log ie  f a i b l e  f s u r  M(B(d) ) e s t  l a  topo log ie  

engendrée p a r  l e s  ouve r t s  O de l a  forme s u i v a n t e  : 

où f .  e C ( X ) ,  E~ e t  E~ E R  ; E # E .  ; i e { l  ... n l .  
1 

1 2 
i 

1 
1 

2 

Remahque 7 . 2 . -  Il e s t  a i s é  de montrer que l ' i n t e r s e c t i o n  de deux ouve r t s  

O ,  e t  O2 de l a  forme ci-dessus e s t  encore un ouve r t  de c e t t e  forme. Les ouve r t s  

O de l a  forme ci-dessus forment donc une base  de F. 

S o i t  p E M(B(d)) .  

Un vois inage  bas ique  O de p dans ( M ( B ( ~ )  ) , F I  e s t  a l o r s  de l a  
L' 

forme su ivan te  : 



F 
I l  e s t  a l o r s  immédiat que - 

n 
-> 1.i s i  e t  seulement s i  : 

n- 

Nous a l l o n s  maintenant r a p p e l e r  un théorème t r è s  connu dont nous a l l o n s  nous 

s e r v i r  constamment par  l a  s u i t e  : 

théorème de Bil l ingsley-Alexandroff  

l e s  c inq  p r o p o s i t i o n s  su ivan te s  son t  équ iva l en te s  : 

F 
a )  un => p .  

n- 

t' g E U(x) .  

n* 

- 
c )  l i m  1.i (F)  6 u ( ~ )  pour t o u t  fermé F de ( x , d ) .  

n  n 

d )  l i m  1-i (G) >, u ( G )  pour  t o u t  ouver t  G de (X,d) .  - n - n 

* 
e )  pour t o u t  b o r é l i e n  A t e l  que p(A ) = O on a  l i m  un(A) = P ( A )  

n- 

- l a  démonstrat ion de c e  théorème s e  t r o u v e  dans M. 
S o i t  ( x , d )  un espace métr ique sépa rab le .  I 
S o i t  x .  i c 1 un sous-ensemble dénombrable dense dans ( X  , d )  , 

1 

1 e t  s o i t  B = B(xi,  - ) ,  ( i , n )  E 1 x N l a  base  dénombrable de (X,d) a i n s i  
n  

obtenue . 



on no te  B1 l e  s t a b i l i s é  de B pa r  réunion f i n i e  e t  l ' o n  pose : 

où 0' = { X E  X : d ( x Y 0 )  < E , u l  e t '  u 2  E M(B(d)) .  

Considérons 
'BI ('1 "2 = max(o 1 ( ~ ~ ~ ~ i ~ ) ~ o  1 (+,Y 

Pkeuve : 
n 

1 S o i t  O = u B ( X  - un élèment de B I ,  e t  supposons E > O donné. 
i' n .  i=1  1 

I I On a B(xi. -) I.  B(xi,  -). Pour t o u t  i E 11, ..., nl 
n.+m m n .  
1 1 

n 
1 

n 
1 d 'où m > s u p ( ~ .  ; i E 11.. . n l )  => 1 "  u (B(xi.  -1) - u l ( V ~ ( x i . - ) l  < ( 1 )  1 

i= 1 n .  i= 1 n.+m 
1 1 

2 

e t  comme 
P ~ l  

("¶ll2) = 0 0" a : 

1 - 

1 1 

4 Supposons m > 4 ( sup(n .  ; i c { 1 . .  .n ) ,  N .  ; i c i l . .  . n ) ,  -)) 

1 1 1  2€ 
on a a l o r s  - ,< - -  



ce qui implique : 

ce  qui  en t ra îne  avec ( 1 )  : 

on inverse  l e s  r ô l e s  de l-il e t  de u 2  e t  l ' o n  ob t i en t  : 

Autrement d i t  : ( p B  ( u l y u 2 )  = O )  => ( u l ( 0 )  = l ~ ~ ( 0 )  V O  E B , ) .  
1 

n 
1 S o i t  O un ouvert de ( ~ , d )  : O = l i m  1. VB(X -) 

n i = l  i ' n. 
1 

n 
1 n 

1 on a a l o r s  : u l ( 0 )  = l i m  p , ( ( V B ( x i ,  -1) = l i m  ~ ( U B ( X ~ >  -)) = " ( 00 ) .  
n* i= 1 n .  n* i= 1 n 

1 i 

X é t a n t  métrique P l  e t  lJ2 sont  donc r é g u l i è r e s ,  de p lus  e l l e s  concordent s u r  

l e s  ouverts  de X. E l l e s  sont donc égales.  

S i  r i l  - - il e s t  immédiat que PB1 ( v l  >li2) =. O 8 

PnapubiAion 2 . 2 . -  S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique séparable.  

S o i t  x x 1  un sous-ensemble dénombrable dense de X .  
1 

1 e t  s o i t  B = {B(xi, -1 y (i  ,n)  r 1 x NI l a  base dénombrable d 'ouverts  de ( ~ , d )  
n 

a i n s i  obtenu. On note BI  l e  s t a b i l i s é  de B pa r  réunion f i n i e .  

Soient u l  e t  u2 E MB(d) e t  
pB1 

( u 1 y u 2 )  d é f i n i  comme précédemment : 

c 'es t -à-di re  
1 

, u 2 )  = max(oB ( u l  y u 2 )  ~ o B 1 ( u 2 ~ v 1 )  
1 



Dans ces conditions, on peut aussi écrire : 
P ~ l  

(u1,u2) = max(ol(ul'li2) Y"l(lip."l 1)  

où ol(y = inf{r > O : lil(0) s li2(oE) + E O ouvert de (~,d). 

Pheuve : Nous allons tout d'abord démontrer un lemme indispensable à 

la démonstration. 

Lemme 1 . 2 .  - Si A = lirn + A on a A& = lirn + Aa pour tout a > 0. 
n n n n 

Phcuve : Soit x s A&. 

Il existe alors y E A tel que : d(x,y) < a. 

Sinon d(x,y) 3 a y s A ; ce qui implique d(x,A) 3 a. 

Ce qui entraîne x $ A& (contraire à l'hypothèse). 

Et corne A = lirn t A il existe N(y) tel que n 3 N(~) implique : y o An. 
n n' 

D'où d(x,An) < a pour tout n 3 ~(y). 

La démonstration de ce lemme est alors terminée. 

Supposons E > O donné et que p (p1,p2) = b. 
1 

Soit a > b et soit O un ouvert de (x,d). 

On a : O = lim + On, On E BI. 
n 

E 
d'où ~ N ~ ( E )  : n > => llil(0) - lil(on)l < - ( 1 )  

2 

a 
et d'après le lemme 1.2. oa = lim + On 

n 

Posons N~(E) = SUP(N~(E).N~(E)). 

Soit n fixé ; n > N (E ) .  On a v 1  (0,) ~~(0:) + a , 
3 

ce qui implique avec (1) et (2) : 



a ,  E e t  O ayant  é t é  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t ,  on a donc : 

en échangeant l e s  r ô l e s  de 
1 

e t  de p on montre que : 
2 

e t  comme B1 e s t  i n c l u s  dans l a  c l a s s e  des ouve r t s  de ( x , d )  on a : 

ce  qu i  termine l a  démonstrat ion.  W 

Pnopob.iLion3.2.- p e s t u n e m é t r i q u e d e  M(B(d) ) .  * 1 

Pheuve : So ien t  1 '  Fi2 e t  9 3 MM(B(d)). 

- 
On a : p ~ i  

( p l Y p 2 ) = O  s s i  p l  - l i 2  ( p r o p o s i t i o n  1 . 2 . )  

Supposons.  p 
1 = b2. 

Soien t  a > bl  , a > b e t  O un ouver t  de  ( ~ , d )  
1 2 2 

a l o r s  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  2.2.  on a : 

a a +a 
2.  Ce qu i  implique : 

a a +a  
2 ) + a 2 .  

a e t  a ayant é t é  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t  respect ivement  p l u s  grand que 
1 2 

b ,  e t  

b2 ,  e n  échangeant l e s  r ô l e s  de  
1 

e t  de 
3 

on o b t i e n t  : 

Soien t  ( x , d )  un espace mét r ique ,  
1 e t  p2 3 M(B(d) 1. 



on pose : o ( u 1 5 u 2  ) = i n f { ~  > O : u ,  ( F )  < p2(F ) + E t>F fermé de ( x , d ) }  

o ( u 2 , u l )  = inf{E > O : "(FI i u l ( ~  ) + E VF fermé de ( x , d ) } .  

La d i s t a n c e  de Prokorov e s t  a l o r s  l a  d i s t a n c e  p de M(B(d)) d é f i n i  c i -dessous.  

P h ~ p ~ h X o n  4.2.- Soient  ( x , d )  un espace métr ique s é p a r a b l e ,  
lJ 1 

e t  u2  E M(B(d)) .  

S o i t  { x i  c 1 un .sous-ensemble dénombrable dense de  X e t  s o i t  
1 

1 
B = { ~ ( x ~ ,  - ),  ( i , n )  E 1 x N} l a  base  dénombrable d ' ouve r t s  a i n s i  obtenue. On 

n  

no te  B1 l e  s t a b i l i s é  de B p a r  réunion f i n i e  e t  p l a  d i s t a n c e  de Prokomv. 

Alors  : ( p ( u l  , u 2 )  = b )  => ( p B l  ( i l 1  , v2 )  S b) 

Pheuve : S o i t  O un élément de B O e s t  un ouver t  de ( ~ , d )  d 'où : 
1  ' 

O = l i m  t F  ( l e s  F é t a n t  des  fermés de ( ~ , d ) )  , 
n  n  n  

a  
d'où d ' a p r è s  l e  lemme (1 .2 . )  : oa = l i m  t Fn. 

n  

D'OÙ , ~ N ( E )  : 11 > NE = O - < E e t  1p2(oa)  - ~ J ~ ( F ; ) (  < E ,  

e t  l ' o n  montre comme dans l a  p r o p o s i t i o n  2.2. que : 

a 
u l ( 0 )  s v 2 ( O  + a pour t o u t  a > b.  

a 
u 2 ( 0 )  i ul(O + a pour t o u t  a >  b .  

O é t a n t  un ouver t  quelconque de  ( ~ , d )  on a donc PB1(lJ13!J2) d b *  

I?erncVLque 2 .2 .  - Supposons nous p l i c g  dans l e s  mêmes cond i t i ons  que dans 

l a  p r o p o s i t i o n  c i -dessus ,  e t  s o i e n t  " n  
e t  v E M(B(d)) .  

ncN 

Alors  : ' ( p ( v n , p )  -+ O )  => ( p B  ( u , ~ , )  + O )  (d 'après  l a  p r o p o s i t i o n  4 . 2 . )  . 
n* ' n- 



Pkopoacüon 5 . 2 .  - Soient  ( x , d )  un espace métr ique sépa rab le ,  {xi ,i r I l  

un sous-ensemble dénombrable dense dans ( ~ , d )  , e t  p r M(B(d)) e t  s o i t  

1 ';LN B = (B(xi ,  - ) , ( i , n )  E 1 x N) l a  base  dénombrable d ' ouve r t s  de  (X,d) a i n s i  
n 

I obtenue. On note  BI l e  s t a b i l i s é  de B p a r  réunion f i n i e .  

Pkeuve : S o i t  O un ouver t  de ( x , d )  e t  supposons E donné. 
n 

1 On a O = l i m  t U B(xi,  -) 
n i = l  n.  

1 

1 1 
e t  pour t o u t  i E I l  ,. . . ,NI on a : B(xi , -) t ~ ( x .  -) 

n.+m m 1 ' 
n.  

1 1 

d 'où  pour m > sup{Ni,i o I l ,  ... ,nI on a : 

1 
1 

' Y i c I I  ... NI .  e t  pour m > 4 (sup{n. , i  a ( 1  ... NI}) on a - 6  - -  - 
n.+m n m 
1 i 

4 Fixons m : m > sup(supI4N. ,i s 1.. .N),  4 sup{n. , i  E ( 1  ... a } ,  -) 
1 1 

E 

a l o r s  puisque ( \ , I I )  -+ O 3~ : k > K => 1 
PB1 (pk  > P )  < -9 

w m 

d'où pour k > K on a : I 



d 'où  l ' o n  a : 

N 
1 

N 
1 

N 
1 

d 'où d l a p r è s  ( 1 )  p ( 0 )  - p ( V  B ( X  -1) + p ( V  B(xiy -)) c p k ( U  B ( x ~ ,  - ) )  + E .  
i= 1 

i ' n. i = 1  n.  i= 1 n .  
1 1 1 

ce q u i  e n t r a î n e  : p ( 0 )  5 pk(0 )  + E 'dk > K. 

O e t  E ayant é t é  a rb i t r a i r emen t  c h o i s i s  on a  donc : 

l i m  pk (0 )  3 p ( 0 )  O ouver t  de ( ~ , d )  - 

e t  d ' ap rè s  l e  théorème de B i l l i n g s l e y  Alexandroff on a : 

P/ropobiAion 6.2.- S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique sépa rab le ,  où d  

v é r i f i e  l a  cond i t i on  H ci-dessous : 

- 
( H )  : IJa = { X  E X : d ( x , ~ )  L al pour t o u t  fermé F de ( ~ , d ) .  ( F ~  é t a n t  l e  

d i l a t é  de F d ' o r d r e  a  pour l a  métr ique d. 

e t  s o i e n t  
li 1 

e t  p2 E MB(d) 

dans ces  cond i t i ons  : ( P B l ( U 1 y + )  = b) => ( P ( U 1 y " )  5 b ) .  

Pkeuve : Dans l a  p ropos i t i on  2 .2 . ,  nous avons vu que 
'BI ( ~ 1  ) é t a i t  

a u s s i  é g a l  à max(ol(pl  o l ( ~ , p , ) )  03 : 



E 
" l ( ~ 1 y " 2 )  = i n f { r  > O : l i l ( 0 )  3 u2(0  ) + E 1 0  ouver t  de (x ,d )} .  

Soien t  F un fermé de ( ~ , d )  e t  a  > b.  
a 

Alors  1 a l  , a  < a  < b t e l  que p 2 ( ~  ' ) *  = 0.  
1 

Lemme 2.2.- S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique où d  v é r i f i e  l a  cond i t i on  

n 
s i  A = i i m  + A , ( A  fermé de  ( ~ , d ) )  e t  s i  p ( A a ) *  = O on a : 

n  
A" = l i m  G ( A  ) a  u-presque surement. 

11 

Autrement d i t  Aa C l i m  G ( A  )". 

S o i t  x  E ( A ~ ) '  a l o r s  d(x,A) > a (cond i t i on  (H)) 

d'où d(x,A) = a  + rl q > O 

Alors  n  > N => d(x,An) > a 
1 - 

1 
s inon  3 Y E  A" : d(x ,y )  < a e t  3 2  E Pi : d ( y , z )  

4 n  4 

3 ce  qui  imp l ique ra i t  d(x,A) < a + - ri ( c o n t r a i r e  à l ' hypo thèse )  

1  
4 

- 
n 

d 'où n  > N => x  4 A 
1  - 
n  a ce qui  implique : x  l i m  G ( A  ) 

n 

l a  démonstrat ion de ce lemme e s t  a l o r s  te rminée .  



n 
F  é t a n t  un fermé de ( ~ , d )  on a : F = l i m  + F . 

n 

On appl ique  l e  lemme 2.2. e t  l ' o n  a a l o r s  : 

a  - a  
F = l i m  J. ( F ~ )  u -presque surement 

n  
2 

Posons N ( E )  = s u p ( ~ ~  ( E )  . N ~ ( E ) ) .  

Supposons n  f i x é  ; ( n  > N ( E ) ) .  

1 - 1 - a  
1 - 

n n  
On a  a i o r s  : u l  ( F  ) r( v2(F ) + a  (puisque a > b e t  Fn e s t  o u v e r t )  

1 1  

E ayant  é t é  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t  l a  démonstrat ion de c e t t e  p ropos i t i on  e s t  

t e rminée .  

Remairpue 3 . 2 . -  Lorsque d  v é r i f i e  l a  cond i t i on  ( H )  pg l  e t  p  sont  

a l o r s  i den t iques .  Ceci d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  4.2. e t  l a  p ropos i t i on  6.2.  

P t t o p o a ~ o n  7 .2 . -  S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique séparable .  

S o i t  p l a  d i s t a n c e  de prokoroff  e t  s o i e n t  " n 
e t  u E M(B(d)) .  

F 
Alors  : 

(un -> II)  => ( P ( U ~ , V )  + 0 ) .  

Remahque 4.2.- C e t t e  p r o p o s i t i o n  e s t  connue dans un polonais .  

Ptteuve : Nous a l l o n s  t o u t  d 'abord  démontrer l e  lemme connu s u i v a n t .  



Lemme 3 . 2 . -  So ien t  ( ~ , d )  un espace mét r ique ,  f une a p p l i c a t i o n  

mesurable de X dans X e t  p E M(B(d)) .  

~t s o i t  E = { x l d ( f ( x )  ,x )  < ' 1 .  ' 
Alors  : (u (E  ) > 1 - E ,  E > 0 )  => ( p ( p y u f )  < m a x ( r i , ~ ) .  

17 

Pireuve : S o i t  A s B ( d )  

a l o r s  : u ( ~ )  -  fi(^ n E  ) < E " ( 1 )  

s o i t  X E  A n E  . On a : X E .  A e t  d ( x , f ( x ) )  < " 
n 

c e  qu i  implique f ( x )  E A'. 

D ' O Ù  A n E c f - l ( ~ ' )  
17 

f 
ce  qui  e n t r a î n e  : V ( A  n E ) 3 ~ ( f - '  (A') = p (A") ' 

f 
on a donc avec ( 1 )  : u ( A )  3 u ( A ~ )  + E, 

e t  comme p ( p l  , u 2 )  = O ( V ,  ,pp) = 

l a  démonstration de ce lemme e s t  terminée i 

S o i t  x i  s 1 un sous-ensemble dénombrable dense dans ( ~ , d ) .  
1 

0 é t a n t  donné, ( > O , 3 h E 10, 9 t e l  que 

* 2 
p ( ~ ( x ~ , h )  ) = 0 ,  V i o 1 (* désignant  l a  f r o n t i è r e )  

{xi , i c 11 é t a n t  dense dans X on a : u ~ ( x .  , A )  = X.  
1 i& 1 

1 é t a n t  dénombrable ; il e x i s t e  J C 1 t e l  que c a r d ( 1 )  s o i t  f i n i  e t  t e l  que 

c a r d ( ~ )  é t a n t  f i n i  on a : ( UB(X. , A )  )*  c U B(x. ,A)* 
1 1 

i e J  i c J  

on a donc d ' ap rè s  l e  théorème de Bil l ingsley-Alexandroff  : 

On a donc d ' ap rè s  ( 1 )  : 



autrement d i t  u n (  B(xi,A)) > 1 - E pour n > N ( E )  
J 

~ a r d ( ~ )  é t a n t  f i n i  nous a l l o n s  poser  J = {IY. . . , !L} .  

On pose a u s s i  E~ = B ( X ,  , A  

On prend y .  E Ei pour t o u t  i € . .  t e l  que Ei f 0. 
1 

S o i t  A E B(d)  : 



Les Ei étant de ~rontière U-nulle on a donc d'après le théorème de ~illingsley- 

Alexandroff : 

~(u;,u') -t O on pose p(uAyp1) = ctn(~>e). 

on applique alors le lemme 3.2. avec f (x) = yi b'x E Eiy i E 11 >... .pl. 
n 

Alors E = {x : d(x,f(x)) < 3 U Ei n i= 1 

dioù  un(^ ) > 1 - E pour n >  N 
n 

on applique le lemme 3.2. et l'on a : 

X 
n > N entraîne : p(unyun) < Max(2 ,E) 

X 
et p(pyuf) < Max(2 ,E) 

ce qui implique P(Iiylin) 6 2 M~X(PA,E) + un(hy~) 

la démonstration de cette proposition est alors terminée. 

Remahque 4.2.- Soit (~,d) métrique séparable alors : 

la proposition 7.2., la remarque (2.2.) et la proposition 5.2. nous permettent 

d'énoncer : 

Dans le cas où d vérifie (H) : la proposition 6.2. et la proposition 4.2. 

nous permettent d'énoncer : 

p(UI yu 2 )  = pBI (ul y u 2  ) pour tout (p,yv2) 2) MB(d) x MB(d). 

où pEI (p, ¶p2) est aussi égal dlaprès la proposition (2.2. ) à 

P, (u, YU, ) = max(crl (ri, yu2)o1 (p2 ) 



avec o ~ ( ~ ~ ~ L I ~ )  = i n f { ~  > O : ~ ~ ( 0 )  r< u 2 ( o E )  + E ~ O E  B l j .  

Remahque 5.2.- Lorsque d v é r i f i e  H l ' e x p r e s s i o n  de p sous  l a  

forme de pB1 e s t  t r è s  i n t é r e s s a n t e  pour l e  c a l c u l  e f f e c t i f  de  p , u 2 ) .  

(problème que s  ' é t a i t  posé FRANK R.  HAMPEL) dans [6] ) . 

Nous a l l o n s  maintenant donner l a  d é f i n i t i o n  de  deux topo log ie s  connues s u r  

l 'ensemble des  mesures de p r o b a b i l i t é  d é f i n i e s  s u r  un espace mesuré. Nous l e s  

comparerons p a r  l a  s u i t e  à d ' a u t r e s  t opo log ie s .  

Vé&&i.ZLon 2.2.- Soient  ( ~ ~ 8 )  un espace mesuré e t  M(8) l ' ensemble  

des mesures de  p r o b a b i l i t é  d é f i n i e s  s u r  l a  t r i b u  8. 

On a p p e l l e  t opo log ie  de l a  convergence simple s u r  8 (que l ' o n  note  L) 

la t opo log ie  de  M(8) engendrée pa r  l e s  ouve r t s  0 de  l a  forme s u i v a n t e  : 

On v é r i f i e  sans  d i f f i c u l t é  que l ' i n t e r s e c t i o n  de  deux ouve r t s  Li1 e t  O2 de 

l a  forme ci-dessous e s t  encore un ouver t  de c e t t e  forme. Les ouve r t s  0 forment 

donc une base  de l a  t opo log ie  L. S o i t  LI c M(8) ; un vois inage  bas ique  de 0 
LI 

de e s t  a l o r s  de l a  forme : 

Il e s t  a l o r s  immédiat que 
L 

" n -> LI s s i  L I ~ ( A )  + p ( A )  'd A e 8 .  

n-m n* 

Remmque 6.2.- On peut  s e  r e s t r e i n d r e  à prendre dans l a  d é f i n i t i ~ n  

de 0 des E 
i 1 e t  E~~ appar tenant  à Q. Les ouver t s  0 '  a i n s i  ob tenu  

forment encore une base  de L. 



un vois inage  bas ique  0 '  de p s ' é c r i v a n t  a l o r s  : 
IJ 

A ins i  lo rsque  8 a  au p l u s  un nombre dénombrable d 'é léments ,  f e s t  à base  

dénombrable. 

Dê@.vLi;tian 3 . 2 .  - Soient  ( ~ ~ 8 )  un espace  mesuré e t  M ( B )  d é f i n i  

comme ci-dessus.  On a p p e l l e  topologie  de l a  norme, l a  t opo log ie  N de M ( 8 )  

i n d u i t e  par  l a  métrique 8 d é f i n i e  ci-dessous : 

on a  a l o r s  
N --- ---> ' n u S S ~  , IN(€) : l p n ( ~ )  - p ( ~ ) l  < E V A  E B 

n- 



CHAPITRE 171 

UNE TOPOLOGTE SUR L'ENSEMBLE DES FlfESllRES DE PRUBABZLTTE 

DEFTNZES SUR UNE TRlBU BORELlENNE A BASE PENOMBRABLE. 

N a X m X a m  .- comme dans l e  paragraphe ~ r é c é d e n t  on no te ra  

- F l a  t opo log ie  f a i b l e  

- L l a  t opo log ie  de l a  convergence simple s u r  B. 

- N l a  t opo log ie  ue l a  norme. 

Véa .mon 1 . 3 .  - Soient  ( X  ,T) un espace topologique  à b a s e  dénom- 

b r a b l e  d ' o u v e r t s ,  B(T) l a  t r i b u  engendrée . p a r  T e t  M ( B ( T ) ) ,  l ' ensemble  des 

mesures de ~ r o b a b i l i t é  d é f i n i e s  s u r  B(T). 

S o i t  B = (O i c 1) une base  dénombrable d ' ouve r t s  de (x,T). i ' 

La topo log ie  TB de M(B(T)) e s t  d i t e  "engendrée" par  l a  b a s e  B. 

s i  TB e s t  l a  t opo log ie  engendrée p a r  l e s  ouve r t s  O de l a  forme s u i v a n t e  : 

O = ( v  E I ~ ( B ( T ) )  : "(Oj) CIE;> cj[¶ j E J (sous-ensemble f i n i  de  1)) 

S o i t  C l 'ensemble des 0 de l a  forme c i -dessus .  

Pkopoh&~n 1 . 3 . -  C e s t  une base dénombrable de l a  topo log ie  TB. 



III - 2 

Pheuve.- 1 e t  Q son t  dénombrables. De p l u s  l 'ensemble des  p a r t i e s  

f i n i e s  d 'un  ensemble dénombrable e s t  dénonbrable e t  t o u t e  réunion dénombrable 

d'ensemble dénombrable e s t  dénombrable. 

C e s t  donc dénombrable. 

Reste  à montrer que : 

O1 E C ,  O2 E C e n t r a î n e  0, n O2 E C. 

( sous-ensemble 

E ; ~  j c J2} 

f i n i  de 1)) 

t ) pour j E J I  n J2 où : , ' = S U P ( E ~ ~  , El j 
3 j  

Gj  = € 4  pour j E J2 - J1 

& '  = ' 
3 j  €1  j 

pour j - J 2  

€3 j 
= i n f ( ~ ~ ~ , ~  ) pour j~ J 

1  j 1 " j 2  

E = E  
3 j  2 j  

pour j E J2 - J1 

E = E  pour j s J 
1  

- J2 . 
3 j 1 j 

un vois inage  bas ique  L) de LI dans ( ! A  B ( T ) ,  TB) e s t  a l o r s  de l a  forme 
IJ 

s u i v a n t e  : 

où J e s t  un sous-ensemble f i n i  de  1 



P k a p a a i L i a n  2 . 3 . -  S o i t  V l e  vo is inage  de  1-i d c f i n i  c i -dessous : 
lJ 

V = [ V  E M B ( T )  : ~ ( 0 ~ )  E ] u ( o ~ )  - r j ,  r i ( O j )  + c j L  j  E J (sous-ensemble 
1-i 

f i n i  de 1)) 

Alors  V e s t  ouver t  dans ( M ( B ( T ) ) ,  TB) . 
1-i 

où v = i v  E M(B(T)) : " ( O . )  E ] ~ ( o ~ )  - c j ,  e ( o j )  + B . [  1 .  
1-i j J J 

Q é t a n t  dense dans R : il e x i s t e  Conc une s u i t e  ( a j n )  : a  E Q, 'd n  E N 
j n  

t e l l e  que : l i r n  + ( a .  ) = ~ ( 0 ~ )  - E ; 
n- J n  j 

Posons E = ~ ( 0 . )  - a  . 
j n  J j n  

on a  a l o r s  ~ ( 0 ~ )  - E = a d'où - E = l i m  + ~ ( 0 . 1  - E où 
j n  j n  J j J j n  n  

~ ( 0 . )  - E e  Q ; n  6 N ,  de même on c o n s t r u i t  une s u i t e  ( ~ ( 0 ~ )  + E ; ~ )  
J j n 

t e l l e  que : ~ ( 0 ~ )  + E! e  Q ; n  E N e t  L l ( ~ j )  + E = lirn t ~ ( 0 . )  + B !  
J n  j J J n  

on a  a l o r s  : 



02 E hl B(T) : v(Oj) E ]"(O.) - E , ~ ( 0 ~ )  + E !  [ ) sont des voisinages 
J j n J n 

basiques de W .  

P&oposiZion 3.3. - un i > ssi ",(Oi) -r " ( O . )  pour tout i E 1 
1 

n-fco n- 

Pmuve. - supposons Tg - " n > l~ et E donné. 
1 

w 

Soit Oi un ouvert de la base B. 

Considérons alors le voisinage suivant de LI : 

V est ouvert dans (Y(R(T)), TB) (proposition 2.2.). 
F1 

pui s que 
TB - " n - > p ; 1 N : n > N = >  l~ (oi) E V  ce qui entraîne n !J 

Réciproque : Soit 0 un voisinage basique de p. " 

0 = I V  : v(Oj) E]~(O.) - E , "(0.1 + E j E J sous-ensemble fini de 11. 1i J 1 j J 2j 

puisque ( 0  - +  O POW tout i E 1, 

n+co 

posons 



a l o r s  n  > N => un Ou 
8 

P t ~ v p a a ~ a n  4.3 . -  S o i t  ( x , T )  un espace topologique à base dénombrable. 

S o i t  B une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( x , T ) .  

on no te  BI = {O. i c 1) l e  s t a b i l i s é  de B par  réunion f i n i e .  
1 y 

B2 = (Oj ,  j c JI l e  s t a b i l i s é  de  B par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e .  

T~ 
Alors  s i  - > u r e s p .  ( u n  u )  on a  : 

'n - 
n+a n- 

l i m  u,(@) 2 u ( 0 )  pour t o u t  ouver t  O de ( x , T )  . - 
n 

Pheuve.- Nous a l l o n s  t o u t  d 'abord démontrer l e  lemme su ivan t .  

Lemme 7 . 3 . -  S o i t  O un ouver t  de ( x , T )  

I 
B 

1 

Alors  s i  un  A> u r e s p .  ( u n  B2 
=> u )  , il e x i s t e  une sous-su i te  ( ) de 

n,- 

( u n  e t  une s u i t e  
Ok 

d 'ouve r t s  de ( x , T )  t e l l e s  que : 

O = l i m  + Ok e t  un  - "0) 
k  k- 

TB 
Ptreuve.- supposons que - - ' > u  n  

B1 é t a n t  une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( x , T )  s t a b l e  pa r  réunion f i n i e  ; 

on peut  é c r i r e  : 

O = l i m  t O où Om E BI m V m a  N .  
m 



comme u e M ( B ( T ) )  on a  : 

e t  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  3.3. on a : 

cons t ruc t ion  de l a  s u i t e  u ( o k )  : 
"k 

pour premier terme Prenons u ( Ol ) . 

1 S o i t  B(!J ( O ) .  l a  boule ouver te  de R de  c e n t r e  ! J (O)  

1 e t  de rayon - 
2 

1 d ' après  ( l ) ,  3 N2 : m 2 N -> u ( o m )  o B ( i i ( O ) ,  2)  
2 

on pose a l o r s  

supposons l a  s u i t e  c o n s t r u i t e  j u squ là  l ' o r d r e  k-1 .  

1 On a  a l o r s  ( o ~ - ~  ) B ( ~ ( o ) ,  =)  o ou le ouver te  de R muni de sa 
1 

métr ique h a b i t u e l l e ) ,  cons t ru i sons  l e  rang k. 

s o i t  B ( u ( o ) ,  t) . 
1 d ' ap rè s  ( 1 1 ,  3 Nk : m 2 Nk => v ( ~ r n )  E ~ ( ~ ( 0 ) ~  -1 
k 

1 d ' ap rè s  ( 2 ) ,  pour m 2 Nk 3 pk(rn)  : n  2 pk(rn)  => un(O,) c B(!J ( O ) ,  



on prend a l o r s  "(Ok) = L i ~ u p ( ~ , ,  n+l ) O s u p ( p  (N ) ,  m+l! . ' P a r  r é i t é r a t i o n  

k- 1 
k k  k-1 

on o b t i e n t  a i n s i  l a  s u i t e  annoncée. 

B 
Supposons 

'n 
-1, ' 

B é t a n t  une base  dénombrable de (x,T) ; on peut é c r i r e  

m 
O =  l i m  + (U O . )  où O .  a B ; 'd j E: N . 

m j=1 J J 

comme p E / , I (B(T) )  on a : 

e t  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  3.3. on a  : 

Bp é t a n t  s t a b l e  p a r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e  on a a u s s i  : 

p n ( o j  n o k )  -+ 1i(0. n o , )  POUT t o u t  O e t  t o u t  
j 

Ok de B. 
J 

n- 

a l o r s  sachant  que 

on o b t i e n t  : 

m m 
',(U Oj) - ,du o . )  

n d = l  j = 1 
J 
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On peut alors démontrer la proposition. 

Soit ( u n  ) une sous-suite de (un) telle que 
P 

on a alors 1 - - 
li n 'U 
P 

d'où d'après le lemme ci-dessus, il existe une suite (un (ok) 

telle que : O = lim f O et (oh) - ~(0). Pk 
k k ' n 

Pk 

ce qui implique : 3 ~ ~ ( 0 )  2 ~(0). 
n 

la fin de cette démonstration étant identique pour BI et B p  ; la démonstration 

de cette proposition est terminée. i 

P t r o p o 4 ~ 0 f l  5.3.- Soit (~,d) un espace métrique séparable. 

Soit B = (Oi, i E 1) une base dénombrable d'ouverts de ( ~ , d )  . 
Soit TB la topologie de M(B(T)) "engendrée" par la base B, 

alors s'il existe O. E B et une suite (x,) ; xn E Oi , b' n c N où 
1 

limx = x ;  x L O i  on a : 
n n- 

TB est différente de F .  



Pkeuve. - Puisque x --+ x on a : 
F 

6xn 
--+ 6x ( x étant la mesure 

n 
n- de Dirac au point x). n- 

Alors que : 6xn(Oi) = 1 pour tout n E N et Sx(oi) = O 

autrement dit : 6xn(Oi) -% 6x(oi) ce qui d'après la proposition 3.3. entraîne : 

nous allons maintenant donner un exemple où la "topologie " est différente 

de la topologie L. 

- Soit R muni de la topologie usuelle 

- Notons B l'ensemble des intervalles ouverts d'extrémités rationnelles. 

- Soit TB la topologie engendrée par la base B. 

et-soit x e R - Q. 

Q étant dense dans R ; il existe une suite (xn) de Q telle 

que : x -+ x. n 
n-xu 

Soit ] p,q[ un ouvert de la base B. 

de deux choses l'une : x e ]p,q[ ou x d ]p ,q t  . 

d'où 6xn]P,q[- gx ]p,q[ . (6x : mesure de Dirac au point x). 

n- 

Si x d]p,q[ ; x n'appartenant pas à Q on a donc : 
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dtoùil existe E'(x) E Q et ~ ( x ) e  Q :  xe]~'(x), e(x)[ et 

]~'(x) E(X) [ n ]p,q[ = @ puisque x -+ x il existe n N1 
tel que : n 2 N 

1 
n- 

entraîne x e ] E ' (x) , E(X) 1 , autrement dit : n 2 N == 
n 1 > x L I P Y ~ C  n 

p et q ayant été choisi arbitrairement on a donc d'après la 

proposition (3.3.) : 

Considérons maintenant l'évènement A = (XI . 

On a alors 6xn(A) = O pour tout n e N (puisque xn e Q ; n E N 

et x e  R - Q) et SX(A) = 1. 

ce qui implique 6x - L > 6x 
n 
n-wJ 

on a donc d'après (1) et (2) TB # L . 

Nous allons maintenant rappeler un lemme connu dont nous allgns pous 

servir par la suite. 

Lemme de "DuhezemkiU.- Soient (x,T) et (Y,T ) dew espaces 
1 

topologiques. 

Soit x s E, x possédant une base dénombrable de voisinages. O O 

Soit f une application de X dans Y. 

T 
n 

1 Dans ces conditions ; si (x -r xo) => (f(xn) -f f(xo)) 

f est continue. 
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k 2 u v e .  - On no te  V ,. . . , V n , . .  . l a  base  de vois inages  de ro 

e t  on pose : - u1 = v I y  u2 = u1" v2, ..., un - 'n- 1 n vn ,  ... 

Supposons f  non cont inue  en x O ' 

on peut a l o r s  é c r i r e  : 

1 W vois inage  de f ( x )  dans ( Y  ,Tl ) t e l  que : 

!? V vois inage  d e  x : f ( ~ )  $ W O 

c e  qui  implique f ( ~  ) $ W ; n c N , 
n 

d 'où pour t o u t  n  E N ,  3 x 6 Un t e l  que f ( x  ) L W n n 

1 
ce  qui  e n t r a î n e  f ( x  ) -j+ f(x). n 

S o i t  U un vo i s inage  de  x {Vn, n E N) é t a n t  une base  de vo i s inage  O ' 
de x . il e x i s t e  n t e l  que V C U. 

O y n 

o r  U C V  d e p l u s  V m > n  o n a :  U C U n ,  
n  n  m 

ce  qui  implique : x E U , pour t o u t  m > n , m 

autrement d i t  x  --t x , c e  qu i  e s t  c o n t r a i r e  à l t h y p o t h è s e .  
n  
n- 

F o r t s  de ce lemme nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  l e s  p r o p r i é t é s  

de l a  " topologie  TBft . 

P t r o p o b ~ o n  6.3 .  - S o i t  (X ,T ) un espace topologique  à base  dénombrable 

d ' ouve r t s .  

S o i t  B = {Oi, i E I} une base dénombrable d ' ouve r t s  de (x,T), s t a b l e  

pour réunions f i n i e s ,  p a r  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s ,  e t  contenant  X e t  s o i t  TB l a  

t opo log ie  de M ( B ( T )  ) "engendrée" par  l a  base  B. 

Alors  ( M ( B ( T ) ,  TB)) e s t  mgt r i sab le  s épa rab le .  
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PtLeuve.- Considérons l'application Tl définie ci-dessous : 

1°) Tl est injective : 

(T, (p) = T l  (v)) => ( ~ ( 0 ~ )  = ~ ( 0 . )  pour tout Oi de la base B ) .  
1 

Notons B l'algèbre de Boole engendrée par B. 
3 

Nous allons montrer que p et v coïncident sur B 3 ' 

Lemme 2 . 3 . -  Soit B une classe arbitraire de parties d'un ensemble 

X. Formons successivement : 

1 O )  la- classe BI constituée par @ , X et A C  X tels que A ou 

2') la classe B2 des intersections finies, de parties de X dans 

3') la classe B3 des sommes finies de parties de B p  deux à deux 

disjointes. 

Alors B n t  est autre que l'algèbre de Boole engendrée par B. 
3 

La démonstration de ce lemme se trouve pages 7 et 8 [2] . 

Lemme 3 . 3 . -  Si dans le lemme 2.3. B est la base de la proposition, 

autrement dit si B = {Oi, i E I} ; B stable par réunions finies, et par 

intersections finies et contenant X, 

tout élément de 
B2 

peut s'écrire de la forme ci-dessous : 
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F'heuve.- Quand on a  f a i t  l e s  t r o i s  remarques su ivan te s  : 

1 O )  1' i n t e r s e c t i o n  e s t  une opé ra t ion  commutative. 

n  n  
C 20) n A! = (u A . )  pour t o u t e  f a m i l l e  f i n i e  A i ¶  i c  { l . . . n } )  

1 1 
i= 1 i= 1 

3') B e s t  s t a b l e  par  réunions f i n i e s ,  pa r  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s  e t  

c o n t i e n t  X. 

La démonstration de ce lemme e s t  terminée.  

Alors ,  d t a p r è s  l e  lemme 2.3. pour montrer que e t  v  co ïnc iden t  

s u r  B3, il s u f f i t  de montrer q u ' e l l e s  co ïnc ident  s u r  B2. 

Soient  O .  e t  . O  deux éléments quelconque de B. 
1 j 

C d o i l  = , ,(O. 1 n o . )  + u ( ~ i  n o . )  
J J 

o r  ~ ( 0 ~ )  = v(Oi) e t  d o i  n O . )  = v ( O i  0 O . ) .  (pu isque  o .  e t  oi n O 
J J I j 

appar t iennent  à B) . 

C C 
ce  qui  implique : ,,(Oi n 0 . )  = v ( O i  n 0 . )  y 

J J 

d 'où e t  v co ïnc iden t  s u r  B2 (lemme 3.31, 

e l l e s  co ïnc iden t  donc s u r  B3 . (B3 é t a n t  l a  c l a s s e  d e s  sommes f i n i e s  de p a r t i e s  

de B2 d i s j o i n t e s  deux à deux) .  

On a  donc ,, = v ; d ' ap rè s  l ' u n i c i t é  du prolangement d 'une proba- 

b i l i t é  d é f i n i e  s u r  une a l g è b r e  de Boole A à l a  o-algèbre de Boole engendrée 



l 2 . O )  Tl e s t  b i con t inue .  

j((B(T), TB) e t  [O, l] ' é t a n t  des espaces topologiques à b a s e s  

I dénombrables, on peut ,  g r âce  au  lemme de Durezewski, dans ce qui  s u i t  s e  l i m i t e r  

à des s u i t e s .  
T 

a )  Supposons u n  ' B - - > u ,  après l a  p ropos i t i on  3.3. on a : 

b )  Supposons T (  u n )  - ~ ( p )  comme : 
w 

' B 
Fi n 
- > 1 - i  

n- 
De p l u s :  1 e s t  dénombrable 

d'où T e s t  un homéomorphisme de M(B(T)) s u r  une p a r t i e  de 

[O, 11 I d 'où  T , T B  e s t  m é t r i s a b l e  s épa rab le .  i 

C 0 h 0 r n e  1 . 3 . -  S o i t  (x ,T )  un espace topologique à base  d6nombrable 

d ' ouver t  S .  

S o i t  B une base  dénombrable d ' ouve r t s  de (x ,T )  contenant  X. 
1 

S o i t  B2 l e  s t a b i l i s é  de  B pa r  réunions e t  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s .  
1 

Alors  B2 e s t  dénombrable e t  B(B2) = B ( T ) ,  de  p lus  (M(B(T)) ,  T est 
B2 

m é t r i s a b l e  séparable .  

Pheuve.- Quand on a remarqué que l 'ensemble des  p a r t i e s  finies d'un 

ensemble dénombrable e s t  dénombrable, il e s t  immédiat que B2 e s t  dénombrable 

de p l u s  B ( B ~ )  C B ( T )  (pu isque  t o u t  élément de B2 a p p a r t i e n t  à B ( T ) ) ,  e t  

B ( T )  C B ( B ~  ) C B ( B ~ ) .  



P t L O p O ~ a 0 n  7.3.  - S o i t  ( X  ,d) un espace métr ique séparable .  

S o i t  B  une base  dénombrable d ' ouve r t s  de (X,d) .  

Notons - B1 - {Oi, i c 11 l e  s t a b i l i s é  de B par  réunions f i n i e s  

Bp = {Oj, j E J) l e  s t a b i l i s é  de B par  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s .  

a l o r s  ( ~ ( 8 ( d ) ) ,  TB ) r e sp .  ( (M(B(d) ) ,  T ) ) e s t  mé t r i s ab le  s épa rab le .  
1 B2 

Pheuve.- Considérons l ' a p p l i c a t i o n  T l  r e s p .  ( l ' a p p l i c a t i o n  ) 

d é f i n i e  ci-dessous.  

1 ° )  T, e s t  i n j e c t i v e  : 

S o i t  O un ouver t  de ( ~ , d )  ; B  é t a n t  s t a b l e  par  réunions f i n i e s  on 
1 

peut  é c r i r e  : 

O = l i m +  On où O c B  p o u r t o u t   EN. n  
n  1 

v ( ~ )  = l i m  + ~ ( 0 , )  = l i m  t ~ ( 0 , )  = ~ ( 0 )  
n  n  



O ayant é t é  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t  on a donc : 

v ( 0 )  = p ( 0 )  pour t o u t  ouver t  O de ( x , d )  

e t  X  é t a n t  métr ique p  e t  v sont  r é g u l i è r e s ,  

d 'où  

2') T2 e s t  i n j e c t i v e  

S o i t  O un ouver t  de ( x , d )  e t  supposons T g ( v )  = T 2 ( u ) .  

B é t a n t  une b a s e  dénombrable d ' ouve r t s  de ( ~ , d )  e t  B C B2 

n 
on peut  é c r i r e  : O  = l i m  .f U O où O .  c B  ; j tz 1 1  ... n) 

n j=1 j J 2  

e t  l ' o n  a : B2 s t a b l e  p a r  i n t e r s e c t i o n  f i n i e  ( 1 )  

n n 
d 'où  d ' ap rè s  1 1 ,  2 )  e t  3 )  : ~ ( u  0 . )  = v ( U  O . )  onmon t re  a l o r s  comme 

j = 1  J j=1  J 

pour T l  que p  = v .  

La s u i t e  de l a  démonstration e s t  i den t ique  pour 
T l  comme pour T2 

à l a  démonstrat ion de l a  p ropos i t i on  6.3. a 



Pkopobi&ion 8 . 3 . -  Soi t  ( ~ , d )  un espace métrique séparable.  

Soi t  B une base dénombrable d 'ouverts  de ( ~ , d ) .  

On note B = fo i ,  i E 11 l e  s t a b i l i s é  de B par réunions f i n i e s  
1 

Ba = {Oi, i c 1) l e  s t a b i l i s é  de B par i n t e r s ec t i ons  f i n i e s ,  

e t  s o i t  T resp .  ( T  ) l a  topologie de Y(B(d))  "engendrée" par BI resp. 
1 1 

Bs 
dans ces  condit ions : 

l a  topologie TB resp.  ( l a  topologie T ) e s t  p lus  f i ne  que 
1 B2 

l a  topologie f a i b l e .  

Pkeuve.- En u t i l i s a n t  l a  proposit ion 4.3. e t  l e  théorème de Bi l l ingsley-  

Alexandroff on montre que : 

F 
=> p )  , resp .  (s => L I )  implique ( p n  =e=i> 1-i) 

( "n 
n- n- n- 

e t  comme (M(B(d)) ,  T B + ) ,  resp.  ((M(B(d)y T ) )  e t  (M(B(d), F )  sont n é t r i -  
Bo 

l L 

sables séparables ,  l a  démonstration de c e t t e  proposit ion e s t  terminge. 

Prropobition 9 . 3 . -  Soi t  (X,d) un espace métrique séparable. 

Soit  B = {Oi, i c 1) une base dénombrable d 'ouverts  de ( X  ,4) , 

s t ab l e  par réunion f i n i e  resp.  ( s t a b l e  par in te r sec t ion  f i n i e ) ,  s ' i l  e x i s t e  

O.  c B e t  une s u i t e  (xn)  de Oi t e l l e  que l i m  x = x ; x o X - 0. 
1 n 1 

(M(B(d)) ,  TB) ne peut ê t r e  compact. 

Prreuve.- Supposons M(B(d)) compact pour l a  topologie . 
considérons l e  sous-ensemble dénombrable {6(x ) p c N) de M B(d) 

n 

il e x i s t e  a l o r s  une sous-suite (6 (xn  1) de ( 6 ( x n ) )  e t  E M(B(d)) 
k 



t e l l e s  que : 

e t  d 'après  i a  p ropos i t i on  8.3. : 

( k m )  k- 
F 

de p lus  : x  --i x  ce  qu i  e n t r a î n e  6(xn = > i ( x )  
n  

k(k-1 k(k-) 

e t  comme l a  topologie .  f a i b l e  e s t  s épa ré  on a  : l~ = 6 ( x )  c e  qu i  e s t  impossible  

puisque : 6(xn ) (oi  ) = 1 , k  a N e t  6 ( x )  = O implique d ' a p r è s  l a  propoçi- 
k  

t i o n  3.3. 

Phapab&ian 70.3 . -  S o i t  (x ,d )  un espace métr ique sépa rab le .  

S o i t  B = {Oi, i E 1) une base  dénombrable s t a b l e  p a r  réunions  

f i n i e s ,  r e s p .  ( s t a b l e  pa r  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s )  de ( ~ , d ) .  

S i  l ' o n  no te  D = { 6 ( x ) ,  x  a X) où 6 ( x )  ( e s t  l a  mesure de Dirac  a u  p o i n t  

x )  D estX.fermé pour l a  t opo log ie  . 

Phcuve.- Supposons 6 (xn )  - > v a l o r s  d ' ap rè s  l a  p r o p o s i t i o n  8.3. : 

n -  

F 
6 (xn )  ==; > l~ d t o ù  l~ = 6 ( x )  . 

n- 



P4opobi.tion 1 1 . 3 .  - S o i t  (X ,T)  un espace topologique  à base  dénom- 

b r a b l e .  

S o i t  B une base  dénombrable d ' ouve r t s  de  (x,T). 

S o i t  T l a  t opo log ie  de M ( B ( T )  ) "engendrée" par  l a  base B. 
B 

On no te  O l 'ensemble des mesures de p r o b a b i l i t é s  d é f i n i e s  

s u r  B ( T )  e t  ne chargeant qu'un nombre f i n i  de p o i n t .  

Autrement d i t  : 

Alors  : O e s t  dense dans (M(B(T), TB) . 

P4eiAve. - Soient  E: FI (8 ( d )  ) e t  O un vois inage  basique de  ri . 
ri 

O e s t  a l o r s  de l a  forme ci-dessous : 
U 

n  
on prend un p o i n t  x P V Oi e t  l ' o n  note  J I  l e  sous-ensemble de 

i = 1  
{ 1 . .  n  t e l  que : i E J => x P Oi e t  i E ( 1  ,. . .>n} - J => x 

1 1 1 I ' O i  

e t  l ' o n  no te  A 
1 = n o i .  

1 n  
S i  n Oi # U O .  , on prend x E Oi - A l  e t  l ' o n  note  

1 
J, i = 1  i = l  

J2 

l e  sous-ensemblé de ( 1  ,. .. ,n) , t e l  que i E J => x P 0 .  
2 2 1 

e t  i P { l ,  ..., n} - J2 -> x 
2 d Oi e t  1 l on cont inue  1 ' opé ra t ion  qui  a u r a  

b i e n  entendu moins de 2n é t apes .  
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On o b t i e n t  a i n s i  une p a r t i t i o n  f i n i e  ( A l  A de V Oi ; où 
i = l  

l e s  A .  ; i E ( 1  ,. . . ,LI appar t iennent  à B(T) .  
1 

Posons a .  = u ( A i )  ; i E ~ 1 , . . . , L }  
1 

e t  considérons l a  mesure de p r o b a b i l i t é  v  d é f i n i e  ci-dessous : 

n n 
où x.  E A ~  ; i E I I  ,..., LI  e t  X E  (U oi)' s i  X -  u oi + m , x 

1 
i = l  i = l  

quelconque s inon.  

On a a l o r s  v  E OU . 8 

PttoponiAion 77 .3 . -  S o i t  ( x , T )  un espace topologique  à base 

dénombrable d ' ouve r t s .  

S o i t  B = Ioi ,  i c 11 une base  dénombrable d ' ouve r t s  de  ( x , T ) .  

On no te  6 : X - M ( B ( T ) )  

x  --+ 6 ( x )  (mesure de Dirac au  po in t  x ) .  

L 'app l i ca t ion  6 de l ' e s p a c e  mesuré ( x ,  B ( T )  ) dans l ' e s p a c e  mesuré 

( M ( B ( T ) ) ,  B(TB)) e s t  mesurable.  

Ptteuve.- Appelons C l 'ensemble des  éléments 0 de  l a  forme 

s u i v a n t e  : 

O = I V  c M NT)  : v(o i )  E ] E , ~ ,  cZi[ , i E J C 1 : c a r d ( ~ )  e s t  f i n i )  
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C é t a n t  une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( 1 4 :  % ( T ) ,  TB) , pour montrer que 

6 e s t  mesurable,  il s u f f i t  de  prouver que l ' image  inve r se  p a r  6 de t o u t  

élément de C e s t  un élément de B ( T ) ,  é t a n t  b i e n  entendu que l e s  s e u l s  

éléments i n t é r e s s a n t  de l a  base  C sont  l e s  éléments 0'  de l a  forme 

su ivan te  : 

c a r d ( J , )  e t  c a r d ( J 2 )  é t a n t  f i n i s ) )  

( l e s  a u t r e s  éléments de l a  base  C ayant  pour image i n v e r s e  l 'ensemble v ide ) .  

e t  l ' o n  a : a - ' ( 0 1 )  = (n)(oJ,)) n (no. ) . 
J 1 J 2  J 2 

l a  démonstrat ion de c e t t e  p ropos i t i on  e s t  a l o r s  terminée.  

P h o p o b ~ o n  7 2 .3 .  - (Xheoheme de Gfivenko - Ca&&%) s o i e n t  ( x ,d )  

un espace métr ique sépa rab le ,  En des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  à valeurs  dans X ,  

d é f i n i e s  s u r  ( Q ,  A ,  P ) ,  indépendantes e t  de l o i  p , B une base  dénombrable 

d '  ouve r t s  de (X,d) ,  TB l a  t opo log ie  de M (% ( d )  ) "engendrée" pa r  l a  b a s e  B. 

W 
S i  l ' o n  note  

Fin 
l a  mesure empirique au p o i n t  w on a : 

Pheuve. - Posons B = {Oi, i E 1 )  (1 é t a n t  un ensemble dénombrable),  

pour t o u t  O. de l a  base  B ; l e s  IO O gn sont  pour t o u t  n des v a r i a b l e s  
1 i 

a l é a t o i r e s  r é e l l e s ,  bornées ,  indépendantes e t  $qui -d is t r ibuées  (Io e s t  l a  
I 

f o n c t i o n  i n d i c a t r i c e  de O . ) ,  d 'où d ' ap rè s  l a  l o i  des  grands nombres : 
1 
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Notons 

W e t  l ' o n  a  s u r  X - 13 : ( 0  - p 0 ) pour t o u t  Oi de l a  base B. 
1 

w 

ce  qui  d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  3.3. e n t r a î n e  : 

Pt~~poh,&ion 1 3 . 3 .  - Soient  (X,d)  un espace métr ique s é p a r a b l e ,  

B = (O i E 1) une b a s e  dénombrable d ' ouve r t s  de (X,d) e t  X l a  j ème 
i y j 

p r o j e c t i o n  de x dans X,  e t  s o i t  

v E M ( B ( ~ ) )  I v ( o j )  € 1  ~ ( 0 . )  - E ,  ~ ( 0 ~ )  + E[, j E J (sous-ensemble f i n i  
ri J 

de 1 ) )  , 

un vois inage  de ri dans (M(B(d)) ,  TB) r e l a t i f  aux O , j E J e t  à E . O ; 
j - 

W on no te  1 
"n 

l e  mesure empirique au  po in t  w i: x ( i . e )  : riW = - 
n  n  i= 1 

Dans c e s  cond i t i ons  on a  l ' i n é g a l i t é  su ivan te  : 

où C e s t  une cons t an te  p o s i t i v e  qui  ne dépend que ~ a r d ( ~ )  e t  de E .  



III - 23 

Pkeuve. - L'application 6 : X - Al(B(d) ) étant 'mesurable 

L'application de x dans M(B(d)), qui à tout w de x fait 

1 
n 

correspondre la mesure de ~robabilité - 1 6 (xi (w) ) , est donc mesurable, 
n i= 1 

de plus VU est ouvert dans (M(B(d)), TB), (proposition 2.3), ce qui implique : 
W 

{w E Xm: lin E VU) est une partie mesurable de XW, pour tout n E N, d'où 

w W n {w € X : v. € Vil> est aussi une partie mesurable de xW. On montre alors 
n>N n 

comme dans [l] p. 24-25 à l'aide de l'inégalité de Kolmogoroff que : 

et quand on a remarqué que : 

le résultat s'en déduit aisément en posant C = Card(J) et en choisissant 
2 E 

2 
h h+l 

h tel que 2 s N S 2 

PJzopoii.&ion 7 4 . 3 . -  Soit R muni de sa topologie usuelle. 

Soit B la base dénombrable d'ouverts de R formée par les 

intervalles ouverts, d'extrémités rationnelles. 

On note ER l'ensemble des fonctions, de R dans R, bornées 

et continues sauf en un nombre fini de points appartenant à Q. 



On a  a l o r s  : 
(an 

-> ,,) <-> ( u n ( f )  - , , ( f ) ,  ft f E #)  

n-m n- 

Pkeuve. - Supposons que 

n- 

Soient  x  e t  x e Q ; x l  < x 
1 2 2 

a l o r s  : 
i3 

( un => U )  => ( ~ ~ ( 1 ~ ~  [) - ~ ( 1  ) (p ropos i t i on  3 . 3 ) .  

n- n-ws 1 '  2 l x ,  J2 C 
d'où pour t o u t e  fonc t ion  é tagée  g : R -+ R dont l e s  s a u t s  appa r t i ennen t  à 

Q o n a :  

n- n-ws 

de p lus  R é t a n t  mé t r i s ab le  s épa rab le  e t  B é t a n t  s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o r s  

f i n i 6  on a donc d 'après  l a  p ropos i t i on  8.3 

d 'où s i  h e s t  une fonc t ion  cont inue  de  R dans R on a  : 

e t  comme t o u t  
f E % e s t  de l a  forme h + g ,  l a  démonstration e s t  t e rminée .  

Réciproque : Supposons : ~ ~ ( f )  -L ~ ( f )  , f  E ER . 
n- 

e t  s o i e n t  p  e t  q  s Q. 

a l o r s  



p et q ayant été choicisarbitrairement on a donc d'après la proposition 3.3. 

ce qui termine la démonstration. i 

Rernmque 7 . 3 . -  Soient R muni de sa topologie usuelle, B l'ensemble 

des intervalles ouverts d'extrémités rationnelles et f une fonction continue 
-r 
1 

bornée de R dans R sauf au point x de R - Q. Alors si 11, => B Ll Y on ne 
n-m 

peut affirmer que un(f) -+ u(f). 

n-m 

Pkeuve.- On peut écrire f sous la forme suivante : 

où h est une fonction continue bornée de R dans R et où X et k 

sont des réels non nuls simultanément. Supposons X # O, Q étant dense 

dans R, il existe une suite (x,) de Q telle que : x = lim t x . On 
n n 

a alors vu (exemple ou T # 1)  que dans ce cas B 



ce  qui  e n t r a î n e  d 'après  ( 1 )  6 ( x n ) ( f )  4 6 ( x ) ( f )  . 

Dans l a  p ropos i t i on  8.3. : nous avons montré que s i  (X,d) e s t  

un espace métr ique sépa rab le  e t  B une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( ~ , d )  

s t a b l e  par  réunions f i n i e s  r e sp .  ( s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n  f i n i e ) ,  on a  : 

c e t t e  remarque va  nous pe rme t t r e  de c i t e r  quelques p ropos i t i ons .  

PttapaaiXian 7 5.3. - S o i t  ( X  ,P) un espace polonais .  

S o i t  B = {Oi, i e 1) une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( X  ,P )  

s t a b l e  par  réunions  f i n i e s  r e sp .  ( s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s ) .  

Et s o i t  TB l a  topo log ie  de  M(B(P))  "engendrée" p a r  l a  b a s e  B. 

on a  a l o r s  : 

TB 
1 )  (pn-> p )  => ({pny  n  E N) e s t  équi tendue)  

2 )  S o i t  ([0,1] , g P )  où P e s t  l a  mesure uniforme su r  [O ,1] 

e t  Zj l a  t r i b u  engendrée par  l a  t opo log ie  u s u e l l e  de [0,1]. 

T  

si B 
p n  

> p ,  il e x i s t e  des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  Sn d é f i n i e s  

n-tco 

s u r  [0,1] , à va leu r s  dans X t e l l e s  que l a  l o i  de 6 s o i t  " n  
e t  il 

n 

e x i s t e  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  5  d é f i n i e  s u r  [0,1] à va leu r  dans X de  

l o i  p , e t  l ' o n  a : 



3 )  ( \  => => ( i i m  sup 1 J f  - f dlil = 0 

n- n  feAo X n X 

pour t o u t e  f a m i l l e  A. équicont inue uniformément bo rnée ) .  

4) ( r  r e l a t i vemen t  compact pour TB) => ( r  équ i t endu) .  

Ptrapohia%an 76.3.- S o i t  ( x , N )  un h i l b e r t  r é f l e x i f ,  s épa rab le .  

Supposons ( u n )  re la t ivement  compact pour TB. (où B e s t  une base dénombrable 

d ' ouve r t s  de  ( x , N ) ,  s t a b l e  par  réunions f i n i e s  resp .  ( s t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n s  

f i n i e s )  ) . 

On no te  $ ( t )  l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de " n 
au p o i n t  t .  

' n 

Alors  s i  $ t t v t  E X ; il e x i s t e  p E: M ( B ( N ) )  t e l l e  ' n 
que $ s o i t  l a  fonc t ion  c a r a c t é r i s t i q u e  de u e t  l ' o n  a  : 

F - " n 
- > U .  

Ptraposia%on 77.3.- Soient  (x ,d )  un espace métr ique s é p a r a b l e ,  

B = {Oiy i a 11 une base  dénombrable d ' ouve r t s  de (X ,d ) ,  s t a b l e  par  réunions 

f i n i e s ,  r e s p .  ( s t a b l e  p a r  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s ) ,  e t  TB l a  t opo log ie  de  

M(B(d)) "engendrée" pa r  l a  base  B. 

* si i f o n  no te  Mt (B(d ) )  = lii E M B(d)  : " ( O i )  = O i 11 

on a  : l a  r e s t r i c t i o n  de TB e t  de  F à M t  B(d) son t  équ iva l en te s .  

L;a preuve de ces  démonstrat ions s e  t rouve  dans l a  remarque précédente .  

Soien t  ( x , d )  un espace métr ique sépa rab le ,  B = {Oi, i B 11 une base  

dénombrable d 'ouver t s  de (X ,d ) ,  s t a b l e  pa r  réunions f i n i e s ,  r e s p .  ( p a r  i n t e r s e c -  

t i o n s  f i n i e s ) .  On no te  O l ' a p p l i c a t i o n  de M(B(d)) M(B(d)) dans [ o , ~ [  

qui  à ( p , , v 2 )  E M(B(d)) x M(B(d)) ,  f a i t  correspondre : 



o ( ~ , ~ " )  = i n f l r  > O : - p2(oi ) l  < T i  t I }  

P h o p o h x o n  7 8 . 3 . -  0 e s t  une métrique de !l((B(d)) . 

P4euve.- Supposons O ( L I ~ , ~ ~ )  = O .  Alors E > O.  On a 

/ r i l  (Oi) - ~ ~ ( 0 ~ )  1 < E pour t o u t  i c 1. Autrement d i t  p l  ( o i )  = ~ ~ ( 0 ~ )  

pour t o u t  O.  de  l a  base  B. On montre a l o r s  de l a  même façon que dans l a  
1 

- p r o p o s i t i o n  7 .3  que pl  - u2.  La réc iproque  e s t  év iden te .  

Soient  
y . Y 2  e t  u 3  E M(B(d)) .  

supposons o(u l , r ig )  = E , B(e ,LI ) = rp  e t  s o i e n t  E t  > E '  > E 
1 2 3 1 l Y  2 2 ' 

on a a l o r s  : l i i l (o i )  - u2(oi ) l  < E '  O .  c B 
1 1 

llJ2(oi) - "(oi) l  < €6 V O .  1 E B 

e t  comme : l p l ( o i )  - u ( O .  11 < ( r i  ( O . )  - u 2 ( o i ) l  + 1?(oi) - Y ( 0  , 3 1 1 1  3 i 

pour t o u t  O.  de B on a : 
1 

d'où 

La démonstrat ion de c e t t e  p ropos i t i on  e s t  a l o r s  terminée.  

P h o p o h ~ o n  7 9 . 3 . -  S o i t  ( ~ , d )  un espace métr ique séparable .  

S o i t  B = {Oi, i t I} une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( ~ , d )  

s t a b l e  p a r  réunions f i n i e s .  

E t  s o i t  
OB 

l a  métr ique de M(B(d)) d é f i n i e  comme dans l a  

p r o p o s i t i o n  ci-dessus.  



B on a  a l o r s  : 
( 'n 

-> P )  => ( p n ( A )  - p(A) ,  U A E B(d) 1. 
n- n- 

Pheuve.- E é t a n t  donné ; 

Supposons n  f i x é  ; n > N ( E ) .  

( ~ , d )  é t a n t  métr ique t o u t e  p r o b a b i l i t é  d é f i n i e  s u r  ( x ,  B ( d ) )  

e s t  r é g u l i è r e .  

D ' O Ù  s i  A E & ( d ) , ]  O ouvert  de X t e l  que : 
E 

e t  B é t a n t  une b a s e  dénombrable d ' ouve r t s  de  (X,d) s t a b l e  p a r  rGunions f i n i e s  

il e x i s t e  O 
i ( ~ )  

s B t e l  que : 

O 
i ( ~ )  

C O 
E 

e t  l ' o n  a : 



n  ayant  été c h o i s i  a rb i t r a i r emen t  p lus  grand que N (  E) on a donc : 

n  > N ( E )  -> l u , ( ~ )  - ~ ( A ) I  < E ,  ce  qu i  te rmine  l a  démonstrat ion.  i 

Remmque 2 . 3 .  - S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique sépa rab le  e t  s o i t  

B une base dénombrable s t a b l e  par  réunions f i n i e s .  

on a  a l o r s  : 

1 ) TB 
e s t  p l u s  f i n e  que l a  t opo log ie  f a i b l e  ( ~ r o ~ o s i t  ion  8 . 3 )  

2 )  1 e s t  p l u s  f i n e  que TB ( v o i r  d é f i n i t i o n s  de 1 e t  d e  TB) 

L - (p ropos i t i on  19.3)  
n  

4) N e s t  p l u s  f i n e  que O ( v o i r  d é f i n i t i o n s  de N e t  de ElB) .  B 



CHAPITRE ' I V  

SUPPORT D'UNE !qESURE DE PROBAR7LITE. 

@ Cunvexi~icanLiun du huppa&t. - Soient  ( X  ,T) un espace topologique ,  ~ ( T I  

l a  t r i b u  borél ier .ne engendrée par  :-a c l a s s e  des  ouver t s  de ( x , T )  e t  A ~ ( B ( T ) )  

l 'ensemble des  mesures de p r o b a b i l i t é  d é f i n i e s  su r  E ( T ) .  

On pose 

S o i t  p E M ( B ( T ) ) .  

U = {O ouve r t s  de (X,d) : ~ ( 0 )  = 0 )  
Fi 

e t  l ' o n  note  O = u O 
U 

u 

D E d i ~ o n  1.4. -  Le support  de l a  mesure de p r o b a b i l i t 6  u que - 
l ' o n  note  s e s t  a l o r s  l e  complémentaire de O dans X.  

U lJ 

P h o p o h x ~ n  1 .4 .  - Sv e s t  fermé. 

Pheuve : Une réunion quelconque d ' ouve r t s  de (x,T) é t a n t  encore 

u n o u v e r t  de ( x , T ) ,  S  e s t  fermé..  
Fi 

P k ~ p ~ h & o n  2.4 . -  S i  ( x , T )  e s t  à base dénombrable d ' ouve r t s  on a : 

F ~ ( S ~ )  = 1 e t  t o u t  fermé F de p-mesure é g a l  à un con t i en t  

Pkeuve : S o i t  u E M ( B ( T ) )  

S o i t  B = {Oi , i E 1) une base dénombrable d ' ouve r t s  de ( ~ , d ) .  



on note  J l e  sous-ensemble de 1 t e l  que : 
U 

S o i t  O un ouve r t  de ( x , d )  de u-mesure n u l l e  : on peut é c r i r e  

O =  u O .  où J ( 0 ) C I  (puisque B e s t  unebasedénombrab led ' ç iuve r t s  
J ( 0 )  

1 

Ju 
é t a n t  dénombrable on a : 

c e  qui  équivaut à u(Sp)  = 1 .  

S o i t  F un fermé de U-mesure éga l e  à 1 : on a : 

C C 
( U ( F  ) = O )  => ( F  C O  ) (puisque F' e s t  o u v e r t )  

U 

c e  qui  implique S = c F. 
U 

Nous a l l o n s  maintenant e s saye r  d ' e f f e c t u e r  l a  convexi f ica t ion  du support  

d 'une mesure de ~ r o b a b i l i t é  d é f i n i e  s u r  une t r i b u  boré l ienne  d'un espace v e c t o r i e l  

topologique à base  dénombrable. 



P / t o p o b ~ o n  3 . 4 . -  S o i t  (E ,T)  un espace v e c t o r i e l  topologique à 

base dénombrable d ' ouve r t s .  

I S o i t  p e B ( T ) .  On n o t e  S l e  support  de p d é f i n i  pour l a  
"T 

t opo log ie  T. 

S o i t  C un convexe fermé de ( E , T ) ,  contenant  S e t  s o i t  H " T 
une c l a s s e  d ' ouve r t s  de ( E , T ) ,  s t a b l e  par  { n t e r s e c t i o n s  f i n i e s  e t  t e l l e  que 

~ p o u r t o u t  élément O de H on a i t  : On S # I$ s i  l ' o n  no te  Tl l a  topo- 

l o g i e  engendrée p a r  l a  c l a s s e  d ' ouve r t s  H U {O E: ( E , T )  : O C E - C on a  : 

LmIme 7 . 4 . -  S o i t  ( x , T )  un espace topologique à base  dénombrable. 

I s o i t  v. E ! . ~ ( B ( T ) )  e t  s o i t  O un ouver t  de ( x , T ) .  

Alors  ( O  n s # 4 ) implique ( p  ( O )  > O ) .  
"r 

Pneuve.- supposons  fi(^) = o. 

Alors  O C  X - S ( c e  qu i  e s t  c o n t r a i r e  à l ' h y p o t h è s e ) .  La démonstrat ion 
Fi 

de ce lemme e s t  a l o r s  terminée.  

S o i t  O un ouver t  de (x ,T1)  t e l  que 0 C f 

Supposons O n S = 4 " T 
Posons a l o r s  C = {O ouve r t s  de (E,T):  O C  E - C l  ' . 

C e t  H son t  s t a b l e s  pa r  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s ,  de p l u s  : ' O C  c H e t  

O o H implique OC n 0 E C ,  d 'où t o u t  ouver t  O de (x,T ) s ' é c r i t  : " Fi 1 

O = (u O ) u ( U oK) où K I  e t  K s o n t  des ensembles quelconques. 

1 
K1 K 



C étant stable par réunions quelconques on peut écrire : 

O = Ol U (y Ok) où O, CE-C et Okc H , > d k  E K 
k& K 

Alors ( O ~ S  = $) => (K = 4 )  => ( O Ç E -  C) 
u~ 

ce qui est contraire à O n C # $.  

d'où d'après le lemme 1.4. : (O n C # b )  => (1-i(0) > 0) 

d'où S C C 

IiT1 

et comme S C C et que E - C est un ouvert de (x,T) 
Pm 

on a : u(E - C) = O  (proposition 2.4.). 

ce qui implique S = c (car E - C est un ouvert de (X.T, 1 )  
"Tl 

Soit (E ,TI un espace vectoriel topologique à base dénombrable. 

Soit 1-i E B ~ ( B ( T ) ) .  SU~POSOCS s non convexe. 
l i ~  

On note C le plus petit convexe fermé de (E,T) contenant " T ' 

(C existe puisqu'une intersection quelconque de convexes est convexe et 

qu'une intersection quelconque de ferxés est fermée). 

On dira que H est une classe maximale par rapport à ( u , ~ ) ,  

si H est une classe d'ouverts de (E,T), stable par intersections finies 

et telle que pour tout élément O de H on ait O n sP # 6 @ pour tout 
T - 

ouvert O de (E,T) n'appartenant pas à T(H) (topologie engendrée par H) , 

et vérifiant O A S # +, il existe O E H tel que : 
lJ T Ho 



P / r o p a b ~ a n  4.4.  - Soient  ( E  ,T)  un espace v e c t o r i e l  topologique à 

base  dénombrable d ' ouve r t s  e t  p E [!(B(T)) t e l l e  que Su ne s o i t  pas  convexe 
T 

e t  s o i t  H une c l a s s e  maximale pa r  r appor t  à (lJ y ~ ) .  

On no te  T l  l a  t opo log ie  engendrée par  l a  c l a s s e  : 

HU(0  ouver t s  de ( x , T )  : O C E - C 1 .  Alors  s i  T2 e s t  une topo log ie  v é r i f i a n t  
" m  

O Te s t r i c t emen t  p lus  f i n e  que 1 

T, moins f i n e  que T  
L 

S ne peut  ê t r e  convexe ; autrement d i t  T e s t  l a  p l u s  f i n e  des topologie$  

IiT2 
1 

T moins f i n e  que T2 t e l l e s q u e  S s o i e n t  convexes. " T 

Pheuv e . - Puis  que T2 e s t  s t r i c t e m e n t  p lus  f i n e  que Tl e t  moins 

f i n e  que T, il e x i s t e  O E T2 : O # Tl e t  O E T ; O # @ c e  qui  implique I 
O $  x - C . Autrement d i t  O n CU # @ ( a )  

"T T  

1') s i  O n s  = @  
"T 

on a  : = n oc 
T2 

T 

e t  C n oc # CU ( d ' a p r è s  ( a ) ) ,  de p lus  = Su e t  comme e s t  " T T T 
T2 

l e  p l u s  p e t i t  convexe fermg contenant  ne peut  ê t r e  convexe. 

T2 T2 

on a  a l o r s  : O T l ,  O n S e t  H maximale par  rappor+, à (U ,T) 
"m 
I 

d'où 1 O E H :  O n O n C  # e t  O n O n S  = @  , c e q u i  implique 
Ho Ho "T Ho 

S # C de  p l u s  S 3 S e t  C e s t  l e  p lus  p e t i t  convexe contenant  
U 

T2 " T lJT2 " T " T 

. Ce qui  te rmine  l a  démonstrat ion de c e t t e  p ropos i t i on .  m " T 



Phopob&an 5 . 4 .  - S o i t  ( E  ,T) un espace v e c t o r i e l  topologique.  

Soient  i~ E M (8 ( T ) )  e t  H une c l a s s e  d ' ouve r t s  de T, s t a b l e  par  

i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s  e t  t e l l e  que : ( O  E: H )  ( O  n S # @ ) . 
+ m  

Soi t  T  l a  t opo log ie  engendrée par  l a  c l a s s e  d ' ouve r t s  
i 

H U { O : O C X - ' y ,  O s T) où C e s t  un convexe contenant  S  . 
"m 

Alors .;i CI O ne c o n t i e n t  pas C .  On a  : S e s t  convexe compact. 
U " T  

Phcuve.- On a  vu dans l a  p ropos i t i on  3.4. que S = C ,  d ' o ?  
" v  

S e s t  convexe. 

De p l u s  l e s  s e u l s  recouvrements poss ib l e s  de  C par  des  ouve r t s  

de T  contiennent E. Il e x i s t e  d m c  t o u j o u r s  un sous-recouvrement f i n i  de  
1 ' 

Phapoa&an 6.4.- S o i t  F" muri de s a  t opo log ie  u s u e l l e  (no tge  T  1. 
n 

S o i t  p E M(B(T,)  t e l l e  que S s o i t  corn-act e t  s o i t  H une 
"T 

n  

c l a s s e  d ' ouve r t s  de Rn - t a b l e  par  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s  e t  t e l l e  que 

( O E  H )  implique ( O n S  # $ ) .  O n n o t e :  C l e  p lus  p e t i t  convexe " T 
n  

"T 
n  

fermé de  (R",T,) contenant  S  e t  T ln  l a  t opo log ie  engendrée par  l e  
U m  

c l a s s e  d ' ouve r t s  : 

e s t  convexe compact 

I 
n 

H U CO IE T : OC X - C . dans ces  cond i t i ons  
n  

U~ 
n  1 n 

P h ~ v e . -  On a a l o r s  : S = C (p ropos i t i on  3.4.  ) , de p l u s  " T 
1 n  "T 

n  

S é t a n t  compact dans ( R n .  Tn ) ,  son enveloppe convexe e s t  compact dans 
UT 

n  

( R n .  Tn) donc dans (R,, T l n )  puisque T  e s t  p lus  f i n e  que 
n  T ~ n  . a  



@ - Lifn ' p. q )  d - c a m % n d é . -  Soient  ! ~ , d )  un espace & t r i q u e  s é p a r a b l e ,  

8 ( d )  l a  t;-i1:c koré l i enne  engendrEe par  l a  t o ~ o l o g i e  i n d u i t e  par  l a  & + r i q u e  d 

e t  M(B(d) ) l 'ensemble des mesures de p r o b a b i l i t é  & f i n i e s  snr X a~r i de l a  

t r i b u  t i i d ) .  

D Ç _ { i n L ç T o M  2.4.- S o i t  u E F d ( B ( d ) )  e t  s o i e n t  r i ,  p  e t  g t r o i s  

r é e l s  s t r i c ~ e m e n - ;  p o s i t i f s .  LI es% d i t e  r i  p ,  d-continue s i  pour t o u t  

E ; O < E < r~ e t  pour t o u t  f e r z é  F de ( x , d )  t e l  que u ( F )  > 1 - cP On & : 

Exearlc 1.4 . -  So ien t  X. s ' ~ , d )  et a .  2 O : i E . n : l e s  - 1 1 
r- 

a .  v é r i f i a n t  a .  = 1 .  On no te  6(xl 1 l a  niesure de Liirac au po in t  x i .  
1 1 

i= 1 
i 

La neçure de p r o b a b i l i t é  ai  6 (xi ) e s t  ( n  ,p ,q)  - d-continue 
i = 1  

pour t , ~ t  t e l  pue : v < i n f ( a .  i 6 { l ,  ..., n}) . 
1 ' 

Ererrde 2.4. -  La p r o b a b i l i t e  un i fo rne  P s u r  [0,112 e s t  - 
1,2,2 ) cl-continue où d  e s t  l a  métr ique u s u e l l e  de [a, 11 . 

Pteuve.- S o i t  O < E 6 1, t ~ ~ i t  F  un f e r n é  de [ti,î12 t e l  

2  3 4 2E 
quo : P(F) > 1-E . Supposons CO,I].+ F . Il e x i s t e  a l o r s  x  E [0,112 

t e l  que : Ü ( x , F )  5 2ç. ce  qu i  irnpliqur? B ( x , ~ E )  n F = r$. I l  e x i s t e  a l o r s  

un car& C de cô t é  E i n c l u s  dans c e t t e  boule  e t  l ' o r .  a : C C FC e t  

2 
P ( c )  = r , ce  qüi  e s t  en c o n t r a d i c t i c n  avec ? ( ? )  > 1  - E~ l a  démcnct.ra+,ion 

e s t  P ~ C - S  t a m i n é e .  m 

RemaYuuc 7.4.- Toute mesure de ~ r o b a b i l i t é  ( y ,  . )  d-continue 

e s t  , p ,  q d-continue s i  v '  6 r~ , p '  2 p ,  q' 5 9 



NoIt&on.- Soi t  ( ~ , d )  un espace métr ique séparable .  

a l o r s  : 
j'(n Y P , ~  

~ ( d )  = (11 E g ( d )  : l.~ e s t  ( p q )  d-cont inue)  . 

Phoponifion 5 . 4 .  - S i  g e s t  ( , p y q )  d-continue, es  t borné  

pour l a  n é t r i q u e  d.  

Pheuve.- S o i t  x E X e t  E < q on a a l o r s  X = l i m  ~ ( x , n )  

d 'où 3 I ( E )  : n 2  N ( E )  => l .I(B(x,n)) > 1 - E', c e  qu i  e n t r a î n e  

s c B ( x , N ( ~ )  I q E  C B ( X , N ( E )  + q )  8 
U 

Pt top~h~f ion  6 .4 . -  Soient  (X,d) un espace métrique sépa rab le ,  

J 4 ( n y P y q )  
~ ( d )  e t  v E j , l ( ~ ( d ) )  v é r i f i a n t  : 

2') 1 b > O : " ( O )  2 b 11(0) pour t o u t  ouver t  O de v-mesure 
1 - 

non n u l l e .  Alors  v e s t  (,-,(b)', p , 'f) d-continue. 

bP  
1 - 

heuve . -  Soi t  E donné ; O < E < n ( b ) P  , e t  s o i t  F un fermé 

C C 
de (XYd)  t e l  que V ( F )  > 1 - E' a l o r s  V ( F  ) ( s i  V ( F  ) = O l a  

d6monstration e s t  t e rminée ) ,  ce  qui  a - ~ e c  2 ' )  permet d l é n r i r e  : 

ce qui  s ' é c r i t  encore : 

E 
posons E '  = - 

1 
( b  



on a a l o r s  O < E '  < q e t  " ( F )  > 1 - 

e t  comme y s M M(d) on a : s i  l ' o n  pose A =  q f  
( 0  YPY~) - 1 

d 'où d ' ap rè s  1') 

l a  démonstration de c e t t e  p ropos i t i on  e s t  a l o r s  terminée.  

Pkopobi.tion 7.4.- S o i t  ( ~ , d )  un espace métr ique sépa rab le ,  s o i t  

dl 
une métr ique t e l l e  que a  dl  ( x , y )  r d ( x , y ) ,  q x , y )  E x2 (où a  > 0) e t  

t e l l e  que ~ ( d  ) = ~ ( d ) .  Alors  s i  e s t  p q  d-continue : y est 
1 

(n  > p Y  a) d -cont inue.  
1 

La preuve de c e t t e  p ropos i t i on  e s t  immédiate. 

PkopobkLion 6.4.-  S i  ( x , d )  e s t  un espace métr ique to t a l emen t  

borné ,  
(n Y P , ~ )  

~ ( d )  e s t  fermé dans ( M [ B ( d ) ) , F ) .  

Pheuve. - S o i t  ( x i 1 un sous-ensemble dénombrable dense i ' 
de X .  Soient  s M B(d) ; n r :  N t e l l e s  que : 

n (n Y P , ~ )  

S o i t  E donné ; O < E < n ,  e t  s o i t  F un fermé de ( ~ , d )  t e l  

que : u(F) > 1 - , il e x i s t e  a l o r s  N t e l  que : 



?4! 
1 étant d8nombrableY 3 r E ]O, & 1 tel que : "(B(xi,r) ) = O i E 1. 

X étant tota1emer.t borné et (x <CI) étant dense dans X on peut recouvrir i' Q 

F par ur. nonbre fini de boules de rayon r, d'intersection non vide avec S 
11 

et de centre appsrtenant à (x i E 1). 
i ' 

On note B(x,,r) ,......$ B(x ,r) ce recouvrement et comme 
m 

m m * 
(LJ ~ ( x .  ,r))* C U B(xi,r) , on a d'après le théorème de Billingsley-Alexandroff: 

1 i= 1 i= 1 

m m 1 
autrement dit : 3 M : n > hl => (u,(U B(xiYr)) - "(d B(xi,r)) <; 

i=1 i= 1 
soit n fixé ; n > M. 

I 
on a : un( U B(xi,r)) > u(F) - f (puisque F C 3(xi ,r)) 

i=l i=1 

m 1 
ainsi Un( U B(X~ ,r 1 )  > I - (E - ;jP (où O < E - y <  ~l )  

i= 1 

et comme 
n 

est ( ~ l  ,pYq) d-continue on a : 

111 

et comme x i  r est un recouvrement de F tel que : B(X~ ,r) n F # 4 
i= 1 

pour tout i I,...,n et r on a : 
4~ 



ce qui implique : S C ( F ~ ~ )  
1 I 

c FqE ( 1 )  
n 

puisque 1 'on a p r i s  n a rb i t r a i r ement  supér ieur  & M on a pour tou t  n > M 

l ' i n c l u s i o n  (1 ) .  
- 

Supposons a l o r s  s # F~~ 
Fi - - 

a l o r s  3 x : x E s e t  x c x - F~~ d'où 3 p ( x )  : B ( x , P ( x ) )  C x - F~~ 
Fi 

ce  tqui d 'après  l e  lemme (1.2.2)  implique p(B(x,a)  > O pour t o u t  O < a < ~ ( x ) ,  

46 e t  s o i t  a '  E ] O ,  p(x)] t e l  que F i ( ~ ( x , a ' )  ) = O on a a l o r s  : 

ce qui e s t  en con t rad ic t ion  avec t 
Fin -> Fi , d'après l e  théorème de 

n= 
Billingsley-Alexandroff d'où S C FqE . La démonstration de c e t t e  

Fi 

p roposi t ion  e s t  a l o r s  terminée. 8 

V é & i d o n  2 . 4 . -  S o i t  (x,d)  un espace métrique séparable e t  

s o i t  p & M(B(d)). e s t  d i t e  ~ ~ ( ~ , p , q )  d-continue s i  pour t o u t  E > O ,  

O < , < ,, e t  pour t o u t  connexe fermé C de ( ~ , d )  t e l  que p(C) > 1 - E P - 
o n a :  s C c q E .  

Fi 

Vé(An&ion 3 . 4 . -  S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique séparable e t  

s o i t  p & M ( R ( ~ )  1. IJ e s t  d i t e  C(rlrp,q) d-continue s i  pour t o u t  E > 0 ,  

O < E < T - I  e t  pour t o u t  convexe fermé C de (x ,d )  t e l  que p ( c )  > 1 - E 
P 

- 
on a : s C cqE . 

Fi 



Rematquz 2.4.- Soit (E,d) un espace vectoriel métrique séparable 

et soit u e M(3(d) ) .  

Alors si II est ( n P q )  d-continue, p est d-continue 

ct si 3 est Co(liyp,q) d-continue, p est c(nYpyq) d-continue. 

NotuLLai:a.- On note : 

: 1 8(d) = (LI s M(B(d)) : u est c0(n ,pYq) d-continue} 
co(ii,~,q) 

M~(n,p,q) 
B(d) = (II E M(B(d!) : est ~(n,p,q) d-continue} 

Remcuzq~e 3.4.- Dans les propositions (5.41, (6.41, (7.4) on peut 

remplacer 
!'(ri ,p,q) 

B(d) par hlc 
YP,~) 

B(d) et par B(d) 
O 

P ~ o ~ o ~ & o M  9.4.- Si (x,d) est un espace métrique totalement borné 

et si toute boule fermée est connexe dsns(~,d), "c (ri,p,q) B(d) est fermé 
O 

dans (M(B(d)), F). 

Ptrapab.i;tian 70.4.- Si (E,N) est un espace vectoriel normé, 

totalement borné, 
Mc(nyP.q) 

B(d) est fermé dans (M(B(d) ,F ) 

La preuve de ces deux propositions est analogue à la preuve de la proposition 8.4. 

Rematque 4.4.- Les propositions (8.4), (10.4)~ (9.4) sont aussi 

1 vrsies dans (M(B(d)), TB) (où B = { ~ ( x ~ ,  -), (i,n) c 1 x N I  et où 
n 

{xi, i E 11 est un ensemble dénombrable dense). 



C H A P I T R E  V 

A P P L I C A T I O N  D E  LA TOPOLOGIE  TB. 

Métrique de Hausdorff. 

S o i t  (x ,d )  un espace métrique. Nous désignerons par  l e  symbole 2 
X 

l a  fami l le  de tous  l e s  ensembles fermés, borngs e t  non vides ,  s i t u é s  dans l ' e space  

métrique ( ~ , d ) .  

E t  s o i t  Hd l ' a p p l i c a t i o n  de 2' x 2' dans [Q,w[ déf in ie  ci-dessous. 

X 
Hd(A,B)  = inf{A > O : A C BA e t  B C A 1 gour t o u t  coupla 

X 
( A , B )  E 2X x 2' O: B = {X E x : ~ ( F , B )  < AI. 

Y Hd e s t  une mgtrique de 2 . 
Supposons Hd(A.B) = 0 

S o i t  x E A e t  supposons x k B. 

X-B é t a n t  ouvert ,  3 r ( x )  : B ( x , r ( x ) )  C X-B. 

r(x) Ce qui  implique d ( x , ~ )  > - 
fU 

puisque H ~ ( A , B )  = O on a : A C B 
4 

r X 
ce qui  en t ra îne  d(x,~) < - . Il  y a a l o r s  cont radic t ion  d'où A C B ,  

4 
on montrerai t  de msme que B C A 

a i n s i  ( H ~ ; A , B )  = O )  =r A = B 

on a auss i  : ( A  = B)  = ( P ~ ( A , B )  = 0 ) .  

X 
Soient  A ,  B,  C c 2 . 
Supposons Hà(A,B) = A l ,  H ~ ( B , Ç )  = h g ,  e t g o i e n t  X i  A e t  A ' >  h2 .  

1 2 

il e x i s t e  a l o r s  deux r é e l s  a e t  a t e l s  que : 
1 2 



1 I 
e t  l ' o n  a : (puisque A l  > A e t  A 2 '  h p )  1 

O! B 

A C B  e t  B C C  
2 

a2 a l  
ce qui implique ; sachant qqe ( C  C= C 

" s + ~  1 

A C C  
" 1+"2 

on a auss i  

. BC;' a t  C C B  
a2 

ce qui ent ra îne  : 

C C A  
1 +a2 

( 2 )  

H ~ ( A , c )  a, + u2 A '  1 + A' 2 

h i  e t  A ayant é t é  cho i s i s  respectivement arbitrairement p lus  grand que A 1 

e t  A 2  ; on a donc : 

VE&bz&i,on 1.5.- Hd e s t  l a  métrique de Hausdorff indu i te  par d. 

X 
Par l a  s u i t e ,  Jarçqzi~ nous u t i l i se rona  l a  métrique de Hausdorff su r  2 , (x ,d)  

s e r a  t ~ t a l e ~ e n t  borné. C'est  pourquoi nous a l lons  énoncer, à t i t r e  Be renseigriement 

l a  proposit ion connue suivante : 

X 
Phopodition 1 . S . -  S i  (x ,d)  e s t  totalement borné, ( 2  ,Hd)  l ' e s t  

I également. 



Ptreuve : Supposons E donné, E > 0. 

( x , d )  é t a n t  to ta lement  borné ,  il e x i s t e  un sous-ensemble f i n i  F 
E 

de X t e l  que : d ( x , ~  ) < E 'J x E X .  

On no te  H l  y . q * B H k , E  l e  système de tous  l e s  sous-ensembles de F , A chaque 
, E  G 

fermé A de (x ,d )  on f a i t  correspondre l 'ensemble Hi , E  
des  poin ts  y de F 

t e l s  que d ( y , ~ )  < E . 
On a a l o r s  : H .  C A €  e t  A C H i  ( d ' ap rè s  l a  d é f i q i t j o n  même de 

1 Y &  

Nous a l l o n s  maintensnt donner l a  d s f i n i t i o n  d'une topo log ie  d é f i n i e  

s u r  l ' ensemble  des  fermés non v ide  d'un espace topologique quelconque. C e t t e  

t opo log ie  nous permet t ra  d'énoncer des  p ropos i t i ons  dan6 un espace topologique 

non forcément mgtr i sab le .  

S o i t  (x ,T)  un espace topologique.  

E t  s o i e n t  O ,. .. ,O des  ouver t s  de (x ,T )  
1 n - 

X On no te  <O ,..., 0 ,  = (E E 2 : E C  U O .  e t  E noi $ @ ,  V i  E l l ,  ..., n}}. 1 n ,  1 i= 1 

D é d i W o n  2.5.- S i  (x ,T)  e s t  un, espace t o p o ~ o g i q u e ,  on a p p e l l e  

T X 
topolo$ie  exponen t i e l l e  (no tée  2 ) s u r  2 , l a  topologie  engendyée p a r  La 

c l a s s e  d ' ouve r t s  de l a  forme <O1 , . . . ,O > ; (où O , . . . O son t  des  ouverts 
n n 

de (X,T)) .  

P/raposiLian 2.5.-  La c l a s s e  des  êléments de l a  forme <O,, . . . Bo ?? n 
X forment une base  pour l a  t opo log ie  exponen t i e l l e  s u r  2 . 

b )  So ien t  0, = <O1,  ,. . . ,O > e t  O 1 n 2 = 1 0 2 1 , . . . > 0  >. 
2m 

n m 
Posons : U = u O l i  e t  V = Osi 

i= 1 i = l  



Il  e s t  a l o r s  aisé de montrer que : 

c e t t e  topologie  e s t  é tud iêe  dans [3] .  

Remque 1 . 5 .  - H e t  2d sont  i den t iques  lo r sque  ( ~ , d )  e s t  compact. 
d 

S o i t  ( x , T )  un espace topologique.  On no te  @ l ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  ci-dessous. 

l e  problème que nous nous posons e s t  de t r o u v e r  une topo log ie  de M ( B ( T ) )  vé r i -  
f i a n t  une ve r s ion  du théorème de Glivenko-Cantelli  e t  une topo log ie  s u r  2' t e l l e  
que l ' a p p l i c a t i o n  @ (ou  une r e s t r i c t i o n  a s sez  f a i b l e  de l ' a p p l i c a t i o n  a ) .  

Remmque 2 . 5 . -  S o i t  ( ~ , d )  un espace métr ique séparable .  

E s o i t  Kd l a  pseudo-métrique de M(B(d)) d é f i n i e  ci-dessous : 

X l ' a p p l i c a t i o n  @ : (M(B(d)) Jd) - ( 2  9 ~ ~ )  e s t  a l o r s  cont inue .  

m a i s  l a  topo log ie  i n d u i t e  p a r  
Kd n ' e s t  pas  i n t é r e s s a n t e  quant à l ' e s t i m a t i o n  

1 du suppor t ,  c a r  e l l e  ne v é r i f i e  pas  même 1 4  ve r s ion  l a  pLus f a i b l e  du théorème 

1 de Glivenko-Cantel l i .  

On s e  p l ace  dans un espace métrique s s p a r a b l e  ( ~ , d ) .  

S o i t { x i , i  E 1) un sous-ensemble dénombyable dense de ( ~ , d ) .  

1 On no te  B = I B ( x ~ ,  -), ( i , n )  6 1 x N I  l q  base  dénombrable d ' ouve r t s  de  ( ~ , d )  
n 

a i n s i  obtenue . 



on munit M(B(d) ) de l a  topo lok ie  TB ( v o i r  paragraphe III) e t  2' de  l a  

métrique . Hd 

Alors comme l e  montre l 'exemple c o n t r a i r e  su ivan t  l ' a p p l i c a t i o n  

X 
(8 : (M(B(d)) ,TB) - ( 2  ,Hd)  ne peut  en généra l  ê t r e  cont inue 

Exempte 1.5.- S o i t  ( ~ , d )  un espace métrique sgparable  possédant au  

moins deux p o i n t s  x e t  y d i s t i n c t s .  

I .I On pose 
lJ n = - 6 ( ~ )  + ( 1  - -) 6 ( x )  

n n 

e t  l ~ = 6 ( x ) . .  

S o i t  O un ouver t  de ( ~ , d )  on a a l o r s  : 

d'où d '&près  l a  p ropos i t i on  (3.3. ) : quelque s o i t  l a  base  B dénombrable 

d ' ouve r t s  de ( ~ , d )  on a : 

a l o r s  que : Hd,  
'lJn SV 

en e f f e t ,  considérons B (SU,  '1 , où a = d(x ,y )  > 0. 
*d 4 

S o i t  n r N 

On a a l o r s  y E Sun e t  d ( y , s l ~ )  = a .  

ce  qu i  implique Sp k B (Sv ,  '1 
4 

d 
On montre de l a  même façon que 

"n -Sf_ SU.  

Nous a l l o n s  donc devoi r  prendre  une r e s t r i c t i o n  de @. 



Phcrpab&on 3.5.- S o i t  (x ,d )  un espace métr ique séparable .  

S o i t  ( x  i E 1 )  un sous-ensemble dénombrable dense de ( ~ , d ) .  i ' 
S o i t  d l  une métr ique t e l l e  que ( l ( ,d l )  s o i t  to ta lement  borne e t  'T(d l )  = ~ ( d )  

I 
(où ~ ( d )  e s t  l a  topologie  i n d u i t e  p a r  d )  on no te  B = I B ~  ( x .  -), 

1 
1 y n 

( i  ,n )  r 1 x N )  l a  base dénombrable d ' c u v e r t s  de ( x , d l  ) r e sp .  (de  ( ~ , d )  ) 

a i n s i  obtenue. S o i t  B1 r e sp .  ( B  ) l e  s t a b i l i s é  de B par  réunions f i n i e s  
2 

r e s p  : ( p à r  i n t e r s e c t i o r s f i n i e s ) .  

Alors  l ' a p p l i c a t i o n  

X 
r e s p  : ( g 2  : ) > T ~ 2 ' M ( n  , p y q )  ~ ( d , ) )  - ( 2  dd 1 )  

( " ( n , P y d  1 

e s t  cont inue .  

Ph~uve : Nous a l l o n s  d 'abord montrer que g1 e s t  cont inue .  

So ien t  1 ~ .  s M 6 ( d l )  e t  E > O donné, e t  considérons l a  boule ouve r t e  
( n  YPY~) 

(xYdl  ) é t a n t  to ta lement  borné e t  {xi,  i E 1) é t a n t  dense dans (x ,d ,  ) , 

on peut  r e c o u v r i r  S p a r  un nombre f i n i  de boules  de l a  base  B I ,  de rayon 
U 

1 1 
On n o t e  B(xl , -) , . . . , B(xny -) ce recouvrement ( d e  Se)  q u i  a  é té  

m m 
1 

e f f e c t u é  de f a î o n  t e l l e  que : B(xiY -1 n Se # @J i E { 1 . .  . n ) .  
m 



1 
o r  ( B ( ~ ~ .  ns, # qj) = ( ~ J ( B ( x ~ ,  - ) )  > O, i E n ( l e m e  ( 1 . 4 . ) )  

m m 

considérons a l o r s  l e  voisinage ouvert (proposi t ion  2.3. ) V , ~ J  de u dans 

("(n YP Yq) ( B ( d l  ) )  Y T d M ( T ,  y p , q )  
( B ( d l ] ) ) ,  d é f i n i  ci-dessous : 

supposons que v e V1u.  

1 
On a a l o r s  v ( B ( x ~ .  -1) > O ,  i E { l Y i + . , m } +  

m 
1 

C e  qui implique S n B ( X ~  , -) $ 0 i E I 1,. . . ,n) 
v m 

n - 
1 m E 

d'où U B(xiy ;) CS"  c sv y (où S: = { X  E X : d l ( x y s v )  < E )  

i= 1 

ce qui e n t r a î n e  : Sv C S: . ( 1 )  

1 
par  cons t ruct ion  on a : S x i  -) # i E I 1.. .n} v m n 

1 
ce qui  implique : u B(xi, ; ) C S  

4m 
( 2  

i= 1 

n 1 
de p lus  v U x i  - )  > 1 - E (où E~ < e t  v e s t  p q  - d l  continue. 

i= 1 m 

E 
n  n 1 a 

ce  qui e n t r a î n e  s c ( U s ( x i Y  j ) ) q E 2 C  ( U B ~ X  -1) 
i= 1 i y  i= 1 

d'où d ' ap rès  ( 2 )  : S v C  sE. 
lJ 



ce qui termine la démonstration de cette proposition pour l'application @ l .  La 

démonstration de la continuité de 1 'application de m2 est identique à celle 

de @, à l'exeption près du choix du voisinage de p. 

- On considère le voisinage ouvert v2p de IJ dans ( M ( n  ypyQ)B(dl ) y~B(M(n y g y q )  N d l  , 
défini ci-dessous : 

On a alors : 

rl 1 
ce qui implique : v U B(xi .-) E J 1 - (AlP, 11 . 

is 1 m 4 q 

l V 2 p a  les mêmes propriétés que VI" On continue alors la demonstration de la 

même façon qu'avec V,P. 

PhopahiLion 4.5.- Soit (~,d) un espace métrique séparable tel que 

l'on puisse recouvrir tout borné par un nombre fini de baules de rayon E > 0, 

I pour tout E étant donné arbitrairement. 

Soit {xi, i E 1) un sous-ensemble dénombrable dense de X et soit 

I 
B = {B(xi, -1 (i,n) E 1 x N) la base dénombrable d'ouverts de (~,d) ainsi 

n 
obtenue . 



On note  B l e  s t a b i l i s é  de B pa r  réunions f i n i e s  
1 

B2 l e  s t a b i l i s é  de B p a r  i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s .  

Alors  l e s  a p p l i c a t i o n s  : 

s o n t  cont inues .  

Pt~euve : 

Quand on a  remarqué que p e s t  (n  ,p ,q)-d cont inue ,  implique S  

e s t  borné (p ropos i t i on  5 .4 ) ,  l a  démonstration de  c e t t e  p ropos i t i on  e s t  i d e n t i q u e  

à l a  démonstrat ion de l a  p ropos i t i on  précédente.  

Coho&&e 7 .5 . -  S o i t  ( ~ , d )  un espace métr ique sépa rab le  t e l  que 

t o u t  fermé borné de ( ~ , d )  s o i t  to ta lement  borne. 

S o i t  {xi ,  i E 1) un sous-ensemble dénombrable dense de ( ~ , d )  

1 
e t  s o i t  B = { ~ ( x ,  , -) , (i ,n )  x 1 6 N l a  base  a i n s i  obtenue. 

I n 
On no te  BI  r e sp .  ( B  ) l e  s t a b i l i s é  de B p a r  réunions  f i n i e s  ( r e s p .  pa r  

2  

i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s ) .  

Alors  l ' a p p l i c a t i o n  : 

r e s p  : 
('2 : ( " ~ ~ ( , i  " B ~ / M C O ( ~  y p  ,q )  ~ ( d ) )  --+ ( 2 X , ~ d ) )  

e s t  cont inue  en t o u t  p o i n t  p t e l  que sn s o i t  connexe pour t o u t  n  E N o  
Fi 



Plrc2uve : Le passage de l a  p ropos i t i on  4.5. à ce  lemme e s t  sans  

d i f f i c u l t é s .  

C U & O ~ & ~  2.5.- S i  l ' o n  a j o u t e  aux hypothèses du c o r o l l a i r e  1.5.  : 

t o u t  élément de B I  ( r e s p .  de B ) e s t  connexe on a  : 
2 

g1 ( r e s p .  g2) e s t  cont inue .  

Pheuve : Soient  
M ~ o ( n , P , q )  

B(d)  e t  E > O donné. 

Considérons l a  boule ouve r t e  BH ( s ~ , E ) .  
d  

S p é t a n t  borné (p ropos i t i on  5.4.  ) , on peut  donc l e  r e c o u v r i r  p a r  un nombre f i n i  

1 E 
de  boules  de l a  base B I ,  de rayon - < - (où  m = 2 m t ) .  

m 16 
1 1 

On no te  ~ ( x , ,  -), ..., B(xn, -) ce  recouvrement e f f e c t u é  de façon t e l l e  que 
m m 

On a a l o r s  : 

1 
n  

1 
( B ( x , ,  -) n S V )  u (SV n ( U B ( X ~ .  -) = s,,. 

m i=2  m 

1 
Il 

1 
qomme Sp e s t  connexe e t  que B(x, , -) n SU e t  U B ( X  -1 n Sp s o n t  fermés. i '  m i = 2  

dtoÙ ]il que l ' o n  prendra  é g a l  à 2 t e l  que : 

on montre de l a  même façon que : 



d t  où 3 i2 que l ' o n  prendra é g a l  à 3 t e l  que : 

En cont inue de l a  même façon e t  l ' o n  o b t i e n t  : 

2 2 
Considérons a l o r s  l e s  boules  B ( x l ,  -), . . . , B(xn, -1. 

m m 

Ces boules  appar t iennent  à BI  puisque m = 2m1 e t  l ' o n  a : 

Lemme 7.5.- La somme de deux ensembles connexes ayant des p o i n t s  

communs e s t  un ensemble connexe : 

i l a  preuve de ce lemme s e  t rouve  page 83 (volume II ) de C S ]  . 
On a donc d ' ap rè s  ce  lemme : 

2 2 
B ( X ,  , -) U B(x2, -1 e s t  connexe. 

. m . m 

K 
2 2 

U B(xi3 -1 U B ( \ + , .  -1 # @ e s t  connexe. 
i = l  m m 

B(xiy i) e s t  connexe. 
i= 1 



l a  s u i t e  de l a  démonstrat ion e s t  a l o r s  analogue à l a  démonstrat ion de l a  

p ropos i t i on  4 . 5 .  

C o h v ~ a h e  3.5.-  S o i t  ( ~ , d )  un espace v e c t o r i e l  métrique sépa rab le  

t e l  que t o u t  fermé borné de ( ~ , d )  s o i t  to ta lement  borné.  

S o i t  x .  i E 1 un sous-ensemble dénombrable dense de ( ~ , d )  
1 

I 
e t  s o i t  B = B(x.  - )  ( i n )  1 x N l a  base  a i n s i  obtenue. 

1 y n 
On no te  B I  r e sp .  ( B ~ )  l e  s t a b i l i s é  de B p a r  réunions f i n i e s  ( r e s p .  par  

i n t e r s e c t i o n s  f i n i e s ) .  

Alors  l ' a p p l i c a t i o n  : 

X 
r e s p .  ) y T ~ l M ~ ( n  yp ,g )  ~ ( d ) )  - ( 2  , H ~ ) )  

1 - 
e s t  cont inue  en t o u t  p t e l l e  que s o i t  convexe n e N .  

Pheuve : Analogue à c e l l e  de l a  p ropos i t i on  4 .5 .  

P & v p o 4 ~ o n  5.5.- S o i t  ( x , T )  un espace topologique  à base 

dénombrable d ' ouve r t s .  

S o i t  B une base  dénombrable d ' ouve r t s  de (x ,T )  

e t  s o i e n t  ' n e t  1-i e M ( ~ ( T ) ) .  
neN 



X T 
S o i t  < O 1 , . .  . , O  > un vois inage  bas ique  de Sp dans ( 2  $ 2  ) .  

m 

Puisque Sp ez < O 1  , . . . ,O > on a : 
m 

m 
a )  S U C  U O .  

1 
i= 1 

m 
ce qui  implique S p n C  U o i  pour t o u t  n r N ( 1 )  

i= 1 

I b )  SU n o .  # 0 pour t o u t  i E ( 1  ... m l .  
1 

C e q u i e n t r a î n e  u ( O i ) > O  p o u r t o u t  i e { î , . . . , m I  (lemme 1.4 . )  

B é t a n t  une base  dénombrable d ' ouve r t s  de ( ~ , d )  , t o u t  O , i E 1 .  peut 

s ' é c r i r e  comme une réunion dénombrable d ' ouve r t s  de l a  base B, e t  comme 

~ ( 0 ~ )  > 0 ,  10 :  E B : 0 ; C  O .  1 e t  ~ ( 0 ; )  > O ,  c e c i  pour t o u t  Oi E. { l , . . . , m l q  

B 
puisque O! E B e t  que ---- ----> 1-I : 

1 ' n 

posons N = S U ~ { N ~ ,  i P { 1 . .  . m l 1  

a l o r s  n > N => pn(Of)  > O ,  i E i l . . . m I .  

Ce qui  implique : Sp O! # 0 pour t o u t  i { l . .  . m l  n 1 

e t  comme O! C O .  ; i E. ( 1  ,. . . , m l  on a : 
1 1 



n > N => Sv no! # D y  i c {ly...yml 
n 1 

ce qui avec (1) termine la démonstration de cette proposition 

Soit (~,d) un espace métrique séparable. 

S ~ i t  3 une base dénombrable d'ouverts de ( ~ , d )  

et soient 
"n 

n E N et p s M(B(d)). 

ri 
Alors si --m.- ---.-> 

l-i n 
p avec Su C SU pour tout n s N 

n 

Pxeuue : La preuve de cette proposition est analogue à la preuve 

de la proposition précédente. 

La condiVion S u n C  Sp est plus faible que ' n absolument continue 

Dar rapport à p. 

Nous coqtons par la suite jwolonger l'étude de la continuité de 

l'application 4 ,  en munissant l'ensemble des fermés de topologies autre que 

la métrique de Hausdorff. Nous comptcns aussi appliquer ces résultats à l'êtude 

de l'estimation du support. 
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