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RESUME

L'objet de ce travail est l'étude de la convergence fatble uniforme de
Probabilités. Dans la premidre partie, nous nous préoccupons de théorémes généraux
sur cette sonvergence, et en particulier nous essayons d'établir les liens qu'elle
a avee la convergence uniforme de probabilités pour la distance de Prokhorov.

Nous exposons également un vésultat de M.J. Geffroy concernant les classes P -

uniformes, et en déduisons une généralisation du théoréme de Topsae.

Dans la seconde partie, nous étudions les propriétés de convergence de
la fonetion de concentration de P. Levy vis—d-vis de la convergence faible uni-

forme.

Dans la troisiéme partie, nous appliquons les résultats obtenug & la
recherche d'une condition suffisante pour que la probabilités empirique assocte

d un dchantillon indexé converge faiblement uniformément.

Enfin, dans l'appendice, nous présentons une généralisation d'un des

Théorémes de représentation de M.J. Geffrcy.




PRE LTMINAIRES

Nous citons dans cette introduction quelques théorémes concernant la
convergence faible de probabilités.

Nous ne donnons pas en général les démonstrationsbde ces théorémes,
sauf si elles n'ont pas encore été publiées par leur auteur, ou si elles utili-
sent des procédés que nous emploierons dans la suite de notre travail.

Précisons tout d'abord les notations :

E désigne ﬁn espace métrigue séparable, BE sa tribu borélienne, et M (E),
l'ensemble des probabilités sur (E,BE). C(E), (respectivement : U(E))’ est
1'ensemble des fonctions numériques bornées continues, (respectivement : uni-
formément continues) définies sur E. On désigne par d 1la distance définie
sur E x E, et par RB(x,8) la boule ouverte de centre x € E et de rayon 6.
On note : 3A la frontidre de tout ensemble A et A° 1le dilaté d'ordre ¢
de A, autrement dit : {x : d(x,A) < €}. La e-frontiére, que l'on ne doit pas
confondre avec le dilaté d'ordre ¢ de 3A, est 1l'ensemble :

aeA = {X : d(st) < g et d(X,AC) < g},

1) La Topokogie Faible.-

On munit U(E) de la topologie faible, dans laquelle une probabilité

P admet pour base de voisinages ;

)

V(p,e,f Qe UE) : 1 indP - indQ | <e 3 Vi=1..k}

RS
% .
YVe>0 3 VkeN ,VfieC<E) (i = 1...k)

la convergence d'une suite de probabilités (Pn) vers P est la convergence

faible, définie par :

P =>P<=> [fgP — {(fdP , VFfeC,,.
n n (E)

I1 existe un certain nombre de définitions équivalentes, dont 1'énoncé




constitue "le théordme du Porte manteau"
1) Jf P — Jf ar , Yre C(E)

2) ff @ — Jf ap , VYV rfe U(E)

3) 1lim Pn(F) <P(F) , VF fermé

n—>oo

4) lim Pn(G) < P(G) , VG ouvert

n->ce

5) Pn(A) ——> P(A) , V A borélien de frontiére P-nulle

(i.e. P(34A) = 0).

?2) La distance de Prokhorov. -

a) la topologie faible est métrisable, et 1'on a pu préciser différentes
(1)

métriques. La plus utilise est celle introduite par Yu. Prokhorov en 1956, que

nous noterons p. Soient P et A e ME), on pose
o(P,) = inf{e > 0 : P(F) < Q(F*) + ¢ , VF fermé de E}

Alors, par définition, p(P,Q) = min(o(P,Q) ; o(Q,P)).
En 1965, V, Strassen(z) a fait observer que o(P,Q) = o(0,P) = p(P,Q),

ce qui rend cette métrique un peu plus maniable.

Thoreme : P =P <= lim p(Pn,P) =0

n-roe

(2)

, en 1965, a démontré un théoréme trés utile et assez

(3)

b) V. Strassen

spectaculaire, que R. Dudley a généralisé en 1968.

Théoneme : La distance de Prokhorov entre deux probabilités P et € est la
borne inférieure des distances en probabilité de variables al&atoires X et Y

distribuées suivant P et Q.

Autrement dit, si on suppose que X et Y sont des variables aléa-
toires définies sur un espace de probabilité (Q,A,Pr), on a :
0(P,Q) = inf[inf(e > O : P {a(X,Y) 2 €} < e)]
X)Y

3) Les sous-ensemblfes nelativement compacts de U(E) (cf. (7) p. L8-L49)
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3) les sous-ensembles nelativement compacts de ME) (cf. (7) p. 48-L49)

Théondme : Soit E un espace polonais et I € M(E). Une condition nécessaire
et suffisante pour que T soit relativement compact est que T soit équitendu,

c'est~d~dire :
Ve>0 , 1 K8 compact tel que u(Ke) >1-¢ , Vupuer

Voici la démonstration de la condition nécessaire de ce théoréme, dont nous uti-
liserons souvent la premidre partie dans la suite.

a) supposons pour l'instant que E est simplement séparable et que
' est compact. n € N &tant fixé, il existe une infinité dénombrable de boules

1y = = U

ouvertes B(xj’n) = Bj,n telles que E jeN Bj,n nous allons montrer que
* *

VnelN , et Vn>o, 3 K e N~ tel que

k
V) -
u(j____1Bj’n)>1n s Vuer'l

sl ce n'est pas vrai, il existe une suite (u1,u2,...) 5 > 0 ; et une suite

"o

d'entiers (m1 > m, > ...) tels que

B. ) g 1-n

3. 0 pour k = 1,2,...
]

Comme T est compact, on peut supposer que uk =y or, pour & Tfixé, on a :
V k>2
m
N B.nc% B, _
j=1 Jos j=1 Jdos
m
E N ES -
> uk( jlé1 BJ’n) 1-ng

et, d'aprés la condition n°4 du théoréme du porte manteau :

m m

2 '3
u( U B, ) g lim p ( U B. ) g 1-n
j:‘] VELS n->o k j:‘] J»n 0

en faisant tendre & vers 1'infini, on obtient :

u(E) < 1-n,




ce qui est une contradiction, puisque E est une probabilité.

b) on suppose en plus que E est complet. Pour tout n e N, soit kn

k
un entier tel que u( Un B, ) > 1-¢/ , VY u e I'. Posons
. Jsn n
J=1 2
k o
n
F = U B. et K = F
n Jsn > . n
. n=1
J=1

*
Comme u(Fn) > 'I-a/n pour tout ne® et pel, ona:
2

u(KE) >1-¢ , YVuerTl

de plus, comme E est complet, et que K8 peut &tre recouvert par un nombre

fini de boules fermées de rayon arbitrairement fixé, Ke est compact.

4) Existence de mesures non atomiques (p. (7) p. 53-55)

Théondme : Soit E un espace polonais de puissance supérieure ou dénombrable. Il

existe une probabilité de M (E) non atomique.

Théoneme : Soit E un espace polonais dense dans lui-méme. L'ensemble des
mesures de probabilités non atomiques est un GG de M(E), partout dense

dans M(E).

5) Convergence faible de La probabilité empirigue (cf (7) p. 53)

Soient X1,X2,...,Xn,... des variables aléatoires indépendantes et équi-distri-

buées, définies sur un espace (Q,A,P) et i valeurs dans (E,BE,U) ; 4 tout point

(w)

w e , on associe la mesure M gqui a la masse % en chacun des points
X1(w) : Xg(w) S oeee 3 Xn(m). Nous allons montrer que P{w : o => ul = 1

n
) g o X.(w) 1les v.a.r.
=1 1

(g o X1,...,g o) Xn"") sont indépendantes, équi-distribuées, et bornées. D'aprés

a) pour tout g e C(E)’ on a : Jg duiw) = ﬁ
‘ i

la loi forte des grands nombres, on a :

Jg duﬁw) -+ [g du pour presque tout w e




b) on peut munir E d'une métrique équivalente pour laquelle E est

totalement borné. Alors U( ) est un espace de Banach séparable pour la norme de

E
la convergence uniforme.
Soit G = {g1,g2,...,gr,...} un sous-ensemble dénombrable dense de

U Soit (vn) une suite de probabilités. On montre que si

(E)°
d > d Vr N* lors
gr vn gr Vo, € s &
v => v
n

- %
¢) Posons Nr = {o : Jgr dvn —f— Jgr dv}, Vr em on a :

P( U §)s § P(Nr) =0 = P{p*=> u} =1
r=1 o r=1 n

6) Le théoreme de représentation.-

(3)

(12) et R. Dudley .

La question a été étudiée par A.V. Skorokhod
Theondme : Soit E un espace métrique séparable, (Pn) une suite de probabilités
de M(E) telle que : P_=> P.

Alors, il existe un espace de probabilité (R,A,u) et des variables
aléatoires & valeurs dans E : Xn de loi Pn

X de loi P
n

telles que Xn > X

p.s.

M. J. Geffroy(13)

a démontré une version plus précise de ce théoréme,
dans laquelle 1l'espace (Q,A,u) est l'intervalle unité muni de la probabilité

uniforme.

Iﬁéﬂﬁéﬂé : Soit E un espace métrique polonais, (Pn) une suite de probabilités
de M(E) telle que P = P. Soit (n,A,A) 1l'intervalle [0,1], muni de sa tri-
bu borelienne et de la probabilité uniforme. Il existe des v.a. & valeurs dans
E: Xn de loi Pn telles que Xn —ETET+ X.

X de loi P

(En fait, M. J. Geffroy a étalement démontré une version plus fine du
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théoréme précédent, ol E est un espace simplement métrique séparable. Cependant,

nous préférons citer ce théoréme, parce qu'il repose sur un lemme essentiel que

nous utiliserons dans 1'Appendice).

Lemme : Soit E wun espace polonais et u e M(E). Il existe une v.a. X de

loi vy :
X : (Q’A) - (E’BE)

Démonstrhation :

Tout espace polonais E est homéomorphe & un espace F polonais
éparpillé, c'est-3-dire & un espace polonais dont tout point admet un systéme
fondamental de voisinéges ouverts et fermés. Appelons ¢ cet homéomorphisme.
¢ @établit une isomorfhie entre la tribu borelienne de F et celle de E.

a) on considére une suite de partitions de F :

(D)

2
m’ meN Pkel })mdN*

* = (D o

. . . 1
ol les ensembles Dm K sont des ouverts fermés de diamétre inférieur & o
H

On peut supposer que (D

m+1) est un raffinement de Dm. En effet, chaque

D , est lui-méme un espace polonais éparpillé.
L]

* L ]
VmeN , on pose Nm-—{k. u(Dm’k)>O} et D= U U*Dm,k
nell keNm

—-— — C—
ona.D—U*D —>D—U**D
1 keN—N1

1.k’

D est ouvert et fermé, dans un polonais éparpillé. D est donc un
polonais éparpillé.

b) sur [0,1[ , on considére les intervalles A tels que

m,k

AMA. ) = u(D )VkeN:l.

m,k m,k

On peut prendre ces intervalles de fagon que A =0a .
m,k 3 m+1,]

* *
VmeN et k ¢ Nm.

Soit o un point de D

*
n,k Vme® et ke Nm. On pose :

mok’




Y (g) = ak , VseA
m m

Alors, u(Dm ) = X(Am,k) = A[Y‘1 (Dm,k)]'

¢) La suite [im(x)JmEN* converge quand m > < ; en effet, soit
. La sui
s € [b,1[; ] Am,k(s) tel que s ¢ Am,k(s) et Ym(s) € Dm,k(s) ulte
[D (s)] % est une suite de fermés emboités dans un complet, dont les
m,k meN

J1iamdtres tendent vers O. Par conséquent, il existe u ¢ D tel que

u= N D

meN* m,k(s)" On pose par deflnltlon :u=Y(s), et on a :

Ym(s) + Y(s) quand m > =,

*
d) pour tout me N , tout k ¢ N % et tout s ¢ [0,1] , on a, parce

; que Dm,k est ferme :
Y (s) e Dpk <= Yl(s) € Dy y» Vezm= Y(s) ¢ Dm’k
|
Comme Dm . est aussi ouvert, pour & assez grand, on a :
b
. m,k * P en déduit que A[Y(s) € Dm,k] = A[Ym(s) € Dm,k] = u(Dm’k).

Y (s) ¢ D
la loi de Y coincide donec avec U sur les Dm,k "qui forment une base de la
topologie de D. Par conséquent, la loi de Y colIncide avec u.

Soit i 1'injection canonique de D dans F, il suffit de poser

X=y oioY pour obtenir la v.a. de loi u annoncée

[0,1] =D i,pt.g
\v/
X

7) Les classes P-uniformes.

Les principaux résultats concernant cette question sont contenus dans

(L)

un article de P. Billingsley et F. Topsoe paru en 1967 ,» et dans un article de

F. Topsoe paru #calement en 1967(5).
Soit F une classe de fonctions numériques mesurables et bornées
définies sur E. F est dite P-unifotrme si et seulement si

lim sup | deP—[f ap| =0
n
n>o feF J




_pour toute suite de probabilités (Pn) telle que P => P.

Théondme : une condition nécessaire et suffisante pour que F soit P-uniforme

est que

1) wF(E) = sup{|f(x)-f(y)| : £ ¢ F et x,y € E} < +=

2) Ve >0, lim sup P{x : we B(x,8) > e} =0
§>0 feF '

ol W B8(x,8) est l'oscillation de f sur la boule ouverte B(x,8).

Theonéme : une condition nécessaire et suffisante pour gque F soit P-uniforme
est que

1) wF(E) <. +o

2) Ve>o0; V(fn), suite de fonctions de F ; V(Gn) suite de
nombres positifs qui tend vers O,

p( N { |mf

B(XQGH) > E}) =0
n=1 n :

Remarque : M.J. Geffroy a démontré une généralisation du premier de ces théorémes

on en trouvera l'exposé dans la premiére partie.
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PREMIERE PARTIE
Déginition 1.- Soit P® un sous-ensemble de M(E) indicé par ® . On dit
que la famille de suites de probabilités (Pn e) ® converge vers (Pe) @
£

faiblement, uniformément par rapport & ©® , 51 et seulement si

lim sup l[f‘dP e—jfdPe | =0 , V£ e C(E)

n>o gg ® o>
notation : P => P unif !@

n,o e

Nous allons tout d'abord nous préoccuper de savoir si la définition 5)
du théordme du porte manteau peut se généraliser & la convergence uniforme. C'est
en effet la définition la plus souvent utilisée en convergence simple. Intuitive-
ment, on pressent que cette définition ne sera pas généralisable, pour la raison
encore vague qu'il n'y a pas toujours "assez" de boreliens de frontiére F® -

nulle pour assurer la convergence faible uniforme. Cependant,

Theondme 1.- si P® est un sous-ensemble compact de M(E)

P ==> P unif|® ==> lim sup | P_ ,(A) - Pe(A) | =0

1,6 ® n>o e @ n,8

pour tout borelien A de frontiére P® -nulle. (i.e : PG(BA) =0,V0e®)

1
- #*
Lemme : supposons A # ¢ et posons Ak = A k , Vk e W . Alors

lim sup P_(A -A) = O
k> Be ® eAk

démonstration du lemme : si sup Pe(Ak—A) ne converge pas vers O, il
®
existe n > 0, et une suite (Al'{) extraite de (Ak) telle que
* ' P
VkenN , 39;{ e ® tel que Pe},{(Al'{-—A) > 7. P® étant compact, on

peut extraire de (Pe,) une suite (Pen) qui converge faiblement vers

k k
une probabilité P ¢ P® . Appelons (A.I;) la suite correspondante

extraite de (A}'{)- VkeN, 3 m(k) € ]k 5 kH[ T, Am(k) =

{x,d(x,A) < Egr)—} ait une frontiére P-nulle.




Fixons k. Alors, pour tout entier & > k, on a :

- no_ " o_
A) 2 PG"(AK*"I A) > Pen(Al A) > n

P 1" (A
6y m(k) ) 3

Par construction, (Am(k) - A) est de frontiére P-nulle, donc

% .
Vkel, sﬁg Pez(Am(k) A) = P(Am(k) A) donc P(Am(k) A) > n
¥ . . -
V k e N . Cela contredit le fait que A= N _ A . En effet, les
e M)
Z T+ 4 P = A = 1 .
Am(k) £tant embolités, (4) P(A) iif P(Am(k))

Demonstration du théoreme.-

Fixons € > 0. D'aprés le lemme, il existe un ouvert Ak contenant

tel que sup Pe(Ak - A) < g/2. On salt d'autre part qu'il existe une fonction

e ®
uniformément continue fk’ égale & 1 sur A et d O sur E - Ak' Comme
Poo = Po wmif| ®

HN(E) et Vn>N(€),V6 e®, P

n,o

donc, pour tout 6 ¢ ® , on a :

P (a) - Pe(A) <P

n,o .n,e(ﬁ) - Pola) =P

g(A) =P (&) +P (A) - P (a)

H]

< ef2+e/2=¢

de méme, on montre que : abﬂe) tq Vn > M(e), PO(A) - P (A) <eg, Voe@®

n,o

et on en déduit : 1lim sup [P

(a) - P (a)] =o.
n>o fe®

n,9
Remarques . - a) la réciproque est fausse. Posons E = [0,1] ; on sait qu'alors,
M(E) est compact. Prenons pour ensemble RO 1l'ensemble des probabilités de
Dirac sur [0,1]. C'est un fermé de M(E), donc un compact.

Les seuls boréliens de frontiére PGD -nulle sont [0,1] et @,
puisque ce sont les seuls dont la frontiére soit vide. Pour ces deux boréliens,

la condition : 1lim sup IP (A) - P_(A)! est toujours vraie.

) n,o 0




b) Cependant, la réciproque peut €tre démontrée, si au lieu de sup-—

poser ﬁD compact, on prend une famille ﬁB dominée par une probabilité o.

Démonstration : (cf. (7) p. 41-L42)

Soit g € C( g #&tant bornée, g(E) est inclus dans un intervalle

E)’
]a,b[ . On fixe € > 0, et on réalise un découpage de ]a,b[ en sous intervalles
]ti—1 ; ti[ (i = 1,...,n), de fagon que tog =&t =0

(t

o(g”1{ti}) =0, Vi = 1...n.

- . <

11 tl) €
Les ensembles Ai = {g‘1[1',i__1 5 ti] }s 1 = 1...n, forment une partition mesu-
rable de E.

De plus, pour tout i = 1...n, %A, C g_1({ti} L‘{ti—l}) ; donc,
o(aAi) =0, Vi=1...n.

n
* * .
Posons g = ) t. on a: sup |g(x) - g (x)]| < e, et par consé-

1 i xeE
quent, V 6 ¢ ®

. n
* L ]
|fg aP " fg aP | s 2c + Ifg aP . o fg aP | s 2¢ + 121 [t [PnQG(Ai) - Po(a)]
| | I el - Ip -
=> sup fg ap - fg dP_.| € 2e¢ + sup t.| . |P_ . (A.) - P_(A.)
fe @ n,8 o e® i=1 * n,0° 3 61
n
< 2 + 521 It - ;zgaan’e(Ai) - Py(a,)]

]

comme U(Ai) =0, Vi=1...n, on a Pe(BAi) =0,Veec® eti=1...n.
Par conséquent, ¢ € lim sup |Jg dPn o~ fg dPe| § 2¢ comme € est arbitraire,
3

n»>o Be @

= s ol
Pn,e => Pe unif| @ .

Théoreme 2.- Soit E un espace métrique séparable, et RD un sous-ensemble

compact de M(E)

P => P unif| ® => lim sup p(P ; P.) =0
n,o 8 e po® | 18 8
Démonstration :
a) P est compact. Par conséquent, e > O é&tant fixé, il existe

®

2 .
un nombre fini de boules ouvertes B(xi, e /4) (i =1...k(e)) telles que
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k(e) .
Pl U Blxy, eT/W])>1-¢/2 , Voe®
i=1
k(e) ‘
. e2/k . .
Soit F le fermé : U 2 4 st F' =TF . Il existe une fonction
€ i=1 B(Xiae / ) € €

f uniformément continue égale & 1 sur Féc et & 0 sur Fe' Par hypothése

3N1(a) tq Vn > N1(e) et Vo e®

n,6

1 C
Pn’e(FE } < Jf dp

< [f dPe + egf2 < Pe(Fz) + g/2 < ¢

)

k(e
b) Posons B, = B(xi,sg/h), Vi = 1...n. Fég U B On considére la
i=1

famille Fe de fonctions continues sur E :

.
€
ﬁT(x) = min(x E(-x) 3 Qiéél__l’ YT fermé C E}

£ T T

ol ¥ . est la fonction indicatrice de 7.

T
Si y et z appartiennent & la méme boule B;, on & :
Ec Ec 2
| £,(y) - fT(z)l < Id(y,T ) _ 4(z,T )| calyez) e,
€ S € €

¢) On extrait de FE une famille finie de fonctions, Ae’ telle que
VfT £ Fe , 4f ¢ A€ , tq Vx € Fé, IfT(x) - £(x)| < 2e.

Construction : On peut supposer que € < 1.

Alors, soit t 1le plus grand entier tel que €.t < 1 pour tout

i=1...k et pour tout j = 0,1,...,t, posons :

Bi,o = Bi x [0;25[ Seeed Bi,j = Bi P [js;(j+2)s[ Seesd Bi,t-1 = Bi x [e(t—1);1[
k(e)
By p = B; % [e.t31[ et B = (E - ;i1 B,) [0,1]

Pour tout §P€IF€, posons E X fT(E) =‘{(x,fT(x))|x e E}, pour tout i = 1...k,
soit j(i,T) 1e plus petit indice tel que
U k(e)
Ex £ (E)C B B. .,.
T( ) [;:1 1,3(1,T)]

de cette fagon & toute fonction fos on associe une suite finie [j(i,T)]

i=1...k et une seule.
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Or, il n'y a qu'un nombre fini de telles suites. On dira que deux

fonetions . et f sont équivalentes, si on leur associe la méme suite, .

T T'
clest-3-dire si : [3(i,m)] = [3(i,7")], Vi = 1...k. On partage ainsi Fe en
un nombre fini de classe d'équivalences. Il suffit alors de prendre pour Aa
une famille quelconque de représentants de ces classes. En effet

soit fir € Fa' Soit f 1le représentant choisi de sa classe d'équiva~
lence. Soit x €ZFé ; x appartient & 1l'un des B, , soit Bio. Alors, [X,fT(X)]
et [x,f(x)] appartiennent au méme B, 5t C'est-a-dire que :

O’

fT(x)e [5.e 5 (3+2) e[ et f£(x) e [G.e s (j+2),e[

(x) - £(x)]| < 2¢

donc : lfT

d) Comme A€ est une famille finie de fonctions continues,

Poe = Py wif| @ => 3N2(e) tq Vo > Ny(e), |Jf P o~ jf dPel <€,

Y6 ¢ ® et Vf e As’ d'autre part, pour toute fonction fo € Fe’ soit f le

représentant de la classe d'équivalence de fT' On a :

I[(fT—f)dPel <f 'IfT-f|dPe+J IfT—fIdPe<3e,Vee@
Fe F,c
€

de méme, l[(f -f)a P <3, Voe® ,Vn>N1(s).

T O,n‘
On en.dédduit que pour n > Max(N1(e) ; N2(€))

sup lJf ar - Jf dpP I < Te
eg@ T n,e T 0

f‘TsFE

en remarquant que : T, € , on obtient :

T e et fT z

Xip X

P o0 € [rg @, o< Tew [rgapy € Te w2 (%) € Te v RG(r™)

n,0 8

de méme, Pe(T) < Pn e(T7€) +Te , YT fermé CE.

Conclusion : sup p(Pe ; P 6) < Te
6e © s

Nous démontrerons la réciproque du théoréme 2 plus tard, car cette

réciproque apparaltra comme un corollaire d'un théoréme beaucoup plus général.
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Pour 1'instant, nous donnons des formes légérement différentes du théoréme 2.

Conollaine I-1.- Soit E un espace métrique totalement borné et P® un sous-

ensemble quelconque de M(E).

P.) =0

P = P, unif|® => lim sup (Pn,e; 0

n>o 9 @

Démonstration

On peut recouvrir E par un nombre fini de boules ouvertes
B, = B(xi,eQ/Q). Il suffit alors de reprendre les parties b), c), d) de la

démonstration précédente.

Conollaine 1-2.~ Soit E un espace métrique quelconque et P un ensemble de

probabilités équitendu.

= 1 = 1 : P =
Pn,e > Py unif| @ > lim sup (Pn’e H e) 0
neo 0e®
Démonstration
e > 0 étant fixé, il existe Ke compact tel que sup Pe(Kz) < g/2
e ®
on peut recouvrir KE par un nombre fini de boules ouvertes : B(xi,ez/h).

I1 suffit de reprendre la démonstration du théoréme 2.

On étudie 3 présent des généralisations des théorémes d'uniformité de

(4)

P. Billingsley et de F. Topsoe' '. Le théor&me principal est di & Mr. Geffroy

(1972)(8).

Déginition 11.- Une classe F de fonctions numériques mesurables et bornées est

dite P® -uniforme si et seulement si

lim sup ij S ff ap,| =0

o 6e®
feF
pour toute famille de suites de probabilités (Pn e)® telle que
]
Pn,e => Pe unif| ®

e e, ) ) * . ) -
Déginition 111.- La famille F sera dite P® - uniforme, si on a la méme
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n,o ° Pe) -

|
o

propriété quand 1im sup p(P
nro 6e®

Théoneme 111.- (Mr. Geffroy)
£ 3 . . .
F est 113 -uniforme si1 et seulement si :

1) wF(E) < +oo

2) Ve>0, lim sup P {x : wa(x,é) > g} =0

§+0 e ® ®
Démonstration
Pour tout 8, Xe et Xn 5 désignent des variables aléatoires de lois
b
P6 et Pn 0° définies sur un espace de probabilité (Q,A,u). Pour tout f ¢ F
posons : If,n,e = ff dPe - ff dPn,e = Jf o X duy - Jf o] Xn’eau
He s = {x @ ug 8(x,8) < €/3
- .
He o, = X ({Hp ob)
on prend § < gaizﬁy et assez petit pour que : :zfg[ﬁ-Pe(Hf,é)] < §aiT§3n Alors
IJQ_H (foXxy-fo Xn,e)du] s wp(E) . u(Q—Hf’é,e) = wiE) . [1—P9(Hf,6)] < e/3

D'autre part, d'aprés un résultat de Strassen et Dudley cité dans les

Préliminaires,

p(Pn 6 3 Pe) = inf [inf{e >0 : {d(Xn,e 5 Xe) < e} > 1-e]
] .
(Xeaxn,e)

il existe N tgn > N => p(Pn 5 3 Pe) < §. On peut alors choisir Xe et Xn,e

n.6 o Xe) < § sauf sur un ensemble A€ A tel que u(A) < 8
9

-A) , |fo Xe(t) - foX

tels que A4a(X

= si t€ (H (£)] < e/

£,8,0 ,8

duy +

=> |JH (f o X~ o Xn,e)dui < [ [f o X,-f o X g

£,5,6 (Hf,d,e-A)

+ J | £ o Xg-f o X_ eldu < e/3 + wF(E) . § g 2e/3

Ou en dédult : |If n 6l < ¢, et cela, indépendamment de 6 et de f.
b1 2

Les conditions 1) et 2) sont donc suffisantes. D'aprés le théoréme de Billingsley

. . e g ~
et Topsoe, elles sont aussi nécessaires, dans le cas ol PC> est réduite a une
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seule probabilité P. A fortiori, elles le sont ici.

(5)

Le théordme suivant est une généralisation d'un théoréme de Topsoe .

cité également dans les préliminaires.

Théonreme IV.- Soit PC) un sous-ensemble compact de M(E), F est une classe
* . .
RD -uniforme si et seulement si

1) (DF(E) < oo

2) Ve>0 V(Gn), suite de nombres positifs qui tend vers Q ;

V(fn) suite de fonctions de F ; Vo ¢ ®
P N . =
5 {x : w, B(x,ﬁn) >g) =0

Démonstration.

a) Préliminaires
Cette démonstration sera plus claire si nous adoptons les notations de
Topsoe(5) pour simplifier 1'é&criture. Pour cela, remarquons d'abord que :

V61>o et 52>o

§
{x : wa(x,61) > el {x: wa(x,61+52) > ¢} (1)

(en effet, si x' appartient au premier ensemble, il existe x" e {x:wa(x,61)>€}

et d(x',x") < &,. De plus, Jy et z e B(x",61) tels que |fly)-f(z)| > €.

o
Oor da(x',y) < a(x',x") + a(x",y) < 61+62 et de méme, d(x',z) < 61+62
2) > ¢).

A et [E &tant deux classes de boreliens de E, on écrit A < E si

=> wa(x',51+6

tout ensemble de A est sous—ensemble d'un ensemble de E. On note E(S l'ensemble
$

{B” : B e E}
Soit EG une famille de boreliens indicée par §, telle que pour tous
8
. 2
61 >0 et §,> 0, on ait : (561) < E(61+62)'

T1 est clair qu'il s'agit ici de la condition (1). Nous allons démontrer

1'équivalence :




—»‘]7_

A, : 1lim sup P,(E) =0 <=>

1 §+0 6e® ®
Ee:lf(S
A, : Pe( N En) =0 ; Ve e®, V la suite d'ensembles {En} avec
n=1
E ¢ E et &§ -+ 0.
n 6n n

C'est-3-dire que nous allons montrer que le 2) du Théoréme III &quivaut
au 2) du théoréme IV.

b) Démonstration

I1 est clair que la condition A, implique la condition Az.

1

Supposons a présent que A1 ne soit pas vérifiée. Alors il existe

n > 0, une suite (pn) de nombres qul tendent vers O, une suite (en), une

. ' *
suite (An), telle que Vn ¢ N , A e Ep , tels que
n

P (An) >n, WYne ™

les mesures de probabilités sur un espace métrique étant réguliéres, il existe

* .
F_, fermé inclus dans A , tel que Py (Fn) 2 n/2, Ynen, P@ étant compact,

n
) une suite (Pe,) =>PeP, ~,soit F/ la suite de fermés

I ) n ®. ( )
correspondante. D'aprés le théoréme de Bulzano-Welerstrass

on extrait de (Pe

pour la convergence
topologique fermée dans un espace métrique séparable, il existe une sous suite
(F;) de (Fﬁ), qui converge vers un ensemble F. En tant que limite topologique

fermée supérieure, F s'éerit :

F=1imF' =limsup F' = N "y F!
e B e Bt g2
Alors, Vi e N, lim Py ( F!) 2 n/2. En effet, ¥k > i,  F. contient F

k% j3i 9 531 k

et P.o(F") 3 n/2 or limP,,( U F!) < P( U F?) (condition n®2) du théorime
o' Tk prt M, T3’ 8 .
k _ k k Jx1 Jz1

et cs———

) *
du porte manteau). Donc, Vi e N , P(U F") = n/2, et
Jzi

P(F) =P( N U F!) =1lim+ P( U F.) 2 ¢/2
i1 §2i 9 ioe jzi

Soit un fermé Fy» totalement borné, inclus dans F, tel que P(FO) >0
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Fixons & > 0. 4 x,..x, dans F

o tels que FOC U{B(xt,a) tt=1.,.. v}

F, en tant que limite topologique fermée inférieure des (F, ), est l'ensemble des

k

points de E tels que tout voisinage de ces points rencontre les Fk pour k

2 8
assez grand. Par conséquent, X, € Fk pour tous les t =1, ... v et pour tout

k assez grand.

=>3K>thpK<6 etx&:F"S Vit=1...v

t K>
= B C (R € (a)*e (a) 300

or AK e E et (E )(36—pK) < E_. par hypothése F. est donc inclus dans un
Px 33 0 ‘ .

P

K ‘
ensenble E EE36 , et ceci, V8§ > 0 soit (Gn) une suite de nombres positifs
qui tend vers O, on peut lui associer une suite (En)’ avec En € EG , Vn g O,

o n
et on a : FOC n E . Comme P(Fo) > 0, cela contredit 1"hypothése.
n=1
Ces deux théorémestrds puissants étant établis, nous &tudions la réci-

proque du théoréme II,
Théoréme V.- Soit P® un sous—ensemble de M(E)

lim sup p(P

s P)Y=0# P
8
n>o fe @ n

= P |
.6 5 Fo ’ 5 unif| @

Démonstration

Soit f wune fonction continue, mais pas uniformément continue.
]

: - - >

Je>0 et ¥nem, Hxn et y eE tg d(xn,yn) < et If(xn) f(yn)| €
. *

Par conséquent, les ensembles G = {x : wa(x;:-{)} s Vn ¢ N, sont non vides.
Prenons pour famille P® une famille D de mesures de Dirac obtenues en pla-
cant un atome de masse 1 dans chacun des Gn.

Alors, Vn ¢ !N*, sup 9{x wa(x,i) > ¢} =1
3eD n

. . i . .
=> la classe réduite & la seule fonction f n'est pas D -uniforme, c'est—&-dire

qu'il existe des suites de probabilités (Pj n) telles que :
H]

sup p(P, _ 33) > 0 et
3eD Jsn

lim sup ij e, - jf ap.| # 0
nre el J» J




un sous—ensemble compact de M(E)

Théoreme VI.- Soit P®

lim sup p(P 5 Pe) =0 => Pn,e => P, unif| @

n>o 8c® n,0

Démonstration

Soit (dn) une suite de nombres positifs qui tend vers O. Fixons e > O.
. ) } %
Soit f une fonction continue. Les ensembles Gn = {x : wa(x,én) >e}, IneW

sont une suite d'ouverts emboitds d'intersection vide. En effet si y € nre:‘N* Gn’

il existe, pour tout n ¢ N , deux points X, et 2, de B(y,én) tels que

|f(xn) - f(zn)l > ¢. Comme (x)n) +y et (zn) + y, cela contredit la continuité

. N = = ' e &o-
de f. Pour tout 0 ¢® , on a donc Pe( nsN* Gn) Pe(¢) 0 d'aprés le théo

réme IV, pour toute famille de suites (P ) ® telles que

n,o
sup (P s P.) >0 on a :
0e ® n,o 0 N
lim sup IJf @, - Jf ap.| =0 C.Q.F.D.
n,9 8
n>e 0e®
Les corollaires énoncés & la suite découlent d'un ou plusieurs théorémes
précédents.

Corollaire : Soit P® un sous-ensemble compact de M(E). Il y a
identité entre les classes P® ~uniformes et les classes P®* —uniformes.
Corollaire : Soit P® un sous-ensemble compact de M(E)
P = P, unif|@® <dimsup |[f dP_ , - [fdP,| =0 V£ e UE)
n,o6 G n,o 6
n+e 9g ©

Théordme VII.- Soit P® un sous—ensemble de M(E).

1lim sup p(P 6 3 Pe) = 0 <=> lim sup ljf dPn g~ Jf dPel = 0 (A <=> B)
e e @ O n»o fefF i :
e ®

(15)

pour toute famille F également continue et uniformément bornée.

Démonstration :

A => B découle immédiatement du théoréme III

ec
fT(x) = min(yx g--g-)-'E’LI'—-——)-) VT fermée C E}
- € 5
Ve >0. On 2 vu, dans la démonstration du théoréme 2, que FE est une famille

B=>A: Posons F = {f_ :
€ T




de fonctions lipschitziennes, majorée par 1. Elle satisfait donc 1'hypothése B.

Fixons € > 0. Alors, HN(E) tq Vn > N(e)’ Voe®, VI' fermé de E,.

€
Pn,e(T) < ff‘I‘ dPn,e < e+ Jf’l‘ dPe < € PG(T ) ou

€
.F'
Pe(T) < J"T dPe < e + Jf‘T dPn»e < e + Pn,e('I' )

2)

d'apreés Strassen( , on a donc : sup p(Pe , P ) <e.

e ® o,n

- 20 -




DEUXTEME PARTIE

A titre d'application des théoremes IV et V, nous étudions & présent
certaines propriétés de la fonction de concentration de P. Levy vis-&-vis de la
convergence faible uniforme. Nous supposerons une fols pour toutes gue ﬂD est

un sous—ensemble compact de M(E).

Définition 1V.- Une classe A de boréliens de E est dite RD -uniforme si
et seulement si la classe FA = {xA : A ¢ A} est PC)—uniforme.

Dans ces corditions, le théoréme IV devient

Théoneme IV'.- Une classe A de boreliens de E est RD -~uniforme si et seule-
ment si lim sup PG(BGA) = 0 [cf(k)]
§>0 6e ®
AcA

Remargque.- 3., A est, rappelons le, la S—-frontidre de A :
Remdigue S 1% :

{x : d(x,A) < & et d(x,AC) < &8}

Cette 8§—-frontidére est d'un usage peu maniable. Cependant, si E est un espace

métrique dont toute boule ouverte est connexe, on a la propriété

aaA = (aA)6

en effet, si x € BsA, la boule de centre x et de rayon ¢ rencontre A et
AC. Comme cette boule est connexe, elle rencontre aussi JA. Par conséquent, il
existe y e 3A tel que d(x,y) € 8§ ; alors, x ¢ (aA)G; 1'autre inclusion est

vraie sur un espace métrigque gquelconque

Theoneme TV".- 81 E est un espace métrique séparable dont toute boule est

connexe, une classe de boreliens, A, est PGD-uniforme si et seulement si




Lim sup P, [(34)°] = 0 (cf. (L))
§+0 6e® :
AcA

Voyons &4 présent comment lier la fonction de concentration de P. Levy

aux classes RD —uniformes. Soit E(x,t) la boule fermée de centre x et de
+ +
rayon t, Vx e E et teR . Pour tout 6 ¢® et pour tout t € R, posons
- - * —
Q (t) = sup Pe[B(X,t)], de méme, et Vn e N, posons Q o(t) = sup P e[a(x,t)]
*

© xeE ’ xeE
on a @

[Q, 4(t)-Q,(t)] < suwp |Pn,e[é(x’t)] - Py [B(x,t)]]

Ly 6 <€E
il s'ensuit que si B(t)’ classe des boules fermées de rayon t, est P -—uniforme,
on a le théoréme
P ===> i => ]1 - =
.6 Py unif| @ lim supIQn’e(t) Qe(t)l 0
n>o Qg
le théoréme IV" est encore d'un usage difficile ; c'est pourquoi nous allons géné-
raliser un théoréme de Billingsley et Topsoe, qui raméne 1l'étude de la Pea~unifbr-
mité 3 un procédé plus topologique. Appelons S 1'ensemble des fermés bornés non
vides de E. On peut définir une métrique sur S x S 1la métrique de Hausdorff.

A. VM, et M2 e S, A(M1,M ) = inf{s : 6§ > 0, M1(: Mg 3 M2 C M?}. On sait que

1 2
S est compact pour la topologie induite par cette métrique, lorsque E est com—
pact. D'autre part, si SO est un sous-ensemble fermé de S, constitué de sous-
ensembles d'un compact fixé de E, SO est compact. Si E est complet, alors S

est complet. Ces résultats peuvent étre trouvés dans (9) ou (16).

Théoneme VIII.- Soit E wun espace métrique séparable dont toute boule ouverte
est connexe. Soit A une classe de boreliens de E, de frontiéres RD -nulles.

Une condition suffisante pour que A soit RO -uniforme est que

A = {3, : A e A} (ef, (4))

A

solt un sous-ensemble compact de S.




Démonstration.

Soit n > O fixé. D'aprés le lemme du thé&oréme I, pour tout ensemble

M de 3A, il existe §y > 0 tel que

26
sup P (M M
fe ®

-M) < n

Comme Pe(M) =0, V6e® et Me 3 A, ona:

268
sup P, (M M)

e ®

6 <n

Comme 9A est compact, il existe M1""’Mi""’Mv e dA, tels que VY M ¢ 3A,

14000,V  tQ A(M,Mi) < §,, = 5i. Posons & = min(di) alors,

(S
He
i

=> sup P
e ®
MedA

d'aprds le théoréme IV", A est donc une classe R@ —uniforme.,

Remarque.

L'hypoth&se qui demande que les boréliens soient de frontiére PC)—nulle
n'est pas excessive. En effet, si A est une classe PC)—uniforme, les boréliens

de A ont leurs frontiéres PC) -nulles. (Cela découle du théoréme IV')

Théoneme IX.- Soit E un espace métrique compact tel que Vx ¢ E, V§ > O

O
———

B(x,68) = B(%x,8) et B(x,8) = B(x,6)

~

Soit P un sous—ensemble fermé de M(E), tel que, pour tout 6 ¢ ® , la
®

frontidre de toute boule B(x,8) soit RD -nulle. Alors

P o = P6 uniflC) = lim sup |Q (t)’Qe(t)l =0

n,
n->o +
teR

e ®

n,o
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Remasrque.- Supposer E compact est une hypothése assez forte. Il faut cependant
noter que dans ce cas, la convergence de la fonction de concentration est uniforme
par rapport & t. Dans le théordme XI, nous affaiblirons 1'hypothése, en perdant

cette uniformité par rapport & t.

Démonstration.

La frontidre de toute boule R(x,8) est, moyennant les hypothéses
faites : {z : d(x,z) = &}. D'autre part, comme E est compact, et que la ferme-
ture de toute boule ouverte est la boule fermée de meme centre et de méme rayon,
toute boule ouverte est connexe. Comme E est compact, M(E) est compact, donc
RD est compact.

De méme, S est compact. On va montrer que l'ensemble des frontieres
des boules fermées de E est un fermé de S, et le théordme IX sera démontré,_
par 1l'intermédiaire du théoréme VIII.

Vn e N*, soit F = {z : d(xn,z) = tn} la frontiére d'une boule
é(xn,tn) supposons que lim Fn = F, et montrons que F est la frontiére d'une

n—>-o
d'une boule fermée.

1) de la suite (xn) on peut extraire une sous-suite (xn ) qui con-
k
verge vers x ¢ E

2) la suite des rayons, (tn) converge vers un nombre t.
En effet, si ce n'est pas une suite de Cauchy

E]EO tgq Vno R 3m1 et n, > n, tq Itm1—tn1| > E,

+
done tm1 > tn1 EO (par exemple)
Alors F ¢ F‘O mais d'autre part,
my By

A(F LF) — 0 : = ';]no et ¥Vn,m > n

n->o

o,

Eo
A(Fn,Fm) < EO => FmC Fn .

I1 y a donec contradiction,




3) Soit F(x +) la frontiére de la boule B(x,t). On va montrer que
L .
F = F(x,t). Soit F, 1la frontiére de B(x ,t ) et F celle de g(x,t )
k n,.' n X,k n
k k k
fixons ¢ > O : anO tq Vnk > n_, A(F,Fk) < e
- € €
= F CFk et ch F
1 . > => ==>
soit y e F 3n1 tq n, > n, d(x,xnk) < g
a(x,y) < ax,x )+ dlx_ ,y) <t +e.
k Oy Bx
De méme, d(x,y) >t - e. =>y¢ FE
nk X,k
=> C €
Fk Fx,k
Enfin, ang tq n, > n, = [t-—tn | < g =
k
C Ft
FX,k (X,t)
donc, pour n. > max(n.,n,,n,), F CF-C Fo¢ C F3¢ de méme, on montre que
’ k 0712727 k7 ox,k 7 (x,t) ’
3e . .
F C :
(x,t) F°~, donc A(F’F(x,t)) < 3¢, et comme e est arbitraire
F=F
(X,t)

Théoneme X.- Soit E un espace métrique séparable dont toute boule ouverte est
connexe. Soit A une classe de Boréliens de E, de frontidres P@ -nulles ; une
condition suffisante pour que. A soit P® uniforme est que :

H(B ). . %, suite de fermés bornés de frontiéres P_. -nulles, tels que
k kel ®
o
B

.. *
lim inf P_(B,) = 1 et tels que, Vk ¢ 8 , la classe B N 3A = {B N JA : A ¢ A}
'k k k
k> 0e®
est un sous-ensemble compact de S. (ef. (4))

Démonstration.

z 2 . e * [e]
n > 0 #&étant donné, on choisit k ¢ N tel que Pe(Bk) > 1-n, Vo ¢®.

Comme dA C.(Bk N3a) U (E-Bk), on a :

(aA)‘S C (Bk N aA)‘S U (E—Bk)‘s, et donc -




1
el
()Y

1

s 8 )
Voe®, Pe(aA) < Pe(Bkn 3A)° + Pe(E—Bk)

d'aprés un argument contenu dans la démonstration du théoréme VIII, pour 0 assez

petit, on a :

8
sup P_(B_ N 34)
IAC) ok

AcA

<N

La frontiére de Bk étant RD -nulle, pour & assez petit, on a également,

d'aprés le lemme du théoréme I

sup Pe[(E—Bk)6 - (E-B)] <n

e ®
§ E—x
=> sup a)(E—Bk) < sup PG(E_Bk) + n < sup Pe(E-Bk) + n < 2n
e @ pe® 6c®
. . S
Conclusion : 1lim sup Pe[(BA) l1=o0
§+0 0e®@
AcA

Théonéme XI.- Soit E un espace métrique séparable dont les boules présentent

les propriétés suivantes : Vx e E, V§ > 0

a) : B(x,8) est connexe
b) : B(x,8) est compact
c) : B(x,8) a pour frontidre {z : d(x,z) = &}

d) : P{z : d(x,2) =6[}=0, Vo e®

©
Alors Vt_ e R, P_ . = P_unif|® => limsup |Q_  (t) - Q (t)] =0
0 n,e 8 Ny
n>re gg®
OStStO
Remarque.- E est donc en particulier un espace localement connexe et localement
compact.
Démonstration.

Fixons n > O.

Comme P est compact, il existe un nombre fini k(n) de boules ouvertes

&

de rayon t tel que

0
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k(n) ,
Pe[ig1 B(x;atp)]> 1on . V6 e ®

Posons B, =

(n) o
k -

- k P
1 B(xi,to) ; on a : j_U1 B(xi,to) - Bkg B

He
1t Cw

"
Ainsi, nous sommes placés dans les conditions du théoréme X.
Posons A = {B(x,t) : t € [O,td]}. I1 nous suffit de montrer que
*
Vk ¢ N, Bk N 3A est un sous-ensemble compact de S.
Fixons k, et prenons une suite (An‘j Bk)n * d'ensembles de

elN

kaW 9A. La suite (An)ndN* est une sulte de frontiéres de boules entiérement

contenue dans le compact U B(xi,3to); la suite des centres, (xn), contient
1=1

une sous-suite (xﬂ) qui converge vers un point x e k.

Soit (té) "la suite correspondante extraite de (tn), suite des
rayons. Comme, Vn ¢ N*, té € [O,to], il existe une suite (t;) extraite de
(tﬂ) telle que (tp) — te [O,to]. Posons A = 3[B(x,t)]. De la méme fagon

n—-o©
que dans le théoréme IX, on montre que :

lim A(Ag,A) =0

n—+co

Reste & prouver que l1l'on peut extraire de (A;) une suite (A;') telle que

lim (A™ N B
n

n->oo

k,AﬁBk) =0

R k
Comme il s'agit ici de sous—ensembles du compact U B(xi,to), la con-
i=1

vergence au sens de la topologie de Hanssdorff coincide avec la convergence au

(9)

sens de la limite topologique fermée Comme E est séparable, on peut extraire

de la suite (A;lﬁ B. ) une sous-suite (A;'lﬁ Bk) qui admet une limite topolo-

k

gique fermée F. En tant que limite topologique supérieure,

- 4 LENS! = : ") N > = n
F = 1lim sup(An Bk) lim sup(An )N 1im sup(Bk)b ANB

n—>ro n-ro nroo

Bk(\ 3A est donc un compact de S.
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TROISTEME PARTIE

Cette derniére partie traite de la convergence faible uniforme presque
siire de probabilités aléatoires. Il s'agit en fait de donner quelques &léments

de réponse au probléme d'estimation suivant : soit Pe une probabilité dont on
0

sait seulement qu'elle appartient d& un sous-ensemble Pk) de M(E).

On souhaite, pulsque Pe est inconnue, que la convergence de l'esti-
0

mateur possdde une qualité "intrinsdque", c'est-a-dire, qui ne dépende pas de

Pe . C'est pourguoi on cherche sous quelles conditions il existe une convergence
0

de 1l'estimation de Pé qui soit uniforme par rapport 3 @ .

La premidre question qui se pose est celle du choix d'un schéma d'esti-
mation. On pourrait dire, en exagérant un peu, qu'en statistique chacun a son
schéma, le meilleur étant sans doute celui qui "colle" le plus & la réalité&, tout
en &tant un outil mathématique maniable. Nous allons voir d'abord pour pourquoi
deux schémas trés usuels sont d'un usage malaisé pour la question qui nous pré-

occupe.

W

Tern exemple.- Soit P une probabilité sur (E,BE). Posons §,A,u = (E,BE,P

an

.,xk,...), dont chaque terme est "tiré" suivant P"

a toute suite w (x1,x

oot

dans (E;BE) et & tout n ¢ N, on associe, par 1l'intermédiaire des projections

P;k de §,A,u dans (E,BE), un échantillon de taille n :

(x1,x --,xn) = (Pr1(w) H Prz(w); cee 3 Prn(w))

2

Gxi ol 6xi est la mesure

1
no.Z,

1

la probabilité empirique est alors : Pn(w) =

I}t~

de Dirac au point xX; € E, Vi = 1...n.

On sait que : u{Pn(m) => P} = 1,

Ce schéma a l'avantage d'8tre simple, mais peut avoir 1'inconvénient

21

d'éluder la fagon dont est "tiré" 1'échantillon. En particulier, dans le probléme
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qui nous concerne, pour chaque 6 ¢ ® , on a un échantillon indexé par

8 8
SYEERFE SFEY

ces échantillons vis & vis de 6. D'autre part, on ne voit pas trés bien quelle

9 : (x?,x .), et on ne peut pas savoir quelles sont les propriétés de

probabilité mettre sur (Q,A).

22me exemple.- Un schéma également courant, mais plus abstrait, consiste & pren-

dre un espace de Probabilité quelconque (Q,A,u) et des v.a. indépendantes de loi

P : X1"'Xn"" définies sur (Q,A,u) et & valeurs (E,BE). Pour notre sujet,

~

ce schéma aurait 1l'avantage de supprimer le probléme de la probabilité & définir
sur (Q,A) : une fois pour toutes, il y aurait une probabilité quelconque u et

une famille de suites de v.a. de loi (Pe) 6 ®

8 .8 8
(X1‘X2""’Xn"")ee )

8

(w) = .
1 Xg(w)

1
n .
1

2 tout we Q et & tout n e N, on associe Pn 5
3

Ho~18

Ce schéma est parfaitement 1égitime, pourtant il a tendance & faire ou-
blier que pratiquement, & l'origine d'un échantillon, il y a presque toujours une

menipulation du statisticien, qui a pour but d'assurer 1'indépendance des réalisa-

8

)
2,...,xn,...)

tions X?(w),Xg(w),...,Xg(w). Je veux dire que la suite de v.a. (X?,X

n'existe pas dans la nature. Il y a en fait une variable Xe dont on veut estimer

la loi Pe ; par une méthode quelconque, mais qui ne dépend pas de Pe, le sta-

tisticien préléve un échantillon au hasard (w1,w2,...,wn) et ce sont les réalisa-
tions (X éw1),Xe(w2),...,Xe(wn)) qui sont indépendantes. En général, il n'y a
pas lieu de compliquer ainsi les choses, mais, pour nous cela a l'avantage de faire

figurer explicitement la variable X6 dans le schéma. En effet, les propriétés
G}
)

. . 8 0
de 1'échantillon (x1,x2,...,xn oc

o > vis & vis de 0, dépendent de cette varia-

ble X6 que les deux schémas précédents dissimulent.

~

Toutes ces considérations nous ont amenés & introduire le

schéma d'estimation suivant : V 6 ¢ @, soit Xe la variable aléatoire définie

sur un espace de probabilité (Q,A,P), & valeurs dans (E,BE), dont on veut estimer
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la loi Pe. lLe statisticien préléve un échantillon au hasard :
* .
W. On peut représenter cet acte physique par le schéma de

(w1,w .,wn,...) e 0

Ak

l'exemple 1).

*
* % ) . .
Posons (9 LA ,u) = (Q,A,P)ﬂ\I , et, soit Prk la projection d'ordre k :
Pr
* k
(@ ,A7,u) ——> (2,A,P)
*
= e .
w (mn)m* w,
3 . ” . .
Pour tout 6 £ ®, pour tout n e W, & w correspond une sulte de réalisations
. ., 8 8 0
indépendantes : (Xe(w1),...,Xe(wn)) = (x1,x2,.u.,xn) et on pose
* 1 B
Pn,e(‘” ) =% .z S 4
1=1 x;

Theoneme XII1.- Soit P® un sous-—-ensemble compact de M(E). Supposons que la

famille de variables aldatoires (X_ ). ait la propriété suivante :

M)

VPeO £ P® ,Ve>0,Ve >0, EVGO, voisinage de Peo, et SA e A tgq

P(A%) < &', tq :

\7’Pe eV et VwedAa, d(Xe(w) 3 Xy (w)) < €

eO 0

* . . 2N *
Alors 1'ensemble {P_ e(w ) => P_ unif| ® } contient un événement D e A" de
b4

¢
probabilité unité : u(D) = 1.
>

/

Note : La démonstration de ce théoréme est basée, pour l'essentiel, sur

(10)

celle donnée par M.J. Chevalier dans sa généralisation de la loi forte des

grands nombres. Cependant, les points de vues sont différents, et nous préférons

donner une démonstration intégrale du théoréme.

Lemme.- [ef. (6) ou (7)]. Soit PG) un sous-ensemble compact de M(E). Il existe

une famille dénombrable {g1,g2,...,gj,...} de fonctions uniformément continues

bornées telles que pour toutes suites (v_ )@ de probabilités, v => y unif|®

n,o n,o 0

si et seulement si
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1lim sup ‘J

. . .
e ge @ || dvg - Jgj dvn’e =0 , VjeW

dJ

Démonstration.

I1 existe une métrique équivalente & celle de E, qui rende E totale-
ment borné. Alors, l'ensemble U(E) des fonctions uniformément continues bornées
est un espace de Banach séparable pour la norme de -la convergence uniforme.

Soit {g1,g2,.. .38:5++.1 un sous-ensemble partout dense de U(E).

J

Soit g e U(E). Pour toute fonction g, € {g1,gi,gj....} , on a :

- < a - \ a - a +
Zz%ljg W Jg avg | :‘:p@‘Jg V1,6 Jgr W0l * Zz%ljgr Va6 T 18 Wl

. < 2lle- - lg. @
+ :EP@IJEr dvg Jg av,| < 2|le-e. |l + :E%IJgr v, g Jgr ve !

Comme {g1,g2,...,gj,...} est dense dans U(E), et par hypothése, on a :

lim sup ||g dv - lgav, | = 0, Vge UE)
n,o 6
»>» e ®

Démonsthation du théoreme.-

a) soit f une fonction de U(E). Posons Yy = foXy, et

= 1 X 1 N % %
“’k,e f o X, o Pry. D'aprés 1'hypothése, VPGO € P® . Vm,l eN , Vm2 e N ,
HVS voisinage de Pe et 3A(m1,m2) tel que P(Ac(: ) < i tels que
) m,,m.) m
0 0 1°72 1
VP eV et VYw e A
8 94 (m1 ,m2)
1
[vg(0) = ¥y (w)] < =
6 60 m,
° - c
b) Posons Kim.om) = {lim = | x l:wk] = P[A (m],mz)]}
1272 nre © k=1 A (m ,m)
. 1 2 *
et Hy = {lim = L ¥ glw) = E(yg) =0}
n-+o k=1 ?
Soit P®' un sous-ensemble déncmbrable partout dense de P@ . On pose
p=(N H)OD( N K )
pC®' ° m.efl (my,m,)

+
m2 el
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d'aprds la loi forte des grands nombres, u(D) = 1.
¢) Fixons € > O.

La topologie faible est la plus faible qui rende continue 1'application :

P > Jf ap, Yfe Cg) -

Par conséquent, V 6 €@, 3w voisinage de P tel que, VP, e W_. ,
eo 60 6 eo

lJf aP, - Jf dPeOl = [E(yy) - E(weo)| < e/3

(on aurait pu aussi déduire ce qui précéde de 1'hypothése faite sur la famille
de variables aldatoires (Xe)@ )

d) Prenons w*e D et GOC-Z 8 - 0!

Vo ¢e®, on a:

n

1 * 1 S‘ 14 *

- - - w )| €

B kz1wk’eo(w ) 7h =1 Yk, |
n

— ¥ |fox, oP (w)-foX,oP (u)ls
k=1 % X ® Ty

1

- ) |1E‘oX6 (ouk)—foXe (wk)|+
wkaA(umg) 0

1
—- folX - f X = A +B
T R R T
G FEV 2T
prenons m, de fagon que Jnr < g¢/6 et scit K wune majorant de la fonction f.
> o ‘
Prenons m, de fagon que :
1 €
m, < 2K
d'aprés a), il existe un voisinage V de P tel que VP, ¢ V., , on ait
SO 60 G 60
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1 1
1 — + - .
Q autre part, Bigy €7 Z.AC( ) )lf o Xq (wk)| - Y KT )lf o Xeo ((k)!
uy €4 mT, o Ly € SRR
comm= f est majorée par un nombre K, B < 2K IZI X, C e )], de plus
- = - i <V -9 (9) S n L )\A (m m)l_\. kJ’ 2 ]
: k=1 1, 2
] *
on & pris @ w € D. =>
.
i S ’ + 2
I, (e) ta Vo> N (e) Blgy € % PEA\m1’m2)] /12

enfin, comme ‘P[A((:m )] < 1;— < Eleﬂ{ , on a
1 X

172
B(e) < €/6o
En résmmé, il existe N1(e) et un voisinage V8 de Pe tels que Vn > I\T1(c) et
0 0
VP, eV
e 3
© 0
n n
= o, o () = — § o (w)] < e/3
n 4, Yk,8, n L, k.8
} *
- e) prenons toujours w €D et 8,¢®-@® !
Alors, Ve ¢ @
n n : n
1 z * 1 #* 1 *
|= Y (w) -E(p, )] s = )} v (@) =-= ) v (w)|+
nk=1 k,eo GO n k=1 k,eo n =1 k,0
L
= (w) = E(p)]| +
i Y w ]
0oy k,0 3]
[E(vg) - E(wg )|
0
. . »*
Prenons plus particuliérement © e®'. Alors, comre w € D,
1 n *
}]Iﬁz(e) tq n > NQ(E) => l;l- k_-z-=1 wk’e(m ) - E(l,’ue)| < g/3
en définitive, en prenant n > Max(N. (e) ; §,(e)) et P eV N W NP_.,, on
n 1 2 € 60 Go O]
. * ’
obtient : I-:; Yov, 6 (w ) - E(x,',-e )| < e.
k=1 0 0

f) Conclusion : pour tout ® de ® , D est donc contenu dans He.

* .
g) On en déduit que : Vo e D, VBO e ® , Ve >0, HUe , voisinage
0
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de P8, et Mle) tg Vn > M(e), YP_ e U, ,
0 8 90
n
1 2
| i; U of0 )~ E(ug)]

h) Comme PC) est compact, du recouvrément par l=s voisinages Ue , On
0

peut extraire un recouvrement fini 1’b2""’Ui""’Ue et les nombres correspon-—

. o S
dants M1(c), Mg(e),...,Mi(s),...,Me(e). Posons M(a) = m?x (Mi(°))' Alors

Vw* e D et Wn > M(g)

n
1 *
sup_ |7 _Z Ve ,o®

) - E(we)l < g.
e @ .

Autrement dit,
*
sup |[f @ (u") - Jf dPel < ¢
Be® s
i) enfin, prenons f ¢ {g1 5 8y soec 8 5 ...}, la famille dénombrable

définie par le lemme ; pour tout g, > il existe un ensemble Dr tel que u(Dr) =

* *
1 1 - = = N .
et Yo e D, lim sup Ijgr dPn’e(w ) Jgr dPeI 0, posons D D, s

n> 8 ® r=1
on a encore p(D) =1 et Yo e D
n, (m ) => Py unif| ®
C.Q.F.D
. *
Conollaine.- Comme P® est compact, Ve ¢ D,
*
lim sup p(P e(w ) s Pe) =0
n>~ g ® R

Note : Cette propriété &tant démontrée, il est inutile de s'embarasser plus long-
temps de la notation un peu lourde nécessitée par notre schéma d'estimation. DLoré-

navant, nous noterons Pn e(m) la probabilité Pn e(w ) et nous la considérerons
) 2




comme une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité (Q,A,\).

Nous allons maintenant étudier d'autres probabilités aléatoires que la
probabilité empirique, et essayer d'appliquer les résultats obtenus a 1'étude de
la P®—uniformité. En fait, ce que nous svons en vue est une notion légérement
différente

La C.N.S. de Mr. J, Geffroy pour qu'une classe F de fonctions mesu-
rables bornées soit P® -uniforme dépend uniquement des probavilités P@ . Cepen-~
dant, en statistigue, ce qui nous importe, c'est que la condition :

lim sup |Jf aP_ (w) = [f P, | =0
e Ge®@ D9 0
feF
soit vérifiée précis@ment pour la famille d'estimateurs (Pn,e(uﬁ)<a . On peut donc
espérer que cette condition soit vérifiée sous des hypothéses plus faibles que

celles du théoréme IV.

Déginition V.- Soit D un sous-ensemble de M(E). On dit que F est une classe

(D,P® J-uniforme si : 1lim sup lJf dP - Jf‘ d@P.| = 0 pour toute famille de
o fEF n,e 3]
Be ®

suites (P ) telle que VnelN et Yo e® , P 5 € D et P

=> P i "
n,o n, 1,8 o unif| @

Theondme XII1.- Soit P® un sous—ensemble compact de M(E) et D wun sous—ensemble
M(E) ; une condition suffisante pour que F soit (D,P@ )-uniforme est que

1) wF(E) < oo

2) Ve > 0, lim sup P{x : W B(x,8) > e} =0

§+0 PeD
feF

Ce théoréme se démontre comme le théoréme III. Il ne présente un avan—
tage que si D C P® , d'autant plus si 0 a la puissance du dénombrable ; nous
allons montrer l'existence d'un estimateur (P:,e(w)) @ dont toutes les probabi-
lités appartiennent & un sous—ensemble partout dense de P® . En particulier,

comme P® est compact, on pourra prendre un sous-ensemble U dénombrable.
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Théoneme XIII.- Soit Ra un sous—ensemble compact de M(E) et D un sous-

ensemble partout dense de E@ . I1 existe un ensemble D e A tg A(D) =1 et

. . *
une famille d'estimateurs (Pn e(w))cj tels que
, ‘

1) VYnen™, VYo e¢® , P: G(w) €D
2) Ve D, lim sup o(P .(w) 3 P.) =0
n,o 8
n->o egc)

Démonstration.

(11).

On utilise une construction due & M. D.Bosq

Soit (Pn 6(w))o la famille de probabilités empiriques définies au
]

théoréme XI. Posons Pn e(Q) = {Pn e(w)lw e 0} C M(E). M(E) est séparable, on
9 b ]

peut donc recouvrir Pn e(Q) par une infinité dénombrable de boules de rayon r
]

-

et on peut supposer que 1lim r = 0.

n-ro
Appelons (Bg )idN cette suite de boules, et posons
n
de )
— ) .
i p[Bl’n Pn,e(ﬂ) 3 U] (a)
Soit (yn) une suite de nombres positifs tels que 1lim Y, = 0, et
n->o
Pg , une suite double d'éléments de D tels que :
9
) 6 0 .
. H . . + .
p[Bl’n r)Pn’e(Q) : Pl,nJ < dl,n Y, o Vi,n e . (b)

. . * . . .
On définit Pn o de la fagon suivante : soit w e @ _31 e N tel que
b

P . . ' . . . . .
n,e(w) £ Bl,n parmi tous les Bl,n qui contiennent Pn,e soit BJ,n celui
. . . . *
qul a le plus petit indice. On pose : P (w) = PQ .
, n,o Jsn
* . .
Nous allons montrer que 1'ensemble {Pn o = P unif|® } contient
9

1'événement D tel que A(D) = 1, défini au théoréme XI.

. . 8 5] ¢]
' 3 : N
D'aprés (b), il existe Qj,n € Bj,n Pn(Q) telle que
5] 5] 5] .
p(Qj,n 3P ) <At Y, o Vi,neW
de plus, D = Pe = Vo ¢ ® , p(Pe,D) = 0 comme Pn,e € B,j,n et Pooe P® , on

a, d'aprés (a),
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3 P)

3 D) < p(Pn,e 5

n,e °’

0 6 6 :
. 3 g . y Q. + . 5 + 3 P
or, p(PJ’n 3 Pg) € D(PJ’n ; QJ,n) p(QJ’n ; Pn,e) °(Pn,e o)

'P)

6 G
=> p(P. 3 Pg) € d; oty +er ¥ p(Pn’e 5 Py

Jd.n 8 Jsnn

¥
=> sup p(P ; P.) sy +2r + 2sup p(P s P)
6e® n,o 0 n n ) n,o 6

=>{1im sup p(Pn 6 Pe) = 0} D{1lim sup p(Pn 6 3 Pe) =0} DD
nre fe®@ - nro g ® ?

9

. %* . . PR
Cornollaine.- L'ensemble P 5 =% P, unif| ® } contient un événement D tel que

A(D) = 1.

Théoneme XIV.- Soit E un espace métrique séparable et complet partout dense dans

’ ——

lui-méme ; Soit P® un sous-ensemble éompact de M(E), tel que P@ = P® I
. . *% - . < .
existe une famille [Pn e(Lu),|®d'estlma.teurs a valeurs non atomiques tels que 1l'en-
b

semble {P:*e(w) => P, unif| ® } contienne 1'événement D de probabilité A(D) = 1.
b

0

Démonstration.

L'ensemble des mesures non atomiques, A, est un G(s de M(E), partout
o

dense dans M(E)(7). I1 suffit alors de poser A N 1_7(; = D, et d'appliquer.le

théoréme précédent.

Ce dernier théoreme présente un estimateur pour lequel, intuitivement,

la condition de (D - P®) —uniformité doit €tre plus facilement remplie.




_38_

APPENDICE

Une objection que 1'on peut faire aux hypothéses du théoréme XII est

la suivante : peut-il exister une famille de v.a. X ayant les propriétés

®

requises ? Nous répondons i cette question dans le théoréme XV. Soit (9,A,A)

1l'intervalle unité muni de la probabilité uniforme.

Theoreme XV.- Soit E un espace Polonais et P® un sous—ensemble relativement

compact de M(E). Il existe une famille de v.a. X = {X e @} définies

® 6
sur @ ,A,\) telles que

Yt ' i P
1) ee®,X®estde101 6

2) Veoe@, Ve > 0, Ve' >0

4v. , voisinage de P, ,
eO eO
HAE A tel que X (AC®) < ' et VPeeVe,VweA,
0

d(Xe(w) ; X, (w)) < €.

%

Remarque.- Il s'agit d'une généralisation du théoréme de représentation. En effet,

on peut en déduire que la v.a. X® est presque slrement continue sur P® .

Démonstration.

L'ensemble des trajectoires continues en un point quelconque eo eE®
peut s'écrire, si on utilise pour base de voisinages dans P® les boules ouvertes

de centre eo, pour la distance de Prokhorov :

{1lim sup d()(e(w);x6 (w)) =0} = N LLlim sup d(Xe(w);Xe (w)) < "1-}
s*0 6:p(6,60)<s 0 nelN~ s»>0 Gzp(e,eo)<s 0 n

. . *
il suffit donc de montrer que Vn e N, aAn tq A(An) =1 et

. . 1
A C {lim sup alx (w)3x, (w)) < =}
n s~»» 6: p( 8, GO)<S ® eO n




Or s' < s" => { sup

e:p(e,eo)<s"

a(xy(@)3x, (©)) < 7
0
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‘_L__\
n

C { sup d(Xe(w);Xe (0) < 1)
. t n
e,p(e,eo)<s 0
i1 suffit donc de montrer que Vs, A C { sup alx (w);X, (w)) < l&
Nn,s B 0 8 n
e:p(e,eo)<s 0
et 1im A(A ) = 1.
s>0 1> 8.
*
En résumé, il suffit de montrer qQue : Veo e®  Vnetl , Ve' >0,
- ¢ ] . .
:]s >0 et An,s e A tq X(An’s) < g' et An,sc: { sup d(Xe(w),Xe (w) <
9:p(9,60)<s 0

ce qui découle immédiatement du théoréme XV.

Démonstration du théoréme XV.

On utilise le lemme de M. J. Geffroy démontré dans les Préliminaires 7),

en gardant les memes notations.

1) on fixe 90 e ® ,e > 0,e' > 0.

On considSre la suite de partitions de F : (

m m,k
E 3
comme 'ﬁé est compact, et que les Dm X sont ouverts, pour tout m e N ,
L]
Jx(m) ) 2
-k(m) tq inf P U D > 1 -
0c® ° k=1 WK oo+
k(m) o
on pose D= U D et K , = 0 p ona inf P (K ,) > 1 - g, de plus
m m,k e! m 8 et 2 ?
k=1 m=1 6@

: * . ..
comme F est complet, et que, Vm ¢ N , on peut recouvrir Ke' par un nombre fini

d'ensembles fermés de diamétre inférieur &
Alors,
en ce sens que :

de centre x et de rayon a(e)

2) On choisit alors

tition {Dm,k :

m’

étant continue, est uniformément continue "autour de"

est inférieure a

m de fagon que

D )md\]* = ({D

K

e est compact.

K

€.

il

el

}
n

: k€ W*})

Ve > 0, Jale) tq Vx e K_1s l'oscillation de ¢ sur la boule

i < a(e), et on considére la par-

k¢ N*}. On pose M = {1,2,...,k(m)} et M, le sous—ensemble de




_)4_0_.

M. constitué par les indices k tels que Dm kfﬁ Ke' # ¢. On appelle M2 le sous-—
9 .

ensemble de M constitué par les indices k tels que P, (Dm k) >0 et
O 9

M3=M20M1. On a :

P, [UD K] >P, [x,]>1-¢"/2
% keM, ., eo[ )

) 6 6
S . _r. o | 0 e
Yk € MZ’ on assocle a Dm,k un 1intervalle Am,k = ak_1 5 ak [ , selon la cons

truction de Mr. J. Geffroy. On suppose que ces intervalles sont mis bout & bout,
dans 1'ordre des k croissants, et que la borne inférieure du premier est O.

0 .
Soit Amoi le plus petit de ces intervalles. On choisit e' assez
3

0 _ 6
petit pour que ai91 - k(m) . e' < ai91 + k(m) . e'. (En particulier, cela implique
. e!
que VkeM,, P, (D ) > 2e'). On pose enfin e" = ——3 et
? 8o Mk hk(m)2
e = min(e',e").
3) les D gtant § la fois ouverts et fermés sont de frontidre vide,

m,k
donc .25 -nulle. De plus, ?25 est compact. D'aprés le lemme du théoréme 1, pour

tout k & M,

dn(k) tq : sup Pe(DQ(i)—Dm k) < e/2
8e® > > -
on pose n = min n{k) et h = min(e/2 ; n).

k=1...k(m)

Alors, V6 ¢e@ et Vk e M, on a :

p_(D® )

8 " m,k

< Pe(Dm,k) + e/2

et de rayon h :

4) On considére la boule de centre Pe

0
B = {P p(P. 3 P.)<h}l .VP B et Vk e M\, on a :
h k4 ’
603 6 o BO 6 60 sh
h
PG(D ,k) Py (Dm’k) +h <P, (Dm’k) + e/2 + h < Py (Dm’k) + e
0 0 0
e : P <P ( +
et de méme 6 (Dm,k) B(Dm,k) e
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*¥si keM-M,, Peo(Dm,k) =0 => Pe(Dm’k) < e
* si keM, , PBO(Dm,k) >0, et d'aprés 2),
PGO(Dm’k) > 2e' > 2e
=> VPe € Beo,h , ona: Pe(Dm,k) > Peo(Dm,k) - e >'2e—e =€e>0

Par conséquent, & D
m.k

T 0 _r.9
M.J. Geffroy, un intervalle Am,k = [ak—1’

correspond aussi, dans 1la construction de

8 8 -
a [ tel que Map ) = Po(Dy )

'

5]
= n Y 6 = .
5) On pose A ;iM o (Am,k N Am,k) kgM A, - Les A,
3 6 eo,h 3
Ztant disjoints, on a : A(A) = z A(A ). D'autre part, VP ¢ B .
k 0 650
k€M3 0
0 3] 5]
0 0 0 %
Apy D Aok D [am’k_1 + k(me 5 & k(m) . e]

6

en effet, comme les intervalles Am?k (et A
9

6

m,k)

sont par construction mis

bout 3 bout, et que la borne inférieure du premier est O, on a :

0
AA L) =

0
a . _, = ) } P.(D_ )
myk—-1 ng2 m, ) jeM eo m,J
j{k j<k
et 8 pq = May ) = L Ry o)
3 s ° . s
J.Pe(Dm’j)>O JeM
Jj<k Jj<k
8 k-1 k-1 GO
=> = . £ . + = A + —
"m, k-1 .Z Pe(Dm,J) < .Z EEG (Dm,a) e] k1 (k-1)e
J=1 J=1 0
6
0
Sa iy * k(m).e
de méme, on montre que & > 2 - k(m).e
? m,k m,k
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: N eO N 6 e0 60
Par conséquent, A = . (Am,k Am,k) D [am’k_1 + k{(m).e ; a0k k(.m).e]

6 Go,h

) .
=> NAk) > A(Amc’)k) - 2k(m).e Vk e M2

8
= A(a) = [ My > 7oA Oy - 2.x%(m).e
m,k
keM keM
3 3
= ) Py - 2.x(m).e = Py [y Dy o " 2.x(mZ.e
keMy, 0 7 o =3 7
]
s 1 - & -2 x(mP.e"
2
> 1 - €
3
6) Enfin, posons Veo = Beo,h' 81 wed et Pye Veo , Jk ¢ M3

3]
0 ) .
. P .
tel que w € A K et we A . ar construction, on a donc

%
Ym (w) £ Dm k

9

0
et Ym(m) € Dm,k

Comme les (Dm k)ndN* sont des suites de partitions dont chacune est un raffine-
3

ment de la précédente, Ve > m, on a :

8 6

0 0
¥1_(w) e Dy ok et Yg (w) € Dy,

les ensembles Dm K étant fermés , on en déduit que
)
eO
Y (w) =1im ¥, (®) €D
0 9 m
0 oo

sk

.0
Ye(w) 1im Yl(m) € Dm,k

Lo

A K _ , ..
Comme Xk ¢ M3C M1, Dm,k Ke #0 = ﬂy € Ke tel que Dm X soit inclus dans

H]

1a boule de centre y et de rayon -;-1.

Comme %< a(e) , on a : d[q;(Yeo(w) 3 w(Ye(w))] < g

donc : cl(Xe (w) 3 Xe(w)) < g
0 .
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Cornollaire 1.- Si on suppose que QD est compact, on peut en déduire une propriété
plus forte pour Xg : Ve,e'> 0O dh >0 et Ace A tq AMAS) < ' et

¥Ye . ,P

. w e Py tq p(Pe,,Pe") < h, Vw e A, d(Xe,(w) 5 Xe"( )) < €

G ®

Démonstration. e.¢' Tixés

Soit (Pe ) , une suite partout dense de P® .
n nell
* c e!
VneW , 3By n et AneAth(An) <& et tq Py e By oo Vw e A
n’ n 2 n’’n
d(Xe(m) 5 Xg (w)) < €/2
-
= P, et Pou By . > d(Xe,(w) ; Xe"(“’)) <€
n’'n
les boules ouvertes Be I recouvrent le compact P® . Par conséquent, il existe
n, n
2
> b -
h > 0 tq VPe € P® , Be,h soit contenu dans au moins une boule Ben’hn .
2

= 8i we A= ngN* An et si p(Pe, : Pe,,) <h, ona:

8y, (0) 5 Xgu(w)) < € et MA) =AY &) < €

Corolhaire 11.- Xg est une fonction aldatoire & trajectoires presque slrement

uniformément continues sur le compact P® .

Démonstration.

L'ensemble des trajectoires continues est, puisque P. est compact,

®

1'ensemble des trajectoires uniformément continues :

{1im sup d(X v 3 X n ) = 0} = N lim sup ] l
s>0 6',8" ° ® nel” ts0 p(6',08")<s aXge 3 Xe") <3
p(e' ,e")<S .

. . *
i1 suffit donc de montrer que Vne N, aAn tq A(An) =1 et
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A C {lim  sup a(Xg, 3 xen) < ;11-}
s+0 p(6',08")<s
or, s!' < s" = { sup d(XG' 5 XG") < ;1; 1c{ sup d(xe' H XG") Jr;}
p(eq,en)<sn p(e'ge")<s'

i1 suffit donc de montrer que :

1 .
Vs, JA _C{ sup a(x. , 3 Xou) <7} - €t 1im A(A ) =1
n,s p(e"e:)<s [5) 5] n 50 N,GS

En résumé, on doit montrer que :

* ' c
VneN, Ve >0, Js >0 et An,s tel que A(An’s) < g' et
1
C { Sup d(Xe| .9 Xe") < ;}

An S
9 p(e|’e")<s

ce qui découle immédiatement du corollaire I.
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