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L ' ob j e t  de ce t rava i l  est Z 'étzrde de Za convergence faible uniJnerrr;e de 

Pro3abi l i  t é s .  Dans Za preml.dre part ie ,  nous nous préoccupons de thdorémes pdnéraw 

sur c e t t e  ,nonvzY2gence, e t  en par t icu l ier  nous essa2ons d ' é tab l i r  Zes l i e n s  qu 'e l l e  

a m e c  Za convergence uniforme de probabil i tés pour Zcz distance de Prokizorou. 

A70us exposons &galement un r&sul ta t  de ; ~ . c T .  Geffroy ccncemzant l e s  c lasses  P - 
7m l formes, L? t en déduisons une ghnéi;aZisation du théorème de Topsae. 

Dans la  seconde partie,  nous &tudions Zcs propr.ibté,- de corruergence de 

Za fonct-ion d~ conc-ent-ration de P. Lcv~r vis-d-v7:s de l a  convergence faib2.e uni- 

Dans la  troisième part ie ,  nous appliquons Zes rdsul$a&a obtenu9 à lc 

rechercha d'une condition su f f i san te  pour que l a  p r o b d i  lit& errpimque a s s o d s  

Q 26% &chan??: Ilon indexé converge faib l e m n t  uniformément. 

Enfi??, dans l'appendice, nous présentons une gbnéralisaeion t3'wz des 

Théorèmes de représentation de M. J .  Geffrcy. 



Nous c i t o n s  dans c e t t e  i n t r o d u c t i o n  quelques théorèmes concernant l a  

convergence f a i b l e  de p r o b a b i l i t é s .  

Nous ne donnons pas  en géné ra l  l e s  démonstrat ions de ces  théorèmes, 

sauf s i  e l l e s  n ' o n t  pas  encore é t é  pub l i ée s  pa r  l e u r  a u t e u r ,  ou s i  e l l e s  u t j l i -  

s e n t  des  procédés que nous emploierons dans l a  s u i t e  de n o t r e  t r a v a i l .  

P réc i sons  t o u t  d 'abord  l e s  n o t a t i o n s  : 

E d é s i c e  un espace métr ique sépa rab le ,  BE s a  t r i b u  bo ré l i enne ,  e t  h.I ( E )  , 

l 'ensemble des s u r  (E ,BE). c ( E )  , (respect ivement  : U ) , e s t  
(E 

1' ensemble des fonc t ions  numériques bornées cont inues ,  ( respect ivement  : uni- 

formément con t inues )  d é f i n i e s  s u r  E .  On dés igne  par  d  l a  d i s t a n c e  d é f i n i e  

s u r  E x E, e t  p a r  ~ ( x ,  8 )  l a  boule ouver te  de c e n t r e  x  E E  e t  de rayon 6 .  

On no te  : a A  l a  f r o n t i è r e  de t o u t  ensemble A e t  A& l e  d i l a t é  d ' o r d r e  E 

de A ,  autrement d i t  : { x  : d ( x , ~ )  < E } .  La E - f r o n t i z r e ,  que l ' o n  ne d o i t  pas  

confondre avec l e  d i l a t é  d ' o r d r e  E de aA,  e s t  l 'ensemble : 

a A = {x : ~ ( x , A )  < E e t  ~ ( x , A ~ )  < E ) .  
E 

3 1 La Topologie Faible. - 

On munit U ( E )  de l a  topo log ie  f a i b l e ,  dans l a q u e l l e  une p r o b a b i l i t é  

P admet pour base  de vo i s inages  ; 

l a  convergence d 'une s u i t e  de p r o b a b i l i t é s  (P,) ve r s  P e s t  l a  convergence 

f a i b l e ,  d é f i n i e  p a r  : 

I l  e x i s t e  un c e r t a i n  nombre de d é f i n i t i o n s  é q u i v a l e n t e s ,  dont l ' énoncé  



cons t i tue  " l e  théorème du P o r t e  manteau" 

3 )  l i n  Pn(F) 6 P(F)  , b' F fermé 
n-tm 

4 )  l i m  P,(G) 6 P(G)  , G ouvert 
n-tm 

5 )  P ~ ( A )  - P(A)  , A boré l i en  de f r o n t i è r e  P- nu l l e  

2 ) La c!btcuzce de Pfiokhofiov. - 

a )  l a  topologie f a i b l e  e s t  mgtr isable ,  e t  l ' o n  a  pu p rgc i se r  d i f f é r e n t e s  

métriques. La p l u s  u t i l i s é e  e s t  c e l l e  i n t r o d u i t e  pa r  Yu. Prokhorov") en 1956, que 

nous noterons p .  Soient P  e t  A E M ( E ) ,  on pose 

u(P,Q) = i n f ( ~  > O : P(F)  < Q(FE)  + E , F fermé de E} 

Alors,  p a r  d é f i n i t i o n ,  p(P,Q) = min(o(P,Q) ; u ( Q , P ) ) .  

En 1965, V. ~ t r a s s e n ( ~ )  a  f a i t  observer  que o(P,Q)  = u(B,,P) = p ( ~ , & ) ,  

ce qui  rend c e t t e  métrique un peu p lus  maniable. 

b )  V. S t r a s s e n ( 2 ) ,  en 1965, a  démontré un théorème t r è s  u t i l e  e t  assez  

spec tacu la i re ,  que R .  ~ u d l e y ' ~ )  a  généra l i sé  en 1968. 

ThEoh2mc : La d i s t ance  de Prokhorov e n t r e  deux p r o b a b i l i t é s  P  e t  Q e s t  l a  

borne i n f é r i e u r e  des d i s t ances  en p r o b a b i l i t é  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  X e t  Y 

d i s t r i b u é e s  su ivant  P e t  Q. 

Autrement d i t ,  s i  on suppose que X e t  Y sont des va r i ab les  a léa-  

t o i r e s  d é f i n i e s  s u r  un espace de p r o b a b i l i t é  (Q,A,p,), on a : 

~ ( P , Q )  = i n f [ i n f ( ~  > O : P ~ { ~ ( x , Y )  5 E I  < E ) ]  

x ,Y 

3 )  L a  ~ o u n - e r a e m b L u  compact% de U(E) ( c f .  ( 7 )  p .  48-49) 



3 )  Les aoa-enaemblen /r&a;tivement compuc/ts de M(E) ( c f .  ( 7 )  p. 48-49) 

Théarrème : S o i t  E un espace polonais  e t  r Ç M ( E )  : Une condit ion nécessa i re  

e t  s u f f i s a n t e  pour que ï s o i t  relat ivement compact e s t  que r s o i t  équitendu, 

c 'es t -à-d i re  : 

Voici l a  démonstration de l a  condit ion nécessa i re  de ce théorème, dont nous u t i -  

l i s e r o n s  souvent l a  première p a r t i e  dans l a  s u i t e .  

a )  supposons pour l ' i n s t a n t  que E e s t  simplement séparable e t  que 

r e s t  compact. n  E N é t a n t  f i x é ,  il e x i s t e  une i n f i n i t é  dénombrable de boules 

1 ouvertes f3 (x j  ,;) = B.. t e l l e s  que E = B .  nous a l l o n s  montrer que 
J ~n J E N  ~ , n  * * 

v n  E N  , e t  vr i  > 0 ,  3 K t e l  que 

s i  ce n ' e s t  pas v r a i ,  il e x i s t e  une s u i t e  u 1  p . .  . ; ri0 > 0 ; e t  une s u i t e  

d ' e n t i e r s  (ml > m > . . . )  t e i s  que 
3 

uk(  U B~ 1 6 l-ri0 pour k  = 1 ,2 ,  ... 
j = 1  3 n 

Comme r e s t  compact, on peut supposer que 
"k 

=> p  o r ,  pour R f i x é ,  on a  : 

V k > R  

e t ,  d ' ap rès  l a  condi t ion  n04 du théorème du p o r t e  manteau : 

en f a i s a n t  tendre  R vers  l ' i n f i n i ,  on o b t i e n t  : 



ce qui  e s t  une con t rad ic t ion ,  puisque E e s t  une 

b )  on suppose en p l u s  que E e s t  complet. Pour t o u t  n E N ,  s o i t  kn 
k n 

un e n t i e r  t e l  que u( u B > 1 - 1 ,  'V u E r .  posons 
j = 1  2 

de p l u s ,  comme E e s t  complet, e t  que K peut  ê t r e  recouvert  par  un nombre 
E 

f i n i  de boules fermées de rayon a rb i t r a i r ement  f i x é ,  K e s t  compact. 
E 

4 )  E x A t e n c e  d e  rnebuheh non atomiqueb (p. ( 7 )  p. 53-55) 

T h é o n h e  : S o i t  E un espace polonais  de puissance supér ieure  ou dénombrable. Il 

e x i s t e  une p r o b a b i l i t é  de II! ( E )  non atomique. 

T h é o ~ h e  : S o i t  E un espace polonais  dense dans lui-même. L'ensemble des  

mesures de p r o b a b i l i t é s  non atomiques e s t  un G6 de M ( E ) ,  par tou t  dense 

dans M ( E ) .  

5 )  C o n v ~ e n c e  AaibLe de La p m b a b W é  e m p i ~ q u e  ( c f  ( 7 )  p. 53)  

I Soient  X I  ,X2, .  . . ,Xn, . .  . des v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes e t  équ i -d i s t r i -  

buees, d é f i n i e s  sur  un espace (o,A,P) e t  à valeurs  dans ( E , B ~ , ~ )  ; à t o u t  point  

w E $2 , on assoc ie  l a  mesure 1 ( W )  qu i  a l a  masse - en chacun des p o i n t s  
n n 

(O)=> u} ' 1 X I  (0) ; x2 ( 0 )  ; . . . ; X (w ) . Nous a l l o n s  montrer que P{ w : un n 

J 
n 

a )  pour t o u t  g E c ( ~ ) ,  on a : g dunu) = 1 1 g O x . ( u )  l e s  v .a . r .  
n 1 i= 1 

( g  o X I  , . . . ,g O Xn, . . . ) sont  indépendantes, $qui -d is t r ibuées ,  e t  bornées. D' après  

l a  l o i  f o r t e  des grands nombres, on a : 

jg t i r i aw)  +- Jg du pour presque t o u t  0 E Q 



I b )  on peut munir E d'une métrique équivalente  pou^ l aque l le  E e s t  

totalement borné. Alors U 
(E ) 

e s t  un espace de Banach séparable pour l a  norme de 

I l a  convergence uniforme. 

I So i t  G = (g1,g2, . . . , g r , . . .  1 un sous-ensemble dénombrable dense de 

u ( ~ )  . Soi t  (vn)  une s u i t e  de p robab i l i t é s .  On montre que s i  : 

* lgr dvn -+ jgr dv , v r E , a lo r s  

* 
C )  Posons Nr  = { O  : I g  dv g r d v } , V r E ~  ana: 

r n 

6 1 Le ;théotr&ne de aepaéa en;t&on. - 

La question a  é t é  étudiée par A.V. Skorokhod (3) (1 2 )  e t  R .  Dudley . 
Théohème : So i t  E un espace métrique séparable,  (P,) une s u i t e  de p robab i l i t é s  

de M ( E )  t e l l e  que : Pn => P. 

Alors,  il e x i s t e  un espace de p robab i l i t é  (fi , A , p )  e t  des va r iab les  

a l é a to i r e s  à valeurs  dans E : 
'n 

de l o i  P  
n  

X de l o i  P  
n  

t e l l e s  que -X 'n p.S. 

M. J .  Geffroy (13) a  démontré une vers ion plus  p réc i se  de ce théorème, 

dans l aque l l e  l ' espace  (Q ,A ,LI) e s t  l ' i n t e r v a l l e  un i t é  muni de l a  p robab i l i t é  

I uniforme. 

Théoilème : So i t  E un espace métrique polonais,  (P,) une s u i t e  de p robab i l i t é s  - -- 
de M ( E )  t e l l e  que Pn => P. So i t  (Q ,A , A )  1' i n t e r v a l l e  [O, 11 , muni de sa  tr i-  

! bu borelienne e t  de l a  p robab i l i t é  uniforme. I l  ex i s t e  des v.a. à valeurs  dans 

E : Xn de l o i  Pn t e l l e s  que X - X. n P.S. 

X de l o i  P  

~ ( ~ n  f a i t ,  M. J. Geffroy a étalement démontré une version plus f i n e  du 



théorème précédent, où E e s t  un espace simplement métrique separable. Cependant, 

nous préférons c i t e r  ce théorème, parce q u ' i l  repose s u r  un lemme e s s e n t i e l  que 

nous u t i l i s e r o n s  dans 1 ' ~ p p e n d i c e ) .  

Lemme : So i t  E un espace polonais e t  p E M(E) .  I l  e x i s t e  une v .a .  X de 

l o i  p : 

Tout espace polonais E e s t  homéomorphe à un espace F polonais 

6parp i l l6 ,  c 'est-à-dire à un espace polonais dont t ou t  point admet un système 

fondamental de voisinages ouverts  e t  fermés. Appelons cet  homéomorphisme. 

$ é t a b l i t  une isomorphie en t r e  l a  t r i b u  borelienne de F e t  c e l l e  de E .  

a )  on considère une s u i t e  de p a r t i t i o n s  de F : 

où l e s  ensembles D 
1 

sont des ouverts fermés de diamètre i n f é r i eu r  à - 
m,k m ' 

On peut supposer que ) e s t  un raffinement de Dm. En e f f e t ,  chaque 

D e s t  lui-même un espace polonais éparp i l l é .  
m,k 

* 
m E 8 , on pose N* = {k : 

m > 01 e t  D = U U * DmYk 
 EN k a m  

D e s t  ouvert e t  fermé, dans un polonais éparp i l l é .  D e s t  donc un 

polonais épa rp i l l é .  

b )  sur  [0,1[ , on considère l e s  i n t e rva l l e s  A t e l s  que 
m,k 

On peut prendre ces i n t e r v a l l e s  de façon que A = r) A 
m,k j m+l , j  * * V ~ E N  e t   EN^. 

* 
So i t  a un point  de D m E B e t  k E Nm. On pose : 

m,k m,kY 



c )  La s u i t e  [ym(x)ImEN* converge quand m + ; en e f f e t ,  s o i t  

Coy 3 t e l  que s E A e t  Y m(s) D m , k ( ~ ) '  La s u i t e  
m,k(s)  

[ D ~ , ~ ( S ) ] ~ ~ ~ *  e s t  une s u i t e  de fermés emboîtés dans un complet, dont l e s  

d i  m è t r e s  tendent  vers  O. Par  conséquent, il e x i s t e  u E D t e l  que 

u =  n . ~  On pose par  d é f i n i t i o n  : u = ~ ( s ) ,  e t  on a : 
meN m,k(s) ' 

Ym(s) + ~ ( s )  quand m + m .  

* 
d)  pour t o u t  m E N , t o u t  k E ND* e t  t o u t  s E [0,1] , 3n a ,  parce 

que D e s t  fermé : 
m,k 

Comme D e s t  a u s s i  ouver t ,  pour R assez  grand, on a : 
m,k 

Y ~ ( S )  E D . on en déduit  que A[Y(S) E D ] = A[Y ( s )  E D ] = "D,,~) . m,k m,k m m,k 

l a  l o i  de Y coïncide donc avec p s u r l e s  D qui  forment une base de l a  
m,k 

topologie  de D.  Par  conséquent, l a  l o i  de Y coïncide avec p .  

So i t  i l ' i n j e c t i o n  canonique de D dans F, il s u f f i t  de poser  

X = $ O i O Y pour ob ten i r  l a  v.a. de l o i  p annoncée 

7 )  Lu Ceandu p - u n i ~ o m e 6 .  

Les principaux r é s u l t a t s  concernant c e t t e  quest ion son t  contenus dans 

un a r t i c l e  de P. B i l l i n g s l e y  e t  F. Topsoe paru en 1 9 6 7 ' ~ ) ~  e t  dans un a r t i c l e  de 

( 5  F. Topsoe paru Gnzlement en 1967 . 
S o i t  F une c l a s s e  de fonct ions  numériques mesurables e t  bornées 

d é f i n i e s  su r  E .  F e s t  d i t e  P-unifokme si  e t  seulement s i  : 

ï i m  sup 1 jf en-! f *I = O 
n- ~ E F  



pour tou te  s u i t e  de p robab i l i t é s  (P,) t e l l e  que P => P. n 

Théokëme : une condition nécessai re  e t  su f f i san te  pour que F s o i t  P-uniforme 

e s t  que : 

1 )  o F ( ~ )  = s u p { l f ( x ) - f ( y ) (  : f E F e t  x,y E E l  < +- 

2 )  E > O ,  l i r n  sup PCx : o B(x,6) > E )  = O 
6+0 f  E F f  

où of f3(x,6) e s t  l ' o s c i l l a t i o n  de f  sur l a  boule ouverte B ( x , s ) .  

Théoaème : une condition nécessai re  e t  su f f i s an t e  pour que F s o i t  P-uniforme 

e s t  que : 

1 ) o F ( ~ )  < +- 

2 )  E > O ; V ( f n ) ,  s u i t e  de fonctions de F ; V(6J s u i t e  de 

nombres p o s i t i f s  qui  tend vers  O ,  

Remahque : M.J. Geffroy a démontré une général isa t ion du premier de ces théorèmes 

on en trouvera l 'exposé dans l a  première pa r t i e .  



Dé&k&~n 7 .- S o i t  Pg un sous-ensemble de M ( E )  indic6 par  $ . On d i t  

que l a  f a m i l l e  de s u i t e s  de p r o b a b i l i t é s  
('n, e ) converge vers  (Po ) O 

1 fa iblement,  uniformément par  rappor t  à @ , si  e t  seulement s i  : 

l i m  sup 1 J f  d ~ , , ,  - J f  dpe 1 = O , V f 6 C ( E )  
n-tm e E O 

nota t ion  : P => P uni f  1 O 
n,e e 

I Nous a l l o n s  t o u t  d'abord nous préoccuper de savo i r  s i  l a  d é f i n i t i o n  5 )  

l du théorème du por te  manteau peut s e  g é n é r a l i s e r  à l a  convergence uniforme. C ' e s t  

en e f f e t  l a  d é f i n i t i o n  l a  p lus  souvent u t i l i s é e  en convergence simple. I n t u i t i v e -  

I ment, on pressent  que c e t t e  d é f i n i t i o n  ne s e r a  pas généra l i sab le ,  pour l a  ra i son  

I encore vague q u ' i l  n ' y  a  pas tou jours  "assez" de bore l i ens  de f r o n t i è r e  - 

1 n u l l e  pour a s su re r  l a  convergence f a i b l e  uniforme. Cependant, 

Théohème 1 .  - s i  P@ e s t  un sous-ensemble compact de M(E)  

pour t o u t  bore l i en  A de f r o n t i è r e  Pa -nul le .  ( i . e  : Pe(âA) = O ,  û e @ 

- k  * Lemme : supposons A # @ e t  posons % = A , k e N . Alors : 

l i m  sup P,(%-A) = O 
k- eEO 

démonstration du lemme : s i  sup Po(%-A) ne converge pas v e r s  O ,  il 
ûeO 

e x i s t e  ri > O ,  e t  une s u i t e  (A$ e x t r a i t e  de (%) t e l l e  que 

* 
k  E N , 3 0 ;  E @ t e l  que Pe,(%-A) > ri. Pa é t a n t  compact, on 

k  
peut e x t r a i r e  de (Pe t  ) une s u i t e  (Pet, ) qu i  converge faiblement vers  

k k 
une p r o b a b i l i t é  P  E Pe . Appelons (q) l a  s u i t a  correspondante 

e x t r a i t e  de (T). k  E IN, 3 m(k) E ]k ; k+l [  tp  - - 
1 C X , ~ ( X , A )  < -1 a i t  une f r o n t i è r e  P-nulle .  

m(k) 



Fixons k.  Alors ,  pour  t o u t  e n t i e r  R > k ,  on a  : 

Par  c o n s t r u c t i o n ,  ( m ( k  > - A )  e s t  de f r o n t i è r e  P-nul le ,  donc 

* 
k  E e , l i m  p,e(Am(k) - A )  = - A )  donc P ( A  

m(k) 
- A )  > r i  

?I( 
R- 

Y k  E IN . Cela c o n t r e d i t  l e  f a i t  que A = n * m < k >  
. En e f f e t ,  l e s  

k a  
A 

m(k) 
é t a n t  emboîtés ,  P(A) = P(A) = l i m  P(A 1. 

+ m(k) 

Pémons.tmLLon du .théofië.me. - 

Fixons E > O. D' ap rès  l e  lemme, il e x i s t e  un ouvert  Ak contenant  A 

t e l  que sup Pe(Ak - A )  < &/2 .  Ori sait d ' a u t r e  p a r t  q u ' i l  e x i s t e  une fonc t ion  
e~ O 

uniformément cont inue  
f k l  

éga l e  à 1 s u r  A e t  à O s u r  E - Ak. Comme 

P  => P 
t3 

u n i f  1 O , 
n  , 0 

donc, pour  t o u t  0  E @ , On a : 

de même, on montre que : ~ M ( E )  t q  Vn > M ( E ) ,  Pe(A) - P n , e ( ~ )  < E ,  Y 0 E @ 

e t  on en  dédui t  : l i m  sup p (A)  - P ~ ( A )  1 = 0. 
n- 8 ~ 0  

RemWua . -  a)  l a  réciproque e s t  f aus se .  Posons E = [O, !] ; on s a i t  qu l  a l o r s ,  

M ( E )  e s t  compact. Prenons pour ensemble l 'ensemble des p r o b a b i l i t é s  de 

Dirac s u r  [O, 11 . C '  e s t  un fermé de M (E ) , donc un compact. 

Les s e u l s  b o r é l i e n s  de f r o n t i è r e  P9 -nul le  son t  [0,1] e t  4, 

puisque ce sont  l e s  s e u l s  dont l a  f r o n t i è r e  s o i t  v ide .  Pour ce s  deux b o r é l i e n s ,  

l a  cond i t i on  : l i m  sup 1 P (A) - pe ( A )  1 e s t  t o u j o u r s  v r a i e .  
ri-fm ~ F O  n y e  



b )  Cependant, l a  réciproque peut ê t r e  démontrée, s i  au l i e u  de sup- 

poser P compact, on prend une fami l l e  PB dominée par  une p r o b a b i l i t é  o. 
O 

Démonstration : ( c f .  ( 7 )  p .  41-42) 

S o i t  g E C ( E ) .  g é t a n t  bornée, g(E) e s t  inc lus  dans un i n t e r v a l l e  

]ayb[ . On f i x e  r > O ,  e t  on r é a l i s e  un découpage de ]a ,b[  en sous i n t e r v a l l e s  

]ti-l ; ti[ (i = 1 , .  . . ,n) , de façon que t0 = a ; tn = b  

- t i)  < E 

o(g-l{t i})  = O ,  V i  = 1. .  .n .  

- 1 
Les ensembles Ai = {g [ti-l ; til 1 ,  i = 1 . .  .n ,  forment une p a r t i t i o n  mesu- 

r a b l e  de E .  

De p l u s ,  pour t o u t  i = 1 .  . .n ,  a A i C  g- ' ({ t i )  U { t i - l } )  ; donc, 

* * 
Posons g = 1 ti xA on a : sup Ig(x) - g ( x )  / < E, e t  pa r  consé- 

i = l  i XEE 
quent , V e E 43 

Par  conséquent, 0 6 l i m  sup 1 J g  d P n , ~  - jg dpel 6 2~ 
comme E e s t  a r b i t r a i r e ,  

n- 0 c O  

T h 2 o ~ h e  2 .  - S o i t  E un espace métrique séparable ,  e t  Pg un sous-ensemble 

compact de !d ( E )  

P => p 
8 uni f1  0 => ï i m  sup P(P,,, ; pe)  = O 

n,8 n- ~ E O  

Démonstration : 

a )  PQ e s t  compact. Pa r  conséquent, E > O é t a n t  f i x é ,  il e x i s t e  

2 
un nombre f i n i  de boules ouvertes @(x i ,  E '4) ( 1 . k t e l l e s  que 



k ( ~ )  

S o i t  F  l e  fermé : U e t  F1 = F . 11 e x i s t e  une fonct ion  
E i= 1 B ( X ~ , E ~ / L )  E: E 

f  continue égale  â 7 su r  F" E e t  à O sur  F  F . Par hypothèse : 

P ( ~ 1 ' )  < If &p < I f  dPO * €12 < pe(F:) + €12 < E 
n 0 E n Y 0 

k( E 

b) Posons Bi = B ( X ~ , E  * / 4 ) ,  v i  = 1 . .  .n. F1 C U Bi .  On considère l a  
i 5 1  

fami l le  F de fonct ions  continues su r  E : 
E 

C 

F = i f T  : f T ( x )  = min(x ( X I  ; d ( x , ~ "  , b;r fermé C E l  
E TE 

E 

où x e s t  l a  fonct ion  i n d i c a t r i c e  de T=. 
TE 

S i  y  e t  z appart iennent  à l a  même boule Bi ,  on a : 

C )  On e x t r a i t  de F E 
une famil le  f i n i e  de fonct ions ,  AE , t e l l e  que 

Construction : On peut  supposer que E < 1. 

Alors,  s o i t  t l e  p lus  grand e n t i e r  t e l  que ~ . t  < 1 gour t o u t  

i = l...k e t  pour t o u t  j = 0,1 ,  ..., t ,  posons : 

Pour t o u t  fT  E F , posons E x f T ( ~ )  = { ( x , f T ( x ) )  I X  E E l ,  pour t o u t  i = I*.-k, 
E 

s o i t  j ( i , T )  l e  p l u s  p e t i t  i nd ice  t e l  que 

de c e t t e  façon à t o u t e  fonction fs ,  on assoc ie  une s u i t e  f i n i e  [ j  (i ,T )] 

i = l...k e t  une seu le .  



O r ,  il n 'y  a  qu'un nombre f i n i  de t e l l e s  s u i t e s .  On d i r a  que deux 

fonct ions  fT e t  f T l  sont  équivalentes ,  s i  on l e u r  associe  l a  même s u i t e ,  

1 est-à-dire s i  : [j ( i  ,T)] = [j ( i , T 1  )] , Qi = 1.. .k. On partage a i n s i  F en 
E 

un nombre f i n i  de c l a s se  d 'équivalences.  I l  s u f f i t  a l o r s  de prendre pour A E 

une fami l l e  quelconque de représentants  de ces c l a s s e s ,  En e f f e t  : 

s o i t  fT € F . S o i t  f  l e  représentant  c h o i s i  de s a  c l a s s e  dléquiva-  
E 

l ence .  S o i t  x E F; ; x a p p a r t i e n t  à l ' u n  des Bi, s o i t  B.  . Alors,  [x,fT(x)]  
0 

e t  [x, f  (x)]  appart iennent  au même B. . . C '  est-&-dire que : 109 J 

donc : I fT(x)  - f ( x ) l  < 2c 

d) Comme A E  e s t  une fami l l e  f i n i e  de fonct ions  continues,  

b'û E O e t  Qf E Ac , dl a u t r e  p a r t ,  pour t o u t e  fonct ion  f T  E FE, s o i t  f  l e  

représentant  de l a  c lasse  d'équivalence de fT. On a : 

demême, 1 j ( f T - f ) d P  1 < 3 ~ ,  'V 0 E @  y On > N , ( E ) .  
8 ,n 

On en .dédui t  que pour n .  M ~ X ( N ~ ( E )  i ~ ~ ( € 1 )  

en remarquant que : f T  6 xTc e t  fT 2 xTy on ob t i en t  : 

de même, Pe(T) B P n y e  ( T ~ ~ )  + T E  , T ferné  c E.  

Conclusion : sup p ( ~ e  ; P,,,) 6 7~ 
e~ O 

Nous démontrerons l a  réciproque du théorème 2 p l u s  t a r d ,  c a r  c e t t e  

réciproque appara î t r a  comme un c o r o l l a i r e  d'un théorème beaucoup plus géngral .  
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Pour l ' i n s t a n t ,  nous donnons des formes legèrement d i f fé ren tes  du théorème 2. 

Cohu4Lcuhe 1-1.- Soi t  E un espace métrique totalement borné e t  P, un sous- 

ensemble quelconque de M ( E )  . 

P => P unif 1 O => l i m  sup 
n ~ 8  8 

(pny,;  P o )  = 0 
n-tw 8 E O 

Démonstration 

On peut recouvrir  E par  un nombre f i n i  de boules ouvertes 

Bi = B(xi,~2/2). I l  s u f f i t  a l o r s  de reprendre l e s  p a r t i e s  b )  , c )  , d )  de l a  

démonstration précédente. 

Cohot.-tahe 1-2.- Soi t  E un espace métrique quelconque e t  P un ensemble de 

p robab i l i t é s  êquitendu. 

P => P unif  1 @ => l i m  sup 8 P ,  ; PB)  = 0 
n,8 n+w O E @  

Démonstration 

E > O é t an t  f ixé ,  il e x i s t e  K compact t e l  que sup P ~ ( K $ )  < €12 
E ~ E O  

on peut recouvrir  K E  par un nombre f i n i  de boules ouvertes : 8(xi ,p2/4) .  

I l  s u f f i t  de reprendre l a  démonstration du théorème 2.  

On étudie à présent  des général isa t ions  des théorèmes d 'uniformité de 

(4) P. Bi l l ings ley  e t  de F. Topsoe . Le théorème pr inc ipa l  e s t  dû à M r .  Geffroy 

( i 9 7 2 ) ( 8 ) .  

pé&kiA ian  11.- Une c lasse  F de fonctions numériques mesurables e t  bornées es t  

d i t e  Pg -uniforme s i  e t  seulement s i  

l i m  sup 1 f dpnYe - I f  dpel = O 
n- O € @  J 

pour tou te  famil le  de s u i t e s  de p robab i l i t é s  (Prise 1 O t e l l e  que 

P => P u n i f / @  
n 9 0  e 

D é ~ ~ o n  III .-  La famil le  F s e r a  d i t e  P& - uniforme, s i  on a l a  même 



propr ié té  quand l i m  sup P ( P  ; PO)  = 0. 
n-tm û ~ @  n,  0 

ThCohème 7 7 7 .  - (W. ~ e f f r o y )  

* 
F e s t  Pa -uniforme s i  e t  seulement s i  : 

2 )  b' E > O ,  l i m  sup PO{x : ~ ~ ~ ( x . 6 )  > E }  = O 
6+0 9 ~ 0  

Démonstration 

Pour t o u t  0 ,  Xe e t  X désignent des va r iab les  a l é a t o i r e s  de l o i s  
n , @  

Pe e t  P d é f i n i e s  sur un espace de p r o b a b i l i t é  ( n , A , p ) .  Pour tou t  f  E F 
n,BY 

posons : 1 
= If - Jf  dPn,O = j f  0 X dp - Jf 0 Xny0dp 

f ,n ,0  

E 
on prend 6 < e t  assez p e t i t  pour pue : sup [ I - P ~ ( H ~ , ~  )] < +. Alors 

3wF(E) 0 s  O 

D'autre p a r t ,  d 'après  un r é s u l t a t  de St rassen e t  Dudley c i t é  dans l e s  

Pré l iminai res ,  

il e x i s t e  N t q  n  > N => p(pnYe ; p O )  < S .  On peut a l o r s  c h o i s i r  Xe e t  X 
n,e 

t e l s  que c i ( n y 0  ; X e )  c 6 sauf su r  un ensemble A E A t e l  que V ( A )  ' 
=> si t €  -A) , I f  O x O ( t )  - f  O x n  Y 0 ( t )  1 " 1 2  

d ~ ,  en déduit  : I1f,n,e 
1 < E ,  e t  c e l a ,  indépendamment de 0 e t  de f .  

Les condit ions 1 )  e t  2 )  sont donc s u f f i s a n t e s .   après l e  théorème de ~ i l l i n g s l e y  

e t  Topsoe, e l l e s  sont auss i  nécessa i res ,  dans l e  cas  où e s t  r é d u i t e  à w e  



seule  p r o b a b i l i t é  P. A f o r t i o r i ,  e l l e s  l e  sont i c i .  

( 5 )  
Le théorème suivant  e s t  une généra l i sa t ion  d'un théorème de Topsoe , 

c i t é  également dans Les p ré l imina i res .  

ThPohème I V . -  S o i t  Pg un sous-ensemble compact de M ( E )  , F e s t  une c l a s s e  

P;-uniforme s i  e t  seulement s i  

1 )  u ~ ( E )  < +m 

2) b' r > O ; t<(6,), s u i t e  de nombres p o s i t i f s  qui  tend vers  O ; 

V(fn)  s u i t e  de fonct ions  de F ; 0 r @ 

Démonstration. 

a )  Pré l iminai res  

Ce t t e  démonstration s e r a  p lus  c l a i r e  s i  nous adoptons l e s  no ta t ions  de 

~ o p s o e ' ~ )  pour s i m p l i f i e r  1' é c r i t u r e .  Pour ce la ,  remarquons d' abord que : 

(en e f f e t ,  s i  r' appar t i en t  au premier ensemble, il e x i s t e  x" E {x:of8(x,6, ) > E }  

e t  d ( x l  ,x1') c ti2. De p l u s ,  3 y  e t  z E B ( X " , S ~ )  t e l s  que I f ( ~ ) - f ( z ) I  > € 0  

O r  d ( x q Y y )  s d ( x f , x " )  + d(x",y) i 61+62 e t  de même, d ( x ' , z )  d 61+62 

f  ' , 6  +6  ) > E ) .  = > u B ( x  , a 

A e t  E é t a n t  deux c l a s s e s  de bore l i ens  de E ,  on é c r i t  A < E si 

t o u t  ensemble de A e s t  sous-ensemble d'un ensemble de E. On note E6 l t eesemble  

I B ~  : B E E} 

S o i t  E6  une fami l l e  de bore l i ens  ind icée  par 6 ,  t e l l e  que pour t o u s  

61 > O  e t  62 > O ,  on ai t  : ( E 6  ) ' < E 
1 (a,+s,) ' - 

I l  e s t  c l a i r  q u ' i l  s ' a g i t  i c i  de l a  condit ion ( 3 ) . Nous a l l o n s  démantrer 

1' équivalence : 



A,  : l i m  S U ~ P ~ ( E )  = O  <=> 
6+0 BE@ 

A2 
: P8( n En)  = O ; V 8 E O, l a  s u i t e  d'ensembles {E,) avec 

n= 1 

C'est-à-dire que nous a l l o n s  montrer que l e  2 )  du ~héorèrne III équivaut 

au 2 )  du théorème I V .  

b ) Démonstration 

I l  e s t  c l a i r  que l a  condit ion A implique l a  condition A2. 
1 

Supposons à présent  que A l  ne s o i t  pas v é r i f i é e .  Alors il e x i s t e  

n > O ,  une s u i t e  (pn) de nombres qui  tendent  vers  0 ,  une s u i t e  (O,),  WB 

* 
s u i t e  (A ) ,  t e l l e  que Vn E E , An E Ep , t e l s  que n n 

l e s  mesures de p r o b a b i l i t é s  s u r  un espace métrique é t a n t  r égu l i è res ,  il e x i s t e  

* 
n ,  

fermé inc lus  dans 
An y 

t e l  que Po (Fn) n/2, n E N , PB é tan t  compact, 
n 

on e x t r a i t  de (PR ) une s u i t e  ( P o , )  => P E P O 
, s o i t  FA l a  s u i t e  de fermés 

ri n r 14) 
correspondante. D'après i e  théorème de h u l z a n o - ~ ~ ~ e i e r s t r a s 3  pour l a  convergence 

topologique fermée dans un espace métrique séparable,  il e x i s t e  une sous s u i t e  

( F i )  de (FA), qu i  converge vers  un ensemble F. En t a n t  que l i m i t e  topologique 

fermée supér ieure ,  F s ' é c r i t  : 

- 
F = l i m  F" = l i m  sup F" = r) 

U F j  n n n- n- i21 j 2 i  

Alors,  i E , l m  P l (  U FI!) 3 n / 2  En e f f e t ,  m< . i ,  u F'! con t i en t  F 
k k j>,i J j a i  J k 

- 
e t  Pott (F:) 2 n /2  o r  l i r n  Pgll ( U FI!) 6 P(  U F'!) (condit ion n02) du théorsme 

k k k j a i  J jr,i 

ik - 
du p o r t e  manteau). Donc, vi c N , P(  U F'!) b n/2, e t  

jsi 

S o i t  un fermé Fo, totalement borné, inc lus  dans F ,  t e l  que P ( F ~ )  > O 



Fixons 6 > 0. 3 xl..xV dans Fo t e l s  que FOC U {6(xt ,6)  : t = 1 . . . VI 

F, en t a n t  que l i m i t e  topologique fermée i n f é r i e u r e  des ( F ~ ) ,  e s t  l 'ensemble des 

points  de E t e l s  que t o u t  voisinage de ces  po in t s  rencontre l e s  Fk pour k, 

assez grand. Par  conséquent, x  
6 

E Fk pour tous  l e s  t = 1 ,  ... v e t  pour tout  

k assez grand. 

o r  ~ < E E  e t  ( E ~ )  ( 3 6 - ~ K )  < E 
3 

pa r  hypothese Fo e s t  donc inclus  dans un 
K K -- 

ensemble E E E , e t  c e c i ,  y6 > O s o i t  (6,) une s u i t e  de nombres p o s i t i f s  
3 6 

qui tend vers O ,  on peut l u i  associer  une s u i t e  (E,), avec En E ES vn E 
Ca n 

e t  on a : Fo C n E . Comme P ( F ~ )  > O,  c e l a  con t red i t  l rhypothbse.  
n  

n= 1 
Ces deux théorème;; t r è s  puissants  é tan t  é t a b l i s ,  nous étudions l a  réc i -  

proque du théorème II. 

ThéohZrne V . -  S o i t  P un sous-ensemble de M(E) Q 

l i m  sup p(pn,, i P e )  = O rr P,,B => P u n i f l O  8  
n- ~ E O  

~ é m o n s t  r a t  ion 

S o i t  f une fonction continue, .mais pas  uniform6ment continue. 

1 * 
Par  conséquent, l e s  ensembles Gn = { x  : wp8(x,;)} , Vn E N sont non vides .  

Prenons pour famil le  Pe une famil le  de mesures de Dirac obtenues en pla- 

çant  un atome de masse 1 dans chacun des G . n 
* -1 

Alors, Vn E oN , sup a{x : wf6(x,;) > E} 1 
a ED 

=> l a  c l asse  rédu i t e  Èi l a  seule  fonction f n ' e s t  pas O*-uniforme, et est-%-dire 

q u ' i l  e x i s t e  des s u i t e s  de p robab i l i t é s  (P .  t e l l e s  que : 
J ,n 

ï i m  sup 1 f dP j j , n  
- jf aPjl # 0 

n-+- a d  



ThéohErne V I . -  S o i t  P un sous-ensemble compact de M(E) O 

- o = > p  l i m  sup P (P,,, i p O )  - => P uni f  1 O 
n,,  e n- ~ E O  

Démonstration 

S o i t  (6,) une s u i t e  de nombres p o s i t i f s  qu i  t end  ve r s  O.  Fixons r ' 0 .  
* 

S o i t  f une fonc t ion  cont inue .  Les ensembles Gn = ( x  : wft3(x.sn) > E } ,  vn c EN 

son t  une s u i t e  d ' ouve r t s  emboîtés d ' i n t e r s e c t i o n  v ide .  En e f f e t  s i  y 6  EN* n Gn' 
* 

il e x i s t e ,  pour t o u t  n E I  , d e u x p o i n t s  x e t  zn de ~ ( y . 6 , )  t e l s  que n 

I f ( x n )  - f c Z n ) l  > E .  Comme (x),) -+ y e t  ( z  ) -+ y ,  c e l a  c o n t r e d i t  l a  c o n t i n u i t é  
n 

de f .  Pour t o u t  0 E @ , on a donc P ( n * G ) = P0 (@)  = O d f  après  l e  th&- 
0 nc(N n 

rème I V ,  pour t o u t e  f a m i l l e  de s u i t e s  ('n, e )O t e l l e s q u e  

SUP (pn ,@ ; P @ ) + o  o n a :  
e~ O n+ 

- I f e , \  = O  C.Q.F.D.  
n-+w 0eO 

Les c o r o l l a i r e s  énoncés à l a  s u i t e  découlent  d 'un ou p l u s i e u r s  théorèmes 

précédent  S .  

C o r o l l a i r e  : S o i t  un sous-ensemble compact de M(E). I l  y a 

i d e n t i t é  e n t r e  l e s  c l a s s e s  Pa -uniformes e t  l e s  c l a s s e s  P * -uniformes. Q 
C o r o l l a i r e  : S o i t  P un sous-ensemble compact de M(E) O 

r 

Théoaènie VII. - S o i t  Pa un sous-ensemble de M(E)  . 

l i m  sup P (Pn, , i P o )  = O <=> l i m  sup 1 j f d~ .y0 - j f  dpe/  = O ( A  B I  
n- ~ E O  n- f eF  

pour  t o u t e  f a m i l l e  F également cont inue '  1 5 )  e t  uniformément bornée. 

Démonstration : - 
A => B découle immédiatement du théorème III 

B => A :  Posons F = I f T  : fT (x )  = " n ( ~  i 
d x TEC) 

E 
) VT. fermée C E )  

TE 
E 

v E ' O .  On r vu, dans l a  démonstrat ion du théorème 2 ,  que F e s t  une f a m i l l e  
E 



de fonctions l i p s r h i t z i e n n e s ,  majorée p a r  1 .  E l l e  s a t i s f a i t  donc l 'hypothèse B. 

Fixons E > O .  Alors ,  
3 N ( r )  

tq vn > , v 0 E @, VT fermé de E ,  

d 'après  s t r a s s e n ( * ) ,  on s donc : sup P ( P O  , P e y n )  < E .  

e~ O 



DEUXIEME PARTIE 

A t i t r e  d ' a p p l i c a t i o n  des  théorèmes I V  e t  V ,  nous é tudions  2 p r é s e n t  

c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  de l a  fonc t ion  de concen t r a t ion  de P.  Levy vis-à-vis  de l a  

convergence f a i b l e  uniforme. Nous supposerons une f o i s  pour t o u t e s  que P e s t  
O 

un sous-ensemble compact de M(E). 

D é d b L a ~ i ~  -- - T V .  - Une c l a s s e  A de b o r é l i e n s  de E e s t  d i t e  P -uniforme s i  
O 

e t  seulement s i  l a  c l a s s e  F A = { x A :  A c  A) e s t  P -uniforme. 
O 

Dans c e s  cond i t i ons ,  l e  théorème I V  devien t  : 

Théoaème T V 1 . -  Une c l a s s e  A de b o r e l i e n s  de E e s t  P -uniforme s i  e t  seu le-  
O 

ment s i  i i m  sup PB(a6A) = O [ c f (4 ) ]  
6+0 B E  0 

Remahque.- a 6  A e s t ,  rappelons l e ,  l a  6 - f ron t i è r e  de A : 

Cet t e  6 - f r o n t i è r e  e s t  d 'un usage peu maniable.  Cependant, s i  E e s t  un espace  

métrique dont t o u t e  boule ouver te  e s t  connexe, on a l a  p r o p r i é t é  : 

en e f f e t ,  s i  x E a 6 A ,  l a  boule de c e n t r e  x e t  de rayon 6 rencont re  A e t  

A'. Comme c e t t e  boule e s t  connexe, e l l e  rencont re  a u s s i  ?A. P a r  conséquent,  il 

6 
e x i s t e  y E a A  t e l  que d ( x , y )  E 6 ; a l o r s ,  x E ( 3 ~ )  ; l ' a u t r e  i n c l u s i o n  e s t  

v r a i e  s u r  un espace métrique quelconque 

Théoaeme IV1'.- S i  E e s t  un espace métrique sépa rab le  dont t o u t e  boule e s t  

connexe, ilne c l a s s e  de borel- iens,  A,  e s t  P@-uniforme s i  e t  seulement s i  



6 l i m  sup P ~ [ ( ~ A )  ] = O 
6+0 e s @  

AEA 

- 22 - 

( c f .  (4)) 

Voyons à présent  comment l i e r  l a  fonc t ion  de concent ra t ion  de P. Levy 

aux c l a s s e s  P -uCiformes. S o i t  B ( x , t )  l a  boule fermée de c e n t r e  x e t  de 
O 

+ + 
rayon t ,  vx E E e t  t E IR . Pour t o u t  8 E e t  pour t o u t  t E (R, posons 

ik 
Qg(t)  = s u p ~ ~ [ ~ ( x , t ) ] ,  de même, e t  Vn E N  , posons Q n Y e ( t )  = s u p P  [g (x , t ) ]  

XEE xeE n ' e  
on a : 

il s ' e n s u i t  que s i  c l a s s e  des boules  fermées de rayon t ,  e s t  P -uniforme, 

on a l e  théorème : 

l e  th6or;me I V "  e s t  encore d 'un  usage d i f f i c i l e  ; c ' e s t  pourquoi nous a l l o n s  géné- 

r a l i s e r  un théorème de B i l l i n g s l e y  e t  Topsoe, gu i  ramène l ' é t u d e  de l a  Pg-unifor- 

mité à un procédé p lus  topologique ,  Appelons S l'ensemble des  fermés bornés non 

vides  de E .  On peut  d é f i n i r  une métrique s u r  S x S l a  métrique de M a ~ s 3 o r f f .  

6 6 A .  VM, e t  M2 E S ,  A(M1,M2) = i n f i 6  : 6 > O ,  M I C  M2 ; M2 CM,}. On sai t  que 

S e s t  compact pour  l a  t o p o l o g i e  i n d u i t e  p a r  c e t t e  métr ique,  l o r sque  E e s t  com- 

pac t  . D' a u t r e  p a r t ,  s i  So e s t  un sous-ensemble fermé de S, c o n s t i t u é  de sous- 

ensembles d'un compact f i x é  de E, SO e s t  compact. S i  E e s t  complet, a l o r s  S 

es t  complet. Ces r é s u l t a t s  peuvent ê t r e  t rouvés  dans ( 9 )  ou (16). 

ThCoaèr~e. V 7 1 1 .  - S o i t  E un espace n é t r i q u e  sépza-able dont t o ü t e  boule ouve r t e  

e s t  connexe. S o i t  A une c l a s s e  de b o r e l i e n s  de E ,  de  f r o n t i è r e s  PC3 - n u l l e s .  

Une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour  que A s o i t  
p@ 

-uniforme e s t  que 

s o i t  mi sous-ensemble compact de S. 



Démonstration. 

S o i t  rl > O f i x é .  D'après  l e  lemme du théorème 1, pour t o u t  ensemble 

M de a A ,  il e x i s t e  A M  > O t e l  que 

26 
sup P  ( M  M - ~ )  < n 
0& O 

Comme P 8 ( ~ )  = 0,  8 E @ e t  M E a A ,  on a : 

sup P g ( l l  26b1) < n  
0 &  O 

Corne aA e s t  conpact , il e x i s t e  M, , . . . ,M.  , . . , ,M E a A ,  t e l s  que V M c a A ,  
1 v 

3 i  = 1 ,... , V  tq A ( M , M ~ )  < 6  = 5 . .  Posons 6  = m i i i ( 6 . )  a l o r s ,  
: 1 1 

d ' ap rè s  l e  théorème I V " ,  A e s t  donc une c l a s s e  P -uniforme. 0 

Remarque. 

L'hypothèse qui  demande que l e s  b o r é l i e n s  s o i e n t  de f r o n t i è r e  P - n u l l e  O 

n ' e s t  pas  excess ive .  En e f f e t ,  s i  A e s t  une c l a s s e  P -uniforme, l e s  b o r é l i e n s  O 

de A ont  l e u r s  f r o n t i è r e s  PQ -nu l i e s .  ( c e l a  découle du théorème I V ' )  

ThEo&em~ 7X.- S o i t  E un espace  métrique compact t e l  que Vx E E, Q6 > O 

S o i t  Pg un sous-ensemble fermé de h l ( ~ ) ,  t e l  que, pour  t o u t  8 & @ , l a  
- 

f r o n t i è r e  de t o u t e  boule B(x,6) s o i t  l'@-nulle. Alors 

P =s> P u n i f [  @ = 
8 l i m  sup 1 ~ ~ , , ( t ) - ~ , ( t ) l  = 0 n ,  8 n-tm + 

t &IR 





3)  S o i t  F l a  f r o n t i è r e  de l a  boule  ~ ( x , t ) .  On va montrer que 
( x , t  

F = ~ ( x , t  1. S o i t  Fk l a  f r o n t i è r e  de f3(xn ,t ) e t  F c e l l e  de @ ( x , t  ) 
k "k x ,k  n k 

Sixonr: E > O : 3 n 0  t q  ank > no, A(FyFk) < E 

s o i t  y E Fk. l n ,  t q  nk > n => d ( x  ' xn 
) < E ==> 

1 k 

E De même, d ( x , y )  > t - E .  => y E F 
nk x ,k  

Enf in ,  3 n 2  t q  nk > na => It-tn 1 < E => 
k 

donc, pour nk > max(n 
o y n l  '"2 

) F C C F~~ C F3' de même, on montre que 
x ,k  ( x , t )  

F 
( x , t )  

C F~~~ donc : A(FyF(x,t)  ) < 3 ~ ,  e t  comme E e s t  a r b i t r a i r e  

Théokème X.- S o i t  E un espace  métr ique séparable  dont t o u t e  boule ouve r t e  e s t  

connexe. S o i t  A une c l a s s e  de Boré l i ens  de E ,  de  f r o n t i è r e s  PO -nu l l e s  ; une 

cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour que A s o i t  PQ uniforme e s t  que : 

1 ( B ~ ) ~ ~ ~ * ,  s u i t e  de fermés bornés de f r o n t i è r e s  Po -nu l l e s ,  t e l s  que 
O * 

l i m  i n f P  ( B  ) = 1 e t  t e l s  que, Vk E N , l a  c l a s s e  Bkn a A  - { ~ , n  aA : A E A l  
k+m OEO 0 k  

e s t  un sous-ensemble compact de S. ( c f .  (4)) 

Démonstration. 

* O 
ri > O é t a n t  donné, on c h o i s i t  k E N t e l  que pe(Bk) 5 1-ri, 'C' 0 E @. 

Comme aA C ( B ~  n a ~ )  U (E-Bk), on a : 

6 6 6 
( a n )  C (Bk f? a ~ )  U ( E - B ~ )  , e t  donc : 



d'après un argument contenu dans l a  démonstration du théorème V I I I ,  pour a assez 

p e t i t ,  on a : 

6 
SUP P @ ( B ~  n an) < n . 
e E 0  

La f r o n t i è r e  de Bk é t a n t  Pg -nu l l e ,  pour 6 assez p e t i t  , on a également, 

d 'après  l e  lemme du théorème 1 

- 
sup Po [ ( E - B ~ ) '  - ( E - B ~ ) ]  < Q 
e e O  

O - h 
=> sup pe (E-B ) 6  < sup P (E-B 1 + n < sup P ~ ( E - B ~ )  + ri < 

e~ O OEO 0 k 
O & @  

6 
Conclusion : l i m  sup Pe [ ( a ~ )  ] = O 

6+0 e&O 
ASA 

Théonème X1 . -  S o i t  E un espace métrique séparable dont l e s  boules présentent  

l e s  p ropr ié t é s  suivantes : b'x E E ,  v6 > O 

a )  : f3(x,6) e s t  connexe 

b )  : f3(x,6) e s t  compact 
- 

c )  : f3(xY6) a pour f r o n t i è r e  {z  : d ( x , z )  = 61 

Alors !fto E R ,  P => P u n i f I o  => l i m  sup lpn ( t )  - Q ( t ) l  = 0 
n,e e n+-wûeO ' 

Remanque.- E e s t  donc en p a r t i c u l i e r  un espace localement connexe e t  localement 

compact. 

Démonstration. 

Fixons q > 0 .  

Comme P e s t  compact, il e x i s t e  un nombre f i n i  k ( n )  de boules ouver tes  
O 

de rayon t0 t e l  que 



k k ( n )  n O 

Posons B~ = LJ @(xi. tO) ; on a : U 6(xi . t0)  C Bk C Bk. 
i= 1 i= 1 

A ins i ,  nous sommes p l acés  dans l e s  cond i t i ons  du théorème X .  

Posons A = ~ i ( ~ , t )  : t E r0 , t  1 ) .  Il nous s u f f i t  de montrer que - O 
!k 

vk E N , B n a A  e s t  un sous-ensemble compact de S. 
k 

Fixons 8, e t  prenons une s u i t e  (An n B ) * d'ensembles de 
k  EN 

Bk n a A .  L, s u i t e  (An)na* 
e s t  une s u i t e  de f r o n t i è r e s  de boules  en t iè rement  

K 

contenue dans l e  compact U 6(xi.3t0) ; l a  s u i t e  des  c e n t r e s ,  ( x n ) ,  c o n t i e n t  
i= 1 

une sous-su i te  (xn )  qui  converge ve r s  un p o i n t  n i L .  

S o i t  ( t t )  l a  s u i t e  correspondante e x t r a i t e  de (t,), s u i t e  d e s  
n 

* 
rayons. Comme, vn E iN , t '  E [0,t0], il e x i s t e  une s u i t e  ( t")  e x t r a i t e  de 

n n 

( t t )  t e l l e  que ( t n )  -r t E [O. tO] .  Posons A = a [ i ( x , t ) ] .  De l a  même façon n 
n-tm 

que dans l e  théorème I X ,  on montre que : 

i i m  ,(A:,.) = O 
n+m 

Reste à prouver  que l ' o n  peut  e x t r a i r e  de ( A " )  une s u i t e  (A:') t e l l e  que : n 

l i m  (A: n Bk,  A f7 B,) = 0 
n+a 

k 
Comme il s ' a g i t  i c i  de sous-ensembles du compact lJ f3(xi . t O ) .  l a  con- 

i= 1 

vergence au sens  de l a  t opo log ie  de Hanssdorff co ïnc ide  avec l a  convergence au 

sens  de l a  l i m i t e  topologique fermée"). Comme E e s t  s épa rab le ,  on peut  e x t r a i r e  

de l a  s u i t e  (A'' n Bk) une sous-su i te  (A"' n B ) q u i  admet une l i m i t e  topolo-  
n n k 

gique fermée F. En t a n t  que l i m i t e  topologique supé r i eu re ,  

F = i i m  SU~(A:' n B ~ )  = i i m  s u p ( ~ " '  ) n i i m  s u p ( l g )  = A n B~ 
n n-tm nj to n+ OD 

Bk n a A  e s t  donc un compact de S. 



Cette dernière partie traite de la convergence faible uniforme presque 

sûre de probabilités aléatoires. Il s'agit en fait de donner quelques éléments 

de réponse au problème d'estimation suivant : soit une probabilité dont on 

sait seulement qu'elle appartient à un sous-ensemble Pe de O I ( E ) .  

On souhaite, puisque P est inconnue, que la convergence de l'esti- 
OO 

mateur possède une qualité "intrinsèque", c'est-à-dire, qui ne dépende pas de 

. C'est pourquoi on cherche sous quelles conditions il existe une convergeece 
de l'estimation de P; qui soit uniforme par rapport à @ . 

La première question qui se pose est celle du choix d'un schéma d'esti- 

mation. On pourrait dire, en exagérant un peu, qu'en statistique chacun a son 

schéma, le meilleur étant sans doute celui qui "colle" le plus à la réalité, tout 

en étant un outil mathématique maniable. Nous allons voir d'abord pour pourquoi 

deux schémas très usuels sont d'un usage malaisé pour la question qui nous pré- 

occupe . 

N l eh  exemple.- Soit P une probabilité sur (E.B~). Posons n,A,u = (E,B~,P) ; 

à toute suite w = (xl ,x2,.. . ,%,.. . ) ,  dont chaque terme est "tiré" suivant P" 

dans (E,B~) et à tout n E N, on associe, par l'intermédiaire des projections 

Pr de n,A,p dans (E,BE), unéchantillonde taille n :  
k 

1 
n 

le probabilité empirique est alors : P ( w )  = ; Sxi où Sx est la mesure n i i= 1 
de Dirac au point x E E, \Ji = l...n. i 

On sait que : p{Pn(w) => P l  = 1. 

Ce schéma a l'avantage d'être simple, mais peut avoir l'inconv6nient 

a' éluder la façon dont est "tiré" 1' échantillon. En particulier, dans le problème 



qui nous concerne, pour chaque 8 E @ , on a un échan t i l lon  indexé par  

0 8 8 
0 : ( x ~ , x ~ , . . . , x ~ , . . . ) ,  e t  on ne peut  pas savoir  que l l e s  sont l e s  p r o p r i é t é s  de 

ces échan t i l lons  v i s  à v i s  de 8 .  D 'aut re  p a r t ,  on ne v o i t  pas t r è s  bien que l l e  

p r o b a b i l i t é  met t re  sur  (Q,A). 

2ème exemple. - Un schéma également courant ,  mais p lus  a b s t r a i t ,  cons i s t e  à pren- 

dre  un espace de P r o b a b i l i t é  quelconque ($2 , A , p )  e t  des v. a .  indépendantes de l o i  

P : X 1 . . . X  n y " '  d é f i n i e s  su r  ( R , A , ~ )  e t  à va leurs  (E,B ) .  Pour notre s u j e t ,  E 

ce schéma a u r a i t  l ' avan tage  de supprimer l e  problème de l a  p r o b a b i l i t é  5 d é f i n i r  

s u r  (Q,A) : une f o i s  pour t o u t e s ,  il y a u r a i t  une p r o b a b i l i t é  quelconque p e t  

une famil le  de s u i t e s  de v.a.  de l o i  (Pe )  8 E a : 

1 
n 

2 t o u t  w E Q e t  à t o u t  n E N ,  on associe  P (w) = - 6 . 
n Y 0 n i = i  xi(w) 

Ce schéma e s t  parfai tement l ég i t ime ,  pourtant  il a tendance à f a i r e  ou- 

b l i e r  que pratiquement, à l ' o r i g i n e  d'un échan t i l lon ,  il y a presque tou jours  une 

manipulation du s t a t i s t i c i e n ,  qui  a  pour but  d ' a s s u r e r  l ' indépendance des r é a l i s a -  

0 O e e 0 e 
t i o n s  X i  ( w )  ,x2(w),  . . . ,X ( w ) .  J e  veux d i r e  que l a  s u i t e  de v .a .  ( x l  , X 2 , .  . . , X n , . .  . ) 

n 

n ' e x i s t e  pas dans l a  na tu re .  Il y a en f a i t  une va r i ab le  Xe 
dont on veut  est imer 

l a  l o i  Pe ; p a r  une méthode quelconque, mais qui  ne dépend pas de Po,  Le s t a -  

t i s t i c i e n  pré lève  un échan t i l lon  au hasard (w, ,02,. . . > O  ) e t  ce sont l e s  r é a l i s a -  
n 

t i o n s  ( X  (w ),X (w ),. . . ,X (w ) )  qu i  sont indépendantes. En généra l ,  il n'y a  
8 1  e 2 8 n 

pas l i e u  de compliquer a i n s i  l e s  choses, mais, pour nous c e l a  a  l ' avantage  de f a i r e  

f i g u r e r  explici tement l a  v a r i a b l e  Xe dans l e  schéma. En e f f e t  , l e s  p r o p r i é t é s  

8 e 8 
de l ' é c h a n t i l l o n  ( x l  ,x2, . .  . ,xn)8E , v i s  2 v i s  de 8 ,  dépendent de c e t t e  varia-  

b l e  X, que l e s  deux schémas précédents  dissimulent .  

Toutes ces  cons idéra t ions  nous ont  amenés à i n t r o d u i r e  l e  

schéma d 'es t imat ion  suivant  : V 8 E 9 ,  s o i t  X e  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d é f i n i e  

sur  un espace de p r o b a b i l i t é  ( Q , A , P ) ,  à valeurs  dans ( E , B  1, dont on veut  es t imer  
E 



l a  l o i  PO.  Le s t a t i s t i c i e n  pré lève  un échan t i l lon  au hasard  : 
* 

,w , . . . , w  . . . ) E $2 '. On peut r ep résen te r  c e t  a c t e  physique par  l e  schénia de 
2 n 

l'exemple 1 ) . 
!N* Posons ( Q * , A * , ~ )  = ( ~ , A , P )  , e t ,  s o i t  Prk l a  projec t ion  d 'o rd re  k : 

#f 

Pour t o u t  0 E O ,  pour t o u t  n  E [N, à w correspond une s u i t e  ce r é a l i s a t i o n s  

Théokème X I I . -  S o i t  PG un sous-ensemble compact de ! I ( F . ) .  Supposons que l a  

fami l le  de va r i ab les  a l é a t o i r e s  (xe )@ a i t  l a  p r o p r i é t é  suivante : 

- 
p 0  

Po y 'i? E > O ,  v E '  > O ,  ? v ~ , ,  voisinage de Peo, e t  j A  E A t q  
O 

Alors l 'ensemble {P (2 )  => P unif 1 @ } con t i en t  un évènement D E A* de 
n,@ 8 

p r o b a b i l i t é  u n i t é  : U ( D )  = 1.  

Note : La démonstration de ce théorème e s t  basée,  pour l ' e s s e n t i e l ,  s u r  - 
c e l l e  donnée par  M.J. Cheva l i e r ( lO)  dans s a  généra l i sa t ion  de l a  l o i  f o r t e  des 

grands nombres. Cependant, l e s  p o i n t s  de vues sont  d i f f é r e n t s ,  e t  nous préférons  

donner une démonstration i n t é g r a l e  du théorème. 

Lemme. - [cf .  ( 6 )  ou ( 7 ) ]  . S o i t  
P@ 

un sous-ensemble compact de M ( E ) .  Il e x i s t e  

une fami l l e  dénombrable {p i  ~ 6 ~ 3 .  . . ,gj  . de fonct ions  uniformément continues 

bornées t e l l e s  que pour tou tes  s u i t e s  ( V  ) @ de p r o b a b i l i t é s ,  v => vgunifI  O 
n,e  n,e 

s i  e t  seulement s i  : 

. 



Démonstration. 

I l  e x i s t e  une métrique équ iva l en te  à c e l l e  de E, qu i  rende E t o t a l e -  

ment borné.  A lo r s ,  l 'ensemble U ( E )  des  f o n c t i o n s  uniformément cont inues  bornées 

e s t  un espace de Banach séparable  pour  l a  norme de l a  convergence ur.iforme. 

Soi  t { g l  ,g2, .  . . ,g  . , . . . } un sous-ensemble p a r t o u t  dense de U ( E )  . 
J 

soit g E ~ ( 5 ' ) .  Pour t o u t e  fonc t ion  gr E { g l  ,gi . g j  - .  3 0" a : 

comme i g l  ,g2 , .  . . , g j  Y .  - . }  e s t  dense dans u ( E ) ,  e t  p a r  hypothèse,  on a : 

i i m  sup 1 g dv - jg cive\ = O ,  ~g e U ( E )  
+m ~ E O  J n,e  

VérnonWmtion du théohErne.- 

a)  s o i t  f une fonc t ion  de u ( E ) .  Posons = f O Xe e t  
?if ?# 

'J'k, e = f O Xe O Prk.  D'après  l ' hypo thèse ,  Y P ~  E P 0 , b m l  E N , Qm 2 E N , 
O 

C IV, vois inage  de e t  ]A(ml ,m2) t e l  que P(A(ml ,m2) t e l s  que ) < m  
O 1 

n 
3 r 

b )  Posons K = { l i m  - n i * c  [UA = P [ A ~ ( ~ ~  ,m2)] 
sm2) n+m k=i A (ml ¶m2) 

S o i t  Ph un sous-ensemble dénombrable p a r t o u t  dense de . On pose : 



d '  après l a  l o i  f o r t e  des grands nombres, (D) = 1 .  

c )  Fixons E > 0. 

La topologie f a i b l e  e s t  l a  plus f a i b l e  qui rende continue l ' a p p l i c a t i o n  : 

Par  conséquent, 0 E 0 ,  3 we voisinage de t e l  que, Vpe E We , 
O O 

(on a u r a i t  pu auss i  déduire ce qui  prgcfde de l ' h y p o t h è s ~  Fai te  si;r l a  f ami l l e  

de va r i ah les  a l é a t o i r e s  (x0)@ ) 

# 
d )  Prenoris w E D e t  iiO d @ - 9 '  . 
'de € 9 ,  o n a :  

< ~ / 6  e t  s c i t  K une majorant de l a  fonc t ion  f. prenons m de façon que - 
2 m 

2 
Prer~ons m de façon que : 

1 

d 'après  a ) ,  il e x i s t e  un voisinage de Pe t e l  que Q P ~  E Voo,  on a i t  : 
O 



1 1 
d' a u t r e  p a r t ,  B 

(01 n u k " A  1 (ml ,m2 ) I f o x e  ( % I I  +; LLEA 1 (ml ,q) o 
I f  O x, ((Ak)\ 

2K 
comm- f e s t  majorée p a r  wi nombre K y  B 6 - y LAC (, , 1 [!uk)] y de  p l u s ,  

( 0 )  n k= 1 1, 2 

* 
on a p r i s  : w E D. => 

1 E 
e n f i n ,  comme 1 < - < -  ' [A;~ m )  m 2 b K Y  

on a : 

1 ,  2 1 

En résiimé, il e x i s t e  N ( E )  e t  un vois inage  de P t e l s g u e  b n > N , ( c )  e t  
1 G 

* 
e )  prenons t o u j o u r s  w E D e t  Bo E 0 - @ ' 

Alors ,  'if6 E @ 

I E ( I J  - E(+e  11. 
O 

* 
Prenons p l u s  pa r t i cu l i è r emen t  8 E O'. Alor s ,  corne w E D y  

en d g f i n i t i v e ,  en prenant  n  M ~ X < N , ( E )  ; N ~ ( E ) )  e t  P E E V n Mo n ,, on 
n O C  O 

o b t i e n t  : 
1 In kC1 %:,e0 

f )  Conclusion : pour t o u t  8 de @ , D e s t  donc contenu dans I Ie .  

* 
g )  On en dédu i t  que : VU E. D , E Q , YL > 0, l u e  , vois inage  

O 



on u t i l i s e  pour c e l a  l e s  r é s u l t a t s  obtenus en b )  c )  d ) ,  e t  l ' i n g g a l i t é  : 

h) ,Tomme Pg e s t  compact, du recouvrement p a r  l ? s  vo is inages  

peut  e x t r a i r e  un recouvrement. f i n i  U , , . . , U i , . . . , U  e t  l e s  nombres correspoc-  
e  

dan t s  M l  ( c l ,  Mp(€) , .  . . , M .  ( E )  ,. . . ,M ( E ) .  Posons M = niax ( iq i ( c ) ) .  Alors  : 
1 e  ( E )  

* i 

Vw E D e t  Vn > M(E) 

Autrement d i  t , 

i )  e n f i n ,  prenons f E { g ,  ; g2 ; . . O  Bi ; . . .), l a  f a m i l l e  dénornbr.oAble 

d g f i n i z  p a r  l e  lemme ; pour t o u t  g r  
il e x i s t e  un ensemble D t e l  que u ( D ~ )  = 1 

03 

dr 
e t  Y E D~ (0:) - J g r  d ~ ~ l  = O ,  posons L I =  n D~ ; 

r= 1 
* 

on a encore v ( ~ )  = 1 e t  vu E D 

O 
Cutl.oBXaihe. - Comme P e s t  compa.ct, Vu E D, O 

Y 
l i m  sup p(P (a ; Po)  = O 
n+w ûç3 0 n , e  

Note : Cet t e  p r o p r i é t 6  é t a n t  d é m x ~ t r é e ,  il e s t  i n u t i l e  de s 'embxrssser  p l u s  long- - 
temps de l a  n o t a t i o n  uR peu lou rde  n é c e s s i t é e  p a r  n o t r e  schéma dlest;im.ati:.,n. I~orc- 

navant ,  nous noterons  P ( tu )  l a  p r o b a b i l i t g  P (w* )  e t  nous la cons id6rerons  
n,8 nyO 
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comme une var iable  a l é a t o i r e  d é f i n i e  s u r  un espace de p r o b a b i l i t é  ( R , A , x ) .  

Nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  d ' au t res  p robab i l i tgs  a l é a t o i r e s  que l a  

probabil i+,é e ~ p i r i q u e ,  e t  essayer  d 'appl iquer  l e s  r é s u l t a t s  obtenus & l ' é t u d e  de 

l a  Pa-uniformitg. E n  fa i t , ,  ce que nous avons en vue e s t  une norii 'n l$gGri-meni 

i i i f fgrente  : 

La C . X . S .  de Mr. J. Geffr~y pour ~ u ' u n e  c l a s s e  F de fonct ions  mer-il- 

rab le  3 bornées s o i t  PO -uniforme dÉpend uniquement des p r o b a b i l i t é s  . Cepen- 

dant ,  en s t a t i s t i q u e ,  ce qui nous importe, c ' e s t  que l a  condit ion : 

s o i t  v é r i f i é e  prgcisgment pour l a  rami l le  <if  e î t ima teurs  (Pn (u! ) . On peut  donc 

espérer  que c e t t e  condit ion s o i t  ?.rC,rifiée sous des hypothèses p l u s  f s i b l e s  que 

c c l i e s  du théorème I V .  

Dé&ni,fian v.- S o i t  un sous-ensemble de M(E). On d i t  que F e s t  une c l a s s e  - 
r r 

(D,PQ )-uniforme s i  : l i m  sup 1 f dPnY8 - I f  dPel = O pour t o u t e  famille de 
n-tm f c F  1 

s u i t e s  
('n. e ) t e l l e  que vn E ûV e t  v8 E @ , P E P e t  P  => P unif ( O 

n,e n ,  8 8  

Theahgrne X I I .  - S o i t  PQ un sous-ensemble compact de M(E) e t  un sous-ensemble 

M ( E )  ; une condit ion s u f f i s a n t e  pour que F s o i t  (D,Pg )-uniforme e s t  que 

2 )  YE > O ,  l i m  sup P{x : w ~ ( x , 6 )  > € 1  = O 
6+0 PCV f  

~ E F  

Ce théorème se démontre comme l e  théorème III. I l  ne présente  un avan- 

t a g e  que s i  C PO . dl au tan t  p lus  s i  D a  l a  puissance du dénombrable ; nous 

* 
a l l o n s  montrer l ' e x i s t e n c e  d 'un es t imateur  ( P n 3 e ( w ) ) ~  dont t o u t e s  l e s  probabi- 

l i t é s  appart iennent  à un sous-ensemble pa r tou t  dense de Pg . En p a r t i c u l i e r ,  

comme PB e s t  compact, on pourra  prendre un sous-ensemble dénombrable. 



Théonème XIII. - S o i t  Pe un sous-ensemble compact de M ( E )  e t  O un sous- 

ensemble pa r tou t  dense de PQ . I l  e x i s t e  un ensemble D E A t q  h(D) = 1 e t  

* 
une fami l l e  d 'es t imateurs  (pnYe(w))  t e l s  que : 

* 
2 )  Vw E D ,  ï i m  sup p (P (o) ; P o )  = 0 

n-tm 0 ~ c [ ; )  n,e 

Démonstration. 

( 1  1)  
On u t i l i s e  une const ruct ion  due à M. D.Bosq . 
S o i t  (Pn , ( w ) ) ~  l a  f ami l l e  de p r o b a b i l i t é s  empiriques d é f i n i e s  au 

théorème X I .  Posons P ( f i )  = {Pn ,e (o )  Io E R} C M(E). M(E) e s t  séparable,  on 
n,e 

peut donc recouvr i r  P (R) par  une i n f i n i t é  dénombrable de boules de rayon rn 
n , 0 

e t  on peut supposer que l i m  rn = 0. 
n+m 

e 
Appelons (Bi )ia c e t t e  s u i t e  de boules,  e t  posons 

n 

S o i t  y une s u i t e  de nombres p o s i t i f s  t e l s  que l i m  y n = O , e t  
n-+m 

P. une s u i t e  double d'éléments de O t e l s  que : 
1 ,n 

On d é f i n i t  P* de l a  facon suivante  : s o i t  o E R 3 i r N t e l  que 
nye 

P ( w )  E B. . parmi tous  l e s  B.  qui contiennent  P s o i t  B .  ce  l u i  
n,e 1 ,n 1 ,n n,  0 J >n  

e 
qui a l e  p l u s  p e t i t  indice .  On pose : P* n,e ( w )  = P .  . 

J > n  

O 
Nous a l l o n s  montrer que l 'ensemble "n , e => P 8 uni f  1 @ ) con t i en t  

l'évènement D t e l  que A ( D )  = 1 ,  d é f i n i  au théorème X I .  

DI après  ( b )  , il e x i s t e  E BB n p e ( ~ )  t e l l e  que 
j Y J," n 

de p l u s ,  O = P, => Ve E B , P ( P ~ , D )  = O comme P E B .  e t  pe E P , on 
n,  J >n O 

a ,  d ' ap rès  ( a ) ,  



=> sup p (P* 
; Pe 

I Y, + 2rn + a SUP P(P,,, i Pe) 
0 E 0 n,e e~ O 

=> {lim sup p (P* ; Po) = O} 3 {lim sup p ( ~  ; P o )  = O} 3 D 
n+- 060 . n,0 n+m 8 E O n,0 

* 
coh~&&e.-L'ensemble {P = > P A  unif] @ ) contient un évènement D tel que 

n,0 

Théotrème X 1 V . -  Soit E un espace métrique séparable et complet partout dense dans - ,. ,' 

lui-même ; Soit Pg un sous-ensemble compact de M ( E ) ,  tel que Pg = 6 Il 

existe une famille [P** (w)]Od'estimateurs à valeurs non atomiques tels que l'en- 
n,B 

semble {P** (w) => P unif 1 O } contienne l'évènement D de probabilité h (D) = 1. 
n, 8 e 

~gmonstration. 

L'ensemble des mesures non atomiques, A, est un G6 de M ( E )  , partout 
O 

dense dans M ( E ) ( ~ ) .  Il suffit alors de poser A 5 = D, et dfappliquer.le 

théorème précédent. 

Ce dernier théorème présente un estimateur pour lequel, intuitivement, 

la condition de (O - P@) -uniformité doit être plus facilement remplie. 



APPENDICE 

Une objection que l'on peut faire aux hypothèses du théorème XII est 

la suivante : peut-il exister une famille de v.a. X ayant les propriétés 
O 

requises ? Nous répondons à cette question dans le théorème XV. Soit (R,A,x) 

l'intervalle unité muni de la probabilitg uniforme. 

ThéohCrne X V . -  Soit E un espace Polonais et un sous-ensemble relativement 

compact de M ( E ) .  Il existe une famille de v.a. X = {Xe : 0 E O 1 définies 
O 

sur (S1 , A , h )  telles que 

1 ) v9 E @ , X@ est de loi 
Po 

2) V€IO E O, VE > 0, VE' > O 

IV, , voisinage de 
O Peo> 

3~ E A tel que X(AC) < E' et me E veo, vu E A, 

Rmatujue.- Il s'agit d'une généralisation du théorème de représentation. En effet, 

on peut en déduire que la v.a. XQ cst presque sûrement continue sur Po 

Démonstration. 

L'ensemble des trajectoires continues en un point quelconque €Io E @ 

peut s'écrire, si on utilise pour base de voisinages dans P les boules ouvertes 
O 

de centre go, pour la distance de Prokhorov : 

* 
il suffit donc de montrer que t/n E UV , 3nn tq A(nn) = 1 et 

A C {lim 
n s UP 

s+m s:p(0,f30)<s 



o r  s l < s l f = > {  sup d(x,(w);x, (u)) < il c 
0 :p  (8 ,80)<s11 O 

1 
il s u f f i t  donc de montrer que vs ,  3 ~ ~ , ~  C { sup d(xe(u);XO ( w ) )  < ;1 

0 : p ( 0  .eo)<s1 O 

e t  l i m  h ( A  ) = 1. 
s+O n,s.  

* 
En résumé, il s u f f i t  de montrer que : € 8  , vn E M  , Q E '  > O Y  

ce  qui découle immédiatement du théorème XV. 

~émons t r a t i on  du théorème XV. - 
On u t i l i s e  l e  lemme de M. J .  Geffroy d6montr6 dans l e s  pré l iminaires  7 ) ,  

en gardant l e s  mêmes nota t ions .  

1 )  on f i x e  E @ , E  > O , € '  > O.  

On considère l a  s u i t e  de p a r t i t i o n s  de F : ( ~ ~ ) ~ ~ ~ t  = ( { D ~ , ~  : k i ~ * } )  
* 

comme e s t  compact, e t  que l e s  Dmyk sont ouverts ,  pour t ou t  m E IN , 

k(m) E ' 
3k(m) t q  : in f  p8( U D ) > 1 - -  

m,k *m+ 1 0 k=l 

- - n E 
on pose D m =  u D e t  K E 1  Dm , on a in f  PB ( K ~ ,  ) > 1 - - 2 ; de plus ,  

k= 1 m,k m= 1 O E @  
# 

comme F e s t  complet, e t  que, v m  E lN , on peut  recouvrir  KE par un nombre f i n i  

1 
d' ensembles fermés de diamètre i n f é r i eu r  à --, K E l  e s t  compact. 

Alors, (J é t a n t  continue, e s t  uniformément continue "autour de1' K E 1 ,  

en ce sens que : g r  > 0,  3 a ( r )  t q  vx E KE , l ' o s c i l l a t i o n  de $ sur  l a  boule 

de centre  x e t  de rayon a ( € )  e s t  in fé r ieure  à E .  

1 
2 )  On cho i s i t  a l o r s  m de façon que - < a ( € ) ,  e t  on considgse l a  par- 

m 
* 

t i t i o n  
'Dm,k : k B B }. On pose M = 1 2  . k ( m  e t  Ml l e  sous-ensemble de 



M const i tué  par l e s  indices k  t e l s  que D r) K , # @. On appelle Ms l e  sous- m,k E 

ensemble de M const i tué  par l e s  indices k t e l s  que P e O ( ~ m , b  ) > O  e t  

MJ = M2 nM,. On a  : 

ffk E M2, on associe à D 
O0 O0 O 

un i n t e rva l l e  A = [akak-, ; [ , selon l a  cons- 
m,k m,k 

t r uc t i on  de M r .  J .  Geffroy. On suppose que ces i n t e rva l l e s  sont mis bout à bout,  

dans l1 ordre des k c ro i ssan ts ,  e t  que La borne in fé r ieure  du premier es t  0 .  

l e  p lus  p e t i t  de ces  i n t e rva l l e s .  On cho i s i t  e t  assez  So i t  Am, 

p e t i t  pour que ( ~ n  p a r t i c u l i e r ,  cela implique 

E '  
que E M~~ P80(Dm,k ) > S e ' ) .  On pose enf in  e" = 

4k (m) 
2 et 

3) l e s  D é tan t  à l a  f o i s  ouverts e t  fermgs sont de f ron t i è r e  vide,  
m,k - - 

donc -nulle. De plus ,  e s t  compact. Dl après l e  l e m e  du thgorème 1 , pour 

tout  k E M, 

on pose n = min r-i(k) e t  h = r n i n ( e / 2 ; n ) .  
k=l ... k(m) 

Alors, ut3 E @  e t  Vk E M, on a  : 

I 4) On considère l a  boule de cen t re  P e t  de rayon h : 



* s i  k E Ms ) > O ,  e t  d1 après 2 )  Y 

(Dm,k ' 

Par  conséquent, à Dm,k 
correspond auss i ,  dans l a  construction de 

8 8 [ t e l  que A ( A ~ , ~ )  = P ~ ( D ~ , ~ ) .  M . J .  Geffroy, 4 i n t e rva l l e  Am,k = % 

é tan t  d i s j o in t s ,  on a : A ( A )  = A(A 1. D'autre p a r t ,  fie E Be0,h 9 

kEM, k 

en e f f e t ,  comme l e s  i n t e rva l l e s  ( e t  A:,~) sont par  construction mis 
m , k  

bout à bout,  e t  que l a  borne i n f é r i eu re  du premier e s t  
0 ,  on a : 

I de même, on montre que a m,k > a  m,k - k(m) .e 



6 )  Enfin, posons 
- . S i  O E A e t  Pe B V, , j k  E Mg 

'0, - *û0,h O 

I O 8 
t e l  que w E A 

e t  w B Am,k . Par  construction,  on a donc : 
m,k 

) * sont des s u i t e s  de p a r t i t i o n s  dont chacune e s t  un raff ine-  Comme l e s  ( D , , ~  nd 

ment de la précédente, Ve > rn, on a : 

O X e  (u) E D 
O 

e t  Y ( w )  
m,k R 

l e s  ensembles é t an t  fermés , on en déduit  que 

comme k B M~ c M,, D ~ , ~  n Kh # 6 => 3~ E K t  t e l  que DmSk s o i t  inc lus  dans E 

1 

l a  boule de centre  y e t  de rayon ' m 



C U & U ~ & ~  1.- Si  on suppose que 6 e s t  compact, on peut en déduire une ~ r o p r i é t é  

~<E,E'> O 3h > O e t  A E A t q  A(AC)  < E '  e t  plus fo r te  pour Xe  . 
p l  ,Peu E Pg t q  p ( ~ e ,  , P , ~ ~ )  < h, VU E A,  d(Xel ( w )  i xett( 1)  < E 

~émons t ra t ion .  E.E' f ixés  

So i t  (P, ) * une s u i t e  partout  dense de PB . 
n n&H 

l e s  boules ouvertes B, hn recouvrent l e  compact p~ . Par  conséquent, il e x i s t e  
n,- 

2 

l h > O t q  VP, E Pg 3 Be ,h s o i t  contenu dans au moins une boule B 'n'ln 2 ' 

ConoU&e 11.- X@ e s t  une fonction a l éa to i r e  à t r a j e c t o i r e s  presque sûrement 

uniformément continues sur  l e  compact Pg 
l 

Démonstration. 

L'ensemble des t r a j e c t o i r e s  continues e s t ,  p d s q u e  
e s t  compact, 

l'ensemble des t r a j e c t o i r e s  uniformément continues : 

{ l i n  sup d (xe1  ; x,") = 0)  = 
s+O e l , e "  

p(8' ,e l ' )<s  

n l i m  1 
d(xe,  i x e " ) < n '   EN* {s+o P ( 0  f ,el ' )<s 



1 
A~ c {lim  SU^ d(xe l ; xe1t) < 

s a  p ( e l  ,elo<s 

1 
$ 1  < => { sup d(xe ,  i Xei t )  < }C { SUP d(x,, ; xet1) o r ,  p ( 8 '  ,@")<s" p ( e '  , e " )<s l  

a 

il s u f f i t  donc de montrer que : 

1 
d (xe l  ; X ~ I I )  < ;} 9 e t  i i m  A(An ) = 1 vs, 3 ~ ~ , ~  c SUP 

3s 

p ( 8 '  ,8 ' ) < s  
s+O 

En résumé, on d o i t  montrer que : 

C 

f 
vn E N , t(rt > 0 9  3s > O et A 

tel que < et 
n ,s  

1 

A C I   SU^ d(xe1 i xew) <;} 
n ,  s p ( e 1  , e n ) < s  

ce qui découle iinmiédi atement du co ro l l a i r e  1. 
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