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UN M3DELE DE DECISION 

MüLTICRITERE : 

S O P H O C L E  
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1 - Le processus de prise de décision. 

1-1 Définition 

L'entreprise est un ensemble de centres des décisions et d'actions 

en inter-relations. 

La Gestion scientifique ou le contrôle optimal de ce système 

nécessite l'analyse du processus de prise de décision. Ce dernier 

concept est aujourd'hui devenu fondamental. 

Sur la base d'une analyse d'informations, le processus de déci- 

sion consiste pour le décideur ayant généré et évalué des possi- 

bilités d'actions, à sélectionner la plus "satisfaisante" grâce 

à certains critères, cette opportunité satisfaisante lui permettant 

de réaliser un objectif donné par une action compatible avec ses 

moyens. (21.a ) 

De nombreux auteurs ont traité le sujet : 

FISHBURN, P.C. { 28) , OFSTAD, H. ( 50) , CHURCH-MAN, C.W. { 16 1 ,  

EILON, S { 27 1 ,  DRUCKER, P { 25) , ou SIMON, H.A. { 63 1 entre 

!autres. üne analyse complète du processus décisionnel est présentée 

en { 21.a 1 .  

1-2 La   ri se de décision avec critères multi~les. 

L'évaluation des possibilités d'actions et la sélection de la 

meilleure opportunité peuvent s'opérer à partir de plusieurs critères: 

c'est la décision muiti-critère. 

L'élaboration d'une politique générale ou financière, le choix 

et le financement des investissements pour une firme, la planifica- 

tion sont des domaines désormais classiques où s'applique le choix 

multi-critère. Quel que soit le domaine touché, la synthèse de 

points de vue multiples, souventlcomplexes et hétérogènes1 (56.c 1, 



0.4 

pose des problèmes considérables e t  dél icats .  i 21.a). 

Aucune méthode n ' a  permis jusqu'ici de résoudre de façon sa t i s -  

faisante l e  problème de l 'agrégation multi-critère (18.b). Dans 

tous les  cas, une p a r t  a rb i t r a i r e  doi t  ê t r e  introduite.  La seule ~ 
approche r éa l i s t e  consiste a lors  à préciser  ce t t e  ' p a r t  d 'a rb i t ra i re"  

introduite" en démultipliant l e  nombre d'hypothèses. I l  res te  

ensuite à t e s t e r  l e s  hypothèses posées. 

I I  - LES MJDELES DE DECISION MLJLTICRITERE 

11-1 Rappels 

Divers ouvrages ont ten té  de f a i r e  une synthèse des méthodes de 

décision mult icr i tère  . (8 ou 5 6 . ~ 1 -  

Nous nous contenterons de rappeler l e s  travaux de A. C H A M S  e t  

W.W.Cooper (14) ou ceux de R.J .  Niehaus e t  A. Stedry {15). Leurs 

modèles de "goal-programming" peuvent ê t r e  u t i l i s é s  en decision 

multi-critère (56.c) e t  certaines de leurs  analyses présentent 

un intérêt  v is  à v i s  de SOPHOCLE. 

11-2 Analyse c r i t ique  des méthodes. 

Certains modèles u t i l i s e n t  une fonction "d 'ut i l i té1 '  agrégeant 

l e s  c r i t è re s  de décision en un c r i t è re  unique. De nombreuses c r i t i -  

ques ont é t é  f a i t e s  sur c e t t e  approche. I 4 2 ,  53, 56) . En f a i t ,  

l ' u t i l i s a t i o n  d'une fonction unique amène un décideur à appréhen- 

der  e t  t r a i t e r  simultanément plusieurs points de vue hétérogènes. 

Cela n ' e s t  pas r é a l i s t e ,  c a r  ce t te  tâche devient t r è s  complexe au 

delà de t r o i s  c r i t è r e s  e t  ne peut t raduire  l e s  procédures r ée l l e s  

u t i l i s ées  par l e  décideur. 

Aussi, l e s  modèles de type i t é r a t i f  semblent préférables : une 

défini t ion progressive des préférences e s t  effectuée par une s é r i e  



d1 agrégations partielles . 
Ce type d' approche procédant par agrégations partielles, met 

bien en évidence le problème clé de l'analyse multi-critère, qui 

est d'unir, finalement, deux critères et deux seulement. Ce rappel 

devrait permettre d'éviter toute sophistication dans l'élaboration 

de mdèles. 

Deux principes par ailleurs restent toujours valables. Il 

semble important de ne pas masquer les hypothèses de travail sur 

lesquelles sont basées les algorithmes. Il apparaît comme essentiel 

de ne pas supposer le problème résolu à une étape intermédiaire 

quelconque du processus d'agrégation. 

III - UN MIDELE D'AGREGATION DYNAMIQUE : SOPHOCLE. 

111-1 Approche théorique. 

Lors d'une décision multi-crit5re, chacun des critères donne 

un classement des opportunités, rangeant celles-ci par préférence - 
(hypothèse initiale) . 

Les classements n'étant pas identiques, le décideur se trouve 

face à une situation bloquée au moment du choix. Les divergences 

qui apparaissent entre les classements peuvent être interprétés 

comme des conflits d'opinions entre les critères de jugement. 

Pour qu'il y ait décision, il est nécessaire que le décideur use 

d'un compromis entre les jugements : c'est à cette condition qu'il 

peut faire évoluer le contexte du choix conflictuel vers un accord 

entre les critères. 

Le processus de prise de décision multi-critère doit donc 

être appréhendé comme une négociation compétitive entre les critères 

menge par le décideur. Cette négociation permet d'aboutir à la 

synthèse des divers classements et au choix final. 



Nous aborderons ce processus d'agrégation multi-critère par l a  

simulation d'une négociation entre  b b  négociateurs représentant 

les  hb cr i tè res .  

Cette approche du processus de pr ise  de décision multi-critère 

en termes de négociation n 'es t  pas en désaccord avec l e s  travaux 

les  plus récents sur l e  comportement (63.a.) 

111-2 Remarques sur  ce mode d'approche. 

Ce type d'analyse conduit à distinguer t r o i s  grands nndules 

dans l e  traitement du processus d'agrégation. 

Le premier aboutit à l a  détermination des "poids" e t  des 

"pouvoirs de décision'' de chaque c r i t è re .  Ce module se  s i t u e  dans 

l e  cadre de l a  théorie de l a  décision. 

Le second déf in i t  l e  'pouvoir de décision" de plusieurs c r i t è re s  

ayant é t é  agrégés par l e  décideur. Ce module de t rans i t ion  se  s i tue  

entre l a  théorie de l a  décision e t  l a  théorie des jeux. 

Le troisième permet de savoir quels c r i t è re s  seront agrégés e t  

comment grâce à des algorithmes de simulations modélisant des 

négociations entre  joueurs. La théorie des jeux s e r t  de cadre 

d'étude à ce module 



S O P H O C L E  

PREMIER M3DULE 

Algorithmes préliminaires 

Chapitre 1 à V. 



I - LE CHOIX MULTI-CRITERE : APPROCHE INITIALE. 

1-1 Définition du problème. 

Soit A un ensemble de No actions réalisables aj ou opportunités. 

(j = 1, No). 

Soit C un ensemble de Mo critères Ci ou point de vue . 
(i = 1, Mo). 

Un critère sur un ensemble A établit une relation quelconque 

entre les éléments aj de cet ensemble. { 8 1 .  

Soit e l'ensemble des critères utilisables sur A. ûn a C c (3. 

Muni de Mo critères d'appréciation, comment choisir l'opportuni- 

té aj la plus satisfaisante ? Ce choix implique une agrégation des 

critères : 

La décision multicritère est une application de @O dans e. 

1-2 Matrice de performances. 

Supposons que chaque critère Ci permette de définir une applica- 

tion de A dansR. 

L'échelle de mesure attachée à Ci établit sur A une structure 

cardinale Si. 

Chaque critère Ci évalue les No éléments a j ; son ensemble 

d'appréciations est donc : 

Xi] G est appelé le score de a- J pour le critère Ci. 

Chaque élément a est évalué selon les Mo critères ; son ensemble 
j 



de scores es t  donc : 

L'évaluation des No opportunités selon les  Mo cri tères 

fournit une matrice de scores ou performances X (Mo, No). 

I 

I I  - MATRICE DE CLASSEMENTS 

11-1 Définition du ~roblème. 

A par t i r  de chaque structure cardinale Si,  il es t  possible 

d 'établir  une structure ordinale S1 i .  

Pour cela, il su f f i t  de définir pour chaque cri tère C i  une 
II ,i 

relation de préférence R i  qui permet d'ordonner l es  No opportunités 

a j  à par t i r  de leurs scores respectifs : 

xij ( j  = 1 ,  NO). 

La matrice de performances X ( M ~ D ,  No) mène à l a  construction 

d'une matrice de classements : 

Y ( Mo, No). 

Déterminons cet ordre de préférence pour l e  cr i tère  C i .  Nom 

disposons de No scores : 

2 X i  l ,  X i  ,. . . , X i  j ,. . . , X i  NO . 
La préférence que l e  décideur attache à chaque score ~ i j  dépend 

de l a  distance que ce dernier é tab l i t  entre l a  performance x i j  e t  

une performance idéale X i  * i  valeur optimale pour l e  cri tère C i .  

Soit d i  ( ~ i j ,  Xi*) ce t te  distance. 

Les préférences du décideur selon l e  cr i tère  C i  seront définies 

par l a  relation : 

a j  $ i ak -di ( x ~ J ,  Xi') $ 1  d i  (xi' , xi> O 
ce qui signifie a j  préféré ou équivalent à ak selon l e  cr i tère  C i .  



11-2 Choix d'une distance di e t  relation de préférence. 

Quel type de fonction retenir ? 

Les cri tères de décision Ci u t i l i sés  seront t e l s  que les  scores 

qui y sont afférents ont pour valeur optimale leur borne supérieure: 

Dans ces conditions, nous choisirons des fonctions d i  strictement ~ 
j monotones, fonctions. décroissantes de Xi . 

Presque tous les auteurs choisissent des distances ayant cet te  

propriété de monotonie s t r ic te .  

Ainsi il vient : 

d'où 

a j  R i a k  xij 2 x i k 

Ce qui s ighif ie a j  préféré ou équivalent à ak selon l e  cr i tère  C i .  

Ce choix e s t  jus t i f ié  par une adaptation des travaux de A. Charnes 

e t  W.W. Cooper [14], de B.P. Collomb 1191 sur l e  "goal-programming" 

Le "goal-prograxming" consiste en effe t  à minimiser, sous certaines 

contraintes, l a  distance qui existe entre un vecteur dbb jec t i f s  G 

e t  un vecteur de performances X. Les types de distance proposés par 

Charnes e t  Cooper intéressent l a  décision multicritère, à condition 

de remplacer G par l'ensemble des valeurs : 

x i * ,  ( i  = 1,Mo). 1 5 6 . ~ 1  

11-3 Définition e t  interprétation d'un classement. 

Un classement e s t  une application de A dans N + . Plusieurs 

modes de classement sont possibles L 39, 56.c, 57, 81 . Celui que 

nous retiendrons dans SOPHOCLE e s t  l e  classement lfinverçell. 



Soit aj & A e t  xiJ ,  son score selon C i .  

Soit J l'ensemble des éléments a k € ~  . 
vérif iant  : 

xik < xij 

On notc IJI l e  cardinal de l'ensemble J. 

Le rang de classement de a j  selon Ci sera donné par y i j ,  t e l  que : 

vj ,  a i  (j xij =p yij  = \ J I  + 1 O 

Ce qui s igni f ie  qu'on préfère strictement a3 à 1 Jléléments de A.  

Cette application de A dans 04'+ déf in i t  un préordre complet sur A : 

Exemple 

Fig. 1 



Le sens de variation de ces rangs de classement "inverse" es t  ainsi  

l e  même que celui des performances. I l  sera identique aussi au sens 

de variation des poids des cri tères.  

I I I  - POIDS DES CRITERES DE PERFORMWCES. 

111-1 Définitions. 

Les poids traduisent' 1' importance relative que l e  décideur accor- 

de aux critères. 

On retrouve dans ces poids deux types de pondérations bien 

distincts.  

Pour chaque cr i tère  C i ,  on peut définir un poids intrinsèque POi 

qui traduit l'importance relative du cr i tère  Ci par rapport aux 

autres critères. Cette attribution es t  indépendante des scores xi' 
r e la t i f s  à ce cr i tère  C i  e t  donne un poids d'autant plus élevé que 

le  cr i tère  es t  inyortant. 

Exemple. 

Fig. 2 

Le décideur estime i c i  que les  cri tères Cl e t  C4 ont l a  même impor- 

tance e t  que C2  e s t  moins important que Ci ou Cd. 



Le second type de pondération permet de définir un poids extrinsèque 

FQij qui dépend des scores xij observés. Ce poids t i en t  compte 

de l'importance variable que l e  décideur accorde au cr i tère  suivant 

l e  score qu ' i l  considère. 

111-2 Poids extrinsèques : calcul. 

a) Apports du llgoal-programmingl' 

Pour é tab l i r  des préférences e t  classer différentes possibilités 

d'actions, l e  "goal-programming" défini t  des distances d i  entre l e s  

performances Xi des actions possibles e t  les  objectifs souhaités : 

* X i  . [cf. chapitre 11-2 1 
Les types de déviations di introduits par B. Collomb [19] , 

dans sa  formulation du "goal interval programming" montrent que l a  

distance d'une performance Xi à une valeur optimale xi" , n'est pas 

directement proportionnelle à 1 'écart brut 1 X i  - xix 1 . I l  y a 

l ieu  de pondérer cet écart par des coefficients de déviations 

d'une part ,  que l'approche so i t  l inéaire ou non, par des exposants 

d' autre part ,  dans 1 ' approche non linéaire. 

Dans ces conditions, il vient : 



A l ' écar t  brut xij - Xi* , on substitue une notion de distance 

subjective. Plus précisément, pour é tab l i r  ses préférences à par t i r  

de cet te  distance, l e  décideur surévalue l 'écart  brut dans l e s  zones 

extrèmes de l 'échelle de performances. 

En d'autres termes, cela signifie que l e  décideur n'accorde pas 
' 

dans son évaluation des préférences une importance constante au 

cr i tère  qu ' i l  considère : cette importance dépend de l a  zone où se 

trouve l a  performance jugée. 

L'interprétation de l a  concavité des fonctions d i  présente un 

intérêt  pour l a  détermination des poids extrinsèques des différents 

cri tères u t i l i sés .  

b) Nature des POij 

Définissons les  poids extrinsèques  PO^^ en adaptant l es  conclu- 

sions précédentes. 

La forme générale de l a  courbe traduisant l'importance d'un 

cr i tère  en fonction des scores es t  : 

Irportance du 
c r i t è r e  C i  

L i 
I P - 

Xi scores xi 

Fig. 3 



Les valeurs de Xi e t  Pi sont Zi choisir simultankmit : Xi est l a  

valeur Zi par t i r  de laquelle l'importance du cr i tère  C i  varie suivant 

l e  score considéré. 
- 

Nous poserons Pi = Foi 

Ti es t  l a  valeur pour laquelle l e  cr i tère  a son poids intrinsèque FOi 

Précisons . 
- -*  Le goal-progrming suggère X i  = X i  . Nous ne prendrons pas ce t te  

valeur, car dans sa définition des préférences, l e  décideur use plus 

d'une comparaison entre l es  No scores que d'une référence à une 

valeur optimale xiu. 
C'est donc plus à par t i r  d'une valeur myenne des No scores considé- 

rés que l e  décideur f a i t  varier le. poids du cr i tère  Ci. 

Xi sera un indice de tendance centrale. 

Deux indices sont possibles : moyenne arithmétique e t  médian. 

Le médian es t  l e  terme qui, dans une série établie par ordre de 

grandeurs, occupe l a  position centrale. Ce dernier peut sembler 

plus rationnel pour l 'a t t r ibution d'un seuil,  car il traduit mieux 

une tendance centrale simplement ordinale. 

Reconsidérons l a  courbe précédente. Fig. 3 . Cette courbe a é t é  [ 1 
tracée par analogie avec les  courbes di données par A. Charnes e t  

W. Cooper 19 . Mais ces derniers tenaient compte de l 'écart  absolu 

1 xij - xi* 1 par rapport à xi* qui es t  un optimal. 

O r ,  nous voulons tenir  compte de 1 'écart algébrique (yi)- %) 
par rapport à % qui es t  une moyenne. 

Pour xiJ>% , l1 importance du cri tère croît  avec Xi e t  les  préfgrences 

correspondantes du décideur aussi : l e s  valeurs du poids extrinsèque 

seront donc croissantes. 

Pour x i j < 5 ,  1 ' importance du cr i tère  - croî t  quand xij s 'éloigne 
- 

de X i  ; mais l es  préférences correspondantes décroissent dans l e s  

mêmes conditions. Les mesures des préférences étant décroissantes, 



les valeurs du poids extrinsèque seront dans ce cas décroissantes. 

Le poids extrinsèque sera une fonction croissante de xi]. 
La détermination des indices de préférences abordée au chapitre IV 

f in i ra  de jus t i f ier  l e s  sens de variation des courbes de poids. 

c) Calcul. 

Soit C i  un cr i tère  de poids intrinsèque POi. 

Soient No scores xij ( j  = 1 ,  No) mesurés par ce cri tère.  

Soit bEDXi  un indice de tendance centrale de ces No scores (fidian 

ou moyenne) . 
Soient SUPi e t  INFi l e s  valeurs maximales e t  minimales que puissent 

prendre les scores xiJ. 

Soient A i  = (SUPi - MEDXi), AiER 

B i  = (MEDXi - INFi) , Bi€R 

D i  = SUPi { A i ,  B i )  , Di€@ 

Qi e t  e i  deux constantes, Qi€R+et e.i IN+ 

Dans ces conditions, on définit  POij comme su i t  : 

a) s i  e i  es t  impair : 

B) si  e i  es t  pair  : 

- pour xij > MEDXi -4 m = 2 

- pour x i  < D i  m = 1 



Dans ces deux cas ( a ,B ), l e  coefficient Di a été choisi de 

façon à ''nomer" l e  second facteur de IQij. En effet ,  dans ces 

conditions : 

111-3 Synthèse. 

Les poids d'un cr i tère ,  Plij ,  sont fonction de F'Oi e t   PO^^. 
Par définition, on prendra : 

-Si e i  es t  impair : [ ( xijDi ~ D X ~ J !  pliJ = Pûi + mi j  = mi 1 + qi 

INF i 
- 
X i  

Fig. 4 



- s i  ei  e s t  pa i r  : 

I l l 
l I - 

I N F  ; X i  SUPi 

Le choix de Q i  e t  e i  permet au décideur de t r ava i l l e r  avec une 

in f in i t é  de jeux de poids Pl iJ . 
La connaissance de l'ordonnée P l  i j  (SUPi) e t  de l a  dérivée 

a l  i j  (SUP~) /dXiJ , ou Pl  iJ (INFi) e t  dPl i j  ( INF~)  /dxij , suffisent 

à l a  détermination de Q i  e t  e i .  

Soit : f (  xiJ) = Q i  ( xij -MEDXi ) e i  

Si  D i  = (SUPi - ï'EDXi) par exemple, on a bien : 

f(SUPi) = Qi qu'on choisi t  e t  

d f (SUPi) Qi x e i  
- - D i  df(SUPi) 

d'où e; = - x 



I V  -.INDICE DE TENDANCEDOMINANTE 

Suivant les  notations habituelles,  soient : 

Xi = [ X -  1 ~ ~ 2 , .  . . , xi j , .  . . , X i  1 '  

des scores e t  l e s  rangs de classements correspondants selon Ci - 

Ssient P l i  = (pl i1  ,. . . , ~l iJ , . . . , pl iNo 3 l e s  poids de C i  respecti- 

vement à chaque xiJ. 

Soit PY;j = P l i j x y i j  

Pour chaqur opportunité a j ,  on déf in i t  : 

O 

On pose : 

appelévecteur "indice de tendance dominante". 

D'autres types d'indices peuvent ê t r e  déf inis  pour s e r v i r  d'indica- 

teurs de préférence globale .[ 81 NOUS retiendrons ce vecteur S, prove- 

riant d'une procédure appelée "pseudo-scrutin irlandais.  [391 
V - POUVOIRS DE DECISION DES CRITERES 

Nous définissons une nouvelle variable : l e  pouvoir de décision 

des c r i t è re s .  Ce pouvoir de décision t radui t  l'importance re la t ive  

du rô le  joué par chaque c r i t è r e  dans l 'obtention de l a  solution 

f ina le  : c ' e s t  un indicateur discrimant l a  contribution ou l a  

par t ic ipat ion de chaque c r i t è r e  dans l 'agrégation. 

Diverses formes de pouvoirs P2i sont possibles pour Ci. 



V-1 Pouvoir de contribution ou de corrélation. 

C'est une première forme possible pour l 'expression de P2i 

a) Taux de contribution ou de corrélation. 

Eh premier l i eu ,  établissons dans quelle mesure exacte l e  c r i t è r e  

C i  contribue à déf in i r  l a  tendance dominante S = ( s l , .  . . ,Sj , .  .sNo) 

@. Son taux de contribution e s t  précisé par l a  corrélation R i  

qui ex is te  entre  son classement de préférence global PYi O e t  

l a  tendance dominante S. @ . 
Plusieurs types de coefficients permettent de mesurer l a  "proximité" 

de ces deux jugements. 

Nous retiendrons pour cela des coefficients de corrélation. Leurs 

expressions e t  les  t e s t s  de s ignif icat ion correspondant dans l e  

cas aléatoire ,  sont présentés par  S. Siegle [61] : coefficient 

de Bravais-Pearson, R, coefficient de corrélation par rang de 

Spearman , ", e t  de Kendall, f 
Ces indices de corrélation sont habituellement u t i l i s é s  pour 

mesurer des dépendances s ta t i s t iques  entre  deux vecteurs X e t  Y. 

Dans SOPHOCLE, nous n 'u t i l i se rons  pas ces coefficients dans un 

t e s t  de s ignif icat ion.  Nous précisons seulement e t  comparons, grâce 

à eux, les  l ia isons e t  proximités re la t ives  qui exis tent  entre l e s  

L'espression l a  plus générale de ces coefficients de corrélation 

e s t  donnée par l e  coefficient de Pearson dans M.G. Kendall par 

exemple [38 a]. 
No No -- 1 t pi i j  X ~ i j  = 1 pyij 

Soient : PYi = -- - 
No j= l  No j= l  



Alors l e  coefficient de corrélation Ri l i a n t  l e s  préférences du 

c r i t è re  Ci aux indices de tendance dominante Sj e s t  donné par : 

Nous choisissons ce coefficient de corrélation car  il e s t  l e  plus 

s ign i f i ca t i f .  Il s'exprime en e f f e t  à p a r t i r  d'un produit sca la i re  

e t  représente l e  cosinus des deux vecteurs "écarts à l a  moyenne" de 
- 

conposnntes ( P Y ~ ~  - n i )  e t  (sJ - S). 

Une simplification de l 'expression @ permet d 'aboutir  à : 

Le coefficient de corrélat ion par  rangs de Spearman, P, e t  celui  

de Kendall, (4, qui l u i  e s t  préférable, peuvent ê t r e  u t i l i s é s  

quand l e s  vecteurs X e t  Y sont des vecteurs de :classements e t  

d'indices de posit ion, ou q u ' i l s  sont interprétés  comme t e l s .  

On trouvera leurs déf ini t ions,  usages e t  calculs dans : 



b) Pouvoir de contribution 

Le poids spécifique d'un c r i t è r e  POi ne joue dans une décision 

multicritère que dans l a  mesure exacte où il contribue à déf in i r  

une tendance dominante. Cette mesure contribue à déf in i r  l e  

"poids réel" du c r i t è r e .  

Ainsi, nous définissons l e  ''pouvoir de décision" PZi de chaque 

c r i t è r e  Ci par l 'expression : 

V-2 Pouvoir de part ic ipat ion ou de concordance. 

Cette deuxième forme du pouvoir de décision P2i indique l a  

par t ic ipat ion de chaque c r i t è r e  C i  dans l a  déf ini t ion de l a  cohérence 

des classements Y i .  

Considérons l a  matrice des classements 
yij . 3 

a) Taux de concordance de Kendall. 

Le degré de cohésion qui ex is te  entre l e s  &Io jugements Y i  (i=l,Mo) 

peut ê t r e  précisé par l e  coefficient de concordance W de Kendall 

blo . 
s j  = X y i J  ( j=1,  No) 

Mo = nombre de c r i t è re s  

No = nombre d'opportunités 



1 /12 Mo2  NO^ - No) = somme s m  maximale possible des déviations 

élevées au carré ,  

cad. = somme s obtenue dans l e  cas d'un accord par fa i t .  

Cette formule doi t  ê t r e  modifiée s '  il exis te  des exaequos 1611 . 

b) Pouvoir de participation. 

Sc i t  W i  l e  coefficient de concordance précisant l e  degré de cohésion 

qui ex i s t e ra i t  entre l e s  (Mo-1) jugements restant s i  l e  c r i t è r e  

C i  n ' ex i s t a i t  pas. 

ûn peut déf in i r  un pouvoir de décision du c r i t è r e  C i  comme s u i t  : 

Ce pouvoir peut traduire l e  poids r ée l  du c r i t è r e  C i ,  compte-tenu 

de sa p a ~ t i c i p a t i o n  dans l a  déf ini t ion de l a  cohérence des classe- 

ments Y i .  

Le calcul d'un coefficient de concordance à p a r t i r  de l a  matrice 

des classements pondérés PY e s t  possible. Cette adaptation o f f r i -  

r a i t  une nouvelle forme pour P2i. 

V-3 Choix d'une expression de P 2 i .  

On pourrait  déf inir  un pouvoir de décision sans f a i r e  appel 

à des indices de tendance dominante, en u t i l i s a n t  par exemple, 

l e s  "coefficients de corrélation p a r t i e l l e  par rang" [61.] 

Toute déf ini t ion de PZi e s t  possible e t  ce choix e s t  l e  problème 

de l ' u t i l i s a t e u r  de SOPHOCLE. L'important e s t  de dégager avec 

précision l a  s ignif icat ion qu'on peut attacher à l 'expression formelle 

du pouvoir P 2 i .  



S O P H O C L E  

Algorithmes de Transition 

Chapitres VI et X. 



VI - DECISION MLLTICRITERE ET THEORIE DES JEUX. 

VI-1 Transition. 

Le processus de décision mult icr i tère  retenu e s t  déf ini  par  l a  

simulation d'une négociation compétitive entre Mo négociateurs 

représentant l e s  Mo cr i tè res .  [ chap . III] 

L'agrégatiofi' des Mo c r i t è re s  correspond alors à des formations - de 

coalit ions entre  négociateurs. 

VI-2 Caractérisation des négociateurs. 

Le poids d'un c r i t è re  devient l e  nombre de voix dont un négocia- 

teur peut disposer dans l a  négociation pour f a i r e  prévaloir son 

classement de préférence : il tradui t  l e  poids d'un négociateur. 

Le classement de préférence yij  représente l 'opinion du négociateur C i .  

Le négociateur C i ,  ayant PliJ voix à propos du score xiJ q u ' i l  

classe au rang YiJ , l e  nombre : 

indique l e  nombre t o t a l  d'éléments auxquels l e  score xij e s t  préféré - 
par C i .  

VI-3 Uti l isat ion de l ' ind ice  de tendance dominante. 

L'indice S précise l a  tendance dominante du groupe des négocia- 

teurs.  Cet indice permet au négociateur Ci de s i tue r  son opinion PYi 

par rapport à l'ensemble des points de vue du groupe. 

Remarque : 

La tendance dominante "é tab l i t  entre l e s  opportunités a i ,  une préfé- 

rence représentée par l 'o rdre  croissant de ces totaux SJ " L3 93 



S n ' e s t  u t i l i s é  que comme indicateur, car  il n'y a aucune raison 

pour que les  négociateurs acceptent une application brutale de ce 

mode de formation de coalit ion. 

VI-4 Uti l isat ion des pouvoirs de décision. 

Les pouvoirs de décision des c r i t è re s  correspondent aux gains 

des négociateurs. Chaque négociateur, cherche à marchander ses gains 

pour réussir  à se coal iser  avec d'autres négociateurs. 

VI-5 Table de correspondance entre concepts. 

Décision multicritère Négociation compétitive 

Cri tères  C i  

Agrégation de c r i t è re s  

Poids du c r i t è r e  C i  

VII-1 Approche du problème. 

Toute procédure de négociation doit  ê t r e  déf inie  par des hypo- 

Négociateurs C i  

Format ion de coal i t ions 

Poids du négociateur C i  (nbre de 
voix) . 

Classement Y i  du c r i t è r e  C i  

Pouvoir de décision P 2 i  de C i  

thèses acceptées par l e  décideur. 

Opinion du négociateur C i  

Gain P 2 i  du négociateur C i  

Les hypothèses de t r ava i l  .que nous introduirons sont en majorité 

des constatàtions f a i t e s  dans des expériences r ée l l e s  sur l e s  jeux 

B M personnes. Ces expériences ont é t é  f a i t e s  par  KALISH, NASH, 

MILNOR e t  LERING.Le b i lan  de leurs  travaux e s t  exposé par  R. DAVAL 23a C 1 



Ces expériences visaient à éclairer la théorie des jeux à N personnes 
et de vérifier si les traités théoriques de Von Neuman. et Morgenstern 

[PB] correspondent à des attitudes pratiques qui se rencontrent dans 

l'expérience. Ces expérimentations permirent d'étudier les négocia- 

tions, le marchandage et la formation de coalitions. 

Les conclusions de cette étude nous ont servi à formaliser une 

procédure de négociation entre joueurs. 

VII- 2 Hypothèses de base 

Une coalition est un groupe de joueurs "adoptant une manière 

de jouer concertée entre eux" [ 23a] . 
Cette coalition défend dans la négociation la même opinion. 

a) Objectif des négociateurs. 

Si l'objectif du négociateur est "maximiser son gain certain", 

on constate que les coalitions formées sont celles à très fort gain, 

ilmème si un négociateur qui en fait partie y trouve moins d'avantages 

personnels que dans une autre coalition qui aurait un gain plus 

faible". 

Le critère de décision réel est donc : 

"blaximiser le gain de la coalition à laquelle on peut appartenir". 

Sous l'empire de cette motivation unique, chaque négociateur cherche 

2 optimiser, sous certaines contraintes, les formations possibles 

de coalitions. 

b) Les contraintes des négociateurs. 

b-1) Le mode de calcul du gain de chaque négociateur et de chaque 

coalition est imposé au départ par le décideur. 

b-2) Les coalitions formées unissent deux négociateurs exactement. 



Le partage du gain se  f a i t  équitablement entre deux négociateurs. 

b-3) Par l a  su i te ,  il n 'y  a pas (ou t r è s  peu) de marchandage entre 

un négociateur e t  un groupe coal isé  déjà formé. 

Une coal i t ion peut a u s i  exiger davantage des négociateurs qui veulent 

y adhérer (partage non équitable).  

V I I I - 1  Gain des coal i t ions formées. 

Lorsque deux négociateurs Ck e t  C l  décident de se coal iser ,  

l a  coal i t ion qu ' i l s  forment acquiert un cer tain gain. 

Ce gain e s t  défini par  une "fonction caractéristique" à p a r t i r  

du poids que possèdent les  deux négociateurs réunis e t  de l'opinion 

comme q u ' i l s  adoptent. 

Le gain de Ck e t  C l  coalisés dépend aussi  de l a  posit ion que l e s  

négociateurs adverses prennent dans l a  négociation e t  plus précisé- 

ment des coalit ions formées dans l e  sous-ensemble complément de 

(Ck J C d  par rapport à C ,  s o i t  ql . 

La négociation e s t  marquée par  plusieurs phases t qui chacunes 

voient au moins l a  formation d'une coalit ion. Son processus peut 

ê t r e  formalisé suivant un modèle dynamique traduisant l lévolution 

du systèr,ie de négociation. 

V I I I - 2  Processus 

Soi t  Ct l'ensemble des Mt négociateurs en présence, en f i n  de 

phase t ou en début de phase ( t  + 1)  

(ces négociateurs sont s o i t  des négociateurs i so lés ,  s o i t  des groupes 

de négociateurs précédemment coalisés.  

A t = O ,  il n'y a que des négociateurs isolés .  

Soit : Plt l a  matrice représentant l e s  poids des Mt négociateurs en 

f i n  de phase t (ou en début de t + 1) . 

Pit = [plt (I,J)] avec 1 = 1, M t  e t  J = l,No GD 



Soit Yt la matrice des classements ou opinions des Mt négociateurs 
en fin de phase t (ou en début de t + 1). 

ut = lu, (I,J)] avec 1 = 1, Mt et J = 1, No 

Soit P2t le vecteur des gains des Mt négociateurs en présence 

en fin de phase t (ou début de phase t + 1) . 

PZt = pzt (111 avec 1 = 1, Mt 

Une fonction caractéristique ek a defini les gains PZt, à partir 

des données et a : 

OU en utilisant les relations et a : 

La phase (t + 1) voit au moins une coalition se former. Toutes les 
coalitions possibles de deux personnes sont envisagées. 

Si une coalition (Ck WC1) OU (KL) quelconque se forme, elle 

modifie la matrice des poids Plt et celle des classements Yt. 

Les équations de transformation sont : 

La forme des fonctions ft etgt peut dépendre de la nature des 

coalitions IL formées : 

coalitions de négociateurs restés isolés ou de groupes de négociateurs 

précédemment isolés. 

De nouvelles matrices Plt+l et Yt+l sont définies, de dimensions 

nécéssairement inférieures à celles de Plt et Yt. I l  y a autant 

de matrices Plt+l et Yt+l que de groupes de coalitions possibles. 



Les gains de toutes les coalitions possibles sont calculés : 

Parmi toutes les coalitions possibles, certaines seulement se 

forment,en fonction de règles précises : les coalitions à gain 

maximum. Cc. f. troisième module] . Un nouvel état de négociateurs 
est défini par pl t+l, Y~+~] tenant compte des coalitions 
effectivement formées. 

Le processus de négociation itératif se poursuit (t ++l ) jusqu' à 

ce qu'il ne reste plus qu'un parti négociateur à la suite de 

coalitions successives ( 't=T) 

SOPHOCLE est un exemple de modélisation précisant les fonctions 

f,, gt etct* 

IX - GAIN DES COALITIONS : 

Première phase de négociation : 

La première phase de la négociation permet d'aboutir à la formation 

de mi coalitions. 

Soit Ml = E (M42) la partie entière de %/2. 

Il y a au plus Mlcoalitions de 2 personnes qui peuvent se former 

à partir de Mo négociateurs. Le nombre possible de coalitions 

formées vérifie : 

Les cas ml = 1, m l =  2, ..., ml = Ml sont donc à envisager. 

Supposons ml fixe : 

Nous pouvons aboutir à différents groupes de coalitions suivant 

la composition même des ml coalitions. 

Soit m2 le nomhre total de combinaisons représentant des groupes 

de ml coalitions différents. Ce nombre vérifie : 



Le tableau suivant précise l es  valeurs de M2 en fonction des 

valeurs de Mo e t  de M l  pour Mo ,< 6. 

Fig. 7 

IX-1 Gain d'une coalition dans l'hypothèse ml = 1 

a) L'état i n i t i a l  des négociateurs es t  : 

b) Supposons qu'une coalition quelconque M = Ck y Cl se forme. 

L' é ta t  f inal  de l a  première phase e s t  : 



Soit Pl (a) 1 le poids de la coalition KL. 
Nous supposerons ce poids donné par : 

avec : 

Le choix des a(K)o et a (L)o est laissé à l'utilisateur de 

SOPHOCLE, qui peut en particulier normer ou non ces coefficients. 

A (K)o = a(L)o = 1 semble toutefois raisonnable en phase 1. 

Soit Y (IL)l llopini.on de la coalition KL. 

Nous supposerons cette opinion donnée par : 

O Y (KL)1 = b (K),x Y(K)o + b (L)o x Y (L) 

avec : 

Le choix des b(K)o et b(L)o est laissé à l'utilisateur de SOPHDCLE. 

Dans 1 ' hypothèse ml = 1 , les équations @ , @ et @ définissent 
les fonctions fo et go. 

c) Pour toute coalition formée (KL) une nouvelle tendance dominante 

S (KL) 1 peut être définie : 

avec W, V J  : 

@ s (J,a) = S(Jlo -[PY(K,J)~ + PY(L,J)~ +Pl (KL,J)lx Y(KL,J)l 
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d) Le gain de l a  coalit ion (KL) formée peut ê t r e  calculé par l e s  relat ions 

(1 5) e t  (1 6) e t  cela  quel que s o i t  (KL) . Ainsi : 

I l  y a m2 = cML gains PZ (KL) 1 à calculer.  
O 

Remaraue 

On prendra dans @ : 

IX-2 Gain d'une coalit ion dans l'hypothèse ml = 2 

a) L 'é tat  i n i t i a l  des négociateurs e s t  : 

b) Deux coalit ions se  forment : 

iZ = C k U c 1  

NI4 = CmVCn 

K f  L f M f r Y '  

A l a  f i n  de l a  première phase, l ' é t a t  des négociateurs e s t  précisé par  

l e s  équations suivantes : 

VICE ,&] , 1 # K,L,M,N : 

De plus,  l e s  relat ions @ e t  @ où toutes l e s  coalit ions (KL) possi- 

bles ont é t é  envisagées, donnent : v KL, K f L,  



c) Pour toute paire  de coal i t ion,  f a î t e  de (KL) e t  (MN) , e t  notée 

(KL , b!N) ou KL) , une tendance dominante S (KL , MN) 1 peut ê t r e  

définie : 

La re la t ion  @ e s t  une expression symétrique en (KL) e t  (MN). On a : 

D'où encore les  deux relat ions : 

où S(J,i(L)1 e t  S(J,b!N)l ont é t é  calculés par m. 
d) Les gains des coalit ions (KL) e t  (MN) formées peuvent ê t r e  calculés 

par l e s  relations a , @ e t  @ : 

Ainsi, quels que soient (KL) e t  (MN) : 

gain de (KL) lorsque l ' a u t r e  coal i t ion formée e s t  (MN). 

L A 

gain de (MN) lorsque 1 ' autre coal-ition formée e s t  (KL) . 
Remarque : gain conditionnel 

Quand ml = 2, pour (KL) donnée , l a  tendance dominante S (KL ,MN) 1 , dépend 
- 

de l a  coal i t ion (MN) , qu' il e s t  possible de former dans C(&) . Par 

rapport à une coalit ion (KL) donnée, l e s  coalit ions (MN) possibles seront 

appelées "conjonctures". 



Les gains P2 (KL ,MN) sont donc des gains conditionnels : P2 (KL ,MN) 1 est 

le gain de la coalition (KL) dans la conjoncture 0. 

Il y a m3 = cb2 x gains conditionnels à calculer, grâce 

aux relations @et @. 

IX-3 Gain d'une coa1ition:ml quelconque. 

Une extension des cas précédents est simple. 

a) L'état initial des négociateurs est : 

b) ml coalitions se forment, , , . . . , ,  . . . ,W : 

KL = Ck u Cl 

L'état final des négociateurs est : 

V 1, 1 f K,L, ... X,Y, ..., U,V : 

Pl (1) 1 = Pl (1) 

Y(1) 1 = y (110 

Y (X,Y) € LIU,. . . . . ,W , X # Y, les relations et O donnent : 
Pl ( W 1 ,  y ("11 

1 
Ces valeurs ont été calculées pour ml =1 [chap. IX- 11 
c) Il y a m2 groupes distincts possibles de ml coalitions (a, MN, . . ,XY, 
. . , W) . Pour tout groupe de ml coalitions, une tendance dominante 
S1 (KL,MN,. . . ,XY, UV) est définie: 



Cette expression est symétrique en KL, MN,. ..,XY,..., W. 

d) Les gains de chaque coalition formée (XY) sont calculés par les 

relations @ , @ et@. Ainsi : 

v (ml, 

PZ(XY, KL I MN,.**,w1 =cl [PI (mll, Y(XY)~,S(~~,KJJ,~ , * * * ,  UV),] 

gain de (XY) lorsque les (ml-1) autres coalitions formées sont 

(a, MN, * * * ,  w* 
Remarque : gains conditionnels composés. 

Pour ml quelconque, pour (XY) donné, la tendance dominante 

S(XY, KL, MN,...., UV)1 dépend des (ml-1) coalitions KL, MN, ..., W, 
qu' il est possible de former dans-. 

Le.gain P2(XY, KL, MN,..., UV) est un gain conditionnel "composé" : 

c'est le gain de la coalition (XY) dans la conjoncture (KL,MN,..,UV). 

Pour ml quelconque, la conjoncture est composée de plusieurs coalitions. 

Il y a m3 gains conditionnels à calculer, par les relations a et @ : 
2 2 in3 = CM, x Cb1;2 x.. . . . . . . . . . . 2 

xC%zml + 2 / (hl - 1) ' 



X - GAIN D'UNE COALITION : PHASE t DE NEWCIAT ION 

En fin de phase (t-1), l'état des négociateurs est le suivant : 

Il y a un total de mt-1 coalitions données : 

AB, CD, ..., IJ, formées successivement au cours des phases 
1 à (t-1) 

I l  reste (bb - 2mt-1) négociateurs isolés 

Globalement, en début de phase t, il y a donc Mt-1 négociateurs 

en présence, constituant' Ct-1, avec : 

nbre 'de coalitions nbFe de négociateurs 
isolés 

b$-l est le cardinal de Ct-1 : 

La phase t permet d'aboutir à la formation de ml coalitions : 

KL,MN, . . . ,XY, UV. 

Soit mt = mt-d+ ml 

Pour ml fixé, il y a m2 combinaisons représentant des groupes de ml 

coalitions : 

Toutefois, plusieurs types Tm de coalitions XY peuvent avoir lieu: 

,Un premier type unit deux négociateurs restés isolés (Txy = 1) . 
,Un second type unit deux coalitions précédemment formées (Txy = 2). 

,Un troisierce type enfin réunit un négociateur resté isolé à une 

coalition précédemment formée (Txy = 3). 

Le gain des coalitions sera déterminé pour ml quelconque. 



a) L'état i n i t i a l  des négociateurs e s t  : 

b) En phase t ,  ml coalitions se forment : 

KL, MN, . . . ,XY, . . .  W. 

L'état f inal  des négociateurs e s t  : 

V I ,  1 f K,L ,,..., X,Y ,..., U,V : 

V(XY)=(KL,***,UV), X f Y,  (Pl (XY)t , Y(XY)t 1 

peuvent Gtre calculés dans t ro i s  cas : 

fer  cas : Txy = 1 

X e t  Y sont deux négociateurs restés isolés. 

Les relations @ e t  a donnent Pl e t  Y(XY) t ,  avec respective- 

ment comme coefficients : 

2ème cas : Txy = 2 

X e t  Y sont deux coalitions précédernent formées : l e  partage des poids 

e t  des classements ou opinions n 'es t  pas identique au premier cas. 

Les relations @ e t  a donnent Pl (XY) t e t  Y (XY) avec respectivement 

comme coefficients : =* a(XIt-, e t  a(Y)t-l 

- b(X)t-l e t  b(Y)t-l 

Nous prendrons les  mêmes coefficients qu ' au premier cas. 

3ème cas : TV = 3. 

X e s t  une coalition précédemnent formée 

Y e s t  un négociateur resté isolé. 



Les coefficients des relat ions @ e t  @ sont nécessairement modifiés 

car l a  coal i t ion X exigr davantage de Y ,  pour son adhésion, que dans 

les  2 cas précédents. 

Les relat ions a e t  a donnent Pl (XY)t e t  Y(XY) avec respective- 

ment conune coefficients : 

@ =z-. ) a ' (X) t - l e t a ' (Y) t - l  ~ ù a ' ( Y ) ~ - ~ < a ' ( X ) ~ - l , V t .  

@ =- - -, b ' ( ~ ) , - ~  e t  ~ ' ( Y ) ~ - T  où < ~ I ( x ) ~ - ,  , ~ t .  

c) I l  y a m2 groupes d i s t inc t s  de ml coalit ions qui peuvent se  former 

en phase t. 

Pour chaque groupe, une tendance dominante St(KL, ...,XY,...,UV) e s t  

définie : 

YJ , 
S(J,KZ,,MI$ ..., XY ,..., UV)t = 

Cette expression e s t  symétrique en KL, l.N,. . .W. 

d) Les gains de chaque coal i t ion formée (XY) sont calculés par l e s  

relations a, a e t  m. Ainsi : 

v ( m l ,  

gain de (XY) lorsque l e s  (ml - 1) autres coal i t ions formées sont 

(a, MN, ..*,UV)* 

Ce gain e s t  un gain conditionnel composé [cf. remarque chap . IX- 3 3  



S O P H O C L E  
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TROIS IEME MIDULE 

Algorithmes de négociations 

Chapitres XI à XVII. 



XI - FORMATION DES COALITIONS EN PHASE t. 

XI-1 Données i n i t i a l e s  : matrice des gains. 

A chaque phase t ,  toutes l e s  coalit ions possibles é tan t  envisa- 

gées, l e s  gains de toutes ces coalit ions possibles seront représentés 

dans une matrice de gains TZt. Fig. 8 c 1 
Cette matrice a pour éléments : 

PZt(KL,MN, . . . , X Y , . . .  UV), gain de l a  coal i t ion (KL) dans l a  conjoncture 

(MN, . . . , XY, . . . ,UV) . 
Les lignes sont indicées par (KL) , V(KL) . 
Les colonnes sont indicées par (MN, . . ,XY, . . . . ,UV) , V(MN, . . . ,XY, . . . ,UV) 

conjonctures possibles. 

Soit Ct-1 l'ensemble des Mt-1 négociateurs en début de phase t .  

La matrice comporte donc c ~ ~ ~ ~ - ~  lignes. 

Elle comprend hl1 blocs, chacun précisant l e s  gains conditionnels de 

(KL) pour un nombre ml donné, c 'est-à-dire pour des conjonctures de 

(ml-1) coalit ions.  Toutes les  ce l lu les  de l a  matrice ne sont pas 

remplies. 

S i  (K V L) c ( M ,  N,  ..., X,Y, ..., U,V) l a  ce l lu le  comprend un "blanc". 

S i  KfLfMfNf . . . fXfYf . . . . #U#V, il y a un élément s ign i f i ca t i f  

PZt (KL ,MN, . . . , XY, . . . ,UV) en place. 
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XI-2 Choix des coalitions formées. 

Il reste à préciser suivant quelle règle des coalitions KL se for- 

ment effectivement à chaque phase t de la négociation. 

Les négociateurs cherchent à maximiser le gain de la coalition à laquelle 

ils appartiennent et non le leur [ chap.vll-21 : cette remarque amène à 

retenir des règles de formation qui ne tiennent compte que du gain global 

des coalitions éventuelles et non des gains individuels des négociateurs 

qui peuvent les constituer. 

Les coalitions formées devront donc avoir un "gain maximum". 

a) objectifs formels des négociateurs. 

Deux cas sont à envisager, suivant que les gains soient conditionnels ou 

non. 

a.1) Pour 1 < Plt-1<4, les gains ne sont pas conditionnels. La solution 

retenue est donnée par : 

'd t, Max P2t (KL) 

Seule une règle dloptimalité est prise en compte. 

a. 2) Pour Mt-, )/ 4, les gains sont conditionnels. 
Toute coalition possible KL cherche à maximiser son gain de négociation. Ce 

- 
gain dépend de CCKL).  

KL cherche en effet la conjoncture qui lui assure un gain maximum. Il y a 

plusieurs possibilités de conjonctures différentes pour KL, qui correspondent 
--- 

à des structures différentes de C ( r n ) .  Elles sont au nombre de : 

soit 



L'ensemble de ces conjonctures est 5 
La conjoncture optimale pour KL correspond à une structure particulière de 

Chaque coalition possible KL a ainsi pour objectif : 

Vt, Max PZ (KL ,hN) 

- 
Toutes les coalitions possibles' de C 

(KL) 
ont le même objectif. L'ensemble 

des coalitions possibles sur Ct-l a donc le système d'objectifs suivant : 

b) Règles de choix. - 
Deux questions se posent à propos de ce système d'objectifs : un problème 

de compatibilité et un problème dloptimalité. 

b.1) Problème de compatibilité. 

Les objectifs des coalitions possibles (KL) sont-ils compatibles entre 

eux ? 

Ils le sont si quelle que soit Urie coalition (KL) possible, cette coalition 

a son gain maximum avec une conjoncture MN et si la coalition (MN) a son 

gain maximum pour la conjoncture (KL) . 
Si un ensemble de coalitions peuvent se former à partir de Ct-l, chaque 

coalition réalisant son gain maximum maximom, ces coalitions fournissent 

desl'solutions compatibles évidentesw. 

En général, les objectifs des coalitions possibles sont incompatibles. Un 

processus de négociation compétitive précisant une ou plusieurs règles de 

compatibilité, sera défini : des solutions compatibles seront élaborées 

par négociation. 



b.2 Problème d'optimalité. 

Il reste à choisir entre les solutions compatibles, 'lévidentes" ou non, 

un ensemble optimal de coalitions, c'est-à-dire la structure optimale de 

Ct-l 

Ce choix sera opéré à l'aide d'une règle d'optimalité et indiquera quelles 

coalitions se formeront effectivement en fin de phase t. 

On aboutit ainsi à Ct. 

XII - DEFINITION DE Ct POUR Mt - -  = 2. 

Ce cas trivial ne peut se rencontrer qu'en phase initiale (t=O) ou finale 

(t=T) dans la négociation. 

Soient Mt-, = 2 

Une seule coalition est possible : elle se forme : 

Il n'y a donc pas lieu de d6terminer la matrice de gains TZT : 

Le classement final est donné par la relation @. 



XII1 - DEFINITION DE Ct FûüR Mt = 3 : ALGORITHME DE CHOIX A3 - 

Soient Mt-1 = 3 

Les données initiales sont données parTZt : 

La coalition qui se forme est donnée par : 

Ce critère dtoptimalité pour la décision Dt permet d'aboutir à un ensemble 

Ct-, de deux négociateurs. 



Exemple 

Max PZt (KL) = PZt(13) = 1 1  

KL 

La coalition (Cl J C3 ) se forme. 



TROISIEME MODULE (suite) 

Négociation de 4 négociateurs, 

Chapitres XIV à XTTII. 



XIV - DEFINITION DE Ct WUR Mt-l = 4 : ALKlRI'ïHhE DE CHOIX A4 

Soient Mt-, - 4  

Les données i n i z i a l e s  sont représentées par'PLt : 

Fig. 11 

Avec FIt-,  = 4 apparaissent l e s  pains conditionnels. 

L'ensemble des ro;ilitions possibles su r  Ct- l  a pour ob jec t i f  : 

v ( C k U C 1 ) E C , - l ,  Max PZt (KL,MN) 

MN 8 



XTV - 1 Détermination des solutions compatibles : 

Principe de l a  négociation 

PourMt-,>4, toute coa l i t ionposs ib le  KL joue deuxrôles  

w D ' a ~ r è s  l e  sys t i  n 2  d 'object i fs  @, KI., cherche l a  conjoncture PN qiii 

l i , ~  assure ini g ~ ~ l :  ,n~ximum P2 (KL,MN*) . t 

Le g i~ i i i  de FB* aTb.ric N. pour conjoncture, PZt(MN *, KL) n ' e s t  pas iiécessaire- 

ment optimal. 

Y KL peut Stre l u i  même la  conjoncture KL qui assure à ime coalitioii I J  

son gain maximal. Le gain de KI, ' avec I J  comme conjoncture n1  e s t  pas 

nécessairement optimal. 

S i  I J  f a i t  un appcl d 'offre  à sa  conjoncture optimale U 7 l e  gain 

éventuel de KI.,', ?zt(KLe , I J )  e s t  certain.  Lorsque Ki, f a i t  un appel d 'offre  

à MN*, son gain éventuel, P2t (KL, bm*), e s t  conditionnel : L réa l i sera  

son gain optimal 3 l a  condition que MN ne trouve pas de meilleure conjonc- 

ture qi;e KL, 

Le biit: dc l a  c x ? i t i o n  IL e s t  d 'obtenir dans l a  négociation de l a  phase t 

l e  "meilleur compr~mis entrr ces deux gains" : 

Apparaît ] c i  1s d)riamique du p~c.r .ssus de négociation comp6titive. 

La phase t e s t  parquée par des "étapes de calculs" ou "rangs1'. 

Fecherche et calcul de Pzt ( I J ,&  *) . 
Par ~IE(f i~: i t i~r ,  l e  rang R e s t  impair : étape "stair" 

Passage du rang U au rang ( R + l )  : Appel d 'offre  de I J  à U*. 

O Rang CR+ 1 )  : La coal i t icn IL* examine 1 'of f re  de IJ. 

Calcul de PZt (IL*, IJ) 

Le rang (R+1) e s t  pa i r  : étape "çtepw. 



Rang (RIZ) : 1.a coal i t ion U cherche sa conjoncture optimale m*[objectif @' C 

Recherche e t  calcul  de P2t (IU,MN*) 

Le rang (P.+?) e s t  impair : étape "stair".  

Ce cchéma e.;: l e  principe di recteur  de tout  processus de négociation 

- Figure 1 2  - 



XIV-2 Application du principe 

Son application pour Mt-l = 4 r e s t e  t r è s  simple. 

Consiclérons l a  matrice P2t e t  l e  système d 'object i fs  : 

li la, Max PZt (M.,MN) 

h7 PJ 

Max PZt(KL.:l:q = PZt (M.,MNT 

.'\ IN 

i.i'tte irformatior. peut ê t r e  représentée par un gral-' ,. I c  i , i é férence~ [36]. 

Chaque sommet es t  une coalit ion possible. Tout arc  rc l innt  M. à )IN s ign i f i e  

qiie blN e s t  l a  conjoncture oftimale ha' * pour U. A cet  a rc  e s t  attaché 

I r  valeur PZr (il, FN *) . 

hl, f'2 t (a, )a.*) 
FR 

La f i  gur- ~uivn;i:e, Fig. 13, représente l e  graphe de préférences correspon- 

dant d ce t  e x e q l  e de données : 

Fig. 13 Représentation sagittale de l a  m a t r i ~ e T 2 ~  



Un tel graphe visualise bien les problèmes d'incompatibilité. 

La conjoncture 34 optimale pour 12 a son gain maximum pour ml = 1. Il en 

va de même pour la conjoncture 13 et la coalition 24. 

Les coalitions 13 et 23 sont en revanche compatibles. 

Les scl~t~sns compatibles évidentes apparaiqsent dc deux façons dans cette 

repréientation. 

Lei somnict~ itl-rccnts au sommet @ en définirc:nt une p a r t i e .  L'au+ : c  est 

i-~-c'.~i~Ct. 113 * ; 3 "circiiit.; élémentaires ~ i c i ~ l e r , "  Jc ~CILY sommets (011 deux 

L'algorithme "step antl stair" fournit simultanément les "solutions compatibles 

>;IL-3 A1gol.i 11-me "step ,md stairf' : Notations. 

Soit T2t = G arc(: 

Pz,. (kL,?f>: = Z ( 1 , J )  

Pouï : l t -  - 4 , T = 1 à 6 ,  J = O à 6 .  

Fig. 14 



Soient 

et 

3 m  (1) = JjC 

J* sera supposé mique, +I . 
Soient Hi 2) 1' indice de ligne définissant l a  coalition 1 de 1 'étape de 

calcul oii rang 1:. 

Y(R) l'indice di. calcniie c1éfinih:;ant la conjonctilre J clii rang R. 

La coalition[i;(.l<'), 1 II:)] est une ~olution "possible". 

Al i  - AL\LU7RITIlhK ''%LI' .L\1) STAIK " 1 1 = 4 .  - 
XV-1 t1)yothCçcs fondamentales. 

a) Ai~cune coal j t j or. n' a la possibi 1 itf de s ' imposer. Si une coalition se 

fornic, c'est- par iin consensus entre les négociateurs en présence fondé sur le 

b) Chaque (-oalition ne tient compte quc des appels d'offres où elle est 

directement concernée. 

Autrement dit, les négociateurs composites n'intégrent dans leurs straté- 

gies que les résultats des rangs où ils sont présents. 

Cette hypothèse, interdit aux coalitions d'utiliser le modèle de comporte- 

ments de 1 ';ilp,oi.itlme pour adopter une "stratégie mixte" au second degré. 

Seules, les "stratégies pures" sont utilis6es Cja]. 

c) Soit le systt~me d'objectifs : 

\i h l ,  Max P?t(KL,hlhi) 

Rien ne permet B priori de présumer l'existence dc solutions compatibles 

satisfairait globalement à ce système khap.xl. 2 .b 1 



Ce dernier  d o i t  donc ê t r e  décomposé. 

Chaque coa l i t ion  possible 1 =KL entame un processus de négociation pour 

chercher à r é a l i s e r  sa conjoncture optimale. 

Cc proccssiis f o u x i t  6venîiiellemr;- i une lrit ion à 1 'd- jec t  i 1: : 

soli:- les t-rLtrain?e.c : 

- 
& , , I\I<Lx P L ,  Ob, OP) 

[,a Y ; ?  11: icn i c ;~p ; . t  ; t- l c  é \ e : ~ t u e l l  c dc cliacjic p roce~sus  entnmi. par  IL e s t  

fournie par ce;. :a conjonctiire optin;ile Y? * : [KL,MNq 
il chaq~i:. 1-rocesri:~ , seule  l a  formation e f f ec t i ve  des deux coa l i t ions  des 

rangs R=l  e t  h=: e s t  possible.  Les niitres formations pr~iivant apparaî t re  en 

cours du processus sont  v i r t u e l l e s .  

A&'-2 Déroulement. 

a) Algori t i ~ n e  pré 1 imjrini re 

Des calculs  pr<i  iinlnaires sont nécessaires poiir préparer l e s  données 





L'algorithme comprend plusieus types de procédures numériques. 

b) Séquence principale. 

Des blocs de calculs Fig. 16 assurent la progression de l'algorithme par C 1 
rangs, suivant le principe directeur précédemnent énoncé. [!hap. XIV. 1 fig. 1 2) 

Fig. 16 

Rang R, impair : la coalition d'indice 1 cherche sa conjoncture optimale 

dl indice JMAX (1) . 

Rang (R+1), pair : la coalition d'indice JMAX(1) examine 1 'offre de la coali- 

tion 1. 

Rang (R+2) , impair : la coalition d'indice 3IAX (1) recherche à son tour la 

conjoncture 



A partir de la coalition X(R) = 1, l'avancement de la négociation s'opère ainsi 

Fig.17 : 

Soient I,J,K€ 

Fig. 17 

Des tests sont chargés d'assurer les arrêts éventuels de l'algorithme. 

c) Séquence d'arrêt définitif (A.D.) 

La négociation permet à chaque coalition, 1 = 1 à k, de chercher sa conjonc- 

ture optimale. L'algorithme cesse définitivement sa progression lorsque 

toutes les coalitions ont mené cette recherche. La séquence suivante 

contient un test d'arrêt définitif : 

opCmmL p u r  I. 

Fig. 18 Tes t  : A.D. 



d) Séquence des "maxima réciproques" (M.R) 

ün premier test d'arrêt partiel peut stopper la progression par rangs de 

l'algorithme = le test des "maxima réciproques". 

Soit R=l . Considérons les rangs R, (R+l)  , (R+2) et la progression Fig. 1 9  . 

J/JMAX (J) =K 

Fig. 1 9  

La coalition 1 a pour conjoncture optimale la coalition J. Si la coalition 

J a pour conjoncture optimale la conjoncture 1, c'est-à-dire K = 1, alors 

les coalitions 1 et J satisfont au "test des maxima réciproques " Fig.20 . 3 
On ~ Y [ R + z ]  = Y ( R + I ) ,  soit : 

oui 

1 

X(R),  Y(R) 
coalitions compatibles 

Fig. 2 0  Test M.R. 

e) Séquence de la "conjoncture vide" (C.V.) 

Un test doit préciser si une coalition X(R) a son gain maximum quand m l = l ,  

ce qui arrête momentanément la progression de 1 ' algorithme. Fig. 21 [ 1 



CONTINUE COALITIONS COMPATIBLES 

Fig. 21 Test C.V. 

Ce t e s t  e s t  nécessaire au rang R. I l  e s t  inuti le  au rang (R+2) où il fe ra i t  

double emploi avec l e  t es t  des maxima réciproques. 

f) Séquence de sort ie .  

Les résultats du processus de négociation entamé par l a  coalition 1 sont 

précisés dans cet te  séquence. 

I l s  peuvent ê t re  : 

(chap . XV. 2 .  e)  f T IoNs commI Bus 

On remarque que, s i  les  résultats ffX(l) , Y (1) , coalitions compatibles" e t  

lfY (1) , X(1) , coalitions compatiblesff sortent,  alors l a  solut ioni~(1)  ,Y (113 

e s t  une solution compatible évidente. 

Par a i l l eurs ,  toute solution ffX(l) , PI, coalitions compatiblestf e s t  évidente. 



Pour Mt - , = 4, l'ensemble des solutions compatibles ne peut être vide : 

certaines coalitions peuvent effectivement réaliser leur gain maximum 

XV-3 Organigramme. 

OUI 

I 



XV-4 Exemple. 

Les données in i t ia les  sont celles de l a  f ig.  13. 

G = 

Soit 

alors : 

L'algorithme mène aux différents shémas suivants : 



" Test C.V. 
13/1 ,-> . -  - - .- -- - [13 ,$]solution compatible 

* Test M.R. 
14/23 L-0 k3,143 solution compatible 

Test C.V. 
34/0 ?++ 

Test [24] coalition impossible 13/$ -9 

p4 ,q solution compatible 

Fig. 23 



L ' ensemble des soiutions compatibles est donc \[I 3 ,g],h4 ,PI , [14, 2311 

Il reste à choisir sur ce domaine réalisable une solution optimale. 

XVI - DETERMINATION DE LA SOLUTION OPTIMALE. 

Sur 1 'ensemble des solutions compatibles une "fonction économiquet1 G est 

définie. 

La solution optimale est fournie par le critère : 

Les critères utilisés dérivent des critères de choix classiques en avenir 

incertain et peuvent relever de la théorie des jeux. 

XVI-1 Le critere du gain maximwn. 

La fonction économique utilisée est : 

Y (KL, MN), coalitions compatibles. 

avec 

La solution optimale est donnée par : 

Dans 1 ' exemple numérique précédent [chq. XV. 4 ,  ce critère retient la solution 1 
[14, 23]comme optimale : Ct = U C4, C2 U C 
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XVL2 Le critère de la moyenne 

Soit la fonction économique : 

tf (ICL ,MN) coalitions compatibles 



avec : 

PZt(E,$) = PZt(B,K.L) = pZt(a)  

La solution optimale e s t  donnée par : 

Max [PZ~(KL,MN) + PZ~(MN,KL)] 

:IiL ,hou) 

Dans l ' exemple numérique précédent [chape XV. 41 , l a  solution [13,$] devient 

optimale : Ct = 1 C, U C ~ ,  C e ,  C4 j 
Ce cr i tè re  de l a  moyenne peut aussi ê t r e  u t i l i s é  pour départager l e s  

éventuels ex-aequos que fournirai t  l e  c r i t è re  du gain maximum. 

KI. 3 Remarque 

Les données i n i t i a l e s  sont portées dansTZt. 

La nature de ce t te  matrice de gains (coal i t  ions-conj onctures) suggère 

l'emploi de c r i t è re s  de choix en avenir incertain : c r i t è re s  de HLJRWICZ , 

LAPLACE, WALD ou SAVAGE . [5 9,6 93 . 
Nénnmoins, ces c r i t è re s  ne peuvent ê t r e  u t i l i s é s  que s i  tous l e s  évènements 

q u i  peuvent a r r iver  ont l a  même vraisemblance d'apparition pour l e  décideur. 

Or, dans SOPHOCLE, ce n ' e s t  pas l e  cas.  Chaque coalit ion en e f f e t ,  e s t  Capa- 

ble de voir  s i  une conjoncture e s t  plus vraisemblable qu'une autre.  

Pour l a  coal i t ion (Ki,), l a  conjoncture (MN) e s t  plus vraisemblable que l a  

conjo~icture (OP) s i  : 

PZt (MN, a) > PZt (OP, KL) 

I'our ce t te  raison, il n ' e s t  pas possible d ' u t i l i s e r  directement l e s  c r i tè re5  

de choix classiques en avenir incertain.  Cependant, une adaptation e s t  

possible. Ainsi par exemple, peut-on voir dans l e  c r i t è r e  du gain maximum 

une analogie avec l e  c r i t è r e  de HURWICZ e t  dans celui  de l a  moyenne une 

adaptation du c r i t è re  de LAPLACE. 

XVI 1- ALGOKIlTME DE CHOIX A4 

L'organigramme suivant, Fig. 24 réuni t  : [ J  
- Recherche des solutions compatibles 

- Détermination des solutions optimales. 





TROISIFME WDULE (suite) 

Négociation de 5 négociateurs. 

Chapitres XVIII à X X I ,  



XVIII - DEFINITION DE C FûUR Mt-, = 5 : ALCDRITHME DE CHOIX A5 
t- 

Soient : = 5 

Les données in i t i a les  sont représentées parTZt . 



L'ensemble des coalit ions possibles su r  Ct-, a pour object i f  : 

XlrIII.1 Détermination des solutions compatibles : 

Principe de l a  négociation. Applications. 

Le principe directeur du processus de négociation compétitive pour Mtel = 5 

rcs te  celui du cas précédent [chape XIV. 1, f ig .  12) 

Considérons l a  matrice 'PZt e t  l e  graphe de préférences associé à ce t te  

matrice en fonction du système d 'object i fs  [chap. XIV.~] 

La figure suivante, [ ~ i ~  . 263 en donne 1 'exempJe. 



F i g .  26 

Représentation sagittale de t a  matrice 



Cet exemple présente une "solution compatible évidente" avec le circuit ~ 
élémentaire simple : (23,45). 

L'existence de telles solutions est absolument fortuite. Le graphe précsdent 

le montre bien. 

Supposons en effet que l'arc ( e 4 5 $ i 3 )  n'existe pas et soit remplacé 

pat un arc (45,12). Le graphe serait alors constitué de deux circuits 

élémentaires simples : (1 2,34, 15, 23, 45) et (14, 25,13,24, 35) 

Une telle situation, l'bloquée", amène et justifie la définition d'un processi 

de négociation compétitive nécessaire pour lever les incompatibilités 

(algorithme "step and stair"). 

XVIII.2 Algorithme "step and stair" : notations 

Soit TZt = G avec 

PZt (KL,MN) = G(1,J) 

1 = l,.., k J = O ,..., k 
Pour Mt-, = 5, 1 = 1 à 10, J = O à 10. 



Soient MAXZ(1) = Max G(I,J)=G(I,J*~) JMAX~(I)=J * " 
JfJ * 

Soient MAX3 (1) = blax G(I,J) = G (I,J*** 
J#J%J** 

I VI, on supposera J*, J ** et J *** uniques. 
Soient X(R) l'indice de ligne définissant la coalition 1 au rang R. 

Y(R) l'indice de colonne définissant la conjoncture J au rang R. 

Les coalitions X(R), Y(R) sont une solution possible. 

XIX - ALGORIM liSTEP ANS STAIRii PûUR Mt- = 5. - 
XIX.l Hypothèses fondamentales. 

Pour Mt-l = 5 , les hypothèses fondamentales du chap. XIV. 1 (Mt-1=4) restent 
valables. Mais il y a lieu d'ajouter certaines hypothèses nouvelles. 

a) Aucune coalition nia la possibilité de s'imposer [chap.XV. lai 
b) Chaque coalition ne tient compte que des appels d'offres où elle est 

directement concernée [chap. XV. ld 
c) Chaque coalition 1 = KL entame un processus de négociation pour chercher 

à réaliser son gain maximum chap.XV.1.c i _3 
A chaque processus, seule la formation effective des deux coalitions des 

rangs R =1 et R=2 est possible. Les autres formations pouvant apparaître au 

cours du processus sont virtuelles. 

d) Hypothèse de 'non-loyautéii des négociateurs. Pour Mtm1=5, un cas nouveau 

apparaît : si m1=2 , il y a quatre conjonctures possibles MN pour chaque 
coalition KL. 

Considérons en effet le schéma du principe directeur de la négociation~ig.281 

1 * ( Fig .28 



Quelles sont les possibilités pour MN *? 

MN * = fl et MN*= IJ sont possibles,comme dans le cas Mt-, = 4. 

Il reste deux cas possibles, tels que certainement : 

(1 €MN* et J MN*) 

OU - 
(JGMN* et 1 é m * )  

Peut-on envisager ces deux possibilités ? Lorsque la coalition IJ fait 

un appel d'offre à (KL) , la 'coalition (KL) peut-elle envisager à son tour 

une conjoncture comprenant 1 ou J ? 

Cette hypothèse sera retenue dans l'algorithme : elle est en accord avec 

les hypothèses b) et c) , et le système d'objectifs des coalitions . Donc : 
Quel que soit le rang R impair de la négociation, toute coalition possède 

quatre conjonctures possibles. 

XIX.2 Déroulement 

a) Algorithme préliminaire. 

L organigramme suivant correspond à la préparation des données [~i~. 2 9 1  



M A x I ( I ) ~  Max G(s .J ) :  G ( ~ , J * )  
S - - - - -- - -- 

- I 
- - - 

sta Îir 

------.-- -7 



L'algorithm comporte sept séquences de calculs. 

b) Séquence principale 

Le principe directeur de la négociation est toujours formalisé en trois 

blocs de calculs principaux qui assurent la progression de l'algorithm 

(Fig. 30) . 

1 X(R+l) = Y (R) ! 

Figure 30 S-[uence principale 

A partir de la coalition X(R) = 1, l'avancement de la négociation se déroule 

corn suit (Fig. 31) . 





c) Séquence d'arrêt définitif (A.D.) 

Pour Mt-l = 5 , cette séquence est identique à celle du cas Mt-1=4 [fig.18] 

d) Séquence des "IMxima réciproques" (M.R) 

Pour Mt-l = 5, cette séquence est identique à celle du cas Mt-l= 4 flg 20 L '  J 
Mais elle a lieu, quel que soit le rang R impair. 

e) Séquence de la conjoncture vide (C.V. ) 

Pour Mt-l= 5, cette séquence est identique à celle du cas Mt-1=4 

Mais elle a lieu quel que soit le rang R impair. 

Proposition 1 

Soient X(1) # O 

R un rang impair 

Si Y (r) # O pur r = 1, 3, 5,. . .R-2, 
Si aucun test n'arrête ltalgorithnie au rang R, alors : 

Y (R+l) # O 

La séqence principale justifie cette proposikion. 

Quel que soit le rang R impair, auquel l'algorithrrie parvienne, Y(R+l) ne 

peut prendre que d i s  valeurs, toutes différentes de O. 

C o r n  Y (R+1) = X (R) , cela implique X (R) # O 

I Un corollaire de cette proposition montre que les tests M.R. et C.V. ne 
Lpeuvent avoir une réponse positive simultanée au rang R. 

f) Séquence de relance. 

La progression par rangs de la séquence principale peut être interrompue pour 

diverses raisons. Les tests d'arrêts partiels, loirsqutils sont positifs au 

rang R, signifient qu'une coalition X(R-q) d'un rang (R-q) précédent R ne 

+ 
réalisera pas le gain maxirmrm qu'elle recherchait (q€N ) 

Exemple 1: Test des maxirm réciproques (M.R.) 



Soit R un rang imp.ir quelconque R >3. 
i 

w 

x (R+l) /Y (R+1) 

OU - OU 

X/JEIIAXl (X) =Y y/x 

l 
4 

A 

OU - ---_ b 

Y/JEIIAXl (Y) =z 

Si Y (R+2) = Y (R+l) [x(R) ,Y (R)] conpatibles. 

[x(F<,Y (RI] mrpatibles + - Si X(R-2) fait un appel d'offres à Y (R-2) , - 
l'appel d'offres est refusé. 

La coalition W, ne pouvant réaliser MAX1 (W) , tentera successivement d'obtenir 

MAXS (W) puis MAX3 (W) . 
E x q l e  2 : Test de la conjoncture vide (C.V.) 

Soit R un rang impair R>3. 
I 
I 

OU OU 

I 

t - . - - - . - - -W.-  " -  -X_ / 

1 
1 X (R+2) /Y (R+2) ; 

/ l- 

i OU l 
i .  i 

Figure 33. 



Si Y (R+2) = O =b {x(R+z) , 4 coalitions compatibles 
[ ~ ( ~ + 2 ) , 0 3  compatibles si X(R) fait un appel d'offre à Y @ ) ,  

1 ' appel d!.offre est refusé. l 
La coalition X ne pouvant réaliser MAX1 (X) tentera successivement d'obtenir 

MAX2 (X) et hW3 (X). ! 
Il existe d'autres tests d'arrêt partiel conduisant aux mêmes conclusions ~ 
Soit R un rang impair R ) 3 
En raison d'un test quelconque, supposons que la coalition X(R-2) ne puisse 

réaliser le gain qu'elle recherchait. 

L'algorithme progresse à nouveau depuis le rang (R-2) d'après la procédure 

suivante. [~i~. 341 



Proposition 2 

Quel que soit le rang R impair auquel l'algorithme parvienne, R >  3, X(R) ne 

peut être égal qu'à JM4X1 X(R-2) ou W 2  [x(R-2)], avec X(R) #O 

DEMONSTRATION 
i 1 

D'après la séquence principale : 

En premier lieu, montrons que Y (R-2) =O est impossible. 

En effet, si Y(R-2)=0, le test de la conjoncture vide arrête l'algorithme au 

rang (R-2) : 

E X(R-2) , jI 1 "coalitions compatibles". 
En second lieu montrons que : 

Y(R-2) = 3W3 X(R-2) es$ impossible 

Supposons Y(R-2)= JM4X3 

l'algorithme étant parvenu au rang R. 

Ceci implique nécessairement, d'après la séquence de relance : 

puisque l'algorithme s'est poursuivi jusqu'au rang R. Sous notre hypothèse, 

il reste 

On a aussi : 

puisque 1 ' algorithme s 'est jusqu'au rang R. 

De plus Y (R-3) # O d'après la proposition 1 : 

Cela impose : 

Y (R- 3) = JMAX3 [ x (R- 2)] 

Donc si Y(R-2) = JMAX~[X(R-2)]# O ,  alors : 



Le test des maxima réciproques arrête llalgorithme au rang (R-2) : 

(R- 2) , Y (R- 2)]coalitions compatibles. 

En conséquence, quand Y(R-2) = O ou quand Y(R-2) = JMAX3 X(R-2), l1algorithme C 1 
cesse au rang (R-2) : X(R-2) a surement une conjoncture compatible à ce 

niveau de gain. 

A fortiori, on ne peut donc avoir : 

Y (R- 2) = JMAX4 [X (R- z)] 

Un corollaire accompagne cette proposition, Il concerne la sortie négative 

du premier test de la séquence de relance LF~~. 341 

Corollaire 2 

Quel que soit le rang R impair auquel l'algorithme parvienne, R>3, si 

X (R-2), Y(R-2) sont incompatibles, alors : 

Dans les conditions Y (R-2) # M l  ( - 2  Y(R-2) doit prendre 

comme nouvelle valeur JMAX3 [x(R-2)] et cette valeur est surement compatible 

avec X(R-2). 

Dans ce cas, lorsque l'algorithme remonte au rang (R-2), le test de la conjonc- 

ture vide et celui des maxima réciproques font double emploi : 

En remplaçant Y (R-2) par W 3  [x(R-z)] , il vient en effet : 
soit Y(R-2) = Y (R-3) --k Y(R-2) # O 

soit Y(R-2) # Y (R-3) -Y(R-2) = O 

g) Séquence de cyclage (C. ) 

Le nombre de coalitions possibles est fini. 

L'algorithme ne peut donc progresser de façon illimitée sans qu'un cycle 

n'apparaisse dans la séquence principale . 



Proposition 3 

t Soit R un rang impair quelconque. 

Si Qr impair, r7R, les tests M.R. et C.V. sont négatifs, il existe néces- 
+ 

sairement k t  #4 , pair, tel que : 

X (R) = X (R + k) 

Ce lemme permet d'introduire le troisième et dernier test d'arrêt partiel 

concernant le déroulement de la séquence principale: le test des circuits. 

L '  avancement de 1 'algorithme est en effet arrêté quand 

X (R) = X (R +k). 

Cela signifie qu'un circuit apparaît dans le graphe des préférences et que 

l'algorithme cycle sur lui-même suivent le circuit : 

{ X  (R), X(R + 11, ...., x (R + k)) 

Proposition 4 

I Quel quesoit le rang R impair auquel l'algorithme parvienne, R > 3, on a : 

I X (R) # X (R - 2) et X (R) # X (R - 4) 

Démons tration 

En effet X (R) = X (R - 2) est impossible car V R, X (R - 2) # Y (R - 2) 

Ensuite si l'on avait X (R) = X (R - 4 ) ,  le test des M.R. aurait stoppé 

l'algorithme au rang (R - 2) .  

Quel que soit R 2 5 ,  impair,.le test suivant est donc nécessaire Fig. 35 : 

4 non 
C  @NT INUE PAU SE 

$ C I R C U I T  3 C I R C U I T  

F i g .  35 T e s t  C .  



S'il n'existe pas de circuit, la séquence principale est relancée. 

Si la réponse au test des circuits est positive, l'algorithme est stoppé. 

Supposons qu'il existe un circuit. Quelles sont les situations possibles sous 

cette hypothèse ? 

L'algorithme est parvenu au rang R impair, avec R > 5, d'après les propositions 
3 et 4. Nous supposons qu'il existe k ) 4 ,  pair, tel que : 

X (R)  = X(R-k) 1 

Fig. 36 

Certaines propositions doivent préciser les différentes possibilités de 

circuits que l'on peut rencontrer et celles qui ne peuvent avoir lieu. 

Les propositions 5 et 6 démontrent que le test des circuits et les tests 

C.V. et M.R. sont indépendants. 

Les propositions 7, 8 et 9 démontrent que tout circuit amorcé entre X CR) 

et X (R - k )  ne peut cycler que sur la préférence optimale de X CR) = X ( R - k ) ,  

c'est à dire : 

MAX 1 [ X (R)] = MAX I [ X (R - k j  

Démontrons en premier lieu l'indépendance du test C. et des tests C.V. et 

M.R. 



Proposition 5 

Quel que soit le rang R impair auquel l'algorithme parvienne, R > 5, s'il 
existe k > 4, pair tel que : 

X (R) = X (R - k) 

alors : 

Démonstration 

Soit en effet X (R) = X (R - k) 
Y (R) = O 

D'après la séquence ~rincipale, Y (R) = J MAX 1 [ X (R)] . L'algorithme eut 
été stoppé au rang (R - k) par le test C.V. lorsque Y (R - k) prit la valeur 
JMAX 1 [x (R - k)J = JMAx I[x (RI] . 
Cette proposition montre que les tests C.V. et C. ne peuvent avoir une 

réponse positive simultanée au rang R. 

Proposition 6 

1 Ouel que soit le rang R impair auquel l'algorithme parvienne, R75, s'il existe 

k) 4, pair, tel que : 

1 alors X (R) = X' (R - k)  

Y (R) = Y (R - k ) = JMA X I X (R) 

Y (R) # Y (R- 1) 

Démonstration 

Soit en effet X (R) = X (R - k) 
Y (R) = Y (R -k) = JMAX 1 X (R) 

Y (R) = Y (R -1 ) 

D'après la séquence principale, il vient :- 



i X  ( R - k +  1 )  = Y  ( R - k )  ainsi que : 

Y  ( R  - k + 1 )  = X (R - k)  

11 vient aussi : 

X ( R  - 1 )  = X  (R)  et 

X  ( R  - 2 )  = Y  ( R -  1 )  

Y  ( R  - 2 )  = X  ( R  - 1 )  

D'après la proposition 2 ,  on dispose de : 

soit : Y  (R - 2 = J M A X I [ X  (R - 2  1 ' 1 ~ ~  
o i t  : Y (R  - 2  = J M A X ~ [ X  ( R  - 2  )] 7. 

O r  Y  ( R  - 2) = JMAXI [ X  (R - 2  ) ]  est impossible. 

Eneffet X ( R - 2 )  = X ( R - k +  1 )  

puisque : 

X ( R - 2 ) = Y ( R -  1  ) = Y ( R ) = Y ( R - k ) = X ( R - k + 1 )  

puisque 

Y ( R - 2 ) = X ( R -  1 )  = X ( R )  = X ( R - k )  = Y  ( R - k + l )  

Y ( R -  2 )  = JMAXI [ X  ( R -  2 1 1  

L'algorithme aurait été stoppé au rang ( R  - k + 2 )  par le test M.R. ,  ce qui n'a pz 

été. Donc Y  ( R -  2  ) # JMAX I [ x  ( R -  2 )1 

Il reste : 

Y R - 2 J M A X 2 [ X ( R - 2 ) ]  

OU Y  ( R - k +  1 )  = J M A X ~ [ X  R - k +  l ) ]  

Ceci implique : 

Y  R - k + 2 ) = J M A X I [ X  ( R - k + 2 ) ]  

Le circuit est donc ainsi : (Fig. 37). 



ou 

l I / J  = JMAXl ( Il 

Deux cas sont à distinguer. 

Nous avons abouti à : 

Ceci est impossible en fonction de la proposition 4. 

En effet si k( 10 , alors : 

Dans ces conditions, X ( R - 2 ) = X ( R - k + 1 ) est possible. Mais cela 

prouve l'existence d'un circuit au rang ( R - 2 ) et le test C. aurait arrêté 

l'algorithme à ce rang. 



8 2 

En conséquence 

on ne peut avoir Y (R) = Y  ( R -  1 )  

Cette proposition montre que les tests C. et M.R. ne peuvent avoir une réponse 

simultanée positive au rang R. 

Elle introduit par ailleurs un corollaire. 

Reprenons les hypothèses de la proposition 6 : 

Quel que soit le rang R impair auquel l'algorithme parvienne, R 7 5, supposons 
qu'il existe k 7  4, pair, tel que : 

X ( R )  = X ( R - k )  

Y R ) = Y  (R-k)=JMAXI[x (R)] 

D'après la proposition 6 : 

D'après la proposition 5 : 

D'après la proposition 1 : 

Y ( R -  1 )  # O 

Dès lors, il reste deux valeurs possibles pour Y (R - 1) : ce sont les deux 

valeurs non nulles prises parmi : 

J W X 2  [X ( R )] , JMAX3 [X ( R )) , JMAX4 

soient JMIN 1 LX ( R )] et JMIN 2 valeurs positives telles 

aue : 

)JMIN 1 [X(R)] , JMIN 2 [ X (R)] 1 IJ O = 2 [X(R)], JMAX4 [X(R)]} 

et G (x(R), JMIN 1[X (Rjb7G(X (R), JMIN 



corollaire 6 - 

Quel que soit le rang R impair auquel l'algorithme parvieilrie, K 7 5 ,  s'il existe 

k )  4, pair tel que : 

I Alors soit Y ( R -  I = JMIN I [ X  ( R )] 
I soit Y ( R -  I = J M I N  2 [ ~  ( R )J 

Proposition 7 

Quel que soit le rang R  impair auquel l'algorithme parvienne, R  7 7, s'il 
existe k ,  pair, 4 ( k  < ( R  - 3 ) ,  tel que : 

. h t 
b 

X ( R - k ) / Y  ( R - k )  I I - - ., 
OU 

I/J = JMAX 1 ( 1 ) - i 
I b 

X ( R - 1  ) / Y  ( R - 1 )  

OU 

11 J M I N  1 ( 1 ) 
# 

L 

X ( R )  / Y ( R )  

ou 

I / J = J M A X 1  ( 1 )  



Démonstra t ion 

D ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  6 p r é c é d e n t ,  Y ( R - 1 ) ne  p e u t  p r e n d r e  que c e s  deux 

v a l e u r  S .  

I l  e n  v a  de  même pour Y ( R  - k  - 1 ) q u i  e s t  nécessa i rement  d i f f é r e n t  de  O 

e t  d e  JMAX 1 [X ( R - k )] . Il r e s t e  à mont re r  que Y ( R  - 1 ) e s t  d i f f é r e n t  

d e Y [ ~ - k -  11 .  
Sous l e s  hypo thèses  de  l a  p r o p o s i t i o n  7 ,  supposons : 

Y ( R -  1 )  = Y ( R - k -  1 )  

D'après  l a  séquence p r i n c i p a l e  : 

d ' o ù  X ( R - 2 ) = X ( R - k - 2 ) .  

. . . / .  . 



Le test des circuits aurait stoppé l'algorithme au rang ( R  - 2 ) .  Donc 

Y ( R  - 1  ) = Y ( R - k - 1) est impossible ce qui démontre la proposition 7. 

Nous supposons toujours qu'il existe un circuit, c'est-à-dire : 

3 R  impair, R  7 5 
3 k pair , k ) 4 

tels que X ( R ) = X ( R - k )  

Nous allons démontrer que dans ces conditions, on a nécessairement : 

Y  ( R  = Y  ( R - ~ ) = J M A X I [ ( X ( R ) ]  

C'est le but des propositions 8 et 9. 

Proposition 8 

t Soit R impair, R ) 5  

k pair , k) 4 

Alors Y ( R - k 3 = JMAX 1  [ X  ( R )] 

Démonstration 

D'après la proposition 2, on dispose de : 

soit Y ( R - k )  = m X I [ X ( R - k ) ] > O  

soit Y ( R - k ) = JMAX 2 x ( R - k 117 O l 
Il reste à montrer que Y  ( R  - k ) = JMAX 2 [X  ( R - k )] est impossible. 

Si ( R - k ) = 1 ,  alors Y ( R - k = JWAX 1  [ X  ( R - k )] , par définition de la 
séquence princi~ale . Dans ce cas, la proposition est démontrée. 
Soit cionc (R-k)  ) 1 ,  avec : 

R impair, R )  5 

k pair, k >  4 

Posons notre hypothèse principale : 



Cela implique évidemment : 

Par ailleurs Y ( R  - k - 1 ) # O d'après la proposition 1 .  

Comme nécessairement, on a : 

JMAX 1 [X ( R  - k )] O  

J M n X 2 [ x ( R - k ) ]  # O  

puisque l'algorithme s'est poursuivi jusqu'au rang R ,  il reste : 

JMAX 2 [ ~  ( R  - k )] = J M I N  I [ x  ( R  - k ) ]  

e t  Y ( R - k - 1 )  J M I N 2 L x R - k ) ]  

D'après la séquence ~rincipale, il vient aussi : 

Y ( R - k - 2 ) = X ( R - k - l ) = X ( R - k ) - X ( R )  

Y ( R - 2 ) = X ( R - I ) = X ( R )  

d'où Y ( R - 2 ) = Y  ( R - k - 2 )  

Ici, deux cas sont à distinguer. On sait en effet que l'on a : 

soit Y R -  ~ ) = J M I N I [ x ( R ) ]  

soit Y R -  1 ) = J M I N  2 1 ~  ( R ) ]  

a) Supposons 

Y  ( R -  1 ) = J M I N  2 [ ~  ( R ) ]  

Alors X R - 2 ) = Y ( R - 1 )  = J M I N ~ [ x ( R ) ]  

d 'où X ( R - 2 ) = X ( R - k - 2 )  

Ainsi, on aurait (F ig .  40) : 



Fig.41 
Remarque : 

I 

X(R-k-1) /y (R-k-1 )  

OU 

J / I  
A 

1 a 

Précisons la configuration du cycle qui aurait eu lieu au rang (R  - 2 ) ,  avec 

X ( R - 2 ) = X ( R - k + 2 )  

X ( R - k ) / ~ ( ~ - k )  x ( ~ - k + l ) / y ( R - k - I  

OU OU 

3 / K  = JMAX 2 (J) K/J  = JMAX 2 (K) 

D'après la proposition 2, on a : 

4 

soit Y ( R - 2 )  = J M A X I [ X ( ' R - 2 9 7 0  

soit Y ( R -  2 )  = JMAX 2 [ x  ( R -  2 )) 7 0  

D'après la séquence principale, on a : 

Y ( R - k + l ) = X ( R - k ) = X ( R ) = Y ( R - 2 )  

A 
* 

t 7 

J 

X(R-k+2)  /Y (R-k+2)  

ou 

K / L  = JMAX 1 ( K) - 

i 

H) b 
b 

X(R-2) /Y (R-2) 

ou 

K/J =JMAX 2 (K) 

4 I - 
X(R)  /Y(R)  

OU 

J / L  JMAX 1 (JI 
4 T 

A 

- 
X ( R - I ) / Y ( R - 1 )  

OU 

J / K  = JMAX 2 (JI 



Donc, on a : 

soit Y (R-k+l  ) = JMAX 1 [X ( R - 2 1 1  7 0  

soit Y ( R , ~ - + I )  = JMAX 2 [ X  ( R - 2 )] 7 O 

Or Y ( R - k + 1 ) = JMAX 1 [ X  ( R - 2 )J n'est pas envisageable puisque le test 
M.R. n'a pas été positif au rang (R - k + 2 ) . Donc : 

Y ( R - k +  1 )  = J M A X 2 r X  ( R - k ) ]  

et par suite Y ( R - k + 2 )  = JMAX 1[X ( R - 2 )] 

I l  reste ainsi : 

( y  ( R - k + 2 )  = JMAX 1[ X ( R - 211 

Avant de donner cette configuration, l'algorithme aurait fourni : 

et le circuit aurait eu lieu sur ces valeurs. 

La proposition 8 est ainsi démontré. Quand avec R impair, R > 5  et k pair, k )  4 ,  

/ Y  ( R ) = J M A X  I [ x  ( R ) ]  

on peut avoir Y ( R - k ) = JMAX 2 [X ( R )] 

Ceci amène la conséquence suivante : 

Corollaire 8 

Soit R impair, R > 5  

k pair , k > 4 

Si X ( R ) = X ( R - k )  

alors Y ( R ) + JMAX 2 [ X  ( R )] 

J ~ Y ( R - X + J ~ ~ [ X R ) ]  



Cela découle immédiatement de la proposition 8. 

La configuration : 

Y R )  = J M A X ~ [ X ( R ) ]  

Y (R-k) = JMAX 2 

a nécessairement été précédée de : 

Y ( R  ) = JMAX 1 [,x ( R  )J 

Y R - k = J M A X 2 [ x ( R ) ]  

qui est impossible d'après la proposition 8. 

On démontre pour des raisons analogues la proposition suivante : 

Proposition 9 

f Soit R  impair, R I  5 

k pair , k ) 4 

1 Alors Y ( R  # JMAX 2  [X ( R  )] 

En effet, la configuration : 

Y R - k  = J M A X I [ X R - k ) ]  

Y ( R  ) = JMAX 2 [X ( R )] 

a nécessairement été précédée de : 

qui arrête l'algorithme. 

Des propositions 8 et 9, se déduit la proposition suivante : 

Proposition 10 



Quel que soit le rang R  impair auauel l'algorithme parvienne, R  75, s'il 

existe k 7 4 ,  pair, tel que : 

X ( R )  = X ( R - k )  

Alors Y R )  = Y R - k ) = J M A X I [ x ( R ) ]  

C'est sur la base de cette proposition que la sortie positive du test des 

circuits est élaborée dans l'algorithme. 

x (R-k) /Y (R-k) x (R-k+ 1 ) /Y (R-k+l  ) 

I/J = JMAX 1 (1) OU 

. J / I  
A 

& 

1 
I 

l 
e 
I * * * 

X  (R-2)  /Y (R-2) X  ( R - ] ) / Y  (R-1) 

ou ou 

H / I  
J . 

X  ( R I /  Y  ( R  ) 

OU 

I/J = JMAX 1  (1) - - 

Fig. 42 

Lorsqu'il existe un circuit ayant cyclé entre X (R) et X  (R-k) ,  Fig 4 2 ,  on a : 

Soit C R - k ) = l  

Soit ( R - ~ ) ) I  

a) Soit ( R  - k ) = 1 par hypothèse. 

X  (R - k ) = X  ( R  ) = X ( 1 ) cherche à réaliser MAX 1 [X ( 1 )] 

D'après la proposition 6, on a : 

Dans ce cycle, seul X ( R ) peut choisir entre deux conjonctures.X ( R  ) peut 

ne pas accepter le gain G[( X ( R ) , X  ( R - 2  )] . X ( R  - 2  ) ne réalisera 

pas son gain espéré G [ X  ( R  - 2  , X ( R )]. 



b)  S o i t  (R  - k ) )  1 pa r  hypothèse.  

Dans l e  cyc le  qu i  a p p a r a î t ,  X ( R - k ) = X ( R ) a  s e u l  l e  choix e n t r e  

, deux ga ins  : 

G [ X  (R-k ) ,  Y ( R- k)Jet G[X ( R ) , Y ( R ) ]  . 
Ces deux v a l e u r s  sont  d i f f é r e n t e s  d ' ap rè s  l a  p ropos i t i on  7 .  

S i  Y (R-1) = J M I N  I [ x  (RI]  = JMAX 2 [ X ( R )J 
Alors  Y ( R -  k - 1 ) = J M I N  2 [ X  ( R  ) ]  

E t  G [ x ( R )  , X ( R - 2 ) J > G [ X ( R ) , X ( R - k - 2 > ] .  

X (R)  ne peut  donc accep te r  l e  g a i n  G[X ( R ) , X (R  - k - 2 )] . x ( ~ - k - 2 )  

ne r é a l i s e r a  pas son ga in  e s p é r é  G[X(R-k-21, X (R  )] . 

si Y ( R - I ) # JMAX 2[x  ( R )] 

Alors  Y (R - 1 ) = J M I N  2 1 ~  ( R  )] 

~t Y R - k -  J = J M I N I [ ( X R ) ]  

on a  G[X ( R I ,  x CR-z)](G[x ( R )  , x ( R - k - 2 11, 
dans ce s  cond i t i ons  X ( R ) accep te ra  l e  g a i n  GG ( R ) ,  X ( R - k - 2 11 
e t  c ' e s t  X ( R - 2 ) qu i  ne r é a l i s e r a  pas  son ga in  e s p é r é  G [X ( R - 2 ) ,  

X ( R ) J -  



h) Séquence de sor t ie  

La négociation entanée par l a  coalit ion 1 peut avoir un premier type 

de résul ta t  quard Y (1) = O 

, "COALITIONS ' 
L 

S i  ) X (3) , Y (3)  1 est une coal i t ion incanpt ib le ,  le résu l t a t  

est : 

' x (11,  Y (11 ,  / 
I' 

; "CQALITIONS COMPATIBLES" / 
C 

S i  1 X (3) ,  Y (3) 1 est C-tible, le résu l t a t  devient : 

"COALITION IMPOSSIBLE" 

LRs deux remarques du chapitre XV.2. 5 restent  valables : [ 1 
coalit ions canpatibles, a lo r s  1 X (1) , Y (1) 1 est solution évidente. 

Toute solution canpatible 1 X (1) , (ô 1 est évidente. 



(se reporter au chapitre XXII.2) 



XIX. 4 Exemple 

U s  données initiales sont celles de la figure 44. 

Soit G = 

Fig. 44 

La préparation des données est fûurnie par l ' a l g o r i ~  préliminaire. 



L'algorithme "Step and Stair" mène à différents schémas dont nous donnons 

quelques wcaples caractéristiques. 





( 3 9 7  1 s o l u t i o n  compati 

--- -- 

Fig. 47 

b l e .  



Test MR w 
Fig. 47 

coalition 

Fig. 48 

impossible. 

Solution compatible. 



L'ensemble des solutions ccmpatibles est finalenient : 

[ 3.71 ,[5, 101 , [6, 91 , [lot 51) 
La coalition (5, 10) est une solution évidente. 

XX Détermination de la solution optimale 

Sur l'ensgnble des solutions çcmpatibles, les fonctions éçonaniques 

précédermient utilisees [ Chap. XVI ] demeurent. 

I La solution optimale est fornie par l'un des couples suivants : 

Soit [Pzt 134, 121 = G [8,l] = 18 

Soit 1 P2t [25,14] = G 7 = 13 

Soit 
5 ,  = G E0,57 = 19 P2t 

!pst [24135] G [6,9] = 19 
Soit 



XX. 1 Le cr i tère  du gain niaximum 

La solution optimale e s t  donnée par : 

XX. 2 LR cri tère de l a  moyenne 

La solution optimale e s t  donnée par : 

c, = Ic, 1 C 2 U C 3 ,  c4 u c 5 1  

Les  éventuels ex-aequos fournis par l e  cr i tère  du gain maxirmûn sont 

départagés dans l'algorithme par ce cr i tère  de l a  moyenne. 

x ~ r  Algorithne de choix &5 

L'organigramme est bât i  sur l e  rrienie principe que dans le cas Mt - 1 = 4. 

[cf Fig.241 . Il réunit : 

1) Recherche des solutions canpatibles. 

2) D é t e m a t i o n  des solutions optimales. 



S O P H O C L E  

Synthèse 



X X I I  Modèle SOPHOCOLE : Synthèse 

XXII 1 .  Organigramme général 

Le modèle de négociation "SOPHOCOLE" e s t  décrit  par l e  processus 

i t é r a t i f  suivant : 



Phase t de négociation p 
-- 1."- -W.-- . _ _ . ,  

.-- -- - 

Matrice de classements 
en (t - i) : Y t - i  

/// - 

-------.-,-..---.-." 

oui 

.. -- non 

Classement final en T 

L 

Génération de toutes les coalitions 

E N D  possibles en T. 
J 

1 
.. 

Classements et poids passibles des 

Indices de tendances dominantes possibles '1 
Gains 

des coal itions posssibles 

r 4 
Décision D : formation effective 

des coalitions 

Fig. 49 

C $' 
Définition de C 



L'algorithme qui en résul te  e s t  composé de plusieurs par t ies .  

(Fig . 50) . 

La première p a r t i e  détermine l e s  données d'entrée de l a  première 

phase de négociation. 

La seconde pa r t i e  permet d 'aboutir  au classement f ina l  s i  l e  

nombre de négociateurs e s t  égal à 2 .  S i  ce nombre e s t  supérieur à 2 ,  il 

calcule l e s  gains de toutes les  coal i t ions possibles de deux négociateurs, 

dans l'hypothèse drune conjoncture vide. 

. Les gains de toutes l e s  coal i t ions possibles de deux négociateurs 

dans l 'hypothèse d 'une conjoncture non-vide , sont calculés par l a  troisième 

pa r t i e .  - Cette dernière sélectionne aussi l a  coal i t ion qui se  form lorsque 

l e  nombre de joueurs e s t  égal à 3. 

La quatrième pa r t i e  exécute l e s  calculs préliminaires nécessaire 

aux algorithmes de négociation "Step and Stair",  dans les  hypothèses de 4 

ou 5 négociateurs. 

L'algorithme "Step and Stair" dans l e  cas de 4 négociateurs 

const i tut  l a  cinquième par t ie .  

S ' i l  y a 5 négociateurs, cet  algorithme représente l a  -- sixième 

pa r t i e .  



La septième partie enfin sélectionne la solution optimale, 

dans les hypothèses de 4 ou 5 négociateurs. S i  détermine la matrice de 

classements et le poids des négociateurs en phase t, à partir des 

coalitions effectivement formées. 

XXII 2 . Algorithmes "SOPHOCLE" 

Les organigrammes suivants traduisent module par module les 

différentes phases de traitement du modèle. 







Phase t de négociation 

oui 

Tableau 4 

Choisir un (KL) & 
oui  

I 

J = 1 ,  No 
St(J, KL) =St.l(J) - [PY,~(K, J) +PYt-i(L, J)] + PYt(KL, J)  

1 + 
1 MOYS, = .C S+(J, KL) / No 1 

hoisir un nouveau (KL + 

+ 
PYt(KL, J) * St(J, KL) - No * MOYPYt(KL) * MOYSt 

R,(KL) =';4 I 

oui 

No 
\ .Z p y t 2 ( ~ ~ ,  11- N~ * M O Y P Y ~ ~ ( K L ) \  

1 =1 

V(KL) , MN =@ 
P2+(KL, MN) 

No 
.Z s~'(J, K U -  NO * M O Y J ~ ~  
1=1 



OU. 

1:orrner (KL, MN) 

P2t(KL, MN) = PO,(KL) * Rt(KL, MN) 

Choisir un nouveau (KL, MN) - 
oui 

+ 
VKL, VMN (MN #& / 









V(KL, MN) coalitions compatibles 
{suP[P~~(KL, MN),  PZt(MN, KL)]} 

Solutions optimales - 
(KL*, MN*) u 

(KL*, MN*) 

oui 

oui 

I 



XXII. 3 Conclusion 

En introduction, nous avons mentionné différents objectifs 

importants que devraient atteindre les modèles de décisions multicritères . 
(Chap. VI, VI1 et VI II) 

SOPHOCLE a cherché à apporter : 

- une démultiplication des hypothèses de travail. 

- une formalisation de phénomènes "réalistes". 

- le respect de la dynamique de l'agrégation et des ordres de préférences : 

définition progressive des préférences par agrégations partielles prenant en 

compte le facteur "temps". 

Si le mode d'approche de SOPHOCLE permet ces apports, il introduit 

en revanche une difficulté. Le mode d'agrégation retenu a un processus qui 

dépend du nombre de critères : les algorithmes "Step and Stair" sont fonction 

du nombre Mo de négociateurs, et leur complexité augmente très vite avec M . 

Mais cette complexité est le propre de tout modèle it&ratif, 

ces derniers semblant les seuls, avec les modèles graphiques, à pouvoir 

actuellement satisfaire les décideurs. 

Il est de toutes façons possible de d6velopper l'élaboration 

d'algorithmes "Step and Stair" pour plus de 5 critères. Néanmoins nous 

pensons que llut.ilisation de 5 points de vues différents est amplement 

suffisante dans la majorité des décisions multicritères réelles. 





ANNEXE 1 

1-2 

1 INTRODUCTION 

Le programme suivant a été écrit en FORTRAN IV et passé sur 

10 070 CII. 

Il permet une résolution informatique de l'algorithme "Step 

and Stair" pour M t-1 = 5, algorithme simulant une négociation 

compétitive entre 5 négociateurs, .,' 

II FROGRAMME 

1 :  
i' : 
3 :  
4 :  

' 5 :  
if: 
7 :  
2, : 
ç :  

1 c; : 
l i ;  
1 2 ; 
13: 
1 'r : 
15: 
1 !j : 
il; 
1 i*: 
1 i ;  

r' 2 : 
i j  : 
' \ .  

Cf. . 
2.; ; 

1, : 
, .. . , .> * 
. )  d * . . 
. .. ; + . . 



III EXEMPLES 

III. 1. Exemple 1 

a) données 



b) Résultats 

III. 2. Exemple 2  

a) données- 

JMAX1 = ( 8 , 7 , 0 , 6 , 4 , 2 , 0 , 4 , 3 , 5 )  

3IAX2 = ( O ,  1 0 , 5 , 8 , 3 , 0 , 2 , 7 ,  1 , 2 )  

3 M 3  = ( 9 , 0 , 9 , 5 , 1 0 , 4 , 3 , 1 , 6 , 1 )  

b) résultats  



.. 
ANNEXE 2 

Modèle SOPHOCLE : Exemple d 'application numérique. 



1 INTRODUCTION 

Cet exemple concerne la préparation de la politique générale 

et financière d'une firme par l'appréciation de résultats financiers. 

Soient deux indicateurs d'efficience économique : 

- Bénéfices nets (ou après impôts) : 

- Ratio de rendement d'exploitation : P 
= Bénéfices nets 

P 2  
Chiffre d'affaires (H.T.) 

Soient- trois indicateurs de risque financier : 

- Ratio du financement des immobilisations : 
P 

= Capitaux permanents Ressources 
P3 
\ ou - 

Imrnobilisat ions Act if indisponible 

- Ratio de trésorerie relative : 
P 

= Valeurs réalisables et disponibles à C.T. 

e 4  
Dettes à C.T. 



- Ratio de rotation des stocks : 
y 5  

P - - Chiffre d'affaires 

Stocks au prix de vente 

Une définition partielle de l'état financier d'une firme est 

possible à partir de ces cinq indicateurs. 

Nous nous proposons de faire une évaluation comparative des 

résultats obtc~niis annuellement par une Société sur une période de huit ans. 

II Données cardinales 

X (1,J) = 0 pour l'année A 
' I  j 

Résultats 
erf ormances) 

X (1,  J) 

X (2 ,  J )  

X ( 3 , J )  

b 

Années J 

A 1 

13,  O1 

O ,  0721 

0 , 9 6 8  

œ 

A 2 

18,  38 

O ,  O708 

1 , 0 1 8  

X ( 4 ,  J) O ,  88 O ,  81 

1 A u 

X ( 5 ,  J) 

10,  35 

O ,  0699 

0 , 9 8 5  

O ,  85 

10,  9 
t 
I 

I 

15,  51 

O ,  0684 

0 , 9 0 7  

33,  13 

0,0652 

0 , 9 7 7  

O ,  86 

10,  5 

*7 

20,  69 

O ,  0699 

O ,  878 

*6 

24, 78 

O ,  0507 

O ,  869 

O ,  71 

11,  8 

d 

A 8 
u 

31, 91 

0 ,  0696 

O ,  898 

1 

O ,  75 0 ,  78 

11,  1 

O ,  66 

J 

1 1 ,  3 11 ,  5 1 1 ,  2 



I I I  Données ordinales 

- - - 

Années J 

I V  Poids des c r i t è r e s  

IV. 1 Poids intr insèques 

/ IV. 2 Poids extr insèques (Formules @ e t  @J) 

s o i t  Q(1) = 0 , VI E [i, 5 1  
Donc P 1 (1, J) = P O 

O O (1) 

V Indice de tendance dominante (Formules 0 e t  @) 



IV. Première phase de négociation 

VI. 1 Gain d'une coalition dans l'hypothèse m = 1. 

Il se forme une seule coalition (KL.) 

v K , V L ,  ako=Q1 = b k  = b l  = 1 
O O O 

a) Poids des coalitions (Formule 



b) Classements des coalitions (Formule @ 

c) Classements poiidérés des coalitions (Formule 0) 

A l  A4 *5 A7 

Py1(12,J) 60 66 3 6 60 36 42 60 6 6 



1 Moyennes 

d) Indices de tendances dominantes (Formule 

e) Indices de corrélation (Formule @) 
l 



f) Gains des coalitions (Formule @) 

V I .  2 Gain d'une coalition dans l'hypothèse m , = 2. ~ 
A) Indices de tendances dominantes (~omule@) 



b) Indices de corrélation (Formule 15) 



VI .  3 Résolution 
< 

a) Tableau des gains des coal i t ions (Formule 16) 



l b) Négociations : Aïgorithm? "Step and Stair" 

~ b 1. Données initiales 

b 2. Résultats 

RUN 
C O A L I T I O N  1 E T  O D S B L U T I B N  CBMPATIBLE 
C e A L f T I B N  2ET O o S B L U T I e N  C B M P A T I B U  
C B A L I T I B N S  3 9 S 0 L u T I B N  COMPATIBLE 
C B A L I T I O N  4 E T  0 , S B L U f I e N  CBMPATI8LE 
C B A L I T I B N  5 E T  OISBLLJTIBN C B M P A T I ~ L E  
C B A L I T I B N  6 E T  ODSBLLJTIBN COMPATIBLE 
C I ) A L I T I B N  7 E T  OISBLUTIBN COMPATIBLE 
C B A L I T I B N  8 E f  OISBLUTIBM COMPATIaLE 
C B A L I T I B N S  9 3 SOLUTION COMPATIBLE 
C O A L I T I O N  l 0 E T  OISBLUTIBN CBMPATIBLE 
*STOP* O 



le critère du gain maximni indique { coalitions 3 et 9 } 

c m e  solutions optimales. 

VI1 Deuxième phase de la négociation 

Il reste trois négociateurs en place : 

- une coalition a réuni les joueurs 1 et 4. 

- le joueur 2 reste seul. 

- une coalition a réuni les joueurs 3 et 5. 

VI1 1. Données initiales de la phase 2 

a) données ordinales 

I Années 



b) Poids des coalitions 

c) Classenients pondérés (Formule II) 

1 Années 1 

VI1 2. Calcul des gains 

Il ne peut se former qu'une seule coalition. Nous conserverons les 

valeurs suivantes, p u r  simplifier : 

' a) Poids des coalitions (Formule @) 



b) Classemnt des coalitions (Fomle  @ 

C) Classements pondérés des coalitions (Fomle @ 

d) Indices de tendances daninantes (Formule @ 



e) Indices de corrélation (Formule @ 

f) Gains des coalitions (Formule @ 



VII. 3 FGsolution 

ïe cr i tère  du gain maximum indique : 

coalitions 1 e t  2 carme optirnales 

I V I 1 1  Dernière phase de la négociation 

Il reste deux négociateurs canposites en place : 

- une coalition regroupant l es  joueurs 1, 4 et  2. 

- une coalition regroupant les joueurs 3 et 5. 

VIII. 1 Données in i t ia les  de l a  phase 3 

Seules les  donnees ordinales nous intéressent : 

VIII. 2 Résolution (Formule @ 

On p r e a  des coefficients différents pour signifier 

l'importance plus grande de la première coalition : 0,6 e t  0,4 

Y (J) = 0 1 6  x Y (1, J) + Ot4 x Y (2 ,  J) 
T 3 3 



Doii le résultat final : 

Ce qui donne, avec un classenent inverse de pas 1 les préférences 

suivantes : 

IX Conclusion 

L'appréciation carp.rative des résultats financiers sur une période 

de huit ans est possible. 

k classenient final ordonne les résultats annuels avec les préférences 

décroissantes suivantes : 

1') Années 2 e t 4  

2') Année 1 

3') Année 7 

4') Années 3 e t 8  

5') Année 6 

6') Année 5 
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